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VORWORT.

Die Theorie der Orthogonalreihen ist noch immer kein klassi-
sches Kapitel der Analysis. lhre geschichtlichen Quellen sind -
zweierlei. Die besser bekannte besteht aus den einzelnen Theorien
der Fourier'schen, Legendre'schen, Bessel'schen und vieler anderen
speziellen Reihen, an welchen das Gemeinsame zu erblicken es David
Hilbert in den Anfangsjahren dieses Jahrhunderts vorbehalten
blieb; die andere ist in den nun mehr als fiinfzig Jahre zuriick-
liegenden Untersuchungen skandinavischer Aktuare J. P. Gram,
T. N. Thiele und ihrer Schiler zu finden. Sie haben sich das Ziel
gesteckt, die in der Statistik auftretenden willkirlichen Funktionen
vermittels geeigneter Orthogonal polynome zu beherrschen. Die noch
dlteren W ronski'schen Versucht!, das allgemeine Problem anzu-
greifen, blieben unverstanden und die Sturin-Liouvi lle'sche
Verallgemeinerung war an eine Klasse von Differentialgleichungen
gebunden. Es darf also die skandinavische Schule as digjenige gelten,
die als erste das Gemeinsame an allen Orthogonalreihen klar hervor-
treten lie. 1. Fredholm ist aus dieser Schule hervorgegangen und
seine Theorie der Integralgleichungen, von Hilbert ausgebildet, gab
Erhardt Schmidt die Anregung zu seiner grundlegenden Arbeit
Uber Orthogonalentwicklungen. Auf diese Weise haben am heutigen
Wissen beide Quellen ihren Anteil.

Gegenwartig sind die Orthogonalreihen, von allen physikalischen
und statistischen Anwendungen abgesehen, ein wichtiges Werkzeug
der reinen Mathematik. Sie sind ja nichts weniger as die analy-
tische Geometrie des Funktionenraumes bei Zugrundelegung des
rechtwinkligen ¢~ orthogonalen) Achsensystems. Nur ist der Funk-
tionenraum unendlich komplizierter und reichhaltiger as der eukli-
dische Raum und es bieten sich in jenem Probleme, denen kein
Analogon in diesem entspricht. Eine reelle Funktion ist ein , Punkt";
die, Distanz" zweier Punkte im Funktionenraum gibt quadriert bereits
ein Integral. Nun hat man die Wahl zwischen verschiedenen Inte-
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gralbegriffen und es empfiehlt sich der Leb e sgu e'sche aus folgenden
Grinden: zunéchst ist er allgemein genug, um alle bekannten (nicht
»ZU groBen") Funktionen zu fassen, des ferneren verleiht er—bei
der Definition der Distanz als Integral—dem Raum die Eigenschaft
der Komplettheit (den tGblichen Ausdruck , Vollstandigkeit" muften
wir uns fur einen anderen Begriff vorbehalten); dies ermdglichte
F. Riesz und E. Fischer den Hauptsatz der Theorie der
Orthogonalreihen aufzustellen.

Diese Monographie behandelt die allgemeine Theorie der
Orthogonalreihen einer Veranderlichen. Die Verfasser waren sich
mit der Redaktion der Sammlung dariber einig, dal das Eingehen
auf spezielle Orthogonalsysteme wohl den Umfang des Buches, nicht
aber den Wert desselben in gleichem MaRe vergrofRern wiirde. So
ist z.B. die Theorie der Bessel'schen Funktionen sowie der meisten
aus der mathematischen Physik bekannten Systeme, als nicht in den
Rahmen dieses Werkes passend, libergangen worden. Spezielle Ortho-
gonalsysteme kommen wohl in diesem Buche vor, aber blof3 als
Beispiele. Unter den vielen schénen und wichtigen Dingen, die der
Leser in diesem Buche nicht finden wird, moéchten wir noch die
Anwendungen auf die Theorie der Integralgleichungen erwéahnen,
sowie die von G. Szeg6 und anderen (Bochner, Bergmann,
Zarankiewicz) ausgebildete Theorie der komplexen Orthogonal-
systeme. Auf enzyklopadische Vollstandigkeit hat also diese Mono-
graphie keinen Anspruch.

Der allgemeine Standpunkt kommt auch in der Wahl der
Hilfsmittel zur Geltung. Selbstverstéandlich wird der Lebesgue'sche
Integralbegriff als bekannt vorausgesetzt; wir durften das umsomehr
tun, als das in dieser Sammlung erschienene grindliche Buch von
S. Saks allen diesbeziiglichen Wiunschen nachkommen dirfte.
Diejenigen Séatze der Integrationstheorie, die wir nicht als mathe-
matisches Gemeingut betrachten konnten, haben wir im ersten Kapitel
zusammengestellt. In demselben Kapitel haben wir alles N6tige aus
der Theorie der Operationen — mit oder ohne Beweise — gebracht.
Es handelt sich bloR um wenige Séatze, die wir besonders in den
drei letzten Kapiteln unseres Buches anwenden: hier findet der Leser
den Saks'schen Satz (ber Folgen von Operationen, sowie die
Prinzipien, die einer von uns das , Resonanzprinzip" und das , Prinzip
der Kondensation der Singularitdten” genannt hat; sie geben einen
Uberblick der moglichen singuldaren Funktionen und ihrer Ver-
teilung im Funktionenraum. Na&heres Uber die Theorie der line-
aren Operationen findet der Leser im Banach'schen Buche dieser
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Sammlung. Wir haben es versucht, die Beweise der Operations-
theorie moglichst kurz zu gestalten, wobei uns (besonders beim
88 des ersten Kapitels) Herr S. Mazur wesentlich geholfen hat.
Verhaltnismalig wenig haben wir Uber Fourierreihen gebracht,
weil in derselben Sammlung das neue Buch von A. Zygmund
Uber diesen Gegenstand vorliegt.

An dieser Stelle mochten wir die Frage nach der Urhe-
berschaft der in diesem Buche behandelten einzelnen Ergebnisse
und Theorien erwdhnen: es war nicht unsere Absicht jedesmal
nach ihrem Ursprung zu forschen, und wir haben uns damit
begniigt, nur gelegentlich S&ze und Beweise mit Namen zu
versehen. Die uns zuganglichen Werke und Abhandlungen haben
wir in der Bibliographie genannt, um dem Leser ndhere Orientie-
rung Uber spezielle Fragen zu ermdglichen; es ist aber nicht
der Zweck dieser Bibliographie, Prioritatsfragen zu entscheiden.
Infolgedessen kénnen manche eigenen Resultate, die wir friher
nicht publiziert hatten, hier nur an der Abwesenheit von Zitaten
as solche erkannt werden. Es wére aber verfehlt, alle zitatenlosen
Ergebnisse den Verfassern zuzuschreiben, da viele allgemein be-
kannte Sitze der Analysis und der Funktionentheorie ebenfalls
ohne Literaturnachweis gelassen wurden.

Das Buch besteht im Ganzen aus acht Kapiteln. Jedes Kapitel
zerfallt in einige Paragraphen. Die eckig eingeklammerten drei-
stelligen Nummern am Rande geben durch ihre erste Ziffer das
Kapitel, durch die zweite den Paragraphen an. So ist z. B. [394]
ein Satz des lU-ten Kapitels und des 9-ten 8 Es wird aber
manchmal mit jenen Nummern eine Definition, eine Bemerkung
oder bloR eine Formel bezeichnet. Findet der Leser eine Angabe
wie |1, 5, (25), so bedeutet die romische Zahl das Kapitel, die
arabische den § und die rund eingeklammerte die Nummer der
Formel im Kapitel.

Die Bibliographie besteht aus zwei Verzeichnissen. Das erste
gibt eine Zusammenstellung der Abhandlungen in alphabetischer
Ordnung; die zitierten Arbeiten sind durchgehend numeriert und
die dem Titel folgenden eingeklammerten Nummern weisen auf
die betreffende Stelle des Buches hin. Das zweite ist ein Gegen-
schlissel zum ersten: es ist nach den Klammernummern geordnet
und gibt die zugehodrigen Ordnungsnummern des ersten Verzeich-
nisses an. Einige Buchertitel gehen den Verzeichnissen voran.
Auf diese Weise haben wir FuBnoten entbehren kdnnen.
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Eine Zusammenstellung der Abkirzungen, Bezeichnungen und
Symbole dient dazu, dem Leser Uber eventuelle terminologische
Schwierigkeiten hinwegzuhelfen; es ist kein Verzeichnis der Defini-
tionen, sondern blol3 eine alphabetische Liste mit Bezugnahme
auf die Stellen, wo die Auskunft im Buche zu suchen ist; mangels
einer solchen wird eine kurze Erkléarung gegeben.

Bei dem Korrekturlesen gewédhrten uns die Herren H. Auer -
bach, S. Mazur, L. Sternbach und A. Zygmund freund-
liche Hilfe; ihnen allen und besonders Herrn Zygmund verdan-
ken wir auch manchen wertvollen inhaltlichen Ratschlag. Allen
diesen Herren sprechen wir unseren aufrichtigen Dank aus.

Viele Rechnungen und Formeln im |V-ten Kapitel haben wir
dem ausgezeichneten Hobson'schen Werke , Spherical and Elli-
psoidal Harmonics' entnommen.

Im nachstehenden Fehlerverzeichnis sind einige von uns
nachtréaglich bemerkten Korrigenda angebracht.

Die Verfasser.
Lwow, im Oktober 1935.

FEHLERVERZEICHNIS.

Baite und Zeile
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I. KAPITEL.

Vorkenntnisse.

Dieses Kapitel bringt gewisse Definitionen und Sétze, die wir
im ganzen Buche brauchen werden. Von diesen Sétzen sollen einige
bewiesen werden.

8 1. Konvergenz und Suminierbarkeit«
Es seien {a,} und {&,) zwei unendliche Folgen und
Sp=aty -F @y b Gy

dann ist folgende, nach Abel benannte Umformung oft nitzlich:

agp o
Y abe= N slbe—bup) Sl b Swipbappr. [111]
hoomi-t A onpl
Die Abel'sche Umformung kann auch so geschrieben werden:
nd-p n }—;11 1
X oawbo Y sl = beps) — Subapi + Sy Ba e [112]
LY T3] Reentl

In beiden Formeln darf s, durch sy = S+ c ersetzt werden,
wo ¢ von Kk frei ist.
Es sei q>1 und es bezeichne |, die Menge aller Folgen
{xx} mit .
D lx ! <o,
k=1
und g die durch Y4+ /g = 1 erklarte Zahl.
Dann gilt der Landau'sche Satz: Ist fir jede Folge {xx} in 19 113]

2 Ok X
kol
konvergent, so gehort {a:} zu I\ d. h. esist
Zlap <eo.
A=1

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen.



2 I. Kapitel. Vorkenntnisse.

Die Umkehrung dieses Satzes ist richtig und folgt fast un-
mittelbar aus der Hdolder'schen Ungleichung
1
[114] ézakxﬂg(_:;ﬂ'g;’) (L,'xk )5"
he=] - 1

k=1

Aus [118] folgt fur den Fall, wo {ax} nicht zu i gehirt, die.

Existenz einer Folge {y} in I mit Y @y = c und sogar mit
&

=]
hi
iy =+ oo,
bl
n

- L3 T . b .
Beweis van[113]: Es sei Y " =oo; man seize s, = Mia;
k.1

fi—1
die Reihe

Gl
e L/ 3
k1 8y

ist filr « > 1 konvergent, fiir 2 <. 1 divergent, Wihlt man

la, 74 sign

Xy =
ik
SA'
und = gemill /4 <<« -1, so folgt
A PR
1 . L] -
Moo= e,
ol ko:l bk

da g=>> 1. Es sollte daher, nach Vorausseizung, Nay xr Konver-
&

gieren; nun ist nber gliedweise

ot

| ak -l 1 Wy Lo :Gk o
\1 an Xy — \1 o - Ay !
' T LA e A
k-1 k1 Sy k1N

und letzte Reihe ist divergent wegen « ~J1,
Etwas tiefer liegt folgende Tatsache:
116} Es sei H das Produkt aller I, wo p > 2 (bzw, p > q - 1). Ist

-

dann 3 a, Xy fiir kein {x:} in H gegen + oo divergent, so gibt es
A’_

ein p' mit 1< p' < 2 (bzw. p' < q'), so daB} la} zu I gehort,
Bewels (fiir p <2; filr p =~ g analog): Die Nichtexistenz des
behaupteten p' impliziert eine Folge {p,} mit

-0 k_-1



[114] [115] Konvergenz. 3

Auf Grund der aus [113] gefolgerten Bemerkung existiert fir
jedes n jetzt eine Folge {x{”} mit

= 1 1
Vel = 4o i g e =1,
P + W e Pn Pn
Wir duirfen nachtraglien die Vorzeichen der X™ so andern,
dal3 ak nichtnegativ werde und die Betrdge so normieren, dal

die konvergenten Reihen }, ‘1' """ die Summen 12" erhalten. Jetzt

bauen wir aus den {.xk’}_ eine einzige Folge {xq} auf. Wir setzen
nk) =1far1l 'k-"k, wo k; die kleinste nattirliche Zahl ist mit

(1) ‘ acxl? 1,
.k 1
ferner n (k) -- i+ 1 for ki k<k k1, wo ki  die kleinste natiirli-
che Zahl ist mit

el

(2) l}‘ Iy -t.ﬁ:. AL 1, k:{l - kr',

LS TR

und definieren x as x™”, Ksist (x) €//. Denn es sei P > 2;
fir n> N ist p,/ p wegen lim Pn 2; ist dann, fir k> K,

n (k) > N, so hat man "
R Bt 0 rok
‘l _xi_rff W “\_J xrr( Mot fM),
KRR bR

denn es ist X "1 fir alle n und k; es folgt

SRR ) KA v 1

Y B SR i, Al 1 .\ B

R O G A /}.a +o X
Py & T LF wE 2

aso {x} € H. Schreibt man jetzt

ky
S @y x{n(h)} \1+ 3#
k=1 kool A .fr.+1

und beachtet (1) und (2), so folgt fir die rechterhand stehende
Reihe mit nichtnegativen Gliedern die Divergenz gegen + , aso

dasselbe fur k,_Z: ax X, gegen die Voraussetzung.
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4 I. Kapitel. Vorkenntnisse.

Summierbarkeit. |Isteine Folge{sk} divergent, so kann es
doch vorkommen, daf® ihr durch ein anderes Verfahren als das ge-
wohnliche , lim" eine Zahl zugeordnet werden kann alseine Art , Gren-
ze". Wir sagen dann, die Folge sei limitierbar nach diesem Verfahren.

Sind die s, Teilsummen einer Reihe 3 &, so heiRt die Reihe summier-
Kl
bar nach diesem Verfahren.
Das wichtigste Verfahren st dasjenige des ersten arilhmeti-
schen Mittels; es beruht darauf, daf man anstatt der urspringli-

chen Folge {s, } die Folge {o0,} der Mittelwerte

Gy = -1 ——

f

betrachtet und den gewdhnlichen Grenzwert dieser neuen Folge,
lima, als verallgemeinerte ,Grenze", der urspriinglichen Folge

R oo
zuordnet. Jede konvergente Folge ist nach dem ersten arithme-
tischen Mittel limitierbar gegen den urspringlichen Grenzwert,
das Verfahren ist also, wie man zu sagen pflegt, permanent.

Selbstverstandlich gibt es Folgen, die dem Verfahren des
ersten arithmetischen Mittels widerstehen; dann konnen wir es
mit Mitteln héherer Ordnung versuchen, wie sie Cesdro angegeben
hat. Wir geben sie hier gleich in den fur Reihen brauchbaren
Formen:

Fur jedes nichtnegative ganze n und jedesvon — 1, —2,—3...
verschiedene r definieren wir

AL = (»'+ﬂ):(f__fc_l).(.f_%r_Q_)_--;__(fi_ﬂ) (,., M te no m),
”n n Hr+1)

-
Die zu summierende Reihe sei Zan; wir sagen, daR sie

a0

(C,r)-summierbar gegen s sei, wenn die Folge {s’}

"
. 244343.&
(r) £=0
A" = _A—;_
far n-> gegen den Grenzwert s strebt. Fir r = 0 erhalten wir
die gewdhnliche Konvergenz, fir r =1 die Summierbarkeit mit dem -
ersten arithmetischen Mittel. Jedes (C, r)-Verfahren ist perma-

nent; s kann als verallgemeinerte ,Reihensumme" gelten.



[116] [119] Summier barkeit. 5

Ist ry >r, soist auch (C, ry) starker als (C, r), d. h. ene
(C, r)-summierbare Reihe ist (C, ri).summierbar; die Verfahren sind
miteinander konsistent, d. h. die beiden verallgemeinerten Reihen-
summen gleichen einander. Permanent, starker als alle (C, r) und
mit ihnen konsistent ist das Poisson'sche (Abersche) Verfahren

(= Summationsmethode), welches der Reihe YMa, den Grenzwert

#==t
oo
. al
lim }_, p X" =3
Xl op=n
LS S |

als ,Summe" zuordnet, falls er vorhanden ist.
Toeplitz'sche Summations-(Limitierungs-) Methoden.
B = bnii (i,k=1,2..)
sei eine unendliche Matrix; ist {s} die zu limitierende Folge, so
bilde man

B!- = Ebl'k Sy (.I': nT 1, 2 .u);
k.1

ist nun Bi fur jedes i vorhanden und |imB;--- 5 desgleichen, so

heist {s} B-limitierbar gegen s. B ist aso ein Limitierungs-
(Summations-)Verfahren (Methode). Ein solches Verfahren heifdt
zeilenfinit, wenn jede Zeile von B nur endlich viele von Null
verschiedene Elemente enthélt.

Damit ein Verfahren permanent sei, ist es notwendig und hin-
reichend, daf

e

1° iim ‘E: b;’k = 1,
i e focl
2 limbx =0 (k =12,..),

8= 1, zg,:) b| <M

sei, wo die Konvergenz der Reihen 1° und 3° zu dem Inhalt der Be-
dingungen gehdrt und M von i fre ist.

Nur solchen Verfahren werden wir den Namen , Toeplitz'sche
Summationsmethoden™ beilegen.

Die Ceséro'schen Mittel sind leicht als Toeplitz'sche Metho-
den zu erkennen. Um das Poisson'sche Verfahren zu einer solchen

[118]

[119]
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6 I. Kapitel. Vorkenntnisse.

Methode zu machen, geniigt es den kontinuierlich gegen 1 stre-
benden Parameter x durch eine Folge {x;} mit |x;{ <1, lim x; =1

I orim

zu ersetzen. (Wenn man fir die so erhaltene Matrix B die drei
Eigenschaften 1° 2° 3° verifiziert, so erhalt man einen Beweis fir
den Abel'schen Satz Uber Potenzreihen). Naheres Uber Reihen
findet man in dem Buche von Knopp.

Zum Schlu® dieses § wollen wir noch zwei (bliche Symbole
erklaren: Sind [x,}, {yn} zwei Folgen, so bedeutet x, = O (y,) so
viel as fx,: -7 K y.| mit einem n-freien K, x, —o0 (y,) so viel
as jx, « ks yo) mit limk, -=0.

H oyea

§ 2. Einiges Uber Funktionen und Integrale.

Wir setzen die Kenntnis der wichtigsten Sétze der reellen
Funktionentheorie und der Lebesgue'schen Integrationstheorie vo-
raus; letztere ist mehrmals behandelt worden (vgl. z. B. das in
dieser Sammlung erschienene Buch von S. Saks). Wir wollen
jedoch einiges der Aufmerksamkeit des Lesers empfehlen.

Zwei Lusinsche Satze. Jedein 01 erklarte, meftbare
und fast Uberall (d. h. mit AusschluB ener Nullmenge) endliche
Funktion ist auf einer abgeschlossenen Menge stetig, die so gewahit
werden kann, daf3 die Komplementdrmenge dem Malie nach kleiner
ist als ein vorgegebenes s> 0.

Daraus folgt (da jede Menge in eine perfekte und hdchstens
abzahlbare zerlegt werden kann, das Produkt aber von abgeschlos-
senen Mengen selbst abgeschlossen ist):

Ist {fn(t}} eine Folge von in = 0,1 erklarten, daselbst meRba-
ren und fast Uberall endlichen Funktionen, so gibt es eine perfekte
t-Menge D, vom positiven MaB, auf welcher alle fi(t) stetig sind,

Der Weierstralsche Satz. Eine jede stetige Funk-
tion l&aBt sich im endlichen abgeschlossenen Intervall durch ein
Polynom beliebig genau approximieren. M. a W.: Istf(t)in- ab -
stetig und ist s positiv, so gibt es ein natirliches n und ein Polynom
P.{t) vom Grade n von der Eigenschaft

8y — Po(t)] < e

in - ab> S.Bernstein beweist diesen Satz, indem er die in
= 0,1 - gleichmaRig geltende Grenzwertformel



[121] [122] Funktionen und Integrale. 7

(3) Him 3(");’(”) FL—1) p=f(H)
- p "
aufstellt; da eine in a, b  stetige Funktion f(t) durch die Sub-
stitution T =£--— & in einein 0,1 erklarte und stetige Funktion
b—a

von T Ubergeht, so genlgt es die Formel (3) zu begriinden. Diese
Formel entspricht folgendem Spiel: Man teilt das Intervall 0,1

in den linken Teil 0,t und den rechten t, 1 und man wahlt
n-mal blindlings einen Punkt aus 0,1 . Trifft man dabei p-mal
ins linke Intervall, so soll der Gewinn f(P n) betragen. Die unter
dem Jim-Zeichen stehende Summe (3) ist die mathematische
Hoffnung eines solchen Spiels und es ist plausibel, daR sie fir
groRBes n gegen f(t) strebt, denn der Erwartungswert des Bru-
ches p/n ist nahe an t; genauer gesagt, sind Werte dieses Bruches,

die von t um mehr als VA n abweichen, insgesamt wenig wahr-
scheinlich. Streng ist folgender Landau'sche

1t
Beweis von (3 Man selze (P) (L — 4y - 1 es ist

M

Nyt 4 (1 =Dy 0,

o

!11 n‘ " H-‘l 1 - 1
Nopr, o N p( ).-‘”(l R T ) ( )f” (- 4=,
pon I I iJ

W

" H

1 y wo
Xpw- 1)r;.m_‘;,p (p-—I)(p) £(1 — gyr

’J'P 1 J’P
H—

n—2
=n{n-- l)z'—’}:( ¢ )!.”{1—.’)" =0 e (- 1) £,

g oo

M-ty =Yt -Nptpp—10)7,

'l'.?_'il f w
= — @Rt -yt +nn-1DE~=n{l — 1)

Es sei {f(f)) -~ Min 0,1 ; es sel >0 und ¢ (3) > 0 und
g0, daly fiir (/' —{£": «Te

fO—feni< (1" e 0,1 )

sei. Dann ist fiir #>1 und > .iW
LE
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8 |. Kapitel. Vorkenntnisse.

ro-3r(2 )fp—|2(f(t)- (Bee|= 2.+ =2
! =0 n ip—at| slen | p—nt| ozn
_5 n 2M o 9 & 2Mt(_1—t)
é gp%:}rp+2|ﬂ1ﬁl‘:fu - 2 53,'12;}2;1('0 nt) -".n-“ 2 + e?n
é M
<24 < wonbow
‘2+25‘-’n 6, w. z b, w

Konvergenz von Funktionenfolgen.

DerEgoroffscheSatz {fy(t)} se eine Folgevonin<a, b -
meffbar erklarten Funktionen, daselbst fast Uberall konvergent. Dann
gibt es zu jedem & > 0 eine Menge E in - a, b-, deren Ma3 \ E\ die
Zahl b — a—s Ubertrifft, und so, dal? {fk{t)} in E gleichmafig
konvergiert. '

Bekanntlich kann eine Folge von mef3baren Funktionen, deren
Betrdge samtlich unter einer integrierbaren Schranke liegen, unter
dem lim-Zeichen integriert werden: war die Folge fast Uberall
konvergent (im endlichen Intervall), so konvergieren die Integrale.
Unter zusétzlichen Bedingungen gilt eine Art Umkehrung jenes
Satzes, die uns die Konvergenz der Funktionenfolge sichert:

Snd samtliche f(t) integrierbar, f(t) < fi+.(t) fast Oberall in
~a b - und

h
IAGY. (%)
(wo C k-frel), so exigtiert Lim f{t) fast Oberall in ab

Dieser Satz wird oft in der Form gebraucht:
Snd die Funktionen g«t) O und

g; / £xt) dt < oo,

]
%)

s0 ist ‘»‘ gk{.t) fast Uberall konvergent.
Ist Umfn(t) = () fast tberall in “ab , w0 is
Jim inf / e dt > f|f(t) v dt (P> 0).



[123] [126] Funktionen und Integrale. 9

(Dieser Satz ist auch gultig, wenn die Integrale links nicht
existieren, denn dann verlangt die Ungleichung nichts (co >- ... ist
stets richtig); wenn sie aber existieren und die linke Seite endlich
ist, so ist die Endlichkeit der rechten ein Teil der Behauptung).

Beweis: Nach [123] ist in E fiur n> N
| fll) 7 > [f )P e,
da ja limif{8) P = f(£)|7 £ ii.; es folgt

b . .
Jifttyrpat~ [\ ftyrde - [1f () rat —ep—a),
aq L

£

Dabei ist |E wvon & —a beliehig wenig verschieden; mit
b
|E, »& — a strebt aber / (67 dt gegen / fyrdt, was
r a

b I3
tim [ futyrdt e [|f@®»dt -5~ a)

" ovos G T

und — da e beliebig— die Behauptung [125] zur Folge hat.
Unter der Voraussetzung des Satzes [125] folgt /| Ffylrdi=—A

i

aus I‘gf,,(t)|ﬂdz<A; (diese Eigenschaft enthalt aber ihrerseits

die Behauptung jenes Satzes). Diese Bemerkung fihrt zum fol-
genden Ergebnis:

Ist limfy(t) =f(t) fast Uberall und existiert fiir jedes ¢ > 0 ein [126]

[1faeye db <o

n- und E-freies (wohl abe;/‘lf () »dt <
g

ingiges) n (¢) > 0, so dal

]
im [ £y — FlB) P dt = 0.
fur alle n gilt, sobalc b
lim f 1 f (@) — falt) P dt = 0.

a

Denn se \E\ < nund E so, daB ([123]) {fi()} in CE (= Kom-

lementarmenge vor, B Atrinhmminia Lanmenvniarer dann gilt
P 9V im T f(ty—funyir dt = 0 g
A roa S
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und, wegen jo+f /<2 (el +[Bi),

[1r @y — sty r at = (/ Fyrde+ [ i a‘t) AT
I3

I I

_ durch Addition folgt das Behauptete.

Schwarz'sche und Hol der-Riesz'sche Ungleichung.
Mit LP (p > 1) werde die Klasse aller in a, b erklarten, meR-
baren und mit p-ter Potenz des Betrages integrierbaren Funktio-
nen bezeichnet. L' soll auch as L geschrieben werden diirfen.
Ahnlich wie bei Folgen, spielt der zu p konjugierte Exponent p'
eine wichtige Rolle; es ist I/, + 1/p‘ =1; fir p=-2 kommt p' = 2,
fir p, -2 wird p'< 2 und umgekehrt.

Ist f(elr, g el soist f(yg()el und
i . h 1 I 3 ]
frgwadt = ( | s rr:)” . (‘/ £ i)
Dieses ist das F. Riesz'sche Analogen zur Holder'schen Un-
gleichung fir Summen. Fir p =2 wird daraus die Schwarz'sche
Ungleichung

] £ i

Jrwgwa | [romda | eod.
Liegen beide Funktionen f(t) und g (t) in L, so gilt die Min-
kowski' sche Ungleichung

h 1

N 1o tog
Jro+enrar<(firw dr)f’+(_l @ ra),

Der (von F. Riesz vereinfachte) Beweis flr [127] verlauft
wie folgt:
Fir x 0 hat die Funktion/p x* +%," —x ihr Minimum bei
X - 1. Dieses Minimum ist 0, aso gilt
wolwyld (x> 0).
P P
1

Setzt man x = |«! |3 »-', so kommt (nach Multiplikation
mit f i)
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wp et Diar g i
P P
hier substituiere man
x=f(t)/A, R=g(t)/B,

wo A und B zur Abkurzung fir die beiden Faktoren rechts in
[127] geschrieben wurde, und integriere nach t von a bis b; man
erbdlt [127] (sogar verstarkt).

Beweis von [128]: Es genugt ihn furf(t) 0, g (1) O
zu fuhren. Dann ist aber

i It I

[ frg @y rdt= fikg@ = fiydt+ [ f@1gty 7 g @y,

Wendet man hier fur jeden Term rechts |127] an, so kommt

tr

£ L1 i 1
[ r@®+gwrat (,/ SO gyt (_/ Sty dr)"

"

M 1 i |

+ (./ fO+e®r dr)"' : (_/ F40K dz)’ ‘

Dividiert man durch den rechts sichtbaren gemeinsamen Faktor, so
erhdlt man [128]. —

Eine Art Umkehrung von [127] ist der
b

Satz: Existiert /f(ﬂ)g(t} dt fir jedes g in7(p7-1), so gehort f

a
b

zu L” Inhalt und Beweis erinnert an [113]. Wére _/b{f(r.) F ot = oo,

und bezeichnete E, die durch \f (t)\ < n erklarte t-Menge, so wére
die Relhe

- | e

T Fa—tpy

konvergent fir a> 1, divergent fur O<a < 1. Setzte man jetzt
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0 = L1017 siga £ fiic £ € Ea— Ea_y und 0 fir ¢ € E, so wiro
( [1r@r dt)

fiir 1/p < a < 1 ‘

, - | fera
: _ Y EyEg—y

[ 1&g 7 at < o, /fmg(c)dr—z o - = oo,

( j Foi dt)
gegen die Voraussetzung.

Ahnlienh beweist man denselben Satz im Grenzfalle p—1, nur
hat man dann LP(p' = ~) als die Klasse der f. Ui. beschrénkten
Funktionen zu deuten. Der andere Grenzfall: p = ~, p' = 1 liefert
bei derselben Lesart auch einen richtigen Satz. Auch das Analogon
zu [115] ist richtig. —

Gehort f(t) zu LP und bezeichnet man

H—»1_k
k / fluydu (f{n) -0 fiir u>>8
mt f(t), s gt ;
"
lim [ 1f (6 — fkty 7t = 0 1

o

Sei zunéchst / (/) beschrénkt, \f(t) / ' M; nach einem bekannten
!
Satze hat die Funktion /f(u)du fast Uberall f(t) zur Ableitung,

somit ist {f{t)) f. U, gegen f(t) konvergent. Nach dem Egoroff-
schen Satze |123] ist also gleichmaRig Iimfk(t) =f(t) far t€E,

\E\  [b—a\l— & In CE ist aber /f(t)/ und V(1) (wie Uberall)
nicht groRer as M und daher ist

4

tim sup / F@) = fult) r dt <2 2P MPe,

Jetzt werden wir einen Satz (von Fubini) Uber Doppelintegrale brau-
chen (dessen Beweis im Saks'schen Buche nachgelesen werden
kann). Er lautet: Hat ¢ (x,y) im Rechteck 0, a 0,b == Rein
Doppelintegrat, so existieren die Integrale
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a

: b
Jenpde,  [e@ydy

fir fast alle y, bzw. fast alle x, sind integrierbar und es ist

b 4 a

@ [dx[ox yydy=[dy [7x y)de= { [% (. y)dx dy,

Jetzt kehren wir zu [129] zuriick. Es sei f(t) nicht beschréankt;
ist dann  g™(t) =f(t), wenn /f(t)\<M und g™(t) -0 fir

sonstige t, so ist (nach Weglassung des Index M in einigen Formeln
f

und Einfihrung eines zu f analogen ge), lim [if(() — gt (#): dt =0,
Al e
h

also _/.!f(t) — g () dt << fur grolle M. Nun ist

fr fl b
Jifer—sey dt- [ Fy—g@ dt+ [Lg@)—futy dt

h h

ok fig g dt+ [ fu— gedt,

L

Fur k > ~ strebt das vorletzte Integral gegen Null, da g(t)
beschréankt ist (wie f friher). Das letzte Integral ist aber

“
|k
LU

-1k o Fel h

/ (g ) — f(u) du.i dt -k [ it / cg ) — (i du
7 i a i

."_ F:_
= k‘/ du ' g () —f(rt),‘/ & (e, £) dt,

wobei der Fubinfsche Satz (4) zur Anwendung kommt; @ ist 1 fir
t<'u<t+ Y, sonst O; es folgt

h b u
/ fr— guldt k. /du,_,lf(u)——g(n) ! / df < s,
7 K a1k
Damit ist [129] fir p= 1 bewiesen; fir p > 1 ist der Beweis
ahnlich.
Dieser Satz zeigt, daR jede Funktion in LP eine ,durch-
schnittliche" Grenze von stetigen Funktionen ist. Daraus leitet
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man einen Satz ab, der Treppenfunktionen an Stelle von stetigen
Funktionen verwendet. Treppenfunktionen sind streckenweise kon-
stante Funktionen; dabei ist die Anzahl der Strecken, in welche
- 0O,b. zerlegt wird, beliebig aber endlich. Ist die Teilung so fein,
dal? die Schwankung von f(t) auf jeder Strecke kleiner ds e ist,
und wahlt man as Wert der Treppenfunktion (z. B.) den Wert von
f) im Mittelpunkt der Strecke, so ist die Treppenfunktion in
ganz ab von f(t) um weniger as e verschieden, was unsere
Bemerkung rechtfertigt.

Teilt man das Intervall in eine endliche Anzahl von Strecken
und ersetzt f(t) auf jeder Strecke a, B durch den Mittelwert

9
[a 1 /f(!.) df, so erhdlt man eine Treppenfunktion, die mit immer
—') {L

feiner werdenden Teilung gegen f (t) nicht nur f. 0., sondern auch
im Sinne von [129] strebt.

8 3. Abstrakte Raume.

Nur einige wichtige Begriffe und Sdtze Uber abstrakte Réume
sollen hier besprochen werden. Genaueres findet man in dem
Banach'schen Buche dieser Sammlung.

Eine nichtleere Menge E nennen wir einen metrischen Raum,
wenn jedem Elementeupaar X, y von E eine nichtnegative Zahl
(X,y) zugeordnet ist unter Beachtung der Bedingungen:

L xx=0 (xy)>0 fur x =y,
20 (X, 9) = (%),
3 (x2) <(xy) *(v.2).

Diese Zahl nennt man Distanz von x und y. Eine Folge {x.}
von E-Elementen heifdt konvergent, wenn lim (X, X;) = 0; sie heif3t
!

By A wree
konvergent gegen x., wenn lim {x,, x..) =0 gilt; x.. heit dann
P
Grenze der Folge und man schreibt lim x, = x.. (Synonyma kommen
auch vor, wie in der Theorie der pZ)é'}’ﬂenfoIgen). Hat jede konver-
gente Folge einen Grenzwert (Cauchy'sches Postulat), so heif3t E
kompl ett.

Beispiele kompletter Raume.

1. Die Menge L der in ab integrierbaren Funktionen,
metrisiert durch die Festsetzung
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]
(x9=[le®~-y@® a,
wobei x=y mit x () —y(({) f. 4. in ab " gleichbedeutend
sein soll.
2. Allgemeiner: Die Menge L” der in a,b mit der p-ten
Potenz des Betrages integrierbaren Funktionen mit der Metrik
I 1
(x,y)=(_/ X @O —yyr df)” P 1
(und x=y wie oben). Die Komplettheit dieser Raume ist folgen-
dermaflen zu beweisen:

Es sei
b

) lim [ Xty - xdf) » dt =0 ® -
Es werde eine Folge{ny,} von wachsenden Indizes bestimmt mit
1]

(6) ) (‘/‘ Ly (B} X lE) P a’t)” o

S| M
nach [127] ist dann auch die Reihe }_L." /“;x,,,‘_l_1(z)—x,,k(r) s
N

L

konvergent; wegen [124] ist es auch die Reihe
Xu (1) +kl:r (x",ff.i.](z) — Xu, (1))

fast Uberall, und ihre Summe x~(t) gehort zu L® nach [125]. Da
raus folgt aber
(7 lim (x., X5, =0
kv
Denn (5) erlaubt r so zu bestimmen, daB fir 5 >r
b

1 -
U XAE) — X0 7 dt)” < ;

. , 1 £
sei; bestimmt man dar'{ 1w inia “\'i Tl By,
. (/ 'nxr(t) .'" df)d" <2 )

habe, so liefert [128] fir alle s>r

[131]
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(f_&xs(t) p dt)f;< e,
/

sobald nur E/<n ist. Setzt man s — ng (N > r), beachtet
lim x, (f) = x..(¢) f. 0. und zieht [126] heran, so folgt (7). Daraus
B poe

aber in Verbindung mit (5) ergibt sich bereits Hm {(x.., x,)=0,

g-roa

wobei nochmals die Minkowski'sche Ungleichung [128] angewendet
wird.

3. Die Menge M der wesentlich beschréankten Funktionen,
~d. h. solcher x (t), fur welche/x (t) / <c f. (. gilt, mit der Metrik
(%, y) = wesentliche obere Grenze von/x () —g()/in ab

4, Die Menge C aller in ab - stetigen Funktionen;
(X, y) = max \ x (t) - -y (t)!. Dieser Kaum ist komplett, denn eine
gleichméflig konvergente Folge von stetigen Funktionen hat einen
stetigen Grenzwert.

5. Sei p(t) fur t O erklart, p (0) =0, rechtsseitig stetig,
wachsend und unbeschrankt. Man setze

¢ (1) -:.‘/.p (hdt far uw -0, w(—u) =73 ).
Ist p*(t) die zu p (t) inverse Funktion, so sei

o (i) = ‘/‘p—‘(t) di fir & -0, O (—u)="% ()

Dann ist
ay = () 4+ b (@)

I

L, sei die Menge der Funktionen f () mit endlichem f<. (fF(ty dt.

Gibt es eine Konstante k& mit
¢ (20) <7 ke (u)

flr groRBe u, so ist L ein metrischer kompletter Raum, wenn

@

(x, ¥) = obere Grenze. /(x £y—y (N h(t)dti, wo i (f) der Bedin-
B ‘a !

i
gung _[4‘ (h () dt <2 1 unterworfen ist.
”

Die Réume LP (p> 1) erhdlt man, wenn manp(t)=ptP* wahit
(t>0); dann iste (u) =/u/’; die neue Distanz ist die alte, bis
auf einen (nur von p abhéangigen) Faktor.
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un

6. Die uns bekannte Menge I” aller Folgen {,} mit ¥ 1§, 7 <eo
1

(p>1) ist metrisch und komplett, wenn die Distanz:- (x, y) fur

X = {En}, V= {nn} durch
L

-
oo o
(l | =1 — Tin ’J)P

I |

gegeben wird. (Wir lassen auch p— 1 zu und schreiben /' = /).

Ist eine Menge A in einem metrischen Raum E enthalten, so
heiBt der Punkt x von E ein Haufungspunkt von A, wenn es
in A eine Folge {x} mit x, x (n) und mit lim x,= x gibt.

no>-
Die Menge aller solcher x heifdt die Derivierte von A und wird
mit A' bezeichnet.

A heif3t geschlossen, wenn A’ A, A heifst offen, wenn
E — A geschlossen ist; A heilst insichdicht, wenn A' A uber-
alldicht, wenn A + A' = E, nirgendsdicht, wenn A + A" keine Kugel
enthdlt; eine Kugel ist die Menge aller x mit

(X, x) p (P>0).
und xo ist der Mittelpunkt, p der Radius der Kugel.

Eine Summe von abzihlbar-unendlichvielen, nirgendsdichten
Mengen heifdt von der ersten Kategorie; sonst ist eine Menge von
der 2weiten Kategorie.

Ein kompletter metrischer Raum ist stets von der zweiten Ka-
tegorie (Hausdorff).

Eine nichtleere Menge E heif}t ein vektorieller Raum, wenn
die Addition je zweier Elemente und die Multiplikation mit einer
reellen Zahl stets ausfihrbar ist unter Wahrung der bekannten
Regeln (Eindeutigkeit, Kommutativitat, Assoziativitat und Distri-
butivitét). _

Ist ein Raum metrisch, vektoriell und komplett, und erfullt
er aullerdem die Bedingungen

1 (xy) = (x-y,0),
2° limp, =0 impliziert limp, x = (] (x),

o oo M woms

3 limx, = © impliziert limpx, = C] (p),

# koo n oo

so heifdt er vom Typus F.

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 2

[132]

[133]
[134]

[135]

[136]
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Dabei ist 0 das Nullelement der Addition, —y bedeutet (—1).y,
x—Yy bedeutet x + (—y), kleine griechische Buchstaben bedeuten
reelle Zahlen.

Man sagt, ein vektorieller Raum E sei normiert worden, wenn
jedem Element X€E eine reelle Zahl //x//, die Norm von X, zuge-
ordnet wurde und wenn dabei folgende Postulate erfillt wurden:

10 1xji>0 fir x£60, 18j=0,
20 x4y x4yl
8 faxi=ip o ixlh

In diesem Falle kann man den Raum E metrisieren, indem man
(xy) = IIx—y || setzt. Ist E aulferdem komplett, so heil3t er vom Ty-
pus B. Es ist leicht zu sehen, da3 er dann auch vom Typus F ist.

Unsere Beispiele 1 bis 6 liefern Raume vom Typus B, Um zu
sehen, wie in jedem Fall die Norm zu berechnen ist, bemerken
wir, da3 in 1, 2, 3, 5 die fast Uberall verschwindende Funktion
das Nullelement vorstellt; in 4 tut es die identische Null und in 6
die Folge {0}. Damit ist bereits //x/l ds — (X, O) gegeben.

Ein Raum heifl3t separabel, wenn er eine Uberalldichte abzahl-
bare Teilmenge enthalt. Die Raume L” und C (z. B.) sind separabel.

8 4. Operationen und Funktionale.

E und E; seien nichtleere Mengen. Jedem Element x aus E
werde ein bestimmtes Element U(X) aus E; zugeordnet. Damit ist
in E eine Operation (U) erklart worden. Sind die Elemente von
E; Zahlen, so heifld die Operation ein Funktional. Sind beide Men-
gen, E und E; metrische R&ume, so heifft U(X) in x stetig,

wenn lim.x, = X.. (x. € F) stets lim L/ {x,) = U (x..} zur Folge hat.
N roa L

Ist eine Folge {U,} von Operationen gegeben, deren Werte U{X)
zum metrischen Raum E;, gehéren, ebenso wie die Werte von
. (x), so heildt {U/,} konvergent gegen U.. in x,, wenn lim U,{x,)

oo

= {J.{x) gilt. Sind £ und E, vektoriell, so nennt man eine Operation
U (x) additiv, wean
Ulx+yy=Ux)+ U(y) (x, y e E),
homogen, wenn
Uitx)=tU(x) (x e FE, t reell).
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Ist sowohl E as E; vektoriell und metrisch, so heifst U (X)
linear, wenn sie additiv und stetig ist; die Homogenitat ergibt sich
von selbst.

Sehr wichtig ist der Banach'sche Satz: Ist U (x) additiv und
impliziert 1im X, = X.o, lim U (%2} = Yo die Glelchheit y =0 (x..), so

H-po L]

it U(x) linear (vgl. das Banach'sche Buch dieser Sammlung).

Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine in
einem B-Raum erklarte additive Operation U (X) linear sei, ist die
Existenz einer reellen Zahl p> 0 mit

@) DU el ().

Die kleinste Zahl p in (8) heifst die Norm der Operation U(X);
ist sie Y, so schreibt man

U=

Die linearen Funktionale ® in den B-Raumen 1, 2, 4 des § 3
lassen eine kanonische Darstellung zu:

i
in L ist D)= [x (YR ds, ke M, 1 thig

I

in Z(p>1)ist S =[x@ @ ds, kel  [B) = Rip;

I

b .
in C ist @ (x) =‘/x{t)dg, g(neV, [ -——A/ pdg .

Dabei ist M bereits fruher (8 3, 3) erklart worden; nach unseren
friheren Festsetzungen ist //h//,,= wesentliche obere Grenze von
i} ]

|2 (x)! in - a8, i;};g;m,:(f;h (-c);‘"’dt)".'; V ist ein neuer Raum:

&

die Menge aller Funktionen g (t) von beschrankter Schwankung
in-:a b>.

Die Gestalt eines linearen Funktionais in M ist nicht mehr
so einfach.

§ 5. Resonanztheoreme.

Mit diesem Namen umfassen wir eine Klasse von Sétzen,
wo aus der Unbeschranktheit einer Folge die Unbeschranktheit

[1441

[1451

[146]

[147]
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einer anderen Folge abgeleitet wird; dabei wird aber ein variabler
Bestandteil der ersten Folge durch einen fixen ersetzt. Der Satz
[113] Uber Reihen ist ein Beispiel fir dieses Prinzip; analoge Sétze
Uber Integrale gehdren auch hierher. lhre gemeinsame Quelle ist
folgendes Theorem:

{Fi(X)} sei eine Folge von linearen Operationen, santlich in
einem Raum E vom Typus B erklart; der Gegenraum E; sei auch
vom Typus B. Es bezeichne W, die Norm \\F,\\ der Operation Fp(X)
(nach [146]), (die mit der Norm // Fy(x) // des Gegenelementesy, = Fy(X)
in E; nicht zu verwechseln ist). Ist daon F  E von der zweiten
Kategorie (vgl. [133J) und

lim/l Fa(X) 1 < ~
n>

fur jedes x in F, so ist {{,} beschrankt.

Dieses Theorem |&t sich auch so wenden: Gibt es ene Fol-
ge {X,} mit //xy// < 1 und lim \\Fyx,)\ — ~, SO ist die Menge X

b

jener x, fur welche {\F,(X)\\} beschrénkt ist, von der ersten Kate-
gorie in E. In dieser Gestalt ist der Resonanzcharakter des The-
orems sichtbar, denn das variable x, 1a3t sich durch ein fixes x
so ersetzen, da3 die Divergenz lim//Fy(..)\ =~ erhalten bleibt:

und zwar ist das gesuchte x der Komplementérmenge E— X zu
entnehmen, die nach [134] niemals leer ist.

Beweis von [151] in zweiter Form: Schreibt man
X=F +F+.,

wo Fi durch ! Fu{x)-, - i fur ale n" erklart ist, so ist Fi geschlossen,
da alle Fy(x) stetig sind. Wére X von der zweiten Kategorie in E,
so gébe es ein F; (wenigstens), welches nicht nirgendsdicht wére;
so ein F; muB in einer gewissen Kugel K Uberalldicht sein und,
da es geschlossen ist, diese Kugel enthalten. Ist nun x, der Mittel-
punkt und p der Radius von K, so ist fir x =& — x,, 'x| < p, &
in K enthalten. Dann ist aber i Fa{x) i Fa(u)!! 4+ ! Fu(xy) i < 28
for fxj « g Nun war aber |ixa! -1, also 'px," = p, wWas mit
dem eben Bewiesenen

o .20
i Fulxa) 1 < --;- (n)

zur Folge hat, gegen die Voraussetzung.
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Spezialféalle des Resonanztheorems [151] sind:
B
19 fst lim sup [ |fu(®) 7de = co (p > 1), s gibt esen gt) [152]
n eog 0-
in L mit
s

(@ lil:lﬁ:]p ./f"(t) g (1) dr == + oo,

20 Ist lim sup (wes. ob. Grenze von [f.{t) )==-v, so gibf es ein [153]

g () ¢ L mit (9).
s
8% Ist lim sup [ 1f,(t)idv=v, 50 gibt es etn g()eC mit (9). [154]

B
In allen drei Fiillen ist niimlich F.{x) =_] Fu{8) x () e als die
in L”, L, bzw. C erklarte lineare Operation (Funktional) zu wéah-
len und als x, die Funktion

o

it 1
1° . fu(t) # ! . Sign fr:(‘:):(/ fn(t) r d‘t)ﬁ" {g: A lﬁj)y

2" sign fi(r)- .WI, | fiir © ¢ W, sonst 0; dabei ist W, die +-Men-
ge, wo /f,(t)| die Halfte seiner wesentlichen oberen Grenze Ubertrifft,
3° eine stetige Funktion, die sign f,(t) im Sinne von [129]

genligend nahe approximiert.
Man wird in allen drei Fallen lim sup| F{x,) = ~ erzielen

L Ihe]

und nicht nur die Existenz eines g (T) der Behauptung (0) son-
dern—nach [151] -die Existenz einer g-Menge von der zweiten Ka-
tegorie, deren jedes Element g (t) die Eigenschaft (9) aufweist,
dartun.

Ein Lemma. Eineim Quadrat a, B .. a B erklarte Funktion

i,
f (t, w) s daselbst integrierbar und die Funktion iz(-:):j i, o) do

habe eine wesentliche obere Grenze @ <l ~; ist €0, so gibl es
dann eine stetige Funktion g ( ) mit
5
ig(w)l <1, wes.ob. Grenze von _[f(-:, w) g (o) dor > w0 — =z,

% T w
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Beweis: Sei ¢ >0 und — gegen die Behauptung —
o I

w. 0, G.%j:f(t, ) g (w)da | (w—¢,). max | g (w) | fir alle stetigen g(w).
[ !

Ist {g«wW)} die Folge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten

und Ey die durch

8
10 [ f ) g do > @—c,) max; giw)|

definierte t-Menge, so ergibt sich 'E, = 0 fiir alle £ Setzt man

E =k§ £y, 90ist |E; = 0. Nun kann <, ¢ CE so gewiihit werden, dal}
=t
2

(12) o> [1f G w)ido>w—"

sei, der Definition von w gema. Nun gilt aber fur T = Ty das
Gegenteil von (10) und wegen des Weierstrald'schen Approxima-
tionssatzes [122] folgt fur alle stetigen g (w)

|
Lo (w —g) max g (w) .
|

Appraximieett man sigmi/(t,, w) mach dier Warschrift [129] durch
eine stetige Funktion go(w) hinreichend genau, so kommt

(12) [ 7y 0) g () dv

,f (tgy ) [8ign f {5y, ) — golw)] d”); < 520 » L gow) | <7 1,
| r3

also— wegen (11) —
[ £ G0 g do> [Lf (5, 0) [do — > —x,
gegen (12). _
Ein Satz Uber Integralfolgen: Snd samtliche fi(t, w) in
<all all integrierbar und sind die Funktionen

#
(13) | ifs, @) fdo
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wohl wesentlich beschrénkt in «, 3 , aber nicht gemeinsam wesen-
tlich beschrankt, so gibt es eine stetige Funktion g (w) mit

B
(14) liT_sup (w. 0. BG / it w) g (w) du:) = 4 oo,

e
BT 1

Beweis: Der Satz gehort zum Ideenkreis des Resonanz-
3

theorems [151]. Die Operationen F, :_/'f,,(t, w} X (0} de sind im

Raume C der stetigen Funktionen x (w) erkléart; der Gegenraum M
ist derjenige der wesentlich beschrénkten Funktionen. Der Inhalt
des Lemmas ist aber nichts anderes, as da die w. 0. G. des
Ausdruckes (13) die Norm der Operation Fy(X) ist; die Folge der
Normen ist daher unbeschrénkt, woraus die Behauptung folgt.
(Es folgt sogar, da® die Menge der g in C, fur welche (14) nicht
gilt, von der ersten Kategorie ist).

Jetzt wollen wir das Prinzip der Kondensation der
Singularitaten formulieren:

E ist ein B-Raum; darin ist eine Doppel folge von linearen
Operationen erkldrt {F,q(X)}, so daR

(15) Him sup  Fpy i =~ (p=12,.%5

o e

dann ist eine Menge X E vorhanden (die von der zweiten Kate-
gorie ist), deren Komplement E— X von der ersten Kategorie ist,
mit der Eigenschaft

(16) lim sup || Fp(x) | =~ (P 1,2 .)
. P

fir jedes x€X. (Die Gegenraume der Operationen Fp, dirfen

mit p variieren).

Beweis: Auf Grund von [151] ist die Menge H, jener x,
fur welche bei gegebenem p (16) nicht gilt, von der ersten Kate-
gorie; so ist auch die Menge Z;H;, und man hat X = E—Ell-!,,

P =
zu setzen.

Eine Variante von [156] erhdlt man, wenn man anstatt (15)
die Voraussetzung einfuhrt, daf es zu jedem p ein x, gibt, wel-
ches die Folge

[156]

[157]
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(27) A Fpa(p)}
divergent macht. Dann lautet die

Behauptung: Es gibt ein p-freies x, welches fur alle Fol-
gen (17) dasselbe leistet und die Menge X solcher x ist von der
2weiten, die Komplementédrmenge E — X von der ersten Kategorie.

Beweis: Es sei E, die Menge aller x, die die einfache
Folge ofFp{X)} (p fest) zu einer konvergenten machen. E; ist von
der ersten Kategorie; im Falle (15) folgt dieses aus [151]; im Ge
genfalle haben wir

(18) limsup £, ~la,<l~
f7ore
und behaupten, da3 E, sogar nirgendsdicht ist. Denn wére E,
Uberalldicht in einer Kugel K, und wére x€K, ¢ > 0, so gabe es

- - T . - E - [T -
ein x' mit ¢ K, "x —x'<Z » x'€ E,. Dann hiitten wir aber
da
-1

)= Py <

fir q>gp r > q. Wegen (18) ist aber/ F (x) //< < a, x| fir groRe
g und fur alle x. Es folgt aso fur jedes x € K und fir g > gy, r > g«

Faf(x) — F(x): < 55

die so bewiesene Konvergenz Ubertrdgt sich wegen der Lineari-
tat von Fy auf ganz E, gegen die Voraussetzung. In beiden
Fallen ist daher E, von der ersten Kategorie; desgleichen ist

YE. =FE—X, w. 2 b w
-1

Jetzt kehren wir zu den einfachen Folgen zuriick, um ein
Herrn Saks zu verdankendes Resultat zu erreichen, welches das
Resonanztheorem [151] in einem neuen Lichte zeigt, wenn der
Gegenraum der Raum der meRbaren Funktionen, R, ist.

E se wieder ein B-Raum, t € o, B eine reelle Variable.
F,(X) sei eine lineare Operation, deren Gegenraum R ist und zwar
soll in R die Distanz als

L[ ee—v@l
“wo= L e v
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definiert werden. Dann ist R vektoriell, metrisch und komplett.
Es ist also F.{xy==u{x, 1, n) und letztere Funktion wird fir ein
X € E und ein natiirliches n eine melRbare Funktion u(z), &« 1< §.

Ein Lemma. Voraussetzungen: 1° {Fn(X)}ist eine Folge von
linearen Operationen, wie wir sie ehen betrachtet haben. 2° E ent-
halt einen Teil X von der zweiten Kategorie, so dal3 fur jedes
x € X die Ungleichung

(19) fimsup (# (x, t, 7)) L~

L ]

in einer t-Menge Ty gilt, deren MaR eine Ar-frele, positive Zahl ¢
Ubertrifft. Behauptung: Ist 0<’¢<'w, sogibtesin x,8 eneA;-frele
t-Menge T vom MalRe w — ¢, so dal3 fur jedes x€E fast Uberall
in T die Ungleichung (19) statthat.

Beweis: Z sei die Gesamtheit von Punktmengen S,
wobei eine T-Menge S ads Summe von endlich vielen Inter-
vallen -2, %, mit rationalen, in a, B gelegenen Endpunkten
erklart sein soll. Ist dann M die Gesamtheit aller mefbaren Punkt-
mengen in a, B und die Distanz zweier Elemente von M als
das Mal3 der nichtgemeinsamen Teile beider erklart,

(A, By = A+ B — AB; (AeM, BeM,

so ist Z in M dberalldicht. {S,} sei die Folge derjenigen S, deren
Maf} wenigstens w—-:/2 beteiigt und X, £ die Menge der x, fiic
welche die Ungleichungen (#) & (x, t, 1) - " m fiir 1€ R (x) mit
S — &R 75 fe gelten, Es ist X::; !_\_: IX;_,,,. also ein Xi ., von zweiler
B T
Kategorie vorhanden; die FF.(x) sind stetig, also X .., abgeschlossen
und eine Kugel K in X ., enthalien. Bezeichnet man S, mil 3¢,
SMAx) mit RM(x), so gilt (19) fiir xc X, also, wegen der Linearitiit,
fiir x¢E, te RM(x). Jetzt wiederholt man denselben Schiuly: S tritt
an Stelle von ‘a8 , {S4’} ist eine S-Folge mit S (C s,
iS,(,” “rw—3f2—2/4; man echiilt (19) fir x e £, te R®Nx) und es ist

St C S(f}, R C S, R C 3{2}, Sy R : < e, |S(?)_‘Q(2} i .«.f!/.‘

u.s. w.; es ist auch |S@! - w —¢ fiir alle /. Setzt man S~ = [ S®,
il

[158]
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R=(x) = lim sup RO(x}, so gilt (19) fliir x ¢ E, = € R~{x) und S ist
i—soa
das T der Behauptung, denn R~ 5=, i 5= — R=(x)| = 0.

Der Saks’sche Satz. Unler den Voraussetzungen des
o
Lemmas [108] existiert in - o, . eine Menge 7T, so daf}

1° limsup  a(x, v, n)' <co filr fedes x in E fiir fast jedes © in TO',

A yta
2° lim sup lu(x, <, n)| = ~ fast tGberall in CT und zwar fir
H

jedes x e E mit Ausnahme von (hdchstens) einer Menge erster Kate-
gorie in E dgilt.

Beweis: Sei o, die obere Grenze der Zahlen w, fiir welche
es Mengen X, (_ £ von der zweiten Kategorie gibt, so dafi fiir
x e X, die Ungleichung 1% in einer Menge 7, vom Mafie « statt-
findet. Nach [158] gibt es fiic jedes p(=1,2,8..) ein ?,, mit
i Tpt 32wy — V/p, so dall 1° fiir jedes x ¢ E fast iiberall in 7, statl-
hat, Setzt man f'-: > 73,, so ist ? die im Texte der Behauptung

Pl
genannte Menge. Um den Teil 2° zu begriinden, nehmen wir an
X sei von der zweiten Kategorie in £ und 1" gelte fiir jedes xe X

in einem Teil von C'.?' mit positivem Mafl. Dann wiire fiir xe X
stets 1° in einer Menge 7, mit ! 7,|> o, richtig (und zwar ist
Tv= %+ ein Teil von C'Io‘); da X von der zweiten Kategorie ist,
g0 enthiilt es einen Teil X, von derselben Kategorie, so daf fiir
xe X, steta 1 7. o, 45 >0 ist, was gegen die Definition von
e, verstoit,

8 6. Konvergenzarten.

Betrachten wir eine Folge {f«{t}} von meRbaren, in - a, >
erklarten Funktionen. Die Konvergenz dieser Folge fur eint = Tg
im gewohnlichen Sinne oder ihre Konvergenz schlechthin, d. h.
fur jedestin a, B , bedarf keines Kommentars, ebensowenig wie
die gleichméRige Konvergenz in @& R > oder einer anderen in
-:<a, B enthaltenen t-Menge. Wir haben auch bereits von der Re-
densart Gebrauch gemacht, die Folge sei in <a, 3 (oder einer
Menge T -a, B.) fast Uberall konvergent, wenn die Konvergenz-
punktmenge in <a, B (in T) das Mal3 |#—a| (bzw. /T/) aufweist.
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" Gehoren die Funktionen f, zu einem normierten Raum, so
versteht man unter starker Konvergenz die Beziehung

(20) kl;il;.;l.s "1} = Fo(0) ) = O
Handelt es sich um komplette Raume (vgl. § 3), so ist diese Be-
ziehung mit

(1) lim | () = /() 1 =0

aquivalent, wo f (t) eine entsprechende, zum selben Raum gehdrende
Funktion (Grenzfunktion) ist. Wir schreiben manchmal, anstatt (21),

(22) BT Film) = foln).

Die starke Konvergenz im Raume M (8 3, Beispiel 3) ist mit
der gleichméalligen Konvergenz fast Uberall in a, B gleich-
bedeutend. Dagegen ist die gewdhnliche und die starke Konver-
genz auseinanderzuhalten und alle vier Féalle kommen vor.

Es sei
—1
0 m-;u o
. i
fﬁ'(T)" 2’\’ in (3 —'1.1)
P
0 in 1.

Man hat offensichtlich }:im fety=0 (0-"« 1), aber es gilt
nicht Lim fi(t) == 0 im Raume L, denn {f.(c)} ist nicht stark kon-
k opee

vergent in L; es ist nlimlich fiir jedes & (=~ 1,2, ...)

lim / fult) — fux) i de = 2,

fodee g
gegen (20). Andererseits kann eine stark konvergente Folge sogar
Uberall gewdhnlich divergent sein. Es gilt aber der Satz, da
eine jede in L°(p~1) stark konvergente Folge im Intervall - =, 3 -
asymplotisch konvergiert, Dieses bedeutet: st €20 und E, die
durch | fu(x) — f{t) = € definierte ~Menge, so ist limuEk.—U

f(t) ist dabei die ,starke" Grenze (die sich als die asymptotlsche
herausstellt) und € beliebig.

Jede asymptotisch konvergente Folge enthélt eine fast Gberall
konvergente Teilfolge. Daraus folgt, dal3 jede stark konvergente
Folge eine fast Uberall konvergente Teilfolge enthalt.

[161]

[162]
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Schwache Konvergenz. Es sei {fit)} in LP stark
konvergent; dann ist
8
lim [ !f{e) = fulsy# d< =0,
fore
woraus in Verbindung mit [127] fir jedesg(t)e:L”(lj;;+l;‘p' =1}
5 5

23) lim [ fu0) g @ de~ [fum) g () dx ®

folgt. pls kann nun vorkommen, daR eine Folge {f«(t}} die Eigen-
schaft (23) hat (mitunter ohne stark konvergent zu sein). Dann
heiBt sie schwach konvergent. Allgemein: Eine Folge {x:}, deren
Glieder zum R&ume E gehdren, nennt man schwach konvergent

(gegen x.), wenn fir ein jedes lineare Funktional ¢ (x) die Be-
ziehung

lm 3 (%) = 5 (x..)
& v

stattfindet. So ist z. B. eine Folge von integrierbaren Funktionen
{fx(t)} in L schwach konvergent, wenn (23) fir jedes g (t) €M gilt.
Denn jedes lineare Funktional in L hat die Gestalt p{x) = /g(t)x(r)dt
o
mit g e Af, und umgekehrt ist jeder solche Ausdruck ein lineares
Funktional in L (vgl. [147]). Man beweist auch (vgl. das Banach'sche
Buch), daB in den Raumen LP(p 1) die Konvergenz der links-
seitigen Folge (23) fur alle g aus £7¢L™ M) bereits die Existenz
der ,schwachen Grenze" f.(1)i verbirgt. Die Folge {sinkt} {((}« 7 <" 2z]
ist in L°(p - 1) schwach konvergent gegen Null, ohne eine fast
tberall konvergente Teilfolge zu enthalten; es liegt also die Sache
anders als bei starker Konvergenz.

Damit eine Folge | fu(t)} aws L” (p > 1\ gegen f.(x) schwach
konvergiere, ist

o - -

&A@ rd<y lim | fle) do = [ fu@)de (2010 8)
P oy, @

notwendig und hinreichend; dieses folgt leicht aus der SchluRbe-

merkung des § 2 und aus [152].

Der Begriff der schwachen Konvergenz lalt sich auch fir
Folgen von Funktionalen erklaren: eine solche, {za.(X}}, heildt
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schwach konvergent, wenn hm 2.(x) (= p.{x)) flr jedes X € E exis-
tiert. Hier gilt der Satz:

Sind die Normen der linearen Funktionale @, {x) gemeinsam be-
schrénkt, und der Raum E separabel ([139]), so enthalt {p (x)} eine
schwach konvergente  Teilfolge.

Beweis: Laut Voraussetzung gibt es in E eine Uberalldichte
Folge {x;}. Aus der Zahlenfolge {7.(x,)} it sich eine kouver-
gente Teilfolge {7.,(x,)} herausgretfen; aus {7.(x,)} vine konver-
gente Teilfolge lz. (x;)} u. 5. w. Die Diagonaltfolge 15.4x)) ist
bereits fiir alle x; konvergent. Nun ist aber -—— wegen 3,5« K-
(mit 7 und x-freiem K) 2.4x) — 7.{06) =~ K ¥ —x, was die
Existenz von Jlfim £.{0(x) fiir alle x ¢ £ leicht folgern liBt. Dieser
,1im" ist ein additives und—infolge letzter Ungleichung—stetiges
Funktional. Es ist daher ¢~(x) linear, ein Korrolar zu |165].

Eine Anwendung von [165] bietet der

Satz fsf / Flayirdes Ty (p WY mit k-freiem <, so enthdlt { f.(<}}

eine in 17 sdrwach konvergente Teilfolge | f.,(=)}; int Falle p = ~ lau-
tet die Voranssetzung ' folt)! -7 fast iberall” ind dann enthdlt { f.(<)}
blot eine Tellfolge {f.(0)), welche fiir jedes g(x)e L die Konver-

genz der Zahionfolge ‘/'f},k(t) & (=) dv sicherd,

Zunachst erinnern wir an die Treppenfunktionen am Schlul3
von § 2. Sie kénnen offenbar so gewéhlt werden, dal die Kon-
stanzintervalle rationale Endpunkte, die Konstanten selbst ratio-
nale Werte haben. Dieses zeigt, da? die Raume LF bzw. L sepa
rabel sind. Zweitens ist, nach [147],

[ 1o x @ de

fir x € LP bzw. x € L unter den Voraussetzungen [166] das lineare
Funktional @k(x) und die Normen j<p*| (vgl. [147]) gemeinsam
beschrénkt. [165] liefert also das Behauptete.

[165]

[166]
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Unbedingte Konvergenz. Die Reihe kak(r) hei Rt
=1
absolut konvergent, wenn die Reihe ﬁ,‘l'!f,,(r) konvergiert. Eine
Fee-

solche Reihe kak(z) hat die Eigenschaft bei jeder Umordnung der
I

Terme konvergent zu bleiben und zwar gegen dieselbe Summe.
Die Umkehrung ist auch richtig. Die Sache liegt nicht mehr so
einfach, wenn man eine Reihe von Elementen eines B-Raumes
hat, die daselbst, d. h. stark konvergiert. Hier ist das Analogon

der absoluten Konvergenz, d. h. die Konvergenz von X | x| nicht
F -

mehr notwendig (obwohl hinreichend), damit die Reihe }_jx;, bei
k-t

allen Umordnungen (und sogar zu derselben Summe) stark kon-
vergiere. So ist z. B. die Reihe

b g

i 08 Rt
i

mit 3 vi << ~ ein Beispiel fir Y xi mit x e L2 wo nach einem
k-1 |

spateren Satze die unbedingte Konvergenz, d. h. Konvergenz bei
allen Umordnungen (nach der in L giltigen Norm) stattfindet,
obwohl die Rechnung

. T t .
IR Emi(/cosgkrd—r)' TR
k-l kol i A1
furY«— Y, die absolute Divergenz liefert.
Ein Satz von Orlicz Uber unbedingte Konvergenz:Damit

gine Reihe > x,, deren Terme zu einem B-Raum gehdren, daselbst
R

(d. h. der Norm nach) unabhéngig von der Anordnung der Terme
konvergiere, ist die Konvergenz einer jeden Teilreihe

oo

(24) E Xy
LRS!

notwendig und hinreichend.

Seik)j}é; eine divergente Umordnung von kak. Dann gibt
=1 =1

es ein £ > 0 und zwei Folgen { g}, {¢:} mit p; <gi<<prp1<gis1, so daf
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li Sq, — s',,!_|i > e,

WO s, die n-te Partialsumme von N x; bedeutet. Wir kénnen nun

die Abschnitte s; — s, inbezug auf die urspriinglichen Indizes der

Terme X, betrachten und eine Teilfolge (i = vy, v,...) behalten, so
dal} die Indizes in jedem Abschnitt groRer seien as in dem vor-

hergehenden. In jedem Abschnitt werde nun die urspriingliche

Reihenfolge der Terme hergestellt und die Abschnittsklammern

aufgelost: es entsteht eine divergente Teilreihe (24).
»
Sei (24) divergent und s, = ;:31 Xu,. Sei wieder = -0,

Pi “ i <l Pit < Fi:l und

18y =8> (o).
In der Reihe Y x gibt es Terme, die zu den ADbschnitlten
]

- - 1
(sq‘,usﬂt) gehdren und (eventuell) andere. Wir ordnen Y X so
L

um, da3 wir die ersten Terme so gruppieren, wie se in den
Abschnitten stehen und (event.) zwischen je zwei Gruppen je ei-
nen anderen Term einschallen. So entsteht eine divergente Um-
ordnung. Damit ist [168] in beiden Teilen bewiesen.

§ 7. Das Momentenproblem.
Die Zahlen

é
Pn = / f(x) go(r) dr

heilen Momente der Funktion f(t) inbezug auf die Folge {g.(1)}.
Das Momentenproblem besteht in der Angabe von notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, damit eine vorgegebene Zahlen-
folge {n.} eine Momentenfolge sei. Der Raum, in welchem f(t)
gesucht werden soll, ist hier ausschlaggebend.

Es sei gsnyel” (p'>1) baw. L (k=1,2,..).
Damit es in L" (p <o} bzw. M en f () gebe, dessen Norm

<7 und dessen Momentenfolge {u.} sei, ist die Gultigkeit der Un-
gleichung

[171]



32 |. Kapitel. Vorkenntnisse.

| n‘ ! ;1. .!11 i 1
(25) | 2t E;a 47 .'.( f | X G gt dr)”'
| &= 1 : AR S| :
! n : ? "
bzw, i: PPN I , .El&k gr(t) dr -
e = | -

for alle endlichen Zahlensysteme £; £,... £, notwendig und hinrei-
chend (F. Riesz, S. Banach).

Die Notwendigkeit ist sofort ersichtlich:

A
» ¢

i ar '5 " e
:2?111.5. L _/ ( .;fg,a(';}) f@ )d*f-’-'. (/ -_,w 2% dt).ﬂ
und ebenso im Grenzfalle p'= 1 (wegen [127) bzw. noch einfacher).
Setzen wir voraus, (25) sei fir alle Zahlsysteme £1,2..n erfillt. Bei
festem n und bei der Nebenbedingung

(26) /i3 |3 5 gulo) " e 1

o

14

firr & ... hat die Summe Yty =U, ein endliches Maximum des
L

Betrages, da U, "¢ Dieses Maximum findet man, indem man
die Ableitungen von | U, —& / Hi(<) #dv nach & (h=1,2..m

23
u

gleich Null setzt; hy(t) ist zur Abklrzung anstatt ,_, 'skg!.{':) geschrie-

ben worden;

2
e Un =t sign U - - % | Hi(e) 7= sign (e gy de =0 (k).

Multipliziert man mit £ und addiert, so kommt—wegen (26)—
| Up\" = > Ist also (£y, £,. = £, die Maximumstelle, und setzt man
diese £ in hy(t) ein, so wird

#

@) o= [ @) W@ dv mit dule) = Un' Rals) ¥ sign hue),

Die Funktiong, (T)l6st das Momentenproblem fir k = 1,2,3,...n;
es ist (p > 1) wegen (26)
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g [
by ipde = U, o)’ 7 de < v,
d. h. ($ajpo<v. Im Grenzfalle p'=1 ist $,(t) = U, sign f.(%)
und IE%!’M = I UHI T
Da die Folge {!9.'} beschriinkt ist, enthiilt {,(1)} eine
schwachkonvergente Teilfolge im Falle pf ™ 1; ihre Grenze $..(1)
hat die Eigenschaflen "¢ - 1 und

i
Py = / ge(T) % (1) dr (&),

ist also das gesuchte f{(z) in L”. Im Grenzfalle p’=1 konvergiert
2 :
nach [166] die Folge {f Da(t) g (1) dr} fiir g{t)e L gegen / (D gt de

[

es ist dieses (t) das in M gesuchte f(t).

§ 8. Die Umkehrung von Funktionaloperatioiien.

Eine Menge heil3t konvex, wenn sie mit x X, stets tx; + (1-t)x;
(O t 1) enthalt. Ein konvexer Korper im Réaume E ist ei-
ne konvexe, geschlossene Menge mit inneren Punkten. Ist der
Nullpunkt © ein innerer Punkt des konvexen Koérpers K. so ist
die untere Grenze der Zahlen p>(), fir welche 1/p.x zu K gehort,
endlich und nichtnegativ. Sie definiert das Minkowski'sc he Funktional
von K, z(x). Es ist leicht zu sehen:

1" Fiir innere x ist «(x) <1, fiir x am Rande ist z(x) = 1;
2" w(x 4y nlx) 4w yn

3 w{tx)=tu(x) fir t -
4° w(x)<7vixll mit x-freiem y.

Ein Satz von B anach Uber die Erweiterung von Funktio-
nalen (vgl. das Banach'sche Buch): E sei ein B-Ranm, R ein linearer
Teil von E; ZX) sei in E erklart und habe die Eigenschaften 2°
und 3°% @ (x) sei additiv und homogen, in R erklart und daselbst
von X(X) majorisiert

(28) 7 {x) 7w {x) (x e R).

Behauptung:  ¢@(x) lat sich additiv und homogen auf
ganz E unter Bebehaltung von (28) erweitern.

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 3

[181]
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Der Beweis moge im zitierten Buche nachgelesen werden. -

Ein Lemma: E s ein B-Raum; K ein konvexer Kérper in E;
0, der Nullpunkt von E, sei ein innerer, X, ein Randpunkt von IC
Dann gibt es in E ein lineares Funktional o(x) mit z(x) <1 fir
xe kK, plx) =1

Beweis: »(x) sef dag Minkowski’sche Funktional von K, R
sei die Gesamtheit der Punkte tx, mit beliebigem reellen =
(eine ,Gerade®). Setzt man ¢ (x}) =t [iUr x = 1x,, so hat man auf
R ein additives und hemo tenes Funktlional erkliirt; es ist o(x) < »(x)
flir xe R, denn 9(tx,)=1=x(rx) fir <>0, und fiir * < 0 ist
Plx)=0(tx,)=1=—n{—1%x) < %(rX,)=#(x) (wegen 27). Nach
[181] 1Bt sich also ¢({x) anf ganz £ erweitern, so daB (28) mit
dem soeben definierten »(x) erhalten und $(x) additiv und homegen
bleibt, Wegen 4° ist »(x)-7T 7L x:, also ¢(x)-T7 ' x', also
|e{x)i <. v, x; und ¢(x) erweist sich als linear. Es ist offenbar
e(x,) =1 und {wegen ¢ (x} <7 % (x)) ¢(x) << 1 fiir xec K, w. z. b, w.

Es sei y= U(x) eine lineare Operation und der Raum der
unabhéngigen Variabein x ein [-Raum, ebenso wie der Gegen-
raum. Es bietet sich die Frage nach notwendigen und hinreichenden
Bedingungen, damit die Operation den ganzen Gegenraum erschopfe,
d. h. damit die Gleichung y = U (x) bei beliebigem y des Gegen-
raumes eine Auflésung nach x zulasse.

Eine solche Bedingung ist die Existenz eines positiven 7, so
dai einjedes lineare Funktional F(y) im Gegenraume die Ungleichung

erfille o
PEU) . 20 FL.

(Dabei steht links die Norm des Funktionais F(U) (der Variabein
X), welches durcb die Substitution von y=U(x) in F(y) entsteht).

Die Bedingung ist notwendig. Denn sonst exisliert eine Folge
von Funktionalen {£,} mit | F,! =1, lim ; F(U(x))!=0. Man setze

1

| FolU (2} || = Bne Ty Go(y) = a0 Ful y).
Vﬁu + - ] )
Dann kommt 2
(29) | Gr: =0} Fafl =0, lim| Gy | = oo,
NOUU ) | =l U ) 1= — P T <VBr lim | GU )i =0.

Voat b
n
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Es sei y, = U (x,); dann folgt
(80) | Gulya)| <K [GHU DY, lim Gafyo) = 0.

Da (30) fir jedesyo, des Gegenraumes gelten soll, sieht die
Eigenschaft (29) im Widerspruch gegen das Resonanztheorem [151].

Die Bedingung ist hinreichend. Zundchst werden wir
zeigen, dal3 das Bild R, der Kugel ||x|| < p, welches im Gegen-
raum vermoge der Operation U(X) entsteht, selbst in einer Kugel
llyl} < a(p) Uberalldicht ist, d. h.: das zu R, abgeschlossene R,
enthalt diese Kugel.

Es ist namlich R, eine geschlossene, konvexe Menge mit dem
Nullpunkt N als Symmetriezentrum. Enthielte R, keine N-zentrische
Kugel, so wére eine Folge {y.} vorhanden mit

(31) Tim 'y, =0, 3.3 R, (n).

Die Distanz 3, von y, und :QF, ist positiv. Jelzt bilde man
die Summe aller Kugeln mit dem Radivs 5,/2 (# fest), deren Miltel-
punkte zu R, gehiren, und schlielle diese Menge zu S, ab. ¥, sei
die grisite Zahl mit ¥, v, € S, und 2z, = M yn. Der Punkt z, ist
ein Randpunkt von §,. Nach [182] exisliert ein lineares Funk-
tional ¢, mit ga(za) =1, 7.3 <1 filr y e Ss Filr lxll L p ist
Ulx)e R‘P. also U(x)e Sy es folgt 2.(U(x)) 71, (U (—%)) -7 1, also

|2l (XD 271 (ix]l < p).

Setzt man jetzt D.(x) = ¢, (U (x}), s0 wird || D, -7 1 die
Voraussetzung liefert sber | @, !> v 9., also |jg.; <7 gy, Ins-
besondere ist

i li )
(82) 1= jpalza)| <[ 2all a7 Jeo] ’ Zn'| 2 .
1
Nun ist aber wegen y,3R, (vgl. (31)) %, < 1, also lim|iz,i|=
lim #; | y» | = 0, gegen (32). Es ist also R, in einer Kugel vl < s(p)
H roo

iiberalldicht.

Sei nun y, ein Punkt der Kugel ij¢|i << a(1). In dieser Ku-
gel ist R, ilberalldicht, es gibt alsc ein y, € B, mit || y,—y; i <7 a(F/2).
R, ist aber in der Kugel [y[ < a(l/2) iiberalidicht, woraus ein
Y€ Ry, mit |y, — 31 — ¥, 1 < 0 (1/4) resultiert, u, s. w.
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yneR  Dbedeutet aber y,=U(x,) mit [ x| < -—"-1-_1; setzt man
én——l 2

B

Xy = Xz,

k=

so wird — wegen der Linearitiit von U/ (x)—
U =2 U(x) = St =Y s
k=l k=1

da iy, — ¥ — .o —¥ail Za(ljam) und lim 3 (li9"} =0 {(wepen der

Stetigkeit von U ¢x), fite x = @Y ist. Fir jedes yo der Kugel i v <7 (1)
existiert also eine Wurzel xo der Gleichung U (X) — yo; U (X) ist
aber homogen, also die Einschrankung 'iv,:i <7 a (1} unwesentlich.
Damit ist der Satz [183] Uber die Umkehrbarkeit einer linearen
Operation in beiden Teilen bewiesen.



1. KAPITEL.

Grundbegriffe.

§ 1. Orthogonalitat.

In der euklidischen dreidimensionalen Geometrie hei3en zwei
Vektoren orthogonal, wenn ihr skalares Produkt verschwindet.
Sind X3 X,,X3 die Komponenten des einen und y;y,ys die des anderen
Vektors -inbezug auf drei zueinander senkrechte Achsen, so ist
das skalare Produkt
Xxiyi.

L

Eine analoge Definition gilt in n Dimensionen. Indem man
diese Analogie weiter verfolgt und x (1), y () als zwei Vektoren
im Funktionenraume auffal’t, kommt man auf

1)
o [x@yyteyat
ads Ausdruck des skalaren Produktes in einem solchen R&ume.
Ist das Integral (1) gleich Null, so sagt man, die Funktionen x(t),
y(t) seien zueinander orthogonal in a b . Sind x(t), (1)
komplexwertig, und x(t), y(t) die zu x(t) bzw. y(t) konjugierten
Zahlen, so pflegt man

. —
(2) [r@yy@eydt =[xy

als skalares Produkt zu bezeichnen. Das skalare Produkt héngt
jetzt von der Reihenfolge der Faktoren ab, soll es aber Null sein,
so wird die Reihenfolge- gleichgiltig und wir kdnnen wieder
von zwei zueinander orthogonalen Funktionen sprechen.

[211]
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In einem dreidimensionalen euklidischen Raume gibt es be-
kanntlich drei zueinander senkrechte Richtungen, Dem entspricht die
Tatsache, dal’ man drei verschiedene paarweise orthogonale Vektoren
finden kann, aber nicht vier. Im n-dimensionalen Réaume gibt es aus
paarweise orthogonalen Vektoren bestehende n-tupel. Man kann
vermuten, da3 es im Funktionenraume, d. h. in dem abstrakten
Réme, wo Funktionen die Rolle von Vektoren spielen, Systeme
von unendlichvielen paarweise zueinander orthogonalen verschie-
denen Vektoren geben wird. Um die Inlegrierbarkeit des Produktes
X(®).y(t) zu sichern, ist et am einfachsten die Lebesgue'sche
Integrierbarkeit von x(t) und »Xt) in<a, b und dasselbe fir
y(t)y y(t) vorauszusetzen. Wir werden (vgl. |, §3) dann sagen,
dal x(t), y(t) zum R&aume L? gehdren. Diese Voraussetzung ist
aber keineswegs notwendig. Man kann namlich leicht eine unend-
liche Folge von Funktionen {7{f}} angeben, so daR die Integrale

b

| dt) pugt) dt

]

for i:f~ & stets existieren und gleich Null sein werden, ohne daf3
die Quadrate gi(¢) integrierbar waren.

Folgendes Beispiel ist mit Ricksicht auf eine spéatere Anwen-
dung gewdhlt worden. Wir bauen eine unendliche Matrix {{=;.}}
aus lauter Einsen und Nullen auf:

[212] : 1101001000..
1010100100...

3) 0110010010..,
0001110001...

0000001111...

Man erhélt diese Matrix, indem man folgende , Kranichschwéarme"
bildet:

(n=1,2 3),
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d. h. Anordnungen von Einsen, die aus » Einsen in der Diagonale
und aus ebensovielen Einsen in der ndchsten Zeile darunter be-
stehen (n=1,2,...); besetzt man die punktierten Stellen mit Nullen,
so entstehen Ziffernrechtecke; schiebt man sie aneinander und
schreibt lauter Nullen als Verlangerung einer jeden Spalte, so
entsteht die Matrix (3). So kommen in jeder Spalte genau zwei
Einsen zu stehen; sie stehen in gewissen zwei Zeilen; schreibt
man aber zwei beliebige Zeilen vor (z. B. die 2-te und 5-te), so
gibt es genau eine Spalte (z. B. die 8-te), die die vorgeschrie-
benen zwei Zeilen in Einsen schneidet.

Sei / ein endliches Intervall <a, b und Iy /, .. Teilinter-
valle von /, so dal3 das (n + 1) te Teilintervall rechts an das n-te
anschliefst ynd das ganze / (mit Ausnahme des rechten Endpunk-
tes) durch N !k erschopft wird. Die Funktion + ,.(t)> werde in / wie

folgt erklart
r”(f) =0 fiir fef. wenll Ay, = 0,
=lfy:=) [, [ir tel. wWenn %, o1

und wenn diese Eins im Schema (3) rechts und links von Nullen
flankiert erscheint, oder wenn n— 1. Sonst setzen wir (im Falle
dup == 1) §4(f) = — 1/ £, in der linken, %.(#) == --1/y 1. in der rech-
ten Halfte von I,. So hat z.B. ¢,(t) die Weite

in f in /, in /, in i, in /, in £ in £ ..
o TH AL 1o+l 0 o ! 0...
bl Vi Vi ¥ b '
Es ist nun, wie ersichtlich,
b
@) [ odty ety dt == 0 fir ik,

P

aber das Integral
mﬂﬁz( )ﬂ_Z
/ ¥ 7 "'{F [/P
ist stets unendlich grof3 (P, bezeichnen digjenigen /, in welchen @,=).

Ein Orthogonalsystem (, O") nennen wir eine endliche oder [213]
unendliche Folge {¢.(¢}} von Funktionen die paarweise zueinander
orthogonal sind in einem endlichen oder unendlichen Intervall <a,b>
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Es soll also (4) fir £+=# gelten. Ersetzt man in dieser Defi-
nition die Worte ,Folge von Funktionen {g.{f}}* durch ,Menge
von Funktionen", so hat man eine Orthogonalmenge definiert.

Wir werden Beispiele von unendlichen Orthogonalsystemen
gleich kennen lernen. Im néchsten Kapitel werden wir aber zei-
gen, daB unendliche Orthogonalmengen (in L? stets abzahlbar
sind.

Keine Orthogonalmenge kann zwei nichtnegative Funktionen
enthalten, die in einer Menge Z vom positiven Mal%e beide posi-
tiv waren. Sonst wére

&

0= /s ahar> [ ) gydt=>o.
P4

fl

Nichtdestoweniger gibt es ein nichttriviales unendliches Or-
thogonalsystem aus lauter nichtnegativen Funktionen bestehend.
Ea sei 9.(f)=0in 0,1 - auBerhalb von - 127, 1/2"~! . und 9 (f)=1

1

im letzteren Intervall. Dann ist offensichtlich 'I‘?m(r) £y dt =0
fiilr m =% n ound () - O (1) ’

§ 2. Beispiele.
Ein Beispiel eines Orthogonalsystems in 6, « - ist die Folge

{cos ity ((=0,1,2..).

Denn man hat fir i -8

=

[eosit cos kt dt = ; [Teos (¢ + k)t + cos (¢ — k) at

Y

A

=1 lsin(??c!*)f]“ 1
2 i+k Jo 2
Dieselbe Rechnung zeigt die Orthogonalitét des Systems [221]

in- ,2 und in 0,2 -. Ahnliche Eigenschaften hat das System

sin (/ — k)t
A

{sin i£} (i=1,2..)
es ist fiir i5 R

[sinit sinkt at = ; lcos (i — )t — cos (i + B)] dt = 0.

[}
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Hier ist die Orthogonalitédt in «, 2. wund 0,2 - ebenfals
vorhanden.

Beide Systeme sind in a , 3 , woa, B beliebig ganz, und in
keinem andern Intervall orthogonal. Hat man ein beliebiges Inter-
vall <a, b mit —~<g<{b-I~:, so genlgt es in den vorherge-
henden Beispielen eine geeignete ganze lineare Substitution vor-
zunehmen: die Systeme

foief 72} won it 1)

sind in - a, b - orthogonal.
Die Funktionenfolge

(i=12..)

1, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sn3t,..

heift das trigonometrische System. Es ist orthogonal in - 0,2- ..
Es ist nicht orthogonal in 0, . , denn z. B.
;o 2
/ sinf.cos 2 .dt = — 5 A=
Um die Orthogonalitdt von [223]| in 0, 2 - zu zeigen, geniigt
es angesichts der Eigenschaften von [221] und [222] die Integrale

B e

/ 1.sinif. dt, ‘/.sin it . cos bt _dt
i

zu berechnen; das erste ist offenbar Null, das zweite gleich

1 cos 2if l m

! /.sinQIf-d!:—— . =@ fiic {=4k; fie 14k ist es
24 2 2i

n

Teos(i+A)E 1cos(i—A) 2"'_:0

Fi
1 ¢ .
[ sin(i4k) —sin(i— k)] dE =—
2i! Is"l(£+ ) Sin(l ) ] |2 f—!—k 2 i— R [

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Eine solche Gleichung ist u. a.

a*y{f)
(5) de?

wo A ein reeller Parameter und A (t) >0 eine stetige Funktion ist.
b

+rA By () =0,

Man kann zeigen (etwa durch die Maximisierung von ‘f‘A @y @ dr

[223]

[224]
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&

YR
unter den Nebenbedingungen f (Q{ét)) dt =1, y@=y(b=0),

daR es reelle Zahlen X und zugehorige zweimalstetigdifferenzierbare
y(t) gibt, die (5) erfillen und der Nebenbedingung y (a) —y (b) —0
gentgen, ohne identisch Null zu sein.

Sei nun A, A, und yi(®), y() de zugehorigen LOsungen.
Es ist

6) y/OH+rAW®y{)=0, UE) + 0 A () 3:(8) = 0,
ya) = yiby =0, yi(@) = yu(b) = 0.

Multipliziert man die erste Gleichung (6) mit y,(t) die zweite
'mit yi(t) und subtrahiert, so kommt

{ :
01— 214) A @ 388 u(6) = - [346) 31(8) — 340 YiKO)]
unc » - )
(i) [ A 30 pult) dt = | yit) Yikt) — yul) YOI = 0;
wegen }; 54} folut
f I
() [ AO O 30 dt = [y A ity ¥ A y0) dt = 0.
“Damit haben wir gezeigt, dal} die zu verschiedenen 'Para-
meterwerten A zugehdrigen zweimalstetigdifferenzierbaren, an bei-
den Intervallenden verschwindenden Lo&sungen yi(t) von (5) zu
einem Orthogonalsystem {}'A () y{£)* AnlaR geben.
Das System [222] ist ein Spezialfall: man hat a=0, b=,
A(t)---1 zu wahlen; A, ist = — k’ zu setzen. Das System [221]
besteht ebenfalls aus Losungen der Gleichung

y(t)-K%y(t)=0,

die Randbedingungen y(0)=y( )= 0 sind aber nicht mehr erfillt.

Das Rademacher'sche System. Ein interessantes Bei-
spiel eines Orlhogonalsystems in 0,1 .- liefern die sog. Radema-
cher'schen Funktionen. Die k-te Rademacher'sche Funktion ry(t)
(k=1,2,3...) erhdlt man aus der dyadischen Entwicklung der
Zahl t (0<t < 1) steht an der k-ten Stelle die Ziffer 0, so setzt
man r(t) = 1, ist die k-te Ziffer 1, so setzt man r(t) = — 1, und
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ist t eine Zahl, die zwei Entwicklungen mit verschiedener k-ten
Ziffer zuldt, oder Null, so setzt man rg(t) = 0. Auf diese Weise
zerfalt 0,1 in 2% gleiche Teilintervalle; r(t) ist im Innern ei- -
nes jeden Teilintervalls abwechselnd + 1 und — 1 und in den End-
punkten 0. .

Das System [225] ist orthogonal. Sei nédmlich m> n. Um das
Integral

1

(8) !‘rm(t) ralf) dt

(]

zu berechnen, nennen wir /i /,..., o die 2" Konstanzintervalle
von ry(t) Es ist

. LE R
© [ratyratydt =t=1y [ ratydt (=1, 2,.., 29,
I T
Nun aber zerfallt I, in 2" ~" gleiche Intervalle, in welchen
ro(t) abwechselnd die Werte + 1 und — 1 annimmt; somit ist das
Integral rechts in (9) Null, das linke ebenfalls und (8) ist Null

ukt

als Summe Y I rult) £ (£) dt.
&

1 ;J"
Das System {r((t)} hat die Eigenschaft ,r (t)/ 1 (0<t <I;
k=1.2..). '
Wirden wir 0,1 in 2 gleiche Teile zerlegen und Py(t)
abwechselnd + 1 und — 1 setzen, so wirden wir kein Orthogonal-
system bekommen. Denn es ist (z. B.)

m)=-+1 in (0, 1/2), n{ty=—1 in (/2 1),
o) =+1 in (0, 1), p)=-1 in (Ij5,2%6), ... u. 8w,

und [ gy (8) py(6) dt = 16 — s+ Lo 4 1o — /6 4 15 = 1/3 # 0.

Fihrt man das Zeich'en ,Sign" ein, wo
signa=1 fura > 9, signa=—1 fir a<Qg, sign 0 =0,
so wird p(t) = sign (sin 2k t). Wir nennen {(p(t)} ,die dilisierte
Sinusfolge". Das System [225] ist mit {px-(t)}, aso mit
{sign (sin2“ t)} identisch.

Das Rademacher'sche System ist ein Spezialfall einer allge-
meineren Klasse: ¢(?) habe die Periode 1 und es sei

(10) ® M+ ot+t12=0 ®.
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Man definiere: .(¢} = ¢ (27¢); war » ¢ L2, s0 ist {9,(£)} ein Ortho-

gonalsysiem. Denn fiir m > n ist

t

1 2N
1 -
[ Tull) pu(f) dt = o / w(2" )y o (1) du = _ffp(2”’"”u) o (u) du,
L] 1]

i

wo von der Substitution 2% = u und von der Periodizitat Ge-

brauch gemacht wurde.
- 012 - und - 121

Zerlegt man das Integrationsintervall in
-, S0 erhalt man fir das letzte Integral

[o@m ma)lp () + ¢ @+ 1/2)) du,

1

und dieses verschwindet wegen (10).
Setzt man speziell @) = sign (sin 2 #), so wird {pn(t)} mit

[225] identisch.

[226] Das Haar'sche System.
7000 =+ 1

W = 41

— 1

0

70 =+ y'2

. }-’2

0

7 =+ y'2
_— V’z
0
und allgemein:

1 (0) =4y 2,
() = 420
Y2

0

Man definiere:

- 0,1,
in - 0, ],l'rZ)
in (19,1 -

in anderen Punkten,
in - 0,1/4)

in (1'4,1)2 -

in anderen Punklen,
in 12,39

in (34,1

in anderen Punkten,

uft =
(1) =~y
in 28—12 -1
n e 2n+i"’ _Envl
. 2k—1 2k
L R S N
sonst in -0, 1.



[226] [231] Vollstandigkeit. 45

Dabei durchlauf t n die Zahlen 0,1,2,... und k die Zahlen 1,2,. ..,2".
Dieses von Alfred Haar konstruierte System {y@Xt)} ist orthogo-
nal. Ist namlich j™= %™ 1, so ist bereits das Produkt 7{/X#) 7))
identisch Null in- 0,1 -. Ist aber m =, so ist das Teilintervall,
in welchem #%Xt) -4~ 0, ganzlich in einem Konstanzintervall der
Funktion y{/(¢) enthalten; es ist daher {j:¢: &k oder f = k)

1 2"?”; 1 fo .
[ 70y 0ty dt = 0 [ 40t dt = >.l" v
i w2

W PN el

SN | X

u L
1

Da _l.‘/_f}'"(f) 7Ny dt = 0 (& > 0), so sind ulle Fiille erschiipft.

L

§ 3. Vollstandigkeit.

Eine Menge von Funktionen @ (t) heift im I'ntervall ab
vollstandig inbezug auf den Kaum R, wenn jede Funktion f(t)€.R,
fur welche sémtliche Skalarprodukte

4
IGYI0Y ?)

verschwinden, selbst ein Nullelement von R ist. M. a. W.: eine Funk-
tionenmenge (oder ein Funktionensystem) ist vollstéandig inbezug
auf R, wenn es in R auller dem Nullelement keine zu sémtli-
chen Funktionen der Menge (des Systems) orthogonale Funktion
gibt. Die Funktionen ¢ (?) brauchen nicht zu R zu gehdren. Die
¢-Menge konnte z. B. aus einer einzigen Funktion o(t) bestehen,
die auf jeder Punktmenge vorn positiven Malke in a b . nicht-
mel3bar wére; eine solche ¢@-Menge wdére inbezug auf den Kaum
L aller in a, b integrierbaren Funktionen vollstandig, denn nur
die fast dberall in . a, b - verschwindenden Funktionen liefern
mit @(t) ein integrierbares Produkt. Doch wollen wir von nicht-
meRbaren Funktionen absehen, wo nicht ausdriicklich das Gegen-
teil angesagt wird.

Selbstverstandlich  braucht eine vollstdndige Menge weder
orthogonal noch abzéhlbar zu sein. So ist z. B. die Menge aller
zu L? gehérenden Funktionen vollstandig inbezug auf den Raum
L2 denn aus der Bedingung

b

/ (O f()dt =0 fiir alle gl

a

[231]



[232]

[233]

16 I'1.Kapitel. Grundbegriffe.

-4
folgt — da » = f gesetzt werden darf — _[f’(t) df =0, alse f({)==0

fust tiberall in ~ a, b .-

Andererseits ist es leicht ein abzéhlbares vollstandiges System
{@(t}, z. B. inbezug auf den Raum C (aller in < g,b> stetigen
Funktionen) zu bilden. Man teile <a, b> in n gleiche Teile und
definiere eine stetige Funktion, die in jedem Teilintervall linear
verlauft. Das geometrische Bild ist ein gebrochen-geradliniger Zug.
Wenn wir noch verlangen, dal} die Ordinaten der n+ 1 Ecken
rational seien, "so wird es nur abzahlbar-unendlichviele solche
Funktionen geben, denn die natirliche Zahl n und die rationalen
Zahlen w; W,..:Wn,; als Ordinaten bestimmen eindeutig die Funktion.

Die Vollstandigkeit dieses Systems {7.J{f)} lalkt sich fast un-
mittelbar einsehen; es sei f(f) stetig und > 0; eg ist leicht ein
Py (8) mit I f(1) — ppy (), <& in - a. b - zu bestimmen. Ist f(f)
zu allen %,{¢) orthogonal, so folut

B

' B ,
f‘lfz(f) dt -=§_/f(f) [f &) — 7 )] df;~<~:§b—a!.M-e,

wo M das Maximum von f(f) in - a, b - bedentet; es ist also
b
[y dt =0 und f()== 0, w. 7. b, w.

Ein noch einfacheres Beispiel eines abzahlbaren vollstéandigen
Systems inbezug auf C und sogar auf L ist — fir das Intervall
-0,1 — die Gesamtheit der Funktionen ¢“(#), die in < 0, w >
gleich 1, in (w, 1 .- gleich Null sind; w ist dabei ein echter ratio-
naler positiver Bruch. Es sei

fhel und  F@)= [ftys=nydt= [ f(ydt=0

fur alle w obiger Art. _/‘f(r)dt ist aber fur alleinin -0, 1 .. definiert

und stetig, also ist F(w) = 0 in ganz< 0, 1 > Nach einem Haupt-

satze der Lebesgue'schen Integrationslehre ist f(t)=‘—i-;:{) fast

tberall in<0,1>, asof(t) =0 f. 0.
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Die Vollstandigkeit der Systeme [221], [222], [223].
Wir beginnen mit [223]; wir zeigen zunachst, dal3 es inbezug auf
C vollstandig ist. Es sei

a [roesta o (n=0,1,2,.),
in

dann ist _/.fu) TAt)di =0, wo T ein beliehiges trigonometrisches

Polynom bedeuntet. Ist f(£) stelip und nicht identiseh Null, etwn
Flts) £ 0, 8o ist entweder f(£} 7 ¢ 0 oder f({)<" —e< 0 im Intervall
cty—6, £+ 8 =1 Der Ausdruvk p(f) =1-4cos (¢ — ) — cos & ist
1 in fund es ist [ p () <C1 mnBerhalb L Tu(&)=[p ()] ist cin
trigonometrisches Polynom und es ist

(12)  0=[ fOTanat =[Oy iyt + [ £ Th0) dt.
il H [
Der zweite Integrand bleibt dem Beirage nach unter /f(t)\
und konvertiert gegen Null fir n > ~; das Integral hat also (vgl.
[123-124)) den Grenzwert Null. Das erste Integral ist aber stets
dem Betrage nach wenigstens gleich 26e. Dieser Widerspruch mit

(12) zeigt, daf f(t) identisch verschwindet, w. z. b. w.
Das trigonometrische System ist aber auch vollstandig inbezug
!
auf L. Sei namlich f(t) € L., F{f) =‘/f(u)du. Die Formel (11) ergibt
F (2 ) =0; daraus folgt ’

i b

] F(f) cos nt dt = — -;-_/‘f(f) sin at dt =0 {n),
2_11 1 2_1‘-

[F(tysinutdt = -] f(f)cosntdt =0 ().
;) n EJ

=
Sei a=-21—_‘/ F(f)df; die beiden vorangehenden Formeln ergeben
2]
JIF@Q—a g =0 (n=01,2..1)
3]
also, wegen [F(t)-a eC, F(t)-= 0. Es ist aber F(0) =0,
also F(t) = 0 und f(t) = O fast Gberall in 0,2 , w. z. b. w.

[234]



(235

48 I'l. Kapitel. Grundbegriffe.

Dasselbe Verfahren zeigt, da aus f(t) € L und daraus, daB

in
. t .

JF O gnnsdt =0 tir n=1,2,.., f(t)= const. 1.1 folgt. Diese

L

Bemerkung wenden wir bei [222] an. Es sei

_ff(t) sinnl df = 0 (n=1,2,..)%

man setze f(s+H=—f(= -6 (0Ot 7 7); es kommt

_/‘f(l) sinat di = 0,

‘/.f(t) cos ut dt =ff(t) cos nt dt -{-_/‘f(t) cos nt di

:,/f(f) cos nl dt —ff(t) cos nt dt =0,
Die eben formulierte Bemerkung ergibt f(t) — const. f. U.; es

folgt 0= [f®ysintdt=2c f(1) O L i

Es hat sich aso das System {sinit} (i =12 ..) in 0O
inbezug auf L (also auch auf C) as vollstandig erwiesen. Dasselbe
gilt von [221] und der Beweis ist ahnlich (f( +1t) = f( -t)).

Die Vollstandigkeit des Haar'sehen Systems in
!

- 0,1 inbezug auf L, Es sei f(f)el und F() :.--_/f(u) du; die

Voraussetzung

1
(13) Jreysowdt =0 (n=0,1,2,...; k=1,2,...,2"

ergibt
e —1 h—2 b1 2% —1
F( o ) ~F ( 2}!_.{__1__.) —F ( o ) +F ( oy ) =0,
wenn (13) unter Berufung auf [226] berechnet wird; es ist aso
2k— 2 26— 1 2k
(14) F(--é”-‘._l )—2F( e )+ F( - )i 0.

Fir n—0 resultiert daraus — geometrisch gesprochen — die
Kollinearitat der Punkte mit den Abszissen x =0, 1/2, 1 der Kurve
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y=F(x). Aber fiir n==1, & =1 zeigt (14) die Kollinearitiit der
Punkte x =0, 14, I/s und fiir n =1, k£ =2, die Kollinearitiit der
Punkte x=1/2, 374, 1, Somit sind alle Punkle mit den Abszissen
Ajgt {n=0,1,2,...; A=0,1, .., 2% kollinear. F(x) ist stelig, also
ist F(f) = ct + d. Nun enthiilt die Voraussetzung suBBer (13) noch:

1
J 7 7y dt = o,
d h F(Q)— F0)=10; es folgt ¢ =0, F({)y=d, und f{{) =0 fast
iiberail in - 0,1 -

Das System [225] ist mit dem Haar'schen verwandt, aber es
ist nicht vollstdndig. So ist z. B. die Funktion f(t) 1 zu allen
Rademacher'schen Funktionen orthogonal. Aber die Hinzunahme
von f(t) — | zu dem System wirde seine Vollstandigkeit nicht
herbeifihren. Denn alle Rademacher'schen Funktionen sind an-
tisymmetrisch inbezug auf t—"%,; ist aso f(t) eine beliebige
inbezug auf t =%/, symmetrische Funktion, so ist ihr Produkt mit
einer beliebigen Rademacher'schen Funktion antisymmetrisch und
sein Integral Gber 0,1 . Null. Damit noch die Funktion f(t) zu
der (adjungierten) 1 orthogonal sei, reicht es hin, da ihr inte-
gral Ober . 0, 1 verschwindet. Eine Funktion, die allen diesen An-
forderungen genugt, ist z.B. cos 2 t, aber auch cos 2 qt(g= 1,2,...).

§ 4. Abgeschlossene, minimale und dichte Systeme. Nor-
mierung.

Ein Funktionensystem ist im R&ume R abgeschlossen, wenn
man eine jede zu R gehdrende Funktion mit Hilfe von ganzen
linearen, endlichen Verbindungen der Funktionen des Systems
beliebig anndhern kann. Genauer gesagt ist das System S in-
bezug auf R abgeschlossen, wenn es zu jedem f(t) in R und zu
€ >0 n Funktionen @,(t). @,(t) ,..@(t) in § und n reelle Zahlen
£4, €5 ..., &y gibt, so dal die Funktion

@D (£ = ¢; 3,(8) + €5 5208) + .. 4 € FalD)
zu R gehdrt und die Eigenschaft
(15) ) - D, <=

besitzt; /I Il ist hier das Zeichen flr die in R geltende Norm.

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 4

[236]
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Ebenso wie die Vollstéandigkeit ist die Abgeschlossenheit
eine Eigenschaft des Systems, die erst durch die Angabe des
Raumes R festgelegt wird. Die Ungleichung (15) wird im R&éume
C als N[‘:n_(( Sy —d{H e gelesen; nach dem Weierstrald'schen

Satze [ 122] bilden aso die sukzessiven Potenzen 1,t, t? .. ein
abzéhlbares, inbezug auf C abgeschlossenes System.

Dieselbe Eigenschalt kommt einem von Herrn J. Schau-
der konstruierten System zu: Es se a<b und {w}
(i >2) sei die Folge aller rationalen Zahlen des Intervalls (a, b):
Wi = a W, =b, wy = ..

%.(£) set die durch die Bedingungen ¢,(w) =1, 5/(@,)=0
bestimmte ganze lincare Funktion; 9,{¢£) sei wuch ganz-linear mit
gyl ) =0, p,{w.)=1. Fiir #>2 werde - a, b vermittels @, w,, ..., w,_
in n—2 Teilintervalle zerlegt und @, w, - sei dasjenige, welches
w, enthilt. $.4{) sei nun 0 aullerhalb - w, @, , 0 in @; und in
Wy, 1 in w, und ganz-linear in - w, @, , - @, @ . Damit ist
eine Folge {7.(8)} (#=1.2,...) vonin a,b - stetigen Funktionen erklirt.

Sei f(¢) stetig in  a,& . Nach Herrn Schauder isf die
Reihe

(16) .f cedt)  wH g = f(w), 6 == f(wy), .
¢i = f (@) —;--—{E cr Pl ) > 2)

in a b gleichmaig zur Summe f(t) konvergent.
Dies sieht man leicht ein: ist t die Abszisse, v die Ordi-

"

nate, so ist das geometrische Bild von y-——su(t):j;c;*p,-f_f) ein
il

Polygonalzug, dessen #—1 Seiten Sehnen der Kurve y=f(£) sind,
und dessen 7 Ecken die wachsend geordneten Zahlen w,,@,, .., w,
zu Abszissen haben. Ist 2> 0 und 7 () =0 so, daB &' — " <y
ifUY—F(i<Ze in - a, b - impliziert, ferner N(%) so grof, dafi
filr #>> N das grilite durch die geordneten w,, @,,...,w, gebildete
Intervall kleiner als v, sei, dann ist fiir 2 > N (v, (g))

(17 ) —suf); < e

in <a,b , denn der Abstand einer Sehne vom Bogen — in der
y-Riehtung gemessen — ist in jedem der n—1 Teilintervalle hoch-
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stens gleich der Oszillation der Funktion, also < ¢, da die Inter-
vallange unter n liegt. Es folgt aber aus (17) die angekindigte
gleichmaRige Konvergenz der Reihe (16) zur Summe f(t).

Das System [242] hat aber auch die Eigenschaft, daR die
Beziehung

(18) F = X eonan (et by

mit konstanten ¢; nnr dann statthaben kann, wean die ¢ div in (16)
angegeberen Werte  haben, Selzt man nimbich in (18) £ o
ein, sg kommt f(w,) =¢,, denn g(w)==0 fur ¢ 41, ¢ (@) - 1.
Ebenso erhiilt man f{w.) —¢,. Selzt man ¢ - w,, so Kommt,
wepen  si{w,) = 1 und '?r'_.-:!(w':i) sz 1), f(w:l) =@ (@) - g 5.0w) 40y,

also ¢, = f (@) — Y ey und — durch leichte Induktion — die
i
allgemeine Formel (16) fur ¢ (i > 2).

Das System [242] buft keine von den eben bewiesenen
Eigenschaften ein, wenn man endlich viele ¢ (t) mit i 3 fortlast.
Es hort aber auf abgeschlossen zu sein, wenn eine (oder beide)
von den Funktionen o,(?), ¢,(t) fortgelassen wird. Ist z. B. @,
gestrichen worden und wahlt man f(t) 1, so ist fur eine beliebige
lineare endliche Verbindung ¢(t) der tbrigen o¢/(?) @(a) (), denn
es ist @, (a) =0 far n > 1. Es ist daher — fur ¢ < 1 — stets

max f{&) — Py - fla)y--day, -1k,

PO

gegen (195).

Aus demselben Grunde ist das System [222] in 0, . - inbe-
zug auf C nicht abgeschlossen; hier sind alle Funktionen sin it

fuar t= 0, t — Null. Nichtdestoweniger ist dasselbe System
inbezug auf L in< O, abgeschlossen, wie wir spater sehen
werden.

Integration abgeschlossener Systeme, {p/(1)} sei
!

inbezug auf L abgeschlossen, () bezeichne / e {u) du.  Dann st

das aus 1 und <{9.{f)} bestehende System in - a, b- abgeschlossen
inbezug  auf C.

[244]

[245]
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Beweis: @ (t) sei eine der Funktionen [242]; die Ableitung
@(?) ist streckenweise konstant und man hat

i
| 9wy du = ¢ () — 9 (a) (@ <t<b)

Ist e >0, so gibt es nach Voraunssetzung eine endliche lineare

b
Verbindung @ (¢) der 9,{f) mit f vl — @ (1) du <<=, Umsomehr gilt
[
. ! ' ! :
/ (p(e)~ DN du <e, also () —o(a) —‘/ @{u)du <= oder
] : . F i

(19) FH - <e (a1t h)

mit V() (@) + [ D@ du =@ 1+ e + o+ owba(o)

Somit ist gezeigt worden, da3 man mit Hilfe von endlichen
linearen Verbindungen der Funktionen 1, {o,(t)} jede Schauder'sche
Funktion ¢ () gleichméRig in a b approximieren kann. Ist
nun f(t) stetig in<a, b und hat s{t) die Bedeutung wie im
Beweise von [243], so ist bei entsprechendem n

SO~ sty < (@<t by

s(t) besteht aus n Termen ce(?) und man kann einen jeden auf
¢k genau durch lineare, endliche Verbindungen von 1, {g(?)}
annghern; die Summe dieser Verbindungen o(t) hat die Eigenschaft
lf(f)—a{f), < ¢ in - a,& -, wie die Behauptung [245) es verlangt.

Der eben angewendete Schluf? ist vielfach nitzlich. So haben
wir z.B. im I-ten Kapitel (8 2, SchluBbemerkung) ein Funktionen-
system kennen gelernt, welches inbezug auf jeden Raum L* (g = 1)
abgeschlossen ist. Dieses System besteht aus allen streckenweise-
konstanten Funktionen. Eine solche Funktion ist eine lineare
Verbindung von noch einfacheren Funktionen, und zwar solchen,
die in einem Teilintervail gleich 1, sonst gleich 0 sind. Um die
Abgeschlossenheit eines Systems {f.(f}} inbezug auf L” (p = 1)
festzustellen, genigt es zu zeigen, dald eine jede Funktion der
eben bezeichneten Art in LP durch lineare Verbindungen der
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fi(t) beliebig approximierbar ist (im Sinne der LP-Norm). Denn
die Eigenschaften [137] der Norm erlauben hier wie im Schluf3-
teil des Beweises von [245] vorzugehen.

Ein inbezug auf R dicht-abgeschlossenes System st ein solches, [247]
welches (inbezug auf R) abgeschlossen bleibt, wenn man beliebig
viele seiner Funktionen streicht, ohne es aber auf ein endliches
System zu reduzieren. Ganz analog ist die Definition eines dicht-
vollstandigen Systems. Keines der bis jetzt von uns untersuchten
Systeme ist dicht im obigen Sinne.

Ein Gegenstiick zur Dichte ist die Minimalitat. Minimal-abge- [248]
schiéssen ist ein System, welches nach Weglassung einer Funk-
tion— welche es auch sei — die Abgeschlossenheit einbifit (z. B.
ist [223] ein solches System), Analog lautet die Definition eines
minimal vollstandigen Systems. (Dichte Systeme hat Ch. Mintz
angegeben (vgl. [361]); den Ausdruck ,minimal” finden wir bei
S. Levin, doch in einem etwas abweichenden Sinne).

Ist cp(t) irgend ein Element eines normierten Raumes R und [249]
ist I'o{®.r7-0, so &Rt sich eine Konstante ¢ aus der Bedingung

(20) repdf) =1

berechnen: ¢ =+ 1/ 2{#}. Soll c reell sein, so hat die Aufgabe
genau zwei Losungen. Ersetzt man @(#) durch c.@(?), wo ¢ eine
Lésung ist, so sagt man, man habe o(t) normiert.

Soll z. B. sinnt, 0<7¢:71, im Raume L? normiert werden,
so kommt

1 "

N r 14y ) - bl 1 : - - i
|| ain ant 7 = /s:n- ast, df = . / sin® &, du =1/,
h Hic

Isinnnt| =1yl c=TFy2

Das System {1 /2 sin n=f} besteht aso aus lauter normierten
Funktionen. Die Vorzeichen + sind beliebig, es gibt also kon-
tinuierlich-unendlichviele Normierungen eines unendlichen Systems.

Die Normierung kann die Merkmale der Abgeschlossenheit,
der Vollstandigkeit, der Orthogonalitét, der Dichte und der Mini-
malitdt weder einfihren noch beseitigen.
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Das trigonometrische System [223] pflegt man in L? zu nor-
mieren; in C ist es bereits normiert. In L? ist das normierte tri-
gonometrische System:

(21) _l ’ 1 cos £, } sinf, .., 1 cos #f, 1 sin nf,
127 y= V= V= 1=

Das System [224] ist nur bis auf konstante Faktoren bestimmt;
wir kénnen es aso als normiert ansehen. Das System [225] (wel-
chem wir den Namen des Herrn Rademacher beigelegt haben) ist
in M, in L und in L? gleichzeitig normiert, das Haar'sche System
[226] nur in L% Das System [242] ist in C normiert; man sieht,
dak es weder in L? noch in L normiert ist, doch kénnte man es
(z. B. in L% normieren, wahrend z. B. das System [225] in C nicht
zu normieren ist, da seine Elemente nicht zu C gehdren. Doch
werden wir kinftighin unter Normierung die Normierung in L?
verstehen, sobald nicht ausdriicklich anderes verlangt wird.

Es werde hier bemerkt, da die Eigenschaften der Orthogo-
nalitéat, der Vollstandigkeit, der Abgeschlossenheit, der Normierung,
der Dichte und Minimalitat in den meisten Raumen (L, L% M) nicht
beienflult werden, wenn man die Funktionen in t-Mengen vom
MalRe Null abéndert.

8 5. Orthogonalreihen und Orthogonaleiitwicklungen.
Ist {¢(t) ein abzahlbares Orthogonalsystem, so heilst die Reihe

L

(22) q_\_; [ 'fi(:’)

eine Orthogonalreihr, ¢; sind beliebige Konstanten. Als erster hat
Euler eine Orthogonalreihe, und zwar eine trigonometrische Reihe
verwendet; er benitzte sie in der Theorie der Jupiter- und Saturn-
bewegung (im J. 1748). Eine trigonometrische Reihe ist eine Reihe
(22), wenn fur {@,(t)} das System (21) gewé&hlt wird. Da die Kon-
stanten ci zur Verfligung stehen, durfen wir voraussetzen, daf3
{p,(t)} in R normiert ist; das engt die Definition [251] nur insofern ein,
da kein @(#) ein Nullelement von R sein darf und dal3 alle
¢,(t) zu R gehoren.

Es sei {@,(t)} ein abzdhlbar-unendliches, orthogonales, in L?
normiertes System; der Einfachkeit halber seien die @,(t) in a, b~
stetig. Wir wollen annehmen, die Reihe (22) sei gleichmaRig kon-
vergent und f(t) sei ihre Summe. In diesem Falle ist die Bestimmung
der Konstanten ¢; unmittelbar: multipliziert man die Beziehung
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(23) fity = Zes)

beiderseits mit ¢(?) und integriert beide Teile tber a, b , indem
man rechts unter dem Summenzeichen integriert, was wegen der
gleichméaRigen Konvergenz erlaubt ist, so kommt

i L

Jry sy dt =X ¢ [0y sty dt - e,
weil rechts alle Tenne bis auf den k-ten infolge der Orthogonalitét
verschwinden und weil das k-te Integral infolge der Normierung
gleich 1 ist. Es ist dso

I

(24) co = [ £ () wt) dt (k=1,2,...).

i

Fur die Theorie der Orthogonalreihen ist es nun wesentlich die
Koeffizienten ¢, nach der Formel (24) zu berechnen: ,a la Fourier",
wie man zu sagen pflegt. Ist also (¢(t)} orthogonal und in L”
normiert, so heiBen die nach Formel (24) berechneten ¢, die
Koeffizienten von f(t) nach {@,(t)}, wobei von f(t) nur verlangt
wird, dal3 samtliche Integrale (24) existieren.

Setzt man diese Koeffizientenwerte in (22) ein, so nennt man
die so entstandene Reihe die Entwicklung der Funktion f(t) nach
dem System (¢,(t)}. Man schreibt dann

(25) £ -f;‘ eipih),

und es ist ein Hauptproblem der Theorie, ob und wann das
Zeichen — durch das Gleichheitszeichen zu ersetzen ist. Aber auch
ohne dieses Problem geldst zu haben, kénnen wir oft die Formel (25)
as eine nitzliche ,Darstellung" von f(t) verwenden.

Es werde hier gleich bemerkt, da3 im Falle der sog. durch-
schnittlichen Konvergenz der Reihe (22) gegen /(/), d. h. im Falle,
wo die Partialsummen s,(t) die Beziehung

Lim $,(1) = f (1)

in dem in [161] erklarten Sinne (vgl. I, (22)) im Raume L? erfiillen,
die Koeffizienten ¢, notwendig die Werte (24) annehmen. Denn es

it (n > k) /346
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b 5
Ja® /@) = s dt = [£t) pulty dt — e

und
. b :
JEXGIVUREROE ( / fp;(r)dr) ( / lfm—sn(rnzdt)‘ LS —snlla

welcher Ausdruck voraussetzungsgemald gegen Null strebt,

Ist das System {@(#)} nicht normiert, so liefert, bei sonstigen

Voraussetzungen, dieselbe Uberlegung Werte fiir ¢, die eine leichte
]

Modifizierung erfahren. Ist niimlich ‘/."Fi(t]df:lk >0, so ist das System

a

i
by =+ 1. au))
I ¥ he ’
bereits normiert. Ist dy der k-te Koeffizient von f(t) nach {%(Z}},

so kommt

jf(t) W(t) dt = ff(f) ‘F’*‘” de= .

Die Entwicklung nach {$:(¢)} lautet:

e wll) N anald)

d ¢ .}f ——
i () = ] }.r}.k Phe Ho kg

Wenn man also die Entwicklung nach {¢,(t)} bildet, indem man
die Formel (24) fir die Koeffizienten benitzt, aber dann die k-te
Funktion durch dividiert, so wird die Reihe Term fir Term
mit einer anderen identisch, die bereits eine Entwicklung nach
einem normierten System {p(?)} darstellt.

Man berechne z. B. die Entwicklung von \f\ in - —
nach dem System {cos it} (i=0,1, 2, ...):
= 4
Es ist / 12, df=2z, fcos it dt==, also 3,=2=%, l,== ({(=1,2,..))

und o B
+ +=
._2 Y H 2 ; ;
o= [itldt =7 ci= [t cosit.dt="[(—1)y—1] (i=1,2,.%
. P

die gesuchte Entwicklung ist also
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£ LI, P T T
2 = O= 257

" e

cos Bf — ...

(Wirden wir hier das Zeichen ~ durch = ersetzen dirfen, so
wirden wir, nach der Substitution t — 0, die Beziehung

FLAs 1 e Ty L
2 'i_vn:'u (2n+ l)" 8 fl‘:“ll(2u+ l}:
bekommen).

Nicht jede Reihe der Gestat (22) ist eine Entwicklung.
[221] ist ein Orthogonalsystem; die Reihe

o

(26) Ncos nt
ist keine Entwicklung. Es ist hier i, == und ¥ =i, =k, = . = ;
Waére nun f(t) € L eine Funktion, die (26) liefert, so kdme
o =
27) | f(t) cos nt dt = 1 (n =12 ..),
alw 1
9 =
= [ F(t) [cos (n+2) £ - cos nt} dt =0,
[ ftysin(a +1)¢.sint.dt =0 (r=1,2,..),
also — wenn 2 = ? '/'f(t) sin*t.dt gesetat wird —
J1fy—a)sint.sinnt.dt =0 (n=1,2,.).

Das System [222] ist aber ([234]) vollstéandig inbezug auf L;
es ist dso (f(t) - @ sint-0 f.0<in O, >, adso f()=a. f. L
in<0, >, was der Formel (27) widerspricht.

Dieser Weg zu den Formeln (24) ist, im Grunde genommen,
der Euler - Fourier'sche (1748—1807). Einen besseren Einblick
gewéhrt aber ein anderer, den die skandinavische Schule (Gram)
gefunden hat.
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8 6. Das Problem der besten Approximation.

Es sei in a b eine Funktion f(t) e L? erklart. Das System
{p()} sei in L’ orthogonal und normiert. Wir werden ein solches
System als ,,ein ON" bezeichnen. Man schreibe

ﬂ

(28) $p(t) = _.; Siedl)

und verlange, bei festem n, die Koeffizienten ¢ so zu bestimmen,
da? s(t) im Réume L? so nahe as méglich an f(t) zu liegen
komme. M. a W. verlangt man die Minimisierung von

r

S — s /w) — sl dit

durch geeignete Wahl der ¢ (i = 1, 2, ..., n). Diese Aufgabe ist
gleichbedeutend mit der Minimisierung der quadratischen Form
der Variablen ¢, €, ..., ¢,

] f , "

Fy, by oy 2) = /lf(t)— R0 a’s—/f(f)df z\‘c,w+_,.‘.

wo fir die Skalarprodukte (24) c geschrieben und wo die Ortho-
gonalitdt und Normierung bereits benutzt wurden. Eine leichte
Umformung gibt

i ]

F{Enagq ---15:;) _, f {f) dr i‘ (f'.r 's;' _\_::‘ C;’-’.

Pl

Da von den drei Gliedern rechts nur der mittlere von den £; abhangt,
und zwar o, da3 er stets nichtnegativ ist und den Wert Null
nur fir

N

(29)‘ Sy ('1. Eg = C-_a_. ey au =y

annimmt, so ist gezeigt worden, da3 die Form F(e, ¢,,..., €,) ein
einziges, eigentliches, absolutes Minimum an der Stelle (29) aufweist;
ihr Wert an dieser Stelle ist

f M

(30) F(ey, €y, )= [ f(0y df — _1,1 c2,

wo die Ci durch (24) erkléart sind. Wir hatten aber stets
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&

(31) F(3, Bn ey i) —./ £ ) — sADO] dt - 0.

it

also auch F(c, ¢y, ..., €o) 2= 0 (30) ergibl daher

" ”
(32) [Fryde = X e
p i
Wir haben also gezeigt, dall der Integralausdruck (31) seinen
Minimalwert erreicht, wenn die Koeffizienten ¢, die Fonrierschen
Werte d (24) annehmen. Wenn man also eine Funktion in eine (263|
Orthogonalreihe  nach  der Vorschrift des § 5 entwickelt, so liefert
jede  Partialsumme  dieser  Entwicklung  die  bestmdgliche  Approxi-
mation; dieses Optimum ist das einzige.

AuRerdem liefert die Ungleichung (32) im Falle unendlicher
Systeme die sog. Besselsche Ungleichung [264]
#
(33) ANV 1run de,

! "

also u. a. die Konvergenz der Koeffizientenquadralsumme.

Eine wichtige Konsequenz der Hessel'sehen Ungleichung (33) ist [265)

(34) lme; = 0 (f(f)ye L.

PR

Es kann aus (33) auch abgelesen werden, dal _-\:a-';-,{f) keine
[

Entwicklung einer zu L® gehorenden Funktion ist, wenn .EL, di-

vergiert. st aber ¢ -7~ so ist die Reihe M eii(t) sark kon-  [266]
il il

vergent, denn es ist (m v #}  Sw{f) — Sd2) /,/ M ¢, wenn
S i e

Sa(t) _"T.-E;‘ citd{f) gesetzt wird.

i-

Ist das normierte Orthogonalsystem {@,(t)} inbezug auf L* ab-  [267]
geschlossen, ~ so  gilt

(33) lim [ [f (t) = sa(B)? dt = 0.

L
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Beweis: Fiir ¢ > 0 existiert nach Voraussetzung ein Zahlen-
aystem &, &5, ..., &2 mit

'? no
&= S unn <y,

es ist also F(§, 8., ..., &) <¢ und umsomehr F(c,, ¢ ..., Ca) <5, d. h.
!;

/ 1F () — sa(®))? dt << ¢ Fir m > n, w. 2. b. w.

[268] Eine weitere Konsequenz der Besselschen Ungleichung (33)
ist die Konvergenz fast Uberall der Reihe

l_f C ‘I’,(’)

unter der Voraussetzung f(t) e Z2 Es ist namlich
Faa 'l“
Safawd=Xe
f=1 n I

nach [264] eine konvergente Reihe und aus [124] folgt die Behauptung.
[269] Die gliedweise integrierte Entwicklung einer f(t) € L? ist gleich-
maiig konvergent. Es ist namlich
q R

( | odu) du) (a7 t-10),

if !

. i
@6) N gdwydu o I/ X

iop 7 P a p
!

da aber die Integrale I/"f',-(r:) du Koeffizienten der Funktion g(u)

[

sind, die in- a,t - gleich 1, sonst 0 ist, so folgt aus (33) und (36)

i 14 A
Safamal<yo—a) 2a @> )
i-p & ip

und letzter Ausdruck strebt fir p ~ unabhéngig vont gegen Null.



1. KAPITEL.

Orthogonalreihen in V.

Das erste Problem der Theorie der Orthogonalreihen ist die
Frage nach der Existenz der Orthogonalsysteme. Die Beispiele
des Il-ten Kapitels gewdhren noch keinen -Einblick in die ,Frei-
heitsgrade", (ber welche man beim Bauen von Orthogonalsyste-
men verfugt, obwohl ein jedes Beispiel durch bloRe Anderung
der Reihenfolge oder durch Vorzeichenanderung bereits zu unen-
dlich vielen anderen fuhrt. Wir betonen, dal3 alle Ausfiihrungen
dieses Kapitels den Kaum L? zum Gegenstand haben, wenn nicht
ausdriicklich anders vorausgesetzt wird. Andere Raume kommen
im Kapitel VI zur Sprache.

§ 1. Orthogonalisierung.

Es seien fi(t),fa(t), ....,fo(t) nin a b erklérte Funktionen
des Raumes L% Es hat bereits im J. 1879 J. P. Gram in einer
danisch geschriebenen Arbeit die Frage nach einer Matrix

Co gy (i,k= 1,2, ...,n)
aufgeworfen, die vermittels der linearen Substitution
¢i() = ey fil) + o + Cinfull)
2.(8) = € [i{0) + oo + Con fuld)
'?n(t) = fﬂ1f1(n + ..+ c.-mfn(t)

zu einem normierten Orthogonalsystem {z:£)} fiihrt.
Wir bemerken hier gleich, dal die lineare Unabhangigkeit
der Funktionen {fi} eine notwendige Bedingung fir die Existenz
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von C ist. Waren namlich, die Funktionen f; linear abhangig, d.h.

hatte man in a, b fast uberall X & f{f) =0 mit nicht samtlich
Y |

i

verschwindenden Konstanten d; so héatte man— nach einem be-
H

kannten Satze der Theorie der linearen GIeichungen—,}:dﬂ-';;(f)EO

fur dieselben t-Werte, d. h. fast tUberall in a,b , und nicht alle

di (i=1, 2, ..., n) waren Null. Dies aber steht im Widerspruch
zum folgenden Satz:

Funktionen  eines  normierten  Orthogonalsystems ~ kdnnen  keine
endliche lineare  Abhéangigkeit eingehen.

In der Tat liefert eine Beziehung, wie

Ndiz(f) =0 I ii.,

Pl
nach Multiplikation mit ¢, (t) und nach Integration Uber a, b

ir

Nafrtystydl =0, doh de=0 (k=1, 2,....n).

it o

Gram hat folgendes Kriterium der linearen Unabhangigkeit
angegeben:

Damit die Funktionen fi(),f2(0),....fa(t)-im obigen Sinne —
linear unabhéngig selen, ist die Bedingung A, -/- 0 notzvendig und

hinreichend, wobei A, die Determinante der Matrix // ayx // bedeutet,
deren  Elemente als

2) aw = [fAt) fult) dt (ik=r- 1, oy 1)
definiert  sind. ‘

Der Beweis stiitzt sich auf die augenscheinliche Tatsache, daf}
A, die Diskriminante der quadratischen Form

I

3y Flx, x,.., X z_,. [ fil8) + X2 LulE) + oo+ a fulOF it

o

der n Veradnderlichen X;, X, ..., X, ist. Diese Form ist als Integral
eines Quadrats stets nichtnegativ. und verschwindet fir ein
anderes x-System als x = X, =... = X, == 0, wenn dieses andere

”n
System die Summe Ex;f,{f) fast tberall in - a, b - zu Null macht.
r=1

=
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F(X1, X2, ... Xy verschwindet also nichttrivialerweise, wenn die fi(t)
linear abhéngig sind. Der Gram'sche Salz wird aso bewiesen
werden, wenn wir zeigen konnen, da3 A, O flr niehttriviales
Verschwinden der Form F charakteristisch ist. Nun aber impliziert
An = 0 ein nichttriviales Losungssystem fir die Gleichungen

L]

‘_\; @i Xp - ) (|: 1.2,...,”).
v

Wenn man die i te Gleichung mit X; multipliziert und alles
addiert, so kommt

Ul n
Fx, Xy s X)) = N Nug X o0,
[ F

Umgekehrt, ist £{x,, 2, ..., %) - 0 und {x) niehitrivial, so ist

wegen (3) N xfi(t) =0 . i: wenn man mit fi(/) multipliziert,
LI
integriert und (2) einfihrt, so wird
i X+ X b @ Xy 0 (‘r : lr 29 ey ”)!

worans bereits 1, = 0 folgt.

Die Determinante A, ist stets nichtnegativ. Ks sei niimlich
Aj-=an (LR=1,2,..,)), {)j-‘”" die zu a5 gehirige Unterdetermi-
nante von A; Dann ist

w

Ir

B~ |

j o
N O AN

-1

i V- -
dft - N DN D a,,= DA,
P ol ';‘j- t !
also By = 4 esist a, -0 and B 0, also A, 720, Ay -0
u. 5. w, (Null ist 4; nur bei linearer Abhidagigkeil, dann ist

i
MDA -0 L)

el

Erhard Schmidt hat im J. 1905 folgende Methode zur Berech-
nung der Koeffizienten cy in (1) angegeben. Er setzt von vorn-
herein Cx = 0 fir k> i und verlangt, dal3 die Ausdriicke

7.(0) = ¢, filf),

) 2u(8) = €4, [i{E) + €2y fuld),

'?;r(t) = f[(t) + €2 fz(t) s O L fn(t)

orthogonal und normiert seien.

[313]
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Man sieht, da} alle cu von Null verschieden sein missen,
denn wére Ca = 0, so wéren (1) durch f(4), .. f,(t linear

ausgedriickt, also linear abhangig, gegen [311]. Cu=0 erlaubt (4)
nach f aufzulésen und es kommt sukzessive

Silt) =dy, 509,

®) F(6) = dy 5.(8) + day 34(0),

f;p(t) = dm ?1(‘) '+ d:rz 'F_'(t) + e + d:m ';n(f)-

Fuhrt man in die Formel (4) fur @,(t) (i > 1) die Wert; (5)
fur fy, fy ....fi-i ein, so erhdlt man

il == e By lF) F R FalE) o 2 e () 4 e (1),
und die Orthogonalitat von ¢ (t) und cp,(0 (k <i) liefert

b

(6) M + €| ot} filf) dt = 0 (k=1,2,.., i—1)

o

Cu wird aus der Bedingung ./.??(;) df—1 bestimmt, nachdem die

ik den Gleichungen (6) gemaBr berechnet wurden.

Wir konnen aber {¢@} auch direkt berechnen. (5) verlangt, daf}
o) zu f(1) orthogonal sei, sobald k <i Legen wir also der
Funktion @,(t) die Bedingung der Orthogonalitat zu fy(t),f.o(t), ..., fi-i(t)
auf; dann resultiert bereits aus (4) die Orthogonalitét der {@} zu-
einander. Es folgt fir k=1,2, .. ,i—1
b ik i
0 =/ ity satydt = 3 c; [ 76 5O db = 3 e
P FA PO
Es soll aso {cij} (= 1,2,...,1) ein Losungssystem {Xj} des
Systems der i — 1 Gleichungen
]

@) ,E;ak;-xﬁo (k=1,2,., i-1)

J=

mit i Unbekannten sein. Die lineare Unabhangigkeit von fy(t),
fa(1), also von fy(t), fy(t),...f5t) (i>1), sichert fir (7)-
nach dem Gram'schen Kriterium [312] —den Rang i — 1, esist also

xj= i = 1,2,...,i)
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mit beliebigem , wo | den Faktor von g in der Entwicklung
der Determinante

- = z
T vy PR -f
T (e e Hly

(8) i
R . . !
[ IR P o P | PR

nach der ersten Zeile bezeichnet. Schreiben wir dasselbe fir alle
i (i=12, ...,n), so missen wir obere Indizes i einflhren und erhalten

w2y = 21000 @),

w PO NI RO NGB

2t} = X8 £06) 4 0 0 () + o+ 2P0 £2).

Es ist dabei und, die Orthogonalitéat
einmal gesichert, kénnen wir durch die Wahl von @ (i 1, ng
die Normierung erreichen; es geniigt (und es ist notwendig)
aus der Gleichung

ot i 2
Ry | (f_-‘?] ui”ﬁ-(r)) dt .1
Zu bestimmen. Das Quadratintegral ist positiv (sonst wéren die /
ersten Funktionen f abhangig wegen !’ -/ 1), es |akt sich aso
O auf zwei Arten berechnen. Es hat also das Schmidt'sehe Ver-
fahren genau 2" Loésungen, die sich durch die Vorzeichenwahl bei
den Funktionen {'! =;} voneinander unterscheiden.

Der Schmidt'sche Prozess hat den wichtigen Vorteil, dal die
Formeln (9) ihre Gultigkeit behalten, wenn man zum System f,, ..., fu
eine neue Funktiof, &y zunimmt. Die Formeln (9) bleiben
unverandert und ist jfx (£} von f,, ..., f« linear unabhangig, so ist
der Prozess um einen Schritt weiter zu fihren und liefert eine
Funktion ¢, (t) die zu den bereits erhaltenen ¢ orthogonal, selbst
aber normiert ist. Daher:

Hat man eine unendliche Folge {f} von linear unabhangigen
Funktionen in L% so laft sich ein normiertes Orthogonalsystem {p}
bilden, welches mit {f} durch unendlich viele Formeln (4) und (5)
verknipft ist; die Diagonalkoeffizienten Cu, du sind samtlich von

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 5

[314]
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Null verschieden und alle Ci, und d, sind eindeutig bestimmt, wenn
man verlangt, dald die Cu positiv seien.

Ist nun K irgend ein Raum, so ist die Vollstandigkeit des
Systems {fi } inbezug auf K mit der Vollsténdigkeit von {@,} inbezug
auf K aquivalent. Denn ist ;. glLx= 0> flr ein g (t) € K, sobald alle

o

Integrale _['g{t)fk(t) dt (k=1,2,..) verschwinden, so muf3 auch

i gilx Null” sein, wenn g(t) zu allen @,(t) orthogonal ist, da ja aus
ki
Je@ ety dt =0 (k=1,2 ..,

f
vermoge (5), /g(t)f;,(t) dt - 0» (k =12, ..) folgt. Der umgekehrte
SchiuB stiitzt 'sich auf (4).

Auch ist die Abgeschlossenheit von {fi} inbezug auf K mit der-
selben Eigenschaft von {@,} aquivalent. Ist namlich g (t) e K und

gibt es zu e > 0 Zahlen a, ..., a, mit
(100 8 () —l; a: fll) 'k <e,

so fuhrt die Substitution (5) auf

g (1) — 2 bizdt)iix < e,
d. h. auf die Abgeschlossenheit von {@,}. Den umgekehrten Schluf3
liefert (4).
Ein Beispiel fur die Orthogonalisierung. Es sei

ca b = —1,+1  und f{f) = (=123, .)
Es kommt
41 2
ay= [ itk gt =it
=1 0, wenn { -+ & ungerade,
Es ist o,(0)=1//2 und u{? =0, v =2, also %0 =22 26
die Bedingung

wenn {4+ & gerade

+1
40 rat =1
—1
gibt g,{t) = V3i2t. Das in dieser Weise erhaltene ON heif}t das
System der Legendre' schen Polynome.
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Allgemeine Orthogonalisierung. Es seig,(t),—,, (t)
ein ON, welches aus fI(?), .. f,(t) vermitteis des Schmidt'schen
Verfahrens gewonnen wurde. Schreiben wir

() = 3 ) e s + o+ cwrdtt),
(11)

"Pn(t) =€y ?1({) + )+ o+ Cun ’-Pn(t) y

so kommen wir auf ein System {@}, welches nach Einflhrung der
Werte (9) fur {¢} auch durch {¢} ausgedriickt erscheint.

Wir werden zeigen, dal? wir auf diese Weise die Frage, mit
welcher dieser § beginnt, dann und nur dann [6sen kdnnen, wenn
die Matrix /| ex || = E zellenweise orthogonal und normiert ist; in
diesem und nur in diesem Falle wird {@} ein ON sein.

Definition, Eine Matrix e 1 heillt zeilenweise orthogonal,

1
wenn D, e e = 0 fie 7+ j; sie heill zeilenweise normiert, wenn
ko
n

Yei=1(=1,2 ..,1. Analoges gilt filr Spalten.

Reweis: Ist {{} ein ON, so gibt (11) unmitielbar — da {7}
ein ON ist —
b

¢ ' 0 f.. fgd
(12) k;:f’e‘k o :‘/ t) dA(8) dt = [0 fiir i£)

1 fir 7=j,
w. z. b, w.

Umgekehrt: ist ||Ek /| zeilenweise orthogonal und normiert,
so zeigen die Formeln (12), wenn man die Integrale voranstellt,
dal} {p} ein ON ist. Wir behaupten, dal wir durch Verbindung
der Substitution (11), wo \\ex || eine beliebige zeilenweise orthogo-
nale und normierte Matrix ist, mit den Schmidt'schen Formeln (9)
alle Systeme {¢} gewinnen, die das Problem der Orthogonalisierung
des Systems {f} l6sen. Tatsachlich, ist {@} ein solches System und

Y1) =*§__JI frig fi(8) =1,..,m),

so kommt wegen (5)

Qi(t) =£_,: Eix5all) t=1,..,m,

[318]
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wo {@} die Schmidt'schen Funktionen sind, und der Schlul (12)
zeigt, dal3 // ey Il zeilenweise ON ist.

Die Matrizes ¢ = E sind aus der euklidischen //-dimensio-
nalen Koordinatengeometrie bekannt: ist X X%..%, ein rechtwin-
kliges Koordinatensystem und y;y, — Yy, ein ebensolches (mit

demselben Ursprung), so hat man

(13) i fql,: Cix Xy =1,...,n),

und die Koeffizientenmatrix £ = ,ex . it zeilenweise normiert-
orthogonal. Es ist leicht zu zeigen, dal} dann

m

(14) Xi= N 0 e (i-1,...,n),

L

(was aus der Bedeutung von ey as Cosinus des Winkels zwischen
Xi und y ersichtlich ist). Es ist aso die zu E inverse Substitution
E durch blolRe Vertauschung der Zeilen mit den Spalten zu
gewinnen. Da die Formel (14) dieselbe geometrische Bedeutung
hat wie (13), muB E-' as Substitutionsmatrix von (14) ebenfalls
zeilenweise orthogonal und normiert sein. Infolgedessen ist E
spaltenweise orthogonal und normiert.

Bekanntlich (Kronecker, Hermite, Cayley) lassen sich samtliche
Matrizes E erhalten, indem man fir e, n? geeignete rationale

Funktionen von " " Parametern einfuhrt und sodann diesen

Parametern alle mdglichen Werte erteilt.

Der Determinantenwert von E ist £1; setzt man namlich (14)
in (13) ein, so erhdlt man die identische Substitution. Es ist also

EE ! = L,

wo L die Einheitsmatrix bedeutet. Fir die Determinantenwerte
folgt daraus {E:. E-'!=1; da E-' durch Vertauschung von
Zeilen und Spalten aus E gewonnen wurde, ist :£' = E-t, aso
1 E =1, w. z b.ow.

8§ 2. Orthogonalisierung im langeren Intervall.

Das Problem der Orthogonalisierung eines Systems von linear
unabhangigen, in - ab - erklarten Funktionen {f} kann man
anders as im 8§ 1 auffassen. Man kann ndmlich fragen, ob man
nicht etwa durch Erweiterung der {f,} auf ein lber a, b.-
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hinausragendes Intervall die Orthogonalitdt erreichen kann. Die-
selbe Frage hat einen Sinn auch in dem Falle, wo {f,} bereits in
--a, b orthogonal ist; die triviale Erweiterung ,f, (t)---0 auflerhalb
~a, b " hebt die Vollstandigkeit auf; eine nichttriviale Erweiterung
auf @ ¢ mit a<b<c ist stets moglich, und zwar nur so, daf
{f} in b, c orthogonal sei, wie aus der Formel

" 1 " -
0= [ J0) fuey de - [ 4 [ [ 740 fu0r dt
I il I fa
unmittelbar folgt; augenscheinlich darf {f,} in b, ¢ ein belie-
biges 0 sein.
Ist {fo(t)} irgendein System von in  a, b erkldrten Funktionen

aus L? so lassen sich die f,(t) so in der Verlangerung b, ¢ von
ab  definieren, dal das System in a ¢ orthogonal -wird.

Wir erinnern an die Matrix CO in [212] (3). Jede Zeile von (T)
wird zur Definition einer Funktion fu(t) benutzt. Man teile b, ¢ -
in Teilintervalle {I} vermittels einer Punktfolge, die wachsend
gegen c konvergiert; ist ¢, das k te Element der u ten Zeile von
(7), so setze man

Falf) =0 ftir tel, wenh % -0 (n 1),
filey—1 fir fefi, wenn g 1,

]

ful) = = 10 flwyda g teh )

H e
wenn ¢, — 1 und ¢,_die p-te Einheit in der Zeile ist, wo p n; ist
ek eine der weiteren Einheiten und t e /, so soll f,(t) = 1 gelten.
- Zunachst zeigen wir, daB [fi(¢) dt endlich ist. Es handelt

"W
¢

sich blof3 um ‘/fﬁ(t)dt. Aber in der n-ten Zeile von (T) gibt es

I
nur endlichviele Einheiten mit p < n; das Integral (ber die ent-
sprechenden I, ist selbstverstandlich endlich; in sonstigen Iy ist
i

f2<1, also ist [ i) dt << o,
Beweis der Orthogonalitiit: Fiir £~ 1 und p - ist
I's b
J 7Y £0Y e = [ £ty FAEY i+ [ ful) Ful) d 4 [ Full) fi®) dlt
FH

a ° 5(p)

1321]
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wo Kk (p) der Spaltenindex der p-ten Einheit der n~ten Zeile ist,
D aber den nach Abzug von I {p) bleibenden Rest von<b, c>
bezeichnet. Die zwei ersten Integrale rechts heben sich auf ver-
moge der Definition von ff). Da in der n-ten und p-ten, Zeile
nur in der k(p)-ten Spalte gleichzeitig Einser stehen ist unter / stets

der eine oder der andere Faktor Null. Daher: f Fdd) f,.,(t) dt =
Will man das System [321] normieren und d|V|d|ert zu diesem

Zwecke jedes f(t) durch /f"(t) dt, so andern sich die f,(t) auch

in<a b . Es ensteht die Frage nach den Eigenschaften eines
Systems {f.{(f}} in --a,b.., die eine Erweiterung zu einem ON in
einem - a, b> umfassenden Intervall ermdglichen. I. Schur beant-
wortet sie, wie folgt:

Ist {f+(Hin ab erklart, O<a<b<l, f;;(f)eL? o ist ene
notwendige und hinreichende Bedingung flr die Existenz eines ON
{ea ()} in - - mit .8y fulf) in - a b-, dal das Maximum von

LI 2
/ ‘2,: Eif:(t)] dt

unter der Nebenbedingung X & =1 gleich 1 sei.
il

Die Erweiterung eines Orthogonalsystems. Es sei
{$ )} ein ON in ab ; setzt man ¢,(-—0 in b,c fir allen, so
bekommt man ein unvollstéandiges System (ft)=0in a, b -, =
in b,c st zu alen ¢ in 4, ¢ orthogonal). Ist nun {Z(#) ein
ON in- b, ¢ - und setzt man

f?,,(t} = )";‘u(() fiir t £, b y
’fn(t) = l"Zn(t) fiir £e &, ¢,
mit ¥4 g =1,50 ist {p(1)} ein ON in aq,c
Dieses System ist unvollstandig. Setzt man namlich
gm(t) = I'“;’m(t) fiir te - a, b vy
gm(t) = — ky/nlt) fir te- b,c.-,
so kommt

/g'-‘m(!) dt = I"=+12=1,
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und fiir 2 == m

L i !
/ :P—'i(t) gfﬂ(t) dt = I 2a() nlf) dlt ‘i‘l 07l o) dt = 0,
a a o

fic n=m
<

i s
[ 2ult) gal®) dt = [ pindt) dt + [ (2w} Foity dt -2 0,
it i

aQ
¢

also stets [ ¢.(6) gu(t) dt = 0.

Kostitzin, dem man obige Bemerkung verdankt, wies darauf [323]
hin, dal

¢, g &, 8 -0, &,

bereits ein ONV (d. h. ein orthogonales, normiertes und vollstan-
diges System) in a, ¢ ergibt, wenn (@) und {Z} vollstandig ist.

Wir haben gesehen, dad die g zu den @ orthogonal sind; dal3
sie untereinander orthogonal sind, ist unmittelbar klar. Um die
Vollstandigkeit zu prifen, setzen wir

Jo@ptydt=0,  [h()gatydt--o ().

a

Es folgt

L I's L r

M hndt + g fhpdt =0, [k dt = by dt = 0
y b a i

a

Ao
und, wegen MRS e 1,
# {'

fh@ysgtydt =0,  [h®) 76 dt =0
i b

fur ale n, aso — infolge der Vollstandigkeit von {4} in ab -
und von {x} in bc — h{)=0f Gin ab wund b c ,
Dasselbe 183t sich fur drei und mehr Intervalle (Mengen), ja sogar
fur Intervallfolgen durchfihren.

Es se A, eine Folge von Intervallen (Punktmengen) mit [324J
ApX Ay =0 flir p 5= q. Es sei {34)} (6 =1,2,..) ein ONV auf A,
Es sei
gl (pg =1,2,..)
eine unendliche Matrix, die zeilenweise orthogonal, normiert und
vollstandig ist; letzteres heifst, dal3 man zu i «,,! keine Zeile hin-
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zuschreiben kann, so da3 die Matrix orthogonal und normiert
bleibt. Wir bilden ein System {f”}:

Gyt ?,1(5) fiir fe Al

‘fﬂ} _ . oar R _ ;
PO=N oty tur ted, oPT=120

..............

Das System LAWY (6 p =1,2,..) ist ein ONV auf ¥ - EA,,.
Orthogonalitit: Ba ist fiir 754§
/ TN £ dit = ' a,,u a,,,,‘/ 2ig(t) 2j,(6) dt == O
Ay
wegen der Orthogonalitiit von {5.,(7) auf A, Fir p:~n ist
[ 77y e = S st 0 8= X o, =0,
Ay 4

wegen der Normiertheit von ;{%:,} und der Orthogonalitiit von o, .

Normiertheit: Bs ist—wegen der Normiertheit von Jz,,(6))
und o, —

JUP oy at = X, [ de- Y, 1
s “ Ly

Vollstandigkeit: Es sei g(t) in X erklart, g € L® und
[e@y s dt =0

for alei und p. Man setze

g = [ &) zf0) df.
"l#

Es wird
~[e0sP Wt = Yo e (=12,

es folgt 94=0 (q=1,2 ..), da =, vollstandig. Dieses gilt fir
ale i. Es ist aso (bei festem Q) gIq =0( =12 ..). Die Vollstéan-
digkeit von f{7,(f)} auf Ay ergibt gt) — O f. U. auf A, also auch
auf X.



[331] Uber die beste Approximation. 73

Obiges erlaubt uns ONV-Systeme fir das Intervall U, ~3) zu
bilden. Hat man namlich ein ONV in 0, 1- und nennt man es
A0}, so kann man iz} in ¢ -- 1,9 - vermittels

Ciglt} = rilf —q + 1)
erkléren, g-l,q mit Ay bezeichnen, eine beliebige ONV-Matrix
%54 . wahlen und die vorhergehende Theorie anwenden.
Wahlt man z.B. as /i ({f)} das trigonometrische System fir

0,1  und als 4, dis Matrix der identisehen Substitution
(2% =1, 2,, = 0 kir p == ¢), so kommt (I, § 4

J 1-'2.Sill wff fliep—1-.4.7p

714y == (pi 1.2,
10 flir andere £
Dieses System ist ein ONV in 0, ~ . LaBt man fir p die

Werte 0, —1, --2,... zu, so erhalt man ein ONV in { - ~, 4+ ~),
und zwar das einfachste bekannte Beispiel.

In den Anwendungen (harmonische Analyse) braucht man
manchmal Orthogonalentwicklungen in wunendlichen Intervallen;
dabei wird oft die Orthogonalitat anders als Ublich erklart, und

zwar als .

lim 1,_ / () )t 0 (i-/ kT -0},
v 2T Ly

Prufen wir z. B. das System (cos it} auf diese Orthogonaliléat
hin. Es kommt

3r v

: 1

cop it cos ki dt - cos({ FRYEFeos(i =)D dil
o1/ 2?,_Il , (sl )

sin(/+khyt | sin (/1 — k) ! o ( 1 1 0
AT ik i—k o 2TV i bk i—k ’

Dabei durfen i, k beliebige reelle Zahlen sein; es ist also das
System {cos it) (i =reell) in diesem speziellen Sinne in (—~, -~}
orthogonal und besteht aus c¢ (= Kontinuum) verschiedenen Punk-
tionen.

§ 3. Uber die beste Approximation.

H

Ist {fi(t)} (i =1, 2 = " ein beliehiges System und ist __,f,f;(f)
die beste Anndherung an ¢oft) im Snne der kleinsten Quadrate (II 8 6),
so mul3 die Differenz

(331
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(15) gty— 2,] i flt) = h ()

zu samtlichen fi(t) (i = 1, 2, ..., n) orthogonal sein.

Beweis: Es seien die fi(t) linear unabhéngig. Bilden wir
nach Schmidt ([313]) ein ON-System {zi(#)} und driicken {fd{?#}}
durch {7.48)} aus, (15) geht in

"
(18) A =g )= Y dindt)
il
dber. Da die Norm @4 {f}" minimal sein soll, muli nach L[, §6
f
d; --_-‘/g(r) =) ot (i=1,2,...,n)

&

il

JII 1 Y 1] — i HE—-
sein, woraus wegen (16). %" "7 (i=,1,2,...,n)
L h@)y zlty dt =0
b
Jr@fndt=0 ©
unmittelbar folgt, was wi=
zur Folge hat, denn die f; driicken sich linear durch die ¢, aus.

Waren die fi(t) linear abhangig, so waren darunter k linear
unabhangige fi(t),f{t)..f(t) und die restlichen (n—Kk) lief3en sich

linear durch jene ausdriicken; 3 e f(f) wére dann eine lineare
i1

i

Verbindung von fi(t) (j- 1,2,...,K) und man hétte I/‘k{t)jj-(r)df =B

T
M

(j= 1,2,...,k), woraus _/'!z{r}ﬁ(r)d.e‘:()- auch fur dierestlichen f folgt.

[331] bringt die Frage nach dem Minimum der quadratischen

Form
b

n e
F(%,, %a, ey Xa) = | |g (ty— X x fur)| at
P B i1

&“®

auf die notwendigen Bedingungen

by " B
17 f lg(t) —é’ x,-f,-(t)lfk(t) dt =0 (k=1,2,...,n),
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»
oder—wenn ‘/f,-(t) g (O dt = g geselzt wird — aut das Gleichungs-
T

gystem

"

(18) Napxo =g (=12 .1,
Rl

wo aik in [312] (2) erklart wurde. Verschwindet nicht die Gram'scho
Determinante A, d. h. die Determinante der Matrix ay ,
so ist das System (18) eindeutig auflosbar. Wir bemerken aber,
dal3 es auch im Falle A, — 0 auflésbar ist. Denn sind X,u v, ...,
nicht alle Null und

(19) Mg P e b 08 = 0 (k=1,2,...,n)
eine der (sieher vorhandenen) linearen Relationen zwischen den
Formen (18), so ist L{#)-- ML) +pfQ)+.. +ufffy- 1. 0., weil ja (19)

ir

JrnLeyde=o (k-1,...,n)
zur Folge hat, und, wenn man hier k=i, ..., w setzt, mitA, , .., (1)
b

multipliziert und addiert, 'f.lﬁ({} df = O resultiert. Daraus folgt

b

fLW g at =0, also 2gi+ pgy + o+ ogw = 0, d.h. dab dieselbe
lineare Beziehung, die laut (19) die i-te, j-te, ..., w-fe Liueart'orm des
Systems (18) verbindet, fir die freien Glieder g gilt; dieses ist
aber zur Losbarkeit hinreichend (und notwendig).

Damit ist (18) als notwendige Bedingung fir das Minimum
von F(Xy, X, ..., X,) erkannt. Wir wollen zeigen, daf? diese Bedingung
auch hinreichend ist.

Wir unterscheiden zwei Félle: 4, =60, A,==1(

Im ersten Fall lassen sich die /,,f,, ...,f3 orthogonalisieren;
es sei {pdf)} das so erhaltene ON. Setzt man in dem die Form
F(X1, Xo..., X,) definierenden Integral fir {f(¢)} die Ausdriicke
(5) ein, so wird

’f . " b
F(xls Kyy vy xﬂ) Zj {g {t) _24; Vi 'Pf(t)] dt = d’(}’n Yoy e !yﬂ')
mit

[332]
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Si=dpxtdy Xt o+ daxa, X =cpyitentet ot na
Ya= dnxa—k._.—l—d"-_,x,,, X, = Cpp Vot ot Cuz2 in

WYu= dyy Xy, Xy = Tan Ya.

Es gentigt also das Minimum der Form “P{y.;Ys ...,yn) zU bestimmen;
dieses ist in [261] und [262) schon geschehen: es gibt genau eine

Losung - _f‘g(f)';,-(t) dt (f==1,..,n} von der man mit Hilfe von

(20) zu den‘ gesuchten x Ubergeht. Da es nur eine Ldsung gibt,
(18) aber eindeutig auflésbar ist, so ist (18) hinreichend.

Im zweiten Fall ist der Unterfall fi(t) 0 f. 4. (i 1,..,n)
i

trivial; alle Systeme {x} l6sen (18) und alle liefern /‘gi’(t) dt als

Minimalwert. Esseien also fi(t),...fy(t) linear unabhénéig (1 <p<n)
und die restlichen n—p Funktionen durch jene p ausdriickbar.
Wir betrachten

-

. i;
F (%), Xy oy Xp) =] ‘g 0y — N fd dt
s i

-] 2 2
und finden, wie oben, ein Minimalsystem X, X, ..,x, fur F.

1]

Da _L:.x:-f.-(t) auf die Gestalt _fx,-f,—(t) (durch Ersetzung von fi(t)
(i —lp + 1, ..., n) durch Iinear'e 1Ausdr[]cke infy ...,fp,) sich bringen
lait, liefert

(21) .::l, .@.,., - ;J,,, G,0,.,0

das gesuchte Minimum. Es ist bloB zu prifen, ob andere Ldsungen
von (18) denselben Wert fir F(X; Xa..., %) wie (21) liefern.
Das ist aber leicht einzusehen; sind X; Xz ..., Xn, X1, X2, .oy X/n
zwei Loésungssysteme von (18), so ist

(22) Naf) Yxifih ti,
F i1

denn schreibt man xi — xi" = £i=, so hat man

n L L

+ “ . 1, ¥ .
Sagi=0 (i), YiNawu =0,
& il k-t

also ([312], (3))
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b. n 2
[ ( AN f.-(t)) dt =0,
n M-l

was (22) zur Folge hat.

Jetzt konnen wir das Minimum von F unmittelbar (ohne
Orthogonalisierung) bestimmen. Das System (18) hat im Falle
A, =40 ds einziges Ldsungssystem

"

(23) Xp o~

S g N

H

wobei die Determinante A, aus A, gewonnen wird, indem man
k

die k-te Spalte in A, durch g; @, ..., gn ersetzt. Nun gilt aber in

(23) nach (17)

M

Ig ()~ N i filty] dt

I3 ”
F (%, Xp0 ey Xn) = ‘g 6y — L XS

f H f n
= / g | g --Yx f,-(r)ld: gy de - N g
" K ko

i
It

Schreibt man hier fgf(l) dt - g,, so kommt

Hu gl bl }\’" .
o 1 g0dy oo
Min Fx,, Xy, oy X) = g1, — DAy = !
"l-' - & g e ermaer as
Ea Wy oo flys

Diese Determinante ist nichts anderes, als die Gram'sche
Determinante G(fo,f;, ...,fn) des Funktionensystems fo(t),f1(t),
wo fo(t) fir g(t) geschrieben wurde; dieses fihrt zur Formel

(} (gs fls ﬁ.h b sf”) '
G (fnf'p ras )){N)

Min F(xl. Aoy ey xrr) =

oder
,-/_ G frafoe i F)
GUfis foy s 0
Damit haben wir einen Ausdruck fir die beste Anndherung

an eine gegebene Funktion in L? durch lineare Verbindung von n
gegebenen, linear unabhangigen Funktionen.

Min | () — X xifit) = / [333]

kW }
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Ist foea(t) durch fi(t),...,fo(t) linear ausdriickbar, so &Rt sich die
Approximation durch Heranziehung von f...{t) nicht verbessern; wir-
de ndmlich das Minimum kleiner werden, so konnte man f,.(t)
durch den linearen Ausdruck ersetzen und das Minimum [333]
verkleinern.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung daflr, dafd die
Hinzunahme von fu.q(t) die Anndherung nicht beeinfluBe, ist die
Orthogonalitdt von  fu.(t) zu der Differenz

r=g0)—3 X fuld),

{wo {x"k} das Ldsungssystem der Approximationsauf gabe fur n Fun-
ktionen f(t) bedeutet).

Ist namlich [ 7(t)/ i) di =0, so ist

f i

4
[ = ifuy O dt = / r3(8) dt -+ ”/f,,,,(:) df > /r(t) df, d. h.

(800 = SRS~ faritth - ) =~ SR
b ]

Ist aber [ ri)fup)dt £ 0, so ist [ [r(t) — Mu ()] dt
hoo. b

<;.I r/(Hdt, wenn )% das Vorzeichen wvon / r(l) fu1(8) df hat und
T

aq

A o V.!r(z)m(r)dm
I/r(t)f,.H(t)d{ >0 [ dt, <t st

K ’ [52ayae

2i \I..

8 4. Abzahlbarkeit.

Eine normierte Orthogonalmenge in L? kann abzahlbar-
unendlich sein, wie wir an den Beispielen des |l-ten Kapitels gese-
hen haben, es kann aber keine grolRere Machtigkeit besitzen.
M.a W.: Ein ON in L? besteht aus hochstens abzahlbar- unendllch—
vielen  Funktionen.

Beweis: Am Schlu3 von I, § 2 gaben wir ein abzéhlbares, in

L? Gberalldichtes Funktionensystem an; bezeichnen wir es mit
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{Wi(t)}. Ferner sei {¢ (1)} ein ON; sind @a(t), ep(t) zwei verschiedene

Elemente von {¢}, so ist
fr

(24) "ra— 3 = [ (B — g = 2.

Es sei i(x) die kleinste natlrliche Zahl mit

U

Ta 7 Wiy + ™ *

3 (1) 9
Fir 248 (a, R sind Zeichen, keine Zati(z)}=+:{{3), denn
) L V2, V2 . .
sonst ware !.?u.'_wi(q) O 2 ¥ If‘t":‘l“ wr’(fc]! o 9 s ’Fq——'ﬂ’,:- = 2

gegen (24). Die Funktion i(a) bildet also die Menge {a} cinein-
deutig auf einen Teil der nattrlichen Zahlenreihe ab, woraus die
Endlichkeit oder Abzahlbarkeit der Menge {a} aller Indizes resul-
tiert.

Es ist klar, dafl jedes endliche 0 erweitert werden kann; zu
den Funktionen o(t), @,(t) *- , ¢ (t) braucht man nur ein unabhén-
giges f(t) hinzuzufiigen und aus den n + 1 Funktionen durch
Orlhogonalisierung ¢,,,(t) zu bilden.

Die Eigenschaft der Vollstdndigkeit oder der Abgeschlossen-
heit ist von EinfluR auf die Anzahl:

Ein vollstandiges System ist stets unendlich.

Besteht das System aus fi(t), fo(t), =  fy(t), kann man ein
Polynom n-ten Grades P(t) 0

!J(f) = 4, + Ay ¢ + [ 1’ Ty i

so bestimmen, daR
]

[ P ftydt 0 (= 1,2,...,n)

[
sei; dieses fuhrt auf n homogene Gleichungen mit n+ 1 Unbekannten
d,, @, ..., a,, die man bekanntlich nichttrivial I6sen kann; P(t) ist

dann nicht Null, und die Unvollstandigkeit von {f} erwiesen.
[341) und [342] liefern das Resultat:

Ein ONV ist stets abzéhlbar-unendlich.
Ein abgeschlossenes System (kurz , A") ist stets unendlich.

]

b 12
Ist némlich , If(t) — DeifAt)| dt < ¢ tiir gewisse {c.}, s0 lio-
a i=1

fert das Haufungspunktverfahren ein {di) mit

[342]

[343]
[344]
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f{ " 7
/ lfm - Ydifan)| dt =0,

also f(f) ~ X d;f(t) £ ii. Wihlt man tiir f(¢) nacheinander 1,7, ..., £2,
FEN|

so resultiert eine lineare Abhangigkeit der Potenzen {t (k—0,1,...,n)
untereinander, gegen einen elementaren Satz der Algebra.

Ein ONA ist stets abzahlbar-unendlich.

Dieser Satz folgt aus [341] und [344].
Jetzt bringen wir Séatze, die vollstandige oder abgeschlossene
Systeme auf abzahlbare reduzieren:

Jedes abgeschlossene System enthdlt einen abzahlbaren abge-
schlossenen  Telil.

Beweis: Sei [wi(f)} das in [341] so bezeichnete und
1/} das gegebene, inbezug auf L? abgeschlossene System; wir

bezeichnen mit h(t) einelineare Form _}jc,—ﬁ(!),, wo die f; beliebig

P

aus {f} zu wahlen und die c; beliebige Konstanten sind. Wir bilden
das Schema

L R R
wo My, (p,g - 1,2,..) ein A(4) isl, welehes die Ungleichung
Wy = Mgt < Lp

erfallt.  Zu jedem Zahlenpaar p, q (p " - q) gibt es ein hy, denn
{4 ist abgeschlossen. Ist n natlrlich und e > 0, so ist fur p =
ple ge=n

W — By s

Betrachtet man jetzt blou jene fi(t), die zum Bau der hy des
Schemas (25) gebraucht wurden, so bilden sie einen hdchstens
abzahlbaren Teil von{f},h denn (hy) ist abz&hlbar und jedes hy
setzt sich aus cndlichvielen f; zusammen. Lineare Verbindungen
der Elemente dieses Teiles {f;} nahern jedes w(t) beliebig genau
an. Da {Wi} Uberalldicht ist, sind es jene linearen Verbindungen
auch. {f} ist also abgeschlossen; es ist hdchstens abzahlbar, also—
laut [344] — abzé&hlbar.
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Jedes vollstéandige System enthdlt einen abzihlbaren vollst an- [347]
digen Tell.

Beweis: Es sai {f} inbezug auf L? vollstandig. {f} ist ein
Teil von L% L? ist aber separabel (vgl. [139]); es geht darum, zu
zeigen, dall {f} separabel ist; dies ist der Hauptpunkt des
Beweises. Sei {g} ein abzahlbarer, Uberalldichter Teil von L2
Es sei §; die Distanz (g;,{f}), d. h. die untere Grenze der Distanzen
(gi,f) fur alle f e {f}. Es gibt dso ein f;, so dal’

bgi—ferel 10

Wir behaupten, dal’ die hochstens abzdhlbare Menge {f;} in {f}
Uberalldicht ist. Es sei nadmlich f ein Element von {f) und ¢ >0.
Es gibt dann ein g mit £ > 3/ und

Wi N
infolgedessen ist <;-- gfi3; es folgt
Lgi— fi o1 B, also S=A e

Jetzt zeigen wir, dal {f;) vollstdndig ist. Ist ndmlich fir
ein h(t) c L?

b

(26) [ rysatyat <o 0

und f(t) irgend eine Funktion aus{f}, so enthdlt, wie eben be
wiesen, {fi} eine gegen f(t) stark konvergente Folge und (26)

liefert ,

!kmﬂnmru )

fur alef€{f}; es ist also h(t)= 0 f. (. Daher ist (fi} vollstandig;
da es hochstens abzéhlbar ist, so ist es nach [342] abzéhlbar und
damit [347] bewiesen.

Dagegen braucht ein System von kontinuierlich-unendlich-
vielen linear unabhéangigen Funktionen nicht vollstandig zu sein.
Es sei S die Menge aller Funktionen aus L? im Intervall 0,1
definiert man jede Funktion in (1,2 - ads Null, so hat man ein
Kontinuum von Funktionen in 0,2 - erklart. Dieses Kontinuum
enthdlt einen Teil T von gleicher Machtigkeit mit lauter linear-

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 6
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unabhéngigen Elementen. Setzt man h () = 0 in <0,1 - und =1
in (1,2 ., so ist h(t)y zu allen Funktionen des Kontinuums T or-
thogonal und nicht Null f. Q.

8§ 5. Vollstandigkeit und Abgeschlossenheit.

In diesem 8 sollen einige Eigenschaften der vollstandigen
und der abgeschlossenen Systeme angegeben werden.

Ist ein System in - ab - vollstédndig und ist a< b' < b, so ist
es auch in- ab.- vollstandig.

Diese Eigenschaft ist sofort ersichtlich, denn ist
hJ’

[feygwydt=o ")

far alle f(t) des Systems und g(t) nicht f. 4. Null in - ab">, so kann

L]

man g(t) in {b'b as Null erklaren und man hat _/f(t)g(t) dt = (> fir

diesess g und ale f des Systems. Die UEvoIIstandigkeit in
-~a,b"  hat dso die Unvollstandigkeit in <a, b - zur Folge, w. z. b. w.

Aus dem Beweise sient man auch, da der umgekehrte Satz
nicht gilt (so ist z.B. {sinix) in - 0, aber nicht in <— |
vollstandig). Analog zu [35]1] ist der Satz:

Ein in.:ab - abgeschlossenes System ist auch in - ab' - ab-
geschlossen (a < b' < b) Es ist namlich

Vervollstand|gung von Systemen. Esist trivial, dal3
jedes unvollstandige System sich vervollstandigen [&R3t; es genugt
namlich ein Beispiel eines vollstandigen Systems zu haben und
dieses hinzuzufiigen. Nichttrivial ist aber:

Jedes ON laRt sich zu einem ONV erweitern durch Hinzunah-
me von geeigneten Funktionen.

Beweis: {¢} sei ON, aber nicht ONV. Die Menge {f} aller
normierten, zu samtlichen ¢, orthogonalen Funktionen ist nicht
leer. {@,} + {f} ist bereits vollstéandig, wie unmittelbar ersichtlich,
und enthé@lt nach [347] einen vollstandigen abzadhlbaren Teil T;
T enthdlt einen hochstens abzéhlbaren Teil {f} von {f} und
ist daher in {@,} + {f} enthalten; {¢} + {f} ist also vollstan-
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dig und abzahlbar. Schreibt man {f;} as (endliche oder unen-
dliche) Folge: f;f,,... und streicht sukzessive jedes f, welches von
den vorhergehenden linear abhangig ist, so erhdlt man ein Sys
tem {fi} von linear unabhéngigen, normierten und zu allen @,
orthogonalen Funktionen. {®} + {f} ist noch immer vollstandig.
Orthogonalisiert man {f;} und ist {¢,} das Ergebnis, so bildet
{p,} + (9, ein durch Erweiterung von {¢,} gewonnenes ONV.

Eine wichtige Eigenschaft ist die ldentitdt der Begriffe ,voll-
standig" und ,abgeschlossen” inbezug auf L.%. Sie beruht auf
zwei Satzen, deren erster weniger tief liegt as der zweite.

Jedes abgeschlossene System ist vollsténdig.

Beweis: Ein abgeschlossenes System {f} enthélt nach [346]
einen abgeschlossenen abzadhlbaren Teil {f;}. Ist {¢} das aus {f}
durch Ortl’\nonnq]icip};nnc orwnnnene ON  <n icfh”?]ﬁ]\ finl ahoe-
schlossen. Es sei nun [ g(8) ft) dt=0 (i); es folgt [ g (¢) eit) dt-0 (i),

Ist 5,(2) die n-te Partialsumme der Orthogonalentwicklung VO£1 gt
nach {@,} ([253]), so ist — wegen [267] —

fi

lim _/.{g(t) — s(D|2dt = 0.

Nun sind hier aber die Koeffizienten der Entwicklung Null,
es verschwindet also s,,(#) und es folgt g() =0 f. Q.

Jedes vollstandige System ist abgeschlossen.

Beweis: Laut [347] enthdlt ein vollstandiges System {f}
einen vollstandigen abzadhlbaren Teil {f;}. Daraus gewinnt man
durch Orthogonalisierung ein ON {¢}, welches nach [315] eben-
falls vollstandig ist. Wir werden zeigen, dal {¢,} abgeschlossen
ist. Denn sonst gabe es ein g(t) €L° und ein a>0 mit

h

@7) [ gy = sut)dt - n (n)

b
(wo s,(¢) wie in [354] erklirt ist); schreibt man ¢;= [ £(t) pdt)dt,
so ist nach [264] ‘.

2
Zcf < Oy
i=1

[354]

[355]
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also Hm i sn — 8,0 =0, d. h. {s,(6)} ist ([161]) stark konvergent;

L? ist — wie wir in [131] gesehen haben — ein kompletter Raum,

es gibt also ein f(£) = Lim s.(f) in L% man hat lim|f—s,1=0

H reo e

und die Schwarz’sche Ungleichung gibt
h h

' - . |
[FOw@ydt—e = [If(t) — suO 50t
< fs = f=se 0, (n-> 1)

a1 . o

d. h.
4
(28) [ rsinrde = c; ().
j.'; o

Es folgt _/.If(t) —g{t)] pHrdt -0 () und die Vollstiindigkeit

von {g;} liefert f() = g(®) f.il. Man darf also in (27) f fir g
schreiben und erhiilt | f~ s, = y « fiic alle #, gegen das bewiesene
lim ; f— 8, ==0. Das Syatem {7} ist also abgeschlossen; so ist

noes

as auch {f} (]816) und somit {f}, w.z. b.w.

[355] ist tiefer als [354), denn 1° ist das Lemma [347] versteckter
as [346], 2° ist die Eigenschaft |131|, eine der wichtigsten in der
Theorie des Raumes L? die selbst einen nichttrivialen Beweis
erfordert hat, fir den Beweis von [355] wesentlich.

Der Beweis fir [355] enthélt die Begrindung eines beriihmten,
ungeféhr gleichzeitig von Friedrich Riesz und Ernst Fischer (1907)
entdeckten Satzes:

Ist {@(t)} orthogonal und normiert und {ci} eine Zahlenfolge
von. konvergenter Quadrat summe, so gibt es ein f{t) e L’ dessen
Orthogonalentzvieklung nach {@i(t) die Reihe

e

NS
liefert. .

Denn [356]_'behauptet nichts anderes, als dal3 man unter der
Voraussetzung jcl‘-’«lm ein f{( el® mit (28) finden kann, was wir
im Beweise vor;_.[]355] lesen kbngen. wenn wir von der Entstehungs-
weise der Ci absehen, s.(f) als E ci{f) verstehen und mit (28) den
Gedankengang abschlief3en. -
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Anwendungen. Das System {sin it} ist in 0, nach
[234] vollstandig inbezug auf L2 esist also nach [355] abgeschlossen
inbezug auf L? Daraus folgt aber die Abgeschlossenheit inbezug
auf L. Denn fir ein f(t) eL gibt es—nach [129] —ein g (t) € C mit

I

[ —gwy ar<

Ist wy(t) ein Sinuspolynom n ter Ordnung mit
L]

e & — ity dt ,
Jlew—winpdt- "

"
E-

fr b

soist [l g(®)—~wdt) dl-- "y also [ @) -wdh)idl e wonbow,

Ebenso erhdlt man die Abgeschlossenheit von (cosit) in 0,
inbezug auf L? und L.

Der Weierstral¥sche Satz [122] zeigt die Abgeschlossenheit
der Polynome inbezug auf C; obiger Schluf Gbertragt diese Eigen-
schaft auf L und L2 Daraus folgt nach [354] die Vollstandigkeit
der Polynome inbezug auf L2 Wir wollen nun, indem wir einen
klassischen Lerch'schen Satz verscharfen, die Vollstandigkeil inbe-
zug auf L zeigen. Der Lerén'sehe Salz lautet:

Ist f(t) in 0, 1 - stetig und

Jrwyindt =0 o --0, 1,2,..),

w0 i f(t)=0.

In dieser Form haben wir eigentlich den Satz bereits bewiesen,
denn ist W die Menge aller Polynome w(t), so impliziert die
Lerch'sche Voraussetzung, daf3

h

Jryw@at=o (W€ W)

und—da W inbezug auf L%, also umsomehr inbezug auf C vollstandig
—da?  f(t)=0 f. 0, d.h. daB /(/)() ist

1
Es sei jetzt f(t)e L und _/f(t).t" dt =0 (n). Setzen wir

F(ty = [ f () du;

[357]

[358]
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es kommt

! 1 1 1
frine dt:[— F(t)t"] -+-f nF (O)trdt=n[F@)y i-tdt  (n 1),

d. h. _/‘F(t) tdf=0 (n=0,1,2,..), und der Lerch’sche Satz liefert

[}

F(t) - 0, woraus f(f)= d(i f(y=0 f u folgt

Der Satz [358] ist fiir ein beliebiges .Intervall -.a, b . giltig.
I

Ist nimlich _/‘f(t) t"dt =0 und setzt man

£a$

4

o= fO=%0),

— A
so ist 9(v) e L, wenn f{{)e L, und wegen t* = (;_2) ergibt die
I 1
Voraussetzung ‘ff(t) dt=10, d. h. (¢d— a)‘/ g{r) 1" dr =0, woraus
)

fr

(t) =0 £ . nach {358] und f(£) =0 f.{i. resultiert. A fortiori
ist Win - a, & - vollstiindig inbezug anf [.

Die Orthogonalisierung der Potenzen {t" in — 1,+1 fuhrt
auf Legendre'sche Polynome [317]. Auf Grund des eben Bewiese-
nen und auf Grund des allgemeinen Satzes [315] bilden diese Poly-
nome ein ONV; [355] zeigt, da® sie auch ein ONA bilden (was
sich Ubrigens auch leicht aus [122] folgern [&R3t).

8 6. Der MiUntz'sche Satz.

Dieser Satz ist eine Vervollkommnung des Weierstrald'schen
und des Lerch'schen Satzes. Allgemein gesprochen: in der Folge
{t") sind nicht alle Glieder notig, um ein abgeschlossenes System
zu erhallen. Genau formuliert lautet das Problem: Wie muf} die
Exponentenfolge {pi} beschaffen sein, damit das Funktionensystem
{tY in - 0,1  inbezug auf L? abgeschlossen sei?

Zunachst darf man alle pg;*~— /2 voraussetzen; sonst waéren
bei der Anndherung an irgend eine Funktion in L? die (etwa vor-
handenen) " (pg;+7—1;2) stets mit Nullen als Koeffizienten zu ver-
sehen, damit die Summe 3. ¢ ¢ zn L* gehdre; sie spielen also
keine Rolle bei der Anndherung. Wir wenden die Formel [333]
an, um die beste Anndherung an g(t) = t7 (¢ > —1/2)i vermittels
einer aus den n ersten t gebildeten Linearform zu berechnen.
In dortigen Bezeichnungen ist jetzt
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1

gu= | trirdt= 1,
H Pit+pat1
: 1 : 1
g = ¢Vdt= - - gi=] L dr (i==1,2,..., ).
’ i-/ g+q+1 / g+pit1

Ist also wy(t) die gesuchte Linearform, so wird

,.r’“' U oph f gPn
U — wat) =I Ll e i)
(3 (!f';‘, t“, ...,ﬂ")

mit
! 1 1 . 1 |
Ppkpl pbptd Mp b1
! i
- . 1 - . ] v ]
G, ¢ty = Pt r-pt1 Pt pad-l
1 _ o 1
c b1 Pyl Pkl Pyt 1|
1 1 1
g-tq-41 g4-p +1 qtp, -t
| 1 _ l
Geo, . )y =" et mtmobl pot e,
1 t 1 |

R A S R R
Zur Auswertung dieser Determinanten brauchen wir einen
Cauchy'schen Satz Uber Determinanten der Form
[ 1
.;P1+t;u-
nach welchem der Wert von D gleich

¢, k=1,2,.., n},

Hpi—p0 (4 — g0
(29) A

e

ist. Hier ist das Produkt im Nenner Uber ale n* Paare (i,k) von



88 I'11. Kapitel. Orthogonalreihen in ZA

(1,1) bis (n,n) erstreckt, wahrend im Za&hler der Vorbehalt i> k
die Anzahl der Faktoren vermindert.

Beweis des Cauchy'schen Satzes. Entwickelt man D und
summiert alle Glieder, so sieht man, daR D eine rationale Funk-

tion (—/z)-ten Grades der p, g« ist, denn jedes ’ j_q- hat den
! k

Grad — 1. Bringt man aso D auf den (gemeinsamen) Nenner

]'[ {pi4-¢:) vom Grade n?, so erhélt der Zahler héchstens den Grad
[ N
ri —n. Nun muB aber der Zahler fir. pi=ps (i7-%) und g —age (i-7-k)
verschwinden, denn dann sind zwei Zeilen (bzw. Spalten) von D
miteinander identisch. Es muR aso der Zahler alle Faktoren
Pi— P @i — gs (i - k) enthalten, deren es n® —n gibt. Diese An-
zahl stimmt mit dem Grade des Zahlers Uberein, es kann also
bloR noch ein konstanter Faktor das Produkt | gl(p;—pk) (i = qx)
multiplizieren. Man sieht aber, da bei der Reduktion auf den

o,

Nenner [} {p;+ q.) das Zahlerpolynom lauter Glieder mit 1 als
I

Koeffizienten erhélt. Es handelt sich aso bloR um das Vorzei-
chen; nun ist aber D fur w; —m ', ¢ -1 —n’ ' (i) fur groRe
positive w-Werle nahe an 1 und (29) ebenfalls; demnach ist das
Vorzeichen + und D mit dem Bruch (29) as identisch erwiesen.

Wir koénnen den Cauchy'schen Satz auf G (t* t** ..., ") an-
wenden, indem wir p: + tj2 fir p- und p. + /2 flir q¢ einsetzen.
Es kommt

[ l (pi — p)?

”(ps-l-pk-f-l)

Gt .., tP0) =

und ebenso

![(P: pk) [l (Pz - ‘?)
G(f,"f, tﬁ ; ﬂ‘n) _— . . [ [ —y

N

H(pi+P~+1) H(px+r.r+1) (2 +1)

"~ also
(30 | 40— ()| = [n ( L ‘-’)g
) ' ©l zq+1* 3 pitq+1



Der Mintz'sehe Satz. 89

Damit das System {t} inbezug auf L> abgeschlossen sei,
muR — bei jedem g >0 — der Ausdruck // t% — wy(t) \\ beliebig
klein gemacht werden koénnen durch entsprechende Wahl von n
und t** t*> . t" aus {t’}. Andererseits ist dieses hinreichend, denn
die t9 (q 0) bilden gewild ein abgeschlossenes System und man
kann wie beim Beweise von [245] schlieRen. Nach (30) verlangt
diese notwendige und hinreichende Bedingung, dal} das Exponenten-
system {p} zu jedem q eine Folge {pi} mit

qf pi—dq Y
=0
(D f[{(p;%-q-+ 1)

enthalte (dabei sind Produkte mit Nullfaktoren as konvergent
anzusehen).

1° Hat {p} einen Haufungspunkt/;. im Endlichenund p 172
so gibt es eine Folge {pi} mit I}ir_n pi= P ; dann ist

“m A
pi+g+1 po+qg+1
und, wegen g =0, po, T — b,
P =g

FRETES
woraus (31) folgt.

2" Ist — 1/ Hiufungspunkt von {p}, s0 schreibe man

i(-pr ey

H o 2 '\
(32) ’! ( Pr=q ) = lr.- ‘ a0 v Uim pi=— 123
vipit+ag+1 ’](1+pf+l(2)- PR
! q 12
und unterscheide zwei Falle:
) 3ipit <o, B S pitis =

Im Falle a) konvergiert das Zahlerprodukt (32) gegen Null
dann und nur dann, wenn ein Faktor verschwindet, d, h. wenn
g=pi  fOr ein i ist. Ist aber g von allen pi verschieden, so ist
der Grenzwert des Zahlerproduktes positiv; da

e+ 0] <
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so ist in diesem Falle fur gewisse g und die betrachtete Folge
{pi} das Kriterium (31) nicht erfallt.
Im ¥alle {) ist, wegen lim p;= —1/2, p;™>—1/2, von einem i an

4 1h
o< Ptz o4
q -+ 12

aso das Zalilerprodukt (wegen [)) gegen Null konvergent; das
Nennerprodukt ist divergent gegen oo, also das Kriterium (31)
erfullt.

3¢ Ist limp, =+ o> und g == p; (i), so schreibt man

N Y (LR
@) ) I};(Lqiz)

und unterscheidet die Félle

%) E Sl oo, &) _S = oo,
i [y
piH-u fiFo

Im Falle a) konvergiert das Zahlerprodukt rechts in (33) ge-
gen eine endliche von Null verschiedene Zahl und dasselbe gilt vom
Nenner. Im Falle B) konvergiert der Zahler gegen Null, der Nenner
divergiert gegen ~:, Es ist aso das Kriterium (31) im Falle a)
nicht erfullt, wohl aber im Falle R).

Das Gesagte ist im folgenden Satz enthalten:

Damit das System {te) (0 ¢+~ 1) inbezug auf L? abgeschlos-
sen sei, ist es notwendig und hinreichend, dald die Exponentenmenge
{p} eine Folge {pi,} mit einem endlichen Grenzwert p..> —1/2 ent-
halte, oder eine Folge {pi} mit

tmp; = — 12, Yopit1fa) = oo,
1oy f=1
oder eine Folge {pi} mit

Pt lmpiste, Y=o
R i1 P
Um die Notwendigkeit einzusehen, beachte man, dal3 im
Falle, wo {p} keine Folge {pi} einer der drei im Satze genannten
Arten enthdlt, {p} nur endlich sein, oder aus einer Folge {pi} mit
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lim p; = — 1/2 und fg:ip; + 1/z] <~, oder aus einer Folge {pj} mit

e

lim pi = + 00 und 3 1/p! <I-+- o (pi# 0), oder —schlielich— aus

fren !
zwei solchen elementfremden Folgen {pi) {pi} bestehen kann. Ist
dann g von allen Pi,p't verschieden und ist

”(p( +T? + 1)2: - ”(p: +Tz + I)z_: b

s0 st stets | f7 —w )" Val'2g+1 baw. BV 2041 baw.
> Vablyeq+1, wenn {p} unendlich ist; ist {#}=={p,, Pay .\ Pu), 5008t

RO IR | H A
V2¢+ 17 pit g+ 1]

also hat in allen Fallen die Anndherung eine untere positive,
effektiv bestimmte Grenze.

Beispiele. Ist {pi} die Folge aller (positiven) Primzahlen,

50 ist ]tm pi=+~, }, fpo=+oo; das System [#77] st also abge-
”

schlossen. Das System {87} (n =1, 2,...) ist abgeschlossen, denn
lim :j—i = 1. Ebenso ist {}'¢} ein abgeschlossenes Bystem. Diese
R wa

beiden Systeme sind dicht-abgeschlossen im Sinne von [247],
wie man sofort einsient. Dagegen ist {f—'**+!#} abgeschlossen, aber
nicht dicht-abgeschlossen, denn {f '*F'*} jst Uberhaupt nicht
mehr abgeschlossen.

[354) mit [361] geben ein Kriterium fir die Vollstandigkeit
von {iP} inbezug auf ZA Es kann also der Lerch'sche Satz in
einer anderen Richtung als [358] verscharft werden:

Ist f(t) € L? und
[
[ray.trat =0 (P,
1!

wo die Exponentenmenge {p} dem Kriterium [361] genlgt, so ist
f(t)=0 f. 0. (z.B. kann p alle Primzahlen durchlaufen).

Auch dieser Satz kann teilweise auf L ausgedehnt werden:

[362
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ist f(f)el und
1
[fwytriat =0 o,
(34) pi o 0, lim p; = + oo, v !
so st f(f)-. 0 f. &

— = +Nv
F=1 P"

1
Man setze F(¢)=[f(u) du; es folgt
i

1 1
[r@yerdt - p: [F@ytr vdt-:0 ().
1 L1l
Nun ist aber F{{)e L% lim{(p:— 1) =4 ~, M 1 | = 4 oo
[ wiea f--i)(}i-—

(wo ' bedeutet, dal} p; =1 gestrichen wurde), also ist nach {362]
Fy- 0 und f(H 0 f i

Es hat sich also das System {t°} bei den Voraussetzungen
(34) als vollstandig inbezug auf L herausgestellt. Dieses System ist
inbezug auf L abgeschlossen, da es inbezug auf L? diese Eigen-
schaft besitzt (vgl. [356] Anw.). Nun aber hat (34) zur Folge:
pe—17-0 (von einem i an), lim(p/ —1) =4 o, v 1fp, = oo,

_—

woraus fur {t% 1) die Abgeschlossenheit inbezug auf L resultiert.
Zieht man jetzt [245] heran, so folgt: Unter den Voraussetzungen

\_”-1 = oo (pi £ O

lim p; = -} o, A
§obens i p,-
ist {t"} zusammen mit der Einheit ein inbezug auf C abgeschliossenes

System, (Ist die Hedmgunlr _l Lipi=-oo nichl erfiillt, so ist das System

nicht einmal inbezug auf Az, also sicher nicht inbezug auf C abge-
schlossen. Die Einheit ist auch notwendig; sonst kénnte man keine
in t- 0 von Null verschiedene Funktion gleichmaRig annahern,
da alle £ (p; = 0) fiir { = 0 verschwinden).

[364] ist die Mintz’sche Verschiirfung des Weierstrali’schen
Satzes [122]: Fiir Folgen {p;} mit limp; = 4- oo erweist sich die

Divergenz von b\_.l,p' zugsammen mit 0 e {p;} als notwendig und
hinreichend, um im WeierstraR'schen Satz mit den t™'-Potenzen
allein auszukommen.
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§ 7. Die Parseval'sche Gleichung.

Wir haben bereits im I1-ten Kapitel die sogenannte Bessel'sche
Ungleichung [264] abgeleitet:
z
L‘c, < Fr) dt
-1 l’l
Hierin sind ¢, die Koeffizienten der Entwicklung von f(t) nach
einem ON {@,}. Im Falle eines ONA wird daraus die Parseval’-
sche Gleichung

(35) “ /f(r) df.

"

Beweis: st s.{f) die Partialsumme L ciel), soist (14, 6, (30}

Ir 5] "
(36) J @) — sa))at = [ f2yat _;;u,

Nach [267) konvergiert fir n ~ das linkerhand in (3(i) ste-
hende Integral gegen Null, wenn {p,) ein ONA ist; daraus folgt
aber (395).

Fir das trigonometrische System wurde (35) allgemein (d.h.
fur f € L% von P. Fatou bewiesen, bevor noch der Riesz-Fischer'-
sche Satz bekannt war.

Die Gleichung (35) fuhrt zu

i
37y [rmgw® a'r—- c,,d,,
(mit absoluter Konvergenz der rechtsstehenden Reihe), wenn {¢}
ein ONA ist und (I, 5, (25))

f(t)«- cu Pall), g(t)-ﬂ_.‘.,l‘d,,',:,f(t).

B

Denn es gill f{)+g{f) ~ Mien 1 dy) palt), also nach (35)
1

f .
[ g@pd =Y ay,

"

woraus durch Substraktion die Formel (37) folgt.

[371]

(372]
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Geometrisch gesprochen gibt (35) die Lange des Vektors
f(t), ausgedrickt durch seine Komponenten inbezug auf das
rechtwinklige Koordinatensystem {o,}; die Vektoren ¢, sind
hier die Einheitsvektoren, die das Koordinatensystem definieren.
(37) ist die Formel fir das Skalarprodukt zweier Vektoren f, g.

Setzt man in (37) f(t) far g(t), so folgt (35) aus (37). An-
dererseits zeigt (36), da® aus (35)

h
tim [ [f(t) - su(B)Pdt = 0
folgt. Wenn wir noch [354] und [355] heranziehen, so folgt un-
mittelbar:
Damit ein ON {@,(t)} inbezug auf L° vollstandig sei, ist eine
jede der drei Bedingungen 1°2°3° notwendig und hinreichend:

1Y Aty ist abgeschlossen inbezug auf L%
e "

20 ¥l = [ fubydt fir alle f in 13
[ .

i
fa

3 Ned - [fihgdyde fir alie f,g in L
.1 }’

i

Die Bedingung 2° kann abgeschwécht werden: es geniigt die
Parseval'sche Gleichung fir ale f eines vollstandigen Systems {f}
vorauszusetzen. Die Notwendigkeit ist evident. Setzen wir
voraus, 2° sei in der neuen Fassung richtig; {f} ist vollstandig, also ab-

L

geschlossen; ist ge L2, so gibt es zu €30 eine Linearform ) v/ fi(¢) mit
i—1

" |

| d e
L8O -2ty <y
t |
Nun aber folgt aus 2 lim ; f— s.(¢) |, = 0 fiir alle f, aiso auch

Ny flh) — sl i < -22 file m; > N (i=1,2, ..., 1),
woraus
o e |
(38) 80— Zusi)ty | <e
= I

resultiert. Dabei sind die s'(t) Partialsummen der Entwicklungen
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von fit) (i=1,2,..,%) nach {g.()} und Y 1;s)(#) eine Linearform in
Fuoatl

endlichvielen @ (?); (38) zeigt, dal’ {¢,(t)} abgeschlossen, also auch
vollstandig ist, w. z. b. w.

Eine Folgerung aus dem Vorhergehenden sind die Satze:

Eine (notwendige und) hinreichende Bedingung, damit ein ON
{oT) vollstandig sei, ist die Beziehung

e i

t
" fin _ '\ n
;,/ ¢ d:_k.,_l(ﬁlr pk(r)dr) (n)

fur alle n(= 1,2,...). Eine ebensolche Bedingung ist die Beziehung

o

] )
p—o =k_E (/ ?k({)d.“.) (a,R)
fir alle aR mit a <a< B <b. Hier ist as das System {/} im
ersten Falle {/"}, im zweiten die Gesamtheit der Funktionen
f(t), die =1 in a, B und =0 sonst in ab , gewdhlt
worden.

8 8. Der Riesz-Fischer'sche Satz.

Wir haben diesen Satz bereits in [356] ausgesprochen und
bewiesen. Hier wollen wir einen anderen Beweis bringen.

o

Es sei {4/(f)} ein ON, Y¢i<l~. Wir schreiben
F |

Yil£) == / pdu) du, F(t) - _._J Y cithi6)

und bemerken, dal3 die letztgeschriebene Reihe gleichmaiig kon-
vergiert, wie aus dem Beweise von [269] sofort ersichtlich. Es ist
aso F(t) vorhanden und stetig. Wir werden zeigen, da3 F(t)
total-stetig ist. Schreibt man namlich

Se(t) = 2]‘ c: %:{1), Saff) = .cJ wdt),
‘90 st B
(39) SHE) =6 14, lim S.(£) = F () gleichmiBig.

Ist nun E eine t-Menge, Y(T) ihre charakteristische Funktion,
0 ist

[381]
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/'i S| dt == / 'j su{f) ) dt = /:1 (£ 's,(t); dt
= b3 a

Ju T e T
- / /-ﬁ(t)df./ [ sityae -~ / E:. [/ Y.
i :‘r -1

Esist also die Schwankung von §,(t) Uber einer Menge E zugleich
mit \E\ beliebig klein, wie auch n gew&hlt werden mag. Damit
ist aber die Totalstetigkeit von F(t) bewiesen. Es hat aso
F(t) fast Uberall eine Ableitung f(t) und es ist (§(a)==0, F(a) -0)

(40) FO - [ fayde.

Jetzt zeigen wir, dal3 {s,(t)} gegen f(t) schwach konvergiert.
Dazu ist, nach [164] mit p= 2, notwendig und hinreichend:
I
[ sty zat (. frei von &),
! !
Hm /sk{nr) dn - }f(ﬂ) du (a 7t =76),
L i

Die erste Bedingung ist mit » = Y ¢} ecfiillt, die zweite mit

[
(89) und (40) gleichbedeutend. Die Eigenschaft (23) des § 6 des
lten Kapitels, die einer schwachkonvergenten Folge zukommt

(P = P = 2), gibt

]

(41) ¢ = | s pAn dt >0,
.‘3 ‘ F{
lim [ s(tyodtydt = | f(tyzi(tyat.

Da die schwache Grenze einer Folge in L? auch zu L? gehért,
zeigt (41), da wir eine Funktion f(t) in L? gefunden haben, deren
Entwicklung die vorgeschriebenen Koeffizienten {¢} aufweist. Das
ist aber der Inhalt des Riesz-Fischer'schen Satzes.

Dieser Beweis erlaubt die Funktion f(t) auf dem Umweg
Uber die gleichmaRig konvergente Reihe fur F(t) wirklich zu be-
stimmen. Aber auch der erste Beweis entbehrt nicht dieses Vor-
zugs. Er stitzt sich auf die starke Konvergenz der Folge {s\(t)}
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und auf das Cauchy'sche Postulat, d. h. auf die Eigenschaft von
L2 die in [131] ausgesprochen und bewiesen wurde. Wegen

I |
. oy, -
| S — 8 = ( _\_. ff‘) b (m H)

iomi

sind die zur Konstruklion einer im gewthnlichen Sinoe (f. i} kon-

vergenten Teilfolge {s,,} brauchbaren Indizes {#:]) (die wir in [131)
als vorhanden erwiesen) jelzt aus der Reihe Ne! ozu tindem:
i

Ist niimlich M¢ eine konvergenie Reihe mit positiven Glie-

i

dern und

o

Fy 2 500,

eyl
80 beslimme man #, fy, . QUS Fy oo 81, Fu 2 8y oy Pay e B
&5 kommt
:-"'rrz TN ~ g, S, T Sy Tuy ey Saty, b Say, e Ehy

Nach [131] (wo p==2 und & stalt x geselzt werde) wird
dann lim 8, (8) = f(¢) £ 4. und die gewihnliche Grenze der Teil-
-

folge ist mit der starken Grenze der ganzen holge identisch.

Die Funktion f(t), deren Existenz der Riosz-Fischer'sche Satz
verbirgt und die in [381] und [382] eindeutig und Ubereinstimmend
berechnet wurde, ist selbstverstandlich die einzige Lésung des
Problems, aus der Entwicklung die Funktion zu bestimmen, wenn
das System {@,(t)} vollstandig ist. Ist es unvollstandig, so gibt es
nichtverschwindende Funktionen g(t), deren Entwicklung nach {®,(t)}
lauter Nullen zu Koeffizienten hat. Dann hat aber f{t)+g(t)
dieselbe Entwicklung wie f(t) und die Summe f(?)+g(t)—wo
gft) alle oben bezeichneten Funktionen durchlduft — liefert auch
alle Funktionen mit der gegebenen Entwicklung. Unter ihnen
zeichnet sich das in [381] und [382] gefundene f(t) durch die
kleinste Norm aus. Ist nadmlich g(t) orthogonal zu allen @.(t),
aber nicht f. 4. Null, so ist

[ sutyg(tyde =v in)

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 7
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und, da f(t) as die schwache Grenze von s,(t) erkannt wurde,

b
[ rygwydet =o,
also

3 .‘: fg :‘f
[y + gt = [pwyat + [gxwdt > | dr

Wir haben in der Unizitdt des Riesz-Fischer'schen Problems
eine Eigenschaft, die mit der Vollstandigkeit, also auch mit den
drei Bedingungen in [373] einzeln aquivalent ist.

Ein Beispiel. In
:'; r?r'(f
42) Rk ‘-)

i1 1

ist ¢; = 1fi. Selzt man s == L/, so bat man a1y, ..., aus ry, <114

cre

fn, << 1/2, .. #Zu bestimmen, wo rq = _},; Vi <l/n,. ks geniigt also
fiy -1

Vw7, doh, me - R ze verlangen. s sind also z. B. die Partial-
summen $p(f) einer Reihe wie (42) stets f {i. konvergent gegen
ein f{t), dessen Entwicklung sie ist,

Der Riesz-Fischer'sehe Satz schafft eine eineindeutige Beziehung
2wischen allen Funktionen aus L? und allen Zahlenfolgen von kon-
vergenter Quadrat summe durch Vermittlung eines ONV.

Es seien {¢}, {¢.} zwei ONV; man setze
1]

en = | oAt) w2y dt;

i

die Parseval'schen Formeln [371], [372] liefern

va b - b
(43) :r'-:l ey = | gy dr =1, ;:21 ewen = | gty g0 di =0,
i i
55

und die Matrix
£ == {lenll

erweist sich als zeilenweise normiert-orthogonal; sie ist aber auch
zeilenweise vollstandig: wére sie es nicht (Df. [324]), und wére

Denn=1, Jemen=0 (i=1,2,..), so wirde nach dem Riesz-
k==l N |
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Fischer'schen Satze eine Funktion ¢,(t) vorhanden sein, deren Ent-
wicklung nach dem ONV {o,(t)} {e,} ZU Koeffizienten hétte; die
Parseval'schen Formeln gében dann

b e

[emat = et -1,

LED

(44) ,

[ty piyde = Newew =0 (i-=1,2,...),
a B

gegen die Voraussetzung der Vollstandigkeit von {g}. Dieselbe
Uberlegung zeigt, dal E auch spaltenweise ein ONV ist.

Wir konnen aber die Matrix E als gegeben annehmen; ist
sie zeilenweise normiert-orthogonal und ist {¢(t)} ein ONV, so
kann jede Zeile ads Koeffizientenfolge einer (eindeutig bestimm-
ten) Funktion ¢,(t) nach {@(?) betrachtet werden; die Formeln
(43) (nach Umstellung der zwei ersten Glieder) beweisen die Or-
thogonalitdt und Normiertheit von {@,(£)}; ebenso besagen die
Formeln (44), daB {op(t)} im Falle der Zeilenvollstandigkeit von E
vollstandig ist. Daraus folgt:

Damit die Matrix // ey // als Koeffizientenschema eines ON {@,}
nach einem ONV {@,} betrachtet werden konne, ist die Orthogonalitét
und Normiertheit ihrer Zeilen notwendig und hinreichend. Damit
dann noch {p()} vollstandig sei, ist die Zelenvollstandigkeit der
Matrix notwendig und hinreichend.

In Verbindung mit dem Riesz Fischer'schen Satz steht die
Frage, ob die Reihenfolge in einem ONV wesentlich ist. M. a W.:
Wenn {p(t)} ein ONV ist, {en(#)} eine Umordnung von {p (1)},

wenn Y ¢y < oo derselben Umordnung unterworfen wird, ob dann
H—=1

die beiden Reihen
Z_:]fn 2a(f), k%?l C,,k’.?"*(t)

Entwicklungen derselben Funktion 8ind?

Die bejahende Antwort ist leicht aus den Ausfiihrungen
[356] abzulesen. Es ist namlich bloR

m m
Lim ) ¢ pAf) = Lim fz: n Fnkl)
A e I

s f=x]

[384]

[385]
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Zu beweisen, denn die beiden starken Limites geben die gesuch-
ten Funktionen. Nun ist aber — fir gentigend grofRe m—

/-

|| " " ! 'Y wa
G M ety — X c,,,.f;n,.(t);‘ S X d<e (s> 0),
it i ! ko-itm}

wenn i(m) den kleinsten Index bedeutet, fir welchen C; Q; in der
Differenz nicht aufgehoben wird, denn i(m) wéchst mit m unbe-
grenzt.

Wir haben auch ein Mittel gewonnen, nichttriviale lineare
Operationen zu definieren; ist {X,} irgend eine beschrankte Zahlen-
folge mit beschrankten Reziproken, sind {Q.}, {} zwei ONV und
setzt man

x(t) ~ ’_Ltl‘ ety Yy~ !,L] ki € 1),

so hat man eine Operation y =-"0(x) definiert, indem man x nach
{® }entwickelt, formell die °-Reihe bildet, und kraft des Riesz-
Fischer'schen Satzes y bestimmt. Die Linearitét ist klar und die
Parseval'sche  Gleichung gibt fur y; = U(x), y2 — U(X2), [AI<).,

by =l T hox, — X, |, doh die Sletighel.  Die Voraussetzung
B — N .: 4 - oo
2i-" % wurde hier beputzt, um ans Y < oo auf 3¢ S oo

i i
zu schlieflen; die Vorausselzung 1/, <o geniigt zur Umkehrung
dieses Schlusses, so dall man eine eindeutige Operation x-=U_ (y)
erhiilt mit [x, —x, 7wy --y, |, also eine lineare Umkehrung
von ¥ {/{x) in ganz L7

Das wichtigste an dem Riesz-Fischer'schen Satze ist die ein-
eindeutige und stetige, lineare Zuordnung von L’ und P. Diese
Zuordnung erlaubt Probleme, die man in der Sprache der Funk-
tionen formuliert hat, in solche der Analysis der unendlichvielen
Variablen zu Ubersetzen. Hat man ein solches Problem einmal
in der neuen Gestalt geldst, so gestattet wieder der Riesz-Fischer'sche
Satz die Antwort in der Originalsprache auszudriicken.

8 9. Unendliche Intervalle.

Mit Ausnahme des Kostitzin'schen Satzes bezog sich alles bisher
Gesagte auf endliche Intervalle. Unendliche Intervalle (a + ),
(— ,b) oder (— ,+ ) konnen ebenfalls zur Konstruktion von
ON-Systemen dienen; der Kiirze halber betrachten wir blo3 (- ,+ ),
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X

Es soll nun f($)e L7 (p"21) soviel als lim [If(t)'!’ dt <2~ bedeuten.

H oy
Infolgedessen ist es nicht mehr wahr, dall L in L' fiir p ~q
enthalten sein mull. Ist 2. B. f(&)=1n+1in - m,ou+1y (n =0, 1, ..)),
J(— £y =f(£), so ist f(£)e L%, aber nicht f(f) ¢ L. Es gibt aueh
Funktionen, die zu L? aber zu keinem L7 mit p+/:2 gehdren, 1st niimlich

ay > 0, by 7 0 (),
Facm Sare~,
E i <oy S’I biH B
k=1 kRt B &7
fiir alle e > 0 und setzt man
ay in- mad+1—1/2

floy = { (n=1,2,..)

b, in ud+1—1fpy,n 1)

sonst aber f(¢) =0, so gehdrt f(¢) zu L? und zu keinem £ mil p-/ 2,
Es sei f(#) el und

1 /() filr (¢ - n
f”m=l 0 e ' ¢] > m

man bestiiligt miihelos, dall

lim [ f@&) = futy rdt =0,

wie im endlichen Intervall. Die Hélder'sche und die Minkowski'sche
Ungleichung gilt auch im unendlichen Intervall und die Definitionen
der Orthogonalitat, der Vollstandigkeit und Abgeschlossenheit lassen
sich infolgedessen ohne weiteres Ubertragen; dasselbe bezieht sich
auf die Schmidt'sche Orthogonalisierung. Die Satze des H-ten und
[} ten Kapitels bleiben demnach richtig, inshesondere die Bessel'sche
Ungleichung, die Parseval'sche Gleichung, der Riesz-Fischer'sehe
Satz und die Aquivalenz der L%Vollstandigkeit und Z2-Abge-
schlossenheit.

Anders verhalt es sich mit den Satzen von Weierstrald, Lerch
und Mintz ([122], [357], [358], [361], [362]); wir werden zeigen, dafl}

1301
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sie nicht mehr richtig bleiben. Es genugt dazu eine Funktion f{t)
anzugeben, die zu allen Lp(p> 0) gehort und die Eigenschaft

jf(r) trdt = (2=0,1,2,..)

aufwelst ohne f. 0. Null zu sein.
_J#-r?sin (2rlog t) fir £ >0
f(’)_[o fir £ <0
ist eine solche Funkt|on Es ist namlich
/ fiyrdat < [r—rlwdt<m,

da der Exponent —p logt fir t ->+0 gegen + , fur t >+ >
gegen —  strebt. Berechnen wir jetzt

Iy = / t—lou? gin (2rlog £). 47, d¥;

die Suhstitution = —- 2- +logt liefert:
e LE R el R4
I, = ./(,— (rH. : ) _sin 2x (” + ﬂ:i*_l__)‘e(n—g_"g )n.8"+ 2. du

oo
nte
—+e("2) / e~ sin 2y du = 0,

f——

denn sin 2&v ist ungerade.

Nichtdestoweniger gibt es abzdhibare Systeme in (— oo, 4 o9),
die inbezug auf L(p o2 1) vollstdndig sind. Ist {1} die Folge aller
Intervalle mit rationalen Endpunkten und fi{f) die charakteri-
stische Funiktion von /., so liefert die Voraussetzung g(f)e L(p = 1)
in (oo, b~ g(yel” in [, Ist dann fiic alle #2(=1,2,..)

mf‘g &) fo(t)dl =0,
so folgt fg(t) dt =0 und _/.g(i)dt-——{), wo [ ein beliebiges endli-
ches Intgrvall bedeutet. Ifnfolgedessen ist
G(t)=jg(u) du=0 g)=0 fi.

Es ist also {fx{£)} vollstiindig in (— o9, 4 o) mbezug auf £°
fiir alle p 2> 1.



V. KAPITEL.

Beispiele.
§ 1. Legendre'sche Polynome.

Schreibt man die Laplace'sche partielle Differentialgleichung,
d. h. die Gleichung des Newton'schen Potentials in Polarkoordinaten
r, 0, » und setzt fir die Losung die Gestalt K{r).0{}). @ (5) an,
so ergibt sich fir ¥ (3} eine gewohnliche Differentialgleichung, die
nach der Substitution cos®+ =¢ die Gestalt

d [ 0 d®) m* |
W1 — ¢ aln+1)— B(H =0
annimmt. m? ist hier eine Konstante, und zwar = — @*"/¢» letzter

Ausdruck muf3 konstant sein, wenn # = R0¢ du =0 erfillen soll.
Fir m-=0 erhdlt man

d o)
: 1—-£) -1 1) 8 (#) = 0,
» {( I ETCESIC
Diese Differentialgleichung heifst die Legendre'sche. Fur
n=0,1,2,... lassen sich leicht zwei partikuldre L&sungen finden.

Eine dieser Ldsungen, ein Polynom n-ten Grades
1.3.5. .. @D, n(n—1), ,

1.2.8....0 | 2(2n-1)
n(n—1)(n—2)(n—38) ,,_, _
2.4.{2r—1)(2n—38)
hei3t das Legendre'sche Polynom n-ten Grades. Man hat
Pty=1, Py=¢ POy=12Er-1), F(H=12061—3),
P(t) =1/3(35¢* — 30¢* + 3), P,(¢) = 1/8(83¢> — T0£ + 15¢),

Py(t) = 1/16(2812° — 315¢* - 1054 — B), . 8. W,

(0 Pull) =

_+.

[4111
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Das Polynom P.(t) l6ést die Differentialgleichung auch fur
komplexe t-Werte.

Der Satz von Rodrigues. Es ist

1 dn
Pty = £ —1y,
@) ® 2% ul di* ( )
was durch die Ausfihrung der Differentiation und Vergleichung
mit (1) bestatigt wird.

Es ist fur natirliche n und k=10,1, .., n—1
+1
3) [ teP(6) at = 0.
-1
Beweis: (2) und partielle Integration liefern

1 =1 it
[erar= 1o TE=D

-1 2748 ) dir

1 L dn——l(f:!__l )n] +I._ k /tlfﬁ' " dn 1(52 — 1 )u

= - dt.
27t deet -1 2em din—t

Nun hat aber (- 1)" die Stellen t =+ 1 as n fache Null-
stellen, also hat diese Stellen die (n —1)-te Ableitung von (& — 1)"
zu (einfachen) Nullstellen. Setzt man die partielle Integration fort,
so kommt as Wert des Integrals (3)

(__ l)k k! i-l_dr:—k(f_? — 1)»_ d{ _ (_ I)fm ﬂm—k I("_’ . 1)"' {—l_ 0
on gl - dtn & - gt i -n—1 0 )

denn n—k—1 ist -0 (und fur n—k—1 =0 ist das Symbol

gr—k—1

g streichen). Die Formel (3) gibt unmittelbar
at™

-i:l
@ [ Py Ptydt =0 firm4a (ma=0,1,2, .,

-1

denn fur m<n zerfélt das Integral (4) in Integrale (3) mit kon-
stanten Faktoren.

Wir haben damit die Orthogonalitdt der Polynome {P.(t)}
bewiesen. Fir m=n wird das Integral (4)
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F 1 g i
5 Pt)?: dt = . (=1 =ty dt
) __]/( ) o “_1/ i yeo =D
4:1 I Fl 0 'l"
e OV @ E Iy GO ey
22 aly o e AL (1 R
i
T . ¥
=2 @t {ar ~- wy du = 2
{1y 21 41

wobei zundchst n-mal partiell integriert, dann 2u fir 1 —t
geschrieben und das so erhaltene Integral wieder durch partielle
Integration ausgewertet wurde.

Damit ist das System [412]

= // 2";‘..0,,@):. (h =0, 1,2, ..)
as ON in - —1 +1- erkannt worden, was bereits Legendre
entdeckt hat.

Die Legendre'schen Polynome sind abwechselnd gerade und
ungerade Funktionen, wie aus (1) ersichtlich. Da ihr Grad genau
ihrem Index gleicht, sind sie linear unabhéngig. Schreibt man

c P(t) = 1,
Cay P (€} + €4y P{t) = &2,

© Cao PE) + €0y Palt) + €10 PO - 1,

so0 lassen sich die Koeffizienten cyx (k < i) so bestimmen, dal3
die Gleichungen identisch gelten; man erreicht dies, indem man
die Koeffizienten gleicher t-Potenzen beiderseits vergleicht und
dann zunéchst das der hdchsten Potenz entsprechende ¢ berechnet.
Ebenso verféhrt man mit den ungeraden Potenzen.

Die Berechnung der c [&B3t sich leicht durchfiihren und liefert

1. 2 3. {0 2k+1
N = 2k+1) Pult)+(2k—3 ¢
(7 (2k+1)l( ) Py +( ) ~(f)

(2 +1) (2~

(2 —T) P,,_.(:)+...},

eine Formel, die auch bereits Legendre bekannt war und deren Ablei-
tung bei Hobson nachgelesen werden moge. Insbesondere ist
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1 = £, t = Py(1), 12 = 2y P(t) + 1/3P(0),

= 2fs P()+ 35 P(B), 1" =8/35P(8) + 41158} + 1/5Pu(®),
= Bigs P+ 4o PO+ 37 Pih),

= 16051 P, (£) + 24/77P,(1) 4 19/ Pl) + 1/7P.(8), u. 8. w.

1l

Vollstdndigkeit und Abgeschlossenheit. Auf
Grund von [316] und (7) impliziert die Abgeschlossenheit der
Polynome in L? dieselbe Eigenschaft fiir das System {P,(t)); daraus
folgt ihre Vollstandigkeit inbezug auf L? ([354]) und inbezug auf
L ([358)).

Die Methode der kleinsten- Quadrate. In den
Anwendungen der Mathematik kommt es oft vor, dal3 man eine
Funktion f(t) mdglichst genau durch ein Polynom W,(t) gegebenen
Grades n in a, b - zu approximieren sucht. Eine lineare Substi-
tution erlaubt - —1,+1 statt- a,b zu betrachten. Beurteilt man
die Genauigkeit der Approximation nach der Grolie des Integrals

bl
| i — wapdt
-1
und beachtet die eben bewiesene Tatsache, dul3 W.(/} als k,\-_‘ e P
darstellbar ist, so hat man die Granrsche Aufgabe (vgl. I11),

i1

! If(r) P !’k(t)lddr
T 1

durch Wahl der ¢, zu minimisieren, die nach [412] eindeutig |6sbar
ist. Schreibt man

"3/ 2 ! ok + 1
WAty = Y e Pty | S
O=Ya] 2% + 1 Wl
w0 ist ([262))

/2 F 1/ 241
. fy = Hrml 2T
LR O ICT
aso »
© o = 2";'--1-[ FOPA  (B=0,1,2,..,1)
21

(Die Formeln (1) und (8) erlauben auch die Berechnung der
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-t

Koeffizienten Cy auf die Berechnung der Momente / Fy &t
20

zurtckzuflhren). (8) ist die Formel zur Bestimmung der K oeffizien-
ten in der Orthogonal entwicklung

1O ~ X cpt)

d. h. der Entwicklung in eine Legendre'sehe Reihe.

Ein Beispiel. Entwickelt man (1 -2th-f h?)-'? nach Poten-
zen von (2t — h)h:

(1 — 20+ b 12 ea (L — R(2t b))

1 1.3 1.3.....2n--1
=1 (2 —Ivh 28— IR - A - Iy 4.,
+2( ) +2.4( ) tet o402 ( i
unter der Voraussetzung
(9) {208 TRy,

so wird die durch Ausfihrung der Potenzierung und Aufldsung
der Klammern entstandene Reihe bei jeder Anordnung gegen die
urspriingliche Summe konvergieren. Der Koeffizient von h" betragt

1.3.5..,..{231—1)””_n(n_...j)r”____ ”(""'”(”_2)(”'_3);”—1 . |
1.2.3 .0 | 2@n-1) 24,020 (2 B)

ist also gleich Py(t) (val. (1)). Ist nun —1 - " ¢& -7 1 und ‘Ao -7 1
so ist (9) erflllt, also gilt

(0} (1 — 2+ =" = P+ PO A+ PO I+ ...

sogar gleichméfllig in t und h. Die GleichmaRigkeit geniigt aber
(vgl. [251] [252]), um in der Reihe rechterhand die Legendre'sche
Entwicklung der linkerhand stehenden Funktion zu erkennen.
Nach (8) folgt daraus

/*1—---.._.{.)"(.”""3 e

S oYi—2uh LR 2041

Die Entwicklung {10) gilt aber bei |2' <1 fiir alle f des
Intervalls - — 1,41 .. Denn (1— 2th+ A*)-%% nls Funktion der
komplexen Variablen # betrachtet, hat nur £+ /1> — 1 zu singuliiren
Stellen; fiir ein reelles £ des Intervalls ~ — 1,41 .- liegen diese

(n=0,1,..)
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Stellen auf dem Kreise |h| =1; gilt also (10) fur kleine h (vgl. (9)),
so ist sie die Taylorentwicklung und as solche fir #j<<1 glltig.

Jetzt gelangen wir leicht zur Rekurrenzrelation fir
Legendre'sche Polynome. Schreibt man u(h, t) fir (1 — 24 4 #2172,
so wird

.. o M
(ii) A—2r+8) +th—Du=0
dit
substituiert man hier fir u(ht) die Reihe (10), so wird der
Koeffizient von h™! links in (11) gleich

HPH —2f ("I - 1) Pn——l + (ﬂ - 2) Pn-2 + Pn—‘l - rpa'!—-l ("3 - 2);
er muld verschwinden, also ist
(12 nl —@n—DtPy 1+ =1 P =0 (n - 2).

Kennt man P, und P;, so kann man leicht ale P, vermittels (12)
berechnen. (12) zeigt auch, da3 die Nullstellen von Pp-q(t) ,27=2)
[’H‘“’,Q)

digjenigen von P, (t) trennen.
fDierNullstellen von Py(t) sind sémtlich reell. Denn (& — )"
hat ==t 1 zu je n facher Nullstelle, woraus mit Hilfe von (2) zu
erkennen ist, dal3 -alle Nullstellen von Py(t) reell sind und im
offenen Intervall ( 1, +1) liegen. Wir wollen zeigen, dal? sie samtlich

verschFgenL ésbnéjhdre'sche Differentialgleichung

(13) (1 - r!) IJ:: - 21‘[):1 + H (” + ])Pn = 01
k-mal nach t differenziert, gibt
ke 13 h -1 &
(14 (1—-:2)“' ‘D"("')—::3(ie+1)t‘"f ']‘l"(‘”+(n—k}(rz+k+1)d PhD) g,

i dirrt i
Wére nun a eine mehrfache Nullstelle von P(z), so hétte man

(13) zeigt, daR dann auch P'(a) =0 waére, (denn 1 — o ist nicht
Null, da die Nullstellen von P, ins Innere von — 1, + 1 fallen).
Setzt man in (14) fur k die Zahlen 1,2, ...n — 2 ein, so erhdlt man

(16) Pia) =0, ..., P() = 0,
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was im Widerspruch zur Tatsache steht, dal3

PR
a1 eine von Null
de

verschiedene Konstante ist.

Gaul hat die Nullstellen der Legendre'schen Polynome ver-
wendet, um empirisch gegebene Funktionen zu integrieren. Betrachten
wir beispielsweise den Verlauf der Temperatur wahrend eines
Tages. Wie sollen die Momente der Beobachtung gewahit werden,
damit aus den Messungen die mittlere Tagestemperatur am zweck-
maRigsten bestimmt werden kdnne, und welche Formel verbindet
die mittlere Temperatur mit den beobachteten Daten? Es gab

i1
Formeln, um das Integral / Ffi&ydt aus n Werten §, ..., ¥ von
-1

/(/) zu berechnen, die n bestimmten t-Stellen in -1,+1  ent-
sprechen, unter der Voraussetzung, daf’3 /(t) ein Polynom vom
Grade ¢ n— 1 ist; diese Formeln sind inyy,,...,,Ynlinear mit

konstanten Koeffizienten A; A, ..., A,. Gau3 hat aber entdeckt,
dal? die Nullstellen a; a,, ..., a, von Py(t) die Eigenschaft haben,
da3 es n (ein fur ale Mal bestimmte) Konstanten A, gibt

(i--1, 2, ... n), die das Integral vermittels der Formel
r‘l W
(17) | firde - N f(a)

1

zu berechnen gestatten, sobald der Grad des Polynoms /(/) 2n 1
nicht Uberschreitet. Somit kann die mittlere Tagestemperatur aus
drei in geeigneten Zeitpunkten angestellten Beobachtungen be-
rechnet werden, wenn die Temperatur, as Funktion der Zeit, genau
genug durch ein Polynom finften Grades dargestellt werden kann.
(Die Kenntnis dieses Polynoms ist Uberfllssig).

Es seien nun &, &, ..., &, die Nullstellen von P,(t) und
Hay=11¢--a,

vty =1 @ o Sa) e Sl
20 =11 W(t—e) @) (t—az)!!(ag)Jr (¢ —an ] 'an]

(1) ist das bekannte Lagrange'sche Interpolationspolynom
hochstens (n— 1)-ten Grades, welches mit f (t) fir t = a; ay, ..., a,
Ubereinstimmt. Sehreiben wir y; fur f(g) und integrieren, so folgt
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+ "
(18) [oydt= X Ay,

—1
wo die Ai von f(t) unabhangig sind. Die Gleichung

11 =1

(19) [ rvat= | pwyat
—_1 —

1

gilt aber, wenn f{t) ein Polynom vom Grade <2n—1 ist. Es ist
dann namlich f(t) — @) durch 1I(t) teilbar; es folgt

B —5

o T T sV o RN At

H@
und
=1
Fy=»0+1) k.f; oy B8,
Damit (19) bei beliebigen ¢, gelte, ist die Bedingung
+H
(20) [ elfyat=o (k=01,..,n—1)
1

notwendig und hinreichend. Damit ist aber die Richtigkeit von
(17) (durch Vermittlung von (19) und (18)) erwiesen, denn ll(?)
ist bis auf einen konstanten Faktor P,(#) und somit (20) mit (3)
gleichbedeutend.

Die Formel fir @ (2) und (18) liefern fur A; den Wert

41 41
@) A=/ [ at . Pityat

v @t —a) o Pad (¢ — a)
Die Zahlen &, A sind fiir jedes n einzeln zu berechnen:

(i=1,2, ..., 8.

n=1 a, =0 A, =2
o= 2t a, = — a, = 0.B7735 ...; A=A, =1,
n =3 a=—a,=071460 ..., a,= 0 Ay = Ay =35y, A,=8fu;
n=4 a =—a,=086114 .., A4, = A, = 0.34785,
a, = — a, = 0.33998 ...; Ay = Ay = 0.65215.

In der Aufgabe der Temperaturbestimmung hat die Ablesung
um 2 "42" um 12" und um 21"18™ zu erfolgen; die mittlere Tempe-
ratur ist

T =5/18T; + 49T + 5/18 7.
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Ty, Ty Ty sind die PFrith-, Mittag- und Abendtemperaturen;
07746 > 128 = 9% 187, 124 4 9% 187 = 217 18™, 125 — O4 187 = 27 gom;
.!‘-[
T=17 [ ftydt =172[Af (@) + Ay f (@) + A, f(ay)]
—t

§ 2. Tschebyseheffsche Polynome.

Tschebyscheff hat als erster (1854) die Frage aufgeworfen,
unter allen Polynomen n-ten Grades mit 1 as hochstem Koeffi-
zienten dasienige zu finden, welches im Intervall - —1,+1 - das
kleinste Maximum des absoluten Betrages aufweist. M. a. W. sind
die Koeffizienten a; a,, ..., a, aus der Bedingung

Max £ + a, "' ... 4- @, = Minimum
=174l

zu bestimmen. Er fand as Loésung die nach ihm benannten Poly-
nome T,(t):

(=1, T := 2"1_1 cos #(arccos f)  (n=1,2,.) [421]

Es ist cos 19 == cos® § — (;)cos"‘” 5 sin”ﬂ—i—(z)um”' ) mint 9 40,

also, mit ¢ -= cos 1,

5 y — 1 ln_ # 0o £y L H) o1 L l.
@ =, (2)z (1 — £2) (4 SRR

Der héchste Koeffizient in 7.{¢} ist ! Jl-l— AEN A +...|-----:1,
gra ]l A2 T4 T
wie eg sein goll. Die Maxima von ' 7,| liegen an den Stellen, wo
cos # (arc cos f) = 11 ist, d.h. an den Stellen

£E=cos0, cosvfn, cosirfg, ..., cCO8TE,

[ Tuf)! dst in - —1,4+1 - stindig - 1ju"~'; an den Stellen

fr=coshefn (k=0,1,..,n) ist
(23) Tolte) = (- 1f (k=0,1,..,8)
2}1—1

und sonst in -~ —1,+1 - ist 7.8 < tjen— L

Bo ist z.B. T,{¢) = £?—38/4f; es ist daher unter allen Geraden
und Parabeln zweiter Grades y=3/4x diejenige Linie, die von
y=x%in ~—1,+4 1. die kleinate Abweichung aufweist. (Diese
Abweichung ist 1/¢4 und wird an 4 Siellen erreicht).
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Die Polynome (22) sind eine und zwar die einzige Losung des
Tschebyscheff  sehen Problems.  Sei namlich

Pn(t) =" + a,; F i + ... + Qn

mit irgendwelchen a;. SBell in -—1,41. 'Pgf) -7 1j2*-! sein, s0
folgt aus (28)
Pn(lfg) / ?;!(tu}, Pu(gl). = Tfr(tj,),

und die Differenz Ry(t) = T, (t) - Py(t) ist abwechselnd >0, < 0
in  tt..th.  Nun ist R, () von héchstens (n—1)-tem Grade; wére

(2“) Ru(:u) e 0, Rﬂ'(tl) =20, Ru{t_!) 0,

so hétte R,(t) n Nullstellen, ein Widerspruch. Wére z.B. Ry(tg) = 0
und alles sonst wie in (24), so hatte man zwischen t; und ti.;
(i—1,2,...,n—1)jeeineNullstelleundint, eine weitere, zusammen
n Nullstellen. Ware R{ty) = 0 und

Rty 1y -0, Ru(te) 0 (gerades K),
Rudf <0, Rlte1) -2 0 (ungerades K),

so mifte t, eine zweifache Nullstelle sein, oder aber hitte R, eine
weitere Nullstelle in (ty,,tx,1), ES bleibt wieder die Anzahl der
Nullstellen wenigstens n. Ebenso zeigt man im Falle

Rﬂ('ﬁ"--l) 7/: 0! Rn("k) = Rn(f!; t t) T [\),;(fk Fo _1) = {), [\),,(f,u( !__") .-‘7’: U,

k= 1Lk+p T n), dald die Anzahl der Nullstellen in (fr, fapp)
wenigstens p 4+ 1 belriigh. Ist niimlich p gerade, so haben R,{f..)
und f,(f:,) verschiedene Vorzeichen, es mull also in (4 ., & p)
auller den p Nullstellen &, fi4, ..., feyp eine weitere vorhanden
oder eine von den p Nullstellen mehrfach sein. Tst p ungerade,
50 haben R4 1) und R.(fx, ;) dasselbe Vorzeichen und es gilt
ein analoger Schlull. [n beiden FKiillen liegen in (& 1, fri0) we-
nigstens p4-1 Nullstellen, wie im Falle (21). Eine letzte Moglichkeil

Rn(tfr- 1) 3t 09 Rn(fk) = Rn(tk }-l) = .= Rﬂ(fﬂ) =

ergibt wieder in (t-t,> wenigstens n —k+ 1 Nullstellen, aso
so viel, wie im Falle (24) auf dieses Intervall entféllt. Es ist aso
Ry(t) identisch Null. Es folgt daraus, da die Ungleichung

PA)] = |7y £ b aa] < B
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bereits P,(t) = Tyt) zur Folge hat. Da aber Tyt) |< 1/2"-%,
folgt, dad ein Polynom Py(t), welches den Bedingungen von
Tschebyscheff entspricht, dem Betrage nach /2™ nicht Ubertrifft.
Es ist also [422] bewiesen und zwar in diesem Sinne, dal’ es genau
eine Ldsung gibt: (22).

Die Tschebyscheff'schen Polynome bilden kein Orlhogonal-
system. Man hat aber

+1 +1

di
Tl Tl o . | cosm(arceost) cosn(arccost
I m()n(),ltg gnan-s ] cosm( ) cos e
T 0 file m 7 n,
‘ i -
= 2m_'_-'n' 2 'l/ COSM‘“’.COSH{}-d{}z ".l f'l..jl'm-'_:!!."ﬁﬂ,
ul 2..'!!
/‘ Ta(t) To(8) . dt L= flirm=n=0,
] ¥ 1—#
Es erweist sich also
L
2" T
{2b) [ ' o) (n 1, =178 1)
v vi-e
als cin ON-Systent, Fiigt man -,1 hinzu, so wird das System
pE oyl

vellstindig.

In der Tat, der Grad von 7,(f) ist genan n. Infolgedessen
kann man sukzessive 1 durch 7, f durch 7, und 1, £ durch 75,
{, 1 linear ausdriicken, also ¢* linear durch 7T, 7,—4, ..., ¥}, woraus
bereits die Vollstindigkeit von {7,} resultiert. {7,} ist sogar in-
hezug auf L vollstiindig, da {#"} es ist. Wiire nun das System

(25) (mit - -- ;" -—-) unvollstindig inbezug auf L% so hitte man
Ve yise
ein ¢ (£) ¢ L2, (&) nicht f ii. Null, mit
b "
Tzt _, (=012 ..
=1 }/l;fs

H 1
1,¥'1—£% gehdrt uber zu L2 (—1 <7 ¢ <7 1), also gehdrt 4 () = 5 )/ 1 -2
21
zn L und es wiire 3(¢) nicht £. il. Null mit j T () dt=0 (n=0,1,..),

=1
gegen die bewiesene L-Vollstiindigkeit von {7,}.

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 8

{423]
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Entwicklung nach Tschebyseheff'schen Poly-
nomen. Schreiben wir formell

(26) 2y~ T+ 1+, T+ ...,
so folgt nach [255] und [423]

2ot Ble () Tty 1 = (h)
= - dt (& >f 1 y = - o
= _/1 1 £ ( ) = ;/1 V1—# dt.

Obiges ist so zu verstehen, dal die formelle Entwicklung
durch beiderseitige Division mit ;/'1—r? in eine Orthogonalent-
wicklung nach dem System {T;,(t)/:-"i"—t?} Ubergeht.  Setzt man
Wty =14 ((),’;"1 — £, so folgt (formell)

T t £ Tu(f
Cx . / _ 1*(_) , (!“) k( ) / {‘P(: }}(2) dt
=} 1- <1 ],"1 . 1‘.* =1 -
also ,
":1,, o’ d i e I F
e _“ = / f(t}f ]*m_, .", €. % = r 2 , dt, woz.bow,
g1 L1 EANTS O £

Wir entwickeln z. B. are cost in eine Tschebyscheff'sehe Reihe,
ist (t = cosi)

Fl yve cog I -
[y = 1/ ar}(, C(_)hfdt 1 / $dd e T
A T, 2
2h—1 'Ly o T ar T
= zL e ('f)ﬁ ¢ 1 it =2 } ¥, cos ki dd
® 11— Ty
2 o

S / sin kY g = . [(— 1) —1].

Man hat also
arccost ~ - — % 7,0 — 16 Tt — ...
2 b Ox

Allgemein: Die Koeffizienten der Entwicklung der Funktion
o(t) [(are, cos t) nach den Polynomen {T(t)} sind bis auf den Fak-
tor 2 dieselben wie die Koeffizienten der Fourierentwicklung von
() nach {cosk }. Ist ndmlich (26) die Tschebyscheff'seche Ent-
wicklung und substituiert man in den Formeln fir {c} t=cos |,
s folgt (k > 1)
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o8 k-

h— Ir
& Im} s

l

- Lirmas, o=

(27) ™
— k-1, % [ F(®) cos kY dd.

Wenn man nun in der Reihe (26) f = cos  substituiert und
von (27) und [421] Gebrauch macht, so entsteht die Reihe

L/ foran + Seosko.2 [ 70yconko an,

i
d.i. die Cosinus-Entwicklung von f( ) in 0,

Es wird also die Entwicklung von @ (1) nach den Tschebyschcff- [424]
sehen Polynomen {T{t)} Glied fir Glied mit der Entwicklung von
f()) in eine Cosinus-Reihe identisch, wenn man t durch cos - ersetzt
und wenn f( ) die Funktion ist, die durch eben diese Substitution
aus @(t) entsteht: f( ) = @ (cos ).

Damit wird aber die Theorie der Tschebyscheffschen Reihen
im wesentlichen auf die Theorie der Fourier-Reihen zurtickgefihrt.

Eine Rekurrenzformel fir Tschebyscheff'sche Polynome.
Es gilt bekanntlich fir ir, <1
1—r2 .
o= 142 V" eos niky
1—2rcos 472 !

setzt man £ = cos I, so folgl

o o
AT =142 Mrrcosn(arceos t) = N2 Tu(f),
1-“‘2’!—'—."! Al nen

1= (1 =2rt+77) Y rn 27 Tulf),
und der Vergleich der Koeffizienten ergibt

(28) Tapalt) — £To() + 14 Tuaft) = 0
Es ist To(f)= 1, Ty(t) = t und daraus kann man mit Hilfe von
{28) alle T, berechnen.

Die Differentialgleichung fur T.{t) resultiert aus der Diffe-
rentialgleichung fir y —cosn . Diese lautet:

dy
n? 0.
d32+ Y =
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Es ist aber y(#) =cognd =217 ({), wo {=cosd, und
' d'Ta(t) _ & dT.(8) _ d'T, (t)(dt) d7, d*t

4 4y dv dr dt ay
2
_Talt) ooy BT oog o BT (“ 1 — -0,
de* dt dt

Es ist daher (#=10,1,2,..)
(1 — £2) TU() — ¢TH(D) + mTolt) == 0,
wo die Striche die Differentiation nach ¢ bedeuten.
§ 3. Das trigonometrische System.

Dieses System ist uns bereits bekannt. In < —gq,IT> bilden

die Funktionen

1 ’ (ost smt o, coskt sinkt’

ya= Y= s V= V=
ein ON-System. Dieses System ist aus akustischen Untersuchungen
entstanden. Die physikalische These, dal} jede Schwingung eine
Summe von harmonischen Schwingungen vorstellt, wiirde mathe-
matisch bedeuten, dal3 eine beliebige Funktion in eine Fourierreihe
entwickelbar ist. Eine Fourierreihe heifdt die Entwicklung

F{) ~ a, + (4, cos t + b, sin £) + (a, cos 2f - b, sin 28) 4 ...

mit
o -

ap -\ [ 78y cos ke at, by = 1 [ £ty sin ke at (k= 1),

-4 =
0= [fOd @=0,

(also eine Orthogonalentwicklung in Sinne von [255]).
Schreibt man

”
) = 3 (ax cos Rt + by sin kt),
k0
so kommt

+=
s{t) = Tl_— / fy[Yz+cos (e — )+ coa 2{u— &)+ ..+ eosn(u—1)] dt

/f( " b]l']. (r£+1,2) (u—-t)d

2 sin 2.
2
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Die letzte Formel ist der Ausgangspunkt der Theorie der
Fourierreihen. Es folgt aus ihr _insbesondere;

Ist | fQu}l in —uy — =, Hy + = = integrierbar und ist daselbst auch [4311
Sl — £y
o oH—=u,

integrierbar, wenn man die urspringlich in .—m, + @ definierte

melbare Funktion f(u) periodisch darliber hinaus fortsetzt, so ist
die Fourierentwicklung von f(u) in u = uy gegen /(uo) konvergent.
Die Fejer'sche Methode. Wir haben die Formel
1 sin (7 4 1/2)
- & ae b i = B
2 +eosd+..4cosn 2 sin 1/2 b

benutzt. Summiert man abermals, so kommt

nosin(e+1/2)d _ — 1 7 cos (k1) 3% - cos i
£y 2sinlp2d 2sinde o 2 sin ¥z
~leos(u ( sin (21 D2 )
4 sin® ¥y ! sin 42

Fir die Fourier'schen Reihen folgt daraus

s nosin (k172 (£~ 1)
S0 + 8100 + o 5ull) == | jf( ) & Smhm (f_,,m

' (Rt e ) "

2ry sin (¢ — /2
oder aber
4w i s — Y
oty SISO ke 1 (s )y,
n+1 2{nt)= -, sin (t — )z

Fiir f{u) = const, = f(#) ist s5,(¢) = 5,(£) = ... = 5.(&) = [ (D),
also a.(f) = f(£); man hat alzo stels

" gin (n-+1)/2 (¢ — w)\?
@0 JO=a=3 G +1).,f,[f Ot ”( sin (¢ — w3 ) ‘

(f(t) wird as periodisch vorausgesetzt).
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Bezeichnet man den Integranden mit ®(t,u), so soll fur 0<en:

i+
1 4
30 lim- D, ydu=10
(50) rn-»2(,'z—+~1)::f‘i_fE .
1 7
tiirs erste bewiesen werden; es ist in der Tat j(!‘)(t u)dul
{ +1) &S

1L W R .
- iz, + - ) dul, Ebenso heweist man
2(:1-}-1)7:1 sin” E;z sin’ E;’z..l e |

E

1
31 } Ot w) du =0,
@0 =2+ 1) 7y /-
1 FE
Es bleibt h der Grenzwert von - bt w du
eibt noc o +1) { {t, )

fiir # >~ zu bereehnen, Ist f(u) flir u=f stetlg und = so klein, da8
wy 52 ()~ f(w)

flir ¢ —nr;<l¢ mit endlichen v, p, gcite, so ist der betrachtete
AuBill’llL’.k in den Grenzen

bt (sm(n+nfg(t W, w, / (sin(ﬂ+1);"z(t~—__u__)‘ ?
2'(,;4_]), o sim {f - w2 ) ’ 2{ut1)m 7, sin (¢ — )y )

gelegen. Nun ist aber

/* (s_in (r -1y (¢ — rz))'—’ a1
2(n + n=, sin {f—w's '
|‘--‘_'- J.l::
fim [=tim 1. [
nr 2{t )R, a2 4 1) =,
sonit
[ (aln (n-+1)g (£ — u)) = 1
241w, N sintt—myz ’
also
f4s
o limint Y [ g uyde
e 2(n4 1)z,
(32}
1 {iE
< lim sup ~———neeem / D, uy du <

woam o 2in 4+ 1w,
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Ist also u; die untere, u, die obere Grenze von f(t)—f(u)
in <t—e t+s>,s0 sind liminf und limsup von f(/) — o,(t) fir
n > wegen (29), (30), (31) und (32) zwischen eben diesen Gren-
zen gelegen. Da f(t) — on(t) von e frei ist, w(e) und uxle) aber
mit e beliebig klein werden, so folgt

(33) lim s,(¢,) = f(t)

fiir jede integrable Funktion f{f) an jeder Steligkeitsstelle ¢,.

Der Saltz (33) lilit sich verschiiefen: Die Beziehung lim s {8)-f (1}
gitt ndmlich in ganz — = = . gleichmidfityg, wenn f(8) in dicsem
Intervall stefig und f(z) = f{— =) {st. Denn die Abschiitzung von
(30) li6t sich gleichmiBig einrichten, indem man ' f{f) durch das
Maximuwn von 'f(f)' ersetzt. Die beiden Grenzen w1, in (32)
von f{f)— f(uyin t — e -7 u -7 t+ s kisnnen durch die Wahi von ¢
allein beliebig nahe aneinander gebracht werden, denn f ist in
(— oo, ~) gleichmiifliz stotig, wenn man es periodisch fortsetzt.
Diese Verschiirfung heit der Fejér'sche Satz.

Die Vollstandigkeit und Abgeschlossenheit des
trigonometrischen Systems. Der Feér'sche Satiz hat die
Abgeschlossenheit des trigonometrischen Systems inbezug auf CP
d. h. auf den Raum der in — 7, & stetigperiodischen Funktionen
zur Folge. Diese Funktionen sind aber Uberalldicht in ZA Dazu
geniigt es zu zeigen, daR sie in C im Sinne der L%-Norm uberall-
dicht sind. Ist aber f(£) stetig und findert man f{f) in. —5%, —n+4e
so dall die neue Funktion f.{) in —= den Wert f(5) aonimmt, in
—%-+¢e den Wert f(—=%+¢), in - — =, —5+4¢ - linear verliiuft
und sonst mit f(#) iibereinstimmt, so wird

/(f(f)—f(t)) dt = [ (f(t)—fi(m df = 4M,

wo M= max i f(f),, Es ist also  f — f. ;» mit ¢ beliebig kiein und
f.e CP w.z.b.w.

Damit ist aber auch die Vollstandigkeit inbezug auf L? bewie-
sen worden. In [234J haben wir gesehen, dal3 das trigonometrische
System inbezug auf L ebenfalls vollstandig ist. (Daraus kann wieder
die Vollstandigkeit inbezug auf L? die L> und L-Abgeschlossenheit
nach den Sétzen des |l1-ten Kapitels (§ 5 u. 7) abgeleitet werden).

Naheres ber das trigonometrische System findet man in dem
Zygmund'schen Buche (Bd.V dieser Sammlung).

[432

[433
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8§ 4. Das Haar'sche System.

In seiner Doktordissertation (1910) hatte sich Alfred Haar zur
Aufgabe gestellt, ein Orthogonalsystem zu konstruieren, welches
fur eine beliebige stetige Funktion eine konvergente Entwicklung
liefert. Seit Du Bois-Reymond (1876) weild man, da3 diese Ei-
genschaft dem trigonometrischen System nicht zukommt; sie fehlt
auch bei den aus der mathematischen Physik bekannten Syste-
men. Das (bereits in [226]J beschriebene) Haar'sche System ist ein
ONV, wiewir schon wissen. Wir werden zeigen. da3 die Entwicklung
einer stetigen Funktion nach dem System [226] gleichm&Rig gegen
diese Funktion konvergiert.

Es seien d,,d,d, d,, d,d,d, d, acht beliebige Zahlen,
7O, g0 0, D, g, B 0 40 die acht ersten Haar’schen Fun-
ktionen. Wir suchen acht Zahien ¢; {i=1,2,..,8), so dal} die
Summe

I
(84) §(t) = Ll i (8)

(wo Z die acht Haar'schen Funktionen durchléuft) in den offenen
Intervallen (k—1/8, k/8) (k =1, 2, ..., 8) konstant und gleich dg
(k=1, 2, ..., 8) sei. Diese Aufgabe fihrt auf das Gleichungssystem
(Punkte bedeuten Nullen):

ot a2d+ L +eyi4 L+ + . =4,
a+eo+ay2+ L o —egd+ L+ L 4+ =4,
oo —e 24 L o+ . e+ + = d,
-2+ .+ . —ceVd+ . 4+ . =d,
(35) -
o—c+ . Fed2+ .+ . +eoya+ . =d,
6—6+ . Feo2+ + —cye+ . =d,
G—6G+ . o —e¥24 .+ .+ . Feyd=d,
6—6+ . —ey2+ + + . —cV4=d,.

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, die vierte
von der dritten, die sechste von der finften und die achte von
der siebenten, so bekommt man «,, ¢, €5, €5 Setzt man die gefunde-
nen Werte ein und subtrahiert die dritte Gleichung von der zweiten
und die siebente von der sechsten, so erhadlt man c; und ¢, dann
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liefert die vierte und flinfte Gleichung c¢; und c,. Hétten wir, anstatt

acht, 2° Zahlen d; so kénnten wir ebenso 2° K oeffizienten ¢; eindeutig
ap

bestimmen derart, daR die Summe X ¢ in jedem der 2P gleichen
1

Teilintervalle einen konstanten Wert dy anndhme.

Ist n keine Potenz 2°, so lassen sich die betreffenden Gleichungen
ebenso auflésen; die Konstanzintervalle sind nicht mehr alle gleich.
Nimmt man z.B. zu der Summe (34) ein neuntes Glied cq,Z(t)
hinzu, so wird das erste Intervall (6, 1/8) in zwei gespaltet, wo
Z(t) abwechselnd positiv und negativ ist; die erste Gleichung (35)
mufld durch zwei ersetzt werden mit d;, dg as rechten Seiten und
mit der neuen Unbekannten cy die durch Subtraktion der zwei
Gleichungen berechnet werden kann. Setzt man dann fir f, den
berechneten Wert ein und bringt es auf die rechte Seite, so erhalt
man zweimal dieselbe Gleichung mit d als rechter Seite. Man hat
dann also wieder ein System von 8 Gleichungen, genau wie (35).

Es se nun f(t) in 0,1 stetig und s,(t) die n te Partial-
summe ihrer Entwicklung, {c} die Koeffizienten folge. Da s, (t)
in den n Teilintervallen konstant ist, und — wie wir wissen --
die Gram'sche Minimunieigenschaft besitzt, so muR s, (t) in Jedem
Teilintervall 7} gleich £(&} sein (j --1, 2, ..., ri), wo % ein Punkt
des (abgeschlossenen) Teilintervalls 7} ist. Sonst kénnten wir
namlich — nach der eben geldsten Aufgabe — die ¢ so abandern,
da das neue sft) in dem Teilintervall 7} den Wert f{%) an-
ndhme, ohne von s,(t) in anderen Teilintervallen abzuweichen; war
also frUhe1r si(t) in 7} groRer (kleiner) :’:\Is /(t), so wird jetzt das

Integral _/(:-T,,(t) — F($)tdil kleiner als j(s,,(t}—f(t))%it werden, wag
" o
gegen die Minimumeigenschaft des urspringlichen s,(t) verstoft.
Daraus folgt aber, dal} das Maximum von 1 f{f) — 8.({}{ in -0, 1 -
die Oszillation von f(t) in den Teilintervallen 7} nicht Ubertrifft.
Wir haben zwar die Unstetigkeitsstellen von s, (t) nicht beachtet,
da aber der Wert von s,(t) an einer solchen Stelle zwischen
den beiderseitigen Grenzwerten liegt, so wird durch Zulassung
dieser Stellen das Maximum von |f(f) — s.{¢)| nicht vergroRert.
Damit ist die Beziehung
(36) lim sa(¢) = f(£)
gleichmafdig in 0, 1  fir die Haar'sche Entwicklung der stetigen
Funktion f(t) bewiesen.

[441
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Es sei jetzt f{t) eL. Die Partialsummen s,(t) sind — wie
friher — Treppenfunktionen, d.h. kpnstant in gewissen Teilinter-
vallen { 7} . Die Koeffizienten ¢ = / Sy () de hangen nur von

den Mittelwerten der Funktion f(t) in den beiden Intervallen, wo
7.(0 von Null verschieden ist, ab. Ersetzt man also f(t) durch eine
Treppenfunktion /*(t), die in jedem der Teilintervalle T, die zur
Definition der n ersten Haar'schen Funktionen nétig waren, gleich
dem Mittelwert von f(t) Uber das entsprechende T ist, so wird
f*(t) dieselbe Partialsumme s, (t) liefern. Wir haben aber bereits
gesehen (fir den Fall fe L’ — und f* gehért ja zu Z.%), dal si(t)
(n— 2°) digjenige Treppen-Funktion ist, welche das Gram'sche
Minimum unter allen zum betrachteten Intervallsystem gehdrigen
Treppenfunktionen liefert. Offenbar ist aber f*(t) selbst eine
solche und | f*{#) —sul£}! =0, also ist s.(f)= f*(f). Es ist daher im
Innern eines jeden Intervalls s,(t) gleich dem Mittelwert von f(t).
Es gilt also (von den dyadisch-endliehen t, abgesehen) (36) an jeder
Stelle t - t,, wo das unbestimmte Integral von f(t) zur Ableitung
f(to) hat, dies ist aber fast tberall der Fall. Damit haben wir
gezeigt, dal3 die Haar'sehe Entwicklung einer integrierbaren Funktion
gegen  diese konvergiert.

Damit ist aber die Vollstandigkeit inbezug auf L gesichert.
Denn ist f(t) zu samtlichen y(t) orthogonal, so ist s,(t) = 0 und
daraus folgt f(t) = 0 f. Q.

Teilt man das Intervall - 0,1 - nach einem anderen (als dem
dyadischen) Prinzip ein, sogar ohne die Gleichheit der Teilintervalle
zu verlangen, jedoch so, da3 die Teilpunkte Uberalldicht zu liegen
kommen, so erhdlt man analoge Systeme, welche die Konvergenz-
und Vollstandigkeitseigenschaften des Haar'schen Systems besitzen.

Das Franklin'sche System. Die Haar'schen Funktionen
sind unstetig; die Frage, ob ein Orthogonalsystem vorhanden ist,
welches aus lauter stetigen Funktionen besteht und einer jeden
stetigen Funktion eine gleichmailig konvergente Entwicklung (mit
der entwickelten Funktion als Summe) zuordnet, hat Ph. Franklin
gelost. Wir gelangen zu seinem Ergebnis auf einem unbetréchtlich
abweichenden Wege.

Es s& {p,(t)} das Schauder'sche System [242]; es besteht
aus lauter stetigen, in-: a,b:- erklarten Funktionen und ist inbezug
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auf C abgeschlossen ([243]). {®,,} sei das durch Orthogonalisierung
von {@,} gewonnene System; wir werden zeigen, daf} {@,} die ver-
langte Eigenschaft besitzt.

Es sei g(t) eine beliebige lineare Verbindung der n ersten o;
g(t) ist gleichzeitig eine lineare Verbindung der n ersten @, es ist
also eine stetige Funktion, deren Bild ein Polygonzug ist, mit »
Ecken, die den Stellen t=w, —a, w,= b w,..w, ent-
sprechen. Durch entsprechende Wahl der Koeffizienten kann man
jeden solchen Polygonzug darstellen, d.h. die Ordinaten an den
n Stellen {w} konnen beliebig vorgeschrieben werden (vgl. [243));

ist ¥ diedt) die gesuchte Verbindung, so fithren die Orthogonali-
i1

sierungsformeln zu Y ¢ 4(f) == g ().
[

Es sei f(f) stetig und
(37 FUY—ft) e i =ty <3 (),

fa
Wir wollen /,, = / (f () — g (N* df abschiitzen fiir den Fall,

A
wenn f,, £, in demselben Lincaritiitsintirvali von g(f) liepen und
b —t, =d<li(e) ist. Ist L6 panz-linear und £(8)y == f(£,), 1{4,) = f(E),

so hat man

(38) FO—glty > L--gl) —= i 4t
denn (37) hat f(& —4£4(H' <Z< in  f,f, - zur Folge. Das Bild
von £(£) — g(¢) ist dort eine Gerade, deren Oredinatenbelriige in
Lt die Werte = fUY—pg ()Y, Ay= fUEY—g(L)] annchmen,
Jo nachdem diese Gerade die Z-Achse schneidet oder nicht, gilt in

fy
; _ et — d V(B — e
@9 Jow—gw —ordt= 5 [ = 1y — )

das obere oder das untere Vorzeichen. Da |/ — g/— & negativ
sein kann, dann aber absolut kleiner als e ist, so folgt aus (88)

0) Ju=] (fO)— g dt> [(L@®) —g(®)|— ey dt~<2d,
!y 4

Wir setzen nun max (#,, #;,} > bt voraus und substiluieren in
{40) die untere Formel {(39); wir bemerken, dall man fiir « .- § 220,
a>4e, 54 8%) (243 +2¢) (234-3%) hat; iat a=4hk, —¢, f=h,—~¢
und A, 7= k,, 80 wird
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- I

(B — P +(hy — ) U — ) + (A — )
ky + h, - 5

also
4 2 3 2.4 d b4 2
(A1) > 5 (U= 4 (gm0 =22 [ (max (fy, hy) — €)' — €7

Dieg gilt auch fiir %, ~7 4, und fiir das obere Vorzeichen in (39).

Es sei nun 2> 2 und s,{f) die #-te Partialsumme der Ent-
wicklung ven f(£) nach {}.}, M die grifite unier den Zahlen
B s flw) — sa(wd{i—=1, 2,..., n); es sei etwa Jy=M und M>Te,
Unter den links von @; gelegenen w;(f = 1,2, .., n) mit w, <7 Te
gsel @, das an w; nichstgelegene; sollte es solche = nicht ge-
ben, so sel w, = w, = a; analog werde W, (2> @, evt. = w, = &)
definiert. Mit o, ¥y .., ¥, seien die in - w, w, - gelegenen
wachsend geordneten w; (£=1,2,..., 1) bezeichnet (v,=1, <v,; 1 <..
“Dy.y <l Uy = w,). Ferner sel 6,(f) eine Hilfsfunktion, die aulier-
“halb von - @, w, - gleich s.(#), in - =, @, - aber durch einen
Polygonzug mit

Gn(w;r) = Sn(wp), Gn(wq) = sn('wq):
a{w?) = fw) file w, << w; < w, (i=1,2,.,,n)

pegeben ist. Wird in (41) s.(¢) fiir g{f) gesetzt und sukzessive
Uk Uk (Re=pyo, g — 1) flie - 4, £,>, so kommt

= o
@) Jsd= [ GO=siorde= X [ (je)=saoyd
Wy Py
> Wb op—erd oyt T BT (e e,

wo d, d, die Langen der in Wj angrenzenden Teilintervalle bedeuten.
Andererseits ist

W!?

43) J(m) = / (f(£) — oal£))? dt < (@ — ) 6% + (d,y + 4,) (8e)?,
®y
wo ds, d; die Lange des ersten, bzw. letzten der in Frage kommenden
Teilintervalle bezeichnet; a, ist aber eine lineare Verbindung von
2u(8), €al2), .. walfli (Beweis von [243]), aso von @(t) oft), = ¢,
(nach [313]); [263] gibt also
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b b
J(82) = J(on) = [(f (&) — sa(t)?dt ~ [ (F(&) — salt) dt < 0,

]

was mit (42) und (43) zu

f‘l‘l‘;’_’ (M=) < (w0, — w,) (2 — 3j15) + j‘rd? 36+% 4 64 (d, +d,) ¢,
")
d. h. zu
(M—cy 36,
-6 86, 1 gae
15 15" T8

fuhrt, wo p eine n-freie Zahl ist, die ale Langenverhédtnisse der
durch (w,, w,, ..., w,) erklarten Teilini ervalle Ubertrifft; nach der
Bemerkung auf S.51 braucht das Schauder'sche System nicht
alle ¢ zu enthalten, wenn nur die benutzten w dberalldicht in
--a,b - zu liegen kommen; dies zeigt die Existenz von p und
man erhélt

M7 (U4 )36 + 15 X B4p) €,

was den Beweis abschliefit.

§ 5. Das Rademacher'sche System.

Dieses (bereits in [225) angegebene) System ist unvollstandig
(vgl. [236]). Es gehort zur wichtigen Klasse der sog. lakunéren
Systeme, welche in Kapitel VII besprochen werden. Es besitzt
eine interessante Eigenschaft:

Sind jTh-"lelms o <lpT g natirliche Zallen nnd {ru(f))
die Rademacher'sehen Funktionen, so ist

S 1) e ot PALY L =2 0,

mit Ausnahme des Falles, wo der Integrand aus einer geraden An-
zahl von Faktoren mit

j:k! l:m, ey P=4q
besteht; dann ist das Integral gleich Eins.
Der Ausnahmsfall ist leicht zu erledigen, denn es sind dann
FiE), ri), .., ra(t) séamtlich f. 0. gleich 1. Sonst kann man alle
Paare mit gleichen Indizes streichen, denn sie liefern den Fak-

tor 1 f. 0., und es bleiben unter dem Integralzeichen Funktionen
mit verschiedenen Indizes (j' < &' <..<p'<gq") iibrig.

[451)
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Das Produkt rp(f) . rdf)... rpe(t) hat 27 Konstanzintervalle (von
der Li#ange 1/27), in welche — 0,1 zerfillt. Ein jedes dieser Kon-
stanzintervalle J zerfillt in 29-# gleiche Teile, innerhalb deren
ry(f) abwechselnd + 1, — 1 ist. Infolgpedessen zerfillt

[ty reft) . reBy oty at

in 27 Summanden: const,lf‘rq»(t)dt, nnd jeder Summand ist Null

. )
wegen Irq:(.f) dt = 1),
¥
Ist Ya,<oe., soist
"1
(44) l:;an ra(t)

fast Uberall konvergent in .0, 1.. (Rademacher).

Ist ¥ ah =, so ist (44) fast tberall divergent in - 0,1 -

"ol

(Kolmogoroff).

Beweis von[452]: Sind s{t) die Parlialsummen von (44) und
f(t) die nach dem Riesz-Fischer'schen Satze |356J in L? vorhan-

dene Funktion mit fim '/'(f(t) — S(8)y*dt = 0, so hat man

H ormopy

=

tim | (f) = sOPdt =0 fir - 28 (0,1,
also auch ’ ,
(45) lim [ (f(8) — su(t))df = 0.

Ist ( . R) ein Konstanzintervall fur r(t), aso auch fir s(t),
Py

soist [ (s«(f) — si())dt = 0 fiir 1> &, also — wegen (45)—

LS %k Ek
[ fetydt = [ sy at.

H
Ist t,==p/2¢ (p,q ganzzahlig) und ist d‘i _/f(u) du fiir £ =1¢,
i
vorhanden, o < ¢, < A, so folgt
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. L
sty =~ ~— [ saydt=-- -~ | fat,
Ba — 2 a,, LA

. qd
lim 5i(,) = (t it ;./ fw) du) )

tot,

also ist letzter Limes f. 0. in 0<to< 1 vorhanden, w.z. b.w.

Ein anderer Beweis stiitzt sich auf die ldentitét
0= v-.l_.. [7065) + 7556 + oo+ 787 M),

wo {Z} das in [226] definierte Haar'sche System ist. Setzt man

i
"L=1,2,.,2" Y, so \\'lrd \ (fL”) = _, r12 i~y ilso
N

i) .-
" Vrgﬁ 1

E n r”“) — lr‘ [EEII) /5!1}(” + o + 65;2” I;._/'r(:zn 1] (t)l-

no ol

und rechts steht — laut [356) — die Entwicklung einer Funktion
ausL'? nach {Z},wennwir von den Klammern absehen; dadieletzteren
die Konvergenz nicht stéren, ist nach [442] die Reihe rechts, aso
auch (44) f. 0. konvergent.

Beweis von [453]: Wir gehen indirekt vor und setzen voraus,
(44) ware in einer t-Menge von positivem Mal% konvergent. Dann
ist diese Reihe in einer Menge E mit \E\>0 gleichméaRig kon-
vergent. Es gibt also ein M mit

:sn +--;J'(t) - Su(t); =M (f € E)

fur alle natdrlichen np. Dies ergibt
[ (Sussll) — slOOP dt =~ MLLE
‘i':.‘

oder
- ngp !r+;:
46) MYE| > | ( > a.«r;(t)) Ei. %, aj ¢2> a ay / rit)ri(t) dt.
I il n f Tatp i
Nun ist aber {rg(t)} ein multiplikatives System, d. h. ein System [454]
von der Eigenschaft [451]; infolgedessen ist das System {r(t) ri{t)}
aller Produkte (i <k) orthogonal und normiert. Die Bessel'sche
Ungleichung [264] liefert aso fur n> N{E)
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I /r(t)r,,(t)dtl <- “;'

J B Lol (R Lot BEF S

{denn links steht die Summe der Koeffizientenquadrate der cha-
rakteristischen Funktion von E), was die Doppelsumme in (46) durch

nt
/Z(a:a)* <. 3 g

t= 41
zu majorisieren erlanbt. Es folgt

nEp . CF rr"['p
MIE »iE Y a2k 3 &
[ETE S

fondl 3
und — wegen [ £, £ 0 —
LEXd

> af < 3m
ik

tiir 17> N(E), wie grof3 auch p sei; dies ist mit L: a? < o
gleichbedeutend.

Probabilistisehe Deutang. Die Rademacher’sche Fua-
ktion r,(f) ist in (0,1/2) gleich + 1, in (13, 1) gleich — 1. Wenn
wir aus (0,1 ein) £ blindlings wiihlen, indem wir gleichen Teil-
intervallen gleiche Chuncen zuordnen, so wird die Wahrschein-
lichkeit fiir ein ¢ mit r{f) =+ 1 ebenso grefl, wie die Wahr-
scheinlichkeit filr ein £ mit r (f)=—1. Beide Wuahrscheinlichkeiten
sind 1/s. Setlzen wir — allgemeiner und gensuer — fest, | £ sei
die Wahrscheinlichkeit in - 0,1 - einen Punkt aus E anzutreffen
(E(C - 0,1.). DBetrachten wir die n ersten Rademacher’schen
Funktionen r(#), ry(£), ..., ro(£); sie sind unabhiingig voneinander
im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung; m. a. W.: ist es be-
kannt, dalf r{{) den Werl 1 hat, so ist die Wahrscheinlichkeit
des Wertes 1 fiir ri(f) (24§ noch immer l/z, also so groll, wie
wenn nichts iiber ¢ bekannt wire. Man kann leicht feststellen,
dall von den 27 Kombinationen r,(f)=:51, ry(t) =1, .., ra(f) = =1
der Vorzeichen 3 eine jede in einer ¢-Menge vom Malle 1/27
realisiert wird. Dies erlaubt, alle Probleme des Kopf-Wappen-
Spiels um den Einsatz t in der Sprache der Rademacher’schen
Funktionen zu formulieren, wenn es sieh um » Wiirfe handelf.
Bo ist z. B. die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir einen der
Spieler in den n ersten Wiirfen inindestens den Gesamigewinn a zu
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erzielen mit der Bestimmung des Mal3es der durch die Ungleichung
rle)+rf) + .. ra(t) a 01

definierten t-Menge identisch.

Will man unendlichlange Partien behandeln, so geniigt es das
Postulat Uber die Addition der Wahrscheinlichkeiten auf unendliche
Summen auszudehnen und ein geeignetes , Vollsténdigkeitspostul at"
hinzuzufiigen. Da die Lebesgue'sche Malitheorie analoge Postulate
erfillt, wird der Parallelismus zwischen den Rademarher'schen
Funktionen und der Theorie des Kopf-Wappen-Spiels erhalten
bleiben. So ist z.B. der Cantelli'sche Salz, dal} der mittlere Gewinn
(Einsatz =1) mit der Wahrscheinlichkeit 1 gegen O strebt, mit der
Behauptung

1 I
[€4)) lim Mry=0 fi. in 0,1
F

gleichwertig.

In obiger Deutung nehmen andererseits die Séze [452] und
[453] folgende Gestalt an:

Sind in Y1 ¢, die ¢, gegeben und werden die Vorzeichen =+

no

nacheinander mit gleicher Wahrscheinlichkeit fir + und — gelost,
so ist die Wahrscheinlichkeit eine konvergente Reihe zu erhalten

im Falle ¥ ¢ - o gleich 1, sonst 0.
# 1\

Unsere Deutung des Cantelli'schen Satzes ist nichts anderes
as der Rorersche Satz Uber die Verteilung der Nullen und Einsen
in dyadischen Entwicklungen reeller Zahlen. Dieser Satz besagt,
dall —mit Ausnahme einer /Menge vom MalRe Null — alle Zahlen
£(0-"f .1y die gleiche Frequenz von Nullen und Einsen aufweisen,
d.h. dal3 das Verhdltnis der Anzahl der Nullen zu der Anzahl der
Einsen an den n ersten Stellen mit n gegen 1 strebt, was mit
(47) Ubereinstimmt. Alle drei Sétze: Rorel's, Cantelli's und (47) sind
ohne Rechnung miteinander aquivalent, so da3 ein aufmerksamer
Leser des Borel'schen Satzes den (viel spéater bewiesenen) Cantelli'-
schen Satz hétte finden konnen. Dagegen ist der Bernoullfsche
Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung schwécher as (47). Inter-
pretiert man ihn als eine Eigenschaft des Systems {r(t)}, so lie-
fert er nicht (47), sondern blofR3

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 9
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n

lim as 1- 1rk(t):0,

wo ,lim as' den in [162] definierten asymptotischen Grenzwert
bedeutet.

Spétere - Verscharfungen des Satzes (47) (Khintchin, 1924)
lassen sich ebenfalls als Sétze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, also
als Verlangerung der Linie Bernoulli-Cantelli deuten.

Die probabilistische Deutung des Systems {ryt)} erlaubt ei-
nige Eigenschaften dieses Systems vorauszusehen. Da man zum
Kopf-Wappen-Spiel an Stelle der n ersten ebensogut irgendwelche
n verschiedene Funktionen rg(t),..., reg(t) heranziehen kann, ist das
Rademacher-Kolmogoroff'sche Resultat [452] [453] auf

=

(18) = cirplf)
auszudehnen: Diese Reihe |st auchf 0. konvergent bzw. diver-

gent, je nachdem _\ ¢} << oo oder _\ 6 = oo gilt,
Wir gewmnen ‘auch das Resultat, dal das Integral

1

| rora

(und sogar _/J.:p(:f(t) ) dt mit beliebigem ) von der Wahl der Indizes
{pit in )

foy=2X ) i (1)
unabhiingig ist. also nur von {r,-} abhiingt.

Dieselbe Uberlegung ergibt, daBl die Konvergenz der Reihe
(44), sowie die der Reihe (48), bei jeder Anordnung der Glieder

£, ii. erhalten bleib!, wenn Scf <. ~;, und dasselbe gilt fiir die Di-
il
vergenz, wenn Y ¢; = oc ist. So ist z. B. die Reihe
£

{:r!(t)

i f
f. 0. absolut divergent, doch bei jeder Anordnung f. (. konvergent.

Die Khintchin'sche Ungleichung. Fir spétere

Verwendung brauchen wir eine Ungleichung, die vom Rademacher'-
schen System erfillt wird:
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Ist s,(8) = X awri(f), so ist fiir p > 0
k=1

P

! oo .
[ sty at -~;:(-"-+ 1) ( S ai).
- 2 k‘—l )

u -1

Beweis: Sei zundchst p=2/, i natUrlich. Dann ist

1 1
Y oap Ty ma . ! . ) .
sty at =_§:{11 SALTE SO L) S a%- [ra) .. ro ),

I/ M)
! LL}

bt eyt

wobei die Summe lber alle ganzen positiven Zahlenn; ny,, ..., N,
®py Ry vary O Mt My 27 A, oy oy 4+ 9 = 24, erstreckt wird, Nach
{451] ist die Summe gleich
\? (2[31 + 232 + ... + 23})_! aﬁ?,l a'_‘llf,“ 29
=oE@Et@E@ L@y om "
wo 3y, %, ..., [j ganze positive Zahlen mit der Summe i bedeuten.
Nun ist aber
AN (31_"‘ Bt et 5;‘_)!_
= Al El . B

25 13, L b 3.7
s Cl T Tl A

also
1

| YO ( _3J a}i)'.

1 A2

Die Konstante ¢ ist das Maximum von

(28 +28,+ ..+ 280 G+ h+a i @DIRLL e
Qo@D . 2B BB B AEEIL.LEEN A

1 1
Jetzt sei 2/ —2<<p -7 2i Da (f (B ff“dt)"’ mit p wilchst, wie
Ll

At

aus [127] ersichtlich, so folgt

1

1 1 1 L1 1 R
(_/ [ s.(E) T df)'".-f (_/ ) dt)”"m” (@} + al + .. + a)*

i

1
< (-§+1)2 (@ + @i+ ...+ ar)’, w.z. b w,
H n
Schreibt man in [456] Sadf)—s.(f) statt s.(£) und > o} statt ¥ ai,
Romtal k-1

so sieht man, dall die Bedingungkz ai < oo bereits die starke
. |

[456]
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Konvergenz der Reihe kgag 7x(f} mit dem Exponenten p > 0 gegen
eine Funktion f(¢) € L7 fiir alle p impliziert; diese Funktion ist
f. 0. gleich der gewohnlichen Summe der Reihe.

Fir p = 1 hat man

1 1
(Eaﬁ)z < 8f |si(t) | dt;
B—1, 9
dies folgt aus der Hdlder'schen Ungleichung (p = 32, p' = 3)

n 1 1 2 s L
; _la; =6fs,,(r) df < (f|s,,(t)| dt) (/ EEGIE a‘t)

] n

und aus der unter [456] fur ganze i mitbewiesenen Ungleichung

! " i
[ lsuty™ae < & (Z ai)
i LI
mit i = 2; beide liefern
1

( i’a:)_;' <4 ([ “sn(D) | d:)'f',

—1 h
was mit der Behauptung &quivalent ist.
8§ 6. Das Walsh'sche System.

Die Rademacher'schen Funktionen sind mit den Haar'schen
durch die Beziehung

1
rs £y = —e -
0=

P + 720 + ..+ '/.Sf"_l’(t)] (n>-1)

verbanden, wie bereits bemerkt wurde. Ein anderes System er-

halt man aus {Z}, indem man setzt:

W& =740, ) =770,
V2400 = 720 + 720, (+ +
v 2 3 = 280 — v90) + —)—

Wenn man jede Zeile des Vorzeichenschemas zweimal schreibt,
so erhdlt man 4 Zeilen; wenn man jede dieser Zeilen zu 4 Ele-
menten erganzt, indem man sie einmal durch gleiche und ein
zweites Mal durch entgegengesetzte Vorzeichen erganzt, so entsteht
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+ + + +
+ 4+ = =
+ - + -
+ - = +.
Dieses neue Schema soll as Vorzeichenregel in den Formeln

Va =+ O 00 4% (1=1,2,3,9)

zur Definition der 4 Funktionen $4’¢) dienen.

Analog werden alle {$¥’} durch {75”} ausgedriickt. Das Koef-
fizientenschema ist eine symmetrische, orthogonale und normierte
Matrix. Infolgedessen dient dieselbe Matrix, um die {7{"} durch die
{4¥" auszudriicken. Nun war aber {Z} ein orthogonales, normiertes
und (inbezug auf L? und L) vollstandiges System, es hat also {¢}
dieselben Eigenschaften.

Sei f(Hel; pa(t), hi(t) selen die Partialsummen der Entwick-
Iungen von f(t) nach {$} bzw. {y}; es ist

(49) Pt = halt) (n=0,1,2,..).

Beweia Ist |c¢ul (LE=1,2,..,27 % ¢ = 2) die in [461]
erklﬁrte Malrix, welche die Funktionen !JJE,”(I) (i=12,..,27 1)
durch /q ’(t) (k=1,2,..,2?7") auszudriicken gestattet, ist ferner

=fﬂoﬁmma m-/&wanu

80 kommt
3¢--1 vt 1

gmrﬂmm=§mWw, @mhmwm=§ 7y ().

Drickt man in der ersten Summe ¢ durch Z aus, so kommt
wd—1 og—1 uit —1 (LA

mm)mHM—szmﬁm—ZLWan@-
Nun ist aber |lex]| gleichzeitig die inverse Matrix, also

1 1 g 1 1
m=ﬁmﬁaahm§meﬂ—zmm

und
ag—1

B0 P =P = B 1O b=k~ hgl) (g2 2)

[462]

(463)
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Wir hatten aber ¢, =%., 9, =7, alsoist (49) firn=0,n= 1
richtig, was mit (50) die Gultigkeit von (49) fir alle n bewirkt.

Das Interessante an dem System \[#} ist, dal} es eine natir-
liche Vervollstandigung des Rademacher'sehen Systems leistet,
denn ein Teil von {4}, und z Wi (@R, ist mit {r{6)} (2> 1)
identisch, wie die Anfangsformel dieses § lehrt.

§ 7. Das System {t,{f}}.

Probabilistische Probleme, wie die in [455] erwahnten, lassen
folgende Frage as natlrlich erscheinen:

Reelle Zahlen {c,} seien gegeben; sie seien die Langen der
ebenen Vektoren

Wy = Ca b n (= l_ 1)

deren Argumente o, aus () 2. - gelost werden. Welches ist die

Wahrscheinlichkeit der Konvergenz von Y w,?
mo1
Sind alle Teile von 0,2n gleich wahrscheinlich und setzt
man #,(t) = 2x7,.{f), so kann man —im Sinne von [455] — die Fra-
ge auf die folgende =zurlckfihren: Man bestimme das Mal} der
Konvergenzpunktmenge von

1) X cqet= 00,
71

wo den Funktionen #,(#) folgende Eigenschaften zukommen sollen:

1° Jedes #,(t) ist in - 0, 1- erklart und nimmt daselbst
Werte aus - 0,1 - an, und zwar so, da jede melbare # Menge
aus ~ 0, 1- einer mafigleichen /-Menge des Intervalls 00 -~ # ~ 1
entspricht;

2° Die Funktionen #,(£) sind voneinander im probabilistischen
Sinne unabhéngig, d. h. ist G; eine durch Fild, (@), (D)., (N € I
erklarte t-Menge, G, eine durch F,(#,1(¢), o f)y o, 3, (D], or-
klarte /Menge, wo F; F, beliebige meRbare Funktionen und F;T,
beliebige melRbare Mengen, aber séamtliche Indizes #,,3,,..,% VvOn
samtlichen 2, 8, ..., »; verschieden sind, so ist : G,.G,|= G, .. G,!.

Um solche Funktionen zu erhalten, spalten wir die natirliche
Zahlenfolge in unendlichviele Teilfolgen, z. B:
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3 6 10 15
5 9 14 20
8 13 19 26
12 18 256 33

=] A B e

Ist nun 0,7 %,. . die dyadische unendliche Entwicklung der
Zahl t, so sei

WO =050, ...
-}E(t)_ 0, Ty T Ta Tty voe
O =07 %55 -,

Hier sind die Indizes der I,(t) definierenden dyadischen Entwick-
lung der n-ten Zeile des Schemas enthommen. Auf diese Weise
haben wir eine Abbildung der Strecke 0 <Zt <1 auf den
SWiirfel" {0 <7, =21 (#=1,2,..} definiert; sieht man von den
dyadisch-endlichen t und | ab, so ist diese Abbildung eineindeutig.

Beweisen wir 1° far 1y(t). Es s & e {pjes, p~1i9%); die ersten
q Ziffern ¢, ¢, ..., &, sind damit fixiert (und umgekehrt entsprich
diesen Ziffern das Innere oder ein Endpunkt dieses Intervalls);
die entsprechenden t sind also Dualbriiche der Form

=05 e, 3000 - He s

die leeren Stellen sind beliebig mit 0 oder 1 zu besetzen (aber nicht
alle mit 0). Die auf diese Weise entstandene t Menge besteht aus
97w 1 gleichen Intervallen mit 1 2% als Gesamtlange. Das In-
tervall fur & hatte aber dieselbe Lange. 1° ist also im Falle einer
aus Intervallen bestehenden oder einer Nullmenge fir ¥, bewie-
sen. Daraus folgt 1° fur alle mel3paren #-Mengen und &hnlich

fiir #,(2). 2° ist im einfachsten Falle, wo G, durch ¥, (t) (; p;l)

G, durch #, ¢ ('- s hl) gegeben wird, leich! einzusehen: 1° lehrt, dal3
4

in diesem Falle G, =172, |G,j=1/2 und G,G, ist diejenige {-Menge,

ral

die durch beide Bedingungen u‘}“l(t)e(p p;). S (t) € (z_"_é:)

erklart ist, d. h. es ist die Menge der Dualbriiche t, in welchen



[471]

[472]

[473]

136 IV.Kapitel. Beispiele.

gewisse g + s Stellen fixiert wurden; wir haben aber gesehen,
dal das Mall einer solchen Menge 1/2#+% betragt, d. h. gleich
{Gi.|G,] ist. Der allgemeine Fall laRt sich auf den Spezialfall
reduzieren, indem man zunachst bemerkt, dal ,Quader" des Rau-
mes (i, 43 ,.., %, ) auf t-Mengen abgebildet werden, deren MaR gleich
dem Kantenprodukt ist; das Produkt zweier Quader in (i, ,..., 9, ) '
und in (8, dg, .., ) ist ein Quader in (¥, .., ¥, Fy, . H, )
und die Kanten des neuen Quaders liegen auf den Kanten bei der
Komponenten. Damit ist 2° fur Quader bewiesen. Sind nun F; F;
melRbar, so definiert F, € 7, in Raume (ilﬂl,ﬂal,ei.neffpl) Menge,
die man mit Quadern auf Lebesgue'sche Art ausmifdt, was schlie3-
lich 2° ergibt.
Jetzt fuhren wir (vgl. (51))

i
('),,(f) = p?F utf) (n),'

also komplexwertige Funktionen der reellen Variabein t ein.
Dieses System ist orthogonal, normiert und multiplikativ (der Inhalt
dieser Aussage erhellt aus der Behauptung [474]). Unser Beweis
dafir erfordert folgendes Lemma:

Sind ¥,(6), }y(8), ..., ¥, (t) diz Koordinaten eines beweglichen
Punktes, (Y, ¥, ..., &) ein n-dimensionaler euklidischer Roum und {
die Zeit, so verlduft die Bewegung ,nach dem Maxwell'schen Prin-
zip"” (Hilbert'sche Bezeichnung), d. b, der Punkt verbleibt in je zwel
Trilen des Wiirfels {0 =7 %, <2 1Y (n) von gleichem Volumen gleich
lange, M.a W.: die durch VW (t)} definicrie Bewegung ist ,.quasi-
ergodisch”,

Dieses Lemma haben wir aber bereits bei dem Beweise von (51)
2° mitbewiesen; dabei sind als ,Teile" des Wirfels beliebige
meRbare Mengen zu betrachten und ,Volumen" als n-dimensic-
nales Mal} zu verstehen.

Eine unmittelbare Konsequenz von [472] st die ,Gleichhet
des Raum und Zeitmittels' fiir eine beliebige integrierbare Funktion
F(l, ¥y, ., B

! 1 1
(52) / / F (8, 4, ..., 8,) dd, db, ... dd, = / F(, . ..., 4},?(:)) dt.
] it L1

Es ist ndmlich im Falle, wo F die charakteristische Funktion

einer Menge M {0 < %, < 1} ist, das n-fache Integral gleich | M/,
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das einfache aber gleich dem Malde des t-Bildes von M, also —
nach [472] — auch gleich | M|. Die Erweiterung auf alle F bietet
keine Schwierigkeiten. (Hilbert benutzt die Formel (52) als Po-
stulat fur die Phasenbahn, um die kinetische Theorie der Materie
ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden).

Diese—an sich interessanten — Hilfsmittel haben uns vom
Beweise von [471] abgelenkt. Wir haben zu zeigen, dal} das
Integral

]
(53) [ Om 8 Bu®) O 8) Bull) ... B (8) 0, (0) dlt

0
it my <l my <L T my, By =T g im Falle omy = g
(i=1,2,..,q9) den Wert 1, sonst den Wert 0 annimmt.

Der Integrand in (53) ist (nach [471] Def)

eki(am,"&n, : 3»:,‘ &n,{""‘*"{}mq_ﬂnq } ,

also ist das Integral (53) nach (52) gleich

1 1

/ e / €2ﬂi({}f’!|-%ffl+'-' ' {I‘mq_ﬂ'"q) d"}ml di}n‘ [N d‘“'mq d{}”q‘

1l 1]

d.h. gleich 1, wenn sich alle Variablen im Exponenten aufheben,
sonst O.

[

Ist ¥ ic,|* < oo, soist die Reihe 3 c,®t) f.it. konvergent,
LI |

L

sonst f. i, divergent.

Dieser Satz entscheidet die am Anfang dieses 8§ gestellte Fra-
ge. Sein zweiter Teil &Rt sich genau so beweisen, wie [453],
denn die in [451] formulierte Eigenschaft des Rademacher'schen
Systems kommt — als Eigenschaft des Integrals (53) — dem System
{8.()y zu. Fir den ersten Teil sei f(t) die nach dem Riesz-
Fischer'schen Satze existierende starke Grenze der Partialsummen

s.(¢) der Reihe Y ¢, ®(f); es ist dann
L3
4

(54) lim [(f()) — sw®)dt =0 (0 <acif1).

_ r(at1)

v p ganz und 0 < p << 2%

Sei azp L B=p:ls

il

[474]

[475)
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%

wir behaupten. dafl das Integral / v,y di Tir m > n verschwindet.
)

Es wird niimlich das Intervall pjav < £ < (p+1)2¢ auf gewisse

Mengen {9}, {ih}, ., {%,) vermittels &,(£), ..., %u(f) abgebildet, aber

dag vermittels 4,{¢) erhaltene Bild erfiillt <0, 1), denn die ersten

g Zitfern von ¢ kommen bei der Definition von () (m ™ n) nicht

vor; nach [478] ist

i , . oot !
fourde= [av, [do, . fav,[dd,. .. [e7Pn dd, =0
LI :

A

Jetzt wibt (54)

Jrndt = [sapy .
Ist nun £, e(%,p), (% k), so hat man () - Bu(f,) . <1t %
(£-=1,2,..,u) also

N &
. “l\(() - “fn'{t[:) o 2'” & (k)!
und daher,
: I ¢ Oy

[
. ‘}" g = bu-

2r!',! S”("‘) dt - S"("n) . ‘“‘: 4'-: ( 2.-1 | 2u 2 R 1

Damit haben wir aber die Beziehung

Q{I/f({) IH - 5,;({“) - br&

£}

erhalten, wo offenbar lim &, =0 gilt, der Ausdruck 2”/.)"({}{1’::

L LE "

aber, wegen = <f <o 4 159¢ - 3, mit # -~ flir fast alle §, gegen
J£,) strebt.

Eine Umordnung der #,(f) beeintrachtigt den Satz [475] nicht;
man kann auch unendlichviele @, fortlassen, wenn man nur
unendlichviele beibehdlt. Eine Umordnung der Reihe (51) &andert

ihr Konvergenzverhalten nur in einer Nullmenge; ist ¥ ¢! < oo,
H.. 1
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so beeinfluBen obige Anderungen den Wert von / fHrdt (p-0)

nicht. S&mtliche Resultate gelten auch fir komBIexe Co.

Das System {@.(f}} ist unvollstandig; z.B. ist die Funktion
e zy samtlichen Funktionen des Systems orthogonal, wie
aus [474] zu entnehmen ist. Eine natirliche Vervollstandigung, wie
im Falle des Rademacher'schen Systems, hat B. Jessen angegeben.

8 8. Unendliches Intervall.

Viele Eigenschaften der Orthogonalsysteme sind ohne weite-
res im unendlichen Intervall zu erkldren. So ist z B. das System
{e " in 0,~) inbezug auf L vollstéandig. Es sei namlich

Jrwe mde=0  (fel) ()

es folgt

S (= loguyur V=0 ),
also, nach [358], /(-log//)- 0 f.0. in 0,1- d.h. f(t) - 0 f. 0.
in ,~) Diese Uberlegung ist giltig, wenn f(—log u)/u in

0,1 zu L gehdrt. Wenn wir aber die Existenz von ‘/‘if(f) dt

voraussetzen (was wir getan haben), so ist

/- f(—log u) p

i

o~

v

i p N
denn es ist / () df = — / f(—logm .«fu‘ woraus tir N >4+~
W ] i

das Behauptete folgt.
Es gibt auch Systeme, die in (— ~, 4+ ~> vollstéandig sind.

Die Orthogonalisierung bietet keine Schwierigkeiten, wenn
die Funktionen in t— ~, 4+~ zu £* gehoren.

Ein klassisches Beispiel sind die Laguerre'schen Poly-
nome. Sie entstehen, wenn man Polynome P,(t) n-ten Grades
von der Eigenschaft

L2

1Pt et tdt=0 (k=01,..,n-1)

L

[481]
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tu
sucht. Systematisch geht man so vor, dald man (t, u) = e i-u/(l—u)
nach Potenzen von u entwickelt; zundchst ist
S(—1k e+ ut

q“(t .ﬁ) = X_‘ P (1 . H)-’H‘T

fir alle ¢ und alle # = { Fir ‘#]<1 und alle { kann man den
zweiten Faktor durch eine Potenzreihe ersetzen:

o l k! M ..1 m.

S

wobei die absolute Konverpenz die Vertauschung der Reihenfolge
der Suammation rechtfertigt. Es kommt schlieBlich

(55) Nt n) = v L) u"

I'J' ik nl

. A R VAN G n
wit Lt =nl ¥ (k}‘k‘“}( l)*(k)n(n——n.‘.(k—i—l)t*

Ao S
di(tre .
din

Der letzte Ausdruck kann als Definition von L{¢) angesehen
werden. Es ist

L,y = _\:“(m 1y "(:) n(n—1y.. (n—k+1)+#

koo

= (nach der Leibniz’schen Regel) e

= (- 1)”[:»- gt (”2' Wopeg 1 1)"::1]
Z.B:
L) =1, Lity=—1t+1, Lih=8—4+2,
Lify=—8+922— 18646, L (D=6 —166+72t>—96(+24, u.s. W,
{482] Die Funktionen
" Lo (8)
NG =1,92..
Palt) = ( i (n )

bilden in - 0, ) ein ON-System. Es ist nimlich fiir m <n
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[ #mii(® pnsalty it = ;1-'1.&& j e L) Lty dt = Sy / e~ t+ Lot dt,
{ 2]

k n n

und man hat zunachst fur k< n
Jertt Lyyat =0 (= 0)

zu zeigen. Das Integral ist aber gleich

f ot "t g pe-t
/e""t* D gy [p D gy,
b t "+ f o el 1

o

TR R
- mktl ] )

din-

A=
o

Es werde nun /‘ﬁ.(f) df berechnet; es ist gleich

W

1 1 v dn |(tﬂ' ]g——t‘) 2
— -\ e L () dt = o dt
((n— 1)!) .,/ ()¢ _ 1)!4‘ [ dr
- 1 f‘(—1)”"[t"-l—(”-_I)Stn-‘-’ﬂr...ldnmw 0 e

(n - 1% i! dir i
=1y 9?" . d” J(tn P r) (_1);:--1 r e L 1
_(n;iﬁ"-"z/t den -1 RCEE ”_1)!-;/("1) e rar

=Dl 1y
(n— )17

Nicht die (t), sondern die L.(¢) werden Laguerre'sche Po-
lynome genannt, Die Funktion (¢, #) erfallt die partielle Dif=
ferentialgleichung

(1 — &) I (f-'--ﬁl =(1--u- )y,
du
also ist (vgl. (B5))
L(t) . . n(f)
3 . L I — t \ .
- 50 = o

was durch Koeffizientenvergleichung zu

Lapt) — @+ 1 =6 L)+ 12 Ly {6y =0 (n =1)
filhrt.
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Das System {L,(t)} (n =0,1,...) ist in jedem endlichen Inter-
vall abgeschlossen und vollstandig inbezug auf L? (und L). Denn es
ist Ly(t) genau n-ten Grades und die Potenzen t>***?, ... t, lassen
sich durchL,), L ..., Ly linear ausdriicken.

Die Laguerre'schen Funktionen [240)) bilden in - 0,~) ein in-
bezug auf L* wvolistdandiges System.

Beweis: Es sei f(£)el? und

Jrwy e dt =0 (n=1,2,..)
d. h. ’
‘/.f(t)(‘ f2ly E)dt=0 ()
oder ’
(56) {g(Othdt =0 (k=0,1,2,..),

U

wenn g{{) = f{f).¢ '* gesetzt wird. ' g(f) ist aber in - O, ~) in-
tegrierbar, denn es ist f{#) e L* ¢ ? € l? in diesem Intervall; wir
wollen aus g{f)el und (36) g() =0 f i, in - 0,o) ableilen,
was den Beweis abschlieiit,

Zu diesem Zwecke wcerde F(s) = _/ve dp(fydt gesetzt; F(5)

L1

existiert fiir s - 0. Setzt man noch cn — fe 127 df, so wird

Ll

€n == 20ey = 2% 4l

way zur Begriindung der Formel

(57) Fs) =N © S,m gty dt (05, << 1fa)
9 h !
dienen soll. Es ist niimlich die in (87) bennizte Vertauschung der
Integration und Summation erlaubt, wenn die Reihe 5: f‘ig(t)[tndt
Honflby

ahsolut konvergiert; nach der Sehwarz’schen Ungleichung ist aber

o

I gByitrdi < const. Yo

4]
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und der Konvergenzradius ist mindestens

II LU 4

1/ lim I// g Lq =y
H!

Aus (568) und (O7) folgt F{s) - O fiir 0 -7 sy, A I fir § 70,
denn F(s} ist file 8 > 0 reguliir.

I
F(8) = / g (—log mydu =0 {(x = 0)
und |358] gehen
gl(—logw)y=0 f& in1) dh g =0 fti in {3~

Hermite'sehe Poiynome. Differenziert mun sukzessive
die Funktion
.;fn)(l() g

und bezeichnet mit ™(t) die tf-te Ableitung von "™(0> so kommt
FO) = — 2O, ) - (42— 2) ),
2O E) —= — (B — 12£) 20N¢), u, s W,
Die Polynome
Iy =1, H() =2 [ =H—2, H)=80—12, .,

atlgemein
(e "_’)

Tty = (=17 e
@ -yt

(n::0,1,2,...)

heiRen die Hermite* sehen. Sie erfillen die Sturm-Liouville'sehe
Differentialgleichung

(tgf{rl(t) df{n({)
L _ ot ) 4 on i — 0.
i’ it + 21 H(8)
Setzt man
(58} f;m(t) = [{”(f} et ._,’

so ist {$.(£)} in (— ~5, 4 ov) ein Orthogonalsystem. Es ist niim-
lich {(n > n)

(484
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e 1
| 4a®) 4m(ty dt = | HAl) Halt) 90%8) dt

. —Cen

. toe
— Hat)(— 1) cff"-”(t)]F — (=1 [ Hiyg o de

Q

=(_1)n-!—l / H{L(t)?(n 1-’({)(}'!:(—1}’"4‘"-“ / H}ﬂm%l)(t)?[n m._l)(t)dtzo‘

(=3

{.—-:
denn HY"H(#)—0. Man hat ferner [(4a())*dt = 2" 1 yZ. Infol-

gedessen ist (1265))
(59) @) ~ egd) + e, 0 E) + ...
mit
1 l“q

eV / F )y ultydt (k)
die formelle Entwicklung von f(t) nach {¥}, wenn die Integrale
existieren. Im Kapitel VIII wird die Vollstandigkeit des Systems
{4} bewiesen werden. In den ,Frekvensflader og Korrelation" sind
die sechs ersten H.(t) in Schritten von 0.01 zehnstellig bist =400

von Jorgensen tabuliert worden.

Folgende Umstande haben die Verbreitung der Hermite'schen
Polynome in der Statistik beglinstigt:

1° Deas Intervall (— e, 4~ ist Uberall dort, wo von vorn-
herein alle Werte moglich sind, der naturliche Variabilitatshereich.

2° Die Funktion 4M(f)=¢ “* ist mit der Gaul¥schen Ver-
teilungsfunktion identisch; demzufolge liefert bereits das erste
Glied der Reihe (59) eine gute Anndherung in zahlreichen Féllen
einer nahezu normalen Verteilung eines Merkmals.

3° Die Berechnung der Koeffizienten ¢, fihrt auf die Ermittiung

der Momente /g(t) thdt der Funktion g(f) =e- "2f(f); die dazu

nétigen Rechenschemata und Tafeln sind seit langer Zeit vorhanden.
4° Man kennt kein rechnerisch einfacheres Orthogonal-
system fir das unendliche Intervall.
Eine rein theoretische Begriindung der Anwendbarkeit der
Hermite'schen Polynome in der Statistik gibt es unseres Wissens
nicht.
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Der Nutzen einer Entwicklung beruht darauf, dad eine lange
Zahlenreihe (f(f}y im Wesentlichen durch einige charakteristische
Zahlen (etwa ¢, €5, ..., ;) €rsetzt wird; anstatt einer unibersichtli-
chen Funktionstafel erhalt man einen geschlossenen Ausdruck (bis
auf den Faktor ¢ ein Polynom), was die Losung aller ein-
schlagigen Aufgaben erleichtert.

§ 9. Vollstandige Systeme.

Um vollstandige Orthogonalsysteme zu bilden, genligt es voll-
sténdige Systeme zu finden, die man dann orthogonalisiert. Man
kann nun aber leicht vollstandige Systeme erhalten, wenn man
einen Gedanken von O. Szész verallgemeinert; es zeigt sich, dal

die meisten analytischen Funktionen zu solchen Systemen Anlal
geben.

Sel F(2 eine analytische Funktion der komplexen Variablen
z, reguldr in einem Gebiete, welches das Stick - 0,r - (r>0@) der
reellen Achse enthalt. Es soll ferner F{z) auf diesem Stiick reelle
Werte annehmen und die Potenzreihe

(60) Flzy=a,4+az+ta,z2"+..

soll so haufig von Null verschiedene Koeffizienten a,; (n;" - 1) auf-

weisen, dald die Reihe Xlg'n;. divergiere.
Jol

Es s& 4s,} eine redle Zahlenfolge mit s, : 0 (v), lim §,= s...;

Y b

s sa endlich und von allen s, verschieden, b eine positive Zahl mit
bs.. =L r, Unter diesen Voraussetzungen ist das System

{5.(8) = F(s,0)} v = N)

(fir ein geeignetes N) im Intervall 0 -7 ¢ .76 erklart und daselbst
inbezug auf L vollstandig.

Beweis: s{->0) sei der Konvergenzradius von (60) und :sé|<p.
Die Entwicklung

FshYy=a,+a st +a, st 2+ ...
gilt bei festem s in 0#< b Ist f(£) in - 0,6 - integrierbar, so ist
b co
(62) G(s) = [ Fst)f(2) dt = 5 asbes*
i =

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 10

[491]
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mit ,
(62 b= [tef @ty at

jedenfalls im Kreise sb <p eine gultige Darstellung. Nun ist
aber G(s) — wie aus der Integraldarstellung (61) ersichtlich — fir
reelle S von 0 his einschlielllich s.. reguldr, wegen bs., r.
Infolgedessen gehdrt s, fir v> N zu dem --0,s.. - umfassenden
Regularitétsgebiet von G(s) und G(s,) ist fir diese s, erklart; dabei
sei N so bestimmt, da bsy fir v> > N ein reguldrer Punkt von
F(2 sei; es ist aso #,(f) fir v>Nin - 0, b - bestimmt (und ana-
lytisch-regulér). Sei nun

G(s)=0 (v >N,
Wegen s, »S$., 8§ 7 8. folgt daraus G(s)=-0 in - 0, s...,, aso

abk =0 (k)
und—wegen a,, 0—

by == 0 ()

(62) und der Muntz-Lerch'sche Satz [363] geben (unter Beachtung

der Voraussetzung I\jlﬁf(%m) —( f.4. in 0,b . Die Formel
i i

G(s,) = 0 bedeutet aber nichts anderes als ‘/‘f(t) o) dt =0, aso
hat letzte Gleichung (fUr alev>N) f(t)y=0 f. G, zur Folge, w.z.b. w.

Die Bedlngung v 1/:; =~ ist wesentlich, denn sonst existiert
nach [361]in L? (sogar |n C) einf(t) nicht f.0. =0, fr Welch% ale by

in(62) verschwinden. Gif3) istdannidentischNull, also_/ e O (D dE=0

for alle v> N, d.h. f(tf) ist zu allen ¢ (t) orthogonal.

Man verifiziert sofort, dafl3 ein beliebiges unendliches Teilsystem
von {o,,(t)} alle Voraussetzungen von [491] erfillt. Infolgedessen
ist es vollstandig. M.a.W.: {@ (t)} ist ein dicht-vollstandiges System
nach der Definition [247]. (Es ist aso auch — inbezug auf L? —
dicht-abgeschl ossen).

Das Szész'sche Beispiel fir {,} ist
(63) {1+ 5.6y,

wo 0<s,<1, lims,=a<1, s§,%ua,

Y o
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Ist nun 3 reell und von 0,1, 2, ... verschieden, so ist (63) in
0 <t =21 ein vollstindiges System. In der Tat, F(z)=(1 + z)°
ist fiir ;2. <1 reguliir, die Strecke - 0,a - liegt in jenem Kreise,
und alle Koeffizienten von F(z) sind von Null verschieden. (Zu-
gleich sieht man den Grund filr den Ausschluff von o = 0,1, 2,..).
Sei z.B. a=—1, 5,=1fy, « =0; der Szdsz'sche Satz zeigt die
Vollstiindigkeit von {1/(v+ &} in - O,1

Die Funktionen sin z, sin®*z, log (1 4+ 2) erfiillen die Voraus-
setzungen flir F(z); r kann beliebig gewiihlt werden. Infolgedessen
(s, = 1jv) sind die Systeme

{sin{{/V)}, {sin? (£/v)}, {log (1 +£/4)}

in jedem Intervall - 0,6 - (b -1} vollstiindig, also auch in jedem
Intervall « -7 £ <7f mit « - 0. Es ist log(1+4v)—log(t +v)—logv,
also ist das System

1, log(t+ 1), log(f+2),
in - «,2 - vollstiindig.

Die nach [AM] gebildeten Systeme werden zu inbezug anf €
abgeschlossenen Systemen, wenn die | hinzugeftipt wird.

Beweis: F'(z) hat alle Eicenschaften von F(2), die ffir
{491] von Belang sind. Infolgedessen ist {7l{f} ein vollslin-
diges System inbezup auf L7 (und L). Es isl demnach inbezug
anf L? abgeschlossen, also auch inbezug auf L abgeschlossen, st
R(=10,1,2,..) gegeben und ¢.-0, so0 seien #, ¢,y .., der
(erfiilbaren) Ungleichung

b
/ o pl(f) — o — gl dE e
gemiill gewiihlt, die filr 0 & -7 b
| n .
[t — Yeppin) e < e
. i :

it

zur Folge hat; es kommt

Hk 1 ki n ;

D = Y + X e 0) < e 0 7w b),
Lt j__’J%() }____];.,f( }| (07 )
also ist eine gleichmiflige Approximation von #*f! durch ganz-
lineare Verbindungen von 1, g,(#), ..., Pa(n), ... moglich. Da u*t!

(492
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(k£=0,1,2,..) alle Potenzen liefert und u°® auch (durch 1) approxi-
mierbar ist, so sind nach [122] alle stetigen Funktionen gleichméfig
approximierbar, w. z. b. w.

Der Fall s,»~s Bis jetzt konnten wir die Frage, ob z.B.
{ecos y nt} in - 0,2z - vollstandig sei, nicht beantworten. Die (posi-
tive) Losung ist erst im folgenden Satz enthalten:

Sei F(2)= Ya;,z' eine ganze reguldre Funktion wvon der

i=u

Ordnung o, aw, (J=1,2,..) sefen ihre wvon Nuil verschiedenen

Koeffizienten (mit Ausnahme von a,) und es sei X 1/nj= oo
i=1
ay und an; Seien sdmtlich reell. Ist €220, s, £ 0 und

=
64 > = oo
( ) vy : Sy |"‘+E ’

so ist {p () F(s, )} in - «, B inbezug auf L vollstindig.
Beweis: Sei f(iel (2 = f <3 und

B

G(s)= [F(styfltydt = . f ay by s*

(ihnlich wie in (60), (61) u. (62), mit -~ =, B - statt - 0,5:.). G(s)
ist ganz und (c, 6,7 konstant)

3
. B oo PFE . PR
65) (G < [FO]. max et dr e
L;, u-:_‘_:f'.f_l?i
fiir jedes ¢> 0. Ist nun
4
[rtyemydi=0 - ),
14

so ist Gs,)=10 {v=1,2, ..); die {s,} bilden einen Teil der Null-
stellenfolge von G(s). Nach (65) ist aber G (s) héchstens von der
Ordnung p, aso ist p+¢ — nach einem bekannten Satze — ein
konvergenzerzeugender Exponent fir die reziproken Betrdge der
Nullstellen von G(s), wenn G(s) nicht identisch verschwindet. Dies
verstoRt aber gegen (64). Somit ist G{s)==0 und der Beweis endet
genau so, wie derjenige von [491]. (Im Falle {cosyn¢} ist
p=1, m=2, < 1)



V. KAPITEL.

Konvergenz und Summierbarkeit.

Die Untersuchungen dieses Kapitels gelten fir Z2 wo nicht
ausdricklich andere Raume genannt werden.

8§ 1. Konvergenz der Orthogonalreihen.
Es ist leicht eine durchweg divergente Orthogonalre|he an-
zugeben; so ist z. B l, cog nf fir aile ¢ divergent, _1, sin nf flir

w1 Ho
alle mit = inkommensurablen ¢, also f. . divergent. Dies ist kein
Ausnahmsfall, denn es gilt der

Satz: Ist {p.(8)} ein beschrinktes ON (d. . o (£)] ~a fod.
mit {- and n-freiem o), s0 ist lim a, =0 eine nofwendige Bedingung

"o

fir die Konvergenz f.i. der Reihe X an 5.(f).

a1
Beweis: Es sei 0 f( %<1, e~ und 2%¢ - % Es gibt eine
Menge £, wo die Reihe 2 a,, (£} konvergiert, mit 'CE1-"c. s ist

J'i

also in £ lima,p(f)=0 und nach dem Egoroftf’schen Satze [123|
Hoyeo

dirfen wir annehmen, dald dies gleichméaRig gilt. Daraus folgt
lim ah [ git) dt = 0,
H—doo £

da aber

3
[oktydt = [ty dt — [ty dt >1 — a2 >1 ~ 3,
£ u cE

so ist lim a4, =0, w.2z.b.w.
L ETLY

[511]
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[513]

[514]
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Untersuchen wir jetzt, ob es fir jedes ON divergente Reihen
mit lime, =0 gibt. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daf3 unter

L)
Ba

den Voraussetzungen von [511] 5‘9';1(0 in einer positiven Menge diver-

giert. Sonst ware namlich 11m pu() =0 f. 0., also lim fp,,(t) dt =

H—doo o

gegen die N-Eigenschaft. Desglelchen.

Ist {e(£)) ein ONV, so gilt S: pa(t) = o f i

Essei ndmlich E die Konverg:anzmenge der obigen Reihe, 'Ei>>0,
F(E, |F|>0 und S’q: ()~ win F. Ferner sei G(_F, 0<{| G| <1/4x
und g(t) die charaktenstlsche Funktion von G. Die Bessel'sche

Ungleichung [264] liefert flr die Entwicklung Lan wa(f) von g (£}

a,, = [ g dt =G < 1)4x

und die Schwarz'sche Ungleichung gibt fur tEF

(1) . Z e Son(t): ’ l 2 an - ‘«Fn(t) VI/I‘L’ i 4 "1 2.
Die VoIIstand|gke|t hat lim f[g(t)~-~s,,(t)]?dt=0, WO s,,(t):fa,— 58,
[

N":-u(J

also auch lim sft) = g(t) f. 4. in G zur Folge, denn es existiert

dieser Limes nach (1) (m:t \1) Es ist daher s.(¢) > 1/2 fiir £ e G,

"noom

n > n(t), wo G* ein maldgleicher Teil von G ist; dies ist aber ein
Widerspruch mit (1).

Ist {ea{£)} en ONV, bzw. ein System wie in [511], so gibt es
eine Folge {a.} mit lima, = 0 und mit

H b

@) N_Z‘l anga(t) = oo

[ i, bzw. in einer Menge von positivem MaDe.
Wir berufen uns hier auf [513), bzw. [512]. Im ersten Fall

ist X pn(f) =~ f.1., also nach dem Egoroff’schen Satze [123] ist
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diese Reihe in -:a, b.--, von einer Menge M mit beliebig kleinem

Male abgesehen, gleichmaRig divergent, d. h., es ist

lim|w. u. G. fk(t)

noee) fECM k

Es gibt daher eine Menge Ep (T -, b - mit |CE;| < 1/2 und mit

lim [w.u. G, 5,{8)] = ~, wo 5,(f} die Partialsumine von Ecr,.(t) be-

H oy te fly N
deutet, Setzt man ai,=1jw. u. G. s.(¢), so ist llm a;, =0 und die Reihe
-‘efﬁ.
(2} in E, als Majorante von /E -?"E ) divergent. Ist nun a, = dux
n-l Sy

i

fiir s <n =7 a1, wobei Y a;,,.?,.(t) =1 in Fi(_Eu, Fi| > By 1/
AT

| @ < 1P, so entsteht die Behauptung.

Im zweiten Fall geniigt es {a,} (mit lim @, =0) so zu wihlen,

LR

dald _}, a; == ~ sei. Wire niimlich die Reihe in (2) f. ii. konvergent,
N
s0 hiitte sie in einer positiven Menge M eine beschriinkte Sum-
me und maa hiitte (vgl. [123]) Na: / q;f,(t) dl <7 ooy pun kann man
"ol At

aber, wie beiln Bewvise von [511], /‘r,:,":(t)dt =1 --%>0 (mit
i

n-freiem #} zeigen, was 2an e, gegen unsere Wahl, zur Folge
#o
hiitte,

Jetzt sind wir in der Lage, die unmittelbar vor [512] gestelite
Frage zu beanfworten:

Unter den Voraussetzungen von [514] existiert eine Folge {bn}
mit lim &, = 0 derart, daf

L]

(3) ‘ lim sup ; an (£ i

. oo

FiL, bzw. in einer positiven Menge gilt,

(515]
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Beweis: {a,} sei die |n (2) (erste Lesart) vorkommende
Folge; es sei b, = e, @, mit e, = 1. Ware fir eine jede {e.}-Wahl
der linksseitige Ausdruck (3) in einer positiven t-Menge A4 endlich,
so hétte man

'

4 lim sup : ) a raf) :p,,(t}| < oo

"oy

flir fast alle # und f ¢ M(u), rk{u) ist hler die %-té Rademacher’-
sche Fanktion. Wegen |M(#) =0 ist die ebene Menyge derjeni-
gen (¢, m)-Punkte in - a, b - 0,1 , welche (4) erfiillen, von po-
sitivem ebenem Malle. Wendet man auf die charakteristische Fun-
ktion dieser Menge den Fubini’sehen Satz iiher Doppelintegrale
(I, § 2, Schlufl) an, so kommt man auf eine positive £-Menge T
derart, dall fiir £, ¢ 7 die Gerade { ={, stets jene ebene Menge in
einer linearen, inbezug aut n positiven Menge L[/(¢,) schneidet,
Es ist daher, filr ¢ = £, (1) fiir v e U richtig, wo (U(f) > 0;
{453] ergibt

; : i L({u) N (tn € T),

was, wegen |7 >0, mit der ersten Lesart von (2) unvertriiglich
ist. Es gibt also eine e,~Folge, welche (3) f . realisiert; lim ¢,=-0

Hobraz

hat lim b, = 0 zur Felge und damit ist |H15] in erster Lesart

e

bewiesen; die zweite wird ganz analeg behandelt,
Es sei wieder {7.f)} ein ONV. Nach [H13] ist dann

3 f',,(t) = oo {. ik, also (wegon !CI’) \’l wa(f)] = o £.1. Soll also

(5) au ?u(t)

in einer positiven Menge absol ut konverg|eren SO muf3 I|m |nf lan| =0

sein.
Mehr kann man nur fiir spezielle Systeme aussagen. Folgt
aus der Konvergenz von (5) in einer positiven Menge lim a, = (),

so sagen wir, {z.} habe die Eigenschaft C. Soll die Kngﬁ‘:/ergenz
f. 0. vorausgesetzt werden, um lm a, = (¢ folgern zu durfen, so

heil}t diese Eigenschaft c. Folgg maus der absoluten Konvergenz
von (5) in einer positiven bzw. in einer mit -.a, &.- maldgleichen

Menge 2 |an|< oo, S0 sagt man, {g.} habe die Eigenschaft D,
#1
beziehungsweise d.
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Eigen-
schaft C ist
(8) tim int [ 19,001 dt >0
!':.

" e
fir alle positiven E; dasselbe gilt von D.
Hinldnglichkeit: Es sei |E|>>0 und (5) fiir £ ¢ £ kon-
vergent. Nach Egoroff [123] enthiillt £ einen Teil £, mit 1 E,[>'£- -«

(e > 0} derart, dall a,9.(¢) in £, gleichmiiBig gegen Null strebt,
wWOTauns

lim |a, fj wult) | dt = 0,
H owim ",-.‘.'

also, wegen (6), lim @, = 0 resultiert, Es ist also (6) fiicr C hinrei-

chend. Fiir D ist der Beweis dhnlich: Y g, 7.(6)] ist in £, gleich-
Hol

miiig konvergent, also

Nian [okty) at
= ‘:'_.-I

konvergent; wegen /f?.,((};dt a2 (mit n-freiem @) ist aber
£

-, 1 &, .
Sianr< D Xoap! [lpkty. dt <,
FA oot j‘.-‘

Notwendigkeit: Wire (6) nicht ecfiillt, also ein £ mit
PE| >0 und lim inf /_'.:,.(t)_ dt = 0 vorhanden, so kinnte man
#oes
¢ine Folge {n:} mit

[ettyiae= | *)
I

hestimmen, Man setze nun a,, =k, 4, =0 fiir 2~ n, Dann ist

e

Dlanpty. = 2 @, n 8] in E fii. konvergent, denn
1 k=1

H=

a1

= [ . v, 1
. Lo (Y dE < ke =
k;:éjlank_ 7 k( )| 32'1 e W gt

Hier ist aber limsup @, =+ e, also weder C noch D vorhanden.
Mo

Damit haben wir [517) bewiesen.

[517)



[518]

[519]

154 V. Kapitel. Konvergenz und Summierbarkeit.

Folgerung: C und D sind aquivalent. Fir das trigonometri-
sche System hat C bereits Cantor erkannt; D ist erst von Denjoy
und Lusin bewiesen worden.

Analog verlauft der Beweis des Satzes: Eine notwendige und
hinreichende Bedingung fir die Eigenschaft ¢ (oder d) ist das Vor-
handensein eines e 2> 0, so daf3

timinf [lea(f)] dt >0
ke f-

fir alle E mit | CE| <« stalthat,

Bemerkung. Nach [511] ist ¢ fir beschréankte ON erfillt,
es kommt also, nach [519], solchen Systemen auch d zu. Die

absolute Konvergenz von Ya, ist daher fir die absolute Kon-

-1

vergenz f.U. der betreffenden Orthogonalreihe (5) notwendig; sie
ist offenbar — wegen |7.(£)| < « — auch hinreichend.

§ 2. Konvergenz von Orthogonalentwicklungen.

Die Sdtze des 8 1 betreffen Orthogonalreihen; die Voraus-
setzung, eine Reihe sei eine Entwicklung, wird dort nicht einge-
fuhrt. Jetzt werde diese Voraussetzung gemacht und zunéchst die
Konvergenz in einem Punkte untersucht. Sie hangt nicht nur von
der Funktion, die entwickelt wird, sondern auch von dem System ab.

In diesen Untersuchungen kommen gewisse Begriffe und Be-
zeichnungen vor, die wir hier voranstellen wollen. Es sei

@) fO) ~ X awpalt).
kol
Die #-le Partialsumme der rechtsstehenden Fnlwicklung werde mit

s f;8) oder kurz mit s.(f) bezeichnet, (7) ist mit a; “[f(u) wli) dut
gleichbedeultend, es ist daber

®) sult) :‘/'Kn(r. W) f{(u) du
mit

) Ki(t, u) = kg; Palt) pala).
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Die Funktion
b
(10) Lo(t) = [| Kult, ) | du

heilit die n-te Lebesgne'sche Funktion des Systems {pa}. KL, u)
heii3t der n-te Kern des Systems {g,}. (9) und (10) spielen in der
Konvergenztheorie eine wichtige Rolle,

Ist
lim Sup Ln(fu) = + o~

so gibt es eine stetige Funktion f(t) mit
lim sup s.{f: £,) = + ~.

b
Es ist niimlich s.(f; £,) :‘/ Koty a) F{u)dn und [154] verhiirgt

die Existenz der fraglichen Funktion f(t). (Im Falle des trigono-
metrischen Systems ist logn = O(L.{¢)) fur beliebiges t, was die
Existenz von Fourierreihen stetiger Funktionen zur Folge hat, die
an einer gegebenen Stelle t, divergieren). Die Bedingung La{Z,)= (1)
ist also notwendig und hinreichend, damit s.(f;¢) = 0(1) sei fir
alle stetigen f(t); dies folgt unmittelbar aus (8), (10) und [522].

Fir den ganzen Raum L? reicht diese Bedingung nicht mehr
aus, wie aus dem folgenden Satz ersichtlich (wo nicht einmal
etwas Uber die Lebesgue'schen Funktionen vorausgesetzt wird):

Ist {cakt)) ein ONV, so gibt es fiir fast jedes t, ein f{f)e L?
mit an der Stelle t, divergenter Entwr’ckl:mg.

Beweis: Nach [H18] ist Hf,.{!) f.1i. divergent; es sei
n_j

. . . o 2 .

2, (£) == =~; nach [113] gibt es ein {a,} mit Yai-~ und
) Hot

L &, eu(t,} = -+ oo, also mehr, als zo bewelsen war.

Ein verwandter Satz filr beschrinkie ON ist leicht aus [514]
zu gewinnen. Wir kiinnen dieses Resultat verschiirfen, indem wir
den Raum M anstatt L® einfiihren. Dazu dient folgender

Mercer'sche Satz fiir ON-Systeme: f5f ;5,(f)' in
unter einer n-freien Schranke gelegen, so gilt fiir alle f(f)e L

b
lim [ £(t)palt) dt =

[521]

[522)

(523

(524)
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Beweis. Fir >0 ist f{fy)=F () +f.(£) mit beschranktem f(t)
]
und mit [ |£,(0)|dt <& es ist

I b

; b b
[r® eutrat = [ Fty euty at + [ f&)y9ult) dt.

Das erste Integral rechts strebt gegen Null nach [264]; ist a eine
obere Schranke aller %.(f)!, so erreicht der Betrag des zweiten

[
Integrals hdchstens <, es ist also lim sap ! /f(f) 2a(t) dt. < ae,
N kems | a .

Unter der Voraussetzung von [524] gibt es ein positives E
derart, dal’ fir ein beliebiges £, ¢ £ eine beschrankte Funktion vor-
handen ist, deren Entwicklung an der Selle t, divergiert.

Beweis. E sai die Menge aller t, fir welche z,(f) nicht
gegen Null konvergiert. Nach dem Beweis von [512] ist i £z 0.
Es sei ¢, ¢E; ware die Entwicklung einer jeden beschrankten Funk-
tion f(t) in to konvergent, so wére ein endlicher

b

fim [ Kulty ) f(0) dit

Yoo P

fur alle beschrénkten f vorhanden. Nach [163] gdbe es dann ein
g{wye L mit
" !

lim [ K.ty 0 f () du = | g () f () ):

i

g(u) ist nichts anderes as die schwache Grenze von {#.(¢,. w)}.
Man wahle f{t) = =,{{). Es folgt

b
2ty = [ g () g dus
2]

fir p » =~ Kkonvergiert das Integral nach [524] gegen Null und
pZ,) nicht.

Bemerkung. L&aBt man die Voraussetzungen [523] und
[524] fallen, so kann man ein System finden, welches jedem f(¢}e L
eine durchweg konvergente Entwicklung zuordnet.
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Ein derartiges System ist z. B. {g.{(t) = }/27+t in (1271 1797y,
sonst O}; es ist ON aber nicht V. Es ist hier stets fir p>n,
fe(fonil 1fom)

SAS; 1) = aay/2nt,

also ist s,3 konvergent fir Ze¢0,1) (aber auch fur t =0, t= 1).
Dagegen bleibt [525] richtig, wenn man die Voraussetzung der
Vollstandigkeit inbezug auf L? einfiihrt. Unser Beispiel zeigt auch,
dad ohne diese Voraussetzung [513] nicht gilt.

GleichmaRige Konvergenz. Jetzt wollen wir die Be-
dingungen fir die gleichmalfiige Konvergenz einer Orthogonal entwick-
lung im ganzen Intervall betrachten. '

Es sl {#,} ein ON. Folgende zwei Bedingungen sind fur die gleich- [526]
malige Konvergenz der Entwicklung einer jeden stetigen Funktion
gegen diese Funktion im ganzen Definitionsintervall ab  notwen-
dig und hinreichend:

1° Jede stetige Funktion kann in - ab - durch entsprechende
Linearformen der {¢} gleichméllig approximiert werden;

2° Die Lebesgue'sehen Funktionen des Systems sind in -: ab -
gemeinsam beschrankt.

1°ist notwendig, denn s(f; t) sind die approximierenden Linear-
formen fur f(t). Ware 2° nicht erfillt, so hdtte man eine Indexfolge
{n} und eine Punktfolge {#} mit lim L,(£) = 4~ nach [154] wirde

dann eine stetige Funktion f(t) mit

]
lim suprn,.(f,-, u) f{u) du = + ~,

d.h. mit limsup s.{f;¢) =+ o~ vorhanden sein, was gegen die
gleichmiiBige Konvergenz verstiit

Sel jetzt 1° und 2" erfiiilt. Es sei |[L,(8)|-7k Zu ¢ » 0 gibt
es ein wu(f) = 2, 7, (£) oot onpelf) mit ({6 —w )i <<e/2) in - a, b
fir m>> &k, n > k ist

SuiWay £) = Su(wi; £) = wilf);
es ist ferner (wir upterdriicken ¢ in s.(...; )

Sol [y — Salf) = Sm(f — @a) — sp(f — wn),



158 V. Kapitel. Konvergenz und Summierbarkeit.

also — wegen (8) — ,
sl 1) = 5N+ [ Kokt )1 (0 — wia)]

i .
i Kald, 0 [f () — wu)] da -
was mit L) | <) I
| Sm(f) - Sn(f) | <24, E,.’r"ii. o= £

liefert. Die gleichmélige Konvergenz von {s.t)} ist bewiesen.
Nach ;246] und [373] hat aber 1° die Vollstandigkeit von {+.} inbezug
auf L° zur Folge; es mul aso lim s.{t) = f(t}y sein.

Bemerkung, [526] zeigt, da die Lebesgue'schen Funktio-
nen des Haar'schen und des Franklin'schen Systems gemeinsam be-
schrankt sind. .

Setzt man fir {z.} die Stetigkeit voraus und ersetzt 2° durch

3 s, (ft) = 0(1) fur alle stetigen f(t),
so gelangt man zu einem Teilintervall von ab , wo die Ent-
wicklungen samtlicher stetigen Funktionen gleichmédlig gegen
diese konvergieren. Es genigt namlich ein  a;,b; in ab zu
finden, wo {L.(#}} gemeinsam beschrénkt ist und den Beweis von
[526] fast wortlich zu wiederholen. Ist aber ein solches a;b;
nicht vorhanden, so gibt es einen Punkt t; in (ab) und einen
Index ny mit £.(£) 1 dann ist L.()>> 1 in einer Umgebung I,
von t;. In |y liegt im Innern ein t; mit L.(Z,) =2, u.s. w. Ist g
ein Punkt des Produktes aller I, so ist

Lﬁk(ru) >k (k)!
was aber nach [522] der Annahme 3° widerspricht.

Die eben gefundenen Teilintervalle der gleichmafligen Kon-
vergenz liegen Uberalldicht in - ab -

Wesentlich-gleichmallige Konvergenz. |Ist eine
Funktion blofl3 beschrankt, so kénnen wir nicht verlangen, dal3 ihre
Entwicklung gleichmaiig konvergiere, denn fur stetige ON ist die
Reihensumrne stetig. Hier ist die wesentlich-gleichmailige Kon-
vergenz am Plaize. Dieser Begriff wurde seinerzeit unzweckmaiig
definiert, bevor der Egoroff'sche Satz [123] allgemein bekannt war,
der die damalige Definition als mit der Konvergenz f. (. identisch
erwies. Die richtige Definition lautet:
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Eine Funktionenfolge heil® wesentlich-gleichméfig konvergent
in-:a, b ., wenn sie nach Ausschlul? einer Menge vom Mafte Null
gleichmallig  konvergiert.

Ist nun die Entwicklung einer jeden beschrankten Funktion
wesentlich-gleichmaRlig konvergent?

Die Antwort ist fir jedes Orthogonalsystem negativ.

Der Beweis soll nur fir L2-vollstandige Systeme gefiihrt
werden. Nach [121] sind alle +.{¢) auf einer perfekten, positiven
Menge P stetig. to sei ein Punkt von P, wo P (beiderseits)
die Dichte 1 hat. f(t) sei =1 fur ¢~ £ und =0 fur £ 4. Ist
die Entwicklung von f{t) wesentlich-gleichméaRig konvergent, also
in P— Q gleichmélig konvergent, wo | ¢! =10, so ist die Summe
der Reihe auf P— Q stetig. Diese Summe ist f. (. gleich f(t)
(nach der Konstruktion [382)), f(t) hat aber eine Unstetigkeit in t,
die durch Entfernung einer Nullmenge nicht behohen werden kann.

Sind die £.{¢) nicht gemeinsam wesentlich-beschrankt, so lie-
fert [155] eine stetige Funktion mit nicht wesentlich-gleichméRig
konvergenter Entwicklung.

§ 3. Konvergenz fast tUberall.

Bis jetzt konnten wir nicht behaupten, dald es Entwicklungen
mit positiver Divergenzmenge gibt; die Séze der vorigen 88§
geben hochstens lberalldicht liegende Divergenzpunkte. Folgendes
Beispiel ist also nétig, um zu zeigen, dal} die Konvergenz f. Q.
keine selbstverstandliche Erscheinung bildet:

Es gibt ein ONV und ein f(#)e L mit fast Uberall diver gen-
ter  Entwicklung.

Ea set ¢, (&)=1 in - 0,1 . 2,00) = 2.(1/8) = 2; p,(f) sei in
-, 1f2 - symmeteisch inbezug snf £-=1/4; es sei ferner 2 .o,(f) 7= 1/2,

_/-:pi(t)dtzlf‘z; ein solches 7,(f) ist vorhanden und kann stetig
1}

gewiihlt werden; in (1/2,1 - sei 9,(f) = — 7,(¢ — I/2)., Dann ist
1 1
[5eydt =1,  [a@®pydt =0, 1y a2
u 1)
Allgemein: 0,1 - werde in 2"-' gleiche abwechselnd ge-
schlessene und offene [ntervalle geteilt; o.(f) sei stetigin - 0,27 4
symmetrisch inbezup auf ¢ =2~ 2,(0) = 5.(21-")=pn - 5, () - 1j9,

[527]

[528]

[531]
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21-”

f r:,f df = 2" im nichsten Intervall soil das Bild der Funktion g,
]

an der f-Achse gespiegelt werden, im iiberniichsten dasselbe wie
in --0,2'" . gein, u.s. w, abwechselnd (also ¢4(1) = —#). Es folgt

] 1

[eutyat =1,  [oteddt=0, 12<|e) Sn (@<,

o L

wobei die Orthogonalitiit eine Folge der Verteilung der inbezug auf

die Vorzeichen verschiedenen, sonst aber kongruenten Funktions-

bilder ist. Es ist max |v.{f) .= nach [153] gibt es ein f(f) e L mil
Al

1
(11) fim sup / fOpaydt = 4 ~.

{=a(f)} werde zu einem ONV {p.{£)} erginzt ([353]); (11) lie-
fert lim sup @, =+ o, wenn

-3z 1
an= [ fOE)Lh) dt

geschrieben wird. Nun ist aber |g.(f)| > 1/2, also, fiir jedes £,

lim sup | 2. 9a{t)| = oo,

d.h. mehr as [531] verlangt. (Die Eigenschaft V wurde hier nur
inbezug auf M bewiesen; sie inbezug auf L zu beweisen reicht
[353] nicht hin).

Dasselbe Beispiel setzt eine Schranke einer eventuellen Er-
weiterung des Mercer'schen Satzes [524].

Das Problern der Konvergenz durchweg hat keinen Sinn fir
allgemeine ON, weil ja stets die Werte der Funktionen in einer
Nullmenge so abgedndert werden konnen, dal in dieser Menge
Divergenz resultiert; dazu geniigt es, dal3 unendlich viele Koef-
fizienten von Null verschieden seien. Naturlich ist nur die Frage
nach der Konvergenz fast Gberall. Hier beschrénken wir uns
auf L? und fragen zundchst, ob es eine f.ii. konvergente Teilfolge
von {s«(f: ) gibt. Der Riesz-Fischer'sche Satz [356] und die Kon-
struktion [382] geben eine positive Antwort auf diese Frage mit
dem Vorbehalt, dal} die Indizes {«} nicht ein fur allemal (d.h. for
alle Funktionen f(t)) bestimmt werden sollen. Doch kann die
Dichte jener Indexfolge verstarkt werden:
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Die Zahlen v(n) mdégen mit n gegen -+ oo wachsen es sei
v Yayv(n) < oco. Ferner sei {m} eine Indexfolge mit
1
(12) B Lol <k41;

I
al

dunn st die Folge {s., (£}, d. A 12, a; ?,{t)} [ i, konvergent,
i1

Beweis: f{f) sei die Funktion mit
'

J 1@ = s de = (3 al=ri, also J U@ = s OF dt = £s,.

Die Reihe ‘};r,,k ist konvergent, denn [111] und (12) geben
g

oo

Zr,.,k = ) (""g rnkH) 4+ ,]t’)“l k gt = ;'217‘1? v (i

Nach [124] ist also S‘ [f(6) — $o (DF < oo f.01, was lim s, () =£ (1)
l ko
£ 1. zur Folge hat
Die Konstruktion [382] lieferte blofi *° <‘U(m)a(k+1)
Eine weitere Verschiirfung wird sich als eine Folgerung aus {H35]
ergeben.

Zugidtzliche Annatimen erlauben generelle Indexfolgen zu bestim-
men: eine solche Voraussetzung ist z. B. die (C,1)-Summierbarkeit:

Ist die Entwicklung einer Funktion f{f) e L* nach dem ON {3p,}
f.i. (C1)-summigrbar, so ist die Folge
{52"(1‘! t)}
f. i konvergent. Hier ist {n, = 2*} die generelle Indexfolge.

Es sei o,(f) = Ln [5,(£) + 8,08) -+ ... + sAt}H; {9a(£)} ist voraus-
setzungsgemifl f. . konvergent; man hat sukzessive

sty =ty = 1= ane — Do),

b Pl
Lsyet) - (O dt = . Sk e — 1%

/
jb

m=cl

- o
Sy(f) — op()]*dl = 2( Zau (&~ 1)’)

< Z(ﬂa(k-l)” > 1)<z al (k1) (Z) <16 Tai'{m;

n =F loggh 4~

8. Knczmarz und H, Steinhans, Theorle der Orthogonalreihen. 11

(582] |

[533]
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dies mit [124] zeigt die Konvergenz f. (. der Reihe

y [sy2(8) — ={(),
L |

also lim (s,n{t) — 30 (£ f. U., woraus die Behauptung [533] un-

N e

mittelbar hervorgeht.
Ein analoger Satz fur andere Summationsmethoden kommt
spater ([574]) vor.

Jetzt wollen wir die volle Folge {s.{£}} ins Auge fassen. Damit

sie f. 0. konvergiere, reicht nach [532] die Bedingung } kai < oo
k

hin, denn dann darf v(n) = n und demnach in (12) nL: k ge
setzt werden. Weyl, Hobson und Plancherel haben diese Bedin-
gung immer weiter abgeschwéacht; Rademacher und Menchoff ha-
ben unabhéngig voneinander die Konvergenz von

Na: log?k,
ko
eine nicht mehr verbesserungsfahige Bedingung entdeckt.

EinHilfssatz: {7{t)} (¢=1,2,..,n) sel ON; es existiert
eine Funktion ¢z} 0 und eine Konstante z, mit

l !
1° ! Napulty = 8@ fir 178 fjaln (1> 1),
P |
"f "
20 ety dt < v logn Y ai;
. s

T

4(#) hiingt von den 7 und den @ ab, dagegen ist v eine ahsolule
Kenstante, also nicht einmal ven der Anzahl n abhiingig (= —(6log,e)*
ist z. 3, ein zuliissiger Wert).

Beweis: Seil zuniichst n =2/, r ganzzahlig. Schreibt man

v (&) fiir 1/235(8), so geniigt
d o

'- ’LI apdlt) (),
i
um 1° zu haben. Zerlegen wir das Infervall (0,#) in zwei gleiche
Teile (0,27, (27-7,2); wenn wir jeden dieser Teile wieder in
zwel gleiche zerlegen, so haben wir eine zweite Zerlegung von
(0,1) (in vier Teile) definiert; wenn wir bis zur r-len Zerlegung
gelangen, so ist 1 die Liinge der Teile. Ist 0<j<l#, so ist (0, )
eine Vereinigung von héchstens ¢ punktfremden Teilen, deren jeder
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zu einer anderen Zerlegung gehort, wie man aus der dyadisehen
Darstellung vonj abliest; ist;=n, so ist (0,)) selbst as (,nullte")
Zerlegung zu betrachten.

i
Das Intervall (i.j) se ein Symbol fir die Summe _-\1akq:k(t}

Es ist si{t) = Y p,,(t) dabei sind die py(t) Summen, deren Symbole

die eben beschrlebene Darstellung von §(t) = (0) liefern; p,&)
entspricht der g-ten Zerlegung; manchen q wird dabel 0 as p,n
zugeordnet. Die Schwarz'sche Ungleichung fihrt zu

sy <r 3 putt)
. . l’j. oL
und — a fortiori — zu

Siéy -2 r3 A,

-1
wo A, die Sumrr']e der Quadrate aller pg{t) bezeichnet, die — bei

festem ¢— aus 2 axu(f) zu gewinnen sind. Schreibt man
k1

1) =rN A,
g -n
so folgt si#)-~v*(¢) und

b

fHWWJZ/mmﬂ“r(m+a+ A+ ad)

P i
"
]

4 r-4142 oy r414
x(r-t-l) ¥ ak (log ”) .Iog’rz.;}:,]a; =( ) (log,e)*. log*n. ‘_,ak.

Dies gilt im Falle n=2. Ist aber 2" <In <211 4o er-
giinzen wir das System {z} durch 7, (?), .., 5 +1(f) und setzen
Gnyy = Gpqge=..=dyrH =10. Das zu diesem neuven {9}~ und {a}-
System zogehdrige t(f) ist sicherlich fiir das ursprlingliche Sy-
stem ausreichend, wenn wir nur 1° verlangen; es isl aber, nach
dem eben Bewiesenen,

d ¢ r+2\ X
[ ytyde < (r 4+ 2 X ah = ( ) Jdogtn. Xai;
N K log n k-l
es ist ferner
9 z
(_’_Jr 2') < (logye) - ( r*?._?,) <7 9 (log.ey,
logn !

also in beiden Fillen
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und hiermit x = (6log,e)® als eine in 2° stets ausreichende Kon-
stante erkannt.

Es werde bemerkt, dal} die Reihenfolge der ¢ und a wohl
&(#), nicht aber x beeinflussen kann.

5 B ]
[y dt = 4 [vitydt < 36 (log,e)*. log'n. 3 a
a =1

[534] setzt uns instand beweisen zu kdnnen:

Ist X ailogin < co, so ist X

n—1 A—

Wir kdnnen nadmlich [532] mit v(n) = logn anwenden; es re-
sultiert die Konvergenz f. 0. von {sy#{#)} und es bleibt blol3

anpa{) fu.  konvergent.
i

J&lim [$At) — 5.4} = 0 f. 0

fiir 2% < < 2¢t1 zu zeigen; [534] lehrt aber, dal

(13) | 5a(8) — sp2(8) | << 8ilf)
mit " k41
{ eut)dt = w(log20? X a}
# Fenf 3

ist; daraus folgt

- B - ¥+l -
X [y dt 7w Jog2. E(kz ¥ a';f) 7 Y ailogl < oo
- & i

A=l g =1 i ﬂk-l-l !

und somit *}im ex(f) =0 f.0.; (13) liefert jetzt das Verlangte.

Folgerungen. 1° Die Reihe = an plf)

ist f. 0. konvergent,
s log n

wenn ¥ ai < ~o; nach einem Kronecker'schen Satz ist also

H=1
fim D Vae) =0 fi,
rv log n sy
d.h. s(t) =o(logn) f.0.
2° [532]) gestattet jetzt folgende Verscharfung: {s. (&)} ist f.0.

. . o Pnylog & . .
konvergent, wenn die Reihe > OB T konvergiert (vgl. Beweis

PR
von [532]). Denn die letzte Bedingung ist mit
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S @+ angs + o+ any, ) logPh < oo
A=l

aquivalent; man konstruiere ein ON {@4(f)}, indem man
g +1 nk“ nrp
Pty =, L aredt): ]/ L2, b,;-%., @
setzt (der Divisor by soll gIe| ch 1 gesetzt werden, wenn der Radikand
verschwindet); wendet man jetzt [535] auf die Reihe k_i‘: b () an,
so kommt die Verscharfung zustande.

3° [535] erlaubt die GréRenordnung der Partialsummen einer
Orthogonalreihe abzuschdtzen und zwar ohne— wie in 1°---vo-
rauszusetzen, die Reihe sei eine Entwicklung. Es ist ndmlich stets

L) 2
y a - .
Z 'r"_1-4'.'a<“w (e = 0);
o (E (I;:)
) Al
wird
ﬂﬂ
Cn (n=>1)

gesetzt, so wird [535] auf X c,p.(f) anwendbar; die letzte Reihe
A1
konvergiert f. 0., adso gilt nach dem Kronecker'schen Satz

H

ﬂ 1_’:
Lakﬂ(t‘)-—o(logu( a) ! ) f.4.

Fir a,=1 (n) fuhrt der gleiche Gedanke zu einem schar-
feren Resultat, wenn man ¢, = a="{log )~ *~%e > 0, n > 1) wahlt;
man erhalt

n

k},‘l 2ty = o (W{log n)'ste).

(Man kann noch etwas weiter vordringen, wenn man geeignete
{ci} heranzieht).

In [535] ist die Voraussetzung die schwéchste unter allen jener
Art. Dies soll durch Gegenbeispiele gezeigt werden; ihre Kon-
struktion beginnen wir mit folgendem
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Lemma: Es gibt fiir jedes p(p-=1,2,...) ein System {fon(f)}
(m=1,2,..,2p) orthogonal in - 0,5 . und so beschaffen, daf}

v £ty dt < ; 2" frd ) F Fpm 8 + e frpill) 24 log p,

wobei 2° fiir alle te¢ 1,2 pgilt, mr in 2° von t abhdngt, dagegen
%, ind », absolute Koustanten sind,

Es sei fiir fe- 0,4y

Jp oAt} = P wete P, R=1,2, ., 4p, m=1,..,2p;
R—p—m—1: pop
es folpt
; i s
(14) /fff,m(f) it = 1- \T . 1 . rr 4 \1 1 B
i Je I {k —p—m- 1[,: :)— pi = (2 — 1) P

flir m >~ # hat man

1

. 13 1 1
Jm,n T 1, M ¢ N dt = - .}.' s ’ ’
U]f.f ()ff’() pklk—p—m-—-lfé k_P”_”_l,'/?-

R ;’:( 1 B 1
P Mmook —p--m-=1/3 k--—p—n.—l,'z)

1 Zip\1m 1 :1,"3111 1
N pim—n} | AT a j—1fy Jeeip n j—1j
. ;; " 1 :I_n\‘n 1

p(m—rz)' ;} i _;_.1“ ap fﬁ;41j_1/é ’

m—u m—1n

pAn+1) 3p—m+1

1
(15) 'jm,n; /: ;
pim—ny

1( T, _)<_?..
Tpip+le pipl o p?

Jeizt sollen die {f} in 4,5 . erkliirt werden, so dali sich
in 10,5 - Orthogonalitiit einsteilt. Die Kranichschwirme® [(321]
helfen uns jetzt. Wir teilen - 4,5 - in soviel gleiche Teile, als
es Zahlenpaare {m, n] mit 2p -~ m>n gibt, d. h. in s=p2p —1)

Teile, Wir setzen
4

(16) fom(®)=VS.|tm;| mit am = ffpm(t)fmmdt (j=1,2,..,m—1),
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in den Teilintervallen, die den Einsen der ersten Gruppe im Schwarm
entsprechen;in denjenigen, die den alleinslehenden Einsen zugeordnet
sind, sei

(F1) fom®=— s Jouy signo,,  GeoomA+1L,m+2 0, 2),
in allen anderen Punkten sei f. .{f)~: 0.
{F} ist jetzt orthogonal in 0,5 ; 1" ist ecfilllt, denn (14), (19),
{16) und {17) ergeben

: ooy 20 .
/ff;, m('{) dt - - l +/ ’“':.J- +,l . "m_f' . ‘{' . l | 'xmj
i " 3 D i Fom-

n

- -4 2“ (m— 1 4 2p — nr) = 4,
P P

2" ist noch zu prifen, Es sei fe 1,2 , 2B fe l+mp_1’1+;')
(n -7 p+ 1) alsdaun ist
1 1 1
N ! S L ! e . f — - .
Jradlt Vbl et Spsr 0= b poromy g
unl
In 1 :
Nhan i+ b e+ T reg (p = 1)
i : 2 P —

Im Falle p= 1ist der abzuschdtzende Betrag wenigstens 1, so dal
2° mitz,- 1 stets gilt.

Jetzt gehen wir daran, zu zeigen, da3 die Ersetzung des
Faktors (log n)? in [535] durch eine Funktion w(n) von schwécherem
Wachstum zu einem Gegenbeispiel Anla3 gibt:

Ist 0 -7 w{n) = o(log?n), w(m  ~win--1), S0 gibt es ein ON
{=.(8)} und eine Zahlenfolge {a;} mit

e L=

1" NMahwn) <, 2° Mg, =4y durchweg divergent,
n -1 H= )

wie zuerst Menchoff festgestellt hat.

Wir konstruieren zunéchst eine Folge {P¢} mit
) Pi=0, 2) 1+2@+p+.+p )<p (k=123 ..)
BLADI
(log n)* &*
Die Glieder der gesuchten Reihe 2° werden in Gruppen Gy ein-

geteilt werden, und zwar sollen die Glieder vom Index n zu Gy
gehoren, wenn N . <n <7 Ny, wo Ny=0 und Ne=142(p,+p,+...4+Px)

(18) 3) fiic 7> pe.

[537]
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die neue Folge {M;} definieren. Esist offenbar Ny =1, Ne—Ne_1=2ps
fur 2% 2 und, wegen 2), Ny <<ps, also Ny <3ps (B > 2). Jetzt
sollen die Glieder p{f)=ax7:(f} sukzessive aufgebaut werden. Es sei
#(0y=11in 0,1. Weitere () werden mit Hilfe der {fp =} aus
[536] konstruiert, indem man t ganzlinear transformiert und % in
den Teilintervallenvon 0,1 verschiedenen f gleichsetzt. Dies mag
bis zu den Gliedern der Gruppe Gy. einschliefflich geschehen sein.
Da ale gewonnenen ¢ streckenweise konstant sind, so gibt es
eine endliche Einteilung von --0,1.- in 4, 4,,..., so dal alle jene
4 in jedem Intervall 4 konstant sind.

Seien 4 und ' die beiden Hiilften von ;. Die Funktion
9e(f), aus der Geuppe Gy, werde jetzt erklirt: 2 — Ny lheifle m;
es ist O <\m < 2pey 0 Mo wlf, ) bezeichne die Funktion, die man

4B =P erhiilt, wenn man in f, o(#) das Intervall 0-Z2 <5 ganz-
§ :
linear auf =« -7+ 3 transformiert; es ist / flﬁ.m(f, Pydt -~ (3— m)‘/ﬁim(f) dt;
" i1
65 sei nun

t, 4 d=4; (oberes Vorzeichen
19) =+ i D (ober ‘
log pr i1 d=4} (unteres Vorzeichen)

{®a(f)} ist ein Orthogonalsyslem., Gehirt nimlich %, zu
einer anderen Gruppe als ¢, und r >3, so ist in allen 4 der ¢,
enthaltenden Gruppe %, konstant, aber das Integral von #.(£) iiber
ein solches 4 Null, wie (19) zeigt. Ist ¢, € Gy, s € Gy so st

/r;,(r) Y dE = X ( /'.,, by df + _/}p, B dt),
4 4!
aber
[oitystydt = 1 [y (8) hppom 8y dt =0,
A log? pu A ’

wegen der Orthopgenalitiit der f in [536] und desgleichen fiir 4Y.

oa

Jetzt milge die Eigenschaft [537]1° bei der Reihe ‘_,a,, u(t)

a=-1

Sk

!
= 2 ¢,(f) nachgewiesen werden. Es ist f i¢)dt =1 und fiir n>1
a

"1



Konvergensz fast tiberall. 169

1

[ 'I’;;(t) dt = ‘}:‘ e [ ‘/km‘ nl(t) dt 4- / }!ﬂk m(f) d{]
=y / fhoatydt < ™M
T 10 p Px log? pe

{nach [536] 1%). %.(f) ist normiert, also ist in $a(f) = an 7.(¢) (77> 1)

/ Bt
an = t) e Lo pr
und, wegen pr_s < Ny 1 <n -7 Ny,
\ a, win} = -zl \‘: Ny — Ni 1 (M)
i » pulog®pe
w0 L BN g, O T0BN
Fhlogipe log® N (kR — 1R log s

wobei (18) und die darauffolgeaden Ungieichungen zur Anwendung
gelangen; u.a. war auch Nk < 3py (&> 2), also ist (mit peeipgne-
tem z;) = Nahw(n) < x, (f l . <l WoE bow.

[537] 2¢ bleibt zu beweisen. Die Gliedergruppe G von X §.(8)

a1l
stammt von den f,.(f) mit festem p; es ist nimlich in 4
Hyn, 8
log p

mit mo=n—- Ny, p=pi; nach [B36] 2" gibt es ein Teilintervall
von di von der Linge 4!'/5, wo m(f), also auch #(¢), der Un-
gleichung

20) PRty b g} oo ) 2y

';‘ﬂ(t) =

gemifl bestimmbar ist; 4 r = Ny + 2p - 1 detfiniert r. Ahnlich
ist es in 4. Demnach gilt (20} in £ vom Ma8 15,

E sei =lim sup £, d.h. £ = “ (Ex + Epyy + ...). Wir behauopten
R oo .

die Divergenz \ron t{),,(f ) in E. Denn jedes f¢£ gehirt zu unendlich

vielen £y, also ist Unglelchung (20) filr unendlich viele # realisiert.
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Das Mal3 von E ist 1; man hat namlich:
E' = lim ;Ek+EA-+,| + ..,

kv
andererseits ist  C{lx+ Fpya) = € CEy = (1 = 1/5)%, dehn
CEp bestelit ans endlich vielen Inlervallen und es wird daraus
CEpy, indem von jedem Imiervall nur 4/5 librig bleibt. Es folgt
; £y -+ ﬁ‘}.-. 1 =1-- (‘lj."l;'))g, E].- -+ E}l- 1 + ...+ E;,»{__\» =1 — (4."|'-'>)'\'+], also

E =lim(l — (45 = 1.

In CE, welches das Mail Null hat, sollen jetzt die ¢,(£) abgeiin-
dert werden, so dafd %) =1 in €7 sei. Dadurch wird weder die
Orthogonalitiit nock die Norinierung geslict und die Divergenz in

0,1 - errcieht. Es ist leicht aus - 0,1 . ein heliebiges - a,8 -
zit maehen; desgleirhen bietet ddie Vervollstiindigung von {.}
keine Sehwierigkeit. —

Es gibt beschritnkle ON {7,} und entsprechende {a.}, @ (1) mit

Nawu) <oo, 0T =0 (log #£) und durchweg divergentem

o

a,, e f). Doech ist es nicht bekannt, ob fiir beschriinkle ON die

Konvergenz von N ¢, log n bereits die Konvergenz f. ii. der Ortho-

Ho

gonalreihe sichert.

8§ 4. Unbedingte Konvergenz.

[535) verbirgt die Konvergenz einer Orthogonalreihe; der
Satz sagt aber nichts dariber aus, wie sich die Reihe nach einer
Umordnung der Glieder verhalten wird. Wann ist aber eine Reihe bei
jeder Anordnung konvergent, von einer Nullmenge abgesehen (die
mit der Anordnung variieren darf)?

Da geniigt eine ein wenig starkere Bedingung:

Es sei limw () = + ~, w(n) <7 wn-+ 1), und eine wachsende

I ¥oeo

Indexfolpe {n,}, sowie eine Konstante v' mit

o1
Vo <
S () < oo log flegr <% log m (k)

vorhanden; die Konvergenz von



[541] Unbedingte Konvergenz. 171

N aiw(n) log

L

hat die Konvergenz f.d4. der Reihe N a,z.(l) bei jeder Anordnung
w1
zur Folge.

Beweis: r.’ = g{8) sei die Fanktion, welehe die Umordnung

definiert, d. h. ag.[ o Fernlf) sel die neue Anordnung von (), £l sei
die Menge dcr Ildllll’llt hen s mit w25 -7 {w, - 0) Gy osel

/1), d. h. die ans den Zahlen
gty + 1), glre.+2), ..., gl
bestehende Menge; diese Zahlen sollen —unter Beibehaltung ihrer
Reihenfolge — mit
g8, gk}, oy & (R}

bezeichnet werden; £p = my — np 0 |B34] liefert fiic 1 - "n - “pe-ry

: m b s .
ag L) DAy mit / ydl Cwlogire. N el
e forg 1 F1

Nach Voraussetzung ist also

f{ By
ot . . . Ty
Wty 1) / SEy df - T nw (). 2 logt g . N o
@ g gl
"k
g ¥ diw(f) log®.
i Nk__‘ll

Fiir T :se=m=r, ist
i
w (g 1)_[ by dt Ty af,kw(rf,..) log® #y.

i

Summiert man beiderseits, so kommt
= w(nk ") / SHe) dt l = a,.'w(u) log?n,
was die Konvergenz f. (. von

(21) 3w (n )30
ko1

bewirkt. Sei t, ein Konvergenzpunkt der letzten Reihe, e > 0,



[542]

[543]

172 V.Kapitel. Konvergenz und Summierbarkeit.

i so, daB Y k) ' N so, daB fiic m = n>> N die Zahlen g(s)
(r < 8= m) zu den Gruppen G, mit £ .“'.-:aj gehdren; dann ist
a » ( /
| ;‘.'—_fnag{-") ?H(-‘}{tu)i R .—.r 0) ‘<l OkW(Hk 1) ._J W(H ) ““*b EPi—1,

wo p’, den v-ten Rest der Reihe (21) bezeichnet. Damit ist die
Konvergenz f. (. der unigeordneten Reihe begriindet worden.

Als Anwendung bekommen wir den Satz:

s
-

Ist XNoa,? "< oo filr ein positives €2, so ist die Reihe
18y 4

"ol

N aupdt) £l konvergent und zwar bei jeder Anordnung.
1

—

Man ordnet | a,|} in eine nichiwachsende Folge { @u } um,

deduziert aus Y auy ) oo 1im$ duw!? T=0, daraus duy<s ? ¢
s 1

& o

fiir grofle s, also

1+s Els S H

X ai (log $)? (log log s)
1
hier hat @ (n) = (log log #)'** die Eigenschaften der Voraugseizung
von [541} (z.B. mit ne=2%"), was den Beweis abschlieft.

Es mdge noch ein Satz Uber unbedingte Konvergenz ange-
geben werden:

Ist w (&) mit t gegen + o wachsend, X 1jw(n) < o und
oo
22y  Maiwliog logla.l)log?|ani "o, lima, =0,
L/ | L
so ist die Reifie X a,q4(t) f. @ (unbedingt) konvergent.
raal

(22) bleibt bei jeder Umordnung der Reihe bestehen. Wir kin-
non also voraussetzen, {,dxi} sei nichtwachsend. Auch die Annahme
Ya;, =1 schadet nicht der Allgemeinheit. G, sei die Gesamtheit

. B |

der a, mit l,fn“>'a,,,. "> ln41 und A(m) = w(loglog y'n) fir

m € Gy, Dann ist \ Nan Alm) log m<_~3, denn es gilt (22) und

m 1
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w(log |log| ax||) >» w(log log Vn) = A(m),
log?m < 4log? n <7 1610g?®  an |,

da in G, hichstens # Elemente vorkommen (Yas = 1), was
m14+ 24+ .+ < n? impliziert, Auf diese Weise gind die zu
[641] erforderlichen Bedlngungen realisiert: A(m) wichst gegen

+o, logylogs yme=4k gibt X 1/A (1) < o (wegen ¥ /@ (#) < o)
P

und log #yy, = 2log . Es ist daher die umgeordnete, also auch
die urspriingliche Reihe f. i, unbedingt konvergent,

8§ 5. Die Bedeutung der Lebesgue'schen Funktionen fir
die Konvergenz.

Die Ausfihrungen der 88 3 und 4 Uber Konvergenz betreffen
allgemeine ON. Will man schéarfere Ergebnisse erlangen, so mufd
man die Systeme spezialisieren. Eine Eigenschaft, welche mehr
oder weniger scharfe Konvergenzsétze zeitigt, ist die Gréf3enordnung
der Lebesgue'schen Funktion L.{t). Bevor Uber diese etwas voraus-
gesetzt wird, moge eine allgemeingiiltige Abschatzung vorge-
nommen werden:

Filr jedes ON ist L{t) = o (v n (log 0)' %) f.dl. fiir jedes &> 0.
Dies hat als Grund die Konvergenz der Reihe

i T 1
N dt = \
ot gy (Iog nyi+e [‘O"() 21 (log u)“rE

Es ist némlich dann (nach [124]) auch \Y wa(®)in (log m)' ' £

H_

konvergent, also auch (nach dem oft benutzten Kronecker'schen Satz)

(23) k.\: wilt) = o(nlog'tm) f 4
=1

[}
Die Schwarz’sche Ungleichung gibt aber Ly(f) < (b-—a)j Katt i) du
s
n
= (b—a) ¥ oi(f), was mit (23) zu [651] fiihrt.
k=1
Ist eln ON beschrankt, so ist sogar La(f) = O(}'#t), denn

L < (6—a) Z oMty < ANb—a) n

1551]

[557]
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gilt f.U., wegen lo (1)I<A f.0. (ri). Dies ist die beste Abschétzung,
weil das Rademacher'seche System genau diese Groflienordnung
liefert. [552] laRt eine Variante zu: man kann die Beschranktkeit
des ON durch die Bedingung L(t) = const. ersetzen. Dann ist namlich

B ]
Lity=, Vi ar - LT ke, 0y duat,
L a? !

&
also
bhop

Lyt --""‘/"/'K,?(t, w) dtdie = n.

Um zu anderen Konvergenzkriterien zu gelangen, brauchen
wir den

Hiltssata: F(i, v, 8 sel in den Variabeln §,n symmetrisch find
fitr jedes in - a, b - a, b - integrierbare ) (i, %) =1 Integrierbar in
cahooa by Mg 1) sel = min{i(€), 2 ()], Behauptung:

P AR bk
T EG o ) didy w2 dn [ FG ) | dd

Beweis. Das Quadeat - .a,& - a,&. - werde in zwei Mengen

M, M, zeriegl:

My = EfL ) <2 ()h, M, = E[R® > 1 ()
offenbar ist A(&, %) =23 in M, 2(5 %) = A(y) in M,. Demnach:

hoh

S PGa sy <] [IFG @) ] [IFE M) didy
S M

B S b ok
< JUF G @)+ FE 1) [t dy.

Im letzten Integral dart F($, 1, k(8)) darch F(y, &, 1(3)) erselzt werden;
tut man es und vertanscht & und v, so kommt

i " il | ] &

ST E@u € ) didn 2 fanf |FE )

a o ! a a

Ist wn) positiv und nichtabnehmend, L(t) < «w¥n) in einer
t-Menge E, f(t)e L2, s,(t) die Partialsumme der Entwicklung von
f(), so ist
salt) = O (e ()

Sfast itberall in E,
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h

Beweis: $,(f) = jf(u) Kt w) duy sed

Tu(f) = max Sid) o= ”m

HheIn W (k) w {p) p=p(tn)

{v{#)} ist nichtabnehmend; wir werden zeigen, dal} J, '——-_/.z*n(f-) dt
I

einem Grenzwert zustrebt, um hieraus — auf Grund von [124] —
die Existenz von lim vy(t) f. U. in E zu folgern.

b Ul
" [ f KAL) " K€ )
Jo= [ dt | fe={ dn f{u
r/ ‘n/ w(p) ‘ :,lf & }};/- w(p)

und, wegen [127],

dt,

h H
R d.fl du.
¥ Ti""(

b
SR / fiyde.

Der zweite Faktor rechts ist aber, wenn p(ty n) = q gesehrieben
wird,

Kt H) l(',(t ,H) | Kb ) K (L, 1)
2 d ! dt P de diedt dt |,
(4)/ ul/ / !/f/a/ o et
Die Orthogonalltat gibt

il

[ Kty Kyft, ) die = Koty 2) mit 7 = min (p, g).

i

Infolgedessen ist das Integral (24) hiochstens gleich

[[IRAEDT gy
Fary w( }
dieses Integral aber Gbertrifft nicht — nach [563) —
[ KAL)
w{(q)

2 { at, dt << 2. E.
;':' ¥

Damit ist der Beweis zu Ende. Ist Ly(t) beschrankt in E, so
ist s(t) f. 0. in E beschrankt, wie ersichtlich.
Ist wn) positiv und gf’gerz + ~ wachsend, Lt) -7 vw¥n) in [55B]

E und \ a,, wHn) < ~, S0 zst a,, 78} f U in E konvergent.
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Beweis. W#hlt man {n) gemi#fl £ <l wn) <k 1 fiir
k> w¥1) — 1, so wird {5,(f)} laut Annahme und {532] f.ii. kon-
vergent. Es bleibt also lim ($.(f) — s, ()} =0 f.4. in E flir ne<<s <ty

Ry
zit zeigen. Wird {c,} mit lime, =+ oo, 451 22 €2 > 0, und

A oo
a0

NYayw(n)e, < oo

nol

bestimmt und b, = a, w (1) e, gesetzt, so folgt nach [111]

d I 1 1
ne ”f___L brpdt = ¥ (‘_\_‘ )( e )
R - “r,w(z) e O T i)
1 ".ff l n
- _.’ )+ - A_.‘ {)
Cﬂ;,f 1 w(”k + 1) J ﬂ( cn-H 'HJ'(H + 1) J ﬂ

Nuach {554) ist ‘\‘ ”;(t) < a(t)w(:) i in £, ulso
j.

1 a(f)w (r{;.)
Sut) — su (D) <a(H)w (!FM 0 I en, w(f-’;:) a1 W+ V] o, w ()
afiw(ny 1 1 2z (£)
a(t) )k ce—e = — .
Gwey < OVETE [cnk Vi o Vh+ 2] T e,

wo das rechte Glied unabhiingig von # gegen Null strebt.

Bemerkung. Unter der Voraussetzung lim w, = + o mit

o gl
[554] ist nach [B55] w‘c(u)) f.{i. in E konvergeni; daraus folgt
. iI

(Satz von Kronecker)

Na, oty = o(w(n) f i in F,
L3

also eine schiirfere Variante von [h54] (die aber cohne limw,=+cc

M ovew

falsch wiire). Ein noeh einfacheres Raisonnement gibt den

L)

Satz Lty »in F und 3 a,< oo haben die Konvergenz

|
von M a,z.t) f.il. in E zur Folge.
Hol

Dann ist niimlich eine Folge {w(#)} mit den Eigenschaften
[555] bestimmbar und jener Satz anwendbar.

[355] ergibt fiir das trigonometrische System die Bedingung

;d:(ﬂz-l-bi) log & << e als hinreichend fiir die Konvergenz von
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Niay cos kt + by sin &) £ U, denn die Lebesgue’schen Konstanten
£
haben hier die GréBenordoung log 2, also ist }log (24 1) ein

passendes @ (7).

§ 6. Allgemeines Uber Konvergenz.

Wir betrachten in diesem § beliebige Systeme und untersu-

chen das Konvergenzverhalten der Entwicklungen von Funktionen
i

einer gegebenen Klasse. s.(f; 8) :_/.K,,(t, u) f{u)du ist eine lineare
1]

Operation im Raume X, der mit der betrachteten Funktionenklasse
identisch ist (z.B. X =L, X=L* u.s. w.). Setzt man sl f; ) =Fu )
und wendet [159] an, so sieht man, daB cinem jeden System ON {5}
und dem Raume X eine Menge T(C - a,& - entspricht, so dafi

1° limsup $.(f;8), <=~ f # in T fiir jodes fe X,

LT

20 limsup |$Afit)| = o~ foii. in CT fiir jedes fe X mit

Ausnahme eines (event. leeren) Telles von X von erster Kategorie,

T kann vom MalRe Null sein, wie es bei dem trigonometri-
schen System fir X—L der Fall ist. Es existiert namlich ein
Kolmogoroffsches Beispiel einer integrierbaren Funktion, deren
Fourierentwicklung Gberall unbeschréankt divergiert, so da 2°
Uberall in -.0,2= .- fir dieses besondere f¢ L gilt. In diesem Falle
lehrt [561], da3 die ,meisten" integrierbaren Funktionen die Eigen-
schaft des Kolmogoroffschen Beispiels teilen. Dagegen hat T
das Mald 1, wenn {¢.} das Haar'seche System ist und X = L.

T kann ein beliebiges MaR haben: wahlt man z.B. ein {s.},
welches in einer Halfte des Intervalls mit dem (auf diese Halfte
reduzierten) Haar'schen, in der zweiten mit dem (reduzierten)
trigonometrischen System identisch ist, so hat T, fir X—L, die
Halfte der Intervallange als MaR.

Ist X=L? so ist die Entwicklung einer beliebigen Funktion
aus L2 f.0. in T konvergent; dies folgt aus 1°, wenn man &hn-
lich wie beim Beweise von [556] verfahrt.

S. Kaczmarz und H, Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 12

[561]
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Ist {2a}) inbezug auf X abgeschlossen und T die t-Menge des
Satzes [BGL), se ist die Entwickiung einer jeden Funktion f(f)e X
nach {cq} fdi. in T gegen f(t) konvergent,

Beweis: Nach {561} haben die linearen Operationen s,(f;{)
die dort mit 1" bezeichnete Higenschaft, es sind also die Voraus-
setzungen des Lemmas [ 158] erfiillt, wenn man die Bedingung o >0
fallen liBt; die damaligen 7y, x(1), #{.2) heillen jetzt T, f(H), s.{.-).
Wir brauchen hier nicht die Bebauptung des Lemmas, sondern
den Gedankengang des Beweises. Darnach gibt es eine Zahlen-
fulge {m,}, eine Folge {K,} von Kugeln in X und eine Folge von
t-Mengen RWI(f), so dal fiir fe K, ¢ € RWV(f)

salfi ), - D my

fiir alle 7 gilt; es ist RPN )T und | 7— RW(f) . -6y mit lim 5,=0,
poyou
Ist p, der Radius von K, foe X. I'f,! - pufpm, und z, der Mittel-

punkt von K, so liegt 2z, pmf, = y» in K, also ist
!S;J(pmpfn; t)! - !Su(zp; t) + my, 2-’";—-

und |s.{fo; £)] -7 %/p fite £ € RUN 2z} . R'P(y,) - R¥. Nach Voraus-
setzung gibt es Linearformen L{#) in den ¢, mit lim; f— 4 =0,
wenn [ gegeben ist; wihit man f(p) so, dafl : f— ;| -7 pufpm, sei,
8o ist

PSAF8) — sl ) - 2/p
fiér £ € R und alle #, also—fiir grofle n—
sul f3 £y — b)) << 2p

fiir #¢ R, Die Folge {L{)} enibiilt eine I.id. in a,6 - gegen
F(f) konvergente Teilfolge {{(#)}; betrachtet man diese anstatt {4}
und bezeichnet lim sup R mit R, so ist 1 7'— £~ =0 und die

F)

letzte Ungleichung liefert in R, d.h. f.il. in 7, lim s.(f; ) = f(£).

M- pna
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Zufallsartige Vorzeichen. Ist {r.(f}} das Radema-
cher’sche System [225] und betrachtet man in

(25) ~ analty i)
die a,7.(f) als Koeffizienten, so ist (25) Ilalh |452] ftir fast alle u

des Intervalls - 0,1 . konvergent. ‘-«Dbdld v cz,,r,o,, (£) konvergiert.

Dies ist aber fiir fast alle £ in - 4,6 der Fall, wenn L as <~

o

denn es ist
> [ a pat) dt - L‘a;

und daher [124] anwendbar. Set £ die im Rechteck 0 -7 n .71,
a <{t-7 b gelegene ebene Menge der (£, u)-Punkte, die durch die
Konvergenz von (25) erkliirt ist. Wendet man auf die charakteristi-
sche Funktion F(#,{) von E den Fubini’schen Satz an, so kommt

/dtj/ F(u, t) ciu} /du '/ Fu, r)dr}

Nun ist aber links F(u, t)—-l fur fast ale u und dies
for fast ale t richtig, dso ist b—a der Wert des Doppelintegrals.
Da F(ut) nur die Werte 0,1 annimmt, so mul3 F(ut) fir fast
adle t Eins sein und zwar bei fast allen u, sonst sténde rechts
weniger als b — a. Damit ist gezeigt, daf} die Reihe (25) bei fast
allen u die Eigenschaft hat f.U. in a<t<b zu konvergieren.

Erinnern wir uns jetzt an die probabilistische Deutung der
{rn(t)} in [4551, so konnen wir sagen:

Fiir eitt ON {7.} umi V a,. Z oo ist die Reihe [563]
(26) N ay gl

o
mit der Wahrscheinlichkeit 1 f. u in  a b  konvergent, wenn die
Vorzeichen + zufallsartig und gleichwahrscheinlich bestimmt werden.

Ein Gegenstick dazu ist der

Satz [Ist {p,} ON und lim int /.';:",(t) dt >0 filr alle positiven [5641
A xeff

HCa b ., soist im Falle N a,=oco die Reike (26) mit der Wahr-
a -l
scheinlichkeit 1 f.4. in - a,b . divergent.
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Beweis: Wire | /7] 0 und Y ah9if) < oo in H, so wiire
n—1
nach [123]

N [edtic,  TH>0,
Hol H*

fiir ein gewisses //*(C H. Daraus lilt die Voraussetzung anf

e oo

PR ., . \ L ue
Mai-loo schlieen. Es ist also in unserem Falle  a; Ta(f) = £,
1

" o

in - a,b . Wendet man jetzt {453] an und erklirt £ als die (ebene)
Divergenzmenge von (25}, so kann man fast wortlich den mit
der Definition von £ beginnenden zweiten Teil des Beweises von
[563] wiederholen.

Divergenz. Hier ist der zweite Teil von [561] wichtig, der die
Existenz von f. U. in CT divergenten Entwicklungen sichert. Auch das
Prinzip der Kondensation der Singularitéten bringt neue Ergebnisse:

fst {2,} eln ON und {{,} eine Prnkifoige ({,e- a,b.), so
dali jedem t, ein fA&) e R mif einer fiir t=1{, divergenten Fuit-
wicklung emtspricht, so gibt es cin f(t) e R, dessen Entwicklung in
allen t, divergiert.

Definiert man némlich Fo,(f) = s,(f:£,) fir fe R und wendet
[157] bzw. [156] an, je nachdem, ob fy(t) fir t=t, bloR Divergenz oder
unbeschrankte Divergenz der Entwicklung aufweist, so erhdlt man
(565], sogar mit einer Spezialisierung des Divergenzcharakters in
der Behauptung. [157] liefert auch den

Satz: Gibt es eine Intervallfolge | o, B, -} und eine zugeho-
rige Funktionenfolge | folt)y (fo € L), so daf} fir alle p
Ep
(27) tim sup | sufpid)|df = oo

“p

gilt, so kann man in (27) fA6) durch eine gecignete p-freie Funktion
FH e L ersetfzen,
ip
Man braucht bloB F,,(f) in [157] als jsq(f; #)dt zu definie-
s

ren. [H66] ldfBt sich insbesondere auf Fourierreihen anwenden; man
erreicht sogar siimtliche o, - in (27).
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Das Prinzip der Verdichtung der Singularitaten fiuhrt blo
zu abzéhlbaren Divergenzmengen. in gewissen Fallen kann die
Machtigkeit des Kontinuums nachgewiesen werden:

Gibt es zu jedem €, ¢ a, b - elne stetige Funktion, deren Ent-
wickiung in t, divergiert, so gibt es eine stelige Funktion, deren
Entwickiung eine Divergenzmenge wvon der zweiten Kategorie, also
von der Mdachiigheit des Konlinunms besitzt,

Beweis: Nach [121] sind alle g.f) gleichzeitig in einer
positiven, perfekten Menpge [} stetig. Sei A die Menge der
f e D, zn welchen es stetige Funktionen mit lim sup |s.(f)i = ~

gibt. Ist 4 in D iiberalldicht, so kinnen wir, nach [563), eine
stetige Funktion mit lim sup |s.(fi£), = in Z finden, wobei

Z(_A und iberalldicht in D ist. Dieselbe Beziehung giit aber auch
in einer Menge Z* ) Z, die von der zweiten Kategorie ist, aiso
die Michtigkeit ¢ hat.

Es sei nimiich Fupm = E|'su(f; &) «C m) X D, Fp = || Fn; die
Al

Fun sind abgeschlossen, denn die ¢.(f) sind auf D stetig, also

o

ist F, abgeschlossen. > F, ist von der ersten Kategerie in D,
' m 1

sonst wire ein Fr von der zweilen, also in - 2,53 .- ¥ [ iiberall-
dicht (-, 8 .- 4,8 -} und damit {weil abgeschlossen) mit dem
Teil - 2,3 - X £) des (perfekten) D identisch; in diesem Teil wiire
|80 f; 8| =7 m fiir alle #, was der Eigenschaft von Z, iiberalldicht

in f) zu sein, widerspricht. N F ist also von der ersten, daher
w1

e

die komplementiire Menge Z* = D — M F,, von der zweiten Kate-

m o1

gorie; in Z* gilt aber offenbar lim sup | $.(f; £) | = ~.
H oy

Ist aber 4 nicht idberatldicht in [}, so pgibt es einen Teil
-8 - X D von D, in welchem die Partizlsummen der Entwick-
lungen aller stetigen Funklionen beschriinkte Folgen bilden. Es sei
{g.(t)y im Raume C {der stetigen Funktionen) iiberalldicht. Wiire
fir ein jedes gu.(f) die Divergenzmenge von der ersten Ka-
tegorie in D, so gibe es ein £, € - &, & - X 2 als Konvergenzpunkt
fiir alle gu{f). ¢, wiire aber ein Konvergenzpunkt fiir simtliche
stetigen Funktiionen, gegen die Voraussetzung. Denn die Partial-

[567]
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summen s5.{f; £,) (f € C) sind beschriinkt, also [151] mit Fo( f)=5.(f; ;)
anwendbar und i5,(f;¢) ] <0 MU £ Daraus folgt

LSl [0 — Sulgm o) I MUES - gl e

fir entsprechende k, was den Konvergenzcharakter von ty fir
f(t) beweist. Es gibt aso ein gy(t) mit einer Divergenzmenge
zweiter Kategorie in D.

§ 7. Allgemeine Suinmationsmethoden.

Es gibt fast Giberall divergente Entwicklungen, wie wir in [537]
gesehen haben; diese Tatsache &Rt die Heranziehung linearer Sum-
mationsmethoden als erwinscht erscheinen. Se sind oft leistungs-
fahig und nur im Falle einer gegen +~ oder —~ divergenten Reihe
von vornherein wirkungslos, doch kann die letzte Erscheinung fir
Funktionen aus L? nur in Nullmengen auftreten, da s,(t) gegen
die entwickelte Funktion f(t) stark, also auch asymptotisch kon-
vergiert (vgl. [162]). Die Existenz einer Summationsmethode, die
allen Entwicklungen aus L? gerecht wére, ist demnach nicht ohne
weiteres abzuweisen. Wir werden aber zeigen, da3 eine solche
Behauptung unzutreffend waére.

Die Mehrzahl der bisherigen Sétze dieses Kapitels gilt auch
flr Summationsmethoden; die Beweise bleiben oft fast unveran-
dert, wir werden aso blol} die Sdtze angeben. So nimmt [515]
jetzt die Gestalt an: Einem jeden ON {o,}, welches beschrénkt oder
inbezug auf L? vollstandig ist, entspricht eine Folge {b,} mit
lim b, = 0 und mit

B i

Him sup | s,(f) = ~
J-d. (brw. in ciner positiven Menge), wobel o,(f) das Resultat
der Substitution won {s/(f)} in die n-te Zeile der zeilenfiniten, line-
aren Sammationsmethode T bedeuiet.

Es mdge hinzugefiigt werden, da#l {{ &, } von T nicht abhiingt. Ist

iy P

G,,(z) == ﬁ"\_-:] Qpx Si‘(t}, Tn(t- H) :k‘l’: nk Kk(t, u)!

so kann man schreiben:
f

an(t) = / Talt, u) f(u) da.

a

Dann gilt, analog zu [522]:
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b

lim sup / Db t) | i = oo [5721

7} ok
impliziert die Fxistenz einer stetigen Fuuktion [(£) mit
lim sup a.(f; 1,) = + ~.

H rows

Fiir jede Summalionsmethode 7 gilt das Analogon zu [528]
and fiic zeilenfinite 7 das Analogon zu |525. Ferner
Damit die Entwicklung einer jeden stetigen Funkiion nach dem [573)
ON Az, gleichmafiig gegen diese Funktion T-summierbar sei, ist
die Abgeschlossenheit von {z,} inbezig auf C wnd die Ungleichung
&

[T, ey due -

o
(mit n- und t-fretem ) notwendig und hinreichend.

Fiir die faummlerb(lrke]t f. (0. gilt eine Hrweiterung von [533):

Ist \ a,, e tnd a,‘ 9a(8) f.od. T-sumniierbar, so ist {s.{t)} [574]

fiir gef’rgmfe vy konvergm!

Beweim {3,(f) = v {;";, L6y ist £ . konvergent (mit &, be-
J\

zeichnen wir dic Elemente von Ty Bs mnd ferner die drei Bedingungen

1°2° 3% aus [119] erfillt. [st J, = _/ [84(8) ~- 0.()F dt, 50 geniigt es

{n:} so zu bestimmen, daB ' J,, konvergent sei. Es ist aber

it

L

Sty — an(t) -= Y ﬂ’;, a‘(‘t)“ — byp - bﬂ.kil — I

_ N ~a o) [Bug 4 Burpr 4.0,

& h’
s : .
also, wenn man l b.; mit B. . bezeichnet,
i—k

jn—‘-\“ak(l‘“ uk) + \ aank

HH
Wird Eb,.J Sa.x gesetzt und die Differenz 1 — Syx — B
mit Ry bevelchnet so ist lim Bx = 0 nach [119] 1° Jetzt soll {n;}

-
rekurrent erklirt werden:
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o) es sel |Ry| <1,

By Hie LTny (my=0) sel Sh 40 <<V (j119] 2%,
Y OHir > osei (11— Su gl S 1i—1) ([119] 1%).
Dann ist
(28) ¥ X Iy = [y “ap(s,, kR + N alBs !
o Faarll P bt i

e

= 2 Al ut Ry Y+ Syt Ry o X @l Bt Bt Bl
wo rij und n; von k abhéngen und wo j und | durch
oy Lk, e <Dl ny g

gegeben sind. Von den zwei Summen rechts in (28) ist die erste,
nach [119| 3° und R), nicht gréRer als
4 4
(MA1) 4 T +.. | " const. ,_, a,
GA1e " G+ ey =

die zweite, nach a) und 7), nicht gréRer als

a:.

~ T S 4 . o
> a M=y t. Vai,
£ m‘(12 ety e ) NS =

also .l.fn-'*xm-
=1

Wenn eine Reifie v La ou(t) mit \ @ < oo bei allen Anordnun-
z. H—= l

gen sich als fui. T Mzmmmrbar erweist, so st sie f.i. konvergent.
Beweis: Es werde {pi} mit __J ,ap |« ~ gewiihit; die Reihe

.'\": ap 5o (8} ist nach [542] . konvergent. Nach [674] ist {s.(£)}

f.{i. konvergeni. Jetzt ordnen wir die Reihe ¥ a, =Af) so um, daf}
.ol

die Stellen n; sukzessive mit den Gliedern dieser Reihe besetzt
werden; die Glieder <a,,%,{f) werden zunéchst weggelassen und
kommen dann sukzessive auf die unbesetzten Stellen. Es ist klar,
dal3 die Partialsummen der neuen Reihe mit den Indizes n; f. G.
konvergieren. Bezeichnet man sie mit s, (¢, und mit s;(#) die
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Partialsummen der Reihe, die aus der letzten durch Nullsetzung der
Glieder mit den Indlzes n; entsteht, so ist die Folge{}s.(f)} auch f. G.

konvergent, denn _\ ap;5p{£) ist 1. 1. konvergent, Dies hat die Kon-

vergenz f.il. von {:.,,J. ) — su{f}} zur Folge; d.h,, die urspriingiiche
Reibe konvergiert f. 0. nach Nullsetzung der Glieder mit den
Indizes p; also ist die urspriingliche Reihe (4} sclbst f.ii. kou-
vergent.

Der Satz [575] laRt sich kurz so fassen: eine/:u. unbedingt
summierbare Orthogonalreihe ist f. u. unbedingt konvergent. Es
folgt daraus, da® nicht jede Orthogonalmenge eine wirksame
Summationsmethode besitzt; hétte namlich die Orthogonalmenge,
welcher das Beispiel [5371 enthommen war, eine f. 0. wirkende
Summationsmethode, so wére die Reihe dieses Beispiels f. (. un-
bedingt summierbar, also f. 0. konvergent, was sie nicht ist. Um-
soweniger gibt es eine universelle Summationsmethode. Es gibt
nicht einmal eine Methode, die eine, bis auf eine Nullmenge feste,
positive Konvergenzmenge liefert. Man kann sogar zu jeder Sum-
mationsmethode eine Orthogonal entwicklung finden, die nach dieser
Methode Uberall divergiert. Dagegen existiert fir jede Folge {an}

A F . i . . T
mit Y a; <2~ eine vom ON unabhiingipe, wirksamme 7-Methode.

nol

Auf Grund von [532] gibt es dann nilmlich eine Folge {#;} so,
dafj {s,,j(t)} f.U. konvergiert. Das ist eben die gesuchte Methode:
T ist dureh &, gegeben, wo bjn;=1, alle anderen b;x Null sind,

Wenn wir uns mit starker Konvergenz begniligen, so ist jede Me-
thode gut. Wir hatten néamlich

]

jn = /(sn(t) - sn(f)) d{ = \11'2,((‘ - E’HL) "I" \‘ a.f. )'3;; s
. n{-l

also, nach den Toeplitz'schen Bedingungen,

n g
o 7 N ai(Sap+ R+ Y aiM
L | LS

Hier ist offenbar Null die Grenze der zweiten Summe; die erste

Ht fl
werde in Y und 2} zerlegt (1 <Zm-Tn) und zuerst m so pe-
L. ES| L T

[576]
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wiihlt, daB > 2% <le, dann aber 2 (> m) so, daBl ! Sy x4 Ra|<e fite

h=m |l
k==1,2,...,m sei; J; hat demnach Null als Grenze, also konvergiert
{s,(0)} stork.

Die allgemeinen Ausfihrungen des & 6 Uber Konvergenz
lassen sich sinngem&@R auf die Toeplitz'schen Methoden Ubertragen.
So ist z. B. ein Analogon zu [564] richtig, welches zu zeigen erlaubt,
da ,fast alle" Reihen der Gestalt

NV {a, cos uf + by, sin #t)

[/

. 4 . . + . “" " k4 . -
keine Faurierreiben inbezug auf £ sind, wenn Mt 4+ b)) divergiert,

P |

denn sie sind mit der Wahrscheinlichkeit 1 f.0. (C,I)-nichtsummierbar.
Das Prinzip der Kondensation der Singularitdten liefert aber einen
neuen Satz

Gibt es zit jeder Methode T, (p = 1,2, ..) cine Funktion fi(t)
im Raume R, die fiir t = t, eine nicht T,sammicrbare Enfwicklung
licfert, so gibt es eine pefreiv Funktion in R, deren Entwickiung im
Punkte L, allen T, widersteif.

§ 8. Cesaro'sche Mittelwerte.

Will man in der Ubertragung der Konvergenzsitze auf Sum-
mationsmethoden weiter vordringen, so mul? man die letzteren
spezialisieren. Wir beschranken uns hier auf Cesdro'sche Mittel-
werte, obwohl die Analogien auch andere Methoden, wie z.B. die
Riesz'schen typischen Mittel, umfassen.

Aus [117] folgt fir ag = 0

r+n
.

15")(” - 1 A A:; .ka.f."PA‘U) mit A:: -_—'(

A; l.-‘_l
wa a7() das Cesaro’sche Mittel 7-ter Ordnung (r == —1, —2, —3,..)
vom Index »n fiir die Reihe (4} bedeutet. Es werde

"
VN6 — 5 ey
1

Bty =
© n41k

[581] geselzt. Dann ist lim &,{¢) = 0 fiir r > 1f2 fast iiberall.

H—ma
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Beweis:
I R
Or]"“o,(i;r oL A 12 . _‘(;h‘. J..(I —;‘11- :H] a; 5L}
|
= v r_]_,l(—-J’,-'rAk )ﬂ', (),
i g 7
aso ] 1 .
[ — o~ ypdt = - N el b
h ."2(51;,)'-'}' l
und N
: tos
Fu(l) di = N A Y
] 70 (‘—*“+1)f WAL S .J' o
1 Y VIS
= ,lj‘ﬂf y f_,’)-
?"(2”‘!‘1)! L L A
Es ist aber A, ~ . " » also Ubertrifft die innere Summe nicht
I'ir+1)
VAR \Zi n I \( C Y g, AT
T\ AL T (Al k0 kY
was wiederum {r .- 1/2) hdchstens
Yo upm % 3
ki \1 AAr 2 _{_ .I L b..
(.4) !. 5] _f j
betragen kann. So kommt
.‘{ uh . .’r . 1 m
[ade S Njal, X[ dtcw S ) Nja < N
a " " J' l
Es folgt lim &,(£) =0 f & fie 2"<"2< 2000 Qst 0720 "y,

also ist lim 6x(¢) =0 f. 4., w.z. b.w,
Daraus der Schlulfi:

Ist eine Orthogonalreihe mit Nai<<~ in E gegen s(t) |582]

a1
(C,r)y-summierbar, r - 1/2, so gilt f.4. in F

; r Voo (r e . r g
(29) 1|m sty~ai" (H) -|‘!S(4f)_—’iz.'I @) + ...+ s{fr—a, '(ﬂ)-;:____o
und
(30) lim s@)—ol Y 24 ls) =l 4L+ sty —of "(r)=

LIS n
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Es gentigt (30) zu begriinden, denn die Schwarz'sche Ungleichung
liefert dann (29). Nun ist aber

A ls @ — ol 0P = MG — aP0)+ ) — sepp

212X 0 BT — 08 + 2 X100 - s 0
i

und die vorletzte Summe ist o(n) nach [581], die letzte, nach der
Voraussetzung, ebenfalls o(n) f. .

Der Hilfsatz [581] fuhrt auch zu der Erkenntnis, dai? in L? alle
(C,r) (r>0) untereinander und mit dem Poisson-Abel'sehen Verfahren
[118] gleichwertig sind. Zunachst werde die Konvergenz f. 0. von

(31) N Gnlt) — 0 O

gezeigt (3, bedeutet (1 4+ /n)ot"). Es geniigt
. 1

X [ult) — o st dt < oo

H a

zu beweisen. Es ist (7 7> 1} in der Tal

bnl

/‘(Un(t) . Gn—l(t))x if — I l [ % {f;‘,{t) (k - 1}( 1_1 1) —l— 1 an ".on(t)l"{tt
a f "

n'—-l Y 4
(a‘- (k - 1) an’

T w1y
. e - 1 S a
ff;?/ Out) eyt LS ai+ "
3o tw, o
~ n"] (Ga(t) — auilt))dE - '”\Z(H_ by ;\. +\ -

Die letzte Reihe ist konvergent; die wvorleizte ist gleich

42

\o;k.?az Ty o1 <3 N ot Jetzt ziehen wir den Satz
K ”(kﬂ iy T S ‘

Uber Zahlenreihen heran, nach welchem die Poisson'sche Limitier-
barkeit einer Folge das Gleiche fur die Folge der ersten Mittelwerte
(C,) impliziert. Ist also eine Orthogonalreihe aus L? in E nach
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o

Poisson summierbar, so ist in E die Reihe N (1,(f) —o,.(£)} nach
Bl

demselben Verfahren summierbar. Dies aber in Verbindung mit der
Konvergenz von (31) ergibt (nach einem reihentheoretischen Satz) die

Konvergenz von N (1.(2) — 54— (8)); diese Reibe ist also £, ii. in I kon-
L |

vergent, daher ist die Orthogonalreihe f. (. in E (C,l)-summierbar. Da
die Umkehrung seit Frobenius bekannt ist, so ist die Gleichwertigkeit
des Poisson'schen und des (C,I)-Verfahrens erwiesen und zu |583|
fehlt bloR der

Satz fst eine Orthogonalreihe ans LP in E nach Poisson sum-
mierbar und o 2> 0, so st sie fi in E (C2)-semmierbar,

Beweis: Wir beginnen mit der Feststellung, dali

lim & N 0 (r > — 1/2) fiir £ 0
o

uoseo MR

lim a7 F) =0 zur Folge hat. in der Tat, setzt man af®) .. #9747 g0

H yima
[ L
i Vabeh o N 4 Nade L WYL AT oA Tate g e
ist g0 .Fe == LA, = = A A, 3P eine Konsequenz der

Ecklirung [117] und demnach

/ " ) . " . . _.f" H ¢ ). / "
i) o Ve N AT A Rraye, cu SN o0l AT AR o4 Ly
!tf,rr E |_-\_\1 k‘-_ll(()k }l__,l AkAn A ) ..\A/.-‘ k‘_.l (Uk ) I-’ k":"]Ak A" .k"

= f] L (Gf))?']/ﬂf;h LT O(H’ 1) ) O(R”i) _ O(Rr'l a‘.é),
k1

wie behauptet wurde.
Unter der Voraussetzung [584] ist aber die Reihein E (C, |)-sum-

mierbar, also gilt [582] mit #=1 in (30), d. k. lim 1;,;(_-\,‘ W= ()20
[ TN 1

£.i. in £. Hier kiinnen wir aber 'si”)(t)——s(!) als die Partialsum-
men der Reihe [a, 9,(f) — s{E)]) 4+ a,7,(¢8) + ... deuten und die An-
fangsbemerkung dieses Beweises mit r == 0 benutzen. Sie ergibt
f.i1. in £

lim {8 9 () - s} =0

B ose

und erlaubt [582] nochmals, jetzt mit # = ¥/2 - ¢, anzuwenden, mit
dem Ergebnis :

|584]
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lim L ML ) — s(@) ~ 05

2oy AL
die erwiihnte Bemerkung lit daraus auf lim (ﬂf;"](t)— sy =0 fi.

in £ schlieen, womit [584] und [583] end:;ﬁftig bewiesen sind. Hier-
bei wurde das Resultat von O, Hblder, dal3 die Poisson’sche Methode
stiirker als jedes (C, r) (r >~ ) ist, als bekannt vorausgesetzt.

Die Untersuchungen iliber die Summierbarkeit der Orthogo-
nalreihen mit Cesiro’schen Mitteln kbnnen nunmehr auf (C,1) be-
schrinkt werden, Iier kann ein einfaches Kriterium angege-
ben werden:

Soll eine Orthogonalreihe aus L2 f.ii. (C,1)-summierbar sein, so
mufi die Folge {s,s()} f. 0. konvergieren, und diese Bedingung ist auch
hinreichend,

Beweis: Nur die Hinlinglichkeit ist neu, denn die Notwen-
digkeit der Bedingung bildet den Inhalt von [533].

Setzen wir also {s,«(f)} als £ . konvergent voraus, Der
Schlulisatz des lieweises von |533] (welcher die damalige Voraus-
setzung nicht benutzt) liefert jetzt die Konvergenz von {5,(f}} f. il
Betrachten wir su(f) — 5,0(f) flic 2* < 2715 es ist
|

(ai; () — ad)),

Joe
o(t) — opfty = X

ioun

also
PR an 41 U

(1, (8) - o)) 7 N i, (6 o)y, X 1fi 7872 XN IG5, ()~ )Y
Poat Pt P

Nun war aber die Reihe (831) f U. konvergent, also konvergiert
der letztgeschriebene Ausdruck f. 0. gegen U und damit ist {3.(¢)}
als f.ii. konvergent erkannt.

Die Konvergenz der Reihe N ai (loglog n)* hat fiir die entspre-
chende Orthogonalreifie die (C1)-Summierbarkeit f.ii. zur Folge.

Nach |585] geniigt es die Konvergenz f.i. von {s;x(f)} zu
beweisen. Vorausselzungsgemiil ist

M@y, + o @) (log ) < o,

no |l
da die Annahme von 2 als Logarithmmenbasis nichts iindert. Hier
ist also die VFolgerung 2° aus {5635] mi{ #; = 2* anwendbar und
liefert die Konvergenz f.{. von {s;«(£)}.
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Das erreichte Resultat ist, in demselben Sinnewie be|dergewohn-

lichen Konvergenz, endgiiltig. Ist namlich 0 v(n) = o[(log log n)?,
lim v{n) =+ ~, () nichtabnelmend und \ b,, w{n) -~ so gibf es

eine Orthogonalreihe

(32) v bn walt)

ﬂ'
die in heinem Pankte von 0.1 - (C\\)-summicrbar ist,

Sei N a.s.f) die im Gegenbeispiel |537] auftretende Reihe,

ro|

mit w{n) =v{2"}). Diese Rulu, hat, wie wir damals posehen haben,
die Eigenschaften: a) = s apwin) - ~, 3) os gibt eine Folge {m}

mit g <Zap k=0, 1,2,...), so daB fir jedes £ aus 0,1 - ein
m (£} mit

e 1 .

Ny f,(.f) e m{t) o M

W

bestimmbar ist, wenn k vorgegeben wird; dabei ist z. von k und t
unabhangig. Von w(n) wurde damals w(n) = o(log? n) verlangt,
was durch unsere Annahme w(n)--v(2") erfullt ist. Setzt man nun

bl = )y b= @ Hir meycm g —1,

und definiert die anderen §(f) als (sukzessive) gleich den noch freien
7., Und die anderen & als Null, so wird NMpie(n) o~ als Konsequenz
L

von e} und die Folge {s,({}} fir (32) durchweg divergeni; das
Kriterium [583] impliziert jelzt die Behauptung [587].

Die Kriterien fur unbedingte Konvergenz lassen sich insofern
nicht Obertragen, as die unbedingte Summierbarkeit mit der unbe-
dingten Konvergenz &quivalent ist ([575]), es kdme also nichts Neues
heraus. Dagegen hat das letzte Divergenzbeispiel ein Analogon,
indem zu jeder Summationsmethode eine nirgends summierbare
Orthogonalreihe vorhanden ist. Hier ist die Folge {s.(t)} zu be
trachten, die fir eine T-Methode laut [574) dieselbe Holle spielt,
wie {sn(\ fir (C,1).

[587]



(591

[592]

192 V. Kapitel. Konvergenz und Summierbarkeit.

8 9. Lebesgue'sche Funktionen und Summierbarkeit,

Far die (C,I)-Summierbarkeit sind gewisse zu den in [521]
untersuchten Funktionen analog definierte Ausdriicke von Belang.
Schreibt man

ﬂ I

Kt uy = Xt fa{n)( k_l)‘ LW = [ Kty du,
& n i

il
so ist a,(t) = / F) KO, wydee der ersle Mittelwert vom Index #

fiir die Ent\\f‘icklung von f(£) nach {748}, Analog zu [B54] ist
Wm o () (n) fOi. in F wvorhanden, wenn w () > O wicht  abnimmi
?{:Tr} wenn LYNEY - wwin) (mit - und w-freiem +) in E gilt.
Der Heweis ist eine Modifikation des Beweises von [554]:
f(my K}.”(f ")
w(p)

Jo wird als / ¥ / du  defintert, was unmittelbar zu

kE—1 k—1
— dat df
//w(p)w(q)_,fmma)( , )(1 ] ) 1

fuhrt. Die Summe rechts wird zweimal der Abel'schen Umfor-
mung [111] unterworfen; es kommt

d 1. Zk 1 + 1 2}"*‘1
X Kt t < RKEE, ¢ 1{“’( - )
A )(p ¢7 ) SRR ) K =

also

()

Nk KO )+ K, fh}

ey
=

L w{;)l} i
N .P
4A-j a 11 kw{k)+w(p)| < BA% E.,
& wHp) P‘* !
und weiter verlauft der Beweis, wie friher.
Obiges bildet die Grundlage fur den

Satz: Jsf lim w(n) = + ~, LYNE) < w(n), w(n) nichtabnekmend

H Foaz
]

und N ahwi(nY<i~, so ist (B) f. 4. (C\)-summierbar.
FL|

Wie aus {532] ersichilich, ist {s,(#)} f. 4. konvergent, wenn

k-] w(m) <<k 4+ 1. Betrachten wir die Differenz
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, : . -1, & i1
83) oty —sa®) = Taioit)' ™+ X a,?,.(f,ll_ '
il P LTS P

wo iy p<<tap1. Die zweite Bumme ist nach [111} gleich

(34) Lo a:'a(t)W(Ha}(l_le)
W(He)i-mptr P

1 1 & - 1
== s Y sty sa z)(1--- "-)+s,r .ol,
W) | Fingh @ d P #(6)
wo {si(f)} die Folge der Partialsummen der Reihe Y w{(n)a;3.{¢)

F
mit #; <7<y bezeichnet. Die Konvergenz von {s,(f)} hat
lim q:s',,k(t);‘w (n4) == 0 zur Folge. Wegen (34) und
A ¥oo

p ¥ 1':.?3(:) = () - g g (E) . 1p
botrge

ist die zweite Summe (33) dem Betrage nach hdchstens gleich
3,00 w (ny) + 30, ()@ (1) + Sa fd )00 (100),
was, nach dem eben Gesagten, gegen Null strebt.
Die erste Summe (33), ebenfalls nach [111] umgeformt, liefert

(35) | S o = en (! 1 )

f# e (1) B Wl )
1

il 5 () — o, (¢ .

s —on) ml
Die Annahme ¢ “w(m), wln 1) -7 ) ip2 zeigt, dald (35) hichslens
7 k f “'u-“) — "n.”)!

Nusalt) -aa () i 4" g
i & (8. + w(4y)

betrigt. Auf diese Weise erhallen wiv fiie w2ty

Wt 2
(1) ) ()

. %ot : o
7{*(‘)_5"»,‘.(‘)_ ("ri,:‘.(t)‘}'-sn,;“))‘i‘m _;\.:L i Sﬂl(”"' 7#:,”) AN
hier strebt, wie gesagt, s,(f} @ (#:) gegen Null; es geniigt also zu
zeigen, daB die p-freie rechte Seite gegen Null konvergiert,
um die Konvergenz von {s(t)} darzutun. Fir die zwei ersten
Glieder ist dies bereits bekannt; die Ungleichung

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 13
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[

J i sy —ange)idt i 1/ 57: aj )
k)

beweist die Konvergenz von ) | Sa{t) — axft)] i~ also strebt, nach
il
dem Kronecker'schen Salze, auch das letzte Glied gegen Null.
Fiir L6 = O(1) liefert eine jede Funktion aus L? eine f.ii.

{C,1)- (also auch (C.=)-) summierbare Entwicklung (¢> 0). Den
Beweis dafiir erbringt man nach bereits geniigend erlinlerter Art.

Analoge Siitze gelten auch fiie LY(f) = O (n)) oder = O(1),
WO LE,”(!} die Lebesgue’schen Fanktionen fiir die (C,r)-Methode
bezeichnen {(r = 2,3, ...).



VI. KAPITEL.

Orthogonalreihen in anderen Raumen.

Im I1}ten Kapitel haben wir die Orthogonal entwicklungen von
Funktionen aus L? besprochen; jetzt wollen wir andere Raume
untersuchen, insbesondere die Raume L? (p 1), M und C (vgl. die
Definitionen in |, §3). Die Buchstaben Q, R, u.s. w. sollen hier
stets einen dieser Raume bezeichnen. Viele Sdtze dieses Kapitels
gelten auch fur die Réaume L, des 5.ten Beispiels S. 16 (I, §3),

doch gehen wir darauf nicht nadher ein. Damit die Koeffizienten
h

. =/f(t} () dt existicren, mufll von dem ON {7,} vorausgesetzt
13

werden, dal} seine Funklionen 5, zu dem konjugicrten Raum gehiiren;
za Lf (p > 1) ist L7 (Yp+1/p=1), zu L aber M konjugiert. Gehort
fzu M, C oder L” mit p> 2, so geniigl es g, eL* vorauszuselzen;
letztere Annahme wird stets stillschweigend gemacht, sobald von
einem ON die Rede ist.

§ 1. Vollstandigkeit.

Wir wissen bereits ([315]), da das aus einem inbezug auf
R vollstandigen System {f,} erhaltene Orthogonalsystem auch
selbst inbezug auf R vollstandig ist.

Ist die Menge {f} wvollstédndig inbezug auf R, so enthdlt sie
eine ab zahlbare Teilmenge, die ebenfalls inbezug auf R vollstandig ist.

Der Beweis von [347] ist nicht mehr gentgend, denn im Falle
R= L gehoren die {f} zu M und dieser Raum ist nicht separabel.
Wir geben hier einen anderen Beweis, gliltig fir separable R; im
Falle R=M bleibt aber der Beweis [347] anwendbar.

1611]
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Es sei {g,} Uberalldieht in R, z ein Punkt des k-dimensio-
nalen Raumes mit

3 I b_
M [foawa, [fremd, ..., [fE) g at

als Koordinaten und Z; die Menge aller 2; mit fe {f} Es gibt
dann ein abziihlibares $, (C {f} so, daB fiir fe 4 der Bildpunkt
(1) eine iiberalldichte Teilmenge von Z; durchléuft, denn Z. ist
als Teilmenge des k-dimensionalen kartesischen Raumes separabel.

Die Menge Y = Y, ist abzithlbar. Nun aber gibt es jetzt zu jedem
L]

fe{f} eine Folge {f*} mit
o f .
forew R [ o gqt)dt — [ £(£) gty dt;«::-}é’ (i=1,2, .. k).

Es ist alse, wenn | f.<Z%(f) angenommen wird (was die

Allgemeinheit nicht schmiilert), {9} gegen f schwach konvergent.
b

Gilt also [ 2(0f(0)dt=0 fir alle f¥ e, so ist

o
f

[z ®Of @ at=o

i

fur alle fe{f}, also ist & vollstandig inbezug auf R, w.z b.w.

Wir konnen daher stets voraussetzen, dafl ein inbezug auf
einen Raum vollstandiges System abzahlbar ist.

Es bietet sich die Frage, ob die Vollstandigkeit inbezug auf
einen Raum etwa die Vollstandigkeit inbezug auf einen anderen
impliziert. Hier ist es leicht zu zeigen:

Ist {z.} inbezug auf R vollstandig und \ Q{_ R, so ist {7.}
vollstéandig inbezug auf Q.

Denn /e (j impliziert feR; ist also f nicht Null, f& ¢ und
zu allen ¢, orthogonal, so entsteht ein Widerspruch gegen die
Voraussetzung. Dagegen gilt fur alle R=£ [ der Satz:

Es gibt inbezug auf R vollstdndige ON-Systeme, die inbezug
auf jeden Raum (3R, - K unvollstandig sind.

Wir wollen [613] fir den Fall R = C beweisen. Es sei {9.{f)}
ONV inbezug auf L; das trigonometrische System hat z.B. diese
Eigenschaften.
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Es sei 0 " f(tye M, f(£)3 G f(¥) gehdrt somit zu jedem ¢, das

C umfaft, ohne gleich € zu sein (vgl. 1, 8). Da {4, inbezup auf L voll-
I3

stindig ist, mul (wenigstens) ein Koeflizient _]:f(f)",:;(f)dr (i +1,2,.)

i
von Null verschieden sein; wir kinnen {%,} so umgeordnel annehmen,
dall es der erste ist. Ist also {x.} jene Woeffizicnlentolge und
setzt man

(2) Rn(f] = &y ':31(” oo "1|';'n{lf) (n--2,8,..),

so ist {g.{f)} inbezug aut Q wvavolistiindig, wena Q7 €, Q 7 €,
denn es gilt
b

| g fiydl = 2,0, — 23, - 0.

[}

{5} ist aber vollstiindig inbezug auf C. Es sei ndmlich () e C und
#

3) [ogandat o o 1,2,8,.).

i
[

Ist dann _f‘ff(f}'?](f)d(‘- =0}, so foigt aus =,/ U mit (2) und (3)

“
i

/.k(t} w(£y df = Fiir - 1,2, ... also, wegen der V Bigensehaft

o
I

von {pu}, A(f)-—0U; ist aber / Ry, (Hdt - 3 -7 0, so ist wegen

]
]

@) und (3) [ k(&) bty dt —

o fiir 2 -2, also far # -1, uml

i
1
daher £(?) = 2’ Fe)y, was wegen 3,2 -4 0, A{f)e, f(£)2 C einen
1

Widerspruch liefert. Es hat also (3) h (t) 0 zur Folge und wenn
man {g,) orthogonalisiert, so erhdlt man das System der Behauptung
[613] fir den Fall R = C und &hnlich fir andere R. Gleichzeitig
sehen wir, dad das erhaltene System nach Adjunktion von f(t)
vollstéandig inbezug auf L wird, denn yf(t) (Y konstant) sind die
einzigen Funktionen in L, die zu allen g,[t) orthogonal sind.

Hier werde bemerkt, da3 ON-Systeme, die inbezug auf C, nicht
aber auf L? vollslandig sind, nach Angabe entsprechender Koeffi-
zienten bereits eine stetige Funktion der Entwicklung eindeutig zu-
ordnen, ohne aber die Existenz einer anderen (unstetigen) Funktion
aus L? auszuschlieRen, welche dieselbe Entwicklung liefern wirde.
Aus diesem Grunde ist die paradoxe Erscheinung durchaus mé-
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glich, daB die Entwicklung einer stetigen Funktion wobl kenver-
gieren, als Summe aber jene andere (unstetige) Funktion haben
kann. Denn ein System der hier bezeichneten Art wird erst nach
Adjunktion wenigstens einer geeigneten Funktion 7 (f) aus £* inbezug
auf L? vollstiindig; nur die zu der adjungierten Funktion orthogonalen
stetigen Funktionen kéinnen eine ,richtige® Entwicklung beanspru-
chen; ist aber {f.} (C € und ein V inbezug auf 12, so ist nach
[378] wenigstens eine der Funktionen f.(£) zu 7 {f) nicht orthogo-
nal; diese kann (im Kenvergenzfalle) nur eine ,falsche®* Summe
liefern.
Analog zu [363] gilt:

Ein ON (T R lant sich stels inbezug auf R in R vervolistin-
digen. Selbstverstiindlich wird R (C [* vorausgesetzt, Andererseils,
st sich ein ON(C R(C Q nicht immer in R so vervollstdndigen,
dafi die Vollstandigkeil auch in Q bestehe, 7,B. 146t sich das System
des Satzes [613] nicht durch stetige Funktionen inbezug auf M
vervollstindigen.

§ 2. Abgeschlossenheit.

Wir wollen hier die Annahme der Abgeschlossenheit von {f.}
inbezug auf K so verstehen, dal f, ¢ 8; nur flir R = C reicht die
Voraussetzuag | 5.(£), -~ M, £ 4. (#) hin, vm der Annahme von A
einen nichttriviaten Sinn zu sichern.

Wie ist ein ONA inbezug anf R beschaffen? Der Satz [316]
gilt selbstverstiindlich. Dder Satz [346] hat ein Analogon {im In-
halt und Beweis}:

Jedes System A inbezug auf R (R=17, p -1, R= C) enthilt
eitten abzdhibaren Teil von derselben Esgemckaﬁ. Diesem stellt
sich entgegen:

Kein abzdhlbares System ist inbezug auf M abgeschiossen,

RBeweis: Es sei {9.¢)} A inbezug auf M. Zu f(/)e M gibt
es ein

H’

walt) = = oiedt) mit woo G f(E) — wa(t) <14

Es sei nun fu(¥) =1 flir a <t <L fil) =0 fir {<f<7 8
(@ <E&<b); es gibt ein wy(f, ) mit

11— wa(,8) [ <Vjs (<D jmalt,Hi<ts (>
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f.ii, in -:a,b ., wir kinnen also sagen, w.(f,%) habe fiir { =§ einen
Sprung von der Hoéhe ™ 1f2
Es ist also zu jedem S ein # und ein System ¢, ¢y, ..., 9s (imit

n

!
entsprechenden ¢, c,,...,¢s), vorhanden, so daB . = ¥ ¢;7{f) an
[ |

der Stelle £ =& einen Sprung von der Hohe " - 1/2 aufweist. Da
die Systeme (g,,....34) eine abzihlbare Menge bilden, gibt es unter
ihnen wenigstens ein System, welches zu allen § einer positiven
Menge Z gehirt. Die Funktionen

@ (&) = c oty + ... + 6 9pld)

{wo die ¢; von § abhiingen) haben alle fiir & ¢ 2 einen Sprung von
3

der Hohe "+ 1/2, Infolgedessen hat /'w (7,8) d¢ keine Ableitung fiir

¢
{ =% Es mull also eine der Funktionen / gy dt ((=1,2,.,,p)

fiic { =% ableitungslos sein. Nun aber haben diese Funkiionen
alle £ ii. eine Ableitung, was gegen [Z! ™ 0 verstolit.
Wir bemerken da [622] die Separabilitat von M ausschliefit.

Die Beziehungen verschiedener R&ume zueinander sind hin-
sichtlich der Abgeschlossenheit nicht die gleichen wie hinsichtlich
der Vollsténdigkeit:

Ist Loy A inbezug auf R und Q IR, Q-4 M, so ist {z.) A
intezug anf Q.

Beweis: Es sei Q=L (g = 1), f({t) e Q Nach [129] gibt
es eine stetige Funklion g{f} mit nf— g, <" ¢ (¢ >~ 0); die Voraus-

setzung ergibt die Existenz eines W)= ¢ ={f) mit g--w, '|,‘, <,
i1
also auch mit ; g —-w,1, <e, was f— w, 'y <2 zur Folge hat.

Bevor wir ein Gegenstiick zu [613] suchen, missen wir das
Verhdltnis der Eigenschaften A und V zueinander aufklaren.

Vollstandigkeit und Abgeschlossenheit. In L?
waren diese beiden Eigenschaften aquivalent, wie die Parseval-
sche Formel [371] folgern lieR. Diese Aquivalenz hort auf in
umfassenderen Raumen, denn auf Grund von [613] gibt es Ortho-
gonalsysteme, die vollstandig inbezug auf L* jedoch unvollstandig
inbezug auf alle erweiterten Raume sind; solche Systeme sind inbe-

623]
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zug auf L? abgeschlossen, also auch inbezug auf alle erweiterten
Réaume abgeschlossen und unvollstandig. Es gilt aber der

Satz: Jedes inbezug auf R=1" (1 -"p<~) oder R= C ab-
geschlossene System g4} ist inbezug auf den honjugierten Roum
R 1 (L7 == M) bzw. L vollstindig.

fa

Ist nimlich £ (0) € I baw. g (B ¢ L und [ g (@) p(t)dt =0 (),
F{) eine trigonometriselie Funktion, {w,(¢)} eine in R gegen f{f}
stark Lonvergente Folge von p.-Polynomen, so ist

ok
/ D —~wD]dt " f—wn 08

also B "
lim | g watydet = | gbyf(® d;
da o "
Je@wwinat -0, soist [ g ftydr=0,

atso, naelt [234) () =0 f i, w.z.b.w.
Obiger Satz ist eine Verallgemeinerung von |354]; eine ana-
loge Verallgemeinerung von [355] bietet der

Satz Jedes inbezug anf L7 (1 <2 p 7 ~) vollstdndige System
ist fnibezug anf den konjugierten Raum L abgeschlossen,

Wiire niimlich {2, inbezug auf 27 (p' - 1) nicht abgeschlos-
sen, so wire ein f{¢f} e L und ein £ > 0 mit

I o

4 / St "ijdk'?k({) dt > e
u . vl

fiir alle 7 und {d:} vorhanden. Wir bilden jetzt das System {/fi}
(h=0,1,2,..)
h=F fi=%0 Fi=%y
f

und wenden [171] an: soll es ein g(¢) e L7 mit ‘/‘fk(t)g(t)dt o

(k=0,1,2,...) geben, so mull eine Konstante y vorhanden sein,
die der Ungleichung

[

: : b n rope
(5) AE paCr < | / : ;r):] e fil £} - a't]
Y] a kY .
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fiir alle {pq, ... 24} (und alle @) geniigt, und diese Bedingung ist
anch hinreje hend Wiihlt man ;= 1, o =0 (A7 1), w0 linft diese
Bedingung aut

M " »

T P -I»;:‘./ R_\_; P-s.ff.-(f) i,
. h. aut " ’
1 f ::1 wy n
/ f(t) + 3 e U} it (!9_” ._/' (])

o a s
hinaus. Sie ist aber wegen (4} fiir 1~ (1 ' ecfiillt, also ist (§)
fiic 1, 7 0 und (ohne weiteres) Tir w, = 0 erfiillt, somil ein von
Nufl verschiedenos, zu allen 5, orthegonales g(#) € £ vorhanden,

Das trigonometrische System ist vollstandig inbezug auf L
und nicht abgeschlossen inbezug auf C, denn alle seine Funktio-
nen haben 2m als Periode und somit kdnnen die trigonometrischen
Polynome keine stetige Funktion, die in 0 und 2 verschiedene
Werte annimmt, gleichmaRig anndhern.

Die Vermutung, jedes inbezug auf C vollstandige System sei
inbezug auf L abgeschlossen, wére irrig; nach [624]| genlgt es
namlich ein ON-System, vollstandig inbezug auf C und unvoll-
standig inbezug auf AT, als Gegenbeispiel zu nehmen; solche Sy-
steme gibt es nach [61%)].

Jetzt sind wir in der Lage zu beweisen:

Zu jedem R (=L, 1" p-~) gibt es ein Orthogonalsystem,
welches wohl inbezug anf R, doch inbezug auf hein Q" R abge-
schlosscn st

Sei namlich ein System inbezug auf R' (den zu R konjugierten
Raum) vollstandig, und unvollstandig inbezug auf jeden R' umfas-
senden Raum; solche Systeme gibt es nach [613). Dieses System
ist nach [625] abgeschlossen inbezug auf R, doch kann es nicht
inbezug auf Q abgeschlossen sein, denn sonst wére es nach [624]
inbezug auf @' 73 /' vollstandig.

Aus dem in diesem Abschnitt Gesagten ergibt sich folgendes
Schema:

e[AL", ~ VLI, M,] (- p-i2y,
AL VLT DOVE T ALY (p > 2),
VI DALY DAL (1<p:2),

e[VL, ~ AL”): AL" ~ A" TDYVLT (p>92),

[626]
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(wo ,e" ds ,es gibt", , " as ,impliziert", , ~? as ,nicht" zu
lesen ist). So heilRt z.B. die erste Zeile, daR es inbezug auf L
abgeschlossene unvollsténdige Systeme gibt (die aus beschrénkten
Funktionen bestehen), wenn 1 <7 p < 2,

Wenn man zusétzliche Annahmen Uber das O-System ein-
fuhrt, so sichert u.U. die Abgeschlossenheit inbezug auf LP die
Vollstandigkeit inbezug auf denselben Raum. Es geniigt z.B. an-
zunehmen, jede Funktion in LP lasse sich in LP durch die Partial-
summen i hrer Entwicklung approximieren. Dennindiesem Fallegilt

lim / gy —s{Byrdt =0

Aoy .

P " b
tir g(t) e L7, 5,,(t}=/g(u)_§?q:k(£) gt du. Ist also / gty ) dr =0 (&),
a k1 a
B
so folgt [ [ g(f)rdt =0, g(t)=0 f.i. Dieser Satz kann als eine

i

Verallgemeinerung der in L? bestehenden Beziehungen angesehen
werden, die dort in der Parseval'schen Formel [371] zusammengefalit
wurden.

Wir bemerken, dal3 die Abgeschlossenheit eines Systems mit
der Approximierbarkeit aller Polynome aquivalent ist und ferner, dald

f _,‘

lim Con = /f(t) we(t) dt ans l|m 1w p=0 mit wil) = c,,k welf)

r:

resultiert.

8§ 3. Verallgemeinerung des Riesz-Fischer'schen Satzes.

Im & 2 haben wir gesehen ([624] [625]), daiR die Aquivalenz
der Abgeschlossenheit und Vollstandigkeit in allgemeinen Raumen
bestehen bleibt, wenn man zwei zueinander konjugierte Raume
betrachtet (nur im Falle L? sind beide Raume identisch).

Ein anderer grundlegender Satz ist der Riesz Fischer'sche.
Ein rein &uRerliches Analogon dieses Satzes, das etwa aus der

‘1 a, " aut die Existenz von f(#) ¢ L' mit {a,}

w1

als Koeffizienten schliellen lielle, ist sofort zu widerlegen, denn

Konvergenz von

fiir p > 2 wiire f(H) e L7 (L, also Y 'a, <~ und dies ist kei-
Y
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o

neswegs eine Konsequenz von Y g, # - ~. Hs zeigt sich, dal} der
mol

Riesz-Fischer'seche Satz in zwei Telle zu trennen ist, deren jeder
einen anderen Raum betrifft. Dies haben flUr das trigonometrische
System W. H. Young und F. Hausdorff, fir Orthogonalsysteme im
allgemeinen F. Riesz geleistet.

Ist wully -~ M [ und M n-frei, so gilt bei Yjp -+ 1pt = 1
1° F(ye L7 (1 << p <7 2) impliziert

™ 1 TP i !
(Sarlpscas (i al,

L p

2 dawy el (1 <p -7 2) impliziert

W

b L I

O

Dabei ist {@,} das ON-System, nach welchem die Koeffizien-
ten a, von f(t) in 1° berechnet werden, und f{(#) in 2° ist eine
entsprechend gewdahlte Funktion mit {a} as Koeffizienten. Der
Sinn von 1° ist also, dal? die Endlichkeit von W\, bereits die
Endlichkeit von Il{a}ll, zur Folge hat; 2° bedeutet, deio die End-
lichkeit von ll[a}'p diejenige von Iflly impliziert; es wird eben
die Existenz eines f € LP mit {aa] als Koeffizienten behauptet; in
beiden Fallen sind die im LP bzw. in LP geltenden Normen gemeint.
Man sieht, dal3 der in der Pramisse auftretende Exponent p den
konjugierten Exponenten p' nicht Ubertrifft. Beide Teile von [63]]
gelten in den Grenzfdlen p=1, d.h. p=. ., wenn | f|.. as
w.0.G. von f(t) und a:'. as das grolitel a | gedeutet wird.

Beweis von 1° Wir betrachten zundchst ein natirliches
r und alle f(t) e LP deren Koeffizienten die Bedingung

ASE "o i
©) £ %

erfullen. Wir suchen das Minimum von

@ [ raywa

unter der Bedingung (6). Es sei ). die untere Grenze von (7) unter
dieser Bedingung und

[631]



204 V1. Kapitel. Orthogonalreihen in anderen R&umen.

3

lim / i dt =),

Heda Al

(;Ln] =1,

d.h. {f,} die minimisierende Folge, .{a}”} die Koeffizientenfolge
von f,. Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit {f,} eine in LP
schwach konvergente Teilfolge der urspringlichen { f,}; nach [166] ist
eine solche vorhanden; es sei f die schwache Grenze von {f,} und
{a] die Koeffizientenfolge von f(t). Wir haben dann (nach einem
bereits in 1, 87, S. 33 verwendeten SchluR)

h b h

[y rae- i und fim [f,.(n,;,(r) dt - /f(t) sy dt (k)
(die letztere Beziehung gehort zur Definition der schwachen Kon-
vergenz firr beliebige @, (t)e L’; schreibt man sign f(t). f (t)""' !
anstatt @, (t) so resultiert die Ungleichung). Wir haben also

lim ay” = ap, daler Y a, 7 =1, und infolgedessen
(13 k 1

(8) [rryrar =,

Damit ist auch Ax>~0 bewiesen; wir wollen aber dartiber hin-
aus zeigen, dal3 % = i{r) einem positiven Grenzwert fir r .o
zustrebt. Zu diesem Zwecke bemerken wir, da die Ungleichung

& B

) fif@ (“ ax ”)” A

p % z
die wir unter der Nebenbedingung (6) soeben bewiesen haben, auch
ohne diese gultig bleibt, denn fur f(t) eLP erfullt die Funktion

¥ 1
HON (_,_,‘_ak )"-——!{a(t.) die Nehbenbedinguny (6); schreibt man ¢

anstatt f in (7), so wird die Ungleichung, welche die Integrale (7)
und (8) verband, mit (9) gleichbedeutend. Nun sehen wir aber, dal3
das linksstehende Glied von (9) fur  f{t)=f(t) sein Minimum
erreicht, denn dann gilt das Gleichheitszeichen, weil der Nenner
den Wert 1 annimmt. Setzt man also

FIO =F()+ %) (R(tyelh),

so ist n= 0 eine Minimumstelle, es mul aso die Ableitung nach
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7 fiir v = 0 verschwinden. 8ind {#:} die Koeffizienten von #&(?),
0 ist ax = a; -+ w4 und die Ableitung betriigt flir v =0

# b r
_/ F(Or-1gign f(6) . A () dt — _/ |f (&) dt ;E‘I tap' ™ By sign ay (= 0).

Bezeichnet man ! f()” * sign f(f) mit F{{) und selzt #{#) sukzes-
sive gleich ¢,(2), p.{£), ..., {f), 80 kommt
b i
(10) co= [ Ftymatydt = [ |f@)yrdt. ' 'signae (k1.2 ...r%
aq

[

setzt man aber 7({f) fiir 2(f) mit £ > r, so wird

b
= | FOMOA =0 (k=r+1rt2,.),

Dies fithrt, wenn man fiic Z{f) alle event. zu {9.} orlhogonalen
Funktionen setzt, zu

F(t) :k.}; e 7a(t)

mit den Werten (10) fiir {c:}. Die Parseval’sche Bezichung gibt
f

[ Pyt - / FICERLES N

a
also
1]

(11 [ @ vde 02 N
p [

Jetzt filhren wir die Exponenten p, -2/(3--p) und pi-p/(p,—1)
=2{p—1) ein; es wird
pr=p -+ (L) (2p -~ 2) filr v = 2(2 - p)(3—p).
Die Hilder’sche Ungleichung liefert
i} i
[ sy rae= [ pay o ¢t da

[ «

(/ i f’dt) ([ S0k 'dt)

und, mit Riicksicht auf (8) und (11),
.‘l

] @y mdt 0% {3 Ly ‘-'ﬂ"z)l.:

p e
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also

e 1

b_ - roo_ e al---':
[ ifye (E;ak.-”'-) <H

Nun war aber 2p'—2:=pi, t =2(2—p)/(3 —p), so dal} wir zu

b 1 !
(12) [ 1f@yrade (2] ;ak;"‘) YD
p £
gelangen, Bezeichnen wir allgemein mit A(p) das Minkmum von
b. r‘ P
/ lf(e).rdt (.}a.ﬂk_”') fiir felf,
}, P

so folgt aus (12) ohne weiteres
Ap) - T [AW] oder [A(p)]' T A(p)

Definiert man also {p;} durch p, =p, pip -2 2/(3—py), so kommt
sukzessive

(A7 < Alp), [A@] 70" AP ...,
(13) Ap) > [Appl e, (G=12.).

Jetzt schiitzen wir A(p} ab: es war
I
ay = [ ft)pulr) dt (),
lip

h
also ja@g: -7 M(/ if(t);!‘dt) Ap—a) r=MAPY» (B—a) 7, da aber

2@ =1, so folgt rMFIA(M)*(—a) ~1 uand
Al

1 1
( ) (p) - rp'p’(b — a);r-p’ Mp P —l(b _ a);l—!Mp

Andererseits ist aber (2 — p)/(2 —p;iy = 1/p;., also 1/p py ... p;
= (2 — /(2 — p;) uad dies mit (13) und (14) ergibt

1) (2 Py (2—."11’!-'(?—1?’-)

7 (b — a)

N (2--plip, (2-phip, 11 {2—p )
Ay - 1r 4 s r,

M
Jetzt ist noch lim p; zu finden. Es war pj .. =2/(p;—1)=2(p;-1),
J rou

also pl..1=2/(p'—1), also lim pj ==, lim p; =1, so daB schlieBilich
v j rea
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o1
A .
B,

resultiert. Die letztere untere Schranke fur A(p) hangt von r
nicht ab und infolgedessen gilt

SO E
;! f('f) il'd_af - (J.-—dl s :p) Ao

!

fur aller, womit der Beweis von 1° beendet ist.

Beweis von 2% Jetzt sei {az} mit N a7~ ~ gegeben.
ool

Wir belrachten

"

Jnlt} ':}S dipi{l)
F

und eine willkarliche Funktion g(t) 4 mit {b} as Koeffizienten.
Es ist dann

Sk : " ” I H W
Jeawfwdt = Yab, - (.‘: ay :f') -(—‘3 b "')
i o | Ty

r

. " 1
- — M(z m ;Jl / :g(!)_"dt. E:“k .'“ l ,
p k

[} ’I
wobei 1° benutzt wurde. Wéhlen wir nun fir g(t) die Funktion
If,(t)" ! sign, fu(t), so erhalten wir

1

;: 1-1.p s
(15) (/ B (IKd df.) -7 M ﬂ!f'(.l‘iak :f')
P ko1

Wir konnen demnach aus {f,} eine in L? gegen eine Funktion
f(t) e LP schwach konvergente Folge herausgreifen, fir welche
die Ungleichung

1] 1y PP 1
([ soea) oo 5 o)
a ko1

als Konsegquenz von (15) und die Beziehungen
fi b

J eyt =lim [ f(tyut) de = ay *)

I

als Eigenschaft der schwachen Konvergenz gelten.
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Es ist aso die Existenz der in 2° behaupteten Funktion
f(t) e L° bewiesen; wenn das System {¢@} inbezug auf L’ unvoll-
standig ist, so gibt es andere Funktionen mit {a} as Koeffizien-
ten, doch brauchen sie nicht mehr die Ungleichung 2° zu erflllen.

Die Vertauschung von p und p' in 1° oder 2° wirde zu fal-
schen Aussagen fihren. Auf die Frage nach entsprechenden Gegen-
beispielen kommen wir in 8§ 6 zurlick. Hier gehért auch die
Frage nach der Rolle der Voraussetzung 7.t} <7 A4 in [631].
Man kann zeigen, dal3 es beim Hausdorff-Riesz'schen Satze nicht
genugt, die Funktionen ¢ (#) einzeln als beschrénkt vorauszu-
setzen. Das Haar'sche System [226] ist hier ein Gegenbeispiel. Be-
trachten wir namlich die Gruppe {¥'%} =1,2,..., 2", die aus 2"
Funktionen besteht, und setzen . == {17y *='#" fur k= 2"+' — 1,
sonst ax = 0. Dann ist fiar p< 2

res res 1 Vv 1--11 3
AP o -
i, ' = { T D,
& II ' HHI \2"

™M
Andererseits sei $,(8) = N axplf), e =7 flir k=241 es ist
ko1

! N 1421 . r
/ I -Sm(r') :‘”’ l'” = E / ( ) ' 2” ) dt,

i e
1 1 Syt 2

wenn N die Anzahl der Funktionen derjenigen Gruppe bezeichnet,

zu welcher @_(t) gehort und J, das vorletzte Teilintervall von der
A

. s .. - 1 .
Linge 1/2%. Die Summe betriigt N . <20 N und daher ist
1 L3 1)
L

lim [ sp(t) Pt = o,
Unsere Reihe ist demnach keine Entwicklung einer Funktion aus
L", wie wir dem spdter zu beweisenden Satz [641] entnehmen.
Somit ist 2° (mit einem endlichen M) nicht erflllt. Wenn wir aber
den Beweis von 2° prifen, so sehen wir, da3 er bloR die Eigen-
schaft 1° und j.eZ” (n) benutzt. In unserem Beispiel ist aso auch
1° hinféllig.

Es ist auch leicht festzustellen, daB 2° fiir vollstandige Systeme
mit lim w. 0. G. ;24{¢}: = ~ mit keinem endlichen M fir alle

o

v (1 <Ip.72) giltig sein kann. Setzt man namlich a,=0 fir
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k=i, a, =1, s0 ist ¢.{f) das einzige f(Hel” mit la:) als Koeffi-
zientenfoige. Nun ist lim p'== 4+ =~ fir limp =1, also der Grenz-

b "o

L] | pt
wert von (/ S d!) gleich w.0.G. 2, 08) . Rechts stelt aber

in 2% M oor it M oals Grenzwert,  Schreibl man 4 anstatt u,
und Lillt es wachsen (2 = 1,2,..), so0 ergibt die eben bewiescene
Ungleichung w.0.G. £,(f) 7 M (#) einen Widersprach mil der
anfiinglichen Annahme,

Der Satz von Paley, Wir haben bereits crwiithnd, dail
ein zu |631] analeger Sehlull .vom groBlen Exponenten (g - 2)
auf den kleinen Exponenden {g'; 1y + 17 = 1)" versagl, Moo W,
. - R , . . - .
leistet N a, "~ noch keine Gewiihe fiie die Existenz ecines
nol

f(tye L7 mit [a,) als Koceffizienlenfolge, Es Dictel sich die Frage
narh stiirkeren Bedingungen, elwa von der Geslall

{16) Mottt o~ (z ),

ro1
[st ¢ =2 und = ¢ -—2, so impliziert (16) die Kowvergenz von
"
#e 1

aly Koelfizientenfolge.,  {(Fiir gewisse 2+ g -—2 kimnte {1G) mil

also, nach [631), die Existenz eines S0 e L7077 mit {a,)

e

flH ~ l: (), ()3 L4 erfiillt sein). Jetzt unlersuchen wir Aog] -2,

Es zeigt sich, dall dann f(¢) segar zu L7 pehirt. Hier isl aber die
Bemerkung einzuschalten, dal3 vine Umordnung des Orthogonai-
systems {z,; mit einer entspreclienden Umordnung von o) die
Existenz von f(£) nichi beeintriichligen kabn, wohl aber die Kon-
vergenz von (16).  Es ist nun dciebl zu schen, dadl cioe Summe

N Bomit 2, 4, K" {+ am grofiten wird, wenn beide Folgen
n 1

f2), dea) nichitfallend oder beide niehtwachsend angeordnet werden;
sie wird am kleiusten, wenn eine Folge nichtwachsend, die sanders
nichtfatlend angeordnet wird. Ist nun lim ¢, =0, so lilt sich
{"a,’} nichtwachsend anordnen; die Folge {#*) ist stets monoton.
Dies erleichtert das Verstiindnis des Satzes:

8. Kaczmarz und H. Steinhaan. Theorie der Orthoganalrethe, 14
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Es sel {9.} eln ON mit {¢a| < M fA.
e b

1° ft) el (1 <p<2) impliziert 3 |a,P < A, [1f(t)) dt
R=1 p

mit f-freiem A, wo {a,) die Folge der nichtwachsend geordneten
Betrage'der Koeffizienten von f bezeichnet;

2 a, " B9 <o (¢ > 2) impliziert die Existenz von f(f)e L°

mit a, als Koeffizienten und mit f If(h17dt < A, ,},= R wo A,

von {ag} nicht abhéngt und Ietztere Folge in der Voraussetzung und
Behauptung den Betrédgen nach nichtwachsend angeordnet wurde.

Es ist die Ungleichung 1° a fortiori erfillt, wenn die laJ ihre
urspriingliche Reihenfolge behalten, und man darf auch in 2° in der
Voraussetzung und Behauptung den Vorbehalt der Monotonie fal-
len lassen, wie aus den dem Satze [632] vorgeschickten Bemer-
kungen folgt.

Beweis: Wir beginnen mit 2° fir q=4,5,6,... Esist fur g>2
j‘ 2 j“ g2 e !'1 1y *

also Lak < ~c, was die Existenz von fe L? mit

1
b

ay = / SOy eudl) dt &

impliziert. Um fe¢ L? zu zeigen, geniigt es nach [12D), wenn man
2.B. firm =2"-—1

h

[smtty e = Ay Nia 60

Un—-|
7

beweist. Zu diesem Zwecke werde

9/t 2y
D)= Y anpat), Co= X la w
k=1 by

gesefzt; dann ist
b Yy

.‘! H
= [ im0t = [| Doty at

H

<y X¥... \: j | D, (5 @0 ... D, (1) 4,

vy=lv,=1 vq
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Jetzt brauchen wir die Ungleichung
-]
18)  [|oH D0 dt < M ChC 2

fur g> 4. Links steht hier hochstens

s
max | BB, | &, %2, [ Dty at

w1 v iyt L)
QM“‘*( ) ran) (2 w) > ai;
2!.|.~—l 2\-l—l
aus (17) folgt

2\-l---l

g 1

2 2

ar < C, et
2§, BRI iyt

und die Holder'sche Ungleichung [114] liefert

¥ ul . ! A 1 I—'l-'U
Sia < (S #) (l - ) ‘
k-t
da aber

L g-2 -

e . 6—1 .
X et o 9ite- Y Lge v 00 ganzzahlig),

ah—1
so Ubertrifft die linke Seite in (18) nicht
M C;f C:-'z—"!f"f.g(lk'l).*'—’. 9Ly -1y (12 -2g) C, D st I Gl

was fiir v 2> . der rechten Seite gleichkommt. (Die Ungleichung
{18) bleibl fiir 2 < g <4 richtig, wenn man 1/2iv —u! im Expo-
nenten durch 1jaiv— |, i9/2 — 1| erselzt; wir brauchen diese Er-
weiterung nicht). Wir wollen (18) auf J, anwenden; es kommt dann

(19) 1D, ., D, =D, PP, D) (D, P, K,

wo rechts Q= ; g(g —1) Produkte @, Py auftreten. Die Holder-
sche Ungleichung erlaubt nun die Verallgemeinerung

1;
r.f.r

ajb' FO 1) o S0y e < | j oy ) (j sapiva
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mit 15, + 1, + ..+ 1,"- =1, was mit (1) and »; = 1/¢ (i) zu
I

- !
[, (). D, (&) dt < !?{/ L, (1) D, (£) _“"-’dt} ¢
' " ig iy T

o

und — wegen (18) — zu
Ir

/ (pvl((} (/J.‘f(() . df T M ]I C 2ty C[ JQ‘Z YTy 2

" Lo

fr‘ i .
<o 1)
i ' l.l' | l

fihrt, Wenn wir dies in der Ungleichung fite J, substituieren
und eine Verallgemeinerung der llijlder'schen Ungleichuny fiir Sum-
men mit iy sk os= o=k, = ¢ anwenden, so kommt
H " if Y oa—, "I{"r M
— N . Ay )
LM H' N Ne e I
o T y qo '
Die g-fuche Summe (ibersehreilet nicht
# b e ayy ) "
W i PN R R +
,,_i Cp.(l‘ 2 :!fl C.{,
! s w1

also

gy .-’BM”"’ C, = A Vo

[ p— v
e .! ol
Wir haben also den Batz fiir ¢ = 4,5, ... bewiesen und fir
-2 st er evident. Es sei jetzt ¢ .~ 2, soast heliebig. st

ot

,f -~ ._\_: itiy JrH o .}..]‘ ”f’?r(”s
I

il
h
Sr{fu) "':k.},.‘l {43 ,! ‘F“r-_:: 1 Jr{f.lr) - l fﬂ(t) -r it
- L Sl fud o Jil fa) ey -
iy - 0,G. A nalu) - 0. Gl S fu) (p-"2-"q),
so gibt dieselbe Uberlegung, welche in (631} beim Beweise
von (10) benutzt wurde, folgendes: ist f, diejenige Funktion, wel-

che vl liefert, so ist
Fi

_/‘.f,.(z‘) Y sign fAE) 0 dE i) . ag 7 signae. BT (R=:1,2,..00),

"
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Es sei
gBy="fuH"! sign fu(f), by =uln) . ay " signoag KR
nach der Definition von %.(#) haben wir
I

o)
N bR | g i,
k1 W

oder
1]

L -
Pl X, Ry |y T e
[ '

"

Ist nun p(g — 1) "= 2, so erhalten wir
Wby < Ay wbET ).

s ist aber leicht 2,(n) - weln) festzuslellen, denn fiir fe £,

‘- o

f~ NMaw =iy - N ap R tsign an o)
FO| L |
gilt
!f . !f L h‘ L Lt
(Y haltydl () "t Bolt) ™ dt] - mpary SO0 ST
i !
[ ff 113 i} ol
[P hghat =3 a, '’ - SR Selha),
" EoL
also

SAf - ek SETUY AU,

was die fragliche Ungleichung impliziert. Wir dirfen demnach
schreiben:

P N7
OF IRV € ST 113 Y

Es sei nun « -5 - 2 Betzen wir p'° o, pl{g--1) - &, so
st g=14580=10% also 3. g o Ist p(m-"K wln) K
so gibt es ein ¢ mit 0, (1) - K Andererseils ist fir ¢, - 2, i - ¢
n (1) -7 lim p‘q;(u), denn

5 () ,
‘{"‘UR} = lim _;’ -~ lim p.:,"{n).
“‘S‘f(f") fvm Sur.(fn) [

Esfolgt, dal3 die Gesamtheit der g zwischen ¢ und c+2, flir welche
pn -7 max (4., A..»1 gilt, Uberalldicht und abgeschlossen ist, also
pi(h) =7 max (4., Ac.o) L) pan)
ale g umfadt. Damit ist 2" bewiesen. Die Ungleichung .{#) " (1)
ist aber gleichbedeutend mit 1°, so da? [632] vollstandig begrin-
det wurde.
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Bemerkungen. 1° Wenn {a,} beide Bedingungenz [a,.|”'<oc=,
A=}

Dlan ' <~ ertlillt (p<2), so braucht es noch nicht die Koet-
n.o.1

fizientenfolge einer Funktion aus £” zu sein. So ist z.B. die laku-
s L]

nire trigonometrische Reihe 3 _(:_t_)g?_{ keine Entwicklung, nicht
n=1 n

einmal die Entwicklung einer Funktion aus L {vgl. VII, § 4).

2° Das Beispiel, welches die Behauptungen [631] fir das
Haar'sche System as ungiltig erkennen lief3, ist zugleich ein
Gegenbeispiel fur die Behauptungen (632] fir jenes System. Es folgt
namlich eine schwéachere Abart von [631] aus [632] (vgl. das Zyg-
mund'sche Buch).

3° In[632] ist p—2 durch keinen absolut kleineren Exponenten
ersetzbar. Es habe niimlich f(&) a» = # """ zu Koeffizienten,

22>1--2/p. Es gehirt nimlich f(&) ~ X w fcosnt zu L7 fiir alle
n 1

1y < 8<1ju  es gilt jedoch hier f|akf’ it = oo filr e=1—p(1—8).
Ebensowenig kann a, = 1/}% Jt.d;e Koeffizientenfolge eines fe LY
mit ¢ > 2 vorstellen, obwohl ): af kT <o filr £ > 9f2 — 1 er-
fullt ist. Nichtdestoweniger i’;flnach {114] und {631} die Reihe

2 aypuf) die Entwicklung einer zu allen £” mit 10 p<oo ge-
k1

hirenden Funktion, wenn die Reihe Y fap " E*T fiie ein a2 1
Ao

konvergiert.

8 4. Bedingungen dafur, daR eine Reihe eine Entwick-
lung sei.

Wir gehen jetzt dazu Uber, notwendige und hinreichende
Bedingungen aufzustellen, damit eine Orthogonalreihe eine Ortho-
gonalentwicklung sei. Die bis jetzt angegebenen Bedingungen
waren fir LPRaume (p< 2) notwendig, fur L%Raume, g> 2,
hinreichend. Jetzt wollen wir die Reihen selbst, nicht blof3 ihre
Koeffizienten, betrachten und zwar unter gewissen zusétzlichen
Annahmen. Es bezeichne T eine Summationsmethode mit der
zeilenfiniten Matrix
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.................

Wir betrachten die T-Transformierten der Kerne des Systems,

#; n
Ki(s, t) = E bi‘k( .S 7i(8) 'Fj(t))-

Die T-Transformierten der Partialsummen der Reihe _}_,a,. <u(f) sind

";

2ty = _\1 Bux si{t).

Die zusdizlichen Annahmen seien:

i

1 tet) <M, fi, 2 [iKts, 0ids <A f,

I

Eing notwendige und hinreickende Bedingung, damit \ a,, ealf) [l

die Emtwicklung eines fe L' (1 < p-I~0) sed, ist — mmr ohigen
Annahmen—die Existenz einer Konstanfen + mit

(20) Caalt) el
Hinlinglichkeit: Nach [165] existierl wegen (20) eine
gegen ein f{f)el” schwach konvprgpnte Teiitolge {1, (£}, d.h. es ist

lim /,,, () 2l dt —/f(t) wt)dt  (h=1,2,.%

Wk o

berlicksichtigt man die Toeplitz’schen Beziehungen

Hm (b + B+ oo 4 b} = 1, lim by = 0,
& oress i v

b

so folgt a. :_/f(t) () df, w.z.bow.
[
Notwendigkeit: Es sei f{f}~ X a.zaf), f({t}el’. Dann
L |

ist 3,({) z‘f.f(s) Ko, t)ds. Die Holder’sche Ungleichung liefert
a
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o alp f IV
ol -7 [/ Kds, 1) f(s)" tfb‘l . [/ | Ki(s, 0). ds|
f L - b .
[ oty de < [t | [1Kds, 8y, f(s) " ds|. A"
und die Vertauschung der I[niegrationsfolge giht
fr o
| oatey pdt ke | fy rdt, doh sl
iy iq

Ein analoger Satz gilt in Rawme M:

Bei denseltben Annahmen ist die Bedingung w. o .G, 5,(f) - =

(d.h. * 5,8y w2 w) nofwendig und hinreichend dafiir, dat Na, ull)

die Entwickiung eincr beschrinkicn Funhiion sei.

Die Hinliinglichkeit L3t sich wie beim letasten Satz he-
weisen; der Notwendighkeitsheweis verliuft, wie folgt: es
sei f(), -~ & dann ist

i b

B = [ fY Kt wyda - AL

il

w. z. b, w.

Hier werde bemerkt, dal die Annahme 2° notwendig ist,
wenn die Ungleichung o, M < 7. fur alle besehrankten Funktio-
nen erfillt sein soll. Denn die Verneinung von 2° fiihrt nach [155]
zu einer stetigen Funktion g(f) mit

]

lim sup w.o.(i._/. Ry g (Y du =+~

N vew n

was mit .7, a2 {fe M) unvercinbar ist,

Es Dbleiben noch die Rijume der stetigen Funktionen und der
integricrburen Funktionen (C und 1) zu besprechen. In keinem
von beiden sind die Bedingungen  =.{f) "~ % hinreichend; dies
ist leichit an dem trigonometrischen System zu sehen, wo die er-
sten arithmetischen Mitte] eine T-Methode mit 2" liefern und wo
% B. ~l-+ MNeosnt die Bedingung | 5l(f) , <= erfiillt, ohne eine

LT
Entwicklung zun sein (8, 57). Fiir C ist die Begriindung noch einfacher,
denn die Bedingung | o,' < % ist hier fiir M und C die gleiche;
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da sie fir M notwendig ist, kann sie nicht fir die engere Klasse
C hinreichend sein.

Bemerkungen. Fir das Haar'sche und das FrankliiVsehe
System ([226] und [443]) sind die Annahmen 1° und 2°, die dem
Satz [641] vorangehen, mit der Matrix der identischen Substitution

o .
als 7 erfiillt; es ist f Na(S)gt) dt < w, wie wir aus |526] erken-
[ .
nen. Fiir das trigonometrische System ist a,(8) (5,004 ... 4 s,
wie bereits crwiihnt.  Hegniigt man sich mit cinem Raume £, so
kann die Annahme 1" durch 7, ¢ L erselzt werden und die An-
nahme, dald 7 zeilenfinit ist, dadorceh, daid A, ) als Funkiion
von ¢ zu L7 gehirt,

Jetzt geben wir eine Bedingung an, die e alle [ (ein-
schliefllivh p:=1) gilt, aber in M versagl, weil cs in diesem Hao-
me lkeine abgeseblossencn Systeme gibi:

Lnder dett Annahmen 1" and 20 ist
{21} lim 5.y {6 . O

HEH wa
nofwenidiy nnd  higreichend dafiiv, dap efne Orthogonalreile  die
Entwicklung ciner Putddion aus 17 (1 p- . ~) sof.

Die Hinltinglichkeit resaltiert aus der Existenz einer
slarken Grenze /, d. h. einer Funktion in £ mil lim 5.8 - f(/} . O,

Hown

'
woraus anmittelbar g, = _ff(f) i (£) dt Folgl,
Um die Notwendigkeil darzutun, bemerken wir zuniichst,
dufl der Beweis von [641] die Ungleichung - %|f| - ¢ f (a#sch
fiir p = 1) impliziert, also auch

(22) el -adgl Ty S

Es sei jotzt {guf)} eine gegen [f(f) stark konvergenle Folge
von beschritnkien Funktionen, wie z.B. die in [129] konstruierien,
Gelingt es lim | 1.]g] — 7.lg] . = 0 fiir diese g, zu zeigen, so folgt (21)

L T

fiir f(£), denn es ist , sl fl— 5l f10 7 sl fl1—smdgal +: oudgul--5ulgal -
+ U salge] —~ sa[f]1 und (22) erlaubt das erste und dritte Glied
rechts abzuschiitzen. Es sei gu{f) = A(t); ~{t) ist beschriinkt, also
fre L? und

643]
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L]
li h) — o k]2 df =0,
m;;:.?l.afh""[ 1 — od#]|
was aus der Bessel’schen Ungleichung und den charakteristischen
Eigenschaften der 7-Metheden sofort folgt. Es kommt (¢ > 0)
1]
[ (0 — ) dt < 3
a
filr geniizend groBe m und #, es ist also !3,(f) — 3.()' > < blofR
auf einer {-Menge £ vom Maflle < . Daraus folgt
“ 1'“ ~ .I‘
Ol =(f — d‘) B (/ + )@ pane s oo,
K] ¥ i

wenn ;£(4); -7 3. Es ergibt sich schlieBlich
Do — el T ((23A8Y (D — @)Y = S((RBAY + (b — ey~

Ebenso wie frither fiier M, kinnen wir zeigen, dall die An-
nahme 2° fiir I wesentlich ist. Wire sie nitmlich nicht erfiillt,
so wiire {[153]) eine beschriinkie Funkiion /%(f) vorhanden it
lim sup i3,(¢) =~ in einer positiven Menge; dunn wiire aber ([153])

f

lim sup / TRV = + ~ fiir ein geeiguetes fel und, wegen
i fr
(23) [ feyde=[ 1100,

h i
lim sup / W 1Ay def 2+ ~, was ([127]) lim sup /fz,,[f] =
[2 T p i B

1 T

ergibt und lim !iasm[f]-~ 3[f] 4, = 0 ausschlieBt. Dagegen ist 2° fiir
L2 T Y]

L"Riume mit p>1 nicht mehr notwendig, denn es hat z. B, das
irigonometrische System die Eigenschaft
Tim [ sult) — saftyrat =0,
FOns TR
obwahl

/. —\: et salt) du > log n
!

u

mit - und #-freiem, positivem » gilt,
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Ohne 2°, aber mit 1°, kénnen wir zeigen:
Die Eigenschaften

{24) lim 1 8mlf] ~ ouf f1p =0 fir alle fel?
(25) Lim [fsalf] = 5{f]iw=0  fir alle fel”
LI b ]

sind dquivalent (1 < p < ~o),
[
Beweis: (24) hat die Konvergenz von {/ 1:.!fig(f-)dt} fiir

[

Ffel”, gel” zur Folge, also — wegen (23) — die Konvergenz von
]

{/ sn[g}f(t)dt}. Es ist demnach die Folge {s.[g]} im Raume £”
]

schwach konvergent, also ist nach [152] i 3,g] ,» ~ #' (mit #-freiem
Y und (nach [(31]) ! sdgl ' -7 %2 g il die letzle Ungleichunp setzt
uns in die Lage weiter wie beim Beweise von [643] 2u verfahren,
um (25) zu erhalten, Ebenso folgt (24) aus (2H).

Im Falle des Raumes € ist die Bedingung der gleichmiifiigen
Konvergenz von {{3.4)} wie leieht ersichtlich, hinreichend, jodoch
nicht notwendig. Soist z. B. {7.(4)} fiir das trigonometrische System
{223} nicht gleichmiig konvergent, wena die stetige Funktion,
die man entwickelt, an den Stellen 0 und 27 verschiedene Werly
annimmt.

Das allgemeine Riesz-Fischer'sche Proble m. Die
Bedingungen daflr, da eine Folge {a;} im Falle eines allgemei-
nen Orthogonalsystems eine Koeffizientenfolge sei, sehen ganz
anders aus. Diese Frage wollen wir gleich allgemeiner fassen:
Eine Funktionenfolge {f)} und eine Zahlenfolge {a;} sind gegeben;
welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir
die Existenz einer Losung f(t) des unendlichen Gleichungssystems

[ rey e = a; 07

In dieser Form haben wir das Momentenproblem des [-len
Kapitels (§ 7) wieder vor uns. Der dort bewiesene Satz [171] lie-
fert, als nofwendige und hinreichende Bedingung dafdr, dafs {a,)
die Koeffizientenfolge einer Funkiion f(t) e L7 (p = 1} oder f{f}e M
sel,

[644]

(645]



[646]

220 V1. Kapitel. Orthogonalreihen in anderen R&umen.

i ] '

P

N [

+ - - : A

i dpse <77 ( / ! E Sk palt) dt) »
£ a %1

bzw.

N iy

Nape iy [ Nty di
k1 : a k1 ;

fiir alle endiichen Zahlensysteme (8,5, ..., %), Hier wird 5.(t) ¢ L
bzw. z{t)e M vorausgeselzt, eine Annahme, welche die Existenz von
b

/ F (O efydt (k) sichert.

1]

Polare Bedingungen. Kehren wir jetzt zu den Annahmen
zuriick, die wir am Anfang dieses 8§ gemacht haben, d.h. zu den
uUngleichungen 1°, 2", die dem Satz [641] vorangehen. Wir kdénnen
dann, wie wir gesehen haben, notwendige und hinreichende Be-
dingungen angeben, damit eine Orthogonalreihe eine Entwicklung
inbezug auf einen Raum sei. Diese Bedingungen betreffen die m (t),
d. h. die T-Transformierten der Partialsummen. [645] zeigt einen
anderen Typus von Bedingungen. Einen dritten Typus stellt folgen-
der Satz vor:

Unfer den Annalimen 19 and 2Y besteht die notwendige und

hinreichende Bedingung dafir, dati X a, =, () die Entwicklung einer
rod

Fupktion aus 1" {p 0, L, bzw. M seci, in der T-Summicrbarkeit

der Keflie

(26) N g

nod
[fiir alle Ko;’ﬂfzfeufmfu[gwr tany vonr Funkiionen gty aus demt kon-
jugierten Rawm 1", bzw. M, bzw. L.
Notweadigkeit: N a,z.(8) sei die Entwicklung von f(t)el”
no
(p - 1) es folgt Tiie g e L (haw. fiir g () ¢ M)

"y & 4
ﬁ:§¥g§m§=JﬂMH£mm

- a
und

4
Ti— T = [ GIAN—slhD gt dt:



[646] Bedingungen dafir, daf3 eine Reihe eine Entwicklung sei 221

(127] gibt fiir p > 1

" 15 b Lo

(27) =0 (/ TR dt) ([ g (H) .
und die slarke Konvergenz von {5/ ¢} hewirkt dic Konver-
genz der rechten Seite gegen Nulll Es ist demnaeh |73 konver-
gent, d. h. (26) 7-summicrbar. Fir p -t tritt an Stelle von (27)

die Ungleichung
fs

=T T woo G gl / ST TR
und es wird dann ganz analog weiter geschlossen.
Im Falle f(t) e M benutzt man die ldentitat

r i

7 --,lv‘uf fitlgwydt "-‘/"ulgz ) fieydt

und wiederholt obige Schliisse, indem man g(t)e L beachtet.
Hinlanglichkeit: Die T-Summierharkeit von (2(i), d.h.
die Konvergenz von {T}}, wo
f

‘g ;.

29) ;- [adt)y gy ar, () 3 ;r T A1),

i

impliziert die schwache Konvergenz von {o(t)] in L? (p 1). Die
schwache Grenze f(t) e LP dieser Folge hat die Eigenschaft
Fl_ J':
lim {50 g ()l = | () g(6) et

Prog @

fiir alle ge L (brw. g M) Tiir gy - =) tolgt darans

h 4] "y
[ ey dt lim [y sande - lim Noga;
-” ,‘,._;‘ FEEICHE ]
Es bleibt noch der Fall p = d.h. LP M. Dann ist [T;

in (28) fur alle gelL konvergent, also ist nach (153] oi{t)\
was bereits die Existenz einer beschrankten Funktion mit dar

Entw mklung a,. .t} verbiirgt.

Der Beweis der Hinlanglichkeit geht also ohne die Annahmen
1° und 2". Aus diesem Beweise ersehen wir die Beziehung
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A
lim T,=[f(t) g (t) dt;
§opem 7
es ist aber nicht gesagt, daB f(¢) in dieser Formel diejenige Funktion

f(©) ist, die uns die Entwicklung 2 a.9.(f) gegeben hat. Es kann
71

sehr wohl f(f)4F(¢) sein, wenn {p.} inbezug auf den f-Raum nicht
abgeschlossen ist.

§ 5. Multiplikatoren.

A und B seien zwei Funktionenrdume, {p}/ ein ON-System.
Wenn die Zahlenfolge {x.} die Eigenschaft hat, jede Koeffizienten-
folge {a}, die einer Funktion f{?) € A nach {¢,} zukommt, in eine
Koeffizientenfolge {B. = *, a2} einer Funktion g(*)e B zu verwan-
deln, so heif3t {¥,} ein Multiplikator der Klasse (A, B), in Zeichen:

{hay € (A, B).

Dieser Begriff trat zuerst beim trigonometrischen System auf;
bei beliebigen {¢,} hat als erster M. Riesz die Frage nach den
Multiplikatoren angegriffen. Es sind hier zwei Fragenkomplexe zu
unterscheiden. Der erste besteht in den notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen, damit eine Folge {*.} zu (4,B) gehore; die-
se Problerne werden wesentlich erleichtert, wenn man ein speziel-
les {@,} untersucht; der zweite betrifft ebenfalls die Charakterisie-
rung der Klassen (4,B), doch ist diese nicht selbsténdig, sondern
durch die Beziehungen zwischen den verschiedenen Klassen (A,B)
vermittelt. Einige von diesen Beziehungen, wie (L, L% (_ (M, L?)
oder (L, Yy (L, M), sind trivial. Ebenso ist im ersten Komplex
die Beschranktheit von {J,i} as notwendige und hinreichende
Bedingung fUr {*.} e{L% L% ene unmittelbare Folge des Riesz-
Fischer'schen Satzes.

Wir fangen mit dem zweiten Fragenkomplex an.

Ein Lemma £s sei 1° {},}e(A,B), 2" {3z.} ON und V inbezug
auf B, weB, 3 fWed, )~ Tongn £E)~ Xlntatni
n - LS
Behauptung: g = U(f) st eine lineare Operation.

Beweis: Nach [144] ist bhilofi die Stetipkeit von U(f) zu
beweisen und nuach [145] geniigt dazu die Feststellung, dafi aus

(29) fim |fy—fla=0, lim| U{f)—hie=0
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die Gleichung # = U(f) folgt. Nun ist aber

(30) U(fk)»w m o o (f), wenn fi ~ b N ol e(th

die zweite Bemehung (29) liefert

lim / U (£ galt) dt = / 1 (B eult) at,

also nach (30) ,

lim b, o = /k(t) 2.t} dt (),
L
und daraus — nach der ersten Bezichung (29) —
b

Maan = | £ (6 gaft) dt.

Die Entwicklung von {/(f) ist demnach mit derjenigen von
#£(¢) identisch und die Vollstindigkeitsannahme 13t 4 (f) = (/)
folgern, w.z. . w.

Unter den Voraussetzungen 1° und 2° wvon {632] st .} eln
Multiplikator von (8', A", wenn man mit A' bzw. B die Rdume der
in A brw. B erkidrten linearen Funkiionule bezeichnet.

Definition. Ist F{x} ein Funktional, so nennt man x,,f(g,,)

die Entwicklung dieses Funktionals nach {3,} und {F{,«")} hu[.it die

Koeffizientenfolge dieser Entwicklung. Diese HKoeffizienten sind
i

Zahlen; setzt man fiir x, die Werte [ x(#)7.(8)df ein, so gibt die

n

Reihe formelli den Wert von F{x) als Samme, wie man durch

Anwendung des Operators F auf die Gleichung x(f) = x,, nll)

verifiziert.

Beweis von [633): Es sei F{x) ein lineares Funktional in
B, d.h. Fe B. Die Operation g = {J(f} ist nach [652] linear und
geB fiir feA, also ist F(U( )N = D(f) ein in A erkliirtes, line-
ares Funktional. F,= F(}.) sind die Koeffizienten des Funktio-
nals F{x) nach {z.} und nach der Definition von U(f) ist
U Cpn) = ky galt), also @(3.) = FU ()} = F(kapa) = b F(%r) = ks Fa.

1653]
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Bezeichnet man mit @, die Koeflizienten von @(f) nach {z.}, so
kommt D, = @ {y,) = Ly Fy, womit {&,} € (B, A") bewiesen ist.

Wir bemerken nun, daB} filr A =L" (1 -Jp < ) A' = L" ist

(I st fiir p' = o als M zu lesen). Dies ist so zu verstehen, daf
Ir

ein lineares Funklional H(f) in A nach [147] als ] (O () dE

il

mit # ¢ Z" geschrieben werden kann und die Koeffizienten 74,-= H (3,)
i

gleich _/.!.*(()'p“(!}dr, d. h. gleich den Koeftizienten von #{{} nach
Frd

Veap sind. Dagegen ist fir A =M (oder A1 =C) A" 3/ Diese
Bemerkungen und Satz 6533] erlauben die ldentiliit einiger Xlassen
(.1, 3) abzuleilen.

Es sei 123 ein ON, =, e M, [2.b vollstiindig inbezug auf I,
Femin {p gy, 1T p i, 1oy Doy alsdann ist

(F7 E7) = (LY, 17,

Hicr ist zu beweisen, daB {1, e(/?, L) die Beziehung D) e(£, L)
impliziert und umgekehel. Das cerste ist eine Folge von [653], das
aweite chenfalls, denn die Vollstiindigkeit von {z.] inbezug auf
L7 bewirkl die Vollstidigkeit inbezug aut L und 77

Korollar., (L7500 (L7, 07y (1 p<~).
Folgender Grenzfall ist in [634] nicht enthalten:

st ey ONV inbzzug auf Lowmd beschriinki, so hal man
(L Ly = (M L") fiir 1 p i~

Beweis: {4 e (/' 1) impliziert nach {633} D) e (M, L),
[653] weniigt aber nicht fir den umgekcehrten Schlufl, weil man
hier mit dein Fall 4 - M zu tun hat, und auf {2.) e (47, L) schlieffen
will, wilhrend man mit der vorhergehenden Bemerkung  bloll
b e (AN mit A' 75 L oerecieht.

Es sel Date (M ) und f(H e L” (p ~1). Nach [652] ist dic Ope-
ralion g() U], heM, gel” lincar, also ((146)) g - "2 A ..
Es folgt .

Jawsodt ek o o
“ I miky
[nsbesondere hat man fiir das Polynom wn{f) = N ¢ 242)

Il
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pof cog :
31) / U w() de . =, / Uw) e (Qydt 2wl . wn pe
‘a Coa '
{p.} ist inbezug auf L, also auch inbezug auf £” vollstiindig
und es ist ([625]) eine Folge {wu(f)} mit klim f— 1wy 4p =0 vorhanden;
fa

dies und (31) ergeben die Konvergenz von {_/.U(wk)k(x)dt}- fitr
alie £ e M. Nach [163] gibt es ein f(f} ¢ L mit

i "

lim ‘]' U h(ydt = [ fgyh(h) dt o

setzt man bier /(#) =~ 5.(£), s0 kommt

fi .
[ 1O 2dyat = lim [U @) pa(tyt
fa

fr
=lim [Lopty @O df =2, | Fiy .40 dt,
kv

L

womit {}.je(l”, L) gezeigt ist. Analog wird der in der Behuuptung

Jetzt pelen wir zu soichen Klassen (A, ) iiber, wo der einc
Raum mit € identisch ist.

Es sei gael” und 3.y ONV inbezug auf 17 alsdann ist
(C,17) - (M, £ (> 1)

Die Relation (M, £y (C (€, £7} ist klar; es bleibt (C, 17 (T (M, L7)
zu zeigen. Es sei {L} e (C 1), f()eC, U{f)el’ und k(f) e M;
{f{)} bestehe aus stetigen Funktionen und sei f.ii. gogen #(f)
konvergent, so dali -f,! ¢ |k 'y flic alle # gelte (vgl. |120)). U{F)
ist linear, es ist also  U{f.)"p - #i &y Nach [165] enthillt {7 (F)}
eine schwuch konvergente Teilfolge, die wir ebentalls mit {U/(f)}
" bezeiehnen wollen und die ein g(¢) e L” als schwache Grenze be-
sitzt. Bs gilt demnach fiir jede Funktion 7 aus £”, inshesondere
fiiy 7 (2) = 7ult), die Beziehung

i

b !
lim [U(fy e dt = [g ) ¢y at (k).

Andererseits ist wegen f,(¢) - £ (f) f.U,

&. Kuczmarz und H, Stelnhaus. Theorie der Orthogonalreihen, &3

[656]
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] b

im [ U(f)aultydf = s [R() oty dt,

Areg o
L] b

also iy _/.k () zalt)dl =‘[.g(t) =t dt (k), was {h.} € (M, L) begriindet.

Bemerkung. (€ M = (M C) ist varichtig, denn {1} gehéet
zu (C,M) ohne zu (M,C) zu gehiren. Ebensowenig darf man
(C, LYy = (M, L) schreiben, wofiir das trigonometrische System ein
Gegenbeispiel liefert.

Ist aber {z.y ON abgeschiossent inbezug auf C und sind alle
wy € C, 80 hat man (C, C) = (M, M).

Der Beweis fiir (€, C) C (M, M) ist dem Beweise von [656]
analog; man hat nur zu beachten, dall die schwache Grenze von
S jetzt ein g{f) e M ist; (M, M) C (C,C) wird aber folgender-
mallen bewiesen: ist f({)e M, so ist die Operation U{f) in M
linear, nach [652]; die Abgeschlossenheit inbezug auf C liefert fiie
(t)y € C eine Polynomfolge {w,} mit lim"w, — Alc =0, was

F{ L

Him i U () — U (h) i =0 impliziert, also ist U(#) als Grenze ei-

Hor e

ner gleichmélig konvergenten Folge von stetigen Funktionen ste-
tig, w.z. b.w.

Unter den Voraussetzungen: {7, ON, 2.eC, 0. A inbezug
anf L7, ist (', M) = (", C) (p > D)

Beweis: lis geatigt (I, M) (L",C) 2z zeigen, Es sei
L e (7, M), f(H e L” und U(f) die in [652] definierte Operation,
die f(¢) in eine beschriinkte Funktion g (&) =U(f) verwandelt, Die
Abgeschlossenheit liefert eine Polynomfolge {w,} mit f als starker
Grenze. Die Stetigkeit von U (f) gibt

lim U (wn) — U(wm) m= 0,

es ist also die aus den stetigen Funktionen gn(t)=U(w,) bestehende
Folge gleichmaRig konvergent und daher U(f) eine stetige Funk-
tion von t. Nach [624] ist aber {z.} V inbezug auf M, aso U(f)
eindeutig erklart.

Bemerkung. In den Sétzen dieses 8§ darf die Bedingung
der Vollstéandigkeit durch die Annahme ersetzt werden, dal3 die
einer Toeplitz'schen Methode entsprechenden Lebesgue'schen Funk-
tionen f. 0. 0(1) sind.
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8 6. Weiteres tUber Multiplikatoren.

Wir gehen zum ersten Problemkomplex des 85 Uber, um einige
Eigenschaften der Klassen an sich zu behandeln. Wir wollen hier
zunachst den Begriff des Multiplikators erweitern:

Es geien {p.}, {¥.} zwei ON; wir setzen voraus, daf} filr xcA,
h b

ye 8B die Integrale ‘/.x{t)'\cu{t)dt, ‘/.y(t)ﬂg,,(t)df stets exislicren; es
1] 1]

habe |k} die Eigenschaft, die Entwicklung einer jeden Funktion

x{t)e A nach {p.} in die Entwicklung einer Funktion y({ye B

nach {%,} zu verwandeln; wir sagen dann, {},} gehire zur Klasse

{Ag, BY). Dann gilt der

Satz: Voraussetfzaungen: 1% {4} ist volistindig inbezug
auf B, 2° gaeBin), 3" mecAn), 4° M} e(Ay, BY), b die Zahlen
Qi Sind beliebig (reell).

R
N " hl

Behauptung: Die Konvergenz von x, = Nam i {f) nach der
F I

k”

A-Norm impliziert die Konvergenz wvon ya. = M @ Yu(t) nach der
kot
B-Nuorm,

Wie in [652], beruht der Beweis darauf, dal der Operation
y=U(x) (die wegen 1° eindeutig ist) die Stetigkeit zukommt.
Ist also x. die starke Grenze von {x,} und y._ = {(x.), so ist

#
lim |vs — y. |'s = 0. (Der besondere Fall x, ~ Y a,5(t) mige vom
k1

Leser ausdriicklich formuliert werden).
Setzt man (wie in [662]) {9, V inbezug auf B, und anfierdem
{%n} A inbezug auf A vorans, so folgt aus der Behauptung |662]
{#a} € (A%, BY).

Beweis: Es gei x.¢A; es gibt ({3.} ist A} eine Matrix

R

law, so daB x, = Y axpuf) stark gegen x. konvergiert. Setat
L

man y,=U(x,), y..=U(x.), so konvergiert {y.} stark (=nach der
B-Norm} gegen y.. Man hat zu zeigen, dal die Eatwicklung

von y..{f) nach {¢.} k}: ki e u(f) ist, wo man mit ¢, die Integrale
-1

[661]

[662]

(663}
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[x {f)ps(2)d! bezeichnet. Nun ist aber o= llm [x,.(t) gilf) df,
n'Jl ] b

/_V,(f)(bk(f)df = l_tm/y,.(f) ‘IJg(t) dt= l[m )‘k_f x,,(t) '-Fk(t) dt = )\-k Cry W. z.b.w,

Es sei {7.) ON und A inbezug auf A, {9} ON und V inbezug
auf B, die notwendige und hinveichende Bedingung fiir {1} ¢ (Ae, BY)
st die Existenz eines n- und &-frefen ¢ derart, daf die Ungleichung

I "

(32} ! \1 lk & %(f) Sl Y Pk{.‘f}

e
Jir alle endlichen Zahlensysteme 0 S statfﬂnde.

Beweis: Die Notwendigkeit folgt aus [662], weil die Ope-

ration y = U(x) stetig ist. Setzen wir nun (32) voraus und es
k"

sei X (&) ~ Yeopudf), x.. €A, Es sei ferner x, =N au () und
k1 L
Lim x, == x .. Setzt man in (32) am — @me Fir &, so strebt filr

"o

nan » oo die rechle Seite gegen Null, also auch die linke. Daraus
mit 663} felgt D} e (As, By
Der Satz [664] gibt eine neoiwendige und hinreichende Be-
dingung fir {d.} € (A.B) an, wenn wir darin 9, = ¥, annehmen.
Andere Bedingungen sind in den nunmehr folgenden Siitzen enthalten.
Ist {z,} ON und jedes 7, beschrdankt, so ist die Ungleichung

(33) ANHHO T (n)

[ |

mit einem n- und t-freien v notwendig und hinreichend fiir {33 e(L, L)

Beweis: Hagei (M) (L, LY, F{) ~ \‘ XeeplD), f(H el soli

dann {k e} die Koetfizientenfolge einer Funktlon aus L? sein, so
mufy nach [171] fir alle (5, 35 ..., 32 die Unglenhung

@3 ¥ Mfs.w.l < conbtl/ v
|k

stattfinden. Hier ist die linke Seite gleich

|fl

(35) JroX )‘n Sepa() dt
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Ist nun {3} mit Y if << oo festgelegt, so ist

A=l
o "
(36) Flf) = [ £&) sttty de

]

das allgemeine Glied einer Folge von Funktionalen, deren Normen
([151]) gemeinsam beschréankt sind, wie aus (34) und (35) ersichtlich;

nach [147] muB also w.o0.G. Ml lLez(f): -~ p sein, mit einem
aTfh A !
n-freien 1. Andererseits ist

00 = Y00
| Py [

eine Folge von linearen Operationen, wo x = { |) zum Ré&ume |2
gehort, und M der Gegenraum ist. Nach [151] sind die [U,] unter
einer n-freien Schranke gelegen. Wenn es uns aso die Ungleichung

H

"J(. uoo
Uy swe=wo0.G / M 07 ()
i

Zu zeigen gelingt, so haben wir die Notwendigkeit von (33) dargetan.

"
SR () S o — 8
]

a—

/
Es gibt nun eine positive #Menge £ it I .

nach [121] kann man ein positives £, (£ finden, worauf alle
«{f) ({=1,2, .., 1) stetig sind. Es set #, ¢ £, ein Punkl von der
Dichte 1 fiir £, Dann ijst fiir

: K/ ",
G hpht); [f DTN

il
"

die Summe > i gleich 1, und

1
/ » .
Uy e = 30100,
il

also . Ufx) > e, — 2 in einer positiven {(-Menge {(da 7, ein
Stetigkeitspunkt und Dichtepunkt ist). Es folgt | {h(x) ) 22 o, — 2¢,
also | U, - ay, woz.how,

Setzen wir jetzt voraus, (33) sei erfiillt. Dann ist

PULx) Sy // R
I==1
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also "

IFAPI< M[If(t)|dt

Damit ist aber (wegen (36) und (35)) (34) mit einer E- und n-freien
Konstanten erfallt, und die (hinreichende) Bedingung [171] ergibt
die Existenz eines g(t) mit

b

[e® 2ty dt = ey "),

d.h. die Hinlanglichkeit von (33).

Sind die g, gemeinsam heschriinkt, so folgt aus [665] unmittelbar
2, A < v als notwendige und hinreichende Bedingung fiir {%}e(Z, L")
(cha Notwendigkeit erhiilt man durch Integration von (33)}). Dieselbe
Annahme fithrt fiir 1 <<p <2 zu _l Mi” <~ als einer notwen-

digen aber nicht hinreichenden Bedmgung fiir {A3 e (L, L7).

Hat {z.) die in [865] vorausgesetzten Eigenschaften und st
es aufierdem wollstdndig Inbezug auf M, so ist Lty o f.4
(2 n- and {-frei) eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
) e (M, M) (LAf) ist die Lebesgue’sche Funktion; vgl. [521]), wo
{#n} eine monotfone, konvergente Folge bezeichnet.

k]

Beweis: Essei A(fe M, h{f) ~ -\ higdt) und VA iy~ g (DeM.

Ist £(f) fest, so kann g{f) = U(x) {mlt X = {)q}) als eine lineare
Operation angesehen werden, die jedem x eine beschriinkle Funktion
zuordnet. Diese Zuordnung ist eindeutig, denn {¢.} ist volistiindig.
Die x-Menge kann niimiich durch die Normierung
e ll= X A= dip! 4 max | M|
il ()

zu einem B-Rauvm gemacht werden (wenn x eine Folge von be-
schriinkter Schwankung bedeutet, d.h. eine Folge, fiir welche der
eben erklirte Auadruck |'xi endlich ist).

Nach {146] haben wir || U(x}) < un|lx:l. Wahlt man x = {&;}
mit b =1 fte i n, ;=0 fiir f>n, 80 wird

|

x| =2, IU(x)'I—woG_ k;q:;(t)é{?p. fir £{) e M

a<itellh

und p von £ {(nicht von #) abhingig. Da nun
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i n
Uxy= [k ;."\'. et ¢olt) du,

so ist nach [155] !

LI !

[ X osuypulty du < a

w K1 i
was die Notwendigkeit der Bedingung erweist. Die Hin-
langlichkeit ist unmittelbar, denn es ist

ﬂ

fmk ety = \‘ wm, — b ) Sald) by mit si(f) = \ h, wi{),
also ist nach [642]

w. 0. G N A he(l) ---:iz(f:x,.. Mg+l LM)
k1 Lk

8§ 7. Singulare Entwicklungen und singulare Funktionen.

Bei der Diskussion der Sdtze |631| und 1632, welche in
zwei verschiedenen Richtungen den Riesz-Fischer'schen Satz ver-
allgemeinern, haben wir bemerkt, da3 die Umkehrungen jener
Sétze nicht gelten, d.h., dal3 es Orthogonalsysteme gibt, fur wel-
che diese Umkehrungen versagen. Wir sprechen dann von einer
Sngularitat des Systems und lassen dabei die in den erwdhnten Sédtzen
vorkommende Annahme der gemeinsamen Beschranktheit fallen.

Definitionen. Ein ON {z,} hat die schwache {lardy-Little-
wood'sche  Singularitdt h, (p -+ 2), wenn es eine Folge {c.} mit

v ‘e <loo gibt, 80 d.a[i 3 c',,'?,,(t) keine Entwicklung einer Funk-

—
w1l

tion aus L ist; dabei ist 1".p <~y im Falle p==1 tritt an Stelle

von ¥ c,? < oo die Bedingung lim ¢, = 0; im Falle p = ~ ist p'

e
nol "oy

als 1 und £ als M zu lesen.

Ein ON {p,} hat die starke Fardy.Littlewood sche Singularifit

H,, wenn es eine Folge {c,} mit Y ‘¢, v <<~ fiir alle ¢>min(2,p")

H=i

gibt, so daf3 3 € =¢) keine Entwicklung einer Funktion aus L’

ist; dabei mt 1<p<:x, im Falle p=1 ist p'=~, im Falle p=~0
ist p' als 1 und L” als M zu lesen,

16
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Vermittelslakunarer Reihen (vgl. V1) kann man zeigen, dal3 das
trigonometrische System die Singularitaten hy, fir 1<Ip<'2 besitzt.
Die Singularitat h, kommt offenbar nie vor und h, mit p>2 ist
bei beschrankten Systemen unmdglich. Das Haar'sche System
besitzt die Singularitat h, fur 2 <Zp <> ~, wie wir gesehen haben.
Die Singularitat Hp kann bei beschrankten Systemen vorkommen,
sogar mit p —2.

Obige Singularitaten kniipfen an den ersten Teil des Satzes (631 ]
an und beziehen sich auf die Existenz von Reihen mit bestimmten
Konvergenzeigenschaften. Man erhélt eine zweite Gruppe von Sin-
gularitdten, wenn man den zweiten Teil des erwédhnten Satzes
hervorhebt und Funktionen von bestimmten Eigenschaften sucht.

Ein ON {g,} weist die schwache Carleman'sche Singularitit
¢, {p 7 2) auf, wenn es eine Funktion (¢ ¢ I” gibt, deren Koeffi-

zienten {f.! die Eigenschaft _\_ |f”, = ~ hahen. Fir p= ~ ist

L oals M, o' als 1 za vers!ehen, fiir p =1 ist lim sup ! fi!= o die

"oy

verlangte Eigenschaft der Koeffizienten.
Ein ON {9.} hat die starke Carleman’'sche Singularitit C,,

wenn fiir ein gewisses f(f) e IF die Reihe v Ju 7 fiir alle ¢ mit
M. |
0 <g<Imax (2.p" divergiert.

Bevor wir die Singularitdten beider Arten néher betrachten,
wollen wir ihre gegenseitigen Beziehungen beleuchten. Dazu dient
uns folgendes

Lemmua: Voraussetzungen {z,} ist ein QON, vollstin-
dig inbezng auf Q, 9a¢ Q; P, der Raum der Kueffizientenfolgen
x = {r,} sei vom Typus F (vgl. |138]) und habe die Eigenschaften:

17 lim (x), %) = O impliziert lim e = ¢, fiir alle k (hier ist

- "o
xt e P, x{”’ = {L“)I gemeint);
2 clnte Folge wie (£,,€4 -, €1, 0,0,..) gehort stets zu P;
3 lim (¢,. €40 .04 €5, 0,0,...) = {ca}.

Fovem

Behanptung: Ist jedes x e P eine Koeffizientenfolge eines
Fe Q nackh |34}, so ist

(37 lim' f(t)— X caga(t) =0
L A L 4
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Beweis: Setzt man f({f) = U/{x). so ist die Operation &/
additiv, wie ersichtlich. Diese Operation ist stelig; es konver-
giere niimlich x® = {cf™ gegen x -= {c{”): nach 1° folgt aus
Lim U (xt) = ), dafl die Koeffizienten von ¢ die Zahlen o4’

sind; die Volistindigkeit ergibt y™ = U/(x), also ist nach 145
U(x) stetig, Ks sei nun

XM = (e ey Oy 0,000

nach 3" ist lim ¥ = lep) == x, also Lim U (x0) = 0700, d. b, (37),

w.z. h.w,
Dieses Lemma gestattet folgenden Sutz zu hegriinden:

Die Singularititen by, nnd e, sind dquivalent, wenn |5,] voll-
standig inbezug anf I, goe L und 1 -7 p - ~ ist,

Es sei zunifichst 1 <p-<l~o und [7,} habe dic Singularitiit by

es existiert demnach eine Folge |c.) mit Y ¢, - ~, ohne eine

N

Koeffizientenfolge eines f(f)el” zu sein. Infolpedessen gibt es
nach {646) eine Funktion g{t) ~ ¥ g.2.t) € 7 mit divergenter
[T

- -' - -
Reiie N o gu; es muis also Y g, 7 == ~ scin, womit das Vorkom-

no Ho|

men der Sinpularitiit ¢, bewiesen ist. Der Beweis benutzt nur

die Eigenschaften %, ¢ L”, ¢, ¢ I” (1) des ON.

Jetzt habe {z,] die Singularitiit ¢,, nicht aber h,; es ist

Mg, eI~ die Koeffizientenfolge

nol

eines f(f)e L”. Nach dem Lemma 1673] mit Q = L/ gilt also (37).

Wihlt man irgend ein g{(f) ¢ L und bezeichnet mit 5,(¢) dis P’ar-
"

tinlsummen ¥ ¢, <x(f), mit g die Koeffizienten von g, so isl
ko

dann jede Folge |[¢.] mit

n d
E{'!f & = /-gu(t)g (5) d!,
ko1 b

also
]

2o [fgwdt = g plf—s,
a |

{674
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was die Konvergenz von ) ¢, gx fiir alle |e.) ¢ ¥ sichert; nach
ko1

[113] impliziert das letztere {g.} ¢ I, schlieBt also die Singularitst
¢ aus., Damit ist fiir 1 <<p << ec [674] in beiden Teilen bewiesen.
Die Grenzfille p =1 und p =~ sind analog zu behandeln; man
benutze den Umstand, daf} die nullkonvergenten Folgen einen F-Raum
mit ({a.), |Da}) = max 1y — by | bilden.

Unter den Voraussetzungen wie in |674] sind die Singularitd-
fen Hp und Cp dguivalent.

Beweis: Es sei wieder 1 <7 p <.~ und H, komme dem Sy-

stem |.} zu, d.h. es sei _}, €ai? <~ fiic > min (2,79 und {c.}

keine Koeffizienlenfolge fur 7, Cp sei nieht realmerhar, a]so ZU
jedem g {fye L’ eine Zahl e<<max (2,p) =min (2,p") mit N g, " <o

vorhanden. Dann ist ¥ ¢,g, fiir alle gel’ konvergent, ¢ h.
1

Meopdt) nach [646] die Entwicklung einus SO el”, gegen die
[

Annahme, Umgekehrt: kommt H, dem System I';,,} nicht zu, d. h.
ist, fiir jedes e} |mt v |c, <~ fiir ¢ min(2, p), P s ciodl) ~ fi)e L’

g0 ist die Formel (:}7) anwendbar, denn die '\f.’leng‘e aller {¢;] ist ein

F-Raum, wenn man die Distanz zweier Folgen x= {c;), y==1{d;] als
1' 1 _[ ]u _

2 o 1t Ly,

ol

[x — pfu = S | €x — d ;f”)'n_, ryo=min (2,50 + 1/n

(x4, =

mit

erkliirt. Tatslchlich gilt dann (x,y) = (x — ¥y, ©), 11m (Tax, &) =

T baes

fiir lim 1, =0 (wegen (1,x,8) =7 1, . (X, 0) fiir ix,|<1) und limtx, =8
Bopen
fiir iun Xr =0, denn fiir |t} =71 ist

kowe
(rx5,8) < 11l (x,0),
und fiir [t| > 1 ist
(txk, 9) - v 1 |T| (xk’(-))”
Pt 2” 1+(xk‘9)u

der Raum ist auch komplett, also ein F-Raum.

:|t!'(x!n 9)’
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(87) mit Q= £” liefert die Konvergenz von Y cig; fir die
il

Koeffizientenfolge {g: einer beliebig in L” gewiihlten Funktion

g (f); diese Konvergenz findet fiir alle {c.} €’ statt (¢ > min(2,p"),

also ist nach {115] X | g/ 1" <o filr ein gewisses «(g) < max (2,p),
[ |

d.h. Cy» nicht vorhanden. Die Fiille p =1 und p = ~ gestatten

eine analoge Behandlung.

Bis jetzt haben wir in diesem § die Vollstandigkeit des ON
inbezug auf LP vorausgesetzt. Wenn wir statt dessen die @ () einzeln
als beschrankt annehmen und eine Summationsinethode {by}
(k =1, 2,..., n) mit der Eigenschaft

h & &

[ Kt w), du < (K,-(t, wy - Yy N e ch-(u)) ()
a L | it
wahlen, so bleiben die Behauptungen richtig und die Beweise
werden einfacher, weil sie auf [646] u. f. geslutzt werden konnen.

Bevor wir an die Frage nach der Existenz der Singularitaten
herantreten, ist folgender Hilfssatz zu beweisen:

Es sa [f,(t)] eine Folge integrierbarer Funktionen und {nj]
bezeichne irgend eine Folge von Indizes, die Ungleichung

fr

(38) Tl + Full) + oo+ Fof] e =

sei mit einem \n;)- und j-freien p. erfiilit. Dannist M fit) <" ~ f.ii.
Ho
Bezeichnet {r.(n)) das Rademacher’sche System, so folgt aus (38)
h

(89) | k;l felt) rikuy dt < 2p.

Nun gilt aber fir Ir,(u)] die erste Ungleichung [457]
] 3 l_ I,' " !
(Ec};’)BK 8./ X eerln) du,
k.1 iok=1

welche mit (39) fur c¢=f{t) beiderseits integriert
B

4 .H_- o 1 . " .
i I/ Seyat -~ 8fdu | X ey at < 16
P k1 b a k=1

ergibt. Jetzt flhrt [124] unmittelbar zu der Behauptung.

[676)
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Ein beschranktes oder inbezug auf L® vollstandiges ON besitzt
stets die Sngularitat c..

Es sei nimlich |5.{£) <7, lc} beschrénkt und divergent; es
ist dann |cx} nach dem Mercer'schen Satze {524] keine Koeffizienten-
folge einer Funktlon f(Hyel. Infolgedessen gibt es nach {646! eine

Funktion g(f) ~ _, gev(t) € M, mit divergenter Reihe L Ci Ly €S
A=

mufi alsn L gyl divergieren, worin eben c.. besteht.
L

fm Fdl]e, wo |34} inbezug auf L? die Eigenschaft V hat, ist der

Hiifssatz [676] nitig. Es ist dann nach {513] 23 \' wr(fy=m f.ii., also

die Behauptung {676] nicht erfiillt und mfalgedesaen (38) zu verneinen.
Dies filhrt zu einer Folge {#:] mit
I k

llrn sup / Nooaf) dt =~

- ‘i J_

also ~ nach [154] -- zu einer stetigen Funktion A (f) (mit {#.} als
Koeffizientenfolge) von der Eigenschaft
#
lim sup .}:lz"; = 4~
LI il
was Y| h, =, also c. impliziert.
-t
Ein beschranktes ON besitzt stets die Singuluritdten o, fiir alle
p =2,
Wiire filr jedes f{f) ~ ‘ ;6 wi{t) € 1" die Rethe Mic,” kon-

k=1
"

vergent, so kiinnte man eine Reihe k‘___,]id;" < o mik ,_)__,: di =~

wihlen und man hiitte _\_,‘Id;,c;.-! <o Hir alle fe L, also — wieder
t
nach [154] —

b

f
/ d,, P, (f)|dt <,

was nach [876] N d)7i(f) <o f.ii ergibl. Letztgeschriebene Reihe
I |

ist in E gleichmafidig konvergent, wobei nach [123] die Komplementar-
menge CE dem Male nach kleiner as e angenommen werden darf.
Wahlt man e so, daR
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[y de> ! 0

i
sei (vgl. [611]), 50 kommt

- 1

V< 2 [eheey de 2;/'(;\: d; :;E(t}) dt < ~o,
k=l f s W

also ein Widersprach.

In der obigen Beweisfithrung kinnen wir f(8) ¢ C statt f(£) el
annehmen Es gibt also nach [678] flir jedes ¢ - 2 ein f,(He(,

fff(t)"‘* Cim e(f), so dal

AN C.g.-'” =

=l

Wenden wir [156] an, mit xeC, x(r)« n{p;(f)umlF £X) < (C1,€ 4500, 05),

Fa(x) e 71" so bekommen wir den bz: tz:

Fiir ein besc}!rdrzk(es ON Hf die Bestimmung einer stetigen
Funktion gty ~ g;‘ () mit __, g~ flir jedes g2 moglich,
i3

Umsomehr beS|tzen solche Systeme die Singularitéat C, fir p 2.

§ 8. Die Singularitaten K, und L.

Die Singularitdten des § 7 sind Gegenbeispiele fir die Um-
kehrungen der Séze vom Typus [631]. Nun sind die Umkehrun-
gen des Satzes [632] ebenfalls unrichtig. Diese Tatsache rechtfertigt
folgende

Definitionen: Ein ON-System besitzt die Sngularitét |,
(1 <p-<~), wenn es eine konvergente Reihe X nr—*i¢, ¥ gibt,
nol

ohne dal} die Folge {c, ] eine Koeffizientenfolge einer Funktion aus
LP sei. Wenn man in dieser Bedingung den in der Reihe auftreten-
den Exponenten p durch jedes q < max (2,p), q > 0, ersetzen darf,
so heifRt die Sngularitdt 4, (I — p «7 o). Die Singularitét I, ist
unmdoglich, wie der Riesz-Fischer'sche Satz lehrt. Dagegen besitzt
jedes ON die Singularitat L, es geniigt e.=1/y'n zu setzen.

[679]

[681)
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Ein ON besilzt die Singularitdt k, (1 < p<oc), wenn es eine
Funktion f(t)e " gibt, deren Koeffizienten ¢, die Eigenschaft

\1 1" e, = ~o autweisen; es besitzt die Singularitdt K, (1< pec),

" [

wenn man in dieser Reihe den Exponenten p durch jedes ¢>>min (2,p)
ersetzen darf. Man sieht sogleich die Unmdiglichkeit von k,; die
Singularitit K, kommi in jedem ON-System vor, wie das Beispiel
e = " log='{n + 1) zeigt. (K.. hat einen bestimmten Sinn, denn
g = min (2,~) heiBt soviel als ¢ > 2 und L~ ist als M zu lesen).

Die neuen Singulsritiiten sind (wie diejenigen des § 7) mitein-
ander verkniipft. Es gelten folgende Aquivalenzen:

Ist |7,) ein ON, vollstandig inbezug auf L, und 5,eL” (n), so
sind 1, und ky miteinander dquivalent (p > 1),

Es sei nimlich k, nicht vorhanden, also fiir jedes f(f) ¢ L,

f() ~ \ f‘u (2}, die Beziehung

(40) h Icn Pt el N

no

erfiillt. Ist dann |d,} irgend eine Folge mit

(41) Sodar et~

H--1

so ist die Reihe = 6, dy wegen
~ .

. . 1pg - 1 1!
A - Rl —u W1 - .
..\_a P PR (.}.« ; dy o ") (_l Cn ;p q__,,r)
ol T no1 i

ubsolut konvergent Es bewirkt also (41} die Konvergenz der

Reihe N ¢, d, fiir alle £{¢) ¢ L daher ist {4,) nach [646] die Ko-

H 1
effizientenfolge einer Funktion g{f) ¢ I’ und damit ], ausgesehlos-
sen, 1, impliziert daher kp.

Es sei jetzt k,», d. h. eine Funktion f(f) € L" mit Y {c,” n'=2=ow
Ho-1
vorhanden, Betrachten wir die Gesamtheit der Folgen {d.) = x,
. tp
die (41) erfiilfen. Definiert man j| x| als (__,ldn @ nf"?) , 50 wird

diese Gesamiheit zu einem Raum X vom Typus B. Ist g(f)e L’
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eine Funktion mit {d;} as Koeffizientenfolge, so hat man nach
dem Lemma [673], wenn 1, nicht vorhanden,

b 3 r
lim [ gty — }:dk wo) dt=0.

L

Daraus folgt die Konvergenz von c,, d, fiir alle xe X, Wiihlen

H

wir aber
d, = | €, ¥t "~ sign ¢y,

so ist (41) erfillt und dennoch Er:,, d, divergent. Damit ist ge-

a ol

zeigt, dal} dieser Folge |d.) kein g{f)¢L” entsprechen kann, also
die Singularitiit 1, als vorhanden erwiesen,

Unter den Voraussetzungen von [(3831 sind L, und K, mitein- [684]
ander aquivalent.

Der Beweis daflr ist eine fast wortliche Wiederholung des
Beweises fur [675] mit der Anderung, da3 jetzt die Entfernung
zweier Elemente x = [a], y = [by] als

(x. ) == \1 _1__ ( ;y)" = mit {x, y) __( I_h|al, _[;; ' fptt - )1” (n=38,4,..)
n 't 2"1'!"( ,y)n " & ' e

definiert wird.

[683] und [684] gelten bei der Voraussetzung der Beschrénktheit [685)
der Lebesgue'sehen Funktionen fir eine bestimmte Summationsmethode
auch ohne Vollstandigkeit,

Wenden wir uns jetzt zur Frage nach der Existenz der Singula-
ritaten k, und K.

Ein beschrénktes ON besitzt stets die Singularitét k, fur jedes [686[ P
p>2.

Ist namlu,h {40) und (41} filr zwel Folgen Ic,,l und {d,)

erfiillt, so ist 3 ¢, d, absolut konvergent. Ist aber \ €h = ~, was

ﬂ[ rr[

fiir p > 1 mit (40) vertriglich ist, so resultiert

Y A=~

Aq 1
in einer positiven t-Menge; nach dem Lemma [676] mul} also flr
eine Folge {n}
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hoA
Ill’!l SUP i . Z Cn,- ‘Pn‘-(t) dt = o
Bl n o liml i

sein. Nach [154] gibt es dann eine stetige Fanktion g(£) (mit |g,}
als Koeffizienten) mit

b &
limsup £ X ewzalt) db=+~,
v 4 i1
d.h. mit ¥ g0, =+ o und ¥ |g.c,! = ~; damit ist aber ge-
Tl "o
zeigt, daB3 die {g.}-Folge nicht fiir {d.! in (41) eingesetzt werden
darf, w.z.b.w.

Das Kondensationsprinzip [156], zusaminen mit [686], fiihrt,
wie in [679], zum Ergebnis:

Ein boschranktes ON besitzt stets die Singularitdt K., also auch
K,, fiir p> 2,

§ 9. Majoranten und Divergenzfaktoren.

Die Biitze dieses Kapitels erlauben nicht immer zu entschei-
den, ob eine Folge {a,] als Koeffizientenfolge einer Funktion in
einem Raume auflreten kann. Hier sollen hinreichende Bedin-
gungen erirtert werden, und zwar folgender Art:

Ist fiie 1a, < dy (1=1,2,..) stets |a,) eine Koeffizientenfolge
fiir L7, so heillt die Folge |d.) eine Majorante fiir L7; sie ist
offenbar nieht nur von g sondern auch vom Orthogonalsystem
abhiingig; wir verlangen ferner d, = 0 ().

Damit |d,| eine Majorante fiir 1Y sei (10 q -7 ~), ist (bel
einem inbezug auf LY vollsténdigen ON und <, e L") die Konvergenz

von ¥ 'c, dy fiir sdmtliche Koeffizientenfolgen |c,| der Funktionen

H==t
fitye LY notwendiyg und hinreichend,

Hinlinglichkeit: Die Konvergenz von Y !¢, d, bewirkt

Mol

die Konvergenz von > A, cad, filr |4, <l «; diese Konvergenz fin-

"ol

det statt fiir alle f(&)eL” (F (&) ~ l,‘icn =), algo ist {i.d,} eine

L

Koeffizientenfolge fiir L' (nach [646]), w.z.b. w.
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Notwendigkeit: Ist [d,] eine Majorante, so ist {},d,)
fiir |2, <« die Koeffizientenfolge eines g{#) ¢ L. Damit ist aber
eine additive Operation g(f}=U(x) im Raume [~ aller beschriinkten
Folgen {}] = x eindeutig erkliict; dieser Raum ist vom Typus B,
wenn man x , als 0.G. %, | definiert, aber bei der Bestimmung der
oberen Grenze diejenigen }; streicht, flir welche ; verschwindet.
Nach {673] ist U/{x) stetig. Es gilt daher

I "

N i
lim [ g@) — X wdeodt): dt = 0,
. k|

HoEn

und daraus folgt die Konvergenz von N ¢, ), d, fiir alle f(Oel?; setut

"ol

N . . . AR '
man i, = 8ign cy, s0 ergibt sich N Cnldy oo, woz.obow,
I

Das Majorantenproblem erweist sich damit als eng mit dem
Problem der Divergenzfaktoren verkniipft: diesen Namen legen wir
den Gliedern einer Folge |d.) (dy = 0) bei, wenn es im Raume R
ein f(¢) gibt, dessen Koeflizienten |c.] die Eigenschaft 'E| Culdy -0
zukommt. Dies ist eine Verallgemeinerung der Singularitit ..
(R—=M,d, =1}

Der Satz [692] laft sich jetzt so fassen: Damit [d] eine Ma
jorante fir P sai, ist es notwendig und hinreichend, dal? [d, ] Keine
Divergenzfaktorenfolge fur den zu P konjugierten Raum P' sai.
Diese Bemerkung fihrt zu neuen notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fur Majoranten,

Es sef | <2 p oo, oy L) |%,) ON und V inbezug auf #7; da-
mit |d,| eine Majorante fiir 17 sei, ist das Erfiillisein der Ungleichung

{f i) r
(42) [ Ndu gty dt < (m)
o i i
fur alle Indexfolgen {n} (mit einem [n; ] und m-freien z) notwen-
dig und hinreichend. (Fir p— st links statt des Integrals die
w. 0. G. des Inte grinden zu schreiben).
Beweis: Wir wissen bereils, dal die Bedingung Y . ¢,y < o

E

tir alle fel”, wo f{t) ~ X e 2.{f), notwendig und hinreichend
-l
ist. Daraus folgt

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 16
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b L ¢
[f&) Zdaqtyat| <o ),
also, nach [152] bzw. [154],
b, ot p
lim sup f‘ Sdgdt) df < oo
moyee g [deel i

(mit entsprechender Lesart flir »= o). Dies gilt fir jede Folge
{dng}, womit die Notwendigkeit von (42) erwiesen ist. Die Hinlan-
glichkeit ist ersichtlich, denn (42) bewirkt

oom |
1
Nl

T ) N N
; ‘Z cu,-du.;i ey fil
Vil i

Im Raume LP ist die Bedingung (42) mit der unbedingten

starken Konvergenz ven Eld,,'f’-n(t) #quivalent, wie der Satz [168]

lehrt. Hs ist leicht festzustellen, dafl im Raume M dieselbe Be-

dingung mit N dui9.2)| <z P.ii gleichbedeutend ist. Sind die 7,
Pl |

gemeinsam beschrinkt, so kommt X d, <~ fiir M, ¥ d, <X~ fiir {.
]

HoL "
als charakteriséische Eigenschaft der Majoranten. Die llinlinglich-
keit der letzten Kigenschaft folgt aus dem Riesz-Fischer’schen Satze
[856], die Notwendigkeit daraus, dsB [694] und [676] die Konver-

genz von Y die{f) f.d. und fiir gemneinsan beschriinkts 7, die
Hol

5
Konvergenz von Y d ergeben,
no-

Als Anwendung zeigen wir, daf3 fir jedes ON, welches ans
beschrénkten Funktionen besteht und inbezug auf L vollstandig i<t
eine niillhonvergente Folge {a,} existiert, ohne eine Koeffizientenfolge
fir L zu sein. Denn nach [513] gibt es ein {d,} mit d, O, limd,=0

und fd;‘l';ﬁ(l)zcu. Nach [676] kann die Bedingung des Satzes

wsl

[694] nicht erflllt sein, {d,) ist demnach keine Majorante, aso ist ein

{an} mit la,l < d, vorhanden, so beschaffen, daf3 S‘;ll,'l_., £} keinem
?
H=l

f{t) aus L entspricht.



VII. KAPITEL.

Lakunare Reihen.

§ 1. Lakunare Systeme.

Das Rademacher'sche System {rn(t)} [225| besitzt unter an-
deren merkwurdlgen Eigenschaften auch die folgende:

Wenn T ay <.~ und wenn f{f) dic Summe der Reike N v A ri)

.ral

bezeichnet (die sicher f. i1, konvergierl), so st f{Hel’ fﬂr alie p
(1< p<a)
Dies ist eine Folgerung aus der Ungleichung [456]

!

r_r" r I rr.‘ I
[ Xaun(ty dt (";4—1)‘ ( A a;‘:):’
LIS

" kD

unter Benutzung von [125]. Das Rademacher'sche System ver-
dankt jene Eigenschaft seiner Unvollstandigkeit, die aber (selbst-
verstandlich) allein dazu nicht ausreicht. In diesem Kapitel kom-
men ON-Systeme zur Sprache, welche eben diese Eigenschaft
besitzen.

Flhren wir allgemeinere Definitionen ein:

Ein ON-System {@,} heif3t lakundr von der Ordnung p (p>2)
und W|rd mit S, bezeichnet, wenn ¢, L” und wenn fir {a}d? die

Reihe a,, 2.t} (die dann mit R, bezeichnet wird) stets eine Funk-

tlonf(t)eL”|m Sinne der starken Konvergenzin L? darstellt. Die Reihe
hei3t dann auch lakunér von der Ordnung p. Mit S und R werden

Systeme bzw. Reihen bezeichnet, die fir allep, 2<p<io, 8, bzw.

R, sind.

[TEL]

[712]
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit {@ (1)} ein
S, sei, besteht in der Existenz eines n- und a-freien u, mit

!). " p T re
M [/ Sawt @) <)/ Sat.
u k=1 ; k=1
Die Hinldnglichketit ist leicht zu sehen, denn aus (1) folgt

1 1 n h
(ﬁMWﬂWWﬂyéwVfXﬁ,

Eomil

also ist fiir M at< oo die Folge {s.(#)} in L” stark konvergent ge-

"ol
gen eine Funktion f{) ¢ L.

Fiir die Notwendigkeit bemerken wir, dal jedes ONS,
eino additive Operation y = {/{x) definiert, wean man {a,} mit
x (x e und f(f) mit ¥ (y € I”) bezeichnet. Es bezeichnet also y
dasjenige der Folge {a.} nach [712] entsprechende f(f}, dessen
Koeffizienten nach dem System {}.}, welches mit {p,} zusammen
ein ONV bildet, simtlich Null sind. (Ein derartiges {%,.} existiert
nach {353[}.

Um die Stetigkeit von U{x) zu zeigen, betrachten wir eine

Folge {x:} mit xy == {a¥ und Limx,=x.. Es sei U/{x0) =y
ko
und Lim ye = y.. Nach [145] haben wir y. = {/(x.) zu beweisen.
PR

Nun ist aber
b

4 :
fim [yt pat) dt = [y.(t) ottt (),

a

d.h, lim g%’ = an, wenn {a:} die Koeftizienlentolge von y.(f) nach

{7} bezeichnet. Andererseils ist wegen Lim x; = x ..
Loy

lim o = ol (),

fowe-.

wo x. = {a,"’}, Bs ist also a, = al?, d.h. die Koeffizienten von
s.. und {/{x.) nach {3.} stimmen iberein. Bezeichnet man mit &
(mit entsprechenden Indizes) die Koeffizienten nach {4}, so ist
8 = 0 (fiir alle endlichen #,£) also by = 0 (a); 85"’ ist aber Nall
als Koeffizient von {/{x.), wie ohen bemerkt wurde. Wir haben
alse Gibereinstimmende Koeffizienten inbezug auf ein ONV; daher
ist v. = Ulx.). U(x) ist demnach linear, also
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Lyl Xl

was fur x = (a,a,...,8,0,0,...,0,...) as (1) geschrieben werden kann.
Korollar. Eine lakunédre Reihe ist stets stark konvergent.

Es sai {@,} ein ONSp; dann gilt [714]
s rohooa [
7 et [N aentty L dt,
Rt P i

wo u, dieselbe Konstante wie in [713] bezeichnet.
Es sei ndmlich g=p— 1> 1; es kommt
!{ 1] 1 1 -

H M g ) ' .
Zaf" :/ (Eak?"(t)) dt = /.! -"n(f):v’ o df,
Aol : ko .

a L2

also, nach [127] und [713],

» ff ! f: 1
Yai < ( [IEXGY d:)"’ ) ( J1sulty dx)'f
k1 ; p

"l T

h_' 1 ] . Taop
.‘_’;'._: (/ : Sﬂ(f) i df)q . ([J.I,, .r/ X ai) ",,

" k-1

d.h.
" 1-,{’ " o 1
(Zat) 7 [y
kL p

woraus der Satz, wegen 1 — P/2q — 1/29, unmittelbar hervorgeht.

Setzt man
L] i #
Yai= [ f) 3 annatyar,
ko1 " o
so kommt
# 1 ] b

.lta < (_[if(n dt)"’ . (_ﬂ/'! sulty " dr)“ :

und (1) liefert den
Satz: Es sei {@,) ein ONS ; dann gilt fir jedes f(t) e L™ [715]

i 2 / o L I 1
,/kzlak 7 l—'-p(h/ Ef(f) I" dt)f (p +P! - 1) .

(Hier ist f(t) irgend eine Funktion mit f(t) ~kZak'pk(t) und [*,
1
die Konstante aus [713]).
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Es zeigt sich, da die Entwicklung einer beliebigen Funk-
tion f(t)e L (p'<2) einer Funktion f(t) e L? entspricht, welche,
nach [712], zu If gehort; daraus geht aber die Unvollstandigkeit
der Systeme S, inbezug auf L hervor.

In der Tat, die Vollstéandigkeit wirde die Abgeschlossenheit
inbezug auf LP bewirken ([625]) und man héatte eine Folge {wy(t)}
von Linearformen in ¢, (k — 1,2, ...,n) mit f{#) als starker Grenze.
Nun ist aber nach [715]

[ [F ) — w0 dt < ( 170~ wioir dr)

also Lim w.() =f(¢) in 12, was mit le WAL =f(t} in £” in Wider-

H-pema

spruch steht, wenn f(f) aullerhalb L" gewihlt wurde.

[715] liBt sich folgendermalien umkehren:
Hat ein ON {p.} fir ein gewisses g (1 <gq < 2) und jedes

f&y e L7 die Eigenschaft 3 a; < co, wo {ai) die Koeffizienienfolge
-1
von f(t) bedeutet, so ist es lakundr von der Ordnung ¢,

e

Es ist zu zeigen, daB es zu Y b; < co stets ein g(f) € LY mit
A4

gty ~ X brselt) gibt. Auf Grund von [646] geniigt es die Kon-
ko

vergenz von ), ax by flic sdmtliche {a} € L9 (d. h. siimtliche Koeffi-
Eod

zientenfolgen von Funktionen aus £7) zu beweisen. Diese findet

o

aber statt, denn Y a; ist nach Voraussetzung konvergent.
L

§ 2. Vorhandensein von lakunaren Systemen.

Wir haben die einfachsten Eigenschaften der lakunaren Sy-
steme kennen gelernt, deren Vertreter das System [225] ist, wel-
ches sich sogar als S, herausgestellt hat. Gibt es aber sonst
lakunédre Systeme?

Hier ist folgendes Ergebnis von Wichtigkeit:

Es sai 2<<p <o, {ga(£)} €in ON und {|¢«|ls} beschrankt. Dann
gibt es eine Indizesfolge {n} so beschaffen, daB {x,(#)} lakunar von
der Ordnung p ist.
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Dem Beweise schicken wir folgendes Lemma voraus. Es gibt [722]
Konstanten o(P), R(P) so, daR fiur alle f{t)eLP g(t)e L° p>2
die Ungleichung
L]
[ire+reeyra< f ey’ dt +p[ O F g () dt
ip ]

+af|g(r)|"dt+a ) /lf(t) Pt | gty dt

gilt. Diese Ungleichung ist eine unmittelbare Konseguenz der
arithmetischen Ungleichung

£y
43 p Nl
et ol < lul +ploi™ no+ a w’+\1( |

die man folgendermafRen ableiten kann: Man setzt

Fp
PR —(1 +pz+ Y {f) zf)

i !

o (2)= - _

kS
w(2) bleibt fiir |2| » oo beschréinkt; filr 2+ 0 steebt (2} gegen
Null, wie man aus der binomischen Formel fiic |14 z" abliest.
Demnach gibt es eine Konstante « mit 'w(2)| «  « fiir alle 2, also
umsomehr mit

Ir
142" = 1+pz+,2(f) 2 a2z
setzt man #/la fir 2 ein, so erbilt man die verlangte Unglsichung.

Jetzt kinnen wir an den Beweis von [721] gehen. Es seien
T1s T2y -2 §r reelle Zahlen. Man setze

»~=2 r

L
@ Sty =/ Sty el e dt

und nehme 3 1} < 1 an; dann strebt f, mit 1/» gegen Null und zwar
(B ]

gleichmdfig fiir alle Zahlensysteme (v, 7s,...,7-), welche obige Annab-
me erflillen. Sonst hétte man nimlich ein ¢ > 0, eine Indexfolge
{n} und eine Folge {(+{",{",..,v*)} mit fnk('r‘f", ORI ) S )
Wegen | 1| <C1 gibe es eine Teilfolge (die keine neus Bezeichnung
erhiilt) {('rs_k), 4P, .,7,")}} mit dem Grenzpunkt (11", £,
In diesem Punkte wiire lim f, =0, also hm f,,k—O, ein Widersprueh.

1- pows
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Es sei also |f;' < 1/r fir n>>5(r). Es sei ferner r, =1,
Fag1 = max (1 -4 ra, 5{r.)} (also r, "> a); wir behaupten, {7, ()} sei

"

fakuniir von der Ordnung p. Es werde va, = At) mit $4(f) bezeich-

net und \ a, -7 1 angenommen, Nach [7122] ist

h
3) J’ﬂ%*‘*.f Isni2 (O df--'--i./ ISu)" a2+ Pt [ 58" 5ul8) 91, (1) U
1 fl'
ol I, (OF dt+ ‘_‘ nss? [0 L (O .
B

Nun ist r, -n, ]; wal) N dE W, laep Y T aa B Ofiie 257 foTp,

a

algo, nach Anwendung von [127] auf das letzlie Glied von (3),
oy < L1 4 Fppr ﬂn 0+ a,,+1('1u“ + oy +p° | a;;‘ E = L1430+ on
(die Unterscheidung J, > 1, J,<{1 liefert zwei Glieder mit £). Es folgt

f-‘r-l-] ﬁ (1 + ﬁn) (1 + |r5n---1) L (1 + Bl) (Jl +L'l:‘l a-k)

und die Konvergenz wvon L;a,,., __,,fi,,| liefert eine #-freie and

LI | H
{an}-freie Zahl = mit J, -~
Damit ist aber fiic allc {a,} die Bedingung (1) des Satzes
[713} erwiesen, also ist {%,,(O)} S, wie behauptet.

Eine Konsequenz von [721] ist der Satz
Aus einent beschrinklen ON ldBE sich stets ein S.. herausgreifen.

Beweis: Es sei {34} das betrachtete ON, {5, ()} das auf
Grund von [721] vorhandene lakuniire System von der Ordnung 3.
Man schreibe ¢4’ fiir %r, und bezeichne das in {r ’} enthaltene S,

mit {% }; fithrt man so fort, so entstehen unendlichviele Folgen
{ei (£=1,2,..); dabei ist {9‘“(0} ¢in ONS,,.. Die Diagonalfolige
{e¥7(t)} ist (abgesehen von endlichvielen Gliedern) in jeder von
jenen Folgen enthalten; schreibt man Y, fiir 35”, so ist {$.(£)} ein

ONSgyp flir £=1,2, ..., also das gesuchte ONS...

[723] gilt auch flir solche ON, die, ohne beschrinkt zu sein,
die Bedingung jj2.(£){, <p(p) (mit einem n-freien p) flir alle n
oder nur flir eine unendliche Teilfolge {#:} erfiillen.
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§ 3. Weitere Eigenschaften der lakunéaren Systeme.

In § 1 und § 2 haben wir uns mit der Existenz und mit den
charakteristischen Eigenschaften der lakundren Systeme beschéf-
tigt. Jetzt gehen wir zu dem Problem Uber, wie die Koeffizien-
ten einer Funktion nach einem lakunadren System beschaffen sind.
Wir wissen bereits auf Grund von [715], daR die Koeffizienten
eines f(t) € L” nach einem ONS, System eine konvergente Quadrat-
summe haben: daraus folgt:

Ist z ()} ein 8., g1, f{tyel”, F{t) ~ \‘m =lt), so ist

\anﬂ.c\.
=1

Dieser Satz lifit sich nicht auf g=1 erweitern, wie wir spiiter
({743)) sehen werden. Aus |712] und [731] folgt fiir Systeme ONS.,
daB jede Funkfion f(fyel® (¢ 1), die .in der Ebene des Sy-
stems liegt”, d.h. deren Koeffizienlen nach den zur Vervolistiindi-
gung des Systems nitigen Funktionen siimilich verschwinden, mi¢
jedem p 7> 0 ntegrierbar ist. Dieser Satz bleibt ([741]) aueh fiir
g = 1 unter gewissen Einschriinkungen richtig.

[731] laBt sich auch so ausdriicken: Ist das aus einem ON
{on} herausgegrlffene Teilsystem {@,} ein S , so ist fur f(t) € L

(g > 1) stets }Ja,,k L,

Bei den lakunédren Systemen spielt die Reihenfolge keine Rolle;
ein lakunares System bleibt lakundr von derselben Ordnung, wenn
man die Reihenfolge seiner Glieder beliebig andert.

Beweis: Sei Ya,z.(t) ein Ry nach [713] ist die Teilfolge
fimd

eines S, ebenfalls ein S, also ist Y a,, 7.(f) ¢in R, und, nach dem
i

Koroliar zu [713], stark konvergent in LP. Damit erweisen sich
alle herausgegriffenen Reihen als stark konvergent, also muf3 nach
[168] die urspringliche Reihe unbedingt konvergieren. Es ist also

die umgeordnete Reihe Ea,:':;(t) in L’ stark konvergeat, wenn

T @, << co war. Daher ist auch Y b,%a(f) fiir Ybf, < oo stels stark
A= 1 n—l
konvergent {denn es gibt dann zu {&} ein {a.) mit a, = b,,

und Y a) < o). Dies beweist eben, daB {«.} ein 8, ist.
A=l

[731)

(732]

[733|
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Banach'sche Aquivalenzen. Lakunire Systeme
weisen u.a. gewisse Eigenschaften auf, die untereinander und mit
der Eigenschaft lakundr zu sein &quivalent sind; wir kdnnen so-
gar zwei solche Gruppen aquivalenter Eigenschaften angeben; sie
zeigen die einschldgigen Probleme in einem neuen Lichte und
erdffnen einen Weg zu den Singularitéaten.

I.Gruppe. Es sei {p«Lf)} ein ON mit folgenden Einschriin-
kungen: 1° alle ,({¢) sind beschriinkt, 2 das System ist abgeschlossen
inbezug auf L, 3° die laut 2° vorhandenen Linearformen w.(f), welche
eine gegebene Funktion f{{}¢l in L stark approximieren, kinnen
so gewihlt werden, daf} sie diejenigen ¢a(¢), zu welchen f(f) ortho-
gongal ist, nicht enthalten (2" und 3° bewirken bereits die Volistandig-
keit inbezug auf L); {4(£)} sei eine Teilfolge von {7.#)}, d.h. es sei
2ulf) = 3a,{2).

Unter dlesen Annahmen sind die drei folgenden Aussagen paar-

welse dguivalent:

2} Die Koeffizienten einer jeden integrierbaren Funktion nach
{%} haben eine endliche Quadratsumme, wenn die Funktion in der
9-Ehene liegt.

#} Zu jeder Folge {a:} mit k__—\: az <~ gibt es eine stetige Funk-

1

tion, deren Koeffizienten nach {}} die a; sind.

1} Es gibt ein von m unabhiingiges 11, so daf die Ungleichung

foom i

(4) l—'/ _}z: C.ﬁ o [L/" E Ca 'I’u(t)

a |l a a1 :

dt (m)

fiir alle ¢, ¢,y ..., € gilk.

Beweis: (4) sei erfiilit. f{f) sei integrierbar und ,in der
9-Ebene gelegen”, d.h, die Entwicklung von f{f) nach {¢:} sei

X ayO£); nach Voraussetzung 2° und 3° gibt es Linearformen
=1
(5) walt) = 33 e 4ull)
"—
fi

mit lim [|f(#)— @a(t)|dt = 0. Nach (4) und (5) ist



[734J Weitere Eigenschaften der lakunaren Systeme. 251

R
l/ 2@y < [1wntty| at

und — da wegen [(627] llm ™ = a, ist —

o [
I/RZ; ai < P-flf(t)ldt;

es folgt also a) aus vy).

Jetzt sei a) erfullt. Es sei w(t) irgend eine Form von der
Gestalt (5) mit der Nebenbedingung

h
6) [lwiyat=1;

wir wollen 7) oder die damit aquivalente Ungleichung

b

[wriey at <
[

ableiten. Ware sie falsch, so kdnnte man aus {w} eine Folge {w} mit

iy

) Vil D 82, W = € Dalf) 6]

L)
herausgreifen derart, daBl wi, = Zc,. -'g,,(t) wiite. (Im Gegenfalle

r

wiire ein { = k£ vorhanden, mit l/ ’kz c,.n{a,,(t);dt fiir
p> m>m; da aber, nach 29 !4,] K o (n= 1, 2, ey M), 50 st

rn
fir jedes w(¢) =2 cathn(t), lwil. =1,
Pt

ST
V el amy 4+ B+ omy) =,
n_1
also die Auasage v) erfilllt). Dann wire, wegen (6), die Orthogonal-

reihe 2--;— wi{t) gegen ein g(f)el stark in L konvergent; man hiilte
[ENE

sber g(0) ~ S bydult) mit by =% [wil)4ult) dt fiir My <n<m,
=1 P

also, wegen {7),
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- )
v vl wit
b, bﬂ_, ,¢|w!| _,: I‘_f_\.,
1 il

was gegen o) verstofit. Damit ist dieAquwaI enzvon a) und 7) bewiesen.

Um die Aquivalenz von R) und 7) zu zeigen, definieren wir eine
Operation y = U(X) — wo xe C (= der Raum stetiger Funktionen),
VEI>—durch

I
(8) yelyd,  y=[x@ 4 @at (.

Diese Operation ist linear. Nach [183] ist fir die Auflos-
barkeit von y = U(X) bei jedem yel? die Existenz einer positi-
ven Konstanten u mit

) LY{Ux) ] - Vi (Y)

notwendig und hinreichend; dabei ist Y das Symbol eines beliebi-
gen linearen Funktionais in /% links ist die Norm des zusammen-
gesetzten Funktionais YU, rechts digjenige von Y gemeint. Da

nun ein lineares Funktional in 2 die Gestalt 2, ey = Y(y) mit

1
_}, € <. oo hat, so ist | V] 1(,}:6?) Ferner ist wegen (8)

il i1
- b i

YU =Say = JEOPIOL: -/x<r> o

also nach {147}

Y(Ux) = / et de.

Es kann also (9) als
bom : {om
(19) [ Xety dte '.L]/ >
a i 1 S |

geschrieben werden fir ale Folgen{Cj} mit endlichvielen von Null
verschiedenen Gliedern. Somit folgt 7) aus 3). Umgekehrt folgt
) aus %), denn (10) impliziert den Fall m = ==, dso (9), und die
Aufldsbarkeit von y = U(X).

Nach [714] gilt 7) fir jedes ONS {¢,}. Wenn also {3, die
Voraussetzungen 1°, 2°, 3° von [734] erfullt und {$.} eine Teil-
folge von {p } ist, so gelten auch a) und ) fir {@, }. Daraus kénnen
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wir schlieen, dal3 jedes ON {@,}, welches ein lakunéres System,
d.h. ein S, enthélt, die Singularitdt C, ja sogar eine starkere
aufweist:

Es pibt positive e, mit lime, =0 aml eine stetige Funktion

o
&) ~ X anenlt) mit
A

C Pt
E K H o= ™,
nol

Beweist Wir wiihlen eine Folge positiver Zahlen {3} mit
fim 3. = >~ derart, dall die Reibe _}:il-?'*' fiir alle d eV, 1) divergiert.
k. 3in L

Setzt man dann vy == j—l, so ist lim e - 0 und es gibt eine
5 £ one
Folge {c:} mit

k] b -
; RE, Ve l {';: T‘f\' PR N
F S L

Ist nun {$.,(2) = 4f)} das lakunidre Telisystem von {7.}, so gibt
es nach |734] eine stetige Funktion f{f) mit

¢ = ‘/'f(z) wlt)at;

ist also f(&) ~ an 7.4), so hat man fiir eine Folge {e,} mit &;7 0,
lim =, = ), S"n = 1,,,,
" ovas

‘ﬂ a i - b e = N,

—
ra 1 " -k'llff

Selbstverstandlich ist der Beweis fur die Singularitdt C, und C..
e > Eu. U
noch einfacher, denn es tritt e 0 an Stelle von e,

IL Gruppe. Es sei {«,,(.'f)} ein ON und: 1° alle’, (t) gemein-
sam beschrankt, 2° jede beschrankte Funktion als gewohnlicher
Grenzwert einer f. (. konvergenten Folge von Linearformen der %
darstellbar, 3° die laut 2° vorhandenen Linearformen wy(t), die
gegen eine gegebene Funktion f (t) e M f. 0. konvergieren, so be-
stimmbar, dal3 ?e gemeinsam bes hr kt sind und die zu f(t)
F"rt Z?Ponalen -?;“ nicht enthalten; tg;,(r); sei eine Teilfolge von

{735]
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Unter diesen Annahmen sind die drel folgenden Aussagen paar-
weise aquivalent:

a) Die Koeffizienten jeder beschrankten Funktion nach ¢
bilden eine absolut konvergente Reihe, wenn die Funktion in der
$-Ebene liegt.

}) Zu jeder Folge [a] mit lima; =0 gibt es eine integrier-
koo

bare Funktion, deren Koeffizienten nach [¢:} die ax sind.
i) Es gibt ein von m unabhangiges u, so dal3 die Ungleichung

.3 mn
(11) 2ileal <p.w.0.G Efn%(f)! (m)
fi=-1 actsh  |n=1 |
fiir alle ¢,,¢,,...,6n gilt.

Beweis: (l11) sei erfiilll, f(#) sei beschriinkt und ,in der
¢-Ebene gelegen*; die Entwicklung von f(f} nach {3.} sei also
> ap (). Nach Vorausselzung gibt es eine Folge {w.(f)} mit den
k-1

Eigenschaften 2" und 3° Ist

it

(12) wm(t) = E CE:") l;‘u(t);
n-1

&0 kommt wegen (11} und 3°

.

Fledi g p. w0, G walt) < p
a1 a el
und, da naeh [627] lim c{™ = a, ist,
ERE

3| an| < p

a1
So folgt «) aus 7). Die Umkehrung ist ebenfalls in Anlehnung an
den Beweis von [734) unter sinngemiiBer Anderung der Normen
zu beweisen.

Jetzt haben wir noch die Aquivalenz von ) und ¥) zu zei-
gen. Wir definieren eine Operation y = {/(x), mit L als Raum der
unabhiingigen Variablen x und mit {~ (= der Raum aller Folgen
|y} mit y; > 0) als Gegenraum, durch

B
y=1{yh pi=[x® w0 at 0.
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Damit diese lineare Operation y = U(X) fur jedes yei™ eine
Losung x € L zulasse, ist wieder — nach [183] — eine Bedingung
der Gestalt (9) notwendig und hinreichend. Ihr Sinn ist aber ein

anderer: ein lineares Funktional in [~ hat die Form ¥ (y)= v.c;_;,v,

mit ch,-| < oo, also ist | V| = 2 cil; es ist zwar wieder
=1

YU ) = fx @ }:: ¢ hdbydt,
aber nach [147] !
WV (x| = w 0 G. | _,c,,!,»,.(t) ,

[ oy]
denn Y{U(X)) ist jetzt eine in L erklarte Operatlon. Die Unglei-
chung (9) ergibt also as Analogon zu (10)

w.0.G.0 Moy f) —/u_flf, (- 0)

a- Tl :r 1
und der Beweis wird dhnlich wie derjenlge von [734] abgeschlossen.

Man kann auch daran dhnliche Bemerkungen wie dort kniupfen,
doch ist es Uber y) nicht bekannt, ob es jedem ONS, zukommt.
Die Aquivalenz von R) und v) zeigt, dak in diesem Falle eine Er-
weiterung von [731] auf q= 1 unstatthaft ware, ja es ist sogar fiir
jedes System {¢,}, welches den Annahmen der II-ten Gruppe geniigt
und ein Teilsystem {@,} von der Eigenschaft r) besitzt, folgende
Singularitadt vorhanden:

Es gibt ein {M,} mit hm heeboo und eine integrierbare Funktion
f(t) ~ .-}: ay T‘Fn(t) mit .
o1 .}: L

Beweis: Wir wihlen positive Zahten g, mit ltm pg = ~
L

derart, dafl die Reihe Y 9% fiir alle ¥ ¢ (0, 1) divergiort. Es gibt

nol

dann eine Folge [c:] mit

-
a al L
lim ¢y =0, X e[
A~poa L

Ist f(t) die nach der Aquivalenz R) = Y) aus [736] vorhandene
integrierbare Funktion mit

{731
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» -
a=[fOudd, O~ Tapd),  a=ay

so gilt fiir eine Folge {h:} mit 3, >0, lim), =+ oo, X

e = 1.-"}2
N poea
3 1 - T
Mata s Y e e = o,
a1 et

Die Bestimmung von {p] als {loglog (#-+-2)} ist ausreichend;
lee} kann dann als {1/leg (k4 1} gewihlt werden; diese Wahl ge-
niigt auch fiir die schwiichere Singularitiit mit %, = 2 - 0,

8§ 4. Anwendungen.

Das Rademacher'sche System [rp(t)] ist lakunér; es ist S ,
wie wir am Anfang dieses Kapitels gesehen haben. Infolgedessen
erfullt dieses System die Ungleichung der Behauptung [714], wie
wir es bereits in [457] bestatigt finden. Nun ist aber das Rade-
macher'sche System ein Teilsystem des in [461] erklarten Walsh-
sehen Systems; nach [468] haben die dort erklarten Teilsummen
p2"(t), die wir mit wy(t) bezeichnen konnen, diejenigen Eigenschaf-
ten, die wir als ,Annahmen** dem Satz [734] vorausschickten. Es
ist also jener Satz anwendbar und ergibt fur jede integrierbare,

in der r-Ebene gelegene Funktion f{f) ~ ¥ a.r.(¢) die Konvergenz
n-1

von 2 ai. Ebenso sind die fir die Aquivalenzen [736] ausreichenden

L]
Annahmen der II-ten Gruppe erfillt (mit denselben w, (t), also bilden
die Koeffizienten a, eines f(t) ¢ M (f aus der r-Ebene) stets eine
absolut konvergente Reihe.

Eine trigonometrische Reihe
N(ai cos it + by sin n, £)
=1

ist fur gentigend stark wachsende Folgen {#:) (z. B. filr #y /1, > 22> 1)
ebenfalls lakunar, worlber man ndheres im Zygmund'schen Buche
dieser Sammlung lesen kann. Das interessante System [471] besitzt
auch diese Eigenschaft.

Das System [rt)\ ([225]) mag uns jetzt dazu dienen, zu stér-
keren Ergebnissen als [563) zu gelangen. Und zwar:
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Es sel f1g ()" du <y filr alle n, p > 2, _L ay << =0y dann ist
1
fir fast alle’t die Reihe

(13) "_Z_'lan En(t) ralt)

f.0. in <ab> gegen eine Funktion G(u) e LP konvergent.
b
Beweis: Es ist nach Voraussetzung _/Ig,.(u) fdu, also auch

1]
b

jg,,(u)du beschriinkt, daherZa,. g4y und \ a,,lg,,(u)| nach [124]

fur fast alle # des Intervalls wah - konvergent. [at also #, ein
derartiges #, so konvergiert nach [452]

(14) S a, gultts) ralt)
=1

f.0. in-= 0,1-. Bezeichnet man mit s(ut) die nie Partialsumme
von (13), so liefert die Khintchin'sche Ungleichung [456]

b

/' salee, £) P dt =2 ( > ai gff(”))

]

wo z nur von p abhangt; die Holder'sche Ungleichung [114] gibt aber

T A R e
(;\.aﬂ&gi)zé(k\l 2)2 Zak|g;¢|,

k=1

”

also ist
I e

o ﬂ —_
(15) j S,.(Ho, t) |p dat = h ( h) ) l -1: ﬂ;‘: | g*(u(,) ip-
k-:] kol

Bezeichnet man mit s (upt) die Summe von (14), so ist nach
[125] und (15)

1 o AP
f1sutn 6 " at < u{ Ea)™ Saif gt
3 1 -1

Schreibt man hier u statt u, und integriert beiderseits nach u,
so kommt

!,‘ l (=2 p
Jtuf st vyt < B i) <oo,
a " L

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 17

[741]
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also auch (nach Vertauschung der Integrationsfolge)

1 ]
fat[ s (a1 du < oo,
n T I?
wis die behauptete Endlichkeit von / |$..{u,8)|" du tiir Fast alle ¢ ergibt.

Dasselbe Resultat lifit sich folgendermafien probabilistisch
denten (vgl. [455]): unter den Voraussetzungen von [741} hat die

Reihe X T a, gx(r) mit der Wahrscheinlichkeit 1 eine Summe, die
n-1

zu L7 gehirt.
Der Satz [741] bleibt richtig, wenn die Zahlen a, und die
Funktionen g,(u) komplexe Werte annehmen. So ist z.B. fir

o wn

.}: " n :.‘ <l 3y izi= 1, (Jr(Z) ﬂ'” -4d f'u(t)v { = Vr'" _1

a1l
I  Ghey P du < oo P>
fiir fast alle t. In diesem BSalze ist die Konvergenz der Reihe

Xa.ztr(fy tir |zj=1 £.i. in 0,1 - mitgemeint. Wir iiberlassen dem

Hol

Leser die probabilistische Deutung dieser, sowie die Formulierung
analoger Sdtze mit den Funktionen des Satzes [471] an Stelle von
{r,(®}. Weitere Anwendungen auf die analytischen Funktionen
findet man in einer gemeinsamen Arbeit von Paley und Zygmund.

Die Funktionen r,(t) dienen u.a. dazu, die Wahrscheinlich-
keit fir die Konvergenz (oder Divergenz) von Reihen zu bestim-
men, deren Glieder mit zufallsartigen Vorzeichen + versehen wer-
den. Wenn wir nun eine Reihe haben und es dem Zufall Uber-
lassen (mit gleicher Wahrscheinlichkeit fir beide Félle), ob wir
ein Glied streichen oder stehen lassen, so sind an Stelle von r(t)
die Funktionen v, (t) = 12+ V2r,() .(n = 1,2,...) zu benutzen.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dal die
Reihe

(16) }_} a, vi(t)
in einer posrt!wn t-Menge (C1)-summlierbar sei, besteht m der Kon-

vergenz von \ a, und der (C,1)-Summierbarkeit von 2, .

n._
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Die Hinlanglichkeit ergibt sich aus der Darstellung

s 1 1y
Eau 'Uu(t) - 2" EG;} + g .}:an rn(t)
"ol 1 |

und [452}. Diese Darstellung zeigt auch, dafl die Notwendig-

oy

keit von Y a, < oo bereits die Notwendigkeit der ganzen Bedin-
w1

ta

gung impliziert, Es sei also 2 a) = oo, Bezeichnen wir wit {1}, 1tn}

Hod

die Folgen der arithmetischen Mittelwerte der Reihen Y ua, baw.

-1
2 aurdf). |m) und |{ni) seien Indizesfolgen und zwar durch die
F |

Ungleichung 1,, > 0, baw. o, -~0 definiert. Da unendlichviele
a, von Null verschieden gind, ist wenigstens eine der beiden Folgen
unendlich; es sei z B. |m] unendlich. Aus [564] (vgl. auch die
Bemerkungen nach [B76]) folgt

lim sup ;©. (8} = =~
L

in einer f-Menge £ mit |E - L. s ist £=FE 4+ £, mit

lim sup 1, () = 4 o0 fiie £ £y, lim inf <, (t) = - v flr Le £,
L N kowran

Ist nun 7 diejenige f-Menge, fiic welche (16) (C,1)-summier-
bar ist, so ist wenigstens eine der beiden Mengen TE|, TE, positiv;
sie heille F. F hat in einem gewissen lotervall (#fyr P +1/90) eine
relative Diehte > 1/ ist F das Spiegelbild von F inbezug aut
den Mittelpunkt des erwiihanten [alervalls, so ist FF positiv.
[h jedem fe FF gilt nan

lim sup t,,(2) = + ~, “T inf <, (#) = — ~,
ke ¥-

(denn die ry{t) sind von einem n an ungerade inbezug auf den
besagten Mittelpunkt). Es ist also in einem positiven Teil von T
lim sup (%5, + 9a,) = + o,

Je—yoa

ein Widerspruch.

Bemerkung. Derselbe Satz und Beweis gilt fir alle
Toeplitz'schen Summationsmethoden.
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Satz. Es sei X (ai+4 i) =oo, Streicht man in der trigono-
n=1

metrischen Rethe
2 (G, c08 1% 4 by sin n9) = 3 A.(9)
n=1 H-=t

zufallsartig die Glieder, so erhdlt man mit der Wahrscheinlichkeit 1
eine nichifourlersche Reihe.
Beweis: Es ist EA?,(&)ZN fir fast alle ¥, also ist—Fiir
n -1
solche ¥ — die Reihe

17 3 AN valt)

fii. in 0 < ¢ <7 1 nicht (C, 1)-summierbar, wie [743] lehrt. Iofol-
gedessen ist fiir fast alle £ die Reihe (17) nicht (C,1)-summierbar
f4, in 0 < ¥ <7 2x, also— fiir fast alle { — keine Fourierreihe in-
bezug auf ¢, w.z.b.w.



VIIl. KAPITEL.

Biorthogonale Systeme und Orthogonalpolynome.

Dieses Kapitel hat einige oft gebrauchten Erweiterungen des
Begriffes Orthogonalsystem zum Gegenstand.

§ 1. Biorthogonale Systeme.

Die Orthogonalitat ist ein mit dem Raume L? verknupfter
Begriff; es ist natdrlich, von den Funktionen ¢, (t) die Zugehorig-
keit zu L*> zu verlangen, wenn man das Produktintegral bilden
will.  Eine Verallgemeinerung auf andere Raume ist naheliegend:

Man betrachte einen Raum R, ein System Ix,l von Elemen-
ten dieses Raumes und ein mit [x,/ gleichmé&chtiges System [Uy
von in R erklarten linearen Funktionalen. Wir nennen das System

{x, U) biorthogonal und normiert (kurz BN), wenn

(B) U (52) =0 o7 B
bzw.

(N) U} = 1 (@)

gilt. (Man beachte, da3 obige Normierung nichts Uber die Nor-
men von U, und x, aussagt).

Entwicklang eines xzR nach dem BN {x, Ua/ heilt die Reihe
(1) X~ Zx—'; Ua(x)-
=1

Diese Schreibweise hat as stillschweigende Voraussetzung, dai? die
Indizes a naturliche Zahlen sind, d.h. da [x/ abzéhlbar oder
endlich ist. Wir zeigen nun:

Ist R separabel, so ist ein BN hdchstens ab zéhlbar.

[811]

(81
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[814]

[815]

(816}
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Es sei {x,, U/,} ein BN. Die Annahme ! U/, i =1 schriinkt die
Allgemeinheit nicht ein. Dann ist aber

1= Ua(xa_xﬁ) < |§xa-'-x?,”

und man flhrt den Beweis genau so zu Ende, wie denjenigen von [341].
Es ist auch die lineare Unabhéngigkeit der x, untereinander und
der Un untereinander leicht beweisbar. Hat man namlich 3 v, x; = 8,
0 ist -
Uu(®) = Uk(z ‘:sx.-) =1 (k=1,2,..,n),
SN}

also y, — O fir alle k< n. Ahnlich beweist man den zweiten Teil.

Ein BN heif3t vollstandig (kurz V), wenn [U;] vollstandig ist,
m.a.W., wenn es in R kein x mit ||x]||>0, Un(x)= o (n) gibt.

Wenn die Entwicklung eines x nach einem BNV dark in R
konvergiert, so ist x ihre starke Summe. Es ist namlich dann

Uafx~ S5 ta) =0 ),
il
also
X = E X U['(x).
il

Die Vollstiindigkeit eines BN ist weder von derselben Eigen-
schaft des ]x,} bedingt, noch ist das Umgekehrte der Fall, Es sci
7. B, [z.f)] ein ON, V inbezug auf L% setzt man

palt) = 5 (8) + Faas(tly  7alf) = 50 pa(?) (),
b [0 file  n=4m

./.::)”{t) '/_m(f) d.f = ‘ 1

]

s0 kommt

fiir n = m;

nun ist aber {3.{f)} volistiindig, denn aus

Jroysaar =0
folgt J

n b
Jf@y e dt = — [£ity 5.0 at,

b
was mit Riicksicht auf lim ff(t) ) dt =0
-y
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b
izt =0 (),

also f({) =0 f.i. ergibl. Andererseits ist {7.(f}} unvollstindig,
denn 7,(f) ist zu allen 7.{f) orthogonal. Wihlt mun einmal ¢.{¢)
b

als x, und j.xn(t)x(t) dt als (/,(x), dus andere Mal v,({} als x» und
aq

b

/ Ylfy x () dt als Un(x), so ist das BN {x, U] im ersten Fall un-

vollstiindig, im zweiten vollstiindig, {x.] im ersten Fall vollstiindiy,
im zweiten nicht.

Minimale Systeme. Es sei |x,] eine aus Elementen von /2
bestehende Folge und X(_ R die Menge derjenigen x, welche sich
durch Linearformen der x, approximieren lassen; es ist also x,e X
dann und nur dann, weni zu jedem €~ 0 ein # und 7,7, 0, 7 mit

;:xn — 1, X —TaXe — .. — TuXn '-‘\’ -8

vorhanden sind; wir sagen dann, X, sei fur die x, zuganglich.

Das System {x,} heilst nun minimal, wenn die Beseitigung
eines x, stets eine Verminderung von X verursacht. Diese Definition
ist eine Verallgemeinerung von [248]. Es ist darnach jedes ON
minimal, dagegen z. 13 {t"} nicht, wie aus dem Mintz'sehen Satze
[361] ersichtlich. Ein endliches System von linear unabhéngigen
Funktionen ist stets minimal.

Eine notwendige und hinreichende Bedinpung fiir die Minimalitit
vort | xq} ist das Nichtvorkommen von x. in Xy, dabei bezeichnet X,
das dem Syslem {x,} (n:4 k) entsprechende X und die Bedingung
hat fiir alle % erfiillt zu sein. (M. a, W. soll kein x; tiir die iibrigen
X, zugiinglich sein).

Die Notwendigkeit ist klar, denn aus x.e X, folpt die Zugiing-
lichkeit von x filr {x.44}, also aller x e X, und X, = X. Die Hin-
linglichkeit liegt auf der Hand, denn x. ¢ X, also a3t x, 2 X, die
Verminderung erkennen.

Kehren wir nun zu den biorthogonalen Systemen zurilick.
Setzen wir bis auf weiteres voraus, die Glieder der Folge {x,} seien
in L’ (1 < p < ~) enthalten. Dann ist {{/;} von der Gestalt

[817)

[818]
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b
Un(x) = [ yalty x (2) dt

mit y,e L’ (bzw. ¥, ¢ M) und man sieht, wie man die Rollen von
Xn und y. gegebenenfalls vertauschen kann.

Wir werden—der Kiirze halber—solche Biorthogonalsysteme
mit {x,, ya| bezeichnen. Es bedeutet also die Definition [811} nichts
anderes als » o fe Pt b

. - J iir 73
® af *(h) ity o |1 fiei=#

und die Entwicklang (1) nimmt die Gestalt

o b
x(t) ~ X cexelt)  mit co= [ x(E) yult) dt
an. e a
Die Minimalttat von [x,] ist notwendig und hinreichend, damit
man im konjugierten Raum Elemente y, finden kann, die mit den
gegebenen X, ein BN {x,y.} bilden.

Obiger Satz ist allgemein, d. h. fiir Systeme [811] gtiltig; wir
beschriinken uns anf R=1" (17 p <o), d.h. auf den Wortlant
[819]., Wir fiihren den Beweis filr p=1, der Fall p > 1 erfordert
keine wesentliche Ergiinzung.

Notwendigkeit: Wiire z.B. x, zuginglich, so hiitte man

L
(8) Lim 2z, = x, mit 2, :ké,: 1 %1

K roo

und geeigneten T,(v"}- Danu wiire aber, nach (2},
b &

lim [y () 2(8) dt = {2 () (O dt = 1

und
I " f
[0 24y di = X4 [y, 10y dt = 0 (n).

Hinlanglichkeit: Man hat die Existenz eines {y«(t)} mit
den Eigenschaften (2) zu zeigen. Es sei zundchst k— 1. Wir haben
adso das Momentenproblem

]

[xyydt =

mitu =1, u =0 ( =2, 3,..) zu l8sen. Nach [171] genlgt es, die
Ungleichung
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P | fl; L]
Dwb <1 ] Yaxdty dt
D : a 7!

mit einetn #-freien ¢ fir alle endlichen Zahlensysteme $,,3,,.... 34 als

H

giiltig nachzuweisen. Setzt man 2z, fiir — > &x, 50 ist
il

4
@ 1 [ 18 %0 — zal)idt - g

die zu beweisende Ungleichung. Nun sollte aber {x,} minimal
sein, also gibt es ein ¢ = 0, welches der Approximation von x,
durch Linearformen der {ibrigen x eine untere Schranke setzt
(vgl. [B18]); v=1/g ist daher in (4) eine passende Konstante.
Damit ist die Existenz von y,{{) und (ihnlich) aller y.{¢{) bewiesen.

Wenn die Funktionen x.({) zu L? gehiren, dann ist — nach
[333} — die Bedingung

Gl Xy, %y, ey Xn) _

lim = )

wover GX, Xyy ey Xn)
fur x ¢ X nolwendig und hinreichend. Dies fiihrt zu dem Ergehnis:
Bezeichnet A, die Gram’sche Determinante (vgl. [312]) des
Systems (x), Xy,..,X%s), d.h. die Determinante mit den Elementen
b
Qi = /x,-(t) xx()df, und AP die zu ax gehirende Unterdeterminante
4]

von A, so ist die Existenz von #-freien () mit

(i
®) An < ()

"

fiir die Minimalitiit von {x.} charakteristisch,

§ 2. Biorthogonalisierung.

Ist {p{1)} ein System aus L” (p > 1) und sind die ¢, unter-
einander linear unabhangig, so lassen sie sich in ein minimales
System linear transformieren, so dald — nach [817]—die Bildung
eines BN moglich wird. Die Transformation kann nach einem dem
Schmidt'schen &hnlichen Verfahren bestimmt werden. Es dient
dazu folgendes

[821]
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Lemma: {@,} sei ein endliches System (k=1,2,...,n), sonst wie
in [821]; es gibt dann ein y(t) mit

[0 firk=12.,2—1

Fi]
£) oty dt =
;!y()?*() L1 firk=n

Dieses Lemma kann aus [171] gefolgert werden, wenn es
uns gelingt, die Unzugénglichkeit von ¢ () fir die Ubrigen ¢ zu
zeigen. Nun aber fUhrt die gegenteilige Annahme zu

h
gim [1ea(®) =117 000 — 187 248 — o = 11 5a () dE = O

mit geeigneten 7Y, dividiert man durch den absolut griBten Koef-
fizienten 'ri’), und bezeichnet die neuen Koeffizienten ebenfalls mit
1 (8=1,2,..,n), so werden alle ‘7 beschrinkt (-7 1). Fine
Folge {7} enthiilt unendlich viele Einsen; das Hiufungspunktver-
fahren liefert also

h
Ji? ey — 1 58 — o~ 4 5au) e = 0,

it

mit v, ' =1, was der linearen Unabhiingigkeit widerspricht; sind

die "1 von vornherein beschriinkt, so ist die Division iiberfliissig.
Jetzt gehen wir an die Konstruktion des BN. Wir setzen
x(t) —= ¢, (£), wilhlen y,({) der Bedingung
I

Jxiydt =1

gemil}, sonst beliebig; setzen ferner
N

%) = 5D+ np) mit x +a (209 dt =0,

43
und bestimmen y,(f) aus

b

b 4
frtyetrat=0, [yt xat=1,

[

wobei vom Lemma [822] Gebrauch gemacht wird. Allgemein: es sei

Xn = 31‘?1+B!?2+ vt Bn'-?rx

mit
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" b
(6) 2B J'npk(t) YAty dt =0 (=120 1)
und )
_[J’u(f) () df =0 (k=1,2,....,n—1)
(7) N |
/ Vot @ult) dt = 173 ().

(Hier ist die Annahme 3. =€ zuléssig, denn die n-- 1 Gleichungen
(6) mit n Unbekannten 3 sind homogen).

Es bietet sich die Frage, ob zu einem minimalen System {x,(t) |
mehr als ein System [yn(t)} gehort, das mit ihm ein BN bildet.

Es ist nun klar, da3 [x,] minimal sein kann, ohne vollstandig
zu sein (jedes unvollstandige ON ist ein Beispiel daflr); ist dann
g{f) /0> und zu alen x,(t) orthogonal, so ist gleichzeitig mit
[Xny,) auch {Xn,yn+0l ein BN.

Andererseits ist diese Erscheinung bei einem vollstandigen [x, ]
unmoglich, denn sind {Xn Yni], [X, z] zwei BN, so ist yx —z zu
allen x,(t) orthogonal, also Null. Nichtdestoweniger braucht das
BN selbst nicht vollstandig zu sein, wie aus 8§ 1 erhellt.

Es gibt selbstverstandlich auch vollstandige BN: ein solches
ist z.B. [Xn, Xn], wenn [x, Jein ONV ist.

§ 3. Biorthogonalentwicklungen.

Es sei |Xn Vo) ein BN, x,ef’, yoe Ll (1 "p-im~, L7 = M)
einer Funktion f(f)el” wird die Eniwicklung
]

(8) f) ~ Naxdy) mit Y [ (O y0) dt {0
zugeordnet uand, analog, einer Funktivn g(f)e L” (bzw. g{f) ¢ M)

die Entwicklung \

(9) g~ Snyd mit 4= [ g (8 xt) e @,

Die Entwicklung (8) ist—nach [811], (1) u. (2)-eine Biortho-
gonalentwicklang, ebenso wie (9), nur wird einmal nach {x,v) das
andere Mal nach {y, x.] entwickelt. Gehort f(t) gleichzeitig zu LP
und LP so hat es zwei Entwicklungen. Die Entwicklungen (8)
und (9) heifBen konjugiert zueinander; wir nennen auch die Systeme
{Xn¥n} und [yn, %] zueinander konjugiert.



[831]

[832})

268  VIII. Kapitel. Biorthogonale Systeme und Orthogonal polynome.

Ist die Entwicklung einer Funktion f(t)e LP nach dem BN {x,Y.}
schwach konvergent, so ist die Reihe

Dy
2 §i i
i=1

fiir jedes g($)el? (bzw, g(t) e M) konvergent,

Es qei nimlich f(f) die schwache Summe von (8); man hat
fir gel” (bzw. ge M)

" ' ]
lim [g(t) Sextydt =g f) at

woraus nach (8) und (%)

s b ~
Sun=le® Syt
folgt. ’

Ist die Entwicklung eines jeden f(tyel’ (p>1) schwach konver-
gent, so Ist die konjugierte Entwickiung fiir jedes g el” stark
konvergent,

Beweis: Wir setzen
L]
salg) = ,El 7 Y1)

nach [831] und laut Voraussetzung ist die Folge |s.{g)}} schwach
konvergent, da

f [
oy sugydt = PELT

Es hat slso nuach [164] |s.(g)} | eine n-freie obere Schranke; dies
ist tiic alle g(f) el” der Fall, also kann [151] auf die Folge der
linearen Operationen |v{g)} angewendet werden, mit dem Ergebnis,
dal die Operationsnormen eine beschriinkte Folge (p.} bilden.
Ist y groBer als alle p,, so kommt

(10} 558}l < 2]l & b (n g
Schreibt man gT(t) filr die schwache Grenze von 5.(g), so wird
Sn(g) = sx(g), da ja

] b
ne= | g®)xdt) dt =tim [ sdt) x{t) dt = ..
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Wiikte man nun, daR g fir die s(g) zugénglich ist, und
ware {a,} die entsprechende Folge von Linearformen

Gﬂ'gkél‘{nkskr limi|§““°nﬂ=0.

so konnte man in (10) flir g die Differenz g — . einsetzen und
bekime

{52(8 — )| < plg—onl also {sa{g)~ )< g —anl,
und schiieBlich

lim || 5x(g) — on =0, lim | s(g) — g = 0,

was der Behauptung gIeichkorgmt.
Die Zuganglichkeit von g(t) ergibt sich aber aus folgender
Uberlegung: Die schwache Konvergenz bewirkt die Grenzwert-

beziehunff,
& ]

lim [su0)p () dt = [g(t)p () de (®)

1]

und diese zeigt ihrerseits die Unldsbarkeit des Momentenproblems
L]

b .
[stryswat=0 »,  [e®ewydt=1

(mit @@ als der Unbekannten). Es kann daher das Kriterium
I, §7, (25) fur ale Zahlensysteme {&} nicht erfillt sein, es muR
also — wie grof3 auch y sei — die Ungleichung

I |
|el.1+5,.0+...+sﬁ.0ié-fg“elgﬁ}_,&kski

. -2
tlir gewisse §,,£,, ..., &4 durch ihr Gegenteil
oo b, i1
gt Xl <18
i P
ersetzt werden, was nach Division mit §, die behauptete Zuganglich-
keit erweist.

Aus [832] folgt unmittelbar, dafd unter denselben Annahmen
die Entwicklung eines jeden f(t)¢{’ (p>1) stark konvergiert:
man braucht blof3 zu beachten, dal die konjugierte Entwicklung
a fortiori schwach konvergiert, und [832] auf das konjugierte BN
anzuwenden.
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Der Grenzfall p =1 von [832] lautet:

It die Entwicklung (8) eines jeden f(fyel schwach konver-
gent, so ist die Entwickiung (9) eines jeden g(&ye M f.i. beschrinkt,

Denn {s.{g)} ist schwach konvergent, also |S«|m < = (n-frei)
und w.o.G.{ss| <7 a. Und umgekehrt:

Ist die Entwicklung (9) eines jeden g{the M f.i. beschrankt
und |x,()) vollstdndig inbezug auf M, so ist die Entwicklung (8)
eines f(f) e L stels gegen f{f) stark honvergent.
Beweis: Es ist
He
.

T‘" i

4 Coon
S CINPENTOR

also, nach Voraussetzung, der linksseitige Ausdruck unter einer
n-freien Schranke gelegen. Nun ist aber

]

»
N[ rl) g dt,

fa- /]
wenn r4(f) die #-te Partialsumme von (8) bezeichnet, also nach [154]
auch | rd /) unterhalb einer #-freien Schranke p(f). {r.(f)} ist
aber eine Folge von linearen Operationen; wir kGnnen hier [151]

(mit F=E =1) anwenden und erhalten die Beschriinktheit der
Operationsnormen: || £, !, < ; p ist #~ und f-frei, Es gilt daher

:: rn(f) |:-‘ "-'i % I:f i (ns.f)-

Die Vollstandigkeit von {x,] inbezug auf M bewirkt die Ab-
geschlossenheit inbezug auf L: es sei aso

"

(11) Lim p, = f  mit pp= ¥ Bae X
ko1

d.h. lim i f— pa iz = 0; es kommt wegen | £a(f - pa) iz <Z i f — paile
Iim |E rn(f) e rn([‘u)ilf_ - 0,
und wegen rip.} = pr
llm i| rl’l(f) - Pn |'I = 0,
was mit (11) Lim r.(f) = f ergibt.
H—por

Aus beiden letzten Sétzen folgt fir BN[X, Y.} mit inbezug
auf M vollstéandigen {x,}, dal} die schwache Konvergenz von (8)
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fur sdmtliche /< L bereits die starke Konvergenz fir diese Funk-
tionenklasse sichert.

Es bleibe nicht unerwéhnt, da3 einige Sétze des VI.en Ka-
pitels Uber Multiplikatoren sich sinngema auf Biorthogonal systeme
Ubertragen lassen.

§ 4. Biorthiigonalentwicklungen in L2

Es sei x(f) e L%, yAf) e L* fiir alle i und |x; y;) sei ein BN.
Dann hat jedes f(f) ¢ L* zwel Entwicklungen: (8) und {9, denn
man darf g(f) = f(£) wihlen. Man wiirde aber fehigehen, wenn

man etwa die Konvergenz von _\_:‘f]f (Gder }:cf) vermutete; diese
il [

ist nicht einmal dann notwendig, wenn die Quadratintegrale von
x(t} eine /-freie obere Schranke besitzen, Wir kiinnen vielmehr
zeigen, dald das [B16] als Beispiel begleitende BN fiir el gewisses felk
allew v; den Wert 1 erfeilf, 1is sei nitmlich {4] ein ONV inbezng
auf L% x;=¢; 4 g;11; nach [171]) geniigt es die Ungleichung
n ) : L 12 ‘

’ '}‘, 7”';;- = szj - (/ : l, t,'x.-(a".}!l dt)h

] il : woik |
fir alle #,%,, %, ..., 7 nachzuweisen. Nun ist aber in der Tal

# ] 2 13

. .-1_‘ .-11 2
Ji Il;:ix,-(r) dt = | ',-,.mgf LA X tigna(f)! dt

i - " !

(e fa R
i1 il A
und die Quadratintegrale der X;(t) haben alle den Wert 2.

Aus [832] ersieht man, dal die schwache (und a fortiori die
starke) Konvergenz aller Entwicklungen (8) die starke Konvergenz
aller konjugierten, also beider Entwicklungen zeitigt.

Bezeichnet man in diesem Falle wieder mit rp(t) und sy(t) die
Partialsummen der beiden Entwicklungen (8) und (9), mit f(t)
bzw. ¢{t) ihre starken Summen, so kommt

b
lim [(£(®) = r®) (€ () — s:(t) dt =0,

b o
(12) Jiwgwdt= S

1841]
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Ist das BN und das zu ihm konjugierte System vollstandig,
so kann man [815] anwenden und (12) zu

b L
(13) [rogwydt=Zun
verstarken (im Falle f{t) = g(t) erhdlt man
h -
[rod= Sun,

ein Seitenstick zu der Parseval'schen Beziehung).

Wir werden die eben gemachte Annahme mit BNVV andeu-
ten und fir solche Systeme die drei Grenzwertbeziehungen

10 lim [(f(6) — ra(e)Pdt =0,

"oy g

2 lim [(g (&) — s®)Pdt = 0,

b
8 lim Uty — rait)) (g (&) — sty dt =0

naher erortern.

Zunéchst werde bemerkt, dal? jede von den Beziehungen 1°, 2°
bereits 3° zur Folge hat, denn

3
JU @y — rdt) (g (0 — sult)) at

fi b
= [(F ) —rat) gy dt — [ (F&) — rult)) sy dt;

das erste Integral rechts strebt gegen Null wegen 1°, wéahrend
das zweite gleich

[

b " n
[F@Osityae — [rupysuty dt = 3 — S,
i x i=1 i=-

also gleich Null ist; ebenso wird 3° aus 2° abgeleitet.

Ferner werde an [832] erinnert, demzufolge die Erfillung
von 1° (bzw. 2°) fir ale f (bzw. g) die Richtigkeit von 2° (bzw. 1°)
fur alle g (bzw. f) zur Folge hat.
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Wir koénnen aber auch aus 3° auf 1° (und ebenso auf 2°)
schlief?en. Genauer: ist 3° fur alle f und alle g erflllt, so ist 1°
fur alle f und 2° fur alle g gultig. In der Tat, die Voraussetzung

impliziert die Konvergenz von 3 %1 und umsomehr die Beschriinkt-
il

heit der Partialsummen jener Reihe; dieselben lassen sich as
3

schreiben; diese Schreibweise deutet die Abhangigkeit des r, von
f an. Vermoge [152] ist also \\r(f; )\L? unter einer n-freien Schranke
gelegen, woraus, genau wie beim Beweise von [834],

ralfi ) po <l fllps

folgt, nur ist jetzt L? der betrachtete Raum. Sonst ist aber der
Beweis auch weiter wie jener zu fihren und ergibt 1°. Aus dem
Gesagten folgt unmittelbar:
Sind - 3 ting! fiir alle f und g nnter einer n-freien Schranke
il !
gelegen, so hat das betreffende BNVV die Eigenschaften 1°,2° und 3°.

Konstruieren wir jetzt folgendes BNVV: Es s (@(t)] ein
ONV; es werde

£ = wO — ik, SO = Zedd)

gesetzt. Dald dem System {x;,yi} beide V zukommen, ist ohne
weiteres sichtbar, denn

[f@y xipyat=o )
fithrt zu '
b a
Jrwysatydt = [ £(8) pirtt) at o,
also wegen [265] zu \
(14) Jr®ryeutyae =0 o,

4

.
d.h. zu f{&) =0 f.U4.; ist aber ff(t)y;(!) dt =0 fiir alle i, so kommt

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 18

[842]



[843]

274 VIIIl. Kapitel. Biorthogonale Systeme und Orthogonalpolynome.

] 1]
[raat =0, [£(0) (s -yt dt =0,

also noch einmal (14) und f{f) =0 f. i

Fiir dieses BNVV existieren vier Funkiionen f(£), f,(6), f;(£), fi()
mit

o) 1° richtig, 24 richtig )

By 1° richtig, 2% falsch (o),

¥y 1° falsch, 20 richtig /s,

8 1° falsch, 20 falsch (f.>

Es sei niimlich f{f) e l® die Koeffizienten &, 7; lassen sich
durch die

b
o= [yt dt

als S =¢,+6+...+ ¢, ww=r¢--¢, ausdriicken, was den Be-
ziehungen 1 und 2° die Gestalt

(1%} lim If(t) Z;r:'; i) + ‘«Pu-{-l(t)i§ cf-l-dt =0,

M

dt—()

(2) tim | lf ) — S‘n olt) + enpill) “rn(t)

f osca g

verleint, Wegen [378] ergeben sich daraus, als charakterislische
Bedingungen fir 1°, bzw, 2°

1, Xe=0, 2, limuaciyy =0.
il

- oo
Nun kiinnen wir aber {¢;] beliebig vorschreiben, wenn nur auf die

Konvergenz von 2 c.a geachlel wird, Wir wiihlen also viererlei {¢}:

\1'
n

(%) 1Cn+1|“-<i€n|' ":rf— H
es gilt 1, und 2,
(3 =0 fir 10441, {32 (k ganzzahlig),
=10y filr { =10 + 1, £, =— X
{2

1, gilt, 2, nicht, denn es ist nch., = 108k fir 1 = 10%,
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() c=1ieg(+1);
1, gilt nieht, 2, ja.

(3 ¢ =1/ fiie iz210F 11, €=V fiir i=10%41;
hier giit weder 1, noch 2,.

In allen vier Beispielen ist {c;} € £, so daB die in [843] ange-
sagten Funktionen tatsiichlich existieren.

Im Falle ¢) {und nur in diesem} kann man noch die Unterfiite

Jtf=ry (F=sat >0, &) .3) falsch®

uaterscheiden, Unser Beispiel (¢) entspricht nun demn Unterfall d.),
denn

h "

(15) / &) = ) (f (&) = st dt = /f (tydt — ¥4,

——jfl’(t)dt r,-}-r,,“ 3(.,
also ist fiir die Folge (3}, wegen
cn-{_l ,24 C; ,/ lf.k lOg 10"' > 2,

Nall als Grenzwert von (15) ausgeschlossen. Um den Unterfall &)
zu erhalten, geniigt es in (&) ¢, =1/¢* (anstatt == 1/p) fiir i =10%4+1
zu sgetzen.

Die Konvergenz von 2,:5,-1,-;- ist -— wie wir bereits bemerkt
haben — fir 1°, wie auch fiir 2°, notwendig; hier geben wir noch
eine andere Bedingung:
Die Konvergenz der Folge [844]
Aon ;
2 Sehow  mit an= [ x(t) xut) dt

bzw, der Folge

H " i

S D Ba  mit Bu= j.y,-(t)yk(t) dt
i=1 k=1 a

ist fir die starke Konvergenz der Entwicklung (8) bzw. (9) nach dem
BN {X.,yn} notwendig.
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Wir haben namlich

L M L)

b b
3 2 thaas X4 [a®lst)— sa@))dt= [lsi®)~sad) dt,

i mdr Eom

" b "

3 Pt — [[5d8) — sa®lsm(t)dt = 5 D Sibean,
i om+1 R a 1k -mil

woraus der Satz fir die erste Lesart folgt; dhnlich beweist man
die zweite Lesart.

8§ 5. Relativ-orthogonale Systeme,
Ein Funktionensystem {¢ (1)} mit einer Funktion w(z);>0, die
ihm die Eigenschaft
fiir ns-m

h 0
£ pu{f) pmlE) dt = .
(16) [w Oty enit) e {1 i e (n,m)

verleiht, gibt zu einem BN Anlaf3, und zwar ist dann {g.(Z}, w (£} 7.(¢)]
ein BN. Man konnte auch §.(t) = yw (£} p.(£) einfiihren und {,(£)},
also ein ON, betrachten; indessen bilden die Systeme {g.} in anbe-
tracht einer ihnen angepaliten Definition der Abgeschlossenheit
und Vollstandigkeit (vgl. [871], [872]) eine Klasse fir sich; wir
wollen sie as die relativ zu w(t) orthogonalen Systeme (kurz RO)
bezeichnen. (Fihrt man die Variable s vermittels

I
s=[w@ydt=v()
a
ein, 80 bilden die Funktionen P.{s) = ¢ lv~s)] in - B,2(b). - ein

gewbhnliches ON).

Unter den RO verdienen die relativ-orthogonalen Polynome
besondere Beachtung; damit werden Polynome o () gemeint, deren
Grad stets dem Index gleicht und die relativ zu einem w() (im
endlichen oder unendlichen Intervall) orthogonale Systeme dar-
stellen (kurz ROP); n nimmt die Werte 0,1,2,... an.

Zu einem jeden in - a,b - integrierbaren w(f) =0 gibt es stets
ein bis auf dic Faktoren 1 eindeutig bestimmtes ROP-System.

Beweis: (18) (n £ m) ist jetzt gleichbedeutend mit
b
an [w@typut) teat = o (k<m n=1,2,..).

Setzt man ¢, (f) = a,({" + &, "~ + ... + @), so gibt (17)
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(18) Qan lk‘i’au—l lk+1+---+l‘11 o FE=1 + }-rH-k:O (k=0,1,...,ﬂ—'])

b
mit h:fw(t) tidt (1) als das zur Bestimmung der ax (k=1,2,...,n)
a

dienende Gleichungssystem (im Falle eines unendlichen Intervalls
muR die Existenz der A, einzeln vorausgesetzt werden). Die Determi-
nante von (18) ist die Diskriminante der quadratischen Form in 4

L |

1
BN 2 t"l w (N dt,

#—1 n—1 :f
- .
L ‘:\_, ).,'_Hk; hj == /

o f-on w i

und as solche positiv. Damit ist die eindeutige Bestimmbarkeit
der a (k = 1,2,... ,n) dargetan und die Bedingung der Normiert-
heit gibt ay.

Beispiele.

1. wty=1, a b = —11 Iliefert die Legendre'schen
Polynome [411] und

2, w(f) = (1—#) a,b = 1,1 fiihet zu Tscheby-

scheff'schen Polynomen [421].
3. Allgemeiner: w(f) = (1 + #)* '(1 — ) !
@l o= —1,1 liefert

w0, B0,

.
'-.:.!P(l) =(1+z)! ﬂ.(l _t)1 ‘:d(t”[(l _i' {)Hl—f.l [(1 __[)Hul, J],

also die Jacobi'sehen Polynome, die u.a. 1. und 2. as Sonderfélle
umfassen.

4, w{f) =t teM a0, A0, a,b = 0,~) gibl die
Laguerre’schen Polynome [481} und

5. w(fy=e ", h>0, (q,b)=(-~,+~) die Hermite'schen
Polynome [484}.

6. Fir ein gegebenes w{t) konnen noch andere RO erhal-
ten werden: 1° indem man nach Schmidt [313] das System

{Yw () 4+ (k=0 fest, a=0,1,..)
orthogonalisiert, so daf}

{y @ (£) £ $a(t)}

mit Polyno men @, (t) n-ten Grades entsteht (ist k£ nicht ganzzahlig,
so ist das entsprechende RO kein ROP relativ zu w); 2° indem
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man {y={t) "} mit &, > 0, 3 1/k, = oo orthogonalisiert, wobei die
n- 1
letzte Bedingung die Vollstindigkeit sichert.

§ 6. Eigenschaften der relativ-orthogonalen Polynome.
Wir machen den Ansafz

(19} Onpy Pt} = (€4 Busa) Puya(t) -+ P ()

mit einem Polynom P({) von hichstens n-tem Grade. Da nach (17)

’
(20) Jw @ty et Gitydt =0

(]

filr jedes Polynom G(f) vom Grade <k statthat, so folgt aus (19)
I
Pty wwydi=o0

filr alle Polynome (G (), deren Grad 7—1 nicht iibertrifft. Darans
ergibt sich, da (17) eindeutig l8sbar ist, P(#)=»p.{f); (19) multipli-
ziert mit w(#) p.(f) und integriert ergibt

i

Jw@yt gt aaltydt + 7 = 0,

it

also

2= — [W () £ pusalt) palt) .

Andererseits liefert die Multiplikation mit @{¢)p,..«(¢) und Integration
]

s = [ WY E Qupolt) 2ar D) d,
d.h. % = —a, Wir gewinnen damit die reknrrente Beziehung

L PEN] '-Pn-l—‘.’(ff) = (t + ﬁn+'.‘) "P"-H(t) — g ’{-‘"(f) (H - "-1.0,1,...)

(wo ¢_(f) die identische Null bezeichnet) und die Christoffel-
Darboux'sche Identitit
- " n ‘) Qpn(u) - q»(t) r\Dl'! l(u)
Ew) = N ot o) = P Feri) 2t — Gall) Pnia(B)
Kkt w) = Mot i) = S22 —

mit p. als Koeffizienten von £ in g.(8) (p. > Q).
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Beweis von [862]: Die Bezichung [861] multipliziert mit
" w) und integriert liefert

b

b
0 = [ W () puar(t) 741 dt — =, Jwity ouey £ dt;

da nun
jw () wulf) po b2 df = /w )y (tydt =1,
80 ist !
fm'(t) P (f) t* dt =—!—; also = 1 R
i P P Pap Prtl

multipliziert man also [861] mit @, I-1(u), so kommt
(21) PH_ -P;;{.g(t) T -I-](”)+ p" \(n(t) Pn—{ ](“’) (t + {iﬂ e ) Frr i I(r) 'PrH—I!(H)

und die Vertauschung von ¢ und u liefert eine analoge Beziehung,
die von (21) subtrahiert

(22) Fni{8) 2 () (£ — 1)

= P (ot a0~ n sk @ P ) P Gy (OB~ 201 () u)
DPaye Pt

ergibt. Jetzt braucht man bloB (22) Uber n=—1,0,1,... m—1 zu

summieren, um [862] (mit n = m) zu erhalten.

Die Nullstellen des Polynoms ¢,,(2) sind samtlich reell, einfach
und in (a,b) enthalten.

Es sei namlich m die Anzahl der Zeichenwechsel von ¢ (?) in
(a,b) und ¢, t, ..t die betreffenden Stellen. Wir setzen

W —ty)  Bir m >0,

_fe=t){e-
@ | 1 fir m = 0;

dann ist

(23) Jw@yzan Goat = o,

denn der Integrand erleidet keinen Zeichenwechsel; (20) und (23)
zeigen, dald der Grad m von O(t) wenigstens n betragt, w. z. b. w.

[863]
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§ 7. Vollstandigkeit und Abgeschlossenheit.

Ein System {p(t)} von Polynomen heildt vollstdndig inbezug
auf LP (p > 1), wenn

&
[atyf@p@ydi=0 )

und die Integrierbarkeit von |f(/)" w{!) das Verschwinden von
f(&) f.1, bewirkt; es heilt abgeschlossen (inbezug auf L), wenn es
zu jeder Funktion f{f} mit integrierbarem |f(f}” w(f) eine Folge
von Linearformen

JH(-’:) = ano’?u(-‘-{) + aun 'Pl(f) + o+ G ’Fn{t)
gibt mit f

lim [w () f8) — LAY dt == 0.

Eine mehrmals benutzte Schluflweise erlanbt uns aus der
Vollstindigkeit inbezug anf L’ die Abgeschlossenheit inbezug auf
L7 (Yp+ 1y =1) zu folgern. Ks pgeniigt daher Kriterien fiir die
Vollstiindigkeit aufzustellen. Es sei bemerkt, dal die Bedingung
w@(f)-£~0 f 1., unomginglich ist, denn sonst ist die charakteristische
Funktion der dureh w(f)=0 erklirten {-Menge von Null verschieden
und zu allen 7 relativ-orthogonal. '

Das intervall (a, by sei endlich und w(t) >0 f.i, in (a, by, dann
ist das System [z, ()} der relativ-orthogonalen Polynonte vollstdndiy

inbezug auf L.
I3

Hs geniigt aus [w () f{f) € dt =0 (k~0,1,2,..) () =0 1.,

abzuleiten. Nun ist aber w(t)f(t) eL und folglich, nach [358],
w(t)f(t) = 0 f.G. und f (t) = 0 f.0., w.z. b.w.

Daraus folgt die Abgeschlossenheit der ROP inbezug auf LP
(p > 1). Das unendliche Intervall bietet insofern Schwierigkeiten,
as hier der Mintz'sche Satz versagt. Wir koénnen hier blofl3 eine
hinreichende Bedingung angeben, die z.B. fiur Laguerre'sche und
Hermite'sche Polynome erflillt ist:

-fc‘-u
Es sel w(y)= / w(t) It dt, Yy 4 p=1; die Beziehungen

1 n;n

lim }:' v (np') und /w(t) dt < oo

H pemz

sind fur die Vollstandigkeit von {¢ (%)} znbezug auf L” (p > 1) hin-
reichend.
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+
Beweis: Es sei w(f) ! f(f)/ ¢l und f‘w(f)u‘(t). dl =a,
Dann ist e

i i

I
@4 /w(‘)ﬂf}t df| /( w(t)'f(t) f'dt) ( Jw: zf**dz)

= a ' " (p'k).
Es werde
+
(25) /w(t)f{t)r dt =0 (k- 0,1,..)
vorausgesetzt. Die Funktion
+’_.
Fluy=[etma(t) fit)dt (i=}-1)

4= k. 1
existiert wegen /w((} F)ide < a( /w(t)d:) . Wir wollen die
Relhendarstellung h

(26) F(u)y = “ (:f,] /w(f)f"f(!}t.’t

" Il
begriinden. Dazu geniigt es

(27) N Te@yiee fiy dt -~

s M
zu zeigen. Nun hat aber der Koeffizient ¢, von '#” in (27) nuch
[114] die Eigenschafl

- -1 N
0 - ey - l avlnp'y !

also, nach der Veraussetzung {874], die Eigenschafi limy"' ¢, = 0,

welche die bestiindige Konvergenz von (26) sichert. (25) und (26)
geben jelzt F(#) - 0. Gelingt es uns daraus w({f) f(#) =0 ¢t i
abzuleiten, so wird der Beweis erbracht sein,
Es sei also s{fHi el in (— e, +ron es ist dann, wie wir ge-
sehen haben, {
(28) Fay= }  [emqgtyat
Vs .2
Filr simtliche # wvorhanden und wir nennen diese Funkiion die

Fourier'sche Transformierte von 7(f). Wir haben also zu zeigen, dafl
Fu)y =0 das Verschwinden von = (t) f.il. bewirkt.

[875]
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Beweis von [875]: 1° Es sei
—f—b] fir ({—6. <2
0 flir £ — &= 2a;
es sei ferner f (t) in jedem endlichen Intervall integrierbar und

ookl = {2“

+o
(29) J£(8) ganitydt = 0

far alle a, b; dann ist fit) —0 f. 0. Denn flhrt man
filr /i<l a
ﬂt —'J P
N lo fir ¢l =a
h2 i

Lao,{l) = / hot — b2 — u) du,

nYoa

ein, so wird

und (29) geht in
Fee Bida f2ba tiztita igab?ta
(30) 0= / f(t) / k,,(t—b,r wu)da,dt fdu / F)dt= / / f(u+tydudt
la buja-a naa hid-a
{iber. f(tu);&o impliziert f{t—|—u):;&0 ant der Geraden &+ a=4£;
wiire also f{£)~0 auf einer positiven {-Menge, go wiire f{¢{ +u)£0
auf einer ebenen Menge von positivem Malle, was gegen die Tat-
sache verstiit, dafl das letzte Doppelintegral (30), iber ein belie-
biges Quadrat erstreckt, verschwindet.

2° Fiihren wir nun die in (— oo, + oo integrierbare Funktion

G(u) = ,.1. (2 s -a-")'e i
V2ﬂ i

ein. Wir werden zeigen, dall g, (f) die Fourier’sche Trensformierte
von (i(#) ist. In der Tat haben wir

/ F(IJ) et i = 1 / (2 sin Ifm) gin - 1) dp

1 sinte = U= D) u+ sin¥a 4 (= — 2sint ¢ huy
4 o ) Hg P
. _ 2 _
2 “!_“_‘”f_?i;‘_(f L

—ony

Das zweite Integralrechterhand verschwindet wegen sin(—t)= —sin t;
unter Anwendung der Formel
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T sinau |t
! ( ..-..-) du==a|
i

erhilt man also =
1 T omenguta t=bl 1o t=b _it—bi_
Vo _:[G(u)e d”"‘“ , 1Tet "35 = Gakt).

3° Um [B875] zu zeigen, geniigt es nach 1" zu

o Jve
l Ealt)p{t)dt = _fG(u) F{) du
zu gelangen (vgl. (28)). Es ist aber

te 1 += b
[aatyptyat = ” [ot.at Gy e au

v

o + oo
= a [G@).dufo@yemdt = [Gu)F ) du.
T e e

Damit sind [875] und [874] endgiiltiz bewiesen,

Die Vollstindigkeit der Orthogonalpolynome in (0, ~) gewinnt
man wis die eben bewiesenen Bitze, denn man hat bioll w(f)=0
fiir £ <0 zu setzen. In diesem Falle ist aber ein einfacherer Re-
weis moglich. Es sei niimlich

@Y e fOfd=0 E=01.; 0@ fOF Lp>D,

(32) Fu) _/p “wl gy (£) £(2) dt.

Das Integral (32) existiert: es ist ju vermbge e -7 1 flir 2 - Q)

| Fu) < (E!/‘T;v(t) £ (£) |ﬂd:)w: (E‘/:ﬁ 0) dﬁ)wr

Setzt man o

(33) e = [w (£t
und ist "

1 Ly

(34) 'n" (fnp')"p =0 (l)-

go wird e
- [ {— ut)” -
P [ A ey fwa <,

also ‘

Flgy=Y (‘; !“)."‘ "j'tr'w @) £(8) dt.

==
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Die Voraussetzung (31) liefert F(x)=0 fiir sadmtliche # = 0; an-
dererseits gibt die Substitution ¢! =+ in (32)

(0 =) F(u) = [ w(log ) f (log ©) 'fi_‘,
1

also ist nach [338]) w(logt) f{logt)=0 fii., dh f(H=0 f i
Damit ist aber gezeigt:

Ist w(t) in (0, ~o3 integrierbar und haben die in (33) erklgrien
¢, die Eigenschayt (34), so ist das relativ zu w(t) orthogonale Poly-
nomsystem inbezug auf L' (p > 1) vollstandig.

Obige Aunahmen iiber e (f) sind fiir die Vollstiindigkeit keines-
wegs notwendig. Andererseits fiihrt nicht jede in ({),oc) integrierbare
Funktion w(f) zu einem vollstindigen ROP; wir wissen ja ([392]),
dall {¢*} in (0, o) inbezug anf L unvollstiindig ist.

§ 8. Entwicklungen nach relativ-orthogonalen Polynomen.
Entwicklung von f{f) nach einem ROP [7.(¢)] heilit die Reihe

1

f(t) - _\I;‘.an ?n(t), WO dy :/w (t)f{f) f dt (."I),

{w() futy dt < ~ impliziert Y a? < ~.

p oo

Es ist niimlich auf Grund der Definition von |z, als ROP:

2 " "
w(t)di = [wil) [0 dt - Y af.

0 '/ Fits) —!_:,: ;3 f)

Unter allen Polynomen Gu{8) n-ten Grades erteilt das Polynom

Naizity dem Integral
[

[

J1f) — GuoyP w (8 dt
den kleinsten Wert.

#H
Es ist niimlich G,(f) = Y y;44¢) fiir jedes # und man hat das
i

Minimum von ’
T I?‘!‘ 12
_/ lf (%) —-3%.] m,{t)l w (f) dt

durch geeignete Wahl der y; zu realisieren, was — ebenso wie in
{262} — v; = a; (fiir alle §) ergibt.
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Auf Grund der in 8§87 befindlichen Betrachtung tber Vollstéan-
digkeit und Abgeschlossenheit folgt aus [883] fur ROPV

lim / {f(t)—_' a.r\o(t)l w{t)dt =0, (884]

wenn die Voraussetzung von [882] erfillt ist.

Unter denselben Voraussetzungen wie [884] gilt

u

/ w(t) fHE) dt = \‘ : {885)

Konvergenz. Die Partialsummen der Entwicklung [881]
gestatten die Darstellung

Sn{t) = .}: ay '*Fk(t)
AU
b

= /w(u) HOR v | pilt) ou(u) dut = J @@ f () Kt u) de.

Bemerken wir, daf}
f

Jw@ K, wydu=1 fa

ist; in der Tat, filr f(f}=-1, ist 2,=0 (#>0) und ao—fw(h‘)%(u)dﬂ,
h
also a, () =_/w(u) gs{u)de =1, denn ¢,(f) = const. Demnach

b
) =[w@) f() Kt, v) du,

also

b .
@) st —f(O = [w@[f@) - fO) Kdt, ) du.

Die Formel [862] fiir den Kern Ku{f, u} bringt (35) auf die Gestalt

b
sult) — f(8) = 'ﬁff{ ;! w @) [f @)~ fey @ 'fﬂ(“t)_: fﬂ.(’ Yenradld) 5

Ist pp= O0(pn+1), SO kann man &hnliche Konvergenzkriterien wie
in der Theorie der Fourierreihen aufstellen, z. B.:
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Die Ungleichungen
d
<o [wo SO Va <o

— fu
(mit n-freiem o) bedingen
lim sa(ts) = £ (8,

denn der Ausdruck

I (”)f(u) f(tu) tl’ (u) du

konvergiert gegen Null fiir 7> oo, a]s n-ter Koeffizient der Entwick-

fung von f(t: AL nach {7,]. Dieser Satz ist z.B. anf das Le-

gendre’sche System in jedem inneren Punkte von (—1,41) anwendbar.



ABKURZUNGEN, BEZEICHNUNGEN, SYMBOLE

oben

(m}; bedeutet: m-te Seite, j-te Zeile von ynien}.

A [344] 79

Abel'sches Verfahren 5°

abgeschlossen [241] 49, [872] 280°

absolut konvergent [167] 307

additiv 18,

»ala Fourier" 55

antisymmetrisch inbezug auf a:
for ) = f@b (0

asymptotisch  [162] 27;

B |811] 261,!

Banach'sche Aquivalenzen 250"
Bessel'sche Ungleichung [264 } 59"
biorthogonal [81] 261 ;;
Biorthogonalentwicklung 2675
B-limitierbar 545

BN [811] 261 1

BNV: vgl. BN, V

BNVV 272

Borel'scher Satz 1295

B-Raum [138] 18"

C [516] 152,

C 16Y

c [516] 152,

Cantelli'scher Salz 1297

Cauchy'sches Postulat 145

Cauchy'scher Satz 87s

CE 9

Cesédro'sche Mittel 43

charakteristisch: notwendig und hin-
reichend

Christoffel-Darboux’ sehe
[862] 278,

Cp [672] 23245

¢, [672] 232*

(C, r)-summierbar 4

| dentitét

D [516] 152,

d [516]152,

Derivierte 17°

dicht- abgeschlossen [247] 53
dicht-vollstandig [247] 53
Distanz 144
Divergenzfaktoren [693] 241%2

e 202"

Entwicklung |253| 5514, 223;,, [811] 261,
[881] 284"

erste Kategorie (von der) [133] 1735

erstes arithmetisches Mittel 4

F-Raum 17,

fast Uberall 6

fast Oberall konvergent 26,
Fourier ‘'sehe Transformierte 281,
Franklin'sches System (4431122,
frei von k: unabhangig von k
Fubini'scher Satz 12,

Funktional 184,

f. 0. fast Uberall, s. d.

geschlossen [132] 17

Gram'sehe Determinante 62,
Gram'sches Kriterium [312] 62,5
Grenze 14;

,Grenze" [116] 4*

Haar'sches System [226] 44
Huufungspunht 17
Hermite'sche Polynome 143;, 1;
homogen 18,

H, [671] 2315

h, [671] 231y
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in der Ebene d. Systems gelegen 249"
insichdicht [132] 172

Koeffizient [252] 55 22
komplett 14,

konjugierte Entwicklung 267,
konjugierter Exponent 10°
konjugierter Raum 195"
konsistent  5°

konvergent 14,, [143] 18s
konvex 33%

K, [682] 238°

k, [682] 238"

» Kranichschwiirme" 38
Kugelig [132] 17*

L 14,

| 17°

1™ 2545

* Lagnerre'sehe  Polynome 141,
lakunar [712] 243;,

Legendre'sche Polynome [317] 66,
Lerch'scher Satz [357] 85,
Lim 27°

lim: liminf

fim: lim sup

lim as 130°

limitierbar  4*

linear [144] 19?

L, [681] 237,

p 16811237g

L, 10°

1 1
M 16

Majorante [691] 240y,

max: Maximum

metrischer Raum 1444

min: Minimum

minimal [817] 263"
minimal-abgeschlossen  [248] 53
minimal-vollstandig  [248] 53%
Minkowski'sches Funktional 334
Minkowski'sehe Ungleichung [128]104
Mittelpunkt einer Kugel [132] 17*°
Moment 31,

multiplikativ [454] 127,
Multiplikator ~ 222™

N 58
nirgendsdicht [132] 17%°
Aoz-m [137] 18,

einer Operation [146] 19"
normiert [137] 18* 53,,, [811]261y;
Normierung 54"
Nullmenge: Menge vom MaRRe Null

0 [213] 39;

0 6

o6

offen [132] 17*

0. U.: obere Grenze

ON: vgl. O,N

ONA: vgl. O,N, A

ONV:vgl.0,N,V

ONSp: vgl. 0, N, Sp.

Operation [141] 18,,

orthogonal 373

Orthogonalmenge  [214] 40°

Orthogonalreihe [251] 5444

Orthogonalsystem [213] 39,

Oszillation: Differenz zwischen der
oberen und unteren Grenze

permanent 4%
Poisson'sches Verfahren:
Abersches Verfahren, s. d.
positive Menge:
Menge von positivem Mal
probabilistisch: wahrscheinlichkeits-
theoretisch

»quasi-ergodisch" 136y

Rademacher'sches System [225] 42°
Radius einer Kugel [132] 17%
,Reihensumme" 4,

relativ-orthogonale Polynome [852] 27649
relativ-orthogonale Systeme  [851] 276
RO: relativ-orthogonale Systeme, s.d.
ROP: relativ-orthogonale Polynome, s. d.
ROPV: vgl. ROP, V

R, : vgl. lakunar

R.. [712] 243,



Abkirzungen, Beziehungen, Symbole. 289

Schauder'sches System [242] 507 Treppenfunktion 14?
Schmidt'sche Methode [313] 63, trigonometrisches System [223] 41'2
schwache Carleman' sehe Sngularitét: T-summierbar: vgl. summierbar

vgl. e, Typus B (vom): vgl. B-Rnum
schwache Grenze: Typus F (vom): vgl. F-Raum

vgl. schwach konvergent )
schwache  Hardy-Littlewood'sehe  Singu- unbedingte Konvergenz [107] 30:s
schwach konvergent [163] 28° vV 71°, [814] 2621°
Schwankung: Oszillation, s. d. V19
separabel [139] 18,7 vektorieller Raum 1135] 1734
sign 43, vollstandig 45™, [814] 262'°, |871]2802
skalares Produkt 3739
darke Carleman'sshe  Singularitat: wesentlich beschrankt 16’

vgl. Cp wesentliche obere Grenze: das kleinste
starke  Hardy-Littlewood'sshe ~ Singula- Ywofdr £y 7 f.u.

wesentliche untere Grenze: das grofite

itét: .
et VgL e Y wofar ft) y f.u.

Sy vgl. lakunar ) w.0.G.: wesentliche obere Grenze, s.d.
starke Konvergenz [161] 27 w.u G.: wesentliche untere Grenze, s.d.
stérker 5
diliserte Sinusfolge 435 zeilenweise normiert 67
summierbar  4° zeilenweise orthogonal  67%°
Symmetriezentrum von R: ein a, so daf3 zeilenweise vollstandig 71,
(a+x) e R stets (a —x) e Rimpliziert auganglich  2G3%
- S 1712] 243, 2weite Kategorie (von der) 1133 1755
aeA: a gehiirt zu der Menyge A (ist | Fi 8
ein Klement von A) Fp das grifite gunze v wolllr vy < p
a3 A: a gehbrt nicht so 4 ¢i ) Folge {F ) mit g als Index
> 2_021 (&) tir alle 2 einer k-Menps
i}g‘mlq ist Teilmenge von B PN 16,
. (w14,
{ﬂn}- ay, dy, Oy, e x—y 142
{{az}}): Matrix mit Elementen a;, x| vel. Norm
T a, b Strecke a Tt Db B |’_,(, 48,
{a, &) Strecke a <t b 4
(4, B) 2221 / | dg : Schwankung von g{t)
la| <<= a ist aodlich # ther -~ a,b -
¢ 73" u!B “:?‘"" 21,
# 18t ~ 202!

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 19
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