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V O R W 0 R T. 

Die Theorie der Orthogonalreihen ist noch immer kein klassi­
sches Kapitel der Analysis. Ihre geschichtlichen Quellen sind 
zweierlei. Die besser bekannte besteht aus den einzelnen Theorien 
der Fourier'schen, Legendre'schen, Bessel'schen und vieler anderen 
speziellen Reihen, an welchen das Gemeinsame zu erblicken es David 
H i l b e r t in den Anfangsjahren dieses Jahrhunderts vorbehalten 
blieb; die andere ist in den nun mehr als fünfzig Jahre zurück­
liegenden Untersuchungen skandinavischer Aktuare J. P. G r a m , 
T. N. T h i e l e und ihrer Schüler zu finden. Sie haben sich das Ziel 
gesteckt, die in der Statistik auftretenden wil lkürl ichen Funktionen 
vermittels geeigneter Orthogonalpolynome zu beherrschen. Die noch 
älteren W r o n s k i'schen Versucht1, das allgemeine Problem anzu­
greifen, blieben unverstanden und die S t u r in - L i o u v i lle 'sche 
Verallgemeinerung war an eine Klasse von Differentialgleichungen 
gebunden. Es darf also die skandinavische Schule als diejenige gelten, 
die als erste das Gemeinsame an allen Orthogonalreihen klar hervor­
treten ließ. 1. F r e d h o l m ist aus dieser Schule hervorgegangen und 
seine Theorie der Integralgleichungen, von H i l b e r t ausgebildet, gab 
Erhardt S c h m i d t die Anregung zu seiner grundlegenden Arbeit 
über Orthogonalentwicklungen. Auf diese Weise haben am heutigen 
Wissen beide Quellen ihren Antei l . 

Gegenwärtig sind die Orthogonalreihen, von allen physikalischen 
und statistischen Anwendungen abgesehen, ein wichtiges Werkzeug 
der reinen Mathematik. Sie sind ja nichts weniger als die analy­
tische Geometrie des Funktionenraumes bei Zugrundelegung des 
rechtwinkligen ( - orthogonalen) Achsensystems. Nur ist der Funk­
tionenraum unendlich komplizierter und reichhaltiger als der eukli­
dische Raum und es bieten sich in jenem Probleme, denen kein 
Analogon in diesem entspricht. Eine reelle Funktion ist ein „Punkt"; 
die „Distanz" zweier Punkte im Funktionenraum gibt quadriert bereits 
ein Integral. Nun hat man die Wahl zwischen verschiedenen Inte-
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gralbegriffen und es empfiehlt sich der Le b e s g u e'sche aus folgenden 
Gründen: zunächst ist er allgemein genug, um alle bekannten (nicht 
„zu großen") Funktionen zu fassen, des ferneren verleiht e r — b e i 
der Definition der Distanz als Integral—dem Raum die Eigenschaft 
der Komplettheit (den üblichen Ausdruck „Vollständigkeit" mußten 
wir uns für einen anderen Begriff vorbehalten); dies ermöglichte 
F. R i e s z und E. F i s c h e r den Hauptsatz der Theorie der 
Orthogonalreihen aufzustellen. 

Diese Monographie behandelt die allgemeine Theorie der 
Orthogonalreihen einer Veränderlichen. Die Verfasser waren sich 
mit der Redaktion der Sammlung darüber einig, daß das Eingehen 
auf spezielle Örthogonalsysteme wohl den Umfang des Buches, nicht 
aber den Wert desselben in gleichem Maße vergrößern würde. So 
ist z .B. die Theorie der Bessel'schen Funktionen sowie der meisten 
aus der mathematischen Physik bekannten Systeme, als nicht in den 
Rahmen dieses Werkes passend, übergangen worden. Spezielle Ortho­
gonalsysteme kommen wohl in diesem Buche vor, aber bloß als 
Beispiele. Unter den vielen schönen und wichtigen Dingen, die der 
Leser in diesem Buche n i c h t finden wird, möchten wir noch die 
Anwendungen auf die Theorie der Integralgleichungen erwähnen, 
sowie die von G . S z e g ö und anderen ( B o c h n e r , B e r g m a n n , 
Z a r a n k i e w i c z ) ausgebildete Theorie der komplexen Orthogonal­
systeme. Auf enzyklopädische Vollständigkeit hat also diese Mono­
graphie keinen Anspruch. 

Der allgemeine Standpunkt kommt auch in der W a h l der 
Hilfsmittel zur Geltung. Selbstverständlich wird der Lebesgue'sche 
Integralbegriff als bekannt vorausgesetzt; wir durften das umsomehr 
tun, als das in dieser Sammlung erschienene gründliche Buch von 
S. S a k s al len diesbezüglichen Wünschen nachkommen dürfte. 
Diejenigen Sätze der Integrationstheorie, die wir nicht als mathe­
matisches Gemeingut betrachten konnten, haben w i r im ersten Kapitel 
zusammengestellt. In demselben Kapitel haben wir alles Nötige aus 
der Theorie der Operationen — mit oder ohne Beweise — gebracht. 
Es handelt sich bloß um wenige Sätze, die wir besonders in den 
drei letzten Kapiteln unseres Buches anwenden: hier findet der Leser 
den Saks ' schen Satz über Folgen von Operationen, sowie die 
Prinzipien, die einer von uns das „Resonanzprinzip" und das „Prinzip 
der Kondensation der Singularitäten" genannt hat; sie geben einen 
Überblick der möglichen singulären Funkt ionen und ihrer Ver­
teilung im Funktionenraum. Näheres über die Theorie der line­
aren Operationen findet der Leser im Banach ' schen Buche dieser 
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Sammlung. Wir haben es versucht, die Beweise der Operations­
theorie möglichst kurz zu gestalten, wobei uns (besonders beim 
§8 des ersten Kapitels) Herr S. M a z u r wesentlich geholfen hat. 
Verhältnismäßig wenig haben wir über Fourierreihen gebracht, 
weil in derselben Sammlung das neue Buch von A. Z y g m u n d 
über diesen Gegenstand vorliegt. 

An dieser Stelle möchten wir die Frage nach der Urhe­
berschaft der in diesem Buche behandelten einzelnen Ergebnisse 
und Theorien erwähnen: es war nicht unsere Absicht jedesmal 
nach ihrem Ursprung zu forschen, und wir haben uns damit 
begnügt, nur gelegentlich Sätze und Beweise mit Namen zu 
versehen. Die uns zugänglichen Werke und Abhandlungen haben 
wir in der Bibliographie genannt, um dem Leser nähere Orientie­
rung über spezielle Fragen zu ermöglichen; es ist aber nicht 
der Zweck dieser Bibliographie, Prioritätsfragen zu entscheiden. 
Infolgedessen können manche eigenen Resultate, die wir früher 
nicht publiziert hatten, hier nur an der Abwesenheit von Zitaten 
als solche erkannt werden. Es wäre aber verfehlt, alle zitatenlosen 
Ergebnisse den Verfassern zuzuschreiben, da viele allgemein be­
kannte Sätze der Analysis und der Funktionentheorie ebenfalls 
ohne Literaturnachweis gelassen wurden. 

Das Buch besteht im Ganzen aus acht Kapiteln. Jedes Kapitel 
zerfällt in einige Paragraphen. Die eckig eingeklammerten drei­
stelligen Nummern am Rande geben durch ihre erste Ziffer das 
Kapitel, durch die zweite den Paragraphen an. So ist z. B. [394] 
ein Satz des lü-ten Kapitels und des 9-ten §. Es wird aber 
manchmal mit jenen Nummern eine Definition, eine Bemerkung 
oder bloß eine Formel bezeichnet. Findet der Leser eine Angabe 
wie I I , 5, (25), so bedeutet die römische Zahl das Kapitel, die 
arabische den § und die rund eingeklammerte die Nummer der 
Formel im Kapitel. 

Die Bibliographie besteht aus zwei Verzeichnissen. Das erste 
gibt eine Zusammenstellung der Abhandlungen in alphabetischer 
Ordnung; die zitierten Arbeiten sind durchgehend numeriert und 
die dem Titel folgenden eingeklammerten Nummern weisen auf 
die betreffende Stelle des Buches hin. Das zweite ist ein Gegen­
schlüssel zum ersten: es ist nach den Klammernummern geordnet 
und gibt die zugehörigen Ordnungsnummern des ersten Verzeich­
nisses an. Einige Büchertitel gehen den Verzeichnissen voran. 
Auf diese Weise haben wir Fußnoten entbehren können. 
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Eine Zusammenstellung der Abkürzungen, Bezeichnungen und 
Symbole dient dazu, dem Leser über eventuelle terminologische 
Schwierigkeiten hinwegzuhelfen; es ist kein Verzeichnis der Defini­
tionen, sondern bloß eine alphabetische Liste mit Bezugnahme 
auf die Stellen, wo die Auskunft im Buche zu suchen ist; mangels 
einer solchen wird eine kurze Erklärung gegeben. 

Bei dem Korrekturlesen gewährten uns die Herren H. A u e r ­
b a c h , S. M a z u r , L. S t e r n b a c h und A. Z y g m u n d freund­
liche Hilfe; ihnen allen und besonders Herrn Z y g m u n d verdan­
ken wir auch manchen wertvollen inhaltlichen Ratschlag. Allen 
diesen Herren sprechen wir unseren aufrichtigen Dank aus. 

Viele Rechnungen und Formeln im IV-ten Kapitel haben wir 
dem ausgezeichneten Hobson'schen Werke „Spherical and Elli-
psoidal Harmonics" entnommen. 

Im nachstehenden Fehlerverzeichnis sind einige von uns 
nachträglich bemerkten Korrigenda angebracht. 

Die Verfasser. 
Lwöw, im Oktober 1935. 

FEHLERVERZEICHNIS. 



I . KAPITEL. 

Vorkenntnisse. 

Dieses Kapitel bringt gewisse Definitionen und Sätze, die wir 
im ganzen Buche brauchen werden. Von diesen Sätzen sollen einige 
bewiesen werden. 

§ 1. Konvergenz und Suminierbarkeit« 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 

dann ist folgende, nach Abel benannte Umformung oft nützlich: 

[111] 

[112] 

Die Abel'sche Umformung kann auch so geschrieben werden: 

In beiden Formeln darf sk durch s'/{ = Sh + c ersetzt werden, 
wo c von k frei ist. 

Es sei q > 1 und es bezeichne lq die Menge aller Folgen 

und q' die durch 1/q+
 ]/g' = 1 erklärte Zahl. 

Dann gilt der Landau'sche Satz: Ist für jede Folge in lq [ 113] 

konvergent, so gehört zu lq\ d. h. es ist 
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Die Umkehrung dieses Satzes ist r ichtig und folgt fast un­
mittelbar aus der Hölder'schen Ungleichung 



[114] [115] Konvergenz. 3 

Auf Grund der aus [113] gefolgerten Bemerkung existiert für 
jedes n jetzt eine Folge , mit 

Wir dürfen nachträglieh die Vorzeichen der X(h) so ändern, 
daß ak nichtnegativ werde und die Beträge so normieren, daß 

die konvergenten Reihen die Summen 1/2n erhalten. Jetzt 

bauen wir aus den . eine einzige Folge {xki} auf. Wir setzen 
n (k) = 1 für 1 ' k - ' k1, wo k1 die kleinste natürliche Zahl ist mit 

ferner n (k) -- i+ 1 für ki ki<k k,±1, wo ki die kleinste natürli­
che Zahl ist mit 

und definieren xk als Ks ist (xk) € //. Denn es sei P > 2; 
für n > N ist pn' p wegen lim Pn 2; ist dann, für k > K , 
n (k) > N, so hat man 

(2) 

denn es ist x(n) " 1 für alle n und k; es folgt 

also {xk} € H. Schreibt man jetzt 

und beachtet (1) und (2), so folgt für die rechterhand stehende 
Reihe mit nichtnegativen Gliedern die Divergenz gegen + , also 

dasselbe für gegen die Voraussetzung. 
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[116] 

S u m m i e r b a r k e i t . I s t eine Folge {s k } d ivergent , so k a n n es 
doch v o r k o m m e n , daß i h r du rch ein anderes Ver fahren als das ge­
wöhnl iche „ l i m " eine Zahl zugeordnet werden k a n n als eine A r t „ G r e n ­
ze". W i r sagen dann, die Folge sei limitierbar nach diesem Ver fah ren . 

Sind die sk T e i l s u m m e n einer Reihe so heißt die Reihe summier­

bar nach diesem Verfahren. 
Das wich t igs t e Ve r f ah ren ist dasjenige des ersten arilhmeti-

schen Mittels; es be ruh t darauf, daß man anstatt der u r s p r ü n g l i ­
chen Folge {sn } die Folge {on} der M i t t e l w e r t e 

betrachtet u n d den gewöhnl ichen Grenzwer t dieser neuen Folge, 
l i m an, als veral lgemeiner te „Grenze" , der u r sp rüng l i chen Folge 

zuordnet . Jede konvergente Folge ist nach dem ersten a r i thme­
t ischen M i t t e l l i m i t i e r b a r gegen den u r sp rüng l i chen Grenzwer t , 
das Verfahren ist also, w i e man zu sagen pflegt, permanent. 

Selbstverständl ich g ib t es Folgen, die dem Ver fahren des 
ersten ar i thmet ischen Mi t t e l s widers tehen ; dann können w i r es 
m i t M i t t e l n höherer O r d n u n g versuchen, wie sie Cesäro angegeben 
hat. W i r geben sie h ier g le ich in den für Reihen brauchbaren 
Formen: 

Für jedes nichtnegat ive ganze n und jedes v o n — 1, — 2, — 3... 
verschiedene r definieren w i r 

für n -> gegen den Grenzwert s s trebt . F ü r r = 0 e rha l ten w i r 
die gewöhnliche Konvergenz , für r = 1 die Summierbarke i t m i t dem 
ersten a r i thmet i schen M i t t e l . Jedes (C, r ) -Ver fahren is t perma­
nent; s kann als vera l lgemeiner te „Reihensumme" gelten. 

[1171 

Die zu summierende Reihe sei w i r sagen, daß sie 

(C,r)-summierbar gegen s sei, wenn die Folge  
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Ist r1 > r, so ist auch (C, r1) stärker als (C, r) , d. h. eine 
(C, r)-summierbare Reihe ist (C, r1).summierbar; die Verfahren sind 
miteinander konsistent, d. h. die beiden verallgemeinerten Reihen­
summen gleichen einander. Permanent, stärker als alle (C, r) und 
mit ihnen konsistent ist das Poisson'sche (Abersche) Verfahren 

(= Summationsmethode), welches der Reihe den Grenzwert 

[118] 

als „Summe" zuordnet, falls er vorhanden ist. 

T o e p l i t z ' s c h e S u m m a t i o n s - ( L i m i t i e r u n g s - ) M e t h o d e n . 

(i , k = 1, 2 ...) 

sei eine unendliche Matrix; ist {sk} die zu limitierende Folge, so 
bilde man 

ist nun Bi für jedes i vorhanden und lim Bi- -- 5 desgleichen, so 

heißt {sk} B-limitierbar gegen s. B ist also ein Limitierungs-
(Summations-)Verfahren (Methode). Ein solches Verfahren heißt 
zeilenfinit, wenn jede Zeile von B nur endlich viele von Null 
verschiedene Elemente enthält. 

Damit ein Verfahren permanent sei, ist es notwendig und hin- [119] 
reichend, daß 

(k = l ,2 , . . . ) , 

(i = 1, 2,...) 

sei, wo die Konvergenz der Reihen 1° und 3° zu dem Inhalt der Be­
dingungen gehört und M von i frei ist. 

Nur solchen Verfahren werden wir den Namen „Toeplitz'sche 
Summationsmethoden" beilegen. 

Die Cesäro'schen Mittel sind leicht als Toeplitz'sche Metho­
den zu erkennen. Um das Poisson'sche Verfahren zu einer solchen 
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Methode zu machen, genügt es den kontinuierlich gegen 1 stre­
benden Parameter x durch eine Folge {x i} mit  

zu ersetzen. (Wenn man für die so erhaltene Matrix B die drei 
Eigenschaften 1° 2° 3° verifiziert, so erhält man einen Beweis für 
den Abel'schen Satz über Potenzreihen). Näheres über Reihen 
findet man in dem Buche von Knopp. 

Zum Schluß dieses § wollen wir noch zwei übliche Symbole 
erklären: Sind [x„}, {yn} zwei Folgen, so bedeutet xn = O (yn) so 
viel als mit einem n-freien K, x„ — o (yn) so viel 
als mit lim k„ -= 0. 

§ 2. Einiges über Funkt ionen und I n t e g r a l e . 
Wir setzen die Kenntnis der wichtigsten Sätze der reellen 

Funktionentheorie und der Lebesgue'schen Integrationstheorie vo­
raus; letztere ist mehrmals behandelt worden (vgl. z. B. das in 
dieser Sammlung erschienene Buch von S. Saks). Wir wollen 
jedoch einiges der Aufmerksamkeit des Lesers empfehlen. 

[121] Z w e i L u s i n's c he S ä t z e . Jede in 0,1 erklärte, meßbare 
und fast überall (d. h. mit Ausschluß einer Nullmenge) endliche 
Funktion ist auf einer abgeschlossenen Menge stetig, die so gewählt 
werden kann, daß die Komplementärmenge dem Maße nach kleiner 
ist als ein vorgegebenes s > 0. 

Daraus folgt (da jede Menge in eine perfekte und höchstens 
abzählbare zerlegt werden kann, das Produkt aber von abgeschlos­
senen Mengen selbst abgeschlossen ist): 

Ist {fn(t}} eine Folge von in 0,1 erklärten, daselbst meßba­
ren und fast überall endlichen Funktionen, so gibt es eine perfekte 
t-Menge D, vom positiven Maß, auf welcher alle fn(t) stetig sind, 

[122] D e r We i er s tr aß's che Sa tz . Eine jede stetige Funk­
tion läßt sich im endlichen abgeschlossenen Intervall durch ein 
Polynom beliebig genau approximieren. M. a. W.: Ist f (t) in - a,b 
stetig und ist s positiv, so gibt es ein natürliches n und ein Polynom 
Pn{t) vom Grade n von der Eigenschaft 

in a,b>. S.Bernstein beweist diesen Satz, indem er die in 
0,1 gleichmäßig geltende Grenzwertformel 
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aufstel l t ; da eine in a, b stetige F u n k t i o n f(t) durch die Sub­
s t i t u t i on T = - - in eine in 0 ,1 erk lär te und stetige F u n k t i o n 

b — a 

von T übergeht, so genügt es die Formel (3) zu begründen. Diese 
Formel entspricht folgendem Spiel: Man te i l t das I n t e r v a l l 0,1 
in den l i n k e n Te i l 0, t und den rechten t, 1 und man wähl t 
n-mal b l ind l ings einen Punkt aus 0 ,1 . T r i f f t man dabei p-mal 
ins l inke In te rva l l , so so l l der Gewinn f (P n) betragen. Die unter 
dem Jim-Zeichen stehende Summe (3) is t die mathematische 
Hoffnung eines solchen Spiels und es ist plausibel , daß sie für 
großes n gegen f (t) s trebt , denn der E rwar tungswer t des Bru ­
ches p/n ist nahe an t; genauer gesagt, sind Wer te dieses Bruches, 

die von t um mehr als \/\ n abweichen, insgesamt wenig wahr­
scheinlich. Streng ist folgender Landau'sche 
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K o n v e r g e n z v o n F u n k t i o n e n f o l g e n . 
[123] D e r E g o r o f f s c h e S a t z. {fk(t)} sei eine Folge von in <a, b 

meßbar erklärten Funktionen, daselbst fast überall konvergent. Dann 
gibt es zu jedem & > 0 eine Menge E in a, b , deren Maß \ E\ die 
Zahl b — a — s übertrifft, und so, daß {fk{t)} in E gleichmäßig 
konvergiert. 

Bekanntlich kann eine Folge von meßbaren Funktionen, deren 
Beträge sämtlich unter einer integrierbaren Schranke liegen, unter 
dem lim-Zeichen integriert werden: war die Folge fast überall 
konvergent (im endlichen Intervall), so konvergieren die Integrale. 
Unter zusätzlichen Bedingungen gilt eine Ar t Umkehrung jenes 
Satzes, die uns die Konvergenz der Funktionenfolge sichert: 

Sind sämtliche fk(t) integrierbar, fk(t) < fk+.(t) fast überall in 
a, b , und  

(wo C k-frei), so existiert lim fk{t) fast überall in a,b . 

Dieser Satz wird oft in der Form gebraucht: 

[124] Sind die Funktionen gk(t) 0 und 

fast überall konvergent. 

[125] Ist Um fn(t) = f (t) fast überall in a, b , so ist 

(P > 0). 
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(Dieser Satz ist auch gültig, wenn die Integrale links nicht 
existieren, denn dann verlangt die Ungleichung nichts (co >- ... ist 
stets richtig); wenn sie aber existieren und die linke Seite endlich 
ist, so ist die Endlichkeit der rechten ein Teil der Behauptung). 

B e w e i s : Nach [123] ist in E für n > N 

und — da e beliebig — die Behauptung [125] zur Folge hat. 

Unter der Voraussetzung des Satzes [125] folgt  

aus (diese Eigenschaft enthält aber ihrerseits 

die Behauptung jenes Satzes). Diese Bemerkung führt zum fol­
genden Ergebnis: 

Ist lim fn(t) =f(t) fast überall und existiert für jedes ε > 0 ein [126] 
n ->  

n- und E-freies (wohl aber von \ E \ abhängiges) n (ε) > 0, so daß 

für alle n gilt, sobald nur \E\ <n. so ist 

Denn sei \E\ < n und E so, daß ([123]) {fn(t)} in CE (= Kom­
plementärmenge von E) gleichmäßig konvergiere; dann gilt 
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[127] 

durch Addition folgt das Behauptete. 

S c h w a r z ' s c h e und H o l der-R iesz 'sche U n g l e i c h u n g . 
Mit Lp (p > 1) werde die Klasse aller in a, b erklärten, meß­
baren und mit p-ter Potenz des Betrages integrierbaren Funktio­
nen bezeichnet. L1 soll auch als L geschrieben werden dürfen. 
Ähnlich wie bei Folgen, spielt der zu p konjugierte Exponent p' 
eine wichtige Rolle; es ist l/p + 1/p' = 1; für p =- 2 kommt p' = 2, 
für p , - 2 wird p' < 2 und umgekehrt. 

Dieses ist das F. Riesz'sche Analogen zur Hölder'schen Un­
gleichung für Summen. Für p = 2 wird daraus die Schwarz'sche 
Ungleichung 

[128] Liegen beide Funktionen f(t) und g (t) in Lp, so gilt die Min­
kowski' sche Ungleichung 

Der (von F. Riesz vereinfachte) B e w e i s für [127] verläuft 
wie folgt: 

Für x 0 hat die Funktion 1/p .xp + 1/p
1 — x ihr Minimum bei 

x -- 1. Dieses Minimum ist 0, also gilt 

so kommt (nach Multiplikation 
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konvergent für a > 1, divergent für 0< a < 1. Setzte man jetzt 

zu Lp. Inhalt und Beweis erinnert an [113]. Wäre 

und bezeichnete En die durch \f (t)\ < n erklärte t-Menge, so wäre 
die Reihe 

Dividiert man durch den rechts sichtbaren gemeinsamen Faktor, so 
erhält man [128]. — 

Eine Art Umkehrung von [127] ist der 

Sa tz : Existiert 

Wendet man hier für jeden Term rechts |127] an, so kommt 

wo A und B zur Abkürzung für die beiden Faktoren rechts in 
[127] geschrieben wurde, und integriere nach t von a bis b; man 
erbält [127] (sogar verstärkt). 

B e w e i s von [128]: Es genügt ihn f ü r f ( t ) 0, g (t) 0 
zu führen. Dann ist aber 

x=f(t)/A, ß=g(t)/B, 

hier substituiere man 
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gegen die Voraussetzung. 
Ähnlieh beweist man denselben Satz im Grenzfalle p — 1, nur 

hat man dann Lp'(p' = ~) als die Klasse der f. ü. beschränkten 
Funktionen zu deuten. Der andere Grenzfall: p = ~, p' = 1 liefert 
bei derselben Lesart auch einen richtigen Satz. Auch das Analogon 
zu [115] ist richtig. — 

Gehört f(t) zu Lp und bezeichnet man [129] 

mit fk(t), so gilt 

Sei zunächst / ( / ) beschränkt, \f(t) / ' M; nach einem bekannten 

Satze hat die Funktion /f(u)du fast überall f (t) zur Ableitung, 
a 

somit ist {fk{t)) f. ü, gegen f (t) konvergent. Nach dem Egoroff-
schen Satze |123] ist also gleichmäßig l im fk(t) =f (t) für t € E, 

\E\ [b — a\ — ε. In CE ist aber / f ( t ) / und \fk(t) (wie überall) 
nicht größer als M und daher ist 

Jetzt werden wir einen Satz (von Fubini) über Doppelintegrale brau­
chen (dessen Beweis im Saks'schen Buche nachgelesen werden 
kann). Er lautet: Hat φ (x,y) im Rechteck 0, a 0, b == R ein 
Doppelintegrat, so existieren die Integrale 
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für fast alle y, bzw. fast alle x, sind integrierbar und es ist 

Jetzt kehren wir zu [129] zurück. Es sei f(t) nicht beschränkt; 
ist dann g ( M )( t) =f(t), wenn / f ( t ) \ < M und g ( M )( t) -0 für 
sonstige t, so ist (nach Weglassung des Index M in einigen Formeln 

Für k > ~ strebt das vorletzte Integral gegen Null, da g (t) 
beschränkt ist (wie f früher). Das letzte Integral ist aber 

wobei der Fubinfsche Satz (4) zur Anwendung kommt; φ ist 1 für 
t <:' u < t + 1/k, sonst 0; es folgt 

Damit ist [129] für p = 1 bewiesen; für p > 1 ist der Beweis 
ähnlich. 

Dieser Satz zeigt, daß jede Funktion in Lp eine „durch­
schnittliche" Grenze von stetigen Funktionen ist. Daraus leitet 
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man einen Satz ab, der Treppenfunktionen an Stelle von stetigen 
Funktionen verwendet. Treppenfunktionen sind streckenweise kon­
stante Funktionen; dabei ist die Anzahl der Strecken, in welche 

Ö, b zerlegt wird, beliebig aber endlich. Ist die Teilung so fein, 
daß die Schwankung von fk(t) auf jeder Strecke kleiner als e ist, 
und wählt man als Wert der Treppenfunktion (z. B.) den Wert von 
fk(t) im Mittelpunkt der Strecke, so ist die Treppenfunktion in 
ganz a,b von fk(t) um weniger als ε verschieden, was unsere 
Bemerkung rechtfertigt. 

Teilt man das Intervall in eine endliche Anzahl von Strecken 
und ersetzt f(t) auf jeder Strecke a, ß. durch den Mittelwert 

so erhält man eine Treppenfunktion, die mit immer 

feiner werdenden Teilung gegen f (t) nicht nur f. ü., sondern auch 
im Sinne von [129] strebt. 

§ 3. Abstrakte Räume. 
Nur einige wichtige Begriffe und Sätze über abstrakte Räume 

sollen hier besprochen werden. Genaueres findet man in dem 
Banach'schen Buche dieser Sammlung. 

Eine nichtleere Menge E nennen wir einen metrischen Raum, 
wenn jedem Elementeupaar x, y von E eine nichtnegative Zahl 
(x, y) zugeordnet ist unter Beachtung der Bedingungen: 

1° (x, x) = 0, (x, y) > 0 für x = y, 

3° (x,z) <(x,y) + (y,z) . 

Diese Zahl nennt man Distanz von x und y. Eine Folge {xn} 
von E-Elementen heißt konvergent, wenn l im (xp, xq) = 0; sie heißt 

konvergent gegen x . , wenn lim v heißt dann 

Grenze der Folge und man schreibt (Synonyma kommen 
auch vor, wie in der Theorie der Zahlenfolgen). Hat jede konver­
gente Folge einen Grenzwert (Cauchy'sches Postulat), so heißt E 
komplett. 

B e i s p i e l e k o m p l e t t e r R ä u m e . 
1. Die Menge L der in a,b integrierbaren Funktionen, 

metrisiert durch die Festsetzung 



wobei x=y mit x (t) — y (t) f. ü. in a,b " gleichbedeutend 
sein soll. 

2. Allgemeiner: Die Menge Lp der in a, b mit der p-ten 
Potenz des Betrages integrierbaren Funktionen mit der Metrik 

(und x=y wie oben). Die Komplettheit dieser Räume ist folgen­
dermaßen zu beweisen: 

Es sei 

(5) (p 1). 

Es werde eine Folge {nk,} von wachsenden Indizes bestimmt mit 

(6)  

nach [127] ist dann auch die Reihe 

konvergent; wegen [124] ist es auch die Reihe 

fast überall, und ihre Summe x~(t) gehört zu Lp nach [125]. Da­
raus folgt aber 

(7)  

Denn (5) erlaubt r so zu bestimmen, daß für 5 > r 

Hl ' 

sei; bestimmt man dann so, daß man für  

habe, so liefert [128] für alle s > r 

(P 1) [131] 

Abst rakte Räume. [131] 15 
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sobald nur E/<n ist. Setzt man s — nk (nk > r), beachtet 
f. ü. und zieht [126] heran, so folgt (7). Daraus 

aber in Verbindung mit (5) ergibt sich bereits  

wobei nochmals die Minkowski'sche Ungleichung [128] angewendet 
wird . 

3. Die Menge M der wesentlich beschränkten Funktionen, 
d. h. solcher x (t), für welche / x (t) / < c f. ü. gil t , mit der Metrik 
(x, y) = wesentliche obere Grenze von / x (t) — g (t) / in a,b . 

4. Die Menge C aller in a,b stetigen Funktionen; 
(x, y) = max \ x (t) - - y (t)!. Dieser Kaum ist komplett, denn eine 
gleichmäßig konvergente Folge von stetigen Funktionen hat einen 
stetigen Grenzwert. 

5. Sei p (t) für t 0 erklärt, p (0) = 0, rechtsseitig stetig, 
wachsend und unbeschränkt. Man setze 

Ist p-1(t) die zu p (t) inverse Funktion, so sei 

Dann ist 

Lφ sei die Menge der Funktionen f (t) mit endlichem 

Gibt es eine Konstante k mit 

für große u, so ist Lφ ein metrischer kompletter Raum, wenn 

Die Räume Lp (p> 1) erhält man, wenn manp(t)=pt p - 1 wählt 
( t > 0 ) ; dann ist φ (u) = / u/p; die neue Distanz ist die alte, bis 
auf einen (nur von p abhängigen) Faktor. 
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gegeben wird. (Wir lassen auch p — 1 zu und schreiben /' = /). 

Ist eine Menge A in einem metrischen Raum E enthalten, so 
heißt der Punkt x von E ein Häufungspunkt von A, wenn es 
in A eine Folge {xn} mit xn x (n) und mit lim xn= x gibt. 

n > -
Die Menge aller solcher x heißt die Derivierte von A und wird 
mit A' bezeichnet. 

A heißt geschlossen, wenn A' A; A heißt offen, wenn [132] 
E — A geschlossen ist; A heißt insichdicht, wenn A' A uber-
alldicht, wenn A + A' = E, nirgendsdicht, wenn A + A' keine Kugel 
enthält; eine Kugel ist die Menge aller x mit 

(x, x0) p (p > ()), 

und x0 ist der Mittelpunkt, p der Radius der Kugel. 

Eine Summe von abzühlbar-unendlichvielen, nirgendsdichten 
Mengen heißt von der ersten Kategorie; sonst ist eine Menge von [133] 
der zweiten Kategorie. 

Ein kompletter metrischer Raum ist stets von der zweiten Ka- [134] 
tegorie (Hausdorff). 

Eine nichtleere Menge E heißt ein vektorieller Raum, wenn [135] 
die Addition je zweier Elemente und die Multiplikation mit einer 
reellen Zahl stets ausführbar ist unter Wahrung der bekannten 
Regeln (Eindeutigkeit, Kommutativitat, Assoziativität und Distri-
butivität). 

Ist ein Raum metrisch, vektoriell und komplett, und erfüllt [136] 
er außerdem die Bedingungen 

1° (x,y) = (x-y,Θ), 
2° l im pn = 0 impliziert l im pn x = Θ (x), 

3° l im xn = Θ impliziert l im p xn = Θ (p), 

so heißt er vom Typus F. 
S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 2 

6. Die uns bekannte Menge lp aller Folgen 

(p > 1) ist metrisch und komplett, wenn die Distanz (x, y) für 
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Dabei ist 0 das Nullelement der Addition, —y bedeutet (—1).y, 
x— y bedeutet x + (—y), kleine griechische Buchstaben bedeuten 
reelle Zahlen. 

[137] Man sagt, ein vektorieller Raum E sei normiert worden, wenn 
jedem Element x€E eine reelle Zahl //x//, die Norm von x, zuge­
ordnet wurde und wenn dabei folgende Postulate erfüllt wurden: 

In diesem Falle kann man den Raum E metrisieren, indem man 
[138] (x,y) = //x— y || setzt. Ist E außerdem komplett, so heißt er vom Ty­

pus B. Es ist leicht zu sehen, daß er dann auch vom Typus F ist. 
Unsere Beispiele 1 bis 6 liefern Räume vom Typus B, Um zu 

sehen, wie in jedem Fall die Norm zu berechnen ist, bemerken 
wir, daß in 1, 2, 3, 5 die fast überall verschwindende Funktion 
das Nullelement vorstellt; in 4 tut es die identische Null und in 6 
die Folge {0}. Damit ist bereits //x// als — (x, Θ) gegeben. 

[139] Ein Raum heißt separabel, wenn er eine überalldichte abzähl­
bare Teilmenge enthält. Die Räume Lp und C (z. B.) sind separabel. 

§ 4. Operat ionen und Funkt ionale . 
E und E1 seien nichtleere Mengen. Jedem Element x aus E 

werde ein bestimmtes Element U(x) aus E1 zugeordnet. Damit ist 
[141] in E eine Operation (U) erklärt worden. Sind die Elemente von 

E1 Zahlen, so heißt die Operation ein Funktional. Sind beide Men-
[142] gen, E und E1, metrische Räume, so heißt U(x) in x stetig, 

Ist eine Folge {Un,} von Operationen gegeben, deren Werte Un{x) 
zum metrischen Raum E1, gehören, ebenso wie die Werte von 
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Ist sowohl E als E1 vektoriell und metrisch, so heißt U (x) 
linear, wenn sie additiv und stetig ist; die Homogenität ergibt sich 
von selbst. 

Sehr wichtig ist der Banach'sche Sa tz : Ist U (x) additiv und 

[1441 

[1451 

ist U (x) linear (vgl. das Banach'sche Buch dieser Sammlung). 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine in 
einem B-Raum erklärte additive Operation U (x) linear sei, ist die 
Existenz einer reellen Zahl p > 0 mit 

Die kleinste Zahl p in (8) heißt die Norm der Operation U(x); [146] 
ist sie µ, so schreibt man 

Die linearen Funktionale Θ in den B-Räumen 1, 2, 4 des § 3 [147] 
lassen eine kanonische Darstellung zu: 

Dabei ist M bereits früher (§ 3, 3.) erklärt worden; nach unseren 
früheren Festsetzungen ist //h//m= wesentliche obere Grenze von 

die Menge aller Funktionen g (t) von beschränkter Schwankung 
in : a, b >. 

Die Gestalt eines linearen Funktionais in M ist nicht mehr 
so einfach. 

§ 5. Resonanztheoreme. 
Mit diesem Namen umfassen wir eine Klasse von Sätzen, 

wo aus der Unbeschränktheit einer Folge die Unbeschränktheit 
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einer anderen Folge abgeleitet wird; dabei wird aber ein variabler 
Bestandteil der ersten Folge durch einen fixen ersetzt. Der Satz 
[113] über Reihen ist ein Beispiel für dieses Prinzip; analoge Sätze 
über Integrale gehören auch hierher. Ihre gemeinsame Quelle ist 
folgendes T h e o r e m : 

[151] [Fri(x)} sei eine Folge von linearen Operationen, sämtlich in 
einem Raum E vom Typus B erklärt; der Gegenraum E1 sei auch 
vom Typus B. Es bezeichne µn die Norm \\Fn\\ der Operation Fn(x) 
(nach [146]), (die mit der Norm // Fn(x) // des Gegenelementes yn = Fn(x) 
in E1 nicht zu verwechseln ist). Ist dann F E von der zweiten 
Kategorie (vgl. [133J) und 

l i m // Fn(x) // < ~ 
n>  

für jedes x in F, so ist {µn} beschränkt. 

Dieses Theorem läßt sich auch so wenden: Gibt es eine Fol­
ge {xn} mit //xn// < 1 und l im \\Fn(x„)\\ — ~, ,SO ist die Menge X 

jener x, für welche {\\Fn(x)\\} beschränkt ist, von der ersten Kate­
gorie in E. In dieser Gestalt ist der Resonanzcharakter des The­
orems sichtbar, denn das variable xn läßt sich durch ein fixes x 
so ersetzen, daß die Divergenz lim // Fn(...) \\ =~ erhalten bleibt: 

und zwar ist das gesuchte x der Komplementärmenge E — X zu 
entnehmen, die nach [134] niemals leer ist. 

B e w e i s von |151] in zweiter Form: Schreibt man 

wo Fi durch „ für alle n" erklärt ist, so ist Fi geschlossen, 
da alle Fn(x) stetig sind. Wäre X von der zweiten Kategorie in E,  
so gäbe es ein Fi (wenigstens), welches nicht nirgendsdicht wäre; 
so ein Fi muß in einer gewissen Kugel K überalldicht sein und, 
da es geschlossen ist, diese Kugel enthalten. Ist nun xo der Mittel­
punkt und p der Radius von K, so ist für 
in K enthalten. Dann ist aber  
für Nun war aber was mit 
dem eben Bewiesenen 

zur Folge hat, gegen die Voraussetzung. 

(n) 
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S p e z i a l f ä l l e des Resonanztheorems [151] sind: 

so gibt es ein g(t) [152] 

in Lp' mit 

(9) 

in Lp , L, bzw. C e rk lä r t e l ineare Operat ion (Funk t iona l ) zu wäh­
l e n und als xn die F u n k t i o n 

ge, wo /fn(t) | die Hälfte seiner wesent l ichen oberen Grenze über t r i f f t , 
3° eine stetige F u n k t i o n , die sign fn(t) im Sinne von [129] 

genügend nahe approx imie r t . 

Man w i r d in al len d re i Fäl len l i m sup 

und n ich t nur die Exis tenz eines g (T) der Behauptung (0) son­
dern—nach [151] -d i e Existenz einer g-Menge v o n der zweiten Ka­
tegor ie , deren jedes Element g (t) die Eigenschaft (9) aufweist , 
da r tun . 

E i n L e m m a . Eine im Quadrat a, ß ... a, ß erklärte Funktion 

habe eine wesentliche obere Grenze 
dann eine stetige Funktion g ( ) mit 

f ( t , w) sei daselbst integrierbar und die Funktion 
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B e w e i s : Sei ε0 > 0 und — gegen die Behauptung 

(w—ε0). max | g (w) | für alle stetigen g(w). 

Ist {gk(w)} die Folge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten 
und Ek die durch 

(10) 

sei, der Definition von w gemäß. Nun gilt aber für T = T0 das 
Gegenteil von (10) und wegen des Weierstraß'schen Approxima­
tionssatzes [122] folgt für alle stetigen g (w) 

Approximiert man s ign / ( t 0 , w) nach der Vorschrift [129] durch 
eine stetige Funktion g0(w) hinreichend genau, so kommt 

also — wegen (11) — 

gegen (12). 

[155] Ein S a t z über Integralfolgen: Sind sämtliche f k ( t , w) in 
<αß αß integrierbar und sind die Funktionen 

also — wegen (11) 

gegen (12). 

Approximiert man s ign f ( t 0 , w) nach der Vorschrift [129] durch 
eine stetige Funktion g0(w) hinreichend genau, so kommt 

(11) 
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wohl wesentlich beschränkt in α, ß , aber nicht gemeinsam wesen­
tlich beschränkt, so gibt es eine stetige Funktion g (w) mit 

B e w e i s : Der Satz gehört zum Ideenkreis des Resonanz­

theorems [151]. Die Operationen 

Räume C der stetigen Funktionen x (w) erklärt; der Gegenraum M 
ist derjenige der wesentlich beschränkten Funktionen. Der Inhalt 
des Lemmas ist aber nichts anderes, als daß die w. o. G. des 
Ausdruckes (13) die Norm der Operation Fn(x) ist; die Folge der 
Normen ist daher unbeschränkt, woraus die Behauptung folgt. 
(Es folgt sogar, daß die Menge der g in C, für welche (14) nicht 
gilt , von der ersten Kategorie ist). 

Jetzt wollen wir das P r i n z i p d e r K o n d e n s a t i o n d e r 
S i n g u l a r i t ä t e n formulieren: 

E ist ein B-Raum; darin ist eine Doppel folge von linearen [156] 
Operationen erklärt {Fpq(X)}, so daß 

(15) 

dann ist eine Menge X E vorhanden (die von der zweiten Kate­
gorie ist), deren Komplement E — X von der ersten Kategorie ist, 
mit der Eigenschaft 

(16) 

für jedes x € X. (Die Gegenräume der Operationen Fpq dürfen 
mit p variieren). 

B e w e i s : Auf Grund von [151] ist die Menge Hp jener x, 
für welche bei gegebenem p (16) nicht gilt, von der ersten Kate­

gorie; so ist auch die Menge und man hat 

zu setzen. 

Eine Variante von [156] erhält man, wenn man anstatt (15) [157] 
die Voraussetzung einführt, daß es zu jedem p ein xp gibt, wel­
ches die Folge 
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(17) 

divergent macht. Dann lautet die 

B e h a u p t u n g : Es gibt ein p-freies x, welches für alle Fol­
gen (17) dasselbe leistet und die Menge X solcher x ist von der 
zweiten, die Komplementärmenge E — X von der ersten Kategorie. 

B e w e i s : Es sei Ep die Menge aller x, die die einfache 
Folge q{FqP{x)} (p fest) zu einer konvergenten machen. Ep ist von 
der ersten Kategorie; im Falle (15) folgt dieses aus [151]; im Ge­
genfalle haben wir 

(18) 

und behaupten, daß Ep sogar nirgendsdicht ist. Denn wäre Ep 

überalldicht in einer Kugel K, und wäre x € K, ε > 0, so gäbe es 

für q > qφ r > q . Wegen (18) ist aber / Fpq(x) // < < αp x | für große 
q und für alle x. Es folgt also für jedes x € K und für q > qx, r > qx 

die so bewiesene Konvergenz überträgt sich wegen der Lineari-
tät von Fpq auf ganz E, gegen die Voraussetzung. In beiden 
Fällen ist daher Ep von der ersten Kategorie; desgleichen ist 

Jetzt kehren wir zu den einfachen Folgen zurück, um ein 
Herrn Saks zu verdankendes Resultat zu erreichen, welches das 
Resonanztheorem [151] in einem neuen Lichte zeigt, wenn der 
Gegenraum der Raum der meßbaren Funktionen, R, ist. 

E sei wieder ein B-Raum, t € α, ß eine reelle Variable. 
F,,(x) sei eine lineare Operation, deren Gegenraum R ist und zwar 
soll in R die Distanz als 
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definiert werden. Dann ist R vektoriell, metrisch und komplett. 
Es ist also und letztere Funktion wird für ein 
x € E und ein natürliches n eine meßbare Funktion  

Ein L e m m a . Voraussetzungen: 10 {Fn(X)}ist eine Folge von [158] 
linearen Operationen, wie wir sie ehen betrachtet haben. 2° E ent­
hält einen Teil X von der zweiten Kategorie, so daß für jedes 
x € X die Ungleichung 

(19) 

in einer t-Menge Tx gilt, deren Maß eine Ar-freie, positive Zahl φ 
übertrifft. Behauptung: Ist , so gibt es in x,ß eine A;-freie 
t-Menge T vom Maße w — ε, so daß für jedes x € E fast überall 
in T die Ungleichung (19) statthat. 

B e w e i s : Z sei die Gesamtheit von Punktmengen S, 
wobei eine T-Menge S als Summe von endlich vielen Inter­
vallen mit rationalen, in α, ß gelegenen Endpunkten 
erklärt sein soll. Ist dann M die Gesamtheit aller meßbaren Punkt­
mengen in α, ß und die Distanz zweier Elemente von M als 
das Maß der nichtgemeinsamen Teile beider erklärt, 
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[159] 

jedes x e E mit Ausnahme von (höchstens) einer Menge erster Kate­
gorie in E gilt. 

§ 6. Konvergenzarten . 

Betrachten wir eine Folge von meßbaren, in a, ß> 
erklärten Funktionen. Die Konvergenz dieser Folge für ein t = T0 

im gewöhnlichen Sinne oder ihre Konvergenz schlechthin, d. h. 
für jedes t in a, ß , bedarf keines Kommentars, ebensowenig wie 
die gleichmäßige Konvergenz in a, ß > oder einer anderen in 

<α, ß enthaltenen t-Menge. Wir haben auch bereits von der Re­
densart Gebrauch gemacht, die Folge sei in <α, ß (oder einer 
Menge ' fast überall konvergent, wenn die Konvergenz­
punktmenge in <α, ß (in T) das Maß | (bzw. /T/) aufweist. 
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Gehören die Funktionen fk zu einem normierten Raum, so 
versteht man unter starker Konvergenz die Beziehung [161] 

(20)  

Handelt es sich um komplette Räume (vgl. § 3), so ist diese Be­
ziehung mit 

(21)  

äquivalent, wo f (t) eine entsprechende, zum selben Raum gehörende 
Funktion (Grenzfunktion) ist. Wir schreiben manchmal, anstatt (21), 

(22)  

Die starke Konvergenz im Räume M (§ 3, Beispiel 3) ist mit 
der gleichmäßigen Konvergenz fast überall in α, ß- gleich­
bedeutend. Dagegen ist die gewöhnliche und die starke Konver­
genz auseinanderzuhalten und alle vier Fälle kommen vor. 

Es sei 

f (t) ist dabei die „starke" Grenze (die sich als die asymptotische 
herausstellt) und ε beliebig. 

Jede asymptotisch konvergente Folge enthält eine fast überall 
konvergente Teilfolge. Daraus folgt, daß jede stark konvergente 
Folge eine fast überall konvergente Teilfolge enthält. 

gegen (20). Andererseits kann eine stark konvergente Folge sogar 
überall gewöhnlich divergent sein. Es gilt aber der Satz, daß 

[162] 
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S c h w a c h e K o n v e r g e n z . E s sei i n L p s t a rk 
konvergent ; dann is t 

woraus in V e r b i n d u n g mi t [127] für jedes 

(23) (8) 

folgt . p]s kann nun vo rkommen , daß eine Folge die Eigen­
schaft (23) hat (mi tunter ohne s tark konve rgen t zu sein). Dann 
heißt sie schwach konvergent . A l lgemein : Eine Folge deren 

[163] Glieder zum Räume E gehören, nennt man schwach konvergent 
(gegen x ) , wenn für e in jedes l ineare F u n k t i o n a l die Be­
ziehung 

stat tf indet . So ist z. B. eine Folge v o n in tegr ierbaren F u n k t i o n e n 
{fk(t)} in L schwach konvergent , wenn (23) für jedes g ( t) € M g i l t . 

Denn jedes l ineare F u n k t i o n a l in L hat die Gestalt 

m i t g e Af, und umgekehr t ist jeder solche A u s d r u c k ein l ineares 
F u n k t i o n a l in L ( v g l . [147]). Man beweist auch ( v g l . das Banach'sche 
Buch), daß in den Räumen Lp(p 1) die Konvergenz der l i n k s ­
se i t igen Folge (23) für alle g aus bereits die Existenz 
der „schwachen Grenze" i verbürgt . Die Folge i 
ist in Lp(p 1) schwach konvergent gegen N u l l , ohne eine fast 
übera l l konvergente Tei l fo lge zu enthalten; es l i eg t also die Sache 
anders als bei s tarker Konvergenz. 

notwendig und hinreichend; dieses folgt le icht aus der Schlußbe­
m e r k u n g des § 2 u n d aus [152]. 

Der Begr i f f der schwachen Konvergenz läßt sich auch für 
Folgen von F u n k t i o n a l e n e r k l ä r e n : eine solche, , heißt 

[164] Damit eine Folge \ gegen schwach 
konvergiere, ist 
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Sind die Normen der linearen Funktionale φn{x) gemeinsam be- [165] 

schränkt, und der Raum E separabel ([139]), so enthält {φn(x)} eine 

schwach konvergente Teilfolge. 

B e w e i s : Laut Voraussetzung gibt es in E eine überalldichte 

„ l i m " ist ein additives und—infolge letzter Ungleichung—stetiges 
Funktional. Es ist daher φ~(x) linear, ein Korrolar zu |165]. 

Eine Anwendung von [165] bietet der 

schwach konvergent, wenn für jedes x € E exis­

tiert . Hier gil t der Sa t z : 

Zunächst erinnern wir an die Treppenfunktionen am Schluß 
von § 2. Sie können offenbar so gewählt werden, daß die Kon­
stanzintervalle rationale Endpunkte, die Konstanten selbst ratio­
nale Werte haben. Dieses zeigt, daß die Räume Lp bzw. L sepa­
rabel sind. Zweitens ist, nach [147], 

[166] 

für x € Lp bzw. x € L unter den Voraussetzungen [166] das lineare 
Funktional φk(x) und die Normen jj<p*!| (vgl. [147]) gemeinsam 
beschränkt. [165] liefert also das Behauptete. 
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[167] U n b e d i n g t e K o n v e r g e n z . Die Reihe heißt 

absolut konvergent, wenn die Reihe konvergiert. Eine 

solche Reihe hat die Eigenschaft bei jeder Umordnung der 

Terme konvergent zu bleiben und zwar gegen dieselbe Summe. 
Die Umkehrung ist auch richtig. Die Sache liegt nicht mehr so 
einfach, wenn man eine Reihe von Elementen eines B-Raumes 
hat, die daselbst, d. h. stark konvergiert. Hier ist das Analogon 

der absoluten Konvergenz, d. h. die Konvergenz von nicht 

mehr notwendig (obwohl hinreichend), damit die Reihe bei 

allen Umordnungen (und sogar zu derselben Summe) stark kon­
vergiere. So ist z. B. die Reihe 

mit ein Beispiel für mit xk e L2, wo nach einem 

späteren Satze die unbedingte Konvergenz, d. h. Konvergenz bei 
allen Umordnungen (nach der in L'2 gültigen Norm) stattfindet, 
obwohl die Rechnung 

für YK — 1/k die absolute Divergenz liefert. 

[168] Ein S a t z von O r l i c z über unbedingte Konvergenz:Damit 

eine Reihe deren Terme zu einem B-Raum gehören, daselbst 

(d. h. der Norm nach) unabhängig von der Anordnung der Terme 
konvergiere, ist die Konvergenz einer jeden Teilreihe 

(24) 

notwendig und hinreichend. 

eine divergente Umordnung von Dann gibt 
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WO sn die n-te Partialsumme von bedeutet. Wir können nun 

die Abschnitte sqi — sp inbezug auf die ursprünglichen Indizes der 

Terme xk betrachten und eine Teilfolge (i = v1, v2,...) behalten, so 
daß die Indizes in jedem Abschnitt größer seien als in dem vor­
hergehenden. In jedem Abschnitt werde nun die ursprüngliche 
Reihenfolge der Terme hergestellt und die Abschnittsklammern 
aufgelöst: es entsteht eine divergente Teilreihe (24). 

Sei (24) divergent und  

um, daß wir die ersten Terme so gruppieren, wie sie in den 
Abschnitten stehen und (event.) zwischen je zwei Gruppen je ei­
nen anderen Term einschallen. So entsteht eine divergente Um-
ordnung. Damit ist [168] in beiden Teilen bewiesen. 

§ 7. Das Momentenproblem. 

Die Zahlen 

heißen Momente der Funktion f(t) inbezug auf die Folge 
Das Momentenproblem besteht in der Angabe von notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen, damit eine vorgegebene Zahlen­
folge eine Momentenfolge sei. Der Raum, in welchem f(t) 
gesucht werden soll, ist hier ausschlaggebend. 

Damit es in bzw. M ein f (t) gebe, dessen Norm [171] 
und dessen Momentenfolge sei, ist die Gültigkeit der Un­

gleichung 
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für alle endlichen Zahlensysteme £1, £2... £n notwendig und hinrei­
chend (F. Riesz, S. Banach). 

Die N o t w e n d i g k e i t is t sofort ers icht l ich: 

(26) 

Die F u n k t i o n φn(T) löst das Momentenproblem für k = 1,2,3,...n; 
es ist (p' > 1) wegen (26) 

und ebenso im Grenzfalle p'= 1 (wegen [127J bzw. noch einfacher). 
Setzen w i r voraus, (25) sei für alle Zahlsysteme £1,2,...n e r fü l l t . Bei 
festem n und bei der Nebenbedingung 

gleich N u l l setzt; hn(t) ist zur A b k ü r z u n g anstat t geschrie-

ben worden; 

M u l t i p l i z i e r t man m i t £k und addiert , so kommt—wegen (26)— 
| Un \

p' = >. Ist also (£1, £2. ••• £n die Maximumste l l e , und setzt man 
diese £ in hn( t) e in , so w i r d 
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es ist dieses (t) das in M gesuchte f(t). 

§ 8. Die Umkehrung von Funktionaloperat io i ien. 
Eine Menge heißt konvex, wenn sie mit x1,x2 stets tx1 + (1-t)x2 

(0 t 1) enthalt. Ein konvexer Körper im Räume E ist ei­
ne konvexe, geschlossene Menge mit inneren Punkten. Ist der 
Nullpunkt Θ ein innerer Punkt des konvexen Körpers K. so ist 
die untere Grenze der Zahlen p>(), für welche 1/p.x zu K gehört, 
endlich und nichtnegativ. Sie definiert das Minkowski'sc he Funktional 
von K, z(x). Es ist leicht zu sehen: 

Ein Sa t z von B an a c h über die Erweiterung von Funktio­
nalen (vgl. das Banach'sche Buch): E sei ein B-Ranm, R ein linearer [181] 
Teil von E; z(x) sei in E erklärt und habe die Eigenschaften 2° 
und 3°; φ (x) sei additiv und homogen, in R erklärt und daselbst 
von x(x) majorisiert 

Behauptung: φ(x) läßt sich additiv und homogen auf 
ganz E unter Beibehaltung von (28) erweitern. 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 3 
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(Dabei steht links die Norm des Funktionais F(U) (der Variabein 
x), welches durcb die Substitution von y=U(x) in F(y) entsteht). 

Es sei y = U(x) eine lineare Operation und der Raum der 
unabhängigen Variabein x ein ß-Raum, ebenso wie der Gegen­
raum. Es bietet sich die Frage nach notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, damit die Operation den ganzen Gegenraum erschöpfe, 
d. h. damit die Gleichung y = U (x) bei beliebigem y des Gegen­
raumes eine Auflösung nach x zulasse. 

[183] Eine solche Bedingung ist die Existenz eines positiven 7, so 
daß ein jedes lineare Funktional F(y) im Gegenraume die Ungleichung 
erfülle 

Der Beweis möge im zitierten Buche nachgelesen werden. 

[182] Ein L e m m a : E sei ein B-Raum; K ein konvexer Körper in E; 
0, der Nullpunkt von E, sei ein innerer, x0 ein Randpunkt von IC 
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Da (30) für jedes y0 des Gegenraumes gelten soll, sieht die 
Eigenschaft (29) im Widerspruch gegen das Resonanztheorem [151]. 

Die Bedingung ist h i n r e i c h e n d . Zunächst werden wir 
zeigen, daß das Bild Rp der Kugel welches im Gegen­
raum vermöge der Operation U(x) entsteht, selbst in einer Kugel  

überalldicht ist, d. h.: das zu Rp abgeschlossene Rp 

enthält diese Kugel. 
Es ist nämlich Rp eine geschlossene, konvexe Menge mit dem 

Nullpunkt N als Symmetriezentrum. Enthielte Rp keine N-zentrische 
Kugel, so wäre eine Folge vorhanden mit 

(31) (n). 
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Stetigkeit von % , ist. Für jedes y0 der Kugel  
existiert also eine Wurzel x0 der Gleichung U (x) — y0; U (x) ist 
aber homogen, also die Einschränkung , unwesentlich. 
Damit ist der Satz [183] über die Umkehrbarkeit einer linearen 
Operation in beiden Teilen bewiesen. 



I I . KAPITEL. 

Grundbegriffe. 

§ 1. Orthogonal i tät . 

In der euklidischen dreidimensionalen Geometrie heißen zwei 
Vektoren orthogonal, wenn ihr skalares Produkt verschwindet. 
Sind x 1 ,x 2 ,x 3 die Komponenten des einen und y1,y2,y3 die des anderen 
Vektors inbezug auf drei zueinander senkrechte Achsen, so ist 
das skalare Produkt 

Eine analoge Definition gilt in n Dimensionen. Indem man 
diese Analogie weiter verfolgt und x (t), y (t) als zwei Vektoren 
im Funktionenraume auffaßt, kommt man auf 

(1)  

als Ausdruck des skalaren Produktes in einem solchen Räume. 
Ist das Integral (1) gleich Null, so sagt man, die Funktionen x(t), 
y(t) seien zueinander orthogonal in a, b . Sind x(t), y(t) [211] 
komplexwertig, und x(t), y(t) die zu x(t) bzw. y(t) konjugierten 
Zahlen, so pflegt man 

(2)  

als skalares Produkt zu bezeichnen. Das skalare Produkt hängt 
jetzt von der Reihenfolge der Faktoren ab, soll es aber Null sein, 
so wi rd die Reihenfolge gleichgültig und wir können wieder 
von zwei zueinander orthogonalen Funktionen sprechen. 
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In einem dreidimensionalen euklidischen Räume gibt es be­
kanntlich drei zueinander senkrechte Richtungen, Dem entspricht die 
Tatsache, daß man drei verschiedene paarweise orthogonale Vektoren 
finden kann, aber nicht vier. Im n-dimensionalen Räume gibt es aus 
paarweise orthogonalen Vektoren bestehende n-tupel. Man kann 
vermuten, daß es im Funktionenraume, d. h. in dem abstrakten 
Räume, wo Funktionen die Rolle von Vektoren spielen, Systeme 
von unendlichvielen paarweise zueinander orthogonalen verschie­
denen Vektoren geben wird. Um die Inlegrierbarkeit des Produktes 
x(t).y(t) zu sichern, ist est am einfachsten die Lebesgue'sche 
Integrierbarkeit von x(t) und x2(t) in < α, b und dasselbe für 
y(t)y y'2(t) vorauszusetzen. Wir werden (vgl. I, §3) dann sagen, 
daß x(t), y(t) zum Räume L2 gehören. Diese Voraussetzung ist 
aber keineswegs notwendig. Man kann nämlich leicht eine unend­
liche Folge von Funktionen angeben, so daß die Integrale 

für , stets existieren und gleich Null sein werden, ohne daß 
die Quadrate integrierbar wären. 

Folgendes Beispiel ist mit Rücksicht auf eine spätere Anwen­
dung gewählt worden. Wir bauen eine unendliche Matrix 
aus lauter Einsen und Nullen auf: 

Man erhält diese Matrix, indem man folgende „Kranichschwärme" 
bildet: 

[212] 

(3) 

(n = 1, 2, 3), 



[212] [213] Orthogonalität. 39 

ist stets unendlich groß (P, bezeichnen diejenigen /, in welchen φ1=). 

Ein Orthogonalsystem („Ö") nennen wir eine endliche oder [213] 
unendliche Folge von Funktionen die paarweise zueinander 
orthogonal sind in einem endlichen oder unendlichen Intervall <a,b> 

aber das Integral 

(4) 

Es ist nun, wie ersichtlich, 

und wenn diese Eins im Schema (3) rechts und links von Nullen 
flankiert erscheint, oder wenn n— 1. Sonst setzen wir (im Falle 

in der linken, in der rech­
ten Hälfte von Ip. So hat z.B. φ3(t) die Weite 

d. h. Anordnungen von Einsen, die aus n Einsen in der Diagonale 
und aus ebensovielen Einsen in der nächsten Zeile darunter be­
stehen (n = l,2,.. .); besetzt man die punktierten Stellen mit Nullen, 
so entstehen Ziffernrechtecke; schiebt man sie aneinander und 
schreibt lauter Nullen als Verlängerung einer jeden Spalte, so 
entsteht die Matrix (3). So kommen in jeder Spalte genau zwei 
Einsen zu stehen; sie stehen in gewissen zwei Zeilen; schreibt 
man aber zwei beliebige Zeilen vor (z. B. die 2-te und 5-te), so 
gibt es genau eine Spalte (z. B. die 8-te), die die vorgeschrie­
benen zwei Zeilen in Einsen schneidet. 

Sei / ein endliches Intervall <a, b und l1, /2, ... Teilinter­

valle von /, so daß das (n + 1) te Teilintervall rechts an das n-te 

anschließt und das ganze / (mit Ausnahme des rechten Endpunk­

tes) durch erschöpft wird. Die Funktion > werde in / wie 

folgt erklärt: 
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§ 2. Beispiele. 
Ein Beispiel eines Orthogonalsystems in ö, ist die Folge 

Dieselbe Rechnung zeigt die Orthogonalität des Systems [221] 
in , 2 und in 0, 2 . Ähnliche Eigenschaften hat das System 

[222] 

Nichtdestoweniger gibt es ein nichttriviales unendliches Or­
thogonalsystem aus lauter nichtnegativen Funktionen bestehend. 

im letzteren Intervall. Dann ist offensichtlich 

Es soll also (4) für , gelten. Ersetzt man in dieser Defi­
nition die Worte „Folge von Funktionen durch „Menge 

[214] von Funktionen", so hat man eine Orthogonalmenge definiert. 
Wir werden Beispiele von unendlichen Orthogonalsystemen 

gleich kennen lernen. Im nächsten Kapitel werden wir aber zei­
gen, daß unendliche Orthogonalmengen (in L2) stets abzählbar 
sind. 

Keine Orthogonalmenge kann zwei nichtnegative Funktionen 
enthalten, die in einer Menge Z vom positiven Maße beide posi­
t iv wären. Sonst wäre 
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zu berechnen; das erste ist offenbar Null, das zweite gleich 

L i n e a r e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n z w e i t e r O r d n u n g . [224] 
Eine solche Gleichung ist u. a. 

(5) 

wo λ ein reeller Parameter und A (t) >0 eine stetige Funktion ist. 

Man kann zeigen (etwa durch die Maximisierung von dt 

Um die Orthogonalität von [223| in 0, 2 zu zeigen, genügt 
es angesichts der Eigenschaften von [221] und [222] die Integrale 

heißt das trigonometrische System. Es ist orthogonal in 0,2 . 
Es ist nicht orthogonal in 0, . , denn z. B. 

sind in a, b orthogonal. 
Die Funktionenfolge 

1, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sin 3t, ... [223] 

Hier ist die Orthogonalität in , 2 . und 0, 2 ebenfalls 
vorhanden. 

Beide Systeme sind in α , ß , w o α , ß beliebig ganz, und in 
keinem andern Intervall orthogonal. Hat man ein beliebiges Inter­
vall <a, b mit so genügt es in den vorherge­
henden Beispielen eine geeignete ganze lineare Substitution vor­
zunehmen: die Systeme 
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unter den Nebenbedingungen 

daß es reelle Zahlen X und zugehörige zweimalstetigdifferenzierbare 
y(t) gibt, die (5) erfüllen und der Nebenbedingung y (a) — y (b) —0 
genügen, ohne identisch Null zu sein. 

Sei nun λi λk und yi(t), yk(t) de zugehörigen Lösungen. 
Es ist 

Multipliziert man die erste Gleichung (6) mit yk(t) die zweite 
mit yi(t) und subtrahiert, so kommt 

Damit haben wir gezeigt, daß die zu verschiedenen Para­
meterwerten λ zugehörigen zweimalstetigdifferenzierbaren, an bei­
den Intervallenden verschwindenden Lösungen yi(t) von (5) zu 
einem Orthogonalsystem Anlaß geben. 

Das System [222] ist ein Spezialfall: man hat a = 0, b = , 
A(t)---1 zu wählen; λk ist = — k2 zu setzen. Das System [221] 
besteht ebenfalls aus Lösungen der Gleichung 

y(t)-K2 .y(t) = 0, 

die Randbedingungen y(0)=y( ) = 0 sind aber nicht mehr erfüllt. 

[225] D a s R a d e m a c h e r ' s c h e S y s t e m . Ein interessantes Bei­
spiel eines Orlhogonalsystems in 0,1 liefern die sog. Radema-
cher'schen Funktionen. Die k-te Rademacher'sche Funktion rk(t) 
( k = 1 , 2 , 3 . . . ) erhält man aus der dyadischen Entwicklung der 
Zahl t (0 < t < 1): steht an der k-ten Stelle die Ziffer 0, so setzt 
man rk(t) = 1, ist die k-te Ziffer 1, so setzt man rk(t) = — 1, und 
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ist t eine Zahl, die zwei Entwicklungen mit verschiedener k-ten 
Ziffer zuläßt, oder Null, so setzt man rk(t) = 0. Auf diese Weise 
zerfällt 0 ,1 in 2k gleiche Teilintervalle; rk(t) ist im Innern ei­
nes jeden Teilintervalls abwechselnd + 1 und — 1 und in den End­
punkten 0. 

Das System [225] ist orthogonal. Sei nämlich m > n. Um das 
Integral 

(8) 

zu berechnen, nennen wir /1, /2,..., I2n die 2" Konstanzintervalle 
von rn(t) Es ist 

(9) 

Nun aber zerfällt Ik in 2m ~" gleiche Intervalle, in welchen 
rm(t) abwechselnd die Werte + 1 und — 1 annimmt; somit ist das 
Integral rechts in (9) Null, das linke ebenfalls und (8) ist Null 

Das System {rk(t)} hat die Eigenschaft ,rk(t)/ 1 (0 < t <1; 
k = 1,2,...). 

Würden wir 0, 1 in 2/e gleiche Teile zerlegen und Ph(t) 
abwechselnd + 1 und — 1 setzen, so würden wir kein Orthogonal­
system bekommen. Denn es ist (z. B.) 

Führt man das Zeichen „sign" ein, wo 

sign α = 1 für α > ö, sign a = — 1 für a < 0, sign 0 = 0, 

so wird pk(t) = sign (sin 2k t). Wir nennen {(pk(t)} „die stilisierte 
Sinusfolge". Das System [225] ist mit {p2k-1(t)}, also mit 
{sign (sin 2k t)} identisch. 

Das Rademacher'sche System ist ein Spezialfall einer allge­
meineren Klasse: φ(t) habe die Periode 1 und es sei 

(10) φ (t) + φ(t + 1/2) = 0 (t). 
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und allgemein: 

wo von der Substitution 2nt = u und von der Periodizität Ge­
brauch gemacht wurde. Zerlegt man das Integrationsintervall in 

0,1/2 und 1/2,1 , so erhält man für das letzte Integral 

und dieses verschwindet wegen (10). 
Setzt man speziell φ(t) = sign (sin 2 t), so wird {φn(t)} mit 

[225] identisch. 

[226| D a s H a a r ' s c h e S y s t e m . Man definiere: 
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§ 3. Vol ls tändigkei t . 
Eine Menge von Funktionen φ (t) heißt im Intervall a,b [231] 

vollständig inbezug auf den Kaum R, wenn jede Funktion f(t)€.R, 
für welche sämtliche Skalarprodukte 

(?) 

verschwinden, selbst ein Nullelement von R ist. M. a. W.: eine Funk-
tionenmenge (oder ein Funktionensystem) ist vollständig inbezug 
auf R, wenn es in R außer dem Nullelement keine zu sämtli­
chen Funktionen der Menge (des Systems) orthogonale Funktion 
gibt. Die Funktionen φ (t) brauchen nicht zu R zu gehören. Die 
φ-Menge könnte z. B. aus einer einzigen Funktion φ(t) bestehen, 
die auf jeder Punktmenge vorn positiven Maße in a, b nicht-
meßbar wäre; eine solche φ-Menge wäre inbezug auf den Kaum 
L aller in a, b integrierbaren Funktionen vollständig, denn nur 
die fast überall in a, b verschwindenden Funktionen liefern 
mit φ(t) ein integrierbares Produkt. Doch wollen wir von nicht­
meßbaren Funktionen absehen, wo nicht ausdrücklich das Gegen­
teil angesagt wird. 

Selbstverständlich braucht eine vollständige Menge weder 
orthogonal noch abzählbar zu sein. So ist z. B. die Menge aller 
zu L2 gehörenden Funktionen vollständig inbezug auf den Raum 
L2, denn aus der Bedingung 

Dabei durchlauf t n die Zahlen 0,1,2,... und k die Zahlen 1,2,. ..,2n. 
Dieses von Alfred Haar konstruierte System ist orthogo­
nal. Ist nämlich so ist bereits das Produkt  
identisch Null in 0, 1 . Ist aber , so ist das Teilintervall, 
in welchem gänzlich in einem Konstanzintervall der 
Funktion enthalten; es ist daher  
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[232] Andererseits ist es leicht ein abzählbares vollständiges System 
{φ(t}, z. B. inbezug auf den Raum C (aller in < a,b> stetigen 
Funktionen) zu bilden. Man teile <a, b> in n gleiche Teile und 
definiere eine stetige Funktion, die in jedem Teilintervall linear 
verlauft. Das geometrische Bild ist ein gebrochen-geradliniger Zug. 
Wenn wir noch verlangen, daß die Ordinaten der n + 1 Ecken 
rational seien, so wird es nur abzählbar-unendlichviele solche 
Funktionen geben, denn die natürliche Zahl n und die rationalen 
Zahlen w1,w2..:wn+1 als Ordinaten bestimmen eindeutig die Funktion. 

Die Vollständigkeit dieses Systems läßt sich fast un-

[233] Ein noch einfacheres Beispiel eines abzählbaren vollständigen 
Systems inbezug auf C und sogar auf L ist — für das Intervall 

0,1 — die Gesamtheit der Funktionen φ(w)(t), die in < 0, w > 
gleich 1, in (w, 1 gleich Null sind; w ist dabei ein echter ratio­
naler positiver Bruch. Es sei 

für alle w obiger Art . dt ist aber für allein in 0, 1 definiert 

und stetig, also ist F(w) = 0 in ganz< 0, 1 >. Nach einem Haupt­

satze der Lebesgue'schen Integrationslehre ist fast 

überall in < 0,1 > , also f (t) = 0 f. ü. 
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D i e V o l l s t ä n d i g k e i t d e r S y s t e m e [221], [222], [223]. [234] 
Wir beginnen mit [223]; wir zeigen zunächst, daß es inbezug auf 
C vollständig ist. Es sei 

also, wegen [F(t) - a] e C, F ( t ) - = 0. Es ist aber F(0) = 0, 
also F(t) = 0 und f(t) = 0 fast überall in 0, 2 , w. z. b. w. 

Der zweite Integrand bleibt dem Beirage nach unter / f ( t ) \ 
und konvertiert gegen Null für n > ~; das Integral hat also (vgl. 
[123-124)) den Grenzwert Null. Das erste Integral ist aber stets 
dem Betrage nach wenigstens gleich 26ε. Dieser Widerspruch mit 
(12) zeigt, daß f(t) identisch verschwindet, w. z. b. w. 

Das trigonometrische System ist aber auch vollständig inbezug 

auf L. Sei nämlich f(t) € L., Die Formel (11) ergibt 

F (2 ) = 0; daraus folgt 
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Dasselbe Verfahren zeigt, daß aus f(t) € L und daraus, daß 

Bemerkung wenden wir bei [222] an. Es sei 

Die eben formulierte Bemerkung ergibt f(t) — const. f. ü.; es 

Es hat sich also das System {sin it} (i = 1,2, ...) in 0,  
inbezug auf L (also auch auf C) als vollständig erwiesen. Dasselbe 
gilt von [221] und der Beweis ist ähnlich (f( + t) = f( - t)). 

D i e V o l l s t ä n d i g k e i t des H a a r ' s e h e n S y s t e m s i n [235] 

(13) 

ergibt 

wenn (13) unter Berufung auf [226] berechnet wird; es ist also 

Für n — 0 resultiert daraus — geometrisch gesprochen — die 
Kollinearität der Punkte mit den Abszissen x = 0, 1/2, 1 der Kurve 

(14) 



besitzt; // //R ist hier das Zeichen für die in R geltende Norm. 
S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 4 

zu R gehört und die Eigenschaft 

(15) 

Das System [225] ist mit dem Haar'schen verwandt, aber es [236] 
ist nicht vollständig. So ist z. B. die Funktion f(t) 1 zu allen 
Rademacher'schen Funktionen orthogonal. Aber die Hinzunahme 
von f(t) — l zu dem System würde seine Vollständigkeit nicht 
herbeiführen. Denn alle Rademacher'schen Funktionen sind an­
tisymmetrisch inbezug auf t — 1/2; ist also f(t) eine beliebige 
inbezug auf t = 1/2 symmetrische Funktion, so ist ihr Produkt mit 
einer beliebigen Rademacher'schen Funktion antisymmetrisch und 
sein Integral über 0,1 Null. Damit noch die Funktion f (t) zu 
der (adjungierten) 1 orthogonal sei, reicht es hin, daß ihr inte­
gral über 0, 1 verschwindet. Eine Funktion, die allen diesen An­
forderungen genügt, ist z.B. cos 2 t, aber auch cos 2 qt(q= 1,2,...). 

§ 4. Abgeschlossene, min imale und dichte Systeme. Nor­
mierung. 

Ein Funktionensystem ist im Räume R abgeschlossen, wenn [241] 
man eine jede zu R gehörende Funktion mit Hilfe von ganzen 
linearen, endlichen Verbindungen der Funktionen des Systems 
beliebig annähern kann. Genauer gesagt ist das System S in­
bezug auf R abgeschlossen, wenn es zu jedem f(t) in R und zu 
ε > 0 n Funktionen φ1(t). φ2(t) ,...φn(t) in S und n reelle Zahlen 

gibt, so daß die Funktion 

[235] [2411 Abgeschlossene, minimale und dichte Systeme. 49 
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in <a,b , denn der Abstand einer Sehne vom Bogen — in der 
y-Riehtung gemessen — ist in jedem der n—1 Teilintervalle höch-

in a, b gleichmäßig zur Summe f (t) konvergent. 

Dies sieht man leicht ein: ist t die Abszisse, v die Ordi-

Ebenso wie die Vollständigkeit ist die Abgeschlossenheit 
eine Eigenschaft des Systems, die erst durch die Angabe des 
Raumes R festgelegt wird. Die Ungleichung (15) wird im Räume 

gelesen; nach dem Weierstraß'schen 

Satze [ 122] bilden also die sukzessiven Potenzen 1, t, t2, ... ein 
abzählbares, inbezug auf C abgeschlossenes System. 

Dieselbe Eigenschalt kommt e i n e m v o n Herrn J. S c h a u-
d e r k o n s t r u i e r t e n S y s t e m zu: Es sei a<b und {wi} 
(i > 2) sei die Folge aller rationalen Zahlen des Intervalls (a, b): 
w1 = a, w2 = b, w3 = ... 



I n t e g r a t i o n a b g e s c h l o s s e n e r S y s t e m e , {φn(t)} sei [245] 

inbezug auf L abgeschlossen, bezeichne Dann ist 

das aus 1 und • bestehende System in a, b abgeschlossen 
inbezug auf C. 

gegen (15). 

Aus demselben Grunde ist das System [222] in 0, r. inbe­
zug auf C n i c h t abgeschlossen; hier s ind alle F u n k t i o n e n sin it 
fü r t = 0, t — N u l l . Nichtdestoweniger ist dasselbe System 
inbezug auf L in< 0, abgeschlossen, wie w i r später sehen 
werden. 

al lgemeine Fo rme l (16) für ci (i > 2). 

Das System [242] büßt keine von den eben bewiesenen 
Eigenschaften ein, wenn man endl ich viele φ 1 (t) m i t i 3 for t läßt . 
Es hör t aber auf abgeschlossen zu sein, w e n n eine (oder beide) 
von den Funk t ionen φ1(t), φ2(t) fortgelassen w i r d . Ist z. B. φ1(t) 
gestr ichen w o r d e n u n d wäh l t man f(t) 1, so ist für eine beliebige 
l ineare endliche Verb indung φ(t) der übr igen φ1(t) φ(a) (), denn 
es ist φn(a) = 0 für n > 1. Es ist daher — für ε < 1 — stets 

[242] [245] Abgeschlossene, minimale und dichte Systeme. 51 

stens gleich der Osz i l la t ion der F u n k t i o n , also < ε, da die Inter-
val länge unter n l i eg t . Es fo lg t aber aus (17) die angekündigte 
gleichmäßige Konvergenz der Reihe (16) zur Summe f(t). 

Das System [242] hat aber auch die Eigenschaft, daß die [244] 
Beziehung 
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B e w e i s : φ (t) sei eine der Funktionen [242]; die Ableitung 
φ'(t) ist streckenweise konstant und man hat 

sn(t) besteht aus n Termen cφ(t) und man kann einen jeden auf 
ε/2n genau durch lineare, endliche Verbindungen von 1, {φn(t)} 
annähern; die Summe dieser Verbindungen o(t) hat die Eigenschaft 

wie die Behauptung [245) es verlangt. 

Der eben angewendete Schluß ist vielfach nützlich. So haben 
wir z. B. im I-ten Kapitel (§ 2, Schlußbemerkung) ein Funktionen­
system kennen gelernt, welches inbezug auf jeden Raum 
abgeschlossen ist. Dieses System besteht aus allen streckenweise­
konstanten Funktionen. Eine solche Funktion ist eine lineare 
Verbindung von noch einfacheren Funktionen, und zwar solchen, 

[246] die in einem Teilintervail gleich 1, sonst gleich 0 sind. Um die 
Abgeschlossenheit eines Systems 
festzustellen, genügt es zu zeigen, daß eine jede Funktion der 
eben bezeichneten Art in Lp durch lineare Verbindungen der 

Somit ist gezeigt worden, daß man mit Hilfe von endlichen 
linearen Verbindungen der Funktionen 1, {φn(t)} jede Schauder'sche 
Funktion φ (t) gleichmäßig in a, b approximieren kann. Ist 
nun f(t) stetig in < a, b und hat sn{t) die Bedeutung wie im 
Beweise von [243], so ist bei entsprechendem n 
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fn(t) beliebig approximierbar ist (im Sinne der Lp-Norm). Denn 
die Eigenschaften [137] der Norm erlauben hier wie im Schluß­
teil des Beweises von [245] vorzugehen. 

Ein inbezug auf R dicht-abgeschlossenes System ist ein solches, [247] 
welches (inbezug auf R) abgeschlossen bleibt, wenn man beliebig 
viele seiner Funktionen streicht, ohne es aber auf ein endliches 
System zu reduzieren. Ganz analog ist die Definition eines dicht-
vollständigen Systems. Keines der bis jetzt von uns untersuchten 
Systeme ist dicht im obigen Sinne. 

Ein Gegenstück zur Dichte ist die Minimalität. Minimal-abge- [248] 
schlössen ist ein System, welches nach Weglassung einer Funk­
t i o n — welche es auch sei — die Abgeschlossenheit einbüßt (z. B. 
ist [223] ein solches System), Analog lautet die Definition eines 
minimal vollständigen Systems. (Dichte Systeme hat Ch. Müntz 
angegeben (vgl. [361]); den Ausdruck „minimal" finden wir bei 
S. Levin, doch in einem etwas abweichenden Sinne). 

Ist cp (t) irgend ein Element eines normierten Raumes R und [249] 
ist so läßt sich eine Konstante c aus der Bedingung 

(20)  

berechnen: . Soll c reell sein, so hat die Aufgabe 
genau zwei Lösungen. Ersetzt man φ(t) durch c.φ(t), wo c eine 
Lösung ist, so sagt man, man habe φ(t) normiert. 

Soll z. B. sin n t, im Räume L2 normiert werden, 
so kommt 

Das System besteht also aus lauter normierten 
Funktionen. Die Vorzeichen ± sind beliebig, es gibt also kon-
tinuierlich-unendlichviele Normierungen eines unendlichen Systems. 

Die Normierung kann die Merkmale der Abgeschlossenheit, 
der Vollständigkeit, der Orthogonalität, der Dichte und der Mini­
malität weder einführen noch beseitigen. 
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Das trigonometrische System [223] pflegt man in L2 zu nor­
mieren; in C ist es bereits normiert. In L2 ist das normierte t r i ­
gonometrische System: 

(21)  

Das System [224] ist nur bis auf konstante Faktoren bestimmt; 
wir können es also als normiert ansehen. Das System [225] (wel­
chem wir den Namen des Herrn Rademacher beigelegt haben) ist 
in M, in L und in L2 gleichzeitig normiert, das Haar'sche System 
[226] nur in L2. Das System [242] ist in C normiert; man sieht, 
daß es weder in L2 noch in L normiert ist, doch könnte man es 
(z. B. in L2) normieren, während z. B. das System [225J in C nicht 
zu normieren ist, da seine Elemente nicht zu C gehören. Doch 
werden wir künftighin unter Normierung die Normierung in L2 

verstehen, sobald nicht ausdrücklich anderes verlangt wird . 
Es werde hier bemerkt, daß die Eigenschaften der Orthogo-

nalität, der Vollständigkeit, der Abgeschlossenheit, der Normierung, 
der Dichte und Minimalität in den meisten Räumen (L, L2, M) nicht 
beienflußt werden, wenn man die Funktionen in t-Mengen vom 
Maße Null abändert. 

§ 5. Orthogonalre ihen und Orthogonale i i twicklungen. 
[251] Ist {φ(t) ein abzählbares Orthogonalsystem, so heißt die Reihe 

(22)  

eine Orthogonalreihr, ci sind beliebige Konstanten. Als erster hat 
Euler eine Orthogonalreihe, und zwar eine trigonometrische Reihe 
verwendet; er benützte sie in der Theorie der Jupiter- und Saturn­
bewegung (im J. 1748). Eine trigonometrische Reihe ist eine Reihe 
(22), wenn für {φi(t)} das System (21) gewählt wird. Da die Kon­
stanten ci zur Verfügung stehen, dürfen wir voraussetzen, daß 
{φi(t)} in R normiert ist; das engt die Definition [251] nur insofern ein, 
daß kein φi(t) ein Nullelement von R sein darf und daß alle 
φi(t) zu R gehören. 

Es sei {φi(t)} ein abzählbar-unendliches, orthogonales, in L2 

normiertes System; der Einfachkeit halber seien die φi(t) in a, b 
stetig. Wir wollen annehmen, die Reihe (22) sei gleichmäßig kon­
vergent und f(t) sei ihre Summe. In diesem Falle ist die Bestimmung 
der Konstanten ci unmittelbar: multipliziert man die Beziehung 
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(23)  

beiderseits mit φk(t) und integriert beide Teile über a, b , indem 
man rechts unter dem Summenzeichen integriert, was wegen der 
gleichmäßigen Konvergenz erlaubt ist, so kommt 

weil rechts alle Tenne bis auf den k-ten infolge der Orthogonalität 
verschwinden und weil das k-te Integral infolge der Normierung 
gleich 1 ist. Es ist also 

(24) ( k=1 ,2 , . . . ) . 

Für die Theorie der Orthogonalreihen ist es nun wesentlich die 
Koeffizienten ck nach der Formel (24) zu berechnen: „a la Fourier", 
wie man zu sagen pflegt. Ist also (φi(t)} orthogonal und in L'2 

normiert, so heißen die nach Formel (24) berechneten ck, die 
Koeffizienten von f(t) nach {φi(t)}, wobei von f(t) nur verlangt |252| 
wird, daß sämtliche Integrale (24) existieren. 

Setzt man diese Koeffizientenwerte in (22) ein, so nennt man 
die so entstandene Reihe die Entwicklung der Funktion f(t) nach [253] 
dem System (φ i(t)}. Man schreibt dann 

(25)  

und es ist ein Hauptproblem der Theorie, ob und wann das 
Zeichen — durch das Gleichheitszeichen zu ersetzen ist. Aber auch 
ohne dieses Problem gelöst zu haben, können wir oft die Formel (25) 
als eine nützliche „Darstellung" von f(t) verwenden. 

Es werde hier gleich bemerkt, daß im Falle der sog. durch- [254] 
schnittlichen Konvergenz der Reihe (22) gegen / ( / ) , d. h. im Falle, 
wo die Partialsummen sn(t) die Beziehung 

in dem in [161] erklärten Sinne (vgl. I, (22)) im Räume L2 erfüllen, 
die Koeffizienten ck notwendig die Werte (24) annehmen. Denn es 
ist (n > k)  
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und 

welcher Ausdruck voraussetzungsgemäß gegen Null strebt, 
Ist das System {φi(t)} nicht normiert, so liefert, bei sonstigen 

Voraussetzungen, dieselbe Überlegung Werte für ck, die eine leichte 

bereits normiert. Ist dk der k-te Koeffizient von f(t) nach 
so kommt 

Die Entwicklung nach lautet: 

[255] Wenn man also die Entwicklung nach {φ i(t)} bildet, indem man 
die Formel (24) für die Koeffizienten benützt, aber dann die k-te 
Funktion durch dividiert, so wird die Reihe Term für Term 
mit einer anderen identisch, die bereits eine Entwicklung nach 
einem normierten System {φi(t)} darstellt. 

Man berechne z. B. die Entwicklung von \t\ in —  
nach dem System {cos it} (i = 0, 1, 2, ...): 

die gesuchte Entwicklung ist also 
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also 

ist keine Entwicklung. Es ist hier 

Wäre nun f(t) € L eine Funktion, die (26) liefert, so käme 

bekommen). 

Nicht jede Reihe der Gestalt (22) ist eine Entwicklung. 
[221] ist ein Orthogonalsystem; die Reihe 

(Würden wir hier das Zeichen ~ durch = ersetzen dürfen, so 
würden wir, nach der Substitution t — 0, die Beziehung 

(26) 

(27) (n 1,2, ...), 

Das System [222] ist aber ([234]) vollständig inbezug auf L; 
es ist also (f(t) - a) sin t - 0 f. ü.< in 0, > , also f(t)=a. f. ü. 
in < 0, > , was der Formel (27) widerspricht. 

Dieser Weg zu den Formeln (24) ist, im Grunde genommen, 
der Euler - Fourier'sche (1748—1807). Einen besseren Einblick 
gewährt aber ein anderer, den die skandinavische Schule (Gram) 
gefunden hat. 
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§ 6. Das P r o b l e m der besten Approx imat ion . 

Es sei in a, b eine Funktion f (t) e L2 erklärt. Das System 
{φi(t)} sei in L2 orthogonal und normiert. Wir werden ein solches 
System als „ein ON" bezeichnen. Man schreibe 

(28) 

und verlange, bei festem n, die Koeffizienten εi so zu bestimmen, 
daß sn(t) im Räume L2 so nahe als möglich an f (t) zu liegen 
komme. M. a. W. verlangt man die Minimisierung von 

durch geeignete Wahl der εi (i = 1, 2, ..., n). Diese Aufgabe ist 
gleichbedeutend mit der Minimisierung der quadratischen Form 
der Variablen ε1, ε2, ..., ε3 

[261] 

wo für die Skalarprodukte (24) ck geschrieben und wo die Ortho-
gonalität und Normierung bereits benutzt wurden. Eine leichte 
Umformung gibt 

Da von den drei Gliedern rechts nur der mittlere von den £i abhängt, 
und zwar so, daß er stets nichtnegativ ist und den Wert Null 
nur für 

(29) 

[262] annimmt, so ist gezeigt worden, daß die Form F(ε1, ε2,..., ε„) ein 
einziges, eigentliches, absolutes Minimum an der Stelle (29) aufweist; 
ihr Wert an dieser Stelle ist 

(30) 

wo die Ci durch (24) erklärt sind. Wir hatten aber stets 
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W i r haben also gezeigt, daß der Integralausdruck (31) seinen 
M i n i m a l wer t erreicht, wenn die Koeffizienten ε i die Fonrierschen 
Werte d (24) annehmen. Wenn man also eine Funktion in eine (263| 
Orthogonalreihe nach der Vorschrift des § 5 entwickelt, so liefert 

jede Partialsumme dieser Entwicklung die bestmögliche Approxi­
mation; dieses Optimum ist das einzige. 

Außerdem l i e fe r t die Ungle ichung (32) im Falle unendlicher 
Systeme die sog. Besselsche Ungleichung [264] 

(33) 

also u. a. die Konvergenz der Koeff izientenquadralsumme. 

Eine wich t ige Konsequenz der Hessel'sehen Ungleichung (33) ist [265) 

(34) 

Es kann aus (33) auch abgelesen werden, daß keine 

E n t w i c k l u n g einer zu L2 gehörenden F u n k t i o n ist, wenn d i ­

verg ier t . Ist aber ) stark kon- [266] 

vergent, denn es ist wenn 

gesetzt w i r d . 

Ist das normierte Orthogonalsystem {φ i (t)} inbezug auf L2 ab- [267] 
geschlossen, so gilt 

(35) 
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* 

und letzter Ausdruck strebt für p ~ unabhängig von t gegen Null . 

da aber die Integrale du Koeffizienten der Funktion g(u) 

sind, die in a, t gleich 1, sonst 0 ist, so folgt aus (33) und (36) 

nach [264] eine konvergente Reihe und aus [124] folgt die Behauptung. 

[269] Die gliedweise integrierte Entwicklung einer f(t) € L2 ist gleich­
mäßig konvergent. Es ist nämlich 

unter der Voraussetzung f(t) e Z,2. Es ist nämlich 

[268] Eine weitere Konsequenz der Besselschen Ungleichung (33) 
ist die Konvergenz fast überall der Reihe 

(36) 



III . KAPITEL. 

Orthogona lre ihen in V. 

Das erste Problem der Theorie der Orthogonalreihen ist die 
Frage nach der Existenz der Orthogonalsysteme. Die Beispiele 
des Il-ten Kapitels gewähren noch keinen Einblick in die „Frei-
heitsgrade", über welche man beim Bauen von Orthogonalsyste­
men verfügt, obwohl ein jedes Beispiel durch bloße Änderung 
der Reihenfolge oder durch Vorzeichenänderung bereits zu unen­
dlich vielen anderen führt. Wir betonen, daß alle Ausführungen 
dieses Kapitels den Kaum L2 zum Gegenstand haben, wenn nicht 
ausdrücklich anders vorausgesetzt wird. Andere Räume kommen 
im Kapitel VI zur Sprache. 

§ 1. Orthogonalisierung. 
Es seien f1(t),f2(t), . . . , f n ( t ) n in a, b erklärte Funktionen 

des Raumes L2. Es hat bereits im J. 1879 J. P. Gram in einer 
dänisch geschriebenen Arbeit die Frage nach einer Matrix 

(i,k= 1,2, . . . ,n) 

aufgeworfen, die vermittels der linearen Substitution 

(1)  

zu einem normierten Orthogonalsystem führt. 
Wir bemerken hier gleich, daß die lineare Unabhängigkeit 

der Funktionen eine notwendige Bedingung für die Existenz 
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nach M u l t i p l i k a t i o n m i t φ k (t) u n d nach I n t e g r a t i o n über a, b 

von C ist . Wären näml ich , die Funk t ionen f i l inear abhängig, d . h . 

hätte man in a, b fast übera l l m i t nicht sämtl ich 

verschwindenden Konstanten d i , so hätte man — nach einem be­

kann ten Satze der Theor ie der l i nea ren Gleichungen - 

für dieselben t -Werte , d. h. fast übera l l in a, b , und nicht alle 
d 'i (i= 1, 2, ..., n) wären N u l l . Dies aber steht im Widerspruch 
zum folgenden Satz: 

[311] Funktionen eines normierten Orthogonalsystems können keine 
endliche lineare Abhängigkeit eingehen. 

In der Tat l ie fer t eine Beziehung, wie 

( k = 1 , 2, . . . ,n). 

Gram hat folgendes K r i t e r i u m der l inearen Unabhängigke i t 
angegeben: 

[312] Damit die Funktionen fi(t),f2(t),...,fn(t)-im obigen Sinne — 
linear unabhängig seien, ist die Bedingung An -/- 0 notzvendig und 
hinreichend, wobei An die Determinante der Matrix // aik // bedeutet, 
deren Elemente als 

(2) 

definiert sind. 

Der Beweis stützt sich auf die augenscheinliche Tatsache, daß 
An die Diskr iminan te der quadrat ischen Form 

( i ,k=r- 1, ..., n) 

der n Veränder l ichen x1, x2, ..., xn ist. Diese Form ist als In t eg ra l 
eines Quadrats stets n ichtnegat iv und verschwindet für ein 
anderes x System als xt = x2 — ... = xn — 0, wenn dieses andere 

System die Summe fast übera l l in a, b zu N u l l macht. 
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F(x1, x2, ...,xn) verschwindet also nichttrivialerweise, wenn die fi(t) 
linear abhängig sind. Der Gram'sche Salz wird also bewiesen 
werden, wenn wir zeigen können, daß An 0 für niehttriviales 
Verschwinden der Form F charakteristisch ist. Nun aber impliziert 
An = 0 ein nichttriviales Lösungssystem für die Gleichungen 

(i= 1.2,...,n). 

Wenn man die i te Gleichung mit Xi multipliziert und alles 
addiert, so kommt 

orthogonal und normiert seien. 

Erhard Schmidt hat im J. 1905 folgende Methode zur Berech- [313] 
nung der Koeffizienten cik in (1) angegeben. Er setzt von vorn­
herein Cik = 0 für k > i und verlangt, daß die Ausdrücke 
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Man sieht, daß alle cu von Null verschieden sein müssen, 
denn wäre Ca = 0, so wären φi(t) durch f1(t), ... ,fi-1(t) linear 
ausgedrückt, also linear abhängig, gegen [311]. Cu=0 erlaubt (4) 
nach f aufzulösen und es kommt sukzessive 

Führt man in die Formel (4) für φi(t) (i > 1) die Wert; (5) 
für f1, f2, . . . , f i - i ein, so erhält man 

und die Orthogonalität von φk(t) und cp,(0 (k < i) liefert 

Cu wird aus der Bedingung bestimmt, nachdem die 

ik den Gleichungen (6) gemäß berechnet wurden. 
Wir können aber {φ} auch direkt berechnen. (5) verlangt, daß 

φi(t) zu fk(t) orthogonal sei, sobald k < i. Legen wir also der 
Funktion φi(t) die Bedingung der Orthogonalität zu f1(t),f.2(t), . . . , f i _ i ( t ) 
auf; dann resultiert bereits aus (4) die Orthogonalität der {φ} zu­
einander. Es folgt für k = 1, 2, ... , i — 1 

Es soll also {cij} (j = 1, 2, . . . , i) ein Lösungssystem {Xj} des 
Systems der i — 1 Gleichungen 

(7) (k = 1,2,..., i - 1 ) 

mit i Unbekannten sein. Die lineare Unabhängigkeit von f1(t), 
f2(t), also von f1,(t), f2(t),...,fi-1(t) (i>1), sichert für ( 7 ) -
nach dem Gram'schen Kriterium [312] —den Rang i — 1, es ist also 

xj= (j = 1 ,2 , . . . , i ) 



zu bestimmen. Das Quadratintegral ist positiv (sonst wären die / 
ersten Funktionen f abhängig wegen , es läßt sich also 

(/) auf zwei Arten berechnen. Es hat also das Schmidt'sehe Ver­
fahren genau 2" Lösungen, die sich durch die Vorzeichenwahl bei 
den Funktionen voneinander unterscheiden. 

Der Schmidt'sche Prozess hat den wichtigen Vorteil, daß die 
Formeln (9) ihre Gültigkeit behalten, wenn man zum System 
eine neue F u n k t i o n h i n z u n i m m t . Die Formeln (9) bleiben 
unverändert und ist j von linear unabhängig, so ist 
der Prozess um einen Schritt weiter zu führen und liefert eine 
Funktion φa+1(t) die zu den bereits erhaltenen φ orthogonal, selbst 
aber normiert ist. Daher: 

Hat man eine unendliche Folge {fi} von linear unabhängigen [314] 
Funktionen in L2, so läßt sich ein normiertes Orthogonalsystem {φi} 
bilden, welches mit {fi} durch unendlich viele Formeln (4) und (5) 
verknüpft ist; die Diagonalkoeffizienten Cu, du sind sämtlich von 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 5 

Es ist dabei und, die Orthogonalität 
einmal gesichert, können wir durch die Wahl von (/) (i 1, . . . ,n) 
die Normierung erreichen; es genügt (und es ist notwendig) (/) 

aus der Gleichung 

nach der ersten Zeile bezeichnet. Schreiben wir dasselbe für alle 
i (i = 1,2, ...,n), so müssen wir obere Indizes i einführen und erhalten 

(8) 

[314] Orthogonalisierung. 65 

mit beliebigem , wo j den Faktor von εj in der Entwicklung 
der Determinante 



66 I I I . Kapitel. Orthogonalreihen in L2. 

so führt die Substitution (5) auf 

d. h. auf die Abgeschlossenheit von {φ i}. Den umgekehrten Schluß 
liefert (4). 

[317] Ein B e i s p i e l für die Orthogonalisierung. Es sei 

gibt Das in dieser Weise erhaltene ON heißt das 
System der Legendre' schen Polynome. 

10 

vermöge (5), » (k = 1,2, ...) folgt. Der umgekehrte 

Schluß stützt sich auf (4). 

[316] Auch ist die Abgeschlossenheit von {fi} inbezug auf K mit der­
selben Eigenschaft von {φi} äquivalent. Ist nämlich g (t) e K und 
gibt es zu ε > 0 Zahlen a1, ..., an mit 

Null verschieden und alle Cik und dik sind eindeutig bestimmt, wenn 
man verlangt, daß die Cu positiv seien. 

[315] Ist nun K irgend ein Raum, so ist die Vollständigkeit des 
Systems {fi } inbezug auf K mit der Vollständigkeit von {φi} inbezug 
auf K äquivalent. Denn ist > für ein g (t) € K, sobald alle 

Integrale (k = 1, 2, ...) verschwinden, so muß auch 

Null sein, wenn g(t) zu allen φk(t) orthogonal ist, da ja aus 
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so kommt wegen (5) 

w. z. b. w. 
Umgekehrt: ist ||EIK /| zeilenweise orthogonal und normiert, 

so zeigen die Formeln (12), wenn man die Integrale voranstellt, 
daß {φ} ein ON ist. Wir behaupten, daß wir durch Verbindung 
der Substitution (11), wo \\eik || eine beliebige zeilenweise orthogo­
nale und normierte Matrix ist, mit den Schmidt'schen Formeln (9) 
alle Systeme {φ} gewinnen, die das Problem der Orthogonalisierung 
des Systems {f} lösen. Tatsächlich, ist {φ} ein solches System und 

A l l g e m e i n e O r t h o g o n a l i s i e r u n g . Es sei φ 1 ( t ) , —,φ n ( t ) 
ein ON, welches aus f1(t), ... ,fn(t) vermitteis des Schmidt'schen 
Verfahrens gewonnen wurde. Schreiben wir 

so kommen wir auf ein System {φ}, welches nach Einführung der 
Werte (9) für {φ} auch durch {φ} ausgedrückt erscheint. 

Wir werden zeigen, daß wir auf diese Weise die Frage, mit 
welcher dieser § beginnt, dann und nur dann lösen können, wenn [318] 
die Matrix /| eik || = E zeilenweise orthogonal und normiert ist; in 
diesem und nur in diesem Falle wird {φ} ein ON sein. 



68 I I I . Kapitel. Orthogonalreihen in L 2. 

wo {φ} die Schmidt'schen Funktionen sind, und der Schluß (12) 
zeigt, daß // eik // zeilenweise ON ist. 

Die Matrizes sind aus der euklidischen //-dimensio-
nalen Koordinatengeometrie bekannt: ist x1,x2,...,xn ein rechtwin­
kliges Koordinatensystem und y1,y2, — yn ein ebensolches (mit 
demselben Ursprung), so hat man 

(13) (i = 1,.. . ,n), 

und die Koeffizientenmatrix ist zeilenweise normiert-
orthogonal. Es ist leicht zu zeigen, daß dann 

(14) ( i - 1 , . . . , n ) , 

(was aus der Bedeutung von eik als Cosinus des Winkels zwischen 
Xi und yk ersichtlich ist). Es ist also die zu E inverse Substitution 
E durch bloße Vertauschung der Zeilen mit den Spalten zu 
gewinnen. Da die Formel (14) dieselbe geometrische Bedeutung 
hat wie (13), muß E-l als Substitutionsmatrix von (14) ebenfalls 
zeilenweise orthogonal und normiert sein. Infolgedessen ist E 
spaltenweise orthogonal und normiert. 

Bekanntlich (Kronecker, Hermite, Cayley) lassen sich sämtliche 
Matrizes E erhalten, indem man für eik n2 geeignete rationale 

Funktionen von Parametern einführt und sodann diesen 

Parametern alle möglichen Werte erteilt. 
Der Determinantenwert von E ist ± 1 ; setzt man nämlich (14) 

in (13) ein, so erhält man die identische Substitution. Es ist also 

E,E 1 = L, 

wo L die Einheitsmatrix bedeutet. Für die Determinantenwerte 
folgt daraus da E l durch Vertauschung von 
Zeilen und Spalten aus E gewonnen wurde, ist also  

w. z. b. w. 

§ 2. Orthogonal is ierung im längeren I n t e r v a l l . 
Das Problem der Orthogonalisierung eines Systems von linear 

unabhängigen, in a,b erklärten Funktionen {fn} kann man 
anders als im § 1 auffassen. Man kann nämlich fragen, ob man 
nicht etwa durch Erweiterung der {fn} auf ein über a, b 
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hinausragendes Intervall die Orthogonalität erreichen kann. Die­
selbe Frage hat einen Sinn auch in dem Falle, wo {fn} bereits in 

a, b orthogonal ist; die triviale Erweiterung „f„(t)---0 außerhalb 
a, b " hebt die Vollständigkeit auf; eine nichttriviale Erweiterung 

auf a, c mit a<b<c ist stets möglich, und zwar nur so, daß 
{fn} in b, c orthogonal sei, wie aus der Formel 

unmittelbar folgt; augenscheinlich darf {fn} in b, c ein belie­
biges 0 sein. 

Ist {fn(t)} irgendein System von in a, b erklärten Funktionen |321] 
aus L2, so lassen sich die fn(t) so in der Verlängerung b, c von 

a,b definieren, daß das System in a, c orthogonal -wird. 

Wir erinnern an die Matrix CO in [212] (3). Jede Zeile von (T) 
wird zur Definition einer Funktion fn(t) benutzt. Man teile b, c 
in Teilintervalle {Ik} vermittels einer Punktfolge, die wachsend 
gegen c konvergiert; ist εk, das k te Element der u ten Zeile von 
( 7 ) , so setze man 

wenn εk — 1 und εk die p-te Einheit in der Zeile ist, wo p n; ist 

εk eine der weiteren Einheiten und t e /k, so soll fk(t) = 1 gelten. 

Zunächst zeigen wir, daß dt endlich ist. Es handelt 

sich bloß um Aber in der n-ten Zeile von (T) gibt es 

nur endlichviele Einheiten mit p < n; das Integral über die ent­
sprechenden Ik ist selbstverständlich endlich; in sonstigen Ik ist 
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wo k (p) der Spaltenindex der p-ten Einheit der n~ten Zeile ist, 
D aber den nach Abzug von Ik{P) bleibenden Rest von < b, c > 
bezeichnet. Die zwei ersten Integrale rechts heben sich auf ver­
möge der Definition von fn(t). Da in der n-ten und p-ten Zeile 
nur in der k(p)-ten Spalte gleichzeitig Einser stehen, ist unter stets 

der eine oder der andere Faktor Null . Daher:  

Wi l l man das System [321] normieren und dividiert zu diesem 

Zwecke jedes fn(t) durch dt, so ändern sich die fn(t) auch 

in < a, b . Es ensteht die Frage nach den Eigenschaften eines 
Systems in a, b , die eine Erweiterung zu einem ON in 
einem a, b> umfassenden Intervall ermöglichen. I. Schur beant­
wortet sie, wie folgt: 

[322] Ist in a,b erklärt, 0<a<b<1, f / 7(f)eL2 , so ist eine 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz eines ON  

in 0, 1 mit in a, b , daß das Maximum von 

so kommt 

mit § so ist {φn(t)} ein ON in a, c . 

Dieses System ist unvollständig. Setzt man nämlich 

D i e E r w e i t e r u n g e i n e s O r t h o g o n a l s y s t e m s . Es sei  
ein ON in a,b ; setzt man in b, c für alle n, so 

bekommt man ein unvollständiges System (f(t) = 0 in a, b -, = 1 
in b, c ist zu allen φ in a, c orthogonal). Ist nun {Zn(t)) ein 
ON in b, c und setzt man 
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für alle n, also — infolge der Vollständigkeit von in a,b 
und von in b, c — h (t) = 0 f. ü in a, b und b, c , 
Dasselbe läßt sich für drei und mehr Intervalle (Mengen), ja sogar 
für Intervallfolgen durchführen. 

Es sei Ap eine Folge von Intervallen (Punktmengen) mit [324J 
ein ONV auf Aq. 

Es sei 
(p,q = 1,2,...) 

eine unendliche Matrix, die zeilenweise orthogonal, normiert und 
vollständig ist; letzteres heißt, daß man zu keine Zeile hin-

Kostitzin, dem man obige Bemerkung verdankt, wies darauf [323] 
hin, daß 

φ1, g1, φ2, g2, . . . ,φ n , gn,... 
bereits ein ONV (d. h. ein orthogonales, normiertes und vollstän­
diges System) in a, c ergibt, wenn (φ) und {Z} vollständig ist. 

Wir haben gesehen, daß die g zu den φ orthogonal sind; daß 
sie untereinander orthogonal sind, ist unmittelbar klar. Um die 
Vollständigkeit zu prüfen, setzen wir 
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zuschreiben kann, so daß die Matrix orthogonal und normiert 
bleibt. Wir bilden ein System  

V o l l s t ä n d i g k e i t : Es sei g(t) in Σ erklärt, g € L2 und 

für alle i und p. Man setze 

Es wird 

es folgt giq=0 (q = 1, 2, ...), da vollständig. Dieses gilt für 
alle i. Es ist also (bei festem q) giq = 0 (i = 1, 2, ...). Die Vollstän­
digkeit von auf Aq ergibt g(t) — 0 f. ü. auf Aq, also auch 
auf Σ. 
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Obiges er laubt uns ONV-Systeme für das In te rva l l zu 
b i lden . Hat man näml ich e in ONV in 0, 1 und nennt man es  

so k a n n man vermit te ls 

e rk lä ren , q-l,q m i t Aq bezeichnen, eine beliebige O N V - M a t r i x  
wäh len und die vorhergehende Theorie anwenden. 

W ä h l t man z . B . als das t r igonometr ische System für 

Dieses System ist ein ONV in 0, ~ . Laßt man für p die 
Werte 0, — 1, - - 2 , . . . zu, so erhäl t man ein O NV in 
und zwar das einfachste bekannte Beispiel . 

In den Anwendungen (harmonische Analyse) braucht man 
manchmal Or thogona len twick lungen in unendlichen In t e rva l l en ; 
dabei w i r d oft die Or thogona l i t ä t anders als übl ich erklär t , und 
zwar als 

Prüfen w i r z. B. das System (cos it} auf diese Or thogona l i l ä t 
Es kommt hin. 

1 
2T 

Dabei dürfen i, k beliebige reel le Zahlen sein; es ist also das 
System {cos it) (i = reel l ) in diesem speziellen Sinne in 
or thogonal und besteht aus c (-- K o n t i n u u m ) verschiedenen Punk­
t ionen. 

§ 3 . Ü b e r d i e b e s t e A p p r o x i m a t i o n . 

Ist { f i ( t ) } (i = 1, 2, •••, n) ein beliebiges System und ist [331J 

die beste Annäherung an g{t) im Sinne der kleinsten Quadrate (II, § 6), 

so muß die Differenz 
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(15) 

zu sämtlichen fi(t) (i = 1, 2, ..., n) orthogonal sein. 

B e w e i s : Es seien die fi(t) linear unabhängig. Bilden wir 
nach Schmidt ([313]) ein ON-System und drücken  
durch aus; (15) geht in 

sein, woraus wegen (16) 

unmittelbar folgt, was wieder 

( i = 1 , 2 , . . . , n ) 

( i = , 1,2,...,n) 

(0 

zur Folge hat, denn die fi drücken sich linear durch die φi aus. 

Wären die fi(t) linear abhängig, so wären darunter k linear 
unabhängige f1(t),f2{t)...fk(t) und die restlichen (n — k) ließen sich 

linear durch jene ausdrücken; wäre dann eine lineare 

Verbindung von f i(t) (j - 1 , 2,..., k) und man hätte » 

(j= 1,2,...,k), woraus • auch für die restlichen f folgt. 

[331] bringt die Frage nach dem Minimum der quadratischen 
Form 

(17) (k = 1,2,...,n), 

auf die notwendigen Bedingungen 
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wo aik in [312] (2) erklärt wurde. Verschwindet nicht die Gram'scho 
Determinante An, d. h. die Determinante der Matrix aik , 
so ist das System (18) eindeutig auflösbar. Wir bemerken aber, 
daß es auch im Falle A„ — 0 auflösbar ist. Denn sind X,µ v, ...,  
nicht alle Null und 

(19) (k = 1,2,...,n) 

eine der (sieher vorhandenen) linearen Relationen zwischen den 
Formen (18), so ist 0 f. ü., weil ja (19) 

( k - 1 , . . . , n ) 

zur Folge hat, und, wenn man hier k = i,j, ..., w setzt, mit λ , , ..., (1) 

multipliziert und addiert, resultiert. Daraus folgt 

lineare Beziehung, die laut (19) die i-te, j-te, ..., w-te Liueart'orm des 
Systems (18) verbindet, für die freien Glieder g gilt; dieses ist 
aber zur Lösbarkeit hinreichend (und notwendig). 

Damit ist (18) als notwendige Bedingung für das Minimum [332] 
von F(x1, x2, ..., xn) erkannt. Wir wollen zeigen, daß diese Bedingung 
auch hinreichend ist. 

Wir unterscheiden zwei Fälle:  
Im ersten Fall lassen sich die /1 , , f2 , ...,f3 orthogonalisieren; 

es sei das so erhaltene ON. Setzt man in dem die Form 
F(x1 , x2l..., x„) definierenden Integral für die Ausdrücke 
(5) ein, so wird 
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(20) 

Es genügt also das M i n i m u m der Form cP{y1,y2i . . . , y n ) zu bestimmen; 
dieses ist in [261] und [262) schon geschehen: es gibt genau eine 

Lösung von der man mit Hi l fe von 

(20) zu den gesuchten x übergeht. Da es nur eine Lösung g ib t , 
(18) aber e indeut ig auflösbar ist, so ist (18) hinreichend. 

Im zweiten Fall ist der Unter fa l l fi(t) 0 f. ü. (i---- 1, ..., n) 

t r i v i a l ; alle Systeme {xi} lösen (18) und alle l iefern dt als 

Min imalwer t . Es seien also f1(t),...,fp(t) l inear unabhängig (1 < p< n) 
und die rest l ichen n—p Funk t ionen durch jene p ausdrückbar. 
W i r betrachten 

und f inden, w i e oben, ein Minimalsys tem für F. 

Da auf die Gestalt (durch Ersetzung von fi(t) 

(i — p + 1, ..., n) durch l ineare Ausdrücke in f1, . . . , f p , ) sich br ingen 

läßt, l iefer t 

(21)  

das gesuchte M i n i m u m . Es ist bloß zu prüfen, ob andere Lösungen 
von (18) denselben Wer t für F(x1 , x 2 . . . , xn) wie (21) l iefern. 
Das ist aber leicht einzusehen; sind x1, x2, ..., x'n, x1, x2, ..., x','n 

zwei Lösungssysteme von (18), so ist 

('22) 

denn schreibt man xi — xi" = £i=, so hat man 

also ([312], (3)) 
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was (22) zur Folge hat. 

Jetzt können wir das Minimum von F unmittelbar (ohne 
Orthogonalisierung) bestimmen. Das System (18) hat im Falle  

als einziges Lösungssystem 

(23) ( k 1 , 2 , . . . , n ) , 

wobei die Determinante An aus An gewonnen wird, indem man 
k 

die k-te Spalte in An durch g1, g2, ..., gn ersetzt. Nun gilt aber in 
(23) nach (17) 

Diese Determinante ist nichts anderes, als die Gram'sche 
Determinante G(f0,f1, . . . , f n) des Funktionensystems f 0( t ) , f 1( t ) , 
wo fo(t) für g(t) geschrieben wurde; dieses führt zur Formel 

oder 

Damit haben wir einen Ausdruck für die beste Annäherung 
an eine gegebene Funktion in L? durch lineare Verbindung von n 
gegebenen, linear unabhängigen Funktionen. 

[333] 
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§ 4. Abzäh lbarke i t . 

Eine normierte Orthogonalmenge in L2 kann abzahlbar-
unendlich sein, wie wir an den Beispielen des II-ten Kapitels gese­
hen haben, es kann aber keine größere Mächtigkeit besitzen. 

[3411 M. a. W.: Ein ON in L2 besteht aus höchstens abzahlbar-unendlich-
vielen Funktionen. 

B e w e i s : Am Schluß von I, § 2 gaben wir ein abzählbares, in 
L2 überalldichtes Funktionensystem an; bezeichnen wir es mit 

Ist fn+1(t) durch f1(t),...,fn(t) linear ausdrückbar, so läßt sich die 
Approximation durch Heranziehung von fn+1{t) nicht verbessern; wür­
de nämlich das Minimum kleiner werden, so könnte man fn+1(t) 
durch den linearen Ausdruck ersetzen und das Minimum [333] 
verkleinern. 

[334] Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Hinzunahme von fn+1(t) die Annäherung nicht beeinfluße, ist die 
Orthogonalität von fn+1(t) zu der Differenz 

das Lösungssystem der Approximationsauf gäbe für n Fun­
ktionen fk(t) bedeutet). 
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{Wi(t)}. Ferner sei {φ (t)} e in O N ; s ind φα(t), φß(t) zwei verschiedene 
Elemente v o n {φ}, so is t 

(24) 

Es sei i(x) die k le inste na tür l iche Zahl m i t 

Für (α, ß s ind Zeichen, keine Zahlen) is t denn  

sonst wäre  

gegen (24). Die F u n k t i o n i(a) b i lde t also die Menge {α} einein­
deut ig auf einen T e i l der na tür l ichen Zahlenreihe ab, woraus die 
E n d l i c h k e i t oder Abzäh lba rke i t der Menge {α} aller Indizes resul­
t i e r t . 

Es ist k lar , daß jedes endliche 0 e rwei te r t werden kann; zu 
den Funk t ionen φ(t), φ2(t) ••• , φn(t) braucht man nur e in unabhän­
giges f(t) h inzuzufügen u n d aus den n + 1 Funkt ionen durch 
Or lhogona l i s i e rung φ n + 1 ( t ) zu b i l d e n . 

D i e Eigenschaft der Vol l s tänd igke i t oder der Abgeschlossen­
hei t is t von Einf luß auf die Anzah l : 

Ein vollständiges System ist stets unendlich. [342] 

Besteht das System aus f1(t), f2(t), ••• f2(t), k a n n man ein 
P o l y n o m n-ten Grades P(t) 0 

so best immen, daß 

(i= 1,2,...,n) 

sei; dieses führ t auf n homogene Gleichungen m i t n+ 1 Unbekannten 
α 0, α 1 , ..., αn, die m a n b e k a n n t l i c h n i c h t t r i v i a l lösen kann; P(t) i s t 
dann n ich t N u l l , und die Unvo l l s t änd igke i t v o n { f } erwiesen. 
[341J und [342] l ie fern das Resul tat : 

Ein ONV ist stets abzählbar-unendlich. [343] 

Ein abgeschlossenes System (kurz: „ A " ) ist stets unendlich. [344] 

fert das Häufungspunktver fahren e in {di) m i t 
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[345J 

[346] 

so resul t ier t eine l ineare A b h ä n g i g k e i t der Potenzen {tk} (k — 0,1, . . . ,n) 
untere inander , gegen einen elementaren Satz der Algebra . 

Ein ONA ist stets abzahlbar-unendlich. 

Dieser Satz folgt aus [341] und [344]. 
Jetzt b r ingen w i r Sätze, die vol ls tändige oder abgeschlossene 

Systeme auf abzählbare reduzieren: 

Jedes abgeschlossene System enthält einen abzahlbaren abge­
schlossenen Teil. 

B e w e i s : Sei das in [341] so bezeichnete u n d 
das gegebene, inbezug auf L2 abgeschlossene System; w i r 

bezeichnen m i t h(t) eine l ineare Form , wo die f i bel iebig 

aus zu wäh len und die c i beliebige Konstanten sind. W i r bilden 
das Schema 

h p q , denn 
n, 

erfül l t . Zu jedem Zahlenpaar p, q (p q) g ib t es e in 
ist abgeschlossen. I s t n na tü r l i ch und ε > 0, so ist für p 

Betrachtet man jetzt b loü jene f i(t), die zum Bau der hpq des 
Schemas (25) gebraucht wurden , so b i lden sie e inen höchstens 
abzählbaren Te i l von { f } , denn (hpq) ist abzählbar und jedes hpq 

setzt sich aus cndl ichvie len f i zusammen. Lineare Verb indungen 
der Elemente dieses Teiles {f i} nähern jedes wi(t) be l i eb ig genau 
an. Da {Wi} übera l ld ich t ist, s ind es jene l inearen Ve rb indungen 
auch. {ft} ist also abgeschlossen; es is t höchstens abzählbar, also— 
laut [344] — abzählbar. 
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Jedes vollständige System enthält einen abzählbaren vollst an- [347] 
digen Teil. 

B e w e i s : Es sei {f} inbezug auf L2 vollständig. {f} ist ein 
Teil von L2. L2 ist aber separabel (vgl. [139]); es geht darum, zu 
zeigen, daß {f} separabel ist; dies ist der Hauptpunkt des 
Beweises. Sei {gi} ein abzählbarer, überalldichter Teil von L2. 
Es sei öi die Distanz (g i, { f } ) , d. h. die untere Grenze der Distanzen 
(gi,f) für alle f e { f } . Es gibt also ein fi, so daß 

Wir behaupten, daß die höchstens abzählbare Menge {fi} in {f} 
überalldicht ist. Es sei nämlich f ein Element von {f) und ε >0. 
Es gibt dann ein gi mit _ und 

infolgedessen ist es folgt 

Jetzt zeigen wir, daß {fi) vollständig ist. Ist nämlich für 
ein h(t) c L2 

(26) (/) 

und f(t) irgend eine Funktion aus { f } , so enthält, wie eben be­
wiesen, {fi} eine gegen f(t) stark konvergente Folge und (26) 
liefert 

(/) 

für alle f€ { f } ; es ist also h(t)= 0 f. ü. Daher ist (fi} vollständig; 
da es höchstens abzählbar ist, so ist es nach [342] abzählbar und 
damit [347] bewiesen. 

Dagegen braucht ein System von kontinuierlich-unendlich-
vielen linear unabhängigen Funktionen nicht vollständig zu sein. 
Es sei S die Menge aller Funktionen aus L2 im Intervall 0, 1 ; 
definiert man jede Funktion in (1,2 als Null, so hat man ein 
Kontinuum von Funktionen in 0,2 erklärt. Dieses Kontinuum 
enthält einen Teil T von gleicher Mächtigkeit mit lauter linear-

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 6 
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unabhängigen Elementen. Setzt man h (t) = 0 in < 0,1 - und = 1 
in (1,2 , so ist h(t) zu allen Funktionen des Kontinuums T or­
thogonal und nicht Null f. ü. 

§ 5. Vol ls tändigkeit und Abgeschlossenheit. 
In diesem § sollen einige Eigenschaften der vollständigen 

und der abgeschlossenen Systeme angegeben werden. 

[351] Ist ein System in a,b vollständig und ist a < b' < b, so ist 
es auch in a,b' vollständig. 

Diese Eigenschaft ist sofort ersichtlich, denn ist 

(/) 

für alle f(t) des Systems und g(t) nicht f. ü. Null in a,b''>, so kann 

man g(t) in {b',b als Null erklären und man hat > für 

dieses g und alle f des Systems. Die Unvollständigkeit in 
a,b' hat also die Unvollständigkeit in < a, b zur Folge, w. z. b. w. 

Aus dem Beweise sieht man auch, daß der umgekehrte Satz 
nicht gilt (so ist z .B. {sin ix) in 0, aber nicht in < — ,  
vollständig). Analog zu [351] ist der S a t z : 

[352] Ein in a,b abgeschlossenes System ist auch in a,b' ab­
geschlossen (a < b' < b). Es ist nämlich 

V e r v o l l s t ä n d i g u n g v o n S y s t e m e n . Es ist tr ivial , daß 
jedes unvollständige System sich vervollständigen läßt; es genügt 
nämlich ein Beispiel eines vollständigen Systems zu haben und 
dieses hinzuzufügen. Nichttrivial ist aber: 

[353] Jedes ON läßt sich zu einem ONV erweitern durch Hinzunah­
me von geeigneten Funktionen. 

B e w e i s : {φ i} sei ON, aber nicht ONV. Die Menge {f} aller 
normierten, zu sämtlichen φ i orthogonalen Funktionen ist nicht 
leer. {φ i} + {f} ist bereits vollständig, wie unmittelbar ersichtlich, 
und enthält nach [347] einen vollständigen abzählbaren Teil T; 
T enthält einen höchstens abzählbaren Teil {f i} von {f} und 
ist daher in {φ i} + {f i} enthalten; {φ i} + {f i} ist also vollstän-
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dig und abzählbar. Schreibt man {fi} als (endliche oder unen­
dliche) Folge: f 1 , f 2 , . . . und streicht sukzessive jedes f, welches von 
den vorhergehenden linear abhängig ist, so erhält man ein Sys­
tem {f i} von linear unabhängigen, normierten und zu allen φ i 

orthogonalen Funktionen. {φ i} + {f i} ist noch immer vollständig. 
Orthogonalisiert man {fi} und ist {φi,} das Ergebnis, so bildet 
{φi} + (φi) ein durch Erweiterung von {φi} gewonnenes ONV. 

Eine wichtige Eigenschaft ist die Identität der Begriffe „vol l ­
ständig" und „abgeschlossen" inbezug auf L.2. Sie beruht auf 
z w e i S ä t z e n , deren erster weniger tief liegt als der zweite. 

Jedes abgeschlossene System ist vollständig. [354] 

B e w e i s : Ein abgeschlossenes System {f} enthält nach [346] 

einen abgeschlossenen abzählbaren Teil { f i } . Ist {φ i} das aus {f i} 

durch Orthogonalisierung gewonnene ON, so ist ([316]) {φi} abge­

schlossen.  

Ist sn(t) die n-te Partialsumme der Orthogonalentwicklung von g(t) 
nach {φi} ([253]), so ist — wegen [267] — 

Nun sind hier aber die Koeffizienten der Entwicklung Null, 
es verschwindet also s,,(t) und es folgt g(t) = 0 f. ü. 

Jedes vollständige System ist abgeschlossen. [355] 

B e w e i s : Laut [347] enthält ein vollständiges System {f} 
einen vollständigen abzählbaren Teil { f i } . Daraus gewinnt man 
durch Orthogonalisierung ein ON {φ i}, welches nach [315] eben­
falls vollständig ist. Wir werden zeigen, daß {φi} abgeschlossen 
ist. Denn sonst gäbe es ein g(t) €L2 und ein a > 0 mit 
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[355] ist tiefer als [354), denn 1° ist das Lemma [347] versteckter 
als [346], 20 ist die Eigenschaft |131|, eine der wichtigsten in der 
Theorie des Raumes L2, die selbst einen nichttrivialen Beweis 
erfordert hat, für den Beweis von [355] wesentlich. 

Der Beweis für [355] enthält die Begründung eines berühmten, 
ungefähr gleichzeitig von Friedrich Riesz und Ernst Fischer (1907) 
entdeckten S a t z e s : 

[356] Ist {φi(t)} orthogonal und normiert und {ci} eine Zahlenfolge 
von. konvergenter Quadrat summe, so gibt es ein f(t) e L2, dessen 
Orthogonalentzvieklung nach {φi(t) die Reihe 

liefert. 

Denn [356] behauptet nichts anderes, als daß man unter der 

Voraussetzung mit (28) finden kann, was wir 

im Beweise von [355] lesen können, wenn wir von der Entstehungs­

weise der Ci absehen, verstehen und mit (28) den 

Gedankengang abschließen. 
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A n w e n d u n g e n . Das System {sin it} ist in 0, nach 
[234] vollständig inbezug auf L2, es ist also nach [355] abgeschlossen 
inbezug auf L2. Daraus folgt aber die Abgeschlossenheit inbezug 
auf L. Denn für ein f(t) e L gibt es — nach [129] — ein g (t) € C mit 

Ist wn(t) ein Sinuspolynom n ter Ordnung mit 

Ebenso erhält man die Abgeschlossenheit von (cos it) in 0,  
inbezug auf L2 und L. 

Der Weierstraß'sche Satz [122] zeigt die Abgeschlossenheit 
der Polynome inbezug auf C; obiger Schluß überträgt diese Eigen­
schaft auf L und L2. Daraus folgt nach [354] die Vollständigkeit 
der Polynome inbezug auf L'2. Wir wollen nun, indem wir einen 
klassischen Lerch'schen Satz verschärfen, die Vollständigkeil inbe­
zug auf L zeigen. Der Leren'sehe Salz lautet: 

Ist f(t) in 0, 1 stetig und [357] 

(// 0, 1,2,...), 

so ist f(t)=0. 
In dieser Form haben wir eigentlich den Satz bereits bewiesen, 

denn ist W die Menge aller Polynome w(t), so impliziert die 
Lerch'sche Voraussetzung, daß 

(w € W) 

und—da W inbezug auf L,2, also umsomehr inbezug auf C vollständig 
— daß f(t)=0 f. ü., d .h . daß / ( / ) ( ) ist. 

[358] 
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Die Orthogonalisierung der Potenzen {tn} in — 1, + 1 führt 
[359] auf Legendre'sche Polynome [317]. Auf Grund des eben Bewiese­

nen und auf Grund des allgemeinen Satzes [315] bilden diese Poly­
nome ein ONV; [355] zeigt, daß sie auch ein ONA bilden (was 
sich übrigens auch leicht aus [122] folgern läßt). 

§ 6. Der Müntz'sche Satz. 

Dieser Satz ist eine Vervollkommnung des Weierstraß'schen 
und des Lerch'schen Satzes. Allgemein gesprochen: in der Folge 
{tn) sind nicht alle Glieder nötig, um ein abgeschlossenes System 
zu erhallen. Genau formuliert lautet das Problem: Wie muß die 
Exponentenfolge {pi} beschaffen sein, damit das Funktionensystem 
{tPl) in 0,1 inbezug auf L2 abgeschlossen sei? 

Zunächst darf man alle voraussetzen; sonst wären 
bei der Annäherung an irgend eine Funktion in L2 die (etwa vor­
handenen) stets mit Nullen als Koeffizienten zu ver­
sehen, damit die Summe gehöre; sie spielen also 
keine Rolle bei der Annäherung. Wir wenden die Formel [333] 
an, um die beste Annäherung an g(t) = tq i vermittels 
einer aus den n ersten tPi gebildeten Linearform zu berechnen. 
In dortigen Bezeichnungen ist jetzt 
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Ist also wn(t) die gesuchte Linearform, so wird 

(29) 

ist. Hier ist das Produkt im Nenner über alle n2 Paare (i,k) von 

Zur Auswertung dieser Determinanten brauchen wir einen 
Cauchy'schen Satz über Determinanten der Form 

nach welchem der Wert von D gleich 
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(1,1) bis (n,n) erstreckt, während im Zähler der Vorbehalt i> k 
die Anzahl der Faktoren vermindert. 

B e w e i s des Cauchy'schen Satzes: Entwickelt man D und 
summiert alle Glieder, so sieht man, daß D eine rationale Funk­
tion (—/z)-ten Grades der p,, qk ist, denn jedes hat den 

Grad — 1. Bringt man also D auf den (gemeinsamen) Nenner 

vom Grade n2, so erhält der Zähler höchstens den Grad 

ri2 — n. Nun muß aber der Zähler für ) 
verschwinden, denn dann sind zwei Zeilen (bzw. Spalten) von D 
miteinander identisch. Es muß also der Zähler alle Faktoren  

enthalten, deren es n2 — n gibt. Diese An­
zahl stimmt mit dem Grade des Zählers überein, es kann also 
bloß noch ein konstanter Faktor das Produkt ) 

multiplizieren. Man sieht aber, daß bei der Reduktion auf den 

Nenner das Zählerpolynom lauter Glieder mit 1 als 

Koeffizienten erhält. Eis handelt sich also bloß um das Vorzei­
chen; nun ist aber D für M (i) für große 
positive w-Werle nahe an 1 und (29) ebenfalls; demnach ist das 
Vorzeichen + und D mit dem Bruch (29) als identisch erwiesen. 

Wir können den Cauchy'schen Satz auf G (tp, tp2, ..., tpn) an­
wenden, indem wir für p,- und für qk einsetzen. 
Es kommt 

und ebenso 
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Damit das System {tp} inbezug auf L2 abgeschlossen sei, 
muß — bei jedem q >0 — der Ausdruck // tq — wn(t) \\ bel iebig 
k le in gemacht werden können durch entsprechende Wahl von n 
und tp1, tp2, ..., tpn aus {tp}. Andererseits ist dieses hinreichend, denn 
die tq (q 0) b i lden gewiß ein abgeschlossenes System und man 
kann wie beim Beweise von [245] schließen. Nach (30) verlangt 
diese notwendige und hinreichende Bedingung, daß das Exponenten­
system {p} zu jedem q eine Folge {p i} mit 

(31) 

enthalte (dabei sind Produkte mi t Nul l f ak to ren als konvergent 
anzusehen). 

1° Hat {p} einen Häufungspunkt / ; . im Endlichen und p 1/2, 
so gibt es eine Folge {pi} mi t l i m pi= P ; dann ist 

und unterscheide zwei Fälle: 

Im Falle a) konvergier t das Zählerprodukt (32) gegen N u l l 
dann und nur dann, wenn e in Faktor verschwindet, d, h. wenn 
q=pi für ein i ist. Ist aber q von allen pi verschieden, so ist 
der Grenzwert des Zählerproduktes posi t iv; da 
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so ist in diesem Falle für gewisse q und die betrachtete Folge 
{pi} das Kriterium (31) nicht erfüllt. 

also das Zälilerprodukt (wegen ß)) gegen Null konvergent; das 
Nennerprodukt ist divergent gegen oo, also das Kriterium (31) 
erfüllt. 

und unterscheidet die Fälle 

Im Falle α) konvergiert das Zählerprodukt rechts in (33) ge­
gen eine endliche von Null verschiedene Zahl und dasselbe gilt vom 
Nenner. Im Falle ß) konvergiert der Zähler gegen Null, der Nenner 
divergiert gegen Es ist also das Kriterium (31) im Falle a) 
nicht erfüllt, wohl aber im Falle ß). 

Das Gesagte ist im folgenden S a t z enthalten: 

Damit das System {te) inbezug auf L2 abgeschlos­
sen sei, ist es notwendig und hinreichend, daß die Exponentenmenge 
{p} eine Folge {pi,} mit einem endlichen Grenzwert ent­
halte, oder eine Folge {pi} mit 

oder eine Folge {pi} mit 

Um die N o t w e n d i g k e i t einzusehen, beachte man, daß im 
Falle, wo {p} keine Folge {pi} einer der drei im Satze genannten 
Arten enthält, {p} nur endlich sein, oder aus einer Folge {pi} mit 
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zwei solchen elementfremden Folgen {pi) {pi} bestehen kann . Ist 

dann q v o n al len Pi,p't verschieden und ist 

also hat in al len Fä l len die A n n ä h e r u n g eine untere posi t ive , 
e f fekt iv best immte Grenze. 

B e i s p i e l e . Ist {pi} die Folge aller (pos i t iven) Pr imzahlen, 

beiden Systeme sind dicht-abgeschlossen im Sinne v o n [247], 
w i e man sofort einsieht. Dagegen ist , abgeschlossen, aber 
n i ch t dicht-abgeschlossen, denn is t überhaupt n ich t 
mehr abgeschlossen. 

[354J mi t [361] geben ein K r i t e r i u m für die Vo l l s t änd igke i t 
v o n {iP} inbezug auf ZA Es kann also der Lerch'sche Satz in 
e iner anderen R ich tung als [358] verschärft werden: 

Ist f(t) € L2 und [362 

wo die Exponentenmenge {p} dem Kriterium [361] genügt, so ist 
f(t)=0 f. ü. ( z . B . k a n n p alle Pr imzahlen durchlaufen) . 

A u c h dieser Satz k a n n te i lweise auf L ausgedehnt werden: 
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[363] Es hat sich also das System {tpi} bei den Voraussetzungen 
(34) als vollständig inbezug auf L herausgestellt. Dieses System ist 
inbezug auf L abgeschlossen, da es inbezug auf L2 diese Eigen­
schaft besitzt (vgl. [356] Anw.). Nun aber hat (34) zur Folge: 

woraus für {tpi 1) die Abgeschlossenheit inbezug auf L resultiert. 

|364| Zieht man jetzt [245] heran, so folgt: Unter den Voraussetzungen 

ist {tpi} zusammen mit der Einheit ein inbezug auf C abgeschlossenes 

nicht einmal inbezug auf A2, also sicher nicht inbezug auf C abge­
schlossen. Die Einheit ist auch notwendig; sonst könnte man keine 
in t — 0 von Null verschiedene Funktion gleichmäßig annähern, 

hinreichend, um im Weierstraß'schen Satz mit den tpi'-Potenzen 
allein auszukommen. 
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§ 7. Die Parseval'sche Gleichung. 

Wir haben bereits im Il-ten Kapitel die sogenannte Bessel'sche 
Ungleichung [264] abgeleitet: 

Hierin sind ci die Koeffizienten der Entwicklung von f(t) nach 
einem ON {φ i}. Im Falle eines ONA wird daraus die P a r s e v a l ' - [371] 
s c h e G l e i c h u n g 

Nach [267J konvergiert für n ~ das linkerhand in (3(i) ste­
hende Integral gegen Null, wenn {φi) ein ONA ist; daraus folgt 
aber (35). 

Für das trigonometrische System wurde (35) allgemein (d.h. 
für f € L2) von P. Fatou bewiesen, bevor noch der Riesz-Fischer'-
sche Satz bekannt war. 

Die Gleichung (35) führt zu 

(37) 

(mit absoluter Konvergenz der rechtsstehenden Reihe), wenn {φi} 
ein ONA ist und ( I I , 5, (25)) 

[372] 

woraus durch Substraktion die Formel (37) folgt. 
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Geometrisch gesprochen gibt (35) die Länge des Vektors 
f(t), ausgedrückt durch seine Komponenten inbezug auf das 
rechtwinklige Koordinatensystem { φ i } ; die Vektoren φ i sind 
hier die Einheitsvektoren, die das Koordinatensystem definieren. 
(37) ist die Formel für das Skalarprodukt zweier Vektoren f, g. 

Setzt man in (37) f(t) für g (t), so folgt (35) aus (37). An­
dererseits zeigt (36), daß aus (35) 

folgt. Wenn wir noch [354] und [355] heranziehen, so folgt un­
mittelbar: 

[373] Damit ein ON {φ i(t)} inbezug auf L2 vollständig sei, ist eine 
jede der drei Bedingungen l ° 2 ° 3 0 notwendig und hinreichend: 

Die Bedingung 2° kann abgeschwächt werden: es genügt die 
Parseval'sche Gleichung für alle f eines vollständigen Systems {f} 
vorauszusetzen. Die N o t w e n d i g k e i t ist evident. Setzen wir 
voraus, 2° sei in der neuen Fassung richtig; {f} ist vollständig, also ab­

resultiert. Dabei sind die s(i)(t) Partialsummen der Entwicklungen 
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endlichvielen φk(t); (38) zeigt, daß {φk(t)} abgeschlossen, also auch 
vollständig ist, w. z. b. w. 

Eine Folgerung aus dem Vorhergehenden sind die S ä t z e: 

Eine (notwendige und) hinreichende Bedingung, damit ein ON 
{ΦK(T) vollständig sei, ist die Beziehung 

für alle n(= 1,2,...). Eine ebensolche Bedingung ist die Beziehung 

(n) 

(α,ß) 

für alle a,ß mit a < a < ß < b. Hier ist als das System { /} im 
ersten Falle {/"}, im zweiten die Gesamtheit der Funktionen 
f(t), die =1 in α, ß und =0 sonst in a,b , gewählt 
worden. 

§ 8. Der Riesz-Fischer'sche Satz. 
Wir haben diesen Satz bereits in [356] ausgesprochen und 

bewiesen. Hier wollen wir einen anderen Beweis bringen. [381] 

und bemerken, daß die letztgeschriebene Reihe gleichmäßig kon­
vergiert, wie aus dem Beweise von [269] sofort ersichtlich. Es ist 
also F(t) vorhanden und stetig. Wir werden zeigen, daß F(t) 
total-stetig ist. Schreibt man nämlich 

so ist 

(39) 

Ist nun E eine t-Menge, Y(T) ihre charakteristische Funktion, 
so ist 
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Es ist also die Schwankung von Sn(t) über einer Menge E zugleich 
mit \E\ beliebig klein, wie auch n gewählt werden mag. Damit 
ist aber die Totalstetigkeit von F(t) bewiesen. Es hat also 
F(t) fast überall eine Ableitung f(t) und es ist (Sn(a)==0, F(a) -0) 

(40 

Jetzt zeigen wir, daß {sn(t)} gegen f(t) schwach konvergiert. 
Dazu ist, nach [164| mit p = 2, notwendig und hinreichend: 

(89) und (40) gleichbedeutend. Die Eigenschaft (23) des § 6 des 
1-ten Kapitels, die einer schwachkonvergenten Folge zukommt 
(P = P' = 2), gibt 

(41) 

Da die schwache Grenze einer Folge in L2 auch zu L2 gehört, 
zeigt (41), daß wir eine Funktion f(t) in L2 gefunden haben, deren 
Entwicklung die vorgeschriebenen Koeffizienten {ci} aufweist. Das 
ist aber der Inhalt des Riesz-Fischer'schen Satzes. 

Dieser Beweis erlaubt die Funktion f(t) auf dem Umweg 
über die gleichmäßig konvergente Reihe für F(t) wirklich zu be­
stimmen. Aber auch der erste Beweis entbehrt nicht dieses Vor­
zugs. Er stützt sich auf die starke Konvergenz der Folge {sn(t)} 
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folge ist mit der starken Grenze der ganzen holge identisch. 

Die Funktion f(t), deren Existenz der Riosz-Fischer'sche Satz 
verbürgt und die in [381] und [382] eindeutig und übereinstimmend 
berechnet wurde, ist selbstverständlich die einzige Lösung des 
Problems, aus der Entwicklung die Funktion zu bestimmen, wenn 
das System {φ,(t)} vollständig ist. Ist es unvollständig, so gibt es 
nichtverschwindende Funktionen g(t), deren Entwicklung nach {φ i(t)} 
lauter Nullen zu Koeffizienten hat. Dann hat aber f{t)+g(t) 
dieselbe Entwicklung wie f(t) und die Summe f(t)+g(t)—wo 
g{t) alle oben bezeichneten Funktionen durchläuft — liefert auch 
alle Funktionen mit der gegebenen Entwicklung. Unter ihnen 
zeichnet sich das in [381] und [382] gefundene f(t) durch die 
kleinste Norm aus. Ist nämlich g (t) orthogonal zu allen φi(t), 
aber nicht f. ü. Null, so ist 

und auf das Cauchy'sche Postulat, d. h. auf die Eigenschaft von 
L2, die in [131] ausgesprochen und bewiesen wurde. Wegen 

382 

in) 

7 S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 
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und, da f(t) als die schwache Grenze von sn(t) erkannt wurde, 

also 

Wir haben in der Unizität des Riesz-Fischer'schen Problems 
eine Eigenschaft, die mit der Vollständigkeit, also auch mit den 
drei Bedingungen in [373] einzeln äquivalent ist. 

Ein B e i s p i e l . In 

[383] Der Riesz-Fischer''sehe Satz schafft eine eineindeutige Beziehung 
zwischen allen Funktionen aus L? und allen Zahlenfolgen von kon­
vergenter Quadrat summe durch Vermittlung eines ONV. 

Es seien {φ i}, {φi} zwei ONV; man setze 

die Parseval'schen Formeln [371], [372] liefern 

und die Matrix 

erweist sich als zeilenweise normiert-orthogonal; sie ist aber auch 
zeilenweise vollständig: wäre sie es nicht (Df. [324]), und wäre 

so würde nach dem Riesz-
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Fischer'schen Satze eine Funktion φ0(t) vorhanden sein, deren Ent­
wicklung nach dem ONV {φk(t)} {eok} ZU Koeffizienten hätte; die 
Parseval'schen Formeln gäben dann 

(i-=1,2,...), 

(44 

gegen die Voraussetzung der Vollständigkeit von {φi}. Dieselbe 
Überlegung zeigt, daß E auch spaltenweise ein ONV ist. 

Wir können aber die Matrix E als gegeben annehmen; ist 
sie zeilenweise normiert-orthogonal und ist {φk(t)} ein ÖNV, so 
kann jede Zeile als Koeffizientenfolge einer (eindeutig bestimm­
ten) Funktion φi(t) nach {φk(t)) betrachtet werden; die Formeln 
(43) (nach Umstellung der zwei ersten Glieder) beweisen die Or-
thogonalität und Normiertheit von {φi(£)}; ebenso besagen die 
Formeln (44), daß {φi(t)} im Falle der Zeilenvollständigkeit von E 
vollständig ist. Daraus folgt: 

Damit die Matrix // eik // als Koeffizientenschema eines ON {φi} [384] 
nach einem ONV {φk} betrachtet werden könne, ist die Orthogonalität 
und Normiertheit ihrer Zeilen notwendig und hinreichend. Damit 
dann noch {φi(t)} vollständig sei, ist die Zeilenvollständigkeit der 
Matrix notwendig und hinreichend. 

In Verbindung mit dem Riesz Fischer'schen Satz steht die [385] 
Frage, ob die Reihenfolge in einem ONV wesentlich ist. M. a. W.: 
Wenn {φi(t)} ein ONV ist, {φnk(t)} eine Umordnung von {φn(t)}, 

Entwicklungen derselben Funktion 8ind? 
Die bejahende Antwort ist leicht aus den Ausführungen 

[356] abzulesen. Es ist nämlich bloß 
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zu beweisen, denn die beiden starken Limites geben die gesuch­
ten Funktionen. Nun ist aber — für genügend große m — 

wenn i(m) den kleinsten Index bedeutet, für welchen Ci Qi in der 
Differenz nicht aufgehoben wird, denn i(m) wächst mit m unbe­
grenzt. 

[386] Wir haben auch ein Mittel gewonnen, nichttriviale lineare 
Operationen zu definieren; ist {X,} irgend eine beschränkte Zahlen­
folge mit beschränkten Reziproken, sind {Qi,}, {} zwei ONV und 
setzt man 

so hat man eine Operation y =- u(x) definiert, indem man x nach 
{Φ } entwickelt, formell die °-°Reihe bildet, und kraft des Riesz-
Fischer'schen Satzes y bestimmt. Die Linearität ist klar und die 
Parseval'sche Gleichung gibt für y1 = U(x1), y2 — U(x2), |λ i|<)., 

Das wichtigste an dem Riesz-Fischer'schen Satze ist die ein­
eindeutige und stetige, lineare Zuordnung von L2 und P. Diese 
Zuordnung erlaubt Probleme, die man in der Sprache der Funk­
tionen formuliert hat, in solche der Analysis der unendlichvielen 
Variablen zu übersetzen. Hat man ein solches Problem einmal 
in der neuen Gestalt gelöst, so gestattet wieder der Riesz-Fischer'sche 
Satz die Antwort in der Originalsprache auszudrücken. 

§ 9. Unendliche I n t e r v a l l e . 
Mit Ausnahme des Kostitzin'schen Satzes bezog sich alles bisher 

Gesagte auf endliche Intervalle. Unendliche Intervalle (a, + ), 
(— , b) oder (— , + ) können ebenfalls zur Konstruktion von 
ON-Systemen dienen; der Kürze halber betrachten wir bloß (- , + ), 
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wie im endlichen Intervall. Die Hölder'sche und die Minkowski'sche 
Ungleichung gilt auch im unendlichen Intervall und die Definitionen 
der Orthogonalität, der Vollständigkeit und Abgeschlossenheit lassen 
sich infolgedessen ohne weiteres übertragen; dasselbe bezieht sich 
auf die Schmidt'sche Orthogonalisierung. Die Satze des H-ten und 
I I I ten Kapitels bleiben demnach richtig, insbesondere die Bessel'sche 
Ungleichung, die Parseval'sche Gleichung, der Riesz-Fischer'sehe 
Satz und die Äquivalenz der L2-Vollständigkeit und Z2-Abge­
schlossenheit. 

Anders verhält es sich mit den Sätzen von Weierstraß, Lerch 
und Müntz ([122], [357], [358], [361], [362]); wir werden zeigen, daß 
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[392] sie nicht mehr richtig bleiben. Es genügt dazu eine Funktion f{t) 
anzugeben, die zu allen Lp(p > 0) gehört und die Eigenschaft 

aufweist ohne f. ü. Null zu sein. 

ist eine solche Funktion. Es ist nämlich 

da der Exponent — p logt für t -> + 0 gegen + , für t > +  
gegen — strebt. Berechnen wir jetzt 

ches Intervall bedeutet. Infolgedessen ist 



* 

IV. KAPITEL. 

Beispiele. 

§ 1. Legendre'sche Polynome. 
Schreibt man die Laplace'sche partielle Differentialgleichung, 

d. h. die Gleichung des Newton'schen Potentials in Polarkoordinaten  
und setzt für die Lösung die Gestalt an, 

so ergibt sich für eine gewöhnliche Differentialgleichung, die 
nach der Substitution cos die Gestalt 

Diese Differentialgleichung heißt die Legendre'sche. Für 
n = 0,1,2, . . . lassen sich leicht zwei partikuläre Lösungen finden. 
Eine dieser Lösungen, ein Polynom n-ten Grades [4111 

annimmt. m2 ist hier eine Konstante, und zwar . letzter 
Ausdruck muß konstant sein, wenn erfüllen soll. 
Für m — 0 erhält man 

heißt das Legendre'sche Polynom n-ten Grades. Man hat 
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(3) 

Nun hat aber (t2 - 1)n die Stellen t = ± 1 als n fache Null­
stellen, also hat diese Stellen die (n —1)-te Ableitung von (t2 — 1)n 

zu (einfachen) Nullstellen. Setzt man die partielle Integration fort, 
so kommt als Wert des Integrals (3) 

denn n — k — 1 ist 0 (und für n — k — 1 = ö ist das Symbol 

zu streichen). Die Formel (3) gibt unmittelbar 
dtn-k-1 

denn für m < n zerfällt das Integral (4) in Integrale (3) mit kon­
stanten Faktoren. 

Wir haben damit die Orthogonalität der Polynome {Pn(t)} 
bewiesen. Für m = n wird das Integral (4) 

was durch die Ausführung der Differentiation und Vergleichung 
mit (1) bestätigt wird. 

Es ist für natürliche n und k = 0, 1, ..., n — 1 

Das Polynom Pn(t) löst die Differentialgleichung auch für 
komplexe t-Werte. 

Der Sa t z v o n R o d r i g u e s . Es ist 

(2) 

B e w e i s : (2) und partielle Integration liefern 
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als ON in — 1, + 1 erkannt worden, was bereits Legendre 
entdeckt hat. 

Die Legendre'schen Polynome sind abwechselnd gerade und 
ungerade Funktionen, wie aus (1) ersichtlich. Da ihr Grad genau 
ihrem Index gleicht, sind sie linear unabhängig. Schreibt man 

so lassen sich die Koeffizienten c2i2k (k < i) so bestimmen, daß 
die Gleichungen identisch gelten; man erreicht dies, indem man 
die Koeffizienten gleicher t-Potenzen beiderseits vergleicht und 
dann zunächst das der höchsten Potenz entsprechende c berechnet. 
Ebenso verfährt man mit den ungeraden Potenzen. 

Die Berechnung der c läßt sich leicht durchführen und liefert 

(6) 

(n = 0 , 1,2, ...) 

wobei zunächst n-mal partiell integriert, dann 2u für 1 — t 
geschrieben und das so erhaltene Integral wieder durch partielle 
Integration ausgewertet wurde. 

Damit ist das System [412] 

eine Formel, die auch bereits Legendre bekannt war und deren Ablei­
tung bei Hobson nachgelesen werden möge. Insbesondere ist 
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durch Wahl der ck zu minimisieren, die nach [412] eindeutig lösbar 
ist. Schreibt man 

so ist ([262]) 

also 

(8) 

(Die Formeln (1) und (8) erlauben auch die Berechnung der 

[413] V o l l s t ä n d i g k e i t u n d A b g e s c h l o s s e n h e i t . Auf 
Grund von [316] und (7) impliziert die Abgeschlossenheit der 
Polynome in L2 dieselbe Eigenschaft für das System {Pn(t)); daraus 
folgt ihre Vollständigkeit inbezug auf L2 ([354]) und inbezug auf 
L ([358J). 

D i e M e t h o d e d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e . I n den 
Anwendungen der Mathematik kommt es oft vor, daß man eine 
Funktion f(t) möglichst genau durch ein Polynom Wn(t) gegebenen 
Grades n in a, b zu approximieren sucht. Eine lineare Substi­
tution erlaubt —1,+1 statt a,b zu betrachten. Beurteilt man 
die Genauigkeit der Approximation nach der Größe des Integrals 

und beachtet die eben bewiesene Tatsache, 

darstellbar ist, so hat man die Granrsche Aufgabe (vgl. III) , 
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Koeffizienten Ck auf die Berechnung der Momente 

zurückzuführen). (8) ist die Formel zur Bestimmung der Koeffizien­
ten in der Orthogonalentwicklung 

d. h. der Entwicklung in eine Legendre'sehe Reihe. 

Ein B e i s p i e l . Entwickelt man (1 -2th -f h2)-12 nach Poten­
zen von (2t — h)h: 

unter der Voraussetzung 

(9) 

sogar gleichmäßig in t und h. Die Gleichmäßigkeit genügt aber 
(vgl. [251] [252]), um in der Reihe rechterhand die Legendre'sche 
Entwicklung der linkerhand stehenden Funktion zu erkennen. 
Nach (8) folgt daraus 

ist also gleich Pn(t) (vgl. (1)). 
so ist (9) erfüllt, also gilt 

so wird die durch Ausführung der Potenzierung und Auflösung 
der Klammern entstandene Reihe bei jeder Anordnung gegen die 
ursprüngliche Summe konvergieren. Der Koeffizient von hn beträgt 
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Stellen auf dem Kreise |h| = 1; gilt also (10) für kleine h (vgl. (9)), 
so ist sie die Taylorentwicklung und als solche für gültig. 

[414] Jetzt gelangen wir leicht zur R e k u r r e n z r e l a t i o n für 
Legendre'sche Polynome. Schreibt man u(h, t) für  
so wird 

( i i ) 

substituiert man hier für u(h,t) die Reihe (10), so wird der 
Koeffizient von hn-1 links in (11) gleich 

er muß verschwinden, also ist 

(12) 

Kennt man P0 und P1, so kann man leicht alle Pn vermittels (12) 
berechnen. (12) zeigt auch, daß die Nullstellen von Pn-1(t) , 

diejenigen von Pn (t) trennen. 
Die Nullstellen von Pn(t) sind sämtlich reell. Denn (t2 — 1)n 

hat zu je n facher Nullstelle, woraus mit Hilfe von (2) zu 
erkennen ist, daß alle Nullstellen von Pn(t) reell sind und im 
offenen Intervall ( 1, +1) liegen. Wir wollen zeigen, daß sie samtlich 
verschieden sind. 

[415] Die L e g e n d r e ' s c h e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g 

(13) 

k-mal nach t differenziert, gibt 

Wäre nun α eine mehrfache Nullstelle von Pn(t), so hätte man 

(15) 

(13) zeigt, daß dann auch Pn(α) = 0 wäre, (denn 1 — α2 ist nicht 
Null, da die Nullstellen von Pn ins Innere von — 1, + 1 fallen). 
Setzt man in (14) für k die Zahlen 1,2, ...,n — 2 ein, so erhält man 

(16) 
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was im Widerspruch zur Tatsache steht, daß eine von Null 

verschiedene Konstante ist. 
Gauß hat die Nullstellen der Legendre'schen Polynome ver­

wendet, um empirisch gegebene Funktionen zu integrieren. Betrachten 
wir beispielsweise den Verlauf der Temperatur während eines 
Tages. Wie sollen die Momente der Beobachtung gewählt werden, 
damit aus den Messungen die mittlere Tagestemperatur am zweck­
mäßigsten bestimmt werden könne, und welche Formel verbindet 
die mittlere Temperatur mit den beobachteten Daten? Es gab 

Formeln, um das Integral 

/ ( / ) zu berechnen, die n bestimmten t-Stellen in - 1 , + 1 ent­
sprechen, unter der Voraussetzung, daß / ( t ) ein Polynom vom 
Grade • n — 1 ist; diese Formeln sind in y 1 , , . . . , „y n linear mit 
konstanten Koeffizienten A1, A2, ..., A„. Gauß hat aber entdeckt, 
daß die Nullstellen a1 a2, ... , a„ von Pn(t) die Eigenschaft haben, 
daß es n (ein für alle Mal bestimmte) Konstanten Ai gibt 
( i - - 1 , 2, .... n), die das Integral vermittels der Formel 

φ(t) ist das bekannte Lagrange'sche Interpolationspolynom 
höchstens (n — 1)-ten Grades, welches mit f (t) für t = a1 a2, ..., an 

übereinstimmt. Sehreiben wir yi für f(ai) und integrieren, so folgt 

zu berechnen gestatten, sobald der Grad des Polynoms / ( / ) 2n 1 
nicht überschreitet. Somit kann die mittlere Tagestemperatur aus 
drei in geeigneten Zeitpunkten angestellten Beobachtungen be­
rechnet werden, wenn die Temperatur, als Funktion der Zeit, genau 
genug durch ein Polynom fünften Grades dargestellt werden kann. 
(Die Kenntnis dieses Polynoms ist überflüssig). 

Es seien nun at, a2, ..., an die Nullstellen von Pn(t) und 

(17) 
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(18) 

wo die Ai von f(t) unabhängig sind. Die Gleichung 

(19) 

gilt aber, wenn f{t) ein Polynom vom Grade < 2n — 1 ist. Es ist 
dann nämlich f(t) — φ(t) durch ll(t) teilbar; es folgt 

u n d 

Damit (19) bei beliebigen ck gelte, ist die Bedingung 

(20) 

notwendig und hinreichend. Damit ist aber die Richtigkeit von 
(17) (durch Vermittlung von (19) und (18)) erwiesen, denn ll(t) 
ist bis auf einen konstanten Faktor P„(t) und somit (20) mit (3) 
gleichbedeutend. 

Die Formel für φ (t) und (18) liefern für Ai den Wert 

(21) 

Die Zahlen ai, Ai sind für jedes n einzeln zu berechnen: 

In der Aufgabe der Temperaturbestimmung hat die Ablesung 
um 2 h42m, um 12h und um 21h18m zu erfolgen; die mittlere Tempe­
ratur ist 
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§ 2. Tschebyseheffsche Polynome. 
Tschebyscheff hat als erster (1854) die Frage aufgeworfen, 

unter allen Polynomen n-ten Grades mit 1 als höchstem Koeffi­
zienten dasjenige zu finden, welches im Intervall —1,+1 das 
kleinste Maximum des absoluten Betrages aufweist. M. a. W. sind 
die Koeffizienten a1, a2, ..., an aus der Bedingung 

zu bestimmen. Er fand als Lösung die nach ihm benannten Poly­
nome Tn(t): 
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[422] Die Polynome (22) sind eine und zwar die einzige Lösung des 
Tschebyscheff' sehen Problems. Sei nämlich 

und die Differenz Rn(t) = T„(t) - Pn(t) ist abwechselnd > 0, < 0 
in tot1...tn. Nun ist R„(t) von höchstens (n—1)-tem Grade; wäre 

so hätte Rn(t) n Nullstellen, ein Widerspruch. Wäre z.B. Rn(t0) = 0 
und alles sonst wie in (24), so hatte man zwischen ti und ti+1 

(i — 1 , 2,..., n — 1) je eine Nullstelle und in to eine weitere, zusammen 
n Nullstellen. Wäre Rn{tk) = 0 und 

(gerades k), 

(ungerades k), 

so müßte tk eine zweifache Nullstelle sein, oder aber hätte Rn eine 
weitere Nullstelle in ( t k , , t k , 1 ) , Es bleibt wieder die Anzahl der 
Nullstellen wenigstens n. Ebenso zeigt man im Falle 

ergibt wieder in (tk-t„> wenigstens n — k + 1 Nullstellen, also 
so viel, wie im Falle (24) auf dieses Intervall entfällt. Es ist also 
Rn(t) identisch Null. Es folgt daraus, daß die Ungleichung 
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bereits Pn(t) = Tn(t) zur Folge hat. Da aber Tn(t) |< I/2n-1 , so 
folgt, daß ein Polynom Pn(t), welches den Bedingungen von 
Tschebyscheff entspricht, dem Betrage nach 1/2n-1 nicht übertrifft. 
Es ist also [422] bewiesen und zwar in diesem Sinne, daß es genau 
eine Lösung gibt: (22). 

Die Tschebyscheff'schen Polynome bilden kein Orlhogonal-
system. Man hat aber 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 8 
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Wir entwickeln z. B. are cos t in eine Tschebyscheff'sehe Reihe, 
ist (t = cos i) 

Obiges ist so zu verstehen, daß die formelle Entwicklung 

durch beiderseitige Division mit in eine Orthogonalent­

wicklung nach dem System übergeht. Setzt man 

Allgemein: Die Koeffizienten der Entwicklung der Funktion 
φ(t)—f(äre, cos t) nach den Polynomen {Tk(t)} sind bis auf den Fak­
tor 2k-l dieselben wie die Koeffizienten der Fourierentwicklung von 
/( ) nach {cos k }. Ist nämlich (26) die Tschebyscheff'sehe Ent­
wicklung und substituiert man in den Formeln für {ck} t = cos , 
so folgt (k > 1) 

so folgt nach [255] und [423] 
(26) 

E n t w i c k l u n g n a c h T s c h e b y s e h e f f ' s c h e n P o l y ­
n o m e n . Schreiben wir formell 
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Wenn man nun in der Reihe (26) t = cos substituiert und 
von (27) und [421] Gebrauch macht, so entsteht die Reihe 

(27) 

d . i . die Cosinus-Entwicklung von f( ) in 0, . 

Es wird also die Entwicklung von φ (t) nach den Tschebyschcff- [424] 
sehen Polynomen {Tk{t)} Glied für Glied mit der Entwicklung von 
f( )) in eine Cosinus-Reihe identisch, wenn man t durch cos - ersetzt 
und wenn f( ) die Funktion ist, die durch eben diese Substitution 
aus φ(t) entsteht: f( ) = φ (cos ). 

Damit wird aber die Theorie der Tschebyscheffschen Reihen 
im wesentlichen auf die Theorie der Fourier-Reihen zurückgeführt. 

Eine R e k u r r e n z f o r m e l für Tschebyscheff'sche Polynome. 

und der Vergleich der Koeffizienten ergibt 

(28)  

Es ist T0(t) = 1, T1(t) = t und daraus kann man mit Hilfe von 
{28) alle Tn berechnen. 

Die Differentialgleichung für Tn{t) resultiert aus der Diffe­
rentialgleichung für y — cos n . Diese lautet: 
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wo die Striche die Differentiation nach t bedeuten. 

§ 3. Das trigonometrische System. 
Dieses System ist uns bereits bekannt. In < — π , Π > bilden 

die Funktionen 

ein ON-System. Dieses System ist aus akustischen Untersuchungen 
entstanden. Die physikalische These, daß jede Schwingung eine 
Summe von harmonischen Schwingungen vorstellt, würde mathe­
matisch bedeuten, daß eine beliebige Funktion in eine Fourierreihe 
entwickelbar ist. Eine Fourierreihe heißt die Entwicklung 

(also eine Orthogonalentwicklung in Sinne von [255]). 
Schreibt man 

so kommt 
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Für die Fourier'schen Reihen folgt daraus 

benutzt. Summiert man abermals, so kommt 

integrierbar, wenn man die ursprünglich in . — π, + π definierte 
meßbare Funktion f(u) periodisch darüber hinaus fortsetzt, so ist 
die Fourierentwicklung von f(u) in u = u() gegen / (u 0 ) konvergent. 

D i e F e j e r ' s c h e M e t h o d e . Wir haben die Formel 

Die letzte Formel ist der Ausgangspunkt der Theorie der 
Fourierreihen. Es folgt aus ihr insbesondere: 

[4311 

(f(t) wird als periodisch vorausgesetzt). 
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Bezeichnet man den Integranden mit Φ(t,u), so soll für 0<eπ 
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Ist also u1 die untere, u2 die obere Grenze von f(t)—f(u) 
in <.t—e, t + s >, so sind l im inf und lim sup von f(/) — on(t) für 
n > wegen (29), (30), (31) und (32) zwischen eben diesen Gren­
zen gelegen. Da f(t) — on(t) von e frei ist, u1(e) und u2(e) aber 
mit e beliebig klein werden, so folgt 

(33) 

D i e V o l l s t ä n d i g k e i t u n d A b g e s c h l o s s e n h e i t des [433 
t r i g o n o m e t r i s c h e n S y s t e m s . Der Fejer'sche Satz hat die 
Abgeschlossenheit des trigonometrischen Systems inbezug auf CP 
d. h. auf den Raum der in — π, π stetigperiodischen Funktionen 
zur Folge. Diese Funktionen sind aber überalldicht in ZA Dazu 
genügt es zu zeigen, daß sie in C im Sinne der L2-Norm überall-

Damit ist aber auch die Vollständigkeit inbezug auf L2 bewie­
sen worden. In [234J haben wir gesehen, daß das trigonometrische 
System inbezug auf L ebenfalls vollständig ist. (Daraus kann wieder 
die Vollständigkeit inbezug auf L2 die L2- und L-Abgeschlossenheit 
nach den Sätzen des III-ten Kapitels (§ 5 u. 7) abgeleitet werden). 

Näheres über das trigonometrische System findet man in dem 
Zygmund'schen Buche (Bd.V dieser Sammlung). 

[432 
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(wo Z die acht Haar'schen Funktionen durchläuft) in den offenen 
Intervallen (k—1/8, k/8) (k = 1, 2, ..., 8) konstant und gleich dk 

(k=1 , 2, ..., 8) sei. Diese Aufgabe führt auf das Gleichungssystem 
(Punkte bedeuten Nullen): 

(35) 

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, die vierte 
von der dritten, die sechste von der fünften und die achte von 
der siebenten, so bekommt man Setzt man die gefunde­
nen Werte ein und subtrahiert die dritte Gleichung von der zweiten 
und die siebente von der sechsten, so erhält man c3 und c4; dann 

§ 4. Das Haar'sche System. 
In seiner Doktordissertation (1910) hatte sich Alfred Haar zur 

Aufgabe gestellt, ein Orthogonalsystem zu konstruieren, welches 
für eine beliebige stetige Funktion eine konvergente Entwicklung 
liefert. Seit Du Bois-Reymond (1876) weiß man, daß diese Ei­
genschaft dem trigonometrischen System nicht zukommt; sie fehlt 
auch bei den aus der mathematischen Physik bekannten Syste­
men. Das (bereits in [226J beschriebene) Haar'sche System ist ein 
ONV, wie wir schon wissen. Wir werden zeigen. daß die Entwicklung 
einer stetigen Funktion nach dem System [226] gleichmäßig gegen 
diese Funktion konvergiert. 
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liefert die vierte und fünfte Gleichung c1 und c2. Hätten wir, anstatt 
acht, 2P Zahlen di, so könnten wir ebenso 2P Koeffizienten ci eindeutig 

bestimmen derart, daß die Summe in jedem der 2P gleichen 

Teilintervalle einen konstanten Wert dk annähme. 
Ist n keine Potenz 2p, so lassen sich die betreffenden Gleichungen 

ebenso auflösen; die Konstanzintervalle sind nicht mehr alle gleich. 
Nimmt man z.B. zu der Summe (34) ein neuntes Glied c9,Z(t) 
hinzu, so wi rd das erste Intervall (ö, 1/8) in zwei gespaltet, wo 
Z(t) abwechselnd positiv und negativ ist; die erste Gleichung (35) 
muß durch zwei ersetzt werden mit d1, d9 als rechten Seiten und 
mit der neuen Unbekannten c9, die durch Subtraktion der zwei 
Gleichungen berechnet werden kann. Setzt man dann für f., den 
berechneten Wert ein und bringt es auf die rechte Seite, so erhält 
man zweimal dieselbe Gleichung mit d als rechter Seite. Man hat 
dann also wieder ein System von 8 Gleichungen, genau wie (35). 

Es sei nun f(t) in 0,1 stetig und s„(t) die n te Partial-
summe ihrer Entwicklung, {c,} die Koeffizienten folge. Da s„(t) 
in den n Teilintervallen konstant ist, und — wie wir wissen --
die Gram'sche Minimunieigenschaft besitzt, so muß s„(t) in Jedem 
Teilintervall 7} gleich sein (j -- 1, 2, ..., ri), wo ein Punkt 
des (abgeschlossenen) Teilintervalls 7} ist. Sonst könnten wir 
nämlich — nach der eben gelösten Aufgabe — die ci so abändern, 
daß das neue sn{t) in dem Teilintervall 7} den Wert an­
nähme, ohne von sn(t) in anderen Teilintervallen abzuweichen; war 
also früher sn(t) in 7} größer (kleiner) als / ( t ) , so wird jetzt das 

gegen die Minimumeigenschaft des ursprünglichen sn(t) verstößt. 
Daraus folgt aber, daß das Maximum von in 0, 1 
die Oszillation von f(t) in den Teilintervallen 7} nicht übertrifft. 
Wir haben zwar die Unstetigkeitsstellen von s„(t) nicht beachtet, 
da aber der Wert von sn(t) an einer solchen Stelle zwischen 
den beiderseitigen Grenzwerten liegt, so wird durch Zulassung 
dieser Stellen das Maximum von nicht vergrößert. 
Damit ist die Beziehung 

(36)  

gleichmäßig in 0, 1 für die Haar'sche Entwicklung der stetigen 
Funktion f(t) bewiesen. 

[441 
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Es sei jetzt f{t) e L. Die Partialsummen sn(t) sind — wie 

früher — Treppenfunktionen, d.h. konstant in gewissen Teilinter­

vallen { 7 } . Die Koeffizienten hängen nur von 

den Mittelwerten der Funktion f(t) in den beiden Intervallen, wo 
7.(0 von Null verschieden ist, ab. Ersetzt man also f(t) durch eine 
Treppenfunktion /*(t), die in jedem der Teilintervalle T, die zur 
Definition der n ersten Haar'schen Funktionen nötig waren, gleich 
dem Mittelwert von f(t) über das entsprechende T ist, so wird 
f*(t) dieselbe Partialsumme s„(t) liefern. Wir haben aber bereits 
gesehen (für den Fall f ε L2 — und f* gehört ja zu Z.2!), daß sn(t) 
(n — 2P) diejenige Treppen-Funktion ist, welche das Gram'sche 
Minimum unter allen zum betrachteten Intervallsystem gehörigen 
Treppenfunktionen liefert. Offenbar ist aber f*(t) selbst eine 
solche und also ist Es ist daher im 
Innern eines jeden Intervalls sn(t) gleich dem Mittelwert von f(t). 
Es gilt also (von den dyadisch-endliehen t0 abgesehen) (36) an jeder 
Stelle t - ta, wo das unbestimmte Integral von f(t) zur Ableitung 
f(t()) hat, dies ist aber fast überall der Fall. Damit haben wir 

[442] gezeigt, daß die Haar'sehe Entwicklung einer integrierbaren Funktion 
f.u. gegen diese konvergiert. 

Damit ist aber die Vollständigkeit inbezug auf L gesichert. 
Denn ist f(t) zu sämtlichen y(t) orthogonal, so ist sn(t) = 0 und 
daraus folgt f(t) = 0 f. ü. 

Teilt man das Intervall 0,1 nach einem anderen (als dem 
dyadischen) Prinzip ein, sogar ohne die Gleichheit der Teilintervalle 
zu verlangen, jedoch so, daß die Teilpunkte überalldicht zu liegen 
kommen, so erhält man analoge Systeme, welche die Konvergenz-
und Vollständigkeitseigenschaften des Haar'schen Systems besitzen. 

[443] Das F r a n k l i n ' s c h e S y s t e m . Die Haar'schen Funktionen 
sind unstetig; die Frage, ob ein Orthogonalsystem vorhanden ist, 
welches aus lauter stetigen Funktionen besteht und einer jeden 
stetigen Funktion eine gleichmäßig konvergente Entwicklung (mit 
der entwickelten Funktion als Summe) zuordnet, hat Ph. Franklin 
gelöst. Wir gelangen zu seinem Ergebnis auf einem unbeträchtlich 
abweichenden Wege. 

Es sei {φr,(t)} das Schauder'sche System [242]; es besteht 
aus lauter stetigen, in a,b erklärten Funktionen und ist inbezug 



das obere oder das untere Vorzeichen. Da | / — g l — ε negativ 
sein kann, dann aber absolut kleiner als e ist, so folgt aus (88) 

[442] [443] Das Haar'sche System. 1 2 3 

auf C abgeschlossen ([243]). {φ„} sei das durch Orthogonalisierung 
von {φn} gewonnene System; wir werden zeigen, daß {φn} die ver­
langte Eigenschaft besitzt. 

Es sei g(t) eine beliebige lineare Verbindung der n ersten φ; 
g(t) ist gleichzeitig eine lineare Verbindung der n ersten φ, es ist 
also eine stetige Funktion, deren Bild ein Polygonzug ist, mit n 
Ecken, die den Stellen t = w1 — a, w2 = b, w3 w4 ent­
sprechen. Durch entsprechende Wahl der Koeffizienten kann man 
jeden solchen Polygonzug darstellen, d.h. die Ordinaten an den 
n Stellen {wi} können beliebig vorgeschrieben werden (vgl. [243|); 
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wo d3, d4 die Länge des ersten, bzw. letzten der in Frage kommenden 
Teilintervalle bezeichnet; an ist aber eine lineare Verbindung von 

i (Beweis von [243]), also von φ1(t) φ2(t), •••, φn(t) 

(nach [313]); [263] gibt also 

wo d1, d2 die Längen der in Wj angrenzenden Teilintervalle bedeuten. 
Andererseits ist 
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was mit (42) und (43) zu 

führt, wo p eine n-freie Zahl ist, die alle Längenverhältnisse der 
durch ) erklärten Teilini ervalle übertrifft; nach der 
Bemerkung auf S. 51 braucht das Schauder'sche System nicht 
alle [ zu enthalten, wenn nur die benutzten w überalldicht in 

a, b zu liegen kommen; dies zeigt die Existenz von p und 
man erhält 

was den Beweis abschließt. 

§ 5. Das Rademacher'sche System. 
Dieses (bereits in [225) angegebene) System ist unvollständig 

(vgl. [236]). Es gehört zur wichtigen Klasse der sog. lakunären 
Systeme, welche in Kapitel VII besprochen werden. Es besitzt 
eine interessante Eigenschaft: 

die Rademacher'sehen Funktionen, so ist 

mit Ausnahme des Falles, wo der Integrand aus einer geraden An-
zahl von Faktoren mit 

besteht; dann ist das Integral gleich Eins. 

Der Ausnahmsfall ist leicht zu erledigen, denn es sind dann  
sämtlich f. ü. gleich 1. Sonst kann man alle 

Paare mit gleichen Indizes streichen, denn sie liefern den Fak­
tor 1 f. ü., und es bleiben unter dem Integralzeichen Funktionen 
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T452] 

fast überall konvergent in .0, 1 (Rademacher). 

(Kolmogoroff). 

B e w e i s von [452]: Sind sn{t) die Parlialsummen von (44) und 
f(t) die nach dem Riesz-Fischer'schen Satze |356J in L2 vorhan-

[453] 

Ist ( αk,ßk) ein Konstanzintervall für rk(t), also auch für sk(t), 
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also ist letzter Limes f. ü. in 0 < to < 1 vorhanden, w. z. b. w. 

Ein anderer Beweis stützt sich auf die Identität 

wo {Z} das in [226] definierte Haar'sche System ist. Setzt man 

und rechts steht — laut [356) — die Entwicklung einer Funktion 
aus L'2 nach {Z}, wenn wir von den Klammern absehen; da die letzteren 
die Konvergenz nicht stören, ist nach [442] die Reihe rechts, also 
auch (44) f. ü. konvergent. 

B e w e i s von [453]: Wir gehen indirekt vor und setzen voraus, 
(44) wäre in einer t-Menge von positivem Maße konvergent. Dann 
ist diese Reihe in einer Menge E mit \E\>0 gleichmäßig kon­
vergent. Es gibt also ein M mit 

für alle natürlichen n,p. Dies ergibt 

oder 

Nun ist aber {rk(t)} ein multiplikatives System, d. h. ein System [454] 
von der Eigenschaft [451]; infolgedessen ist das System {ri(t) rh{t)} 
aller Produkte (i < k) orthogonal und normiert. Die Bessel'sche 
Ungleichung [264] liefert also für n> N{E) 
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erzielen mit der Bestimmung des Maßes der durch die Ungleichung 

definierten t-Menge identisch. 
Wi l l man unendlichlange Partien behandeln, so genügt es das 

Postulat über die Addition der Wahrscheinlichkeiten auf unendliche 
Summen auszudehnen und ein geeignetes „Vollständigkeitspostulat" 
hinzuzufügen. Da die Lebesgue'sche Maßtheorie analoge Postulate 
erfüllt, wird der Parallelismus zwischen den Rademarher'schen 
Funktionen und der Theorie des Kopf-Wappen-Spiels erhalten 
bleiben. So ist z.B. der Cantelli'sche Salz, daß der mittlere Gewinn 
(Einsatz =1) mit der Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0 strebt, mit der 
Behauptung 

gleichwertig. 
In obiger Deutung nehmen andererseits die Sätze [452] und 

[453] folgende Gestalt an: 

nacheinander mit gleicher Wahrscheinlichkeit für + und — gelost, 
so ist die Wahrscheinlichkeit eine konvergente Reihe zu erhalten 

Unsere Deutung des Cantelli'schen Satzes ist nichts anderes 
als der ßorersche Satz über die Verteilung der Nullen und Einsen 
in dyadischen Entwicklungen reeller Zahlen. Dieser Satz besagt, 
daß —mit Ausnahme einer /Menge vom Maße Null — alle Zahlen  

die gleiche Frequenz von Nullen und Einsen aufweisen, 
d.h. daß das Verhältnis der Anzahl der Nullen zu der Anzahl der 
Einsen an den n ersten Stellen mit n gegen 1 strebt, was mit 
(47) übereinstimmt. Alle drei Sätze: ßorel's, Cantelli's und (47) sind 
ohne Rechnung miteinander äquivalent, so daß ein aufmerksamer 
Leser des Borel'schen Satzes den (viel später bewiesenen) Cantelli'­
schen Satz hätte finden können. Dagegen ist der Bernoullfsche 
Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung schwächer als (47). Inter­
pretiert man ihn als eine Eigenschaft des Systems {rk(t)}, so lie­
fert er nicht (47), sondern bloß 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 9 
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wo „ l i m as" den in [162] definierten asymptotischen Grenzwert 
bedeutet. 

Spätere Verschärfungen des Satzes (47) (Khintchin, 1924) 
lassen sich ebenfalls als Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, also 
als Verlängerung der Linie Bernoulli-Cantelli deuten. 

Die probabilistische Deutung des Systems {rk(t)} erlaubt ei­
nige Eigenschaften dieses Systems vorauszusehen. Da man zum 
Kopf-Wappen-Spiel an Stelle der n ersten ebensogut irgendwelche 
n verschiedene Funktionen rPi(t),..., rPtl(t) heranziehen kann, ist das 
Rademacher-Kolmogoroff'sche Resultat [452] [453] auf 

auszudehnen: Diese Reihe ist auch f. ü. konvergent bzw. diver-

Wir gewinnen auch das Resultat, daß das Integral 

f. ü. absolut divergent, doch bei jeder Anordnung f. ü. konvergent. 

D i e K h i n t c h i n ' s c h e U n g l e i c h u n g . Für spätere 
Verwendung brauchen wi r eine Ungleichung, die vom Rademacher'-
schen System erfüllt wird: 
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[456] 

B e w e i s : Sei zunächst p = 2/, i natürlich. Dann ist 

wobei die Summe über alle ganzen positiven Zahlen n1, n2,,, ..., nj, 

wo ß1, ß2, ... , ßj ganze positive Zahlen mit der Summe i bedeuten. 
Nun ist aber 

also 

Die Konstante c ist das Maximum von 



132 IV. Kapitel. Beispiele. 

Wenn man jede Zeile des Vorzeichenschemas zweimal schreibt, 
so erhält man 4 Zeilen; wenn man jede dieser Zeilen zu 4 Ele­
menten ergänzt, indem man sie einmal durch gleiche und ein 
zweites Mal durch entgegengesetzte Vorzeichen ergänzt, so entsteht 

[461J verbanden, wie bereits bemerkt wurde. Ein anderes System er­
hält man aus {Z}, indem man setzt: 

was mit der Behauptung äquivalent ist. 

§ 6. Das Walsh'sche System. 
Die Rademacher'schen Funktionen sind mit den Haar'schen 

durch die Beziehung 

mit i = 2; beide liefern 

dies folgt aus der Hölder'schen Ungleichung (p = 3/2, p' = 3) 

und aus der unter [456] für ganze i mitbewiesenen Ungleichung 

f. ü. gleich der gewöhnlichen Summe der Reihe. 

[457] Für p = 1 hat man 
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Dieses neue Schema soll als Vorzeichenregel in den Formeln 

( i=1,2,3,4) 

zur Definition der 4 Funktionen dienen. 
Analog werden alle durch ausgedrückt. Das Koef­

fizientenschema ist eine symmetrische, orthogonale und normierte 
Matrix. Infolgedessen dient dieselbe Matrix, um die durch die 

auszudrücken. Nun war aber {Z} ein orthogonales, normiertes 
und (inbezug auf L2 und L) vollständiges System, es hat also {φ} [462] 
dieselben Eigenschaften. 

(49) 

Drückt man in der ersten Summe φ durch Z aus, so kommt 
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Wir hatten aber also ist (49) für n = 0, n = 1 
richtig, was mit (50) die Gültigkeit von (49) für alle n bewirkt. 

Das Interessante an dem System \ ist, daß es eine natür­
liche Vervollständigung des Rademacher'sehen Systems leistet, 
denn ein Teil von und z w a r , ist mit  
identisch, wie die Anfangsformel dieses § lehrt. 

§ 7. Das System  
Probabilistische Probleme, wie die in [455] erwähnten, lassen 

folgende Frage als natürlich erscheinen: 
Reelle Zahlen seien gegeben; sie seien die Längen der 

ebenen Vektoren 

deren Argumente %n aus () 2 gelost werden. Welches ist die 

Sind alle Teile von 0,2π gleich wahrscheinlich und setzt 
man , so kann man — im Sinne von [455] — die Fra­
ge auf die folgende zurückführen: Man bestimme das Maß der 
Konvergenzpunktmenge von 

wo den Funktionen folgende Eigenschaften zukommen sollen: 
1° Jedes ist in 0, 1 erklärt und nimmt daselbst 

Werte aus 0,1 an, und zwar so, daß jede meßbare Menge 
aus 0, 1 einer maßgleichen /-Menge des Intervalls  
entspricht; 

2° Die Funktionen sind voneinander im probabilistischen 
Sinne unabhängig, d. h. ist G1 eine durch i 
erklärte t-Menge, G2 eine durch  
klarte /Menge, wo F1, F2 beliebige meßbare Funktionen und F1T2 

beliebige meßbare Mengen, aber sämtliche Indizes von 
sämtlichen verschieden sind, so ist  

Um solche Funktionen zu erhalten, spalten wir die natürliche 
Zahlenfolge in unendlichviele Teilfolgen, z. B: 
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Ist nun . . . . die dyadische unendliche Entwicklung der 
Zahl t, so sei 

Hier sind die Indizes der In(t) definierenden dyadischen Entwick­
lung der n-ten Zeile des Schemas entnommen. Auf diese Weise 
haben wir eine Abbildung der Strecke auf den 
„Würfel" definiert; sieht man von den 
dyadisch-endlichen t und I ab, so ist diese Abbildung eineindeutig. 

Beweisen wir 1° für I1(t). Es sei die ersten 
q Ziffern sind damit fixiert (und umgekehrt entsprich 
diesen Ziffern das Innere oder ein Endpunkt dieses Intervalls); 
die entsprechenden t sind also Dualbrüche der Form 

die leeren Stellen sind beliebig mit 0 oder 1 zu besetzen (aber nicht 
alle mit 0). Die auf diese Weise entstandene t Menge besteht aus  

gleichen Intervallen mit 1 2q als Gesamtlänge. Das In­
tervall für hatte aber dieselbe Länge. 1° ist also im Falle einer 
aus Intervallen bestehenden oder einer Nullmenge für bewie­
sen. Daraus folgt 1° für alle meßbaren Mengen und ähnlich 

erklärt ist, d. h. es ist die Menge der Dualbrüche t, in welchen 
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gewisse q + s Stellen f i x i e r t w u r d e n ; w i r haben aber gesehen, 
daß das Maß einer so lchen Menge beträgt , d. h. g le ich 

ist . Der allgemeine F a l l läßt sich auf den Spez ia l fa l l 
reduzieren, indem man zunächst bemerkt , daß „Quader" des Rau­
mes < auf t-Mengen abgebildet werden , deren Maß gleich 
dem K a n t e n p r o d u k t ist; das P roduk t zweier Quader in 
und in ist e in Quader in 
und die Kan ten des neuen Quaders l iegen auf den Kanten beider 
Komponenten . D a m i t ist 2° für Quader bewiesen. S ind nun F1 , F1 

meßbar, so def in ier t in Räume eine Menge, 
die man mi t Quadern auf Lebesgue'sche A r t ausmißt, was schließ­
l i c h 2° ergibt . 

Jetzt führen w i r (vg l . (51)) 

also k o m p l e x w e r t i g e Funk t ionen der reel len Var i abe in t e in. 
[471] Dieses System ist orthogonal, normiert und multiplikativ (der Inha l t 

dieser Aussage erhe l l t aus der Behauptung [474]). Unser Beweis 
dafür erfordert folgendes L e m m a : 

(n), 

Dieses Lemma haben w i r aber bereits bei dem Beweise v o n (51) 
2° mitbewiesen; dabei sind als „ T e i l e " des Würfe ls bel iebige 
meßbare Mengen zu betrachten und „ V o l u m e n " als n-dimensic-
nales Maß zu verstehen. 

[473] Eine unmi t t e lba re Konsequenz v o n [472] ist die ,,Gleichheit 
des Raum- und Zeit mittels" für eine beliebige integrierbare Funktion 
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das einfache aber gleich dem Maße des t-Bildes von M, also — 
nach [472] — auch gleich Die Erweiterung auf alle F bietet 
keine Schwierigkeiten. (Hilbert benutzt die Formel (52) als Po­
stulat für die Phasenbahn, um die kinetische Theorie der Materie 
ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begründen). 

Diese — an sich interessanten — Hilfsmittel haben uns vom 
Beweise von [471] abgelenkt. Wir haben zu zeigen, daß das [474] 
Integral 

also ist das Integral (53) nach (52) gleich 

d.h. gleich 1, wenn sich alle Variablen im Exponenten aufheben, 
sonst 0. 

Dieser Satz entscheidet die am Anfang dieses § gestellte Fra­
ge. Sein zweiter Teil läßt sich genau so beweisen, wie [453], 
denn die in [451] formulierte Eigenschaft des Rademacher'schen 
Systems kommt — als Eigenschaft des Integrals (53) — dem System  

zu. Für den ersten Teil sei f (t) die nach dem Riesz-
Fischer'schen Satze existierende starke Grenze der Partialsummen 
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Eine Umordnung der beeinträchtigt den Satz [475] nicht; 
man kann auch unendlichviele fortlassen, wenn man nur 
unendlichviele beibehält. Eine Umordnung der Reihe (51) ändert 

ihr Konvergenzverhalten nur in einer Nullmenge; ist  

Damit haben wir aber die Beziehung 
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nicht. Sämtliche Resultate gelten auch für komplexe cn. 
Das System ist unvollständig; z.B. ist die Funktion 

' zu sämtlichen Funktionen des Systems orthogonal, wie 
aus [474] zu entnehmen ist. Eine natürliche Vervollständigung, wie 
im Falle des Rademacher'schen Systems, hat B. Jessen angegeben. 

§ 8. Unendliches I n t e r v a l l . 
Viele Eigenschaften der Orthogonalsysteme sind ohne weite­

res im unendlichen Intervall zu erklären. So ist z B. das System  
inbezug auf L vollständig. Es sei nämlich 

es folgt 

also, nach [358], / ( - l o g / / ) - 0 f. ü. in 0,1 d.h. f(t) 0 f. ü. 
in Diese Überlegung ist gültig, wenn f(—log u)/u in 

/ Pn(t) e t tk dt = 0 (k = 0 , 1 , . . . , n - 1) 

so beeinflußen obige Änderungen den Wert von 

0, 1 zu L gehört. Wenn wir aber die Existenz von 

voraussetzen (was wir getan haben), so ist 

das Behauptete folgt. 
Es gibt auch Systeme, die in vollständig sind. 
Die Orthogonalisierung bietet keine Schwierigkeiten, wenn 

die Funktionen in " gehören. 
Ein klassisches Beispiel sind die L a g u e r r e ' s c h e n P o l y - [481] 

n o m e . Sie entstehen, wenn man Polynome Pn(t) n-ten Grades 
von der Eigenschaft 



140 IV. Kapitel. Beispiele. 

sucht. Systematisch geht man so vor, daß man (t, u) = e i-u/(l—u) 
nach Potenzen von u entwickelt; zunächst ist 

(55) 
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und man hat zunächst für k < n 

zu zeigen. Das Integral ist aber gleich 

Nicht die n(t), sondern die werden Laguerre'sche Po-
lynome genannt, Die Funktion erfüllt die partielle Dif= 
ferentialgleichung 

was durch Koeffizientenvergleichung zu 
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Das System {Ln(t)} (n = 0,1,...) ist in jedem endlichen Inter­
vall abgeschlossen und vollständig inbezug auf L2 (und L). Denn es 
ist Ln(t) genau n-ten Grades und die Potenzen t0,t1,t2, ...,tn lassen 
sich durch L,(), Li, ..., Ln linear ausdrücken. 



[483] [484] Unendliches In te rva l l . 143 

und der Konvergenzradius ist mindestens 

und bezeichnet mit ffn)(t) die tf-te Ableitung von 'f(n)(0> so kommt 

heißen die Hermite* sehen. Sie erfüllen die Sturm-Liouville'sehe 
Differentialgleichung 



die formelle Entwicklung von f(t) nach wenn die Integrale 
existieren. Im Kapitel VI I I wird die Vollständigkeit des Systems  

bewiesen werden. In den „Frekvensflader og Korrelation" sind 
die sechs ersten in Schritten von 0.01 zehnstellig bis t = 400 
von Jörgensen tabuliert worden. 

Folgende Umstände haben die Verbreitung der Hermite'schen 
Polynome in der Statistik begünstigt: 

1° Das Intervall ist überall dort, wo von vorn­
herein alle Werte möglich sind, der natürliche Variabilitätsbereich. 

2° Die Funktion ist mit der Gauß'schen Ver­
teilungsfunktion identisch; demzufolge liefert bereits das erste 
Glied der Reihe (59) eine gute Annäherung in zahlreichen Fällen 
einer nahezu normalen Verteilung eines Merkmals. 

3° Die Berechnung der Koeffizienten ck führt auf die Ermittlung 

der Momente der Funktion die dazu 

nötigen Rechenschemata und Tafeln sind seit langer Zeit vorhanden. 
4° Man kennt kein rechnerisch einfacheres Orthogonal­

system für das unendliche Intervall. 
Eine rein theoretische Begründung der Anwendbarkeit der 

Hermite'schen Polynome in der Statistik gibt es unseres Wissens 
nicht. 
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Der Nutzen einer Entwicklung beruht darauf, daß eine lange 
Zahlenreihe im Wesentlichen durch einige charakteristische 
Zahlen (etwa ) ersetzt wird; anstatt einer unübersichtli­
chen Funktionstafel erhält man einen geschlossenen Ausdruck (bis 
auf den Faktor ein Polynom), was die Lösung aller ein­
schlägigen Aufgaben erleichtert. 

§ 9. Vol lständige Systeme. 
Um vollständige Orthogonalsysteme zu bilden, genügt es voll­

ständige Systeme zu finden, die man dann orthogonalisiert. Man 
kann nun aber leicht vollständige Systeme erhalten, wenn man 
einen Gedanken von O. Szäsz verallgemeinert; es zeigt sich, daß 
die meisten analytischen Funktionen zu solchen Systemen Anlaß 
geben. 

Sei F(z) eine analytische Funktion der komplexen Variablen 
z, regulär in einem Gebiete, welches das Stück 0, r ( r > ö ) der 
reellen Achse enthält. Es soll ferner F{z) auf diesem Stück reelle 
Werte annehmen und die Potenzreihe 

(60) 

soll so häufig von Null verschiedene Koeffizienten auf­

weisen, daß die Reihe divergiere. 

Es sei eine reelle Zahlenfolge mit [491]  

s sei endlich und von allen sy verschieden, b eine positive Zahl mit  
, Unter diesen Voraussetzungen ist das System 

(für ein geeignetes N) im Intervall erklärt und daselbst 
inbezug auf L vollständig. 

B e w e i s : sei der Konvergenzradius von (60) und  
Die Entwicklung 

gilt bei festem s in integrierbar, so ist 

(61)  

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 10 
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mit 

(62)  

jedenfalls im Kreise sb < p eine gültige Darstellung. Nun ist 
aber G(s) — wie aus der Integraldarstellung (61) ersichtlich — für 
reelle S von 0 bis einschließlich regulär, wegen , r. 
Infolgedessen gehört sv für v > N zu dem umfassenden 
Regularitätsgebiet von G(s) und G(sv) ist für diese sv erklärt; dabei 
sei N so bestimmt, daß bsY für v> > N ein regulärer Punkt von 
F(z) sei; es ist also für v > N in 0, b bestimmt (und ana­
lytisch-regulär). Sei nun 

G (sV) = 0 (v > N), 

Wegen folgt daraus G (s) = 0 in 0, also 

akbk = 0 (k) 
und — wegen a„. 0 — 

(62) und der Müntz-Lerch'sche Satz [363] geben (unter Beachtung 

der Voraussetzung f(t) — () f. ü. in 0, b . Die Formel 

G(sv) = 0 bedeutet aber nichts anderes als also 

hat letzte Gleichung (für alle v > N ) f(t) = 0 f. ü. zur Folge, w.z.b. w. 

Die Bedingung ist wesentlich, denn sonst existiert 

nach [361 ] in L2 (sogar in C) einf(t) nicht f .ü. = 0 , für welches alle bn. 

in (62) verschwinden. Giß) ist dann identisch Null, also  

für alle v > N, d.h. f(t) ist zu allen φv(t) orthogonal. 
Man verifiziert sofort, daß ein beliebiges unendliches Teilsystem 

von {φ,,(t)} alle Voraussetzungen von [491] erfüllt. Infolgedessen 
ist es vollständig. M.a.W.: {φv(t)} ist ein dicht-vollständiges System 
nach der Definition [247]. (Es ist also auch — inbezug auf L2 — 
dicht-abgeschlossen). 

Das Szäsz'sche Beispiel für ist 

(63)  
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alle Potenzen liefert und u° auch (durch 1) approxi­
mierbar ist, so sind nach [122] alle stetigen Funktionen gleichmäßig 
approximierbar, w. z. b. w. 

Der F a l l Bis jetzt konnten wir die Frage, ob z.B. 
in vollständig sei, nicht beantworten. Die (posi­

tive) Lösung ist erst im folgenden S a t z enthalten: 

so ist bilden einen Teil der Null­
stellenfolge von G(s). Nach (65) ist aber G (s) höchstens von der 
Ordnung p, also ist nach einem bekannten Satze — ein 
konvergenzerzeugender Exponent für die reziproken Beträge der 
Nullstellen von G(s), wenn G(s) nicht identisch verschwindet. Dies 
verstößt aber gegen (64). Somit ist und der Beweis endet 
genau so, wie derjenige von [491]. (Im Falle ist 



V. KAPITEL. 

Konvergenz und Summierbarkeit. 

Die Untersuchungen dieses Kapitels gelten für Z,2, wo nicht 
ausdrücklich andere Räume genannt werden. 

§ 1. Konvergenz der Orthogonalre ihen. 
Es ist leicht eine durchweg divergente Orthogonalreihe an­

alle mit π inkommensurablen t, also f. ü. divergent. Dies ist kein 
Ausnahmsfall, denn es gilt der 

[511] 

dürfen wir annehmen, daß dies gleichmäßig gilt. Daraus folgt 

da aber 
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Untersuchen wir jetzt, ob es für jedes ON divergente Reihen 
[512] mit l im . gibt. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daß unter 

den Voraussetzungen von [511] in einer positiven Menge diver­

giert. Sonst wäre nämlich f. ü., also 

gegen die N-Eigenschaft. Desgleichen: 

[513]  

Es sei nämlich E die Konvergenzmenge der obigen Reihe,  

Ferner sei  

und g(t) die charakteristische Funktion von G. Die Bessel'sche 

Ungleichung [264] liefert für die Entwicklung  

und die Schwarz'sche Ungleichung gibt für t E F 

(1)  

Die Vollständigkeit hat  

also auch lim sn{t) = g(t) f. ü. in G zur Folge, denn es existiert 

dieser Limes nach (1) Es ist daher  

ein maßgleicher Teil von G ist; dies ist aber ein 
Widerspruch mit (1). 

[514] Ist ein ONV, bzw. ein System wie in [511], so gibt es 
eine Folge mit lim an = 0 und mit 
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diese Reihe in a, b.--, von einer Menge M mit beliebig kleinem 
Maße abgesehen, gleichmäßig divergent, d. h., es ist 
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B e w e i s : sei die in (2) (erste Lesart) vorkommende 
Folge; es sei Wäre für eine jede Wahl 
der linksseitige Ausdruck (3) in einer positiven t-Menge A4 endlich, 
so hätte man 

in einer positiven Menge absolut konvergieren, so muß lim inf |an| =0 

sein. 
[516] Mehr kann man nur für spezielle Systeme aussagen. Folgt 

aus der Konvergenz von (5) in einer positiven Menge  

so sagen wir, habe die Eigenschaft C. Soll die Konvergenz 
f. ü. vorausgesetzt werden, folgern zu dürfen, so 

heißt diese Eigenschaft c. Folgt aus der absoluten Konvergenz 
von (5) in einer positiven bzw. in einer mit maßgleichen 

Menge so sagt man, habe die Eigenschaft D, 

beziehungsweise d. 
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[518] F o l g e r u n g : C und D sind äquivalent. Für das trigonometri­
sche System hat C bereits Cantor erkannt; D ist erst von Denjoy 
und Lusin bewiesen worden. 

[519] Analog verläuft der Beweis des Satzes: Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung für die Eigenschaft c (oder d) ist das Vor-

B e m e r k u n g . Nach [511] ist c für beschränkte ON erfüllt, 
es kommt also, nach [519], solchen Systemen auch d zu. Die 

absolute Konvergenz ist daher für die absolute Kon­

vergenz f. ü. der betreffenden Orthogonalreihe (5) notwendig; sie 
ist offenbar — wegen — auch hinreichend. 

§ 2. Konvergenz von Orthogonalentwicklungen. 

Die Sätze des § 1 betreffen Orthogonalreihen; die Voraus­
setzung, eine Reihe sei eine Entwicklung, wird dort nicht einge­
führt. Jetzt werde diese Voraussetzung gemacht und zunächst die 
Konvergenz in einem Punkte untersucht. Sie hängt nicht nur von 
der Funktion, die entwickelt wird, sondern auch von dem System ab. 

In diesen Untersuchungen kommen gewisse Begriffe und Be­
zeichnungen vor, die wir hier voranstellen wollen. Es sei 

(7)  
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die Existenz der fraglichen Funktion f(t). (Im Falle des trigono­
metrischen Systems ist log für beliebiges t, was die 
Existenz von Fourierreihen stetiger Funktionen zur Folge hat, die 
an einer gegebenen Stelle tn divergieren). Die Bedingung 
ist also notwendig und hinreichend, damit = 0(1) sei für 
alle stetigen f(t); dies folgt unmittelbar aus (8), (10) und [522]. 

Für den ganzen Raum L2 reicht diese Bedingung nicht mehr 
aus, wie aus dem folgenden Satz ersichtlich (wo nicht einmal 
etwas über die Lebesgue'schen Funktionen vorausgesetzt wird): 
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B e w e i s . Für mit beschränktem f(t) 

Das erste Integral rechts strebt gegen Null nach [264]; ist α eine 
obere Schranke aller so erreicht der Betrag des zweiten 

Integrals höchstens es ist also  

[525] Unter der Voraussetzung von [524] gibt es ein positives E 
derart, daß für ein beliebiges eine beschränkte Funktion vor-
handen ist, deren Entwicklung an der Stelle t0 divergiert. 

B e w e i s . E sei die Menge aller t, für welche nicht 
gegen Null konvergiert. Nach dem Beweis von [512] ist 
Es sei wäre die Entwicklung einer jeden beschränkten Funk­
tion f(t) in t0 konvergent, so wäre ein endlicher 

für alle beschränkten f vorhanden. Nach [163] gäbe es dann ein 

(f); 

g(u) ist nichts anderes als die schwache Grenze von 
Man wähle Es folgt 

konvergiert das Integral nach [524] gegen Null und 

B e m e r k u n g . Läßt man die Voraussetzungen [523] und 
[524] fallen, so kann man ein System finden, welches jedem 
eine durchweg konvergente Entwicklung zuordnet. 
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Ein derartiges System ist z. B. 
sonst 0}; es ist ON aber nicht V. Es ist hier stets für p > n , 

also ist } konvergent für (aber auch für t = 0, t= 1). 
Dagegen bleibt [525] richtig, wenn man die Voraussetzung der 
Vollständigkeit inbezug auf L2 einführt. Unser Beispiel zeigt auch, 
daß ohne diese Voraussetzung [513] nicht gilt. 

G l e i c h m ä ß i g e K o n v e r g e n z . Jetzt wollen wir die Be­
dingungen für die gleichmäßige Konvergenz einer Orthogonalentwick­
lung im ganzen Intervall betrachten. 

Es sei ein ON. Folgende zwei Bedingungen sind für die gleich- [526] 
mäßige Konvergenz der Entwicklung einer jeden stetigen Funktion 
gegen diese Funktion im ganzen Definitionsintervall a,b notwen­
dig und hinreichend: 

1° Jede stetige Funktion kann in a,b durch entsprechende 
Linearformen der gleichmäßig approximiert werden; 

2° Die Lebesgue'sehen Funktionen des Systems sind in a,b 
gemeinsam beschränkt. 

1° ist notwendig, denn sn(f; t) sind die approximierenden Linear­
formen für f(t). Wäre 2° nicht erfüllt, so hätte man eine Indexfolge 
{ni} und eine Punktfolge nach [154] würde 

dann eine stetige Funktion f(t) mit 
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liefert. Die gleichmäßige Konvergenz von ist bewiesen. 
Nach [246] und [373] hat aber 1° die Vollständigkeit von inbezug 
auf L2 zur Folge; es muß also lim sein. 

B e m e r k u n g , [526] zeigt, daß die Lebesgue'schen Funktio­
nen des Haar'schen und des Franklin'schen Systems gemeinsam be­
schränkt sind. 

Setzt man für die Stetigkeit voraus und ersetzt 2° durch 
3° s„(f;t) = 0 (1) für alle stetigen f(t), 

so gelangt man zu einem Teilintervall von a,b , wo die Ent­
wicklungen sämtlicher stetigen Funktionen gleichmäßig gegen 
diese konvergieren. Es genügt nämlich ein a1,b1 in a, b zu 
finden, wo gemeinsam beschränkt ist und den Beweis von 
[526] fast wörtlich zu wiederholen. Ist aber ein solches a1,b1 

nicht vorhanden, so gibt es einen Punkt t1 in (a,b) und einen 
Index n1 mit dann ist in einer Umgebung l1 

von t1. In l1 liegt im Innern ein t2 mit , u. s. w. Ist t0 

ein Punkt des Produktes aller Ik, so ist 

was aber nach [522] der Annahme 3° widerspricht. 

Die eben gefundenen Teilintervalle der gleichmäßigen Kon­
vergenz liegen überalldicht in a,b . 

W e s e n t l i c h - g l e i c h m ä ß i g e K o n v e r g e n z . Ist eine 
Funktion bloß beschränkt, so können wir nicht verlangen, daß ihre 
Entwicklung gleichmäßig konvergiere, denn für stetige ON ist die 
Reihensumrne stetig. Hier ist die wesentlich-gleichmäßige Kon­
vergenz am Platze. Dieser Begriff wurde seinerzeit unzweckmäßig 
definiert, bevor der Egoroff'sche Satz [123] allgemein bekannt war, 
der die damalige Definition als mit der Konvergenz f. ü. identisch 
erwies. Die richtige D e f i n i t i o n lautet: 
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Eine Funktionenfolge heißt wesentlich-gleichmäßig konvergent [527] 
in , wenn sie nach Ausschluß einer Menge vom Maße Null 
gleichmäßig konvergiert. 

Ist nun die Entwicklung einer jeden beschränkten Funktion 
wesentlich-gleichmäßig konvergent? 

Die Antwort ist für jedes Orthogonalsystem negativ. [528] 

Der B e w e i s soll nur für L2-vollständige Systeme geführt 
werden. Nach [121] sind alle auf einer perfekten, positiven 
Menge P stetig. t0 sei ein Punkt von P, wo P (beiderseits) 
die Dichte 1 hat. f(t) sei =.= 1 für und = ü für Ist  
die Entwicklung von f{t) wesentlich-gleichmäßig konvergent, also 
in P— Q gleichmäßig konvergent, wo so ist die Summe 
der Reihe auf P— Q stetig. Diese Summe ist f. ü. gleich f(t) 
(nach der Konstruktion [382)), f(t) hat aber eine Unstetigkeit in tv, 

die durch Entfernung einer Nullmenge nicht behohen werden kann. 
Sind die nicht gemeinsam wesentlich-beschränkt, so lie­

fert [155] eine stetige Funktion mit nicht wesentlich gleichmäßig 
konvergenter Entwicklung. 

§ 3. Konvergenz fast übera l l . 
Bis jetzt konnten wir nicht behaupten, daß es Entwicklungen 

mit positiver Divergenzmenge gibt; die Sätze der vorigen §§ 
geben höchstens überalldicht liegende Divergenzpunkte. Folgendes 
B e i s p i e l ist also nötig, um zu zeigen, daß die Konvergenz f. ü. 
keine selbstverständliche Erscheinung bildet: 

Es gibt ein ONV und ein mit fast überall diver gen- [531] 
ter Entwicklung. 
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d.h. mehr als [531] verlangt. (Die Eigenschaft V wurde hier nur 
inbezug auf M bewiesen; sie inbezug auf L zu beweisen reicht 
[353] nicht hin). 

Dasselbe Beispiel setzt eine Schranke einer eventuellen Er­
weiterung des Mercer'schen Satzes [524]. 

Das Problern der Konvergenz durchweg hat keinen Sinn für 
allgemeine ON, weil ja stets die Werte der Funktionen in einer 
Nullmenge so abgeändert werden können, daß in dieser Menge 
Divergenz resultiert; dazu genügt es, daß unendlich viele Koef­
fizienten von Null verschieden seien. Natürlich ist nur die Frage 
nach der Konvergenz fast überall. Hier beschränken wir uns 
auf L2 und fragen zunächst, ob es eine f. ü. konvergente Teilfolge 
von gibt. Der Riesz-Fischer'sche Satz [356] und die Kon­
struktion [382] geben eine positive Antwort auf diese Frage mit 
dem Vorbehalt, daß die Indizes nicht ein für allemal (d.h. für 
alle Funktionen f(t)) bestimmt werden sollen. Doch kann die 
Dichte jener Indexfolge verstärkt werden: 



[532] [533] Konvergenz fast überall . 161 



162 V. Kapitel. Konvergenz und Summierbarkeit. 

dies mit [124] zeigt die Konvergenz f. ü. der Reihe 

also lim =0 f. ü., woraus die Behauptung [533] un­

mittelbar hervorgeht. 
Ein analoger Satz für andere Summationsmethoden kommt 

später ([574]) vor. 

Jetzt wollen wir die volle Folge ins Auge fassen. Damit 

sie f. ü. konvergiere, reicht nach [532] die Bedingung  

hin, denn dann darf v(n) — n und demnach in (12) nk = k ge­
setzt werden. Weyl, Hobson und Plancherel haben diese Bedin­
gung immer weiter abgeschwächt; Rademacher und Menchoff ha­
ben unabhängig voneinander die Konvergenz von 

eine nicht mehr verbesserungsfähige Bedingung entdeckt. 

[534] Ein H i 1 f s s a t z: sei ON; es existiert 
eine Funktion 0 und eine Konstante z, mit 
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zu einer anderen Zerlegung gehört, wie man aus der dyadisehen 
Darstellung von j abliest; ist ; = n, so ist (0,j) selbst als („nullte") 
Zerlegung zu betrachten. 

Das Intervall (i.j) sei ein Symbol für die  

Es ist dabei sind die pq(t) Summen, deren Symbole 

die eben beschriebene Darstellung von Sj(t) = (0,j) liefern; 
entspricht der q-ten Zerlegung; manchen q wird dabei 0 als 
zugeordnet. Die Schwarz'sche Ungleichung führt zu 

und — a fortiori — zu   

wo Aq die Summe der Quadrate aller p(]{t) bezeichnet, die — bei 

festem zu gewinnen sind. Schreibt man 

so folgt und 
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und hiermit x = (61og2e)2 als eine in 2° stets ausreichende Kon­
stante erkannt. 

Es werde bemerkt, daß die Reihenfolge der und a wohl 
nicht aber x beeinflussen kann. 

[534] setzt uns instand beweisen zu können: 

[535J f.u. konvergent. 

Wir können nämlich [532] mit v(n) = log2n anwenden; es re­
sultiert die Konvergenz f. ü. von und es bleibt bloß 

zu zeigen; [534] lehrt aber, daß 

(13) 
mit  

ist; daraus folgt 

und somit f.ü.; (13) liefert jetzt das Verlangte. 

F o l g e r u n g e n . 1° Die Reihe ist f. ü. konvergent, 

wenn nach einem Kronecker'schen Satz ist also 

d.h. sn(t) = o (log n) f .ü . 

2° [532J gestattet jetzt folgende Verschärfung: ist f .ü . 

konvergent, wenn die Reihe konvergiert (vgl. Beweis 

von [532]). Denn die letzte Bedingung ist mit 
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äquivalent; man konstruiere ein ON indem man 

setzt (der Divisor bh soll gleich 1 gesetzt werden, wenn der Radikand 

verschwindet); wendet man jetzt [535] auf die Reihe an, 

so kommt die Verschärfung zustande. 

3° [535] erlaubt die Größenordnung der Partialsummen einer 
Orthogonalreihe abzuschätzen und zwar ohne — wie in 1°---vo­
rauszusetzen, die Reihe sei eine Entwicklung. Es ist nämlich stets 

gesetzt, so wird [535] auf anwendbar; die letzte Reihe 

konvergiert f. ü., also gilt nach dem Kronecker'schen Satz 

Für an = 1 (n) führt der gleiche Gedanke zu einem schär­
feren Resultat, wenn man wählt; 
man erhält 

(Man kann noch etwas weiter vordringen, wenn man geeignete 
{cn} heranzieht). 

In [535] ist die Voraussetzung die schwächste unter allen jener 
Art . Dies soll durch Gegenbeispiele gezeigt werden; ihre Kon­
struktion beginnen wir mit folgendem 



166 V. Kapitel. Konvergenz und Summierbarkeit. 



[536] [537] Konvergenz fast uberall. 167 

Im Falle p = 1 ist der abzuschätzende Betrag wenigstens 1, so daß 
2° mit z.2 - 1 stets gilt. 

Jetzt gehen wir daran, zu zeigen, daß die Ersetzung des 
Faktors (log n)2 in [535] durch eine Funktion w(n) von schwächerem 
Wachstum zu einem G e g e n b e i s p i e l Anlaß gibt: 

Ist so gibt es ein ON [537] 
und eine Zahlenfolge {an} mit 

durchweg divergent, 

wie zuerst Menchoff festgestellt hat. 

Wir konstruieren zunächst eine Folge {Pk} mit 

1) P 1 = 0 , 2)  

(18) 3)  

Die Glieder der gesuchten Reihe 2° werden in Gruppen Gk ein­
geteilt werden, und zwar sollen die Glieder vom Index n zu Gk 

gehören, wenn  
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die neue Folge definieren. Es ist offenbar  
für und, wegen 2), Jetzt  
sollen die Glieder sukzessive aufgebaut werden. Es sei 

in 0 , 1 . Weitere werden mit Hilfe der aus 
[536] konstruiert, indem man t ganzlinear transformiert und in 
den Teilintervallen von 0,1 verschiedenen f gleichsetzt. Dies mag 
bis zu den Gliedern der Gruppe Gk. einschließlich geschehen sein. 
Da alle gewonnenen . streckenweise konstant sind, so gibt es 
eine endliche Einteilung von 0,1 in so daß alle jene 

in jedem Intervall konstant sind. 
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§ 4. Unbedingte Konvergenz . 
[535) verbürgt die Konvergenz einer Orthogonalreihe; der 

Satz sagt aber nichts darüber aus, wie sich die Reihe nach einer 
Umordnung der Glieder verhalten wird. Wann ist aber eine Reihe bei 
jeder Anordnung konvergent, von einer Nullmenge abgesehen (die 
mit der Anordnung variieren darf)? 

Da genügt eine ein wenig stärkere Bedingung: 

[541] 

vorhanden; die Konvergenz von 

Das Maß von E ist 1; man hat nämlich: 
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bestehende Menge; diese Zahlen sollen —unter Beibehaltung ihrer 
Reihenfolge — mi t 

Nach Voraussetzung ist also 

Summiert man beiderseits, so kommt 

was die Konvergenz f. ü. von 

(21) 

bewi rk t . Sei t0 ein Konvergenzpunkt der letzten Reihe, e > 0, 
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wo p2
v den v-ten Rest der Reihe (21) bezeichnet. Damit ist die 

Konvergenz f. ü. der unigeordneten Reihe begründet worden. 

Als Anwendung bekommen wir den S a t z : 

[542] 

Es möge noch ein S a t z über unbedingte Konvergenz ange­
geben werden: 

[543] 
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§ 5. Die Bedeutung der Lebesgue'schen Funkt ionen für 
die Konvergenz. 

Die Ausführungen der §§ 3 und 4 über Konvergenz betreffen 
allgemeine ON. Wil l man schärfere Ergebnisse erlangen, so muß 
man die Systeme spezialisieren. Eine Eigenschaft, welche mehr 
oder weniger scharfe Konvergenzsätze zeitigt, ist die Größenordnung 
der Lebesgue'schen Funktion Ln{t). Bevor über diese etwas voraus­
gesetzt wird, möge eine allgemeingültige A b s c h ä t z u n g vorge­
nommen werden: 

konvergent, also auch (nach dem oft benutzten Kronecker'schen Satz) 

(23) 

[552] 
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gilt f.ü., wegen lφn(t)l<A f.ü. (ri). Dies ist die beste Abschätzung, 
weil das Rademacher'sehe System genau diese Größenordnung 
liefert. [552] läßt eine Variante zu: man kann die Beschränktkeit 
des ON durch die Bedingung Ln(t) = const. ersetzen. Dann ist nämlich 

Um zu anderen Konvergenzkriterien zu gelangen, brauchen 
wir den 

[553] 

[554] 
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p=p(t,n). 

einem Grenzwert zustrebt, um hieraus — auf Grund von [124] — 
die Existenz von l im vn(t) f. ü. in E zu folgern. 

und, wegen [127], 

Der zweite Faktor rechts ist aber, wenn p(t1, n) = q gesehrieben 
wird, 

Die Orthogonalität gibt 

Damit ist der Beweis zu Ende. Ist Ln(t) beschränkt in E, so 
ist sn(t) f. ü. in E beschränkt, wie ersichtlich. 
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§ 6. Al lgemeines über Konvergenz . 

Wir betrachten in diesem § beliebige Systeme und untersu­
chen das Konvergenzverhalten der Entwicklungen von Funktionen 

[561] 

Ausnahme eines (event. leeren) Teiles von X von erster Kategorie, 

T kann vom Maße Null sein, wie es bei dem trigonometri­
schen System für X — L der Fall ist. Es existiert nämlich ein 
Kolmogoroffsches Beispiel einer integrierbaren Funktion, deren 
Fourierentwicklung überall unbeschränkt divergiert, so daß 2° 
überall in für dieses besondere gilt. In diesem Falle 
lehrt [561], daß die „meisten" integrierbaren Funktionen die Eigen­
schaft des Kolmogoroffschen Beispiels teilen. Dagegen hat T 
das Maß 1, wenn das Haar'sehe System ist und X = L. 

T kann ein beliebiges Maß haben: wählt man z.B. ein 
welches in einer Hälfte des Intervalls mit dem (auf diese Hälfte 
reduzierten) Haar'schen, in der zweiten mit dem (reduzierten) 
trigonometrischen System identisch ist, so hat T, für X — L, die 
Hälfte der Intervallänge als Maß. 

Ist X = L2, so ist die Entwicklung einer beliebigen Funktion 
aus L2 f. ü. in T konvergent; dies folgt aus 1°, wenn man ähn­
lich wie beim Beweise von [556] verfährt. 

S. Kaczmarz und H, Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 12 
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[562] 
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Nun ist aber links F(u, t) — 1 für fast alle u und dies 
für fast alle t richtig, also ist b — a der Wert des Doppelintegrals. 
Da F(u,t) nur die Werte 0,1 annimmt, so muß F(u,t) für fast 
alle t Eins sein und zwar bei fast allen u, sonst stände rechts 
weniger als b — a. Damit ist gezeigt, daß die Reihe (25) bei fast 
allen u die Eigenschaft hat f. ü. in a<t<b zu konvergieren. 

Erinnern wir uns jetzt an die probabilistische Deutung der 
{rn((t)} in [4551, so können wir sagen: 

mit der Wahrscheinlichkeit 1 f. u in a, b konvergent, wenn die 
Vorzeichen ± zufallsartig und gleichwahrscheinlich bestimmt werden. 

Ein Gegenstück dazu ist der 

[5641 

[563] 
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D i v e r g e n z . Hier ist der zweite Teil von [561] wichtig, der die 
Existenz von f. ü. in CT divergenten Entwicklungen sichert. Auch das 
Prinzip der Kondensation der Singularitäten bringt neue Ergebnisse: 

[565] 

Definiert man nämlich für und wendet 
[157] bzw. [156] an, je nachdem, ob fp(t) für t — tp bloß Divergenz oder 
unbeschränkte Divergenz der Entwicklung aufweist, so erhält man 
(565], sogar mit einer Spezialisierung des Divergenzcharakters in 
der Behauptung. [157] liefert auch den 

[566] 
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Das Prinzip der Verdichtung der Singularitäten führt bloß 
zu abzählbaren Divergenzmengen. in gewissen Fallen kann die 
Mächtigkeit des Kontinuums nachgewiesen werden: 
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für entsprechende k, was den Konvergenzcharakter von t{) für 
f(t) beweist. Es gibt also ein gn(t) mit einer Divergenzmenge 
zweiter Kategorie in D. 

§ 7. Al lgemeine Suinmationsmethoden. 
Es gibt fast überall divergente Entwicklungen, wie wir in [537] 

gesehen haben; diese Tatsache läßt die Heranziehung linearer Sum-
mationsmethoden als erwünscht erscheinen. Sie sind oft leistungs­
fähig und nur im Falle einer gegen oder divergenten Reihe 
von vornherein wirkungslos, doch kann die letzte Erscheinung für 
Funktionen aus L2 nur in Nullmengen auftreten, da sn(t) gegen 
die entwickelte Funktion f(t) stark, also auch asymptotisch kon­
vergiert (vgl. [162]). Die Existenz einer Summationsmethode, die 
allen Entwicklungen aus L2 gerecht wäre, ist demnach nicht ohne 
weiteres abzuweisen. Wir werden aber zeigen, daß eine solche 
Behauptung unzutreffend wäre. 

Die Mehrzahl der bisherigen Sätze dieses Kapitels gilt auch 
für Summationsmethoden; die Beweise bleiben oft fast unverän­
dert, wir werden also bloß die Sätze angeben. So nimmt [515] 
jetzt die Gestalt an: Einem jeden ON {φn}, welches beschränkt oder 
inbezug auf L2 vollständig ist, entspricht eine Folge mit 
lim bn = 0 und mit 

[571] 

so kann man schreiben: 

Dann gilt, analog zu [522]: 
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gegeben sind. Von den zwei Summen rechts in (28) ist die erste, 
nach [119| 3° und ß), nicht größer als 

die zweite, nach α) und 7), nicht größer als 

wo rij und nt von k abhängen und wo j und l durch 

die Stellen ni sukzessive mit den Gliedern dieser Reihe besetzt 
werden; die Glieder < werden zunächst weggelassen und 
kommen dann sukzessive auf die unbesetzten Stellen. Es ist klar, 
daß die Partialsummen der neuen Reihe mit den Indizes ni f. ü. 
konvergieren. Bezeichnet man sie mit . und mit die  
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Partialsummen der Reihe, die aus der letzten durch Nullsetzung der 
Glieder mit den Indizes ni entsteht, so ist die Folge { auch f. ü. 

Der Satz [575] läßt sich kurz so fassen: eine / : u . unbedingt 
summierbare Orthogonalreihe ist f. u. unbedingt konvergent. Es 
folgt daraus, daß nicht jede Orthogonalmenge eine wirksame 
Summationsmethode besitzt; hätte nämlich die Orthogonalmenge, 
welcher das Beispiel [5371 entnommen war, eine f. ü. wirkende 
Summationsmethode, so wäre die Reihe dieses Beispiels f. ü. un­
bedingt summierbar, also f. ü. konvergent, was sie nicht ist. Um-
soweniger gibt es eine universelle Summationsmethode. Es gibt 
nicht einmal eine Methode, die eine, bis auf eine Nullmenge feste, 
positive Konvergenzmenge liefert. Man kann sogar zu jeder Sum­
mationsmethode eine Orthogonalentwicklung finden, die nach dieser 
Methode überall divergiert. Dagegen existiert für jede Folge {an} 

Wenn wir uns mit starker Konvergenz begnügen, so ist jede Me- [576] 
thode gut. Wir hatten nämlich 

also, nach den Toeplitz'schen Bedingungen, 

Hier ist offenbar Null die Grenze der zweiten Summe; die erste 
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Die allgemeinen Ausführungen des § 6 über Konvergenz 
lassen sich sinngemäß auf die Toeplitz'schen Methoden übertragen. 
So ist z. B. ein Analogon zu [564] richtig, welches zu zeigen erlaubt, 
daß „fast alle" Reihen der Gestalt 

denn sie sind mit der Wahrscheinlichkeit 1 f.ü. (C,l)-nichtsummierbar. 
Das Prinzip der Kondensation der Singularitäten liefert aber einen 
neuen S a t z: 

[577| 

§ 8. Cesäro'sche M i t t e l w e r t e . 
Will man in der Übertragung der Konvergenzsätze auf Sum-

mationsmethoden weiter vordringen, so muß man die letzteren 
spezialisieren. Wir beschränken uns hier auf Cesäro'sche Mittel­
werte, obwohl die Analogien auch andere Methoden, wie z.B. die 
Riesz'schen typischen Mittel, umfassen. 

Aus [117] folgt für a0 = 0 

[581] 
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B e w e i s : 

also 

und 

also übertrifft die innere Summe nicht Es ist aber 

was wiederum höchstens 

betragen kann. So kommt 

Daraus der S c h 1 u ß: 

Ist eine Orthogonalreihe mit 
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Es genügt (30) zu begründen, denn die Schwarz'sche Ungleichung 
liefert dann (29). Nun ist aber 

und die vorletzte Summe ist o(n) nach [581], die letzte, nach der 
Voraussetzung, ebenfalls o(n) f. ü. 

[583] Der Hilfsatz [581] führt auch zu der Erkenntnis, daß in L2 alle 
(C,r) (r>0) untereinander und mit dem Poisson-Abel'sehen Verfahren 
[118] gleichwertig sind. Zunächst werde die Konvergenz f. ü. von 

über Zahlenreihen heran, nach welchem die Poisson'sche Limitier-
barkeit einer Folge das Gleiche für die Folge der ersten Mittelwerte 
(C,l) impliziert. Ist also eine Orthogonalreihe aus L2 in E nach 
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anzuwenden, mit und erlaubt [582] nochmals, jetzt mit 
dem Ergebnis 

wie behauptet wurde. 
Unter der Voraussetzung [584] ist aber die Reihe in E (C, l)-sum-

demselben Verfahren summierbar. Dies aber in Verbindung mit der 
Konvergenz von (31) ergibt (nach einem reihentheoretischen Satz) die 

vergent, daher ist die Orthogonalreihe f. ü. in E (C,l)-summierbar. Da 
die Umkehrung seit Frobenius bekannt ist, so ist die Gleichwertigkeit 
des Poisson'schen und des (C,l)-Verfahrens erwiesen und zu |583| 
fehlt bloß der 
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Das erreichte Resultat ist, in demselben Sinne wie beidergewöhn­
lichen Konvergenz, endgültig. Ist nämlich 0 v(n) = o [(log log n)2], [587] 

bestimmbar ist, wenn k vorgegeben wird; dabei ist z. von k und t 
unabhängig. Von w(n) wurde damals w(n) = o(log2 n) verlangt, 
was durch unsere Annahme w(n)--v(2n) erfüllt ist. Setzt man nun 

Die Kriterien für unbedingte Konvergenz lassen sich insofern 
nicht übertragen, als die unbedingte Summierbarkeit mit der unbe­
dingten Konvergenz äquivalent ist ([575]), es käme also nichts Neues 
heraus. Dagegen hat das letzte Divergenzbeispiel ein Analogon, 
indem zu jeder Summationsmethode eine nirgends summierbare 
Orthogonalreihe vorhanden ist. Hier ist die Folge {sni(t)} zu be­
trachten, die für eine T-Methode laut [574) dieselbe Holle spielt, 
wie {s2n(t)\ für (C,1). 
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§ 9. Lebesgue'sche F u n k t i o n e n und Summierbarke i t , 
Für die (C,l)-Summierbarkeit sind gewisse zu den in [521] 

untersuchten Funktionen analog definierte Ausdrücke von Belang. 
Schreibt man 

führt. Die Summe rechts wi rd zweimal der Abel'schen Umfor­
mung [111] unterworfen; es kommt 

und weiter verläuft der Beweis, wie früher. 

Obiges bildet die Grundlage für den 

[592] 
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was, nach dem eben Gesagten, gegen Nul l strebt. 

Die erste Summe (33), ebenfalls nach [111] umgeformt, l iefert 

ist die zweite Summe (33) dem Betrage nach höchstens gleich 

hier strebt, wie gesagt, gegen Nul l ; es genügt also zu 
zeigen, daß die p-freie rechte Seite gegen N u l l konvergier t , 
um die Konvergenz von {sn(t)} darzutun. Für die zwei ersten 
Glieder is t dies bereits bekannt; die Ungleichung 

S . K a c z m a r z u n d H . S t e i n h a u s . T h e o r i e d e r O r t h o g o n a l r e i h e n . 1 3 
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V I . KAPITEL. 

Orthogonalreihen in anderen Räumen. 

Im I I I ten Kapitel haben wir die Orthogonalentwicklungen von 
Funktionen aus L2 besprochen; jetzt wollen wir andere Räume 
untersuchen, insbesondere die Räume Lp (p 1), M und C (vgl. die 
Definitionen in I, § 3). Die Buchstaben Q, R, u. s. w. sollen hier 
stets einen dieser Räume bezeichnen. Viele Sätze dieses Kapitels 
gelten auch für die Räume Lφ des 5.ten Beispiels S. 16 ( I , §3), 
doch gehen wir darauf nicht näher ein. Damit die Koeffizienten 

letztere Annahme wird stets stillschweigend gemacht, sobald von 
einem ON die Rede ist. 

§ 1. Vol l s tändigkei t . 

Wir wissen bereits ([315]), daß das aus einem inbezug auf 
R vollständigen System {fn} erhaltene Orthogonalsystem auch 
selbst inbezug auf R vollständig ist. 

Ist die Menge {f} vollständig inbezug auf R, so enthält sie 
eine ab zählbare Teilmenge, die ebenfalls inbezug auf R vollständig ist. 

Der Beweis von [347] ist nicht mehr genügend, denn im Falle 
R = L gehören die {f} zu M und dieser Raum ist nicht separabel. 
Wir geben hier einen anderen Beweis, gültig für separable R; im 
Falle R=M bleibt aber der Beweis [347] anwendbar. 
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für al le f e { f } , also ist .' vo l l s t änd ig inbezug auf R, w . z. b. w. 

W i r können daher stets voraussetzen, daß ein inbezug auf 
einen Raum vol ls tändiges System abzählbar ist. 

Es bietet sich die Frage, ob die Vol l s t änd igke i t inbezug auf 
einen Raum etwa die Vol l s t änd igke i t inbezug auf einen anderen 
imp l i z i e r t . Hier ist es le icht zu zeigen: 

[612] Ist inbezug auf R vollständig und \ so ist   
vollständig inbezug auf Q. 

Denn j imp l i z i e r t ist also f nicht N u l l , und 
zu al len φ n o r t h o g o n a l , so entsteht e in W i d e r s p r u c h gegen die 
Voraussetzung. Dagegen g i l t für alle der S a t z : 

[613] Es gibt inbezug auf R vollständige ON-Systeme, die inbezug 
auf jeden Raum ( unvollständig sind. 

W i r wo l l en [613] für den Fa l l R = C beweisen. Es sei 
ONV inbezug auf L; das t r igonometr ische System hat z . B . diese 
Eigenschaften. 

Es sei {gnl} überalldieht in R, zk ein Punkt des k-dimensio-
nalen Raumes mi t 
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Widerspruch liefert. Es hat also (3) h (t) 0 zur Folge und wenn 
man {gn) orthogonalisiert, so erhält man das System der Behauptung 
[613J für den Fall R = C und ähnlich für andere R. Gleichzeitig 
sehen wir, daß das erhaltene System nach Adjunktion von f(t) 
vollständig inbezug auf L wird, denn yf(t) (Y konstant) sind die 
einzigen Funktionen in L, die zu allen gn[t) orthogonal sind. 

Hier werde bemerkt, daß ON-Systeme, die inbezug auf C, nicht 
aber auf L2, vollsländig sind, nach Angabe entsprechender Koeffi­
zienten bereits eine stetige Funktion der Entwicklung eindeutig zu­
ordnen, ohne aber die Existenz einer anderen (unstetigen) Funktion 
aus L2 auszuschließen, welche dieselbe Entwicklung liefern würde. 
Aus diesem Grunde ist die paradoxe Erscheinung durchaus mö-
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[614] 

[615] 

[621] 

[622] 
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Wir bemerken daß [622] die Separabilität von M ausschließt. 

Die Beziehungen verschiedener Räume zueinander sind hin­
sichtlich der Abgeschlossenheit nicht die gleichen wie hinsichtlich 
der Vollständigkeit: 

|623] 

Bevor wir ein Gegenstück zu [613] suchen, müssen wir das 
Verhältnis der Eigenschaften A und V zueinander aufklären. 

V o l l s t ä n d i g k e i t u n d A b g e s c h l o s s e n h e i t . I n L 2 

waren diese beiden Eigenschaften äquivalent, wie die Parseval-
sche Formel [371] folgern ließ. Diese Äquivalenz hört auf in 
umfassenderen Räumen, denn auf Grund von [613] gibt es Ortho­
gonalsysteme, die vollständig inbezug auf L2, jedoch unvollständig 
inbezug auf alle erweiterten Räume sind; solche Systeme sind inbe-
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[624] 

[625] 

zug auf L2 abgeschlossen, also auch inbezug auf alle erweiterten 
Räume abgeschlossen und unvollständig. Es gilt aber der 



{624] [626] Abgeschlossenheit. 201 

[626] 

Das trigonometrische System ist vollständig inbezug auf L 
und nicht abgeschlossen inbezug auf C, denn alle seine Funktio­
nen haben 2π als Periode und somit können die trigonometrischen 
Polynome keine stetige Funktion, die in 0 und 2 verschiedene 
Werte annimmt, gleichmäßig annähern. 

Die Vermutung, jedes inbezug auf C vollständige System sei 
inbezug auf L abgeschlossen, wäre i r r ig; nach [624| genügt es 
nämlich ein ON-System, vollständig inbezug auf C und unvoll­
ständig inbezug auf AT, als Gegenbeispiel zu nehmen; solche Sy­
steme gibt es nach [61!*)]. 

Jetzt sind wir in der Lage zu beweisen: 

Sei nämlich ein System inbezug auf R' (den zu R konjugierten 
Raum) vollständig, und unvollständig inbezug auf jeden R' umfas­
senden Raum; solche Systeme gibt es nach [613). Dieses System 
ist nach [625J abgeschlossen inbezug auf R, doch kann es nicht 
inbezug auf Q abgeschlossen sein, denn sonst wäre es nach [624] 
inbezug auf vollständig. 

Aus dem in diesem Abschnitt Gesagten ergibt sich folgendes 
Schema: 
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(wo „e" als „es gibt", „ t t als „impliziert", „ ~ a als „nicht" zu 
lesen ist). So heißt z.B. die erste Zeile, daß es inbezug auf Lp 

abgeschlossene unvollständige Systeme gibt (die aus beschränkten 
Funktionen bestehen), wenn  

Wenn man zusätzliche Annahmen über das O-System ein­
führt, so sichert u. U. die Abgeschlossenheit inbezug auf Lp die 
Vollständigkeit inbezug auf denselben Raum. Es genügt z.B. an­
zunehmen, jede Funktion in Lp lasse sich in Lp durch die Partial-
summen ihrer Entwicklung approximieren. Denn in diesem Falle gilt 

Verallgemeinerung der in L2 bestehenden Beziehungen angesehen 
werden, die dort in der Parseval'schen Formel [371J zusammengefaßt 
wurden. 

Wir bemerken, daß die Abgeschlossenheit eines Systems mit 
der Approximierbarkeit aller Polynome äquivalent ist und ferner, daß 

[627] 

§ 3. Vera l l geme inerung des Riesz-Fischer'schen Satzes. 

Im § 2 haben wir gesehen ([624] [625]), daß die Äquivalenz 
der Abgeschlossenheit und Vollständigkeit in allgemeinen Räumen 
bestehen bleibt, wenn man zwei zueinander konjugierte Räume 
betrachtet (nur im Falle L2 sind beide Räume identisch). 

Ein anderer grundlegender Satz ist der Riesz Fischer'sche. 
Ein rein äußerliches Analogon dieses Satzes, das etwa aus der 



Dabei ist {φn} das ON-System, nach welchem die Koeffizien­
ten ak von f(t) in 1° berechnet werden, und f(t) in 2° ist eine 
entsprechend gewählte Funktion mit {ak} als Koeffizienten. Der 
Sinn von 1° ist also, daß die Endlichkeit von \\f\\p bereits die 
Endlichkeit von ll{ak}llp zur Folge hat; 2° bedeutet, dato die End­
lichkeit von ll[ak}

lp diejenige von l|fllp' impliziert; es wird eben 
die Existenz eines f € Lp mit {aka] als Koeffizienten behauptet; in 
beiden Fällen sind die im Lp bzw. in Lp geltenden Normen gemeint. 
Man sieht, daß der in der Prämisse auftretende Exponent p den 
konjugierten Exponenten p' nicht übertrifft. Beide Teile von [631] 
gelten in den Grenzfällen p = 1, d. h. p' = , wenn als 
w. o. G. von f(t) und als das größte l ak l gedeutet wird. 

B e w e i s von 1°: Wir betrachten zunächst ein natürliches 
r und alle f(t) e Lp deren Koeffizienten die Bedingung 

(6) 

erfüllen. Wir suchen das Minimum von 

(7)  

unter der Bedingung (6). Es sei ). die untere Grenze von (7) unter 
dieser Bedingung und 

[627] [631] Verallgemeinerung des Riesz-Fisoher'schen Sntzes. 2 0 3 

Riesz-Fischer'sehe Satz in zwei Teile zu trennen ist, deren jeder 
einen anderen Raum betrifft. Dies haben für das trigonometrische 
System W. H. Young und F. Hausdorff, für Orthogonalsysteme im 
allgemeinen F. Riesz geleistet. 

[631] 
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d.h. {fn} die minimisierende Folge, die Koeffizientenfolge 
von fn. Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit {fn} eine in Lp 

schwach konvergente Teilfolge der ursprünglichen { f n } ; nach [166] ist 
eine solche vorhanden; es sei f die schwache Grenze von {fn} und 
{ak] die Koeffizientenfolge von f(t). Wir haben dann (nach einem 
bereits in 1, §7, S. 33 verwendeten Schluß) 

(die letztere Beziehung gehört zur Definition der schwachen Kon­
vergenz für beliebige φk(t)e Lp; schreibt man sign f(t). f (t) P-1 

anstatt φk,(t) so resultiert die Ungleichung). Wir haben also 

Damit ist auch bewiesen; wir wollen aber darüber hin­
aus zeigen, daß einem positiven Grenzwert für  
zustrebt. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daß die Ungleichung 

die wir unter der Nebenbedingung (6) soeben bewiesen haben, auch 
ohne diese gültig bleibt, denn für f(t) e Lp erfüllt die Funktion 

anstatt f in (7), so wird die Ungleichung, welche die Integrale (7) 
und (8) verband, mit (9) gleichbedeutend. Nun sehen wir aber, daß 
das linksstehende Glied von (9) für f{t)=f(t) sein Minimum 
erreicht, denn dann gilt das Gleichheitszeichen, weil der Nenner 
den Wert 1 annimmt. Setzt man also 

so ist n= 0 eine Minimumstelle, es muß also die Ableitung nach 
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resultiert. Die letztere untere Schranke für A(p) hängt von r 
nicht ab und infolgedessen gilt 

wobei 1° benutzt wurde. Wählen wir nun für g(t) die Funktion 
lfn(t)p' ] s i g n , fn(t), so erhalten wir 

für alle r, womit der Beweis von 1° beendet ist. 

und eine willkürliche Funktion g(t) Lp mit {bk} als Koeffizienten. 
Es ist dann 

Wir können demnach aus {fn} eine in Lp gegen eine Funktion 
f(t) e Lp' schwach konvergente Folge herausgreifen, für welche 
die Ungleichung 

als Konsequenz von (15) und die Beziehungen 

als Eigenschaft der schwachen Konvergenz gelten. 
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Es ist also die Existenz der in 2° behaupteten Funktion 
f(t) e Lp bewiesen; wenn das System {φn} inbezug auf Lp unvoll­
ständig ist, so gibt es andere Funktionen mit {ak} als Koeffizien­
ten, doch brauchen sie nicht mehr die Ungleichung 2° zu erfüllen. 

Die Vertauschung von p und p' in 1° oder 2° würde zu fal­
schen Aussagen führen. Auf die Frage nach entsprechenden Gegen­
beispielen kommen wir in § 6 zurück. Hier gehört auch die 
Frage nach der Rolle der Voraussetzung A4 in [631]. 
Man kann zeigen, daß es beim Hausdorff-Riesz'schen Satze nicht 
genügt, die Funktionen φn(t) einzeln als beschränkt vorauszu­
setzen. Das Haar'sche System [226] ist hier ein Gegenbeispiel. Be­
trachten wir nämlich die Gruppe (l = 1, 2,... , 2n), die aus 2n 

Funktionen besteht, und setzen . ' für k = 2n+l — 1, 
sonst ak = 0. Dann ist für p < 2 

wenn N die Anzahl der Funktionen derjenigen Gruppe bezeichnet, 
zu welcher φm(t) gehört und Jn das vorletzte Teilintervall von der 

Unsere Reihe ist demnach keine Entwicklung einer Funktion aus 
Lp, wie wir dem später zu beweisenden Satz [641] entnehmen. 
Somit ist 2° (mit einem endlichen M) nicht erfüllt. Wenn wir aber 
den Beweis von 2° prüfen, so sehen wir, daß er bloß die Eigen­
schaft 1° und (n) benutzt. In unserem Beispiel ist also auch 
1° hinfällig. 

Es ist auch leicht festzustellen, daß 20 für vollständige Systeme 
mit lim w. o. G. mit keinem endlichen M für alle 

gültig sein kann. Setzt man nämlich ak = 0 für 
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[632] 

von {ak} nicht abhängt und letztere Folge in der Voraussetzung und 
Behauptung den Beträgen nach nichtwachsend angeordnet wurde. 

Es ist die Ungleichung 1° a fortiori erfüllt, wenn die lakl ihre 
ursprüngliche Reihenfolge behalten, und man darf auch in 2° in der 
Voraussetzung und Behauptung den Vorbehalt der Monotonie fal­
len lassen, wie aus den dem Satze [632] vorgeschickten Bemer­
kungen folgt. 

B e w e i s : Wir beginnen mit 2° für q=4,5,6,... Es ist für q>2 
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und die Hölder'sche Ungleichung [114] liefert 

da aber 

so übertrifft die linke Seite in (18) nicht 

aus (17) folgt 

Jetzt brauchen wir die Ungleichung 

für q > 4. Links steht hier höchstens 
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Es folgt, daß die Gesamtheit der q zwischen c und c+2, für welche 
I gilt, überalldicht und abgeschlossen ist, also 

alle q umfaßt. Damit ist 2" bewiesen. Die Ungleichung  
ist aber gleichbedeutend mit 1°, so daß [632] vollständig begrün­
det wurde. 

Verallgemeinerung des Riesz-Fischer'schen Satzes. 213 

was die fragliche Ungleichung impliziert. Wir dürfen demnach 
schreiben: 
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2° Das Beispiel, welches die Behauptungen [631] für das 
Haar'sche System als ungültig erkennen ließ, ist zugleich ein 
Gegenbeispiel für die Behauptungen (632] für jenes System. Es folgt 
nämlich eine schwächere Abart von [631] aus [632] (vgl. das Zyg-
mund'sche Buch). 

3° In [632] ist p—2 durch keinen absolut kleineren Exponenten 

§ 4. Bedingungen dafür, daß eine Reihe eine E n t w i c k ­
lung sei. 

Wir gehen jetzt dazu über, notwendige und hinreichende 
Bedingungen aufzustellen, damit eine Orthogonalreihe eine Ortho­
gonalentwicklung sei. Die bis jetzt angegebenen Bedingungen 
waren für Lp-Räume (p < 2) notwendig, für Lq-Räume, q > 2, 
hinreichend. Jetzt wollen wir die Reihen selbst, nicht bloß ihre 
Koeffizienten, betrachten und zwar unter gewissen zusätzlichen 
Annahmen. Es bezeichne T eine Summationsmethode mit der 
zeilenfiniten Matrix 



[641] Bedingungen dafür, daß eine Reihe eine Entwicklung sei. 2 1 5 

Wir betrachten die T-Transformierten der Kerne des Systems, 
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w. z. b. w. 

Hier werde bemerkt , daß die Annahme 2° no twend ig ist, 
wenn die Ungle ichung on M < 7. für alle besehrankten F u n k t i o ­
nen erfül l t sein sol l . Denn die Verneinung von 2° führ t nach [155] 
zu einer stet igen Funk t ion g(f) mi t 
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da sie für M n o t w e n d i g ist, kann sie nicht für die engere Klasse 
C h inre ichend sein. 

B e m e r k u n g e n . Für das Haar'sche und das Frankl i iVsehe 
System ([226] und [443]) s ind die A n n a h m e n 1° und 2°, die dem 
Satz [641] vorangehen, m i t der M a t r i x der ident ischen Subs t i tu t ion 
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D a s a l l g e m e i n e R i e s z - F i s c h e r ' s c h e P r o b l e m. Die 
Bedingungen dafür, daß eine Folge {an} im Falle eines a l lgemei­
nen Orthogonalsystems eine Koeff izientenfolge sei, sehen ganz 
anders aus. Diese Frage wol len w i r gleich al lgemeiner fassen: 
E ine Funkt ionenfo lge {fn} und eine Zahlenfolge {an} s ind gegeben; 
welches s ind die no twendigen und h inre ichenden Bedingungen für 
die Existenz einer Lösung f(t) des unendl ichen Gleichungssystems 

[644] [645] Bedingungen dafür, daß eine Reihe eine Entwicklung sei. 219 

Ohne 2°, aber m i t 1°, können w i r zeigen: 

Die Eigenschaften [644] 
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P o l a r e B e d i n g u n g e n . Kehren wi r jetzt z u den A n n a h m e n 
zurück, die w i r am A n f a n g dieses § gemacht haben, d . h . zu den 
Ungleichungen 1°, 2", die dem Satz [641] vorangehen. W i r können 
dann, w ie w i r gesehen haben, notwendige und h inre ichende Be­
dingungen angeben, damit eine Orthogonalre ihe eine E n t w i c k l u n g 
inbezug auf einen Raum sei. Diese Bedingungen betreffen die πn(t), 
d. h. die T-Transformier ten der Par t ia l summen. [645] zeigt einen 
anderen Typus v o n Bedingungen. Einen d r i t t e n T y p u s stellt folgen­
der S a t z vor: 

[646] 
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und es w i r d dann ganz analog weiter geschlossen. 
Im Falle f(t) e M benutzt man die Identi tät 

und wiederhol t obige Schlüsse, indem man g(t)e L beachtet. 

Hi n l a n g l i c h k e i t: Die T-Summierharkeit von (2(i), d .h . 
die Konvergenz von {Ti}}, wo 

impl iz ie r t die schwache Konvergenz von {o1,(t)] in Lp (p 1). Die 
schwache Grenze f(t) e Lp dieser Folge hat die Eigenschaft 

Es bleibt noch der Fall p = d . h . Lp M. Dann ist [T i 

in (28) für alle g e L konvergent, also ist nach (153] o i{t)\ 
was bereits die Existenz einer beschränkten Funkt ion mi t dar 

Der Beweis der Hinlängl ichkei t geht also ohne die Annahmen 
1° und 2". Aus diesem Beweise ersehen w i r die Beziehung 
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§ 5. M u l t i p l i k a t o r e n . 
A und B seien zwei Funktionenräume, {φn} ein ON-System. 

[651] Wenn die Zahlenfolge die Eigenschaft hat, jede Koeffizienten­
folge {αn}, die einer Funktion f(t) € A nach {φn} zukommt, in eine 
Koeffizientenfolge einer Funktion g(t)e B zu verwan­
deln, so heißt ein Multiplikator der Klasse (A, B), in Zeichen: 

Dieser Begriff trat zuerst beim trigonometrischen System auf; 
bei beliebigen {φn} hat als erster M. Riesz die Frage nach den 
Multiplikatoren angegriffen. Es sind hier zwei Fragenkomplexe zu 
unterscheiden. Der erste besteht in den notwendigen und hinrei­
chenden Bedingungen, damit eine Folge zu (A,B) gehöre; die­
se Problerne werden wesentlich erleichtert, wenn man ein speziel­
les {φn} untersucht; der zweite betrifft ebenfalls die Charakterisie­
rung der Klassen (A,B), doch ist diese nicht selbständig, sondern 
durch die Beziehungen zwischen den verschiedenen Klassen (A,B) 
vermittelt. Einige von diesen Beziehungen, wie 
oder sind t r ivial . Ebenso ist im ersten Komplex 
die Beschränktheit von als notwendige und hinreichende 
Bedingung für eine unmittelbare Folge des Riesz-
Fischer'schen Satzes. 

Wir fangen mit dem zweiten Fragenkomplex an. 



Multiplikatoren. 223 
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[654] [656] Multiplikatoren. 225 
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ner gleichmäßig konvergenten Folge von stetigen Funktionen ste­
tig, w. z. b. w. 

[658J 

es ist also die aus den stetigen Funktionen gn(t)=U(w„) bestehende 
Folge gleichmäßig konvergent und daher U(f) eine stetige Funk­
tion von t. Nach [624] ist aber V inbezug auf M, also U(f) 
eindeutig erklärt. 

B e m e r k u n g . In den Sätzen dieses § darf die Bedingung 
der Vollständigkeit durch die Annahme ersetzt werden, daß die 
einer Toeplitz'schen Methode entsprechenden Lebesgue'schen Funk­
tionen f. ü. 0(1) sind. 

[657] 



[657] [663] Weiteres über Multiplikatoren. 227 

§ 6. Weiteres über Multiplikatoren. 

Wir gehen zum ersten Problemkomplex des §5 über, um einige 
Eigenschaften der Klassen an sich zu behandeln. Wir wollen hier 
zunächst den Begriff des Multiplikators erweitern: 
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[664] [665 ] Weiteres über Mul t ip l ika to ren . 229 

das allgemeine Glied einer Folge von Funktionalen, deren Normen 
([151]) gemeinsam beschränkt sind, wie aus (34) und (35) ersichtlich; 

eine Folge von linearen Operationen, wo x = { i) zum Räume I2  

gehört, und M der Gegenraum ist. Nach [151] sind die [Un] unter 
einer n-freien Schranke gelegen. Wenn es uns also die Ungleichung 

zu zeigen gelingt, so haben wir die Notwendigkeit von (33) dargetan. 
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also 

Damit ist aber (wegen (36) und (35)) (34) mit einer ξ- und n-freien 
Konstanten erfüllt, und die (hinreichende) Bedingung [171] ergibt 
die Existenz eines g(t) mit 
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§ 7. S ingulare E n t w i c k l u n g e n u n d s ingulare F u n k t i o n e n . 

Bei der Diskussion der Sätze |631| und 1632|, welche in 
zwei verschiedenen Richtungen den Riesz-Fischer'schen Satz ver­
allgemeinern, haben wir bemerkt, daß die Umkehrungen jener 
Sätze nicht gelten, d.h., daß es Orthogonalsysteme gibt, für wel­
che diese Umkehrungen versagen. Wir sprechen dann von einer 
Singularität des Systems und lassen dabei die in den erwähnten Sätzen 
vorkommende Annahme der gemeinsamen Beschränktheit fallen. 

was die N o t w e n d i g k e i t der Bedingung erweist. Die H i n ­
l ä n g l i c h k e i t ist unmittelbar, denn es ist 
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Vermittels lakunärer Reihen (vgl. VII) kann man zeigen, daß das 
trigonometrische System die Singularitäten hp für besitzt. 
Die Singularität h2 kommt offenbar nie vor und hp mit p > 2 ist 
bei beschränkten Systemen unmöglich. Das Haar'sche System 
besitzt die Singularität hp für wie wir gesehen haben. 
Die Singularität HP kann bei beschränkten Systemen vorkommen, 
sogar mit p — 2. 

Obige Singularitäten knüpfen an den ersten Teil des Satzes (631 ] 
an und beziehen sich auf die Existenz von Reihen mit bestimmten 
Konvergenzeigenschaften. Man erhält eine zweite Gruppe von Sin­
gularitäten, wenn man den zweiten Teil des erwähnten Satzes 
hervorhebt und Funktionen von bestimmten Eigenschaften sucht. 

[672] 

Bevor wir die Singularitäten beider Arten näher betrachten, 
wollen wir ihre gegenseitigen Beziehungen beleuchten. Dazu dient 
uns folgendes 

[673] 



[672] [674] Singulare Kntwick lungen und singulare Funkt ionen . 233 
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der Raum ist auch komplett, also ein F-Raum. 



[675] [676] Singulare Entwicklungen und singulare Funktionen. 235 

ergibt. Jetzt führt [124] unmittelbar zu der Behauptung. 

welche mit (39) für ck=fk{t) beiderseits integriert 

Bis jetzt haben wir in diesem § die Vollständigkeit des ON 
inbezug auf Lp vorausgesetzt. Wenn wir statt dessen die φn(t) einzeln 
als beschränkt annehmen und eine Summationsinethode {bik} 
(k = 1, 2, . . . , ni) mit der Eigenschaft 

wählen, so bleiben die Behauptungen richtig und die Beweise 
werden einfacher, weil sie auf [646] u. f. geslützt werden können. 

Bevor wir an die Frage nach der Existenz der Singularitäten 
herantreten, ist folgender H i l f s s a t z zu beweisen: 

Es sei [fn(t)] eine Folge integrierbarer Funktionen und {ni] [676) 
bezeichne irgend eine Folge von Indizes; die Ungleichung 

Nun gilt aber für lrn(u)] die erste Ungleichung [457] 
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ist in E gleichmäßig konvergent, wobei nach [123] die Komplementär­
menge CE dem Maße nach kleiner als e angenommen werden darf. 
Wählt man e so, daß 

[677] Ein beschränktes oder inbezug auf L2 vollständiges ON besitzt 
stets die Singularität c.. 
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Umsomehr besitzen solche Systeme die Singularität Cp für p 2. 

§ 8. Die S ingular i täten Kp und Lp. 

Die Singularitäten des § 7 sind Gegenbeispiele für die Um­
kehrungen der Sätze vom Typus [631]. Nun sind die Umkehrun­
gen des Satzes [632] ebenfalls unrichtig. Diese Tatsache rechtfertigt 
folgende 

D e f i n i t i o n e n : Ein ON-System besitzt die Singularität lp [681) 

wenn es eine konvergente Reihe gibt, 

ohne daß die Folge {cn ] eine Koeffizientenfolge einer Funktion aus 
Lp sei. Wenn man in dieser Bedingung den in der Reihe auftreten­
den Exponenten p durch jedes q < max (2,p), q > 0, ersetzen darf, 
so heißt die Singularität ~ Die Singularität l2 ist 
unmöglich, wie der Riesz-Fischer'sche Satz lehrt. Dagegen besitzt 
jedes ON die Singularität L2: es genügt zu setzen. 
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[682] [686] Die Singulari täten Kp und Lp. 239 

eine Funktion mit {dn} als Koeffizientenfolge, so hat man nach 
dem Lemma [673], wenn 1p nicht vorhanden, 

Unter den Voraussetzungen von [(3831 sind Lp und Kp, mitein- |684| 
ander äquivalent. 

Der Beweis dafür ist eine fast wörtliche Wiederholung des 
Beweises für [675] mit der Änderung, daß jetzt die Entfernung 
zweier Elemente x = [ak], y = [bk]] als 

[683] und [684] gelten bei der Voraussetzung der Beschränktheit [685) 
der Lebesgue'sehen Funktionen für eine bestimmte Summationsmethode 
auch ohne Vollständigkeit, 

Wenden wir uns jetzt zur Frage nach der Existenz der Singula­
ritäten kp und Kp. 

Ein beschränktes ON besitzt stets die Singularität kp für jedes [686[ P 
p>2. 

in einer positiven t-Menge; nach dem Lemma [676] muß also für 
eine Folge {ni} 
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[6871 [694] Majorantea uud Divergenzfaktoren. 241 

Der Satz [692] läßt sich jetzt so fassen: Damit [dn] eine Ma­
jorante für P sei, ist es notwendig und hinreichend, daß [dn ] K e i n e 
Divergenzfaktorenfolge für den zu P konjugierten Raum P' sei. 
Diese Bemerkung führt zu neuen notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für Majoranten, 

für alle Indexfolgen {ni} (mit einem [ni ] und m-freien z) notwen­
dig und hinreichend. (Für p — ist links statt des Integrals die 
w. o. G. des Inte gründen zu schreiben). 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 16 
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also, nach [152] bzw. [154], 

(mit entsprechender Lesart für Dies gilt für jede Folge 
{dn{}, womit die Notwendigkeit von (42) erwiesen ist. Die Hinlän­
glichkeit ist ersichtlich, denn (42) bewirkt 

Im Räume Lp ist die Bedingung (42) mit der unbedingten 

[695] 

[696] Als A n w e n d u n g zeigen wir, daß für jedes ON, welches ans 
beschränkten Funktionen besteht und inbezug auf L vollständig ist, 
eine niillhonvergente Folge {an} existiert, ohne eine Koeffizientenfolge 
für L zu sein. Denn nach [513] gibt es ein {dnl} mit dn 0, l im dn = 0 

und Nach [676] kann die Bedingung des Satzes 

[694] nicht erfüllt sein, {dn) ist demnach keine Majorante, also ist ein 

{an} mit lanl < dn vorhanden, so beschaffen, daß keinem 

f{t) aus L entspricht. 



VII. KAPITEL. 

Lakunäre Reihen. 

§ 1. L a k u n ä r e Systeme. 

Das Rademacher'sche System {rn(t)} [225| besitzt unter an­
deren merkwürdigen Eigenschaften auch die folgende: 

unter Benutzung von [125]. Das Rademacher'sche System ver­
dankt jene Eigenschaft seiner Unvollständigkeit, die aber (selbst­
verständlich) allein dazu nicht ausreicht. In diesem Kapitel kom­
men ON-Systeme zur Sprache, welche eben diese Eigenschaft 
besitzen. 

Führen wir allgemeinere D e f i n i t i o n e n ein: 

Ein ON-System {φn} heißt lakunär von der Ordnung p (p>2) [712] 
und wird mit Sp bezeichnet, wenn φnL

p und wenn für {an}el2 die 

Reihe (die dann mit Rp bezeichnet wird) stets eine Funk-

tion f(t)e Lp im Sinne der starken Konvergenz in L2 darstellt. Die Reihe 
heißt dann auch lakunär von der Ordnung p. Mit S und R werden 
Systeme bzw. Reihen bezeichnet, die für alle p, , bzw. 
Rp sind. 
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[713] Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit {φn(t)} ein 
Sp sei, besteht in der Existenz eines n- und a-freien up mit 
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d.h. 

was für x = (al,a2,...,an,0,0,...,0,...) als (1) geschrieben werden kann. 

K o r o l l a r . Eine lakunäre Reihe ist stets stark konvergent. 

Es sei {φn} ein ONSp; dann gilt [714] 

wo up dieselbe Konstante wie in [713] bezeichnet. 

Es sei nämlich q = p — 1 > 1; es kommt 

also, nach [127] und [713], 

woraus der Satz, wegen 1 — P/2q — 1/2q', unmittelbar hervorgeht. 
Setzt man 

so kommt 

und (1) liefert den 

Sa tz : Es sei {φn) ein ONSp; dann gilt für jedes f(t) e Lp' [715] 

(Hier ist f(t) irgend eine Funktion mit f(t) und [*.,, 

die Konstante aus [713]). 
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Es zeigt sich, daß die Entwicklung einer beliebigen Funk­
tion f(t) Lp' (p'<2) einer Funktion f(t) L2 entspricht, welche, 

[716] nach [712], zu If gehört; daraus geht aber die Unvollständigkeit 
der Systeme Sp inbezug auf Lp hervor. 

In der Tat, die Vollständigkeit würde die Abgeschlossenheit 
inbezug auf Lp bewirken ([625]) und man hätte eine Folge {wn(t)} 
von Linearformen in φk (k — 1,2, ...,n) mit f(t) als starker Grenze. 
Nun ist aber nach [715] 

§ 2. Vorhandensein von l a k u n ä r e n Systemen. 

Wir haben die einfachsten Eigenschaften der lakunären Sy­
steme kennen gelernt, deren Vertreter das System [225] ist, wel­
ches sich sogar als S , herausgestellt hat. Gibt es aber sonst 
lakunäre Systeme? 

Hier ist folgendes Ergebnis von Wichtigkeit: 

[721] Es sei ein ON und beschränkt. Dann 
gibt es eine Indizesfolge {nk} so beschaffen, daß lakunär von 
der Ordnung p ist. 
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Dem Beweise schicken wir folgendes L e m m a voraus: Es gibt [722] 
Konstanten α(P), ß(P) so, daß für alle f { t ) e L p g(t)e Lp p>2 
die Ungleichung 

gilt . Diese Ungleichung ist eine unmittelbare Konsequenz der 
arithmetischen Ungleichung 

die man folgendermaßen ableiten kann: Man setzt 
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[723] [733] Weitere Eigenschaften der lakunären Systeme. 249 

§ 3. W e i t e r e Eigenschaften der lakunären Systeme. 
In § 1 und § 2 haben wir uns mit der Existenz und mit den 

charakteristischen Eigenschaften der lakunären Systeme beschäf­
tigt. Jetzt gehen wir zu dem Problem über, wie die Koeffizien­
ten einer Funktion nach einem lakunären System beschaffen sind. 
Wir wissen bereits auf Grund von [715], daß die Koeffizienten 
eines f(t) € Lp nach einem ONSp-System eine konvergente Quadrat-
summe haben: daraus folgt: 

[731] läßt sich auch so ausdrücken: Ist das aus einem ON 
{φn} herausgegriffene Teilsystem {φnk} ein S , so ist für f(t) € Lq 

Bei den lakunären Systemen spielt die Reihenfolge keine Rolle; 
ein lakunäres System bleibt lakunär von derselben Ordnung, wenn [733| 
man die Reihenfolge seiner Glieder beliebig ändert. 

Koroliar zu [713], stark konvergent in Lp. Damit erweisen sich 
alle herausgegriffenen Reihen als stark konvergent, also muß nach 
[168] die ursprüngliche Reihe unbedingt konvergieren. Es ist also 
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B a n a c h ' s c h e Ä q u i v a l e n z e n . Lakunäre Systeme 
weisen u.a. gewisse Eigenschaften auf, die untereinander und mit 
der Eigenschaft lakunär zu sein äquivalent sind; wir können so­
gar zwei solche Gruppen äquivalenter Eigenschaften angeben; sie 
zeigen die einschlägigen Probleme in einem neuen Lichte und 
eröffnen einen Weg zu den Singularitäten. 
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es folgt also α) aus y). 

Jetzt sei α) erfüllt. Es sei w(t) irgend eine Form von der 
Gestalt (5) mit der Nebenbedingung 

wir wollen 7) oder die damit äquivalente Ungleichung 

ableiten. Wäre sie falsch, so könnte man aus {w} eine Folge {wi} mit 
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(9) (Y) 

notwendig und hinreichend; dabei ist Y das Symbol eines beliebi­
gen linearen Funktionais in /2; links ist die Norm des zusammen­
gesetzten Funktionais YU, rechts diejenige von Y gemeint. Da 

was gegen α) verstößt. Damit ist die Äquivalenz von α) und 7) bewiesen. 

Um die Äquivalenz von ß) und 7) zu zeigen, definieren wir eine 
Operation y = U(x) — wo xe C (= der Raum stetiger Funktionen), 
v € l2 — durch 

Diese Operation ist linear. Nach [183] ist für die Auflös­
barkeit von y = U(x) bei jedem yel2 die Existenz einer positi­
ven Konstanten u mit 

geschrieben werden für alle Folgen {Ci} mit endlichvielen von Null 
verschiedenen Gliedern. Somit folgt 7) aus ß). Umgekehrt folgt 
ß) aus denn (10) impliziert den Fall also (9), und die 
Auflösbarkeit von y = U(x). 

Nach [714] gilt 7) für jedes ONSp{φn}. Wenn also ' die 
Voraussetzungen 1°, 2°, 3° von [734] erfüllt und eine Teil­
folge von {φn} ist, so gelten auch α) und ß) für {φn}. Daraus können 



Selbstverständlich ist der Beweis für die Singularität Cp und C  

noch einfacher, denn es t r i t t an Stelle von  
IL G r u p p e . Es sei ein ON und: 1° alle f„(t) gemein­

sam beschränkt, 2° jede beschränkte Funktion als gewöhnlicher 
Grenzwert einer f. ü. konvergenten Folge von Linearformen der 
darstellbar, 3° die laut 2° vorhandenen Linearformen wn(t), die 
gegen eine gegebene Funktion f (t) M f. ü. konvergieren, so be­
stimmbar, daß sie gemeinsam beschränkt sind und die zu f(t) 
orthogonalen nicht enthalten; sei eine Teilfolge von 

[735] Weitere Eigenschaften der lakunären Systeme. 2 5 3 

wir schließen, daß jedes ON {φn}, welches ein lakunäres System, 
d.h. ein Sp enthält, die Singularität Cp' ja sogar eine stärkere 
aufweist: 
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[736] Unter diesen Annahmen sind die drei folgenden Aussagen paar­
weise äquivalent: 

α) Die Koeffizienten jeder beschränkten Funktion nach 
bilden eine absolut konvergente Reihe, wenn die Funktion in der  

Ebene liegt. 
ß) Zu jeder Folge [ak] mit = 0 gibt es eine integrier­

bare Funktion, deren Koeffizienten nach die ak sind. 
i) Es gibt ein von m unabhängiges u, so daß die Ungleichung 
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und der Beweis wird ähnlich wie derjenige von [734] abgeschlossen. 

Man kann auch daran ähnliche Bemerkungen wie dort knüpfen, 
doch ist es über y) nicht bekannt, ob es jedem ONS,, zukommt. 
Die Äquivalenz von ß) und v) zeigt, daß in diesem Falle eine Er­
weiterung von [731] auf q = 1 unstatthaft wäre, ja es ist sogar für 
jedes System {φn}, welches den Annahmen der II-ten Gruppe genügt 
und ein Teilsystem {φk} von der Eigenschaft r) besitzt, folgende 
Singularität vorhanden: 

Damit diese lineare Operation y = U(x) für jedes eine 
Lösung x € L zulasse, ist wieder — nach [183] — eine Bedingung 
der Gestalt (9) notwendig und hinreichend. Ihr Sinn ist aber ein 

denn Y{U(x)) ist jetzt eine in L erklärte Operation. Die Unglei­
chung (9) ergibt also als Analogon zu (10) 

Ist f(t) die nach der Äquivalenz ß) = Y) aus [736] vorhandene 
integrierbare Funktion mit 
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§ 4. A n w e n d u n g e n . 

Das Rademacher'sche System [rn(t)] ist lakunär; es ist S , 
wie w i r am Anfang dieses Kapitels gesehen haben. Infolgedessen 
er fü l l t dieses System die Ungleichung der Behauptung [714], wie 
w i r es bereits in [457] bestätigt f inden. Nun ist aber das Rade­
macher'sche System ein Teilsystem des in [461] erklärten Walsh-
sehen Systems; nach [468] haben die dor t erklär ten Teilsummen 
p2

n(t) , die w i r mi t wn(t) bezeichnen können, diejenigen Eigenschaf­
ten, die w i r als „Annahmen*4 dem Satz [734] vorausschickten. Es 
ist also jener Satz anwendbar und erg ib t für jede integrierbare, 

in der r-Ebene gelegene Funk t ion die Konvergenz 

von Ebenso sind die für die Äquivalenzen [736] ausreichenden 

Annahmen der I l - t en Gruppe erfül l t (mit denselben w„(t), also bi lden 
die Koeffizienten an eines f(t) M (f aus der r-Ebene) stets eine 
absolut konvergente Reihe. 

Eine t r igonometr ische Reihe 

ist für genügend stark wachsende Folgen ) 
ebenfalls lakunär, worüber man näheres im Zygmund'schen Buche 
dieser Sammlung lesen kann. Das interessante System [471] besitzt 
auch diese Eigenschaft. 

Das System [rn(t)\ ([225]) mag uns jetzt dazu dienen, zu stär­
keren Ergebnissen als [563) zu gelangen. Und zwar: 
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S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 17 

Schreibt man hier u statt u0 und integriert beiderseits nach u, 
so kommt 

f.ü. in <a,b > gegen eine Funktion Gt(u) e Lp konvergent. 

f .ü . in 0,1 . Bezeichnet man mit sfl(u,t) die nie Partialsumme 
von (13), so liefert die Khintchin'sche Ungleichung [456] 

wo z nur von p abhängt; die Hölder'sche Ungleichung [114] gibt aber 

also ist 

(15) 

Bezeichnet man mit s (u0,t) die Summe von (14), so ist nach 
[125] und (15) 



258 VII . Kapitel. Lakunäre Reihen. 

Leser die probabilistische Deutung dieser, sowie die Formulierung 
analoger Sätze mit den Funktionen des Satzes [471] an Stelle von 
{r„(t)}. Weitere Anwendungen auf die analytischen Funktionen 
findet man in einer gemeinsamen Arbeit von Paley und Zygmund. 

Die Funktionen r,,(t) dienen u.a. dazu, die Wahrscheinlich­
keit für die Konvergenz (oder Divergenz) von Reihen zu bestim­
men, deren Glieder mit zufallsartigen Vorzeichen ± versehen wer­
den. Wenn wir nun eine Reihe haben und es dem Zufall über­
lassen (mit gleicher Wahrscheinlichkeit für beide Fälle), ob wir 
ein Glied streichen oder stehen lassen, so sind an Stelle von rn(t) 
die Funktionen v„(t) = 1/2 + V2 r„(t) (n = 1,2,...) zu benutzen. 

also auch (nach Vertauschung der Integrationsfolge) 

Der Satz [741] bleibt richtig, wenn die Zahlen an und die 
[742] Funktionen g„(u) komplexe Werte annehmen. So ist z.B. für 

[743] Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Reihe 
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Die H i n l ä n g l i c h k e i t ergibt sich aus der Darstellung 

(denn die rn{t) sind von einem n an ungerade inbezug auf den 
besagten Mittelpunkt). Es ist also in einem positiven Teil von T 

ein Widerspruch. 

B e m e r k u n g . Derselbe Satz und Beweis gilt für alle 
Toeplitz'schen Summationsmethoden. 
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V I I I . KAPITEL. 

Biorthogonale Systeme und Orthogonalpolynome. 

Dieses Kapitel hat einige oft gebrauchten Erweiterungen des 
Begriffes Orthogonalsystem zum Gegenstand. 

§ 1. Biorthogonale Systeme. 
Die Orthogonalität ist ein mit dem Räume L2 verknüpfter 

Begriff; es ist natürlich, von den Funktionen φn(t) die Zugehörig­
keit zu L2 zu verlangen, wenn man das Produktintegral bilden 
wi l l . Eine Verallgemeinerung auf andere Räume ist naheliegend: 

Man betrachte einen Raum R, ein System lxal von Elemen­
ten dieses Raumes und ein mit [xα] gleichmächtiges System lUa] 

von in R erklärten linearen Funktionalen. Wir nennen das System 
{xα, Uα) biorthogonal und normiert (kurz BN), wenn [811] 

(B)   

bzw. 

(N) (α) 

gilt. (Man beachte, daß obige Normierung nichts über die Nor­
men von Uα und xα aussagt). 

Entwicklang eines xzR nach dem BN {xa, Uα] heißt die Reihe 

(1)  

Diese Schreibweise hat als stillschweigende Voraussetzung, daß die 
Indizes α natürliche Zahlen sind, d.h. daß [xα] abzählbar oder 
endlich ist. Wir zeigen nun: 

Ist R separabel, so ist ein BN höchstens ab zählbar. [812] 
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und man führt den Beweis genau so zu Ende, wie denjenigen von [341]. 

1813] Es ist auch die lineare Unabhängigkeit der xn untereinander und 

der Un untereinander leicht beweisbar. Hat man nämlich 
so ist  

also yk — 0 für alle k < n. Ähnlich beweist man den zweiten Teil. 

[814] Ein BN heißt vollständig (kurz V), wenn [Un] vollständig ist, 
m.a.W., wenn es in R kein x mit | | x | | > 0 , Un(x) = o (n) gibt. 

[815] Wenn die Entwicklung eines x nach einem BNV stark in R 
konvergiert, so ist x ihre starke Summe. Es ist nämlich dann 
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vorhanden sind; wir sagen dann, xo sei für die x„ zugänglich. 

Das System {x„} heißt nun minimal, wenn die Beseitigung [817) 
eines xk stets eine Verminderung von X verursacht. Diese Definition 
ist eine Verallgemeinerung von [248]. Es ist darnach jedes ON 
minimal, dagegen z. 13. {tn} nicht, wie aus dem Müntz'sehen Satze 
[361] ersichtlich. Ein endliches System von linear unabhängigen 
Funktionen ist stets minimal. 
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[819] Die Minimalttat von [xn] ist notwendig und hinreichend, damit 
man im konjugierten Raum Elemente yn finden kann, die mit den 
gegebenen xn ein BN {xn,yn} bilden. 

H i n l ä n g l i c h k e i t : Man hat die Existenz eines {yk(t)} mit 
den Eigenschaften (2) zu zeigen. Es sei zunächst k — 1. Wir haben 
also das Momentenproblem 

mit u1 = 1, u1 = 0 (i = 2, 3, ...) zu lösen. Nach [171] genügt es, die 
Ungleichung 
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§ 2. Biorthogonalis ierung. 

Ist {φn{t)} ein System aus Lp (p > 1) und sind die φn unter- [821] 
einander linear unabhängig, so lassen sie sich in ein minimales 
System linear transformieren, so daß — nach [817]—die Bildung 
eines BN möglich wird . Die Transformation kann nach einem dem 
Schmidt'schen ähnlichen Verfahren bestimmt werden. Es dient 
dazu folgendes 
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Dieses Lemma kann aus [171] gefolgert werden, wenn es 
uns gelingt, die Unzugänglichkeit von φn(t) für die übrigen φ zu 
zeigen. Nun aber führt die gegenteilige Annahme zu 

L e m m a : {φk} sei ein endliches System (k = 1,2,..., n), sonst wie 
in [821]; es gibt dann ein y(t) mit 

wobei vom Lemma [822] Gebrauch gemacht wird. Allgemein: es sei 

mit 
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(Hier ist die Annahme zulässig, denn die n -- 1 Gleichungen 
(6) mit n Unbekannten ßk sind homogen). 

Es bietet sich die Frage, ob zu einem minimalen System {xn,(t) | 
mehr als ein System [yn(t)} gehört, das mit ihm ein BN bildet. 

Es ist nun klar, daß [xn] minimal sein kann, ohne vollständig 
zu sein (jedes unvollständige ON ist ein Beispiel dafür); ist dann 

' > und zu allen xn(t) orthogonal, so ist gleichzeitig mit 
[Xn,yn) auch { x n , y n + g l ein BN. 

Andererseits ist diese Erscheinung bei einem vollständigen [x„] 
unmöglich, denn sind {x h , y n ] ] , [xn, zn] zwei BN, so ist yk — zk zu 
allen xn(t) orthogonal, also Null. Nichtdestoweniger braucht das 
BN selbst nicht vollständig zu sein, wie aus § 1 erhellt. 

Es gibt selbstverständlich auch vollständige BN: ein solches 
ist z.B. [xn, xn]], wenn [xn ]ein ONV ist. 

§ 3. Biorthogonalentwicklungen. 

Die Entwicklung (8) ist —nach [811], (1) u. (2)-eine Biortho­
gonalentwicklang, ebenso wie (9), nur wird einmal nach {xn,vn] das 
andere Mal nach {yn, xn] entwickelt. Gehört f(t) gleichzeitig zu Lp 

und Lp, so hat es zwei Entwicklungen. Die Entwicklungen (8) 
und (9) heißen konjugiert zueinander; wir nennen auch die Systeme 
{xn,yn} und [y n , xn] zueinander konjugiert. 
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[831] Ist die Entwicklung einer Funktion f(t)e Lp nach dem BN {xn,Yn} 
schwach konvergent, so ist die Reihe 
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Wüßte man nun, daß g für die sn(g) zugänglich ist, und 
wäre {an} die entsprechende Folge von Linearformen 

(mit φ(t) als der Unbekannten). Es kann daher das Kriterium 
I, §7, (25) für alle Zahlensysteme nicht erfüllt sein, es muß 
also — wie groß auch y sei — die Ungleichung 

ersetzt werden, was nach Division mit ξ1 die behauptete Zugänglich­
keit erweist. 

Aus [832] folgt unmittelbar, daß unter denselben Annahmen 
die Entwicklung eines jeden stark konvergiert: 
man braucht bloß zu beachten, daß die konjugierte Entwicklung 
a fortiori schwach konvergiert, und [832] auf das konjugierte BN 
anzuwenden. 

was der Behauptung gleichkommt. 
Die Zugänglichkeit von g(t) ergibt sich aber aus folgender 

Überlegung: Die schwache Konvergenz bewirkt die Grenzwert-
beziehunff 

und diese zeigt ihrerseits die Unlösbarkeit des Momentenproblems 
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Aus beiden letzten Sätzen folgt für BN[xn, yn} mit inbezug 
auf M vollständigen {xn}, daß die schwache Konvergenz von (8) 

also, nach Voraussetzung, der linksseitige Ausdruck unter einer 
n-freien Schranke gelegen. Nun ist aber 

Die Vollständigkeit von {xn] inbezug auf M bewirkt die Ab­
geschlossenheit inbezug auf L: es sei also 
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für sämtliche / L bereits die starke Konvergenz für diese Funk­
tionenklasse sichert. 

Es bleibe nicht unerwähnt, daß einige Sätze des VI en Ka­
pitels über Multiplikatoren sich sinngemäß auf Biorthogonalsysteme 
übertragen lassen. 

§ 4. Biorthügonalentwicklungen in L2. 

und die Quadratintegrale der Xi(t) haben alle den Wert 2. 
Aus [832] ersieht man, daß die schwache (und a fortiori die 

starke) Konvergenz aller Entwicklungen (8) die starke Konvergenz 
aller konjugierten, also beider Entwicklungen zeitigt. 

Bezeichnet man in diesem Falle wieder mit rn(t) und sn(t) die 
Partialsummen der beiden Entwicklungen (8) und (9), mit f(t) 
bzw. g{t) ihre starken Summen, so kommt 

also 

(12) 
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verstärken (im Falle f{t) = g(t) erhält man 

also gleich Null ist; ebenso wird 3° aus 2° abgeleitet. 

Ferner werde an [832] erinnert, demzufolge die Erfüllung 
von 1° (bzw. 20) für alle f (bzw. g) die Richtigkeit von 2° (bzw. 1°) 
für alle g (bzw. f) zur Folge hat. 

das erste Integral rechts strebt gegen Null wegen 1°, während 
das zweite gleich 

näher erörtern. 
Zunächst werde bemerkt, daß jede von den Beziehungen 1°, 2° 

bereits 3° zur Folge hat, denn 

ein Seitenstück zu der Parseval'schen Beziehung). 

Wir werden die eben gemachte Annahme mit BNVV andeu­
ten und für solche Systeme die drei Grenzwertbeziehungen 

(13) 

Ist das BN und das zu ihm konjugierte System vollständig, 
so kann man [815] anwenden und (12) zu 
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Wir können aber auch aus 3° auf 1° (und ebenso auf 2°) 
schließen. Genauer: ist 3° für alle f und alle g erfüllt, so ist 1° 
für alle f und 2° für alle g gültig. In der Tat, die Voraussetzung 

heit der Partialsummen jener Reihe; dieselben lassen sich als 

schreiben; diese Schreibweise deutet die Abhängigkeit des rn von 
f an. Vermöge [152] ist also \\rn(f; t)\\L

2 unter einer n-freien Schranke 
gelegen, woraus, genau wie beim Beweise von [834], 

folgt, nur ist jetzt L2 der betrachtete Raum. Sonst ist aber der 
Beweis auch weiter wie jener zu führen und ergibt 1°. Aus dem 
Gesagten folgt unmittelbar: 

gelegen, so hat das betreffende BNVV die Eigenschaften 1°,2° und 3°. 

Konstruieren wir jetzt folgendes BNVV: Es sei (φi(t)] ein 
ONV; es werde 

gesetzt. Daß dem System {xi,,yi} beide V zukommen, ist ohne 
weiteres sichtbar, denn 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 18 
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ist für die starke Konvergenz der Entwicklung (8) bzw. (9) nach dem 
BN {xn,yn} notwendig. 



woraus der Satz für die erste Lesart folgt; ähnlich beweist man 
die zweite Lesart. 

§ 5. Relat iv-orthogonale Systeme, 
Ein Funktionensystem {φn(t)} mit einer Funktion w(t);>0, die 

ihm die Eigenschaft 
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Wir haben nämlich 

verleiht, gibt zu einem BN Anlaß, und zwar ist dann | 
ein BN. Man könnte auch einführen und , 
also ein ON, betrachten; indessen bilden die Systeme in anbe-
tracht einer ihnen angepaßten Definition der Abgeschlossenheit 
und Vollständigkeit (vgl. [871], [872]) eine Klasse für sich; wir 

[851] wollen sie als die relativ zu w(t) orthogonalen Systeme (kurz RO) 
bezeichnen. (Führt man die Variable s vermittels 

[852] Unter den RO verdienen die relativ-orthogonalen Polynome 
besondere Beachtung; damit werden Polynome φn(t) gemeint, deren 
Grad stets dem Index gleicht und die relativ zu einem w(t) (im 
endlichen oder unendlichen Intervall) orthogonale Systeme dar­
stellen (kurz ROP); n nimmt die Werte 0,1,2,... an. 
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dienende Gleichungssystem (im Falle eines unendlichen Intervalls 
muß die Existenz der λi einzeln vorausgesetzt werden). Die Determi­
nante von (18) ist die Diskriminante der quadratischen Form in h 

6. Für ein gegebenes w{t) können noch andere RO erhal­
ten werden: 1° indem man nach Schmidt [313] das System 

und als solche positiv. Damit ist die eindeutige Bestimmbarkeit 
der ak (k = 1,2,... ,n) dargetan und die Bedingung der Normiert-
heit gibt a0. 

B e i s p i e l e . 
1. w(t) = 1, a, b = —1,1 liefert die Legendre'schen 

Polynome [411] und 

also die Jacobi'sehen Polynome, die u.a. 1. und 2. als Sonderfälle 
umfassen. 

mit Polyno men φn (t) n-ten Grades entsteht (ist k nicht ganzzahlig, 
so ist das entsprechende RO kein ROP relativ zu w); 2° indem 
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[861] [863] Eigenschaften der relativ-orthogonalen Polynome. 2 7 9 

B e w e i s von [862]: Die Beziehung [861] multipliziert mit 
tn w(t) und integriert liefert 

multipliziert man also [861] mit φn l-1(u), so kommt 

und die Vertauschung von t und u liefert eine analoge Beziehung, 
die von (21) subtrahiert 

ergibt. Jetzt braucht man bloß (22) über n = — 1,0,1,... ,m — 1 zu 
summieren, um [862] (mit n = m) zu erhalten. 

Die Nullstellen des Polynoms φ„(t) sind sämtlich reell, einfach [863] 
und in (a,b) enthalten. 

Es sei nämlich m die Anzahl der Zeichenwechsel von φn(t) in 
(a,b) und t1, t2, ...,tm die betreffenden Stellen. Wir setzen 

denn der Integrand erleidet keinen Zeichenwechsel; (20) und (23) 
zeigen, daß der Grad m von 0(t) wenigstens n beträgt, w. z. b. w. 
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sind für die Vollständigkeit von {φn(t)} inbezug auf LP (p > 1) hin­
reichend. 

§ 7. Vo l l s tändigke i t und Abgeschlossenheit. 
[871] Ein System {φ(t)} von Polynomen heißt vollständig inbezug 

auf Lp (p > 1), wenn 

abzuleiten. Nun ist aber w(t)f(t) e L und folglich, nach [358], 
w(t)f(t) = 0 f.ü. und f (t) = 0 f .ü. , w.z. b.w. 

Daraus folgt die Abgeschlossenheit der ROP inbezug auf Lp 

(p > 1). Das unendliche Intervall bietet insofern Schwierigkeiten, 
als hier der Müntz'sche Satz versagt. Wir können hier bloß eine 
hinreichende Bedingung angeben, die z.B. für Laguerre'sche und 
Hermite'sche Polynome erfüllt ist: 
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Das zweite Integralrechterhand verschwindet wegen sin(—t)= — sin t; 
unter Anwendung der Formel 

es sei ferner f (t) in jedem endlichen Intervall integrierbar und 

für alle a, b; dann ist fit) — 0 f. ü. Denn führt man 
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284 VIII . Kapitel. Biorthogonale Systeme und Orthogonalpolynome. 



[876] [885] Entwicklungen nach relativ-orthogonalen Polynomen. 285 

Auf Grund der in § 7 befindlichen Betrachtung über Vollstän­
digkeit und Abgeschlossenheit folgt aus [883] für ROPV 

K o n v e r g e n z . Die Partialsummen der Entwicklung [881] 
gestatten die Darstellung 

wenn die Voraussetzung von [882] erfüllt ist. 

Unter denselben Voraussetzungen wie [884] gilt 

Ist pn = 0(pn+1), so kann man ähnliche Konvergenzkriterien wie 
in der Theorie der Fourierreihen aufstellen, z. B.: 



* 
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[886] Die Ungleichungen 



ABKÜRZUNGEN, BEZEICHNUNGEN, SYMBOLE 

A [344] 793 

Abel'sches Verfahren 55 

abgeschlossen [241] 4911, [872] 2806 

absolut konvergent [167] 302 

additiv 18, 
,,a la Fourier" 5511 

antisymmetrisch inbezug auf a: 
f{a + t) = -f(a-t) (t) 

asymptotisch [162] 277 

B |811] 261,! 
Banach'sche Äquivalenzen 2501 

Bessel'sche Ungleichung [264 } 59u 

biorthogonal [81] 261 11 

Biorthogonalentwicklung 2676 

B-l imit ierbar 5 1 5 

BN [811] 261 11 

BNV: vgl . BN, V 
B N V V 2727 

Borel'scher Satz 12913 

B-Raum [138] 1811 

C [516] 152, 
C 1610 

c [516] 1524 

Cantelli'scher Salz 12910 

Cauchy'sches Postulat 145 

Cauchy'scher Satz 875 

CE 93 

Cesäro'sche Mi t t e l 413 

charakteristisch: notwendig und h in ­
reichend 

Christoffel-Darboux' sehe Identität 
[862] 2784 

Cp [672] 23216 

cp [672] 23214 

(C, r)-summierbar 46 

D [516] 1522 

d [516]1521 

Derivierte 179 

dicht- abgeschlossen [247] 534 

dicht-vollständig [247] 537 

Distanz 1410 

Divergenzfaktoren [693] 24112 

e 2021 

Entwicklung |253| 5514, 22312, [811] 2616, 
[881] 28414 

erste Kategorie (von der) [133] 1715 

erstes arithmetisches Mittel 47 

F-Raum 17, 
fast überall 618 

fast Oberall konvergent 262 

Fourier sehe Transformierte 2812 

Franklin'sches System (4431122,, 
frei von k: unabhängig von k 
Fubini'scher Satz 12t 

Funktional 1811 

f. ü.: fast überall, s. d. 

geschlossen [132| 1711 

Gram'sehe Determinante 62,, 
Gram'sches Kr i te r ium [312] 6213 

Grenze 147 

„Grenze" [116] 412 

Haar'sches System [226] 4411 

Hüufungspunht 177 

Hermite'sche Polynome 1437, 11 

homogen 182 

H p [671] 2315 

hv [671] 23111 
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in der Ebene d. Systems gelegen 24913 

insichdicht [132] 1712 

Koeffizient [252] 5514, 2211 

komplett 144 

konjugierte En twick lung 2672 

konjugierter Exponent 108 

konjugierter Raum 19511 

konsistent 53 

konvergent 14,, [143] 186 

konvex 3312 

Kp [682] 2383 

kp [682] 2381 

„Kranichschwii rme" 386 

Kugelig [132] 1714 

L 142 

l 175 

/ 2543i 

Lagnerre'sehe Polynome 141, 
lakunar [712] 2433 7   

Legendre'sche Polynome [317] 661 

Lerch'scher Satz [357] 8512 

Lim 279 

l i m : l im in f 

l i m : l i m sup 
l i m as 1302 

limitierbar 41 

linear [144] 192 

Lp [681] 2374 

lp 168112378 

Lp 105 

M 167 

Majorante [691] 24011 

max: Maximum 
metrischer Raum 1416 

min: Min imum 
minimal [817] 263" 
minimal-abgeschlossen [248] 5310 

minimal-vollständig [248] 5314 

Minkowski'sches Funkt ional 3314 

Minkowski'sehe Ungleichung [128]1010 

Mittelpunkt einer Kugel [132] 1716 

Moment 31,, 
multiplikativ [454] 1274 

Multiplikator 22211 

N 584 

nirgendsdicht [132] 1713 

A'oz-m [137] 185, 
einer Operation [146] 1914 

normiert [137] 184 53,,, [811]26111 

Normierung 5413 

Nullmenge: Menge vom Maße N u l l 

0 [213] 393 

0 68 

o 69 

offen [132] 1711 

o. ü . : obere Grenze 
ON: vgl . 0 , N 
ONA: vg l . 0 , N , A 
ONV: vg l . 0 , N , V 
ONSp: vgl . 0, N, Sp; 

Operation [141] 18,, 
orthogonal 373 

Orthogonalmenge [214] 403 

Orthogonalreihe [251] 5414 

Orthogonalsystem [213] 39, 
Oszillation: Differenz zwischen der 

oberen und unteren Grenze 

permanent 415 

Poisson'sches Verfahren: 
Abersches Verfahren, s. d. 

positive Menge: 
Menge von positivem Maß 

probabilistisch: wahrscheinlichkeits­
theoretisch 

„quasi-ergodisch" 13611 

Rademacher'sches System [225] 426 

Radius einer Kugel [132] 1716 

„Reihensumme" 41 

relativ-orthogonale Polynome [852] 27610 

relativ-orthogonale Systeme [851] 27615 

RO: relativ-orthogonale Systeme, s.d. 
ROP: relativ-orthogonale Polynome, s. d. 
ROPV: vg l . ROP, V 
R : vgl . lakunar 
R [712] 2433 



Abkürzungen, Bez iehungen , Symbole. 289 

Schauder'sches System [242] 507 

Schmidt'sche Methode [313] 638 

schwache Carleman' sehe Singularität: 

schwache Grenze: 
vg l . schwach konvergent 

schwache Hardy-Littlewood'sehe Singu­
larität: v g l . hp 

schwach konvergent [163] 289 

Schwankung: Oszillation, s. d. 
separabel [139] 1817 

sign 438 

skalares Produkt 3710 

starke Carleman'sehe Singularität: 
vgl . Cp 

starke Hardy-Littlewood'sehe Singula­
rität: vg l . p 

S : vg l . lakunär 

starke Konvergenz [161] 272 

stärker 51 

stetig [142] 1810 

stilisierte Sinusfolge 436 

summierbar 45 

Symmetriezentrum von R: ein a, so daß 
(a+x) e R stets (a — x) e R impl iz ier t 

S 1712] 2433 

Treppenfunktion 142 

trigonometrisches System [223] 41 l 2 

T-summierbar: vgl . summierbar 
Typus B (vom): vgl . B-Rnum 
Typus F (vom): vgl . F-Raum 

unbedingte Konvergenz [107] 3013 

überalldicht [132] 1712 

V 7 1 9 , [814] 26210 

V 198 

vektorieller Raum 1135] 1714 

vollständig 4511, [814] 26210, |871|2802 

wesentlich beschränkt 167 

wesentliche obere Grenze: das kleinste 
Y wofür f(t) f. u. 

wesentliche untere Grenze: das größte 
Y wofür f(t) y f. u. 

w.o.G.: wesentliche obere Grenze, s.d. 
w .u G.: wesentliche untere Grenze, s.d. 

Zeilenfinit 513 

zeilenweise normiert 6714 

zeilenweise orthogonal 6713 

zeilenweise vollständig 71, 
zugänglich 2G313 

zweite Kategorie (von der) l133| 1715 

S. Kaczmarz und H. Steinhaus. Theorie der Orthogonalreihen. 19 
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