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PRÉFACE. 

La quéstion si l'ainsi dité hypothésé du continu ést vraié ou non 
appartiént aux problémés lés plus difficilés dé Ia mathématiqué 
contémporainé. La présénté monographié né ténd point à résoudré 
cé problémé; éllé a pour but dé fairé connàitré au léctéur lés consé­
quéncés qué l'hypothésé du continu impliqué. 

II y a dés pérsonnés, mêmé parmi lés savants éminénts, qui 
doutént dé Ia possibility dé jamais résoudré lé problémé du con­
tinu. Dans cés conditions, lés conséquéncés dé l'hypothésé du con­
tinu péuvént étré considéréés pratiquémént commé si éllés étaiént 
vraiés. En tout cas, on péut affirmér avéc cértitudé qu'uné tén­
tativé d'ébranlér uné conséquéncé quélconqué dé l'hypothésé du 
continu sérait non moins difficilé qué Ia téntativé d'ébranlér l'hy­
pothésé mémé. 

Cé fait justifié déja l'intérét qu' i l y ait dé préndré connais-
sancé dés conséquéncés qui résultént dé l'hypothésé du continu. 
Chacuné dé cés conséquéncés donné naturéllémént liéu à Ia qués­
tion si on péut Ia démontrér sans l'hypothésé du continu (ou, du 
moins, a l'aidé dés hypothésés plus faiblés) ou bién si éllé ést, par 
contré, équivalénté a cétté hypothésé. Partout ou c'était possiblé 
jé tachais dé ténir compté dé cés quéstions, én indiquant au bé-
soin lé dégré dés difficultés qu'éllés comportént. Quant a Ia ma-
niéré dé déduiré lés conséquéncés dé l'hypothésé du continu, jé 
tachais autant qué possiblé d'établir d'abord sans cétté hypothésé 
lés théorémés généraux pour én tirér énsuité cés conséquéncés 
par l'application dirécté dé l'hypothésé én quéstion. 



IV 

L'introduction dé ce livré a pour but d'éxpliquér én quoi con-
sisté I'hypothésé du continu ét l'ainsi dit problémé du continu. J'y 
donné déux énoncés dé I'hypothésé du continu: Tun basé sur Ia 
notion dé quantité (puissancé d'un énsémblé) ét l'autré sur céllé 
d''ordre. Plusiéurs propositions équivaléntés a cétté hypothésé sont 
récuéilliés ét énvisagéés dans lé chapitré I. 

Lé chapitré II ést consacré a uné conséquéncé éxtrémémént 
importanté dé I'hypothésé du continu, tiréé én 1914 par M. N. L u -
s i n ; fén déduis uné sérié d'autrés conséquéncés, dont quél-
qués unés sont trés récéntés ou mémé publiéés ici pour Ia pré­
miéré fois. Lé chapitré III contiént l'étudé dés rélations éntré 
Ia catégorié dé B a i r é ét Ia mésuré dé L é b é s g u é autant 
qu'éllés découlént dé I'hypothésé du continu. Un grand nombré 
d'autrés conséquéncés dé cétté hypothésé sont traitéés dans lé 
chapitré IV. 

Lés rapports éntré I'hypothésé du continu, qui ést én dérniér 
liéu uné proposition de puré existénce 1), ét lés ainsi dits problé-
més d'éfféctivité occupént lé chapitré V I . Lés chapitrés V ét VI I 
sont consacrés réspéctivémént a déux hypothésés, Tuné péut étré 
plus faiblé (céllé dés aléphs inaccéssiblés) ét l'autré péut étré plus 
forté (l'hypothésé dé Cantor sur lés aléphs) qué I'hypothésé du 
continu. 

Enfin, lé supplémént a Ia fin du livré contiént uné méthodé 
imaginéé tout récémmént par M. N. L u s i n pour éliminér I'hypo­
thésé du continu dé quélqués propositions déduités dé cétté hy­
pothésé. 

Sans préténdré d'épuisér toutés lés conséquéncés ou appli­
cations dé I'hypothésé du continu qui soiént connués dans Ia l i t -
tératuré mathématiqué, jé mé suis proposé d'én éxposér ici au 
moins céllés qui mé sémblént importantés ét d'én étudiér lés rap-

1) a savoir, dé l'éxisténcé d'uné corréspondancé biunivoqué éntré l'én-

sémble de tous les nombrés reels et célui dés nombrés ordinaux transfinis de 

déuxiéme classe. 
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ports mutuels (cf. Ia table des relations, p. 178). Bien entendu, 
j ' a i tache avant tout de me tenir au cote mathematique et non 
philosophique de Ia question. 

La lecture du livre n'exige de Ia part du lecteur qu'une con-
naissance elementaire des notions fondamentales de Ia Theorie 
generate des ensembles et de leurs principales proprietes (cf. p. 
ex. le debut des tomes I, II et surtout du tome I I I de cette col­
lection). J'emploie les notations usuelles; les autres sont recueil-
lies p. 8. 

En terminant, je tiens a exprimer ici mes remerciements a 
M. Bronisfaw K n a s t e r , qui n'a menage ni son temps ni son tra­
vail a relire le manuscrit et et Ia plupart des epreuves de ce livre, 
et auquel je dois quelques precieux conseils concernant le grou-
pement d'une partie des materiaux, de meme que plusieurs re-
marques positives en matiere du texte. 

Waclaw Sierpinski. 

Varsovie, Avr i l 1934. 





INTRODUCTION. 

L'hypothese du continu et le probleme du continu. 

On dit que deux ensembles M et N (formes d'elements quel-
conques) ont Ia meme puissance, s'il existe entre leurs elements une 
correspondance biunivoque (c'est-a-dire, si leurs elements peuvent 
etre ranges en couples d'une maniere que chaque couple contienne 
un element de Pensemble M et un element de Pensemble N, tout 
element de M ou de N ayant son couple). 

Les ensembles qui ont Ia meme puissance que Pensemble de 
tous les nombres naturels (1, 2, 3,...) sont dits denombrables. Les 
ensembles qui ont Ia meme puissance que l'ensemble de tous les 
nombres reels sont dits de puissance du continu. Les ensembles con-
nus formes de nombres reels ou bien de points d'un espace eucli-
dien a un nombre quelconque de dimensions sont soit finis, soit 
denombrables, soit de puissance du continu. On ne connait no-
tamment aucun ensemble individuel de nombres reels dont on 
sache qu'il n'est ni f ini , ni denombrabie, ni de puissance du con­
tinu. Cependant, malgre tous les efforts, on ne sait pas demon-
trer que ces cas doivent se presenter toujours. 

L'hypothese du continu ( C a n t o r s c h e Kontinuumhypothese) 
peut etre exprimee d'une facon elementaire comme l'hypothese 
que tout ensemble indenombrable de nombres reels a Ia puissance 
du continu. 

Si l'hypothese du continu est vraie, Ia theorie des ensembles 
subira d'importantes simplifications. Tout d'abord, on saura quel-

W. Sierpinski, Hypothese du continu. 1 
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les peuvent etre les puissances des sous-ensembles (Tun des en­
sembles les plus importants pour l'Analyse Mathematique: a savoir 
de celui de tous les nombres reels. Easuite, pour demontrer qu'un 
ensemble infini de nombres reels a Ia puissance du continu (ce 
qu'il est souvent important de savoir), il suffira de prouver qu'il 
n'estpas denombrable. Plusieurs demonstrations connues pourraient 
done etre remplacees par les demonstrations beaucoup plus simples. 

Or, on a tire de l'hypothese du continu maintes consequences, 
dont aucune n'a conduit a une contradiction et dont plusieurs ont 
ete ensuite demontrees sans cette hypothese. D'autre part, plu­
sieurs propositions importantes de diverses branches des Mathe-
matiques ne peuvent etre demontrees a l'etat actuel de Ia science 
qu'en faisant intervenir l'hypothese du continu. On connait meme 
un certain nombre de propositions interessantes qui sont equi-
valentes a cette hypothese. 

Tout cela justifie le vif interet que presente l'hypothese du 
continu. Meme pour les personnes qui ne reconnaissent par les 
raisonnements bases sur cette hypothese, il est important de sa­
voir quelles sont les demonstrations qui l'utilisent et quelles sont 
les propositions qu'actuellement on ne sait pas demontrer sans 
faire appel a cette hypothese (ou a une de ses consequences). 

Une autre maniere d'enoncer l'hypothese du continu est liee 
a Ia notion d'ordre. 

Un ensemble donne U est dit ordonne, si a et b etant deux 
elements distincts de U, il est convenu qu'un de ces elements, et 
notamment lequel, soit regarde comme precedent l'autre; on ecrit 
a <b pour designer que a precede b. La convention en question 
peut etre d'ailleurs quelconque, mais elle doit verifier (pour tous 
les elements a, b, c de U) les deux conditions suivantes: 1° Ia rela­
tion a <; b exclut Ia relation b < a et 2° les relations a < b et 
b < c entrainent Ia relation a < c. 

Si, dans un ensemble ordonne U, il y a un element qui n'est 
precede par aucun autre element de cet ensemble, on l'appelle 
premier element de l'ensemble U. 
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Un ensemble ordonne dont tout sous-ensemble non vide ad-
met le premier element est dit bien ordonne. 

Etant donne un element a de l'ensemble bien ordonne B, l'en-
semble de tous les elements de B qui precedent a s'appelle se­
gment de B. 

On demontre que tous les ensembles bien ordonnes indenom-
brables dont tous les segments sont finis ou denombrables ont 
Ia meme puissance, qui est designee par N1 (aleph-un). 

Par hypothese du continu on entend d'habitude l'hypothese 
que Ia puissance du continu est aleph-un, ce qu'on peut ecrire (en 
faisant Pemploi des puissances des nombres cardinaux 1) sous Ia 
forme de l'egalite: 

(1) 2N0 = N1, 

(ou N0 designe Ia puissance d'ensemble denombrable et, par suite, 
2N0 celle du continu). Dans Ia suite nous appellerons cette egalite 
hypothese H. 

On ne sait pas jusqu'a present si l'Pegalite (1) est vraie ou 
non 2). II existe meme des personnes qui ne croient pas a Ia pos­
sibility de resoudre ce probleme sans admettre un nouvel axiome. 

1) Voir mes Lecons sur les nombres transfinis, Collection Borel, Paris 1928, 

ou le lecteur pourra completer ses connaissances des elements de Ia Theorie 

generale des ensembles, avant de continuer Ia lecture de Ia presente mono­

graphic. II pourra se servir aussi des chapitres in i t iaux de trois premiers 

tomes de ces „Monografje Matematyczne", ou diverses parties de Ia theorie en 

question sont rappelees en abrege. 
2) En 1925 M. D. H i l b e r t a publie un Memoire (Ober das Unendliche, 

Math. Annalen 95, p. 161 —190), dans lequel il s'occupe de Ia demonstration 

de Ia formule (1). D'apres M. A. F r a e n k e l (Zehn Vorlesungen Uber die Grund-

legung der Mengenlehre, Leipzig u. Berl in 1927, p. 37 et p. 92) ce n'est plutot 

qu'une esquisse de demonstration, liee encore avec des grandes difficultes, 

car plusieurs lemmes essentiels restent a etablir (cf. aussi A. F r a e n k e l , 

Einleitung in die Mengenlehre, 3-me ed., Berlin 1928, p. 67, p. 301 et p. 375). 

Vo ic i encore Popinion de M. N. L u s i n (Annal i Scuola Norm. Sup. di Pisa 

Ser. I I , vol . II (1933), p. 269): 
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Au premier regard on pourrait penser que Ia formule (1) 
equivaut a Ia proposition que tout ensemble indenombrable de 
nombres reels a Ia puissance du continu. La demonstration d'une 
telle equivalence pent etre en effet donnee sans peine, mais on 

„Pour montrer que Ia proposition «la puissance du continu est N1» est 
non contradictoire dans le domaine de l'Analyse Mathématique, M. D a v i d 
H i l b e r t etablit une correspondence univoque et reciproque entre les defi­

nitions memes des nombres irrationnels d'une part et des nombres transfinis 
de deuxieme classe d'autre part. A ins i sa methode differe sensiblement de 
l 'ordre d'idees indique, ou l'on cherchait a etablir l'existence (ou l'absence) 
d'une correspondance entre les nombres memes irrationnels et transfinis, sans 
se preoccuper de Ia maniere dont nous concevons les nombres irrationnels ou 
transfinis. Bref, dans le terrain des idees de G. C a n t o r et des analystes 
qui etaient d'accord avec l u i , on n'abordait nullement les developpements me-
tamathematiques. 

En attendant des nouvelles publications dans Ia voie ouverte par les 
idees de M. D a v i d H i l b e r t , nous allons faire ici deux remarques. 

D'abord, en analysant les definitions memes des divers nombres i rra­
tionnels, Ia methode de M. D a v i d H i l b e r t emploie les expressions meta-
mathematiques dites fonctionnelles: on definit un nombre irrat ionnel au moyen 
d'une fonctionnelle et Ia methode de M. D a v i d H i l b e r t fait Ia classifica­
t ion de ces fonctionnelles. Mais avant d'obtenir des explications definitives, 
il reste encore un point a eclaircir: comment sommes-nous certains que toutes 

les especes possibles des fonctionnelles soient réellement epuisees et qu ' i l ne 
puisse arriver qu'un nombre irrat ionnel dont on ne conceit pas Ia definit ion 
a present echappe à nos raisonnements ulterieurs? 

Ensuite une certaine proximite de Ia methode de M. D a v i d H i l b e r t 
aux raisonnements de J. R i c h a r d peut inspirer quelques craintes. Sans 
doute ce raisonnement: «Prenons toutes les definitions métamathematiques 
des nombres irrationnels et enumerons - les au moyen des entiers positifs; 
puis faisons de meme avec les definitions des nombres transfinis, etc.» serait 
t rop simpliste, parce que cette enumeration meme n'appartient probablement 
pas au domaine de Ia metamathematique. Cependant le raisonnement de 
J. R i c h a r d est une epreuve pour ceux qui veulent penetrer dans les ray-
steres de l ' i n f in i ainsi qu'indique avec toute raison M. E m i l e B o r e l". 

Cf. aussi N. L u s i n, Sur les voies de Ia throne des ensembles, A t t i del 

Congr. Intern, dei Matematici, Bologna 1928, t. I, p. 295 et suivantes. 
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doit faire appel a l'axiome de M. Z e r m e l o (Auswahlpostulat) 1). 
Nous ne savons pas, en effet, demontrer sans l'axiome du choix 
que tout ensemble ayant Ia meme puissance que chacun de ses 
sous-ensembles indenombrables a Ia puissance N1, ni, non plus, 
que tout ensemble non denombrable — meme que tout ensemble 
de puissance du continu — a une puissance superieure ou egale 
a N1

 2). Or, nous savons demontrer sans l'axiome de M. Z e r -
m e l o que Ia formule (1) entraine Ia proposition suivante: tout 
ensemble indenombrable de nombres reels a Ia puissance du con­
tinu (puisque tout sous-ensemble indenombrable d'un ensemble 
de puissance N1 a Ia puissance N1). 

On entrevoit deja quelles simplifications importantes subirait 
Ia theorie des ensembles de points, si l'hypothese du continu etait 
demontree. L'hypothese du continu implique, en outre, l'existence 
d'un ensemble bien ordonne de puissance du continu; done, dans 
le cas ou Ia formule (1) etait vraie, on pourrait demontrer sans 
faire appel a Paxiome du choix tous les theoremes dont Ia demon­
stration s'appuie sur l'existence d'un ensemble bien ordonne forme 
de tous les nombres reels, c. a d. sur un cas particulier du theo-
reme de M. Z e r m e l o (Wohlordnungssatz). 

II faut distinguer entre l'hypothese du continu et le probleme 
du continu (Kontinuumproblem), qui consiste a determiner Ia place 
occupee par le continu parmi les alephs, c. a d. a determiner le 
nombre ordinal a pour lequel 

Une telle position du probleme presume, naturellement, que 
Ia puissance du continu est un aleph, c. a d. suppose l'existence 
d'un ensemble bien ordonne de puissance du continu, Dans le 

1) Voir p. ex. mon livre Lecons sur les mombres transfinis, Collection 
Borel, Paris 1928, p. 208. 

2) Cf. mon mémoire L'axiome de M. Zermelo..., Bulletin de PAcad. des 
Se. de Cracovie, 1918. 
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cas où l'hypothèse du continu était vraie, on aurait ici évidem­
ment α = 1; or, il n'est pas encore démontré qu'on n'a pas α = 2. 
On a cependant démontré qu'on ne peut pas avoir α = w: c'est un 
théorème de J. Ko ni g; sa démonstration peut être donnée sans 
utiliser l'axiome de M. Z e r m e l o ) 1 ) . 

Tout d'abord nous démontrerons ce 

Théorème, Etant donnée une suite infinie 

d'ensembles de nombres réels dont chacun a une puissance inférieure 
à celle du continu, il existe un nombre réel qui n'appartient à aucun 
ensemble de la suite (1). 

D é m o n s t r a t i o n . Comme on sait, chaque ensemble par­
fait P contient une famille FP de puissance du continu de sous-
ensembles parfaits de P disjoints, c. à d. sans éléments communs 
deux à deux. 

Soit P0 un ensemble linéaire parfait et borné. L'ensemble E1 

étant de puissance inférieure à celle du continu et la famille Fp0, 
formée d'ensembles (parfaits) disjoints, étant de puissance du con­
tinu, il existe un ensemble P1 de la famille FP0 qui n'a aucun 
élément commun avec E1. Pareillement, il existe un ensemble P2 

de la famille Fp1 tel que P2E2 = 0, et ainsi de suite. On obtient 
de cette manière une suite infinie d'ensembles P1 ,P2, P3, ... tels 
que l'on a pour n = 1, 2, ... 

(2) PnÎFpn-1 et (3) PnEn = 0. 

Il résulte de (2) d'après la définition de la famille Fp que 
P0 P1 P2 ... Les ensembles Pn (n = 1, 2,...) étant fermés, non 
vides et bornés (en tant que contenus dans l'ensemble borné P0), 
il existe, comme on sait, un point p tel que p Î Pn pour n = 1, 2, ... 
et on conclut de (3) que p n'appartient à aucun des ensembles 
En (n = 1, 2, 3,...), c. q. f. d. 

1) Cf. N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i, Sur une propriété du continu, 
C. R. Paris, t. 175. 
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Corollaire. mn (n = 1, 2, 3,...) étant une suite infinie de nom­
bres cardinaux tels que mn<2N° pour n= 1,2,3,... , on a aussi 
m1+-m2 + m3 + ... < 2N°. 

En effet, supposons par contre que mn (n = 1, 2,...) soit une 
suite infinie de nombres cardinaux telle que mn < 2N0 et que 
m1 + m 2 + m3 + ... = 2N°. 

Il existerait donc (selon la définition de la somme de nom­
bres cardinaux) dans l'ensemble £ de tous les nombres réels une 
suite infinie d'ensembles disjoints En ( n = 1 , 2 , . . . ) telle que l'on 
ait En = mn pour n = 1,2, 3,... et que E1 + E2 + E3 + ... = . Or, 
comme mn < 2No pour n = 1, 2, 3,... , cela contredit le théorème. 

Le théorème de J. K ô n i g est une conséquence immédiate 
de ce corollaire et de la formule N(f) = N1 + N2 + N3 + ... 

Plus généralement, on peut démontrer l'impossibilité de la 
formule 2N° = Nα où a est un nombre transfini de deuxième classe 
et de seconde espèce: à ce but il faut seulement s'appuyer sur 
la remarque que pour des tels nombres a on a Na = ΣN- On 

peut démontrer aussi que a ne peut être un nombre ordinal de 
seconde espèce, confinai avec w. 

C'est tout ce qu'on sait sur le rang du nombre 2N° dans 
l'échelle des alephs. 

Notre démonstration du théorème de J. K ô n i g fait interve­
nir l'axiome du choix, mais, comme on voit sans peine, le théo­
rème de J. K ô n i g peut être démontré sans faire appel à cet 
axiome, Cela résulte du fait que l'hypothèse d'après laquelle la 
puissance du continu est N contient l'hypothèse que voici: „le 
continu peut être regardé comme un ensemble bien ordonné"; or, 
cette hypothèse, sans appel à un nouvel axiome, rend superflu 
dans le raisonnement ultérieur le recours à l'axiome du choix. 



NOTATIONS. 

L'ensemble de tous les nombres naturels (c. à d. 
entiers positifs) sera désigné 

l'ensemble de tous les nombres rationnels 
„ " " irrationnels 

" " " réels 

„ „ „ de l' intervalle [0,1] 

par D), 
par R, 
par 8 
par 6, 
par 9. 



CHAPITRE I . 

Propositions équivalentes à l'hypothèse du continu. 

Proposition P1. L'ensemble de tous les points du plan est 

une somme de deux ensembles dont l'un est au plus dénombrable sur 

toute parallèle à l'axe d'ordonnées et Vautre est au plus dénombra­

ble sur toute parallèle à l'axe d'abscisses 1). 

1° H P1. Nous démontrerons d'abord le Iemme suivant (sans 

faire usage de l'hypothèse H). 

Lemme. Le plan est une somme de deux ensembles, dont l'un 

est de puissance < 2N0 sur toute droite parallèle à l'axe d'ordonnées 

et Vautre est de puissance < 2N0 sur toute droite parallèle à Vaxe 

d'abscisses 2). 

D é m o n s t r a t i o n . Il résulte du théorème de M. Z e r m e l o 

qu' i l existe une suite transfinie 

(i) t1, t2, t3,........tw , t w+1 ,.......,tα,....... (α <j ) 

formée de tous les nombres réels; nous pouvons supposer que le 

type j de cette suite est le plus petit nombre ordinal de puis­

sance du continu. 

1) Cette proposition a été démontrée par moi en 1919; voir Bull. Acad. 

Se. Cracovie, Séance du 24 Février 1919. Voir aussi Fund. Math. V, p. 179. 
2) Voir ma note des Comptes rendus de le Soc. des Se. et des Lettres 

de Varsovie, Classe I I I , X X V (1932), p. 9 —10. 
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La proposition P1 résulte aussitôt de notre lemme et de l 'hy­
pothèse H. L'implication H P1 est ainsi démontrée. 

20 P1 H. Admettons la proposition P1 et soit P = A+B 
la décomposition du plan dont il s'agit dans cette proposition. 

Soient E un ensemble formé de N1 parallèles à l'axe d'ordon­
nées et N l'ensemble de tous les points de A qui sont situés sur 
les parallèles formant l'ensemble E. Comme E contient N1 droites 
et toute droite de E contient un ensemble au plus dénombrable 
de points de A (d'après la propriété de A) l'ensemble N est de 
puissance N1. Il en résulte à plus forte raison que la projec­
tion orthogonale π de l'ensemble N sur l'axe d'ordonnées est de 
puissance N1. 

Je dis que 77 contient tous les points de l'axe d'ordonnées. 
En effet, soit (0, b) un point donné quelconque de cet axe. La 
droite y = b contient (d'après la propriété de l'ensemble B) un 
ensemble au plus dénombrable de points de B; or, cette droite 
rencontre les parallèles formant E dans un ensemble de points 
de puissance N1 : parmi ces points il y a donc (une infinité indé­
nombrable) des points qui appartiennent à A (comme n'apparte-
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nant pas à B) et leur projection sur l'axe d'ordonnées, notamment 
le point (0,b), appartient à π (d'après la définition de π). 

Nous avons ainsi démontré que 77 contient tous les points 
de l'axe d'ordonnées: la puissance de l'ensemble π est donc égale 
à celle du continu; or, comme nous savons, la puissance de 77 
ne dépasse pas N1. Il en résulte tout de suite que 2N0 = N1 ; il est 
ainsi démontré que P1 H. 

L'équivalence des propositions P1 et H se trouve donc établie. 

Convenons à présent d'appeler ici courbe tout ensemble des 
points (x,y) du plan qui satisfont à l'équation de la forme 

y=f(x) ou x=f(y) 

où / est une fonction univoque d'une variable réelle. 
De la proposition P1 on déduit facilement 1) la 

Proposition P2 . Le plan est une somme d'une infinité dénom-
brable de courbes. 

En effet, soit P = A + B la décomposition du plan qui satis­
fait aux conditions de la proposition P1. En ajoutant à l'ensem­
ble A tous les points du plan dont l'ordonnée est rationnelle, et 
à l'ensemble B tous les points du plan dont l'abscisse est ration­
nelle, on obtient évidemment une nouvelle décomposition du plan 
P = A1 + B1 ,où l'ensemble A1 est dénombrable sur toute parallèle 
à l'axe d'ordonnées et B1 est dénombrable sur toute parallèle 
à l'axe d'abscisses. L'ensemble A1 ainsi que B1 se compose donc 
d'une infinité dénombrable d'ensembles dont chacun admet un et 
un seul point sur chaque droite parallèle respectivement à l'axe 
d'ordonnés et à l'axe d'abscisses. Chacun de ces ensembles est 
donc une courbe (dans le sens adopté plus haut). Il est ainsi 
démontré que P1 P2 . 

1) d'après une remarque de M. N. L u s i n. Cf. mon l ivre Zarys Teorji 

Mnogoéci I (en polonais), Warszawa 1928, p. 229 et C. R. Soc. Se. Varsovie 

XXV, p. 11. 
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On voit sans peine que, réciproquement, P2 P1. 
Admettons en effet, que le plan soit une somme d'une infinité 

dénombrable de courbes et désignons par A et B les sommes de 
toutes les courbes de la forme y=f(x) et de la forme f(y) 
respectivement. Il est évident que les ensembles A et B satisfont 
aux conditions de la proposition P1 de sorte que P2- P1. 

Les propositions P1 et P2 sont donc équivalentes. La pro­
position Px étant, comme nous avons démontré plus haut, équi­
valente à l'hypothèse H, la proposition P2 l'est donc aussi. 

Il est à remarquer que si, dans l'espace à 3 dimensions, on 
appelle courbe l'ensemble de tous les points (x,y,z) qui satisfont 
aux équations y = f ( x ) z = g (x) ou aux équations x=f(y), 
z = S (y) ou encore aux équations x = f (z), y = g (z), f et g 
désignant des fonctions univoques d'une variable réelle, on peut 
démontrer que l'hypothèse H équivaut à la proposition suivante 1): 

Proposit ion P2a. L'espace à trois dimensions est une somme 
d'une infinité dénombrable de courbes. 

Proposit ion P3. Il existe une suite infinie de fonctions uni­
voques dune variable réelle f1(x),f2(x),f3(x),...., telle que, quel que 
soit l'ensemble non dénombrable N de nombres réels, toutes les fon­
ctions de la suite, sauf peut être un nombre fini, transforment N 
en ensemble de tous les nombres réels 2). 

10H P3. Admettons l'hypothèse H. Il existe donc une 
suite transfinie du type Ω, 

1) Cela résulte sans peine d'une proposition sur l'espace à trois dimen­
sions, que j'ai démontrée (à l'aide de l'hypothèse H) dans C. R. Soc. Se. Var­
sovie XXV, p. 10. 

1) Cf S. B r a u n et W. S i e r p i n s k i, Fund. Math. X I X , p. 2, Propo­
siton (R); W. S i e r p i n s k i , Bull. Acad. Serbe (Glas) CLII (1932), p. 168 et 
Fund. Math. XX, p. 163. 
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formée de tous les nombres réels différents. 

L'ensemble de toutes les suites infinies de nombres réels, 
ainsi que l'ensemble de toutes les suites infinies de nombres na­
turels, ayant la puissance du continu, donc, d'après notre hypo-

Les fonctions fk(x) (k = 1, 2, 3,...) sont ainsi définies pour 
tous les x réels. Je dis qu'elles satisfont aux conditions de la 
proposition P3. 

En effet, soit N un ensemble non dénombrable de nombres 
réels et admettons qu' i l existe dans la suite f1(x),f2(x),f3(x), ... une 
infinité des fonctions qui ne transforment pas l'ensemble N en 
ensemble de tous les nombres réels. Il existe donc une suite in­
finie d'indices m1, m2, m3 , . . . et une suite infinie de nombres réels 
y1,y2,y3,.....tels Que 
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Or, fn(x) étant une fonction univoque d'une variable réelle 
et l'ensemble N étant de puissance N1, l'ensemble fn(N) (qui coïn­
cide avec l'ensemble de tous les nombres réels) est donc de 
puissance N1 Par conséquent 2No N, ce qui donne 2N0 = N1. 
Nous avons ainsi démontré que P3 H. 

L'équivalence des propositions P3 et H est ainsi établie. 

Il est à remarquer que la proposition P1 peut être déduite 
directement de la proposition P3 comme il suit: Jn désignant l'image 
géométrique de la fonction fn(x), c. à d. l'ensemble de tous les points 
(x,y) du plan P, tels que fn(x) = y, on pose A = J1 + J2 + J3 + ... 
et B = P—A et on démontre facilement*) que les ensembles A et B 
ainsi définis satisfont aux conditions de la proposition P1. 

1) Voir Fund. Math. XX, p. 165. 
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2 P3 a H. Admettons la proposition P3a; soit f(x) la fon­
ction-ensemble qui satisfait aux conditions de cette proposition. 
Soit N un ensemble arbitraire de nombres réels de puissance Xf. 
d'après la propriété de f(x), on a f(N) = C. Or, f(x) étant une 
fonction à une infinité dénombrable de valeurs et N étant un en­
semble de puissance N1, l'ensemble f(N) est évidemment de puis­
sance N1 L'ensemble est donc de puissance N1 ,de sorte que 
2N = N1. Il est ainsi démontré que P3a H. 

Les propositions P3a et H sont donc équivalentes. 

Proposition P4. // existe un système d'ensembles Aix (oit i est 
un nombre naturel et x un nombre réel) tel que 

Proposition P3a. // existe une fonction d'une variable réelle 
f(x) à une infinité dénombrable de valeurs (c. à d. faisant corespon-
dre à tout nombre réel x un ensemble dénombrable f(x)) qui trans­
forme tout ensemble indénombrable de nombres réels en ensemble C 
de tous les nombres réels. 

10 H P3a. Il suffit évidemment de montrer que P3 P3a. 
Admettons donc la proposition P3 et soit fi(x),f2(x),fi(x), ... une 
suite infinie de fonctions (réelles) d'une variable réelle qui satisfait 
aux conditions de la proposition P3. Etant donné un nombre réel 
x, désignons par f(x) l'ensemble (évidemment dénombrable) formé 
d'ensemble D (de tous les nombres naturels) et de tous les nom­
bres réels qui sont termes de la suite infinie f 1 (x) , f 2 (x) , f 3 (X) , ... 
Soit N un ensemble non dénombrable quelconque de nombres réels. 
D'après la condition de la proposition P3, il existe un nombre 
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Or, soit N un ensemble indénombrable quelconque de nom­
bres réels. D'après la propriété de la suite fn(x) (n = 1, 2,...), il 
existe un indice p tel que fi(N) = d pour i p.. Pour tout nom­
bre naturel i > p et tout nombre réel x il existe donc un nombre 

et que 
3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres 

réels, il existe un nombre naturel p tel que pour i p et pour tout 
nombre réel x l'ensemble est non vide. 

10 H P4, Admettons l'hypothèse H. Elle entraîne, comme 
nous venons de montrer, la proposition P3. Soit fn(x) (n = 1, 2, ...) 
une suite infinie de fonctions d'une variable réelle, satisfaisant 
aux conditions de la propositions P3. 

/ étant un indice naturel et x un nombre réel donnés, posons 

2° P4 H. Admettons maintenant la proposition P4 et soit 
N un ensemble de nombres réels de puissance N1 D'après 3) il 
existe un indice / tel que l'ensemble NAiX est non vide pour 
tout x réel. Il en résulte d'après 2) que l'ensemble N admet au 
moins un point commun avec tout ensemble d'une famille formée 
de 2N0 ensembles disjoints. Il s'en suit que N est de puissance  

2N0. Or, N étant par hypothèse de puissance N1,on conclut 
que 2No < N1 et par conséquent que 2N° = Ri, c. à d. que l'on a la 
proposition H. 
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Nous allons prouver encore que la condition 3) équivaut 
à la condition 3") que voici1) : 

!) Cf. S. B r a u n et W. Si e r p i n s k i, Fund. Math. X I X , p. 1, propo­
sition (Q), et W. S i e r p i n s k i , Bull. Acad. Serbe CLII , p. 163. 

W. Sierpiriski, Hypothèse du continu. 2 

L'équivalence des propositions P4 et H est ainsi démoutrée. 

Il est à remarquer que la condition 3) équivaut à la condi­
tion 3') que voici: 

3') N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres 
réels, il existe un nombre naturel p tel que pour tout / > p et pour 
tout nombre réel x Vensemble NAl

x est indénombrable. 

Il suffit évidemment de montrer que 3) 3'). 
Soient donc: Al

x un système d'ensembles qui satisfait à la 
condition 3) et N un ensemble indénombrable quelconque de nom­
bres réels. L'ensemble N est évidemment la somme d'une famille 
indénombrable d'ensembles indénombrables disjoints et nous pou-
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au plus dénombrable. Nous avons ainsi démontré que 3) -> 3"). 

Réciproquement, soient Aix un système d'ensembles qui satis­
fait à la condition 3") et N un ensemble indénombrable quelcon­
que de nombres réels. Supposons que l'ensemble N ne satisfasse 
pas à la condition 3). Il existerait donc pour tout p naturel un 
nombre naturel nP p et un nombre réel xp tels que NAn

xPp = 0. 
Comme np p pour p = 1,2,.,., on peut extraire de la suite infinie 

3") Quelle que soient la suite infinie croissante de nombres 

naturels n1, n2, n3, ...et la suite infime de nombres réels x1 ,x2 , x3,. ..., 

En effet, soit Aix un système d'ensembles qui satisfait à la 
condition 3). Soient en outre: n1 n2, n3,... une suite infinie crois­
sante de nombres naturels et x1, x2, x3, ... une suite infinie de 

contrairement a la condition 3'). Nous avons ainsi démontré que 
3") -* 3) et par conséquent l'équivalence des conditions 3) et 3") 
se trouve établie. 
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1° H P4α. L'hypothèse H entraîne, comme nous avons vu, 
la proposition PA. Or, nous venons de démontrer que la condi­
tion 3) de cette proposition équivaut à la condition 3"), et tout 
système d'ensembles Aix qui satisfait à la condition 3") satisfait 
évidemment, à plus forte raison, à la condition 3a). Il en résulte 
donc que P4 PAα et comme H >P4 , nous avons H P4α 

20 P4α H. Admettons la propositon P4a. Soit N un en­
semble de nombres réels de puissance N1. D'après la condition 3a) 

1) Voir p. ex. mes Leçons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 135. 

L'équivalence des propositions P4a et H est donc établie. 

Il est à remarquer que non seulement les conditions 3) et 3a) 
ne sont pas équivalentes, mais que la condition 3) n'est même 
pas une conséquence des conditions 1), 2) et 3a). En effet, en 
admettant qu'il existe un système d'ensembles Ax assujetti aux 
conditions 1), 2) et 3a), nous pouvons définir un autre système 

d'ensembles Ax qui satisfait aux conditions 1), 2) et 3a), mais ne 
satisfait pas à la condition 3). 
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est (pour tout x réel) formé d'un seul élément x. 

Quant à la proposition P4a, il est encore à remarquer qu'elle 
résulte immédiatement de l'hypothèse H et du théorème suivant 
de M. S. Ul a m 1) (dont la démonstration n'exige pas l'hypothèse H): 

Z étant un ensemble de puissance N1,,il existe un système d'en-

1) Fund. Math. XVI, p. 142; cf. aussi W. S i e r p i n s k i, Fund. Math. XX, 
p. 214 (Lemme I). 

Posons à ce but pour i = 1,2,3,... et pour tout x réel 

Proposit ion P5. // existe une suite infinie de fonctions d'une 
variable réelle f1(x),f2(x)9fz(x),... telle que, quelle que soit la suite 
infinie de nombres réels y1 ,y2 ,y3 ..., à toute valeur de x, sauf peut-
-être pour un ensemble au plus dénombrable de valeurs (et qui dépend 
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Ainsi l'ensemble N ne peut pas être dénombrable et par con­
séquent l'implication H P5 se trouve établie. 

De la proposition Pb résulte tout de suite (en posant .yi = y 
pour i = 1, 2, 3,...) la 

Proposition P5a. Il existe une suite infinie de fonctions d'une 
variable réelle f1(x),f2(x),f3(x),... telle que, quel que soit le nombre 
réel y, la suite f1(x),f2(x),f3(x),... contient pour toute valeur de x, 
sauf peut-être pour un ensemble au plus dénombrable des valeurs 
(et qui dépend de y), une infinité de termes égaux à y. 

1) Voir S. B r a u n et W. S i e r p i n s k i , Fuud. Math. XIX, p. 1, pro­
position (P). 

Proposition P5b
 1). // existe une famille F' de puissance du 

continu de suites infinies de nombres réels telle que y1 ,y2 ,y3 , . . . . 
étant une suite infinie quelconque de nombres réels, l'ensemble de 
toutes les Éuites x1 x2, x3,... de la famille F pour lesquelles on a 
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une suite infinie de fonctions d'une variable réelle assujetties aux 
conditions de cette proposition. Désignons par F la famille de 
toutes les suites infinies différentes f1(x),f2(x),f3(x),..., où x sont 
des nombres réels; on voit sans peine que cette famille est de 
puissance du continu. 

Or, étant donnée une suite infinie quelconque de nombres 
réels y 1 ,y 2 ,y 3 , ... , la proposition P5, qui est par hypothèse satis­
faite par la suite infinie de fonctions f1(x),f2(x),f3(x), ... , implique 
que l'ensemble de tous les x réels tels que 

1) W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. III, p. 112 et V, p. 180. 

est au plus dénombrable. Il en résulte tout de suite que la fa­
mille F satisfait aux conditions de la proposition P5b. On a donc 
en effet P5 P5b. 

20 P5b H. Admettons la proposition P5b. Soit F1 un sous-
-ensetnble de puissance Si de la famille F. L'ensemble X de tous 
les nombres réels qui sont des termes au moins d'une suite appar­
tenant à Fx est évidemment de puissance N1. 

Or, si on avait N1 < 2N0, il existerait un nombre réel y qui 
n'appartient pas à X, de sorte que, quelle que soit la suite 

Proposition P6. L'ensemble de tous les nombres réels est 
une somme d'ensembles croissants dénombrables x). 
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Proposit ion P7
 1). // existe un ensemble analytique Une-

aire qui n'est pas une somme de moins de 2N° ensembles mesu­
rables (S). 

1° H P7. Admettons l'hypothèse H. Il existe, comme on 
sait, des ensembles analytiques linéaires non mesurables (B)2). 

1) Voir W. S i e r p i n s k i, Publ. de l'Univ. de Belgrade 1934. 
2) Voir p. ex. N. L u s i n , Fund. Math. X, p. 70. 

On dit qu'une famille F est formée d'ensembles croissants, lors­
que des deux ensembles distincts appartenant à F l 'un est toujours 
un sous-ensemble de l'autre. 

1° H P6. L'hypothèse H équivaut à l'existence d'une suite 
transfinie du type S formée de tous les nombres réels. Pour avoir 
une famille d'ensembles qui satisfait à la proposition P6, il suffit 
évidemment de considérer la famille de tous les segments infinis 
d'une telle suite transfinie. 
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On voit sans peine que chaque ensemble E de ce genre satisfait 
à la proposition P7, puisque s'il était une somme de moins de 2N 
ensembles mesurables (5), il serait, vu l'hypothèse H, la somme 
d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable d'ensembles me­
surables (S); mais alors l'ensemble E en question serait mesura­
ble (5), contrairement à sa définition. On a donc bien H P7. 

2° P7 H. Admettons la proposition P7 et soit E un ensem­
ble analytique satisfaisant à la proposition P7. Comme nous 
avons démontré avec M. L u s in 1), tout ensemble analytique, donc 
en particulier l'ensemble E", est une somme de N1 ensembles me­
surables (B). L'ensemble E n'étant pas (en vertu de P7) une 
somme de moins de 2N0 ensembles mesurables (6), l'inégalité 

1) Journal de Mathématiques I I (1923), p. 32. Cf. aussi Fund. Math. V I I I , 
p. 362. 

2) Il est à remarquer que la démonstration de cette inégalité utilise 
l'axiome du choix (voir p. ex. mon livre Leçons sur les nombres transfinis', Paris 
1928, p. 208 et p. 210). 

3) Voir pour cette notion ma Note de Fund. Math. If, p. 112 et C. K u r a-
t o w s k i, Topologie /, Monografje Matematyczne 1933, p. 109 (cf. aussi ibid. p. 175). 

L'équivalence des propositions H et P7 est ainsi établie. 

Il est à remarquer que le problème si l'hypothèse H est 
fausse ou vraie équivaut à celui si un certain ensemble linéaire E 
(analytique) non mesurable (B) et qu'on sait définir effectivement3), 
est ou non une somme de moins de 2N0 ensembles mesurables (B). 

Proposit ion P8. Soit E est un ensemble (formé d'éléments 
quelconques) et une famille de puissance 2N0 de sous-ensembles 
de E telle que E n'est pas une somme de N0 ensembles de la fa­
mille 0 et d'un ensemble au plus dénombrable; dans ces conditions E 
contient un ensemble indénombrable N qui n'admet avec tout ensem­
ble de la famille 0 qu'un ensemble au plus dénombrable d'éléments 
communs. 
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l'induction transfinie. 
Soit N l'ensemble de tous les termes de cette suite: c'est 

évidemment un ensemble non dénombrable d'éléments de E (les 
termes de la suite {pa} (α < Ω) étant par définition distincts deux 
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tient évidemment tous les éléments de N1 donc une infinité non 
dénombrable d'éléments de N. Mais c'est incompatible avec la 
propriété de l'ensemble N, car le segment en question appartient 
à la famille 0. Ainsi la supposition que l'on ait 2N0 > N1 implique 
contradiction. On a donc 2N0 = N1 et par conséquent P8 H. 

Les propositions H et P8 sont donc équivalentes. 

Il est à remarquer que si l'on remplace dans la proposition P8 

la condition que l'ensemble N ait avec tout ensemble de la fa­
mille un ensemble au plus dénombrable d'éléments communs 
par la condition qu'il ait avec tout ensemble de un ensemble 
de puissance < 2N0 d'éléments communs, la proposition Pi ainsi 
obtenue peut être établie sans faire appel à Vhypothèse H. 

En effet, on a évidemment P8 P8 et nous avons démontré 
plus haut que H -> P8. On a donc H P8, de sorte que si 2No = N1, 
la proposition Pi est vraie. Or, la proposition Ps est vraie aussi, 
lorsque 2N0> N1, puisqu'il suffit alors de prendre comme N un 
sous-ensemble quelconque de puissance N1 de l'ensemble E. 

Une légère modification de notre démonstration de l'équiva­
lence entre H et P8 permet de montrer que l'hypothèse H est 
équivalente à la proposition P8a suivante 1): 

Proposition P8a. Soit P une propriété des ensembles de nom­
bres réels assujettie aux conditions: 

1) P est une propriété héréditaire 2), 
2) P est une propriété absolument additive 3), 

1) Pour plus de détails voir ma Note dans le Bulletin de la Section 
Scientifique de VAcadémie Roumaine, X V I e année, N0 4—5. 

2) Une propriété d'ensembles est dite héréditaire, si elle appartient à tout 
sous-ensemble d'un ensemble qui en jouit. 

3) Une propriété d'ensembles est dite absolument additive, si elle ap­
partient à la somme d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable d'ensem­
bles qui en jouissent. 
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3) Tout ensemble formé d'un seul nombre réel jouit de la pro 
priété P, 

4) // existe une famille 0 de puissance < 2N° d'ensembles de 
nombres réels jouissant de la propriété P et telle que tout 
ensemble de nombres réels jouissant de cette propriété est 
contenu dans un (au moins) des ensembles de la famille 0; 

alors chaque ensemble E de nombres réels qui ne jouit pas de la 
propriété P contient un sous-ensemble non dénombrable N ayant tout 
au plus une infinité dénombrable de points communs avec tout en-
semble jouissant de la propriété P. 

Proposition P9
 1). Deux affirmations suivantes sont vraies 

à la fois: 
(K) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure à celle du 

continu est de première catégorie de Baire, 

(L) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu 
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec 
chaque ensemble (linéaire) parfait non-dense. 

1) Voir W. S i e r p i r t s k i , Tôhoku Math. Journ. 38, p. 225. 
2) C. R. Paris t. 158, p. 1259; cf. plus lo in Chap. I I , proposition C1. 
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(L1) // existe an ensemble linéaire non dénombrable N qui 
admet an ensemble de puissance < 2N0 de points communs avec cha­
que ensemble parfait non-dense. 

En effet, on a évidemment (L) (L1) et, comme nous venons 
de montrer, H (L). Il vient donc H (L1) , de sorte que si 
2No = N1, la proposition (L1) est vraie. 

Or, la proposition (L1) est encore vraie, si 2N0 > N1 puisqu'il 
suffit dans ce cas de prendre comme N un ensemble linéaire 
quelconque de puissance N1. 

La proposition (L1) résulte d'ailleurs sans peine de la pro­
position P8 

cette proposition il existe un sous-ensemble N de E indénom­
brable, donc, d'aorès H. de puissance 2N°. et oui admet avec cha-

2° P9 > H. Admettons la proposition P9. Soit N un ensemble 
vérifiant la proposition (L). Or, l'ensemble N admet alors tout 
au plus une infinité dénombrable de points communs avec tout 
ensemble linéaire de première catégorie, car tout ensemble de 
première catégorie est contenu dans une somme dénombrable 
d'ensembles parfaits non-denses. 



Proposition P9a. 31 

Proposition P9a. Deux affirmations suivantes sont vraies 
à la fois: 

(M) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure à celle du 
continu est de mesure nulle. 

(S) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu 
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec 
chaque ensemble de mesure nulle. 

1° H P9a. On a évidemment H (M), puisque, si Ton admet 
l'hypothèse / f , tout ensemble de puissance < 2N0 est au plus dé­
nombrable, donc de mesure nulle. 

Quant à l'implication H (S), nous la déduirons ici de l ' im­
plication H P8

 1). 

Posons E = d et soit 0 la famille de tous les ensembles 
linéaires Og de mesure nulle. La famille de tous les ensembles 
(linéaires) Gi étant, comme on sait, de puissance 2*> et les en­
sembles au plus dénombrables, ainsi que les sommes d'une infinité 
dénombrable d'ensembles de mesure nulle, étant de mesure nulle, 
on voit sans peine que la famille 0 satisfait à la proposition P8. 
D'après cette proposition il existe donc un sous-ensemble N de E 
non dénombrable, donc selon H de puissance 2N, et qui admet 
avec tout ensemble de la famille 0, donc avec tout ensemble 
linéaire Gg de mesure nulle, un ensemble au plus dénombrable 
d'éléments communs. 

Or, tout ensemble linéaire de mesure (lebesguienne) nulle 
étant, comme on sait, contenu dans un ensemble linéaire Gg de 
mesure nulle, l'ensemble M a un ensemble au plus dénombrable 
de points communs avec tout ensemble linéaire de mesure nulle. 
L'ensemble N satisfait donc à la proposition (S), On a ainsi 
P8 (S). 

Les implications H P8 et P8 (S) donnent H (S) et comme 
on a en même temps H (M) , il vient H P9a. 

1) Cf. W. S i e r p i n s k i, Fund. Math. V, p. 184. 
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Il est à remarquer que la proposition (St) suivante peut être 
démontrée sans faire appel à l'hypothèse H: 

(S1) II existe un ensemble linéaire indénombrable N qui a un 
ensemble de puissance < 2N0 de points communs avec tout ensemble 
de mesure nulle. 

La démonstration de la proposition (S1) est tout à fait ana­
logue à celle de la proposition (L1), donnée plus haut. 

Proposition P1 0
1). Il existe dans l'espace de Hilbert un ensem­

ble indénombrable de points, dont aucun sous-ensemble indénombrable 
n'est homéomorphe à une partie d'un espace euclidien. 

1° H P10. Admettons l'hypothèse H. Il en résulte, comme 
nous savons, la proposition P8. 

1) W. H u r e w i c z, Fund. Math. XIX, p. 8. Cf. aussi Proc. Acad. Amster­
dam 31 (1928), p. 920, renvoi 7). 

2) Pour plus de détails voir la Note précitée de M. H u r e w i c z . 
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résulte tout de suite en ve r tu de la déf in i t ion de l 'ensemble N 

que Q est une somme d'un nombre f i n i d'ensembles au plus dé-

nombrables et par conséquent q u ' i l est lui-même au plus dénombra-

ble. On a donc H P10. 

2° P10 H. Admet tons la proposi t ion P10 . On sait que tout 

ensemble de puissance infér ieure à celle du cont inu et situé dans 

un espace métr ique est homéomorphe à un ensemble de nombres 

i r ra t ionnels et par suite de dimension 0. En supposant donc que 

N1 < 2No, il en résulte que tou t ensemble de puissance N1 situé 

dans l'espace M de Hi lbe r t est de dimension 0. Or, tout ensemble 

indénombrable contient un sous-ensemble de puissance N1 . Par 

conséquent tout ensemble indénombrable situé dans l'espace M 

cont iendrai t un sous-ensemble indénombrable homéomorphe à un 

ensemble l inéaire , contra i rement à la propos i t ion P10. 

On a donc P10 H; l 'équivalence des proposit ions P10 et H 

est a ins i établie. 

Proposit ion P11. Aucun ensemble de puissance N1n'est une 

somme de plus que N1 ensembles infinis ayant deux à deux un nom­

bre fini d'éléments communs 1). 

1° H P11. Admet tons l 'hypothèse H. Soient E un ensemble 

de puissance K t et F une fami l le de puissance > N1 de sous-

-ensembles inf in is de E. 

Faisons correspondre à chaque ensemble N de la famil le F un 

ensemble dénombrable D(N) contenu dans l u i . Or, E ne contenant 

1) Voir A. T a r s k i , Fund. Math, X I I , p. 201. 

W. Sierpiriski, Hypothèse du continu. 3 
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et qui ont par conséquent une infinité d'éléments communs (à sa­
voir l'ensemble D(N' ) ) . Il est ainsi démontré qu'il n'existe aucune 
famille F de sous-ensembles infinis de E ayant deux à deux tout 
au plus un nombre fini d'éléments communs. L'ensemble E ne 
peut donc être une somme des ensembles d'une telle famille. Par 
celà-même il est établi que H P11. 

2° P11 H. Admettons la proposition P11 et soit E l'ensem­
ble de tous les nombres ordinaux < Ω. C'est donc un ensemble de 

puissance N1. Faisons correspondre à toute suite infinie de nom-

puisque chaque nombre naturel admet une seule représentation 
dans le système de numération à base 2, et par conséquent les 
ensembles D(m1,m2, ...) et D(n1,n2, ...) ont moins que p éléments 
communs. 

Soit 0 la famille de tous les ensembles D(nun2, ...) corres­
pondant aux suites infinies croissantes n1 ,n2, n3... de nombres 
naturels: c'est donc une famille de puissance 2**°. Soit 5 la somme 
de tous les ensembles de la famille 0: c'est évidemment un sous-
-ensemble de E. Comme E= S + (E — S), on en conclut tout de 
suite que E est une somme de 2**° ensembles infinis ayant deux 
à deux tout au plus un nombre fini d'éléments communs. L'en-
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semble E étant de puissance N1 E n'est pas, d'après la propo­
sition P11 une somme de plus que Si ensembles de ce genre. Il 
en résulte que le nombre 2N° ne peut dépasser N1, c. à d. que 
2N0 = N1. 

Nous avons ainsi prouvé que P11 H. Il est donc établi 
que les propositions H et P11 sont équivalentes. 



CHAPITRE IL 

L'ensemble de M. L u s i n . 

§ 1. Proposition Cx. 

Parmi les diverses conséquences de l'hypothèse H il y a une — 
nous la désignerons par C1 — qui est d'une importance capitale, 
puisque plusieurs autres conséquences de l'hypothèse H peuvent 
être démontrées, en admettant au lieu de cette hypothèse la pro­
position Cx seule. Elle est due à M. N. L u s i n . 

Nous consacrons donc ce chapitre à la proposition C1 et 
à ses conséquences. Nous y établirons aussi, sans admettre l'hy­
pothèse H, plusieurs théorèmes, dont nous déduirons ensuite 
moyennant la proposition C1 d'autres conséquences intéressan­
tes. Nous envisagerons enfin certaines conséquences de l'hypo­
thèse H qui sont dans un rapport particulièrement étroit avec 
la proposition C1. 

Proposition C1. // existe un ensemble linéaire N de puissance 
du continu qui admet un ensemble au plus dénombrable de points 
communs avec tout ensemble (linéaire) parfait non-dense. 

C'est précisément une partie de la proposition P9: cette der­
nière étant équivalente à l'hypothèse H, on a donc H C1 

M. L u s i n a démontré la proposition d à l'aide de l'hypo­
thèse H pour en déduire l'existence des fonctions qui satisfont 
à la condition de Baire, sans être représentables analytiquement1) 

l) C. R. Paris 158, p. 1259 (Note du 4 mai 1914). 
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(ce n'est que plus tard qu'il a établi l'existence de telles fonctions 
sans l'hypothèse H, à savoir par les moyens de la théorie des en­
sembles analytiques 1); nous y reviendrons plus loin, p. 69 et 70). 

Il est à remarquer que l'existence d'un ensemble linéaire in­
dénombrable N ayant avec tout ensemble parfait non-dense un 
ensemble de puissance < 2N0 de points communs peut être établie 
sans utiliser l'hypothèse H. En effet, si 2N° =N1, l'existence d'un 
tel ensemble N résulte immédiatement de la proposition C1 et si 
2N0 > N1, il suffit de prendre pour N un ensemble linéaire quel­
conque de puissance N1. 

§ 2. P r o p r i é t é s L et C. 

Nous appellerons ensemble de Lusin tout ensemble N qui sa­
tisfait à la proposition C1. L'ensemble de M. L u s i n joue un 
rôle considérable dans la Théorie des ensembles de points, où ses 
propriétés remarquables permettent de démontrer plusieurs pro­
positions importantes. 

Nous dirons pour abréger qu'un ensemble linéaire E jouit de 
la propriété L, si tout ensemble parfait non-dense contient un 
ensemble au plus dénombrable de points de l'ensemble E, La pro­
position C1 affirme donc qu'il existe parmi les ensembles linéaires 
de puissance du continu un ensemble N jouissant de la pro­
priété L. 

On dit qu'un ensemble linéaire jouit de la propriété C, si pour 
chaque suite infinie a1 a2, a3,... de nombres réels positifs donnés 
d'avance, il peut être couvert par une suite infinie d'intervalles 
I1, I2 ,I3 ,...tels que on désignant la longueur de , on ait Sn = an 

pour n = 1, 2,... 2). 

1) Voir N. L u s i n , Fund. Math. I I , p. 157, ainsi que N. L u s i n et 

W. S i e r p i n s k i , Journ. de Math. II (1923), p. 72. 
2) Les ensembles jouissant de la propriété C coïncident avec ceux que 

M. E. B o r e l appelle ensembles qui ont une mesure asymptotique inférieure 

à toute série donnée à l'avance" (Bull . Soc. Math, de France X L V I I , 1919, p. 1). 
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On voit aussitôt que la somme d'un nombre fini ou d'une 
infinité dénombrable d'ensembles jouissant de la propriété C est 
aussi un ensemble jouissant de cette propriété. M. E. S z p i l r a j n 
a démontré l) qu'un ensemble jouissant de la propriété C ne peut 
contenir aucun sous-ensemble parfait, de sorte que s'il est mesu­
rable (B) ou, plus généralement, s'il est un ensemble analytique, 
il est nécessairement au plus dénombrable. 

En outre 2) la propriété C est un invariant des transformations 
effectuées moyennant les fonctions continues d'une variable réelle. 

§ 3. Fonct ions déf inies sur les ensembles à p r o p r i é t é L. 

Dans la suite nous appellerons: 
fonction de Baire — toute fonction représentable analytique-

ment (c. à d. qui s'obtient des fonctions continues par un nombre 
fini ou par une infinité dénombrable de passages à la limite), 

fonction satisfaisant à la condition de Baire — toute fonction 
qui est continue sur chaque ensemble parfait, quand on néglige 
les ensembles de première catégorie de B a i r e par rapport à cet 
ensemble parfait 3), 

ensemble jouissant de la propriété de Baire — tout ensemble E 
(situé dans un espace métrique) tel que pour tout ensemble par­
fait P il existe une sphère S contenant à son intérieur des points 
de P et telle qu'au moins un des ensembles SPE et SP—E est 
de première catégorie de B a i r e par rapport à P4) . 

On montre que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f (x) satisfasse à la condition de Baire est que 
pour tout F fermé l'ensemble E[f(x) F] jouisse de la propriété 

1) Fund. Math. XV, p. 126. 
2) Ibidem, p. 127. 
3) M. K u r a t o w s k i (Topologie I, Monografje Matematyczne, 1933, p. 194) 

Tappelle fonction à propriété de Baire au sens restreint (cf. ibid., p. 191). 
4) M. K u r a t o w s k i (Topologie I, p. 55) l'appelle ensemble jouissant de 

la propriété de Baire au sens restreint (cf. ibid., p. 49). 
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de Baire 1) . La propriété de Baire d'un ensemble quelconque et 

la propriété de sa fonction caractéristique (c. à d. égale à 1 dans 

l u i et à 0 par tout ail leurs) de satisfaire à la condi t ion de Baire 

sont équivalentes. 

T h é o r è m e 1. Chaque fonction de Baire d'une variable réelle 

transforme tout ensemble jouissant de la propriété L en ensemble 

jouissant de la propriété C 2). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit / ( x ) une fonction de Baire d'une 

var iable réelle. Il existe alors, comme on sait, un ensemble K 

de première catégorie, te l que la fonct ion f(x) est continue sur 

l 'ensemble — k3). 

Pour tout Ey on a identiquement f (E) = / ( K E ) + f (E — K). 

Or, soit E un ensemble l inéaire ( i n f in i ) jouissant de la pro­

priété L. L'ensemble K étant de première catégorie (donc con­

tenu dans une somme d'une inf in i té dénombrable d'ensembles 

parfaits non-denses), l 'ensemble KE, et à plus forte ra ison l 'en­

semble f {KE), est au plus dénombrable et j ou i t par suite de 

la propriété C. Une somme de deux ensembles jouissant de la 

propriété C étant aussi un ensemble qu i j ou i t de la propriété C, 

il s'agit de montrer encore que l 'ensemble f {E — K) j ou i t de cette 

propriété. 

Nous pouvons évidemment supposer que l'ensemble E — K 

est i n f i n i . Soit Q = (x1, x 2 , x3, ...) un sous-ensemble de E — K, dé­

nombrable et dense dans E — K Considérons une suite inf in ie 

quelconque de nombres réels positifs a1 a2, a3 ,... et soit k un 

nombre naturel donné. 

La fonction f (x) étant continue dans l'ensemble C — K donc 

à plus for te ra ison dans l 'ensemble E — K, il existe un nombre 

positifs ok te l que les formules 

1) Ibid., p. 194-195. 
2) C'est une généralisation d'un théorème que j ' a i démontré dans Fund. 

Math. X I , p. 302—304; cf. Mathématie a vol . 1, p. 115. 
3) Voir p. ex. Fund. Math. I, p. 163. 
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entièrement couvert par les intervalles I1 /2, /3,... Il jouit donc 
de la propriété C, c. q. f. d. 

Théorème 2. Aucun ensemble linéaire indénombrable jouissant 
de la propriété L ne jouit de la propriété de Baire relativement 
à la droite 1). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit E un ensemble linéaire indénom­
brable jouissant de la propriété L: un tel ensemble est nécessai­
rement de deuxième catégorie de Baire, puisque chaque ensemble 
jouissant de la propriété L admet un ensemble au plus dénom-
brable de points communs avec tout ensemble parfait non-dense, 
donc aussi avec tout ensemble de première catégorie. Or, chaque 
ensemble linéaire de deuxième catégorie est partout de deuxième 
catégorie, c. à d. de deuxième catégorie dans tout intervalle partiel 
(en cas de l'espace métrique général dans toute sphère partielle) 
d'un certain intervalle: soit / un tel intervalle pour l'ensemble E. 
Si l'ensemble l—E était de première catégorie, il existerait, com­
me on voit sans peine, un ensemble parfait P contenu dans l'en­
semble / —- (/ — E) = E, car le complément à un intervalle d'un en­
semble de première catégorie contient toujours un sous-ensemble 
parfait. Cependant l'existence de l'ensemble P est impossible, 
l'ensemble E jouissant de la propriété L. L'ensemble I—E est 
donc de deuxième catégorie et par suite il existe un intervalle 
J I tel que I—E est partout de deuxième catégorie dans J. 
Les ensembles E et J — E = J (I — E) sont donc partout de deu­
xième catégorie dans intervalle J, c. à d. que l'ensemble E ne jouit 
pas de la propriété de Baire relativement à la droite, c. q. f. d. 

La propriété L étant évidemment héréditaire 2), le th. 2 en­
traîne les deux corollaires suivants: 

1) On dit qu'un ensemble linéaire E ne jouit pas de la propriété de 
Baire relativement à la droite, s'il existe un intervalle de cette droite dans le­
quel l'ensemble £, en même temps que son complémentaire, sont partout de 
deuxième catégorie. 

2) cf. plus haut , p. 28, r e n v o i 2 ) . 
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Corol la ire 1. Si un ensemble linéaire E jouit de la propriété L, 

aucun sous-ensemble indénombrable de E ne jouit de la propriété de 

Baire relativement à la droite. 

Corol laire 2. Tout sous-ensemble indénombrable d'un ensem­

ble (linéaire) jouissant de la propriété L est de deuxième catégorie 

de Baire. 

Il est aisé de v o i r que la condition du corollaire 2 est non 

seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour qu'un ensemble E 

jouisse de la propriété L. 

En effet, si tout sous-ensemble non dénombrable d 'un en­

semble l inéaire E est de deuxième catégorie, aucun ensemble 

parfai t non-dense ne peut contenir un sous-ensemble indénom­

brable de E, car ce serait alors un sous-ensemble indénombrable 

de E de première catégorie. 

T h é o r è m e 3. Si E est un ensemble linéaire jouissant de la 

propriété L, toute fonction de Baire définie sur E est de classe < 2 

(sur E) l ) . 

D é m o n s t r a t i o n . Soient E un ensemble l inéaire jouissant 

de la propriété L et f(x) une fonct ion de Baire définie sur E. 

Une fonct ion de Baire définie sur un ensemble l inéaire quelcon­

que peut, comme on sait, être toujours prolongée à une fonction 

de Baire d'une variable réelle 2): il existe donc une fonct ion de 

Baire cp {x) définie sur l 'ensemble 6 de tous les nombres réels et 

qui coïncide avec f (x) sur E. 

Comme toute fonction de Baire d'une variable réelle satisfait 

à la condi t ion de Baire, il existe un ensemble K de première ca­

tégorie t e l que la fonct ion (x) est continue sur l 'ensemble c' — K. 

La fonct ion f ( x ) , comme égale à 9 (x) dans E, est donc continue 

sur l 'ensemble E (8 — K) = E — EK. Or, l 'ensemble E jouissant 

de la propriété L et l'ensemble K étant de première catégorie, 

1) Cf. Fund. Math. XV, p. 212 et p. 285. 
2) Voir p. ex. Fund. Math. X V I , p. 81. 



Il suffit de montrer que E jouissant de la propriété L, la 
fonction / (x), ainsi définie sur E, est de classe 2 sur E. La fon­
ction f {x) étant sûrement de classe 2 sur E (en tant que con­
tinue, lorsqu'on néglige l'ensemble dénombrable D), cela revient 
à prouver que f (x) n'est pas de classe 1 sur E. 

D'après le théorème 2, l'ensemble E est de deuxième caté­
gorie et il existe un intervalle / dans lequel E est partout de deu­
xième catégorie. L'ensemble D étant dense dans E, la définition de la 
fonction f{x) montre aussitôt que f (x) est une fonction disconti­
nue sur E en tout point de EL Or, M. C. K u r a t o w s k i a démon­
tré 2) que l'ensemble des points de discontinuité d'une fonction de 
classe < 1, définie sur un ensemble linéaire, est toujours de pre­
mière catégorie sur cet ensemble. En conséquence, si la fonction 
f {x) était de classe <; 1 sur E, donc aussi sur El, l'ensemble El 
serait de première catégorie sur lui-même et par suite sur la 
droite C (El étant dense dans /) . Cependant on se trouverait 
alors en contradiction avec le th. 2, p. 41, car El est un sous-
-ensemble indénombrable de l'ensemble f, qui jouit par hypothèse 
de la propriété L. 

1) Cf. G. P o p r o u g é n k o , Fund. Math. XV, p. 285. 
2) Fund. Math. V, p. 80, théorème 1. 
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l'ensemble EK est au plus dénombrable. La fonction f (x) est 
donc continue sur E, lorsqu'on néglige un ensemble au plus dé­
nombrable. Une telle fonction est, comme on sait, de classe 2 
sur E. 

Théorème 4. Si un ensemble linéaire non dénombrable E 
jouit de la propriété L, // existe une fonction réelle définie sur E 
et qui est de classe 2 sur E 1). 

D é m o n s t r a t i o n , Soit D un sous-ensemble de E dénom­
brable et dense dans E. Posons 
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1) Ce th. est un cas particulier du théorème plus général, démontré 
pour les ensembles Q jouissant de la propriété C (voir E. S z p i 1 r a j n, 
Fund. Math., X X I I (1934), à paraître). L'énoncé du texte exprime le fait que 
l'ainsi dit problème de la mesure généralisé (cf. p. ex. S. B a na c h et C. K u-
r a t o w s k i , Fund, Math. XIV, p. 127) comporte sur les ensembles Q à pro­
priété L une solution toujours négative. Nous y reviendrons plus loin (voir 
§ 7, p. 60). 

Théorème 5. Soit m (E) une fonction définie pour tous les 
sous-ensembles E d'un ensemble linéaire Q de façon que les condi­
tions suivantes soient remplies: 

(i) m (E) est un nombre (fini) réel non négatif, quel que soit 



de sorte que m(Q)<s. Le nombre positif e étant arbitraire, il 
en résulte d'après (i) que l'on a m(Q) = 0, donc d'après (i) et (iii) 
que m (E) = 0 pour tout sous-ensemble E de Q, c. q. f. d. 

Théorème 6 1). Si un ensemble linéaire indénombrable Q jouit 
de la propriété L, il existe une fonction f (x) continue sur Q qui 
n'est par uniformément continue sur aucun sous-ensemble indénom­
brable de Q. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit Q un ensemble de nombres irra­
tionnels de l'intervalle 9 = [0,1] jouissant de la propriété L. 
Considérons une fonction f (x) continue sur l'ensemble de 
tous les nombres irrationnels de l'intervalle [0,1], mais qui n'est 
uniformément continue sur aucune portion de 92, c. à d. sur aucun 
ensemble C)U où / est un intervalle partiel arbitraire de 0. 

Il est facile de trouver des exemples pour les fonctions f (x) 
de ce genre. Telle est p. ex. toute fonction croissante dont l'en-

1) Voir ma Note dans le Bull. Acad. Roumaine X V I I (1934), N° 1. 
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D'après une remarque que je dois à M. S. Saks , un raison­
nement analogue permet d'établir le théorème suivant: 

Théorème 7. Si un ensemble linéaire indénombrable Q jouit 
de la propriété L, il existe une suite infinie fn(x) (n = 1, 2,...) de 
fonctions continues d'une variable réelle qui converge non uniformé­
ment vers 0 sur tout sous-ensemble indénombrable de Q. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient Q un ensemble linéaire jouissant 
de la propriété L et D = (x1 x2, x3 ...) un ensemble dénombra-
ble partout dense contenu dans CQ (lé complémentaire de Q). 

. 
On voit sans peine que la fonction f (x) est continue en tout point 
de CD et discontinue en tout point de D et qu'il existe une suite 
infinie de fonctions continues d'une variable réelle fn{x) (n = 1,2,...) 
qui convergent vers f(x) pour tout x réel. Reste à montrer que 
cette suite converge non uniformément sur tout sous-ensemble 
indénombrable de Q. 

En effet, soit N un sous-ensemble indénombrable arbitraire 
de Q. L'ensemble Q jouissant de la propriété L, il existe, comme 
nous savons, un intervalle / tel que JV est dense dans /. Suppo­
sons que la suite fn{x) (n = 1, 2,...) converge uniformément sur N. 
Elle converge donc uniformément sur un ensemble dense dans 
l'intervalle /: les fonctions fn(x) (n = 1, 2,...) étant continues, il en 
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résulte sans peine que la suite fn(x) (n = 1, 2,...) converge unifor­
mément sur l'intervalle / tout entier, donc que sa limite est une 
fonction continue sur /. Or, ce n'est pas le cas, car la fonction f(x) 
est par hypothèse discontinue en tout point de l'ensemble dense D. 

Théorème 8 *). Si un ensemble linéaire Q jouit de la pro­
priété L, // existe une suite infinie de fonctions d'une variable réelle 
f1(

x),f2(x),f3(x) .,.... continues, uniformément bornées et telles que 
pour chaque suite infinie croissante d'indices m1 m2, m3,..., la suite 
fm1(x),fm2(x),fm3(x) ... est convergente tout au plus en une infinité dé-
nombrable de points x de Q. 

D é m o n s t r a t i o n . Comme on voit sans peine, on peut 
définir (par induction) une suite infinie de fonctions continues 
d'une variable réelle f1(x),f2(x), ... telle que l'on ait 0 fn(x) < 1 
pour tout n naturel et pour tout x réel, et qui remplisse en outre 
la condition suivante: 

(6) quel que soit n = 1, 2, ... , // existe pour tout intervalle I 

de longueur < — et pour tout indice k < n un nombre réel x e I tel que 
n 

Là 

Or, nous allons montrer que chaque suite fn(x) {n = 1, 2, ...) 
de ce genre (qui est uniformément bornée par définition) satisfait 
à la thèse du théorème. 

Soit, en effet, m1 < m2 < m3 < ... une suite infinie croissante 
d'indices et supposons que N soit un sous ensemble indénombrable 
de Q en tout point x duquel la suite infinie fm1{x),fm2(x),fm3i{x), ... 
est convergente. Admettons enfin que l'ensemble Q jouisse de la 
propriété L. L'ensemble TV, en tant qu'indénombrable et jouissant 
de la propriété L (comme sous-ensemble de Q), est dense dans 
un certain intervalle /. Soit D un sous-ensemble dénombrable 
de TV dense dans /. La suite fm1(x),fm2i(x),... converge donc dans D 
et, d'après un théorème général connu, on peut en extraire une 

1) Ce théorème et sa démonstration sont dus à M. S. S a k s . 
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suite fn1(X),fn2(x),fn3(x),fn(x),... qui converge uniformément dans Z), donc 
aussi dans / (puisque D est dense dans D. Or, c'est, comme voit 
sans peine, incompatible avec la condition (6). 

§ 4. Propriété M. 

Nous dirons qu'un ensemble linéaire E jouit de la propriété M 
de M. K. M e n g e r 1 ) , si toute famille F d'ensembles ouverts tels 
que chaque point de E se trouve situé dans un ensemble appar­
tenant à la famille F de diamètre aussi petit qu'on le veut con­
tient une suite infinie d'ensembles ouverts dont la somme con­
tient E et dont les diamètres tendent vers zéro (,,Nullfolge''). 

Théorème 9. Tout ensemble linéaire jouissant de la pro­
priété L jouit aussi de la propriété M. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit F une famille d'ensembles ouverts 

1) Voir K. M e n g e r, Sitzungsber. Akad. Wien 133 (1924), p. 421. 

Or, admettons que l'ensemble E jouisse de la propriété L. 
Comme sous-ensemble non dense-de E l'ensemble Q est donc au plus 
dénombrable. Soit q1, q2, q3 une suite formée de tous les éléments 
de Q (on peut la supposer toujours infinie, en répétant, s'il y a 
lieu, le même point ad inf.). D'après la propriété de la famille Fy 

Considérons la suite P1 ,Q1 P2, Q3, P3,... Les diamètres des 
ensembles de cette suite convergent vers 0 et l'ensemble-somme 
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S = P1 + Q1 + P3 + Q2 + . . . cont ient évidemment l 'ensemble E. Donc, 

l 'ensemble E j o u i t de la propriété de M. M e n g e r , c. q. f . d. 

§ 5. Conséquences C2 — C9 de la propos i t ion Ci . 

La propos i t ion C i et le théorème 2 entraînent la 

Proposit ion C2. // existe un ensemble linéaire de puissance 

du continu qui est transformé par toute fonction de Baire d'une 

variable réelle en un ensemble jouissant de la propriété C. 

Tout ensemble jouissant de la propriété C est évidemment 

de mesure nu l le . La p ropos i t ion C2 impl ique par conséquent la 

Proposit ion C3. // existe un ensemble linéaire de puissance 

du continu dont toute image continue est de mesure nulle. 

En effet, pour montrer que C2 C3 , i l suff i t de rappeler que 

pour toute fonc t ion continue / (x ) , définie sur un ensemble quel­

conque E de nombres réels, il existe, comme on sait, une fonct ion 

de Baire de première classe définie sur l'ensemble C de tous les 

nombres réels et qu i coïncide avec f (x) sur E. 

Or, il est à remarquer que nous ne savons pas é tabl i r sans 

faire l'usage de l 'hypothèse H non seulement la p ropos i t ion C3, 

mais non plus la p r o p o s i t i o n aff i rmant l 'existence d 'un ensemble 

l inéaire indénombrable qu i se transforme en ensemble de mesure 

nul le par toute fonct ion cont inue d'une var iable réel le . 

D'une façon analogue, nous ne savons démontrer qu'à l 'aide 

de l 'hypothèse H cette 

Proposit ion C3a. // existe un ensemble linéaire de puissance 

du continu, dont toutes les images homéomorphes sont de mesure 

nulle. 

Or, nous savons démontrer sans l 'hypothèse H qu ' / / existe 

un ensemble linéaire indénombrable dont toute image homéomorphe 

est de mesure nulle 1). 

1) Voir W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. V I I , p. 188 et Publications de 

VUniv. de Belgrade 1934. 

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 4 
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Notons toutefois que sans employer l'hypothèse H on sait 
démontrer le théorème que voici: 

étant une famille de puissance N1 de fonctions de Baire 
d'une variable réelle (ou, plus généralement, de fonctions qui sont 
continues, en négligeant un ensemble de première catégorie), il existe 
un ensemble linéaire indénombrable qui se transforme par toute fon­
ction de la famille 0 en ensemble de mesure nulle 1). 

P. U r y s o h n appelait parfaitement mesurable un ensemble 
(linéaire) E, si tout ensemble homéomorphe à E est mesurable, 
et il a posé le problème: quelle est la puissance de la famille de 
tous les ensembles linéaires parfaitement mesurables? 2). 

Proposition C4. La famille de tous les ensembles linéaires 
parfaitement mesurables est de la puissance 22 °3). 

D é m o n s t r a t i o n . Nous prouverons que C1 C4. D'après C1 

il existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui jouit 
de la propriété L, Cette propriété étant héréditaire 4), la famille 
de tous les ensembles jouissant de la propriété L est évidemment 
de puissance 22N0 . 

En vertu du théorème 1, la puissance de la famille de tous 
les ensembles dont toutes les images continues jouissent de la 
propriété C est aussi de puissance 22 . La proposition C4 en 
résulte tout de suite. 

Il est à remarquer que l'existence de 2No ensembles indénombra­
bles parfaitement mesurables linéaires peut être établie sans faire 
appel à l'hypothèse H: tels sont p. ex, tous les ensembles indé­
nombrables mesurables (B) et, plus généralement, analytiques. 

Voici encore une conséquence immédiate de la proposition C1 

et du théorème 1: 

1) Voir W. S i e r p i n s k i, Fund. Math. X X I I , p. 42. 
2) Fund. Math. IV, p. 368 (Problème 22). 
3) M. L a v r e n t i e f f, Fund. Math. V I , p. 156. 
4) cf. la définit ion p. 28, renvoi 2). 
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Proposition C5. // existe un ensemble linéaire E de puissance 
du continu et tel que Vintervalle linéaire n'en est pas une image 
continue 1). 

D'après le théorème 1, il suffit évidemment de prendre pour E 
un ensemble quelconque.de puissance du continu qui jouisse de 
la propriété L. 

Or, si simple que peut paraître la proposition C5, nous ne 
savons pas la démontrer sans admettre l'hypothèse H. Cependant 
nous savons démontrer sans admettre l'hypothèse H qu7/ existe 
un ensemble linéaire non dénombrable dont toutes les images con­
tinues sont distinctes de l'intervalle. 

En effet, si 2N0 = N1 cela résulte tout de suite de la propo­
sition C5, et si 2N0 > Xx, il suffit de prendre un ensemble liné­
aire quelconque de puissance N1 

Il est à remarquer que sans faire appel à l'hypothèse / f , on 
sait établir l'existence de deux ensembles linéaires de puissance 
du continu dont aucun n'est une image continue de l'autre; 
M. A. L i n d e n b a u m a même démontré (sans admettre l'hypo­
thèse H) qu'il existe une famille formée de 22 ° ensembles liné­
aires de puissance du continu, telle qu'aucun d'eux n'est une 
image continue d'aucun autre 2). 

La proposition C1 entraîne en vertu du corollaire 1 la 
Proposition C6. // existe un ensemble linéaire de puissance 

du continu dont aucun sous-ensemble indénombrable ne jouit de la 
propriété de Baire relativement à Vintervalle (donc, dont tout sous-
-ensemble indénombrable est de deuxième catégorie). 

1) Fund. Math. XIX, p. 208. 
2) L'énoncé de cette proposition est publiée dans les Ann. de le Soc. Po­

lonaise de Math. X (Séance de la Section de Varsovie du 16.1.1931). En admet­
tant que 22No = X2, je l 'a i démontré dans Fund. Math. XIX, p. 209. Notons 
à ce propos qu'on peut donner sur le plan une construction effective de 2No 

c o n t i n u s dont aucun n'est une image continue d'aucun autre (cf. Z. W a -
r a s z k i e w i c z , Fund. Math. X V I I I , p. 118, et N. A r o n s z a j n , Fund. Math. 

X I X , p. 134-136). 

http://quelconque.de
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On déduit de Ct en vertu des théorèmes 3 et 4 la suivante 
Proposition C7

 1). Il y a des ensembles de nombres réels sur 
lesquels il existe des fonctions de Baire des classes 0, 1 et 2, mais 
sur lequel il n'existe aucune fonction de Baire de classe 3. 

Or, on ne sait pas s'il y a un ensemble de nombres réels 
sur lequel il existe une fonction de classe 3, mais sur lequel il 
n'existe aucune fonction de classe 4 2). 

La proposition C1 entraîne en vertu du théorème 5 la solu­
tion négative du problème généralisé de la mesure (non négative) 
pour les ensembles de puissance du continu; plus loin nous dé­
duirons de Cx cette solution par une autre voie 3). 

Le théorème 6 et la proposition C1 donnent tout de suite cette 
Proposition C8. Il existe une fonction f (x) continue sur un 

ensemble linéaire Q de puissance du continu, mais qui n'est unifor­
mément continue sur aucun sous-ensemble indénombrable de Q 4). 

La proposition C1 et le théorème 7 impliquent immédiatement la 
Proposition C9. // existe une suite infinie convergente de 

fonctions d'une variable réelle f1(x),f2(x),f3i(x),... qui convergent 
non uniformément sur tout ensemble indénombrable 5). 

§ 6, Equivalences e n t r e les conséquences C9, C10, C11 et C12. 

Nous prouverons maintenant (sans utiliser l'hypothèse H) 
que la proposition C9 est équivalente à chacune des propositions 
C10, C11 et C12 suivantes: 

1) Voir G. P o p r o u g é n k o , Fund. Math. XV, p. 284—286. 
2) C'est un cas particulier (pour a = 4) d'un problème posé par M. M a-

z u r k i e w i c z sur les fonctions de classe a. Une solution pour a = 2 sera 

donnée plus loin (voir Chap. I I I , § 2, proposition C38, p. 91). 
3) cf. p. 60, renvoi2)- On peut sans peine se débarasser de la condition 

que la mesure soit non-négative. 
4) Voir ma Note dans le Bull. Acad. Roumaine X V I I (1934), Nr. 1. 
5) Voir W. S i e r p i n s k i , C. R. Soc. Se. et Lettres Varsovie 1928, 

p. 84-87. 
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1) La proposition Cn a été déduite de l'hypothèse H par M. M. B a n ac h 
e t K u r a t o w s k i , Fund. Math. X I V , p. 128. 
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Ceci posé, il existe une famille F de la puissance 2^° ayant 
pour éléments certaines suites infinies de nombres naturels et satis­
faisant à la condition: pour chaque suite infinie S de nombres na­
turels (qu'elle appartienne à F ou non), l'ensemble de toutes les 
suites T de F différentes deux à deux et telles que T <; S est au 
plus dénombrable. 

Pour établir l'équivalence entre les propositions C9, C10, Cn 

et C12, il suffit évidemment de prouver les quatre implications 

La formule (2) étant ainsi vraie pour tout m naturel et pour 
tout x réel, nous n'avons qu'à poser fm(x) = 0 pour m = 1, 2, 3,... 
pour en tirer les formules (i) et ( i i) . 

Soit maintenant m1 m2, mz,... une suite infinie croissante de 
nombres naturels et admettons que l'égalité (iii) ait lieu pour un 
ensemble indénombrable N de valeurs de x. Les fonctions fmn(x) 
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soit k le plus petit de tels indices p. On déduit sans peine de (4) 
et (5) que l'on a alors x Bl

k. La suite double Bik satisfait donc 
à la condition (I) et les formules (4) et (5) montrent d'elles-mêmes 
qu'elle remplit aussi la condition (II). 

Soit maintenant n1, n2, n3, ... une suite infinie de nombres na­
turels. On a encore selon (4) et (5) 

Or, en vertu de la proposition C10, cette égalité ne peut être 
remplie que pour les nombres réels x formant un ensemble au 
plus dénombrable. La formule (7) ne peut donc se présenter que 
tout au plus pour une infinité dénombrable des x, de sorte que 



[§6] Equivalences entre C9, C10, C11 et C12. 57 

1) L'équivalence des propositions C11 et C12 a été démontrée par M. M. 
B a n a c h et K u r a t o w s k i , Fund. Math. X I V , p. 131. 
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et on se trouverait de la sorte en contradiction avec la propo­
sition C12. La suite infinie f 1(x) ,f 2(x) ,f 3(x) , ... satisfait donc à la 
proposition C9, c. q. f. d. 

Ainsi , les propositions C9, C10, C11 et C12 sont équivalentes. 
Le problème si elles sont équivalentes aussi à l'hypothèse H 

ou à la proposition C1 dont elles sont des conséquences, reste 
ouvert. 

§ 7. Or ig ines et appl icat ions des proposit ions C,, — Cn. 

La proposition C9 a été établie par moi (à l'aide de l'hypo­
thèse H) pour démontrer que le théorème connu de T. E g o r o f f , 
à savoir que les suites convergentes de fonctions mesurables con­
vergent uniformément, lorsqu'on néglige un ensemble de mesure 
(extérieure) aussi petite qu'on le veut, n'admet pas d'extension 
aux fonctions quelconques d'une variable réelle 1). 

La proposition C10 a été démontrée par moi (aussi à l'aide 
de l'hypothèse H) pour montrer que le théorème de M. F r é c h e t 
sur les suites doubles de fonctions mesurables n'admet pas d'ex­
tension aux fonctions arbitraires 2). 

Le théorème de T. E g o r o f f implique que parmi les fon­
ctions fn(x) (n = 1, 2, 3,...) satisfaisant à la proposition C9 il y a 
qui sont non mesurables, et le théorème de M. F r é c h e t montre 
qu'il en est de même pour les fonctions fmn(x) (m = l, 2,... ; n = l ,2, . . . ) 
qui satisfont aux conditions (i) — (iii) de la proposition C10. 

1) C. R. Soc. Se. Varsovie 1928, p. 84 — 87. Pour Péquivalence des pro­

positions C9 et C11 voir ma note dans Fund. Math. X IV , p. 277—280. 
2) Monatshefte /. Math. u. Phys. X X X I X , p. 233. Pour l'équivalence des 

propositions C10 et C11 voir ma note dans Studio. Mathem. IV, p. 15 et suiv. 
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La proposition Cn a été établie (à l'aide de l'hypothèse H) 
par M. M. S. B a n a c h et C. K u r a t o w s k i 1 ) pour en déduire la 
solution négative du problème de la mesure généralisé2). Dans 
une Note récente 3) j ' a i déduit la proposition Cn directement de 
la proposition C1. Mais le théorème de MM. B a n a c h et K u r a ­
t o w s k i peut être déduit aussi directement de la proposition Ci 

(sans passer par C11), à savoir par l'emploi immédiat du théo­
rème 5, établi p. 44. Une autre démonstration sera donnée au 
Chap. IV, § 3 (voir proposition C53). 

Il est à remarquer que l'on peut établir facilement l'implica­
tion suivante: 

1) Fund. Math. X I V , p. 128. 
2) Cf. p. 44, th. 5 et plus loin Chap. IV, § 3, proposition C53. 
3) Fund. Math. X X I I (à paraître). 
4) Voir Chap. I, p. 18. 
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que parmi les ensembles Bik formant une telle suite double il y a 
nécessairement des ensembles non mesurables. 

§ 8. Proposition C*1 et son équivalence avec C1. 

Nous dirons qu'une famille 8 de suites finies de nombres 
naturels est complète, si quelle que soit la suite finie de nombres 
naturels m1 m2, ... , mk (appartenant à ou non), il existe une 
suite n1,n2,...,n1 de S telle que 1 k et ni = mi pour i = 1,2,... ,k. 

D'après M. C. K u r a t o w s k i on peut démontrer sans utiliser 
l'hypothèse H que la proposition C1 équivaut à la proposition 
suivante: 

Proposition C*1. // existe une suite double d'ensembles Bi
k qui 

satisfait aux conditions (I) et (II) de la proposition C11 et à la con­
dition suivante 

et de désigner par Bi
k le k-ième terme de cette suite. 

Par contre, sans admettre l'hypothèse H, nous ne savons pas 
démontrer l'existence d'une suite double d'ensembles B'k satis­
faisant aux conditions (I) et (II) de C11 et telle que pour chaque 
suite infinie ku k2, k3, ... de nombres entiers positifs, l'ensemble 
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§ 9. Conséquences C13 et C14 de C1. 

La proposition C1 entraîne en vertu du théorème 8, p. 47, la 

de fonctions d'une variable réelle telles qu'étant donnée une suite 

1) Une démonstration détaillée sera publiée par M. C. K u r a t o w s k i 
dans Fund. Math. X X I I . 
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Admettons, en effet, la proposition C1. II existe donc un 
ensemble N de puissance du continu jouissant de la propriété L. 
Soit fn(x) (n = 1, 2,...) une suite infinie de fonctions d'une variable 
réelle satisfaisant aux conditions du théorème 8. L'ensemble N 

1) Cette proposit ion (qui constitue la solution négative d'un problème 

posé par M. S a k s) a été démontrée par moi à l'aide de l'hypothèse H dans 

Fund. Math. X V I I I , p. 110 et suivantes. Cf. aussi Chap. IV , § 2, proposition C50. 
2) Voi r W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. V I I I , p. 223. La proposition C14 

résout un problème posé par M. K. M e n g e r (Sitzungsber. Akad. Wien 133 

(1924), p. 421); cf. aussi W. H u r e w i c z , Fund. Math. X, p. 196. 
3) Fund. Math. X X I , p. 115. 

existe est au plus dénombrable 1). 

La proposition C1 implique en vertu du théorème 9, p. 48, la 
Proposition C14. Il existe un ensemble linéaire qui jouit de 

la propriété M et qui n'est pas un Fz
 2). 

Admettons, en effet, la proposition C1 et soit N un ensemble 
satisfaisant à cette proposition: Evidemment l'ensemble N n'est 
pas un FG; or, d'après le théorème 9, il jouit de la propriété M. 

§ 10. Ensembles t o u j o u r s de I - r e ca tégor ie . 

Un ensemble (linéaire) est dit d'après M. N. L u s i n 3) toujours 
de première catégorie, s'il est de première catégorie de Baire sur 
tout ensemble (linéaire) parfait. 

Un ensemble indénombrable qui est toujours de première 
catégorie ne peut pas être mesurable (B), ni même analytique, tout 
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ensemble analytique indénombrable contenant un sous-ensemble 
parfait. Or, le problème s'il existe un complémentaire analytique 
(linéaire) indénombrable qui soit toujours de première catégorie 
équivaut à un des plus difficiles problèmes de la théorie des en­
sembles analytiques, notamment à celui d'existence d'un complé­
mentaire analytique indénombrable ne contenant aucun sous-
-ensemble parfait. 

En effet, d'une part il est évident qu'un ensemble toujours 
de première catégorie ne contient aucun sous-ensemble parfait. 
D'autre part, admettons qu'il existe un complémentaire analytique 
(linéaire) Q, indénombrable et dépourvu de sous-ensembles par­
faits. Les constituantes 1) du complémentaire analytique Q, en tant 
que mesurables ( f i ) 2 ) , sont donc toutes au plus dénombrables, et 
dans ce cas, comme nous avons démontré avec M. L u s i n 3), l'en­
semble Q est toujours de première catégorie. 

Il est à remarquer que l'hypothèse qu'il existe un complémen­
taire analytique (linéaire) de puissance du continu et qui est un 
ensemble toujours de première catégorie implique l'hypothèse H, En 
effet, Q désignant un tel complémentaire analytique, il n'existe 
parmi les sous-ensembles de Q aucun ensemble parfait et les 
constituantes de Q sont toutes au plus dénombrables. Tout com­
plémentaire analytiques étant une somme de ses N1 constituantes, 
Q est de puissance N1; comme il est par hypothèse de puis­
sance du continu, on aurait 2No = N1

 4). 

1) Voir N. L u s i n , Leçons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 188. 
2) Voir p. ex. C. K u r a t o w s k i, Topologie /, p. 264. 
3) N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i Rend. Accad. Lincei, vo l . V I I ser. 6 

(1928), p. 214—215. 
4) Un autre problème concernant les complémentaires analytiques et 

dont la solution positive impliquerai t l'hypothèse H est le suivant: 

Éxiste-t-il une fonction d'une variable réelle f (x), dont l'image géométrique 

(la „courbe" y =f(x)) soit un complémentaire analytique dépourvu de sous-ensembles 

parfaits? (voir N. L u s i n , Leçons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 287). 
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1) Voir N. L u s i n, Fund. Math. X X I , p. 119—122. 

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 



66 Chapitre I I . L'ensemble de M. L u s i n . 

est un point bien déterminé de l'ensemble T. La fonction f(x) 
établit, comme on voit sans peine, une correspondance biunivoque 
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où le membre droit est de première catégorie dans l'ensemble 
Pn1, n2,.... nk, en tant qu'une somme dénombrable des ensembles non-
-denses dans lui . Il en est donc de même du membre gauche; 
en vertu de (16) et (14) on en conclut aussitôt que l'ensemble 
f (Qn1, n2,... nk) est de première catégorie dans P. L'ensemble R2 

étant composé d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable 
d'ensembles Qn1, n2,... ,nk, l'ensemble f (R2) est donc encore de pre­
mière catégorie dans P. 

Ceci établi, soit N un ensemble contenu dans 9 et jouis­
sant de la propriété L. Il s'agit de montrer que l'ensemble f (N) 
est de première catégorie dans P. 

Or, d'après (12) on a Pf(N) =f(NR), d'où en vertu de (13) 
P f(N) =f(NR1)+J(NR2). L'ensemble R1 étant non-dense et l'en­
semble N jouissant de la propriété L, l'ensemble NR1, donc aussi 
l'ensemble f (NR1), est au plus dénombrable. Evidemment on a 
f(NR2) f(R2) et l'ensemble f(R2) est, comme nous savons, de pre­
mière catégorie dans P. L'ensemble P.f(h)=f(NR)=f(NR1)+f(NR2) 
est donc aussi de première catégorie dans P, c. q. f. d. 
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§ 11. Propos i t ion C15 et ses conséquences C16 — C19. 

En vertu du théorème 10, la proposition C1 implique immé­
diatement cette 

Proposition C15. // existe un ensemble linéaire K de puis-
sance du continu, toujours de première catégorie et qui est une image 
continue et biunivoque d'un ensemble jouissant de la propriété L. 

Le cas particulier du théorème 1 est que toute image con­
tinue d'un ensemble linéaire jouissant de la propriété L jouit de 
la propriété C. La proposition C15 entraîne donc tout de suite la 

Proposition C16. Il existe un ensemble linéaire K de puissance 
du continu, toujours de première catégorie et qui jouit de la pro­
priété C. 

Un tel ensemble doit être regardé comme extrêmement 
p a u v r e en é l é m e n t s aussi bien au point de vue de la caté­
gorie, qu'au point de vue de la mesure. 

D'après la conséquence C15 de C1, il existe un ensemble liné­
aire de puissance du continu qui est toujours de première caté­
gorie. Nous ne savons pas démontrer l'existence d'un tel ensem­
ble sans admettre l'hypothèse H. Or, on démontre sans admettre 
cette hypothèse qu'il existe un ensemble linéaire indénombrable 
(de puissance N1) qui est toujours de première catégorie 1). Ce­
pendant on sait démontrer le théorème suivant sans admettre 
l'hypothèse H: 

Φ étant une famille de puissance N1 de fonctions mesurables 
d'une variable réelle et π une famille de puissance N1 d'ensembles 
linéaires parfaits, il existe un ensemble linéaire indénombrable que 
chaque fonction de la famille Φ transforme en ensemble qui est 
de première catégorie dans tout ensemble parfait appartenant à la 
famille π2). 

1) N. L u s i n, Fund. Math. I I , p. 155; W. S i e r p i n s k i, C. R. Soc. Sc. 

Varsovie XXV, p. 102. 
2) Voir W, S i e r p i r i s k i , dans Fund. Math. X X I I , p. 47. 
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La propriété d'être un ensemble toujours de première catégorie 
étant évidemment h é r é d i t a i r e 1 ) et chaque ensemble de puis­
sance du continu ayant 22 ° sous-ensembles, la proposition C15 

entraîne aussitôt cette 
Proposition C17. La famille de tous les ensembles linéaires 

qui sont toujours de première catégorie est de puissance 22 °. 

Comme tout ensemble qui est toujours de première catégorie 
jouit évidemment de la propriété de Baire, la proposition C17 

entraîne à son tour la 

Proposition C18. La famille de tous les ensembles linéaires 
qui jouissent de la propriété de Baire est de puissance 22N°. 

Etant donné un ensemble toujours de première catégorie, sa 
fonction caractéristique (c. à d. qui prend la valeur 1 aux points 
de cet ensemble et la valeur 0 partout ailleurs) satisfaitit évidem­
ment à la condition de Baire. La proposition C17 entraîne donc 
encore la suivante 

Proposition C19. La famille de toutes les fonctions d'une 
variable réelle qui satisfont à la condition de Baire est de puis­
sance 22 °. 

D'après R. B a i r e toute fonction représentable analytique-
ment satisfait à la condition de Baire 2). La famille de toutes les 
fonctions représentables analytiquement d'une variable réelle ayant, 
comme on soit, la puissance du continu, donc une puissance < 22 °, 
on conclut de C19 qu' i l existe des fonctions d'une variable réelle 
satisfaisant à la condition de Baire, mais non représentables analyti 
quement. 

Cette proposition a été déduite de l'hypothèse H par M. N. 
L u s i n en 1914 3) et ensuite démontrée par lu i sans utiliser cette 

1) au sens de la définition, p. 28. 
2) La démonstration de ce théorème a été donnée pour la première 

fois dans le Mémoire de M. H. L e b e s g u e, Journ. de Math. (1905), p. 188. 
3) C. R. Paris 158, p. 1259. 
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hypothèse 1). On a trouvé même des exemples effectifs de fon­
ctions satisfaisant à la condition de Baire, mais non représentables 
analytiquement2), ce qui a donné la solution complète d'une que­
stion posée par M. L e b e s g i i e , 1. c. 3). 

Au sujet des conséquences C17 — C19 de C15 il est à remar­
quer, en outre, ce qui suit. Comme il a été déjà dit, on sait 
établir sans l'hypothèse H l'existence d'un ensemble linéaire de 
puissance N1 et qui est toujours de première catégorie. Cet ensem­
ble ayant 2Ni sous-ensembles, il en résulte sans peine qu'on peut 
démontrer sans admettre l'hypothèse H que la famille de tous les 
ensembles linéaires qui sont toujours de première catégorie et, par 
suite, la famille de toutes les fonctions d'une variable réelle qui 
satisfont à la condition de Baire, ont une puissance 2N1, donc 
dépassant N1. 

§ 12. I m a g e s g é o m é t r i q u e s des fonctions. Fonct ions superposées . 
Propos i t ion C20 et ses conséquences C21 — C24. 

A présent nous allons déduire de C1 une conséquence (d'ori­
gine récente) dont nous ferons ensuite quelques applications aux 
images géométriques des fonctions réelles sur le plan. 

Soit N un ensemble linéaire ayant la propriété L et situé 
dans l'ensemble 919. Considérons une fonction f (x) continue 
dans ce dernier et satisfaisant au théorème 10. L'ensemble K=f(N) 
est donc toujours de première catégorie au sens de la définition 
p. 63. 

Soit J l'ensemble de tous les points (x,y) du plan, tels que 
x N et y =f(x). La fonction f(x) étant continue dans N, on 
voit sans peine que l'ensemble J est homéomorphe à N. Plaçons 
l'ensemble K sur l'axe O Y: c'est évidemment la projection de l'en­
semble J sur l'axe OY. 

1) Fund. Math, I I , p. 157. 
2) Voir p. ex. N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i, Journ. de Math. II (1923), 

p. 72. 
3) Cf. aussi N. Lu s i n , Fund. Math. X X , p. 114—116. 
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serait de même de l'ensemble J = ST (car le p rodu i t de deux en­

sembles jouissant de la propriété de Baire j o u i t également de cette 

propriété) . J étant homéomorphe à N et la propriété de Baire 

étant, comme j ' a i démontré 1), invar iante envers les t ransformations 

homéomorphes, l 'ensemble N j ou i r a i t de la propriété de Baire, ce 

qu i est incompat ible en ve r tu du th . 2, p. 41 , avec la propriété L 

de N. Par conséquent l 'ensemble S est dépourvu de la propriété 

de Baire. 

La conséquence suivante de C1 se t rouve ainsi démontrée: 

Proposit ion C20. It existe un ensemble linéaire K situé sur 

l'axe d'ordonnées et jouissant de la propriété de Baire (même un 

ensemble toujours de première catégorie) tel que l'ensemble plan S 

formé de toutes les parallèles à l'axe d'abscisses qui passent par les 

points de K ne jouit pas de la propriété de Baire 2). 
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qui coïncide évidemment avec l'ensemble J. Cependant, comme 
nous avons vu plus haut, J ne jouit pas de la propriété de Baire. 
Nous avons donc cette 

Proposition C21. // existe une fonction (d'une variable réelle) 
qui satisfait à la condition de Baire, mais dont l'image géométrique 
ne jouit pas de la propriété de Baire. 

Plus loin nous déduirons d'une autre conséquence de l'hy­
pothèse H une proposition en quelque sorte réciproque, notam­
ment qu'i l existe une fonction ne remplissant pas la condition de 
Baire et dont l'image géométrique jouit de la propriété de Baire 
(voir Chap. I I I , proposition C44). 

La remarque suivante et la conséquence C22 sont dues à M. 
C. K u r a t o w s k i . 

Soient K et S les ensembles satisfaisant à la proposition C20 

et posons f(x,y) = 1 ou f(x,y) = 0, suivant que (x, y) S ou 
(x,y) non-e S. La fonction f(x,y) de deux variables réelles, ainsi 
définie, ne satisfait pas à la condition de Baire, puisque l'ensem­
ble S n'a pas la propriété de Baire. Or, la fonction f(x,y) ne dé­
pend évidemment que de la variable y et si l 'on pose pour x 
et y réels f (xy y) = (y), la fonction (y) comme fonction d'une 
seule variable réelle y, jouit de la propriété de Baire, puisque 
E [ (y) 0] = K et K est un ensemble toujours de première ca-
y 

tégorie. 

D'autre part, posons pour x et y réels F (x, y) = y. C'est 
évidemment une fonction continue de deux variables réelles. Or,  

(y) étant la fonction caractéristique de l'ensemble (linéaire) k, 
donc une fonction d'une variable réelle satisfaisant à la condition 
de Baire, la fonction F (x, (y)) est la fonction caractéristique de 
l'ensemble (plan) S, donc une fonction qui ne satisfait pas à la 
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condition de Baire. On aboutit ainsi à la conséquence suivante 
de C20: 

Proposition C22. Une fonction continue de deux fonctions 
(d'une variable réelle) satisfaisant à la condition de Baire peut 
(comme fonction de deux variable réelles) ne pas satisfaire à la 
condition de Baire. 

Pour les fonctions continues d 'une fonction (d'une variable 
réele) satisfaisant à la condition de Baire un tel cas est, comme 
on sait, impossible. Or, nous allons déduire de C1 (voir plus loin C24, 
p, 75) que, par contre, il existe des fonctions satisfaisant à la 
condition de Baire d 'une fonction continue (d'une variable réelle) 
qui ne satisfont pas à la condition de Baire. 

Considérons d'abord une courbe continue de P e a n o 

aux deux coordonnées irrationnelles soient des points simples de 
la courbe (17), c. à d. qu'il existe pour tout couple (x0,y0) de deux 

La courbe (18) étant continue et bornée, on voit sans peine 
que les formules 
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Comme ensemble homéomorphe à N, l'ensemble B ne jouit pas 
de la propriété de Baire. Ainsi, on parvient à la 

Proposition C23. // existe une fonction continue de variable 
réelle transformant d'une façon biunivoque un certain ensemble dé­
pourvu de la propriété de Baire en un ensemble qui est toujours de 
première catégorie. 

L'ensemble B, en tant que ne jouissant pas de la propriété 
de Baire, est indénombrable et il existe pour un intervalle / une 
décomposition IB = E1+E2 en deux ensembles disjoints, indénom­
brables dans chaque sous-intervalle de /. Or, l'ensemble B étant 
homéomorphe à TV, chaque sous-ensemble non dénombrable de B 
est homéomorphe à un sous-ensemble non dénombrable de N, 
donc, d'après le théorème 2, p. 41, à un ensemble qui ne jouit pas de 
la propriété de Baire. Par conséquent aucun sous-ensemble indé­
nombrable de B ne jouit de la propriété de Baire. Il en résulte 
que les ensembles E1 et E2 sont partout de deuxième catégorie 
dans /. 

Définissons maintenant la fonction 9 (x) d'une variable réelle 
comme il suit. Posons 



[§ 12] Proposition C2.,. 75 

et, les ensembles E1 et E2 étant partout de deuxième catégorie 
dans l'intervalle /, il en résulte que la fonction f(x) ne satisfait 
pas à la condition de Baire. On a ainsi cette 

Proposition C24. // existe une fonction de variable réelle qui 
ne satisfait pas à la condition de Baire et qui est une fonction satis­
faisant à la condition de Baire d'une fonction continue 1). 

1) Cf. W. S i e r p i n s k i , Annals of Mathematics 1934 (à paraître). 
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Les conséquences de l'hypothèse H, qui ont été déduites 
dans le chapitre précédent, découlent directement de la propo­
sition Ct de M. N. L u s i n, de sorte qu'on a pas besoin de faire 
intervenir dans leur démonstration d'autres conséquences de cette 
hypothèse. A présent nous ferons des applications de l'ensemble 
de M. N. Lu s in aux propositions qui seront déduites de l'hypo­
thèse H par des voies différentes. 

La majeure partie de ce chapitre est consacrée aux questions 
liées avec une sorte de dualité qui s'observe entre les notions 
d'ensemble de première catégorie et d'ensemble de mesure nulle. 
On connaît notamment plusieurs théorèmes qui restent vrais, 
quand on remplace dans leurs énoncés les ensembles de première 
catégorie par ceux de mesure nulle, ou inversement1). Nous ver­
rons aussitôt que la raison de ce fait est d'un ordre très général 
et nous en poursuivrons les conséquences dans plusieurs problè­
mes particuliers, en faisant l'usage fréquent de la proposition C1. 

1) Tel est p. ex. (outre les théorèmes exprimant l'hérédité et l'additivité 
absolue des deux notions) le lerame que j 'ai établi dans les Fund. Math. XI , 
p. 302 (cf. aussi Bull. Acad. Polonaise 1928, p. 456, lemme 2). 

Applications aux relat ions e n t r e catégorie et mesure. 
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Nous allons déduire de l'hypothèse H la conséquence suivante 
qui explique la dualité en question: 

Proposition C25. // existe une fonction bianivoque f (x) défi-



sont indénombrables. 
En outre, tout ensemble linéaire de mesure nulle (en tant 

que situé dans un G0 de mesure nulle) est contenu dans un terme 
de la suite (9). 

Tous les ensembles (6) et (10) étant indénombrables, donc 
d'après l'hypothèse H de puissance du continu, il existe pour tout 
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seront indénombrables. 
En outre, tout ensemble linéaire de première catégorie (en 

tant que situé dans un Fa de première catégorie) est contenu dans 
un terme de la suite (5). 

plus dénombrable. Chaque ensemble de mesure nulle admettant 
dans son complémentaire un G0 indénombrable de mesure nulle, 
on constate aisément que les termes non supprimés de la suite (8) 
forment encore une suite transfinie du type 2 
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1) Cf. A. N. W h i t e h e a d et B. R u s s e l, Principia Mathematica I I , * 111. 
2) W. S i e r p i n s k i, Fund. Math. V, p. 184. 
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On connaît peu d'exemples de familles d'ensembles de points 
qui soient semblables. Telles sont p. ex. la famille de tous les 
ensembles mesurables linéaires et celle de tous les ensembles me­
surables (superficiellement) plans. 

Or, la proposition C25 peut s'exprimer comme il suit: 
Proposition C25a. La famille de tous les ensembles linéaires 

de première catégorie et celle de tous les ensembles linéaires de me­
sure nulle sont Semblables. 

Soient maintenant f(x) une transformation qui satisfait à la 
proposition C25 et N1 un ensemble satisfaisant à la proposition Cj. 
Considérons un ensemble linéaire quelconque E de mesure nulle. 
L'ensemble f-1(E) est donc de première catégorie et par suite 
l'ensemble N1.f

-1(E) est au plus dénombrable, de même que son 
image /(N1.f

-1(E)) = f(N1)f (f-1(E)) = f (N1)E. Or, la transfor­
mation f (x) étant biunivoque et l'ensemble N1 étant de puissance 
du continu, l'ensemble N=f(N1) est aussi de puissance du continu. 

Nous avons ainsi déduit de la proposition C1 (moyennant la 
proposition C25) la conséquence suivante, qui correspond par 
dualité à C1: 

Proposition C26
 2). // existe un ensemble linéaire N de puis­

sance du continu qui a un ensemble au plus dénombrable de points 
communs avec tout ensemble linéaire de mesure nulle. 

La proposition C26 constitue d'ailleurs, une partie de la pro­
position P9a, p. 31. 
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Notons que la propos i t ion suivante sur les ensembles plans, 

analogue à C26, peut être déduite de l 'hypothèse H par l ' inter­

médiaire des proposit ions tout à fa i t analogues à C1 et C26, mais 

concernant les ensembles plans au l ieu des ensembles linéaires (la 

marche des démonstrations restant la même): 

P r o p o s i t i o n C26 a. // existe un ensemble plan N de puissance 

du continu dont tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable 

superficiellement (au sens de L e b e s g u e). 

§ 2. P r o p r i é t é S. D u a l i t é e n t r e L et S. Conséquences C17 — C40. 

Nous dirons qu 'un ensemble l inéaire j ou i t de la propriété S, 

s ' i l n'admet avec tout ensemble l inéai re de mesure nul le qu 'un 

ensemble au plus dénombrable de points communs. La propriété S 

correspond donc par dualité à la propriété L (Chap. I I , § 2, p. 37) 

et la proposi t ion C26 rev ient à affirmer l 'existence d'un ensemble 

l inéaire de puissance du cont inu jouissant de la propriété S. 

Commençons par donner des condit ions nécessaires et suff i ­

santes pour l 'existence (dans un ensemble linéaire) de sous-

-ensembles jouissant de la proprié té L et de la propriété S res­

pectivement. Nous allons les déduire de la proposi t ion P8 . Les 

deux proposi t ions suivantes, où ces condit ions sont formulées, se 

correspondent donc mutuel lement par dualité. 

P r o p o s i t i o n C27. Pour qu'un ensemble linéaire E contienne 

un sous-ensemble indénombrable N jouissant de la propriété L, // 

faut et il suffit qu'il soit de deuxième catégorie de Baire. 

D é m o n s t r a t i o n . L a condi t ion est n é c e s s a i r e . E n 

effet, si E est un ensemble de première catégorie et N un ensem-

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 6 
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ble jouissant de la propriété L, l'ensemble EN est au plus dé-
nombrable, car tout ensemble de première catégorie est contenu 
dans la somme d'une série infinie d'ensembles parfaits non-denses. 
Par conséquent, si N est indénombrable, E ne peut pas contenir N. 

La condition est s u f f i s a n t e . Soient E un ensemble liné-

et d'un ensemble au plus dénombrable. D'après la proposition P8, 
il existe donc un sous-ensemble indénombrable N de E qui admet 
un ensemble au plus dénombrable de points communs avec tout 
ensemble de la famille 0. 
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Or, tout ensemble de mesure nulle est contenu dans un G0 

de mesure nulle. 
Par conséquent, Q étant un ensemble linéaire quelconque de 

mesure nulle, l'ensemble N.EQ = NQ est au plus dénombrable. 
L'ensemble N jouit donc de la propriété S. 

Les implications P8 -> C27 et P8 -> C28 sont ainsi établies. 

Nous démontrerons à présent, sans avoir recours à l'hypo­
thèse H, quelques théorèmes sur les ensembles jouissant de la 
propriété S et nous en tirerons ensuite plusieurs conséquences 
moyennant la proposition C26. 

Lemme 2. Si f(x) est une fonction mesurable (d'une variable 
réelle), E un ensemble linéaire donné et P un ensemble parfait, il 
existe un ensemble N de mesure nulle contenu dans E et tel que 
Vensemble f (E) — f (N) est de première catégorie dans P. 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit évidemment de l'établir, en sup­
posant que l'ensemble f(E) est d e n s e dans l'ensemble parfait P 
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sont ouverts et denses dans P (l'ensemble (13) étant dense dans P). 
L'ensemble(19) est donc de première catégorie dans P, c. q. f. d. 

Théorème 1. Toute fonction mesurable d'une variable réelle 
transforme les ensembles jouissant de la propriété S en ensembles 
toujours de première catégorie 1). 

D é m o n s t r a t i o n . Soient E un ensemble jouissant de la 
propriété S, f(x) une fonction mesurable d'une variable réelle et 
P un ensemble linéaire parfait. D'après le lemme 2, il existe un sous-
-ensemble M de E de mesure nulle et tel que l'ensemble f(E)—f(N) 
est de première catégorie dans P. Or, l'ensemble E jouissant de 
la propriété S, l'ensemble N (en tant que de mesure nulle et con­
tenu dans E) est au plus dénombrable. Par conséquent l'ensem­
ble f(E) =f(N) + [f(E) — f ( N ) ] , en tant que somme de deux 
ensembles de première catégorie dans P, est de première catégorie 
dans P, c. q. f. d. 

A l'aide de l'hypothèse H on démontre la proposition suivante, 
réciproque du théorème 1: 

Proposition C29. Si toute fonction mesurable d'une variable 
réelle transforme un ensemble linéaire donné E en ensemble de pre­
mière catégorie, l ensemble E jouit de la propriété S. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit E un ensemble linéaire qui ne jouit 
pas de la propriété S: il existe alors un ensemble linéaire N de 
mesure nulle et tel que l'ensemble EN est non dénombrable, donc 
en vertu de l'hypothèse H de puissance 2N°. Il existe par consé-

1) Voir ma Note du 21 Février 1929 dans C. R. Soc. Sc. Varsovie, X X I I , 

p. 58. 



La proposition C26 entraîne en vertu du théorème 1 la pro­
position suivante (qui peut être regardée comme correspondant 
par dualité à la proposition C2, Chap. I I , p. 49): 

Proposition C30. // existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu que toute fonction mesurable d'une variable réelle trans­
forme en ensemble toujours de première catégorie. 

La proposition C30 implique en particulier cette 
Proposition C31. Il existe un ensemble linéaire de puissance 2N° 

dont toute image continue est un ensemble toujours de première ca­
tégorie 1). 

Il est à remarquer, en rapprochant la proposition C31 à la 
proposition C3, que nous ne savons pas s'il existe un ensemble 
linéaire indénombrable dont toute image continue soit à la fois de 
mesure nulle et toujours de première catégorie. 

Or, on peut démontrer, même sans addmettre l'hypothèse H, 
qu'il existe un ensemble linéaire indénombrable dont toute image 
homéomorphe est de mesure nulle et toujours de première caté­
gorie 2) et même tel que toute homéomorphie généralisée au sens 
de M. K u r a t o w s k i 3 ) (homéomorphie de classe α, ß où a < Ω 

1) Voir ma Note dans le Bull. Acad. Polonaise 1928, p. 455. 
2) Voir N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i , Rend. Accad. Lincei, vol. V I I I , 

ser. 6, p. 214 — 215 et W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. V I I , p. 188. Un autre 

exemple: W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. XX, p. 33 et Publ. Univ. Belgrade, 1934. 
3) C. K u r a t o w s k i , Topologie /, p. 221; voir aussi ma Note dans Fund. 

Math. X X I I (à paraître). 

86 Chapitre I I I . Applicat ions aux relations entre catégorie et mesure. 



[§2] Proposition C2 87 

et le transforme en un ensemble qui est à la fois de mesure 
nulle et toujours de première catégorie. 

Théorème 2. Chaque ensemble linéaire indénombrable qui jouit 
de la propriété S est non mesurable. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit E un ensemble linéaire non dé-
nombrable et jouissant de la propriété S. Par conséquent il n'est 
pas de mesure nulle. Or, E n'est non plus un ensemble mesura­
ble de mesure positive, puisqu'un tel ensemble contient, comme 
on sait, un sous-ensemble parfait (donc indénombrable) de mesure 
nulle. L'ensemble E est donc non mesurable (au sens de M. Le-
b e s g u e ) , c. q. f. d. 

La propriété S étant héréditaire, le théorème 2 donne le 
suivant 

Corollaire. Tout sous-ensemble indénombrable d'un ensemble 
jouissant de la propriété S est non mesurable. 

On voit sans peine que la condition de ce corollaire est non 
seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour qu'un ensemble 
jouisse de la propriété S. 

En effet, si tout sous ensemble indénombrable d'un ensemble 
linéaire E est non mesurable, aucun ensemble de mesure nulle 
ne peut contenir une infinité indénombrable de points de E, car 
ces derniers formeraient alors un sous-ensemble indénombrable 
et cependant mesurable de E. 

La proposition C26 entraîne en vertu de ce corollaire la con­
séquence suivante (correspondant par dualité à la proposition C6, 
p. 51): 

Proposition C32. // existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu dont tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable. 

Il est à remarquer qu'on établit sans admettre l'hypothèse H 
l'existence d'un ensemble linéaire de puissance du continu dont 
tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable (B). Tel est 
p. ex. chaque ensemble de puissance du continu qui est totale­
ment imparfait, c. à d. qui ne contient aucun ensemble parfait. 
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Soit E un ensemble satisfaisant à la proposition C32. L en­
semble E étant de puissance du continu, il existe une correspon­
dance biunivoque entre les nombres et les éléments y e E. 
Autrement dit, il existe une fonction f(x) d'une variable réelle, 
à valeurs distinctes, et dont l'ensemble de valeurs coïncide 
avec E. 

Vu la propriété de l'ensemble E, on prouve sans peine que 
la fonction f(x) transforme tout ensemble indénombrable de nom­
bres réels en ensemble non mesurable, puisque, en tant qu'une 
fonction à valeurs distinctes, elle transforme tout ensemble liné­
aire indénombrable en sous-ensemble indénombrable de E. On 
est ainsi conduit à la conséquence suivante: 

Proposition C33. // existe une fonction d'une variable réelle 
qui transforme tous les ensembles linéaires indénombrables en en­
sembles non mesurables. 

D'une façon analogue, la proposition C6 conduit à la propo­
sition suivante, qui correspond par dualité à C33: 

Proposition C34. // existe une fonction d'une variable réelle 
qui transforme tous les ensembles linéaires indénombrables en en­
sembles de deuxième catégorie. 

Notons encore au sujet des propositions C6 et C32 que le 
théorème suivant peut être démontré sans l'hypothèse H: 

Il n'existe aucun ensemble linéaire indénombrable dont tout 
sous-ensemble indénombrable soit simultanément non mesurable et de 
deuxième catégorie. 

Soit, en effet, E un ensemble linéaire dont tout sous-ensemble 
indénombrable est non mesurable. C'est caractéristique, comme 
nous avons vu plus haut, pour les ensembles jouissant de la pro­
priété S. L'ensemble E jouit donc de la propriété S. En vertu 
du théorème 1 (appliqué à la fonction f(x) = X), il constitue donc 
un ensemble toujours de première catégorie. Par conséquent tous 
les sous-ensembles de E sont de première catégorie. 



[§2J Propositions C35, C36 et C37. 89 

En s'appuyant sur les propositions C1 et C26, on en déduit 
la conséquence qui suit: 

Proposition C35. Il existe deux ensembles linéaires de puis­
sance du continu dont aucun ne peut être transformé dans Vautre 
par une fonction de Baire d'une variable réelle. 

Soient à ce but N un ensemble satisfaisant à la proposition Cl 

et E un ensemble vérifiant la proposition C26. L'ensemble N jouit 
donc de la propriété L et l'ensemble E de le propriété S. Etant 
donnée une fonction de Baire f(x) définie dans l'ensemble C des 
tous les nombres réels, l'ensemble f(N) jouit en vertu du théo­
rème 1, Chap. I I , p. 39 de la propriété C et par suite il est de 
mesure nulle. Cependant l'ensemble E, en tant qu'un ensemble 
à propriété S, est en vertu du théorème 2, p. 87, non mesurable. 
Par conséquent f(N) E. 

Réciproquement, la propriété 8 de E implique selon le théo­
rème 1, p. 85, que l'ensemble E est toujours de première caté­
gorie, tandis que l'ensemble N, comme ayant la propriété L, est 
de deuxième catégorie en vertu du corollaire 2, p. 42. Par con­
séquent f(E) N. 

Nous ne connaissons aucune démonstration de la propo­
sition C35 qui ne fasse appel ni à l'hypothèse H ni aux consé­
quences de cette hypothèse. 

La proposition C26 entraîne en vertu des théorèmes 1 et 2 
de ce chapitre (en tenant compte de la définition de la pro­
priété S) la 

Proposition C36. // existe un ensemble qui est à la fois non 
mesurable et toujours de première catégorie. 

Comme chaque ensemble qui est toujours de première caté­
gorie jouit évidemment de la propriété de Baire, on tire de C36 

cette 

Proposition C37. // existe un ensemble non mesurable jouis­
sant de la propriété de Baire. 
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Cette proposition a été déduite de l'hypothèse H (par une 
autre voie) par M. N. L u s i n 1 ) . Notre démonstration est basée 
sur une idée de M. S. S a k s 2). 

Lemme 3. Etant donnés un ensemble linéaire E jouissant de 
la propriété S et un ensemble mesurable M, l'ensemble ME est à la 
fois un FG relativement à E et un G0 relativement à E. 

D é m o n s t r a t i o n . M étant un ensemble mesurable, nous 
pouvons poser M — Q + N, où Q est un F0 et N un ensemble de 
mesure nulle. On a donc ME— QE+ NE. L'ensemble E jouis­
sant de la propriété S, l'ensemble D = NE est au plus dénombra­
ble. On a donc ME=(Q + D ) E , où Q + D est un FG. Comme 
produit de E avec un FQ, l'ensemble ME est un F0. relativement à E. 

D'une façon analogue, le complémentaire CM de M étant 
mesurable, on trouve ECM = E. T, où T est un F0 et par consé­
quent CT est un G0. Or, il vient aussitôt EM = ECT, de sorte 
que l'ensemble EM est un produit de E avec un Gg, c. à d. un G0 

relativement à E, ce qui achève la démonstration. 

Il est à remarquer que si E est un ensemble de puissance 
du continu, il existe des sous-ensembles de E qui ne sont pas 
des FQ relativement à E, car la puissance de la famille de tous 
les F0 n'est, comme on sait, que 2No, tandis que celle de la famille 
de tous les sous-ensembles de E est 22N°. 

Or, la question s'impose: existe-t-il un ensemble linéaire non 
dénombrable, dont tous les sous-ensembles soient des FQ relative­
ment à lui? 

La réponse est évidemment négative, si l'on admet l'hypo­
thèse H. 

Parmi d'autres problèmes appartenant à cet ordre d'idées, 
signalons le suivant: soit Φ une famille dénombrable quelconque 
de sous-ensembles d'un ensemble donné E de puissance N1. On 
établit facilement sans recourir à l'hypothèse H l'existence d'un 

1) Fund. Math. IX , p. 116—118. 
2) Fund. Math. X I , p. 277. 
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sous-énsémblé dé E qui n'ést ni sommé, ni produit d'aucuné suité 
(finié ou infinié) d'énsémblés apparténant a Ia famillé 0. 

Or, éxisté-t-il un sous-énsémblé dé E qui né soit pas un én­
sémblé limité complét (au séns dé M. E. B o r é l ) d'uné suité d'én­
sémblés apparténant a Φ 1)? 

Cé problémé a été posé par M. F. H a u s d o r f f . Nous né 
savons lé résoudré qu'én adméttant l'hypothésé H; Ia réponsé ést 
alors positivé. 

Lé lémmé 3 éntrainé én vértu dés théorémés bién connus 
sur lés rélations éntré Ia classé dé Bairé d'uné fonction f (x) ét 
céllé dés énsémblés 

E[f{x)>a\ ét E[f(*)<Q\2) 
X X 

lé théorémé suivant: 

Théorémé 3. Si E ést un énsémblé linéairé puissant dé Ia 
propriété S, touté fonction dé Bairé définié sur E ést dé classé <; 1 
(sur E) 3). 

La proposition C26 éntrainé aussitot én vértu dé cé théorémé 
Ia proposition suivanté (comp. Ia proposition C7, Chap. I I , p. 52 
ét rénvoi 2)): 

Proposition C38. II y a dés énsémblés indénombrablés (dé 
nombrés rééls) sur lésquéls il n'éxisté aucuné fonction dé classé 2. 

Or, il éxisté sur tout énsémblé indénombrablé (ét, plus gé-
néralémént, sur tout énsémblé non isolé) dés fonctions dé clas­
sés 0 ét 1. Cépéndant, sans adméttré Phypothésé H ou du moins 
Thypothésé qué 28 < 28, on né sait pas répondré a Ia quéstion 
suivanté: éxisté-t-il sur chaqué énsémblé indénombrablé dé nombrés 

1) c. a d. qui né soit dé Ia formé l i m En ou EnéΦ. Voir Fund. Math. 
n 

XX, p. 286, problémé 58. 
2) Voir p. éx. H. H a h n , Théorié dér rééllén Funktionén, Bérl in 1921, p. 349 

(Satz I) ét p. 351 (Satz IV). 
3) E. S z p i l r a j n, Fund. Math. X V , p. 212. 
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réels une fonction qui ne soit pas une fonction de Baire (sur cet 
ensemble)? 

Les ensembles jouissant de la propriété S ont été l'objet d'une 
étude spéciale de la part de M. S z p i l r a j n 1). Nous y emprun­
tons deux propositions suivantes, qu'il a déduites de l'hypothèse H. 
Nous allons les déduire des conséquences C26 et C26a de C1. 

Proposition C39. // existe un ensemble plan de mesure liné­
aire infinie, dont chaque sous-ensemble est mesurable en mesure 
linéaire d'ensembles plans 2). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit N un ensemble de puissance du 
continu satisfaisant à la proposition C26a, c. à d. dont tous les sous-
-ensembles indénombrables sont non mesurables superficiellement 
(au sens de L e b e s g u e ) . Chaque sous-ensemble dénombrable 
de N est évidemment de mesure linéaire nulle et chaque sous-
-ensemble indénombrable de TV, en particulier N lui-même, est de 
mesure linéaire extérieure infinie, car tout ensemble de mesure 
linéaire extérieure finie est, comme on sait, de mesure superficielle 
nulle 3). Ainsi N est un ensemble plan de mesure linéaire ex­
térieure infinie et dont chaque sous-ensemble est de mesure liné­
aire extérieure infinie ou nulle. 

Reste à montrer que tout sous-ensemble Q de N est mesu­
rable en mesure linéaire d'ensembles plans. 

Soit, en effet, Z un ensemble plan arbitraire. L'égalité 

(où u désigne la mesure linéaire extérieure) est évidemment satis­
faite, car on a soit Vu la défi­
nition de la mesurabilité linéaire des ensembles plans, il en résulte 

1) E. S z p i l r a j n , Sur un ensemble non mesurable de M. Sierpinski, C. R. 
Soc. Sc. Varsovie, X X I V (1931), p. 78-85. 

2) Pour la mesure linéaire d'ensembles plans voir C. C a r a t h é o d o r y , 
Gôtt. Nachr. 1914, p. 420. 

3) Voir p. ex. H. H a h n , Théorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, 
p. 461, théorème X I . 
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que l'ensemble Q est mesurable en mesure linéaire d'ensembles 
plans. 

On en déduit en particulier (pour Q = N) que l'ensemble N 
est mesurable en mesure linéaire d'ensembles plans. La mesure 
linéaire extérieure de N étant, comme nous avons vu, infinie, N est 
donc de la mesure linéaire infinie. La proposition C39 se trouve 
ainsi établie. 

Il est à remarquer que tout ensemble plan de mesure liné­
aire positive finie contient un sous-ensemble non mesurable en 
mesure linéaire d'ensembles plans 1). 

Lemme 4. La somme d'un ensemble totalement imparfait et 
d'un ensemble toujours de première catégorie est un ensemble tota­
lement imparfait. 

1) Voir E. S z p i 1 r a j n, l. c, p. 80. 
2) E. S z p i l r a j n , 1. c, p. 83—85. 

Proposit ion C40
 2). // existe un ensemble linéaire de mesure 

extérieure positive et de deuxième catégorie, dont toute image con­
tinue linéaire est un ensemble totalement imparfait. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient N un ensemble satisfaisant à la 
proposition C1 et E un ensemble satisfaisant à la proposition C26. 
On voit sans peine que toute image continue de N est totalement 
imparfaite. En effet, si une image continue φ (N) de N contenait 
un ensemble parfait, on en pourrait déduire l'existence d'une trans-
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formation continué Φ dé I'énsémblé φ (N) téllé qué I'énsémblé 
Φ (φ (N)) soit un intérvallé. La transformation f(x) = Φ (φ (x)) étant 
continué sur N, on sérait én contradiction avéc Ia propriété dé 
I'énsémblé N, dont touté imagé continué ést dé mésuré nullé én 
vértu du théorémé 1, p. 39. 

Or, d'aprés lé théorémé 1, p. 85, touté imagé continué dé 
I'énsémblé E ést un énsémblé toujours dé prémiéré catégorié. En 
vértu du lémmé 4, touté imagé continué dé I'énsémblé N+E (én 
tant qué sommé dés imagés continués dé N ét dé E) ést doné un 
énsémblé totalémént imparfait. D'autré part, N ést sélon lé co-
rollairé 2, p. 42, dé déuxiémé catégorié ét I'énsémblé E ést sélon 
lé théorémé 2, p. 87, non mésurablé. Léur sommé N + E ést doné un 
énsémblé dé déuxiémé catégorié ét dé mésuré éxtériéuré positivé. 
Ainsi I'énsémblé N + E satisfait a Ia condition dé Ia proposition C40, 
c. q. f. d. 

§ 3. P r o p r i e t e . Conséquéncés C41 — C16. 

Nous diroiys qu'un énsémblé E jouit dé Ia. propriété X, lorsqué 
chaqué sous-énsémblé dénombrablé dé E ést un G0 rélativémént 
a E, c. a d. dé Ia formé ET ou F ést un G0. 

Lé lémmé 3, p. 90 impliqué immédiatémént qué tout énsém­
blé jouissant dé Ia propriété S jouit égalémént dé Ia propriété X. 
En vértu dé Ia conséquéncé C26 dé C1 (cf. p. 80), Ia proposition 
suivanté én résulté aussitot: 

Proposit ion C41. // éxisté un énsémblé linéairé dé puissancé 
du continu qui jouit dé Ia propriété . 

Sans adméttré l'hypothésé H on sait démontrér Yéxisténcé 
dés énsémblés dé puissancé S1 pourvus dé Ia propriété 1). On sait 
montrér aussi sans fairé appél a l'hypothésé H qué tout énsém­
blé linéairé qui jouit dé Ia propriété ést un énsémblé toujours 
dé prémiéré catégorié 2). 

1) W. S i é r p i n s k i, C.R. Soc. Sé. Varsovié X X V , p. 104. 
2) Ibidém. 
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Proposition C42. // existe un ensemble linéaire qui contient 
une suite tr ans finie de puissance du continu de sous-ensemble s crois-
sants qui sont à la fois des F0 et des G0 relativement à lui. 

Sans nous servir de l'hypothèse /J, nous savons démontrer 
qu'il existe un ensemble linéaire E qui contient une suite trans­
finie du type de sous-ensembles croissants qui sont à la fois 
des F0 et des G0 relativement à E. Cela prouve que le théorème 
de M. Z. Z a l c w a s s e r , d'après lequel toute suite bien ordonnée 
d'ensembles linéaires croissants qui sont à la fois des F0 et des G0 

est au plus dénombrable 1) ne se prête pas à une relativisation 
par rapport à un ensemble arbitraire E. 

Lemme 52). Si un espace métrique y jouissant de la propriété  
est une image biunivoque et continue d'un espace métrique N, ce 
dernier jouit également de la propriété . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit D un sous-ensemble dénombrable 
de l'espace X. En désignant par f la transformation en question 
de X en y, l'ensemble f (D) (comme un ensemble dénombrable) 
est un GÔ dans y (puisque y jouit de la propriété ) et par con­
séquent, la fonction f étant continue, l'ensemble f -1(f (D)) = D est 
un GÔ dans X. 

M. C. K u r a t o w s k i a posé le problème si tout ensemble 
linéaire qui est toujours de première catégorie jouit nécessaire-

1) Fund. Math. I I I , p. 44. 
2) Cf. C. K u r a t o w s k i , Fund. Math. X X I , p. 128. 
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mént dé Ia propriété X. M. L u s i n a démontré récémmént qué 
cé n'ést pas lé cas, si l'on admét Ia proposition C1

 1). 
Soiént én éffét, K ét E dés énsémblés satisfaisant a Ia con­

séquéncé C15 dé C1 (voir Chap. I I , p. 68). Si l'énsémblé K jouis-
sait dé Ia propriété , il én sérait dé mémé, d'aprés lé lémmé 5, 
dé l'énsémblé E. Pourtant c'ést impossiblé, car tout énsémblé qui 
jouit dé Ia propriété L ést dé déuxiémé catégorié, tandis qué tout 
énsémblé qui jouit dé Ia propriété ést, commé nous avons déja 
obsérvé, dé prémiéré catégorié 2). Nous avons doné déduit dé C15 

cétté 
Proposition C43. // éxisté un énsémblé linéairé toujours dé 

prémiéré catigorié qui né jouit pas dé Ia propriété X. 

Lémmé 6. Et ant donnéé uné fonction arbitrairé y =f (x) d'uné 
variablé rééllé, définié dans an énsémblé linéairé X jouissant dé Ia 
propriété X, l'imagé géométriqué 3) dé cétté fonction jouit dé Ia 
propriété X. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit J l'imagé géométriqué dé Ia fon­
ction f(x). L'énsémblé X ést Ia projéction (doné uné imagé con­
tinué) biunivoqué dé J sur l'axé d'abscissés. 11 én résulté én 
vértu du lémmé 5 qué J jouit dé Ia propriété X, l'énsémblé X 
étant par définition un éspacé métriqué pourvu dé cétté propriété. 

Théorémé 4, Tout énsémblé linéairé dé puissancé N1 ést uné 
projéction biunivoqué d'un énsémblé plan jouissant dé Ia propriété X. 

D é m o n s t r a t i o n . II éxisté, commé on sait, un énsémblé 
linéairé X dé puissancé N1 jouissant dé Ia propriété 4). Plaf ons-lé 
sur l'axé d'abscissés ét considérons un énsémblé linéairé quélcon-
qué Y dé puissancé Nl5 situé sur l'axé d'ordonnéés. On a doné 
Y=X ét il éxisté uné corréspondancé biunivoqué y — f (x) éntré 
lés éléménts x dé X ét lés éléménts y dé Y. L'énsémblé X jouis-

1) Fund. Math. X X I , p. 122. 
2) cf. plus haut , p. 94, rénvoi 1 ) . 
3) pour Ia déf ini t ion dé cétté not ion voir plus haut , p. 70. 
4) voir plus haut , p. 94. 
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sant de la propr ié té X, l ' image géométrique J de la fonct ion f(x) 

j ou i t également de la propriété X en ve r tu du lemme 6. Or, l 'en­

semble E = f(X) est évidemment une project ion biunivoque (sur 

l 'axe d'ordonnées) de l 'ensemble J. 

En admettant l 'hypothèse H, nous pouvons déduire du théo­

rème 4, qu i v ien t d'être établi , la conséquence suivante, récipro­

que de la p ropos i t ion C21, Chap. I I , p. 72: 

Proposit ion C44. Il existe une fonction d'une variable réelle 

qui ne satisfait pas à la condition de Baire et dont limage géomé­

trique jouit de la propriété de Baire. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit E un ensemble l inéaire quelconque 

qu i ne j ou i t pas de la propriété de Baire . Il résulte de l 'hypo­

thèse H en v e r t u du théorème 4 que l 'ensemble E est une pro­

jec t ion b iun ivoque sur l 'axe OX d 'un ensemble plan J ayant la 

propriété et nous pouvons évidemment supposer que l 'ensem­

ble J est situé au-dessus de l 'axe OX. Pareil lement l 'ensemble CE 

est une project ion b iunivoque sur l 'axe OX d 'un ensemble p lan J' 

ayant la propr ié té X et situé au-dessous de l 'axe OX. L'ensemble 

p lan J + J', qu i j o u i t de la propr ié té X, donc à plus for te raison 

de la propriété de Bai re , est évidemment l ' image géométrique d'une 

fonct ion f (x) de var iable réelle. Or, la fonct ion f(x) ne satisfait 

pas à la propr ié té de Baire, puisque l 'ensemble ,  

n'en jou i t pas 1). La propos i t ion C44 est a insi établie. 

Les proposi t ions C21 et C44 montrent que la propriété d'une 

fonct ion de satisfaire à la condi t ion de Baire et la propriété de 

Baire de son image géométrique sont indépendantes l 'une de 

l 'autre . 

Théorème 5. Tout ensemble linéaire de puissance N1 est une 

image biunivoque et continue d'un ensemble linéaire jouissant de la 

propriété . 

1) Cf. plus haut, Chap. I I , p. 38. 

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit E un ensemble linéaire quelconque 
de puissance N1. D'après le théorème 4, E est une image biunivoque 
et continue d'un ensemble plan J jouissant de la propriété X. 
Posons E = f(J). 

Or, comme on sait, le plan πest une image biunivoque et continue 
de l'ensemble X des nombres irrationnels: soit / 

Posons ( L'ensemble / étant une image biu­
nivoque et continue de Q et jouissant de la propriété X, il résulte 
du lemme 5 que Q jouit de la propriété X. Or, on a évidemment  

et la fonction ' est, comme on voit sans 
peine, biunivoque et continue dans Q. L'ensemble E est donc une 
image biunivoque et continue de l'ensemble linéaire Q, c. q. f. d. 

Tout ensemble fini ou dénombrable étant évidemment pourvu 
de la propriété X, l'hypothèse H entraîne en vertu du théorème 5, 
qui précède, la 

Proposition C45. Tout ensemble linéaire est une image biuni­
voque et continue d'un ensemble linéaire qui jouit de la propriété X 2). 

De la proposition C45 résulte tout de suite cette 
Proposition C4G. La propriété de Baire des ensembles line-

aires n'est pas invariante relativement aux transformations continues 
et biunivoques 3). 

Pour démontrer que C45 C46, il suffit de remarquer que, 
d'une part, il existe des ensembles linéaires dépourvus de la 
propriété de Baire et, d'autre part, tout ensemble jouissant de 
la propriété X est toujours de première catégorie et par suite jouit 
de la propriété de Baire. 

Il est à noter qu'on peut même démontrer (en utilisant l'hy­
pothèse H) que la propriété de Baire d'ensembles linéaires n'est 
pas invariante relativement aux transformations par des fonctions 
continues d'une variable réelle 4). 

1) Voir p. ex. Fund. Math, X I , p. 117. 
2) Cf. C. K u r a t o w s k i, Fund. Math. X X I , p. 128. 
3) Cf. Fund. Math. IV, p. 323. 
4) Voir W. S i e r p i n s k i , Mathematica, V I I I , Cluj 1934, p. 195. 
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§ 4. Conséquéncé C47 sur lés typés dé diménsions 
d é M . F r e c h é t . 

Pour términér, nous allons déduiré a l'aidé dés propositions 
C1 ét C26 Ia conséquéncé suivanté, qui constitué Ia solution d'un 
problémé rélatif a Ia notion dé „typé dé diménsions dé M. F r é ­
éh ét1 '). 

Proposition C47 II éxisté déux énsémblés indénombrablés 
lineairés N1 ét N2 téls qu'aucun énsémblé linéairé non dénombra-
blé E n'ést d'un typé dé diménsions (an séns dé M. Fréchét) 
qui soit a Ia fois plus pétit qué céux dé N1 ét dé N2. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit N1 un énsémblé qui satisfait a Ia 
proposition C1 ét N2 un énsémblé qui satisfait a Ia proposition C26. 

Supposons qu'il éxisté un énsémblé indénombrablé E dont lé 
typé dé diménsions dé F r é c h é t ést simultanémént plus pétit 
qué céux dé N1 ét dé N2. L'énsémblé E ést doné homéomorphé 
a cértains sous-énsémblés indénombrablés H1 dé N1 ét H2 dé N2 

réspéctivémént. Or, lés hypothésés admisés sur N1 ét N2 éntrainént 
aussitot qué l'énsémblé H1 ést dé déuxiémé catégorié ét qué l'én­
sémblé H2 ést dé prémiéré catégorié sur tout énsémblé parfait. 
Cépéndant é'ést impossiblé, puisqué lés énsémblés H1 ét H2 sont 
homéomorphés, tous lés déux étant homéomorphés a E. 

II ést a rémarquér qué sans adméttré l'hypothésé H on péut 
démontrér qu'// éxisté déux énsémblés linéairés N1 ét N2 dé puissan­
cé 2N° téls qu'aucun énsémblé linéairé dé puissancé 2N0 n'ait lé typé dé 
diménsions a Ia fois plus pétit qué céux dé E1 ét dé E2

 2). Cépén­
dant nous né savons pas démontrér sans Phypothésé H qué célui 
dés déux énsémblés linéairés dont Ia puissancé ést supériéuré 
a toujours lé typé dé diménsions plus grand 3). 

1) Voir M. F r é c h é t , Lés éspacés abstraits, Paris 1928, p. 30, 31 ét 

W. S i é r p i n s k i , Fund. Math. X I X , p. 69. 
2) Voi r W. S i é r p i f i s k i , Fund. Math. X I X , p. 65. 
3) Cf. Fund. Math. XIV, p. 126. 
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l) Le problème d'existence d'une telle fonction a été posé par M. N. Lu-
s i n ; voir W. S i e r p i r i s k i , Fund. Math. XXI, p. 39. Le terme courbe est en­
tendu ici dans le sens défini au Chap. I, p. 11. 

Autres conséquences de l'hypothèse du continu. 

§ 1. Décompositions du plan. Conséquences C18 et C49 de P1. 

Proposition C48. // existe une fonction de variable réelle f(x) 
telle que le plan est une somme d'une infinité dénombrable d'ensem­
bles dont chacun est superposable avec l'ensemble de tous les points 
de la courbe y = f(x)1). 
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La fonction f(x) est ainsi définie pour tout x réel. Nous 
allons montrer que le plan P est la somme d'une infinité dénom-
brable d'ensembles dont chacun est superposable avec l'ensem­
ble E de tous les points de la courbe y =f(x). 

Désignons à ce but par Ek,1 l'ensemble de tous les points (x,y) 
du plan tels que (x — k, y — l) est un point de l'ensemble E et 
par Hk,1 l'ensemble qui s'obtient de Ek,1 par la rotation de —90° 
autour du point (½ 1/2). Les ensembles Ek,t et Hk,t pour k et l 
entiers sont évidemment tous superposables avec l'ensemble E. 

Nous prouverons que 

Les ensembles M et N sont, comme on voit sans peine, super­
posables: notamment Af s'obtient de M par une rotation de —90° 
autour du point (½, ½ 

On voit aussi sans peine que la somme M + N contient tous 
les points du carré Q 
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11 est à remarquer qu'en appliquant une décomposition de l'espace dont 
j ' a i parlé dans ma communication parue aux Comptes rendus de la Société des 

Sciences et des Lettres de Varsovie X X V (1932), p. 10—11, on pourrait démontrer 
sans peine que si 2No = N1, il existe deux fonctions d'une variable réelle f1 (x) et 

f2(x) telles que l'espace à 3 dimensions est une somme d'infinité dénombrable 

d'ensembles dont chacun est superposable avec l'ensemble des points de la courbe 

gauche définie par les équations y = f1(x) et z = f2(x). 

Définissons maintenant à l'aide de la fonction f(x) une nou­
velle fonction φ (x) d'une variable réelle comme il suit. Posons 
φ (x) — f(x) pour x < 1. Si x 1, Ex est un nombre naturel que 
l'on peut écrire (d'une façon unique) sous la forme Ex == 2p-1(2 q-1) 
où p et q sont des nombres naturels; nous poserons alors 
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1) S . M a z u r k i e w i c z , Fund. Math. X X I , p. 43. 
2) Le problème d'existence d'un tel ensemble E a été posé par M. H. 

S t e i n h a u s . 
3) En vertu du lemme p. 9, il suffit d'ailleurs, pour démontrer la propo­

sition C49, d'employer l'hypothèse suivant laquelle tout ensemble (linéaire) de 
puissance < 2 ° est de mesure nulle. 

Une autre conséquence immédiate de la proposition P1 est la 
Proposition C49. // existe un ensemble plan E tel que toute 

droite parallèle à l'axe d'ordonnées rencontre l'ensemble E dans un 
ensemble linéaire de points de mesure nulle et toute droite parallèle 
à l'axe d'abscisses rencontre le complémentaire de E dans un ensem­
ble linéaire de mesure nulle 2). 

Nous ne savons pas démontrer la proposition C49 sans faire 
intervenir l'hypothèse H 3). Or, il est à remarquer que sans l 'hy­
pothèse H (mais en faisant appel au théorème de M. Z e r m e l o ) 
nous savons démontrer qu'il existe un ensemble plan que toute 
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1) Cf. ma Note du 24 Février 1919 dans le Bull. Acad. Cracovie. 
2) C'est la solution négative d'un problème posé par M. S. S a k s ; vo ir 

W . S i e r p i n s k i , Fund. Math. X V I I I , p. 110 et Bull. Acad. Serbe A. , 1932, 

p. 73. Cf. la proposition C 1 3 , Chap. I I , p . 62. 

droite parallèle à l'axe d'ordonnées rencontre dans un seul point 
et toute droite parallèle à l'axe d'abscisses rencontre dans un en­
semble (linéaire) de points non mesurable au sens de L e b e s g u e 1). 

Le système d'ensembles Al
x satisfait par hypothèse à la con­

dition 3) de P4, qui équivaut, comme nous savons, à la condi­
tion 3"), p. 18. Or, la condition 3") implique tout de suite que 
l'ensemble (3) est au plus dénombrable. 

Nous allons montrer que la suite fi(x) (i = 1, 2, 3,...) satisfait 
à la proposition C50. 

Soit à ce but m1, w2, m3 , . . . une suite infinie croissante quel­
conque d'indices. Posons 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons la proposition P4 et soit {Al
x} 

le système d'ensembles vérifiant les conditions 1), 2) et 3) de P4. 
Posons pour i naturels et x réels 
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1) Voir Fund. Math. X V I I I , p. 114. 

D é m o n s t r a t i o n . L'implication C51 -> C50 se démontre tout 
à fait comme l'implication P4 -> C50 de tout à l'heure et pour dé­
montrer l'implication C50 C51 il suffit, comme on voit sans peine, 
de poser 

Soit maintenant x un nombre de l'ensemble - D. On a donc 
selon (3): 
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Proposition C52. Etant donnés un ensemble quelconque Q de 
nombres réels et une famille arbitraire Φ de sous-ensembles de Q 
assujettie à la condition: 

1) Voir S. U l a m, Fund. Math. X V I , p. 145, théorème (B), où la propo­
sition C52 est démontrée sans Phypothèse H pour les ensembles Q de puis­
sance N1. Voir aussi Fund. Math. XX, p. 214, où j'ai démontré la proposition C52 

en me basant sur une hypothèse moins restrictive que l'hypothèse H; cf. 
S. Ul a m, Fund. Math. XX, p. 221 et p. 223 (Beraerkung I I I ) . 



§ 3. M e s u r e et ca tégor i e . Conséquences C53 — C57 de C52. 

Proposition C 5 S . E t a n t donne un ensemble Q quelconque de 
nombres réels, il n'existe aucune fonction m (E) qui fasse corres­
pondre à chaque sous-ensemble E de Q un nombre réel {fini) m (E) 
conformément aux conditions suivantes: 

1) Voi r pour la défini t ion plus lo in , Chap. V, p. 152. 
2) Voir W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. XX, p 214. 
3) La proposition C53 constitue la solution négative du problème de la 

mesure généralisé, considéré au Chap. I I , § 12, p. 60 (dans sa forme affranchie 

de la restr ict ion (i) du th . 5, p. 44). Cf. S. B a n a c h et C. K u r a t o w s k i , 

Fund. Math.XIV, p. 129 et S. U l a m , Fund. Math. X V I , p. 145 — 146. 

[§ 3] Problème généralisé de la mesure. Proposition C53. 107 
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puisque ces conditions entraînent l'égalité m (D) = 0 pour tout D 
f ini ou dénombrable. Or, comme m(EnM) = 0 pour tout n = 1,2,... 
(puisque En € ), la formule (5) donnerait d'après la condition 2) 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons la proposition C52 et suppo­
sons qu'il existe une fonction m (E) satisfaisant aux conditions 
1 ) - 3 ) de C53. Soit M un sous-ensemble de Q tel que m(M) Q. 
Un tel M existe en vertu de 1). Désignons par Φ la famille de 

tous les sous-ensembles E de Q tels que m (EM) 0 et par  

celle de tous les autres sous-ensembles de Q. 

Nous allons montrer au préalable que la famille Φ satisfait 

à la condition ( ), p. 106. 
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l'égalité m (M) = 0, contrairement à l'hypothèse admise sur l'en­
semble M. 

L'implication C52 C53 se trouve done démontrée. 

Il est à remarquer que dans la proposition C53 on peut, bien 
entendu, remplacer également l'ensemble Q de nombres réels par 
un ensemble d'éléments quelconques de puissance < 2No. 

Proposition C54. Tout ensemble linéaire de mesure extérieure 
positive contient une infinité indénombrable de sous-ensembles d i s -
joints de mesure extérieure positive 1). 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons la proposition C52 et sup­
posons que la proposition C54 soit en défaut pour un ensemble 
linéaire Q, c. à d. que l'ensemble Q soit de mesure extérieure positive, 
tandis que chaque famille de sous-ensembles de Q d i s j o i n t s 
deux à deux et ayant la mesure extérieure positive est au plus 
dénombrable. Désignons par Φ la famille de tous les sous-ensembles 
de Q qui sont de mesure extérieure positive et par la famille 
de tous les autres sous-ensembles de Q. Chaque famille d'ensem­
bles disjoints et qui appartiennent à Φ est par conséquent au 

plus dénombrable. D'après C52 on obtient facilement 1 , 

où D est un ensemble au plus dénombrable et En (n = 1,2,3,...) 
sont des ensembles de la famille , donc de mesure nulle. L'en­
semble Q serait donc de mesure nulle, contrairement à l'hypo­
thèse. Ainsi C52 -> C54. 

Il est à remarquer que le théorème selon lequel tout en­
semble linéaire mesurable de mesure positive (au sens de Le-
b e s g u e ) est une somme de 2No ensembles non mesurables d i s ­
j o i n t s deux à deux peut être démontré sans faire appel à l'hy­
pothèse H2). 

1) Voir S. U l a m, Fund. Math. X X , p. 223 (Satz I I I ) . 
2) Voi r N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i , Sur une décomposition du con­

tinu en une infinité non dénombrable d'ensembles non mesurables, C. R. 165; cf. aussi 
W. S i e r p i û s k i , Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 150. 



1) S. U l a m, Fund. Math. XX, p. 222 (Satz I ) . 
2) Voir S. E i l e n b e r g, C R. Soc. Se. Varsovie X X V (1932), p. 98 (Co­

rollaire 7). 

110 Chapitre IV. Autres conséquences de l'hypothèse H. 

Un raisonnement correspondant par dualité à celui qui nous 
a servi pour établir l 'implication C52 -> C54 permet de déduire de 
C52 la conséquence suivante (qui est donc en relation de dualité 
avec C54): 

Proposition C55. Tout ensemble linéaire de deuxième caté­
gorie de Baire contient une infinité non dénombrable de sous-ensembles 
disjoints dont chacun est de deuxième catégorie de Baire 1). 

Proposition C56. Tout ensemble linéaire Q de mesure extérieure 
positive contient un sous-ensemble qui n'est pas mesurable relative­
ment à Q, c. h d. qui n'est pas un produit de Q et d'un ensemble 
mesurable 2), 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons la proposition C53 et sup­
posons que chaque sous ensemble E d'un ensemble linéaire Q de 
mesure extérieure positive soit mesurable relativement à Q. Dé­
signons par m (E) la mesure extérieure de E. Nous allons mon­
trer d'abord que la fonction m (E) satisfait aux conditions 1), 2) 
et 3) de la proposition C53. 
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1) Voir S. E i l e n b e r g , 1. c, p. 95. 

Notons que M. Lu s in a démontré récemment sans faire 
appel à l'hypothèse H que tout ensemble linéaire Q qui n'est pas 
toujours de première catégorie contient un sous-ensemble non mesu­
rable (B) relativement à Q. 

La proposition Cse équivaut à la suivante 
Proposit ion C57. Quel que soit l'ensemble linéaire de mesure 

extérieure positive, il existe une fonction réelle définie sur lui et 
n'admettant aucun prolongement à une fonction mesurable de varia­
ble réelle 1). 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons la proposition G56 et consi­
dérons un ensemble linéaire Q de mesure extérieure positive. En 
vertu de C56 il existe dans Q un sous-ensemble E qui n'est pas 
mesurable relativement à Q. Définissons sur Q une fonction φ(x) 
comme il suit: 

Les ensembles E1, E2, E3,... sont donc contenus respectivement 
dans les ensembles mesurables disjoints R1, R2, R3,... Il en ré­
sulte d'après les théorèmes connus de la théorie de la mesure, 
que la mesure extérieure de leur somme est égale à la somme 



Il est à remarquer qu'on peut déduire de la proposition Cy0 

la conséquence suivante, qui est en relation de dualité avec la 
proposition C56 

Proposition C58. Tout ensemble linéaire Q de deuxième caté­
gorie contient un sous-ensemble qui n'est pas un produit de Q et 
d'un ensemble jouissant de la propriété de Baire (relativement à la 
droite). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit Q un ensemble linéaire de deuxième 
catégorie. D'après C55 l'ensemble Q contient une infinité non dé-
nombrable de sous-ensembles disjoints dont chacun est de deuxième 
catégorie et, par suite, partout de deuxième catégorie dans un 
certain intervalle aux extrémités rationnelles. La famille de tels 
intervalles étant dénombrable, il en résulte qu'il existe dans Q 
deux ensembles disjoints Q1 et Q2 qui sont partout de deuxième 
catégorie dans un intervalle I. 

1) S. E i l e n b e r g, l. c, p. 94 (Théorème 1). 
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De C58 on déduit facilement la conséquence suivante, duale 
re la t ivement à C57. 

Proposit ion C59. Quel que soit l'ensemble linéaire de deuxième 

catégorie, il existe une fonction réelle définie sur lui qui n'admet 

aucun prolongement à une fonction de variable réelle satisfaisant 

à la condition de Baire. 

§ 4. Ensembles croissants. Conséquences C60 — C64 de l 'hypothèse H. 

Théorème 1. Etant donnée une famille F de puissance m N0  

de sous-ensembles de puissance m d'un ensemble quelconque M de 

puissance m, l'ensemble M contient m ensembles disjoints dont chacun 

admet m éléments communs avec chaque ensemble de la famille F 1). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit φ le plus pet i t type ord ina l cor­

respondant au nombre cardinal m. En ver tu du théorème de 

M . Z e r m e l o , i l existe une suite t ransf inie d u type φ 

( ) 

formée de tous les éléments (différents) de l'ensemble donné M. 

Considérons une famil le quelconque de puissance m de sous-

-ensembles de M de puissance m. Comme m N0, on a m2 = m 

et il existe une suite t ransfinie du type cp 

(  

composée de tous les ensembles appartenant à la famille F et qu i 

en contient chacun une in f in i té de puissance m des fois. 

Nous définirons d 'abord par l ' induct ion transfinie pour 

1) Ce théorème est une généralisation d'un lemme établi par M. C. K u-
r a t o w s k i et moi, Fund. Math. V I I I , p. 193. 

W. Sierpiâski, Hypothèse du continu. 8 
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Or, selon la définition de la suite (9) on a E = 4 pour nt 
valeurs distinctes de l'indice a, donc aussi pour ni valeurs distin­
ctes de cet indice telles que ß α < φ. Pour chacune de ces 

valeurs de a, l'élément q figure donc dans la suite (10) et par 
conséquent appartient à l'ensemble Eα; d'autre part, q appartient 

à Rß en vertu de la définition de cet ensemble. On a ainsi 
q € Eα Rß = ERß et cette relation se présente pour m valeurs dif­
férentes de a. 

l'ensemble E de la suite (9) est de puissance m (puisque E e F). 
Il existe par conséquent m éléments de la suite (8) qui appartien­
nent à E — Q ; ils forment donc une suite partielle de (8), éga­
lement du type φ. Soient 
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Proposition C60. Tout ensemble linéaire qui est partout de 
deuxième catégorie 1) est une somme d'infinité indénombrable d'en­
sembles disjoints qui sont aussi partout de deuxième catégorie. 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons l'hypothèse H et considérons 
un ensemble linéaire Q qui est partout de deuxième catégorie de 
Baire. Soit, d'autre part, E un G0 linéaire qui n'est pas non-dense; 
il existe alors un intervalle / tel que l'ensemble E est dense 
dans /. L'ensemble l—E est par conséquent un F0 ne contenant 
aucun intervalle, donc un FQ de première catégorie. Or, Q étant 
par hypothèse de deuxième catégorie dans /, il en résulte que 
l'ensemble _ est de deuxième catégorie. 
C'est donc un ensemble indénombrable et par suite, en vertu de 
l'hypothèse H, de puissance 2N0. 

Ainsi l'ensemble Q admet 2N0 éléments communs avec tout 
ensemble linéaire G0 qui n'est pas non-dense. 

Or, soit F la famille de tous les ensembles QE où E est nu G0 

linéaire qui n'est pas non-dense. La famille F est par suite de 
puissance 2N0 et chaque ensemble de la famille F est de puis­
sance 2N0. Soit M la somme de tous les ensembles de la famille F. 
C'est évidemment un ensemble de puissance 2N0 et on a M Q. 
En vertu du théorème 1, l'ensemble M contient 2N0 sous-ensembles 
disjoints dont chacun admet 2N0 éléments communs avec tout en­
semble de la famille F. 

Soit R un tel sous-ensemble de M. Nous allons montrer que 
l'ensemble R est de deuxième catégorie dans tout intervalle / 
arbitrairement donné à l'avance. 

Supposons, par contre, que l'ensemble RI soit de première 
catégorie, donc contenu dans un F0 de première catégorie. En dé-

1) c. à d. de deuxième catégorie dans chaque intervalle (voir p. 41). 
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signant ce dernier par S, l'ensemble E = I — S est un G et il 
n'est pas non-dense. QE serait par conséquent un ensemble ap­
partenant à la famille F et, comme tel, il admettrait 2N0 éléments 
communs avec R. Cependant c'est impossible, car on a RI S 
e t Q E = Q ( / - S ) . 

Ainsi l'ensemble M contient 2N0 ensembles disjoints dont cha­
cun est de deuxième catégorie dans tout intervalle. Il est donc 
vrai à plus forte raison que l'ensemble Q M se compose de 2N0 

ensembles de ce genre. 

L'implication H -> C60 est par conséquent établie. 

Il est à remarquer que l'on peut établir (sans employer l'hy­
pothèse H) l'implication C55 -> C60

 1). Toutefois, on ne sait démon­
trer sans faire appel à H où à une autre hypothèse, peut-être 
moins restrictive, non seulement la proposition C60, mais non plus 
la proposition, d'après laquelle tout ensemble linéaire qui est de 
deuxième catégorie dans chaque intervalle est une somme de 
deux ensembles disjoints de même nature 2). 

Théorème 2. Etant donnée une famille F de puissance 2N0 

de fonctions d'une variable réelle, il existe toujours une fonction 
d'une variable réelle g (x) telle que pour toute fonction f (x) appar­
tenant à F l'équation f(x) = g (x) admet <2N0 racines différentes. 

D é m o n s t r a t i o n , φ désignant le plus petit nombre ordi­
nal correspondant à la puissance du continu, il existe une suite 
transfinie du type φ 

1) Voir W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. X X I I , p. 1 et suivantes. 
2) Fund Math. IV, p. 368, Problème 21 (de M. C. K u r a to w s k i ) . 
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une suite transfinie du type φ formée de tous les nombres réels 
différents. 

L'implication H->C61 résulte, en effet, directement du théo­
rème 2, qui précède. 

En désignant par F la famille de toutes les fonctions de 
Baire d'une variable réelle (dont la puissance est, comme on sait, 
2N0), le théorème 2 entraîne en particulier ce 

Corollaire 1. // existe une fonction g (x) d'une variable réelle 
telle que, f (x) étant une fonction de Baire quelconque (d'une va-



rlable réelle), l'ensemble de tous les x réels satisfaisant à l'équation 
f(x) = g (x) est de puissance < 2N0. 

Or, nous allons montrer que la fonction g (x) dont il est 
question dans ce corollaire n'est une fonction de Baire sur aucun 
ensemble de puissance du continu. 

En effet, en supposant que la fonction g (x) soit une fon­
ction de Baire sur un ensemble E de puissance du continu, il 
existerait, comme on sait 1), une fonction de Baire d'une variable 
réelle f(x) qui coïncide avec g (x) sur E, donc sur un ensemble 
de puissance 2N0, contrairement au corollaire 1. 

Ainsi la fonction g (x) n'est, en particulier, continue sur aucun 
ensemble de puissance du continu. On a donc ce 

Corollaire 2 2). // existe une fonction de variable réelle qui 
est discontinue sur tout ensemble de puissance du continu 3). 

Moyennant l'hypothèse H il en résulte tout de suite cette 

Proposition C62. // existe une fonction de variable réelle qui 
est discontinue sur tout ensemble non dénombrable. 

Or, comme l'a démontré M. H. B l u m b e r g 4 ) , toute fonction 
d'une variable réelle est continue sur un ensemble dénombrable 
dense dans chaque intervalle. 

Théorème 3 5). // existe une suite transfinie du type Q for­

mée d'ensembles linéaires G croissants. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient 

1) Voir p. ex. Fund. Math. X V I , p. 81. 
2) W. S i e r p i n s k i e t A . Z y g m u n d , Fund. Math. IV, p. 316. 
3) En vertu d'un théorème de M. L u s i n, uns telle fonction ne peut 

pas être mesurable (voir p. ex. Fund. Math. I I I , p. 320). 
4) Proceed. National Acad. U. S. A. 8 (1922), p. 283—288. 
5) W. S i e r p i n s k i, C. R. Soc. Se. Varsovie XXV, p. 103; cf. Z. Z a l c-

w a s s e r , Fund. Math. I I I , p. 45. 
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une suite transfinie (du type ordinal quelconque) formée de tous 
les nombres réels et 

une suite transfinie (quelconque) formée de tous les ensembles 
linéaires G de mesure nulle. 

Nous définirons par l'induction transfinie une suite du type Ω 
d'ensembles G0 de mesure nulle 

Or, tout ensemble de mesure nulle étant, comme on sait, 
contenu dans un G0 de mesure nulle, il existe des termes de la 
suite (15) qui contiennent l'ensemble Tα: nous désignerons par Eα  

le premier de ces termes. 

La suite (16) est donc croissante et formée d'ensembles dif­
férents, c. q. f. d. 



1) Voir W. S i e r p i n s k i , C.R. Soc. Sc. Varsovie X X V I , note du 26.X.1933. 
2) Une famille est formée d'ensembles croissants, lorsque de deux en­

sembles de cette famille l'un est toujours contenu dans l'autre; cf. p. 24. 
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L'ensemble N jouit donc de la propriété X, c. q. f. d. 

Ajoutons que la démonstration du théorème 3 est basée sur 
la théorie de la mesure, mais qu'on peut démontrer ce théorème 
d'une façon purement topologique (sans faire intervenir la théorie 
de la mesure) 1). 

Proposition C63. // existe une suite transfinie décroissante 
de puissance du continu formée d'ensembles linéaire F0 distincts. 

L'implication H C63 résulte, en effet, aussitôt du théorème 3. 

Il est à remarquer que sans l'hypothèse H nous ne savons 
même établir l'existence d'une suite transfinie croissante de puis­
sance 2N0 formée d'ensembles linéaires mesurables (B) distincts. 

Proposition C64. // existe une famille de puissance 22 ° d'en­
sembles croissants de nombres réels2). 
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D é m o n s t r a t i o n , Soit T l'ensemble de toutes les suites 
transfinies du type Ω 

Considérons à ce but un élément x quelconque de l'ensem-
ble T: c'est donc une suite transfinie du type Ω formée de nom­
bres 0 et 1, p. ex. la suite (17). Nous désignerons par M (x) l'en­
semble de tous les éléments de l'ensemble E, donc de toutes les 
suites finies ou transfinies dénombrables 
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correspondant aux éléments différents x et x' de l'ensemble T sont 
toujours différents l 'un de l'autre et que l 'un d'eux est toujours 
contenu dans l'autre. Soit Φ la famille de tous les ensembles M (x) 

Soit p un élément de M (x): c'est donc une suite (finie ou 
transfinie dénombrable) de la forme (21) et il existe un nombre 
ordinal u assujetti à la condition (22). Or, la définition du nom­
bre v entraîne que 
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1) Voir W. S i é r p i n s k i , Fund. Math. I l l , p. 109. 
2) Voir W. S i é r p i n s k i , Monatshéfté far Math. u. Phys. 35 (1928), p. 241; 

cf. A. T a r s k i Fund. Math. X I I , p. 199 (Corollairé 20 pour a = 0). 



124 Chapitre IV. Autres conséquences de l'hypothèse H, 

Il est à remarquer que l'hypothèse H n'est intervenue dans la 
démonstration des propositions C64 et C65 que pour établir la puis­
sance 22 ° de l'ensemble T. Or, on a le théorème suivant: 

Théorème 4 1). La proposition C65 est équivalente à légalité 

22N0 = 2N. 

1) A. T a r s k i , Fund. Math. X I I , p. 199 (Corollaire 20). 
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1) Cf. A. T a r s k i, Fund. Math. X I I , p. 198 (Corollaire 18). 

Dans le même ordre d'idées on a encore ce 
Théorème 5 1). L'inégalité 2No < 2N1 est une condition néces­

saire et suffisante pour qu'il existe une famille F de puissance > 2N0 

d'ensembles de nombres réels de puissance 2N0 ayant deux à deux 
un ensemble au plus dénombrable d'éléments communs. 

D é m o n s t r a t i o n . La condition est n é c e s s a i r e . Soit F 
une famille d'ensembles satisfaisant aux conditions du théorème. 
Faisons correspondre à tout ensemble N de F un sous-ensemble Q (N) 
de N de puissance N1. Par hypothèse on doit avoir 
pour tout couple N et N' d'ensembles distincts appartenant à la 

D é m o n s t r a t i o n . 1° D'après la remarque qui précède, 
il suffit, pour établir la proposition C65, de démontrer que l'en­
semble T de toutes les suites transfinies du type Q de nombres 
0 et 1 (qui est par définition de puissance 2N1) est de puissance 
22 °, c. à d. que 22 ° = 2N1. Cette égalité entraîne donc la pro­
position C65. 



Considérons à présent un ensemble linéaire N qui satisfait 
aux conditions de la proposition C32. L'ensemble N étant de puis­
sance du continu, il existe une correspondance biunivoque entre N 
et l'ensemble ε de tous les nombres réels. En vertu de la pro­
position C65, il existe donc une famille Φ de puissance 22N0 formée 
de sous-ensembles de puissance 2N0 de N et telle que deux en­
sembles (différents) de la famille Φ ont toujours un ensemble au 
plus dénombrable d'éléments communs. Or, l'ensemble N satis­
faisant à la proposition C32, tout sous-ensemble non dénombrable 
de N, donc tout ensemble de la famille 0, est non mesurable. 
On a ainsi cette 

Proposit ion C66. H existe une famille Φ de puissance 22 

d'ensembles linéaires non mesurables qui ont deux à deux un en­
semble au plus dénombrable de points communs. 

Appelons presque disjoints deux ensembles infinis, si l'en­
semble de leurs éléments communs est d'une puissance inférieure 
à celle de l'un et de l'autre. Il est à remarquer qu'on peut dé­
montrer sans l'hypothèse H que tout ensemble infini de puissance m 
est la somme d'une famille de puissance > m d'ensembles presque 
disjoints 1). 

1) Voir ma Note dans Monatshefte far Math, und Phys. 35, p. 239. La 
décomposition des ensembles en sous-ensembles presque disjoints a été l'objet 
d'un Mémoire de M. A. T a r s k i, Fund. Math. X I I , p. 188-205. 
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Proposition C67. // existe une décomposition de l'intervalle 
i ensembles qui sont de mesure extérieure 1, 
de deuxième catégorie dans tout intervalle et qui n'ont deux à deux 
qu'un ensemble au plus dénombrable de points communs 1). 

D é m o n s t r a t i o n . E étant un ensemble linéaire quelcon­
que, désignons d'une façon générale par E (r) l'ensemble obtenu 
de E par translation de longueur r (dans la direction positive). 
Partageons tous les nombres réels en classes, en rangeant dans 
une même classe deux nombres réels dans le cas et dans ce cas 
seulement où leur différence est rationelle. Choisissons un seul 
nombre dans chacune de ces classes et désignons par V leur en­
semble: c'est le bien connu ensemble non mesurable de G. V i t a l i. 

Soit 
(27) r1, r2, r3,... 

une suite infinie, formée de tous les nombres rationnels différents. 
On a évidemment 

1) W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. XIII, p. 195. 

L'ensemble ε de tous les nombres réels est donc la somme 
d'une infinité dénombrable d'ensembles disjoints, superposables 
avec V. Par conséquent V est un ensemble de deuxième catégorie. 

Divisons l'ensemble (27) en deux ensembles denses disjoints: 

Admettons maintenant l'hypothèse H. L'ensemble V étant 
de mesure extérieure positive et de deuxième catégorie, il existe 
d'une part d'après la proposition C32 un ensemble P V de puis­
sance 2N0 et tel que tout sous-ensemble non dénombrable de P 
est non mesurable (L), et d'autre part d'après la proposition C6 
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un ensemble Q V de puissance 2N0 et tel que tout sous-ensemble 
non dénombrable de Q est de deuxième catégorie. 

Il résulte de la proposition C65 qu'il existe une décomposition 
de tout ensemble de puissance du continu en une famille de puis­
sance 22 ° d'ensembles non dénombrables ayant deux à deux un 
ensemble au plus dénombrable d'éléments communs: soit 
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1) En effet, on démontre sans peine le théorème suivant: 

Etant donnés un ensemble linéaire T de mesure extérieure positive et une 

suite infinie p1, p2, p3, ... de nombres réels, dense dans tout intervalle, le complémen­

taire de l'ensemble ) est de mesure intérieure nulle. 

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 9 

et parsuite, d'après (28), les termes des suites (30) et (31) étant 
des termes différents de la suite (27): 

Nous avons ainsi démontré que les termes de la série (36) 
ont deux à deux un ensemble au plus dénombrable de points 
communs. 

Soit < φ un indice donné. L'ensemble p , en tant que sous-
-ensemble non dénombrable de P, est de mesure extérieure posi­
tive. Les nombres (30) formant un ensemble dense dans tout in­
tervalle, il en résulte sans peine que le complémentaire de l'en-



1) W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. XIX, p. 22. Cf. S. B a n a c h, ibid., p. 15. 
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Or, l'ensemble Q en tant que sous-ensemble non dénombra-

ble de Q, est de deuxième catégorie. Les nombres (31) formant 

un ensemble dense dans tout intervalle, il en résulte que l'en­

semble est de deuxième catégorie dans tout intervalle. 

On en conclut tout de suite selon (34) et (35) que les ensem­
bles - sont de deuxième catégorie dans tout intervalle et 
que leurs complémentaires sont de mesure intérieure nulle, c. q. f. d. 

Proposition C68
 1). H existe parmi les ensembles linéaires in­

dénombrables un ensemble K de première catégorie que chaque trans­
lation le long de la droite transforme en lui-même, abstraction faite 
tout au plus d'une infinité dénombrable de points. 

D é m o n s t r a t i o n . Admettons l'hypothèse H et soit 
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L'égalité (43) est ainsi établie. Elle revient à dire que K est 
situé dans CQ, qui est par hypothèse de première catégorie. L'en­
semble K est donc lui-même de première catégorie. 

Considérons enfin les translations de K. Soit a un nombre 
réel quelconque. C'est donc un terme de la suite (40). Il existe 
par conséquent un nombre ordinal Etant 

se trouve ainsi définie et il est évident que tous les termes de 
cette suite sont distincts. 

Ceci établi, désignons par K l'ensemble formé de p1 et de 
tous les nombres de la forme 



L'implication H C68 est ainsi établie. 

Il est à remarquer qu'en remplaçant partout dans la démon­
stration qui précède les termes première catégorie par mesure nulle 
et inversement, on transforme cette démonstration en celle de la 
proposition suivante, qui est don • avec C68 en relation de dualité: 

Proposition C69. II existe parmi les ensembles linéaires indé­
nombrables un ensemble M de mesure nulle que chaque translation 
transforme en lui-même, si l'on en néglige tout au plus un ensemble 
dénombrable de points. 

Ajoutons qu'on peut démontrer le théorème suivant: 
Etant donné un ensemble mesurable (linéaire) M qui se trans­

forme par chaque translation en lui-même, si Von en néglige un ensem­
ble de points de puissance < 2N0, soit M, soit le complémentaire de M 
est un ensemble de mesure nulle. 

Ce théorème résulte sans peine de la propriété d'ensembles 
de mesure positive de contenir des points de densité. 

Théorème 6 1). // existe un ensemble linéaire N de puissance 
2N0, non mesurable et tel que chaque translation le transforme en 
lui-même, abstraction faite d'un ensemble de points de puissance < 2N0. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient φ le plus petit nombre ordinal 
de puissance du continu et 

1) W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. XIX, p. 24. 
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une suite transfinie du type φ formée de tous les nombres réels. 
La famille de tous les ensembles linéaires parfaits étant de puis­
sance du continu, il existe une suite transfinie du type φ: 
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Proposition C70. // existe un ensemble linéaire non mesura-
ble que chaque translation transforme en lui-même, abstraction faite 
d'un ensemble au plus dénombrable de points. 

L'implication H C70 est une conclusion immédiate du théo­
rème 6, qui vient d'être établi. 

Signalons l'application suivante de la proposition C70. 
Etant donnée une fonction f (x) de variable réelle, appelons 

presque-période de f(x) tout nombre réel a qui satisfait à l'équa­
tion f (x + a) =f (x) pour toutes les valeurs de x ε, sauf pour 
un ensemble au plus dénombrable 1). En désignant alors par f(x) 
la fonction caractéristique de l'ensemble N assujetti aux condi­
tions de la proposition C70, cette dernière peut s'exprimer comme 
i l suit: 

Proposition C70a. // existe parmi les fonctions d'une varia-
ble réelle une fonction non mesurable telle que chaque nombre réel 
est sa presque-période. 

§ 6. I m a g e s p a r fonctions de B a i r e . Conséquences C71 — C74 

de l 'hypothèse H. 

Proposition C71. F étant une famille de puissance 2N0 d'en­
sembles linéaires de puissance 2N0 et φ une famille de puissance 2N0 

de fonctions mesurables d'une variable réelle, il existe un ensemble 
linéaire E de puissance 2N0 tel que pour toute fonction φ (x) de la 

1) Dans ma Note de Fund. Math. X I X , p. 27, j ' a i donné une autre défi­

ni t ion de la presque-période; elle coïncide avec celle qui est adoptée i c i dans 

le cas où l'hypothèse H est vraie. 
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1) W. S i e r p i n s k i, Fund. Math. XIX, p. 205 et p. 210. 

nent correspondre aux différents nombres a de E1 sont disjoints 
et mesurables, puisque fi(x) est une fonction mesurable. L'en­
semble E1 étant indénombrable et contenu dans f1(X), i l existe 
un nombre a1 E1 tel que Q (a1) est un ensemble non vide de me­
sure nulle. Nous poserons alors N1 = Q (a1). 

Le nombre p1 sera défini dans le cas 1) aussi bien que dans 
le cas 2) comme un nombre réel arbitraire n'appartenant pas à N1. 

Etant donné un nombre ordinal a tel que 1< a < Ω, distin­
guons encore deux cas: 
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La famille de toutes les fonctions de Baire d'une variable 
réelle ayant la puissance du continu et toute fonction de Baire 
étant mesurable, on déduit tout de suite de la proposition C71 cette 

Proposit ion C72. F étant une famille de puissance 2N0 d'en­
sembles linéaires de puissance 2**°, il existe un ensemble linéaire E 
de puissance 2N0 tel que pour toute fonction de Baire φ (x) d'une 
variable réelle l'ensemble φ (E) ne contient aucun ensemble de la 
famille F. 

La proposition C72 peut être aussi exprimée comme il suit; 
Proposition C72a. F étant une famille de puissance 2N0 d'en­

sembles linéaires de puissance 2N0, il existe toujours un ensemble li­
néaire E de puissance 2N0 dont les images obtenues par des fonctions de 
Baire définies dans E ne contiennent aucun ensemble de la famille F. 

Il est à remarquer qu'un cas particulier très spécial de la 
proposition C72

a est donné par la proposition C5 (voir Chap. I I , 
p. 51). 
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On aboutit ainsi à la proposition suivante: 

Proposition C73. // existe une famille F formée de N2 en-

semblés linéaires de puissance 2N0 et telle que des deux ensembles 

distincts quelconques de cette famille aucun ne s'obtient par une 

fonction de Baire comme une image de l'autre. 

On voit en outre qu'aucun ensemble linéaire de puissance 2N0 

n'est une image par fonction de Baire de deux ensembles distincts 
de la famille F. 

Nous allons déduire une conséquence de la proposition C72a. 
Soit w2 le plus petit nombre ordinal de puissance N2. Considérons 
la suite transfinie du type w2 d'ensembles linéaires 
définie par l'induction transfinie comme il suit. 



1) à paraître dans Fund. Math. X X I I , 1934. 

140 Chapitre IV. Autres conséquences de l'hypothèse H. 

M. A. L i n d e n b a u m a déduit récemment de l'hypothèse H 
le théorème suivant 1): 

Etant donnée une famille quelconque F de puissance 2N0 de fon­
ctions d'une variable réelle, il existe 22N0 ensembles linéaires de puis­
sance 2N0 dont aucun ne s'obtient comme image d'aucun autre par 
aucune fonction appartenant à la famille F. 

Proposition C74. // existe une classe de puissance 2N2 formée 
de familles différentes d'ensembles linéaires et dont chacune est 
invariante envers les transformations par fonctions de Baire. 



1) Voir A. T a r s k i , Fund. Math. XVI. 
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Il est à remarquer qu'en admettant au lieu de H Phypothèse 
(peut-être plus forte) que 22N0 = N2, on tire de C14 aussitôt la pro­
position suivante: 

La classe de toutes les familles d'ensembles linéaires, invariantes 
envers les transformations par fonctions de Baire, est de la puis-

22N0 

sance 222 1). 

§ 7. Ensemble ordonné universel. Conséquences C75 et C76 de H. 

Lemme 1. Soit U l' ensemble de toutes les suites tr ans finies 
A du type il 
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1) W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. X V I I I , p. 280; cf. aussi F. H a u s d o r f f , 
Grundztige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 181 et 182. 
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Proposition C75. // existe un ensemble ordonné U de puis­
sance 2N0 tel que tout ensemble ordonné de puissance 2N0 est sem­
blable à un sous-ensemble de U 1). 

L'implication H -> C75 est une conséquence immédiate du théo­
rème 7, qui vient d'être établi. 
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1) Ce résultat est dû à M. G. H. H a r d y (voir A. S c h o e n f l i e s , 
Entwickelung der Mengenlehre, Erste Halfte, Leipzig 1913, p. 221). 

2) Voir N. L u s i n , Fund. Math. I I , p. 155 et C. K u r a t o w s k i , Fund. 
Math. X X I , p. 127—128. 
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Il est à remarquer qu'en s'appuyant sur le théorème 8, on 
peut établir, sans faire appel à l'hypothèse H, l'existence d'un 
ensemble indénombrable S (de puissance N1 de suites infinies de 
nombres naturels, bien ordonné d'après la relation < 1). Si l'on en­
visage les suites de cet ensemble comme points de l'espace (to­
pologique métrisable) à 0 dimensions de Baire, l'espace S jouit de 
la propriété X 2), dont il a été question au Chap. I I I , § 3, p. 94. 

§ 8. C o m p l é m e n t a i r e s d'ensembles ana ly t iques . Conséquences 
C77 et C78 de l 'hypothèse H. 

Proposition C77. Φ étant une famille quelconque de puissance 
du continu d'ensembles indénombrables (formés d'éléments arbitraires), 
il existe dans chaque ensemble indénombrable N un sous-ensemble 
indénombrable N0 qui ne contient aucun ensemble de la famille 0. 

D é m o n s t r a t i o n . Il existe en vertu de l'hypothèse H une 
suite transfinie du type 12 formée de tous les ensembles 
de la famille 0. Or, l'ensemble N étant indénombrable, il existe 
une suite transfinie du type Q dont les termes sont des 
éléments distincts de l'ensemble N. 
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L'implication H -> C77 est ainsi démontrée. 

La famille de tous les complémentaires analytiques linéaires 
indénombrables étant, comme on sait, de puissance du continu, la 
proposition C77 entraîne immédiatement la conséquence suivante: 

Proposition C78. Tout ensemble linéaire indénombrable admet 
un sous-ensemble indénombrable qui ne contient aucun complémen­
taire analytique indénombrable. 

Il est à remarquer que sans faire usage de l'hypothèse H, 
on montre facilement que tout ensemble linéaire indénombrable 
admet un sous-ensemble indénombrable qui ne contient aucun ensem­
ble analytique indénombrable. 
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Cependant, sans l'aide de l'hypothèse H, je ne sais pas éta­
blir non seulement la proposition C78, mais même la proposition 
selon laquelle tout complémentaire analytique linéaire indénom­
brable contiendrait un sous-ensemble qui ne soit pas un complé­
mentaire analytique (problème de M. N. L u s in) . 

§ 9. P r o p r i é t é s J et Jc. Conséquence C79 de Phypothèse H. 

Nous dirons qu'un ensemble linéaire E jouit de la propriété J, 
si pour tout sous-ensemble indénombrable N de E il existe dans E 
un ensemble parfait P ayant avec N une infinité indénombrable 
de points communs. Lorsque des pareils ensembles parfaits P exis­
tent dans E pour tout sous-ensemble N de E de puissance du con­
tinu, nous dirons que E jouit de la propriété Jc. Si l'on admet 
l'hypothèse H, les deux propriétés en question sont donc équiva­
lentes. 

Théorème 9. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
ensemble linéaire jouisse de la propriété Jc est qu'il soit une somme 
de moins que 2N0 ensembles fermés 1). 

D é m o n s t r a t i o n . La condition est n é c e s s a i r e . Soit, 
en effet, E un ensemble linéaire qui n'est pas une somme de moins 
que 2N0 ensembles fermés. La famille de tous les ensembles fer­
més contenus dans E est évidemment de puissance 2No. Soit φ le 
plus petit nombre ordinal de puissance 2N0: il existe donc une suite 
transfinie du type φ 

1) Voir W. S i e r p i n s k i , Ann. Soc. Polonaise de Math. V11I (1929), p. 323. 
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Proposition C79. La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un ensemble linéaire jouisse de la propriété J est qu'il soit un F0

1). 

1) Voir W . H u r e w i c z , Fund. Math, XII, p. 106. 
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L'impliéation H -> C79 résulté du théorémé 9 én vértu dé Ia 
définition dés propriétés J ét Jc. 

II ést a rémarquér qué sans fairé appél a l'hypothésé H on 
péut établir I'éxisténcé d'énsémblés linéairés qui né jouissént pas 
dé Ia propriété Jc. Téls sont p. éx. lés énsémblés dé puissancé 2N0. 

qui né contiénnént aucun énsémblé parfait. 
Or, nous né savons pas démontrér sans l'hypothésé H qué 

l'énsémblé 9l dé tous lés nombrés irrationnéls ést dépourvu dé Ia 
propriété Jc, tandis qué céla résulté aussitot dé Ia conséquéncé C19 

dé H, puisqué l'énsémblé X n'ést pas un F0. 
Sans émployér l'hypothésé H, on péut démontrér aussi qu'aucun 

énsémblé linéairé qui ést un compléméntairé analytiqué non mésu-
rablé (B) né jouit pas dé Ia propriété J. Cépéndant, on né sait 
pas démontrér sans l'hypothésé H qu'il éxisté dés énsémblés (liné­
airés) analytiqués né jouissant pas dé Ia propriété J. 

§ 10. Typés dé diménsions dé M. Frénch é t . Conséquéncé C80 dé H. 

Désignons d'uné facon généralé par dX lé typé dé diménsions 
(au séns dé M. F r é c h é t ) dé l'énsémblé X1). 

Theorémé 10. Etant donné un énsémblé linéairé E dé puis-
sancé du continu, il éxisté toujours un énsémblé Q dé puissancé du 
continu tél qué dQ< dE. 

D é m o n s t r a t i o n . Soiént E un énsémblé linéairé dé puis­
sancé du continu ét Φ Ia famillé dé tous lés sous-énsémblés dé E 
qui sont homéomorphés a E. On voit sans péiné qué Ia famillé Φ 
ést dé Ia puissancé 2N0 ét qué lés énsémblés formant Φ ont 
chacun Ia puissancé 2N0 D'aprés lé théorémé 1, p. 113 il éxisté doné 
déux sous-énsémblés disjoints Q ét Q1 dé E dont chacun admét 
au moins un point commun avéc tout énsémblé dé Ia famillé 0. 

Commé Q C H viént dQ dE. Or, si on avait dQ = dE, 
l'énsémblé Q contiéndrait un énsémblé E1 homéomorphé a E. 

1) Cf. plus haut Chap. I l l , § 4, p. 99. 
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1) Voir C. K u r a t o w s k i e t W. S i e r p i n s k i , Ftind. Math, V I I I , 
p. 200. 

Proposition C80. Parmi les types de dimensions de M. Fré-
chet d'ensembles linéaires indénombrables il n'y a aucun qui soit 
le plus petit 1). 

L'implication H C80 est une conséquence immédiate du théo­
rème 10. 
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1) Cf. F. H a u s d o r f f, Grundzuge der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 131, 
W. S i e r p i à s k i , Leçons sur les nombres transfinis, Paris 1928,p. 226; ci aussi 
W. S i e r p i n s k i et A. T a r s k i , Fund. Math. XV, p. 292. 

Hypothèse des alephs inaccessibles. 

Un aleph Nα est dit inaccessible, s'il est régulier, c. à d. qu'il 
n'est pas une somme de moins que Nα nombres cardinaux dont 
chacun est < Nα, et si, en même temps, son indice a est un nombre 
ordinal de deuxième espèce (nombre-limite). On ignore s'il existe 
des alephs inaccessibles 1); en tout cas il résulte de l'hypothèse H 
que l'on a la proposition suivante: 

Proposition C8l. // n'existe aucun aleph inaccessible qui ne 
dépasse 2N0 
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1) Voir p. ex. mon livre précité, p. 226. 
2) Fund. Math. XVI, p. 142 — 143. 

somme de N1, donc de moins que Nα, nombres cardinaux inférieurs 
à Nα, ce qui prouve que Nα n'est pas un aleph inaccessible. 

On démontre que la condition n é c e s s a i r e (mais non suf­
f i s a n t e ) pour que Nα soit un aleph inaccessible est qu'on ait α = wα  

où wα désigne le plus petit nombre ordinal de puissance Nα

 1). 
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1) En admettant l'hypothèse H. nous avons démontré la propriété U 
pour tout ensemble Q de nombres réels (voir Chap. IV, § 2, p. 106, propo­
sition C52). 
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Etant donné un sous-ensemble quelconque E de Q1, désignons 
d'une façon générale par SE la somme de tous les sous-ensembles 
de Q qui sont des éléments de E; d'après (1) et selon la définition 
de l'ensemble Q1 il vient alors: 

(2) Q = SQ1.. 

Convenons de ranger un sous-ensemble E de Q1 dans la fa­
mille Φ1, lorsque l'ensemble SE ( Q) appartient à la famille Φ et 
seulement dans ce cas. On voit sans peine que toute famille 



Les ensembles En (n = 1, 2, 3,...) n'appartenant pas à Φ1, les 
ensembles SEn n'appartiennent pas à Φ. La formule (6) prouve 
donc que Q est une somme d'un ensemble au plus dénombrable 
et d'une infinité dénombrable d'ensembles n'appartenant pas à 0. 
Ainsi l'ensemble Q jouit de la propriété U, c. q. f. d. 
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d'ensembles disjoints et appartenant à Φ1 est au plus dénombrable, 
puisque si E' et E" sont deux ensembles disjoints appartenant à 
Φ1, les ensembles SE' et SE' sont des sous-ensembles disjoints 
de Q appartenant à Φ et toute famille d'ensembles disjoints de la 
famille Φ est au plus dénombrable par hypothèse. 

Or, la propriété U étant admise pour tous les ensembles de 
la puissance Nα et Q1 étant de puissance Nα, on en conclut qu'il 
existe une suite infinie E1, E2, E3,... d'ensembles n'appartenant 
pas à 0! et tels que l'ensemble 
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Lemme 3. Si Nα est un aleph accessible et si tous les ensem­
bles Q de puissance < Nα jouissent de la propriété U, il en est en­
core de même pour les ensembles de puissance Nα. 

D é m o n s t r a t i o n . En vertu du lemme 2, nous pouvons sup­
poser que l'indice a est un nombre ordinal de seconde espèce. 
L'aleph Nα n'étant pas inaccessible, on a 
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La propriété U appartenant évidemment à tous les ensembles 
dénombrables, les lemmes 2 et 3 impliquent par l'induction trans­
finie ce 
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Théorémé 1). S'il n'éxisté aucun aléph inaccéssiblé m oil 
m N0, tons lés énsémblés dé puissancé in jouissént dé Ia propriété U. 

Ainsi, pour lé cas particuliér ou nt = 2N0, Ia proposition C81 

éntrainé aussitot én vértu du théorémé qui précédé (ét sans d'au-
trés hypothésés) Ia proposition C52, p. 106, doné aussi lés proposi­
tions C53 — C57, qui sont dés conséquéncés dé C52 (voir Chap. IV, 
§ 3). La proposition C53 constitué, commé il a été déja obsérvé 
p. 107, Ia solution négativé dé I'ainsi dit problémé généralisé dé 
Ia mésuré. Or, l'implication C81 C52 C55 nous pérmét, én outré, 
dé déduiré dé l'hypothésé C81 (sans aucuné autré hypothésé) Ia 
proposition qui suit: 

Proposition C82
 2). Tout énsémblé liniairé qui ést dé déuxiémé 

catégorié dé Bairé dans tout intérvallé contiént uné infinité non 
dénombrablé d'énsémblés disjoints dont chaucun ést dé déuxiémé caté­
gorié dé Bairé dans tout intérvallé. 

D é m o n s t r a t i o n . En adméttant Ia proposition C55, nous 
allons démontrér d'abord qué, étant donné un énsémblé linéairé M 
qui ést dé déuxiémé catégorié dans tout intérvallé, il éxisté dans 
tout intérvallé / un énsémblé Q dé déuxiémé catégorié conténu 
dans MI ét tél qué M — Q ést éncoré un énsémblé dé déuxiémé 
catégorié dans tout intérvallé. 

En éffét, l'énsémblé MI (én tant qu'un énsémblé dé déuxiémé 
catégorié) contiént én vértu dé Ia proposition C55 uné infinité non 
dénombrablé d'énsémblés disjoints, dont chacun ést dé déuxiémé 
catégorié: soit Φ léurs famillé. 

Considérons un énsémblé E € Φ. En tant qu'un énsémblé dé 
déuxiémé catégorié, l'énsémblé E ést, commé on sait, dé déuxiémé 
catégorié én tout point d'un cértain intérvallé J aux éxtrémités 
rationnéllés (ét qui dépénd dé E). La famillé dé tous lés intér-
vallés aux éxtrémités rationnéllés étant dénombrablé ét Ia famillé Φ 

1) W. S i é r p i pi s k i, Fund. Math. XX, p. 214. 
2) W. Si ér p i n s k i , Fund. Math. X X I I , p. I . Cf. lé problémé dé M. 

C. K u r a t o w s k i , Fund. Math. IV, p. 368, problémé 21. 
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étant non dénombrable, il existe un intervalle J0 aux extrémités 
rationnelles tel qu'une infinité non dénombrable d'ensembles de la 
famille Φ sont de deuxième catégorie en tout point de J0. Soient E0 

et E1 deux ensembles de ce genre. 

est de deuxième catégorie dans tout intervalle. 
La suite infinie d'ensembles Q1, Q2, Q3,... est ainsi définie 

par l'induction et ce sont évidemment des ensembles disjoints de 
deuxième catégorie. De plus, on a Qn In E pour n = 1, 2, 3,... 
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W. Sierpiriski, Hypothèse du continu. 11 

Or, en vertu de la proposition C55, l'ensemble Qn contient une 
infinité non dénombrable d'ensembles disjoints de deuxième caté­
gorie. Désignons en N1 ensembles par Q où parcourt tous les 
nombres ordinaux < Ω On a donc 

Ainsi, les ensembles E ( < Ω) sont disjoints, contenus dans E 
et chacun d'eux est de deuxième catégorie dans tout intervalle. 

L'implication C55 -> C82 et par conséquent l'implication C81 -> C82 

est donc démontrée, sans avoir recours à aucune autre hypothèse. 
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Hypothèse du continu et les exemples effectifs. 

Les exemples d'ensembles dont nous ne savons pas démon­
trer l'existence qu'en admettant l'hypothèse H sont, en général, 

non effectifs 1). Or, il y a des cas où nous savons définir effecti­

vement des ensembles jouissant de certaines propriétés, mais seule­
ment en admettant l'hypothèse H. Tel est p. ex. l'exemple effec­
t i f d'un ensemble ordonné de puissance > 2N0, formé de fonctions 
d'une variable réelle. Voici comment on peut définir d'une ma­
nière effective un tel ensemble, en admettant l'hypothèse H. 

Selon une idée de M. L e b e s g u e , on sait décomposer effec­
tivement l'ensemble de tous les nombres réels en N1 ensembles 
disjoints non vides 

(1)  

1) La notion d'effectivité — écrit M. C. K u r a t o w s k i (Topologie /, 
p. 109) — est de nature méta-mathématique: elle concerne le mode de démonstra­
tion des théorèmes d'existence. On dit notamment qu'un théorème d'existence 
est démontré d'une façon effective, lorsqu'on a défini un individu a et on 
a démontré que a satisfait au théorème considéré. Cf. aussi à ce sujet: 
F. B e r n s t e i n , Leipz. Ber. 60 (1908) et Gôtling, Nachr. 1904, p. 558; W. Sier-
p i n s k i, Fund. Math. II, p. 112; B. K n a s t e r et C. K u r a t o w s k i , Fund. 
Math. I I , .p. 251 et A. L i n d en b a u m, Ann. Soc. Pol. Math. 10(1931), p. 118. 

2) H. L e b e s g u e , Journ. de Math. I, 1905, p. 213; vo i r aussi mon l ivre 
Leçons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 209. 
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Or, si Ton admet l'hypothèse //, on a 2N1 > N1 = 2N0. Dans 
ce cas U est donc un ensemble ordonné de puissance > 2N0, formé 
de fonctions d'une variable réelle. Ainsi, en admettant l'hypothèse H 
on peut définir effectivement an ensemble ordonné de puissance > 2N0, 
formé de fonctions d'une variable réelle. 

Notons que l'ensemble U est effectivement défini (et or­
donné) sans faire usage de l'hypothèse H, mais la démonstration 
que l'ensemble U est de puissance > 2N0 exige cette hypothèse. 

Il est à remarquer que s'il s'agissait seulement de démontrer 
Yexistence (sans en donner un exemple effectif) d'un ensemble 
ordonné de puissance > 2N0 qui soit formé de fonctions d'une va­
riable réelle, on pourrait le faire sans l'hypothèse H, notamment 
en ne s'appuyant que sur le théorème de bon ordre de M. Z e r m e l o . 

En effet, d'après le théorème de M. Z e r m e l o , il existe un 
ensemble même b i e n ordonné, formé de toutes les fonctions d'une 
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variablé rééllé, ét un tél énsémblé ést, commé on sait, dé puis­
sancé 22 °, doné dé puissancé > 2**°. 

L'éxisténcé éfféctivé dé Ia décomposition (1) impliqué aussitot 
qu'm adméttant l'hypothdsé H on pént définir éfféctivémént un én­
sémblé bién ordonné dé puissancé du continu, formé dé fonctions 
d'uné variablé rééllé. 

Dans Ia théorié dés énsémblés analytiqués on montré én 
outré qu'én adméttant l'hypothésé H, on péut définir éfféctivémént 
un énsémblé bién ordonné dé puissancé 2N0, formé dé fonctions 
dé Bairé (d'uné variablé rééllé) ét dont lés classés croissént d'uné 
maniéré monotoné 1). Or, mémé én adméttant Phypothésé H, nous 
né savons pas définir éfféctivémént aucun énsémblé bién ordonné 
indénombrablé, formé dé fonctions dé Bairé dé classés finiés (ou, 
plus généralémént, dé classés bornéés par un nombré a < Ω). 

II ést a rémarquér qué sans Phypothésé H on sait parfois 
définir éfféctivémént un énsémblé dé nombrés rééls E ét démon-
trér qu'il n'ést pas vidé, sans qu'on saché toutéfois définir éfféc­
tivémént aucun élémént dé E, sinon qu'én adméttant l'hypo­
thésé H 2). 

En éffét, soit U un énsémblé analytiqué univérsél, donné 
sur lé plan, p. éx. Pénsémblé construit par M. Lu s i n 3). On obtiént 
chaqué compléméntairé analytiqué linéairé, én coupant lé complé-
méntairé dé U (par rapport au plan) avéc uné parallélé a Paxé OY 

Désignons par M Pénsémblé dé tous lés nombrés rééls a 
téls qué Ia droité x -— a coupé lé compléméntairé U én un én­
sémblé indénombrablé dé puissancé < 2N0 ét par E Pénsémblé 
égal a M, si Pénsémblé M n'ést pas vidé, ét égal a Pénsémblé 
formé dé nombré 0 séul, si Pénsémblé M ést vidé. 

1) Voir N. L u s i n , Annali Scuola Norm. Pisa, Sér. I I , Vol. I I , p. 271. 
2) Cf. W. S i é r p i n s k i, Sur lés énsémblés dé points quon sait definir 

éfféctivémént, Vérh, dés Intérn. Math. Kongr. Zurich 1932, Bd. I, p. 281. 
3) Lécons sur lés énsémblés analytiqués ét léurs applications, Paris 1930,  

p. 146. 
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L'énsémblé E ést ainsi défini d'uné maniéré éfféctivé ét il 
ést non vidé (cé qui ést évidént sans avoir récours ni a Phypo-
thésé H, ni a Paxiomé du choix). 

Cépéndant, nous né savons nommér éfféctivémént aucun élé­
mént dé E, sinon én adméttant l'hypothésé H. Si Phypotliésé H 
ést vraié, l'énsémblé M ést évidémmént vidé ét lé nombré 0 ést 
un élémént dé l'énsémblé E. 
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Hypothèse du continu généralisée. 

On entend par hypothèse du continu généralisée ou par ,,hypo­
thèse de C a n t o r sur les alephs" l'hypothèse G1) suivante: 

G. Etant donné un nombre cardinal quelconque m N0, il 
n'existe aucun nombre cardinal n tel que m < n < 2m. 

On ignore jusqu'à présent si l'hypothèse G est vraie ou 
fausse, ou indépendante des axiomes de la Théorie des ensembles2). 
Nous allons montrer (à l'aide de l'axiome du choix) que l'hypo­
thèse G équivaut à la proposition G* suivante: 

G*3). Etant donné un nombre ordinal quelconque a, on a 

1) que M. F. H a u s d o r f f (Math. Ann. 65, 1908, p. 494) énonce d'une 
façon différente, mais équivalente à G (cf. A. T a r s k i, Fund. Math. VII, p. 10, 
renvoi1)). 

2) A. T a r s k i , 1. c, p. 10. 
3) A. L i n d e n b a u m et A. T a r s k i, C. R. Soc. Se. de Varsovie XIX 

(1926), p. 313. 
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1) ibidem, p. 314. 
2) A. T a r s k i , Fund. Math. VII, p. 7, 9 et 10. 
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intervention de l'hypothèse G, directement de la trichotomie (qui 
résulte, comme on sait, de l'axiome du choix). 

En effet, soient m et n deux nombres cardinaux tels que 
2m < 2n. Or, si l'inégalité m < n était en défaut, on aurait par 
trichotomie m > n, d'où 2m > 2n, contrairement à l'inégalité admise. 
On a donc m < n. 

Plusieurs conséquences de l'hypothèse G ont été déduites 
par M. A. T a r s k i , avant tout les propositions concernant les puis­
sances des nombres cardinaux quelconques 1) et les propositions 
sur la décomposition des ensembles en sous-ensembles presque 
disjoints2), Parmi ces dernières, notons la conséquence suivante 
de l'hypothèse G: 

Proposition C2. Quels que soient les nombres cardinaux m > N0 

et n > N0, aucun ensemble de puissance m ne se laisse décomposer en > m 
ensembles de puissance > n ayant deux à deux < n éléments communs. 

Il est remarquable qu'on ne sache établir cette proposition 
sans l'hypothèse G, même dans le cas le plus simple et le plus 
intuitif, où n = N0

 3). 
Une application de l'hypothèse G à l'Algèbre a été donnée 

par M. R e i n h o l d B a e r 4 ) . 

Etant donné un nombre ordinal m > N0, appelons d'une façon 
générale hypothèse Gm l'hypothèse suivante: 

Gm. // n'existe aucun nombre cardinal n tel que m < n < 2m. 

On démontre à l'aide de l'axiome du choix 5) que GN0 = H. 
Nous allons montrer que l'hypothèse G2N. est équivalente à cha­
cune des deux propositions suivantes 6): 

1) Voir p. ex. propositions P1, P2 et P3 , p. 167. 
2) Fund. Math. X I I , p. 201 et suivantes; Fund. Math. XIV, p. 211 et 

suivantes. 
3) Voir A. T a r s k i , Fund. Math. X I V , p. 213. 
4) Journ. fur reine IL angew. Math. 162 (1930), p. 132—133. 
5) cf. plus haut p. 4 et 5. 
6) W. S i e r p i n s k i , Fund. Math. XV, p. 1. 



1) Fund. Math. XIV, p. 234. 
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En conséquence, si la proposition " est vraie, il n'existe 
aucun nombre cardinal m satisfaisant aux inégalités (3), c. à d. 
que entraîne l'hypothèse G2N0. 
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1) A. L i n d e n b a u m et A. T a r s k i , l. c, p. 314, proposition 89. 
2) I. c, proposition 92. Signalons encore le théorème suivant de 

M. T a r s k i (1. c, p. 310, proposition 72): 
S'il existe un nombre cardinal m tel que NΩ = 2 m , on a m = N0 (donc 

2N0 = NΩ). 

Or, il n'existe aucun nombre cardinal m tel que Nw = 2m. 
3) Fund. Math. XIX, p. 6, théorème II. 

Trois propositions, dont chacune est équivalente à l'hypothèse 
Gm, ont été données par M l l e S. B r a u n et par moi3) . Notons 
encore la suivante: 

Proposition Pm. Tout ensemble de puissance 2m est une somme 
d'ensembles croissants de puissance m. 

La démonstration que cette proposition équivaut à l'hypo­
thèse Gm est tout à fait analogue à celle de l'équivalence des pro­
positions H et P6 (voir plus haut p. 23 et 24). 



SUPPLÉMENT. 

La majeure partie de ce livre était déjà imprimée quand j ' a i 
reçu une lettre de M. N. L u s i n (datée le 5 Mars 1934) où il me 
communique une nouvelle méthode permettant de démontrer sans 
l'hypothèse H plusieurs propositions qu'on ne savait démontrer 
jusqu'à présent qu'en s'appuyant sur cette hypothèse. En parti­
culier, la méthode de M. N. L u s i n permet de résoudre sans faire 
appel à l'hypothèse H le problème de M. C. K u r a t o w s k i , en­
visagé ici p. 116. Cette méthode peut être résumée comme il suit. 

Lemme. Etant donné an ensemble linéaire de deuxième caté­
gorie Q situé dans un intervalle I, il existe un intervalle J I et deux 
sous-ensembles Qt et Q2 de Q, disjoints et dont chacun est partout 
de deuxième catégorie dans l'intervalle J. 
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L'ensemble E étant de deuxième catégorie, il existe le plus 
petit indice naturel m tel que l'ensemble Em est de deuxième 
catégorie. 

Soit maintenant 

(8) I1, I2, I3, ... 

une suite infinie formée de tous les intervalles aux extrémités 
rationnelles. 

Considérons un nombre ordinal p tel que αß Em. D'après (6) 
on a donc nß = m et il résulte de la définition du nombre nß que 
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l'ensemble i est de deuxième catégorie, donc partout de deuxième 
catégorie dans un certain intervalle. 11 existe par conséquent le 
plus petit nombre naturel pß tel que l'ensemble est partout 

de deuxième catégorie dans l'intervalle Ip , 

Posons pour p naturels 

(9)  
r 

nous aurons évidemment 

(10)  

L'ensemble Em étant de deuxième catégorie, il existe d'après 
(10) le plus petit nombre naturel q tel que l'ensemble \ est de 
deuxième catégorie, donc partout de deuxième catégorie dans un 
certain intervalle /'• 

Les ensembles ) étant non-denses, il existe pour 
tout a < φ un nombre naturel rα qui est le plus petit de tous ceux 

pour lesquels on a 

(11)  

Posons enfin pour r naturels 

(12) 

nous aurons évidemment 

(13)  

Or, l'ensemble E est partout de deuxième catégorie dans Iq. 
En effet, l'ensemble étant de deuxième catégorie, donc 

non vide, il existe un nombre ordinal ß tel que αß < et on a 
d'après (9) (pour p = q) pß = q, de sorte que selon la définition de 
pß l'ensemble qui d'après (4) est contenu dans E, est partout 
de deuxième catégorie dans l'intervalle Ipß = lq, 

Ainsi l'ensemble E est partout de deuxième catégorie dans 
I q . Nous en concluons en vertu de (13) qu'il existe un nombre 
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disjoints de l'ensemble E, donc aussi de l'ensemble Q E. Enfin, 
il sont partout de deuxième catégorie dans l'intervalle J, c. q. f. d. 

Ce lemme permet facilement de conclure que Q étant un 
ensemble partout de deuxième catégorie dans un intervalle /, on 
peut diviser / en un nombre fini d'intervalles partiels de longueur 
aussi petite qu'on le veut et de trouver dans chacun de ces 
intervalles partiels un sous-intervalle J et deux sous-ensembles 
de Q, disjoints et dont chacun est partout de deuxième catégorie 
dans J. En répétant ce procédé indéfiniment (pour les intervalles 
qui restent après la suppression dans / des intervalles partiels), 
on arrive à une suite infinie d'intervalles disjoints J1, J2, J3,... dont 
la somme est dense dans / et tels qu'il existe pour tout n naturel 
deux sous-ensembles Q'n et Qn de Q situés dans J„, disjoints et 
dont chacun est partout de deuxième catégorie dans Jn. Les 
ensembles 

sont évidemment deux sous-ensembles de Q, disjoints et dont 
chacun est partout de deuxième catégorie dans l'intervalle /, ce 
qui résout le problème de M. K u r a t o w s k i . 

Ainsi, la méthode de M. L u s i n permet de démontrer sans 
faire appel à l'hypothèse H le théorème suivant: 

Théorème 1. Tout ensemble linéaire qui est partout de deu­
xième catégorie dans un intervalle donné est une somme de deux 
ensembles disjoints de même nature. 

11 s'en suit sans peine de ce théorème que tout ensemble 
linéaire qui est partout de deuxième catégorie dans un intervalle 
donné est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles disjoints 
de même nature. Or, nous ne savons pas démontrer, à moins 
de faire appel à l'hypothèse C81, que tout ensemble linéaire de 
deuxième catégorie est la somme d'une infinité indénombrable 
d'ensembles disjoints dont chacun est de deuxième catégorie (cf. 
la proposition C82, p. 159). 
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La démonstration du théorème 1 s'applique, comme on l'aper­
çoit aisément, aux ensembles situés dans un espace métrique 
3éparable quelconque (lorsqu'on remplace les intervalles par les 
3phèr,es). Or, il est à remarquer que, même en admettant l'hypo­
thèse H, nous 'ne savons pas répondre à la question si le théorè­
me 1 est vrai ou non pour les ensembles situés dans un espace 
métrique quelconque (non séparable). 

Voici encore une conséquence du théorème 1 (qu'on en tire 
sans faire appel à l'hypothèse H): 

Théorème 2. Tout ensemble linéaire E de deuxième catégorie 
contient un sous-ensemble E1 qui n'est pas un produit de E et d'un 
ensemble mesurable (B)1). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit E un ensemble linéaire de deuxième 
catégorie: l'ensemble E est donc partout de deuxième catégorie 
dans un certain intervalle J. En vertu du théorème 1 on a 
EJ = E1 + E2, où E1 E2 = 0, chacun des deux ensembles étant 
partout de deuxième catégorie dans /. 

Or, l'ensemble E1 satisfait à la thèse du théorème. En effet, 
supposons que E1 = EQ où Q est un ensemble mesurable (S). 
On aurait donc Q E1 et Q serait partout de deuxième catégorie 
dans J. Cependant, l'ensemble Q est mesurable (B); son complé­
mentaire CQ est donc de première catégorie dans J. Par conséquent 
l'ensemble E2 = EJ — E1 = E (J — Q) = EJ.CQ devrait être de pre­
mière catégorie, contrairement à la définition de E2. 

Le théorème 2 est ainsi démontré. Il peut être évidemment 
exprimé aussi comme il suit: 

Tout ensemble linéaire de deuxième catégorie est une somme 
de deux ensembles disjoints non séparables (B) 

ou encore: 

// existe sur tout ensemble linéaire de deuxième catégorie une 
fonction (réelle) qui n'est pas une fonction de Baire sur lui (N o v i k o f f). 

1) Cf. le résultat de M. L u s i n mentionné p. 111. 

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 
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C16. Il existe une ensemble linéaire K de puissance du continu, 
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§ 2. Propriété S. Dual i té entre L et S. Conséquences C27 — C40. 

C27. Pour qu'un ensemble linéaire E contienne un sous-ensemble 
indénombrable N jouissant de la propriété L, il faut et il suffit qu ' i l 
soit de deuxième catégorie de Bai re , 

C28. Pour qu'un ensemble linéaire contienne un sous-ensemble 
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C40. Il existé un ensemble linéaire de mesure extérieure positive 
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ensemble totalement imparfai t 

§ 3. P r o p r i é t é . Conséquences C41 – C46. 

C41. Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui 
jou i t de la propriété   

C42. H existe un ensemble linéaire qui contient une suite trans­
finie de puissance du continu de sous-ensembles croissants qui sont à la 
fois des F et des G0 relativement à l u i 

G 0 

C43. Il existe un ensemble linéaire toujours de première catégorie 
qui ne jou i t pas de la propriété l 

C44. Il existe une fonction d'une variable réelle qui ne satisfait 
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C46. La propriété de Baire des ensembles linéaires n'est pas i n ­
variante relativement aux transformations continues et biunivoques . . 

§ 4. Conséquence C47 sur les types de dimensions de M. F r é c h e t , 

C47. Il existe deux ensembles indénombrables linéaires N1 et N2 
tels qu'aucun ensemble linéaire non dénombrable E n'est d'un type de 
dimensions (au sens de M. F r é c h e t ) qui soit à la fois plus pet i t que 
ceux de N1 et de N2  

CHAPITRE IV. A u t r e s conséquences de l 'hypothèse du cont inu . 

§ 1. Décompositions du plan. Conséquences C4 8 et C4 9 de P1. 

C48. Il existe une fonction de variable réelle f(x) telle que le plan 
est une somme d'une inf in i té dénombrable d'ensembles dont chacun est 
superposable avec l'ensemble de tous les points de la courbe y =f(x) . 

C49. Il existe un ensemble plan E tel que toute droite parallèle 
à l'axe d'ordonnées rencontre l'ensemble E dans un ensemble linéaire 
de points de mesure nulle et toute droite parallèle à l'axe d'abscisses recon­
tre le complémentaire de E dans un ensemble linéaire de mesure nu l l e . 
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3) m(E) = 0 pour tout sous-ensemble E de Q composé d'un seul 
élément 

C54. Tout ensemble linéaire de mesure extérieure positive contient 
une inf ini té indénombrable de sous-ensembles d i s j o i n t s de mesure 
extérieure positive , 

C55. Tout ensemble linéaire de deuxième catégorie de Baire con­
t ient une in f in i té non dénombrable de sous-ensembles disjoints dont 
chacun est de deuxième catégorie de Baire 

C56. Tout ensemble linéaire Q de mesure extérieure positive con­
tient un sous-ensemble qui n'est pas mesurable relativement à Q . . . 

C57. Quel que soit Pensemble linéaire de mesure extériure positive, 
il existe une fonct ion réelle définie sur l u i et n'admettant aucun pro­
longement à une fonction mesurable d e variable réelle . . , . . . , 

C28. Tout ensemble linéaire Q de deuxième catégorie contient un 
sous-ensemble qui n'est pas un produit de Q et d'un ensemble jouissant 
de la propriété de Baire (relativement à la droite) 

C59. Quel que soit l'ensemble linéaire de deuxième catégorie, il 
existe une fonction réelle définie sur l u i et qui n'admet aucun prolonge­
ment à une fonction de variable réelle satisfaisant à la condit ion de Baire. 

§ 4. Conséquences C60 – C64 de l'hypothèse H. Ensembles croissants. 

C60. Tout ensemble linéaire qu i est partout de deuxième catégorie 
est une somme d' infinité indénombrable d'ensembles disjoints qui sont 
aussi partout de deuxième catégorie 

C6l. Etant donnée une famille F de puissance < 2N0 de fonctions 
d'une variable réelle, il existe toujours une fonction d'une variable réelle 
g (x) telle que pour toute fonction f(x) de la famille F l'ensemble des x 
réels qui satisfont à l 'équation f(x) = g(x) est au plus dénombrable . . 

C62. H existe une fonction de variable réelle qui est discontinue 
sur tout ensemble non dénombrable 

C63. Il existe une suite transfinie décroissante de puissance du 
continu formée d'ensembles linéaires F distincts 

G 

C64. Il existe une famille de puissance 2 d'ensembles croissants 
de nombres réels 

§ 5. Ensembles presque disjoints. Conséquences C65 – C70 (C70a) de H. 

C65. Il existe une famille F de puissance 2" d'ensembles de nom­
bres réels de puissance 2N0, telle que deux ensembles (différents) de la 
famille F ont toujours un ensemble au plus dénombrable d'éléments 
communs 

C66. Il existe une famille Φ de puissance 2 d'ensembles l iné­
aires non mesurables qui ont deux à deux un ensemble au plus dénom­
brable de points communs 

C67. Il existe une décomposition de l ' intervalle  

en 2 ensembles qui sont de mesure extérieure 1, de deuxième caté­
gorie dans tout intervalle et qui n'ont deux à deux qu'un ensemble au 
plus dénombrable de points communs . 

C68. Il existe parmi les ensembles linéaires indénombrables un 
ensemble K de première catégorie que chaque translation le long de la 
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§ 6. Images par fonctions de Baire. Conséquences C71 – C71 
de l'hypothèse H, 

C71. F étant une famille de puissance d'ensembles linéaires 
de puissance 2N0 et Φ une famille de puissance 2N0 de fonctions mesu­
rables d'une variable réelle, il existe un ensemble linéaire E de puis­
sance 2N0 tel que pour toute fonction φ (x) de la famille Φ l'ensemble 
φ (E) ne contient aucun ensemble de la famille F . . . , 

C72. F étant une famille de puissance 2N0 d'ensembles linéaires de 
puissance 2N0, il existe un ensemble linéaire F de puissance 2N0 tel que 
pour toute fonction de Baire φ (x) d'une variable réelle l'ensemble φ (F) 
ne contient aucun ensemble de la famille F 

C72 a. F étant une famille de puissance 2N0 d'ensembles linéaires 
de puissance 2N0 il existe toujours un ensemble linéaire F de puissance 
2N0 dont les images obtenues par des fonctions de Baire définies dans 
E ne contiennent aucun ensemble de la famille F 

C73, Il existe une famille F formée de N2 ensembles linéaires de 
puissance 2N0 et telle que de deux ensembles distincts quelconques de 
cette famille aucun ne s'obtient par une fonction de Baire comme une 
image de l 'autre 

C74. Il existe une classe de puissance 2N2 formée de familles diffé­
rentes d'ensembles linéaires et dont chacune est invariante envers les 
transformations par fonctions de Baire 
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145 § 8. Complémentaires d'ensembles analytiques. Conséquences 
C77 et C78 de Thypothèse H. 

C77. Φ étant une famille quelconque de puissance du continu 
d'ensembles indénombrables (formés d'éléments arbitraires), il existe 

droite transforme en lui-même, abstraction faite tout au plus d'une infi­
nité d,énombrable de points 

C69. Il existe parmi les ensembles linéaires indénombrables un 
ensemble M de mesure nulle que chaque translation transforme en 
lui-même, si l'on en néglige tout au plus un ensemble dénombrable 
de points . 
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(i) de deux ensembles de la famille F un au moins est toujours 
une image continue de l'autre, 

(ii) tout ensemble linéaire est une image continue d'un (au moins) 
des ensembles de la famille F . . . . 

dans chaque ensemble indénombrable N un sous-ensemble indénombrable 
N0 qui ne contient aucun ensemble de la famille Φ . 

C7 8. Tout ensemble linéaire indénombrable admet un sous-ensem­
ble indénombrable qui ne contient aucun complémentaire analytique 
indénombrable 

§ 9. Propriétés J et Jc. Conséquence C79 de l'hypothèse H. 

C79. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un énsemble 
linéaire jouisse de la propriété J est qu ' i l soit un F . . . . 

§ 10. Types de dimensions de M. F r é c h e t . Conséquence C80 de H. 

C80. Parmi les types de dimensions de M. F r é c h e t d'ensembles 
'linéaires indénombrables il n'y a aucun qui soit le plus petit 

CHAPITRE V. Hypothèse des alephs inaccessibles. 

C81. Il n'existe aucun aleph inaccessible qui ne dépasse 2N0 . . . 

C82. Tout ensemble linéaire qui est de deuxième catégorie de Baire 
dans tout intervalle contient une infinité non dénombrable d'ensembles 
disjoints dont chacun est de deuxième catégorie de Baire dans tout 
intervalle 

CHAPITRE V I . Hypothèse du cont inu et les exemples effectifs. 

CHAPITRE V I I . Hypothèse du cont inu général i sée . 
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P3 . Il existe une famille F formée de 2 ensembles linéaires 

distincts et satisfaisant à la condition (i) . . . 
Pm. Tout ensemble de puisssance 2m est une somme d'ensembles 

croissants de puissance m 
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