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AVERTISSEMENT

Quand mon cher maitre et ami Vogt a ete trappe par la mort, il lais-
sait ce livre inacheve.

Le succes de s=s Elements de Mathematiques superieures (Algebre,
Calcul differentiel et integral, Geometrie analytique) I'avait encourage
a entreprendre cet ouvrage, qui est le complement de l'autre. Il avait
deja redige au net ou au brouillon la plupart des chapitres.

Jai juge utile de terminer par un appondice ou sont rassemblees les
propositions et les formules principales.

Paul MENTRE.






INTRODUCTION

La mecanique rationnelle a pour objet I'etude des phenomenes de
Mouvement et d'equilibre des solides, des liquides et des gaz.

Elle fait intervenir les notions (I'espace, de temps et de masse. La
lotion (l'espace permet d'etudier les changements de position ou de
orme, mais sans faire intervenir laduree de ces changements; elle uti-
isc une seule unite, celle des longueurs, par exemple le metre ou le cen-
imetre.

La deuxieme notion permet d'etudier la duree des changements
observes, de comparer les durees d'evt'nemenls simultan<"s ou successifs;
elle utilise une unile reliee a la duree d'un phenomene que nous jugeons
susceptible de se reproduire periodiquement, comme le jour sideral ou
['oscillation d'un pendule; I'unite babituelJe de temps est la seconde
sexagesimale de temps moyen. La troisieme notion est inherente a la
matiere et a une influence sur les phenomenes de mouvement ; la
balance permet de comparer des masses. On appelle corps homogenes
ceux pour lesquels des volumes egaux renferment des masses egales ;
['unite de masse est celle d'un certain echantillon de metal conserve aux
Archives ; le kilogramme-masse est tres scnsiblement egal a la masse de
I'eau contenue dans un decimetre cube.

Les causes reelles des mouvements ou de leurs modifications nous sont
clifficilement connues, et elles sont plutot etudiees en Physique. En
Mecanique, on substitue aux causes reelles des causes fictives appelees
forces, capables de produire les memes eifets, et I'on n'introduit dans
les raisonnernents que les proprietes communes a toutes les forces. Les
relations qui existent entre les forces et les deplacements sont bashes sur
des postulats qui sont non des verites necessaires, mais le resultat de
longues series d'experienccs ; on estime que les consequences tirees de
ces postulats permettent de preVoir avec une approximation suffisante
les phenomenes qui se produisent dans des circonstances determinees.

On peut diviser la Mecanique en plusieurs parties : 1° la Cinematique,
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etude des relations qui existent entre les displacements et leurs durees ;
elle ne fait intervenir que les notions despace et de temps; 2° la Dyna-
mique, etude des relations qui existent entre les defacements et les
forces ; 3° la Statique, etude des conditions de I'equilibre; c'est un cas
particulier de la Dynamique; elle peut etre ddifieV,, a I'aide de postulate
simples, sur la seule notion de force (C'est ainsi qu'on opere dans les
coursde Mathematiques elementaires), mais nous |'etudierons commeun
cas particulier do laDynamique.

En ce qui eonecrne laconstitution des corps etudies en Mecanique on
envisage comme cas simple celui d'un corps de dimensions assz petites
pour qu'on puisse sans erreur sensible Fassimiler a un simple point
gcomeHrique; on rappelle point materiel et I'on attribue a ce point une
masse egale a celle du corps. On suppose que l'etude du mouvement
d'un toi corps se reduit a colic du mouvement du point geometrique
envisage et qu'on peut negliger sss mouvements autour de ce point.

Les autres corps envisages en Mecanique sont consideres gcnerale-
ment comme des ensembles do points materiols; on distingue les corps
dont tous les points restent a des distances invariables les uns des autres,
appeles systemes invariables, ct les autres qui sont deformables. Pour
les fluides, les tils floxibles, la deformation est importante; pour les
solides naturels, les deformations sont assez petites pour etre negli-
gecabJes ; nous traiterons les corps solides comme invariables.

Nous etudierons successivement la cinematique du point, une partie
de la cinematique des systemes invariables, la dynamique du point
materiel, une partie de la dynamique des syslemes, et la statique. Plu-
sieurs grandeurs, comme les vitosses, les forces, sont representees par des
vecteurs ; nous ierons dans un chapitre preliminaire |'etude generale des
vecteurs.
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CHAPITREI

THEORIE DES VECTEURS

i. Vecteurs. — Les grandeurs que I'on envisage habituellement en meca-
nique et en physique sont de deux especes : les unes, comme la masse, la tem-
perature, |I'energie, n'impliqucnt aucune idee de direction : on les appelle gran-
deurs scalaires; les autres, comme la force, la vitcsse, ont une direction
determinee Pour la facilite de leur etude, on represente ces dornierespar des
vecteurs et on les appelle grandeurs veclorielles.

Un veeteur (fig. 1) est une portion de droite affectee d'un sens; il a une
origine A et une extremite B ; la droite indefinie qui contient A et B s'appelle
le support, et le sens qui va del‘origiriea I'extre-
mite' s'appelle le sens du veeteur; on a I'babi-
tude de placer une fleche a I'extremite B. On
représente le vecteur par AB ou, d'une maniere
generate, par V; la mesure de la longueur du

Fig. 4. vecteur est designee par AB ou par V. Un vec-

teur AB est determine parson origine, son sup-

port, son sens et sa longueur, ou bien encore par son origine, son support, un

sens positif des segments geometriques sur ce support ou sur une droite qui

lui est parallele, et la valeur algebrique positive ou negative du segment AB,

valeur que Ton designe par (AB). Dans ce dernier cas, des vecteurs egaux,

paralleles et de sens opposes, tels que AB et AB', ont des valeurs algebriques
opposees et I'on a (A'B') =— (AB); en particulier on a(BA) = — (AB).

Enfin on determine encore analytiquement un vecteur en donnant les

VOGT & MENTRE. — Meca i



2 VECTEURS

coordonnees de son origine et celles de son extremite, ou bien les coordonnees
(X, y, z) de son origine et ses projections (X, Y, Z) sur les trois axes.

Deux vecteurs paralleles, de meme sens et de meme longueur, sont dits
equipollent*.

En mecanique, on est amend a distinguer trois especes de grandeurs vec-
torielles.

Les premieres, comme les vitesses, sont afl'ectees a des points deter-
mine® ; on represente chacune d'elles par un vecteur applique a un point et
ayant ce point comme origine; on dit que chaque vecteur est lie a son point
d'application. On appelle champ de vecteurs, une portion finie ou infinie de
I'espace dont chaque point peut etre pris comme origine d'un vecteur lie a ce
point; les projections X, Y, Z du vecteur sont des fonctions detenninees des
coordonnees X, y. z de son origine.

Les grandeurs de deuxieme espece, comme les forces appliquees a un
corps solide, les vitesses angulaires de rotation, sont afl'eetees a des droites
determinees, sans avoir sur ces droites un point d'application particulier. Une
grandeur de cette espece est representee par un vecteur ayant un support, un
sens et une longueur donnes ; mais Forigine du vecteur est ind6termin6e sur
son support et il peut glisser sur lui ; on dit que c'est un vecteur glissant.

Enfin les grandeurs de la troisieme espece, comme les axes de couples,
ont des directions et des grandeurs detenninees, mais sont suseeptibles d'etre
transporters parallelement a elles-memes en des points quelconques de |'espace.
Une grandeur de cette espece est representee par un vecteur ayant une direc-
tion et une longueur donnees, mais pouvant etre remplace par tout vecteur
equipollent; ce vecteur est caracterise par ses projections X. V, Z; on dit que
c'est un vecteur libre.

La theorie des vecteurs est faite au moyen de la geometric pure dans les
cours de Mathemuliques elementaires.

Nous allons reprendre cette theorie par le calcul. Nous obtiendrons des
theoremes deja connus. Mais les demonstrations analytiques prepareront le
lecteur a traiter par le calcul des problemes sur les vecteurs.

2. Moment d'un vecteur par rapport a un point. — La notion de
moment se presenle naturellement dans |'etude d'un levier
mobile autour d'un point O. Si ce levier est soumis (fig. 2)

1 -0
a une force F, le segment perpendieulaire OH est appele bras
de levier; on nomine moment de F par rapport aO le produit
F Fig. = dela valeur de cette force par son bras de levier.

Lorsque I'on considere plusieurs forces situees dans le
meme plan avec le point 0, on est amene a envisager une valeur algebrique



THEORIE DES VECTEURS 3

du moment de chacune d'elles, ct on donne a ce moment le signe + ou le
signe — suivant que la force tend a faire tourner son bras de levier dans un
sens choisi comme sens positif ou dans le sens oppose.

Enfin, dans le cas de forces quelconques et dans I'etude des vectcurs, on
donne du moment une definition vectorielle qui comprend les precedentes et
que nous allons exposer. Elle repose sur une convention relative aux sens de
rotation au tour d'un axe ou, ce qui revient au meme, aux sens des triedres.

Etant donng un triedre Oxyz (fig. 3) dont les faces sont inferieures a deux
droits, et, sauf indications contraires, 6gales a un droit, on appelle sens posi-
tif de rotation celui
que voit un obser-

© G AY vatcur place sur Oz.

H les pieds en O. la

1 « teteenz lorsqu'une

i) S—] demi-droite d'abord

A confondue avec Ox

vient s'appliquer sur

Oy en decrivant

Fig. #ar. Fig. &4, dans le plan xOy un

angle inferieur a

deux droits ; c'est aussi celui que voit un observateur place sur Ox lorsqu'une

demi-droite se deplace de Oy vers Or et celui que voit un observateur place

sur Oy lorsqu'une demi-droite se deplace de Oz vers Oar. Dans la figure 3a, ce

sens est inverse de celui des aiguilles d'une montre ; dans la figure 3b, c'est

le sens oppose au precedent: chaque triedre a ainsi un sens caracteristique.

Nous snpposerons desormais que c'est le sens oppose a celui des aiguilles

d'une montre et que les triedres sont analogues a celui de la figure 3a; mais

cette hypothese n'est pas indispensable ; les raisonnements et les formules
auxquels nous serons conduits sont les memos dans les deux hypotheses.

On appelle moment d'un vecteur AB par rapport a un point O un autre
vecteur OG ayant le point O pour origine, pour grandeur le produit de Ali
par la longueur de ta perpendiculaire OH abaissee de O sur le support de AB,
perpendiculaire que Von appelle encore bras de levier du vecteur, ayant de
plus pour support ta perpendiculaire menee parO au plan OAB, et enfin un
sens tel que pour |'obserualeur place sur OG le vecteur AB semble faire tour-
ner son bras de levier dans le sens positif. Uemarquons que le triedre d'aretes
respectivement paralleles a OH, AB, OG a le meme sens que le triedre des
coordonnees.

Nous nous placerons d'abord dans le cas oil le point 0 par rapport auquel
on prend les moments est lorigine des coordonnees, et nous calculerons les

x

¥
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projections L, M, N sur les axes Ox, Oy, Oz du vecteur moment OG; nous
designerons par p lalongueur du vecteur AB, dont les projectionssont X, Y, Z ;
par p lalongueur de son bras de levier OH, par X, y, z les coordonnees de A,
par &, Yy,, z cellesde H, par & by g1, &, by, 07, @, bs, gs' les cosinus direc-
teurs de OH, AB, OG; nous avons

=px. H=Ppy =P,

Ao so, Y = g AR

ca=ppay, Me=puli. N=pp;
on démondre en péomelrie analytique que I'on a

LIRS ﬁi'}'z - T!f‘i\ [55 =TiErc- w73 “l}gs - ﬁl“u H

en remplacant z,, %, v, per ees valeurs, nous obtenons

L= phgrs— profh =i — =Y,

M =priw—pusp= X —ad,

N = paofly - plhsey= ¥ —y, X ]
MAls S NEUs  EArQUans que G est 1a résuitante du contour DAH, le
théegréme des projeclions pous donne

JUPGRTIY WL S SR (1L Y .1.) PR
; : ;

et en remplucant .oy, 3y, =) i ces valeurs nous lronvons les formules cherchées :
o Loyl —z¥, M=:zX—axf N=x¥-—yX
Supposons maintenant que lon prenne e momnen? du vecteur ,{ﬁ par rap-
port & un pomt quelcongue U7 de coordonnées ey, ¥, =, et que I'on chercheles
projeclions B, M N du veclenr moment 057 0) suflfit de répéter le raison-
nement precédenl en remplacand pry, p8,. py, par a,—x,, ¥ —y,, 5, — 2,1
nous shtiendrons ainsi
1 L'= (.q —_ :u)x - ':3 T :u\)Y = L= (.‘hz - xn“l)n
€3} M= (2 23N = — ) =M — {2k 3d),
N=(r—m) - (y—y)¥ = N—(z¥ —yeX};
nous serions d'ailleurs arrives au meme resultat en faisantune transformation de
coordonnees et transportant les axes parallelement a eux-memes de 0 en 0'.

Remarque |. — 11 resulte de ia definition que le moment d'un vecteur
par rapport a un point ne change pas quand on fait glisser le vecteur sur son
support; le moment est done une grandeur caracteristique d'un vecteur glis-
sant, mais il est lui-meme un vecteur lie au point 0.

Remarque | | . — 1l requite des equations (1) et (2) que les projections
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d'un vecteur et celles de son moment sont liees par les identity
3) LX+MY+NZ=0, Z'X+M'Y+N'Z =0:

ces identity sont du peste la traduction de la propriete du moment vectoriel
d'etre normal au vecteur donne.

3. Moment d'un vecteur par rapport a un a\e. — On appelle moment
d'un vecteur AB par rapport a un axe D la projection sur cet axe du moment
de AB par rapport a un point C de laxe D.

Nous allons montrer que ce moment est independant du point C choisi
sur D ; nous ferons le calcul en cuoisissant D pour axe Oz du triedre des
coordonnees (fig. 4). Nous designerons par
x,— 0, y, =0, z, les coordonnees du point C.
Les projections L', M, N' du moment CG' de AB
par rapport a C sont donnees par les formules
(2); en particulier Ia projection N’ sur ()s se reduit
dans le cas actuel a x¥Y— yX puisque x, et y,
sont nuls, et elle est independante de z, ce qui
demontre la proposition.

Nousvoyons, en particulier, que les moments

d'un vecteur par rapport aux trois axes de coor-
Fig. 4. donn6es sont les projections L, M, N sur ces axes

du moment de ce vecteur par rapport a l'origine.

Si l'on projette le vecteur AB suivant ab sur le plan x Oy, le moment de

ab par rapport au point 0 est egal a xY — yX et est identique au moment de
AB par rapport a Oz ; cela montre que le moment d'un vecteur AB par rapport
a un axe D est egal au moment, par rapport a un point 0 de cet axe, de la
projection ab du vecteur sur un plan passant par 0 et perpcndiculaire a I).
On appelle moment relatif de deux vecteurs le produit de la longueur de
I'un d'eux par le moment de rautre par rapport a laxe qui porte le premier.
Soient p, la valeur algebrique du premier vecteur situesurun axe D et a,

B, go les cosinus directeurs de Dy; soient X Yo Zo les coordonnees de 1'origine
de ce vecteur, Xo, Yo, Zo Ses projections, Lo, Mg, No celles de son moment par
rapport a0 ; soientx, vy, z, X,Y, Z, L, M, N lesquanlites analogues relatives au
deuxieme vecteur. Si L', M', N' sont les projections sur les axes du moment de
ce deuxieme vecteur par rapport a.ro, Yo, Z,, laprojection de ce moment sur Dy,
e'est-a-dire le moment du deuxieme vecteur par rapport al'axe Do, est egale ala
sorome des projections des trois composantes L/, M', IV et a done pour valeur

Ly 4 W'y 4= N'oy s

en multipliant cette valeur par po, on aura le moment relatif des deux vec-
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tenrs, égal &
ey -+ M8y + Nyg) = L/ Xg+ MY+ Ny

en remplacenl L', M, N par leurs valeurs (2), nous obtenons !'expression
syinétrique suivante ;

LY, MY, + No + LoX -+ MY + N7,

I} est fucile de voir que le moment relatif de deux vecteurs est égal & six
fois le volume relahif du télracdre ABA'B' ayant pour sommets les origines et
les exirémites de ces deun veclenrs.

4. Bomme géomélrliyue su résaltante générale dun systéme de vecteurs.
— {m appelle somme géométrigue de plusicwrs vecteuss _V*‘, i’;, ey Vi la
résultante d'un eonlonr dont les composantes sont équipollenies aux vecteurs
donnés. Ou Vablient en porlant & partir d'nn goint arbitraire 4} les vecleurs
?)_(}r,, l_lT: . l_:t*,‘ respectivement dgaux ot parallides .*l_\rr., \_':, ,."\f,.; 1 vecleur
UL:‘ est la somme goométriqae ou la résultante géndrefe des vecteurs donnés.

En appliquant le theoreme des projections, on voit que la projection sur
un axe de la somme géome"trique de plusieurs vecteurs est egale a la somme
des projections sur cet axe des vecteurs donnes ; en particulier les projections
sur Cr, Ol/, OS sont

Ne= Nv Nk o - Ny =2 BN, Y=Y, Z£=UL.

Les sommes precedentes sont independantes de I'ordre des termes; on
en conelut que la somme geometrique de plusieurs vecteurs est independante
de l'ordre de ces vecteurs.

La definition de la somme geometrique est independante de la nature des
vecteurs donnes, quits soient libres, glissants ou lies a des points. Dans cer-
taines applications, on envisage des vecteurs concourants ou lies a un meme
point; laresultante est alors consideree comme Hee a ce point. Mais en gene-
ral, la somme geometrique est un vecteur lihre.

On ell'ectue la determination de la resultante generate de plusieurs vecteurs
par des procedc's geometriques ou analytiques. Si Ton envisage par exemple
deux vecteurs concourants, leur resultante est la diagonale du parallelogramme
construit sur ces deux vecteurs ; les methodes employees en geometrie ou en
trigonometric pour laresolution des triangles permettent de determiner gra-
phiquement ou numeriquement les elements inconnus de ce parallelogram me,
ou du triangle qui en est la moitie, en fonction des elements donnes.

La somme geometrique de plusieurs vecteurs s'obtient dans le cas gene-
ral en appliquant le theoreme des projections : la projection sur un axe de
cette somme geometrique est egale a la somme des projections sur cet axe
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des vecteurs donnes ; en particulier les projections sur les axes de eoordon-

nees sont
X=X+ X+ - X, =3,

Y=V 4+Ys4 ...+ ¥, =ZY,,
=% rde+..4-2,=%¥;
ces projections determincnt la somme geometrique.

On peut remarquer que les sommes precedentes sont independantes de
I'ordre des termes; on en conclut que la resultante de plusieurs vecteurs est
independante de I'ordre de ces vecteurs.

Pour que lasomme geometrique de plusieurs vecteurs soit mille, il faut
et il suifit que le contour OC;C,...C, soit ferme, eest-a-dire que Ton ait
X%+ Y2+Z2=0. Cette condition exige que I'on ait separement

N=EX,=10, Y=EY,=1, LE=1X7,=19:

*ces trois equations sont manifeslement neccssaircs et sul'fisantes.

5. Moment resultant d'un systeme de vecteurs par rapport a un point.
— Le moment resultant de plusieurs vecteurs par rapport a un point est la
somme geome'trique des moments de ces vecteurs par rapport au point consi-
dere, cette somme etant traitee comme un vecteur lie a ce meme point.

Si le point est I'origine des eoordonnees, et si L1, My,, Nyi; 15, M3, Ny ;
sont les projections sur les axes des moments des vecteurs donnes, les projec-
tions du moment resultant sont

L=L = lg~+...=ZL,
4 M=M+M;+ ... =IM.,
N=N + N, ... =EN,:

le moment resultant est manifestement indgpendant de |'ordre des vecteurs;
pour qu'il soit nul. il faut et il suffit que L, M, N soienl separement mils.

Si Ton envisage un autre point O' de eoordonnees ,Xo, Yo, Zo, €t Si Ton
prend les moments par rapport a ce point, nous aurons encore les projections
du moment resultant par les formules

V=2, W=2XM, N=3¥N;

en utilisani les formules (2), nous aurens
L' == ELy — X0y — 2oV o= L — (el — 1Y),
(%) M= zm—z(zux,-fx.,zgzm — (zX — 1),
N = BN, — B Ve — oXi) = N —{To¥ — y,X).
Remarquons que les parentheses des derniers membres prises avec le
signe — representent les projections du moment par rapport a 0' de la resul-
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tante generate du systeme appliquee en 0; nous en deduisons le theoreme
suivant, conmi sous le nom de theoreme du transport:

S Uon eonnait pour un point O la resutante generale OR et le
moment resultant OG dun sys
leme de vecteurs, on obtient les
elements analogues  pour un
autre point O' de la maniere
suieante (fig. 5); 1° la resul-
tante gene' rale O'R' est egale
ii OR transports parallelement
a elememe en O; 2° le mo-
ment resultant O'G' est la somme geomelrique de deux moments, Il'un O'¢
egal a OG transporte parallelement a lui-meme en O', l'autre Og' etant
le moment de la resultante OR par rapport a O\

6. Theoreme de Varignon. — Considerons un systeme de vecteurs concou-
rant en un point de coordonnees x, y, z ; les projections du moment resul-
tant de ces vecteurs par rapport au point O sont, d'apres les formules (1) et (4),.

L My 2V me g0 — (XY ) = yd — Y,
M=:z\—uzxZ, Ne=x¥ .- g\

on deduit de la le theoreme suivant, appcle theoreme de Varignon :

Le moment resultant dun systeme de vecleurs eoncourants par rapport
it un point ou par rapport it un axe est egal au moment par rapport a ce
point ou a cet axe de la resultante du systeme.

7. Invariants d'un systeme de vecteurs. Axe central. — On voit d'apres,
ce qui precede I'importance des notions de resultante generate et de moment,
resultant d'un systeme de vecteurs; |le theoreme du transport montre du reste
que la connaissance de ces elements en un point entraine la connaissance des
elements analogues en un autre point queleonque ; il suffit done de determiner
ces elements en un point O, ou de caleuler les projections X, Y, Z de la resul-
tante et L, M, N du moment resultant par rapport a ce point, Ges six quan-
tites sont appelees les six coordonnees du systeme de vecteurs.

La lowmeur de li résullande a son earré dgal & X2 YT 24 clest
une quantite indépendanie des axes choisis o on dit que eetle longneur,
V-

La projection du moment resultant en un point sur la resultante generate
appliquee en ce point est aussi un invariant ; cela resulte du theoreme du
transport et de la figure 5 ; en effet le moment O'g" de OR par rapport a O' est

- 7% esl un invariant du systéme de vecicors.



THEORIE DES VECTEURS

normal a O'R'; la projection du moment O'G' sur O'R' est done 6gale a celle
de O'g' ou de OG.
Cette projection est egale a Lx+MB+ Ng si x, 3, g designent les cosinus

directeurs de OR ; lengs vajeurs étant l; l-,

R R I peojection invarignte du
momenl résaltant est ézale i

()

comme la traction et le denoniinateur sont des invariants, le numerateur
LX+ My+NZ est aussi un invariant.

Les points O' pour lesgnels le moment resultant O'O' est minimum sont
ceux pour lesgnels ce moment resultant est parallele a la resultante generale,
car le moment resultant est toujours superieur ou egal a sa projection inva-
riante. Si cette resultante nest pas mille, les coordonnees xo Yo, Zo des points O'
cherches satisfont des lors au systeme dequations

@) e Gz nX) M= (X =) N (w8 g\

X ¥ 7

Utilisons une propriete bien connue des rapports. En multipliant les deux
termes des fractions respectivement par X, Y, Z ct les .gjoutant, nous voyons
que la valeur commune de ces rapports est egale a

LX + MY + N7,
N o YE A

Les equations (7) representent une droite sur laquelle les coordonnees cou~
rantes sont Xo,Y ), Zo. Cette droite est appelee axe central du systeme. Le moment
resultant a la meme valeur (6) en tous
les points de cette droite, comme le mon-
trerait du reste le theoreme du transport.

On peut determiner geometrique-
ment I'ave central de la facon suivante
(Jig. 0) : soient OR et 00 la resultante
et le moment resultant au point O:
decomposons OG en deux vecteurs Og.
Og; I'un dirige suivant R, |'autre nor-
mal a R; sur la perpendiculaire OX au
plan Og;g,. ayant un sens tel que le

Fia. W triedre OX, OH, Og, soit de meme
sens que le triedre de coordonnees, por-
tons un segment 00' tel que Rx00' = 0gp; le point 0' fait partie de laxe
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central, qui est d'ailleurs parallile au support de &. En effet, la résultante géné«
rale en 0" st (PR équipollente & Ok ; le moment résultant st la résultante du
vectem- oi; {ou ce qui re\']enl au méme, des \recteurs 0:;., Ugg trausportés en
t)'r;,. T¢D ot du vecteur 0", moment de OR par rapport a (' ; mais 0' 3
esl epal ol opposd o t)’yh par slute le moment résultant TFY est identique &
(_]’yh: et est porté par la méme droite que K.

Dans le cas particlier of la résultante générale est nulle, le moment
résnilant est le méme en tons les poiuls de Pespace el il o'y a pus lieu d'en-
visager d'axe cendral. )

8. Syslémes equivalents. -—— Deux systemes de vecteurs sont dits équivas
Tenls s'ils onl méme résultante yéudrale eb méme moment résullant par rap-
port & un paint. §i faud et 3! suffit que leurs six coordonnées dans un sysitme
d'axes doni ¢¢ poinl serail I'origine soient respeetivement égales, ce qui exige
siv dqualions X=X, V=Y, =7, /=L, M == M, N'== N, Deux systemcs
équivalents ont grice an théoréne du transport méme résaltanie géndrale et
méme moment résullant par rapport a tout point de Fespace. Deux syslémes
équivalenls & un méme troisiviae sont manifestemnesnt cquivalents entre enx.

Huppomn«, que e sysléme dos veetenrs V.0 \,, VJ s0it équivalent su sys-
leme \|, \':, nens twdigaernns ce (it par Pégalité symbolinue

Vi U V= Vi
Cefle fgalilé résnme les six dgualivag

Nt K-k N = Ne-i= Xog AVETER PR PE R FE PN
fovm o dy=F, 1
Lpwk Lot Ly= Lo Loy Me=o-My 1Mo =M-+-Mat Nymbe Nyt Ny= N+ Ny

Une égalité symbolique peul manilestement se iraiter eomime une équation,

{30 anra par excmiple v, -—\‘ = \5 — \1—\;,, ear cetie dgalité symbo-
tigue risume les sy équations X, — X, = X; — X;— Xy, ..., équitions qui se
dedursenl immiddialement des six équalions précédemment derites.

XNous allonx démontrer que dear systémes ayan! méme momen! résaliant
par rappert @ frois poinfs gen cn ligne droite sont équivalents.

En cftet, soient 0, (" et 0" les trois points pour Iesquels les momenls Oﬁ,
O'IE’ T4 ont I meéme valeur pour les deux systibmes; choisigsons un sys-
leme d'axes ayant O pour origine, tel que Oz passe par {V et le plan Oxy
passe par (" solend (a:.., 4, 0} tes coordonnées de O, (x5, yi, 0) celles de O,
suicnt B, (X, Y f) et R,(\,, Y. Zy) les résulanics générales des deux sys-
témes : le morment UIJ(L, , N3 étant le ndwne, en éerivant que O et 0°0°
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sont les memes, nous aurons les egalites

M =M ==z, = x5y,
NN =—a}, = — Vs,
N—N=— (-ﬁ;‘fl -— yiiK I) =— (I;Y! - ,'ft;xu)|

qui entrainent X, =X, Y, ==V¥,, £,==4; par suite les dewx <ystemes sont
égquivalents, i

9. Classification des systemes de vecteurs. — On peut ranger les systemes
dans les quatre categories suivantes :

1° Systemes mils ou equivalents a zero. — Dans le cas ou il n'existe
aucun veeteur, la resultante generale et le moment resultant par rapport a un
point quelcojique sunt mils. Reciproquement, si la resultante generale et le
moment resultant d'un systeme par rapport a un point sont nuls, le systeme
est equivalent a un systeme ne renfermant aucun veeteur ; on dit qu'il est mil
ou Equivalent a zero. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont que les six
coordonnees X, Y, /, L, M, N soient nulles.

2° Systemes equivalents a un veeteur. — Si I'on considere un seul vee-
teur, la resultante est egale a ce veeteur; le moment resultant par rapport a
un point de son support est mil ; le moment resultant par rapport a un autre
point est un veeteur normal au premier.

Reciproquement, si la resultante dun systeme nest pas mille, et que le
moment resultant par rapport a un point soit mil ou normal a la resultante,
le systeme est equivalent a un seul veeteur. Si I'on prend en effet un point <V
de son axe central (n° 7), le moment resultant par rapport a ce point <V est
nul, le systeme est equivalent a un seul veeteur passant par O' et egal ala
resultante; on le determine par les equations (7) ou par la methode geome-
trique indiquec n° 7. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont

3° Systemes Equivalents a un couple. — On appelle couple un systeme
de deux vecteurs ogaux, paralleles, de sens opposes, mais non places sur le
meme support. La resultante generale est nulle; le moment resultant par
rapport a un point n'est pas mil, maisil ala meme valeur en tous les points
de I'espace, comme cela resulte des equations (5) lorsque X =Y =Z =0. Le
moment resultant d'un couple est done un vecteur que Ton peut transporter
d'une maniere quelconque parallelementa lui-meme; c'est un vecteur libre. On
I'appelle I'axe du couple.
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Pour construire le plus rapidement possible I'axe d'un couple, on prend
le point 0 sur lun des deux vecteurs (fig. 7) ; le moment ou I'axe du couple
G est alors egal au moment de l'autre vecteur par rap-
A B port a ce point. ou bien egal au produit de Tun des
vecteurs du couple par leur plus courte distance, qui

Y " est encore appelee le bras de levier du couple.
Reciproquement, si la resultante generate d'un
A systeme est nul, et si son moment par rapport a un
g . point n'est pas mul, le systeme est equivalent a un
¥ig. 7. couple dont |'axe est egal au vecteur moment donne
ou a tout autre equipollent. On peut construire les
vecteurs du couple en prenant dans un plan perpendiculaire a |'axe deux
vecteurs Egaux, paralleles et opposes, tels que le produit de |'un d'eux par leur
plus courte distance soit egal au moment donne ; il faut de plus choisir le sens
des vecteurs de facon qu'ils tendcnt a faire tourner le bras de levier du
couple dans Je sens positif pour un observateur place sur I'axe ; on peut
choisir arbitrairement la direction des vecteurs et leur grandeur ou celle du

bras de levier.

On peut remplacer un couple par un autre equivalent en transportant ce
couple parallelement a lui-meme dans son plan ou dans un plan parallele ou
en le faisant tourner dans son plan.

On peut ajouter qu'un systeme de plusieurs couples est equivalent a zEro
ou a un couple unique, car la resultante generale est nulle; I'axe du couple
resultant est d'ailleurs egal a la somme geometrique des axes des couples
composants ; on dit que I'on elVectue ainsi la composition des couples.

Les conditions pour qu'un systeme soit equivalent a un couple sont mani-
|'estement

Xo-0, ¥ -0, e LA MINEL L

4° Systemes Equivalents a un vecteur et a un couple ou a deux vec-
teurs non situes dans un meme plan. — Si un systeme se compose d'un
vecteur V et d'un couple C non parallelesa un meme plan, la resultante gene-
rale est egale a V, le moment resultant par rapport a un point de Vest egal a
I'axe du couple ; par rapport a un point quelconque il est donne par le theo-
reme du transport, par suite il n'est ni nul ni perpendiculaire a la resultante.

Reciproquement, si un systeme de vecteurs ne rentre pas dans les cate-
gories precedentes, la resultante generale et le moment resultant par rapport
a un point 0 ne sont ni nuls ni rectangulaires ; ce systeme est Equivalent aun
autre forme d'un vecteur passant par 0 et egal a la resultante, et d'un
couple dont I'axe est egal au moment resultant: si le point O est pris sur
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I'axe central, la resultante est perpendiculaire au plan du couple. Un tel sys-
teme est caractCrise par les megaliths

Xt VI 790, LX £ MY - NZ % QL

Un systeme constitué par denx vecleurs ?,, -\T, non situés dans le méme
plan ventte dans la catégorie envisagée ; il est équivalent & I'emscmble
d'un vectenr égal i leur somme gémmétrique passant par un point O

de ¥, {fig. 8 el d’un couple dont I'axe est

ézal an moment de ¥, par rapport a 0.

o constriit du resle simplement ectte

résnllante of ce couple en menant par (),

des vectenrs ‘ﬂ. \f! tgaux et paralitles a
T, Yi le premier dans nn sens opposé et le

second dans le wdéme sens ; la résultante

it de ?, et V‘ et le couple Va, Tﬂ forment
un systeme équivalent an systeme dorndé,

ltéeipraqueinent, un systéme lorme
d'un veeteur K et o'in couple \');, \_Z dont

Fig. K. on peut touwjours supposer que Vi ren-

ecantre H est ¢iquivalent i un aulre forme

de deux veeteurs, Unn Glant Vg of Fantee élant n resnllante de 1§ et Vi, c'est
le vectenr \7'. de la flzure B,

10. R.eduction d'un systeme de vecteurs. Operations elementaires. —
Reduire un systeme de vecteurs, c'est chercher un autre equivalent aussi
simple que possible.

La induction peut se faire d'une infinite de manieres; elle est basee sin-
la determination de la resultante gYmerale et du moment resultant du systeme
par rapport a un point 0, et elle varie generalement avec la position de ce
point; lorsqu'on se donne le point 0, on dit que I'on effectue la reduction en
ce point.

D'apres ce qui precede, tout systeme peut etrereduit a0, 1 ou 2 vecteurs,
ces deux vecteurs pouvant former un couple et, dansle cas general, pouvant
etre remplaces par un vecteur et un couple. La determination effective de la
reduction d'un systeme resulte du calcul dessix coordonnees X, Y, Z, L, M, M
de ce systeme et de son axe central (n° 7).

Dans certaines questions, comme la statique du corps solide, la notion
de reduction est basee, d'une maniere plus naturellc que la precedente, sur la
consideration d'operations dites elementaires elfectuees sur les vecteurs et qui
sont les suivantes : 1° introduction ou suppression de deux vecteurs egaux, por-
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tes par la meme droite et opposes ; 2° remplacement d'un systeme de vecteurs-
concourants par leur resultante appliquee au point de concours, ou inverse-
ment remplacement d'un vecteur par d'autres appliques au meme point et dont
il est la resultante.

Ces operations elementaires permettent :

1¢ De faire glisser un voeleur sur son support o en eifel si Fon o un vee-
teur ~\_]§T ct si 'on tulroduit sur le 1_135\—1110 SUpporl un vecteur x,f{: feral qu pre-
wmicr el dv mtme sens ct e veclewr A;B) émul el opposs a '\ZB,, on peag sup-
primer les vecteurs A, li, et Al el il reste ASH; ani est A, H‘ transporté par
glisserent sur son supporl.

2° De reduire un systeme queleonque a 0, 1 ou 2 vecteurs dont Tun passe
par un point arbilraire. Nous rappelons rapidement lademonstration elassique
de ce theoreme. Ayant choisi arbitrairement trois points 0, 0,, 0,., non en ligne
droite, et considerant un vecteur AB, non si tuedans le plan des trois points,
on peut, en operant un transport si c'est necessaire, supposer que l'origine A
n'est pas dans le plan, joindre A a0, Oy, 0y, reniplacer le vecteur par trois
autres concouranls diriges suivant AO;, AO,, AOs- et transporter ces vecteurs
en 0, 0, et O,,. (Si AB est dans le plan des trois points, on peut le reniplacer
par deux autres diriges suivant deux des trois droites AO, A04, AO5.)

En operant de meme pour tousles vccteurs du systeme donne, on aboutit
a un ensemble de vccteurs concourauts en 0, que I'on remplace par leur résnl-
tante V. et des ensembles analogues en 0; et 0,, que I'on remplace par leurs
resultantes V; et V,.; on voit deja que tout systeme est reductible a trois vec-
teurs dont quelques-uns peuvent etre nuls.

Si I'on a ellectivement trois vccteurs V, V4, V, appliques en 0, 05, 05, on
considere une droite 1) commune aux deux plans 00iV, 00,V ,, et un point0'
arbitrairement choisi sur D; on decompose V, suivant les directions 0,0, 0,0
et V, suivant 0,0, 0,0' (en les laisant glisser si c'est necessaire), et on trans-
porte les composantes en 0 et 0'; on remplace alors les vecteurs appliques en
0 par leur resultante, de meme les vecteurs appliques en 0', et I'on arrive
ainsi a un systeme reduit compost de deux vecteurs.

Si ces vecteurs sont egaux et directement opposes, ils peuvent, etre sup-
primes et I'on arrive a un systemenuul ; si les vecteurs sont dans un meme
plan, ils peuvent etre remplaces par un seul vecteur ou bien ils forrnent un
couple ; enlin dans le eas general on peut remplacer deux vecteurs par un vec-
teur et un couple, comme nous l'avons dit dans le n" precedent.

Nous ferons aussi laremarque suivante, souvent appliquee : on peut trans-
porter un vecteur Ali parallelement a lui-meme en un point queleonque 0, a
la condition d'ajouter un couple de transport dont I'axe est 6gal au moment de
AB par rapport a 0. En effet, il suffit d'adjoindre a AB deux vecteurs OB;
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6'?!:, t'un &quipollent i AR, Tautre Gopposé i GE. pour ohtenir 'ensemble du
vecteur (_)-B’,' &t du couple Xﬁ, m&: gui est précisément le couple de transport.

L identity des deux modes de reduction d un systeme de vecteurs regime
du theoreine suivant.

Theoreme. — S deux systemes se deduisenl lun de l'aulrepar lex ope-
rations elementaires, ils sont equivalents, € reciproquement deux systemes
equivalents peuvent se deduire I'un de I' autre par les operations elementaires.

La proposition directe resulte de cette remarque que les operations ele-
mentaires ne modifient ni la resultante generate d'un systeme ni son moment
résultant par rapport a un poini, d'apres la definition de laresultante et d'apres
le theoreme de Variguon (n° 6).

Pour demontrerla rexiprogque, supposons que deux systemes S; etS,. aient
meme resultante et meme moment resultant par rapport a un point 0 ; par
les operations elementaires, effectuons la reduction du premier a deux ver-
teurs ii‘ Vi dont ¥, passe par le peint O, ¢t la rédlyetion dir second i deux
varlenrs ¥, Vi dont V), pusse pat G comme on peul par des opéralions éli-
wenlaives passer de i, i (\ \,] pluh de (\_, \;} it 8; [opiralions inverses de
eelles qui onl ;}f‘l"mls de passer de By d (\- .)], il suliil de montrer quon
peut passer l|t‘ (\ i ,) it (\’ y _)

Or \” ot 3" sonl duns un néme plan perpendiculuive au mnmcnl résultant
l)h. ot onl méme
mincnl par rapport
@O0 {fig. 9 :s0ils onl
wéme support, ils
gont eganx ct il en
est e mame de V),

ct \: . &ils ne sont
pits paralleles et si
1 les transporte
cn feur point de
congeurs 4, o peal
R conslruire o ¥eg-
Fig. 9. teur Vi tel que Vi
soit la résullanle de
Viet Vi e mament de V1 par capport & 0 est nul dapris le Wéorome de
Varignon, par suite Vi passe par 0. En adjoignant au systéme (¥, V1) ie veeteur
¥; et le vocteur V, passant par 0, Ppposé & Vi, on remplace le systeme (V,
V,) par V: et par la résullante de V; el \, . cette résultante ne peut dtee que
v;. et la proposition est démontrée.
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S V: ot 'G'; etaient paralleles, il suffirait d'adjoindre a |'un des systemes
deux vecteurs egaux el directement opposes sur une droite passant par 0, dans
le plan de V, et V,, pour se ramener au cas precedent.

Nous voyons ainsi que lareduction d'un systeme peut se faire soit par la
methode de I'equivalencc, et le calcul est alors tout indique, soit par la
methode phitot geometrique des operations elementaires.

11. Cas particuliere de systemes de vecteurs. 1° Systeme de vecteurs
concourants. — En prenant I'origine 0 au point de concours des vecteurs,
leurs moments et le moment resultant (L, M, N) par rapport a 0 sont nuls;
le sxstemc est equivalent a zero ou a une resultante passant par 0, suivantque
la somme geometrique des vecteurs est mille ou ne lest pas.

2" Systeme de vecteurs dans un meme plan. — En prenant ce plan
comme plan des .xy, zet Z sont nuls pour tous les vecteurs, par suite lescoor-
donnees Z, L, M sont nulles ct la somme LX + MY +N Z est mille. Si

X2+Y?210,

le systeme est reductible a un veeteur egal a la resultante generate et ayant
pour support lave central du systeme, dont I'equation dans le plan des vec-
teurs est

N =2V — X — (Y - g X) =1

ST Y =0, cd N A e systéme ost équivalend 4 un couple daxe
el i Nienlinsi X =Y =N - e systeme est nul.

Ae Bystéme de vectaurs paralldles. - - En prenant Naxe Oz paralléle aux
vecteurs, tes quanlites X, Y. N sonl nulles pour chasque vecteur o pour le sys-
Tee ) T somme LY -+ MY - - XF est encore nulie,

8i 4 =N/ =2 0, e sysléme est équivalent i un veetenr unigque gu'on
appelle sa résultanle ; ce vecleur est agal 4 £ et & pour sapport Faxe central
Au sasbeme, dont les cqualions sont

V=g —td =0, M. —Er7 4-agf =0;
clles donnent

o Suly o= ZYul
(B) o= ¥, ' o= Xz, )
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Theoreme. — Le moment resultant par rapport a un point ou par rap-
port a un axe d'un systeme de vecteurs paralleles ayant une resullante est
gal au moment par rapport a cepoint ou par rapport a cet axe de la
resultante du  systeme.

8iZ=%¥4,=0, et L*4 M* %, lo systeme est dquivalent 4 un couple
dont I'axe (L, M, ) est perpendiculaire 2 0z ; si enlin on 8 L=l =M=1{,
le systeme est équivalent a zéro,

12. Moment par rapport a un plan. Centre de vecteurs paralleles. —
Dans les formules (8) entrent les sommes dont chaque terme est
le produit de la valeur relative d'un vecteur par celle de sa distance a un plan
de coordonnees qui lui est parallele; un tel produit s'appelle moment du vec-
teur par rapport au plan ; un moment de cette espece a une justification sca-
laire et n'est represents par aucun vecteur.

Les formules (8)eerites sous la forme

Xr .= ,X7.. L‘y;.h = yu}.'.x,,

sont la traduction du theoreme suivant :

La somme des moments par rapport a un plan de vecteurs paralleles a
ce plan et ayant une resultante est egale au moment par rapport a ce plan
de la resultante de ces vecteurs.

Les considerations pr6cedentes, qui s'appliquent a des vecteurs glissants,
s'etendent a un systeme de vecteurs paralleles lies chacun a son point d'appli-
cation. Soient a, B, les cosinus direcleurs d'unedroite dirigee a laquelle sort

paralleles les vecteurs : soient F;, F,, ... les valeurs relatives de ces vecteurs,
(X1, Y1 z1), (X2, i¥2, 2), .. les coordonnees de leurs origines: leur resul-
tante generate a pour valeur F = ; nous nous placcrons d'abord dans le

cas ou elle n'est pas nulle.

Lorsque les vecteurs sont paralleles a un axe de coordonn6es, ils sont
equivalents a un vecteur unique egal a F et passant par un point fourni par
des formules analogues a (8) ; on est aiusi amene-a dire dans le cas general que
les vecteurs donnes ont une resultante qui leur est parallele, dont la valeur est
egale a F, et dont le point duplication a pour coordonnees

® e

nous allons verifier que ce point, qu'on appelle centre des vecteurs parallele.’-,

appartient al'axe central du systeme donne. Pour un point de cet axe, comme

onalLX+ MY +NZ=0,lesvaleursde L', M', N' sont nulles, de sorte que
YOGT @ MENTRE. — Meca. 2
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jes équations de l'axe sont dens des trois équations

y?.' —_ Y = E@;,Z* —_ :hvk)|
X — ad = Bz, X — )
£ — gk = Z(m¥ e — ya Xo).

ou, en remplucant Ny, Voo Ly par Fua, 108, For,

gl — Bl = ¥4 — BEF45,,
xzF — ‘J‘IF = uﬂ]‘}:k — ‘_;EF}ZM
Bzl — ayF = puF o, — alFuy.

on constate bien qu'elles sont verifiees par x;, n, x et cela quels que soient

a. B9

Le centre des vecteurs paralleles jouit des proprietes suivantes : 1° il reste
invariable lorsqu'on fait varier a, 3, g', par suite si I'on fait tourner les vec-
teurs composants autour de leurs points d'application tout en les laissant
paralleles, lour resultaule tourne autour du centre de la meme maniere ; 2° il
reste invariable quand on augmente ou qu'on diminue tous les vecteurs dans
le meme rapport, car le numerateur et le dcmorninaleur des seconds membres
des formules (9) sont multiplies par le meme facteur.

Si l'on appelle d'une maniere generale moment par rapport a un plan
d'un vecteur parallele a une droite et lie a son point d'application leproduit de
sa valeur relative par celle de la distance de son origine au plan, les formules
(()) expriment que la somme des moments de vecteurs paralleles par rapport a
un plan de coordonnees est egale au moment de leur resullante, et cette pro-
priete supplique a un plan quelconque comme le montrerait un calcul
immediat.

Pour construire

e centre de deux vecteurs paralleles appliques en des

points A; et A, (fig. 10), on remarque, d'apres les

v formules (9), que ce centre est situ6é sur la droite

AiA; et la partage en segments inversement pro-

v, poitionnels aux vecteurs, ce qui s'exprime par les
Vi egalites

MA_ AN A,

;‘! - Fl - Fl "" Fl\’

A A Az cette remarque permet inversement de decomposer

Fig. 10, un vecteur en deux autres qui lui sont paralleles.
On passe de la a trois vecteurs en composant la
resultante des deux premiers avec le troisieme, et ainsi de suite.
Placons-nous maintcnant dans le cas ou la resultante generale est nulle,
le systeme est equivalent aun couple ou a zero ; l'axe du couple a pour
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projections
L == By — 2Ys) = vEF e — 8EF, 55,
M = Xz Xy - md ) = al ¥z, — Xl e,
N o= Bz — X)) =PEF, — aiFuy,.
Si EFixp, XFare, TFizy 0 sont pas tons nuls, L, M, N ne sent pas nuls
il dans Je cas o0 L'on &

wte Py EVim
) ) b !
le systeme est done equivalent a un couple, sauf pour une orientation parti-
culiere des vecteurs, pour laquelle le systeme est equivalent a zero.
Enfinsi BFt, SFeys, EFiz sont tous nuls, le systeme est. toujours nul,
quelle que soil I'orientation des vecteurs.

13. Produit scalaire et produil vceloiiel de deux vecteurs. — Etant don-
nes deux vecteurs ¥, ¥ d'especes (|\]clconqucs, libres, glissants ou lies chacun
a un point, on envisage deux produits difierents de ces vecteurs :

1° le produit scalaire, que Yon represente ordinairement par V.V ; il est
egal au produit des valeurs de ces vccleurs et du cosinus de I'angle de leurs
directions, ou, ce qui revient au meme, au produit de la valeur de I'un
de ces vecteurs par la projection de (‘autre sur sa direction, e'est-a-dire a
.[VV cos(V, V')]. Sil'on donne les projections X, y, Z, X* Y', Z' de ces vec-
teurs et les cosinus des angles de leurs directions avec
les axes, le produit a pour valeur

Va5 4y = XN YV 4L 2

Il est mil si I'un des vecteurs esl nul ou si les deux vec-
teurs sont reetangulaires ;
2° le produit vectoriel, que I'on represente ordinai-
Fig, 1. re.merit par Voo Vou ¥ N V7. si lon forme un contour
OAB (fig. 11) dont les composantes sout egales et paral-
lel s aux vecteurs donnes, ce produit est par definition egal au moment de AB
par rapport a 0, c'est-a-dire au produit de AB par le bras de levier OH, ou
a l'airc du parallelogranuoe construit sur les deux vecteurs, c'est-a-dire a
VVsin(V,V),etil est represente, comme |le moment vectoriel, par un vecteur
OP perpendiculaire au plan OAB, dans le sens indiqud au n° 2. Si le point 0
est I'origine, les coordonnees de A sont egales a X, Y, Z, et les projection?
sur les axes du vecteur produit sont

YZ — 7Y, AN —=X¥, XY 1Y,
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Il est mil si lun des vecteurs est nul ou si les deux vecteurs sont paralleles.
Le produit scalaire est independent de I'ordre des deux facteurs, mais il
n'‘en est pas de meme du produit vectoriel; celui-ci change de sens et ses pro-
jections changent de signe quand on inlervertit |'ordre des facteurs.
Lu proprietedistributive dela multiplication, exprime'e par I'egalite

(@a+ b)@+-b)=aa + ba + ab' + bb',

est possedee par le produit scalaire et par le produit vectoriel, a la condition
de eonsiderer les sommes comme geometriques dans les operations sur les vec-
teurs ; la demonstration par le calcul est immediate en introduisant les pro-
jections des vecteurs et de leurs sommes sur les axes de coordonnees.



CHAPITRE I

CINEMATIQUE DU POINT. VITESSE

14. llelalivile du mouvement. — On ne peut etudier le mouvement ou le
repos d'un point ou d'un sydeme de points qu'en adoptant un repere de
comparaison, par exemple un corps solide ou un triedre de coordonnees atta-
che a ce corps. Un point est dit en repos ou en mouvement relativement a ce
repere S s distances a Irois points du repere non en ligne droite, ou sstrois
coordonnees, restent eonstantes ou varient avec le temps. Par exemple un
corps pose sur Je pont d'un bateau en marche et en repos par rapport a ce
bateau et en mouvement par rapport au rivage ; un corps pose sur le sol est
en repos par rapport a la Terre ou a des aes de coordonnees lies a elle, mais
est en mouvement par rapport au Soleil ou a un tried re lie au systeme solaire
et dirige vers des (Hoiles fixes. On ne peut done etudier que le repos ou le
mouvement relatif's ; on ne peut pas aftirmer qu'il existe de repos ou de mou-
vement absolus.

La mesure du temps se fait au moyen d'appareils tels que des horloges qui
permcttent d'evaluer le nombre de secondes comprises entre deux instants.
D'une maniere analogue a ce que I'on fait en geometrie analytique lorsqu'on
veut fixer la position d'un point sur une droite dirigee, on considers un ins-
tant particulier pass™ou futur, par exemple minuit dune date determinee, et
on I'appelle instant initial ou origine des temps ; tout autre instant est carac-
teris6 par la mesure de l'intervalle de temps qui Secoule entre lorigine et lui,
aft'ectee du signe-+-et du signe — suivant qu'il est posterieur ou anterieur a
I'origine. Le nombre positif ou negatifainsi obtenu est "abscisse de I'instant
considere; lorsque celui-ci est remplace par d'autres, 1labstisse devient une
variable que I'on reprdsente par t. La duree d'un phenomene qui seftectue
entre les instants dabscisses t et t' est egale a la difference t' — 1.

15. Trajectoire. Loi du mouvement. — Le lieu des positions successves
d'un point en mouvement est une ligne continue que Ton appelle sa trajec-
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toire; lorsqu'elle est une droite, le mouvement est rectiligne. La loi qui per-
met de fixer a chaque instant la position du mobile sur sa trajectoire s'appelle
loi du mouvement; on peut I'envisager de plusieurs manieres.

La premiere, que I'on peut qualifier d'intrinseque, suppose que |'on sache
evaluer les longueurs sur la trajectoire comme sur une droite ou un cercle;
on donne alors le sens du mouvement et les chemins parcourus en function'
du temps employe a les decrire, ou bien, ce qui est preferable et ce que nous
supposerons, on prend sur la trajectoire une origine, un sens positil' des
segments ou des arcs, et I'on fixe chaque point de la ligne par son abscisse
rectiligne ou curviligne s. La loi du momement est une relation de la forme

(i) s=f(1)
entre I'abscisse s du mobile ,a chaque instant et I'abscisse t de cet instant.

On appelle diagramme la representation graphique de la relation prece-
dentedansun systemed'axesde coordonnees ou t est I'abscisse et s |'ordonnee ;
les echelles adoptees peuvent etre quelconques.

La deuxieme maniere consisle a donner les expressions en fonction du

temps des coordonnees du mobile ; dans le cas des coordonnees rectilignes,
elles sont de la forme

{2} ro= {(() y o= ?['-‘_‘,1. HEC '{a(l) :
ces equations determinent a la fois la trajectoire et la loi du mouvement. On

peut envisager d'autres coordonnees : polaires, cylindriqucs, etc., (mictionsdu
temps.

16.. Vitesse. Sa representation par im vecleur. — Placons-nous d'abord
dans le cas ou le mouvement est defini d'une maniere intrinseque par |'equa-
tion (1) ; on dit que le mouvement est uniforme si le deplacement a toujours
lieu dans le meme sens, et si les longueurs parcourues dans des temps 6gaux
sont egales quels que soicnt ces temps : pour cela, il faut et il suffit que s soit
une fonction lineaire de /, de la forme s= a + bt..

On appelle valeur absolue de la vilesse de ce mouvement la longueur de
la portion de trajectoire parcourue pendant |"unite" de temps, et vilesse la
valeur relative de cette portion; on la reprcsente par v; elle est egale au
coefficient b. On peut la caleuler en general en evaluant les abscisses s et s' du
mobile a deux instants (et t'; on a alors

. 3
S0 Y=Ly

Inversement, lu loi d'un mouvement uniforme dont on donne la Vitesse v

et i'abscisse initiate sp du mobile est s=g5 + W.
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Au peint de vue des équations de dimensions, une vitesse esl |e quotient

d'une longueur par un temips el o pour équation | V] == [%] : avee sa valenr

numériyue, il faut indiquer les unités de longueur et de lemps. Si un train
parcourt d'un monvement uniforme 72 kilométres en 2 henres, sa vitesse est Jo
k1 LFm ou de fi?lhjﬂgf) =1 l:-

Lorsqu'nn mouvement n'est pas uniforme, il est dit varie; on appelle
vitesse moyenne du mobile entre les positions A et A', correspondant aux ins-
tants | et t", la vitesse d'un mobile auxiliaire qui parcourrnit d'un mouvement
uniforme la meme portion AA' entre les instants / et t'; si s— f(t) et.s — f(t)
sont les abscisses du mobile aux instants / et /!, la vilesse moyeune estdonnec
par la formule (3).

On appelle vilesse du mobile a- rinstant | la limite de la vitesse moyenne
de ce mobile entre les instants f. et t' lorsque I'intervalle de temps I' — t tend
vers zero ; cette vitesse est egale a la derives de la fonction s = f(t) pour la
valeur t de la variable, el I'ona

® v= =1

On peut la determiner graphiquement en utilisant le diagramme de laloi
du mouvement (fig. 12). Tont mouvement uniforme est represente par une
droite; la pente de cette
1 droite, ealeulee en tenant
-I\j“ compte des eehelles, est

" egale a la vitesse, et en par-
‘ ticulicr un repos est repre-
sente par une parallele a
|'axe des t. Pour un mouve-
ment non uniforme, la vi-
tesse a un instant t est egale
a la pente de la tangente a
L lacourbc au point M relatif

Fig. 12. a cet instant; on la deter-

mine par exemple en tracant

les ordonnees des points m et m; correspondant aux instants t et | + 1, et

mesurant la differenceM;M'; des ordonnees de la tangente relatives a ces deux
points.

Nous avons trace en pointille sur lafigure 12 le diagramme des vitesses;
dans les mouvements naturels, la vitesse ne peut changer brusquement de
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valeur, et le diagramme de l'espace ne presente pas de point anguleux.

On represente la vitesse par un vecteur lie a la position du mobile; dans
le cas d'un mouvement rectiligne. ce vecteur est porte par latrajectoire; dans
le cas d'un mouvement curviligne, par la tangente a la trajectoire au point
considered Sur la demi-tangente dans le sens du mouvement on porte un seg.
ment egal a la valeur ahsolue de la viiesse ; ou bien encore on orend sur la
tangente un sens positil ayant la direction des arcs s croissants, et sur ce sup-
port on porte un segment ayant meme valeur relative que la vitesse. En exa-
minant le cas ou la vitesse r est positive et le cas ou elle est negative, on
verifie que ces deux manieres eonduisent au meme resultat.

Plaeons-nous maintenant dans le cas ou la trajectoire et la loi du mouve-
ment sont donnees sous la forme (2); si aux instants t et t' le mobile occupe
les positions A et A’ (fig. 13), on appelle vitesse
moyenne a I'mstant t la vitesse qu'aurait un
mobile auxiliaire se deplaeant d'un mouvement
uniforme sur la corde AA’', de facon a etre en
A et A" aux instants / et t' ; cette vitesse, egale

AAS et
=" » est representee par un vecteur ¥a

la limite de ce vecteur lorsque l'intervalle t'— |
tend vers zero est un vecteur V qu'on appelle vitesse a I'instant t.

Ce vecteur est identique a celui que nous avons introduit dans le cas pre-
cedent ; en etlet, il a pour support la limite de la corde, e'est-a-dire la tan-
eerile en A il est divige dans le sens do monvemwent ; enlin i esl égal 2 g{,
ear ml sk que ta limile du rapporl de le corde AA" & Yare esl fzale a Lunité,
of par suite

corde AN . arc AN ds
b L e i =

Liw = =
’—t i di

Si dx, Ay, 4z sont les aceroissemenls des evardonndes du'qipﬁbi]e en pas-
sund e A a A', et Al l'aceroissement {f - £ du lemnps. les projections du vee-

feur \':. sonl %\! :;"‘, i:. el celles dn vecleur {", qu_‘i' &n esd Qn Timile, sent
epales a
. dx . " d : . dz
) Vol =55 \-,:y;—_—d{, ._v--v,azlz;ﬁ;

on vérifie bien que la grandeur de fa vitesse, égale a Vit 4 yi2 + =12, o ponr
os . c .
valeur o Un pewl remarguer augsi que I projeetion do veclour vitesse sur im

plan au snur un axe est dgale au vecteur vitesse du mouvement projeté sur ce
plan vu sur eet axe.
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17. Cas d'un mouvement circolaire. Vitesse anguiaire. — 5i un point A
se déplace sur un cercle de rayen r, sa position est
déterminée par langle 8 = 4,04 que fertne son rayon
veeteur OA avee un rayon 04, pris pour origine ct
porté par I'axe Oz,

L'angle 9 esi une fonetion f{¢) du temps. L'are
AgA = & cst donné par 5 = ré, Lu lui du mouvement
est done 5 = rf{1), La vitesse est égale a

Fig. {4
dr__db
di— " dt
La quantité%%s'appclle vitesse angulaire ef se désizne par w, Un a done
ia formule

= wr,

It est évident que In vitesse angulaire est la méme pour tout autre point
B porté par le rayon OA, corona ft = m

Dans le cas dun mouvement uniforme, on 4 & = of & al'origine du temps
le mohile est en A,.

Examinons d'une maniére plus générale le cas o le point mobile reste
unie distance conslante r d'nn poind O ; sa trajectoire st la section de In spbére
de centre ) el de rayon r par le cine de sommet
O engendré par OA. Considérons a seelion de ce
cone par la sphire de rayon un concenlrique A
da premicre (fig. 15). Lorsque le peinl A déerit
nnare Agh=# de sa trajecloire, le poink cor-
respondant g, intersection de UA avee la deuxieme
sphivee, déerit un are homolhétigue a.o que nous
désignerons par 4, et I'on a 5 = ra. La vitesse de
Fig. 1. A cst dgale A :—Ea::: rj: ; elle est représentée par
an vectenr ¥ perpendiculaire & QA, dans le plan

Vv

fangeni au cdne engendré par OA.
Dans le cas ol Ja trajecloire est plane, ¢ est égral 4 Vangle § envisage dans
le mouvement eireulaire,

18. Changement de sysleme de comparaison. Composition des vitesses.
— Apres avoir 6tudie le mouvement d'un point A par rapport a un systcme S,
et determine sa vitesse, on peut se proposer d'etudier son mouvement pa-
rapport a un autre systeme S; en utilisant le mouvement de A par rapport a S
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et celui de S par rapport a S;; on dit aors que le premier est le mouvement
relatif, le deuvieme le mouvement d'eniratnemenl, et on a I'habitude de dire
que le mouvement de A par rapport a S; est le mouvement absolu ; il et dit
auss resultant des deux premiers, qui sont les mouvements composants.
Pour determiner la trajectoire et laloi du mouvement absolu, on peut
operer de la maniere suivante : Soit (fig. 16), a un certain instant /, A la
position du mobile dans S; le point invariablement lie a S ou sc trouve A a
cet instant Sappelle point coincident, nous le designerons par A,. Pour
I'observateur lie' a S et paced en A,, le mouvement de A se fait suivant une

Fig. 16, Fie. 16 .

trajectoire refative T, e, dans un infervalle de temps de £ ¥, A déerit dans
le mouvement relatif wn cerlain are AAL de cetle rajeetoive, Mais pour 'oliser-
vitbear Bie i 5 Le systéme 3 se déplace dans le méme intervalle do temps de
S8 B0 A, aléerit dans le motuvement dendsaimement un are AAL L trajee-
toire refative 1. e trovve trausporlée on T7 et la position finale de A est un
point A tel que Pare A0 soil égal i AAL On poal de celle facon construire
dans le sysleme % les posilions srecessives A" du point A, ot en déduire la
trajectoire o1 le monvement absolus,

La vilesse e X dans ¢& mwuyemenl absoln est en grandeur et en position
u-":‘,’-‘f_—_‘i‘\—{; lovaique #—-1 tendl vers xéro. Mais

I curde AA" esl la sounmie geamétrigne des cordes A AL et ALY parsuile le

In imite du vecteur Vo, faral @

veclenr Vo, appliqud en & esl Ta somune géométrique du veeteur Voo dal A
vorde AL

F—
corde A

J.
iy

s appligue enn A, et Wy vecteur Voo fignipollent i i’,..‘..- tgal A

A U Py .
= Lorsipue £ = £ tewil vers séro, Vo, a ponr limite le veoteur vitesse
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V. dn point coincident A, dans le mouvement d'entratnement ; eormme la corde
A{A’ est &pale & la corde AA! et que la limite de Ja direction de la premiére est
la mdme que eelle de In secoude quand TE se eapproche de T, on en conclut
gue le veeteur ‘\T,: a pouc limite le veeteur vilesse V, de A duns le monvement
relatit. Dag lors V., qui est tonjours a somme géométrique de Vet Vo a
une limite ¥, égale a la somme ghométrique ¥, ot V. (fiy. 164).

En désignant, pour abréger, par trajectoire et vilesse d'enlrainrement la
trajectoize et ia vilesse du point coineident dans le mouvemenl d'entraine-
ment, ok peut énoneer le théoreme suivant :

La vitesse absolue d'an mebile & un irstant est la zomme giomdirigue
de la wilesse d'entrainement ef de b vitvsse relative de ce mohile # cer
instand.

19. Exemples. — L'exemple le plus simple est celui ou les mouvemenls
relatif et d'entrainement sont reetilignes el uniformes; le mobile se deplace
sur une droitc S dun mouvement uni-
forme pendant que cette droite se deplaee
parallelement a elle-meme, un de ses
points ayant un mouvement rectiligne

€. unil' % ¥ et ¥ sont les vitesses
de ees mouYemenis (fig. 17), la vitesse
A, mouvement absolu est a eliague

instant la somme geometrique de \': et
Ve; le mouvement resultant est aussi rectiligne et unil'orme.

Un autre exemple est eelui du mouvement lielicoidal; le mouvement rela-
tif de A alieu sur une droite S restant perpendieulaire a un plan P pendant
que le point ou elle rencontre ee plan est anime
dun mouvement d'entrainement eireulaire dans
ce plan (fig. 18); on suppose de plus que le de-
placement relatif s est constarnnient proportion-
nel au deplaeement angulairc 0 d'entrainement,
ou que s — k0.

Si r est le rayon du eylindre engendre par
la droite S, la vitesse d'entrainement est egale a

- 7 1 .
Fig. 1R, r j—; cl esl porlée pac la tangente au cercle déeril
pur le paint eoincident A., la vilesse relative V., égale & -3‘1: =k ::I:, sl pro-

portionnelle & la premiere ; on en conclut que Ja vitesse absolue, yqui est la
sommn géométrique des denx premivres et qui est tangente & hélice décrite
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par le mobile dans le mouvement absolu, fait un angle constant avec la gene-
ratrice du cylindre sur lequel est tracee cette he'lice ; on retrouvc ainsi la
propriete de la tangente a I'helice.

Remarquons que |on peut, dans cet exemple, intervertir le role du mou-
vement relatif et du mouvement d'entrainement, et envisager le mouvement
helieoidal comme resultant d'un mouvement relatif circulaire sur un cercle C
pendant que, dans Je mouvement d'entrainement, ce eercle se deplace en res-
tant parallclc alui-meme, son centre decrivantune droite perpendiculaire a son
plan. On peut meme faire abstraction du systeme entraine et dire simplement
que le mobile est anirne par rapport a S; de deux mouvements simultanes ; sa
vitesse et toujours la soinme geometrique des vitesses des mouvements
composants.

On generalise cette remarque au cas d'un nombre quelconque de mouve-
ments simultanes composants ; c'est ainsi que I'on peut considered le mouve-
ment d'un mobile comme resultant des mouvements rectilignes de ses projec-
tions sur les trois axes de coordonnees ; savitesse est la somme geometrique
des vitesses de ces projections.

20. Mouvement en coordonnees polaires dans le plan et dans I'espace.
— On peut etudier le mouvement d'un point mobile dans un plan en dormant
les expressions en fonction du temps des coordonnees polaires r et O de ce
point. On se propose aors de determiner les projections de la vitesse V du
mobile sur la direction du rayon vec-
teur et sur la perpendiculaire a cette
direction, €est-a-dire les projections v,
et v, de la vitesse sur les axes que nous
designons par Or et Op (fig. 10), fai-
sant respectivement avec Ox les angles

. et o
0 T t3

Fig, 19, 11 suflit pour celade considerer le

mouvement comme resultant de deux

autres, 1'un relalif sur Taxe Or et |'autre dentrainement de cet axe autour du
point O ; le premier est un mouvement rectiligne defini par la variation der,
|'autre un mouvement de rotation defini par la variation de ; les vitesses

relative et d'entrainement de A sont I'une egae a g portee par l'axe Or,

Tautre egdea r f—tf portee par une perpendiculaire a et axe dansle sens posi-

tif, c'est-a-dire par une parallele a I'axe Op. On voit done que les projections
de ¥ sur ces deux axes sont prdcisement ces deux vitesses, e ont pour
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valeurs
' dr da
o= — Tp=T o~
© de’ T e
On serait arrive” a la meme conclusion en utilisant les valeurs des projec-
tions de Ia vitesse sur les axes Ox, Oy et ecrivant que la projection du vec-
teur vitesse sur un axe est egale a la somme des projections sur cet axe des
deux composantes de ce vecteur ; on a done
dr dy
cos B 4 —
di e
En remplacant x et y par r cos 0 et r sin 0, on retrouve les formules (6).
Si I'on utilise dans I'espace les coordonnees cylindriques r, 6, z, on peut
considerer le mouvement comme resultant d'un mouvement en coordonnees
polaires dans un plan parallele au plan xoy et d'un mouvement parallele a Oz ;
les projections de Ia vitesse sur les axes Or, Op et Oz sont

v—‘ir v --r'-ﬂ'-‘ ’ r:—d:
T LET T

sin 9; = —j—f sin 0 4+ :—?{ cosd.

¥y ==

Enfin on pent imaginer que la position dun point A dans l'espace est defi-
nie par la valeur relative r du rayon vecteur OA portc par une droile dirigee
OD, et par les parametres de deplacement de OD, parexempleles eoordonnees
polaires 6 et -@. Nous considererons encore le mouvcment de A comme resul-
tant de deux autres, un mouvcment relatif sur OD, defini par la variation de r,
et un mouvement dentrainement de OD, defini par le emplacement de cette
droite sur le cone qu'elle entendre ; les vitesses relative etd'entrainementsont

. . dr ol
respectivement la premiere egale a e portée par LD, la seeonde éeale a r ln':

(n° 17), portee par la perpendiculaire a OD dans le plan tangent au cone. Si
nous dCsignons par Or et Og les axes confondus avec OD et avee la perpendi-
culaire a cette droite dans le plan tangent, suivant la direction des arcs 0
croissants, nous voyons que les projections de la vitesse de A sur ces axes
sont

ff!‘ ljﬁ'
1) ¥ == v=ron
24, Vitesse consldérée comme dorivée géométrique., — Considérons le

veeteur OA joignant un point fixe 0 aux positions successives d'mn point

mebils en mouvement ; soient OA et UA' les Vect_e-lirs cn_rrcspondant aux instants

tet ¢ {fig. 20); leur dilfécence géoniéi;ﬁquei,’ﬂﬁ’ — OR, est equipollente i I

DA — DA
r

7 lorsque ¢ — ¢ tend vers zérn

corde AA': la limite du rapport
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s'appelle la derivee geomeirique du vecteur 63 ; elle est un vecteur WEqui»
pollent au vecteur vitesse ¥ du point A.

Les considerations dOeloppees precedemment
montrent que la derived geomelrique d'un vecteur
est parallele a la tangente a la trajectoire du point A ;

ses projections sur les axes Or, Op diriges suivant

r-_\ OA et suivant la perpendiculaire a OA dans le plan
L tangent au cone engendre nar ce vecteur sont res-
r l
ectivement egales & ; el r 7.
P & de " de
.:-'
Fig 20, 22, Moweat de la vitesge DAF rapport 4 un

axe. Viterse aréolalre. — Le moment par rapport &
Porigine de In vitesse ¥ d'un maobile est un vecteur ayant ponr projections sur
Tes ares
dr dy dr ds . dy dr
L=y~ —z M=z —a N & —y =
YT T de ™ Var’
ces projections etant les moments de v par rapport aux axes : on peut leur
dormer une signification geometrique.

Considerons le moment par rapport a Oz ; en introduisant les coordonnees

polaires r. 6 de la projection du mobile surle plan Oxy, on a

N Ay g
i " d

nous trouvons ainsi le double de la derivce de l'aire A du secteur engendre par
le rayon vectcur r, derivce que l'on appelle vitesse areolaire ei que 1'on designe
A
ot

Le moment par rapport a un axe de la vitesse dun mobile est egal au

par . on peut done enoneer ce fheoreme :

double de la vitesse ardolaire de la projection de ce mobile sur un plan per-
pendiculaire a  ['axe.
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ACCELERATION

23. Acceleration. Hodographe. — IMaeons-nous d'abord dans Ic eas
dan mouvemcnt rectiligne et prcnons la trajectoire comme axe Ox; a ctiaquc
de

instant, la vitesse du mobile e, e*ale a —+ Si I'on envisage la loi du mouve-

di
ment, le mouvemcnt le plus simple apres le mouvemcnt unilbrme est celui
dont la vitesse varie do quantites cgales dans des temps egaux ; la quantite
dont elle varie dans lunile do temps sappelle acceleration et le mouvement
est dit uniformement varie.

Le mouvement d'equation x==a + bt + ct® est unitbrmement varie, car
la vitesse v = b+ 2et varie de quantites egales dans des temps egaux, en
particulier de 2c pendant l'unite de temps ; imersement, un mouvement rec-
tiligne unitbrmement varie dont on donne (‘acceleration y est tel que sa vitesse
o8t v =1y-+yl, vy Hant la vitesse nitiale, ob que la loi du mouvement est
N =a:.,+uot+1:$, g Hant Pabscisse mitiale.

Si un mouvement reetiligne nest pas unitbrmement varie, on appelle
acceleration moyenne entre les instants t et t' celle dun mobile auxiliaire
anime d'un mouvement unitbrmement varie et possedant los memes vitesses

et V' que le mobile doune aux instantst et t' ; eette acceleration moyenne

L . . . -
est (gaied 5!__—-—:' On appelie accélération & I'imstant  la litside de Tacedle-

ration moyenne quand l'intervalic # — £ tend vers zéro ; clle vsh égale A la
2 | ;
dlrivée %'—: de la vilesse, et par snile i la dérivée seeonde }: de aleisse ; on
la représente ordinairement par .
hxemple : pour un mouvement vibratoire simple represents par
X — acostot, on a
dz

b= e i SN Wi -—di-——am%oswr——m‘-‘.r
ST o aemmeh Y=g =
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L'acetlécation a pour dimension [%] génésslement elle est évafuée en

metre ou en centimetre par seconde earree. Le diagramme de |'acceleration
se deduit de celui de la vitesse comme celui-ci se deduit du diagramme de la
loi du mouvement.

On represente |'acceleration par un vecteur lie au mobile, porte par la
droite qui est sa trajectoire et ayant y pour valeur relative.

Lorsque le mouvement n'est pas rectiligne, les considerations precedentes
ne suffisent plus; on definit alors I'acceleration comme un vecteur de la facon

suivante : soient aux instants t et t'

AV et A"V les vecteurs représentatifs

de La vilesse, tangenls a la trajectoire

(Fg. 213 ; on construit le vecteur issn

v Vi de A eti;ia_l i ]elE ditfférenee géomd-
trique A’V — AV. Le quotient de

crtie différence par & — ¢ est un vee-

teur Al fu'on appeile acedlération

4} moyenne, el ta limile X de ce vee-
Fix. 91, teur quand ¢ — ¢ tend vers zéro 8'a)-

pelle vecteur aceélération & l'instant

t et on le represente encore par 7. Dans le cas d'un mouvement rectiligne. la
valeur relative de ce vecteur et bien egade a la derivee seconde de I'abscisse.

La determination de I'acceleration dans le cas general resulte de la consi-
deration de I'hodographe. On appelle ainsi le lieu de I'extremite d'un vecteur
OVi issu d'un point fixe 0, par exemple de I'origine, est equipollent au vecteur
vitesse AV. Lu différence géomeélrigne entre A'Y' el AY est équipallenie a la
dilférence gzéométrique entre les vecteurs iﬁ_\i ot CIE'; corveapondants 1 Foecs-
lération moyenue Al est équipoliente a Ul:':.%}‘, et 'ncedlération AJ ost
équipoilente a ta Jérivée weomélrigue du secloor av..

On voit que I'acceleration se deduit de I'hodograpbe comme la vitesse se
deduit de la trajectoire; on determine le vecteur vitesse du point qui decrit
I'hodograpbe, et on mene par le point A un vecteur equipollent a cette vitesse.
On deduit de la les projections sur les axes du vecteur ou AJ; comme les
covrdonndes de V, sont x, = E:E, Yy = 9'3)" 5= Eu les projections du vecteur

. de di dt
aceélération sont

@ da, _ d'e L dy,  d'y L __dz, _diz

=W T det =T dre’ L 7E

On peut remarquer d'apres cela que la projection du vecteur acceleration sur
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un plan ou sur un axe est identique au vecteur acceleration de Ia projection
du mouvement du mobile sur ce plan ou sur cet axe.

24. Gomposan tea tangentl elle et nor mule de 1'acceleration. — Le vecteur
acc6lération AJ n'est pas porte en general par Ia tangente a la trajectoire ; il
est dans le plan limite du plan AW" passant par la tangente AV et paral-
lel a Ia tangente voisine A'V; ce plan limite n'est autre que le plan oscula-
teur a la trajectoire; de plus, par construction, le vecteur acceleration est situe
par rapport a la tangente AV du meme cote que le centre de courbure, c'est-
a-dire dans la concavite de la courbe.

La determination intrinseuue de l'acceleration consiste dans Ia recherche
de ses projections sur la tangente a la trajectoire dans le sens des arcs
croissants, et sur la normale principale vers le centre de courbure ; on les
obtient en remarquant qu'elles.sont equipollentes aux projections sur les axes
que nous avons appelcs 01, 01) (n° 20) de Ia vitesse du point Vi de I'hodo-

" A/ ! - ds ds
graphe. Nous avons vu que ces dernitres sont égales & a et i g
ict r est égal & la vitesse v, par suite Ja projeclion v de Paccélaration sue la
tangente est égale i dv ol A & de plos e rapport dz est égal 4 la courhure
" dt dit’ oy

dr la trajecloire, ou & :, en ilésignant par 5 le rayon de courbure de cette

eourhe ; la projection ¢, de Faceéldealion sar la nermale principale est égale i
udﬂ ou i uq-qu?:vg"‘?=“g- Enfin si {'on ajoute gue Lt projeetion de
de’ di de T ds T, J ! prafection
racceleration sur la binormale est nulle, on peut dire que les projections du

vecteur acceleration sur la tangente, la normale principale et la binormale
a la trajectoire en A, sont

@ o i—':, =" =

On arrive au meme resultat en utilisantles forniules de Frenct. a, By, ,, y1,
sont les cosinus directeurs de la tangente a la trajectoire a,, 3, v, ceux de Ia
normale principale, les projections de Ia vitesse sur les trois axes sont

dr d
&E =y, 2‘% =,

= Tty

o
di
celles de Uaceeleration sonl les dérivécs de ces gquandités, ¢'esl-i-dire

dw_ do_ de dv | du ds
d — i dt  tdi ds df’
Your ¢l MENTRE. — Mécu, 3
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te, .
ot de méme des nulres ; comme on a d's'l =, on veil que
¢
:
dz de vt

oit; == &lm = !s;)

2. 2
d_xftﬁlg_fﬂ,*ep_,

de
dz_ dv o
dee 'Id! T ¢ '
ces expressions monirent que le veeteur aceslération est la somme geométrigue
dw

de deux sutres, I'un ¢gal a porié par ln droile de direction (=, 8i, v,

" dt
I'antre dgal i li porlé par la droite de direction {«,, fo, +.), ce quil Fallait
démonlrer. ’

Les cas simples que l'on pent envisager sont ceux oil l'acceleration est
purement tangentielle ou purcment normale. Dans le premier cas, on doit
avoir y, =0, d'ou v =+ 0 on bien p *— ; ce dernier cas se presente en parti-
culicr lorsque le point A est un point d'inflexion d'une ligne plane. Pour que
Y, soit mil, c'est-a-dire p infini, en tons les points, il faufc et il sufiit que la
trajectoire soit une droite, comme il est facile de le voir.

. - . dr . on
Dans le deuxisme cas, on doil avoir y, —._-;‘-i=0: In vitesse doit dre
sonstaute ¢l le wouvement Aot élre unilorme.
Gomue nytre exemple, si Fon eonsidére un mwuvement circulaire sur un

wrele de rayon Fo o0 A
?

¥ =l P2 wir
= = F— =z o .
' T ot "=y
25. Acceleration en coordonnces polaires. — Nous supposons qu'un

mouvement plan est, defini par la variation en fonction du temps des coordon-
nees polaires » et 0 ; nous allons determiner les projections de l'acceleration
sur le rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur, que nous avons
introduits au n° 20 sous le nom d'axes Or, Op.

Nous avons a determiner les projections sur ces axes de la vitesse du
point W de I'hodographe (fig. 20); elles sont egales a la somrne des projec-
tions sur ces memes axes des vilesses des projections Il et P de W sur Or
et Op.

Le point It est 'extrémité d'un veeteur ézal & "‘255 perté par Or; les

projeclivns de sa vitesse sur Or et Op (formule G, n 209 sond

dr, _d pdb_dr db
di  di¥ dt T i de
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Le point P est I'extrémité d'un vecteur égal o ry == rg% porté par Op; les

projections de sa vitesse sur Op et Or' faisant avec Op l'angle g— sont

m dr do % I_d_o (ds)

=dirdita dt

Comme Or' est oppose a Or, on voit, en additionnant les projections, que
les composantes de l'acceleration sont
_dr  fday? dr d6 d%
k] — - =3 —
@ = (dl) ddt T ap
On aurait pu aboutir a ce résullat en projetant y, ct y, sur Or et Op, ce
qui donne
2.
1»-—% cos&-i—%}%smﬁ, T,.—-—':;, amﬂ-i-%geosn.
et en remplacant x ct y par rcos O et rsin 0. Il est avantageux de mettre y,
sous une autre forme, que 1'on obtient rapidement en remarquant que

Yy ey d g dy d
e =" (de‘ "d:z) rd:(“m "'ur:)

. dy dr_ di
et comme on a vu {n° 23) que oo =¥y =r! P T

!

résultat qui coineide avec celvi des formules (3).

L'égalite

d' diy _ t,r‘ ( dy —y )

dt’ dt’ dt i dt
et celless quon en deduit par permutation des lettres x, y, z permettent
denoneer le theoreme suivant :

Le moment par rapporl a un point ou a un axe de l'acceleration d'un
point mobile esl egal a la de'riuee par rapporl au temps du moment de sa
vitesse par rapport a ce point ou a cet axe.

26. Applications geometriques. — Celle des relations (2) qui existe
entre y, et le rayon de courbure p de Ia trajectoire d'un point permet inverse-
ment de determiner ce rayon de courbure lorsqu'on connait la vitesse et la
composante normale de l'acceleration de ce point.
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Four dormer un exemple, considérons dans un plan vertical rapporte" a
deux axes Ox horizontal et Oy vertical vers le has, le mouvement defini par
les equations

= 1, y:%g!’,

ou V', est une constante; c'est, dans un cas par-
ticulier, le mouvement d'un point materiel pe-
sant. La trajectoire est une parabole d'equation

o= —q—“ ¥, dontle paramblre est p = —'- (fig. 22).

La vitesse et l'acceleration du pomt sont don-

nees par

Fig. 22.

v, =1, v,=-gt, = 0 1y =g

il en resulte que l'acceleration A.I est constante el parallele a Oy.

Soit AJ, sa coinposante suivant Ia normale AN et soit IT la projection
du mobile A sur I'axe Oy ; Ia sous-normale HN est egale au parametre. Les
triangles semblables donnent

AJ, _AY,__HN c et p
=T - 1 = "=.5
MTAYTAR T g TeT N
3
on désignant AN par N, L'ggraliie o = " nous donne par suite
tn
BN N
Ty opt P

c'est la valour du rayon de courbure en un point d'une parabolc quelcouque en
fonction de Ia normale et du parametre.
Comme autre exemple, considerons un mouvement helicoidal uniforme

defini par les equations
ro-e' §:comi, 2o KB

les coniposantes de la vitesse et de I'aceeleration sur les axes Or, Op du plan
xy et sur l'axe Oz sont

w, =10, v, = Fw, 0, = kw,

r

= —rw?, ta== 0, ye=iL

L'acceleration est done dirigee, suivant la perpendiculaire abaissec du
mobile sur I'axe Oz ; sa projection sur la tangente a Ia courbe est nulle ; il en
resulte que l'acceleration se reduit a sa composante normale et que sa direc-
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tion est confondne avec celle de lanormale principale a la courbe ; celle-ci est
done dirigee suivant la perpendiculaire abaissee du point sur l'axe du
cylindre. La composante y, est en valeur absolue egale a rw? ; en eerivant

. . L R
qu'elle est égale 4 — on trouve
p

2 E L eyt o
Prv_z?;f)_ ¥ b
Ya ru



CHAPITRE IV

CINEMATIQUE DESSOLIDESINVARIABLES

27. Translation. Rotation. — Nous considerons un solide invariable S
(forme par un systeme de points materiels dont les distances mutuelles sont
invariables) et lie a un triedre Oxyz en mouvement par rapport a un solide
invariable Si lie aun triedre O;x1y1Z;, que nous appelons triedre (ixe. Avant
daborder I'etude du mouvement le plus general, nous envisagerons les cas
simples de la translation, de la rotation et du mouvement helicoidal.

1" On dit qu'un solide est anime d'un mouvement de trandation si la
droite qui joint deux points quelconques de ce solide reste constamment
parallele a elle-merne; on demontre en geometric el6émentairc qu'il faut et suffit

que cela ait lieu pour trois points par-

v v ticuliers quelconques non en ligne

droite. Les vitesses et les accelera-

7 x Al —TH tions de deux points quelconques sont

{ ' manitcstcment des vecteurs equipol-

lents : il suffit deslors de connaitre le

0 y mouvement d'un point tel que A

- ) (fig. 23) pour avoir le mouvement

x d'un autre point quelconque tel que B.

0, L7 Si a l'instant initial le triedre

X, mobile Oxyz est pris parallele au

Fig. 24, triedre fixe O;x1y123, il lui reste pa-

rallele dans la suite du temps; si I'on

designe par .ro, Y, , Zo les coordonnees dans le triedre fixe de |'origine 0, coor-

donnees variables avec le temps, et si I'on designe par x, y, z celles invariables
dun point tel que A dans le triedre mobile, les formules de transformation

Xi—X%+X% Y1 =Y+ty zn =+2z2
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permettent d'affirmer que les derivees de tous ordres de x,y,,z, s, sont les
memes que celles de x, y, z, c'est une nouvelle demonstration de Ia pro-
priete, deja enoncee, des vitesses et des accelerations.

2° On dit qu'un solide invariable est anime d'un mouvement de rotation
si les points d'une droite de ce solide restent fixes ; il laut et il suffit que cela
ait lieu pour deux points de cette droite, que 1'on appelle axe de rotation. Tout
autre point du solide decrit un cercle dont le centre est sur l'axe et le plan
perpendiculaire a l'axe. Le mouvement du solide est completement deter-

® mine par le deplaecement angulaire 0 du rayon relatif'

. . . o
a un point quelconque; la vitesse angulaire t# = —

dt
est la meme pour tous lcs points. La vitesse d'un
point A situe a la distance r de l'axe (fig. 24) est
Vv egale a tor et est tangente au cerele decrit par A ; les

. du
, composantes de son acceleration sont » 1t suivant la
L t

B tangente et w’r suivant le rayon dirige de A vers le
Fig, 24. centre C du cercle.

Exemple. — Considerons le mouveinent de rota-
tion diurrie de la Terre autour de sa ligne des poles ; prenons comme repere
fixe un triedre dont l'origine est au centre de la Terre, un axe confondu avec la
ligne des poles et les deux autres diriges vers des etoiles fixes; l'angle 0 varie
de 27 en un jour sideral, qui est plus court que le jour nioyen de 3""55°,91 et
vaut

24x3600 —3x60 — 55,91 =86400 — 235,91 =86114,91 secondes ;
la vitesse angulaire est to = 0,0000729; la vitesse d'un point de l'e(Juateur,

dont fe rayon est AATH253 metres est égale & wr = 465 :‘ 5 Paceclévation de
e point ost dirigée vers le cenire et est &rale & wir=20,031 -n—:-‘
L)

On represente la vitesse angulaire de rotation w par un vecteur glissant R
egal a w, porte par l'axe de rotation dans un sens tel qu'un observateur place
sur ﬁ voie le mouveinent s'cffectuer- dans le sens positif. L'utilite de cette
representation resulte de ce theoreme fondamental :

Le vecteur vitesse dun point A est egal au moment par rapport a ce
point du  vecteur ft represenlatif de la vitesse angulaire to.

fl suffit pour le voir de remarquer que le vecteur vitesse V’l est egal a
(0. AC, est perpendiculaire au plan ACR, et a le sens du moment de K. Ce theo-
reme permet d'evaluer les projections du vecteur vitesse sur les axes fixes ou
sur les axes mobiles ; nous rappelons pour cela les formules du n° 2 donnant
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les projections sur les axes Oxyz du moment par rapport a un point (.Xo,,Yo, Zo)
du vecteur (X, Y, Z) issu du point (X, Y, 2) :
L' ={y — yo)t. — {= — 20)Y,
M'=(z — )X — (& — z)7,
N @ —m)¥ — (g — )X
" Nous supposerons que |'origine 0 du triedre mobile est un point de I'axe
de rotation ; nous designerons par p, g, r les projections du vecteur R sur les
axes Oxyz, par,, pi,01, 1, Ses projections sur les axes fixes 0=x1y1z; par Xo, Yo,
Z, les coordonnees de O par rapport a ces derniers axes; par X, Y, z et Xi,, Y1,
z,,les coordonnees d'un point A dans |' et |'autre systeme. Pour appliquer
les formules preeedentes aux axes mobiles, nous devons remplacer X, Y, Z par
p.q.r, X,y, z= par zero e Xo Yo Zopar .X, ;y, z, ee qui donne les formules
s’ re = (fz— Fif.
M U, =T pr,
{ o == Pl — g

Pour appli(juer les memos formules aux axes fixes, nous devons remplacer
X, Y, Zopar),, G f, X ¥, ZPpar X, Yo 20 X Yo 20, =0 par Xiy12: ;ee qui
donne les formules

12, = g8 — 2o) — A {81 — Yol
@) o nla ) —puleo— ),
ey = P (3 — o) — 12 — o).

Les eas particuliers sont :

a) celui oil les deux triedres ont la meme origine prise sur I'axe ; il suffit
de faire mils .xo, Yo, Zo, de sorte quo les formules (2) prennent le meme aspect
que (1) ;

b) celui ou I'axe de rotation est parallele a Oz ; on a alors p =p; — 0,
o = ffp = U, F = rp = w et les formiles deviennent

[€)] = — oy, v, = W, ¥, =11;

(4 o= —olyy — ) v, =efn—r) v, =0;
c) celui ou les deux axes Os, O;z;, sont confondus suivant |'axe de rota-
tion ; Xo et yo sont alors nuls, et les formules (4) prennent la meme forme que

(3). On peut ajouter dans ce cas que les projections sur les axes fixes de
I'acceleleration du point A sont

f _d.‘, - —mdq' —dey ir,

\*"“ il d;y' d T T T
y o o f_ d'.r. r.l_'m "

"m dt == n L '+"“ d! — W

s, ==



CINEMATIQUE DES SOLIDES INVARIABLES 41

on aurait pu du reste les obtenir en projetant sur les axes Ox;y1z;, les eompo-
de

santes r
di

et — w?r de I’accélération suivant les axes Or, Op.

28. Mouvement lielicoidal. — 3° On dit qu'un solide invariable est anime
d'un mouvement helicoi'dal si une droite du systeme reste toujours confon-
due avec elle-mcme, en glissant sur sa propre direction, et si le deface-
ment angulaire du solide autour de cctle droite est proportionnel au glis-
sement d'un point de cette meme droite, appelee axe de rotation et de glis-
sement.

Les projections sur cet axe des Inouvemenls de tous les points sont iden-
tiques et ont la meme vitesse vy; les projections de ces mouvcments sur un
plan perpendiculaireal’axe s

ont des rotations ayant la meme vitesse angu-
lairew ; les trajectoires des points sont des helices de meme pas tracees sur
des cylindres ayant pour axe I'axe de rotation et glissement.

La vitesse d'un point A, tangente a I'helice qu'il deeril (fig. 25), estla
semma nanmgirinna da eac dayy  composantes, respeetivement egales aux
vitesses vg et wr des projections de son
mouvement sur |'axe et sur un plan per-
LW pendiculaire a l'axe. On represente les
’ vitesses v, et w par des vecteurs G et R
portes par |'axe; la vitesse V de A est
alors la somme geometrique d'un vecteur
I\'gf equipollent a G et d'un autre vecteur
T<g"' egal au moment de R par rapport a
A. Or celle construction est identique a
celle qui donne le moment resultant par rapport a un poinl d'un systeme de
vecteurs dont R est la resullante generale et G le moment resultant par rap-
port a un point de I'axe. On peut done enoneer le theoreme suivant :

Le vecleur vitesse d'un point A dans un mouvement lielicoi'dal est egal
au moment resultant par rapport a ce point A du systeme de vecteurs dont
la resultante generale et le moment resultant sonl egaux aw e vy portes
par l'axe de rotation el glissement. Cet are est I’axe central du systeme de
vecleurs.

Les formules developpees dans le n° precedent donnent les projections sur
les axes de la composante v, ;il suffit de leur ajouter les projections de vg.

29. Mouvement general d'un solide Invariable. — Nous allons montrer
que |'étude de ce mouvement pendant un intervalle de temps infiniment petit
a partir d'un instant quelconque se ramene a I'un des trois cas precedents,
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dont le troisiéme comprend les deux autres comme cas particuliers; la
démonstration peut se faire soit par des raisonnements géométriques sur des
déplacements finis, soit par le calcul ; nous adopterons cette derniére méthode
et nous démontrerons le théoréme suivant :

Les vitesses de tous les points dun solide invariable sont a chaque
instant les mémes que dans un mouvement de trandation, ou un mouvement
de rotation ou un mouvement hélicoldal.

Un premier cas simple est celui ou trois points A, B, C du solide, non
en ligne droite, sont tels que les droites AB, AC restent constamment paral-
lels a elless-memes pendant le mouvement; celui-ci est alors une transla-
tion.

Un deuxiéme cas est celui ou un point O du solide reste fixe; nous allons
montrer que les vitesses des autres points a un instant sont les memes que
dans une rotation autour d’un axe passant par le point fixe. Nous prendrons ce
point comme origine, nous rapporterons le systeme invariable a trois axes
Oxyz qui lui sont lies, et qui sont mobiles dans un systéme fixe rapporté a trois
axes O.x1y1z3; hous désignerons les cosinus directeurs des axes mobiles par
les lettres du tableau

‘.Fl I BT

(y ! £y & T,
t Y| Ba T
EREN Ba i

et sond des tunctions doundes du lemps. Eotre les eosrdonnées .. i, =,
&y 1y S wn point A de sofide existent les relations

ST PN T T & = apry = G - s
Po=Pr Py bhas, g =aE - bl s
T b el 1S, 25zl ~+ Bay b ¥aEa 3

-

les projections de la vilesse du point A sur les axes fixes sont les dérivées de
Y1, X1, Z;, €N remarquant que X, y, z sont des constantes ; elles sont

iy dn | da
\ TR A TR
Yy, _db  dB.

O A L R TR

dsy u"r. n'T, ey

P Ttttk
Nous les exprimerons en fonetion de x;, y1, zz en remplacant dans les
seconds membres Xy, z par leurs valeurs, ce qui donne des expressions de la
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forme
dz,
a? = au&; + dpy + By,
d:!
= dggify = Bxl) + B3y,
5{55 = dy ) - Ay + AT
i Ay ardf L gy

ol les coefficienls uut les valeurs

d dzg o d
ﬂ|;=¢|‘lﬁ;+agdi J-Ga‘;:: ﬁ,d‘-&-ﬁg a!—f—pa """
=g, B dp dfs g db
e R R 5 +p’df+p!ut

nous allons voir yue ces coefficients sutisfont anx conditions
8 ai=\, ay+ay=0 (/=1 23}

il sullit pour eeln d'utiliser les relations telles que
a P =1, abit ot anl,=0

ctd'en prendre la dérivée pour voir que o, =0, @+ @y =0 et deméme des
autres. 8i L'on pose alors

Py = —8n, f1=Ap=—dy. F=057 0y,
on voit que lex projections de la vilesse sont

U, = Ty — Nl Ly, 7= Ty — i,y v, = Pl — Tl

et qu'elles ont précisément laforme (2) caractéristique de la vitesse dansun
mouvement de rotation; le théoréme est ainsi demontré, et le vecteur vitesse
angulaire R est déterminé par cela meme, ses projections sur les axes fixes
étant p;, Qq, r1.

On peut caleuler les projectionsp,q, r de ce meme vecteur sur les axes
mobiles en projetant sur ces axes soit le veeteur (p;, gi, r1) Soit le vecteur
vitesse, d'aprés les formules

U = xy by, -+ ¥y, Tt

un calcul analogue au précédent donnerait pourvy,vy,v, des expressionsde la
forme (1).

Plaeons-nous maintenant dans le cas général; le mouvement du solide est
déterminé dés que I'on donne en fonction du temps les coordonnées Xo, Yo, %)
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de I'origine du triedre Oxyz, et les cosinus direeteurs des aretes de ce triedre,
cosinus que nous désignerons par les monies lettres que dans le cas precé-
dent; les coordonnéés x;,y;,zz d'un point A (x, y, z) sont données par les
formules de transformation

Iy == &y W - el - s,
o=l {8 Pay -z,
= Fp -b- Yk = Tl s,

dont les inverses sonl

= (@ — 2} B o~ Yo+ (Ee— S0
¥ = wn(x — )4 B — o) + w0 — 20
2= — Ey 4 (- 30 b 1a(s o)

Les projections de la vilesse de A sur les axes fixes sunt

doy _deg  da,  da | dx
de Tt Tt et
dyy ey, d%_ df ey
P N e TR TS
dz,_dz, dy  dp o dy
TR P i Tl

z,

en remplacant &, i, = par lears vilears, on les meltia sous La forme

{ 1 fory
r:! = l‘;:; by (e — my b ae(fc )+ alE - T,

les coefficients &; ayant les valeurs données précédemment et satisfaisant aux
memos relations (8). Nous introduirons les nombres p; oir;egaux a as,
a;3 & et nous aurons finalement

d.r 1,

d[;j = {'df—l* g3 — 20) — Pl — Yoh
fy,

‘r;’! = :;.? i - y) '—‘P|(=| — Zgh
dzy _ dz

YRl -+ Py — Yo = T — )

ces formules montrent que le vecteur vitesse V de A (fig. 26) est la résultante
de deux antres. I'un \'yy equipollent a la vitesse Vo de 0, l'autre V, identique,
d'apres les formules (2), a la vitesse de A duns une rotation autour d'un axe
passant par A, le vecteur R representatif de la vitesse angulaire étant porte
par cet axe, sa grandeur w ayant pour projection py, qi, ri. Il serait facile de
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caleuler les projections vy, Vy, V, de la vitesse de A sur les axes mobiles et
de leur donner une forme

1 Yo i 14 v, . ¥ analogue aux precedentes.

\ _r{ - g A . Co que nous avons (lit

- - dans la theorie des vec-

F A Vi teurs nous permet d'enon-

/ cer ces resultats sous la

x forme du theoreme sui-

} |
t_,,,,.__.___. sy, vant :

/ En consideranl la Vi-
. . tesse Vo du point 0 comme
X Fig. .
un  vecteur  moment OG
par rapport a ce point O,
et la vitesse angulaire de rotation issue de O comme un vecteur resultante
generale OR applique en ce point, la vilesse dun point quelconque A est
representee par le vecteur moment par rapport a ce point A du systeme
caracterise  par OR et OG.

On pent ajouter que si | "on rapportait le solide mobile a d'autres axes
passant par un point 0', on obtiendrait les vecteurs O'R', O'G' relatifs a
ce point en appliquant a OR et OG le theoreme du transport; on voit en par-
ticulier que la vitesse angulaire de rotation est en grandeur et en direction
independante des axes lies au solide mobile.

Ce que nous avons dit aux n® 7 et 9 sur la classification des systemes de
veetears sapplique au vas actuel en remplacant X, Y, Z par p,, 4, r et 1,
MY, N |mrv..,='-f;;', L'..,zdj%', n.,.=d;£'; fes fovarianls du systime sant la
longneur de it egnle él'm:{/p",‘-'-l-—_f_ri"-{ r_‘-' et Ta projection de O sur Ot
deeale &

day g{{_o dz,

Plar T8 T

g+

tous les cas possibles rentrent dans les suivants :

1° les six quantites pi, Qi f1 ,VoxVoy, Xoz SONt nulles a un instant; la
vitesse de tout point A est nulle a cet instant;

2° py, Qi r; sont nuls, et vy nel'estpas; lavitesse de tout point A est égale
a Vo; le solide est aminé d'un mouvement de translation al’instant considere;

3 la vitesseﬁ est nulle ou perpendiculaire a iI.J(.}., ce qui est caractérisé
par la condition

PiVox +01 Voy + l1Voz = 0;

le systeme est equivalent a un vecteur unique representatif d'une rotation ; la
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Vitesse de tout point A est a l'instant considere la meme que dans une rota-
tion. L'axe de cette rotation est I'axe central du systeme, et lon obtient ses
. . dx, _ dy, _dz ,
tquat & == T = )
quations en écrivant yue at = d
4° dans les autres cas, le systeme est equivalent a une resultante O'R' et
un moment resultant O'G' portes, par une meme droite, I'axe central du

systeme, dont les equations sont obtenues en ecrivant que Ton a

dry  dy,  dz
i _dt__ dt
Fdl q1 [

al’instant considere, la vitesse de tout point A est la meme que dans un mou-
vement helicoidal dont I'axe de rotation et de glissement estprecisement |'axe
central precedent, les vitesses correspondantes etant representees par O'G),
e OG.

Le theoreme que nous avons enonce et ainsi demontre dans toute sa
generalite ; il faut toutefois remarquer qu'il ne concerne quel'etatdes vitesses
de tous les points A du solide a un instant donne, on, ce qui revient an
ineme, la nature du mouvement. pendant un intervalle de temps infiniment
pelit a partir de cet instant considere. On dit que le mouvement helicoidal on
I'une de ss degenerescences determine par ce qui precede e le mouvement
tangent au mouvement reel a cet instant. Ce mouvement, son axe € s
vitesses caracteristiques changent generalement d'instant en instant.

30. Mouvement d'un plan sur un plan. — Un cas particulier du mouve-
ment general est celui ou les points du solide mobile restent a des distances
invariables d'un plan fixe ; on peut supposer
que ce plan est le plan Oyxyy; , ettout revient
a etudier le deplacement d'un solide aplati
contenu dans un plan Oxy qui glisse sur le
plan fixe. Ce que nous avons dit au n" pre-
cedent Sapplique ici, etl’on peut voir qu'a
chague instant le mouvement tangent est
une translation ou une rotation autour d'un
axe perpendiculaire au plan, mais il est plus
simple de faire une etude directe du mouve

0; T ment.
Fig. 2. Soit (fig. 27) Oxy un systeme daxes
mobiles sur un plan fixe Oyx;y;; designons
par XoYo les coordonnees de I’ origineO, par g I’angle de Ox avec O:%;; un
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point A de coordonnees constantes x, y a dans le systeme fixe des coordon-
nees donnees par les formules
) Ty == Ty =+ & Los I — y sin b,

Y =yp+2sinb-+ycosd,

dont les formules inverses sont

w [z

En derivant les premieres, on obtient les projections de la vitesse de A
sur les axes fixes

— o} eos b+ (Y, — ) 8in 0,
— (&, — ) sin b4 {3y, — o) cOS .

dz, d.‘r;,
Gt ~—{zsin [ 4- qu)sﬂ)d
dy d’“l'“ — e
T a {rcos§ —— y sin 1)
En posant
oy —u d.r., dx, dn g*y, dy, o

dt de — do 9t dt dt  dt’

et remplacant les parentheses par leurs valeurs en fonction de .x;,y;, on

obtient
. { e i
e ]

f ‘—2,‘:—' = w[‘g’;"-{- {z — aru)}

Un vait gue la vitesse est nulle pour le point de coordonnies

an

o v d‘[o . i,
(143) 3 —--To“""_m"! N ¥ yn—i—-(‘-m:
£t que 'on & pour tont aubre peint
. d'.z. o .
(13) = — i — ) -n':“;! =uw(® —5):

css formules sont identiques aux formules (4) du n° 27, et montrenl que la
vitesse du point A. est celle qu'il aurait dansune rotation avec la vitesse angu-
lairew autour du point (x;h;). Ce point est gppele centre instantane de rota-
tion ; nous le designerons par |; ss coordonnees dans le systeme Oxy se
deduisent des formules (8) et sont

dr,

v_____d_j[n
i cos 0 - &

sin,
(14}

d""“ SA%in g o dz,

0 o cos .

=
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31. Applications mecaniques et geometriques.— A un instant donne,
les vitesses de lous les points d'un solide aplati mobile dans son plan sont
tangentes aux. trajectoires de ces points, et, d'apres ce qui precede, sont nor-
males aux rayons issus du centre instantan6 de rotation. Nous en concluons
inversement qu'a chaque instant les normales aux trajectoires des differents
points sont concourantes au centre instantane

La connaissanee des tangentes aux trajectoires de deux points permet de
determiner le centre instantane, qui est l'intersection des normales en ces
deux points, et d'en deduire les tangentes aux trajectoires des autres points.
Cette remarque donne lieu a de nombreuses applications.

1" En mecanique, des que |I'on connait la vitesse v, d'un premier point A,
et la direction de la vitesse d'un deuxierne point B, on sait d'abord determiner
le centre instantane | (fig. 27), intersection des perpendiculaires en A et B
aux directions des vitesses ; on en déduit la direction de la vitesse d'un point
queleonque C en menant en ce point la perpendiculaire a IC. Quant aux
vitesses elles-memes, elles sont proportionnelles aux rayons issus du centre I,
etl'on a

(19) IA 1B IC

Exemple. — Supposons qu'une bielle AB (fig. 28) soit entraince par une
manivelleOB de rayon r tournnnt autour du point Odaris le sens des aiguilles
d'une montre, tandis que A se displace sur
une droite 1) passant par 0. Si a un instant
donne w est la vitesse angulaire de la
manivelle, lavitesse du point B est egale
awr et est tangente au cercle decrit par
ce point; on connait de plus la direction
D de la vitesse de A, par suite on peut
tracer les normales aux trajectoires de A
et B, dont la seconde est OB, et leur
point de rencontre est le centre instan-
tane |.

La vitesse d'un point queleonque C de la bielle est normale a IC ; quant
aux grandeurs des vitesses, elles sont donnees par les egalites (15).

Si I’on désigné par A' le point oil la normale menee par 0 a 1) rencontre
labielle ou son prolongemenl; de meme par C le point ou la bielle est ren-
contree par la parallele OC a IC, point qui est encore donné par la relation

o CH
AN T o

Fip, 9.
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les triangles semblables montrent que I'on a
A I IC

O T ORT o
et np en déduit .
=0, 048, so=w. 00"

Il serait facile de voir, a 1'aide de triangles semblables, que les projec-
tions sur la droite AB des vitesses de tous les points de cette droite sont
egales.

2" En geometrie, la duree des deplacements et la valeur numerique des
vitesses n'ont pas d'imporlance, et I’on se propose uniquement de determiner
les tangentes aux trajectoires de certains points du systeme mobile. La
connaissance des tangentcs aux courbes de-
crites par deux points permet, al’aide des
normales, de trouver le cenlre instantane 1,
et den deduire les normales aux courbes
decrites par les autres points.

Exemple. — Si les extremites d'une
droite de longueur constante AB glissent sur
deux axes rectangulaires O;x;,01y: (fig. 29),
ces axes sont les trajectoires de ces points,
et les normales se coupent au dernier som-

Fig.29. met | du rectangle coustruit sur O;A et O;B.

On sait qu'un point C de AB decrit une

ellipse ; la normale a eette ellipse au point C est la droite IC, etl’onen deduit
la tangente CT.

32. Base et roulunte. — Le centre instantane de rotation varie genera-
lement d'un instant al'autre. Le lieu de ses positions successives dans le plan
fixe est une ligne appelee base, et le lieu de ses positions dans le plan mobile
est une autre ligne appelee roulantc. Ces deux lignes
sont representees par les equations (11) et (12) qui
donnent en memo temps la variation, en fonetion du
temps, des positions du centre instantane.

Soit, aun instant/ (fig.30), 1 le centre instantane
considers comme appartenant au plan mobile, 1, le

Fig. 30. 4 point coincidant avee le premier, considere comme
appartenant au plan fixe et soient aux instants sue-
vessils & &, £, ... § ', 1", ... les positions successivesy du cenlre instantané

reportees sur la position initiale du plan mobile (Ley, et formant la courbe
V 0 G T .etMENTRE—Meea
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roulante C. Soient Ijl; [, ... les positions correspondantes du centre dans le
systeme O;x;y; et formant la courbe base C;. Nous allons demontrer le
theoreme suivant:

4 un instant quelconque, la base et la roulante sont tangentes, le point
tie contact €lant le centre ins tan lane relatif a cet instant; de plus les arcs
decrits par le centre instanlanc sur la base et la roulante dans des temps
egaux sont egaux.

line demonstration simple est fondee sur la consideration d'un point mobile
auxiliaire A qui se trouve a chaque instant au centre instantane ; son mouvc-
ment peut etre considere comme resultant d'un mouvcment relatif sur la
roulante C, I'amenanten I, I', I", ... aux instants t, t', t", ... et d'un inouve-
ment d'entrainement, celui du plan Cry sur le plan O;x;y:; le mouvement
absolu resultant I'amene alors enl, 1',1"1,... sur la base aux instants successifs
envisages. Soient alors s et s les arcs correspondants decrits sur les deux courbes.
d
- la

La vitesse relative a l'instant t est tangente a C en |, et egale a bk

s,
s
geometrique de la vitesse relative et de la vitesse d'entrainement, inais celle-ci
est nulle (parce que le point coincident est con fondu avec le centre instantanf
de rotation), par suite les deux vitesses relative et absolue sont identiques et
I'on voit : 1° que les tangentes aux deux courbes sont confondues; 2° que
ds  ds,
de=dart
temps. Le theorenie est done demontre.

11 resulte de la que les deux courbes C et C; roulent I’une sur |’ autre sans
glissement dans la suite du temps, et que le mouvement d'un plan sur un
plan pent tUre ohtenu par roulement de la roulante sur la base. La reciproque
est la suivante :

Si une courbe liee a un plan mobile route sans glisser sur une courbe
d'un plan fixe, le centre instantane de rotation est a chaque instant le point
de contact des deux courbes. Il suffit pour le
voir de reprendre en sens inverse le raisonne-
ment precedent.

Exemples. — Dans le deplacement d'une
droite AB dont les extremites glissent sur deux
axes fixes O;x; ,01y; (fig. 29), le centre instan-
tane | est le dernier somtnet du rectangle

Fig.34. construit sur O,A et O;B ; dans le plan fixe, ce
point reste a une distance constante O;l = AB
du point Oy, et la base est le cercle de centre d et de rayon AB ; dans le plan

vitesse absolue est tangente aC( en 1,, et égale a Gette vitesse est la somme

d'ou, par integration, s=s; puisque s et s sont nuls en meme

i T
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mobile, le point | est a une distance constante 01 = OA du milieu de AB, et
la roulante est le cercie de diametre AB; le mouvement de AB peut etre obtenu
par le roulement du petit cercie a I'interieur du grand de rayon double.

Comme autre exemple, si un cercie de centre O et de rayon r roule sans
glisser sur une droite fixe O; Xy(fig. 31), le centre instantane | est le point de
contact du cercle et de la droite ; la vitessc v, du centre, representee par le
vecteur Vo, est liee a la vitesse de rotation w par la relation vo = w 10=wr;
tout autre point A du cercle decrit une cycloide, dont la normale est Al ; la
vitesse de ce point, representee par le vecteur AV , perpendiculaire a | A, apour
valeur

¥ o—=t.lA = oA

REMARQUE. — Souventon appeUesyslemes invariables ce que nous deignons
par solides invar tables afin d'éviter la confusion avec les systemes de vecteurs.



CHAPITRE V

COMPOSITION DES MOUVEMENTS

33. Composition des vitesses d'un point. — JNous avons deja consideYe
au n" 18 Je mouvement resultant d'un mouvement relatif et d'un mouvement
d'entrainement; nous allons reprendre cette question par le caleul. Nous sup-
posons qu'un point A ait dans un systeme S rapporte a des axes Oxyz un mou-
vement relatif defini par la variation des coordonnees x, y, z en fonction du
temps, et que le systeme S ait dans un systeme S; rapporte a un triedre
Ot.r,?liZ, un mouvement d'entrainement defini par la variation en fonction du
temps des coordonnees XoYo,Zo de O et des cosinus directeurs des axes
mobiles, comme il estindique au n° 29. Le mouvement resultant, appele encore
mouvement absolu, est defini par les formules de transformation

g &y = Ty -b By = 2l - 2T,
3 == oo B e Bay Bz,

)
f 2y /=00 A~ v Foyay 13,

ou toutes les quantites entrant aux seconds membres varient d'une maniere
connue avec |le temps.

Les projeclions (':';?, (3";’ el'i;; sir les axes fives de To vitesse do mngve-

ment resultant sont donnees par la derivation des equations (1) :

ey fde ey day N de iy =z
d.c"'(dt B [T Js")"' “Gi + e d:)’

" dyy  fdy, _'3‘1?' u'ﬁ} L[ﬁw ) i dz

2 , d:“‘(:u+ T T (ﬁ‘de+e"df. Ml H)
da, fdzy iy i_f'fe ) (!"p dr dy dz
di '(dr Pt I dt ) (T'df_'_""dr_'_T'dc)

Les premieres parentheses des seconds membres sont les projections de la
vilesse du point auxiliaire A,, dont les coordonnees x, y, z resteraient constantes,
e'est-a-dire du point lie a S et eoincidaut avec le point A a Jinstant considere
[en effect les projections de la vitesse de A, s'obtiennent par derivation des
equations (1) en traitant X, y, z comme des constantes] ; les secondes
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parentheses sont les projections sur les axes fixes du veeteur dont les projec-
de dy dz
dd’ de’ di
vitesse relative sur les axes fixes.

Les fonnulcs (2) expriment le theoreme deja énonee au n° 18 ;

La vitesse absolue V, dun mobile est, a chaque instant, la somme geome-
trique de la vitesse d'entrainement V. el de la vitesse relative V. de re mobile
a cet instant.

On peut traduire ce theoreme par |'egalite geometrique

tions sur Ox, Oy, Oz sont ; ce sont done les projections de la

V=V 4V,

On peut manil'esteinent generalise!- au cas d'un nombre queleonque de
mouvements composants ; si le point A est en mouvement dans S, S dans S,
S, dans S,, etc., la vitesse. du mouvement absolu est la somme geometriquc
des vitesses des mouvements composants, chaque vilesse riant celle du point
coi'neidant avec A dans un systeme pendant son mouvement par rapport au
systeme suivant.

34. probleme du mouvement relatif. - On a souvent a resoudre le pro-
blemc inverse du precedent: determiner le mouvement relatif d'un point
connaissant son mouvement absolu et le mouvement d'entrainement. La solu-
tion analytique est donnee par l'inversion des formnles (1).

D'apres le theoreme precedent, la vitesse relative est la difference geo-
metrique entre la vitesse absolue et la vitesse d'entrainement du point coinci-
dent, ou encore est la somme geometrique de la vitesse absolue et de la vitesse
egale et opposee a celle d'entrainement.

Exemple. Probleme de la came. — Considerons dans un plan un point
A mobile assujetti a se déplacer suivant une droite 1) et restant en contact
avee le contour d'une plague ou came C
lournant dans le plan autour d'un point O
situe sur 1) (fig. 32).

On suppose que le mouvement de rota-
tion alieu dans le sens des aiguilles d'une
montre avec une vitesse angulaire constante
®. On demande quel profit doit avoir la came
pour que le mouvement du point A sur la droite

1) ail lieu suivant une loi donnee r = f(t).
Fig. 32. Le mouvement absolu sur D resulte du
mouvement d'entrainement circulaire et du
mouvement relatif de glissement sur la came; ce dernier resulte des lors du
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mouvement absolu sur D et d'un mouvement oppose au mouvement de rota-
tion precedent, c'est-a-dire d'un mouvement dans le sens direct avec la vitesse
. Les equations du mouvement dans un systeme d'axes Ox, Oy lies a la
plaque sont done r =f(t), §==f ; on en deduit li equation de la trajectoire en

coordonnees polairesr == f(_g )

"

La vitesse relative V, est la difference entre la vitesse absolue V, sup-
posee connue, et Ia vitesse d'entrainement V, egale a wr perpendiculaire a OA ;
c'est aussi Ia somme de V, et de \V, egal et oppose a V.. On a ainsi la possi-
bilite de determiner la tangente a la came en chacun de ses points.

35. Composition des accelerations. — Un cas simple que nous allons
examiner d'abord est celui ou le systeme S est anime par rapport au systeme
S, d'un mouvement de translation; on peut supposer alors que les triedres
Oxyz et 0,X,y,Z, sont constamment paralleles; les formules de transformation
prennent la forme simple

X, =x, + X, v, =y, ty z, =2z, tz2;

en les d6rivant, on a

d.a:‘ dr, d':c dy, _ dy, f_y dz‘ dz, d'z
Tt dt = dt T ot &

diyy , 'y &'z, | d'z

de " ae =3¢ v id

Le point coincident A, a meme vitesse et meme acceleration que le
point 0. Les formules trouvees expriment que la propriete des vitcsses s'etend
aux accelerations, c'est-a-dire que:

Dans le cas ou le mouvement d'entrainement est une translation, [ac-
celeration absolue dun point est la somme geome'lrique de son acceleration
d'entrainement el de son  acceleration  relative.

Considerons maintenant le cas general, etprenons la derivee des formules
generales (2) du n° 33; nous aurons

dix dig, | di din e,
o ! T = (G e Ry ge)
R
f dtx diy dt z) 3 (du.d.r. deydy  dmdz
: +( gy g ) U w T G T @ d)

et deux formules analogues poury,, et z,. Les premieres parentheses des seconds
membres sont les projections sur les axes fixes de I'acceleration du point A,
dont les coordonnees x, y, z resteraient constantes, c'est-a-dire du point coin-
cident dans le mouvement d'entrainement [ces projections s'obtiennent encn"et
par deux derivations successives des equations (2) en traitant x, y, z comme
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des constantes]; les secondes parentheses sont manifestementles projections sur
les axes fixes de ['acceleration relative ; les derniers termes peuvent etre consi-
d6res comme les projections d'un vecteur que l'on appelle acceleration comple-
mentaire, ou acceleration de Coriolis. Nous avons done le theoreme :

L'acceleration absolue d'un point est la somme (geometrigue de son acce-
--ralion d'entrainement, son acceleration  relative et son acceleration
complementaire.

Ilresle a caracteriseiTacceleration complementaire. Pour cela, remarquons
que le mouvement d'entrainement resulte al’instantconsidere d'une translation
instantanee 6”ale a celle du point 0, et d'une rotation instantanee autonr d'un
axe passant par 0; les formules (7)du n° 29 donnent prccisement les projections
sur les axes fixes de la vitesse dans cette rotation instantanee d'un point de
coordonnees (x,y, z), L'accelcration complementaire est done le double de la
vitesse ut}e nrendralt dans cette rotation instantanee, le point de coor-

: 9
di’ dt’
equipollent a Ia vitesse relative AV, du point A (fuj. 33).

donnees ; e'est-a-dire 1l'extremite d'un vecteur OW, issu de 0 et

Or nous savons que la vitesse du point W, est le moment par rapport a ce
point du vecteur OR representalif de la

4 Wy vitesse w de rotation ; elle est encore

identique au moment par rapport a
I'extremite V, de la vitesse relative de A
d'un vecteur All' equipollent a Ia vitesse
de rotation instantanee; elle a pour va-
leur (wv sin(H, V,,); il faut doubter cette
valeur et appliquer le vecteur obtenu au
point A. Nous pouvons done enoncer ce

¥, resultat:
Pour  determiner I’acceleration
Fig. 33. complementaire dun point A, on mene

par ce point comme origine un vecteur
representatif de la vitesse to de rotation instantanee, et Von prend le double
du moment de ce vecteur par rapport a lextremite V, de la vitesse relative
du point  eonside're.
Nous designerons par J, J, J les vecteurs representant les trois compo-
santes de l'acceleration H, par y, y, et y, leurs valeurs; on a

M, (Ace)-

L'aeceleration de Coriolis est nulle dans les cas suivants :

T=T.+% +0 f=32asia( V), &

1 ©=0, Ia rotation instantanee est nulle; cela a lieu a tout instant si.
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I'entrainement est une translation; 2* si v,=10, la vitese relative est nulle ;
eela a lieu atout instant si le point est en equiilibre relatif; 3° si la vitesse
relative est parallele a 1'axe de la rotation instantanee.

Dans les applications, Ou I'on a surtoiit en vue |"etude des mouvements
relatifs, on cherche les projections de (I'acceleration sur les axes entraines

- . N -
Oxyz, celles de J, et de J, sont ordinaire ment connues, celles de J. sont

& 4 i -
d ':, d ¥ d'—:: aquant anx projections de L., elles résultent de son évalualion
g e de "

geometrique, on des Commies (1) du n°7 appliqueesan pointw en designant

par p), g, r les projections sur Ox, Oy, Oz du veefeur Ol on aura pour
projections de J. sur les axes a, g, 2 ;

af 2 _ _dy) of pte n*z) af 40,
“('*'dz Tde) "ae TPa) \Pae T
Exemple. — Supposons que le mouvement d'enlrainement soit une rota-
tion autour d'un axe fixe que I'on choisit comme axe Oz et comme axe (),r ;
soit a un instant donne la vitesse de rotation. Le mouvement d'entrainement
est ciculaire ; si r est le rayon du cercle decrit par le point coincident, le

d[ﬂ
i
d'un vectenr egal a w’r dirige suivant le rayon vers le centre ; les projections
de ces deux vecteurs sur les axes ().ox Oy, Oz sont respectivement

vecteur .\J: est la resultante dun verteur egal & ,;ngenta ce cercle et

N dllJ ‘_nfm m
Yar  tar '
-mhe, — mty, i

Les projections de 1'acceleration complementaire sont le double de celles

de la vitesse du point d"!, d"f', dz dans la rotation, et ont pour valeurs
i’ ot ot
-—2(”#";, 3 (!'.L' 0

Ben d! »

‘Mi. Composition de plusieurs mouvements. — Supposons gqu'un systeme
S soil en mouvement relatif par rapport a un systeme S, et que eelui-ci ait
un mouvement d'entraincment par rapport a un systeme S, ; S aura par rap-
port a S, un mouvement resultant on absolu ; la loi de ce mouvement se
deduit imincdiatemeiit des lois du mouvement relatif d'un tried re Oxqz lie aS
par rapport a un triedre (ha.,z lie ii S;, et du mouvement d'entraincment de
CE dernier triedre par rapport a un autre Ugpeayess i o ;.

C'est le probleme de la recherche des vitesscs des points de S que I'on se
propose ordinairement de resoudre. Nous avons vu (n° 29) que |'etat des
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vitesses relatives est caractérisé par deux vecteurs T et \", Tits a 0 (ou bien R
et i liés aun point de I'axe de rotation et glissement), le premier dela nature
des résultantes, le second de la nature des moments, et que le vecteur vitesse
d'un point A est le moment résultant par rapport a A de ce systéme de vec-
teurs. De méme les vitesses du mouvement d'entrainement sont caractérisées
par deux vecteurs analogues T; el ¥ liésa 0,, et la vilesse d'entrainement du
point coincident A,, est le moment résultant par rapport a A, de ce systeme de
vecteurs. Dés lorslavitesse absolue du point A est le moment résultant du sys-
teme i, ¥}, lt;, ¥ ; on peut remplacer ce systéme par un autre qui en est la
réduction, et en particulier par deux vecteurs |, vV, portés par Taxe central ;
obtient ainsi elséléments du mouvement hélicoidal tangent au mouvementabsolu.
Ceci se généralise au cas d'un nombre quelconque de mouvements compo-
sants; il suffit d'eflectuer la réduction du systéme des vecteurs caractérisant
les vitesses des mouvements composants. Nous pouvons ajouter qu'un systeme
de vecteurs étant réductible, a zéro, une ou deux résultantes, le mouvement d'un
systéme est réductible a charpie instant au repos, ou a une ou a deux rotations.
Exemples. 1° Si tous les mouvements sont de translation, tous les vec-
teurs H sont nuls, le moment est le méme en tous les points de |'espace, et le
mouvement résultant est une translation.
2° Si I'on considere des rotations autour d'axes concourants en un point
0, les vecteurs moments dans la réduction en ce point sont nuls; le mouve-
ment résultant est une rotation autour d'un axe passant par le méme point;
le vecteur représentatif de la vitesse angulaire résultante étant la somme géo-
métrique des vecteurs analogues composants.
3° Si I'on considére des rotations autour d'axes paralléles, il suffit de se
reporter ala réduction d'un systéme de vecteurs paralléles (n° 11). Si la somme
algébrique des vitesses angulaires n'est pas nulle, le mouvement résultant
est, a l'instant considéré, une rotation autour d'un axe paralléle aux premiers,
portant la résultante des vitesses angu-
laires composantes, et avec une vitesse
égale a cette résultante. Si la somme
algébrique des vitesses angulaires est
Lo —— == nulle, le mouvement résultant est, a
_0;.-69/ I'instant considéré, une translation dont
- la vitesse est le moment résultant des
Fig. 34. vitesses angulaires composantes.
On voit en particulier qu'un couple,
de rotations paralleles de vitesses égales et de sens contraires est équivalent a
une translation.
Supposons par exemple (fig. 34) qu'un disque plan posé sur une plague
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tourne autour de son centre 0 lié a cette plaque, tandis que celle-ci tourne
autour d'un axe qui lui est normal et la traverse en un point O;. Soient la
vitesse angulaire du disque dans son mouvement relatif par rapport a la
plague, et m; la vitesse angulaire de cel | &8i m—4m, est pas nul, le
mouvement instantané absolu du disque est une rotation autour d'un axe nor-
mal a la plaque, passant par le centre 0, des deux vecteurs paralléles repré-
sentatifs de = 1 «,, Si les rotations sont égales et opposées, le mouvement
instantané du disque est une translation ; on peut voir en effet qu'un rayon
OA du disque reste alors paralléle a lui-méme.



CHAPITRE VI

PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. TRAVAIL.

37. Triedre de Galilée. Postulats. — La dynamique est basée sur dos
principes ou postulats qui sont des résultats d'expériences et d'observations
astronomiques, et qui se sont trouvés vérifiés soit eux-mémes, soit dans leurs
conséguences avec une approximation tres suffisante ; il faut toutefois que les
mouvements observés ou étudiés soient rapportés a certains triédres dits de
Galilée. L'un de ces triedres a son origine au centre de gravité du systéme
solaire, point qui est pratiquement confondu avec le centre du Soleil, et ses
axes dirigés vers trois étoiles fixes. Ce n'est qu'en astronomie et pour |'étude
de certains problémes terrestres spéciaux comme celui du pendule de Foucault
qu'il faut se rapporter a un triédre ainsi lié au Soleil. Pour les phénomenes
usuels observés a la surface de la Terre, les principes sont vérifiés avec une
approximation presque toujours suffisante dans la pratique lorsqu'ils sont
rapportés a un triedre lié ala Terre.

Dans tous les cas, la dynamique est fondée sur les principes suivants
concernant les accélérations des mouvements rapportés a un triedre de Galilée :

1° Principe del'inertie. — Un point matériel suppose seul dans I'univers

(ou, ce qui revient au méme, supposé infiniment éloigné des autres points maté-

riels) n'a pas d'accélération. S'il est au repos, il

It reste au repos ; s'il est en mouvement, son mou-
"“.// vement est rectiligne et uniforme.

A ™ 2° Principedela conservation du rapport
des accélérations. — i'® partie. Si I'on suppose

oy d'abord deux points matériels A et B en présence
A""n‘_ et supposés seuls, les accélérations de leurs mou-
‘""B\l vements sont deux vecteurs'.li,:f., dirigés suivant
Fig. 3. "M |adroite AB dans des sens opposés {fig. 35) soit en
rapprochant les points A et B, soit en les éloignant

I'un de I'autre, et le rapport de ces accélérations est constant quelle que soit la
cause physique des mouvements (attraction, phénomeénes électriques, etc).
Donnons-nous arbitrairement un nombre constant at,; nous en déduirons,
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d'apres ce qui précode, un nombre constant m, tel que Ton ait toujours

‘m - .
0) Tr. = i, don muy, = miy
Si donc on met en présence de A successivement et séparément des points
K, C, ..., il existera des nombres ms, m,, mc, ... tels que l'on ait succes-
sivement MY = MY, = e

2° partie. Si I'on met en présence deux des points précédents autres que
A, par exemple H et C, les accélérations sont précisément liées par la relation
My, = Wy, i, nbome étant les nombres précédents résultant de la mise en
présence de A.

Il existe donc un tableau des nombres m,, .. t,, ... caractéristiques
des points matériels et tels que si I'on met en présence deux quelconques
d'entre eux, les accélérations de leurs mouvements sont dirigées suivant la
droite qui les joint, dans des sens opposés, et sont dans un rapport égal a
I'inverse du rapport des nombres caractérisant ces points.

Remarquons que si I'on multiplie le nombre arbitraire ma par un I'acteur,
tous les autres nombres mt,, #,., ... sont multipliés manifestement par le
méme facteur.

3° Principe de la composition des accélérations. — Si plusieurs points
11, C, ... sont mis simultanément en présence d'un point A, I'accélération du
mouvement de ce point A est la somme géométrique des accélérations qu'il
prendrait s'il était mis successivement et séparément en présence des points
donnés H, C, ...

(les principes conduisent a I'introduction des notions suivantes :

1" Les coefficients s, mi,, m,., ... caractéristiques des points matériels
sont appelés leurs masses ; la valeur d'une de ces masses peut étre choisie
arbitrairement ce qui rexient d'ailleurs a choisir I'unité de masse.

2" On appelle force un vecteur lié a un point matériel, et égal au produit
de la masse m par |'accélération du point; la force est ainsi définie par |'égalité
géométrique

(2) o mj;
la valeur numérique de la force est f= my, et I'on dit que le point est soumis
a la force ¥.

Avec la notion de force ainsi introduite, les trois principes précédents de
la mécanique peuvent étre énoncés de la fagcon suivante :

1° Principe de I'inertie. Si un point matériel est supposé seul dans
I'univers, il n'est soumis a aucune force.
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2° Principe de légalité de I'action et dela réaction. — Si doux points
sont mis en présence, ils sont soumis a deux forces dirigées suivant la droite
qui lesjoint, égales et de sens opposés.

3° Principe de la composition des forcess — Si un point est soumis
simultanément a plusieurs forces, ces forces peuvent étre remplacées par leur
somme géométrique ; ondit que cette somme est |a résultante des forces données.

REMARQUE. — Si un triedre est animé par rapport a un autre d'un mouve-
ment d'entrainement de translation rectiligne et uniforme, I'accélération
absolue d'un point est égale a son accélération relative, parce que |'accéléra-
tion d'entrafnement et |'accélération complémentaire (n" 35) sonl nulles. 11
résulte de la que, si les principes de la dynamique sont valables pour un
triedre, ils sont encore valables pour tout autre triedre avant par rapport au
premier un mouvement de translation rectiligne et uniforme ; il existe done
une infinité de triedres de (Galilée se déduisant de |'un d'eux ainsi qu'on vient
de le dire.

38. Notion générale de force. — Dans ce qui précéde, la force apparait
comme résultant de |'observation d'un mouvement; mais on a été amené a
élargir la notion de force. D'abord on envisage certaines actions a distance,
telles que I'attraction universelle, comme mieux connues que les mouvements
des points matériels soumis a ces actions ; on utilise alors I'équation (2) pour
déterminer le mouvement de ces points, on renverse en quelque sorte celte équa-
tion en traitant F comme donnée et .) comme inconnue. On dit que la force est
la cause du mouvement et que le mouvement est I'elfet de la force ; le troi-
sieme principe s'appelle alors principe de I'indépendance des effets des forces.

Cest a ce nouveau point de vue que I'on se place dans la plupart des
problémes de dynamique. On dit en particulier que |I'on définit un champ de
forces si I'on fait correspondre a chaque point d'une portion finie ou infinie
dei I'espace un vecteur F issu de ce point ; les projections X, Y, Z de ce vecteur
V sont donc des fonctions données des coordonnées .r, ;y, z du point. Si alors
un point matériel de masse m est placé en un point géométrique du champ,
I'accélération du mouvement qu'il prend est donnée par |'éguation (2).

Mais on rencontre dans la nature d'autres actions auxquelles on est amené
a donner le nom de forées ; par exemple les actions de contact telles que la
pression d'un fluide sur une portion de la paroi du vase qui le contient, les
tensions moléculaires dans une section d'un corps solide; bien que ne se
manifestant pas par des mouvements, ces actions statiques sont susceptibles
d'étre représentées par des vecteurs, e. I'on introduit un quatriéme principe
ou postulat de la mécanique, en attribuant a ces vecteurs les propriétés des
forces énoncées dans les principes de la dynamique ; c'est ainsi que se trouve
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justifiée dans tous les cas la régle de la composition des forces concourantes
et leur remplacement par une résultante qui est leur somme géométrique.

La force la plus connue est celle delapesanteur ; dans un espace assez res-
treint, I'expérience montre quel'accélération de tous les points matériels a une

valeur constante que lon appelle g et qui a a Paris lavaleur 9,808 —i ; la

force s'exereant sur un point de masse m a pour valeur p = mg conformément
a |'équation (2) et s'appelle son poids. Si ce point est posé sur une table, il
reste en repos, et son accélération est nulle ; les forces qui agissent, sur lui ont
une résultante nulle ; on dit qu'il est soumis a une réaction de la table égale
et contraire a son poids, satisfaisant par suite au principe de |'égalité del'action
et de la réaction.

De méme si I'on tient un corps soulevé, le bras exerce une force égale et
contraire: au poids ; c'est cette idée de force musculaire qui a donné naissance
ala notion de force en statique.

La balance permet d'équilibrer les unes par les autres les forces de la
pesanteur, donc de mesurer des poids, et comme les poids sont proportionnels
aux masses, elle permet de mesurer les masses elles-mémes. C'est |a une idée
importante, caria masse d'un point matériel ne varie pas, tandis que son poids
varie proportionnellement a la valeur de g, c'est-a-dire avec la latitude et
I'altitude du lieu ou il se trouve. Les dynamometres, basés sur la déformation
de pieces flexibles sous I'action de forces agissant par contact, constituent un
autre moyen de mesurer statiquernent des forces en les comparant aux poids
de corps produisant la méme déformation. Nous admettrons que les forces ainsi
mesurées satisfont aux mémes principes que les forces dynamiques.

39. Unités. -—— Il existe deux systemes de grandeurs fondamentales :
1°" .systéme : longueur, masse et temps ; la force est alors une grandeur dérivée
définie par f= my, sa dimension est [Fi = [LMT-?]. Dans le systtmeG. O.S.,
I'unité de longueur est le centimétre, I'unité de masse le gramme-masse (c'est-
a-dire lamilliéme partie de la masse du kilogramme étalon déposé aux Archives)
équivalent a peu prés a la masse d'un centimetre cube d'eau, enfin l'unité de
temps est la seconde. L'unité de force est donc celle qui, appliquée au gramme-
masse, lui donne une accélération égale a 1 cm par seconde carrée; cette unité
est la dyne.

Dans le systéme M. T. S. (loi du 2 avril 1919), I'unité de longueur est le
métre, |'unité de masse est celle de la tonne ou de 1 000 kilogrammes, I'unité
de lemps est la seconde. L'unité de force est alors celle qui, appliquée a la
masse d'une tonne, lui communique une accélération de 1 meétre par seconde
carrée; cette unité est le sthéne qui vaut 10® dynes.
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Ajoutons que dans le systéme M. T. S. fapiéze ou traité de presson et
égale & 1 sthéne par m? ; I'hectopieze est environ égde a 1,02 kilogramme-
force par cm?.

2° systéme : longueur, force, temps; la masse et aors une grandeur

dérivée, définie par m =-'{ =‘:—, P étant le poids ; sa dimension est
Kl !

- {M] = [FL12.

Dans le systeme industriel M. K. S, I'unité de longueur est le métre, |'unité de
force le kilogramme-poids, c'est-a-dire le poids a Paris du kilogramme étalon
dépost aux Archives, et I'unité de temps la seconde. L'unité de masse est celle
d'un corps dont le poids est égd a «, cest-adire a 9,81 kilogrammes-masse
(puisgu'on a en général p— mg, lorsque m — 1 on ap=g).

La valeur du kilogramme-force dans le systeéme C. G. S. est égde au poids
de la masse du kilogramme, ou au produit de t 000 grammes-masse par I'accé-
I&ration g qui vant 981 centimplres, rlle est done 481 000 = 9,81 =107 dynes ;

= . { (1K) .
kilogramme-foree. Le sthane vaubt —." ou environ

10
la dyne vaul done 581

9,81
102 khilogrammes-forec.

40. Travail. — Lorsqu'une force constante F et appliquée aun point
matériel qui se déplace suivant un segment rectiligne A¢A (fig. 36), on appelle
travail de la force le produit de Il'intensité de la force

A par le déplacement AjA et par le cosinus de I'angle

v de F et Agh, ce qu'on exprime par l'égalite

: ': B =1 4A . cos (F, AA)
A

A F Si I'angle (F, A¢A) est nul ou aigu, le travail et
Fig. 36, positif et I'on dit qu'il est moteur ; si cet angle est obtus
ou éga a deux droits, le travail est négatif, et I'on dit

qu'il et résistant ; si cet angle ext droit, le travail est nul.

On peut remarquer que le travail est égal au produit du déplacement par
la projection F de la force sur la direction du déplacement, ou encore au
produit de la force par la projection AyA' du déplacement sur la direction de
la force: dans tous les cas, il et égal au produit scalaire des deux vecteurs
Fet K.,?( (n* 13). Bi X, Y, Z sont les projeclions de la force sur ies axes de
coordonndes, & — o, ¥ — Yo, T — Zq velles du seyuent Agh o, By o, 8,
les cosinus direelenrs de leurs directions, on a

B=F (AA) (oo’ + P + v )= Xz — )+ Vyo— y) + Z{z —2,).

Considérons maintenant le cas général ol une foree F peuvant varier en
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grandeur et en direction est appliquée a un point matériel dont le déplace-
ment ApA peut étre quelconque (fig. 37).
Décomposons |e déplacement en portions infini-

ment petites par des points An. A.. A,. .. @ désianons
par Ky, By Fy o les vecteurs représeatatifs de la

furce en ees poinls; évaluons le travail de I_“; ponr le
deplaeement suivint la corda Axhy, celui de !". pour
le déplacement suivant la corde A;A,, et ainsi de
suite ; faisons la somme de ces travaux dits travaux
élémentaires : lalimite # de cette somme lorsque le
Fig. ;37. nombre des points de division augmente indéfiniment,
chague serment partiel tendant vers zéro, s'appelle

travail de laforce FF pour le déplacement AgA.

L'existence de cette limite résulte du calcul intégral ; si les projectionsde
la force en un des points de division sont X, V, Z, si celles du segment joi-
gnant ce point au suivant sont ., 3y, 4z, le travail élémentaire est égal au
produit scalaire du vecteur X, Y, / par le vecteur x, &y, 33, C'est-a-dire a
Xar -+ YAy + £z,

o

sa partie principale (qui est un infiniment petit équivalent) est ladifférentielle
= Xkt - Yely 4 Az,

etlalimite’C delasommedestravaux élémentairesest égaleal’intégralecurviligne
5 ;e / " Xedw -t Yy 4 Lubs.
LT

(On ne change pas la limite d'une somme d'infiniment petits en nombre
infini quand on remplace les termes par des infiniment petits équivalents.)

Nous verrons plus loin comment on peut la calculer ; mentionnons immé-
diatement un procédé graphique de détermination du travail : si Ton projette
en chaque point du déplacement la force sur la tangente a la trajectoire, si F,
désigne celle projection, o si 35 représente Lo longuenr du déplacement Agh,
le travail élémenlaire eal IFpds ot sa partie principale est tale a Fudy, ofs ¢tant
la differentielte de Uare; e bravail tolal est done égal i Fintégrale | Fuds.
Bi Ion connait ln Joi de vaviation de Fy cn fenction de 5, il suflit de constrnire
la courbe représentative de cette loi ; le travail est égal al'aire comprise entre

Taxe représentatif des abscisses curvilignes s, la courbe précédente et les
ordonnées relatives aux abscisses curvilignes de A, et de A.

Théoreme. — Le travail de la résultante de plusieurs forces appliquées
au méme point matériel est égal a la somme des travaux des composantes.
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Cela résulte de ce que la projection de la résultante sur le déplacement
élémentaire est égale a la somme des projections des composantes.
Mentionnons en particulier le cas ou le point matériel a un déplacement
circulaire, dans une rotation autour d'un axe; si I'on prend Oz suivant cet
axe, on a
x #= reost, 1y =rsinf, 3==0",
i == Xelar-t- Yy + £dz = (— Xrsin 6+ Yreos 03d8 = (Y — yX) el == Nelt,

N étant le moment de la force par rapport a Taxe de rotation ; on a par suite

f;r-—_‘/‘xdﬂ‘

Ce résultat aurait pu étre obtenu en décomposant la force suivant trois
composantes : |'une paralléle a |'axe, I'autre suivant le rayon vecteur, et la
troisiéme suivant la tangente a la trajectoire ; d'apres le théoreme précédent,
le travail élémentaire de la force est égal a la somme des travaux de ces trois
composantes, et il se réduit a celui de la troisiéme composante F,, c'est-a-dire
i Fordd == Ndo,

41. Unités de travail. Puissance. —Un travail est le produit d'une force
par une longueur et a la dimension (KL). Dans le systeme C. G. S, sa dimen-
sion est [ML?T 2] ; I'unité ed le travail d'une dyne produisant un déplacement
d'un centimetre dans sa direction ; cette unité de travail Sappelle erg; on
utilise aussi comme unité de travail le joule, qui vaut 10" ergs.

Dans le systeme M. T. S, l'unité est le travail d'uu sthéne produisant un
déplacement de 1 métre dans sa direction ; il est égal & 11) ergs ou a un
kilo joule.

Dans le systeme industriel M. K. S., I'unité est le travail d'un Uilogninime-
force produisant un déplacement d'un métre dans sa direction; on I'appelle
Lilogrammdetre. Connoe un kilogranime-foree vaul 9,84 < 10° dynes, le hilo-
emnmitee vaul 981 =107 dynes-centimitre, ou .88 > {07 crgs ou 9,81
jonles.

REMARQUE. — Le moment d'une force et le travail ont la méme dimension ;
ils sont cependant des grandeurs d'especes différentes ; cela tient a ce qu'un
travail élémentaire dans un mouvement de rotation est le produit d'un moment
N par un angledod qui n'a pas de dimension. On a proposé de nommer diffé-
remment I'unité de travail et 'unité de moment, et de désigner par exemple
dans le systeme M. K. S. I'unité de moment par metre-kilogramme.

La définition du travail ne fait pas intervenir la durée du déplacement ;
cependant dans les applications industrielles le temps joue un réle important.
Lorsque le travail d'une force a la méme valeur dans des intervalles de temps,

VOGT d MENTRE. — Méca 5
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égaux, on appelle puissance le travail produit pendant |'unité de temps; la
puissance a manifestement comme dimension [FLT~'].

Dans le systéme C. G. S., on prend comme unité pratique de puissance le
watt, qui est le travail d'un joule par seconde, ou le kilowatt, qui vaut
1 000 watts. Dans le systéme industriel M. K. S., I'unité de puissance est le
cheval-vapeur, qui est le travail de 75 kilogrammetres par seconde. Un
cheval-vapeur vaut donc 75 X 9,81 joules par seconde ou 736 watts.

42. Calcul du travail danslecasgénéral. — En dynamique, lecas le plus
général que I'on ait a envisager est celui ou la force dépend de la position du
point matériel, de sa vitesse et du temps ; I'intégrale (3) ne peut étre calculée
que si laloi du mouvement est connue; les coordonnées du mobile et les
composantes de sa vitesse, des lors celles de la force, sont alors des fonctions
connues du temps t, et I'on évalue I'intégrale comme une intégrale curviligne
dont I'élément dépend du paramétre t.

Un cas particulier est celui ou la force ne dépend que de la position du
point auquel elle est appliquée ; X, Y, Z sont alors des fonctions de x, y, z ;
I'intégrale (3) est une intégrale curviligne relative a la trajectoire, et on |'éva-
lue en utilisant un paramétre au moyen duquel sont évaluées les coordonnées,
X, Y, Z

43. Cas d'une fonction des forces. — Comme nous |'avons dit, une por-
tion finie ou infinie de I'espace constitue un champ de forces si I'on fait cor-
respondre a chaque point un vecteur lié a ce point, représentant la force a
laquelle serait soumis un certain point matériel placé en ce point ; on appelle
direction du champ en ce point celle de ce vecteur et intensité du champ celle
de la force appliquée a un point matériel de masse unité; un point de masse m
est soumis a une force m fois pins grande. Par exemple le champ de la pesanteur
dans une petite portion de I'espace a une direction constante et une intensité
égale a g. Dans un champ de forces, X, V, Z sont supposées des fonctions
données de r, y, -. Le cas le plus important est celui ou I'on donne un champ
de forces et ou le travail élémentaire Xdx-+- Ydy +- Zdz est la différentielle
totale d'une fonction V)(x, y, z) ; pour que cela ait lieu il faut et il suffit que
les conditions d'intégrahilité exprimées par les égalités
ax oY ax o oY dZ

by o2 oz ar ez by

soient satisfaites ; on sait qu'on peut alors déterminer par des intégrales simples,
la fonction U(x, y, z) qui est appelée fonction des forces et qui n'est connue
gu'a une constante additive pres; les projections de la force sont égales aux
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dérivées partielles de U, et l'on a

22t

. .U
=% \_by’ T bz

Le travail élémentaire est égal a dU.

On dit que laforce dérive de laforiction des forces U. La fonctionV = — U
est appelée potentiel.

D'apres les propriétés connues des intégrales de différentielles totales, le
travail de la force pour un déplacement de As(io. ¥e, Zo) & Az, ¥, 2} est égal
a Ea, y, )= U{xy, 3. %). Lorsque la fonction U est uniforme, le travail
pournin déplacement [e long d'un contour fermé quelconque est donc nul.
Lorsque U n'est pas uniforme, le travail n'est nul que pour certains contours
fermés (voir I'exemple fi, page 70).

44. Surfaces de niveau, lignes de forces. — Dans le cas ou les forces
d'un champ dérivent d'une fonction des forces U(x, y, z), on appelle surface
de niveau ou surface équipotentielle une surface en tous les points de laquelle
la fonction des forces (et par suite le potentiel) a la méme valeur. L'équation
d'une telle surface est U(x, y, z) = h.

La force en un point du champ est normale a la surface de niveau
qui passe par ce point, car les projections de la force, égales aux dérivées
partielles de U, sont égales aux coefficients directeurs de la normale a la
surface.

Supposons que la fonction |1 est uniforme. Lorsque le point matériel se
déplace entre un point de la surface U— A et un point de la surface U — A’,
le travail de la force est égal a h' — h quels que soient les points choisis et le
chemin suivi. Considérons deux surfaces de niveau infiniment voisines; la
différence h' — A ayant par suite une valeur infiniment petite ak. Si le dépla-
cement, normal alasurface U — A, aune valeur &n. lavaleur de la force, égale
au quotient du travail élémentaire & par le déplacement An qui est dans sa

Lah AU

direction, est égale a in =37 ; lorsgue Ak tend vers zéro, le quolienl préce-

dent a pour limite %f—t, que L'on appelle dérivée de U suivant le normale :

on peut dire qu'en chaque point, la force est normale a la surface Je niveau
qui passe par ce point, dans le sens ou la fonction U va en croissant, et est
égale a la dérivée de cette fonction suivant la normale.

On appelle ligne de forces d'un champ une ligne telle qu'en chacun de
ses points la force soit dirigée suivant latangente a cette ligne. Cette défini-
tion ne suppose pas nécessairement qu'il y a une fonction des forces. Les
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équations différentielles d'une ligne de forces sont manifestement
dr dy dz

(elles expriment que le vecteur force et le vecteur ds ont méme direction);
I'intégration de ce systeme conduit a deux équations renfermant ensemble deux
constantes arbitraires; par un point du champ passe donc une ligne de forces.
Lorsque les forces du champ dérivent d'une fonction des forces, leslignes
de forces sont les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau.
Nous allons illustrer cette théorie un peu ardue par des exemples.

45. Exemples. 1° Champ de la pesanteur. — Dans un espace restreint,
le champ de la pesanteur a une direction constante, celle de la verticale des-
cendante, et une intensité constante égale a g. Si l'on prend Taxe des z sui-
vant la verticale ascendante, les projections de la force appliquée a un point
de masse m sont X =0, Y =0, X =— mg. Le travail élémentaire est égal a
— mgdz = d(— mg2). Il existe donc une fonction des forces U = mgz ; les
surfaces de niveau sont des plans horizontaux, et le travail pour un déplace-
ment A,A entre deux plans horizontaux de cotes 7; et z est égal a

To== —— (= — 24).

r Champ de direction normale & un plan, et d'inienzité fonction

de la distance du point & ce plan. — Si l'on pread l'axe des = svivant la
normale au plan, et si YVintensité do ehamp en chague point est égate
A 3= les projections de la foree sonl Xe=4l, Y=1, L= my{z) il y

i encove uae fonction des forees U =ml #(3)ds. Comme dans le cas précé-
dent, les surfaces de nivean sont des plans paralletes, et le travail pour un
déplacement de Ag & A enlre les plans de colex 2, ot = est

G=m [ (s,

3 Champ de direction normele & une droite fire, el d'intensilé fonc-
tion de la distgnce o cetie droite. — Fn prenant celte droife corume axe des
z, désignant par r Ia dislance d'un point A eet axe et par $(r) l'intensité du
chamwp, les projections de la {oree sont

X = m‘{.(r)%, .\' = m;.(r)-:{—, I=0
1 v o uoe fonclion de forees, cur ou a

Nde 4 Ydy + Fdz = m?(;-)’4'53: A _ (e,



comme on le voil en dillérenlinnt la relation x*-4- 42 = r*: celte fonction
est U==1m | g(r)dr, el ¢ile ne dépend que de r. Les surfaces de niveau sont

des eylindres daxe Oz, et le travail pour wn déplacement de A; & A entye los
eylindres de tayons £y et roest

t=m [ 4(rr.

4o Champ de direction pariani par un point fire, ¢l d'intensilé fonction
de la dislance i c¢ point. -~ FEn prenant le point fixe comine orvigine, desi-
gnazl par » Ia distance d'un point & cetle erigine, ot par «(r) Iinlensite du
elunp, les peojections de la Foree sont

X:m?(r)':, y:m?(r)'?:, Z:fn?(r)iv

Ity i une funetiom des forees, ear en ulilisant la différeatiation de Végua-
fion & -4- y* 4% = ¥, on voit quel'on a

rdr - ydy - sds

Nz - Yy + Ads = my (r)— p

= my(r)dr:
Ia fonelion des forees U == m | ${#)dr ne dépend que de r; les surfaces de

niveau sont sdes sphives ayant poar cealre le poiut tixe, cb le travail pour un
dipleermenl de Ay & A eatre les spheves de rayons ry el roesl dgal i
G=um I.r;(r)dr.
iy
8i I'on eonsidire par exemple Uatiraction newtonnicone, o intensilé du
clinmp  est inversemend proporlivnnelie au carré de In distance et est égale

asxrn= _:TI':, la tonciion des Corees est égile i

U= f R e o Bt
. re r

DPans le cas de le  répulsion exereée par une masse élechigue, inver-
. . . fi .
sement propeclionncile an carre de ln distanee, ob a 4{r) = '; ;T fonetion
r

— frm, el le potenticl est égal & f':!'

des forces est

i Champ résullant de plusicurs guirer dérivant chacun d'une fonction
des forces. — Ce ehiamp dérive d'une fonction des forees égale i la somme des
fonctions relatives aux champs eomposants ; en effet si X, Yy, £, sont les
composanles de la foree exercée sur un point par le ehamp de rang &, Ia
toree du champ résultant a pour projections X = XX, Y = XY, £ = ¥4, et
I'on a hien

f Ndz ok Ydy & Zds a8 ; N Yoy 4 #adz == 21,

4
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Ces considérations s'appliquent aux attractions newtoniennes exercées
sur un point matériel de masse m par plusieurs points fixes de masses m;
m, ... dont les distances au premier sont ry, r,,... ; la valeur absolue de la
force attractive exercée par la masse mg sur la masse m est proportionnelle
aux masses et en raison inverse du carré de la distance et a pour valeur

M, : : Lo .
Lr:&_’ cette force, qu'il faut affecter dans le calcul du signe —, dérive d'une
. fma, , )
fonction des forces o comme nous l'avons vu. |l existe donc pour le
*

champ résultant une fonction des forces égales a

1;={m(*_'!.! UL T )
m Tz
Les mémes considérations s'appliquent au champ électrique créé par plu-
sieurs masses électrisées exercant sur une autre masse une action d'aprés la
loi de Coulomb ; il suffit de répéter le calcul précédent en changeant au besoin
certains signes ; le potentiel V ala valeur donnée pour U dans le cas précédent.
6° Champ ayant en chaque point une direction perpendiculaire au plan
passant par le point et une droite fixe, e une intensité inversement propor-
tionnelle a la distance a cette droite. — En prenant la droite comme axe des
s, désignant par r la distancedu point matériel A a I'axe, par 0 I'angle polaire

k. . N, . .
et supposant que la force, de valeur :—n, soit appliquée en A perpendiculaire-

ment au plan AOz, dans le sens positif, les projections de la force sont
A= fom oos (I’J -t —“-‘-) = hem sin 4,
r 2 r

¥ =57 G (u 4 -';) =" oass,
r 2 r
£=1,
et comme on a .r = rcos, y ~ rsin 0, on trouve aprés différentiation
Nde -+ Ydy + Zdz = kmds

Il existe une fonction des forces U = km6, mais elle n'est pas uniforme
car un angle 6 possede une infinité de déterminations; si le point décrit un
contour fermé n'entourant pas I'axe Oz, le travail est nul ; s'il décrit un contour
fermé entourant Taxe Os une ou plusieurs fois, la valeur finale de 0 differe de
la valeur initiale d'une ou plusieurs fois 27 ; le travail est égal & une ou plu-
sieurs fois 2mkm. Les surfaces de niveau sont des plans passant par Oz.

Ces considérations trouvent leur application dans I'étude du champ magné-
tique créé par un courant électrique rectiligne.




CHAPITRE VII

DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL
THEOREMES GENERAUX

46. Equations générales. Force d'Inertie. — Dans tout triédre de réfé-
rence par rapport auquel s'appliquent les principes de la dynamique, la résul-
tante F des forces auxquelles est soumis un point matériel de masse m est
liée & I'accél ération J de ce point par I'égalité géométrique

(O F = ml.

En désignant par « la valeur numérique de I'accélération, celle de laforce
est done "— my.

Cette relation permet de résoudre deux especes de problémes:

1° Connaissant, la loi d'un mouvement, calculer la force; il suffit de
trouver les projections de |'accélération pour avoir celles de la force ; le pro-
bléme est peu souvent envisagé et du reste est susceptible en général de plu-
sieurs déterminations de la force suivant qu'on veut |'exprimer en fonction des
coordonnées du point, ou de sa vitesse, ou du temps, ou de ces variables a la
fois. Si I'on considere par exemple un mouvement rectiligne suivant 0X,
d'aprés la loi x; =sin t, on peut choisir comme loi de la force dirigée suivant
Ozx, les expressions — msin{, — mx, — my'§ - v?,

2° Connaissant la résultante des forces appliquées a un point matériel, déter-
miner son mouvement; on a donc a chercher ce mouvement connafssant son

accélération § ="
m

On appelle force dinertie d'un point matériel le vecteur s— md lié ace
point. L'égalité (1) peut étre interprétée de la fagon suivante :

Les forces appliguées a un point matériel et sa force dinertie forment
un systéme de vecteurs équivalent a zéro.

On donne a cet énoncé le nom de principe de dAlembert.
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La traduction par le calcul de légalité (1) se fait ordinairement en pro-
jetant cette égalité sur les trois axes Ox, Oy, Oz, ce qui donne les trois
équations

e dy s,
@) "IHF = X, m i =Y, mdt' =,

en désignant par X, Y, Z les projections de la résultante ; ces projections
sont, dans Je cas le plus général, des fonctions des coordonnées x, y, z du

point, des projections d'T (B-?, 9;} de sa vitesse et du temps. Nous supposerons

dorénavant que les fonctions X, Y, Z sont réguliéres, comme cela se présente,
d'ailleurs dans les problémes usuels.

Un cas particulier important est celui pour lequel le point matériel reste
en équilibre, de sorte que les coordonnées X, y, z sont invariables. Les pre-
miers membres des équations (2) sont nuls. On adonc X =0, Y =0, Z=0.
Héciproquement, supposons que les trois fonctions réguliéres X, Y, Z soient

constamment nulles. Nows aurons E:I‘r i, Z,;f s 0, d_ =0 et, en iolé-
eranl t£'?=lf"' dy =" ‘I1=l,"" si le poing est en repos & Uinstant ini-
- tdf Tt dt 't ’
tinl les frois conslantes dintégration sont nulles : on a

dx dy oz

= o, P

i ' i o {
L, enindéerant,

PR VN = ==y

le point matériel reste en repos. On a donc le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un  point  matériel libre
reste en équilibre est que les forces appliquées forment un  systeme équiva-
lent & zéro.

Occupons-nous maintenant du cas du mouvement. Les équations (2) for-
ment un systeme de trois équations diilerentielles du second ordre. On démon-
tre en Analyse que si les fonctions X, Y, Z sont régulieres, ce systéme a une
solution générale unique pour laquelle x, y, z s'expriment au moyen du temps
et de six constantes arbitraires. On peut, supposer que ces six constantes sont

di fy

(j?) f (‘L) de lavilesse, ¢ est-i-dive les curacléristiques de la position ini-
1,

tiale et de la vitesse initiale du mobile ; on les désigne sous le nom de condi-
tions initiales.
On appelle intégrale premiere des équations du mouvement une relation

_— dz
Lles valeurs pour £ =={) des coordonnides ks, 3y, 5, 6t dos projections (--— B
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entre les coordonnées x, y, z du point, les projections <k sa vitesse, le temps
et une constante arbitraire, qui est identiquement satisfaite en vertu des équa-
tions du mouvement. En supposant que cette relation soit résolue par rapport
ala constante, on peut lui donner la forme

de dy dz N ..
'1:(..‘:,_1;,:‘ a3 dr i’)_.l.,

on dit encore que est une intégrale premiere du mouvement.

On vérifie qu'une fonction @ est une intégrale premiére si, en prenant sa
dérivée par rapport au temps comme celle d'une fonction composée de t, et en y
remplacant les dérhées secondes de .x, y, z par leurs expressions tirées des
équations (2), le résultat est identiquement nul quelles que soient les valeurs
de |, dex, y, z et de leurs dérivées.

Si I'on connait une ou plusieurs intégrales premiéres des équations du
mouvement, le probléme de I'intégration de ce systéme est simplifié, car on
peut remplacer une ou plusieurs équations du second ordre par d'autres du pre-
mier ordre ou finies. Si I'on connaissait six intégrales premiéres distinctes,
on pourrait calculer les coordonnées x, y, z et leurs dérivées au moyen du temps
et des six constantes arbitraires Cy,, C,, *+ Cg entrant dans les intégrales, 1'in-
tégration serait terminée: en faisant dans les expressions trouvées t= 0 et
remplagant les coordonnées et leurs dérivées par leurs valeurs initiales, on
obtiendrait des équations permettant de calculer les six constantes au moyen
des conditions initiales.

On peut étudier un mouvement en utilisant d'autres coordonnées du point
matériel que les coordonnées cartésiennes ; si |I'on emploie par exemple les
coordonnées cylindriques r, 0, s, les composantes de I'accélération données au
n° 2a serviront a résoudre le probleme de la recherche du mouvement.

On appelle équations intrinséques du mouvement celles qui résultent de
la projection de I'égalité (1) sur la tangente, la normale principale et la binor-
male a la trajectoire en chaque point. Si F, F, et Fy, sont les projections sur
ces trois droites de la résultante des forces, les formules du n° 24 donnent les
équations

[E)] m g: = I, m =k, = F,

Ces équations ne sont guere utilisées que dans le cas ou la trajectoire est
connue.

47. Quantité de mouvement. Moment cinétique. — On appelle quantité
de mouvement d'un point matériel le vecteur in¥, lié a ce point, égal au
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produit de sa masse par le vecteur vitesse; ses projections sur les axes
de d dz
sont m-&? m :f.‘f' m Py
Les équations (2), qui peuvent s'éerire

df de di d d dz .
dr(mﬁ) - X 'dz(mj%) A dl( dh) &
expriment le théoréme suivant, que I'on appelle théoréme de la projection de
la quantité de mouvement :

La dérivée par rapport au temps de la projection sur un axe de fa
quantité de mouvement d'un point matériel est égale a la projection sur cet
axe de la résultante des forces qui lui sont appliquées.

Si I'on forme en partant des équations (2) les expressions des moments par
rapport aux axes, les moments des seconds membres sont

ylh—gY¥m=1, zX—2Z=M, Y-—yX=2N;

cenx des premiers wembres sonl
m(qcf'-: ‘—zt—j!‘-) = ﬂm(yi: — =(-'r‘l)-'),
e d de o\ dt d
( sTE _.z"‘.?) =4 (d-u“')
di? g di ot dt
dix d di
m(r]ff yde!)*""'( d'f ”dr)
et sont les dérivées des moments de la quantité de mouvement par rapport aux
axes. En les égalant respectivement a L, M, N, on a trois équations expri-
mant le théoréme suivant, que I'on appelle théoreme du moment de la quan-
tité de mouvement :
La dérivée par rapport au temps du moment par rapport & un axe de
la quantité de mouvement d'un point matériel est
B Kk égale au momentpar rapporta cet axe de la résul-
tante des forces qui lui sont appliquées.

H On donne souvent le nom de moment cinétique
d'un point matériel par rapport & un point ou un axe
au moment de sa quantité de mouvement par rap-

K portace point ou cet axe ; il est facile d'énoncer le
deuxiéme théoréme en introduisant le moment ciné-
tique.

Fig. 38. L'interprétation géométrique des deux théo-
remes qui viennent d'étre énoncés est la suivante :

Si OH et OK sont les vecteurs issus de I'origine équipollents a la quantité de
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mouvement et au moment cinétique par rapport a 0 (fig. 38), les dérivées
géométriques de ces vecteurs sont respectivement égales & la résultante OF et
au moment résultant Ot par rapport 4 O des forces appliquées au point
matériel. En effet, en projetant ces égalités géométriques sur les axes, on
trouve des équations qui traduisent les théorémes énoncés.

48. Casparticuliers. Loi desaires. — 1° Si la projection sur un axe de la
résultante des forces est constamment nulle, la projection sur cet axe de la
guantité de mouvement est constante, et il en et de méme de la vitesse; la
projection du point matériel sur cet axe est en repos ou a un mouvement uni-
forme.

2" S les projections sur deux axes concourants de la résultante des forces
sont constamment nulles, les projections du point matériel sur ces deux axes
sont en repos ou ont des mouvements uniformes ; la projection du point sur le
plan des deux axes est donc en repos ou a un mouvement rectiligne et uniforme.

Ce cas se présente lorsque le point matériel est soumis a une force paral-
léle a une droite fixe ; les projections de cette force sur deux axes contenus
dans un plan perpendiculaire a cette droite sont nulles. Si la vitesse initiale
est parallele aladroite donnée, sa projection sur le plan normal es nulle, la
projection du mobile sur ce plan reste en repos, de sorte que satrgjectoire est
une droite paralléle ala droite donnée. Si savitesse initiale est quelconque, la
projection du maobile sur le plan normal est animée d'un mouvement rectiligne
et uniforme ; la trajectoire est une courbe plane dont le plan et paralléle ala
droite donnée et contient naturellement la vitesseinitiale.

3° Si le moment de la résultante par rapport a une droite est constamment
nul, le moment cinétique du point matériel par rapport a cette droite est
constant. En prenant la droite pour axe des z on a une équation de la
forme

(4 J:QH y"‘l——r =1

dt AT
. étant yne constante arbifraire dontla valeur en fonetion des conditions ini-

tiales est z.(‘éf)o—y,(gf)n< Comme nous I'avans déja remarqué au n® 22, le
premier membre est égal i rt :3, il est le double de l vilesse aréolaire de ia

projection du point matériel sur le plan xOy. Si A est I'aire baayée par le
rayon vecteur de cette projection, ona
di C C

da L L et
dt 5°? A 25!—6-
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C étant une nouvelle constante que I'on peut prendre égale a zéro si |'aire est
comptée a partir du rayon vecteur initial ; on voit alors que l'aire A est pro-
portionnelle au temps.

On dit qu'un point se déplace dans un plan fixe suivant la loi des aires
par rapport a un centre O de ce plan lorsque I'aire balayée par le rayon vec-
teur allant de ce centre au mobile est proportionnelle au temps. On peut alors
énoncer le résultat suivant :

S le moment par rapport a une droite de la résultante des forces appli-
quées a un point matériel est constamment nul, la projection de ce point sur
un plan perpendiculaire a la droite se déplace suivant la loi des aires par
rapport au point de rencontre de la droite et du plan.

La réciproque est évidente, car si Taire précédente est proportionnelle au
temps, le moment de la force par rapport a la droite est nul, dapres le
théoreme du moment de la quantité de mouvement.

Lorsque les conditions précédentes sont remplies, |'équation (4) constitue
une intégrale premiére des équations du mouvement ; on lui donne le nom
d intégrale des aires.

4° Si les moments de la résultante des forces par rapport a deux axes
concourants sont constamment nuls, cette résultante rencontre les deux axes
et est contenue dans leur plan, qui contient la trajectoire, ou bien elle passe
constamment par le point de rencontre des deux axes, et Ton dit alors qu'elle
est une force centrale.

49. Cas d'une force centrale. Théoréme. S un point matériel est sou-
mis a une force passant constamment par un point fixe, sa trajectoire est
une droite passant par le point fixe, ou est une courbe plane dont le plan
passe par le point fixe, et il décrit alors cette courbe suivant la loi des aires.

En etlet, si I'on prend le point fixe comme origine, les moments de la
force par rapport aux axes de coordonnées sont nuls, et les moments ciné-
tiques par rapport a ces axes sont constants; on a donc trois équations ana-
logues a (4) :

dz _ _dy
War T g =M
d.].' II.'.
M g —rg="
dy e
Cde T T

A, B, C étant trois constantes dont les valeurs sont celles que prennent les
premiers membres pour les conditions initiales.
1" Si lavitesse initiale est dirigée suivant le rayon allant du point O ala
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pusition inikiale du mobile, ses projections (g)u, (Sa:")u. (3:)0 sont propor-
lionnelies & i, y,, =, et les trois conslantes A, B, C sontnulles ; on en déduit
les relations

qui donnent par intégration

log ' =logd =1og %,

L Yo =

d'ou T=¥ o,

Lo e I

le point matériel est constamment sur la droite joignant I'origine & sa position
initiale.

2° Si la condition précédente n'est pas remplie, les constantes A, B, C ne

sont pas tontes nulles. En multipliant les deux membres des équations (5) res-

pectivement par X, y, z et les ajoutant membre a membre, on en déduit la
relation

A x+ By + Cz=0;

elle exprime précisément que le point matériel reste dans un plan passant par
I'origine. La dérivée de cette équation exprime, ce qu'on pouvait prévoir, que
la vitesse du mobile est constamment contenue dans ce plan ; celui-ci est donc
entiérement déterminé par I'origine, la position initiale du mobile et |a vitesse
initiale.

Le moment de la force par rapport @ un axe quelconque passant par O
étant nul, le mouvement de la projection du mobile sur un plan quelconque
passant par |'origine a lieu suivant la loi des aires, et cela a lieu notamment
dans le plan de la trajectoire elle-méme ; celle-ci est donc parcourue suivant
la loi des aires.

REMARQUE. — Le théoreme du moment de la quantité
de mouvement donne lieu dans le cas précédent a la re-
marque suivante : Le moment par rapport au point O
du vecteur vitesse du point A a pour valeur ,le produit de
la grandeurv de la vitesse parla perpendiculaire p abaissée
de O sur la tangente a la trajectoire (fig. 39). Si -n désigne
I'angle de cette tangente avec le rayon vecteur OA, que
nous appellerons r, le moment est encore égal arv sinY, ;
on peut donc écrire I'égalité

re sin = rgy, sina, ;
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cette remarque permet de déterminer la grandeurde lavitesseen un point quel-
conque de la trajectoire lorsque celle-ci est connue.

50. Force vive. Energie cinétique. — On appelle force vive d'un point
matériel le produit de sa masse par le carré de sa vitesse ; c'est une grandeur
scalaire qui n'est donc pas représentable par un vecteur.

On appelle énergie cinétique d'un point matériel la moitié de sa force

vive, c'est-h.dire 7 my*. Un théortme importan( relie la foree vive d’un poiat

au travail des forces qui lui sont appliquées; ce théoreme a deux aspects, |'un
sous forme différentielle, |'autre sous forme finie, qui se déduisent du reste |'un
de l'autre ; on I'appelle théoreme des forces vives ou de |'énergie cinétique.
La différentielle de I'énergie cinétique d'un point matériel est égale au
travail éémentaire o de la résultante des forces qui Iui sont appliquées.
Pour le démontrer, nous partirons des équations (2) n° 46 et nous les
ajouterons apres les avoir multipliées respectivement par dx, dy, dz ce qui
donnera
() - (Efd j;:dq + de‘f ) = Xelr + Ydy + Ldz.
Le second membre est égal au travail élémentaire de la résultante des
forces appliquées au point matériel ; le premier membre est la différentielle de
I'énergie cinétique, dont la valeur est

. _1_ dx dyyt | fdz

2= ml_(dt) + (In’) (J{) ]
en effet, la différentielle de cette expression est égale au produit de sa dérivée
par rapport a t par la différentielle dt de la variable, c'est-a-dire

m[a'r de  Jdy diy | d: !f":](“

de de T dt de U de di
et c'est bien la valeur du premier membre de |'équation (0).
On arriverait @ la méme conclusion en utilisant la premiére des équa-
tions (3).
dr

mm = F,

et multipliant les deux membres par vdt —ds : on trouve ainsi la relation
mvdv = Fds,

dont le premier membre est |a différentielle de I'énergie cinétique et le second
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membre le travail élémentaired&. On a donc

1
d . mt = di5.
Z
Pour arriver a la forme finie du théoreme, il suffit d'intégrer les deul
membres de la relation

(f%mv‘ =dE

entre deux instants /, et t, auxquels correspondent les positions A et A du
point matériel ; on obtient ainsi I'équation

Vet L [ Nde Yy 4 2as,

que nous écrirons en abrégé
1

1
H PR}
—mut— — ey &
2 27 B

en employant le symbole %}, pour représenter le travail de la résultante des-
forces appliquées pendant I'intervalle de temps fsf.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme des forces vives sous sa forme
finie :

La variation de I'énergie cinétigue dun point matériel pendant un
intervalle de temps est égale au travail de la résultante des forces appli-
quées a ce point pendant le méme intervalle de temps.

Cet énoncé est surtout utile lorsque le calcul du travail peut seffectuer
sans que |'on ait besoin de connaitre la loi du mouvement. Cela alieu en par-
ticulier si le point matériel libre est placé dans un champ dont la force dérive
d'une fonction de forces U ; la connaissance de celte fonction de forces
permet de trouver le travail pour un déplacement de Ay a A ; ce travail a pour
expression

Uz, y, 3)— L'(xy, Yoo Su)

On a donc I'équation

At — b= U ey, ) U, o 20

ou ; my! — i, y, 3) =0~

Cette équation est une intégrale premiere des équations du mouvement ;
on |'appelle intégrale des forces vives.

On voit que si le point matériel part avec une vitesse vo d'un point &,
situé sur une surface de niveau U = hy et aboutit & un point A situé sur une
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surface de niveau U = h, la vitesse v qu'il possde en A a une valeur indé-
pendante du chemin A, \:

rmy o R

Exemple. — S un point matériel est soumis a la seule action de la
pesanteur, la I'onction de forces (n° 45) est égde a— mgz et I'on a

1 N
a et — e} = mg{z — 2},
d'ou v vt - Dy (2, — 2).

La vitesse finde ne dépend que de la vitesse initiale et de la différence
des cotes des positions initiale et finale.



CHAPITRE VIII

PROBLEMES DE LA DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL LIBRE

51. Mouvement rectiligne. ~ Si un point matériel libre est soumis a une
force de direction constante et si sa vitesse initiale est nulle ou parallele a la
direction de la force, le raisonnement que nous avons fait au n° 48 montre que
la trajectoire du point est une droite portant constamment la force.EKn
prenant cette droite comme axe des X, le mouvement est déterminé par une
seule équation ditférentielle du second ordre

.tnd:-'-f =X
der T

suivant la forme de la fonction X, I'intégration de cette équation est plus ou
moins simple; nous mentionnerons en particulier les cas suivants :

1" X est une constante ou ne dépend que du temps ; il suffit d'intégrer \
deux fois successivement par rapport & t pour avoir la loi de la vitesse puis
celle du mouvement.

EXEMPLE. — Mouvement vertical d'un point pesant, en supposant que
|'accélération de la pesanteur est constante, et en négligeant la résistance de
I'air. En prenant l'axe des x suivant la verticale ascendante, |'équation du

2

mouvenent est m- -d!:: == — nig, qui fournit
dir dx #
E;-'”"'g‘ drz—yi-l-l‘u. I=—g_:!'—‘+'|r‘n£+-ru.

Si 1o est nul ou négatif, le point se déplace constamment suivant la ver-
ticale descendante ; si vg est positif, le point séléve jusqu'a ce que sa vitesse
soil nulle, ee qui a lien 4 Uinstant + = "0, ot il atteint la position d'abscisse
F=a,+ é’; il descend eusnite gt son mouvewent descendant est symétrique

Your el Mexrtai, — Mee. 3
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de son mouvement ascendant, en ce sens qu'a ses deux passages en un méme
point de I'espace ss vitesses sont égdes et de sens contraires ; cda résulte du
reste de I'équation des forces vives

v? = + 2g(z, — x},

S X et déterminé graphiquement en fonction du temps, les méthodes
d'intégration graphique permettront de déterminer la vitesse puis I'espace.
° X ne dénend aue de la vitessa v on nrend comme inconnue auxiliaire
v=25 etlen a I'¢quation
ot
=y,
RO

mdv
i = X{(v), ou ot

par intégration on ohtient une relation entre v, t et une constante arbitraire ;
s |'on peut résoudre cette relation par rapport av, on obtient une équation de la
forme 9% = (¢, G, dont I'intégration donne laloi du mouvement ; sinon on

di
peut exprimer x en méme temps que t en fonction de v en écrivant
dr = rdt =" ot en intégrant.

(v

EXEMPLE i)Supposons gu'un point soit soumis aune seule force, qui et
une résistance proportionnelle au carré de la vitesse ; nous prendrons |'axe
des x suivant la vitesse initiale, l'origine ala n,nsition initiale; nous désigne-
rons la valeur absolue de la résistance par '%:—’—, k ayant la dimension dune
longueur. L'équation du mouvement est

L P L d'oll dv_
- dt™ "k
En Séparant les variables et intégrant, on a
i 1 t . d Jev,
— =z ] d f=— = i B
von ok on =a Tk + vgt’

en intégrant une deuxieme fois et tenant compte de & = 0, on a, pour équation
du mouvement,
vyl
e=klog({1+ )

> X ne dépend que de I'abscisse du mobile et est par suite une fonction X(ar).
Si I'équation différentielle est simple, par exemple linéaire, on I'intégre directe-
ment; dans l¢ eas contraire, le caloul du travail | Xdr permet d'utiliser
P'éqnation de I'énergie cinétique

—,:—m(u*-—ng)=j:}((x)da:,
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qui est une intégrale premiere de I'équation du mouvement ; on la retrouve du
reste en appliquant le procédé classique d'intégration des équations de la
forme m%%=)€(z); on prend ”Z%? cotnIne ineonnue anxilinire, et l'on
pose

diz _dv_dv dv__vedv_ d 71 N
dee ~ dl " dx dtT dx de

T dx 2
Nous verrons plus loin des exemples de ce cas. Si X est donné graphi-

quement en fonction de X, les méthodes de calcul graphique permettent de
déterminer i>% puis v, en fonction de x.

52. Mouvement vertical d'un point pesant dans un milieu résistant. —
Nous supposerons que la valeur absolue de la résistance est mklv, k ayant la
dimension de I'inverse d'un temps; et nous choisirons |'axe des x dirigé sui-
vant laverticale ascendante ; si le mouvement est ascendant, v est positif, et la
projection de la force résistante est — mkv ; si le mouvement est descendant,
la vitesse est négative, la force de résistance est dirigée vers le haut et sa
projection est encore — mkv ; on a donc dans les deux cas la méme équation
-du mouvement

mg"':z = —my — mhy
de = T YT ’

dont la solution générale est o= Gs"""———% ; avee les condilions iniliales

on 8 v=0G—-— %, d'od C=1~0+-f}:, ef
o p=tr_ (u0+ _g_)e_n_l‘
ot k k

Une npuvelle intégration dorne la loi du mouvement
——9, 1 ApH
z kt k(v“+i‘r)e -G,
{, étant vne constunte; si I'on suppose 2y =1, el si l'on fait =10, on, a
A p -
{, = k(l‘-,—i—%), et

@ x=—-§-£+~:‘—(w+%)(l—r—*’).

On serait arrivé au méme résultat en intéarant directement |'éauation
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différentielle linéaire du second ordre

3.
d—-x--%kd—x:-—q.
i dt :

L'allure du mouvement est caractérisée par |'équation (1) fournissant la
videsse : si @, est fual i — %, v est constante ot le mouvement est uniforme ;
si @, mest pas éwal A -‘Z; v s'approche indéliniment de cette valeur et lo
mouvement tend a devenir uniforme. La ligure 40 donne la représentation

" graphique de fa vilesse dans les cus 1" v, >0,

\ 2Ny — % el e ro{ﬂ—%; il serail fe-

I
+ cile de tracer la représentation graphique de la
v loi du mouvement.
= Dans le cas d'une autre loi de résistance,
'g ------------ ———— il faut généralement établir deux équations du
__.,-'s’ﬁ#_ mouvement, |'une pour le mouvement ascendant,
I'autre pour le mouvement descendant ; c'est ce
Fiy. 41 qui a lieu pour une loi de résistance telle que
mkv", I'exposant n étant un nombre entier pair;
il faut alors prendre cette quantité avec le signe — pour le mouvement

ascendant, et avec le signe -+- pour le mouvement descendant.

53. Mouvement vibratoire, mouvement amorti. —Supposonsqu'un point
matériel de masse m se déplace sur Ox sous l'action d'une seule force attrac-
tive proportionnelle a la distance ; si I'on représente la valeur absolue de cette
force par ma’lx|, a ayant la dimension de I'inverse d'un temps (ou, ce qui
revient au méme, d'une vitesse angulaire), on voit que, dans tous les cas,
quel que soit le signe de x, la projection de la force est — ma®x ; I'équation
du mouvement est done

e .
3) P +atr=Ih

Lintégration directe de celle égnation finéaire du second ordre se fail en
résolvant I'équalion caracléristique r®—-a® ==, dont les racines sont == e ;
L solution générale est, comme v sait,

=0, cosaf + Cysinal.
En introduisant les conditions inifiales .« et 2 pour # =1, dans celte

. " . R .
dipadion ot saiérivee, ona G, =x,, C; - ;; d'on Lo furme de la solution

| LTS
T == &, 008 &f - — sin al.
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On peut introduire un angle ¥ donné par les relations

sins _ cosy
&£ no
"

el I'on hrouve

T e
r=4f iy a‘;sm(ut =k

Le mouvement, appalé vibratolre simple, est périodique cutre les puints

lahsecisses +\/J"

o la valeur absalue du radical est Pamplitwle, - Ia

phise ; la durée de ia periode est T= a ; elle esl imdépendante des conditions
initiales, ot Pow dit que les oseillations sont isochranes.,
Exexrte, — Supposons que Fon ail g = ":;_E, g m= NP py =10 on i
=2 cos ¢ ) = — 20 %in ¢ H
10 )

1a période est T = 207 2= 28 secondes.

Suppesons qu'en aulre de Ju Toree aftractive proportionnelle a Ly distanee,
1o point matériel soil sounds & nae résistanee proportionnelle it tn vilesse, on
peut representer la projection de eelle foree pur — 2mbe, b ayant comme a la
dimension de inverse d'un temps, el cotte représentalion esl valable nuel gue
soil lg sens ta movvement. L'équation dilférentielle du moutvement est alurs

i
& ! 2b = };
(&) din P

clle est du seeond ordre i eoclficients constants ) sou équation carnetéristiqne
r o Bl - @t == 0 0 ses tacines reelles sk b xoa, dgales si b= a, inaginaices
s1h < a, ¢oquiest le eas fe plus réquent dans les applicalions.
Lorsque &7 a, les racines de I'éguation carnckéristiyne sont
— b= ifat - b

Ta soluticn géndrale de 1'é:|n:ltiun dillérenlielle ast

Gy el &, &tand deux conslantes arbilraires. 50 U'on exprime que pour t=0ona

dr . . -
&=y et — = 4, un trouve les ¥alewrs de G, el G, en fonction des conditions

dt
inilinles, el la solution prend ta forme

- b,

ax = e—“(.r.,cnsya‘ TR
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Comme dans le eas précédent, on pent mettre Ju parenthése sous Ia

forme ., sin (@, +3) on & =y/ai— ¢, U'smplitude x, et la phase g étant
donndes par

. y —+
i == f L a0 I, 50 5 = ay, T, CuE = la——";
1 1

on a &lovs, ponr exprimer Ta Joi dunonvement et Ja vitesse,
=g g, sin (@, 4 3,
U= e~ M ey cos (A + 5) — b sin (ad + 3}

La vitesse s'annole et change de signe aux instants donnés par
) a
tgl{ad-1-9)= I:,

awxguels carrespondent pour x des valears maxima on minima : 'infervalle entre

denx dle eos instanls conséeulils csf. <. On voil gue le mouvement est psrin-

2
dique, la pérde danl T, = = les ascillations ont des amnplitudes allant en
H

diminuaul, par suite de la présence dn terrae e~ qui tend vers zéro quand le
lemps £ nugmente indéfiniment.

La durée T, des ascillations ¢omplites avee amorlisseinend est inférieure i
T, durée sans amorlissement, mais 'éeart cst en géndral falble, car on a

1
% A o 16 34
o= n( a“’) 1(1 3 a‘+3a‘ )

si I'on niglige tes puissances de —1--d ‘exposant €gat on supérieur & 4, et si fon

[

2z .
remplace @ par -T—; on & avec une appresimation suflisante

T BT

a . . . .
cn supposant par exemple que == o voit que Uerrenr relative cotmmise

en remplacant T, par T ost de 'ordre d'un demi-ventitme,

Les #longalions suceessives sont égales aux valeurs absolnes de = lorsque
la vitesse $'annule, ¢'est-a-dire forsque @ty + 5 = kn, & prenant les valeurs
siecessives 1, 2, . ... ; les abscisses correspandantes sont

Loyl = ¢ b, [@p o j=e"Mearm,  -eo-n
cos dlongations forment une progression géomélrique, ear la diférence

= T,

J 1Y
o

by = b=
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. . =M .
est constante ; Ia raison de la progression est ¢ 2 ; la  connaissance de

cotte raison et de la périnde T, permet de calculer Je coefficienl d'wmoriis-
sement &,

Los deux autres ¢as sont moins importants que celni des vibrations amor-
ties. 5i b = a, les racines de I'équation caractéristique sont égales i = o el
I solution générale de I'équation gdiftérentielle est

r=e"C,+ Gl = t."""[:l’-‘u -+ (1 a.r:g)IJ.

8i b = a, les racines de 1'¢quation caractéristique sont réelles et négatives,

la solution générale de I'équation dilérentielle cst

iz == e[y el D7 — a*t -+ Cosh B2 —at];
en fonction des données initiales, cette solution a la forme

b i a|

' T n

&= e“"[rn chy/ bt — ast - =

Vb —a

Dans ces deux cas, on peut voir, en éludiant la vilesse, que celle-ei

s'annule au plus wae fois et que le point mutériel s’approche finalement de
l'origine ; le meuvement est apériodigque.

54%. Mouvement vibratoire Lrouble par une foree peviodigee, —  Buppo-
sons qu'on paint matériel se déplacant sur O soit soumis. onire Paltraction
proportionnelle 4 Ia distance, & une foree périodique, divigée suivant Oz, el
égale & me sin o/, ¢ Ayant la dimension d'une accélération, ot » la dimension
de l'inverse d'un temps on d'une vitesse angulaive. 5% a'y a pas d'amorlisse-
ment, 1"égquation du monvement est

&z ¥ .
i —“+als = ¢ sinwt
on pbtient la solution générale de cetle #qnation ee ajoutanl & la solution
générale de U'éynation sans sccond membre une soluljon particuliére de I'tgua-
tion complite. 8i & o w, on sait qu'il exisie une solution particuliere de la forme
asinwl + B cos wé, et I'on obtient les cocflicients = et § en ¢erivani que 'égua-
tion est salisfaite par ceite solution, ¢'est-a-dire que I'en » idenliquement
a(g® — w?) sin of 4 Bt —w?) cos wl= c sin wl.
Les termes en sin wi doivent avoir les mémes coefficients dans les deux

membres, de méme les tarmes en cos wf ; on 2 done af@® — w?) = ¢, f =0, d’onl

I'on tire la solution de l'équation

& ==, cos af + Cy5in gt + ¢

pei mnFSin tal ;

on caleule facilement C; el C, au moyen des conditions initiales.
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Lorsque a est peu différent de w, le dernier terme représente une oscilla-
tion de grande amplitude, qui peut avoir une importance prépondérante.
Lorsque a est égal i ®, le calcul précédent n'est plus valable, et il faut cher-
cher une solution particuliere de la forme af sin wé -+ 3t cos wf; en écrivant
que I'équation est satisfaite identiquement par cette solution, on trouve a = 0,
- dwfl = ¢, 4’00 la solution générale

r==C, cosml -+ C;sinot — ‘-:'- feosml;
1)

le dernier terme représente une oscillation dont la phase est 1’:—, et dont
I'amplitude croit indéfiniment avec le temps. On dit dans ce cas qu'il y a
synchronisme  ou  résonance.

Dans la pratique, il y a toujours un terme d'amortissement, et |'équation
différentielle du mouvement est de la forme
i
dee

- :.’.b['!{' oty = e sinwl
ot
WI n'est jamais égal a une racine de |'équation caractéristique, et I'on peut
toujours obtenir une solution particuliere de la forme « sim o:f 4 [ cos wé, En
écrivant qu'elle satisfait identiquement a I'équation, on trouve
(e —w e — Bbul=r¢, (g — oW -1- 2mx == 1),
2 —

. =
(@ — iR b 7

On obtient ainsi une solution particuliére qui, dans les applications, est plus
importante que la solution générale de I'équation sans second membre, car
celle-ci a des amplitudes qui tendent vers zéro en raison de |'amortissement.
L'amplitude de la solution provoquée par la force périodique est égale a
g et peut devenir assez grande lorsque @—w et b sont petits.

Via® ) o d
Le cas ou & = est celui du synchronisme ; la solution particuliére est

_cE Cos wi
2bw '
elle a pour phase 3: par rapport a la force périodique, et son amplitude est

d'autant plus grande que b est plus petit ; on est amené a augmenter le coef-
ficient d'amortissement pour diminuer cette amplitude qui peut devenir dan-
gereuse.

55. Mouvement curviligne d'un point pesant. — Dans un espace assez
restreint, la direction et I'intensité du champ de la pesanteur peuvent étre
considérées comme constantes si 1'on néglige la résistance de l'air ; il résulte



PROBLEMES DE LA DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL LIBRE , 89

des considérations du n° 48 que la trajectoire est une courbe plane dont le
plan passe par la verticale de la position initialeet parlavitesse initiale. 11 en
est encore de méme lorsque |'on introduit une résistance fonction de la vitesse
et dirigée en chaque point suivant la tangente a la trajectoire, car les forces
restent toujours dans le plan précédent. Nous supposerons dans ce qui suit que
I'on néglige la résistance de l'air.

Prenons pour origine la position initiale, pour axe Oy la verticale ascen-
dante, pour axe Ox |'horizontale dirigée suivant la composante horizontale de
la vitesse initiale; désignons par v, la grandeur de cette vitesse, paral'angle
qu'elle fait avec Ox; les composantes de la vitesse initiale sont V,cos x et
V'osin a. Les égquations du mouvement sont

i i)
% TE 0 ¥
() off2 ' o &
d'oir, par intégration ¢ introduclion des conditions initiales,
. 1, .
(6} ‘df = Py OS5 X, f::;'i s — g 1y B 2,
__agn
M == ot 008 7, y= ]51 “k gl $iN

On peut dire que le mouvement résulte d'un mouvement rectiligne et uni-
forme de vitesse vy suivant la direction de la vitesse initiale et d'un mouve-
ment vertical descendant uniformément accé-

}y |éré, sans vitesse initiale.
nl On obtient I'équation de la trajectoire en
] R éliminant / entre les équations (G), ce qui donne
n .
. f la relation
. ;L 2
! 8 =ztga~ I,
) ¥ " 2ozeust s’
¥
[¥ \ \ elle représenic une parabole i axe vertical, ren-
l', vonlrant 'aaxe (ke en des points d'abscisses
i Aol
) ! =1, o=t h—‘-'—'—ﬁ; on abtiend les ¢oordun-
Fig. 44. ¥

nées .y, 4, de sen sommet en eherchanl dans
" - . d .
queile condition y est maxinnm, ou bien cn annulant -j":, ce qui donne

¥I8in 22

2g

v
=-Lsina.
y' 2{," @

By sin @
L=

£

vl cont ow

Le paramitre de In parabole esl p == '“—‘— y de sorle que ordonnée de

. !
sit dlirectrice D, égale & 3, + % = "i,)l‘, st independante de x (fiy. 41},
- =f
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%% Ton se donne vy, et si I'on cherche a valeur gu'il faut donner i & pour
gwe In parabole passe par un point donné Alx, 3). il [rut résoudre 'équation

(8) par rapport & «; ¢n rempiagant E;:;_*‘ par 1 + tg* = ct ordonnant I'équation
3
par rappark i tg «, elle s7éerit

geitg? o — 20 g & + et ey = 0.
ot rue ses ragines soient réelles, il faul que 'on ait

sl o (gt - Yegy) 52 9,

. QL
d'ou y<§;._ﬁﬂk‘

ii faut que y soit, pour chaque valeur de x, inférieure a I'ordonnée d'une para-
bole P tracée en pointillé dans Jaligure il ; cette parabole a comme foyer |'ori-
gine et comme tangente au sommet la directrice commune a toutes les trajec-
toires ; par tout point intérieur & P passent deux trajectoires, par tout point de
P une seule et par tout point extérieur ne passe aucune trajectoire ; P est appelée
parabole de sireté ; on voit facilement qu'elle est tangente a toutes les tra-
jectoires et quelle est leur enveloppe.

56. Mouvement d'un point matériel adiré par un centre fixe propor-
tionnellement a la distance. — Le mouvement a lieu dans un plan passant
par le centre et la vitesse initiale. Si celle-ci passe
elle-méme par le centre, le mouvement est recti-
ligne et se confond avec le mouvement vibratoire
simple étudié au n° 03. Si la vitesse initiale ne
passe pas par le centre fixe, nous prendrons le
centre comme origine O, |'axe Ox passant par la
position initiale Ay (fig. 42), Taxe Oy perpendi-
culaire a Ox dans le plan passant par O et la
vitesse initiale ; nous désignerons par v, la gran-
deur de cette vitesse et par no I'angle qu'elle fait
avec OAy. Si la force agissant sur un point A tel
que OA = r apour valeur absolue ma’r, ses pro-
Jeclions sur les axes soat — ma'xr, — ma‘y, el les équations du mouvement
sont

e diy

de - ptr =1, P ety =

La solulion générale de ce systime est

T ==y e05 gl Cysin al, y=0C;cos ¢f -+ T 5in af;
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on détermine les constantes en fonction des conditions initiales en exprimant
que pour t = 0, x est égal & Xo, y est nul, et les composantesde la vitesse sont
Vo COS Np, VO Sin no, ce qui donne les équations

Gi=u, G=0 ali=wvcosm ali=r,sinw;

on en déduit les expressions de &; et vy,
Ty . vy . .
& =, 605 at—i-;cnsnnsm al, Y= 'sinv,sinaf,

L'élimination du temps, résultant de I'introduction dans I'identité
sin? af-1-cos® gl =1

des valeurs de sin at et de cos at tirées des relations précédentes, conduit a
I'équation de la trajectoire, qui est

(r =y cobgrm)*
i '

la trajectoire est une ellipse qui a pour centre l'origine 0, et pour demi-

diamétres conjugués le rayon vecteur initial OA, et le segment (M, égat o o

porté par une paralléle a la vitesse initiale; c'est ce que montreraient du
reste les équations du mouvement si I'on prenait comme axes de coordonnées
le rayon vecteur initial et la parallele menée par le centre a la vitesse
initiale.

Les coordonnées x et y sont des fonctions périodiques du temps ; la durée

. ) . 2n
de la révolution est T ~ _:'::‘

Le mouvement a lieu suivant la loi des aires, et le moment du vecteur
vitesse par rapport au point O est constant ; si ¥ est le vecteur vitesse d'un
point A de la trajectoire, p la distance de |'origine a ce vecteur et n I'angle
qu'il fait avec OA, on a

PP == F BIN ¥ = Ty == UoFy SI0 Mo,

Si I'on trace le demi-diamétre OB conjugué de OA, on sait, d'aprés un
théoreme d'Apollonius, que |'aire du parallélogramme construit sur OA et OB
est constant, c'est-a-dire que l'on a

OA , OB sin 7, = OA, . OB, sin o == ":—" sinw:

or en conclut que OB = %, v=a.0B, ce qui permat de construire graphi-
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quement la vitesse du mobile au point A. On peut ajouter que I'hodographe
es lelieu d'un point B' situé sur OH et tel que OB' = a.OB; elle est donc
une ellipse homothétique a la trajectoire.

La trajectoire peut &re un cercle; il faut et il suffit pour ceaque Ton ait

™
LT el vy o= ary.

57. Etude en coordonnées polaires du mouvement produit par une lorce
centrale. — 1l semble naturel d'étudier au moyen des coordonnées polaires r,
0 le mouvement d'un point soumis a une Force dont la direction passe par le
centre 0; on utilise pour cela les projections de I'accélération sur le rayon
vecteur Or et sur la perpendiculaire Op a ce rayon vecteur; ces projections
ont pour valeurs, dapres les formules (3) et (4) du n° 25,

L dnN A d LAy
T (dr ’ "‘_rd:( de

IMrajetons Uégalité péométriqne iF = mJ sur T'axe Op. Puisquee la force ¥
csl centrale, sa projection F, est nalle; il en résalle que sy, = { et par suite

of . 40 _
que (r .-f.') =0.

Llaxpression r® '“— a done une valenr constante ; d'eu
4
11
4 rE=C
&) i
Cette équation est dailteurs Uintégeale des aires.
Projetons maintenant Négalité 7 = nad sie I'axe Gr; nons oblenons

d*r g
10 dr
(0 i r(d.-:) ] ¥
Les éyuations {7 et (10) sonl les équalions dw mouvement,
Dians le cas oi la foree I' a une infensité (i ne dépend gue de la valear

de v, ona F=F, = 3(r), en sorie que le fravail est égal a mj.r g{rpdr; il

existe alors yne fenction des forees egale a qu.(r)r}r, ct si Fon pose

wr) = fo(ridr,
I'intégrale des forces vives esi
vt - 2y = O == ey — 200,
oil ien
(1) dr? - ridi?

T =AM,
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A dtank une constante ; en remplacanl :—:E par r—E » en obtient une relution qui

n'est autre que lintégrale premiere de 'équation {10,

Enfin une troisieme méthode consiste a déterminer d'abord la trajectoire
du mobile; on cherche pour cela une relation entre r et © en éliminant
le temps entre les équations (9) et (10) ; on écrit

i
dr dvodo G dr o r
di AT d’
A
dir _d ’dr)_ais_w‘_'_' roc
de da\de) dt T de A

ol l'un arsive a 'éygnalion suivante die i Hinet:

. 3

d’l.. .
. C‘(l r) e
(a2 TNy g #r):

lorsypz'on Fa iutégrée, les équations (W), (10), ou (11} permettent ensuite
d'exprimer r el § en fonction du lemps, dés lovs de déterminer la loi du mou-
vement.

Le méme caleul d'¢limination de { enlre Uintégrale des aires ot celle des
forees vives £11) donne 'equation

e
3 o C’K;;f) '] =200 +h

58, Exemple. — Attraction en rafson loverse du carré de la dis-

tance. — Nous poserens 3(r)= - 55 g éfanl un coeflicient conslant ; nous
r

chereherons la brajectoive en ntilisant s relation (12}, qui donne

a2 \
LA S
s n? + r [

Nons avons nne Gguation dillérentielle & coefficients constanis, dent l'in-
1egrale wéndrale est

as) '-zé"—n— C,cosfi—+ Cysind;
r a

elie représente une conique ayant pour foyer Yorigine,
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Nous serions arrivés au méme résultat en calculant la fonction des forces

Pr) = f—-—*— dr._.%

et intégrant I'équation (13).

Pour préciser la nature de la trgjectoire, nous devons exprimer les
constantes ¢, et C, au moyen des conditions initiales, qui sont la position et la
vitesse initiales ; en écrivant que pour | =0 lavaleur (15) de r es égde ary,
ot [a valair (12) davZ oot dnale A nn troina lee ralatinne

LI s prfrzg d
r (}H:“ v"-—l_.([,,—t rg)’

'ob 'un tire lex valeurs de G, et C; et celle de r donnée par

la constante U élant égale & vyrg sin o

Si nous compnrons cette dqualion i celle d'une conique de foyer O, dont
e puramétre p, Uexcentricié ¢, T'angle 2 de I'axe fveal avee Ox sont mis en
4videnee et qui s'¢erit

1~ 4 — 1 :
L Foak ALl Ul SO NV L SO 111 JPSY
r P 3 P I

1no0us voyons que les élémenls ct la trajectoire sonl donnés par

A_ g, oeooa 1w esing ST

P —¢ p ry Ce’ » G* r’
“oi S e B n
d'oh pP= I-l’ p’_'C‘ roG*+G“

La nature de la conique dépend du signe de e —1 ou de

ekl B Y SO A
P C\" n)e

suivant que la vitesse initizle est infdrienre, égale ow supérieurs & \/%E, la
- [}

trajectoire cst une ellipse, une parabole ou une hyperhole; ce résultai ne
dépend pas de la direction de la vitesse iniliale. Nous pouvons ajouter que la

constanie A de Vintégrale des forces vives est précisémenl égale it v — _3."_‘, et
Te
que, dans le cas d'upe trajectoire elliptique, le demi grand axe @ a pour
valeur
o = ,J’_ val S
§— P

vi—
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Pour que la trajecteire soit un cercle, il faut et il suffit que les consiantes
C, et C, soient nulles, on gue I'on ait

Y s G
o CGY w= i

on en déduit A'yne part que 2 doit dtre égal & :—‘, d'antre part, en remplacant
o
ia constante des aires par le momeni de la vitesse iniliale par rapport auw
centre, ou par verg sin g, gue 'nn doit aveir
uirt== G = virtsin® gy, Sintng =1,
¢'est-d-ddire que la vitesse initiale doit étre perpendiculaire au rayon seeteur
initia}, ce que I'on pouvait d'aillenrs prévoir.

Pour trouver la lai de variation de r en fonetion du temps, nous utilise-
rons I'équation des forees vives, et nous y remplacerons v? par

dri? NI

(;n) +r (I:)
dry?z e . . .
) —+ 7.1 nous aurons ainsi I'équalinn dilférentictle

ot re
dryt =0 2
('n".‘.) =Ry +h

qui est égal & (

Nous achéverons le caleul, en supposant qoe la trajectoire est unc
ellipse ; nous supposerons qu'a Uinstant initial le mobile esl au sommet le plus
rapproché du eentre d'attraction, et nuus exprimerons toutes les constantes an
moyen du coefficient w, dn demi grand axe a et de I'excentricité e; dapres ev

que nous avens vi, & a pour valeur — _i., et CF est égal & up = pa(l — e*);
nous aurons ainsi Léguation

dr\: ey ey 2 e B Ta%et e (o PV

(dt) = Lot ~ ¢) - 207+ ) = Lo [a% o (a1,

v.& == _r.(,ff‘__ R
a et - (2 Ff

Au début du monvement, r est minimium, puis eroff avec le lemps | on
doit done prendre le signe + devant le radieal ; pour cffectuer Vintegration,
on change d¢ variahle en posant @ — r = ae cos &, d'on

r=a{l —ecosu), dr=aesinundy,

et I'tguation se iransfarme dans la suivante

\/J;—dt = a{l —ecos ullu,
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dont I'intégrale est (en remarquant que u s'annule avec t)

\/P‘,I-r‘,—_n-—esinu.
a

On désigne ordinairement par n le coefficient de t au premier membre;
on a donc les équations

(16) u—esnu = nt, re =a(l—ecos u);

la premiére, appelée équation de Kepler, permet de calculer u en fonction
de t et la seconde donne r ; la quantité u —esinu, dont la dérivée est tou-
jours positive, est une fonction croissante de n, et prend la valeur nt pour une

. Ir
ot une senle valeur de @ ; iorsque u varie de O i 2=, ¢ varie de 0 4 T= =", »
n

d'abord égal a a(\—e) croit, passe par un maximum «(1 -he), décroit et
reprend a la fin sa valeur initiale ; le mobile décrit ainsi I'ellipse tout entiére
une seule fois pendant le temps T, puis continue son mouvement d'une maniére
périodique en décrivant de nouveau l'ellipse dans le méme temps T, et ainsi
de suite.

L'angle u, qu'on appelle anomalie excentrique, n'est autre que le para-
meétre angulaire du point de I'ellipse ou passe le mobile, car si x est |'abs-

ricea da ra nnint romntda A nartir dil centra da la ralirha An cait Ana I'an a
=¢cosyg, ek r=da--er=all —ecosyg).

Ouant 4 lu variation de # en fonction du tewps, elle est donnée par
Pispuadion de Ta tragectnire
Y S ol —e?)
t-ecuss L-p-ecosh
quidonne, en eaprimant £ moven de o,

al —e? -r s —e
posh e T =€) r_ cose-

er 4 “eeosa
. ] 1—cosh
FEa caleulant 13 - = —, on trouve
2 1t cosh

an \/-— Lig

de sorle qu'il esl possible de calculer o pour ehague valeur de £

5%. Applicativn au mouvement des planétes aulour du Solell. — Kepler
a deduit des observadions faites par Tycho-Hralté les lois suivantes
1" La trajectoire d'une planéte est une courbe plane ef les aires balayées
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par le rayon vecteur allant du centre du Solel au centre de cette planéte
sont proportionnelles aux temps employés a les décrire.

2° La trajectoire du centre d'une planéte est une ellipse dont te centre
du Soleil occupe un foyer.

3° Les carrés des temps des révolutions sidérales des différentes pla-
nétes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites.

De ces lois, Newton a déduit celle de la force qui produit le mouvement
des planétes ; de la premiere, qui estla loi des aires, on déduit que la force
passe constamment par le centre du Soleil ; de la deuxieme, qui est la loi du
mouvement elliptique, on déduit la valeur de la force ; |'équation (12) donne

en effet
1
r_Z
(,-)___[f<l : d_l-")
WIE TR die /'

el si l'on y remplace r par m. a0 tronve ﬂr):—-}—i’;:;: o pose
2
e_ woee gni donne () = — f‘-z; Ia foree est allractive ct sa valeur abso-

I
» f Tk .
lue est celle de mg{r), cesl-a-dire Z_t, m élanl la masse de la planite ; on
r

voit quelle est en raison inverse du carré de la distance.

Pour interpréter la troisiéme loi de Kepler, remarquons que la constante
des aires est le double de Taire balayée par le rayon vecteur dans l'unité
de temps, ou le double du quotient de I|'aire balayée dans un temps quel-
conque par ce temps; si nous envisageons l'aire de I'ellipse entiére, elle est
égale a mab, et est décrite dans le temps T d'une révolution sidérale ; la
conslante des aires C est danc égele a anb, le cocflicient p d'aliraclion est
cgal &

€t dnlgil? Amta?,
o= s 2E . e

P 'l;p_ T*

en vertu de la troisieme loi de Kepler, ce coefficient est une constante ayant
la méme valeur pour toutes les planétes. On peut donc énoncer cette loi :

Chaque planéte est sollicitée vers le centre du Solell par une force pro-
portionnelle @ sa masse et en raison inverse du carré de sa distance a ce
centre.

Cette force est é g a& '—'1?, mant la méme valeur pour toutes les
planétes. d

Inversement, si I'on part de cette loi et si I'on cherche la loi du mou-
vement du centre d'une planéte quelconque, supposée seule en présence du
Soleil, on a a résoudre le probléme du n° précédent, et I'on retrouve comme

VOGT e MENTHE. — Meca 7
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conséquences les lois de Kepler; les équations (16) et (17) permettent de déter-
miner & chague instant la position du centre de la planéte.

Newton a étendu la loi précédente au mouvement des cometes, dont la
trajectoire peut étre une ellipse, une parabole ou méme une hyperbole ; il I'a
éendue au mouvement des satellites, par exemple a celui du centre de la
Lune autour du centre de la Terre; il a remarqué que la force attractive
exercée par la Terre sur la Lune est de méme nature que celle que la Terre
exerce sur toute masee placée prés de sa surface et tombant en chute libre.
En effet, soit a, le rayon de I'orbite lunaire supposée circulaire, et T, le temps
de la révolution sidérale de la Lune autour de la Terre; une masse m; placée
au centre de la Lune subit de la part de la Terre une force attractive égde a

wy _dntel my_ dntey

ai et T Y
ta méme masse placée pres de ln surface de la Terre, & une distance de son
centre égale au rayon R de la Terre, subit une foree attraclive qui, comme
nous le vervons plus lard, dilfere tros pew du poids myg; le rapport de ces

forces esl egul a“r;', en remplagant o par GOH, T, par 277243 u
,(
B0 secondes, R par 225—-—- en mitres ct g par 9,8%; on eonstate

que le rapport est a peu pres éga au rapport des carés des distances
Il et &; un calcul plus rigoureux justifie complétement I'nypothése de Newton.

Newton a &¢é ainsi amené a énoncer la loi de la gravitation universelle
qui sexprime ainsi:

S deux points matériels quelconques de masses m et m' sont placés a
une distance r I'un de Vautre, chacun d'eux est soumis a une force dirigée
vers Pauntre of dyale i fmm

Le coeliicient { a la méme valear pour tout 'onivers et est égal, dans le
systeme C. G, 8., a 7. 107 %



CHAPITRE IX

EQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL SOUMIS
A DES LIAISONS

60. Forces deliaison. — Lorsqu'un point matériel n'est pas susceptible
de se déplacer d'une maniére quelconque dans I'espace, on dit qu'il est soumis
ades liaisons. Les exemples les plus fréquents sont les suivants:

1° Le point est assujetti & rester sur une ligne ; un petit anneau entourant
une tige mince ou bien une petite sphére placée dans un canal de méme dia-
métre en offrent des exemples. La ligne peut étre invariable ou se déplacer et
méme se déformer dans la suite du temps suivant une loi donnée.

2° Le point est assujetti a rester sur une surface ; une petite sphére
placée entre deux surfaces paralléles dont la distance est égde au diamétre de
la sphéere en oflre un exemple. La surface peut étre invariable ou se déplacer
et se déformer dans la suite du temps suivant une loi donnée.

3° Le point est assujetti a rester d'un seul c6té d'une surface, et peut se
déplacer soit sur cette surface soit dans une des régions de I'espace limitées
par elle ; une petite sphére placée dans une cavité limitée par une surface, un
point matériel attaché al'extrémité d'un fil inextensible de mase négligeable,
dont l'autre extrémité est (ixe, en offrent des exemples; dans le second cas le
point matériel peut rester sur une sphére dont le centre ed le point fixe et le
rayon la longueur du fil, il peut rentrer dans I'intérieur de cette sphére si le
fil cese d'étre rectiligne et tendu.

4° Comme cas particulier, s le point matériel reste de lui-méme dans
un plan fixe, et et assujetti a rester d'un cOté dune surface, on peut
dire qu'il reste d'un coté de la ligne section de la surface par le plan
fixe.

Dans les deux premiers cas, on dit que la liaison est bilatérale ; dans les
deux derniers, qu'elle et unilatérale.

Supposons qu'un point matériel A, de masse m, occupant des positions
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successives de |'espace ne puisse se déplacer dans toutes les directions autour
de ces positions ; I|'accélération J de son mouvement (nulle s'il reste en repos)
ne satisfait pas généralement a I'égalité géométrique md == I, ot ¥ désigne la
résultante des forces données appliquées au point; par définition, on appelle
force de liaison le vecteur i-_‘: qu'il faut adjoindreé[_-"pour que |'on ait a chaque
instant I'égalité géométrique

(1) mi=F 4 ¥,

Cette égalité permet de déterminer la force de liaison a chaque instant si
le mouvement du mobile est connu. Tout se passe comme si ce mobile était
libre, la liaison étant supprimée, et s'il était soumis a la résultante de FelF,;
on dit encore que la force E remplace la liaison. Dans le cas ou le point reste
sur une ligne ou sur une surface, on dit que 'If. est la réaction de la ligne ou
de la surface sur le point matériel ; en vertu du principe de I'égalité de I'action
et de la réaction, la force égale et opposée a la réaction I est I'action du
point sur la ligne ou la surface ; on_peut remarquer qu'elle est la résultante
de F et de la force d'inertie {-- m.f); on |'appelle souvent pression. Dans le
cas ol le point est a I'extrémité d'un fil inextensible, et que celui-ci est tendu,
on peut dire que la force de liaison -I-"I remplace le fil ; la force égale et
opposée é'ﬁ est I'action du point matériel sur le fil, et elle représente la ten-
sion du fil & son extrémité.

Placons-nous dans le cas d'un point assujetti a rester sur une ligne ou sur
une surface ; I'expérience montre que dans les cas usuels la direction de la
réaction I, sécarte peu de celle d'une normale & la ligne ou a la surface, et
qu'elle sen rapproche d'autant plus que les corps en contact sont plus polis.
A la limite on suppose que la réaction est normale, on dit alors que les corps
sont parfaitement polis et que les liaisons sont sans frottement. Lorsqu'on ne
se place pas dans ce cas, on dit qu'il y a frottement; la réaction peut étre
décomposée dans une force normale a la courbe ou a la surface et une force
tangentielle ; on constate que cette derniére est en sens contraire du mouve-
ment qui a lieu ou qui tend a se produire ; cette foret; tangentielle constitue
la force de frottement.

Supposons maintenant que la liaison soit unilatérale et que le point ne
puisse se déplacer que dans une région limitée par une ligne ou une surface.
S'il est sur la limite, son action sur la ligne ou la surface doit étre une force
pressante, dirigée vers I'extérieur de la région ou il peut rester; la réaction,
c'est-a-dire la force de liaison, est égale et contraire a I'action ; elle doit donc
étre dirigée vers l'intérieur de la région. Lorsqu'on veut étudier I'équilibre ou
le mouvement d'un point soumis a des liaisons unilatérales, on suppose qu'il
est placé sur la limite de la région permise; on introduit la force de liaison,
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et Ton fait I'hypothése que cette force est dirigée vers |'intérieur ; on déve-
loppe les calculs et I'on détermine ensuite la force de liaison; si elle remplit
bien les conditions introduites au début, la solution trouvée convient au pro-
bléme posé et le point reste sur la courbe ou la surface ; si le calcul final
indique que la force de liaison est dirigée au contraire vers |'extérieur, la
solution trouvée ne convient pas, et il faut supposer que le point se déplace en
quittant la ligne ou la surface; il se comporte alors comme un point libre, et
la force de liaison n'existe plus. C'est lorsque la réaction s'annule que I'on
passe d'une hypothése a l'autre et que le probléme change de nature. Les
mémes considérations s'appliquent a |'étude du mouvement d'un point maté-
riel placé a une extrémité d'un fil flexible et inextensible dont I'autre extrémité
est fixe ; pour que le fil reste tendu, il faut que la tension soit dirigée vers le
prolongement du fil, ou que la force de liaison soit dirigée du point matériel
vers le point fixe.

Nous allons résoudre quelques problémes, en supposant que les liaisons
sont sans frottement; nous examinerons plus loin le cas ou il y a frottement.

<>1. Equilibre d'un point matériel mobile sans frottement sur une ligne
ou une surface fixes. — Nous pouvons supposer que le point est libre a condi-
tion de remplacer la liaison par la réaction de la ligne ou de la surface ; il est
en équilibre dans une position A si, placé au repos dans cette position, il y
reste au repos ; il est nécessaire et suffisant pour cela que I'ensemble des forces
données et de liaison qui lui sont appliquées admette une résultante nulle.

Il faut et il suffit des lors que la résultante ¥ des forces données et la force
de Iiaisonl_"'. soient égales et directement opposées. Comme -I": est par hypo-
thése normale a la ligne ou a la surface, il faut que F lui soit également nor-
male, et cette condition est suffisante, car si elle est remplie, il existera tou-
jours une force 'F; égale et opposée é'l::: 'I-‘q, sera la réaction, et ¥ sera la
pression.

On voit que I'on obtiendra les conditions d'équilibre en exprimant que la
résultante des forces données est normale a la ligne ou a la surface, ou que la
somme de leurs projections sur la tangente a la ligne ou le plan tangent a la
surface est nulle. Par exemple, si un point assujetti a rester sur une surface
est soumis a une seule force émanant d'un centre fixe, ses positions d'équi-
libre seront les pieds des normales abaissées du centre sur la surface.

On dit qu'une position d'équilibre A est stable si, en placant le point
matériel sans vitesse initiale dans une position A' voisine de A, le mouve-
ment qu'il prend le maintient dans une région trés petite entourant le point A;
dans le cas contraire, on dit que A est une position d'équilibre instable.
Clest par I|'étude des petits mouvements ou par I|'application d'un théo-
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reme général dont nous parlerons plus tard qu'on se rend compte de la
stabilité de I'équilibre; on peut cependant dans certains cas simples utiliser
des remarques évidentes. Si I'on suppose par exemple un point mobile sur
une ligne et en équilibre dans une position A, on étudie la résultante des
forces qui |ui sont appliquées lorsqu'on le place dans une position voisine A",
et I'on évdue la projection de cette résultante sur la tangente en A'; s
cette projection est dirigée de A' vers A, I'équilibre est stable en A, sinon il
est instable.

62. Mouvement d'nr point anr une lgne. — La méthode géndrale consiste
4 utiliser Péquation géométrique fondamentale

W mi=T 4+
comme 8i le point &tait libre, et sonmis 4 Maction de la réenllante ¥ des lorees
données et a la force de linison F, $i, par rapport & np systime J'axes fixes,

o,z tlésu.nenl. les conrdonnées du wobile, X, Y. 7 X, Y., £, les projec-
fions de I et de I'., la relation (1) se iraduil par les éguastions

J
miT =X X,
) “;;f =V Y,

:—Z-I-Z,:

en leur adjoignant les relations définissant laligne, etla condition pour quela
force ¥, lui soit normale, on a le nombre voulu d'équations pour calculer en
fonction du temps les coordonnées du mobile et les projections Xy, Y4, Z, de
la force de liaison inconnue.

Généralement, les coordonnées X, y, z des points de la ligne sexpriment
au moyen d'un.paramétre, que nous appellerons q (et qui peut ére I'arc ou
I'une des coordonnées), par des fonctions (pouvant renfermer le temps s la
ligne et mobile); nous pouvons supposer gue les projections X, Y, Z dela

furce ¥ sont axpriméos an woyen de g ¢l dans cerlaing cas de g? ctde f. Fa

condition pour que la foree de ligisen soil normale a la ligne s'exprime par
"équation

@ Ty, ‘J + 11 =,

bq o
L'¢timinadion de X, ¥y, £, enlre les eelations (2) et (3) fuurnil équation

) m (J;r o iy Q,E dz i) ey \'9£+7‘\‘

1 g de bq e og ;Iq dy g’
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qui conduit a une équation différentielle du second ordre entre le paramétre q

et letemps t\ elle sert a déterminer le mouvement du mobile. Lorsqu'on a
effectué I'intégration on obtient la solution générale

g = F(r. G, Co)

exprimant gau moyen du temps et de deux constantes arbitraires ; celles-ci peu-
vent étre déterminées au moyen des conditions initiales, par exemple la posi-
tioninitiale et la vitesse initiale du point matériel. Lorsque q est ainsi déter-
miné, on peut calculer les coordonnées x, y, z du mobile ; enfin les équations
(2) fournissent les projections de la force de liaison.

Dans le cas assez rare ou la ligne est donnée par l'intersection de deux
surfaces dont les équations

(5) fl@, g =0 ey 2)=0

peuvent renfermer le temps, nous remarquerons que la force de liaison F; en
un point doit étre contenue dans le plan des normales aux deux surfaces en
ce point ; ses projections peuvent donc s'exprimer sous la forme

N T S TS ST TR AT
(h) kl et P‘i\'n‘.‘, ‘ll _-}‘i.’.\‘i)l ? ‘ul\y’ ﬂ, ) Al\z+ PO:’
ou X et u sont deux parameétres encore inconnus ; en les transportant dans les
équations (2), nous obtiendrons les relations

diz af Oy
e XA 103: '”"m:'

L. SRR S

1) "o = Y-+ A“y -+ 'ut\y,
dis _ o, S ¥ by

L e _.A+r'0: b e

Les équations (7) et (5) constituent cing équations permettant de calculer
X, ¥, S, puis & ¢l g en fonction du temps et de deux constantes arbitraires; le
probléme est ainsi résolu.

Gtt. Casou laligne est fixe. Cas particulier d'un point pesant. — Lorsque
laligne est invariable, elle constitue la trajectoire du mobile ; il est alors
avantageux d'employer les équations intrinseques du mouvement (n° 46) ou le
théoréme des forces vives (n° 50)

Les équations inlrinséques sonl obtenues en projetant I'égalite péomé-
trigue wl =F+T, surla tangente, la normale principale et 1s hinormale & la
trajecteire ¢n chague position du mobile ; la projection de In foree de linison
F‘: sur la tangente est nulle ; nous désignerons par ¥y, et Fy ses projections
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sur la normale principale et la binormale ; les trois équations intrinseques du
mouvement sont des lors (n° 46)

(8) m-'fE d’

]
pr = m(—_""t:l = Fy, mP:' =F.+Fu, b= Fyt-Fyg

H
la premiére sert a déterminer la loi du mouvement, les deux autres servent
ensuite a déterminer la force de liaison au moyen de ses projections sur la
normale principale et sur la binormale a laligne donnée en chaque point.

Le théoreme des forces vives s'applique au mouvement du point matériel,
que I'on peut supposer libre et soumis a |'action deF etF“, ; la liaison étant
sans frottement, la force de liaison ﬁ est constamment normale au déplace-
ment de son point d'application et son travail est nul ; on peut donc écrire la
relation de I'énergie cinétique en ne conservant que le travail de la force i“‘,
sous la forme différentielle ou la forme finie :

@) dd-met == dravail de ¥ = ¥ods = X + Yy -+ 2z,

any %m(ﬂ’—uﬁ):’fravai] ae¥ - f '::,J;:/ *Xele 4+ Yy ot Zelz.
i in A

La forme finie (10) est trés utile lorsqu'il est possible d'évaluer le travail
de laforce F sans connaitre le mouvement, en particulier lorsque cette force
ne dépend que des coordonnées X, y, z du mobile ou du paramétre q qui fixe
sa position sur la trajectoire, ou bien encore lorsque cette force dépend d'une
fonction des forces. Nous pouvons ajouter que la recherche de la force de
liaison i-‘_, exige que |'on revienne ensuite soit aux équations générales (2) soit
aux derniéres équations (8).

11 faut bien remarquer que. les équations (8), (9), (10) ne sont valables que
si laligne donnée est fixe, car dans le cas contraire la force I_: n'est pas nor-
male a la trajectoire du point matériel. Il est facile de montrer, par un raison-
nement analogue a celui du n" 50, que |'équation (4), la premiere des équa-
tions (8) et I'égquation (9) rentrent I'une dans |'autre.

Nous allons appliquer le théoréme des forces vives a I'étude du mouve-
ment d'un point matériel mobile sans frottement sur une courbe fixe sous
la seule action de la pesanteur.

Nous prendrons, sauf avis contraire, comme direction de I'axe Os celle de
la verticale ascendante ; les projections de la force appliquée au point matériel
sont alors X — 0, Y =0, Z — — mij ; I'équation (10) donne alors la relation

; mi1? — oy = j: Zdz = — mq{z — 3y),
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ou
) o = o)+ 2g{zy — 3).

]
En posant & =z, + ;IE,', on peut éerice sous la forme

(19) o = 2g(a— ).,
Les coordonunées &, y, % des points de la ligne donnée sout des fonetions
connues 4'un parsmétre g, qui est souvent la coordannée z; le premicr mem-
bre de I'équation (12}, ¢'esl-i-dire la samame (f::)!—n— (:‘:T)n - (';'?‘)i s'exprime
alors sous Ja forme (¢} (‘?‘(‘:) e P'équalion différenticile do mouvement est

13 VA = V29— 2,

ou z et urfa fonction connue de q ; les variables se séparent immédiatement,
et Ton peut par une quadrature calculer / en fonction de g, d'ou inversement
g en fonction de t et d'une constante arbitraire qui peut ére déterminée au
moyen des conditions initiales ; le probléme et ainsi résolu.

Il'y alieu de préciser le signe que I'on doit choisir devant le radical qui
entre dans I'équation du mouvement. La fonction (¢} est toujours positive
et, au début du mouvement, z, éga a z, est égal ou inférieur aa, les radi-
caux sont donc réels ; lorsque t croit a partir de zéro, le sens de la vitesse ini-
tiale, on du mouvement qui commence, permet de dire si q croit ou décroit;
dans le premier ess, on prendra le signe | devant le radical, dans le second
cas le signe —, e Ton conservera ce signe tant que la vitesse ne sannulera

pes ; cela ne peut se produire
que s z prend la valeur a.
a Si, en suivant le sens du
L mouvement, zne peut jamais
& atteindre la valeur a, ce qui
Ap alieu par exemple quand tous
les points de la ligne sont au-
Yo dessous du plan de cote a
0 ”' (fig. 43), le mouvement conti-
nue sans arrét toujours dans
4% Fig. &3. le méme sens; dans le cas
particulier ou la courbe est
fermée et tout entiere au-dessous de la cote a, le mobile repasse a son point
de départ et, d'apres I'éguation (12), y reprend sa vitesse initiale; le mouve-
ment et révolutif et les révolutions successives ont la méme durée.

¥
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Si, en suivant le sens du mouvement, z atteint lavaleur a en un point A;
ou la tangente a la courbe n'est pas paralléle au plan xOy (fig. 44), le mo-
bile décrit I'arc AjA, en un temps fini. Pour le voir, nous supposerons que le
paramétre q est l'are s de la courbe
compté a partir de A, positivement dans
le sens du mouvement initial, et nous
appellerons s; la longueur de Tare A¢A; ;
|'éguation (12) donne

" fris
=/ Vagla —=)

Z étant supposé remplacé par sa valeur
en fonction de s.

Le tewps employé par le mobile pour parcouric Iare Asd, esl égal i
I'intégrale prise entre les limites 0 et 5,; le dénominateur de I'élément dilfé-
rentiel s’annule pour z==ga, c'est-d-dire pour s==s, mais lo rapport

g —z dz

reste lini, ear le rapport des dérivées -
[ — - s

fangente en A, n'étant pas horizontale ; par suile le dénominateur est d’ordre

n'est pas nul pour 5= g, la

inﬁnitésimal%par rappord A Uinfiniment petit principal 3, — & ct inlégeale

de 0 a 5, est finic,

Lorsque le mobile arrive en A; sa vitesse sannule ; mais la compo-
sante tangentielle F, de la force a laquelle il et soumis n'étant pas nulle, le
point se met en mouvement et z décroit a partir de a ; il y a changement de
sens du mouvement, donc changement de signe de la vitesse; il faut modifier
le signe du radical de I'équation (13) et intégrer I'équation ainsi transformée ;
le mobile se déplace de Ai vers A, et ne sarréte que S z peut reprendre la
valeur a; cela peut ne pas avoir lieu, ou bien peut se présenter pour un
point A,. Si latangente en ce point n'est pas horizontale, le mobile sarréte
en A,, puis revient de A, vers A, sarréte en A, et ainsi de suite.

Le mouvement est alors constitué par une série d'oscillations de A; a A, et
de A, a Ai, et I'on peut vérifier que ces oscillations ont la méme durée; cela
résulte encore de la remarque suivante : les vitesses que possede le mobile
lorsqu'il passe en un point A sont égdes et de méme signe, ou égaes et de
signes contraires, suivant le sens de son mouvement, car elles sont égdes a

*yigla —1)
Supposons enfin qu'en suivant le sens du mouvement initial, z puisse
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atteindre la valeur a en un point A, ou la tangente a la trajectoire est hori-
zontale ; nous allons montrer qu'en général le mobile s'approche de A; mais n'y
parvient qu'au bout d'un temps infini. En reprenant le raisonnement du cas

précédent, et supposant gue lo parameédra ¢ soit encote I'are 5, le rapport :—u—‘::
=

tend were 2éro en méme temps que sa dérivée par rapport & 5, g.z, larsqus:
&

z tend vers a (ca vertu de la regle de ffapiialy; on peut donce écrive
a—z=ufs)s, —2r
o0 n est supdrieur & l'anité, et ot ¢(¢) ne s'annule pas pour s =g, ; dés lors
v de
" Y2gy(a)(e — )
8i r <7 2, l'intégrale reste finie quand & lend vers s,; mais si n 2> 2, Vinté-
grale devient infinie ; ¢'est ce qui a lieu dans le cos d'un cercle, et générale-

ment duns le cas d'une <ourbe quelconque dount le point A, n'est prs un point
singulier.

b=

t

64. Pendule simple. — Considérons un point matériel de masse m assu-
jetti a rester sur un cercle de centre O cl de rayon / placé dans un plan ver-
tical (fig). 45) et soumis a la seule action de la pe-
santeur. La liaison peut étre réalisée soit en placant
le point & I'extrémité d'une tige rigide OA de masse
négligeable, de longueur /, dont l'autre extrémité
reste fixée en O, le point A. est alors assujetti a
rester sur le cercle ; soit en remplagant la tige par
un fil inextensible de longueur |; si lefil est tendu,
le point reste sur le cercle, mais si le fil n'est pas
tendu, le point peut se déplacer a I'intérieur du cercle
et la liaison est unilatérale. Dans ces deux cas on
dit que Ton a réalisé un pendule simple.

Nous prenons I'origine au point O, I'axe Oz vertical dirigé suivant la
verticale ascendante et l'axe Ox horizontal dans le plan du cercle, comme
paramétre de déplacement I'angle SOA formé par le rayon OA avec la verti-
cale descendante ; on a alors

z-:fsin(ﬂ—--j%):——!cosﬂ.

-

Nous allons établir |'équation du mouvement en supposant que le point
matériel ne quitte pas le cercle; quelle que soit la nature de son mouvement,
révolutif ou oscillatoire, nous sommes certains qu'il passe par le point le plus
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bes A, de sa trajectoire ; nous pouvons supposer, sans nuire a la généralité,
que l'on prenne ce point comme origine des arcs, comme origine du temps
I'instant ot le mobile passe en A,, e que savitesse initiale vy en ce point soit
dirigée dans le sens des arcs croissants, celui de Ox vers Oz.

S I'on utilise la premiére des équations intrinséques (8), on doit prendre
s= /0, et la projection V; de la force de la pesanteur sur la tangente en A
dans le sns des arcs croissants a pour valeur

Fy===zcos (G — :) o — g Rinb;

I'équation du mouvement et aors

iy . £ —
(14) m‘{fﬁ 2= — mg sind, ap= —-EJ sinf.
8i I'on utilise 'équation des forces vives (11) ou (12) on doil ¥y remplacer
is par fj{:, z par —{cost, =, par -—{ el @ par 5, - |- :‘7 ; on # alors Téguation

(15} ;a(:j?)*zarﬁ_zgjt(t—cosn);
la dérivation de cette équation (15) conduirait du reste a I'éguation (H); eles
jouent le méme role dans I'étude du mouvement.

L'intégration de I'une ou de l'autre des équations précédentes ne peut se
fare a l'aide des fonctions éémentaires et exige I'introduction des fonctions
elliptiques ; un cas smple est celui ou vy est trés petit; dapres I'équation (15),
la vitesse sannule pour une valeur de O trés petite, que nous appellerons a et
qui est donnée par

(16) ¥ .= bl sin? —; ;
le mouvement est oscillatoire, les oscillations sont de faible amplitude et I'on
peut dans une premiére approximation remplacer sin® par 6. En faisant ce
changement dans |'équation (14), ele devient

o2

0 _}..-’f. 0=,

équation différentielle du second ordre dont la solution générale est

0= ¢os V-"i--.‘—!— C;sin V-‘{ f,

G| et C, étant des constantes, tén écrivant que O et nul a I'instant initial e a
pour maximum a, on obtient la solution particuliere

] usm\/t H
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le mouvement est oscillatoire entre les angles a et —a; il est périodique; la
durée d'une oscillation simple sobtient en écrivant que I'angle sons le signe

sinus varie de%a%ﬂ, ef elle est ézale & T=1=\/Ef—; la duréc dune oseilla-
tion double, qui cst celle de Ia période du wmouvemenl, a pour valour
\/——; ces durées sont indépendantes de Uamplitude o, ce qui monire que

ler tréx petites oscillations du pendule sont isochrones.
Lersque vy a une valeur queleengne, ¢'esl 'équation (15) que nous uotili-
serons; le mouvement est révolutit ou oseillaleire snivani que le plan de ente

e 2

a=zn+§‘= — l—!—;éj‘ ne ceups pas ou conpe le cercle, c'est-i-diee sni-
g g

vant que ¢ est supéricur ou inférieur & £ on bien #, supéricur ou inférienr

i 2\/.‘;—#

Dans Ie premier cas, le mouvement est vévolulif; Tn durée du meuvement
entre le point A, et un point A quelconque est fournic par Uintégration de
I'équation (153, qui donne

an dl = Wy oy

Vi —_gILI ._u)s&) \/r'é—"igisin;':;

. b . . N
e ehangemenl de variable sin 5= eomilaib, pour & compris entre 1 el =, A
la formule

__2t‘ N
VA e o Y S aty (o katy
on k= —‘/ﬂ, et 'onr est ramend 4 une inlégrale elliptique; ka darde de lu

révolul.ion s'oblient en elfecluant Pinlégralion par rapport & 0 entre los lmites
0 el 2r on biea en eflectnant Fintégrafion par rapport 4 & entre les Limiles §
et 1 et douldant le résaltat.

Ians e denxicme ¢as, le mouvement est oscillatoire enlre des nngles o ef
—- =z fournis par I'éguation (46); en introduisant cet angle dans Iéquation(17),
etie devient

(18) dt=

le changement de variable sin g— =usin :- conduit, pour § compris entre 0 ct
«, it la Tormule -

{I' = .5 "i'u [ ——
‘ \/9 Y — {1 — #tat)
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. . 1 Z A . Z P
ol f==gin % = -2 on es encore ramené a une intégrale elliptique. La

2 ‘/_—’
durée du mouvemegt entre le point A le plus bas et le point A; correspon-
dant a I'écart maximum sobtient en effectuant I'intégration par rapport a 0
entre O €t @, ou bien par rapport au entre O et 1 ; la durée d'une oscillation
simple en e le double et la période du mouvement, ou durée d'une oscillation
double, est deux fois plus grande.

Les tables de fonctions elliptiques permettent de calculer I'intégrale

e { do___

VA=W D
pour chague valeur de & ; cn l'absence de tables, on pent développer K en
série ordennée suivant les valeurs de k; nous allons effectuer le calcul en

\ . . b Looa . . .
partant de 'tquation (48} et posant sin - = sin-sin g, ce qui conduit &

mz\/_ \/

- 1
{/ sg ]
s g f = {1 —sin? --—sm‘-) dy.
.y \/’Fk 2 ¥ ¥

, SIint g
En déseloppant cn série lIa ||u|%sancl’ Japris 1a forinule do hineme géné-
ralisée, on »

1}\1 5

‘.i_

(l -— sin? : sln*q.) R l sint 5 sin® ; ;sm‘ : sing 4.
pour oblenir la durde du mouvemenl de Ay i Ay, i} faot intégeer par rappors i
y ealre ol—:—; on esloainsi conduit an caleul des intégrales définies de
sin? g, $in* o, ... enire ces limiles ; on saitque

'* .3.5...(3n—1) =
sinEry o LA
{a = :4&.._;: P!

v en eonclnt que la durée T Cune oscillation simple, dgale au deuble de l'ine
Légrale de la série, a pour valeur

Ty 1y . .« 1.3« ]
= 1!\/ 9' [1 “+ (2') sin? "__J——i— ('.’._li«) sint ? A 'J-

Lorsque « esi tees pelil, on peut remplacer le sinus par U'are ; si l'on
néglige alors les puissances de = d'expusant ¢gal on supérieur a 4, on ohlient

e lormule _
= { 1 :
= "\/ g ( - !B)

donnant une approximation sufflsanie dans les applicafions usuelles.
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Nous avons encore a envisager le cas intermédiaire ou le plan de cote a
est tangent au cercle, ce qui a lieu quand », = B¢/l ; I'équation (17) devient

akors o _
TR JURNE. I T ¢=\/_‘-|og 'z (1 -s--‘i);
¥ 2008 % 7 i 4

on voit bien gue { augmentc indéfniment quand & 'approche de =, ¢'est-i-
dire quand le mobile s'approche du poinlle plus haut du cercle.

Maus gallons calculer la furee de liaison ﬁ en ulilisant la deuxitme des
équations intrinstques (8); la réaction du cerele, comptée positivement vers le
centre O, est égale &

z 3 2 —=z
F, = mym F.— % + mgcos b= =m a,..._.‘,’J_ E.;J'E.

1
Bi I'on désigne par P la valenr absolue du poids arg du'point matériel,

ona
P g -3z,

F, = ;

Examinons le eas de la linison unilaiérale, 1e point matérici pouvant se
d!‘.p]ager sur le cerele ou dans son intérieur, ef ¢tant jancs du point A, le plus
bas avec une vitesse tangenticlle #,; il reslera sur le eercle tanl que I, nura
une valenr positive, c'est-a-dive tant que z sera intéricur & 3 a.

% a est négalil, cette condition esl lovjours remplie, car z est inftrieur

. e . 2
& @ sl g est posilil, z peut zticindee la \raleur-'_-5
soit inférieure i ; an arrive donc aux conclusions suivaules : Le point restera

u, ala condition que celle-ci

sur le cerele &i @ <0 ou o> g—!, ¢'pst-i-dire si 0] cst inlérieur & 2g7 on
supéricar & Sgf La fovee de linisen s'annulera si g est positif el inférieur
ia%!, c'esl-a-dire si &} est compris cnire 2g¥ et Bgl;
dans ¢e cas, le poinl atteindra surle cerele un point A’

de cole %a, puis guitiers le cerele et déerira alors une

parabole intérieure au cercle ¢omune un point pesant
(fig. 46} ; cette parabole sera tangeute au cercle an poiat
A', cur la vilesse du mobile cst la méme sur les deux
trajecivires en A, clle lui est de plus osculatrice, car la

Fig. 46.

t]
deuriéme équation (B) devient, lorsque F, =10, m%=F,.; elle est valable



12 DYNAMIQUE

en A' pour le cercle et la parabole ; comme la vitesse est la méme, les deux
courbes ont méme rayon de courbure, et elles sont dés lors osculatrices.

65. Mouvement d'un point sur une surface. — Comme au n" 62, la
—3 -
méthode générale consiste a utiliser |'égalité géométrique imd = I+ F,., qui
se traduit par les équations

dx mdy

. . dz N
(2) m (f!‘ =X+ X, d'ﬁ =Y+ Y|, m——¢§=Z+£‘,

o

a leur adjoindre I'équation de la surlace f(x, y, z) = 0, celle-ci pouvant ren-
fermer le temps, et les conditions exprimant que la force de liaison est nor-
male ala surface ; on peut écrire que X1, Y1, Z; sont proportionnels aux déri-
vées de /"par rapport a .x, y, z ou bien que Ton a

C o Y. Y
=l Y=l nend

% étant un coefficient inconnu ; on a ainsi autant d'équationsqu'il en faut pour
déterminer en fonction du temps les coordonnées x, y; z et le coefficient 2,
d'ou I'on déduit la force de liaison.

Exemple. Mouvement d'un point matériel assujetti a rester sur un
plan incliné fixe et soumis a la seule
action de la pesanteur.

Prenons pour origine la position
initiale du mobile (fig. 47), I'axe des
z suivant la normale au plan, dirigée
vers le haut, I'axe des x suivant I'ho-
rizontale du point 0 et I'axe des y
suivant la ligne de plus grande pente
du plan, dirigée aussi vers le haut ;
désignons part I'angle du plan donné
avec le plan horizontal ; les projec-

tions du poids sont 0, —nig sin i, —mg cos i, celles de la force de liaison
sont 0, O, Fi, les éguations du mouvement sont
dix
S ),
T
d*y .
m}“z- == — My st 1,
2z .
mzf?m—mgcmhl—l“.;

I'équation de la surface est z--- 0. Les deux premiéres équations sont iden-
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tiques a celles du mouvement d'un point pesant libre (n° 55) dans lesquelles
on remplacerait g par g sin i ; le mobile se déplace suivant la ligne de plus
grande pente d'un mouvement uniformément varié, ou bien décrit une para-
bole dans le plan. Latroisiéme équation, ou Ton faitz 0, donne

F, =mg cos i — P cos i.

Revenons a I'étude générale. Lorsque la surface donnée est fixe, les équa-
tions générales peuvent étre utilement remplacées, comme dans le cas d'une
ligne fixe, par des équations particuliéres. Les équations intrinseques sont
moins avantageuses que dans le cas d'une ligne, parce que la trajectoire du
mobile n'est pas connue a l'avance ; elles peuvent fournir cependant des ren-
seignements intéressants, et nous allonsindiquer comment elles s'appliquent au
probléme actuel .

Soient (ffy. 4%) A une position queleonque dumohile, 1 sa Lrajeetaire
silude sur la sorface, AT, AN, A la taun-
gente, la normale prineipale el Ya binormale
i L, A In normwale i la surfiee, AP la per-
pendivulaive i AT dans de plan togend & la
surface, ef ¢ 'angle des deux narmales AN,
AU, La foree de Linisen }T: est dirigée sul-
S sant I nermale AQ; nous désignerons par

Fig. 4R, Iy, Fuo Fyles projeciions de la foree ¥ osur
AT, AP, AQ.
Le systomne des lrois vectours égaox & ome thl, m ‘-in, (ol portés par AT,
£

it
AN, Al ost sguivatent an systime des deux veeteonrs Vet i"T: nous eerirons
que les projeclions de ees dens syslomes sur AT, A1, A sont respectivement
ezales, cequi fournit les lrois relalions -
N m"h‘ = Fp et sini=F,, il cus =N, +F,;

7] 4 v
ce sont les trois dqualions intrinséques dn mouvemnent. Ladernitre permet de
caleuler la foree de linisan ; on prut mebtre cette équation sous vne sulre
forine en introduisint e rayen de conthure [ ide T seelien notmale de la sur-
tace par le plan TAQ; d'aprés le théoréine de Meusnier, ona ;=R cost; In
derniére équition s'écrit alors

Mentionnous le cas particulicr oi aucune foree F n'agil surle point matériel ;
dv . . L
ona alors i 0, le mouvement esl donenniforme; puissint ={, le plun oscula-

teur it la courbe est done en chaque point normal i la surface, Cetie dernidre pro-

Yoar ol Mestai, — Mdea, 3
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pri6té caractérise les lignes de la surface appelées geodésiques ; on démontre
qu'une ligne géodésique passant par deux points de la surface est plus courte
qu'une ligne voisine passant par les deux points, comme cela a lieu pour les
droites d'un plan et les grands cercles d'une sphere.

Le théoréme le plus utile pour I'étude du mouvement d'un point sur une
surface fixe est celui des forcesvives, parce que laforce de liaison est constam-
ment normale ala trajectoire de son point d'application et que son travail est
nul ; il suffit donc d'écrire les équations (9) ou (10). Si I'on peut calculer le
travail sans connaitre le mouvement, en particulier si la force T"' ne dépend
quedela position du mobile et dépend d'une fonction des forces, on obtient une
intégrale premiere du mouvement.

66. Mouvement d'un point matériel sur une surface de révolution. Cas
d'un point pesant. — Le théoréme des forces vives ne donne qu'une équation
indépendante de la force de liaison ; une deuxiéme équation est nécessaire
pour déterminer le mouvement. Un cas important, ou il est facile de former
cette deuxiéme équation sans recourir a la méthode générale, est celui ou la
surface est de révolution; la force de liaison rencontre I'axe de cette surface,
et son moment par rapport a cet axe est constamment nul. Il suffira donc
d'appliquer I'équation du moment de la quantité de mouvement par rapport
a cet axe (n° 47).

Il 'y a alors avantage a prendre comme axe des z |'axe de la surface et a
utiliser les coordonnées semi-polairesr, 0, z ; I'équation du moment cinétique
s'écrit alors

(20) 4 (mr‘:fa) S

N étant le moment de F par rapport a Oz. Avec les mémes coordonnées,
I'énergie cinétique du point est
i i et P20t - dz?
mpt—=_—gp——_— = T -
2 2 did
et le travail élémentaire de la force F a pour valeur
Xdx Ydy - zdz = (XY — yX)d0 Zdz = NdO Zdz,;

enfin |'équation de la surface est de la forme f(r, z) — 0. En utilisant I'équa-
tion des forces vives, soit sous forme difiérentielle soit sous forme finie, on a
ainsi trois équations permettant de calculer r, z, 0 en fonction du temps ; I'une
des équations générales ou la troisieme des équations intrinseques permet
ensuite de trouver la force de liaison.

Un cas particulier que I'on rencontre fréquemment est celui ou la force F
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rencontre constamment |'axe ou lui est paralléle ; son moment N est dors nul,
et I'équation (20) conduit a une intégrale premiere qui n'est autre que la loi
des aires relative au mouvement de la projection du mobile sur le plan xQOy ;
cette intégrale est
(21) r’% =C=reos(Vy, Toh
la constante C étant le moment constant de la vitesse par rapport a |'origine,
ou bien encore, comme on le voit facilement, le produit parle rayon vecteur r
de la projection de la vitesse Varla tangente au paraléle de son point
d'application; s (V, T) et cet angle, on a bien

C=rvoos (V, T) = rve0 aos (Vo, To).
L'équation de I'énergie cinétique se simplifie parce que W — 0, et sécrit

d% my? = Zidz.
S Z ne dépend que des coordonnées du mobile, on peut intégrer les deux
membres, et écrire

-;—m(on—uﬁ)mf’zaz= §(r, 8, =) — UCFo, By 50),
@ CEDEEE_ et Ll 0,5 — UG, b 2)

En adjoignant a (21) et (22) I'équation de la surface f(r, z) =0 on a trois
équationsentrer, 0,z et t; on peut aors diriger le calcul de différentes fagons;
siI'on élimine z et t, on al'équation différentielle de laprojection sur le plan
des xy de la trajectoire du mobile ; si I'on élimine au contraire O et r ou z, on
obtient z ou r en fonction du temps, et I'équation (21) donne ensuite O.

Cest généralement ce dernier procédé que 1'on emploie lorsque I'axe de
la surface est vertical et que le point est soumis a la seule action de la pesan-
teur; dors Z =— mg, U = — mggz, et I'équation (22) devient

2 . pi, t :2
E'r_i_%:g._t‘L = v} + 2z —z);

on peat mektre le second membre sous la forme 3¢ (v — z), comme au

n® 63. En rempiacant % par sa valeur tirde de (213, en obtient
drtpdzt |
(23) i+ =+ 2g(5— 2);

on exprime généralement r en fonction de z, et1'on obtient une équation diff'é-
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reaticlle de la forme
dzh?

dont I'intégration se ramene aux quadratures ; on trouve ensuite r par |'équa-
il
dt
constant; par suite le mouvement angulaire de la projection du mobile a tou-
jours le méme sens.

tion de la surface, et 0 par I'équation (21). Remarquons que — garde un signe

67. Pendule sphorlque. — Nous allons appliquer ces considérations a
|'étude du mouvement d'un point matériel assujetti a rester sur une sphére de
centre O et de rayon /; comme au n° 64 nous prendrons comme origine le
point O et comme direction de Oz celle de la verticale ascendante; |'équation
de la surface est

L R 1Y
qui donne rdr — — zdz ; en remplagant r et dr parleurs valeurs dans I'équa-
tion (23), on a I'équation différentielle

Jf syt » ;
6} =l o — )@ — -,
dont noos désiguerons le second membre par $(=); on en tire

Au dahmt dn mouvement, le signe 4 prendre devant le radical est eelui de

dt
horizontale; nous examinerons plus loin ce cas particulier; on conserve ce

dz . . - . . -
( 3 i est dunné par les conditions initiales, sanf s ln vilesse initiale est
Ik

. iz . . .
signe tant que (l'f ne s'annule pas, c'est-a-dire tant que s n'atteint pas une racine
¢

du polyndmes{z). Lorsque z atteint une telleracine, il passe par un maximum
ou un minimum, et sa variation change de sens; il faut changer le signe du
radical, et utiliser la nouvelle équation jusqu'a ce que z passe de nouveau par
une racine du polyndme, et ainsi de suite.

La quadrature qui donne / en fonction de z ne peut étre effectuée a |'aide
des fonctions élémentaires et se raméne a des intégrales elliptiques; il est
possible cependant de préciser |'allure du mouvement en recherchant les
racines de

¢{z) =2¢{a — 2P — ) —
= {o“f -t gz, — ;.)J(i* -— &%) — (8 — zHed cos? (¥, Ty).
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Nous supposons que z, n'est pas égal hdbl et que la vitesse initiale n'est
pas tangente au méridien, sinon le mobile se déplacerait suivant un grand cer-
cle de la sphére comme un pendule simple.; nous supposons aussi que la
vitesse initiale n'est pas tangente au paralléle de la position initiale, de sorte
que l'angle (Vo, To) n'est pas égal a 0 ni a -7I. L'équation g{z) == a ses trois
racines réelles, car les résultats de substitution d¢ — e, — ¥, z,, + 1, 4+ =
ont respectivement les signes de

— o, — 3, (P — = sin® (V,, T, — L4 4- 3

I'équation a donc une racine réelle z;, comprise entre — / et z,, une autre z,
comprise entre z, et |, et une troisieme supérieure a /.

Si, pour fixer les idées, la vitesse initiale est dirigée vers le bas, z décroit
de z5 & z,, puis croit de z, a z,, décroit ensuite de z, a z; et ainsi de suite; le
mouvement se fait donc entre les deux paralléles de
cotes z; et z, suivanl la trajectoire A A ALAdAL ... qui
est tangente a ces deux paralleles (fig. 49). Comme
nous lavons remarqué, 0 varie toujours dans le méme
sens ; on peut constater facilement que deux arcs
consécutifs tels que A,A,, A.A] sont symétriques par
rapport au méridien du point A+ et sont parcourus
dans des temps égaux.

Fig. 49. Si la vitesse initiale est dirigée suivant la tan-

gente au paralléle initial, sin (Vo, To) est nul et z, est

racine de I'équation zfz) =1 celle-ci a une autre racine z, ou z, comprise

entre — / et zo ou entre z et | ; z reste compris entre z, et cette autre racine,

et la grandeur de celte derniere indique quel signe on doit prendre devant le
radical au début du mouvement.

Un cas important est celui ol z, est racine double del'équation 3(z) = I1;
il faut d'abord pour cela que sin (Vo, T,) soit nul, puisque z, annule la
dérivée

g (=) = — 2g(H — 2 — Bz vt 4 29(z0 — 2},
c'est-a-dire que l'on ait

—T
Vi g —zy=10, pp=—d0

-

ce qui exige que zo soit négatif. Comme on a dans ce cas
WAL .
g_(.'ﬁ) = 4(2) -+ 2z — 2= — 23)

et que z— z3 est négatif, cette égalité ne peut avoir lieu que si z reste
constamment égal a z;, comme on devait sy attendre puisque z; et z
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deviennent égaux a z, ; de plus v ' reste constamment égal a v, et le mobile
décrit d'un mouvement uniforme le parallée du pointinitial ; on dit quele
mouvement est dlalionnaire.

La détermination de la force deliaison F se fait soit par la troisiéme
équation intrinséque, soit par la troisiéme équation générale du mouvement,

e premier mambre. p(d2)’ — sga— )i — 9,

p(‘:‘;'ﬂs = — (& — 2%} - 2g3(a — )}
mi recond membre, £ est égal b —mg =P, et Z, et tgal i _'.'._}'1‘_"; on
daduit de la, lous caleuls Tiils,

}'l
== |‘ (2!3 — 32)‘

Cest la méme formule que celle qui a é&¢é établie dans le cas du pendule
simple (n° 64) ; nous pourrions en tirer les mémes conséquences.

Dans le cas ou le point matériel séloigne trés peu du point le plus bas de
la sphére, on peut étudier son mouvement d'une maniére approchée suffisante
dans la pratique. Prenons comme origine 0' le point de la sphére de cote
— /, comme axes O'X'y'Z deux droites rectangulaires situées dans le plan tan-
cent & la sphére, et le rayon du point O'; les cosinus directeurs de la nor-

male en on poind sant ;I&J’ ;fi’ SIER i it en résulle que les équations du
wonvemend sont

d!_‘.-’ -rn’
T
II ! ) '
mtag =‘—f'.y!—,
rf" =—myg+F = F
L A

L'éguation de la surface &' -+ y'* + 2" -— 2z’ = § donne
O S i gV}
En supposant §rés pelites les coordonnées &', y' et neégligeantleurs carrés,
on voit que s’ esl négligeable, ce qui revient a remplacer la surface par son
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plan tangent en 0' aux environs de ce point ; la troisiéme équation donne alors
F1 = mg et les deux autres deviennent

] —_ ¥ ' .
& —gx Y gy

a6 = 1 de [

leur solution générale est

=0 eos\/--‘i-t—t-{:gsin\/-g—l,
y' =y cos \/jg—t—k(l;sin\/-r: t;

on voit que le point matériel décrit une ellipse de centre 0, et la durée de sa

révolutior ast 21:\/»1-: cette durée est la méme que dans le cas du pendule
simple. 7

68. Equilibre et mouvement d'un point géné en tenant compte du frot-
tement. — Considérons un point matériel assujetti a rester sur une ligne ou
sur une surface et soumis a l'action de forces dont la résultante est F; nous
supposons qu'il peut seulement glisser sans rouler, comme le ferait un petit
cube posé sur un plan avec lequel il reste en contact par une face.
Comme nous I'avons dit au n° 60, la force de liaison i_T n'‘est normale ala
ligne ou ala surface que dans le cas limite ou les surfaces en contact sont par-
faitement polies ; dans laréalité I_': est inclinée sur la normale, et peut étre
décomposée en deux forces, |'une X normale, l'autre T
tangentielle (fig. 50), cette derniére étant appelée force
de frottement. Les expériences faites dans les cir-
constances habituelles ont conduit aux résultats sui-
vants :

i° Si un point matériel au repos est soumis a une
b force F variable en_g_randeur et direction et s'i_I. reste en

Fig. 50. équilibre, laforce ¥y est égale et opposée a I'; I'équi-

libre subsiste tant que la force de frottement T est égale

ou inférieure af'N, et le mouvement commence dés que T2 fN, f étant un
coefficient constant appelé coefficient de frottement au départ.

2° Si un point matériel est en mouvement, la force de frottement T est
dirigée suivant la tangente a la trajectoire, dans le sens opposé a la vitesse,
et I'on aT=f"'N,f étant un coefficient constant appelé coefficient de frotte-
ment pendant le mouvement.

Les coefficients f et f sont, dans les limites ordinaires, indépendants de
la grandeur des forces ainsi que de la vitesse du mouvement; ils sont aussi
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indépendants de I'etendue des surfaces en contact, mais ont des valeurs carac-
téristiques de la nature de ces surfaces ; ils sont ordinairement peu différents
I'un de l'autre, [' étant |égerement inférieur a /, et nous admettrons qu'ils
sont égaux pour des surfaces de méme nature. Ces résultats supposent toute-
fois que les surfaces sont nettes et séches ; si elles sont humides ou graissées,
les lois du frottement ne sont plus les mémes, on conserve toutefois le nom de
coefficient de frottement au quotient des deux composantes T et IN. Par exem-
ple pour des surfaces métalliques nettes et seches, /"est compris entre 0,1S et
0,20; pour des surfaces lubrifiées par la graisse ou I'huile, /est compris entre
0,03 et 0,0").

Remarquons qu'a la limite de I'équilibre, et pendant le mouvement, la
force de liaison ¥, fait avec la normale un angle g et que tes  f = est appelé
anyle de frottement; par exemple pour f=1,1 on a4 =84’ Pétulant le
repos, 'F', fait avec la normale contenue dans le plan TAF, un angle inférieur
ou au plus égal a I'angle de frottement. Olte remarque permet de résoudre
géométriquement certains problemes d'équilibre d'un point sur une surface ;
comme la résultante F des forces données est alors égale et opposée a Fi, F
doit se trouvera l'intérieur ou sur la surface d'un cone dont Jaxe est normal
a la surface, et dont les génératrices font avec cette normale un angle égal a
I'angle de frottement; ce cone est appelé cone de frottement. Il faut de plus
remarquer que si laliaison est bilatérale, F, qui est une force pressante, doit
étre dirigée vers |'extérieur de la région ou peut se déplacer le point matériel ;
le cone de frottement a alors une seule nappe ayant pour axe la normale
extérieure.

L'étude du mouvement d'un point matériel lorsqu'il y a frottement est un
probléme généralement compliqué, sauf dans le cas ou |'on sait que la trajec-
toire est recliligne ; on peut utiliser soit les équations générales soit les équa-
tions intrinseques; |'équation de I'énergie cinétique n'élimine pas la force de
liaison, car cette force travaille. La force de liaison doit satisfaire a la condi-
tion que sa composante tangentielle T est égale a /"N, et est portée par la
tangente a la trajectoire, en sens contraire de la vitesse.

69. Equilibre et mouvement d'un point pesant posé sur un plan incliné.
-- Eludions I'équilibre d'un point A soumis a son poids-ﬁ et a une force don-
née I:f.

Nous utiliserons la remarque relative au cone de. frottement, et nous dis-
tinguerons deux cas suivant que I'angle i du plan incliné avec le plan hori-
zontal est inférieur ou supérieur a I'angle de frottement.

Dans le premier cas, {<Z s (A\(f. 51), le poids_'F1 est intérieur au cone de
frottement ; le point est déja en équilibre sous la seule action de son poids ;
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si I'on introduit une autre force Q, pour qu'il y ait équilibre il faut et il suffit

Dans le second cas, fg

que I'extrémité F du vecteur résultant de T’ et

() soit intérieure au cone de frottement ; il
suffit donc de joindre P aun point quelconque
F intérieur a ce cone, et de tracer le vecteur 5\6
égal et paralléle a ¥F. on peut remarquer que
les plus petites forces provoquant le mouvement
vers le bas ou le haut sont égales et paralléles
aux normales PF; et PF, menées de P a la sur-
face du cone ; les forces ainsi obtenues (J; o1 i)y
sont dans le plan vertical contenant la ligne de
plus grande pente et font avec celle ligne un

angle égal al'angle de frottement.

o= (ige 52), le vecteur P est extérieur au cone de

frottement ; le point matériel n'est pas en équi-
libre sous I'action de son poids. Si I'on joint le
point P & un pomt quelconque F |nter|eur au
cone, le vecteur “ égal et parallele al’F main-
tiendra le point en équilibre; si I'on trace les
normales au cone PF,, PF,, issues de P, les
vecteurs (J, sl i}, égaux et paralléles ;i ces nor-
males représentent la plus petite force empé-
chant le point de glisser vers le bas, et la plus
petite force produisant le mouvement vers le
haut ; (J; el 0 I'ont encore I'angle 3 avec la ligne
de plusgrande pente. 11 faut toutefoisque F,o0it
sur la nappe du cone placée au-dessous du plan.

Nous allons indiquer comment on peut résoudre par le calcul le probléme

Fig. 83.

précédent en supposant, pour simplifier, que
0 soit dirigée suivant la ligne de plus grande
peule du plan; nous choisirons I'axe des x
suivant cette ligne, vers le haut et |'axe des
y suivant lanormale au plan (//(/. 83); nous
introduirons les deux composantes T et N
de la force deliaison F; et nous écrirons que
le systéme des forces E, Q. Fi est en équi-

libre en annulant la somme de leurs projec-

tions sur Ox et Oy, ce qui donne

QT —Psini =0 N —Pcosi =0.
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En écrivant que T est compris entre — fN et -+ /"N, nous auronsdes iné-
galités fournissant les conditions d'équilibre ; il est avantageux d'écrire que T
est égal af;N, f= pouvant varier de —f a-h/", ce qui donne

Psui—Q=/iPcosi, Q=P(sini—ficos i).

Nous allons en dernicr lien éfudier le mouvement d'un poini posé sur un
plan incliné, sowmis & la seule action de la pesanieur, et animé d'une vitesse
initiale nulle ou dirigte suivant une ligne de plus grande pente du plan; le
mouvement se fait alors sur cette ligme, car les forces et 1a vitesse initiale sont
dans le plan verlical gui les contient.

11 faut distinguer deux eas snivant Je sens dn mouvement ; si celni-ei a
lieu vers le bas, 1o foree de liaison ¥, est plaeée comme dans 1a figure 53 ; elle
fait avee Ja normele un angle dgal i langle de {rollement ¢ ; si le mouvement
a lieu vers le haul, la foree de Linison est de lautre eité de la normale, en fai-

sant encore avec celle-ci un angle égal 4 3 ; nous choisirons généralement les
axes comme dans ln figure 53.

1¢" cas 1 Mouvemenf vers le bgs, — Les éguations du mouvement sont
dix . e . dty .\ .
m;f-l-!__;='l—l’smt, m'-”==5-—[‘005',

I'équation de la surface ¢ —= O donne N =P eos £; et la force de frottement ext
alors égale & T= fN=fP cost; on en déduit 'égnation du mouvement

i-}f = glsint—feos H=—yg s ;?J

Le mouvement cst uniformément vavié ; le veetenr accélération est divigé
vers le as si ¢ =g, dirigé vers le baut si 1<y, et nul si i=¢. Fn désignant par
7 le second membre de I'déquation précédente, Vinlégration donne les relations

1"
ve=wy 4yl &=y -t + y?

v, ayunt par hypothise une valeur négalive ou nulle.
i Pon avait pris 'axe des = dirigé posilivement vers le bas, I'aceélération
du mouvement aurail eu poue valeur

glsini— feos = I820E— 9},

co5 ¢
et la vilesse initiale ancait été prise positive ou nulle.

2+ can: Mouvement vers le haut. — Il faut changer le sens de T et derice
T=— fN=- fPeos {; I'égnation du mouvement esl

diﬁ-——--—-—g(sini+{cosi}—_~-gﬂ—nﬁlﬂ

»
dit CO5 %
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le monvement est uniformément retardé, l'accélération est tonjours négative,
et si v’ est sa valeur absolue, ¥intégration donne

a
o= vyt a:=.1:a+uut-—‘-%t—,

v, &lant posilif. Le mobile s’arréte au bont duo temps t__i_:";, en un point

. . vi oo . . .

d'abscisse x, = xy+ Eﬂ,- 8i { <2 ¢, le mobile reste en repos cn ce point; s
T

i ==, il redescend, mais som mouvement n'est plus fonrni par les mémes

équations ; il faut reprendre eeltes du premier eas.



CHAPITRE X

MOUVEMENTS RELATIFS D'UN POINT MATERIEL

70. Egaillé géométrique fondamentale; théoréme des forces vives dans
le mouvement relatif. — Proposons-nous d'étudier I'équilibre relatif et le
mouvement relatif d'un point matériel par rapport a un systeme animé d'un
mouvement d'entrainement connu. Nous supposons donc, comme au n" 33,
qu'un point A a dans un systeme S rapporté a des axes Oxyz un déplacement
relatif défini par les variations des coordonnées x, y, z et que le systéme S a
dans un systeme S, rapporté a un triedre O;x;y;1z;, un mouvement d'entraine-
ment déterminé.

Par rapport au systeme fixe S, on a I|'égalité géométrique fondamentale

(]_) m'.I’.( = F
¥ étant la résultante des forces données et de liaison ; mais ce que I'on veut
déterminer, cest I'accélération relative 4. dont on déduira, par intégration, le

mouvement relatif.
D'ailleurs la régle de composition des accélérations donne

S R RO
En multipliant les deux membres par la masse m et en tenant compte de
I'égalité (1), on obtient
F e ml + m:i_: -4- mj:
et par suile
) mle =T - miy+(—ml).

Cette égalité géométrique a la méme forme que I'égalité fondamentale de
la dynamique a condition d'gjouter a la résultante V des forces données et de
liaison les deux vecteurs {-- m.T,) et {— m_.i',); ces deux vecteurs jouent le
méme role que des forces et s'appellent respectivement force d'inertie d'entrai-
nement et force centrifuge composée, ou force de Goriolis.
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En résumé, on peut considérer le triedre mobile comme sil était fixe, a
condition dadjoindre aux forces données et de liaison la force dinertie
dentrainement et la force de Coriolis.

Eu particulier, le théoreme des forces vives s'applique au mouvement
relatif, a condition d'ajouter au travail des forces données et de liaison le tra-
vail des deux forces complémentaires. Tous ces travaux doivent d'ailleurs étre
évalués dans le mouvement relatif ; les travaux élémentaires correspondent au
déplacement élémentaire relatif qui, d'aprés la définition méme de la
vitesserelativeV,, a pour valeur ¥, < dt. 11 convient de remarquer que letra-
vail de la force de Coriolis est nul ; en effet cette force est, comme on sait,
constamment perpendiculaire alavitesse relative V,; elle est par suite constam-
ment perpendiculaire au déplacement élémentaire relatif V. e, On a donc
le théoreme :

La variation de |'énergie cinétique relative d'un point matériel est égale
a la somme des travaux des forces données, des forces de liaison cl de la
force dinertie d'entrainement, ces travaux étant évalués dans le déplace-
ment  relatif.

Lorsque |'on étudie le mouvement relatif d'un point matériel assujetti a
rester sur une courbe (ou sur une surface) invariable fixée dans le systeme
entrainé S et s'il n'y a pas frottement, la force de liaison est a chaque instant
normale a la courbe (ou ala surface), tandis que le déplacement élémentaire
relatif seffectue suivant la tangente a la courbe (ou dans le plan tangent a la
surface); dans ces conditions le travail de la force de liaison est nul dans le
mouvement relatif, ce qui simplifie encorel'application du théoréme des forces
vives.

71. Casdol'équilibre relatif. — Lorsqu'un point matériel est en repos
relatif, son accélération relative J. est nulle; de plus son accélération de
Coriolis J; est également nulle, puisque la vitesse relative ¥, est nulle ; I'éga-
lité (2) se réduit a

3) F—i— (-—-— mJ_:) =l

Le systeme des forces données et de liaison et de la force d'inertie
d'entrainement est donc équivalent a zéro et par suite admet une résultante
nulle.

Le cas le plus fréquent est celui ou le systéme entrainé S est animé d'un
mouvement de rotation autour dune droite du systemefixe S;. On peut alors sup-
poser que les axes Os et Os, sont confondus avec I'axe de rotation. Le mouve-
ment d'entrainement est circulaire et si le point A esta une distance r de I'axe
de rotation, les composantes tangentielle et normale centripéte de I'accélé-
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ration d'entrainement j: sont respectivement r 5%' et w?r; la composante tan-
gentielle de la force d'inertie d'entrainement — mi, est done — mr %?, tandis

que sa composante normale centrifuge est - muir. Cette derniere composante
joue un role important et on lui donnele nom deforce centrifuge; si la vitesse
angulaire w est constante, la force d'inertie d'entrainement se confond avec la
force centrifuge.

Exemple. — Supposons qu'une ligne plane ou gauche, de formeinvariable,
tourne autour d'un axe vertical O;Z;, avec une vitesse angulaire constante w.
Cherchons les positions d'équilibre relatif d'un point matériel pesant A assu-
jetti a se déplacer sans frottement sur cette ligne.

Soient A une position d'équilibre, C la pro-
jection de A sur I'axe de rotation (fig. 54). Nous
aurons CA —r. Le poids P==mg et la force cen-
trifuge, portée pa CA, dintensité jF == mar,
doivent avoir leur résultante H normae a la
courbe. Mais les deux forces P et F sont situées
dans le plan passant par I'axe de rotation et par
le point A; leur résultante R rencontre donc I'axe

de rotation en un point N, qui doit étre le point
b g, 4. d'intersection de I'axe de rotation avec le plan
normal alacourbe en A. Les triangles semblables

ACN et AFR fournissent la relation

CN _FR EN_ my )
CATAP ™M T T mey BT

Lalongueur CN que I'on peut appeler « sous-normale comptée sur I'axe
de rotation » doit donc étre égde & % S la courbe est une parabole d'axe

0,2z, de concavité tournée vers le haut, la sous-normale est égde au para-
métre ; on voit gue le point matériel est en équilibre indifférent en un point
quelconque dela parabole s i{—, est égal au paramétre et n'est jamais en équi-

libresi et différent du paramétre.
w

72. Cas du mouvement relatif. — Lorsque le point matériel est libre,
les projections de I'égalité géométrique (2) sur les axes Oxyz fournissent des
équations qui permettent |'étude du mouvement ; lorsque le point matériel est
soumis a une liaison, il est avantageux d'utiliser des combinaisons qui élimi-
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nent les forces de liaison. Nous avoms déjh remarqué que s'il n'y 2 pas
frettement, le théoréme des forces vives ne feil pas imtervenir la foree de
liaison.

Dans le cas patticulier on le mouvement d'entrainement est une rotation
aulour de l'axe Oz, 00 0z avee une vitesse angulaire wvariable, les compasantes
de ™ o= m ml. sur le rayan (0r el sor la per-
pendiculaire Op (fig. B3) sont 9. = mw'r ot

&, =z —mr .&.‘:2; les prejections de &, Wy, ot

-- . sar les axes Ozys sont fournics par Je
tableau :

4, &, -=mil,
Ox  mul my Z—": 2m:.,‘.:;32;.
i Oy muy — mm(:;—': — Y ";T
Fig. 5%. Oz o 0 0

{Yoir I'exemple du n* 35.)
Si X, Y, 7 sont les projections sur les axes ¢ypyz de la résultante des
forees donndes, si X', ¥/, 7' sont les projeclions sur les mémes axes de lu force
de liaison, au cas oi elle exisle, les équalions du .

mouvement déduites de (23 sont
n ji:;‘ =s X - XA e+ my ‘-3: = 2mw‘3’;,

(4 m‘;:;{" =Y Y+ moty +mz j‘:‘ — 2w ?":, - e
mjif:ﬂ—i—z" p Pp d
Exemple. — Mouvement d'un point malériel [% Y

pesanl aszejetli i se déplacer sans froi- S P

tement dans un plar vertical taurngni
autour d'une de ses droiles suppoade ver-
ticale.

Prenons cette dreite comrme axes 0,3,
etOzetprenonsl'axe Uz dansie plan mobile
(fig. 56). Le point mabéricl est soumis Fig. 54,
dins le monvement relatif an poids Al '

(0, 0, — myg), nux forces @, Py, —ml; et 4 lu force de linison F/, Comme y
est nul el comme les forces &,, — ml,, I’ sont perpendiculaires au plan, les
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équations du mouvement (4) se réduisent a

f " iz Hiw®r
\ dp T
i .
? ==Y m.r.'i;:'?' -2 mj;?.
mdg: = -
it 4

La troisiéme équation montre que le déplacement de la projection verti-
cale du mobile est le mémo que celui d'un point matériel pesant en chute libre
dans le vide. La premiére équation a pour solution générale

& =G - (e,

La deuxiéme équation fournit I'intensité V de la force de liaison.

73. Equilibre et mouvement relatifs d'un point matériel ala surface de
laTerre. — Considérons un point matériel A en mouvement au voisinage de
la surface de la Terre. Par le centre 0, de la Terre

[ menons des axes O”i*ic, paralléles a un triedre de
A Galilée (n° '17). Nous allons étudier le mouvement
¥ relatif du point A par rapport au triedre 0;x,y1z;, qui

=" 1 4 est animé d'un mouvement de translation {fig. 57).
Nous verrons plus loin (n° 84) que le point 0; se

meut comme un point matériel ayant pour masse

z concentrée la masse totale M de la Terre et soumis a

Fig. 1. la somme géométrique des attractions du Soleil et des
autres corps célestes sur les différentes parties de la
Terre. On démontre d'ailleurs dans la théorie de I'attraction universelle et
nous admettrons que la somme géométrique des attractions considérées est
égale a la résultante des forces d'attraction qui s'exerceraient sur un point
matériel O, de masse M. Désignons par 4 la résultante des forces d'attraction
qui s'exerceraient sur un point matériel O; de masse unité. Puisque les forces
d'attraction sont proportionnelles aux masses, la résultante des forces d'attrac-
tion qui s'exerceraient sur un point matériel Ci de masse M serait M. J.
D'aprés |'égalité géométrique fondamentale de la dynamlque appliquée au
point 0,, de masse M, soumis a la force M i le vecteur Test égal a l'accélé-
ration du point G,.

Occupons-nous du point matériel A de masse m. 11 est soumis de la part
du Soleil et des autres corps célestes a des forces d'attraction dont la résul-
tante a sensiblement la valeur qu'elle aurait si le point A occupait la position
0, (en effet les distances CA et GO, d'un point C d'un corps céleste aux points
A et 0, dillerent entre elles d'une quantité qui est tres petite vis-a-vis d'elles-

.,
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mémes); cette résultante a donc pour valeur approximative m .,). Désignons
par Fo la résultante des forces d'attraction dues aux différentes parties de la
"Terre et par F la résultante des forces appliquées au point A sans étre des
forces d'attraction de corps célestes ou terrestres.

Appliquons au mouvement du point A par rapport au trieédre O;x;y1zs,
I'équation générale (2), en remarquant que la force de Coriolis est nulle, puis-
que le triédre mobile O;xjy;z;est animé d'une translation. .Nous aurons

m.3:=E+F-+~mT+(— mly.

Mais 3, est ¢pal b 3, puisque J est lacedlération du point L}, e'est-i-dive
1'aceélération d'entrainement du point A, car dans un mouvement de transia-
lion tous les points ont 4 chaque inskant des acedlérations dqetipolientes. Nous
aurens done toul simplement

.,——F,. & F.

Tount se passe done comme 51 la Terre élait seule aver un cenire imno-
bile, Remarquons aillenrs en passant que Uneeélération J du cenire de la
Terre a une vileur assex faible vis-k-vis de Uaceélérntion g de ln chule des
wotps 3 celte accéléralion 3 est en effet sensiblement dgale & celle d'un point
deécrivant antour du soleil un cercle de rayon r =1 48>0 em, en une
année sidérale gui vaul '165.25’)58 jours solaires mayens : on i done sensihle-

|

Considérons mainlenant unr poind matériel en repos i I surface 8r la
Terve. Envisageons le friedre Oy, 2, dool nous supposergns désormais Faxe
0,3, en coincidence avee Ja ligne des poles, ce qoi est possible car veite ligne
reste sensiblement parallele & elle-méme cn passant conslamment par Iétoile
polaire, tres ¢loignée, — Imaginons nn antee briedre-Ceyz lié ala Terre ayant
miéme origine que le premicr tricdre et son axe (z vn coincidence avee axe
0O,z,. Supposons que le point malériel est placé i Pexirémild dun (i, comme
dans le cas d'un il A plomb, D'aprés Véquation (1) le systéme des forees don-
nées et de liaison ¢l de Iz force d'inertie d'entrainemient esl équivalent a zéro.
Comhme forces dounées on a senlement la fovce I, d'attraction de la Teree sur
le point A, puisque nons pouvons raisonner cemme sila Turre était senle ¢f si
(b, était xe. La foree de linison F' est égale et oppasée i la foree que le (it
excree sur son point d'attache E. Lo force d'inertie Cenlrainemenl se réduit a
la force centrifuge mwir, oo r est le rayon du paralléle tracé sur la sarface de
la Terre et passant par le point A; ona d'ailledrs r=Kcos », si K cstle
rayon de la Terre supposée sphérique el si % est la latilude du point A, Nous
arrivons & ce résultat que la force d'attraction F, la foree renitilige
mutR cos X et |a force de liaison F* sont on éguilihre.

Your pl MENTHE. — Mdin, 1

; radian -
ment § = wir, avee o =2 =1 S0 = par suite, J =0,558 Lml_
see e
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Par définition le poids du point A est la force exercée par le fil sur son
point d'attache E. Nous voyons que ce poids est égal a la résultante de la
force d'attraction ¥, et de la force centrifuge ; la direction du poids, qui est
celle du fil, définit la verticalle du point A ; cette direction ne pase par le
centre de la Terre qu'aux pdles et a I'équateur.

La force centrifuge est égale & BIM*R cos A avec w = 7,3 X 10” radians
par seconde (un tour parjour sidéral de 86 164 secondes) et

R=6366xI0° cm;
cm
sect
centrifuge n'est pas négligeable vis-h-vis du poids.

Pour étudicr le repos relatif ou le mouvenent relatil d'un point matériet
pres de la surface de Ju Terre, envisageons le mouvement relatif par rapport
au tritdre Ozyz lié 4 1a Terre, en raisonnant cornme si le triddre Oa,y,5, dlait
fixe et si la Terre étnit seule. Nous obtenons 'égalité

mi, =F 4 F,+ (— mIy =+ (— T
vl — md, est maintenant l furee d'inertie d'entrainement due a la rotation
du repére Orys; cette foree n'est auice que la force centrifuge; Iansemble
des deux forees F, ot (— mJ,) adinet ainsi pour résultante le poids mg, d apris
la définition du poids. 1l suffit done d'ajouter aux forces donndes autres que la
pesantenr et li foree de liaison, si elle existe, le poids mg et la force de
Coriolis {(—ml.} :

son intensité est done 3,38 cos & ; sauf au voisinage des poles, cetle (orce

ml,=F 4 my -+ (— md,
Dailleurs la force de Coriolis est trés faible; on ne I'envisage que dans des
problinies spéciaux comme ceux du pendule de Foucault et du tir a longue
portée ; cette foree de Coriolis est rigoureusement nuile si le point smatériel est
en équilibre relatil.

" (e yui précede se résume en disanl que les problemes usuels de la méca-
nique terrestre se Lraitent cowmmie si un triddre 1ié & 1a Terre étail un triedre
de talilée, & vondition de remplaeer I'altraction do ln Terre par le poids my
et de ne pas tenir comple de 'atlraction des corps célestes.

Pour un probleme de mouvement relatil, on écrira simplement (en négli-

geant la force de Coriolis) . .
: mi =V + mg,

Pour un prebléme d'aquilibre relatif, on éerira simplement

j m-57= .



CHAPITRE XI

CENTRES DE MASSE. MOMENTS D'INERTIE

74. Centre de mase et centre de gravité d'un systéme matériel.
— Considérons un systéme de n points matérielsA,, A,, ..., A, dont les niasses
sont m; My, ... My, et dont les coordonnées sont X3, V1 S, ; X2, Y2, Z 5 .- . 5
X Ym Z- La masse totdle du systeme et M =my+m, ...+ m, Par
définition, le centre de masse du systéme matériel est le point dont les coor-
donnéesli, u, § sont définies par les équations

ME = mx, 4 myEy -t e oo M2, = LAi,Ty,
) Mo = my+ myyyy = - - -+ Wy = Xnui,
MY = m 2+ MaBy + - - - + Mz, = Xz,

Le centre de masse coincide donc avec le centre d'un systéme de vecteurs
paralléles appliqués aux points A, A,,... A, et dintensités proportionnelles a
my My, ... M, 11 ne change pas de position § les masses varient dans un
méme rapport. Supposons que le systéme matériel soit situé a la surface de la
Terre et ait une éendue suffisamment restreinte pour que I'on puisse considé-
rer I'intensité g de la pesanteur comme constante en grandeur et direction.
Le poids total sera Mg et les poids partiels seront myg, Mg, ... myg. Le point
d'application du poids total Sappelle centre de gravité, celui-ci coincide
donc avec le centre de masse, puisque les vecteurs paralléles mg, myg
mhg sont proportionnels aux mases m, m,, ... m,. Cette coincidence suppose
gue le systéme a une éendue suffisamment restreinte.

Si I'on déplace le systéme en le laissant invariable, c'est-a-dire en respec-
tant les distances mutuelles, on peut imaginer que le systéme entraine avec
lui letriedre de coordonnées ; les coordonnées des points restent aors fixes ;
on voit ainsi que le centre de masee garde par rapport au systéme une posi-
tion invariable.

Considérons un corps naturel solide ou fluide; s on désigne par v la
mesure d'un petit volume entourant un point géométrique A et par Am la
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masse de matiére contenue dans levolume u, Je rapport% sappelle densité
moyenne du petit volume Av. Lalimite du rapport %-? quand les dimensions

duvolume aw deviennent de plus en plus petites dans toutes les directions
(de sorte que Aw lend vers zéro) Sappelle densité du corps au point A. On dit
qu'un corps est homogene quand il a méme densité p en ses différents points.
Si un corps n'est pas homogene la densité et une fonction p (x, y, z) des
coordonnées du point A. La masse am\ du petit volume &v est un infiniment
petit dont la partie principale est ; . &v. La mase totale et la somme des
masss des volumes partiels dans lesquels on peut décomposer le volume v.
S le corps et homogéne la mase totale est manifestement pv. Si le corps
n'est pas homogeéne, la mase totale est la limite de la somme X:av.La
valeur de cette mass totale et donc fournie par le calcul intégral sous la

forme M = [ f /‘I:(-a:, ¥, syledydz, Mais nous pouvons remarquer que la

mase totale peut se déterminer avec une balance, sans aucun calcul et sans
connéitre la densité en chaque point. Cest un fait général qu'une intégration
dans un domaine naturel seffectue plus aisément qu'une dérivation.

Pour trouver le centre de masse d'un corps, on imagine; dans chagque élé-
ment devolume & un point matériel auquel on attribue la masse g de ce
volume ; on cherche le centre de masse de ce systéme de points matériels par
les formules (1) et I'on détermine la limite de ce centre de masse lorsque le
nombre des éléments de volume augmente indéfiniment tandis que les dé-
ments tendent vers zéro. Cest par le calcul intégral qu'on pourra déterminer
cette limite sous la forme

M:= /T/I.(u Ax, y, 2ldedyds,
My, = f‘l-y.y‘ e, Y, Axlodyds,
ML == /.’]‘z cifm, y, sxzdyds.

En principe, lecalcul de M, £, . t utilise des intégrales triples, mais dans la
plupart des cas usuels, on peut se ramener a desintégrales doubles ou smples
ou méme a des calculs élémentaires, comme nous le montrerons sur des
exemples

Il existe des corps ayant I'aspect de plagues de trés faible épaisseur ; on
peut envisager un tel corps comme une surface sur laquelle et éendue une
couche de matiére. S Am représente la mase de I'édlément de surface As

entourant le point A, le rapport %‘- sappelle la densité superficielle moyenne
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del'élément. La limite de cette quantité lorsque Av tend vers zéro s'appelle
densité superficielle p au point A. La masse élémentaire de As a pour partie
principale p s. Le calcul de la masse et des coordonnées du centre de masse
de la surface conduit en principe a des intégrales de surfaces. Si la surface est
plane, le centre de gravité est situé dans son plan [3° formule (1) avec axe des
z perpendiculaire au plan].

De la méme maniére il existe des corps ayant |'aspect de fils de faibles
dimensions transversales ; on peut envisager un tel corps comme une ligne
continue douée de masse. Si As est un élément de longueur entourant un point
A etsi Am est la masse de cet élément, la limite du rapport'i—\-’? s'appelle den-
sité linéaire au point A. Le calcul de la masse et des coordonnées du centre
de masse de la ligne conduit en principe a des intégrales curvilignes. Si une
ligne est plane, le centre de gravité est situé dans son plan (pour le démon-

trer on adopte Oz perpendiculaire au plan).

75. Théorémes généraux. — Théoréme |. — Pour chercher le centre de
masse d'un corps, on peut supprimer une portion de ce corps en la rempla-
gant par un point matériel ayant pour masse celle de la portion et pour posi-
tion celle du centre de gravité de la portion supprimée.

Ce théoréme résulte immédiatement des formules (1) et de cette remarque
gue dans une somme on peut remplacer plusieurs termes par leur somme.

Ce théoreme est utile quand on peut décomposer le corps en plusieurs
parties V,, Vg, ...V, de niasses m;, m, ... m,, et de centres de musse Cy, Cy.,,
... Cp. Le centre de masse C du corps coincide avec le centre de masse du
systeme formé par les points C; C,, ... C, affectés de masses my,, my, ... M.

On utilise aussi ce théoréme pour chercher le centre de masse d'un corps
homogene H présentant une cavité. On imagine un corpsauxiliaire IF de méme
matiére homogéne que Il et I'on écrit que le centre de gravité du corps M"

qui est constitué par I'ensemble de H et |1 coincide avec le centre de masse
de deux points matériels C et C coincidant avec les centres de gravité des
corps Il et 11" et ayant pour masses celles M et M' des corpsH et H'. On a

donc par exemple
(M- M = M+ T,

Il est facile de généraliser au cas d'un corps présentant plusieurs cavités.

Théoreme | 1. —Si un corps matériel admet unplan diamétral, ce plan
contient le centre de masse.
On dit qu'un corps matériel admet un plan diamétral Il relativement ta

une direction A si a chaque point matériel A du corps on peu! faire corres-
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pondre un point matériel A' de méme masse de telle sorte que |le segment AA’
soit parallele ala direction A et ait son milieu Jdansleplan|l.

Il est manifeste que le centre de gravité du corps est situé dans un plan
diamétral. En effet on peut, en vertu du théoreme |, remplacer chaque.couple
de points A, A' par un point matériel placé au milieu J. On est donc amené a
chercher le centre de gravité de points | qui sont tous situés dans le plan || .
En adoptant pour un instant I'axe des x normal au plan H et |'origine dans le
plan 11, on voit alors sur |a troisiéme formule (1) que 4 est nul.

Si ladirection A est perpendiculaire au plan Il on dit que le plan diamé-
tral H est un plan de symétrie matérielle.

Si le corps matériel est homogéne il suffit, pour qu'il admette un plan dia-
métral |1 relativement a une direction A, qu'a chaque point géométrique A
corresponde un point géométrique A' tel que le segment AA" soit paralléle ala
direction  était son milieu dans le plan I1. Il est facile de décomposer le
corps matériel en parallélépipedes élémentaires dont les centres se correspon-
dent et qui ont méme volume et par suite méme masse. En remplacant ces
parallélépipedes par des points matériels placés aux centres, on est ramené au
cas général, car deux points matériels correspondants ont méme masse.

Si un corps matériel admet deux plans diamétraux, son centre de masse
est situé sur la droite d'intersection de ces deux plans et si un corps matériel
admet trois plans diamétraux, son centre de gravité est situé au point commun
aux trois plans.

Théoreme I'11. — S un corps matériel admet un diamétre, celui-ci
contient le centre de masse.

On dit qu'un corps matériel admet une droite A pour diameétre relative-
ment a une direction de plan ||, si a chaque point matériel A du corps on
peut faire correspondre un point matériel A' de méme masse tel que le seg-
ment AA' soit parallele au plan 11 et partagé en deux parties égales par le
diametre. Le théoréme se démontre aisément comme le théoréme | | .

Si le corps matériel est homogene, il admet un diametre A relativement a
une direction de plan H si a chaque point géométrique A du corps on peut
faire correspondre un point géométrique A' tel que le segment AA' soit paral-
lele au plan 11 et partagé en deux parties égales par le diametre.

Théoreme V. — S un corps matériel admet un centre de symétrie,
celui-ci coincide avec le centre de masse.

On dit qu'un corps matériel admet un centre de symétrie 0 si a chaque
point matériel A du corps on peut faire correspondre un point matériel A' de
méme masse tel que le milieu du segment AA' coincide avec le point 0. En
vertu du théoréme | on peut remplacer les couples de points A, A' par des
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points matériels coincidant avec le point O ; le centre de masse coincide donc
«avec le point 0.

Remarque. — Les théorémes qui précédent sont surtout utiles pour cher-
cher le centre de masse de certains corps homogénes de formes géométriques
simples.

76. Centres de masse des lignes. — Le centre de masse d'un segment de
droite homogéne coincide avec le milieu, qui et un centre de symétrie.
L'application du théoréme | permet de trouver aisément le centre de gravité
«d'une ligne polygonale homogéne.

Le centre de mase d'une ligne plane polygonale réguliere homogene
coincide avec le centre du cercle dans lequel est inscrite la ligne. Menons en
effet par un sommet de la ligne polygonale le diametre du cercle ; le plan per-
pendiculaire au plan de laligne et passant par le diamétre et manifestement
un plan de symétrie. Le centre de gravité doit donc se trouver dans les plans
de symétrie passant par les différents sommets; il et donc situé sur leur
droite commune qui passe par le centre du cercle ; comme le centre de gravité
-eg situé dans le plan de laligne polygonale, il coincide avec le centre du cercle.

Le centre de mase des lignes se calcule généralement par des intégrales
curvilignes.

EXEMPLE. — Centre de masse d'un arc de
cercle homogene. — Adoptons un ttiedre trirec-
tangle ayant son centre 0 au centre du cercle et
son axe Ox en coincidence avec L'axe de symétrie
de I'arc de cercle (fig. 58). Le centre de mase est
situé dans le plan zOx qui est un plan de symétrie ;
il est dailleurs situé dans le plan xOy qui e le
plan de laligne; il se trouve donc sur la droite

Fig. 58. Ox. il suffit de chercher I'abscisse du centre de

masse.
Désignons par la densité linéaire. Nous aurons

M =f5mrs, M = ZpHa.

Mais r=Reosth, dt=Rd), -—aslbsa

D'on

sin x

=4
LI

2Rl = [f”,amcosadn; f=R

Premier théoréme de Guldin.— L'aire engendréepar une ligne plane
tournant autour d'un axe ne la traversant pas et situé dans son plan est
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égale au produit de la longueur de la ligne par la longueur de la circonfé
rence decrile par le centre de masse de cette ligne supposée homogene.

Adoptons Jaxe de rotation pour axe ()x et la perpendiculaire dans le plan
de la ligne pour axe Oy On sait que |'aire engendrée par la ligne plane tour-
nant autour de Ox a pour valeur /'2nya'x, ¢'est-a-dire 2n fyds. Mais on a,
d'aprées la 2" formule (1), en désignant par | lalongueur de la ligne,

g, —/“:y:fa, = f_t;ds.

La valeur do I'aire engendrée est donc 2xr#, conformément au théoréme.

Ce théoréme permettrait par exemple de trouver le centre de gravité d'un
arc de cercle homogene en faisant tourner cet arc autour de I'axe 0;/ (fig. 58)
de fagon a lui faire engendrer une zone.

77. Centre «le masse «les surfaces. — Le centre de masse d'un parallélo-
gramme homogeéne, d'un cercle homogene, d'une couronne circulaire homo-
gene, est situé au centre de symétrie. On voit aisément que le centre de gra-
vité d'une aire homogeéne plane limitée par un polygone régulier est situé au
centre du cercle circonscrit, car il passe par chaque sommet un plan de symé-
trie contenant le centre du cercle.

En remarquant que, pour un triangle homogene, un plan perpendiculaire
au plan du triangle et passant par une médiane est un plan diamétral relati-
vement a la direction du coté traversé par la médiane, on voit que le centre
de masse doit étre situé au point de concours des médianes et se confond avec
le centre de masse de trois masses égales situées aux trois sommets.

Pour obtenir le centre de masse d'une aire plane homogene limitée par-
une ligne polygonale, on décompose cette aire en triangles et on applique le
théoreme |. Donnons comme exemple la recherche du centre de gravité d'un
trapéze que I'on décompose en deux triangles; cette recherche se simplifie
d'ailleurs par cette remarque que le centre de masse est situé sur la droite
qui joint les milieux des deux hases (car le plan mené par cette droite per-

pendiculairement au plan du tra-
AL B - E  peze est un plan diamétral pour
la direction des bases).

G Rappelons que dans les cours

élémentaires de Mécanique on dé-

|3 D J g montre que le centre de gravité
Il 54, (i d'un trapéze ABCD (fig. 59) est

situé sur la, droite qui joint les
points E et V obtenus en prolongeant chacune des bases d'un segment égal a
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I'autre base, ces prolongements étant effectués en sens inverses : BE = DC et
DF— AB. On obtient donc le centre de gravité en
cherchant I'intersection de la droite EF avec la
droite 1J qui joint les milieux des deux bases.

En décomposant un secteur en secteurs élé-
mentaires (fig. 60) assimilables a des triangles on
voit que le centre de gravité d'un secteur homo-
gene de rayon 11 coincide avec le centre de gra-
vité d'un arc homogene découpé par le secteur

dans le cercle de rayon J—:j

Second théoreme de Guldin. Le volume engendré par une aire
plane tournant autour d'un axe ne traversant pas l'aire et situé dans son
plan est égal au produit de la mesure de cette aire par la circonférence
engendrée par le centre de masse de cette aire supposée homogene.

En effet, adoptons Taxe de rotation pour axe O.r. Le volume engendré par la

rotation de Paler sera I:T dnydady. Mais on a g8y = / .[.aydrdy, si B repré-

sente la mesure de V'aire et 2 sa densité superticielle; on a done S5q == /l ydrdy
et par suile le volome engendré a pour vilear 5 >< 2zn. v

78. Centre de masse des volumes. — Le centre de masse d'un parallélé-
pipede homogéne ou d'une sphére homogéne coincide avec le centre géomé-
trique, qui est un centre de symétrie.

Cherchons le centre de masse d'un tétraédre homogene ABCD (Jig. Cl a).

A Le plan ABI passant par
|'aréte AB et par le mi-
lieu | de l'aréte CD est
un plan diamétral. De
méme le plan ADJ pas-
sant par l'aréte AD et
par le milieu .1 de |'aréte
BC est un plan diamé-

Gy tral. Le centre de masse
du tétraedre se trouve
Fig. il a. Fig, 61 #, donc situé sur la droite

AG; d'intersection des
deux plans diamétraux considérés. Mais le point G, est au centre de gravité du
triangle BCD puisqu'il est situé sur les médianes Bl et DJ. Le centre de masse
est donc sur chacune des quatre droites qui joignent un sommet au centre de
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mas=e de la face opposée supposée homogéne. Soit G, le centre de masse du
triangle ACD, situé sur ladroite Al. Le centre de gravité du tétraedre se
trouve al'intersection des deux droites AG; et BG; situées dans le plan ABI.
Maison voit aisément (fig. 61 b) que les deux droites BG, et AG; se rencontrent
en un point G situé en leur quart; en effet G, et au tiers de Bl, G, et au
tiers de Al ; donc G;G; est paralléle a AB et la longueur de G;G; et le tiers
de la longueur de AB ; les deux triangles ABG et GGG, sont donc sem-
blables avec rapport de similitude 3 ; par suite on a BG == 3GG, et AG = 3GG;.
Nous sommes ainsi conduits a dire gue le centre de masse d'un tétraedre est
situé sur le segment qui joint un sommet au centre de masse de la face oppo-
sée, au quart de ce segment a partir de la base.

Remarquons que, s Ton cherche le centre de masse de quatre masses
égdes afectées aux sommets d'un tétraedre, on trouve le centre de masse du
tétraedre ; il suffit, pour le voir, de commencer par remplacer trois des masses
par une masse triple afectée aleur centre de masse.

Considérons un prisme homogéne. Décomposons |'une des deux bases
égdes en surfaces élémentaires et le prisme en prismes élémentaires, ayant
pour bases ces surfaces éémentaires. Nous pouvons (théoréme 1) remplacer
chague prisme élémentaire, assimilable aune tige, par un point matériel ayant
méme masse et placé au milieu. Nous sommes donc ramenés a chercher le
centre de masse de masses situées toutes dans le plan équidistant des deux
bases, chague masse étant proportionnelle au volume et par suite a la surface
de base du prisme élémentaire correspondant. On en déduit immédiatement
que le centre de gravité du prisme coincide avec celui de la section moyenne
supposée homogene. Donc, le centre de niasse d'un prisme homogene coin-
cide avec le centre de masse de la section par un plan équidistant des deux
bases. D'ailleurs, en considérant un cylindre comme lalimite d'un prisme, on
voit que laregle des prismes sapplique aux cylindres.

Considérons un corps homogéne de révolution autour de Oz ; soitr —f(2)
I'équation de la méridienne; supposons que la densité p ne dépende que de z
Décomposons le corps en tranches perpendiculaires a Taxe et d'épaisseur dz.
Chague tranche a une masse nir'pdz. On a donc

M= nr’pdz et MC= mpudz

70. Moments et produits d'inertie. — Etant donné un systéme de points
matériels A,, A, ... A, de massss m; my, ... m,, on appelle moment d'inertie
«ck ce systéme par rapport a un point, une droite ou un plan la somme des pro-
duits des massss par les carrés des distances au point, a la droite ou au plan.
Si 1y représente la distance du point A*, le moment d'inertie est donné par la
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formule Emqri. En dynamique on n'utilise guére que le moment d'inertie par
rapport aune droite ; on le représente par 1 ; on a I'habitude de poser | = Mk?,
M désignant la masse totale ; k et homogéne a une longueur et sappelle
rayon de gyration du systéme. On appelle moment d'inertie par rapport a un
axe, le moment d'inertie par rapport ala droite qui porte cet axe.

Les trois egpéces de moments d'inertie se rattachent les unes aux antres
d'une maniére simple. Si nous rapportonsle systéme a trois axesrectangulaires,
ies moments par rapport aux plans de coordennées sont Imxi, Emyl,
Xmal, les moments par rappoert aux axes de coordonndes sunt Tm{yi + 51,
Imy{z} 4+ 2}, Bmulxi 4+ yi), le moment par rapport 4 lorigine est ézal i
Tmy(zl 4- g1 + zN. On voit que le moment par rapport & un axe est égal 4 la
somme des moments par rapport a deux plans rectangulaires passant par cet
axe et que le moment par rapport aun point est égal ala somme des moments
par rapport atrois plans perpendiculaires deux a deux passant par le point.

A cbté des moments d'inertie, on envisage les produits d'inertie £m, s+,
Bzt Lruaye Ces produits dinertie ne sont définis que s I'on achoisi
des axes de coordonnées ; leur valeur dépend du choix des axes. lls ont un
signe quelconque, tandis que les moments d'inertie sont positifs.

S Ton aun corps remplissant un certain volume, on le décompose en éé
ments de volume v ; on évalue les mases m de ces déments et on calcule
la distance r du centre de chagque éément au point, au plan ou a ladroite. On
cherche enfin lalimite de la somme Xr*am pour obtenir le moment d'inertie.
On peut d'ailleurs remplacer cette limite par celle de ¥gr*av puisque Am a
pour partieprincipale sar. Dans le cas général un moment d'inertie est fourni
"par une intégrale triple. Mais souvent on peut le calculer par une intégrale
double ou simple, comme cela arrive pour une plague ou une ligne.

80. Calcul desmoments d'inertie. — Nous allons donner quelques exem-
ples de calcul de moments d'inertie.

Barre rectiligne homogene. — Cherchons le moment d'inertie par rap-
port & un axe passant par son centre O et perpendiculaire a la barre. Dés-
gnons par p ladensité linéaire, par / la longueur de la barre. Un éément de
longueur ds, dabscisse s, a une masse pds et un moment d'inertie ¢.s%ds. Le
moment d'inertie de la barre est donc

f

T ME

—_— = .,

T 5
_], “M""[FE] TR

3

On adone = -;«
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Cylindre circulaire homogene. —Cherchons le moment d'inertie par rap-
port & Taxe. Décomposons le cylindre de hauteur h en tubes élémentaires
d'épaisseur dr et de rayon moyen r. Le volume d'un tube éémentaire est
2nrhdr. Le moment dinertie d'un tube et 2-Kmhdr Xp X7, car les différents
ééments du tube sont a la méme distance r de I'axe. Le moment d'inertie du
cylindre a donc pour valeur

1= fl 2rtthpdr = 2nhy [:l Pdr = "—:“ h.

. . [ i
T ) E S S L
Mais on a M = =K%z, Dong J N 5
Volume de révolution homogeéne. Céne. — Décompasons le volume en
tranches élémentaires perpendiculaires a Taxe de révolution Oz. Soit R = R(2)
le rayon de la tranche de cote z. La tranche, d'épaisseur dz, est assimilable a

+
un ¢ylindre eta par suite paur momend d'inertie Eg— sdz. Le moment d'inertie
du volame total esi donc

-‘:j“]{‘

| == Iz,
ST
Le moment d'inertie est ainsi fourni par une intégrale simple.
Soit par exemple un cone homogéne de hauteur h et de rayon de base R,.

On el It == “}‘i:, en prenant l'origine O an sowmet du edne. On en

dédnit imind@liatement 1=~ %l MR

Sphiére homogdéne. — Cherchons daliord le moment dlinertic par
rapport au cenlre, Décomposons pour cela ia sphére en couches eoneen-
trispnes donl le velome esl compris entre les deux sphéres voisines de rayons
rel r+dr, La masse 4 une conche est 4nrt < pdr et son moment Jd'inertic est
Anrt ooz rhde, Le moment d'inertie de la sphére par rapport A son eenire est

ol
done éunl & ’ farizdr = 4

. ®: R Le momenl d'inertie par rapport & un plan
b

passant par le centre est le tiers du moment d'inertie par rapport au centre, car
ce dernier moment d'inertie et éga a la somme des moments d'inertie par
rapport a trois plans passant par le centre et rectangulaires deux a deux. Le
moment d'inertie par rapport a un plan passant par le centre est donc éga a
145 «plt®, Le moment d'inertie par rapport a un diamétre est égal a la somme

des moments d'inertie par rapport a deux plans rectangulaires passant par le
diamétre ; il adonc pour valeur le double du moment d'inertie par rapport a
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un plan passant par le centre, c'est-A-dive } = l% =pH¥. D'ailleurs on a

M=t oh, o l=%1\1R" Pry. i W

81. Variationsdu moment d'inertie par rapport a un axe se déplacant
parallélement & sadirection. — Le moment
dinertie par rapport & un axe est égal au
moment d'inertie par rapport a un axe pa-
ralléle passant par le centre de masse
augmenté du produit de la masse par le
carré de la distance des deux axes.
Prenons en effet pour axe Os Taxe pas-
sant par le centre de masse ; désignons par
a et b I'abscisse et I'ordonnée des points de

Fig. 2. Taxe 1) paralléle a Os. Les moments d'inertie
sont (fig. G2)
1, = Em{x® + y*), [,=Xm. Al = ‘_‘.m[(.l: — e (y — b)‘_]‘
ou by = St - g2 - (@ 4+ 0*)m — 2a g — 20Emy.

Daillewrs on g uf 4 B - d2, si d désigne la distance OK des deux axes,
et les sommes Bmr el Ymy sont nolles, puisque les coordonnces I et v, du
sentre de masse sont nulles. On voit dune gue 'en a, en éerivant L; pour
désimner L'axe b, passand par le point G,

Ty == Jo - M2

B2. Yarlations du moment dinerie pir repport & oo axe passant par un
point. Ellipsoie d'inertle, — Prenons le point
pav lequel passent les axes pour ovigine O, Dési-
goons par 2, §, 1les cosinus direetenrs d'un axe
i} passant par O (ffig, 63}. La dislance r = AH
d'un point A {2, y, 2} a U'axe U osl fournie par
Ia géométrie analytique. On pent d'aillenrs re-
marguer que 7 est égal au mement par’ rapport
" Fig. 63. an p(.)int A d'un \'cn?teu'r de longuenr nuité portd

par axe D ; les projections de ce moment aur {es
axes de coordonnées soni Bz — vy, Y& —— a3, wy — fix; on a donc

12 =Pz — ) + (7 — w3}~ (ay — )",
an 7= o3(y? o 22) 4 BA(ER 4 ) - it + y?) — 2Byyz — Dyezae — afay.
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Le moment d'inertie par rapport a I'axe Da pour valeur

1= Zmri = ’Em(y® -+ %) -+ P Em{z" 4 2%) + ¢1Zm(x" + y¥)
- pvEmyz — dyaEmzze — 223 Emay.

Désignons, pour abréger, par A, B, C les moments d'inertie par rapport aux

axes ; A= Em{y?+ 2¥), B o= Zm(2? o), C= Zm{z®+y*), et par D, E, F

les trois prodaits d'inertie : D = Emyz, E = Emzx, F = Emzy. Nous aurons
I = Aa® + BA* 4 Cy? — 2Dy — 2Eya — 2Faf.

Cette formule nous donne la variation du moment d'inertie en fonction des
cosinus directeurs de I'axe D. On vérifie que pour deux axes opposss porté*
par une méme droite on a la méme valeur du moment d'inertie.

On représente graphiquement la loi de variation du moment d'inertie en

pertant sur chague axe P ua vecteur 0P de longuneur -:—i Le lien de I'extrémité
¥

de ce vecteur est un ellipsoide appelé ellipsoide &'inertie, ayant pour c¢enire

l'origine. Les conrdonnées du point P sont en eflet X = -—“—,‘r'._ ~Z = = Om

i T
a done, en remplagant «, B, ¢ par leurs valeurs X1, \\/"l el Z\f 1 daas la for-
mule qui donne [,

AX? BY? CZ* 2DYZ—2EZX—2FXY =1

Cette équation est celle du lieu du point P; €elle représente toujours un ellip-
soide, sauf dans le cas oul tous les points du systéme matériel seraient situés
sur une droite ; en effet le point P ne peut étre rejeté a l'infini que sur une
droite pour laquelle | est nul.

On appelle axes principaux dinertie relatifs au point 0 les axes de
I'dllipsoide d'inertie. Ces axes sont en général au nombre de trois; ils sont en
nombre infini § I'ellipsoide est de révolution ou est une sphere.

Pour que Taxe Oz soit un axe principal d'inertie, il faut que I'ellipsoide
soit symétrique par rapport a I'axe Oz. Cela exige que I'on ait

D= mxz= 0, E= mys =0.

Pour que les trois axes de coordonnées soient des axes principaux d'iner-
tie on doit avoir D=0, E=0, F=0, cest-adire 'Lmxz=10, "Zmyz=+0,
v/n.ry = 0. Dans ce cas la formule qui donne la loi de variation du moment
dinertie se réduit a

| = Aa’-+-BR¥-CYZ
L'équation de I'ellipsoide d'inertie se réduit a
AX?*-BYZ2-+CZ%=].
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Un ellipsoide quelconque ne peut pas étre un ellipsoide d'inertie. Soit en
2 i 2
effet 1:; + ‘b_‘ + % = { I'd4quation de Vellipsoide rapporté i ses axes. 8'] est
un ellipsoide d'inertie, il existe un systéme matériel tel que I'on ail

LoAssmpiaa), L= B=EmGr,
-:; =C=Zm(x +y*).

Mais on a A<+ B— C=—2Emz*; cela exige A + 8 — >0 {4 moins que I'on

s0it dans le cas d'une plague z = {), ¢'est-4-dire ;:-, -+ %; — %}- 0; on u de

méme les deux inégalités obtenues par permutation circulaire ; on voit queles

demi-uxes de l'ellipsoide doivent dtre tels quc I'on puisse eonstruire an iri-

1

angle ayant pour mesures de se¢s cdtas == 2et.—-

[
On appelle ellipsoide ceniral d‘mcme I'ellipsoide relaiif au centre de
masse G,

Théoréme. — Un axe de I'élipsoide central d'inertie est un axe princi-
pal dinertie pour tous ses paints.

Supposons que I'axe Oz soit principal d'inertie pour le centre de mese G
confondu avec l'origine 0. Nous aurons D=0 e E =0, Ccestadre
Zmys =0, Emaz =0, nous anrons aussi § =0y = . Menons par un poinl
0" de cole h situé sur I'axe Oz des axes (Vzf, (Vy' paralleles aux axes O,
Oy et un axe O'z' eonfondu avee Oz. Nous aurons 1Y = Smy's’ =0 et
B = Ema's! =0 enellel, 2 ==,y =y,2'=5—A5; done

I = Emy{z — )= Emyz — h¥my = D — AMy, == 0,
E = Xmz{z — &) -~ Xmrs — hEme = E — MM = 0.

On démontre aisément que S un axe est principal d'inertie pour deux de
sespoints il I'est pour tous ses points et cet axe est un axe de I'dlipsoide
central  d'inertie.

La recherche des axes de I'éllipsoide central d'inertie est souvent facilitée
par des considérations de symétrie. S une droite et un diamétre pour une
direction de plan qui lui est perpendiculaire, cette droite et un axe de I'ellip-
side central d'inertie. En effet, prenons la droite pour axe Oz ; aun point
matériel de mase m et de coordonnées X, y, z correspond un point matériel
demase m et de coordonnées —x, —y, z Done les sommes mx, my,

mxz, myz ne changent pas quand on remplace x, y, par — X, —y. Autre-
ment dit €, n, D, E sont nuls, ce qui prouve que Taxe Oz est axe principal
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de I'ellipsoide central d'inertie. (On a par exemple Hnxz= — nmxz, d'ou
2 mz=0ou 2E=0)

Un axe de symétrie d'un corps homogéne est un diamétre pour une direc-
tion de plan perpendiculaire; cest donc un axe de l'élipsoide central
d'inertie.

S un corps homogéne admet plus de trois axes de symétrie non situés
dans un méme plan, ces axes sont des axes de I'ellipsoide central d'inertie qui
est donc une sphére, ce qui revient a dire que le moment d'inertie a la méme
valeur pour toutes les droites issues du centre de masse. En particulier, il en
et ainsi pour les corps homogénes ayant la forme d'un polyédre régulier
(tétraedre régulier, cube, etc.).

Supposons que I'on ait un corps présentant la f'orme d'une plaque d'épais-
seur négligeable. Prenons le point O sur la plague et I'axe Os perpendiculaire
a la plaque. Puisque les cotes z des points de la plague sont négligesbles on
aura

A= Xmy*, B =Xmr,
G Emle 4+ ") =A+ B,
D=t, E=u, F:=Zmzy.
On voit que I'axe Oz perpendiculaire ala plague es un axe principal d'inertie;

on a dailleursA+-B=C"=C, lorsqu'on fait tourner les axes Ox et Oy
autour du point fixe 0.



CHAPITRE XII

DYNAMIQUE DES SYSTEMES. THEOREMES GENERAUX

83. Forces extérieures et forces intérieures. — Nous considérerons dans
ce chapitre un systeme matériel comme formé par un ensemble de points
matériels en nombre plus ou moins grand, chacun d'eux possédant une masse
déterminée et étant séparé des autres points voisins par des intervalles plus
ou moins petits. Si le systéme est soumis a des liaisons, nous rendrons la
liberté a tous les points a condition d'adjoindre aux forces données des forces
de liaison convenablement choisies.

Les forces appliquées aux points matériels sont de deux catégories. Il'y a
des forces intérieures, qui sont dues aux actions d'autres points matériels du
systeme; il y a les forces extérieures, qui sont dues aux actions de points
matériels n'appartenant pas au systeme. D'aprés le principe d'action et de
réaction, a toute force intérieure appliquée a un point du systéme correspond
une autre force intérieure égale et directement opposée appliquée a un autre
point du systéme. Les forces intérieures forment donc un systéme de vecteurs
équivalent a zéro.

Il peut exister des forces intérieures de liaison comme les forces de cohé-
sion qui dans un solide imposent aux points matériels de rester a des distances
invariables et proviennent des actions mutuelles des points matérielstres rap-
prochés.

Gomme exemple simple de forces intérieures données on peut citer les
attractions newtoniennes mutuelles des points matériels du systeme. Comme
exemple simple de forces extérieures données on peut donner les poids des
points matériels du systeme.

L'accélérationd d'un point matériel du systeme est fournie par |'égalité
géométrique fondamentale

mi=F+F,
oll ‘l:': et Ff désignent les résuitantes des lorces extéricures el des furces inlé-
Your of MExtRE, — Miea, 10
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rieures appliquées au point matériel considéré. En projetant sur les trois axes
on obtient les équations
fodl

H&'&Fﬁx.ﬂ-l-xh

2,
f m‘z.g =Y, 4+ Y,

b
mj—t: =7, + 7
ol les expressions Xe, Ye, Ze, X1y, Y1, Z3 représentent les projections des résul-
tantes F, et F.

Le systéme des forces intérieures est équivalent azéro. Par suite la somme
de leurs projections sur les axes et la somme de |eurs moments par rapport aux
axes sont nulles. Cette remarque va nous permettre de former des combinai-
ons des équations (t) relatives aux différents points ne renfermant plus les
projections des forces intérieures. Ces combinaisons seront précieuses, car
dans les applications les forces intérieures sont souvent inconnues.

@

84. Théoréme du mouvement du centre de masse ou théoreme des pro-
jections dos quantités de mouvement. — En gjoutant les équations (1) rela-
tives aux différents points et a I'un quelconque des trois axes, on élimine les
forces intérieures et on obtient

]
,‘.‘.m%ﬁ: =X,
o
@ {um ‘”f =¥V,
.z .
g = vk

Mais en dérivant deux fois par rapperl au temps les éyuations

ME=Ymax, My=2Xmy, M= Zmz
aon frouve

e wmdE 4 _ gy Ll N
Wae=2mge qe = E g Mo =iy
D’sit enfin
%y g LI S
@ Mip= ¥e Mgp =¥V i = e

Les seconds membres représentent 1 es sommes des projections de toutes les
forces extérieures sur les axes; ils sont donc égaux aux projections de la
somme géométrique des forces extérieures. Nous pouvons donc énoncer le
théoreme :
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Le cendre de masse d'un systéme se déplace comme un point matériel ou
aérait concentrée la masse totale du systeme et qui serait soumis & une force
équipollente a la somme géométrique OR des forces extérieures.

On &, en abrégé, M. GJ = OR

Exemple I. — Si un systéme n'est soumis qu'a des forces intérieures,
I'accélération du centre de masse est nulle et le centre de masse reste en repos
ou bien a un mouvement rectiligne et uniforme ; c'est le cas du systéme solaire
dans la mesure ou Ton peut négliger les attractions des étoiles.

Exemple Il. — Si un systeme déformable se meut sous I'action de la
pesanteur, le centre de masse se déplace comme un point matériel pesant;
c'est le cas d'un jet d'eau, d'un obus qui explose sous I'action de forces inté-
rieures (en négligeant la résistance de I'air),

Les équations (2) peuvent étre interprétées d'une autre maniere en intro-
duisant, comme neus l'avons (ait au n* 47, la quantilé de mouvement de
¢huaque point matétiel. On a en ellel Zm j:fr 4 vm j':' et les deux autres
équations qui s'en diduisent par permutalion des leltres &, ¥, . On peut done
<erire les équations (2) sous Ja forme

4. rf;c .
n‘l ar = =X
¥ b _J_ N
& d“mds al
d ds

d g = e

On peut ainsi énoncer le théoréme suivant, qui n'est qu'une autre l'orme
du théoréme sur le mouvement du centre de masse :

La dérivée par rapport au temps de la somme des projections des quan-
tités de mouvement sur un axe fixe est égale a la somme des projections des
forces extérieures sur cet axe.

85. Théoréeme des moments des quantités de mouvement ou des
moments cinétiques. — Formons une combinaison des deux dernieres équa-
tions (2) de fagon a faire intervenir le moment par rapport a I'axe Ox des
forces appliquées au point matériel considéré. Nous obtenons comme au n° 47
I'équation

o L . . . ,
m(y-l-_;-g uzgg) ={yL. —zY)+{yh:— 2V},

d dz d , . .
ou dlm(ydt :O;'f) ={yh, — zY¥ )~ (g — z¥).

En faisant la somme des équations relatives aux différents points maté-
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riels, nous éliminerons les forces intérieures, dont le moment résultant par
rapport a Taxe Ox est nul. Nous avons donc

. I d
‘.ru(yiﬁ - r;f) = EyZ. — =Y, =XL..

On obtient des équations analogues en faisant intervenir les moments par
rapport aux axes Oy et Oz. D'ou les équations importantes :

d .. H dy
rl‘,.‘).m(ym zdt) XL,

(4} {f "m( d'r—.t "'—z) == M.,

d? dl
dg dy day ¥
, ’"(T g dt) -

H est facile dtnlarpréler eos ¢quations.On # eu cifel

I ds Z¢ o oz _ dy
ur}"”(”'fn' .ﬂ) di~ "(m ) ‘(mdt)

Mais }.‘y(m j;')—:(m:j?) représeule  manifesternent  In somme des

moments par rapport a I'axe Ox des quantités de mouvement des différents
points matériels.

On peut donc énoncer le théoreme suivant, appelé théoreme des moments
des quantités de mouvement.

La dérivée par rapport au temps de la somme des moments des quan-
tités de mouvement par rapport & un axe fixe est égale a fa somme des
moments des forces extérieures par rapporta cet axe.

Cet énoncé rappelle celui du théoréme des projections des quantités de
mouvement.

La somme des moments des quantités de mouvement est souvent désignée
sous le nom de moment cinétique du systéme. On a ainsi le nouvel énoncé :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique par rapport a
un axe fixe est égale au moment résultant des forces extérieures par rap-
port a cet axe

Dans le cas particulier ou le moment résultant des forces extérieures par
rapport a un axe est nul, le moment cinétique du systeme par rapport a cet
axe est constant, tén supposant que cet axe est pris pour axe Os, on a donc

- gy dr —_r
...m(.t gt y‘“) (.
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dx

Cownne nous avons déja remarqué an n® 22, la guaniité .-rj';"— Y est

&gale i r*f?;, c'esl-a~dire quelle est le double dde ia vitesse arcolaire
an ‘
7
méme, sur tout plan perpendiculaire a 0z).
Un & done I'équation
Smd—‘} = € ] d— YmA o~ G s

a3’ dt 2

de la projection du point considére snz le plan 0y (on, ee qui revieat an

. . i M , . L
'nd, en intégrant, XmiA= o - €' Nous évaluerons les aires balayies &
2

partir de Pinstant £ .= 0), de sorfe qu'a eet instant initial 1a somme Xmy aura
1o ses dermes s 5 la eonslante € sera par saite nulle #t aons aurans

- LK
TmA = g i,

Appelons, pour abréger, la somme TmA l'aire totale balayée autour de
I'axe Os ; ce langage commode ne devra pas d'ailleurs nous faire oublier que
les aires A sont balayées sur un plan perpendiculaire al'axe Os. Nous pouvons
énoncer le théoréme suivant, appelé théoréme des aires totales :

Lorsque le moment résultant des forces extérieures par rapport a un axe
fixe est nul, l'aire totale balayée sur un plan perpendiculaire & cet axe varie
proportionnellement au  temps.

Il convient de remarquer que si la constante C, appelée constante des
aires, est nulle, I'aire totale balayée restera nulle; cela arrivera manifeste-
ment quand le systéme partira du repos ; en effet, la constante C a pour valeur
e ool L
e’ M
le systisme part du repos, Ex constanie & sera nulle, car on anrs 2=y, 1.

Lorsque la constante C est nulle, il est nécessaire, pour que la somme
algébrique ZmA reste nulle, que toutes les aires balayées restent nulles a la
fois ou qu'il existe des aires balayées dans les deux sens de rotation.

Exemple. — Considérons un homme placé sur un plan horizontal sans
frottement. Supposons que |'homme, d'abord en repos, cherche a se retourner.
Les forces extérieures (poids et réactions) sont toutes verticales. D'aprés le
théoréme du mouvement du centre de masse, celui-ci se déplace comme un
point matériel abandonné sans vitesse et soumis a une force verticale. Donc
le centre de masse G ne peut se déplacer que sur une verticale. Désignons par
0 le pied de la verticale du point G sur le plan horizontal et adoptons la droite
fixe OG pour axe Os. Le théoreme des aires totales s'applique pour Taxe Os,

Vanlrays — Y4203 00 Xy, Yoo g sont Les veleurs iniliales de x, g,
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car le moment résultant des forces extérieures par rapport a l'axe Os. est nuL
De plus la constante C est nulle, puisque le systéme part du repos. On a donc
XmA ==1{. Pour arriver a faire tourner ses pieds dans un sens I'homme devra
donc faire tourner d'autres parties du corps en sens inverse.

Supposons par exemple que I'homme donne a son bras droit, laissé rigide
et d'abord abaissé, les trois mouvements successifs suivants : 1° il léve le bras
de fagon a I'amener a étre horizontal et dirigé en avant; pour cela il fait
décrire au bras un quart de cercle dans un plan vertical ; 2° il fait décrire au
bras un quart de cercle dans le plan horizontal passant par |'épaule de fagon a
amener le bras a étre dirigé a droite ; 3" il abaisse le bras pour le ramener
aupres du corps ; pour cela il fait décrire au bras un quart de cercle dans un
plan vertical.

Les points matériels du bras droit ne balayent pas d'aire autour de |'axe
Oz pendant le 1% et le 3° mouvement, mais pendant le 2° mouvement ils
balayent des aires dans le sens qui va de la gauche a la droite de I'homme.
Il résulte du théoréme des aires que pendant le 2" mouvement du bras droit
vers la droite, le reste du corps laissé rigide se tourne vers la gauche.

En répétant plusieurs fois de suite les trois mouvements, I'homme arri-
vera a tourner vers sa gauche d'un angle de plus en plus grand.

Ce qui précede montre qu'un homme placé sur un plan horizontal ne peui
se retourner par une rotation d'ensemble que s'il y a frottement sur le plan
horizontal.

86. Interprétation géométrique «les théorémes des projections des quan-
tités de mouvement et des moments des quantités de mouvement. — Il est
facile de généraliser aux systémes matériels |'interprétation géométrique indi-
quée au n° 47 pour un point matériel. i O et OK sont les vecteurs issus de
I'origine fixe O et représentant la somme géométrique des quantités de mouve-
ment et le moment résultant des quantités de mouvement par rapport au point
O (OK sappelle comme nous |'avons déja dit moment cinétique par rapport au
point 0), les dérivées géométriques de ces vecteurs sont respectivement égales a
la somme géométrique OH et au moment résultant (par rapport au point 0) OG
des forces extérieures appliquées au systéme.

En elfet, en projetant ces deux égalités géométriques sur trois axes fixes
issus de 0, on trouve des équations qui traduisent les théoremes relatifs aux
systémes énoncés précédemment.

En désignant par NV et par KV les vitesses abselues des peints H et K,
on a dune

RV = Of,
KV -2 00,
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87. Moment cinétique, par rapport a un axe fixe, d'un solide assujetti a
tourner autour de cet axe. — Considérons un solide qui tourne autour d'un
axe Oz, sans glisser le long de cet axe (comme par exemple une porte ou un
rotor de machine électrique). Calculonsle moment cinétique par rapport al'axe
Oz. Sa valeur est

dy dr 4
T —y== = gmrril
m(a:dt -"'ds) met
ff
Mais ia quantitég—:u méme valeue ponr tous Jes points ilu solide, car elie

représente la vitesse anguliire w de rotation du solide. Le momend cinétique
cherehé est done
Ymrle = wEImr? = wl,.
Donc,
Pour un solide en rotation, le moment cinétique par rapport a l'axe de
rotation a pour valeur le produit de la Vvitesse angulaire par le moment
dinertie du solide par rapport a cet axe

88. Théoréme des forces vives. — Il est aisé de généraliser les deux
énoncés du théoréme des forces vives donnés au n° 50.
Ecrivons le théoréme des forces vives, sous sa forme différentielle, pour

I'un des points matériels :

1
d?mu* = ¥,

2
Le symbole cfé représente le travail élémentaire de la résultante des forces
intérieures et extérieures appliquées au point considéré, c'est-a-dire la somme
des travaux élémentaires de toutes les forces appliquées a ce point.

Ajoutons membre a membre les équations analogues relatives aux diffé-
rents points. Nous obtenons

vd —i~m ¥ = Xdb,
2
¢’est-a-dire d (é—.‘.:mu’) = ¥de.

La quantité ¥mv’ qui intervient dans le premier membre s'appelle force
vive du systéme ; c'est la somme des forces vives des différents points.

La quanntei Ime? qui est la demi-force vive, s'appelle énergie cing
tiqgue du systéme. Nous pouvons donc énoncer le théoréme :

La différentielle de I'énergie cinétique dun systéme matériel est égale
a la somme des travaux élémentaires de toutes les forces extérieures et
intérieures  appliquées aux différents points matériels.
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Pour obtenir la somme des travaux élémentaires, on cherche séparément
cette somme pour les forces intérieures, puis pour les forces extérieures et on
ajoute.

Ecrivons maintenant le théoreme des forces vives sous sa forme finie pour
I'un des points matériels :

1 | S ;

53 mrt— o = €.
Ajoutons membre i memhbee les fgualions analogues relatives aux différents
puints. Nous obtenuns

E_‘)—mn \"‘l el = N0,

Nous pouvons donc énoncer le théoreme :

La variation de I'énergie cinétique dun systéme pendant un intervalle
de temps est égale a la somme des travaux pendant cet intervalle de temps
de toutes les forces extérieures et intérieures appliquées aux différents points
matériels.

Il convient d'insister sur ce fait que les forces intérieures interviennent
dans le théoréeme des forces vives énoncé sous sa forme différentielle ou sous
sa forme finie. Mais nous allons montrer, au n° 00, que la somme des tra-
vaux, pendant un intervalle de temps quelconque, des forces de cohésion d'un
solide est nulle. Il en résulte que dans le théoréme des forces vives appliqué
a un solide, les forces intérieures n'interviennent pas. On a les énoncés
suivants :

La différentille de I'énergie cinétique dun solide est égale a la somme
des travaux éémentaires de toutes les forces extérieures appliquées au
solide.

La variation de I'énergie cinétique d'un solide pendant un intervalle de
temps est égale @ la somme des travaux pendant, cet intervalle de temps de
toutes les forces extérieures appliquées au solide.

89. Remarque sur letravail élémentaire des forces. — 11 arrive sou-
vent qu'une force ne conserve pas dans son mouvement le méme point maté-
riel d'application, Un homme qui pousse devant lui un tonneau roulant sur le
sol exerce avec ses mains des forces qui sont appliquées a des points matériels
qui changent d'un instant a |'autre. On est alors embarrassé pour déterminer
le travail élémentaire.

Contentons-nous de dire qu'il faut considérer comme déplacement élémen-
taire pendant I'intervalle de temps #, {-+ di, non pasle deplacement pendant
dt du point géométrique d'application, mais le déplacement ¥. i, pendant
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dt, du point matériel auquel la force était appliquée a I'instant t (T’ désigne
la vitesse de ce point matériel a I'instant t); ce n'est qu'a cette condition qu'on
peut appliquer le théoréme des forces vives.

Considérons par exemple une roue de voiture roulant sur un sol rugueux
et ne touchant le sol qu'en un point A ; le sol exerce sur la roue une force de
liaison oblique appliquée au point A ; si laroue roule sans glisser sur le sol,
le point matériel de la roue qui est en contact avec le sol a une vitesse absolue
nulle ; le déplacement élémentaire est donc nul et par suite le travail élémen-
taire est nul. En pratique, la roue touche le sol en une infinité de points rap-
prochés ; ce n'est qu'en premiére approximation que l'on peut considérer
comme nulle la somme des travaux élémentaires des forces de liaison.

90. Travailv des forces intérieures d'un systéme. — Commengons par
chercher la somme des travaux élémentaires
“““’T‘. des actions mutuelles de deux points A;, A;

‘,‘"""jl‘.."—_‘-— 4 (fig, 64) ; il s'agit donc d‘l_Jge force F, appli-
L * quée en A, et dune force I, égale et directe-
g, 5. ment opposée a ¥, et appliquée en A,. En dé-

signant par f la valeur commune de l'intensité
des denx forees, compide posilivement dans le eas d'une vépulsion, les projec-
tions de F, el Fy sont

[, = T e T M A o . 3
E|—rxlr L ‘||—-f s 7 rA f .

o= — X, Voo — ¥, Fy= — L,

st roest I distunee AA; des deux points. La somme des hravanx glémentaires
des deny forces enpsidérées pst

Xodo, + Y dy, - Loz, o Xodiy 4 Yaelipy + Loty
ou
’E [(.x:. — ) (e, — ) 4 (i — y) (el — dys) (2, — z)(dz, — t."::)],
¢est-a-dire fedr,
car, ¢n diflérentianl I'équation

FE== e 2 A (g ) - (5= s
i vhtient

rdr = (% — x5} (ediry — edarg) + (1 — ¥ {edy, — ) -1 (2, — 2)(dz, — d'z,).

Puisque la somme des travaux élémentaires des deux forces intérieures consi-
dérées est fdr, la somme des travaux élémentaires de toutes les forces inté-
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rieures aura pour expression

Efdr,
la somme étant étendue a tous les groupes de deux forces intérieures égales
et directement opposées.

L'expression Xfdr est donc la somme des travaux pendant I'intervalle de
temps dt de toutes les forces intérieures; on obtiendra, par suite, en inté-
grant par rapport au temps la somme des [travaux pendant un intervalle de
temps fini.

Supposons que les forces intérieures soient les forces de cohésion d'un
solide. Toute distance r est invariable et par suite sa différentielle est nulle;
on a donc fdr == et Xfdr == I; autrement dit la somme des travaux élémen-
taires de toutes les forces intérieures d'un solide est nulle ; puisque la somme
des travaux des forces intérieures d'un solide est nulle pendant I'intervalle de
temps dt, il on résulte que la somme des travaux des forces intérieures d'un
solide est nulle pendant un intervalle de temps quelconque,

91. Fonction de forces. — On dit que I'ensemble des forces intérieures
et extérieures d'un systéeme dérive d'une fonction de forces, lorsque la somme
des travaux élémentaires de toutes les forces peut se mettre sous la forme de
la différentielle d'une fonction U, appelée fonction de forces et ne dépendant
que des coordonnées des différents points matériels. On a donc dans un tel cas

vt =dl.

Le thésrique des forecs vives dotne alors

d(E%fm") == (],
Z; my? = Ui -+ C'*

on Z-_%-mv‘——-lj-_-.ﬂ‘*.

La quantité — U s'appelle énergie potentielle, d'ou I'énoncé :

Lorsque l'ensemble des forces extérieures et intérieures dérive dune
fonction de forced], la somme de I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle
— U reste constante.

Il convient de remarquer que la fonction de forces n'est déterminée qu'a
une constante additive pres.

Supposons en particulier qu'il sagisse d'un solide libre soumis a des forces
extérieures qui dérivent chacune d'une fonction de forces. Le travail élémen-

d’sll, en intéurant,
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taire des forces extérieures F,, F,, F3, ... est respectivement égal a dU;, dU,,
dUi, ... ; la somme des travaux élémentaires de toutes les forces intérieures
est d'ailleurs nulle. Donc la somme des travaux élémentaires de toutes les
forces est égale a

dU, 4 dU; 4 dUs —+ ... == U, + Ug o Uy 4= ,..).

Le systéme des lorces appliquées au solide dérive dunc d’'une funetion de forees
U=U,+U:+ Uy + ... Le solide adme! done une énergic potentietle — 1.

Sail par exemple un solide libre soumis seuiement A ln. pesanteur. Adop-
tons un axe Oz vertical vers le hant. Le poids mg d'un ¢lément matéricl dérive
de la fonetion de forees — mgz (a* 43). L'cnsemmble des poids désive done de
la fonction de furces X — mgs == e gEmz = — MyZ. On a dune

U= — Mgt

92. Repére de Kaenig. — On appelle repére de Koenig un systéme de trois
axes Gxyz issus du centre de masse et paralléles aux axes fixes Oxyz. Le
repére de Koenig est donc animé d'une translation.

Proposons-nous d'étudier le mouvement relatif d'un systéme par rapport
au repére de Kcenig. D'apres la théorie des mouvements relatifs d'un point
matériel (n° 70), on peut considérer le repere de Kcenig comme fixe a condi-
tion d'ajouter a chaque point matériel la force d'inertie d'entrainement et la
force de Goriolis.

D'ailleurs la force de Goriolis de chague point matériel est nulle, car
I'accélération composée est nulle dans une translation. La force d'inertie
d'entrafnement d'un point matériel a pour valeur — mJ,.. D'ailleurs le vecteur
j, qui représente |'accélération d'entrainement reste équipolient a lui-méme
quand on passe d'un point a un autre, car dans un mouvement de translation
tous les points sont & chaque instant animés d'une méme accélération.

Considérons le repére de Koenig comme fixe. Appliquons d'ahord le
théoréme des moments des quantités de mouvement par rapport aux axes
Gxy'Z. Remarquons que les vecteurs paralléles — mJ,, étant proportionnels
aux masses, admettent une résultante — MJ. appliquée au centre de masse G.
Le moment résultant des forces d'inertie d'entrainement est donc nul par rap-
port aux axes GXYZ.

Il en résulte que le moment résultant, par rapport a chacun des axes
GxXy'z, des forces données, de liaison et d'inertie d'entrainement, est égal au
moment résultant des seules forces données et de liaison. Par suite, le
théoreme des moments des quantités de mouvement sapplique dans le mou-
vement relatif par rapport au repere de Kamig.

Appliquons maintenant le théoréme des forces vives par rapport aux axes
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Gx'y'z traités comme s'ils étaient fixes. Il est aisé de voir que la somme des
travaux des forces d'inertie d'entrainement est nulle. Désignons en effet par
j1, j2, 3 les projections de J, sur les axes. La somme des travaux élémentaires
des forces d'inertie d'entrainement, dans les déplacements par rapport au
repere de Kionig, est égale & X~ mjdz’ — mjuly’ — mjuls’, c'est-d-dire &
— fEmdy' - Xmdy’ — j¥mds’, ol les sommes X sont ttendues anx diffé-
rents poinls inalériels. Mais ces sormmes sont nufles, car on a

Emddr' = dmy' = dMY = Md%',

Emefy' = My,

Swirdz' = Mdy
cf les coordonnces 5, +f, ¥ du poinl G sont constammnent nulles et par suite
ont des différentielles nulles.

Nous voyons que la somme des travaux des forces données, de liaison et
d'inertie d'entrainement est égale a la somme des travaux des seules forces
données et de liaison. Par suite, le théoreme des forces vives sapplique dans
le mouvement relatif par rapport au repére de Komig.



CHAPITRE X!

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE

93. Equation du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe.
— Considérons, comme au n° 87, un solide qui tourne autour d'un axe fixe Oz
sans glisser le long de cet axe. .Nous supposerons que les liaisons sont réali-
sées de la manieére suivante : d'une part le point 0 du solide est immobilisé
gréce a un petit anneau qui s'engage sans frot-
tement dans un petit anneau fixe ; d'autre part
Taxe de rotation, fixé au point O, est empéché de
se déplacer grace a un manchon d'axe Oz, sans
frottement, installé au voisinage du point A de
|'axe Oz (fig. 65). Nous pourrons considérer le
corps solide comme libre & condition de rem-
placer les liaisons par des forces convenables :
on supprimera la liaison du point 0 en appli-
quant au point () une force de liaison R' ; on
supprimera la liaison sans frottement due au
manchon en appliquant au point A une force de
liaison R" normale au manchon, c'est-a-dire normale a Taxe Oz.

Les deux seules forces de liaison R' et |1" ont un moment nul par rapport
a Taxe Oz

Proposons-nous d'abord de déterminer le mouvement du solide sous
I'action des forces données. Cela est possible sans qu'il soit nécessaire de
connaitre ni les forces de liaison ni les forces intérieures.

Appliquons en effet le théoréme des moments des quantités de mouve-
ment par rapport a |'axe fixe Oz. Nous avons vu au n° 87 que le moment
cinétique par rapport a I'axe Oz avait pour valeur |., a étant la vitesse angu-
laire du solide et I. étant le moment d'inertie du solide par rapport a Taxe
Oz, moment d'inertie qui a une valeur constante, puisque |'axe Oz a une

x Fig, 3.
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position invariable par rapport au solide. Nous avons donc

d .. do
'?it{olz)—- LN,, o I, dr = LN,.

La somme BN, csl égale av moment résultant N des forces données par rap-
port & Laxe Uz, car les deux forces de liaison out un moment nul par vapport
a iz, Dol éqeation

do _

ldr

N.

Iailleurs si 2 désigne 'angle polaice 4 de Fon des points du solide, on a

dx I I .
wa= e pinson a Phabitude d'éerive 1 au lien de I,

di
On a done
1L
1 LN,
) i

Cette équation importante, appelée équation du mouvement, est plus facile a
retenir si on la compare a I'équation du mouvement reetiligne d'un point maté-
riel (n° 51),

[ -
i det = X.
La quanlité N est ane fenction connue de x, ::‘, t, en sorte que Péqua-

tion (1) est une ¢qualion dilférentielle du socond erdre 4 une fenction inronnue
« d'une varinble £ d
n mullipliant les deux membres de U'équation (1) par 5 on ablient

ot
(da a_  da
dt e Vad’
o1, rdan oz
o ai -T_,'i (Et) J ES Nd_.!’

i, en multipliant les deux membres par o1,
@) d(—;— 1{.,=) = Nda,

équation équivalente al'équation (1).

Il est remarquable que I'application du théoréme des forces vives sous sa
forme différentielle conduit précisément a I'équation (2). En effet, la force
vive du solide est égale & YAt = Xm{ovry = w*Smrt = o!l,

IVailiears la somme des travaux élémentaires des forees extérieures don-
nees est égale & XXdz + Yy + Ldz, mais on 4, pour chacun des points mate-
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riels d'application dee forces considérées, ze==rcos b, y =rsin ¥, z==ob,
r=c" et, parsaite, dz = — gdl, dy = + xdt, dz = 0.

La somme des travaux élémentaires des lorces extéricures donnees est
done égale i

2x¥ —yXidd,  c'est-i-dire b de. XeY —yX),  ou  de. N,
car les angles 6 relatifs aux différents points d'application ont la méme
valeur pour leur différentielle, puisque les angles dh sont égaux a I'angle infi-

niment petit d<x dont tourne le solide ; enfin les deux forces de liaison ne tra-

vaillent pas. En résumé, la différentielle de |'énergie cinétique est d(—i— Iw’)

tandis que la somme des travaux élémentaires des forces extérieures est égale
aN.da

REMARQUE. — Nous avons supposé que les liaisons étaient réalisées d'une
certainemanieére. Plus généralement, ondit que lesliaisons qui netolérent qu'une
rotation du solide sont sans frottement si les forces de liaison ne travaillent
pas. Nous voyons que I'équation (2) et par suite I'équation (1) s'appliqueraient
au mouvement d'un corps solide assujetti a une rotation par des liaisons quel-
conques sans frottement. On pourra par exemple supposer fixés deux points
du solide ou méme supposer fixés plusieurs points alignés du solide.

L'équation des forces vives sous sa forme finie est

;m—éw=fWﬁ

Celte équation est surlout ulile si N ne dépend que de « et si l'on sait cffee-
tuer la quadraburc § Nefz —= F(z}. On a alors

_'7[(.};)2 gl = B~ B ().

On voit que I'on obtiendra a en fonction du temps par une quadrature.

Exemple |. — Mouvement dun corps homogéne pesant, de révolution,
tournant autour de son axe maintenu fixe, et soumis a l'action dun couple
constant.

Quelle que soit I'orientation de I'axe, le moment résultant des poids par
rapport a |'axe est nul, puisque les poids ont une résultante appliquée au cen-
tre de gravité, qui coincide sensiblement avec le centre de masse (n° 74) situé
sur I'axe. On a donc, en désignant par N I'intensité constante du couple,

d2 _ N ou

dit ~ 1
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On voit que le mouvement angulaire est uniformément varié. Les cir-
constances du mouvement angulaire sont les mémes que celles du mouvement
vertical d'un point pesant dans le vide.

Exemple | 1. — Mouvement d'un corps homogéne de révolution, tour-
nant autour de son axe maintenu fixe, et soumis a l'action d'un couple anta-
goniste dont le moment est proportionnel a l'angle d'écart a compté a par-
tir dune position donnée, et a l'action dune résistance dont le moment est

. - fl . ‘Ix
proportionnel i la vilesse angulaire I

Boit —3x le moment par rapport & I'axe du eouple antagonisie, i étani

positif; soit -- 2 :;: le moment de lo résistance, u étant positif. T,'dquatien

{1} est, puisque le woment du poids total est nul,

if*x . dx
Tgp =i =2y
En posant b = a*[, u = Al I'¢quation devient
[T dz

+- "‘-":— “+ Atz =1,
dr T
Geile éguution dilférentielle a la méme formae que celle jque nons avons const
dérée an n' B3, 50 b est wul, fe moovement angulaire est oscillatoire pério-
dique conformément i Féquation

2= &, cos ad 5 Gy sinoalf,
2
la periode du wouvemend #ant T -~ ’—]
i

86 west pas anl le monvement esl amorli; si b -2, le mouvement est oseil-

Taloire avee des oscillalions qui vout en dr’:v:.rnlss.mt en progression giomé-

3::
trique, ln durée rdes oscillalions doubles étanl‘/-- “ vsl b sale mauve-

ment amork @ une oscillation au plus,

94. Calcul des réactions. — Il est facile de déterminer les forces de liai-
son dans le cas on les liaisons sont réalisées par la fixité du point O et par un
manchon sans frottement en A. 1l suffit, comme nous allons le voir, d'appli-
quer le théoréme du mouvement du centre de masse et le théoréme des
moments des quantités de mouvement.

Désignons par X', V, Y'; X", Y", Z" =0, les projections des deux forces
de liaison sur les axes fixes Oxyz, par X, Y, Z les sommes des projections des
forces extérieures sur les mémes axes, par L, M, N les moments résultants des
forces extérieures par rapport aux mémes axes.
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Nous aurons, grace au théoreme du mouvement du centre de masse,
o3: .
M——:z}\'—&— X'+ X,

MET =¥y oy,

dt
i
Wbt~z s,

Nous aurons de plus, en appliquant le {héoréme des momeots des quan

tités de mouvement par rapport anx axes lixes O ot Oy et en posant Oh = 4&,
d dz d‘! .
+ X — A" 1,
a™ (3" di n) *

9 sm (‘(’;f ‘:,t)=+ AX = M.
Vailleurs on &, comme nous Mavons déja remargué,
di = —1ydb, dip = -zl dz=0,
ck par suile
dr__ di oy oy dz

A A A T
c'est-i-dice dx = - iu a4 e oz =
dt wif, TR s i

. 13
de plus T cote T du cenire de mnsse esl conslanle, ee qui entraineg ’Iﬂ =1,
i

Les cing inconnues X', Y, £ X', Y7 satisfont done aux cing équations-

linéaires
] o3 "
M—— we N W \ X
ar —+ -+
f4a . .. .
TA ¥ v e
e ' kY
(2} =7 07,
—_— %mﬁm:z = — AY ' 4L,
—d wXmyzs= AN+ M,
it -
’ . . . d* dhn
Dans ces dquuticns, les expressions variables ot o e Emas, Xmyz, pourront
étre calculées aisément en fonction du temps, si I'on conna|t laloi du mouve-
ment sous la forme a= F(1). Quant aux quantités X, Y, Z, L, M, elles se

rapportent aux forces données qui dépendent d'une fagon connue de x, t, et
Vout et MENTRE. — Méca I
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du
dt’
de I'équation (1), on aura les forces de liaison en fonction du temps en utili-
sant les équations (2).

Supposons qu'il s'agisse du cas particulier pour lequel |'axe de rotation
passe par le centre de masse G et est un axe principal d'inertie pour ce centre

parfois Donc si laloi du mouvement a pu étre déterminée par |'intégration

1
de masse. Les équations {2} se simplifient, ear les quatre exprcssinns-(ﬁE:
2.
2:1—:, Ymes, Xmyz sont conslamment nnlles ; Ies deux premitres capressions

sont nulles parce gue le centre de masse est immobile; les deux autres
expressions sont nuiles parce que I'axe Uz étant un ave de 'ellipsoide central
d'inertie, cet axe sera principal dlinertiz pour tous ses points (n® 82), ce qui
exige D= Xmrs =0¢at Il = Xmyz =1},

Les équations () deviennent

i L S

's Vi ¥ e X, !
4 r=—¥,

' + AY = L,

X' - ML

Supposons de plus que les quantités X, Y, Z, L, M soient indépendantes
du temps. D'aprés les équations C\) les quantités X', X", Y', Y", Z' seront
indépendantes du temps. Autrement dit, les forces de liaison seront les mémes
a |'état de mouvement qu'a I'état de repos.

Remarquons que le poids total est une force invariable, car son point
d'application (i est fixe dans notre cas particulier. On pourra donc réaliser
I'invariance des quantités X, Y, Z, L, M en adoptant comme forces données
autres que celles ducs a la pesanteur des forces invariables et des couples
variables d'axe Oz

Dans les machines, on a manifestement intérét a ce que les parties tour-
nantes (arbres de transmission, poulies, rotors) exercent sur leurs supports
des réactions invariables. Ces supports ne vibrent alors pas et ils résistent
aussi bien pendant le mouvement que pendant |'arrét. Ce qui précéde fait
comprendre pourquoi on sefforce de « centrer » les parties tournantes de
facon a se rapprocher de I'idéal pour lequel I'axe de rotation est axe principal
d'inertie.

95. Axes permanents de rotation. — Supposons que les forces extérieures
admettent une résultante passant par le point 0 (comme cela arrive par exem-
ple pour un corps soumis uniquement & son poids, suspendu par son centre
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de masse en O et maintenu par un manchon A). Dans ces condilions om a
a2 .
(_f;‘,_‘ =10, dod

d . . .
W= _n'i.‘E: C', Le solide tourne done avec une vilesse angulaire constante.

L=M=N=0  Léguation du mouvemeni (1) donne

Supposons de plas que Uaxe Oz soil principal d'inerlic pour le point O,
de telle sorte que 'on ait constamment Y¥mez =0 cf Xmys == 0. Les deux
derniives équations (2) se réduizenl & A#Y*= 0, AX'=0. La foree de linison
du manchon est donc nulle. Puisque le solide ne regoit aucune action du man-
chon, celui-ci peut étre supprimé. Donc un corps solide soumis a des forces
admettant une résultante passant parO tourneraindéfiniment, a vitesse angulaire
constante autour d'un axe passant par G, si I'axe autour duquel on lui impose
la rotation initiale est un axe principal d'inertie pour le point 0. On traduit ce
l'ait en disant que les trois axes principaux d'inertie issus du point O sont des
axes permanents de rotation.

Cette théorie regoit une application dans les meules de moulin, qui ont un
seul point fixe et qui tournent autour d'un axe principal d'inertie relatif au
point fixe.

Supposons maintenant que le solide ne soit soumis a aucune force exté-
rieure. Nous aurons X =Y =Z =L =M =N = 0. Supposons de plus que
|'axe de rotation soit un axe principal del'ellipsoide central d'inertie. Lecentre
de masse sera situé sur I'axe de rotation et sera, par suite, immobile. On aura

of*% f
constamment de 1, e
d'inerlie pour le poinl 40, puisqu’il est un axe de Iellipseide eentral d'inevtie),

=10, Ymnxz =11, Ymyz = ¢ (I'axe Oz est principal

. . . iz
L'égquation du monvament montee gue la vilesse angulaire w== - reste

dt
constante.
Les equalions (2) deviennenl
X Xla=f), V¥ =0, Z=0, —hY" =0 AIX"=0.

Les quantités X, X%, Y', Y7, Z* sont done nulles. Par suite on peul supprimer
les liaisons.

Donc un solide libre qui n'est soumis a aucune force et qui a I'instant
initial  est animé dune rotation autour dun axe de I'ellipsoide central
dinertie continue a tourner indéfiniment a vitesse angulaire constante
autour de cet axe qui reste fixe,

96. Pendule composé. — On appelle pendule composé un corps solide
pouvant tourner autour d'un axe horizontal et soumis a la seule action de la
pesanteur.
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Rapportons le systeme a des axes fixes, I'axe de rotation, appelé auss
axe de suspension, étant pris pour axe Oz, le plan xOy contenant le Centre de
mass et I'axe Ox étant dirigé vers le bas. Désignons par a la distance OG du
centre de mese a l'axe de suspension e par a
I'angle XOG (fig. 66). Le moment résultant N des
forces extérieures par rapport a Taxe Oz est égal
au moment du poids total P=Mg. L'équation du
mouvement (n° 93) est donc

Ir-ﬁ-é- = — Mgasin«,
Fig. GG, dty Ma
ou P e sina =,

Or nous avons vu, au B 4, que I'éguation dilférentielle du wouvement
d'nn pendule simple était

d g
_ =k
dt*+ 7 sin b = {

Si l'on pose l:-‘-{!‘; on constate que l'dquation différenticlle du pendule

composé estidentique & eelle du pendule simple, 4 un ¢hangement de notalions
prés (e, b aw lieu de 6, ). Nous pouvonsen conchure sue la droite 00 du solide

s¢ meut comue e fil dun pendule simple de Jonguenr 3 = EIE La nquantité

h= ﬁ s'uppelle pour cette raison loogueur du pendule aimple synchrone.

La darée des useillations doubles infiniment petites du pendule composé

est égale i
\/ =i \/May‘

Portons sur la demi-droite OG une longueur 00' = X, puis menons parle
point 0' une parallele O'Z a l'axe Os. Ladroite O'Z' liée au solide Sappelle
Taxe d'oscillation ; les points de cet axe se meuvent comme des pendules sim-
ples delongueur &.

Théoreme. — |l y a réciprocité entre les axes d'oscillation et de sus-
pension.

Cette réciprocité signifie que s Ton suspend le pendule composé par son
axe d'oscillation O'Z, I'ancien axe de suspension Oz' devient le nouvel axe
d'oscillation.

Menons en efet par le point G la paraléle Gz, a I'axe Oz. Nous aurons
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(n° 81), en désignant par |, le moment d'inertie par rapport a Taxe Oz,

I
1= [, + Ma® e — =g L
" ’ Me Ma

Il en résulte que le point () est situé sur e prolongement du segment OG a

1 du point (i, En désignant par «' cetle distance

une distance GOV = b —a =
Ma

L

GO on a donc @' =
Ma

» DU
b
ag' — .

M

Si l'axe OV devient axe de suspension, |, et M gardent leur vaeur, &
joue lerdle de a et la longueur a" qui joue le role de @' doit satisfaire a

]"!. .

@'q’ =~

On a donc &' =a; autrement dit cest Taxe Oz qui jouera le rble daxe
d'oscillation.



CHAPITRE XIV

PROBLEMES SUR LE MOUVEMENT DES SYSTEMES

97. Mouvement d'un systéme non invariable. — L'étude du mouvement
d'un systéme de points matériels libres ou soumis a des liaisons qui ne laissent
pas constantes les distances mutuelles est un probleme difficile. Il fauten
effet considérer le mouvement de chacun des points soumis aux forces exté-
rieures et intérieures qui lui sont appliquées. Les théorémes du mouvement du
centre de masse et des moments des quantités de mouvement renseignent sur
le mouvement, mais ne donnent pas la solution complete.

EXEMPLE. — Mouvement de deux points matériels exercant I'un, sur
Vautre une attraction proportionnelle a la dislance.

Soient X1, Y1, 21 ; X2, Y2 , Z les coordonnées des deux points A, et A, de
masses m, et m,. Soient F; et F, les deux forces attractives. Les projections
de ces forces sont

Xy = —hmm (e —x), Y, = — kmng(yo— ), £o= — kmama(z) —ay),
X.=—1X,, Yoo —¥,, ly=—— 14,

Puisque le systeme n'est soumis qu'a des forces intérieures, le centre de masse

G se meut comme un point matériel libre qui ne serait soumisa aucune force.

Le point G décrit donc une droite d'un mouvement uniforme, a moins qu'il ne
soit fixe. On a donc

TE, +— Ml

T SIS TR Kb A
iy —- Hig
LT, Sk 10 LR TR T din__ n
K m, 4-m, +1. e '
T e STV R i S
—mrme © de

Les constantes A, B, C, A', B', C' sont fournies par les conditions
initiales.
Soient GXy'Z des axes issus du centre de masse C* et paralléles aux axes
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fixes. Les nouvelles coordonnées des points sont

&y
S P
my -k aty

.

T —f=m

r— @y
| D |
Aty -

On a dailleurs
dirl, B2y 0% i
e e T apT et
doui _dir % dhn
dee T e T de T de’
Les équations du mouvement du point Ai sur les axes fixes sont, d'aprés
|'égalité fondamentale de la dynamique,

= — ke g (2, — 1)),

r ]
I

m."—di“:' v — fom ma (Y, — ),
iz,

i, ‘;ﬁi_ =Ky, (3 — 5.}

Ces équalions peuveal s'éerire

oty .

:}E‘I = — k{m, + m.)xl,
TETH

f[-f:-:i-‘ = - hfmy+ mdyl,
ff;n‘

'[“_:‘ = — fe{tn, -+ nua)z),

On voit que le mouvement relatif du point A par rapport aux axes O'Xy'Z
est le méme que le mouvement absolu d'un point soumis a une force centrale
proportionnelle a la distance (n° 56) et d'intensité km;(m; + mp)r. On en
déduit que le point At décrit, dans le mouvement relatif, une ellipse E; de
centre G suivant la loi des aires, la période du mouvement étant égale a

On verrait de méme que le point A, décrit dans le mouvement relatif une
ellipse E,, homothétique de I'ellipse E,, avec la méme période.

Remarquons que le triédre O'XyZ n'est autre que le repere de Koenig.
L'application du théoréme des moments des quantités de mouvement au sys-
téme des deux points dans le mouvement relatif, nous indiquerait seulement
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que Taire totale balayée autour des axes Gx, Gy', GZ est proportionnelle au
temps.

98. Mouvement d'un solide goné par des liaisons complétes sans Irotte-
ment. — On dit qu'un solide est géné par des liaisons completes lorsque le
déplacement du solide ne dépend que d'un parameétre. Cela signifie qu'il suffit
de savoir la valeur d'une variable, appelée paramétre de position, pour
connaitre la position du solide.

Un solide assujetti a tourner autour d'un axe, sans glisser le long de cet
axe, est soumis a des liaisons complétes ; le paramétre de position est alors
I'angle a défini au n° 92.

Si les liaisons sont sans frottement, comme nous le supposerons, la somme
des travaux élémentaires des forces de liaison est nulle. Les forces de liaison
n'interviennent donc pas dans le théoréme des forces vives.

Pour étudier le mouvement du solide, on commence par appliquer le
théoréme des forces vives sous sa forme différentielle ou sous sa forme finie ;
on obtient ainsi une équation différentielle du second ordre ou du premier
ordre que I'on cherchera a intégrer pour déterminer la valeur du paramétre de
position en fonction du temps.

Le théoreme du mouvement du centre de masse fournit la somme géomé-
trique des forces de liaison. Le théoréme des moments des quantités de mou-
vement, appliqué au repere de Kamig, fournit le moment résultant des forces
de liaison par rapport au centre de masse.

Exemple. — Mouvement sans frottement d'une vis non pesante dans un
écrou fixe, sous faction d'un couple constant dont les deux forces sont situées
dans un plan perpendiculaire a l'axe de la vis, en supposant le centre de
masse situé sur l'axe de la vis.

Désignons par C l'intensité constante du couple ; C est donc le moment
résultant des forces données par rapport a I'axe de la vis. Adoptons pour para-
métre de position I'angle a dont tourne & partir de l'instant initial un plan passant
par I'axe et lié a la vis. Prenons I'axe de la vis pour axe Os, et pour origine
la position initiale du centre de masse. La cote C du centre de masse G estliée

S . 4 x . . . .
a l'angle a par la relation p =,_ qui exprime que la progression de la vis est
AT

proportionnelle a sa rotation et est égale au pas p pour une rotation d'un
tour, c'est-a-dire de 2n radians.
Calculons I'énergie cinétique ¥ — my* de la vis. Pour déterminer la

2

vitesse v d'un point matériel de coordonnées r, 0, s, nous considérerons le
mouvement relatif par rapport au repére de Koenig. La vitesse v est la résul-
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tante de la vitesse d'entrainement v, et de la vitesse relative v,,.. D'ailleurs la
vitesse d'entrainement v,, est paralléle al'axe, tandis que la vitesse relative
et perpendiculaire a l'axe ; les deux composantes v, €t v, de lavitesse v étant
perpendiculaires, nous avons donc v2 = V3, + V& et par suite

s‘ 1 my? _‘-‘imta“ —+ Z i

. LA
It est facile de ealeuler X 5 me?, car le mouvenient d'entrainement est
2

uo mouvement de translalien ; v, a done mime valear pour tous les poins,

celle valeur stani égale & 3

1 el |Mp 7\
24_3"”'_'.’_“'(;:;) T A g (m)‘

. 1 -
1l est tacile de ealenler ¥ - mrd, car le moenvemenl relatil est un man-

ohoa par suile

J
vement de rotaiion antour de 'axe Oz dlowa o, = r lfb: r. Mais o ddifre-

ot

rence ¥ —a a wac valear constante ponr chacun Jdes poinls matériels; on
a done

dy A o 1 1 feday2

8 3} Somrte= |

4t o Z?, " LR !

en désignunt par [ le moment d'inertie Xmr? de Ja vis par rapporl i son axe.
Lénergie cindétique de la vis a pour valewr, d'apris ce qui précede,

g M,
2 (df.) (l + w)

Le {héorime des Moreas vives spus sa forme ditfércndiclle nons donne

.fl (‘!f)‘ f:fx”:wz

d 1 fda\t Mp _ l.":

ay ot ?(dr‘) Ll )] = di’
¢'est-i-dire :}; ; _- - (;*lp”
I+

"},
On voif gne (;; garde unc vileur constanle, que nous désignerous ponr
abréger par k% On aura

dx
dt o
=7 2+ Al {la voleur initiale de « est nulle),

= k% - h {h = valeur initiale de lu vitesse angulaire),
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Puisque C est proportionnelle a a, on voit que le centre de mase est
animé d'un mouvement uniformément accéléré.

Désignons par X,, Y,, Z, les projections de la somme géométrique des
forces de liaison exercées par Fécrou sur le filet de la vis. Les équations du
mouvement du centre de masse sont

=
AYESLN
LA
M- W= FAS
ol B, |.|“‘1

Yailleurs
Trailleurs R e

Lo somme géamdlrique des forces de linison ost done paralizle i l'axe de
la vis et a pour valeur eonstanle

Y .
=, }r‘”g

Désignons par L; M,, N, les projections du moment résultant des forces
de liaison par rapport au centre de masse.

Le théoréme des moments des quantités de mouvement appliqué dans le
mouvement relatif par rapport au repere de Kamig Ox'y'Z, en projection sur
les axes Gx', Gy', GZ, va nous donner la valeur de L,, M,, N. D'ailleurs les
projections du moment résultant des quantités de mouvement relatives se
calculent aisément, car le mouvement relatif est une rotation.

En opérant comme dans le probléme du pendule composg, remarquons
(pie Ton a

' = — y'd, dy’ = —x'dy, g’ =0
el par suite
rf.r' . ] ﬁiy_ E —
g wy', = |-, N

L.es projeciions du moment résnltanl des gnautités de mouvemenst senl

l"‘l' ..r'._".‘fr — vy ptel
_.m(|_,- T ) = —wXmse,
v et f‘_f_‘-"! i [T
_m( Rt r.".".)m wXmy's’,

|

m(.l"f_;’:, ?r!:i‘f:) =mEmrt = i,
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On a donc

— ;‘;(m‘_‘mz’z') == by
— :{(mﬂmy’:’) = M.

de
I~ =N, +¢€.
ot Nt
Remarquons que les quantités Zmx'z’ et Zmy'z' dépendent du temps en
général ; mais elles sont constamment nulles si I'axe de la vis est axe prin-
cipal d'inertie pour le point G. Si nous supposons qu'il en est ainsi, nous
aurons tout simplement
. o .
L=0, M=0 N=—0__¢
1M
Hmt
Nous voyons donc que si I'axe de la vis est axe principal d'inertie pour le
centre de masse G, le systeme des forces de liaison a, par rapport au point G,
un moment résultant constant dirigé suivant I'axe de la vis.

99. Mouvement d'un &olid<*. — Nous sortirions du cadre de cet ouvrage
si nous voulions étudier le mouvement d'un solide libre ou celui d'un solide
géné dont la position dépend de plus d'un paramétre. Contentons-nous d'indi-
quer que I'on traite ces problémes en appliquant les théorémes généraux.
Les équations différentielles du mouvement, qui relient au temps, les para-
metres de position et leurs dérivées premiéres et secondes s'obtiennent en
utilisant des combinaisons ol n'interviennent pas les forces de liaison.
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STATIQUE

100. Généralités. — La Statique a pour objet I'étude des conditions dans
lesquelles un systeme matériel reste en repos ou, comme on dit, reste en
équilibre,

11 est évident que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
systeme matériel reste en équilibre est que chacun des points matériels du
systéme reste en repos,

Nous allons considérer le repos comme un cas particulier du mouvement.
Nous retrouverons ainsi des théorémes qui se démontrent directement dans les
cours élémentaires.

101. Statique d'un point matériel. — Nous avons déja considéré Iés condi-
tions de I'équilibre d'un point matériel libre (n° 40). Rappelons que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un point matériel libre reste en équi-
libre est. que les forces appliquées forment un systéme équivalent a zéro.

Comme les forces appliquées sont concourantes, on peut dire aussi que
pour I'équilibre d'un point matériel libre, il faut e il suffit que la résul-
tante des forces appliquées soit nulle.

Cette condition se traduit par les trois équations X =0, Y =0, Z =0.

Nous avons étudié I'équilibre d'un point matériel assujetti a glisser sur
une courbe ou sur une surface (n°" 61, 68, 69).

Nous avons enfin donné la théorie de I'équilibre relatif d'un point maté-
riel (n° 71). Rappelons que ta condition nécessaire et suffisante pour qu'un
point matériel reste en équilibre relatif est que le systéme de forces concou-
rantes formé par les forces données et de liaison et la force dinertie
dentrainement ait sa résultante nulle.

D'ailleurs nous avons vu (n° 73) que pour étudier I'équilibre relatif d'un
point par rapport a la Terre, on pouvait considérer la Terre comme immobile,
pourvu que I'on remplace |'attraction de la Terre par le poids et que I'on ne
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tienne pas compte de I'attraction des corps célestes. Autrement dit, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour quun point matériel reste en  équilibre
relatif par rapport a la Terre est que le systéme des forces données (autres
que la force due a ['attraction terrestre), des forces de liaison et du poids
ait une résultante nulle.

102. Condition universelle d'équilibre. — Soit un systéme de points
matériels auxquels nous avons par la pensée rendu la liberté de la fagon qui
a été expliquée au n° 83. Supposons que ce systéme soit en équilibre. Tous les
points matériels sont en équilibre et les forces appliquées a chacun des points
matériels admettent une résultante nulle.

Il est facile de démontrer que le systeme formé par I'ensemble de toutes
les forces extérieures et intérieures est équivalent a zéro. Pour cela il suffit de
prouver que par des opérations élémentaires on peut arriver a supprimer
toutes les forces ; or on réalise ce programme en supprimant successivement
les forces appliquées aux différents points, ce qui revient a remplacer ces
forces par leur résultante, qui est nulle (2° opération élémentaire, n° 10).

Le systeme des seules forces extérieures est manifestement aussi équiva-
lent a zéro. En effet commengons par ajouter successivement a ce systéme les
forces intérieures deux a deux égales et directement opposées (1" opération
élémentaire); nousobtiendrons ainsi le systéme de foutes les forces, systeme que
Ton peut réduire a zéro, comme nous venons de le montrer.

Nous pouvons alors énoncer une condition universelle nécessaire a |'équi-
libre d'un systéme : Une condition nécessaire a I'équilibre d'un systeme
matériel, dé for niable ou non, est que I'ensemble des forces extérieures appli-
quées au systeme soit équivalent a Zzéro.

Il convient d'insister sur ce point qu'une portion quelconque d'un systéme
peut étre considérée comme formant un systéme pourvu que |'on prenne la
précaution de tenir compte des forces exercées par les autres parties du
systéme supposées supprimées.

La condition nécessaire al'équilibre d'un systeme n'est pas en général
suffisante.

Considérons par exemple une chaine non tendue ; appliquons a ses extré-
mités deux forces égales et directement opposées ; bien que ces deux forces
forment un systéme équivalent a zéro, elles ne laisseront pas la chaine en
repos.

Nous avons vu (n° 9) qu'un systéme équivalent a zéro admettait une résul-
tante générale et un moment résultant nuls. Donc, quand un systéme maté-
riel est en équilibre, le systeme des forces extérieures appliquées au systeme
admet une résultante générale et un moment résultant nuls.
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Ce théoreme se traduit par six équations qui sont nécessaires, mais en
générai insuffisantes :

X.=0, Y,=0, Z=0, L=, M.=10 N.=1.

Il ne faut pas oublier dans les problémes que parmi les forces extérieures
il peut y avoir des forces de liaison.

Occupons-nous maintenant de |'équilibre relatif d'un systéme. Les forces
appliquées a |'un quelconque des points matériels et la force d'inertie d'entrai-
nement de ce point admettent une résultante nulle. On en déduit, comme
précédemment, qu'une condition nécessaire a I'équilibre relatif d'un systéme
matériel, déformable on non, est que Vensemble des forces extérieures et des
forces dinertie dentrainement soit, équivalent a zéro.

En particulier, une condition nécessaire a I'équilibre relatifd'un systeme
par rapport @ la Terre est que le systéme formé par les forces extérieures
(autres que celles dues a ['attraction terrestre) et par le poids total soit
équivalent a zéro.

103. Statique du corps solide. — Considérons un solide, c'est-a-dire
un systéme de points matériels dont les distances mutuelles sont invariables.
Nous allons démontrer que la condition universelle d'équilibre est suffisante.

Supposons en effet que le solide soit au repos a I'instant initial et que le
systéme des forces extérieures données et de liaison soit équivalent a zéro.

Puisque la résultante généraledes forces extérieures est nulle, le théoreme, du
mouvement du centre de masse nous montre que le centre de masse se comporte
comme un point matériel de masse M et qui, partant du repos, serait soumis a
une force dont les projections sont nulles. On en conclut, comme au n°® 46,
que le centre de masse reste immobile.

Nous pouvons supposer que |'origine O des coordonnées a été choisie au
centre de masse.

Puisque le moment résultant OG des forces extérieures par rapport au
point O est nul, |'extrémité K du moment cinétique OK par rapport au point O
a une vitesse KV constamment nulle (n° 86). Le point K reste donc en coinci-
dence avec sa position initiale qui est manifestement 0 (puisque, a l'instant
initial, les vitesses sont nulles). Le moment cinétique reste donc nul. Mais
le corps solide, ayant un point fixe O, ne peut a chaque instant que rester en
repos ou tourner autour d'un axe passant par le point fixe (n" 29). Supposons
qu'a un instant déterminé mais quelconque le solide tourne autour d'un axe
passant par O avec une vitesse angulaire o (cet axe de rotation pouvant chan-
ger d'orientation avec le temps). L'état des vitesses et par suite Je moment
cinétique seraient les mémes a l'instant considéré que si le solide tournait
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autour d'un axe fixe avec la vitesse angulaire « ; mais alors le moment ciné-
tique aurait pour valeur lw (n° 87); puisque le moment cinétique est nul, il
faut que w soit nul, c'est-a-dire que le solide soit en repos a un instant quel-
conque. Le solide reste donc bien en repos.

Donc, la condition universelle d'équilibre et a la fois nécessaire et suf-
fisante pour un solide.

Autrement dit, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un  solide
reste en équilibre est que le systeme des forces extérieures données et de
liaison soit équivalent a zéro.

104. Equilibre d'un solide mobile autour d'un axe fixe. Considérons
un corps solide assujetti a tourner autour d'un axe sans glisser le long de cet
axe et restant en repos. D'aprés le théoreme précédent, I'ensemble des forces
extérieures données et de liaison est nul.

Mais étudions directement le probléme. Nous avons trouvé (n° 02) pour
e .

di =N

8i le solide esl en repos, o est nul et par saite N = XN, = (. Réviprogue-

tquation différenticlle du monvement 1

A tho . . . .
ment si XN, =0 on aura =0 Par snile In vilesse angulaire o sera
<,

it
constante ; elle sera donc nulle puisqu'elle est nulle a I'instant initial.

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un solide mobile
autour d'un axe sans pouvoir glisser le long de cet axe reste en équilibre est
que la somme des momentspar rapport a t'axe des forces données extérieures
soit  nulle.

Ce théoreme se traduit par |'équation :

N = 0.

105. Equilibre d'un solide mobile autour d'un point fixe. — Considérons
un corps solide assujetti a avoir un point fixe. Supposons que la liaison est
réalisée de la maniére suivante : le corps solide posséde un trés petit anneau
qui sengage sans frottement dans un trés petit anneau fixe (a la facon de
deux maillons successifs d'une chaine).

L'anneau tixe exerce sur le solide une force de liaison appliquée;» |'autre
anneau. Autrement dit on peut supprimer laliaison en appliquant au point
fixe une force de liaison convenablement choisie.

Puisque I'ensemble des forces extérieures données et de la force de liaison
est équivalent a zéro, le moment résultant de ces forces par rapport au point
fixe est nul ; mais le moment de la force de liaison par rapport au point fixe
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est nul ; doncle moment résultant des forces extérieures données par rapport
au point doit étre nul.

En considérant le repos comme un cas particulier du mouvement, on
peut démontrer que réciproquement si le moment résultant des forces exté-
rieures données par rapport au pointfixe est nul, le systeme reste en équilibre.
Nous |'admettrons et nous énoncerons le théoréme suivant : La condition
nécessaire et suffisante pour qu'un solide assujetti a avoir un point fixe
reste en équilibre est que le moment résultant des forces extérieures données
par rapport au point fixe soit nul.

Ce théoréme se traduit par les trois équations
L=0, M =0, N =0,

si I'on choisit le point fixe pour origine des coordonnées.

Remarquons que les forces extérieures données admettent alors une résul-
tante, (n° 9) qui est égale et directement opposée a la force de liaison, puisque
la résultante considérée et la force de liaison doivent s'équilibrer.

106. Equilibred'un solide reposant sans frottement sur un plan fixe.
Considérons un corps solide en repos possédant un ou plusieurs points de
contact, sans frottement, avec un plan ti\e. Les forces de liaison sont appli-
quées aux différents points de contact ; elles sont normales au plan. Enfin elles
sont dirigées toutes d'un méme coté du plan, celui ou se trouve le solide; en
effet, nous supposons que les liaisons sont unilatérales et empéchent seule-
ment le solide de traverser le plan mais ne I'obligent pas a garder les contacts
avec le plan ; certaines forces de liaison peuvent d'ailleurs étre nulles.

Les forces tic liaison admettent une résultante appliquée au centre des
vecteurs paralléles qui les représentent (n° 12).

On appelle polygone de sustentation un polygone convexe dont les som-
mets sont des points d'appui et qui contient ason intérieur ou sur son contour
tous les autres points d'appui.

Par exemple s'il y a trois points d'appui non alignés, le polygone de
sustentation n'est autre que le triangle dont les sommets coincident avec les
points d'appui ; s'il y a quatre points d'appui, dont trois ne sont pas alignés,
le polygone de sustentation est tantdt un triangle tantdt un quadrilatére.

Il est facile de voir que la résultante 11 des forces de liaison perce le plan
a l'intérieur du polygone de sustentation. Considérons en effet un c6té c du
polygone de sustentation. Les forces de liaison qui sont appliquées en des
points de ce coté c ont un moment nul par rapport a ce coté; celles des
autres forces de liaison qui ne sont pas nulles ont manifestement par rapport
a ce coté des moments qui sont tous de méme signe (ce n'est qu'exception-
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nellement que toutes les autres forces de liaison seront nulles). Le moment
de la résultante des forces de liaison par rapport au coté c doit étre égal a la
somme des moments des forces de liaison, somme d'éléments nuls et d'élé-
ments de méme signe. Le moment de la résultante a donc ce méme signe et
comme la résultante est dirigée dans le méme sens que les composantes, elle
doit percer le plan en un point situé dans le demi-plan limité par le coté c et
contenant le polygone de sustentation. En appliquant cette propriété succes-
sivement a tous les cotés du polygone, on arrive a cette conclusion que la
résultante R doit percer le plan a l'intérieur du polygone de sustentation.

Exceptionnellement il pourra arriver qu'elle perce le plan sur le contour
du polygone.

Puisque le solide est en repos, I'ensemble des forces données et de la
résultante 11 doit élre équivalent a zéro; il revient au méme de dire que
I'ensemble des forces données doit étre équivalent a une force égale et direc-
tement opposée a R (n° H, égalités symboliques).

Nous arrivons a la conclusion qu'il est nécessaire pour I'équilibre que les
forces données admettent une résultante qui perce le plan a l'intérieur, ou
exceptionnellement sur le contour, du polygone de sustentation. On peut
démontrer, mais nous I'admetirons, que cette condition est suflisante. Donc,
la condition nécessaire el suffisante pour I'équilibre d'un solide qui repose
.sans frottement sur un plan est que les forces données admettent une résul-
tante qui perce le plan a lintérieur on sur le contour du polygone de
sustentation.

Supposons que le solide ait trois points d'appui ; on obtiendra les valeurs
des trois forces de liaison en écrivant que le moment résultant des forces don-
nées et de liaison est nul par rapport aux trois cotés du triangle de susten-
tation.

Si le solide a plus de trois points d'appui, la statique seule ne permet pas
de déterminer les forces de liaison.

107. Equilibre d'un fil tendu.— Considérons un (il de faible section et
¥ A t I |-+ de poids négligeable tendu par deux
forces F, F' appliquées a ses extré-
mités AB (fig. 67). Le (il est un
systéme déformable. Appliquons-
lui la condition universelle d'équi-
6. libre. L'ensemble des deux forces

doit étre équivalent a zéro ; autre-
ment dit les deux forces doivent étre égales et directement opposées.

L'expérience montre que cette condition est suflisante si le fil est tendu

VOGT et MENTRE. — Meca 12
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suivant le support commun aux deux forces. Coupons par la pensée lefil tendu
suivant une section quelconque G, de fagon a partager le fil en deux trongons-
AC, et CB.

Le premier troncon, AC,, isolé par la pensée, est en équilibre sous |'action
de la force F appliquée en A et des forces exercées par le deuxiéme trongon ;
ces derniéres forces admettent donc une résultante F; égde et directement
opposée a F. On voit de méme que le deuxiéme trongon est soumis a des
forces exercées par le premier trongon, forces admettant une résultante F,
égde et directement opposée a F'. Les deux résultantes F; et F, sont égaes
et directement opposées, comme |'exige d'ailleurs le principe d'action et de
réaction. Les forces F;, F, ont méme intensité que les forces F, F'; cette
intensité, gopelée tension du fil, reste donc la méme quelle que soit la posi-
tion de la coupure G.

Si on coupe effectivement un fil tendu en équilibre, on doit, d'apresce qui
précéde, pour maintenir I'un quelconque des deux troncons en équilibre,,
appliquer sur la lévre correspondante de la coupure une force ayant pour sup-
port I'axe du fil, pour direction celle de I'extérieur du troncon et pour inten-
sité latension du fil, c'est-a-dire I'intensité commune aux deux forces exté
rieures qui tendent le fil entier.

108. Théoreme des travaux virtuels d'un point matériel libre. — Nous
avons vu gue la condition nécessaire et suffisante de I'équilibre d'un point
libre se traduit par les trois équations

X=0. Y=0,  Z=0

8i nous désignons par X, p, v teois quantités arbitraires, on aura done,
pour un point en équilibre, AX +-uY 4 vZ =10. Cette remarque peat se Era-
duire d'une maniére plus suggeslive. Soit A la position d'équilibre du point
malérie} ¢t soit A’ un point infiniment voisin de A, Désignons par 5z, 3y, 3z
les projections infintment pelites du vecteur AA'; adoplons précisément
sx, 21, 22 pour valeurs des quantités arbitraires 3, u, v, Nous aurons

Xor - Yoy + 28z = U,

Réciproquement, si cefte derniere équation est satisfuite quelles que
soient les valewrs infiniment petites de &, 3y, 82, on aura X =0, ¥ =1,
Z = ¢t pur snite 1 point sera dans upe position d'équilibre,

L'expression Xéx -+ Y8z --Z%z est homopgiéne a up fravail; c'est d'ail-
leurs le travail élémentaire qu'effectuerait la résultante des forces appliquées
s le point matériel prenait le déplacement AA'; auss appelle-t-on cette
expresson travail virtuel de la résultante (le qualificatif virtuel indique qu'il
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s'agit d'un travail dans un déplacement que I'on imagine); le déplacement
infiniment petit imaginé AA' s'appelle déplacement virtuel.

A chacune des forces données Fy appliquées au point matériel correspond
un travail virtuel X8z -+ Y3y + Z.55. La somme des travaux virtuels de ces
forces est égale au travail virtuel de larésultante (la démonstration du n° 40
s'applique aux travaux virtuels). Nous pouvons alors énoncer le théoreme sui-
vant :

La condition nécessaire et suffisante pour I'équilibre d'un point maté-
riel libre est que la somme des travaux virtuels des forces appliquées soit
nulle dans tout déplacement virtuel.

Ce théoréme est rarement utilisé dans les problémes; il nous sera utile
dans les démonstrations qui suivent.

109. Théoreme des travaux virtuels pour un point matériel jjéné.
— Considérons un point matériel assujetti a rester sur une courbe ou sur une
surface. Supposons que le point matériel soit en équilibre et qu'il n'y ait pas
frottement. Libérons le point matériel, quitte a lui appliquer la force de liai-
son, qui est normale a la courbe ou a la surface. D'apres le théoreme précé-
dent la somme des travaux virtuels des forées données et de liaison est nulle
pour tout déplacement virtuel ; cette somme sera en particulier nulle pour
tout déplacement virtuel compatible avec la liaison, c'est-a-dire pour un
déplacement virtuel infiniment petit sur la courbe ou sur la surface.

Mais le travail virtuel de la force de liaison est nul dans un tel déplace-
mentvirtuel, car la force de liaison est normale a AA'. Par suite lasomme des
travaux virtuels des forces données doit étre nulle; réciproquement, s'il en
est ainsi, la résultante des forces données est nulle ou normale a la courbe ou
a la surface. Donc,

La condition nécessaire et suffisante pour I'équilibre dun point maté-
riel soumis a une liaison sans frottement est que la somme des travaux vir-
tuels des forces données soit nulle dans tout déplacement virtuel compatible
avec la liaison.

Ce théoreme n'est qu'un cas particulier du théoreme général dont nous
allons nous occuper.

110, Théoreme général des travaux virtuels. — Considérons un systéme
de points matériels en équilibre. Libérons ces points de leurs liaisons exté-
rieures et intérieures, quitte a adjoindre des forces de liaison. Imaginons un
déplacement virtuel pour chacun des points; |'ensemble de ces déplacements
virtuels s'appellera déplacement virtuel du systeme.

Puisque chacun des points est en équilibre, la somme des travaux vir-
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tuels des forces données et de liaison appliquées a chaque point est nulle; il
en résulte que la somme des travaux virtuels de toutes les forces données et
e liaison appliquées au systeme est nulle. Réciproquement, si la somme des
travaux virtuels de toutes les forces est nulle dans tous les déplacements vir-
tuels du systéme, cette somme sera nulle en particulier pour un déplacement
virtuel qui respecte la position de tous les points matériels sauf un ; cela
prouve que la résultante des forces appliquées a |'un quelconque des points
matériels est nulle ; «autrement dit chacun des points matériels est en équi-
libre et le systéme est par suite en équilibre. D'ou le théoreme général :

La condition nécessaire et suffisante pour I'équilibre d'un systéme maté-
riel, déformadle ou non, est que la somme des travaux virtuels de toutes les
forces données et de liaison soit nulle dans tout déplacement virtuel du
systéme.

Ce théoréme est rarement utilisé, dans les problémes.

Considérons maintenant un systéme matériel formé par un ensemble de
solides assujettis & des liaisons extérieures bilatérales sans frottement. Par
liaisons sans frottement nous entendons des liaisons telles que pendant le
mouvement du systéme les forces de liaison ont un travail nul. Parmi les
déplacements virtuels nous allons porter notre attention sur ceux qui sont
compatibles avec les liaisons, c'est-a-dire ceux qui respectent les distances
mutuelles des points matériels de chacun des solides et qui respectent les liai-
sons imposées aux solides. Conformément au théoréme général, la somme des
travaux virtuels de toutes les forces (c'est-a-dire des forces extérieures don-
nées, des forces intérieures données, des forces extérieures de liaison et des
forces intérieures de liaison) est nulle. Mais pour les déplacements virtuels
considérés, la somme des travaux xirtuels des forces extérieures de liaison est
nulle (caries déplacements virtuels considérés sont des déplacements possibles
et si un de ces déplacements se produisait dans un mouvement du systéme la
somme considérée serait nulle) et la somme des travaux virtuels des forces
intérieures de liaison est nulle (car cette somme est nulle pour chacun des
solides d'aprés le n” 80). Il en résulte que la somme des travaux virtuels de
toutes les forces données est nulle. Nous admettrons que la réciproque est
vraie et nous énoncerons le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour I'équilibre d'un  systéme de
solides assujettis a des liaisons bilatérales sans frottement est que la somme
des travaux virtuels de toutes tes forces données soit nulle pour tous les
déplacements  virtuels qui respectent les liaisons.

Ce théoréme est trés utile dans les problémes usuels d'équilibre. Avantde
I'appliquer on doit s'assurer que les liaisons sont sans frottement, c'est-a-dire
que les forces de liaison ne peuvent pas travailler.
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Dans ce qui précede nous avons rencontré les liaisons bilatérales suivantes
qui sont réalisables sans frottement : 1° un corps solide a un point fixe (la
force de liaison immobilisée ne travaille pas) ; 2° un corps solide a un axe fixe
(les deux forces de liaison H' et 11" du n° 92 sont appliquées a des points fixes
et ne travaillent pas). Nous signalerons les deux autres cas suivants : 1° deux
corps solides ont un point commun (nous supposons la liaison réalisée par un
petit anneau solidaire du premier corps s'engageant dans un petit anneau
solidaire du deuxieme corps; on a de'ix forces de liaison égales et directement
opposées appliquées respectivement a l'un et a l'autre anneau ; les points
d'application des deux forces coincident et ont le méme déplacement élémen-
taire ; par suite les travaux élémentaires des deux forces sont égaux et de
signes contraires et ont une somme nulle) ; 2" deux corps ont une droile
commune (nous supposerons la liaison réalisée comme au n° 92 ; on aa consi-
dérer deux forces de liaison égales et opposées appliquées aux anneaux et
deux forces de liaison égales et opposées appliquées aux deux parties du man-
chon ; on voit aisément, comme dans le cas précédent, que la somme des tra-
vaux élémentaires des quatre forces de liaison est nulle).

Donnons deux exemples de problemes qui se résolvent simplement par le
procédé des travaux virtuels.

Considérons d'abord une vis mobile sans frottement dans un écrou fixe et
en équilibre sous |'action d'un couple de moment G par rapport a I'axe et d'une
force longitudinale F. Nous supposons les sens de G et de F telsque si G était
seul et positif, la vis se visserait dans |'écrou et que si F était seul et positif la
vis se dévisserait dans I'écrou. Imaginons un déplacement virtuel qui ferait
progresser la vis de 52 et Ta fecait tourner de 30, La some des rnvaux virlaels
tles forces données appliguees @ la vis esl 36 — Fiz 1 ceile somme esl pulie
dlapeés la théovie des travauy virtuels 0 daillewrs s p désigne le pas on a
E an' pisgue [h progression esl proparlionneile 2 Pangle de rotation.

2z
Nous avons dane

‘-

¥ou, L condilion ¢'équilibre
2zi;

P

Considérons maintenant un corps solide assujetti a tourner autour d'un
axe fixe Oz et a glisser le long de cet ave. Désignons par N le moment résul-
tant des forces données par rapport a I'axe et par Z la somme des projections
des forces données sur |'axe.
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Donnons au solide un déplacement virtuel compatible avec les liaisons.
Diésignons par 8z |z progression du solide suivant 1'ane (82 est la longueur du
segment ¢éctit par un point du solide silué sur I'axe) ot par &6 I'angle de rota~
tion du solide {84 ¢si 'angle dont tourne un plan solidaire du solide et passant
par F'axe). i esl facile de voir que la somme des travaux virtuels des forces
données est Wa0 - Zaz. Fo ellet, le travail élémentaire d'une foree est indé-
pendant du chemin infiniznent petit gue deetil son point d’application de la
position initiale & la position finule (cc lravail élémentaire a en eifet pour
valeur Xdz + Ydy -+- Zdz et nc dépend par suite que de dx, dy, dz). Le
déplacement virtuet qui consisterait en une rotation 30 sans glissemeat sni-
vie d'une travslation $z dans la direction de l'nxe donnerait aux dilférents
poinis ilu solide lewr posilion finale ; Te {revail virtue! de chagne force appli-
guée an solide serait done le méme que pour le déplacemncat virtuel primiti-
vement envisugé @ on en conclut que la somme Jes travaux virluels des forces
donndes cst, pour lo déplacement virtuel primilivement envisagé, égale a
la somme N3t + Z7s,

L eondifion nécessaire eb sulfisanie de 'équilibre esl que I'vn aif, poenr
toutes les valenes de 20 et 3z,

N+ A ==,

11 faut donc et il suffit que I'on ait N=0et Z =0.

114. Elude du mouvement d'un systéme par la méthode de d'Alembert.
— Nousavonsdéjaremarqué au IL" 46 que les forées appliquées a un point maté-
riel et la force d'inertie — mJforment un systéme de vecteurs équivalent a
zéro.

Considérons un systéme de points matériels que nous libérons en appli-
quant les forces de liaison extérieures et intérieures. L'ensemble de toutes les
forces données et de liaison et des forces d'inertie forme un systéme équiva-
lent & zéro. On peut en effet réduire un tel systéme a zéro par les opérations
élémentaires qui consistent a supprimer les forces appliquées a chaque point
matériel et sa force d'inertie (ce qui revient a remplacer ces forces par leur
résultante nulle).

En remarquant que les forces intérieures, deux a deux égales et opposées,
peuvent étre supprimées par des opérations élémentaires, nous arrivons a
cette proposition que I'ensemble des forces extérieures données et de liaison
et des forces dinertie appliquées a un systeme matériel forme un systeme
équivalent a zéo.

Si Ton écrit I'équivalence a zéro du systeme considéré, on retrouve le
théoréeme des projections des quantités de mouvement et le théoréme des



STATIQUE 183

moments des quantités de mouvement. Mais la proposition que nous venons
d'énoncer et qui est due a dAlembert a précisément pour intérét qu'elle
econduit tout naturellement a ces théoremes généraux. D'ailleurs la proposition
de d'Alembert est souvent d'application directe commode dans les cas
simples.

Comme exemple d'application de la méthode de d'Alembert, imaginons
un systeme matériel de masse négligeable. On pourra négliger les forces
d'inertie de ce systéme. On arrive donc a cette conclusion que I'ensemble des
forces extérieures appliguées a un systeme en mouvement de masse négli-
geable forme un systéme équivalent a zéro.

Dans un systéme matériel il intervient parfois un fil (ou un cable) ou un
ressort de masse négligeable. L'ensemble des forces extérieures appliquées au
fil ou a une portion du fil forme un systeme équivalent a zéro. Le fil en mou-
vement se comporte comme s'il était en repos. On en conclut que dans une
portion rectiligne de fil dont les éléments ne sont soumis a aucune force exté-
rieure (n° 106), la tension reste constante.



CHAPITRE XVI

NOTIONS SUR LES CHOCS ET PERCUSSIONS

112. Chocs. — On dit qu'un corps subit un choc lorsqu'il rencontre un
obstacle fixe ou un antre corps on mouvement.

Par exemple une bille de billard qui rebondit sur une bande subit un choc
de la part de cette bande ; deux navires qui sabordent subissent un choc.

La durée d'un choc est extrémement faible; aussi peut-on raisonner
comme si pendant un choc les points matériels des corps en présence ne se
déplacaient pas; cela revient a négliger des déplacements tres petits.

In choc a pour conséquence "de modifier |'état des vitesses; celles-ci
changent brusquement d'intensité et souvent méme de direction; pendant le
choc les accélérations sont donc considérables ; cela exige la mise en jeu de
forces trés intenses et fugitives, que I'on appelle forces instantanées.

113. Impulsions. — Etant donnée une force de projections X, Y, Z on

appelle impulsion de la force pendant un intervalle de temps tot; un vecteur
de nroicelions

1,

"o iy Vol ™y
r, =.]‘I el £ = I o, F,o= Yt

e '

114. Percussions. Lorsque l'intervalle de temps 1Ji est trés petit, le
vecteur impulsion relatif a une force est eu général peu intense. Ce vecteur
ne peut étre trés intense que si la force est en moyenne trés grande ; s'il en
est ainsi I'impulsion prend le nom de percussion.

Pendant un choc interviennent des forces instantanées qui ont pendant
la durée du choc une impulsion trés grande tandis que les autres forces (pesan-
teur, attractions, ete) ont des impulsions tellement faibles qu'elles sont négli-
geables. Donc pendant un choc les seules impulsions appréciables sont celles
dues aux forces instantanées, impulsions que |'on appelle alors percussions.
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115. Choc d'un point matériel. — Nous avons remarqué au n° 47 que les
équations fondamentales du mouvement d'un point matériel pouvaient s'écrire

d/ dr , o /1 dy dfodzy
Ei("' Js) =X fn("' dr) L m("‘ n) =%

c'est-a-dire

dr a9y oy, ds
d(rn W) = X, d(m m} = Vult, d(m{”) — 741,

En intégrant pendant un intersalle de lemps §f, of en désignanl par uu., Ty, #0,

fr o d..
oy, e, ey les vadeurs iniliales of finales des projections o 5‘, -5 du verlear

dt’ dt
vitesse, nous oblenons
T’

-
muy — mi, = { Xt
fu

L
. me, e, = I Vot

n

"
mivy — mie, = I ‘.
' LS

Ces équations expriment que la variation géométrique du vecteur quantité de
mouvement est égale au vecteur impulsion de la résultante des forces.

Appliquons ce théoreme a un point matériel qui subit un choc pendant
I'intervalle de temps tres petit tot; Il résulte immédiatement de la définition
d'une impulsion, que I'impulsion de la résultante des forces est la somme
géométrique des impulsions des forces. Mais les impulsions des forces peu
intenses sont négligeables. Nous avons donc le théoreme suivant :

Quand un point matériel subit un choc, la variation géométrique de la
quantité de mouvement est égale a la résultante des percussions.

En désignant par £, £, € les projections de la résultinte des pereus-
SIONS Gh A
) muy— v, =, me— ey 6, mary e mnr, 2 E

116. Théoréeme du mouvement «lu «entre de masse ou théoreme «les projec-
tions des quantités de mouvement d'un systéme matériel subissant un choc.
— Considérons un systeme matériel qui subit un choc de durée tet;. On a
a chague instant du choc (équations 3" du chapitre X11)

oo = XL o d¥mn = XX,
df
d'eu, en inlégrant,

,
Ymay — Emu, o2 ¥ I Xadt,
w
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On a de méme
t,
Emry — Smy, =3 f Y.,

Iy
,
Emiuy, — X, =X f Z.d1.
o by

On peut donc énoncer le théoréme :

La variation de la somme des projections des quantités de mouvement
sur un axe fixe est égale a la somme des projections des percussions exté-
rieures sur cet axe

Remarquons que
de _ d of

g g = Ma?

YXme=Xm

t
L'équation Xmue, — Emu, == B [”X,dt peut donc s'écrire
; g

X dy
M(d—r)‘—m(dt)u_\,/ X dt.

ly
On peut dire que :
Pendant un choc, le centre de masse dun systéme se comporte comme
un point matériel ou serait concentrée la masse totale du systéme et qui
serait soumis a la somme géométrique des percussions extérieures.

117. Théoreme du moment cinétique d'un systeme subissant un choc.
— Pendant chaque instant d'un choc suhi par un systeme matériel on a
(équations 4 du chapitre X11)

d, ¢.dz  dyy - N e
d‘...rn(yh” z(“)-— Lo ou dx[g(mw) — z{mo)] =~ EL,d¥,

'an, en inlégrant enlre les limiles £, ¢t & du choc,

E[ylmu,) — =(ma)] — E[y{mwn) — 2(mog)] = Efl.cdt,
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

La variation du moment cinétique par rapport a un axe fixe est égale
au moment résultant des percussions extérieures par rapport a cet axe.

118. Pendule balistique. — Considérons un pendule composé au repos.
Supposons qu'un petit projectile de masse m se déplace dans un plan perpendi-
culaire a I'axe de suspension du pendule et vienne frapper le pendule a la
distance r de |'axe, a un instant ol son vecteur vitesse vp est a une distance h
de I'axe. Proposons-nous de trouver la vitesse angulaire w du pendule aussitot
apres le choc, en supposant que le projectile soit venu s'incruster dans le pendule.
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Appliquons le théoréme du moment cinétique par rapport a I'axe du pen-
dule a I'ensemble du pendule et du projectile. Nous aurons, en remarquant
que le choc ne donne lieu qu'a deux percussions égales et directement oppo-
sées et a des percussions de liaison,

(14 mrw — mhe, =0,

don e AT
L mr?

Remarguons que l'on a inversement

De la mesure expérimentale de w on peut donc déduire la valeur numé-
rique de la vitesse v,. Cest ainsi qu'autrefois on déterminait la vitesse d'un
projectile en I'envoyant s'incruster dans un pendule appelé pendule
balistique.

REMARQUE. — 11 est facile de vérifier que le choc diminue I'énergie ciné-
tique de I'ensemble. L'expérience montre d'ailleurs que I|'énergie cinétique
ainsi dissipée se transforme en chaleur, conformément au principe de la
-conservation de I'énergie.

119. Problémes sur les chocs. — Il arrive fréquemment que les théo-
rémes généraux que nous avons établis aux n° 102, 103, 104 sont insuffisants
pour résoudre un probleme, c'est-a-dire pour fournir |'état des vitesses apres
le choc, connaissant I'état des vitesses avant le choc. Mais les renseignements
fournis par ces théoremes généraux sont néanmoins toujours précieux.

Nous sortirions du cadre de ce livre en expliquant comment on peut
compléter ces renseignements de fagon a pouvoir résoudre, d'une fagon suffi-
samment approchée, tous les problemes de chocs.
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NOTA HENE, — Le présent appendice n'est pas un résumé; il ne renferme que les formules
el les propositions sur lesquellesil es bon dinsister.

Chapitre|. — Théorie des vecteurs.
L=y —3¥, M=z —ud, N oY —gyX,
L = (y — gupt — {5 — 2V, M= (7~ 20X - (T — 2},
No=(x — )V —{y — )N,

Mo GEOMETRIONE ©

A =x\. Y= XY, f=X{.
f.a somme qéomélrique cxl un vectenr libre.
MOMENT BESULTANT Py RAPPORT &% LOSINE

L=x XL, M= XM, N=EN,.
SysTHEMES Bl [YALENTS &

¥ OX, Y=Y, ¥#=if I'=l MN=¥ N X,

+

CoveLes: Le moment d'ur couple est un veclenr fibre.

CENTRE AE VECTEURS PARIVILELES

Chapitrel | . — Cinématique du point. Vitesse.

. .
VeoTepn viresse: symbole ¥, intensité o,

et ey e
T R T T i
dr rilly
" = [ —
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Chapitrel I | .—Accélération.

VECTRUM ACGELERATION : symbole J, inkensité -

iy di d?z
r=Gw hT@e v
a
du Y —"%

Chapitre 1 V. — Cinématique des systémes invariables.

TRANSLATION : La vitesse et |'accélération, dans une trandation, sont des-
vecteurs libres.

ROTATION : La vitesse angulaires, dans une rotation, est un vecteur glissant.
we
T dl

CORPS SOLIDE AVANT UN POINT AXE : Un solide ayant un point fixe est animé-
a chaque instant d'une rotation.

¥=tr,

| w=p, W, = {, [
? v, =:qz_...ry‘ T, =r&-—p:, U. = py — {x.
'i o0y, = Pry ==, g, =Ty,

Ve, =qe—ry, b, =r@—pE =Py —

Chapitre V. — Composition des mouvements.
COMBOSITION DES VITESSES ©  Wa= V¥, -+ V,.

CD‘MPOSI'I'ION DES AGCELENATIONS :
- . —
d= ]: - dr -+l
Jo=2m,, {Aw).

(J. est le double du vecteur vilesse qu'nurait le point V, dans la refation f\;.)
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— Principes de la dynamique. Travail.

&= "‘II.
d6 = Xdx + Ydy + Zdz.

Chapitre V1.

EGALITE PONDAMENTALE :
TRAVAIL ECEMENTAIRE !

Fowcrion o ronces U
bU ol —Ll) '
=3 =5y }3_.‘—);, d6 =dU.

Chapitre V1 1. — Dynamique du point matériel.
Théoremes généraux.

Les forces appliquées a un point matériel et la force

FORCE DINERTIE :
dinertie — mJ forment un systéme dont la résultante est nulle.
EQI‘-AT]ONS M MDUYENENT
c."".r: diy dPg ==
iR =Y mgp =t
dh_ C

ToEorivg pes ames: Niona N=0, ona r23:=ﬂ. o pe g

THEOREME DES FORCES VIVES :
1 ,
J(—-nn" = /0,

-

1
t__ 2 gt
mu 5 mu; = Ty,

[

vt =1 =0

— Probléemes de la dynamique

Chapitre VIII.
du point matériel libre.
MOUVEMENT DU A UNE FORCE CENTRALE :
!fﬁ
— L el
my.=F, rE— T =0C.

Chapitrel X . —Equilibre
et mouvement d'un point matériel soumis a des liaisons

EQUATION DU MOUVEMENT DU PENDULE SIMPLE :
d¥

isme
awm=
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DUREE DES PETITES OSCILLATIONS DOUBLES DU PENDULE SIMPLE!

T = 27:\/-i .
¥
FoReE bE FROTTENENT EN meeos: T =l fN.
Fonrk ok FROTTEMENT N MOUYEMENT @
T=/Y.

Chapitre X. Mouvements relatifs d'un point matériel.

THEOREME : On peut considérer le triédre mobile comme sil était fixe a
condition d'adjoindre la force dinertie d'entrainement — mJf. et la force de
Coriolis — mJ.

. La force de Coriolis est notamment nulle s e mouvement d'en-
tralnement est une trandation ou s la vitesse relative est nulle.

Chapitre X 1. — Centre de masse. Moments d'inertie.

CoolnnysFEs Bl CENTRE B MassE (e

M:_: Ywr, My, = Xmy, ML= Xmsz.
Messuwe ' IsERTER | 2 [ = YXmr,
1favos bE RYOATION K T MK

ToéarME TE TRANSEORT PABALLFLE

lo= L.+ Md*.
Feraesoing o INeRro:

AN WY o A = 2DV - 2EAX — 2FNY -

Aaver N Myt 2, Ba=Xmizt-1-0f), U= Xmle® 4y,
Ly == Xmys, I = Y=g, F = YXmay.
Chapitre X1 1. — Dynamique des systemes. Théorémes généraux.

THEOREME DU MOUVEMENT DU CENTRE DE MASSE :

L dhy
Froa =X, M g XY, M

14
der

M

=4

Fu abrégé M. Gl == OR.
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THEOREME DES MOMENTS CINETIQUES :

d = JH o " ddx iz
- =XL. bW = ¥\l
dt "’(“'.h dr) Lo "'( dr ‘T‘dr) 2
o i dy ox .
- - = XN,
7 ”'( dr ¥ .;:)
En abréyé : KV =0,
THUEREME DES ATHES TOTaLEs: 8] N=1, una ¥ mr-"{; =1, uq -;E.‘.Im.-\ = 'j
[£ -

THEGREWE DES FORCES VIvES D
al N e
n"\ mivd == X
— 2
1
4 mrl-—-—\ nu"—

\1
ol

\W
i

X,

et — 1=,

-

LieeiRE vE Koesin @ Lo thénrdme des moments cinétiques ef le thioréme des

forces vives Fappliguent dans le mouvement relatif par rappor! av repire
de Kanig.

Chapitre XIIl. -- Mouvement d’un corpas solide
autour d'un axe fixe.

. ! i
YITESSE ANGULAINL © oo Tt
Tt f."
OMENT CINETUM'E PAR RAMPORT A L'ANE Ik
M
luflfl
o
1
SNERGIE CISFEIQLE i
F 4 , T
i .
FauatTion HL Mod ¥EVENT @ |'-H°_' =N
dis
SQUATION DU MGLUAVEMENT DL @ENBULE (OMPOSE :
E
i
ldﬁ - Mga sin =

Chapitre X1 V. — Probléemes sur le mouvement des systemes.

CONSEILS : On commence par choisir les paramétres de position. Ensuite o

applique les théorémes généraux a |'ensemble du systeme ou aux différentes
parties du systeme.

VOGT et MENTRE. — Meca 13
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Chapitre X V. — Statique.

CONDITION UNIVERSELLE D'EQUILIBRE :
=4, Y, =10, £.=0, L. =1, M. =0, N.=0.
En abrégé : OR-=0, Oli=0.

EQUILIBRE D'UN FIL RECTILIGNE TENDU PAR DEUX FORCES APPLIQUEES AUX EXTREMITES.

THEOREME : La tension est la méme en tous les points du fil.

THEOREME DES TRAVAUX VIRTUELS : La condition nécessaire et suffisante pour
I'équilibre dun systeme de solides assujettis a des liaisons bilatérales sans
frottement est que la somme des travaux virtuels de toutes les forces données
soit nulle pour tous les déplacements virtuels respectant les liaisons.

METHODE DE D'ALEMBERT: L'ensemble des forces extérieures et des forces

dinertie dun systeme matéridl forme un systéme de vecteurs équivalent a
Zéro.

Chapitre X VI . — Chocs et percussions.

Prrngsrions OusE PERCUSSION

", ] t
to [UXd e f Ydt,  £= f 2dt.
afla W't alla

THEOREME DU MOUVEMENT DU CENTRE DE MASSE.
Equation de projection sur Ox :

" 4 M,
u(j—r) um(::—;) =3 | "X
A 1]

by

THEOREME DES MOMENTS CINETIQUES : La variation du moment cinétique par rap-

port @ un axe fixe est égale au moment résultant des percussions extérieures
par rapport a cet axe.

Equation relative a Ox :

el w33 N T emf 2] o
Lem(y =) ]~ [om(ii-= ) | = 2 [ e



EXERCICES

Vecteurs.

(CHAPITRE 1)

1. On donne un parallélépipéde rectangle construit sur trois arétes
()A =3, OB =4, OC == 5 prises comme axes de coordonnées Ox. Oy, Oz ; on
considere les deux vecteurs représentés par les dia-

gonales AB ¢i D} de deux faces opposées. Former
la réduction au point C) de ce systeme de deux
vecteurs et déterminer |'axe central.

On partage les diagonales AB et CD en par-
ties égales infiniment petites IIH' KK' égales a
ds, s désignant les dislances égales AH et CK ; on
porte sur HK un vecteurissudeH et égal aHK . di;
former la réduction au point O de ce systeme de
vecteurs et déterminer Taxe central. Déterminer
le moment résultant du systéme par rapport aux
sommets du parallélépipéde (fig. 68).

2. Quelle est en joules la valeur du moment
d'un couple formé de deux forces d'une tonne distantes de 50 centimétres ?

3. Etudier un systéme de huit forces représentées parles huit arétes d'un
tétraedre régulier ; considérer les différents cas possibles en donnant aux forces
leurs deux orientations.

4. Un réservoir rempli d'eau est fermé par une paroi verticale ayant la
forme d'un triangle isocele de base supérieure horizontale b et de hauteur h.
Trouver la résultante des pressions exercées par le liquide sur la paroi et le
point d'application de cette résultante. On sait que la force pressante exercée
sur un petit élément de paroi est égale au poidsd'une colonne de liquide ayant
pour base cet élément et pour hauteur la distance du centre de I'élément a la
surface libre horizontale du liquide.
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Cinématique.

(CHAPITRES 1l a V.)

5. Etudier le mouvement défini par les équations
Y, y=-—302  z=r{"430,

=
c étant une constante.

6. L'n train parlant de A sans vitesse a une accélération constante
y = 0,7 ; auncertain moment on supprime |'admission de la vapeur et le train
ralentit avec une accélération constante y = — 0,06, puis sarréte en H a
500 meétres du point A. Les unités adoptées sont le metre et la seconde. On
demande de trouver la durée des deux phases du mouvement et de construire
le diagramme de la vitesse et le diagramme de |'espace.

7. I'n volant de rayon 11 =2 métres a un mouvement uniformément
retardé : a I'origine du temps sa vitesse est de 300 tours par minute ; au bout
de quatre secondes sa \itesse n'est plus que de 240 tours par minute. Trouver
la loi du mouvement angulaire. Calculer le nombre de tours effectués jusqu'a
I'arrét. Déterminer |'accélération d'un point A de lajante a l'instant t= 18
secondes et construire I'hodographe de ce point A.

8. Un mobile tombe dans un liquide sans vitesse initiale ; la résistance a
ralanccment est tellequel'onay = g — 4v(metre, seconde), v étant la vitesse,
y étant |'accélération, g étant I'accélération due a la pesanteur. Trouver la loi
de la \itesse et la loi de I'espace. Calculer la vitesse et |'espace parcouru a
I'instant ( = 4 secondes. Déterminer la limite de la \itcsse.

0. Construire les courbes représentatives du mouvement vertical suivant :
I"élévation d'un mouvement uniformément varié, sans vitesse initiale, pen-
dant (i secondes, sur un parcours de (i metres ; 2" élévation d'un mouvement
uniformément relardé pendant (i secondes, sur un parcours de O métres avec
vitesse finale nulle ; 3° deux périodes de six secondes chacune symétriques des
premiéres an cours desquelles le mobile redescend a sa position initiale. Tra-
cer une came produisant ce mouvement vertical (n° 34) en tournant d'un
mouvement uniforme et en faisant un tour en 24 secondes.

10. Un tramway parcourt une longueur de 800 metres de la fagon sui-
vante : 1° mouvement accéléré pendant 20 secondes avec vitesse initiale nulle

- oomb . . .
et weealorabion - = A Hm‘)_lj; 2* mouvemen! uniferme & lx vitesse de
mekres n s o=t .
12T e nguvement retardé dneeélétation — A sinoo, avee vidosse

"™ A1

L1l H -

finale nulle. Déterminer la constante A, sachant que la vitesse na pas de
variation brusque. Trouver la loi du mouvement et de la vitesse pendant les
trois périodes ; calculer les durées et les chemins parcourus.

11. Etudier les lois de la vitesse et de l'accélération du piston C d'une
machine a vapeur, en supposant (pie I'arbre O qui porte la manivelle OA et
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CINEMATIQUE 197
entraine la bielle AB est animé d'un mouvement uniforme de vitesse angulaire
A

w (fig. 69). On posera OA =T,
AH =1 ; on étudiera le cas géné-
ral, puislecas ou le rapport est

DL B o petit.

Fig. 6, 12. Un corps solide est animé
) d'un mouvement hélicoidal dont

la vitesse de rotation autour de
et dont la vitesse de translation paralléle a Oz est

Oz esl s raiang
[P Rl

L

4L Béterminer les points du solide qui a un instant donné ont leur vitesse
-]

passant par un point d'abscisse 6™ et parmi ces points déterminer ceux qu

) . m -
ont une vitesse de + e quelle est leur accélération ?

13. Un mobile part d'un point O avec une vitesse initiale inconnue ; il
est animé d'un mouvement & accélération constante ; un observaleur placé a
10 metres au-dessus du point O voit passer le mobile aux instantst; = 1's,
t, = 5 s; calculer la vitesse initiale et |'accélération.

W. Un mobile A se déplace sur I'axe Ox d'un mouvement donné ; ladroite
qui joint le point A a un point fixe C, de coordonnées .xo = — 1 métre,
yo + 1 métre, rencontre I'axe Oy en un point H ; déterminer I'équation du
mouvement du point H et calculer sa vitesse en fonction de la vitesse du
point A.

15. Un point décrit la spirale r = ae” de telle fagon que sa vitesse v

satisfasse & v = b? Etudier la \itesse aréolaire et I'accélération ; déterminer
I'hodographe. r

16. Une barre AH de longueur 2R = 10°" se déplace de facon que le
point B décrive une circonférence de rayon R = 5°" et de centre C, le mouve-
ment circulaire étant uniforme avec la vitesse angulaire w = 2. Labarre glisse
sur un point 0 de la circonférence. Trouver la vitesse du point A quand le point
H sest déplacé de 120". Construire la base et la roulante (n° 32).

17. Etudier le mouvement, la vitesse et |'accélération des points d'un
plan mobile qui glisse sur un plan fixe de telle maniere qu'une circonférence
du plan mobile roule sans glisser sur une droite du plan lixe. On supposera
d'abord que le point géométrique de contact de la circonférence avec la droite
a une vitesse uniforme; on supposera ensuite que ce point a un mouvement
quelconque mais connu.

18. Un mobile décrit d'un mouvement uniformément varié une droite tra-
cée sur un plan qui glisse sur lui-méme en tournant d'un mouvement uniforme
autour d'un point fixe. Etudier le mouvement, la vitesse et |'accélération du
mobile.

19. Combien de temps mettra au minimum un nageur pour traverser une
riviere de 30 metres de large, sachant que le courant a une vitesse de 1 meétre
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a la seconde et que le nageur ne peut pas dépasser en eau calme la vitesse de
A R 4 -7

20. Un wagon de 2",50 de largeur se dé-
place avec une vitesse de 90 km/heure. Un pro-
jectile lancé horizontalement dans une direction

4 faisant un angle de 60° avec les rails pénéetre en
. A et sort en B, tel que A'B = 1,2 metre (fig. 70).
Fig. ™. Calculer la vitesse du projectile.

21. On donne un cercle tangent en 0 a Taxe Ox (fig. 71) et de diamétre
h; une barre rectiligne CBA tourne autour du
point C diamétralement opposé a 0 ; elle ren-
contre Ox en A et le cercle en H. On suppose
que le point géométrique A se déplace sur Ox
avec une vitesse constante v,. Déterminer le
mouvement du point géométrique B, sa\ i -
tesse, son hodographe et son accélération.

22. Un avion a dans |'atmosphére en re-

pos une vitesse de 135 5 ONn suppose que

; hvurc
T le vent souffle de |'ouest a Test avec une vitesse
\ de 22,5 métres par seconde. Quelle direction
I'avion doit-il prendre pour que sa trajectoire
absolue ait la direction du nord-est et quelle

est alors sa vitesse par rapport a la terre ?

Fiz, T4,

23. Autour d'un point 0 fixe tourne dans le plan xOy une droite D d'un
. . . i
mouvement dont la vitesse angulaire est constamment égale a Z - wlANE Sur

cette droite 1) se meut un mobile A avec un mouvement relatlf |nconnu
Déterminer la loi du mouvement relat|f de facon (pie la vitesse absolue du

mobile soil constamment égale a &% Trouver la trajectoire absolue du

mobile et son accélération, en supposant qu'a l'instant initial le mobile est sur
I'axe Ox a la distance rp = 1 meétre du point 0.

Dynamique du point.
(CHAPITRES VIII, IX, X.)

24. Quelle force faut-il appliquer a un point matériel qui pese deux

grammes ponr Jul donter une accéléealion de 2 l_an-__" en un lien ob I'aces-

Itration e la pesanteur est de 9,8 % ?

25. Quelle est en chevaux-vapeur la puissance d'une machine qui fournit
un travail de 10000 joules a I'heure?
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26. Un point pesant est attiré par une droite proportionnellement a une
puissance de la distance du point a la droite. Montrer qu'il y a une fonction
des forces. Etudier les surfaces de niveau, en supposant la droite verticale.

27. Un point matériel pesant se déplace sur la verticale avec la résis-
£}
tance R proportionnelle au carré de la vitesse R = mg }':, On le lance d'abord

vers le haut avec la vitesse initiale v = —a. Trouver le point le plus élevé
atteint et le temps mis a I'ascension. Le mobile redescend ensuite. On admet-
tra que k est trés grand, de fagon qu'on puisse négliger k” si p == 2,Applica-
tion numérique : g=980, k = #,B>10¥; on calculerale temps misa |'ascen-
sion et le temps mis pour revenir au point de départ.

28. Mouvement vertical d'un point pesant de poids P dans un milieu

résistant, la résistance K)é}ant proportionnelle au carréde la vitesse. Applica-

. Zo: [ 2 . . P

tionnumérique: || =:_. ; on déterminera la vitesse limite de chute ; on
o

calculera le temps que met le mobile en descendant pour accroitre sa vitesse
de zéro a 4,9— ; on cherchera la hauteur a laquelle séléve |e mobile quand

s
on le lance avec une vitesse initiale égale a5 ¢

2i>. (In canon OA aun diamétre de 75™ et une longueur | de 3 métres ;
un projectile de poids égal & 89 est soumis & la pression des gaz produits par
la combustion de la.noudre.: on suppose que la pression résultante est fournie
par laformule V = ye(d- ), x désignant la distance du projectile a I'ori-
gine 0 du canon. On sait que [e projectile au sortir du canon a une vitesse de

.’iﬂ(ll—:- Calculer le coefficient A et en déduire te maximum de la pression

kg . T .
cn beiy Calculer le temps mis par le projectile a parcourir le canon.

30". Un canon ales caractéristiques suivantes :

calibre (diamétre intérieur de rame), 75 mm ;

longueur de lame, 2,5 metres ;

poids du projectile, 7,2 kg ;

vitesse a la sortie, 530 metres par seconde.

On suppose que, pendant le parcours du projectile dans la piéce, la
combustion de la poudre maintienne constante la pression du gaz et on négli-
gera les frottements. Déterminer :

1° I'énergie cinétique du projectile ala sortie (en kgm et en joules) ;

2° la force qui agit sur le projectile pendant son parcours (en kg et en
dynes) ;

3° lapression du gaz en atmosphéres et en kg/cm? ;

4° |e mouvement a l'intérieur du canon et |'accélération ;

5° le temps de parcours de Pame. (S Cyr.)

31. Un mobile se déplace sur une droite horizontale etil est simplement
soumis a une force résistante proportionnelle a la vitesse F = mv. Ce mobile
est lancé avec une vitesse initiale de 2 metres par seconde ; on constate qu'il
parcourt une longueur totale de 100 metres. Trouver la valeur du coefficient)..
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Calculer au bout do combien de temps le mobile a parcouru 99 métres. Déter-
miner et représenter graphiquement la loi du mouvement et la loi de la
vitesse.

32. Etudier le mouvement rectiligne d'un mobile avec une résistance
F o mife,

33. Etudier le mouvement rectiligne d'un mobile sous I'action d'une
attraction proportionnelle a I'inverse du carré de la distance a un point fixe.

34. Sur une droite AB un point se déplace sous l|'action de I'attraction
d'un point fixe A, attraction proportionnelle a la distance, et de la répulsion
d'un point lixe H, répulsion proportionnelle il la distance. Y a-t-il des positions
d'équilibre stable ou instable ?

35. I!n point libre reste sur un aie de cercle de centre 0 sous |'action
d'une force parallele a Oy. On donne v,. Déterminer la force et la loi du
mouvement, en supposant |'abscisse initiale nulle.

30. Un planincliné rugueux a | km de longueur et une pente de 1/100.
In mobile met trois minutes (tour descendre en glissant sans vitesse initiale.
Trouver le coefficient de frottement.

37. Suivant quelle droite faut-il faire descendre dans le vide un mobile pesant
pour lui faire atteindre dans un temps minimum une droite BC ? On suppose
que le mobile part sans vitesse d'un point (), que le point H est sur I'horizon-
tale de 0 & | metre de 0. que le point C est sur la \crtieale de O, a 1 metre
en dessous de O.

38. Un centre de forces C se déplace sur I'axe Ox d'un mouvement uni-
forme dont la vitesse est égale a I'unité. Le centre C attire un élément maté-
riel M de masse unité placé dans le plan xOy avec une force I* dont I'intensité
a pour mesure celle, de la distance MC. A l'instant initial, le centre C esta
I'origine 0 et le point M est abandonné sans vitesse en un point M, de coor-
données xo = 0, yo 1. Déterminer le mouvement du point M. Indiquer la
nature de la trajectoire. Calculer le travail de la force F quand le point M va
le la position initiale Mg a une autre position.

30. Un point M mobile dans un plan est soumis a une force attractive
d'intensité —de la part du point fixe A, et & une force répulsive d'intensité '-

de la part du point fixe A, (les points A; et A, sont situés dans le plan et I'on
pose r; =AM etr, = A,M). Trouver la fonction des forces. Construire les
lignes de niveau et les lignes de forces.

40. Un noint matériel A de masse 1 se trome dans le chamn de forces
. 4 . S €T . -
N ‘f'-) L —i» £==— _’r Didéleriner le ravail pour un déplneement du
point (Xo, Yo, Z) au point (x, y, 2) ; trouver les surfaces de niveau et les lignes
de forces. Etudier le mouvement du point A assujetti a I'ester sur la droite
paralléle & Oz ayant pour équations x = 1, y = 2. On supposera qu'a l'instant
initial le point A se trouve avec la vitesse 2 au point x= 1, y =2,z =1
Déterminer la pression du point A sur la droite trajectoire.
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41. Un point matériel A de masse m est soumis a son poids; il est en
outre attiré par deux masses m;, et m, placées en deux points fixes A, et A3
proportionnellement aux distances et aux masses. Montrer que la résultante de
ces deux forces attractives est la méme que si les masses m, et m, étaient
concentrées en leur centre de masse. Déterminer les surfaces de niveau et les
lignes de forces. Trouver la position d'équilibre B du point A supposé libre ;
trouver la surface de niveau qui passe par B. Montrer que la fonction des forces
passe par un maximum en B. Enfin en supposant maintenant que le point maté-
riel est assujetti a rester sur une droite matérielle fixe, trouver la position
d'équilibre.

42. Mouvement d'un point attiré par un point fixe O proportionnellement
a la distance r. On suppose que la force F a pour intensité  mr, que le rayon

vecteur initial ro vaut 10"" et que la vitesse initiale est v = 5 cm/s. Trouver
I'angle Y, que doit faire la \itesse initiale avec le rayon vecteur pour que le
mobile passe par un point géométrique A; qui se déduit de A par une rotation
d'un angle droit autour du point O. Trouver les axes de I'ellipse décrite par le
point. Calculer le temps mis pour décrue I'ellipse et le temps mis pour aller de
Ao en A;.

43. Un point décrit une cardioide d'équation r = a(l + cos 0) sous
I'action d'une force centrale f(r'), trouver la fonction /'(r).

44. Un point matériel A, de poids P, esl maintenu par deux cordons pas-
sant sur de petites poulies B, C de méme niveau
(BC— 1 metre) et supportant des poids égaux a P.
On suppose que la tension des cordons est toujours
égale a P et que le mobile A se déplace sur la
verticale médiane. Le point A est en équilibre
quand l'angle BAC est égal a 120". Ou écarte le
point A vers le bas d'une distance OA, = 1", 20
(O milieu de BC) et on I'abandonne sans vitesse.
Trouver la relation qui donne la vitesse en fonc-
tion de l'altitude z; trouver la vitesse au moment
du passage en O sur I'horizontale BC. Déterminer
la position ou le point s'arrétera pour redescendre ;
calculer le maximum de la vitesse. Donner une valeur approchée du temps
mis a l'ascension (fig. 72).

R L L

45. Equilibre el mouvement d'un anneau glissant sans frottement sur
une droite inclinée a '30° sur la vertiealc cl tournant a vitesse angulaire
constante a raison de 120 tours, inimité.

40. Un fil de caoutchouc de 50"™ de longueur est attaché en B et en C sur
une horizontale ; sa longueur naturelle est BC. Lorsqu'on |'allonge, sa tension
est proportionnelle a rallongement. Ou constate que si I'on suspend au milieu
un poids de 250 grammes, le fil peut prendre une position d'équilibre BAC telle
que le triangle BAC soit équilatéral. trouver le mouvement quand on suspend
brusquement le poids au milieu O de AB, le fil étant dans son étal naturel.

47. Un point A de masse | gramme est soumis a |'action de la pesanteur
et d'une force attractive émanant de I'origine O et de valeur absolue g —]: dynes,
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r désignant la distance OA en centimétres. Trouver la valeur du travail quand
le mobile passe d'un point & un autre. On supposera ensuite que le point se
déplace sans frottement sur la surface matérielle d'un paraboloide situé en
dessous du plan xOy et d'équation 2z = .x? + y% trouver la position d'équilibre
et déterminer le mouvement; étudier en particulier les deux cas ot on place le
mobile en un point de cote z= + 2°" avec une vitesse initiale dirigée soit suivant

le méridien soit suivant le paralléle et égale a vo =T ~-+
L]

48. (In cylindre homogéne de densité inférieure a 1 et de 10°Y de hauteur
touche par sa base la surface de I'eau d'un large bassin ; on I'abandonne alui-
méme. Déterminer la longueur de son enfoncement maximum et la durée des
oscillations de son mouvement. On examinera successivement les deux cas
suivants : 1" la densité du cylindre est 0,4 ; 2" la densité du cylindre est 0,9.
On supposera que y métres = m’ et on tiendra compte de la poussée d'Archi-
méde en négligeant la résistance offerte par I'eau a I'avancement ; on traitera
le cylindre comme un point matériel qui aurait méme masse et serait soumis
au poids et a une force égale ala poussée d'Archimede.

49. Mouvement d'un point pesant sur une cycloide, d'axe vertical, dontla
concavité est tournée vers le haut.

50. Un corps pesant de poids P = mg glisse avec frottement de coeffi-
cient donné sur un plan incliné qui fait I'angle i avec le plan horizontal. Il est
lié a un ressort fixé en un point de la partie supérieure du plan et constam-
ment paralléle a une ligne de plus grande pente. Etudier I'équilibre et le,mou-
vement du corps en supposant que sa vitesse initiale soit paralléle a la direc-
tion du ressort. On supposera que la force exercée par le ressort est
proportionnelle a son allongement.

51. I'n point pesanl A de masse 4 est assujetti a glisser sans frottement
sur une droite faisant 30° avec I'horizon ; il est attiré par un point O de cette
droite proportionnellement a la distance r = OA, la force ayant pour valeur
absolue IbY. Trouver le mouvement en supposant qu'a l'instant initial le
mobile se trouve au point O sans vitesse.

52. L'axe Os étant dirigé verticalement vers le haut, un point matériel
de poids 2 kg est assujetti a se déplacer sur la surface matérielle d'équation

=—" arc tgi—:(]:

ce point est soumis & son poids et a une force F paralléle au plan xOy.
Comment doit on choisir cette force pour que le point soit en équilibre en un
point quelconque de la surface ? Ou faut-il placer le point matériel pour que la

pression normale soit de 3 kgs ? Quel est lo travail de la force F pour un
déplacement du point sur la surface?

53. Etudier le mouvement dans le vide d'un point matériel pesant aban-
donné sans vitesse initiale, en tenant compte du mouvement de la Terre.

54. Etudier le mouvement dans le vide d'un projectile en tenant compte
du mouvement de la Terre.
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55. Etudier le mouvement d'un point matériel pesant assujetti a rester
sur une circonférence qui tourne autour d'un diamétre vertical avec une vitesse
angulaire constante. On considérera le mouvement relatif par rapport au plan
mobile. On cherchera les positions d'équilibre.

Dynamique des systéemes.

(CHAPITRES XI, XII, XIIl et XIV.)

50. Trouver le centre de masse : 1° d'un arc homogéne de chainette;
2° d'un arc homogeéne d'hélice.

Trouver le centre de masse : 1° d'une zone sphérique homogene ; 2° de la
surface homogeéne d'une calotte de paraboloide de révolution limitée par un plan
perpendiculaire a I'axe et passant par le loyer; 3° de la surface homogene
d'une demi-ellipse.

Trouver le centre de masse : 1° d'un segment de paraboloide homogéne
de révolution limité par un plan perpendiculaire a I'axe; 2" d'un demi-tore
homogeéne limité par le plan de I'équateur.

57. Déterminer le moment d'inertie d'une plague homogene ayant la
forme d'un rectangle, par rapport a une diagonale.

58. Déterminer I'ellipsoide d'inertie d'un ellipsoide homogeéne.

50. Calculer le moment d'inertie d'un cone de révolution homogéne par
rapport a son axe, puis par rapport a une droite passant par son sommet et
perpendiculaire a son axe. Déterminer les axes de I'ellipsoide central d'inertie.
Trouver la condition pour que I'ellipsoide central d'inertie soit nue sphere.
Application : le cone a un rayon de base 10°", une hauteur 20°", une masse
totale de 1 000 grammes ; il est suspendu par une aréte ; trouver la durée des
petites oscillations; trouver la durée des oscillations qui donnent un écart
angulaire maximum de 6 degrés.

GO. Une voiture automotrice de tramway est portée par quatre essieux et
chacun de ces essieux est actionné par un moteur électrique grace a l'inter-
médiaire d'un engrenage. On donne : 1" le poids total de la voiture, des roues
et des moteurs, soit P = 30000 kg; 2° le poids de chaque essieu, y compris
les roues et les engrenages qu'il porte, soit Pi = 800 kg; 3" le rayon des
roues R, = 0,4 m et leur rayon de gyration K, = 0,3 ; 4° le poids de chaque
moteur P, = 1 000 kg et son rayon degyration K, = 0,15 m. On sait que cha-
que engrenage réduit la vitesse de son moteur dans le rapport de i a 1. Cal-
culer le couple qu'il faut appliquer & chaque moteur pour donner a la voilure

un mouvement uniformément accéléré d'accélération y == 1,2 ' la résistance

ala traction étant égale a 10 kg par tonne. Déterminer la vitesse, le chemin
parcouru et |'énergie cinétique au bout de 20 secondes.

61. Une plague homogene de poids P repose horizontalement d'une part
sur un support A, d'autre part sur une roue dentée B qui engréne avec une
crémaillére fixée a cette plaque ; on donne le poids Pj de la roue, son rayon
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Iti, son rayon de gyration k; el la distance t du support au point de contact de
6 la crémaillére avec la roue. Celle-ci étant sou-
I 1 mise a un couple constant, tendant a faire mou-
voir la plaque dans le sens allant du support
AA @ vers la roue, on demande d'étudier le mouve-
ment du systéme. On suppose que la plaque
glisse sur le support avec un coefficient de frot-
A tement f; a I'instant initial la plaque est en
y I_ repos et son centre de gravité est au-dessus du
Fig. T support (fig. 73). (On appliquera le théoréme
des forces vives au systéme formé par |'en-

semble de la plaque et de la roue.)

62. Un moteur analogue a un moteur a gaz du type atmosphérique est
constitue par un cylindre vertical ouvert a |l air lihre a la partie
supérieure et renfermant a la partie inférieure du fluide moteur.
On suppose que ce lluide se détend suivant la loi pvy= Cte en
soulevant un piston qui porte une tige a crémaillére; cette cré-
maillére engrené avec une roue dentée tournant librement autour
de son axe supposé horizontal. Ecrire la loi de variation de la
\itesse du piston et trouver la hauteur a laquelle parvient le pis-
ton. Cas particulier ou y= 2 (fig. 74).

68. Un volant de poids P =500 kg, de ra\on extérieur
R =1 m, de rayon de gyration K = 0.8 m, est soumis a |'action
d'un couple moteur constant de moment C = 10 kgm. A un
instant ou la vitesse est de n = 300 tours,minute, on fait agir sur
la jante du volant un frein dont le coefficient de frottement est
f 0,2. 1° En supposant que la pression Q du frein soit constante, déterminer
eelte pression de fagon que le volant s'arréte au bout de n; = 100 tours. 2° En
supposant que la pression du frein varie proportionnellement au temps et soit
égale a At, déterminer le coefficient A de fagon que le volant s'arréte au bout
de 10 secondes; calculer le nombre de tours qu'il a alors effectués.

e 75

64. 1'n wagon esf lancésur une voie rectiligne horizontale avec une vitesse
initiale vo ; trouver le chemin qu ‘il parcourt jusqu'a son arrét, sachant que
I'ensemble des résistances qu'il éprouve est une fraction donnée de son poids.
On désignera par P le poids total du wagon, roues comprises, par F, le poids
total des quatre roues identiques, par H, le rayon des roues el par ki, le rayon
de g\ration des roues.

65. Un disque homogéne de rayon K tourne autour d'un axe horizontal
O- perpendiculaire a son plan et passant par son centre, Un point F de la cir-
conférence est attiré par un point A situé sur la verticale de A(OA — a) sui-
vant une force d'intensité k. PA. Démontrer que le mouvement est synchrone
au mouvement d'un pendule simple de direction OP ; on calculera la longueur
A de ce pendule simple. En supposantque, quand OP est horizontal, |'attraction
est égale au poids, calculer la variation de A en fonction de a. (Mathéma-
tiques générales,  Clermont.)

66. Une barre, homogene de masse M, de longueur |, tourne dans un plan
xOy autour de I'une de ses extrémités placée en O. La barre, non pesante, est
soumise a l'influence d'un champ de forces. La force du champ exercée sur un
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élément de la barre de longueur infiniment petite, de coordonnées (x, y) et
de masse infiniment petite m, a pour composantes X = my, Y = mx. 1° La
barre étant dans une position quelconque définie par I'angle 0 qu'elle forme
avec Ox, montrer que |'action du champ peut étre réduite a une force unique.
Trouver les composantes de cette force sur les axes et les coordonnées de son
point d'application. Déterminer les positions d'équilibre de la banc.

On abandonne la barre sans vitesse initiale sur la portion positive deO.r.
Trouver une équation permettant de déterminer en fonction du temps I'angle 0
que forme la barre avec Ox. Calculer la vitesse angulaire de la barre en fonc-
tion de 6 ; indiquer I'allure et les limites du mouvement de rotation. (Mathé-
matiques générales,  Nancy.)

67. Etude du mouvement d'une barre homogeéne pesante de longueur | et
de poids P dont les deux extrémités A et B sont assujetties a rester sans frot-
tement sur deux axes rectangulaires Ox* horizontal et Oz vertical dirigé versle
haut. Evaluer I'énergie cinétique de la barre en fonction de I'angle que
fait OG avec |'horizontale. Examiner les cas suivants : 1" la banc est en des-
sous du plan horizontal et s'écarte trés peu de la verticale ; durée des petites
oscillations; 2" labarre est confondue avec la verticale vers le haut et soumise
a une tres petite vitesse initiale; elle glisse et tombe sur le plan horizontal;
quelle est la vitesse de I'extrémité B quand elle arrive en 0? 3° |'extrémité B de
la barre peut s'écarter de la verticale Oz (liaison unilatérale); trouver la réaction
et chercher dans quelle condition la barre cesse de s'appuyer sur la verticale
Or. ; 4" la barre est en dessous et |le plan horizontal tourne autour de Oz avec
une vitesse angulaire constante % ; trouver la position d'équilibre.

68. Un treuil est constitué par un cylindre homogene de rayon 0,20 m et de
poids Q = 60 kg ; il tourne autour de son axe supposé horizontal. Sur ce treuil
est enroulée une corde de masse négligeable, tombant verticalement et sup-
portant un poids P = 20 Le systéme, d'abord au repos, est: abandonné a

N lui-méme. Trouver la vitesse acquise parle poids

1"1 P lorsqu'il sera descendu de 5 métres.

69. Sur un treuil a axe horizontal est en-
roulée une corde de poids négligeable supportant
un poids Q qui tombe verticalement. Le treuil
porte des ailctles qui éprouvent une résistance de
la part de I'air; étudier le mouvement lorsque
cette résistance est proportionnelle a la vitesse
et lorsqu'elle est proportionnelle a son carré; le
systéme est supposé partir du repos.

70. Une plaque homogene pesante de poids
P ala forme d'un triangle rectangle isocele ABC
tel que AB=BC~a; cette plaque tourne au-
tour du coté AB supposé vertical, la pointe A
tournée vers le bas servant de pivot; la plague
est maintenue par un manchon placé prés du
point B (fig. 75). A cette plaque est fixée une
roue horizontale de centre A, de rayon R', de
rayon de gy ration k' et de poids P'; sur cette roue passe sans glisser un cordon
de poids négligeable dont les brins horizontaux et paralléles passent sur deux
petites poulies de renvoi, d'influence négligeable, et supportent deux poids
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Qs et Q, tombant verticalement. Etudier le mouvement du systéme ; calculer
les tensions des brins du cordon et les pressions s'exercant sur le pivot et sur
le manchon.

71. Un corps solide de poids P glisse avec frottement le long d'une ligne
de plus grande pente d'un plan incliné faisant avec I'horizon un angle donnéi.
A ce corps est attaché un
cable de poids négligeable
s'enroulant sur un treuil ho-
rizontal placé a la partie su-
périeure du plan incliné; on
donne le poids du treuil,
son rayon U et son rayon
de gyration K. Déterminer

Fig. 7 p le mouvement du systeme

o sachant que le treuil est sou-

mis a un couple moteur

constant de moment C, faisant remonter le corps sur le plan incliné. Quelle

est la tension T du céble? (On coupera le cable a ses deux extrémités, quitte

a appliquer au point d'attache du treuil une force tangente au treuil et d'in-

tensité T et au point d'attache du corps une force dirigée suivant, le cable et

d'intensité T (fig. 76); on étudiera alors séparément le mouvement du treuil
et le mouvement du corps, puis on éliminera T.)

Statique.
(CHAPITER  XV.)

72. Une barre AB de poids P= 1 kg et de longueur | = 0™30 est sup-

portée par un fil de caoutchouc de longueur naturelle I= 07,50. Le fil est sus-
‘ pendu aun crochet C; il sallonge proportionnel-

. lement a la tension et une tension de | kg produit

un allongement |I' =I. Trouver l'angle x que fait

le fil avec I'horizontale (fig. 77).

73. Un bateau suit le milieu du canal ; il est
A I tiré par deux chevaux placés respectivement sur un
s chemin de halage
Fig. 1. et sur l'autre; F

chaque cheval tire
avec une force de 100 kg. La premiére corde
I'ait 20° avec la direction du canal ; trouver
la direction de la 2° corde et I'effort utile
total .

74. Sur un plan qui est incliné suivant un
angle de 36° repose sans frottement une barre
AB de poids P = 10 kg. Cette barre est main-
tenue nar une force parallele aux lignes de
plus grande pente du plan et appliquée en H. Trouver la position d'équilibre
et la force F (fig. 78).
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75. Equilibre d'une barre pesante AB dans un plan tournant autour d'un
o B axe vertical Ox avec une vi-
¥ tesse angulaire constante w, 0
les points A et B étant assu-
jettis a rester respectivement '
sur Ox et sur Oy (fig. 79). i, I

A 76. Deux tiges OA, OA'
articulées au point O reposent
sans frottement sur des ap- A
puis B, B' de méme niveau. A
Fig. % On a OA = OA' =08 m,
BB' = 0,2m. A chacune des
extrémités A et A' est appliqué un poids P = 10 kg. P P
Trouver la position d'équilibre (fig. 80). Fig. 80.
77. Une barre homogéne OA = 0,30 m, de poids
P = 5 kg, repose sur un cercle vertical de rayon |l = 0,10, de poids P' = 10 kg,
placé sur un plan horizontal qu'il touche en B et
retenu par une corde OD attachée en O et en D
sur OC. On donne
I'inclinaison de la
barre en imposant
OB =20 cm. Cal-
culer latension T de
——_ la corde et les réac-
B tions (fig. 81).

Vig. ®1.

78. Sur un plan
incliné repose un
cone homogeéne de rayon r =8 cm, do hauteur
h = 40 cm et de poids P = 10 kg. 1° Le plan est .
rugueux ; quelle inclinaison maximum peut-on Wig. %2,
donner au plan pour que le cdne ne tombe pas ?
2° Dans cette position on supprime le frottement; quelle force horizontale Il
doit-on appliquer en un point de rareté SA (fig. 82) pour que le cone ne glisse
pas et dans quelle région doit-on appliquer ia force H pour que le cone ne
tombe pas?

79. Equilibre d'une table pesante reposant par quatre pieds égaux de
facon que les enfoncements des pieds dans le sol soient proportionnels aux
pressions exercées.

80. Une poutre de poids négligeable repose sur deux appuis O et A, une
autre poutre de poids négligeable

¥ o] BI fi repose sur un appui Cet supporte
A N 1 en B un poids P. En quel point
0 A faut-il appuyer la deuxiéme

poutre sur la premiére pour que
P la réaction en A soit égale a P?

Calculer les autres réactions. Ap-
R plication numérique: P— 100kg,
OA= a =, AB =b =1 m, BC= c=0,5m (fig. 83).

Fig. 83.
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81. Une barre homogene qui pese | kg par décimetre a la forme d'une
équerre de cotés OA = 1 m et OB = 0,5 m. File est sus-

I'horizontale.

pendue en 0. Trouver I'inclinaison qu'elle prend natu-
rellement (fig. 84). Calculer la force horizontale If
qu'il faut appliquer a I'extrémité A pour que les deux
branches de la barre soient également inclinées sur

82. Au centre d'un plateau circulaire de poids négli-

Fig. Ri. geable est un poids de (il) kg; déterminer les trois points
A. B. C de la circonférence par lesquels on doit sus-
pendre le plateau pour le maintenir horizontal avec des torces de liaison pro-

portionnelles aux nombres 3, 4, 5.

83. Un treuil (fig. 85) est constitué par un cylindre de rayon r = 20 cm
dont I'a\e repose sur deux appuis A et B et

[, par une roue de rayon H — 80 cm et de centre

C. Ce treuil est actionné par an pignon de

centre D, de rayon r, = 10 cm, mu par une

i manivelle E de rayon R,=50 cm; le point

1) est situé sur la verticale de C. Le poids

propre du treuil est P = 100 kg. Une corde

3
Fiz. 5. tourne autour
d'un axe ver-
tical Or confondu avec OA et est maintenue en
O par une articulation et en A par un manchon :
les dimensions sont OA =2 m, AB =90cm:
le poids P appliqué au centre du rectangle est
P =40 kg. La porte est d'abord dans le plan
xOz : elle est ensuite écartée grace a une force
F = 12 kg appliquée normalement a la porte au
milieu D du coté BC.

La porte est retenue par un ressort HK at-
taché d'une part en un point Il du coté supé-
rieur de la porte, tel que AU = GO cm. d'autre
part en un point K ou vient se placer H quand
la porte est au repos. La tension du ressort est
propomonnellea HK ; sa valeur est A.HK ou
HK est exprimé en métres et en kilogrammes
par métre. 1" Calculer le coeflicient A sachant
que la force F maintient la porte en équilibre

lorsque I'angle d'ouverture HAOK est égal a 00";

des appuis O et A.

enroulée sur le cylindre dans le plan vertical
du point G, centre de gravité du treuil, sup-
porte un poids O = 400 kg. Les distances AG,
| GB, BC ont pour valeurs A G = 60 cm,
o GB = 40cm, BC = 25 cm. 1° Calculer la
force F qu'il faut appliquer sur la manivelle
pour maintenir I'équilibre ; 2° Calculer les
réactions sur les appuis en A et B.

84.Une porte rectangulaire OABC(fig. 80)

2° calculer alors les réactions
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85. Balance a contrepoids constant. — Sur un cercle de rayon r (fig. 87)
mobile dans un plan vertical autour de son centre O
est enroulé un iil supportant a son extrémité un
poids P; sur une développante BDC de ce cercle
passe un autre fil quittant la développante en D et
supportant a son extrémité un contrepoids constant
b Q. Quelle est la position d'équilibre du systéme?

Quel est le lieu du centre du contrepoids Q quand P
varie ? (fig. 87).

86. Trouver la position d'équilibre d'un systéme
de deux tiges homogeénes pesantes: la premiere, OA,
de longueur 2a et de poids P est articulée a un sup-
port fixe a son extrémité O; |'autre, AB, de longueur
26 et de poids Q, est articulée a la premiére en A
et est soumise a son extrémité B a une force horizontale d'intensité donnée F

] (fig. 83).

\ 87. Une tige homogéne
pesante OA de longueur 21 et
de poids P repose par une de
ses extrémités O sur un sol
horizontal rugueux, le coeffi-

B F cient de flottement étant f :

Vig. 18 cette tige est soumise a l'autre

T extrémité A a une force F de
grandeur et de direction données. Chercher les conditions d'équilibre.

Fig. #T.

88. Equilibre d'une barre homogéne pesante s'appuyant sur un sol hori-
zontal et sur un mur vertical rugueux.

89. Une tige pesante AB s'appuie avec frottement de méme coefficient f
d'une part en A contre un mur vertical, d'autre part en
G sur un cylindre horizontal parallele au mur (fig, 89).
Chercher en quels points on doit appliquer a la tige
une surcharge donnée pour qu'elle soit en équilibre.

90. On considére dans un plan vertical un systeme
formé de deux tiges pesantes : |'une est une manivelle
OA tournant autour d'un point 0, 'autre est une bielle
AB articulée en A a la bielle; son extrémité B glisse
avec frottement sur une droite horizontale passant
par le point 0. Déterminer les conditions d'équilibre de
ce systeme.

Fig. 9.

91. Une tige horizontale XOx tourne avec une vi-

tesse constante w autour d'un axe vertical Oz passant

par un de ses points 0. Sur cette tige glissent deux anneaux A et A' de méme
poids P constamment symétriques par rapport au point O et reliés I'un a l'autre
par un ressort de masse négligeable. Ce ressort a I'état naturel a une longueur

2l et lorsqu'il est soumis a ses extrémités a des tensions T, il subit un allon-
gement 2z tel que f'on ait T-—= k—‘}—n-

VOGT & MENTHE. — Méca H
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On demande la position d équilibre des anneaux, en supposant qu il ny
ait pas de frottement. — En admettant ensuite qu'il y ait frottement des
anneaux sur latige x'Ox, avec un coefficient f, chercher quelle variation on
peut donner a la vitesse angulaire sans que I'équilibre soit rompu ; application
numérique : P==0,5 kg, | = 0,2 m, k= 50.

92. Déterminer les positions d'équilibre d'un anneau pesant mobile avec
frottement sur une droite tournant avec une vitesse angulaire constante autour
d'un axe vertical qui rencontre cette droite.

93. Un céble de poids négligeable passe
sur deux cylindres horizontaux égaux, dont
les axes sont paralleéles et de méme niveau.

A Il porte a chacune de ses extrémités un poids
I* P Pet au milieu de la portion située entre les
deux cylindres un poids Q (fig. 90). On de-
mande de déterminer la position d'équilibre
Q en supposant qu'il n'y ait pas de frotte-
Fig. 90 ment.

94. Etudier le probléme du pendule
composé, avec calcul des forces de liaison, en employant la méthode de
d'Alembert.

Chocs et percussions.

(CHAPITIIE ~ XVI.)

95. Deux sphéres trés petites de masses m et m' sont assimilables a deux
points matériels et se meuvent en sens inverses sur une méme droite. Elles se
rencontrent a un instant ou leurs vitesses respectives sont v et V.. On demande :
1° de déterminer la vitesse prise par I'ensemble des deux sphéres que I'on suppose
rester solidaires apres le choc ; 2" de calculer, dans I'hypothése ou les spheres se
séparent apres le choc, les vitesses des sphéres aussitdt aprés le choc, en sup-
posant que I'énergie cinétique de I'ensemble des deux sphéres n'a pas varié.

06. Une tige homogéne OA de longueur | et de masse M est mobile
autour de |'une de ses extrémités O supposée fixe; elle occupe d'abord une
position horizontale ou elle est abandonnée sans vitesse angulaire initiale ;
lorsque la tige a atteint la position verticale, son extrémité A frappe normale-
ment un corps B de petites dimensions et de niasse M;, posé sur un appui.
Déterminer le mouvement que prennent les deux corps aussitot apres le choc :
1° en supposant qu'ils soient parfaitement élastiques, c'est-a-dire que |'éner-
gie cinétique de I'ensemble des deux corps n'est pas modifiée parle choc ; 2° en
supposant que les deux corps se comportent comme deux corps hious, c'est-a-
dire que les deux corps restent solidaires aprés le choc.

97. Une plague d'épaisseur négligeable est mobile autour d'un axe situé
dans son plan. La plaque étant en repos on exerce sur elle une percussion en
un point G (par exemple en utilisant un projectile). Chercher les conditions
que doit remplir la percussion pour que |'axe de suspension ne supporte aucune
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percussion, c'est-a-dire pour que les forces de liaison ne soient pas modifiées
pendant le choc.

98. Appliquer le probleme précédent au cas particulier suivant : la
plaque est constituée par un cercle homogéne solidaire d'une tige située dans
le prolongement d'un rayon. Rn désignant par M la masse du cercle, par R le
rayon du cercle, par g la masse d'un métre de tige, on calculera notamment
la longueur que doit avoir la tige pour qu'une percussion normale puisse étre
appliquée au centre du cercle sans que les forces de liaison soient modifiées.

99. Un prisme homogéne a un mouvement de translation paralléle a un
plan horizontal sur lequel il repose par une de ses faces ; la direction de son
mouvement est normale a I'une de ses faces verticales. A un instant ou sa
vitesse est v, il vient choquer un obstacle rectiligne fixe placé dans le plan
horizontal perpendiculairement a la direction du mouvement. Chercher si le
prisme basculera autour de I'obstacle aprés le choc.
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