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AVERTISSEMENT 

Quand mon cher maitre et ami Vogt a ete trappe par Ia mort, il lais-
sait ce livre inacheve. 

Le succes de ses Elements de Mathematiques superieures (Algebre, 
Calcul differentiel et integral, Geometrie analytique) l'avait encourage 
a entreprendre cet ouvrage, qui est le complement de l'autre. Il avait 
deja redige au net ou au brouillon la plupart des chapitres. 

J'ai juge utile de terminer par un appondice ou sont rassemblees les 
propositions et les formules principales. 

Paul MENTRE. 





INTRODUCTION 

La mecanique rationnelle a pour objet l'etude des phenomenes de 
Mouvement et d'equilibre des solides, des liquides et des gaz. 

Elle fait intervenir les notions (l'espace, de temps et de masse. La 
lotion (l'espace permet d'etudier les changements de position ou de 
orme, mais sans faire intervenir Ia duree de ces changements ; elle u t i -
isc une seule unite, celle des longueurs, par exemple le metre ou le cen-
imetre. 

La deuxieme notion permet d'etudier Ia duree des changements 
observes, de comparer les durees d'evt'nemenls simultan<''s ou successifs; 
elle utilise une unile reliee a Ia duree d'un phenomene que nous jugeons 
susceptible de se reproduire periodiquement, comme le jour sideral ou 
['oscillation d'un pendule ; l 'unite babituelJe de temps est Ia seconde 
sexagesimale de temps moyen. La troisieme notion est inherente a Ia 
matiere et a une influence sur les phenomenes de mouvement ; Ia 
balance permet de comparer des masses. On appelle corps homogenes 
ceux pour lesquels des volumes egaux renferment des masses egales ; 
['unite de masse est celle d'un certain echantillon de metal conserve aux 
Archives ; le kilogramme-masse est tres scnsiblement egal a Ia masse de 
l'eau contenue dans un decimetre cube. 

Les causes reelles des mouvements ou de leurs modifications nous sont 
clifficilement connues, et elles sont plutot etudiees en Physique. En 
Mecanique, on substitue aux causes reelles des causes fictives appelees 
forces, capables de produire les memes eifets, et l'on n'introduit dans 
les raisonnernents que les proprietes communes a toutes les forces. Les 
relations qui existent entre les forces et les deplacements sont bashes sur 
des postulats qui sont non des verites necessaires, mais le resultat de 
longues series d'experienccs ; on estime que les consequences tirees de 
ces postulats permettent de preVoir avec une approximation suffisante 
les phenomenes qui se produisent dans des circonstances determinees. 

On peut diviser Ia Mecanique en plusieurs parties : 1° Ia Cinematique, 
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etude des relations qui existent entre les displacements et leurs durees ; 
elle ne fait intervenir que les notions d'espace et de temps ; 2° Ia Dyna­
mique, etude des relations qui existent entre les defacements et les 
forces ; 3° Ia Statique, etude des conditions de l 'equilibre; c'est un cas 
particulier de Ia Dynamique; elle peut etre ddifieV,, a l'aide de postulate 
simples, sur Ia seule notion de force (c'est ainsi qu'on opere dans les 
coursde Mathematiques elementaires), mais nous l'etudierons comme un 
cas particulier do Ia Dynamique. 

En ce qui eonecrne Ia constitution des corps etudies en Mecanique on 
envisage comme cas simple celui d'un corps de dimensions assez petites 
pour qu'on puisse sans erreur sensible Fassimiler a un simple point 
gcomeHrique; on rappelle point materiel et l'on attribue a ce point une 
masse egale a celle du corps. On suppose que 1'etude du mouvement 
d'un toi corps se reduit a colic du mouvement du point geometrique 
envisage et qu'on peut negliger ses mouvements autour de ce point. 

Les autres corps envisages en Mecanique sont consideres gcnerale-
ment comme des ensembles do points materiols; on distingue les corps 
dont tous les points restent a des distances invariables les uns des autres, 
appeles systemes invariables, ct les autres qui sont deformables. Pour 
les fluides, les tils floxibles, Ia deformation est importante ; pour les 
solides naturels, les deformations sont assez petites pour etre negli-
gcabJes ; nous traiterons les corps solides comme invariables. 

Nous etudierons successivement Ia cinematique du point, une partie 
de Ia cinematique des systemes invariables, Ia dynamique du point 
materiel, une partie de Ia dynamique des syslemes, et Ia statique. Plu­
sieurs grandeurs, comme les vitosses, les forces, sont representees par des 
vecteurs ; nous ierons dans un cbapitre preliminaire l'etude generale des 
vecteurs. 
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CHAPITRE I 

THEORIE DES VECTEURS 

i. Vecteurs. — Les grandeurs que l 'on envisage habituellement en meca­
nique et en physique sont de deux especes : les unes, comme Ia masse, Ia tem­
perature, l 'energie, n ' impl iqucnt aucune idee de direction : on les appelle gran­
deurs scalaires ; les autres, comme Ia force, Ia vitcsse, ont une direction 
determinee Pour Ia facilite de leur etude, on represente ces dornierespar des 
vecteurs et on les appelle grandeurs veclorielles. 

Un veeteur (fig. 1) est une port ion de droite affectee d'un sens ; il a une 
origine A et une extremite B ; Ia droite indefinie qui contient A et B s'appelle 

le support, et le sens qui va de l 'origirie a l 'extre-
mite' s'appelle le sens du veeteur; on a l 'babi -
tude de placer une fleche a l 'extremite B. On 
repr6sente le vecteur par AB ou, d'une maniere 

B generate, par V; Ia mesure de Ia longueur du 

Fig. 4. vecteur est designee par AB ou par V. Un vec­
teur AB est determine parson origine, son sup­

port , son sens et sa longueur, ou bien encore par son origine, son support, un 
sens posi t i f des segments geometriques sur ce support ou sur une droite qui 
l u i est parallele, et Ia valeur algebrique positive ou negative du segment A B , 
valeur que Ton designe par ( A B ) . Dans ce dernier cas, des vecteurs egaux, 
paralleles et de sens opposes, tels que AB et A B ' , ont des valeurs algebriques 
opposees et l 'on a (A 'B ' ) = — ( A B ) ; en particulier on a (BA) = — ( A B ) . 

Enfin on determine encore analytiquement un vecteur en donnant les 

VOGT et MENTRE. — Meca. i 
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coordonnees de son origine et celles de son extremite, ou bien les coordonnees 

(x, y, z) de son origine et ses projections ( X , Y, Z) sur les trois axes. 

Deux vecteurs paralleles, de meme sens et de meme longueur, sont d i t s 

equipollent*. 

En mecanique, on est amend a distinguer trois especes de grandeurs vec-

torielles. 

Les premieres, comme les vitesses, sont afl'ectees a des points deter­

mine^ ; on represente chacune d'elles par un vecteur applique a un point et 

ayant ce point comme origine ; on d i t que chaque vecteur est lie a son point 

d'application. On appelle champ de vecteurs, une port ion finie ou infinie de 

l'espace dont chaque point peut etre pris comme origine d'un vecteur lie a ce 

po in t ; les projections X, Y, Z du vecteur sont des fonctions detenninees des 

coordonnees x, y. z de son or igine. 

Les grandeurs de deuxieme espece, comme les forces appliquees a un 

corps solide, les vitesses angulaires de rota t ion, sont afl'eetees a des droites 

determinees, sans avoir sur ces droites un point d'application part iculier . Une 

grandeur de cette espece est representee par un vecteur ayant un support, un 

sens et une longueur donnes ; mais Forigine du vecteur est ind6termin6e sur 

son support et il peut glisser sur l u i ; on di t que c'est un vecteur glissant. 

Enfin les grandeurs de Ia troisieme espece, comme les axes de couples, 

ont des directions et des grandeurs detenninees, mais sont suseeptibles d'etre 

transporters parallelement a elles-memes en des points quelconques de l'espace. 

Une grandeur de cette espece est representee par un vecteur ayant une direc­

t ion et une longueur donnees, mais pouvant etre remplace par tout vecteur 

equipollent; ce vecteur est caracterise par ses projections X. V, Z; on dit que 

c'est un vecteur libre. 

La theorie des vecteurs est faite au moyen de Ia geometric pure dans les 

cours de Mathemuliques elementaires. 

Nous allons reprendre cette theorie par le calcul. Nous obtiendrons des 

theoremes deja connus. Mais les demonstrations analytiques prepareront le 

lecteur a traiter par le calcul des problemes sur les vecteurs. 

2 . M o m e n t d ' u n v e c t e u r p a r r a p p o r t a u n p o i n t . — L a notion d e 

moment se presenle naturellement dans l'etude d'un levier 

mobile autour d'un point O. Si ce levier est soumis (fig. 2) 

a une force F, le segment perpendieulaire OH est appele bras 

de levier ; on nomine moment de F par rapport a O le produit 

de la valeur de cette force par son bras de levier. 

Lorsque l'on considere plusieurs forces situees dans le 

meme plan avec le point 0, on est amene a envisager une valeur algebrique 
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du moment de chacune d'elles, ct on donne a ce moment le signe + ou le 

signe — suivant que Ia force tend a faire tourner son bras de levier dans un 

sens cboisi comme sens positif ou dans le sens oppose. 

Enfin, dans le cas de forces quelconques et dans I'etude des vectcurs, on 

donne du moment une definition vectorielle qui comprend les precedentes et 

que nous allons exposer. Elle repose sur une convention relative aux sens de 

rotation au tour d'un axe ou, ce qui revient au meme, aux sens des triedres. 

Etant donng un tried re Oxyz (fig. 3) dont les faces sont inferieures a deux 

droits, et, sauf indications contraires, 6gales a un droit , on appelle sens posi­

t i f de rotat ion celui 

que voit un obser-

vatcur place sur Oz. 

les pieds en O. Ia 

tete en z, lorsqu'une 

demi-droite d'abord 

confondue avec Ox 

vient s'appliquer sur 

Oy en d e c r i v a n t 

dans le plan xOy un 

angle i n f e r i e u r a 

deux droits ; c'est aussi celui que voit un observateur place sur Ox lorsqu'une 

demi-droite se deplace de Oy vers Or et celui que voit un observateur place 

sur Oy lorsqu'une demi-droi te se deplace de Oz vers Oar. Dans Ia figure 3a, ce 

sens est inverse de celui des aiguilles d'une montre ; dans Ia figure 3b, c'est 

le sens oppose au precedent: chaque triedre a ainsi un sens caracteristique. 

Nous snpposerons desormais que c'est le sens oppose a celui des aiguilles 

d'une montre et que les triedres sont analogues a celui de Ia figure 3a ; mais 

cette hypothese n'est pas indispensable ; les raisonnements et les formules 

auxquels nous serons conduits sont les memos dans les deux hypotheses. 

On appelle moment d'un vecteur AB par rapport a un point 0 un autre 

vecteur OG ayant le point 0 pour origine, pour grandeur le produit de A l i 

par Ia longueur de ta perpendiculaire OH abaissee de O sur le support de AB, 

perpendiculaire que Von appelle encore bras de levier du vecteur, ayant de 

plus pour support ta perpendiculaire menee p a r O au plan OAB, et enfin un 

sens tel que pour l'obserualeur place sur OG le vecteur AB semble faire tour­

ner son bras de levier dans le sens positif. Uemarquons que le triedre d'aretes 

respectivement paralleles a O H , A B , OG a le meme sens que le triedre des 

coordonnees. 

Nous nous placerons d'abord dans le cas oil le point 0 par rapport auquel 

on prend les moments est l o r i g i n e des coordonnees, et nous calculerons les 

file:///ateur


nous serions d'ailleurs arrives au meme resultat en faisantune transformation de 
coordonnees et transportant les axes parallelement a eux-memes de 0 en 0'. 

Remarque I. — 11 resulte de ia definition que le moment d'un vecteur 
par rapport a un point ne change pas quand on fait glisser le vecteur sur son 
support; le moment est done une grandeur caracteristique d'un vecteur glis-
sant, mais il est lui-meme un vecteur lie au point 0. 

Remarque I I . — Il requite des equations (1) et (2) que les projections 
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projections L, M, N sur les axes Ox, Oy, Oz du vecteur moment OG; nous 
designerons par p Ia longueur du vecteur AB, dont les projections sont X, Y, Z ; 
par p la longueur de son bras de levier OH, par x, y, z les coordonnees de A, 
par ar,, y,, z1 celles de H, par a1 b1 g1, a2, b2, g2', a3, b3, g3' les cosinus direc-
teurs de OH, AB, OG; nous avons 
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d 'un vecteur et celles de son moment sont liees par les i d e n t i t y 

(3) L X + M Y + N Z = 0 , Z ' X + M ' Y + N ' Z = 0 : 

ces i d e n t i t y sont du peste Ia traduction de Ia propriete du moment vectoriel 

d'etre normal au vecteur donne. 

3. M o m e n t d 'un vecteur par rappor t a un a\e. — On appelle moment 

d 'un vecteur AB par rapport a un axe D Ia projection sur cet axe du moment 

de AB par rapport a un point C de laxe D. 

Nous allons montrer que ce moment est independant du point C choisi 

sur D ; nous ferons le calcul en cuoisissant D pour axe Oz du triedre des 

coordonnees (fig. 4). Nous designerons par 

x0 — 0, y0 = 0, z0 les coordonnees du point C. 

Les projections L' , M, N' du moment CG' de AB 

par rapport a C sont donnees par les formules 

( 2 ) ; en part icul ier Ia projection N / sur ()s se reduit 

dans le cas actuel a xY— yX puisque x0 et y0 

sont nuls, et elle est independante de z0, ce qui 

demontre Ia proposit ion. 

Nousvoyons, en particulier, que les moments 

d'un vecteur par rapport aux trois axes de coor-

donn6es sont les projections L, M, N sur ces axes 

du moment de ce vecteur par rapport a l 'or ig ine. 

Si l 'on projette le vecteur AB suivant ab sur le plan x Oy, le moment de 

ab par rapport au point 0 est egal a xY — yX et est identique au moment de 

AB par rapport a Oz ; cela montre que le moment d 'un vecteur AB par rapport 

a un axe D est egal au moment, par rapport a un point 0 de cet axe, de Ia 

projection ab du vecteur sur un plan passant par 0 et perpcndiculaire a I ) . 

On appelle moment relatif de deux vecteurs le produit de Ia longueur de 

l ' u n d'eux par le moment de r a u t r e par rapport a laxe qui porte le premier. 

Soient p0 Ia valeur algebrique du premier vecteur s i t u e s u r u n axe D0 et α, 

ß, g0 les cosinus directeurs de D 0 ; soient x0 y0 z0 les coordonnees de 1'origine 

de ce vecteur, X0 , Y0 , Z0 ses projections, L 0 , M 0 , N0 celles de son moment par 

rapport a 0 ; so ien tx , y, z, X, Y, Z, L, M, N les quanlites analogues relatives au 

deuxieme vecteur. Si L ' , M', N' sont les projections sur les axes du moment de 

ce deuxieme vecteur par rapport a.r0, y0, z„, Ia projection de ce moment sur D 0 , 

e'est-a-dire le moment du deuxieme vecteur par rapport a l'axe D 0 , est egale a Ia 

sorome des projections des trois composantes L / , M ' , IV et a done pour valeur 

en mul t ip l ian t cette valeur par p0, on aura le moment re la t i f des deux vec-



Les sommes precedent es sont independantes de l'ordre des termes ; on 

en conelut que Ia somme geometrique de plusieurs vecteurs est independante 

de l'ordre de ces vecteurs. 

La definition de Ia somme geometrique est independante de Ia nature des 

vecteurs donnes, qu i t s soient libres, glissants ou lies a des points. Dans cer­

taines applications, on envisage des vecteurs concourants ou lies a un meme 

p o i n t ; Ia resultante est alors consideree comme Hee a ce point. Mais en gene­

ra l , Ia somme geometrique est un vecteur l ihre . 

On ell'ectue Ia determination de Ia resultante generate de plusieurs vecteurs 

par des procedc"s geometriques ou analytiques. Si Ton envisage par exemple 

deux vecteurs concourants, leur resultante est Ia diagonale du parallelogramme 

construit sur ces deux vecteurs ; les methodes employees en geometrie ou en 

tr igonometric pour Ia resolution des triangles permettent de determiner gra-

phiquement ou numeriquement les elements inconnus de ce parallelogram me, 

ou du triangle qui en est Ia moit ie, en fonction des elements donnes. 

La somme geometrique de plusieurs vecteurs s'obtient dans le cas gene­

ral en appliquant le theoreme des projections : Ia projection sur un axe de 

cette somme geometrique est egale a Ia somme des projections sur cet axe 
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En appliquant Ie theoreme des projections, on voit que Ia projection sur 

un axe de Ia somme g6ome"trique de plusieurs vecteurs est egale a Ia somme 

des projections sur cet axe des vecteurs donnes ; en particulier les projections 

sur C r , O I / , OS sont 



ces projections determincnt Ia somme geometrique. 

On peut remarquer que les sommes precedentes sont independantes de 

l 'ordre des termes; on en conclut que Ia resultante de plusieurs vecteurs est 

independante de l 'ordre de ces vecteurs. 

Pour que Ia somme geometrique de plusieurs vecteurs soit mi l le , il faut 

et il suifit que le contour OC 1C 2 . . .C n soit ferme, eest-a-dire que Ton ait 

X 2 + Y 2 + Z 2 = 0 . Cette condit ion exige que l 'on ait separement 
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des vecteurs donnes ; en particulier les projections sur les axes de eoordon­

nees sont 

•ces trois equations sont manifeslement neccssaircs et sul'fisantes. 

5. Moment resultant d 'un systeme de vecteurs par rappor t a un po in t . 
— Le moment resultant de plusieurs vecteurs par rapport a un poin t est Ia 
somme geome'trique des moments de ces vecteurs par rapport au point consi-
dere, cette somme etant traitee comme un vecteur lie a ce meme point. 

Si le point est l 'origine des eoordonnees, et si L1 , M1,, N1; I2 , M 2 , N2 ; 

sont les projections sur les axes des moments des vecteurs donnes, les projec­
tions du moment resultant sont 

le moment resultant est manifestement indgpendant de l'ordre des vecteurs; 

pour qu ' i l soit n u l . i l faut et i l suffit que L, M, N soienl separement mi ls . 

Si Ton envisage un autre point O' de eoordonnees ,x0, y0, z0, et si Ton 

prend les moments par rapport a ce point, nous aurons encore les projections 

du moment resultant par les formules 

Remarquons que les parentheses des derniers membres prises avec le 

signe — representent les projections du moment par rapport a 0' de Ia resul-
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tante generate du systeme appliquee en 0; nous en deduisons le theoreme 

suivant, conmi sous le nom de theoreme du transport: 

Si Uon eonnait pour un point O Ia resultante generale OR et le 

moment resultant OG d'un sys­

leme de vecteurs, on obtient les 

elements analogues pour un 

autre point O' de Ia maniere 

suieante (fig. 5 ) ; 1° Ia resul­

tante gene" rale O'R' est egale 

ii OR transports parallelement 

a elle-meme en O'; 2º le mo­

ment resultant O'G' est Ia somme geomelrique de deux moments, l'un O'g' 

egal a OG transporte parallelement a lui-meme en O', l 'autre O'g" etant 

le moment de Ia resultante OR par rapport a O'. 

on deduit de Ia le theoreme suivant, appcle theoreme de Varignon : 

Le moment resultant d'un systeme de vecleurs eoncourants par rapport 

it un point ou par rapport it un axe est egal au moment par rapport a ce 

point ou a cet axe de Ia resultante du systeme. 

7. Invar ian ts d'un systeme de vecteurs. Axe cent ra l . — On voit d'apres, 

ce qui precede l ' importance des notions de resultante generate et de moment, 

resultant d'un systeme de vecteurs; le theoreme du transport montre du reste 

que Ia connaissance de ces elements en un point entraine Ia connaissance des 

elements analogues en un autre point queleonque ; il suffit done de determiner 

ces elements en un point O, ou de caleuler les projections X, Y, Z de Ia resul­

tante et L, M, N du moment resultant par rapport a ce point, Ges six quan-

tites sont appelees les six coordonnees du systeme de vecteurs. 

6. Theoreme de Va r ignon . — Considerons un systeme de vecteurs concou-

rant en un point de coordonnees x, y, z ; les projections du moment resul­

tant de ces vecteurs par rapport au point O sont, d'apres les formules (1) et (4),. 

La projection du moment resultant en un point sur Ia resultante generate 

appliquee en ce point est aussi un invariant ; cela resulte du theoreme du 

transport et de Ia figure 5 ; en effet le moment O'g" de OR par rapport a O' est 
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normal a O'R' ; Ia projection du moment O'G' sur O'R' est done 6gale a celle 

de O'g' ou de OG. 

Cette projection est egale a Lx+Mß+ Ng si x, ß, g designent les cosinus 

comme Ia traction et le denoniinateur sont des invariants, le numerateur 

LX+ M y + N Z est aussi un invariant . 

Les points O' pour lesqnels le moment resultant O'O' est m i n i m u m sont 

ceux pour lesqnels ce moment resultant est parallele a Ia resultante generale, 

car le moment resultant est toujours superieur ou egal a sa projection inva-

riante. Si cette resultante nest pas mi l le , les coordonnees x0 y0, z0 des points O' 

cherches satisfont des lors au systeme dequations 

Utilisons une propriete bien connue des rapports. En mul t ip l ian t les deux 

termes des fractions respectivement par X, Y, Z ct les .ajoutant, nous voyons 

que Ia valeur commune de ces rapports est egale a 

Les equations (7) representent une droite sur laquelle les coordonnees cou~ 

rantes sont x 0 , y ( ) , z 0 . Cette droite est appelee axe central du systeme. Le moment 

resultant a Ia meme valeur (6) en tous 

les points de cette droite, comme le mon-

trerai t du reste le theoreme du transport. 

On peut determiner geometrique-

ment I'ave central de Ia facon suivante 

(Jig. 0) : soient OR et 00 Ia resultante 

et le moment resultant au point 0 : 

decomposons OG en deux vecteurs Og. 

Og2 l 'un dirige suivant R, I'autre nor­

mal a R; sur Ia perpendiculaire Ox' au 

plan Og1g2. ayant un sens tel que le 

tr ied re Ox', OH, Og2 soit de meme 

sens que le triedre de coordonnees, por-

tons un segment 0 0 ' tel que Rx00' = 0g2; le point 0' fait partie de laxe 
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9. Classification des systemes de vecteurs. — On peut ranger les systemes 

dans les quatre categories suivantes : 

1° Systemes m i l s ou equ iva len ts a zero. — Dans le cas ou il n'existe 

aucun veeteur, Ia resultante generale et le moment resultant par rapport a un 

point quelcojique sunt mils . Reciproquement, si Ia resultante generale et le 

moment resultant d'un systeme par rapport a un point sont nuls, le systeme 

est equivalent a un systeme ne renfermant aucun veeteur ; on d i t qu ' i l est m i l 

ou Equivalent a zero. Les conditions pour qu ' i l en soit ainsi sont que les six 

coordonnees X, Y, / , L, M, N soient nulles. 

2° Systemes equiva lents a un veeteur . — Si l 'on considere un seul vee­

teur, Ia resultante est egale a ce veeteur; le moment resultant par rapport a 

un point de son support est mi l ; le moment resultant par rapport a un autre 

point est un veeteur normal au premier. 

Reciproquement, si Ia resultante d u n systeme nest pas mi l le , et que le 

moment resultant par rapport a un point soit m i l ou normal a Ia resultante, 

le systeme est equivalent a un seul veeteur. Si l 'on prend en effet un point <V 

de son axe central (n° 7), le moment resultant par rapport a ce point <V est 

nul, le systeme est equivalent a un seul veeteur passant par O' et egal a Ia 

resultante; on le determine par les equations (7) ou par Ia methode geome-

trique indiquec n° 7. Les conditions pour qu ' i l en soit ainsi sont 

3° Systemes Equivalents a un couple . — On appelle couple un systeme 

de deux vecteurs ogaux, paralleles, de sens opposes, mais non places sur le 

meme support. La resultante generale est nu l l e ; le moment resultant par 

rapport a un point n'est pas m i l , mais il a Ia meme valeur en tous les points 

de l'espace, comme cela resulte des equations (5) lorsque X = Y = Z = 0. Le 

moment resultant d'un couple est done un vecteur que Ton peut transporter 

d'une maniere quelconque parallelementa lu i -meme; c'est un vecteur l ibre. On 

l'appelle l 'axe du couple. 

THEORIE DES VECTEURS 11 

sont les memes, nous aurons les egalites 
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Pour construire le plus rapidement possible l'axe d 'un couple, on prend 

le point 0 sur l u n des deux vecteurs (fig. 7) ; le moment ou l'axe du couple 

est alors egal au moment de l 'autre vecteur par rap­

port a ce point. ou bien egal au produit de Tun des 

vecteurs du couple par leur plus courte distance, qui 

est encore appelee le bras de levier du couple. 

Reciproquement, si Ia resultante generate d'un 

systeme est nu l , et si son moment par rapport a un 

point n'est pas mul, le systeme est equivalent a un 

couple dont l'axe est egal au vecteur moment donne 

ou a tout autre equipollent. On peut construire les 

vecteurs du couple en prenant dans un plan perpendiculaire a l'axe deux 

vecteurs Egaux, paralleles et opposes, tels que le produit de l 'un d'eux par leur 

plus courte distance soit egal au moment donne ; il faut de plus choisir le sens 

des vecteurs de facon qu'i ls tendcnt a faire tourner le bras de levier du 

couple dans Je sens posit if pour un observateur place sur l'axe ; on peut 

cboisir arbitrairement Ia direction des vecteurs et leur grandeur ou celle du 

bras de levier. 

On peut remplacer un couple par un autre equivalent en transportant ce 

couple parallelement a lui-meme dans son plan ou dans un plan parallele ou 

en le faisant tourner dans son plan. 

On peut ajouter qu 'un systeme de plusieurs couples est equivalent a zEro 

ou a un couple unique, car Ia resultante generale est n u l l e ; l'axe du couple 

resultant est d'ailleurs egal a Ia somme geometrique des axes des couples 

composants ; on dit que l 'on elVectue ainsi Ia composition des couples. 

Les conditions pour qu'un systeme soit equivalent a un couple sont man i -

l'estement  

4° Systemes Equivalents a un vec teur et a un couple ou a d e u x vec­

teurs n o n situes dans un meme p l a n . — Si un systeme se compose d'un 

vecteur V et d'un couple C non paralleles a un meme plan, Ia resultante gene-

rale est egale a V, le moment resultant par rapport a un point de V e s t egal a 

l'axe du couple ; par rapport a un point quelconque il est donne par le theo-

reme du transport, par suite il n'est ni nu l ni perpendiculaire a Ia resultante. 

Reciproquement, si un systeme de vecteurs ne rentre pas dans les cate-

gories precedentes, Ia resultante generale et le moment resultant par rapport 

a un point 0 ne sont ni nuls ni rectangulaires ; ce systeme est Equivalent a un 

autre forme d'un vec teur passant par 0 et egal a Ia resultante, et d 'un 

couple dont l'axe est egal au moment resul tant : si le point 0 est pris sur 



10. R.eduction d 'un systeme de vecteurs. Operations elementaires. — 

Reduire un systeme de vecteurs, c'est chercher un autre equivalent aussi 

simple que possible. 

La induction peut se faire d'une infinite de manieres ; elle est basee sin-

la determination de Ia resultante gYmerale et du moment resultant du systeme 

par rapport a un point 0, et elle varie generalement avec Ia position de ce 

p o i n t ; lorsqu'on se donne le point 0, on d i t que l 'on effectue Ia reduction en 

ce point. 

D'apres ce qui precede, tout systeme peut etre reduit a 0, 1 ou 2 vecteurs, 

ces deux vecteurs pouvant former un couple et, dans le cas general, pouvant 

etre remplaces par un vecteur et un couple. La determination effective de Ia 

reduction d'un systeme resulte du calcul des six coordonnees X, Y, Z, L, M, M 

de ce systeme et de son axe central (n° 7). 

Dans certaines questions, comme Ia statique du corps solide, Ia not ion 

de reduction est basee, d'une maniere plus naturellc que Ia precedente, sur Ia 

consideration d'operations dites elementaires elfectuees sur les vecteurs et qui 

sont les suivantes : 1° in t roduct ion ou suppression de deux vecteurs egaux, por-
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l'axe central , Ia resultante est perpendiculaire au plan du couple. Un tel sys­

teme est caractCrise par les megaliths 



2° De reduire un systeme queleonque a 0, 1 ou 2 vecteurs dont Tun passe 

par un point arbi l ra i re . Nous rappelons rapidement Ia demonstration elassique 

de ce theoreme. Ayant choisi arbi trairement trois points 0, 0 , , 02., non en ligne 

droite, et considerant un vecteur AB, non si tue dans le plan des trois points, 

on peut, en operant un transport si c'est necessaire, supposer que I 'origine A 

n'est pas dans le plan, jo indre A a 0, O1, 0 2 , reniplacer le vecteur par trois 

autres concouranls diriges suivant AO1 , A 0 2 , AO3- et transporter ces vecteurs 

en 0, 0, et O2,. (Si AB est dans le plan des trois points, on peut le reniplacer 

par deux autres diriges suivant deux des trois droites AO, A 0 4 , A 0 2 . ) 

En operant de meme pour tousles vccteurs du systeme donne, on aboutit 

a un ensemble de vccteurs concourauts en 0, que l'on remplace par leur r6snl-

tante V. et des ensembles analogues en 01 et 0,2 que l'on remplace par leurs 

resultantes V1 et V2 . ; on voit de,ja que tout systeme est reductible a trois vec­

teurs dont quelques-uns peuvent etre nuls. 

Si l'on a ellectivement trois vccteurs V, V1, V2 appliques en 0, 01, 02, on 

considere une droite 1) commune aux deux plans 0 0 i V t , 0 0 2 V 2 , et un point 0' 

arbitrairement choisi sur D; on decompose V, suivant les directions 010, 0 , 0 

et V2 suivant 0a0, 020' (en les laisant glisser si c'est necessaire), et on trans­

porte les composantes en 0 et 0'; on remplace alors les vecteurs appliques en 

0 par leur resultante, de meme les vecteurs appliques en 0', et l 'on arrive 

ainsi a un systeme redui t compost de deux vecteurs. 

Si ces vecteurs sont egaux et directement opposes, ils peuvent, etre sup-

primes et l 'on arrive a un systeme nuul ; si les vecteurs sont dans un meme 

plan, ils peuvent etre remplaces par un seul vecteur ou bien ils forrnent un 

couple ; enlin dans le eas general on peut remplacer deux vecteurs par un vec­

teur et un couple, comme nous l'avons dit dans le n" precedent. 

Nous ferons aussi laremarque suivante, souvent appliquee : on peut trans­

porter un vecteur A l i parallelement a lui-meme en un point queleonque 0, a 

Ia condit ion d'ajouter un couple de transport dont l'axe est 6gal au moment de 

AB par rapport a 0. En effet, il suffit d'adjoindre a AB deux vecteurs OB1 

14 VECTEURS 

tes par Ia meme droite et opposes ; 2° remplacement d'un systeme de vecteurs-
concourants par leur resultante appliquee au point de concours, ou inverse-
ment remplacement d'un vecteur par d'autres appliques au meme point et dont 
il est Ia resultante. 

Ces operations elementaires permettent : 

file:///ecteurs
http://resultant.es
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L identi ty des deux modes de reduction d un systeme de vecteurs regime 

du theoreine suivant. 

Theoreme. — Si deux systemes se deduisenl lun de I'aulrepar lex ope­

rations elementaires, ils sont equivalents, el reciproquement deux systemes 

equivalents peuvent se deduire l'un de l' autre par les operations e lementaires. 

La proposition directe resulte de cette remarque que les operations ele­

mentaires ne modifient ni Ia resultante generate d'un systeme ni son moment 

r6sultant par rapport a un po in i , d'apres Ia definition de Ia resultante et d'apres 

le theoreme de Variguon (n° 6). 

Pour demontrer la rexiproque, supposons que deux systemes S1 et S2. aient 

meme resultante et meme moment resultant par rapport a un point 0 ; par 

les operations elementaires, effectuons Ia reduction du premier a deux ver-



deux vecteurs egaux el directement opposes sur une droite passant par 0, dans 

le plan de V1 et V2, pour se ramener au cas precedent. 

Nous voyons ainsi que Ia reduction d'un systeme peut se faire soit par Ia 

methode de l 'equivalencc, et le calcul est alors tout indique, soit par Ia 

methode phitot geometrique des operations elementaires. 

1 1 . Cas par t icu l ie re de systemes de vecteurs. 1° Systeme de vecteurs 

concourants. — En prenant l 'origine 0 au point de concours des vecteurs, 

leurs moments et le moment resultant ( L , M, N) par rapport a 0 sont nuls ; 

le sxstemc est equivalent a zero ou a une resultante passant par 0, suivantque 

Ia somme geometrique des vecteurs est mil le ou ne l e s t pas. 

2" Systeme de vecteurs dans un meme plan. — En prenant ce plan 
comme plan des .xy, z et Z sont nuls pour tous les vecteurs, par suite les coor-
donnees Z, L, M sont nulles ct Ia somme LX + M Y + N Z est mi l le . Si 

Remarquons que le moment resultant du systeme par rapport a un point 

est toujours egal a celui de sa resultante ; on peut done etendre le theoreme de 

Varignon (n° 6) au cas de vecteurs paralleles ayant une resultante : 

VECTEURS 

etaient paralleles, il suffirait d'adjoindre a l'un des systemes 

16 

X 2 + Y 2 ¹ 0 , 

le systeme est reductible a un veeteur egal a Ia resultante generate et ayant 
pour support l ave central du systeme, dont l 'equation dans le plan des vec­
teurs est 

file:///ecleurs
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Theoreme. — Le moment resultant par rapport a un point ou par rap­
port a un axe d'un systeme de vecteurs paralleles ayant une resullante est 
gal au moment par rapport a ce point ou par rapport a cet axe de Ia 
resultante du systeme. 

12 . Moment par rappor t a un plan. Centre de vecteurs paralleles. — 
Dans les formules (8) entrent les sommes dont chaque terme est 
le produit de Ia valeur relative d'un vecteur par celle de sa distance a un plan 
de coordonnees qui lu i est parallele ; un tel produit s'appelle moment du vec­
teur par rapport au plan ; un moment de cette espece a une just if icat ion sca-
laire et n'est represents par aucun vecteur. 

Les formules (8)eerites sous Ia forme 

sont Ia traduction du theoreme suivant : 
La somme des moments par rapport a un plan de vecteurs paralleles a 

ce plan et ayant une resultante est egale au moment par rapport a ce plan 
de Ia resultante de ces vecteurs. 

Les considerations pr6cedentes, qui s'appliquent a des vecteurs glissants, 
s'etendent a un systeme de vecteurs paralleles lies chacun a son point d 'appli-
cation. Soient a, ß, les cosinus direcleurs d'une droite dirigee a laquelle sor t 
paralleles les vecteurs : soient F1, F2, ... les valeurs relatives de ces vecteurs, 
(x1, y1 z1), (x 2 , ;y2, z2), ... les coordonnees de leurs or igines: leur resul­
tante generate a pour valeur F = ; nous nous placcrons d'abord dans le 
cas ou elle n'est pas nulle. 

Lorsque les vecteurs sont paralleles a un axe de coordonn6es, ils sont 
equivalents a un vecteur unique egal a F et passant par un point fourni par 
des formules analogues a (8) ; on est aiusi amene-a dire dans le cas general que 
les vecteurs donnes ont une resultante qui leur est parallele, dont Ia valeur est 
egale a F, et dont le point d u p l i c a t i o n a pour coordonnees 

nous allons verifier que ce point, qu'on appelle centre des vecteurs parallele.'-, 

appartient a l'axe central du systeme donne. Pour un point de cet axe, comme 

on a LX+ M Y + N Z = 0, les valeurs de L ' , M ' , N' sont nulles, de sorte que 

YOGT el MENTRE. — Meca. -2 



on constate bien qu'elles sont verifiees par x;, n, x et cela quels que soient 

α. ß,g  

Le centre des vecteurs paralleles j o u i t des proprietes suivantes : 1° il reste 

invariable lorsqu'on fait varier a, ß, g ', par suite si l 'on fait tourner les vec­

teurs composants au tour de leurs points d'application tout en les laissant 

paralleles, lour resultaule tourne autour du centre de Ia meme maniere ; 2° il 

reste invariable quand on augmente ou qu'on diminue tous les vecteurs dans 

le meme rapport , car le numerateur et le dcmorninaleur des seconds membres 

des formules (9) sont multiplies par le meme facteur. 

Si l 'on appelle d'une maniere generale moment par rapport a un plan 

d'un vecteur parallele a une droite et lie a son point d'application le produit de 

sa valeur relative par celle de Ia distance de son origine au plan, les formules 

(()) expriment que Ia somme des moments de vecteurs paralleles par rapport a 

un plan de coordonnees est egale au moment de leur resullante, et cette pro­

priete supplique a un plan quelconque comme le montrerait un calcul 

immediat . 
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Pour construire le centre de deux vecteurs paralleles appliques en des 

points A1 et A2 (fig. 10), on remarque, d'apres les 

formules (9), que ce centre est situ6 sur Ia droite 

A1A2 et Ia partage en segments inversement pro-

poitionnels aux vecteurs, ce qui s'exprime par les 

egalites  

cette remarque permet inversement de decomposer 

un vecteur en deux autres qui l u i sont paralleles. 

On passe de Ia a trois vecteurs en composant Ia 

resultante des deux premiers avec le troisieme, et ainsi de suite. 

Placons-nous maintcnant dans le cas ou Ia resultante generale est nulle, 

le systeme est equivalent a un couple ou a zero ; l'axe du couple a pour 



13. P rodu i t scalaire et p rodui l vce lo i i e l de deux vecteurs. — Etant don-

nes deux vecteurs d'especes (|\]clconqucs, libres, glissants ou lies chacun 

a un point, on envisage deux produits difierents de ces vecteurs : 

1° le produit scalaire, que Yon represente ordinairement par ; il est 

egal au produit des valeurs de ces vccleurs et du cosinus de l'angle de leurs 

directions, ou, ce qui revient au meme, au produit de la valeur de l'un 

de ces vecteurs par la projection de ('autre sur sa direction, e'est-a-dire a 

. [ V V cos ( V , V ' ) ] . Si l'on donne les projections X, y, Z, X1 Y', Z' de ces vec-

teurs et les cosinus des angles de leurs directions avec 

les axes, le produit a pour valeur 

II est m i l si l'un des vecteurs esl nul ou si les deux vec-
teurs sont reetangulaires ; 

2° le produit vectoriel, que l'on represente ordinai­

re.merit par si I o n forme un contour 

OAB (fig. 11) dont les composantes sout egales et paral­

l e l s aux vecteurs donnes, ce produit est par definition egal au moment de AB 

par rapport a 0, c'est-a-dire au produit de AB par le bras de levier OH, ou 

a l 'airc du parallelogranuoe construit sur les deux vecteurs, c'est-a-dire a 

VV sin ( V , V ) , e t i l est represente, comme le moment vectoriel , par un vecteur 

OP perpendiculaire au plan OAB, dans le sens indiqud au n° 2. Si le point 0 

est l 'or igine, les coordonnees de A sont egales a X, Y, Z, et les projection? 

sur les axes du vecteur produit sont 
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1e systeme est done equivalent a un couple, sauf pour une orientation parti-

culiere des vecteurs, pour laquelle le systeme est equivalent a zero. 

Enfin si sont tous nuls, le systeme est. toujours nul , 

quelle que soi l l 'orientat ion des vecteurs. 
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Il est m i l si l u n des vecteurs est nul ou si les deux vecteurs sont paralleles. 

Le produit scalaire est independent de l 'ordre des deux facteurs, mais il 
n'en est pas de meme du produit vec tor ie l ; celui-ci change de sens et ses pro-
jections changent de signe quand on in le rver t i t l 'ordre des facteurs. 

Lu propriete dis tr ibut ive de Ia mul t ip l ica t ion , exprime"e par l 'egalite 

(a + b) (a' +- b') = aa' + ba' + ab' + bb', 

est possedee par le produit scalaire et par le produit vectoriel, a Ia condit ion 
de eonsiderer les sommes comme geometriques dans les operations sur les vec­
teurs ; Ia demonstration par le calcul est immediate en introduisant les pro­
jections des vecteurs et de leurs sommes sur les axes de coordonnees. 



CHAPITRE II 

CINEMATIQUE DU POINT. VITESSE 

14. Ilelalivile du mouvement. — On ne peut etudier le mouvement ou le 
repos d'un point ou d'un sysleme de points qu'en adoptant un repere de 
comparaison, par exemple un corps solide ou un triedre de coordonnees atta­
che a ce corps. Un point est dit en repos ou en mouvement relativement a ce 
repere si ses distances a Irois points du repere non en ligne droite, ou ses trois 
coordonnees, restent eonstantes ou varient avec le temps. Par exemple un 
corps pose sur Je pont d'un bateau en marche est en repos par rapport a ce 
bateau et en mouvement par rapport au rivage ; un corps pose sur le sol est 
en repos par rapport a Ia Terre ou a des a\es de coordonnees lies a elle, mais 
est en mouvement par rapport au Soleil ou a un tried re lie au systeme solaire 
et dirige vers des (Hoiles fixes. On ne peut done etudier que le repos ou le 
mouvement relatif's ; on ne peut pas aftirmer qu'il existe de repos ou de mou­
vement absolus. 

La mesure du temps se fait au moyen d'appareils tels que des horloges qui 
permcttent d'evaluer le nombre de secondes comprises entre deux instants. 
D'une maniere analogue a ce que l'on fait en geometrie analytique lorsqu'on 
veut fixer Ia position d'un point sur une droite dirigee, on considers un ins­
tant particulier pass^ou futur, par exemple minuit d'une date determinee, et 
on l'appelle instant initial ou origine des temps ; tout autre instant est carac-
teris6 par Ia mesure de l'intervalle de temps qui s'ecoule entre lorigine et lui , 
aft'ectee du signe-+-et du signe — suivant qu'il est posterieur ou anterieur a 
I'origine. Le nombre positif ou negatifainsi obtenu est l''abscisse de l'instant 
considere; lorsque celui-ci est remplace par d'autres, 1'abscisse devient une 
variable que l'on reprdsente par t. La duree d'un phenomene qui seftectue 
entre les instants d'abscisses t et t' est egale a Ia difference t' — I. 

15. Trajectoire. Loi du mouvement. — Le lieu des positions successives 
d'un point en mouvement est une ligne continue que Ton appelle sa trajec-
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toire; lorsqu'elle est une droite, le mouvement est rectiligne. La lo i qui per-

met de fixer a chaque instant Ia position du mobile sur sa trajectoire s'appelle 

loi du mouvement; on peut I'envisager de plusieurs manieres. 

La premiere, que l 'on peut qualifier d' intrinseque, suppose que l 'on sache 

evaluer les longueurs sur Ia trajectoire comme sur une droite ou un cercle ; 

on donne alors le sens du mouvement et les chemins parcourus en funct ion ' 

du temps employe a les decrire, ou bien, ce qui est preferable et ce que nous 

supposerons, on prend sur Ia trajectoire une origine, un sens positil ' des 

segments ou des arcs, et l 'on fixe chaque point de Ia ligne par son abscisse 

rectiligne ou curvil igne s. La lo i du momement est une relation de Ia forme 

(i) s=f(1) 
entre I'abscisse s du mobile ,a chaque instant et I'abscisse t de cet instant. 

On appelle diagramme Ia representation graphique de Ia relation prece-

dentedansun systemed'axesde coordonnees ou t est I'abscisse et s l'ordonnee ; 

les echelles adoptees peuvent etre quelconques. 

La deuxieme maniere consisle a donner les expressions en fonction du 

temps des coordonnees du mobile ; dans le cas des coordonnees rectilignes, 

elles sont de Ia forme 

Inversement, Iu loi d 'un mouvement uniforme dont on donne Ia Vitesse v 

et i'abscisse initiate s0 du mobile est .s = s0 + vl. 

ces equations determinent a Ia fois Ia trajectoire et Ia loi du mouvement. On 

peut envisager d'autres coordonnees : polaires, cylindriqucs, etc., (mict ionsdu 

temps. 

16.. Vitesse. Sa representat ion par im vecleur . — Placons-nous d'abord 

dans le cas ou le mouvement est defini d'une maniere intrinseque par l 'equa­

t ion (1) ; on dit que le mouvement est uniforme si le deplacement a toujours 

lieu dans le meme sens, et si les longueurs parcourues dans des temps 6gaux 

sont egales quels que soicnt ces temps : pour cela, il faut et il suffit que s soit 

une fonction lineaire de /, de Ia forme s= a + bt.. 

On appelle valeur absolue de Ia vilesse de ce mouvement Ia longueur de 

Ia port ion de trajectoire parcourue pendant l''unite" de temps, et vilesse Ia 

valeur relative de cette p o r t i o n ; on Ia reprcsente par v; elle est egale au 

coefficient b. On peut Ia caleuler en general en evaluant les abscisses s et s' du 

mobile a deux instants ( et t' ; on a alors 



Lorsqu'nn mouvement n'est pas uniforme, il est d i t varie ; on appelle 

vitesse moyenne du mobile entre les positions A et A', correspondant aux ins­

tants I et t'', Ia vitesse d'un mobile auxiliaire qui parcourrnit d'un mouvement 

uniforme Ia meme port ion AA' entre les instants / et t'; si s — f(t) et.s' — f(t) 

sont les abscisses du mobile aux instants / et /.', Ia vilesse moyeune estdonnec 

par Ia formule (3). 

On appelle vilesse du mobile a- rinstant I Ia l imi te de Ia vitesse moyenne 

de ce mobile entre les instants f. et t' lorsque l ' intervalle de temps I' — t tend 

vers zero ; cette vitesse est egale a Ia derives de Ia fonction s = f(t) pour Ia 

valeur t de Ia variable, el l 'on a 

On peut Ia determiner graphiquement en uti l isant le diagramme de Ia loi 

du mouvement (fig. 12). Tont mouvement uniforme est represente par une 

dro i te ; Ia pente de cette 

droite, ealeulee en tenant 

compte des eehelles, est 

egale a Ia vitesse, et en par-

t icul icr un repos est repre­

sente par une parallele a 

l'axe des t. Pour un mouve­

ment non uniforme, Ia v i ­

tesse a un instant t est egale 

a Ia pente de Ia tangente a 

Ia courbc au point M relatif 

a cet i n s t an t ; on Ia deter­

mine par exemple en tracant 

les ordonnees des points m et m1 correspondant aux instants t et l + 1, et 

mesurant Ia difference M1M'1 des ordonnees de Ia tangente relatives a ces deux 

points. 

Nous avons trace en pointi l le sur Ia figure 12 le diagramme des vitesses; 

dans les mouvements naturels, Ia vitesse ne peut changer brusquement de 
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valeur, et le diagramme de l'espace ne presente pas de point anguleux. 

On represente Ia vitesse par un vecteur lie a Ia position du mob i l e ; dans 

le cas d'un mouvement rect i l igne. ce vecteur est porte par Ia trajectoire ; dans 

le cas d'un mouvement curvi l igne, par Ia tangente a Ia trajectoire au point 

considered Sur Ia demi-tangente dans le sens du mouvement on porte un seg. 

ment egal a Ia valeur ahsolue de Ia viiesse ; ou bien encore on orend sur Ia 

tangente un sens positil ayant Ia direction des arcs s croissants, et sur ce sup­

port on porte un segment ayant meme valeur relative que Ia vitesse. En exa-

minant le cas ou Ia vitesse r est positive et le cas ou elle est negative, on 

verifie que ces deux manieres eonduisent au meme resultat. 

Plaeons-nous main tenant dans le cas ou Ia trajectoire et Ia loi du mouve­

ment sont donnees sous Ia forme ( 2 ) ; si aux instants t et t' le mobile occupe 

les positions A et A' (fig. 13), on appelle vitesse 

moyenne a l 'mstant t Ia vitesse qu'aurait un 

mobile auxiliaire se deplaeant d'un mouvement 

uniforme sur Ia corde AA' , de facon a etre en 

A et A' aux instants / et t' ; cette vitesse, egale 

» est representee par un vecteur  

Ia l imi te de ce vecteur lorsque l ' intervalle t'— I 

tend vers zero est un vecteur V qu'on appelle vitesse a l 'instant t. 

Ce vecteur est identique a celui que nous avons in t rodui t dans le cas pre­

cedent ; en et!et, il a pour support Ia l imi te de Ia corde, e'est-a-dire Ia tan-



18. Changement de sysleme de comparaison. Composition des vitesses. 
— Apres avoir 6tudie le mouvement d'un point A par rapport a un systcme S, 
et determine sa vitesse, on peut se proposer d'etudier son mouvement par-
rapport a un autre systeme S1 en utilisant le mouvement de A par rapport a S 
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et celui de S par rapport a S1; on dit alors que le premier est le mouvement 
relatif, le deuvieme le mouvement d'eniratnemenl, et on a l'habitude de dire 
que le mouvement de A par rapport a St est le mouvement absolu ; il est dit 
aussi resultant des deux premiers, qui sont les mouvements composants. 

Pour determiner Ia trajectoire et Ia loi du mouvement absolu, on peut 
operer de Ia maniere suivante : Soit (fig. 16), a un certain instant /, A Ia 
position du mobile dans S; le point invariablement lie a S ou sc trouve A a 
cet instant s'appelle point coincident, nous le designerons par A,.. Pour 
l'observateur lie" a S et placed en A,, le mouvement de A se fait suivant une 



19. Exemples . — L'exemple le plus simple est celui ou les mouvemenls 

re la t i f et d'entrainement sont reetilignes el uniformes ; le mobile se deplace 

sur une droitc S d u n mouvement u n i -

forme pendant que cette droite se deplaee 

parallelement a elle-meme, un de ses 

points ayant un mouvement recti l igne 

et. unil'orme. sont les vitesses 

de ees mouYemenis (fig. 17), la vitesse 

du mouvement absolu est a eliaque 

instant la somme geometrique de et 

V e ; le mouvement resultant est aussi rectiligne et unil'orme. 

Un autre exemple est eelui du mouvement l i e l i co ida l ; le mouvement rela-

t i f de A a lieu sur une droite S restant perpendieulaire a un plan P pendant 

que le point ou elle rencontre ee plan est anime 

d u n mouvement d'entrainement eireulaire dans 

ce plan (fig. I 8 ) ; on suppose de plus que le de-

placement relat if s est constarnnient proport ion-

nel au deplaeement angulairc 0 d'entrainement, 

ou que s — k0. 

Si r est le rayon du eylindre engendre par 

la droite S, la vitesse d'entrainement est egale a 



28 C1NEMAT1QUE 

par le mobile dans le mouvement absolu, fait un angle constant avec Ia gene-
ratrice du cylindre sur lequel est trace-e cette he"lice ; on retrouvc ainsi Ia 
propriete de Ia tangente a l'helice. 

Remarquons que Ion peut, dans cet exemple, intervertir le role du mou­
vement relatif et du mouvement d'entrainement, et envisager le mouvement 
helieoidal comme resultant d'un mouvement relatif circulaire sur un cercle C 
pendant que, dans Je mouvement d'entrainement, ce eercle se deplace en res-
tant parallclc a lui-meme, son centre decrivantune droite perpendiculaire a son 
plan. On peut meme faire abstraction du systeme entraine et dire simplement 
que le mobile est anirne par rapport a S1 de deux mouvements simultanes ; sa 
vitesse est toujours Ia soinme geometrique des vitesses des mouvements 
composants. 

On generalise cette remarque au cas d'un nombre quelconque de mouve­
ments simultanes composants ; c'est ainsi que l'on peut considered le mouve­
ment d'un mobile comme resultant des mouvements rectilignes de ses projec­
tions sur les trois axes de coordonnees ; sa vitesse est Ia somme geometrique 
des vitesses de ces projections. 

20. Mouvement en coordonnees polaires dans le plan et dans l'espace. 
— On peut etudier le mouvement d'un point mobile dans un plan en dormant 
les expressions en fonction du temps des coordonnees polaires r et 0 de ce 
point. On se propose alors de determiner les projections de Ia vitesse V du 

mobile sur Ia direction du rayon vec-
teur et sur Ia perpendiculaire a cette 
direction, e'est-a-dire les projections vr 

et vp de Ia vitesse sur les axes que nous 
designons par Or et Op (fig. 10), fai-
sant respectivement avec Ox les angles 

11 suflit pour cela de considerer le 
mouvement comme resultant de deux 

autrcs, l'un relalif sur Taxe Or et l'autre dentrainement de cet axe autour du 
point 0 ; le premier est un mouvement rectiligne defini par la variation de r, 
l'autre un mouvement de rotation defini par la variation de ; les vitesses 

relative et d'entrainemcnt de A sont l'une egale portee par l'axe Or, 

Tautre egale a portee par une perpendiculaire a eet axe dans le sens posi-

tif, c'est-a-dire par une parallele a l'axe Op. On voit done que les projections 
de sur ces deux axes sont prdcisement ces deux vitesses, et ont pour 
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On serait arrive" a Ia meme conclusion en utilisant les valeurs des projec­
tions de Ia vitesse sur les axes Ox, Oy et ecrivant que Ia projection du vec-
teur vitesse sur un axe est egale a Ia somme des projections sur cet axe des 
deux composantes de ce vecteur ; on a done 

En remplacant x et y par r cos θ et r sin θ, on retrouve les formules (6). 
Si l'on utilise dans l'espace les coordonnees cylindriques r, θ, z, on peut 

considerer le mouvement comme resultant d'un mouvement en coordonnees 
polaires dans un plan parallele au plan xoy et d'un mouvement parallele a Oz ; 
les projections de Ia vitesse sur les axes Or, Op et Oz sont 

Enfin on pent imaginer que la position d u n point A dans l'espace est defi-
nie par la valeur relative r du rayon vecteur OA portc par une droile dirigee 
OD, et par les parametres de deplacement de OD, parexempleles eoordonnees 
polaires θ et -φ. Nous considererons encore le mouvcment de A comme resul-
tant de deux autres, un mouvcment relatif sur OD, defini par la variation de r, 
et un mouvement dentrainement de OD, defini par le emplacement de cette 
droite sur le cone qu'elle entendre ; les vitesses relative etd'entrainementsont 

respectivement la premiere egale a  

(n° 17), portee par la perpendiculaire a OD dans le plan tangent au cone. Si 
nous dCsignons par Or et Oq les axes confondus avec OD et avee la perpendi-
culaire a cette droite dans le plan tangent, suivant la direction des arcs δ 
croissants, nous voyons que les projections de la vitesse de A sur ces axes 
sont 



ces projections etant les moments de , rapport aux axes : on peut leur 

dormer une signification geometrique. 

Considerons le moment par rapport a Oz ; en introduisant les coordonnees 

polaires r. θ de la projection du mobile sur le plan Oxy, on a 
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s'appelle la derivee geomeirique du vecteur ; elle est un vecteur Equi­

pollent au vecteur vitesse du point A. 

Les considerations dOeloppees precedemment 

montrent que la derived geomelrique d 'un vecteur 

est parallele a la tangente a la trajectoire du point A ; 

ses projections sur les axes Or, Op diriges suivant 

OA et suivant la perpendiculaire a OA dans le plan 

tangent au cone engendre par ce vecteur sont res­

pect ivement egales  

nous trouvons ainsi le double de la derivce de l 'aire A du secteur engendre par 

le rayon vectcur r, derivce que l'on appelle vitesse areolaire ei que l'on designe 

par on peut done enoneer ce fheoreme : 

Le moment par rapport a un axe de la vitesse d'un mobile est egal au 

double de la vitesse ardolaire de la projection de ce mobile sur un plan per-

pendiculaire a l 'axe. 



C H A P I T R E I I I 

ACCELERATION 

23. Acce le ra t ion . Hodographe . — IMaeons-nous d'abord dans lc eas 

d a n mouvemcnt recti l igne et prcnons la trajectoire comme axe Ox; a ctiaquc 

instant, la vitesse du mobile est, e^ale a • Si l'on envisage la loi du mouve-

ment, le mouvemcnt le plus simple apres le mouvemcnt unilbrme est celui 

dont la vitesse varie do quantites cgales dans des temps egaux ; la quantite 

dont elle varie dans l u n i l e do temps s'appelle acceleration et le mouvement 

est d i t uniformement varie. 

Le mouvement d'equation x == a + bt + ct2 est unitbrmement varie, car 

la vitesse v = b+ 2et varie de quantites egales dans des temps egaux, en 

particulier de 2c pendant 1'unite de temps ; imersement , un mouvement rec-

t i l igne unitbrmement varie dont on donne ('acceleration y est tel que sa vitesse 

Si un mouvement reetiligne nes t pas unitbrmement varie, on appelle 

acceleration moyenne entre les instants t et t' celle d u n mobile auxiliaire 

anime d'un mouvement unitbrmement varie et possedant los memes vitesses 

et v' que le mobile doune aux instants t et t' ; eette acceleration moyenne 

hxemple : pour un mouvement vibratoire simple represents par 

x — a cos tot, on a 
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metre ou en centimetre par seconde earree. Le diagramme de l'acceleration 
se deduit de celui de Ia vitesse comme celui-ci se deduit du diagramme de Ia 
loi du mouvement. 

On represente l'acceleration par un vecteur lie au mobile, porte par Ia 
droite qui est sa trajectoire et ayant y pour valeur relative. 

Lorsque le mouvement n'est pas rectiligne, les considerations precedentes 
ne suffisent plus; on definit alors l'acceleration comme un vecteur de Ia facon 

suivante : soient aux instants t et t' 

t et on le represente encore par 7. Dans le cas d'un mouvement rectiligne. Ia 
valeur relative de ce vecteur est bien egale a Ia derivee seconde de l'abscisse. 

La determination de l'acceleration dans le cas general resulte de Ia consi­
deration de l'hodographe. On appelle ainsi le lieu de l'extremite d'un vecteur 
OVi issu d'un point fixe 0, par exemple de l'origine, est equipollent au vecteur 

On voit que l'acceleration se deduit de l'hodograpbe comme Ia vitesse se 
deduit de Ia trajectoire; on determine le vecteur vitesse du point qui decrit 
l'hodograpbe, et on mene par le point A un vecteur equipollent a cette vitesse. 
On deduit de Ia les projections sur les axes du vecteur ou AJ ; comme les 

On peut remarquer d'apres cela que Ia projection du vecteur acceleration sur 
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un plan ou sur un axe est identique au vecteur acceleration de Ia projection 

du mouvement du mobile sur ce plan ou sur cet axe. 

24. Gomposan tea tangent l elle et n o r mule de l 'accelerat ion. — Le vecteur 

acc6l6ration AJ n'est pas porte en general par Ia tangente a Ia trajectoire ; il 

est dans le plan l i m i t e du plan A W " passant par Ia tangente AV et paral­

l e l a Ia tangente voisine A ' V ; ce plan l imi te n'est autre que le plan oscula-

teur a Ia t ra jectoire; de plus, par construction, le vecteur acceleration est situe 

par rapport a Ia tangente AV du meme cote que le centre de courbure, c'est-

a-dire dans Ia concavite de Ia courbe. 

La determination intrinseuue de l 'acceleration consiste dans Ia recherche 

de ses projections sur Ia tangente a Ia trajectoire dans le sens des arcs 

croissants, et sur Ia normale principale vers le centre de courbure ; on les 

obtient en remarquant qu'elles.sont equipollentes aux projections sur les axes 

que nous avons appelcs 0 1 , 01) (n° 20) de Ia vitesse du point V'i de I'hodo-

racceleration sur Ia binormale est nulle, on peut dire que les projections du 

vecteur acceleration sur Ia tangente, Ia normale principale et Ia binormale 

a Ia trajectoire en A, sont 

On arrive au meme resultat en ut i l i santles forniules de Frenct. α1 ß1, ,, y1, 

sont les cosinus directeurs de Ia tangente a Ia trajectoire α2, ß2, γ2 ceux de Ia 

normale principale, les projections de Ia vitesse sur les trois axes sont 



Les cas simples que l'on pent envisager sont ceux oil l 'acceleration est 

purement tangentielle ou purcment normale. Dans le premier cas, on doit 

avoir γn = 0, d'ou v =• 0 on bien p •— ; ce dernier cas se presente en parti-

culicr lorsque le point A est un point d'inflexion d'une ligne plane. Pour que 

Yn soit m i l , c'est-a-dire p in f in i , en tons les points, il faufc et il sufiit que la 

trajectoire soit une droite, comme il est facile de le voir. 

25. Accelerat ion en coordonnces polaires. — Nous supposons qu'un 

mouvement plan est, defini par la variation en fonction du temps des coordon-

nees polaires r et 0 ; nous allons determiner les projections de l'acceleration 

sur le rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur, que nous avons 

introduits au n° 20 sous le nom d'axes Or, Op. 

Nous avons a determiner les projections sur ces axes de la vitesse du 

point W de l'hodographe (fig. 20) ; elles sont egales a la somrne des projec­

tions sur ces memes axes des vilesses des projections II et P de W sur Or 

et Op. 



et en remplacant x ct y par r cos θ et r sin θ. Il est avantageux de mettre yp 

sous une autre forme, que l'on obtient rapidement en remarquant que 

et celles qu'on en deduit par permutation des lettres x, y, z permettent 
denoneer le theoreme suivant : 

Le moment par rapporl a un point ou a un axe de l'acceleration d'un 
point mobile esl egal a Ia de'riuee par rapporl au temps du moment de sa 
vitesse par rapport a ce point ou a cet axe. 

26. Applications geometriques. — Celle des relations (2) qui existe 
entre yn et le rayon de courbure p de Ia trajectoire d'un point permet inverse-
ment de determiner ce rayon de courbure lorsqu'on connait Ia vitesse et Ia 
composante normale de l'acceleration de ce point. 

Comme Or' est oppose a Or, on voit, en additionnant les projections, que 
les composantes de l'acceleration sont 

On aurait pu aboutir a ce r6sul!at en projetant yx ct yy sur Or et Op, ce 
qui donne 
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Four dormer un exemple, consid6rons dans un plan vertical rapporte" a 

deux axes Ox horizontal et Oy vert ical vers le has, le mouvement defini par 

les equations 

ou v'0 est une constante; c'est, dans un cas par-

t icul ier, le mouvement d'un point materiel pe-

sant. La trajectoire est une parabole d'equation 

vx = r0, vy=-gt, yx = 0, γγ- = g; 

il en resulte que l 'acceleration A.I est constante el parallele a O y . 

Soit AJn sa coinposante suivant Ia normale AN et soit IT Ia projection 

du mobile A sur l'axe Oy ; Ia sous-normale HN est egale au parametre. Les 

triangles semblables donnent 

c'est Ia valour du rayon de courbure en un point d'une parabolc quelcouque en 

fonction de Ia normale et du parametre. 

Comme autre exemple, considerons un mouvement helicoidal uniforme 

defini par les equations 

L'acceleration est done dirigee, suivant Ia perpendiculaire abaissec du 

mobile sur l'axe Oz ; sa projection sur Ia tangente a Ia courbe est nulle ; il en 

resulte que l 'acceleration se reduit a sa composante normale et que sa direc-

La vitesse et l 'acceleration du point sont don-

nees par 

les coniposantes de Ia vitesse et de I'aceeleration sur les axes Or, Op du plan 

xy et sur l'axe Oz sont 
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t ion est confondne avec celle de Ia normale principale a Ia courbe ; celle-ci est 
done dirigee suivant Ia perpendiculaire abaissee du point sur l'axe du 
cyl indre. La composante yn est en valeur absolue egale a rw2 ; en eerivant 



CHAPITRE IV 

CINEMATIQUE DES SOLIDES INVARIABLES 

27. Trans la t ion . Ro ta t ion . — Nous considerons un solide invariable S 
(forme par un systeme de points materiels dont les distances mutuelles sont 
invariables) et l ie a un triedre Oxyz en mouvement par rapport a un solide 
invariable Si lie a un triedre O1x1y1z1, que nous appelons triedre (ixe. Avant 
daborder l'etude du mouvement le plus general, nous envisagerons les cas 
simples de Ia translation, de Ia rotation et du mouvement helicoidal. 

1" On dit qu 'un solide est anime d'un mouvement de translation si Ia 
droite qui j o i n t deux points quelconques de ce solide reste constamment 
parallele a elle-merne; on demontre en geometric el6mentairc qu ' i l faut et suffit 

que cela ait lieu pour trois points par-
ticuliers quelconques non en l igne 
droite. Les vitesses et les accelera­
tions de deux points quelconques sont 
manitcstcment des vecteurs equipol-
lents : il suffit des lors de connaitre le 
mouvement d'un point tel que A 
(fig. 23) pour avoir le mouvement 
d'un autre point quelconque tel que B. 

Si a l ' instant i n i t i a l le triedre 
mobile Oxyz est pris parallele au 
triedre f ixe O 1x 1y 1z 1 , i l l u i reste pa­
rallele dans Ia suite du temps ; si l 'on 

designe par .r0, y „ , z0 les coordonnees dans le triedre fixe de l 'origine 0, coor­
donnees variables avec le temps, et si l 'on designe par x, y, z celles invariables 
d u n point tel que A dans le triedre mobile, les formules de transformation 

Xi — x0 + x, y1 = y0 + y, z1 = z0 + z 
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permettent d'affirmer que les derivees de tous ordres de x1,y1,z1 s, sont les 

memes que celles de x0, y0, z0; c'est une nouvelle demonstration de Ia pro­

priete, deja enoncee, des vitesses et des accelerations. 

2° On dit qu'un solide invariable est anime d'un mouvement de rotation 

si les points d'une droite de ce solide restent fixes ; il laut et il suffit que cela 

ait lieu pour deux points de cette droite, que l'on appelle axe de rotation. Tout 

autre point du solide decrit un cercle dont le centre est sur l'axe et le plan 

perpendiculaire a l'axe. Le mouvement du solide est completement deter­

mine par le deplaeement angulaire 0 du rayon relatif' 

a un point quelconque; Ia vitesse angulaire 

est la meme pour tous lcs points. La vitesse d'un 

point A situe a la distance r de 1'axe (fig. 24) est 

egale a tor et est tangente au cerele decrit par A ; les 

composantes de son acceleration suivant la 

tangente et w'2r suivant le rayon dirige de A vers le 

centre C du cercle. 

Exemple. — Considerons le mouveinent de rota­

t i o n diurrie de la Terre autour de sa ligne des poles ; prenons comme repere 

fixe un triedre dont l 'origine est au centre de la Terre, un axe confondu avec la 

l igne des poles et les deux autres diriges vers des etoiles f ixes; l 'angle 0 varie 

de 2π en un j o u r sideral, qui est plus court que le j o u r nioyen de 3m n55 s,91 et 

vaut 

2 4 x 3 6 0 0 — 3 x 6 0 — 55,91 = 8 6 4 0 0 — 235,91 = 8 6 1 1 4 , 9 1 secondes ; 

la vitesse angulaire est to = 0,0000729; la vitesse d'un point de l 'e( |uateur, 

On represente la vitesse angulaire de rotat ion w par un vecteur glissant R 

egal a w, porte par l'axe de rotat ion dans un sens te l qu 'un observateur place 

sur voie le mouveinent s'cffectuer- dans le sens positif. L 'u t i l i t e de cette 

representation resulte de ce theoreme fondamental : 

Le vecteur vitesse d'un point A est egal au moment par rapport a ce 

point du vecteur represenlatif de la vitesse angulaire to. 

fl suffit pour le voir de remarquer que le vecteur vitesse est egal a 

(o. AC, est perpendiculaire au plan ACR, et a le sens du moment de Ce theo-

reme permet d'evaluer les projections du vecteur vitesse sur les axes fixes ou 

sur les axes mobiles ; nous rappelons pour cela les formules du n° 2 donnant 



Nous supposerons que l 'origine 0 du triedre mobile est un point de l'axe 

de rotation ; nous designerons par p, q, r les projections du vecteur R sur les 

axes Oxyz , p a r , , p1,q1, r1, ses projections sur les axes fixes 0=x1y1z1 par x0, y0, 

z0 les coordonnees de 0 par rapport a ces derniers axes; par x, y, z et x1,, y1, 

z 1 , les coordonnees d'un point A dans l ' e t l 'autre systeme. Pour appliquer 

les formules preeedentes aux axes mobiles, nous devons remplacer X, Y, Z par 

p,q,r, x, y, z = par zero et x0 y0 z0 par .x, ;y, z, ee qui donne les formules 
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les projections sur les axes Oxyz du moment par rapport a un point (.x0, , y 0 , z0) 

du vecteur ( X , Y, Z) issu du point (.x, y, z) : 

Pour appli(|uer les memos formules aux axes fixes, nous devons remplacer 
X, Y, Z p a r ) , , q1 r1,, x, y, z par x0, y0, z0 x0 y0, z0, =o par x1,y1,z1 ;ee qui 
donne les formules 

Les eas particuliers sont : 

a) celui oil les deux triedres ont Ia meme origine prise sur l'axe ; il suffit 

de faire mils .x0, y0, z0, de sorte quo les formules (2) prennent le meme aspect 

que (1) ; 

b) celui ou l'axe de rotation est parallele a Oz ; on a alors p =p1 — 0, 

c) celui ou les deux axes Os, O1z1, sont confondus suivant l'axe de rota­
t ion ; x0 et y0 sont alors nuls, et les formules (4) prennent Ia meme forme que 
(3) . On peut ajouter dans ce cas que les projections sur les axes fixes de 
l'acceleleration du point A sont 
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on aurait pu du reste les obtenir en projetant sur les axes Ox1y1z1, les eompo-

28. Mouvement l i e l i co ida l . — 3° On di t qu 'un solide invariable est anime 

d'un mouvement he'licoi'dal si une droite du systeme reste toujours confon-

due avec elle-mcme, en glissant sur sa propre direct ion, et si le de face ­

ment angulaire du solide autour de cctle droite est proportionnel au gl is-

sement d'un point de cette meme droite, appelee axe de rotation et de glis-

sement. 

Les projections sur cet axe des lnouvemenls de tous les points sont iden-

tiques et ont Ia meme vitesse vg; les projections de ces mouvcments sur un 

plan perpendiculaire a l’axe s 

ont des rotations ayant Ia meme vitesse angu­

laire w ; les trajectoires des points sont des helices de meme pas tracees sur 

des cylindres ayant pour axe l'axe de rotation et glissement. 

La vitesse d'un point A, tangente a l 'helice qu ' i l deeril (fig. 25), est Ia 

somme geometrique de ses deux composantes, respeetivement egales aux 

vitesses vg et wr des projections de son 

mouvement sur l'axe et sur un plan per-

pendiculaire a l'axe. On represente les 

vitesses vg et w par des vecteurs G et R 

portes par l'axe ; la vitesse V de A est 

alors Ia somme geometrique d'un vecteur 

equipollent a G et d'un autre vecteur 

kg" egal au moment de R par rapport a 

A. Or celle construction est identique a 

celle qui donne le moment resultant par rapport a un poinl d'un systeme de 

vecteurs dont R est Ia resullante generale et G le moment resultant par rap­

port a un point de l'axe. On peut done enoneer le theoreme suivant : 

Le vecleur vitesse d'un point A dans un mouvement lielicoi'dal est egal 

au moment resultant par rapport a ce point A du systeme de vecteurs dont 

Ia resultante generale et le moment resultant sonl egaux aw el v0 portes 

par l'axe de rotation el glissement. Cet a,re est l ’ axe central du systeme de 

vecleurs. 

Les formules developpees dans le n° precedent donnent les projections sur 

les axes de Ia composante vr ;il suffit de leur ajouter les projections de vg. 

29. Mouvement general d'un solide Invariable. — Nous allons montrer 

que l'étude de ce mouvement pendant un intervalle de temps inf iniment petit 

a part ir d 'un instant quelconque se ramene a l’un des trois cas precedents, 

de l’accélération suivant les axes Or, Op. 
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dont le troisiéme comprend les deux autres comme cas par t icul iers ; Ia 

démonstration peut se faire soit par des raisonnements géométriques sur des 

déplacements finis, soit par le calcul ; nous adopterons cette derniére méthode 

et nous démontrerons le théoréme suivant : 

Les vitesses de tous les points d'un solide invariable sont a chaque 

instant les mémes que dans un mouvement de translation, ou un mouvement 

de rotation ou un mouvement hélicoldal. 

Un premier cas simple est celui ou trois points A, B, C du solide, non 

en ligne droite, sont tels que les droites AB, AC restent constamment paral­

l e l s a elles-memes pendant le mouvement ; celui-ci est alors une transla­

t ion . 

Un deuxiéme cas est celui ou un point O du solide reste f ixe ; nous allons 

montrer que les vitesses des autres points a un instant sont les memes que 

dans une rotation autour d’un axe passant par le point fixe. Nous prendrons ce 

point comme origine, nous rapporterons le systeme invariable a trois axes 

Oxyz qui lui sont lies, et qui sont mobiles dans un systéme fixe rapporté a trois 

axes O.x1y1z1; nous désignerons les cosinus directeurs des axes mobiles par 

les lettres du tableau 

les projections de Ia vilesse du point A sur les axes fixes sont les dérivées de 

y1, x1, z1, en remarquant que x, y, z sont des constantes ; elles sont 

Nous les exprimerons en fonetion de x1, y1, z1 en remplacant dans les 

seconds membres x,y, z par leurs valeurs, ce qui donne des expressions de Ia 



et qu'elles ont précisément Ia forme (2) caractéristique de Ia vitesse d a n s un 

mouvement de ro t a t i on ; le théoréme est ainsi demontré, et le vecteur vitesse 

angulaire R est déterminé par cela meme, ses projections sur les axes fixes 

étant p1, q1, r1. 

On peut caleuler les projectionsp,q, r de ce meme vecteur sur les axes 

mobiles en projetant sur ces axes soit le veeteur (p1, q1, r1) soit le vecteur 

vitesse, d'aprés les formules 

un calcul analogue au précédent donnerait pourvx,vy,vz des expressions de Ia 

forme (1) . 

Plaeons-nous maintenant dans le cas général; le mouvement du solide est 

déterminé dés que l 'on donne en fonction du temps les coordonnées x0, y0, z{) 
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de I 'origine du triedre Oxyz, et les cosinus direeteurs des aretes de ce tr iedre, 

cosinus que nous désignerons par les monies lettres que dans le cas precé-

dent ; les coordonnéés x1,y1,z1 d'un point A (x, y, z) sont données par les 

formules de transformation 

ces formules montrent que le vecteur vitesse V de A (fig. 26) est la résultante 

de deux antres. l’un \'{) equipollent a la vitesse V0 de 0, l 'autre Vr identique, 

d'apres les formules (2), a la vitesse de A duns une rotat ion autour d'un axe 

passant par A, le vecteur R representatif de la vitesse angulaire étant porte 

par cet axe, sa grandeur w ayant pour projection p1, q1, r1. II serait facile de 

les coefficients aij ayant les valeurs données précédemment et satisfaisant aux 

memos relations (8). Nous introduirons les nombres p1 q1r1egaux a a32, 

a13,a21 et nous aurons f inalement 

http://form.ii
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caleuler les projections vx, vy, vz de Ia vitesse de A sur les axes mobiles et 
de leur donner une forme 

analogue aux precedentes. 

Co que nous avons (lit 

dans la theorie des vec-

teurs nous permet d'enon-

cer ces resultats sous la 

forme du theoreme sui-

vant : 

En conside'ranl la Vi­

tesse V0 du point 0 comme 

un vecteur moment OG 

par rapport a ce point 0, 

et la vitesse angulaire de rotation issue de 0 comme un vecteur resultante 

generale OR applique en ce point, la viles.se d'un point quelconque A est 

representee par le vecteur moment par rapport a ce point A du systeme 

caracterise par OR et OG. 

On pent ajouter que si l ’on rapportait le solide mobile a d'autres axes 

passant par un point 0 ' , on obtiendrait les vecteurs O'R', O'G' relatifs a 

ce point en appliquant a OR et OG le theoreme du t ranspor t ; on voit en par-

t icul ier que la vitesse angulaire de rotat ion est en grandeur et en direct ion 

independante des axes lies au solide mobile. 

Ce que nous avons di t aux nos 7 et 9 sur la classification des systemes de 

tous les cas possibles rentrent dans les suivants : 

1° les six quantites p1, q1, r1 ,vox,v0y, x0z sont nulles a un ins tan t ; la 

vitesse de tout point A est nulle a cet ins tant ; 

2° p1, q1, r1 sont nuls, et v0 ne l ’est pas ; la vitesse de tout point A est égale 

a v0; le solide est aminé d 'un mouvement de translat ion a l ’ ins tan t considere ; 

3° la vitesse est nulle ou perpendiculaire a i , ce qui est caractérisé 

par la condit ion 
P1Vox +q1 voy + r1v0z = 0 ; 

le systeme est equivalent a un vecteur unique representatif d'une rotation ; la 

http://viles.se
http://caracleri.se


a l’instant considere, la vitesse de tout point A est la meme que dans un mou-
vement helicoidal dont l'axe de rotation et de glissement estprecisement l'axe 
central precedent, les vitesses correspondantes etant representees par O'G', 
et O G . 

Le theoreme que nous avons enonce est ainsi demontre dans toute sa 
generalite ; il faut toutefois remarquer qu'il ne concerne quel'etatdes vitesses 
de tous les points A du solide a un instant donne, on, ce qui revient an 
ineme, la nature du mouvement. pendant un intervalle de temps infiniment 
pelit a partir de cet instant considere. On dit que le mouvement helicoidal on 
l'une de ses degenerescences determine par ce qui precede est le mouvement 
tangent au mouvement reel a cet instant. Ce mouvement, son axe el ses 
vitesses caracteristiques changent generalement d'instant en instant. 

30. Mouvement d'un plan sur un plan. — Un cas particulier du mouve-
ment general est celui ou les points du solide mobile restent a des distances 

invariables d'un plan fixe ; on peut supposer 
que ce plan est le plan O1x1y1 , ettout revient 
a etudier le deplacement d'un solide aplati 
contenu dans un plan Oxy qui glisse sur le 
plan fixe. Ce que nous avons dit au nu pre-
cedent s'applique ici, et l’on peut voir qu'a 
chaque instant le mouvement tangent est 
une translation ou une rotation autour d'un 
axe perpendiculaire au plan, mais il est plus 
simple de faire une etude directe du mouve 
ment. 

Soit (fig. 27) Oxy un systeme d'axes 
mobiles sur un plan fixe O1x1y1; designons 

par .x0,y0 les coordonnees de l’origineO, par q l’angle de Ox avec O1x1; un 

4° dans les autres cas, le systeme est equivalent a une resultante O'R' et 
un moment resultant O'G' portes, par une meme droite, l'axe central du 
systeme, dont les equations sont obtenues en ecrivant que Ton a 
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Vitesse de tout point A est a l'instant considere la meme que dans une rota-
tion. L'axe de cette rotation est l'axe central du systeme, et Ion obtient ses 



ces formules sont identiques aux formules (4) du n° 27, et montrenl que la 
vitesse du point A. est celle qu'il aurait dans une rotation avec la vitesse angu-
laire w autour du point (x1h1). Ce point est appele centre instantane de rota-
tion ; nous le designerons par I; ses coordonnees dans le systeme Oxy se 
deduisent des formules (8) et sont 
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point A de coordonnees constantes x, y a dans le systeme fixe des coordon-
nees donnees par les formules 

dont les formules inverses sont 

En derivant les premieres, on obtient les projections de la vitesse de A 
sur les axes fixes 

et remplacant les parentheses par leurs valeurs en fonction de .x1,y1, on 
obtient 
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3 1 . Appl ica t ions mecaniques et geomet r iques .— A un instant donne, 

les vitesses de lous les points d 'un solide aplati mobile dans son plan sont 

tangentes aux. trajectoires de ces points, et, d'apres ce qui precede, sont nor­

males aux rayons issus du centre instantan6 de ro ta t ion . Nous en concluons 

inversement qu'a chaque instant les normales aux trajectoires des differents 

points sont concourantes au centre instantane 

La connaissanee des tangentes aux trajectoires de deux points permet de 

determiner le centre instantane, qui est I ' intersection des normales en ces 

deux points, et d'en deduire les tangentes aux trajectoires des autres points. 

Cette remarque donne l ieu a de nombreuses applications. 

1" En mecanique, des que l'on connait Ia vitesse va d 'un premier point A, 

et Ia direction de Ia vitesse d'un deuxierne point B, on sait d'abord determiner 

le centre instantane I (fig. 27), intersection des perpendiculaires en A et B 

aux directions des vitesses ; on en déduit Ia direct ion de Ia vitesse d'un point 

queleonque C en menant en ce point Ia perpendiculaire a IC. Quant aux 

vitesses elles-memes, elles sont proportionnelles aux rayons issus du centre I, 

et l 'on a 

(15) 
IA I B IC 

Exemple. — Supposons qu'une bielle AB (fig. 28) soit entraince par une 

manivel leOB de rayon r tournnnt autour du point Odaris le sens des aiguilles 

d'une montre, tandis que A se displace sur 

une droite 1) passant par 0. Si a un instant 

donne w est Ia vitesse angulaire de Ia 

manivelle, Ia vitesse du point B est egale 

a wr et est tangente au cercle decrit par 

ce po in t ; on connait de plus Ia direction 

D de Ia vitesse de A, par suite on peut 

tracer les normales aux trajectoires de A 

et B, dont Ia seconde est OB, et leur 

point de rencontre est le centre instan­

tane I . 

La vitesse d'un point queleonque C de Ia bielle est normale a IC ; quant 

aux grandeurs des vitesses, elles sont donnees par les egalites (15). 

Si l’on désigné par A' le point oi l Ia normale menee par 0 a 1) rencontre 

Ia bielle ou son prolongemenl ; de meme par C le point ou Ia bielle est ren-

contree par Ia parallele OC a IC, point qui est encore donné par Ia relat ion 



II serait facile de voir, a 1'aide de triangles semblables, que les projec-
tions sur la droite AB des vitesses de tous les points de cette droite sont 
egales. 

2" En geometrie, la duree des deplacements et la valeur numerique des 
vitesses n'ont pas d' imporlance, et l’on se propose uniquement de determiner 
les tangentes aux trajectoires de certains points du systeme mobile. La 

connaissance des tangentcs aux courbes de-
crites par deux points permet, a l ’aide des 
normales, de trouver le cenlre instantane 1, 
et d'en deduire les normales aux courbes 
decrites par les autres points. 

Exemple. — Si les extremites d'une 
droite de longueur constante AB glissent sur 
deux axes rectangulaires O1x1,O1y1 (fig. 29), 
ces axes sont les trajectoires de ces points, 
et les normales se coupent au dernier som-

Fig.29. met I du rectangle coustruit sur O1A et O1B. 
On sait qu'un point C de AB decrit une 

ellipse ; la normale a eette ellipse au point C est la droite IC, et l ’on en deduit 

la tangente CT. 

32. Base et rou lunte . — Le centre instantane de rotation varie genera-
lement d'un instant a l 'autre. Le lieu de ses positions successives dans le plan 
fixe est une ligne appelee base, et le lieu de ses positions dans le plan mobile 

est une autre ligne appelee roulantc. Ces deux lignes 
sont representees par les equations (11) et (12) qui 
donnent en memo temps la variat ion, en fonetion du 
temps, des positions du centre instantane. 

Soit, a un ins tant / ( f i g .30) , 1 le centre instantane 
considers comme appartenant au plan mobile, I1 le 
point coincidant avee le premier, considere comme 
appartenant au plan fixe et soient aux instants sue-
1", ... les positions successivesy du cenlre instantané 

reportees sur la position ini t iale du plan mobile (Ley, et formant la courbe 
V O G T . et MENTRE — Meea. 
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roulante C. Soient I1,I'1 ,I"1, ... les positions correspondantes du centre dans le 

systeme O1x1y1 et formant la courbe base C1. Nous allons demontrer le 

theoreme su ivan t : 

.4 un instant quelconque, la base et la roulante sont tangentes, le point 

tie contact e'lant le centre ins tan lane relatif a cet instant; de plus les arcs 

decrits par le centre instanlanc sur la base et la roulante dans des temps 

egaux sont egaux. 

l ine demonstration simple est fondee sur la consideration d'un point mobile 

auxiliaire A qui se trouve a chaque instant au centre instantane ; son mouvc-

ment peut etre considere comme resultant d'un mouvcment re la t i f sur la 

roulante C, l 'amenant en I, I ' , I " , ... aux instants t , t ' , t" , ... et d 'un inouve-

ment d'entrainement, celui du plan C r y sur le plan O1x1y1; le mouvement 

absolu resultant l'amene alors en l1, I '1, I"1, ... sur la base aux instants successifs 

envisages. Soient alors s et st les arcs correspondants decrits sur les deux courbes. 

La vitesse relative a l ' instant t est tangente a C en I, et egale a la 

vitesse absolue est tangente a C( en 1,, et égale a Gette vitesse est la somme 

geometrique de la vitesse relative et de la vitesse d'entrainement, inais celle-ci 
est nulle (parce que le point coincident est con fondu avec le centre instantan£ 
de rotation), par suite les deux vitesses relative et absolue sont identiques et 
l 'on voit : 1° que les tangentes aux deux courbes sont confondues ; 2° que 

, d'ou, par integrat ion, s=si puisque s et st sont nuls en meme 

temps. Le theorenie est done demontre. 

11 resulte de la que les deux courbes C et Ct roulent l’une sur l ’au t re sans 

glissement dans la suite du temps, et que le mouvement d'un plan sur un 

plan pent tUre ohtenu par roulement de la roulante sur la base. La reciproque 

est la suivante : 

Si une courbe liee a un plan mobile route sans glisser sur une courbe 

d'un plan fixe, le centre instantane de rotation est a chaque instant le point 

de contact des deux courbes. II suffit pour le 

voir de reprendre en sens inverse le raisonne-

ment precedent. 

Exemples. — Dans le deplacement d'une 

droite AB dont les extremites glissent sur deux 

axes fixes O1x1 ,O1y1 (fig. 29), le centre instan-

tane I est le dernier somtnet du rectangle 

Fig.34. construit sur O1A et O1B ; dans le plan fixe, ce 

point reste a une distance constante O1l = AB 

du point O1, et la base est le cercle de centre d et de rayon AB ; dans le plan 
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mobile, Ie point I est a une distance constante 01 = OA du mil ieu de A B , et 
la roulante est le cercie de diametre A B ; le mouvement de AB peut etre obtenu 
par le roulement du petit cercie a l ' interieur du grand de rayon double. 

Comme autre exemple, si un cercie de centre O et de rayon r roule sans 
glisser sur une droite fixe O1 x1(fig. 31), le centre instantane I est le point de 
contact du cercle et de la droite ; la vitessc v0 du centre, representee par le 
vecteur V0, est liee a la vitesse de rotat ion w par la relation v0 = w 1 0 = w r ; 
tou t autre point A du cercle decrit une cycloide, dont la normale est AI ; la 
vitesse de ce point, representee par le vecteur A V A perpendiculaire a I A , a pour 
valeur  

REMARQUE. — Souventon appeUesyslemes invariables ce que nous d e i g n o n s 
par solides invar tables a fin d'éviter la confusion avec les systemes de vecteurs. 



CHAPITRE V 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS 

33 . Composi t ion des vitesses d'un po in t . — JNous avons deja consideYe 
au n" 18 Je mouvement resultant d'un mouvement re la t i f et d'un mouvement 
d 'entrainement; nous allons reprendre cette question par le caleul. Nous sup-
posons qu'un point A ait dans un systeme S rapporte a des axes Oxyz un mou-
vement re la t i f defini par Ia variation des coordonnees x, y, z en fonction du 
temps, et que le systeme S ait dans un systeme S1 rapporte a un tried re 
Ot.r,?/iZ, un mouvement d'entrainement defini par Ia variat ion en fonct ion du 
temps des coordonnees x0,y0,z0 de O et des cosinus directeurs des axes 
mobiles, comme il est indique au n° 29. Le mouvement resultant, appele encore 
mouvement absolu, est defini par les formules de transformation 

ou toutes les quantites entrant aux seconds membres varient d'une maniere 
connue avec le temps. 

ment resultant sont donnees par Ia derivation des equations (1) : 

Les premieres parentheses des seconds membres sont les projections de Ia 
vilesse du point auxiliaire A,, dont les coordonnees x, y, z resteraient constantes, 
e'est-a-dire du point lie a S et eoincidaut avec le point A a J'instant considere 
[en effect les projections de Ia vitesse de A, s'obtiennent par derivation des 
equations (1) en trai tant x, y, z comme des constantes] ; les secondes 
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parentheses sont les projections sur les axes fixes du veeteur dont les projec-

tions sur Ox, Oy, Oz sont ce sont done les projections de Ia 

vitesse relative sur les axes fixes. 

Les fonnulcs (2) expriment le theoreme deja énonee au n° 18 ; 

La vitesse absolue Va d'un mobile est, a chaque instant, Ia somme geome-

tr ique de Ia vitesse d'entrainement Ve el de Ia vitesse relative Vr de re mobile 

a cet instant. 

On peut traduire ce theoreme par I'egalite geometrique 

On peut manil'esteinent generalise!- au cas d 'un nombre queleonque de 

mouvements composants ; si le point A est en mouvement dans S, S dans S,, 

S1, dans S2, etc., Ia vitesse. du mouvement absolu est Ia somme geometriquc 

des vitesses des mouvements composants, chaque vilesse r i a n t celle du point 

coi'neidant avec A dans un systeme pendant son mouvement par rapport au 

systeme suivant. 

34. p robleme du mouvement relatif . - On a souvent a resoudre le pro-

blemc inverse du precedent: determiner le mouvement re la t i f d'un point 

connaissant son mouvement absolu et le mouvement d'entrainement. La solu-

t ion analytique est donnee par l ' inversion des formnles (1). 

D'apres le theoreme precedent, Ia vitesse relative est Ia difference geo­

metrique entre Ia vitesse absolue et Ia vitesse d'entrainement du point coinci­

dent, ou encore est Ia somme geometrique de Ia vitesse absolue et de Ia vitesse 

egale et opposee a celle d'entrainement. 

E x e m p l e . Probleme de Ia came. — Considerons dans un plan un point 

A mobile assujetti a se déplacer suivant une droite I) et restant en contact 

avee le contour d'une plaque ou came C 

lournant dans le plan autour d'un point O 

(; VrVa situe sur 1) (fig. 32). 

On suppose que le mouvement de rota­

tion a l ieu dans le sens des aiguilles d'une 

montre avec une vitesse angulaire constante 

ω. On demande quel profit doit avoir Ia came 

pour que le mouvement du point A sur Ia droite 

1) a i l l ieu suivant une loi donnee r = f(t). 

Le mouvement absolu sur D resulte du 

mouvement d 'entrainement circulaire et du 

V'e A 

V\ 
0 

Fig. 32. 

mouvement relatif de glissement sur Ia came; ce dernier resulte des lors du 
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mouvement absolu sur D et d'un mouvement oppose au mouvement de rota­

tion precedent, c'est-a-dire d'un mouvement dans le sens direct avec Ia vitesse 

ω. Les equations du mouvement dans un systeme d'axes Ox, Oy lies a Ia 

plaque sont done r = f ( t ) , ; on en deduit li equation de Ia trajectoire en 

coordonnees polaires  

La vitesse relative Vr est Ia difference entre Ia vitesse absolue Va sup-

posee connue, et Ia vitesse d'entrainement Ve egale a ωr perpendiculaire a OA ; 

c'est aussi Ia somme de Va et de \Ve egal et oppose a Ve. On a ainsi Ia possi-

bil ite de determiner Ia tangente a Ia came en chacun de ses points. 

35. Composit ion des accelerations. — Un cas simple que nous allons 

examiner d'abord est celui ou le systeme S est anime par rapport au systeme 

S, d 'un mouvement de t rans la t ion; on peut supposer alors que les triedres 

Oxyz et O1X1y1Z1 sont constamment paralleles; les formules de transformation 

prennent Ia forme simple 

x1 = x0 + x, y1 = y0 + y, z, = z0 + z ; 

en les d6rivant, on a 

Le point coincident A, a meme vitesse et meme acceleration que le 

point 0. Les formules trouvees expriment que Ia propriete des vitcsses s'etend 

aux accelerations, c'est-a-dire que: 

Dans le cas ou le mouvement d'entrainement est une translation, ['ac­

celeration absolue d'un point est Ia somme geome'lrique de son acceleration 

d'entrainement el de son acceleration relative. 

Considerons maintenant le cas general, etprenons Ia derivee des formules 

generales (2) du n° 33; nous aurons 

et deux formules analogues pour y1, et z1. Les premieres parentheses des seconds 

membres sont les projections sur les axes fixes de I'acceleration du point Ae 

dont les coordonnees x, y, z resteraient constantes, c'est-a-dire du point coin­

cident dans le mouvement d'entrainement [ces projections s'obtiennent encn"et 

par deux derivations successives des equations (2) en t ra i tant x, y, z comme 



COMPOSITION DES MOUVEMENTS 55 

des constantes]; les secondes parentheses sont manifestementles projections sur 

les axes fixes de ['acceleration relative ; les derniers termes peuvent etre consi-

d6res comme les projections d'un vecteur que I’on appelle acceleration comple-

mentaire, ou acceleration de Coriolis. Nous avons done le theoreme : 

L'acceleration absolue d'un point est Ia somme (geometrique de son acce-

­ ­ r a l i o n d'entrainement, son acceleration relative et son acceleration 

complementaire. 

Il resle a caracteriseiTacceleration complementaire. Pour cela, remarquons 

que le mouvement d'entrainement resulte a l ’ instant considere d'une translation 

instantanee 6^ale a celle du point 0, et d'une rotation instantanee autonr d'un 

axe passant par 0; les formules ( 7 ) d u n° 29 donnent prccisement les projections 

sur les axes fixes de Ia vitesse dans cette rotation instantanee d'un point de 

coordonnees (x,y, z), L'accelcration complementaire est done le double de Ia 

vitesse que prendrait, dans cette rotat ion instantanee, le point de coor-

donnees e'est-a-dire l 'extremite d'un vecteur 0 W r issu de 0 et 

equipollent a Ia vitesse relative A Vr du point A (fuj. 33). 

Or nous savons que Ia vitesse du point W r est le moment par rapport a ce 

point du vecteur OR representalif de Ia 

vitesse ω de rotation ; elle est encore 

identique au moment par rapport a 

l 'extremite Vr de Ia vitesse relative de A 

d'un vecteur A l l ' equipollent a Ia vitesse 

de rotation instantanee; elle a pour va-

leur (ωv r sin(H, V r,); il faut doubter cette 

valeur et appliquer le vecteur obtenu au 

point A. Nous pouvons done enoncer ce 

resu l ta t : 

Pour determiner l ’ a c c e l e r a t i o n 

complementaire dun point A, on me ne 

par ce point comme origine un vecteur 

representatif de Ia vitesse to de rotation instantanee, et Von prend le double 

du moment de ce vecteur par rapport a l'extremite Vr de Ia vitesse relative 

du point eonside're. 

Nous designerons par J c , J r , Jc les vecteurs representant les trois compo-

santes de 1'acceleration H, par y0 y r et y c leurs valeurs; on a 

L'aeceleration de Coriolis est nulle dans les cas suivants : 

10 ω=0, Ia rotat ion instantanee est nulle; cela a l ieu a tout instant si. 

-y1 

Fig. 33. 
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l 'entrainement est une t ransla t ion; la vitese relative est nulle ; 

eela a lieu a tout instant si le point est en equiilibre re la t i f ; 3° si la vitesse 

relative est parallele a 1'axe de la rotation instantanee. 

Dans les applications, 0u l'on a surtoiit en vue l' 'etude des mouvements 

relatifs, on cherche les projections de (l'acceleration sur les axes entraines 

Oxyz; celles de et de sont ordinaire ment connues, celles de sont 

geometrique, on des Commies (1) du n°7 appliquees an pointw en designant 

par p), q, r les projections sur Ox, Oy, Oz du veefeur on aura pour 
projections de  

Exemple. — Supposons que le mouvement d'enlrainement soit une rota-

tion autour d'un axe fixe que l'on choisit comme axe Oz et comme axe ( ) , r t ; 

soit a un instant donne la vitesse de rotat ion. Le mouvement d'entrainement 

est c i cu l a i r e ; si r est le rayon du cercle decrit par le point coincident, le 

vecteur est la resultante d u n verteur egal a t a n g e n t a ce cercle et 

d'un vectenr egal a w2r dirige suivant le rayon vers le centre ; les projections 
de ces deux vecteurs sur les axes ().ox Oy, Oz sont respectivement 

Les projections de 1'acceleration complementaire sont le double de celles 

de la vitesse du point dans la rotation, et ont pour valeurs 

'Mi. Composition de plusieurs mouvements . — Supposons qu'un systeme 

S soil en mouvement relatif par rapport a un systeme S,, et que eelui-ci ait 

un mouvement d'entraincment par rapport a un systeme S2 ; S aura par rap-

port a S2 un mouvement resultant on absolu ; la loi de ce mouvement se 

deduit imincdiatemeiit des lois du mouvement relat i f d'un tried re Oxqz l ie aS 

par rapport a un triedre lie ii S1, et du mouvement d'entraincment de 

CE dernier triedre par rapport a un autre  

C'est le probleme de la recherche des vitesscs des points de S que l'on se 

propose ordinairement de resoudre. Nous avons vu (n° 29) que l 'etat des 
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vitesses relatives est caractérisé par deux vecteurs à 0 (ou bien  

et liés à un point de l'axe de rotat ion et glissement), le premier delà nature 

des résultantes, le second de la nature des moments, et que le vecteur vitesse 

d'un point A est le moment résultant par rapport à A de ce système de vec­

teurs. De même les vitesses du mouvement d'entraînement sont caractérisées 

par deux vecteurs analogues liés à 0 , , et la vilesse d'entraînement du 

point coïncident A,, est le moment résultant par rapport à A, de ce système de 

vecteurs. Dès lors la vitesse absolue du point A est le moment résultant du sys-

tème , on peut remplacer ce système par un autre qui en est la 

réduction, et en particulier par deux vecteurs 1 portés par Taxe central ; on 

obtient ainsi elséléments du mouvement hélicoïdal tangent au mouvementabsolu. 

Ceci se généralise au cas d'un nombre quelconque de mouvements compo­

sants; il suffit d'eflectuer la réduction du système des vecteurs caractérisant 

les vitesses des mouvements composants. Nous pouvons ajouter qu'un système 

de vecteurs étant réductible, a zéro, une ou deux résultantes, le mouvement d'un 

système est réductible à charpie instant au repos, ou à une ou a deux rotations. 

Exemples. 1° Si tous les mouvements sont de translation, tous les vec­

teurs H sont nuls, le moment est le même en tous les points de l'espace, et le 

mouvement résultant est une translation. 

2° Si l'on considère des rotations autour d'axes concourants en un point 

0, les vecteurs moments dans la réduction en ce point sont nuls ; le mouve­

ment résultant est une rotation autour d'un axe passant par le même point ; 

le vecteur représentatif de la vitesse angulaire résultante étant la somme géo­

métrique des vecteurs analogues composants. 

3° Si l 'on considère des rotations autour d'axes parallèles, il suffit de se 

reporter à la réduction d'un système de vecteurs parallèles (n° 11). Si la somme 

algébrique des vitesses angulaires n'est pas nulle, le mouvement résultant 

est, à l ' instant considéré, une rotat ion autour d'un axe parallèle aux premiers, 

portant la résultante des vitesses angu­

laires composantes, et avec une vitesse 

égale à cette résultante. Si la somme 

algébrique des vitesses angulaires est 

nulle, le mouvement résultant est, à 

l ' instant considéré, une translation dont 

la vitesse est le moment résultant des 

vitesses angulaires composantes. 

On voi t en particulier qu'un couple, 

de rotations parallèles de vitesses égales et de sens contraires est équivalent à 

une translat ion. 

Supposons par exemple (fig. 34) qu'un disque plan posé sur une plaque 

Fig. 34. 
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tourne autour de son centre 0 lié à cette plaque, tandis que celle-ci tourne 
autour d'un axe qui lui est normal et la traverse en un point O1. Soient la 
vitesse angulaire du disque dans son mouvement relat if par rapport à la 
plaque, e t vitesse angulaire de c e l l e - c i . n ' e s t pas nu l , le 
mouvement instantané absolu du disque est une rota t ion autour d'un axe nor­
mal à la plaque, passant par le centre 02 des deux vecteurs parallèles repré­
sentatifs de Si les rotations sont égales et opposées, le mouvement 
instantané du disque est une translation ; on peut voir en effet qu 'un rayon 
OA du disque reste alors parallèle à lui-même. 



CHAPITRE VI 

PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. TRAVAIL. 

37 . T r i è d r e de Gali lée. Postulats. — La dynamique est basée sur dos 
principes ou postulats qui sont des résultats d'expériences et d'observations 
astronomiques, et qui se sont trouvés vérifiés soit eux-mêmes, soit dans leurs 
conséquences avec une approximation très suffisante ; il faut toutefois que les 
mouvements observés ou étudiés soient rapportés à certains trièdres dits de 
Galilée. L 'un de ces trièdres a son origine au centre de gravité du système 
solaire, point qui est pratiquement confondu avec le centre du Soleil, et ses 
axes dirigés vers trois étoiles fixes. Ce n'est qu'en astronomie et pour l'étude 
de certains problèmes terrestres spéciaux comme celui du pendule de Foucault 
qu ' i l faut se rapporter à un triêdre ainsi lié au Soleil. Pour les phénomènes 
usuels observés à la surface de la Terre, les principes sont vérifiés avec une 
approximation presque toujours suffisante dans la pratique lorsqu'ils sont 
rapportés à un trièdre lié à la Terre. 

Dans tous les cas, la dynamique est fondée sur les principes suivants 
concernant les accélérations des mouvements rapportés à un trièdre de Galilée : 

1° P r i n c i p e de l ' i n e r t i e . — Un point matériel suppose seul dans l 'univers 
(ou, ce qui revient au même, supposé inf iniment éloigné des autres points maté­

riels) n'a pas d'accélération. S'il est au repos, il 
reste au repos ; s'il est en mouvement, son mou­
vement est rectiligne et uniforme. 

2° P r i n c i p e de la conse rva t i on du r a p p o r t 
des accélérat ions . — ire partie. Si l 'on suppose 
d'abord deux points matériels A et B en présence 
et supposés seuls, les accélérations de leurs mou­
vements sont deux vecteurs dirigés suivant 
la droite AB dans des sens opposés {fig. 35) soit en 
rapprochant les points A et B, soit en les éloignant 

l 'un de l 'autre, et le rapport de ces accélérations est constant quelle que soit la 
cause physique des mouvements (at t ract ion, phénomènes électriques, etc). 
Donnons-nous arbi trairement un nombre constant nous en déduirons, 
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d'après ce qu i précode, un nombre constant m„ tel que Ton ait toujours 

0)  

Si donc on met en présence de A successivement et séparément des points 

K, C, . . . , il existera des nombres mA , mn, m c , ... tels que l'on ait succes­

sivement  

2e partie. Si l'on met en présence deux des points précédents autres que 

A, par exemple H et C, les accélérations sont précisément liées par la relation  

étant les nombres précédents résultant de la mise en 

présence de A. 

Il existe donc un tableau des nombres ... caractéristiques 

des points matériels et tels que si l 'on met en présence deux quelconques 

d'entre eux, les accélérations de leurs mouvements sont dirigées suivant la 

droite qui les j o i n t , dans des sens opposés, et sont dans un rapport égal à 

l'inverse du rapport des nombres caractérisant ces points. 

Remarquons que si l'on mul t ip l ie le nombre arbitraire mA par un l'acteur, 

tous les autres nombres . sont multipliés manifestement par le 

même facteur. 

3° P r i n c i p e de la c o m p o s i t i o n des accélérat ions . — Si plusieurs points 

11, C, ... sont mis simultanément en présence d'un point A, l 'accélération du 

mouvement de ce point A est la somme géométrique des accélérations qu ' i l 

prendrait s'il était mis successivement et séparément en présence des points 

donnés H, C, ... 

(les principes conduisent à l ' in troduct ion des notions suivantes : 

1" Les coefficients ... caractéristiques des points matériels 

sont appelés leurs masses ; la valeur d'une de ces masses peut être choisie 

arbitrairement ce qui rexient d'ailleurs à choisir l 'uni té de masse. 

2" On appelle force un vecteur lié à un point matériel, et égal au produit 

de la masse m par l'accélération du point ; la force est ainsi définie par l 'égalité 

géométrique 

(2) 
la valeur numérique de la force est et l 'on d i t que le point est soumis 

à la force  

Avec la notion de force ainsi int rodui te , les trois principes précédents de­

là mécanique peuvent être énoncés de la façon suivante : 

1° Principe de l ' iner t ie . Si un point matériel est supposé seul dans 

l 'univers, il n'est soumis à aucune force. 
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2° Principe de légalité de l'action et delà réaction. — Si doux points 

sont mis en présence, ils sont soumis à deux forces dirigées suivant la droite 

qui les j o i n t , égales et de sens opposés. 

3° Principe de la composition des forces. — Si un point est soumis 

simultanément à plusieurs forces, ces forces peuvent être remplacées par leur 

somme géométrique ; on di t que cette somme est la résultante des forces données. 

REMARQUE. — Si un trièdre est animé par rapport à un autre d'un mouve­

ment d'entraînement de translation recti l igne et uniforme, l 'accélération 

absolue d'un point est égale à son accélération relative, parce que l'accéléra­

t ion d'entraînement et l 'accélération complémentaire (n" 35) sonl nulles. 11 

résulte de là que, si les principes de la dynamique sont valables pour un 

trièdre, ils sont encore valables pour tout autre trièdre avant par rapport au 

premier un mouvement de translation rectil igne et uniforme ; il existe done 

une infinité de triedres de (Galilée se déduisant de l 'un d'eux ainsi qu'on vient 

de le dire. 

38 . No t ion générale de force. — Dans ce qui précède, la force apparaît 

comme résultant de l 'observation d'un mouvement ; mais on a été amené à 

élargir la notion de force. D'abord on envisage certaines actions à distance, 

telles que l 'at traction universelle, comme mieux connues que les mouvements 

des points matériels soumis à ces actions ; on utilise alors l 'équation (2) pour 

déterminer le mouvement de ces points, on renverse en quelque sorte celte équa­

t ion en t ra i tant F comme donnée et .) comme inconnue. On d i t que la force est 

la cause du mouvement et que le mouvement est l'elfet de la force ; le t ro i ­

sième principe s'appelle alors principe de l'indépendance des effets des forces. 

C'est à ce nouveau point de vue que l 'on se place dans la plupart des 

problèmes de dynamique. On dit en part iculier que l 'on définit un champ de 

forces si l 'on fait correspondre à chaque point d'une portion finie ou infinie 

dei l'espace un vecteur F issu de ce point ; les projections X, Y, Z de ce vecteur 

V sont donc des fonctions données des coordonnées .r, ;y, z du point. Si alors 

un point matériel de masse m est placé en un point géométrique du champ, 

l'accélération du mouvement qu ' i l prend est donnée par l 'équation (2). 

Mais on rencontre dans la nature d'autres actions auxquelles on est amené 

à donner le nom de forées ; par exemple les actions de contact telles que la 

pression d'un fluide sur une port ion de la paroi du vase qui le contient, les 

tensions moléculaires dans une section d'un corps solide ; bien que ne se 

manifestant pas par des mouvements, ces actions statiques sont susceptibles 

d'être représentées par des vecteurs, et. l 'on in t rodui t un quatrième principe 

ou postulat de la mécanique, en a t t r ibuant à ces vecteurs les propriétés des 

forces énoncées dans les principes de la dynamique ; c'est ainsi que se trouve 
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justifiée dans tous les cas la règle de la composition des forces concourantes 

et leur remplacement par une résultante qui est leur somme géométrique. 

La force la plus connue est celle de la pesanteur ; dans un espace assez res­

t re int , l'expérience montre que l 'accélération de tous les points matériels a une 

valeur constante que I o n appelle g e t qui a à Paris la valeur 9,808 —i ; la 

force s'exereant sur un point de masse m a pour valeur p = mg conformément 

à l 'équation (2) et s'appelle son poids. Si ce point est posé sur une table, il 

reste en repos, et son accélération est nulle ; les forces qui agissent, sur l u i ont 

une résultante nulle ; on d i t qu ' i l est soumis à une réaction de la table égale 

et contraire à son poids, satisfaisant par suite au principe de l 'égalité de l 'act ion 

et de la réaction. 

De même si l'on t ient un corps soulevé, le bras exerce une force égale et 

contraire: au poids ; c'est cette idée de force musculaire qu i a donné naissance 

à la notion de force en statique. 

La balance permet d 'équilibrer les unes par les autres les forces de la 

pesanteur, donc de mesurer des poids, et comme les poids sont proportionnels 

aux masses, elle permet de mesurer les masses elles-mêmes. C'est là une idée 

importante, ca r i a masse d 'un point matériel ne varie pas, tandis que son poids 

varie proportionnellement à la valeur de g, c'est-à-dire avec la latitude et 

l 'al t i tude du lieu où il se trouve. Les dynamomètres, basés sur la déformation 

de pièces flexibles sous l 'action de forces agissant par contact, constituent un 

autre moyen de mesurer statiquernent des forces en les comparant aux poids 

de corps produisant la même déformation. Nous admettrons que les forces ainsi 

mesurées satisfont aux mêmes principes que les forces dynamiques. 

39. Uni tés . -— Il existe deux systèmes de grandeurs fondamentales : 

1 e r .système : longueur, masse et temps ; la force est alors une grandeur dérivée 

définie par f= my, sa dimension est [ F i = [ L M T - 2 ] . Dans le système G. O.S. , 

l 'unité de longueur est le centimètre, l 'unité de masse le gramme-masse (c'est-

à-dire la mi l l ième partie de la masse du ki logramme étalon déposé aux Archives) 

équivalent à peu près à la masse d'un centimètre cube d'eau, enfin l 'uni té de 

temps est la seconde. L 'uni té de force est donc celle qu i , appliquée au gramme-

masse, lui donne une accélération égale à 1 cm par seconde carrée; cette unité 

est la dyne. 

Dans le système M. T. S. ( lo i du 2 avr i l 1919), l 'uni té de longueur est le 

mètre, l 'unité de masse est celle de la tonne ou de 1 000 kilogrammes, l 'uni té 

de lemps est la seconde. L 'uni té de force est alors celle qu i , appliquée à la 

masse d'une tonne, lu i communique une accélération de 1 mètre par seconde 

carrée; cette unité est le sthène qui vaut 108 dynes. 



PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. THAVAIL 63 

Ajoutons que dans le système M. T. S. fa pièze ou traité de pression est 
égale à 1 sthène par m2 ; l'hectopieze est environ égale à 1,02 kilogramme-
force par cm2. 

2° système : longueur, force, temps ; la masse est alors une grandeur 

Dans le système industriel M. K. S., l'unité de longueur est le mètre, l'unité de 
force le kilogramme-poids, c'est-à-dire le poids à Paris du kilogramme étalon 
déposé aux Archives, et l'unité de temps la seconde. L'unité de masse est celle 
d'un corps dont le poids est égal à «r/, c'est-à-dire à 9,81 kilogrammes-masse 
(puisqu'on a en général p — mg, lorsque m ---• 1 on a p = g). 

La valeur du kilogramme-force dans le système C. G. S. est égale au poids 
de la masse du kilogramme, ou au produit de t 000 grammes-masse par l'accé-

40. Travail. — Lorsqu'une force constante est appliquée à un point 
matériel qui se déplace suivant un segment rectiligne A0A (fïg. 36), on appelle 

travail de la force le produit de l'intensité de la force 
par le déplacement A0A et par le cosinus de l'angle 

Si l'angle (F, A0A) est nul ou aigu, le travail est  
positif et l'on dit qu'il est moteur ; si cet angle est obtus 
ou égal à deux droits, le travail est négatif, et l'on dit 

qu'il est résistant ; si cet angle est droit, le travail est nul. 
On peut remarquer que le travail est égal au produit du déplacement par 

la projection F' de la force sur la direction du déplacement, ou encore au 
produit de la force par la projection A0A' du déplacement sur la direction de 
la force : dans tous les cas, il est égal au produit scalaire des deux vecteurs 
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grandeur et en direction est appliquée à un point matériel dont le déplace­

ment A0A peut être quelconque (fig. 37). 

Décomposons le déplacement en portions i n f i n i ­

ment petites par des points À0, A1, A2 , ... ; désignons 

le déplacement suivant la corde A1A2 , et ainsi de 

suite ; faisons la somme de ces travaux dits travaux 

élémentaires : la l imite de cette somme lorsque le 

nombre des points de division augmente indéfiniment, 

chaque serment partiel tendant vers zéro, s'appelle 

travail de la force pour le déplacement A0A. 

L'existence de cette l imi te résulte du calcul intégral ; si les projections de 

la force en un des points de division sont X, V, Z, si celles du segment j o i ­

gnant ce point au suivant sont le travail élémentaire est égal au 

produit scalaire du vecteur X, Y, / par le vecteur c'est-à-dire à 

sa partie principale (qui est un infiniment petit équivalent) est la différentielle 

et la limite'C de la somme des travaux élémentaires est égale à l ' intégrale curvil igne 

Fig. ;37. 

(On ne change pas la l imi te d'une somme d' infiniment petits en nombre 

infini quand on remplace les termes par des infiniment petits équivalents.) 

Nous verrons plus lo in comment on peut la calculer ; mentionnons immé-

diatement un procédé graphique de détermination du travail : si Ton projette 

en chaque point du déplacement la force sur la tangente à la trajectoire, si F, 

la courbe représentative de cette lo i ; le t ravail est égal à l'aire comprise entre 

Taxe représentatif des abscisses curvilignes s, la courbe précédente et les 

ordonnées relatives aux abscisses curvilignes de A„ et de A. 

Théorème . — Le travail de la résultante de plusieurs forces appliquées 

au même point matériel est égal à la somme des travaux des composantes. 
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Cela résulte de ce que la projection de la résultante sur le déplacement 
élémentaire est égale à la somme des projections des composantes. 

Mentionnons en particulier le cas où le point matériel a un déplacement 
circulaire, dans une rotation autour d 'un axe ; si l 'on prend Oz suivant cet 
axe, on a 

N étant le moment de la force par rapport à Taxe de rotation ; on a par suite 

Ce résultat aurait pu être obtenu en décomposant la force suivant trois 
composantes : l'une parallèle à l'axe, l 'autre suivant le rayon vecteur, et la 
troisième suivant la tangente à la trajectoire ; d'après le théorème précédent, 
le t ravai l élémentaire de la force est égal à la somme des travaux de ces trois 
composantes, et il se réduit à celui de la troisième composante F,, c'est-à-dire 

4 1 . Unités de t r ava i l . Puissance. —Un travail est le produit d'une force 
par une longueur et a la dimension (KL) . Dans le système C. G. S., sa dimen­
sion est [ M L 2 T - 2 ] ; l 'uni té esl le t ravai l d'une dyne produisant un déplacement 
d'un centimètre dans sa direction ; cette unité de travail s'appelle erg ; on 
util ise aussi comme unité de travail le joule, qui vaut 10" ergs. 

Dans le système M. T. S., l 'unité est le t ravai l d'uu sthène produisant un 

déplacement de 1 mètre dans sa direction ; il est égal à 11)10 ergs ou a un 

kilo joule. 
Dans le système industriel M. K. S., l 'uni té est le travail d'un Uilogninime-

force produisant un déplacement d'un mètre dans sa d i rec t ion ; on l'appelle 

REMARQUE. — Le moment d'une force et le travail ont la même dimension ; 
ils sont cependant des grandeurs d'espèces différentes ; cela t ient à ce qu'un 
t ravai l élémentaire dans un mouvement de rotat ion est le produit d'un moment 
N par un angle doô qui n'a pas de dimension. On a proposé de nommer diffé­
remment l 'unité de t ravai l et l 'unité de moment, et de désigner par exemple 
dans le système M. K. S. l 'unité de moment par mètre-kilogramme. 

La définition du t ravai l ne fait pas intervenir la durée du déplacement ; 

cependant dans les applications industrielles le temps joue un rôle impor tan t . 

Lorsque le t ravail d'une force a la même valeur dans des intervalles de temps, 

VOGT cl MENTRE. — Méca. 5 
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égaux, on appelle puissance le t rava i l produit pendant l 'unité de temps; la 

puissance a manifestement comme dimension [ F L T ~ 1 ] . 

Dans le système C. G. S., on prend comme unité pratique de puissance le 
watt, qui est le t ravai l d 'un joule par seconde, ou le kilowatt, qui vaut 
1 000 watts . Dans le système industr iel M. K. S., l 'uni té de puissance est le 
cheval-vapeur, qui est le t rava i l de 75 kilogrammetres par seconde. Un 
cheval-vapeur vaut donc 75 X 9,81 joules par seconde ou 736 watts. 

42 . Calcul du t r a v a i l dans le cas généra l . — En dynamique, le cas le plus 

général que l 'on ait à envisager est celui où la force dépend de la position du 

point matériel , de sa vitesse et du temps ; l ' intégrale (3) ne peut être calculée 

que si la lo i du mouvement est connue ; les coordonnées du mobile et les 

composantes de sa vitesse, dès lors celles de la force, sont alors des fonctions 

connues du temps t, et l 'on évalue l ' intégrale comme une intégrale curvi l igne 

dont l 'élément dépend du paramètre t. 

Un cas particulier est celui où la force ne dépend que de la position du 

point auquel elle est appliquée ; X, Y, Z sont alors des fonctions de x, y, z ; 

l ' intégrale (3) est une intégrale curvi l igne relative à la trajectoire, et on l 'éva­

lue en ut i l isant un paramètre au moyen duquel sont évaluées les coordonnées, 

x , y, z. 

43. Cas d'une fonct ion des forces. — Comme nous l'avons di t , une por­
t ion finie ou infinie de l'espace constitue un champ de forces si l 'on fait cor­
respondre à chaque point un vecteur lié à ce point, représentant la force à 
laquelle serait soumis un certain point matériel placé en ce point ; on appelle 
direction du champ en ce point celle de ce vecteur et intensité du champ celle 
de la force appliquée à un point matériel de masse unité ; un point de masse m 

est soumis à une force m fois pins grande. Par exemple le champ de la pesanteur 
dans une petite portion de l'espace a une direction constante et une intensité 
égale à g. Dans un champ de forces, X, V, Z sont supposées des fonctions 
données de r, y, -. Le cas le plus important est celui où l 'on donne un champ 
de forces et où le t ravai l élémentaire Xdx-+- Ydy +- Zdz est la différentielle 
totale d'une fonction V)(x, y, z) ; pour que cela ait l ieu il faut et il suffit que 
les conditions d' intégrahili té exprimées par les égalités 

soient satisfaites ; on sait qu'on peut alors déterminer par des intégrales simples, 

la fonction U ( x , y, z) qui est appelée fonction des forces et qui n'est connue 

qu'à une constante additive près ; les projections de la force sont égales aux 
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dérivées partielles de U, et l 'on a 

Le t ravai l élémentaire est égal à dU. 

On di t que la force dérive de la forîction des forces U. La fonction V = — U  

est appelée potentiel. 

D'après les propriétés connues des intégrales de différentielles totales, le 

t rava i l de la force pour un déplacement de est égal 

. Lorsque la fonction U est uniforme, le t ravai l 

p o u r n i n déplacement le long d'un contour fermé quelconque est donc n u l . 

Lorsque U n'est pas uniforme, le t ravail n'est nul que pour certains contours 

fermés (voir l 'exemple fi, page 70). 

4 4 . Surfaces de n iveau, l ignes de forces. — Dans le cas où les forces 

d 'un champ dérivent d'une fonction des forces U(x , y, z), on appelle surface 

de niveau ou surface équipotentielle une surface en tous les points de laquelle 

la fonction des forces (et par suite le potentiel) a la même valeur. L'équation 

d'une telle surface est U(x , y, z) = h. 

La force en un point du champ est normale à la surface de niveau 

qui passe par ce point, car les projections de la force, égales aux dérivées 

partielles de U, sont égales aux coefficients directeurs de la normale à la 

surface. 

Supposons que la fonction II est uniforme. Lorsque le point matériel se 

déplace entre un point de la surface U— A et un point de la surface U — A', 

le t ravai l de la force est égal à h' — h quels que soient les points choisis et le 

chemin su iv i . Considérons deux surfaces de niveau inf iniment voisines; la 

différence h' — A ayant par suite une valeur inf iniment petite . Si le dépla­

cement, normal à la surface U — A, a une valeur , la valeur de la force, égale 

au quotient du t ravai l élémentaire par le déplacement qui est dans sa 

on peut dire qu'en chaque point, la force est normale à la surface Je niveau 

qui passe par ce point, dans le sens où la fonction U va en croissant, et est 

égale à la dérivée de cette fonction suivant la normale. 

On appelle ligne de forces d 'un champ une ligne telle qu'en chacun de 

ses points la force soit dirigée suivant la tangente à cette l igne. Cette défini­

t i on ne suppose pas nécessairement qu ' i l y a une fonction des forces. Les 
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équations différentielles d'une ligne de forces sont manifestement 

(elles expriment que le vecteur force et le vecteur ds ont même d i rec t ion) ; 

l ' intégration de ce système conduit à deux équations renfermant ensemble deux 

constantes arbitraires; par un point du champ passe donc une ligne de forces. 

Lorsque les forces du champ dérivent d'une fonction des forces, les lignes 

de forces sont les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau. 

Nous allons i l lustrer cette théorie un peu ardue par des exemples. 

45. Exemples. 1° Champ de la pesanteur. — Dans un espace restreint, 

le champ de la pesanteur a une direction constante, celle de la verticale des-

cendante, et une intensité constante égale à g. Si l 'on prend Taxe des z sui-

vant la verticale ascendante, les projections de la force appliquée à un point 

de masse m sont X = 0, Y = 0, X = — mg. Le travail élémentaire est égal à 

— mgdz = d(— mgz). Il existe donc une fonction des forces U = mgz ; les 

surfaces de niveau sont des plans horizontaux, et le t ravail pour un déplace-

ment AnA entre deux plans horizontaux de cotes z(t et z est égal à 
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Ces considérations s'appliquent aux attractions newtoniennes exercées 

sur un point matériel de masse m par plusieurs points fixes de masses m1 

m2, ... dont les distances au premier sont r1,, r 2 , . . . ; la valeur absolue de la 

force attractive exercée par la masse mk sur la masse m est proportionnelle 

aux masses et en raison inverse du carré de la distance et a pour valeur 

cette force, qu ' i l faut affecter dans le calcul du signe —, dérive d'une 

fonction des forces comme nous l'avons vu . Il existe donc pour le 

champ résultant une fonction des forces égales à 

Les mêmes considérations s'appliquent au champ électrique créé par p lu ­

sieurs masses électrisées exerçant sur une autre masse une action d'après la 

loi de Coulomb ; il suffit de répéter le calcul précédent en changeant au besoin 

certains signes ; le potentiel V a la valeur donnée pour U dans le cas précédent. 

6° Champ ayant en chaque point une direction perpendiculaire au plan 

passant par le point et une droite fixe, et une intensité inversement propor­

tionnelle à la distance à cette droite. — En prenant la droite comme axe des 

s, désignant par r la distance du point matériel A à l'axe, par 0 l 'angle polaire 

et supposant que la force, de valeur soit appliquée en A perpendiculaire­

ment au plan AOz, dans le sens positif, les projections de la force sont 

et comme on a .r = r c o s , y ~ r s i n 0, on trouve après différentiation 

Il existe une fonction des forces U = kmθ, mais elle n'est pas uniforme 

car un angle 6 possède une infinité de déterminations; si le point décrit un 

contour fermé n'entourant pas l'axe Oz, le t ravai l est nu l ; s 'il décrit un contour 

fermé entourant Taxe Os une ou plusieurs fois, la valeur finale de 0 diffère de 

la valeur ini t iale d'une ou plusieurs fois 2π ; le travai l est égal à une ou p l u ­

sieurs fois 2πkm. Les surfaces de niveau sont des plans passant par Oz. 

Ces considérations trouvent leur application dans l'étude du champ magné­

tique créé par un courant électrique recti l igne. 



CHAPITRE VII 

DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

46. Équat ions générales. Force d 'Inert ie . — Dans tout trièdre de réfé­
rence par rapport auquel s'appliquent les principes de la dynamique, la résul­
tante des forces auxquelles est soumis un point matériel de masse m est 
liée à l 'accélération de ce point par l 'égalité géométrique 

(0  
En désignant par la valeur numérique de l 'accélération, celle de la force 

est done "— my. 

Cette relation permet de résoudre deux espèces de problèmes: 
1° Connaissant, la lo i d 'un mouvement, calculer la force ; il suffit de 

t rouver les projections de l 'accélération pour avoir celles de la force ; le pro­
blème est peu souvent envisagé et du reste est susceptible en général de plu­
sieurs déterminations de la force suivant qu'on veut l 'exprimer en fonction des 
coordonnées du point, ou de sa vitesse, ou du temps, ou de ces variables à la 
fois. Si l 'on considère par exemple un mouvement recti l igne suivant ox, 
d'après la lo i x; = sin t, on peut choisir comme loi de la force dirigée suivant 

2° Connaissant la résultante des forces appliquées à un point matériel , déter­

miner son mouvement; on a donc à chercher ce mouvement connafssant son 

On appelle force d'inertie d 'un point matériel le vecteur • lié à ce 
point . L'égalité (1) peut être interprétée de la façon suivante : 

Les forces appliquées à un point matériel et sa force d'inertie forment 
un système de vecteurs équivalent à zéro. 

On donne à cet énoncé le nom de principe de d'Alembert. 
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La traduction par le calcul de légal i té (1) se fait ordinairement en pro­

je tant cette égalité sur les trois axes Ox, Oy, Oz, ce qui donne les trois 

équations 

(2)  

en désignant par X, Y, Z les projections de la résultante ; ces projections 

sont, dans Je cas le plus général, des fonctions des coordonnées x, y, z du 

point, des projections de sa vitesse et du temps. Nous supposerons 

dorénavant que les fonctions X, Y, Z sont régulières, comme cela se présente, 

d'ailleurs dans les problèmes usuels. 

Un cas particulier important est celui pour lequel le point matériel reste 

en équilibre, de sorte que les coordonnées x, y, z sont invariables. Les pre­

miers membres des équations (2) sont nuls. On a donc X = 0, Y = 0, Z = 0. 

Héciproquement, supposons que les trois fonctions régulières X, Y, Z soient 

le point matériel reste en repos. On a donc le théorème suivant : 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point matériel libre 

reste en équilibre est que les forces appliquées forment un système équiva­

lent à zéro. 

Occupons-nous maintenant du cas du mouvement. Les équations (2) for­

ment un système de trois équations diilerentielles du second ordre. On démon­

tre en Analyse que si les fonctions X, Y, Z sont régulières, ce système a une 

solution générale unique pour laquelle x, y, z s 'expriment au moyen du temps 

et de six constantes arbitraires. On peut, supposer que ces six constantes sont 

tiale et de la vitesse in i t ia le du mobile ; on les désigne sous le nom de condi­
tions initiales. 

On appelle intégrale première des équations du mouvement une relation 
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entre les coordonnées x, y, z du point, les projections <Je sa vitesse, le temps 

et une constante arbitraire, qui est identiquement satisfaite en ver tu des équa­

tions du mouvement. En supposant que cette relation soit résolue par rapport 

à la constante, on peut l u i donner la forme 

on di t encore que est une intégrale première du mouvement. 

On vérifie qu'une fonction φ est une intégrale première si, en prenant sa 

dérivée par rapport au temps comme celle d'une fonction composée de t, et en y 

remplaçant les dérhées secondes de .x, y, z par leurs expressions tirées des 

équations (2), le résultat est identiquement nul quelles que soient les valeurs 

de l, de x, y, z et de leurs dérivées. 

Si l 'on connaît une ou plusieurs intégrales premières des équations du 

mouvement, le problème de l ' intégrat ion de ce système est simplifié, car on 

peut remplacer une ou plusieurs équations du second ordre par d'autres du pre­

mier ordre ou finies. Si l 'on connaissait six intégrales premières distinctes, 

on pourrai t calculer les coordonnées x, y, z et leurs dérivées au moyen du temps 

et des six constantes arbitraires C1,, C2, ••• C6 entrant dans les intégrales, l ' i n ­

tégration serait te rminée: en faisant dans les expressions trouvées t = 0 et 

remplaçant les coordonnées et leurs dérivées par leurs valeurs init iales, on 

obtiendrait des équations permettant de calculer les six constantes au moyen 

des conditions init iales. 

On peut étudier un mouvement en uti l isant d'autres coordonnées du point 

matériel que les coordonnées cartésiennes ; si l 'on emploie par exemple les 

coordonnées cylindriques r, 0, s, les composantes de l 'accélération données au 

n° 2a serviront à résoudre le problème de la recherche du mouvement. 

On appelle équations intrinsèques du mouvement celles qui résultent de 

la projection de l'égalité (1) sur la tangente, la normale principale et la binor-

male à la trajectoire en chaque point. Si F (, F1 et Fb, sont les projections sur 

ces trois droites de la résultante des forces, les formules du n° 24 donnent les 

équations 

Ces équations ne sont guère utilisées que dans le cas où la trajectoire est 
connue. 

47. Quanti té de mouvement . Moment cinét ique. — On appelle quantité 

de mouvement d'un point matériel le vecteur i lié à ce point , égal au 
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produit de sa masse par le vecteur vitesse; ses projections sur les axes 

expriment le théorème suivant, que l 'on appelle théorème de la projection de 

la quantité de mouvement : 

La dérivée par rapport au temps de la projection sur un axe de fa 

quantité de mouvement d'un point matériel est égale à la projection sur cet 

axe de la résultante des forces qui lui sont appliquées. 

Si l 'on forme en partant des équations (2) les expressions des moments par 

rapport aux axes, les moments des seconds membres sont 

et sont les dérivées des moments de la quantité de mouvement par rapport aux 

axes. En les égalant respectivement à L, M, N, on a trois équations expri­

mant le théorème suivant, que l 'on appelle théorème du moment de la quan­

tité de mouvement : 

La dérivée par rapport au temps du moment par rapport à un axe de 

la quantité de mouvement d'un point matériel est 

égale au moment par rapporta cet axe de la résul­

tante des forces qui lui sont appliquées. 

On donne souvent le nom de moment cinétique 

d'un point matériel par rapport à un point ou un axe 

au moment de sa quantité de mouvement par rap­

port à ce point ou cet axe ; il est facile d'énoncer le 

deuxième théorème en introduisant le moment ciné­

tique. 

L ' interprétat ion géométrique des deux théo­

rèmes qui viennent d'être énoncés est la suivante : 

Si OH et OK sont les vecteurs issus de l 'origine équipollents à la quantité de 

Fig. 38. 
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mouvement et au moment cinétique par rapport à 0 (fig. 38), les dérivées 
géométriques de ces vecteurs sont respectivement égales à la résultante ÔH et 
au moment résultant par rapport à 0 des forces appliquées au point 
matériel. En effet, en projetant ces égalités géométriques sur les axes, on 
trouve des équations qui traduisent les théorèmes énoncés. 

48. Cas particuliers. Loi des aires. — 1° Si la projection sur un axe de la 
résultante des forces est constamment nulle, la projection sur cet axe de la 
quantité de mouvement est constante, et il en est de même de la vitesse ; la 
projection du point matériel sur cet axe est en repos ou a un mouvement uni­
forme. 

2" Si les projections sur deux axes concourants de la résultante des forces 
sont constamment nulles, les projections du point matériel sur ces deux axes 
sont en repos ou ont des mouvements uniformes ; la projection du point sur le 
plan des deux axes est donc en repos ou a un mouvement rectiligne et uniforme. 

Ce cas se présente lorsque le point matériel est soumis à une force paral­
lèle à une droite fixe ; les projections de cette force sur deux axes contenus 
dans un plan perpendiculaire à cette droite sont nulles. Si la vitesse initiale 
est parallèle à la droite donnée, sa projection sur le plan normal est nulle, la 
projection du mobile sur ce plan reste en repos, de sorte que sa trajectoire est 
une droite parallèle à la droite donnée. Si sa vitesse initiale est quelconque, la 
projection du mobile sur le plan normal est animée d'un mouvement rectiligne 
et uniforme ; la trajectoire est une courbe plane dont le plan est parallèle à la 
droite donnée et contient naturellement la vitesse initiale. 

3° Si le moment de la résultante par rapport à une droite est constamment 
nul, le moment cinétique du point matériel par rapport a cette droite est 
constant. En prenant la droite pour axe des z, on a une équation de la 
forme 

projection du point matériel sur le plan xOy. Si A est l'aire balayée par le 
rayon vecteur de cette projection, on a 
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C étant une nouvelle constante que l'on peut prendre égale à zéro si l 'aire est 

comptée à part i r du rayon vecteur in i t i a l ; on voi t alors que l 'aire A est pro­

portionnelle au temps. 

On dit qu 'un point se déplace dans un plan fixe suivant la loi des aires 

par rapport à un centre 0 de ce plan lorsque l 'aire balayée par le rayon vec­

teur allant de ce centre au mobile est proportionnelle au temps. On peut alors 

énoncer le résultat suivant : 

Si le moment par rapport à une droite de la résultante des forces appli­

quées à un point matériel est constamment nul, la projection de ce point sur 

un plan perpendiculaire à la droite se déplace suivant la loi des aires par 

rapport au point de rencontre de la droite et du plan. 

La réciproque est évidente, car si Taire précédente est proportionnelle au 

temps, le moment de la force par rapport à la droite est nu l , d'après le 

théorème du moment de la quantité de mouvement. 

Lorsque les conditions précédentes sont remplies, l 'équation (4) constitue 

une intégrale première des équations du mouvement ; on lu i donne le nom 

d' intégrale des aires. 

4° Si les moments de la résultante des forces par rapport à deux axes 

concourants sont constamment nuls, cette résultante rencontre les deux axes 

et est contenue dans leur plan, qui contient la trajectoire, ou bien elle passe 

constamment par le point de rencontre des deux axes, et Ton di t alors qu'elle 

est une force centrale. 

49. Cas d'une force centrale. Théorème . Si un point matériel est sou­
mis à une force passant constamment par un point fixe, sa trajectoire est 
une droite passant par le point fixe, ou est une courbe plane dont le plan 
passe par le point fixe, et il décrit alors cette courbe suivant la loi des aires. 

En etlet, si l'on prend le point fixe comme origine, les moments de la 

force par rapport aux axes de coordonnées sont nuls, et les moments ciné­

tiques par rapport à ces axes sont constants ; on a donc trois équations ana­

logues à (4) :  

A, B, C étant trois constantes dont les valeurs sont celles que prennent les 

premiers membres pour les conditions init iales. 

1" Si la vitesse ini t iale est dirigée suivant le rayon allant du point 0 à la 



qui donnent par intégration 

d'où 

le point matériel est constamment sur la droite jo ignant l 'origine à sa position 

ini t ia le . 

2° Si la condit ion précédente n'est pas remplie, les constantes A, B, C ne 

sont pas tontes nulles. En mul t ip l ian t les deux membres des équations (5) res­

pectivement par x, y, z et les ajoutant membre à membre, on en déduit la 

relation 

A x+ By + Cz = 0 ; 

elle exprime précisément que le point matériel reste dans un plan passant par 

l 'or igine. La dérivée de cette équation exprime, ce qu'on pouvait prévoir, que 

la vitesse du mobile est constamment contenue dans ce plan ; celui-ci est donc 

entièrement déterminé par l 'or igine, la position ini t iale du mobile et la vitesse 

in i t ia le . 

Le moment de la force par rapport à un axe quelconque passant par 0 

étant nu l , le mouvement de la projection du mobile sur un plan quelconque 

passant par l 'origine a l ieu suivant la loi des aires, et cela a lieu notamment 

dans le plan de la trajectoire elle-même ; celle-ci est donc parcourue suivant 

la loi des aires. 

REMARQUE. — Le théorème du moment de la quantité 

de mouvement donne lieu dans le cas précédent à la re­

marque suivante : Le moment par rapport au point 0 

du vecteur vitesse du point A a pour valeur ,le produit de 

la grandeurv de la vitesse par la perpendiculaire p abaissée 

de 0 sur la tangente à la trajectoire (fig. 39). Si -n désigne 

l'angle de cette tangente avec le rayon vecteur OA, que 

nous appellerons r, le moment est encore égal à rv sin Y, ; 

on peut donc écrire l 'égalité 
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cette remarque permet de déterminer la grandeurde la vitesse en un point quel­

conque de la trajectoire lorsque celle-ci est connue. 

50 . Force v ive . Énergie c inét ique. — On appelle force vive d 'un point 

matériel le produi t de sa masse par le carré de sa vitesse ; c'est une grandeur 

scalaire qui n'est donc pas représentable par un vecteur. 
On appelle énergie cinétique d'un point matériel la moi t ié de sa force 

au travail des forces qui lui sont appliquées ; ce théorème a deux aspects, l ' un 

sous forme différentielle, l 'autre sous forme finie, qui se déduisent du reste l ' un 

de l 'autre ; on l'appelle théorème des forces vives ou de l'énergie cinétique. 

La différentielle de l'énergie cinétique d'un point matériel est égale au 

travail élémentaire de la résultante des forces qui lui sont appliquées. 

Pour le démontrer, nous partirons des équations (2) n° 46 et nous les 

ajouterons après les avoir multipliées respectivement par dx, dy, dz, ce qu i 

donnera 

Le second membre est égal au t ravai l élémentaire de la résultante des 
forces appliquées au point matériel ; le premier membre est la différentielle de 
l'énergie cinétique, dont la valeur est 

en effet, la différentielle de cette expression est égale au produit de sa dérivée 

par rapport à t par la différentielle dt de la variable, c'est-à-dire 

et c'est bien la valeur du premier membre de l 'équation (0). 

On arr iverai t à la même conclusion en uti l isant la première des équa­

tions (3) . 

et mul t ip l ian t les deux membres par vdt — ds : on trouve ainsi la relat ion 

mvdv = Ftds, 

dont le premier membre est la différentielle de l'énergie cinétique et le second 
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membre le t ravai l élémentaire . On a donc 

Pour arriver à la forme finie du théorème, il suffit d'intégrer les deuλ 

membres de la relation  

entre deux instants l0 et t, auxquels correspondent les positions A0 et A du 

point matériel ; on obtient ainsi l 'équation 

que nous écrirons en abrégé 

en employant le symbole pour représenter le t ravai l de la résultante des-

forces appliquées pendant l ' intervalle de temps  

Nous pouvons alors énoncer le théorème des forces vives sous sa forme 

finie : 

La variation de l'énergie cinétique d'un point matériel pendant un 

intervalle de temps est égale au travail de la résultante des forces appli­

quées à ce point pendant le même intervalle de temps. 

Cet énoncé est surtout ut i le lorsque le calcul du travail peut s'effectuer 

sans que l 'on ait besoin de connaître la lo i du mouvement. Cela a l ieu en par­

t icul ier si le point matériel l ibre est placé dans un champ dont la force dérive 

d'une fonction de forces U ; la connaissance de celte fonction de forces 

permet de trouver le t ravai l pour un déplacement de A0 à A ; ce t ravai l a pour 

expression  

On a donc l 'équation 

ou  

Cette équation est une intégrale première des équations du mouvement ; 

on l'appelle intégrale des forces vives. 

On vo i t que si le point matériel part avec une vitesse v0 d 'un point 

situé sur une surface de niveau U = h0 et aboutit à un point A situé sur une 
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surface de niveau U = h, la vitesse v qu'il possède en A a une valeur indé­
pendante du chemin A„ \ :  

Exemple. — Si un point matériel est soumis à la seule action de la 
pesanteur, la l'onction de forces (n° 45) est égale à — mgz et l'on a 

d'où  

La vitesse finale ne dépend que de la vitesse initiale et de la différence 
des cotes des positions initiale et finale. 



CHAPITRE VIII 

PROBLÈMES DE LA DYNAMIQUE DU POINT MATÉRIEL LIBRE 

5 1 . Mouvement rec t i l igne . ~ Si un point matériel l ibre est soumis à une 

force de direction constante et si sa vitesse ini t iale est nulle ou parallèle a la 

direction de la force, le raisonnement que nous avons fait au n° 48 montre que 

la trajectoire du point est une droite portant constamment la force.EKn 

prenant cette droite comme axe des x, le mouvement est déterminé par une 

seule équation ditférentielle du second ordre 

suivant la forme de la fonction X, l ' intégrat ion de cette équation est plus ou 

moins s imple; nous mentionnerons en particulier les cas suivants : 

1" X est une constante ou ne dépend que du temps ; il suffit d'intégrer \ 

deux fois successivement par rapport à t pour avoir la loi de la vitesse puis 

celle du mouvement. 

EXEMPLE. — Mouvement vertical d'un point pesant, en supposant que 

l 'accélération de la pesanteur est constante, et en négligeant la résistance de 

l 'air . En prenant l'axe des x suivant la verticale ascendante, l 'équation du 

Si r0 est nu l ou négatif, le point se déplace constamment suivant la ver­

ticale descendante ; si vQ est positif, le point s'élève jusqu'à ce que sa vitesse 
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de son mouvement ascendant, en ce sens qu'à ses deux passages en un même 
point de l'espace ses vitesses sont égales et de sens contraires ; cela résulte du 
reste de l'équation des forces vives 

Si X est déterminé graphiquement en fonction du temps, les méthodes 

d'intégration graphique permettront de déterminer la vitesse puis l'espace. 

2° X ne dépend que de la vitesse v ; on prend comme inconnue auxiliaire 

par intégration on ohtient une relation entre v, t et une constante arbitraire ; 
si l'on peut résoudre cette relation par rapport à v, on obtient une équation de la 

dont l'intégration donne la loi du mouvement ; sinon on 

peut exprimer x en même temps que t en fonction de v en écrivant 

en intégrant. 

EXEMPLE. — Supposons qu'un point soit soumis à une seule force, qui est 
une résistance proportionnelle au carré de la vitesse ; nous prendrons l'axe 
des x suivant la vitesse initiale, l'origine à la position initiale ; nous désigne­
rons la valeur absolue de la résistance k ayant la dimension d'une 
longueur. L'équation du mouvement est 

En séparant les variables et intégrant, on a 

en intégrant une deuxième fois et tenant compte de a?0 = 0, on a, pour équation 
du mouvement,  

> X ne dépend que de l'abscisse du mobile et est par suite une fonction X(ar). 
Si l'équation différentielle est simple, par exemple linéaire, on l'intègre directe-
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qu i est une intégrale première de l 'équation du mouvement ; on la retrouve du 

reste en appliquant le procédé classique d'intégration des équations de la 

Nous verrons plus lo in des exemples de ce cas. Si X est donné graphi­

quement en fonction de x, les méthodes de calcul graphique permettent de 

déterminer i>2, puis v, en fonction de x. 

52. Mouvement ver t i ca l d'un poin t pesant dans un mi l i eu résistant. — 
Nous supposerons que la valeur absolue de la résistance est mk|v, k ayant la 
dimension de l'inverse d'un temps ; et nous choisirons l'axe des x dirigé sui­
vant la verticale ascendante ; si le mouvement est ascendant, v est positif, et la 
projection de la force résistante est — mkv ; si le mouvement est descendant, 
la vitesse est négative, la force de résistance est dirigée vers le haut et sa 
projection est encore — mkv ; on a donc dans les deux cas la même équation 
-du mouvement  

En introduisant l ' inconnue v elle donne l'équation linéaire 

On serait arrivé au même résultat en intégrant directement l 'équation 
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différentielle linéaire du second ordre 

L'allure du mouvement est caractérisée par l 'équation (1) fournissant la 

mouvement tend à devenir uniforme. La ligure 40 donne la représentation 

cile de tracer la représentation graphique de la 

loi du mouvement. 

Dans le cas d'une autre loi de résistance, 

il faut généralement établir deux équations du 

mouvement, l'une pour le mouvement ascendant, 

l 'autre pour le mouvement descendant ; c'est ce 

qui a lieu pour une loi de résistance telle que 

mkvn, l'exposant n étant un nombre entier pa i r ; 

il faut alors prendre cette quantité avec le signe — pour le mouvement 

ascendant, et avec le signe -+- pour le mouvement descendant. 

53. Mouvement v ib ra to i r e , mouvement a m o r t i . —Supposonsqu'un point 

matériel de masse m se déplace sur Ox sous l 'action d'une seule force attrac­

t ive proportionnelle a la distance ; si l 'on représente la valeur absolue de cette 

force par ma2|x|, a ayant la dimension de l'inverse d'un temps (ou, ce qui 

revient au même, d'une vitesse angulaire), on voit que, dans tous les cas, 

quel que soit le signe de x, la projection de la force est — ma2,x ; l 'équation 

du mouvement est done 

(3)  



PROBLÈMES DE LA DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL LIBRE 85 

On peut introduire un angle donné par les relations 
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Lorsque a est peu différent de w, le dernier terme représente une oscilla­

tion de grande amplitude, qui peut avoir une importance prépondérante. 

Lorsque a est égal le calcul précédent n'est plus valable, et il faut cher­

cher une solution particulière de la forme en écrivant 

que l 'équation est satisfaite identiquement par cette solut ion, on trouve a = 0,  

où la solution générale 

le dernier terme représente une oscillation dont la phase et dont 

l 'amplitude croît indéfiniment avec le temps. On dit dans ce cas qu ' i l y a 

synchronisme ou résonance. 

Dans la pratique, il y a toujours un terme d'amortissement, et l 'équation 

différentielle du mouvement est de la forme 

WI n'est jamais égal à une racine de l 'équation caractéristique, et l 'on peut 

toujours obtenir une solution particulière de la forme En 

écrivant qu'elle satisfait identiquement à l 'équation, on trouve 

On obtient ainsi une solution particulière qui , dans les applications, est plus 

importante que la solution générale de l 'équation sans second membre, car 

celle-ci a des amplitudes qui tendent vers zéro en raison de l 'amortissement. 

L'amplitude de la solution provoquée par la force périodique est égale à  

et peut devenir assez grande lorsque et b sont petits. 

Le cas où est celui du synchronisme ; la solution particulière est 

elle a pour phase par rapport à la force périodique, et son amplitude est 

d'autant plus grande que b est plus petit ; on est amené à augmenter le coef­
ficient d'amortissement pour diminuer cette amplitude qui peut devenir dan­
gereuse. 

55. Mouvement cu rv i l igne d'un point pesant. — Dans un espace assez 
restreint, la direction et l ' intensité du champ de la pesanteur peuvent être 
considérées comme constantes si l 'on néglige la résistance de l 'air ; il résulte 
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des considérations du n° 48 que la trajectoire est une courbe plane dont le 

plan passe par la verticale de la position ini t iale et par la vitesse ini t iale . 11 en 

est encore de même lorsque l'on in t rodui t une résistance fonction de la vitesse 

et dirigée en chaque point suivant la tangente à la trajectoire, car les forces 

restent toujours dans le plan précédent. Nous supposerons dans ce qui suit que 

l 'on néglige la résistance de l 'a ir . 

Prenons pour origine la position ini t ia le , pour axe Oy la verticale ascen­

dante, pour axe Ox l 'horizontale dirigée suivant la composante horizontale de 

la vitesse i n i t i a l e ; désignons par v0 la grandeur de cette vitesse, para l'angle 

qu'elle fait avec Ox ; les composantes de la vitesse ini t iale sont V0 cos x et 

V'o sin α. Les équations du mouvement sont 

On peut dire que le mouvement résulte d'un mouvement rectiligne et un i ­

forme de vitesse v0 suivant la direction de la vitesse ini t iale et d 'un mouve­

ment vertical descendant uniformément accé­

léré, sans vitesse in i t ia le . 

On obtient l 'équation de la trajectoire en 

él iminant / entre les équations (G), ce qui donne 

la relation 

Fig. 44. 



ii faut que y soit, pour chaque valeur de x, inférieure a l'ordonnée d'une para­

bole P tracée en pointil lé dans Ja ligure il ; cette parabole a comme foyer l ' o r i ­

gine et comme tangente au sommet la directrice commune à toutes les trajec­

toires ; par tout point intérieur à P passent deux trajectoires, par tout point de 

P une seule et par tout point extérieur ne passe aucune trajectoire ; P est appelée 

parabole de sûreté ; on voit facilement qu'elle est tangente à toutes les tra­

jectoires et que l le est leur enveloppe. 

56. Mouvement d 'un po in t matér ie l ad i r é par un centre fixe propor­

t ionnel lement à la distance. — Le mouvement a l ieu dans un plan passant 

par le centre et la vitesse ini t iale . Si celle-ci passe 

elle-même par le centre, le mouvement est rect i -

ligne et se confond avec le mouvement vibratoire 

simple étudié au n° o3. Si la vitesse ini t iale ne 

passe pas par le centre fixe, nous prendrons le 

centre comme origine O, l'axe Ox passant par la 

position init iale A0 (fig. 42), Taxe Oy perpendi­

culaire à Ox dans le plan passant par O et la 

vitesse ini t iale ; nous désignerons par v0 la gran­

deur de cette vitesse et par n0 l 'angle qu'elle fait 

avec OA0. Si la force agissant sur un point A tel 

que OA = r a pour valeur absolue ma 2 r , ses pro-

90 DYNAMIQUE 
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on détermine les constantes en fonction des conditions initiales en exprimant 
que pour t = 0, x est égal à x0, y est nu l , et les composantes de la vitesse sont 
v0 cos n0, vo sin n0, ce qui donne les équations 

on en déduit les expressions de a; et y, 

L'é l iminat ion du temps, résultant de l ' in t roduct ion dans l ' identité 

des valeurs de sin at et de cos at tirées des relations précédentes, conduit à 
l 'équation de la trajectoire, qui est 

la trajectoire est une ellipse qui a pour centre l 'origine 0, et pour demi-

diamètres conjugués le rayon vecteur in i t i a l OAo et le segment  

porté par une parallèle à la vitesse ini t iale ; c'est ce que montreraient du 

reste les équations du mouvement si l'on prenait comme axes de coordonnées 

le rayon vecteur i n i t i a l et la parallèle menée par le centre à la vitesse 

in i t i a le . 

Les coordonnées x et y sont des fonctions périodiques du temps ; la durée 

de la révolution est  

Le mouvement a l ieu suivant la lo i des aires, et le moment du vecteur 

vitesse par rapport au point 0 est constant ; si est le vecteur vitesse d 'un 

point A de la trajectoire, p la distance de l 'origine à ce vecteur et n l 'angle 

qu ' i l fait avec OA, on a 

Si l'on trace le demi-diamètre OB conjugué de OA, on sait, d'après un 

théorème d'Apollonius, que l 'aire du parallélogramme construit sur OA et OB 

est constant, c'est-à-dire que l 'on a 
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quement la vitesse du mobile au point A. On peut ajouter que l'hodographe 
est le lieu d'un point B' situé sur OH et tel que OB' = a.OB; elle est donc 
une ellipse homothétique à la trajectoire. 

La trajectoire peut être un cercle ; il faut et il suffit pour cela que Ton ait 

57. Etude en coordonnées polaires du mouvement produit par une lorce 
centrale. — Il semble naturel d'étudier au moyen des coordonnées polaires r, 
0 le mouvement d'un point soumis à une Force dont la direction passe par le 
centre 0 ; on utilise pour cela les projections de l'accélération sur le rayon 
vecteur Or et sur la perpendiculaire 0p à ce rayon vecteur; ces projections 
ont pour valeurs, d'après les formules (3) et (4) du n° 25, 
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Enfin une troisième méthode consiste à déterminer d'abord la trajectoire 

du mobile ; on cherche pour cela une relation entre r et θ en é l iminant 

le temps entre les équations (9) et (10) ; on écrit 



Nous serions arrivés au même résultat en calculant la fonction des forces 

et intégrant l'équation (13). 
Pour préciser la nature de la trajectoire, nous devons exprimer les 

constantes c1 et C2 au moyen des conditions initiales, qui sont la position et la 
vitesse initiales ; en écrivant que pour l = 0 la valeur (15) de r est égale à r0, 
•et la valeur (13) de v2- est égale à on trouve les relations 
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dont l ' intégrale est (en remarquant que u s'annule avec t) 

On désigne ordinairement par n le coefficient de t au premier membre ; 

on a donc les équations 

(16) u—esin u = nt, r• = a ( l — e cos u ) ; 

la première, appelée équation de Kepler, permet de calculer u en fonction 
de t et la seconde donne r ; la quantité u — e sin u, dont la dérivée est t ou ­
jours positive, est une fonction croissante de n, et prend la valeur nt pour une 

d'abord égal à a(\—e) croit , passe par un maximum «(1 -h e), décroît et 

reprend à la fin sa valeur ini t iale ; le mobile décrit ainsi l 'ellipse tout entière 

une seule fois pendant le temps T, puis continue son mouvement d'une manière 

périodique en décrivant de nouveau l'ellipse dans le même temps T, et ainsi 

de suite. 

L'angle u, qu'on appelle anomalie excentrique, n'est autre que le para­

mètre angulaire du point de l'ellipse où passe le mobile, car si xx est l'abs­

cisse de ce point comptée à part ir du centre de la courbe, on sait que l 'on a 
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par le rayon vecteur allant du centre du Soleil au centre de cette planète 
sont proportionnelles aux temps employés à les décrire. 

2° La trajectoire du centre d'une planète est une ellipse dont te centre 
du Soleil occupe un foyer. 

3° Les carrés des temps des révolutions sidérales des différentes pla­
nètes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. 

De ces lois, Newton a déduit celle de la force qui produit le mouvement 
des planètes ; de la première, qui est la lo i des aires, on déduit que la force 
passe constamment par le centre du Soleil ; de la deuxième, qui est la l o i du 
mouvement el l ipt ique, on déduit la valeur de la force ; l 'équation (12) donne 
en effet 

voit quel le est en raison inverse du carré de la distance. 
Pour interpréter la troisième lo i de Kepler, remarquons que la constante 

des aires est le double de Taire balayée par le rayon vecteur dans l 'uni té 
de temps, ou le double du quotient de l'aire balayée dans un temps quel­
conque par ce temps ; si nous envisageons l'aire de l'ellipse entière, elle est 
égale à et est décrite dans le temps T d'une révolution sidérale ; la 

en vertu de la troisième loi de Kepler, ce coefficient est une constante ayant 
la même valeur pour toutes les planètes. On peut donc énoncer cette lo i : 

Chaque planète est sollicitée vers le centre du Soleil par une force pro­

portionnelle à sa masse et en raison inverse du carré de sa distance à ce 

centre. 

Cette force est é g a l e a y a n t la même valeur pour toutes les 
planètes.  

Inversement, si l 'on part de cette loi et si l'on cherche la lo i du mou­
vement du centre d'une planète quelconque, supposée seule en présence du 
Soleil, on a à résoudre le problème du n° précédent, et l 'on retrouve comme 

VOGT et MENTHE. — Meca. 7 
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conséquences les lois de Kepler; les équations (16) et (17) permettent de déter­
miner à chaque instant la position du centre de la planète. 

Newton a étendu la loi précédente au mouvement des comètes, dont la 
trajectoire peut être une ellipse, une parabole ou même une hyperbole ; il l'a 
étendue au mouvement des satellites, par exemple à celui du centre de la 
Lune autour du centre de la Terre ; il a remarqué que la force attractive 
exercée par la Terre sur la Lune est de même nature que celle que la Terre 
exerce sur toute masse placée près de sa surface et tombant en chute libre. 
En effet, soit a, le rayon de l'orbite lunaire supposée circulaire, et T1 le temps 
de la révolution sidérale de la Lune autour de la Terre; une masse mt placée 
au centre de la Lune subit de la part de la Terre une force attractive égale à 

que le rapport est à peu près égal au rapport des carrés des distances 
Il et a,; un calcul plus rigoureux justifie complètement l'hypothèse de Newton. 

Newton a été ainsi amené à énoncer la loi de la gravitation universelle 
qui s'exprime ainsi: 

Si deux points matériels quelconques de masses m et m' sont placés à 
une distance r l'un de Vautre, chacun d'eux est soumis à une force dirigée 



CHAPITRE IX 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL SOUMIS 
A DES LIAISONS 

60. Forces de liaison. — Lorsqu'un point matériel n'est pas susceptible 
de se déplacer d'une manière quelconque dans l'espace, on dit qu'il est soumis 
à des liaisons. Les exemples les plus fréquents sont les suivants: 

1° Le point est assujetti à rester sur une ligne ; un petit anneau entourant 
une tige mince ou bien une petite sphère placée dans un canal de même dia­
mètre en offrent des exemples. La ligne peut être invariable ou se déplacer et 
même se déformer dans la suite du temps suivant une loi donnée. 

2° Le point est assujetti à rester sur une surface ; une petite sphère 
placée entre deux surfaces parallèles dont la distance est égale au diamètre de 
la sphère en oflre un exemple. La surface peut être invariable ou se déplacer 
et se déformer dans la suite du temps suivant une loi donnée. 

3° Le point est assujetti à rester d'un seul côté d'une surface, et peut se 
déplacer soit sur cette surface soit dans une des régions de l'espace limitées 
par elle ; une petite sphère placée dans une cavité limitée par une surface, un 
point matériel attaché à l'extrémité d'un fil inextensible de masse négligeable, 
dont l'autre extrémité est (ixe, en offrent des exemples; dans le second cas le 
point matériel peut rester sur une sphère dont le centre esl le point fixe et le 
rayon la longueur du fil, il peut rentrer dans l'intérieur de cette sphère si le 
fil cesse d'ètre rectiligne et tendu. 

4° Comme cas particulier, si le point matériel reste de lui-même dans 
un plan fixe, et est assujetti à rester d'un côté d'une surface, on peut 
dire qu'il reste d'un côté de la ligne section de la surface par le plan 
fixe. 

Dans les deux premiers cas, on dit que la liaison est bilatérale ; dans les 
deux derniers, qu'elle est unilatérale. 

Supposons qu'un point matériel A, de masse m, occupant des positions 
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successives de l'espace ne puisse se déplacer dans toutes les directions autour 

de ces positions ; l'accélération J de son mouvement (nulle s'il reste en repos) 

ne satisfait pas généralement à l 'égalité géométrique désigne la 

résultante des forces données appliquées au po in t ; par définition, on appelle 

force de liaison le vecteur qu ' i l faut adjoindre à pour que l 'on ait à chaque 

instant l 'égalité géométrique 

(1)  
Cette égalité permet de déterminer la force de liaison à chaque instant si 

le mouvement du mobile est connu. Tout se passe comme si ce mobile était 

l ibre , la liaison étant supprimée, et s'il était soumis à la résultante de 

on di t encore que la force remplace la liaison. Dans le cas où le point reste 

sur une ligne ou sur une surface, on di t que est la réaction de la l igne ou 

de la surface sur le point matériel ; en vertu du principe de l'égalité de l 'act ion 

et de la réaction, la force égale et opposée à la réaction est l 'action du 

point sur la ligne ou la surface ; on peut remarquer qu'elle est la résultante 

de et de la force d'inertie on l'appelle souvent pression. Dans le 

cas où le point est à l 'extrémité d'un f i l inextensible, et que celui-ci est tendu, 

on peut dire que la force de liaison remplace le fil ; la force égale et 

opposée à est l 'action du point matériel sur le f i l , et elle représente la ten­

sion du fil à son extrémité. 

Plaçons-nous dans le cas d'un point assujetti à rester sur une ligne ou sur 

une surface ; l'expérience montre que dans les cas usuels la direction de la 

réaction s'écarte peu de celle d'une normale à la ligne ou à la surface, et 

qu'elle s'en rapproche d'autant plus que les corps en contact sont plus polis. 

A la l imite on suppose que la réaction est normale, on di t alors que les corps 

sont parfaitement polis et que les liaisons sont sans frottement. Lorsqu'on ne 

se place pas dans ce cas, on dit qu ' i l y a frot tement; la réaction peut être 

décomposée dans une force normale à la courbe ou à la surface et une force 

tangentielle ; on constate que cette dernière est en sens contraire du mouve­

ment qui a lieu ou qui tend à se produire ; cette foret; tangentielle constitue 

la force de frottement. 

Supposons maintenant que la liaison soit unilatérale et que le point ne 

puisse se déplacer que dans une région l imitée par une ligne ou une surface. 

S'il est sur la l imi te , son action sur la ligne ou la surface doit être une force 

pressante, dirigée vers l 'extérieur de la région où il peut rester; la réaction, 

c'est-à-dire la force de liaison, est égale et contraire à l 'action ; elle doi t donc 

être dirigée vers l ' intérieur de la région. Lorsqu'on veut étudier l 'équilibre ou 

le mouvement d'un point soumis à des liaisons unilatérales, on suppose qu ' i l 

est placé sur la l imi te de la région permise; on in t rodu i t la force de l iaison, 
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et Ton fait l 'hypothèse que cette force est dirigée vers l ' in tér ieur ; on déve­

loppe les calculs et l'on détermine ensuite la force de l i a i son ; si elle rempli t 

bien les conditions introduites au début, la solution trouvée convient au pro­

blème posé et le point reste sur la courbe ou la surface ; si le calcul final 

indique que la force de liaison est dirigée au contraire vers l 'extérieur, la 

solution trouvée ne convient pas, et il faut supposer que le point se déplace en 

qui t tant la l igne ou la surface; il se comporte alors comme un point l ibre, et 

la force de liaison n'existe plus. C'est lorsque la réaction s'annule que l 'on 

passe d'une hypothèse à l 'autre et que le problème change de nature. Les 

mêmes considérations s'appliquent à l'étude du mouvement d'un point maté­

r iel placé à une extrémité d 'un fil flexible et inextensible dont l 'autre extrémité 

est fixe ; pour que le fil reste tendu, il faut que la tension soit dirigée vers le 

prolongement du f i l , ou que la force de liaison soit dirigée du point matériel 

vers le point fixe. 

Nous allons résoudre quelques problèmes, en supposant que les liaisons 

sont sans f ro t tement ; nous examinerons plus lo in le cas où il y a frottement. 

<>1. E q u i l i b r e d 'un point matér ie l mobi le sans frot tement sur une l igne 

ou une surface fixes. — Nous pouvons supposer que le point est l ibre à condi­

t i on de remplacer la liaison par la réaction de la ligne ou de la surface ; il est 

en équilibre dans une position A si, placé au repos dans cette position, il y 

reste au repos ; il est nécessaire et suffisant pour cela que l'ensemble des forces 

données et de liaison qui lui sont appliquées admette une résultante nul le . 

Il faut et il suffit dès lors que la résultante des forces données et la force 

de liaison soient égales et directement opposées. Comme est par hypo­

thèse normale à la l igne ou à la surface, il faut que l u i soit également nor­

male, et cette condition est suffisante, car si elle est remplie, il existera tou­

jours une force égale et opposée à sera la réaction, et sera la 

pression. 

On voi t que l 'on obtiendra les conditions d'équilibre en exprimant que la 

résultante des forces données est normale à la l igne ou à la surface, ou que la 

somme de leurs projections sur la tangente à la ligne ou le plan tangent à la 

surface est nulle. Par exemple, si un point assujetti à rester sur une surface 

est soumis à une seule force émanant d'un centre fixe, ses positions d'équi­

l ibre seront les pieds des normales abaissées du centre sur la surface. 

On di t qu'une position d'équilibre A est stable si, en plaçant le point 

matériel sans vitesse ini t ia le dans une position A' voisine de A, le mouve­

ment qu ' i l prend le maint ient dans une région très petite entourant le point A; 

dans le cas contraire, on di t que A est une position d'équilibre instable. 

C'est par l'étude des petits mouvements ou par l 'applicat ion d'un théo-



en leur adjoignant les relations définissant la ligne, et la condition pour que la 
force lui soit normale, on a le nombre voulu d'équations pour calculer en 
fonction du temps les coordonnées du mobile et les projections X1, Y1, Z, de 
la force de liaison inconnue. 

Généralement, les coordonnées x, y, z des points de la ligne s'expriment 
au moyen d'un .paramètre, que nous appellerons q (et qui peut être l'arc ou 
l'une des coordonnées), par des fonctions (pouvant renfermer le temps si la 
ligne est mobile); nous pouvons supposer que les projections X, Y, Z de la 
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rème général dont nous parlerons plus tard qu'on se rend compte de la 
stabilité de l'équilibre; on peut cependant dans certains cas simples utiliser 
des remarques évidentes. Si l'on suppose par exemple un point mobile sur 
une ligne et en équilibre dans une position A, on étudie la résultante des 
forces qui lui sont appliquées lorsqu'on le place dans une position voisine A', 
et l'on évalue la projection de cette résultante sur la tangente en A' ; si 
cette projection est dirigée de A' vers A, l'équilibre est stable en A, sinon il 
est instable. 
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qu i conduit à une équation différentielle du second ordre entre le paramètre q 

et le temps t\ elle sert à déterminer le mouvement du mobile. Lorsqu'on a 

effectué l ' in tégrat ion on obtient la solution générale 

exprimant q au moyen du temps et de deux constantes arbitraires ; celles-ci peu­
vent être déterminées au moyen des conditions ini t iales , par exemple la posi­
t i on ini t ia le et la vitesse in i t ia le du point matériel . Lorsque q est ainsi déter­
miné , on peut calculer les coordonnées x, y, z du mobile ; enfin les équations 
(2) fournissent les projections de la force de l iaison. 

Dans le cas assez rare où la l igne est donnée par l ' intersection de deux 

surfaces dont les équations 

(5)  

peuvent renfermer le temps, nous remarquerons que la force de liaison F1 en 
un point doit être contenue dans le plan des normales aux deux surfaces en 
ce point ; ses projections peuvent donc s'exprimer sous la forme 

où X et µ sont deux paramètres encore inconnus ; en les transportant dans les 

équations (2), nous obtiendrons les relations 

Les équations (7) et (5) constituent cinq équations permettant de calculer 
x, y, s, puis . en fonction du temps et de deux constantes arbitraires ; le 
problème est ainsi résolu. 

Gtt. Cas où la l igne est fixe. Cas pa r t i cu l i e r d'un point pesant. — Lorsque 
la ligne est invariable, elle constitue la trajectoire du mobile ; il est alors 
avantageux d'employer les équations intrinsèques du mouvement (n° 46) ou le 
théorème des forces vives (n° 50) 



la première sert à déterminer la loi du mouvement, les deux autres servent 

ensuite à déterminer la force de liaison au moyen de ses projections sur la 

normale principale et sur la binormale à la ligne donnée en chaque point. 

Le théorème des forces vives s'applique au mouvement du point matériel , 

que l 'on peut supposer l ibre et soumis à l 'action de ; la liaison étant 

sans frottement, la force de liaison est constamment normale au déplace­

ment de son point d'application et son t ravai l est nul ; on peut donc écrire la 

relation de l'énergie cinétique en ne conservant que le travail de la force 

sous la forme différentielle ou la forme finie : 
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sur la normale principale et la binormale ; les trois équations intrinsèques du 

mouvement sont dès lors (n° 46) 

La forme finie (10) est très uti le lorsqu'il est possible d'évaluer le t ravail 

de la force sans connaître le mouvement, en part iculier lorsque cette force 

ne dépend que des coordonnées x, y, z du mobile ou du paramètre q qui fixe 

sa position sur la trajectoire, ou bien encore lorsque cette force dépend d'une 

fonction des forces. Nous pouvons ajouter que la recherche de la force de 

liaison exige que l 'on revienne ensuite soit aux équations générales (2) soit 

aux dernières équations (8) . 

11 faut bien remarquer que. les équations (8), (9) , (10) ne sont valables que 

si la l igne donnée est fixe, car dans le cas contraire la force n'est pas nor­

male à la trajectoire du point matériel . Il est facile de montrer, par un raison­

nement analogue à celui du n" 50, que l 'équation (4), la première des équa­

tions (8) et l 'équation (9) rentrent l'une dans l 'autre. 

Nous allons appliquer le théorème des forces vives à l'étude du mouve­

ment d'un point matériel mobile sans frottement sur une courbe fixe sous 

la seule action de la pesanteur. 

Nous prendrons, sauf avis contraire, comme direction de l'axe Os celle de 

la verticale ascendante ; les projections de la force appliquée au point matériel 

sont alors X — 0, Y = 0, Z — — mij ; l 'équation (10) donne alors la relation 
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où z est urfà fonction connue de q ; les variables se séparent immédiatement, 
et Ton peut par une quadrature calculer / en fonction de q, d'où inversement 
q en fonction de t et d'une constante arbitraire qui peut être déterminée au 
moyen des conditions initiales ; le problème est ainsi résolu. 

Il y a lieu de préciser le signe que l'on doit choisir devant le radical qui 
entre dans l'équation du mouvement. La fonction est toujours positive 
et, au début du mouvement, z, égal à z0, est égal ou inférieur à a, les radi­
caux sont donc réels ; lorsque t croit a partir de zéro, le sens de la vitesse ini­
tiale, on du mouvement qui commence, permet de dire si q croit ou décroît; 
dans le premier eas, on prendra le signe I devant le radical, dans le second 
cas le signe —, et Ton conservera ce signe tant que la vitesse ne s'annulera 

pas ; cela ne peut se produire 
que si z prend la valeur a. 

Si, en suivant le sens du 
mouvement, zne peut jamais 
atteindre la valeur a, ce qui 
a lieu par exemple quand tous 
les points de la ligne sont au-
dessous du plan de cote a 
(fig. 43), le mouvement conti­
nue sans arrêt toujours dans 
le même sens ; dans le cas 
particulier où la courbe est 

fermée et tout entière au-dessous de la cote a, le mobile repasse à son point 
de départ et, d'après l'équation (12), y reprend sa vitesse initiale; le mouve­
ment est révolutif et les révolutions successives ont la même durée. 
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Si, en suivant le sens du mouvement, z atteint la valeur a en un point A1 

où la tangente à la courbe n'est pas parallèle au plan xOy (fig. 44), le mo­
bile décrit l'arc A0A, en un temps fini . Pour le voir, nous supposerons que le 

paramètre q est l'are s de la courbe 
compté à partir de A0 positivement dans 
le sens du mouvement initial, et nous 
appellerons s1 la longueur de Tare A0A1 ; 
l'équation (12) donne 

Lorsque le mobile arrive en A1 sa vitesse s'annule ; mais la compo­
sante tangentielle Ft de la force à laquelle il est soumis n'étant pas nulle, le 
point se met en mouvement et z décroît à partir de a ; il y a changement de 
sens du mouvement, donc changement de signe de la vitesse ; il faut modifier 
le signe du radical de l'équation (13) et intégrer l'équation ainsi transformée ; 
le mobile se déplace de Ai vers A0, et ne s'arrête que si z peut reprendre la 
valeur a ; cela peut ne pas avoir lieu, ou bien peut se présenter pour un 
point A2. Si la tangente en ce point n'est pas horizontale, le mobile s'arrête 
en A2, puis revient de A2 vers At, s'arrête en A1 et ainsi de suite. 

Le mouvement est alors constitué par une série d'oscillations de A1 à A2 et 
de À2 à Ai, et l'on peut vérifier que ces oscillations ont la même durée; cela 
résulte encore de la remarque suivante : les vitesses que possède le mobile 
lorsqu'il passe en un point A sont égales et de même signe, ou égales et de 
signes contraires, suivant le sens de son mouvement, car elles sont égales à 

Supposons enfin qu'en suivant le sens du mouvement initial, z puisse 

z étant supposé remplacé par sa valeur 
en fonction de s. 
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atteindre la valeur a en un point A, où la tangente à la trajectoire est hor i ­

zontale ; nous allons montrer qu'en général le mobile s'approche de A1 mais n 'y 

parvient qu'au bout d'un temps i n f i n i . En reprenant le raisonnement du cas 

t 
6 4 . Pendule s imple. — Considérons un point matériel de masse m assu­

j e t t i à rester sur un cercle de centre O cl de rayon / placé dans un plan ver­
t ica l (fig). 45) et soumis à la seule action de la pe­
santeur. La liaison peut être réalisée soit en plaçant 
le point à l 'extrémité d'une tige rigide OÀ de masse 
négligeable, de longueur /, dont l 'autre extrémité 
reste fixée en O, le point A. est alors assujetti à 
rester sur le cercle ; soit en remplaçant la tige par 
un fil inextensible de longueur l; si le fil est tendu, 
le point reste sur le cercle, mais si le fil n'est pas 
tendu, le point peut se déplacer à l ' intérieur du cercle 
et la liaison est unilatérale. Dans ces deux cas on 
di t que Ton a réalisé un pendule simple. 

Nous prenons l 'origine au point O, l'axe Oz vertical dir igé suivant la 
verticale ascendante et l'axe Ox horizontal dans le plan du cercle, comme 
paramètre de déplacement l 'angle s'OA formé par le rayon OA avec la ve r t i ­
cale descendante ; on a alors 

Nous allons établir l 'équation du mouvement en supposant que le point 

matériel ne quitte pas le cercle; quelle que soit la nature de son mouvement, 

révolu t i f ou oscillatoire, nous sommes certains qu ' i l passe par le point le plus 
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bas A0 de sa trajectoire ; nous pouvons supposer, sans nuire à la généralité, 
que l'on prenne ce point comme origine des arcs, comme origine du temps 
l'instant où le mobile passe en A0, et que sa vitesse initiale v0 en ce point soit 
dirigée dans le sens des arcs croissants, celui de Ox vers Oz. 

Si l'on utilise la première des équations intrinsèques (8), on doit prendre 
s = /0, et la projection Vt de la force de la pesanteur sur la tangente en À 
dans le sens des arcs croissants a pour valeur 

l'équation du mouvement est alors 

i  

la dérivation de cette équation (15) conduirait du reste à l'équation ( H ) ; elles 
jouent le même rôle dans l'étude du mouvement. 

L'intégration de l'une ou de l'autre des équations précédentes ne peut se 
faire à l'aide des fonctions élémentaires et exige l'introduction des fonctions 
elliptiques ; un cas simple est celui où v0 est très petit; d'après l'équation (15), 
la vitesse s'annule pour une valeur de 0 très petite, que nous appellerons a et 
qui est donnée par 

(16)  

le mouvement est oscillatoire, les oscillations sont de faible amplitude et l'on 
peut dans une première approximation remplacer sinθ par θ. En faisant ce 
changement dans l'équation (14), elle devient 

équation différentielle du second ordre dont la solution générale est 

G| et C2 étant des constantes, tën écrivant que 0 est nul à l'instant initial et a 
pour maximum a, on obtient la solution particulière 
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le mouvement est oscillatoire entre les angles a et —a; il est périodique; la 
durée d'une oscillation simple s'obtient en écrivant que l'angle sons le signe 
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on est encore ramené à une intégrale elliptique. La 

durée du mouvement entre le point A0 le plus bas et le point A1 correspon­
dant à l'écart maximum s'obtient en effectuant l'intégration par rapport à 0 
entre 0 et a, ou bien par rapport à u entre 0 et 1 ; la durée d'une oscillation 
simple en est le double et la période du mouvement, ou durée d'une oscillation 
double, est deux fois plus grande. 

Les tables de fonctions elliptiques permettent de calculer l'intégrale 
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Nous avons encore à envisager le cas intermédiaire où le plan de cote a 

est tangent au cercle, ce qui a lieu quand l'équation (17) devient 
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en A' pour le cercle et la parabole ; comme la vitesse est la même, les deux 

courbes ont même rayon de courbure, et elles sont dès lors osculatrices. 

65 . Mouvement d 'un po in t sur une surface. — Comme au n" 62, la 

méthode générale consiste à uti l iser l 'égalité géométrique i , qu i 
se t radui t par les équations 

à leur adjoindre l 'équation de la surlace f(x, y, z) = 0, celle-ci pouvant ren­

fermer le temps, et les conditions exprimant que la force de liaison est nor­

male à la surface ; on peut écrire que X1, Y1, Z1 sont proportionnels aux dér i ­

vées de /"par rapport à .x, y, z ou bien que Ton a 

étant un coefficient inconnu ; on a ainsi autant d'équations qu ' i l en faut pour 

déterminer en fonction du temps les coordonnées x, y1 z et le coefficient , 

d'où l 'on déduit la force de liaison. 

E x e m p l e . Mouvement d'un point matériel assujetti à rester sur un 

plan incliné fixe et soumis à la seule 

action de la pesanteur. 

Prenons pour origine la position 

in i t ia le du mobile (fig. 47), l'axe des 

z suivant la normale au plan, dirigée 

vers le haut, l'axe des x suivant l 'ho­

rizontale du point 0 et l'axe des y 

suivant la ligne de plus grande pente 

du plan, dirigée aussi vers le haut ; 

désignons pa r t l 'angle du plan donné 

avec le plan horizontal ; les projec­

tions du poids sont 0, — n i g sin i , — m g cos i , celles de la force de liaison 

sont 0, 0, F i , les équations du mouvement sont 

l 'équation de la surface est z --- 0. Les deux premières équations sont iden-
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tiques à celles du mouvement d'un point pesant l ibre (n° 55) dans lesquelles 

on remplacerait g par g sin i ; le mobile se déplace suivant la l igne de plus 

grande pente d'un mouvement uniformément varié, ou bien décrit une para­

bole dans le plan. La troisième équation, où Ton fait z 0, donne 

F1 = mg cos i — P cos i. 

Revenons a l'étude générale. Lorsque la surface donnée est fixe, les équa­

tions générales peuvent être uti lement remplacées, comme dans le cas d'une 

l igne fixe, par des équations particulières. Les équations intrinsèques sont 

moins avantageuses que dans le cas d'une ligne, parce que la trajectoire du 

mobile n'est pas connue à l'avance ; elles peuvent fournir cependant des ren­

seignements intéressants, et nous al lonsindiquer comment elles s'appliquent au 

problème actuel. 
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priôté caractérise les lignes de la surface appelées gèodèsiques ; on démontre 

qu'une ligne géodésique passant par deux points de la surface est plus courte 

qu'une ligne voisine passant par les deux points, comme cela a l ieu pour les 

droites d'un plan et les grands cercles d'une sphère. 

Le théorème le plus utile pour l'étude du mouvement d'un point sur une 

surface fixe est celui des forces vives, parce que la force de liaison est constam­

ment normale à la trajectoire de son point d'application et que son t ravai l est 

nul ; il suffit donc d'écrire les équations (9) ou (10). Si l 'on peut calculer le 

t ravai l sans connaître le mouvement, en particulier si la force ne dépend 

que de la position du mobile et dépend d'une fonction des forces, on obtient une 

intégrale première du mouvement. 

66 . Mouvement d'un poin t matér ie l sur une surface de r évo lu t ion . Cas 

d'un poin t pesant. — Le théorème des forces vives ne donne qu'une équation 

indépendante de la force de liaison ; une deuxième équation est nécessaire 

pour déterminer le mouvement. Un cas important , où il est facile de former 

cette deuxième équation sans recourir à la méthode générale, est celui où la 

surface est de révo lu t ion ; la force de liaison rencontre l'axe de cette surface, 

et son moment par rapport à cet axe est constamment nu l . Il suffira donc 

d'appliquer l 'équation du moment de la quantité de mouvement par rapport 

à cet axe (n° 47). 

Il y a alors avantage à prendre comme axe des z l'axe de la surface et à 

util iser les coordonnées semi-polaires r, 0, z ; l 'équation du moment cinétique 

s'écrit alors 

(20)  

N étant le moment de par rapport à Oz. Avec les mêmes coordonnées, 

l'énergie cinétique du point est 

et le t ravail élémentaire de la force F a pour valeur 

Xdx Ydy - zdz = (xY — yX)dθ 'Zdz = Ndθ Zdz ; 

enfin l 'équation de la surface est de la forme f(r, z) — 0. En ut i l isant l 'équa­

t ion des forces vives, soit sous forme difïérentielle soit sous forme finie, on a 

ainsi trois équations permettant de calculer r, z, 0 en fonction du temps ; l 'une 

des équations générales ou la troisième des équations intrinsèques permet 

ensuite de trouver la force de l iaison. 

Un cas particulier que l 'on rencontre fréquemment est celui où la force F 
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rencontre constamment l'axe ou lui est parallèle ; son moment N est alors nul, 
et l'équation (20) conduit à une intégrale première qui n'est autre que la loi 
des aires relative au mouvement de la projection du mobile sur le plan xOy ; 
cette intégrale est 

(21)  

la constante C étant le moment constant de la vitesse par rapport à l'origine, 
ou bien encore, comme on le voit facilement, le produit parle rayon vecteur r 
de la projection de la vitesse sur la tangente au parallèle de son point 
d'application ; si (V, T) est cet angle, on a bien 

C = rv cos (V, T) = rovoo cos (V0, T0). 

L'équation de l'énergie cinétique se simplifie parce que W — 0, et s'écrit 

Si Z ne dépend que des coordonnées du mobile, on peut intégrer les deux 
membres, et écrire 

En adjoignant à (21) et (22) l'équation de la surface f(r, z) = 0 on a trois 
équations entre r, 0, z et t ; on peut alors diriger le calcul de différentes façons ; 
si l'on élimine z et t, on a l'équation différentielle de la projection sur le plan 
des xy de la trajectoire du mobile ; si l'on élimine au contraire 0 et r ou z, on 
obtient z ou r en fonction du temps, et l'équation (21) donne ensuite 0. 

C'est généralement ce dernier procédé que l'on emploie lorsque l'axe de 
la surface est vertical et que le point est soumis à la seule action de la pesan­
teur ; alors Z = — mg, U = — mgz, et l'équation (22) devient 

on exprime généralement r en fonction de z, et l'on obtient une équation diff'é-
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dont l ' intégrat ion se ramène aux quadratures ; on trouve ensuite r par l'équa­

t ion de la surface, et 0 par l 'équation (21). Remarquons que garde un signe 

constant; par suite le mouvement angulaire de la projection du mobile a tou­

jours le même sens. 

67 . Pendule sphôrlque. — Nous allons appliquer ces considérations à 

l'étude du mouvement d'un point matériel assujetti à rester sur une sphère de 

centre O et de rayon /; comme au n° 64 nous prendrons comme origine le 

point O et comme direction de Oz celle de la verticale ascendante; l 'équation 

de la surface est  

qui donne rdr — — zdz ; en remplaçant r et dr parleurs valeurs dans l'équa­

tion (23), on a l 'équation différentielle 

horizontale; nous examinerons plus lo in ce cas part iculier ; on conserve ce 

signe tant que ne s'annule pas, c'est-à-dire tant que s n 'at teint pas une racine 

du polynôme . Lorsque z atteint une telle racine, il passe par un maximum 

ou un min imum, et sa variat ion change de sens ; il faut changer le signe du 

radical, et uti l iser la nouvelle équation jusqu'à ce que z passe de nouveau par 

une racine du polynôme, et ainsi de suite. 

La quadrature qui donne / en fonction de z ne peut être effectuée à l'aide 

des fonctions élémentaires et se ramène à des intégrales elliptiques ; il est 

possible cependant de préciser l 'allure du mouvement en recherchant les 

racines de 
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Nous supposons que z0 n'est pas égal hdbl et que la vitesse init iale n'est 
pas tangente au méridien, sinon le mobile se déplacerait suivant un grand cer­
cle de la sphère comme un pendule simple. ; nous supposons aussi que la 
vitesse ini t iale n'est pas tangente au parallèle de la posit ion ini t ia le , de sorte 
que l 'angle (V 0 , T0) n'est pas égal à 0 ni à -Π. L 'équation a ses trois 

racines réelles, car les résultats de substitution 
ont respectivement les signes de 

l 'équation a donc une racine réelle z1, comprise entre — / et z0, une autre z2 

comprise entre z0 et l, et une troisième supérieure à /. 

Si, pour fixer les idées, la vitesse ini t iale est dirigée vers le bas, z décroît 

de z0 à z,, puis croi t de z, à z2, décroît ensuite de z2 à z1 et ainsi de suite ; le 

mouvement se fait donc entre les deux parallèles de 

cotes z1 et z2 suivanl la trajectoire qui 

est tangente à ces deux parallèles (fig. 49). Comme 

nous lavons remarqué, 0 varie toujours dans le même 

sens ; on peut constater facilement que deux arcs 

consécutifs tels que sont symétriques par 

rapport au méridien du point A-± et sont parcourus 

dans des temps égaux. 

Fig. 49. Si la vitesse ini t ia le est dirigée suivant la tan­

gente au parallèle i n i t i a l , sin (V 0 , T0) est nul et z0 est 

racine de l 'équation celle-ci a une autre racine z, ou z., comprise 

entre — / et z0 ou entre z0 et l ; z reste compris entre z0 et cette autre racine, 

et la grandeur de celte dernière indique quel signe on doit prendre devant le 

radical au début du mouvement. 

Un cas impor tant est celui où z0 est racine double de l 'équation  

il faut d'abord pour cela que sin (V 0 , T„) soit n u l , puisque z0 annule la 

dérivée  

c'est-à-dire que l'on ait 

ce qui exige que z0 soit négatif. Comme on a dans ce cas 

et que z — z3 est négatif, cette égalité ne peut avoir lieu que si z reste 

constamment égal à z0, comme on devait s'y attendre puisque z1 et z2 
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deviennent égaux à z0 ; de plus v ' reste constamment égal à v0 et le mobile 
décrit d'un mouvement uniforme le parallèle du point initial ; on dit que le 
mouvement est slalionnaire. 

La détermination de la force de liaison se fait soit par la troisième 
équation intrinsèque, soit par la troisième équation générale du mouvement, 

le premier membre se déduit de l'équation 

qui, dérivée par rapport à /, fournit la relation 

C'est la même formule que celle qui a été établie dans le cas du pendule 
simple (n° 64) ; nous pourrions en tirer les mêmes conséquences. 

Dans le cas où le point matériel s'éloigne très peu du point le plus bas de 
la sphère, on peut étudier son mouvement d'une manière approchée suffisante 
dans la pratique. Prenons comme origine 0' le point de la sphère de cote 
— /, comme axes O'x'y'z' deux droites rectangulaires situées dans le plan tan­
cent à la sphère, et le rayon du point O'; les cosinus directeurs de la nor-
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plan tangent en 0' aux environs de ce point ; la troisième équation donne alors 
F1 = mg et les deux autres deviennent 

leur solution générale est 

on voit que le point matériel décrit une ellipse de centre 0, et la durée de sa 

révolution cette durée est la même que dans le cas du pendule 
simple.  

68 . Equ i l ib re et mouvement d'un poin t gôné en tenant compte du frot­

tement. — Considérons un point matériel assujetti à rester sur une ligne ou 

sur une surface et soumis à l 'action de forces dont la résultante est nous 

supposons qu ' i l peut seulement glisser sans rouler, comme le ferait un petit 

cube posé sur un plan avec lequel il reste en contact par une face. 

Comme nous l'avons d i t au n° 60, la force de liaison n'est normale à la 

l igne ou à la surface que dans le cas l imite où les surfaces en contact sont par­

faitement polies ; dans la réalité est inclinée sur la normale, et peut être 

décomposée en deux forces, l'une normale, l 'autre 

tangentielle (fig. 50), cette dernière étant appelée force 

de frottement. Les expériences faites dans les c i r ­

constances habituelles ont conduit aux résultats sui­

vants : 

i° Si un point matériel au repos est soumis à une 

force variable en grandeur et direction et s'il reste en 

Fig. 50. équilibre, la force est égale et opposée à l 'équi­

libre subsiste tant que la force de frottement T est égale 

ou inférieure à f"N, et le mouvement commence dès que étant un 

coefficient constant appelé coefficient de frottement au départ. 

2° Si un point matériel est en mouvement, la force de frottement T est 

dirigée suivant la tangente à la trajectoire, dans le sens opposé à la vitesse, 

et l 'on a T = f ' N , f étant un coefficient constant appelé coefficient de frotte­

ment pendant le mouvement. 

Les coefficients f et f sont, dans les l imites ordinaires, indépendants de 

la grandeur des forces ainsi que de la vitesse du mouvement ; ils sont aussi 
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indépendants de l'etendue des surfaces en contact, mais ont des valeurs carac­

téristiques de la nature de ces surfaces ; ils sont ordinairement peu différents 

l ' un de l 'autre, [' étant légèrement inférieur à /*, et nous admettrons qu'i ls 

sont égaux pour des surfaces de même nature. Ces résultats supposent toute­

fois que les surfaces sont nettes et sèches ; si elles sont humides ou graissées, 

les lois du frottement ne sont plus les mêmes, on conserve toutefois le nom de 

coefficient de frottement au quotient des deux composantes T et IN. Par exem­

ple pour des surfaces métalliques nettes et sèches, /"est compris entre 0,1S et 

0 ,20; pour des surfaces lubrifiées par la graisse ou l 'huile, / e s t compris entre 

0,03 et 0,0"). 

Remarquons qu'à la l imi te de l 'équil ibre, et pendant le mouvement, la 

force de liaison fait avec la normale un angle est appelé 

anyle de frottement; par exemple pour . Pétulant le 

repos, fait avec la normale contenue dans le plan TAF, un angle inférieur 

ou au plus égal à l 'angle de frottement. O l t e remarque permet de résoudre 

géométriquement certains problèmes d'équilibre d'un point sur une surface ; 

comme la résultante F des forces données est alors égale et opposée à F1, F 

doit se t rouvera l ' intérieur ou sur la surface d'un cône dont J'axe est normal 

à la surface, et dont les génératrices font avec cette normale un angle égal à 

l 'angle de frot tement; ce cône est appelé cône de frottement. Il faut de plus 

remarquer que si la liaison est bilatérale, F, qui est une force pressante, doit 

être dirigée vers l 'extérieur de la région ou peut se déplacer le point matériel ; 

le cône de frottement a alors une seule nappe ayant pour axe la normale 

extérieure. 

L'étude du mouvement d'un point matériel lorsqu'i l y a frottement est un 

problème généralement compliqué, sauf dans le cas où l 'on sait que la trajec­

toire est recl i l igne ; on peut utiliser soit les équations générales soit les équa­

tions intr insèques; l 'équation de l'énergie cinétique n 'él imine pas la force de 

l iaison, car cette force t ravai l le . La force de liaison doit satisfaire à la condi­

t ion que sa composante tangentielle T est égale à /"N, et est portée par la 

tangente à la trajectoire, en sens contraire de la vitesse. 

69 . E q u i l i b r e et mouvement d'un poin t pesant posé sur un p lan i nc l i né . 

-- Eludions l 'équilibre d'un point A soumis à son poids et à une force don­
née  

Nous utiliserons la remarque relative au cône de. frottement, et nous dis­
tinguerons deux cas suivant que l'angle i du plan incliné avec le plan hor i ­
zontal est inférieur ou supérieur à l 'angle de frottement. 

Dans le premier cas, (f\(f. 51), le poids est intérieur au cône de 

frottement ; le point est déjà en équilibre sous la seule action de son poids ; 
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si l 'on in t rodui t une autre force pour qu ' i l y ait équilibre il faut et il suffit 

que l 'extrémité F du vecteur résultant de et  

soit intérieure au cône de frottement ; il 

suffit donc de jo indre P à un point quelconque 

F intérieur à ce cône, et de tracer le vecteur : 

égal et parallèle à . On peut remarquer que 

les plus petites forces provoquant le mouvement 

vers le bas ou le haut sont égales et parallèles 

aux normales PF1 et PF2 menées de P à la sur­

face du cône ; les forces ainsi obtenues 

sont dans le plan vertical contenant la ligne de 

Fig. 4. plus grande pente et font avec celle ligne un 

angle égal à l'angle de frottement. 

Dans le second cas, φ (fig• 52), le vecteur P est extérieur au cône de 

frottement ; le point matériel n'est pas en équi­

libre sous l 'action de son poids. Si l'on j o i n t le 

point P à un point quelconque F intér ieur au 

cône, le vecteur égal et parallèle à I main­

tiendra le point en équilibre ; si l 'on trace les 

normales au cône PF,, PF2, issues de P, les 

vecteurs égaux et parallèles ;i ces nor­

males représentent la plus petite force empê­

chant le point de glisser vers le bas, et la plus 

petite force produisant le mouvement vers le 

haut ; l'ont encore l'angle avec la ligne 

Fi^:. 52. de plus grande pente. 11 faut toutefois que F 2 o i t 

sur la nappe du cône placée au-dessous du plan. 

Nous allons indiquer comment on peut résoudre par le calcul le problème 

précédent en supposant, pour simplifier, que 

0 soit dirigée suivant la ligne de plus grande 

peule du plan ; nous choisirons l'axe des x 

suivant cette l igne, vers le haut et l'axe des 

y suivant la normale au plan (//(/. 83) ; nous 

introduirons les deux composantes T et N 

de la force de liaison et nous écrirons que 

Fig. 83. le système des forces est en équi­

libre en annulant la somme de leurs projec­

tions sur Ox et Oy, ce qui donne 

Q T — P sin i = 0, N — P cos i = 0. 
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En écrivant que T est compris entre — fN et -+- /"N, nous aurons des iné­
galités fournissant les conditions d'équilibre ; il est avantageux d'écrire que T 
est égal à f1N, f= pouvant varier de —f a -h/", ce qui donne 

P siu i— Q = /iP cos i, Q = P(sin i— fi cos i). 
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CHAPITRE X 

MOUVEMENTS RELATIFS D'UN POINT MATÉRIEL 

70. Egai l lé géométr ique fondamentale; théorème des forces vives dans 

le mouvement relat if . — Proposons-nous d'étudier l 'équilibre relat if et le 

mouvement re la t i f d'un point matériel par rapport à un système animé d'un 

mouvement d'entraînement connu. Nous supposons donc, comme au n" 33, 

qu'un point A a dans un système S rapporté à des axes Oxyz un déplacement 

relat i f défini par les variations des coordonnées x, y, z et que le système S a 

dans un système S, rapporté à un trièdre O1x1y1z1, un mouvement d'entraîne­

ment déterminé. 

Par rapport au système fixe S, on a l 'égalité géométrique fondamentale 

(1)  
étant la résultante des forces données et de liaison ; mais ce que l 'on veut 

déterminer, c'est l 'accélération relative dont on déduira, par in tégra t ion, le 
mouvement relatif. 

D'ailleurs la règle de composition des accélérations donne 

En mul t ip l ian t les deux membres par la masse m et en tenant compte de 

l 'égalité (1), on obtient 

Cette égalité géométrique a la même forme que l'égalité fondamentale de 

la dynamique à condition d'ajouter à la résultante V des forces données et de 

liaison les deux vecteurs ces deux vecteurs jouent le 

même rôle que des forces et s'appellent respectivement force d'inertie d'entraî­

nement et force centrifuge composée, ou force de Goriolis. 
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En résumé, on peut considérer le tr ièdre mobile comme s'il était fixe, à 

condition d'adjoindre aux forces données et de liaison la force d'inertie 

d'entraînement et la force de Coriolis. 

Eu particulier , le théorème des forces vives s'applique au mouvement 

relatif, à condit ion d'ajouter au travail des forces données et de liaison le t ra­

vai l des deux forces complémentaires. Tous ces travaux doivent d'ailleurs être 

évalués dans le mouvement relat if ; les t ravaux élémentaires correspondent au 

déplacement élémentaire re la t i f qu i , d'après la définition même de la 

vitesse relative V r , a pour valeur II convient de remarquer que le t ra ­

vail de la force de Coriolis est nu l ; en effet cette force est, comme on sait, 

constamment perpendiculaire à la vitesse relative Vr; elle est par suite constam­

ment perpendiculaire au déplacement élémentaire relat i f On a donc 

le théorème : 

La variation de l'ènergie cinétique relative d'un point matériel est égale 

à la somme des travaux des forces données, des forces de liaison cl de la 

force d'inertie d'entraînement, ces travaux étant évalués dans le déplace­

ment relatif. 

Lorsque l 'on étudie le mouvement re la t i f d'un point matériel assujetti à 

rester sur une courbe (ou sur une surface) invariable fixée dans le système 

entraîné S et s'il n'y a pas frottement, la force de liaison est à chaque instant 

normale à la courbe (ou à la surface), tandis que le déplacement élémentaire 

relat i f s'effectue suivant la tangente à la courbe (ou dans le plan tangent à la 

surface); dans ces conditions le travail de la force de liaison est nul dans le 

mouvement relatif, ce qui simplifie encore l 'application du théorème des forces 

vives. 

7 1 . Cas do l ' équi l ibre relat i f . — Lorsqu'un point matériel est en repos 

relatif, son accélération relative J,. est nulle ; de plus son accélération de 

Coriolis Jc est également nulle, puisque la vitesse relative est nulle ; l'éga­

l i té (2) se réduit à 

(3)  

Le système des forces données et de liaison et de la force d'inertie 

d'entraînement est donc équivalent à zéro et par suite admet une résultante 

nulle. 

Le cas le plus fréquent est celui où le système entraîné S est animé d'un 

mouvement de rota t ion autour d u n e droite du système fixe S1. On peut alors sup­

poser que les axes Os et Os, sont confondus avec l'axe de ro ta t ion . Le mouve­

ment d'entraînement est circulaire et si le point A esta une distance r de l'axe 

de rotat ion, les composantes tangentielle et normale centripète de l 'accélé-
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joue un rôle important et on lui donne le nom de force centrifuge; si la vitesse 
angulaire w est constante, la force d'inertie d'entraînement se confond avec la 
force centrifuge. 

Exemple. — Supposons qu'une ligne plane ou gauche, de forme invariable, 
tourne autour d'un axe vertical O1Z1, avec une vitesse angulaire constante w. 
Cherchons les positions d'équilibre relatif d'un point matériel pesant A assu­

jetti à se déplacer sans frottement sur cette ligne. 
Soient À une position d'équilibre, C la pro­

jection de A sur l'axe de rotation (fig. 54). Nous 
aurons CA — r. Le poids P == mg et la force cen­
trifuge, portée par CA, d'intensité j 
doivent avoir leur résultante H normale à la 
courbe. Mais les deux forces P et F sont situées 
dans le plan passant par l'axe de rotation et par 
le point A; leur résultante R rencontre donc l'axe 
de rotation en un point N, qui doit être le point 
d'intersection de l'axe de rotation avec le plan 
normal à la courbe en A. Les triangles semblables 

ACN et AFR fournissent la relation 

La longueur CN que l'on peut appeler « sous-normale comptée sur l'axe 

de rotation » doit donc être égale Si la courbe est une parabole d'axe 

O1z1 de concavité tournée vers le haut, la sous-normale est égale au para­
mètre ; on voit que le point matériel est en équilibre indifférent en un point 

quelconque delà parabole si est égal au paramètre et n'est jamais en équi­

libre est différent du paramètre. 

72. Cas du mouvement relatif. — Lorsque le point matériel est libre, 
les projections de l'égalité géométrique (2) sur les axes Oxyz fournissent des 
équations qui permettent l'étude du mouvement ; lorsque le point matériel est 
soumis à une liaison, il est avantageux d'utiliser des combinaisons qui élimi-
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équations du mouvement (4) se réduisent à 

La troisième équation montre que le déplacement de la projection v e r t i ­
cale du mobile est le mémo que celui d 'un point matériel pesant en chute l ibre 
dans le vide. La première équation a pour solution générale 

La deuxième équation fournit l ' intensité V de la force de liaison. 

73. Equ i l ib re et mouvement relatifs d 'un po in t ma té r i e l à la surface de 
la Te r r e . — Considérons un point matériel A en mouvement au voisinage de 

la surface de la Terre. Par le centre 0, de la Terre 
menons des axes O^i^ / ic , parallèles à un trièdre de 
Galilée (n° '17). Nous allons étudier le mouvement 
relat if du point A par rapport au trièdre 01x1y1z1, qui 
est animé d'un mouvement de translation {fig. 57). 

Nous verrons plus loin (n° 84) que le point 01 se 
meut comme un point matériel ayant pour masse 
concentrée la masse totale M de la Terre et soumis à 
la somme géométrique des attractions du Soleil et des 
autres corps célestes sur les différentes parties de la 

Terre. On démontre d'ailleurs dans la théorie de l 'at traction universelle et 
nous admettrons que la somme géométrique des attractions considérées est 
égale à la résultante des forces d 'at traction qui s'exerceraient sur un point 
matériel O t de masse M. Désignons par la résultante des forces d 'at traction 
qui s'exerceraient sur un point matériel O1 de masse unité. Puisque les forces 
d 'at traction sont proportionnelles aux masses, la résultante des forces d'attrac­
t ion qui s'exerceraient sur un point matériel Ci de masse M serait M. . 
D'après l 'égalité géométrique fondamentale de la dynamique, appliquée au 
point 0 , , de masse M, soumis à la force le vecteur est égal à l'accélé­

ration du point G,. 
Occupons-nous du point matériel A de masse m. 11 est soumis de la part 

du Soleil et des autres corps célestes à des forces d 'at traction dont la résul­
tante a sensiblement la valeur qu'elle aurait si le point A occupait la position 
0, (en effet les distances CA et GO, d'un point C d 'un corps céleste aux points 
A et 0, di l lerent entre elles d'une quantité qu i est très petite vis-à-vis d'elles-
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mêmes) ; cette résultante a donc pour valeur approximative m . , ) . Désignons 
par F0 la résultante des forces d'attraction dues aux différentes parties de la 
"Terre et par F la résultante des forces appliquées au point A sans être des 
forces d'attraction de corps célestes ou terrestres. 

Appliquons au mouvement du point A par rapport au trièdre O1x1y1z1, 
l 'équation générale (2), en remarquant que la force de Coriolis est nulle, puis­
que le trièdre mobile O1x1y1z1est animé d'une translat ion. .Nous aurons 
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Par définition le poids du point A est la force exercée par le fil sur son 
point d'attache E. Nous voyons que ce poids est égal à la résultante de la 
force d'attraction ¥a et de la force centrifuge ; la direction du poids, qui est 
celle du fil, définit la verticale du point A ; cette direction ne passe par le 
centre de la Terre qu'aux pôles et à l'équateur. 

La force centrifuge est égale à BIM*R cos λ avec ω = 7,3 X 10-5 radians 
par seconde (un tour par jour sidéral de 86 164 secondes) et 

R = 6 3 6 6 x l 0 5 cm; 



CHAPITRE XI 

CENTRES DE MASSE. MOMENTS D'INERTIE 

74. Centre de masse et centre de gravité d'un système matériel. 
— Considérons un système de n points matériels A,, A2, ..., An dont les niasses 
sont m1 m2, ... mn, et dont les coordonnées sont x1, y1 s, ; x2, y2, z2 ; ; 
xn, yn, zn- La masse totale du système est M = m1 + m 2 . . . + mn. Par 
définition, le centre de masse du système matériel est le point dont les coor­
données I sont définies par les équations 

Le centre de masse coïncide donc avec le centre d'un système de vecteurs 
parallèles appliqués aux points A1, A2,... An et d'intensités proportionnelles à 
m1 m2, ... mn. 11 ne change pas de position si les masses varient dans un 
même rapport. Supposons que le système matériel soit situé à la surface de la 
Terre et ait une étendue suffisamment restreinte pour que l'on puisse considé­
rer l'intensité g de la pesanteur comme constante en grandeur et direction. 
Le poids total sera Mg et les poids partiels seront m1g, m2g, ... mng. Le point 
d'application du poids total s'appelle centre de gravité; celui-ci coïncide 
donc avec le centre de masse, puisque les vecteurs parallèles mtg, m2g 
mng sont proportionnels aux masses m„ m2, ... mn. Cette coïncidence suppose 
que le système a une étendue suffisamment restreinte. 

Si l'on déplace le système en le laissant invariable, c'est-à-dire en respec­
tant les distances mutuelles, on peut imaginer que le système entraîne avec 
lui le trièdre de coordonnées ; les coordonnées des points restent alors fixes ; 
on voit ainsi que le centre de masse garde par rapport au système une posi­
tion invariable. 

Considérons un corps naturel solide ou fluide ; si on désigne par υ la 
mesure d'un petit volume entourant un point géométrique A et par Am la 



masse de matière contenue dans le volume u, Je rapport s'appelle densité 

moyenne du petit volume Av. La limite du rapport quand les dimensions 

du volume deviennent de plus en plus petites dans toutes les directions 
(de sorte que lend vers zéro) s'appelle densité du corps au point A. On dit 
qu'un corps est homogène quand il a même densité p en ses différents points. 
Si un corps n'est pas homogène la densité est une fonction ρ (x, y, z) des 
coordonnées du point A. La masse \ du petit volume est un infiniment 
petit dont la partie principale est La masse totale est la somme des 
masses des volumes partiels dans lesquels on peut décomposer le volume v. 
Si le corps est homogène la masse totale est manifestement ρv. Si le corps 
n'est pas homogène, la masse totale est la limite de la somme . La 
valeur de cette masse totale est donc fournie par le calcul intégral sous la 

Mais nous pouvons remarquer que la 

masse totale peut se déterminer avec une balance, sans aucun calcul et sans 
connaître la densité en chaque point. C'est un fait général qu'une intégration 
dans un domaine naturel s'effectue plus aisément qu'une dérivation. 

Pour trouver le centre de masse d'un corps, on imagine; dans chaque élé­
ment de volume un point matériel auquel on attribue la masse de ce 
volume ; on cherche le centre de masse de ce système de points matériels par 
les formules (1) et l'on détermine la limite de ce centre de masse lorsque le 
nombre des éléments de volume augmente indéfiniment tandis que les élé­
ments tendent vers zéro. C'est par le calcul intégral qu'on pourra déterminer 
cette limite sous la forme 

En principe, le calcul de M, utilise des intégrales triples, mais dans la 
plupart des cas usuels, on peut se ramener à des intégrales doubles ou simples 
ou même à des calculs élémentaires, comme nous le montrerons sur des 
exemples 

Il existe des corps ayant l'aspect de plaques de très faible épaisseur ; on 
peut envisager un tel corps comme une surface sur laquelle est étendue une 
couche de matière. Si représente la masse de l'élément de surface As 

entourant le point A, le rapport s'appelle la densité superficielle moyenne 
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de l 'élément. La l imi te de cette quantité lorsque A.v tend vers zéro s'appelle 

densité superficielle p au point A. La masse élémentaire de A.s a pour partie 

principale ρ s. Le calcul de la masse et des coordonnées du centre de masse 

de la surface conduit en principe à des intégrales de surfaces. Si la surface est 

plane, le centre de gravité est situé dans son plan [3e formule (1) avec axe des 

z perpendiculaire au p l an ] . 

De la même manière il existe des corps ayant l'aspect de fils de faibles 

dimensions transversales ; on peut envisager un tel corps comme une ligne 

continue douée de masse. Si As est un élément de longueur entourant un point 

A et si Am est la masse de cet élément, la l imi te du rappor t ' s'appelle den­

sité linéaire au point A. Le calcul de la masse et des coordonnées du centre 

de masse de la ligne conduit en principe à des intégrales curvil ignes. Si une 

l igne est plane, le centre de gravité est situé dans son plan (pour le démon­

trer on adopte Oz perpendiculaire au plan) . 

75. Théorèmes généraux. — Théorème I. — Pour chercher le centre de 

masse d'un corps, on peut supprimer une portion de ce corps en la rempla­

çant par un point matériel ayant pour masse celle de la portion et pour posi­

tion celle du centre de gravité de la portion supprimée. 

Ce théorème résulte immédiatement des formules (1) et de cette remarque 

que dans une somme on peut remplacer plusieurs termes par leur somme. 

Ce théorème est utile quand on peut décomposer le corps en plusieurs 

parties V, , V 2 , ... Vp, de niasses m1, m2 ... mp, et de centres de musse C1, C2.,, 

... CP. Le centre de masse C du corps coïncide avec le centre de masse du 

système formé par les points C1 C2, ... Cp affectés de masses m1,, m 2 , ... mp,. 

On util ise aussi ce théorème pour chercher le centre de masse d'un corps 

homogène H présentant une cavité. On imagine un corps auxiliaire IF de même 

matière homogène que II et l 'on écrit que le centre de gravité du corps M" 

qui est constitué par l'ensemble de H et I I ' coïncide avec le centre de masse 

de deux points matériels C et C coïncidant avec les centres de gravité des 

corps II et I I ' et ayant pour masses celles M et M' des corps H et H ' . On a 

donc par exemple  

Il est facile de généraliser au cas d'un corps présentant plusieurs cavités. 

Théorème I I . — S i un corps matériel admet un plan diamétral, ce plan 

contient le centre de masse. 

On di t qu 'un corps matériel admet un plan diamétral II relativement ta 

une direction A si à chaque point matériel A du corps on peu! faire corres-
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pondre un point matériel A' de même masse de telle sorte que le segment A A ' 

soit parallèle à la direct ion A et ai t son mi l i eu J dans le plan I I . 

Il est manifeste que le centre de gravité du corps est situé dans un plan 

diamétral . En effet on peut, en vertu du théorème I, remplacer chaque.couple 

de points A, A' par un point matériel placé au mi l ieu J. On est donc amené à 

chercher le centre de gravité de points I qu i sont tous situés dans le plan I I . 

En adoptant pour un instant l'axe des x normal au plan H et l 'origine dans le 

plan I I , on voit alors sur la troisième formule (1) que est n u l . 

Si la direct ion est perpendiculaire au plan II on dit que le plan diamé­

t r a l H est un plan de symétrie matérielle. 

Si le corps matériel est homogène il suffit, pour qu ' i l admette un plan dia­

métral II relat ivement à une direction A, qu'à chaque point géométrique A 

corresponde un point géométrique A' tel que le segment AA ' soit parallèle à la 

direct ion é t a i t son mi l i eu dans le plan I I . I l est facile de décomposer le 

corps matériel en parallélépipèdes élémentaires dont les centres se correspon­

dent et qui ont même volume et par suite même masse. En remplaçant ces 

parallélépipèdes par des points matériels placés aux centres, on est ramené au 

cas général, car deux points matériels correspondants ont même masse. 

Si un corps matériel admet deux plans diamétraux, son centre de masse 

est situé sur la droite d'intersection de ces deux plans et si un corps matériel 

admet trois plans diamétraux, son centre de gravité est situé au point commun 

aux trois plans. 

T h é o r è m e I I I . — Si un corps matériel admet un diamètre, celui-ci 

contient le centre de masse. 

On di t qu 'un corps matériel admet une droite A pour diamètre relative­

ment à une direction de plan I I , si à chaque point matériel A du corps on 

peut faire correspondre un point matériel A' de même masse tel que le seg­

ment AA' soit parallèle au plan 11 et partagé en deux parties égales par le 

diamètre. Le théorème se démontre aisément comme le théorème I I . 

Si le corps matériel est homogène, il admet un diamètre A relativement à 

une direct ion de plan H si à chaque point géométrique A du corps on peut 

faire correspondre un point géométrique A' tel que le segment AA' soit paral­

lèle au plan 11 et partagé en deux parties égales par le diamètre. 

T h é o r è m e I V . — Si un corps matériel admet un centre de symétrie, 

celui-ci coïncide avec le centre de masse. 

On dit qu 'un corps matériel admet un centre de symétrie 0 si à chaque 

point matériel A du corps on peut faire correspondre un point matériel A' de 

même masse tel que le mi l ieu du segment AA ' coïncide avec le point 0. En 

vertu du théorème I on peut remplacer les couples de points A, A' par des 
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points matériels coïncidant avec le point 0 ; le centre de masse coïncide donc 
•avec le point 0. 

Remarque. — Les théorèmes qui précèdent sont surtout utiles pour cher­
cher le centre de masse de certains corps homogènes de formes géométriques 
simples. 

76. Centres de masse des lignes. — Le centre de masse d'un segment de 
droite homogène coïncide avec le milieu, qui est un centre de symétrie. 
L'application du théorème I permet de trouver aisément le centre de gravité 
•d'une ligne polygonale homogène. 

Le centre de masse d'une ligne plane polygonale régulière homogène 
coïncide avec le centre du cercle dans lequel est inscrite la ligne. Menons en 
effet par un sommet de la ligne polygonale le diamètre du cercle ; le plan per­
pendiculaire au plan de la ligne et passant par le diamètre est manifestement 
un plan de symétrie. Le centre de gravité doit donc se trouver dans les plans 
de symétrie passant par les différents sommets ; il est donc situé sur leur 
droite commune qui passe par le centre du cercle ; comme le centre de gravité 
-est situé dans le plan de la ligne polygonale, il coïncide avec le centre du cercle. 

Le centre de masse des lignes se calcule généralement par des intégrales 
curvilignes. 

EXEMPLE. — Centre de masse d'un arc de 
cercle homogène. — Adoptons un ttïèdre trirec-
tangle ayant son centre 0 au centre du cercle et 
son axe Ox en coïncidence avec L'axe de symétrie 
de l'arc de cercle (fig. 58). Le centre de masse est 
situé dans le plan zOx qui est un plan de symétrie ; 
il est d'ailleurs situé dans le plan xOy qui est le 
plan de la ligne ; il se trouve donc sur la droite 

Fig. 58. Ox. il suffit de chercher l'abscisse du centre de 
masse. 

Désignons par la densité linéaire. Nous aurons 

Premier théorème de Guldin.— L'aire engendrée par une ligne plane 
tournant autour d'un axe ne la traversant pas et situé dans son plan est 
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égale au produit de la longueur de la ligne par la longueur de la circonfé­

rence dècrile par le centre de masse de cette ligne supposée homogène. 

Adoptons J'axe de rotation pour axe ()x et la perpendiculaire dans le plan 

de la ligne pour axe Oy On sait que l 'aire engendrée par la ligne plane tour­

nant autour de Ox a pour Mais on a„ 

d'après la 2" formule (1), en désignant par l la longueur de la l igne, 

La valeur do l'aire engendrée est donc conformément au théorème. 

Ce théorème permettrait par exemple de trouver le centre de gravité d 'un 

arc de cercle homogène en faisant tourner cet arc autour de l'axe 0;/ (fig. 58) 

de façon à lui faire engendrer une zone. 

77. Centre «le masse «les surfaces. — Le centre de masse d'un parallélo­

gramme homogène, d'un cercle homogène, d'une couronne circulaire homo­

gène, est situé au centre de symétrie. On voit aisément que le centre de gra­

vité d'une aire homogène plane l imitée par un polygone régulier est situé au 

centre du cercle circonscrit, car il passe par chaque sommet un plan de symé­

trie contenant le centre du cercle. 

En remarquant que, pour un triangle homogène, un plan perpendiculaire 

au plan du tr iangle et passant par une médiane est un plan diamétral r e l a t i ­

vement à la direction du coté traversé par la médiane, on voit que le centre 

de masse doit être situé au point de concours des médianes et se confond avec 

le centre de masse de trois masses égales situées aux trois sommets. 

Pour obtenir le centre de masse d'une aire plane homogène l imitée par-

une ligne polygonale, on décompose cette aire en triangles et on applique le 

théorème I. Donnons comme exemple la recherche du centre de gravité d'un 

trapèze que l 'on décompose en deux triangles ; cette recherche se simplifie 

d'ailleurs par cette remarque que le centre de masse est situé sur la droite 

qui j o i n t les mil ieux des deux hases (car le plan mené par cette droite per­

pendiculairement au plan du tra­

pèze est un plan diamétral pour 

la direction des bases). 

Rappelons que dans les cours 

élémentaires de Mécanique on dé­

montre que le centre de gravité 

(i d'un trapèze ABCD (fig. 59) est 

situé sur la, droite qui j o i n t les 

points E et V obtenus en prolongeant chacune des bases d'un segment égal à 
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l 'autre base, ces prolongements étant effectués en sens inverses : BE = DC et 

DF — AB. On obtient donc le centre de gravité en 

cherchant l ' intersection de la droite EF avec la 

droite IJ qui j o i n t les mil ieux des deux bases. 

En décomposant un secteur en secteurs élé­

mentaires (fig. 60) assimilables à des triangles on 

voit que le centre de gravité d'un secteur homo­

gène de rayon 11 coïncide avec le centre de gra­

vité d'un arc homogène découpé par le secteur 

Second théorème de G u l d i n . Le volume engendré par une aire 

plane tournant autour d'un axe ne traversant pas l'aire et situé dans son 

plan est êqal au produit de la mesure de cette aire par la circonférence 

engendrée par le centre de masse de cette aire supposée homogène. 

En effet, adoptons Taxe de rotat ion pour axe O.r. Le volume engendré par la 

78. Centre de masse des volumes. — Le centre de masse d'un parallélé­

pipède homogène ou d'une sphère homogène coïncide avec le centre géomé­

tr ique, qui est un centre de symétrie. 

Cherchons le centre de masse d'un tétraèdre homogène ABCD (Jig. Cl a). 

Le plan ABI passant par 

l'arête AB et par le m i ­

lieu I de l'arête CD est 

un plan diamétral . De 

même le plan ADJ pas­

sant par l'arête AD et 

par le mil ieu .1 de l'arête 

BC est un plan diamé­

t r a l . Le centre de masse 

du tétraèdre se trouve 

donc situé sur la droite 

ÀG1 d ' i n t e r s e c t i o n des 

deux plans diamétraux considérés. Mais le point G, est au centre de gravité du 

tr iangle BCD puisqu'i l est situé sur les médianes BI et DJ. Le centre de masse 

est donc sur chacune des quatre droites qui jo ignent un sommet au centre de 
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masse de la face opposée supposée homogène. Soit G2 le centre de masse du 
triangle ACD, situé sur la droite A l . Le centre de gravité du tétraèdre se 
trouve à l'intersection des deux droites AG1 et BG2 situées dans le plan ABI. 
Mais on voit aisément (fig. 61 b) que les deux droites BG2 et AG1 se rencontrent 
en un point G situé en leur quart; en effet G4 est au tiers de BI, G2 est au 
tiers de AI ; donc G1G2 est parallèle à AB et la longueur de G1G2 est le tiers 
de la longueur de AB ; les deux triangles ABG et GG1G2 sont donc sem­
blables avec rapport de similitude 3 ; par suite on a BG == 3GG1 et AG = 3GG1. 
Nous sommes ainsi conduits à dire que le centre de masse d'un tétraèdre est 
situé sur le segment qui joint un sommet au centre de masse de la face oppo­
sée, au quart de ce segment à partir de la base. 

Remarquons que, si Ton cherche le centre de masse de quatre masses 
égales affectées aux sommets d'un tétraèdre, on trouve le centre de masse du 
tétraèdre ; il suffit, pour le voir, de commencer par remplacer trois des masses 
par une masse triple affectée à leur centre de masse. 

Considérons un prisme homogène. Décomposons l'une des deux bases 
égales en surfaces élémentaires et le prisme en prismes élémentaires, ayant 
pour bases ces surfaces élémentaires. Nous pouvons (théorème I) remplacer 
chaque prisme élémentaire, assimilable aune tige, par un point matériel ayant 
même masse et placé au milieu. Nous sommes donc ramenés à chercher le 
centre de masse de masses situées toutes dans le plan équidistant des deux 
bases, chaque masse étant proportionnelle au volume et par suite à la surface 
de base du prisme élémentaire correspondant. On en déduit immédiatement 
que le centre de gravité du prisme coïncide avec celui de la section moyenne 
supposée homogène. Donc, le centre de niasse d'un prisme homogène coïn­
cide avec le centre de masse de la section par un plan équidistant des deux 
bases. D'ailleurs, en considérant un cylindre comme la limite d'un prisme, on 
voit que la règle des prismes s'applique aux cylindres. 

Considérons un corps homogène de révolution autour de Oz ; soit r — f(z) 
l'équation de la méridienne; supposons que la densité p ne dépende que de z. 
Décomposons le corps en tranches perpendiculaires à Taxe et d'épaisseur dz. 
Chaque tranche a une masse πr2ρdz. On a donc 

M= πr 2 ρdz et Mζ= πr2pzdz. 

70. Moments et produits d'inertie. — Etant donné un système de points 
matériels A,, A2, ... An de masses m1 m2, ... mn, on appelle moment d'inertie 
•de ce système par rapport à un point, une droite ou un plan la somme des pro­
duits des masses par les carrés des distances au point, à la droite ou au plan. 
Si rk représente la distance du point A*, le moment d'inertie est donné par la 
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formule En dynamique on n'utilise guère que le moment d'inertie par 
rapport à une droite ; on le représente par 1 ; on a l'habitude de poser I = , 
M désignant la masse totale ; k est homogène à une longueur et s'appelle 
rayon de gyration du système. On appelle moment d'inertie par rapport à un 
axe, le moment d'inertie par rapport à la droite qui porte cet axe. 

Les trois espèces de moments d'inertie se rattachent les unes aux antres 
d'une manière simple. Si nous rapportons le système à trois axes rectangulaires, 

somme des moments par rapport à deux plans rectangulaires passant par cet 
axe et que le moment par rapport à un point est égal à la somme des moments 
par rapport à trois plans perpendiculaires deux à deux passant par le point. 

A côté des moments d'inertie, on envisage les produits d'inertie , 
Ces produits d'inertie ne sont définis que si l'on a choisi 

des axes de coordonnées ; leur valeur dépend du choix des axes. Ils ont un 
signe quelconque, tandis que les moments d'inertie sont positifs. 

Si Ton a un corps remplissant un certain volume, on le décompose en élé-
ments de volume v ; on évalue les masses m de ces éléments et on calcule 
la distance r du centre de chaque élément au point, au plan ou à la droite. On 
cherche enfin la limite de la somme pour obtenir le moment d'inertie. 
On peut d'ailleurs remplacer cette limite par celle de puisque Am a 
pour partie principale . Dans le cas général un moment d'inertie est fourni 
"par une intégrale triple. Mais souvent on peut le calculer par une intégrale 
double ou simple, comme cela arrive pour une plaque ou une ligne. 

80. Calcul des moments d'inertie. — Nous allons donner quelques exem­
ples de calcul de moments d'inertie. 

Barre rectiligne homogène. — Cherchons le moment d'inertie par rap­
port à un axe passant par son centre 0 et perpendiculaire à la barre. Dési­
gnons par p la densité linéaire, par / la longueur de la barre. Un élément de 
longueur ds, d'abscisse s, a une masse ρds et un moment d'inertie ç.s'2ds. Le 
moment d'inertie de la barre est donc 
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Cylindre circulaire homogène. —Cherchons le moment d'inertie par rap­
port à Taxe. Décomposons le cylindre de hauteur h en tubes élémentaires 
d'épaisseur dr et de rayon moyen r. Le volume d'un tube élémentaire est 
2nrhdr. Le moment d'inertie d'un tube est 2-Kπhdr X ρ X r2, car les différents 
éléments du tube sont à la même distance r de l'axe. Le moment d'inertie du 
cylindre a donc pour valeur 

Volume de révolution homogène. Cône. — Décomposons le volume en 
tranches élémentaires perpendiculaires à Taxe de révolution Oz. Soit R = R(z) 
le rayon de la tranche de cote z. La tranche, d'épaisseur dz, est assimilable à 

passant par le centre est le tiers du moment d'inertie par rapport au centre, car 
ce dernier moment d'inertie est égal à la somme des moments d'inertie par 
rapport à trois plans passant par le centre et rectangulaires deux à deux. Le 
moment d'inertie par rapport à un plan passant par le centre est donc égal à  

, Le moment d'inertie par rapport à un diamètre est égal à la somme 

des moments d'inertie par rapport à deux plans rectangulaires passant par le 
diamètre ; il a donc pour valeur le double du moment d'inertie par rapport à 

Le moment d'inertie est ainsi fourni par une intégrale simple. 
Soit par exemple un cône homogène de hauteur h et de rayon de base R0. 
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8 1 . Var ia t ions du moment d ' inert ie par rappor t a un axe se déplaçant 
paral lè lement à sa d i rec t ion . — Le moment 

d'inertie par rapport à un axe est égal au 

moment d'inertie par rapport à un axe pa­

rallèle passant par le centre de masse 

augmenté du produit de la masse par le 

carré de la distance des deux axes. 

Prenons en effet pour axe Os Taxe pas­
sant par le centre de masse ; désignons par 
a et b l'abscisse et l'ordonnée des points de 
Taxe I) parallèle à Os. Les moments d'inertie 
sont (fig. G2) 



Cette formule nous donne la variation du moment d'inertie en fonction des 
cosinus directeurs de l'axe D. On vérifie que pour deux axes opposés porté* 
par une même droite on a la même valeur du moment d'inertie. 

On représente graphiquement la loi de variation du moment d'inertie en 

AX2 BY2 CZ2 2DYZ — 2EZX — 2FXY = 1. 

Cette équation est celle du lieu du point P; elle représente toujours un ellip­
soïde, sauf dans le cas où tous les points du système matériel seraient situés 
sur une droite ; en effet le point P ne peut être rejeté à l'infini que sur une 
droite pour laquelle I est nul. 

On appelle axes principaux d'inertie relatifs au point 0 les axes de 
l'ellipsoïde d'inertie. Ces axes sont en général au nombre de trois ; ils sont en 
nombre infini si l'ellipsoïde est de révolution ou est une sphère. 

Pour que Taxe Oz soit un axe principal d'inertie, il faut que l'ellipsoïde 
soit symétrique par rapport à l'axe Oz. Cela exige que l'on ait 

D= mxz = 0, E = mys = 0. 

Pour que les trois axes de coordonnées soient des axes principaux d'iner­
tie on doit avoir D = 0, E = 0, F = 0, c'est-à-dire 'Lmxz = 0, "Zmyz =• 0, 
v/n.ry = 0. Dans ce cas la formule qui donne la loi de variation du moment 
d'inertie se réduit à 

I = Aα2-+-Bß2+-CY2. 

L'équation de l'ellipsoïde d'inertie se réduit à 

A X 2 + - B Y 2 - + C Z 2 = l . 
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Le moment d'inertie par rapport à l'axe Da pour valeur 



Théorème. — Un axe de l'ellipsoïde central d'inertie est un axe princi-
pal d'inertie pour tous ses points. 

Supposons que l'axe Oz soit principal d'inertie pour le centre de masse G 
confondu avec l'origine 0. Nous aurons D = 0 et E = 0, c'est-à-dire 

On démontre aisément que si un axe est principal d'inertie pour deux de 
ses points il l'est pour tous ses points et cet axe est un axe de l'ellipsoïde 
central d'inertie. 

La recherche des axes de l'ellipsoïde central d'inertie est souvent facilitée 
par des considérations de symétrie. Si une droite est un diamètre pour une 
direction de plan qui lui est perpendiculaire, cette droite est un axe de l'ellip­
soïde central d'inertie. En effet, prenons la droite pour axe Oz ; à un point 
matériel de masse m et de coordonnées x, y, z correspond un point matériel 
de masse m et de coordonnées —x, —y, z. Done les sommes mx, my,   

mxz, myz ne changent pas quand on remplace x, y, par — x, —y. Autre­
ment dit ξ, n, D, E sont nuls, ce qui prouve que Taxe Oz est axe principal 

CENTRES DE MASSE. MOMENTS D'INERTIE 143 



144 DYNAMIQUE 

de l'ellipsoïde central d'inertie. (On a par exemple Hmxz = — mxz, d'où 
2 mxz = O ou 2E = 0.) 

Un axe de symétrie d'un corps homogène est un diamètre pour une direc­
tion de plan perpendiculaire ; c'est donc un axe de l'ellipsoïde central 
d'inertie. 

Si un corps homogène admet plus de trois axes de symétrie non situés 
dans un même plan, ces axes sont des axes de l'ellipsoïde central d'inertie qui 
est donc une sphère, ce qui revient à dire que le moment d'inertie a la même 
valeur pour toutes les droites issues du centre de masse. En particulier, il en 
est ainsi pour les corps homogènes ayant la forme d'un polyèdre régulier 
(tétraèdre régulier, cube, etc.). 

Supposons que l'on ait un corps présentant la f'orme d'une plaque d'épais­
seur négligeable. Prenons le point 0 sur la plaque et l'axe Os perpendiculaire 
à la plaque. Puisque les cotes z des points de la plaque sont négligeables on 
aura  

On voit que l'axe Oz perpendiculaire à la plaque est un axe principal d'inertie ; 
on a d'ailleurs A + - B = Cle = C, lorsqu'on fait tourner les axes Ox et Oy 
autour du point fixe 0. 



CHAPITRE XII 

DYNAMIQUE DES SYSTÈMES. THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

83. Forces extérieures et forces in tér ieures . — Nous considérerons dans 

ce chapitre un système matériel comme formé par un ensemble de points 

matériels en nombre plus ou moins grand, chacun d'eux possédant une masse 

déterminée et étant séparé des autres points voisins par des intervalles plus 

ou moins petits. Si le système est soumis à des liaisons, nous rendrons la 

l iberté à tous les points à condition d'adjoindre aux forces données des forces 

de liaison convenablement choisies. 

Les forces appliquées aux points matériels sont de deux catégories. Il y a 

des forces intérieures, qui sont dues aux actions d'autres points matériels du 

système; il y a les forces extérieures, qui sont dues aux actions de points 

matériels n'appartenant pas au système. D'après le principe d'action et de 

réaction, à toute force intérieure appliquée à un point du système correspond 

une autre force intérieure égale et directement opposée appliquée à un autre 

point du système. Les forces intérieures forment donc un système de vecteurs 

équivalent à zéro. 

Il peut exister des forces intérieures de liaison comme les forces de cohé­

sion qui dans un solide imposent aux points matériels de rester à des distances 

invariables et proviennent des actions mutuelles des points matériels très rap­

prochés. 

Gomme exemple simple de forces intérieures données on peut citer les 

attractions newtoniennes mutuelles des points matériels du système. Comme 

exemple simple de forces extérieures données on peut donner les poids des 

points matériels du système. 

L'accélération d'un point matériel du système est fournie par l 'égalité 

géométrique fondamentale 
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rieures appliquées au point matériel considéré. En projetant sur les trois axes 
on obtient les équations 

où les expressions Xe,, Ye,, Ze, X1-, Y1-, Z1 représentent les projections des résul­
tantes  

Le système des forces intérieures est équivalent à zéro. Par suite la somme 
de leurs projections sur les axes et la somme de leurs moments par rapport aux 
axes sont nulles. Cette remarque va nous permettre de former des combinai­
sons des équations ( t ) relatives aux différents points ne renfermant plus les 
projections des forces intérieures. Ces combinaisons seront précieuses, car 
dans les applications les forces intérieures sont souvent inconnues. 

84. Théorème du mouvement du centre de masse ou théorème des pro­
jections dos quantités de mouvement. — En ajoutant les équations (1) rela­
tives aux différents points et à l'un quelconque des trois axes, on élimine les 
forces intérieures et on obtient 

Les seconds membres représentent 1 es sommes des projections de toutes les 
forces extérieures sur les axes ; ils sont donc égaux aux projections de la 
somme géométrique des forces extérieures. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème : 



En faisant la somme des équations relatives aux différents points maté-

ou 

On peut ainsi énoncer le théorème suivant, qui n'est qu'une autre l'orme 

du théorème sur le mouvement du centre de masse : 

La dérivée par rapport au temps de la somme des projections des quan­

tités de mouvement sur un axe fixe est égale à la somme des projections des 

forces extérieures sur cet axe. 

85 . Théorème des moments des quantités de mouvement ou des 

moments cinétiques. — Formons une combinaison des deux dernières équa­

tions (2) de façon à faire intervenir le moment par rapport à l'axe Ox des 

forces appliquées au point matériel considéré. Nous obtenons comme au n° 47 
l 'équation 
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Le cendre de masse d'un système se déplace comme un point matériel où 

aérait concentrée la masse totale du système et qui serait soumis à une force 

équipollente à la somme géométrique OR des forces extérieures. 

Exemple I. — Si un système n'est soumis qu'à des forces intérieures, 

l 'accélération du centre de masse est nulle et le centre de masse reste en repos 

ou bien a un mouvement recti l igne et uniforme ; c'est le cas du système solaire 

dans la mesure où Ton peut négliger les attractions des étoiles. 

Exemple II. — Si un système déformable se meut sous l 'action de la 

pesanteur, le centre de masse se déplace comme un point matériel pesant; 

c'est le cas d'un j e t d'eau, d'un obus qui explose sous l 'act ion de forces inté­

rieures (en négligeant la résistance de l 'a i r ) , 

Les équations (2) peuvent être interprétées d'une autre manière en in t ro-
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riels, nous éliminerons les forces intérieures, dont le moment résultant par 

rapport à Taxe Ox est n u l . Nous avons donc 

On obtient des équations analogues en faisant intervenir les moments par 

rapport aux axes Oy et Oz. D'où les équations importantes : 

moments par rapport à l'axe Ox des quantités de mouvement des différents 

points matériels. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, appelé théorème des moments 

des quantités de mouvement. 

La dérivée par rapport au temps de la somme des moments des quan­

tités de mouvement par rapport à un axe fixe est égale à fa somme des 

moments des forces extérieures par rapporta cet axe. 

Cet énoncé rappelle celui du théorème des projections des quantités de 

mouvement. 

La somme des moments des quantités de mouvement est souvent désignée 

sous le nom de moment cinétique du système. On a ainsi le nouvel énoncé : 

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique par rapport à 

un axe fixe est égale au moment résultant des forces extérieures par rap­

port à cet axe. 

Dans le cas particulier où le moment résultant des forces extérieures par 

rapport à un axe est nu l , le moment cinétique du système par rapport à cet 

axe est constant, tën supposant que cet axe est pris pour axe Os, on a donc 



Appelons, pour abréger, la somme ï m A l'aire totale balayée autour de 

l'axe Os ; ce langage commode ne devra pas d'ailleurs nous faire oublier que 

les aires A sont balayées sur un plan perpendiculaire à l'axe Os. Nous pouvons 

énoncer le théorème suivant, appelé théorème des aires totales : 

Lorsque le moment résultant des forces extérieures par rapport à un axe 

fixe est nul, l'aire totale balayée sur un plan perpendiculaire à cet axe varie 

proportionnellement au temps. 

Il convient de remarquer que si la constante C, appelée constante des 

aires, est nul le , l 'aire totale balayée restera nulle ; cela arrivera manifeste­

ment quand le système partira du repos ; en effet, la constante C a pour valeur 
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Lorsque la constante C est nul le , il est nécessaire, pour que la somme 

algébrique ΣmA reste nul le, que toutes les aires balayées restent nulles à la 

fois ou qu ' i l existe des aires balayées dans les deux sens de rotat ion. 

Exemple. — Considérons un homme placé sur un plan horizontal sans 

frottement. Supposons que l 'homme, d'abord en repos, cherche à se retourner. 

Les forces extérieures (poids et réactions) sont toutes verticales. D'après le 

théorème du mouvement du centre de masse, celui-ci se déplace comme un 

point matériel abandonné sans vitesse et soumis à une force verticale. Donc 

le centre de masse G ne peut se déplacer que sur une verticale. Désignons par 

0 le pied de la verticale du point G sur le plan horizontal et adoptons la droite 

fixe OG pour axe Os. Le théorème des aires totales s'applique pour Taxe Os, 



150 DYNAMIQUE 

car le moment résultant des forces extérieures par rapport à l'axe Os. est n u L 

De plus la constante C est nul le , puisque le système part du repos. On a donc  

Pour arriver à faire tourner ses pieds dans un sens l 'homme devra 

donc faire tourner d'autres parties du corps en sens inverse. 

Supposons par exemple que l 'homme donne à son bras droit , laissé r igide 

et d'abord abaissé, les trois mouvements successifs suivants : 1° il lève le bras 

de façon à l'amener à être horizontal et dirigé en avant ; pour cela il fait 

décrire au bras un quart de cercle dans un plan vert ical ; 2° il fait décrire au 

bras un quart de cercle dans le plan horizontal passant par l'épaule de façon à 

amener le bras à être dirigé à droite ; 3" il abaisse le bras pour le ramener 

auprès du corps ; pour cela il fait décrire au bras un quart de cercle dans un 

plan vert ical . 

Les points matériels du bras droi t ne balayent pas d'aire autour de l'axe 

Oz pendant le 1er et le 3e mouvement, mais pendant le 2e mouvement ils 

balayent des aires dans le sens qui va de la gauche à la droite de l 'homme. 

Il résulte du théorème des aires que pendant le 2" mouvement du bras droit 

vers la droite, le reste du corps laissé rigide se tourne vers la gauche. 

En répétant plusieurs fois de suite les trois mouvements, l 'homme a r r i ­

vera à tourner vers sa gauche d'un angle de plus en plus grand. 

Ce qui précède montre qu 'un homme placé sur un plan horizontal ne peui 

se retourner par une rotat ion d'ensemble que s'il y a frottement sur le plan 

horizontal. 

86. In te rpré ta t ion géométrique «les théorèmes des projections des quan­

tités de mouvement et des moments des quanti tés de mouvement . — Il est 

facile de généraliser aux systèmes matériels l ' interprétation géométrique i n d i ­

quée au n° 47 pour un point matériel . sont les vecteurs issus de 

l 'origine fixe 0 et représentant la somme géométrique des quantités de mouve­

ment et le moment résultant des quantités de mouvement par rapport au point 

O (ÔK s'appelle comme nous l 'avons déjà dit moment cinétique par rapport au 

point 0 ) , les dérivées géométriques de ces vecteurs sont respectivement égales à 

la somme géométrique OH et au moment résultant (par rapport au point 0) OG 

des forces extérieures appliquées au système. 

En elfet, en projetant ces deux égalités géométriques sur trois axes fixes 

issus de 0, on trouve des équations qui traduisent les théorèmes relatifs aux 

systèmes énoncés précédemment. 



La quantité Σmv2 qu i interv ient dans le premier membre s'appelle force 

vive du système ; c'est la somme des forces vives des différents points. 

La quantité , qui est la demi-force vive, s'appelle énergie ciné­

tique du système. Nous pouvons donc énoncer le théorème : 

La différentielle de l'énergie cinétique d'un système matériel est égale 

à la somme des travaux élémentaires de toutes les forces extérieures et 

intérieures appliquées aux différents points matériels. 
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87 . Moment cinét ique, par rappor t à un axe f ixe, d'un solide assujetti à 

tourne r au tour de cet axe. — Considérons un solide qui tourne autour d'un 

axe Oz, sans glisser le long de cet axe (comme par exemple une porte ou un 

rotor de machine électrique). Calculons le moment cinétique par rapport à l'axe 

Oz. Sa valeur est 

Donc, 
Pour un solide en rotation, le moment cinétique par rapport à l 'axe de 

rotation a pour valeur le produit de la vitesse angulaire par le moment 

d'inertie du solide par rapport à cet axe. 

88 . Théorème des forces vives. — Il est aisé de généraliser les deux 

énoncés du théorème des forces vives donnés au n° 50. 

Ecrivons le théorème des forces vives, sous sa forme différentielle, pour 

l 'un des points matériels : 

Le symbole cfë représente le t ravai l élémentaire de la résultante des forces 

intérieures et extérieures appliquées au point considéré, c'est-à-dire la somme 

des travaux élémentaires de toutes les forces appliquées à ce point . 

Ajoutons membre à membre les équations analogues relatives aux diffé­

rents points. Nous obtenons 



Nous pouvons donc énoncer le théorème : 

La variation de l'énergie cinétique d'un système pendant un intervalle 

de temps est égale à la somme des travaux pendant cet intervalle de temps 

de toutes les forces extérieures et intérieures appliquées aux différents points 

matériels. 

Il convient d'insister sur ce fait que les forces intérieures interviennent 

dans le théorème des forces vives énoncé sous sa forme différentielle ou sous 

sa forme finie. Mais nous allons montrer, au n° 00, que la somme des tra­

vaux, pendant un intervalle de temps quelconque, des forces de cohésion d'un 

solide est nulle. Il en résulte que dans le théorème des forces vives appliqué 

à un solide, les forces intérieures n ' interviennent pas. On a les énoncés 

suivants : 

La différentielle de l'énergie cinétique d'un solide est égale à la somme 

des travaux élémentaires de toutes les forces extérieures appliquées au 

solide. 

La variation de l'énergie cinétique d'un solide pendant un intervalle de 

temps est égale à la somme des travaux pendant, cet intervalle de temps de 

toutes les forces extérieures appliquées au solide. 

89. Remarque sur le travai l élémentaire des forces. — 11 arrive sou­

vent qu'une force ne conserve pas dans son mouvement le même point maté­

riel d'application, Un homme qui pousse devant lui un tonneau roulant sur le 

sol exerce avec ses mains des forces qui sont appliquées à des points matériels 

qui changent d'un instant à l 'autre. On est alors embarrassé pour déterminer 

le t ravai l élémentaire. 

Contentons-nous de dire qu ' i l faut considérer comme déplacement élémen­

taire pendant l ' intervalle de temps , non pas le déplacement pendant 

dt du point géométrique d'application, mais le déplacement pendant 
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Pour obtenir la somme des travaux élémentaires, on cherche séparément 

cette somme pour les forces intérieures, puis pour les forces extérieures et on 

ajoute. 

Ecrivons maintenant le théorème des forces vives sous sa forme finie pour 

l 'un des points matériels : 
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dt, du point matériel auquel la force était appliquée à l ' instant désigne 

la vitesse de ce point matériel à l ' instant t); ce n'est qu'à cette condit ion qu'on 

peut appliquer le théorème des forces vives. 

Considérons par exemple une roue de voiture roulant sur un sol rugueux 

et ne touchant le sol qu'en un point A ; le sol exerce sur la roue une force de 

l iaison oblique appliquée au point A ; si la roue roule sans glisser sur le sol, 

le point matériel de la roue qui est en contact avec le sol a une vitesse absolue 

nulle ; le déplacement élémentaire est donc nul et par suite le t rava i l élémen­

taire est n u l . En pratique, la roue touche le sol en une infinité de points rap­

prochés ; ce n'est qu'en première approximation que l'on peut considérer 

comme nulle la somme des travaux élémentaires des forces de liaison. 

90. T r a v a i l v des forces intér ieures d'un système. — Commençons par 
chercher la somme des travaux élémentaires 

des actions mutuelles de deux points A1, A2 

(fig, 64) ; il s'agit donc d'une force F, appl i ­

quée en A, et dune force égale et directe­

ment opposée à et appliquée en A2 . En dé­

signant par f la valeur commune de l ' intensité 

Puisque la somme des travaux élémentaires des deux forces intérieures consi­

dérées est fdr, la somme des travaux élémentaires de toutes les forces inté-
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la somme étant étendue à tous les groupes de deux forces intérieures égales 

et directement opposées. 

L'expression est donc la somme des travaux pendant l ' intervalle de 

temps dt de toutes les forces in tér ieures ; on obtiendra, par suite, en in té­

grant par rapport au temps la somme des [travaux pendant un intervalle de 

temps f in i . 

Supposons que les forces intérieures soient les forces de cohésion d 'un 

solide. Toute distance r est invariable et par suite sa différentielle est nulle ; 

on a donc autrement d i t la somme des travaux élémen­

taires de toutes les forces intérieures d'un solide est nulle ; puisque la somme 

des travaux des forces intérieures d'un solide est nulle pendant l ' intervalle de 

temps dt, il on résulte que la somme des travaux des forces intérieures d'un 

solide est nulle pendant un intervalle de temps quelconque, 

9 1 . Fonc t i on de forces. — On di t que l'ensemble des forces intérieures 

et extérieures d'un système dérive d'une fonction de forces, lorsque la somme 

des travaux élémentaires de toutes les forces peut se mettre sous la forme de 

la différentielle d'une fonction U, appelée fonction de forces et ne dépendant 

que des coordonnées des différents points matériels. On a donc dans un tel cas 

rieures aura pour expression 

La quantité — U s'appelle énergie potentielle, d'où l'énoncé : 

Lorsque l'ensemble des forces extérieures et intérieures dérive d'une 

fonction de forcesl], la somme de l'énergie cinétique et de l'énergie potentielle 

— U reste constante. 

Il convient de remarquer que la fonction de forces n'est déterminée qu'à 

une constante additive près. 

Supposons en part iculier q u ' i l s'agisse d'un solide l ibre soumis à des forces 

extérieures qui dérivent chacune d'une fonction de forces. Le t ravai l élémen-



92. Repère de Kœnig . — On appelle repère de Kœnig un système de trois 

axes Gx'y'z' issus du centre de masse et parallèles aux axes fixes Oxyz. Le 

repère de Kœnig est donc animé d'une translat ion. 

Proposons-nous d'étudier le mouvement relat i f d'un système par rapport 

au repère de Kœnig. D'après la théorie des mouvements relatifs d'un point 

matériel (n° 70), on peut considérer le repère de Kœnig comme fixe à condi­

t ion d'ajouter à chaque point matériel la force d'inertie d'entraînement et la 

force de Goriolis. 

D'ailleurs la force de Goriolis de chaque point matériel est nulle, car 

l'accélération composée est nulle dans une translation. La force d'inertie 

d'entraînement d'un point matériel a pour valeur — mJ,.. D'ailleurs le vecteur 

j , qui représente l'accélération d'entraînement reste équipolient à lui-même 

quand on passe d'un point à un autre, car dans un mouvement de translation 

tous les points sont à chaque instant animés d'une même accélération. 

Considérons le repère de Kœnig comme fixe. Appliquons d'ahord le 

théorème des moments des quantités de mouvement par rapport aux axes 

Gx'y'z'. Remarquons que les vecteurs parallèles — mJe, étant proportionnels 

aux masses, admettent une résultante — MJe appliquée au centre de masse G. 

Le moment résultant des forces d'inertie d'entraînement est donc nu l par rap­

port aux axes Gx'y'z'. 

Il en résulte que le moment résultant, par rapport à chacun des axes 

Gx'y'z', des forces données, de liaison et d'inertie d'entraînement, est égal au 

moment résultant des seules forces données et de l iaison. Par suite, le 

théorème des moments des quantités de mouvement s'applique dans le mou­

vement relatif par rapport au repère de Kœnig. 

Appliquons maintenant le théorème des forces vives par rapport aux axes 
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taire des forces extérieures F , , F a , F3, ... est respectivement égal à dU1, dU2 , 
dUi, ... ; la somme des travaux élémentaires de toutes les forces intérieures 
est d'ailleurs nul le . Donc la somme des travaux élémentaires de toutes les 
forces est égale à 



ont des différentielles nulles. 

Nous voyons que la somme des travaux des forces données, de l iaison et 

d'inertie d'entraînement est égale à la somme des travaux des seules forces 

données et de l iaison. Par suite, le théorème des forces vives s'applique dans 

le mouvement relatif par rapport au repère de Kœnig. 
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Gx'y'z' traités comme s'ils étaient fixes. Il est aisé de voir que la somme des 

travaux des forces d'inertie d'entraînement est nulle. Désignons en effet par 

j1, j2, j3 les projections de J, sur les axes. La somme des travaux élémentaires 

des forces d ' inertie d'entraînement, dans les déplacements par rapport au 



CHAPITRE XII ! 

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE 

93 . Equa t ion du mouvement d 'un corps solide autour d 'un axe f ixe . 

— Considérons, comme au n° 87, un solide qui tourne autour d'un axe fixe Oz 

sans glisser le long de cet axe. .Nous supposerons que les liaisons sont réali­

sées de la manière suivante : d'une part le point 0 du solide est immobilisé 

grâce à un petit anneau qui s'engage sans frot­
tement dans un petit anneau fixe ; d'autre part 
Taxe de rotat ion, fixé au point O, est empêché de 
se déplacer grâce à un manchon d'axe Oz, sans 
frottement, installé au voisinage du point A de 
l'axe Oz (fig. 65). Nous pourrons considérer le 
corps solide comme libre à condition de rem­
placer les liaisons par des forces convenables : 
on supprimera la liaison du point 0 en appl i ­
quant au point (.) une force de l iaison R' ; on 
supprimera la liaison sans frottement due au 
manchon en appliquant au point A une force de 

liaison R" normale au manchon, c'est-à-dire normale à Taxe Oz. 

Les deux seules forces de liaison R' et I I " ont un moment nu l par rapport 
à Taxe Oz. 

Proposons-nous d'abord de déterminer le mouvement du solide sous 
l 'act ion des forces données. Cela est possible sans qu ' i l soit nécessaire de 
connaître ni les forces de liaison ni les forces intérieures. 

Appliquons en effet le théorème des moments des quantités de mouve­
ment par rapport à l'axe fixe Oz. Nous avons vu au n° 87 que le moment 
cinétique par rapport à l'axe Oz avait pour valeur l:, a étant la vitesse angu­
laire du solide et I. étant le moment d'inertie du solide par rapport à Taxe 
Oz, moment d' inertie qui a une valeur constante, puisque l'axe Oz a une 
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position invariable par rapport au solide. Nous avons donc 

Cette équation importante, appelée équation du mouvement, est plus facile à 

retenir si on la compare à l 'équation du mouvement reetiligne d'un point maté­

r ie l (n° 51), 

équation équivalente à l'équation (1). 
Il est remarquable que l'application du théorème des forces vives sous sa 

forme différentielle conduit précisément à l'équation (2). En effet, la force 



car les angles 6 relatifs aux différents points d'application ont la même 

valeur pour leur différentielle, puisque les angles dh sont égaux a l'angle in f i ­

n iment petit d<x dont tourne le solide ; enfin les deux forces de liaison ne t ra­

vai l lent pas. En résumé, la différentielle de l'énergie cinétique est  

tandis que la somme des travaux élémentaires des forces extérieures est égale 

a N . dα. 

REMARQUE. — Nous avons supposé que les liaisons étaient réalisées d'une 

certaine manière. Plus généralement, on dit que les liaisons qui ne tolèrent qu'une 

rotat ion du solide sont sans frottement si les forces de liaison ne travail lent 

pas. Nous voyons que l 'équation (2) et par suite l 'équation ( l ) s'appliqueraient 

au mouvement d'un corps solide assujetti à une rotat ion par des liaisons quel­

conques sans frottement. On pourra par exemple supposer fixés deux points 

du solide ou même supposer fixés plusieurs points alignés du solide. 

L'équation des forces vives sous sa forme finie est 
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On voit que l 'on obtiendra a en fonction du temps par une quadrature. 

Exemple I. — Mouvement d'un corps homogène pesant, de révolution, 

tournant autour de son axe maintenu fixe, et soumis à l'action d'un couple 

constant. 

Quelle que soit l 'orientat ion de l'axe, le moment résultant des poids par 

rapport à l'axe est n u l , puisque les poids ont une résultante appliquée au cen­

tre de gravité, qui coïncide sensiblement avec le centre de masse (n° 74) situé 

sur l'axe. On a donc, en désignant par N l ' intensité constante du couple, 
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On voi t que le mouvement angulaire est uniformément varié. Les c i r ­

constances du mouvement angulaire sont les mêmes que celles du mouvement 

vert ical d 'un point pesant dans le vide. 

Exemple I I . — Mouvement d'un corps homogène de révolution, tour­

nant autour de son axe maintenu fixe, et soumis à l'action d'un couple anta­

goniste dont le moment est proportionnel à l'angle d'écart a compté à par­

tir d'une position donnée, et à l'action d'une résistance dont le moment est 

94. Calcul des réactions. — Il est facile de déterminer les forces de l i a i ­

son dans le cas on les liaisons sont réalisées par la fixité du point 0 et par un 

manchon sans frottement en A. Il suffit, comme nous allons le voir, d 'appli­

quer le théorème du mouvement du centre de masse et le théorème des 

moments des quantités de mouvement. 

Désignons par X ' , V, Y' ; X", Y", Z" = 0, les projections des deux forces 

de liaison sur les axes fixes Oxyz, par X, Y, Z les sommes des projections des 

forces extérieures sur les mêmes axes, par L, M, N les moments résultants des 

forces extérieures par rapport aux mêmes axes. 
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Nous aurons, grâce au théorème du mouvement du centre de masse, 

être calculées aisément en fonction du temps, si l 'on connaît la loi du mouve­

ment sous la forme finie Quant aux quantités X, Y, Z, L, M, elles se 

rapportent aux forces données qui dépendent d'une façon connue de x, t, et 

Vout et MENTRÊ. — Méca. Il 



Supposons de plus que les quantités X, Y, Z, L, M soient indépendantes 

du temps. D'après les équations Ç\) les quantités X ' , X", Y ' , Y", Z' seront 

indépendantes du temps. Autrement d i t , les forces de liaison seront les mêmes 

à l 'état de mouvement qu'à l 'état de repos. 

Remarquons que le poids total est une force invariable, car son point 

d 'application (ï est fixe dans notre cas particulier. On pourra donc réaliser 

l ' invariance des quantités X, Y, Z, L, M en adoptant comme forces données 

autres que celles ducs à la pesanteur des forces invariables et des couples 

variables d'axe Oz. 

Dans les machines, on a manifestement intérêt à ce que les parties tour­

nantes (arbres de transmission, poulies, rotors) exercent sur leurs supports 

des réactions invariables. Ces supports ne vibrent alors pas et ils résistent 

aussi bien pendant le mouvement que pendant l 'arrêt. Ce qui précède fait 

comprendre pourquoi on s'efforce de « centrer » les parties tournantes de 

façon à se rapprocher de l'idéal pour lequel l'axe de rotat ion est axe pr incipal 

d ' inertie. 

95. Axes permanents de ro ta t ion . — Supposons que les forces extérieures 

admettent une résultante passant par le point 0 (comme cela arrive par exem­

ple pour un corps soumis uniquement à son poids, suspendu par son centre 

parfois Donc si la lo i du mouvement a pu être déterminée par l ' in tégrat ion 

de l 'équation (1) , on aura les forces de liaison en fonction du temps en u t i l i ­

sant les équations (2). 

Supposons qu ' i l s'agisse du cas particulier pour lequel l'axe de rotat ion 

passe par le centre de masse G et est un axe pr inc ipal d'inertie pour ce centre 
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du manchon est donc nul le . Puisque le solide ne reçoit aucune action du man­

chon, celui-ci peut être supprimé. Donc un corps solide soumis à des forces 

admettant une résultante passant parO tournera indéfiniment, à vitesse angulaire 

constante autour d'un axe passant par G, si l'axe autour duquel on lu i impose 

la rotat ion ini t ia le est un axe pr incipal d'inertie pour le point 0. On traduit ce 

l'ait en disant que les trois axes principaux d'inertie issus du point 0 sont des 

axes permanents de rotation. 

Cette théorie reçoit une application dans les meules de moul in , qui ont un 

seul point fixe et qui tournent autour d'un axe principal d ' inertie relat if au 

point fixe. 

Supposons maintenant que le solide ne soit soumis à aucune force exté­

rieure. Nous aurons X = Y = Z = L = M = N = 0. Supposons de plus que 

l'axe de rotat ion soit un axe pr incipal de l'ellipsoïde central d ' inert ie . Le centre 

de masse sera situé sur l 'axe de rotat ion et sera, par suite, immobi le . On aura 
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Donc un solide libre qui n'est soumis à aucune force et qui à l ' instant 

initial est animé d'une rotation autour d'un axe de l'ellipsoïde central 

d'inertie continue à tourner indéfiniment à vitesse angulaire constante 

autour de cet axe qui reste fixe, 

96. Pendule composé. — On appelle pendule composé un corps solide 

pouvant tourner autour d'un axe horizontal et soumis à la seule action de la 

pesanteur. 



Portons sur la demi-droite OG une longueur 00' = X, puis menons parle 
point 0' une parallèle O'z' à l'axe Os. La droite O'z' liée au solide s'appelle 
Taxe d'oscillation ; les points de cet axe se meuvent comme des pendules sim­
ples de longueur  

Théorème. — Il y a réciprocité entre les axes d'oscillation et de sus­
pension. 

Cette réciprocité signifie que si Ton suspend le pendule composé par son 
axe d'oscillation O'z', l'ancien axe de suspension Oz' devient le nouvel axe 
d'oscillation. 

Menons en effet par le point G la parallèle Gz0 à l'axe Oz. Nous aurons 
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Rapportons le système à des axes fixes, l'axe de rotation, appelé aussi 
axe de suspension, étant pris pour axe Oz, le plan xOy contenant le Centre de 
masse et l'axe Ox étant dirigé vers le bas. Désignons par a la distance OG du 

centre de masse à l'axe de suspension et par a 
l'angle xOG (fig. 66). Le moment résultant N des 
forces extérieures par rapport à Taxe Oz est égal 
au moment du poids total P = Mgr. L'équation du 
mouvement (n° 93) est donc 
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(n° 81), en désignant par I0 le moment d'inertie par rapport à Taxe Oz0, 

Si l'axe OV devient axe de suspension, I0 et M gardent leur valeur, a' 
joue le rôle de a et la longueur a" qui joue le rôle de a' doit satisfaire à 

On a donc a" = a ; autrement dit c'est Taxe Oz qui jouera le rôle d'axe 
d'oscillation. 



CHAPITRE XIV 

PROBLÈMES SUR LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES 

97 . Mouvement d'un système n o n invar iab le . — L'étude du mouvement 

d'un système de points matériels libres ou soumis à des liaisons qu i ne laissent 

pas constantes les distances mutuelles est un problème difficile. Il f au t en 

effet considérer le mouvement de chacun des points soumis aux forces exté­

rieures et intérieures qui lui sont appliquées. Les théorèmes du mouvement du 

centre de masse et des moments des quantités de mouvement renseignent sur 

le mouvement, mais ne donnent pas la solution complète. 

EXEMPLE. — Mouvement de deux points matériels exerçant l'un, sur 

Vautre une attraction proportionnelle à la dislance. 

Soient x1, y1 , z1 ; x2, y2 , z2 les coordonnées des deux points A, et À2 de 

masses m, et m,. Soient F1 et F2 les deux forces attractives. Les projections 

de ces forces sont 

Les constantes A, B, C, A' , B' , C' sont fournies par les conditions 

ini t ia les . 

Soient Gx'y'z' des axes issus du centre de masse C* et parallèles aux axes 

Puisque le système n'est soumis qu'à des forces intérieures, le centre de masse 

G se meut comme un point matériel l ibre qui ne serait soumis à aucune force. 

Le point G décrit donc une droite d 'un mouvement uniforme, à moins qu ' i l ne 

soit fixe. On a donc 
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fixes. Les nouvelles coordonnées des points sont 

Les équations du mouvement du point Ai sur les axes fixes sont, d'après 

l 'égalité fondamentale de la dynamique, 

On voi t que le mouvement re la t i f du point A par rapport aux axes O'x'y'z' 

est le même que le mouvement absolu d'un point soumis à une force centrale 

proportionnelle à la distance (n° 56) et d'intensité km1(m1 + m2)r. On en 

déduit que le point At décrit , dans le mouvement relatif, une ellipse E1 de 

centre G suivant la loi des aires, la période du mouvement étant égale à 

On verrai t de même que le point A2 décrit dans le mouvement relat i f une 

ellipse E2, homothétique de l'ellipse E,, avec la même période. 

Remarquons que le trièdre O'x'y'z' n'est autre que le repère de Kœnig. 

L 'appl icat ion du théorème des moments des quantités de mouvement au sys­

tème des deux points dans le mouvement relatif, nous indiquerait seulement 



168 DYNAMIQUE 

que Taire totale balayée autour des axes Gx', Gy', Gz' est proportionnelle au 

temps. 

98 . Mouvement d'un solide gôné par des l iaisons complètes sans I ro t te-

ment . — On di t qu'un solide est gêné par des liaisons complètes lorsque le 

déplacement du solide ne dépend que d'un paramètre. Cela signifie qu ' i l suffit 

de savoir la valeur d'une variable, appelée paramètre de position, pour 

connaître la position du solide. 

Un solide assujetti à tourner autour d'un axe, sans glisser le long de cet 

axe, est soumis à des liaisons complètes ; le paramètre de position est alors 

l 'angle a défini au n° 92. 

Si les liaisons sont sans frottement, comme nous le supposerons, la somme 

des travaux élémentaires des forces de liaison est nul le . Les forces de liaison 

n ' interviennent donc pas dans le théorème des forces vives. 

Pour étudier le mouvement du solide, on commence par appliquer le 

théorème des forces vives sous sa forme différentielle ou sous sa forme finie ; 

on obtient ainsi une équation différentielle du second ordre ou du premier 

ordre que l 'on cherchera à intégrer pour déterminer la valeur du paramètre de 

position en fonction du temps. 

Le théorème du mouvement du centre de masse fournit la somme géomé­

trique des forces de l iaison. Le théorème des moments des quantités de m o u ­

vement, appliqué au repère de Kamig, fournit le moment résultant des forces 

de liaison par rapport au centre de masse. 

E x e m p l e . —- Mouvement sans frottement d'une vis non pesante dans un 

écrou fixe, sous faction d'un couple constant dont les deux forces sont situées 

dans un plan perpendiculaire à l'axe de la vis, en supposant le centre de 

masse situé sur l'axe de la vis. 

Désignons par C l ' intensité constante du couple ; C est donc le moment 

résultant des forces données par rapport à l'axe de la vis. Adoptons pour para­

mètre de position l'angle a dont tourne à part ir de l ' instant in i t ia l un plan passant 

par l'axe et lié à la vis. Prenons l'axe de la vis pour axe Os, et pour origine 

la position ini t iale du centre de masse. La cote Ç du centre de masse G est liée 

à l 'angle a par la relation qui exprime que la progression de la vis est 

proportionnelle à sa rotat ion et est égale au pas p pour une rotat ion d'un 

tour, c'est-à-dire de 2n radians. 

Calculons l'énergie cinétique de la vis. Pour déterminer la 

vitesse v d'un point matériel de coordonnées r, 0, s, nous considérerons le 

mouvement relat i f par rapport au repère de Kœnig. La vitesse v est la résul-
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tante de la vitesse d'entraînement ve et de la vitesse relative vr,.. D'ailleurs la 
vitesse d'entraînement v„ est parallèle à l'axe, tandis que la vitesse relative ?v 
est perpendiculaire à l'axe ; les deux composantes v„ et vr de la vitesse v étant 
perpendiculaires, nous avons donc v2 = v2

v + v2
r et par suite 
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Puisque Ç est proportionnelle à a, on voit que le centre de masse est 
animé d'un mouvement uniformément accéléré. 

Désignons par X,, Y,, Z, les projections de la somme géométrique des 
forces de liaison exercées par Fécrou sur le filet de la vis. Les équations du 
mouvement du centre de masse sont 

Désignons par L1 M,, N, les projections du moment résultant des forces 
de liaison par rapport au centre de masse. 

Le théorème des moments des quantités de mouvement appliqué dans le 
mouvement relatif par rapport au repère de Kœnig Ox'y'z', en projection sur 
les axes Gx', Gy', Gz', va nous donner la valeur de L,, M,, N. D'ailleurs les 
projections du moment résultant des quantités de mouvement relatives se 
calculent aisément, car le mouvement relatif est une rotation. 

En opérant comme dans le problème du pendule composé, remarquons 
(pie Ton a 



Nous voyons donc que si l'axe de la vis est axe principal d'inertie pour le 

centre de masse G, le système des forces de liaison a, par rapport au point G, 

un moment résultant constant dirigé suivant l'axe de la vis. 

99 . Mouvement d 'un &olid<*. — Nous sortirions du cadre de cet ouvrage 

si nous voulions étudier le mouvement d'un solide l ibre ou celui d'un solide 

gêné dont la position dépend de plus d'un paramètre. Contentons-nous d ' ind i ­

quer que l'on traite ces problèmes en appliquant les théorèmes généraux. 

Les équations différentielles du mouvement, qui relient au temps, les para­

mètres de position et leurs dérivées premières et secondes s'obtiennent en 

ut i l isant des combinaisons où n ' interviennent pas les forces de l iaison. 
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On a donc 

Remarquons que les quantités Σmx'z' et Σmy'z' dépendent du temps en 

général ; mais elles sont constamment nulles si l'axe de la vis est axe p r i n ­

cipal d'inertie pour le point G. Si nous supposons qu ' i l en est ainsi, nous 

aurons tout simplement 



CHAPITRE XV 

STATIQUE 

100. Généralités. — La Statique a pour objet l'étude des conditions dans 
lesquelles un système matériel reste en repos ou, comme on dit , reste en 

équilibre, 

11 est évident que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 

système matériel reste en équilibre est que chacun des points matériels du 

système reste en repos, 

Nous allons considérer le repos comme un cas particulier du mouvement. 
Nous retrouverons ainsi des théorèmes qui se démontrent directement dans les 
cours élémentaires. 

1 0 1 . Statique d'un point maté r ie l . — Nous avons déjà considéré lés condi­
tions de l 'équilibre d'un point matériel l ibre (n° 40). Rappelons que la condi­

tion nécessaire et suffisante pour qu'un point matériel libre reste en équi­

libre est. que les forces appliquées forment un système équivalent a zéro. 

Comme les forces appliquées sont concourantes, on peut dire aussi que 
pour l'équilibre d'un point matériel libre, il faut el il suffit que la résul­

tante des forces appliquées soit nulle. 

Cette condition se traduit par les trois équations X = 0, Y = 0, Z = 0. 

Nous avons étudié l 'équilibre d'un point matériel assujetti à glisser sur 
une courbe ou sur une surface (n°" 61 , 68, 69). 

Nous avons enfin donné la théorie de l 'équil ibre re la t i f d 'un point maté­
riel (n° 71). Rappelons que ta condition nécessaire et suffisante pour qu'un 

point matériel reste en équilibre relatif est que le système de forces concou­

rantes formé par les forces données et de liaison et la force d'inertie 

d'entraînement ait sa résultante nulle. 

D'ailleurs nous avons vu (n° 73) que pour étudier l 'équilibre re la t i f d 'un 
point par rapport à la Terre, on pouvait considérer la Terre comme immobi le , 
pourvu que l 'on remplace l 'attraction de la Terre par le poids et que l 'on ne 
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tienne pas compte de l 'a t tract ion des corps célestes. Autrement di t , la condi­

tion nécessaire et suffisante pour qu'un point matériel reste en équilibre 

relatif par rapport à la Terre est que le système des forces données (autres 

que la force due à l'attraction terrestre), des forces de liaison et du poids 

ait une résultante nulle. 

102. Condi t ion universel le d 'équi l ibre . — Soit un système de points 

matériels auxquels nous avons par la pensée rendu la liberté de la façon qui 

a été expliquée au n° 83. Supposons que ce système soit en équilibre. Tous les 

points matériels sont en équilibre et les forces appliquées à chacun des points 

matériels admettent une résultante nul le . 

Il est facile de démontrer que le système formé par l'ensemble de toutes 
les forces extérieures et intérieures est équivalent à zéro. Pour cela il suffit de 
prouver que par des opérations élémentaires on peut arriver à supprimer 
toutes les forces ; or on réalise ce programme en supprimant successivement 
les forces appliquées aux différents points, ce qui revient à remplacer ces 
forces par leur résultante, qui est nulle (2e opération élémentaire, n° 10). 

Le système des seules forces extérieures est manifestement aussi équiva­
lent à zéro. En effet commençons par ajouter successivement à ce système les 
forces intérieures deux à deux égales et directement opposées (1re opération 
élémentaire); nous obtiendrons ainsi le système de foutes les forces, système que 
Ton peut réduire à zéro, comme nous venons de le montrer. 

Nous pouvons alors énoncer une condition universelle nécessaire à l 'équi­
l ibre d'un système : Une condition nécessaire à l'équilibre d'un système 

matériel, dé for niable ou non, est que l'ensemble des forces extérieures appli­

quées au système soit équivalent a zéro. 

Il convient d'insister sur ce point qu'une portion quelconque d'un système 
peut être considérée comme formant un système pourvu que l 'on prenne la 
précaution de tenir compte des forces exercées par les autres parties du 
système supposées supprimées. 

La condition nécessaire à l 'équilibre d'un système n'est pas en général 
suffisante. 

Considérons par exemple une chaîne non tendue ; appliquons à ses extré­
mités deux forces égales et directement opposées ; bien que ces deux forces 
forment un système équivalent à zéro, elles ne laisseront pas la chaîne en 
repos. 

Nous avons vu (n° 9) qu'un système équivalent à zéro admettait une résul­
tante générale et un moment résultant nuls. Donc, quand un système maté­

riel est en équilibre, le système des forces extérieures appliquées au système 

admet une résultante générale et un moment résultant nuls. 



II ne faut pas oublier dans les problèmes que parmi les forces extérieures 

il peut y avoir des forces de l iaison. 

Occupons-nous maintenant de l 'équil ibre re la t i f d 'un système. Les forces 

appliquées à l 'un quelconque des points matériels et la force d'inertie d'entraî­

nement de ce point admettent une résultante nul le . On en déduit, comme 

précédemment, qu'une condition nécessaire à l ' équ i l ibre relatif d'un système 

matériel, dèformable on non, est que Vensemble des forces extérieures et des 

forces d'inertie d'entraînement soit, équivalent à zéro. 

En particulier, une condition nécessaire à l'équilibre relatif d'un système 

par rapport à la Terre est que le système formé par les forces extérieures 

(autres que celles dues à l'attraction terrestre) et par le poids total soit 

équivalent à zéro. 

103. Statique du corps solide. — Considérons un solide, c'est-à-dire 

un système de points matériels dont les distances mutuelles sont invariables. 

Nous allons démontrer que la condition universelle d'équilibre est suffisante. 

Supposons en effet que le solide soit au repos à l ' instant i n i t i a l et que le 

système des forces extérieures données et de liaison soit équivalent à zéro. 

Puisque la résultante généraledes forces extérieures est nulle, le théorème, du 

mouvement du centre de masse nous montre que le centre de masse se comporte 

comme un point matériel de masse M et qui , partant du repos, serait soumis à 

une force dont les projections sont nulles. On en conclut, comme au n° 46, 

que le centre de masse reste immobi le . 

Nous pouvons supposer que l 'or igine 0 des coordonnées a été choisie au 

centre de masse. 

Puisque le moment résultant OG des forces extérieures par rapport au 

point 0 est nu l , l 'extrémité K du moment cinétique OK par rapport au point O 

a une vitesse KV constamment nulle (n° 86). Le point K reste donc en coïnci­

dence avec sa position ini t ia le qui est manifestement 0 (puisque, à l ' instant 

i n i t i a l , les vitesses sont nulles). Le moment cinétique reste donc n u l . Mais 

le corps solide, ayant un point fixe O, ne peut à chaque instant que rester en 

repos ou tourner autour d'un axe passant par le point fixe (n" 29). Supposons 

qu'à un instant déterminé mais quelconque le solide tourne autour d'un axe 

passant par 0 avec une vitesse angulaire o (cet axe de rotat ion pouvant chan­

ger d'orientation avec le temps). L'état des vitesses et par suite Je moment 

cinétique seraient les mêmes à l ' instant considéré que si le solide tournait 
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Ce théorème se t radui t par six équations qui sont nécessaires, mais en 

générai insuffisantes : 
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autour d'un axe fixe avec la vitesse angulaire « ; mais alors le moment ciné­

tique aurait pour valeur Iw (n° 87 ) ; puisque le moment cinétique est nu l , il 

faut que w soit nul , c'est-à-dire que le solide soit en repos à un instant quel­

conque. Le solide reste donc bien en repos. 

Donc, la condition universelle d'équilibre est à la fois nécessaire et suf­

fisante pour un solide. 

Autrement d i t , la condition nécessaire et suffisante pour qu'un solide 

reste en équilibre est que le système des forces extérieures données et de 

liaison soit équivalent à zéro. 

104. Equ i l i b r e d'un solide mobi le autour d'un axe f ixe. Considérons 

un corps solide assujetti à tourner autour d'un axe sans glisser le long de cet 

axe et restant en repos. D'après le théorème précédent, l'ensemble des forces 

extérieures données et de liaison est nu l . 

Mais étudions directement le problème. Nous avons trouvé (n° 02) pour 

constante ; elle sera donc nulle puisqu'elle est nulle à l 'instant i n i t i a l . 

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un solide mobile 

autour d'un axe sans pouvoir glisser le long de cet axe reste en équilibre est 

que la somme des moments par rapport à t'axe des forces données extérieures 

soit nulle. 

Ce théorème se traduit par l 'équation : 

N = 0. 

105. Equ i l i b r e d'un solide mobile autour d'un point fixe. — Considérons 

un corps solide assujetti à avoir un point fixe. Supposons que la liaison est 

réalisée de la manière suivante : le corps solide possède un très petit anneau 

qui s'engage sans frottement dans un très petit anneau fixe (à la façon de 

deux maillons successifs d'une chaîne). 

L'anneau tixe exerce sur le solide une force de liaison appliquée;» l 'autre 

anneau. Autrement dit on peut supprimer la liaison en appliquant au point 

fixe une force de liaison convenablement choisie. 

Puisque l'ensemble des forces extérieures données et de la force de liaison 

est équivalent à zéro, le moment résultant de ces forces par rapport au point 

fixe est nul ; mais le moment de la force de l iaison par rapport au point fixe 



si l 'on choisit le point fixe pour origine des coordonnées. 

Remarquons que les forces extérieures données admettent alors une résul­

tante, (n° 9) qui est égale et directement opposée à la force de liaison, puisque 

la résultante considérée et la force de liaison doivent s'équilibrer. 

106. E q u i l i b r e d 'un solide reposant sans frot tement sur un p lan f ixe . 

Considérons un corps solide en repos possédant un ou plusieurs points de 

contact, sans frottement, avec un plan t i \ e . Les forces de liaison sont appl i ­

quées aux différents points de contact ; elles sont normales au plan. Enfin elles 

sont dirigées toutes d'un même coté du plan, celui où se trouve le sol ide; en 

effet, nous supposons que les liaisons sont unilatérales et empêchent seule­

ment le solide de traverser le plan mais ne l 'obligent pas à garder les contacts 

avec le plan ; certaines forces de liaison peuvent d'ailleurs être nulles. 

Les forces tic liaison admettent une résultante appliquée au centre des 

vecteurs parallèles qui les représentent (n° 12). 

On appelle polygone de sustentation un polygone convexe dont les som­

mets sont des points d'appui et qui contient à son intérieur ou sur son contour 

tous les autres points d 'appui. 

Par exemple s ' i l y a trois points d'appui non alignés, le polygone de 

sustentation n'est autre que le triangle dont les sommets coïncident avec les 

points d'appui ; s'il y a quatre points d 'appui, dont trois ne sont pas alignés, 

le polygone de sustentation est tantôt un triangle tantôt un quadrilatère. 

Il est facile de voir que la résultante 11 des forces de liaison perce le plan 

à l ' intérieur du polygone de sustentation. Considérons en effet un côté c du 

polygone de sustentation. Les forces de liaison qui sont appliquées en des 

points de ce coté c ont un moment nul par rapport à ce côté ; celles des 

autres forces de liaison qui ne sont pas nulles ont manifestement par rapport 

à ce côté des moments qui sont tous de même signe (ce n'est qu'exception-
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est nul ; donc le moment résultant des forces extérieures données par rapport 

au point doi t être nul . 

En considérant le repos comme un cas part iculier du mouvement, on 

peut démontrer que réciproquement si le moment résultant des forces exté­

rieures données par rapport au point fixe est n u l , le système reste en équil ibre. 

Nous l 'admettrons et nous énoncerons le théorème suivant : La condition 

nécessaire et suffisante pour qu'un solide assujetti à avoir un point fixe 

reste en équilibre est que le moment résultant des forces extérieures données 

par rapport au point fixe soit nul. 

Ce théorème se t radui t par les trois équations 

L = 0, M = 0, N = 0, 
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nellement que toutes les autres forces de liaison seront nulles). Le moment 
de la résultante des forces de liaison par rapport au côté c doit être égal à la 
somme des moments des forces de l ia ison, somme d'éléments nuls et d'élé­
ments de même signe. Le moment de la résultante a donc ce même signe et 
comme la résultante est dirigée dans le même sens que les composantes, elle 
doi t percer le plan en un point situé dans le demi-plan l imi té par le côté c et 
contenant le polygone de sustentation. En appliquant cette propriété succes­
sivement à tous les côtés du polygone, on arrive à cette conclusion que la 
résultante R doit percer le plan à l ' in tér ieur du polygone de sustentation. 

Exceptionnellement il pourra arriver qu'elle perce le plan sur le contour 
du polygone. 

Puisque le solide est en repos, l'ensemble des forces données et de la 
résultante II doit êlre équivalent à zéro ; il revient au même de dire que 
l'ensemble des forces données doit être équivalent a une force égale et direc­
tement opposée à R (n° H, égalités symboliques). 

Nous arrivons à la conclusion qu ' i l est nécessaire pour l 'équilibre que les 
forces données admettent une résultante qui perce le plan à l ' intérieur, ou 
exceptionnellement sur le contour, du polygone de sustentation. On peut 
démontrer, mais nous l 'admetlrons, que cette condit ion est suflisante. Donc, 
la condition nécessaire el suffisante pour l'équilibre d'un solide qui repose 
.sans frottement sur un plan est que les forces données admettent une résul­
tante qui perce le plan à l'intérieur on sur le contour du polygone de 
sustentation. 

Supposons que le solide ait trois points d'appui ; on obtiendra les valeurs 
des trois forces de liaison en écrivant que le moment résultant des forces don­
nées et de liaison est nul par rapport aux trois côtés du triangle de susten­
ta t ion . 

Si le solide a plus de trois points d'appui, la statique seule ne permet pas 
de déterminer les forces de liaison. 

107. Equ i l i b re d'un f i l t e n d u . — Considérons un (il de faible section et 

ment dit les deux forces doivent être égales et directement opposées. 

L'expérience montre que cette condit ion est suflisante si le fil est tendu 

VOGT et MENTRE. — Meca. 12 

de poids négligeable tendu par deux 
forces F, F' appliquées a ses extré­
mités AB (fig. 67). Le (il est un 
système déformable. Appliquons-
lu i la condition universelle d'équi­
l ibre . L'ensemble des deux forces 
doit être équivalent à zéro ; autre-
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suivant le support commun aux deux forces. Coupons par la pensée le fil tendu 
suivant une section quelconque G, de façon à partager le fil en deux tronçons-
AC, et C,B. 

Le premier tronçon, AC1, isolé par la pensée, est en équilibre sous l'action 
de la force F appliquée en A et des forces exercées par le deuxième tronçon ; 
ces dernières forces admettent donc une résultante F1 égale et directement 
opposée à F. On voit de même que le deuxième tronçon est soumis à des 
forces exercées par le premier tronçon, forces admettant une résultante F2 

égale et directement opposée à F'. Les deux résultantes F1 et F2 sont égales 
et directement opposées, comme l'exige d'ailleurs le principe d'action et de 
réaction. Les forces F1, F2 ont même intensité que les forces F, F ' ; cette 
intensité, appelée tension du fil, reste donc la même quelle que soit la posi­
tion de la coupure G. 

Si on coupe effectivement un fil tendu en équilibre, on doit, d'après ce qui 
précède, pour maintenir l'un quelconque des deux tronçons en équilibre,, 
appliquer sur la lèvre correspondante de la coupure une force ayant pour sup­
port l'axe du fil , pour direction celle de l'extérieur du tronçon et pour inten­
sité la tension du fil, c'est-à-dire l'intensité commune aux deux forces exté­
rieures qui tendent le fil entier. 

108. Théorème des travaux virtuels d'un point matériel libre. — Nous 
avons vu que la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre d'un point 
libre se traduit par les trois équations 

leurs le travail élémentaire qu'effectuerait la résultante des forces appliquées 
si le point matériel prenait le déplacement AA' ; aussi appelle-t-on cette 
expression travail virtuel de la résultante (le qualificatif virtuel indique qu'il 
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s'agit d'un t rava i l dans un déplacement que l'on imagine) ; le déplacement 

inf iniment petit imaginé AA' s'appelle déplacement virtuel. 

A chacune des forces données Fk appliquées au point matériel correspond 

un t ravai l virtuel La somme des travaux virtuels de ces 

forces est égale au t ravai l v i r tue l de la résultante (la démonstration du n° 40 

s'applique aux travaux virtuels). Nous pouvons alors énoncer le théorème sui­

vant : 

La condition nécessaire et suffisante pour l ' équi l ibre d'un point maté-

riel libre est que la somme des travaux virtuels des forces appliquées soit 

nulle dans tout déplacement virtuel. 

Ce théorème est rarement utilisé dans les problèmes ; il nous sera utile 

dans les démonstrations qui suivent. 

109. Théorème des t ravaux v i r tue ls pour un point matér ie l jjèné. 

— Considérons un point matériel assujetti à rester sur une courbe ou sur une 

surface. Supposons que le point matériel soit en équilibre et qu ' i l n'y ait pas 

frottement. Libérons le point matériel, quit te à lu i appliquer la force de l i a i ­

son, qui est normale à la courbe ou à la surface. D'après le théorème précé­

dent la somme des travaux virtuels des forées données et de liaison est nulle 

pour tout déplacement vir tuel ; cette somme sera en particulier nulle pour 

tout déplacement v i r tue l compatible avec la liaison, c'est-à-dire pour un 

déplacement vi r tuel infiniment petit sur la courbe ou sur la surface. 

Mais le t ravai l vir tuel de la force de liaison est nu l dans un tel déplace­

ment v i r tue l , car la force de liaison est normale à A A ' . Par suite la somme des 

travaux virtuels des forces données doit être nulle ; réciproquement, s'il en 

est ainsi , la résultante des forces données est nulle ou normale à la courbe ou 

à la surface. Donc, 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre d'un point maté­

riel soumis à une liaison sans frottement est que la somme des travaux vir­

tuels des forces données soit nulle dans tout déplacement virtuel compatible 

avec la liaison. 

Ce théorème n'est qu 'un cas particulier du théorème général dont nous 

allons nous occuper. 

110, Théorème général des t ravaux v i r tue l s . — Considérons un système 

de points matériels en équilibre. Libérons ces points de leurs liaisons exté­

rieures et intérieures, quitte à adjoindre des forces de l iaison. Imaginons un 

déplacement vi r tuel pour chacun des points ; l'ensemble de ces déplacements 

virtuels s'appellera déplacement v i r tue l du système. 

Puisque chacun des points est en équilibre, la somme des travaux v i r -
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tuels des forces données et de liaison appliquées à chaque point est n u l l e ; il 

en résulte que la somme des travaux virtuels de toutes les forces données et 

.le liaison appliquées au système est nulle. Réciproquement, si la somme des 

travaux virtuels de toutes les forces est nulle dans tous les déplacements v i r ­

tuels du système, cette somme sera nulle en particulier pour un déplacement 

v i r tue l qui respecte la position de tous les points matériels sauf un ; cela 

prouve que la résultante des forces appliquées à l 'un quelconque des points 

matériels est nulle ; «autrement dit chacun des points matériels est en équi­

libre et le système est par suite en équilibre. D'où le théorème général : 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre d'un système maté­

riel, déformaùle ou non, est que la somme des travaux virtuels de toutes les 

forces données et de liaison soit nulle dans tout déplacement virtuel du 

système. 

Ce théorème est rarement utilisé, dans les problèmes. 

Considérons maintenant un système matériel formé par un ensemble de 

solides assujettis à des liaisons extérieures bilatérales sans frottement. Par 

liaisons sans frottement nous entendons des liaisons telles que pendant le 

mouvement du système les forces de liaison ont un travail n u l . Parmi les 

déplacements virtuels nous allons porter notre attention sur ceux qui sont 

compatibles avec les liaisons, c'est-à-dire ceux qui respectent les distances 

mutuelles des points matériels de chacun des solides et qui respectent les l i a i ­

sons imposées aux solides. Conformément au théorème général, la somme des 

travaux vir tuels de toutes les forces (c'est-à-dire des forces extérieures don­

nées, des forces intérieures données, des forces extérieures de liaison et des 

forces intérieures de liaison) est nulle. Mais pour les déplacements virtuels 

considérés, la somme des travaux xirtuels des forces extérieures de liaison est 

nulle (car ies déplacements virtuels considérés sont des déplacements possibles 

et si un de ces déplacements se produisait dans un mouvement du système la 

somme considérée serait nulle) et la somme des travaux virtuels des forces 

intérieures de liaison est nulle (car cette somme est nulle pour chacun des 

solides d'après le n° 80). Il en résulte que la somme des travaux virtuels de 

toutes les forces données est nulle. Nous admettrons que la réciproque est 

vraie et nous énoncerons le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre d'un système de 

solides assujettis à des liaisons bilatérales sans frottement est que la somme 

des travaux virtuels de toutes tes forces données soit nulle pour tous les 

déplacements virtuels qui respectent les liaisons. 

Ce théorème est très utile dans les problèmes usuels d'équilibre. Avant de 

l 'appliquer on doit s'assurer que les liaisons sont sans frottement, c'est-à-dire 

que les forces de liaison ne peuvent pas travail ler. 
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Dans ce qui précède nous avons rencontré les liaisons bilatérales suivantes 

qui sont réalisables sans frottement : 1° un corps solide a un point fixe (la 

force de l iaison immobilisée ne travaille pas) ; 2° un corps solide a un axe fixe 

(les deux forces de liaison H' et I I " du n° 92 sont appliquées à des points fixes 

et ne t ravai l lent pas). Nous signalerons les deux autres cas suivants : 1° deux 

corps solides ont un point commun (nous supposons la liaison réalisée par un 

peti t anneau solidaire du premier corps s'engageant dans un peti t anneau 

solidaire du deuxième corps ; on a de'ix forces de liaison égales et directement 

opposées appliquées respectivement à l 'un et a l 'autre anneau ; les points 

d 'application des deux forces coïncident et ont le même déplacement élémen­

taire ; par suite les travaux élémentaires des deux forces sont égaux et de 

signes contraires et ont une somme nulle) ; 2" deux corps ont une droile 

commune (nous supposerons la l iaison réalisée comme au n° 92 ; on a à consi­

dérer deux forces de liaison égales et opposées appliquées aux anneaux et 

deux forces de liaison égales et opposées appliquées aux deux parties du man­

chon ; on voit aisément, comme dans le cas précédent, que la somme des t ra ­

vaux élémentaires des quatre forces de liaison est nul le) . 

Donnons deux exemples de problèmes qui se résolvent simplement par le 

procédé des travaux virtuels. 

Considérons d'abord une vis mobile sans frottement dans un écrou fixe et 

en équilibre sous l 'action d'un couple de moment G par rapport à l'axe et d'une 

force longitudinale F. Nous supposons les sens de G et de F tels que si G était 

seul et positif, la vis se visserait dans l'écrou et que si F était seul et positif la 

vis se dévisserait dans l 'écrou. Imaginons un déplacement vi r tuel qui ferait 

Considérons maintenant un corps solide assujetti a tourner autour d'un 

axe fixe Oz et à glisser le long de cet ave. Désignons par N le moment résul­

tant des forces données par rapport a l'axe et par Z la somme des projections 

des forces données sur l'axe. 



11 faut donc et il suffit que l 'on ait N = 0 et Z = 0. 

114. Elude du mouvement d'un système par la méthode de d 'Alembert . 

— Nous avons déjà remarqué au IL" 46 que les forées appliquées à un point maté­

r ie l et la force d'inertie — m J forment un système de vecteurs équivalent à 

zéro. 

Considérons un système de points matériels que nous libérons en appli­

quant les forces de liaison extérieures et intérieures. L'ensemble de toutes les 

forces données et de liaison et des forces d ' inertie forme un système équiva­

lent à zéro. On peut en effet réduire un tel système à zéro par les opérations 

élémentaires qui consistent à supprimer les forces appliquées à chaque point 

matériel et sa force d'inertie (ce qui revient à remplacer ces forces par leur 

résultante nulle) . 

En remarquant que les forces intérieures, deux à deux égales et opposées, 

peuvent être supprimées par des opérations élémentaires, nous arrivons à 

cette proposition que l'ensemble des forces extérieures données et de liaison 

et des forces d'inertie appliquées à un système matériel forme un système 

équivalent à zéro. 

Si Ton écrit l 'équivalence à zéro du système considéré, on retrouve le 

théorème des projections des quantités de mouvement et le théorème des 
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Donnons au solide un déplacement v i r tue l compatible avec les l iaisons. 
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moments des quantités de mouvement. Mais la proposition que nous venons 
d'énoncer et qui est due à d'Alembert a précisément pour intérêt qu'elle 
•conduit tout naturellement à ces théorèmes généraux. D'ailleurs la proposition 
de d 'Alembert est souvent d 'application directe commode dans les cas 
simples. 

Comme exemple d'application de la méthode de d'Alembert, imaginons 
un système matériel de masse négligeable. On pourra négliger les forces 
d ' inert ie de ce système. On arrive donc à cette conclusion que l'ensemble des 
forces extérieures appliquées à un système en mouvement de masse négli­
geable forme un système équivalent à zéro. 

Dans un système matér ie l i l in tervient parfois un fi l (ou un cable) ou un 
ressort de masse négligeable. L'ensemble des forces extérieures appliquées au 
fil ou à une por t ion du fil forme un système équivalent à zéro. Le fil en mou­
vement se comporte comme s'il était en repos. On en conclut que dans une 
port ion rect i l igne de fil dont les éléments ne sont soumis à aucune force exté­
r ieure (n° 106), la tension reste constante. 



CHAPITRE XVI 

NOTIONS SUR LES CHOCS ET PERCUSSIONS 

112. Chocs. — On dit qu'un corps subit un choc lorsqu' i l rencontre un 
obstacle fixe ou un antre corps on mouvement. 

Par exemple une bille de billard qui rebondit sur une bande subit un choc 
de la part de cette bande ; deux navires qui sabordent subissent un choc. 

La durée d'un choc est extrêmement faible ; aussi peut-on raisonner 
comme si pendant un choc les points matériels des corps en présence ne se 
déplaçaient pas; cela revient a négliger des déplacements très petits. 

In choc a pour conséquence ""de modifier l'état des vitesses; celles-ci 
changent brusquement d'intensité et souvent même de direction ; pendant le 
choc les accélérations sont donc considérables ; cela exige la mise en j eu de 
forces très intenses et fugitives, que l 'on appelle forces instantanées. 

113. Impuls ions . — Etant donnée une force de projections X, Y, Z on 
appelle impulsion de la force pendant un intervalle de temps t0t1 un vecteur  

de nroicelions 

114. Percussions. Lorsque l ' intervalle de temps IJi est très petit , le 
vecteur impulsion relat if à une force est eu général peu intense. Ce vecteur 
ne peut être très intense que si la force est en moyenne très grande ; s'il en 
est ainsi l ' impulsion prend le nom de percussion. 

Pendant un choc interviennent des forces instantanées qui ont pendant 
la durée du choc une impulsion très grande tandis que les autres forces (pesan­
teur, attractions, ete) ont des impulsions tellement faibles qu'elles sont négl i ­
geables. Donc pendant un choc les seules impulsions appréciables sont celles 
dues aux forces instantanées, impulsions que l 'on appelle alors percussions. 



NOTIONS SUR LES CHOCS ET PERCUSSIONS 185 

115. Choc d'un point matér ie l . — Nous avons remarqué au n° 47 que les 

équations fondamentales du mouvement d'un point matériel pouvaient s'écrire 

Ces équations expriment que la variation géométrique du vecteur quantité de 

mouvement est égale au vecteur impulsion de la résultante des forces. 

Appliquons ce théorème à un point matériel qui subit un choc pendant 

l ' intervalle de temps très petit t0,t1 Il résulte immédiatement de la définit ion 

d'une impuls ion, que l ' impulsion de la résultante des forces est la somme 

géométrique des impulsions des forces. Mais les impulsions des forces peu 

intenses sont négligeables. Nous avons donc le théorème suivant : 

Quand un point matériel subit un choc, la variation géométrique de la 

quantité de mouvement est éqale à la résultante des percussions. 

116. Théorème du mouvement «lu «entre de masse ou théorème «les projec­

t ions des quantités de mouvement d'un système matér ie l subissant un choc. 

— Considérons un système matériel qui subit un choc de durée t0t1. On a 

à chaque instant du choc (équations 3his du chapitre X I I ) 



On peut donc énoncer le théorème : 

La variation de la somme des projections des quantités de mouvement 

sur un axe fixe est égale à la somme des projections des percussions exté­

rieures sur cet axe. 

Remarquons que 
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On a de même 

On peut dire que : 

Pendant un choc, le centre de masse d'un système se comporte comme 

un point matériel où serait concentrée la masse totale du système et qui 

serait soumis à la somme géométrique des percussions extérieures. 

117. Théoreme du moment cinétique d'un système subissant un choc. 

— Pendant chaque instant d'un choc suhi par un système matériel on a 

(équations 4 du chapitre X I I ) 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 
La variation du moment cinétique par rapport à un axe fixe est égale 

au moment résultant des percussions extérieures par rapport à cet axe. 

118. Pendule bal is t ique. — Considérons un pendule composé au repos. 

Supposons qu 'un peti t projectile de masse m se déplace dans un plan perpendi­

culaire à l'axe de suspension du pendule et vienne frapper le pendule à la 

distance r de l'axe, à un instant où son vecteur vitesse v0 est à une distance h 

de l'axe. Proposons-nous de trouver la vitesse angulaire w du pendule aussitôt 

après le choc, en supposant que le projectile soit venu s'incruster dans le pendule. 
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Appliquons le théorème du moment cinétique par rapport à l'axe du pen­
dule à l'ensemble du pendule et du projectile. Nous aurons, en remarquant 
que le choc ne donne l ieu qu'à deux percussions égales et directement oppo­
sées et à des percussions de l iaison, 

De la mesure expérimentale de w on peut donc déduire la valeur numé­
rique de la vitesse v0. C'est ainsi qu'autrefois on déterminait la vitesse d'un 
projectile en l 'envoyant s'incruster dans un pendule appelé pendule 
balistique. 

REMARQUE. — I l est facile de vérifier que le choc diminue l'énergie ciné­
tique de l'ensemble. L'expérience montre d'ailleurs que l'énergie cinétique 
ainsi dissipée se transforme en chaleur, conformément au principe de la 
-conservation de l 'énergie. 

119 . Problèmes sur les chocs. — Il arrive fréquemment que les théo­

rèmes généraux que nous avons établis aux n° 102, 103, 104 sont insuffisants 

pour résoudre un problème, c'est-à-dire pour fournir l 'état des vitesses après 

le choc, connaissant l'état des vitesses avant le choc. Mais les renseignements 

fournis par ces théorèmes généraux sont néanmoins toujours précieux. 

Nous sortirions du cadre de ce l ivre en expliquant comment on peut 
compléter ces renseignements de façon à pouvoir résoudre, d'une façon suffi­
samment approchée, tous les problèmes de chocs. 
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NOTA HENE. — Le présent appendice n'est pas un résumé; i l ne renferme que les formules 
el les propositions sur lesquelles il est bon d'insister. 

Chapitre I. — Théorie des vecteurs. 

Chapitre I I . — Cinématique du point. Vitesse. 
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Chapitre I I I . — Accélération. 

Chapitre I V . — Cinématique des systèmes invariables. 

TRANSLATION : La vitesse et l'accélération, dans une translation, sont des-
vecteurs libres. 

ROTATION : La vitesse angulaires, dans une rotation, est un vecteur glissant. 

CORPS SOLIDE AVANT UN POINT FIXE : Un solide ayant un point fixe est animé-
à chaque instant d'une rotation. 

Chapitre V. — Composition des mouvements. 
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Chapitre V I . — Principes de la dynamique. Trava i l . 

Chapitre V I I . — Dynamique du point matériel. 
Théorèmes généraux. 

FORCE D'INERTIE : Les forces appliquées à un point matériel et la force 
d'inertie — forment un système dont la résultante est nulle. 

Chapitre V I I I . — Problèmes de la dynamique 
du point matériel l ibre. 

Chapitre I X . — Équi l ibre 
et mouvement d'un point matériel soumis à des liaisons. 

ÉQUATION DU MOUVEMENT DU PENDULE SIMPLE : 

MOUVEMENT DÛ A UNE FORCE CENTRALE : 



Chapitre X. Mouvements relatifs d'un point matériel. 

THÉOREME : On peut considérer le trièdre mobile comme s'il était fixe à 
condition d'adjoindre la force d'inertie d'entraînement — et la force de 
Coriolis — mJ. 

REMARQUE : La force de Coriolis est notamment nulle si le mouvement d'en­
traînement est une translation ou si la vitesse relative est nulle. 

Chapitre X I . — Centre de masse. Moments d'inertie. 

192 APPENDICE 

DUREE DES PETITES OSCILLATIONS DOUBLES DU PENDULE SIMPLE! 

Chapitre X I I . — Dynamique des systèmes. Théorèmes généraux. 

THEOREME DU MOUVEMENT DU CENTRE DE MASSE : 
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Chapitre X I V . — Problèmes sur le mouvement des systèmes. 

CONSEILS : On commence par choisir les paramètres de posit ion. Ensuite or» 
applique les théorèmes généraux à l'ensemble du système ou aux différentes 
parties du système. 

VOGT et MENTRE. — Meca. 13 

THÉOREME DES MOMENTS CINÉTIQUES : 
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ÉQUILIBRE D'UN FIL RECTILIGNE TENDU PAR DEUX FORCES APPLIQUÉES AUX EXTRÉMITÉS. 

THÉORÈME : La tension est la même en tous les points du fil. 

THÉORÈME DES TRAVAUX VIRTUELS : La condition nécessaire et suffisante pour 
l ' équ i l ibre d'un système de solides assujettis à des liaisons bilatérales sans 
frottement est que la somme des travaux virtuels de toutes les forces données 
soit nulle pour tous les déplacements virtuels respectant les liaisons. 

MÉTHODE DE D'ALEMBERT: L'ensemble des forces extérieures et des forces 
d'inertie d'un système matériel forme un système de vecteurs équivalent à 
zéro. 

Chapitre X V I . — Chocs et percussions. 

THÉORÈME DES MOMENTS CINÉTIQUES : La variat ion du moment cinétique par rap­
port à un axe fixe est égale au moment résultant des percussions extérieures 
par rapport à cet axe. 

Équation relative à Ox : 

THÉORÈME DU MOUVEMENT DU CENTRE DE MASSE. 

Équation de projection sur Ox : 

Chapitre X V . — Statique. 

CONDITION UNIVERSELLE D'ÉQUILIBRE : 



EXERCICES 

Vecteurs. 

(CHAPITRE I . ) 

1. On donne un parallélépipède rectangle construit sur trois arêtes 
()A = 3, OB = 4, OC == 5 prises comme axes de coordonnées Ox. Oy, Oz ; on 

considère les deux vecteurs représentés par les dia­
gonales de deux faces opposées. Former 
la réduction au point C) de ce système de deux 
vecteurs et déterminer l'axe central. 

On partage les diagonales AB et CD en par­
ties égales inf iniment petites IIH' K K ' égales à 
ds, s désignant les dislances égales AH et CK ; on 
porte sur HK un vecteur issu de H et égal à H K . d i ; 
former la réduction au point O de ce système de 
vecteurs et déterminer Taxe central. Déterminer 
le moment résultant du système par rapport aux 
sommets du parallélépipède (fïg. 68). 

2. Quelle est en joules la valeur du moment 
d'un couple formé de deux forces d'une tonne distantes de 50 centimètres ? 

3. Étudier un système de huit forces représentées par les hui t arêtes d 'un 
tétraèdre régulier ; considérer les différents cas possibles en donnant aux forces 
leurs deux orientations. 

4. Un réservoir rempli d'eau est fermé par une paroi verticale ayant la 
forme d'un triangle isocèle de base supérieure horizontale b et de hauteur h. 
Trouver la résultante des pressions exercées par le l iquide sur la paroi et le 
point d'application de cette résultante. On sait que la force pressante exercée 
sur un petit élément de paroi est égale au poids d'une colonne de l iquide ayant 
pour base cet élément et pour hauteur la distance du centre de l 'élément à la 
surface libre horizontale du l iquide. 
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c étant une constante. 

6. L'n train parlant de A sans vitesse a une accélération constante 
y = 0,7 ; à un certain moment on supprime l'admission de la vapeur et le t ra in 
ralentit avec une accélération constante y = — 0,06, puis s'arrête en H à 
500 mètres du point A. Les unités adoptées sont le mètre et la seconde. On 
demande de trouver la durée des deux phases du mouvement et de construire 
le diagramme de la vitesse et le diagramme de l'espace. 

7. l ' n volant de rayon 11 = 2 mètres a un mouvement uniformément 
retardé : à l 'origine du temps sa vitesse est de 300 tours par minute ; au bout 
de quatre secondes sa \itesse n'est plus que de 240 tours par minute . Trouver 
la loi du mouvement angulaire. Calculer le nombre de tours effectués jusqu'à 
l 'arrêt . Déterminer l'accélération d'un point A de la jante à l ' instant t= 18 
secondes et construire l'hodographe de ce point A. 

8. Un mobile tombe dans un liquide sans vitesse ini t iale ; la résistance à 
ra \anccment est telle que l 'on a y = g — 4v(mètre, seconde), v étant la vitesse, 
y étant l 'accélération, g étant l'accélération due à la pesanteur. Trouver la loi 
de la \itesse et la loi de l'espace. Calculer la vitesse et l'espace parcouru à 
l 'instant ( = 4 secondes. Déterminer la l imite de la \itcsse. 

0. Construire les courbes représentatives du mouvement vertical suivant : 
l ' é l é v a t i o n d'un mouvement uniformément varié, sans vitesse in i t ia le , pen­
dant (i secondes, sur un parcours de (i mètres ; 2" élévation d'un mouvement 
uniformément relardé pendant (i secondes, sur un parcours de 0 mètres avec 
vitesse finale nulle ; 3° deux périodes de six secondes chacune symétriques des 
premières an cours desquelles le mobile redescend à sa position ini t ia le . Tra­
cer une came produisant ce mouvement vertical (n° 34) en tournant d 'un 
mouvement uniforme et en faisant un tour en 24 secondes. 

10. Un t ramway parcourt une longueur de 800 mètres de la façon su i -
vante : 1° mouvement accéléré pendant 20 secondes avec vitesse ini t ia le nulle 

Cinématique. 

(CHAPITRES II à V . ) 

5. Étudier le mouvement défini par les équations 

finale nulle. Déterminer la constante A, sachant que la vitesse na pas de 
variat ion brusque. Trouver la loi du mouvement et de la vitesse pendant les 
trois périodes ; calculer les durées et les chemins parcourus. 

1 1 . Étudier les lois de la vitesse et de l 'accélération du piston C d'une 
machine à vapeur, en supposant (pie l'arbre O qui porte la manivelle OA et 
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13. Un mobile part d'un point 0 avec une vitesse ini t iale inconnue ; il 
est animé d'un mouvement à accélération constante ; un observa leur placé à 
10 mètres au-dessus du point 0 voit passer le mobile aux instants t1 = 1 s, 
t2 = 5 s; calculer la vitesse init iale et l 'accélération. 

W. Un mobile A se déplace sur l'axe Ox d'un mouvement donné ; la droite 
qui jo in t le point A a un point fixe C, de coordonnées .x0 = — 1 mètre, 
y0 + 1 mètre, rencontre l'axe Oy en un point H ; déterminer l 'équation du 
mouvement du point H et calculer sa vitesse en fonction de la vitesse du 
point A. 

15. Un point décrit la spirale r = aeky de telle façon que sa vitesse v 

satisfasse à v = b2 Etudier la \itesse aréolaire et l 'accélération ; déterminer 
l 'hodographe. r 

16. Une barre AH de longueur 2R = 10cm se déplace de façon que le 
point B décrive une circonférence de rayon R = 5cm et de centre C, le mouve­
ment circulaire étant uniforme avec la vitesse angulaire w = 2. La barre glisse 
sur un point 0 de la circonférence. Trouver la vitesse du point A quand le point 
H s'est déplacé de 120". Construire la base et la roulante (n° 32). 

17. Etudier le mouvement, la vitesse et l'accélération des points d'un 
plan mobile qui glisse sur un plan fixe de telle manière qu'une circonférence 
du plan mobile roule sans glisser sur une droite du plan lixe. On supposera 
d'abord que le point géométrique de contact de la circonférence avec la droite 
a une vitesse uni forme; on supposera ensuite que ce point a un mouvement 
quelconque mais connu. 

18 . Un mobile décrit d 'un mouvement uniformément varié une droite tra­
cée sur un plan qui glisse sur lui-même en tournant d'un mouvement uniforme 
autour d'un point f i x e . Etudier le mouvement, la vitesse et l 'accélération du 
mobile . 

19 . Combien de temps mettra au min imum un nageur pour traverser une 
rivière de 30 mètres de large, sachant que le courant a une vitesse de 1 mètre 

entraîne la bielle AB est animé d'un mouvement uniforme de vitesse angulaire 
w (fig. 69). On posera OA = r, 
AH = l ; on étudiera le cas géné­
ral , puis le cas ou le rapport est 
pet i t . 

12 . Un corps solide est animé 
d'un mouvement hélicoïdal dont 
la vitesse de rotat ion autour de 

et dont la vitesse de translation parallèle à Oz est 

points du solide qui à un instant donné ont leur vitesse 

passant par un point d'abscisse 6m et parmi ces points déterminer ceux qu 

ont une vitesse de quelle est leur accélération ? 
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20 . Un wagon de 2m,50 de largeur se dé­
place avec une vitesse de 90 km/heure. Un pro­
ject i le lancé horizontalement dans une direct ion 
faisant un angle de 60° avec les rails pénètre en 
A et sort en B, tel que A'B = 1,2 mètre (fîg. 70). 
Calculer la vitesse du projectile. 

2 1 . On donne un cercle tangent en 0 à Taxe Ox (fig. 71) et de diamètre 
h ; une barre recti l igne CBA tourne autour du 
point C diamétralement opposé à 0 ; elle ren­
contre Ox en A et le cercle en H. On suppose 
que le point géométrique A se déplace sur Ox 
avec une vitesse constante v0. Déterminer le 
mouvement d u point géométrique B , s a \ i -
tesse, son hodographe et son accélération. 

22 . Un avion a dans l'atmosphère en re­

pos une vitesse de 135 ; on suppose que 

le vent souffle de. l'ouest à Test avec une vitesse 
de 22,5 mètres par seconde. Quelle direction 
l 'avion doi t - i l prendre pour que sa trajectoire 
absolue ait la direction du nord-est et quelle 

est alors sa vitesse par rapport à la terre ? 

23. Autour d'un point 0 fixe tourne dans le plan xOy une droite D d'un 

mouvement dont la vitesse angulaire est constamment égale à Sur 

cette droite I) se meut un mobile A avec un mouvement re la t i f inconnu. 
Déterminer la loi du mouvement relat if de façon (pie la vitesse absolue du 

mobile soil constamment égale à Trouver la trajectoire absolue du 

mobile et son accélération, en supposant qu'à l ' instant in i t i a l le mobile est sur 
l'axe Ox à la distance r0 = 1 mètre du point 0. 

Dynamique du point. 

(CHAPITRES V I I I , I X , X . ) 

24. Quelle force faut-i l appliquer à un point matériel qu i pèse deux 

25. Quelle est en chevaux-vapeur la puissance d'une machine qui fourni t 
un t ravai l de 10 000 joules a l 'heure? 

à la seconde et que le nageur ne peut pas dépasser en eau calme la vitesse de 
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2 6 . Un point pesant est at t iré par une droite proportionnellement à une 
puissance de la distance du point à la droi te . Montrer qu ' i l y a une fonction 
des forces. Etudier les surfaces de niveau, en supposant la droite verticale. 

27 . Un point matériel pesant se déplace sur la verticale avec la résis­

tance R proportionnelle au carré de la vitesse On le lance d'abord 

vers le haut avec la vitesse ini t iale v0 = — a. Trouver le point le plus élevé 
at teint et le temps mis à l'ascension. Le mobile redescend ensuite. On admet­
t ra que k est très grand, de façon qu'on puisse négliger kp si Appl ica­
t ion numérique : g = 980, k = ; on calculera le temps misa l'ascen­
sion et le temps mis pour revenir au point de départ. 

28 . Mouvement vertical d'un point pesant de poids P dans un mi l i eu 

résistant, la résistance K étant proportionnelle au carré de la vitesse. Applica­

t ion numérique : on déterminera la vitesse l imi te de chute ; on 

calculera le temps que met le mobile en descendant pour accroître sa vitesse 

de zéro à 4 , 9 — ; on cherchera la hauteur à laquelle s'élève le mobile quand 
s 

on le lance avec une vitesse ini t iale égale à 5 • 

2ï>. (In canon OA a un diamètre de 75mm et une longueur l de 3 mètres ; 
un projectile de poids égal à 8kg est soumis à la pression des gaz produits par 
la combustion de la poudre ; on suppose que la pression résultante est fournie 
par la formule V = x désignant la distance du projectile à l ' o r i ­
gine 0 du canon. On sait que le projectile au sortir du canon a une vitesse de 

Calculer le coefficient A et en déduire te max imum de la pression  

Calculer le temps mis par le projectile à parcourir le canon. 

30". Un canon a les caractéristiques suivantes : 
calibre (diamètre intérieur de rame) , 75 mm ; 
longueur de l a m e , 2,5 mètres ; 
poids du projectile, 7,2 kg ; 
vitesse à la sortie, 530 mètres par seconde. 
On suppose que, pendant le parcours du projectile dans la pièce, la 

combustion de la poudre maintienne constante la pression du gaz et on négli­
gera les frottements. Déterminer : 

1° l'énergie cinétique du projectile à la sortie (en k g m et en joules) ; 
2° la force qui agit sur le projectile pendant son parcours (en kg et en 

dynes) ; 
3° la pression du gaz en atmosphères et en kg/cm 2 ; 
4° le mouvement à l ' intérieur du canon et l 'accélération ; 
5° le temps de parcours de Pâme. (St Cyr.) 

3 1 . Un mobile se déplace sur une droite horizontale et il est simplement 
soumis à une force résistante proportionnelle à la vitesse F = mv. Ce mobile 
est lancé avec une vitesse in i t ia le de 2 mètres par seconde ; on constate qu ' i l 
parcourt une longueur totale de 100 mètres. Trouver la valeur du coefficient).. 
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Calculer au bout do combien de temps le mobile a parcouru 99 mètres. Déter­
miner et représenter graphiquement la loi du mouvement et la loi de la 
vitesse. 

32. Etudier le mouvement recti l igne d'un mobile avec une résistance 

33. Etudier le mouvement rectiligne d'un mobile sous l 'action d'une 
attraction proportionnelle a l'inverse du carré de la distance à un point fixe. 

34. Sur une droite AB un point se déplace sous l 'action de l 'a t t ract ion 
d'un point fixe A, at traction proportionnelle à la distance, et de la répulsion 
d'un point lixe H, répulsion proportionnelle il la distance. Y a- t - i l des positions 
d'équilibre stable ou instable ? 

35. I!n point libre reste sur un aie de cercle de centre 0 sous l 'action 
d'une force parallèle à Oy. On donne v0. Déterminer la force et la lo i du 
mouvement, en supposant l'abscisse ini t ia le nulle. 

30 . Un plan incliné rugueux a I km de longueur et une pente de 1/100. 
In mobile met trois minutes (tour descendre en glissant sans vitesse in i t ia le . 
Trouver le coefficient de frottement. 

37. Suivant quelle droite faut-il faire descendre dans le vide un mobile pesant 
pour lui faire atteindre dans un temps m i n i m u m une droite BC ? On suppose 
que le mobile part sans vitesse d'un point (), que le point H est sur l 'horizon­
tale de 0 à I mètre de 0. que le point C est sur la \crt ieale de O, à 1 mètre 
en dessous de 0. 

38 . Un centre de forces C se déplace sur l'axe Ox d'un mouvement u n i ­
forme dont la vitesse est égale a l 'unité. Le centre C attire un élément maté­
riel M de masse unité placé dans le plan xOy avec une force I1' dont l ' intensité 
a pour mesure celle, de la distance MC. A l 'instant i n i t i a l , le centre C es ta 
l 'origine 0 et le point M est abandonné sans vitesse en un point M0 de coor­
données x0 = 0, y0 1. Déterminer le mouvement du point M. Indiquer la 
nature de la trajectoire. Calculer le travail de la force F quand le point M va 
le la position ini t iale M0 a une autre position. 

30. Un point M mobile dans un plan est soumis a une force attractive 

d'intensité —de la part du point fixe A, et à une force répulsive d'intensité l-

de la part du point fixe A2 (les points A1 et A2 sont situés dans le plan et l 'on 
pose r1 = A1 M et r2 = A2M). Trouver la fonction des forces. Construire les 
lignes de niveau et les lignes de forces. 

40. Un noint matériel A de masse 1 se t r o m e dans le chamn de forces 

point (x0, y0, z0) au point (x, y, z) ; trouver les surfaces de niveau et les lignes 
de forces. Etudier le mouvement du point A assujetti à l'ester sur la droite 
parallèle à Oz ayant pour équations x = 1, y = 2. On supposera qu'à l ' instant 
in i t ia l le point À se trouve avec la vitesse 2 au point x = 1, y = 2, z = 1. 
Déterminer la pression du point A sur la droite trajectoire. 
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calculer le max imum de la vitesse. Donner une valeur approchée du temps 
mis à l'ascension (fïg. 72). 

45. Equilibre el mouvement d'un anneau glissant sans frottement sur 
une droite inclinée à '30° sur la vertiealc cl tournant à vitesse angulaire 
constante à raison de 120 tours, in imi té . 

40. Un fil de caoutchouc de 50''m de longueur est attaché en B et en C sur 
une horizontale ; sa longueur naturelle est BC. Lorsqu'on l 'allonge, sa tension 
est proportionnelle à ral longement . Ou constate que si l 'on suspend au mi l ieu 
un poids de 250 grammes, le fil peut prendre une position d'équilibre BAC telle 
que le tr iangle BAC soit équilatéral . t r ouve r le mouvement quand on suspend 
brusquement le poids au mil ieu O de A B , le fil étant dans son étal naturel . 

47 . Un point A de masse I gramme est soumis à l 'action de la pesanteur 

et d'une force attractive émanant de l 'origine O et de valeur absolue dynes, 

4 1 . Un point matériel A de masse m est soumis à son poids ; il est en 
outre at t i ré par deux masses m1, et m2 placées en deux points fixes A, et A3 
proportionnellement aux distances et aux masses. Montrer que la résultante de 
ces deux forces attractives est la même que si les masses m, et m2 étaient 
concentrées en leur centre de masse. Déterminer les surfaces de niveau et les 
lignes de forces. Trouver la position d'équilibre B du point A supposé libre ; 
t rouver la surface de niveau qui passe par B. Montrer que la fonction des forces 
passe par un max imum en B. Enfin en supposant maintenant que le point maté­
riel est assujetti à rester sur une droite matérielle fixe, trouver la position 
d'équilibre. 

4 2 . Mouvement d'un point attiré par un point fixe 0 proportionnellement 

à la distance r. On suppose que la force F a pour intensité mr , que le rayon 

vecteur in i t i a l r0 vaut 10"" et que la vitesse ini t ia le est v0 = 5 cm/s. Trouver 
l 'angle Y0 que doit faire la \itesse ini t iale avec le rayon vecteur pour que le 
mobile passe par un point géométrique A1 qui se déduit de A par une rotation 
d'un angle droit autour du point O. Trouver les axes de l'ellipse décrite par le 
point . Calculer le temps mis pour décrue l'ellipse et le temps mis pour aller de 
A0 en A1 . 

43 . Un point décrit une cardioïde d'équation r = a(1 + cos 0) sous 
l 'action d'une force centrale f(r'), trouver la fonction / ' ( r ) . 

44. Un point matériel A, de poids P, es! maintenu par deux cordons pas­
sant sur de petites poulies B, C de même niveau 
( B C — 1 mètre) et supportant des poids égaux à P. 
On suppose que la tension des cordons est toujours 
égale a P et que le mobile A se déplace sur la 
verticale médiane. Le point A est en équilibre 
quand l'angle BAC est égal à 120". Ou écarte le 
point A vers le bas d'une distance OA0 = 1m, 20 
(O mil ieu de BC) et on l'abandonne sans vitesse. 
Trouver la relation qui donne la vitesse en fonc­
t ion de l 'alt i tude z ; trouver la vitesse au moment 
du passage en O sur l 'horizontale BC. Déterminer 
la position où le point s'arrêtera pour redescendre ; 

file:///ertiealc
file:///itesse


202 EXERCICES 

r désignant la distance OA en centimètres. Trouver la valeur du t ravai l quand 
le mobile passe d'un point à un autre. On supposera ensuite que le point se 
déplace sans frottement sur la surface matérielle d'un paraboloïde situé en 
dessous du plan xOy et d'équation 2z = .x2 + y2; trouver la position d'équilibre 
et déterminer le mouvement; étudier en particulier les deux cas où on place le 
mobile en un point de cote z = + 2cm avec une vitesse initiale dirigée soit suivant 

le méridien soit suivant le parallèle et égale à v0 =  

48 . (In cylindre homogène de densité inférieure à 1 et de 10CIU de hauteur 
touche par sa base la surface de l'eau d'un large bassin ; on l'abandonne à l u i -
même. Déterminer la longueur de son enfoncement maximum et la durée des 
oscillations de son mouvement. On examinera successivement les deux cas 
suivants : 1" la densité du cylindre est 0,4 ; 2" la densité du cylindre est 0,9. 
On supposera que y mètres = π2 et on tiendra compte de la poussée d 'Archi -
mède en négligeant la résistance offerte par l'eau à l'avancement ; on traitera 
le cylindre comme un point matériel qui aurait même masse et serait soumis 
au poids et à une force égale à la poussée d'Archimede. 

49. Mouvement d'un point pesant sur une cycloïde, d'axe vert ical , dont la 
concavité est tournée vers le haut. 

50 . Un corps pesant de poids P = mg glisse avec frottement de coeffi­
cient donné sur un plan incliné qui fait l'angle i avec le plan horizontal. Il est 
lié à un ressort fixé en un point de la partie supérieure du plan et constam­
ment parallèle à une ligne de plus grande pente. Etudier l 'équilibre et le,mou­
vement du corps en supposant que sa vitesse init iale soit parallèle à la direc­
tion du ressort. On supposera que la force exercée par le ressort est 
proportionnelle à son allongement. 

5 1 . l ' n point pesanl A de masse 4 est assujetti à glisser sans frottement 
sur une droite faisant 30° avec l'horizon ; il est attiré par un point O de cette 
droite proportionnellement à la distance r = OA, la force ayant pour valeur 
absolue IbY. Trouver le mouvement en supposant qu'à l ' instant i n i t i a l le 
mobile se trouve au point O sans vitesse. 

52. L'axe Os étant dirigé verticalement vers le haut, un point matériel 
de poids 2 kg est assujetti à se déplacer sur la surface matérielle d'équation 

ce point est soumis à son poids et à une force F parallèle au plan xOy. 
Comment doit on choisir cette force pour que le point soit en équilibre en un 
point quelconque de la surface ? Où faut- i l placer le point matériel pour que la 
pression normale soit de 3 kgs ? Quel est lo travail de la force F pour un 
déplacement du point sur la surface? 

53. Etudier le mouvement dans le vide d'un point matériel pesant aban­
donné sans vitesse ini t iale, en tenant compte du mouvement de la Terre. 

54. Etudier le mouvement dans le vide d'un projectile en tenant compte 
du mouvement de la Terre. 
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55. Etudier le mouvement d'un point matériel pesant assujetti à rester 
sur une circonférence qui tourne autour d'un diamètre vertical avec une vitesse 
angulaire constante. On considérera le mouvement relat i f par rapport au plan 
mobile. On cherchera les positions d'équilibre. 

D y n a m i q u e des systèmes. 

(CHAPITRES X I , X I I , X I I I e t X I V . ) 

50. Trouver le centre de masse : 1° d'un arc homogène de chaînette; 
2° d'un arc homogène d'hélice. 

Trouver le centre de masse : 1° d'une zone sphérique homogène ; 2° de la 
surface homogène d'une calotte de paraboloïde de révolution l imitée par un plan 
perpendiculaire à l'axe et passant par le loyer ; 3° de la surface homogène 
d'une demi-ellipse. 

Trouver le centre de masse : 1° d'un segment de paraboloïde homogène 
de révolution l imi té par un plan perpendiculaire à l'axe; 2" d'un demi-tore 
homogène l imi té par le plan de l'équateur. 

57. Déterminer le moment d'inertie d'une plaque homogène ayant la 
forme d'un rectangle, par rapport à une diagonale. 

58. Déterminer l'ellipsoïde d'inertie d'un ellipsoïde homogène. 

50. Calculer le moment d'inertie d'un cône de révolution homogène par 
rapport à son axe, puis par rapport à une droite passant par son sommet et 
perpendiculaire à son axe. Déterminer les axes de l'ellipsoïde central d ' inertie. 
Trouver la condition pour que l'ellipsoïde central d'inertie soit nue sphère. 
Applicat ion : le cône a un rayon de base 10cm, une hauteur 20cm, une masse 
totale de 1 000 grammes ; il est suspendu par une arête ; trouver la durée des 
petites oscil lat ions; trouver la durée des oscillations qui donnent un écart 
angulaire maximum de 6 degrés. 

GO. Une voiture automotrice de t ramway est portée par quatre essieux et 
chacun de ces essieux est actionné par un moteur électrique grâce à l ' in ter­
médiaire d'un engrenage. On donne : 1" le poids total de la voiture, des roues 
et des moteurs, soit P = 30000 k g ; 2° le poids de chaque essieu, y compris 
les roues et les engrenages qu ' i l porte, soit Pi = 800 k g ; 3" le rayon des 
roues R, = 0,4 m et leur rayon de gyrat ion K, = 0,3 ; 4° le poids de chaque 
moteur P2 = 1 000 kg et son rayon degyrat ion K2 = 0,15 m. On sait que cha­
que engrenage réduit la vitesse de son moteur dans le rapport de i à 1. Cal­
culer le couple qu ' i l faut appliquer à chaque moteur pour donner à la voilure 

un mouvement uniformément accéléré d'accélération la résistance 

à la traction étant égale à 10 kg par tonne. Déterminer la vitesse, le chemin 
parcouru et l'énergie cinétique au bout de 20 secondes. 

6 1 . Une plaque homogène de poids P repose horizontalement d'une part 
sur un support A, d'autre part sur une roue dentée B qui engrène avec une 
crémaillère fixée à cette plaque ; on donne le poids Pj de la roue, son rayon 
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I t i , son rayon de gyrat ion k1 el la distance t du support au point de contact de 
la crémaillère avec la roue. Celle-ci étant sou­
mise a un couple constant, tendant à faire mou­
voir la plaque dans le sens allant du support 
vers la roue, on demande d'étudier le mouve­
ment du système. On suppose que la plaque 
glisse sur le support avec un coefficient de frot­
tement f ; à l ' instant i n i t i a l la plaque est en 
repos et son centre de gravité est au-dessus du 
support (fig. 73). (On appliquera le théorème 
des forces vives au système formé par l 'en­

semble de la plaque et de la roue.) 

62. Un moteur analogue a un moteur à gaz du type atmosphérique est 
constitue par un cylindre vertical ouvert a I air lihre a la partie 
supérieure et renfermant à la partie inférieure du fluide moteur. 
On suppose que ce lluide se détend suivant la loi pvy= Cte en 
soulevant un piston qui porte une tige à crémail lère; cette cré­
maillère engrené avec une roue dentée tournant librement autour 
de son axe supposé horizontal. Ecrire la loi de variat ion de la 
\itesse du piston et trouver la hauteur à laquelle parvient le pis­
ton. Cas particulier ou y= 2 (f ig . 74). 

68. Un volant de poids P = 500 kg, de r a \on extérieur 
R = 1 m, de rayon de gyrat ion K = 0.8 m, est soumis à l 'action 
d'un couple moteur constant de moment C = 10 kgm. A un 
instant ou la vitesse est de n = 300 tours,minute, on fait agir sur 
la jante du volant un frein dont le coefficient de frottement est 

f 0,2. 1° En supposant que la pression Q du frein soit constante, déterminer 
eelte pression de façon que le volant s'arrête au bout de n1 = 100 tours. 2° En 
supposant que la pression du frein varie proportionnellement au temps et soit 
égale à At, déterminer le coefficient A de façon que le volant s'arrête au bout 
de 10 secondes; calculer le nombre de tours qu ' i l a alors effectués. 

64. l ' n wagon esf lancésur une voie rectiligne horizontale avec une vitesse 
ini t iale v0 ; trouver le chemin qu ' i l parcourt jusqu'à son arrêt, sachant que 
l'ensemble des résistances qu ' i l éprouve est une fraction donnée de son poids. 
On désignera par P le poids total du wagon, roues comprises, par F, le poids 
total des quatre roues identiques, par H, le rayon des roues el par k1, le rayon 
de g \ ra t ion des roues. 

65. Un disque homogène de rayon K tourne autour d'un axe horizontal 
O- perpendiculaire à son plan et passant par son centre, Un point F de la c i r ­
conférence est attiré par un point A situé sur la verticale de A(OA — a) sui­
vant une force d'intensité k. PA. Démontrer que le mouvement est synchrone 
au mouvement d'un pendule simple de direction OP ; on calculera la longueur 
A de ce pendule simple. En supposantque, quand OP est horizontal, l 'a t tract ion 
est égale au poids, calculer la variation de A en fonction de a. (Mathéma­
tiques générales, Clermont.) 

66. Une barre, homogène de masse M, de longueur l, tourne dans un plan 
xOy autour de l'une de ses extrémités placée en O. La barre, non pesante, est 
soumise à l'influence d'un champ de forces. La force du champ exercée sur un 
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élément de la barre de longueur infiniment petite, de coordonnées (x, y) et 
de masse inf iniment petite m, a pour composantes X = my, Y = mx. 1° La 
barre étant dans une position quelconque définie par l'angle 0 qu'elle forme 
avec Ox, montrer que l 'action du champ peut être réduite à une force unique. 
Trouver les composantes de cette force sur les axes et les coordonnées de son 
point d'application. Déterminer les positions d'équilibre de la banc. 

On abandonne la barre sans vitesse init iale sur la portion positive de0 . r . 
Trouver une équation permettant de déterminer en fonction du temps l'angle 0 
que forme la barre avec Ox. Calculer la vitesse angulaire de la barre en fonc­
t ion de 6 ; indiquer l 'allure et les l imites du mouvement de rotat ion. (Mathé­
matiques générales, Nancy . ) 

67. Etude du mouvement d'une barre homogène pesante de longueur l et 
de poids P dont les deux extrémités A et B sont assujetties a rester sans frot­
tement sur deux axes rectangulaires Ox* horizontal et Oz vertical dirigé vers le 
haut. Evaluer l'énergie cinétique de la barre en fonction de l'angle que 
fait OG avec l 'horizontale. Examiner les cas suivants : 1" la banc est en des­
sous du plan horizontal et s'écarte très peu de la verticale ; durée des petites 
oscil lat ions; 2" la barre est confondue avec la verticale vers le haut et soumise 
à une très petite vitesse i n i t i a l e ; elle glisse et tombe sur le plan horizontal ; 
quelle est la vitesse de l 'extrémité B quand elle arrive en 0? 3° l 'extrémité B de 
la barre peut s'écarter de la verticale Oz (liaison unilatérale); trouver la réaction 
et chercher dans quelle condition la barre cesse de s'appuyer sur la verticale 
Or. ; 4" la barre est en dessous et le plan horizontal tourne autour de Oz avec 
une vitesse angulaire constante <•» ; trouver la position d'équilibre. 

68. Un t reui l est constitué par un cylindre homogène de rayon 0,20 m et de 
poids Q = 60 kg ; il tourne autour de son axe supposé horizontal. Sur ce t reui l 
est enroulée une corde de masse négligeable, tombant verticalement et sup­
portant un poids P = 20kg. Le système, d'abord au repos, est: abandonné a 

lui-même. Trouver la vitesse acquise pa r l e poids 
P lorsqu'i l sera descendu de 5 mètres. 

69. Sur un treuil à axe horizontal est en­
roulée une corde de poids négligeable supportant 
un poids Q qui tombe verticalement. Le t reui l 
porte des ailctles qui éprouvent une résistance de 
la part de l ' a i r ; étudier le mouvement lorsque 
cette résistance est proportionnelle à la vitesse 
et lorsqu'elle est proportionnelle à son carré ; le 
système est supposé partir du repos. 

70 . Une plaque homogène pesante de poids 
P a la forme d'un triangle rectangle isocèle ABC 
tel que A B = B C ~ a ; cette plaque tourne au­
tour du coté AB supposé vert ical , la pointe A 
tournée vers le bas servant de p i v o t ; la plaque 
est maintenue par un manchon placé près du 
point B (fig. 75). A cette plaque est fixée une 
roue horizontale de centre A, de rayon R', de 

rayon de gy ration k' et de poids P' ; sur cette roue passe sans glisser un cordon 
de poids négligeable dont les brins horizontaux et parallèles passent sur deux 
petites poulies de renvoi , d'influence négligeable, et supportent deux poids 
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plus grande pente du plan et appliquée en H. Trouver la position d'équilibre 
et la force F (fig. 78). 

avec une force de 100 k g . La première corde 
l'ait 20° avec la direction du canal ; trouver 
la direction de la 2e corde et l'effort uti le 
to ta l . 

74. Sur un plan qui est incl iné suivant un 
angle de 36° repose sans frottement une barre 
AB de poids P = 10 kg . Cette barre est main­
tenue nar une force parallèle aux lignes de 

chemin de halage 
e t s u r l ' a u t r e ; 
chaque cheval tire 

pendu à un crochet C ; il s allonge propor t ionnel ­
lement à la tension et une tension de I kg produit 
un allongement l' =l. Trouver l 'angle x que fait 
le fil avec l 'horizontale (fig. 77). 

73. Un bateau suit le mi l ieu du canal ; il est 
t i ré par deux chevaux placés respectivement sur un 

S t a t i q u e . 

(CHAPITER X V . ) 

72. Une barre AB de poids P = 1 kg et de longueur l = 0m,30 est sup­
portée par un f i l de caoutchouc de longueur naturelle l= 0m,50. Le f i l est sus-

Q1 et Q2 tombant verticalement. Etudier le mouvement du système ; calculer 
les tensions des brins du cordon et les pressions s'exerçant sur le pivot et sur 
le manchon. 

7 1 . Un corps solide de poids P glisse avec frottement le long d'une l igne 
de plus grande pente d'un plan incl iné faisant avec l 'horizon un angle donné i. 

À ce corps est attaché un 
câble de poids négligeable 
s'enroulant sur un t reui l ho­
r izontal placé à la partie su­
périeure du plan inc l iné ; on 
donne le poids du t r eu i l , 
son rayon U et son rayon 
de gyrat ion K. Déterminer 
le mouvement du système 
sachant que le t reu i l est sou­
mis à un couple moteur 

constant de moment C, faisant remonter le corps sur le plan incl iné. Quelle 
est la tension T du câble? (On coupera le câble à ses deux extrémités, qui t te 
à appliquer au point d'attache du treuil une force tangente au t reu i l et d ' in ­
tensité T et au point d'attache du corps une force dirigée suivant, le câble et 
d'intensité T (fig. 76 ) ; on étudiera alors séparément le mouvement du t reu i l 
et le mouvement du corps, puis on éliminera T . ) 
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Fig. 80. 

75. Equil ibre d'une barre pesante AB dans un plan tournant autour d'un 
axe vertical Ox avec une v i ­
tesse angulaire constante w, 
les points A et B étant assu­
je t t i s à rester respectivement 
sur Ox et sur Oy (fig. 79) . 

76. Deux tiges OA, OA' 
articulées au point 0 reposent 
sans frottement sur des ap­
puis B, B' de même niveau. 
On a OA = OA' = 0,8 m , 
BB' = 0,2 m. A chacune des 

extrémités A et A' est appliqué un poids P = 10 k g . 
Trouver la position d'équilibre (fig. 80). 

77 . Une barre homogène OA = 0,30 m, de poids 
P = 5 kg , repose sur un cercle vertical de rayon II = 0,10, de poids P' = 10 kg , 

placé sur un plan horizontal qu ' i l touche en B et 
retenu par une corde OD attachée en O et en D 
sur OC. On donne 
l ' inclinaison de la 
barre en imposant 
OB = 20 c m . Cal­
culer la tension T de 
la corde et les réac­
tions (fig. 81). 

78. Sur un plan 
i n c l i n é repose un 

cône homogène de rayon r = 8 cm, do hauteur 
h = 40 cm et de poids P = 10 k g . 1° Le plan est 
rugueux ; quelle inclinaison max imum peut-on 
donner au plan pour que le cône ne tombe pas ? 
2° Dans cette position on supprime le frot tement; quelle force horizontale II 
doit-on appliquer en un point de rareté SA (fig. 82) pour que le cône ne glisse 
pas et dans quelle région doit-on appliquer ia force H pour que le cône ne 
tombe pas? 

79. Equilibre d'une table pesante reposant par quatre pieds égaux de 
façon que les enfoncements des pieds dans le sol soient proportionnels aux 
pressions exercées. 

80. Une poutre de poids négligeable repose sur deux appuis O et A, une 

O A = a =1, ÀB = b =1 m , B C = c = 0 , 5 m (fig. 83). 

autre poutre de poids négligeable 
repose sur un appui Cet supporte 
en B un poids P. En quel point 
f a u t - i l appuyer la deuxième 
poutre sur la première pour que 
la réaction en A soit égale à P? 
Calculer les autres réactions. Ap­
plication numérique: P— 100kg, 



208 EXERCICES 

8 1 . Une barre homogène qui pèse I kg par décimètre a la forme d'une 
équerre de côtés OA = 1 m et OB = 0,5 m. File est sus­
pendue en 0. Trouver l ' inclinaison qu'elle prend na tu­
rellement (fig. 84). Calculer la force horizontale If 
qu ' i l faut appliquer à l 'extrémité A pour que les deux 
branches de la barre soient également inclinées sur 
l 'horizontale. 

82 . Au centre d'un plateau circulaire de poids négl i ­
geable est un poids de (il) k g ; déterminer les trois points 
Â. B. C de la circonférence par lesquels on doit sus­

pendre le plateau pour le maintenir horizontal avec des torces de liaison pro­
portionnelles aux nombres 3, 4, 5. 

83. Un treui l (fig. 85) est constitué par un cylindre de rayon r = 20 cm 
dont l 'a\e repose sur deux appuis A et B et 
par une roue de rayon H — 80 cm et de centre 
C. Ce t reu i l est actionné par an pignon de 
centre D, de rayon r, = 10 cm, mu par une 
manivelle Ë de rayon R, = 50 c m ; le point 
1) est situé sur la verticale de C. Le poids 
propre du treuil est P = 100 k g . Une corde 
enroulée sur le cylindre dans le plan vertical 
du point G, centre de gravité du t r eu i l , sup­
porte un poids O = 400 kg . Les distances AG, 
GB, BC ont pour valeurs A G = 60 c m , 
GB = 4 0 c m , BC = 25 cm. 1° Calculer la 
force F qu ' i l faut appliquer sur la manivelle 
pour maintenir l 'équilibre ; 2° Calculer les 
réactions sur les appuis en A et B. 

84.Une porte rectangulaire OABC(fig. 80) 
t o u r n e a u t o u r 
d'un axe ver­

t ical Or confondu avec OA et est maintenue en 
O par une ar t iculat ion et en A par un manchon : 
les dimensions sont OA = 2 m, AB = 9 0 c m : 
le poids P appliqué au centre du rectangle est 
P = 40 kg. La porte est d'abord dans le plan 
xOz : elle est ensuite écartée grâce à une force 
F = 12 kg appliquée normalement à la porte au 
mil ieu D du coté BC. 

La porte est retenue par un ressort HK at­
taché d'une part en un point II du côté supé­
rieur de la porte, tel que AU = G0 cm. d'autre 
part en un point K où vient se placer H quand 
la porte est au repos. La tension du ressort est 
proportionnelle à HK ; sa valeur est À . H K ou 
HK est exprimé en mètres et en kilogrammes 
par mètre. 1" Calculer le coeflicient À sachant 
que la force F maintient la porte en équilibre 
lorsque l'angle d'ouverture HAOK est égal à 00"; 2° calculer alors les réactions 
des appuis O et A. 
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VOGT et MENTHE. — Méca. H 

85 . Balance à contrepoids constant. — Sur un cercle de rayon r (fig. 87) 
mobile dans un plan vertical autour de son centre 0 
est enroulé un i i l supportant à son extrémité un 
poids P; sur une développante BDC de ce cercle 
passe un autre fil qui t tant la développante en D et 
supportant à son extrémité un contrepoids constant 
Q. Quelle est la position d'équilibre du système? 
Quel est le l ieu du centre du contrepoids Q quand P 
varie ? (fig. 87). 

86 . Trouver la position d'équilibre d'un système 
de deux tiges homogènes pesantes: la première, OA, 
de longueur 2a et de poids P est articulée à un sup­
port fixe à son extrémité 0; l 'autre, A B , de longueur 
26 et de poids Q, est articulée à la première en A 

et est soumise à son extrémité B à une force horizontale d'intensité donnée F 
(fig. 88). 

87 . Une tige homogène 
pesante OA de longueur 21 et 
de poids P repose par une de 
ses extrémités 0 sur un sol 
horizontal rugueux, le coeffi­
cient de f lottement étant f ; 
cette tige est soumise à l 'autre 
extrémité A à une force F de 

grandeur et de direction données. Chercher les conditions d 'équilibre. 

88 . Equilibre d'une barre homogène pesante s'appuyant sur un sol hor i ­
zontal et sur un mur vertical rugueux. 

89 . Une t ige pesante AB s'appuie avec frottement de même coefficient f 
d'une part en A contre un mur vert ical , d'autre part en 
G sur un cylindre horizontal parallèle au mur (fig, 89). 
Chercher en quels points on doit appliquer à la tige 
une surcharge donnée pour qu'elle soit en équil ibre. 

90 . On considère dans un plan vert ical un système 
formé de deux tiges pesantes : l'une est une manivelle 
OA tournant autour d'un point 0, l 'autre est une bielle 
AB articulée en A à la bielle ; son extrémité B glisse 
avec frottement sur une droite horizontale passant 
par le point 0. Déterminer les conditions d'équilibre de 
ce système. 

9 1 . Une tige horizontale x'Ox tourne avec une v i ­
tesse constante w autour d'un axe ver t ical Oz passant 

par un de ses points 0. Sur cette t ige glissent deux anneaux A et A' de même 
poids P constamment symétriques par rapport au point 0 et reliés l 'un à l 'autre 
par un ressort de masse négligeable. Ce ressort à l'état naturel a une longueur 
2l et lorsqu ' i l est soumis à ses extrémités à des tensions T, il subit un al lon-
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Chocs et percuss ions . 

(CHAPITIIE X V I . ) 

95. Deux sphères très petites de masses m et m' sont assimilables à deux 
points matériels et se meuvent en sens inverses sur une même droite. Elles se 
rencontrent à un instant où leurs vitesses respectives sont v et v'. On demande : 
1° de déterminer la vitesse prise par l'ensemble des deux sphères que l'on suppose 
rester solidaires après le choc ; 2" de calculer, dans l'hypothèse où les sphères se 
séparent après le choc, les vitesses des sphères aussitôt après le choc, en sup­
posant que l'énergie cinétique de l'ensemble des deux sphères n'a pas varié. 

06 . Une tige homogène OA de longueur l et de masse M est mobile 
autour de l'une de ses extrémités 0 supposée f ixe ; elle occupe d'abord une 
position horizontale où elle est abandonnée sans vitesse angulaire in i t ia le ; 
lorsque la tige a at teint la position verticale, son extrémité A frappe normale­
ment un corps B de petites dimensions et de niasse M1, posé sur un appui . 
Déterminer le mouvement que prennent les deux corps aussitôt après le choc : 
1° en supposant qu'ils soient parfaitement élastiques, c'est-à-dire que l'éner­
gie cinétique de l'ensemble des deux corps n'est pas modifiée par le choc ; 2° en 
supposant que les deux corps se comportent comme deux corps hious, c'est-à-
dire que les deux corps restent solidaires après le choc. 

97 . Une plaque d'épaisseur négligeable est mobile autour d'un axe situé 
dans son plan. La plaque étant en repos on exerce sur elle une percussion en 
un point G (par exemple en ut i l i sant un projectile). Chercher les conditions 
que doit remplir la percussion pour que l'axe de suspension ne supporte aucune 

On demande la position d équilibre des anneaux, en supposant qu il n y 
ait pas de frottement. — En admettant ensuite qu ' i l y ait frottement des 
anneaux sur la tige x'Ox, avec un coefficient f, chercher quelle var ia t ion on 
peut donner à la vitesse angulaire sans que l 'équilibre soit rompu ; application 
numérique : P == 0,5 kg , l = 0,2 m, k = 50. 

92 . Déterminer les positions d'équilibre d'un anneau pesant mobile avec 
frottement sur une droite tournant avec une vitesse angulaire constante autour 

d'un axe vert ical qui rencontre cette droite. 

93 . Un câble de poids négligeable passe 
sur deux cylindres horizontaux égaux, dont 
les axes sont parallèles et de même niveau. 
Il porte à chacune de ses extrémités un poids 
P et au mil ieu de la portion située entre les 
deux cylindres un poids Q (fig. 90). On de­
mande de déterminer la position d'équilibre 
en supposant qu ' i l n 'y ait pas de frotte­
ment. 

94. Etudier le problème du pendule 
composé, avec calcul des forces de l iaison, en employant la méthode de 
d'Alembert . 
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percussion, c'est-à-dire pour que les forces de l iaison ne soient pas modifiées 
pendant le choc. 

98. Appliquer le problème précédent au cas part iculier suivant : la 
plaque est constituée par un cercle homogène solidaire d'une tige située dans 
le prolongement d'un rayon. Rn désignant par M la masse du cercle, par R le 
rayon du cercle, par µ la masse d'un mètre de t ige, on calculera notamment 
la longueur que doit avoir la tige pour qu'une percussion normale puisse être 
appliquée au centre du cercle sans que les forces de liaison soient modifiées. 

99 . Un prisme homogène a un mouvement de translation parallèle à un 
plan horizontal sur lequel il repose par une de ses faces ; la direction de son 
mouvement est normale à l 'une de ses faces verticales. A un instant où sa 
vitesse est v, il vient choquer un obstacle recti l igne fixe placé dans le plan 
horizontal perpendiculairement à la direction du mouvement. Chercher si le 
prisme basculera autour de l'obstacle après le choc. 
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