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PREFACE.

L ctude des séries i termes luuﬂilu, "lli N | |'n|»jc'l de cex
Lecons, st étrottement hice g L theore de B ersicsanee et
par la, s rattache i bien des problémes de laplus grande
impartance en Analvae, ot particuliceement daus la Theorw
des fonctions. THa déja ce question de plusicars deces pro-
blemes dans mes Ouvvages antévieurs sur fa Theorie des fone-
tons ; comme je Var déji mdigue, ane theorie gencrale de
la croissance deveant logiquement étee Fintroduction i toute
ctude d'Analyvse: s cest seulement aprés avoir etadie
séparement les diverses questions oo la cromsance intersient
que Fan pourra teater Veaposition compléte de la théorie
generale s les clements de cette theorie sont enguissis duns le
(:hﬂpilﬁ? HI de cox Lecons,

Co petit livee a eté redigé dlapres vingt lecons que jai
faites au College de France en igoo-1901 ('), L'un de mes
auditeurs, M. Robert d'Adhemar, avait bien voulu e pro-
poser de travailles a cette rédaction.,

Je ticns a le remercier trés vivement de la peine qu'il &

%y Cours institur par b fondation Clagde- Vutoine Peccot



vi PREPACE. ,
prise, des soins qu'il y a donnés, et de la rapidité avec
laquelle il I’a terminée. .

Sur bien des points, il aurait été possible d’ajouter de
nombreux compléments, car le sujet est extrémement vaste ;
mais, en augmentant ainsi I'étendue de ces Lecons, je leur
aurais sans doute enlevé la forme si vivante qu'a su leur
donner M. d’Adhémar. J'ai préféré respecter sa rédaction et
je suis convaincu que lous les lecteurs m’en sauront gré.

JParis, le 17 novembre 1go1.
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SUR LES

SERIES A TERMES POSITIFS.

CHAPITRE I

CONVERGENCE DES SERIES A TERMES CONSTANTS.

Généralités.

Il sera presque exclusivement question, dans cet Ouvrage, de
séries a termes positifs; c’est dire que, lorsque nous parlerons de
séries de puissances, non seulement les coefficients seront sup-
posés positifs, mais aussi la ou les variables.

Les séries a termes tous positifs forment une classe trés impor-
tante de séries qui peuvent étre traitées par des méthodes spéciales.
Quelques-uns des résultats établis, notamment ceux da Cha-
pitre VI, ne s’étendraient certainement pas sans d’importantes
modifications a des séries quelconques.

Nous ferons d’abord une étude des critéres de convergence et
nous verrons ce qu’il faut penser de leur degré de généralité.

L’on sait que I'on appelle critéres de premiére espéce ceux qui
ne font intervenir qu'un terme, un seul indice : tel est le critére
de Cauchy relatif a

L’on appelle critéres de seconde espéce ceux qui font intervenir
deuz termes : tel est le critére de d’Alembert relatif a

Un+-y
—e @
Un



2 CHAPITRE 1.

Ces critéres se déduisent de critéres de premiére espéce, nous
les laisserons d’abord de c6té comme étant moins généraux.

1l existe enfin des critéres qui {font intervenir une infinité
d’indéterminées, par exemple le critére de Kummer, les critéres
de Paul du Bois-Reymond.

Nous les laisserons aussi de cOté, non point que nous les jugions
inutiles, mais parce que ces critéres sont, 4 proprement parler,
des définitions transformées de la convergence et de la diver-
gence ('),

Nous nous occuperons donc exclusivement des critéres de pre-
miére espéce, voulant étudier les séries au point de vue des
modes de croissance.

Il ne suffit pas de savoir si une série converge ou non, il est
aussi important de savoir avec quelle rapidité elle converge,
c’est-a-dire quel est I'ordre infinitésimal de I'infiniment petit

(S-——S,,),

n étant infiniment grand, S représentant la somme de la série; S,
représentant la somme des 2 premiers termes.
Si la série diverge, il faut connaitre le degré de l'infiniment
grand
sﬂ7
lorsque n croit indétiniment.
La rapidité de la convergence sera donc définie par le degré

de grandeur (*) de
1
5s, (n =),

(') Le critére de kummer repose sur la possibilité d’écrire :
A

Yorr o B |
u '\u-H"i'l

n

Le critére de Paul du Bois-Reymond vepose sur la possibilité d’écrire :

Uy = Mu-l-l - Mn

(M, n'augmentant pas indéfiniment avec n),

ou encore
1 1

Uy = M M

L n+t

(M, augmentant indéfiniment avec n).
(*) Voir Chapitre IIL.
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et la rapidité de la divergence par celui de
S, (n=owm).

Ainsi, aprés avoir donné les critéres fondamentaux de Bertrand,
aprés avoir comparé le probléme des séries au probléme des inté-
grales qui s’y rattache étroitement, nous étudierons la croissance
des fonctions en introduisant une terminologie qui parait devoir
étre commode. Cela nous aménera a la conception de la fonction
idéale de Paul du Bois-Reymond. .

Aprés une digression sur les séries a plusieurs indices, nous
étudierons enfin, au point de vue de la croissance, les fonctions
de une ou plusieurs variables représentées par des séries de
puissances convergentes partout ou seulement dans un certain
domaine.

Formation de critéres de premiére espéce.

Les régles de Cauchy et d’Alembert ne sont, en somme, que le
vésultat de la comparaison d’une série avec une série convergente,
la progression géométrique

27"7 g <t

Bertrand a donné (') une infinité d’autres séries de comparaison
que nous étudierons en parlant d’un théoréme de Cauchy.

TutorEME. — Soit une série a termes positifs et décroissants

S

elle converge et diverge en méme temps que la série
Evm

On= augn (avec a >1).

si l'on a posé

(') Journal de Liouville, 1™ série, t. VII; 184a.
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En effet

Ugp=141+ UgP=t4g =+ o . = Ugp > Ugp (@P— aP=1),

puisque les termes décroissent.
Donc

a(Ugp=tpg~F ...+ Ugp) > AP (@ —1)Ugp2 QP Ugp.
Faisons p = 2, 3, ..., n, et ajoutons membre & membre, il vient

Ui+ AUg—+ AlUgs—+. . . <. U+ a(Ug—+ Ugsy —+ Ugrg—+...).

Donec si 2“” converge, il en est de méme de Zv,,.
D’autre part 'on peut écrire

aP(a 1) Ugp > Ugp —+ UgPiy -1+ . . == Ugpti—q,

puisque les termes u, décroissent constamment.
D’ou

(a—1)(aug+augr+...)>» Ug—- Ugy =+ Ugig .. ..

Douc, si 2"" diverge, zv,, divergera. Le théoréme de Cauchy

est établi.

L’on pom‘rait supposer que a n'est pas entier (mais reste tou-
jours >>1); alors, en désignant par E(x) le plus grand entier
inférieur & z l'on aurait

O = AN UE (an),
ce que I'on peut bien écrire encore, pour simplifier,

Vn= altlgn,

Nous allons prendre a = e, en désignant, suivant l'usage, par e
la base des logarithmes népériens.

Soient donc considérées la série Z Un
(8y) V- ko ke ke
convergente pour k < 1, divergente pour & 21, etla série Zv,,

) I+ €U+ €U+ P U ...
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L'ona

(l) Pp=er ke" = enelogken,

Si la série (S,) converge, on a

logh <o.
Donc la série (Z,) converge bien plus vite. Pour avoir une série &
convergence plus lente que (S,), faisons 'inverse de ce qui pré-

céde.
Nous écrirons donc

on = k"
et
Opn=e"Uen=VU,,
en posant
n = logv.
Alors

vty == kl08Y == ylogk,

U= Siiogr”

Remplacons v par n et logh par — p, nous obtenons la série de
terme général

“n= i

convergente pour A <1 ou p > o, divergente pour k21 ou p_S_o.
La convergence de la série

(Sq) 2;{:3’ p>o

est d'ailleurs plus lente que la convergence de la série

(81) Zk", k <.

L’application du théoréme de Cauchy va nous donner une
sérié (S,) qui converge encore plus lentement que (S,). Ecrivons,
en effet,

1
Op= '-i—l—+P
et

Vp= eNUen=vlUy (n = logv).
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Nous en déduirons

= g

d'on la série cherchée, convergente pour p>o, divergente
pour p Lo,

1
(81) 2 gy
Posant
loguz = log (logy— ).
logiz = loga,
log.,:r =,

nous obtenons des séries telles que

I
(Sy+2) 2 nlognlogyn .. log,_yn(logyn)i+e’

Les séries S,, Sy, ... sont les séries de Bertrand. Pour p>o
elles convergent et les convergences sont de plus en plus
lentes.

Pour oo elles divergent et les divergences sont aussi de
plus en plus lentes lorsque U'indice p. augmente.

Cela résulte de la formule (1). L'on constate bien, d’ailleurs, que
dans chaque série (S,) les termes vont en décroissant constam-
ment.

Ces critéres de Bertrand, qu'il obtenait d’ailleurs en partant
d’un autre théoréme de Cauchy, suffisent-ils pour reconnaitre
qu’une série donnée, a termes positifs, converge ou diverge?

La réponse a cette question fait 'objet d'un paragraphe suivant.
Nous allons d'abord montrer, trés rapidement, comment d’un
critére de premicre espéce l'on peut déduire un critére de
seconde espéce (moins général, d'aprés son mode de formation).

Formation de critéres de seconde espéce.

Posons

()= zlogzlogsz ... log, 2.
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~1

Le terme général de la série (S, ) s'écrira

I
tn = )\p,(n)(logp,n)P’
un _ n—1log(n—n logy(n—1) |l°§p(ﬂ—')]'+".
Un—y N log(n) loga(n) [logu(n)|+e

Etudions ce rapport

n—1u [
—_— T l— —)
n n
d’ou .
1 1 6
log(n —1)=log(n)-+ log((— ;;,) o= Iogn—r-(— Fliaa ﬁ)
avec |[8] <1
l (l - —I(Y |....,. ,{_9:
og(r 1)==logn l_mgn )’

¥ étant une quantité finie.
Prenons les logarithmes des deux membres

1 0
loge(n - -1)=logen -+ log<|—— wlogn “i- ,ﬁ)
—= log,n-i-(— 1 -+ 91)
nlogn = n?
] "
= logs n<l " nlognlogyn + '/T?)’
" et 4" sont encore finis. L'on voit que l'on a, d’une maniére
générale,
logu(n—1)=logyn [1 SR —Q—] ’
; Ap(n) — n2

b est toujours fini. D'ou

[logu(n—n)]i+e=(logyn)i+p [I — ):—-:(———’f—) +.. .J,

et I'on peut écrire

Un_ _ ,_'_>[.__'__+i’1] L R
7,,—_—,*< n/l M(n)  n? do(n) nr|

. 1 I
TR TN TR T R T
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D’ou ce théoréme :

Soit une série Zu,,. Sil'on a

Uy .oV 1 _I*p
us n M(n) 7 m

p étant plus petit que o, la série converge.

En effet, si I'on a
p>o
I'on peut trouver un nombre ' tel que
o<p'<p
et tel que, pour n assez grand, 'on ait

: f+p __14+p 0
(3) _)‘[L(”) < )\p.(n)+ i’

p—p 8
f’( n > nt’
ou encore i

nt

or le second membre tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
L’on peut donc trouver p'> o et vérifiant.la condition (3). Il
suffit alors de regarder la formule (2) pour voir que le théoréme
annoncé est prouvé.
De méme Uon démontre que si

1
D S X‘p‘(—nj’

Upay
e

I
Un n
la série diverge.
Il suffit, pour cela, de prendre un nombre 6 tel que I’on ait
-1

i}
— <o;

Tome(m)
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il en résultera
Upty . 1 1 _ L i
Un /\.[,._;;__,_._ lu(n)] )\P‘...,(n)—{—n'

et la formule (2) prouve alors la divergence.
Tel est le critére de seconde espéce que nous voulions (ormer.

Etude des critéres de Bertrand.

Nous allons maintenant étudier d'une maniére plus approfondie
les critéres de Bertrand.

Il est, tout d’abord, nécessaire d’introduire la notion de la
plus grande des limites d’'une suite infinie de nombres réels

{Z) Ay, &gy K3y ...y Amy

Ecartons le cas ou la suite (¢) contient des termes supérieurs &
tout nombre donné ou croissant indéfiniment par valeurs néga-
tives, sauf & y revenir bientoL (!).

Les nombres réels forment, par rapport a la suite (2), deux
catégories :

Un nombre A, appartient & la classe supérieure s'il n’existe
qu’'un nombre fini de termes a,, qui soient supérieurs a A;

Un nombre A; appartient a la classe inférieure si la suite con-
tient des termes de rang aussi élevé que Pon veut qui'*soient
supérieurs & A;.

L’on voit que tout nombre plus grand que A, est de la classe
supérieure et que tout nombre inférieur a A; est de la classe infé-
rieure.

Dans ces conditions, 'on sait que les deux classes sont sépa-
rées par un nombre L tel que (L -+ ¢) appartienne a la classe
supérieure et (L — ¢) a la classe inférieure, ¢ étant aussi petit que
'on voudra.

A ce nombre L, Cauchy, Paul du Bois-Reymond et M. Hada-

(') Consulter sur ce sujet la Thése de M. Hadamard (Journal de Mathéma-
tiques, 1892).
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mard ont donné des noms différents. Nous 'appellerons, avec
Cauchy, la plus grande des limites de la suite (a).
Considérons la suite

'
(4) — &y, —%xy ... —aAm,

La plus grande des limites de la suile («'), changée de signe,
sera dite la plus petite des [imites de la suite (a).

Si (a) contient des termes croissant indéfiniment par valeurs
positives, l'une des classes disparait :

L ==,

Si les termes vont tous en augmentant par valeurs négatives,
une classe disparail encore :

L= -

I’on peut évidemment, dans (), détacher une suite de termes
qui aura L pour limite absolue, pour limite au sens ordinaire de
ce mot.

Si, pour m assez grand, tous les «,, s"approchent indéfiniment
de L, ce nombre devient une {imite absolue et I'on peut dire que
les a,, tendent réguliérement vers L.

Prenons un exemple. Soit

xy, =g . ! yn pour m — mult. 4
m m et m = mult. 441,
w oy o =™ | pour mo=mult. § -2
mTST Tm et m = mult. § -+ 3.

La plus grande des limites est 2, L = 2.

La plus petite des limitesest 1, { = 1.

Et c’est parce qu’une suite, comme celle-ci, contient des termes
supérieurs a L el des termes inférieurs a [, que nous préférons
expression de Cauchy « plus grande des limites » & celle de
M. Hadamard : « limite supéricure pour m infini » et a celle de
Paul du Bois-Reymond: « limitesupérieure d’indétermination ».

Cette notion étant acquise, I’on cherchera & comparer une série

donnée Zu,, A une série de Bertrand en écrivant

a== A (z) (logyx)en
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et en étudiant la suite des nombres
Ph P!, Ph sy Plly

Soit p’ la plus grande des limites et p” la plus petite des limites.
Plusieurs cas peuvent se peésenter.

Premier cas :
o< p"tp.
Nous n’avons qu’un nombre fini d’'indices m tels que

pm <l p"—c¢ (p"—z>-0).

La séric donnée converge donc comme une série de Bertrand
dans laquelle p est positif.

Deuxiecme cas :
"Nl o
p' p' <2 0.

Il n’y a qu'un nombre fini d’indices m tels que
pm>p +¢e - (p+ze <o)

Donc la série donnée diverge comme une série de Bertrand
dans laquelle on a

Troisieme cas :
PII <o pl.

Alors une partie de la série est comparable a une série conver-
gente, une seconde partie étant comparable a une série diver-
gente.

Si d'ailleurs 'on prend une série Sy, dont I'indice soit plus
élevé, o" tend vers —oo et p' vers -+ oo, Donc les critéres sont
inapplicables.

Quatriéme cas :

o'=p'=o.
La méthode de comparaison avec la série S, ., est en défaut.
Nous omettrons la discussion, trés aisée d’ailleurs, des autres

cas qui peuvent se présenter relativement a la situation respective
des trois nombres

o, ¢ ¢
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nous avons, en effet, rencontré les cas intéressants, celui ou le
critere S, ., est inapplicable, et le cas ol il est en défaut, cas
bien différents d’ailleurs.

Si, en effet, le critére Sy, est inapplicable, il en va de éme
des critéres d'indice plus grand. Mais si le critére S, est en
défaut, Von pourra espérer que tous les critéres d’indice plus
grand ne le seront pas. Bertrand écartait, comme « infini-
ment peu probable »,le cas ou tous ses critéres seraient en
défaut. ‘

Ce cas peut tependant se présenter, comme I’a montré Paul du
Bois-Reymond, comme nous allons le voir d’aprés lui.

Théorémes de Paul du Bois-Reymond.

Faisons p == 0 dans les séries de Bertrand, nous avons les séries
divergentes

(Go) 7'"
1
(1) TN
1
(ct) )‘?(n')"

Ces séries divergent de plus en plus lentement.
Nous allons former une série

2 U,

divergente, mais plus lentement que la série a4, quelque grand
que soit I'indice ¢.
Pour cela, donnons-nous une série divergente quelconque

€y Eg-t- Eg= .ot Eppt. ...

Prenons dans la série o, un nombre n, de termes suffisants
pour que l'on ait

|-4—‘+'+ +'>s
T 3T T g7

puis, daus la série o, un nombre (n;-- n,), de termes assez grands
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pour vérifier I'inégalité

[ . ' 1
)\,(n,+l)*)‘.(n.+2) Heeet Ai(ng) > o

et, ey général, dans la série o, (n4  — ny) termes de maniére

que
1 I
X;(;;::73 -+t X;(ﬁ;::j >¢q

Avec ces groupes de termes pris dans les séries &, nous formons
. “l . . . . ® e .
ane série ZU,, qui diverge, puisque la série de ¢ diverge, et qui

diverge moins vite que la série o,. Soit, en effet, V, le terme

général de 74, 'on a
lim <y_"> =0
n=—awo vl' - ’

Il suffit, pour le montrer, de voir que n augmentant indéfini-
ment est supérieur & ng,,. Par suite,

U,= '( ’ q'>'q,
tandis que

vll-‘ )\’I(n)
Donc, le rapport

Un  Ay(n)

Ve Ap(n)

est inférieur 2

logg+1(n)’
Il tend vers zéro lorsque n tend vers Vinfine.

Nous avons donc une série Z U, qui diverge plus lentement
qu’une série quelconque ay.

Faisons maintenant p =1 dans les séries de Bertrand, nous
avons des séries & convergence de plus en plus lente :

I .
nt’

I
(1) PR wesrrrt
(3¢)

(80)

I .
zi,(n)log,(n)’

R R R R
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Nous allons former une série 2 un, qui converge plus lente-

ment gu’une série s,, quelque grand que soit l'indice ¢.
Il suffit, pour cela, de se donner une série convergenlg quel-

conque
M gt o o= Tm—.. .y

el de prendre des groupes de termes dans les séries s;, de maniére
que la somme du groupe soit inférieure i 7.
Si I'on appelle v, le terme général de la série 54, I'on a, dans ces

conditions,
N u
lim (—«ﬂ) =
n=w\ Y
Nous allons maintenant éiablir, relativement aux séries E U,

E uy, le théoréme suivant :

Pour ces séries les critéres logarithmiques sont toujours en

défaut.

L'on a, en effet,
1

U = e
n A,,(‘n)'
I'indice ¢. restant le méme pour
. -
Ry 17 R Z NGy

L.a comparaison se fait en écrivant

.
"7 () [logp(n))en ’
d’ou
logi;—" —logn —logan —...—logun
P = e logan e
Ici I'on a donc
logn +logen ...+ loggyn—logn —...—logun
Pn= logy.n
logpr1n + logpran ...+ l0ggiy n
- logp‘n '

Quel que soit p, 'on voit que p, tend vers la limite absolue
3€ro pour n = oo.
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Il 0’y a, pour ainsi dire, rien & changer a ceci pour montrer le
méme résultat relativement a la série de terme général

1
Uy = e
"7 Xg(n)logy(n)
lci encore

lim(pn)=o.

En résumé, nous avons obtenu des séries pour lesquelles les
critéres de Bertrand sont toujours applicables et toujours en
défaut.

Paul du Bois-Reymond (') a, le premier, donné de tels
exemples.

Nous aurons a revenir, d’ailleurs, sur les travaux de Paul du
Bois-Reymond sur les fonctions croissantes. Terminons ce para-
graphe par la démonstration de deux théorémes qui sont unc
généralisation des résultats de Paul du Bois-Reymond et qui sont

dus 4 M. Hadamard (2).

Tatorime. — Etant donnée une fonction indéfiniment crois-
sante quelconque w(n), U'on peut trouver :

" ;. W
1Y Unesérie convergenle Zu,,;

2° Une série divergente 2 Uy, telles que Uon ait
Uy
- <¢(nr).
i )

Soit, en effet, une série de nombres M, croissant indéfiniment
avec l'indice n, par exemple,

Mn+| =y ‘P(.n.;
M =Vin

La série 2(M,,+. — M,) diverge et la série 2(1—"'— + .M_'_..>
n n+1

(") Journal de Crelle, \. 6. — Voir ausst PRINGSHEIM, Mathematische
Annalen, t. XXXV. — Dini, Ann. dell’ Univ. Tosc.; 1867.
(*) Acta Mathematica, t. XVIII.
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converge, le rapport des termes de méme rang étant
MM, < o(n);

c’est ce que nous devions établir.
L’on peut encore énoncer ce théoréme :

Tutonkme. -— Quelque lente quesoit la divergence d’une série,
lon peut multiplier ses termes par des quantités indéfiniment
décroissantes, de fagon a former une série encore divergente.

Quelque lente que soit la convergence, !’on peut multiplier
les termes par des quantités indéfiniment croissantes sans trou-
bler la convergence.

Soient, en effet, ZU,, la série divergente et S, la somme des

n premiers termes,

U,= su+1 — S,

~-—-= est infiniment pelite pour ~ trés grand.
1+ Sa

Or, la série de terme général

U,

est bien encore divergente.
De méme, soit la série convergente Zu,, et soit R, le reste,

Ru= tp+1=+ Upto—+....

L'on a
up= R,—y— R,.

La quantité —— croit indéfiniment avec n. Or la série
1 VRp—+ VR

de terme général

u.

Ve Vi = (VR = V)

est bien convergente.

Vp =
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Concruston. — Ce qui préceéde se ratlache étroitement & des
considérations que l'on trouvera développées plus loin. Mais, dés
maintenant, nous devons répondre a cette question ; Que valent,
en somme, les critéres logarithmiques?

« Beaucoup de géométres (1), parmi lesquels on peut citer O. Bonnet, ont
omis de considérer les cas ou ces critéres sont inapplicables.... Il n’est pas
douteux que ces cas n’existent, et il est trés aisé d'en fabriguer; ce qui
est moins aisé, c'est d’en fournir des exemples réels, c’est-a-dire s’étant
présentés naturellement. De plus, dans tous les cas indiqués jusqu’ici & ma
connaissance, ol ces critéres sont inapplicables, la série proposée se
décompose naturellement en plusieurs séries partielles, a chacune des-
quelles ils sont applicables. »

D’autre part, Paul du Bois-Reymond a formé une série pour
laquelle les critéres logarithmiques sont tous en défaut, jamais
inapplicables.

Mais, poursuit M. Borel, «lc scns de la réalité ne 'abandonne pas au mi-
lieu de ces spéculations et il s’inquidte de I'approximation que peut four-
nir la série qu'il vient de former. Le résultat de son calcul est le suivant :
pour atteindre la moitié de la somme totale, il faut prendre un nombre de
termes égal au volume de la terre exprimé en millimétres cubes ».

Nous pouvons conclure, d’aprés cela :

Les critéres de Bertrand suffisent, non pas a un point de vue
ABsoLU, mais ils suffisent au moins dans 1'état actuel de la Science.

Conditions nécessaires de convergence.

Soit d’abord une série & termes positifs Eu,, sur laquelle on
ne fait aucune autre hypothése.
Existe-t-il une condition nécessare de convergence, de la
Sorme
lim[o(n)u,]=o,
n=w

o(n) ayant pour plus grande limite + ?

(1) BoreL, Mémoire sur les series divergentes (Annales de l’Ecole Normale;
1899).
B. 2
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Choisissons des entiers n,, n, ... par les conditions suivantes

Remplagons, dans la série donnée, u,,'par?(n 3" Un, P2 r?(n,)
La convergence de la série donnée n’est pas troublée et I'on a,
pour une infinité de valeurs de N, savoir

N=mny, naye.y gy «ouy
o(N)uy=1.
[’on voit par la que pour une série quelconque il ne saurait
¥ avoir d’autre condition nécessaire que la condition

lim (u,)=o.
n=aew

La réponse a la question posée est négative.
Nous allons montrer que, si 'on suppose les termes de la série

non croissants ('), il y a une condition NECESSAIRE, savoir

(1) lim (ru,)=o,

n=—uom
mais qu’il n’existe pas de condition nécessaire de la forme

(2) li_m[ntp(n)u,.]: o,

¢(n) étant une fonction dont la plus grande des limites est +- co.

1° Si 'on n’a pas (1), alors il existe une infinité de nombres n,

tels que
ng u,,q >a>o0.

Nous pouvons supposer que 'on a

ng>2ny, RS nq+l> 2ngq,

(') Cette proposition est due & M. Pringsheim.
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D'ailleurs les termes de la série donnée 2 u, décroissent, d'ou

Rg+y u"y-n

Ung+1+ Ungrat.oot u,,,_H_Z_( Ngi1—Ng) un,.,.,_)-: 2

D’ou
-3 @ a
E ltu>K+;+i+;+...,

n=1p

2 étant un nombre fixe, la somme serait infinie. 1l y a contradiction
avec I’hypothése de la convergence. Donc la condition (1) doit
étre remplie.

2° Pour examiner la nécessité d’une condition (2), choisissons
des entiers n,, ng, ny, ... par la condition

o SPYE AL
ean) <3’ ?(n:)\(2>’ '

solent alors

La série ainsi formée est formée de termes non croissants. Elle
converge comme

et 'on a, pour une infinité de valeurs de N,
Ne(N)un=1.

La condilion (1) est bien la seule condition nécessaire pour des
séries & termes non croissants.

CoNcLUSION. — On voit combien les idées ont été muries depuis que
Lagrange écrivait en 1770 (1) : « Pour qu'une série puisse étre regardée

(') Mémoires de Berlin (OEuvres, t. 111, p. 61).
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comme représentant réellement la valeur d’une quantité cherchée i/ faut
qu'elle soit convergente & son extrémité, c’est-d-dire que ses derniers
termes sotent infiniment petits, de sorte que l'erreur puisse devenir
moindre qu’aucune quantité donnée. »

Abel ('), d’ailleurs, avait donné le théoréme relatif a nu, pour
les séries 4 termes décroissants, théoréme qui a été ici com-
plété ().

(') ABEL, GEuvres complétes.
(?) Pour tout ce qui concerne les séries, voir I'article de M. Pringsheim dans
Encyklopdidie der mathematischen Wissenschaften, Leipzig, Teubner.
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CONVERGENCE DES INTEGRALES.

Généralités.

Soit une intégrale dont I’élément différentiel devient infini pour
une valeur de z qui, par un changement de variable, pourra étre

supposée x == -+ co.
L’intégrale peut, ou non, avoir un sens.

Par exemple
[=
a xz

a un sens.
Considérons la courbe

() V=50

I'ordonnée décroit régulierement et tend vers séro. Considérons,

en méme temps, la courbe
(2) y=e*

dont I'ordonnée croit constamment.
Formons maintenant une courbe

qui, lorsque z est compris entre deux entiers consécutifs n et
n +1, se confondra avec la courbe (1), mais, pour z = n, rejoin-
dra la courbe (2) par une ascension et une descente continues,

mais trés rapides, et comprises entre les abscisses

€ €n
n— =, n+ =-
2 2

On aura

+ + ® dw
[ F(z)dr<f — +epef+ Eppg P4, ...
“a a T
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comme représentant réellement la valeur d’une quantité cherchée il faut
qu’elle soit convergente & son extrémité, c’est-a-dire que ses derniers
termes soient infiniment petits, de sorte que I'erreur puisse devenir
moindre qu’aucune quantité donnée. »

Abel ('), d'ailleurs, avait donné le théoréme relatif & nu,, pour
les séries a termes décroissants, théoréme qui a été ici com-

plété (2).

(') ABEL, GEuvres complétes. )
(?) Pour tout ce qui concernc les séries, voir 'article de M. Pringsheim dans
Encyklopéidie der mathematischen Wissenschaften, Leipzig, Teubner.
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CONVERGENCE DES INTEGRALES.

Généralités.

Soit une intégrale dont I'élément différentiel devient infini pour
une valeur de z qui, par un changement de variable, pourra étre
supposée & == - oo,

L'intégrale peut, ou non, avoir un sens.

Par exemple

® dx
zr
a un sens.
Considérons la courbe
1
(') Y = z’

I'ordonnée décroit réguliérement et tend vers séro. Considérons,
en méme temps, la courbe

(2) y=e

dont I'ordonnée croit constamment.
Formons maintenant une courbe

qui, lorsque z est compris entre deux entiers consécutifs n et
n +1, se confondra avec la courbe (1), mais, pour z = n, rejoin-
dra la courbe (2) par une ascension et une descente continues,
mais trés rapides, et comprises entre les abscisses

3 €n
n— 2, n4 —
2 2

On aura

+ o +-d17
[ F(z-)dz<f _-;;+e,,el’+ Eprt €PH A0
a a
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Les ¢ étant bien choisis, I'intégrale du premier membre aura un
sens.

On voit, en examinant ce cas particulier, que si la fonction
sous le signe est tout a fait quelcongque, 'on ne peut pas espérer
de former une condition nécessaire de convergence de la forme

F(z) <¢(z).

Il n’en est plus de méme, si nous faisons une hypothése sur
I'allure de la fonction.

Intégrale d’une fonction décroissante.

Supposons la fonction f(x) décroissante et que, pour une infi-
nité de valeurs

Zyy Tay T3y weey Tuy vy

le produit z f(x) reste supérieur & un nombre fini A.
Nous prendrons

re> 22y, 3> 22,
On aura

A

-—
2

X'p Ln A
f(:v)dx>f f(z',.)dz‘>(1‘n—z‘n—1);— >
) > n

Lp—t

+ o
Il ne saurait y avoir convergence pour / Sf(z)dz,d'ou :
a

TutorkMe. — Pour une intégrale de fonction décroissante,
il existe une condition NtcessAIRE de convergence, savoir
lim [z f(#)] = o.
X = o
Il faut done, comme pour les séries, rechercher des régles de
convergence assez compréhensives pour étre, ici encore, relati-

vement suffisantes.
C’est ce que nous allons faire.

Critéres de Bertrand, de M. Ermakoff,

Nous ferons d’abord une'remarque relative 2 ’ensemble des
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intégrales convergentes. Soient deux telles intégrales, absolament
quelconques par ailleurs,

S .“f(w)dw, S/ s

On peut écrire

0 fayde= [ g(z)da,
) J

ce qui définit une fonction croissante

(2) ¥ = G(a).

Ainsi, toutes les intégrales convergentes se rameénent a l’une
d’elles par un changement de variable qui met en jeu une
fonction croissante.

Ceci ne donne point de critéres; mais un changement de va-
riable, tel que (2), nous fixe sur larapidité de la convergence d’une
intégrale. Soit, en effet,

f‘ Sf(z)de = o(w).
Lorsque z est trés grand, ¢ peut s’appeler le reste, car
lim [¢(2)] = o.

La relation (2) peut d’ailleurs s’écrire
(2,) Zz = F(}')v
F étant encore une fonclion croissante.

D'on

[ r@de= ["AFIRG = [Tt dr
x By Yy

Ecrivons
f £ dy = 2(y) = 9().
Ona 7
- () =[F(y))-
D'ou

L'intégrale converge rapidement, sile reste ®(y) tend rapi-
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dement vers zéro, c'est-a-dire si la fonction F(y) est rapide-
ment croissante; I'intégrale converge lentement, si F(y) crolt
lentement.

De méme toutes les intégrales divergentes se raménent théori-
quement & 'une d’elles.
Prenons donc l'intégrale

/""” dz ; convergente pour p >0
Zi+p | divergente pour p=so

et faisons

v o= W
=1 dr = —Y—
ogu(r) G

nous obtenons ainsi toutes les intégrales de comparaison de
Bertrand

‘/+w d}’
)\p,(y)[logu,(y)]P’

convergentes pour p > o, divergentes pour p <o et dont on peut
dire encore qu’elles sont relativement suffisantes.

On doit encore & M. Ermakoff une régle d'un emploi com-
mode. Ecrivons

fxf(z')dz‘ =0(2)— 0(z0)

Xo

et faisons
x =eY,
d’ot I'intégrale
logx
Sf(er)er dy.

log x,
Supposons que, pour x trés grand, pour z > logx,, I'on ait
erfex) < kf(z) (k<)
Nous en tirons
[lo‘xf(er)er dy < k | lol;xf(:z') dz < k[6(logx)— 0(logz,)].
08 X 0g Xy
Rapprochant les membres extrémes

0(z) — 6(x0) < k8(logz) — kb (log,),
0(x) < kb(logz)+a  (afini).
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Changeons z en e*

0(ex) < kO(2)+a < k[k0(logz)+ a]+ a < k28(logz) + a(k +1).

De méme
0(e”)< k30(logz) + a(k2+ k +1)

et enfin

i

£
0 ; et (< /krO(logw)+ a(An—t+4 kr—2+4. .+ k1)

Lorsque le nombre n des exposants superposés devient infini
le deuxiéme membre a pour limite

b

1—k
d’ol la régle (¥) :

Si, pour x trés grand, on a constamment
e*flex) kf(z) (k<)

Uintégrale converge.
On verrait de méme que si, pour = trés grand, on a con-
stamment
evf(e*)> kf(z)  (k>1),

l’intégrale/ mf(x) dz diverge.

Théoréme de Paul du Bois-Reymond.

Nous avons vu que 'on peut toujours former une série qui
converge plus lentement qu’une série convergente donnée ou qui
diverge plus lentement qu’une série divergente donnée. :

Il en est absolument de méme pour les intégrales. Toutes les

inlégrales convergentes, nous l'avons vu, se raménent a 1’une
d’elles par un changement de variable

y =F(z),

F étant une fonction croissante. Il en est de méme pour les inté-
grales divergentes.

(') ERMAROFF, Bulletin des Sciences mathématiques, années 1871 et 1883,
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Il nous suffit donc, pour démontrer I'identité des deux pro-
blémes (séries et intégrales), de donner le théoréme suivant, dd a
Paul du Bois-Reymond :

Tutorkme. — Soit un ensemble dénombrable de fonctions
positives croissant de plus en plus rapidement

cp,(.x), P2()y, ...y On(@), ..

il existe une fonction ®(x) qui croit encore plus vite.

Nous supposons que 9,1 croit plus vite que ¢,, c’est-a-dire
que 9., : ¢ augmente indéfiniment avec 2. Mais ¢,y n’est pas
supérieur 4 v, pour toute valeur de x; nous allons donc tout
d’abord chercher un ensemble denombrable de fonctions

i(z), ..., Yu(z) ...,

jouissant de cette derniére propriété.

Il suffira de prendre

\‘J,,(.z‘) '3 (Pll(x)’
Yn (@) 2 Yn—i(2)

Montrons que c’est bien, en effet, possible

Supposons que nous ayons obtenu ¢, \!Jg, ..y Yn et cherchons
a obtenir ¢, 4.

Pour z assez grand, 4, et v, coincident; donc, pour z assez
grand, l'on a

quel que soit .

Pr+1 > Yn.

Nous prendrons donc, pour chaque valeur de x, la valeur
de $nyy égale & la plus grande des valeurs de ¢, (z) et de §,(z).
Cela fait, nous définirons ® () ainsi : pour 2 = n (entier)

®(n) = Yn(n);

entre deux entiers consécutifs nous ferons une interpolation
linéaire ou trés voisine de celle-1a si’on veut une fonction ® con-
tinue.

La fonction ® répond a la question proposée, car elle est crois-
sante et I'on a, pourz >m + 1,

Y (=) ¢-+:(w)
(@) " em(2)
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ce dernier rapport croissant indéfiniment, puisque, pour z assez
grand, il coincide avec

(Pn+l(z').

‘fm(x)
Le théoréme de Paul du Bois-Reymond est établi.

Remarque. — Ce théoréme peut étre complété, a un certain
point de vue, par une remarque de M. H. Poincaré (') :

E'tant donnée une fonction croissante ®(z), on peut tou-
jours trouver une fonction entiére E (z) telle que l'on ait

E(z)> & (2).

Soit, en effet, une fonction croissante @ et prenons un ensemble
dénombrable de nombres croissants @, @y, ..., @, ... (par
exemple @, = n). On aura

Plap)<P(ag)< ... < P(an) < v

Considérons un deuxiéme ensemble dénombrable de nombres b,,

défini par
< < a, <bs<a;... <o <a,<...

et posons
E(x) =,,§(b£':> e,
On a
= Z @) 26"

11 suffit de choisir M,, tel que

(%ﬁ)"">‘?(an),

a, M,
(se) " <

(') Voir American Journal, t. XIII,
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Cela est possible, puisque
_> T bu-l—-l

et la fonction entiére est obtenue.

Le théoréme de Paul du Bois-Reymond nous montre claire-
ment que les croissances ne se mesurent pas comme les grandeurs
auxquelles s’applique I'axiome d’Archiméde.

Il n’existe pas d'échelle des croissances telle que

(Ph ?!’ ey ‘?m
Il n’existe, pas davantage d’échelle telle que

Py P12 ey Prmy eeey

P2,1y 92,29 ey Pon

Pote Pp2y cres Doy ey

puisqu’'un ensemble dénombrable d’ensembles dénombrables est
lui-méme un ensemble dénombrable (*).

On ne congoit une échelle absolue qu’autant que 'on congoit
le TrANSFINI.

En un mot, grice au théoréme précédent, on voit bien claire-
ment ce que sont les critéres de convergence des séries et des
intégrales, critéres de comparaison infiniment précieux, puisqu’ils
atteignent les modes de croissance que les géométres rencontrent
naturellement, mais critéres forcément insuffisants au point de vue
de I'absolu.

Poursuivons notre comparaison des séries et des intégrales. Les
lermes successifs d’'une série peuvent étre regardés comme étant
les ordonnées relatives & une fonction définie seulement pour les
valeurs entiéres de la variable. Au contraire, une intégrale met en
jeu une courbe qui a une ordonnée (ou deux au plus en certains

(') Voir E. BoREL, Legons sur la Théorie des Fonctions; Gaulhler-thlars,ngS ’
en particulier la NVote II a la fin de I’Ouvrage.
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points) pour chaque valeur de la variable. Cette image géomé-
trique donne précisément un théoréme de Cauchy :

Suivant que Uintégrale

v/aﬁmf(.z')dz'

a, ou non, un sens, la série
SO +f(2)+...+f(n)+...
converge ou diverge ().

Les relations entre séries et intégrales, regardées de ce point de
vue, nous aménent & étudier les relations entre les types de crois-
sance continus et discontinus.

Types continus et types discontinus de croissance.

Est-on suffisamment rcnseigné sur 'allure d’une fonction f(z)
lorsque 1’on connait

Sf(n)y, flr+1), flrn+a2), ...?

1° Supposons
S(n)=e";

alors
S(n+1)—f(n)=er(e—1)=f'(n+09).

Si nous savons, en plus, que la dérivée est croissante, nous
) piuas, )
pouvons écrire
en=t(e—1) < fl(n)y<er(e—1);

posant
e— 1
e

=1—a, e—1=1+§,

il vient

er(1—a) fl(n)<et(1+ B)?

c’est-a-dire que la dérivée, pour z = n, est voisine de e”.

(') Voir, par exemple, PicArD, Traite d’Analyse, t. 1, 2¢ édition, p. 3g.
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Les différences successives donnent de méme des limites assez
resserrées pour les dérivées successives

f'(n), f"(n),

On voit que, dans ce cas, les ordonnées correspondant aux -
abscisses entiéres suffisent a suivre la fonction pour des abscisses
quelconques, avec une certaine approximation.

2° Nous allons montrer que, pour des fonctions beaucoup plus
croissantes, les ordonnées enliéres ne renseignent plus suffisam-
ment sur la marche de la fonction.

Posons
eSa’ '
Ym (-T) =e;?

(nous meltons ces indices pour faciliter la lecture, mais nous
supposons toujours .

Cr=eg=¢€3=...=€p=2¢)

ct formons la fonction entiére, trés rapidement croissante
Pm (.Z‘)
xX)= —_—
ba)= 3 220

m =1

Proposons-nous de trouver des inégalités relatives & §(m).

_ 91(m) | g(m) Pm—1(m)
Y(m) = ) T T e

tPm+|(7n) ‘?m+2(m)
...
Pm+t(M 1) Ppmra(m—+2)

’

m ayant une valeur assez grande, les termes de la deuxiéme ligne
sont décroissants et tous extrémement petits.

L’avant-dernier terme de la premiére ligne est, au contraire,
extrémement grand

Pm—1(m)= Pm—1(Mm— 1)+ ":';u-l(m —1)+....

Or
Pm—1(x)= Pm—1(Z) Pm—2(X) Pm—3(2). . ., P1(x),
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d’out
Pm—1(m)
Pm—1(m—1)
- 9m-1(¢—|)+ ?m.;'(nr:z’(—’;)-_f-clp;,,_,(nz—1)+...+... > omea(m—1).
On a, d’ailleurs,
= ! ! ?m—l(m)
Y = gmes(m)| o e Pmoam—2)gm () T
oa(m) e1(m) ]
ﬂPz('-l)CPm-t(m) cPt(l)“,’m—l(m)

Pm+y (M) + Pm+2(m)
Pmr(M41) Omra(m—+2)

Il'y a, entre crochets, m termes et chacun est inférieur & -:;.
d’ou
Y(m)< Pm—1 (m).
Ainpsi, la fonction ¢(2) donne lieu & cette double inégalité

em—a(m— 1) Y(m) < gm-1(m).

On se rend compte de la trés faible approximation que donne
cette double inégalité, car la fonction ¢, (z) a une croissance
bien plus rapide que la fonction ¢p_s(z).

Pour les fonctions telles que ¢(z) & croissance rapide, les
ordonnées correspondant aux abscisses entiéres ne renseignent
plus sur I'allure de la courbe.

e Q G———
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ESQUISSE D'UNE THEORIE DE LA CROISSANCE.

On a pu se rendre compte, par les Chapitres précédents, de
I'importance capitale de la croissance des fonctions dans les
questions que nous étudions. Cetle importance est assez grande
pour que la théorie de la croissance mérite d’étre étudiée en elle-
méme; c’est ce que nous allons faire rapidement.

Nous indiquerons d'abord certains modes de croissance que l'on
peut appeler croissance irréguliére, puis nous développerons
quelques considérations sur les ordres d’infinitude de certaines
fonctions simples. Nous pourrons alors définir les croissances
réguliéres.

Les croissances irrégulieres.

Nous allons former une fonction, croissante ainsi que toutes
ses dérivées, et qui, pour une infinité de valeurs de la variable,
sera voisine de e*, pour une infinité d’autres valeurs de la
variable, sera voisine de e”.

Ecrivons d’abord

(1) ef=q@y+a1& + azxt+...+ aApxT" +...,

(2) e =by+byx + by +... 4+ bpxm+. ..,

et formons une fonction g(z) composée de groupes de termes pris
alternativement dans (1) et dans (2) :

s @)= o+ & +...+8p "+ bp T -, .

(3) { “+ bp, "+ Apy g THI+LLL

11 nous faut maintenant un choix convenable des nombres n,,
Ngy ...y Nk ... et alors, pour des valeurs bien choisies de x, l'on
verra que g(x) est voisin de e* et inférieur 4 ke*, ou bien, au con-
traire, voisin de e®”, en étant supérieur & he®", k étant plus grand
que un et h plus petit que un.
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Et, en effet, pour une certaine valeur de z, il existe un cer-
tain groupe de termes a coefficients b ou a coefficients @ qui, a
lui seul, représente trés approximativement la fonction. Nous
Pallons montrer.

Les coefficients sont tous positifs et la variable est positive,
d’ou '

bt < e,

Soit une autre valeur 2’ £ z,
/
baan< oo (Z)".
x

Mettons & part le groupe de termes

G = Auy 1 "M e By, TPk,

et considérons tous les autres termes de g (') dont la somme est
inférieure 3

i=ngk ®©
. )
E bz’ 4 : b2t
i=0 = Rgk4y

(car I'on augmente évidemment cette somme en prenant le coef-
ficient &, 1a ot 'on a le coefficient a,). Soit £, une valeur fize,
assez grande. Prenons £’ > x,, la premiére somme est inférieure &
celle obtenue en remplagant chaque terme par le plus grand de
tous

1]

(4) X et < e ()™
i=0

Prenons ensuite x, > x'; on peut écrire

.. R o 2\ 2\ .
E bzx"<e¢1'<—> “ 1+—-+<—> +...+(—> +J
X 7y T L2 Zy
§ = Rkt
(5) < ot $' Rak4y I
e — —
&y . x'
Zy

Soient maintenant ' = 2 €% et nyz= e¥%, le deuxiéme membre
de I'inégalité (4) sera inférieur & e*’. Vérifions-le :

Vi,

X e

e (222) 7 o
Zo

B. 3
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revient &
— vz,
evz, <__2_)e xoe.r‘,e'/;:'< ee™,
Zo
et cette inégalité, pour z, assez grand, esl évidente.
On a donc

i=ng

4) Y bzt < e
i=0

Prenons maintenant
ry= JZ"'

et

X’
Nojy = €° ;

le deuxi¢me membre de (5) sera encore inférieur a e*’. Ceci
revient, en effet, a cette inégalité

ex’

e[ 1\€

1x X 2e¥y
ee' " < enc"'(zex,,)e" ,

ou bien

inégalité évidente, pour z, assez grand.
Nous avons aussi

(%) 2 bzt e’
H=nak4y
et comme, évidemment, l'on a
G < e*,
il résulte de ceci, de (4') et de (5') ,que 'on a
(6) g(a') < 3ex.

Nous avons obtenu l'inégalité annoncée pour la valeur 2’ de la
variable.
Nous avons pris ' = 2e%; c’est-a-dire

Xy = log<§)

ny = eV,

et
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ou

n,k=ew°‘(:;").

Nous définirons maintenant une seconde valeur 2>z’ et
Nakya par larelation analogue

Naj+2 = e\/lo_g—-('};j

avec la condition que ngiy, sOit entier et supérieur & nakyy, et
ainsi de suite.

Nous aurons par la une infinité de valeurs § de z, telles que
g(§) <3k

En ces points la fonction g(z) est, i Lrés peu prés, comparable
a et
Le méme procédé donne une infinité de valeurs n de z, telles
que
g(n) > e,

En ces points la fonction g(x) est comparable a e¢”.

Nous avons ainsi constaté 'existence de fonctions croissantes &
allure trés irréguliére. Fort heureusement, les fonctions ;lui se
présentent naturellement aux géoméires sont, en général, de
nature plus simple, elles sont régulitres et la suite montrera le
sens que nous attachons a ce mot ().

Sur les ordres d’infinitude.

Dans toute question relative aux infiniment petits, 'on choisit
un infiniment petit principal z et on lui compare les autres infi-
niment petits.

(*) Dans tout ceci, certains cocfficients constants sont sans importance. Ainsi e*
ou 3e* c’est pour nous la méme chose, car c'cst le méme thode de croissance.
Ceci est dit une fois pour toutes.
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La définition classique de Vordre infinitésimal est alors
celle-ci :

« Soit g un nombre positif tel que ﬁ ait une limite lotsque z

tend vers zéro, l'ordre de y est .. »

Mais il peut arriver que p n’existe pas, c’est-a-dire que, ayant
posé ’
y =z
et regardant « comme variable, nous trouvions pour x une plus
grande limite et une plus petite limite. '
Dans ce cas, il n'est plus de théorie possible des infiniment
petits. Il peut arriver encore que I'on ait, quel que soit le nombre

positif ¢ ('),

lL"l(xu-E) =
lim< V4 ):30
xr=0\ZP+E

Nous dirons alors que 'ordre de y est (p). (Prononcesz: u pa-
renthése.)

Tout cela peut étre répété pour le cas olt 2 et y sont positifs et
infiniment grands, en remplagant le mol ordre infinitésimal par
ordre d’infinitude ou par degré de grandeur.

Soit donc z 'infiniment grand principal,

y=xv sera de degré p,
¥y =P X 29 sera de degré p + ¢q.

Soient maintenant y de degré p en z,
y = P,

puis 5 de degré ¢ en y,

3= yq_—.: P9,

on voit que 5 est de degré pq.

(1) Voir QEuvres de Cauchy, 2* série, L. IV, p. 281, et le Bulletin de la Soc.
math.: Communication de M. E. Borel, le 7 mars 1gor.
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Donc, faire le produit de deux degrés revient a faire le pro-
duit de deux opérations fonctionnelles.

1
Enfin y = 7 équivant & 2 = y”, donc le degré de la fonction
inverse d’'une fonction est l’inverse du degré de cette fonction.
Voici les premiéres définitions qui nous sont imposées par la
considération du mode de croissance le plus simple

Yy = &P,

Apres celui-ci, le mode de croissance qui se présente le plus
naturellement est

Yy =e*.
Dés que x est assez grand, 1'on a
ex > P quelque grand que soit p.

Nous dirons que le degré de e* est w. Nous choisissons cette
nolation, déja adoptée par M. G. Cantor pour ses nombres trans-
finis, pour metire en évidence une analogie intéressante entre les
deux Lhéories. Mais nous n’insistons pas sur ce point, d'autant
plus que notre théorie est complétementindépendante de celle des
nombres transfinis. ,

Avec ce degré w se présentent des complications que nous allons
étudier :

erzn est de degré w —+ n,
zne* est de degré n + w,

Donc, » étant fini 2o, 'on a
Wn=n+w,

c'est-a-dire que l’addition est commutative.
Soient maintenant y = e%, puis z = e’} il en résulte

z = e°*,

Nous dirons encore que le produit de deux opérations fonction-
nelles donne pour degré le produit des degrés, c’est-a-dire que le
degré de e®® ou ¢,(z) est w2 En général, le degré de gn(z)
sera w™, '

Nous dirons maintenant que le degré de logx est I'inverse du
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degré de e*, c'est-a-dire % ou w™', et, en général, que le degré de
lognz est v,
Avec ces définitions 'on vérifie que 1'on a
w?x wh= wx+h,

Par exemple,
log(ec”)

est de degré w™' w?; d’autre part,
log(e¢™) = e*
qui est de degré w. Donc
w-lw2=w(!).
Il n’y a, jusqu'ici, aucune difficulté.
Soient maintenant
y=a" de degré n,

z=c¢Y de degré w.

Ceci donne

z=er"

qui est de degré

wn.

Prenons maintenant
y=e€% et 5= yh=ehv,

5 est de degré nw.

(') Ces produits de degreés correspondant a des produits d’opérations fonction-
nelles seront toujours écrits par nous au point de vue suivant :

F(3) =/s[9(2)]
F = fo.

On applique & 2z l'opération ¢ d’abord, puis au résultat on applique l'opéra-
tion f.
Ceci devait étre dit, car I'opération

F= /(%)
F=of.

Quand on adopte cette notation, on veut indiquer que l'on effectue d’abord
(sur z) l'opération ¢, et ensuite 'opération f.
Pour nous, c’est le contraire.

s’éerira

s’écrit quelquefois
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On voit bien que
wnZ nw,

La multiplication des degrés n'est pas, en général, com-
mutative. Est-elle associative?
Soient
y=e et z=c¢llgyy

Pordre de y est

(wn);
I'ordre de logy est
L wn;
w
'ordre de (logy)? est
(2$>(wn);
Pordre de ef®)s* st
o) (z (%) (wn).
Mais
logy = 2~
(logy)? =a»,
Donc
z = ex'",
Donc
w ~[—> wn)=uw
(23)@m=wn.
Donc

a(bc) = abe.
La multiplication des degrés est associative.

La multiplication est-elle distributive par rapport a 'addition?
Soient f(x) de degré a et g(z) de degré b.
Soit F(z) = f(z)g(z). Le degré de F sera

A=a<+b.
Posons
z=9(y),

o étant de degré «. On a

Fle(n)]= fleNgle (1]
c’est-a-dire
Aa=aa—+ba,
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ou
(a+b)a=aa—+ba.

Clest dire que la multiplication A vroite est distributivg par
rapport a U’addition. 1l n'en est pas de méme pour la multi-
plication A cAuchE.

En effet, écrire

m(p—+gq)=mp-+mq

revient a ceci: poser

z=9()¥ ()
¢ étant de degré p et ¢ de degré ¢; puis former F(z), F étant de
degré m.
Or

Fleg] 5 F(9) < F(¢),
en général. Donc, en général,
m(p—+q)# mp + mgq;

ce que nous voulions établir.
Comment obtiendra-t-on maintenant le degré de la fonction
tnverse .
y =G(=)

en fonction du degré de la fonction donnée

z="F(y)?
Prenons
y = ellogx)?,
Son degré est
w2 —
w
La fonction inverse est
z = VI8,
dont le degré est
w — —l .
2w

En général, si le degré 3 est w?nw=*, l'on reconnaitra que le
degré de la fonction inverse est.

“wh _I. w-2,
n
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On prend Uinverse de chaque degré composant et I’on ren-
verse l'ordre de ces degrés.
On écriradonc
0 =winwt
et

= wvn—1w-2,

Silon se borne aux fonctions dont le degré n’est pas supérieur
4 w”, n étant un entier positif déterminé, mais aussi grand qu’on
voudra, fonctions dont nous dirons que leur degré est moindre
que w®, on voit qu’avec les définitions adoptées dans ce qui pré-
céde (définitions logiquement constituées), tout polynome tel que

i = ab + cde + fg

définit une fonction croissanle de degré de grandeuri. (a, b,
¢, «.., g sont des nombres positifs ou I'un des symboles w, w™1.)

Jusqu'ici nous avons considéré des degrés de grandeur ou
ordres d’infinitude analogues aux ordres infinitésimaux définis
a la maniére classique que nous rappelions au début du para-
graphe.

Mais, de méme que, d’aprés Cauchy, nous avons donné une
définition plus large des ordres infinitésimaux avec la notation (),
de méme nous allons, pour les degrés de grandeur, donner une
définition plus compréhensive.

Un infiniment grand peut, comme un infiniment petit, n’avoir
pas un ordre déterminé.

Il peut encore arriver ceci :

Désignons par F(z| ) la fonction croissante de degré

i =ab+ cde+ fg.

Une fonction ¢(x) peut étre telle que, ¢ étant un nombre
positif aussi petit que 'on veut, 'on ait

lim [ eos ] ==

p(x) .
Jim [F(_w_{ 3l ke
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Nous dirons alors que le degré de grandeur de o(z) est

J=a(b)+ cde + fg.

[(D) s’énoncant b parenthése).]

Par exemple y = z™logx est de degré m —+ (%, ou encore de
degré (m).

Un infiniment grand de degré (3) w? est, par définition, com-

pris entre
eld—elx? et el8+eixt,

Un infiniment grand de degré 4w(2) est, par définition, com-

pris entre
ehatt ep ettt

On voit que le symbole (m) peut étre considéré comme
représentant une certaine valeur approchée de m.

Les troissances réguliéres.

Les fonctions simples, que I'on rencontre naturellement, ont
un degré de grandeur tel que ¢ ou j. (Voir paragraphe pré-
cédent.)

Nous appelons fonctions a croissance régulicre celles que l'on
peut comparer a ces fonctions simples.

I. Soit, par exemple, une fonction v (z) telle que, pour z trés
grand, l'on ait

er* >o(z)>ex®  (p>p),

p et p/ variant avec z.

Si, lorsque z croit indéfiniment, on a deux suites de nombres,
la suite des p et la suite des p’ séparées par un nombre p", on
voit que le-degré de ¢ sera

w(p").
II. Sil'on a, pour z trés grand,
w"e-‘t"> o(2)> zn ex® (n< n');

Si, pour z croissant indéfiniment, la suite des n et la suite
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des n' sont séparées par un nombre n’, nous pourrons dire alors
que le degré de ¢ est

wp"+(n").

REMARQUES DIVERSES.

Remarque I. — Nous n’avons pas parlé du quotient de deux
degrés. A cause de la non-distributivité de la multiplication a
gauche, celte notion n’est pas trés nette. Nous l'introduirons de
la maniére suivante :

Soit

y=a%ct z = xf,

Exprimons y en fonction de z

y=()’

Le degré de y est a ¢ -

B

Nous I'appellerons guotient de o par § et nous dirons que le
quotient de deux degrés a, b, en général, c’est le degré de f(x)
en fonction de o(x), '

JS(x) étant en z de degré a,
(P(x) » » b.

Remarque II. — Nous ferons encore quelques remarques sur
les degrés de grandeur.

Comment, par exemple, mettre en relief la différence qui
existe entre ces deux infiniment grands : z2, cx??

Il suffira de remplacer z2 par log (e*'),
d’ov

cx? = log(e*')s,

son degré est

I
— cw2,
w

qui est ainsi différencié du degré 2 de z2.
Cette méthode est trés générale et utile pour ce genre de ques-
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tions. Elle va nous servir a étudier un fait qui peut paraitre para-
dozal lorsque I'on se fait, sur les degrés de grandeur, des idées
a priori.
Soient
y =log[log(logz)] +1,
z = log [log(logx)]

deux fonctions qui sont trés voisines l'une de 'autre pour z trés
grand.

Les fonctions inverses sont respectivement

| z
T = ee"y et x = et®

ou bien
1
(ee?)e et ee

Donc une méme valeur, trés grande, de x, donne des valeurs
trés grandes pour y et s, trés voisines, de méme degré de gran-
deur, tandis que pour une méme valeur, trés grande, donnée a
¥ cta s, I'on obtient deux fonctions x de degrés différents; cela
peut sembler paradoxal.

Pour nous rendre compte de ce qui arrive, évaluons avec plus
de précision le degré de y.

Posons
U= ey = elonr+l = elogs .
Posons
Uy = eto= eelogyx,

Le degré de u, est

eww—?=cw-t,
Or
y = log,u,,

son degré est donc

w—2ew!,

Voila mise en évidence la différence du degré de y avec celui
de z qui est
w3,
Nous voyons ainsi comment 'on fera la distinction entre les
degrés de deuz infiniment grands trés voisins.
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Remarque 1I1. — Prenons l'infiniment grand le plus simple z*.

Son degré est n, celui de sa dérivée est n — 1, celui de son
intégrale est n + 1. '

Est-ce général? Il est clair que non; par exemple pour- e, la
dérivée et 'intégrale ont méme degré que e*. Mais voici ce que
’on peut dire :

On peut intégrer une égalité asymptotique.

Soient deux fonctions f(x) et g(x), dont le rapport croit indé-
finiment avec z,

f(z)

) ¢(z)  (pour z assez grand),

¢ (z) étant une fonction croissante.
Puisque I'on peut intégrer une égalité asymptotique ('), le

rapport
f“ S@yds

‘ _F(=)
f g(»)dz ()

est égal a ¢(£), § croissant indéfiniment avec z.

Mais, parce que ’on ne peut pas, en général, différencier une
égalité asymptotique, nous voyons que, étant données deux
fonctions croissantes F et G dont le rapport est une fonction
croissante, il peut arriver que le rapport de leurs dérivées f: g
ne tende vers aucune limite, lorsque 2 croit indéfiniment.

Sidonc, y étant infiniment grand, 3/)1 estinfiniment grand,

f yax

Y

de degré un, par exemple,

sera de méme degré.
Prenons un exemple, soit

, ..
y = e, Yy =oaxer’;

(1) Voir H. POINCARE, Sur les intégrales irreguliéres... (Acta mathematica,
t. VIII). — Voir aussi E. BoreL, Legons sur les series divergentes; 1gor.



46 CHAPITRE III.

ona

=27

RN

de degré un; donc l'infiniment grand

Y

f ‘ e*dxr,

de degré un, ce qui nous renseigne sur le degré de I'intégrale
dénominateur.

Cette remarque est donc trés utile. Nous la compléterons par
ceci :

Soit une fonction ¢ (z) a croissance réguliére, c'est-a-dire
ayant un degré de grandeur déterminé, si sa dérivée est encore
a croissance réguliére, l'on obtient immédiatement le degré de
cette dérivée, d'aprés la régle de 'Hospital.

Si
(x

o' (=

4

~

a, pour x == oo, une limite, cette limite ne saurait étre autre que
la limite, pour z = o, de

o(z)’

limite dont 'existence est ainsi démontrée.
Par exemple, si o(z) est de degré

wo +n,
c’est-a-dire comparable &
S(z)=ane;
si ¢'(a) est & croissance réguliére, son degré sera celui de
S'(x) = anpxp—? e 4 nan—1ext,
c'est-a-dire que le degré de o'(z) sera

wp -+ R —p—1.
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ConcLusioN. — Nous pouvons résumer ainsi ce que nous venons de
dire sur la théorie de la croissance

Le degré de Pinfiniment grand z» est n,
e
» » » e est w”,
» » » log e (z) est w—m,

Le symbole w est défini, en outre, par ces régles :

wW-t+n=n-+w,

wtwf = wotf;

en général, la multiplication des degrés n’est pas COMMUTATIVE, clle est
ASSOCIATIVE; la multiplication A DROITE est seule DISTRIBUTIVE, par rapport
A I'addition.

Le degré de la fonction inverse s’obtient en prenant l'inverse de chaque
degré composant et en renversant I'ordre des termes.

Par 1 les fonctions a croissance réguliére sont facilement définies et il
est des régles concernant leurs intégrales et leurs dérivées au point de vue
de la croissance.

Les critéres de convergence et la théorie de la croissance.

Reprenons les critéres de Bertrand.
Les séries

% 1
§ Au(@) 10§y (@)

sont toutes convergentes.
Les séries

; )\p,(lm)

sont toutes divergentes, quel que soit . Kcrivons donc

)] M(@)< (@) <oo o< Mp(2) <y
(2) oA (@) logu (@) < Ay—1 (2) logy—1(2) <. .. < My(2) log 2.

Nous: pouvons, avec P. du Buis-Reymond, considérer les suites
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d’inégalités (1) et (2) comme définissant une « fonction
idéale » =(x)

L Ap(@) <L <2 (@) <L < K@) log () <

A certains égards la définition de t(z) ressemble & la définition

desincommensurables avec cette différence que, /2, par exemple,
étant défini par deux suites, on peut définir Lrés netltement

Va2 + A,

A étant commensurable ou non, de méme

Il y a la cependant un symbolisme qui pourra étre commode, en
tous cas une maniére rapide de parler. Par exemple, la série

converge, si, lonl‘squc z est assez grand, on a
F(z)> (x),

et diverge dans le cas ot 'on a
F(x)< x(x).

Le concept de fonction idéale de P. du Bois-Reymond se relie
au concept de nombre transfini de M. Cantor.

Partant d’une fonction croissante quelconque nous pouvons
former une infinité dénombrable de fonctions de plus en plus
croissantes.

Le théoréme de P. du Bois-Reymond démontré précédemment
nous donne une fonction plus croissante encore que toutes les
précédentes:

Partons de celle-1a, nous formons une infinité a’enombrable
de fonctions de plus en plus croissantes, etc.

On voit que ce procédé r’a pas de limite, que la numération
des fonctions croissantes n’est pas dénombrable, ne peut étre
réalisée au moyen de suites indéfinies analogues 4 la suite natu--
relle des nombres.
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Poser I'existence d’une fonction idéale telle que 7(z) c’est
admettre un nouveau mode d’induction enchainant non plus une
infinité dénombrable de propositions mais un ensemble trans-
fini (Y).
Rattachons aussi la fonction idéale t(z) a la théorie des inté-
grales convergentes.
Toutes les intégrales divergentes se raménent a l'une, par

exemple a
[ dr.

Posons
dflx)
de = ——
T Pl
et
Sla)=y.
D’ou
S(@)=9(y)
et 'intégrale divergente devient
idl
J ely)

Regardons ¢(y), c'est-a-dire f’(z), comme fonction de y,
c’est-d-dire de f(x). ’

Prenons, par exemple,
e(y)=ylog(y)log,(y)...[logu(y)|'+=,

le degré en y est

pour que 'intégrale diverge il faut o = 0. Donc le degré de f'(x)
en fonction de f(x), en supposant les croissances réguliéres, est

(') Voir P. pu Bois-REYMoND, Théorie generale des fonctions, Paris, Hermann,
1887, et G. CANTOR, Sur les fondements de la théorie des ensembles transfinis
(Math. Annalen, t. XLVI, ou dans les Mémoires de la Sociéte des Sciences de
Bordeauz, t. 111, 5 série).

Voir enfin les articles de MM. Evellin et Z. et de M. Borel dans la Revue
philosophique en 1899, 1goo, 1go1 et les Legons sur la Theorie des fonctions,
par M. E. Borel, 1899.

B.
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moindre que

1
I S S alo).
(0) ( - )

En tant que fonction de f(zx), la dérivée f'(xz) a une
croissance limitée.

La limite est la croissance de la fonction idéale <(z).

Nous retrouvons sous un nouvel aspect cette fonction idéale,
frontiére de séparation des fonctions F(x) qui donnent des séries

Z:. F]}“)

convergentes ou divergentes.

el des intégrales
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SERIES ET INTEGRALES MULTIPLES.

Séries multiples.

Soit une série a termes positifs

pIDE

Pour que la série converge, il faut et il suffit que la somme d’un
nombre quelconque de termes reste inférieure & un nombre fixe.
Dans ces conditions, I'on démontre que la somme de la série
est la méme quel que soit 'ordre des él¢ments.
La recherche de critéres est liée au mode de groupement des
termes, il est évident que :

A tout critére pour les séries simples, et a tout mode de
groupement des termes de la série double correspond un critére
pour cette derniére série. :

L’arrangement le plus simple consiste a poser

Yo, = Um

d’aprés la correspondance réglée par ce Tableau :

a=1 2 3 4 5
p =1 Uy U, ug Uy Uty
2 uy u, ug Uys
3 us usz Ujg .
4 Ug Uyq

Prenons, par exemple, 05 o= u,.
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Il est clair que le rang 8 de ce terme est compris entre 5 et 9
rangs extrémes de la diagonale qui passc par 8 et de la diagonale
précédente; d’ou, en général,

mit4+2+3+...+(a+B—1)
m>1+2+3+...+(a+B—2)
ou

(24+B—oM2+B—1)  _(a+B—n(2+8)
> < mo- > ’

c'est-a-dire, dés que (2 + {3) est pris assez grand,

%(a—o— B a< i(a+g)z;

—y
Um

or la série

converge, si 'on a

T
Uy < —— (P>0)—

mi+p

PR

Donc la séric

converge, si t'on a

va,f < (p>o0),

)]
CERTa
diverge, si l'on a

]
4 S e
SN CENIE

Voici une premiére régle fort utile. De cette régle, on en tire,
d’ailleurs, une seconde, ainsi qu’il suil :
A condition que 'on ait

s> o0,
l'on peut écrire
(@ <+ p)c> 28 - .(»)»

Posons alors
a3 =t

le minimum pour «*+ 3¢ a lieu pour

t
a=f=c-
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Ce minimum est donc

NOPRCED

\ 2 251

L’on voit alors que, si l'on a s> 2, la série double converge
certainement, si l'on a aussi

1

Les groupements correspondent ici aux aires limitées par I'axe
positif des a, I'axe positif des 8, et des droites « + 3 = const.

Faisons un autre groupement en prenant tous les points & coor-
données entiéres de aire limitée par les deux axes positifs et par
une branche de la parabole

Y = (2 —2)?

(xy sera un paramétre, comme £, croissant indéfiniment).

Lorsque z, tend vers 'infini, il est clair que lc rang m de 1y,
qui correspond & v, g, tend vers l'aire limitée par les axes et la
parabole, puisque m est le nombre des carrés extéricurs  la
branche gauche de la parabole. -

. , x3
[aire étant —,;"—, 'on a

z} ¢ tend vers zéro si x,
m = — ([ — 5) L. '
3 tend vers I'infini;

or la série 2 un, est convergente, si 'on a

U < —L“ (P>0)'

mi+p

Donc la série 22 va,p converge, sil'on a

T

S v

(p>o0),
ou encore, st U'on a,

vap< ——  (3>3).
ad -+ B
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Il est toujours sous-entendu : « a partir de certaines valeurs
pour a et f§ ».

On peut multiplier a P'infini ces critéres par le choix de courbes
convenables du plan (2, ). Ces critéres s'étendent, d’eux-mémes,
aux séries n-uples.

La question se rattache d'ailleurs a celle de la convergence des
intégrales multiples.

Intégrales multiples.

Nous supposerons encore que c’est le champ d’intégration qui
devient infini et non point I'élément différentiel.
Soit, par exemple,

[ = f f f dr, ’lf‘_'-’_ ..dr, .
(sah)*

- ———

Nous poserons
&y == I cosYy,
Zy= rsing; cosy,, .

Z3== rsing; sinp, cos o,

alors on a
® d(xy, q, ...) dr ® dr
I= | s 5= K f A’
1 (I‘, P1, ?27-") r 1 ria—=n

La convergence exige que I'on ait

20— n—+1>1
ou

n
a> —
2

comme il est bien connu.
Cette régle s’étend de suite au cas ou l'on a

ff SR

—— . ~————

le symbole Q(z;) désignant une forme quadratique définie posi-
tiveen x,, Ty, ..., Tn.
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Mais dans tout ceci I'on suppose une certaine syméiric relative
aux variables. Nous allons aborder un cas plus général.
Soit, par exemple, & étudier

f’f” dzx dy
J = — .
zx-+ yB
Tracons les courbes 2%+ yB=1¢. I.’on a

de dy = d$

élément de surface. Donc

J=/”£§.
. ¢

x*= lu,

Posons
.}/ﬁ:’(l “'“)! .

¢ élant considéré comme lixe, « variant de 0 3 1.

Fig. 1.

[’aire S(OAB) est.

1 1
S= [ B(1—u)Be*u*

(') Voir, par exemple, le Cours autographié de Hermite.
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A étant connu en fonction de « et 8, d'ou
)

1
ds=A2"8 "a,

® L 1
J=A'f e B ’dt.

d’ot enfin

La condition nécessaire et suffisante de convergence pour )
est donc

I [
;+p—2<~l
ou

I 1
i
a

B

Ceci s’étend aisément & I'intégrale

K= /

La condition nécessaire et suffisante de convergence pour K

est
23 <
== < l‘
a;

1

L’un des exposants doit dépasser 'unité si tous les autres sont
trés grands.

Nous n’insisterons pas sur ces questions et sur les relations
entre séries n-uples el intégrales n-uples.
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SERIES DE PUISSANCES A UNE VARIABLE.

Congergence des séries a une variable.

Soit

ay+~-a| & ... apxt4. ..,

Canchya donné la régle suivante retrouvée mdépendammenl par

M. Hadamard :
Soit A la plus grande des limites de la suite

o Viea, ...,
ce que l'on peut écrire
lim Via,[= 1,
le rayon de convergence de la série est
I
P= "

L'on distinguera donc quatre cas :
ll‘l"
A=o, p = oo,
2° et 3¢ : X fini, c’est-a-dire (par un changement de variable)

A=, p=1,

et ce cas se subdivise en deux suivant que z a, converge ou non;

40

Nous laisserons ici de c61é ce dernier cas, celui de la série de
Taylor toujours divergente.

Ce paragraphe est consacré au premier cas el nous supposons,
en outre, sauf indication contraire, tous les a, positifs et x po-
sitif, comme nous 'avons dit au commencement de I’Ouvrage.
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Fonctions entiéres.

Nous avons donc
(1) lim Ve, =o

ct nous nous proposerons d’étudier la relation entre la croissance
de la fonction enti¢re représentée par la série et la décroissance

des coelficients a,,.
La question se scinde en deux donl voici la premiére :

Premier prosLime. — Quel est le degré de grandeur de la
Sonction, le degré des coefficients étant donné?

Posons

= L?(Il).

"w—=

a,

D’apres (1) Pon voit que p(n) est une fonction croissante de n.
I'ixons son mode de croissance.
Supposons o(n)=nr, le degré de grandeur p étant positif,
commensurable ow non.
Nous allons voir qu'il est un terme de la série
fle)y=ay+ayxr +...

qui surpasse tous les autres et donne 4 la fonction son degré de

grandeur.
I.’on a, en effet,

1 1
Am = 7" = T’
m nmp
[o(m)] mme
LY
d’on
l"lllv
1y AL
Am T = mme

Nous considérons z comme ayant une valeur déterminée.

Ecrivons
}’ = a‘l’,

Y est aussi déterminé et y croit avec x. Le terme général s'écrit

alors
pm
dm.’l/""——'—- (Z.) ’
m
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¥ étant fixé nous avons deux catégories de lermes, ceux dont le
rang m est supérieur & y et ceux dont le rang est inférieur & y.
Etudions les deux sommes correspondantes.

A. Somme des termes tels que I'on ait m > y. Ecrivons

Soient m'— 1 et m' les deux entiers comprenant y.
Nous avons ici

d’ou

mzm'zy,

'
Lll, —_}: > m - m

n

D’ailleurs m est grand puisque 2 et y sont grands. Donc

mo—m'\rm ( y
[ A — = elm—m'lp4 ¢,

(em tendant vers zéro lorsque x croit).

D’ou I'inégalité, assez serrée,

i
o > >
am e <L (e”}m_m, (m2m'zy).

Donc la somme des termes de rang
my, m'+1, m'+2, ..., »
est inférieure a

er
Lot e= P+ ¢72 A, . =

er—1
Or l'on a
p>o,

donc

s st un nombre fini comme p. (Si I'on a p>1, ce

nombre est certainement inférieur & 2.)

Ainsi, quelque grand que soit le nombre déterminé z, nous
avons dans la série une infinité de termes sans influence sur le
degréde grandeur de la série.

B. Considérons maintenant les termes dont le rang est inférieur
a m/. Leur nombre est m/. Le plus grand d’entre eux vaut a lui
seul presque toute la somme et détermine par suite le degré de
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la fonction. Quel est ce terme maximum

2
wrt= ()™

crivons
0(s)= (%>1'~’
d’ol
0'(s d !
0-((52 =7 [pslogy —pszlogs)=plogy —plogzs—p,

0(z) est maximum pour

logz = logo —1,

.
T e
Nous prendrons donc pour M le plus grand entier contenu dans %

M:E(%):s.

[.’on en déduit

y Zes.
[.e terme maximum est
ns
azxs 2 <_}’> > ers,
s
Enfin I'on a
S(x)> ers

et Uindgalité est asses serrée, car le rapport de ce terme
mazximum & un autre terme est trés petit.
D’ailleurs, 'on a aussi

f(.z')-(yel"“,
car nous avons m' termes (m'Sy), et la série est inférieure au
= b

terme maximum répété m' fois.
En définitive, écrivons

%' =s+a (a <),
nous aurons

Y —pa (pa<p)

=P
=g —ra.



SERIES DE PUISSANCKS A UNE VARIABLE. 61

1
! y L
L al — pea 1P pa

e’ <Sflz)L e’
Concluons par ce THEOREME :
¢(r) étant de degré p,
J(x) est de degré w (j)

Plus généralement (iln’y a presque rien i modifier aux raison-
nements)
Si ¢(n) est de degré p),

S(x) sera de degré w (i)

Nous avons, dans la démonstration, supposé que p élait un nombre
) »supposc q

positif, commensurable ou non; p pourrait, bien entendu, re-

présenter un degré de grandeur tel que ¢ ou j (Chap. III) dont

. I
nous savons former l'inverse 5

Les premiers travaux sur les séries enlitres, & ce point de vue,
sont ceux de M. H. Poincaré (') et de M. J. Hadamard (2). Ce
dernier a précisé et simplifié ses résultats dans une Note (*) que
nous allons reproduire ici presque textucllement, en conservant
méme le langage relatif au domaine complexe.

Soit une fonction entiére

J(@)=ao+ a1 x +.. ..+ apx"+....

Portons en abscisses les valeurs m et en ordonnées les valeurs
1

Am
une infinité de points et laissant tous les autres au-dessus. Les

coefficients angulaires des cOtés deviennent, & partir d’un certain
rang, positils et méme de plus en plus grands. ‘
Désignons maintenant par 7 le logarithme du module maximum

» formons un polygone de Newton Il passant par

= log

1

Journal de M. Jordan, 18y3.

(') Bulletin de la Société Mathématique de France, 1883.
)
(3) Socicte Mathématique de France, p. 186; 1896.
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de la fonction sur la circonférence de rayon ef(§ réel). Comme le
logarithme du module d’une fonction analytique esL une fonction
harmonique (on le vérifie de suite), n croit avec &. ’

Donc le lieu C du point (§, n) est une courbe tournant sa con-
cavité vers les ¥ positifs.

Soit (&, 1) un point de C, les expressions des a,, par des inté-
grales donnent de suite

|am| < efi—mk

ou
p+n—mé>o.

Si Pon annule le premier membre de cette derniére inégalité, on
a la polaire de (§, n) par rapport a la parabole a axe vertical

(P) m?— 21 = o0.

Formons donc le contour G, réciproque de II par rapport a P,
la courbe G est tout enti¢re au-dessus du contour C,.

Fig. 2.

tbou,'r]

(I‘a,, ﬂ)

m. ou. E

Nous allons, en second lieu, former un contour situé au-dessus
de C.

Soit donc = ma — B, un c6té du polygone II. Le point («, B)
appartient a la fois a IT et & P, donc il est un sommet de C,.

L’on a donc

Iog-——'—-— >ma—§

lam|
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ou
|an| < eB—ma,

Portant dans l'expression de f(z), 'on obtient, pour § < a,

o eB
N
Formons donc la courbe
(T) et 4 e~y =1

qui admet ox, oy pour asymptotes et reste dans 'angle z'0y .
Par chaque point (a, ) sommet de C, faisons passer une
courbe, telle que (I')

(Ta,8) er-% 4 e=—fl =1,

Rejoignons ces courbes par leurs tangentes communes, nous
avods un contour mixtiligne C,. La derniére inégalité écrite, com-
parée a I’équation de la courbe (Ty ), montre que la courbe G
est tout entiére au-dessous de C..

Les deux contours C| et C}. qui se rapprochent sans cesse I'un
de Pautre, limitent la fonction. Ils la représentent donc asymp-
totiguement.

Cette conceplion et cette image géométrique devaient étre
indiquées ici.

Nous parlerons, enfin, d’'unc Note récente et fort intéressante
de M. E. Le Roy (), sur laquelle nous reviendrons, d’ailleurs,
dans le paragraphe suivant.

M. Le Roy donne des représentations asymptotiques de fonc-
tions entiéres en passant par le calcul asymptotique de certaines
intégrales asymptotiquement équivalentes aux séries considérées.

Prenons un exemple

I
Ap = ——r—-*
" (nlyr

(') Cette Note, parue dans le Bulletin des Sciences Mathématiques, quoique
datée de novembre 1900, n’a été publiée, en réalité, qu’'aprés le mois de janvier
1901, époque A laquelle M. Borel a fait la legon d’aprés laquelle je rédige ce para-
graphe. (Note du Rédacteur.)

La 'priorité de publication de M. Le Roy n’en est pas moins incontestable.

E. B.
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M. Le Roy obtient, pour z = »,
1=—p 1—p 1

Ji(am) T 2P epat,
vp
et il indique qu'il obtient ainsi plus de précision que M. J. Hada-
mard.

Nous renverrons & ce Mémoire, en faisant remarquer que la

S(z)~

méthode de M. Borel donne immédiatement une approximation
asscz grande. On le voit par cet exemple, en remarquant que n!
est comparable & n*, donc (n!)P & n"P; 4 (n) est donc comparable
a n?, c’est-a-dire d'ordre p, et f(x) est bien, pour 2 = oo, approxi-

mativement d’orlre wll)-

Il nous faut, enfin, traiter le probléme inverse; mais nous
ferons, auparavant, une petite remarque : la considération des
ordres d’infinitude des coeflicients montre immédiatement, sans
qu’il soit nécessaire d'y insister, que L’on augmente beaucoup la
convergence d’une série par des groupements de termes.

Druxikme erosLime. — Peut-on, du degré de grandeur de
la fonction entiére, déduire le degré de grandeur des coef-
Sicients?

Cette question a été abordée, pour la premicre fois, par
M. H. Poincaré, puis par M. J. Hadamard (*).
Nous avons montré ceci :

Soit
o(n) = ”—'_— ’
n
(n

sig(n)est, en n, de degré (a), f(x) est de degré v -

Nous ¢n concluons de suite ceci :
Mettons le degré de f(x) sous la forme
(1) 1
w — ou w -
[~ [+

{suivant les cas).

(') Voir E. BoreL, Legons sur les fonctions entiéres, p. 62-70; 1goo.
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Si¢(n) a un degré déterminé, ce degré est (2) on a; car, si
Pon avait ¢(n) << nb, B <af(x) ne pourrait pas étre du degré
donné.

Sil’on écrit p(n) = n, en considérant y comme fonction de n,
'on peat affirmer que l’on a

plus petite lim (v) = a.
(n=e)

L’on voit que la question ne comporte pas de réponse absolue.
Enlevons, par exemple, a une série entiére une infinité de
termes infiniment espacés

nous pourrons le faire sans que la fonction soit sensiblement
modifiée. Or ceci nous donne

p(N) = = =2

pour les indices N des coefficients qui ont été supprimés.
La croissance de ¢(n) peul 8tre trés irréguliére sans qu'il en
soit de méme pour f(z).

La difficulté du second probléme est infiniment supéricure &
celle du premier.

Cas du rayon de convergence fini.

Nous employons encore ici le langage relatif aux fonctions
d’une variable complexe. Par un changement simple de variable, le
rayon de convergence R devient égal a un.

Soit donc

f(@)=ap+ a1z ~+...+apzt+....

Les a sont positifs, z est positif et inférieur 3 un. Nous sup-
posons divergente la série

A=ay+ay+ay+...+~ap+...,

en sorte que le point 41 est un point singulier de f(z). Nous

allons étudier la croissance de f(z) lorsque = s’approche de ce

point singulier.
B.

[
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Tout d’abord 'on peut comparer f(x) a4 une autre fonc-
tion g(z) de méme nature, c’est-a-dire convergente pour z <1 et
la série des coefficients étant divergente, d’aprés une propositién
de M. Cesaro, dont l'origine est une Note de M. Appell (*).

Nous suivrons l'exposition de M. Cesaro (2):
On adonc

g(@)=by+byx+...+ bz ...,

la série des coefficients b étant divergente.
Supposons que I'on ait

. a,
1 —_ | = a.
,.'='2<b,. ) *

Nous avons donc, par définition méme,
bu(a *9)"< a, < bu(;’» -+ E)v
lorsque n est supérieur a p (p dépendant du nombre trés petit ¢),
d’ott

o
Ql
)= ay+a T +...a,xrP + b, (o4 Oe)xn
!
p+1
(avec 0 << § <1), ou encore

f(z)<(a+e)g(x) +[ao— bo(x+2&)]+...++[ap— bp(x + g)]xr,

ou
Sf(x)

_ (ap—...)+(ap—... )P
g@) ~FTET @

Tout de mémel’on a

S@) o [@0—bo(a--e)]4...[.. . ]ar
g(x) Zame &(x)

?

d’ou ce résultat :

Tutorkme. — St a, : b, tend vers une limite a, ’on a ausst

im[5e] ==

Mais le premier membre f: g peut avoir une limite sans que

(*) Sur certaines series, etc. (Comptes rendus, t. LXXXVII).
(?) Accademia delle Scienze fisiche e matematiche di Napoli; décembre
1893.
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/
a, : by en ait une, par exemple si les lacunes ne se correspondent
pas.

L’on peut quelquefois lever la difficulté par I'artifice suivant :
—“’-‘K_% =ay-+(aq+a)r+...+(a+ay +...4+ @) T"+...,

et tout de méme

f:—i_f% :Z(bo+b[+...+bn).’v".

Supposons donc que I’on ait

lim ay+ ay+...+ a,,> -8
n=om [)0+~b|+...+bn '

I'on aura, d’aprés ce qui précéde,

im[ ) =#

théoréme plus général que le précédent.
L’on démontre aisément, d’ailleurs, que si la limite a existe,

la limite B existe et est la méme. L'inverse, évidemment, est
) b bl
généra]ement faux.

Nous allons appliquer ceci :

Exemple I. — f(z)= Z nP~'z"; comparons a

(_____'_lz‘)P:|+l_:ar_‘__“_*_P(P“")(Pl‘*;'l)--'(np""”—')x,,_'_.”,
Y
on a
. @n n!npr-t _
llm—b—;_hmp(p_’_”.”(p*_n_l) =T(p),

d’ou
lim(it — 2)P (1112 + 20122+, ..) = T'(p).
=1

Nous voyons l'allure de f(z) pour z =1.
EzempleIl. — f(z)= 2 @, Z" avec

lim(nt-ra,) = k(1)

n=om

(') Voir AprpeLL, Note déja citée.
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ou, plus généralement, avec
:i:n [pt-P(ai+ as+...+ an)] =k,
l'ona - ‘
11.i='l:(l — )P f(x) =kT(p)-
Exemple IIl. — f(x) = x*+ 2B+ 2%+ .. .; comparons &

1
— =T+ T4, .,
x

L'on a
A+ ayg+...+a, w
-

1)|-+- b’-i‘-..—i- bn T n
w est le nombre des termes de f(z) de rang inférieur ou égal a n.
Si 5;:— admet une limite Q que 'on peut appeler la fréquence des

entiers «, I'on voit que

lim(1—xz)(ze¢+2B+...)=Q;
xr=1

la série donnée est asymptotique & ——au voisinage de z = 1.

Choisissons un exemple particulier que 1'on rencontre dans la
théorie des fonctions elliptiques,

(Z) =2+ 2+ 2+ 20+ ...

Ici

d’ou
lim(t —2)(z+a%+...)=o0.
x=1

Reportons-nous a I'Ezemple 11, en faisant

il vient
+()-34).
)=

limy1—2z(z+ 24+ 29+..
x =1

Puis formons
[p(z)t=a+.0c+ Apai+...,
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n est une somme de deux carrés, donc A, représente le nombre
des partitions de n en deux carrés. L'on a

. _ 1_'!.
fim( = o=

T
4
de maniéres possibles pour la décomposition de » en somme de
deux carrés).

Nous renverrons, pour d’autres exemples, pour d’aulres appli-
cations arithmétiques intéressantes, au Mémoire de M. Cesaro. Sa
méthode donne surtout, en somme, des représentations asympto-
tiques en (1 — x)~P de la fonction au voisinage du point un. Nous
allons procéder maintenant & une étude directe des séries et nous
comparerons les résultats & ceux obtenus par M. Le Roy dans le
Mémoire cité déja.

. A . A
Si donc —= a une limite, elle est (T" est le nombre moyen

Etude directe et comparaison avec une méthode proposée
par M. Le Roy.

Dans la Conclusion de son Mémoire (') sur les zéros des fonc-
tions enti¢res, M. Borel disait ceci: « Si la fonction entiére
devient trés grande lorsque le module de la variable augmente,
c’est surtout parce que, pour chaque valeur du module, un terme
devient trés grand et non parce que beaucoup de termes
deviennent trés grands. » Ce principe a trouvé déja plusieurs fois
son application dans cet OQuvrage. Nous allons faire usage ici,
pour une série 4 rayon de convergence fini, d’un principe tout a
fait pareil.

1. Soit donc la série :

Sf(x)y=ay+ayx+...+apx"+...,

avec
an, = em*, o<l k<.

Donnons & z une valeur fixe et cherchons le terme maximum

apxh = ent+nlogx,

(') Acta Mathematica, t. XX.
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Annulons la dérivée logarithmique
knk—1+logz = o.

Ceci donne le rang n du terme maximum. Pour parler trés
exactement, I'on prendra Ventier le plus voisin de n.
D’ailleurs, la régle de ’'Hospital donne

lim (21 =;
a-=x<103$)~ '

donc, au voisinage de un I'on peut écrire

: ¢ tend vers zéro
— = (k+ )" tnt-k si x » un,
11—

oun » 0,

d’oti 'expression suivante du terme mazximum
k+s = R
—k g -
) k ( l*-l')‘ ' .

Ce terme donne le degré de grandeur de la fonction.
Posant

ot = elt—k)nk — 8

—_— =t

I—x !

U’on voit que f(t), pour t =, est de degré w (l——_k—/->, a, étant
de degré wk en n.

Si & est trés voisin de un, le degré de grandeur de la fonction,
pour x=1, est trés grand.

1I. Soit maintenant la série

E anxh

n
ap= e,

avec

Ce coefficient est, en m, de degré w(x - E) Cherchons encore
le terme maximum. L'on a

—— <+ nlog.xr
an z"—-e"’"‘ ¢ ,
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il faut donner & n une valeur telle que

1

rm e e + logZx = 0.
logn — (lo"n)’ i
Comme
Jogx
on a
1 ¢ tend vers zéro
—— = (1+4c¢)logn .
[ si z tend vers un.

I.e terme maximum est donc

n n 1 . n
elogn + [(Iogn)" IognJ:: e(lugn)”

Or
logn = (1—¢')¢;

. 1 . .
si 'on pose — =5 le terme maximum devient

(1—g' ) (I—E)t (et

[0 -
e == e¢ H

le degré de grandeur de f(¢) est
w2 (1).
On peut vérifier que f(x) ne dépasse pas beaucoup le terme

maximum. Montrons, par exemple, qu'un terme de rang p = n?*
(n étant le rang correspondant au maximum ) est trés petit

P _ [_‘___‘_ ]
a,,zl'= elu;:p P logn  (logn)* ,
[t 1
a,,x1'< elogn loun
n lui-méme est grand, si x est voisin de un. D’ou
—n
apxP e logn (1>M>o0)

Nous sommes donc bien certains que I’'on a

apzt < f(x) < nta,z".
Or

nt— e21-¢’le

est trés petit 2 coté de e, Cest ce que nous voulions obtenir.
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IfI. De la méme maniére, si l'ona

m

on trouvera que f(¢) est de degré
wh+15¢ (l),
et nous pouvons dresser le Tablean suivant :

f (z) ayant pour rayon de convergence un.

I

Les ordres dea,, en m étant Les ordres de f(z) en = seront
p—1 Py
wk, k
( 1) “’<T‘-’/\-)’
wlr——|J,
w w?(r1),
1. wh+1(1),
m(, o)

M. Le Roy, de son c6té, vient de donner récemment (') une
« Méthode pour le calcul asymptotique de certaines intégrales
définies », méthode qui donnera des résultats relatifs aux « séries
asymptoliquement équivalentes A ces intégrales ».

Il démontre, par exemple, que si @, (ou sa partie principale)
est

i
o p (O<P<l)v

mpP
ona
1
f( )~ il——:‘-z‘)-l_“_"' ’
si
t
pp(an) = {Togm)? (p > o).
on a
S(x)~ !

11—

(1 —x)(log ! )P'

(') Nous avons expliqué au Chapitre précédent comment les travaux de MM, Le
Roy et Borel étaient indépendants, quoique le Bulletin porte la date: Novembre
1900,
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Si

1
mlogmlogsm.. .log,—ym(log,m)?

o [ (25)]

1 I

(r=1) I —2

pp(am)= (g <),

on a

Il donne encore

en partant de la série de Lambert :

M. Le Roy a donc considéré des séries autres que des séries de
puissances; il a considéré aussi le cas ou la série des coefficients

A=a/+ay+...+~ayu~...

diverge sans que a,, soit croissant avec m,

Il était, au contraire, dans le cadre de ces Legons, de ne prendre
que des séries A dont le terme général a,, fit une Jonction crois-
sante de m. D’ailleurs, M. Le Roy a envisagé ce cas avec la série

F(.‘L‘):_: Za”xn, an:e(losnl’.

En posant
_l__.‘;g =
E =

I (11 »
F(x)y~ {/ +— ellogsn,
et sv/logs

Revenons a la variable 2,

x (1 —loxx)
g= VS

F(z)~ \/Ee" \/1'(1--11031_, [{/z“ - logz')]_' eﬂ.’.:.}‘!'_'l’.

2

—logx,

M. Le Roy obtient

d’ou

En prenant, avec M. Borel, le terme maximum, on trouve
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pour ce terme
ar(1—logr) el ore gy prresrvrd
e___z.—-,/z Jr{1—logx)
On voil combien sont voisines les expressions données par
un calcul asymptotique et par la méthode du terme mazximum.
Nous ne saurions, enfin, terminer ce Chapilre sans indiquer la
mémorable étude, faite par M. J. Hadamard, d’une série sur la
circonférence de son cercle de convergence (*). Nous en donne-
rons ici un trés rapide apergu.

Les travaux de M. Hadamard.

M. Hadamard met en évidence le rdle que jouent certaines
séries formées en appliquant & la série donnée des opérations
Jonctionnelles simples. Ces opérations, que nous désignerons par
D et ®, se rattachent & ce que I'on a appelé la dérivée a indice
quelconque. Avant le jour ot M. Hadamard a mis en lumiére le
rdle de ces algorithmes, on pouvait se demander s'il y avait la
autre chose qu’une « chinoiserie ».

. L'opération D. — Soit f(z) une fonction. Posons
J(z)= Do f(z).
fxf(“‘)d” = D=1 f(=),

f J'l D-! f(z)] do = D2 f(x),

En intégrant par parties I'on oblient
x — m—1
D-mfia)y= [ I o) .

Riemann (2) écrit, par définition, o élant un nombre quelconque

(') Thése, Journal de Math., 1892.
(?) Voir PEdition allemande de ses QEuvres, ce Mémoire n’existant pas dans
la traduction frangaise de M. Laugel.
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négatif,
>
Dxf()= gy [ (2 —sre e da
On vérifie que

Da+f = Do+,
pourvu que ’on ait

a+B=a-+f,

@, 8, o/, 3 étant des nombres négatifs.
Soit maintenant a entier positif par définition, on pose

D f(z) = L)

et encore
Dx(DB) = Da-+B,
B étant <o.
Par la D* est défini quel que soit le nombre réel a, et 'on
vérifie que toujours

Do+f = D*+p, si a+B=o+7,

quels que soient a, 8, o, B'.
Par le changement de variable z = ¢z, Riemann a obtenu

T(m 1)

Daxm —
z '(m-+1—a)

m—u.

. L'opération ®. — M. Hadamard pose z = e et forme le
symbole D en regardant f(x) comme fonction de y. C’est I'opé-
ration ®.

On trouve ainsi

®rxm = magmn,
..
Cela posé, soit

f(2)=as+a12 +...+apzr+.. ..

Ona
T(m—+1)

(1) xﬁDﬁf(x)=Zami,———-——«—xm

(m+1—a)” "’

(2) (D“f(z):Za,,,m“zm
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et comme on a

T'(m-+1)
I‘??n—{—l—;j =(1+s)m*,

I'on voit que (1) et (2) sont absolument convergents en méme
temps. Ce sont les développements (2) que considére M. Hada-
mard.

1I1. L’ordre d’une série. — M. Hadamard introduit ensuite la
notion d’écart fini, pour une fonction réelle ou non, notion
voisine de la notion de variation bornée de M. Jordan. Si les
deux intégrales

) b
nf cosnz f(zr)dr, nf sinnz f(z)dr

restent finies et moindres que I, (a, 0) étant des limites quelconques
intérieures a P'intervalle («, 8), 'on dira que f(x) est 3 écart fini
et que I'écart, dans («, B), est [.

On obtient alors ce théoréme :

Si la fonction f est finie, continue, & écart fini sur la cir-
conférence de convergence, la série formée par ses coefficients
sera absolument convergente ou bien, si elle ne Uest pas, elle
le deviendra lorsque I'on remplacera

Sf(z) par ®Ff(=),

¢ étant posilif, aussi petit que 'on veut.
On définit alors I'ordre en un point z, de la circonférence :
c’est un nombre Q tel que, au voisinage de z,

®-0= f(=),
soit fini, continu, a écart fini, mais non point
®-9-¢ f(z).
En un pointordinaire, 'ordre est —oo. Les points singuliers

sont seuls intéressants. Ou bien encore : l'ordre est le plus petit
nombre Q tel que

(1— )9 f(pe®)

(1— p)Q1 restent finies lorsque p tend vers un.
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Nous ne pouvons insister sur ces questions. Nous voulions
montrer que 1'étude des séries

(Df(.’l/‘),
se rattache étroitement a 1’étude de la série
Sf(=),

dout le rayon de convergence est un.

Nous voulions aussi faire une remarque importante i notre
point de vue. C'est méme surtout en vue de cette réflexion finale
que nous avons parlé ici du troisitme Chapitre de la Thése de
M. Hadamard.

Dans ce remarquable Mémoire, i/ est constamment supposé
que les coefficients an, lorsqu’ils sont croissants, sont des fonc-
tions de m & croissance réguliére.

Soit, par exemple,

©

f(x) = 2 m2an,

m=1

on a

@ f(xr)= Zmz mazn,

qui, sur le cercle de convergence, devient

E ,n2+“.

Or une fonction qui admet une dérivée Jfinie est a écart fini ().
Clest le cas de la série précédente ou 'on fait

a=—3—s,

car on a alors la série convergente

1
mi+e’

(1) Journal de Mathématiques, p. 165; 1892.
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tandis que si 2 = — 3 + ¢ il vient

' e
mi—¢e’

donc f(z) au point z =1 est d’ordre 3, c’est-a-dire comparable
A(1—ux)2,
De méme soit

¢(@)= Y man,
1

on trouve que le point singulier un est d’ordre 2, c'est-a-dire
que o(z), en ce point, est comparable & (1 — z)™2.
Mais f et o ont des coefficients a croissance réguliére.
Extrayons de la premiére série la série

F(x):Zn’x",

n=m! m=o,1,2,3, ....

cn posanl

Les coefficients sont donc

17, 2%, (3D (4D
Ils sont a croissance irréguliére. Dans ces conditions, I'ordre de
la fonction F au point «n n’est plus du tout 3 comme pour f.
Les régles appliquées au cas des croissances réguliéres
tombent en défaut, tout change.
Comparons, en effet, ¢ et ' d’aprés le théoréme de M. Cesaro.
Pour F la somme des (p!)? premiers coefficients est

(pn?

Ea,-z(p!)’[x—i—]%—f-}rp'_—l? et (P;!),]<(p!)’<1+1%>~
1

Pour ¢ la somme des ( p!)* premiers coefficients est
P P)P

(p1?

o> 2 (pOr(p+1),
1
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. . (p!r

v(z) étant comparable & (1 — x)~2, F(x) est d’ordre moindre
que 2 au point un, alors que f(z) était d’ordre 3.

On voit combien il est urgent, dans une question ol se pré-
sentent des fonctions croissantes, de discerner les croissances
réguliéres des croissances irréguliéres ().

(') M.J. Hadamard vient de publier un excellent Ouvrage sur la Scrie de
Taylor (chez Carré, 1gor), trop tard pour que nous ayons pu nous en servir pour
cette rédaction.

e O o
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SERIES A PLUSIEURS VARIABLES.

Séries entiéres.
Soit

f(z'i.}') = 22 A nxmyn,
0o 0

les coefficients et les variables étant positifs.
Pour que la série soit entiére, converge quels que soient x et y,
il faut et il suffit que 'on ait
plus grande limite |"*VA, | = o.
(m-+n=w)
On le voit immédiatement et directement. Cela résulte aussi du
théoréme démontré au début du paragraphe suivant.
paragrap
Nous I'admettons donc, et nous allons étudier quelques ques-
tions relatives aux ordres en z et en y de la fonction f(x .
Y Y
Une fonction entiére F(z) est d’ordre o, si l’on a
)

|F(3)| < ert™,

¢ étant donné aussi petit que 'on veut, r=|z| étant pris assez
grand ('). Nous appelons ordre total de f(z, y) 'ordre en 5 de
J(s,3).

On a d’abord ce théoréme :

Tutorime 1. — Si y, est une valeur particulié¢re positive
dey, et st
f(z,70)

est une fonction entiére d’ordre p en z,sil’ordre totalde f(z, y)
est fini, l’ordre de
f(xa yl)

est encore p, quel que soit le nombre positif y,.

(') Ex. BorgL, Fonctions entiéres, p. 61; 1900,
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Supposons, par exemple, que l'ordre total soit 1, c¢’est-3-dire
que, pour 3 assez grand, on ait

S(5,3)= 22 A M = 2 Apnam+n < Aes,

Cela donne

A
A .
Appen < (In-'}-ll)!
Or
Aman= Qmin,o+ Amtn—1 0t oo = Qo .o Qo psn.
D’ou
\
I
a a —

(les coeflicients étant positifs).
Conservons cette inégalité (o) ct cherchons-en une seconde.
Supposons, par exemple, pour simplifier Iexposition, que

Yo=1 el que f(x, 1) soit d'ordre E
Nous aurons donc

B+ By oy B zm

d’otl
B
(2am)t”

(p) Ayn <

Nous ferons usage tantdt de (a), tantdt de suivant que ['un ou
-} ’ ) (]
I'autre sera plus avantageux.
Proposons-nous donc de trouver ’ordre de

S, b),

o> a.

soil, par exemple,

Le coeflficient de ™ sera
(@m0 + Am,s b+ + a/n,mb"') (@ G4, L),

Il est moindre que

B Hm+1 bm—+2
(2m),(l+b+b2—4- Lo DMy - A [(21'1+l)! -+ Gm ) —4—]
On*voit que pour les m premiers termes nous nous servons
de (8), pour tous les autres de (x).
B. 6
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Ce coefficient est moindre que

B bm+t ¢ - ,\A bHm+1 1 - b
(2m)! b —1 Gam)! Lama1 ~ Gma)(am+a) "

et, pour m assez grand, moindre que
) ) q

(A - B)Y)hm+1
(2m)!

Mais ceci n'est autre chose que le coeflicient de x dans le déve-

loppement
_A__"l_'_B [ttt 4 =004 |

C’est ce que nous voulions établir.
Nous pouvons démontrer un second théoréme.

Tatorime 1. — 2, et y, étant deux valeurs positives quel-
conques de z et y, si la fonction entiére f(x,y,) est d’ordre o
et si f(zq,y) est d’ordre o', Uordre totalde f(x,y) est au plus
égala p+p'.

1 5, d'ot
Supposons, par exemple, o = -, d’ou

B

(I A < Gam)t

(d’aprés ce qui précéde).
Exprimons que l'ordre de la fonclion en y est déterminé, par
exemple qu'il est & pour z =1, ce qui donne

.«

Ayn+ At Qpapt... < 7"* ’
- !

ou, a fortior:
M ’

G
(1) Ao < <—,-L~""’

@ )
ce qui peut s'écrire, puisque p? est asymptotiquement peu diff¢é-
rent de p!,

G
(") Amn< i

n
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Nous emploierons (I) ou (II) suivant les circonstances :
1° Supposons

m > n
2.7 — .
Q€

Nous pouvons écrire, d’aprés (I),

L. B _ b
Comyn (2m)! ™ mA—o—iz ,’
(7))
a condition que l'on ait
(1) ”l‘l.h ® < am;
2° Supposons
2m < if-
%€

Nous pourrons écrire, d’aprés (11
l k) ]

C D
Ao < ———— <

ny, o (m=ny,
a/’ ! '
a condition que l'on ait

m-+n _n
() o< L

Or (III) et (IV) sont vérifiés, en tenant compte respectivement
de (I) et (1I), si’on prend

l=0=1'4a.
2

Donc 'ordre total est au plus I, ¢’est-a-dire aw plus égal a la
somme des ordres en z ¢t en y des fonctions entiéres f(z, y,),
S (%o, y)-

Le théoréme est établi.

Les résultats précédents s’étendent sans peine aux fonctions
enti¢res de plusieurs variables; on peut aussi les étendre & des
cas ot 'on suppose 'ordre infini par rapport 4 I’'une des variables
z, y, mais o l'on donne, cependant, une limite supérieure de la
croissance.

Nous conviendrons de dire que I'ordre d’une fonction entiére
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f(2) est inférieur 4 v si le module maximum croft moins vite que

plel
e,

que cel ordre est inférieur & w? si le module maximum croit
moins vite que

11
ee

Nous aurons, par exemple, ce théor¢me :

Tutonime 1. — Si la fonction entiére & coefficients positifs
est telle que
S (z,yy) soit d'ordre p,
S(t,t) soit d’ordre < w,

xy étant un nombre posiuif particulier, on peut affirmer que
Dordre de f(x, y:) est égal a p quel que soit le nombre positif

yi (")
Nous avons, en effet, par hypothése

S, t)y=T(t)-L e

Posant
Fit)= 2 cqy 1,
il vient
ee!
A7

Cherchons le minimum du second membre. Annulons la déri-
vée logarithmique
et — %)
d’out

[
——q logt?
¢yl el 1 < e~ qlost

1 e . \ v
car ; est négligeable par rapporta log¢, d’ou enfin

'l< <(lo q)'l

[On voit que I'on a allaire & (logg)? au lieu de g7 que l'on
trouvait dans ’hypothése d’un ordre total fini. ]

(") Comptes rendus, 22 avril 19011 — Voirla Note de M. Emile Borel.
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Cela posé, si I'ordre en z est a pour y =1, I'ordre en z est
encore fini pour y pris quelconque et nous avons

(]) Amon < 'ﬁmm+u’
(I1) A< —‘L/—n'
(m)=

Le coefficient de z™, savoir

Amo+Ama Yy ... AQm.n—1 ot

est donc inférieur a

—l,il(|+y+_}/2—+—...+y"") .
(m)>
‘}/Il yll+l

-+ k A
[Iog(m -+ n)]/:;+1¢ + [log(m “4+n —+ I)Jm+-n+l +

Supposons, pour simplifier,
¥ >,
alors le coefficient

14+ y+ Y+ .+ yr-l

est inférieur a y".

. mlogm .
Prenons maintenant. n = m‘—r“m« , notre coefficient de x™ sera
»n2 /7t

inférieur a

‘}/Il 'y” )
w [log(m 4 n)jmrn o
(m)®
‘V'l ylL 1
S— . SN P USS— e sl e+ v 1ot & mr——
< m l]og( m-—+n )J/n +n . Yy
d _
m log(m +n)
n n n
<X
7 [log(m —+ n)]m+r m
m?> mx+e

puisque

m

[log(m + n)jm+n> (m)&.

L'srdre en z, pour cette valeur de y, est bien «, comme nous
le voulions montrer.
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Il est évident que ces théorémes et les théorémes analogues
relatifs au cas de n variables, ne s’appliquent plus au cas ou les
coefficients n'ont pas tous le méme signe. Soit, par exemplt,

o(z, y)=esinty + <,

On voit que ¢(z, n) est d'ordre 1, tandis que, si  a d’autres
valeurs, I'ordre est 2.

L’étude du cas général demandera que I'on pose des hypothéses
assez compréhensives et constilue un trés intéressant sujel de
recherches; il fallait commencer par le cas des coefficients de
méme signe.

Rayons de convergence associés.

Nous allons, d’aprés un Mémoire de M. E. Lemaire ('), étudier
la convergence absolue de la série

2 E . Ap,q TPy 9.

Nous adopterons d'ailleurs le langage relatif au domaine com-
plexe, quoique, en principe, nous considérions seulement des
séries a coefficients el & variables positifs.

On sait (théoréme d’Abel) que si la série est absolumenl con-
vergente au point (z, ¥), elle 'est encore en tout point (z, y)
si 'on a

lz] <|zol,  |y|<|¥ol-

Soient O et O’ les origines dans les plans z et y; C et C' deux
civconférences de centres O et O' et de rayons r et 1.

Nous dirons que les deux cercles forment un systéme de
cercles de convergence si la série converge absolument en tout
point (z, ), tel que z soit dans l'intérieur de C et y dans I'inté-
rieur de C'.

r et 7' seront dits rayons de convergence associés.

M. Lemaire se propose d’obtenir des rayons associés dont le
rapport soil un nombre donné K.

(') Bulletin des Sciences mathematiques; 18¢6.
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Soit une suite 3 deux indices
vey hpgy oo,
el considérons les termes tels que I'on ait
p+q=n,

La plus grande des limites, dans ces eonditions, pour n = oo,
sera le plus grand élément H de 'ensemble dérivé (voir p. 10).

Prenons, dans ces conditions (c’est-a-dire posant p 4+ g=n
et n croissant indéfiniment), la plus grande des limites de

|V K.
Soit A(K) cette plus grande limite. On a ce théoréme
Tutorime. — Les deux nombres
K

1 r_
"EWKY TN

constituent, quel que soit K, un systéme de rayons associés;
et l'on a

En effet, dés que 'on a n > N, il en résulte
|V K| <M (K) +e,
¢ tendant vers zéro lorsque N devient infini. Or, ceci donne

(p+q=n)
| 1 » kN 7_
Ia,,,.,,()\_’_ e) ()\+s) ~b
ce qui prouve la convergence absolue pour
7] < 5
X e’
K
i< T

et 1§ divergence siles deux inégalilés ci-dessus sont renversées.
Enfin, éliminant K entre les deux équations qui donnent r, //,
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on obtient la relation annoncée entre r et 1/. Le théoréme de
M. Lemaire est démontré.
Si I'un des points z, y vient sur la circonférence de son cercle

de convergence, il y a doute relativement 3 la convergence de la

série 22 ap 2Py,

Il peut arriver, d’ailleurs, qu
infinité de valeurs de 7.

Soit, par cxemple, la série de Mac Laurin correspondant a la
fonction

'a une valeur de r corresponde une

1
(l—z)(2—y)
on a des rayons associés en prenant

ou bien

ro=1i,
ou bien

En ce cas, I'¢limination de K est faite d’avance.
Celte analyse s’élend de suile aux séries

N N\ - )
oo Apy, pey ooy i@t oo 2P0

Soit A(K,, Ky, ..., K;_y) la plus grande des limites de

" 4 ) )i
‘ ‘/al'n-l‘:r '-wl’iK,ll K’!’ e K,IL"I
pour
(pr+p2+...+pi) =,

les (¢ —1) letires K représentant des nombres donnés arbitraires,
ona I rayons associés donnés par

avec
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Séries syntagmatiques.

Considérons une série réelle

El Elamfl"’")’"

et étudions la zone de convergence, c’est-d-dire 'aire du plan des
Ly ol peuvenl se mouvoir x et y, de maniére que la série con-
verge loujoum.

Nous pouvons d’abord prendre un nombre de termes de plus en
plus grand, sans aucune loi pour la formation du groupe, et voir
s'il y a, dans ces conditions, une limite pour la somme : ce sera le
groupement selon le mode A.

Nous pouvons, en second lieu, étudier la convergence de la
série des groupes homogénes : ce sera le groupement selon le
mode B.

Nous pouvons, enfin, ordonner la série double sclon les puis-
sances de l'une des variables: ce sera le groupement selon le
mode C.

Les trois modes A, B, C ne donnent pas, en général, la méme
zone de convergence.

Soit, par exemple, la série de développement de

I—Z‘-——}/
Le mode A donne
(a) |+...+—Tn-'~—'xl']'l+... (p+qg=n).
rlag!
Le mode B donne
(b) I+ (x4+y)+. (24 y)=+. ...
Le mode C donne enfin
[ 1 Y r?
s 11— +(1——.z')2 - (1—z)3 +

(c)

=§f’”<2““"\)+"'[Zi(%"’) ]
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Nous voyons que (a) converge si 1’on a
lel+1yi <
et (b) converge sil'on a
|+ yi <,

(c) converge si I'on a, ala fois,

-
<

E

1 —

Jz | <T.

Cauchy avait remarqué ces faits qui rendent s¢ difficile {’étude
des séries a plusieurs variables.

[Lappelait syntagmatiques les séries telles que celle qui pré-
ctde, convergentes avec le mode C dans des régions ou, par les
modes de groupement A ct B, elles divergeraient. Les dessins
ci-aprés montrent les zones de convergence A, B, C.

Fig. 3.

Y

+1

]

= f 0 Tmh]\& x
i

4

W_ 1

Ces remarques de Cauchy prennent une trés grande importance
lorsqu’on les rapproche des recherches récentes de M. Mittag-
Leffler sur le prolongement analytique. Par une méthode qui lui
est personnelle et complélement indépendante des travaux de
Cauchy, M. Mittag-Leffler est arrivé a des résultats de la plus haute
importance, précisément au moyen d’un groupement convenable
des termes dans des séries multiples & plusieurs variables, Mais
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nous devons nous borner i ces bréves indications, car 'élude de

Fig. 4.
Y
+1
0 m.-ﬂ x
)
-1 X
Fig. 5.
h
Yy
L.

+1 ax

ces travaux nous éloignerait trop de notre sujet (*).

(') Voir MitTAG-LEFFLER, Acta Mathematica, t. XXIII et XXIV; HapAMARD,
La série de Taylor et son prolongement analytique; BoRgL, Legons sur les
séries divergentes, Chap. VI.

FIN.
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