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COMPLEMENTS

DE

GEOMETRIE MODERNE

CHAPITRE 1

LES CONIQUES CONSIDEREES COMME COURBES UNICURSALES

1. Soit unc conique I' proprement dite. A, B, (i, D élant quatre
points fixes de la conique, donnés dans cet ordre, le rapport emhar-
monique (MA, MB, MC, MD) ou M(ABCD) des quatre droites qui
joignent les points A, B, C, D & un point M de cette conique a,
d’aprds un théoréme dit & Chasles (*), une valeur indépendante de
la position de M. Cette valeur est dite rapport anharmonique des
points A, B, G, D sur la conique : clle s représente par la notation
(ABCD), employée aussi pour désigner le rapport anharmonique de
quatre points A, B, C, D, donnés dans cet ordre, sur une droite.

2. Soicnt une conique proprement dite I' et une droite A rencon-
trant I' en deux points A et B, que

by nous supposerons d’abord distincts.

0 O étant un point fixe de I" aulre que

A et B, menons la tangente a I' en

0, rencontrant A en I. D’une ma-

nitregénérale, M étant un point de

I" et m étant un point de A, nous

. poserons
A A\i‘/B K m 1 R = (ABMO),
r=(ABml).

Cela posé, on a le théordme suivant:

(*) Ce théoréme est le suivant: Les droiles qui joignent deuz points fizes d'une
conique proprement dite & un point variable de celle conique sont les rayons homologues
de deuz faisceauz homogrgphigues.

Micngr, Géom. mod.
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Pour que deuzx poinis M et M’ de 1" et un point m de A soient en
ligne droite, il faut et il suffit que 'on ait
RR' =r.
1 La condition énoncée est nécessaire. Supposons en elfet que

les points M, M’ et m soicnt en ligne droite. Menons la droite OM,
qui rencoutre A en K. On a

R = (ABMO) = O(ABMO) == (ABKI)
et R’ = (ABM'O) == M(ABM'0O) = (A BmK).
Si, dans une représentation paraméirique linéaire de la droite 3,

a, b, k, p. et w désignent respectivement les paramétres des points
A, B, k,metl,ona

R = (ABKI) = F=2a @ =0

kb e —b

R+ (ABmK) % 7; ;’
uo—=0b K- 0

el par suile

¢ (= 0 —a\ ju—a k-
== (I" b o i;) ’ (:J‘ [ [,")

L b—a w—a

= (abuw) =ABml) = r.

u—0b’ o—b

2° La condition énonede est suflisante. Supposons en elfel que
M, M’ ct m soicnt tels que Pon ait

RR’ = r,

Menons la droite MM’ (qui scra la tangente en M si M/ est con-
fondu avec M) ; soit my son point d’intersection avec A. D'aprés la
proposition directe, o a

RR =r;
on en déduit que L'on a r=r,, c’est-d-dire
(ABmI) = (ABm,1),

ce qui exige que m, coincide avec m. La réciproque est donc établie.

3. Applications. — 1° ‘Supposons que ‘la droite MM’ varie en
passant par un point fixe m de A. Alors RR’ est constant. Soient
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K ét K’ les points d’intersection de A avec OM et OM'. On a
R =(ABKI), R -=(ABKT).

Si k et k' sont les paramétres de K et de K’ dans la représentation
paramétrique linéaire précédemment considérée de la droite A, on

a donc
h—a o—a . kK —a o —a\ const
K=b" (v)«—«lﬁ) K—b om-—h)
et par suite ki b —a const.

k—b Kb

Si T'on fait un changement de représentation paraméirique de A
en posant

feoma I —a
' . =
P VI S

la relation précédente devient
00" = const.

Elle exprime que les points K et K’ se correspondent en involu-
tion sur A el par suile que les points M et M’ se correspondent en
involution sur la conique. C'est le théoréme de régier.

2° Pour que la tangente en M & I' passe par le point m de 4, il
faut et il suflit que o ait

d’oti I'on tire R==y/r.

On voil ainsi que du point m on peut mener deux tangentes a I'.
Soienl M; et M, les deux points de contact et m’ lc point d'inter-
section de la droite MM, avec A. On a

(ABM,0) . (ABM,0) = r —= — (ABuml).
Mais, d’autre part, on a
(ABM,0) . (ABM.O) = (ABm'I).

Par suite, on a

(ABw'l) = — (ABml),

ce'qui éxprime que m’ est conjugué harmonique de m par rapport &
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A el B. Cest la propriété qui conduit a la définition de la polaire
d’un poinl par rapport & une conique.

4. On a le théoréme suivant:

Pour que quatre points My, My, My, M, de 1*, dislinets ou confon-
dus, et dewr points m el m' de A, dislincls ou confondus, sotent situés
sur une méme conique, il faul el il suffit que Uon ait

RRRR; = rr'.

1° La condition énoncée est nécessaire. Supposons en cffet qu'il
exisle une conique 1" passant par les six points M,, M., My, M,
m et m'. Le faisceau lindaire ponctuel de coniques qui contient la
conique 1" et la conique 1V conlient au moins une conique réduite
4 deux droites, I'une rencontrant la conique I' par exemple aux
deux points M, et M, distinctsou confondus, et la droite A au point
®, Vantre rencontrant I' aux }pux points My et M,, distincts ou
confondus, ct A au point u'. S Pon pose

e=(ABul), = (ABW),

on a

RiRs =o0  RR,=¢

et par suile R,RoR R, = 2ol

Par application du théortme de Desargues(®), les trois couples de
points (A, B), (i, ') ¢t (m, m') appartiennent & une méme involu-
tion. Il s’ensuit que 'on a

(ABym) == (BAp/m").

Si, dans une représentation paramétrique linéaire de A, a, b, 0,
0',t, 1" désignent les paramdtres des poinls A, B, u, v/, m. m' res-
pectivement, et si w désigne le paramétre du point 1, 1'égalité pré-
cédente s'éerit

b—a t—a_ O—b '~

6—bt—b 4 —a t'—d
€¢'est-a-dire

0—a 0'—a t—a l'—a

P N

(*) Ce théoréme s'énonce ainsi: Les conigues dun fail linéaire ponctuel sont
renconlrécs par une droile en des couples de poinls qui apparti t d une méme involuti
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c'est-d-dire encore

0—a H—a t—a l—a
O—b __t=b t—b
w—a w—a w—a
w—b o—b w—0b
c’est-a-dire enfin st =rr.

On a donc bien RRRR, =

2" La condilion énoncée est suffisante. Supposons en cffet que les
six points My, My, My, M; el m, m’ soient tels que Pon ait

R BB, R, = rr.

Il existe une infinité de coniques rencontrant la conique 1" aux
points My, M,, My, M;, distincts ou confondus. Ces coniques forment
un faisceau linéaire ponctuel, ef, parmi elles, il en existe une ct
une seule qui passe par m. Si m{ est le second point d'intersection
de cette conique avec Ay, on a, d’aprds la proposition directe,

,
RRLRR, ey
on en déduit que Uon a 1’ = ry, c’est-a-dire
(ABm'l) . (ABm{1),
ce qui exige que m; coincide avee m'. La réciproque est doue établie.
5. Applications, — 1° Fixons les points m el m’ d'intersection
de la conique variable I avee A et exprimons que I est suroscula-
trice 4 1. Les points My, My, M;, M; sont alors confondus en un

seul point M, ¢t I'on a
l{.’y ,',./’

équation du quatritme degré en R. Done, i exisle quatre coniques
surosculairices 1" qui passenl par dear poinls donnés sur une droite A
rencontrant 1" en dewr points distinels.
1/équation précédente se décompose en les deux suivantes:
R? - 4 \/rr’, R e

Les deux points M’ et Mj dont les R sont racines de la premitre équa-
tion sont sur la polaire du point v/ de la droite A tel que l'on ait

(ABVD) == /v,
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et les deux points M” et Mj dont les R sont racincs de la seconde
équation sont sur la polaire du point v’ de A tel que I'on ait

(ABVI) = —

Ces deux points v’ et v" sonl conjugués harmoniques par rapport aux
points A et B, cl ils sont aussi conjugués harmoniques par rapport
aux points m ct m'.

En particulier, supposons que la conique I' soil une conique &
cenire ¢t que les poinls m et m' soient les points cycliques. Les
quaire coniques I précédentes sont alors des cercles. Les points
v/ et v" sonl les points a Vinfini qui correspondent aux dircctions
principales de I"; leurs polaires par rapporl & I' sont les axes de I'.
1l existe done quatre cercles surosculaleurs & 1", el les points de conlacl
avee 1" sonl les sommels de 1°.

2° Fixons les points m et m’ d'interseetion de la conique variable
I'" avec A, puis exprimons que I passe par un point M, de I' el est
osculatrice & I" en un point M auatre que M,. Les trois points M,,
M;, M; sont alors confondus en un seul point M, et I'on a

Re
R,

équation du troisitme degré en R. Done, il existe trois coniques
passanl par un poinl donné de ', oscalalrices en un aulre point @ 1°, el
pussant par dewr points donnés sur une droile A qui renconlre 1" en deux
poinls dislinels.

Si R’, R", R” sont les racines de I'équation en R, on a
I

RRR" =",
R =

1
c'est-a-dire R RR'R" = 1,

ce qui exprime que les Lrois points de conlact avec I' des coniques 1™
précédentes sont sur une’ méme conique avec les points My, met m'.

En particulier, supposons que la conique 1" soit une conique a
centre el que les points m et m’ soient les points. cycliques. Les trois
coniques I'' précédentes sont alors des cercles. On voil ainsi que par
un point d’une conique & centre il passe lrois cercles osculatears a celle
conique en des poinls aulres que le point donné el que les trois points
de contact sont situés sur un cercle qui passe par le poinl donné.’

6. Voici des formes particuliéres de la relation établie au § 4
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entre les points d'intersection d'une conique variable avec une
comque fixe et avec une droite fixe, lonsque cetle comque ct cette
droite se coupent en deux points distincls.

° Supposons que A cL B soient les poinls cychiques. Alors, la
conique [" est un cerele el la droite A est ladroite 4 Uintini. Si V est
I'angle, défini & un multiple de = prés, deo la tangente en © 4 I’
avee la droile qui joint le point O au point M de F, on a, d'apris
un théoréme dit & Laguerre,

De méme, v étant I'angle de la tangente en O & I avec la droite
qui joint le point O au point m de la droite \, on a

re=e",
La relalion considérée devient alors
Vi Vo V-V o0
4 un multiple de = pris.

2" Supposons que 1" soit une cllipse et que A soit la droite a
I'infini. Les points A ¢t B sont alors imaginaires conjugnés. Pre-
nons sur ellipse comme point O une extrémité du grand axe et par
suile comme point [ e point & Pinfini du petit axe. Si M est un

point réel de ellipse, R est le uotient
de deux imaginaires conjugudes, c'est
une imaginaire de module 1, qui peut

P étre mise sous la forme ez, 3 élant

réel et défini & un multiple de 2z prés.
Montrons que 2 est ¢gal & l'anomalie
9 excentrigue du point M. Soit cn effet

é 0 P le point du cercle principal de

Fellipse qui est situé sur la perpendi-
culaire au grand axe mende par M el
qui est du méme colé que M par rap-
port au grand axe. Dans la transfor-
mation de I en M, Ic point O se trans-
forme en lui-méme, et les points cycliques se transforment en les
points A et B. Le rapport anharmonique R des points A, B, M, O
sur Vellipse est égal au rapporl unhauuomque formé sur le cnrcle
par les points cychques, le poiut P et te point O. Si 6 est I'angle
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de la iangente en O avec la droite OP, R est égal a e2*; par suile,
on a

3 = 26,

4 un multiple de 2z prés. On voit alors bien facilement que si G
est le centre de Pellipse. 4 est, & un multiple de 2= prés, langle de
la demi-droite CO avec la demi-droite CP. On reconnait la défini-
tion ordinaire de I'anomalic excentrique d'un point d'une ellipse.

Cela posé, cherchons la condition nécessaire et suflisante pour
que qualre points My, My, My, M d’unc ellipse, d'anomalies excen-
triques o,, 12, 4. %4, soient sur un méme cercle. Comme un cercle
variable rencontre la droite a Iinfini en deux points fixes, le pro-
duil efs1.eiz. ez iz a une valeur constante, ct il en est de méme de
la somme 3 -1- 92 -4y + 25, & un mulliple de 2z pris. Fn parti-
culier, considérons le cercle principal, qui touche Pellipse aux deux
points d'anomalies excentriques o el =5 pour ce cercle, la somme
des 4 relalifs aux points de rencontre avee Pellipse est égale 2 0, &
un multiple de 2z pres. Done, lorsque le cercle est quelconque,
on a la relation

wobgat

:|~I-‘7"<":‘.()’

-

i un multiple de oz prés; cest la condition nécessaire el suflisante
cherchée.

3* Cherchons la condition nécessaive ef suflisante pour que
quatre points My, My, My, M, d’une cllipse, d’anomalics 5, 9a, 24, 514
soieut sur unc hyperbole équilatére dont les asymploles sont paral-
leles aun axes de ellipse. Un point de rencontre d'une telle hyper-
bole équilatére avee la droite & Pintini & est justement le point T4
Pintini de la tangente en O & Pellipse ' pour ce point, r est égal
a 1. Pour le point & linfini dans la divection du grand axe de
Pellipse, qui est conjugué harmonique du point I par rapport aux
points i U'infini A ¢t B de Pellipse, rest égald - — 1. On a par suite
la relation

el el . g
¢'est-a-dire
?1""‘?14"{3"" Yy T T,y
4 un mulliple de am prés; cest la condition nécessaire el suflisante
cherchée.
Considérons une hyperbole équilatére dont les asymptotes sont
paralltles aux axes de I'ellipse; soient g, 24, 73, g les anomalics
des quatre poinls de rencontre de cette hyperbole avec Pellipse. Le
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cercle qui passe par les trois points d’anomalics 13 rencontre
ercle qui p par €  point malies 91, 92, fa ontr
Iellipse en un quatriéme point d'anomalie oi. D'aprés ce qui pré-
ctde, on a a la fois
-t wtbg=m,
U
¢1+ 2+ ptw=o0,
a un multiple de 27 prés. Donc ona
'
Gy ="7 -+ %,
a un multiple de ar prés. Les deux points d'anomalies 7, el 3
sont donc diamétralement opposés sur Pellipse.

Done, si l'on coupe une ellipse par une hyperbole équiatére dont les
asymploles sonl paralléles ana: awes de Uellipse, trois des points d'inter-
seclion el le point de Uellipse diamétralement opposé au quatriénie sont
sur un méme cercle.

4" Cherchons aussi la condilion nécessaire et sullisante pour que
quatre points M, My, My, M, d'une
cllipse, d'anomalies =y, za, 33, ¢

/O\E\ I I soienl sur une conique passant par le
M

centre G de Lellipse ¢t par le point a
Uinfini dans la direction du grand
axe, Soient \ ot B les extrémités du

B! A grand axe, A étant d'anomalie o, B,

d’anomalic =, Si P est le point da
cercle principal de Pellipse qui est
situé sur la perpendiculaire au grand
, . e \ . .

axe menée par le point M de ellipse, d’anomalie =, el qui est du
méme coté que M par rapport. au grand axe, nous avons vu que

l'angle de Ta tangente en A avec la drvoite AP est égal & :, A un

multiple de = pres. [ en résulte que, i O est le point (lc‘l'('“ipse

qui a pour anomalic :, lequel point est une extrémité du petit axe,

le rapporl anharmonique R des quatre points A, B, M, O est égal &
?

,, 4
0,9, lg Ty 1), Cest-i-dire i tg I
2 2

Le point I est & Uinfini. Le rapport anharmonique (ABII) est
égal & 1, et le rapport anharmonique (ABCI) est égal & - 1. La
condition cherchée est donc
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Posons, d’une manitre générale, tg ¥ — 1. La relation devient
a

Liblly = 1.

5° Voici une application de ce qui précdde aux normales i
Pellipse.

Cherchons d'abord le licu d'un point M tel que la polaire de ce
point par rapport d lellipse soit
perpendiculaire & la droite qui joint
le point M & un point donné TP.
Menons pour cela par le centre G
de I'cllipse la paralléle D & la polaire
A de M. Comme Yon sait, les deux
droites (M ct D sont deux diami=

X . , ™
¢ tres conjugués de lellipse ; elles
sonl conjuguées harmoniques par

() ) rapport aux asymplotes de I'cllipse,
et par suite elles se correspondent
involutivement. D'autre part, les

deux droites D et PM, qui sont rectangulaires, sout les rayons homo-

logues de deux faisceaux homographiques, de sommets Coet . 1l

s'ensuil que les deax droites MG et MP? se correspondent homogra-

phiquement, ¢t que le licu du point M est une conique passant par
les points C et P (). 1 est lacile de reconnaitre que celte conique
passe par les points it 'infini des axes de Pellipse; c’est donc une
hyperbole équilatere 11 dont les asymplotes sont paralléles aux axes
de Tellipse; on la désigne sous le nom d’hyperbole d’Apollonius

relative au point P.

La polaire d'un point de Pellipse étant la tangente en ce point,
on voil que pour (qu'un point de Pellipse soit situé sur Uhyper-
hole L, il faut et il suflit que la normale en ce point a Vellipse
passe par I'. L'hyperbole H rencontrant I'ellipse en quatre points,
on a le théorime suivant :

Yy M

Par un point P il passe quatre normales i Uellipse 1" ; les pieds de
ces qualre normales sont sités sur une hyperbole H passant par P, par
le centre de Uellipse et par les points & Uinfini des axes de Uellipse.

Cela posé, soient gy, 92, 44, 94 les anomalies des pieds My, M,, M;,

(1) Chasles a démontré le théoréme suivant: Le lieu du point de reacontre des rayoas
logues de deux fai homographiques de sommets distincts O el Q' est une conique
assant par les points O et O'.
P P P

I
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M, des quatre normales menées de P a Tellipse I. Puisque ces
points sont situés sur une hyperbole dont les asymptoles sont paral-

feles aux axes de I'ellipse, on a
H+v+ut-g=x,

a akw pres, b ¢lant entier, c'est-a-dire

ROOTIL ST B T
2 2 2 2 2

. . o v 2 s o
4 k= prés; autrement dit, tg <"' A St 7") est infini. En
y

. . o
posant, d’une manitre géndrale, lg ~ =, on-a done
2

U Slyly — libslyly - 0.

D’autre part, puisque les points M,, M,, My, M, sont situés sur
une conique passant par le centre de Pellipse et par le point a
I'infini du grand axe de Pellipse, on a

Lilylyly, = — 1.
Grace i cette seconde relation, la premidre peutl s’éerire
Xhiy=o0.
On obtlient ainsi deux conditions nécessaires et suflisantes pour que

les normales en qualre points d'une ellipse concourent en un méme
point.

L'équation aux 1 des pieds des normales menées d'un point & une
cllipse est de la lorme

\tbp BP4-Cl— Ao,

Dailleurs, si gy, 24, %4, 74 sont les anomalies des quatre points de
renconlre de Pellipse avec un cercle, on a

+- ¥s -+ q“> =0,
9 .

)

el par suile Mty = Blyloly.

1/équation aux ( des poinls de rencoutre d’une ellipse avec un cercle
est de la forme

At - B -C4- Bt 4D =o.
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De ce qui précéde résulte le théoréme suivant, di a Joachimsthal :

Les pieds de trois des normales qu'on peul mener d’un point ¢ une
ellipse et le symétrique par rapporl au cenire de Uellipse du pied de la
quatriéme normale sont silués sur un méme cerele.

7. Dans ce qui préctde, nous avons supposé que la droile A ren-
contrait la conique I" en deux points distincts. Supposons mainlenant
que A soit tangente & I' en un point A, et
proposons-nous d'¢tablir  une  condition
néeessaire el suflisante pour que quatre
points de I' et denx points de A soicul situés
sur une méme conique. A cel clfet, nous
ferons correspondre a chaque point M de I'
un paramélre % qui représente linéaire-
ment la droite OM aulour du point O.

A A o Considérons  d’abord une droite  ren-

contrant I en M ¢t M et A en m. Si la
droite varie de fagon que m reste fixe, d'aprés le théoréme de
IFrégier, les droites OM et OM' se correspondent en involution.
L'un des rayvons doubles de Finvolution est la droite OA, Tautre
rayon double est la droite qui joint le point O au point de con-
tact B de la seconde tangente menée de m a I Si % et 3 sont les
paramétres de M et de M/, z le paramétre de A el . celui de B,
on a I'égalité

1 1 2
—+

Aoz N—1 u. %

Cela posé, considérons une conique quelcongque I' rencontrant I°
aux quatre points, distinels ou confondus, M, My, My, M, ¢t la
droite A aux points, distincts ou confondus, m et m’. Soient p. el
les parameétres des points de contact B et B’ des secondes tangentes
mendes de m et de m' & la conique 1. Si m el m’ varienl sur A dans
une involution ayant A pour point double, le point de rencontre
des tangentes en B et B a I', en vertu du théoreme corrélatil du
théoréme de Frégier, décrit une droite, ct la droite BB’ passe par
un point fixe, pole de cette droite par rapport a la conique I'. Le
couple des points B et B’ varie donc en involution sur I'; d’ailleurs,
A cst un point double de P'involution ; par suite, la somme

esl constaute.



CONIQUES CONSIDEREES COMME COURBES UNICURSALES 13

Le faisceau linéaire ponctuel de coniques qui contient T" et 1"
contient au moins une conique réduite & deux droites, I'une ren-
contrant I' par exemple aux deux points M, et M, et la droile A au
point my, l'autre rencontrant I" aux deux points M, el M, et la
droite A au point m{. Soicnt py et ui les paramétres des points de
contact B, ct B des secondes tangentes nrenées de my et de mj a I'.
On a

I 1 2

~ b
h—a by — Py — 2

el par suite

B 4 —_ P | , FN
A A e -

Or, d'aprés le théoréme de Desargues, les couples (m, m') et
(my, mi) définissenl sur A une involution dont un point double
est A ; donc, d’aprés ce qui préctde, on a

T 1 I I
i +

| = _—
wy— % =& e x o w —z
: : ! b

On a linalement la condition nécessaire

1 1 1 T 2
e e

M—2 Ja—ax Mm% h— A p— I

Montrons que celle condition est suflisante. Supposons en ellet
que quatre points My, My, My, M; de I ¢t deux points m et m" de A
soient Lels que la relation précédente ait licu. I existe une infinité
de coniques rencontrant ' aux points, distincts ou confondus, M,,
M., My, M;. Les coniques forment un faisceau lindaire ponctuel, et,
parmi elles, il en existe une et une seule qui passe par m. Si m" est
le second point d’intersection de cette conique avec 3, en désignant
par 1" le parametre du point B’ de contact de la seconde langente
menée de m” & I', on a, d’aprés la proposition directe,
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cest-b-dire p' = p', ce qui exige que m" coincide avec m’. La réci-
proque est donc établie.

Pour interpréter la condition trouvée, nous introduirons une
notion nouvelle. D’une manitre générale, nous appellerons péle
harmonique d’un point, de paramétre o, sur une courbe unicursale,
par rapport & un systtme de points M, M,, ... , M, situés sur cette
courbe, de paramétres Ay, Xe, ..., A, le point P de cette courbe dont
le paramétre p est défini par P'égalité

1 I

ha —

11 est nécessaire de démontrer que la définition est indépendante de
la représentation paramétrique, supposée propre, de la courbe uni-
cursale, c’est-d-dire que la relation précédente subsiste si 'on effec-
tae sur les parametres iy, Xy, . . ., Ay, u €t @ une méme transforma-
tion homographique. Or, comme on sail. une transformation
homographique quelconque cst le produit de transformations
prises parmi les transformations homographiques, dites élémen-
taires, M == A~h , W =hr, N = ". On voil immédiatement que

A .
la relation considérée ne change pas de forme quand on cllectue
chacune des deux premidres transformations homographiques ¢lé-
mentaires. Il resle & voir que c’est encore vrai quand on ellectue la

transformation \' = ;\ Or, en posant

on a
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On voit bien ainsi gue la relation se réduit a

w—c
Le raisonnement suppose que » et 2’ sont finis. Si «, par exemple,

est infini, il convient de remplacer la relation qui définit le pole
harmonique par la relation

n;&zli—}'lg—\‘—"'—")‘n!,

comme on le reconnait en faisant, dans ce qui précede, o' == o.

En pacticulier, si le systtéme des points M se réduit a deux
points, le pole harmonique de A par rapport aux deux points M
est le conjugué harmonique de A par rapport & ces deux points.

La relation précédemment établie entre les points de rencontre
de I' ct de A avec une conique variable conduit ainsi au théortme
suivant :

Elant donnéis une conique 1" el une droile A tangentes en A, pour
que qualre poinls My, Mg, My, M, de I' el dear: poinls m el m' de A
solenl silués sur une méme conique, il faut el il sufit que le pole har-
monique de A par rapport au systéme des points My, My, My, M,
soit conjugué harmonique de A par rapport anzx points de contacl avec
1" des secondes tangentes menées & I" par les poinls m el m'.

Par dualité, appelons polaire harmonique d’une langente & unc
courbe unicursale, de paramétre z, par rapport & un systme de tan-
gentes & cette courbe, de paramétres &y, %y, - .., Aa, latangente dla
courbe dont le paramétre p est délini par I'égalité

1

I’apris cette définition, le point de contact de la polaire harmo-
nique est le pole harmonique du point de contact de la tangente
de paramétre o par rapport au systéme des points de contact des
tangentes de paramétres Xy, Xy, .+ ..y Ay-

Remarquons que la définition s’applique & I'cnsemble des droitces
qui passent par un point. On a, en outre, dans ce cas, le théoréme
suivarit, qui est immdédiat:

Soient n droites concourantes Dy, D,, ..., D,, unedroite A pas-
sant-par leur point de eoncours, et la polaire harmonique A’ de A par
rappert auz droites Dy, Dy, ..., D,. Si on coupe ces-droiles concou-

ranisspar une droilequelconque L ne p t pas par leur point commun,
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le poinit d'inlersection avec A a pour péle harmonique par rappori aux
points d’inlersection avec Dy, D,, ..., D, le point d'inlerseclion avec
A

Cela posé, on a, par dualité, le théoréme suivant :

Etant donnés une conique 1° el un point A de celle conique, pour
que quatre langentes Ty, Ty, Ty, T, @ T el dewx droiles i et I' menées
par A solenl langenles & une méme conique, il faul et il suffit que le
pole harmonique de A par rapport aux points de contact de T,, Ty,
Ty, T, soil conjugué harmonique de A par rapport aux poinls aulres,
que A d'inlersection de 1" avee les droiles t et I,

8. Applications. — 1* Remarquons que le pole harmonique
du point & I'infini d'une draite par rapport & un systéme de points
de cette droite est le centre des moyennes distances de ces points.
Cela posé, supposons, dans le premier théordme géndral établi au
paragraphe précédent, que les points m el m soienl les points
cycliques ; la conique T esl. alors une parabole et la conique variable,
un cercle. Le conjugué barmonique du point & Iinfini de la para-
bole par rapport aux points de contact des tangentes isotropes est,
par raison de symétrie, le sommel de cetle parabole. Donc, o a lo
théoréme suivant :

Pour que quatre points d'une parabole soient situés sur un méme
cercle, il faut el il suffit que leur cenire des moyennes distances. soit
situé sur Uaxe de la parabole.

2° Supposons, dans le second théoréme général ¢labli au para-
graphe précédent, que I' soit une parabole et que A soit son point de
contact avee la droite & Vinfini. On obtient alors I'énoncé suivant :

Le centre des moyennes dislances des poinls de conlacl avee une
parabole des langentes communes & celle parabole el i une conique de
centre G est sur la paraliéle & laxe de la parabole menée par le
point C. i

9. La relation entre les six points de rencontre d'une conique
variable avec une conique fixe I" et avec une droite fixe A est illu-
soire si la conique variable passe par un point commun a I' et
a A

Nous nous bornerons au cas oii la conique I' et la droite A sont
tangentes en un point A. Considérons une conique variable passant
par A et y admettant une langenle fixe, autre que A. Elle ren-
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contre I' en trois points variables M,, M,, M, ¢L Aen un point
variable m. Les quatre points M,, M,, M; et m sont liés par une
relation (ue nous nous proposons d’établir.

Prenons d’abord une conique variable rencontrant A en un
point m’ inliniment voisin de A el en un autre point m, rencontrant
I" en un point M, inliniment voisin de A ¢t en Lrois autres points
My, M,, M;. Reprenant les notations antérieurement définies,
nous avons |'égalité

0 1 e [ S
M—2 Jy—a dy—a  r— o w—x  u—z
Soit M le point de rencontre autre que M; de la droite m’M, avec
I'; si %' esl son paramétre, on a
T 1 2

—a N—z o —a

Par soustraction membre & membre des deux égalités préeédentes,
on obtient

1 1 | 1 . 2

i -
M—2r =2 g—a MN—a u—2

A la limite, quand M; et m' sont confondus avec A, M devient le
point de rencontre, autre que A, de la
tangente en A & la conique variable avee
© . .
la conique I, et la relation précédente
1 ’ I
conserve un sens.
En particulier, supposons que la droite
A soit & Vinfini; la conique I est alors
> I
une parabole. Coupons cetle parabole
par unc hyperbole équilatire variable
m ayant comme asymplote l'axe de la
parabole. M’ est par suile le sommet de
la parabole, et c’est aussi le point de contact de la tangente autre
que la droite & Pinfini mende de m & la parabole. Donc, 3’ .- u et
la relation devient

= N\___
K ws

1 3

b R e
e

Elle exprime que le pole harmonique du point i l'infini de la

parabole par rapport au systtme des trois points de rencontre

distance finie de la parabole avec 'hyperbole coincide avec le som-
Micuer, Géom. mod. 2
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mel de la parabole ; par suite, le centre de gravité du triangle ayant
pour sommets ces trois points cst sur I'axe de la parabole.

Voici I'application qu'on peut faire de ce résultat aux normales

& la parabole. Cherchons d’abord le lieu d’un point M tel que la
polaire de ce point par rapport a

la parabole soit perpendiculaire &

) la droite qui joint le point M &
un point donné P’. Menons pour

K m cela la paralléle & 'axe de la para-
bole qui passe par M ; elle ren-
contre la parabole en un point K,
T, en lequel la tangente est paral-
] lele & la polaire de M ct par suite
H’ O H N perpendiculaire & MP. Soient H
L la projection de K sur I'axe, N le
point de rencontre avec I'axe de

P la normale en K. Comme on sait,

HN est égal au paramétre de la

parabole. Menons. par le sommet

O de la parabole la parallele & MP

et i KN, rencontrant la droite MK

en K'; si I’ est la projection de K’/ sur laxe, les deux triangles
K'H'O et KHY se déduisent l'un de Paatre par translation ;

_,. . i )
comme HY est équipollent & un vecteur fixe, il en est de méme

de “’6, el ainsi le point II" est fixe, le licu de K’ est une droite
L perpendiculaire & I'axe de la parabole. D’apres cela, la droite
OK’ et la droite MK sonl les rayons homologues de deux [aisceaux
homographiques ayant pour sommets O ct le point a Iinfini sur
P'axe de la parabole. Comme les droites OK’ et PM se déduisent
I'une de l'autre par lranslation, il y a correspondance homogra-
phique entre ces deux droites et par suile entre les deux droites
PM et MK. Le licu du point M est donc une conique passant par
le poinl P et par le point & Pinfini sur 'axe de la parabole. Ce
dernier point s'obticnt dans la génération du lien en supposant que
la droite M devienne parallele & 'axe de la parabole ; alors, K vient
en O, la droite MK coincide avec 'axe de la parabole, et ainsi, on
voit que l'axe de Ja parabole est asymptote 4 la conique trouvée.
D’autre part, il est facile de reconnaitre que le point a I'inlini dans
la direction perpendiculaire a I'axe de la parabole est un point du
lieu ; le lieu cst donc une hyperbole équilatére asymptote i I'axe de
la parabole, dite hyperbole d’Apollonius relative au point I,
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D’apris cela, on a les théorémes suivants :

1° Pour que les normales a la parabole_en trois poinls de la para-
bole soient concourantes, il faul et il suffit que le centre de gravité du

lriangle ayant pour sommels ces lrois poinls soil sur U'axe de la para-
bole.

2° Pour que les normales a la parabole en lrois poinis de cetle para-
bole soient concourantes, il faul et il suffit que le cercle circonserit an
triangle qui @ pour sommels ces trois points passe par le sommel de la
parabole.



CHAPITRE 11

TRIANGLES CONJUGUES,
TRIANGLES INSCRITS ET TRIANGLES CIRCONSCRITS
AUX CONIQUES

1. On dit qu'un triangle est conjugué par rapport a une conique
si la polaire de chacun de ses sommets coincide avec le coLé opposé et
si, par le fait méme, le pole de chacun de ses colés coincide avec le
sommel opposé. Deux quelconques des sommets sonl conjuguds
par rapport a la conique, ct il en est de méme de deux quelcon-
ques des cotés.

Théoreme. — Les siz sommels de deux: triangles conjugués par
rappor! @ une conique sonl situés sur une méme conique (*).

Soient deux triangles ABC et A’B'C’ conjugudés par rapport &
une conique 1. Les coniques qui passent par les quatre points A,
B3, C, A’ forment un faisceau lindaire ponctuel, ct, d’aprés le théo-
réme de Desargues, clles rencontrent la droite B'C/ en des couples
de points qui font partie d’'une méme involution. En particulier,
la conique formée par les deux droites A’B et ACG et la conique
formée par les deux droites A'C et AB rencontrent B'CY en deux
couples de points M, N et M, N’ qui appartiennent a cetle involution.
Or, les points M et N sont conjugués par rapport & I, ainsi que
les points M’ et N Par suite, Pinvolution précédente a deux
couples communs avec I'involation formée par les couples de points
situés sur B'( et conjugués par rapport & I'; elle coincide donc
avec cetle involution ct contient ainsi le couple des points B’ ét C/;
autrement dit, il exisle une conique passant par A, B, C, A’ et
passant par B’ et C'. Le théortme cst démontré.

Remarquons qu'il peut arriver que la conique passant par les

(1) Ce théoréme est dt i Poncelet.
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six sommels des deux triangles soit formée de deux droites; ces
deux droites sont alors conjugudes par rapport a I'

Théoréme corrélatif. — Par application du principe de dua-
1ité, ou par transformation par polaires réciproques par rapport &
la conique I', on oblient le théoréme suivant :

Les six cilés de deux Iriangles conjuyués par rapport i une conique
sont langenls ¢ une méme conique.

Remarquons que la conique tangente aux six cotés des deux
triangles peul étre formée de deux points; les deux points sont
alors conjugués par rapport a I'.

Théoreme. — FElanl données dewr coniques 1" et 17, 5"l exisle
an triangle @ la fois inserit a V' el conjugué par rapport a I', il en
exisle ane infinité, de facon qu'on pisse prendre ponr un des sommels
d’un lel triangle un point arbitraire de 1.

Soit en -effet ABC le triangle a la fois inscrit & I ct conjugud
par rapport & 1I'. A’ élant un point arbitrairement choisi sur 17, la
polaire de A’ par rapport & I' rencontre 1 en deux points B et ¢/,
qui, d'aprés la démonstration méme du théorime de Poncelet, sont
conjugnés par rapport i I'. Le triangle A’B/C est a la fois inscrit
a T et conjugué par rapporta I'.

La conique I est alors dite harmoniquement circonscrite a la co-
nique 1.

Par dualité, étant données dewr coniques ' el 17, s'il exisle un
triangle & lu fois circonserit & 1 el conjuyué par rapport @ 1", il en
exisle une infinité, de fucon qu'on puisse prendre pour un des cilés
d'un lel triangle ure langenle arbitraire @ 1.

La conique 1" est alors dite harmoniquement inscrite & la ro-
nique 1",

2. Applications. - 1° Soit une hyperbole équilatére de
centre O. Le triangle qui a pour sommets le point O et les points
cycliques L et J est conjugué par rapport a I'hyperbole. ABGC étant
un triangle conjugué par rapport & I'hyperbole, les six points A
B,C0,1,) S(\l“ll situds sur unc méme conique. \utrement dit,

1’

Le cercle circonscrit @ un lriangle conjugué par rapport & nne
hyperbole équilatére passe par le centre de celle hyperbole.



29 TRIANGLES CONJUGUES, TRIANGLES INSCRITS
On a aussi les théorémes suivants :

Si un cercle passe par le centre d'une hyperbole équilatére, il existe
une infinité de triangles a la fois inscrils au cercle el conjugués par
rapport & Uhyperbole.

. Le lien des cenlres des hyperboles équilatéres qui admetlent un triangle
donné comme Iriangle conjugué est le cercle circonscril a ce iriangle.

2° Soient une hyperbole équilatére H et un cercle G ayant son
centre o sur I'hyperbole. Le triangle qui a pour sommets le centre
o du cercle et les points & I'infini de Phyperbole est a la lois inscrit
i I'hyperbole et conjugué par rapport an cercle. Donc,” si une
hyperbole équilatére passe par le cenire d'un cercle, elle est harmoni-
quemenl circonscrile i ce cercle.

Monirons que, réciproquement, si une hyperbole équilatére est
harmoniquement circonscrite & un cercle, elle passe par le centre du
cercle. En effet, un point & P'infini de I'hyperhole est un sommet
d’un triangle & la fois inscrit & 'hyperbole et conjugué par rapport
au cercle. Le coté du triangle opposé &t ce sommel est perpendicu-
laire & la direction des droites qui passent par ce point a l'infini ;
il passe donc par I'autre point a Iinfini, qui est ainsi un second
sommel du triangle. Le troisitme sommel est nécessairement le
centre du cercle; le centre du cercle est donc situé sur I'hyperbole;
la réciproque est démontrée.

3" Ftant donnés un triangle ABG el deux points o, «', il existe

une conique et en général une -seule

o passant par les poinls o, ' et admet-

tant le triangle ABC comme triangle

conjugué. En effet, il cxiste un qua-

B drangle admettant le point  pour

A un de ses sommets ct tel que les

points de rencontre de ses cotés oppo-

sés soient les points A, B, C. Ce

quadrangle admet pour cotés les
droites wA, wB, wG, puis, respecti- -

vement opposées & ces droites, la

droite B'C’ conjuguée harmonique

de wA par rapport & AB et AC, la droite C’A’ conjuguée harmoni-

que de wB par rapport & BC et BA, la droite A’B' conjuguée

harmonique de w(: par rapport & CA et CB. Pour qu’une conique

passe par o et admette le triangle ABC comme triangle conjugué,

il faut ct il suffit qu'elle passe par les quatre points w, A’, B',

A C B
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C'. On voit ainsi qu’il existe une conique et en général une seule
passant par w, w’' et admellant le triangle ABC comme triangle
conjugué ; c'est la conique qui passe par les cinq points o, o,
A, B, O .

En particulier, en supposant que les points o etw’ sont les points
cycliques, on voit qu'il existe un cercle I' et un seul admettant un
triangle ABG comme triangle conjugué. La polaire d’un point par
rapport & un cercle étant perpendiculaire au diamétre qui passe par
ce point, le centredu cercle I' n’est autre que le point de concours H
des hauleurs (orthocentre) du triangle ABC. Si «, 3, v sont les
pointsde rencontre des colés BC, GA, AB dutriangle respectivement
avec les hauteurs All, BH, CII, on a

HA Il 1B 113 - HC . Hy - g2,

¢ étanl le rayon du cercle I'. En supposant le triangle ABC réel,
pour que le cercle 1" soit réel, il faut el il suffitgue le triangle soit
obtusangle.

Soit alors une hyperbole équilatére circonscrite au triangle ABC ;
clle est harmoniquement circonscrite au cercle 1'; elle passe donc
par le centre dece cercle. \utrement dit, si une hyperbole équilatére
esl circonscrile ¢ un triangle, elle passe nécessairement par Uorthocentre
de ce triangle.

Réciproquement, soit une conique circonscrite & un triangle ABC
et passanl par le point 1l de concours des hauteurs ; montrons que
c'est une hyperbole équilative. En effet, cette conique est harmo-
niquement circonscrite au cercle 1, de centre U, qui admet le
triangle ABC comme triangle conjugué. Il existe un triangle inscrit
& la conique ayant pour sommet le point H et conjugué par rapport
au cercle 1'. Les deux autres sommels de ce triangle sont les points
A l'infini de la conique; ces points, élant conjugués par rapport a I,
sont a I'infini dans deux directions reclangulaires; la conique con-
sidérée est donc une hyperbole équilatire.

4° Soit-une hyperbole équilatére de centre O. Le triangle qui a
pour sommets le point O ct les points cycliques I et J est conjugué
par rapport & I'hyperbole. ABC élant un triangle conjugué par
rapport i I'hyperbole, les trois cotés de ce triangle, les droites OI
et OJ et la droite & l'infini sout six tangentes d une méme conique.
Autrement dit,

La conique qui admel comme foyer le centre d'une lyperbole équi-
latére el qui est inscrile @ un lriangle conjugué par rappor! & cette
hyperbole est une parabole.
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5° Soil unc parabole. Les points & I'infini dans deux direclions
rectangnlaires variables se correspondent involutivement sur la
droite a Pinfini; les points doubles de l'involution sont les points
cycliques. Comme la droite & I'infini est tangente & la parabole, en
vertu du théoréme corrélatif du théoréme de Frégier, le lieu du
point de rencontre de deux tangentes rectangulaires variables & la
parabole est une droite D qui passe par les points de contact des
tangenles isotropes & la parabole ; celle droite cst la polaire du foyer
de la parabole par rapport & la parabole; autrement dit, c’est la
directrice de la parabole.

Cela posé¢, considérons les paraboles qui sonl inscrites a un
triangle ABC. Elles sont tangenles i quatre droiles fixes, les colés
du triangle ABC et la droite & linfini; clles forment donc un
faiscean lindaire tangenticl, et les couples de tangentes mendes d’'un
point donné¢ & ces paraboles font partie d’'une méme involution.
Supposons que le point donné soit le point 1l de rencontre des
hauteurs du triangle ABC. L’involution contient alors trois couples
de droites rectangulaires, chacun de ces couples étant formé des
droites qui joignent H & un sommel du triangle el au point
I'infini sur le coté opposé. 11 s'ensuit que lous les couplesde l'invo-
lution sont formés de droites rectangulaires ; autrement dit,

Si un triangle est circonserit & une parabole, le poinl de rencontre
des hauteurs du Iriangle est situé sur la direcirice de la parahole.

Il en résulte que

Si une parabole est harmoniquement inserite & un cercle, sa direclrice
passe par le cenlre du cercle.

Pour établiv ce théoréme, on peul encore raisonner comme
il suit.

Soient une parabole et un triangle ABC qui lui est circonscrit.
Considérons le cercle qui admet le triangle ABC comme triangle
conjugué ; il a pour centre le point 11 de concours des hauteurs du
triangle. La parebole étant harinoniquement inscrite au cercle, il
existe un triangle circonscrit & la parabole et conjugué par rapport
au cercle, dont un c¢oté est la droite & P'infini, qui st une tangente
a la parabole. Le sommet de ce triangle qui est opposé a la droite
a linfini coincide avee 115 les deux cotés qui passent par 11 sont
deux diamétres rectangulaires du cercle; or, ce sont aussi les
tangentes & la parabole qui passent par 1. On voit ainsi que H est
situé sur la directrice de la parabole.

Montrons maintenant que, réciproquement,
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Etant donnés une parahole et un cercle, si la direclrice de la para-
bole passe par le centre du cercle, la paralole est harmoniquement
inscrile au cercle.

En cffet, les tangentes & la parabole ui passent par le centre du
cercle sont rectangulaires ; elles forment donce avec ladroitea 'inlini
un triangle qui est & la fois circonscrit & la parabole et conjugué par
rapport au cercle, ce qui démontre le théoréme.

3. Théoreme. - Elant donnés dewr lriangles inscrils & une
conique, il existe une conique admeliant ces dewr triangles comme
triangles conjugués.

Soient en cffet deux triangles ABC et N'B'(Y inscrits & une
méme conique 17, Les coniques qui passent par les quatre points
A, B, G, A/, parmi lesquelles se trouve la conique 1", forment un
faisceau lindaire ponctuel, et, d'aprés le théoréme de Desargues,
elles rencontrent la droite B'G’ en des conplesde points qui font, par-
tie d'une méme involution. Parmi ces couples de points se trouvent
le couple des points B’ et €/, le couple des points d'intersection z et
' de B'CY respectivement avee les droites A'A et BG, le couple des

points d'intersection B et 8 de B'C/ respectivement avee les droites
A’B et CA, le couple des points d’intersection + et 4 de B'(Y respec-
tivement avee les droites A’G et AB. §'il existe une conique admet-
tant les deux triangles ABC et A'B'C/ comme Lriangles conjugués,
chacun des couples de points (z, o), (3, #), (v, Y') est formé
de points conjugués par rapport & celle conique, qui doit donc
passer par les points doubles I’ et Q de involution précédente et
étre tangente en I et Q aux droites A’P ¢t A’Q). Fn outre, cette
conique doit passer par le conjugué harmonique I du point P par
rapport au point A et au point d’intersection K dela droite APavec
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la droite BC. Or, il existe effectivement une conique I' qui cst
tangente en P et Q aux deux droites AP et A’Q el qui passe
par P'. Cette conique I' admet le triangle A'B'C’ comme triangle
conjugué. Pour démontrer le théoréme, il suflit d’élablir que le
triangle ABC est conjugué par rapporl & I'. Or, la polaire de o' par
rapport & I" passe par A’ et par «, elle passe donc par A ; par suite,
la polaire de A par rapport & I' passe par «'; comme eclle passe
aussi par K, c'est la droite BC. Ensuite, la polaire de 8’ par rapporl
4 1" est la droite A’B qui passe par B; donc la polaire de B, qui
passe par A, passe aussi par B’ el coincide ainsi avec AC ; de méme,
la polaire de G estla droite AB. Le triangle ABC est bien conjugué
par rapport & I'.

Théoréme corrélatif. ~ - Par application du principe de
dualilé, on a le théoréme suivant :

Etant donnés deur triangles circonserils @ une conique, il existe une
conique admeltani les deur Iriangles comme Iriangles conjugués.

Théoréme. - Les Iriangles inscrils & une conique I'' el conjugqués
par rapport & une conique 1" sonl circonserils ¢ une conique 1", polaire
réciproque de 1" par rapport @ T'.

En effel, dans la transformation par polaires réciproques par
rapport & I', les sommets d’un triangle conjugué par rapport & I
se transforment en les cotés de ce triangle. Si donc un triangle
conjugué par rapporl & I' est inscrit & une conique 17, il est
aussi circonscril & une conique 1, polaire réciproque de 1" par
rapporl & I".

Théoréme corrvélatif. — Les (riangles circonscrils @ une
conique 1" ét conjugués par rapport it une conique 1' sonl inscrils & une
conique 1", polaire réciproque de " par rapport i 1'.

1} suffit d’appliquer le principe de dualité i la démonstration du
théoréme précédent.

4. Des théorémes qui viennent d’étre établis, il résulte les
théordmes suivants :

1o 8¢ dewr riangles sont inscrils ¢ une méme conique, ils sonl aussi
circonserils & une méme conique.

En effet, si deux triangles sont inscrits & une méme conique, i
existe une conique par rapporl & laquelle ils sont, conjugués; par
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suite, d'aprés le théoréme corrélatil du théoréme de Poncelet, ils
sont circonscrils 4 une méme conique.

1% Si deux lriangles sont circonserils & une méme conique, ils sont
aussi inscrils & ane méme conique.

En ecffet, si deux triangles sont circonscrits 4 une méme
conique, il existe une conique par rapport i laquelle ils sont con-
juguds; par suite, d’aprés le théoréme de Poncelet, ils sont inscrits
& une méme conique.

Théoréme. — FElant données deur coniques I'y el ', s'll exisle
un lrigngle & la fois inserit @ Ty el cireonserit @ 1y, il en exisle une
“infinilé, de facon qu'on puisse prendre pour un des sommets 'un tel
triangle un poin arbitraire de 1' el de facon qu'on puisse prendre pour
un des colés d’un lel triangle une tangente arbitraire i 1's.

En effet, soit ABC le triangle i la fois inscrit & I", et circonserit
4 I'y. A/ étant un point arbitrairement choisi sur I'y,-menons de A’
les tangentes & I',; soient B’ et (' les points d'intersection autres
que A’ de cos deux droites et de Iy Les deux triangles ABC et
A'B'CY, étant inscrits a Iy, sont circonscrils A une méme conique,
laquelle coincide avec la conique I',. comme avanl cing tangentes
communes avee elle. ’

De méme, soient B’ el €/ les points d'intersection avee I’y d’une
tangente & I°; prise arbitrairement. De B’ et de C’' menons les tan-
gentes i I'y autres que B'C’ ;5 soit A’ le point de rencontre de ces
deux droites. Les deux triangles ABG et A/B'C/, élant circonscrits
A I'y, sont inscrils & une méme conique, laquelle coincide avee Iy,
comme ayant cing points communs avec elle.

Théoréme. — Les triangles inscrits @ une conique 1" et circon-
serils a une conique 1" sont conjugués par rapport & une conique 1.

Soient en cffet deux triangles ABC et A’B‘C/ inscrits & I et
circonserits & 1", Il existe une conique I' qui admet ces deux
triangles comme triangles conjugués. La polaire réciproque de I
par rapport & 1" est inscrite aux deux Lriangles considérés et coincide
par suite avec la conique 1", comme ayant six tangentes communes
avec elle. Il s’ensuit que les triangles inscrits a 1" et conjugués par
rapport & I' sont circonscrits & 1, d’oti résulte immédiatement que
les triangles inscrits & 1" el circonscrits & I' sont conjugués par
rapport & I'.

5. Application. — Soit une parabole. Le triangle qui a pour
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sommets le foyer F de cette parabole et les deux points cycliques
cst circonscrit a la parabole. 11 en résulte que les trois sommets d'un
triangle circonscrit & la parabole, le point I et les points cycliques
sont situés sur une méme conique ; autrement dit,

Le cercle circonscrit & un triangle circonserit @ une parabole passe
par le foyer de celle parabole,

on encore

Le lien des foyers des paraboles inscrites & un Iriangle est le cercle
circonseril « ce lriangle.

On a aussi I'énoncé suivant :

Si un cercle passe par le foyer d'une paralole, il exisic une infinilé
de triangles inserits au cercle el circonscrits & la parabole.

6. Théoreme. — St une conique 1" esl harmoniquemenl circon-
serile & une conique 1, la coniyue 1" est harmoniquement inscrile ¢ la,
conique 1",

En elfet, soit ABC un triangle inscrit & I el conjugué par
rapport a 1', .

Prenons une tangenle quelconque a 1", rencontranl IV en « el [3,

Il s'agit de montrer qu'il existe un triangle admettant celte droite
comme cité, & la fois circonscrit & 1' et conjugué par rapport & IV,
Cela revient & montrer que si O cst le point de rencontre des
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tangentcs en aet 5 & I, les deux tangentes & I' qui passent par O
sont conjugudes hnrmoniqucs par rapport aux deux droiles Oz ct OB.

Or, la conique 1" qui est tangente & la droile a3 est langente
trois autres droites formant avec 8 un quadrilalére complet qui
admet comme diagonales les cotés du triangle ABC. Trois des
sommels de ce quadrilatére complet sont les points d'inlersection
M, N, I de la droite 28 respectivement avec les cotés BG, CA, AB
du triangle ABC; soient M/, N, P’ les sommels du quadvrilatere
complet respectivement opposés i M, N, . Les deux points M et M
sont conjugués harmoniques par rapport aux points B et G; ils
sont donc conjugués par rapport & I''. Il s’ensuil que la droite OM'
est la polaire de M par rapport & I et qu'elle est ainsi conjuguée
harmonique de OM par rapport aux deux droites Ox et 03. De
méme, ON’ est conjuguée harmonique de ON, OP’ est conjuguée
harmonique de OP par rapport aux droites Ox ct 03. Mais, cn
vertu du théortme de Desargues relatil aux faisceaux linéaires
langentiels de coniques, le couple des langentes & I' qui passent
par O fait partie d'une involution qui contient les couples de
droites (OM, OM’), (ON, ON7), (0P, OP"), Ce qui précede
montre que Oz et O3 sont les droites doubles de cette involution,
cl ainsi il est bien établi que les deux tangentes o I' qui passent
par O sont conjuguées harmoniques par rapport aux droiles Ox
et 08,

Theéoreme corrélatif.  Siune conique U est harmoniquement
inserite a4 une conique V', la conique 1" est harmoniquemenl circonserile
@ la coniyue |

La démonstration de ce théoréme se déduit de la précédente par
application du principe de dualité.

7. Applications. — 1° Nous avons vu que pour qu’une hyper-
bole équilatére soit lmrmnmquom«.nl circonscrite & un cercle, il
faut et il sflit qu’elle passc par le centre du cercle. On en déduit,
par application de ce qui préctde, que

La condition nécessaire el suffisanle pour qu’un cercle soit harmo-
niquement inscril @ une hyperbole équilatére est que le centre de ce
cercle soit situé sur Uhyperbole équilatére.

11 ea résulte le théortme suivant :

Les hyprrbolt’s équilatéres qui admetlenl un triangle donné comme
triangle conjugué passen! par les qualre points de concours des bissec-
trices de ce Iriangle.
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Ces hyperboles équilatéres forment un faisceau linéaire ponctuel |
de coniques, dont le triangle conjugué commun est le triangle
donné.

2° Nous avons vu que pour qu’un cercle soil harmoniquement,
circonserit 4 une hyperbole équilatére, il faut et il suflit que le
cercle passe par le centre de I'hyperbole équilatére. On en déduit
que

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une hyperbole équilatére
soit harmoniquement inscrite i un cercle est que son centre soit situé sur
le cercle.

1l en résulte le théoréme suivant ;

Le lieu des centres des hyperboles équilatéres inscrites @ un triangle
est le cerele qui admet ce triangle comme lriangle conjugué.

3° Enlfin, nous avons vu que pour qu'une parabole soil harmoni-
(quement inscrile & un cercle, il faut et il suflit que la directrice de
la parabole passe par le centre du cercle. On en déduit que

l.a condition nécessaire el suffisante pour qu'un cercle soit harmoni-
quement circonscrit @ une parabole est que son centre soil situé sur la
directrice de la parabole.

Le centre du cercle circonscrit i un triangle conjugué par rapport
a une parabole est situé sur la directrice de la parabole.

8. Theéoveme, -~ Parmi les coniques d'un faisceau lincaire pone-
luel, il en existe une el, en général, une seule qui est harmoniquement
cireonserile @ une conique donnée 1'. S'il eviste dewr coniques du fais-
ceau harmoniquement circonscrites « 1", loule conique du faisceau est
harmoniquement circonscrile a 1'.

En cffet, soit A un point commun aux conigues du faisceau
linéaire ponctucl donné. La polaire A de A par rapport & I' ren-
contre les coniques du faisccau en des couples de points qui forment
unc involution. D'autre part, il exisle sur A une inlinité de couples
de points conjugués par rapport & I', qui forment aussi une invo-
lution. Pour qu’une conique du faisceau linéaire soit harmonique-
ment circonscrite i 1, il faut et il suflit qu’elle rencontre A en deux
points formant un couple commun a ces deux involations. Or,
ces deux involutions ont, en général, un couple commun et un seul ;
d’autré part, si elles ont deux couples communs, elles coincident.
D’ou le théordme.
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Parmi les coniques du faisceau, il en existe en général trois qui
sont formées de deux droites. Or, pour qu’une conique formée de
deux droites soit harmoniquement circonscrite & I', il faut et il
sullit que les deux droites soient conjuguées par rapport & I'. On
voit ainsi que

8i deur couples de cilés opposés d'un quadrangle sont formés de
droites conjuguées par rapport i une conique 1', il en est de méme du
troisiéme couple de cités opposés.

Théoreme corrélatif. — Par application du principe de
dualité, on a le théoréme suivant:

Parmi les coniques d'un faisceau linéaire tangenliel, il en exisle une
et, en général, une seule qui est harmoniquement inscrile « une conique
donnée 1", S'il existe deux coniques du faisceau harmoniquement
inscrites @ I, loule conique du faisceau est harmoniquement inscrite
al.

En particulier,

Si deaxr couples de sommels opposés d'un quadrilatére complet sont
Jormés de poinls conjugués par rapport & une conique I', il en esl de
méme du lroisicme couple de sommels opposés.

9. Applications. — 1° Soient deux cercles C et C' harmoni-
(uement circonscrits i une conique 1" de centre O. Ces deux cercles
définissent un faisccau linéaire ponctuel de coniques, qui contieni
la conique formée de la droite a Pinfini et de Paxe radical A des
deux cercles. Ges deux droites sont, d’aprés ce qui précéde, conju-
gudes par rapport & I"; autrement dit, A passe par le centre Ode I'.
On voit ainsi que le point O a méme puissance par rapport a deux
cercles quelconques harmoniquement circonscrits & 1. Les cercles
harmoniquement circonscrits a I' sont donc orthogonaux i un cercle
fixe w concentrique a I'.

Réciproquement, si un cercle ( est orthogonal au cercle w, il est
harmoniquement circonscrit 4 I'. En effet, I'axe radical des cercles
C et C; passe par O; il forme par suile avec la droite & I'infini une
conique harmoniquement circonscrite & I'. Le cercle G étant harmo-
niquement circonscrit & I', le cercle G, qui fait partie d’un faisceau
lindaire ponctuel de coniques contenant deux coniques harmonique-
ment circonscrites & I* esl lui-méme harmoniquement circonscrit
al.

D’autre part, pour qu'ua cercle de rayon nul soit harmonique-
ment circonscrit & I', i faul et il suflit que les deux droites isotropes
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qui le constituent soient conjuguées harmoniques par rapport aux
tangentes a I qui passent par leur point d’intersection ; autrement
dit, il faut et il sullit que les tangentes & I' soient rectangulaires.
Or, le cercle étant orthogonal & w, son centre est silué sur le cercle
. On a ainsi le théoréme suivant, dt & Faure:

Pour qu'un cercle soit harmoniquement circonseril & une conique @
centre, il faut el il suffit qu'il soil orthogonal & un cercle fixe concen-
Irique a la conique, qu'on peut définir comme étanl le lien des points
de rencontre de deur tangenles rectangulaires ¢ celle conique.

Ce cercle est dit cercle orthoptique de la conique.

Parmi les points de ce cercle se Lrouvent en particulier les som-
mels du rectangle quia pour cotés les langentes aux sommets de la
conique. Il en résulte immédiatement que le carré du rayon du
cercle orthoptique de la conique I est égal & la somme des carrés des
demi-longuenrs des axes de cette conique.

En particulier, quand la conique I' est une hyperbole équilatére,
le cercle orthoplique est de rayon nul; il s'ensuit que pour qu'un
cercle soit harmoniquement circonserit & une hyperbole équilatére,
il faut et il suflit qu’il passe par le centre de cette hyperbole. Nous
retrouvons ainsi un résultat déja démontré.

D’autre part, rappelons que, pour qu'un cercle soit harmoni-
quement circonserit a une parabole, il faul et il suflit que son centre
soit situé sur la directrice. On peut encore dire qu'il faut et qu’il
suffit qu'il soit orthogonal i la directrice, laquelle est le licu des
points de rencontre de deux tangentes rectangulaires i la parahole,
La dircctrice d'une parabole est aussi dite droite orthoptique de la
parabole.

1® Cela posé, du théoréme de Faure, on peut déduire par appli-
cation d'un théoréme précédent (§ 6) le théordme suivant :
Pour qu’une conique soil harmoniquement inscrile & un cercle, il

Jaat et il suffit que son cerele (ou droile) orthoplique soil orthogonal
aun cercle.

On a immédiatement les énoncés qui snivent :

Le cercle (ou droile) orthoplique d’une conique inserile & un (riangle
est orthogonal au cercle qui admel ce (riangle ccmme triangle con-
jugué.

Le lien des cenlres des coniques qui sonl inscriles & un lriangle et
qui son! lelles que la somme des carrés des longueurs de leurs axes
soit eonstante est un cercle qui a pour centre le point de concours des
hauleurs du triangle.
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10. Soit une conique I' harmoniquement circonserite 4 une
conique I'. Proposons-nous d'établir les relations qui existent entre
les sommets des triangles tels que MNP qui sont inscrits a I' et con-
jugués par rapport i I'.

Désignons par ABC une position particuli¢re du triongle variable

c MNP. La droite AB rencontre [' en
deux points m et n conjugués har-
moniques par rapporl aux poinls
A et B. Les coniques qui passent
par les quatre points M, N, P, G
sont harmoniquement circonscrites
a la conique 1" et rencontrent par
suite la droite AB en des couples
de points conjugués harmonicues
par rapport aux points m et n.
Parmi ces coniques, il en existe une qui est tangente en m A la
droite AB.

Appliquonsa cette conique la relation qui existe entre les six points
de rencontre d’une conique variable avec une conique ct une droite
fixes se rencontrant en deux points distincts (I, § 4). Soit y le
point ot la tangente en € & I rencontre AB. Désignons par R,
Ry, Ry les rapports anharmoniques sur 1) des points (A, B, M, Q),
(A, B, N, C), (A, B, P, C) et par rle rapport anharmonique sur AB
des points A, BB, m,~. On a, quand le triangle MNP varie,

¥

RiR,Ry = % = consL.

C’est une premitre relation entre les trois sommets du triangle
variable MNP. Oun obtient unc scconde relation en counsidérant, au
licu du coté AB, I'un des deux aulres colés du triangle ABC. 11
ne peut y avoir d'ailleurs plus de deux relations distinctes.

Cela posé, représentons un point variable de I par un paramétre
représentant linéairement autour d’un point fixe O de 1V la droite
qui joint le point O au point variable considéré. Soient a, b, ¢ les
paramdtres des points M, N, P cl 2y, Ay, Xy ceux des points A, B, C.
Les relations précédentes deviennent

@@= 2)(b—2)Ce ) _ (@a—2)(b—R)(e =)
x B
L@ =) —N)
Y )
, 8,y étant trois nombres non simultanément nuls qui restent
constants quand, le triangle MNP variant, le triangle ABC est fixe.
Micukr, Géom. mod. 3
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Sidonc a', ¥, ¢’ sont les paramétres des somunels d’un autre triangle
M'N'D’ inscrit & 1Y el conjugué par rapport a I', on a les éga-
lités

(a—a)(b - M)(e—n) _ (@ W)(b—X)(c—h)

(@ W =)@ — ) (@ —a)(b - ) (e a)

(@ da)(b—2i)(e )
(a — X))V - m)(e' - hy)

Si nous posons

90y = —a) O — b)(h—e),  hQ)=(—a")(G — b)Y —¢),

ces dgalités deviennent

g0a) _a(a) _ gk,
h(a) ~ h(he) (k)

Il en résulte que 3y, 22, ks sonl les racines d'une équation du troi-
sicme degré de la forme

gO) — ph() = o,

g(%) et h(%x) étant des polynomes dont les coeflicients sont déter-
minés quand on donne les deux triangles MNP et M/N'D’, o étant
variable en méme temps que le triangle ABC.

Or, le triangle ABG est une position quelconque du triangle MNP.
Donc,

L’équation aux paramélres des sommels d’un triangle inscrit @ une
conique 1" qui varie en reslant conjugué par rapporl & une conique
Jfize I', c'est-a-dire en restanl circonscrit @ une conique fize T, est

de la forme
9 — ¢h(x) = o,
< élant un nombre variable.

Ce théortme admet un théoréme corrélatil’ concernant les para-
métres de trois langentes variables & une conique I formant un
triangle qui reste conjugué par rapport & une conique fixe I', c'est-
i-dire inscrit & une conique fixe 17.

11. Applications. — 1° Voici une application de la relalion

R,R,R; = const.

établic au paragraphe précédent.
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Reprenant les mémes notations, supposons que les points A et B
soienl les points cycliques. Alors, la conique 17 est un cercle et la
conique 1" est une parabole ayant son foyer en C. On a le théo-
réme suivant :

On considére les triangles circonscrils & une parabole et inscrils ¢ un
cercle passant par le foyer de la parabole. La somme des angles que
Jont avec une direction fire les droiles qui joignent le foyer de la para-
bole aux sommets d’un lel triangle est constanle.

En méme temps, laconique 1" par rapport it laquelle les triangles
précédents sont conjugués est une hyperbole équilatere qui a pour
centre le foyer de la parabole. On a ainsi le théoréme suivant :

On considére les triangles conjugués par rapport « nune hyperbole
équilatére el inscrits @ un cercle passant par le centre de hyperhole. La
somme des angles que fonl aver une direction fire les drotles qui
Joignent le centre de Ulyperbole aux: sommets d’un (el iriangle est con-
slanle.

2° Les points m et n ott la conique I' rencontre la droite AB sont
conjuguds harmoniques par rapport aux points A et B. Le rap-
port anharmonique des points A, B, n,y sur la droile AB est
donc égal & —r. Cela posé, considérons la conique qui passe par
les cinq points M, N, P, m, n. Elle rencontre la conique 1" en un
quatritme point Q. Je dis que ce point est fixe quand le triangle
MNP varie. En eflet, posons

R = (ABQC).

Par application de la relation entre les six points de rencontre
d’une conique variable avec la conique 1 et avec la droite AB,
on a
RRBRg = —r2,
Jr, on a
RR,Ry = r?;

donc on a R = — 1. Par suite, le point Q est le conjugué harmo-
nique, sur I/, du point C par rapport aux points A el B.

En particulier, supposons que m et n soient les points cycliques.
On a alors le théortme suivant :

Etant donnés une hyperbole équilalére et un cercle ayant son cenlre
O sur Phyperbole, il existe une infinité de triangles inserits a Uhyper-
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bole el conjugués par rapport au cercle. Le cercle circonserit & un lel
triangle passe par un poinl fize, qui est le point de hyperbole équila-
tére diamétralement opposé au point O.

En outre, le cercle variable, étant, d’aprés le théoréme de Faure,
orthogonal au cercle orthoptique du cercle donné, passe par un
second point fixe situé sur le diamétre de I'hyperbole qui passe
par O. Par suite,

Le centre du cercle circonserit au triangle variable décrit une droile
perpendiculaire an diamétre de I'hyperbole équilatére qui pusse par le
point 0.

12. Le raisonnement précédent suppose que la droite AB ren-
contre la conique 1" en deux points distincts. studions le cas ou les
points A ct B sont confondus.

Parmi les triangles inscrits & une conique 17 el conjuguds par
rapport i une conique I°, il en existe,
en général, quatre qui sont lels que
deux de leurs sommels soient confon-
dus, ainsi que deux de leurs cotés. Un
sommel C d’un de ces qualre triangles
coincide avec un point d’interseclion
de I'" et de 175 les deux aulres som-
mets A et B sont confondus avee le
point m d'intersection autre que C de
la conique 17 et de la tangente en G &
1'". Le point m estd Pintersection de 1"
et de I', ct le coté double CA (ou GB)
est une tangente commune & 1"etal.
Enlin, le coté AB est une tangente
commune & 17 eta ™.

Soit n le second point d’intersection de ce coté avec I'. Si MNP
est un triangle inscrit i I et conjugué par rapport i I°, les coniques
qui passent par les quatre points M, N, P, (i sont harmoniquement
circonscrites 4 1" et rencontrent la droite mn en des couples de points
conjugués harmoniques par rapport aux points m et n. Parmi ces
coniques, il en existe unc qui est tangente a la droite mn en n.

Appliquons i ceite conique la relation qui existe entre les six
points de rencontre d’une conique variable avec une conique et une
droite fixes se touchant en un point (1, § 7). Soient, sur la conique
1, My Ay Ag les paramétres des points M, N, P, « le paramétre du
point m, i le paramétre du point C, enfin, . le paramétre du point
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de contact de la langente, aulre que mn, menée de n & la conique
1”. On a la relation

1 I 1 1 h

——— )= — - - - ,

N b = :
h—a M—a 1y—2x2 h—a w—z

d'oni

1
o -t o} ———- = const.
M—a h—a M—a2a

On a ainsi les théortmes suivants :

S'il existe une infinité de triangles inscrits ¢ une conique 1 el cir-
conscrits ¢ unc conigue 1", le pole harmonique sur 1" du point de con-
tact avec 1"’ d’une tangente commune @ I et a I par rapport aux som-
mels de U'un de ces triangles est un point fire.

En particulier,

S'il existe une infinité de riangles inscrils i une parabole Py et cir-
conscrils a une parabole Py, les cenlres de gravité de ces triangles sont
situés sur une méme droile paralléle & Uaxe de la parabole I,

S'il existe une infinité de (riangles circonscrils  une parabole et
inscrils « une conique donl une direction asymplotique coincide avec
celle de la parabole, les centres de gravilé des triangles qui ont pour
sommels les points de conlacl des cités des premiers Iriangles avee la
parabole sont situés sur une méme droite paralléle @ Uare de la para-
hole.



CHAPITRE 1

THEOREMES RELATIFS AUX FAISCEAUX LINEAIRES
PONCTUELS ET TANGENTIELS DE CONIQUES

1. Théoréme. - Les polaires d'un point P par rapporl aux:
coniques d'un fuisceau linéaire ponctuel passent par un méme point 1’
Les polaires de ' par rapporl a ces coniques passenl par P.

Soient en elfet A et A, les polaires de I’ par rapport 4 deux
comiques 'y et 'y du faisccau. En général, ces deux droiles sont
distinctes et ont un point commun P, Les coniques du faisceau
sont rencontrées par la droite PP’ en des couples de points qui font
partic d’'une méme involution. Or, le couple des poinls I et P’ est
harmonique par rapport aux deux couples de points d'intersection
de la droite PP avec les coniques I'y et I'y; il s'ensuit que P et P/
sont les points doubles de I'involution et qu'ils sont conjugués har-
moniques par rapporl aux points d’intersection de la droite PP’
avec unc conique quelconque I' du faisceau; autrement dit, la
polaire de P par rapport i la conique I' passe par 1.

I peul arriver que les droites A, et A, soient confondues suivant
une droite A; alors, le raisonnement précédent sapplique si 'on
prend pour point P’ un point quelconque de A. 11 en résulte que
les polaires de P par rapport i toules les coniques du faisceau sont
confondues avee A. On sait que pour qu'il en soit ainsi, il faut et
il suflit que P soit un point double d’une conique décomposée en
deux droites faisant partie du faisceau linéaire considéré,

Comme la polaire de P par rapport & une conique 1" du faisceau
passe par P’ la polaire de I par rapporl & I' passe par .

En supposant que P n’a pas méme polaire par rapport aux
coniques ', montrons (ue loule droite qui passe par P' est la polaire
de P par rapport d une conique 1'.

En effet, soit A unc droite passant par P’. Meuons par P une
droite quelconque rencontrant A en un point Q distinct de P,
Pour que la conique I' soit telle que la polaire de P par rapport &
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celle conique soit A, il faut et il sullit que le couple des points de
rencontre de cetle conigue I' avec la droite PQ fasse partie de
P'involution qui a pour points doubles P et
€} et par suite soit commun a celte involu-
lion ct a I'involution formée par les couples
de points d'intersection des coniques I' et
de la droite PQ. Or, ces denx involutions
sont distinctes, sinon le poinl I aurait la
méme po]uirc A par rapport aux coniqucs
I'; ¢étant distincles, clles ont un couple
commun ct un seul, et la proposition est établic.

Si I'on considere une conique 1" décomposée en deux droites qui
se coupent en un point O, les points P et P’ sont conjugués par
rapport & celle conique ; autrement dit, les droites OP et OP' sont
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites qui forment
la conique I".

Théoreme corrélatif. - Par application du principe de
dualité, on a le théoréme suivant :

Les poles d’une droile X par rapport aur coniques dun faisceau
linéaire tungentiel sont sur une méme drotle N'. Les piles de A par
rapport it ces coniques sonl sur la droite .

Il peut arriver que la droite A ait méme pole par rapport aux
coniques du faisceau. Pour qu’il en soit ainsi, il faut el il suflit
qu’elle joigne les deux points qui forment une conique décomposée
du faisceau.

Si Pon suppose que A n’a pas méme pole par rapport aux
coniques du faisceau, tout point de A’ est pole de A par rapport &
une de ces coniques.

Si 1 et V sont les deux points qui forment une conique décom-
posée du laisceau, les droites A et A’ rencontrent la droite 1" en
deux points conjuguds harmoniques par rapport aux points b et V.

AppHeations. — 1” Soit un faisccau lindaire ponctuel de
cercles I'. Parmi les cereles de ce Jaisceau se trouvent, en général,
deux cercles de rayon nul, de centres A et \'. Les polaires de P par
rapport & ces deux cercles sont les perpendiculaires menées par A ct
A’ respectivement aux droites AP et A'P; le point P’ commun aux
polaires de P par rapport aux cercles I' est le point d’intersection
de ces deux droites; on voit qu'il est diamétralement opposé a P sur
le cercle qui passe par P, A et A’ Les poiats P ¢t P’ sont conjugués



40 FAISCEAUX PONCTUELS ET TANGENTIELS DE CONIQUES

par rapport au cercle singulier formé par l'axe radical A des
cercles 1" et la droite & I'infini; autrement dit, le milicu H du seg-
ment PP’ est silué sur A.

Lorsque les cercles I' sont tangents entre cux en un point A, le
point I est diamélrale-
ment opposé au point P

P sur le cercle qui passe
par P ct qui est tangent
en A a la ligne des cen-
tres des cercles I'.

2" Soienl les coniques

A0 langenles aux qualre co-

tés d'un  quadrilatére

complet; elles forment

un faisceau lindaire tan-

gentiel. Les centres de

ces coniques élant les poles de la droite & Pinfini par rapport i ces
coniques, on a le théoréme suivant :

Le licw des cenlres des coniques langenles auz quatre eilés d’un
quadrilatére complet est une droile.

Cette droile passe par les milieux des diagonales du quadrilattre,
e, pour cette raison, elle est dite médiane du quadrilatére. D’autre
part, clle est parallele & la direction asymptotique de la parabole
inscrite au quadrilatere.

3° Soit une conique & centre ayant pour foyers réels les deux
points F et I/, 11 existe une infinité de coniques 1" ayant pour
foyers I¥ ¢l I’ ces coniques sont inscriles & un quadrilatére com-
plet qui a pour cotds les deux droites FI et FJ et les deux droites
FT et ¥4, 1 et J étant les points cycliques. Les points 1° et 1,
d’une parl, les points Iet J, d'autre part, forment deux couples de
sommets opposés du quadrilatére ; Ie troisieme couple de sommets
opposés est formé de deux poinls imaginaires conjugudés 3 et ¢/, qui
sonl aussi loyers de chacune des coniques I'. Le licu des poles d'une
droite A par rapport i ces coniques est une droite A’ qui rencontre
la droite & T'infini au point conjugué harmonique du point &
Vinfini de A par rapporl aux points cycliques; autrement dit, les
droiles A el A" sont rectangulaires. Ces droiles rencontrent I'axe
focal FF' en deux points conjugués harmoniques par rapporl aux
points F et F'.

4° Soicnt les paraboles I' qui ont un foyer F donné et un axe
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donné. Elles forment un [aiscean linéaire tangenticl qui contient
comme conique décomposée le couple des points cycliques. Le lieu
des poles d’une droite A par rapport & ces paraboles est encore une
droile A’ perpendiculaire 3 A. Les deux droites A et A’ rencontrent
I'axe commun des paraboles I' en deux points symélriques par rap-
port au foyer F.

2. Théoréme. — FLlanl données qualre coniques d'nn faisceau
linéaire ponctuel, les quatre polaires d’un poinl variable P par rapport
,
a ces conuques ont un rapport auhm'nmnlqlu' conslanl.

Soient en cffet une comque variable I' d’un faisceau linéaire

P M/A\M’ P, B

9 0
A A,

Py

ponctuel, et deux points fixes P el Py. Les polaires X et 3, de P et
de Py par rapport & I' passent respectivement par deax points fixes
P’ et P Elles rencontrent la droite PPy en deux points Q et Q,
qui sontl conjugués harmoniques de ' et de Py par rapport aux
deux points de rencontre M et M’ de la droite PPy avec la conique I'.

Soient A et B les points doubles de I'involution (ormée par les
couples de points d'intersection de la droite PPy et des coniques du
faisccau linéaire ponctuel donné. Les couples de points (P, Q),
Py, Q) et (A, B) font partie d'une méme involution qui a pour
points doubles M et M’; il s'ensuit que l'on a

(QQAB) == (PP,BA) - const.

Les points Q et Q, décrivent done sur la droite PPy des divisions
homographiques ayant pour points doubles les points A el B; les
105 ayant pour pf P ’
droites A ct A, déerivent des faisceaux homographiques de sommets
1 . Braf |. 3
P’ et Py; le rapport anharmonique de quatre posilions de A est

1 Pp ! 1 1 pos
égal au rapporl anharmonique des quatre positions correspon-
dantes de J,.
L.a démonstration précédente suppose que les points A ct B sont
distincts, autrement dit, que la droite PP, ne passe pas par un point
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commun aux ceniques I'. Si PP, passe par un point commun aux
coniques T, on considérera un poiat P, lel que les droites PP, ct
P,P; me passent ni Fune ni I'autre par un point commun aux
coniques I', ct on appliquera la démonstration précédente aux
points P et P,, d'une part, aux points P, et P, d'autre part.

Théoréme corrélatif. — Etanl données qualre coniques d'un
fai linéaire tangentiel, les quatre poles d’une droite variable A

par rapport a ces coniques ont un rapport anharmonique constant.

11 suflit d'appliquer & la démonstration précédente le principe de
dualité.

Définitions, — Etant données quatre coniques d'un faisceau
linéaire ponctuel, on appelle rapport anharmonique de ces coniques
le rapport anharmonique coustant des polaires d’'un point quel-
conque par rapporl i ces coniques. I est égal au rapport anharmo-
nique des tangentes & ces coniques en I'nn quelconque de leurs
points communs. '

Etant données quatre coniques d’un faiscean linéaire Langentiel,
on appelle rapport anharmonique de ces coniques le rapport anhas-
monigque conslant des pales dune droite quelconque par rapport a
ces conirques. 1l est égal au rapport anharmonique des points de
contact avee ces coniques de 'une quelconque de leurs tangentes
communes.

Applications. — 1" Soient deux cercles ' ot 17 se rencontrant
en deux points A et B. 1l existe deux cercles de rayon nul qui
passent par A el B et qui fonl partie du faiscean linéaire ponctuel
de cercles contenant les deux cercles dounés. L vapport anharmo-
nique des deux cercles de rayon nul el des deax cercles ' et 17,
considérés dans cel ordre, est égal au rapport anharmonique de
leurs tangentes en A or, les deux premidres tangentes sont les
droites isotropes qui passent par A; done, d'apris la formule de
Laguerre, le rapport anharmonique des quatre cercles est égal &
e**V, V élant I'angle des tangentes en A aux cercles I ct 1V, En
particulier, il est égal & — 1 quand les cercles 1" et I sont ortho-
gonaux.

2° Soicul deux coniques I" el I se coupant aux quatre poinls
A, B, C, D. Une tangente A commune aux deay coniques les louche
respectivement aux points P et Q; soient M et M les points de
rencontre de A avee les droites AB et G, N et N les points de
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rencontre de A avec les droites AC et BD. Considérons une repré-
sentation paramétrique linéaire de A telle que les points I et Q
aient  respectivement
pour paramétres o et
oc. Les points M et
M/, qui, d’aprés le théo-
réme  de  Desargues,
sont conjngués harmo-
niques par rapport aux
points P el Q, ont des
paramétres opposés, A
el —x; de méme, N et
N’ ont des paramdlres
opposés, 1. el — w. Il est facile de voir que, O étant le point de A qui
a pour paramétre 1, les conjugués I et I de O par rapport aux
points M et M et par rapport aux points N et N onl pour para-
métres 32 el . Or, le rapport anharmonique des deux coniques
I et 1", de la conique formée par les droites \B et CD ct dela
conique formée par les droites AC et BD est égal au rapport anhar-
monique des quatre points I’, Q, E, I ot les polaires de O par

N’

. . L ya Mo
rapport & ces coniques rencontrent A, lequel est égal & - - D'autre
hE

part, le rapport anharmonique des quatre points M, M, N et N’ est

égal &
teal &

A=t

N
(73 (

Il s'ensuil que si le premier rapport anharmonique est constant, il
en est de meéme du second. Par exemple, supposons que les coniques
I' et I passent par quatre points fixes A, B, G, D ct varient de
facon que lears tangentes en \ aient un rapport anharmonique
constant avee les droites AB et AC. Le rapport anharmonique des
quatre points de rencontre d'une langente commune A & ces
coniques avec les quatre droites AB, CD, AC, BD est constant,
ct la droite A a pour enveloppe, d’aprés le théoréme corrélatif
du théortme de Chasles, une conique tangente a ces quatre
droites.

s

Lin particulier,

Si deux cercles passant par deux points fixes varient de fagon a se
couper sous un angle conslant, Uenveloppe de leurs langenles com-
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munes est une conique qui admel les deux points fixes comme foyers.

Ce théoréme est di & Faure ().

3. Théoreme. -— Le lieu des piles d’une droite fixe par rapport
aux coniques d'un faisceau linéaire ponctuel esl une conique.

En effet, soient P, ct P, deux points de la droite lixe D, 4, et
A, les polaires de P’ et de P, par rapport & une conique I' variable
du faisceau. Le pole de D par rapport a 1" est le point M d'inter-
section de A; et de A,. Or, quand I' varie, les droites &, et A,
varienl en passant respectivement par deux points fixes I’} et I}, et le
rapporl anharmonique de quatre posilions de A, est égal au
rapport anharmonique des quatre positions correspondantes de 4, ;
les droites 3, el A, se correspondent donc homographiquement, et,
d’aprds le théoréme de Chasles, le lieu 8 du point M est une conique.

Pour que cette conique S se décompose, il faul et il sullit qu'il
cexiste une conique 1" du faisccau lindaire ponctucl telle que les
points de D aicnl tous méme polaire par rapport & I'. On voit
facilement que pour que cetle condition soit remplic, il faut et il
suflit que D passe par un point double O d’une conique I décom-
posée du faisceau ; le licu est alors formé de la polaire unique
de ce point double O par rapport aux coniques 1" ct de la droile
conjuguée harmonique de D) par
rapporl aux droites qui forment
la conigue I' décomposée.

En général, le licu 8 est une
conique proprement dile  qui
passe par tout point ayanl méme
polaire par rapport aux coniques

Soit O un point double d’une
conique I décomposée en deux
droites OA et OB ; c'est un
point de la conique S ; cher-
. chons la tangente en ce point. A
cel effet, prenons sur la droite comme point Py le point de rencontre
de D avee la polaire L de O par rapport aux coniques I' et comme
point P, le point de rencontre de I avee la droile conjuguée harmo-

(%) On peut aussi établic ce théoréme en montrant, i l'aide d'uno inversion ayant
pour pdle un des deus points fixes donnés, que le lien des projections de co point
fixe sur les tangentes communes aux deux cercles variables est un cercle.
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nique de OP, par rapport aux droites OA et OB. Le point P;
coincide avec le point O et le point P} est situé sur la droite OP,,
polaire de P, par rapport a la conique I' de point double 0. Quand
la conique variable du faisceau tend vers cetle conique décomposée,
les polaires A; et &, de Py et de Py par rapport & celte conique
variable tendent respectivement vers OP,, c'est-i-dire PPy, et vers
0P, c'est-d-dire P50; ces deux droites se rencontrent en O qui est
un point du lieu, et la tangente en ce point est la droite OP,.

Supposons que les coniques 1" aient quatre points communs dis-
tincts a, b, ¢, d. Soient p, ¢, r
les points de rencontre de ab et
de ed, de ac et de db, de ad ot
de be, respectivement. La coni-
que S est circonscrile au triangle
pyr, qui est conjugud par rapport
& chacune des coaiques 1", Voici,
grace 4 la considération de ce
triangle, une autre démonstra-
tion du théoréme précédent. 11
exisle deux coniques I' qui sont
langentes & D en deux points 1
et J. Si M est le pole de D par
rapport & une conique I' quelconque, le triangle ML est conjugué
par rapporl & cette conique. Daprés le théoréme de Poncelet (11,
§ 1), les six points p, ¢, r, M, 1, J sonl sur une méme conique
S, qui est fixe, passant par les cing points lixes p, o, r, I, J, et est
ainsi le liea du point M.

Montrons que la conique S passe par tout point conjugué har-
monique par rapport i deux quelconques des sommets du qua-
drangle abed du point de rencontre du coté du quadrangle qui
passe par ces deux points avee la droile D. Par exemple, soient o le
point d'intersection de D et de la droite ab et w' le conjugud har-
monique de » par rapport aux points a el b. Menons la droite w'e
qui rencontre la droite D en K ; soit e le conjugué harmonique de
¢ par rapport aux points o’ et K. Il existe une conique I' qui passe
par e; la polaire de w par rapport i cette conique I' passe par K,
conjugué harmonique de w’ par rapport aux points ¢ ct ¢, el par w,
conjugué harmonique de o’ par rapport aux points a et b; clle
coincide donc avec 1), ct ainsi le point ' est le pole de D par
reppert & une conique I°.

Il existe six points tels que «'; la conique S passe par onze
points remarquables : les six points o', les trois poinls p, q, r et les
deux points 1 et J.
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Applications. — 1° Supposons que la droile D soit la droite 2
I'infini. On a alors le théoréme suivant :

Le lieu des cenires des coniques d'un faisceau linéaire poncluel est
une conique. )

Les dircctions asymplotiques de cetle conique sont les directions
asymptotiques des coniques du faisccau qui sont tangentes a la
droite a Pinfini.

2" En particulier, supposons que les coniques I' passent par les
sommels a, b, ¢, d d'un quadrangle orthocentrique ; ce sont des
hyperboles équilateres qui rencontrent la droite & Pinfini en des
couples de points qui forment une involution ayant pour points
doubles les points cycliques 1 et J.

Les points cycliques sont les points a infini de la conique S, qui
est donc un cercle. Ce cercle passe par les milicux des cotés du
quadrangle el par les points de rencontre des cotés opposés du
quadrangle ; il est le cercle des neul points commun aux quatre
triangles qui ont pour sommets trois des sommets du quadrangle.

3 Supposons que les coniques I" passent par quatre points a, b, ¢,
d situés sur un méme cercle, qui est une conique ' particuliere.
Ces coniques rencontrentla droite & Uinfini en des couples de points
en involulion, parmi lesquels se trouve le couple des points cycli-
ques. Les points doubles de U'involution sont donc & I'infini-dans
deux directions reclangulaires, qui sont les directions asymplo-
tiques du licu 8. Aiusi, dans ce cas, la conique S est une hyper-
bole équilatére.

Théoréme corrélatif. — Par application du principe de
dualité, on a le théoréme suivant :

L'enveloppe X des polaires d’un point fire I par rapport aux coni-
ues d'un faisceau linéaire langenticl est une conique.
1

Cette conique est en général proprement dite ; elle ne se décom-
pose en deux poinls que si le point donné est situé sur une tan-
gente double d'une conique décomposée du [aisceau.

La conique X est tangente i toute droite L ayanl méme pole O
par rapport aux coniques du faisceau ; le point de contact de L et
de X est le conjugué harmonique du point d’intersection des
droites OP el L par rapporl aux deux points situés sur L qui for-
ment une conique décomposée du faisceau.

Les tangentes menées par le point donné P & la conique X sont
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les tangentes en P aux coniques du faisceau qui passent par ce
poinl. Si les coniques du faisccau ont quatre tangentes communes
distinctes, elles ont un triangle conjugué commun, ct Penveloppe
¥ est inscrite & ce triangle.

Applications. — 1° En particulier, I'cnveloppe X des polaires
d’un point P par rapport aux coniques homofocales a une ellipse
donnée est unc parabole tangente aux deux axes de ces coniques.
Les tangentes mendes & X par le centre O de ces coniques sont
rectangulaires ; il en est de méme des tangentes menées par P 4 X;
il s'ensuit que la directrice de la parabole X est la droite OP.

2 Soicnt les paraboles, dites homofocales, qui ont un foyer et un
axe donnés; eclles forment un Taisceau linéaire tangentiel de
coniques tangenles en un méme point x i la droited Uinfini. Parmi
ces coniques se trouve une conique décomposée en les deux points
cycliques 1 et J. L'enveloppe X des polaires d'un poinl P par rap-
port aux paraboles homolocales est une conique qui est tangenle &
la droite a I'infini, cctle droile ayant méme pole z par rapport aux
coniques du faisceau ; la conique X est donc une parabole. Son point
de contact avee la droite & I'infini est conjugué harmonique de «
par rapporl aux points cycliques; autrement dit, la parabole Y a
pour direction asymptotique la direction perpendiculaire  la di-
rection asymptolique commune aux paraboles homolocales. D'autre
part, 'axe des paraboles homofocales, ayant méme pole par rapport
A ces coniques, est une langente & la parabole X ; c’est la tangente
au sommet de X. La directrice de X passe par ' ; c'est la-paralldle a
I'axe des paraboles homofocales mende par ce point.

3" Soit un faiscean linéaire tangentiel de coniques contenant un
cercle de centre O. L'enveloppe X des polaires de O par rapport i
ces coniques est une parabole. Les tangentes & X qui passent par O
sont les rayons doubles de I'involution formée par les couples de
tangenles ‘mendes de O aux coniques du faisceau ; I'in de ces
couples étant le couple des droites isotropes qui passent par O, les
rayons doubles sout rectangulaires ; autrement dit, la directrice de
la parabole ¥ passe par le point 0.

Theéoréme. - Le liea des piles d’une droite D par rapport aux
coniques I d’un faisceau linéaire ponetuel coincide avec le lien du
point P’ commun aux polaires par rapporl a ces coniques d'un point I
variable sur la droite D.

En cffct, les polaires de P’ par rapport aux coniques I' sont con,
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courantes au point I, el, comme nous I'avons vu, loute droite pas-
sant par P est polaire de-I par rapport & une conique I'. En par-
ticulier, il existe une conique I' par rapport a laquelle le pole de
D est le point I, ce qui démontre le théoréme.

Théoréme corrclatif. — Llenveloppe des polaires d’un poini
P par rapport aur coniques d’un faisceaun lincaire tangentiel coincide
avec lenveloppe de la droile X' lieu des piles par rapport  ces coniques
d’ane droite A variable qui passe par le point P,

Applications. — 1 Soient les coniques I' qui ont mémes
foyers qu’une conique donnée de centre 0. Le licu des poles d’une
droite A par rapporl & ces coniques est, comme nous I'avons vu,
une droite A" perpendiculaire a A ; le point de rencontre de ces
deux droiles est le point de contact M avee la droile A de la conique
I' qui lui est tangente ; la droile A’ est la normale en M a cette
conique. On a donc le théoréme suivant :

L'enveloppe de la normale & une conique variable 1 en un point M
de vontact d’une tangente menée par nn point fize P est une parabole

langenle aur axes des coniques 1" el admellant pour direcirice la
droite OP.

2" Soient les paraboles I' qui ont un fover el un axe donnés. On
a, relativement & ces paraboles homofocales, le théordme suivant :

L'enveloppe de la normale & une parabole variable 1" en un point M
de conlact d’une tanyenle menée par
an poinl fire P est ane parabole
avant pour tangente au sommel l'axre
des paraboles U el pour direc!rice la
paralléle & celle droite menée par 1.

3 Soientl une conique de centre
O, Act Bles points de contact des
tangentes mendées d'un point M a
celte conique. D’apres ce qui pré-
cede, il existe une parabole 11 tan-
gente aux axes de la cnniquc, a la droite AB ¢l aux normales en A
et B & la conique : cette parabole a pour dircctrice la droite OM.
La droite OM rencontre AB en son milieu 1, et, d'aprds unc pro-
pri¢té de la directrice d'unc parabole, la perpendiculaire en I &
la droite AB cst tangente 4 la parabole 11. Soient A', B/, 1" les
points de rencontre d’un axe A de la conique donnée avec ses nor-
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males en A et B et avee la perpendiculaire menée par 1 a2 AB.
D’aprés le théoréme corrélatif du théoréme de Chasles, les deux
tangentes AB et A & la parabole I1 sont partagées par les droites
AA’, BB, I’ en vecteurs proportionnels. Comme I est le milieu
de AB, I’ est le milieu de A’B’. On a ainsi le théoréme suivant, dit
a Laguerre :

On donne dewr points X et B d'une conwque @ centre. Si A’ et B
sont les points de rencontre des normales en A el B avee nn are de la
contque, lu perpendiculuire & AB en son nuliea rencontre are au
milicu de A'1.

On en déduit le théoréme suivant :

Soient deax points fires A el B el un point variable G d'une ronique
acenlre. SE1 el V! osont les poinls de rencontre avee un are de la
contique des perpendicalaires anr seqments AG et BG en lenrs milicux
Let 3, le vectenr 13" est équipollent a nn veeteur fixe.

4" Soient une parabole P, A ¢t B les points de confact des lan-
wenles mendes d'un point M & cette
parabole. D'aprés ce qui précede, il
existe une parabole 11 tangente i I'axe
de la parabole P, i la droite AB, aux
normales en A et B & la parabole P,
ct admettant pour directrice la paral-
léle menée par M & Paxe de la para-
bole P. Cette droite rencontre AB en
son milieu I, et la perpendiculaire en
[ & la droite AB est aussi tangente i
I1. On voit alors que le théortme de Laguerre et la conséquence
qu'on en lire sont applicables aussi & la parabole.

4" Soient une conique i centre, \ et Bles points de contact des
tangentes mendes d'un point M i celle conique. Puisgue les nor-
males en X el Ba la conique, les deux aves de la conique ct la
droite AB sont tangentes & une méme parabole, les deux premicres
droites sont partagées par les trois dernitres en vecleurs propor-
tionnels. On a ainsi le théoreme suivant:

A élant un point variable d'une conique @ centre, si " el () sont les
points d'inlersection de la normale en A avee l'axe focal et avec Uaze

. P
non focal, le rapport j\\( ) est conslanl.

5° Soient une conique i centre I' variaut de fagon quc ses foyers
Micuer, Géom. mod. 4
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restent fixes, A et B les points de contact des tangentes menées &
celte conique par un point fixe M. Le triangle 'T' qui a pour cotés
la droite AB et les normales cn A et B & I' est circonscrit a une
parabole fixe 1. Un autre triangle circonscrit & cette parabole est
le triangle qui a pour colés les axes de la conique et la droite &
I'infini. Il existe une conique ayant pour axes les axes fixes de la
conique I' et admeltant le triangle T comme triangle conjugué.

Cela posé, supposons que la conique I' vienne a passer par M ; les
points A ¢l B se conlondent alors avec M, et le point de rencontre
des normales en A el B a I' se confond avee le centre de cour-
bure de la conique 1" qui est relatif au point M. On a ainsi le théo-
réme suivant:

La parabole 11 touche les normales awr contques 1y el 1'y qui passent
l; 2

par M en dear points qui sonl les centres de courbure 1y et 1, de ces
coniques 1" relalifs au point M.

D’autre part, il existe une conique S ayanl pour axes les axes
des coniques 1" ¢l admettanl comme triangle conjugué le triangle
aplati donl deux sommets sont confondus en M, la droite qui les
joint élant la tangente en M & la conique 1'y, el dont le troisitme
sommet est le point I,. Getle conique S admel comme tangente en
M la droite MI; qui est aussi tangente en M & I'y. Comme il n’existe
qa’une conique admettant un triangle donné comme triangle con-
jugué et langenle 4 une droite donnée en un point donné, la
conique S coincide avec I'y. On a par suite le théoreme suivant :

Etant données dens coniques a cenlre homaofocales, si M est un de
lears poinls commans, le cenlre de courbure de Uune d'elles relalif a
M est le pile de la tangente en M a cetle conique par rapporl @ Uautre
conique,

oua cncore

Etant données deur coniques @ centre homofocales, si M est un de
leurs poinls communs, les cenlres de courbure des coniques relatifs @
M sont conjugués par rapport & chacune de ces coniques.

8i I'on considere des paraboles I' homofocales, la démonstration
précédente leur est applicable, & condition de remplacer le triangle
formé par les axes des coniques homofocales a centre et la droite &
Uinfini par le triangle aplati donl deux c¢otés sont confondus avec
la droite & Uinfini, le point de rencontre de ces cotés étant le point
i l'infini dans la direction perpendiculaire & la direction asympto-
tique des paraboles I, et dont le troisitme coté est I'axe commun
aux parabples I'.
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Par application du théoréme de IFaure relatif aux triangles con-
o P . ; S TIANE ©
jugués par rapporl a une conique, on a aussi le théortme suivant :

SiLest le centre de courbure relalif & un point M d’une conique 1,
le cercle de diamétre MI est orthogonal an cercle (ou droile) orthop-
lique de la conique homofocale ¢ ' qui passe par M.

6° Soient une conique A centre I variant de fagon que ses foyers
restent fixes, A ¢l B les points de contact des tangentes mendes
celte conique par un point fixe M, N le point d’intersection des nor-
males en A et B. On a le théoréme suivant :

Le lieu du point N est une drotle A.

En effet, le triangle NAB est circonscrit & une parabole fixe 1.
et le cercle circonscrit au triangle NAB, qui passe par M, passe
aussi par le foyer 4 de la pmabol(' 11. La droite ¢ N, qui est la per-
peudiculaire ¢n 3  la droite o M, est une droite hxv et celte droite
A est le lica da poml N.

De plus, M étant un point de la directrice de la parabole I, sa
polaire par rapport a LI est la droite A. Les deux tangentes NA et
NB qu’on peut mener d'un point N de la droile A é la parahole 11
sont conjuguées harmoniques par rapport a 3 et a la droite qui
joint le point N au pole M de A par rapport & la parabole I1. 11
est donc facile de construire cette droite A connaissanl les deux
foyers réels 17 et ' des coniques 1'. Un point du licu est le point
N; diamétralement opposé¢ & M sur le cercle circonscrit au triangle
MEF’; la droite A est la droite conjuguée harmonique de la lellL
NM par rapporl aux droites N, I et NI,

Si la conique variable I' vient i passer par M, le point N coincide
avec le centre de courbure de la conique 1I' qui est relatif au
point M. La droite A est la droite qui passe par les centres de
courbure 1y et I, relatifs & M des coniques I'y et I, de foyers F et F/
qui passent par M. Ce résultat donne un moven de constraire le
centre de courbure relatif & un point M d’une conique & centre.

Avec des modifications faciles, le raisonnement s’applique aux
paraboles homolocales.




CHAPITRE IV

TRANSFORMATION QUADRATIQUE

1. Soit un faisceau linéaire ponctuel de coniques I', ayant qualre
pointscommuns distincts A, B, ¢, D. Parmi ces coniques, il en existe
trois qui sont décomposées en deux colés opposésdu quadrangle ayant
pour sommels A, B, C,
D. Soient P, Q, R les
points de rencontre res-
pectils des cotés AB et
CD, AC et DB, AD et
BC; le triangle PQR est
conjugué par rapporl i
chacune des coniques I,

Les polaires d'un point
M queleonque du plan
par rapporlaux coniques
I sont concouranles en
un poinl M/, qui est, en
particulier, le point com-
mun aux droiles conju-
guées harmoniques des droites PM, QM et RM respectivement par
rapport aux droites AB et CD, AC et DB, AD et BC. Le point M’
sera dit transformé quadratique de M (*). Comme les polaires de M/
par rapport aux coniques 1" sonl concourantes en M, le point M est
le transformé quadratique de M': la transformation ponctuelle du
plan ainsi définie est réciproque.

Quand M est en un des points P, Q, R, par exemple en P, les
polaires de M par rapport aux coniques I" sont confondues suivant

(1) Plus habitucllement, on entend par transformation qumlratiqile toute transfor-
mation ponctuclle birationnelle qui fait correspondre i une droite quelconque une
conique et, d'une maniére générale, & une courhe algéhrique quelconque do degré:
n unc courbe algébrique de degré an.
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la droite QR ; le point M’ est indéterminé sur cetle droite. Les
points I, Q, R sont dils poinis singuliers de la translormation ; les
droites QR, PR et PQ sont dites lignes singuliéres de la trans-
formation.

Si le point M décrit une courbe S, le point M’ décrit une
courbe 8 qui est dite transformée de la courbe S ; la translormation
étant réciproque, la courbe S est la transformée de la courbe §'.
Supposons que la courbe S passe par un point singulier, par P, par
exemple ; quand M tend vers P, M’ tend vers une position limite
sur la droite QR, la droite Py étant conjuguée harmonique de la
langente en P & la courbe S par rapport aux deux cotés du
quadrangle ABCD qui s¢ rencontrent en I’

Théoreémes. — 1° La trassformée d'ane droile quelcongue es
une conique circonscrile au lriangle PQR.

Ce théoréme a ¢1é établi au chapitre précédent, mais il y est
énoncé sous une autre forme. La conique coincide avee le lieu des
poles de la droite par rapport aux coniques I°.

Quand la droile passe par un point singulier, P, par exemple, la
transformée se décomp, en la droite QR et une autre droite,
conjugudie harmonique de la droite donnée par rapport aux deux
droites PAB et PCD.

a® Réeiproquement, la transformée d'une conique circonscrile au
triangle PQR est une drotle.

Soicnt en effet M, et M, deux points de celte conique, Mj et
M; lears transformés. D'aprés le premier théoréme, la droite
MM} a pour transformée une conique circonscrite au triangle PQR
et passant par M, et M, ; celte conique, ayanl cing poinls com-
muns avee ka conique donnée, coincide avec elle. La transformation
étant réciproque, la conique donnée a pour transformée la droite
MM

La tangente en I’ a la conique transformée d'une droite est con-
juguée harmonique par rapportaux droites PAB ¢t PCD de la droite
qui joint le point I> au point d’intersection de la droite donnde avec
la droite QR.

Théoreémes. — 1° La lransformée d’une conique qui ne passe par
ancun des points P, Q, R est une courbe du quatrieme degré admellant
les points P, Q, R comme points doubles.

Cherchons cn combien de points une droile A rencontre la
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transformée 8' de la conique S. Comme la conique S me passe par
aucun des points P, Q, R, elle est rencontrée par la conique A’
transformde de la droite A en quatre points autres que P, Q, R.
La droite A rencontre la courbe 8§’ en quatre poinls qui sont les
iransformés de ces qqualre points; la courbe $' est ainsi une courbe
du quatritme degré.

Quand le point M variable sur la conique 8 tend vers un point
dlintersection « de cette conique avec la droite QR, son transformé
M’ tend vers P en décrivant une branche de la courbe 8’ qui passe
par P et admel comme tangente cn P la droite conjuguée harmo-
nique de la droite Px par rapport aux droites PAB et PCD. Comme
la conique S rencontre QR en deux points, la courbe 8’ admet doux
branches qui passent par P. Les points singuliers P, Q, R sont des
points doubles de la quartique S.

2* Réciproquement, la transformée d’une courbe du quatriéme
degré admettant les points P, Q, R comme points doubles esl une coni-
que ne passant par ancun des points P, Q, R.

in ellet, coupons la transforn:be S de la quartique 8’ par une
droite arbitraire A. Cetle droite a pour transformée uue conique
A’ passant par P, Q, R. Les points d'intersection de § et de A ont
pour transformés les points d’interscction autres que ', Q, R de
8" etde A Or, les courbes §' et A’ se rencontrent en huil points
dont six sont confondus avee P, Q, R; il existe donc denx. points
variables d'intersection de 8’ ¢t de A’ et par suite deux points
d'intersection de S et de A; la courbe S est une conique. Cetle
conique nc passe par aucun des poinls P, Q, R; sinon, sa trans-
formée ' serait une courbe algéhrique de degré inférieur a 4.

Cas particuliers, - 1° Supposons que la conique S admelte le
triangle POR comme triangle conjugué. La droite Pz est alors
tangente en « & la conique S. Une droite variable 3 passant par
rencontre S en deux points M, et My qui tendent simullanément
vers a quand @ tend vers la droite Paz. Les points Mj et M} trans-
formés de M, et de M, sont situés sur une droite variable 3’ passant
par P et conjuguée harmonique de 3 par rapporl aux droites PAB
et PCD ; ces points Lendent simultanément vers I, et fa droite 3
tend vers la droite conjuguée harmonique de Px par rapporl aux
droites PAB ¢t PCD. Cette droite &' rencontre la branche de la
courbe 8’ que décrivent M{ et M) en ‘trois points conlondus avec le
point P; c’est unc tangente d'inflexion. On a ainsi le théortme
suivant :

La transformée d’une conique admellant le triangle PQR comme
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triangle conjugué est une courbe du qualriéme degré qui .admet les
points P, Q, R comme poinls doubles d’inflexion.

Ce théoréme s'applique, en particulier, aux coniques I" propre-
ment dites. Remarquons que chacun des points A, B, G, D coincide
avec son transformé; la quartique transformée d'une conique I'
passe par les quatre points A, B, C, D.

Ce théoréme admet une réciproque.

2° Supposons que la conique S soil inscrite au triangle PQR. Le
point P est encore un point double dela quartique transformée S’ ;
mais, les deux points d'interscction de la conique S avee la
droite QR étant confondus, les tangeates & 8’ en P sont elles-mémes
confondues. On a ainsi le théoréme suivant :

La transformée d'une conique inscrite au triangle PQR est une
courbe du quatrieme deqré admetlant les points P, Q, R comme points
de rebrousscement.

Ce théorome admet une réciprocue.

Théoréme. — La transformée d'ane conique S qui passe par un
des points ', Q, W, par exemple P, est une cubiyue admettant le point
comme poinl double.

Un raisonnement analogue & celui qui a été emplové pour établir
les théorémes précédents montre quunedroite quelconque rencontre
la courbe S’ transformdée de S en trois points.

Ce théoréme admet une réciproque.

Théorcane. - La transformée d'une conique S qui passe par
deux des points B, Q, R, par exemple P el Q, esl une conique passant
par ces deur poinls.

Un raisonnement analogue aux précédents montre u’une droite
t 3 precedents vre r
quelconque rencontre lacourbe 8’ transformée deS en deux points.
D’autre part, si un point M varie sur S en tendant vers le point
e [ . ’ l . § .
d’intersection autre que ) de la conique S avec la droite QR, son
I = . .
transformé M/ tend vers I’ en décrivant une branche de la conique
S’ qui passe par P.

Par un raisonnement analoguce aux précédents, on établit le
théortme général suivant :

Une courbe alyébrique de degré n admettant les poinis P, Q, R
respectivemenl comme poinls mulliples d’ordres p, q, r a pour irans-
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formée une courbe algébrique de deqré an—(p -i-q -+ r) admetlant
les points P, Q, R respectivement comme points mulliples d’ordre

W gk, 0 (), n— (4 ).

Pour rendre cet énoncé valable dans tlous les cas, il convient de
regarder une courbe algébrique qui ne passe pas par un des points
P, Q, R commme une courbe qui admet ce point comme point
multiple d'ordre o.

2. Corrélativement, soil un faisceau lindaire langentiel de coni-
ques I avant quatre tangenles communes distincles. Ces qualre
droites sont les cotés d’un quadrilatire complet ; désignons par
A, BB, C trois sommets de ce quadri-
latére situds sur un méme coté el
par A’ ¥, (' lessommelsde ce qua-
drilalgre respectivement opposés a
A, B. G soient I, Q, R les points
d'intersection des diagonales B
ot GG/, GG et AN, AN el BB
Parmi les coniques du faisceau
linéaire tangentiel, il en existe
trois qui sonl décomposées en

¢ R deux sommets opposés du quadri-
latere; le triangle PQR est conju-
gué par rapporl a chacune des coniques I'.

Les poles par rapport & ces coniques d’une droite A sont situds
sur une méme droite A qui passe par les conjugués harmoniques
des points d'intersection de A avee les diagonales AN/, BB, CC/,
respectivement par rapport aux points A et A, B et B, G et C".
Celte droite A’ sera dile lransformée quadratique de A. Comme les
poles de A’ par rapport aux coniques 1" sont situés sur A, A estla
transformée quadratique de A’: la transformation tangenticlle du
plan ainsi définie est réciproque.

Quand A coincide avec une des droites A\, BB, CC/, cotés du
triangle PQR, les poles de A sout confondus avee le sommet opposé
de ce triangle ; la droite &’ est une droite indéterminée passant par
ce point. Les cotés du triangle PQR sont dits droiles singulicres
de la transformation ; les sommets P, Q, R de ce triangle sont dits
enveloppes sinquliéres de la transformation.

Si la droite A enveloppe une courbe S, la droite A’ enveloppe
unc courbe 8’ qui est dite transformée de S; la transformation étant
réciproque, la courbe § est la transformée de §'. Supposons que S
soil tangenle & une droite singulitre, QR par exemple; quand A
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tend vers QR, A’ tend vers une position limite 3 passant par I’,
{e point d’intersection de 3 avec QR étant conjugué harmonique
du point de contact de QR avec S par rapport aux deux points
Aet A

On a les théorémes suivants qui se déduisent des théorémes
‘Gtablis relativement & la transformation quadratique ponctuelle
par simple application du principe de dualité et qu'il nous suffira
d’énoncer :

1° La transformée d'une enveloppe rédutle @« un point est une coni-
que inscrile au lriangle PQR. Elle coincide avee Uenveloppe des polaires
de ce point par rapport aur coniques I'.

Quand le point donné est situé sur un des cotés du triangle
POR, QR par exemple, la conique se décompose en le point I’ el
un autre point conjugué harmonique du point donné par rapport
aux points A et A,

2 Réciproquement, la transformée  d’une conique inscrile au
triangle POR est un point.

3" La transformée d’unz conique S qui n'est langenle & aucun des
colés du triangle PQR est une courbe de la qualrieme classe qui
admel les Irois eilés de ce lriangle comme tangenles doubles, el révi-
proquement.

Les points de conlact de la tangente double QR sont conjugués
harmoniques par rapport aux points A et A’ des points de rencontre
avec QR des tangentes i la conique 8 qui passent par P,

St la conique S admel le triangle PQR comme Iriangle conjugné, la
transformée S' admel les trois cilés de ce triangle comme tangenles
doubles de rebroussement, et réciproquement.

Ce théoréme s'applique en particulier aux coniques I' du faisceau
lindaire tangenticl donné.

St la conique S est circonserite au triangle PQR, sa (ransformée
admel les trois cilés de ce triangle comme tangenles {'inflexion, et
réciproquement.

4 La transformée d’une conique qui esl langente i un des cilés du
triangle PQR est une courbe de la troisiéme classe qui admet ce colé
comme langenle double, el réciproquement.

5 La lransformée d'une conique langente ¢ deux des cilés du
triangle PQR est une conique tangente aussi @ ces deur droites.
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3. Applications. — 1° Soient deux hyperholes équilatéres
concentriques. Si O est leur centre commun et si I el J sont les
points cycliques, le triangle OLJ est le triangle conjugué commun
a ces deux coniques. Cousidérons le faisccau linéaire ponctuel des
coniques I qui contient les deux hyperboles données. Le triangle
OlJ étant conjugué par rapport & chacunc de ces coniques, il
s'ensuit que chaque conique I' est une hyperbole équilatére de
centre O.

La transformation d’'un point M du plan en le point M/ commun
aux polaires de M par rapport aux coniques I' a des propriétés par-
ticalitres qui la rattachent i Pinversion.

Les sécanles D et 1)’ qui passent par' O et qui sont communes
aux coniques I' sonl reclangulaires ; une de ces droites, soit D,
rencontre les coniques I" en deux points réels; soit A un de ces
deux points; il se transforme en lui-méme. Les droites OM et OM/
sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites D et D' et par
suite symétriques par rapport & D. D’autre part, la transformdée
d’une droite A est un cercle passant par O ; la Ltangente A ce cercle
en O est symétrique par rapport & D
de la parallele mende par O a la droite
A ; réciproquement, la transformée
d'un cercle passant par O est une droite
paralltle a la symélrique par rapport a
D de la tangente en O au cercle.

Cela posé, M élant un point quel-
conque du plan, considérons le cercle
qui passe par les points O, A, M; il a
pour courbe transformée une droite
pessant par A, qui, élant paralléle A
la symétrique de la tangente en O par
rapport & OA, coincide avee la tangente en A au cercle. Soit M" le
symétrique de M’ par rapport & OA; c'est un point de la droite
OM. Or, on a les relations angulaires suivantes :

(AM’, OA) = (0A, AM’) = (OM, MA),

el il en résulle que le cercle AMM” esttangent en A & la droite OA.
Par suile, on a

OM - OM” = OA® = const.

La transformationde M en M est une inversion de pole O; la trans-
Jormation de M en M' est le produil d'une inversion de psle O et dune
symélrie par rapport & une droile passant par O.
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Voici des applications.

«. Soil une conique S autre qu'un cercle et supposons que cette
conique ne passe pas par O. La transformation précédente la
transforme en une quartique 8’ qui admet le point O et les points
cycliques | et J comme points doubles. Comme cetle transformation
est Ie produit d’une inversion de pole O et d’une symétric par
rapport & une droite passant par (), on a le théoréme suivant :

L’inverse d’une conique, autre qu'un cercle, dans une inversion qui
a poar pile un point O non situé sur la conique est une quartique
bicirculaire admeltant le point O comme point double, les tangentes
en ce poinl élant paralléles auax directions asymploliques de la
conique.

Ce théortme admel une réciproque :

L’inverse d’une quartique bicirculatre qui admet un point double O &
distance finie, dans une inversion qui a pour pile le point O, est
une conique, aulre qu'un cercle, qui ne passe pas par O el dont les
directions asymplotiques sont les directions des langentes en O & la
quarlique.

En effet, considérons un faisceau lindaire ponctuel d’hyperboles

équilatéres 1I' admettant le triangle O1J comme triangle conjugué
“commun, el la transformation quadratique ponctuclle définie au
moyen de ce faisceau de coniques. La transformdée de la quartique
est, d'apn‘-s un théoréme antéricur (§ 1), une conique S ne passant
par aucun des points O, I, J. Comme la transformation quadra-
tique considérée est le produit d’une inversion de pole O et d’une
symélrie par rapport & une droite D passant par O, la quartique
cst 'inverse, dans une inversion de pole O, dela courbe symétrique
de S par rapport & 1), qui esl aussi une conique ne passant par
aucun des points 0, 1, J.

Kn particulicr, soit une conique S admettant le triangle O1J
comme triangle conjugué ; c’est une hyperbole équilatére de
centre O, La transformation précédente transforme cette hyperbole
en une quartique 8' qui admet le point O et les points cycliques
et J comme points doubles d’inflexion. Le point O est centre de
celte courbe, carsi deux poinls M sont symétriques par rapport a 0,
il en est de méme de leurs transformés M’. Les tangentes en O A la
quartique 8’ sont conjuguées harmoniques respectivement des direc-
tions asymplotiques de 8 par rapport aux deux droites rectangu-
laires 1) et D'; il s'ensuit gue les tangentes en O & S’ sont rectan-
gulaires. On a ainsi le théoréme suivant:
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L'inverse d’une hyperbole équilatére dans une inversion ayanl pour
pole le centre O de Uhyperbole est une quartique admeltant les points
eycliques comme points donbles d’inflecion, le point O comme centre el
comme poinl double 'inflexion, les tangenles en ce point étanl reclan-
gulaires et élant daillenrs les asymptotes de Uhyperbole équilatére.

F el I'” étant les foyers réels de I’'hyperbole équilatire, prenons
. N . 2 2 v . .
comme puissance d'inversion OF*® ou OF”, Soit M, I'inverse du

M point M de Phyperbole. On a
s A OF N (_)_lj'
M, F == MF oW M, = Ml on’

doa  MF.MF = OF*. MFJ,'E_
F0 Ok on

Or, on a, d’apris la définition élémentaire de I'hyperbole,
'MF — MF’| = const. . OFy/a,
d'on MI? o ME? — aMF M = 201,

et d’autre part, d’aprés le théoréme de la médiane,

MEE-p MF” = 20M* | 20F™.

On en déduait ME . MF = OV*.

et par suite ME M - OF".

Si T'on change la puissance d'inversion, I'inverse de la conique
est remplacée par une courbe homothétique du licu de My par rap-
port & 0. On oblient ainsi le théoréme suivant :

Liinverse d'une hyperbole équilatére par rapport & son cenlre est
une courbe liew des points donl le produil des distances @ deux points
fires est conslant el égal au carré de la demi-dislance de ces deur
poinis fires.

Une telle courbe est dite lemniscale de Bernoulli, et 'on a le théo-
réme suivanl:

La lemniscale de Bernoulli est une quartique bicirculaire qui admet
les points cycliques comme points doubles d’inflexion, qui a un troi-
siéme poinl double & distance finie centre de la courbe, nécessairement
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point double d’inflerion, les tangentes en ce poinl élant rectangu-
laires (*).

Soit inversement une cuartique bicirculaire admeltant un point
double O a distance finie, centre dela courbe el a tangentes rectan-
gulaires. Considérons un faisceau linéaire ponctuel d’hyperboles
équilatéres T' admettant le triangle OlJ comme triangle conju-
gué commun, et la transformation quadratique ponctuelle définic
au moyen de ce faisceau de coniques. La lransformée de la quar-
tique est une conique qui admet le triangle OIJ comme triangle
conjugué; cest donc une hyperbole équilatire de centre O. 1l
s'ensuit que la quartique est I'inverse, dans une inversion de pole O,
d’une hyperbole équilatire de centre O, symétrique de 'hyperbole
équilatére précédente par rapport i une certaine droile passant par
0 ; autrement dit, la quarlique est une lemniscate de Bernoulli.

Soit unc conique S admetlant pour fover le point O ; celte
conique est tangente aux deux droites Ol et OJ; par suite, clle a
pour transformée une qnaxhquo S admettant le pmnl () comme
point double et les points eycliques [ et J comme points de rebrous-
sement. On a ainsi le théortme suivant :

L'inverse d’une conique dans une inversion ayanl pour pile un
Sfoyer O de la conique esl une quartique qui admet les poinls cyeliques
comme poinls de rebroussement el qui admel aussi le poinl O comme
point double, les langenies en ce point élant d'aillears paralléles anr
direclions asymp!toliques de la conique.

Soit inversement une quartique bicirculaire admettant les points
cycliques comme points de rebroussement et un point double O &
distance finie. Considérons un faiscean lindaire ponctuel d’hyper-
boles équilatéres 1" admettant le triangle OlJ comme triangle con-
jugué commun, et la transformation quadrahque pomluello définie
au moyen de ce faisccau de conulucb. La transformée de la quartique
est, d’ aplus un théoréme antérieur, une Lonlquc mngonh'nu,\(nlcs
Ol et OJ du triangle O, c’est-i-dire admeltant le point O comme
foyer. 11 s’ensuit que la quartique est I'inverse, dans une inversion
de pole O, d'une conique de foyer O, symétrique de la conique
précédente par rapport & une certaine droite passant par O.

(") On appolle onale de Cassini le lieu des points dont le produit des distances &
deux points fixes F ot F' cst constant. La lemniscute est Povalo de Gassini qui passe
par lo milieu O du segment FF', ce point étant nécessairement un point double de
la courbe.
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B. €Considérons un faisceau linéaire ponctuel d’hyperboles équi-
lattres de méme centre O et la transformation quadratique ponc-
tuelle définic au moyen de ce faisccau de coniques. Soit une
conique S, autre qu'un cercle, passant par 0. La transformation
considérée In transforme cn une cubique S’ passant par les points
cycliques et admettant le point O comme point double. 11 s’ensuit
que 'on a le théoréme suivant:

L'inverse d'une conique, aulre qu’un cercle, dans une inversion qui a
pour pole un point O de la conique est une cubique circulaire admet-
tunt le poinl O comme point double, les tangentes en ce point étant
paralléles auz directions asymplotiques. de la conique.

Ce théortme admet une réciproque :

L’inverse d’une cubique circalaire ¢ point double, dans une inversion
qui a pour péle le point double, est une conique qui passe par le point
double et dont les directions asymplotiques sonl les directions des tan-
gentes an point double.

En particulier, I'inverse d'unc parabole, dans une inversion qui
a pour pole un point de la
parabole, est une cubique

0 circulaire ayant le pole

d’inversion comme point de

rebroussement. Une telle
cubique est dite une ecis-
soide.

I’inverse d’unc  hyper-
bole équilatére, dans une
inversion qui a pour pole
un point de I'hyperbole, est
o T unc cubique circulaire ayant
le pole d'inversion comme
point double & langentes
rectangulaires. Une  telle
cubique est dite une sirophoide. Soit A le point diamétralement
apposé au point O sur Phyperbole. Prenons pour puissance d'in-
version OA®. M étant un point de I'hyperbole, son inverse M/ est
a l'intersection de la droite OM et du cercle tangent en A & la droite
OA et passant par M. La droite OA et la tangente OT en O & I'hy-
perbole, de méme que les droites MO et MA, fonl des angles opposés
avec unc asymplote ; donc, on a

(AM, AO) = (OT, OM).
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D'autre part, on a

(AM, AO) == (M'M, M'A).
On a donc
(M'M, M'A) = (0T, OM),

ce qui prouve que, si T est le point d’intersection de la tangente
en O a 'hyperbole et dela droite M'A, ona TM' := TO. On retrouve
ainsi la délimition élémentaire de la strophoide.

v. Soient deux courbes S ct 8; polaires réciproques 'une de
P'autre par rapporl & un cercle w de centre O. Il est immédiat
que l'inverse de 'une de ces courbes dans une inversion qui a pour
pole O et pour puissance le carré du rayon du cercle v, coincide avec
la podaire de I'antre par rapport au point O. Or, si l'une des deux
courbes est une coniqne qui ne passe pas par O, Tautre est une
conigue aulre qu'une parabole ; siI'une des courbes est une conique
qui passe par O, l'autre est une parabole. On a par suite les
théorémes suivants : ‘

1* La podaire d'une conique é centre par rapporl i un point O est
une quartique bicirculaire admettant le point O comme point double, les
langentes en ce point élant perpendiculaires awe langenles mendes de ce
point a la conique.

a® La podaire d'une parabole par rapport ¢ un point O est une
cubique cwrculaire admeltant le point O comme point double, les tan-
genles en ce poinl élant perpendiculaires anr langenles menées de ce
point d la conique.

Ces deux théorémes admettent des réciproques.

En particalicr, une hyperbole équilatére se transformant en elle
méme par polaires réciproques par rapport au cercle concentrique
qui passe par ses sommets réels, on voit que la podaire d’une hypér-
bole équilatére par rapport & son cenlre est une lemniscale qui a pour
point double réel le centre de Uhyperbole, les langenles en ce point
étanl les asymplotes de Uhyperbole.

Une conique de foyer O se translormant en un cercle par polaires
réciproques par rapport A un cercle de centre O, on voit aussi que
la podaire d'un cercle par rapport @ un point O est une quartique
admetlant les points cycliques comme poinls de rebroussement, le
point O comme point double, les langenles en ce point O étant perpen-
diculaires aux tangentes menées de O au cercle. Une telle quartique est
dite un limacon de Pascal. Quand le point O est situé sur le cercle,
la quartique admet le point O comme point de rebroussement ; elle
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est dite alors une cardioide. L’inverse d’une parabole dans une inver-
sion qui a pour pdle le foyer de la parabole est une cardioide qui admet
le foyer de la parabole comme point de rebroussement « disltance
finie.
Enfin, considérons une parabole. La podaire de cetle parabole
par rapport & un point O de sa dircctrice est
une cubique circulaire qui admet le point O
comme point double, les tangentes en ce point
étant rectangulaires et coincidant avec les
tangenles menées de O & la parabole ; celte
cubique est donc une strophoide. Soit T le point
d’inlersection d’une tangente & la parabole ct
F de la directrice A. La droite symétrique de A
par rapport & la tangente & la parabole passe
parlefoyer I, ct cetle droite contient 'homo-
A thétique M/, dans I'homothétic de pole O et
de rapport 2, du pied M de la perpendiculaire
mende de O sur la tangente & la parabole. Le
lien de M’ est aussi une strophoide. Or, on a TM'=TO; on
retrouve encore ainsi la délinition élémentaire de la strophoide.

%. Soient un cercle 1" et une droite A. Par un point fixe O de I'
menons une droite
variable rencon- 0
trant le cercle en
un point variable P
et la droite en un F
point Q. Soit sur
celle sécantle le
point M tel que

—p —
Pon ait OM = PQ.
Nous allons montrer que le liew de M est une cubique circulaire
admetlant le point O comme poinl double.

En ellet, soit A le point diamétralement opposé au poiut O sur le
cercle I'; la droite PA est perpendiculaire & la droite OP. Mcnons
en M et Q les perpendiculaires a la droite OP, rencontrant OA res- -
pectivement ‘aux points C el B; on a évidemment

v

CB= OA = const.
Menons par Q la paralltle & OA, rencontrant MC en I; on a

I_(:) = (;_Tj == const.
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Le lieu de I est donc unc droite L paralléle & A. D'autre part,
menons en [ la paralléle & OP, c’est-a-dire la perpendiculaire 3 MC,
rencontrant OA en F. On a
ﬁ) = l_(s == const.

Donc le point F est fixe. La droite MG enveloppe la parabole qui a
pour foyer F et pour langente au sommet L; le lieu de M est la
podaire de cette parabole par rapport & O; par suite, c'est unc
cubique circulaire ayant le point O comme point double. La droite
A est 'asymplote réelle de la cubique.

Le point M coincide avec O quand P coincide avec un des points
d’intersection de I et de A. Il s’ensuit que les tangentes en O sont
les droites qui joignent l¢ point O aux points d’intersection de I' et
de A. En particulier, si A est tangente & I, la cubique est une cis-
soide, si A est un diamétre de I', la cubique est une strophoide.

Toute cubique circulaire & point double étant la podaire d'une
parabole par rapport & son
point double, le raisonne-
ment précédent repris en sens
inverse prouve que toute
cubique circulaire peut étre
engendrée par le procédé qui
vient d'étre défini.

2" Soient un triangle ABC,
I, L, I, I les centres des
cercles inscrit et exinscrils
au triangle. Le quadrangle
de sommets I, I, 1,, I, est
orthocentrique ; les coniques
circonscrites 4 ce quadrangle
sont des hyperboles équila-
téres I' formant un faiscecau

Iz linéaire ponctuel; le triangle
ABC est conjugué par rap-
port & chacune des coniques du faisccau.

Le faisceau définit une transformation quadratique ponctuelle.
Le transformé M’ d’un point M du plan est le point d’intersection
des droites AM’, BM’/, CM’ symétriques respectivement des droites
AM, BM, CM par rapport aux bissectrices des angles A, B, C du
triangle donné.

Faisons choix d’un point fixe O intérieur au triangle ABC, abais-
sons de O les perpendiculaires sur les cotés du triangle et orientons

MicneL, Géom. mod. 5
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ces droites de manidre que les demi-droites positives O«, 08, Oy
issues de O, sur ces droites, contiennent respectivement les points de
rencontre des droites avec les ctés du triangle. Les mesures algé-

briques z, y, z des vecteurs M_F, M—(5, MR comptées respectivement
sur les axes Ox, OB, Oy sont dites les coordonndes trilinéaires nor-
males du point M par rapport au triangle ABC.

Si z',y', 2’ sont les coordonnées trilinéaires normales du point
M/, il est facile de voir que on a les relations

rr’ =yy =z,

Les points M et M’ sont dits inverses I'un de l'autre par rapport
au iriangle ABC.

Dans la transformation quadratique par points inverses par rap-
port & un triangle, les centres des cercles inscrit et exinscrits au
triangle sc transforment en eux-mémes, le point de concours des
hauteurs du triangle el le centre du cercle circonscrit au triangle
sont transformés 'un de l'autre.

D'aprés le théortme de Poncelet relalif aux tangentes menées
d’un point & une conique et aux droites qui joignent ce point aux
foyers réels de la conique, on voit que deux points inverses M et
M’ sont foyers d’'unc méme conique inscrite au triangle ABC.
Quand un des foyers est & I'infini, la conique est une parabole, le
foyer & distance finie est alors sur le cercle circonscrit au triangle
ABGC ; autremest dit, dans la transformation par points inverses,
la droite & I'infini et lc cercle circonscrit au triangle ABC sont des
courbes transformées I'une de 'autre.

3° Soient les cercles I qui passent par deux points fixes A et B
A distance finic ; ils forment un faisceau lindaire ponctuel. Parmi
ces cercles, il en existe trois qui sont décomposés en deux droiles ;
I'un d’eux est formé de la droite AB, axe radical commun aux
cercles I', et de la droite it I'infini ; les deux autres sont des cercles
de rayon nul ayant pour centres P et (Q situés sur la médiatrice de
AB, ligne des centres des cercles I'. Le triangle quia pour sommets
les points P et Q et le point & I'infini R sur la droite AB est conju-
gué par rapport i tous les cercles I'.

Considérons la transformation quadratique ponctuclle définie au
moyen du faisceau des cercles I". Le transformé M’ d’un point M est
le point de rencontre des perpendiculaires en P et Q respectivement
aux droites MP et MQ; c'est le point diamétralement opposé au
point M sur le cercle qui passe par M, P, Q. Ainsi,

La transformation qui fait se correspondre deuz points diaméiralement
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opposés sur un cercle variable qui passe par deux points fizes P et Q
est une transformalion quadralique. Les poinis singuliers de la trans-
Jormation sont les points P el Q et le point a linfini R dans la direc-
lion des perpendiculaires ¢ la droite PQ.

Soient deux points fixes I et Q. M étant un point variable, consi-
dérons le point M’ de concours des hauteurs
M du triangle MPQ ; le point M est le point
de concours des hauteurs du triangle M'PQ.
Soit d’autre part le point M, diaméLrale-
ment opposé au point M sur le cercle MPQ.
Les points M’, P, Q ct M, sont évidemment
les sommets d'un parallélogramme et par
P suite les points M, el M’ sont symétriques
@ par rapport au milicu O de PQ. On a ainsi
le théoréme suivant :

La transformation qui fail correspondre & un point M le point M’ de
concours des hauteurs du friangle qui a pour sommels deuz points
Sizes P et Q du plan et le point M est le produit d’une transformation
quadralique, qui a pour points singuliers les poinls P et Q el le point R
@ linfini dans la direction des perpendiculaires @ PQ, et d'une symé-
trie par rapport au milieu O de PQ.

4° Soit un triangle ABC. Les trois colés de ce triangle et la
droite A l'infini sont les cdtés d'un qua-
drilatére complet ; les points A, B, G \R A Q/
sont trois des sommets de ce quadrila-
tére, les sommets opposés sont respec-
tivement les points & I'infini A, B, C/
des droites BC, CA et AB. Il existe B G
une infinilé de coniques I' inscrites
& ce quadrilatére complet ; ce sont les
paraboles qui sont inscrites au triangle
donné ABC; elles forment un fais-
ceau linéaire tlangentiel. Parmi ces coniques il en existe trois
décomposées en deux points; ce sont les couples de points A et A’,
Bet B, Get C'. Le triangle PQR dont les cotés sont les paralliles
menées par les sommets du triangle ABC respectivement aux colés
opposds est conjugué par rapport & chacune des coniques I'.
Considérons la transformation quadratique tangenticlle définie
au moyen du faisceau lindaire tangentiel des coniques I'. La trans-
forméc D' d’unc droite D qui rencontre les cotés du triangle PQR
aux points «, §, y rencontre les cotés du triangle PQR aux points
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a’, By y' respectivement symétriques de @, B, y par rapport aux
milieux des cotés QR, RP et PQ du triangle PQR. D’aprés une déno-
mination due a G. de Longchamps, les droites D et D’ sont des trans-
versales réciproques du triangle PQR. La transformation par transver-
sales réciproques est une transformation quadralique tangentielle dont les
droites singulidres sont les colés du triangle par rapport auquel les
droiles lransformées sont transversales réciproques.

5° Soient les coniques I' qui admeltent comme foyers deux points
réels F et ' donnés & distance linic; ces coniques forment un
faisceau linéaire tangenticl. Considérons la transformation quadra-
tique tangentielle définic au moyen de ce faisceau. La transformée
D’ d’une droite D est la normale & la conique I' tangente & D, dont
le pied est le point de contact de 1" et de D.

Si la droite D varic en enveloppant une conique I, la droite D’
resle toujours normale & cette conique au point de contact avec D ;
autrement dit, la transformée quadratique tangenticlle de la
conique I" est la développée de cette conique. 1l s’ensuil que la déve-
loppée d'une conique @ centre est une courbe de la quairiéme classe qui
admet les axes de la conique el la droite & linfini comme tangentes
doubles de rebroussement. Les axes de la conique sont axes de symé-
trie de cetle courbe. Les points de rebroussement situés sur chacun
des axes sont les conjugués harmoniques par rapport aux foyers

situéds sur 'axe des points d'inter-
vy seclion de I'axe avee la conique;;
les directions asymploliques de la
développée sont perpendiculaires
aux direclions asymptotiques de
la conigue.

Réciproquement, soit une cour-
be S de la quatritme classe,

U
/p
wx w % admettant comme tangentes dou-

bles de rebroussement deux droi-
tes reclangulaires Ox et Oy ct la
droite & P'infini, les points de
rebroussement & distance finie
étant les sommels d'un losange
(autre qu'un carré) de diagonales
Oz et Oy. Montrons que cetle courbe cst la développée d’une
conique & centre.

Supposons en effct que la distance des points de rebroussement
a el o’ situés sur Oz soit plus pelite que la distance des points de
rebroussement § ct B’ situés sur Oy. Cherchons une conique I ayant
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pour -axe focal Oz, pour axe non focal Oy, de fagon que « et o
soient conjugués harmoniques des sommets A ct A’ situés sur Ox
par rapport aux foyers réels F et F' situés sur Oz et que B etp
soient conjugués harmomqnes des sommets B et B’ situés sur Oy
par_rapport aux foyers imaginaires ¢ et ¢’ silués sur Oy. On doit
avoir, cn désignant par ¢ la distance de O ‘4 chacun des points F
et I/,
2 2
OA = — =
T oy 08’
d’oll, en élevant au carré et en retranchant,

ct=ct ( U >,
0:° ()(12
égalité qui détermine les foyers et les sommets de la conique I'
cherchée.

Considérons la développée 8’ de cetle conique I'; c’est une coirbe
de la quatritme classe qui admet les droites Ox el Oy comme tan-
genles doubles de rebroussement, les points de contact élant les
points « et o', § et B/, el qui adinet aussi comme tangente double
de rebroussement la droite a I'infini. Or, quand deux courbes ont
une langente double commune, cette droile compte au moins pour
qualre dans le nombre des langentes communes aux deux courbes;
elle comple au moins pour six quand les deux points de contact
avec les deux courbes sont les mémes, et au moins pour huit quand
ces deux mémes points de contact sonl de rebroussement. D'aprés
cela, on voit que les deux courbes S ct 8’ ont an moins & + 8 + 4,
c’est-a-dire 20 tangentes communes ; ce nombre étant supéricur au
produit des classes des deux courbes, ces deux courbes sont confon-
dues.

Par application de ce qui précéde, proposons-nous de déterminer
les normales & une conique & centre qui passent par un point
donné P A distance finie. Le point P a, comme nous le savons, pour
courbe transformée une parabole Il tangente aux axes de la
conique I'. Les quatre tangentes communes & cette parabole et a la
conique I' onl pour transformées les quatre normales cherchées. La
parabole Il cst tangente & la polaire de P par rapport a I'. Elle a
pour transformée par polaires réciproques par rapport & I' une
conique qui passe par le centre de I', les points & l'infini sur les
axes de I', le point P et les pieds des quatre normales mendées de
P & I'; celte conique est I'hyperbole d’Apollonius relative au
point P,
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4. Considérons deux coniques proprement dites, tangentes en
un point A ct sc rencontrant en deux autres points distincts 8 ct C.
11 existe un faisceau linéaire ponctuel de coniques ' qui contient

ces deux coniques; les coni-

ques 1" sont tangentes cn A &

chacune des deux coniques, &

I'exception de la conique for-

mée des droiles AB et AG, qui

admet le point A comme point

double. Outre celte conique,

le faisceau linéaire contient

A LY encore une conique décom-

posée, formée de la Langente

en A aux coniques I' et de la droite BC. Le point P d’intersection

de ces deux droites a par rapport aux coniques I' une méme polaire

A qui passe par A el par le conjugué harmonique 1 de P par rapport

aux points B et C. Les polaires d'un point M quelconque du plan

par rapport aux coniques 1' sonl concourantes en un point M/,

qui est, en particulier, le point de rencontre de la droite conju-

guée harmonique de la droite AM par rapport aux droites AB et

AC et de la droite conjuguée harmonique de la droite PM par

rapporl aux droites PA et PBC. Le point M’ scra dit encore

transformé quadratique de M. La transformation ponctuclle zinsi
définie est réciproque.

Quand M est en A, M/ est indéterminé sur la droite ’A ; quand
M est en P, M/ est indélerminé sur la droite A. Les points A ¢t P
sont dits points singuliers de la transformation, la droite PA et la
droite A sont diles droiles singulicres de la transformation.

On a les théorémes suivants, qui se démontrent comme les théo-
rémes correspondants relatifs & la transformation quadratique
ponctuelle définic au moyen d'un faisceau linéaire de coniques
ayant quatre points communs distincls.

1° La transformée d'une droile quelconque est une coniq t
par P et A, et tangenle en A a la droite A.

¢ La transformée d’une conique qui ne passe ni par A ni par P est
une quarlique, unicursale comme la conique elle-méme, qui admet
seulement deux points doubles, le poinl A qui est de rebroussement, la
langenie en A élant A, et le poinl P, oi les langentes sont les droites
conjuguées harmoniques par rapport auz droites PA el PBC des
droites qui joignent le point P aux points d'intersection de la conique
avec la droile A.
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Il n’existe pas de point de rencentre autre que A de la quartique
avec la droite A ; le point A campte pour quatre dans I'intersection
de la quartique et de la tangente en A.

3° La transformée d’une conique qui passe par A sans y étre lan-
gente & A el ne passe pas par D est une cubique qui admet le point A
comme point double el le point P comme point simple. L'une des tan-
genles en A est la droite A ; la langente en P est conjuguée harmonique
par rapport auz droiles PA et PBG de la droite qui joint le point I’
au point de renconire aulre que A de la conique avec la droite A.

Si la conique passe par A ct y est tangente A la droite AP, le
point A est un point de rebrousscment de la cubique transformée,
la tangente de rebroussement étant A. Si, en outre, la polaire de
P par rapport & la conique est la droite A, le point P est d'inflexion.
Ce double résultat s'applique en particulier & la transformée d’une
conique I" proprement dite.

4° La transformée d’une conique qui passe par P el ne passe pas
par A est une cubique qui admet I comme point double et qui est tan-
gente en A d A.

5° La transformée d’une conique qui esl langenle en A @ A el ne
passe pas par P est une conique langente en A & A el ne passant pas
par le point P.

6" La transformée d'une conique qui passe par P et qui passe par A
sans y élre langenle i A est une conique passant par P et A.

7° La transformée d'une conwque passant par P et langenie en A & A
esl une droite.

Corrélativemnent, considérons un faisceau lindaire tangentiel de
coniques 1' tangentes en un méme point A et tangentes & deux
droites distinctes autres que leur tangente commune en A. A toute
droite A du plan il correspond une droite A’ licu des poles de A par
rapport aux coniques I'; cetle droite A’ sera dite encorc irans-
Jformée quadralique de A ; la transformation tangentielle ainsi défi-
nie est réciproque.

On a dcs théorémes qui se déduisent des précédents par applica-
tion du principe de dualité.

5. Applications. — 1° Soit un faisceau linéaire ponctuel de
cercles ' tangents en un point A. La transformalion définie au
moyen de ce faisccau fait correspondre & un point M du plan le
point d’'intersection M’ de la perpendiculaire en A & la droite AM
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avec la droite symélrique par rapport A la tangente en A de la
paralléle & cette tangente en A menée par le point M.
Supposons que M décrive un cercle I'; le point transformé M’ est
le point d'intersection de la tangente
M au cercle I' et de la perpendiculaire en
A & AM. Le licu de M’ est une cubi-
que qui admel le point A comme
point de rebroussement et le point a
» Pinfini dans la direction de la tangente
en A comme point d'inflexion. La tan-
A | | gente de rebroussement est la droite A,
H A H'  lignedes centres des cercles I'; 'asymp-
tote d’inflexion est la droite symétrique
par rapport & la tangente en A de la langente au point A’ du cercle
I' qui est diamétralement opposé au point A. Enfin, les points
cycliques, communs aux cercles
1", coincident avec leurs trans- L
formés quadratiques; il s’ensuit M
que la cubique est circulaire.
Considérons le cercle de dia- 4 ; :
métre AB symétrique du cercle A 0 0
I' par rapport & la tangente cn
A. La droite AM’ rencontre ce
cercle en K et la tangente en B & ce cercle en L. Les droites A'M
et AK sonl paralléles; les deux triangles A'MA et AKB se dédui-
sent I'un de I'autre par translation ; donc, on a KB = AM. D'autre

part, on a
m:m:—_’m:‘m.

11 s’ensuit que les deux triangles MAM’ et BKL sont égaux; donc

ona AM' = KI, el on voit ainsi que le lieu de M’ est une cissoide
droile, telle qu’on la définit élémentairement.

2° Soit un faisceau linéaire tangenticl de paraboles I' homo-
focales. La transformation quadratique tangentielle définie au
moyen de ce faisceau fait correspondre & une droite A du plan la
perpendiculaire A’ & A menée par le point de contact de A avec la
parabole I' qui lui est tangente. La transformée quadratique d’une
parabole 1" est la développée de cette parabole. On voit d’aprés cela
que la développée d’une parabole est une courbe de la troisiéme classe
admettant la droile @ Uinfini comme tangente d'inflexion, le point
d’inflexion étant & Uinfini dans la direction des perpendiculaires d l'axe
de la parabole, et admettant l'axze de la parabole comme tangente de
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rebroussement, le point de rebroussement étant syméirique dn sommel
de la parabole par rapport au foyer. Celle courbe est du troisitme

degré.

3° Soient les hyperboles équilatéres I' circonscrites au triangle
ABC rectangle en A. Elles sont tan-
A gentes en A a la hauteur Al et for-

M ment un faisceau linéaire ponctuel.
La transformation quadratique
ponctuelle définic au moyen de ce
B faisccan linéaire fait correspondre &
un point M du plan le point M’ d'in-
Lersection de la droite symétrique de
n M" AM par rapport 2 AB ou & AC et de
la droite symétrique de HIM par rap-
port & AH ou & BC. Soit M’ le symétrique de M’ par rapport &
AH; ce point est situé sur MIL. Montrons que Uangle (AM, AM")

est constan!. En cffet, on a

(AM, AM") = (AM, AM') 4+ (AM/, AM") ;

mais, on a
(AM, AM') = 2(AB, AM'), (AM/, AM") == a(AM’, AH) ;
donc, on a
(AM, AM") = 2(AB, AH) = const.
Cette constante étanl arbitraire, on a ainsi le théoréme suivant :

Etant donné un segment de droite All, la transformation qui fail
correspondre & un point M le point M” situé sur la droite HM et tel que
Uangle (AM, AM") ait une valeur donnée est le produit d’une transfor-
mation quadratique et d’une symélrie par rapport & la droite AH.

Le point I1 a la méme polaire par rapport aux coniques 1'; cette
droite passe par A et par le conjugué harmonique K de H par rap-
port aux points B et C; c’est donc la tangente en A au cercle de
diamétre BC.

La transformation quadratique de M en M’ transforme une
droile quelconque en une conique passant par H, par A ct tangente
on A & la droite AK; la transformation de M en M’ transforme
donc une droite quelconque en une conique passant par H, par A
el tangente en A i la symétrique de AK par rapport & AH, et réci-
proquement. La transformation de M en M’ transforme une conique
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ne passant pas par H ct tangente en A & AK en une conique ne
passant pas par H ct tangentc en A & AK, et la transformation
de M en M’ transforme une conique ne passant pas par H et tan-
gente en A & AK en unc conique ne passant pas par H et tangente
en A A la symétrique de AK par rapport & AH.

La transformation de M en M’ transforme le point cyclique I en
le point cyclique J ; la transformation de M’ en M" transforme J
en I; donc la transformation de M en M’ transforme chaque point
cyclique en lui-méme. Un cercle S tangent en A & AK, ne passant
pas par H, se transforme en un cercle S ne passant pas par H et
tangent cn A & la droite symétrique de AK par rapport 2 AH.
D’autre part, la transformation de M en M’ transforme en elle-
méme unc droite passant par H; il s'ensuil que les tangentes
menées de Il au cercle S sont aussi tangentes au cercle §"; les
cercles S et 8’ ayant deux points réels communs, le point II, qui
est réel, ne peul étre qu'un centre d’homothétie des deux cercles.
Quand le point M variable sur S tend vers A, le point M” variable
sur 8” tend vers le point « autre que A d'intersection de 8” avec la
droite All; la tangente «T au cercle 8" est paralléle a la tangente
AK au cercle S en A. On a

(M’a, M'A) = (aT, aA) = (AK, AH) = (MA, M'A);

donc les droites AM et «M” sont paralléles, cl les deux points M et

M’ sont homologues sur les cercles S et 8”; les tangentes en M et
M" & ces deux cercles sont paralléles.

La transformation de M en M" transforme une conique qui passe

par A et Il et qui n'est pas tangente

0 en A & AK en une conique passant

par A el 11; si la conique est un

cercle, sa transformée est un cercle.

4° Soient un angle droit xOy et
une droite Oz, Considérons les
hyperboles équilatéres I' qui pas-
sent par O, y sont tangentes a Oz
el admettent les directions de Oz
et de Oy comme directions asymp-
lotiques. Ces coniques forment un faisceau linéaire ponctuel.

La transformation quadratique ponctuelle définie au moyen de
oe faisceau linéaire fait correspondre & un point M du plan le
point M’ d’intersection de la droitle symélrique de la droite OM par
rapport & Oz ou & Oy ct de la droite symétrique par rapport a Oz
de la paralltle i Oz menée par M. Soit M” le symétrique de M’ par
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rappart & Oz. Montrons que l'angle (OM, OM") est constant. En
cifet, on a

(OM, OM") = (OM, OM") -+ (OM’, OM")
== 3(0a, OM') + 2(0M’, 02) == 2(Ox, 0:) = const.

Cette constante élant arbitraire, on a ainsi le théoréme suivant :

Etant donnée une droite Oz, la transformalion qui fait correspondre
@ un point M le point M" situé sur la paralléle & Oz menée par M et
tel que U'angle (OM, OM") ait une valeur donnée est le produit d'une
transformalion quadratique et d’une symétrie par rappor ¢ O:.

Le diametre conjugué de la direction de Oz par rapport aux
coniques I' est la droile A symétiique de Oz par rapport & Oz et i
Oy. La transformation de M en M” transforme une conique tan-
gente en O & A, qui n’admet pas O: comme direction asympto-
tique, en une conique tangente en O a la droile symétrique de A
par rapport & Oz; en particulier, si la conique est un cercle, sa
transformée est aussi un cercle, qui se déduit du premier par
translation ; les points M et M” correspondants sur les deux cercles
sont tels que les langenles en ces points soient paralltles.

6. Considérons un faisccau linéaire ponctuel de coniques 1" oscu-
latrices en un poinl A ct se rencontrant en un point B. On peut
encore faire correspondre & un point M quelconque le point M’
commun aux polaires de M par rapport aux coniques I'; le point
M’ est encore dit lransformé quadratiyue de M; la transformation
est réciproque. Il n’existe plus qu'un point singulier qui est le
point A el une scule droite singulitre qui est la tangente en A aux
coniques I'.

Notons le résultat suivant: dans la transformation précédente, la
transformée d’une conique quelconque qui ne passe pas par A est une
courbe unicursale du quatriéme degré qui n’a pas d’autres points mul-
tiples que le point double A.

7. Soient un triangle PQR et une conique fixe U, proprement
dite, ou bien décomposée en deux droites distinctes ou confondues.
A étant une droite variable du plan, il existe une conique S cir-
conscrite au triangle PQR et passant par les points d'inlersection A
et B de la droite A et de la conique U. Celle conique rencontre la
conique U en deux aulres points A’ el B’; soit A’ la droite qui
passe par ces deux poinls, tangente & la conique U si les deux points
sont confondus. Nous allons montrer que la transforination évidem-
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ment réciproque qui fail se correspondre les droiles A et A’ est une
transformation quadratique tangentielle.

En cffet, soient p et p’, q et ¢, r et r’ les points d’intersection
de la conique U respectivement avec les droites QR, RP et PQ, et,
d’autre parl, soienl « et a’ les points doubles de I'involution qui con-
tient les deux couples de points p, p’ et Q, R, 8 et B’ les points dou-
bles de I'involution qui contient les deux couples de points q, ¢’ et R,
P, y et y' les points doubles de I'involution qui contient les deux
couples de points r, r’ et P, Q. Les droites D et D', qui forment
une conique faisant partic du faisccau linéaire ponctuel qui contient
les coniques U et 8, rencontrent la droite QR en deux points qui,
d’aprés le théoréme de Desargues, sont conjugués harmoniques par
rapport aux points @ el z’. De méme, elles rencontrent la droite
RP en deux points conjugués harmoniques par rapporl aux points
f et B’, et la droite PQ en deux points conjugués harmoniques par
rapport aux points y et y'. 1l s'ensuil que la transformation de A en
A’ est la transformation quadratique langentielle définic au moyen
du faisceau linéaire tangentiel qui contient la conique décomposée
en les points « el o/, la conique décomposée en les points § et B/,
el, par le fait méme, la conique décomposée en les points y et y'.
Les cotés du triangle PQR sont les droites singulitres de la trans-
formalion.

Par transformation par polaires réciproques par rapport a U, on
voit que la transformation réciproque qui fait se correspondre leg
poles M et M’ des droites & el A’ par rapport & U est une transfor-
mation quadratique définic au moyen du faisceau linéaire poncluel
de coniques transformé par polaires réciproques par rapport a U
du faisceau lindaire tangentiel précédent. Les points singuliers de
cette transformation quadratique ponctluelle sont les poles des cotés
du triangle PQR par rapport a la conique U.

Des propriétés de la transformation quadratique tangenticlle qui
ont ¢été établies, il résulte le théoréme suivant :

Soil une conique variable circonscrite ¢ un triangle fixe PQR el tan-
genle da une conique fixe U. A et B étant les points d’inlersection, anlres
que le point de contacl, de la conique variable et de la conique fixe, la
droite AB a pour enveloppe une courbe de la quatriéme classe qui admel
les cotés du triangle PQR comme tangentes doubles.

Si, en particulier, le triangle PQR est conjugué par rapport & la
conique U, la courbe de la quatritme classe admet les cotés du
triangle PQR comme tangentes doubles de rebroussement ; les
points de rebroussement sont les points de rencontre de la conique
avec les cotés du triangle PQR.
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Corrélativement, soient un triangle fixe PQR et une conique fixe
U, proprement dite ou bien décomposée en deux points distincts ou
confondus. M étant un point arbitrairc du plan, il existe une
conique S inscrite au triangle PQR et tangente aux deux tan-
gentes mendes du point M 4 la conique U. Les deux coniques admet-
tent deux aulres tangenles communes (ui se coupent en un point
M/, situé sur U si ces deux tangenles sont confondues; la transfor-
mation évidemment réciproque qui fait se correspondre les poinls M
el M' est une transformation quadratique donl les poinls singuliers
sont les points P, Q, R. La transformation réciproque qui fait se cor-
respondre les polaires A et ' de M et de M’ par rapport ¢ U est une
transformation quadratique dont les droiles singuliéres sont les polaires
des points P, Q, R par rapport & U.

On a le théoréme suivant :

Soll une conique variable inscrite & un (riangle fire PQR et tan-
genle a une conique fire U. Le lieu du poinl de rencontre des lan-
gentes communes auwr deur coniques, aulres que la langente en leur
point de conlact, est une courbe du quatriéme deyré qui admet les som-
mets du triangle PQR comme points doubles.

Si, en particulier, le triangle PQR est conjugué par rapport A la
conique U, la courbe du quatriéme degré admet les points P, Q,
R comme points doubles d'inflexion ; les tangentes d'inflexion sont
les tangentes menées i la conique U par les points P, Q, R.

. 8. Applications. — 1° Soil une conique U & centre. Une
droite arbitraire A la rencontrant en deux points A et B, menons
les normales & U en A ¢t B, qui se coupent en un point P, dit
pole normal de A par rapport & U. De P, on peut mener & U deux
autres normales ayant leurs pieds en A’ et B'; soit A’ la droite
qui joint ces deux points. La lransformalion réciproque qui fait se
correspondre A et A" est quadratique. En elfet, les quatre points A,
B, A’, B’ soul les points d’intersection de la conique U avec une
hyperbole circonscrite au triangle qui a pour cotés les axes de la
conique et la droite a U'infini. Ce triangle est conjugué par rapport
al.

On a le théoréme suivant :

D’un point variable de la développée d’une conique i cenire, on
méne les deux normales ¢ la conique aulres que la langente en ce poinl
a la développée. La droite qui joint leurs pieds sur la conique enveloppe
une courbe de la quatriéme classe qui admel les axes de la conique et
ladroite a linfini comme tangentes doubles de rebroussement, les poinls
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de rebroussement étant les quatre sommets de la conique et ses deux
poinls & Uinfini.

On peut encore dire que cette droile est normale & ure conique
fixe ayant pour axes les axes de la conique donnée.

Soient M et M’ les poles de A etde A’ par rapport & U. La trans-
formation réciproque qui fait se correspondre les points M et M’ est
une transformation quadratique ponctuelle dont les points singu-
liers sont le centre de la conique U et les points & Iinfini sur les
axes de la conique U. Les projections des deux points M et M’ sur
un axce de la conique U forment un couple de I'involution qui con-
tient le couple des extrémités de I'axe de U el le couple formé du
centre de U et du point & l'infini sur Paxe. D'apris cela, si z el y
sont les coordonnées de M, =’ ct y’ celles de M’ par rapport aux
axesde U, on a

zx' = — a?, yy = -—b?
a et b étant les demi-longueurs des axes de la conique U.

2 Soit une hyperbole équilatére fixe U, de centre O. Une parabole
variable ayant pour foyer le point O et tangente & I'hyperbole équi-
latére admet avec cette conique deux tangenles communes autres
que la tangente en leur point de contact. Comme cette parabole
est inscrite au triangle qui a pour sommets le point O et les deux
points cycliques I et J, lequel triangle est conjugué par rapport
U, le lien du point M d'intersection des tangenles communes 2
I'hyperbole et A la parabole autres que la tangente en leur point de
contact ¢st une courbe du quatriéme degré qui admet les points O,
1, J comme points doubles d’inflexion, les tangentes en O, qui sont
les asymptotes de I'hyperbole, élant rectangulaires. Celte quartique
est donc une lemniscate de Bernoulli.

3" Soit une conique variable inscrite i un triangle fixe PQR
dont les sommels sont & dislance finie. La transformation qui fait
se correspondre les asymptotes d'une telle conique est une transfor-
mation quadratique tangenticlle dont les droites singuliéres sont
les cotés du triangle PQR. Pour le voir, il suffit de prendre comme
conique U la conique décomposée en deux droites confondues avec
la droite & Vinfini.

9. Remarques. — Conservant, dans ce qui précide, la conique
U, on peut encore définir une transformation quadratique tangen-
ticlle en considérant un couple de sécantes communes variables &
la conique U et & une conique S variable passant par un point fixe
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P et tangente & une droite fixe en un point Q, et aussi en considé-
rant un couple de sécantes communes variables & la conique U et
3 une conique osculatrice & une conique donnée en un point donné.
De méme, on pourra définir une transformation quadratique ponc-
tuelle en considérant un couple de points de rencontre de tangentes
communes & la conique U et & une conique tangente & une pre-
mitre droite fixe et & une scconde droite fixe en un point donné,
el aussi en considérant un couple de points de rencontre de tan-
gentes communes & la conique U ¢t & une conique variable oscu-
latrice & une conique donnée en un peint donné.



CHAPITRE V

QUADRILATERES INSCRITS ET CIRCONSCRITS
A DEUX CONIQUES
CONIQUES HARMONIQUES PONCTUELLE ET TANGENTIELLE

1. Théoréme. — Elant données deur coniques T" et 1, s'il existe
un quadrilatére ABA'B', de diagonales AA' et BB, inscrit a 1* et cir-
conseril @ 1", il en existe une infinité ().

Soit T le point de rencontre des diagonales AA’ et BB'. Le couple
des tangenles & ' menées par un point
M quelconque de 1" fait, d’aprés le théo-
réme corrélatif du théoréme de Desar-
gues, partie de I'involution qui contient
le couple des droites MA et MA' et le
couple des droites MB ct MB'. Par suile,
les points N et N, autres que M, d'in-
tersection de ces tangentes & I'' avec I’
sont, d’aprds le théoreme de Frégier, en
ligne droite avec le point I. De méme,
les tangentes & 17, menées soit par N,
soit par N’, rencontrent 1" en deux points
dont I'un est M, 'autre étant a I'intersection de 1" avec la droite
IM. Ainsi, le quadrilatére MNM'N’, de diagonales MM’ et NN, est
inscrit & 1" et circonscrit & 1I'; comme M est un point arbilraire de
I, le théoreme est établi.

Remarquons que les diagonales MM’ ¢t NN’ se rencontrent au
point I et que, d’aprés le théoréme corrélatil du théortme de De-
sargues, ces deux droites sont conjuguées harmoniques par rapport

(1) Ce théoréme ost dd a Poncelet, qui a démontré le théorém plus générale
suivant: Elant données deux coniques I et IV, s'il existe un conlour polygonal fermé
de n colés qui soit inscrit a ' et circonscrit d IV, il en exisle ane infinité, n élant un
entier quelconque donné supérieur a 2.
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aux tangentes menées de I & la conique I'". D’autre part, soient P
ct P’ le point de rencontre des droites MN et M'N’ et le point de
rencontre des droites MN’ et M'N; la droite PP’ est la polaire
du point 1 & la fois par rapport & I' et par rapport & I'. Enfin,
d’'aprés le théoréme de Desargues, les points P et P’ sont conjugués
harmoniques par rapport aux points d’intersection de la droite PP’
et de la conique I'.

Théoréme., — Etant donnés une conique T' et un point I non
situé sur I, Uenveloppe d'une droite A lelle que le couple des droites
qui joignent le point I & ses points de rencontre avec 1I' fasse partie
d’une tnvolation donnée est une conique T,

En effet, soient A et A’, B et B les points d'intersection de I
avec deux droites formant un couple de I'involution donnée, C et
C’, D et I les points d’intersection de I" avec deux droites formant
un second couple de celte méme involution. Il existe unc conique
1" inscrite au quadrilatere ABA’B’ et tangente & la droite CD.-
Comme il existc un quadrilatére inscrit & I' et circonscrit & 17, il
en existe une infinité, ct, parmi ces quadrilatéres, il en existe un
qui a pour coté CD; les diagonales dc ce quadrilatére sc rencontrent
en I, et cc quadrilatére est par suile le quadrilatére CDCG'D’. La
conique 1" étant définie de la fagon précédente, le couple des dia-
gonales d'un quadrilatére variable MNM'N’ inscrit & I" et circon-
scrit & I fait partie d'une involution fixe, qui, ayant deux couples
communs avec l'involution donnée, coincide avec elle, d’ou il
résulte que P'enveloppe cherchée est la conique 1. Les tangentes
menées de I & la conique 17 sont les droites doubles de I'involution
donnée.

Une tangente A & la conique 1" est partagée harmoniquement
par la conique T' et le couple des rayons doubles de I'involution
donnée. On a ainsi le théoréme suivant :

Etant donnés une conique T et un couple de droites « el o' ne se
renconlrant pas en un point de 1', lenveloppe des droites A qui sont
parlagées harmoniquement par I' et par le couple des droiles a el o'
est une conique 1" telle qu'il existe une infinité de quadrilatéres inscrils
a T et circonscrits a 1.

Nous désignerons la conique I sous le nom de conique tangen-
tielle harmonique relative & 1" el au couple des droiles a et o'. Elle est
tangente aux droites « ct o', et la droite qui joint les points de con-
tact est la polaire par rapport 2 I du point de rencontrede « etdea’.

Micukr., Géom. mod. 6
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2. Par application du principe de dualité, on a les théorémes sui-
vants

1° Etant donnés une conique I el une droite L non tangente & I,
le lieu d’un point M tel que les tangenies menées de ce point d I ren-
éontrent L en un couple de points faisant partie d’une involution fixe
est une conique T'.

2° Etant donnés une conique I' et un couple de poinis w et o' non
situés sur une méme langente ¢ I, le lieu d'un point M tel que les tan-
genles mendes de ce point a I soient conjuguées harmoniques par rap-
port auz droites Mw et Mw' est une conique I' lelle qu’il existe une
infinité de quadrilatéres circonscrits & "' el inserits & T'.

Nous désignerons la conique T' sous le nom de conique ponctuellt
harmonique relative G 1V et aa couple des points w et w'. Elle passe
par.les points v et w', et le point de rencontre des tangentes en w et
w»’ est le pole de la droite ww’ par rapport & I,

3. Applications. — 1° Etant donnés une conique I' et un point
I non situé sur I, l'enveloppe des cordes MN de I qui sont vues de 1
sous un angle droit est une conique I'' qui a pour foyer le point 1 et
pour directrice correspondante la polaire de 1 par rapportaT'.

Pour que I soit tangente & la droite a l'infini, autrement dit,
pour qu’elle soit une parabole, il faut et il suffit que I' soit une
hyperbole équilatére. Pour que I'' soit un cercle, il faut et il suffit
que la polaire de I par rapport i I' soit la droite & l'infini, autre-
ment dit, que 1 soit centre de la conique TI'.

Par application du théoréme de Frégier, les cordes MN d'une
conique 1I' qui sont vues sous un angle droit d’un point I de cette
conique passent par un point fixe situé sur la normaleen I & la
conique.

Quand T n’est pas une hyperbole équilatére, le lieu des projections
d’un point fixe 1 sur les cordes de I' qui sont vues de 1 sous un angle
droit est un cercle ; quand Y est une hyperbole équilatére, ce lieu est
une droite.

2° Le lieu des points d’oii l'on peut mener & une conique & cenire
deux tangentes rectangulaires est un cercle concentrique & la conique.
Ce cercle, dit ortheptique, est la conique ponctuelle harmonique relative
d la conique donnée et au couple des points cycliques.

§'il s’agit d’unc parabole, le lieu devient une droite, par appli-
cation du théoréme corrélatif du théoréme de Frégier. Cette droite,
qui est la directrice dc la parabole, est dite droite orthoptique.
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Soient deux coniques S et S'. D'un point A commun aux cercles
orthoptiques de ces deux coniques on voit chacune des deux comi-
ques sous un angle droit. L'involution formée par les couples de
tangentes menées de ce point aux coniques du faisceau linéaire tan-
gentiel qui contient S et 8, contenant deux couples de droites rec-
tangulaires, admet pour rayons doubles les droites isotropes qui
passent par le point A ; les couples de I'involution sont par suite
tous formés de droites rectangulaires; autrement dit, le point A
est situé sur le cercle orthoptique d’une quelconque des coniques

du faisceau linéaire tangentiel.
Donc,

Il exisle deux points, distincls ou confondus, d’ou I'on voit sous un
angle droil toutes les coniques d'un fai linéaire tangentiel

Autrement dit,

Les cercles orthoptiques des coniques d’un fai linéaire 1
tiel forment un faisceau linéaire poncluel.

Ce théoréme est di & Pliicker.

L’axe radical des cercles orthoptiques est la dircctrice de la para-
bole du faisceau linéaire tangentiel. Les centres des cercles de rayon
nul qui font partic du faisceau linéaire des cercles orthoptiques
(points de Poncelet) sont les centres des hyperboles équilatéres du
faisceau linéaire tangentiel.

Considérons les coniques qui sont inscrites & un quadrilatére com-
plet dont les sommets opposés sont A et A, Bet B/, Cet C'. Ces coni-
ques forment un faisceau linéaire tangenticl, et, parmi clles, se trou-
vent les coniques décomposées en les points A et A’, Bet B/, Cct
C'. Les cercles orthoptiques de ces coniques décomposées sont les
cercles de diamétres AA’, BB/, CC'. On a ainsi le théoréme suivant :

Les cercles qui ont pour diamélres les diagonales d'un quadrilatére
complet ont méme axe radical.

11 en résulte que les milieux des diagonales du quadrilatére
complet sont trois points en ligne droite.

Considérons les coniques qui sont tangentes en deux points
donnés A et B 2 deux droites données Oz et Oy. Elles forment un
faisceau linéaire tangentiel et leurs cercles orthoptiques forment un
faisceau linéaire ponctuel. Un de ces cercles est le cercle de diamétre
AB. Un des points de Poncelet du faisceau de cercles est le point
0; l'autre est le centre de I'hyperbole équilatére tangente en A et
B aux deux droites Ox et Oy. On a le théoréme suivant :

‘Etant donndes une conique I' et une corde AB de celle conique, le
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pdle de AB par rapport & T' est un point de Poncelet du JSaiscean
linéaire ponctuel de cercles qui contient le cercle orthoptique de la conique
el le cercle de diamétre AB.

Soient C et D deux points conjugués harmoniques par rapport
aux points A et B. O élant le pole de AB par rapport a I', le
triangle OCD est conjugué par rapport & I'. Le cercle circonscrit
au triangle OCD est orthogonal au cercle de rayon nul qui a pour
centre O ct au cercle de diamétre AB; donc, il est orthogonal a
tout cercle du faisceau linéaire ponctucl qui contient ces deux cer-
cles, et, en particulier, au cercle orthoptique de la conique 1'; c’est
le théortme dc Faure.

4. Soient deux coniques I', 17 telles qu'il existe une infinité de
quadrilatéres MNM'N’ & la fois inscrits & I" et circonscrits a I".
Le point de rencontre I des diagonales MM’ ¢t NN’ est fixe, et la
troisitme diagonale PP’ du quadrilatére complel qui a pour cotés
les quatre cotés du quadrilattre MNM'N’, qui est la polaire de I par
rapport & chacune des coniques T et IV, est elle-méme fixe. Soient
w et w’ les points d’intersection de la droite PI” avec la conique T'.
Quand M est en o, il en est de méme de M/, car Iw est tangente
4 I'en o ; les deux autres sommets N et N’ du quadrilatére variable
MNM'N’ sont alors les points de contact des tangentes menées de w
a IV, et le quadrilattre MNM'N’ s’aplatit suivant les deux cotés
d’un angle. 1l en est de méme quand M est en «'. On est ainsi
conduit aux théorémes suivants :

1° Soient deux coniques 1" et I''. Si le pile par rapporta 1" d'une
sécanle commune A aur deux coniques est situé sur I', il exisle une
infinité de quadrilatéres inscrits & 1" el circonscrils a 1. Le pile par
rapport a "' de la sécante commune A' aur deux coniques qui forme
avec A une conique décomposée du faisceau linéaire ponctuel qui con-
tient 1" et 1" est aussi un point de 1".

2° Etant donnés une conique et deux poinls « et v', ces deux points
el les quatre points de conlact des tangenles menées de ces points & la
conique sont siz poinls silués sur une méme conique, laquelle est la
que poncluelle harmonique relative i la conique donnée et au couple

des points w el o'

Par application du principe de dualité, on a les deux théorémes
suivants :

1° Soient deux coniques I" et . Si la polaire par rapport ¢ T d’un
point A de rencontre de deux tangentes communes aux deux coniques
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est langente d IV, il exisle une infinité de quadrilatéres inscrits & T' et
circonscrits & T'. La polaire par rapport & " du point A’ de rencontre
de deux tangentes communes aux deux coniques qui forme avec A une
conique décomposéedu faisceau linéaire langentiel qui contient I" et I' est
aussi tangenle a 1.

2° Etant données une conique el deux droites « et o', ces deux droiles
et les quatre tangentes ¢ la conique aux points d’inlersection de cetle
conique avec les deux droiles sont six langenles & une méme conique,
laquelle est la conique tangenlielle harmonique relative & la conique
donnée et au couple des droiles a el a'.

5. "'Théoreme. — Soient une conique S et deur couples de
poinis (A, B) et (A’, B"). Si A’ et B’ sont conjugués par rapport a la
conique ponctuelle harmonique ' relative @ S et au couple de points
(A, B), A et B sont aussi conjugués par rapport a la conique ponctuelle
harmonique 1" relative & S et au couple de points (\', B').

En effet, soient P ct Q les points d'intersection de la conique I
avec la droite A'B’; ces deux
points sont conjuguds harmoni-
ques par rapport aux points A’
ct B'. Menons les tangentes & S
qui passent par P et Q et qui se
coupent en quatre points M, M,
M,, M, autres que P et Q; ces
qualtre points sont situés sur la
conique 1", Cela posé, les droites
PA et PB sont conjuguées har-
moniques par rapport aux deux
tangentes menées de P A la
conique S; A et B sont donc
conjugués par rapport a la coni-
que formée par ces deux tangentes ct, de méme, conjugués par
rapport & la conique formée par les deux tangentes menées de.Q a
la conique 8 ; ils sont donc conjugués par rapport & toute conique
passant par les quatre points M, M, M;, M, et en particulier par
rapport i la conique I'. Le théoréme est établi.

Théoréme corrélatif. — Soient une conique S el deux couples
de droites («, 5) et (a', B). Si ' et §' sonl conjuguées par rapport
a la conique tangentielle harmonique I relative a S et au couple de
droites (a, B), « el B sont aussi conjuguées par rapport & la conique
tangentielle harmonique 1" relative @ S el au couple de droiles (', ).



86 QUADRILATERES INSCRITS ET CIRCONSCRITS A DEUX CONIQUES

Pour établir ce théoréme, il suffit d’appliquer & la démonstration
précédente le principe de dualité.

6. Applications. — 1° Dans la démonstration précédente,
supposons que les points P et Q soient les points cycliques; la’ coni-
que I' cst alors un cercle, les quatre points M, M, M;, M, sont
les: foyers de la conique S (supposée autre qu’une parabole), et I est
une hyperbole équilatére qui passe par les foyersde S et qui admet
les points A et B comme points conjugués. On a ainsi le théoréme
suivant :

Etant donnée une conique S G cenlre, si deux poinis A et B sont
lels que la conique ponctuelle harmonique relalive & S et au couple
(A, B) soit un cercle, les deux points A el B sont conjugués par
rapporl & toute hyperbole équilatére passant par les quatre foyers

de S.

La transformation réciproque qui fait se correspondre les points A
et B est quadratique.

2° Dans la méme démonstration, supposons que A’ et B’ soient
les points cycliques. La conique I est alors le cercle orthoptique de
la conique S, et la conique I' est une hyperbole équilatére. On a le
théoréme suivant :

Etant donnée une conique S a cenlre, pour que la conique harmonique
ponctuelle relative ¢ S et a un couple de points (A, B) soit une hyper-
bole équilalére, il faut et il suffit que les deux poinls A et B soient
conjugués par rapport au cercle orthoptique de S.

Ce théortme se modific ainsi lorsque la conique S est une
parabole :

Etant donnée une parabole S, pour que la conique harmonique
ponctuelle relative & S et @ un couple de points (A, B) soil une hyper-
bole équilatére, il faut et il suffit que le milieu du segment AB soit
situé sur la directrice de la parabole.

‘3° Soient une conique S, un point A, les points de contact B
et C des tangentes & S menées par A. Si H est le point de concours
des hauteurs du triangle ABC, la conique ponctuelle harmonique
1elative & S et au couple de points (A, H), qui passe par les points
A, B, G, H, est une hyperbole équilatére. On a par suite le théoréme
suivant, dd & M. Keenigs:

Etant donnée une conique S, un point quelconque A et le point H de
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oancours des hauteurs du triangle qui a pour sommets le point A’ et les
poinis de conlact des tangent ées de A a la conique sont conjugués
par rapport au cercle orthoptique dela conique S.

Dans le cas de la parabole, le milieu du segment AH est situé
sur la directrice de la parabole.

On peut déduire de ce théoréme la construction d’un triangle
ayant pour sommets deux points B et C d’une conique S et le point
de rencontre A des tangentes en B et 'C, connaissant le point H de
rencontre des hauteurs de cc triangle. Le sommet A est a l'inter-
section de la polaire de H par rapport au cercle orthoptique de S et
de I'hyperbole d’Apollonius de H par rapport & S. Le probléme a
deux solutions.

7. Il est clair que le premier théoréme établi au § 5 subsiste si
la conique S, considérée comme enveloppe de droites, se réduit a
deux points 1 et I'. On voit ainsi, en particulicr, que si deux
points A et B sont conjugués par rapport au cercle de diamétre II',
le licu des points M tels que les droites MA et MB soient conjuguées
harmoniques par rapport aux droites MI et MI’ est une hyperbole
équilatére. D’aprés le théorbme de Frégier, le pole de 11’ par rapport
& cette hyperbole est un point de AB. On a par suite le théoréme
suivant :

Etant données une hyperbole équilatére et une corde de celte hyper-
bole, une droile variable passant par le p6le de cetle corde par rapport
a Uhyperbole rencontre I'hyperbole en deux points conjugués par rapport
aa cercle décrit sur la corde comme diamétre.

8. Contques harmonliques ponctuelle et tangentielle
relatives a deux coniques. - 1° Considérons deux coniques
T’ et I, proprement dites ou décomposées en droites; soit & déter-
miner 'enveloppe des droites A telles que les points d’intersection
d’une droite A avec I' soient conjugués harmoniques par rapport
aux points d’intersection de cette droite avec ['. A cet effet, consi-
dérons les coniques I', et I'y qui sont tangentes & A et qui font
partie du faisceau linéaire ponctucl qui contient I' et I, et montrons
que le rapport anharmonique des coniques I', T, I', et I'y est égal a
— 1. Soient A et B, A’ et B les points d'intersection de A avec I
et avee I, ay et &g les points de contact de A avec I'y et I';. Le
rapport anharmonique des coniques I', IV, T, et I'; est égal au
rapport anharmonique des polaires de A par rapport  ces coniques
et par suite au rapport anharmonique des points d’intersection de
«es droites avec A. Or, la polaire de A par rapport & I' rencontre
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Aven Aj; la polaire de A par rapport & I rencontre A en B, qui,
par hypothése, est conjugué harmonique de A par rapport aux
points A’et B'; enfin, les polaires de A par rapport & I'; et T'y
rencontrent A en @; et «,. Comme, d’'aprés le théordme de
Desargues, les points A et B ‘sont conjugués harmoniques par
rapport aux poinis a, et ay, le théoréme est établi. Ce résultat est
du & Picquet(®).

Cela posé, cherchons combien il passe de droites A par un point P
arbitrairement donné dans le plan. Soient D et D' les polaires de I’
par rapport aux coniques I' et I'. Les polaires de P par rapport aux
coniques I'y et I, passent par les points a, et a, et par le point de
rencontre I des droites D el D', et elles sont conjuguées harmoniques
par rapport aux droites D et D'. Il s'cnsuit que les points de
rencontre M et M’ de D et de D' avec A sont conjugués harmoniques
par rapport aux points a, el «, ; les trois couples de points (A, B),
(A, B’y et (M, M') font partie d’'une méme involution. 1l en
résulte que si P’ est 'homologuc de P dans cette involution, il
existe une conique passant par P et P’ dans le faisceau linéaire
ponctuel qui contient T' et la conique décomposéc en les deux
droites D et D', et il exisle aussi une conique passant par I ct P’
dans le faisccau linéaire ponctuel qui contient I et la conique
décomposée en les deux droites D et D'. Le point I, qui déter-
mine A, cst un des points d’intersection autres que P des deux coni-
ques appartenant chacune & un des deux faisceaux linéaires ponc-
tuels précédents el passant par P. Or, ces deux coniques ont pour
tangente en I’ la droite PI; en effet, le point 1 est lc point de
rencontre des polaires de P par rapport & deux coniques de chacun
de ces faisceaux; il est donc situé sur la polaire de I’ par rapport a
une conique quelconque de chacun de ces faisceaux et, en parti-
culier, sur la tangente en P & la conique qui, dans chacun des
faisccaux, passe par . D'apris cela, il existe deux points P’ et par
suite deux droites A passant par P. On a donc le théordme suivant,
dir & Salmon :

L’enveloppe des droites A qui sont partagées harmoniquement par
deux coniques 1" el I est une conique.

Par généralisation d'une dénomination antérieure, nous désigne-
rons cette conique sous le nom de conique langentielle harmonique
relalive aux deuz coniques 1" et I"'.

Supposons que les coniques I' et 1" soient proprement dites et se

(*) Picquer, Géoméirie analytique.
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rencontrent en quatre points distincts. Parmi les droites A se
trouvent évidemment les huit tangentes & ces deux coniques en
leurs quatre points d’intersection. Ainsi,

Les huil tangentes i deux coniques proprement dites en leurs poinls
d'intersection supposés dislinets sont langenles i une méme conique.

Pour que la conique tangentielle harmonique relative ¢ deuz coni-
ques I' et I'' se décompose en deuzx points, il faut et il suffit que le ple
d’une sécante commune D par rapport & une des deuzx coniques T et 1
coincide avec le pile par rapporta lautre de la sécante commune D' qui
. Jorme avec D une conique décomposée du fai linéaire ponctuel qui
contient I" et I'.

En effet, supposons que la conique tangentielle harmonique S sc
décompose en deux points. Comme les huit tangentes aux coni-
ques I' et I'" en leurs quatre points d’interseclion sont tangentes
& S, nécessairement le pole w d’une sécante commune D par rapport
a I' est un des deux points en lesquels se décompose 8, et il est
aussi le pole de D’ par rapport & 1", Le point &' qui avec w forme
la conique décomposée § est & la fois le pole de D par rapport & I
et le pole de D' par rapport & I'. Réciproquement, supposons qu'il
existe un point w qui soit 4 la fois pole de D par rapport 2 I et
polede D' par rapport & 1. Par ce point, il passe quatre tangentes
& la conique 8, qui par suite se décompose en deux points.

2° Par application du principe de dualité, on a les résultats
suivants :

Etanl donnédes deuz coniques I' et T, proprement dites ou décom-
posées en deux points, le lieu des points M lels que les tangentes
menées d’un point M & la conique 1" soient conjuguées harmoniques
par rapport aux langenles menées de M ¢ la conique I est une coni-
que, que, par exlension d’une dénominalion antérieure, nous dési-
gnerons sous le nom de conique ponctuelle harmonique relative aux
coniques I" et I,

Si Lon suppose que les coniques 1" et 1" sont proprement dites et
admellent qualre langenies communes distincles, les huit points de
contact_des qualre tangentes communes sont sur une méme conique,
qui est la conique poncluelle harmonique relative aux: coniques 1" et TV,

Pour que la conique poncluelle harmonique relative auz coniques I'
et 1" se décompose en deux droiles, il faut el il suffit que la polaire par
rapport a Uune des deux coniques I' et I d’un point A de rencontre
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de dewz de leurs tangenles communes coincide avec la polaire par
rapport & l'autre du point A’ de-renconlre de deuz langentes commanes
a T etal' qui forme avec A une conique décomposée du faiscean
linéaire tangentiel qui contient T" et T,

9. Applications. — 1° Soient deux cercles T et I', de centres O
et O'. La conique tangentielle harmonique relative & ces deux
cercles est tangente aux droites isotropes qui passent par O et
aux droites isotropes qui passent par O’. On a ainsi le théoréme
suivant :

L'enveloppe des droites qui sont partagées harmoniquement par deux
cercles est une conique qui admel les cenlres des deux cercles comme

Joyers.

Si les deux cercles sont orthogonaux, le centre de I'un des deux
cercles est & la fois le pole de la droite A I'infini par rapport a ce
cercle et le pole de I'axe radical des deux cercles par rapport & I'autre
cercle; alors, la conique tangentielle harmonique se décompose en
les centres des deux cercles.

2° Soient une hyperbole équilatére H et un cercle I' ayant pour

diamétre une corde AB de cette hyperbole. Ces deux coniques se

rencontrent en deux

points G et D autres

que A et B. Montrons

que la droite CD est un

diamétre de I'hyperbole.

En cffet, I'angle ACB

est droit; la conique

C formée par les deux

droites CA et CB est

donc une hyperbole

équilatére. Considérons

o le fafsceau linéaire penc-

tuel qui contient cette

conique décomposée et

Phyperbole  équilatére

H ; toutes les coniques de ce faisceau sont des hyperboles équilate-

res. Parmi ces coniques se trouve la conique décomposée en la droite

AB et la tangente en G & H. On voit ainsi que la tangente en C & H

est perpendiculaire & la droite AB. 1l en est de méme de la tangente

en D & H, et, les tangentes en G et D & H étant ainsi paralldles, la
droite CD est un diamétre de H.
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Ce qui précéde montre que le point w & Uinfini dans la direction
perpendiculaire & AB est i la fois pole de la droite AB par rapport
a T' et pole de la droite CD par rapport & II. 11 s'ensuit que la
conique tangentielle harmonique relative aux coniques H et I se
décompose en deux points dont 'un est «, 'autre point o' étant &
la fois le pole de AB-par rapport a H et le pole de CD par rapport
ar

Soit un point M variable du cercle I'. La polaire de ce point par
rapport & 11 rencontre le cercle ' en deux points P et Q. Les points
M et P sont conjugués par rapport 4 H, ainsi que les points M
et Q; il s'ensuit que chacune des deux droites MP ct MQ est par-
tagée harmoniquement par H et par T', et qu’ainsi une de ces deux
droites est constamment perpendiculaire & AB, I'autre passant con-
stamment par le point o',

Soit de méme un point M’ variable de H. La polaire de M’ par
rappert au cercle I' rencontre H en deux points P’ et (Q'. Des deux
droites M'P’ et M'Q’, I'une est constamment perpendiculaire & AB,
I'autre passe constamment par le point fixe w'.

3¢ Soient une hyperbole équilatére H, un diamétre de cette
hyperbole et un cercle T' passant par les cxtrémités G et D de ce
diamétre. Ces deux coniques se rencontrent en deux points A et B
autres que C et D. Montrons que la droite AB est un diametre du
cercle. En effet, la droite AB est paralléle & la symétrique de CD
par rapport & un axe de I'hyperbole et la tangente en G & 'hyper-
bole est paralltle & la symétrique de CD par rapport & unc asymp-
tote. Comme I'axe et 'asymptote de Uhyperbole font un angle de 45°,
il s'ensuit que la tangente en C & I'hyperbole est parpendiculaire A
AB. Considérons le faisccau linéaire ponctuel qui contient I'hyper-
bole H et la conique décomposée en la droite AB el la tangente en
C 4 H ; toutes les coniques de ce faisceau sont des hyperboles équi-
lateres. Parmi ces coniques se trouve la conique décomposce en les
droites CA et CB, qui sont donc rectangulaires. On voit alors que
AB est un diamétre du cercle.

On peut appliquer par suite ce qui a été établi au 3°. La conique
tangentielle harmonique relative aux coniques H et I" sc décompose
en deux points dont I'un est & l'infini.



CHAPITRE VI

PROPRIETES METRIQUES DES CONIQUES

1. Théoréme. — Soit un lriangle ABC. Si«, B, yeta/, p', v’
soni les poinls d’intersection de deux lransversales A et A’ respeclive-
ment avec les cités BC, CA, AB, on a

(BCaa’) . (CABB') . (AByy) = —+ 1.

En effet, il est possible de faire une projection conique de la figure
sur un plan de fagon que la droite A’ ait pour projection la droite
a linfini du plan de projection. En conservant, pour simplifier les
notations, les mémes lettres pour la projection, on est alors ramené
A établir la relation

B BC A _ .
«C BA B
c’est le théortme de Méndlaiss.
11 existe un théoréme qui sc déduit de ce théoréme par dualité.

Théoréme de Carnot. — Soit un triangle ABC dont les cités
BC, CA, AB sont respectivement rencontrés par une droite A ena, 8, .
Si une conique 1" rencontre les droites BC, CA, AB respectivement aux
poinlsaeta,betd,celc, ona

(BCax) . (BCa'a) . (CABB) . (CAb'B) . (ABey) . (ABe'y) = + 1.

En effet, soient m et m’ les points d’intersection de AB avec les
droites ab et a'b’. D’aprés le théoréme précédent, on a

(BCax) . (CAL) . (ABmy) =1,
(BCa'a) . (CAb'B) . (ABm'y) = 1.

De plus, d'aprés le théoréme de Desargues, les trois couples de
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points (A, B), (¢, ¢') et (m, m") font partie d’'une méme involution,
et I'on a par suite

(ABey) . (ABe'y) = (ABmy) . (ABm'y).
Si on multiplic ces trois dgalités membre & membre, on obtient
I'égalité qu’il s’agissait d’établir.

11 existe un théoréme qui se déduit du théoréme de Carnot par
dualité.

Théoréme de Newton. — Supposons que la droite BC soit &
Pinfini. Alors on a

(CAbB) = ﬁ% (CAb'B) = #’

)

'A

ABc > (ABe'y) = S22
( Y) YA, ) Y"\

On a donc
l‘A . A~ IA_' 1
A - b'A BA? (B(]az) (BCa cx)

Cela posé, si A varie et si les droites AB ct AC ont des directions
fixes, le second membre de cetie égalité a une valeur constante. On
a par suite le théoréme suivant:

Si les cités d’un angle variable de sommel A rencontrent une conique
Ah ]

Sixze respeclivement aux poinits b, b' et ¢, c', le rapport %é—{-\_b’- a une

c. Ac

valeur constante quand les cotés de Uangle resient paralléles a deux
droites fixes.

Théoréme de Mac-Laurin. — Soient deux angles de som-
mets A et A, dont les cotés sont respectivement paralléles et rencon-
trent la conique considérée aux points b, V', by, b et c, ¢, ¢, ci.
D’aprés le théoréme de Newlon, on a

Ab Ab' _ A, ! A, \ by
Ac . Ac’ Ay . A,c,
et par suite

Ab . Ab' - Ac. Ad'

AE . -A_Ib_( Alcl A{c{
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On a ainsi le théortme suivant :
8¢ deux droites paralléles r trent une conique aux points b, b'
et by, bj el varient en passant par deaz points fixes A et A,, le rap-
Ab. AV
porl ——=-——— a une valeur constante.
Ab, . A

2. Indices. — Supposons que la conique ait un centre O et
faisons coincider A, avec O. Les points b, et b;

b\ Sont symétriques par n‘lp—ort 4 O. Posons
, 0b, = — Ob; =d.
b, b

Quelle que soit la sécante menée par le
point fixe A, le rapport Ab dAb a une valeur

constante. Ce nombre sera dit, d’aprés Faure,
Vindice du point A par rapport a la conique. Si la conique cst un

perdc, I'indice du point A est égal & — 7]%, P

étant la puissance du
point par rapport au cercle et R étant le rayon.

1° Soient deux points M, ét M, conjugués par rapport & une
canique 1' de centre (), variant sur une droite fixe A qui rencontre
la conique aux points A et A’. Soient ., et y, les indices des points
M, et M,. Si w est le milieu de la corde AA’ et si d est la demi-
longueur du diamétre de la conique qui est paralltle & cette corde,
ona

WALNE WM. Ms M.

M="""5 = a ’ W=—n
Par suite, on a

1 1 d? 1 1 2

—— e e [ = — — == const.,

M e MM, (M,m M,w) «
et

. Mw . M,w wA
{;;‘KE l 5 —— b == const,

On a donc les théorémes suivants :

1> La somme des inverses des indices de deux points conjugués par
rapport & la conique qui varient sur une droite fize est conslante.
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3° Le produit des indices de deuz points conjagués par rapport & la
conique qui varient sur une droite Jfize est dans un rapport constant
avec le carré de la distance des deux points.

Nous désignerons ce rapport constant sous le nom d'indice de la
droite M;M, et nous le représentcrons par la notation py,. L’indice

d’un diamétre de la conique est égal a — -1, d étant la demi-
: &
longueur de ce diamétre.
Soient deux droites conjuguées variables passant par M; et ren-
contrant la polaire de M, aux points conjugués M, et M;. On a

oy = L_Eﬂ —ta- s
M,M; MM}
Donc on a
RN [__l +ML]
P13 23 e

MM MM ]
MM, Mw MM, . Mo
w étant le milieu de la corde de la conique située sur M,;M,, d étant

la demi-longueur du diamétre paralléle & M;M,. D’apres la formule
de Stewart, la parenthése est égale &

et, le produit oM, . oM, étant constant, on a

RE —+- L const.
M3 a3

Dono,

3° La somme des inverses des indices de deux droites conjuguées
par rapporl & une conique d centre qui varien! en passant par un point
fixe est constante.

Par définition de py, et de s, OD @

= 2, . ._l'_"l._.l‘_'ﬂ_.
Paa - o == (pg)* - M,M M,M

Mais si H.est le pied de la perpendiculaire abaissée de M; sur
M‘Mg, on a
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2 aire M;M,M; = MM, . M;M, sin (M;M,, M;M,) = MM, . M;H ;
par suite, on a

3 « P = (ug)? =t 2 ('f_’) + pyp = const.

sin? (M;M,, MsMy) MM MII*  MH®
Donc,

4° Le produit des indices de deux droiles conjuguées par rappor! &
une conique d centre qui varienl en passant par un point fize est dans
un rapport constant avec le carré du sinus de leur angle.

Théorémes d’Apollonius. — La démonstration des deux
derniers théorémes suppose que le point fixe par lequel passent les
deux droites conjuguées variables ne coincide pas avec le centre de
la conique. Par raison de continuité, ces théorémes sont encore
valables pour deux diamétres conjugués quelconques. Comme I'in-

dice d’'un diamétre est égal & — ;2, d étant la demi-longucur de
ce diamétre, on a les théorémes suivants dits d’Apollonius :

1° La somme des carrés des longueurs de deux diamélres conjugués
quelconq est conslanle ;

2° Le produil des longueurs de deux diamétres conjugués quel-
conques el du sinus de leur angle esl constant, ou encore, laire du
parallélogramme qui a pour cilés dewr diamélres conjugués quelconques
est constanle.

Théoréme. — Soient deux droites reclangulaires variables passant
par un point fixel. Si A et A’, B et B’ sont
respectivemenl les poinls d'inlersection de
ces droites avec une conique fize & centre, la
somme

‘::-l*;:"; - =
JA.IA IB IB

est conslanle.

En effct, soient P et Q deux points de
la conique situés sur les perpendiculaires
aux deux droites variables menées par le centre 0. On a
IA lA IB lB

OQ “opt
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d’ou

- ) == =y
op? oQ* oQ*  or

. désignant. Pindice du point 1. Or, comme nous I'avons montré
(V, §3), la droite PQ est tangente & un cercle fixe de centre O,

et par suile, d’aprés unc propriété du triangle rectangle, -

l., ! -

2 A2

esl constant; le théordme est ainsi établi. Op 0Q

3. Theéoreme de Pascal. — Les cités opposés d'un heragone

inscrit @ une conique se renconlrent en frois poinis silu’s en ligne
droite (*).

Soit hexagone inscrit & la conique, dont les six sommels sont
consc¢eulivement \, B,
P G, A, B, (, ct soient
@, 4, v les points de
rencontre des  colés
opposés B'C et BC/,
C'A et CA’, A'B el
BA; il s'agit d’établir
que les points a, 8, v
sont en ligne droite.
Considérons le trian-
gle qui a pour cotés
les droites \B’, CA’ et
BC!, désignons par P,
Q, R les points de
rencontre des cotés AB’
et CAY, AB' et BC/, C\' et B(Y, et introduisons une transversale
auxiliaire rencontrant les cotés BC’, CA’/, AB’ respectivement aux
poinls pPs s T
Par application du théoréme de Carnot au triangle PQR coupé
par la conique donnée, on a

(PQAr) . (PQB'r) . (QRBp) . (QRC'p) . (RPCq) . (RPA') = 1.

Par application du théortme de Ménélaiis au méme triangle coupé
par les transversales B'C, A’B, C'A, on a

(1) Ce théoréme peut étre aussi établi comme conséquence du théoréme de Chasles.
Micuer, Géom. mod. 7
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(PQrBY) . (QRpx) . (RPGC) = 1,
(PQry) . (QRpB) . (RPqA") = 1,
(PQrA). (QRpC'). (RPqB) = 1.

En multipliant ces inégalités membre & membre, on obtient la
relation

(QRp2) . (PQry) . (RPgB) = 1,
qui prouve que les points «, B, y sont en ligne droite.

On peut supposer que deux sommets consécutifs de I’hexagone
sont confondus, la droile qui les joint étant alors tangente & la
conique. On a alors les deux énoncés suivants :

1° Soil un quadrilatére inseril & une conique, ayant pour sommels
opposés A el \', B et B'. Le point de renconire des langentes en A et
A’, le point de renconire des lam]('nlc\ en B et B, le poinl de rencontre
rles droites AB et A'B' et le point de rencontre des droites AB' et A'B
sonl quaire points en ligne droite.

° Soit un triangle ABC inscrit a une conique. Les poinls de ren-
cunlre de la tangente en A el du cité BG, de la tangenle en B el du
cété AC, de la tangenie en G el du cilé AB sont en ligne droile.

Théoréme de Brianchon. — Par transformation par polaires
réciproques par rapport 4 la conique, le théoréme de Pascal conduit
au théoréme suivant, da & Brianchon :

Les trots droites qui jeignenl les sommels opposés d’un hexagone cir-
conseril @& une conique sont concourantes.

De ce théoréme on déduil les théorémes suivants :

¢ Soit un quadrilatére circonscrit & une conique. Les deux diago-
nales et les dewx droites qui joignent les points de contacl des cilés
opposés sonl concourantes.

2° Soil un triangle circonscrit & une conique. Les Irois droiles qui
Joignent les sommels du lriangle aux poinis de contact des cilés opposés
sonl concouranles.



CHAPITRE VII

COURBES DU TROISIEME DEGRE
ET COURBES DE LA TROISIEME CLASSE

1. Théoréme. — [’ar neuf points du plan il passe au moins une
cubique.

En effet, soit, en coordonnécs homogénes, I'équation indéter-
minée d'une cubique

f(.'r, Y=o,

f(=z, y,2) ayant dix coellicicnts. En exprimant que la courbe passe
par les neuf points A;(x;, yi, ), (i =1, 2,3, ...,9), on obtient pour
déterminer ces coeflicients neufl équations

f(J'l,)'n ) =o0,

qui sont linéaires ct homogtnes. Leur nombre étant plus petit que
le nombre des inconnues, elles admettent au moins une solution
non nulle, & un facteur de proportionnalité prés, ce qui démontre
le théoréme.

Théoréme. — Par hait points du plan, il passe une infinité de
cubiques. En oulre, si les huil points n’appartiennent pas ¢ une méme
corique el si parmi ces huil poinls il n’en exisle pas cing apparlenant @
une méme droile, parmi les cubiques qui passent par ces huil poinls il
en exisle une, et en général une seule, qui passe par un neuviéme point
donné du plan.

En cffet, en exprimant que la cubique d’équation homogine
J@y,g=o

passe par les huil points A,(z, yi, 2), (=1, 3,...,8), on obtient
huit équations linéaires et homogenes par rapport aux dix coefli-
cients du polynome f(z,y, z). Le rang r du systtme de ces équa-
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tions étant inférieur d’au moins deux unités au nombre des incon-
nues, cesystéme admet une infinilé de solutions non proportionnelles,
ce qui montre que par hnit points du plan il passe toujours une
infinité de cubiques. .

Montrons que pour que le rang r soit égal a 8, il faut et il suffit
que les huit points ne soient pas situés sur une méme conique et
que parmi ces huit points il n’y en ait pas cinq en ligne droite.

Eun effel, supposons d'abord que r soit égal & 8. 1l exisle alors
deux inconnues non principales; si A, et A, sont les valeurs numé-
riques arbitraires atlribuées & ces inconnucs, les cubiques I' qui
passent par les huil points donnés ont une équation générale de la
formne

i, y, D)+ hfalr, y. 2)=o,

fi et f; élant deux polynomes du troisitme degré délerminés non
proportionnels. 11 s'ensuit que par tout point du plan non commun
aux deux cubiques d’équations f; = o el f, = o il passe une cubique
I' et une seule. Cela posé :

1" Si les huit poinls donnéds élaient situés sur une méme
conique S, parmi les cubiques I' s¢ lrouveraient des cubiques
décomposées en la conique S el une droile arbitraire, et par tout
point du plan il passerait une infinité de cubiques I'.

2" Si cing des huit points donnés élaient situés sur une méme
droite 1D, parmi les cubiques I" se trouveraient des cubiques décom-
posées en la droite D el une conique passant par ceux des huit
points qui, en nombre au plus égal & trois, ne sont pas situés sur
D, et par tout point du plan il passerait encore unc infinité de
cubiques 1°.

Inversement, montrons que si les huit points A donnés ne sont
pas silués sur une méme conique et si parmi ces huit points il n'y
en a pas cing en ligne droite, r est égal & 8. Supposons en effet que
r soit plus petit que 8; il existerait alors r des huit points qui
seraient lels que toute cubique passant par ces r points passerait
nécessairement par les 8 — r autres. 11 en résullerait que par g —r
points du plan et par suile, g — r élant au moins égal & 2, que
par deux points « et § du plan il passerait au moins une cubique I'.

Cela posé, distinguons plusieurs cas :

1" Supposons que parmi les points A il en cxiste sept qui soient
situés sur une conique 8 proprement dite. Toute cubique I' se
décompose en la conique S et une droite passant par le huititme
point A. 8i I'on considire deux points « ct 8 non situés sur S et
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non en ligne droite avec le huitiéme point A, il est impossible de
faire passer unc cubique I' par les deux points « et .

2° Supposons que parmi les points A il en existe sept qui soient
situés sur une conique décomposée en denx droites A et A’, I'une
A passant par quatre des sept points et Pautre A’ passant par les
trois autres. Toute cubique I' se décompose nécessairement en la
droite A el en une conique qui se décompose elle-méme cn la droite
A’ ¢t unc droite passant par le huititme point. Si 'on considére
deux points z et B en dehors de A et de A’ el non en ligne droite
avec le huitiéme point A, il est impossible de fairc passer une
cubique I' par les points « ct B.

3 Supposons que parmi les points A il en existe six qui soient
situds sur une conique proprement dite S. Si I'on considére sur la
conique S un point « autre que ces six points A, quel que soit 8,
toute cubique I' passant par les points « ct § se décompose nécees-
sairement en la conique S et la droite D qui passe par les deux
autres points A. Si I'on considere un point 8 en dehors de S et de
D, il n’existe pas de cubique I' passant par « et 8.

4" Supposons qu’il y ait six points A situés sur une conique
décomposée en deux droites A et A'. Deun hypotheéses sont & exa-
miner : 1”) Une de ces droiles, A par exemple, passe par quatre des
six points A, la droite A’ passant par les deux autres. Toute cubique
I" se décompose alors nécessairement cn la droite A et une conique
S. Prenons un point « de A, non situé sur A; si une cubique I’
passe par «, la conique 8 se décompose en la droite A’ et la droite
D qui passe par les deux points A autres que les six points A consi-
dérés. Si 'on choisit un point 8 en dehors de A, de A/, et de D,
il n'existe pas de cubique I' passant par-les points a ct B. - 2°
Chacune des droites A et A’ passe par Lrois des six points A consi-
dérés. Si P'on choisit un point 2 de A autre que les trois points A
situds sur A, toute cubique I' passant par x se décompose nécessaire-
ment en la droite A et une conique 8, qui se décompose elle-méme
en la droite A’ et la droite D qui passe par les deux points A autres
que les six points A considérés. Sil’on choisit un point § qui ne
soit silué sur aucune des droiles A, A’ et D, il n’cxiste pas de
cubique I passant par les points x et p.

5° Supposons qu'il n'y ait pas de conique passant par six des
points A, mais qu'il existe trois points A situés sur une droite A;
soient Ay, Ay, Aj ces Lrois points. Placons « sur A. Toute cubique I’
passant par « s¢ décompose nécessaircment en la droite A et une
conique S qui passc par les points Ay, A;, Ay, Az, Ay. Parmi ces cing-
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derniers points A, il n’en existe pas trois qui soicnt en ligne droite,
sinon il y aurait unc conique décomposée passant par six ou sept
des points A. Il s'ensuit que la conique S est délerminée d’une
fagon unique. Si I'on considére un point B qui ne soit situé ni sur
A ni sur 8, il n'existe pas de cubique I' passant par « et §.

6° Supposons que parmi les points A il n'y en ait ni Lrois en
ligne droite ni six sur unc méme conique. Soient dcux de ces
points Ay el A,, ot placons « ct B sur la droite A;A,. Unc cubique
1" passant par « ct § se décompose nécessairement en la droite A,A,
et une conique, et ainsi les six points A,, A;, A;, Ag, A, A, scraient
situés sur une méme conique; il y a contradiction.

La réciproque csl ainsi établic. )

Le rang r étant supposé égal 4 8, par tout point M du plan, non
commun aux cubiques d'équations

Sy =0 o filry)=o,

il passe une cubique 1" et une seule.

2. Cherchons dans quelles conditions les deus cubiques d'équa-
tions f; = o cl fy =0 ont unec infinité de poinls communs. Deux
cas sont & envisager.

1¢ Les deux cubiques contiennenl une conique commune S,
proprement dite ou décomposcée ; 'une des cubiques se décompose
en la conique S et une droite Ay, I'autre se décompose cu la coni-
que S et une droite A,. Les deux droites A, et A, étant distincles,
la conique S contient sept des points A. Inversement, si sept des
points A sont sur une conique, les deux cubiques ont ou bien cetle
conique communc ou bien une droite commune faisant partic de
celte conique.

2 Les deux cubiques n’ont pas de conique commune, mais elles
ont une droite commune et une seule, A; l'une des cubiques se
décompose en A el pne conique S;, Pautre se décompose cn A et
une conique 8,. La droile A contient quatre au moins des points A,
sinon les deux coniques S, ¢t 8, auraient au moins cinq points
communs; comme clles sont distincles, quatre au moins de ces
cing poinls A seraient sur une droite A’ distincte de A, ct ainsi les
deux cubiques auraicnt une conique commune décomposée cn les
deux droiles A et A', ce qui est contraire & 'hypothése. Inverse-
ment, si quatre des points A sont sur unc droite A, chaque cubique
I' se décompose en la droite A ct une conique.

On voit ainsi que pour que les cubiques 1' aient une infinité de
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points communs, il faut et il suffit que de deux choses 'une, ou
bien sept des huil points A soient situés sur une méme conique,
ou bicn quatre des points A soient situés sur une méme droite.
Dans le cas général, ou il n’existe ni sept des points A sur une
méme conique, ni quatre des points A sur une méme droile, les
cubiques I ont, outre les points communs A, un neuviéme point
commun. On a donc le théoréme suivant, dit du neuviéme point :

Par huit poinls donnés, lels qu'il 'y en ail pas sept sur une méme
conique ni quatre sur une méme droile, il passe une infinité de cubiques
I* ayant un neuviéme point commun. Par un point de plus autre que les
huit points donnés el que le neuviéme point commnn auz cubiques I', il
passe une cubique 1" el une seule.

3. Applications. — 1° Soient une conique propremeut dite S et
sur celte conique six points A, B, G, A’, B, C’. Désignons par «, B, y
les points de rencontre de B'C et de B(Y, de (VA ct de CA’, de A’B
et de BA’, respectivement, et proposons-nous d’élablic que les
poinls a, f, y sonl en ligne droile. A cet eflet, considérons les huit
points A, B, G, A/, B, €', « et 8. Parmi ces huit poinls, il n’y en a pas
sept sur une méme conique, ni quatre sur une méme droite; par
ces huil points, il passe une infinité de cubiques I ayant un neu-
vitme point commun. Parmi ces cubiques [' se tronvent les deux
cubiques formées I'une des droites AB’, CA’, BC/, I'autre des droites
B'C, A'B, C'A; il s'cnsuil que le neuvitme point est le point y.
D’autre part, parmi les cubiques I' se trouve la cubique formée
de la conique S el de la droite af. Cette cubique passant par y qui
n’est pas situé sur 8, la droite af passe par y. Cest le théoréme de
Pascal (VI, §3).

2" Soient une cubique proprement dite 1" ¢l une conique S
proprcmcnl dite ou décomposée, rencontrant la cubique en six
points distincts A, A’, B, B, C, /. Montrons que les points de
rencontre A", B’, (', autres que A et A', B et ¥, C el (7, des
droites AA’, BB, CC' respectivement avec la cubique I' sont en
ligne droite. En cffet, considérons les huit points A, \', B, B, G,
Yy A", . Parmi ces huit points, il n'y cn a ni sept sur une
conique ni quatre sur une droite; le théortme du neuvieme
point est donc applicable. Deux des cubiques qui passent par
les huit points considérés étant la cubique I' et la cubique formée
des droites AA', BB', GC', on voit que le neavitme point cst le
point €', et comme la cubique formée de la conique S et de la
droite A"B" passe aussi par les huit points considérés, cetle cubique
passe par C, qui, n’élant pas situé sur 8, esl situé sur \"B"..
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3° Soient une cubique I ct deux droites A et A’ rencontrant la
cubique I' respectivement aux points A, B,C et A/, B',C’. Les
points de rencontre A’, B’, C’, autres que les six points précédents,
de la cubique I' avec les droites AA’, BB, CC’ sont sur unc droite
A". Cela posé, faisons tendre les points variables A’, B', ¢/ de I’
respectivement. vers les points fixes A, B, C de I'; les droites AA/,
BB, CC’ tendent respectivement vers les langentes en A, B, C a I'.
On a ainsi le théoréme suivant :

A, B, C élant trois points en ligne droite d'une cubique 1" propre-
men! dite, les points de rencontre Ay, By, Gy, auires que A, B, C, de la
cubique I avec les langentes en A, B, G sont en ligne droile.

En appliquant ce théoréme aux points d'intersection supposés
distincts de la cubique avee la droite de Uinfini, on a le théoréme
suivant :

Etant donnée une cubique ayant trois directions asymplotiques dis-
tincles, les points d’inlersection a distance finie de la cubique avec ses
asymploles sonl en ligne droite.

4 Si, dans ce qui précede, on suppose que les points A et I3 sont
d’inflexion, le point A, coincide avec A et le point B, avec B; la
droite A, B, coincide done avee la droite AB, et par suite G coin-
cide avee (i, ce qui prouve que C est aussi un point d’inflexion.

Ainsi, la droile qui joint dewr points d’inflerion d’une cubijque ren-
conlre cetle cubique en un lroisidme point qui est aussi un point
d’inflexion,

Notamment, si deur asymplotes d’une cubique sont d'inflexion, la
troisiéme asymplole est aussi d'inflexion.

4. 11 existe relativement aux courbes de la troisieme classe des
théorémes qui se déduisent des préeédents par application du prin-
cipe de dualité. I sullit de les indiquer. Notamment, on a le théo-
réme suivant :

Si deux des trois langentes menées d'un poinl & une courbe de la
lroisiéme classe sont de rebroussement, il en est de méme de la troi-
siéme.

5. Génération des cubiques, dite de Mace-Laurin, —
Théoréme. — Le liea des points de contact des tangenles menées
d’un point O auz coniques d’un faisceau linéaire ponctuel est une
cubique.
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Cherchons combicen il y a de points du lieu sur une droite: quel-
conque L. Soit M un point du lieu sur cette droite. La droite OM
rencontre la conique du faisceau linéaire ponctuel qui passe par O
en un sccond point I et une autre conique S de ce faisceau en deux
points A et A’. Vaprés le théoréme de Desargues, le point M est
un point double de P'involution ui contient les deux couples de
points O et T, A et A’. Cela posé¢, considérons le faisccan linéaire
ponctuel qui contient la conique S précédente et la conique décom-
posée en la droite double L. La conique de ce second faisceau
linéaire qui passe en O passe aussi par I. Le point I est ainsi &
intersection des coniques ¢ui appartiennent aux deux faisceaux
linéaires précédents et qui passent par 0. Ces deux coniques ont,
outre le point O, trois points communs tels que I, d’ot il résulte
que la droile L rencontre le lien en trois puints. Ge licu est donc
une cubique.

1° Supposons que les coniques données aient quatre points com-
muns distincts A, B, G, D et que le point O ne soit pas silué sur un
des cotés du quadrangle ABCD. Sur toule droite A passant par O,
il existe deux points variables du lieu qui sont les points doubles M
et M’ de l'involution formée par les couples de points d’intersec-
tion de la sécante A avec les coniques données. Le troisidme point
du lieu situé sur une lelle droite A ne peut étre que le point O,
comme on le voit d'ailleurs direclement en faisant coincider A avec
la tangente en O a la conique X du faisceau lindaire donné qui
passe par O. Pour cetle position particulitre de A, un des points M
et M’ coincide avec O, el I'on voil ainsi que la tangente en O & la
cubique coincide avec la tangente en O & la conique X.

Si la droite A, qui varie en passanl constamment par 0, coincide
avee la droite OA, les points M et M’ se confondent avec A. D’autre
part, soient P, Q, R les points de rencontre des droites AB et CD,
AC et DB, AD et BG; si la droite A coincide avee O, un des
points M et M’ est confondu avec P.

On voit ainsi que la cubique passe par les points P, Q, R et les
points A, B, G, D; les points A, B, G, D sont simples, ct les fan-
gentes en ces points sont les droites OA, OB, OC, OD. Les droites
OA, OB, OC, OD sont les scules positions de la droite A, variant
en passant constamment par O, pour lesquelles les points M ct M’
soient confondus ; par suite, la cubique n’a pas de point double.

Si le point O est situé sur le coté AB du quadrangle précédent et
est distinct de P, la cubique se décompose en la droite AB et une
conique proprement dite qui passe par les points C, D, Q et R, les
tangentes en C el D) étant les droites OC et OD. Enfin, si le point
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O coincide avec P, la cubique se décompose en les trois droites AB,

GD et QR.

2° Supposons que les coniques données soient tangenles en A et
se rencontrent en deux autres points I3 et (.. Supposons en outre
que O ne soit situé ni sur la tangente en A aux coniques données,
ni sur un coté du triangle ABC. La cubique passe par les points A,
B, G et par le point P de rencontre de BG et de la tangente en A
aux coniques données. Montrons que A est un point double du licu.
A cet effet, coupons le lieu par une droite 1 passant par A. Pour
obtenir les points M du lieu situés sur celte droite, considérons celle
des coniques données qui passe par O et la conique qui passe par
O dans le [aisceau linéaire qui contient une aulre conique donnée
el la conique décomposée en la droite double L. Ces deux coniques
sont tangentes cn A ct elles ont, outre les points A ct O, un point
commun I, d’ot il résulte que la droite L rencontre le licu en un
seul point variable M; le point A cst un point double de la
cubique.

Sur toule droite A passant par O, il existe deux points du lieu; ce
sont les points doubles de I'involulion qui contient le couple des
points d'intersection « et B de A avec les droites AB et AC et le
couple des poiuts d'intersection «; el B; de A respectivement avec
les droites AP et BC. Les droites AM ¢t AM’ sont les rayons
doubles de I'involution qui contient le couple des droites AB et

AC et le couple des droites AP ot

Y Az;. Quand la droite A passe par

A, les droites AM et AM/ devien-
ucnt les rayons doubles de I'invo-
lation qui contient le conple des
droites AB ct AC ct le couple des
droites AO ct AP ; les droites sont
alors les langentes au point double
dela cubique; elles sont distinctes.

En outre, la cubique passe par
B et C, qui sont simples, les tan-
gentes en B et C étant les droites
OB et OC.

Si le point O est situé sur la droite AP ou sur un des cotés du
triangle ABC, le lieu se décompose.

Par application de ce qui préctde, considérons les cercles qui
sont tangents en un point fixe A & unc droite lixe Az. Le licu des
points de contact des tangentes mendes d’un point fixe O & ces
cercles est une cubique qui passe par les points cycliques, les asymp-
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totes isotropes se coupant au point O, dit foyer singulier de la
cubique ; cette cubique admet le point A comme point double,
les tangentes en ce point étant les bissectrices AT, et AT, de
I'angle des droites Az et AQ ; ces tangentes sont rectangulaires.
La cubique est dite une sirophoide.

Sur toute droite A passant par O, il existe deux points variables
M et M’ du lieu. K étant le point d’intersection de A avec Ax, ona

KA = KM = KM'".

Donc le cercle de diamétre MM’ passe par A ct esl tangent en A
a la droite Ay perpendiculaire & Az. Un a ainsi le théoréme sui-
vant :

Le lieu des points de renconlre d’un cercle variable langent a une
droite fixe en un poinl fixze A avec le diamétre de ce cercle qui passe
par un point fixe O non situé sur le liew du centre du cerele variable est
une strophoide admetlant le point A comme point double el le point O
comme foyer singulier.

3 Supposons que les coniques données soient osculatrices en un
point A et se rencontrenl en un aulre poinl B. Supposons en oulre
que O ne soit situé ni sur la langente AT en A & ces coniques ni
sur la droite AB.

La cubique admet encorc le point A comme point double, les
tangentes en ce point étant encore les rayons doubles de I'involu-
lion qui conticnt le couple des droites AT et AB et le couple des
droites AT et AO. Cetle involution est singulitre, et ses deux rayons
doubles sont confondus avec la droite AT. Ainsi, le point A est
point de rebroussement de la cubique.

La cubique passe aussi par I3, qui est simple, la langente en ce
point étant la droite OB.

6. Corrélalivement, on a les résultats suivants :

L'enveloppe des langenles aux coniques d'un faisceau linéaire lan-
gentiel dont les points de contact sont silués sur une droile A esl une
courbe de la troisiéme classe.

Si les coniques données ont quatre langenles communes distincles,
Uenveloppe est sans tangenle double. Si les coniques sont langentes en
" un méme poinl & une méme droite, cetle droile est tangenle double de
Uenveloppe. Plus parliculiérement, si les coniques sont osculalrices en
un méme point, leur tangente commune en ce point est tangente d'in-
flexion de U'enveloppe, le point considéré élant point d’inflexion.
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Par exemple, enveloppe des asymplotes des coniques d'un faisceau
linéaire tangentiel est une courbe de la troisiéme classe tangente d la
droite a Uinfini.

7. Theoréme. — ftant données lrois coniques 'y, Iy, I'; n'ap-
parlenant pas ¢ un méme faisceau linéaire ponctuel, le liew d’un point
M tel que ses polaires par rapport aux frois coniques concourent en
un point M est une cubique qui est aussi le liew du point M', et l'en-
veloppe de la droite MM est une courbe de la troisiéme classe.

1* Cherchons combicn il existe de points du lieu situés sur une
droite quelconque L.

M étant un point variable de L, le licu du point de rencontre M,
des polaires de M par rapporl aux coniques I'y et I'y sl une conique
S, qui passe par le pole I de L par rapport & la conique Iy (111,
§ 3); de méme, le lieu du point de renconire I\L des polaircs de
M par rapport aux coniques I'; et Iy est unc conique 8, qui passe
aussi par I. Pour que M soit un point du licu cherché situé sur L,
il faut et il suflit que M, et M, se confondent en un point d’inter-
section M’, antre que I, des coniques 8, et S,. Ces deux cnniqucs
ayant trois pmnls communs M’/ aulres (que I, il existe trois pomts
M du licu cherché sur la droite L. Le lieu cherché est donc une
cubique X. '

Si les polaires d’un point M par rapport aux trois coniques
données concourent en un point M, les polaires de M’ par rap-
port & ces coniques concourent en M. La cubique X est par suite
aussi le lieu du point de concours M’ des polaires d’'un point M va-
riable sur X par rapport aux coniques données. Nous dirons que les
points M et M’ sont conjugués sur la cubique X

2 Cherchons combien il passe de droites MM’ par un point quel-
conque I’

Soient I'y la conique qui passe par I’ el qui appartient au fais-
ceau lindaire ponctucl conlenant I'; el T'y, el I'j la conique qui
passe par P et qui appartient au faisceau linéaire ponctuel conle-
nant I’y et I'y. Les points M et M/, étant conjugués par rapport a I',
et & 1Yy, sont aussi conjugnuds par rapport i 1'}; si la droite MM/ passe
par P, le conjugué harmonique P’ de P par rapporl aux points M
et M’ est situé sur I'{. De méme, ce point P’ est situé sur I} ; il est
donc un des trois points autres que P d’intersection des coniques I']
et I'l. Réciproquement, toute droite joignant le point P & un point
I’ aulre que P, commun aux deux coniques I'{ ¢t 1} est une droite
MM'. En effet, les deux involutions formées sur la droite PP’ par
les couples de points d'intersection de cette droite avec les coniques
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du faisceau linéaire ponctuel qui contient I'y el I'y el par les couples
de points d'intersection de la droite avec les coniques du faisceau
linéaire ponctuel qui contient T, et I'y sont coincidentes, comme
ayant en commun le couple des poinls P et P’ et le couple des
points d'inlersection de PP’ avec ;. 1l s'ensuit que les points
doubles M et M’ de ces deux involulions sont conjugués par rap-
port & chacune des coniques I'y, I'y, I';, el qu’ainsi la droite PP’ est
une langente a I'enveloppe cherchée. Cetle enveloppe est donc une
courbe de la troisitme classe Y.

Ce qui préctde montre que la courbe X' est I'enveloppe d’une
droite qui rencontre les trois coniques T'f, Iy, 1y en trois couples
de points appartenant  une méme involution, et que la courbe
¥ est le lieu des points doubles de cette involution.

8. 1° Les deux courbes X et X' ne changenl pas si on remplace
les denx coniques 1’y et I'y par deux coniques quelconques 1) et 1§
du faisceau linéaire poncluel qui contient ', et 1%, En effet, le point
de rencontre des polaires d'un point par rapport aux coniques I',
el I'y est aussi le point de rencoutre des polaires de ce point par
rapport aux coniques 1'; et 1 (1II, § 3). Si donc les polaires d’un
point M par rapport aux mniqucs Iy, I'y, 'y sont concourantes en
un point M’, les polaires de ce poinl par rapport aux coniques
I'y, Iy, I'y sont aussi concourantes au point M, el réciproquement.

2° La courbe X' est I'enveloppe des sécauntes communes & la co-
nique 1"y et aux coniques du faisceau linéaire ponctuel qui contient
I, et 1. En effet, une tangente A & la courbe X' rencontre I'y en
un couple de points qui fait partic de I'involution formée par les
couples de points d'intersection avec A des coniques du faisceau
linéaire poncluel qui contient I'y et I'y; il existe donc une conique
de ce faisccau qui rencontre A aux mémes points que I'y. Et réci-
proquement.

3" La courbe X est le licu des points ¢ui ont méme polaire par
rapport & 1"y ¢t par rapport & une conique du faisceau linéaire
ponctuel contenant 1°y et 1. In effet, la polaire unique d’un tel
point M par rapport a I'y el par rapport i une conique du faisceau
linéaire ponctuel qui contient I'y et 1%y passe par le point de ren-
contre des polaires de M par rapport aux coniques I'y et 1'y. Réci-
proquement, M étant un point dont les polaires par rapport a I'y,
I'2, I'y concourent en un point M, il existe une conique du faisceau,
linéaire ponctuel contenant I', et I'y qui est telle que la polaire de

N

M par rapport & cotte conique coincide avec la polaire de M par
rapport & T'y.
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On peut dire aussi que la courbe T cst le lieu des points doubles
des coniques décomposées en deux droites qui font partie des divers
faisceaux linéaires ponctuels qui contiennent I', et une conique
variable du faisceau linéaire ponctuel contenant I'y et I';.

La courbe X' est l'enveloppe des droites qui constituent ces co-
niques décomposées. A toute tangentc A & la courbe %’ il corres-
pond une tangente A’ & X/ qui est telle que la conique décomposée
enles deux droites A el A’ fasse partic d'un faisceau linéaire ponc-
tuel contenant I'y et une conique du faisccau linéaire ponctuel qui
contient I'y et I';. La correspondance entre A et A’ est réciproque ;
nous dirons que A el A’ sont des Langentes conjuguées 4 la courbe
.

9. Soient

.fl("”yv )=o0, fz(‘r'vy’.z):m .ﬁl(a'!)'v :)2“

les équations homogtnes des coniques I'y, 1y, I';. On voit immé-
8 ¢4 gON¢ ) 1) 2 : Jmm
diatement que les coniques qui font partic d’un faisceau linéaire
. 1 ..
ponctuel contenant I'y el une conique quelconque du faisceau
linéair¢ ponctuel qui contient I'; et I'; ont pour équation générale

W32 1 il 3 )4 dfale,y, D) =,

M, A2, Ay dlant Lrois constanles arbitraires non simultanément
nulles. La forme méme de cetle équation montre que les coniques
précédentes coincident avec les coniques qui font partie d’un fais-
ceau linéaire ponctuel contenant I'y el une conique quelconque du
faisceau lindaire ponctuel qui contient Ty et T'; ¢t coincident aussi
avec les coniques qui font partic d'un faisccau linéaire ponctuel
contenant I'; et une conique quelconque du faisceau linéaire pone-
tuel qui contient I'y et I'y. On désigne I'ensemble de ces coniques
I" sous le nom de réseau linéaire ponctuel. Cet ensemnble contient les
coniques Iy, I'y, I'y, qui sont dites coniques de base. On voit faci-
lement que lc réseau lindaire ponctuel considéré ne change pas si
Pon remplace les trois coniques I'y, I'y, I'y par trois autres- coni-
ques du réseau prises comme nouvelles coniques de base, ces grois
nouvelles coniques n’appartenant pas & un méme faisceau linéaire.

La courbe X est le lieu des points doubles des coniques décom-
posées en deux droites qui appartiennent au réseau ; elle est dite
la- hessienne du réscau. La courbe X' est I'enveloppe des droites qui
font partie des coniques décomposées du réseau ; elle est dile la
cayleyenne du réscau.
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10. Cas particuliers. — 1° Supposons que les trois coniques
Ty, Ty, I'y aient un point commun O. Toutes les coniques du
réseau linéaire passent par O. Une droite passant par O rencontre
les coniques I'y, I'y, I'; en trois-couples de points ayant en commun
le point O; ces trois couples de points font partic d’'une méme
iuvolution, dite singulitre, dont les deux points doubles sont con-
fondus en O. On voit donc que toute droite passant par O est tan-
gente A la cayleyenne ; la cayleycnne se décompose en le point O
et en une courbe de la scconde classe 5'.

Les polaires de O par rapport aux coniques I' concourent en O;
le point O est un point de la hessienne, ct il coincide avec son con-
jugué. Montrons que O cst un point double de la hessienne. A cet
eflet, cherchons les points d'intersection de cette cubique avec une
droite arbitraire L passant par O. Soient lu conique S, licu des
poles de L par rapport aux conicques du faisceau linéaire qui con-
tient I'; et Iy, ct la conique 8, lieu des poles de L par rapport aux
coniques du faisceau linéaire qui conticnt I'y et I';. Parmi les coni-
ques du premier faisceau, il en existe une, I/, qui est tangente en
O 4 L; le point O est donc un point de S;. En outre, quand une
conique I' varic dans ce faisceau en lendant vers 17, la langente en
041, qui passe par le pole de I. par rapport & I', tend vers L.
Donc la conique S, est tangente en O & L. Il en est de méme de
la conique S,. GComme ces deux coniques passent toutes deux par le
pole 1 de L par rapport & I'y et se rencontrent en un autre point
M’ distinct de O ct de I, on voit qu’il existe un seul point M va-
riable d’intersection de la droite I. avec la hessienne ; il s’ensuit
que O cst une point double de celte courbe.

Soit & déterminer les tangentes en O a la hessienne. Parmi les
coniques du réscau, il en existe une y qui appartient au faisceau
linéaire ponctuel contenant I'y et I'y et qui est tangentcen O a I'y,
et il en existe une qui est formée de deux droites D ct D' passant
par O ct qui appartient au faisccau linéaire contenant I', et y. Pour
ne pas changer les notations, nous pouvons supposer que cette
conique décomposée est prise comme conique I'y. La droite D ren-
contre les coniques I'y et I'; respectivement aux points A, et A,
aulres que O. m étant un point de la hessienne situé sur 1), son
conjugué m’' est nécessairement situé sur D, qui est la polaire de
m par rapport & I'y ; les points m et m' sont alors les points doubles
de linvolution qui contient les deux couples de points O et A,,
O et A;; celte involution est singulitre et par suite m coincide
avec O. Ainsi, la droite D ct de méme la droite D’ rencontrent la
hessienne au seul point O ; ce sont les tangentes en O a la hes-
sienne.
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D’autre part, M et M’ élant deux points conjugués de la hes-
sienne, les droites OM et OM’ sont conjuguées harmoniques par
rapport aux droiles D et D’. Quand M varie sur la cubique et tend
vers O de facon que OM tende vers D, M’ tend aussi vers O de
fagon que OM' tende vers D. La droite MM/, qui est constamment
tangente a la conique o', lend clle-méme vers 1. On voit ainsi que
les tangentes ¢n O A la hessicnne sont les tangentes menées de O
a la counique o', qui conslilue avec le point O la cayleyenne.

2¢ Supposons que les coniques 1'y, 1;, 1y aient deux points com-
muns O et O', Toules les coniques du réseau linéaire passent par
ces deux points. Les polaires d'un point M quelconque de la droite
00’ par rapporl aux coniques 1" concourent au point M’, conjugué
harmonique de M par rapport aux points O ¢t OO, La droite 00’
fait donc partie de la hessienne ; la hessienne se décompose en la
droite 00’ et en une courhe du second degré, s, qui passe par les
points O et (', ces poinls élant points doubles de la hessienne.

Toule droite passant par O ou par O rencontre les trois coni-
ques Iy, 1"y, Iy en trois couples de poiuls en involution. La cay-
leyenne se décompose en les deux points O et ' et en un troisieme
point w. Si un point M varie sur la conique 4, son conjugué M’
varie aussi sur g, et Ja droite MM’ passe par le point fixe ». Quand
M vient en O ou O, le point M’ vient aussi en O ou 0, la droite
MM’ se confond alors avec la tangente en O ou O’ & 5. On voil
ainsi que le point @ est le pole de la droite OO’ par rapport & .

Les sécanles communes aux coniques 1y, 'y, 'y qui ne passent
ni par O ni par O passent par ». On a donc le théoréme suivant:

Si trots coniques ne faisanl pas partic d’un méme faisceau linéaire
ponctuel ont dear points communs O et O, les trots séeantes commaunes
qui ne passent ni par O ni par O’ sont concourantes.

Par continuilé, ce théoréme sapplique & trois coniques ne fai-
sant pas partie d’'un méme faisceau lindaire ponctuel qui sont tan-
gentes entre elles en un méme point O.

Ce théoréme peul s’énoncer de la maniére suivante :

Sotent une conique 1', dewr points O el (' sur cetle conique el deux
points A et B non situés sur celle conique. Une conique variable 17
passant par O, (', A, B rencontre 1" en deux poinls variables P’ et Q;
la droite PQ passe par un point fixe situé sur la droite AB.

Enoncé sous cette forme, il apparail comme une conséquence du
théoréme de Desargues. En effet, la droite AB rencontre 1V, T" et la
conique formée des deux droites OO’ et PQ en trois couples de
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points qui font partie d’'une méme involution. Les couples de points
d’interseclion de AB avec I' et I étant fixes, cette involution est
fixe, et comme le point d’intersection de la droite AB avec la droite
00’ est fixe, il en est de méme du point d'intersection de la
droite AB avec la droite PQ.

Supposons que les points O et O’ soient les points cycliques; les
coniques I" sont alors des cercles. La conique 7 est aussi un cercle,
qui a pour centre le point w. Deux points M et M’ conjugués sur
ce cercle sont diamétralement opposés ; il s’ensuit que le cercle ¢
est orthogonal aux cercles I'.

On a, en particulier, le théoréme suivant :

Elant donnés trois cercles qui n’apparliennenl pas & un méme
Jaisceau linéaire poncluel, le lieu des points M dunt les polaires par rap-
port & ces trois cereles sont concouranles est constitué par la droite &
infini et par le cercle orthogonal auzx trois cercles donnés.

3° Supposons que la conique 1', se décompose en deux droites
confondues en une seule droite D.

La polaire par rapport & 1", d'un point M quelconque de D, étant
indélerminde, peut édtre regardée comme passant par le point de
rencontre des polaires de M par rapport aux coniques I'y et I';. Tl
s'ensuit que la hessienne sc décomposc en la droite D et en une
conique 5. Soient A ct B les points d’intersection d’une conique I'
du réscau avec la droite D. Le couple des tangentes en A et Ba I’
est une conique décomposée du réseau ; le point de rencontre de ces
tangentes est un point de 5. On voil ainsi qu'il existe une conique s
lieu des poles de D par rapport aux coniques du réseau ; en parti-
calicr, cette conique est le licu des poles de D par rapport aux
coniques du faisceau linéaire ponctuel qui contient I, et I',.

La droite ), qui fait partie d'une conique décomposde du réseau,
est langente & la cayleyenne ; elle coincide avec sa conjuguée.
Montrons qu’elle est langente double de la cayleyenne. A cet effet,
cherchions les Langentesa la cayleyenne, autres que D, qui passent par
un poinl P de D. Une telle droite A rencontre les coniques 1',. Iy,
Iy en trois couples de points qui appartiennent 3 une méme invo-
lution ; I'un des points doubles de cetle involution est P ; 'autre est
nécessairement le point P’ d’intersection des polaires 3, et X, de P
par rapport & I'; et & I',. Il en résulle que de P on ne peut mener
qu'une langente A la cayleyenne, autre que D; la droite D est done
une tangente double.

Les coniques I' rencontrent la droite D en des couples de points
qui apparticnnent & une méme involution. Si le point P de D varie
en tendant vers un des deux points doubles I et J de cette involution,

Micuer, Géom. mod. 8
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le point P’ tend vers ce méme point, et la droite PP’ tend vers D.
De la résulte que les points de contact de la droite D avec la cay-
leyenne sont l¢s points 1 et J.

Les tangentes & une conique 1" en ses points d’inlersection avec D
forment unc conique décomposée du réseau ; elles sont donc tan-
gentes i la cayleyenne. Gette courbe est en particulier 'enveloppe
des tangenles aux coniques du faiscean linéaire ponctuel qui con-
tient I'y et I', en leurs points d'intersection avec la droile D.

En supposant que la droite D soit la droite i I'infini, on a le théo-
réme suivant :

L’enveloppe des asymploles des coniques d'un faisceau linéaire ponc-
tuel est une courbe de la troisicme classe, en général indécomposable,
y €N
bitangente & lu droue & Uinfini, les dewr points de conlact élant les
points doubles de Uinvolution formée par les couples de points d’intersec-
tion de la droite & Uinfini avec les coniques considérées.

Si les coniques sont toutes des lnyp(-rboles équilatéres, les poinls
de contact de la courbe avec la droile A linfini sont les points
cycliques. Nous retrouverons plus loin la courbe sous le nom
d’hypocycloide d trois rebroussements.

Les hyperboles équilatéres qui sont circonscrites & un triangle T
passent par P'orthocentre de ce triangle ; clles forment un-faisceau
linéaire ponctuel de coniques, et I'enveloppe de leurs asymplotes est
une hypocycloide & trois rebroussements.

Soient une hyperbole équilatere I circonscrite au triangle T,
une asymptote A de cette hyperbole et la parabole I inscrite au
triangle T ¢t langente a ladroite a I'infini au point w al'infini dans la
direction des per p(.udiculairos 4 A. I existe une inlinilé de triangles
inscrits a 11 et circonscrits & P; parmi ces triangles, il en existe un
qui a un sommet en w; les cotés de ce Lriangle qui passent par o
sont confondus avec la droite & l'infini; cette droite rencontre
I'hyperbole au point i U'infini dans la direction de A ; le troisitnie
coté du triangle est done 'asymptole A, qui est ainsi la tangente au
somumel de la parabole P. Par suite, l'enveloppe des langentes au som-
met des paraboles P inscrites dun lriangle I est une hypocycloide d trois
rebroussemenls, qui coincide avec Uenveloppe des asymploles des hyper-
boles équilatéres circonscriles a ce triangle.

Le lieu des foyers des paraboles P est, comme nous 'avons vu, le
cercle circonscrit au triangle . La tangente au sommetd’une para-
bole I’ joint les pieds des perpendiculaires abaissées de son foyer sur
les eotés du triangle; c’est donc une droite de Simson du triangle.
Ainsi, lenveloppe des droites de Simson d'un triangle est une hypo-
eycloide & trois rebroussements.
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1. Théorémes corrélatifs. — 1° En appliquant le principe
de: dualité aux résultats établis dans les paragraphes 7, 8, ¢ et 10,
on obtient les énoncés suivants :

a. Etant données trois coniques 1'y, I';, I'y n’appartenant pas a un
méme faisceau linaire tangentiel, lenveloppe d’une droite A lelle que
ses piles par rapporl aux trois coniques solenl siluées sur une méme
droite A" est une courbe de la troisieme classe ¥, qui est aussi Uenve-
loppe de &', et le lieu du point de rencontre M des droites A et A! est
une courbe du'Iroisiéme degré X.

Les droites A et A’ sont dites tangenles conjuguées i la courbe X',
9 juy

B. La cubique X est le liew d’un point M tel que les trois couples de
langentes menées de M awr coniques 1y, 1y, 1 apparliennent & une
méme involution. La courbe de la (roisiéme classe X' est Lenveloppe des
droites doubles de celle involation.

2° 1l existe une infinité de coniques 1" dont chacune fait partie
d'un faisceau lindaire tangenticl contenant une des trois coniques
donndes et une conique du faisceau lindaire tangentiel qui conticnt
les deux autres coniques données. Si

(e, v, w)=o, w,(u, v, w)=o, s5(n,v, w) =0

sont les équations tangenticlles des trois coniques données, I'équa-
tion langentielle générale des coniques 1" est

wp1(tty Uy ) 4= oz, v, w) -1 (U, v, w) 0,

thy, 2, thy Glant trois constantes arbitraires non simultanément nulles.
On désigne T'ensemble de ces coniques I' sous le nom de réseaun
linéaire tangentiel.

La cubique X est le lieu des points qui forment les coniques
décomposées du réscan ; elle cst dite la hessienne du réscau. Les
points de la hessienne qui forment une méme conique décomposée
du réseau sont dits conjugués. la courbe de la troisitme classe ¥/
est 'enveloppe des droites qui joignent deux points conjuguds de la
hessiennc ; elle est dite la cayleyenne du réseau.

Comme application, considérons le réseau lindaire tangentiel qui
contient deux coniques 'y el 1°, non homofocales et Ia conique décom-
posée en les deux points cycliques. La hessienne du réseau est une
cubique qui passe par les' points cycliques; elle est le licu des foyers
des coniques du réseau. La cayleyenne est unecourbe de la troisiéme
classe tangente & la droite 4 I'infini ; elle cst P'enveloppe des axes
des conicues du réscau.
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On démontre qu’il existe une infinité de coniques, proprement
dites ou décomposées en deux points, qui sont harmoniquement
inscrites A toutes les coniques d’un réseau linéaire ponctuel ct que
ces conigues forment un réseau lindaire tangentiel. Ce réseau
linéaire tangentiel est dit conjugué du réseau lindaire ponctucl.
Toute conique du réseau linéaire ponctuel est harmoniquement cir-
conscrite & chacune des coniques du réseau linéaire tangenticl.

Corrélativement, il existe une infinité de coniques, proprement
dites ou décomposées en deux droites, qui sont harmoniquement
circonscrites & toutes les coniques d’un réseau linéaire tangenticl ;
ces coniques forment un réseau linéaire ponctuel, qui est dit con-
Jugué duréseau linéaire tangentiel. Toute conique du réseau linéaire
tangenticl est harmoniquement inscrite a chacune des coniques du
réscau linéaire ponctuel.

Deux réseaux lindaires conjugués, I'un ponctuel, Pautre tangen-
tiel, ont méme hessienne et méme cayleyenne.

3° Si les coniques d’un réseau linéaire tangentiel sont tangentes
i une méme droite D, la hessicnne se décompose en cette droite et
en une conique g, et la droite esl une tangente double de la cay-
leyenne. Parmi les coniques du réseau, il en existe une décomposée
en deux points P et  situés sur . Ces deux points sont les deux
points d'inlersection de I avec la conique o et les deux points de
contact de D avee la cayleyenne.

Commie application, considérons deux paraboles non homofocales
'y et T's. Ilexiste un réseau linéaire tangenticl conlenant ces deux
coniques et la conique décomposée en les deux points cycliques TetJ;
toutes les coniques proprement dites du réseau sont des paraboles.
La hessicnne du réseau se décompose en la droite & Pinfini et en une
conique ¢ qui passe par les points cycliques et est par suite un
cercle. Ce cercle est le lieu des foyers des coniques du réseau. On voit
ainsi, en particulier, que le licu des foyers des paraboles inscrites
& un triangle est le cercle circonscrit a ce Lriangle. I'autre part,
la cayleyenne est une courbe de la troisitme classe bitangente 2 la
droite & I'infini, les deux points de contact étant les points cycliques.
Nous avons déja rencontré el nous retrouverons plus loin cette
courbe sous le nom d’hypocycloide & trois rebroussements. Gette
courbe est I'enveloppe des axes des paraboles du réseau. On voit
ainsi, en particulier, que lenveloppe des axes des paraboles inscrites
& un triangle est une hypocycloide @ trois rebroussements.

Siles coniques d’'un réseau linéaire tangentiel sont tangentes
deux droites D et D’ se rencontrant cn un point O, la cayleyenne
se décompose en le point O et en une courbe de la seconde classe s,
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la hessienne se décompose en les deux droites D et D’ ¢t en une
troisi¢tme droite A, qui est la polaire de O par rapport  o.

Si un réseau linéaire langentiel contient une conique décomposée
en deux points confondus ¢n un point 0, la cayleyenne se décom-
posc en ce point O et en une courbe de la scconde classe 5. Cette
conique ¢ estl'enveloppe des polaires de O par rapport aux coniques
du réseau ; les tangentes menées de O & a sont les droites doubles
D, et D, de l'involution formée par les couples de tangentes menées
de O aux coniques du réseau. La hessiennce admet le point ) comme
point double, les tangentes en O étant les deux droites D, et D.;
elle cst le licu des points de contact des tangentes menées de O aux
conicues du réseau.

Comme application, considérons deux coniques homofocales I',
et I'; et un point O distinct des points cycliques et des foyers des
deux coniques. Il existe un réscau linéaire tangenticl contenant les
coniques I'y et I'; et la conique décomposée en deux points confon-
dus en O. La cayleyenne est décomposée en le point O et en unc
conique ¢ qui est tangeule & la droite & I'infini et qui est ainsi une
parabole. La hessienne est une cubique, en général indécomposable,
qui admet le point ) comme point double, les tangentes cn ce
point étant les droites doubles de I'involution formée par les
couples de tangenles mendes de O aux coniques homolocales aux
coniques Iy et I'y; ces tangenles sont reclangulaires. [Vautre part,
le couple des points cycliques constitue une conique singulitre du
réseau; la hessicnne passe donc par les points cycliques. Nous
avons déja rencontré (5) et nous retrouverons plus loin une telle
courbe sous le nom de strophoide.

Les coniques homofocales a I'y fonl partie du réseau lindaire tan-
gentiel ; on voil d’apres cela que le lieu des points de contact des tan-
genles menées par un point fize O @ des coniques homofocales estune
strophoide et que Uenveloppe des polaires du point O par rapport a ces
coniqques est une parabole. Soient d'autre part A el B les deux
points de contact des tangentes menées par O & I'y; les coniques
bitangentes & I' aux deux points A et B font aussi partic du réseau
linéaire tangenticl; on voit d’apris cela que le lieu des foyers des
coniques bitangentes & une conique donnée en deux points donnés est,
en général, une strophoide et que Uenveloppe des axes de ces coniques
esi, en général, une parabole.

Si I'on suppose que le point O soit situé sur un axe des coniques
I'y et I'; ou sur la droite & l'infini, la hessienne sc décompose en
une droite et,en une conique. Notamment,

Le lieu des points de conlact des tangentes ¢ des coniques homofocales
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qui sond paralléles & une droite donnée est formé de la droite & linfini
ef d’une hyperbole équilatére.

On a aussi le théoréme suivant:

Le lien des foyers des coniques tangenles @ deur droites paralléles
en deux poinls donnés est une hyperbole équilatére.

12. Soit un réscau lindaire tangentiel ayant pour hessienne une
cubique proprement dite. Considérons deux points A et B conjugués
sur cetle courbe. Un point A’ de la cubique infiniment voisinde A o
pour conjugué un point B’ de la cubi-
que infiniment voisin de B. Soient
A" e point de rencontre des droiles
AA’ et BB et B” le point de rencontne
des droites AB’ et BA’. La conique
formée des deux points A" et B’ fait
partie du faisceau linéaire tangentiel
qui contient les deux coniques for-
mées l'une des deux points A et B,
I'autre des deux points A’ ct B, Ces
deux dernitres coniques appartenant au réseau linéaire tangentiel,
il en est de méme de la premidre, cl ainsi les points A" ct B’ sont
deux points conjugudés de la hessienne.

Fixons A el B el faisons tendre A’ et I3’ respectivement vers A
et B; le point A” tend vers le point de rencontre des tangentes en
A el B & la hessienne, et le point B’ tend vers le point d’intersce-
tion, autre que A et B, de la hessienne avec la droite AB. On a
dinsi le théoréme suivant :

Les langentes i la hessienne en dewr poinls conjuqués se rencontrent
sur cetie courbe en nn point dont le conjugué est le troisiéme point
d’intersection de la hessienne avee la droite qui joint les deux points
conjugués considérés.

Ce théoréme admet un théortme corrélatif concernant les
tangentes conjuguées a la cayleyenne d’un réseau linéaire ponc-
tuel.

En particulier, considérons le résean linéaire tangentiel qui con-
tient deux coniques Iy et I'; non homofocales et la conique décom-
posée en les deux points cycliques. La hessienne du réscau passe
par les points cycliques, qui sont conjugués sur la courbe. f.es tan-
gentes en ces points se rencontrent en un point ¢, qui est dit foyer
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singulier de la cubique circnlaire. On voit ainsi que la hessienne est
une cubique circulaire qui passe par son foyer singulier. Ce foyer
singulier ¢ est conjugué sur la cubique du point i I'infini dans la
direction asymptolique réelle de la cubique ; il s’ensuit que la tan-
gente en ¢ a la cubique passe par le point a distance finic de ren-
contre de la cubique avee son asymptote réelle.



CHAPITRE VIII

CUBIQUES A POINT DOUBLE
ET COURBES DE LA TROISIEME CLASSE A TANGENTE DOUBLE

1. Soit une cubique X ayant un point double O & tangentes
distinctes Ox et Oy. On a le théoréme suivant :

Si M et My sonl les points d'inlersection variables de la cubique avee
une droile passant par un point fixe P de la cubique, les couples de
drotles telles que OM el OM, apparliennent ¢ une méme involution qui
conlient le couple des langentes au point double.

On a la démonstration sommaire suivante. A la droite OM il cor-
respond une droile OM; ¢t une seule, ct inversement; en oulre,
quand la droite OM prend la position de OM,, la droite OM,; prend
la position de OM. Il s'ensuit que les droites OM ct OM, se corres-
pondent involutivement.

On peut aussi ramener ce théoréme au théoréme de Frégicr rela-
Lif aux coniques. Soit une transformation quadratique définie au
moyen d’un faiscean linéaire ponctuel de coniques I' parmi les-
quelles se trouvent trois conjques distinctes décomposdes en deux
droiles ayant respectivement pour points doubles le point O, le
point I’ et un autre point Q de la cubique X. Cetle transformation
transforme la cubique en une conique X’ passant par O el ne pas-
sant ni par P ni par Q, une droile variable passant par I’ ct ren-
contrant X en deux points variables M et M, ¢n une droite passant
par P et rencontrant X’ en deux points variables M’ et M;. D’aprés
le théoréme de Frégier, les droites OM’ et OM] sc correspondent
involutivement. Soient A et A’ les sécantes communes aux coniques I’
qui passent par (. Les droites OM et OM’, OM, et OM{ sont con-
jugucdes harmoniques par rapport aux droites A et A'; il s’ensuit
que les droites OM et OM, se correspondent involulivement.

L'un des couples de I'involution est formé par les tangentes Oz
¢t OyenOa X, ’
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Théoréme réciproque. — Si deux droiles variables passant
par O et renconirant ¥ en deux points variables M et M, se corres-
pondent en involution, el si en onire les langentes au point double sont
deu positions correspondantes de ces droites, la droite MM, passe par
un point fize P de la cubique.

Soient en effet Om ct Om, deux positions correspondantes des
droites variables OM et OM;, m et m, leurs points d’intersection
avec X, I le troisidme point d’interseclion avec la cubique de la
droite mm,. Si on méne par P une sécante variable, les droites qui
joignent le point O aux deux points d’intersection variables avec X
se correspondent en involution. Les deux correspondances involu-
lives ont en commun le couple des droites Oz ct Oy et le couple des
droites Om et Om, ; donc elles coincident, et la droite MM, passe
‘constamment par le point P.

Les droites doubles de I'involution formée par les couples de
droites OM et OM, sont les droites qui joignent le point O aux
poinls de contact des tangentes & X, autres que la langente en P,
menées par le point . On voit ainsi que d'un point I quelconque
de X on peut mener deux tangenles & X aulres que la tangente en
P. Soicnt A el A’ les points de contact de ces tangentes; les
droites OA ¢t OA’ sont conjuguées harmoniques par rapport aux
droites O et Oy.

Nous dirons que deux points M et M’ d'une cubique ayant un
point double O & tangentes distinctes sont conjugués sur la
courbe lorsque les droites OM et OM' sont conjugudes harmoniques
par rapport aux deux tangentes en Q. Les tangentes & la cubique en
deux poinls conjugués se rencontrenl en un point situé sur la
cubique.

2. Définition. - Soil une droite fixe arbitraire Oz, aulre que Ox
et Oy. M étant un point de X, nous poserons

R = (Oz, Oy, OM, 02).

A chaque position de M il correspond unc valeur de R, et, récipro-
quement, & loute valeur de R il correspond un point M et un seul
de X tel que Pégalité précédente ait lien. Nous désignerons le
“rapporl anharmonique R sous le nom de paraméire du point M sur
la cubique X,

Quand OM coincide avec Ox, R est nul, et quand OM coincide
avec Oy, R est infini. Le point double O de X a deux paramétres,
qui sont o et 0.
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Théoréme. — Le produil des paramétres R el R, des points
variables M et M, d’intersection de X avec une droite variable passant
par un point fize P de X est conslant.

Pour démountrer ce théoréme, considérons la transformation
quadratique précédemment délinie. 1 étant le point d'intersection
autre que O de Ja droite O: avee X, nous prendrons comme point
singulier Q de la transformation le point d'intersection autre que I’
el 1 de la droite Plavee X. Les droites qui joignent le point O &
un point quelconque M de X et & son transformé M’ sur X/ sont
conjuguées harmoniques par rapport aux droites A et A’; il en
résulte que la conique X' a pour tangente en O la droite Oz’ con-
juguée harmoniquede O: par rapport aux droites A et A’ ot que les
tangentes O.cet Oy en O & X sontrespectiveinent conjuguées harmo-
niques par rapporl aux droites A ¢t A’ des droites qui joignent lo
point O aux points d’interscction x et § de la conique X' ¢t de la
droite PQ.

Cela posé, M’ et M; étant les transformés sur ¥/ des points M et
M;sur X, on a

R = (Or,0y, OM, O:) = (0, 08, OM’, O:"),
R(= (O, Oy, OM,, 0z) = (0, 08, OM}, 0:"),
el par suile
RR{ = (0x, 08,0\, 0:") . (Ox, 03, OM;, 0:').

Or, I étant Ie point d'intersection de la droite O’ avecla droite af,
nous avons montré (I, § 1) que 'on a I'égalité

(02,03,0M,02') . (02, 03, OM}, 0=') = («8D1');

on adonc
RR, = (apPl") = const.

Théoréme, — Le produil des paramélres des points de rencontre
de la cubique avec une droite variable est constant.

Soient deux droites A ct A’ rencontranl respectivement ¥ aux
points M;, M,, M,, de paramétres Ry, R,, R;, et aux points

1» Mi, My, de parametres R, RS, R.. Considérons le point u, d¢’
paraméire g, d'intersection, autre que M, ct Mj, de la droite
M,M] avee 2. D'aprés le théoréme précédent, on a

RyR; = ¢Ry, RIR; = pRy,
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d’oa RiR,R, == RRY, RIRIR; = :R,R],
et par suite R,R,R; = R{RIRS.

Nous dédsignerons par G la valeur constante non nulle ¢t non
infinie du produit R,R,R, des paramétres des points de rencontre
de X avec unc droite quelconque.

Réciproquement, si le produit des paramétres Ry, R,, Ry de trois
points M, My, M; de = cst égal a C, les trois points sont en ligne
droite. Soit en effet le point d’inlersection M}, autre que M, et M,,
de la cubique X avec la droite M;M,. Si R/ est le paramétre de M.,
ona

RR.R; = G —RR,RS
et par suite R, -= R}; donc M coincide avec M
Théoréme. — Les paramélres de dear points conjugués M el M/
sont opposés.

En cffet, les tangentes en M et M’ se rencontrent sur la cubique
en un point p. de paramétre ¢ Si R et R’ sout les paramétres des
points M et M, on a

gR2== (0 =R,
d’ott R -:R'2,
ct par suite R=—=—R"

Théoreéme. — Si M et M’ sont les points de conlact des tangentes
a X mendes par un point u. de X, la droie MM’ rencontre la cabique
en un lroisiéme point w' qui est conjugué de y.

Soient en effet R et — R les paramdtres des points M et M,
p et ¢’ les paramétres des points et w'. Ona

R*=C=— /R,

d'on o=—4¢

Théoréme. — La cubique X admel trois points d'inflexion,.et ces
trois points sonl en ligne droite.

Soit r le paramélre d'un point m d'inflexion. La tangente en ce
point & X rencontrant X en Lrois points confondus, on a

r=C.
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Cette équation en r admet trois racines ry, ry, ry, ce qui montre
qu'il existe trois points d’inflexion. D’autre part, on a

rrary = G;

les trois points d'inflexion sont donc sur une méme droite, dite droite
des inflexions.

Théoréme. — Le conjugué harmonique d'un point d’inflexion par
rapporl auz dewr poinis d'intersection variables de la cubique el d’une
drotle variable passanl par le point d’inflexion décrit une droite.

Soicnt en effet m le point d'inflexion, M et M, les points d'inter-
section variables de X avec une droite passant par m. Le couple des
droites OM ct OM, varie dans une involution. Quand la sécante
variable vienl se confondre avec la tangente d'inflexion, les deux
points M et M, viennent se confondre avec-m. L'une des droites
doubles de I'involution précédente est la droite Om; Pautre droite
double est le lieu du conjugué harmonique de m par rapport aux
points M et M,. Ce licu estdit polaire harmonique du point d'inflexion
m par rappor! & X.

On voit que du point d'inflexion m on ne peul mener qu'une
tangenle & X autre que la tangente d’inflexion, et le point de
contact m' de cette tangente est le point d’intersection, autre que O,
de X avec la polaire harmonique de m. Ce point m' est conjugué
de m sur X.

Soient deux sécantes passant par le point d'inflexion m et rencon-
trant X aux points M, M, et N, N;. Les droites MN et M,N, se
rencontrent sur la polaire harmonique de m. Quand, M et M,
restant fixes, N et N; tendent respectivement vers M et My, les
droites MN ¢t M|N, tendent vers les tangentes & X en M et M, ; on
voit ainsi que la polaire harmonique de m est aussi le licu du point
de rencontre des tangentes & X en Mel M,.

Théoreme. -~ Les couples de droiles qui joignent un poinl p. de
aur couples de points M el M’ conjugués sur X apparliennent @ une
méme involution.

En cffet, soient M, ct Mj les troisimes poinls d'intersection de X
avec les droites uM et uM'. Si R, R’, R, R} sont les paraméires
des points M, M’, My, M{, on a

RR, =R‘R{.

Or, R et R’ sont opposés ; il en est donc de méme de R, et de R!;
autrement dit, les points M, et M sont conjugués.
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D’aprés cela, & la droite variable A passant par le point fixe .,
rencontrant la cubique X en deux points variables M et M,, il corres-
pond une droite A’, et une seule, passant par w et rencontrant ¥
aux points M’ et M{ respectivement conjugués de M ct de M,. D’autre
part, quand A prend la position de A, A’ prend la position de A. 11
en résulte que les droiles A ct A’ se correspondent involutivement.

L’un des couples de I'involution ainsi définie est le couple des
tangentes menées par p. & X. L'une des droites doubles de cette
involution est évidemment la droite 0. Voici comment se déter-
minc la seconde droite double. Soit 1’ le conjugué de w sur ¥ ;
les points de contact N et N’ des tangentes menées par w' & ¥ sont
conjugués et sont, comme nous 'avons vu, en ligne droite avec u;
la droite uNN’ est donc la seconde droite double.

Théoréme. — Soil une droite variable passant par un point
fice . de X et rencontrant X en dewr points variables M et M,. Si '
est le conjugué de w., les droiles u’M et u/M, se ecorrespondent involu-
tivement.

En cffet, soit M’ le troisitme point d'inlersection de la droite
/My avee la cubique. Soient ¢, R, Ry, R les paramétres des points
w, M, My, M'. On a

— R R =G
mais, on a RRy =G5
par suite, on a R’ = —R,

et le point M’ est conjugué de M. D'aprés le théoréme précédent,
les droites wW’M et w'M; qui passent par deux points conjugués
variables de X se correspondent en involution. Les droites doubles
de T'involution sont la droite 'O et la droite qui passe par les points
de contact des tangentes inenées par w a X.

3. Théoréme. - Pour que siz points My, My, My, ..., M, de ¥,
de paraméires R, Ry, Ry, ..., Ry, soient situés sur une méme coni-
que, il faul et il suffit que Uon ait

RiR,R, ... R, = C2.

1° Supposons que les points M soient situés sur une méme coni-
que ['. Soient p, 1/, w' les troisitmes points d'intersection de ¥
avec les droites M,M,, M;M,, M;M,. Si ¢, ¢, ¢" sonl les para-
metres de ces points, on a

¢RRy, =G, ¢'RiR,=C, o'R;R =
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el par suile
226" RiR Ry RRsR = C3.
Or, les points p, ', 1" sont en ligne droite (VH, § 3); on a donc
o's" = G,

el par suite R,R.BRB R = C2

2° Supposons que les paramitres Ry, ..., Ry de six points
My, ..., M; de X vérifient I'égalité énoncée. Par les cinq points
M. M,, ..., My, parmi lesquels il n’y en a pas quatre en ligne

droite, il passe une conique I', el une seule, qui rencontre X en un
sixitme point M, de paramétre R’. On a & la fois

RR, .. RR =02, RR,..RR = (e,

d’oti Ry =N; le point M’ coincide avee le point My ; les six points
donnds sont situés sur la conicue 1°.

lonséquences, - 1° On a le théoréme suivant :

Pour que trois points My, My, My de X soienl les poinis de conlact
avee X d’une conique proprement dile tritangenle & X, il faut et il suffit

qu'tls sotent les conjugués de trofs poinls en ligne droite sur X,

N'il existe en eflet une conique I' proprement dite tangente & X
aux points M, M,, M, de paramétres Ry, Ry, Ry, ona

RiR2R3 = (2
et par suile R,RRy ==+ C.
Or les points My, M., M, ne sont pas en ligne droile; on a done

I'égalité
RRBy = — ()
qui §'éeril aussi
(- R)(—=R)(—Ry) =C.
Cette ¢galité exprime que les conjugués Mj, Mj, M; des points
M;, M,, My sont en ligne droite.

Réciproquement, si les conjugués des points M,, M,, M; sont en
ligne droite, on a
RRRy =~ C,
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d’ottil résulte d’abord que les points My, M,, M, ne sont pas en
ligne droite. On cn déduit P'égalité

R{RiR} = C2,

" qui exprime qu’il exisle unc conique 1" rencontrant X en deux points
confondus avec M,, en deux points conlondus avec M, et en deux
points confondus avec M;. Comme les points My, M,, M; ne sont
pas en ligne droite, celte conique I' cst proprement dite ; clle est
tangenlc & X aux points M, M,, M;.

2° Par lrois poinls .y, 1y, uy de X il passe frois coniques 1" oscula-
trices i X en un poinl autre que ., , 1o, gy Fn outre, les trois points
de conlact de ces coniques |' avec X el les trois poinls wg, 1wy, ug sont
silués sur une méme conique.

Soient gy, g2, 2y les paramétres des points wy, wy, u, et R le para-
métre d'un point M de X. Pour que M soit le point de contact
avec X d’une conique I' osculatrice & X et passant par p,, my, 1y, il

faut et il sullit que son paramétre soil racine de I'équation du
troisitme degré en R,

R? s -

S12203

On voil ainsi qu'il existe trois coniques I'. Si R’, R”, R” sont les
racines de cette équation, on a

RRR =
Froaty
cest-a-dire KRR gy = C2,

ce qui montre que les trois poiuts de contact M’, M, M” des trois
coniques 1" avec X et les points p,, w,, 3 sonl silués sur une méme
conique.

Remarquons que lorsque les points py, w,, w, sont en ligne
droile, les points M/, M, M” sont les points d'inflexion de la
cubique.

4, Soil une conique 1" rencontrant X aux six points My, M,, ...,
M;, de paramétres Ry, Ry, ..., Rs. La droite MzM, rencountre la
cubique cn un troisiéme point w de paramétre ¢. On a

R RBR R R = (22, ¢RsRy =G,
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d’ot, par division membre & membre,

RRRR .
p

Supposons que, les quatre points M;, My, My, M, restant fixes, la
conique 1" varie el tende vers la conique Ty qui passe par les cing
points M,, M,, My, M;, O. La droite M;M; tend vers la tangente
en O A celte conique, le point u tend vers le point m, de para-
métre r, d'intersection, autre que O, de la tangente en O & la
conique Iy avec X, et 'on a, entre les paramétres des points
M,, M,, M;, M, et m, la relation

B R BRe
Hol_

C.

Celte relation est la condition nécessaire el suflisanle pour que les
points My, My, M, M, et m de X soient, les quatre premiers, les
points d’inlersection, autres que O, d'une conique passant par 0
avee ¥, le dernier, le point d’intersection, autre que O, de la tan-
gente en O & celte conique avec X.

La relation précédente peut s'éerire

(=R (= RY(=R)(=R) _ ¢
r

On voit ainsi que la conique [’y qui passe par O el quatre autres
points M,, M, M;, M, de ¥ et la conique I'; qui passe par O ct les
quatre points M{, Mi, Mi, M! conjugués de M,, M, My, M; ont
méme tangente en O.

Application. — On démontre que par un point P quelcon-
que du plan.on peut mener quatre tangentes & X ct que la conique
qui passe par les quatre points de contact My, Ms, Mg, M; de ces
tangentes et par le point O a pour tangente en O la droile con-
juguée harmonique de OP par rapport aux droites Ox et Oy. Si
donc R, R,, Ry, R, sont les paramédtres des points M;, M,, My, M,
et si g est le parametre du point u d'intersection de X avec la
droite OP, on a

RBRiBy
F

En particulier, si P décrit une droite fixe passant par O, le produit
R,R;R;R; est constant.
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5. Soit P un point fixe de E. Si A et A’, B el B’ sont deux
couples de points conjugués sur X, les deux couples de droiles
PA, PA’ et PB, I'B’ définissent une involution qui admet PO
comme droite double. Considérons les coniques S du faisceaun
linéaire langentiel qui contient les deux coniques décomposées I'une
en les deux points A et A’, I'autre en les deux points B et B'. Les
couples de langentes menées de P’ & ces coniques forment une invo-
lution qui contient les deux couples de droites PA, PA’ et PB, PB’;
cette involution admet PO comme droite double, ce qui veut dire
qu’il exisle une conique S tangente en P & OP. On voit ainsi que la
cubique ¥ peut étre définie comme le licu des points de conlact des
langentes menées de son pointdouble aur coniques d’un faiscean linéaire
tangenliel, qui contient deux coniques décomposées en des couples
de points conjugués sur la cubique. Clest la réciproque d’un
théoréme antéricurement établi (VII, § 11).

Soient I’ et P’ les points de contact des tangentes menées de O &
une conique S ; ce sont deux-points de la cubique ; montrons qu'ils
sont conjugués. En eflet, les couples de tangentes menées de O aux
coniques S forment une involution ; or, deux de ces couples sont
les couples de droites OA, OA’ et OB, OB’ ; 'involution coincide
donc avec l'involution formée par les couples de droites qui
joignent O aux couples de points conjugudés sur la cubique.

Il en résulte que 'enveloppe des droites qui joignent deux
points conjugués sur X est enveloppe des polaires de O par
rapport aux coniques 8. Cette enveloppe cst une conique TI', tan-
gente aux tangentes en O 3 X, qui sonl les droites doubles de
Finvolution formée par les couples de tangentes menées de O aux
coniques S.

D'un point I de la cubique, on peut mener deux tangentes
ar; l'une est la droite qui joint le point I> 4 son conjugué P,
I'autre est la droite qui joint les points de contact des tangentes
menées de P’ 4 la cubique.

Théoreme. — Le point de contact avec 1" de la droile qui joint
deur poinls conjuqués M et M’ sur X est conjugué harmonique par
rapport aux poinis M et M’ du troisiéme point d'intersection de MM’
avec .

Soient en effet dcux autres points conjugués M, et M| sur X
M, le troisitme point d’intersection avec X de la droite MM,.
Si R, Ry, R, sont les paramétres des points M, M;, M,, ona

RRR, =G,

MicueL, Géom. mod. 9
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relation qui s’écrit aussi
(—B)(—R)R,=C,

d’ot il résulte que M, est le troisitme point d’intersection de T avec
la droite M’'M!. La méme relation peut encore s’écrire

R(—R)—R)=C, (—R)R(—R)=C,

d'ou il résulte que les droites MM{ et M'M, passent par le point
M; conjugué de M, sur .

Soit 1 le point d’interscction
des droites MM’ et MM!. La
droite M,I est conjuguée harmo-
nique de la droile M;M; par
rapport aux deux droites MM, M,
et M'M{M..

Cela posé, M et M étant fixes,
faisons tendre M, vers M et M;
vers M’; le point M, tend vers
le point d’intersection des tan-
gentes en M et M’ & X, le point M} tend vers le troisitme point
d'intersection avec ¥ de la droite MM’ ; il en résulte immédiate-
ment que la position limite de I, point de contact de MM’ avec I,
est conjuguée harmonique par rapport aux points M et M’ du troi-
si¢éme point d'intersection de la droite MM’ avec Y.

Théoréme. — La conique 1 est tangenle ¢ % auzx irois points
i, 13, I conjugués des points d’inflexion 1, 1,, 1. ‘

En effet, la droite Ol est la polaire harmonique du point din-
flexion 1; il s'ensuil que la droite Il est tangente en 1 & 2. Le
troisi¢me point d'intersection de X avec la droite qui joint T et 1’ est
ainsi confondu avee 1'; or, le conjugué harmonique de 1’ par rap-
port aux deux points I et I’ est le point I’ lui-méme ; la conique I"
est donc tangente en 1’ & la droite I, c’est-a-dire tangente en cc
point & X.

Théoréme. — La polaire harmonique d’un point d’inflexion est la
polaire de ce point par rapport a T

En cffet, une des tangentes menées de I a I" est la droite 11/, lc
point de contact étant 1. L’autre tangente rencontre X en deux
points conjugués A et A’, et le point de contact est conjugué harmo-
nique de I par rapport & A et A’; ce point est donc situé sur la
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polaire harmonique de I. Comme 1’ appartient aussi i la polaire
harmonique de 1, cette droite est confondue avec la poluire de 1 par

rapport & T,

Théoréme. — La polaire du point O par rapport & 1" est la droite
des inflexions.

En eflet, les polaires des points d'inflexion par rapport & I' pas-
sent toutes trois par le point O.

Il suit de la que les tangentes en O & X touchent I' en deux
points situés sur la droite des inflexions.

6. Soient deux couples de points conjugués A, A’ et B, B sur la
cubique. Il est évident que les deux coniques décomposées en ces
couples de points et la conique décomposée en deux points con-

fondus en O ne font pas partic d’'un méme

0 faisccau lincaire tangenticl. Elles définis-

sent donc un réseau lindaire langentiel de

coniques S. Nous allons démontrer que la

) cubique X est la hessienne de ce réscau.

En cffet, la hessienne est une cubique

/.4 qui, comme nous 'avons vu (VH, NEERS

admet le point O comme point double, les

A / >\ langenles en ce poinl élanl les droites

x doubles de l'involution qui contient les

deux couples de droites OA, OA’ et OB,

OB'. Ces tangentes coincident donc avec les tangentes en O & la

cubique ¥. D'autre part, la hessienne du réseau considéré passe,

comme ¥, par les points A, A’, B, B’. Cela posé, les droites O\

¢t OA’ élant conjuguées harmoniques par rapport aux deux tan-

gentes Ox et Oy en O aux deux cubiques, il est possible de con-

struire un quadrangle ayant pour colés opposés O et Oy, de fagon

que les points de rencontre, autres que O, des cotés opposés du

quadrangle soient A et A’. Désignons par « ct B les points d'inter-

seclion de AA’ avec Ox et Oy. La transformation quadratique

définie au moyen du faisceau linéaire ponctuel des coniques qui

sont circonscriles i ce quadrangle transforme les deux cubiques en

deux coniques qui passent par O, « ct § et par les deux points

transformés de B et de B'. Ces deux coniques, qui ont cinq points

communs, tels gue parmi ces cinq points il n’y en ait pas quatre

en ligne droite, sont confondues, et il en cst de méme des deux
cubiques dont elles sont les transformdées.

Les coniques décomposées du réscau lindaire tangentiel précé-
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dent sont formées par les couples de points conjuguds sur la cubique
Y, et les coniques proprement dites de ce réseau sont toutes les co-
niques qui passent par deux points conjugués quelconques P et P’
sur T cl sont tangentes en ces points aux droites OP et O,

La conique I' enveloppe des droites qui joignent deux points
conjugués sur ¥ esl la cayleyenne du réseau.

7. Nous appellerons strophoide toute cubique circulaire ayant un
point double O & tangentes rectangulaires.

Les points cycliques I et J sont conjugués sur une strophoide ;
par suite, les tangentes en ces points
Fo A la courbe se rencontrent en un point
F, dit foyer singulier, situé sur la
K courbe. Pour qu’une cubique circu-
laire & point double soit unc stro-
— phoide, il faut et il suffit qu’elle passe

F O\F par son foyer singulier.

1 Soient A et B les points d’intersce-
tion variables d’une strophoide avec
une droite variable passant par le foyer singulier F. Le couple
des droites OA et OB varic dans une involution dont les droites
doubles sont les droites isolropes qui passent par O; aulrement
dit, les droites OA et OB sont conslamment rectangulaires. Le
point conjugué k' de I est le point & infini de la strophoide dans
la direction asymplotique réelle. Le couple des droites F'A et B
varie dans une involution dont les droites doubles sont la droite
F'O et la droite 2 P'infini. 1l en résulte que la droite 10, c’est-a-
dire la paralltle i la direction asymplotique réelle menée par O,
rencontre la droite variable FAB au milieu K de AB. Le triangle
AOB étant rectangle en O, on a

KA = kB = KO.

On retrouve ainsi la définition élémentaire de la strophoide.

Remarquons qu'il existe un cercle tangent en O & OF' et tangent
en A & FA; la strophoide est ainsi le lieu des points de contact des
tangentes mendes de I aux cercles tangents en O & OF’. Remar-
quons aussi qu'il existe un cercle de centre K et de rayon KO pas-
sant par les points A et B ; ce cercle est tangent en O & la perpen-
diculaire OF, en O & OF" ; la strophoide est ainsi le licu des points
d'intersection des cercles tangents en O & OF; avec leurs diame-
tres qui passent par ¥ (VII, §5).

L’enveloppe des droites qui joignent deux points conjugués de la
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strophoide est tangente & la droite & linfini ; c'est donc une para-
bole 1. Le point O est un point de la directrice de la parabole et la
polaire du point O par rapport & la parabole est la droite des in-
flexions. Le foyer ¢ de T est donc le pied de la perpendiculaire
abaissée de O sur la droite des inflexions,

Les couples de droites qui joignent un point fixe M de la stro-
phoide aux couples de points conjugués sur celte courbe forment
unc involution. L’un de ces couples est le couple des droites iso-
tropes qui passent par M; les droites doubles de I'involution sont
donc rectangulaires ; I'un d’cux est la droite MO ; l'autre cst la
droite qui passe par M el par les points de contact des tangentes &
la strophoide mendées par le point M’ conjugué de M sur la courbe.
Cette dernitre droile est tangente a la parabole I', et la strophoide
apparait ainsi comme la podaire de la parabole ' par rapport au
point O, qui appartient & la directrice de I'.

Lorsque la cubique X est une strophoide, le réscan lindaire tan-
genliel dont elle est la hessienne contient la conique décomposée
en les deux points cycliques. Il en résulte que si une conique fait
partie du réscan, toute conique homofocale en fait aussi partie. Les
foyers réels ct les foyers imaginaires d’une conique S du réscau for-
ment des couples de poinls conjugués sur la strophoide : les axes
des coniques S sont tangents & la parabole I', et les centres de ces
coniques sont situés sur la directrice de I'.

Considérons les coniques homofocales & une conique 8 ; elles for-
ment un faiscean linéaire tangenticl de coniques S. La strophoide
est le lieu des points de conlacl des langentes menées de O & ces coniques.

D’autre part, tout cercle qui a pour centre O est une conique S.
On voit ainsi que la strophoide est le lieu des points de contact des
langenles menées de O anx coniques d'un faisceau linéaire langentiel
qui contient un cercle de centre O.

8. Par application du principe de dualité aux théorémes qui
viennent d’dlre établis relativement aux cubiques ayanl un point
double & tangentes distinctes, on obtient des théorémes relatifs aux
courbes de la troisiéme classe ayant une langente double & points
de contact distincts. Il suflit de les énoncer.

Soient 1 et J les points de contact de la tangente double T avec
la courbe X.

1° Les couples de points d’intersection avec T des tangentes va-
riables & ¥ menées par un point variable d'une tangente fixe for-
ment une involution qui contient le couple des points I et J. Réci-
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proquement, le lieu des points d'intersection de deux tangenbes
variables & X menées par deux points variables de T se corres-
pondant dans une involution qui fait se correspondre les points I et
J est unc droite tangente 2 . Les tangentes a X aux points d'in-
tersection de cette droite avec =, autres que son point de contact
avec X, rencontrent T aux points doubles de I'involution précé-
denle.

Nous dirons que deux langenles A cl A’ & X sont conjuguées
lorsque leurs points de rencontre avec T sont conjugués harmo-
niques par rapport aux points I et J. Pour que deux tangentes
soient conjuguées, il faut et il sullit que la droite qui joint leurs
points de contact avec X soit langeate a ¥.

2° M étant le point ot une tangente variable A 4 X rencontre T,
et, d’autre part, o étant un point fixe de T, autre que I et J, nous
appellerons paramétre R de A le rapport anharmonique (I1JMow). A
chaque tangente A & X il correspond une et une scule valeur de R,
et réciproquement. Exception doit étre faite pour la tangente
double qui a deux paramétres, o et .

Les paramétres de deux tangenles conjuguées sont opposés.

Pour que Lrois tangenles & X soient concourantes, il faut et il
suflit que le produit de leurs paramétres soit égal & une conslante
G, non nulle et non inlinie, dont la valeur dépend du point fixe
o choisi sur T,

3" Voici des conséquences de ce théoréme.

Si on mene les tangentes & X aux points A et A’ ou eclle est ren-
contrée par une de scs tangentes A, la troisitme tangente & ¥
menée par le point de rencontre des langentes en A el A’ est la
tangente A’ conjuguée de A. '

La courbe admet trois points de rebroussement, et les langentes
de rebroissement concourenl en un point, (ue nous appellerons
centre des rebroussements.

Si d’un point d’une tangente de rebroussement on méne les tan-
genles variables & X, la droite conjuguée harmonique de la tan-
gente de rebroussement par rapport & ces deux tangenles passe par
ua point fixe de la tangente double ; nous appellerons ce point péle
harmonique de la tangente de rebroussement.

Une tangente de rebroussement rencontre la courbe en un seul
point autre que le point de rebroussement. La tangentc en ce
point est conjuguée de la tangente de rebroussement, et elle passe par
le pole harmonique de la tangente de rebroussement. )

Deux tangentes conjuguées variables rencontrent une tangente
fixe en deux paints qui se correspondent involutivement. Us couple
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de linvolution est formé par les points ou la tangente fixe ren-
contre ¥. Un des points doubles est le point d'intersection de la
tangente fixe avec T, I'autre point double est le point d'intersec-
tion des tangentes & ¥ aux points ou ¥ est rencontréc par la tan-
gente conjuguée de la langente fixe.

Si on méne d'un point variable sur une tangente fixe les deux
autres tangentes & X, ces deux droites rencontrent la tangente con-
juguée de la tangente fixe en deux points qui.se correspondent
involutivement. Les points doubles de 1'involution sont, d’une part,
le point ou la tangente conjugude de la tangente fixe rencontre la
tangente double, d’autre part, le point d'intersection des tangentes
& la courbe aux points ot celle-ci est rencontrée par la tangente fixe.

4° Pour que six tangentes i X soient tangenles 3 une méme co-
nique, il fautl et il suflit que le produit de leurs paramétres soit
égal A C2.

5° Voici des conséquences de ce théoréme.

Pour que trois points de X soient les points de conlact avec
¥ d’une conique proprement dite tritangente & X, il faut et il suffit
que les tangenles & X en ces lrois points soient les conjugudes de
trois tangentes concourantes & X.

Etant donndes trois tangentes 3y, &, 8; & X, il existe trois co-
niques tangenles 4 ces trois droiles et osculatrices a ¥ en un point
autre qu'un des points de contact de £ avec 3,, 3;, &y. Les tan-
gentes & X aux trois points M de contact avec ces coniques et les
droites 3y, 3, 3; sont tangentes & une méme conique.

Soil une conique 1' tangente & la tangente double T & £ en un
point m. Outre T, clle admet avec ¥ quatre tangenles communes
Aq, 8y, Ay, Ay Si Ry, Ry, Ry, Ry sont les paramétres de ces quatre
droites et si r est le rapport anharmonique des quatre points I, J,
m,w, on a

ILR.‘R',R. .
r

C.

Une droite quelconque L rencontre ¥ en quatre points My, M,,
M, M,. Si A,, A, Ay, & sont les langentes & ¥ en ces quatre
points, la conique qui est tangente & ces quatre droites et 4 T a
pour point de contact avec T le conjugué harmonique par rapport
aux points I et J du point p. d'intersection de L et de T. R, Ry,
R;, R, étant les paramélres de A, Ay, Ay, A, et p Gtant lo rapport
anharmonique des quatre points I, J, u, w, on a

RRRR,
p

C.
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En particulier, si la droite L varie en passant par un point fixe
w de T, le produit R{R,R,R, est constant.

9. Une courbe de la troisidme classe qui a unc langente double
A points de contact distincls peut étre définie comme 1’enveloppe des
langentes, en leurs points d’intersection avec unec droite fixe, aux
coniques d’un [aisceau linéaire ponctuel qui contient deux coniques
décomposées en deux couples de tangentes conjuguées ; la droite fixe
est la tangente double. Les poinls de conlact de la langente double
sont. les points ot cette droile touche deux coniques du faisceau
linéairve ponctuel.

Le lieu des points d'intersection de deux tangentes conjugnées
est une conique I' qui passe par les points de contact de la courbe
avec sa langente double.

Une tangente quelconque & X rencontre T' en deux points ; Pun
est le point ol celle tangente esl rencontrée par sa conjuguée;
I'autre est le point d’inlersection des tangenles & X aux points ot
X est rencontrée par celte tangente conjugude,

La tangente en’ un point & la conique I' est, par rapport aux
deux tangenles conjugudes & X qui passenl par le poinl, conjugude
harmonique de la troisitme tangente & X menée de ce point.

La conique 1' touche la courbe X aux points, autres que les
points de rebroussement, ou X est rencontrée par les langentes
de rebroussement. Le pole d’une tangente de rebroussement par
rapporl & [" est le pole harmonique de cette tangente. Le pole de la
tangente double T par rapport & I est le centre des rebroussements,

Considérons toules les coniques S qui touchent deux langenles
conjuguées & ¥ aux points ot ces deux droites sont rencontrées par
la tangente double T. Ces coniques apparlicnnent a un réseau
linéaire ponctuel dont les coniques décomposées sonl formées par
les couples de tangentes conjuguées & X. La courbe X est la cay-
leyenne de ce réscau, el la conique I' en est la hessienne.

10. Supposons que la courbe X soit une courbe de la troisiéme
classe bilangente a la droite & I'infini, les points de contact étant
les points cycliques 1 ¢t J.

Deux tangentes conjuguées sont rectangulaires. Les tangentes &
¥ aux poinls ot X est renconlrée par une de ses tangentes sont
rectangulaires.

Si w est un point 4 Pinfini, le paramétre d’une tangente est égal
a ¢V, V étant 'angle de la direclion A qui a pour point & P'infini
w avec celte tangente. On a par suite le théoréme suivant, dt 4 La-
guerre :
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Pour que lrois tangentes ¢ X soient concourantes, il faut el il suffit
que la somme des angles que fail une direction fixe A avec ces tangentes
ail une cerlaine valeur donnée A, définie & k= prés, qui dépend du
choiz de la direction fire ).

On appelle orientation d’un systéme de droiles variables par rap-
port & une direction fixe la somme des angles que fait la direc-
tion fixe avec ces droites. L'énoncé précédent se transforme aiusi :

Pour que lrois langentes & 3 solenl concouranles, il faut et il suflit
que lorientation du systéme de ces langenles ait une cerlaine valeur
donnée*A.

Si 0 est I'angle que fait ) avec une tangente de rchroussement,
on a

3 =A + kn,

k étant un entier quelconque. On voit ainsi que les tangeutes de
rebroussement fout entre elles des angles de 6o* et de 120°.

Le pole harmonique d'une tangente de rebroussement étant i
Iinfini dans la direction des perpendiculaires & cette droite, les
deux langeules variables mendes & X par un point variable d'une
tangente de rebroussement sont symétriques par rapport 4 celle
tangenle, ce qui montre que la courbe X admel ses tangentes de
rebroussement comme axes de symétrie. 1l en résulte immédiate-
ment que les trois points de rebroussement sont les sommets d'an
triangle équilatéral et que le centre O des rebroussements est le
centre du cercle circonscril & ce triangle.

Denx tangentes rectangulaires rencontrent une tangente fixe en
deux points variables symétriques par rapport & un point fixe de
cetle tangente fixe. Parmi les couples de points déterminés ainsi
sur la tangente fixe se trouvent le couple des points d’intersection
de la tangente fixe avec ¥ ctle couple formé par le point de contact
de la tangente fixe el le point ou cette tangente est rencontrée par
sa conjugude.

La conique T' est un cercle (qui est langent & X aux points,
autres que les points de rebronssement, ot X est renconlrée par ses
tangentes de rebroussement ; il a pour centre le point O. Cest le
lieu des points d’intersection de deux tangentes rectangulaires o X.

Considérons le triangle reclangle formé par une tangente A a X
et les tangentes reclungulaires & X aux points B et G o A ren-
contre X, Le cercle I' passe par le sommet A de I'angle droit, par
le pied H de la hauteur abaissée de A sur 'hypoténuse BC et par
le milieu I de BC ; il est donc le cercle des neuf points du triangle
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ABGC; son rayon est égal a %BC. On voit ainsi que la portion BG

d’une tangente A & ¥ comprise entre les deux points d'intersection
de A avec £ a une longueur
A constante, égale au diamétre
du cercle I'.
Toule tangenie A &4 ¥ ren-
contre I' en deux points dont

B ¢ , Vun p estle point d'interscc-
e 1 H B tion avec sa conjuguée A’ et
I'autre v le milieu fixe du seg-

ment limité aux points d’inter-
scction de A avec deux tangentes rectangulaires quelconques & X
Le point M de contact de A avec X est le symétrique de p par rap-
port a v.
Quand le point . se déplace sur 1', le point v varie sur ce cercle,
el sa position dépend de celle du point . Désignons par « are
algébrique déerit par w & parlir d’'une position initiale et par 8 'arc
algébrique décrit par le point v & partir de la position initiale cor-
respondante. 11 est facile de montrer que I'on a

da_  (Mu\_
d{:r er -

On en tire, en intégrant,

a=—28.

On en déduil immédiatement que le point M peul élre considéré
comme un point marqué sur le cercle
constamment égal & I', qui passe par
M ct est tangent en v & ', roulant sans
glisser sur le cercle I concentrique i I'
et de rayon triple du rayon de I'. Ce
cercle 1" est le cercle qui passe par les
trois points de rebroussement de X.
On voil ainsi que X cst une hypocycloide
& lrois rebroussements.

Les coniques S sont les coniques qui
ont pour asymplotes deux tangentes rectangulaires a I hypocycloidc
Une hypocycloide a trois rebroussements ¥ est d’une infinité de maniéres
r enueloppe des asymptotes d’hyperboles équilatéres qui forment un
J linéaire ponctuel ; le lieu des centres de ces hyperboles est le
cerele T truangenl a l'hypocyclotde
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On a rclativement & Phypocycloide X les autres résultats sui-
vanis :

1° Pour que six tangentes & I'hypocycloide soient langentes &
une méme conique, il faut et il suffit que P'orientation du systéme
de ces tangentes soit égale 4 2A.

2° Pour que trois points de I'hypocycloide X soient les points de
conlact avec X d’une conique Lritangente i ¥, il faut et il suffit que
les tangentes & X en ces Lrois points soient respeclivement perpen-
diculaires & trois tangentes concourantes a X.

3 Soit une parabole. Outre la droite & I'infini, clle admet avec
I'hypocycloide ¥ quatre tangenles communes Aj, Ay, B8y, A4 Si
Vi, Vs, Vi, V, sont les angles gue fait la direction fixe & avec ces
quatre droites ct si v est 'angle que fait cclte méme direction avec
la direction asymptotique de la parabole, on a

V1+Vz+\r3+v4-—v=\.

4° Une droite quelconque L rencontre hypocycloide X en quatre
points My, M, Mg, M,. Si Ay, 4,, 4, A, sont les tangentes & T en
ces quatre points, la parabole tangente & ces quatre droites a sa
direction asymplotique perpendicutaire & L. 8i Vy, V,, Vy, V¥, sont
les angles que fait X avec A;, A, &, A, el si u est 'angle que fait X
avec la direction asymptotique de la parabole, on a

Vi+ Vo + Vo + v‘—u.—-;\+3-

Si u est conslant, il en est de méme de Vi -+ ¥, 4+ Vg + V.. Par
suile,

L'orientation du systéme des tangenles & Uhypocycloide auxr quatre
points d’intersection de celle courbe avec une droile L demeure constante
lorsque la droite L se déplace parallélement & une droite fixe.

H° Supposons que la droite L soit normale & la courbe . Alors
'une des quatre tangentes précédentes est perpendicalaire a L; par
exemple, on a

Vi=a+ x H
2
il s'ensuit que l'on a
Vit Vi Vi=A;

on a ainsi le théoréme suivant :
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Les tangentes & Uhypocycloide aur points d’intersection, autres que
M, de la courbe avec la normale en un de ses points M sont concou-
ranles.

14. Soit une cubique ¥ ayant un point de rebroussement O ; les
deux tangentes en O sont conlondues en une seule droite Ox. On a
le théoréme suivant :

Si M et M, sont les points d'intersection variables de la cubique avec
une droile passant par un point fire I’ de la cubique, les couples de
droiles telles que OM et OM, appartiennent ¢ une méme involution, qui
admel comme droile double la tangente de rebroussement.

On a la démonstration sommaire suivante. A la droite OM il
correspond une droite OM, el unc seule, et inversement; en outre,
quand OM prend la position de OM,, OM, prend la position
de OM. 11 s’cnsuit que les droites OM et OM, se correspondent invo-
lutivement. Quand M tend vers O, il en est de méme de M ; les
droites OM et OM; tendent simultanément vers Ox, qui est une
droite double de I'involution formée par les couples de droites OM
et OM,.

Mais on peut ramencr aussi le théoréme au théoréme de Frégier,
en transformant quadraliquement la cubique en une conique. La
démonstration est la mn¢me que celle du théoréme fondamental sur
les cubiques ayant un point double & tangentes distincles (§ 1).

Réciproquement, si deux droiles variables passant par O el rencon-
trant X en deur points variables M et M se correspondent en involulion,
el si en oulre la tangente de rebroussement est une droile double de
Iinvolution, la droile MM, passe par un point fixe de la cubique.

La démonstration est la méme que celle que nous avons donnée
du théoréme réciproque du théortme fondamental relatif aux
cubiques ayant un point double & tangentes distinctes.

Les droites doubles de Pinvolution formée par les couples de
droites OM et OM, sont la droite Oz ct la droite qui joint le point
0 au point de contact d’une tangente, autre que la tangente en P,
menée de I’ & la cubique.

Faisons correspondre & chaque point M de X un paramétre A
représentant linéairement la droite OM autour du point O. Le
point O a un paramétre @, qui est la valeur de A quand la droite
variable qui passe par O prend la position Oz. Soient X et ) les
paramélres des points M et M, d’intersection de la cubique avec une
droite variable passant par un point fixe P de ¥. D’aprés ce qui
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précdde, la droite conjuguée harmonique de Oux par rapport aux
droites OM et OM, st fixe, el par suile on a

—+ -
A—a y—a

= const.

12. Théoréeme. — Le pole harmonique du point de rebrousse-
ment O par rapporl & un sysiéme de ltrois poinls quelconques de X en
ligne droile est un point fixe de . Ce poini fixe est Uunique point
d’inflexion 1 de ¥. Réciproquement, si le pile harmonique de O par
rapport @ un systéme de trois poinls de X coincide avec 1, les trois
poinls sont en ligne droile.

Soient en cffet deux droites A el A’ rencontrant respectivement X
aux points M;, M,, M;, de parambitres ki, hs, %3, et aux poinls
Mj, Mj, M§, de paramitres ij, A}, Aj. Considérons le point m, de
paramétre ., d’inlersection, antre que M, ct M, de la droite M;M{
avec X. D’aprés le théoréme précédent, on a

Aa—a  hg— %

et s e e =
M—a MN—2a

T 1 1 1 1
o e — + 5+

d’otr - : B N R
—2 h—2 M—a A—a A

A

Nous désignerons par G la valeur constante de la somme des
1 . . .
nombres tels que y— relatifs aux points de rencontre de X avec
— M
une droite quelconque.

Réciproquement, si My, My, My, de pacramitres hy, dg, Ay sur X,
sont tels que l'on ait

O S L B
)\,—a+k_)—a+)\3—1

ces Lrois points sont en ligne droite. Soil en effet le point d'inter-
section Mj, autre que M, et M,, de la cubique ¥ avec la droite
MM,. 8i )] est le paramétre de M;, on a

I 1 1 N 1 1 1

)\,-—a+)\g—a+_)\§—a ;)1—‘a+)\2—1+)\3——a,

et par suite A = A{ ; donc My coincide avec M.
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Cela posé, montrons que la cubique ¥ adinet un point &'inflexion
et un seul. Soit en cffet p le paramétre d’un point d'inflexion I.
La tangente en ce point & ¥ rencontrant X en trois points confon-
dus, on a

Celte équation en ¢ admet une racine et une seule, ce qui montre
qu’il existe un point d’'inflexion ¢t un scul.

Grace i Vintroduction du point I d’inflexion de X, la condition
nécessaire el sullisanle pour que trois poinls M,, My, M, de ¥ soient
en ligne droite s'éerit

1 1 1 3

l,-~a+).g—a+)‘3~a=p——&’

ce qui exprime que I est le pole harmonique de O par rapport au
systtme des points M, My, M;, ou encore que la droite Ol est
polaire harmonique de O par rapport aux droites OM;, OM,, OM,.

En particulier, supposons que la tangente de rebroussement soil
la droite & Tinfini du plan. Le théortme précédent peul alors
s'énoncer ainsi :

Pour que trois points de la cubique soient en ligne droite, il faut et
il suffit que leur centre des moyennes distances soit situé sur la paral-
léle a la direction asymplotique de la cubique menée par le point
d’inflexion.

13. Théoréme. — Le conjuqué harmonique du point d’inflexion
par rappor! auzx deur poinls d’intersection variables de la cubique et
d'une droile variable passant par le point d’inflexcion décril la tangente
de rebroussement.

Soicnt en cffet 1le point d'inflesion, M et My les points d'inter-
section variables de X avec une droite passant par I. Le couple des
droites OM ct OM, varic dans une involution. Quand la sécante
variable vient se confondre avec la langente d’inflexion, les deux
points M et M, viennent se confondre avec |. L'une des droites
doubles de l'involution est donc la droite OI; la tangente de
rebroussement, qui est 'autre droite double de I'involution, est le
lieu du conjugné harmonique de I par rapport aux points M et M.

Considérons deux sécantes passant par 1, I'une rencontrant X en
M et M,, Pautre rencontrant ¥ en M’ et M. Les droites MM’ et
M,M; se rencontrent en un poinl situé sur la tangente de rebrous-



CUBIQUES A POINT DE REBROUSSEMENT 143

sement. Si, M et M, étant fixes, M’ et M| lendent respectivement
vers M et M/, les droites MM’ et M,M] tendent vers les langentes en
M et M, & X. Ainsi, la tangente de rebroussement est le licu du
poini de rencontre des tangentes & £ en M et M,.

14. Théoréme. — Pour que six points My, M,, ..., M; de X soient
silués sur une méme conique, il faut et il suffit que le point d'inflexion
de = soit le pole harmonique du point double par rapport au sysiéme de
ces six poinls.

1° Supposons que les points M soient sur une méme conique I'.
Soient m, m', m" les troisicmes points d'intersection de X avec les
droites MM, M;M,, M;M;. Si X, 2, ..., % sonl les paramétres des

points My, My, ..., My, si p, 2/, ¢" sont les paramétres des points m,
/

m', m", enfin, si w est le paramétre du point d'inflexion, on a
1 [ S 1
5\—,:—-)\_,—'1 p-;—;—- " —a
! T L
)\.,——; A — 2 ;’—am u— e
| 1 3
)\5—1-} X — 4—9”;&_-;.‘—;’
d’ou
I 1 1 1 T 9
: e e e e e e =
r—2 —a p—a —a —a p—a

ct par suite L BRUR R

M—a }.ﬂ-z—p.——z
2° Supposons que les paramétres A de six points M de X vérilient
I'égalilé précédente. Par les cing points My, My, ..., M;, parmi les-
quels il n’y en a pas quatre en ligne droite, il passe une conique I',
et une seule, qui rencontre ¥ en un sixitme point M/, de para-
métre . On a a la fois

] T
h—e LT T

1 T 1 6
et T e o o e =y
M—a M—2 Ag—ax pm—2
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d'out X =1; le point M’ coincide avec le point My ; les six points
donnés sont situés sur la conique I'.

Conséquence. — Par irois poinis my, my, my de X, il passe une coni-
que ¥ el une seule osculalrice @ X en un point M auire que my, my, my.

Le paramétre de M est en effet racine de I'équation du premier
degré cn A
3 6 e 1 1

—_——

A—a m—a fp—a g2— fa—a

21, £2s gy Gtant les paramétres des poinls my, my, my.

15. Soit une conique I' rencontrant X aux six points My, M,, ...,
M, de paraméires Xy, 2, ..., . La droite M;M; renconire la
cubique en un Lroisitme point m de paramétre ¢. On a

1 1 6
i TP S ——— ,
Iy— a h—a p—a

1 1 1 3

N ~ b
M—a  h—a —a m—a

d’ot1, par soustraction membre & membre,

1 1 1 3
P S o e .
M—a N—a f—a p—a

Supposons que, les quatre points M;, My, My, M, restant fixes, la

conique [* varie et tende vers la conique I', qui passe par les cing

points My, My, My, M, O. La droite M;M; tend vers la tangente en

O & cette conique, et le point m tend vers le point d’intersection ¢,

autre que 0, de X avec celte tangente. Si 0 est le paramétrede ¢, on a
T 1 I 3

N — - - o +‘ — =
h— % N—a Ol—a p—u

Cette relation est la condition nécessaire cl suflisante pour que les
points M,, M), M;, M; ¢t ¢ de X soicnt, les quatre premiers, les
points d’intersection, autres que O, d’une conique passant par ()
avec ¥, ledernier, le point de rencontre, autre que O, de X avec la
tangente en O & cetle conique.

16. La cubique X est dc la troisiéme classe. Les résultats précé-
dents admettent des résultats corrélatifs, qui s’appliquent a une
courbe de la troisitme classe ayant un point d’inflexion. Une Lelle
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courbe est du troisidme degré ct admet un point de rebroussement ;
c'est une cubique X.

D'un point variable K de la tangente d'inflexion, on ne peut
mencr qu'une tangente variable i la cubique X. Si M est le point
de contact de celte tangente, il y a correspondance homographique
entre la droile OM et la droile OK. Tout paramétre représentant
linéairement le point K sur la fangente d’inflexion est lié homo-
graphiquement & un paramétre représentant linéairement la droite
OM autour de 0. On a aussi les théordmes suivants:

1° Pour que les tangentes en trois points M, My, My de X soient
concourantes, il faut et il suffit que le point de rebroussement soit péle
harmonique du point d’inflexion par rapport au systéme de ces lrois
points, ou encore, il faul et il suffit que la droite Ox soil polaire har-
monique de Ol par rapport au systéme des droites OM,, OM,, OM;, ou
enfin, il faut et il suffit que le point d’intersection des langentes
d’inflexion et de rebroussement soit pdle harmonique de 1 par rapport
au systéme des points K,, K,, Ky ot la tangente d’inflexion rencontre
les tangentes en My, My, M.

2" Pour que les tangentes en six points M, M, ..., My de ¥ soient
langentes « une méme conique, il faul el il suffit que le point de
rebroussement soit pile harmonique du point d’inflexion par rapport
au systéme de ces sic poinls.

3° Sid’un point de la langente de rebr nt on meéne les deuzx
langenles variables @ 3, la droite conjuguée harmonique de la langente
de rebroussement par rapport i ces denx droiles passe constamment par
le point d'inflexion. La droite qui joinl les poinls de conlacl de ces
tangentes variables & X passe aussi par le point d'inflexion.

17. Nous appellerous cissoide toule cubicue & point de rebrousse-
ment passant par les points cycliques [ et J. On a immédiatement,
relativement a la cissoide, les théorémes suivants :

1° Sion méne une droite paralléle & Uasymplole réelle, les droites
qui joignent le point double aux points d'intersection & dislance finie de
celte droile avec la cissoide sont symélriques par rapport a la langente de
rebroussement.

2° La droite qui joint le point de rebroussement au point de lu
cissoide o la langente est paralléle & Uasymplote réelle est perpendicu-
laire a la tangente de rebroussement.

3° Par un point de la cissoide on peut mener & la cissoide un cercle
osculateur, el un seul, touchant la cissoide en un point autre que le point
donné.

Micuer, Géom. mod. 10



CHAPITRE IX

CONES DU SECOND DEGRE ET CONES DE LA SECONDE CLASSE

1. Définitions. — Un cone du second degré de sommet S est
le lieu d’un point M tel que la droite SM rencontre une conique
donnée I', proprement dite ou décomposée en deux droites, située
dans un plan IT qui ne passc pas par S. Si la conique I’ se décom-
pose en deux droites A, et A;, on dit que lc cone se décompose
en les deux plans qui passent par S et respectivemenl par les
droites A, et A,.

Un cone de la seconde classe de sommet S est I'enveloppe d’un
plan qui passe par S et qui rencontre un plan donné TI ne passant
pas par S suivantune langentea une conigue donnée I', proprement
dite ou décomposée en deux points. Si la conique I' est décomposée
en deux points A, et A,, on dit que le cone se décompose en les
deux droites SA, et SA,.

Un cone du second degré indécomposable cst aussi un cone de
la seconde classe indécomposable, el réciproquement.

On dit que deux droites D et D’ passant par lc sommet S d’un
cone du second degré ou de la seconde classe sont conjuguées par
rapport & ce cone si ces deux droiles rencontrent un plan JI qui ne
passe pas par S en deux points conjugués par rapp()rtg la conique I'
d’intersection du concavec le plan 11. La définition est indépendante
du plan IT. On dit que trois droites D, D', D" passant_ par le
sommet S de ce cone forment un triédre conjugué par rapport au
cone si ces Lrois droites rencontrent le plan II en trois points qui
sont les sommels d’un triangle conjugué par rapport a la coni-
que I'; la définition est indépendante du plan 11,

On dit que deux plans P et P’ passant par le sommet S d’un
cone.du second degré ou de la seconde classe sont conjugués par
rapport & ce cone si ces deux plans rencontrent un plan II qui ne
passe pas par S suivanl deux droites conjuguées par rapport & la
conique I d'intersection du cone avec le plan [1. La définition est
indépendante du plan I1.
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Si trois plans P, P/, P" passant par S sont conjugués deux &
deux par rapport au cone, ce sont les plans des faces d'un triédre
conjugué par rapport au cone, et réciproquement.

Soicnt dans un plan II les coniques I' d’un faisceau linéaire
ponctuel. On dit que les cones qui ont pour bases ces coniques ct
pour sommet commun un point S non situé dans le plan IT forment
un faisceau linéaire poncluel de cones du second degré. Les coniques I
d'intersection de ces cones avec un autre plan [’ qui ne passe pas
par S forment un faisceau linéaire ponctuel de coniques. 1l
existe dans le faisceau de cones des cones décomposés en deux
plans, qui ont pour bases dans l¢ plan 11 les coniques I' décomposées
en deux droites.

Soient dans un plan 11 les coniques I' d'un faisceau linéaire
tangentiel. On dit que les cones qui ont pour bases ces coniques
et pour sommel commun un point S non situé dans le plan 11
forment un faisceau lincaire tangentiel de cénes de la seconde classe.
Les coniques I” d’intersection de cés cones avec un autre plan [I’ qui
ne passe pas par S forment un faisccau linéaire tangentiel de coni-
ques. 11 existe dans le faisceau de cones des cones décomposés en
deux droites, qui ont pour bases dans le plan 1l les coniques 1"
décomposées en deux points.

2. On a les théorémes suivants:

1° Les siz aréles de deux tricdres conjugués par rapport & un cone
du second degré de sommet S sonl siluées sur un méme cine du
second degré de sommet S, qui est proprement dit ou décomposé en
deuz plans.

2° Les plans des six faces de deux triédres conjugués par rapport a
un cone du second degré de sommel S sont langenls & un méme cine
de la seconde classe de sommet S, qui est proprement dit ou décomposé
en deux droites.

Pour démontrer ces théorémes, on coupera le cone et les deux
tridédres conjuguds par rapport & ce cone par un plan 11 qui ne passe
pas par le sommet du cone, et on appliquera les théorémes relatifs
aux triangles conjugués par rapport i une conique, qui ont été
établis au chapitre 11 (§ 1).

On en tire les conséquences suivantes :

1° Etant donnés deux cines X et X' du second degré de méme
sommel S, s’il existe un triédre & la fois inscril ¢ X' el conjugué par
rapport & 2, il en existe une infinité, de facon qu'on puisse prendre pour
aréte d’un tel tricdre une droile arbilraire du cone X' passant par S.
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Le cone X' est alors dit harmoniquement circonscril au céne 3.

2° Ltant donnés deux cénes X el S' de la seconde élasse, s’il existe
un triedre & la fois circonseril & X' el conjugué par rapport ¢ =, il en
exisle une infinité, de facon qu'on puisse prendre pour plan d’une face
d'un tel triédre un plan tangent arbitraire au céne ¥'.

Le cone X/ est alors dit harmoniquement inscrit au cine X.

3. Applications. — Dire que deux droites D et D’ passant
par le point S sont rectangulaires revient a dire que les deux
droites sont conjugudes par rapport au cone isotrope de sommet S ;
dire que deux plans P et P’ passant par le point S sont rectangu-
laires revient & dire que ces deux plans sont conjugués par rapport
au cone isotrope de sommet S. 11 s'ensuit que pour qu'un triédre de
sommet S soit trirectangle, il faut et il suflit qu’il soitconjugué par
rapport au cone isotrope de sommet S.

On en déduit les résultats suivants :

1° Les six aréles de deux triédres trirectangles de méme sommet sont
situdes sur un méme cine du second deqré.

2° Les plans des six faces de deux triédres trirectangles de méme
sommet sont langenls a un méme céne de la seconde classe.

3° Si un cine de sommet S est capable d’un iriédre trirectangle
inserit, il est capable d’une infinité de tricdres irirectangles inscrits, une
droite arbitraire du cine, passanl par S, pouvant élre prise comme aréte
d’un tel triédre.

Le cone est harmoniquement circonscrit au cone isotrope de
sommet S; il est dit équilatére.

4° Si un cone de sommel S est capable d'un (riédre trirectangle cir-
conscril, il est capable d’une infinité de (riédres trirectangles circon-
scrils, un plan tangent arbilraire au cone pouvanl étre pris comme plan
d'une face d'un lel triédre.

Le cone est harmoniquement inscrit au céne isotrope de sommet S ;
c'est le cone supplémentaire d’un cone équilatére.

4. On a les théorémes suivants :

1° Etant donnés deuz triédres inscrits a un céne du second degré, il
existe un cone du second degré de méme sommet admettant ces deux
triédres comme triédres conjugués.

2° Etant donnés deux (riédres circonscrils ¢ un céne de la seconde
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classe, il existe un cine du second degré admeltant ces deua: triédres
comme lriédres conjugués.

Pour démontrer ces théortmes, on coupera le cone et les deux
triédres par un plan Il ne passant pas par le sommet du cone, et
on appliquera les théordmes établis au chapitre 11 (§ 3).

On en tire les conséquences suivantes :

1° Les triédres inscrits & un céne du second degré de sommel S el
conjugués par rapport i un céne du second degré de sommet S sont
circonscrils ¢ un céne du second degré de sommel S.

2" Les tricdres circonscrils i un céne du second degré de sommel S et
conjugués par rapport @ un cine du second deqré de sommel S sont
inscrils ¢ un cone du second degré de sommet S.

30 Si deux triédres sont inscrits @ un méme cine du second degré,
ils sont aussi circonscrils ¢ un méme céne du second degré.

4° Si deux: (riédres sont circonscrils & un méme cone du second degré,
ils sont aussi inscrils & un méme cine du second degré.

He Elant donnés deux cines du second degré X el X' de méme
sommel 8, s'il existe un tricdre & la fois inscril & X el circonseril
a X', il existe une infinité de tels triédres.

69 Les (ricdres inscrils au ciéne X el circonserils au cine X' sonl
conjugués par rapport & un méme cone du second degré.

5. On a les théorémes suivants qui se raménent a des théorémes
établis au chapitre I (§ 6):

1° Etant donnés deux cines du second degré X et X' de méme
sommel, si le cine X' est harmoniquement circonscrit au cine X, le
céne X est harmoniquement inscrit au cine Y.

2° Elant donnés deur cones dusecond degré X et X' de méme sommet,

si le cine X' est harmoniquement inscrit au cine X, le cone X est
harmoniquement circonscrit au céne X'

6. On ales théortmes suivants qui correspondent & des théorémes
relatifs aux coniques (11, § 8):

1° Parmi les cines du second degré d’un fai linéaire ponctuel,
il en exisle un, el en général un seul, qui est harmoniquement circon-
serit ¢ un céne X du second degré donné, de méme sommet que ces
cones. S’il existe deur cones du faisceau harmoniquement circonscrits
@ 3, lout cone du faisceau est harmoniquement circonscrit & X.
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En particulier, supposons que le cone X soit isotrope; on a alors
I'énoncé suivant :

Parmi les cénes du second degré d'un, faiscean linéaire ponctuel, il
en existe un, el en général un seul, qui est équilatére. S'il existe
dans le faisceau deux cOnes équilatéres, tont céne du faisceau est
équilatére.

2° Parmi les cines de la seconde classe d’un faisceau linéaire tan-
gentiel, il en exisle un, et en général un seul, qui est harmoniquement
inseril @ un cone X du second deqgré donné, de méme sommet que ces
cones. Si deux cénes de ce faisceau sont harmoniquement inscrils
G X, toul cine du faisceau est harmoniquement inscril a 3.

7. Le théortme de Desargues relatif aux coniques d’un faisceau
linéaire ponctuel conduit immédialement au théoréme suivant :

Les cines dn second degré d’un faisceau linéaire ponctuel sont ren-
conirés par un plan fire 11 passant par leur sommet commun S suivant
des couples de droiles qui appartiennent i une méme involution. Parmi
ces cones, il en extste deur qui sont langenls au plan 11, les génératrices
de contact élant les droites doubles de Uinvolution précédente.

On déduil aussi du théoréme de Desargues relatif aux coniques
d'un faisceau linéaire langentiel le théortme suivant :

Les couples de plans langents menés aux cines de la seconde
classe d'un faiscean linéaire tangentiel par une droile fixe A passant
par leur sommel commun S apparliennenl & une méme involation.
Parmi ces cones, il en eriste deux qui passenl par A, les plans
tangents d ces deux cines le long de A élant les plans doubles de l'invo-
lution précédente.

8. Applications. -- 1° Etant donné un cone ¥ du second
degré de sommet 8, il existe une infinité de cones du second degré
qui ont mémes directions de plans cycliques que le cone . Les
coniques & l'infini de ces cones passent par les points d'intersection
de la conique a I'infini de X et du cercle & Il'infini; elles forment
un faisceau lindaire ponctuel qui contient le cercle a I'infini.
Les cones considérés forment un faisccan linéaire ponctuel qui
contient le cone isotrope de sommet 8. On dit que ces cones sont
homocycliques.

L’involution formée par les couples de droites suivant lesquels
les cones homocycliques & un céne de second degré 3 sont rencontrés
par un plan 11 passant par lear sommet commun S contient le
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couple des droites isotropes du plan II qui passent par S. I
s'ensuil que les couples de droites considérés onl les mémes bissectrices ;
il existe deux cones du faisceau qui sont langents au plan I suivant
deuz droiles reclangulaires.

2° Soit un cone X dusecond degré non de révolution. Sa conique
& I'infini rencontre le cercle & l'infini en quatre points distincts
A, B, G, D. Soient P, Q, R les points de rencontre respectivement
des droites AB et CD, AC ¢t DB, AD et BC; ces points sont les
points & l'infini des axes du cone X, les droites QR, RP, PQ sont
les droites & Vinfini des plans principaux du cone X. Considérons I«
faisceau linéaire tangenticl de coniques qui contient le cercle a
Pinfini et la conique & Iinfini de . Ce faisceau contient trois coni-
ques décomposées en deux points : une conique formée de deux
points « et a situés sur la droile QR et conjugués harmoniques par
rapport aux points Q et R, une conique formée de deux points 3
et B’ situés sur la droite RP et conjugués harmoniques par rapport
aux points R et P, enfin, une conique formée de deux points y et +'
situés sur la droite PQ et conjugués harmoniques par rapport anx
points P et Q. Les six droites Sz ct Sa/, 83 et SB’, Sy et Sy’ sont dites
les droites focales du cine S. Dans chaque plan principal de ¥, il
existc deux droites focales, qui sont symétriques par rapport aux
axes de X situés dans le plan. Ces droites focales sont les droites
passant par S par chacune desquelles il passe deux plans isotropes
tangents & X. Si I'équation du cone ¥ est & coellicients réels, les
plans isotropes tangents 3 X sont deux & deux imaginaires con-
jugués ; il s’ensuit que deux des droites focalessont réelles, les quatre
autres étant imaginaires conjugudes deux a deux.

1l existe une infinité de cones du second degré qui ont mémes
droites focales que le céne X ; ce sont les cones proprement dits du
faisceau linéaire tangentiel de cones de la seconde classe qui contient
le cone X et le cone isotrope de méme sommet. Ces cones de la
seconde classe sont dits homofocaux. Les trois couples de droites
focales de ces cones homofocaux sont des cdnes de la seconde classe
décomposés en deux droites qui font partie du faisceau linéaire
tangentiel précédent.

Les couples de plans langenls menés aux cones de la seconde
classe homofocaux & un cdne ¥ par une droite A passant par le
sommet’S de ¥ forment une involution qui contient le couple des
plaus isotropes qui passent par A ; il s’ensuit que ces couples de plans
ont les mémes plans bissecteurs. Par la droile A, il passe deux cines
homofocaux a X, et ces deux cnes se coupenl suivant A orthogona-
lement. Les plans tangenis menés -a un cine du second degré T par
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une droite A qui passe par le sommet de X ont les mémes plans bissec-
teurs que les deux plans qui passent par A et par les droites focales
réelles de =.

Soit un cylindre ¥ du second degré & centres & distance finie et
non de révolution. Menons par son sommet S & l'infini les tan-
gentes Dy et D, au cercle & I'infini. 11 existe quatre plans tangents
isotropes au cylindre, qui passenl par les droites D, et D,; ces
quatre plans se coupent suivant quatre droiles, autres que D, et D,
qui sont diles les droites focales du cylindre. Ces quatre droites sont
les lieux des foyers des seclions droites du cylindre. Il exisle une
infinité de cylindres du second degré qui ont mémes droites focales
que X ; ces cylindres sont coupés par un plan perpendiculaire a la
direction commune de leurs génératrices suivanl des coniques
homofocales ; ils sont dils homofocaux ; ils forment un faisceau
linéaire tangentiel, qui contient trois cylindres de la seconde classe
décomposés en deux droiles ; un de ces trois cylindres est formé des
droites Dy el D,, les deux autres sont formés par les deux couples
de droites focales qui sont situés respectivement dans les deux plans
principaux communs aux cylindres du faisceau.

Soit un cylindre parabolique X. Il existe une droile A par
laquelle on peul mener au cylindre parabolique deux plans tan-
gents isolropes ; cette droite est le lieu des foyers des sections droites
du cylindre; elle est dite droite focale du eylindre. On dit que deux
cyliudres paraboliques sont homofocaur s'ils ont méme droite focale
et méme plan principal. Les cylindres paraboliques homofocaux a
un cylindre parabolique donné forment un faisceau linéaire tan-
gentiel.

3° Les coniques qui, dans le plan & Vinfini, rencontrent le cercle
al'infini en quatre points fixes distincts forment un faisceau linéaire
poncluel contenant le cercle & infini. Ces coniques se transforment
par polaires réciproques par rapport au cercle & l'infini en des
coniques qui ont quatre langentes communes distinctes el forment
un faisceau lindaire tangentiel contenant le cercle a I'infini. Comme,
d’autre part, les coniques a I'infini de deux cones supplémentaires
du second degré proprement dits sont polaires réciproques 'une de
I'autre par rapport au cercle a I'infini, on voil que les cénes supplé-
menlaires de deur cénes du second degré homocycliques sonl homofo-
cauz, el réciproquemenl. En outre, les droiles focales d’un cine du
second deqré proprement dit sonl perpendiculaires aux directions des

plans cycliques du céne supplémentaire.

4° Les cones de révolution qui ont un sommet S donné et un
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axe A donné appartiennent & un faisceau linéaire ponctuel et & un
faisceau linéaire tangentiel. Ils sont rencontrés par le plan 11 mené
par S perpendiculairement & A suivant deux droites D, et D, le
long de chacune desquelles ils sont tangents au cone isotrope de
sommet S. Ces cones ont mémes directions de plans cycliques. Les
plans tangents menés par A & chacun de ces cones sont isotropes ;
cette droite A est dite droite focale.

9. Théorémes. — 1° Soient an céne du second degré X de som-
mel S el deux droites D el D' passant par S et non siluées dans un
méme plan langent au cone. Le lieu de la droite & d’inlersection de
deuz plans variables qui passent respectivement par D el D' el qui
sonl conjugués par rapport au cone X esl un céne X' du second degré
qui contient les droites D et D' et les droiles de contact des plans tan-
genls au cine X menées par D et 1)'.

En effet, le point d’intersection de la droite A avec un plan fixe
I qui ne passe pas par S décrit la conique harmonique ponctuelle
relative & la conique d’intersection du coéne X avec le plan Il et au
couple des points d'intersection de D ct de D’ avec ce plan.

En particulicr, supposons que le cone X soil isotrope. Le théoreme
précédent s'énonce alors ainsi :

Elant données deuz: droites D) el V' se rencontrant en un point S @ dis-
lance finie, le liew de la droite A d’intersection de dewr plans reclan-
gulaires passanl respectivement par D et D' est un cine du second
degré qui passe par les droites D et D' et qui admet dewr directions de
plans cycliques respectivement perpendiculaires a ces droiles.

2° Elant donnés deuzx cines du second degré S et X' de méme som-
met 8, si la droite polaire par rapport ¢ X d’un plan sécant commaun
aux deux cines est siluée sur X', la droile polaire par rapport a X du
plan sécant commun qui forme avec le précédent un céne faisant partie
du faisceau linéaire poncluel qui contient X et X' est aussi siluée sur X'.

Pour établir ce théoréme, on coupera la figure par un plan Il ne
passant pas par 8 ct on sera ramené & un théoréme relatif aux
coniques antérieurement démontré (V, § 4).

En particulier, supposons que le cone X soit isotrope. On a alors
le théoréme suivant :

Si un cone du second degré admet une génératrice rectiliyne perpen-
diculaire & une direction de plans cycliques, il admel aussi une géné-
ratrice rectiligne perpendiculaire a la direction de plans cycliques
associée.
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Le cone est dit cone de Hachetle. Ce qui présdde montre que le lieu
de la droite d'intersection de deux plans rectangulaires qui passent
par deux droites fixes:ayant un point commun & distance finie est-un
céne de Hachette, et que, réciproquomont, tout cone de Hachette
peut étre engendré par la-droite d’intersection de deux plans variables
rectangulaires passant par les génératrices rectilignes du cone qui
sont perpendiculaires 4 deux directions de plans cycliques associées.

3¢ Soient un cine X du second degré de sommel S et deur plans I’
et P’ passant par 8 el ne se renconirant pas suivant une généralrice rec-
tiligne de . [.’enveloppe d'un plan T1 qui rencontre X suivani deur
génératrices rectilignes conjuguées harmoniques par rapport aux droites
d’intersection des plans P et P avec ce plan est un cine de la seconde
classe qui est tungent aur plans P et P’ el aux plans tangents @ X dont
les génératrices de contacl sont les droites d'inlersection de X avec les
plans P et 17,

En eflet, la droite d’intersection du plan II avec un plan fixe 1I
qui ne passe pas par S enveloppe la conique harmonique tangen-
ticlle relative & la conique d’intersection du cone T avec le plan H et
au couple des droites d'intersection des plans P et P’ avec H.

En particulicr, supposons que le cone X soit isotrope. On a alors
le théoréme suivant :

Etant donnés deux plans T et P’ passant par un point S & distance
finie, Uenveloppe d’un plan 11 passant par S el renconlrant P et I
suivan! deux droites rectangulaires est un cine X' de la seconde classe
tangent au.r plans P et P’ et admellant pour droiles focales associées les
perpendiculaires menées par S aux plans P el P'.

Il est immédiat que le cone supplémentaire de X est un cone de
Hachette passant par les perpendiculaires en § aux plans I et P’ et
admettant les plans P et I’ comme plans cycliques associés.

4° Elant donnés deur cines de lu seconde classe ¥ el X' de méme
sommel et les droites D et D' qui forment un cone décomposé apparte-
nanl au faisceau linéaire langentiel qui contient X el X', si le plan
polaire de D par rapport i X esl tangent & X', il en est de méme du
plan polaire de D' par rapport i X.

Pour établir ce théortme, on coupera les deux cones et les deux
droites par un plan Il ne passant pas par S et on sera ramené & un
théoréme antérieurement établi sur les coniques (V, § 4).

En particulicr, supposons que le cone X soit isotrope. On a alors
le théoréme suivant :
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Si une droite focale d’un céne du second degré est perpendiculaire
a un plan tangent d ce cone, il en est de méme de la droite focale qui lai
est associce.

Le cone est dans ce cas le cone supplémentaire d'un cone de
Hachette.

10. Théorémes. — 1° Soient deux cones du second degré X et X'
de méme sommel S. L’enveloppe des plans passant par S qui renconlrent
ces deux cones suivant deux couples de droiles harmoniques l'un par
rapport & Uautre est un céne de la seconde classe.

Pour que lenveloppe se décompose en deur droiles, il faul et il
suffit que la droite polatre d'un plan sécant commun aux deur ctnes
X et X' par rapport a un de ces dewr cines coincide avec la droite polaxre

par rapport & Uaulre de ces deuz cines du plan sécant commun associé.

Ces théorémes se raménent 3 des théorémes antléricurcment établis
sur les coniques (V, § 8); il sullit de couper les deux cones par un
plan II ne passant pas par S.

En particulier, supposons que 'un des cones soit isotrope. On a
alors le théoréme suivant :

Soit un cone du second degré X. L’enveloppe des plans qui passent
par le sommet S de 3 el qui renconlrent X suivant deax drotles rectan-
gulaires est un cine de la seconde classe. Pour que celle enveloppe se
décompose en deuzx droiles, il faul el il suffit que le diamélre conjugué
par rapport & £ d'une de ses directions de plans cycliques soit perpen-
diculaire a la direction de plans cycliques qui lui est associée.

On a par suite le résultat suivant :

Soient un cine du second degré X et ses deux directions P et '
de plans cycliques. Si le diamétre conjugué ' de la direction P par
rapport & ¥ est perpendiculaire & P, réciproqaemenl le diamélre con-
Jugué D’ de la direction P' par rapport i ¥ est perpendiculaire i P.

Un plan quelconque I1 passant par D rencontre £ suivant deux
droites rectangulaires Gy ct G, qui sont conjuguées harmoniques
par rapport & la droite D ct & la droite d’intersection A du plan
sécant I[ ct du plan P; les deux droites G, et G, sont les bissectrices
des angles formés par les droites D et A. La droite symétrique de la
droite D par rapport & une génératrice rectiligne variable du cone ¥
décrit le plan P.

Ré.ciproquement, soicnt an plan P el ure droite D rencontrant P en
un point S & distance finie. Montrons que le lieu d’une droite G passant
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par S telle que la symétrique de D par rapport @ G soil située dans le
plan P est un cine du second degré.

En effet, soient Sz une droite variable dans le plan P ct G la
bissectrice d’un angle formé
par D) et Sz. Par un point fixe

' D
n A de D menons la paralléle &
) Sz qui rencontre G en M.
\/ Quand Sz varic, on a
/ T ‘S\"/ AM = SA = const. ;
o .

L

[

le licu de M est un cercle I’

) / situé dans un plan P, paral-

léle au plan P. Le lieu de G

est le cone X de sommet S qui a pour base le cercle I'. La direction

du plan P est une premiére direction réelle de plans cycliques du
cone X.

Le cercle I' passe par le point M’ symétrique de M par rapport &
A. La droite G’ qui passe par S et M’ est une génératrice du
cone X ; elle est perpendiculaire & G. Un plan quelconque passant
par D rencontre le cone Y suivant deax droites rectangulaires.

Le plan I’ tangent en S & la sphére qui passe par le cercle 1" et
par le point S est perpendiculaire & D. 11 s’ensuit que la scconde
direction réelle de plans cycliques du cone X est la direction des
plans perpendiculaires a D. Le diamétre conjugué de cette direction
par rapport & X est la droite D' perpendiculaire en S au plan P,
Un plan quelconque passant par D' rencontre X suivant deux géné-
ratrices rectangulaires.

Voici une application du théoréme S
précédent :

Soient deux points fixes S el S' el une
droile A non silués dans un méme plan.
M étant un point variable de A, le lieu des M
cenlres des cercles inscril el exinscrils au s
triangle MSS' est une biquadratique. A

En eflet, soit 1 le centre d’un de ces cercles. Comme S8’ cst une
droite fixe et comme SM décrit le plan qui passe par S et A, la
droite SI hissectrice de 'angle 8’SM décrit un cone du second degré
a base circulaire dans un plan perpendiculaire & 88'. De méme, la
droite $'I décrit un cone du second degré & base circulaire dans un
plan perpendiculaire & SS'. Le licu du point I est la biquadratique
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d’intersection de ces deux cones du second degré. Cette courbe
"passe par les points cycliques des plans perpendiculaires & SS'. Un
plan quelconque passant par SS' la rencontre en quatre points
qui sont les sommets d'un quadrangle orthocentrique.

2° Soient deux cines de la seconde classe X et ' de méme sommet
8. Le lieu d’une droile A passant par S e telle que les denx: couples de
plans tangents menés par A auzx deux cines soient harmoniques I'un par
rapport & Uaulre est un cine du second deqgré.

Pour que ce cone se décompose en deux plans, il Jaut et il suffit que
parmi les cines décomposés du faisceau linéaire tangentiel qui contient
S et X' il s’en trouve un formé de deux droites Dy et Dy telles que le
plan polaire de D, par rapport i ¥ coincide avec le plan polaire de D,
par rapport & X'

Ces théortmes se raminent i des théorémes antéricurement
établis sur les coniques (V, §8); il suflit de couper les deux cones
donnés par un plan IT ne passant pas par S.

En particulier, supposons que I'un des cones X et X/ soit iso-
trope. On a alors le théoréme suivant:

Etant donné un céne de la seconde classe X de sommet S, le lieu d’une
droile A passant par 8 telle que les deux plans langenls menés au cone
par A soient reclangulaires est un cine du second degré de sommel S.

Pour que ce liew se décompose en deux plans, il faut et il suffit
qu'il existe une droite focale du cone ¥ telle que son plan polaire par
rapporl & X soit perpendiculaire & la droile focale associée.

On a par suite le résultat suivant :

Etant donnés un céne de la seconde classe . el ses deuz droites Jocales
réelles 1) et ', sile plan polaire P de D par rapport & X est perpen-
diculaire a 1Y, réciproquement, le plan polaire ' de 1’ par rapport
a X est perpendiculaire @ D.

Soitun plan I passant par D. Par la droite d'intersection des deux
plans P ¢t I on peut mener a X deux plans tangents rectangulaires,
qui sont conjugués harmonicques par rapport aux plans P ct IT et
qui sont ainsi los plans bissecteurs des diddres formés par les plans
P et II. Le plan symétrique de P par rapport & un plan tangent
variable & ¥ passe constamment par la droite D.

Réciproquement, soient un plan P et une droite D rencontrant P en
un point S & distance finie. L'enveloppe d'un plan passant par S et tel

T




158 O©CONES DU S8ECOND DEGRE £T DF LA SECONDE CLASSE

que le symétrique de P par rapport a ce plan passe conslamment par D
est un odne de la seconde classe.

Pour démontrer ce résultat, il suffit de constaler que le cone sup-
plémentaire de I'enveloppe cherchée est le licu d’une droite G telle
que la symétrique de la perpendiculaire en S au plan P par rapport
a G soit situde constamment dans le plan perpendiculaire en S a la
droite D ; or, ce licu est un cone du second degré.



CHAPITRE X

INVOLUTIONS BINAIRE, TERNAIRE ET QUATERNAIRE

4. Pardéfinition, nons dirons que les couples de points, de droites
ou de plans qui forment chacun avec un couple de points, de droites
ou de plans, que nous appellerons couple de base, une division ou
un faisceau harmonique sont en involution binaire. Nous dirons que
les groupes de trois points, de trois droites ou de trois plans qui sont
les sommets, les cotés des triangles conjugués par rapport & une
conique, que nous appellerons conique de base, les arétes ou les faces
des triédres conjugués par rapport i un cone du second degré, que
nous appellerons céne de hase, sont en involution ternaire. Enfin, nous
dirons que les groupes de quatre points ou de quatre plans qui
sont les sommets ou les faces des tétraédres conjugués par rapport &
une quadrique, que nous appellerons quadrique de base, sont en
{nvolution qualernaire.

Si I'on considére les tétraédres conjugués par rapport i une qua-
drique de base qui onl en commun un sommet et la face opposée,
les groupes d’aréles ou de faces qui passent par le sommet commun
sont en involution ternaire, le cone de base étant le cone circonscrit
a la quadrique de base qui a pour sommet ce sommet commun;
les groupes de sommets ou d’arétes qui sont dans la face commune
sont en involution ternaire, la conique de base étant la conique
d’intersection de la quadrique de base avec cette face commune. De
méme, si 'on considére lesgroupes d'éléments en involution ternaire
qui ont un élément commun, les couples d’éléments non communs
sont en involution binaire. Par suite, d'une propriété quelconque
commune aux groupes d’éléments en involution quaternaire résulte
unepropriété de groupes d'éléments en involution lernaire, et de celle-
ci résulle aussi une propriété de I'involution binaire ; on a ainsi trois
propriétés correspondantes des involutions binaire, ternaire et qua-
ternaire. Inversement, il est possible, en partant d’une propriété de
I'involution binaire, d'établir la propriété correspondante de I'invo-
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lution ternaire, et de passer de celle-ci & la propriété correspondante
de I'involution quaternaire.

2. Passage de Il'involution binaire a I'involution
ternaire. Théoréme fondamental. — Flant donnés deux
groupes d'éléments d'une involulion ternaire, il est possible de déler-
miner deiix aulres groupes d’éléments de celle involution, formant avec
les. deuz groupes donnés une suile de quatre groupes telle que deux
groupes conséculifs de cetle suile aienl un élément commun.

Soient, par exemple, deux triangles ABC ct A'B'C’ conjugués par
rapport & une conique de base I'. Le point d'intersection I des
droites BC et B'C’ ¢tant le pole par rapport & I de la droite AA/, il
existe deux triangles conjugués par rapport & I" ayant pour sommets
Pun I et A, Pautre I et A’, leurs troisitmes sommels élant deux
points J et J' situés sur la droite AA’. Nous pouvons ainsi former
la suite des quatre triangles conjuguds ABGC, AlJ, ALY, A'B'C,
dans laquelle deux triangles conjugués consécutils ont un sommet
commun.

La méme démonstration s’applique & toute involution ternaire.

D’aprés cela, faisons correspondre un élément d’unc nature quel-
conque & tout groupe d'éléments d'une involution ternaire, de
fagon que dans cette correspondance il ne soit fait aucune distinction
entre les trois éléments d’un groupe; si cet élément reste inva-
riable quand le groupe correspondant de Pinvolution varie en
conservant un élément fixe, le méme élément reste invariable
quand le groupe correspondant de involution varic d’une fagon
quelconque.

Voici des applications.

1° Théorémes d’Apollonius relatifs 'aux quadriques. —
Soit une quadrique a centre unique O. Les tritdres qui ont pour
aréles trois diamétres conjugués de la quadrique forment une invo-
lution ternaire dont le cone de base est le conc asymptote de la
quadrique. Quand un tel tritdre varic en conservant une méme
aréte OA ¢t la méme face opposée, les deux arétes variables OB ct
OC restent diamétres conjugués par rapport 4 la conique d'inter-
section de la quadrique avec le plan de la face fixe.

Supposons que A, B, C désignent des points de rencontre de
la quadrique respectivement avec les arétes d’un tel triédre.

a. La somme des carrés des longueurs des diamétres variables
OB et OC étant, d’aprés le premier théoréme d’Apollonius relatif
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aux coniques, constante, la somme des carrés des longueurs des
diamétres conjugués OA, OB, OC de la quadrique estla méme pour
toutes les positions du tritdre (OA, OB, OC) qui ont une aréte
commune OA ; il s’ensuit que cetle somme est la méme pour toutes
les positions de ce trit¢dre. Ainsi,

La somme des carrés des longueurs de trois diamélres conjugués
quelconques d'une quadrique @ centre est constanle.

@. D’apres le second théoréme d’Apollonius relatif aux coniques,
l'aire du parallélogramme qui a pour cétés les deux diamétres con-
jugués variables OB et OC est conslante. Le volume du parallélé-
piptde qui a pour arétes OA, OB, OC élant égal au produit de I'aire
de ce parallélogramme par la distance de A au plan BOC est donc
constant pour toutes les positions du triddre (OA, OB, OC) qui
ont une aréle commune OA; ce volume est donc constant pour
toutes les positions du tritdre. Ainsi,

Le volume du parallélépipéde qui a pour aréles Irois demi-diamétres
conjugués quelconques d’une quadrique i cenlre est constant.

¥- Quand, OA restant (ixe, OB et OC varient dans le plan
diamétral conjugué de la direction de OA, la somme des carrés des
aires des parallélogrammes qui ont pour cotés 'un O\ et OB, Vautre
OA et OG est constante. En effet, cetlte somme est égale au produit
par OA* de la somme des carrés des distances des points B et C &
OA, Cest-h-dire au produit par OA®’ de la somme des carrés des
projections orthogonales de OB etde OC sur un plan P perpendiculaire
a OA. Or, cetle somme est constante, car les projections des droites
OB et OC sur le plan P sont deux diamétres conjugués de la projection
sur le plan P dela conique d’intersection de la quadrique avec le plan
fixe BOC. Par application du théoréme fondamental, on voit que

La somme des carrés des aires des faces du parallélépipéde qui a
pour aréles trois demi-diamélres conjugués quelconques d’une quadrique
@ cenlre est conslante.

2° Soil une quadrique A centre unique O. Considérons un
triédre trirectangle variable de sommet O dont les aréles rencontrent
la quadrique respectivement aux points A, B, C. Si le triédre varie
de fagon que OA reste fixe, OB et OC sont deux diamétres rectan-
gulaires de la conique d’intersection de la quadrique avec le plan

fixe BOG, c¢t, comme nous 'avons établi, .—l:; + —_';—1 est constant
0OB” 0OC

Micuer, Géom. mod. 1
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(V1, § 2); il Sensuit que si le tri¢dre rectangle (OA, OB, OC) varie

d’unc fagon quelconque, la somme

1 1 1
A2

e i
0A OB (019

. 1
est constanle. Or, comme l'on sait, cetie somme esl égale & -

i’
H étant le pied de la perpendiculaire menée de O sur le plan ABC.
Il s'ensuit que le plan ABCG enveloppe une sphére de centre O. Le
cone qui a pour sommet O et pour base la conique d’intersection
de la quadrique avec le plan ABC est équilatire. Ainsi,

L’enveloppe d’un plan P tel que le céne ayant pour sommel le cenlre
O de la quadrique et pour base la section de la quadrique par le
plan P soit équilalére est une sphére de centre 0.

3* Théoréme de Frégier. — Soit un tritdre ayant pour
sommet un point O d'une quadrique Q ct variant en involution -
ternaire. Montrons que le plan qui passe par les points d’intersection
variables A, B, C desarétes de ce tricdre avee la quadrique () passe
par un point lixe.

En cffet, quand le tri¢dre varic en conservant une méme aréte
OA, le couple des arétes OB et OC varic en involution binaire dans
le plan conjugué de OA, les points B et C étant constamment situés
sur la conique ] d’intersection de la quadrique Q avec ce plan. En
vertu du théortme de Frégier relalif aux coniques, la droite BC passe
par un point fixe, et par'suite le plan ABC passe par unc droite
fixe A. Mais, quand OB coincide avec la tangentc OT en O & la
conique [, le plan ABG coincide avec le plan conjugué de OT; le
plan conjugué de OT passe donc par A. Comme O est située dans
Ic plan tangent en O & la quadrique, le plan conjugué de OT
passe par la droite L, conjuguée du plan tangent en O i la quadrique.
Ainsi, A rencontre L; autrement dit, le plan ABC rencontre L
en un point I qui resle fixe quand le tritdre (OA, OB, OC) varie en
conservant une méme aréte OA. En vertu du théoréme fondamental,
le point I reste le méme pour loutes les positions de ce triddre.

Le cone qui a pour sommet le point O et pour base la conique
d'intersection de Q avec le plan ABC est harmoniquement circonscrit
au cone de base de l'involution ternaire. Ainsi,

Tous les plans qui sonl lels que les cines ayant pour sommel un
point O d’une quadrique Q et pour bases les sections de la quadrique
par ces plans solent harmoniquement circonserils & un cdne X donné du
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second degré de sommet O, passenl par un méme point, situé sur la
droile polaire par rapport & X du plan tangent en O & la quadrique .

Si I'on suppose que le cone X soit isotrope, on a I'énoncé suivant :

Les plans tels que les cines ayant pour sommel un point O de la
quadrique Q et pour bases les sections de Q par ces plans soient équi-
latéres passent par un méme point, silué sur la normale en O ¢ la
quadrique Q.

Voici une application du théoréme de Frégier relatif aux
quadriques.

Soicent une quadrique Q et un point fixe O situé sur la quadrique,
cl proposons-nous de déterminer le lieu d'un point M de la
quadrique Lel que les deux plans qui passent par O el les deux
droites de Q qui passent par M soient conjuguds par rapport & un
cone X donné du second degré de sommet O.

Le cone qui a pour sommet O el pour base la seclion de ) par
le plan tangent en M est formé des deux plans qui passent par O
ct les deux droites de la quadrique qui passent par M. Dire que M
est un point du licu, c’est dire que ce cone est harmoniquement
circonscrit au cone M. Donc le plan tangent en M passe par un
point fixe I situé sur la droite polairc par rapport a ¥ du plan
tangent en O A la quadrique Q. Il s'cnsuit que le lieu du point M
est la conique de seclion de Q par le plan polaire de 1.

En particulier, si lc cone X est isotrope, les deux plans qui
passent par O ct les droites de Q qui passent par M sont rectangulaires.

Par application du principe de dualité, du théoréme de Frégier
relatif anx quadriques on déduit le théortme corrélatif suivant :

Soient une quadrique Q et une conique 1" située dans un plan 11
langent a la quadrique. Le lieu d’un point M lel que le cone de sommet
M circonscrit a la quadrique soil harmoniquement inserit au cine de
sommet M qui a pour base la conique I est un plan qui passe par la
polaire par rapport @ 1" du point de contact du plan 11 avec la
quadrique Q.

En particulier, supposons que la conique 1" soit le cercle & I'infini;
la quadrique Q est alors un paraboloide, et l'on a le théoréme
suivant :

Le lieu des sommets des cones circonserits ¢ un paraboloide qui sont
capables d'une infinité de triddres Irireclangles circonserits est un plan,
dit plan orthoptique du paraboloide, qui est perpendiculaire d l'axe
du paraboloide.
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4° Théordme de Faure relatif aux coniques. — A la démon-
stration précédente du théoréme de Frégier relatif aux quadriques,
il correspond une démonstration du théoréme de Faure relatif aux
triangles conjuguds par rapport & une conique, lorsque cette conique
st & centre unique.

Soit un triangle ABC variant en restant conjugué par rapport &
une conique I" & centre unique O a distance finie. Lorsque ce triangle
varie en conservanl un sommet fixe A, le couple des autres som-
mels B et (i varie en involution binaire sur la polaire de A par
rapport & 1'; si w est le point d'intersection de cette polaire avec
la droite OA, on a

wB . wC = const.

Les points A et w et par suite les points de la droite Aw ont chacun
une puissance conslanle par rapport au cercle circonserit au triangle
ABC. La puissance du point O par rapport au cercle circonscrit au
triangle ABC reste donc la méme quand le triangle ABC varic en
conservanl un sommel fixe; en vertu du théoréme fondamental,
celte puissance est la méme pour lous les triangles conjugués par
rapport & I'; c'est le théoréme de Faure.

" 5" Autre théorédme relatif aux coniques. — La puissance
du centre O d’une conique I" par rapport au cercle qui passe par les pieds
o, 8, y des perpendiculaires abaissées de O sur les cilés d'un triangle
queleonque ABC conjugué par rapport & 1" est constante.

11 suffit de démontrer ce théoréme en supposant que le triangle
ABC varie en conservant un sommet
fixe A. Les points § et y décrivent
alors le cercle de diameétre OA ;
d’autre part, le couple des droites
AB ct AC variant ¢n involution,
d’aprés le théordéme de Frégier, la
droile By passe par un point fixe w.
Quand, le triangle ABC variant, la
droite  AC devient paralléle a la
polairc de A par rapport & T, la
droite AB coincide avec la droite
AO; le point y vient alors en O,
tandis que le point § vient sur la
droite Oz ; la droite 8y coincide alors avec la droite O«, et ainsi le
point « est situé sur la droite Ox. Or, la puissance du point « par
rapport au cercle variable «fy, qui est égale & la puissance de w par
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rapport au cercle de diamétre AO, est constante. Les points o et w
ayant chacun méme puissance par rapport aux divers cercles afly,
il en cst de méme de tout point de la droite aw et, en particulier,
du point O, ce qui démontre l¢ théoréme.

Rappelons que dans le cas particulier ou la conique " est une
hyperbole équilatire, le cercle circonscrit au triangle conjugué ABC
passe par O ; par suite, les points a, 8, y sont dans ce cas en ligne
droite.

6° Sphére de Monge ou orthoptique. — Les tri¢dres tri-
rectangles qui ont un sommet donné S sont en involution
ternaire, le cone de base étant le conc isotrope de sommet S. 1’aprés
cela, étant donnés deux triddres trirectangles de sommet S, il est
possible de déterminer deux autres triddres Lrirectangles de sommet
S formant avec les deux premicrs une suite dans laquelle deux
tritdres trirectangles conséculifs ont une aréte commune ct par
suite la face opposée commune. Amenons par translation chacun
de ces tritdres & dtre circonscrit & une quadrique Q. On voit ainsi
qu'étant donnés deux tritdres trirectangles circonscrits a Q, il cst
possible de déterminer deux autres Lriddres trirectangles circonscrits
4 Q formant avec les deux premiers une suite dans laquelle deux
triedres consécutifs ont une face commune.

Cela posé, soit un tritdre trireclangle variable circonscrit & une
quadrique Q ayant pour centre 0. Quand ce tritdre varie en con-
servant une méme face P, les deux autres faces, restant paralléles
4 la direction des droites perpendiculaires & I, sont tangentes au
cylindre circonscrit & la quadrique dont les génératrices sont paral-
Ieles & cette direction. Les traces des faces variables du triedre sur
le plan P sont tangentes & la section du cylindre par le plan P;
clles sont de plus rectangulaires ; le sommet du tritdre reste donc a
une distance constante d'un point quelconque de I'axe du cylindre et,
en particulier, du centre O de la quadrique Q. On voit ainsi que la
distance du sommet du tritdre au centre de Q est la méme pour
toutes les positions de ce triédre qui ont une face commune; donc,
elle est la méme pour toutes les positions du tri¢dre. Autrement dit,

Le lieu des sommels des cénes circonscrits @ Q qui sont capables de
triédres lrireclangles circonscrits est une sphére, dite sphire de Monge
ou sphére orthoplique, concentrique & la quadrique.

3. Passage de linvolution ternaire a Il'involution
quaternaire. — Théoréme fondamental. — Etan! donnés deux
tétraédres conjugués par rapport d une quadrique, il est possible d’en
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déterminer deux aulres formanl avec les denr premiers une suite dans
laquelle denc: tétraédres conséculifs ont un sommet commun et par suite
le plar de la face opposée commun.

Soient en cffet deux tétratdres ABCD et A'B'C'D’ conjugués par
rapport & une quadrique de base Q. Si « est un point de la droite d'in-
tersection des plans BCD ct B'C/D’, considérons deux triangles wag
et wx'B’ respectivement siluds dans les plans BCD et B'C'D’ et res-
pectivement conjuguds par rapport aux coniques d’intersection de
la quadrique de base avec ces plans. Nous avons ainsi quatre tétraddres
conjugudés par rapport & la quadriquc de base: ABCD, Axfo, A'e/B'w,
A'B'C’D’, qui se suivent de fagon que deux Létraddres consécutifs
aient en commun un sommel et le plan de la face opposée.

D’apris cela, faisons correspondre a lout tétratdre conjugué par
rapport & la quadrique Q un élément d'uhe nature quclconque de
fagon que dans cette correspondance il ne soit fait aucune distinction
entre les sommets ou entre les faces du tétraddre ; si cet élément
reste invariable quand le tétratdre correspondant varie en conservant
un sommel fixe, le méme élément resle invariable quand le tétraddre
correspondant varie d'une fagon quelconque.

Voici des applications.

1° Théoréme de Faure relatif aux quadriques. — Lc
tétratdre ABCD conjugué par rapport & une quadrique Q de centre
unique () variant en conservant le sommel A fixe, le triangle BCD
varie dans le plan polaire de A en restant conjugué par rapport A la
conique |* d'intersection de la quadrique de base ct de ce plan.
D’apris le théoréme de Faure relatif aux coniques, la puissance du
centre w de cetle conique 1" par rapport au cercle variable circonscrit
au triangle BCD, qui est aussi la puissance de « par rapport & la
sphere circonscrite au tétratdre ABCD, est constante. 11 s'ensuit que
la puissance de tout point de la droite Aw ct, en particulier, du
poinl O par rapport a cctte sphire est elle-méme constante. Par
application du théoréme fondamental, la puissance de O par rapport
4 la sphére circonscrite au tétrabdre ABCD estla méme pour toutes
les posilions du tétratdre ABCD.

Montrons que cette puissance constante est égale au carré du rayon
de la sphire de Monge de la quadrique Q. Pour cela, supposons que
le sommet A du tétratdre ABCD soit situé sur la sphire de Monge.
Il existe alors une infinité de tritdres trirectangles circonscrils au
cone circonscrit & Q qui a pour sommet le point A. Un tel triddre
est coupé par le plan polaire de A suivant un triangle PQR circon-
scrit & T', dont L'orthocentre est le pied H de la perpendiculaire
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abaissée de A sur le plan polaire de A. Considérons lo cercle qui
admet le triangle PQR comme triangle conjugué; il a pour centre le
point H et lo carré de son rayon est égal A — HA”. La conique I est
harmoniquement inscrite 4 ce cercle, qui est donc harmoniquement
circonscrit & I' el par suite orthogonal au cercle orthoptique de
I". 8i p est le rayon du cercle orthoptique de I', on a

oH® == ;2 — HA®,
d'ot ¢t =oll’ - HA" = wA®.

Il s’ensuit que la droite wA est tangente en A a la sphére circon-
scrite au tétraédre ABCD et qu’ainsi la puissance de () par rapport

dcette sphire est égale 8 OA”. Finalement, on a le théordme suivant :

La sphére circonscrite & un tétraédre conjuqué par rapport it une qua-
drique a cenlre est orthogonale & la sphére orthoptique de ceite quadrique.

2° Théoréme. — La puissance du centre O d’une quadrique Q
cenlre par rapport i la sphére qui passe par les pieds «, 8, v, 3 des perpen-
diculaires abaissées de O sur les plans des faces d'un tétraédre conjugué
variable ABCD par rapport & la quadrique est constunle.

Il suffit de montrer que celte puissance cst constante quand le
tétraedre ABCD varie en conservant un sommet A lixe. Le groupe
des droites 08, Oy, O3 varie alors en involution, l¢ cone de base de
I'involution étant le cone de sommet O qui se déduit par transla-
tion du cdne supplémentaire du cdne circonscrit & la quadrique de
sommet A. Gomme les points §, y, 3 varient sur la sphire de diamétre
OA, le plan By3 passe par un point fixe . La puissance de w par
rapport & la spheére qui passe par les points «, 8, v, 3 est conslante ;
par suile, la puissance de tout point de la droite aw par rapport a
cette sphere est également constante. Le théoréme sera établi s'il
est démontré que la droite aw passe par 0. Or, parmi les tétratdres
conjugudés par rapport & Q qui ont pour sommet le point A, il en
existe une infinité¢ dont la face ACD est paralltle au plan polaire
de A par rapport & Q, dont par suile le sommet B est situé sur la
droite AO. Pour chacun de ces tétraédres, les points v ct 3 coincident
avec O, tandis que §§ cst situé sur la droite Oz ; le plan 3y3 passe
alors par la droite Oz; le point w, élant commun & une infinité de
tels plans, est donc situé sur la droitc Ox.

4. Indiees. — Soit une quadrique Q & centre unique 0. Menons
par un point M une droitc variable rencontrant la quadrique Q aux
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deux points A et A’ et par le point O la paralltle & cette droite, ren-
contrant la quadrique en deux points dont I'uun est «. En appliquant
un théordme établi antérieurement sur les coniques (VI, § 1) & une
section de Q par un plan quelconque passant par M, on voit facile-

ment que le rapport Mﬁ%—_]:q LES est indépendant de la droile menée

par M. Ce nombre sera dit, d’aprés Faure, I'indice du point M par
rapporl @ Q; nous le désignerons, d'une maniére générale, par .

Comme pour les coniques, la somme des inverses des indices de
deux points conjugués M; et M, par rapport i Q variables sur une
droite fixe est constante, le produit des indices de ces deux points
conjugués M; ct M, est dans un rapport constant avec le carré de
leur distance M,M,. Nous désignerons ce rapporl sous le nom d’in-
dice de la droite M;M,, et nous le représenterons, d'une manidre
générale, par la notation ps.

Par application du premier théoréme fondamental, on voit que

La somme des inverses des indices des sommels d’un triangle M{M,M,
conjugué variable par rapport & une conique fixe de la quadrique Q
esl conslante.

On a aussi le théoréme suivant :

Le produit des indices des sommels du triangle M;M,;M, est dans un
rapporl constant avec le carré de U'aire du triangle.

En cffet, I'airc du triangle M;M,M; est égale & la moitié du
produit de la distance des points M, et M, par la dixtance du point
M, 2 la droite M;M,. 1l s’ensuil que le rapport —* (aue “LLMqu)‘ aune
valeur qui reste constante quand le triangle M;M,M; varic en con-
servant un sommet fixe M;; par application du premier théoréme
fondamental, ce rapport reste constant quand le triangle M,M,M,
varie d'une fagon quelconque.

Nous désignerons ce rapport sous le nom d’indice du plan M{M,M,,
el nous le représenterons par la notation .

Par application du second théoréme fondamental, nous obtenons
les théorémes suivants:

1° La somme des inverses des indices des sommels d’un tétraédre con-
Jugué variable par rapport i Q est conslante.

2° Le produit des indices des sommels d’un tétraédre conjugué quel-
conque estdans un rapport constant avec le carré du volume de ce tétraédre.
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Pour établir ce second théoréme, il suflit de considérer le volume
du tétratdre M;M,M;M, comme étant égal au tiers du produit de l'aire
du triangle M;M,M, par la distance du point M, au plan M,M,M,.

Comme pour les coniques, la somme des inverses des indices de
deux droites conjuguées par rapporl & une section planc fixe de Q
qui varient en passant par un point fixe du plan de cette conique
est constanle, el le produit des indices de ces deux droites cst dans
un rapport constant avec le carré du sinus de leur angle.

Par application du premier théoréme fondamental, on en déduit
que

1° La somme des inverses des indices des cités d’un triangle con-
Jjugué variable par rapport & une conique fixe de Q esl constante,
et que

2° [La somme des inverses des indices des arétes d’un triédre conjugué
variable par rapport & un cine fire circonscril a la quadrique  est
constanle.

De ces deux théorémes, il résulte, par application du sccond
théoréme fondamental, que

La somme des inverses des indices des aréles d’un télraédre conjugué
variable par rapport @ la quadrique Q est constante.

Considérons les trois arctes M,M,, M;M,, M;M; du tétratdre con-
jugué M;M,M;M,, variant en passant par le point fixe M;. On a

5. My T e - Ug
P<u=L".3v g = ==, iy = ===,
MM, MM, M. M;
d’ou
ety o P Uy

—_— 2
ot - thag o iy == oy

MO MM MM
Mais le volume V du tétraédre M,M;M;M; est égal &

é MM, . MM, . MM, sin (tritdre M,);

donc,
My o Mg - Pas ______ﬁ_zl-ul-ls‘#a-y-‘:
sin® (triddre My) — 36 Ve const.
Ainsi,

Le produit des indices des arétes d’un triédre conjugué variable par
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rappor! & un céne circonserit fixe & la quadrique Q est dans un rap-
port conslant avec le earré du sinus du triedre.

Considérons les deux plans MMM, et MMM, variant en passant
par la droite fixe MyM;. On a

L o Rl
Fane == (auc MMM,

fhany = _L___P'_P"

(aire M;M;M ‘)“’
d'otr

Bl Rl o I )

L E R T R TR TR T

(alre M ,M,M‘)’ (aire M;MQM‘)‘
Mais le volume V du tétraddre M;M,M;M, est. égal &

2 (aire M,M;M,) . (aire M,M;M,). sin (M, M;M;, M,M;M }
3 MM,

donc,

e b SR e e Lonst
sin? (M,M;M,, M,MoM,) — g A M? \E :

Par conséquent,

Le produit des indices de deux plans conjugués variables par rap-
port @ Q passant par une méme droile fire est dans un rapport con-
slant avec le carré du sinus de leur angle.

9

On a
o [N i M |
It Pase 3 - s %1 1
_oa [ (aire M,M;M,)? n (aire MuM;M,)?
= B Bt Tt P
sl MM, . Mo MM, . Mg

w étant le milieu de la corde de Q située sur la droite M,M,, d étant
la demi-longueur du diamétre de Q paralléle 4 la droite M,M,.
D’aprés le théoréme de Stewart généralisé, la parenthisc est égale a

M,,M

M sine (M, My, My — Cire oMM,
b

(oM, U)Mg

et, comme le produit wM, . m—M—, cst couslant, on voit que l'on a

L1 = const.
Pase Paus
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Done,

La somme des inverses des indices de deux plans conjugués par
. . g
rapport & () variant en passant par une méme droite fize est constante.

Le premier théoréme fondamental permet d'en déduire que

La somme des inverses des indices des Saces d’un triédre conjugué
variable par rapport & un cine fixe circonscril ¢ () est constante.

De ce théortme, on déduit, par application du second théoréme
fondamental, que

La somme des inverses des indices des faces d’un tétraédre conjugué
quelconque par rapport a la quadrique est constante (*).

(1) J. Nrvveng, Nouvelles Annales de Mathémaliques, 1870.



CHAPITRE XI

THEOREMES RELATIFS AUX FAISCEAUX LINEAIRES PONCTUELS
ET TANGENTIELS DE QUADRIQUES

1. Théoreme. — Les quadriques d'un faiscean linéaire ponciuel
sont rencontrées par un plan suivant les coniques d'un faiscean linéaire
ponctuel.

En effet, soient Xy, ¥,, X, trois de ces quadriques et 'y, 1, Ty les
coniques d’intersection de ces quadriques avec un plan 11, L'une
quelconque des coniques Iy, Is, I'y passe par les points communs
aux deux autres ; il s'ensuit que chacune de ces coniques apparticnt
au faisceau linéaire qui contient les deux autres. En définitive, les
coniques d’intersection du plan 11 avec les quadriques considérées
forment un faisceau linéaire ponctucl.

Théoréme corrélatif. — Par application du principe de
dualité au théortme précédent, on obtient le théoréme suivant:

Les cines qui ont pour sommet un point donné et qui sont circonscrits
auz quadriques d’un faisceau linéaire tangentiel forment un faisceau
linéaire tangentiel de cines de la seconde classe.

2. Applications. — 1° En général, un plan 11 rencontre la
biquadratique L commune aux quadriques X d’un faisceau linéaire
ponctuel en quatre points distincts A, B, C, D. Les coniques I' d'in-
lersection des quadriques X avec le plan 11 passent par ces quatre
points. Parmi ces coniques, il en existe trois qui sont décomposées
en deux droiles ; une telle conique est la section par II d’une qua-
drique ¥ qui est en général tangente au plan II. On a ainsi le
théoréme suivant :

Parmi les quadriques d’un faisceau linéaire ponctuel, 1l en existe en
général trois qui sont tangentes & un plan.
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Les points de contact sont les sommets du triangle conjugué
commun aux coniques I,

En particulier, supposons que le plan 11 soit le plan a Pinfini.
Une quadrique tangente au plan & I'infini étant un paraboloide ou
un cylindre, on voit que

Parmi les quadriques d'un fai linéaire ponctuel, il exisle en
général trois paraboloides ou cylindres.

2° Pour que les coniques I' d’un faisceau lindaire ponctuel soient
bitangentes entre clles cn deux points A et B, il faut et il suffit que
parmi ces coniques il en existe une décomposée en deux droites
confondues avec la droitc AB. D'autre part, pour que la section
d’une quadrique X par un plan II soit une conique décomposée en
deux droites confondues, il faut et il suffit que la quadrique ¥ soit
un cone tangent au plan 1l. On voit ainsi que U'on a le théoréme
suivant :

L'enveloppe des plans qui renconirent denx quadriques données X,
et X, suivant deur coniques bitangentes est formée par les cines du
second deqré qui appartiennent au faisceau linéaire ponetuel contenant
les quadriques X, el X,.

Ces cones sont, en général, en nombre égal A quatre.
Le théorme précédent peut s'énoncer ainsi:

Le lieu des cordes d’une biquadratique qui sont telles que les lan-
genles auc exlrémités soienl siluées dans un méme plan se compose des
cones du second deqré qui passent par celle biquadralique.

3 Par application du principe de dualité aux résultats précé-
dents, on obtient les résultats suivants :

Parmi les quadriques d’un faisceau linéaire tangentiel, il en existe
en général trois qui passen! par un poinl donné.

Les plans tangents en ce point aux trois quadriques sont les
plans des faces du tritdre conjugué commun aux cones circonscrits
aux quadriques du faisccau donné qui out pour sommet le point
donné.

Le lieu des points tels que les cones circonserils a deux quadriques
X, et By qui ont pour sommel I'un quelconque d’enlre eux soient lan-
genls lun a laulre le long de deux droites communes est formé des
coniques qui appartiennent, comme quadriques dégénérées, au faisceau
linéaire tangentiel conlenant les quadriques X, et X,.
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3. Théoréme. — Les quadriques d'un fai linéaire ponctuel
sont renconlrées par une droile en les couples de poinis d’une involution.

En effet, coupons les quadriques par un plan II passant par la
droite donnée A. Les coniques d'inlersection forment un faisceau
linéaire ponctuel ; d’aprés le théoréme de Desargues, elles sont ren-
contrées par la droite A en les couples de points d’une involution ;
or, cex couples de points sont aussi les couples de points d’inter-
section des quadrigues avec la droite A.

Comme conséquence de ce théoréme, on a le résultat suivant:

Parmi les quadriques d’un faisceau linéaire ponctuel, il en existe en
général deux qui sonl tangentes & une droite donnée.

Les points de contact sont les poinls doubles de I'involution
précédente.

Théoréme corrélatif. — Par application du principe de
dualité, on obtient les théordémes suivants:

1° Les couples de plans tangents menés par une droile donnée aux
(]uadriques d’an fai linéaire tangentiel appartiennent & une méme
tnvolution.

2° Parmi les quadriques d’un faisceau linéaire tangentiel, il en exisle
deux qui sont tangentes ¢ une droite donnée.

Les plans tangents aux points de contact avec celte droite sont
les plans doubles de I'involution précédente.

4. Théoreme, — Les plans polaires d’un point P par rapport
auz quadriques Q d'un faiscean linéaire ponctuel passent par une
méme droite A.

Soient en effet 1I; et Il les plans polaires de P par rapport &
deux quadriques Q; ct Q, du faisccau. En général, ces deux plans
sont distincls el ont une droite commune A. Les quadriques Q du
faisceau sont coupées par le plan II' qui passe par P et par A
suivant les coniques I' d’un faisceau linéaire ponctuel. Or, lc point
P a la méme polaire A par rapport aux coniques T’y et I'; d’inter-
section des quadriques Q, et Q, avec le plan I1’; il a donc méme
polaire A par rapport & toutes les coniques ['; autrement dit, les
plans polaires IT de P par rapport aux quadriques Q passent tous par A.

Il peut arriver que les plans I, et 11, soient confondus suivant un
plan II; alors le raisonnement précédent s’applique a toute droite A
de ce plan 11. 11 en résulte que les plans polaires de I par rapport
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aux quadriques Q sont tous confondus avec le plan 11. On voit que
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que P soit un point
double d’un céne du second degré proprement dit ou décomposé
faisant partic du faisceau linéaire considéré.

En supposant que P n’a pas méme plan polaire par rapport aux
quadriques Q, montrons que lout plan II passant par A est le plan
polaire de P par rapport ¢ une quadrique Q. En effet, soit un tel
plan 1I. Menons par P une droite quelconque L rencontrant II en
un point | non situé sur A. Pour que la quadrique Q soit telle que
le plan polaire de P par rapport & cette quadrique coincide avec le
plan II, il faut et il suffit que le couple des points d’intersection
de cette quadrique avec la droite L fasse partie de I'involution qui
a pour poinls doubles > et I et par suite soit commun a cette
involution et & V'involution formée par les couples de points d'in-
tersection de la droite L avec les quadriques Q. Or, ces deux
involutions sont distinctes, sinon le point P aurait le méme plan
polaire 11 par rapport aux quadriques (Q; étant distinctes, elles ont
un couple commun et un seul, et la proposition est établie.

Théoréme corrélatif. — Par application du principe de
dualité, on a le théoréme suivant :

Les pdles d'un plan TL par rapport auz quadriques d’un faisceau
linéaire tangenticl sont sur une méme droite A.

Il peut arriver que le plan Tl ait méme pole par rapport aux
quadriques du faisceau ; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit
que le plan IT soit le plan d’une quadrique du faisceau dégénérée
en une conique. .

Si I'on suppose que le plan IT na pas méme pole par rapport aux
quadriques du faisceau, tout point de la droite A est lc pole de II
par rapport & une de ces quadriques.

En particulier, supposons que 1I soit le plan  I'infini; on a alors
le théoréme suivant :

Le lieu des centres des quadriques d’un faisceau linéaire tangentiel
est une droile. Son point & Uinfini est le point & Pinfini dans la
direction asymplotique double du paraboloide du faisceau.

5. Théoréme. — Le rapport anharmonique des plans polaires
d’un point variable de Uespace par rapport & quatre quadriques fizes
dun fai. linéaire ponctuel est lant

Soient en cffet une quadrique X variable d’un faisceau linéaire
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ponctuel donné et deux points fixes P et P'. Considérons les deux
droites fixes A et A’ par lesquelles passent respectivement les plans
polaires variables 1T et I’ de P et de P’ par rapport 4 . Menons
per la droite PP’ un plan H renconirant T suivant une conique
variable 1" qui appartient & un faisccau linéaire ponctuel fixe. Ce
plan rencontre les deux droites A ct A’ en deux points O et O’ et les
deux plans II et I1' suivant deux droites 3 et & qui passent respecti-
vement par O et O’ ct qui sont les polaires de P et de P’ respectivement
par rapport a 1'. Or, on sait que ces deux droites se correspondent
homographiquement (I11, § 2); il s’ensuit que les deux plans I1 ¢t I’
se correspondent homographiquement, et qu’ainsi le rapport
anharmonique des plans polaires de P par rapport 4 quatre qua-
driques X est égal au rapport anharmonique des plans polaires de
P’ par rapport & ces quatre quadriques.

La valeur constante du rapport anharmonique des plans polaires
d’un point variable de I'espace par rapporl & quatre quadriques fixes
d’un faisceau linéaire ponctuel est dite rapport anharmonique de ces
quatre quadriques. Ge nombre est en parliculier égal au rapport
anharmonique des quatre plans tangents & ces quadriques en un
point quelconque de leur biquadratique commune.

Théoréme corrélatif. — Par application du principe de
dualité, on obtient le théoréme suivant:

Le rapport anharmonique des péles d’un plan variable par rapport
a quatre quadriques fixes d’un faisceau linéaire langentiel esl conslant.

Ce nombre constant est dit rapport anharmonique des qualre
quadriques.

6. A chaque point P de P'espace il correspond une droite A
commune aux plans polaires de P par rapport aux quadriques X
d’un faisceau linéaire ponctuel. L'cnsemble des droites A est donc
un complexe, que nous appellerons le complexze polaire relatil au
faisceau linéaire ponctuel considéré.

Relativement au complexe polaire, on a les théortmes suivants :

1° Quand le point P décrit une droite L, la droite A décrit une
quadrique U, qui est aussi le lieu des droiles conjuguées de L par
rapport aux quadriques X.

En effet, soient deux points Pet I de la droite L, A et A’ les
droites du complexe polaire qui correspondent aux points P et
P’. La droite D conjuguée de L par rapport & une quadrique
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est dans le plan polaire IT de I par rapport & X et aussi dans le
plan polaire I’ de P’ par rapporta X. Quand la quadrique X varie,
les deux plans Il et TI’, d’aprés un théoréme établi au paragraphe
précédent, se correspondent homographiquement ; le lieu de leur
droite D d’intersection cst donc une quadrique U, qui passe par
les droites A et A’, ct qui est ainsi le licu de la droite A du complexe
polaire lorsque le point P auquel elle correspond décrit la droite L.

La droite conjuguée d'une droite L par rapport & un cone du
second degré passant par le sommet du cone, on voit que la
quadrique U passe par le sommet de tout cone du second degré
appartenant au faisceau linédaire ponctuel des quadriques X.

En général, la quadrique U est proprement dite. Pour qu’elle
soil un cone, il faut et il suflit que les droites A et A’ aient un
point commun. Si ces deux droites ont un point commun A, le
plan polaire de A par rapport & une quadrique X quelconque passe
par P el P et par suite par la droite L ; ainsi la droite L appar-
tient au complexe polaire. Réciproquement, si la droite L appartient
au complexe polaire et est ainsi la droite commune aux plans
polaires d'un poinl A par rapport aux quadriques X, les droites I
conjugudes de I par rapporl aux qnmlriques X passent toules par A,
et la quadrique U est un cone.

On appelle cine d’un complexe de droites ayanl ponr sommel le
point A le licu des droites du complexe qqui passent par A. On a le
théoréme suivant ;

Le cone du complere polaire qui a pour sommel un point \ est un
cine du second degré, qui est aussi le lieu des droites conjuquées par
rapport aur quadriques ¥ de la droite du complexe qui correspond an
point A.

9" Dans lout plan 11, il existe une infinité de droites A du complexe
polaire, et leur enveloppe dans ce plan est une conique 1*. En oulre, le
lieu des points I anzquels il correspond les droiles A du complere
situées dans le plan 11 est, en général, une cubique gauche qui est aussi

le licu des pales du plan 11 par rapport anx quadriques X.

En effet, il est d’abord immédiat que pour qu'une droite A du
complexe soit situde dans le plan 11, il faut et il sullit que le point P
auquel clle correspond soit pole du plan Il par rapport & une qua-
drique X. Cela posé, soient dans le plan IT deux droites fixes A, et
A; el une droite variable A appartenant au complexe ; elles corres-
pondent respectivement aux points fixes Py et P, ct au point variable
. Les droites PP, et P, sont des droites du complexe, qui corres-
pondent respectivement aux points de rencontre A, et A, de A avee
les droites A, ct A,. Pour la méme raison, la droite P,P; est une

Micuer, Géom. mod. 12
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droite du complexe, qui correspond au point w d'intersection des

droites el A,. Cette droite PP, étant ainsi sur le cone du

complexe qui a pour sommet P,,

P, il existe unc quadrique X' du

faisceau donné telle que la droite

PP, soit conjuguée de A, par

P, rapporta X', de fagon que le plan

P PP,P, soit le plan polaire de A,

par rapport a X'. Désignons par

A w4, 1T I le point d'intersection du plan

A~ I'P,P, avec la droite A, ; les points

== I el A, sont conjugués par rap-

port & ¥, et, quand A varie, les

points 1 et Ay se correspondent homographiquement. Il ’ensuit

queesi 'on considére quatre positions de A, le rapport anharmo-

nique des quatre positions correspondantes de A, est égal au rapport

anharmonique des quatre plans PP,P,. De méme, le rapporl anhar-

monique des quatre points A, esl égal au rapport anharmonique

des quatre plans PP,P,. 1l en résulte que les points A ct A, se

correspondent homographiquement, et que la droite A enveloppe
une conique 1.

D'autre part, le point P est situé a la fois sur les deux cones du
complexe qui ont pour sommets Py et I,. Ces cones du second degré
ont en commun la droite P,P,; le reste de leur inlersection est une
cubique gauche, qui cst le lieu du point P.

Cette cubique gauche passe par les sommets des cones du faisceau
et rencontre le plan I aux trois points de contact avec le plan I1
des quadriques ¥ qui sont tangentes au plan I1.

Si I'on suppose que A, varianl en restant tangenle a 1", tende
vers Ay, le point A, tend vers le point de contact de A, avec I'. Dans
les mémes conditions, le point P varic sur la cubique gauche en
tendant vers P, et la droite PP, tend vers la tangente en Py 4 la
cubique. On voit ainsi que

Les tangenles ¢ la cubique gauche apparliennen! au complexe
polaire et correspondent aux points de la conique 1.

On appelle courbe d’un compleze de droites située dans un plan 11
I'enveloppe des droites du complexe qui sont situées dans ce planIT.
Ainsi,

La courbe du complexe polaire située dans un plan est une conigue.

3¢ Le lien des points P tels que les droites A correspondantes du
complexe polaire rencontrent une droite donnée L est lu quadrique U,
lieu des droites conjuguées de L par rapport aux quadriques X.
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En effet, soit P un tel point. 1] existe une quadrique X telle que
de plan polaire de P par rapport & X contienne la droite L. La
droite conjugude de L par rapport & X passe par le point P, qui
est ainsi situé sur la quadrique U. Réciproquement, P étant un
point de la quadrique U, il existe une droile passant par P, situce
sur U et conjuguée de L par rapport & une quadrique X; le plan
polaire de P par rapport & cette quadrique passe par L, et par
suite {a droite A du complexe polaire qui correspond au point P
rencontre la droite L.

4o Quand la droile L varie arbitrairemenl dans un plan fixe I, la
quadrique U qui lui correspond passe constammenl par la cabique
gauche lieu des péles du plan 1T par rapporl aur quadriques 3.

En eflet, la droile A du complexe qui correspond & un point P
quelconque de cette cubique rencontre toute droite L du plan I
on voit ainsi que toul point de la cubique est situé sur toute qua-
drique U correspondant i une droite L du plan I1.

7. A chaque plan II de I'espace il correspond une droite A, lien
des poles du plan 11 par rapport aux quadriques ¥ d'un faisccau
linéaire tangentiel. L'ensemble des droites A est donc un complexe,
que nous appellerons le complexe polaire relatif au faisceau linéaire
tangentiel considéré.

Relativement & ce complexe, on a les théortmes suivanls, qui se
déduisent par dualité des théorémes qui viennent d'étre élablis.

1° Quand le plan variable 11 pusse par une droile fixe L, la droite A
déerit une quadrique U, qui est ausst le licu des droiles conjuguées
de L par rapport aux quadriques X.

Cette quadrique U est tangente au plan de loule conique faisant
partie, atitre de quadrique dégénérde, du laisceau linéaire langentiel
des quadriques X.

En général, la quadrique U est proprement dite. Pour qu'elle
dégénire en une conique, il faul et il suffit que la droile L appar-
tienne au complexe. On a le théoréme suivant :

La courbe du complexe polaire qui est située dans un plan 11 est
une conique qui est aussi Uenveloppe des droites conjuguées par rapport
aux quadriques X de la droite du complexe qui correspond au plan 11.

29 Le céne du complexe qui a pour sommet un poinl A esl un cine
du second degré. En outre, Uenveloppe des plans 11 auxquels il
correspond les droiles A du complexe qui passenl par A est, en général,
ane développable de la troisiéme classe, qui est aussi l'enveloppe des
plans polaires du point A par rapport aux quadriques X.
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Les génératrices rectilignes de la développable appartiennent au
plexe et corr lent auzx plans tangenls au cine du complexe de

sommel A.

(s

3° L’enveloppe des plans 11 tels que les droiles A correspondantes
du complexe renconirent une droile donnée L est la quadrique U, lieu
des drotles conjuguées de L. par rapport aux quadriques X.

4° Quand la Hroile L. varie arbilrairement en passanl par un poin!
fize A, la quadrique U qui lui correspond reste inscrile a la déve-
loppable de la troisiéme classe enveloppe des plans polaires du point A
par rapport aux quadriques X.

8. Complexe tétraédral. — On appelle complexe tétraédral
I'ensemble des droites A telles que le rapport anharmonique des
points d'intersection de 1'une quelconque d'entre elles avec les
quatre faces d’un tétraddre donné prises dans un ordre donné ait
une valeur donnde.

Nous allons démontrer que le rapport anharmonique des plans qui

passent par une droile A el les quatre
S, sommels S, S,, S,, S, d’un (étracdre
A est égal au rapport anharmonique des
points d’intersection de cette droite avec
les qualre faces respectivement opposées
de ce tétraédre.

Y Soient ay, @, o, @ les points de
S, rencontre de A avec les faces du té-
3 4 tratdre respectivement opposées i S,,
0 Sy, Sy, S;. Les droites S,z et Sya,
rencontrent 8,8, rospeclivomenl aux
deux points P et Q. Le rapport anhar-
monique ¢ des quatre plans qui passent
par A el respeclivement par S, S,, S,,' S, est égal au rapport anhar-
monique des quatre points Q, P, S, S,. D’autre part, le rapport
anharmonique ;' des quatre points x(, , ay, o, cst égal au rapport
anharmonique des quatre plans qui passent par la droite S;S, et
respeclivement par ces quatre points, et celui-ci est ¢égal au rapport

anharmonique des quatre points P, Q, S,, S,. Or, on a

(QPS;,S‘) = (PQS;S;();

P

IS
12}
5

on a donc ¢ = ;' (V).

(1) G. Guicnanw, Compléments de géumtrie.
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Un complexe tétraédral est donc aussi I'ensemble des droites a
telles que le rapport anharmonique des quatre plans qui passent
par I'une quelconque d’entre elles et les quatre sommets d’un
tétratdre ait une valeur donnée.

Soit un faisceau linéaire ponctuel de quadriques ¥ contenant
quatre cones du second degré distincts, de sommets S, S, S,, S;;
le tétraddre $,8,8,8, est conjugué par rapport & chacunc des
quadriques Y. Soient une droite A du complexe polaire relatif au
faisceau linéaire ponctuel et le point P auquel elle correspond.
Les plans polaires de P par rapport aux quatre cones du faisceau
sont les quatre plans qui passent par A et respectivement par les
points S;, S,, S;, S, ; le rapport anharmonique de ces quatre plans
cst, comme nous I'avons vu, indépendant de la position du point P
(§ 5). On voit ainsi que le complexe polaire est un complexe tétraédral.

Nous allons établir que, réciproquement, tout compleze téiraédral
peut élre regardé comme le complexe polaire relatif & un faisceau linéaire
ponctuel de quadriques admeltant le tétraédre du complexe comme
tétraédre conjugué,

Montrons d’abord qu'élant donnés dans un plan un triangle ABC,
un point P ¢t une droite 4, il existe une conique admettant le
triangle ABC comme triangle conjugué et telle que la polaire de P
par rapport & la conique soit la droite A. En cflet, soit une conique
quelconque passant par les points A, B, G, I’; elle rencontre A en
deux points Q et R. Comme les deux triangles ABC ¢t PQR sont
inscrits & une méme conique, il existe une conique |" qui admet
les deux triangles ABG et PQR conune triangles conjugués; cette
conique I passe bicn par les points A, B, G et la polaire de P par
rapporl & cette conique cst bien la droite A.

II' s’ensuit qu’étant donnés dans l'espace un tritdre S(ABC), un
poinlL P et unc droile 3, il existe un cone du second degré admet-
tant le tritddre S(ABC) comme triddre conjugué et tel que le plan
polaire de P par rapport au cone passe par la droite A.

Gela posé, soient un tétratdre $,8,8,8,, un point quelconque P
et une droile quelconque A. Soient un cone ¥, du sccond degré, de
sommet S, admettant le tricdre 8,(8,8,8,) comme tritdre conjugué,
et tel que le plan polaire de P par rapport au cone passe par 4, et
un cdne X, du second degré, de sommet S,, admettant le tricdre
8,(8,5,8,) comme triédre conjugué, ct tel que le plan polaire
de P par rapport au cone passe par A. Le point S, a méme plan
polaire, le plan 8,8,8,, par rapport aux deux cones X, el E,; de
méme, le point S, a méme plan polaire, le plan $,S,8;, par rapport
& ces deux cones. Si donc I'on considire le faisceau linéaire ponctuel
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de quadriques qui contient les cones X, et X, il contient aussi
deux cones de sommets S; et S;, et ainsi le tétraddre S,S,8,8, est
conjagué par rappori a chacune des quadriques du faisceau. H
s'ensuit que le complexe tétraédral relatif au tétraddre $,8,8,8,, qui
contient la droite arbitraire A, est le complexce polaire relatif au
faisceau lindaire ponctuel considéré.

Par application du principe de dualité, on a aussi les théorémes
suivants :

1° Le complexe polaire relatif ¢ un faisceau linéaire tangentiel de
quadriques qui contient quatre quadriques distincies dégénérées en
coniques est un complexe tétraédral retatif an tétraédre qui a pour faces
les plans de ces quatre coniques.

2° Réeiproquement, tout complere tétraédral peut élre regardé
comme le complexre polaire relatif @ un faisceau linéaire langentiel de qua-
driques admettant le téiracdre du complexe comme téiraédre conjugué.

9. Propriétés du complexe tétraédral. — Soit un
complexe tétraédral relatilau tétraddre §,8,8,8;. Toute droile passant
par un sommet du létraédre apparlient an complexe, de méme que
toute droite située dans le plan d’une face du tétraddre. Le cone du
complexe qui a pour sommet un point quelconque A de I'espace
est du second degré, et il contient les quatre droites AS,, AS,, AS;
et AS,; le rapport anharmonique de ces quatre droites sur le cone
est indépendant de la position de A. La courbe du complexe situde
dans un plan II est une conique, qui est tangente aux droites
d’intersection du plan 1T avec les plans des quatre faces du tétragdre;
le rapport anharmonique des quatre tangentes est indépendant de
la position du plan 11, et il est égal au rapport anharmonique pré-
cédent.

16. Applications. — Nous avons vu que le licu des poles d’un
plan fixe II par rapport aux quadriques d’unfaisccau linéaire
ponctuel est une cubique gauche, qui passe par les sommets des
cdnes du faisceau et par les points de conlact avec le plan IT des
quadricques du faisceau qui sont langenles & ce plan.

En particulier, si Ie plan II est le plan & linfini, on voil qu'en
général

Le licu des cenlres des quadriques d’un faisceau linéaire poncluel
est une cubique gauche ¢, qui passe par les sommels des cénes du fais-
ceau et par les points de conlact avec le plan i Uinfini des paraboloides
du faisceau.
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Si le faisceau contient unc sphére, les points de contact avec le
plan & I'infini des paraboloides du faisceau sont les sommets d’un
triangle conjugué par rapport au cercle & linfini. Par suite, les
directions asymptoliques de la cubique € sont deux & deux rectan-
gulaires; on dit alors que la cubique est équilatére. Ces directions
asymptotiques sont d’ailleurs les directions principales de chacune
des quadriques du faisceau.

Tout point P de la cubique étant le centre d'une quadrique du
faisceau, la droite correspondante A du complexe polaire relatif au
faisceau est & I'infini. Le plan polaire de P par rapport & une quadrique
quelconque du faisceau est donc parallele aun plan polaire de P par
rapport a la sphére du faiscean. Si I est le centre de cette sphére, on
voil que la droite IP est perpendiculaire au plan polaire de P par
rapport & une quadrique du faisceau. Ainsi,

Le lieu des poinis I’ tels que la perpendiculaire menée par 'un quel-
conque d’enlre eux au plan polaire de ce point par rapporl & une qua-
drique X @ cenlre unique passe par un poinl fixe | est une cubique
gauche C qui passe par le point 1, par le cenire de X el par les poinls a
Uinfini dans les directions principales de la quadrique.

Cette cubique est dite cubique d’Apollonius relative au point 1.
Les six points de rencontre de cetle cubique avec la quadrique
sont les pieds des normales menées de I & la quadrique. Donc,

D'un point quelconque 1 on peut mener & une quadrique X & centre
unique @ distance finie six normales. Les pieds des six normales sont
sur une cubique gauche équilatére qui passe par 1, par le centre de la
quadrique et par les poinls ¢ Uinfini dans les directions principales de
celle quadrique.

Le cone qui a pour sommet le point I et passe par la cubique est
un cone du second degré. Donc,

Les six normales menées d'un point 1 a une quadrique & centre sonl
sur un cone du second deqgré, dit cone de Chasles relatif au point I.

Si la quadrique considérée est non plus une (uadrique a centre,
mais un paraboloide, I'un des points de rencontre de la cubique el
de la quadrique est le point de contact de cette quadrique avec le
plan a I'infini. Oa voit ainsi que

D’un point quelcongue 1 on peut mener it un paraboloide cing nor-
males. Ces cing normales el la paralléle i laxe du paraboloide menée
par 1 sont sur un méme cine du sccond degré, dit encore cdne de Chasles
relatif au point 1.
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11. Quadriques homofocales & centre. — Soit une qua-
drique X non de révolution, i centre unique O i dislance finie, et
considérons le [aisceau linéaire tangentiel qui contient X, et le
cercle & I'inlini.

Ce [aisceau linéaire tangentiel de quadriques X contient, outre
le cercle & I'infini, trois quadriques dégénérées en coniques. Les
plans de ces coniques 1Yy, Iy, 1% forment avec le plan a Uinfini un
tétraddre conjugué commun aux quadriques X. L’une de ces qua-
driques étant le cercle a Vinfini, les plans des coniques I'y, 1%, I'y
sont reclangulaires deux & deux et sont ainsi les plans principaux
d’une quadrique quelconque X. Ainsi, les quadriques X onl méme
cenlre () el mémes plans principaur.

Les coniques I'y, 1", 1"y sont dites les coniques focales de 'une
quelconque des quadrigques X, lesquelles sont dites homofocales.

Ces quadriques homofocales X ont les propriétés suivantes, qui
résultent des théortmes généraux relatifs aux faisceaux lindaires
tangenticls de quadriques.

1° Les cones S circonscrits aux quadriques X qui onl pour som-
met commun un point quelconque P forment un faisceau linéaire
langenticl qui contient le cone isotrope de sommet P. Ces cones ont
mémes plans principaux et sont homofocaux. Parmi les quadriques X,
il en existe trois qui passent par P ; les plans tangents i ces quadriques
en P sont les plans principawr des cones S ; ces Irois plans sont deux
@ deux rectangulaires, el ainsi, dewr quadriques X sont orthogonales
en chacun des points de leur biquadratique d'inlersection. Les droites
qui passent par P et qui sonl siluées sur les quadriques X qui passent
par P sont les droites focales communes anzx cines S.

2° Parmi les quadriques X, il en exisle deux qui sonl langentes i une
droite donnée I.. Les plans tangents a ces deux quadriques aux
points de contact avec L sont les plans doubles d'une involution qui
conticent le couple des plans tangents au cercle a U'infini mends par
L; ces deur plans doubles sonl donc rectangulaires.

3" Soient une de ces quadriques X et le cercle & U'infini. Le lieu
des points P tels que le cone circonscrit & X ayant pour sommet un
de ces poinls soit de révolution est le lieu des points P tels que les
cones circonscrits & X el au cercle & P'infini ayant pour sommet
commun un de ces points soienl langents I'un & I'antre le long de
deux droites communes ; il est formé par les trois focales 1y, 1, Iy
de la quadrique X.

Les cones S qui ont pour sommet un point P d’une de ces focales
et qui sonl circonscrits aux quadriques X sont tangents au cone
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isotrope de sommet P le long de deux mémes droites de ce cone ;
autrement dit, ces cones S sont de révolution autour d’'un méme
axe A, qui est d'ailleurs la tangente cn P a la focale considérée.

La sphére de rayon nul qui a pour centre le point P est bitan-
gente & chacune des quadriques . Si Q ct (' sont les points de
contact de cette sphére avec une quadrique X, les deux surfaces se
rencontrent suivant denx coniques qui passent par Q et Q'. Le point
P est dit un foyer de la quadrique X, et la droite QQ' est dite la
directrice correspondant & ce foyer, par rapport i la quadrique .
La droite QQ' est conjuguée par rapport i X de la tangente en P a la
focale sur laquelle sc trouve Je point P.

4° Les poles ’un plan fixe 11 par rapport aux quadriques homo-
focales X sont situés sur unc droite A. Le pole du plan II par rap-
port au cercle & V'infini étant i U'infini dans la direction des droites
perpendiculairesau plan 11, la droite A est perpendiculaire au plan 11.
La droite A passe par le point de contact M avec le plan 11 de la qua-
drique = qui est tangente & ce plan, et elle st normale en M i
celte quadrique. On voit ainsi que le complere polaire relatif au
Jaisceau linéaire tangentiel des quadriques homofocales X est aussi le
complexe des normales i ces quadriques.

5° Soit une droite A du complexe, licu des poles d'un plan I, qui
lni est perpendiculaire, par rapport aux quadriques X. La droite
conjuguée de A par rapporl & I'une quelconque des quadriques ¥ est
située dans le plan 11, et I'on voit ainsi qu’une droite A du complexe
est perpendiculaire & sa droite conjuguée par rapport a I'une quel-
conque des quadriques X. Réciproquement, soit une droite A per-
pendiculaire & sa conjuguée A{ par rapport & une quadrique ¥, soit
Yo. Par la droite 4; il passe un plan Il perpendiculaire & A; le
licu des poles de ce plan par rapport aux quadriques ¥ est une
droite qui, comme A, est perpendiculaire au plan IT et qui, comme
A, passe par le pole de IT par rapport & la quadrique ¥y; elle coin-
cide donc avec A. Ainsi,

Le complexe polaire relalif anx quadriques X est Uensemble des
droiles donl chacune est perpendiculaire & sa droite conjuguée par rap-
port & une quadrique S et par conséquent perpendiculaire & sa droite
conjuguce par rapport « loute quadrique X.

Montrons, d’aprés cela, que le complexe polaire contient les axes
des coniques situdes sur les surfaces X. En effet, soit un axe A d’une
section plane d'une surface ¥ ; A ot A’ étant les extrémités de cet
axe, la droite A’ conjuguéede A par rapport & X est la droite d'inter-
section des plans tangents en A et A’ a X. Mais, les tangentes en
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A et A’ & la section plane sont perpendiculaires i A ; il s'ensuit que
la droite A’ est paralltle & chacune de ces deux tangentes et perpen-
diculaire a A.

Soit encore la perpendiculaire A & un plan 1T menée par le centre
w de la section d’une quadrique X par ce plan. La droite conjuguée
A’ de A par rapport & X est située dans le plan polaire de w par
rapport & ¥, lequel plan est paralléle au plan IT; on voit ainsi que
A’ est perpendiculaire & A ; la droite A fait donc partie du complexe.

On a, d’aprs cela, les théordmes suivants:

Le lieu des axes des sections planes des quadriques X qui onl pour
cenlre un poinl donné w est le céne du complexe polaire qui a pour
sommet .

Le lieu des perpendiculaires en « aur plans de ces coniques esl aussi
le cine du complexe de sommel w. Il s’ensuit que Uenveloppe des plans
qui rencontrenl les quadriques X suivant des coniques ayant un centre
donné w est le cone supplémentaire du cine du complexre de sommet .

Enfin, soit une corde AB d'une quadrique X telle que les nor-
males en A ct B soient dans un méme plan. Il est immédial que
la droite AB est perpendiculaire & sa droite conjuguée par rapport

X, qui est la droite d’intersection des plans langents & X en A et
B; donc, la droite AB fail partic du complexe.

6° Le complexe polaire est tétraédral. Donc, si My, M,, M, sont
les points d’inlersection d'une droite A du complexe avec les plans
principaux des quadriques ¥ contenant respectivement les coniques
YUE est conslant.

focales I, 1, 1. le rapport ' U

7° Le rapport anharmonique des poles d’un plan II par rapport
a quatre quadriques ¥ est indépendant de la position du plan 11.
En prenant pour trois de ces quadriques le cercle a I'infini et les
deux focales I'y el 1y, on obtient le théoréme suivanl :

M élant un point quelconque d’une quadrique X, si My et M, sont les
points de rencontre de la normale en M avec deux plans principauz, le

MM, esl constant.

rapport MM,

8° Le lieu des droites conjuguées d’une droite donnée L par rap-
port aux quadriques ¥ ct le lieu des normales aux poinlts de contact
des quadriques ¥ avec les plans tangents menés & ces quadriques
par la droite L sont une seulc et méme quadrique U, qui est en
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général proprement dite, et qui est inscrite au tétraédre conjugué
commun aux quadriques X; c'est donc un paraboloide hyperbo-
lique tangent aux trois plans principaux des quadriques .

Pour que cette quadrique U dégénére en une conique, il faut ct
il suflit que la droite L appartienne au complexe. On a le théoréme
suivant :

La courbe du complexe siluée duns un plan 11 est une parabole lan-
genle aux droites d’intersection du plan 11 avec les plans principan.r
des quadriques X.

9° Le eine du complexe qui a ponr sommet un point A est un céne
du second degré qui passe par le centre O des ynadriques X et par les
paralléles aux axes de ces quadriques menées par A.

Ce cone est le cone de Chasles de sommet A relatif & chacune des
quadriques X..

L’enveloppe des plans M auzquels il correspond les droites A du
complexre qui passent par A est, en général, une développable de la
troisiéme classe, qui esl aussi Uenveloppe des plans polaires de A par
rapport auz quadriques X. Celle développable est tangente au plan
Linfini el aux plans principaur des quadriques .

L'enveloppe des plans 11 lels que les droiles A correspondanies
du complexe renconirent nne droite donnée L. est le paraboloide
hyperbolique U lieu des droites conjuquées de L par rapport anx qua-
driques Y. Siladroite L fait partie du complexe, celte enveloppe est une
parabole.

12. Paraboloides homofocaux. — Soit un paraboloide X,
non de révolution, et considérons le faisceau lindaire tangentiel qui
contient X4 ct le cercle & infini.

Les quadriques X de ce faisceau sont toutes tangentes an méme
point au plan & l'infini; ce sont des paraboloides ayant méme
direction asymptotique double. Parmi ces quadriques se trouvent,
oulre le cercle & I'infini, deux quadriques dégénérées en coniques
tangentes au plan & Uinfivi; ces deux coniques sont des paraboles,
qui sont diles les paraboles focales de 'un quelconque des para-
boloides X, lesquels sont dits komofocaur.

Le plan de chacune des paraboles focales a méme pole, dans le
plan & l'infini, par rapport & un paraboloide ¥ et par rapport au
cercle & Pinfini; c’est donc un plan principal de X. Ainsi, les para-
boloides X ont mémes plans principau.r.

On a les théorémes suivants :
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1° Par un point P de Uespace, il passe trois paraboloides homofo-
cauz d Xy, el les plans tangenls en P i ces trois quadriques sont deux
d deuz reclangulaires.

32° Le licu des sommets des cones de révolution circonserils & un
paraboloide X est formé des deuz: paraboles focales de ce paraboloide.

Un point quelconque d’une focale est encore dit un foyer de cha-
cun des paraboloides X ; la sphére de rayon nul qui a pour centre
un foyer touche un paraboloide ¥ en deux points, et la droite qui
joint ces deux points est .encore dite la directrice correspondant au
foyer, par rapport au paraboloide X.

3¢ Le licu des poles d’un plan 11 par rapport aux paraboloides ¥ est
une droite A perpendiculaire au plan 11.

4° Le complere des droiles A correspondant aux divers plans T de
I'espace est Uensemble des normales aux paraboloides ¥ el aussi
Pensemble des droites dont chacune est perpendiculaire & sa droile con-
Juguée par rapport & un paraholoide X et est par suite perpendicu-
laire & sa droite conjuguée par rapport & lun quelconque des parabo-
loides . (e complexe contient les ares des seclions planes des
paraboloides X et les perpendiculaires auz plans des coniques des para-
boloides X menées respectivement par les centres de ces coniques.

5° Le cine du complexe qui a pour sommel un poini A est un céne du
second deyré qui contient les paralléles aux directions principales des
paraboloides X menées par A. La courbe du complexe siluée dans un
plan 11 est une parabole tangente auzx droites d’intersection du plan IT
avec les plans principauzr des paraboloides.

G6° Le lieu des droiles conjuguées dune droite 1. par rapport auc para-
boloides X3 ¢st un paraboloide U, qui dégénére en une parabole lorsque
la droite L fait partie du complezxe.

13. Théoréme. —- Llant données deux quadriques ¥ et X', %l
existe une quadrique A circonscrite & S el homofocale & X', il existe une
quadrique A’ circonscrite @ X' et homofocale & X (1).

En effel, soit le pole O par rapport & chacune des quadriques X
ct A du plan de leur conique de contact, et considérons un plan
quelconque passant par O et tangent a la quadrique X', Il existe
une quadrique A’ homofocale it ¥ et tangente & ce plan. Chacun des
cones de sommet O qui sont circonscrits aux quadriques A’ et 3/ est

(') Ce théoréme est div a G. Darboux,
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tangent & ce méme plan ct fait partie du faisccau linéaire tangentiel
de cones de sommet O qui contient le cone de sommet O circonscrit
aux quadriques 2 et A et le cone isotrope de sommel O. Done, ces
deux cones coincident, et par suite tout plan II passant par O et tan-
gent & X/ cst aussi langent & A’. Soit « le pole unique d’un tel
plan 11 par rapport aux quadriques X et A. Le lieu des poles d'un
plan par rapport a des quadriques homofocales étant une droite per-
pendiculaire au plan, le point de contact du plan 11 avee 'une ou
I'autre des quadriques X' et A’ est le pied de la perpendiculaire
abaissée de « sur le plan I1. Les deux quadriques X' et A’ sont donc
circonscrites 'une a l'autre le long d’'une conique: le plan de cette
conique a pour pole unique par rapport i ces deux quadriques le
point O. Le théoréme est élabli.

En particulicr, si deux coniques 1' et 1 sont lelles qu’il eaiste une
quadrique passant par 1" el admettanl ' comme conique focale, il exisle
aussi une quadrique passant par 1" et admetlant I comme conique focale.



CHAPITRE XlI

RESEAUX LINEAIRES
PONCTUELS ET TANGENTIELS DE QUADRIQUES

1. Soient

fite, v, 5, 0)=0, [y, )=o, J@ yset =0

les équations homogtnes de trois quadriques X, X,, X, qui n’appar-
tiennent pas & un méme faisceau linéaire ponctuel. On voit immé-
diatemeunt que les quadriques qui font partic d'un faisceau linéaire
ponctuel contenant 2 H. ct une quadrique quelconque du faiscean
linéaire ponctuel qui conlient X, et X3 ont pour équation générale

MAGE Y, 5 ) -k M fu(e, ¥, 2, ) - M fi(m, y, 2, ) =0,

My sy Ay Gtant trois constantes arbitraires non simultanément nulles.
La forme méme de celte équation montre que les quadriques pré-
cédentes coincident avee les qua(lliqut,s qui font partic d"un faisceau
linéaire ponctuel contenant X, ot une quaduquc quelconque du
faisceau linéaire pnnctuol qm contient X5 et X, ct coincident aussi
avec les quadriques qui font partie d'un faisccau linéaire ponctuel
conlenant .‘_‘J el une quadliqu(, quelconque du faisceau linéaire
ponctuel qui contient X, el X, On désigne 'ensemble de ces qua-
duquos Y sous le nom de réseau linéaire ponctuel. Cet ensemble
contient les quadriques X,, X,, X, qui sont dites quadriques de base.
On voit facilement que le réscau linéaire ponctuol considéré ne
change pas si I'on u-mplacc les trois quadriques X,, ¥, ¥, par trois
autres quadriques du réseau prises comme nouvelles quadriques de
base, ces trois nouvelles quadriques n’appartenant pas & un méme
faisceau linéaire ponctuel.

Corrélativement, soient trois quadriques X, ¥, ¥, n’appartenant
pas & un méme faisccau linéaire tangentiel. L’ensemble des qua-
driques qui font partic d’un’ faisceau linéaire tangentiel contenant
¥, et nue quadrique quelconque du faisceau linéaire tangentiel qui
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contient X, et X, coincide avec I'ensemble des quadriques qui font
partie d’un faisccau linéaire tangentiel contenant X, ct une quadrique
quelconque du faisceau lindaire tangentiel qui contient X; et 3, et
aussi avec Iensemble des quadriques qui font partie d'un faisceau
linéaire tangentiel contenant X, et une quadrique quelconque du
faisceau linéaire tangentiel qui contient X, et X,. On désigne cet
ensemble unique de quadriques X sous le nom de réseau linéaire
tangentiel. 11 conlient les quadriques X, Xy, ¥, dites quadriques de
base. Le réscau linéaire tangentiel considéré ne change pas si I'on
remplace les Lrois quadriques X, X,, ¥, par trois autres quadriques
du réscau, prises comme nouvelles quadriques de base, ces trois
nouvelles quadriques n'appartenant pas & un méme faisccau linéaire
ponctluel. :

En particulicr, si les quadriques X, X,, X; sont trois cones de la
seconde classe proprement dits ou décomposés en deux droites ayant
méme sommet S, toutes les quadriques X sont des cones de la
seconde classe ayant pour sommet le point S.

2. Theéoreme. — Par sept points distincls non silués dans un
méme plan, tels qu’il 1’y en ail ni six sur une méme conique ni qualre
sur une méme droile, il passe une infinité de quadriques X qui forment
un réseau linéaire ponctuel.

Enelfet, soit, en coordonnées homogénes, I'équation indélerminée
, ’ o ’
d’'unc quadnqm-

fle,y, s, )=o,

S(x,y, 2, ) ayanl dix coeflicients. En exprimant que la quadrique
passe par les sept points A, yi, %, 1), ({ = 1, 2,...,7), on oblient
pour déterminer ces coelflicienls sept équations

f(-riy Yis is li) =0,

qui sont linéaires et homogénes. Montrons que le rang du systéme
de ces équations ne peut étre inférieur a 7.
Distinguons plusieurs cas :

1° Supposons que parmi les sept points, il n'y en ait pas quatre
dansun méme plan. Le rang étant supposé inférieur & 7, on pourrait
faire passer une quadrique par les sept points donnés et par trois
points a, B, y choisis dans le plan A,A,A, de fagon que les points
, 8, v, Ay, Az, A; ne soient pas situés sur une méme conique. Alors,
la quadrique se décomposerait en le plan A{A;A; et en un autre plan
qui devrait contenir les points Ay, Ag, Ag, As, ce qui est impossible.
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2° Supposons que parmi les sept points A, il y en ait quatre et
quatre seulement, Ay, A,, Ay, A, dans un méme plan, mais qu'il
n’y en ait pas trois en ligne droite. Le rang étant supposé inférieur
a 17, on pourrait faire passer unc quadrique par les sept points A
donnés cl par trois points a, B,y choisis de la manitre suivante:
a et § dans le plan A(A,AA, de fagon que les six points A,, A,,
As, Ay, @, B ne soient pas silués sur une méme conique, y non situé
dans le plan A;A,A A, el non situé dans le plan A;A¢A.. Alors la
(uadrique se décomposerait en le plan A A,A3A; ct en un auatre plan
qui devrait contenir A;, Ag, A;ety, ce qui est impossible.

3" Supposons que parmi les sept points A, il y en ait trois, Ay, A,,
Ay, en ligne droite, les quatre autres n’étant pas dans un méme
plan. Soit I le point d'interscction de la droite A;A,Aq et du plan
AAzAq; choisissons trois points a, §, v de la maniére suivante: «
et dans le plan A A;A;, de facon que les six points 1, a, 8, Ay, A;,
Ag ne soient pas silués sur une méme conique, y non situé dans
le plan A\ A A, el non situé dans le plan A{A,A4A;. Le rang élant
supposé inféricur & 7, on pourrait faire passer une quadrigque par
les sept points A et les points a, B, v ; cette quadrique se décompo-
serait nécessairement en le plan A;A;A; et en un plan qui devrait
contenir les points Ay, Ay, Ay, A; et v, ce qui est impossible.

4° Supposons que trois des sept points A, les points Ay, Ay, Ay,
soient en ligne droile el que les quatre autres soient dans un méme
plan qui ne contient aucun des trois premiers. Soit 1 le point d’in-
tersecltion de la droile AjA,A et du plan A,A;AGA;; choisissons
Lrois poinls «, §, y de la manidre suivante: a dans le plan A A;AA-,
de fagon que les six points 1, 2, A, Az, Ag, A5 ne soicnt pas situés
sur une¢ méme conique, fety non situés dans le plan A, A AGA-,
de facon que la droite §y ne soit pas dans un méme plan avec la
droite A;A;A,. Le rang étant supposé inférieur & 7, on pourrait
faire passer une quadrique par les sept points A et les points «,
f8, 15 cetle quadrique se décomposcrail nécessaivement en le plan
A:AsAGA; et en un plan qui devrait contenir les points A,, A,, A,,
fety, ce qui est impossible.

5 Supposons que cinq des sept points A, les points Ay, A,, Ay,
Ay, A, soient dans un méme plan P, les deux autres, A; et A,,
n’étant pas situés dans ce plan. Choisissons Lrois points =, B, y
comme il suit: « dans le plan P de fagon que les six points «, A,,
A., Ay, Ay, A; ne soient pas situés sur une méme conique, B et y
en dehors du plan I’ de facon qu’ils ne soient pas dans un méme
plan avec A et A;. Le rang étant supposé inférieur & 7, on pour-
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rait faire passer une quadrique par les sept points A et les points
a, B, y; cetle quadrique se décomposerait nécessairement en le
plan P et en un plan qui devrait contenir les points Ag, A;, Bet v,
ce qui est impossible.

6° Supposons enfin que six des sepl points A, les points A,, A,,
Ag, Ay, A, A soienl dans un méme plan P, le septitme point A;
n’étant pas situé dans ce plan. Choisissons trois points «, 8, y en
dehors du plan P et de fagon qu'ils ne soient pas dans un méme
plan avec le plan A;. Le rang étant supposé inférieur 4 7, on pour-
rait faire passer une quadrique par les points A et les points «, 8, v;
comme les six points A, A,, Ay, A, A;, A; ne sont pas situés sur
une méme conique, celle quadrique se décomposerait nécessairement
en le plan P et en un plan qui devrait contenir les points A4, x, B,
Y, ce qui est impossible.

Le rang du systéme des équations linéaires étant dés lors égal a
7, il est possible d’cxprimer sept des coeflicients de fle,y,2, D en
fonction linéaire et homogéne des valeurs arbitraires i, Ay, A, attri-
buées aux trois aulres, de telle sorte que I'équation générale des
quadriques passant par les sept points donnés soit de la forme

MA@y, 2 )+ 2ful(x, ¥, 2, D)+ Mfi(x, ¥, 7, ) =0,

f1s fa, fo élant trois polynomes & coeflicients fixes, premiers membres
des équations homogenes de trois quadriques n’appartenant pas &
un méme faisceau linéaire ponctuel. Le théortme est établi.

Théoréme corrélatif. —- Etant donnés sept plans distincls ne
passant pas par un méme poinl, lels qu'il n’en existe ni six langents
& un méme cone de la seconde classe ni quatre passant par unc méme
droite, il existe une infinilé de quadriques tangenles a ces sept plans,
el ces quadriques forment un réseau linéaire langentiel.

3. Théoréme., — Les quadriques d’un réseau linéaire ponctuel
sont rencontrées par un plan fixe 11 suivant les coniques d’un réseau
linéaire ponctuel.

En effet, soient I'y, I';, Iy les coniques d’intersection du plan I1
avec les trois quadriques de base X, ¥,, ¥y du réseau. Une qua-
drique ¥ du réseau fait partie d’'un faisceau linéaire ponctuel
contenant T, et une quadrique du faisceau linéaire ponctuel qui
contient les quadriques X, et X,. La conique I' d’intersection de la
quadrique X et du plan II fait par suite partie d’un faisceau
linéaire ponctuel contenant I'y et une conique du faisceau linéaire

MicugL, Géom, mod. 13
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ponctucl qui contient I'yet ;. On voit donc que les coniques I’
forment un réseau lindaire ponctuel.

Théoréme corrélatif. — Les cones ayant pour sommel un
point donné et qui sont circonserils aux quadriques d’un réseau linéaire
tangentiel forment un réseau linéaire tangentiel.

4. Théoreme. — Les plans polaires d’un point donné par rapport
aux quadriques d’un réseau linéaire poncluel passent par un méme
point.

En effet, considérons les plans polaires du point donné P par
rapport aux quadriques de base X;, X, ¥, ; ils onl un point commun
P’. Soit un point A de la courbe d'intersection des quadriques ¥,
et X, non situé sur la quadrique I. Le plan PP’A rencontre les
quadriques Xy, ¥,, X, suivant trois coniques 1y, I'y, 1% qui n’appar-
tienncnt pas & un méme faisceau lindaire ponctuel. Elles peuvent
élre prises comme coniques de base du réseau linéaire ponctuel
form¢ par les coniques I" d’intersection du plan 11 avec les quadri-
ques X du réseau donné. Les polaires de P’ par rapport aux coniques
I'y, I'a. 1Yy concourent au point P; d’aprés un résultal antérieure-
ment établi (VII, § 8), la polaire de I par rapport & 'une quel-
conque des coniques 17 passe par P, et par suite le plan polaire
de P par rapport a 'une quelconque des quadriques X passe par P’.

Théoréme corrclatif. — Les piles d’un plan fixe par rapport
aux quadriques d’un réseau linéaire langenticl sont tous dans un méme

plan.

in particulier, le lieu des centres des quadriques d’un réscau
linéaire tangentiel est un plan.



CHAPITRE XIII

TETRAEDRES CONJUGUES ET INSCRITS OU CIRCONSCRITS
A DEUX QUADRIQUES

1. Théoreme de Hesse. -— Toule quadrique ) qui pusse par
sepldes sommets A, B, C, D, \', B/, C' de dewr tétraédres conjuqués par
rapport @ une méme quadrique X passe par le huiliéme sommet D',

En cllet, soient qets les coniques d'intersection du plan BCD
respectivement avec les quadricues () et 2. Puisqu’il existe un triangle
BCD inscrit & ¢ et conjugné par rapport & g, il existe unc infinilé
de tels triangles, et, en particulier, il en existe un, wz8, dont le
sommet o est situé sur I droile d'intersection des plans BCD et
B'C’D’. Soicent ' et o’ les coniques d'intersection du plan AxB avec
les quadriques Q et 2. Puisqu'il existe un triangle Ax3 inscrit A
q" ct conjugué par rapport & o', il en existe un autre dont un
sommel est en A’, qui est un point du plan Az3; les deux autres
sommels z' et %' de ce triangle sonl situés dans le plan B'CYD’,
Si 4" et 5" sonl les coniques d'intersection du plan B/C'D’ avec les
quadriques Q et X, il existe donc un triangle wx'g’ inscrit & ¢ et
conjugué par rapport & ¢'. Par suile, le triangle B'C'D’, qui est
conjugué par rapport a ¢” et dont les sommets B’ et C' sont situés
sur q", a aussi son lroisitme sommet D’ sur cette dernitre coni-
que ; autrement dit, la quadrique Q passe par D',

Ce théoréme peut s’énoncer de la fagon suivante:

Etant données deur quadriques Q et X, s’il exisle an télraédre inserit
@ Q et conjugué par rapporta X, toul point de Q est un sommet d'une
infinité de télraédres inscrits & Q et conjugués par rapport a X.

En effet, soient A, B, G, D les sommets du tétratdre considéré
inscrit 4 Q ct conjugué par rapport & X. Considérons un point A’
quelconque de Q et son plan polaire par rapport & ¥, rencon-
trant Q suivanl une conique q el X suivant une conique o. Soient
B’ un point de g, C'et D’ les points d'intersection de ¢ avec la
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polaire de B’ par rapport & 5. Les points A’, B!, C’ sont trois sommets
d’un tétraddre conjugué par rapport & X. Toule quadrique passant
par A, B,C,D, A, BB, C' passe nécessaircment par le pole du plan
A’B’C’ par rapport & X. Or, ce point est situé sur C'D’; cest donc
D'. Donc, le tétratdre A’B'C'D’ est inscrit & Q et conjugué par
rapport a ¥.

Une quadrique Q circonscrite & un tétraddre conjugué par rapport
a X est dile harmoniquement circonscrite @ X.

Théoréme corrélatif. — Les quadriques Q qui sont tangentes
awr plans de sept des faces de deux tétraédres conjuqués par rapport a
une quadrique X sonl loules tangenles au plan de la huitiéme.

On a aussi 'énoncé suivant:

Si une quadrique Q est inscrile & un tétraédre conjugué par rapport
@ une quadrique X, loul plan tangent a () est le plan d’une face d’une
infinilé de tétracdres circonscrils @ Q et conjugués par rapport a X.

Oun dit alors que la quadrique Q cst harmoniquement inscrite & la
quadrique X.

2. Théoréme. — Parmi les quadriques d'un faisceau linéaire
poncluel, il en existe une, el en général une seule, qui est harmoni-
quement circonserile @ une quadrique donnée X. Sl en existe plus
d’une, toule quadrique du faisceau esl harmoniquement circonscrile a .

Soit, en effet, un point A quelconque de la biquadratique com-
mune aux quadriques Q du faisceau donné. Le plan polaire de A
par rapport & X rencontre les quadriques Q suivant les coniques q
d'un faisccau linéaire ponctuel, et la quadrique X suivant une
conique g. Gomme nous I'avons établi (11, § 8), parmi les coniques
q, il en existe une, el en général une seule, qui est harmonique-
ment circonscrite & o. La quadrique Q correspondante est
harmoniquement circonscrite & X. §'il existe plus d’une conique q
harmoniquement circonscrité a o, toute con ique g cst harmonique-
menl circonscrite & ¢, et par suile loute quadrique Q est harmo-
niquement circonscrite & X.

Théoréme corrélatif. — Parmi les quadriques d’un faisceau
linéaire tangentiel, il en ewxiste une, et en général une seule, qui est
harmoniquement inscrite ¢ une quadrique donnée X. S'il en existe plus
d’une, loute quadrique du fai est harmoniq ¢ inscrite ¢ X.
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3. Théoréme. — Si une quadrique Y’ est harmoniquement
circonscrite i une quadrique X, la quadrique X esl harmoniquement
inscrite ¢ 3.

En elfet, soit ABCD un tétratdre inscrit 3 X' et conjugué par
rapport & ¥. I étant un plan tangent a ¥, les quadriques Q tan-
genles i ce plan et admettant le t("lrai‘drc ABCD comme tétraddre
conjugué, parmi lesquelles se trouve ¥, sont langentes i sept plans
11’ autres que II, définis de la fagon suivante:

On considere le plan 11" conjugué harmonique de II par rap-
port au plan d’une face du tétraédre ABCD et au plan qui passe
par le sommet opposé ct par la droite d'intersection de IT et du
plan de cette face ; on obtient de lu sorte quatre plans 11" tangents
aux quadriques Q. On répéte ensuite les mémes constructions A
pattir de 'un quelconque de ces plans 117 remplagant le plan 11;
quel que soit ce plan 117, on oblient quatre mémes nouveanx plans
tangenls aux quadriques Q, parmi lesquels se trouve le plan 11.

Réciproquement, il est immédiat que toute quadrique Q langente
au plan Il et aux sept plans {1’ précédents admet le tétraddre
ABCD comme tétraddre conjugué.

On voit ainsi que les quadriques () formenl un réseau linéaire
tangentiel dont fait partie la quadrique ¥. Comme on le reconnait
immddiatement, les buit plans auxquels sont tangentes les qua-
driques Q se groupent de six maniéres différentes en deux systemes
de quatre plans, concourant respeclivement en deux points tels
que aeta’; les six couples de points aet o' sont situés sur les six
aréles du téiratdre ABCD et sont respectivement harmoniques par
rapport aux couples des extrémités des aréles qui les portent; ces
six couples de points sont des quadriques singuliéres du réseau linéaire
tangenticl.

Cela posé, soit O le pole du plan I par rapport & la quadrique
Y. Il s’agit de montrer que le cdne de sommet O circonserit & ¥
est harmoniquement inscrit au cone de sommet O circonserit i X',
Or, les cones S de sommet O qui sont circonscrits anx quadriques
Q forment un réseau linéaire tangenticel qui contient, en particulier,
les six cones décomposés en les couples de droites telles que Oxet
Oa’. Mais, le tétrabdre ABCD étant inscrit i la quadrique Y,
deux points tels que «ela’ sont conjugués par rapport & ¥/, deux
droites telles que Oz et O« sonl conjugudes par rapport au cone de
sommet O circonscrit a ¥, Ainsi, le cone de sommet O circonscrit &
¥’ est harmoniquement circonscrit & six cones S; c’est plus qu'il
n’en faut pour qu'il soit harmoniquement circonscrit & tout cone S
et, en particulier, au cone de sommet O circonscritd X, lequel, inver-
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sement, lui est harmoniquement inscrit, ce qu’il fallait établir.

Théoréme corrélatif. — Si une quadrique T est harmonique-
ment inscrile ¢ une quadrique X', la quadrique X' est harmoniquement
circonserite it X.

4. Théoréme. — Les quadriques qui passenl par cing poinls
donnés sonl rencontrées par un plan fire quelconque suivant des coniques
harmoniquement circonscrites @ une conique fize.

Soient en effet A, B, C, D, E les cinq points donnés et IT le plan
donné. Je dis qu'il existe une quadrique ¥ admettant le tétracdre
ABCD comme tétraddre conjugné ct telle que le plan polaire de E
par rapport & cette quadrique soit le plan ‘1. Pour le montrer,
cherchons quelle doit étre la conique I' d'intersection d’une telle
quadrique avec le plan BCD. D’abord, cette conique admet le
triangle BCD comme triangle conjugué¢; en oulre, la droite L
d’intersection des plans 11 et BCD, étant conjuguée de la droite AE
par rapport & (), a pour pole par rapport a " le point T d’intersection
de AF et du plan BCD. Soient Bet 5’, yety’, 3ct3’ les points de
rencontre avec | respectivement des droites IBet CD, [Cet DB,
ID et BC. Les droites 1B, 1C. 1D élant respectivement conjuguées
par rapport & I" des droites CD, DB, BC, les points et Q) d'inter-
section de L et de la conique 1" sont les points doubles de I'involution
qui contient les couples de points (8, 8), (y, ), (3,3), d’ou il
résulte que la conique 1' est délerminée d’une manidre unique
(11, § 2). La quadrique ¥ cherchée est nécessairement inscrite
suivant la conique I' au cone qui a pour directrice cette conique et
pour sommet le point A. Pour achever de déterminer la quadrique
X, il sulfit d’en délerminer un point non situé dans le plan BCD.
Menons pour cela la droite qui passe par E et un point M de la
conique I'; la quadrique ¥ doit passer par le conjugué harmonique
M’ de M par rapporl au point E et au point de rencontre de la
droite EM avec le plan 11. D'ailleurs, la quadrique qui passe par T,
qui est telle que le pole du plan de I' par rapport & cette quadrique
soit le point A et qui passc par M’ est bien la quadrique £ cherchée.

Cela posé, en vertu du théoréme de Hesse, toute quadrique qui
passe par les cinq points A, B, C, D, E est harmoniquement
circonscrite & X et cst rencontrée par le plan 11, plan polaire de E
par rapport i X, suivant une conique harmoniquement circonscrite
A la conique Q d’intersection de la quadrique X avec le plan IT.

Remarquons qu’il existe cinq quadriques telles que 3, chacune
d'elles correspondant & une maniére de partager les cinq points
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donnés en deux groupes, I'un contenant un de ces points, autre
contenant les quatre autres points. Ces cing quadriques sont
rencontrées par le plan [I suivant la méme conique Q.

Application. — Supposons que le plan 11 soit le plan & Uinfini
et que la conique Q d'intersection du plan IT avec les cing quadri-
ques X soit le cercle a Uinfini. Les quadriques ¥ sont alors des
spheres, et les cinq points A, B, C, D, E sont tels que quatre quel-
conques d'entre eux soient les sommets d'un Létraddre orthocentrique
ayant pour orthocentre le cinquitme de ces points. Les quadriques
qui passent par ces cing points ont pour coniques i l'infini des
coniques harmoniquement circonscrites au cercle a Uinfini ; autre-
ment dit, leurs cones asymplotiques sont dquilatéres.

On voit immédiatement que, réciproquement, les quadriques dont
les cones asymplotiques sont équilatéres qui passent par les sommets
d'un tétraédre orthocenlrique passent aussi par [orthocentre de ce
tétracdre.

5. Théoréme de Faure et théoréeme de Monge. —
1° Soient deux sphéres S, et 5, harmoniquement circonscriles & une
quadrique X A centre unique & distance finic. D’aprés un théoréme
précédent, les sphéres S qui passent par Pintersection de ces deux
spheres sont loutes harmoniquement circonscrites  ¥. L'une de ces
spheres S est formée du plan radical [ des spheres S, et 8; et du
plan i Pinfini; ces deux plans sont donc conjugués par rapport a X;
autrement dit, le plan radical IT des sphéres S, et S, passe par le
centre O de la quadrique ¥. Par suite, le centre O de ¥ a méme
puissance par rapport & deux sphéres quelconques harmoniquement
circonscrites & 3. Ainsi,

Les sphéres harmoniquement circonscriles i une quadrique ¥ a
cenlre uniqne d dislance finie sont orthogonales @ une sphére fire
concenlrique ¢ X.

Parmi les sphéres qui passent par linterscction des sphéres S, et
§,, il en cxiste deux qui sont des sphéres de rayon nul; ces deux
sphéres de rayon nul sont orthogonales i la sphére o ; autrement
dit, leurs centres P et P’ sont situés sur . Ces sphéres de rayon
nul sont les cones isotropes qui ont pour sommels I’ et P’ ; ces cones
sont harmoniquement circonscrits aux cones circonscrits & ¥ qui
ont pour sommets P et P', lesquels leur sont harmoniquement ins-
crits, On peut done, d’'une infinité de manidres, mener de chacun
des points P et P’ trois plans tangents rectangulaires A 3. On est
ainsi conduit au théoréme suivant, dd & Monge :
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Le lien des sommels des lriédres lrirectangles circonscrils d une
quadrique X @ cenlre unique ¢ dislance finie est une sphére concenlrique
a 3.

Cette sphere est dite sphére orthoptique de . On a alors I'énoncé
suivant, dd A Faure :

Les sphéres harmoniquement circonscrites & une quadrique ¥
cenlre unique & dislance finie sont orthogonales i la sphére orthoptique
de celle quadrique.

2° Supposons que la quadrique ¥, au lieu d’¢tre une quadrique
a centre unique A distance finie, soil un paraboloide. Le plan radical
des sphires S, et 8, est conjugué du plan a I'infini par rapporl au
paraboloide. On a le théortme suivant :

Les sphéres harmoniquement circonscriles ¢ un paraboloide onl lears
cenlres dans un méme plan P perpendicalaire a Uare du paraboloide.

En répétant le raisonnement précédent, on voil que ce plan
P est le liew des sommels des triédres trireclangles circonserils au
paraboloide.

Ce plan est dit plan orthoptique du paraboloide.

Soit un tétratdre orthocentrique ABCD circonscrit & un para-
boloide x. Si II est P'orthocentre et si A/, B’, C’, D’ sont les pieds
des hauleurs issues respectivement de A, B, C, D, on a

HA . HN = HB. B = HC . UG = 1D . 1D’

La sphére qui a pour centre H et pour rayon VA . HA’ admet le
tétratdre ABCD comme tétratdre conjugué. Le paraboloide est
harmoniquement inscrit & cette sphire, laquelle est harmonique-
ment circonscrite au paraboloide ; d’aprés le théoréme de Faure,
le centre de la sphére est dans le plan orthoptique du paraboloide.
Ainsi,

Le point de concours des hauteurs d'un tétraédre orthocenirique
circonscrit 4 un paraboloide est silué dans le plan orthoptique de ce

paraboloide.

Applications. — 1° Considérons un point P commun aux
spheres orthoptiques de deux quadriques ¥, et 3. Les cones S qui
ont pour sommet le point P el qui sont circonscrits aux quadriques
du faisccau linéaire tangenticl qui contient ¥, cty, forment un
faisceau linéaire tangenticl. Or, deux de ces cones sont harmoni-
quement inscrits au céne isotrope de sommet P ;: il en est de méme
de I'un quelconque des cones S ; autrement dit, le point P est situé
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sur la sphére orthoptique de I'une quelconque des quadriques X.
Par suite,

Les sphéres orthopliques des quadriques d’un faisceau linéaire tan-
gentiel forment un faisceau linéaire ponctuel.

La ligne des ccutres de ces sphéres est le lieu des centres des
quadriques ¥ ; cette droite est paralléle a I'axe du paraboloide qui
fait partic du faisceau des quadriques ¥. Le plan radical commun
aux sphéres orthoptiques est le plan orthoptique de ce paraboloide.

2° Considérons un point P commun auax sphires orthoptiques
de trois quadriques X, ¥y, &, n’appartenant pas & un méme faisccau
linéaire tangentiel. Les cones S qui ont pour sommet le point P et
qui sont circonscrils aux quadriques ¥ du réseau lindaire tangenticl
qui contient Xy, ¥, et ¥, forment un réscau linéaire tangentiei. Or,
trois cones de ce réscau, n'appartenant pas & un méme faisceau
lin¢aire langentiel, sont harmoniquement inscrits au cone isotrope
de sommet P ; il en est de méme de I'un quelconque des cones 8,
autrement dit, le point P est situé sur la sphére orthoptique de
l'une quelconque des quadriques Y. Par suite,

Les sphéres orthopliques des quadriques d'un résean linéaire
tangentiel ont deux points communs, distinets ou confondus. Elles
Jorment un réseau linéaire porcluel.

Le plan des centres de ces spheéres est le licu des centres des
quadriques Y.

6. Théoreme de Fregier. — Siun (riédre ayant pour sommel
un point fire O d’'une quadrique X varie de facon @ resier conjugué
par rapport d un cone fire S du second degré de sommet O, le plan qui
passe par les poinls de renconliré variables de ses aréles avec la qua-
drique X passe par un poini fixe.

Soient en effet deux positions de ce tritdre variable, ayant pour
ardtes respectivement OA, OB, OC et OA’, OB, OC’, les points
A, B, C et A’, B’, C’ étant les points de rencontre autres que O
de ces droites avec X. Soient I" ¢t I les coniques d’intersection de
la quadrique X avec les plans ABG et A’B'C’; ces deux coniques se
rencontrent en deux points D et D’ situés sur la droite d’intersec-
tion des plans ABC et A’B'C’. Les deux cones qui ont pour sommet
le point O et pour directrices les coniques 1" et 1" passent par les
deux droites Ox et Ox' d’intersection de X avec son plan tangent
en O et aussi par les droites OD et OD’. Or, ces deux cones sont



202 TETRAEDRES CONJUGUES ET INSCRITS

harmoniquement circonscrils au cone S; il en est de méme de tout
cone du faisceau linéaire ponctuel qui contient ces deux cones;
d’apris cela, le plan tangent cn O a 2 et le plan (OD, OD’) sont
conjugués par rapport au cone S; autrement dit, la droite polaire
A par rapport au céne 8 du plan tangent en O 4 T rencontre la
droite DD’. On voit ainsi que les deux plans ABG ct A’B'C’ ren-
contrent celie droile fixe A au méme point.

Théoréme corrélatif. --- Si un triédre variable circonscrit
une quadrique fixe ¥ esl renconlré par un plan tangen! fixe 11
celle quadrique suivant un triangle qui resle conjugué par rapport
une conique fixe 1" située dans le plan 11, le sommet de ce triédre
décrit un plan, qui renconlre le plan 11 suivant la polaire par rapport a
1" du point de contact de 11 avec X.

a8 a-

En particulicr, supposons que la conique considérée 1" soit le
cercle & I'infini; la quadrique X est alors un paraboloide ct le

tricdre variable est trirectangle. On voil ainsi que

Le lien des sommels des tricdres lrireclangles circonscrils & un
parabolvide est un plan perpendiculaire i U'are du parabolvide.



CHAPITRE XIV

CUBIQUES GAUCHES

1. Théoréme. — Par siz points arbitraires de Uespace, il passe
une cubique gauche et une seule.

Soient en effet A, A,, ..., A, les six poinls donnés. La cubique
cherchée est nécessairement située sur le cone du second degré qui
a pour sommel le point A, et qui passe par les cing droites A\A,,
A\, .., AJAg et aussi sur le cone du second degré qui a pour
sommel le point A, et qui passe par les cing droites A0y, A A,,
AsAg, . .., AJA Or, ces deux cones ont en commun la droite AAg;
le reste de leur intersection est une cubique gauche, qui convient.

2. Théoréme. — Une cabique gauche esl, en général, ren-
conlrée par ane quadrique quelconque en siz points. Si une cubique
gauche a plus de six points communs avee une quadrique, elle appar-
tient a celle quadrique.

Soient en effet deux points O et O’ de la cubique et considérons
les cones du second degré qui ont pour sommets O et O’ et pour
directrice commune la cubique. Ces deux cones et la quadrique
donnée X ont huit points communs dont deux sont les points
d'intersection de la droite 00’ avec la quadrique X; les six autres
points sont les points d’intersection de la cubique et de la qua-
drique X.

Iy a exception si les quadriques précédentes ont une courbe
commune; O et O’ étant arbitraires, cette courbe commune ne peut
dtre que la cubique gauche, qui est alors située sur la quadrique E.

Ainsi, deux cas et deux sculement sont possibles : ou bien la
cubique a six points communs avec ¥, ou bien elle est située sur
. Ilen résulte que les quadriques qui passent par sept points d’une
cubique gauche la conticnnent tout entitre; ces quadriques
forment un réseau linéaire ponctuel.
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3. Théoréme. — Dar lout point de l'espace il passe une droite et
une seule renconirant une cubique gauche donnée en deux poinls,
distincts ou confondus.

En effet, les quadriques qui passent par sept points de la cubique
et par le point donné O forment un faisccau linéaire ponctuel. La
courbe commune & ces quadriques se compose de la cubique gauche
et d’'unc droile passant par le point O et rencontrant la cubique
en deux points. En outre, une telle droite est unique, cars'il existait
deux droites passant par O et rencontrant chacune la cubique en deux
points, le plan de ces deux droites aurait quatre points communs
avec la cubique, ce qui est impossible.

4. Rapport anharmonique de quatre points d’une
cubique gauche. — Théoreéme. — Le rapport anharmonique
des qualre plans qui passenl par qualre poinls fires d’une cubique
gauche el par une droite variable rencontrant la cubique en deur points
esl conslant.

Soient en cffet quatre points A, B, C, D de la cubique, ct d’autre
part deux droites rencontrant la cubique, I'une aux points M et N,
I'autre aux points M’ et N'; il s’agit de démontrer que le rap-
port anharmonique (MNA, MNB, MNC, MND) est égal au rap-
port anharmonique (M'N'A, M'N'B, M'N’C, M'N'D). Montrons
d’abord que les rapports anharmoniques des plans MNA, MNB,
MNC, MND et des plans MM'A, MM'B, MM’C, MM'D sont égaux.
En effet, considérons le cone S qui a pour sommet M et pour
directrice la cubique; c’est un cone du seccond degré; sa section
par un plan quelconque 11 est une conique. Sia, b, ¢, d, m' el n
sont les points d'inlersection de ce plan et des droites MA, MB,
MC, MD, MM’ et MY, d’aprés le théordme de Chasles, les deux
rapports anharmoniques (na, nb, nc, nd) et (m'a, m'b, w'c, m'd)
sont égaux. Or, ces deux rapports anharmoniques sont respec-
tivement ¢gaux aux rapports anharmoniques (MN.\, MNB, MNC,
MND) et (MM'A, MM'B, MM'C, MM'D), qui sout -ainsi eux-
mémes égaux.

De la méme municre, en considérant le cone qui a pour sommet
M’ et pour directrice la cubique, on voit que les rapports anhar-
moniques (MM'A, MM'B, MM'C, MM'D) et (M'N'A, M'N'B, M'N'C,
M'N'D) sont égaux. En définitive, le rapport anharmonique
(MNA, . .., MND) est égal au rapport anharmonique (M'N‘A; . . .,
M'N'D).

La valeur constante du rapport anharmonique des quatre plans
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