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où est une constante quelconque, peut se ramener à une équation d'ordre n — 1 
au moyen du changement de variables 

Pour = 0 , = — 1, = — n, on obtient des cas d'abaissement habituelle­
ment rattachés à des considérations d'homogénéité. 

REMARQUE. — Considérons l'équation 

à laquelle se ramène immédiatement l'équation 

Si, quand on considère y et y' comme les coordonnées d'un point dans un 
plan, l'équation  

représente une courbe unicursale, dont les équations paramétriques rationnelles 
sont 

on aura 

d'où  

Les équations  

représentent les équations paramétriques de la courbe intégrale générale. 
L'intégration de l'équation proposée se ramène donc dans ce cas à l'intégra­
tion d'une fraction rationnelle(1). 

§ II. — Facteur intégrant. Multiplicateur. 

162. Rappelons rapidement la théorie du facteur intégrant. 
Partons de l'équation différentielle 

(4) 
qu'on peut encore écrire 

Soit (x, y) une fonction telle que l'expression soit une 
différentielle totale exacte, 

est dit un facteur intégrant de l'équation (4). Il est clair que la connais­
sance d'un facteur intégrant ramène à des quadratures l'intégration de l'équa­
tion (4); l'intégrale générale s'écrit 

(1) Même conclusion pour l'équation si on peut exprimer et par des 
fonctions rationnelles d'un paramètre.   
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Soit (x, y) un second facteur intégrant; on aura 

L'intégrale générale pouvant alors se mettre sous la forme , V devra 
être une certaine fonction de et par suite on aura 

d'où  

On en conclut : 
1° que désignant un facteur intégrant tel que 

tout autre facteur intégrant est de la forme désignant une fonction 
arbitraire; 

2° que si Ton connaît deux facteurs intégrants distincts, et , de l'équa­
tion (4), on a immédiatement l'intégrale générale de cette équation sous la 
forme  

Remarquons enfin que tout facteur intégrant doit satisfaire à l'équation 
aux dérivées partielles 

ou  

qui exprime que l'expression est une différentielle totale 
exacte. 

163. Nous allons généraliser la notion de facteur intégrant, et, pour sim­
plifier, nous raisonnerons sur trois variables x, y, z; cette limitation n'a 
d'ailleurs rien d'essentiel, on s'en apercevra sans peine. 

Considérons les équations simultanées 

(5)  

L'intégrale générale de ce système, 

définit une famille de courbes dépendant de deux constantes arbitraires ou, 
comme on dit encore, une congruence de courbes. 

On appelle intégrale première du système (5) toute fonction F(x, y, z) 
qui garde une valeur constante sur une courbe intégrale quelconque. On doit 
donc avoir, sur toute courbe intégrale, 

(6) 

LAINÉ, Anal. I I . 3 
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autrement dit, l'équation (6) doit être une conséquence du système (5), c'est-
à-dire qu'on doit avoir identiquement 

(7)  

Réciproquement, soit F (x , y, z) une intégrale de l'équation (7); sur toute 
courbe intégrale du système (5) on aura 

et par suite  
Ainsi toute intégrale de l'équation (7) est une intégrale première du 

système (5). Donc la connaissance de deux intégrales distinctes, u et v, de 
l'équation (7), permet d'écrire immédiatement l'intégrale générale du système 
(5); inversement, si l'on a obtenu l'intégrale générale du système (5) sous la 
forme 

on devra avoir 

(8)   

les fonctions X, Y, Z n'étant pas toutes trois identiquement nulles, on tire des 
équations (7) et (8) 

d'où  
L'intégrale générale de l'équation (7) est donc une fonction arbitraire 

de u et v. 
En résumé, l'intégration du système (5) et celle de l'équation (7) constituent 

deux problèmes équivalents. On peut dire que le système (5) est associé à 
l'équation (7). 

Soient u1(x, y, z), u2(x, y, z), u3(x, y, z) trois fonctions distinctes des 
variables x, y, z. En posant 

on pourra exprimer x, y, z au moyen des nouvelles variables  
(9)  
Désignons par du la valeur commune des rapports qui figurent dans le 

système (5), et faisons dans ce système le changement de variables (9); on aura 

En désignant par le symbole opératoire UF le premier membre de l'équa­
tion (7), on pourra écrire  

et de môme  
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Le système transformé s'écrit donc 

(10)  

il faudra bien entendu remplacer, dans les dénominateurs des rapports précé­
dents, x, y et z par leurs valeurs (9). 

Faisons maintenant dans l'équation (7) le changement de variables (9), 
Soit l'expression de la fonction F (x , y, z) au moyen des nouvelles 
variables ; on aura 

On voit donc que le changement de variables (9), qui transforme l'équation 
(7) en l'équation (12), transforme aussi le système (5) associé à l'équation (7) 
en le système (10) associé à l'équation (12). On exprime ce fait en disant que 
l'équation (7) et le système associé (5) sont covariants par rapport à toute 
transformation ponctuelle. 

104. Soit m a i n t e n a n t u n e fonction telle que l'on ait identi­
quement  

On donne à une telle fonction le nom de multiplicateur du système (5). Le 
multiplicateur est donc une généralisation directe du facteur intégrant; nous 
allons voir qu ' i l possède des propriétés analogues. 

Tout d'abord, si et sont deux multiplicateurs distincts du système (5)., 

le rapport est une intégrale première. En effet, on a 

d'où  

et par suite identiquement 

(11) 

de sorte que l'équation (7) prend la forme 

(12) 
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ou enfin 

ce qui établit notre proposition.  
Il en résulte que la connaissance de trois multiplicateurs distincts donnera 

immédiatement l'intégrale générale du système (5). 
En second lieu, soit (x, y, z) un multiplicateur du système (5). Je dis 

que est un multiplicateur pour le système (10) 

Il s'agit d'établir que la relation 

(13) 

entraîne l'identité  

(14)  

Posons 
et désignons par ce que devient la fonction (x, y, z) par le changement de 
variables (9). On aura alors, d'après les identités (11) et (13), 

(15)  

et l'équation (14), qui s'écrit 

devient, après remplacement du coefficient de par sa valeur (15) et division 
par , 

(16)  

Pour établir cette relation, observons que le changement de variables (9) 
peut être remplacé par trois changements de variables consécutifs, dans 
lesquels on conservera chaque fois deux des anciennes variables. Il suffit donc 
d'établir la relation (16) pour un changement de variables de la forme 

(17) 

où Supposons que l'on tire des équations (17) 

On aura alors  

Dérivons successivement par rapport à x, y et z la première équation (17). 
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On aura 

d'où  

et par suite 

La proposition que nous venons d'établir va nous conduire aisément à la 
seconde propriété fondamentale du multiplicateur. Supposons que l'on con­
naisse une intégrale première u(x, y, z) et un multiplicateur (x, y, z) du 
système (5). Soient v(x, y, z) et w(x, y, z) deux fonctions telles que le jacobien 

ne soit pas identiquement nul . Le changement de variables 

conduit du système (5) à un système 

(18)  

qui doit admettre l'intégrale première On a par suite et l'inté­
gration du système (18) se réduit à celle de l'équation 

(19)  

où l'on considère comme une constante. Or on connaît un multiplicateur du 
système (18), savoir  

on aura donc 

ou, puisque a est nul , 

relation qui exprime que est un facteur intégrant pour l'équation (19). 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
Quand on connaît une intégrale première et un multiplicateur du système 

(5), l'intégration de ce système est ramenée à des quadratures. 
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Plus généralement considérons le système d'équations simultanées 

On démontrerait d'une façon analogue que si l'on connaît n — 2 intégrales 
premières et un multiplicateur de ce système, son intégration est ramenée à 
des quadratures. 

Ce théorème, dû à JACOBI, est désigné généralement sous le nom de théorème 
du dernier multiplicateur. 

§ I I I . — Équations linéaires d'ordre n. Système fondamental. 
Variation des constantes. 

165. Considérons l'équation linéaire sans second membre 

(20)  

où les at sont des fonctions de x. Soient n intégrales particulières 
telles que le déterminant  

soit différent de zéro. 
On dit dans ce cas que les n intégrales yi forment un système fondamental 

de l'équation (20). Nous allons démontrer que l'intégrale générale peut alors 
s'écrire 

les C, désignant des constantes arbitraires. 
Pour simplifier l'écriture, nous supposerons n = 2 : on verra sans peine que 

le raisonnement est général. 
Soient donc y1 et y2 deux intégrales de l'équation 

telles que l'on ait 

Des équations 

on tire 
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il existe donc entre les éléments des colonnes de ce déterminant une même 
relation linéaire et homogène, 

les X n'étant pas tous nuls. Il est impossible que soit nul , car les deux 
premières équations du groupe précédent donneraient, et n'étant pas tous 
deux nuls, = 0 . On peut donc prendre =— 1 et écrire 

En dérivant la première équation et tenant compte de la seconde, puis en 
dérivant la seconde et tenant compte de la troisième, on aura 

et par suite, puisque   

ce qui montre que et sont des constantes. Il en résulte immédiatement que 
l'intégrale générale de la proposée peut se mettre sous la forme 

et désignant des constantes arbitraires. 

166. Revenons maintenant au cas généralet supposons que 
forment un système fondamental de l'équation (20). Le déterminant se nomme 
le wronskien des n fonctions yi. Nous allons établir une propriété impor­
tante du wronskien de n fonctions considérées indépendamment de 
toute équation différentielle. 

On dit que n fonctions sont liées linéairement quand il existe 
n constantes non toutes nulles, telles qu'on ait 

(21)  

Le wronskien des n fonctions yi est alors nul , comme on le voit en déri­
vant n — 1 fois l'identité (21) e éliminant les Ci entre les n — 1 équations ainsi 
obtenues et l'identité (21) elle-même. 

Réciproquement, si le wronskien des n fonctions yi est identiquement nul , 
ces n fonctions sont liées linéairement, ou, comme on dit encore, ne sont pas 
linéairement distinctes. 

Supposons d'abord que tous les mineurs du premier ordre de ne soient 
pas identiquement nuls; soit, par exemple, 
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Posons 

(22),  

les ki désignant des fonctions inconnues de x. Soit A une région du plan de 
la variable x où les fonctions yi soient holomorphes et où le mineur ne 
s'annule pas. Alors si Ton résout les équations (22) par rapport aux ki les 
fonctions ainsi obtenues seront holomorphes dans l'aire A. 

Entre les termes de chacune des n — 1 premières lignes du déterminant A 
existe une même relation linéaire et homogène, qu'expriment les équations (22). 
Ce déterminant étant identiquement nul , la même relation doit exister entre 
les termes de sa dernière ligne : on peut en effet écrire 

et, puisque on doit bien avoir 

(23)  

Dérivons les équations (22) ; il vient, en tenant compte des équations (22) 
elles-mêmes et de l'équation (23) 

On en tire, puisque  

Les ki sont donc des constantes, et les fonctions yi sont bien liées linéai­
rement. 

Si tous les mineurs du premier ordre sont nuls, on considérera les mineurs 
d'ordre supérieur; supposons que le premier mineur non nul soit d'ordre p; 
on recommencera le raisonnement précédent en remplaçant le déterminant A 
par un mineur d'ordre p — 1 ayant pour mineur du premier ordre le mineur 
non nul d'ordre p par rapport à A. On arrivera donc nécessairement à une 
relation linéaire et homogène à coefficients constants entre un certain nombre 
des fonctions yi 

Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 
Pour que n fondions d'une variable ne soient pas linéairement distinctes, 

il faut et il suffit que leur wronskien soit identiquement nul. 
Nous avons démontré, d'autre part, que si les n intégrales particulières 

y1 • ••.. yn de l'équation (20) forment un système fondamental, l'intégrale 
générale se met sous la forme 



MÉTHODES PARTICULIÈRES D'INTÉGRATION 41 

les Ci désignant des constantes arbitraires. On voit maintenant que, réci­
proquement, si l'expression ci-dessus représente l'intégrale générale de 
l'équation (20), les intégrales y1 . . . , yn forment un système fondamental. En 
effet si leur wronskien était nul , ces fonctions yi ne seraient pas linéairement 
distinctes, et par suite l'expression contenant en réalité un nombre de 
constantes arbitraires inférieur à n, ne pourrait pas représenter toutes les 
intégrales dont le théorème de Cauchy (n° 150) établit l'existence. 

167. Considérons maintenant une équation linéaire d'ordre n avec second 
membre. Pour simplifier l'écriture, nous prendrons encore n = 2. Soit donc 
l'équation 

(24)  

et supposons que nous ayons déterminé l'intégrale générale de l'équation sans 
second membre, soit 

(25)  

A et B désignant deux constantes arbitraires. Nous allons montrer que l'inté­
gration de l'équation (24) se ramène à des quadratures. 

En effet, considérons A et B comme deux fonctions inconnues, à choisir de 
telle sorte que la relation (25) donne l'intégrale générale de l'équation (24). 
On aura 

Portons dans l'équation (24) les valeurs (25), (27) et (28) de y, y' et y"; on 
aura, puisque yi et y2 sont des solutions particulières de l'équation sans 
second membre, 

les équations (26) et (29) donnent donc et et on en tire A et B par des 

quadratures.  
On donne à la méthode qui vient d'être exposée le nom de méthode de la 

variation des constantes. 

(29) 

Par hypothèse, on a 

ou, en posant 

(26) 

(27) 

et par suite 

(28) 
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§ I V . — Équations de Riccati. 

168. On donne le nom d'équations de RICCATI aux équations différentielles 
de la forme 

(30)  

où a, b et c sont des fonctions données de x. 
Si a est nul , on a une équation linéaire, et une équation de BERNOULLI si c 

est nul . 
En général l'intégration de l'équation de RICCATI ne peut être ramenée à des 

quadratures. 
Supposons que l'on connaisse une intégrale particulière yi de l'équa­

tion (30). Des équations  

on tire 

d'où, en posant  

(31)  

L'intégration de l'équation (30) est ainsi ramenée à celle de l'équation (31), 
qui est une équation de Bernoulli. Donc quand on connaît une intégrale 
particulière de l'équation de RICCATI, son intégration est ramenée à deux 
quadratures. 

Supposons maintenant que l'on connaisse deux intégrales particulières yt 

et y2 de l'équation (30). Le changement de variable 

ramène l'équation (31) à une équation linéaire 

D'ailleurs l'équation en z admet l'intégrale particulière et par suite 

l'équation en u admet l'intégrale son intégrale générale s'écrira donc 

l'intégration de l'équation (30) est donc ramenée dans ce cas à une seule qua­
drature. 

Enfin si l'on connaît trois intégrales particulières de l'équation (30), on 
aura l'intégrale générale sans quadrature. Ce point résulte immédiatement des 
considérations précédentes, mais nous allons le démontrer par une autre voie, 
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qui nous permettra en même temps d'établir un lien remarquable entre l'équa­
tion de RICCATI et l'équation linéaire du second ordre. 

Faisons, dans l'équation (30), le changement de variable 

v désignant la nouvelle fonction inconnue, et deux fonctions provisoire­
ment indéterminées. L'équation (30) s'écrit 

(32)  

Comme nous supposons que l'équation (30) n'est pas une équation linéaire, 
le coefficient a n'est pas identiquement nul ; prenons alors 

L'équation (32) prendra la forme 

(33)  

Posons enfin 

d'où  
l'équation (33) s'écrit 

(34)  

On a donc ramené l'intégration de l'équation de RICCATI à celle d'une équa­
tion linéaire du second ordre (1). Soit 

l'intégrale générale de l'équation (34), et désignant deux constantes arbi­
traires. On aura  

C désignant une constante arbitraire. 
Ce dernier résultat montre que v, et par suite y, est une fonction homogra-

phique de la constante d'intégration C. Soient donc y1, y2, y3 trois intégrales 
particulières de l'équation (30), correspondant aux valeurs C1, C2, C3 de la 
constante d'intégration. On aura, d'après les propriétés du rapport anhar-
monique, 

(,y,y1.y2,y3,) = (c,c1,c2,c3) = cte. 

L'intégrale générale de l'équation (30) s'écrit donc immédiatement 

c'est la propriété que nous voulions établir. 
(1) La réciproque est immédiate. 
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§ V. — Équations de Laplace. 

169. LAPLACE a fait une élégante application de la théorie des fonctions 
d'une variable complexe à l'intégration d'une classe particulière d'équations 
linéaires d'ordre quelconque. Nous exposerons sa méthode sur une équation 
du second ordre. 

Considérons l'équation différentielle 

'(36)  

Cherchons à satisfaire à cette équation en prenant pour y une expression 
de la forme 

(36) 

où Z désigne une fonction inconnue de la variable z, et L un chemin provi­
soirement indéterminé. On aura 

posons alors   

On voit que l'équation (35) peut s'écrire 

(37)  

Nous choisirons la fonction Z de telle sorte que l'expression sous le signe 

soit la différentielle de ezrZP. On a  

nous devrons donc avoir 

d'où  
la l imite inférieure z0 étant choisie de façon à ne pas annuler P(z). Posons 
alors 

l'équation (37) s'écrit finalement 

Ainsi la détermination d'une intégrale particulière de l'équation (35) est 
ramenée à la recherche d'un chemin L tel que : 

1° l'intégrale (36) soit finie et non nulle; 
2° la variation totale de V le long de L soit nulle. 
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Soit a une constante quelconque; faisons dans l'équation (35) le changement 
de variable  

on obtient, toutes réductions faites, l'équation 

Si les polynomes P et Q ont la racine commune a, l'équation en Y admet 
l'intégrale particulière Y = 1, et l'équation en y l'intégrale particulière 

l'intégration de l'équation (35) est alors, comme on sait, ramenée immédia­
tement à des quadratures. 

Nous pouvons donc supposer que les polynomes P et Q sont premiers 
entre eux; nous supposerons en outre, pour nous borner au cas général, que 
le polynome P(z) est effectivement du second degré ( ) et a ses racines 
distinctes. 

Soient a et 6 ces racines; on a alors 

et par suite, en choisissant convenablement z0, 

On en tire d'abord 
(38) 

d'autre part on a   

d'où  

On aura donc finalement, en négligeant le facteur constant a0, 

(39)  

Soient et des lacets décrits dans le sens direct autour de a et 6, à partir 
d'un point quelconque, et les mêmes lacets décrits dans le sens rétro­
grade. L'intégrale (39) prise le long de n'est pas nulle en général : soit A 
sa valeur pour une détermination initiale particulière de la fonction à intégrer. 
Désignons de même par B la valeur de l'intégrale (39) prise le long de avec 
la même détermination initiale. Quand z a décrit , la fonction V est mul­
tipliée par ; si est un entier positif, la variation de V est nulle, mais 
alors le point a est un point ordinaire pour la fonction à intégrer dans l'équa­
tion (39), et on obtient pour y la valeur zéro. Au contraire si est un entier 
négatif, la variation de V est encore nulle, mais la valeur obtenue pour y no 
l'est pas en général. Nous avons donc déjà le résultat suivant : 
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Si l'un des nombres αl ou α2 est un entier négatif, on aura en général une 
intégrale de l'équation proposée en prenant pour chemin L une petite cir­
conférence décrite autour du pôle correspondant. 

Considérons maintenant un chemin L équivalent à la suite de lacets 

(40)  

on voit immédiatement que la variation totale de V est nulle, puisqu'on revient 
au point de départ avec la valeur initiale multipliée par 

Soient, d'autre part, et les valeurs de l'intégrale (39) prises le long 
de et , toujours avec la même détermination initiale. Le long du 
chemin l'intégrale (39) est nulle ; or quand on a décrit la fonction à 
intégrer a été multipliée par ; on a donc 

d'où 
et de même 

L'intégrale (39), prise le long du chemin (40), a alors pour valeur 

c'est-à-dire   

Si un seul des nombres ou était entier positif, par exemple, on aurait 

et  

de sorte que l'expression précédente serait nulle. Cette hypothèse écartée, 
l'intégrale (39) prise le long du chemin (40) fournira en général une intégrale 
de l'équation proposée, une exception ne pouvant se produire que si Ton avait 
identiquement  

Lorsque le nombre est un entier sans que et le soient, on peut 
prendre pour chemin L l'ensemble des deux lacets En clîet, quand z 
a décrit L dans le sens direct, V est multiplié par , c'est-à-dire qu' i l 
revient à sa valeur initiale; d'autre part, l'intégrale (39) est égale dans ce cas 
à et n'est pas nulle en général, la fonction à intégrer n'étant pas 
holomorphe à l'intérieur du chemin fermé L. 

On peut encore former d'autres chemins susceptibles de donner des inté­
grales de l'équation (35). Supposons par exemple que la partie réelle de 
soit positive, et posons 
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On aura successivement 

et de même  

Il en résulte que, pour z = a, V s'annule, et Ton voit de plus que la fonction 
à intégrer dans le second membre de l'équation (39) a, pour z infiniment 
voisin de a, un module qui est au plus de Tordre de Par 
suite si la partie réelle de est aussi positive, on pourra prendre comme 
chemin L un segment de droite joignant les points a et b : V est nul aux deux 
limites, et l'intégrale (39) est en général finie et non nulle. 

Enfin, la partie réelle de étant toujours supposée positive, prenons comme 
chemin L une demi-droite indéfinie issue de a, et ne passant pas par 6. On 
trouve sans difficulté, avec les notations précédentes, 

et  

d'ailleurs, quand z s'éloigne indéfiniment sur L, et prennent des valeurs 

de plus en plus voisines de 1, et des valeurs de plus en plus voisines de 
par suite est de l'ordre de  

et de Tordre de 

Si donc on a choisi L de telle sorte que 

V s'annulera à l ' infini , et l'intégrale qui figure dans le second membre de 
l'équation (39) restera finie. On aura donc ainsi, en général, une intégrale 
particulière de l'équation (35). 

Considérons, pour donner une application de la méthode de LAPLACE, 
l'équation  

où jx est une constante quelconque : c'est l' équation de BESSEL. 
On a i c i , avec les notations précédentes, en prenant z0 = 0, 

Les deux racines de P(z) sont + i et — i; on a donc 

et P est évidemment premier avec Q. 
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Supposons d'abord que soit un entier négatif, = — n ; l'intégrale 

prise le long d'une petite circonférence de centre i satisfait à l'équation de 
Bessel; on obtient ainsi une intégrale de la forme 

Pn et Qn désignant deux polynomes, l 'un de degré n, l'autre de degré n— 1, 
et il est clair que l'expression 

fournira une autre intégrale. L'intégrale générale de l'équation 

où n est un entier positif, est donc de la forme 

Remarquons d'ailleurs que le cas où est un entier positif se ramène sans 
peine au précédent. Le changement de variable 

conduit en effet de l'équation proposée à l'équation 

et si est un entier positif, le demi-coefficient de Y' est un entier négatif 
(ou zéro). 

Le même changement de variable montre qu'on peut toujours supposer la 
partie réelle de positive, car l 'un au moins dès nombres et — ( — 1) a sa 
partie réelle positive. On pourra donc, dans le cas où n'est pas un entier, 
choisir pour chemin L : 

soit la suite de lacets (40); 
soit le segment rectiligne (— i, + i); 
soit une demi-droite indéfinie, convenablement dirigée, ayant pour origine 

l 'un des points — i, + i. 



C H A P I T R E I V 

LE THÉORÈME DE FUCHS 

170. Dans ce chapitre, consacré aux équations linéaires, nous nous borne­
rons, pour simplifier l'exposé, aux équations du second ordre, cette limitation 
n'ayant d'ailleurs rien d'essentiel. 

Considérons l'équation différentielle 

(1)  

La connaissance de deux intégrales particulières permet d'écrire immédia­
tement l'intégrale générale. Cherchons à quelles conditions l'équation (1) 
admettra deux intégrales particulières 

telles que H1 et H2 soient holomorphes au voisinage de l 'origine, r1 et r2 

désignant des constantes quelconques. 
On peut admettre que H1(0) et H2(0) ne sont pas nuls : si le développement 

de H^x), par exemple, commençait par un terme en xn, soit a0x
n, il suffirait 

de mettre yx sous la forme  

et l'on aurait alors En multipliant au besoin yi et y2 par un 
facteur constant, nous prendrons 

H,(0) = H,(0) = 4. 

On aura alors pour y1 et y2 des développements de la forme 

(2)  

Si l'on avait on remplacerait y 2 p a r q u i est aussi une inté­
grale de l'équation (1). Nous supposerons donc de plus nous choisi­
rons r1 et r2 de telle sorte que la partie réelle de soit positive ou nulle. 

Le problème que nous nous proposons est donc de chercher à quelles condi-
L A I N É , Anal., I I . 4 
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tions l'équation (1) admet deux intégrales particulières, y1 et y2, représentées 
par les développements (2), où Ton a 

partie réelle de (r1 — r2) 0, 

ces deux développements étant convergents au voisinage de l 'origine. Ces 
conditions font l'objet d'un important théorème, connu sous le nom de théo­
rème de Fucus, et dont nous ne donnerons qu'un cas particulier. 

THÉORÈME. — Pour que l' équation (1) admette deux solutions de la forme 
(2), i/ est nécessaire, mais non suffisant, que l'origine soit, au plus, un pôle 
du premier ordre pour la fonction p1(x), et du second ordre pour la fonction 
p2(x). 

Rappelons que si les fonctions pi et p2 étaient holomorphes au voisinage de 
l'origine, il en serait de même de yi et y2 et les exposants r1 et r2 seraient des 
entiers non négatifs : ceci résulte immédiatement des théorèmes d'existence. 

Ce cas écarté, exprimons que y1 et y2 sont solutions de (1). On devra avoir 

Ces deux équations sont linéaires par rapport à p1x et p2x
2. En les résolvant, 

on obtiendra pour chacune de ces expressions une fraction dont les termes 
sont holomorphes au voisinage de l 'origine; le dénominateur s'écrit 

à l'origine ce dénominateur se réduit à r1 — r2, quantité non nulle. Donc p1x 
et p2x

2 sont holomorphes à l 'origine, ce qui démontre le théorème. 

1 7 1 . Supposons que p1, et p2 satisfassent à cette condition. 

Posons  

Comme nous avons écarté le cas où p, et p2 sont holomorphes à l'origine, 
l 'un au moins des coefficients A, B, C est différent de zéro. 

Exprimons que l'équation (1) admet une solution de la forme 

(3)  

Pour cela, nous n'avons qu'à substituer dans l'équation (1) le développe­
ment (3) et ceux qu'on en déduit pour y' et y". En égalant à zéro les coeffi­
cients des différentes puissances de x, on aura des équations permettant de 
calculer et les coefficients indéterminés ci. 

Après la substitution indiquée, le terme du premier membre dont l'expo-
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sant aura la plus petite partie réelle sera un terme en ; son coefficient 
devant être nul , on en déduit 

équation du second degré qui donne pour r deux valeurs r1 et r2. 
L'équation (4) porte le nom d'équation déterminante de l'équation différen­

tielle relativement à l 'origine. Désignons par F(r) son premier membre. 
On trouve facilement, pour le coefficient du terme en , 

En égalant cette expression à zéro, on aura ci pourvu que F ( r + 1 ) soit 
différent de zéro. En général, on aura pour le coefficient du terme en  

En égalant ce coefficient à zéro, on en déduira cm, pourvu que F(r + m) soit 
différent de zéro. 

On est ainsi amené à distinguer trois cas ; 
1 e r CAS. — La différence r1 — r2 n'est pas un nombre entier. 
D'abord F(r1 + m) n'est jamais nul, de sorte que le calcul des Ci n'est jamais 

arrêté. On trouve donc pour y1 un développement tel que (3) où r = r 1 On 
obtiendra ensuite un second développement en prenant r=r2, et cette fois 
encore le calcul des ci n'est jamais arrêté, car, par hypothèse, ne 
peut s'annuler pour aucune valeur de l'entier m. 

Nous admettrons sans démonstration — c'est le point délicat du théorème-
de Fucus — que ces développements et les développements analogues que 
nous obtiendrons ultérieurement sont convergents pour des valeurs suffisam­
ment petites de C'est encore un résultat qui s'établit par la méthode des 
fonctions majorantes. 

2e CAS. — La différence ri — r2 est nulle. 
Ce fait est en contradiction avec notre hypothèse initiale 11 ne peut 

donc exister deux intégrales distinctes de la forme (3). Il n'en existe qu'une, 
et les coefficients du développement se déduisent des coefficients de p1 et p2 

par un calcul d'identification analogue à celui qui a été employé tout à l'heure. 
Nous allons montrer que, dans ce cas, l'intégrale générale renferme un terme 
logarithmique. 

En effet, soit 

l'intégrale particulière obtenue par la méthode des coefficients indéterminés, 
Par hypothèse est racine double de l'équation (4) ; on a donc 

Posons y = y1Y. On a, pour déterminer Y, l'équation 
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d 'où Ton t i re  

Or on a , au vois inage de l ' o r i g i n e , 

et, à un facteur constant près, 

On en dédu i t  

et enfin  

ce q u i m o n t r e que l ' in tégra le générale renferme toujours un terme loga­
r i t h m i q u e . 

3e C A S . — La différence r1— r2 est un entier positif. 
I c i encore, F(r1+m) ne s'annule j ama i s , quel que soit l 'ent ier pos i t i f m. 

On obt iendra donc p o u r y1 un développement tel que (3), q u i donnera une 
in tégra le pa r t i cu l i è r e de l ' équat ion (1). 

Posons r1 — r2=p. Si l ' on cherche à former un développement analogue 
pou r y2, on calculera sans d i f f i cu l t é les coefficients P o u r le 
coefficient cp, on aura  

(S)  

Mais On ne p o u r r a donc pas calculer cp et, en 
général, il n'existera pas de so lu t ion de la forme  

Cependant, si les valeurs déjà obtenues p o u r annulen t le 
second m e m b r e de l ' équat ion (5), on v o i t que celte équat ion sera vérifiée quel 
que soit cp. En laissant cp i ndé te rminé , on pou r r a donc con t inuer le ca lcul 
des Ci p o u r i p, et l ' on aura un développement de la forme (3) contenant 
une constante a rb i t r a i r e : on en déduira i m m é d i a t e m e n t l ' in tégra le générale 
de l ' équat ion (1). 

E n résumé, dans tous les cas, la méthode de F U C H S f o u r n i t u n m o y e n 
théor ique d 'obteni r au mo ins une intégrale de l ' équa t ion (1), p o u r v u que p1 

et p2 satisfassent aux condi t ions indiquées. On a alors l ' in tégra le générale par 
des quadratures. 

Si l 'on veut que cette in tégrale soit h o l o m o r p h e au vois inage de l ' o r i g i n e , i l 
faut : 

1° que l ' équat ion (4) a i t des racines entières, posit ives et d is t inctes ; 
2° que le second m e m b r e de l ' équat ion (5) soit n u l iden t iquement . 

1 7 2 . A P P L I C A T I O N . — Choisir de toutes les manières possibles les 
constantes et de façon que l'équation différentielle 

(6)  
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ait son intégrale générale uniforme et finie à l'origine. 
L'équation (6) peut s'écrire 

Les coefficients de y' et y satisfont donc aux conditions de FUCHS. L'équa­
tion déterminante s'écrit ici 

(7)  
Il faut tout d'abord écarter le cas où l'équation (7) aurait des racines égales, 

puisque dans ce cas l'intégrale générale contient un terme en Logx , et par 
suite n'est pas uniforme au voisinage de l'origine. 

Soient donc r' et r" les racines de l'équation déterminante. Si ces deux 
racines ne sont pas des entiers positifs, l'intégrale générale ne peut être uni­
forme au voisinage de l'origine et finie en ce point. Les racines r' et r" doivent 
donc être deux entiers positifs inégaux de produit égal à 4; on aura par 
suite 

d'où  

L'équation (6) doit alors admettre une intégrale de la forme 

d'où  

Substituant ces valeurs dans l'équation (G), où l'on a fait et iden­
tifiant à zéro le développement ainsi obtenu, on aura d'abord 

puis, d'une façon générale, 

(8)  

Comme on connaît déjà ci et c.„ cette équation fera connaître les autres 
coefficients ci, à l'exception de c3, puisque n=4 est racine du trinome  

On devra donc avoir 

ou  

Si cette condition est satisfaite, on laissera c3 arbitraire, et l'équation (8) fera 
connaître successivement c4, c5;, . . . . L'intégrale générale de l'équation (6) sera 
alors uniforme et finie à l 'origine. 

En résumé, on devra prendre 

ou bien v quelconque; 

ou bien quelconque,   
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1 7 3 . Considérons, p o u r donner une autre app l i ca t ion , l' équation de G A L S S 

où sont des constantes quelconques. L ' équa t ion déterminante admet 
les deux racines  

nous aurons donc deux hypothèses à examiner suivant que est ou non égal 
à un nombre entier (zéro compr i s ) .  

1re hypothèse : n'est ni nul, ni égal à un entier. 

Pans ce cas, l 'équat ion de Gauss admet d 'abord une in tégra le de la forme 

Correspondant à la racine r1 = 0, et l'on a, p o u r déterminer les coefficients air 

la relat ion récurrente 

d 'où l'on t i re 

La série entière  

q u i est convergente dans le cercle de centre 0 et de rayon un, est appelée 
série hyper géométrique, et sa somme dans ce cercle est représentée par la 
no ta t ion  

On vo i t qu 'e l le n'a de sens que si n'est pas un n o m b r e ent ier négat i f ou 
n u l ; de plus si l ' u n des coefficients ou est égal à un entier négat i f elle se 
r édu i t à un po lynome . 

On a donc, c o m m e intégrale par t icu l iè re de l 'équat ion de Gauss, l ' in tégra le 

q u i est ho lomorphe au voisinage de l ' o r i g ine . 
Nous savons d'autre par t q u ' i l existe une seconde intégrale de la forme 

H2 désignant une fonct ion ho lomorphe au voisinage de l ' o r i g i n e . Pour 
déterminer I I , , faisons dans l 'équat ion proposée le changement de var iable  

on aura encore une équation de Gauss 

q u i se dédu i t de la première par le changement de en  
comme ne peut être ni n u l , n i égal à un nombre 

entier, l ' équat ion en z admet l ' in tégra le 
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q u i est holomorphe au vois inage de l ' o r i g i n e ; on en t i re 

Il en résulte que, dans le cercle de centre 0 et de rayon un, l ' in tégra le 
générale de l ' équa t ion proposée est donnée par la fo rmule 

2e hypothèse : est nul ou égal à un entier. 

Nous d i s t inguerons alors t ro i s cas : 
1 e r C A S : est un entier supérieur à 1. A l o r s à la racine r1=0 de l 'équat ion 

déterminante correspond encore une in tégra le h o l o m o r p h e au voisinage de 
l ' o r i g i n e , savoir la série hype rgéomét r ique ; mais étant un 
entier néga t i f ou zéro, la série hype rgéomét r ique F 
n'a p lus de sens.  

Cherchons à quel le c o n d i t i o n l 'équat ion de Gauss admettra dans ce cas une 
seconde in tégra le pa r t i cu l i è re de la forme 

En remplaçant dans l 'équat ion proposée y par le développement ci-dessus, 
on a, p o u r dé terminer les coefficients c,, la re la t ion récurrente 

q u i permet de dé terminer cn sauf pour . P o u r cette valeur , le coeffi­
cient de cn...1 d o i t aussi s 'annuler, ce q u i donne 

Il n'existe donc une seconde in tégrale de la forme indiquée que si l ' un des 
coefficients ou est égal à 1 ; on vérifiera sans d i f f icu l té que cette seconde 
in tégra le peut être prise égale à étant un po lynome de 
degré  

2e C A S : est égal à un nombre entier négatif ou à zéro. A l o r s la série 
hypergéomét r ique F( ) n'a p lus de sens; mais étant un entier 
supér ieur à 1, l ' équat ion en z admet l ' in tégra le F , 
de sorte que l ' équat ion proposée admet l ' i n tégra le 

Si l ' un des nombres ou est égal à 1, c'est-à-dire si l ' u n 
des nombres ou est égal à , l ' équat ion en z admet en out re une intégrale 
par t i cu l iè re de la forme P étant un po lynôme de degré — , et par 
conséquent l ' équa t ion en y admet p o u r in tégra le par t i cu l iè re un po lynome de 
degré — . 

3° C A S : = 1. Dans ce cas l ' équat ion determinante a une racine doub le ; les 
deux séries hypergéométr iques F( ) et F  
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sont identiques. L'équation proposée admet l'intégrale particulière , 
et Ton sait que l'intégrale générale contient toujours un terme logarithmique. 

REMARQUE. — A l'extérieur du cercle de centre O et de rayon un, les séries 
hypergéométriques considérées ci-dessus n'ont plus de sens. Pour étudier 
dans ce domaine les intégrales de l'équation de Gauss, on fait le changement 

de variable indépendante , et on obtient une nouvelle équation de Gauss, 

dont on aura à étudier les intégrales à l' intérieur du cercle de centre O et de 
rayon un. 

De même le changement de variable x = 1 — t permet d'étudier les inté­
grales au voisinage du point x=l. 



EXERCICES SUR LE LIVRE I I I 

1. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy. Soient T et N les points 
de rencontre de l'axe Ox avec la tangente et la normale en un point M à une courbe (G) 
située dan9 le plan des deux axes. On demande de déterminer la courbe (G) de façon que 
le rayon de courbure en chaque point M de cette courbe soit égal à la longueur TN. 

Démontrer qu'il existe deux courbes de cette espèce passant par un point donné du plan 
xOy et tangentes en ce point à une droite donnée. Indiquer la forme de ces deux courbes. 

(Paris, épreuve écrite, 1" question.) 

2. Soit (x, y) un facteur intégrant pour l'équation différentielle du 1er ordre 

(1) 

Démontrer que la fonction satisfait à l'équation aux dérivées partielles 

(2)  

et qu'inversement, de loute intégrale de l'équation (2) on peut déduire un facteur intégrant 
pour l'équation (1). Trouver la forme que doit avoir la fonction f(x, y) pour que l'équation 
(2) admette une intégrale particulière u = X ne dépendant que de la variable x. En déduire 
l'intégrale générale de l'équation correspondante (1). 

(Paris, épreuve écrite, 2° question.) 

3. Étant donnée l'équation différentielle (x) où est une constante, f(x) une 

fonction continue dans l'intervalle de 0 à , déterminer une intégrale Y (a?), continue ainsi 
que Y'(a;) dans cet intervalle, sachant que l'on a Y(0) = 0 et que la dérivée Y' (x) est nulle 
pour x = Discuter. 

Il existe en général une seule intégrale Y(x) répondant à la question, qui est représentée 
par la formule  

y1(x, a) et y.>(x, a) étant deux intégrales particulières de l'équation sans second membre  
Pourrait-on a priori déterminer ces deux intégrales y1 et y2. 

(Paris, épreuve écrite, 2e question.) 

4. 1° Étant donnée l'équation différentielle 

(1)  
la substitution y = uz, u et ; étant deux fonctions de x, la transforme en une équation de 
môme forme en z. Déterminer u de façon à faire disparaître le terme en z2. 

2° Intégrer l'équation en z ainsi obtenue (on pourra prendre pour inconnue). 
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3° Trouver l 'enveloppe des solut ions de l 'équation (1); voi r s ' i l y a une in tégra le s ingu­
l iè re . 

4° Dis t inguer les points du p lan par lesquels passent des intégrales réelles. 
(Besançon, épreuve écrite, l r e question.) 

5. On donne l 'équat ion différentielle de Riccati 

a étant une fonct ion donnée de x. 
1° Démontrer qu'el le admet deux solutions y1, y2, dont le produi t est +1. Les déterminer . 
2° Ramener à une quadrature l ' i n tégra t ion de l ' équat ion . 

3° Intégrer complètement dans le cas où  

(Alger, épreuve pratique.) 

6. Soit y = (x, C) l ' in tégra le générale de l 'équat ion de Riccati 

où a et b sont des fonctions de x. Démont re r qu 'on a, que l que soit C, 

Application.— Soient .y1, y2, y3 t rois intégrales part icul ières de l 'équation de Riccati . En 
déduire une fo rmule donnant l ' in tégrale générale de l 'équat ion 

(Paris, épreuve écrite, 2e question.) 

7. Intégrer l 'équation différentiel le 

sachant qu'elle admet un facteur in tégran t de la forme Pα, où est une constante et P un 
polynome en x et y qu i est du 1 e r degré en x. Trouver tous les facteurs intégrants de cette 
équat ion. 

(Paris, épreuve pratique.) 

8. I. Déterminer les constantes a, b, c de façon que l 'équation différentiel le 

(E)  

admette une intégrale s ingul ière , et effectuer l ' i n tégra t ion . 
I I . Pour des valeurs quelconques des constantes a, b, c, il passe en général deux courbes 

intégrales de l 'équation (E), non tangentes l 'une à l 'autre, par un point quelconque du 
p lan . Il y a exception pour tous les points d'une courbe (V). Ind iquer la forme des courbes 
intégrales passant par un point M de l dans le voisinage de ce point , lorsque cette courbe 
l n'est pas une intégrale s ingul ière . 

N. B. — Si le temps le permet, on pourra vérifier les résultats en in tégran t l 'équation (E). 
(Paris, épreuve écrite, 2" question.) 

9. Soient un système par t icu l ie r d ' intégrales des équations (E) 

(R)  

où A, B, C, D sont des fonctions de la var iable x. Démontrer que les équations (E) admet-
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lent un autre système d'intégrales distinctes des premières, représentées par les formule» 

les f o n c t i o n s n e dépendant que des coefficients A, B, C, D. 
(Paris, épreuve écrite, 2e question.) 

10. Étant donnée l'équation différentielle 

(E)  
où a est constant, on demande comment il faut choisir le chemin d'intégration L pour que 
la fonction y(x) représentée par l'intégrale définie 

soit une intégrale particulière de (E). Démontrer que l'équation (E) admet une intégrale 
particulière qui s'exprime sans aucun signe de quadrature lorsque a est un nombre entier. 
En déduire l'intégrale générale, et l'exprimer au moyen du plus petit nombre de transcen­
dantes possible. 

(Paris, épreuve pratique.) 
1 1 . On considère l'équation différentielle 

où fest une fonction holomorphe dans le domaine de l'origine. Sachant que cette équation 
admet une intégrale particulière holomorphe dans ce domaine 

en déduire que l'intégrale générale est uniforme dans ce domaine. 
Peut-on étendre cette propriété à toute équation de la forme 

n désignant un entier positif. 
(Paris, épreuve écrite, 1re question.) 

12. Intégrer l'équation différentielle 

Démontrer qu'on peut, d'une infinité de manières, remplacer par un polynome, de telle 
sorte que cette intégrale soit une fonction algébrique. Equation générale de ces polynomes. 

(Paris, épreuve écrite, 1re question.) 

13. Intégrer l'équation différentielle linéaire 

Démontrer que cette équation admet une intégrale particulière holomorphe dans le 
domaine dé l'origine, et donner l'expression de cette intégrale. 

(Paris, épreuve écrite, 1re question.) 
14. Intégrer l'équation différentielle linéaire du second ordre 

sachant que l'équation sans second membre admet une intégrale particulière de la forme  
n étant constant. 

Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les conslantes a, b, c pour que l'inté­
grale générale soit une fonction uniforme de x, et exprimer dans ce cas celte intégrale sans 
aucun signe de quadrature. 

(Paris, épreuve écrite, 1re question.) 
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1 5 . 1° In tégrer l 'équat ion différent ie l le 

(I)  

dé terminer la solut ion de cette équat ion q u i prend la valeur pour 

2° Dans l 'équat ion différent iel le ( I ) , faire le changement de var iable défini par la r e la t ion 

et montrer que l ' équat ion transformée [équat ion (II)] admet une solut ion de la forme 

les coefficients étant des constantes. Déterminer ces coefficients et le rayon 
de convergence de la série. 

Vérif ier que si l ' on différentie l 'équat ion ( I I ) , on obt ient une équat ion du second ordre 

( I I I )  

3° Dans l ' équat ion ( I I I ) faire successivement le changement de fonct ion inconnue et le 

changement de var iable définis par les relat ions 

Montrer que l 'équat ion différent iel le a ins i obtenue admet une solut ion de la forme 
n étant un exposant constant convenablement déterminé.  

(Rennes, épreuve théorique, 1re question.) 

1 6 . I . x étant la variable indépendante et y la fonction inconnue, on considère l 'équat ion 

et l 'on demande :  
A) quel le r e l a t i on doit exister entre P et Q pour que l 'équat ion ( i ) admette deux intégrales 

l inéa i rement dist inctes dont l 'une est la dérivée de l 'autre , et d ' intégrer dans ce cas l 'équa­
t ion ; 

B) d 'exprimer dans la même hypothèse, à l 'aide d'une môme fonction a rb i t r a i r e , les couples 
de fonctions P et Q satisfaisant à la re la t ion demandée ci-dessus; 

C) si l 'équation (1) peut admet t re , dans les condit ions (A), deux couples d ' intégrales y1 et 

y1et y1,y2et y2 tels que y1 soient l inéa i rement dist inctes. 
I I . Étant donnée l 'équation 

(2)  
vérifier que l 'équation sans second membre possède la propriété énoncée au paragraphe (A) 
et in tégrer complètement l 'équat ion (2). 

(Nancy, épreuve théorique.) 

1 7 . 1" Soit l ' équat ion différentiel le 

où a, b, c désignent des constantes réelles. 
Montrer qu'el le admet des intégrales part icul ières indépendantes de a, b, c. 
2° Écrire l ' in tégra le générale en d i s t inguan t les trois cas suivants : 

3" Pour que l ' in tégra le générale soit ra t ionnel le , i l faut et i l suffit que soit le 

carré d 'un ent ier .  
4° L ' in tégra le peut-elle être un i forme dans tout le p lan de la variable complexe sans se 

réduire à une fract ion ra t ionnel le? Trouver , dans ce cas, les points s ingul iers d'une i n t é ­
grale . Préciser leur na ture en remontant aux déf in i t ions . Prouver qu ' i ls sont sur une môme 
circonférence. 

(Poitiers, épreuve théorique.) 
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1 8 . Soient Ox et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires, M un po in t d u n e courbe 
plane C du p lan xOy, MP la distance du poin t M à l 'axe Oy, OT la distance de l 'o r ig ine à 
la tangente en M à la courbe C. On demande de déterminer les courbes G telles que le 

rapport soit égal à une constante donnée k, et d 'exprimer les coordonnées d'un point M 

de l 'une de ces courbes au moyen de l 'angle a que fait la tangente en M à la courbe C avec 

l'axe des x. Construire les courbes G correspondant à k = 1 et  

(Paris, épreuve écrite, 1re question.) 

1 9 . On demande l ' in tégrale générale de l 'équation 

Montrer q u ' i l existe une seule intégrale cont inue pour x = 0, et donner son expression 
sans aucun signe de quadrature . 

(Paris, épreuve écrite, 2e question.) 

2 0 . On considère l 'équation différent iel le 

( i )  

où a est une constante donnée : 
1° Trouver une solut ion do (1) qu i reste finie pour x = 0. Cette solut ion apparaîtra comme 

le produi t d'une fonction élémentaire par une série entière dont on étudiera la convergence. 
Cette solut ion est-elle ent ièrement déterminée? 

2" Comment peut-on en déduire l ' in tégra le générale de l 'équation (1) sous forme d 'un 
développement en série? Calculer les trois premiers termes de ce développement. 

3° Cas par t icu l ie r où a = 0. 
(Grenoble, épreuve pratique.) 

2 1 . 1° In tégrer l 'équation différentiel le 

2° Expression générale de ses facteurs in tégrants . 
3° Trajectoires orthogonales des courbes intégrales . 
4° Montrer que le réseau formé par les courbes intégrales et leurs trajectoires orthogo­

nales est un réseau de courbes isothermes. 
(Lyon, épreuve théorique.) 

2 2 . Intégrer l 'équation différentiel le 

où m est un nombre entier posi t i f donné, z la variable indépendante et u la fonct ion. 
Le point z décr ivant dans le p lan des z l ' u n quelconque des cercles qu i passent au point 

z=+-i, à l 'exclusion de ceux qu i passeraient par les points s ingul iers , calculer les valeurs 
au poin t z = + de la fonction u de z q u i correspond à la valeur zéro de la constante a rb i ­
t ra i re dans l ' in tégrale générale et leurs var ia t ions quand le point z revient au même point 
z = + i. 

Dist inguer , suivant ces variat ions, divers groupes de cercles. 
(Marseille, épreuve pratique.) 

2 3 . Démontrer que toute équation différentiel le de la forme 

admet une intégrale première de la forme 

C désignant une constante a r b i t r a i r e , u n e fonction de seul. En déduire l ' in tégra le 
générale de l 'équation différentiel le  

(Paris, épreuve théorique, 1re question.) 
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24. Étant donnée une équation différentielle du second ordre 

(1)  
on demande d'indiquer une méthode permettant de reconnaître si cette équation admet une-
intégrale intermédiaire de la forme 

et de déterminer les fonctions fet  
Examiner en particulier le cas où 6 = 0, et montrer que l'équation (1) s'intègre par des 

quadratures. 
(Paris, épreuve théorique, 2e question.) 

25. Démontrer que l'intégration de l'équation différentielle 

se ramène à des quadratures, quelle que soit la fonction f. 
Même question pour l'équation 

où f et sont des fonctions arbitraires. Généralisation. 

26. Intégrer, par la méthode de Fucus, l'équation de BESSEL 

27. A) Démontrer que l'équation différentielle 

n'admet une intégrale singulière que dans l'un des cas suivants : 
A)  

b) il existe un nombre a tel que 

B) Intégrer l'équation différentielle 

ntegrale singulière; lieu dos points de rebroussement des courbes intégrales. 
(Rennés, épreuve théorique, 2° question.)3 



LIVRE IV 

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 

CHAPITRE PREMIER 

PRINCIPES DU CALCUL VECTORIEL 

174 . Nous emploierons dans ce Livre les méthodes du Calcul vectoriel, 
qui introduisent, dans l'exposé des théories géométriques, des simplifications 
incontestables. Nous éviterons soigneusement toutefois d'établir une cloison 
étanche entre la méthode vectorielle et celle des axes de coordonnées, et nous 
aurons soin, en particulier, de traduire tous les résultats essentiels en formules 
cartésiennes. Du calcul vectoriel, nous n'utiliserons d'ailleurs que les notions 
indispensables à notre objet, qui est d'établir les propriétés fondamentales des 
lignes et des surfaces; ces notions, extrêmement simples, sont à la base de 
l'enseignement élémentaire de la mécanique, et, comme telles, relèvent déjà 
du programme de mathématiques générales : aussi suffîra-t-il, pour la plu­
part d'entre elles, de les rappeler rapidement. 

175. On nomme vecteur une portion de droite orientée. Pour caractériser 
un vecteur il faut donc se donner son origine, sa direction, son sens, et le 
nombre qui mesure sa longueur par rapport à une unité arbitrairement choisie. 
Deux vecteurs identiques, à l 'origine près, sont dits équipollents. 

Nous nous conformerons aux notations des Leçons de Géométrie vectorielle, 
de M. BOULIGAND (1). Un vecteur d'origine A et d'extrémité B sera désigné par 
la notation AB; nous représenterons quelquefois un vecteur par une seule 
lettre, u, et dans ce cas nous désignerons par u sa longueur. 

A la grandeur vectorielle s'oppose la grandeur scalaire, qui est indépen­
dante de toute orientation dans l'espace, et a seulement une valeur numérique. 
Une vitesse est une grandeur vectorielle, tandis qu'une température ou un, 
travail sont des grandeurs scalaires. 

(1) Cf. aussi Initiation aux Méthodes vectorielles, par MM. BOULIGAND et RABATÉ. 
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Dans ce q u i su i t nous supposerons toujours que l'espace est orienté, et que 
les axes de coordonnées fo rmen t un t r ièdre t r i rec tang le Oxyz de sens d i rec t . 

Un vecteur est alors dé te rminé par les coordonnées de son o r i g i n e 
et de son ex t rémi té Les quantités  

sont les composantes du vecteur. S ' i l s 'agit d ' u n vecteur libre, c'est-à-dire 
d ' un vecteur déf in i seulement en grandeur géomét r ique et auquel on peut 
a t t r ibuer une o r i g i n e quelconque, les composantes ( X , Y, Z) le déterminent 
complè tement : en pa r t i cu l i e r , un vecteur est d i t nul quand ses composantes 
sont nu l les . I l est c la i r que deux vecteurs équipol lents ont mêmes compo­
santes, et réc iproquement . 

Tou te égal i té vector iel le est équivalente à t ro is égalités relat ives aux coor­
données cartésiennes : on pressent, à l 'aide de cette remarque, les s i m p l i f i ­
cations q u i do iven t résulter de l ' e m p l o i systématique du calcul vec tor ie l . 

A moins d ' i n d i c a t i o n contra i re , nous ne considérerons désormais que des 
vecteurs l ib res . 

1 7 6 . Soient deux vecteurs, u i et u 2 , et leurs compo­
santes, leurs cosinus directeurs. On aura 

Les cond i t ions de para l lé l i sme et d 'o r t l iogona l i t é , savoir 

et  

peuvent donc s'écrire 

et  

Les opérations fondamentales que l ' on peut effectuer sur ces vecteurs sont : 
1° L' addition géométrique : on appelle somme géométrique des deux vec­

teurs u1 et u.,, et l ' on représente par la no ta t ion u1+u2 , un nouveau vecteur 
de composantes  

P lus généralement, si et sont des scalaires quelconques, le symbole  
représente, par définition, un vecteur de composantes 

Il est c la i r que ces déf ini t ions s'étendent telles quelles au cas d 'un nombre 
quelconque de vecteurs. 

Rappelons que, dans le cas de deux ou t rois vecteurs, la somme géomé­
t r ique a une in te rpré ta t ion b ien connue (règle du pa ra l l é log ramme et du 
paral lélépipède). 

(1) On dit que le vecteur est une combinaison linéaire des vecteurs ut et u2 . 
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2° La multiplication scalaire; on appelle produit scalaire des vecteurs u1, 
et u2 , et on représente par la notation u^u^ une quantité scalaire égale à 

on a d'ailleurs  

ce qui montre que le produit scalaire a pour valeur 

Ce produit ne peut être nul que si l 'un des vecteurs est nul ou orthogonal à 
l'autre. 

Remarquons en outre que l'on a, en désignant par u un vecteur quelconque, 

3° La multiplication vectorielle. Soit v un vecteur unitaire (c'est-à-dire de 
longueur un) perpendiculaire au plan des vecteurs ut et u2, 0 l'angle, compris 
entre et de ces deux vecteurs, compté positivement de u1 vers u2 

dans le sens direct autour de v. On appelle produit vectoriel du vecteur u, 
par le vecteur u2, et on représente par la notation 

un vecteur égal à   

Si le trièdre (uv u2, v) est direct, „ est positif (fig. 3 a), et le vecteur 
ayan^ même sens que r, le trièdre est aussi direct. Si le trièdre 

( u n u2, v) est rétrograde, 0 est négatif (fig. 3 6), et v sont de sens 
opposés, et par suite le trièdre est encore direct. Il en résulte 
que le produit vectoriel a un sens indépendant du sens de v. 

Supposons alors que v ait été choisi de telle sorte que le trièdre (u1, u2, v) 
soit direct. Soient (X, Y, Z) les composantes de ; nous allons chercher 
à exprimer ces composantes au moyen de celles des vecteurs ut et u2 . 

LAINÉ, Anal., II.. 5 



66 GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 

Le vecteur u1 u2 étant pe rpend icu la i re à u1 et u.2, on aura d 'abord 

d 'où , en dés ignant par p un coefficient indé te rminé , 

On a alors d 'une par t 

d'autre par t , d'après l ' i den t i t é de Lagrange , 

et par suite  

P o u r lever l ' amb igu ï t é sur le s igne de p, i l nous suffit év idemment de 
considérer les p rodu i t s vectoriels q u i ne sont pas nuls . Dans ce cas, i m p r i m o n s 
aux axes un mouvement c o n t i n u : les quantités X, Y, Z d'une par t , et 

d 'autre par t , va r ien t d 'une façon 
cont inue , et ne peuvent s 'annuler s i m u l ­
tanément, puisque le p r o d u i t vector ie l 
n'est pas n u l ; il en résulte que p ne peut 
passer de la valeur — 1 à la valeur +1 
et reste nécessairement invar iab le . Les 
axes étant ainsi amenés dans une posi ­
t i on telle que le vecteur v soit d i r i g é 
suivant le demi-axe Oz et u1 suivant 
le demi-axe Ox (fig. 4) , on aura 

X1=u1 Y , — 0 , Z 1 = 0 ; 
X2 = u2 cos0, 

"X = 0, Y : 

c'est-à-dire 

Y2 = u2sin0, Z2 = 0; 
: 0 , Z = u 1u 2s in0, 

et par suite 

Ains i p est cons tamment égal à 
pour composantes 

Le p r o d u i t vectoriel u1 u.2 a donc 

1 7 7 . On vérif ie aisément, en par tant des formules et déf in i t ions ci-dessus, 
les propriétés de commulalivité et de distributivité exprimées par les rela­
tions suivantes : 

Fig. 4. 
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La dernière, par exemple , résulte des identi tés 

Considérons un axe quelconque, et sur cet axe un vecteur u de longueur un, dirigé 
dans le sens positif. Soit v un vecteur quelconque : le produit scalaire u.v est égal, 
en grandeur et signe, à la projection de v sur Taxe. La formule 

exprime alors que la somme algébrique des projections de deux vecteurs sur un axe 
orienté est égale à la projection de leur somme géométrique sur l'axe (théorème des 
projections). 

Soient d'autre part u et y deux vecteurs ayant même origine, et A l'extrémité du 
vecteur u. Ce qu'on appelle, en Mécanique, moment linéaire du vecteur v par rapport 
au point A, n'est autre que le produit vectoriel u v. La formule 

où l'on suppose que les trois vecteurs a, u1 et u., ont môme origine, exprime que la 
somme géométrique des moments linéaires de deux vecteurs est égale au moment de 
leur somme géométrique : c'est le théorème de VARIGNON. 

I l est évident que la m u l t i p l i c a t i o n vectoriel le n'est pas commuta t ive , 
puisque l'on a u,  

Le p r o d u i t vector ie l u t u.2 ne peut être n u l que si l ' u n des vecteurs est n u l 
ou para l lè le à l ' aut re . Dans les deux cas, on peut t rouver deux scalaires, et  

don t l ' u n au mo ins n'est pas n u l , tels que Ton ait 

car cette re la t ion vectoriel le est équivalente aux équations 

s i u 1 = 0 , o n prendra = 1 e t = 0 ; s i les deux vecteurs sont différents d e 
zéro et parallèles, les t rois équations ci-dessus se réduisent à une seule, 

ou  

suivant que les vecteurs u l et u2sont de même sens ou n o n : il suffira donc de 
prendre  

Deux vecteurs u, et u satisfaisant à une re la t ion telle que 

sont di ts colinéaires; inversement, si l ' on a une telle r e la t ion , soit par exemple  
on aura  

ou 

ou enfin   
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Ainsi, pour que deux vecteurs soient colinéaires, il faut et il suffit que leur 
produit vectoriel soit nul . 

Considérons maintenant trois vecteurs u1, u2 et u3 , de composantes 
( ), ( ) et ( ). Nous désignerons le déterminant 

par la notation (u1, u2, u3). Des propriétés élémentaires des déterminants, on 
déduit immédiatement les relations 

les étant des scalaires. Ceci posé on dit que les trois vecteurs sont copia-
naires si l'on peut trouver trois scalaires, non tous nuls, tels que l'on 
ait  

Cette relation vectorielle est équivalente aux équations 

pour que ce système soit satisfait par des valeurs non toutes nulles d e e t 
il faut et il suffit que l'on ait  

telle est la condition nécessaire et suffisante pour que les trois vecteurs u1 u2 , 
u3 soient coplanaires : l 'un de ces vecteurs est alors une combinaison linéaire 
des deux autres. 

Remarquons que la relation 

où Ton suppose que les vecteurs u1 et u2 sont des vecteurs unitaires, exprime 
que la projection de u3, parallèlement à u2, sur l'axe orienté positivement 
dans le sens de u, a pour valeur algébrique ; de môme est la valeur algé­
brique de sa projection, parallèlement à u1 sur l'axe orienté positivement 
dans le sens de u2 . 

Indiquons enfin les trois relations suivantes, qui s'établissent immédiate­
ment par le passage aux composantes : 

Cette dernière relation contient comme cas particulier (u = v, ul = v1) 
l'identité de LAGRANGE. NOUS l'appellerons l'identité de LAGRANGE généralisée. 
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1 7 8 . Considérons main tenant une correspondance établie entre les valeurs 
numér iques d 'une var iab le t et une grandeur vector ie l le u : on d i t que u est 
fonc t ion de t . Si le vecteur tend vers zéro avec h, on d i t que 

u est c o n t i n u p o u r t = t0. Si le vecteur tend vers un vecteur 

bien dé te rminé quand h tend vers zéro, on donne à ce vecteur l i m i t e le n o m 

de vecteur dérivé, et on le représente par u'(t) ou  

Les vecteurs dérivés successifs u " ( t ) , u'"(t), . . . se définissent de la même 
façon. 

Les composantes X, Y, Z du vecteur u(t) sont aussi des fonct ions de la 
var iable t ; i l est c l a i r que X ' ( t ) , Y ' ( t ) et Z'(t) sont les composantes de u ' ( t ) , 
et, d 'une façon générale, X ( n ) ( t ) , Y ( n )(t) etZ ( n )(t) les composantes de u ( n )(t). On 
dédui t très s i m p l e m e n t de cette remarque que les règles ordinaires du ca lcul 
des dérivées s'étendent aux fonctions vector ie l les ; a insi l'on a 

u et v dés ignant deux vecteurs fonct ions de t. 
Les no t ions de fonctions de plusieurs variables et de dérivées partielles 

s'étendent de m ê m e du domaine scalaire au domaine vec tor ie l . S i , par exemple, 
u est un vecteur dépendant des valeurs numér iques de deux variables a et ß, 

ses composantes X, Y, Z seront des fonct ions de a et seront des 

vecteurs d e composantes e t , e t l ' on aura, comme 

dans le domaine scalaire,   

Terminons ces préliminaires par une remarque importante. Supposons que les 
trois composantes X(t) , Y(t) et Z(t) du vecteur u(t) soient des fonctions analytiques 
de Z, par exemple au voisinage de t = 0. On aura 

et deux autres développements analogues pour Y(t) et Z(t). On pourra réunir ces trois 
formules en une seule formule vectorielle, que l'on écrira 

ce sera la formule de Taylor dans le domaine vectoriel. Mais il faut remarquer que 
l'on ne pourra pas, en général, dans cette.dernière formule, arrêter le développement 
du second membre, et écrire, par exemple, comme pour les fonctions scalaires, 
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car on aura bien 

mais les fonctions X(t) , Y(t) et Z(t) pouvant être prises arbitrairement, il est clair 
qu'on n'aura pas en général 01 — 02 — 0 3 . 

On peut observer que, dans le cas de n = 0, l ' impossibilité d'écrire la formule 

équivaut à l ' impossibilité de trouver sur un arc de courbe gauche un point où la 
tangente soit parallèle à la corde sous-tendante. 

Dans le cas général, on pourra cependant, pourvu que le vecteur u(n+n)(t) soit 
continu pour t = 0, écrire un développement l imi té sous la forme 

a désignant un vecteur infiniment petit avec t. 



CHAPITRE II 

COURBES GAUCHES 

§ I. — Éléments infinitésimaux d'une courbe gauche. 
Représentation sphérique. 

1 7 9 . Considérons une courbe gauche , sur laquelle nous prendrons a rb i ­
t ra i rement un sens pos i t i f e t un p o i n t A comme o r ig ine des arcs ( 1 ) . Soi t M, 
un p o i n t variable sur ; nous désignerons par s la valeur a lgébr ique de 
l'arc A M. Enfin soit 0 l ' o r i g i n e des axes de coordonnées rectangulaires : nous 
représenterons désormais par P le vecteur OP, P étant un p o i n t quelconque 
de l'espace. 

Le vecteur M est une certaine fonc t ion de ,9, que nous supposons continue 
et dér ivable , de composantes (x, y, z ) ; la re la t ion 

mon t r e que le vecteur est un vecteur de longueur 1, q u i est évidemment 
parallèle à la tangente menée 
en M a F dans le sens des 
arcs croissants. Soi t m (fîg. 5) 
l ' ex t rémité d 'un vecteur t, 
d 'o r ig ine O, équ ipo l len t à 

; quand M décr i t , m 

décr i t , sur la sphère de cen­
tre O et de rayon un, une 
courbe appelée indicatrice 
sphérique des tangentes. 
Au sens pos i t i f chois i sur 
correspond sur l ' ind ica t r ice 

un sens de parcours b ien déterminé, que nous prendrons pou r sens 

Fig. 5. 

(1) Nous supposons connus les résultats établis dans le Cours de Mathématiques générales 
au sujet des courbes et surfaces (équations de la tangente, normale principale, plan oscu-
lateur, plan tangent, etc.). 
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positif; si donc on appelle la valeur algébrique de l'arc de l'indicatrice, 

le scalaire sera essentiellement positif, et on aura 

(1)  

Si l'on change le sens positif de parcours sur , le point m est remplacé par 
le point m' qui lu i est diamétralement 
opposé sur la sphère. On obtient (fig. 6) 
une nouvelle indicatrice sphérique, symé­
trique de la première par rapport au cen­
tre, et il est clair que les tangentes en 
m et m' ont même direction : d'ailleurs, 
d'après les conventions relatives au sens 
positif à prendre sur l'indicatrice, on voit 
sans peine que la demi-tangente positive 
en rri aura même sens que la demi-
tangente positive en m. 11 en résulte que 

le vecteur est remplacé par un vecteur 

équipollent. 

La droite menée par M (fig, 5) parallè­

lement à est la normale principale en M à : sur cette droite, le vecteur n, 

de longueur un, équipollent à définit sans ambiguïté le sens positif de la 

normale principale (1).  

Fig. 6. 

180. Le vecteur  

définit une direction appelée binormale en M. Supposons que l'on ait pris M 
comme origine des trois vecteurs unitaires t, n, b. On obtient ainsi un trièdre 
trirectangle direct de sommet M, qui porte le nom de trièdre de SERRET. 

Le plan (t, n) est appelé plan oscillateur, le plan (n, b) plan normal, le 
plan (b, t) plan rectifiant. 

Soient les composantes des vecteurs t, n, b, 

(l) Soit l'abscisse curviligne d'un point M1 de T voisin de M (s). On aura (p. 70) 

a étant infiniment petit avec ; donc le produit scalaire 

est toujours positif si pourvu que M, soit assez voisin de M. Le vecteur n, faisant 

un angle aigu avec chaque petite corde MM1 est donc dirigé dans la concavité de la courbe. 
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c'est-à-dire les cosinus directeurs des axes d u t r ièdre de S E R R E T ; puisque ce 
t r ièdre est d i rec t , on sait que le dé te rminan t 

est égal à + 1. On a d 'a i l leurs , d'après la déf în i t ion même du p r o d u i t vector ie l , 

aut rement d i t un terme quelconque du dé te rminan t est égal au m i n e u r cor­
respondant. On peut donc, par exemple , écr i re l ' équat ion cartésienne du p lan 
osculateur au p o i n t M ( x , y , z) sous l ' une ou l 'autre forme 

1 8 1 . Soi t b l ' ex t rémi té d 'un vecteur d ' o r ig ine O équ ipo l l en t à b (fig. 7). 
Quand M décr i t , b décr i t sur la sphère de 
centre O et de rayon un une courbe appelée 
ind ica t r ice sphérique des b inormales . On a, 
pu isque t.b = 0, 

mais est parallèle à la normale p r inc ipa le , 

donc on do i t avoir 

Fig. 7. 

on t ire d 'a i l leurs par dé r iva t ion 

Des relat ions 

et 

Les vecteurs et , qui sont perpendiculaires aux deux vecteurs t et b, 

sont donc parallèles; autrement dit, les tangentes aux deux indicatrices aux 
points correspondants sont parallèles. Nous choisirons comme sens positif sur 
l'indicatrice des binormales un sens tel que les demi-tangentes positives aux 
points correspondants des deux indicatrices soient de même sens ; si l'on appelle 
la valeur algébrique de l'are de l'indicatrice des binormales, on aura donc 

(2)  

puisque ces deux vecteurs sont parallèles, de même sens, et de longueur 1. 
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182. Démontrons maintenant une propriété infinitésimale du plan oscilla­
teur. Soient M (s) un point de et deux points de très 
voisins de M ; ces trois points déterminent un plan P dont nous allons chercher 
la position l imite quand h et k tendent vers zéro. 

Les vecteurs et sont dans le plan P. Or on a 

et Ton voit d'abord que la position limite de P contiendra la tangente en M. 

Le vecteur est aussi dans le plan P, et on a 

quand h et k tendent vers zéro, w tend vers : donc la position limite 

de P contient aussi la normale principale, et se confond par suite avec le plan 
oscillateur. On peut donc dire que le plan oscillateur en M est déterminé par­
le point M et deux autres points de infiniment voisins de M. 

§ II — Courbure. Torsion. Formules de Frenet. 

103. On donne au scalaire positif qui figure dans la formule (1) le nom 

de rayon de courbure de la courbe au point M, et on le représente par R; 

l'inverse est dit courbure de la courbe. Soit I un point de la normale prin­

cipale obtenu en portant à partir du point M et dans le sens positif une lon­

gueur égale à R : le point I est appelé centre de courbure. Enfin le cercle du 

plan oscillateur qui a I pour centre et R pour rayon est dit cercle de courbure. 
On tire de la formule (1) 

et par suite  

(3)  

formule qui fait connaître la courbure sans ambiguïté, puisque R est essentiel­
lement positif. On en déduit aisément que la courbure ne peut être constamment 
nulle que si la courbe se réduit à une droite, et réciproquement. 

On donne au scalaire le nom de rayon de torsion en M, désignant tou­

jours l'arc de l'indicatrice des binormales, et on représente ce scalaire par T; 
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l'inverse est dit torsion de la courbe. D'après la convention relative au sens 

positif sur l'indicatrice des binormales, on voit que, à la différence de la cour­
bure., la torsion peut être positive ou négative. Toutefois, comme il n'y a pas de 
sens privilégié sur la binormale, il n'y a pas lieu de parler de centre de torsion. 

184. Avec les notations employées jusqu'ici, et que nous conserverons 
toujours à moins d'indication contraire, on voit que la formule (1) s'écrit 

relation vectorielle équivalente aux trois relations scalaires 

(4)  
La formule (2) donne de même 

Les formules (4), (5) et (6) sont les formules de FRENET. Avec les notations 
vectorielles, ces formules s'écrivent simplement 

Pour calculer la torsion, nous partirons de la formule 

Multipliant scalairement les deux membres par n, on aura 

d'ailleurs, de la relation 

on tire 

d'où 

(5) 

Enfin on a successivement 

c'est-à-dire 

(6) 
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et par suite (n° 177) 

Ainsi , à l'inverse de la courbure, la torsion a une expression rationnelle. 
Il est facile de montrer que les courbes planes ont une torsion nulle et 

réciproquement. En effet, si une courbe est plane, on aura, en prenant son 
plan comme plan des xy, z=0, et par suite le déterminant qui figure dans 
la formule (7) est nul. Inversement, si la torsion est nulle, on a [form. (5)] 

d'où , e t comme o n aura a u s s i ,  

c'est-à-dire 

les coefficients et étant constants, on voit bien que la courbe est plane. 

185. REMARQUE. — Si le vecteur M est défini non plus en fonction de l'arc s 
de , mais en fonction d'un paramètre t quelconque, les formules (3) et (7) 
qui donnent la courbure et la torsion ne sont plus immédiatement applicables. 

Supposons que on ait ; on aura alors 

a, 6 et c désignant des coefficients qu ' i l est inutile de calculer. 

On en tire 

On a d'autre part 

et par suite 

on obtient donc, en définitive, 

ou encore 

(7) 
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Reprenant d'abord la première formule de FRENET 

et mult ipl iant vectoriellement les deux membres par t, on aura 

ou  

d'où enfin, en élevant au carré, 

c'est-à-dire 

(3')  

les différentielles étant prises par rapport à t. 
On a d'autre part  

ce qu'on peut écrire, d'après les propriétés élémentaires des déterminants, 

c'est-à-dire  

(7')  

les différentielles étant toujours prises par rapport à t. 
On obtient de même, pour l'équation du plan osculateur, 

§ I I I . — Applications diverses. 

186. Hélices. — Considérons une courbe plane G, et un vecteur unitaire u 
perpendiculaire au plan de C; nous prendrons ce plan pour plan des xy, et 
nous supposerons que le vecteur u a même sens que le demi-axe Oz. 
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Choisissons sur C un sens positif de,parcours et une origine des arcs, et 
soit G l'arc de la courbe. L'équation 

où P est le point de C d'abscisse curviligne et une fonction quelconque 
de , représente une courbe tracée sur le cylindre dont la courbe C est la 
section droite. Cherchons à déterminer la fonction de telle sorte que la 
courbe coupe sous un angle constant les génératrices du cylindre. 

Soit s arc de ; nous aurons 

et par suite, en remarquant que u. dP = 0, 

donc enfin 

Le produit scalaire du premier membre représente le cosinus de l'angle 
sous lequel la courbe r coupe les génératrices du cylindre; pour qu' i l soit 
constant, il faut et il suffit que soit une constante. 

Comme on peut toujours, sans changer la courbe , ajouter à une 
constante quelconque à condition de remplacer la courbe C par une autre 
section droite, nous prendrons , a désignant une constante. La courbe 

est appelée hélice cylindrique. En coordonnées cartésiennes rectangulaires, 
ses équations auront la forme 

(8) 
les fonctions f et g étant assujetties à vérifier la relation 

Nous choisirons comme sens positif sur la courbe un sens tel que s 
croisse avec ; nous aurons donc 

et par suite   

Dérivons par rapport à s; il vient 
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Donc la normale principale en M à est parallèle à la normale en P à C, 
et par suite orthogonale à u. En particulier, si l'hélice est circulaire, c'est-à-
dire tracée sur un cylindre de révolution, la normale principale en un point 
quelconque rencontre normalement Taxe du cylindre. 

De la relation u . t = Cte on tire d'ailleurs par dérivation 

la binormale fait donc un angle constant avec le vecteur u, ce qui résulte 
d'ailleurs immédiatement du fait que les trois vecteurs u. t et b sont copla-
naires. Inversement, de la relation u . b = Cte, on tire de même 

Il en résulte que l'on peut prendre pour définition de l'hélice cylindrique 
l'une des trois propriétés suivantes : 

1° la tangente fait un angle constant avec une direction fixe; 
2° la normale principale est parallèle à un plan fixe; 
3° le plan oscillateur fait un angle constant avec une direction fixe. 
Si l'on prend les équations cartésiennes de l'hélice sous la forme (8), le 

calcul de la courbure,et celui de la torsion s'effectuent aisément de la façon 
suivante (1). On a d'abord, avec les notations usuelles, 

on en tire 

et par suite  

On a alors successivement 

D'après ce que nous avons vu, doit se réduire à une constante. On a en 
effet 

d'où  

(1) Remarquons que cette méthode s'applique à toute courbe gauche. 
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ε ayant le signe de f ' g ' On en tire 

et par suite 

La dernière formule de Frenet donne alors 

et par suite  

Le signe de a une signification intrinsèque évidente. Supposons, pour 
préciser, a 0; alors ε est de signe contraire à : il est donc négatif si les 
angles (u, t) et (u , b), comptés entre 0 et , sont tous deux aigus ou tous 
deux obtus, positif dans le cas contraire. Il est clair que cette propriété des 
angles (u, t) et (u, b) est indépendante du sens positif adopté sur , un chan­
gement d'orientation ayant pour résultat de remplacer ces angles par leurs 
suppléments. 

Nous avons, chemin faisant, établi la relation , donc tout le long de 

l'hélice le rapport de la courbure à la torsion reste constant. 
La réciproque est vraie : 
Toute courbe dont la courbure et la torsion sont dans un rapport constant 

est une hélice (J. BERTRAND). 

En effet, on a par hypothèse ; la relation s'écrit donc 

db = kdt; intégrons : on aura, en désignant par u un vecteur constant, 

Multipliant scalairement les deux membres par t, on aura enfin 

équation qui exprime que la tangente à la courbe fait un angle constant avec 
une direction fixe. 

REMARQUE. — Désignons par la courbure de la section droite C. Nous 

aurons alors   

ainsi la courbure et la torsion de i'hélice varient proportionnellement à la 
courbure de la section plane. En particulier, pour toute hélice tracée sur un 
cylindre de révolution, la courbure et la torsion sont constantes. 

Inversement toute courbe à courbure et torsion constantes est une hélice. 
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d'après le théorème de B E R T R A N D , et cette hélice appar t ient à u n c y l i n d r e 
de r é v o l u t i o n , pu isque la courbure de la section dro i te est constante. 

187. D'après ce que nous venons de voir, la normale principale à une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution coupe à angle droit l'axe du cylindre, et on 

peut dire que le plan rectifiant passe constamment 
par un point fixe, le point à l ' in f in i sur l'axe. 

Plus généralement, 
Si la normale principale d'une courbe G coupe sous 

un angle constant une droite fixe , le plan rectifiant 
en tout point de G passe par un point fixe de  

(Rennes, épreuve pratique.) 
Soit 0 un point fixe pris sur u un vecteur de 

longueur 1 porté par et orienté de telle sorte que 
l 'on ait, avec les notations habituelles, 

(9) 

Fig. 8. 

On aura d'ailleurs, en désignant par et des 
fonctions scalaires de s convenablement choisies, 

(-10)  

Soit A le point où le plan rectifiant en M coupe ; 
on pourra poser 

A = au, 

d'où 
ou encore 

et enfin  

D'autre part, on a, en dérivant (10), 

Multiplions scalairement par n en tenant compte de (9); nous aurons, puisque 

d'où 

Le plan rectifiant coupe donc bien en un point fixe A. La droite AM faisant 

avec l'angle on voit que la courbe G est tracée sur un cône de révolution  

d'axe et de sommet A. 
Toute courbe tracée sur une surface et telle que sa normale principale en chaque 

point soit normale à la surface en ce point est appelée ligne gèodésique de la surface 
considérée. Le plan rectifiant en M étant tangent au cône le long de AM, on voit 
que la courbe G est une gèodésique du cône  

LAINÉ, Anal., I I . 6 
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188. Courbes de Bertrand. — Considérons, pour donner une dernière application, 
une courbe quelconque C, un point M de cette courbe, et un point Mi de la normale 
principale en M; on aura, avec les notations habituelles, 

(11)  

Quand M décrit C, M1 décrit une certaine courbe C, ; nous niions chercher s'il est 
possible de déterminer la fonction p(s) de telle sorte que la courbe C1 ait en chaque 
point M, la droite MM1 comme normale principale. D'une façon générale nous affecte­
rons de l'indice 1 les éléments géométriques relatifs à la courbe C1; l'arc s1 de cette 
courbe sera une certaine fonction de s, si = 0(s). 

Supposons d'abord qu ' i l existe une telle courbe C1 ; nous aurons, en dérivant 
l'équation (11) par rapport à s, 

d'où, en mult ipl iant scalairement les deux membres par la fonc­
tion se réduit donc à une constante, et l'on a 

(12)  

En dérivant une seconde fois par rapport à s, on aura 

on devra donc avoir nécessairement 

(13) 

d'où, en désignant par et \x deux constantes quelconques. 

et enlin  

ce qui montre que sur la courbe C la courbure et la torsion vérifient une relation 
linéaire à coefficients constants. 

Inversement, supposons que sur la courbe C la courbure et la torsion vérifient 
une relation linéaire à coefficients constants, 

(14)  

les coefficients n'étant pas tous trois nuls, et cherchons s'il est possible de 
déterminer le scalaire constant de telle sorte que la courbe G, possède la propriété 
indiquée. Il faut pour cela et il suffit que l'on puisse trouver une fonction 0'(s) véri­
fiant tes équations (13), et telle en outre, d'après (12), que 

(15)  

Si la courbe G est plane, c'est-à-dire si la relation (14) se réduit à l ' é q u a ­

tion (15) donne   

et les deux équations (13) sont vérifiées quel que soit Dans ce cas, d'ailleurs bien 
connu, on peut prendre pour courbe C1 l'une quelconque des trajectoires orthogo­
nales des normales à la courbe C 
. 
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Ce cas écarté, supposons que l'on ait, dans la relation (14), ; alors et sont 

différents de zéro, le rapport est constant, et la courbe G est une hélice. Posons 

ou 

(16) 

la relation (15) permet d'écrire 

(17)  

et, d'après (13), l'angle doit être constant. Éliminons R, T et entre les équa­
tions (16) et (17); il reste   

Ainsi , u étant constant, il en est de même de R et T, et par suite la courbe G est 
une hélice circulaire. Si l 'on prend pour une valeur constante quelconque, les 
équations (17) définissent et et les équations (13) sont vérifiées. Le problème a 
encore dans ce cas une infinité de solutions : on peut prendre pour courbe C1 l'une 
quelconque des trajectoires orthogonales des normales principales de la courbe C. 

Enfin supposons ; on peut alors p r e n d r e , et la relation (14) s'écrit 

On tire d'ailleurs des équations (17) 

Si les deux équations précédentes n'étaient pas équivalentes, elles détermineraient  
et et l'on retomberait sur le cas de l'hélice circulaire, ou elles seraient incompa­

tibles et le problème n'aurait pas de solution. Pour qu'elles soient équivalentes, iJ 
faut et il suffît que l'on ait 

ou  

Dans ce cas le problème a une solution unique, savoir la courbe C1 définie par 
l'équation  

Les deux courbes C et C1 sont appelées courbes de BERTRAND; elles se correspondent 
point par point de telle sorte que la distance de deux points correspondants, M et M,, 
soit constante, et que la droite qui les j o in t soit la normale principale en ces points 
aux courbes considérées. 

On tire d'ailleurs des formules (12) et (17) 

ce qui montre que les tangentes en deux points correspondants font un angle constant. 



CHAPITRE I I I 

SURFACES RÉGLÉES. SURFACES DÉVELOPPABLES 

§ I. — Généralités sur les surfaces. 

189. Toute équation de la forme F(x, y,z) = 0 représente une surface 
dans l'espace à trois dimensions. Si l'équation est résolue par rapport à z, 
z=zf(x, y), on désigne par p et q les dérivées partielles de f(x, y); le plan 
tangent au point (x, y, z) a alors pour équation, comme on sait, 

Dans le cas de l'équation non résolue, l'équation du plan tangent s'écrit 

De même, la normale à la surface en M a pour équations suivant les cas 

ou  

Rappelons encore que le plan tangent en M contient les tangentes en M à 
tontes les courbes de la surface qui passent au point M : il est donc déterminé 
par deux de ces tangentes. 

190. Nous continuerons de représenter par M le vecteur OM. Supposons 
que M dépende des valeurs numériques de deux paramètres u et v : quand u 
et v prendront toutes les valeurs possibles, le point M décrira en général une 
surface S. Les coordonnées a?, y, z de M sont en effet des fonctions de u et v 

(1)  
et, en éliminant u et v entre ces trois équations, on a en général une relation 
et une seule telle que F ( x , y , z) = 0. 

On donne aux paramètres u et v le nom de coordonnées curvilignes. A tout 
système de valeurs de u et v correspond un point M de S, et réciproquement. 
Si l'on établit entre u et v une relation quelconque, le vecteur M devient 
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fonction d'une var iable , et le p o i n t M décr i t une courbe de S; donc toute 
relat ion entre u et v déf in i t une courbe tracée sur S. En pa r t i cu l i e r , les 
courbes w = C t e , v = C , c sont appelées courbes coordonnées. 

Soient M ( x , y , z ) un po in t de S , P ( X , Y , Z) un p o i n t du p l an tangent en M, 
enfin M1 et M., deux po in t s de S i n f i n i m e n t voisins de M et situés respective­
ment sur chacune des courbes coordonnées q u i passent en M ; on aura 

Les vecteurs M M 1 , M M 2 et MP étant coplanaires, on aura (n° 177) 

c'est-à-dire  

c'est l ' équat ion du p l a n tangent (n° 85). 
In t rodu isons les dé terminants fonct ionnels 

on aura alors l ' équat ion du p l a n tangent sous la forme 

Les équations de la normale s 'écr i ront de même 

§ I I . — Surfaces réglées, théorème de Chasles; ligne de striction. 

1 0 1 . Considérons la surface S définie par l 'équat ion vector ie l le 

(2)  

les vecteurs a et jb ne dépendant que d u ' paramètre v. Si on donne à v une 
valeur constante, le p o i n t M décr i t év idemment , quand u var ie , une droi te 
parallèle au vecteur b : une f ami l l e de courbes coordonnées, v=C t e , se 
compose donc de droi tes , et la surface S est réglée. 

L 'équa t ion du p l a n tangent s 'écrit (n° 190) 

(3)  

Si P appar t i en t à la génératrice r ec t i l i gne q u i passe en M, on a MP = b, et 
l ' équat ion (3) est vérifiée, ce q u i mon t r e que le p lan tangent en M cont ient la 
génératrice r ec t i l i gne q u i passe par ce p o i n t . 
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L'équation (3) pouvant s'écrire (n° 177) 

on voit que la normale en M est parallèle au vecteur 

pour que la normale soit la même tout le long de la génératrice rectiligne 
issue de M, il faut et il suffit que le vecteur (4) ait une direction indépendante 

de u, donc que les vecteurs b et b soient colinéaires, par suite 

que les vecteurs b, et soient perpendiculaires à une même direction, 

c'est-à-dire coplanaires, ce qui s'exprime par la relation 

(5)  

on dit dans ce cas que la surface réglée est déueloppable : le plan tangent 
est alors invariable le long d'une génératrice quelconque. 

Nous étudierons seulement dans ce paragraphe les surfaces réglées non 
développables, qui sont appelées surfaces gauches. Pour une telle surface, 
quand le point M décrit une génératrice le plan tangent en M tourne 
autour de  

Quand le point M s'éloigne à l ' infini sur , la normale à la surface réglée 

devient parallèle au vecteur b ; le plan tangent correspondant est appelé 

plan asymptote. Le point de où le plan tangent est perpendiculaire au plan 
asymptote prend le nom de point central de ; l'argument u du point central 
est donc donné par l'équation 

qu'on peut écrire 

(6)  

Pour simplifier cette équation, observons que l'on peut, sans nuire à la 
généralité, supposer que le vecteur b est de longueur 1. On a alors 

(7) 

et ces relations, jointes à l'identité de LAGRANGE généralisée, donnent 
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L ' équa t ion (6) p rend alors la forme s imple 

(8)  

Le l i eu des po in ts centraux est appelé ligne de striction de la surface réglée; 
l ' équat ion (8) représente donc, dans l 'hypothèse (b ) 2 = 1, la l i gne de s t r i c t i on 
de la surface définie par l ' équat ion (2). 

1 9 2 . Conservons les hypothèses (7) et supposons en outre que nous ayons 
paramétré la surface réglée de telle sorte que la courbe u = 0 soit la l i gne de 
s t r i c t i on , ce q u i exige, d'après l ' équat ion (8), 

Soient M 0 un p o i n t de la l i g n e de s t r i c t i on , M un p o i n t situé sur la génératrice 
q u i passe en M 0 ; alors u représente la valeur a lgébr ique du segment M 0 M 
sur la génératrice orientée pos i t ivement dans le sens de b. De p lus le vecteur 

étant, par hypothèse, perpendicu la i re aux vecteurs b et , on aura 

(9)  

désignant un scalaire convenablement cho i s i . 
Les normales en M0 et M à la surface sont respectivement parallèles aux 

vecteurs 

et  

soient M 0 N 0 et MN des vecteurs équipol lents aux deux vecteurs précédents, 
/0 et / leurs longueurs , enf in û leur angle c o m p r i s entre compté 
pos i t ivement à pa r t i r de M 0 N 0 dans le sens d i rec t autour de b; 0 est aussi 
l ' angle des plans tangents en M 0 e t M. 

On aura d 'abord 

la valeur de cos0 est donc toujours posi t ive , et 0 reste compr i s entre et 

D'autre part , le vecteur b étant perpendiculai re à M 0 N 0 et MN et de l ongueu r 1, 
on a, d'après la déf in i t ion même du p r o d u i t vector ie l , 

c'est-à-dire, d'après une f o r m u l e signalée au n° 177, 

ou enfin  
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On en t i re  

On peut donc énoncer la l o i suivante : 
Le plan tangent à une surface réglée en un point d'une génératrice donnée 
fait avec le plan tangent au point central de un angle dont la tangente 

trigonométrique est proportionnelle à la distance du point central au point 

de contact ( l o i de C H A S L E S ) . 

Le coefficient de p ropo r t i onna l i t é a reçu le n o m de paramètre de distri­

bution. Sa valeur se t i re imméd ia t emen t de la f o r m u l e (9), dont on m u l t i p l i e 

scalairement les deux membres par ; on a a insi 

d'où 

1 9 3 . En coordonnées cartésiennes, i l est commode de prendre les équations 

de la surface sous la forme 

(10)  

ce q u i est toujours possible, on s'en assure sans peine. Les coefficients 
a1 a.2, b1 b2 sont des fonctions d 'un paramètre v; on désignera par des accents 
les dérivées relatives à v. On aura alors, pou r les coefficients directeurs de la 
normale , 

de telle sorte que l ' équa t ion du p l an langent s 'écrit 

en pa r t i cu l i e r , on a, pour l ' équat ion du p l an asymptote , 

et on en dédu i t aisément l ' équat ion de la l i g n e de s t r i c t i o n . 
Q u a n d on fait varier u, en laissant v constant, le p l an tangent tourne b ien 

au tour de la génératrice G, 

et sa pos i t i on ne dépend que du rappor t  

Ce r appo r t est une fonc t ion h o m o g r a p h i q u e de M, c'est-à-dire de z. I l en 
résulte que tout p lan passant par G est tangent à la surface en un p o i n t de G, 
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et que le rapport anharmonique de quatre plans tangents passant par G est 
égal au rapport anharmonique des quatre points de contact. 

Considérons deux surfaces réglées ayant en commun une génératrice G. 
A chaque plan passant par G correspondent les deux points M' et M" où le 
plan touche les deux surfaces, et il est clair que les points M' et M" engendrent 
sur G deux divisions en correspondance homographique. Une homographie 
n'ayant que deux points doubles, sauf le cas où les deux divisions coïncident, 
on voit que les deux surfaces ont même plan tangent en deux points de G 
seulement, à moins qu'elles ne se raccordent tout le long de G. 

Tout ce qui précède suppose que le rapport dépend réellement de u, 

sinon le plan tangent est le même tout le long de la génératrice G; si cela se 
produit pour toutes les génératrices, la surface est développable. La condition 
nécessaire et suffisante pour que la surface (10) soit développable s'écrit 
donc  

ce qu'on déduit d'ailleurs immédiatement de la relation (5). 

§ I I I . — Surface développable, arête de rebroussement. 

194. Reprenons la surface réglée S définie par l'équation 

(2)  

Nous avons vu que la condition nécessaire et suffisante pour que cette 
surface soit développable s'écrit 

Une courbe quelconque de la surface S est définie par une relation entre 
u et v. Cherchons en particulier s'il existe une courbe tangente à toutes les 
génératrices rectilignes : on doit pouvoir, dans l'affirmative, prendre pour 
u une fonction de v telle que l'équation (2) définisse une courbe dont la 
tangente soit parallèle au vecteur b. Comme on a alors 

on devra pouvoir choisir un scalaire p tel que l'on ait 

(11) 

Cette dernière équation exprime que les vecteurs b, et sont copla-

naires, donc que la surface S est développable. Inversement, si la surface S 
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est développable, on aura, en désignant par (y), (v) et (v) des scalaires 
convenablement choisis, non tous nuls,  

(12)  

Si b est un vecteur unitaire, b et sont orthogonaux. Dans l'hypothèse  

la relation (12) exprime que ces vecteurs sont colinéaires, ce qui exige  

= 0. Le vecteur b est alors invariable, et la surface développable est un 

cylindre. 
Ce cas écarté, considérons la courbe de S définie par l'équation 

(8) 

cette équation peut s'écrire 

et l'on en tire  

en tout point M de on aura par suite d'après (12) 

La courbe V est donc tangente en chacun de ses points à Ja génératrice 
rectiligne qui passe en ce point. On lu i donne le nom à'arête de rebrousse­
ment de la développable (1). 

On voit que la même équation (8) représente, sur la surface réglée définie 
par l'équation (2) où l'on suppose (b)2 = 1, la ligne de striction s'il s'agit d'une 
surface gauche et l'arête de rebroussement s'il s'agit d'une développable. 

Si la surface développable est donnée, en coordonnées cartésiennes, par les 
équations (10), la condition (3), qui s'écrit 

montre qu'on doit prendre, dans la relation (12), = 0 . L'équation (11), qui 
définit l'arête de rebroussement, se réduit alors à l'équation 

(1) La développable est partagée par 1' en deux régions, l 'une engendrée par les demi -
taugentes positives, l 'autre par les demi-tangentes négatives à . On vérifiera aisément 
qu 'un plan normal à V coupe la développante suivant une courbe ayant sur un point de 
rebroussement. 

Dans le cas où la courbe Γ est plane et convexe, on peut se représenter la développable 
comme formée de deux feuil lets plans superposés recouvrant la région de convexité de la courbe. 
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laquelle se décompose en deux équations scalaires compatibles 

Il est facile de montrer que la surface réglée engendrée par les normales 
principales à une courbe gauche n'est pas développable. Soit en effet a un point 
variable sur une courbe gauche d'arc s ; la vecteur a est une certaine fonction 
de s, et la surface réglée formée par les normales principales a pour équation 

les coordonnées curvilignes étant ic i u et s. Pour qu'elle fût développable, il 
faudrait qu'on eût, d'après (5), 

c'est-à-dire (n° 184) que la courbe r fût plane. Donc les normales principales 
à une courbe gauche forment une surface réglée gauche. 

On verrait aisément qu' i l en est de même de la surface réglée engendrée 
par les binormales. 

§ IV. — Développées. Développantes. 

195. D'après ce que nous venons de voir, les tangentes à une courbe 
gauche G ne peuvent jamais être les normales principales d'une autre courbe 
gauche. Mais il peut arriver que les tangentes à C coupent normalement 

une autre courbe gauche : on dit dans ce cas que 
est une développante de C 

Soit A la développable qui a la courbe G pour 
arête de rebroussement. 11 est clair qu'on obtien­
dra toutes les développantes de C en cherchant 
les courbes de qui sont les trajectoires orthogo­
nales des génératrices rectilignes. 

Soient s l'arc de C, compté à partir d'un point 
fixe A, M (s) un point variable sur G, enfin P un 
point pris sur la tangente en M à C. Posons  

; pour que P décrive une développante 
de G, il faudra choisir en fonction de s de telle  
sorte que la tangente en P à la courbe décrite 

Fig.9. par P (fig. 9) soit perpendiculaire à MP. Or on a 

et la condition d'orthogonalité, 

s'écrit, toutes réductions faites,  
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On retrouve donc la même relation que celle qui caractérise les dévelop­
pantes des courbes planes, avec une interprétation géométrique identique. 

196. Soit une développante de G. Inversement, G est dite une développée 
de Pour obtenir une développée de on voit qu ' i l faut associer, suivant 
une loi convenable, les normales à de façon à obtenir une surface dévclop-
pable : arête de rebroussement de sera une développée de . 

Avant de passer à la recherche des développées d'une courbe gauche, 
définissons un nouvel élément géométrique. Soit K (fig. 10) le centre de 
courbure d'une courbe au point M; par le point K menons une droite D 
parallèle à la binormale : cette droite D est appelée droite polaire. Quand le 
point M décrit la courbe F, D engendre une surface réglée, appelée surface 
polaire; on vérifiera aisément que c'est une surface développable(1). 

Soient maintenant M (fig. 11) un 
point de la courbe MTNB le trièdre 
de SERRETen ce point, PM une droite 
quelconque tracée dans le plan nor­

mal et faisant un 
angle avec M N , 
P un point de cette 
droite se projetant 
en I sur M N . Pre­
nons comme varia­
ble indépendante 
l'arc s de , et  
posons Ml = n. 

Pour avoir une développée de , il faudra déterminer et en fonction de s 
de telle sorte que la tangente en P à la courbe G décrite par P soit précisément 
MP : nous allons exprimer vectoriellement cette condition. 

On a, avec les notations connues, 

et par suite  

(13)  

(1) En effet soit M1 un point de D; posons MM1 = ub. On aura avec les notations usuelles  
et la condition (5) 

est vérifiée. Le plan tangent à la développable le long de D est normal au vecteur 

c'est donc (n° 191) le plan normal en M à I 1 . 
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On d o i t d 'a i l leurs avoi r 

(14) 

On t i re alors des relat ions (13) et (14) 

É l i m i n o n s entre les deux dernières re la t ions ; on aura, toutes réduct ions 
faites, 

A i n s i toutes les développées d'une courbe gauche sont situées sur la surlace 

pola i re , et on les détermine au moyen de la seule quadrature 

Soient Cj et C2 deux développées de et les valeurs correspondantes  
de et sont deux fonctions de s telles que  

et par suite  

d'où le théorème suivant : 
Deux normales à la courbe qui restent constamment tangentes à deux 

développées différentes se coupent sous un angle constant. 
Inversement, il est clair que si deux nor­

males à la courbe se coupent tout le long de  
sous un angle constant et que une d'elles 

reste constamment tangente à une développée 
de , il en sera de môme de autre. 

Considérons par exemple le cas où la courbe  
est plane. La surface polaire, sur laquelle 

sont tracées les développées, est un cylindre : 
la section droite de ce cylindre par le plan de 
la courbe est la développée plane ordinaire, 
lieu des centres de courbure I. Une autre déve­
loppée quelconque (fig. 12) est telle que angle 
P M I = soit constant, d'après le théorème 

que nous venons de démontrer. Donc l'angle MPI est aussi constant; par 
suite les développées d'une courbe plane sont des hélices tracées sur le 
cylindre polaire. 

Fig. 12. 



CHAPITRE IV 

THÉORIE DU CONTACT. ENVELOPPES 

§ I. — Définition du contact. 

107. Dans tout ce chapitre nous considérerons exclusivement des courbes-
et surfaces du domaine réel. De plus ces courbes et ces surfaces seront 
supposées analytiques, c'est-à-dire que, rapportées à un système d'axes arbi­
trairement choisis, elles pourront être paramétrées de telle sorte que les coor­
données d'un point mobile sur l'une d'elles soient des fonctions analytiques 
des paramètres. 

Considérons une courbe définie par les équations 

Le point u0 est sur cette courbe un point singulier si les dérivées  

sont toutes les trois nulles en ce point, et cela quel que soit le mode de 

paramétrage adopté (1). 
Considérons de même une surface Σ définie en coordonnées curvilignes par 

les équations 

Le point (u0, v0) est sur cette surface un point singulier si les jacobiens  

sont tous trois nuls en ce point, et cela quelles 

que soient les coordonnées curvilignes choisies. 
Tout point non singulier d'une courbe ou d'une surface est dit ordinaire. 
Nous supposerons toujours que le mode de paramétrage adopté n'introduit 

pas de singularités apparentes. 

(1) Cette condition restrictive a pour but d'écarter des singularités apparentes, qui tiennent 
au choix du paramètre. Par exemple considérons la courbe du plan des xy; 

les dérivées et sont nulles à l'origine, cependant l'origine n'est pas un point singulier, 

car si l'on prend comme paramètre on aura et Cf. sur ce 
sujet BOULIGAND, Cours de Géométrie analytique, n°s 92 et 93.  
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Soient G et C1 deux courbes quelconques, planes ou gauches, tangentes 
entre elles en un point A qui est un point ordinaire sur chacune d'elles, M 
et M1 deux points mobiles sur G et G,, enfin s et s1 les arcs AM et A M 1 de ces 
deux courbes que nous supposons orientées. Relativement à un système 
d'axes Oxyz, les coordonnées x, y et z du point M sont des fonctions analy­
tiques d'un certain paramètre /, holomorphcs au voisinage de la valeur t0correspondant au point A; admettons, pour préciser, que s croisse avec t; on 
aura  

Les dérivées qui figurent sous le radical n'étant pas nulles toutes trois 

pour t=z t0, est une fonction analytique de / holomorphe au voisinage de 

t0, et par suite il en est de même de s. Inversement, / est une fonction analy­

tique de s, holomorphe au voisinage de s = 0, puisque n'est pas nul 

(n° 147), et par suite il en est de même des coordonnées x, //, z. 
Les mêmes conclusions valent bien entendu pour la courbe Cr 

Établissons maintenant entre les deux courbes, au voisinage de A, une 
correspondance point par point satisfaisant aux conditions suivantes : 

a) quand le point M de G tend vers A, le point correspondant, M1 de C1, 
tend aussi vers A; 

b) la direction limite du vecteur MM, est distincte de la tangente commune 
en A aux deux courbes; 

c) soient  

les équations qui réalisent cette correspondance : les fonctions f et f1 sont des 
fonctions analytiques de /, holomorphcs au voisinage de la valeur t0 où elles 
s'annulent. Il est clair que t0 est un zéro simple pour chacune d'elles, le 
point A étant un point ordinaire pour les deux courbes. 

On aura alors au voisinage du point A les deux développements 

On dit que les courbes G et C1 ont en A un contact d'ordre n si le vecteur 
MM1 est par rapport à t — t0 un infiniment petit d'ordre n + 1, autrement dit 
si l'on a 

( i) 
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I l est facile de v o i r qu ' on e x p r i m e ains i une p ropr ié té indépendante du 
mode de paramétrage adopté, car soient 

les équat ions d 'une correspondance satisfaisant aux cond i t ions a), 6) , c) : 
/, étant par hypothèse une fonc t ion ana ly t ique de s, sera aussi une fonc t ion 

§ 1 1 . — Contact de deux courbes planes. 

198. Supposons d 'abord que C et C t soient des courbes planes situées dans 
un même p l an , ayant respectivement p o u r équations 

ana ly t ique de u,t= (u). Les vecteurs dérivés d 'ordre et , sont 

des combina isons l inéaires des vecteurs respectivement, 

ces vecteurs étant affectés de coefficients q u i ne dépendent que de la fonc t ion 
et de ses dérivées. On v o i t alors aisément q u ' o n a 

p o u r et  

ce q u i m o n t r e b ien que le changement de correspondance ne modi f i e pas 
l ' o rd re du contact . 

Soi t π un p l a n fixe n o n paral lè le à la tangente c o m m u n e en A. On réalise 
év idemment une correspondance satisfaisant 
aux cond i t ions a) , 6) et c) en associant les 
po in ts M et M, tels que la d r o i l e MM1 reste con­
s tamment paral lèle au p l an Considérons 
alors une autre correspondance ( M , M 1 ) assu­
j e t t i e seulement à la c o n d i t i o n a). Nous aurons, 
dans le t r i a n g l e MM 1 M 1 ' , 

quand M tend vers A, la d ro i t e M . M 1 tend vers 
F ig . i3 . 

la tangente en A, et par suite sin MM 1 ,M 1 a une 
l i m i t e différente de zéro. Si donc la d i r ec t ion l i m i t e de MM1 est d i s t inc te de 
la tangente en A, MM, ' e t M M , sont des i n f i n i m e n t pet i ts du même o rd re ; 
s inon MM,1' sera un i n f i n i m e n t pe t i t d 'ordre inférieur à l ' o rd re de M M , . 

En résumé, les équations (1) e x p r i m e n t les condi t ions nécessaires et suffi­
santes p o u r que le contact en A soit d 'ordre n; quand elles sont vérifiées, la 
distance des deux poin ts M et M, est un i n f i n i m e n t pe t i t d 'ordre n+1, et i l 
n'existe aucune correspondance po in t par p o i n t p o u r laquel le cette distance 
soi t un i n f i n i m e n t pe t i t d 'ordre supér ieur . 
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par r appor t à un même système d'axes rectangulaires. Soi t x0 l'abscisse du 
po in t c o m m u n A; si Ton suppose que Taxe des y n'est pas parallèle à la 
tangente c o m m u n e , les condi t ions du contact d 'ordre n s 'écrivent 

Or le vecteur a pou r project ions sur les axes 1 et , et d u n e façon 

générale le vecteur a pou r project ions 0 et Les équations 

vectorielles ci-dessus s'écrivent donc  

On vo i t que si le contact est du p remie r ordre, les courbes ont même 
tangente; s ' i l est du second ordre , elles ont en outre même courbure . 

Observons encore que si l ' on cherche les points d ' intersect ion des courbes G 
et C1 on aura à résoudre l 'équat ion 

Les condi t ions du contact d 'ordre n e x p r i m e n t que cette équat ion admet 
x =x0 c o m m e racine d 'ordre n. et réc iproquement on peut prendre comme 
déf in i t ion du contact d 'ordre n au p o i n t A l 'existence de n+ 1 points d ' inter­
section confondus en A. 

On en dédu i t que les courbes se traversent en A ou ne se traversent pas 
suivant que le contact est d 'ordre pa i r ou i m p a i r . La vér i f icat ion analyt ique 
est d 'a i l leurs aisée; on a en effet au voisinage de A 

étant f i n i . Quand x— x() est suffisamment pet i t , le second membre a le 
signe de son p remie r t e r m e ; donc s i l e contact est d 'ordre i m p a i r (N+1 pa i r ) , 
yi— y garde un signe constant au vois inage de A, et par suite les courbes 
ne se traversent pas; si le contact est d 'ordre pair , y1— y change de signe 
quand x passe par la valeur x0, et par suite les courbes se traversent. 

Si les deux courbes étaient données par des équations de la forme 

on ob t iendra i t les condi t ions du contact d 'ordre n au p o i n t (x 0 , y0) en calcu­
lant sur chaque courbe les valeurs des dérivées successives y', y", . . . , y ( n ) , 
au moyen des règles de dé r iva t ion des fonctions impl i c i t e s , et égalant les 
valeurs des dérivées correspondantes au po in t ( x 0 , y0). 

Supposons enfin que les courbes soient données par les équations 

(C) 
(C1,) 
Posons  

LAINÉ, Anal., I I . 7 
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L'équation  

donne les arguments des points d'intersection des courbes G et C1 Pour qu ' i l 
y ait contact d'ordre n au point d'argument t0, il faut et il suffit que la fonc­
tion s'annule ainsi que ses n premières dérivées pour t = t 0 ; les condi­
tions du contact d'ordre n prennent donc la forme simple 

199. Considérons une courbe plane C d'équation 
F ( x , y ) = 0, 

et une seconde courbe plane dont l'équation 

contient n paramètre» arbitraires. Cherchons s'il est possible de choisir ces 
paramètres de telle sorte que les deux courbes aient au point (x0,y0) un 
contact d'ordre p : on obtiendra p+1 relations entre les paramètres arbi­
traires. Si donc le problème admettra en général des solutions; 
en particulier si p+1 = n, la courbe obtenue est dite osculatrice à la pre­
mière au point (.x0, y0), La courbe étant ainsi déterminée, il pourra arriver 
que son contact avec la courbe C soit en réalité d'ordre supérieur à n : on 
dira dans ce cas qu ' i l y a surosculation au point (x0, y0). 

Considérons par exemple la droite 
y=ax+b. 

La droite osculatrice à la courbe C au point (x0, y0) aura en ce point un 
contact du premier ordre; on aura, pour déterminer a et 6, les équations 

ce qui donne la droite 

ainsi la droite osculatrice au point (x0, y0) est la tangente. 
Sur la droite, on a y" = 0; donc il ne pourra y avoir surosculation qu'aux 

points d'inflexion de la courbe C. 
Dans le plan, l'équation générale du cercle contient trois paramètres. Donc 

le cercle osculateur à une courbe C au point A(x0, y0) aura avec cette courbe 
un contact du second ordre. Soient P son centre, R son rayon, et 

l'équation de C. Faisons correspondre à tout point (s) de C un point du cercle 
Osculateur, de telle sorte que le point A ait sur les deux courbes le même 
argument s0. On aura au point M1(s) du cercle osculateur 

M1 = P+Ru(s), 
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u désignant un vecteur de longueur 1. Les conditions du contact du second 
ordre s'écriront 

et, comme on a identiquement 

on en tire, au point A, 

La première équation exprime que AP est normale à la courbe en A, et la 
seconde, mise sous la forme 

exprime que P est le centre de courbure en A : le cercle osculatcur se confond 
donc avec le cercle de courbure. 

Il résulte de ce que nous avons vu plus haut que le cercle de courbure 
traverse en général la courbe au point de contact; il y a exception pour les 
points où le contact est du troisième ordre (ou d'ordre impair supérieur) : on 
pourra vérifier qu ' i l en est ainsi, par exemple, aux quatre sommets de 
l'ellipse. 

§ I I I . — Contact de deux courbes gauches. 

200. Reportons-nous à la définition du contact donnée au n° 197. Les 
conditions du contact du premier ordre 

montrent 'que deux courbes qui ont un contact du premier ordre en un point 
ont même tangente en ce point. 

En ajoutant la condition  

on obtient le contact du second ordre. Par suite deux courbes qui ont un 
contact du second ordre en un point ont en ce point même trièdre de SERRET 
et même courbure. 

Enfin en ajoutant la condition 
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on obtient le contact du troisième ordre. Par suite deux courbes qui ont en 
un point un contact du troisième ordre ont en ce point même trièdre de 
SERRET, même courbure et même torsion. 

Supposons d'abord que les courbes C et C1 soient définies par les équations 

(G) 
(C1.)  

Soit x0 l'abscisse d'un point d'intersection. Les conditions du contact d'ordre 
n s'écriront, si l'on suppose que le plan des yz n'est pas parallèle à la tangente 
au point de contact, 

Si les courbes sont données par des équations de la forme 

(C) 
(G,)  

on calculera les dérivées successives y(h) z(h) en appliquant les règles relatives 
à la dérivation des fonctions implicites. Les conditions du contact d'ordre n 
s'en déduisent immédiatement. 

On pourrait procéder de la même façon dans le cas où les courbes sont 
données par des équations de la forme 

(C) 
(C,)  

Mais, dans ce dernier cas, les équations de condition du contact d'ordre n 
prennent une forme plus symétrique si l'on introduit, comme plus haut, les 
fonctions  

On obtient alors les équations de condition sous la forme 

2 0 1 . Considérons une première courbe C1 entièrement déterminée 

et une seconde courbe C2 dont les équations contiennent 2n + 2 paramètres 
arbitraires a, B, . . . , /, 

On pourra en général disposer de ces 2n + 2 paramètres de telle sorte que 
la courbe C2 ait au point (x0, y0, z0) un contact d'ordre n avec C1, puisque les 
équations de condition sont au nombre de 2n + 2. On dit dans ce cas que la 
courbe C2 est osculatrice à C1 au point (x0, y0, z0). 
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Par exemple les équations d'une droite contiennent, quatre paramètres 
arbitraires : la droite osculatrice en un point A d'une courbe C aura donc en 
A un contact du premier ordre avec G; elle se confond par suite avec la 
tangente en A. 

Les équations d'un cercle contiennent six paramètres arbitraires : le cercle 
osculateur en un point A d'une courbe C aura donc en A un contact du second 
ordre avec G. Il est clair que ce cercle est tangent à C au point A et qu' i l est 
dans le plan osculateur à la courbe en ce point. Il suffit alors de répéter 
exactement le raisonnement que nous avons fait dans le cas où la courbe G 
est plane pour vérifier l'identité du cercle osculateur et du cercle de courbure. 

§ IV . — Contact d'une courbe et d'une surface. 

202. Considérons une surface S et une courbe . Si au point A supposé 
ordinaire sur S et sur la courbe et la surface ont n+ 1 points d'intersec­
tion confondus, on dit qu'elles ont en A un contact d'ordre n. 

Supposons que la surface S soit définie par l'équation 

F(x,y,z)=0, 

et la courbe r par les équations 

Posons 

Les conditions du contact d'ordre n au point t0 s'écrivent 

La première équation exprime évidemment que le point A(t0) est situé sur 
la surface, et la seconde que la tangente en A à est dans le plan tangent à S 
en A. 

Les conditions du contact d'ordre n s'exprimant au moyen de n+1 équa­
tions, on pourra, si l'équation de la surface comprend n+1 paramètres arbi­
traires, choisir ces paramètres de telle sorte que la courbe et la surface aient, 
en un point donné, un contact d'ordre n : on dit alors que la surface est oscula­
trice à la courbe au point donné. 

L'équation du plan  

dépend de trois paramètres arbitraires, les rapports de trois des coefficients 
au quatrième. On pourra donc les déterminer de telle sorte que le plan ait au 
point M(t) un contact du second ordre avec la courbe 
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Il suffira pour cela qu'on ait 

L'équation du plan cherché s'écrit donc 

On retrouve bien le plan que nous avions appelé plan osculateur. 

Pour que le contact fût du troisième ordre, il faudrait qu'on eût en outre 

on dit dans ce cas qu' i l y a surosculation, ou encore que le plan osculateur 
est stationnaire. 

L'équation de la sphère 
dépend de quatre paramètres : la sphère osculatrice en un point A d'une 
courbe G aura donc avec cette courbe un contact du troisième ordre en ce point. 

Prenons comme origine le centre O de la sphère osculatrice; son équation 
s'écrira 

Soit d'autre part  
l'équation de la courbe G. On obtiendra les conditions d'osculation en écrivant 
que l'équation  

a une racine quadruple au point A. On aura donc en ce point de la courbe, 
avec les notations usuelles, 

On voit d'abord que le vecteur OM est normal en A à la courbe; on peut 
donc poser  

u et v désignant des scalaires à déterminer. Si l 'on porte celte valeur de M 
dans les deux dernières équations et qu'on y remplace en outre 

on aura, toutes réductions faites, 
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L'équation  

montre alors que le centre de la sphère osculatrice est sur la droite polaire, 
et que son rayon est donné par la formule 

On pourra, à titre d'exercice, établir les propriétés suivantes : 
1° Le lieu du centre de la sphère osculatrice à une courbe C est l'arête de 

rebroussement de la surface polaire (n° 196). 
2° Si la surface polaire est un cône, la courbe G est une courbe sphérique. 
3° Si la sphère osculatrice a un rayon constant, la courbe C est une ligne 

à courbure constante ou une courbe sphérique. 

§ V. — Enveloppes. 

203. Rappelons d'abord les résultats connus relatifs à l'enveloppe de la 
famille de courbes planes à un paramètre 

Si cette enveloppe existe, on obtiendra son équation en éliminant a entre 
les équations  

Quand l 'élimination est impossible, il n'y a pas d'enveloppe; supposons-la 
possible et soit  

l'équation obtenue. Cette équation représente une courbe qui est soit l'enve­
loppe de la famille, soit un lieu de points singuliers des courbes de la famille, 
ou encore qui se décompose en deux courbes dont l'une est l'enveloppe et 
l'autre un lieu de points singuliers. 

Les points où chaque courbe de la famille est coupée par la courbe infini­
ment voisine sont les points où la courbe considérée touche l'enveloppe (points 
caractéristiques). 

Si l 'on a à chercher l'enveloppe de la famille 

où a et b sont deux paramètres satisfaisant à la relation 

(1) Cet énoncé suppose essentiellement la continuité de Si le long d'une courbe du 

plan xOy, devient infinie, le plan tanpent à la surface représentée dans le système d'axes 

Oxya par l'équation f(x, y; a)=0 est parallèle à axe Oa en chaque point de la surface 
qui se projette sur : cette courbe joue donc le rôle d'un contour apparent, ou, ce qui revient 

au même, d'une enveloppe, bien que ne vérifiant pas l'équation (cf., BOULIGAND, Géo­

métrie analytique, p. 238). 
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on l 'ob t iendra en é l i m i n a n t a et b entre les équations 

APPLICATION. — On considère la famille de paraboles 

où a et b sont des paramètres variables. Quelle relation faut-il établir entre a et b pour 
que l'enveloppe de la famille à un paramètre ainsi obtenue ait un contact du second ordre 
avec chaque enveloppée? 

L'enveloppe est définie par les équations 

c'est-à-dire que la seconde équation, où l'on remplace b par son expression en fonction 
de a, détermine a en fonction de x, et, en reportant cette valeur dans la première 
équation, on aura l'équation de l'enveloppe. 

On aura par suite, en chaque point de l'enveloppe, 

puis  

Sur chaque enveloppée on a d'ailleurs 

Les conditions du contact du second ordre se réduisent donc à l'équation 

Si était nu l , b, qui est fonction de a seulement, serait indépendant de x, et l'on 

ne pourrait avoir identiquement 

il reste donc   

ou, en portant cette valeur dans l'équation précédente, 

Si l'on prend la famille correspondante n'a pas d'enveloppe proprement 

dite : elle se compose de paraboles tangentes entre elles au point 

Soit maintenant ou 
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à chaque valeur de correspond une famille de paraboles 

dont l'enveloppe est définie par les équations paramétriques 

A chaque valeur de a correspondent un point de l'enveloppe et une parabole de la 
famille qui a un contact du second ordre avec l'enveloppe en ce point. 

204 . Passons maintenant aux enveloppes de courbes gauches. L'équation 
vectorielle 

(2)  

où t est une variable et a une constante arbitraire, définit pour chaque 
valeur de a une courbe de l'espace à trois dimensions, et l'ensemble de ces 
courbes forme une surface. Nous allons montrer que, du moins en général, 
ces courbes n'ont pas d'enveloppe, c'est-à-dire qu'on ne pourra en général 
trouver de courbes E à laquelle soient tangentes les courbes (2). 

Remarquons d'abord que nous avons déjà étudié une question analogue 
dans le cas où les courbes (2) sont des droites : ces droites engendrent une 
surlace réglée, et, en général, elles ne restent pas tangentes à une courbe, sauf 
le cas où la surface réglée est développable. 

Supposons donc que les courbes .(2) aient une enveloppe E. A chaque 
valeur a du paramètre correspondront : 

1° une courbe de la famille, C; 
2° un point P où C sera tangente à E. 
On peut donc prendre l'équation vectorielle de E sous la forme 

P = P ( a ) , 

et, puisque sur chaque courbe G il existe un point P, il existera aussi une 
fonction telle que l'on ait 

La tangente à G au point P(a) est dirigée suivant le vecteur , où t est 

remplacé par (p(a) ; la tangente à E au même point est dirigée suivant le vecteur 

Pour que les deux courbes soient tangentes en P, il faut donc et il suffit 
que l'on ait, en désignant par un scalaire convenablement choisi, 

(3)  
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Soient, en coordonnées cartésiennes, 

les équations de la famille de courbes. La relation (3) s'écrit 

(4)  

On a ainsi deux équations pour déterminer la fonction inconnue t= (a) 
qui fera connaître l'enveloppe : on voit donc qu'en général le problème na pas 
de solution. 

Si les équations de la famille sont prises sous la forme 

(5)  

on peut poser x= t et considérer que ces équations définissent y et z en fonc­
tion de t et a. On aura donc 

(6)  

et, comme les équations (4) donnent 

et par suite, d'après (6),  

On a ainsi en définitive quatre équations, (5) et (7), pour déterminer les trois 
fonctions x(a), y (a) et z(a) qui définissent l'enveloppe. 

APPLICATION. — Déterminer In fonction U du paramètre u de façon que la famille de 
courbes gauches 

(8)  

ait d'une façon effective une courbe enveloppe. 
(Bordeaux, épreuve théorique.) 

Les équations (4) s'écrivent ici, quand on suppose  

On aura la condition de compatibilité en éliminant a. 11 reste 
d'où  

208. Soit 
(9) 

l'équation d'une surface S dépendant d'un paramètre a. 
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L'équation 
(10)  

où est une fonction bien déterminée de u et v, représente une certaine sur­
face et toute relation entre u et v définit une courbe sur S et une courbe 
sur En particulier, la relation 

définit évidemment la courbe d'intersection de S et  
Cherchons s'il est possible de déterminer la fonction de telle sorte que les 

plans tangents à S et coïncident eu tout point de  
Le plan tangent à S au point M a pour équation (n° 190) 

le plan tangent à au point Mt a de même pour équation 

Pour que ces plans coïncident en un point de il faut et il suffit que les 
vecteurs 

et  

soient parallèles, ou encore que les vecteurs 

soient perpendiculaires à une même direction, ou enfin que les vecteurs  

soient coplanaires, et comme en tout point de on a la 

condition cherchée s'écrit finalement 

(ii)  

En résumé, l'équation (9) définit une famille de surfaces S à un paramètre a ; 
ces surfaces ont pour enveloppe une surface dont on obtient l'équation en 
remplaçant dans l'équation (10) a par sa valeur en fonction de u et v tirée 
de (11). 

Chaque surface S déterminée est tangente à le long d'une courbe , 
appelée caractéristique, qui est définie sur S et sur par l'équation (11) où 
Ton a donné au paramètre a la valeur correspondant à S. 

En coordonnées cartésiennes, soient 

les équations paramétriques des surfaces S; on aura les équations de en 
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remplaçant a dans les trois équations ci-dessus par sa valeur tirée de l'équation 

(12) 

A toute valeur de a correspondent d'une part une surface S, d'autre part 
une courbe de S, définie par l'équation (12), qui est précisément la caractéris­
tique. 

On en déduit que, si l'équation de la famille de surfaces est prise sous la 
forme 

F (x,y, z; a) = 0, 

on aura l'équation de l'enveloppe en éliminant a entre les équations 

résultat déjà établi dans le cours de Mathématiques générales. Ces deux équa­
tions étant équivalentes au système 

on voit que la caractéristique de la surface S est la courbe d'intersection de S 
et de la surface infiniment voisine. 

Notons enfin qu'on peut avoir à considérer, dans une famille de surfaces à 
deux paramètres,  

l'enveloppe d'une famille à un paramètre obtenue en établissant entre a et b 
une relation  

On peut considérer que cette relation définit b, par exemple, comme fonction 
de a ; on aura l'enveloppe au moyen des équations 

ou encore, en éliminant a et b entre les trois équations, 

REMARQUE. — Des conclusions du n° 204 i l suit que les caractéristiques 
d'une famille de surfaces à un paramètre ont une enveloppe. En effet les 
quatre équations (5) et (7) se réduisent ic i aux trois équations 
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ces équations sont en général compatibles en x, y et z, et elles définissent 
l'enveloppe des caractéristiques. 

Appliquons ceci à la famille de plans 
(13)  

où A, B, C et D sont des fonctions données d'un paramètre t. La caractéris­
tique, définie par les équations (13) et 

(14)  
est une droite; la surface enveloppe est donc réglée, et comme les caractéris­
tiques ont elles-mêmes une enveloppe, cette surface réglée est développable. 
L'arête de rebroussement de cette développable sera définie par les équations 
(13), (14) et 

Inversement, soit  
M = M(s) 

l'équation d'une courbe G. Le plan osculateur en M a pour équation, avec 
les notations usuelles, 

(15)  
L'ensemble des plans osculateurs à la courbe G forme une famille à un 

paramètre; pour avoir la caractéristique, observons que l'équation (15) peut 
s'écrire  

on aura donc, en tout point P de la caractéristique, 

ou, puisque  

ce qui montre que la caractéristique n'est autre que la tangente(1). Toute 
courbe G est donc l'arête de rebroussement de la développable enveloppée par 
ses plans osculateurs. 

206. Il nous reste à dire quelques mots des familles de courbes ou de 
surfaces à deux paramètres. 

Considérons d'abord une famille de courbes C 
(16)  

a deux paramètres a et p : une telle famille prend le nom de congruence. Nous 
étudierons plus tard en détail les congruences de droites. Bornons-nous pour 
l'instant à montrer que les courbes définies par l'équation (16) sont tangentes 
à une surface qui est appelée la surface focale de la congruence. 

(1) On pourra de même vérifier que la caractéristique du plan normal est la droite polaire, 
et que cette droite touche son enveloppe au centre de la sphère osculatrice. 
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L'équation  

définit, en coordonnées curvilignes , une surface A chaque couple de 
valeurs de et correspondent ainsi : 

1° un point M1 de ; 
2° une courbe C passant par M, , puisque pour on a M = M1 

Cherchons si l'on peut déterminer la fonction de telle sorte que la courbe C 
soit tangente en M1 à Le plan tangent en M1 à a pour équation 

la tangente en M1 à C est dirigée suivant le vecteur pour qu'elle soit dans 

le plan tangent à il faut et il suffit que l'on ait 

ou, après simplification et remplacement de par t, 

telle est l'équation qui définit la fonction 
En coordonnées cartésiennes, soient 

les équations de la congruence. On aura les équations paramétriques de la 
surface focale en remplaçant dans les équations ci-dessus t par sa valeur en 
fonction de a et fi tirée de l'équation 

Si les équations de la congruénce sont données sous la forme 

on déduit sans peine de ce qui précède que les équations paramétriques de là 
surface focale s'obtiennent par résolution du système 

Considérons, en second lieu une famille de surfaces S à deux paramètres 

(17)  
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L'équation 
(18)  

définit, en coordonnées curvilignes une surface A chaque couple de 
valeurs de correspondent alors : 

1° un point M1 de  
2° une surface S passant par M1. 
Cherchons si Ton peut déterminer les fonctions et de telle sorte que la 

surface S soit tangente en M1 à la surface   
Soit N un vecteur normal en M1 à S; pour qu ' i l soit aussi normal en M1 

à il faut que l'on ait 

Les vecteurs et doivent donc être coplanaires aux vecteurs 

ce qui donne les conditions 

(19)  

Inversement, s'il existe des fonctions 

satisfaisant aux équations (19), l'équation (18) représentera en général (1) une 
surface tangente à toutes les surfaces S représentées par l'équation (17). 
Nous verrons tout à l'heure que cette surface peut ne pas constituer une 
enveloppe au sens ordinaire. 

Supposons en particulier que les surfaces S soient définies par une équation 
cartésienne  

On déduit sans peine de ce qui précède que l'enveloppe si elle existe, 
doit satisfaire aux trois équations  

(20)  
Chaque surface de la famille est alors tangente à l'enveloppe en un ou 

plusieurs points caractéristiques, qu'on obtient en résolvant le système (20) 
par rapporta à x, y, z. 

(1) Exceptionnellement il pourra arriver que cette équation représente une courbe ou 
môme un point. 
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Inversement, on démontre que l'élimination de et entre les équations (20) 
conduit soit à une surface tangente à toutes les surfaces de la famille, soit 
à un lieu de points singuliers de ces surfaces. Il faut d'ailleurs observer (1) 
que, si la surface existe, il pourra arriver, dans certains cas singuliers, que 
toutes les surfaces enveloppées soient tangentes à en un ou plusieurs points 
fixes, ou tout le long d'une courbe déterminée, la même pour toutes les 
surfaces de la famille. Par exemple si Ton applique cette méthode aux 
cylindres 

(21)  

on trouve pour surface le cylindre 

Chacun des cylindres correspondant à est tangent à le long de 
la génératrice commune  

mais un cylindre de la famille, choisi arbitrairement, ne sera tangent à que 
le long de la génératrice commune à l ' inf ini . 11 est clair qu'en pareil cas la 
surface ne peut être considérée comme une enveloppe proprement dite; on 
peut en effet, il est facile de s'en assurer, établir entre et une relation 
telle que la famille des paraboles (21) du plan xOz ait pour enveloppe une 
courbe choisie arbitrairement dans le plan ; il suffira d'imposer à la condi­
tion d'être tangente aux paraboles en leur point commun à l ' infini pour que le 
cylindre de section droite possède les mêmes propriétés que relativement 
aux cylindres (21). 

207. Terminons ce chapitre par deux applications simples. 
I. — Lieu des foyers et enveloppe des directrices des paraboles qui ont en un point 

donné un contact du second ordre avec une courbe donnée. 
Prenons comme origine des axes le point donné, et comme axe des x la tangente 

en 0 à la courbe donnée, d'équation y=f(x). On aura donc 

désignant une constante convenablement choisie. 
L'équation des paraboles tangentes en 0 à, Ox peut s'écrire 

Posons  
Les conditions du contact du second ordre s'écrivent 

Les deux premières sont réalisées d'elles-mêmes, et la dernière donne 
On aura alors pour l'équation des paraboles 

(1) E. GAU, Bulletin des Sciences mathématiques, tome L, octobre 1926. 
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Le foyer a donc pour coordonnées 

on en déduit 

équation qui montre que le lieu des foyers est une circonférence tangente en 0 à Ox. 
L'équation des directrices 

montre immédiatement que toutes ces droites passent par l e point f i x e ; c'est 

à quoi se réduit leur enveloppe.  
II — On considère un plan variable P donl l'équation en coordonnées rectangulaires 

est  

u désignant un paramètre arbitraire. Montrer que l'arête de rebroussement de la dève-
loppable enveloppe du plan P est une hélice. Trouver les trajectoires orthogonales des 
génératrices de celte développable, et reconnaître qu'elles sont situées dans des plans 
normaux aux génératrices du cylindre dont l'hélice précédente est une géodésique. 

[Caen, épreuve écrite.) 
L'arête de rebroussement est définie par les équations 

(22) 

d'où l'on tire  

Soit s l'arc de la courbe; on a 

On en conclut que la tangente fait un angle avec la droite de cosinus directeurs  

: la courbe est donc une hélice, géodésique d'un cylindre à génératrices 

horizontales (n° 188). 
Soient (dx, dy, dz) et deux déplacements infiniment petits sur la déve-

loppable, dirigés l 'un suivant une génératrice rectiligne, l'autre suivant une trajec­
toire orthogonale de ces génératrices, les deux déplacements ayant une origine com­
mune. On aura 

(23)  

la deuxième équation exprimant que le déplacement se fait dans le plan 
tangent P. Les génératrices rectilignes, définies par les deux premières équations (22), 
étant tangentes à l'arête de rebroussement, on aura 

L A I N É , Anal., I I . 8 
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les éguations (23) donnent donc 

d'où   

Les trajectoires orthogonales cherchées sont les intersections de la développable et 
des plans  

Ces plans sont normaux à la droite de cosinus d i r e c t e u r s , c'est-à-dire 

aux génératrices du cylindre.  



CHAPITRE V 

ÉTUDE DES SURFACES EN COORDONNÉES CURVILIGNES 

§ I. — Longueurs et aires. 

208. Nous allons, dans ce paragraphe, rappeler, en les complétant, les 
notations et résultats du n° 85. 

Une surface S est définie paramétriquement par les équations 

que nous écrirons sous la forme d'une seule équation vectorielle 

On donne aux paramètres u et v le nom de coordonnées curvilignes, ou 
coordonnées de GAUSS. 

Le plan tangent au point (x, y,z) a pour équation 

où Ton a   

Le vecteur donne donc la direction de la normale en M à la surface. 

Nous poserons 

(1)  

le vecteur N est un vecteur de longueur 1, dirigé suivant la normale, et tel 
que le trièdre  

soit direct. Les cosinus directeurs de N sont évidemment 
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Toute relation entre u et v définit une courbe de la surface. En particulier, 
les courbes u = Cte et y = Cl° sont appelées courbes coordonnées. 

Sur toute courbe de S, on a 

d'où 

avec 

(2) . 

et  

Si l'on appelle 6 l'angle sous lequel se coupent en M les deux lignes coor­
données, on a (n° 85)  

Quand la surface S est définie par l'équation 

on peut prendre x = M, y = u, et l'on a 

p et q désignant comme habituellement  

Rappelons encore (n° 86) que l'élément d'aire de sur la surface S a pour 
expression  

Outre les six coefficients déjà connus, 

A, B, C, E, F, G, 

on utilise dans la théorie des surfaces trois autres coefficients que nous allons 
définir. 

Sur toute courbe de la surface, u et v sont fonctions d'un paramètre t, et 
l'on a 

les différentielles étant prises par rapport à t. On en tire, en posant 
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et par suite, puisque  

Les expressions sont 
appelées les deux formes quadratiques fondamentales de la surface. 

§ I I . — Théorème de Meusnier. — Indicatrice. 

209. Nous allons maintenant étudier la courbure des lignes tracées sur la 
surface S. Soient une telle courbe, s son arc; le long de , a et v sont des 
fonctions de s, et Ton a 

D'autre part si Ton désigne par R le rayon de courbure de en M, et par 
l'angle de N et de la normale principale positive, on aura 

On en déduit  

(3)  

formule d'où nous allons tirer d'importantes conséquences. 
Soient M un point de S, II le plan tangent en M, P un plan passant par M 

et distinct de n, l'intersection des plans P et I I . Toutes les courbes de la 
surface qui passent en M et ont en ce point le plan P pour plan osculateur 
ont aussi pour tangente commune la droite et par suite admettent la même 

normale principale. Donc pour toutes ces courbes l'angle 0 et le rapport  

ont, au point M, la même valeur; il résulte de la formule (3) qu'elles ont 
aussi même rayon de courbure, car la valeur du second membre de cette 

formule au point M ne dépend que du rapport En particulier toutes ces 

courbes auront même rayon de courbure que l'intersection de la surface S 
et du plan P. Nous sommes ainsi ramenés à étudier la courbure des sections 
planes de la surface. 

Considérons les sections planes de la surface ayant même tangente MT au 

point M ; pour toutes ces courbes la formule (3) montre que le rapport  
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conserve la même valeur. En particulier pour la section normale, c'est-à-dire 
la section par le plan T M N , on a ou suivant que MN est 

dirigé vers le centre de courbure O, 
de la section ou en sens contraire; 
si donc on désigna par la valeur 
algébrique du segment compté 
positivement dans le sens MN, le 

rapport sera égal, pour la section 

On aura donc la relation 

normale, à , et par suite il sera 

égal à pour toutes les sections 

planes considérées. 

d'où  
Soit alors 0 le centre de courbure de la section oblique faite par le plan TMP 

(fig. 14); la formule ci-dessus exprime que le point 0 est la projection du 
point O1 sur le plan de la section. Nous obtenons donc le théorème suivant du 
à MEUSNIER : 

Le centre de courbure d'une section oblique est la projection orthogonale, 
sur le plan de la section, du centre de courbure de la section normale qui a 
même tangente. 

210. Il ne nous reste donc plus qu'à étudier la courbure des sections 
normales. Nous suivrons pour cela les 
variations de la grandeur algébrique 
précédemment définie, qui renseigne à la 
fois sur la courbure d'une section normale 
et sur la position de son centre de courbure 
par rapport à la surface. 

Menons dans le plan tangent les tangentes 
MT1 et MT2 aux courbes coordonnées 

dirigées respectivement dans le sens des 

Fig. 15. vecteurs et Soient MT la tangente 

à la section normale considérée, Mt1, Mt2 et Mt des vecteurs de longueur 
1 portés par les demi-droites MT1, MT2 et M T ; on aura, et désignant 
des scalaires à déterminer,  
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D'ailleurs, sur , u et v sont des fonctions de l'arc s, et l'on a 

Ceci posé, à chaque direction de tangenle MT correspond une section 
normale, celle qui est déterminée par le plan NMT. Pour suivre la variation 
de la courbure quand le plan sécant tourne autour de M N , prenons sur MT 
un point I (fîg. 15) tel que  

le point l est réel ou imaginaire suivant que p est positif ou négatif. Soient  
les coordonnées de I par rapport aux axes (obliques en général) MT1 

et MT2 du plan tangent; on a 

(4)  
On a d'autre part, d'après (3), 

(3)  

Éliminons et entre les équations (4) et (5); on aura l'équation du lieu 

de I sous la forme 

C'est l'équation d'une conique de centre M; on l'appelle indicatrice de la 
surface au point M. Le genre de l'indicatrice est donné par le signe du 

discriminant  

Si l'indicatrice est une ellipse. Le second membre de la 
formule (3) conserve alors un signe constant quelle que soit la valeur du 

rapport On en déduit que toutes les sections normales par des plans 

passant par MN tournent leur concavité du même côté du plan tangent : on 
dit alors qu'au point M la surface S est convexe. 

Si l'indicatrice est une hyperbole. Les sections normales 
tournent leur concavité tantôt dans un sens et tantôt dans l'autre. On dit que 
la surface S est, au point M, à courbures opposées. 

d'où 

et par suite 
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Enfin si F'2 —- E'G' = 0, l'indicatrice est du genre parabole : elle se décom­
pose en deux droites parallèles symétriques par rapport à l 'origine. On dit 
que le point M est un point parabolique de la surface. 

2 1 1 . Nous supposerons dans ce qui suit que l'indicatrice est une conique 
à centre non décomposée (F'2 — E'G' 0). 

Dans une telle conique le carré du rayon vecteur issu du centre est maximum 
ou minimum quand le rayon vecteur est dirigé suivant les axes de la conique : 
cela est évident pour l'ellipse, et facile à vérifier pour l'hyperbole. Il en 
résulte que le rayon de courbure est maximum ou minimum pour les sections 
normales suivant les axes de l'indicatrice : on les appelle sections normales 
principales, et on donne aux rayons et centres de courbure correspondants 
les noms de rayons et centres de courbure principaux de la surface au 
point M. 

Nous allons déterminer les directions des axes de l'indicatrice (directions 
principales) et les rayons de courbure principaux. Pour cela partons de la 
formule 

que nous écrirons  

(6)  

A toute valeur de cette équation, qui est du second degré en fait 

correspondre deux directions dans le plan tangent; il n'y a exception que 
quand on donne à sa valeur maximum ou min imum, qui correspond aux 
directions principales, puisque est égal au carré du rayon vecteur issu du 
centre : alors l'équation (6) doit avoir une racine double. On obtiendra donc 
les rayons de courbure principaux en écrivant que l'équation (6) a une racine 

double en ce qui donne 

(7)  

Cette équation est bien du second degré, car le coefficient de est  
, quantité que nous avons supposée différente de zéro. D'autre part, 

d'après la signification géométrique de , elle a toujours des racines réelles : 
on le vérifie algébriquement en remarquant que le premier membre de 

l'équation (7) est positif pour et négatif pour = 0. 

Cherchons maintenant les directions principales. P o s o n s ; i l faut 

trouver les valeurs de pour lesquelles l'expression  
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est maximum ou minimum. En annulant la dérivée, on a 

ou encore, en remplaçant par  
(8) 

Telle est l'équation qui définit les directions principales de la surface au 
point (M, V). D'après leur signification géométrique, les racines de l'équa­
tion (8) sont toujours réelles : on le vérifie algébriquement en remarquant que 
le premier membre de l'équation en prend des valeurs de signes contraires 

pour = 0 et  

Prenons comme nouveaux axes dans le plan tangent les axes de l ' indi ­
catrice, MX et MY, et soient (X, Y) les coordonnées du centre de courbure I 
de la section normale NMT par rapport aux nouveaux axes, l'angle de MT 
et de MX, enfin et les racines de l'équation (7). On aura, puisque et 
sont les carrés des demi-axes de l'indicatrice,   

d'ailleurs  

on en déduit la formule d'EULER 

212. On appelle directions asymptotiques sur la surface au point M les 
directions des asymptotes de l'indicatrice en ce point. En se reportant à 
l'équation de l'indicatrice 

on voit que ces directions sont données par l'équation 

Elles sont réelles et distinctes en tout point où la surface est à courbures 
opposées ; les sections normales correspondantes ont alors un rayon de cour­
bure infini , c'est-à-dire que le point M est un point d'inflexion sur chacune 
d'elles. Les directions asymptotiques sont imaginaires en un point où la 
surface est convexe. Enfin il y a une seule direction asymptotique, réelle, en 
tout point parabolique de la surface. 

On appelle ombilic un point où les directions asymptotiques sont les 
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droites isotropes du plan tangent, c'est-à-dire un point où l'indicatrice est une 
circonférence. On sait que, pour que l'équation 

représente une circonférence en coordonnées obliques, l'angle des axes 
étant il faut et il suffit qu'on ait 

D'ailleurs, les axes MT1 et MT2 étant choisis comme il a été dit au 
no 210, on a ici (n° 208)  

et l'équation de l'indicatrice peut s'écrire 

les ombilics seront donc donnés par les équations 

(9)  

Ces équations contenant deux inconnues, u et v, les ombilics d'une surface 
sont en général en nombre l imité . Il est évident qu'en.un ombilic les direc­
tions principales sont indéterminées, puisque l'on peut prendre pour axes 
d'une circonférence deux diamètres rectangulaires quelconques : on voit d'ail­
leurs bien, analytiquemcnt, que si les relations (9) sont vérifiées, le premier 
membre de l'équation (8), qui définit les directions principales, est identique­
ment nul . 

Remarquons enfin que si l'on prend l'équation de la surface sous la l'orme 

on a, p, q, r, s, t ayant les significations habituelles, 

L'équation aux directions asymptotiques s'écrit 

et les équations aux ombilics deviennent 

213. Nous allons maintenant résoudre deux problèmes de Géométrie. 
1 e r PROBLÈME. — Trouver les surfaces dont tous les points sont para­

boliques. 
Soit  

http://asymptotiqu.es
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l ' équat ion d 'une telle surface. On devra avoir iden t iquement 

c'est-à-dire  

Cette équa t ion e x p r i m e q u ' i l existe, entre p et q, une re la t ion indépendante 
de x et y, soit  

Posons On aura 

d'où  

Donc il existe aussi, entre u et p, une re la t ion indépendante de x et y, 
soit L ' équa t i on du p l an tangent 

s'écrit alors  

c'est l ' équa t ion d'une f a m i l l e de plans à un paramètre , ce q u i m o n t r e que les 
surfaces cherchées sont développables. 

Le ra isonnement serait en défaut si l 'une des relat ions entre q et p ou entre 
u et p se réduisai t à la fo rme p=z cte. Mais les surlaces correspondantes sont 
alors év idemment des cy l ind res , et par suite la conclus ion subsiste. 

Réc ip roquement toute surface développable répond à la ques t ion. En effet, 
le p l a n tangent  

ne devant dépendre que d ' un paramètre , on a nécessairement une re la t ion de 
la forme 

d'où  

2° PROBLÈME. — Trouver les surfaces réelles dont tous les points sont des ombilics. 
Prenons les équations aux ombilics sous la forme 

(10)  

et soient ( ) les cosinus directeurs de la normale en M à la surface. On a, au 
signe près. 

d'où l'on déduit, compte tenu de (10), 
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Par suite, ne pouvant dépendre que de x et que de y, ces deux quantités se 

réduisent à une même constante,  

On en tire successivement  

et enfin  

c'est l'équation générale des sphères. 
Les seules surfaces pour lesquelles le raisonnement puisse être en défaut sont les 

surfaces telles que  

qu'on appelle développables isotropes, et qu i sont évidemment imaginaires. Donc les 
sphères sont les seules surfaces réelles dont tous les points soient des ombilics. 

2 1 4 . On peut dans certains cas t rouver , par des considérations géomé­
tr iques , les di rect ions pr inc ipa les et les rayons de 
courbure p r i n c i p a u x en un p o i n t . 

Prenons par exemple une surface de r é v o l u t i o n au­
tour d 'un axe A. Le p l an passant par M et A est un p l a n 
de symétr ie II de la surface. Menons la normale en M, 
soit M N . Deux plans passant par MN e t symétr iques 
par r appor t au p l an II couperont la surface suivant deux 
courbes symétr iques par r appor t à I I , de telle sorte que 
ce p l an est un p lan de symétr ie p o u r l ' i nd ica t r i ce . I l en 
résulte que la tangente au m é r i d i e n passant par M 
est une d i r ec t i on p r i n c i p a l e ; l 'autre d i r e c t i o n p r i n ­ 
c ipale est donc tangente au paral lèle . Un des centres 

Fig 16. de courbure p r i n c i p a u x est év idemment le centre de 
courbure O 1 de la mér id ienne au p o i n t M; l 'autre 

centre est c e lu i de la section normale tangente au paral lèle . Mais le paral lèle 
est une section ob l ique dont le p l an est perpendicula i re à Taxe et don t le 
centre O est sur Taxe; donc, d'après le théorème de Meusnier , le centre de 
courbure de la section normale est le p o i n t 0 2 , in tersect ion de et de la 
normale e n M . 
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§ I I I . — Lignes asymptotiques. 

21o . On appelle lignes asymptotiques d'une surface S les courbes de la 
surface qui sont tangentes en chacun de leurs points à l'une des asymptotes 
de l'indicatrice relative à ce point. Ces courbes sont donc définies par l'équation 
différentielle  

Cette équation différentielle étant du second degré en , il existe sur toute 

surface deux familles de lignes asymptotiques, qui sont imaginaires ou réelles 
suivant que la surface est convexe ou à courbures opposées. 

Tout le long d'une ligne asymptotique, on aura, avec les notations usuelles, 

(n° 208). Il en résulte que le plan osculateur à une ligne asymptotique en 
un point est tangent à la surface en ce point. On peut prendre cette propriété 
comme définition : 

Une ligne asymptotique est une ligne telle que son plan osculateur soit 
constamment tangent à la surface. 

En tout point d'une surface passent deux lignes asymptotiques, réelles ou 
imaginaires, tangentes aux asymptotes de l'indicatrice. 

Toute droite appartenant à une surface est une ligne asymptotique de la 
surface. En effet, le plan osculateur à une droite étant un plan quelconque 
passant par la droite, celle-ci satisfait évidemment à la définition des lignes 
asymptotiques, puisque d'autre part elle est dans le plan tangent. 

Considérons une surface réglée quelconque 

où l'on a pris comme coordonnées curvilignes t et z. On trouve aisément G' = 0, 
et l'équation aux asymptotiques s'écrit 

Elle admet la solution évidente 
dt = 0,. ou f = C t e; 

on a bien ainsi les génératrices rectilignes. 
Si la surface est développable, on a 

et les deux familles d'asymptotiques sont confondues en une seule, savoir les 
génératrices rectilignes. 

Si la surface est gaudie, la seconde famille d'asymptotiques est définie par 
une équation de la forme  
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où et sont des fonctions de t; c'est une équation de RICCATI. II résulte 
des propriétés de cette équation que si l'on connaît une asymptotique de Fa 
seconde famille, toutes les autres s'obtiendront par des quadratures. 

On sait que sur toute quadrique il existe deux familles, réelles ou 
imaginaires, de génératrices rectilignes : ce seront donc les deux familles 
d'asymptotiques de la quadrique. 

REMARQUE. — Pour former l'équation aux asymptotiques, on procède pra­
tiquement de la façon suivante : 

Soit N1 un vecteur de composantes A1, B1, C1, proportionnelles aux jaco-
biens A, B, C. On aura  

k désignant une certaine fonction de a et u, d'où 

Or l'équation aux asymptotiques peut se mettre sous la forme 

ou, puisque 

c'est-à-dire finalement  

On choisira k de telle sorte que A1 B1, C1 aient des expressions aussi 
simples que possible. 

On simplifie de même le calcul des rayons de courbure principaux et des 
directions principales. Posons en effet 

on aura  

L'équation aux directions principales pourra donc s'écrire 

Enfin l'équation  

d'où l'on est parti pour le calcul des rayons de courbure principaux, prend 
la forme  

et le calcul se continue sans difficulté. 
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§ IV. — Directions conjuguées. Réseaux conjugués. 

216. Rappelons d'abord quelques propriétés élémentaires des coniques. 

Soit  

l'équation d'une conique rapportée à son centre, les axes étant quelconques. 
Coupons-la par une sécante  

et soient M' et M" les points d'intersection, M le milieu de M'M". On trouve, 
pour les coordonnées de M, 

(11)  

Si, laissant constant, on fait varier a, le point M décrit le lieu des milieux 
des cordes parallèles au diamètre 

Les équations (11) montrent que ce lieu a pour équation 

c'est donc un second diamètre, et les coefficients et étant liés par la 
relation involutive   

(12)  

le premier diamètre est aussi le lieu des milieux des cordes parallèles au 
second; ces deux diamètres sont dits conjugués. Ainsi : 

Géométriquement, deux diamètres sont conjugués quand chacun d'eux est 
le lieu des milieux des cordes parallèles à l'autre. 

Anahjiiquement, deux diamètres 

(13)  

sont conjugués, quand leurs coefficients angulaires- sont liés involutivement 
par la relation (12). 

11 résulte de la définition géométrique que les axes de la conique sont deux 
directions conjuguées. Ce sont les seules directions conjuguées qui soient 
rectangulaires; en effet, pour que les deux diamètres (13) se coupent à angle 
droit, il faut qu'on ait, en appelant 0 l'angle des axes, 

(14)  

Les équations (12) et (14) donnent un seul système de valeurs p o u r e t 
c'est-à-dire pour et  

Il y a exception si les deux équations (12) et (14) forment un système indé­

terminé ou incompatible. Dans le second cas, il suffira de poser , 
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, et les équations (12) et (14) sont remplacées par un système compa­
tible en et qui donne ; l'une des racines ou est 
donc infinie, c'est-à-dire que l 'un des axes de la conique est parallèle à Taxe 
des y. Dans le premier cas, on aura 

la conique se réduit alors à une circonférence, et deux diamètres rectangu-v 
laires quelconques forment bien un système de diamètres conjugués : en 
dehors de ce cas, les seuls diamètres conjugués rectangulaires sont les axes 
de la conique. 

Notons enfin que, d'après l'équation (12), il existe pour toute conique à 
centre deux directions dont chacune est conjuguée à elle-même : ce sont visi­
blement les directions asymptotiqucs. 

217. On dit que deux directions en un point M d'une surface sont conju­
guées si elles correspondent à deux diamètres conjugués de l'indicatrice en ce 
point. Reprenons l'équation de l'indicatrice 

Pour que les diamètres  

soient conjugués, il faut et il suffit que l'on ait 

(15)  

Soient et les directions du plan tangent qui correspondent à ces 

diamètres conjugués; on tire des équations (4) 

(16)  

En éliminant et entre les équations (15) et (16) on a 

(17) 

Telle est, sur la surface, l'équation aux directions conjuguées. 
Soient  

les équations de deux familles de courbes de la surface, telles que par tout 
point de la surface passe une courbe de chaque famille et une seule. Soient 
(du, dv) et ( , v) des déplacements infiniment petits sur chacune des 
courbes passant au point M (M, V); on aura 
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Si, pour ces valeurs de et l'équation (17) est vérifiée identiquement, 

on dit que les deux familles de courbes forment sur la surface un réseau 
conjugué. On voit que les fonctions f et sont alors telles que l'on ait 

(18)  

Si Ton se donne arbitrairement sur la surface une famille de courbes 

on formera un réseau conjugué en l u i adjoignant la famille définie par 
l'équation  

où est une solution quelconque de l'équation aux dérivées partielles (18), 
dont l'intégration se ramène, comme on sait, à celle d'une équation différen­
tielle du premier ordre. 

Cherchons en particulier à quelle condition les courbes coordonnées 

forment sur la surface un réseau conjugué. L'équation (18) se réduit ici à 
F' = 0. 

Cette condition, qui peut s'écrire (n° 208) 

sera vérifiée en particulier pour les surfaces telles que 

qui sont connues sous le nom général de surfaces de translation : les lignes 
coordonnées de chacun des deux systèmes se déduisent de l'une d'elles par 
translation. 

218 . Nous allons donner maintenant une définition géométrique des direc­
tions conjuguées. 

Observons d'abord que l'on peut écrire avec les notations usuelles (n° 208) 

d'où  

En dérivant par rapport à u et v chacune des identités 

on obtient alors les relations 

(19)  

LAINÉ, Anal., II. 9 
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Soit maintenant C une courbe tracée sur la surface S. Le plan tangent II 
à S en un point M de G enveloppe, quand M décrit C, une surface dévelop-
pable, car c'est un plan mobile à un paramètre. Le plan II a pour équation, 
avec les notations vectorielles, 

N.MP = 0, ou N. (P — M ) = 0; 

en tout point P de la caractéristique on aura donc 

s désignant l'arc de G, ou, puisque  

La caractéristique passe donc par le point M; soient MT la tangente à G, 
MT la caractéristique; je dis que ces deux directions sont conjuguées sur S. 

Soient en effet dM(du, dv) un déplacement infiniment petit suivant MT,  
M( u, v) un déplacement infiniment petit suivant MT' . On devra avoir 

(20)  

mais et  

l'équation (20) s'écrit donc, compte tenu des relations (19), 

c'est précisément l'équation qui exprime que les directions MT et MT' sont 
conjuguées sur S. 

On peut donc prendre pour défi­
nition des directions conjuguées la 
propriété géométrique que nous ve­
nons d'indiquer. M. KŒNIGS en a 
déduit un moyen très simple d'obtenir 
immédiatement et sans quadrature 
un réseau conjugué sur une surface 
quelconque : les sections planes 
d'une surface S par les plans issus 
d'une droite fixe et les courbes de 
contact des cônes circonscrits ayant 
leurs sommets sur forment sur la 
surface S un réseau conjugué. 

En effet, soient C l'intersection de la surface S et d'un plan II issu de , 
Ci la courbe de contact de S et du cône de sommet I, le point I étant sur , 
enfin A un point commun à C et C1 La développable circonscrite à S le long 

Fig. 17. 
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de C 1 étant précisément le cône de sommet I , la d ro i t e AI e t la tangente en A 
à C 1 sont des d i rec t ions conjuguées; mais A I , q u i est une d r o i t e du p l a n I I 
tangente à S, est év idemment tangente à C au p o i n t A : le théorème de 
M . KOENIGS en résulte i m m é d i a t e m e n t . 

On vo i t sans peine ce que devient ce théorème quand la d ro i te est rejetée 
à l'infini. 

§ V. — Lignes de courbure. 
2 1 9 . On appel le ligne de courbure d 'une surface S une l i g n e tracée sur 

cette surface et tangente en chacun de ses po in t s à l ' u n des axes de l ' i n d i c a ­
t r ice en ce p o i n t . Les l ignes de courbure sont donc définies par l 'équa­
t i o n (8) (n°211) 

(8)  

Cette équat ion est du second degré en i l résulte de la théor ie des équa­

t ions différentielles qu 'en tou t p o i n t de la surface (d i s t inc t d ' un p o i n t s i n g u l i e r 
ou d 'un o m b i l i c ) passent deux l ignes de courbure q u i s'y coupent à angle 
d r o i t ; d'après leur dé f in i t i on même, ces l ignes sont tou jour s réelles, tandis 

q u ' i l n'en est pas nécessairement a in s i , comme 
nous l 'avons v u , des l ignes asymptot iques . 

D'après ce que nous avons d i t au paragraphe 
précédent, les l ignes de courbure cons t i tuent sur 
la surface un réseau à la fois o r thogona l et con­
j u g u é , et c'est le seul réseau possédant cette 
double propr ié té . 

En un o m b i l i c de la surface, les d i rec t ions 
pr inc ipa les sont indéterminées; tous les points 
d 'une sphère étant des o m b i l i c s , une l i gne que l ­
conque tracée sur la sphère do i t être considérée 
c o m m e une l i gne de courbure . 

Soi t C une l i gne de courbure de la surface S. 
Le p l an tangent à S tou t le l o n g de C enveloppe une développable soit MP 
sa caractérist ique au p o i n t M. Menons la tangente MT à C e t la normale MN 
à S au p o i n t M. 

MP est l a d i r e c t i o n conjuguée de M T ; elle l u i est donc perpendicu la i re , e t 
par suite l 'arête de rebroussement de q u i est l 'enveloppe de M P , est une 
développée de C (n° 196). Or MN est cons tamment perpendicu la i re à M P , 
donc elle reste aussi tangente à une développée de C, et par suite elle engendre 
une surface développable. 

Réciproquement, soit G une courbe de S tel le que la normale à S le l o n g 
de G engendre une développable; MN restera tangente à une développée de C, 
et par suite i l en sera de même de la dro i te MP menée dans le p l an tangent 

Fig. 18. 
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perpendiculairement à MT. Cette droite MP engendrera donc une dévelop-
pable circonscrite à S le long de G, et la caractéristique du plan tangent à S 
le long de c sera précisément, au point M, la droite MP. Les directions MT 
et MP, étant à la lois orthogonales et conjuguées, sont les directions princi­
pales, et par suite C est une ligne de courbure. 

On peut donc définir géométriquement les lignes de courbure de la façon 
suivante : 

On appelle ligne de courbure d une surface S une ligne G tracée sur S et 
telle que la normale à S le long de C engendre une développable. 

Il résulte immédiatement de cette définition que toute courbe tracée sur 
un plan doit être considérée comme une ligne de courbure du plan. 

On peut déduire de ce qui précède une nouvelle forme de l'équation diffé­
rentielle des lignes de courbure. Soient une ligne tracée sur S, M un point 
variable sur N1 le vecteur proportionnel à N de composantes (A, B, C), 
enfin P un point quelconque sur la normale en M à S. Cette normale engendre, 
quand M décrit F, une surface réglée d'équation 

désignant un paramètre arbitraire, M et N1 des fonctions de arc s de ; 
pour que cette courbe soit une ligne de courbure de S, il faut et il suffit que 
la surface réglée ci-dessus soit développable, ce qui s'écrit (n° 191) 

e'est-à-dire 

(21)  

Supposons encore que la surface S soit définie par une équation de la forme 

z = f(x, y)-
La normale au point (x, y, z) a pour équations 

e'est-à-dire  

Pour que cette droite engendre une surface développable, il faut et il suffit 
que l'on ait (n° 193) 

ou  
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ou enfin 

telle est l'équation qui définit dans ce cas les lignes de courbure. 

220. Théorème de Joachimsthal. — Si l'interjection de deux surfaces est 
une ligne de courbure sur chacune d'elles, elles se coupent sous un angle 
constant tout le long de celte ligne. 

En effet, soient M un point de l'intersection C, MN1, et MN 2 les normales 
aux deux surfaces en ce point; MN1 et MN 2 restent tangentes à deux déve­
loppées de C, et par suite (n° 190) elles font un angle constant. 

Réciproquement, si deux surfaces se coupent sous un angle constant, et si 
leur intersection est une ligne de courbure pour l'une, elle l'est aussi pour 
l'autre. 

En effet, si MN1 par exemple reste tangente à une développée de C, il en 
sera de même de MN 2 qui fait avec MN1 un angle constant : donc G est aussi 
une ligne de courbure sur la seconde surface. 

COROLLAIRE. — Si un plan ou une sphère coupe une surface quelconque 
sous un angle constant, l'intersection est une ligne de courbure de la sur­
face. 

REMARQUE. — Une surface S dont toutes les normales concourent en un 
point fixe 0 est une sphère de centre 0. En effet, prenons le point 0 comme 
origine; on aura, avec les notations habituelles, en désignant par M un point 
de la surface et par la distance OM, 

d'où  

Multiplions scalairement par N; il reste 

Le théorème de JOACHIMSTHAL permet alors d'établir très simplement que 
toute surface réelle dont tous les points sont des ombilics est une sphère. En 
effet, soit S une telle surface : toute ligne tracée sur S est ligne de courbure 
de S, donc tout plan coupe S sous un angle constant. Soient alors A et B 
deux points quelconques de S : le plan norrnal en A qui passe par B est aussi 
normal en B, donc deux normales quelconques sont concourantes, ce qui 
n'est possible que si toutes les normales concourent en un seul point. 

2 2 1 . On utilise assez souvent avec avantage, dans la recherche des lignes 
de courbure, des considérations géométriques. 

Par exemple il résulte des remarques du n° 214 que sur toute surface de 
révolution les méridiens et les parallèles constituent les deux familles de 
lignes de courbure. On peut encore le vérifier en remarquant que les normales 
à la surface engendrent un plan le long d'un méridien et un cône le long d'un 
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parallèle. Signalons en passant que si la méridienne coupe Taxe de révo­
lution à angle droit, le point d'intersection sera un ombilic de la surface; si 
elle le coupait obliquement, le point d'intersection donnerait un point conique 
de la surface. 

Prenons maintenant les surfaces développables. Les génératrices rectilignes 
forment une première famille de lignes de courbure, puisque les normales à la 
surface le long d'une génératrice rectiligne engendrent un plan. L'autre famille 
de lignes de courbure sera formée des développantes de l'arête de rebroussement. 

On donne le nom de surface canal à la surface S enveloppe d'une sphère 
de rayon constant R, dont le centre décrit une courbe 
quelconque Deux sphères quelconques se coupent 
suivant un petit cercle dont le plan est perpendicu­
laire à la ligne des centres; il en résulte que la caracté­
ristique de la sphère de centre M, est un cercle de 
rayon R dont le plan est perpendiculaire à la tangente 
MT à : et S étant tangents le long de ce cercle 
(n° 205), c'est une ligne de courbure de S, d'après le 
théorème de JOACHIMSTHAL. Ainsi une première famille 
de lignes de courbure se compose de cercles de rayon R 
ayant leurs centres sur et situés dans les plans nor­
maux à  

D'une façon plus générale, on voit de môme que 
toute surface enveloppe d'une famille de sphères à un paramètre admet comme 
première famille de lignes de courbure des circonférences. Réciproquement, 
si une surface admet comme lignes de courbure une famille de circonférences, 
elle peut être considérée comme l'enveloppe d'une famille de sphères à un 
paramètre. En effet, d'après le théorème de JOACHIMSTHAL, la sphère qui passe 
par une circonférence ligne de courbure et qui est tangente à la surface en un 
point de cette circonférence lui est tangente tout le long de la circonférence, 
ce qui prouve bien que l 'on peut considérer la surface comme l'enveloppe 
d'une famille de sphères à un paramètre. 

Si les deux familles de lignes de courbure d'une surface S sont des circon­
férences, il résulte de ce qui précède que S pourra être considérée de deux 
façons comme l'enveloppe d'une famille de sphères à un paramètre. Soient 
une sphère de la première famille, C1, sa courbe de contact avec S; par tout 
point de C1 passe une ligne de courbure de la seconde famille, c'est-à-dire que 
toute sphère de la seconde famille est tangente à en un point de C1 Prenons 
alors trois sphères de la première famille; il est facile de constater 
que les sphères tangentes à trois sphères fixes forment une famille de sphères 
à un paramètre, donc la seconde famille de sphères se compose des sphères 
tangentes à Ainsi la surface dont les deux familles de lignes de 
courbure sont des circonférences est l'enveloppe des sphères tangentes à trois 
sphères fixes. Cette surface porte le nom de cyclide de DUPIN. 
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222 . Systèmes triples orthogonaux. — Considérons le système d'équations 

A tout système de valeurs des paramètres ces équations font corres­
pondre un point M de coordonnées x, y, z par rapport à trois axes rectangu­
laires Ox, Oy, Oz. Nous poserons, comme habituellement, 

(22)  
Si Ton a  

ce que nous supposerons dans la suite, à tout point de l'espace correspondra 
inversement un système de valeurs des paramètres  

Si on laisse constant, le point M décrira une surface S, que nous dirons 
appartenir à la famille ( ) (i= 1, 2, 3). On peut donc dire qu'un point quel­
conque de l'espace est déterminé par l'intersection de trois surfaces apparte­
nant aux familles ( ), ( )e t ( ) respectivement. 

Supposons maintenant que deux surfaces quelconques, appartenant à deux 
familles différentes du système, se coupent à angle droit tout le long de leur 
intersection : l'équation (22) définit dans ce cas un système triple orthogonal. 
Alors sur une surface quelconque de la famille ( ), par exemple, les courbes 

forment un réseau orthogonal, et l'on a 

On a de même  

et 

Dérivons ces identités par rapport à et respectivement; on aura 

et par suite   

Considérons alors une surface S1 de la famille ( ) : l'équation (22), où est 
constant, représente cette surface en coordonnées curvilignes et On a 
d'ailleurs identiquement 
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les vecteurs étant perpendiculaires à un même vecteur  

sont coplanaires, et par suite on a aussi 

relation qui exprime (n° 217) que les lignes 

forment sur S1 un réseau conjugué. Ce réseau est aussi orthogonal, puisque 

donc c'est le réseau des lignes de courbure. Nous obtenons ainsi le théorème 
dû à D U P I N : 

Les surfaces d'un système triple orthogonal se coupent suivant leurs lignes 
de courbure. 

Il est clair, en effet, que sur la surface S1, les lignes 

par exemple, sont les intersections de S, et des surfaces de la famille  

223. REMARQUES. I . — I l importe de bien faire la distinction entre les 
lignes de courbure et les sections normales principales. Les sections normales 
principales ont pour centres et rayons de courbure les centres et rayons de 
courbure principaux de la surface, mais il n'en est pas ainsi des lignes de 
courbure : en particulier la normale principale à une ligne de courbure n'est 
pas dirigée suivant la normale à la surface, sauf dans le cas exceptionnel où 
cette ligne de courbure serait en même temps géodésique. 

De même la section normale en M suivant une direction asymptotique 
présente en général un point d'inflexion en M, correspondant à un rayon de 
courbure infini (form. 5); mais il n'en est pas de même de la ligne asympto­
tique correspondante : elle a en général au point M un rayon de courbure fini, 
dont la valeur ne peut d'ailleurs se tirer de la formule générale (3), car on a par 

définition et cette formule donne pour R une expression de la forme  

I I . — Soient et les racines de l'équation (7) 

qui sert à calculer les rayons de courbure principaux. On donne à l'expression 
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le nom de courbure moyenne, et à l'expression 

le nom de courbure totale de la surface au point M. 
Les surfaces dont la courbure moyenne est constamment nulle ont reçu le 

nom de surfaces minirna; elles sont caractérisées, d'après ce qui précède, par 
la relation  

En particulier, si l'équation de la surface est prise sous la forme z = f(x, y), 
la relation précédente s'écrit, avec les notations habituelles, 

c'est l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima. 
En tout point d'une surface minima, l'indicatrice est une hyperbole équila-

tère, puisque les carrés des demi-axes sont égaux et de signes contraires. Les 
directions asymptotiques sont alors rectangulaires en tout point de la surface, 
et réciproquement. 

En ce qui concerne la courbure totale, 

GAUSS en a découvert une propriété fort importante, à savoir qu'elle peut 
s'exprimer au moyen des coefficients E, F, G et de leurs dérivées, ce qui 
entraîne, nous le verrons plus tard, que la courbure totale se conserve dans 
toute déformation de la surface. 

Le calcul n'offre pas de difficulté. On part des formules 

et l'on en déduit, en appliquant la règle de multiplication des déterminants, 
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En faisant le développement des déterminants, on voit que les seuls produits sca­

laires qui contiennent deux dérivées du second ordre, savoir ­figu-

reront, dans chacun des déterminants, avec le même coefficient, EG — F2 ; pour établir 
le théorème de GAUSS, i l suffira donc de montrer que les scalaires 

et  

s'expriment au moyen de E, F, G et leurs dérivées. Or, des équations de définition 

on tire aisément, en dérivant alternativement par rapport à u et v, les six relations 

dérivant la troisième par rapport à a, la seconde par rapport à v, on a, par soustraction, 

et le théorème de GAUSS en résulte immédiatement. 

§ V I . — Lignes géodésiques. 

2 2 4 . Nous al lons main tenan t t rai ter , re la t ivement à une surface quelconque, 
un i m p o r t a n t p roblème de va r i a t ion . 

Soient A et B deux po in t s déterminés sur cette surface. Proposons-nous de 
dé te rminer une courbe de la surface j o i g n a n t ces deux po in t s , et don t la l o n ­
gueur soi t un e x t r e m u m . En désignant par s l 'are de la courbe, nous aurons 
à annu le r la va r i a t ion de l ' in tégra le 

Reprenant les notat ions du n° 78 relatives au ca lcu l des var ia t ions , on v o i t 
imméd ia t emen t que la c o m m u t a t i v i t é des lettres d et 8 s 'applique encore dans 
le domaine vector ie l . 

Soient u et y deux vecteurs quelconques; on aura 

En pa r t i cu l i e r , u désignant c o m m e d 'habi tude la l o n g u e u r du vecteur u , on a 
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Ceci posé, on a successivement, en remarquant que dM est un vecteur de 
longueur ds, 

Or les variations aux limites sont nulles, puisque les points A et B sont 
fixes; on a d'ailleurs, avec les notations usuelles, 

L'équation I = 0 se réduit donc à 

(n° 79). Dans cette relation, le vecteur M est seulement assujetti à se trouver 
dans le plan tangent à la surface, donc la relation 

doit entraîner 

ce qui n'est possible que si l'on a 

c'est-à-dire si la normale principale à la courbe coïncide avec la normale à la 
surface. 

On donne aux courbes possédant cette propriété le nom de lignes géodé-
siques de la surface. Par exemple les géodésiques d'une sphère sont les 
grands cercles, car les normales principales forment dans ce cas une dévelop-
pable (cône), ce qui n'est possible (n° 194) que si la courbe correspondante 
est plane. 

On peut former de la façon suivante l'équation différentielle des lignes 
géodésiques. Soit v = f(u) l'équation d'une telle ligne; on aura 

et l'équation 

est équivalente (n° 79) à 

(23)  

c'est l'équation différentielle des géodésiques. 
La détermination des géodésiques d'une surface se fait aussi très simple­

ment à l'aide de considérations empruntées à la dynamique du point. Consi­
dérons un point mobile sans frottement sur la surface, et soustrait à l'action 
de toute force extérieure; la seule force qui agisse sur l u i est la réaction 
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normale de la surface, et Ton sait que cette force est d i r igée su ivant la 
normale p r inc ipa l e à la trajectoire : cel le-ci est donc une gépdésique de la 
surface. 

Prenant alors la masse du p o i n t égale à 1, désignons par des accents les 
dérivées par r appor t au temps. On aura, avec les notat ions habi tuel les de la 
dynamique ,  

U = 0. 

Les équations de Lagrange donnent ensuite 

Tune de ces équations, la p lus compl iquée , sera remplacée par l ' équat ion des 
forces vives  

L ' i n t é g r a t i o n de ces équations donnera les géodésiques de la surface. 

Revenons à l'équation (23), et supposons que les courbes coordonnées forment sur 
la surface S un système orthogonal. On aura F ==0; l'équation (23) prend alors la 
forme 

Pour que, sur la surface S, les courbes v = Cte soient des géodésiques, il faul et 
il suffit que l'équation ci-dessus admette l'intégrale v = Cte, c'est-à-dire que l 'on ait 

Le coefficient Ë ne doit donc dépendre que de u, et le ds2 de la surface sera 

de la forme  

il suffira alors de remplacer u p a r d u pour obtenir la forme gèodésique de l'êle­

ment linéaire,   

Ainsi quand le ds2 d'une surface est mis sous la forme précédente, les courbes 
v = Cte forment sur cette surface une famille de géodésiques. 

Si la surface S est une sphère, on peut prendre comme courbes v = Cte les grands 
cercles orthogonaux à une courbe donnée ; les courbes u = C t e s o n t alors les trajec­
toires orthogonales de ces grands cercles. On vérifie aisément que deux trajectoires 
déterminées interceptent sur tout grand cercle orthogonal un arc constant; de plus, 
les tangentes en deux points situés sur le même grand cercle sont parallèles. Ces 
courbes jouissent donc de propriétés analogues aux courbes planes parallèles, et on 
les appelle pour cette raison courbes parallèles. 

Par extension, sur une surface quelconque, les trajectoires orthogonales des géodé­
siques v — C te sont aussi nommées courbes parallèles, bien que la propriété du paral­
lélisme des tangentes ne subsiste pas. 

Il résulte de la théorie des équations différentielles, l'équation (23) étant du second 
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ordre, qu'une géodésique sera complètement déterminée par la condition de passer 
par un point et d'avoir en ce point une tangente donnée. 

REMARQUE. — Dans une région suffisamment petite d'une surface S, l'arc de géodé­
sique joignant deux points M0 et M1 est un chemin minimum. 

Soient en effet (u0 , v0), (u1 , v1) les coordonnées des deux points M0 et M1. Un arc 
quelconque allant de M0 en M1 est défini par une équation de la forme v = (u), avec 
les conditions aux limites Le ds2 de la surface étant mis sous 
la forme 

on aura, sur la courbe considérée, 

donc   

le cas d'égalité correspondant au cas où 0' = 0, c'est-à-dire au cas des lignes géodé-
siques. 

Il est clair que ce calcul suppose vérifiées des conditions de continuité et d'unifor­
mité qui ne seront réalisées, du moins dans le cas général, qu'en des portions bornées 
de la surface S. 

§ V I I . — Développée d'une surface. 

2 2 5 . N O U S avons v u précédemment (n° 206) qu 'une congruence de courbes 
admet ta i t en général une surface enveloppe, ou surface focale. Or les normales 
à une surface S forment b ien une congruence, car leurs équations contiennent 
les deux paramètres u et v q u i f ixent le p i ed de la normale sur la surface; elles 
enveloppent donc une surface q u i est appelée la développée de S. 

So i t  

l ' équa t ion d 'une f ami l l e de l ignes de courbure de S. A chaque valeur de a 
correspond une l i g n e de courbure ( ); la normale à S le l o n g de ( ) reste, 
c o m m e on sait, tangente à une développée de ( ;. Quand varie, cette déve­
loppée engendre une surface , et l ' o n vo i t que toutes les normales à S sont 
tangentes à : la surface const i tue une nappe de la développée. 

A chaque l i g n e de courbure de S correspond la développable engendrée par 
les normales à S le l o n g de cette l i gne de courbure : on donne à ces dévelop-
pables le n o m de normalies. Il y a donc deux famil les de normal ies associées 
à S, correspondant aux deux famil les de l ignes de courbure . La surface est 
le l i e u des arêtes de rebroussement des normal ies de la première fami l l e . 

A u x normal ies de la seconde fami l l e correspond de môme une surface 
l i e u des arêtes de rebroussement : c'est la seconde nappe de la développée. En 
général , les deux nappes et ne seront pas ana ly t iquement dist inctes, 
c'est-à-dire seront représentées par une seule équation : mais dans certains cas 
pa r t i cu l i e r s , elles p o u r r o n t être ana ly t iquement dist inctes. 

So i t P un p o i n t quelconque de la normale en M ; on aura 
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et cette équation, où M et N sont des fonctions de u et v, représente la 
congruence des normales. Les points où la normale en M touche la surface 
focale sont définis (n° 206) par l'équation 

qu'on peut écrire   

ou encore, d'après (1), 

ou enfin, d'après l'identité de LAGRANGE généralisée (n° 177), 

Cette dernière équation s'écrit encore, compte tenu des relations (2) et (19), 

et comme elle est identique à l'équation (7), 
qui définit les rayons de courbure principaux, 
nous avons le résultat suivant : 

Les points où la normale en M touche la 
développée de S sont les centres de courbure 
principaux en M. 

220. Menons la normale MN en M à S, 
et soient Ol et 02 les centres de courbure 
principaux en M : ce sont les points de con­
tact de MN avec et les deux nappes de 
la développée. Soient C1 et C2 les deux lignes 
de courbure qui passent en M, MT1 et MT2 

les tangentes à ces lignes. Les normalies D1, 
et D2 relatives à C1 et C2 ont respectivement 
leurs arêtes de rebroussement et sur 

.et et MN est tangente en O1 à , en 
0 2 à  

Quand M décrit C1 MN enveloppe 
et en même temps elle reste tangente à 
soit la courbe décrite sur par le point de 
contact. Cette courbe est située sur la ndr-
malie D1; donc le plan tangent en 02 à se 
confond avec le plan tangent à D1 le long de 

M N . Mais la courbe C, étant aussi sur D1, le plan tangent en M à D1 n'est autre 

Fig. 20. 
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que le plan NMT 1 donc le plan NMT 1 est tangent en 02 à et de même le 
plan NMT 2 est tangent en Ol à . Ainsi les plans tangents à la développée 
menés par une même normale MN sont rectangulaires. 

Remarquons encore que le plan N M T 1 est osculateur en O1 à Or il est 
perpendiculaire au plan NMT2 , tangent en O1 h donc la normale principale 
en O1 à qui est, dans le plan NMT 1 perpendiculaire à MN, est aussi per­
pendiculaire au plan NMT 2 ; c'est donc la normale en O1 à , Il en résulte que 

est une géodésique de Ainsi les arêtes de rebroussemenl des normalies 
sont des géodésiques de la développée. 

Soit la racine de l'équation (7) correspondant à 01,. On a 

multipliant scalairement par N, on voit que 

D'ailleurs les vecteurs N et d01 ont même direction, savoir la tangente en O1, 
à i ; posant donc  

on aura 

puis  

et enfin   

C'est la formule d 'OLINDE RODRIGUES; dans cette formule, les différentielles 
sont relatives à un déplacement infiniment petit suivant la direction principale 
qui correspond à la racine de l'équation (7). On a, bien entendu, une for­
mule analogue pour la racine  

Traduite en coordonnées cartésiennes, la formule 
d'O. Rodrigues donne 

désignant les cosinus directeurs de la normale 
en M à la surface. 

REMARQUE. — I l peut arriver que l'une des nappes 
de la développée, ou même les deux nappes, se 
réduisent à une courbe ou à un point. 

Par exemple, pour une sphère les deux nappes de 
la développée se réduisent au centre de la sphère. 

Pour une surface enveloppe d'une famille de 
tig. 21. sphères à un paramètre (n° 221), l'une des nappes de 

la développée se réduit à la courbe lieu du centre des 
sphères, car toutes les normales à la surface rencontrent évidemment cette 
courbe. En particulier, la développée de la cyclide de D U P I N se compose de 
deux courbes; on démontre que ces courbes sont des coniques. 
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Pour une surface de révolution, considérons.une section méridienne quel­
conque. Nous avons vu (n° 214) que les centres de courbure principaux en M 
sont : l 'un, O1, l'intersection de la normale en M avec Taxe, l'autre, O.2, le 
centre de courbure de la méridienne en M. Quand M décrit la méridienne, 
O1 décrit L'axe, et O2 décrit la développée de la méridienne. Donc la première 
nappe de la développée se réduira à Taxe; la seconde nappe sera une surface 
de révolution, dont la méridienne est précisément la développée plane de la 
méridienne de la première surface. 

V I I I . — Normale géodésique; courbure géodésique. Torsion relative; 
formule d'Ossian Bonnet. 

227. Étant donnée une courbe G tracée sur une surface S que nous 
supposons rapportée à un système de coordonnées (u, v), nous avons désigné 
par N le vecteur unitaire porté par la normale en M à S et tel que le trièdre 

soit direct, par n lé vecteur unitaire porté par la normale prin­

cipale en M à C dans la direction du centre de courbure, enfin par l'angle 
des vecteurs N et n. Cet angle, qui est situé 
dans le plan normal en M à C, n'étant inter­
venu jusqu'à présent que par son cosinus, 
nous n'avons pas eu besoin d'une définition 
plus précise. Avec les notations habituelles, 
nous conviendrons désormais de le compter 
positivement à partir de n vers b, c'est-à-
dire dans le sens direct autour de t. 

Considérons, dans le plan normal en M à 
C, un vecteur unitaire perpendiculaire à 
N, et tel que le trièdre (t, N, T) soit direct. 
L'on a alors 

Fig. 22. 

Le vecteur est dirigé suivant l'intersection du plan normal en M à G et du 
plan tangent en M à S; on donne à cette intersection le nom de normale géo­
désique à la courbe C au point M. 

Soit R lé rayon de courbure de C en M; nous avons vu (théorème de 
MF.USNIER) que, pour toutes les courbes de S tangentes en M à C, le rapport 

avait au point M la valeur unique (n° 209). On donne à l'expression  

le nom de'courbure géodésique de la courbe G au point M; l'inverse, 
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est le rayon de courbure géodésique. Enfin, on démontre (1) que la 

courbure géodésique s'exprime uniquement au moyen des coefficients E, F, G 
et de leurs dérivées par rapport à u et u. 

Soit T le rayon de torsion de C en M. On donne au scalaire le nom 

de torsion relative(2); OSSIAN BONNET a fait connaître une expression remar­
quable de la torsion relative, qui montre que ce scalaire a la même valeur 
pour toutes les courbes de S tangentes en M à G. 

On a d'abord, d'après les valeurs indiquées pour N et r, 

ou, en tenant compte des formules de Frenet, 

Multiplions scalairement par ; il reste 

Supposons maintenant que la surface soit rapportée à ses lignes de courbure, 
c'est-à-dire que les courbes coordonnées 
u = Cte et y = Cte soient précisément les 
lignes de courbure. Supposons de plus que u 
et v soient les arcs des deux lignes de cour­
bure qui se coupent au point M. 

Traçons, dans le plan tangent en M à S, 
les axes rectangulaires Ma et Mv, qui coïn­
cident avec les directions principales, le 
vecteur t relatif à C, et les vecteurs unitaires 
t1 et t2 relatifs aux lignes de courbure; enfin 
désignons par a l'angle (t1, t) compté positi­
vement de t1 vers t2, c'est-à-dire dans le sens 
direct autour de N. On aura alors, avec les 
notations usuelles, en remarquant que sur la 
courbe G on peut considérer u et v comme 
des fonctions de l'arc s de cette courbe, 

c'est-à-dire 

(1) Cf. par exemple BOULIGAND, Leçons de Géométrie vectorielle, n° 139. 
(2) On dit aussi quelquefois, d'ailleurs improprement, torsion géodésique. 

LAINÉ. Anal.. I I . 10 
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et par suite 

Ceci posé on a d'abord, au point M, 

or les formules d'O. Rodrigues donnent ic i 

et  

on en tire  

D'autre part, d'après nos conventions, le trièdre (t, N, ) est direct; on 
aura donc (fig. 23)  

11 vient alors finalement 

c'est la formule d'O. BONNET. 
On voit en particulier que la torsion relative est nulle en tous les points 

d'une ligne de courbure, et que cette propriété pourrait être prise comme 
définition des lignes de courbure. 

§ IX . — Congruences de droites. 

228. Nous avons précédemment donné le nom général de congruences de 
courbes aux familles de courbes dépendant de deux paramètres. Nous allons 
étudier en particulier les congruences de droites. 

Considérons le point M dont les coordonnées rectangulaires sont données 
par les formules 

Nous écrirons, avec la notation vectorielle, 

(24)  
Quand, laissant et constants, on fait varier ce point engendre une 

droite D qui dépend des deux paramèt rese t L'équation (24) repré­
sente donc une congruence de droites. 

En particulier, les normales à une surface forment une congruence. 
Toute relation établie entre et définit une surface réglée appartenant à 

la congruence, c'est-à-dire formée en associant les droites de la congruence. 
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Cherchons en particulier les relations qui définissent des développables de la 
congruence; on devra avoir (n° 191) 

ou  

ou en développant, une équation de la forme 

(25)  

On en déduit deux valeurs pour le rapport et, en intégrant, on arrive 

finalement aux deux relations 

L'une quelconque de ces relations définissant une développable, on voit 
qu ' i l existe deux familles de développables appartenant à la congruence, et 
que chaque droite de la congruence appartient à une développable de chaque 
famille. En particulier, les développables d'une congruence de normales 
forment les deux familles de normalies. 

Soient et les surfaces lieux des arêtes de rebroussement des dévelop­
pables de chaque famille. D'après ce que nous venons de voir, toute droite de 
la congruence appartient à une développable de chaque famille; elle est donc 
tangente aux deux surfaces et , et par suite ces surfaces constituent les 
deux nappes de la surface focale (n° 206) de la congruence. 

Soient D une droite de la congruence, D1 et D2 ses points de contact avec 
et II1 et n2 les plans tangents à en Bi et à en D2, et les dévelop­
pables de la congruence qui passent par D, enfin et leurs arêtes de 
rebroussement situées respectivement sur et Les points D1 et D2 sont 
appelés les points focaux de D, les plans II1 et II2, plans focaux associés à D. 
La développable , par exemple, étant formée de droites tangentes à est 
circonscrite à ; le plan I I 2 est donc identique au plan tangent à le long 
de D, et par suite il est osculateur à en Dr De même, autre plan focal II1 

est osculateur à en D2.  
En particulier, pour une congruence de normales, la surface focale n'est 

autre que la développée, et les points focaux sont les centres de courbure 
principaux. 

On voit aussi, en reprenant un raisonnement du n° 226, que si les plans 
focaux sont rectangulaires, toute arête de rebroussement d'une développable 
de la congruence est ligne géodésique de la nappe focale à laquelle elle appar­
tient. 

On peut déterminer les points focaux et par suite la surface focale 
sans avoir intégré l'équation (25). Il suffira pour cela, d'après ce qu'on 
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a vu au n° 206, de prendre pour p une fonction de et définie par 
l'équation  

qui s'écrit ici 

(26)  

On obtient ainsi une équation du second degré en qui fait connaître les 
deux points focaux de la droite D En portant successivement chacune 
des deux valeurs de racines de cette équation dans l'équation (24), on aura 
Les deux nappes de la surface focale. 

Il peut arriver qu'une des nappes focales se réduise à une courbe ou à un 
point, ce qui se produit même quelquefois pour les deux nappes; il s'intro­
duit alors des simplifications dans la recherche des développables de la 
congruence. 

Si, par exemple, la surface focale se compose d'une courbe G et d'une 
surface toutes les droites de la congruence seront assujetties à rencontrer 
la courbe C. Alors une des familles de développables sera formée des cônes 
ayant leur sommet sur C et circonscrits à Si la surface focale se compose 
de deux courbes, chaque famille de développables sera formée des cônes ayant 
leur sommet sur l'une des courbes et passant par l'autre; dans le cas où les 
deux courbes sont des droites, la congruence est dite linéaire. 

Remarquons encore que l'équation (25), qui définit les développables de la 
congruence, définit aussi, sur la surface focale, les arêtes de rebroussement de 
ces développables. 

Supposons que les équations de la congruence soient données sous la 
forme  

où a1 b1, a2 et b2 sont fonctions des paramètres et L'équation aux surfaces 
développables s'écrira (n° 193) 

équation du second degré en Les z des points focaux seront alors donnés 

(n° 194) par les équations compatibles 

où l'on remplacera successivement par les deux racines de l'équation aux 

développables. On pourra encore obtenir directement l'équation aux points 

focaux en éliminant le rapport entre les deux dernières équations, ce qui 

donne  
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229. Cherchons à quelle condition une congruence donnée est une con-
gruence de normales. Il faut pour cela et il suffit que l'on puisse déterminer 
en fonction de et de telle sorte que l'équation (24) définisse une surface 
normale aux droites de la congruence, ce qui s'écrit 

ou, en développant,  

On peut, sans nuire à la généralité, supposer que Ton a pris le vecteur v 
de longueur 1. La relation précédente s'écrit alors simplement 

On en tire, pour la détermination de , les équations 

et la condition de compatibilité s'écrit 

(27) 

C'est la condition cherchée. Si elle est satisfaite, l'équation 

donne par une quadrature, qui introduit une constante arbitraire. L'équation 

définit alors une famille de surfaces à un paramètre auxquelles toutes les 
droites de la congruence sont normales. 

Soient S1 et S2 deux surfaces quelconques de la famille, et les valeurs 
correspondantes de La différence restant constante d'après ce que 
nous venons do voir, il résulte de la signification géométrique du vecteur v que 
la distance des deux surfaces, comptée sur une normale commune quelconque, 
reste constante : on dit alors que les surfaces sont parallèles. Ainsi les trajec­
toires orthogonales d'une congruence de normales forment une famille de 
surfaces parallèles. 

Considérons par exemple une surface rapportée à un système de coor­
données curvilignes tel que le ds2 ait la forme géodésique (n° 224) 

soit   

l'équation de cette surface. On aura 

(28)  
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et en dérivant ces relations par rapport à et on en tire aisément 

(29)  

Les courbes = Cte sont, comme on sait, des géodésiques de ( l), et leurs 
tangentes forment une congruence dont l'équation peut s'écrire  

l'équation (27), où l'on fait v= , est alors une conséquence immédiate des 

équations (29); par suite les tangentes à une famille à un paramètre de 
lignes géodésiques d'une surface quelconque forment une congruence de 
normales. 

Il en résulte immédiatement que les congruences dont les plans focaux 
associés à chaque génératrice sont rectangulaires forment une congruence 
de normales. 

En effet, si l'une des nappes focales d'une telle congruence est une surface, 
nous savons (n° 228) que les arêtes de rebroussemcnt situées sur cette nappe 
sont des géodésiques. 

La conclusion est la même si les deux nappes focales se réduisent à des courbes. 
Soient en effet  

les équations de ces deux courbes; la congruence peut être représentée par une équa­
tion telle que 

où l'on aura 

avec  

Les vecteurs et sont normaux aux plans focaux en M1 et M2. 

La condition (27) s'écrit ici, puisque  

(1) Remarquons en passant que le paramètre mesure l'arc des courbes ; or on tire 
des relations (28) 

et ces deux équations expriment que la normale principale à une courbe est normale 
à ; elles établissent donc directement que sur toute surface pour laquelle on a 

les courbes = Cté sont des géodésiques, résultat obtenu par une autre voie au n° 224 
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ou encore 

ou enfin 

(27') 

D'ailleurs, on a 

d'où, en multipliant scalairement par v, 

de sorte que la relation (27') devient 

ou encore, d'après l'identité de Lagrange généralisée (n° 206), 

ce qui est précisément la condition d'orthogonalité des plans focaux. 
En résumé, nous pouvons donc dire que la condition nécessaire^) et suffi­

sante pour qu'une congruence donnée soit une congruence de normales est 
que les plans focaux associés à chaque génératrice soient rectangulaires. 

230. REMARQUES. —- I . Nous avons vu que toute congruence de droites se 
compose de droites tangentes aux deux surfaces focales, ou tangentes à une 
surface et rencontrant une courbe, ou rencontrant deux courbes; nous 
écartons le cas singulier où Tune des nappes focales se réduit à un point. 

Inversement, l'ensemble des droites tangentes à une surface donnée, ou 
rencontrant une courbe donnée, dépend de trois paramètres; donc l'ensemble 
des tangentes communes à deux surfaces, ou des droites tangentes à une sur­
face et rencontrant une courbe, ou des droites rencontrant deux courbes, 
dépend de deux paramètres, et par suite forme une congruence. Il en résulte 
qu'une congruence de droites est entièrement déterminée par la connaissance 
de ses nappes focales. 

I I . — Les plans tangents à une surface (non développable) ou à une courbe 
(droite exclue) forment une famille à deux paramètres. Donc en général les 
plans tangents communs à deux surfaces, ou à une surface et une courbe, 
ou à deux courbes forment une famille à un paramètre et par suite envelop-

(1) Cf. n° 226. 
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pent une développable circonscrite aux surfaces ou passant par les courbes 
considérées. 

Ceci posé, considérons une congruence dont aucune nappe focale ne se réduit 
à une développable ou à une droite ; supposons, pour fixer les idées, que l'une 
des nappes focales soit une surface et l'autre une courbe Soient la 
développable circonscrite à et passant par D une génératrice de D1 et 
D2 ses points focaux situés l'un-sur l'autre sur Une famille de dévelop-
pables de la congruence est formée des cônes circonscrits à et ayant leurs 
sommets sur ; le cône de sommet D2 ayant en Dt même plan tangent que 
ces deux développables sont tangentes entre elles le long de D. L'autre famille 
de développables se compose de développables ayant leurs arêtes de rebrous 
sèment sur et passant par : soit .celle de ces développables qu i passe 
par D ; les développables et ' ayant môme plan tangent en D2 se touchent 
tout le long de D. 

Il résulte de ce qui précède qu'il existe en général, dans toute congruence 
de droites, une développable singulière qui est l'enveloppe commune des deux 
familles de développables, ou encore le lieu des génératrices de la congruence 
pour lesquelles les plans focaux sont confondus. Elle correspond à l'intégrale 
singulière de l'équation (25), et on l'obtiendra en égalant à zéro le discriminant 
de cette équation. 

§ X. — Applications diverses. 

2 3 1 . On considère une surface rapportée à des axes rectangulaires. Les coordonnées 
(x, y, z) d'un point de cette surface sont données par les formules 

h et l étant des constantes. 
On demande : 
1° de vérifier que les courbes sont des lignes de courbure. Nature de ces lignes, 

lieu des centres de courbure correspondants ; 
2° de former l'équation différentielle de l'autre série de lignes de courbure; vérifier 

que cette équation admet les solutions particulières 

On profitera de ces remarques pour trouver l'intégrale générale de cette équation. 
Nature de ces lignes de courbure ; lieu des centres de courbure correspondants. 

(Paris, Géométrie supérieure, épr. écrite.) 

En revenant aux coordonnées cartésiennes, on a 

(30) 
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D'autre part, p et q désignant comme d'habitude et l'équation aux lignes 

de courbure s'écrit (n° 219)  

(31) 

De l'équation (30) on tire successivement 

(32)  

et l'équation (31) devient alors 

(33)  

1° Une première famille de lignes de courbure est définie par l'équation 

ou 

à chaque valeur de correspond une ligne de courbure, intersection de la sphère 

et du plan  

On obtient ainsi des circonférences situées dans des plans passant par l'axe Oz et 
ayant leurs centres dans le plan des xy. 

Considérons la congruence des normales à la surface; elle est définie par les 
équations 

(34) 

et les Z des points focaux sont donnés (n° 228) par l'équation 

où l'on remplace successivement par ses valeurs tirées de l'équation (33). Mais 

puisque, pour la première famille de lignes de courbure, on a 

on en déduit Z = 0 et par suite 

La nappe correspondante de la surface focale, ou, ce qui revient au même, le lieu 
des centres de courbure principaux correspondant à la première famille de lignes de 
courbure, se réduit donc à la parabole 

(35)  

On peut arriver autrement à ce résultat. La surface, en effet, ayant une famille de 
lignes de courbure circulaires, est l'enveloppe d'une famille de sphères à un para­
mètre. Soit  
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l'équation de cette famille, désignant une fonction inconnue de ; nous détermi­
nerons en écrivant que les caractéristiques sont les circonférences 

Or ces caractéristiques sont définies par les équations 

Cette dernière équation s'écrit 

elle représente un plan qui doit coïncider avec le plan P, ce qui exige 
Ainsi la surface est l'enveloppe des sphères  

et la nappe de la développée correspondant aux lignes de courbure considérées se 
réduit à la courbe lieu des centres des sphères : on retrouve bien la parabole (35). 

2° L'équation (33) montre que la deuxième famille de lignes de courbure est 
définie par l'équation  

et comme, pour toute courbe de la surface, on a 

on aura, sur toute ligne de courbure de cette famille, 

Telle est, en termes finis, l'équation de la seconde famille. En remplaçant p et q 
par leurs valeurs, on peut l'écrire 

(36)  

a désignant une constante arbitraire. 

Compte tenu de l'équation (32), l'équation (36) devient 

(37)  

et, en éliminant y entre les équations (32) et (37), on a 

(38)  

Les équations (37) et (38) représentent la seconde famille de lignes de courbure; 
ce sont des circonférences dont les plans passent par la droite 

la surface considérée est donc une cyciide de D U P I N . 
Pour , on a z = 0, ce qui donne les deux lignes de courbure 

et  

Il est facile de voir a priori que ces deux courbes sont des lignes de courbure, 
puisque le long de ces lignes la surface et le plan des xy se coupent à angle droit. 
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Enfin on verra sans peine que le l ieu des centres de courbure principaux corres­
pondant à la seconde famille de lignes de courbure se réduit à la parabole 

2 3 2 . On considère les surfaces déueloppables dont les génératrices font un angle 
donné a avec l'axe des z, et qui passent par la parabole 

Montrer que ces surfaces sont des cylindres, à l'exception d'une certaine surface déve-
loppable S, composée de deux nappes distinctes se coupant suivant la parabole. Faire 
voir que S est Venveloppè des cylindres, et rechercher Géométriquement les projections 
sur le plan des {x, y) des lignes de courbure de S. 

(Bordeaux, épreuve écrite, 2e question.) 

Soient la parabole donnée, la conique intersection du plan de l ' in f in i et du 
cône de révolution de sommet 0, d'axe Oz, et de demi-angle au sommet Les droites 
qui coupent et font avec Oz l'angle oc forment une congruence dont les nappes 
focales se réduisent à et  

Les développables de la congruence se composent : 
1° des cônes ayant leurs sommets sur et 

passant par : ce sont des cônes de révolution 
d'axe parallèle à Oz et de demi-angle au som­
met  

2° des cônes ayant leurs sommets sur et 
passant par : ce sont des cylindres passant 
par la parabole et dont les génératrices font un 
angle a avec Oz. On a ainsi les développables 
considérées dans l'énoncé. 

Il existe en outre (n° 230, II) une développable 
singulière passant par et et enveloppe 
des cylindres. 

Soient Dt un point de D1Tla tangente en 
ce point. Le plan normal à en D1 coupe le 
cône de sommet D1 passant par suivant deux 
génératrices D' et D", et les plans (1)', D1T) et 
(D", D1T) sont tangents à ce cône. Il en résulte 
que, pour chacune des génératrices D' et D", les 
plans focaux sont confondus; donc par tout 
point D, de passent deux génératrices reoti-
lignes, D' et D", de et par suite se compose 
bien de deux nappes distinctes se croisant suivant 
la parabole  

Les génératrices rectilignes de formant une 
première famille de lignes de courbure; les droites D' et D", étant dans un plan 
perpendiculaire en D1 à D1,T, se projettent sur le plan des xy suivant les normales à 
la parabole. 

D'ailleurs le plan tangent à le long de D' coupe évidemment le plan xOy sous 

l ' a n g l e ; donc tout plan parallèle à xOy coupe sous un angle constant et par 

suite suivant une ligne de courbure. La seconde famille de lignes de courbure, 
formée de courbes qui sont situées dans des plans parallèles au plan xOy, se projette 

Fig. 24. 
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donc sur ce plan suivant les trajectoires orthogonales des normales de , c'est-à-dire 
suivant les courbes parallèles à  

REMARQUE. — I l est clair que les conclusions précédentes sont indépendantes de 
la forme de la courbe dans le plan xOy. 

233. On considère la surface réglée engendrée par les normales principales d'une 
courbe gauche  

1° Exprimer, au moyen de l'arc s de et de la longueur l portée sur la normale 
principale à partir du point M de la courbe coordonnées d'un point quelconque P 
de le dS2 de cette surface. 

Former l'équation du plan tangent au même point, et vérifier que la normale à la 

surface Σ au point P peut s'obtenir en composant un vecteur égal à parallèle à la 

binormale de , et un vecteur parallèle à la tangente de au point M , R et T désignant 

suivant l'usage les rayons de courbure et de torsion de  
2° Former l'équation différentielle des lignes asymptotiques de ; montrer que si Von 

pose  

l'intégration de l'équation différentielle obtenue pour considéré comme fonction de s se 
ramène à la quadrature  

La courbe est ligne asymptotique de la surface  
{Rennes, épreuve écrite, 2e question.) 

1° On a, avec les notations habituelles, 

et par suite  

L'équation du plan tangent s'écrira immédiatement quand on connaîtra un 
vecteur N normal à la surface. Or on peut prendre 

On en déduit la construction de la normale indiquée dans l'énoncé. 
2° L'équation aux asymptotiques peut s'écrire (n° 215, Rem.) 

or on a 
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et par suite, pour l'équation aux asymptotiques, 

Une première famille (ds = 0) est formée des normales principales à Si l'on 
int rodui t les fonctions on voit sans peine que les asymptotiques'de la seconde 
famille sont données par l'équation différentielle 

On en tire  

Il est clair que appartient à cette seconde famille, puisque son plan osculateur 
est confondu avec le plan tangent à en chaque point de L'équation en l admet 
bien en effet la solution l= 0. 



C H A P I T R E V I 

NOTIONS COMPLÉMENTAIRES ET THÉORIES ANNEXES 

§ I. — Sur les surfaces isométriques. 

234. Considérons deux surfaces S et S1, rapportées la première à un 
système de coordonnées curvilignes ( ) et la seconde à un système de coor­
données curvilignes  

Les équations 
( i )  

font correspondre à tout point de la surface S1 un point de la surface S, et il 
est clair que sous certaines conditions de continuité la correspondance pourra 
être biunivoque. 

On aura alors, avec les notations usuelles, pour tout déplacement infini­
ment petit sur la première surface, 

(2)  

et sur la seconde 

(3)  

Si Ton peut déterminer les fonctions et de telle sorte qu'en faisant, 
dans le second membre de (2), le changement de variables défini par les 
équations (1), on ait identiquement 

(4)  
on dit que les surfaces S et S1 sont isométriques. Conformément à la termi­
nologie adoptée par M. BOULIGAND dans ses Leçons de Géométrie vectorielle, 
nous emploierons cette dénomination de préférence à la dénomination appli­
cables; nous dirons d'une façon précise que deux surfaces sont applicables 
quand elles appartiennent à une famille continue à un paramètre de surfaces 
isométriques. Notons d'ailleurs que la propriété physique suggérée par le mot 
applicables peut être soumise à d'importantes restrictions(1). 

En identifiant les seconds membres des équations (2) et (3) après avoir fait 
e changement de variables (1) on obtient trois équations aux dérivées partielles 

(1) B. G A M B I E R , Bulletin des Sciences Mathématiques, t. X L I V , 1920, p. 65-72 et 76-91. 
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auxquelles doivent satisfaire les fonctions et : on démontre qu'en général 
le problème n'a pas de solution. 

A une courbe quelconque, de S1, les équations (1) font corres­
pondre une courbe de S, et l'équation (4) montre alors que, si S et S1 sont 
isométriques, les.arcs de ces deux courbes limités à des points correspondants 
ont même longueur. 

On peut toujours paramétrer deux surfaces isométriques de telle sorte que 
les points correspondants aient mêmes coordonnées curvilignes : les ds2 des 
surfaces sont alors identiques. Réciproquement, si deux surfaces ont des ds2 

identiques, elles sont isométriques et les points correspondants ont mêmes 
coordonnées curvilignes. 

235 . Pour donner un exemple important de surfaces isométriques, nous 
allons montrer que toute surface développable est isométrique à un plan. 

Soit  

l'équation d'une surface développable; on peut toujours supposer que le 
vecteur v est de longueur 1 et que la courbe est une trajectoire orthogo­
nale des génératrices; on aura alors 

La surface étant développable, on a d'ailleurs 

ou  

et désignant des scalaires convenablement choisis non tous nuls; 
multiplions scalairement cette dernière équation par v, il reste d'où 

On aura donc successivement, en supposant (ce qui écarte l'hypothèse 
du cylindre, pour lequel la propriété à démontrer est évidente), 

ou, en posant 

Telle est la forme réduite du ds1 d'une surface développable. 
Le ds2 du plan en coordonnées cartésiennes rectangulaires s'écrit 
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Si Ton pose 

d'où  

on réalise l' identification des ds2 : la surface développable est donc bien 
isométrique à un plan. 

On voit qu'aux génératrices rectilignes de la développable ( = Cte, c'est-à-
dire = Cte) correspond une famille de droites du plan, et à l'arête de rebrous­
sement l'enveloppe de cette famille de droites. Ce dernier point résulte de ce 
que, deux surfaces isométriques pouvant être paramétrées de façon à avoir 
des ds2 identiques, deux courbes quelconques de l'une se coupent sous le 
même angle que les deux courbes correspondantes de l'autre. 

Montrons réciproquement que toute surface isométrique à un plan est 
développable. 

Par hypothèse on peut paramétrer la surface de telle sorte que l 'on ait 

avec 

c'est-à-dire 

On tire aisément de ces relations 

donc les vecteurs sont dirigés suivant la normale à la surface, 

en sorte que l'on peut poser, avec les notations usuelles, 

d'où, en multipliant scalairement par N, 

E' = a1, F' = a2, G' = a3 

(1) Il suffit de se reporter au n° 228 pour constater immédiatement que l'on a alors 
F'2 — E'G'= 0, et par suite que la surface est développable. Mais le raisonnement que 
nous donnons ici est indépendant du calcul de la courbure totale. 
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et par suite  

On a d 'a i l leurs 

et par suite  

D o n c tous les po in t s de la surface sont parabol iques (n° 210), et la surface 
est b i en développable (n° 213). 

REMARQUE. — Soient S et S1 deux surfaces isométriques; imaginons que la surface S 
soit recouverte d'un réseau de fils inextensibles, d'épaisseur négligeable, coïncidant 
par exemple avec des courbes coordonnées très voisines les unes des autres; le tissu 
ainsi obtenu donnera une représentation matérielle delà surface S. Il peut alors arriver 
que la portion de tissu qui recouvre une aire finie A de S, convenablement déformée, 
s'applique exactement sur une aire A1 de S1 : on dit dans ce cas que l'on passe de A 
à A1 par une déformation, et c'est alors, d'après notre terminologie, que A est appli­
cable sur A1. 

Ces considérations exigeraient des précisions assez délicates dans lesquelles nous 
ne pouvons songer à entrer. Faisons seulement observer qu'on n'étudie, dans la 
géométrie des surfaces, que les déformations continues, c'est-à-dire satisfaisant a 
certaines conditions de régularité : par exemple, si l 'on prend une portion de surface 
à courbure totale positive, on ne considérera que les déformations pour lesquelles la 
face convexe restera convexe. Il est alors facile de voir que l'isométrie n'entraîne pas 
nécessairement l 'applicabilité : il suffira par exemple de raisonner sur deux triangles 
sphériques scalènes symétriques. 

Signalons encore que la déformation ainsi définie n'est pas toujours possible : pat-
exemple on démontre qu'une sphère, ou plus généralement une surface fermée partout 
convexe, n'est pas déformable; elle le devient si on en supprime une portion arbi­
trairement petite. 

Les éléments qui restent invariants dans la déformation d'une surface S sont appelés 
des éléments géodésiques de S; ils doivent pouvoir être définis uniquement au moyen 
de E, F, G et de leurs dérivées. Exemple : courbure totale (n° 223), courbure géodé-
sique (n° 227). 

§ I I . — Sur la représentation conforme. 

2 3 6 . Soient S et S1 deux surfaces isométr iques , P et P1 deux points corres­
pondants, C et C deux courbes 
de S q u i se coupent en P, C1 

et C'1 les courbes correspon­
dantes de S1. Traçons sur S 
une courbe qu i coupe G et 
C' en deux points Q et R 
i n f i n i m e n t vois ins de P : 
soient Q1, R1 les éléments 
géométr iques correspondants 

Fig. 25. sur S1 

Les t r iangles i n f i n i m e n t 
pet i ts P Q R et P1Q1R1 peuvent être assimilés à des t r i ang les rec t i l ignes q u i 

LAINÉ, Anal., I I . 11. 
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auront leurs trois côtés égaux, puisque les surfaces sont supposées isomé­
triques; donc, comme nous l'avons déjà signalé, l'angle sous lequel se cou­
pent en P les courbes C et C est égal à l'angle sous lequel se coupent en P1 

les courbes correspondantes C1 et C'1. 
Prenons maintenant deux surfaces quelconques S et S1, 

(S) M = M I ), (s,)  

et soient  

les équations qui définissent une représentation de S, sur S. Si cette repré­
sentation est telle que l'angle sous lequel se coupent deux courbes quelconques 
de S est égal à l'angle sous lequel se coupent les courbes correspondantes 
de S1, on dit qu'on a réalisé une représentation conforme de S1 sur S. 

Pour qu ' i l en soit ainsi, il n'est plus nécessaire que les triangles PQR 
et P1Q1R1 soient égaux; il suffit qu'ils soient semblables, c'est-à-dire que le 

rapport soit le même quelle que soit la courbe qui passe en P. Autre­

ment dit, en deux points correspondants, le rapport est invariable; on 

doit donc avoir une relation de la forme  

On a ainsi en définitive deux équations pour déterminer les deux fonctions 
inconnues et et par suite le problème aura en général une solution. 

Alors que deux surfaces arbitraires ne sont pas en général isométriques, on 
voit qu'elles admettent toujours une représentation conforme de l'une sur 
l'autre. En particulier, si la surface S est un plan, on dit que la représentation 
conforme de S1 sur S donne la carte géographique de S1. 

237. Premier exemple : représentation conforme dune sphère sur un 
plan. — Soient, en coordonnées polaires, 

les équations paramétriques d'une sphère de rayon 1. On aura 

(5) 
Or on a 

l'équation (5) s'écrit donc 

(6) 
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D'autre part le ds2 du plan en coordonnées cartésiennes rectangulaires s'écrit 

Nous devrons avoir  

Or le premier membre est un produit de différentielles exactes 

pour mettre le second sous la même forme, il suffira de trouver un facteur 
intégrant pour chacune des différentielles 

il est clair, par exemple, que chacune admet le facteur intégrant On 

obtiendra donc une représentation conforme en prenant  

c'est-à-dire  

Alors aux méridiens = Cte correspondront des parallèles à l'axe des x. 
et aux parallèles = Cte des parallèles à l'axe des y. C'est le système de carte 
de MERCATOR. 

Cette méthode peut évidemment servir à faire la carte géographique d'une 
surface quelconque : il suffit de décomposer le ds2 de cette surface en produit 
de différentielles linéaires, et de chercher pour chacune de ces différentielles 
un facteur intégrant. 

Deuxième exemple : représentation conforme d'un plan sur un plan. — 
Le problème de la représentation conforme d'un plan sur un plan est lié, 
comme nous allons le voir, à la théorie des fonctions analytiques. Une telle 
représentation est désignée parfois sous le nom de transformation isoyonale 
du plan en lui-même: il est inutile en effet de considérer deux plans distincts, 
et l'on peut poser la question de la façon suivante : trouver deux fonctions 
X(x, y) et Y(x, y) telles que la transformation plane définie par les équations 

conserve les angles. 
Les équations (6) s'écriront ici 
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ou encore 

(7) 

Posons 

la seconde équation (7) donnera 

et la première 
d'où  

À deux signes différents de correspondront, par exemple, deux valeurs 
opposées de X, c'est-à-dire deux transformations identiques à une symétrie 
près. On peut donc se borner à prendre et on tire alors des équa­
tions (7)  

On reconnaît les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction 

soit une fonction analytique. On peut donc dire qu'à toute fonction analytique 
correspond une transformation isogonale du plan en lui-même; à chaque 
courbe décrite par le point d'affixe z correspond une courbe décrite par le 
point Z, et deux courbes quelconques du plan (z) se coupent sous le même 
angle que leurs transformées dans le plan (Z). 

Considérons par exemple l'équation 

qui établit entre les variables Z et z une correspondance homographique ; la 
représentation conforme qui l u i correspond transforme les circonférences en 
circonférences. En effet, si Z par exemple décrit une circonférence de centre a, 
on aura 

soient M, A et B LES points d'affixes respectives 
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Puisque | Z | est constant par hypothèse, il en sera de même du r appo r t 

et le lieu de M est bien une circonférence. 
REMARQUE. — Étant donnés deux domaines D et D1 du plan xy, on peut se 

proposer de déterminer une représentation conforme qui établisse une corres­
pondance biunivoque entre les points des deux domaines. C'est un problème 
qui a été résolu par RIEMANN, dans l'hypothèse où D et D1 sont simplement 
connexes. 

Considérons par exemple le cas où le domaine D est le cercle de centre 0 et 
de rayon 1, et le domaine D1 un demi-
plan limité à une droite indéfinie  

Soient a et 6 deux points quel­
conques symétriques par rapport à 
le point a appartenant au domaine 
D1 Posons 

(8)  

désignant un argument réel quel­
conque. 

Quand z1 décrit on a évidem­
ment donc z décrit la circon­
férence de centre O et de rayon 1 ; 

d'ailleurs z vient en O quand z1 vient en a, donc aux points z1 situés du même 
côté de que a correspondent les points z intérieurs à la circonférence. La 
relation (8) définit donc une représentation conforme du demi-plan sur le 
cercle, et la correspondance établie entre D et D1 est évidemment biunivoque(1). 

238 . APPLICATION. —Deux variables complexes 
sont liées par la relation  

On fait décrire à la variable z le quart de cercle OAB de rayon 1, défini par les inéga­
lités  

trouver le domaine D décrit par la variable Z, et montrer que la relation (1) établit une 
correspondance univoque entre les points de ces deux domaines. 

(1) On peut choisir a et arbitrairement, d'où indétermination d'ordre 3. Cela tient en 
définitive à ce que les transformations conformes d'un demi-plan sur lui-même dépendent 
de trois paramétres : par exemple pour le demi-plan y 0, on a les transformations 

où sont quatre constantes réelles telles que  
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Déduire du résultat une fonction analytique / (z) permettant d'effectuer la représen­
tation conforme du quart de cercle OAB sur un 
cercle de rayon 1. 

(Paris, épreuve écrite, 2e question.) 
Posons 

d'où  

Quand z décrit OA, on a = 0 et p varie de 
zéro à 1 ; alors z1 décrit l'axe réel de 
Quand z décrit l'arc A B , on a et varie 

de zéro à alors z1 décrit l'axe réel de + 2 à 

zéro. Enfin quand z décrit BO, on a et 
Fig. 27. varie de 1 à zéro; alors z1 décrit l'axe ima­

ginaire de 0 à Donc au contour OAB 
correspond pour la variable z1 l'ensemble des demi-axes Oy' et il est clair que 
la correspondance entre les deux contours est univoque. Nous désignerons par d1 la 
portion du plan limitée par Ox et Oy'. 

Pour tout point intérieur au contour OAB, on a 

et par suite 

donc à tout point z intérieur à OAB correspond un point z1 et un seul intérieur au 
domaine d1. Réciproquement, à tout point z1 intérieur à d1 l'équation 

fait correspondre deux points z' et z" tels que donc l 'un de ces points 
et un seul, soit z', a un module p' inférieur à 1. On a d'ailleurs, puisque z, appartient 
à d1 , 

ce qui montre que z' a un argument compris entre zéro et donc au point z1 de d1 

correspond un point et un seul du quart de cercle. La correspondance entre les deux 
domaines est donc biunivoque. 

Si l'on pose maintenant Z = z1
2, on voit que le domaine D de la variable Z corres­

pondant au domaine d1 se compose du demi-plan situé au-dessous de l'axe réel. A 
tout point z1 de d1 correspond un seul point Z de D, et inversement à tout point Z de 
D correspondent deux points z1 et z''1, symétriques par rapport à l 'origine, et dont un 
seul est situé dans l'angle xOy'. Donc la correspondance entre D et le quart de cercle 
est biunivoque. 

On sait d'ailleurs (n° 237, Rem.) que la relation 
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établit une correspondance biunivoque entre le demi-plan D et le cercle de centre 0 
et de rayon 1. Donc en définitive la fonction 

permet la représentation conforme du quart de cercle OAB sur le cercle de centre 0 
et de rayon 1, avec correspondance biunivoque entre les deux domaines. 

§ I I I . — Sur les transformations de contact. 

239 . Considérons les équations 

(9) 

où nous supposons que le jacobien n'est pas nul identiquement. Ces 

équations établissent une correspondance entre les points des deux plans (x, y) 
et (X, Y), et cette correspondance est, au moins dans certains domaines, biuni­
voque; par suite, à toute courbe du plan (x, y), les équations (9) font corres­
pondre une courbe du plan (X, Y) qui sera dite transformée de la première 
par les équations (9) : une telle transformation est appelée ponctuelle. 

Soient c une courbe du plan (x,y), m un point de c, C et M les courbe et 
point correspondants du plan (X, Y), enfin y' et Y' les valeurs des dérivées 

et en m et M sur les courbes c et C. Les règles connues du changement 

de variables permettent de déterminer Y7 au moyen de x, y et y', indépendam­
ment de la courbe c choisie : on aura 

(10) 

Il en résulte que la transformation (9) change deux courbes c et c1 tan­
gentes au point m(x, y), en deux courbes C et C1 tangentes au point M corres­
pondant à m. 

O n pourra d e même exprimer a u moyen d e ; i l e n 
résulte comme précédemment que deux courbes qui ont un contact d'ordre n 
au point m (x, y) sont transformées par les équations (9) en deux courbes 
ayant, au point correspondant à m, un contact du même ordre. On exprime 
ce fait en disant que les transformations ponctuelles conservent les contacts. 

240. On donne le nom d'élément de contact à l'ensemble d'un point et 
d'une droite passant par ce point. Un élément de contact peut donc être défini 
par trois coordonnées (se, y, y'), les deux premières représentant les coor-



168 GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 

données du point, et la troisième le coefficient angulaire de la droite. On dit 
qu'un élément de contact appartient à une courbe si la courbe passe au point 
(x, y) et a en ce point une tangente de coefficient angulaire y'. 

Supposons que x, y et y' soient fonctions d'un paramètre t. Aux différentes 
valeurs de t correspondront l éléments ; si l'on a identiquement 

on dit que ces éléments forment une multiplicité. L'ensemble des points 
appartenant à la multiplicité en est le support ponctuel. 

Il existe deux types de multiplicités. Ou bien x et y dépendent effectivement 
de /; le support ponctuel est alors une courbe c, et la multiplicité se compose 
de l'ensemble des éléments appartenant à c. Ou bien x et y sont constants; 
le support ponctuel se réduit à un point, on a dx = 0, dy = 0, et y' est quel­
conque; la multiplicité se compose d'un point fixe associé aux 1 droites qui 
passent par ce point. 

Les équations 

(11)  

définissent une correspondance entre les éléments de contact des plans (x, y) 

et (X, Y) ; nous supposerons que le jacobien n'est pas identiquement 

nul, de telle sorte que l'on puisse résoudre les équations (11) par rapport 
à x, y et y'. On dit que ces équations définissent une transformation de 
contact si l'on a identiquement une relation de la forme 

(12)  

A toute multiplicité de l'un des plans, les équations (11) font alors corres­
pondre une multiplicité de l'autre plan; on peut donc dire que toute transfor­
mation de contact détermine une correspondance entre les multiplicités des 
deux plans. Réciproquement si les équations (11) définissent une correspon­
dance entre les multiplicités des deux plans, la relation 

doit entraîner  

le premier membre de cette dernière équation étant linéaire en dx, dy, dy', 
ceci exige que l'on ait une relation de la forme (12), donc que les équations (11) 
représentent une transformation de contact. 

Soit c une courbe du plan (x, y); la transformation de contact (11) chan­
gera la multiplicité qui a pour support ponctuel la courbe c en une autre 
multiplicité dont le support ponctuel G sera un point ou une courbe : on dit 
que la transformation de contact change c en G. 

Une transformation de contact change évidemment deux multiplicités qui 
ont un élément de contact commun en deux autres multiplicités ayant aussi 
un élément de contact commun, donc deux courbes tangentes en deux courbes 
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tangentes, ou en une courbe et un point situé sur cette courbe. On peut 
d'ailleurs déduire des équations (11) la valeur de en fonction de 

on en conclut, comme pour les transformations ponctuelles, 
que les contacts sont conservés par toute transformation de contact. 

Il est clair, d'après leur signification géométrique, que les équations (0) 
et (10) déterminent une correspondance de multiplicités, donc une transfor­
mation de contact; on le vérifie analytiquement en montrant que ces équations 
entraînent la relation 

qui est bien de la forme (12). Ainsi toute transformation ponctuelle est une 
transformation de contact. 

2 4 1 . Considérons maintenant la multiplicité du plan (x, y) dont le support 
ponctuel se réduit au point (a, 6), et supposons que les équations (11) défi­
nissent une transformation de contact. Si les fonctions X ( x , y , y') et Y(.x, y, y') 
sont indépendantes de y' la multiplicité correspondante du plan (X, Y) aura 
aussi pour support ponctuel un point : c'est le cas des transformations ponc­
tuelles. Mais si ces fonctions dépendent de y', la multiplicité correspondante 
aura pour support ponctuel une courbe, dont on obtiendra l'équation en 
éliminant le paramètre arbitraire y' entre les équations 

Plaçons-nous dans cette seconde hypothèse. A tout élément de contact d'une 
multiplicité du plan (x, y), les équations (11) font correspondre un élément 
de contact d'une multiplicité du plan (X, Y), quelle que soit la nature des 
supports ponctuels en correspondance. Éliminons y' entre les deux premières 
équations (11), et soit. 

(13)  

l'équation ainsi obtenue. 
A tout point m (x, y) cette équation fait correspondre une courbe du plan 

(X, Y ) ; quand m décrit une courbe c, la courbe F enveloppe une courbe C : 
je dis que cette courbe G est précisément la transformée de c par la transfor­
mation de contact. En effet, à tout élément de contact (x, y, y') de la mult i ­
plicité qui a pour support ponctuel le point m, les équations (11) font corres­
pondre un élément de contact (X, Y, Y') de la courbe F correspondant à m; 
en particulier à l'élément de contact formé du point m et de la tangente à c 
en m correspond un élément de contact qui appartient à la fois à et à la 
transformée de c par la transformation de contact : donc cette transformée 
enveloppe les courbes et par suite elle est identique à C. 

A tout point M(X, Y) , l'équation (13) fait de môme correspondre une 
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courbe du plan (x, y), et quand M décrit une courbe C, enveloppe une 
courbe c qui est, on le montrerait comme précédemment, la courbe associée 
à G par la transformation de contact. Une transformation de contact autre 
qu'une transformation ponctuelle est donc entièrement définie par une équation 
telle que (13) ; aussi donne-t-on à cette équation le nom d'équation fonda­
mentale de la transformation de contact. 

Soit  

l'équation d'une courbe c du plan (x, y). Pour avoir sa transformée, il faut, 
d'après la théorie des enveloppes, éliminer x, y et y' entre les quatre équations 

(14)  

Les deux premières, qui sont indépendantes de la courbe c, donnent X et Y 
en fonction de ce, y et y'. Pour avoir Y' , difîérentions la première équation, 
on aura 

ou, en tenant compte de la seconde équation et des relations 

En résumé, les équations 

résolues par rapport à X, Y et Y' , donneront les équations de la transformation 
de contact qui a pour équation fondamentale l'équation (13). 

Prenons par exemple comme équation fondamentale 

on en déduit aisément, pour la transformation de contact correspondante, les 
équations  

On donne à cette transformation le nom de transformation de LEGENDRE. 
On voit maintenant la différence qui existe entre les transformations de con­

tact ponctuelles et non ponctuelles. Les premières établissent entre les plans 
(x, y) et (X, Y) une correspondance point par point et courbe par courbe : 
elles transforment les multiplicités sans jamais altérer la nature des supports 
ponctuels. Il n'en est pas de même des secondes; considérons en effet la mu l ­
tiplicité du plan (x, y) définie par les équations 

(15)  
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la multiplicité correspondante du plan (X, Y) aura un support ponctuel dont 
on obtiendra l'équation en éliminant ce, y, y' et t entre les deux premières 
«équations (14) et les, trois équations (15). En particulier à la multiplicité 

qui a pour support ponctuel le point (a, b) correspondra une multiplicité 
ayant pour support ponctuel la courbe 

Donc à tout point du plan (ce, y), la transformation de contact définie par 
les équations (14) fait correspondre une courbe du plan (X, Y) , et de même 
à tout point du plan (X, Y) correspond une courbe du plan (x, y). Autrement 
dit cette transformation fait correspondre en général une courbe à une courbe; 
toutefois il existe dans le plan (x, y), une congruence de courbes, 

à chacune desquelles ne correspond qu'un point (a, p) du plan (X, Y), et de 
môme il existe dans le plan (X, Y) une congruence de courbes 

à chacune desquelles ne correspond qu'un point (a, b) du plan (x, y). 
Du point de vue de la géométrie des multiplicités, on remarquera qu ' i l n'y 

a aucune différence essentielle entre les deux types de transformations de 
contact : c'est ce qui explique l'importance des notions ci-dessus introduites. 

Rappelons que nous avons rencontré précédemment (n° 19), sous le nom de 
transformations dualistiques, une classe importante de transformations de 
contact non ponctuelles, correspondant à une équation fondamentale linéaire 
en (x, y) et en (X, Y). Par exemple la transformation de LEGENDRE est, on 
s'en assurera sans difficulté, une transformation par polaires réciproques rela­
tivement à la parabole  

242 . Pour donner une application intéressante delà théorie des transfor­
mations de contact, considérons l'équation différentielle 

(16)  

Les éléments de contact, en nombre 2. qui satisfont à cette équation, sont 
appelés éléments intégraux. Toute multiplicité formée d'éléments intégraux 
est une multiplicité intégrale de l'équation (16) : intégrer cette équation, c'est 
répartir les éléments intégraux en multiplicités. 

Si le support ponctuel d'une multiplicité intégrale est une courbe, ce sera 
évidemment une courbe intégrale au sens ordinaire. Mais il pourra exister des 
multiplicités intégrales ayant pour support ponctuel un point : on voit que 
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l 'introduction de la notion de multiplicité permet d'élargir le problème de 
l'intégration des équations différentielles. 

Les équations de la transformation de contact (11) font correspondre, aux  
2 éléments intégraux de l'équation (16), 2 éléments de contact satisfaisant 

à l'équation 

(17)  

il est clair que toute multiplicité intégrale de l'équation (16) sera transformée 
en une multiplicité intégrale de l'équation (17) et réciproquement. 11 en résulte 
que si l'on sait intégrer l'une de ces équations, on saura intégrer l'autre. 

Considérons par exemple l'équation de CLAIRAUT 

(18)  

et appliquons-lui la transformation de LEGENDRE 

(19)  

Cette équation devient 

(20)  

Les multiplicités qui satisfont à l'équation (20) sont celles qui ont pour sup­
port ponctuel un point quelconque de la courbe C représentée par l'équation 
(20); elles sont donc définies par des équations telles que 

où a désigne une constante et t un paramètre variable. On tire d'ailleurs des 
équations (19) 

de sorte que les multiplicités intégrales correspondantes de l'équation (18) sont 
définies par les équations 

Les supports ponctuels de ces multiplicités sont les droites 

(21)  
qui constituent les intégrales au sens ordinaire. 

Il existe encore une multiplicité satisfaisant à l'équation (20), c'est celle qui 
a pour support ponctuel la courbe C. Cette multiplicité a évidemment un élé­
ment commun avec chacune des multiplicités précédentes. Il l u i correspondra 
donc, par la transformation de LEGENDRE, une multiplicité dont le support 
ponctuel sera l'enveloppe des droites (21); on retrouve ainsi l'intégrale singu­
lière de l'équation de CLAIRAUT. 

Considérons encore l'équation de LAGRANGE 
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I l l u i cor respond, par l a t r a n s f o r m a t i o n d e L E G E N D R E , l ' équa t ion 

c'est une équat ion l i néa i r e ; n o u s pouvons donc aff i rmer a priori que l ' i n té ­
g r a t i o n de l ' équa t ion de L A G R A N G E se ramène à des quadratures. 

Pour bien préciser la méthode, nous traiterons complètement le cas de l'équation 

(22)  

elle devient, par la transformation de LEGENDRE, 

(23) 

Cette équation linéaire s'intègre aisément, et l 'on trouve 

d'où l 'on tire  

On peut donc représenter les multiplicités intégrales de l'équation (23) par les 
équations  

celles de l'équation (22) seront alors représentées par les équations 

les deux premières donnent les équations paramétriques des courbes intégrales, ce 
sont les paraboles 

L'équation (23) admet en outre les multiplicités intégrales 

auxquelles correspondent, pour l'équation (22), les multiplicités intégrales 

la première a pour support ponctuel la droite 

c'est la courbe intégrale correspondant à a = 1 ; la seconde a pour support ponctuel 
la droite  
c'est l 'intégrale singulière de l'équation (22). 

2 4 3 . Toutes les no t ions précédentes s'étendent sans d i f f i cu l t é à l'espace à 
t ro i s d imens ions . Contentons-nous d ' i nd ique r la marche à su ivre . 
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On appelle élément de contact dans l'espace l'ensemble d'un point et d'un 
plan passant par ce point. Soient (ce, y, z) les coordonnées cartésiennes du 
point; l'équation du plan pourra se mettre sous la forme 

Un élément de contact peut donc être défini par les cinq coordonnées (x, y, 
z, p, q). On d i t qu'un élément de contact appartient à une courbe ou à une-
surface si la courbe ou la surface sont tangentes en ce point au plan associé. 

Supposons que x, y, z, p et q soient des fonctions d'un paramètre a; aux 
différentes valeurs de a correspondront l éléments. Si l'on a identiquement 

on dit que ces éléments de contact forment une multiplicité à une dimension, 
et l'ensemble des points de la multiplicité en est le support ponctuel. 

Le support ponctuel peut être un point; la multiplicité se compose alors du 
point et de 1 plans enveloppant un cône qui a son sommet en ce point. 

Quand le support ponctuel est une courbe, la multiplicité se compose do la 
courbe et d'une famille à un paramètre de plans tangents à la courbe; ces 
plans enveloppent une développable sur laquelle se trouve située la courbe; 
on peut donc dire que la multiplicité se compose d'une courbe et d'une déve­
­oppable passant par la courbe. Nous rencontrerons de telles multiplicités 
dans la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

Supposons que ce, y, z, p, q soient des fonctions de deux paramètres et ; 
aux différentes valeurs de et correspondront 2 éléments. Si l'on a iden­
tiquement  

on dit que ces éléments de contact forment une multiplicité à deux dimen­
sions, et l'ensemble des points de la multiplicité en est le support ponctuel. 

Le support ponctuel peut être un point; la multiplicité se compose alors du 
point et des 2 plans passant par ce point. 

Le support ponctuel peut être une courbe ; la multiplicité se compose alors 
des 1 points de la courbe, chacun de ces points étant associé successivement 
aux 1 plans tangents à la courbe en ce point. 

Enfin le support ponctuel peut être une surface; la multiplicité se compose 
alors des 2 points de la surface, chacun d'eux étant associé au plan tangent 
correspondant. 

Les équations 

(24)  
font correspondre à tout élément de contact de l'espace (x, y, z) un élément 
de contact de l'espace (X, Y, Z). On dit que ces équations définissent une 
transformation de contact si l 'on a identiquement une relation de la forme 

(25)  
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Les équations (24) font alors correspondre à toute multiplicité de l 'un des 
espaces une multiplicité de l'autre. Quelle que soit la nature des supports 
ponctuels de ces multiplicités, point, courbe ou surface, on di t qu'ils se 
correspondent par la transformation de contact. 

On verrait, comme dans le plan, qu'une telle transformation conserve les 
contacts. Considérons par exemple deux surfaces tangentes s et s1; si elles 
sont changées en une courbe G et une surface S1, C et S1 seront tangentes; si 
elles sont changées en deux courbes G et C1 ces deux courbes auront un point 
commun, et à l'élément de contact commun à s et s1 correspondra l'élément 
de contact formé par le point d'intersection de C et C1 et le plan des tangentes 
à C et C1 en ce point. 

Dans le cas où les seconds membres des trois premières équations (24) ne 
contiennent pas p et q, on a une première espèce de transformations de con­
tact, les transformations ponctuelles. Ces transformations conservent la nature 
des supports ponctuels des multiplicités en correspondance. 

Si l 'élimination de p et q entre les trois premières équations (24) conduit à 
deux relations distinctes de la forme 

à chaque point m (x, y, z) ces relations font correspondre une courbe de l'espace 
(X, Y, Z), et la multiplicité qui a pour support ponctuel le point m est trans­
formée, on le voit sans peine, en la multiplicité qui a pour support ponctuel 
Si le point m engendre une courbe c, les courbes V correspondantes engendrent 
une surface S qui est la transformée de c ; si le point m engendre une surface s, 
les courbes correspondantes forment une congruence dont la surface focale S 
est la transformée de s. On a ainsi une seconde espèce de transformations de 
contact, qui changent les points en courbes et les courbes en surfaces. 

Une transformation très importante de ce type a été construite par SOPHUS 
L I E : elle change les droites en sphères. Il en résulte que toute surface réglée 
est transformée en une surface enveloppe d'une famille de sphères à un para­
mètre; en particulier les quadriques, qui ont deux familles de génératrices 
rectilignes, sont transformées en cyclides de DUPIN. 

Supposons enfin que l 'élimination de p et q entre les trois premières équa­
tions (24) conduise à une seule relation de la forme 

(26)  

à chaque point m (x, y, z) l'équation ci-dessus fait correspondre une surface 
et la multiplicité qui a pour support ponctuel le point m est transformée en la 
multiplicité qui a pour support ponctuel la surface Si le point m décrit 
une courbe c ou une surface s, les surfaces correspondantes enveloppent 
une surface S, qui est la transformée de c ou de s. C'est le troisième type de 
transformations de contact : elles changent les points et les courbes en 
surfaces. Examinons rapidement ce dernier type. 

Le point (x,y, z) étant assujetti à décrire une surface s, soient p et q les 
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valeurs des dérivées et en tout point de s. L'élément de contact (x, y, z, 

p, q) sera formé d'un point de s et du plan tangent en ce point. Soient S la 

transformée de s, (X, Y, Z) un point de S, P et Q les valeurs des dérivées  

et en ce point; l'élément de contact (X, Y, Z, P, Q) sera formé d'un point 

de S et du plan tangent en ce point. 
Ceci posé, soit  

l'équation de s. On aura, d'après ce qui précède, l'équation de S en éliminant 
x,y, z, p et q entre les équations 

Les trois premières sont indépendantes de s; elles feront connaître X, Y et Z 
en fonction de x, y, z, p et q. Pour avoir P et Q différentions l'équation (26); 
on aura 

d'où, en tenant compte des équations 

et par suite, puisque  

Il en résulte que si l'on connaît la relation (26), qui est appelée l' équation 
fondamentale de la transformation de contact, on obtiendra les équations de 
cette transformation en résolvant par rapport à X, Y, Z, P et Q le système 

Prenons par exemple pour équation fondamentale 

on en déduira la transformation de contact 

qui est appelée transformation de LEGENDRE. 
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Les transformations dualistiques de l'espace (n° 47) sont des transformations 
de ce troisième type; par exemple la transformation de LEGENDRE est une 
transformation par polaires réciproques relativement au paraboloïde 

L'équation aux dérivées partielles 

(27)  

défînit éléments de contact qui sont appelés éléments intégraux de cette 
équation. Toute multiplicité formée d'éléments intégraux est une multiplicité 
intégrale; intégrer l'équation (27)„ c'est répartir les éléments intégraux en 
multiplicités. 

Si le support ponctuel d'une multiplicité intégrale est une surface, ce sera 
une surface intégrale au sens ordinaire; mais il pourra exister des mul t ip l i ­
cités intégrales ayant pour support ponctuel un point ou une courbe, de telle 
sorte qu'ici encore la notion de multiplicité permet d'élargir le problème de 
l'intégration. 

Les équations (24) d'une transformation de contact font correspondre aux  
éléments intégraux de l'équation (27) éléments intégraux représentés 

par une équation telle que 

(28)  

Toute multiplicité intégrale de l'équation (27) sera transformée en une 
multiplicité intégrale de l'équation (28) et réciproquement. Il en résulte que 
si l'on sait intégrer une de ces équations on saura intégrer l'autre. 

On verra plus loin des applications de cette méthode. 

§ I V . — Équations de Monge. Complexes de droites. 

244. L'extension à l'espace de la notion d'élément de contact du plan 
(x, y,y'), formé d'un point et d'une droite passant par ce point, nous a 
conduits à l'élément de contact (x, y, z , p , q) formé d'un point et d'un plan 
passant par ce point. Cette extension peut être dirigée d'une autre façon; on 
peut, en effet, dans l'espace comme dans, le plan, considérer l'élément de 
contact formé d'un point et d'une droite passant par ce point :.on pourra le 
définir par les coordonnées (x, y, z, dx, dy, dz), les trois dernières n'interve­
nant en réalité que par leur rapport et représentant un système de paramètres 
directeurs d'une droite quelconque issue du point (x, y, z). Toute courbe 
constitue un ensemble de éléments de contact de cette espèce, formé des 
points de la courbe et des tangentes à la courbe. Pour éviter toute confusion, 
on donne à l'élément de contact (x, y, z, p, q) le pom d'élément superficiel, 
et à l'élément de contact (as, y, z, dx, dy, dz) le nom d''élément linéaire. 

Un élément linéaire dépend donc de cinq paramètres, comme un élément 
LAINÉ, Anal., I I . 12 
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superficiel, et cette particularité permet de prévoir que nous pourrons établir 
des relations entre les ensembles d' éléments de contact des deux espèces ; nous 
allons en donner un exemple très important. 

L'espace comprend, nous venons de le dire, éléments de contact de 
chaque espèce. Un ensemble de éléments superficiels est donc défini par 
une équation de la forme 

(29)  

qui est une équation aux dérivées partielles du premier ordre. De même un 
ensemble de éléments linéaires est défini par une équation 

(30)  

qu'on appelle équation de MONGE. Pour nous borner au cas usuel, nous 
supposerons que est un polynome en dx, dy, dz. Alors, un élément de 
contact n'étant pas modifié quand on remplace dx, dy, dz, par hdx, hdy, hdz, 
la fonction est homogène en dx, dy, dz. 

L'intégration de l'équation de MONGE consistera à déterminer les courbes 
dont'tous les éléments linéaires satisfont à l'équation considérée. Si l'on pose 
y=.f(x), f désignant une fonction arbitraire, l'équation (30) devient une 
équation différentielle ordinaire entre x et z; il en résulte que l'intégrale 
générale de l'équation de MONGE dépend d'une fonction arbitraire. 

A chaque point (x, y, z) l'équation (30) fait correspondre éléments 
linéaires qui forment un cône, le cône élémentaire associé à l'équation (30). 
Toute courbe intégrale de l'équation (30) sera donc tangente en chacun de ses 
points à une génératrice du cône élémentaire, et réciproquement. 

Supposons d'abord que le cône élémentaire ne se réduise pas à un plan, 
c'est-à-dire que l'équation (30) ne soit pas linéaire en dx, dy, dz. Alors aux 

1 éléments linéaires associés par l'équation (30) au point (x, y, z) corres­
pondent éléments superficiels formés du point (x, y, z) et des plans 
tangents en ce point au cône élémentaire. Comme l'espace comprend points, 
il existe éléments superficiels associés ainsi à l'équation (30), et ces éléments 
vérifient par suite une équation aux dérivées partielles, de la forme (29), qu'on 
pourra déduire de l'équation (30). A chaque équation de MONGE on peut ainsi 
associer une équation aux dérivées partielles du premier ordre de telle sorte 
que toute surface intégrale de la seconde soit tangente en chacun de ses 
points au cône élémentaire de la première; nous verrons plus tard que les 
courbes définies par l'équation (30) jouent un rôle important dans la théorie 
de l'intégration de l'équation (29) associée (courbes intégrales). 

Si le cône élémentaire associé à l'équation (30) se réduit à un plan, cette 
équation sera de la forme 

(31)  

(équation de PFAFF) . 11 n'existe plus que éléments superficiels associés ; 
une étude ultérieure de l'équation de PFAFF montrera qu'en général*, c'est-à-
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dire si les coefficients P, Q, R ne vérifient pas une certaine relation d'égalité, 
il est impossible de grouper ces 3 éléments superficiels de façon à obtenir 
une famille de surfaces; autrement dit, l'équation (31) n'est pas en général 
intégrable sous la forme  

243 . Notre but n'est pas d'étudier d'une façon générale l'équation (30); 
nous examinerons simplement le cas où cette équation admet comme intégrale 
une famille de droites à trois paramètres, un complexe de droites. Par tout 
point de l'espace, il passe dans ce cas une infinité de droites du complexe qui 
forment le cône élémentaire associé à l'équation (30), et pour déterminer cette 
équation il suffira de trouver la relation que doivent vérifier les l éléments 
linéaires attachés au point (x, y, z). 

Soient 

(32) 

les équations générales de la droite. On en tire 

et il est clair que ces trois équations se réduisent à deux. Posant alors 

on aura  

(33)  

On donne aux coefficients (a, 6, c, /, m, n), liés par l'équation (33), le nom 
de coordonnées plückériennes de la droite, du nom du géomètre PLÜCKER, 

qui en a fait le premier un emploi systématique. Ces six coordonnées défi­
nissent complètement une droite; elles permettent en effet d'écrire ses équa­
tions cartésiennes sous la forme 

Comme ces six paramètres figurent de façon homogène, et que d'autre part 
ils sont liés par l'équation (33), il reste bien quatre paramètres essentiels dans 
les équations de la droite. 

Toute relation algébrique homogène entre a, b, c, /, m, n, distincte de (33), 
définit un complexe algébrique de droites. Soient 

(34) F ( a , b , c, /, m, n) = 0 

une telle relation, (x, y, z) un point d'une droite du complexe; on aura sur 
cette droite 

et par suite  
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En particulier, on aura tous les éléments linéaires appartenant aux droites du 
complexe issues du point (x, y, z) en prenant pour point (X, Y, Z) un point  

infiniment voisin de (x, y, z) sur la droite dont les 
coordonnées plückériennes sont a, b, c, l, m, n, ce qui donne 

les coefficients a, 6, c, /, m, n devant vérifier l'équation homogène (34), on 
aura finalement 

(35)  

C'est l'équation de MONGE associée au complexe (34) ; le premier membre est 
une fonction homogène de ses six arguments. 

Inversement toute équation de MONGE de la forme (35) admet comme inté­
grales, d'après le calcul même que nous venons d'effectuer, les droites du 
complexe défini par l'équation (34). On voit que la théorie des complexes de 
droites est liée intimement à l'étude d'une équation de MONGE de forme parti­
culière, l'équation (35); montrons-le encore sur un exemple. 

246 . L'intégrale générale d'une équation de MONGE dépendant d'une 
fonction arbitraire, le complexe (34) n'épuise pas l'ensemble des courbes 
intégrales, celles-ci étant assujetties seulement à être tangentes en chacun de 
leurs points à une droite du complexe. On donne aux courbes intégrales 
distinctes des droites du complexe le nom de courbes du complexe. 

Soient une telle courbe, (ce, y, z) un point de , enfin t le paramètre qui 
fixe la position d'un point sur la courbe. On aura, en désignant par des 
accents les dérivées relatives au paramètre, 

pour simplifier, soit le premier membre de cette équation. 
On aura 

où nous avons écrit /, m, n à la place des trois derniers arguments de la 
fonction F. On en tire  

D'ailleurs, la fonction , considérée comme fonction de t, est identiquement 
nulle sur ; on a donc 

d'où 
(36) 
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Enfin, l'équation F = 0 étant celle d'un complexe, est homogène en x', 
y', z', et l'équation =0 entraîne 

(37)  

On tire des équations (36) et (37) les proportions 

les numérateurs forment un système de paramètres directeurs du plan oscu-
lateur à au point (x, y, z) ; pour interpréter géométriquement les dénomina­
teurs, remarquons que l'équation 

où x, y, z sont donnés, caractérise les directions des génératrices du cône du 
complexe, en sorte que l'équation de ce cône s'écrit 

si on se rappelle que la fonction est homogène en x', y', z', et que X — x, 
Y — y, Z — z sont proportionnels à x', y' z', on voit que les paramètres 
directeurs du plan tangent au cône suivant la génératrice (x',y',z') sont 

proportionnels à On a alors immédiatement la conséquence 

suivante : toute courbe du complexe a pour plan oscillateur en un point le 
plan tangent au cône élémentaire suivant la tangente à la courbe en ce 
point. Par suite, quand deux courbes du complexe ont un élément linéaire 
commun, elles ont même plan osculateur au point correspondant. 

247. A chaque point de l'espace, l'équation du complexe fait corres­
pondre, nous l'avons vu, un cône, le cône du complexe, ayant son sommet 
en ce point, et formé des droites du complexe issues de ce point. Transfor­
mons dualistiquement cette proposition : une transformation dualistique 
change les droites en droites, et par suite un complexe en un autre complexe 
(n° 19). On aura donc la proposition suivante : à chaque plan II de l'espace 
correspond une courbe G de ce plan, enveloppée par les droites du complexe 
situées dans le plan U. 

On donne à la courbe C le nom de courbe du complexe dans le plan I I . En 
chacun de ses points, elle admet le plan Il lui-même comme plan osculateur; 
par suite, en chaque point de la courbe G, le cône du complexe est tangent 
au plan I I , la génératrice de contact étant précisément la tangente à la 
courbe C au point considéré. 

En particulier quand la fonction F est linéaire, l'équation (35) définit une 
classe de complexes spécialement intéressants, les complexes linéaires. On 
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voit d'abord que dans ce cas le cône du complexe dégénère en un plan : 
toutes les droites du complexe passant par un point P engendrent un plan I I ; 
corrélativement, toutes les droites du complexe contenues dans un plan II 
passent par un point P de ce plan : le point P est le pôle ou foyer an plan I I , 
qui est le plan polaire de P. A tout complexe linéaire est donc attachée une 
transformation dualistique qui a ceci de particulier qu'à tout plan II corres­
pond un point situé dans ce plan. On sait(1) qu'on peut toujours, par un 
déplacement, amener deux figures qui se correspondent dans une telle dualité 
à devenir polaires réciproques par rapport à un paraboloïde hyperbolique. 

Supposons maintenant que le complexe ne soit pas linéaire, et considérons 
une droite du complexe; chaque point P de est le sommet d'un cône du 
complexe, et quand le point P glisse sur le plan tangent au cône du 
complexe le long de change en même temps que P [au moins si n'a pas 
été choisie d'une façon particulière (2)]. A chaque point de l'équation du 
complexe fait donc correspondre un plan passant par : nous allons étudier 
cette correspondance entre point et plan. 

Soient P(x, Y, z) et P1(x1 y1, z1) deux points de II et II1 les plans asso­
ciés ; on aura 

D'ailleurs, si (a, b, c, /, m, n) sont les coordonnées pluckériennes de on a 

où l'on peut prendre  

Nous avons vu de plus qu'en posant 

on pouvait prendre pour paramètres directeurs du plan II 

on pourra de même prendre pour paramètres directeurs du plan I I 1 

(1) DARBOUX, Principes de Géométrie analytique, p. 103. 
(2) Il existe des complexes spéciaux pour lesquels le plan considéré est invariable le long 

de toute génératrice : nous excluons ces complexes de la présente étude. 
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Sur la droite les quantités sont 

des constantes L'équation du plan II1 sera donc de la forme 

Autrement dit, les plans associés aux différents points de forment un fais­
ceau (n° 16), et, d'après la signification évidente du paramètre , il y a corres­
pondance homographique entre un point de et le plan associé : le rapport 
anharmonique de quatre points de est donc égal à celui des quatre plans 
correspondants. 

Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie des complexes, renvoyant, 
pour une étude plus détaillée, soit à l ' ln i t ia t ion aux méthodes vectorielles 
de M M . BOULIGAND et RABATÉ pour les complexes linéaires, soit aux belles 
Leçons de Géométrie supérieure de M. VESSIOT. Signalons cependant encore 
pour ce qui concerne les complexes linéaires, que deux courbes du complexe 
qui ont un élément linéaire commun ont non seulement au point correspon­
dant même plan osculateur (le plan du complexe), mais aussi même torsion, 
et que cette propriété caractérise les complexes linéaires (1). 

§ V. — Compléments de calcul vectoriel. 

248. Le calcul vectoriel, appliqué à l'étude des courbes et des surfaces, 
outre les simplifications incontestables qu' i l apporte dans l'exposé de la 
théorie, présente l'avantage de n'introduire que des grandeurs ayant une 
signification géométrique précise, liée aux courbes et surfaces étudiées, et par 
suite indépendantes du choix des axes de référence : nous dirons que de telles 
grandeurs ont un caractère invariant. 

Nous allons montrer, moyennant quelques notions complémentaires, que le 
calcul vectoriel peut aussi servir à manifester le caractère invariant de cer­
taines formules analytiques, caractère qui n'apparaît pas à première vue avec 
les notations cartésiennes. 

Dans tout ce qui suit, nous n'utiliserons que des axes rectangulaires, et 
pour simplifier l'exposition, nous nous placerons d'abord dans le cas du plan, 
l'extension à l'espace à trois dimensions ne souffrant aucune difficulté. De 
plus, bien que cette hypothèse ne soit pas essentielle, nous supposerons que 
toutes les fonctions considérées dans le présent paragraphe sont des fonctions 
analytiques de leurs arguments. 

249. Rapportons le plan à deux axes rectangulaires Ox, Oy, et soit F (x, y) 
une fonction définie dans une certaine région R du plan. On peut remplacer 
la notation F (x, y) par la notation F (M), M désignant le point de coordonnées 
(ce, y); F (M) est une fonction de point. 

(1) Nouvelles Annales de Mathématiques, mai 1925. Voir aussi B. GAMBIER, Bulletin des sciences 
mathématique, t. 50, 1926, p. 43, et G. CERF, Nouvelles Annales, février 1926. 
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On appelle gradient de la fonction F (M) au point M, et on représente par 
la notation 

gradF(M), 

un vecteur lié à ce point et ayant pour composantes 

Soit M0 un point de R; l'équation  

définit une courbe F qui passe par ce point. Le vecteur grad F(M0) est évidem­
ment normal en M0 à On a d'ailleurs 

prenons sur la normale en M0 à un point M1 infiniment voisin de M 0 ; on 
aura, d'après la formule précédente, 

Le produit scalaire du second membre est positif si M0M1 a même sens que le 
gradient, et négatif dans le cas contraire; donc F (M) croît quand M se déplace 
dans le sens du gradient et décroît dans le cas contraire. Autrement dit le gra­
dient de F (M) au point M0 est dirigé suivant la normale à en M0 du côté où 
F (M) va en croissant. De plus, la grandeur du gradient est la l imite du rapport 

quand le point M, tend vers M0 sur la demi-normale à située du côté où 
F(M) va en croissant. 

Le gradient de la fonction F (M) a donc une signification géométrique indé­
pendante du choix des axes : c'est une grandeur invariante (1). On peut le 
vérifier analytiquement de la façon suivante. 

Considérons dans le plan un second système d'axes et soient 

(38)  
les formules du changement d'axes. La fonction F (M) s'exprime au moyen des 
nouvelles coordonnées, et le gradient au point M a pour projections sur les 

nouveaux axes ; il s'agit de montrer que ce vecteur est identique au 

vecteur de projections sur les anciens axes, autrement dit d'établir les 

relations   

or ces relations résultent immédiatement des formules (38). 

(1) Le plan des xy étant supposé horizontal, à chaque point M faisons correspondre le point 
de cote F (M) qui se projette en M. A la région R correspond une surface : on vérifiera que 
grad F (M) est dirigé suivant la projection de la demi-tangente ascendante à une ligne de 
plus grande pente, et que le nombre qui mesure sa longueur est égal à cette pente maximum. 
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Soient une demi-droite quelconque issue du point M, u le vecteur unitaire 
d'origine M porté par enfin M' un point de très voisin de M. On appelle 
dérivée de la fonction F(M) suivant la demi-droite la l imite du rapport 

quand la longueur M M ' tend vers zéro. Posons 

la dérivée suivant A sera égale à On a d'ailleurs 

et par suite   

Le gradient permet donc d'évaluer la dérivée de la fonction de point F (M) 
suivant une demi-droite quelconque. 

A chaque point M (ce, y) du plan, faisons maintenant correspondre un vecteur 
V(M) de composantes X(x, y) et Y ( x , y); nous définissons ainsi dans le plan 
un champ vectoriel. La fonction de point 

s'appelle la divergence du champ au point M et se représente par la notation 

Nous allons voir que cette grandeur a un caractère invariant. 
Soient, en effet, relativement aux nouveaux axes, X1 et Y1 les composantes 

du vecteur V. On aura, avec les notations précédentes, 

et par suite  

La divergence a donc bien un caractère invariant. 

On verrait de même que le scalaire a un caractère invariant. Il en 

résulte que la formule de GREEN  

qui peut s'écrire  

a un caractère invariant. 
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250. Les notions de gradient et de divergence s'étendent immédiatement 
à l'espace à trois dimensions. Soit F(M) une fonction de point, M désignant 
le point de coordonnées (x, y, z). Le gradient de la fonction F au point M est 

un vecteur de composantes ; on a donc 

C'est une grandeur invariante (1). Enfin la dérivée de la fonction F (M) suivant 
une demi-droite caractérisée par le vecteur unité u est donnée par la formule 

Si à chaque point M on associe un vecteur V(M) de composantes (X, Y, Z), 
on appelle divergence du champ vectoriel en M le scalaire 

et on vérifie comme dans le plan que cette grandeur a un caractère invariant. 
Dans l'espace à trois dimensions, on est conduit à introduire un nouvel 

élément invariant du champ vectoriel V(M) : c'est le vecteur de composantes 

qu'on appelle le rotationnel du champ, et qu'on désigne par la notation rot V. 
Nous allons montrer que le rotationnel est bien une grandeur invariante. 

Soient  

les formules d'un changement d'axes, (X1 Y1, Z1) les composantes du vecteur V 
par rapport aux nouveaux axes. On aura 

d'où, en tenant compte des formules du changement d'axes et des relations 
bien connues fournies par le tableau des cosinus directeurs, 

Si donc on pose 

on aura  
et de même  
c'est donc un seul et même vecteur qui a pour composantes par 
rapport aux anciens axes et par rapport aux nouveaux. Ainsi le 
rotationnel a bien un caractère invariant. 

(1) Par exemple si F(M) est la température au point M d'une salle contenant une source 
calorique, grad F (M) est normal à la surface isotherme qui passe en M. 
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Notons encore, à propos du rotationnel, la formule suivante, qui s'établit 
immédiatement par le passage aux composantes; désignant un scalaire, 
on a  

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la formule de STOKES 
a une signification invariante. Cette formule s'écrit (n° 90) 

le sens de parcours de la courbe G étant lié comme on sait au choix d'un 
certain côté sur la surface limitée par C. Soient N le vecteur unité de la 
demi-normale à relative au côté choisi, ses composantes, enfin d  
l'élément d'aire de Dans l'intégrale de surface qui figure au second membre 
de l'a formule de STOKES, on aura 

et la fonction à intégrer se réduit à N . r o t V ; la formule de STOKES prend alors 
la forme  

où le caractère invariant est mis en évidence (1). 
La formule d'OsTROGRADSKY (n° 91), 

a aussi un caractère invariant; elle peut en effet s'écrire 

(39)  

N désignant le vecteur unité porté par la demi-normale extérieure au volume v 
l imité par la surface fermée s. 

Soit enfin P ( x , y , z) = P(M) une fonction de point ; posons 

avec les notations précédentes on peut écrire  
ce qui montre que 2P est une grandeur invariante. 

Posons, dans la formule (39), Q(M) désignant une autre fonction de point, 

et représentons par la notation la dérivée de la fonction Q(M) suivant la 

normale intérieure à s; on aura  

(1) On pourra consulter avec fruit, sur la géométrie de la formule de Stokes, l'intéressant 
fascicule de M. A. BUHL, Géométrie et Analyse des Intégrales doubles (Collection Scientia, n° 36). 
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et la formule (39) s'écrira 

Or on a  

et par suite 

On aurait de même 

et, en retranchant membre à membre, 

Cette formule très importante a reçu le nom de formule de GREEN : i l résulte 
des considérations précédentes que cette formule a un caractère invariant. 

Indiquons encore, avec le rotationnel et la divergence, quelques notions 
connexes à la théorie des champs vectoriels. 

Considérons une portion finie de surface ayant deux côtés distincts, et 
appartenant à une région de l'espace où l'on a défini un champ vectoriel 
continu, dérivable et uniforme. Soit N le vecteur unité de la normale relative 
à un côté déterminé. Si V(M) désigne le vecteur du champ au point M, on 
appelle flux du vecteur V à travers la surface dans le sens de N l'intégrale 

La formule d'Ostrogradsky fait immédiatement connaître une relation entre 
le flux du vecteur à travers une surface fermée et la divergence du vecteur, 
à l'intérieur du volume limité par cette surface. 

On voit en particulier que le flux du vecteur V est nul si la surface est 
tangente en chaque point au champ vectoriel. Réciproquement si le flux de V 
à travers une portion quelconque de la surface est nul , on a nécessairement 
V . N = 0, et par suite la surface est tangente en chaque point au champ 
vectoriel. 

Soit enfin, toujours dans le même champ vectoriel, un contour fermé, C, 
supposé orienté. Nous appellerons circulation du vecteur V (ou circulation 
du champ) le long du contour C l'intégrale 
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M désignant un point variable du contour. La formule de STORES 

exprime alors que la circulation du champ le long du contour fermé est égale 
au flux du rotationnel à travers la surface dans le sens de N. 

§ V I . — Sur la théorie des groupes continus de transformations. 

2 5 1 . Nous considérerons exclusivement, dans tout ce qui suit, des fonctions 
et des variables du domaine réel, et nous supposerons satisfaites, sans chercher 
à les préciser, les conditions d'uniformité, de continuité et de dérivabilité 
nécessaires à la validité de nos raisonnements. Notre but est simplement de 
donner, en faisant largement appel à l ' intuit ion, quelques aperçus sur la théorie 
des groupes continus de transformations, théorie extrêmement féconde et 
compréhensive, à laquelle reste attaché le nom de SOPHUS L I E . 

Soient 
(1)  

les équations d'une transformation ponctuelle plane. Nous écrirons toujours 
au second membre, dans les équations de cette forme, les coordonnées du 
point qu ' i l s'agit de transformer. Nous supposerons d'ailleurs essentiellement 
que les équations (1) sont résolubles par rapport à x et y, autrement dit que 

le déterminant fonctionnel n'est pas nul . Enfin nous dirons que la 

transformation (1) fait passer du point arbitraire M (ce, y) au point M'(ce', y'), 
et nous écrirons, en désignant cette transformation par T, 

Soient  
(2)  

les équations d'une seconde transformation ponctuelle T1 qui fait passer du 
point M'(ce', y') au point M"(x", y"). Éliminons ce', y' entre les équations (1) 
et (2) ; nous aurons 

Ce sont les équations d'une nouvelle transformation ponctuelle, T2, qui fait 
passer du point arbitraire M (x, y) au point M"(ce", y") : on dit que T2 est le 
produit de T et T1, et l'on écrit 

par suite  
Remarquons que l'on n'a pas ordinairement 

il est facile de s'en assurer sur des exemples. Quand cette relation est vérifiée, 
on dit que les transformations T et T1 sont permutables. 
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En particulier, supposons que les équations (2) fassent passer du point 
(x' y') au point (x, y); on dit que les transformations T et T1 sont inverses 
l'une de l'autre, et Ton écrit 

ou  
La transformation produit de deux transformations inverses, est 

appelée transformation identique : elle laisse invariants tous les points du 
plan. 

Il est facile de déduire des équations (1) de la transformation T les équa­
tions de la transformation inverse. Résolvons ces équations par rapport à x 
et y; on aura par exemple 

la transformation 
(3)  

est l'inverse de la transformation T. En effet, supposons que la transformation 
(1) fasse passer du point (a, 6) au point (α, ß); on aura successivement 

ce qui prouve que la transformation (3) fait passer du point (α,ß) au point 
(a, b). 

Par exemple, soient 

les équations d'une transformation, a désignant un angle donné. Les équations 
de la transformation inverse s'écriront 

l'interprétation géométrique est immédiate. 
Un ensemble simplement infini de transformations sera défini par des équa­

tions telles que 

(4)  
où figure un paramètre u ; à chaque valeur de u correspond une transforma­
tion bien déterminée. Nous dirons que cet ensemble forme un groupe continu 
à un paramètre, G1, lorsque les deux conditions suivantes sont remplies : 

1° Si les transformations T1 et T2 appartiennent à l'ensemble, il en est de 
même de leur produit T1,T2. 

2° La transformation identique appartient à l'ensemble. 
Considérons par exemple l'ensemble de transformations 

qui définit les translations parallèles à l'axe des y. Le produit de deux trans­
lations de l'ensemble est encore une translation de l'ensemble; d'ailleurs pour 
u = 0 on a la transformation identique. Les translations considérées forment 
donc un groupe. 



GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS 191 

Considérons encore l'ensemble de transformations 

qui définit les homothéties ayant pour centre l 'origine. On voit sans peine que 
ces homothéties forment un groupe, la transformation identique correspon­
dant i c i à u = 1. 

Reprenons les équations (4) 

Quand, laissant x et y fixes, on fait varier u, autrement dit quand on applique 
successivement à un point M (x, y) donné toutes les transformations du groupe, 
on obtient une courbe M qui est appelée trajectoire du groupe relative au 
point M. Soient M' un point de distinct de M, T1 la transformation du groupe 
qui fait passer de M à M' , T une transformation quelconque du groupe ; on 
aura T1M = M ' , puis, par exemple, T M ' = M", d'où M ' '==TT 1 M; comme la 
transformation TT1 appartient au groupe, M" est situé sur et par suite 
tous les points de ont la même trajectoire, qui est précisément  

Il en résulte immédiatement que par tout point du plan passe en général 
une trajectoire et une seule : une exception ne pourra se produire que pour 
les points qui échappent au raisonnement précédent, savoir les points qui 
restent invariants pour toutes les transformations du groupe. Par exemple 
pour le groupe des homothéties 

l'origine est un point invariant; les trajectoires sont des droites passant par 
l 'origine; par tout point du plan passe bien une trajectoire et une seule, 
exception faite de l'origine qui appartient à toutes les trajectoires. 

Les équations (4), où l'on considère x et y comme des paramètres, défi­
nissent donc une famille simplement infinie de courbes. D'autre part le groupe 
admet par hypothèse la transformation identique, c'est-à-dire qu' i l existe une 
valeur u0 du paramètre u telle qu'on ait identiquement 

la courbe définie par les équations (4) passe donc au point (x, y) pour la 
valeur u0 du paramètre. Par suite les courbes (4), qui forment une famille 
simplement infinie telle que par tout point du plan passe une courbe de la 
famille et une seule, représentent l'intégrale générale d'une équation différen­
tielle  

plus précisément les équations (4) représentent la courbe intégrale qui passe 
au point (x , y). 

On peut encore dire que les équations (4) représentent l'intégrale générale 
d'un système de la forme 
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Or l'intégration d'un pareil système peut être dirigée de la façon suivante. 
Désignons d'abord par t un nouveau paramètre tel que 

on aura à intégrer le système 

(3)  

On intégrera d'abord l'équation où ne figure pas t; soit 
1(x' y'=C1 son intégrale générale. On en déduira y', par exemple, en 
fonction de C1 et de x', et en portant cette valeur dans l'équation 
on aura t par une quadrature, si l'on remplace, dans  
C1 par (x', y'), on aura donc 

On détermine C1 et C2 en écrivant que, pour u = u0, c'est-à-dire pour t = 0, 
x' et y' prennent les valeurs x et y. Finalement l'intégrale générale du 
système (5) s'écrit 

(6)  
Les équations (4) ne sont donc en somme, compte tenu de la relation entre 

' i et M, que les équations (6) résolues par rapport à x' et y'. Quand on a obtenu 
les équations (6), on dit que le groupe est ramené à sa forme canonique. 

On verra immédiatement sur les équations (6) que deux transformations 
qui correspondent à des valeurs de t égales en valeur absolue et de signe 
contraire sont inverses l'une de l'autre. Par suife, si une transformation T 
appartient au groupe, if en est de même de son inverse T - 1 . 

Enfin il est encore visible sur les équations (6) que deux transformations 
quelconques du groupe sont permutables. 

Posons 

puis symétriquement 

On peut considérer que X et Y sont les coordonnées du point M(x, y) dans 
un nouveau système de paramétrage où les lignes coordonnées seraient repré­
sentées par les équations 

11 en résulte que si nous appliquons ce changement de variables aux équa­
tions (4), les équations obtenues 

(7)  
définiront encore un groupe de transformations, les propriétés fondamentales 
du groupe ayant une signification intrinsèque indépendante du paramétrage. 
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Deux groupes tels que (4) et (7) qui se déduisent l 'un de l'autre par un change­
ment de variables sont dits semblables. 

En particulier, si l;'on prend les équations (6) 
s'écriront 

équations d'un groupe de translations. Donc tout groupe continu à un para­
mètre est semblable à un groupe de translations. 

262. Somme toute, les équations (4) qui définissent le groupe peuvent être 
aussi considérées, quand on les écrit pour plus de commodité sous la forme 

comme définissant l'intégrale générale de l'équation différentielle 

On pressent dès lors le lien intime qui doit exister entre la théorie des équa­
tions différentielles et celle des groupes continus à un paramètre. 

Afin de mettre cette liaison en évidence, nous allons donner de l'exposé qui 
précède une interprétation cinématique : pour cela il nous suffira de consi­
dérer le paramètre t, qui figure dans les équations (5) et (6), comme une 
variable représentative du temps. 

Considérons alors une nappe fluide, compressible, dont toutes les 
particules mobiles seront supposées dans le plan des x, y, et assujettissons 
chaque particule à avoir au point (x, y) une vitesse de composantes  

indépendantes du temps (mouvement permanent). On voit, sans 
autre explication, que chaque particule décrit une trajectoire du groupe (4). 
Effectuer une transformation du groupe de paramètre t, c'est mettre en 
correspondance deux positions occupées successivement sur sa trajectoire par 
une molécule arbitraire : la position à l'instant t et la position à l'instant 
initial (t = 0). En particulier, au déplacement de la nappe fluide dans le 
temps infiniment petit dt à partir de l'instant ini t ial , déplacement qui pour 
chaque molécule a pour composantes dt, dt, correspond une transformation 
de paramètre dt : on l'appelle la transformation infinitésimale du groupe; 
elle fait passer du point (ce, y) au point  

Pour se donner la transformation infinitésimale d'un groupe, il faut donc 
se donner les fonctions il est clair d'aprèscela que tout groupe continu 
à un paramètre est entièrement déterminé par sa transformation infini­
tésimale. 

Considérons, à l'instant in i t ia l , les molécules situées sur une courbe 
quelconque C0, qui ne soit pas une trajectoire du groupe. A chaque instant 
ultérieur t ces molécules se trouveront sur une autre courbe Ct, déduite de C0 

par déformation continue, et l'ensemble de ces courbes Ct forme dans le 
LAINÉ, Anal., I I . 13 
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plan (x, y) une famille à un paramètre, dont on peut écrire l'équation sous la 
forme  

Il est clair que si l'on effectue sur tous les points de la courbe G0 la trans­
formation du groupe correspondant à une valeur t du paramètre, on obtiendra 
précisément la courbe Ct. Effectuons en particulier la transformation infini­
tésimale du groupe; elle fait passer du point (x, y) au point   

; on aura donc 

ou, en développant,  

ou enfin, puisque  

Il est évident d'autre part que si au lieu de la courbe C0 on prend une autre 
courbe de la famille, à laquelle on applique le même procédé, on en déduira 
la même famille de courbes : il suffit pour s'en assurer de répéter le raison-' 
nement que nous avons fait pour montrer que par tout point du plan passe 
une seule trajectoire du groupe. Nous aurons donc ainsi une famille de 
courbes G qui reste invariante, dans son ensemble, pour toutes les transfor­
mations du groupe ; c'est seulement dans le cas de la famille des trajectoires 
que cette propriété d'invariance appartient à chaque courbe de la famille indi­
viduellement. 

Ceci posé, considérons l'équation différentielle 

(8)  

et supposons que nous ayons établi, par des considérations géométriques ou 
autres, que la famille de courbes intégrales reste invariante pour les transfor­
mations d'un groupe continu donné (4) : la vérification est d'ailleurs toujours 
aisée, puisqu'il suffit d'effectuer dans l'équation (8) le changement de 
variables (4), et de s'assurer qu'on obtient une équation 

où A' et B' sont identiques à A (x' , y') et B(x', y') à un même facteur près. 
Reportons-nous alors à l'interprétation cinématique. Soit C0 une courbe 

intégrale ; toutes les autres s'en déduiront par application des transformations 
du groupe. L'intégrale générale étant mise sous la forme on 
devra donc avoir  
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d'ailleurs (n° 163) est une intégrale de on a donc 

aussi  

enfin on peut écrire   

On en déduit, par élimination de entre les trois dernières équations, 

l'équation (8) pouvant s'écrire 

on voit que l'expression est un facteur intégrant. On peut donc dire 

que toute équation différentielle de la forme (8), qui admet un groupe continu 
donné, s'intègre par des quadratures. 

Considérons par exemple l'équation homogène 

(»)  

il est clair que cette équation admet le groupe des homothéties 

Cherchons la transformation infinitésimale du groupe; pour u = 1 on a la 
transformation identique : la transformation infinitésimale correspond donc 
à et l'on a alors 

d'où  

Dans le cas présent, on en conclut que  

est un facteur intégrant pour l'équation (9), résultat qu ' i l est facile de vérifier 
directement. 

Considérons, pour donner un autre exemple, l'équation 

(10)  

où a, b, n sont des constantes quelconques; c'est une équation de RICCATI. 
Il est facile de vérifier que cette équation admet le groupe de transformations 

on a ic i , pour la transformation infinitésimale, 
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et on en déduit que est un facteur intégrant 
pour l'équation (10). 

On peut encore procéder d'une autre façon. Reprenons l'équation (8) 

(8)  

et supposons que cette équation admette le groupe de transformations (4) dont 
les équations canoniques s'écrivent 

Faisons, dans l'équation (8), le changement de variables 

l'équation transformée s'écrira 

et elle devra admettre le groupe de transformations 

ceci exige évidemment que ne contienne pas Y. L'intégration est donc ramenée 
à une quadrature. 

On pourra, à titre d'exercice, appliquer cette méthode aux équations (9) 
et (10). 

Il est aisé de l'étendre aux équations d'ordre quelconque. Observons d'abord 
que des équations (4), qui définissent une transformation ponctuelle, on peut 

déduire l'expression de en fonction de en joignant 

les nouvelles équations ainsi obtenues aux deux premières, on a les équations 
du groupe (4) prolongé. Supposons alors qu'une équation différentielle 

admette ce groupe prolongé; si l'on fait le changement de variables 

on voit comme précédemment que dans l'équation transformée 

le premier membre devra être indépendant de Y : par suite il y aura abaisse­
ment de l'ordre de l'équation. 

On comprend dès lors la portée des recherches de L I E , et comment elles 
permettent de faire disparaître ce qui, à première vue, peut sembler un peu 
artificiel dans l'exposé des méthodes d'intégration : en réalité toute simpli­
fication dans l'intégration d'une équation différentielle d'ordre quelconque 
peut être rattachée à des considérations d'invariance de cette équation par rap-
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port à un groupe continu donné. Nous avons par exemple indiqué (n° 161) 
comme cas d'abaissement celui des équations de la forme 

où a désigne une constante quelconque. Il est facile de voir que cette équation 
admet le groupe prolongé déduit du groupe ponctuel 

253 . Indiquons très brièvement deux généralisations bien distinctes des 
notions précédentes. 

On peut d'abord, au lieu de considérer des transformations planes, consi­
dérer des transformations à un paramètre dans l'espace à n dimensions ; elles 
sont définies par des équations de la forme 

On dit encore que les transformations ci-dessus forment un groupe lorsque 
leur ensemble contient la transformation identique, et que de plus le produit 
de deux transformations de l'ensemble appartient à l'ensemble. Il est facile 
de voir que les équations d'un groupe prolongé dans le plan (x, y) sont un cas 
particulier des équations ci-dessus. 

Tous les résultats obtenus s'étendent sans modification aux groupes continus 
à un paramètre de l'espace à n dimensions; en particulier on peut toujours 
mettre les équations de ce groupe sous la forme 

On en déduit qu'un tel groupe est semblable à un groupe de translations; 
que si le groupe contient une transformation T il contient aussi son 
inverse T - 1 ; que deux transformations quelconques du groupe sont permu­
tables; enfin que le groupe contient une transformation infinitésimale qui le 
détermine complètement. 

Dans l'intégration du système 

(ii)  

la théorie des groupes à un paramètre de l'espace à n dimensions joue un rôle 
analogue à celui de la théorie des groupes à un paramètre dans le plan. Conten­
tons-nous d'indiquer en particulier que si l'on connaît, pour le système (11),  

transformations infinitésimales distinctes, on peut en général en déduire 
un multiplicateur du système. 

On peut ici encore utiliser la forme canonique des équations du groupe 
pour simplifier l'intégration par un changement de variables convenablement 
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choisi. Considérons, en nous plaçant dans l'espace à trois dimensions, le sys­
tème 

(12)  

et supposons que ce système admette un groupe continu dont les équations 
canoniques s'écrivent 

Au moyen du changement de variables 

on met le système (12) sous la forme 

ce nouveau système devant admettre le groupe 

les fonctions et sont indépendantes de Z. L'intégration du système 
proposé est donc ramenée à celle d'une équation différentielle ordinaire suivie 
d'une quadrature. 

On pourra appliquer cette méthode au système 

qui admet évidemment le groupe des homothéties 

On obtiendra une généralisation d'un autre genre en considérant des 
groupes à plusieurs paramètres. On voit rapidement apparaître des diffé­
rences assez profondes entre la théorie de ces groupes et celle des groupes à 
un paramètre; nous ne pouvons songer ic i à donner même une simple 
esquisse de la théorie générale des groupes continus, aussi nous contenterons-
nous de signaler quelques points intéressants. 

En premier lieu, un groupe à r paramètres admet r transformations 
infinitésimales. Considérons par exemple dans le plan (x, y) le groupe des 
déplacements 

(13) 
c'est un groupe à trois paramètres , a, 6. On a la transformation identique 
en prenant posant alors 

on aura, en ne conservant comme d'habitude que les infiniment petits du 
premier ordre,  
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On en déduit que le groupe (13) admet les trois transformations infinité­
simales 

correspondant aux trois différentielles du, dv, dw. 
Nous n'aborderons pas le problème de la génération d'un groupe au moyen 

de ses transformations infinitésimales. Indiquons seulement que le groupe est 
complètement déterminé par ses transformations infinitésimales, mais que, 
inversement, r transformations infinitésimales prises au hasard ne déter­
minent pas un groupe à r paramètres. 

Remarquons ensuite que deux transformations quelconques d'un groupe 
à plusieurs paramètres ne sont pas en général permutables; il est facile de 
s'en assurer sur le groupe (13). Il y a là une particularité qui différencie 
nettement les groupes à un paramètre dans l'ensemble des groupes continus; 
une conséquence immédiate est qu'arc groupe à plusieurs paramètres n'est 
pas en général semblable à un groupe de translations 

Enfin, en nous bornant à l'espace à trois dimensions, faisons observer que 
l'intégration d'une équation aux dérivées partielles de la forme 

(14)  
peut être simplifiée quand on sait que cette équation admet un groupe à 
deux paramètres semblable à un groupe de translations(1). On peut en effet 
pour un tel groupe obtenir des équations canoniques de la forme 

faisant alors dans l'équation (14) le changement de variables 

on voit que l'équation transformée 

doit admettre le groupe  

équations d'où l'on tire  

autrement dit la fonction est indépendante de X et de Y, et l'on verra 
plus tard qu ' i l en résulte des simplifications importantes pour l'intégration. 

Ic i encore toutes les simplifications qui se présentent dans l'intégration 
d'une équation telle que (14) peuvent être rattachées à des considérations 
d'invariance. 

(1) On en sera averti en général par des considérations géométriques tirées de la nature 
même du problème qui aura conduit à l'équation (14). 
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1. Soit la courbe 

l'arc de la courbe s'exprime rationnellement en t par la formule 

Les coordonnées d'un point quelconque de l'indicatrice des courbures s'expriment aussi 
rationnellement en t. L'arc a de cette indicatrice s'obtient par la formule 

Calculer les cosinus directeurs de la tangente, ceux de la normale principale, 
les rayons de courbure et de torsion. Vérifier la relation 

{Rennes, épr. prat.) 

2. On appelle s l'arc d'une courbe (G); (x, y, z) les coordonnées, par rapport à un trièdre 
trirectangle donné Oxyz, d'un point courant M de la courbe (C); les cosinus direc­
teurs de la tangente en M, et ceux de la normale principale et de la 
binormale; R et T les rayons de courbure et de torsion (R essentiellement positif, T positif 

ou négatif donné par les relations  

Si l'on a la relation R = T, on a aussi les relations suivantes : 

A, B et C étant des constantes liées par la relation 

Déduire de là que la courbe est une hélice tracée sur un cylindre dont les génératrices 
ont pour paramètres directeurs A, B, C. 

En choisissant convenablement l'axe Oz, on pourra supposer 

Si l'on donne, outre R = T, la relation R = s, on achèvera la détermination de la courbe 
(C) en posant  

et l'on exprimera successivement 5, x, y et z au moyen de la variable  
(Rennes, épr. écr., 2e quest.) 
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3. On donne, en axes rectangulaires, l'expression des coordonnées x, y, z d'un point 
quelconque M d'une courbe G en fonction de l'arc s de cette courbe; MT est la tangente 
dans le sens des arcs croissants, MN la normale principale orientée de M vers le centre de 

courbure, MB la binormale orientée de sorte 
que le trièdre MTNB ait même disposition que 
le trièdre de coordonnées Oxy;. 

Dans le plan normal en M à la courbe G on 
mène une parallèle à la binormale, définie par 
la valeur l du segment Mm, m désignant le point 
où elle perce MN. On suppose que l est une 
fonction connue de s, de sorte que cette paral­
lèle engendre une surface réglée On définit 
un point P de la génératrice par le segment 
mP = u. 

1° Équation par rapport aux axes Qxyz du plan 
tangent à en P. 

2° Il suffira de supposer que le trièdre Qxyz 
coïncide avec le trièdre de Serret relatif au 
point particulier M pour déduire de ce qui 
précède l'équation du même plan tangent par 
rapport au trièdre MTNB, qui est 

R et T désignant les rayons de courbure et de torsion, et V la dérivée  

3° Quelle fonction de s faut-il prendre pour l pour que la surface soit développable? 
Plan tangent à la surface développable, arête de rebroussement de cette surface. 

(Rennes, ëpr. êcr., 2e quest.) 

4. La ligne de striction de la surface réglée engendrée par les normales principales a 
une courbe gauche F est toujours distincte de  

La ligne de striction de la surface réglée engendrée par les binormales à une courbe 
gauche est la courbe elle-même, et le paramètre de distribution relatif a la normale 
principale en un point do est égal au rayon de torsion en ce point. 

5. Enveloppe d'une famille de cercles à un paramètre; étudier les relations entre l'enve­
loppe et le lieu des centres; cas particulier où les cercles passent par un point fixe 0 et 
déterminent sur une sécante fixe une corde qui est vue du point 0 sous un angle constant. 

6. Enveloppe des axes, lieu des foyers et enveloppe des directrices des paraboles oscula-
trices à une spirale logarithmique. 

7. Soient une équation différentielle du premier ordre, son 

intégrale générale. Démontrer que, pour que les courbes intégrales forment un système de 
courbes parallèles, il faut que la fonction F vérifie une relation de la forme 

En déduire qu'on peut intégrer par une quadrature toute équation différentielle du 
premier ordre dont les courbes intégrales forment un système de courbes parallèles. 

8. Pour que les courbes intégrales de l'équation forment un système iso­
therme, il faut et il suffit que la fonction f vérifie une certaine équation aux dérivées 
partielles du second ordre. Former cette équation et, la supposant vérifiée, en déduire un 
facteur intégrant pour la proposée. Application a l'équation 

(DEMARTRES.) 
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9. Deux courbes (C1) et (C2) se correspondent point par point de telle sorte que les tan­
gentes en deux points correspondants M1 et M2 soient parallèles; la première a une cour­
bure constante égale à et la seconde une torsion constante égale aussi à Démontrer 

que le lieu du point M qui divise dans un rapport constant le segment M1M2 est une courbe 
de Bertrand. 

(BIOCHE.) 

10. Une ligne à courbure constante et le lieu de son centre de courbure forment deux 
courbes de Bertrand associées. Le produit des torsions en deux points associés est constant. 

1 1 . Démontrer que l'hélicoïde gauche lieu des normales principales d'une hélice circu­
laire est la seule surface réglée minima. 

12. Une courbe gauche est définie par l'ensemble de ses plans osculateurs dont l'équa­
tion est mise sous la forme  

et H étant des fonctions de t. Déterminer les coordonnées du centre et le rayon de la 
sphère osculatrice. Quelle relation doit-il y avoir entre et H pour que la courbe considérée 
soit une courbe de Bertrand?  

(DEMARTRES.) 

13. On considère la courbe définie en coordonnées rectangulaires par les équations 

Démontrer que cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre du second degré, et que 
ses normales principales rencontrent une droite fixe. 

14. Déterminer les surfaces réglées qui ont pour ligne de striction une courbe donnée. 

15. Etant donnée une courbe gauche (C), on mène en un point M de cette courbe la 
tangente la normale principale M et la binormale Mç. Soient MD la bissectrice de 
l'angle et (S) la surface engendrée par MD quand M parcourt (G). On prend sur MD un 
point P défini par former l'équation du plan tangent en P à (S), rapportée aux 
axes et en déduire à quelle condition la surface (S) sera développable. La 
courbe (C).est, dans ce cas, une hélice; montrer que la surface (S) est alors le cylindre sur 
lequel est tracée celte hélice. 

Dans le cas général où (S) n'est pas développable, former l'équation de Riccati donnant 
ses lignes asymptotiques non rectilignes. 

(Bordeaux, épr. th., 2e quest.) 

16. On donne une courbe gauche (C) pour laquelle les coordonnées d'un de ses points M 
sont des fonctions connues de l'arc AM de la courbe, compté à partir d'un point fixe A de 
la courbe. On mène en M, à la courbe (C), la tangente ME, la normale principale et la 
binormale dans les sens habituels. Soit u une fonction déterminée de l'arc AM. On 
mène la droite MD dont les paramètres directeurs par rapport à sont (1, 1, u). 
Cette droite MD engendre une surface réglée lorsque le point M se déplace sur la 
courbe (C). On demande : 

1° Comment on doit choisir la fonction u pour que la courbe (C) soit ligne de striction 
pour la surface On montrera que la solution de cette question s'obtient par quadratures. 

2° Comment on doit choisir la fonction u pour que la surface soit développable. On 
montrera que la solution de cette question dépend d'une équation de Riccati. Peut-on 
intégrer cette équation lorsque la courbe (C) est une hélice quelconque? 

(Bordeaux, épr. th., 2e quest.) 

17. On donne en coordonnées rectangulaires une surface réglée (S) ayant pour équations 

et étant deux paramètres indépendants et V, W deux fonctions données du seul para­
mètre On demande : 
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1° de former l'équation différentielle des lignes asymptotiques de cette surface et de 
montrer qu'elle s'intègre par quadrature; 

2° comment il faut choisir la fonction W pour que les lignes asymptotiques, autres que 
les génératrices, se projettent sur le plan des xy suivant des courbes homothétiques entre 
elles par rapport à l'origine des coordonnées. Montrer que la surface S est, dans ce cas, 
un conoïde. Pouvait-on prévoir géométriquement ce résultat? 

{Bordeaux, épr. th., 2e quest.) 

18. On considère la surface définie par les équations 

où a est une constante, et u et v deux paramètres variables. 
1° Trouver toutes les courbes de l'espace dont les tangentos sont parallèles aux droites 

de la surface. (On se contentera d'exprimer les coordonnées courantes d'un point do la 
courbe sous forme d'intégrales renfermant une fonction arbitraire.) Déterminer en particu­
lier celles dont le rayon de courbure est constant. 

2° Trouver les courbes trajectoires orthogonales des droites de la surface. 
3° Former l'équation différentielle des lignes asymptotiques et montrer que son intégra­

tion peut se ramener à une quadrature. 
(Grenoble, épr. th., 1re quest.) 

19. Deux courbes G, se correspondent point par point de manière que les tangentes 
aux points correspondants M, soient parallèles. Soient C1, deux courbes rencontrant 
respectivement toutes les tangentes à C, ; soient M1, u1 les points où ces courbes reucon-
trent respectivement deux tangentes correspondantes quelconques MT, de C,  

Montrer qu'étant donnée C1 on peut choisir de manière que sa tangente en tout point  
soit parallèle à la tangente à C1 au point correspondant M1; les courbes qui jouissent 

de cette propriété forment une famille dépendant d'un paramètre arbitraire. 
On peut définir C1 par la donnée, en fonction de l'abscisse curviligne s du point M, de la 

longueur l du vecteur MM1 porté sur la tangente MT à la courbe C; soit s1 l'abscisse curvi­
ligne de M1 sur C1. Soient les quantités analogues relatives à  

Montrer que l'on a  

Examiner le cas particulier où C1 coupe orthogonalement toutes les tangentes MT et où  
se réduit à un point. 

(Grenoble, épr. th., 2e quest.) 

20. On considère le point dont les coordonnées rectangulaires sont 

(1)  

dans lesquelles on a posé 

Lorsque p varie seul, ce point décrit une droite (u, v) qui, quand u et v varient, engendre 
une congruence G qu'on se propose d'étudier. 

1° Vérifier que la congruence G est formée par les tangentes communes à la sphère S 
obtenue en faisant =0 dans les formules (1) et au cône T obtenu en faisant =cotgv 
dans les mêmes formules. Trouver les développables dont les génératrices appartiennent à 
G et démontrer que les arêtes de rebroussement de ces surfaces qui sont sur T se transfor­
ment en les différentes tangentes d'une même circonférence dans le développement du 
cône T sur un plan. 

2e Démontrer qu'il existe des surfaces qui admettent pour normales toutes les droites 
de C; trouver ces surfaces. Déterminer les lignes de courbure des surfaces ; montrer 
qu'une famille est plane et l'autre sphérique. Que pouvez-vous dire des développées de ces 
lignes de courbure? 

(Paris, épr. écr., 1re quest.) 
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2 1 . On considère la congruence de cercles 

Déterminer b en fonction de a de façon que la surface engendrée par les cercles C de la 
famille ainsi constituée admette ces cercles G comme lignes de courbure. 

(Bordeaux, épr. écr., 2e quest.) 

22 . Un point m, de coordonnées x, y, z, décrit une courbe gauche ( ) dont on appelle s 
l'arc, r le rayon de courbure, t le rayon de torsion, (a', b', c), (a', b', c') et (a", b", c") les cosinus 
directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binormale. On considère la 
courbe dite adjointe décrite par le point m0 

et les courbes dites associées, définies par les équations 

où 6 est une constante. 
On désigne par les grandes lettres S, R, T, A, B, . . . , C" les éléments de la courbe 

analogues aux éléments de la courbe représentés par la même petite lettre. 
1° Trouver le trièdre de Serret-Frenet relatif à la courbe associée. Dispositions de ce 

trièdre par rapport au trièdre de la courbe donnée. Longueur des arcs correspondants sur 
et (F). 

2° Rayons de courbure et de torsion de la courbe  
3° Montrer que si est une courbe associée à ' inversement est Tune des courbes 

associées à    
4° Pour la courbe se réduit à ou à  

Montrer que si a son rayon de courbure constant, (yo) a son rayon de torsion constant. 
Dans ce cas les courbes sont dites courbes de BERTRAND (relation linéaire entre les deux 

c o u r b u r e s ) • 
(Rennes, Géom. sup., épr, écr.) 

23. Deux surfaces développables sont applicables l'une sur l'autre lorsque, sur leurs 
deux arêtes de rebroussement, la courbure est une même fonction de l'arc. 

24. Les normales à une surface réglée aux différents points d'une même génératrice 
forment un paraboloïde hyperbolique. 

25. Si une géodésique d'une surface réglée coupe sous un angle constant les généra­
trices, elle se confond avec la ligne de striction; si la ligne de striction est une géodésique, 
elle coupe sous un angle constant les génératrices; enfin si la ligne de striction coupe 
sous un angle constant les .génératrices, elle est aussi une ligne géodésique. 

(0. BONNET.) 

26. On considère les hyperboloïdes de révolution à une nappe représentés par l'équation 

a et b étant des constantes et t un paramètre variable. 
1° Former l'élément linéaire de la surface réglée engendrée par celles des génératrices 

rectilignes qui rencontrent l'axe des z. 
2° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface. 

(Paris, épreuve théorique.) 

27. On considère, sur une surface S, d'une part les courbes G enveloppées par des plans 
normaux à S et parallèles à une direction donnée D, d'autre part les courbes C1 telles que 
la normale à la surface le long de chacune d'elles fait un angle constant avec la même 
direction. Démontrer que si ces deux familles de courbes forment un réseau orthogonal, 
la surface a un système de lignes de courbure situées dans des plans perpendiculaires à D. 

(Lucien LÉVY.) 



EXERCICES SUR LE LIVRE IV 205 

28. Les droites qui ont pour équations 

où a est une constante, u et v deux paramètres variables forment une congruence. Étudier 
cette congruence, et en particulier démontrer que la surface focale se compose de deux 
paraboloïdes de révolution égaux. 

29. Étant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz, on considère 
dans le plan des xy la parabole qui a pour équation  

1° Former l'équation de la surface B enveloppe d'une sphère variable, passant par 
l'origine, et dont le centre décrit cette parabole; étudier la section de E par le plan xOy, 
et la surface E' obtenue en transformant E par une inversion d'origine 0 et de module p2. 

2° Soit S une sphère tangente à l'origine au plan xQy; démontrer que le cercle suivant 
lequel la sphère touche son enveloppe est orthogonal à S, et que toute sphère telle 
que S coupe la surface E à angle droit en tous les points de leur intersection; déterminer 
les lignes de courbure de E. 

3° Dans quel cas les deux familles de lignes de courbure de E se composent-elles de 
cercles? Déterminer, dans ce cas, la deuxième famille de sphères dont E est l'enveloppe, 
et trouver le lieu des centres de ces sphères. 

(Nancy, épreuve théorique.) 

30. Trouver en projection sur le plan yOz les lignes asymptotiques de la surface 

Parmi ces courbes projetées, montrer qu'il y en a une et une seule délimitant avec Oy 
et le prolongement de Oz une région d'aire finie. Évaluer cette aire. 

(Poitiers, épr. prat.) 

3 1 . On assimile la terre à un ellipsoïde de révolution, dont les rayons de courbure 
principaux en un point sont R1 et R2. Évaluer la partie principale de l'intégrale 

étendue à toute la surface du globe, en supposant très petit l'aplatissement  

Application : D e g r é d'approximation. 
(Poitiers, épr. prat.) 

32. Soit S la surface définie en coordonnées rectangulaires par les équations paramé­
triques  

On demande de trouver l'expression la plus générale de la fonction (u, v) pour chacun 
des trois cas suivants : 

i° pour que les deux familles de courbes soient orthogonales sur la 
surface S;  

2° pour que ces deux familles de courbes soient conjuguées sur la surface S; 
3° pour qu'elles soient les lignes de courbure de S. 

(Bordeaux, épr. th., 2e quest.) 

33. On désigne par S une surface réglée dont les génératrices font un angle donné 
avec une direction donnée Les axes Qxyz sont rectangulaires et parallèle à Oz. 

1° Appelons S1 toute surface S développable. Dire quelle est la nature de l'arête de 
rebroussement de S1 : en déduire le moyen d'engendrer toutes les surfaces S1. Montrer 
qu'en un point quelconque d'une surface S1 le plan tangent à la surface fait l'angle 
avec Réciproque. 
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2° Appelons S2 la surface S dont les génératrices rencontrent Oz et une hélice c i r cu la i r e 
d'axe Oz. Déterminer les l ignes asymptotiques de S2 et ind iquer leur forme. Montrer a priori 
que la recherche de ces l ignes se ramène au plus à une seule quadra ture . 

(Rennes, épr. écr., 2e quest.) 

3 4 . Le p l a n q u i a pour équat ion 

f(t) étant une fonction donnée du paramètre t, enveloppe une surface développable S. 
1° Montrer que l 'arête de rebroussement de S est une hélice. Calculer les rayons de cour­

bure et de torsion en chaque po in t de cette hél ice . 
2° Ramener à une quadrature la recherche des l ignes de courbure de S et donner des­

équations paramétr iques de ces l ignes . 
(Rennes, épr. écr., 1re quest.) 

3 5 . On considère la surface S définie par les équations 

1° Former l 'équation du p lan tangent ; calculer les rayons de courbure p r inc ipaux . 
2° Former les équations paramétriques de la développée; montrer que les deux nappes, 

qu i peuvent être représentées par un même système d'équations, sont unicursales. 
3° Lignes de courbure et l ignes asymptotiques de S. 
4° Montrer qu'on a une représentation conforme de S sur un p lan en regardant et 

comme les coordonnées polaires du p lan . Construire alors les représentations planes des­
l ignes de courbure, et dire ce qu'elles offrent de par t icul ier . Comment déduit-on sans calcul 
les représentations planes des asymptotiques de celles des lignes de courbure? 

(Rennes, géom. sup., épr. prat.) 

3 6 . I . — On considère la surface définie en coordonnées paramétriques par les équations 

1° Trouver le degré de cette surface. 
2° Déterminer ses l ignes de courbure ; montrer que ce sont des courbes planes un icu r ­

sales du troisième degré, et qu'elles sont rectiflables. 
3° Déterminer ses lignes asymptotiques; montrer que ces l ignes sont à la fois des hélices 

et des cubiques gauches rectiflables. 
4° Démontrer que la surface considérée est une surface m i n i m a . On l 'appelle surface 

m i n i m a d'Enneper. 
11. — On considère les deux paraboles définies par les équations 

(P1) 
(P2)  
1° Montrer que ces paraboles sont focales l 'une de l 'autre, c'est-à-dire qu'elles sont situées 

dans des plans rectangulaires et que chacune a pour foyer le sommet de l 'autre . 
2° Soit M1(t=α) un point de (P1), M.2(t = ß) un point de (p2). Écrire l 'équation du plan 

perpendiculaire au m i l i e u de M 1 M 2 et déterminer l 'enveloppe de ce p lan quand M1 et M2 

décrivent (P1) et (P2). 
3° On retrouve pour enveloppe la surface d'Enneper. Soit II le p lan perpendiculaire au 

m i l i e u de M 1 M 2 ; montrer que les plans normaux à (P1) et (P2) en M1 et M2 sont les plans 
des l ignes de courbure qu i passent par le point de contact de la surface d'Enneper et du 
p lan I I . 

{ I I . — Étude de la développée de la surface d 'Enneper. 
1° Former les équations paramétriques des deux nappes de la développée. Vérif ier ainsi 

que la développée se compose de deux surfaces unicursales algébriques, analyt iquement 
dist inctes, symétriques par rapport à une droi te . 

2° Soit une nappe de la développée. Déterminer les l ignes asymptotiques et les l ignes 
de courbure de en termes f inis . Ind iquer sans calcul une fami l le de géodésiques de 
Rayons de courbure p r inc ipaux . 

3° Montrer que, sur les courbes forment un réseau conjugué. Cotte 
propriété étant établie par le ca lcul , la démontrer géométriquement, et l 'étendre à la 
développée d'une surface quelconque. 
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4° L 'une des fami l les du réseau conjugué (a), (p), est formée de courbes planes situées 
dans des plans paral lè les ; l 'autre f ami l l e est formée des courbes de contact des cy l indres 
circonscri ts à ayant leurs génératr ices paral lèles aux plans des courbes de la première 
f a m i l l e .  

3 7 . Démontrer que la seule surface m i n i m a de révo lu t ion est la surface engendrée par 
la r évo lu t ion d'une chaînette autour de sa base. Cette surface a reçu le nom d'alysséide, ou 
de caténoïde. 

3 8 . Démontrer que le ds2 d'une surface réglée réelle peut se mettre sous la forme 

a et (3 désignant des fonctions de v. Si ß = 0, la surface est développable. 

3 9 . Démontrer qu'en tout point d 'une surface le carré du rayon de torsion d'une l igne 
asymptotique est égal au p rodu i t changé de signe des rayons de courbure pr inc ipaux en ce 
point . 

4 0 . On considère la surface dont l 'é lément l inéa i re est donné par la fo rmule 

où a désigne une constante pos i t ive . On demande : 
1° de dé terminer expl ic i tement les l ignes géodésiques de la surface; 
2° si l 'on fai t correspondre au point de coordonnées (u, u) de la surface le point du p l an 

qu i a pour coordonnées polaires r = u, = u, quelles sont les courbes du p lan qui corres­
pondent aux géodésiques de la surface; 

3° de déterminer la ou les l ignes géodésiques passant par les deux points (u, v) et (u0 , u0); 
4° de t rouver l 'enveloppe des géodésiques passant par le point (u0 , v0). 

(Paris, épreuve théorique.) 

4 1 . On considère les surfaces (S) dont l 'élément l inéa i re a la forme 

1° Par un changemeut de variables ramener le ds2 à la forme géodésique 
pola i re .  

2° Déduire de là la courbure totale de la surface (qu ' on expr imera au moyen de U, 

)• 

3° Choisir U pour que (S) soit à courbure totale constante. 
4° Déterminer les géodésiques de (S) dans le cas où U== u. 

(Poitiers, épreuve théorique, 2e question.)-
4 2 . On considère la surface définie par les équations 

a et 6 étant des constantes. 
1° Démontrer que les courbes v = C te sont planes et que le p lan de chacune d'elles coupe 

la surface sous un angle constant. 
2° Montrer que la surface est applicable sur une surface de r é v o l u t i o n ; préciser le mode 

de correspondance. 
3° Déterminer les l ignes de courbure et les rayons de courbure p r inc ipaux . 
4° Développée de la surface; mont re r que chacune des deux nappes est applicable sur 

une alysséide. 
5° Déterminer les l ignes asymptotiques, leur courbure et l eur tors ion . 

(Agrégation.) 

4 3 . On donne un point fixe 0 et un p lan fixe Q q u i ne passe pas par 0. Étudier le 
complexe des droites D q u i rencont rent le p lan Q en un point A te l que OA soit no rma l à D. 

( P A P E L I E R . ) 
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44 . Étudier le complexe des cordes de la quadrique 

qui sont vues de son centre sous un angle droit. Points pour lesquels le cône du complexe 
est de révolution. Plans pour lesquels la courbe du complexe est une parabole ou un cercle. 

(PAPELIER.) 

45. Dans tout complexe (non linéaire) il existe en général une congruence de droites 
telles que le plan tangent aux cônes élémentaires relatifs aux divers points d'une de ces 
droites soit le même tout le long de la droite à l'exception d'un seul point P de La 
congruence porte le nom de congruence singulière du complexe, la surface (pouvant d'ailleurs 
se réduire à une courbe) lieu du point P, le nom de surface des singularités. Le point P est 
un point singulier de le plan associé à en tous les points autres que P est un plan singu­
lier : la surface des singularités est une nappe focale de la congruence singulière, les point 
et plan singuliers relatifs à sont des éléments focaux associés. 

On demande de vérifier toutes les propriétés précédentes sur le complexe (du second 
degré) des droites par chacune desquelles passent deux plans rectangulaires tangents 
au paraboloïde  

46. Rattacher la Ihéorie du multiplicateur à celle des champs vectoriels d'après les 
indications suivantes. 

On cherche les lignes intégrales du champ vectoriel V(M). La condition pour que p soit 
un multiplicateur peut s'écrire div Soit (M) une intégrale première; on considère 
les surfaces infiniment voisines 

on trace sur (S) un contour fermé simple et on construit le tube des normales à (S) le 
long de On applique le théorème d'Ostrogradsky au champ V dans le domaine compris 
entre ce tube et les surfaces (S) et (S')- Montrer que, si G est le vecteur unitaire de la 
normale géodésique à , ds l'élément d'arc de cette courbe, la quantité 

est une différentielle totale sur (S). En conclure que si l'on possède une intégrale pre­
mière (M) et un multiplicateur (M), on obtient les lignes intégrales par une quadrature : 
ce sont, sur les surfaces (S), les lignes  

47. On considère l'enveloppe E de la famille de plans 

où et sont les paramètres variables. A chaque système de valeurs de et on fait 
correspondre le point de contact du plan défini par ces valeurs avec la surface. 

1° Former la condition à laquelle doit satisfaire la fonction p pour que les courbes  
= const., = conet. soient conjuguées. Déterminer la forme générale des fonctions p 

satisfaisant à cette condition. 
2° Cette condition étant remplie, montrer que les lignes = const., —const. sont ortho­

gonales. Montrer que les lignes de courbure de la surface sont planes, et que celles de 
l'une des familles sont égales entre elles. 

3° On considère ces lignes de courbure comme les différentes positions d'une courbe 
mobile : quelle est la nature du déplacement de son plan? Définir les deux nappes de la 
développée de E; dans quelles conditions l'une ou l'autre de ces deux nappes dégénère-t-elle 
en une ligne? Quelle est la nature de E lorsque les deux nappes sont ainsi dégénérées? 

Nota. — Les candidats devront faire usage, autant que possible, de considérations 
géométriques. 

(Strasbourg, épr. écr., 1re quest.) 
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ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
par Georges BOULIGAND. 

C H A P I T R E PREMIER 

INTRODUCTION 

254. I n t e r v e n t i o n de fonctions a r b i t r a i r e s dans la solution. — 
On appelle équation aux dérivées partielles d'ordre p une relation entre les 
variables indépendantes, la fonction inconnue, et ses dérivées partielles jus­
qu'à Tordre p inclus, une dérivée d'ordre p au moins figurant effectivement 
dans cette relation. 

Par exemple, soient z une fonction inconnue des deux variables x, y et 
f(x, y) une fonction donnée. Alors la relation 

déjà considérée au n° 84, est une équation aux dérivées partielles du second 
ordre. Si Ton connaît une solution particulière toute autre solution 
sera de la forme  

A (x) et B(y) désignant des fonctions dérivables, mais arbitraires. C'est là un 
fait général : la solution d'une équation aux dérivées partielles dépend de 
fonctions arbitraires(1). Toutefois, la lo i de cette dépendance n'est pas facile 

(1) Une équation différentielle ordinaire, telle que 

(E)  

peut toujours être regardée comme définissant une fonction z de x et de n paramètres 
bien que ces paramètres ne figurent pas explicitement dans l'équation. Soit 

l'intégrale générale de (E) en tant qu'équation différentielle ordinaire. Si on regarde z 
comme fonction inconnue de l'équation (E) devient une équation aux dérivées 
partielles et sa solution est où et sont maintenant des fonctions arbitraires 
de  

LAINE, Anal., I I . 14 
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à résumer dans un énoncé s imple , paral lèle à ce lu i d'après lequel l ' i n t égra le 
générale d 'une équat ion dif férent ie l le d 'ordre n dépend de n constantes 
a rb i t ra i res . 

Précisons ce point par un exemple. En disant que l'intégrale de l'équation 
y" = f ( x , y, y') dépend de deux constantes arbitraires, on veut dire qu ' i l faut imposer 
deux conditions à une solution de cette équation pour la déterminer. On donnera, pour 
fixer les idées, les valeurs prises par la fonction et sa dérivée première pour x = 0, 
ces valeurs sont les deux constantes arbitraires de l'énoncé. Prenons maintenant 
l'équation  

une intégrale holomorphe en x, y autour de l 'origine x=y = 0 est bien déterminée 
si l'on donne la fonction holomorphe (x) à laquelle elle se réduit pour y = 0 : c'est 
ce qu'on verra en cherchant les coefficients du développement de MAC-LAURIN de 
l'intégrale en question, développement qu'on peut ordonner par rapport à y et qu i 
s'écrit alors  

i c i , la donnée d'une seule fonction (x) détermine donc, bien que l'équation soit du 
second ordre, une intégrale holomorphe. En outre, cette fonction (x) n'est plus une 
fonction analytique arbitraire : une étude plus approfondie (voir GOURSAT, Cours 
d'Analyse, t. I I I , chap. xx iv) montre que la fonction (x) doit être entière. 

255. Simplif ication par c h a n g e m e n t de var iables : équat ion 
d e s c o r d e s v i b r a n t e s . — La théorie des équations aux dérivées par t ie l les 
est un chapi t re i m p o r t a n t de l 'Analyse , en raison de la fréquence avec laque l le 
elles in terv iennent dans des questions diverses. Nous avons déjà rencontré 
l ' équat ion de L A P L A C E , à propos des fonct ions d 'une variable complexe. E n 
Phys ique mathémat ique , les types les p lus variés d 'équations aux dérivées 
part iel les se sont présentés dès les premières recherches. 

L 'une des p lus anciennement étudiées est l' équation des cordes vibrantes 

( 1 )  

on la t rai te par changement de variables en posant 

(2) 

d 'où  

l ' équat ion (1) devient a insi 

(3)  
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et SON intégrale générale est 

Le problème physique est ainsi posé : on considère une corde très peu exten­
sible tendue entre deux points x1 x2 de 
Taxe Ox, qui sont les extrémités de la 
corde. On demanded 'étudier dans le plan 
des xz les petits mouvements transver­
saux du système autour de sa figure rec-
tiligne d'équilibre x1x2,. A l'instant t, la 
figure affectée par la corde sera une 
courbe représentée par l'équation 

fig.29. On démontre en Physique (1) que z est 
précisément une intégrale de l'équa­

tion (1). La présence des fonctions arbitraires et dans (4) indique la possi­
bilité d'une infinité de mouvements. On détermine l 'un d'eux en donnant : 

1° la figure déformée imposée à la corde à l'instant t = 0 ; 
2° la répartition des vitesses animant alors les divers points de la corde. 
Ànalytiquement, cela revient à énoncer le théorème suivant : 
Une intégrale de (1) est bien déterminée si l'on donne, dans l'intervalle  

les deux fonctions 

z(x, 0) et  

astreintes à s'annuler aux deux extrémités. 
Il suffit en effet de montrer qu'on peut déterminer les fonctions et 

figurant dans (4) de manière à avoir   

la seconde équation donne à une constante additive près, et nous 
aurons 

d'où  

la solution sera donc 

naturellement, on vérifie que C disparaît du résultat final. 

(1) Voir BOULIGAND, Précis de Mécanique rationnelle, tome I I . 
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286. Quelques méthodes de recherche . — Les méthodes employées 
étant très variées, nous citerons quelques exemples assez nettement différents, 
par leurs principes, des considérations utilisées pour les équations du premier 
ordre, dont nous ferons, en dernier ressort, l'étude systématique. 

On peut tirer parti de rapprochements entre les équations différentielles ou 
aux dérivées partielles d'une part, les équations aux différences finies d'autre 
part, les premières se présentant comme cas limite des secondes. Précisons 
d'abord cette idée dans le domaine des équations différentielles ordinaires. 

L'équation différentielle 

(5) 
peut être rapprochée pour h très petit de l'équation 

(6) 
dans laquelle la fonction , au lieu d'être définie quel que soit x, l'est seule­
ment pour les valeurs de la forme nh, où n désigne un entier quelconque, 
positif ou négatif. Si on donne (0), l'équation (6) permet de déterminer de 
proche en proche les termes de la suite 

c'est-à-dire les ordonnées des sommets successifs d'une ligne brisée, ayant 
pour abscisses sommets tels que cette ligne fournisse la 
représentation graphique d'une solution de (6). Mais alors, à partir de ce point 
de vue, le fait qu ' i l passe par un point de l'axe Oy (par exemple) une courbe 
intégrale de l'équation (5) devient intuitif. Cette intuition ne saurait, il est vrai, 
se substituer à une démonstration rigoureuse, mais du moins fournit-elle le 
principe d'une telle démonstration, qu'on trouvera développée dans des traités 
plus étendus [moyennant des conditions convenables imposées à f(x, y)] sous 
le nom de méthode de CAUCHY-LIPSCHITZ. 

257. De tels procédés, appliqués aux équations aux dérivées partielles, 
permettent également de rendre intuitifs des résultats importants. Par exemple, 
avant d'étudier dans le plan l'équation de LAPLAGE 

on peut considérer la question suivante. 
Traçons dans le plan xOy un réseau à mailles carrées, obtenu au moyen 

des droites où m et n sont deux entiers quelconques, et h 
une longueur fixe. Cherchons une fonction définie exclusivement aux nœuds 
du réseau et telle que sa valeur en un nœud quelconque soit la moyenne arith­
métique de ses valeurs aux quatre nœuds les plus proches, de manière qu'on 
ait 

(7)  
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Pour abréger, nous appellerons fonction préharmonique toute fonction 
définie aux nœuds du réseau et jouissant de cette propriété de moyenne. 
D'après celle-ci, il est impossible qu'en un nœud quelconque la valeur de la 

fonction surpasse à la fois ses valeurs aux 
quatre nœuds voisins ou leur soit inférieure. 
Il n'y aura donc ni maximum ni minimum 
sur le réseau. — Juxtaposons un certain 
nombre de carrés du réseau en un poly­
gone, que nous appellerons domaine poly-
quadralique. Un tel domaine étant défini, 
les nœuds du réseau lu i seront extérieurs, 
intérieurs, ou périphériques. Or, on aper­
çoit aisément la proposition suivante : 

Il existe dans un domaine poli/quadra­
tique une fonction préharmonique et une  
seule acquérant des valeurs données aux 

fig.30. nœuds périphériques. 
Car la recherche de cette fonction con­

siste en la résolution d'un système linéaire dont les inconnues sont les valeurs 
aux nœuds intérieurs. Il y a autant d'équations que d'inconnues, car on doit 
exprimer la propriété de moyenne en chaque nœud intérieur. Enfin le déter­
minant n'est pas nul , car si en chaque nœud périphérique on donne la valeur 
zéro, la fonction cherchée s'annulera en chaque nœud intérieur (vu l'impossi­
bilité d'un maximum ou d'un minimum), et par suite le système rendu homo­
gène n'admet pas de solution non formée de zéros. 

Or l'équation de LAPLACE se présente comme un cas limite de l'équation (7) 
quand h devient très petit. Appelons fonction harmonique une solution de 
l'équation de Laplace, continue ainsi que ses dérivées des deux premiers 
ordres. Nous prévoyons par ce qui précède le résultat suivant, qu'on démontre 
d'ailleurs rigoureusement : 

Soit un domaine limité par un ou plusieurs contours et une succession de 
valeurs données sur chacun d'eux. Il existe une fonction harmonique et une 
seule dans ce domaine, prenant sur les bords des valeurs données; elle n'a 
dans le domaine ni maximum, ni minimum (1). 

On peut généraliser au cas de trois dimensions, en prenant l'équation 

et cherchant la solution, continue ainsi que ses dérivées premières et secondes 
dans un certain domaine et acquérant des valeurs données sur la ou les 
surfaces qui le délimitent. L'existence et l'unicité d'une telle solution, qu'on 
établit avec une large généralité, constituent le principe de DIRICHLET. 

(1) C'est précisément de cette dernière propriété que résulte l'unicité de la solution. 
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258. Revenons à l'équation de LAPLACE dans le plan. Si nous prenons une 
fonction analytique f(z) de la variable complexe z = x+ iy, 

sa partie réelle P et sa partie imaginaire Q sont des fonctions harmoniques. Il 
nous est donc loisible d'en former de très nombreuses. On peut encore 
remarquer qu'en vertu de la relation 

(8)  
le logarithme du module d'une fonction analytique est une fonction harmo­
nique. Appliquons ceci à la fonction z — z0 (en désignant par z0 une constante). 

Nous voyons que logr (où r est la distance 
des images de z et de z0) est harmonique. 

Comme on peut écrire 

on connaît une intégrale 

de l'équation 

(9)  

Fig. 31. intégrale qui dépend de deux paramètres 
arbitraires x0, y0. 

Grâce au fait que l'équation est linéaire, nous pourrons de l'intégrale précé­
dente, ou mieux de la famille d'intégrales précédentes, déduire de nouvelles 
intégrales, en pratiquant des opérations de composition linéaire au sein de 
cette famille. Considérons d'abord n points 

par exemple les sommets successifs d'une ligne brisée, et affectons-les de 
coefficients II est clair que l'expression 

sera .une intégrale de (9). Mais alors, on songe à passer du cas d'une ligne 
brisée à celui d'une courbe C, dont la tangente varie continûment. Soit s 
l'abscisse curviligne d'un point courant (a, b) de cette courbe. L'expression 

représente encore (comme le confirme la règle de dérivation de LEIBNIZ , 
appliquée en supposant le point a?, y hors de C) une intégrale de (9), quelle 
que soit la fonction continue (s). 

On peut remarquer de plus que la dérivation est elle-même une opération 
de composition linéaire : toute dérivée première 

(α, ß, indépendants de x, y) 
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de la fonction u par rapport au point (a, b) dans une certaine direction est 
une nouvelle intégrale de (9). Reprenons la courbe précédente G et supposons 
que α, ß soient les cosinus directeurs de la normale en un point (a, 6) de cette 
courbe, de sorte que l'on peut écrire 

signifiant la dérivée prise suivant la normale à cette courbe. Alors 

est encore une intégrale. 
Ces remarques dépassent de beaucoup la théorie de l'équation de LAPLAGE 

et s'appliquent à l'étude de classes étendues d'équations aux dérivées partielles 
linéaires : leur intérêt est de fournir des solutions dépendant de fonctions 
arbitraires. On pourra ensuite essayer de déterminer ces dernières de manière 
que la solution correspondante remplisse une condition imposée d'avance 
(notamment une condition sur la courbe C d'intégration). On sera ainsi 
conduit à résoudre des équations intégrales linéaires. 

259. Pour montrer la portée de ces considérations, nous les appliquerons à 
la résolution du problème de DIRIGHLET pour le cercle. 

Soient deux nombres complexes quelconques. Considérons la fonc­

tion La partie imaginaire de son logarithme est l'argument de ce 

quotient, ou encore l'angle sous lequel le segment est vu du point z. Donc 
cet angle est une fonction harmonique des coordonnées cartésiennes x, y de z. 

Soit maintenant une ligne brisée et l'angle sous lequel le 
côté est vu du point z. Quelles que soient les constantes la  
fonction 

est harmonique en x, y. 
Passons d'une ligne polygonale à une courbe : un élément d'arc ds sera vu 

du point (x, y) sous un angle dw, 

où (x, y, s) est harmonique en a?, y (1). L'intégrale 

(10) 

sera encore harmonique. 

(1) (x, y, s) représente la dérivée, suivant la tangente a c, dans le sens des arcs crois­
sants, de l'angle sous lequel on voit du point fixe (a?, y) un arc de la courbe d'origine fixe 
et d'extrémité s. Comme l'indique la figure 32, cet angle est l'argument de z0 — z (ou du moins 
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Nous allons écrire plus explicitement cette intégrale dans le cas où la courbe 
C (qui n'est pas nécessairement fermée) est une circonférence de rayon R. Soit 
M le point de la circonférence qui a pour abscisse curvilignes; si nous posons 
s = R désignera l'abscisse angulaire de M. Prenons pour pôle le centre 0 
de la circonférence, pour axe polaire Ox la droite =0 et déterminons la 
position de P par ses coordonnées polaires . L'angle désignera mainte­
nant avec précision celui sous lequel l'arc AM est vu de P. 

Pour un déplacement infiniment petit M M ' d u point M sur la circonférence, 
on trouve aisément (proportionnalité des sinus aux côtés dans le triangle PMM') 

Nous aurons donc une intégrale de la forme 

or on a, dans le triangle OPM, 

n'en diffère que d'une constante additive). Ainsi 0 est la dérivée tangentiellede arg(z0— z). 
Or nous avons  

donc la dérivée tangentielle de arg(z0— z) est égale (au signe près) à la dérivée normale 
de (conséquence de l'égalité au signe près des dérivées de la partie réelle et 
de la partie imaginaire d'une fonction analytique, prises dans des directions rectangu­
laires). Ceci expliquera au lecteur pourquoi d'autres ouvrages substituent à l'intégrale (10) 

l'intégrale (10) Ces intégrales sont égales ou opposées, suivant la conven­

tion adoptée pour le sens de la normale. 
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d'où  

et finalement 

(11)  

Cela posé, pour résoudre le problème de Dirichlet dans le cas du cercle, 
désignons par f( ) la fonction de continue et périodique, de période 2 , 
qui exprime la distribution des valeurs données sur la circonférence, en chaque 
point d'abscisse angulaire II faut choisir de manière que l'intégrale (11) 
tende vers f( ) lorsque le point P tend, d'une manière quelconque, en restant 
intérieur au cercle, vers le point de la circonférence d'abscisse angulaire 
et cela quel que soit  

Nous aurons donc la condition 

(12)  

(en réalité, elle exprime seulement que la valeur l imite est atteinte quand P se 
rapproche de la circonférence suivant un rayon déterminé, d'angle polaire ; 
il resterait à vérifier que cette condition, une fois réalisée, entraîne la précé­
dente : nous l'admettrons pour éviter des longueurs). 

Mais une précaution s'impose dans le calcul de la l imite (12), qui est celle 
d'une expression de la forme 

On voit en effet que si l'intégrale du second membre a pour valeur 
2 , 0 ou suivant que le point P est dans le cercle, au dehors, ou sur la cir­
conférence : cette courbe est donc, dans le cas particulier où une 
ligne de discontinuité pour UM. On prévoit qu ' i l en sera de même dans le cas 
général : autrement dit, UP ne tend pas en général vers Up0 quand P tend vers 
le point P0(R, ) de la circonférence. 

Pour en décider, considérons l'intégrale 

il est facile de montrer que cette intégrale est continue au point P0(1). On a 
alors, si P est intérieur au cercle, 

(1) Pour cela, il faut montrer que quel que soit on peut prendre P assez voisin de 
P0 pour avoir A cet effet décomposons l'intégrale Vp en deux parties, l'une 
VP étendue à l'arc P1P2 de milieu P0, l'autre wp au resté de la circonférence. Grâce à la con-
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et  

et enfin, en écrivant que  

On voit d'après cela qu' i l faut écrire 

ce qui nous conduit à déteiminer la fonction inconnue par l'équation 
intégrale 

(13)  

Cette équation se résout immédiatement, car nous voyons que la fonction 
inconnue est de la forme  

où G désigne une constante. Portons dans (13) : il vient 

d'où  

la solution sera donc 

Mais dans la seconde ligne du second membre, pour P intérieur au cercle, 
l'intégrale constituant le dernier facteur est égale à 2 , et l'on a 

ou  

tinuité de en P0, on peut prendre l'arc P1P2 assez petit pour avoir, quel que soit P, 

Mais est fonction continue de P aux environs de P0. Donc on peut prendre P assez 

voisin de P0 pour avoir aussi ce qui légitime le résultat annoncé. 
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Cette dernière expression fournit en définitive la solution demandée du 
problème de DIRICHLET dans le cas du cercle : elle est connue sous le nom 
d'intégrale de POISSON. 

Cette intégrale est évidemment fonction de r et de On peut la développer 
en série par rapport à r, pour r R. On trouve aisément 

ce développement est uniformément convergent quel que soit ses termes 

étant inférieurs en module à ceux de la progression géométrique indé­

pendante de Donc on peut multiplier par et intégrer de 0 à On 

trouve ainsi 

(14) 

avec  

ainsi an et bn sont les coefficients de FOURIER de la fonction continue et pério­
dique f( ) et le développement (14) est applicable à l'intérieur du cercle, même-
si le développement de FOURIER attaché à f( ) n'est pas convergent. 

Cette remarque suggère une application : supposons le développement de 
FOURIER de f( ) divergent. On aura néanmoins 

x désignant un nombre réel compris entre 0 et 1. Par l 'introduction de ce 
paramètre et l'opération de passage à la l imite, nous attribuons au développe­
ment de Fourier, en dépit de sa divergence, une somme égale à la fonction 
continue qui l u i a donné naissance ( l). 

Ces aperçus suffiront pour montrer que la théorie des équations aux 
dérivées partielles constitue un domaine extrêmement vaste, dont la structure 
n'est nullement révélée par les aspects de la théorie des équations différen­
tielles ordinaires. Nous allons maintenant restreindre le sujet, et nous limiter 
à l'étude des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

(!) Seulement cette somme n'est plus la limite des Sn. On adopte une définition nouvelle 
du mol somme/Voir les Leçons sur les séries divergentes de M. Émile BOREL. 
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260. Choix d'un po int de vue. — Dans un exposé relatif aux équations 
différentielles ou aux dérivées partielles, on peut adopter deux points de vue 
bien différents : 

1° Supposer toutes les données du problème analytiques, et chercher à 
définir l'intégrale dans le champ complexe; c'est ce qu'on réalise lorsqu'on 
établit le théorème de CAUCHY par la méthode des fonctions majorantes, soit 
pour les équations différentielles (nos 149-150), soit pour les équations aux 
dérivées partielles. 

2° Se borner au contraire au champ réel, et démontrer l'existence des inté­
grales satisfaisant aux conditions données (supposées propres à les déterminer) 
en faisant le minimum d'hypothèses sur les fonctions introduites, notamment 
en ce qui concerne l'existence de dérivées de tel ou tel ordre de ces 
fonctions. 

De ce point de vue, considérons par exemple l'équation différentielle 

( i )  

où /"est une fonction continue, dans un certain rectangle 

des deux variables x, y (dans leur ensemble). Peut-on affirmer qu'il existe 
une fonction dérivable  

et une seule qui pour x0 (compris entre xv et x2) se réduise à y0 (compris 
entre y1 et y2) et qui vérifie l'équation (1)? 

Sans hypothèse complémentaire sur la fonction f(x, y), ce résultat, si 
intui t i f puisse-t-il paraître, serait cependant inexact. Soit par exemple l'équation 

dont le second membre est une fonction réalisant les conditions ci-dessus 
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dans tout le plan. Donnons à x0 une valeur quelconque et prenons y0 — 0. 
Alors les deux solutions 

conviennent également (1). 
Pour que l'énoncé précédent soit exact, il faut ajouter une condition 

restrictive, par exemple admettre que f'y reste bornée dans le rectangle consi­
déré. Moyennant quoi on peut établir la proposition que nous avons en vue 
par des raisonnements faisant exclusivement appel à la théorie des fonctions 
de variables réelles. 

Voici brièvement le principe de la démonstration de M. Picard (méthode 
des approximations successives). On remarque qu'une solution de (1) qui se 
réduit à y0 pour la valeur x0 satisfait nécessairement à l'équation intégrale 

(2)  

Considérons la fonction 

on passe de y1(x) à une nouvelle fonction y2(x) par la même opération, 

et ainsi de suite. On pose en général 

Grâce à l'hypothèse faite sur f'y, on établit alors que dans un intervalle 
partiel de l'intervalle p r imi t i f (x1, x2), la série 

converge absolument et uniformément (2). On a donc une fonction limite y (x) 

(1) Pareillement, toutes les fonctions qui représentent des 

courbes passant par l'origine, satisfont à l'équation : bien que le second 

membre soit fonction continue de a? et y au voisinage de l'origine, il passe par ce point 
une infinité de courbes intégrales. Cet exemple est dû à M. PEANO. 

(2) Considérons un intervalle de variation de x, et un intervalle 
de variation de y, tels que le point (x, y) reste intérieur à notre rectangle. Soit M la borne 
supérieure du module de f(x, y) entre ces nouvelles limites. On peut prouver la conver­
gence des yn dans un intervalle partiel de l'intervalle Soit, pour 
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des yn(x), et, puisque cette l imite est atteinte uniformément, elle vérifie 
l'équation (2). La solution est d'ailleurs unique, contrairement à ce qui se 
passait dans l'exemple de tout à l'heure. C'est ce qu'on peut établir aisément (1). 

Notons qu'on, établit, par ce même procédé et moyennant des conditions 
analogues, l'existence des intégrales d'un système tel que 

les quatre fonctions y, z, w, v devant se réduire respectivement à des valeurs 
données pour la valeur x0 de x. On supposera ic i que les fonctions A, B, F, G 
possèdent par rapport à y, z, u, v des dérivées partielles qui demeurent 
bornées dans le champ utile. 

Nous avons ainsi une idée suffisamment nette des raisonnements qu'on 
peut utiliser pour édifier la théorie des équations différentielles dans le champ 
réel. Ce point de vue ayant l'avantage d'être le plus étroitement associé à 
l ' intuition géométrique, c'est à lui que nous nous tiendrons dans l'étude des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre. Nous chercherons donc à 
ébaucher cette théorie dans le domaine réel, sans introduire trop d'hypothèses 

fixer les idées, : alors nous prendrons pour h le plus petit des deux nombres a et  

Moyennant quoi, on prouve d'abord que dans les demeurent compris 
entre (raisonnement récurrent). On peut alors écrire 

or l'élément d'intégrale, grâce à ce que/^ est borné, admet une limitation de la forme 

Écrivant l'inégalité ainsi transformée pour les valeurs successives 1, 2, 3, . . . de n, on 
obtient l'inégalité finale  

d'où résulte la convergence annoncée. 
(1) On utilise le môme principe. S'il existait une seconde intégrale z{x) se réduisant à y0 

pour la valeur x0, on pourrait écrire 

le même jeu d'inégalités que précédemment nous conduirait finalement à une relation de 
ta forme  

prourant que z{x) est la limite des yn(x). 
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superflues (1). Pour opérer aussi commodément que possible, nous ferons 
appel à des considérations géométriques : nous serons ainsi conduits in tu i t i ­
vement aux propositions essentielles, et il restera ensuite (ce qui importe) à 
les soumettre au contrôle de l'Analyse, dans la mesure où cela peut se faire i c i . 

2 6 1 . P r é l i m i n a i r e s intuit i fs ( 2 ) . — L'intui t ion fournit des données 
nombreuses dans l'ordre d'idées actuellement étudié. Nous allons d'abord 
les résumer, sans souci de rigueur. Les résultats que nous avons en vue 
s'associent à différentes images; les uns procèdent de relations de contact 
(surfaces enveloppes), les autres de la théorie des champs de vecteurs. Nous 
allons puiser alternativement à ces deux sources. 

1° Recours aux champs vectoriels. — Supposons défini un champ vectoriel, 
par la donnée de ses trois composantes 

en chaque point (x,y, z) d'un système de trois axes rectangulaires; nous 
supposerons que, dans une certaine région de l'espace, P, Q, R remplissent 
les conditions requises pour qu ' i l ne passe, en chaque point de cette région, 
qu une ligne intégrale (on dit aussi : une ligne de force) de ce champ, c'est-
à-dire une ligne tangente en chaque point au vecteur du champ. Ces lignes 
forment donc une congruence. 

Cherchons s'il existe des surfaces les coupant orthogonalement. S'il en est 
ainsi, ces surfaces vérifieront l'équation aux différentielles totales 

(i)  
qui exprime qu'un déplacement différentiel (dx, dy, dz) relatif à l'une d'elles 
est orthogonal au champ. Dans quel cas l'équation (1) admet-elle une inté­
grale de la forme  

Elle doit alors équivaloir à l'équation 

(2)  
et par suite il faut qu'on puisse déterminer une fonction telle 
qu'on ait   

Exprimons donc que 

(1) La recherche du minimum d'hypothèses esl un sujet très difficile, dont l'étude a étâ 
entamée par M. BAIRE. 

(2) Cet exposé préliminaire a une grande importance pratique. On y trouvera les règles 
qui sont d'une application courante dans les problèmes, avec des exemples. 
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est une différentielle totale. Nous devrons avoir 

(3)  

en effectuant les dérivations, multipliant les équations ainsi transformées 
par P, Q, R et ajoutant, on obtient la condition d'iniëgrabilité de (1) 

Ce raisonnement prouve que la condition (4) est nécessaire à l'existence 
d'une famille de surfaces F = C, orthogonales aux lignes de champ. Il nous 
restera à démontrer qu'elle est suffisante. 

REMARQUES. — I . Ainsi que cela a été expliqué ailleurs, toutes les formules 
que nous rencontrerons ici pour exprimer des conditions intrinsèques pour­
ront s'écrire elles-mêmes sous forme intrinsèque. 

Désignons par la notation V le vecteur de composantes P, Q, R. Il faut 
écrire que le produit scalaire (en appelant dM le déplacement diffé­
rentiel de composantes dx, dy, dz) est une différentielle totale, ou encore que 
le rotationnel du champ est nul . C'est ce qu'expriment les équations (3); 
on ramène ensuite la condition 

à la condition équivalente (n° 250) 

En faisant alors le produit scalaire par V, on obtient finalement la condition 
d'intégrabilité (4) sous la forme condensée 

Si donc il existe des surfaces trajectoires orthogonales des lignes intégrales, 
le rotationnel en chaque point du champ sera tangent à celle de nos surfaces 
qui passe en ce point. Cette propriété est d'ailleurs en relation évidente avec 
le théorème de STOKES : s'il existe des surfaces orthogonales au champ, la 
circulation de V le long d'un contour fermé quelconque sur une de ces 
surfaces sera nulle. Donc le flux du rotationnel est nul , quel que soit ce contour, 
et par suite sa composante normale est nulle (n° 250). 

I I . Une propriété d'invariance. — Il est clair que si l'équation 

(1)  
est complètement intégrable, il en sera de même de l'équation 

(2)  
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qu'on en déduit par un changement de variables tel que 

Si l'intégrale de (1) est 

celle de (2) sera  

Donc la relation 

entraîne nécessairement 

C'est d'ailleurs ce qu'un calcul direct permettrait de vérifier. 
En particulier, si le changement de variables a pu être choisi de manière 

que N soit nul , la complète intégrabilité de (1) entraînera que le rapport de L. 
à M soit indépendant de w. Nous allons indiquer, à titre d'application de cette 
remarque, une méthode d'intégration de l'équation (1) due à J. BERTRAND. 

Supposons vérifiée identiquement la condition V.rotV =0. Alors, si S est 
une surface intégrale de (1), le champ rotV l u i est tangent en chaque point : 
déterminons, sous le nom de lignes de tourbillon, les lignes qui dans l'espace 
sont tangentes en chaque point au champ rotV'. Les lignes de S qui en chaque 
point possèdent ce même caractère ne sont pas autre chose que des lignes de 
tourbillon particulières, de sorte que la surface S est un lieu de lignes de 
tourbillon. Soit 

(3)  

le système qui définit ces lignes. Soient u(x , y, z) et v(x, y, z) deux intégrales 
premières de ce système. Nous avons simultanément les trois relations 

donc les trois vecteurs grad u, gradv et V sont coplanaires. Nous avons donc 
une relation  

en vertu de laquelle nous pourrons écrire 

Or puisque V .dM est le premier membre d'une équation complètement 
intégrable, il en sera de même de et, par suite, le rapport ne 
dépendra que de u et de v. 

L A I N E , Anal., I I . 15 
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Indiquons sans développement que l'on pourrait faire de ces considérations la base 
d'une théorie rigoureuse des équations aux différentielles totales dans le champ réel. 
Pour cela, il faudrait supposer essentiellement, non seulement qu'on a bien 
V..rotV = 0, mais encore que le système (3) se prête à l'application de la méthode des 
approximations successives, et il resterait à examiner s'il en est bien encore ainsi de 

l'équation finale  

Le principe précédent peut d'ailleurs être appliqué différemment. Soit 
l'équation 

(4)  

supposons que la condition d'intégrabilité 

soit identiquement vérifiée. Intégrons l'équation différentielle = A ( x , y, ), 

où y joue le rôle d'un paramètre. Prenons pour nouvelle fonction inconnue u 
celle que définit l'équation z== (x, y, u), en supposant que z= {x,y, c) 

soit l'intégrale générale de Alors l'équation transformée sera 

puisque la condition d'intégrabilité est satisfaite, x disparaîtra de cette équa­
tion. On sera donc ramené à l'intégration de deux équations différentielles 
Ordinaires. Il est clair que la théorie pourrait être encore construite d'après ce 
point de vue. 

SS62. Nous examinerons encore le problème suivant : 
Trouver toutes les surfaces qui, en chacun de leurs points, sont tangentes 

au champ vectoriel précédent. 
Il est clair que toute surface engendrée par une famille à un paramètre de 

lignes intégrales répond à la question. Inversement, soit une surface remplis­
sant la condition demandée et M un point quelconque de cette surface. Le 
plan tangent en ce point contient le vecteur du champ. A chaque point de la 
surface est associée ainsi une direction : les courbes de la surface qui en chacun 
de leurs points sont tangentes à cette direction sont précisément des lignes de 
champ. Toute surface répondant à la question est donc bien un lieu de lignes 
de champ. 

Si nous traduisons analytiquement le problème, nous sommes conduits à 
écrire que la fonction  

qui représente la surface, satisfait à l'équation aux dérivées partielles linéaire 
du premier ordre 

(5)  
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Donc, pour in tégre r cette équat ion, on résoudra préalablement le système 

(6)  

c'est-à-dire on cherchera les l ignes intégrales du champ de vecteurs ( P , Q, R ) . 
So i t G une courbe quelconque, différente d 'une courbe intégrale . Les l ignes 

de champ q u i s 'appuient sur C déterminent une surface intégrale de l 'équat ion 
(5). Donc , par une courbe G, on peut faire passer une surface intégrale de 
cette équat ion (problème de C A U C H Y ) . Ce résultat tombe en défaut, par indé­
t e r m i n a t i o n , lorsque C est une l i g n e intégrale du système (6). Pou r marquer 
cette pa r t i cu la r i t é des l ignes intégrales (c'est-à-dire le fait d'être impropres à 
déterminer une so lu t ion d u p rob lème de C A U C H Y ) , on d i t que ce sont des lignes 
caractéristiques. 

Ana ly t iquemen t , on résout le p roblème de Cauchy, dans le cas d'une équa­
t i o n l inéaire , de la façon suivante. Soient 

les équations de la congruence des l ignes caractéristiques, 

les équations d'une courbe C. Il s 'agit d 'é tabl i r entre a et 6 une re la t ion  
(a, b) = 0 telle que, à tou t couple de valeurs de a et b vérif iant cette re la t ion , 

corresponde une caractéristique q u i coupe l a courbe C . L a relat ion = 0 
expr ime donc la c o n d i t i o n de compa t ib i l i t é des quatre équations en x,y, z, 

au t rement d i t on aura la re la t ion =0 en é l i m i n a n t x , y , z entre ces quatre 
équations. I l en résulte immédia tement que la surface cherchée est définie par 
l ' équat ion  

EXERCICES. — I. On demande les surfaces intégrales de l'équation 

déterminer la fonction arbitraire de manière que Les caractéristiques forment une famille 
d'asymptotiques des surfaces intégrales et trouver les trajectoires orthogonales des sur­
faces ainsi obtenues. 

[Paris.) 
Le système des caractéristiques est défini par 

(S) 

on en tire les combinaisons intégrables 
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d'où l'intégrale générale du système (2) 

Les surfaces intégrales de l'équation (1) seront donc représentées par l'équation 

(3) 
f désignant une fonction arbitraire de l'argument  

Cherchons a déterminer f de manière que les caractéristiques jouent le rôle d'asymp-
totiques de la surface (3). Les projections de ces dernières courbes sur le plan xOy 
sont définies par l'équation 

(4)  
Il faut exprimer que l'une des deux familles définies par (4) se réduit à 

Or nous avons  

ce qui permet d'expliciter l'équation (4) sous la forme 

Cette équation doit contenir en facteur xdx —ydy. ou, ce qui revient au même, son 
premier membre doit s'annuler quand on y remplace dx et dy par y et x, d'où la 
condition  

en posant on doit donc avoir l'identité 

donc f(u) doit être proportionnel à u, ce qui donne les surfaces 

L'équation différentielle de ces surfaces s'écrit 

ou  

cherchons les lignes qui les coupent à angle droit. Elles sont définies par le système 

ou  

on a deux combinaisons intégrables 
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qu i donnent les lignes trajectoires orthogonales 

Les surfaces trajectoires orthogonales (1) seront donc définies par l'équation 
générale  

I I . Intégrer l'équation 

( i )  

On peut tirer de cette équation la valeur de px+qy en fonction de x, y, z. Ce n'est 
donc, sous forme camouflée, qu'une équation linéaire en p et q. Le système des carac­
téristiques sera ici 

(2) 

et peut encore s'écrire  

la dernière équation s'écrit encore 

ou, en tenant compte de  

après division par dx2 + dy2, on a une nouvelle forme de cette équation, 

avec  
Nous rencontrons ici un système de deux équations de MONGE (nos 244 à 247) 

où et sont homogènes par rapport aux six coordonnées plückériennes 

de la tangente à une courbe intégrale de (2). Un tel système nous offre, dans l'espace 
à trois dimensions, la généralisation de l'èquation de CLAIRAUT. Son intégrale générale 

(1) Nous rencontrons ici une application, fréquemment citée, des équations linéaires : 
étant donnée une famille de surfaces dépendant d'un paramètre, trouver les surfaces qui les 
coupent à angle droit. — Si à chaque surface de la famille nous menons la normale en un 
point quelconque, et si nous portons sur cette normale un vecteur unitaire (pour fixer les 
idées), nous définissons un champ de vecteurs. Les surfaces orthogonales à la famille donnée 
seront des surfaces tangentes, en chacun de leurs points, au vecteur du champ. Donc on les 
obtient en intégrant une équation de la forme Pp+ Qq = R, laquelle admet précisément 
pour caractéristiques les lignes trajectoires orthogonales de la famille de surfaces données. 
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est une congruence de droites. En outre, il admet des intégrales singulières : ce sont 
naturellement, sur les deux nappes de la surface focale, les arêtes de rebroussement 
des développables de la congruence. 

Il importait de donner un exemple de cette nature pour montrer ce qui peut se 
produire lorsqu'on renonce à cette hypothèse, faite antérieurement : il passe par 
chaque point une ligne de champ et une seule. A côté des surfaces qui vérifient 
l'équation proposée et qui sont fournies par l'intégrale générale, il existe alors d'autres 
surfaces intégrales, jouant le rôle d'intégrales singatières : elles sont obtenues comme 
surfaces focales de la congruence caractéristique. 

Dans l'exemple actuel, cette congruence se compose des rayons rectilignes rencon­
trant l'axe Or et tangents à la surface d'annulation du discriminant de l'équation (1) 
ordonnée en px+qy, 

(S)  

Cette surface est l'intégrale singulière de l'équation (1); on peut encore l'engendrer 
par des lignes intégrales du système (2), mais ces lignes sont maintenant des 
intégrales singulières de notre système : ce sont évidemment les sections de S par 
les plans menés par Oz. 

I I I . Trouver les surfaces S telles qu'en menant le plan tangent en un point quelconque M 
de /'une, et en prenant sa trace sur te plan xOy, il existe sur celte droite un point T tel 
que le triangle OMT soit semblable à un triangle fixe. 

Le point M étant donné dans l'espace, on peut, si une certaine inégalité est 
vérifiée (1), trouver dans le plan xOy deux points T' et T", symétriques par rapport 
au plan cOM, tels que les triangles OMT' et OMT" soient semblables au triangle fixe 
de l'énoncé. Optons [jour l 'un d'eux, soit OMT'. Alors nos surfaces sont celles dont 
le plan tangent en M contient le vecteur MT : à ce titre elles vérifient une équation 
linéaire en p et q. Les caractéristiques sont les lignes telles qu'en appelant T la trace 
de la tangente sur le plan xOy, le triangle OMT soit semblable à un triangle donné. 
Pour la recherche de ces lignes, nous laisserons au lecteur le soin de faire les calculs, 
en le renvoyant, si c'est nécessaire, à notre Initiation aux méthodes vectorielles (2). 

Dans le problème actuel, la direction (P, Q. R) reste invariante en chaque point 
lorsqu'on fait : 

1° une rotation autour de Oz; 
2° une homothétie de centre 0. 
11 y a donc intérêt à prendre des coordonnées sphériques de centre 0. L'usage de 

telles considérations s'impose dans les problèmes de ce genre : ces problèmes sont 
souvent demandés, car outre leur caractère esthétique, ils présentent pour ceux qui 
ont à charge de donner des textes d'examen l'avantage de leur permettre d'accomplir 
leur mission sans grand effort. À ce point de vue, nous ne saurions trop attirer 
l'attention du lecteur sur les considérations que nous avons présentées dans la 
seconde partie du chap. VI I du précédent ouvrage (voir notamment les n0s 07 et 98). 

2(53. Avan t de q u i t t e r les champs de vecteurs, nous ferons encore quelques 
remarques. J u s q u ' i c i , dans les problèmes que nous avons examinés, la fonc t ion 
inconnue dépendai t de deux variables indépendantes, ou si Ton préfère, on 
cherchai t des surfaces rempl i s san t certaines condi t ions . Dans d'autres p r o -

(1) Cette inégalité exprimera que l'inclinaison de OM sur le plan xOy ne dépasse pas (en 
valeur absolue) une certaine limite égale à l'un des angles du triangle donné. Donc M 
devra se trouver à l'extérieur d'un cône de révolution d'axe Oz. 

(2) BOULIGAND et RABATÉ, pages 138, 139, 140, 141. 
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blèmes, il peut arriver qu'on cherche une fonction de trois variables indépen­
dantes, ou encore, qu'on se propose de trouver un champ scalaire moyennant 
certaines conditions. Nous indiquerons deux exemples dans lesquels cette 
idée peut faciliter l'obtention de la solution. 

I. Soit un champ vectoriel donné (P, Q, R). Trouver une fonction (x, y, z) telle qu'on 
ait 

( i ) 

où F désigne une fonction donnée, et qui prenne en chaque point d'une surface S donnée 
une valeur donnée. 

Remarquons que le premier membre de l'équation (1), où l 'on peut toujours 
supposer, quitte à modifier F, que l 'on a 

(2)  
exprime la dérivée de la fonction w dans la direction du champ. Il est donc naturel 

de considérer les lignes intégrales du système 

(3)  

Considérons quelques-unes de ces lignes, 
soient L1, L 2 , 1 3 , . . . qui coupent S en des points 
01, 02 , 0 3 , . .. Nous déterminerons alors la fonc­
tion w sur chacune d'elles en notant qu'elle se 
réduit sur celle-ci à une fonction d'une variable, 
par exemple l'abscisse curvil igne s comptée à 
partir de S, et que cette fonction satisfait, en 
vertu de (1) et de (2), à l'équation différentielle  
ordinaire  

On prend alors l'intégrale de cette équation, 
qu i , pour 5 = 0. se réduit à la valeur donnée sur S, au pied de la ligne L choisie. 

Il est clair que le calcul pourra se simplifier dans des cas particuliers : par 
exemple, si l 'on a F = 0, la fonction w conservera sur chaque ligne L la valeur qu'on 
l u i a donnée au pied de cette l igne. 

I I . Trouver une fonction w telle qu'on ait 

(1)  
F désignant une fonction donnée. Montrer que les surfaces de niveau w = const. sont des 
surfaces parallèles. 

Changeons d'abord de fonction inconnue, en posant 

ce qui ne change pas les surfaces de niveau. L'équation (1) sera remplacée par 

Considérons la surface de niveau = 0. Je dis que représente la distance du 
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point (x, y, z) à cette surface. En effet, en chaque point d'une surface de niveau 
quelconque le gradient de se confond avec le vecteur unitaire de la normale. 
Prenons maintenant une trajectoire orthogonale quelconque des surfaces de niveau, 
et soit s l'abscisse curvil igne d'un point de cette courbe. Nous aurons 

d'où l'on tire facilement, d'après le théorème des fonctions composées, 

on a de même  

ce qui confirme l'énoncé en prouvant que chaque trajectoire orthogonale est rectiligne. 
Et, puisque le gradient de est un vecteur unitaire, en un point quelconque 
mesure bien la distance de ce point à la surface de niveau origine. 

D'une manière générale, une fonction w vérifiera donc une équation de la forme (1) 
si elle est une fonction de la distance d'un point x, y, z a. une surface fixe. 

2 6 4 . R e c o u r s à la t h é o r i e des enve loppes . — Soi t une f ami l l e de 
surfaces à deux paramètres 

( i )  

sur l ' une d'elles, les coefficients p et q du p l a n tangent sont définis par les 
équations 

(2)  

si entre ces t ro i s équations nous é l i m i n o n s a et 6, nous obt iendrons une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre 

(3)  

Analytiquement, cette équat ion exp r ime la c o m p a t i b i l i t é des équations (1) 
et (2) par r appo r t aux inconnues a et b. 

Géométriquement, elle déf in i t tous les éléments de contact appartenant aux 
surfaces représentées par l ' équat ion (1). Donc , par tou t p o i n t d 'une surface 
satisfaisant à l ' équa t ion (3) passe une surface de la f ami l l e (1) q u i l u i est 
tangente en ce p o i n t , et r éc ip roquement toute surface q u i est tangente en 
chacun de ses po in t s à une surface de la f ami l l e (1) satisfait à l ' équa t ion (3). 

On aperçoit faci lement des solut ions de l ' équa t ion (3) : 
1° les surfaces de la f ami l l e (1) ; 
2° les surfaces enveloppes de famil les à un paramètre telles que la suivante, 

V[x,y, z, a, (a)] = 0, 
obtenue en posant b= (a) dans l ' équat ion (1) ; 

3° l 'enveloppe ( lorsqu 'e l le existe) de la f a m i l l e des surlaces (1), les deux 
paramètres a et b étant regardés c o m m e indépendants . 
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Le fait que ces diverses enveloppes sont des surfaces intégrales de l'équa­
tion (3) est immédiat; en effet, nous partons d'enveloppées qui satisfont à cette 
équation. Or, en chaque point de contact de l'enveloppe et d'une enveloppée, 
x, g, z, p, q prennent les mêmes valeurs. 

Réciproquement, nous établirons plus loin que l'on, épuise bien,, par le 
procédé qui vient d'être indiqué, toutes les solutions de F = 0. 

Donc, pour intégrer une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
il suffit d'en connaître une famille de solutions à deux paramètres; et comme 
une telle famille détient la propriété de déterminer complètement l' équation, 
on lui donne le nom d'intégrale complète. Les surfaces enveloppes de familles 
à un paramètre prélevées sur l'intégrale complète constituent l'intégrale 
générale. Enfin, l'enveloppe de toutes les surfaces de l'intégrale complète, les 
deux paramètres demeurant indépendants, est l'intégrale singulière. 

En résumé, on a le tableau suivant : 

intégrale complète 

intégrale g é n é r a l e ( é l i m i n e r a ) 

intégrale singulière (éliminer a et b) 

265. L ' intui t ion géométrique nous apporte d'autres éléments. On voit 
par le tableau ci-dessus qu'on peut engendrer les surfaces de l'intégrale géné­
rale par les courbes de la famille à trois paramètres 

ces équations sont celles que nous avons écrites pour définir l'intégrale géné­
rale, au remplacement près de (a) et (a) par b et c. Notons maintenant 
qu'une de ces courbes peut appartenir à une infinité de surfaces intégrales, mais 
d'après le mode de génération par enveloppement, ces surfaces se raccorderont 
toujours le long de la courbe en question. Autrement dit, les coefficients p 
et q auront les mêmes valeurs pour ces différentes surfaces en chaque point 
de ces courbes : bien entendu, ces valeurs sont données par 

Nous commençons maintenant à mieux nous orienter. Nous voyons par ce 
qui précède qu ' i l faudra faire intervenir simultanément, dans nos raisonne­
ments ultérieurs, les cinq nombres a?, y, z ,p , q. 
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Cette remarque est d'une interprétation facile : nous cherchons à trouver 
des surfaces satisfaisant à l'équation F = 0 où interviennent simultanément 
les cinq nombres x, y, z, p, q. Cette équation nous apparaît comme un mode 
de définition de ces surfaces qui participe à la fois du point de vue ponctuel, 
par la présence des coordonnées x, y, z d'un point de la surface, et du point 
de vue tangentiel, par la présence des coefficients p et q. 

Or il ne nous est nullement interdit d'envisager un mode de génération 
surabondant de nos surfaces, par points et plans tangents simultanément 
donnés : cela revient à écrire cinq équations 

(4) ; 
la seule.restriction est que ces cinq fonctions des paramètres u et v devront 
satisfaire à la condition de compatibilité 

(8) 
laquelle équivaut en réalité aux deux relations 

(6)  

Une surface intégrale, au lieu d'être pour nous le lieu d'un point ou l'enve­
loppe d'un plan, sera une famille à deux paramètres, déterminée par les équa­
tions (4), d'éléments de contact, soumis aux conditions (6), et satisfaisant en 
outre à l'équation (3). 

Dans le même esprit nous allons introduire, sous le nom de bandes carac­
téristiques, des multiplicités à une dimension (n° 243) formées d'éléments de 
contact  

et ayant pour supports ponctuels les lignes de raccord précédemment men­
tionnées ( l). On aura donc, le long d'une bande caractéristique, 

Dans le cas où l'on possède une intégrale complète, les bandes caracté­
ristiques seront donc définies par les quatre équations 

, p , ( b a n d e s caractéristiques 
sous forme finie) 

on voit en effet que, sous la seule hypothèse les équations (7) 

entraînent et par suite définissent bien des multiplicités. 
Elles donnent, par exemple, y, z, p, q en fonction de x (lorsqu'on peut 
prendre x comme paramètre u). 

0) Les plans associés aux différents points de la ligne de raccord enveloppent une déve-
ioppable, qu'on appelle aussi développable caractéristique. 
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Puisque les bandes caractéristiques dépendent de trois paramètres (1), il est 
naturel de penser qu'on peut les définir, à partir de l'équation 

elle-même, par un système d'équations différentielles ordinaires. Nous allons 
voir qu ' i l en est bien ainsi. 

Soit une surface intégrale quelconque. Considérons l 'un de ses éléments de 
contact (M, ) formé du point M 
et du plan tangent en ce point. 
Appelons, pour abréger le lan­
gage, élément de contact intégral 
tout élément de contact dont les 
cinq coordonnées sont liées par 
l'équation F = 0. Notons mainte­
nant que tous les éléments de 
contact intégraux, formés par 
l 'union du point M et d'un plan 

Fig. 35. indéterminé contenant M, enve­
loppent un cône de sommet M. 

Ce cône s'appelle le cône élémentaire. Corrélativement, les éléments de 
contact intégraux, formés par l'union du plan et d'un point indéterminé de 

ce plan, se répartissent sur une courbe C 
de ce plan, appelée courbe élémentaire. 
Si (M, ) est un élément de contact inté­
gral, il va de soi que le cône élémen­
taire est tangent au plan P, et que 
la courbe élémentaire C passe par le 
point M. 

Étudions les relations entre une inté­
grale complète, les caractéristiques, les 
cônes et les courbes C Par un point 
M il passe une infinité de surfaces de 
l'intégrale complète, formant une famille  

à un paramètre, laquelle admet pour 
enveloppe une surface intégrale ayant 

Fig. 36. M pour point conique : en effet, les plans 
tangents en M aux surfaces précédentes 

enveloppent le cône rM, qui est par suite le cône des tangentes à  

(1) Il importe de noter que si, à l'intégrale complète initiale, on en substitue une nouvelle, 
formée par une famille à deux paramètres prélevée sur l'intégrale générale, le système des 
bandes caractéristiques reste inaltéré. On pourrait le vérifier par un calcul direct, mais 
c'est une conséquence immédiate de la définition des bandes caractéristiques, et cela 
résultera encore a posteriori de l'étude que nous allons faire. 
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Au p o i n t de vue de la généra t ion par éléments de contact , on peu t 
ob ten i r en g roupan t les bandes caractérist iques issues de M sur les diverses 
surfaces de la f ami l l e (1). Por tons not re a t ten t ion sur les lignes caractéris­
tiques (2) : chacune d'elles MK nous représente une courbe de contact de et 
d 'une surface de la f a m i l l e Or si nous subst i tuons à la f ami l l e des 
surfaces V = 0 passant par M la f ami l l e des plans tangents en M, à chaque 
surface correspond un p l an b ien dé te rminé ; en outre , à l 'enveloppe de 
la f ami l l e se subst i tue le cône enveloppe de la f ami l l e , à la courbe MK 
de contact d'une surface V = 0 de la f ami l l e avec se substi tue la géné­
ratr ice MG de contact du p lan tangent en M à V = 0 avec le cône Le 
système des déplacements différentiels qu ' on peut effectuer à p a r t i r de M 
étant le même sur la surface que sur le cône on en dédui t que MK et 
MG auront en M un élément l inéai re c o m m u n , au t rement d i t que la généra­
t r ice M G sera la tangente en M à la courbe M K . 

C'est ce qu ' i l est facile de confirmer analytiquement. Soient 

les surfaces de la famille ; on a, quel que soit en appelant les coor­
données de M, 

et par suite 

Les deux équations  

représentent la courbe MK. Définissons maintenant la famille des plans tangents 

(")  
pour chaque valeur de nous obtenons une surface et un plan Dérivons 
l'équation ( ) par rapport à : nous obtenons 

( )  

Les équations I ) et I ) définissent la génératrice MG du cône La vérification 
de la tangence de MG et de MK consiste alors simplement à remarquer que et 
sont les plans tangents aux deux surfaces dont l'intersection déter­
mine MK. 

Enonçons la conclus ion essentielle q u i se dégage de l 'étude précédente : 
La tangente à la courbe d'une bande caractéristique en un point M, ou 

mieux, pour un élément de contact ( M , ) de cette bande, est la génératrice 
de contact du plan de cet élément avec le cône correspondant au point M. 

(1) A ce titre, la surface admettant M pour point conique est indépendante du choix 
de telle ou telle intégrale complète. 

(2) Indépendamment des développables, qui, unies avec elles, constituent nos bandes 
caractéristiques. 



ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 237 

Il est facile d'établir corrélativement le résultat suivant (voir p. 250 la 
justification de cette corrélation) : 

La génératrice d'une développable caractéristique contenue dans le plan 
tangent à cette développable est la tangente à la courbe C menée par le 
point M qui s'associe au plan pour donner un élément de contact de la 
bande caractéristique. 

Mais nous ne signalons cet énoncé que pour montrer la dualité qui s'exerce 
dans la question, dualité que DARBOUX a parfaitement mise en lumière ( l). La 
première proposition, jointe à quelques remarques simples, nous suffira 
pour obtenir rapidement les équations différentielles des multiplicités carac­
téristiques. 

200. Cherchons celles de ces multiplicités qui se trouvent sur une certaine 
surface intégrale S. Alors, entre tous les éléments (M, ) d'une telle mul t ip l i ­
cité, nous avons nécessairement la relation 

(8) F(x,y,z,p,q) = 0. 

Considérons la courbe de la multiplicité : quels sont les paramètres direc­
teurs dx, dy, dz de la tangente? Il nous faut prendre la génératrice de 

contact M G du cône et du plan  
Or ce cône est l'enveloppe des 

plans 

(9)  

où P et Q sont liés par la relation 

(10) F ( x , y , z , P , Q ) = 0 , 

qui s'exerce entre les pentes de 
tous les éléments de contact inté­

graux issus de M(x, y, z). Nous aurons l'enveloppe de la famille (9), dépen­
dant des paramètres P et Q liés par (10), en associant à cette relation l'équa­
tion (n° 206)  

D'ailleurs les valeurs de P et de Q pour lesquelles nous cherchons la 
génératrice de contact sont les pentes P =p et Q = q du plan tangent à S au 
point M. Nous aurons donc 

(11)  

F i g . 37. 

Si la surface intégrale S est déterminée, l'équation différentielle (11) nous 

(1) Mémoire sur les Solutions singulières des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 
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donne toutes les courbes caractéristiques qu'elle contient. Mais ce qui importe, 
c'est justement d'obtenir, non seulement ces courbes, mais encore les m u l ­
tiplicités indépendamment des surfaces supports; pour déterminer de ce 
nouveau point de vue la tangente à une courbe caractéristique, il nous faut 
donc écrire en outre 

(12)  

le système des équations (11) et (12) équivaut alors au suivant, qui fournit 
des valeurs proportionnelles à dx, dy, dz, 

Mais il faut encore exprimer la loi de variation du plan tangent, c'est-à-
dire de p et de q. Rappelons-nous que le long d'une bande caractéristique, il 
y a raccord d'une infinité de surfaces intégrales. Admettons ic i (1) qu ' i l existe 
sur ces surfaces des dérivées secondes continues r, s, t et cherchons comment 
elles se calculent pour un élément de contact de notre bande caractéristique. 
Les éléments de cette bande forment une famille à un paramètre 

vérifiant identiquement l'équation (8). Donc.la dérivée du premier membre 
par rapport à u est aussi identiquement nulle, et nous avons 

(13)  

Mais cette relation (13) est encore vérifiée si au lieu de se déplacer seulement 
le long de notre bande caractéristique, on se déplace arbitrairement sur la 
surface intégrale S ; elle se décompose donc en deux égalités, 

(14)  

qu'on obtient en remplaçant dans l'équation (13), dz, dp, dq par pdx+qdy, 
r d x + s d y , sdx+tdy respectivement, et égalant séparément à zéro les 
coefficients de dx et dy. 

Ces égalités doivent être satisfaites par r, s, t sur chaque élément de contact 
de S, et aussi en particulier sur chaque élément de contact de la bande. Le 
long de celle-ci, posons, en appelant u le paramètre spécifique d'un élément, 

nous pourrons écrire les équations (14), en y remplaçant par et par » 

(l) Cela n'a pas d'importance au point de vue intuitif où nous nous plaçons. 
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et en notant que et sous la forme 

ces relations déterminent la variation du plan tangent en donnant et  

Finalement, nous avons donc, sous forme différentielle, le système des 
bandes caractéristiques 

(15)  

dont l'importance est fondamentale. Sur ce système apparaît nettement 
l'autonomie des bandes caractéristiques vis-à-vis des surfaces intégrales. 
Autrement dit, le système de multiplicités déterminé sous forme finie par les 
équations (7) est indépendant du choix de l'intégrale complète qui a servi à le 
définir. 

REMARQUES. — I . D'après le système (15), i l semble que les bandes 
caractéristiques dépendent non de trois, mais de quatre constantes arbitraires 
(lorsqu'on supprime = du, il reste en effet quatre équations différentielles). 
Cela tient simplement à la circonstance suivante : nous aurions obtenu par 
le calcul précédent le même système (15) si, au lieu de considérer l'équation 

nous avions pris la suivante, 

(16)  

où h désigne une constante quelconque (car la présence de cette constante ne 
modifie aucune des dérivées ). On vérifie immédiatement que la 
relation (16) donne justement une intégrale première de (15), car le système (15) 
entraîne bien 

Mais alors h est une des quatre constantes provenant de l'intégration de (15). 
Si nous prenons h = 0 pour nous conformer à l'hypothèse originelle F = 0, 
il nous restera seulement, dans les équations des bandes caractéristiques, 
trois paramètres. 

I I . Il résulte de ce qui précède que l'intégration d'une équation de la forme 

peut être essayée par deux méthodes différentes. 
1° Méthode de CAUCHY : intégration du système différentiel des caractéris­

tiques. Nous verrons en effet plus loin que l'on peut obtenir toute surface 
intégrale en associant convenablement une famille à un paramètre de carac-
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téristiques. En particulier, pour résoudre le problème de Cauchy relativement 
à une courbe donnée (non caractéristique), c'est-à-dire pour trouver une 
surface intégrale passant par , on associera les bandes caractéristiques qui 
ont en chaque point de un élément de contact dont le plan contient la 
tangente à  

2° Méthode de LAGRANGE : recherche d'une intégrale complète. Nous avons 
en effet indiqué que d'une telle intégrale on pouvait déduire toutes les autres. 
En particulier, pour résoudre le problème de Cauchy relativement à une courbe 
donnée (non caractéristique), on associera à chaque point de une surface 
de l'intégrale complète tangente à en ce point : on aura ainsi une famille de 
surfaces à un paramètre dont l'enveloppe sera la surface intégrale cherchée. 

Ces deux méthodes ont des liens très intimes. Nous avons vu que la connais­
sance d'une intégrale complète permettait d'écrire immédiatement l'intégrale 
générale du système (15). Nous allons maintenant chercher de quelle utilité 
peut être, pour la détermination d'une intégrale complète, la connaissance 
d'une intégrale première du système différentiel des caractéristiques. 

267. Recherche d'une intégrale complète. — Partons de l'équation 

pour laquelle nous sommes en mesure d'écrire le système (15) des caractéris­
tiques. Gomment pourrons-nous obtenir une intégrale complète? 

Supposons réalisée une telle famille : chaque surface qui la compose est 
constituée parle groupement de multiplicités caractéristiques. Or un mode de 
groupement très simple est celui qui se présente naturellement lorsqu'on 
connaît une intégrale première 

(autre que F = h) (l) du système des caractéristiques; le groupement s'établit 
alors de lui-même entre les multiplicités qui correspondent à une même 
valeur de k. 

Nous allons montrer effectivement que si l'on associe les deux équations 

(17)  

leur système équivaut à une équation aux différentielles totales complètement 
inlégrahle. La solution  

de dette équation donne alors une intégrale complète. 
En effet, cherchons la condition d'intégrabihté du système F = 0, =k. 

Ces deux équations définissent p et q en fonctions implicites de x, y, z, soient 

(1) C'est-à-dire telle que le déterminant fonctionnel ne soit pas nul. 
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Ces fonct ions étant connues, i l nous reste à in tégre r l ' équat ion aux différen­
tielles totales 

(18)  

La c o n d i t i o n d ' i n t ég rab i l i t é s 'obtient en égalant la dérivée par r appor t à y 
de la fonc t ion composée et la dérivée par r appo r t à x de 

ce q u i donne 

(19)  

or , p o u r dé f in i r les dérivées par t ie l les q u i f igu ren t dans (19), nous devons 
ad jo indre à cette équat ion les suivantes, obtenues par dé r iva t ion des rela­
t ions (17) en x,y, z, 

des premières équations de chaque g roupe , nous t i rons et , des secondes 

et des t rois ièmes et En por tan t ces résultats dans (19), nous 

obtenons f inalement la c o n d i t i o n suivante : 

(21)  

de la réa l i sa t ion de laquelle dépend l ' i n t é g r a b i l i t é de l ' équat ion (18). Or , par 
hypothèse = k est une in tégra le p remiè re du système (15). O r r a donc, en 
ver tu des équations (15), 

Mais , en remplaçan t par les dénominateurs de (15), on trouve 
que (21) est vérifiée, et c'est précisément là ce q u ' i l s'agissait d 'é tabl i r . 

2 6 8 . M a r c h e à s u i v r e d a n s les p r o b l è m e s . 1 e r C A S . — Les conditions 
dans lesquelles l'équation est proposée font connaître d'emblée une intégrale 
complète  

i l est alors superf lu d'effectuer d'autres opérat ions que des dér ivat ions pour 
obteni r , soi t l ' i n t égra le générale de F = 0,. soit l 'ensemble des bandes caracté­
r is t iques . 

Soient 

les équations d 'une courbe r . P o u r résoudre le p rob lème de Cauchy relat ive 
LAINE, Anal. I I . 16 
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ment à cette courbe, il nous faut chercher les surfaces de l'intégrale complète 
qui sont tangentes à Les paramètres a et 6 doivent alors être choisis de 
telle sorte que l'équation 

ait une racine double en t, c'est-à-dire que les équations 

soient compatibles. L'élimination de t entre ces deux équations fait connaître 
la relation à établir entre a et b pour avoir une famille à un paramètre de 
surfaces intégrales tangentes à : il n'y a plus qu'à prendre l'enveloppe de 
cette famille. 

2e CAS. — On donne l'équation sans qu'a priori on 
aperçoive une intégrale complète. On forme alors le système 

et on cherche une intégrale première (autre que F = C t e ) . Soit =k cette 
intégrale. On résout en p et q les équations 

et on obtient une équation  

complètement intégrable : son intégrale générale fournit une intégrale 
complète. A partir de ce moment, on est ramené au premier cas, et toute 
question complémentaire (recherche des bandes caractéristiques, problème de 
CAUCHY, etc..) se résout par des calculs de dérivation. 

CONSIDÉRATIONS D'INVARIANCE. — Lorsque l'équation est donnée sans indi­
cation connexe, la recherche d'une intégrale première du système (15) est plus 
ou moins, hasardeuse; on s'efforce de profiter des simplifications présentées 
par l'équation particulière proposée. 

Mais très souvent l'équation provient d'un problème de géométrie, consis­
tant à déterminer des surfaces connaissant une relation géométrique ( ) entre 
un point et le plan tangent en ce point(1). 11 va de soi qu'on aura intérêt à 
tirer parti de considérations d'invariance. 

Supposons, pour fixer les idées, que la relation ( ) soit telle que si un élé­
ment de contact (M, ) la vérifie, il en soit de même : 

1° de tous les éléments de contact homothétiques, dans un rapport quelconque, 
relativement au point 0 ; 

(1) Relations qui peuvent s'exprimer par l'intermédiaire d'éléments bien déterminés lorsque 
les deux précédents, point et plan tangent, sont connus, par exemple par l'intermédiaire 
de la normale. 
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2° de tous les éléments de contact qui se déduisent du premier par une rota­
tion autour de Oz. 

Dès lors, il suffira de connaître une seule surface intégrale (distincte d'un 
cône de sommet 0 ou d'une surface de révolution d'axe Oz) pour en déduire, 
par le jeu des deux transformations précédentes, une intégrale complète. 
Posons en effet 

si la surface définie en coordonnées sphériques par 

est une intégrale particulière, nous aurons l'intégrale complète 

l'équation aux dérivées partielles proposées, en coordonnées sphériques, se 
réduira donc à la forme très simple 

nous avons à considérer une équation définissant la fonction inconnue log 
des deux variables et ; on obtient ses multiplicités caractéristiques par le 
même processus que précédemment. Posons pour abréger 

nous avons l'équation  

le système différentiel des caractéristiques sera 

Nous obtenons de suite l'intégrale première 

à laquelle nous devons adjoindre l'équation = 0 , résolue par rapport à u, 
et où v aura été remplacé par m, ce qui donne une équation de la forme 

(1) En somme nous profitons des circonstances simplificatrices suivantes : il existe un 
groupe continu de transformations à deux paramètres laissant invariant le système de tous 
les éléments de contact intégraux, et, de plus, ce groupe est tel qu'en substituant aux coor­
données cartésiennes x, y, z de nouvelles coordonnées appropriées on puisse 
ramener les équations du groupe à. la forme et désignant 
(au lieu de log ß et deα) les deux paramètres du groupe. 



244 ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

et, en réunissant ,  

d 'où l ' i n t ég ra l e complète( 1 ) 

q u ' o n ob t ien t par une quadra ture . 
On p o u r r a i t m u l t i p l i e r les exemples du m ê m e genre. Le lecteur q u i a b ien 

su iv i les développements consacrés dans l ' Initiation aux équations dif féren­
tielles n 'aura aucune peine à u t i l i s e r ce genre de considérat ions. 

2(59. Exercices et exemples divers. — I. Intégrer Véquation 

(1)  
Si nous formons le système des caractéristiques, nous aurons à calculer notam­

ment nous aurons donc ce qui donne l'intégrale 
première  

On aura donc à intégrer 

(2)  

q(x, y, z) étant défini implicitement par 

(3) 

Si nous dïfférentions l'équation (3) en tenant compte de (2), il vient 

donc si l'on écarte la solution on obtient ou est une nouvelle 
constante; l'intégrale complète cherchée est alors 

Autrement di t , toute équation de la forme (1) admet une intégrale complète formée 
d'une famille de plans. L'intégrale singulière est la surface qu'on obtient pour enve­
loppe de ces plans quand on laisse indépendants les deux paramètres a et ß : elle a 
pour équations 

L'intégrale générale se compose des développables circonscrites à Enfin une 
bande caractéristique est formée par une droite quelconque tangente à et le plan 
tangent à qui contient  

Réciproquement, toute équation qui admet une intégrale complète formée de plans 
est du type (1). Nous trouvons, dans cet ordre d'idées, une nouvelle généralisation 
de l'équation de CLAIRAUT( 2 ) . 

(l) Cette intégrale n'est pas celle dont nous nous sommes servis pour prévoir la forme de 
l'équation, mais cela nous importe peu. Il nous sera toujours facile, en ayant déduit l'inté­
grale générale, de revenir à une intégrale complète du type indiqué en premier lieu, en 
appliquant à une surface de l'intégrale générale,dénuée de propriétés d'invariance, l'ensemble 
des transformations de notre groupe. 

(2) Nous avons déjà signalé dans un exercice une généralisation d'un autre genre, con­
cernant les systèmes différentiels. 
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I I . Intégrer l'équation 

(1)  
Même problème pour les équations 

(2) et (3)  

Le système caractéristique de ( i ) admet l'intégrale première f(x, p) = En portant 
dans (d), on a donc aussi g = La première de ces équations donne p en fonction 
de x, la seconde donne q en fonction de y, et l 'intégration s'achève par deux qua­
dratures,  

Les équations (2) et (3) se ramènent respectivement à (1) quand on pose ou 
Par des changements de variables, on pourra ainsi déduire de (1) des types 

variés d'équations faciles à intégrer. 
III. Intégrer les équations aux dérivées partielles possédant le caractère suivant : U 

existe une direction fixe de plans P telle que si la droite joignant les points Mt et M2 est 
parallèle à ces plans, les cônes et ne diffèrent que par une translation. 

Nous prendrons le plan xOy parallèle aux plans de l'énoncé. Par hypothèse, les 
coefficients de pente p, q d'un élément de contact intégral sont liés par la même rela­
tion aux points de même z. L'équation aux dérivées partielles sera donc de la forme (1) 

Si l'on connaît une intégrale particulière il est clair que  
sera une intégrale complète. Si nous écrivons le système caractéristique, nous trouvons 
la combinaison 

d'où  

En portant dans l'équation proposée, on aura p en fonction de z 

On devra donc intégrer l'équation 

opération qui s'effectue par une quadrature. Nous trouverons ainsi (circonstance déjà 
rencontrée) une intégrale complète d'un type différent du type prévu. 

Son équation s'écrit en effet 

elle représente une famille de cylindres ayant leurs génératrices parallèles au plan xOy. 
Imprimer à l 'un de ces cylindres une translation parallèle à ce plan revient à laisser 

(1) Pareillement une équation ne contenant que x, p, q ou que y, p, q offrirait une particu­
larité géométrique analogue, à l'échange près des plans de coordonnées. On pourra chercher 
comme exercice ce que devient l'équation lorsqu'on pose  

et 
(2) L'intégrale première q = mp donne des surfaces dont le plan tangent reste parallèle 

à une droite fixe, donc des surfaces cylindriques. 
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m constant et à faire varier n seulement : on n'a donc pas ainsi une famille de 
surfaces intégrales à deux paramètres. Mais cela n'a aucune importance : ayant trouvé 
l'intégrale générale au moyen des cylindres précédents,, on n'aura aucune difficulté, 
pour le cas où la chose serait demandée, à choisir une intégrale particulière  

telle que la famille dépende effectivement de deux 
paramètres et fournisse une intégrale complète du type indiqué tout d'abord. 

IV. Trouver une surface dont les normales rencontrent la courbe 

(1)  
Les équations de la normale sont 

(2)  

Écrivons que les équations (1) et (2) ont une solution commune en X, Y, Z, ou 
encore que les équations 

Ont une solution commune en Z. Cette élimination nous fournira l'équation cherchée. 
Aucun calcul n'est nécessaire pour l'intégrer, car les sphères centrées sur la courbe (1) 

donnent immédiatement une inté­
grale complète. Le problème ainsi 
résolu peiit s'énoncer encore : trou­
ver toutes les congruences de nor­
males dont une nappe de la surface 
focale se réduit à la courbe (4). 

On établira aisément que les 
courbes caractéristiques sont des 
cercles et les développables carac­
téristiques des cônes de révolution. 

V. Trouver une surface telle que 
la portion MK de la normale com­
prise entre le pied M de cette nor­
male et sa trace K sur le plan xOy 
soit vue de 0 sous un angle con­
stant α. 

Supposons connue une surface 
intégrale. Toute autre surface qui 
s'en déduit soit par rotation autour 
de Oz, soit par une homothétie de 

centre 0, est encore une intégrale. 
Nous aurons donc intérêt à opérer en coordonnées spbériques, ou tout au moins 

dans un système propre à mettre facilement en évidence le caractère d'invariance que 
nous venons d'indiquer : il est clair qu ' i l en est ainsi lorsqu'on prend pour coor­
données la distance et les deux coordonnées polaires de la projection H 
du point M sur le plan xOy. 

Or nous allons être conduits d'une manière naturelle à adopter ce mode de détermi­
nation d'un point. Si nous exprimons la condition de l'énoncé en coordonnées carté­
siennes, nous trouverons l'équation suivante : 

Conservons provisoirement les deux variables indépendantes x, y et substituons a 
z la fonction inconnue  
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d'où 

L'équation à intégrer s'écrira 

dans le système de coordonnées elle devient donc 

ou 

d'où  

Nous ne pousserons pas le calcul plus l o in , laissant ce soin au lecteur. Nous vou­
lons seulement attirer son attention sur le point suivant : l'équation du problème 
n'est ici qu'une équation linéaire en p et q, ce caractère étant camouflé par une 
élévation au carré. En effet, l'équation transformée peut être rendue linéaire (nous 

venons de le montrer) en et Or il est géométriquement évident que ce carac­
tère (qui exprime que les surfaces intégrales sont tangentes en chaque point au 
vecteur d'un certain champ) ne dépend nullement des coordonnées adoptées ; s'il se 
produit en coordonnées il se traduira aussi bien en coordonnées cartésiennes, 
sphériques, semi-polaires, . . . ou dans tout autre système (1). 

Ainsi apparaît une fois de plus l 'ut i l i té des considérations d'invariance. 
Naturellement, la théorie de l 'intégration des équations reste 

applicable aux équations linéaires, c'est-à-dire permet de retrouver les résultats que 
nous avons déjà donnés pour ces équations. Nous reviendrons un peu plus loin sur 
la classe spéciale qu'elles forment dans la famille de toutes les équations du premier 
ordre, classe pour laquelle le cône élémentaire se réduit à une droite. 

V I , Trouver les surfaces telles que Con ait en désignant par P la pro­
jection de Vorigine sur le plan tangent en M. 

Nous obtenons une équation de la forme 

Supposons qu'on connaisse une surface intégrale S. Alors nous connaîtrons de ce 
fait non seulement une intégrale complète, mais même une famille de surfaces inté­
grales dépendant de trois paramètres, à savoir toutes celles qui se déduisent de la 
première par une rotation arbitraire autour de 0. Il nous est évidemment loisible 
d'obtenir une intégrale complète composée de surfaces dont chacune soit de révo-

(1) A une position du point M correspondent ici une infinité de positions du point K 

réparties sur deux droites 0 et 0 du plan xOy telles que Prenons 
l'une de ces droites, soit par exemple 0 . Alors, le plan tangent en M devra contenir la 
perpendiculaire en ce point au plan MO : en chaque point de l'espace se trouve donc 
définie une direction et les surfaces cherchées sont les surfaces tangentes en chaque point 
à cette direction. 
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lut ion autour d'un axe passant par O; à chaque droite 0 issue de 0 nous ferons 
donc correspondre une surface de révolution admettant cette droite comme axe, de 
manière qu'une rotation autour de 0 faisant coïncider les deux axes O O fasse 
aussi coïncider les deux surfaces et correspondantes. 

Il nous reste à déterminer, dans un plan arbitraire mené par O la méridienne 
d'une surface de manière à satisfaire à la relation 

Or en vertu de cette relation, cette méridienne sera une courbe intégrale de l'équa­
tion différentielle ordinaire 

dont les courbes intégrales se déduisent de l'une 
d'entre elles par une rotation arbitraire autour de 0 ; 
en coordonnées polaires, cette équation prend la 
forme 

d'où 
Fig. 39. et s'intègre en conséquence par une quadrature. 

Naturellement, on pourra profiter de l 'orientation 
arbitraire de O par rapport à cette courbe pour simplifier les surfaces : par exemple, 
si la courbe en question admet un axe de symétrie, on pourra confondre 0 aveccetaxe. 

Ces indications suffiront au lecteur qui cherchera à résoudre des cas particuliers. 
On prouvera aisément que les courbes caractéristiques sont des méridiennes, et les 
développables caractéristiques les cylindres qui les admettent pour sections droites. 

V I I . Trouver les surfaces telles qu'en désignant par TT' la trace sur le plan xOy du 
plan tangent en M, par H la projection de M sur le plan xOy, la dislance du point Râla 

droite TT' soit une fonction connue de OH. 
La droite TT' ayant pour équation 

l'équation du problème sera 

(i)  

On peut noter ici les caractères d'inva­
riance suivants : si S est une surface inté­
grale, il en est de même de toute surface 
qui s'en déduit par rotation autour de Oz; 
en vertu de la définition du cône élémen­
taire (lequel a pour trace un cercle inva­
riable du plan xQy lorsque M décrit une 
parallèle à Oz), toute surface déduite de S 
par modification des cotes dans un rapport 
constant est encore une nouvelle inté­
grale. 

Passons en coordonnées cylindriques r, z. Notre équation s'écrira 

(2) 
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pour profiter de l'invariance par amplification constante des cotes, nous pourrons 
maintenant poser log z= ; notre équation deviendra ainsi 

On en tiré  

et on retombe sur une équation d'un type connu (n° 269, II). Quelle que soit la fonc­
tion l'intégration est donc toujours ramenée à une quadrature. 

On pourra, par exemple, étudier le cas où désignant un coefficient 
positif constant. 

270. Extension de la not ion (Tintég-rale et appl icat ion . — Avant 
d'exposer, même' partiellement, une théorie synthétique des équations du 
premier ordre, il est nécessaire de rassembler certains des résultats acquis 
intuitivement et d'en souligner quelques caractères. 

Le plus important de tous ceux-ci est la dualité du problème, c'est-à-dire 
la symétrie parfaite entre le rôle joué par les points d'une part, et le rôle joué 
par les plans tangents correspondants d'autre part, plus généralement entre 
les rôles joués respectivement par deux éléments corrélatifs quelconques. Cette 
dualité s'est introduite dès le début, en raison même du point de vue adopté : 
la condition 

(i)  
est une équation propre à toutes les surfaces intégrales dans leur génération 
par éléments de contact; cette condition gouverne donc simultanément les 
coordonnées ponctuelles d'un point courant et les coordonnées tangentielles(1) 
du plan tangent correspondant. Que nous fassions une transformation corré­
lative (n° 10), à chaque système d'un point M et d'un plan passant par M 
va correspondre un système formé d'un point P, dont les coordonnées ponc­
tuelles seront les coordonnées tangentielles de et d'un plan .1b, dont les 
coordonnées tangentielles seront les coordonnées ponctuelles de M. 

Autrement dit, nous définissons par l'échange des coordonnées ponctuelles 
et des coordonnées tangentielles deux éléments de contact corrélatifs. 

Pour traduire ceci analytiquement, introduisons un système X, Y, Z, T de 
coordonnées homogènes du point (x, y, z) et appelons U, V, W, H les coeffi­
cients de l'équation du plan tangent correspondant. La relation (1) équivaut à 
un système de la forme suivante : 

(2) 

(3) 

où est homogène par rapport à X, Y, Z, T d'une part et à U, V, W, H 

(1) Les coordonnées tangentielles d'un plan tangent sont proportionnelles à p, q, — 1 , 
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de l'autre. Pour prouver cette équivalence, on remarquera que si l'on fait 

il résultera de (3)  

en portant ces valeurs dans (2), on obtiendra bien une équation de la forme (1). 
Inversement, si l'on part d'une équation de la forme (1), on peut écrire une" 
infinité de systèmes de la forme [(2), (3)], déterminant la même famille d'élé­
ments de contact que cette équation ; l'indétermination de la fonction pro­
vient seulement du fait qu'on a toute latitude pour la modifier en tenant 
compte de (3) (1). 

Écrivons le système corrélatif de (2), (3) sous la forme 

(2') 

(3')  

Ce système équivaut à une équation aux dérivées partielles (1'), soit 

0')  
qui est la corrélative de (1). Gomme nous étudions les. équations du premier 
ordre en général, la théorie doit embrasser en même.temps que telles ou telles 
équations celles qui en sont les corrélatives. C'est pour cette raison que la 
théorie de l'équation F = 0 doit présenter le caractère dualistique indiqué dès 
le début : en effet, quand nous parlons, par exemple, de la courbe élémentaire, 
relative à un plan pour l'équation F = 0, nous nous occupons tout aussi 
bien du cône élémentaire de sommet P corrélatif, pour l'équation = 0 ; si 
donc nous avions négligé la notion de courbe élémentaire, en parlant exclusi­
vement des cônes élémentaires, dans l'ensemble de toutes les équations du 
premier ordre, la lacune ainsi commise se serait trouvée comblée ipso facto, 
mais à notre insu. 

Ces considérations ont une grande importance. Elles nous prouvent qu'à 
chaque proposition de la théorie correspondra une proposition corrélative, 
traduite analytiquement par le même jeu de formules que la première, au 
remplacement près de l'équation 

par sa corrélative  

(1) OQ peut encore dire qu'il y a une infinité de manières d'écrire F sous la forme 

Une fois F ramené à cette forme, on y remplace chacun des arguments par un rapport en 
posant  
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Il n'y a donc pas lieu de donner pour celle-ci une nouvelle démonstration. 
C'est ainsi que nous sommes assurés de l'exactitude du résultat suivant, déjà 
cité : 

Soit (M, ) un élément de contact d'une multiplicité caractéristique; la 
génératrice de la développable caractéristique contenue dans le plan coïn­
cide avec la tangente en M à la courbe élémentaire C contenue dans ce plan. 

En effet, cette proposition est la corrélative d'une autre, que nous avons 
démontrée explicitement. 

2 7 1 . Ces considérations nous amènent à une conception généralisée de la 
notion d'intégrale d'une équation telle que (1). Nous dirons avec SOPHUS L I E 
que les équations paramétriques 

définissent une intégrale de (1) si ces fonctions remplissent les conditions 
suivantes : 

1° elles annulent identiquement la fonction F; 
2° elles représentent une multiplicité à deux dimensions. 
La nature du support ponctuel (n° 243) de cette multiplicité n'importe pas 

et, à ce titre, des points et des lignes pourront jouer le rôle d'intégrales de 
l'équation (1) pourvu qu'on les considère comme supports ponctuels de mul­
tiplicités à deux dimensions formées d'éléments de contact intégraux. A côté 
des surfaces intégrales ordinaires, ces points et ces lignes sont parfois désignés 
sous le nom d'intégrales au seris de L I E . 

Grâce à la définition de Sophus Lie, ces solutions dégénérescentes seront 
traitées sur le même pied que les autres. 

Ce point de vue présente d'autres avantages, intimement liés aux précé­
dents. Supposons qu'on passe de l'équation F = 0 à sa corrélative = 0, et 
imaginons qu'un certain plan soit une surface intégrale de F = 0. Nous 
pouvons dire maintenant, et cela aura un sens parfaitement clair, que le point 
corrélatif est une solution de = 0 . Pareillement, si une développable est 
solution de F = 0, la ligne corrélative sera solution de = 0. Le point de vue 
de L I E est donc indispensable pour permettre d'appliquer aux équations F = 0 
une transformation corrélative, ou plus généralement une transformation 
dualistique quelconque, ou plus généralement encore une de ces transforma­
tions faisant correspondre à un élément de contact x, y, z, p, q un élément 
analogue X, Y, Z, P, Q (1) de manière que la relation de compatibilité 

entraîne  

(1) Par cinq formules donnant X, Y, Z, P, Q en fonction de x, y, z, p, q. 
(2) Ce sont les transformations de contact. 
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La théorie générale de ces transformations a été esquissée précédemment; 
nous nous bornerons ici à envisager des transformations dualistiques. Les 
plus usitées sont les transformations par polaires réciproques relatives à une 
certaine quadrique directrice Q dont le choix est sans importance, car en 
passant de la quadrique Q, à la quadrique Q2, on passe d'une transformée 
dualistique = 0 , de F = 0, à une autre transformée dualistique ==0, 
pouvant se déduire de par une transformation ponctuelle projective. 
Lorsqu'on considère l'équation corrélative d'une équation donnée, on prend 
pour quadrique directrice la sphère imaginaire 

et c'est le choix le plus indiqué lorsqu'on formule le problème à l'aide du 
système (2), (3). Si on le formule par l'équation (1), on fait jouer un rôle parti­
culier à Oz, et on traite x, y symétriquement. Il est donc indiqué de faire 
jouer aussi à Oz un rôle particulier dans la définition de la quadrique direc­
trice Q, de supposer par exemple que celle-ci est de révolution autour de Oz. 
Nous prendrons donc avec LEGENDRE, pour Q, le paraboloïde 

pour que deux points (x, y, z) et (X, Y, Z) soient conjugués par rapport à 0, 
il faut et il suffit que Ton ait 

si (x, y, z) demeure fixe, cette équation définit le plan polaire de ce point, 
dont les coefficients de pente seront donc 

nous aurons par réciprocité, en considérant le pôle du plan précédent, 

et finalement, nous sommes conduits à la transformation de LEGENDRE 

la transformation considérée est une transformation de contact : par suite la 
relation  

doit entraîner  

C'est ce que le lecteur vérifiera aisément.par le calcul. 

272 . Nous allons maintenant montrer, sur quelques exemples, le parti 
qu'on peut tirer de la transformation de LEGENDRE. 

Considérons une relation de la forme 

(1) 



ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 253 

c'est une équation aux dérivées partielles (au sens de SOPHUS L I E ) , mais elle ne 
contient pas P et Q. Son intégration est immédiate : chaque point X0 , Y0 , Z0 

tel que F0 —0 est une intégrale; il existe une famille à deux paramètres de 
telles intégrales; autrement dit, notre équation admet une intégrale complète 
formée de points; tous sont répartis sur la surface F = 0 . Établissons une rela­
tion entre les deux paramètres dont dépend la situation d'un de ces points sur 
F = 0; alors nous aurons une courbe tracée sur cette surface. En résumé, 
l'intégrale générale au sens de L I E sera le système de toute les courbes tracées 
sur F = 0, tandis que F = 0 va jouer ici elle-même le rôle de solution singu­
lière (au sens de L I E ) . 

Si maintenant nous appliquons à F = 0 la transformation de LEGENDRE, 
nous tombons sur une équation de CLAIRAUT généralisée, déjà rencontrée en 
exercice,  

dont les propriétés correspondent dualistiquement à celles de (1) : nous avons 
maintenant une intégrale complète formée de plans, enveloppant une certaine 
surface, une intégrale générale englobant toutes les développables circon­
scrites à cette surface, tandis que cette dernière est la solution singulière. 

Après avoir considéré les équations aux dérivées partielles qui admettent 
une intégrale complète formée de points, il est naturel d'envisager celles qui 
possèdent une intégrale complète formée de lignes. Soit donc une congruence 
de lignes. Alors, toute surface engendrée par les lignes de la congruence appar­
tient évidemment à l'intégrale générale. Dès lors, nous reconnaissons aisément 
que l'équation dont il s'agit est une équation linéaire en p et q. Ces équations, 
dont la théorie des champs de vecteurs nous a amenés naturellement à faire 
l'étude autonome, ne se distinguent au fond par rien d'essentiel des équations 
les plus générales. Leur propriété distinctive, dans l'ensemble de toutes les 
équations du premier ordre, peut s'énoncer indifféremment sous l'une des deux 
formes suivantes : 

1° forme locale : le cône élémentaire est partout réduit à une droite; 
2° forme intégrale : il existe une intégrale complète formée de lignes. 
Les lignes caractéristiques ne dépendent plus ici que de deux paramètres, au 

lieu de trois, mais les multiplicités caractéristiques dépendent bien toujours de 
trois paramètres. Il est intéressant d'approfondir ce point. Écrivons l'équation 

formons Je système caractéristique. On peut l'écrire 

Les trois premiers rapports égaux peuvent être envisagés isolément, car P, 
Q, R ne renferment que x, y, z. Autrement dit, dans le cas où l'équation est 
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linéaire en p et q, on peut définir les lignes caractéristiques indépendamment 
des développables de même nom. Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait 
pris z comme paramètre le long d'une de ces lignes. Cherchons à réaliser une 
bande caractéristique à partir de cette ligne comme support : il nous faut 
alors considérer les deux relations complémentaires qui définissent dp et dq; 
k la laveur de l'équation donnée, nous pouvons d'ailleurs en considérer une 
seule. Le problème va donc consister à exprimer p et q en fonction de z (en 
môme temps que x, y) au moyen des trois équations écrites dans la première 
ligne et de l'équation elle-même. Attachons-nous au calcul de-
p, et supposons x et y déjà exprimés en fonction de z. Alors, l'équation 

dont le second membre est, après élimination de q, x, y, une fonction du 
second degré de p à coefficients dépendant de z, appartient au type de Riccati. 
Il s'ensuit immédiatement cette propriété : 

Étant données quatre multiplicités caractéristiques ayant pour support 
une même ligne caractéristique, le rapport anharmonique des quatre plans 
tangents le long de celte ligne est constant. 

Somme toute, les multiplicités caractéristiques passant par une même 
courbe caractéristique constituent une famille à un paramètre. Donc, dans 
l'ensemble, elles dépendent bien, comme dans le cas général, de trois para­
mètres en tout. La proposition que nous venons d'obtenir pouvait d'ailleurs se 
prévoir à partir de la théorie des congruences. Soient 

les équations qui définissent la congruence des lignes caractéristiques. Toute 
surface intégrale a une équation de la forme 

Un plan tangent en un point de la courbe à l'une de ces surfaces est 
défini par l'équation 

En chaque point de la courbe, les plans tangents aux diverses surfaces inté­
grales qui la contiennent forment donc un faisceau, le rapport (qui 
varie d'une surface à l'autre en général) caractérisant complètement le plan 
tangent. D'ailleurs quand on se déplace le long de la courbe ce rapport 
est invariable pour une surface donnée. Prenons maintenant quatre surfaces 
passant par la courbe définies par quatre relations distinctes : il est 
clair que le rapport anharmonique des quatre plans tangents sera constant et 
égal à celui des quatre rapports évalués pour les qui déterminent 
cette courbe. C'est ce qu ' i l s'agissait d'établir. 
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La classe corrélat ive de la classe constituée par les équations l inéaires sera 
év idemment celle des équations q u i se d i s t i nguen t par Tune des deux p r o ­
priétés suivantes ( ind i f fé remment ) : 

1°' la courbe élémentaire relat ive à chaque p l an est une d r o i t e ; 
2° i l existe une in tégra le complète formée de surfaces développables. 
Ces équations sont encore celles q u ' o n dédu i t d 'une équat ion l inéai re 

par la t rans format ion de L E G E N D R E . Elles peuvent donc s'écrire 

N o t a m m e n t toute équat ion de la forme 

où fest un p o l y n ô m e du p remie r degré en x, y, z (à coefficients fonctions de 
p et de q) appar t ient à ce type (1). Ce genre de considérations prête matière à 
de fréquents exercices. Nous en donnerons un exemple . 

Trouver les surfaces S telles qu'en appelant P l'intersection du plan tangent en M 
avec Oz, et l'angle de ce plan avec le plan xOy, on ait la relation 

a désignant une longueur fixe. Montrer qu'il existe une intégrale complète formée de 
cylindres. 

Surfaces intégrales dont l'équation peut s'écrire 
en appelant et les coordonnées polaires d'un point du plan xOy, relativement au 
pôle 0 et à l'axe polaire 0.x. 

Surfaces développables répondant à la question. 
Exprimer les coordonnées d'un point d'une surface intégrale, non dèveloppàble, en 

fonction des coefficients de pente p, q du plan tangent. 
(Rennes, épreuve théorique.) 

La cote de M. est égale à z, celle de P à d'où 

D'ailleurs, étant l'angle de la normale avec Oz, on a 

d'où  

Les surfaces cherchées sont donc solutions de l'équation 
(E)  
Les multiplicités caractéristiques sont définies par le système différentiel 

(1) Car on peut mettre f sous forme d'un polynome du premier degré en x, y et  
à coefficients fonctions de p et de q. 
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on aperçoit immédiatement les trois intégrales premières, 

On en déduit facilement sous forme finie les équations des multiplicités caractéris­
tiques; et désignant trois constantes arbitraires, ces équations pourront 
s'écrire 

Les équations de la première l igne, où u est un paramètre variable, représentent 
le complexe des courbes caractéristiques; ce sont des cubiques gauches. 

Les équations de la seconde ligne montrent que sur toutes les multiplicités carac­
téristiques correspondant à une même valeur de a, le plan tangent reste constamment 
parallèle à la droite de cosinus directeurs (cosα, — s i n α , 0). Les surfaces intégrales 
engendrées par ces caractéristiques seront donc des cylindres ayant leurs génératrices 
parallèles au plan des xy. Pour les obtenir, observons que des équations 

on tire 

l'équation 

s'écrit alors 

d'où  

On a ainsi une intégrale complète formée de cylindres. 
Pour intégrer l'équation (E), on aurait pu aussi, remarquant que cette équation est 

d'un type connu (n° 269, I I ) , poser 

on aurait alor obtenu une intégrale complète 

formée de surfaces dé translation (n° 217). 
Enfin, en passant aux coordonnées cylindriques, on met l'équation (E) sous la 

forme 

c'est encore une équation du même type, et par suite il existe une intégrale complète 
de la forme  

on verra sans, peine que ces surfaces sont des hélicoïdes d'axe Oz. 
Pour résoudre rapidement les deux dernières questions, remarquons que l'équa­

tion (E) se ramène, par la transformation de Legendre, à l'équation linéaire 

(E1,)  

Aux surfaces développables intégrales de l'équation (E) correspondent des courbes. 
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intégrales de l'équation (E1) au sens de Lie, c'est-à-dire les courbes caractéristiques, 

dont les équations en termes finis s'écrivent 

et désignant deux constantes arbitraires. Chacune de ces courbes sert de support 
ponctuel à une mult ipl ic i té intégrale : posons 

(1) 
les coefficients P et Q devront satisfaire à l'équation unique 

on pourra donc poser, en désignant par v un nouveau paramètre, 

(2)  

et les équations (1) et (2) définissent les multiplicités intégrales de (E1) ayant pour 
supports ponctuels des courbes. En leur appliquant la transformation de Legendre, 

on aura donc les surfaces développables intégrales de (E); on a ainsi 

d'où 

On retrouve les cylindres précédemment obtenus. En dehors de cette famille de 
cylindres, l'équation (E) n'admet donc pas d'intégrale qu i soit une surface dévelop-
pable. 

Les surfaces intégrales de l'équation (E1) sont définies par l'équation 

les multiplicités intégrales correspondantes sont donc représentées par des équations 
de la forme 

si on leur applique la transformation de Legendre, on obtiendra les multiplicités 
intégrales de l'équation (E) ayant pour supports ponctuels des surfaces non dévelop­
pables ; on a ainsi 

En remplaçant u et v par p et q dans les équations de la première ligne, on a les 
formules demandées. 

273. Théor ie s dualist iques en re lat ions avec la théor ie 
a c t u e l l e . — Nous avons insisté sur le caractère dua l i s t ique de la théorie des 

LAINE, Anal., I I . 17 
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équations aux dérivées parallèles du premier ordre. Il est donc naturel d'exa­
miner les rapports qui existent entre cette théorie et quelques autres de la 
géométrie infinitésimale, possédant aussi le caractère dualistique. 

Nous pensons ici d'une part à la théorie des systèmes conjugués et des 
lignes asymptotiques, d'autre part à la théorie des complexes de droites. 

Lorsqu'on définit sur une surface deux familles de courbes formant un réseau 
conjugué, un rôle essentiel est dévolu aux éléments de contact et aux m u l t i ­
plicités qu'ils engendrent le long des courbes du réseau. 

Sur chaque élément de contact de la surface se croisent deux de ces mal t i -
plicités, telles que la tangente à la courbe de l'une soit la génératrice de la 
développable de l'autre. Cette propriété est invariante projectivement et 
dualistiquement. De même, dans la théorie des asymptotiques, qui est un 
cas l imite de la précédente (celui où les deux directions conjuguées se con­
fondent), il y a intérêt à considérer les éléments dé contact qui décrivent des. 
multiplicités asymptotiques. Une multiplicité asymptotique peut d'ailleurs 
se définir indépendamment de telle ou telle surface qui la contient : on l'obtient 
en associant à chaque point d'une courbe le plan osculateur correspondant. 

Pareillement, la théorie des systèmes de droites, développée au point de 
vue des relations de contact, est essentiellement projective et dualistique : en 
effet l'homographie et la dualité font correspondre à une droite une autre droite 
et conservent les relations de contact. 

274. Après ces généralités, abordons quelques applications concrètes qui 
nous révéleront mieux les liens entre ces divers ordres d'idées. 

Soit (M, ) un élément de contact d'une surface intégrale de l'équation 

(1)  

la tangente en M à la courbe caractéristique et la génératrice de contact du 
plan et de la développable caractéristique ont des directions conjuguées sur 
la surface. On demande fréquemment, après avoir obtenu les surfaces inté­
grales, de déterminer sur chacune d'elles les conjuguées des courbes carac­
téristiques. Gela revient donc à chercher les lignes qui se dirigent en chaque 
point suivant la génératrice de contact d a p l a n tangent en ce point avec la 
développable caractéristique, droite qui coïncide avec la tangente à la courbe 
élémentaire de ce plan. 

Voici un cas où le théorème de KOENIGS (n° 218) fournit ces lignes sans 
intégration. Supposons que l'équation (1) soit de la forme 

(2)  

Alors dans ce cas (et dans ce cas seulement) le système des caractéristiques 
admet l'intégrale première q=mp. On en conclut que les développables 
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices parallèles au plan 
xOy, ou, projectivement parlant, des cônes ayant leurs sommets sur la droite 
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de l ' inf ini du plan xOy; les courbes caractéristiques d'une surface intégrale 
donnée sont donc les ligues de contact des cônes circonscrits à la surface 
ayant leurs sommets sur cette droite. Donc, d'après le théorème de KOENIGS, 
les courbes conjuguées sont les sections planes des surfaces intégrales menées 
par cette droite, c'est-à-dire ici les courbes de niveau z = A. Il est clair que 
cette remarque s'étend {mulatis mutandis) aux équations qui se déduisent 
de (1) par une transformation homographique ou dualistique. 

Nous indiquerons plus loin à quelle condition les bandes caractéristiques 
sont, sur toute surface intégrale, des multiplicités asymptotiques. Mais, pour 
y parvenir commodément, nous aurons recours à la théorie des complexes de 
droites. 

Soit donné un complexe de droites par une équation homogène 

entre les six coordonnées de PLUCKER de cette droite (n° 245). Nous avons donc 
une famille de droites (ou génératrices) dépendant de trois paramètres ; toutes 
celles qui passent par un point (x0, y0, z0) engendrent un cône, appelé cône 
du complexe. Il a pour équation 

De même, toutes les droites du complexe situées dans un plan enveloppent 
la courbe du complexe relative à ce plan. Ceci suggère un rapprochement 
avec les équations du premier ordre, où nous avons rencontré le cône élémen­
taire et la courbe élémentaire. Nous allons approfondir ce point, en montrant 
qu'à chaque complexe de droites est' attachée une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. Seulement cette équation est particularisée, de 
sorte que la réciproque n'est pas vraie. 

Il faut montrer qu'un complexe détermine une équation du premier ordre; 
pour cela, il suffit d'apprendre à distinguer les éléments de contact intégraux. 
Nous aurons recours au théorème suivant : 

Soit G0 une génératrice fixe du complexe, appartenant à une famille G  
qui dépend de l'unique paramètre X; parmi toutes ces familles, considérons 
celles qui sont formées par des droites G admettant une enveloppe; suivant 
le choix opéré parmi ces dernières, nous aurons tel ou tel point de contact 
M sur G0; si l'on fixe le point M, le plan osculateur en ce point (c'est-à-dire 
le plan tangent à la développable tout le long de G0) est bien déterminé, et sa 
loi de dépendance vis-à-vis du point M sur G0 est homographique. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du n° 247 ; il suffît de remarquer 
que l'arête de rebrous.sement de la développable considérée est une courbe du 
complexe. 

En résumé, à chaque génératrice d'un complexe de droites (sauf peut-être 
pour des génératrices formant au plus une congruence exceptionnelle) il y a 
l ieu d'attacher une homographie entre un point décrivant cette génératrice et 
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un plan tournant autour d'elle, homographie à laquelle un rôle essentiel est 
dévolu dans tous les problèmes de relations de contact engageant le complexe. 
Mais alors nous associons ainsi à chaque génératrice une famille à un para­
mètre d'éléments de contact, et comme les génératrices dépendent de trois para­
mètres, nous aurons bien finalement construit, par la considération du com­
plexe, suivant un mode permanent, une famille d'éléments de contact à quatre 
paramètres, c'est-à-dire dont les cinq coordonnées sont liées par une relation 

(1)  
Revenons sur l'homographie précédente; elle régira notamment : 
1° la correspondance entre un point M arbitrairement choisi sur G0 comme 

sommet d'un cône du complexe et la direction du plan tangent le long de G0 

à ce cône ; 
2° la correspondance entre un plan arbitrairement mené par G0, et le 

point de contact de G0 avec la courbe du complexe relative à ce plan. 
De là on déduit immédiatement les résultats suivants : 
1° Le cône élémentaire relatif à l'équation (1) et ayant pour sommet un 

point M quelconque est le cône du complexe en M. 
2° La courbe élémentaire relative à iéquation (1) et située dans un plan 

quelconque est la courbe du complexe pour ce plan, 

27S. Nous allons maintenant montrer en quoi se particularisent les 
équations déduites, telles que (1), de la considération d'un complexe de 
droites. Soit une multiplicité caractéristique : la courbe de cette multiplici té 
a pour tangentes une famille à un paramètre de génératrices G En un 
point M de cette courbe, le plan : qui s'associe à M pour donner un élément 
de contact est le plan osculateur à notre courbe. Il s'ensuit que la multiplicité 
caractéristique considérée est une multiplicité asymptolique. En résumé : 

Toute équation du premier ordre attachée à un complexe de droites 
possède cette particularité : sur chaque élément de contact intégral (M, ), 
la génératrice du cône élémentaire de sommet M tangent à cet élément, et 
la tangente en M à la courbe élémentaire relative à se confondent suivant 
une génératrice du complexe; il s'ensuit que les multiplicités caractéris­
tiques sont en même temps asymptotiques. 

La réciproque de cette proposition est vraie; pour l'établir, observons 
d'abord que si l'équation aux dérivées partielles considérée appartient au type 
le plus général, il n'y a aucune relation entre les quatre paramètres qui déter­
minent une génératrice rectiligne d'un cône élémentaire. On n'a pas toujours 
pour autant le droit d'en conclure que toute droite de l'espace est génératrice 
d'un cône élémentaire, car l'équation F = 0 peut soumettre ces génératrices à 
des conditions d'inégalité ( l); mais du moins peut-on dire ceci : prenons un 

(l) Pour avoir un exemple d'une telle condition d'inégalité, il suffit d'imaginer une 
équation aux dérivées partielles admettant pour intégrale complète une famille à deux 
paramètres formée de sphères de rayon constant R, à chacune desquelles une sphère fixe 
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point M, une génératrice particulière G du cône enfin une droite G' suffi­
samment voisine de G. On pourra toujours trouver sur G' un point M' tel 
que le cône admette G' pour génératrice. 

Dans le cas spécial auquel se rapporte le théorème précédent, les génératrices 
des cônes élémentaires ne dépendent plus que de trois paramètres. Si nous 
résolvons l'équation (1) par rapport à z, de manière à l u i donner la forme 

(2)  

l'ensemble des génératrices des cônes c'est-à-dire le système des droites 

doit donc former un complexe. Autrement dit, le jacobien des quatre fonctions 

(lesquelles dépendent des quatre variables ce, y, p, q) est nu l . Par suite, le 
théorème direct exprime que, si ce jacobien est nul , on peut déduire du sys­
tème caractéristique (1) de (2) l'équation 

c'est-à-dire que satisfait à l'équation aux dérivées partielles 

Le lecteur pourra calculer, à titre d'exercice, ce jacobien et montrer qu' i l 
contient en facteur le premier membre de (3). De sorte que, réciproquement, 
si les caractéristiques sont asymptotiques [propriété qui implique la rela­
tion (3)], le jacobien précédent est nul et l'équation proposée provient bien 
d'un complexe de droites, comme nous voulions l'établir. 

276. REMARQUE. — Au moyen des deux propriétés fondamentales : 
a) coïncidence de la tangente à la courbe caractéristique avec la génératrice de 

contact du cône et du plan  
b) coïncidence de la génératrice de contact de la développable caractéristique avec 

la tangente en M à la courbe élémentaire C  
on peut retrouver d'une manière autonome(2) les équations différentielles des bandes 
caractéristiques, sous réserve d'examiner séparément le cas, étudié à l'instant, où les 
deux directions conjuguées précédentes se confondent. 

de rayon r R soit tangente intérieurement. 11 est clair, dans ces conditions, que toutes 
les droites de l'espace ne sont pas génératrices de cônes élémentaires : les sécantes à la 
sphère fixe sont notamment exclues. 

(1) Ce système est ici  

(2) C'est-à-dire sans partir des surfaces intégrales. 
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Soit en effet l 'équation de type général 

(1)  
Le cône élémentaire de sommet M (x, y, z) est l'enveloppe des plans 

avec  

Il est donc le l ieu des droites 

(2) 

avec  

(3)  
D'autre part, la courbe élémentaire du plan ( ) est déterminée par les deux équations 

(: )  

Cela posé, considérons l'élément de contact (M, ). Les paramètres directeurs de la 
tangente à la courbe de la multiplici té caractéristique issue de cet élément seront 

car, au lieu de prendre un plan quelconque (P, Q) tangent au cône nous prenons 
le plan (p, q). 

D'autre part, la génératrice de contact de avec la développable caractéristique est 
définie par l'équation ( ) et par  

(£') 0 (projection sur xOy) 

(après suppression de dz —pdx— qdy, qui s'annule le long de la bande). Or la tan­
gente en M à la courbe élémentaire du plan est définie par les équations 

en projection sur le plan xOy, cette droite aura donc pour équation 

Écrivons que cette droite projetée coïncide avec, celle qui est définie par l'équa­
tion . Nous obtenons 

(4) (posons = dv). 

Finalement, nous obtenons donc quatre équations, à savoir : 
1° l'équation (1) commune à tous les éléments de contact intégraux; 
2° les équations 

(5) (posons = du), 

qui traduisent la condition à); 
3° l'équation (4) qui traduit la condition b). 
Ces équations définissent d'une manière tout à fait générale les bandes caractéris­

tiques, dont l'ensemble dépend de trois paramètres. 
La restriction que nous avons indiquée intervient lorsqu'on veut mettre ce système 
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BOUS la forme classique. Pour cela, i l faut dïfférentier l'équation F = 0 , et remplacer 
dans dF, les trois quantités dx. dy, dz par leurs expressions en fonction de la valeur 
commune du des rapports-(5), les deux quantités dp et dq par leurs expressions en 
fonction de la valeur commune dv des rapports (4). Il vient alors 

on a donc dv = — du, pourvu que l'on ait 

ou  

c'est-à-dire pourvu que les caractéristiques ne soient pas en même temps asympto-
tiques. La même relation reste valable encore dans ce cas, mais on ne 
peut plus l'établir de cette façon. 

277. É léments d'une théor ie déduct ive des équat ions du pre­
m i e r ordre . — Le lecteur voit clairement comment nous avons procédé : 
nous avons demandé à l ' in tu i t ion de nous révéler un certain nombre de résul­
tats fondamentaux de la théorie que nous étudions. Ces résultats ont donc été 
admis, mais non démontrés rigoureusement. Toutefois nous avons déjà appris 
à les assembler, à les appliquer à des questions concrètes, et à en distinguer 
les caractères saillants. Après cette étude préliminaire, nous sommes mainte­
nant mieux armés pour la recherche d'une théorie rigoureuse. Il eût été vain 
et fastidieux de vouloir donner dès le début un exposé satisfaisant. Au 
contraire, il est maintenant intéressant de justifier les points qui , a posteriori, 
nous apparaissent comme les plus essentiels. 

Dans ce qui précède, nous avons utilisé surtout la notion d'intégrale com­
plète. I l y a donc lieu de reprendre d'abord, avec LAGRANGE, l'étude des équa­
tions dont on connaît une intégrale complète. 

Équations obtenues par. él imination. — Nous allons faire connaître, le 
raisonnement par lequel LAGRANGE a justifié la loi d'obtention des intégrales, 
telle que nous l'avons énoncée tout au début. Nous donnerons ensuite des 
indications sur les compléments qu ' i l nécessite, lorsqu'on veut développer 
une théorie rigoureuse. 

Soit la famille de surfaces à deux paramètres 

(1)  

Si nous éliminons a et b entre l'équation (1) et les deux suivantes 

(2) (3)  

nous obtenons une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
(4)  
LAGRANGE remarque l'équivalence des deux problèmes suivants : 
(P) Trouver une fonction z(x, y) solution de l'équation (4); 
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(P') Trouver trois fonctions z(x, y), a(x, y), b(x, y) vérifiant le système des 
équations (1), (2), (3). 

En effet, soit z(x, y) une solution de (4); en portant dans F sa valeur et 
celles de ses dérivées,,nous obtenons une fonction composée de ce et y qui est 
identiquement nulle. Donc, pour chaque système de valeurs x, y les équations 
(1), (2), (3), où Ton a également porté les valeurs de z, p, q, admettent au moins 
une solution a, 6 commune (d'après la définition même de l'élimination). 

Inversement, si z, a, b sont trois fonctions de x, y fournissant une solution 
du problème (P'), pour chaque système de valeurs x, y, les équations (1), (2), 
(3) admettent une solution a, b commune. Donc entre z et ses dérivées p et q, 
on a bien la relation (4) : par suite z (x, y) est bien une solution du problème (P). 

L'équivalence des problèmes (P) et (P') étant ainsi établie (au moins est-elle 
légitime lorsque V est algébrique en a et 6), nous pouvons substituer le 
problème (P') au problème (P). Or le problème (P') équivaut à son tour à la 
recherche de trois fonctions z, a, b de x, y, vérifiant le nouveau système 

(1) 

(5) 

(6)  

dont on obtient les deux dernières équations en écrivant que les dérivées par­
tielles premières de la fonction composée 

sont identiquement nulles, et en tenant compte de (2) et (3), Or, pour satis­

faire aux équations (5) et (G), homogènes et linéaires en nous 

n'avons que les alternatives suivantes : 

1° Prendre Ces équations, jointes à V = 0, déterminent, si 
elle existe, l'enveloppe des surfaces V ( x , y, z, a, b) = 0, lorsque les deux 
paramètres a et b sont indépendants. Alors cette enveloppe est une surface 
intégrale de l'équation : c'est justement l'intégrale singulière. S'il n'y a pas 

d'enveloppe, le système définit un lieu de points singu­

liers des surfaces V = 0, lequel n'est pas en général une solution de l'équation 
aux dérivées partielles formée par élimination et simplifiée par suppression 
des facteurs indépendants de p et q qui pourraient y figurer (1). 

(1) Il importe de faire cette restriction pour éviter d'être en contradiction avec l'équiva­
lence des problèmes (P) et(P') (ou (P') transformé). En réalité, s'il y a une surface 

lieu de points singuliers des surfaces V = 0, on vérifie très aisément sur des exemples qu'en 
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2° Prendre et II est alors nécessaire que le déterminant du 

système (5), (6) par rapport à ces deux inconnues soit nul , c'est-à-dire que 

Si les mineurs de ce déterminant sont nuls eux-mêmes, nous obtenons 
a = const., b = const. : c'est l'intégrale complète d'où nous étions partis. 
Sinon, nous devrons avoir  

ce qui nous conduit aux solutions 

Ce raisonnement justifie donc bien les résultats que nous avons annoncés 
au début de cette étude. 

Examinons maintenant sa portée véritable. Le mot élimination est réservé 
d'ordinaire au domaine des relations algébriques, le seul où il ait un sens bien 
précis. Mais alors, si nous astreignons V à être algébrique en a, 6, nous déli­
mitons artificiellement la théorie, au profit exclusif des équations possédant 
une famille d'intégrales dont l'équation est une fonction algébrique de ces 
deux paramètres. Pour généraliser conformément au point de vue des fonc­
tions de variables réelles, nous devrons substituer aux précédents d'autres 
raisonnements basés sur des hypothèses locales (continuité et non-annulation 
de certaines dérivées), apparentés à ceux qu'on rencontre à propos des fonc­
tions implicites et des enveloppes (1). Moyennant quoi, nous pourrons encore 
établir l'équivalence des problèmes (P) et (P'), en nous restreignant à un 
champ de variation de x, y, z, p, q, a, b suffisamment petit autour des 
valeurs ' pour lesquelles nous avons supposé que 
certaines dérivées ne s'annulent pas. Ces indications, que nous ne pouvons 
développer ici davantage, suffisent à faire comprendre que la théorie de 
Lagrange possède réellement un caractère de grande généralité. 

Voici un exemple qui met bien son utilité en évidence. Considérons deux 
fonctions et qui admettent par rapport à x et à y respectivement 
des dérivées et continues. Alors l'équation aux dérivées partielles 

admet l'intégrale complète évidente 

éliminant a, b entre (1), (2), (3), le résultat obtenu contient en facteur la fonction (x,y,z). 
La présence de ce facteur sauvegarde l'équivalence annoncée. Mais, quand on parle de 
l'équation aux dérivées partielles, on a d'ordinaire en vue ce qui reste du résultat après 
qu'on a supprimé les facteurs ne contenant pas p, q. 

(*) Voir sur ce point notre Cours de Géométrie Analytique, p. 241 et notre article des Nou­
velles Annales, 5° série, tome I, p. 8 et suivantes. 
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Envisageons le cas où les fonctions (x) et (y) ne seraient pas dérivables : 
il devient alors impossible de définir les multiplicités caractéristiques de 
l'équation proposée au moyen d'un système différentiel. Cependant, la théorie 
de LAIGRANGE s'applique (reprendre l'exposé complet sur cet exemple, comme 
exercice) et montre bien qu'en dehors de l'intégrale singulière z = 0, et des 
surfaces précédentes, il n'y a pas d'autres surfaces intégrales que celles qui 
composent l'intégrale générale. En même temps, elle prouve aussi qu ' i l existe 
encore des bandes caractéristiques, bien que celles-ci ne puissent plus être 
obtenues comme intégrales d'un système différentiel. 

Notons encore que la méthode de LAGRANGE fournirait, dans cet ordre d'idées, 
des résultats relatifs aux équations différentielles ordinaires. Soient x0, y0 a0 

trois nombres satisfaisant à l'équation 

(e)  
et tels que l'on ait 

(h1) (h2)  
Alors on peut, en se plaçant au point de vue local, éliminer a entre l'équa­

tion (e) et la suivante 

(o  
Cela signifie -qu'on considérera la fonction a(x, y) définie au voisinage du 

système de-valeurs x0, y0 par l'équation (e) et se réduisant à a0 pour ces valeurs, 
et qu'on portera cette fonction dans (e') de manière à obtenir finalement une 
équation différentielle  

Le principe du raisonnement de LAGRANGE, appliqué ic i , prouve alors qu' i l 
existe une intégrale et une seule de l'équation différentielle se réduisant à y0 

pour x = x 0 , môme dans les cas où la fonction écrite au second membre 
échappe aux conditions classiquement invoquées pour assurer dans le champ 
réel l'exactitude du théorème de CAUCHY. Ainsi , sous réserve que les hypo­
thèses (hL) et (h2) soient satisfaites, les singularités signalées par M. PEANO (1) 
ne se produisent pas pour les équations différentielles formées par élimination. 

Ces remarques, outre leur intérêt propre, font mieux comprendre l 'impor-
portance des renseignements qu'on peut attendre des idées de LAGRANGE 
dans le domaine des équations aux dérivées partielles, lorsqu'on se préoccupe 
de faire le moins possible d'hypothèses sur l'existence de dérivées des solutions. 
Toutefois", au point de vue pratique, le cas le plus intéressant est celui où 
partant d'une équation donnée a priori, on peut définir les bandes-caractéris­
tiques par le système différentiel que nous avons appris à former, et où ce 
système remplit toutes conditions permettant de justifier le théorème de 
CAUCHY (par exemple au moyen des approximations successives de M. PICARD). 

(1) Voir p. 221, note i. 
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On peut alors se demander si toute surface intégrale non singulière se laisse 
engendrer à l'aide de multiplicités caractéristiques. C'est cette question que 
nous allons résoudre affirmativement. 

278 . Le problème de Cauchy. — Soit une courbe G, douée en chaque 
point d'une tangente variant continûment le long de cette courbe. Supposons 
que C ne soil pas caractéristique. Le problème de CAUCHY consiste à trouver 
une surface intégrale passant par la courbe C: 

L'existence de solutions est une conséquence du théorème suivant : 
Toute famille continue à un paramètre de bandes caractéristiques telle 

que chacune de ces bandes ait un élément de contact commun avec G 
engendre une surface intégrale passant par C. 

Supposons que les coordonnées d'un point courant M de C soient définies 
en fonction d'un paramètre t. Appelons comme précédemment u le paramètre 
spécifiant un élément de contact le long d'une multiplicité caractéristique. 
Alors, par hypothèse, nous aurons une famille à un paramètre de bandes 
caractéristiques, définie analytiquement par cinq relations 

(1)  

dont les seconds membres satisfont aux relations 

(2)  

Nous avons bien une famille à deux paramètres d'éléments de contact liés 
par la relation identique en t et u 

(3)  

Cette famille d'éléments de contact nous donnera donc une surface (laquelle 
sera dès lors solution, puisque formée d'éléments intégraux) si nous avons 
en outre 

nous allons prouver qu'i l en est ainsi. Convenons que, sur chaque caractéris­
tique, u s'annule pour l'élément situé sur la courbe C. Pour u = 0, il y aura 
bien identiquement annulation de la fonction 

Il s'agit de montrer qu ' i l en est encore ainsi quel que soit u. En effet, nous 
avons  
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et d'ailleurs, en dérivant l'identité (3) par rapport à t, nous avons aussi 

en retranchant membre à membre, il vient 

ou, en tenant compte des relations (2), 

dans cette dernière expression, le premier terme est nul , et il reste seulement 

le long de chaque caractéristique F', est une fonction composée bien déterminée 
de u : on a donc, en intégrant, 

il s'ensuit bien que (t, u) est identiquement nu l . 
Pratiquement, on dirige le calcul de la façon suivante; soient 

les équations paramétriques de la courbe G pour laquelle on demande de 
résoudre le problème de Cauchy. On cherche d'abord la bande caractéristique 
déterminée par un élément init ial donné, correspondant à la valeur u0 du 
paramètre u ; soient 

les équations de cette bande. On fait alors décrire au point la 
courbe G, c'est-à-dire que Ton pose 

et Ton a pour déterminer p0 et q0 les deux équations 

Ces équations font connaître p0 et q0; en portant les valeurs de x0, y0, z0, p0 

et q0 dans les équations de la bande, on obtient bien la surface intégrale lieu 
des caractéristiques issues des divers points de G. 

Reprenons par exemple l'équation 
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étudiée au n° 270, et cherchons la surface intégrale qui passe par la circon­
férence  

Le système différentiel des caractéristiques peut s'écrire 

cherchons la bande caractéristique passant par l'élément (x0 , y0,z0, p0 , q0) 
pour a = 1 ; on trouve 

On aura alors  

on en déduit 
d'où la solution banale  

ou bien  

d'où la solution 

c'est-à-dire  

équation d'un paraboloïde de révolution autour de Oz. 
REMARQUE. — Du raisonnement précédent découle la conséquence suivante : 

le système de toutes les caractéristiques issues d'un point constitue une 
surface intégrale. Nous avions déjà obtenu ce résultat par la considération 
des intégrales complètes. I c i , on le démontre en remarquant qu'on a encore  

par le fait des trois relations suivantes : 

A chaque point M de C se trouve ainsi attachée une surface intégrale 
admettant en M, pour cône des tangentes, le cône élémentaire. Gela posé, il 
nous est facile de construire une intégrale complète de notre équation aux 
dérivées partielles : en effet, nous possédons même maintenant un système 
de surfaces intégrales, à savoir le système des surfaces qui dépend de trois 
paramètres. Nous aurons donc une intégrale complète en faisant décrire au 
point M une surface quelconque. 

Quoi qu ' i l en soit, la résolution du problème de Cauchy pour la courbe G 
se présente maintenant de la manière suivante : on associe à chaque point M 
de G la surface correspondante et on prend l'enveloppe des surfaces ainsi 
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obtenues. Cette enveloppe p o u r r a comprendre une ou p lus ieurs nappes réelles, 
don t le n o m b r e var iera su ivant Tare de C sur lequel on se t rouve ; cer tains 
arcs peuvent m ê m e être dépourvus de p o r t i o n s de surfaces intégrales les 
contenant ; c'est ce q u ' o n aperçoi t aisément en songeant au cas où le cône 
élémentaire est du second ordre : alors les arcs de C veufs de surfaces 
intégrales sont ceux le l o n g desquels la tangente est in tér ieure à Les points 
séparatifs des divers arcs sur C sont dans tous les cas ceux où la tangente 
est située sur le cône En ces po in t s , i l y a en général raccord entre deux 

des nappes précédemment trouvées (on les ob t i en t par l ' équa t ion ) 

Il est c l a i r que toute surface in tégra le descriptible par des caractéristiques 
peut être considérée c o m m e l 'enveloppe de surfaces : en effet, soit S une 
tel le surface, contenant un cer ta in arc de la courbe C. En chaque p o i n t M de 
cet arc, menons : la bande caractér is t ique située sur S et issue de l 'é lément 
ob tenu en associant à M le p l a n tangent correspondant appar t i en t nécessaire­
men t à pu i sque épuise L'ensemble de toutes les bandes caractéristiques 
issues du point M . L e processus de r é so lu t ion d u p rob lème de G A U C H Y se 
t rouve donc jus t i f i é sous réserve d 'é tab l i r le théorème suivant : 

// n'existe pas de surfaces intégrales non descriplibles par des caracté­
ristiques. 

279. Impossibil i té d intégrales non singulières, non descriptibles par des carac­
téristiques. — Ce point n'est pas évident, et la prudence s'impose en pareille 
matière : rappelons qu'en abandonnant l'hypothèse de l'existence de certaines 
dérivées, M. Henri LEBESGUE a pu obtenir des surfaces non réglées applicables sur le 
plan(1) . Il est donc permis de chercher s'il ne se trouve pas des surfaces intégrales 
non singulières pour lesquelles la cote cessant d'avoir, par rapport à a; et y, des 
dérivées secondes, la génération par caractéristiques devient impossible. Nous allons 
prouver qu ' i l n'en est r ien. 

Nous utiliserons à cet effet le principe du raisonnement par lequel M. R. d'ADHÉMAR 
résout cette question dans ses belles Leçons sur les principes de l'Analyse (2). 

Considérons l'équation  

où F est une fonction telle qu'on puisse former le système caractéristique et établir 
l'existence de solutions dé ce système par la méthode des approximations successives 
de M. Picard. Donnons-nous un arc de courbe G, placé de telle sorte qu'on puisse le 
représenter par des équations 

et pris assez petit pour ne contenir aucun point sèparatif, c'est-à-dire aucun point où 
la tangente à G soit située sur le cône élémentaire en ce point. Supposons obtenue 
par la méthode des caractéristiques une nappe de surface intégrale passant par cet 
arc. Posons  

(i) Intégrale, longueur, aire (Thèse, Paris, 1902, p. 95). 
(2) Tome I I , p. 179 et suivantes. 
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par ce changement de variables, notre équation aux dérivées partielles va se t rans­
former. Nous aurons 

L'équation transformée sera donc 

Considérons la dérivée du premier membre, prise par rapport à lorsqu'on 

regarde F comme une fonction composée de cette quantité. Elle a pour valeur 

et elle est différente de zéro sur le petit arc considéré, vu l'absence de point séparatif 

sur cet arc. Nous pouvons donc résoudre l'équation précédente par rapport à et 

l'écrire sous la forme  

Revenons maintenant aux notations par petites lettres, assurément plus maniables. 
Nous sommes donc conduits au problème suivant : soit une équation 

où f est une fonction bien déterminée de x, y, z, q. Supposons connue une surface 
intégrale de cette équation, passant par un segment de l'axe Oy, et engendrée par 
des multiplicités caractéristiques. Nous allons prouver l 'impossibilité d'une seconde 
solution contenant le même segment de l'axe Oy. Soient en effet la 
première de ces solutions et z= (x, y) la seconde, et posons Nous 
raisonnons bien entendu en regardant et comme données ( est le fruit de la 
méditation de quelque géomètre malicieux, en quête de résultats paradoxaux). Il 
s'agit de prouver que la différence w s'annule au voisinage du segment considéré 
de Oy. Nous aurons les relations 

d'où, en retranchant membre à membre, 

et étant connues, il en est de même de et par suite la relation que nous 
venons d'écrire exprime seulement une identité. Si nous posons 

en appelant une constante quelconque, nous pourrons écrire 
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or  

nous aurons donc, puisque et sont indépendants de X, 

ou enfin  

d'où nous concluons que l'équation aux dérivées partielles linéaire 

admet une solution qui s'annule sur le segment considéré de l'axe Oy. Nous 
allons prouver que cette solution est identiquement nulle. 

En effet, d'après la manière dont F et G ont été calculés, il est facile de voir que 
l'équation différentielle  

appartient à la classe de celles qui tombent sous le coup de la méthode des approxi­
mations successives de M. PiCARD : on peut ainsi établir que par chaque point du 
segment considéré de l'axe Oy, il passe une courbe dont la tangente au point (x, y) a 
pour coefficient angulaire la valeur G(x, y) . 

Dans ces conditions, notre équation auxiliaire fait connaître la dérivée logarith­
mique de le long d'une de ces courbes, et à cause de la régularité de la fonction F 
d'une part, de l 'annulation sur Oy de d'autre part, on est conduit, lorsqu'on effectue 
la détermination séparée de sur chacune de ces courbes, à constater que demeure 
constamment nu l . 

Le théorème est donc établi. 

2 8 0 . Notions sur les courbes intégrales. — So i t une équat ion aux dérivées 
part iel les  

On donne le n o m de courbes intégrales aux l ignes q u i , en chacun de leurs 
po in t s , on t pour tangente une génératrice du cône élémentaire. A u t r e m e n t d i t , 
t ou t p o i n t d'une l i g n e in tégra le seraséparatif, au sens que nous avons donné 
à cette l o c u t i o n dans la r éso lu t ion d u p rob lème de C A U C H Y . O r nous avons v u 
qu 'aux poin ts séparatifs isolés d 'une courbe quelconque se soudent en général 
deux nappes de surface in tégra le passant par cette courbe et douée en ses 
autres po in t s de plans tangents d i s t inc t s . On est donc amené na ture l lement à 
en i n d u i r e que si l'on cherche à résoudre le p rob lème de C A U C H Y p o u r une 
courbe in tégra le , i l y aura, t o u t le l o n g de cette l i g n e , soudure de deux nappes 
de surfaces intégrales , de sorte que cette l i g n e sera par là m ê m e une arête de 
rebroussement. Une étude approfondie , que nous ne pouvons entreprendre, 
mon t r e q u ' i l en est b i en a ins i . Donnons seulement l ' i n d i c a t i o n suivante : 

So i t connue une in tégra le complè te de F = 0, et soi t 
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une f a m i l l e à un paramètre extrai te de cette in tégrale complè te . En dér ivant 
une première fois par r appor t au paramètre a, nous obt iendrons les caracté­
r is t iques situées sur l 'enveloppe des surfaces précédentes. El les seront définies 
par  

Mais ces caractéristiques on t elles-mêmes une enveloppe, qu 'on déf ini t par 
une seconde dér iva t ion , comme il est classique (n° 205). Gela posé, comme les 
caractéristiques appart iennent à l 'ensemble des courbes intégrales, et que 
toute enveloppe de courbes intégrales est el le-même une courbe in tégrale , i l 
est c l a i r que l 'enveloppe des caractéristiques sur une surface intégrale est une 
courbe in tégra le . En même temps, rappelons ce fait b ien connu qu'el le est 
encore une arête de rebroussement de la surface. Gela conf i rme bien une i n d i ­
ca t ion donnée p lus haut . 

Notons p o u r t e rminer que le système des courbes intégrales est déf ini de la 
manière suivante. On obt ien t le cône élémentaire en chaque p o i n t (x, y, z) en 
cherchant l 'enveloppe des plans 

P et Q étant liés par la re la t ion 

Éc r ivan t que  

et é l i m i n a n t P et Q entre'ces t rois équations, on obt ient l ' équat ion de ce cône, 
soi t  

où est homogène par r appor t à ses t ro is derniers a rguments . L 'équat ion 
différentielle des courbes intégrales sera donc 

On v o i t net tement qu'elles dépendent d'une fonc t ion a rb i t r a i r e . 

Reprenons encore l'équation du n° 270 

(E)  

On trouvera aisément que les courbes intégrales sont définies par l'équation de 
MONGE  

-Bien entendu, parmi les solutions de cette équation figurent les courbes caractéris­
tiques; il est d'ailleurs facile de le vérifier directement. 

En rassemblant les résultats obtenus relatifs à la solution du problème de GAUCHY 
par la méthode des caractéristiques, on voit qu ' i l ne peut se présenter que trois cas 
distincts : 

LAINÉ, Anal., I I . 18 
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1° la courbe C, par laquelle on veut faire passer une surface intégrale, n'est pas 
tangente en chacun de ses points au cône élémentaire; nous avons indiqué précé­
demment la marche à suivre ; 

2° la courbe G est une courbe caractéristique ; 
3° la courbe G est une courbe intégrale. 
Dans le second cas, la méthode générale ne fournira pas de surface intégrale, et il 

est facile géométriquement d'en comprendre la raison. Mais nous savons d'autre part 
qu'il existe dans ce cas une infinité de surfaces intégrales passant par la courbe G. 
Pour en obtenir une, i l suffira de résoudre le problème de GAUCHY pour une courbe 
quelconque rencontrant G non tangentiellement et telle que le point et le plan 
tangent communs aux deux courbes déterminent un élément de contact intégral. 

Cherchons, par exemple, à résoudre le problème de GAUCHY pour l'équation (E) et 
la courbe G définie par les équations 

Dans les équations en termes finis des caractéristiques, 

on devra poser d'abord 

on aura ensuite, pour déterminer p0 et qr0, les équations 

d'où l'on tire 

La multiplicité intégrale passant par la courbe G est alors définie par les équations 

.c'est en réalité une multiplicité à une dimension ayant pour support ponctuel la 
courbe G; on peut vérifier directement que cette multiplicité est une bande caracté­
ristique. 

La méthode générale ne donne donc pas de surface intégrale passant par G. Pour 
en avoir une, choisissons un élément de contact de la bande caractéristique associée 
à G, par exemple l'élément qui correspond à t = 1, 

Toute courbe qui admet cet élément de contact sans être tangente à C au point cor­
respondant détermine une surface intégrale passant par C. 

On pourra, en particulier, prendre la droite 

avec  

valeurs qui satisfont à la relation et à l'équation(E); cm obtient 
ainsi le cylindre parabolique  
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On peut aussi, et cette remarque est générale, former l'équation de la surface 
engendrée par toutes les courbes caractéristiques issues d'un point de C, par exemple 
du point : on trouve alors la surface du troisième degré 

qui admet le point comme point conique, et passe bien par la caractéris* 
tique C. 

Enfin dans le troisième cas (courbe intégrale), on trouvera, comme dans le premier, 
une solution unique au problème de CAUCHY, mais la courbe C sera une ligne singu­
lière de la surface obtenue. 

Prenons par exemple comme courbe G l'hélice circulaire 

qui est une courbe intégrale. On trouve 

et, en posant on a pour la surface cherchée les équations 

paramétriques 

Les courbes u= Cte sont des hélices circulaires d'axe Oz; en particulier la courbe G 
correspond à u = 1. 

On trouvera, pour les coefficients du plan tangent à cette surface, 

la courbe u=1 (qui est identique d'ailleurs h u = — 1) est donc bien une ligne sin­
gulière de la surface. On vérifiera sans peine qu'elle enveloppe les caractéristiques. 

2 8 1 . Remarques sur les intégrales singulieres. — Tout ce que nous avons 
dit au sujet des multiplicités caractéristiques et du problème de CAUCHY 
pourrait, dans le cas d'une équation analytique et d'une 
courbe G analytique, se transposer assez facilement au champ complexe. 
Mais nous laisserons cette étude de côté, en renvoyant le lecteur aux traités 
spéciaux, notamment à l'ouvrage de M. GOURSAT sur les équations du premier 
ordre. 

La théorie des intégrales singulières peut être elle-même développée 
indifféremment, soit dans le champ complexe (c'est ce qu'on fait le plus fré­
quemment), soit dans le domaine réel. A ce dernier point de vue nous allons 
en dire quelques mots. 

Considérons d'abord une équation différentielle ordinaire, ou, ce qui 
revient au même, un système de la forme 

De ces deux équations, la première définit p en fonction implicite de x et 
de z. Soient x0, z0, p0 trois nombres satisfaisant à cette équation. Supposons 
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que les fonctions existent et soient continues autour de  
et que Ton ait Alors il existe une fonction p(x, z) et une seule, satis­
faisant à f= 0, se réduisant à p0 en (x0, z0) et admettant par rapport à x et z 
des dérivées continues du premier ordre. On pourra donc établir qu ' i l existe 
une intégrale et une seule de l'équation 

passant par le point en appliquant sous sa forme classique la méthode 
de M. PICARD (approximations successives). 

Il n'en est plus ainsi lorsque Le point est alors, dans le plan 
des (x, z), sur la frontière du domaine d'existence de la fonction implicite 
p(x, z) (ou au moins de certaines de ses branches). On peut encore dire que 
le point appartient au contour apparent de la surface  
(système d'axes Ox, Oz, Op). 

Or l'équation nous donne en chaque point de cette surface une 

direction A du plan tangent, définie par le système des deux équations 

Les courbes intégrales de notre équation différentielle sont les projections 
sur le plan xOz des courbes de la surface tangentes à cette direction en 
chaque point. Par cette remarque, nous transformons le problème étudié, 
singulier dans le plan xOz, en un problème régulier (c'est-à-dire tombant sous 
le coup des méthodes ordinaires) pour la surface f=0. Plaçons-nous sur le 
contour apparent : en chaque point de cette courbe, la direction est paral­
lèle à Op;. Moyennant quelques hypothèses supplémentaires faciles à formuler, 
on pourra donc résoudre l'équation f=0 par rapport à z par exemple, 
l'essentiel étant d'éviter une explicitation en p, et déterminer, au voisinage 
du point considéré sur le contour apparent, les courbes intégrales de la 
surface en projection sur le plan des xp (ce que la méthode de M . PICARD 
permet de faire). On reviendra ensuite, par l'intermédiaire de la surface, au 
plan des xz. 

L'intui t ion géométrique donne alors une idée suffisante des résultats qui 
pourront être légitimés moyennant des hypothèses et une déduction conve­
nables, dont l'ensemble est assez nettement indiqué par ce qui précède. Les 
courbes intégrales de la surface couperont en général le contour apparent de 
manière à admettre pour tangente en chaque point d'intersection avec cette 
courbe une parallèle à Op, c'est-à-dire à la direction de projection. Il s'en­
suivra que, sur la frontière du domaine d'existence de la fonction p(x, z), 
dans le plan xOz, les courbes intégrales auront en général des points de 
rebroussement. La tangente de rebroussement sera la trace sur le plan xOz 
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du plan oscillateur à la courbe de la surface au point situé sur le contour 
apparent. Dans le cas et dans le cas seulement où ce plan coïncide le long de 
toute cette courbe avec le plan tangent (c'est-à-dire où le contour apparent est 
une asymptotique), sa projection sur le plan xOz fournira une intégrale singu­
lière de l'équation différentielle. 

L'existence d'une intégrale singulière, lorsqu'on part de l'équation diffé­
rentielle et qu'on formule les hypothèses qui, relativement à cette manière de 
poser le problème, se présentent comme les plus naturelles et les plus simples, 
apparaît donc comme un fait exceptionnel. Au contraire, si l'on part d'une 
famille de courbes f[x, y, a) = 0 , et si, relativement à cette nouvelle manière 
de poser le problème, on formule encore les hypothèses les plus naturelles et 
les plus simples, l'existence d'une intégrale singulière apparaît comme un 
fait normal, qui peut se trouver en défaut dans des circonstances excep­
tionnelles, car en cherchant l'enveloppe, on trouve aussi les lieux de points 
singuliers (1). Il n'y a aucune contradiction entre ces deux résultats, qui sont 
les conclusions de deux systèmes d'hypothèses entièrement distincts. Notons 
seulement avec CLEBSCH que de tels renversements de probabilité se présentent 
ailleurs, notamment à propos des courbes algébriques planes : si l'on donne au 
hasard l'équation ponctuelle, la courbe obtenue offre des singularités tangen-
tielles, sans présenter en général de singularités ponctuelles; et inversement. 

De même, si l'on part d'une équation F (oc, y, z, p, q) = 0 , en faisant sur F 
les hypothèses les plus simples et les plus naturelles (par exemple en sup­
posant que F soit un polynôme), l'existence d'une intégrale singulière est un 
fait exceptionnel. Supposons-la réalisée et représentons-nous une intégrale 
complète, c'est-à-dire une famille de surfaces à deux paramètres, admettant 
pour enveloppe cette intégrale singulière. Alors, de chaque élément de contact 
de cette dernière surface sont issues des multiplicités caractéristiques formant 
une famille à un paramètre. Donc, sur l'intégrale singulière, en raison de 
cette indétermination, les dénominateurs du système caractéristique devront 
tous s'annuler. On devra donc avoir simultanément 

Il est clair que si F est pris au hasard, il ne saurait en général exister de 
surface répondant simultanément à ces' cinq conditions. Si exceptionnel­
lement cette éventualité se produit, on obtiendra une surface intégrale qui 
cesse d'être un lieu de multiplicités caractéristiques. Nous nous en tiendrons 
ici à ces indications, en renvoyant, pour une étude systématique de cette 
délicate question, aux travaux de DARBOUX et de M. GOUKSAT. 

(1) Les fonctions qui, annulées, représentent les courbes ainsi obtenues, sont en facteur 
dans le premier membre F de l'équation différentielle F = 0 formée par élimination. On 
perd en quelque sorte, dans cette équation simplifiée, la trace des lieux de points doubles, 
mais les lieux de points de rebroussement s'y révèlent nécessairement par la coïncidence 
de deux déterminations de coefficient angulaire. 
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SUR LES ÉQUATIONS DE LA CLASSE DE MONGE ET D'AMPÈRE 

282. Posi t ion du problème. — Pour terminer cet exposé,nous allons 
donner quelques brèves indications sur une classe d'équations du second ordre, 
dont l'étude remonte aux travaux de MONGE et d'AMPERE, et dont le champ 
d'applications, très vaste, englobe notamment le problème de la déformation 
des surfaces. 

Notre guide sera un simple rapprochement entre la théorie des équations 
du premier ordre et celle des équations du second. Résumons d'abord quelques 
points particuliers de la première. 

On peut, dans l'ensemble des équations du premier ordre, mettre à part 
celles qui sont linéaires en p et q. On les distingue de deux manières : 

1° en écrivant qu'elles admettent l'intégrale générale 

où A, B désignent deux fonctions données de x,y, z, et [A] une fonction 
arbitraire de A ; 

2° en écrivant qu'on peut en obtenir les lignes caractéristiques indépen­
damment des bandes caractéristiques. On peut dire aussi que l'on a pour ces 
lignes caractéristiques, dans le cas étudié, une génération purement ponc­
tuelle, et que cela cesse d'être vrai pour les équations non linéaires en p et q. 

Passons aux équations du second ordre, 

(1)  
et cherchons à distinguer dans l'ensemble très vaste de ces équations certains 
types faciles à étudier. Nous adopterons alors le programme suivant : 

1° Nous chercherons d'abord s'il est possible de trouver des équations (1) 
pour lesquelles il existe une intégrale intermédiaire de la forme 

(2)  

A et B désignant encore deux fonctions données de ce, y, z, p, q et une fonc­
tion arbitraire de A. Dans les cas où cette question sera résolue par l'affirma­
tive, il suffira d'appliquer la théorie des équations du premier ordre aux 
équations (2) ainsi obtenues. 

2° Nous pourrons ensuite chercher à étendre la notion de multiplicités 

http://particuliers.de
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caractéristiques, et voir si elle conduit encore à distinguer certains types 
d'équations. Nous dirons alors que l'équation (1) est l'équation même d'une 
quelconque de ses surfaces intégrales, lorsqu'on considère une génération 
surabondante de cette surface consistant à donner à la fois 

en fonction de deux paramètres arbitraires. Les conditions de compatibilité 
sont exprimées par les relations 

(3)  

Dès maintenant il est donc naturel d'introduire la notion d'élément de 
contact du second ordre. On appelle ainsi l'ensemble des huit nombres x,y, 
z, p, q, r, s, t. On peut concevoir géométriquement un tel élément comme 
un point armé d'une petite portion de surface du second degré passant par 
ce point; cette surface est à choisir ad libitum dans une famille dépendant 
linéairement de trois paramètres (car on doit écrire que pour 
les quantités z, p, q, r, s, t acquièrent respectivement des valeurs données, 
ce qui fait six conditions imposées aux neuf paramètres indépendants qui 
figurent dans l'équation générale des quadriques). L'espace comprend  

éléments du second ordre, et il en existe qui ont en commun un 
élément du premier ordre arbitrairement choisi. 

On voit pareillement qu'on pourrait, dans la théorie des équations d'ordre n, 
introduire des éléments de contact d'ordre n. Cette généralisation systématique 
de la notion d'élément de contact offre déjà l'avantage suivant : elle nous 
amène à introduire la notion d'élément de contact d'ordre zéro, c'est naturel­
lement un point (x, y, z) désarmé. 

La notion de multiplicité subira dès lors une extension du même ordre. 
Nous n'avons considéré jusqu'ici que des multiplicités, à une ou deux 
dimensions, formées d'éléments de contact du premier ordre : appelons-les 
multiplicités d'ordre un. Nous appellerons multiplicités d'ordre deux, à une 
ou deux dimensions, un ensemble, à un ou deux paramètres, d'éléments de 
contact du second ordre vérifiant les relations (3). 

En résumé, la génération des surfaces peut être envisagée : 
1° Au moyen d'éléments de contact d'ordre zéro : c'est la génération la 

plus ordinaire, celle qui ne comporte aucune condition de compatibilité; 
2° Au moyen d'éléments de contact (x, y, z, p, q) d'ordre un; c'est celle 

de la théorie des équations du premier ordre. Elle nécessite deux conditions 
de compatibilité impliquées par  

3° Au moyen d'éléments de contact du second ordre. Elle nécessite les 
conditions de compatibilité impliquées par les équations (3). L'équation  

en fournit deux distinctes, le système des équations 
en donne seulement trois distinctes : en 
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effet supposons qu'on ait pris x, y comme paramètres; les relations de compa­
tibilité s'exercent alors entre les fonctions  

et elles fournissent bien évidemment, en raison de l'indépen­
dance de Tordre des dérivations (qui veut que ), cinq relations seule­
ment: 

On pourrait évidemment ne pas s'arrêter. Quoi qu ' i l en soit, nous disposons 
maintenant d'une terminologie très commode qui nous permet par exemple 
de dire : les équations linéaires en p et q se distinguent parmi toutes les 
équations possibles du premier ordre par la propriété d'admettre des carac­
téristiques d'ordre zéro. 

Lorsque nous aurons étendu la notion de caractéristiques aux équations (1) 
au moyen des éléments de contact du second ordre, nous pourrons donc nous 
proposer de chercher si parmi celles-ci il en est qui se contentent de carac­
téristiques d'ordre un. Nous sommes fondés à penser qu'à la faveur de cette 
circonstance elles se montreront peut-être moins intraitables. D'ailleurs les 
deux routes que nous allons suivre convergeront. 

283. Équations susceptibles d'admettre une intégrale intermédiaire. — 
Supposons que, indépendamment du choix de la fonction arbitraire (A), 
toute intégrale de l'équation du premier ordre 

soit aussi une intégrale de l'équation du second ordre 

Alors nous allons prouver que cette dernière ne saurait être de forme quel­
conque. En effet, on peut la déduire de la relation 

en exprimant que A et B, envisagées comme fonctions composées de x, y 
(par l'intermédiaire de z, p, q), ne sont pas indépendantes. On obtient ainsi 
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finalement, notre équation du second ordre s'écrit donc 

H, K, L, M, N dépendant exclusivement des variables x, y, z, p, q. 
Nous appellerons ÉQUATION DE MONGE-AMPÈRE toute équation de la forme (4). 

D'après cela, s'il existe pour une intégrale inter­
médiaire de la forme (2), cette équation appartient au type de MONGE-AMPÈRE. 

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie : autrement dit, c'est seu­
lement pour une classe spéciale d'équations de Monge-Ampère qu' i l existe des 
intégrales' intermédiaires de la forme (2). Nous admettrons ici ce point très 
important de la théorie. 

284. Équations admettant des caractéristiques du premier ordre. — Dans 
la théorie des équations aux dérivées partielles d'ordre n, le problème de 
CAUCHY consiste à trouver une surface intégrale passant par une multiplicité 
composée d'une famille à un paramètre d'éléments de contact d'ordre n — 1. 
Par exemple, dans le cas d'une équation du second ordre, on cherche une 
surface épousant une bande donnée, c'est-à-dire passant par une courbe et 
ayant le long de cette courbe une certaine succession de plans tangents : nous 
avons en effet appelé bande une multiplicité à un paramètre d'éléments de 
contact du premier ordre. 

Nous appellerons multiplicités caractéristiques les multiplicités pour les­
quelles le problème de CAUCHY devient indéterminé. Cette indétermination 
nous apparaîtra dans le calcul des dérivées successives de la fonction z(x, y) 
représentant les cotes d'une surface intégrale ( i l s'agit des dérivées prises en 
un point de la bande imposée par l'énoncé à cette surface). Pour les équations 

on peut mettre en évidence un phénomène que nous avons déjà observé pour le 
premier ordre : c'est l'impossibilité de définir les multiplicités caractéristiques 
au moyen d'éléments de contact du premier ordre seulement; autrement dit 
il faut en général introduire des multiplicités caractéristiques d'ordre deux à 
une dimension. C'est seulement en passant par l'intermédiaire de ces mu l t i ­
plicités, et en en détachant les bandes qui leur appartiennent (on écartera dans 
ce but r, s, t pour ne considérer exclusivement que x, y, z, p, q), qu'on 
trouvera les bandes jouant un rôle exceptionnel dans la théorie du problème 
de CAUCHY. 

Dans le cas des équations du premier ordre 

on cherche une surface intégrale passant par une multiplicité formée par une 
famille à un paramètre d'éléments de contact d'ordre zéro, donc par une courbe 
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Les dérivées premières p et q de z(x, y) en un point de cette courbe se cal­
culent par la résolution des deux équations simultanées 

q u i les déterminent pour chaque valeur de c'est-à-dire pour tout choix d'un 
point sur la courbe. L'équation aura des caractéristiques d'ordre zéro dans le 
seul cas où une indétermination se présente dès le calcul dep et de q. Il faut 
pour cela que les deux courbes du plan (p, q) définies pour chaque système 
de valeurs x, y, z parles équations précédentes, puissent coïncider, donc que 
l'équation F = 0 représente une droite (quels que soient x, y, z) dans le plan 
{p, q), ou enfin qu'elle soit linéaire en p, q (ou au moins réductible à une 
telle forme) (1). 

Cela nous amène à distinguer les équations du premier ordre du type 

La condition d'indétermination de p et de q dans la résolution du système 
précédent est évidemment 

elle nous donne bien la forme classique du système des multiplicités carac­
téristiques qui sont ici d'ordre zéro. 

Passons maintenant aux équations du second ordre 

et soit à résoudre le problème de CAUCHY pour une bande déterminée par les 
cinq équations 

les seconds membres ne peuvent être donnés arbitrairement. Il faut les choisir 
en respectant la condition 

Pour écrire que l'équation admet des caractéristiques d'ordre un, nous 
devrons formuler cette condition : une indétermination dans le calcul des 
dérivées successives de z(x, y) en un point de la bande précédente doit se 

(1) Cette indétermination ne se produit pas pour les équations non linéaires en p et q 
(voir l'exemple étudié au n° 280) : mais alors nous avons montré justement que les intégrales 
se raccordent le long des bandes caractéristiques, autrement dit qu'une telle bande est com­
plètement déterminée dès qu'on connaît son support ponctuel. 
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produire dès qu'on cherche r, s, t. Or, en chaque point de la bande, ces 
inconnues sont astreintes à vérifier les équations 

(S)  

Considérons pour chaque système de valeurs (x, y, z, p, q) l'espace auxi­
liaire lieu du point (r, s, t). Nos deux dernières équations expriment que ce 
point décrit une droite. Sa parallèle menée par l'origine est 

cette droite décrit le cône 

Donc, il ne pourra y avoir indétermination dans le calcul de r, s, t que 
dans le cas suivant : pour chaque système de valeurs x, y, z, p, q l'équa­
tion F = 0 représente une surface réglée dont le cône directeur est rt — s2 = 0. 

Ce cas est beaucoup plus général que celui de l'équation de MONGE-AMPÈRE 
(bien qu ' i l particularise déjà une classe d'équations, mais elle est encore trop 
vaste pour notre modeste programme). 

Le cas de MONGE et d'AMPÈRE, où notre équation s'écrit 

(6)  

est manifestement celui où noire surface réglée se réduit à une quadrique. 
Il a une importance particulière par ce fait que nous avons maintenant deux 
systèmes de génératrices rectilignes au lieu d'un seul. 

En matière de caractéristiques, nous sommes ainsi amenés à la conclusion 
suivante : 

Il y a deux systèmes de multiplicités caractéristiques du premier ordre 
dans le cas et dans le seul cas où l'équation F = 0 est du type de MONGE-
AMPÈRE. 

Nous allons déterminer ces caractéristiques en écrivant les systèmes diffé­
rentiels correspondants. Le calcul à effectuer est simplement la recherche des 
génératrices rectilignes de la quadrique définie par l'équation (6). Écrivons-la (1) 

les termes hors des parenthèses Forment un trinôme du second degré en s. 

(1) GOURSAT, Cours d'Analyse mathématique, t. III, p. 56. 
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Nous pouvons donc, en décomposant ce trinome en un produit de deux 
facteurs, mettre cette équation sous la forme 

(7)  
et étant, comme H, K, L, M, N, deux fonctions connues de x, y, z, p, q. 

Remarquons toutefois qu'elles peuvent être imaginaires: ce sont les deux 
racines de l'équation  

Sous la forme (7), nous avons immédiatement les deux systèmes de géné­
ratrices 

(8) 

il nous reste à écrire que la droite 

appartient à l 'un de ces systèmes. Pour qu'elle appartienne au premier 
système, il faut et il suffit que I'on puisse déterminer de manière à avoir les 
proportions 

(10)  

pour qu'elle appartienne au second système, il faut et il suffit qu'on puisse 
déterminer de manière à avoir les proportions 

(11)  

(le système (11) se déduit de (10) par permutation de et ). 
Si nous éliminons entre les équations (10), ou encore entre les équations 

(11), nous obtenons respectivement les deux systèmes 

(10)' 

et 

( i l )  

qui complétés chacun par l'équation nous fournissent les 
deux systèmes de caractéristiques du premier ordre (1). 

Signalons brièvement les résultats suivants, d'ailleurs intuitifs : 
1° Chaque surface intégrale peut être engendrée par une famille à un para­

mètre de multiplicités caractéristiques du premier système ou par une 
famille à un paramètre de multiplicités caractéristiques du second système. 

2° Si l'on fait une transformation de contact 

(1) Tout ce calcul suppose essentiellement N 0. Le cas N 0 est examiné au n° 285. 
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notre équation qui se distingue par la propriété de posséder deux systèmes 
de multiplicités caractéristiques du premier ordre se transformera en une 
autre équation jouissant de la même propriété, donc en une nouvelle équation 
de Monge-Ampère. 

Par ces propriétés, la théorie de ces équations spéciales se présente comme 
un prolongement direct de la théorie des équations du premier ordre. 

Insistons maintenant sur une différence essentielle. 
Dans le cas des équations du premier ordre, les quatre fonctions y, z, p, q 

de la variable x vérifiaient, le long d'une multiplicité caractéristique, un 
système comprenant l'équation finie F = 0 et trois équations différentielles. 
Les multiplicités caractéristiques dépendaient donc de trois constantes. 

Dans le cas actuel, entre les quatre fonctions y, z ,p , q de x nous n'avons 
plus que trois équations. Ainsi donc, l'une de ces quatre fonctions peut être 
déterminée arbitrairement. Par suite, les multiplicités caractéristiques de 
chaque système dépendent d'une fonction arbitraire de x (ou plus générale­
ment, d'une fonction arbitraire de la variable choisie pour spécifier un élément 
quelconque sur une multiplicité caractéristique déterminée). 

285. Types particuliers d'équations de Monge-Ampère. — 1° 11 peut 
d'abord arriver que, pour chaque système de valeurs x, y, z, p, q, notre 
équation en r, s, t représente un cône. Les deux systèmes de génératrices et 
par suite aussi les deux systèmes de multiplicités caractéristiques dégénèrent 
alors en un seul. Pour qu ' i l en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait 

(de manière que ).  
Ce cas, dans lequel on dit que l'équation est du type parabolique, sépare 

évidemment celui où les multiplicités caractéristiques des deux systèmes sont 
réelles (type hyperbolique) et celui où ces multiplicités sont imaginaires (type 
elliptique) (1). 

2° Un autre cas digne d'attention est le cas où N = 0 . La quadrique repré­
sentée par l'équation donnée dans l'espace r, s, t se réduit alors à un plan. 
Cependant, on trouve bien encore deux systèmes de multiplicités caractéris­
tiques en écrivant que les équations 

sont dépendantes. Cette dépendance se traduit d'abord par la condition (déter­
minant principal)  

(1) L'équation n'est pas nécessairement du même type pour tous les éléments de contact 
d'ordre un qu'il soit possible d'imaginer. 
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OU 

(12) 

ensuite par la condition (déterminant caractéristique) 

(13)  

de l'équation (12) on tirera deux valeurs possibles de (1) 

(12')  

a et ß étant des fonctions connues de x, y, z, p, q. En portant l'une de ces 
valeurs dans (13), nous aurons par exemple 

(13')  

les équations (12') et (13') complétées par 

(14)  

définissent la première famille de caractéristiques; on aurait la seconde en 
changeant α en ß. 

Un cas plus particulier encore est celui des équations 

où H, K et L sont des fonctions de x et y seuls. On peut, dans ce cas, intégrer 
l'équation (12). 

286. Relation entre une intégrale intermédiaire éventuelle et les carac­
téristiques. — Soit une équation de MONGE-AMPÈRE choisie de façon à 
admettre une intégrale intermédiaire 

(15)  

pour chaque choix de la fonction nous connaîtrons donc une équation du 
premier ordre dont les solutions satisferont à la proposée. D'après la manière 
même dont nous avons défini les caractéristiques, il est clair que les mul t ip l i ­
cités caractéristiques de toute équation (15) seront aussi des multiplicités 
caractéristiques de la proposée. On rend ainsi plus tangible, sur cet exemple, 
l'intervention d'une fonction arbitraire dans les équations des caractéristiques. 

Cela posé, il est in tu i t i f (et nous l'admettons) que l'un des systèmes de 
multiplicités caractéristiques de l'équation étudiée sera épuisé par celles de 
toutes les équations qu'on obtient en choisissant arbitrairement la fonction  

(1) Si et sont réels, on aura encore une équation du type hyperbolique,  
et — confondus, — parabolique, 
et — imaginaires, — elliptique. 
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On prévoit en outre que A et B seront deux intégrales premières du système* 
différentiel qui définit ces caractéristiques : en effet toute caractéristique-
appartient à une infinité d'équations de la forme (A, B) = 0 , c'est-à-dire que 
sur toute caractéristique A et B vérifient une infinité de relations, ce qui ne peut 
évidemment arriver que si A et B restent constants sur cette caractéristique, 
autrement dit si A et B sont des intégrales premières du système différentiel 
considéré. 

On déduit de ces considérations la marche à suivre pour rechercher si une 
équation de MONGE-AMPÈRE admet une intégrale intermédiaire dépendant d'une 
fonction arbitraire : il faut pour cela et il suffit que l 'un des systèmes diffé­
rentiels qui définissent les caractéristiques admettent deux intégrales premières 

Lorsqu'il en est ainsi, l'intégration de l'équation proposée est ramenée à 
celle de l'équation du premier ordre 

Sans insister davantage, nous allons montrer sur deux exemples comment 
on cherche pratiquement à diriger l'intégration. 

I. Intégrer l'èqixation  

Dans l'espace (r, s, t), cette équation représente un plan. On obtient les caractéris­
tiques en écrivant que la droite 

appartient à ce plan, ce qui donne les deux conditions 

La première se réduit à  

Il n'y a donc qu'un système de caractéristiques (équation du type parabolique), 
défini par les équations 

En tenant compte de la première on peut écrire la seconde 

et l'on aperçoit alors les deux combinaisons intégrables 

L'équation proposée est donc équivalente à l'équation du premier ordre 
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où figure une fonction arbitraire, L'intégration de celte équation ne présente pas 
de difficulté, mais on arrive plus vite au résultat en observant que l'équation 

est aussi une combinaison intégrable du système différentiel des caractéristiques. 
On peut donc écrire, désignant une nouvelle fonction arbitraire, 

et par suite  

On a ainsi, sous forme explicite, l 'intégrale générale de l'équation proposée. Cette 
équation, on le voit maintenant a posteriori, peut être ramenée, par le changement 
de variables  

à la forme  

dont l ' intégration est immédiate. 
II. Intégrer l'équation  

On obtient les caractéristiques en écrivant que, dans l'espace (r, s, t), la droite 

est située sur la quadrique  

ce qui donne les deux systèmes différentiels 

L'équation proposée est donc du type hyperbolique. 
Chacun des systèmes ci-dessus fournit une intégrale intermédiaire dépendant d'une 

fonction arbitraire, que nous écrirons sous la forme 

Lorsque les deux systèmes de caractéristiques supposés distincts fournissent chacun 
une intégrale intermédiaire de cette sorte, 

on continue l 'intégration de la façon suivante. On pose 

au. moyen de ces quatre équations, on peut exprimer les variables x, y, z, p, q en 
fonction de et de l'une d'entre elles ou d'une autre variable auxiliaire. L'équation 

devient alors une équation à trois variables : on démontre qu'elle est complètement 
intégrable. En adjoignant son intégrale aux quatre équations précédentes, on aura 
un système de cinq équations pour déterminer x, y, z, pet q en fonction de α et ß. 
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Dans le cas présent, posons  

on aura  

L'équation s'écrit alors 

et il est clair que cette équation est complètement intégrable. Pour avoir des formules 
débarrassées de signes de quadrature, posons 

on aura finalement, pour l'intégrale générale, 

LAINÉ, Anal., I I . 19 



EXERCICES SUR LE LIVRE V 

1. É tan t donnée une équat ion aux différentielles totales complètement intégrable 

(1)  
où P, Q, R sont des fonctions homogènes de x, y, z, du môme degré d'homogénéité, 
démontrer que l 'expression  

est un facteur in tégran t pour l 'équation (1) à moins que ne soit n u l . Dans ce 
dernier cas les surfaces intégrales de l 'équat ion (1) sont des cônes qu i s 'obtiennent par 
l ' i n t ég ra t ion d'une équat ion différentiel le du premier ordre . 

Application. — Montrer que les courbes gauches définies par les équations 

où a est une constante donnée, a et b des paramètres variables, sont les trajectoires 
orthogonales d'une fami l le de surfaces, et t rouver ces surfaces. 

(Paris, épr. épr., 1re quest.) 

2. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires , M un poin t d'une surface S, 
T le po in t où le p lan tangent en M rencontre l'axe Oz, 

1° Trouver l 'équat ion des surfaces S telles que OM = OT. 
2° Déterminer les surfaces S q u i passent par l 'hyperbole  
3° Démontrer q u ' i l existe une inf in i té de surfaces S tangentes à un p lan quelconque P, 

et q u ' i l en existe une q u i est tangente au p lan P en tous les points d'une courbe. 
On remarquera , pour l ' i n t ég ra t ion , que l 'équation aux dérivées part ie l les se décompose 

en deux équations l inéaires en p et q. 
{Paris, épr. écr., 1re quesl.) 

3. É tan t donnés trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, t rouver les surfaces S telles que la 
distance d 'un point M au p l an des xy soit égale à la distance du poin t 0 au p lan tangent 
en M. Montrer que les courbes caractérist iques situées sur une surface S sont les l ignes 
conjuguées des sections planes de cette surface par des plans parallèles au p lan des xy. 
Trouver les surfaces S passant par la circonférence  

(Paris, épr. êcr., 1re quest.) 

4. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires , M un po in t d'une surface S, 
N le po in t d ' intersection de la normale en M avec le p l a n xOy. On demande de dé terminer 
les surfaces S telles que la longueur MN soit égale à la distance du po in t N à l'axe Oy. 

Trouver les surfaces de cette espèce q u i passent par le cercle représenté par les deux 
équations  

Démontrer que les caractéristiques sont des l ignes de courbure des surfaces S et que la 
seconde fami l le de l ignes de courbure est formée de courbes planes dont le p l a n passe par 
l'axe Oy. 
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N. B. — Pour intégrer l'équation aux dérivées partielles des surfaces S, on pourra 
commencer par démontrer que les caractéristiques sont des courbes planes dont les plans 
sont parallèles à l'axe Oz. 

(Paris, épr. écr., 1re quest.) 

5. 1° Intégrer l'équation aux dérivées partielles 

2° Déterminer la fonction arbitraire d'intégration de manière que les caractéristiques 
forment une famille de lignes asymptotiques de la surface. Donner dans ce cas la seconde 
famille de ligues asymptotiques. 

3° Les surfaces ainsi définies dépendent encore d'une constante arbitraire k. Déterminer 
les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces (on se bornera a la projection sur 
le plan des xy). 

{Alger, épr, écrite.) 

6. Soit S l'enveloppe des sphères  

où a et ß sont deux paramètres variables, et R une fonction positive de a et (3. 
1° En un point M où la sphère correspondant aux valeurs α,ß des paramètres, touche S, 

on mène la normale qui rencontre les plans de coordonnées xOy, yOz et zOx aux points 
A, B,C respectivement. 

On demande d'exprimer au moyen de ces segments étant comptés 

positivement dans le sens de A vers M.  
2° Démontrer qu'on peut toujours déterminer par une quadrature toutes les surfaces S 

telles qu'il existe ontre les segments et et R une relation donnée de forme arbitraire 

3° On demande à" quelles conditions doivent satisfaire les deux fonctions (R) et (R) 
pour qu'il existe une surface S telle que les segments et vérifient les deux relations 

4° Déterminer les surfaces S pour lesquelles on a 

a et m étant des constantes données, et indiquer un mode de génération de ces surfaces. 
(Paris, épr. écr., lre quest.) 

7. La normale MP en un point M d'une surface rencontre le plan xOy en P. 1° Déterminer 
les surfaces S telles que MP = OP. 2° Ligues de courbure de ces surfaces. 3° Montrer que, 
si l'on choisit une surface S particulière, le point P décrit une courbe du plan des xy; 
déterminer la surface de telle sorte que cette courbe ait pour équation x = logy. 

(Alger, épr. écr., 2e quest.) 

8. Intégrer l'équation  

Chercher les surfaces intégrales de cette équation sur lesquelles les caractéristiques sont 
les lignes asymptotiques. 

Plus généralement on considère l'équation 

où f(x, y) est une fonction donnée de x et y. A quelle condition doit satisfaire f pour que 
ette dernière équation admette une famille de surfaces intégrales dépendant d'un para­
mètre variable et telles que les caractéristiques soient des lignes asymptotiques pour ces 
surfaces. Montrer que, si la condition est remplie, la famille de surfaces s'obtiendra par 
les quadratures. 

(Bordeaux, épr. écr., 2e quest.) 
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9. 1° Déterminer les fonctions u(x, y) telles que l ' e x p r e s s i o n s o i t une 

différentielle exacte.  
2° La fonction u est définie par une relation implicite ¥(x, y, u) = 0 dépendant d'une 

fonction arbitraire Montrer que, quelle que soit cette fonction les courbes intégrales 
de l'équation différentielle  

(E)  

sont des circonférences (C) ayant leurs centres sur l'axe Ox. En déduire l'intégrale géné­
rale do l'équation (E) et montrer que les trajectoires orthogonales s'obtiennent par une 
quadrature. (On suppose les axes de coordonnées rectangulaires.) 

3° Achever les calculs en choisissant d'abord la fonction arbitraire de façon que l'on ait 
u—0 le long de la parabole  

(Paris, épr. écr., lre quest.) 

10. Soient Ox, Ov, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires, et D une droite du plan 
des xy parallèle à Ox, représentée par les équations z = 0, y — h. 

D'un point quelconque M de l'espace on abaisse la perpendiculaire MP sur D et la perpen­
diculaire MQ sur Oz. On demande l'équation générale des surfaces S telles que le plan 
tangent en un point quelconque M de l'une d'elles soit parallèle à la droite PQ corres­
pondante. 

Démontrer qu'il existe une infinité de surfaces de cette espèce, dépendant de deux 
constantes arbitraires, qui sont des surfaces développables. 

Trouver la relation qui lie les coefficients angulaires du plan tangent à l'une de ces 
développables. Pout-on choisir les constantes dont dépendent ces surfaces développables 
de façon que l'arête de rebroussement soit une hélice? 

(Paris, épr. écr., 1re quest.) 

1 1 . On considère la famille de surfaces S représentées, en coordonnées rectangulaires, 
par l'équation  

où C désigne une constante arbitraire. 
On demande l'équation des surfaces qui coupent orthogonalement en chacun de leurs 

points la surface S qui passe par ce point. Démontrer qu'il existe une famille de sphères S1, 
dépendant d'un paramètre, qui satisfait à celte condition. Il existe une autre famille de 
surfaces S2 formant avec les surfaces S et S1 un système triplement orthogonal : trouver 
cette famille de surfaces S2. 

(Paris, épr. écr., l r e quest.) 

12. On considère les cônes donnés en coordonnées rectangulaires par l'équation 

dans laquelle x0 et y() sont deux paramètres : 
1° On demande de former l'équation aux dérivées partielles du premier ordre E qui 

admet ces cônes pour surfaces intégrales. 
2° Effectuer le changement de variables et de fonction défini par les relations 

et former ainsi l'équation aux dérivées partielles du premier ordre E1 qui définit Z comme 
fonction de X et Y. 

3° Expliquer pourquoi E1 se décompose en deux équations linéaires, et intégrer ces deux 
équations. 

(Paris, épr. écr., l r e quest.) 

13. 1° Étant donnée l'expression 

(1)  
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ou P, Q, R sont trois fonctions connues de a?, y, z, démontrer qu'il existe une infinité de 
fonctions f(x, y) des variables x et y telles que, si l'on remplace, dans l'expression (l) , 
z par f(x, y) et dz par df, on obtient une différentielle exacte. Expliquer comment on 
peut,arriver à la condition à laquelle doit satisfaire la fonction f en appliquant la formule 
de Stokes à une courbe fermée située sur la surface S représentée par l'équation z = f(x, y). 

2° Si f(x, y) = C est une solution du problème quelle que soit la constante C, toutes les 
autres solutions s'obtiennent par une quadrature. 

3° Lorsque l'équation 
(2)  

est complètement intégrable, toutes les surfaces S se déterminent sans aucune intégration 
quand on connaît l'intégrale générale F (x,, y, z) = Cte de l'équation (2). 

4° Déterminer les surfaces S dans le cas particulier où l'on a 

et prouver que ces surfaces S sont engendrées par des courbes qui coupent orthogona-
lement une famille de surfaces dont on demande l'équation (les axes de coordonnées sont 
supposés rectangulaires). Indiquer une représentation paramétrique des courbes  

(Paris, épr. ëcr., 1re quest.) 

14. Soit, en axes rectangulaires, xy = az l'équation d'un paraboloïde hyperbolique. D'un 
point M (x;, y, z) on abaisse une droite D perpendiculaire sur le plan polaire du point M 
par rapport au paraboloïde. Quelle est l'équation aux dérivées partielles des surfaces S 
telles que si M est un point de l'une quelconque de ces surfaces S, le plan tangent 11 en M 
à S contienne la droite D correspondant a M. Intégrer celte équation. Courbes caractéris­
tiques. Déterminer la surface intégrale de façon qu'elle contienne la droite x+y=1, 
z= b(x — y) (b const.). Lignes asymptotiques de la surface particulière ainsi obtenue. 

(Lyon, épr. écr.) 

15. Soient p et q les dérivées partielles premières d'une fonction z des variables x et y, 
P, Q celles de la fonction Z de X et Y qu'on déduit de la précédente en posant 

Évaluer p, q en fonction de P, Q, X, Y, Z. Appliquer cette transformation à l'équation 
aux dérivées partielles 

(e)  

Soit (E) l'équation transformée, qui appartient à un type classique. Intégrer cette équa­
tion, montrer qu'elle admet une intégrale singulière, indiquer comment sont constituées 
les multiplicités caractéristiques. En déduire'les résultats correspondants dans l'étude de (e). 

Faire l'étude directe de l'équation (e) en montrant d'abord qu'elle possède certaines 
surfaces intégrales du second ordre 

où A, B, C sont des constantes choisies de manière à satisfaire à une relation de forme 
convenable F (A, B, C) = 0. 

Écrire le système diffrerentiel qui définit les multiplicités caractéristiques de (e). Intégrer 
ce système. 

(Poitiers, épr. th.) 

16. 1. — Soient dans un plan deux axes rectangulaires Oar, Oy. On donne une fonction 
a(x, y), définie et continue ainsi que ses dérivées premières à l'intérieur d'une courbe 
fermée sans point double  

Soit C une courbe fermée sans point double quelconque, intérieure à ; un sens positif 
et une origine des arcs ayant été choisis sur C, on désigne par s l'abscisse curviligne d'un 
point P(x;, y) du contour G et par V l'angle de la demi-tangente positive en P et de la demi-
droite PU dont l'angle avec Ox est u(x, y) : 
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1° Transformer l'intégrale c u r v i l i g n e c o s V d s en une intégrale double étendue à 

l'intérieur du contour C (on précisera le sens de parcours adopté dans l'intégration le long 
du contour); 

2° Comment faut-il choisir la fonction u-pour que I soit nulle quelle que soit C?Que peut-
on dire alors des lignes qui en chacun de leurs points M sont tangentes à la direction MU 
correspondant à ce point; 

3° u étant définie par l'équation implicite 

et C étant une courbe fermée sans point double quelconque, telle que les directions P U t 
PU2 correspondant à l'un quelconque de ses points soient réelles et distinctes, on appelle 
PU l'une des directions PU1 PU2, et l'on suppose que les diverses positions de PU forment 

une suite continue lorsque P parcourt C. Calculer l'intégrale curviligne 

I I . — Étant donnés un cylindre de révolution indéfini et un point A de sa surface S, on 
considère toutes les hélices tracées sur S et passant par A. 

1° Démontrer que toutes les tangentes (D) de toutes ces hélices peuvent être considérées 
comme les normales d'une même surface  

2° Déterminer les lignes de courbure de et les rayons de courbure principaux en un 
point M de ; 

3° Soient G une courbe fermée sans point double, dont tous les points sont extérieurs au 
cylindre donné, V l'angle de la tangente à G en un de ses points avec une droite (D) 
passant par P; on suppose que lorsque P décrit une fois d'une manière continue le contour 
G à partir d'une position initiale P0, (D) varie d'une manière continue (avec discontinuité 

éventuelle en P0). Calculer  

N. B. — Les deux questions sont indépendantes l'une de l'autre. Cependant il est recom­
mandé de ne traiter la troisième partie de II qu'après avoir traité I en entier. 

(Grenoble, épr. th.) 

17. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires. Former l'équation aux 
dérivées partielles des surfaces S telles que le point 0 soit équidistant d'un point quelconque 
M de l'une des surfaces S et du point d'intersection de la normale en M à la surface S avec 
le plan xQy. Trouver et définir géométriquement une intégrale complète. Intégrer le sys­
tème différentiel des caractéristiques et les définir géométriquement. Une courbe caracté­
ristique peut-elle être ligne asymptotique ou ligne de courbure d'une surface S. 

(Lille, épr. écr., 2e quest.) 

18. On considère un système d'axes rectangulaires. 
1° Vérifier que les surfaces intégrales S de l'équation aux dérivées partielles (E) du premier 

ordre  

jouissent de la propriété suivante : sur une surface S, le3 courbes C le long desquelles le 
plan tangent à S demeuro à une distance constante de l'origine sont aussi les courbes de 
contact des cônes circonscrits à S ayant leurs sommets sur la droite D 

2° Montrer, sans calculs, que l'équation (E) admet comme intégrale complète une famille 
de cônes ayant leurs sommets sur D et que les courbes C relatives à toutes les surfaces inté­
grales de (E) sont les courbes d'un complexe. Achever l'intégration de (E). Qu« peut-on dire 
encore des courbes G? 

3° Transformer l'équation (E) par la traasformation définie par les relations 

La nouvelle équation (E') que l'on obtient ainsi est linéaire. Intégrer (E') et montrer quelle 



EXERCICES SUR LE LIVRE V 295 

est la re la t ion géométrique entre la congruence caractéristique de cette équat ion et l ' in tégrale 
complète de (E) précédemment trouvée. 

(Dijon, épr. th.) 

1 9 . On donne un p lan P et dans ce p lan une droi te x'x. Soient une surface S, un po in t 
quelconque M pris sur S, la normale en M, M I , l imi tée au po in t de rencontre I avec P, et la 
perpendicula i re IH sur x'x. 

On demande de t rouver les surfaces S telles que MI = I I I . 
On est condui t à une équat ion aux dérivées par t ie l les du premier ordre . Des considérations 

géométriques simples permet tent d'avoir une intégrale complète. Pour l 'obtenir par le 
ca lcu l , i l sera commode de prendre une nouvel le fonction z ' définie par  

Caractéristiques et développables caractéristiques. 
In tégrale générale. Y a- t- i l une in tégra le s ingul iè re? 
Surface in tégra le passant par la parabole 

(k, u et v sont des constantes). 
Surface intégrale inscrite dans la surface 

courbe de contact. 
Nota. — On prendra des axes rectangulaires, l 'axe des y dans le p lan P. 

(Nancy, épr. écr., 2e quest.) 

2 0 . On considère l 'équation aux dérivées part iel les 

(E)  

1° Montrer que sur chaque surface intégrale de (E) les courbes conjuguées des courbes 
caractéristiques sont situées dans des plans parallèles. 

2° Déterminer la fonction / ( v , z) de manière que les courbes caractéristiques de (E) soient 
des l ignes asymptotiques des surfaces intégrales. On trouvera pour (E) deux formes pos­
sibles : la première (E1) renfermera z sous une forme s imp le ; pour la seconde (E2) on trouvera 

où Y(v) est une fonct ion bien déterminée de v et (z) une fonction arbi t ra i re de z. 
3° Indiquer une intégrale complète de (E 1 ) ; faire connaître une propriété géométrique des 

cônes circonscri ts aux surfaces intégrales de (E,) et ayant leurs sommets sur Oz. 
4° Choisir (z) de manière que l 'équation (E2) correspondante possède une inf in i té de 

surfaces intégrales S dépendant d 'un paramètre arb i t ra i re et qu i soient toutes des hélicoïdes 
d'axe Oz et de môme pas. 

5° Calculer la courbure totale de S en un point M situé à une distance r de Oz. 
(Poitiers, épr. th., 1re quest.) 

2 1 . Ox, Oy, Oz étant trois axes rectangulaires, à un point M de coordonnées (x, y, z) on 
fa i t correspondre le p lan P représenté par l 'équation 

k ne dépendant que de x et y. Soit une courbe gauche tel le que le p lan osculateur en 
l ' u n quelconque de ses points coïncide avec le p lan P associé à ce point , et soit la projec­
t ion de sur le p lan xOy.  

1° La fonction k (x, y) étant supposée donnée, former l 'équation différentielle à laquel le 
satisfont les courbes (On vérif iera que par un poin t quelconque du p lan xOy passent deux 
courbes soient et ). 

2° Déterminer la fonction k(x, y) de manière q u ' i l existe des surfaces S dont toutes les 
l ignes asymptotiques soient des courbes Cela fa i t : 

a. Trouver les surfaces S pour lesquelles les courbes et soient constamment con­
fondues.  
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b. Trouver les surfaces S développables. 
(Traiter a et b indépendamment l'un de l'autre.) 
3° Détermine- k(x, y) de manière que et soient constamment orthogonales; en par-, 

ticulier, de manière que les courbes soient des cercles de centre 0 et les courbes 
leurs diamètres.  

(Poitiers, épr. écr., 1re quest.) 

22. Soient  

les équations d'une droite en coordonnées cartésiennes rectangulaires. 
1° Montrer qu'il existe pour tous les complexes 

quelles que soient les fonctions arbitraires f et g, des surfaces développables dont les nor­
males appartiennent au complexe. 

2° Comment pourrait-on déterminer ces surfaces développables? 
3° Trouver les surfaces développables dont les normales appartiennent au complexe 

4° Trouver toutes les surfaces S dont les normales appartiennent au complexe précédent. 
[On transformera, à défaut d'autre méthode, l'équation aux dérivées partielles des surfaces 

S en introduisant, au lieu des coordonnées cartésiennes (x, y), les coordonnées polaires ]. 
5° Montrer que ces surfaces S sont égales aux surfaces qui leur sont parallèles. Que peut-

on en conclure relativement à leurs lignes de courbure? 
(Toulouse, épr. th.) 



EXERCICES COMPLEMENTAIRES (1) 

1. On considère : 
1° une fonction f(z) méromorphe à l'intérieur d'un contour simple C et ne s'annulant pas 

sur G; 
2° une fonction (z) holomorphe à l'intérieur de C et sur le contour lui-même. 

Démontrer que les pôles de la fonction à l'intérieur de G sont les zéros et les 

pôles de f(z). En déduire la formule suivante, due à CAUCHY, 

où a, est un zéro d'ordre m et fa un pôle d'ordre n, la sommation étant étendue à tous les 
zéros et à tous les pôles def(z) intérieurs au contour C. 

2. Démontrer que les zéros d'une fonction holomorphe sont isolés, c'est-à-dire qu'il existe-
un nombre r 0 tel que le cercle de rayon r ayant pour centre l'un quelconque des zéros 
de la fonction laisse tous les autres à l'extérieur. 

En déduire qu'une fonction méromorphe dans une région finie du plan n'y possède qu'un 
nombre Uni de zéros et do pôles. 

3. Démontrer que si f(z) est une fonction entière qui ne s'annule pour aucune valeur 
de z, on a  

G(z) désignant une autre fonction entière. 

4. Démontrer qu'une fonctionf(z), méromorphe dans tout le plan, et pour laquelle le-
point à l'infini est un pôle ou un point ordinaire, se réduit à une fraction rationnelle. (On 
établira d'abord que les pôles de f(z) sont en nombre limité.) 

5. Considérons une suite illimitée 

telle que la s é r i e s o i t absolument convergente, et une seconde suite 

dont tous les termes sont inférieurs en module à un nombre fini. Démonlrer que la série 

de terme g é n é r a l e s t absolument et uniformément convergente dans tout domaine 

ne contenant aucun des points a1, ces points étant supposés isolés. 

( l) Ces exercices sont spécialement destinés aux candidats à l'Agrégation. On y trouverai 
en particulier les éléments de la théorie des fonctions elliptiques. 
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Plus généralement, associons à chaque point an un développement de la forme 

tel que : 
1° les modules forment un ensemble borné; 
2° le nombre des fractions élémentaires qui figurent dans chacun des développements 

Rn(2) soit inférieur à un entier déterminé. 
Démontrer qu'à tout développement Rn(z), pour lequel on peut faire correspondre 

un polynome Pv(2) de degré v —1 tel que la série soit absolument et uni­
formément convergente dans tout domaine ne contenant aucun des points ai. 

En déduire qu'i l existe une fonction f(z), méromorphe dans tout le plan, admettant pour 
pôles les points ai- avec les parties principales Ri(z) (théorème de MITTAG-LEFFLER). Former 
l'expression la plus générale de la fonction f(z). 

6. Soit f(z) une fonction entière dont les zéros 

d'ordres  

respectivement, forment une suite illimitée. Démontrer qu'à tout nombre an on peut faire 
correspondre un entier positif v tel que la série 

soit absolument et uniformément convergente dans tout domaine ne contenant aucun point 
an. En déduire (théorème de WEIERSTRASS) qu'on peut exprimer f(z) au moyen d'un produit 
infini de la forme  

G(z) désignant une fonction entière. 
[On posera désignant une fonction entière non nulle à l'origine, puis, 

après avoir appliqué le théorème de MITTAG-LEFFLER à la fonction méromorphe on 

calculera l'intégrale  

7. Soient trois coefficients réels tels que 

On considère la série double St de terme général 

où l'on donne à mt et m2 toutes les valeurs entières, positives ou négatives, à l'exclusion 
de la seule combinaison désignant un nombre positif. Montrer que le 

rapport reste borné : on peut donc, au point de vue de la convergence, 

remplacer l'étude de la série S1 par celle de la s é r i e . En déduire que la 

série St est convergente ponr p 1, divergente pour p \. 
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Soient alors et deux constantes telles que ne soit pas un nombre réel. On pose 

Démontrer que la série double est convergente pour (l'accent indiquant que 

l'on exclut de la sommation la seule combinaison ). En déduire la conver­
gence des séries 

et du produit infini  

u désignant une variable complexe. Montrer que séries et produit infinis sont uniformément 
convergents dans tout domaine de variation de u ne contenant aucun des points w. 

8. Soient Ox un axe orienté quelconque, a et b deux longueurs données. On considère 
tous les points d'abscisses et désignant deux entiers positifs au plus 
égaux à n. Démontrer qu'on peut prendre n assez grand pour que, e étant une longueur 
arbitrairement petite, deux au moins des points obtenus soient distants d'une longueur 
inférieure à e. 

En déduire que toute fonction analytique uniforme qui admet deux périodes distinctes,  
dont le rapport est un nombre réel, se réduit nécessairement à une conslante. 

(On dit que n périodes données sont distinctes s'il est impossible de 
résoudre en nombres entiers non tous nuls l'équation 

Démontrer de même que toute fonction analytique uniforme qui admet plus de deux 
périodes distinctes se réduit nécessairement à une constante. 

9. On nomme fonction elliptique toute fonction méromorphe doublement périodique. 
Soient et les périodes d'une fonction elliptique / ( M ) , A et B les affixes de et 

enfin OABC le parallélogramme construit sur OA et OR. Nous supposerons constam­
ment dans la suite que le contour OABC est décrit dans le sens direct, ce qui ne restreint 
pas la généralité : OABC est appelé parallélogramme des périodes. Lorsque u décrit le domaine 
limité par co parallélogramme, f(u) prend toutes les valeurs qu'elle peut acquérir. 

Démontrer : 
1° que la somme des résidus relatifs aux pôles de f(u) compris dans un parallélogramme 

des périodes est nulle; 
2° que dans tout parallélogramme des périodes le nombre des zéros est égal au nombre 

des pôles, chacun étant compté avec son degré de multiplicité; ce nombre est l'ordre de / (u) ; 
3° que dans tout parallélogramme des périodes, la somme des zéros est égale à celle des 

pôles à une période près (pour les 2° et 3°, appliquer la formule de CAUCHY, exercice 1); 
4° qu'une fonction elliptique entière se réduit à une constante : en déduire qu'une fonc­

tion elliptique est déterminée, à un facteur constant près, par ses périodes, ses pôles et ses 
zéros (donnés avec leur degré de multiplicité), ou encore, à une constante additive prés, 
par ses périodes et ses pôles donnés avec leur partie principale. 

10. On pose 

(exorcice 7), où la sommation est étendue aux valeurs de w telles que 

w1 et w2 désignant deux constantes dont le rapport n'est pas un nombre réel. Démontrer : 
1° que est une fonction elliptique d'ordre 2, admettant les périodes et et 

ayant comme pôles doubles tous les points ; 
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2° que l'on a, au voisinage de l'origine, un développement de la forme 

où le développement ne contenant que des puissances paires de u; 

3° que si l'on pose 

on a identiquement  

et que tous les coefficients du développement de pu sont des polynomes en et ; 
4° que si l'on pose   

les nombres sont les racines de l'équation 

1 1 . Conservant les mêmes notations, on pose 

Démontrer :  

1° que les différences 
sont constantes; 

2" que si l'on pose 
on a les relations  

12. On pose  

Démontrer que le produit infini est uniformément convergent dans tout le plan : ou est 
donc une fonction entière. Vérifier les relations 

où et sont les constantes précédemment définies. 

13. On considère l'équation différentielle 

(E)  

Soient e1 e.2, e3 les racines, supposées distinctes, de l'équation 

les points e1, e2 e3 étant numérotés dans l'ordre des arguments croissants (compris 
entre 0 et 2 ). 

Démontrer que l'équation (E) admet comme intégrale particulière une fonction ellip­
tique ayant pour périodes 



EXERCICES COMPLÉMENTAIRES 301 

14. On considère une fonction elliptique /(u), de périodes et Soient  
les pôles, les zéros situés dans un parallélogramme des périodes : on a 
(exercice 9, 3°)  

où w est une période. Démontrer la formule de JACOBI 

où C est une constante convenablement choisie. 
Soient d'aulre port  

les parties principales de f(u) au voisinage des pôles Démontrer la formule 
d'HERMITR 

Cette formule, analogue à celle qui donne la décomposition d'une fraction rationnelle 

en éléments simples, permet de calculer l'intégrale 

Soit eufln, toujours avec les mêmes notations, 6 une constante telle que 

On tire de la formule do JACOBI 

en appliquant à chacune des deux fractions ci-dessus la formule d'HERMITE, montrer qu'on 
peut écrire 

En déduire que toute fonction elliptique peut se mettre sous la forme 

R et R1 étant des fractions rationnelles. 

15. Formules d'addition. — Établir successivement les formules 

16. Considérons une cubique plane sans point double, admettant l'origine pour point 
d'inflexion et tangente en ce point à l'axe des x. Montrer qu'on peut déterminer quatre 
constantes m et n et une fonction elliptique telles que les coordonnées x et y 
d'un point de la cubique s'expriment au moyen du paramètre u par les formules 
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Plus généralement, les équations 

où est une fonction elliptique aux périodes et définissent une cubique plane. 
1° Pour que trois points et de cette cubique soient alignés, il faut et il suffit que 

désignant une période.  
2° Pour que six points de la cubique appartiennent à une conique, il faut 

et il suffit que l'on ait   

3° Trois tangentes à la cubique dont les points de contact sont alignés coupent la cubique 
en trois autres points alignés. 

4° La cubique à neuf points d'inflexion déterminés par l'équation 

ces points sont alignés trois à trois. 
5° D'un point pris sur la cubique on peut lui mener quatre tangentes (autres que la tan­

gente au point considéré). La droite qui passe par deux des points de contact et celle qui 
passe par les deux autres se coupent sur la cubique. 

17. On désigne par sn u l'intégrale de l'équation différentielle 

qui prend la valeur zéro pour u = 0. 
1° Démontrer que si est la fonction elliptique pour laquelle les constantes  

précédemment définies ont les valeurs 

on a  

2° Exprimer sn u au moyen des fonctions et vérifier que c'est une fonction uniforme. 
3° Former l'expression des périodes de sn u en fonction du module k. Vérifier que si le 

module est réel, l'une des périodes est réelle et l'autre purement imaginaire. 
4° Déterminer les zéros et les pôles de sn u situés dans un parallélogramme des périodes. 
5° Étudier de même les fonctions elliptiques en u et dn u définies par les relations 

6° Établir les formules  

18. On considère (1) les intégrales 

qui ont une valeur indépendante de l'entier positif n. Faire un graphique montrant pour 
chacune de ces intégrales la disposition des aires (égales) qu'elles mesurent. Lorsque croit 

(1) Les exercices 18 à 32 ont été rédigés par M. BOULIGAND. 
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indéfiniment, on peut dire schématiquement qu'un élément de ces intégrales (celui qui 
correspond à x = 0) devient infini, tous les autres s'annulant. 

Cela posé, soit f(x) une fonction quelconque continue pour x = 0. Déduire du théorème 
de la moyenne, les formules 

Plus généralement, soit k(x, n) une fonction positive telle que l'intégrale 

tende vers 1 quand n croît indéfiniment, dans les mômes conditions [c'est-à-dire k(x, n) tend 
vers 0 pour x non nul, k (0, n) croît indéfiniment]. Prouver que si f(x) est continue pour 
x = 0, on a  

19. On considère une fonction f(x) bornée dans l'intervalle (0, 2 ) et no présentant dans 
cet intervalle qu'un nombre fini de points de discontinuité de première espèce. On déter­
mine les coefficients de la série de FOURIER attachés à cette fonction, soient 

et on pose 

Transformer Sn en remplaçant par leurs valeurs. Établir les formules 

Montrer que, si n croit indéfiniment, le second membre tend vers 

(cf. exercice n° 18). Notamment, si f(x) est continue et telle que on a, pour 

Dès lors, si la série de FOURIBR converge, sa somme (qui coïncide nécessairement avec 
la limite ci-dessus) est égale à la fonction f(x). Sinon, il existe un procédé permanent de 
sommation consistant à former la moyenne précédente, laquelle tend bien vers f{x). 

(FÉJER.) 

20. Soit la fonction f continue et uniforme sur le cercle trigonométrique, 0 servant a 
désigner l'abscisse angulaire d'un point de ce cercle. Montrer que la fonction 

est développable suivant les puissances croissantes de r pour r 1, et que l'on a 
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où les an, bn sont les coefficients de FOURIER attachés (comme précédemment) à f(0). En 
déduire la relation 

(i) 

On suppose qu'on fasse tendre r vers I (par valeurs inférieures). En remarquant que 
pour f=1, on a aussi V== 1, el notant qu'on peut appliquer les résultats acquis relative­
ment aux intégrales singulières (exercice n° 19), prouver que l'on a 

la limite étant atteinte uniformément dans l'ensemble de toutes les valeurs de 6 

En formant d'autre part 

prouver que la série entière en r au second membre de (1) converge encore pour r= 1. En 
remarquant que les deux membres de (1) sont des fonctions croissantes de r, reconnaître la 
convergence uniforme pour 0 r 1 et justifier par elle l'égalité limite résultant de (1). 

N. B. — L'élève ayant fait les problèmes 19 et 20 sera en possession d'une véritable 
théorie du développement des fonctions continues en série trigonométrique. 11 sait (d'après 
19) que la série attachée à une fonction continue f(0) est toujours, sinon convergente, du moins 
sommable par un processus de moyenne. D'autre part, il sait, d'après 20, que l'intégrale 

tend vers zéro. De ce fait, on ne pourrait conclure que la quantité sous le signe somme 
tend vers zéro (car sa limite n'est pas en général une fonction continue do 6) : ce qu'on 
peut dire, c'est qu'elle tend vers zéro presque partout, c'est-à-dire exception faite d'un 
ensemble de points, enfermable dans un système de segments de longueur totale arbitrai­
rement petite. Donc, la série de FOURIER converge presque partout; là où elle converge elle 
représente f(0), là où elle ne converge pas, rien n'est perdu, car elle est encore sommable. 

2 1 . Soient des fonctions, linéairement indépendantes, de x seul, 
des fonctions, linéairement indépendantes, de y seul, et continues (ou nu 

moins intégrablea) dans l'intervalle (a, 6). On pose 
1° Démontrer que Véquation intégrale de première espèce 

où f(x) est une fonction donnée, continue entre a et 6, n'a pas en général de solution 
est la fonction inconnue]. Pour que la solution existe, il faut et il suffit que f(x) soit une 
combinaison linéaire de 

2° Montrer par contre que l'équation intégrale de seconde espèce 

admet en général une solution et une seule, rationnelle en Les valeurs exceptionnelles 
de sont les zéros du dénominateur. Faire la discussion dans le cas suivant (2) : 

(1) On pourra admettre ce point. 
(2) Cf. le tome I I I du Cours d'analyse de M, GOURSAT, chapitre x x x i . 
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22. 1° On considère la série entière 

Démontrer que pour t réel, positif et 1, sa somme est une fonction entière de z, qui, en 
vertu de la définition de la fonction peut aussi s'écrire sous la forme 

(le chemin d'intégration étant constitué par la partie positive de l'axe réel). Démontrer que, 
lorsque t tend vers 1 (valeurs approchées par défaut), ft(z) tend vers en tout point du 

plan de la variable z n'appartenant pas à la portion 
de l'axe réel allant du point d'afflxe jusqu'à 
l ' infini. 

On prouvera que la convergence est uniforme 
dans tout domaine D dont les points sont à une 
distance de l'origine au plus égale à une longueur 
R et sont à une distance de la demi-droite (1, ) 
au moins égale à une longueur c'est-à-dire qu'à 
tout nombre positif e, ou peut faire correspondre un 
nombre positif a tel que l'inégalité 

entraîne dans toute l'étendue de D 

2° On considère la fonction (z), holomorphe pour z = 0, et définie par le développement 

Supposant pour, simplifier que cette fonction n'a qu'un nombre fini de points singuliers 
à une distance finie, on mène les demi-droites issues des points singuliers et contenant 
l'origine sur leurs prolongements. Soit G un contour fermé sans point double, tout entier à 
distance finie et qui reste à une distance de l'une des précédentes demi-droites. En 
utilisant la formule  

prouver ([) qu'en tout point du plan (z) non situé sur une des demi-droites précédentes, 
l'on a  

23. 1° Démontrer la formule 

En déduire qu'à l'intérieur du cercle unité décrit de l'origine comme centre, on a 

(1) Ce résultat constitue une des méthodes de prolongement analytique données par 
M. Edouard LE ROY dans son mémoire des Annales de Toulouse (1900). 

LAINE, Anal., I I . 20 
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Ce second membre représente une fonction analytique non uniforme de z n'ayant que les 
points singuliers : = 1 et z= et fournit le prolongement analytique de la série entière 
figurant au premier membre» 

2° On désigne par α(n) une fonction analytique de n, développable en une série de la 
forme 

convergente pour n suffisamment grand : on peut donc trouver un nombre tel que  
quel que soit p. 

Démontrer que  

est une fonction entière de et que pour 0 x 1, on a 

En déduire qu'on a, à partir d'une certaine valeur n0 de n, 

D'après cela, effectuer le prolongement analytique de la série entière 

et montrer que les seuls points singuliers sont 1 et Prouver que ce résultat subsiste si on 
change α(n) en à(n)+ P(n), en désignant par P(n) un polynome en n. 

(E. LE ROY, ibid.) 

24. Soit V(1) une fonction de la variable réelle t telle que l'intégrale ait 

un sens. 
On pose, avec M. HADAMARD (1), 

en appelant f(z) une fonction analytique, holomorphe autour de l'origine et n'ayant (pour 
simplifier) qu'un nombre fini de points singuliers. Montrer que la fonction f(tz), pour 
chaque valeur réelle de t de l'intervalle (0,1), est holomorphe dans la région obtenue en 
excluant seulement du plan z les points des demi-droites issues des points singuliers de/(z) 
et dont les prolongements passent par l'origine. En déduire que (z) est holomorphe dans 
la même région. S'appuyant sur la possibilité de substituer à l'origine un point voisin, 
montrer que les seuls points singuliers possibles de (z) sont ceux de f(z). 

Si donc le développement de f(z) est 

la série de TAYLOR 

obtenue en posant  

définit une fonction ayant les mêmes points singuliers que f(z). 
On pose  

(1) La série de Taylor et son prolongement analytique (Collect. Scientia), Voir aussi GOURSAT, 
Cours d'analyse, nouvelle édition du tome I I , chapitre XVI . 
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p et é t a n t 0 et  

Montrer que, dans ce cas, l'intégrale (z) est égale à la somme de la série hypergéomé-
trique 

dont le prolongement analytique se trouve alors effectué. 

25. a) Une courbe plane C est donnée par son équation intrinsèque 
(1)  

où p(s) désigne une fonction continue, positive et périodique de période L. On considère 
les arcs de cette courbe. Prouver que différentes circonstances 
sont possibles. 

1° Ils coïncident et G sera appelée un ovale. 
2° Ils se déduisent du premier d'entre eux par les multiples d'une certaine translation. 
3° Ils se déduisent du premier d'entre eux par les multiples d'une rotation. Quelle est 

alors la condition pour que la courbe se ferme? 
6) On suppose réalisées les trois conditions pour que G soit un ovale et on désigne par 

(s) la dislance algébrique du point d'abscisse curviligne s de C à une droite de son plan. 
Prouver que l'on a 

(2) 

Soient A et B les points de C où Je rayon de courbure atleint sa valeur la plus grande 
et sa valeur la plus petite. La dérivée de la courbure s'annule en ces points. Montrer 
qu'elle ne peut garder un signe constant sur chacun des deux arcs AMB et BNA qui com­
posent C [on utilisera la relation (2)]. De la parité du nombre (supposé fini) des points où 
une fonction continue change de signe sur une courbe fermée, conclure à l'existence sur C 
de quatre zéros au moins de (s). 

26. 1° Soit l'équation différentielle 

où sont des fonctions croissantes de x, s'annulant simultanément pour  
Disposition des courbes intégrales, concavité. En supposant qu'une au moins des n dernières 
fonctions ne soit pas = 0, montrer que l'expression 

prise le long d'une courbe intégrale rencontrant Oy au point (0, y0) tend vers une limite 
finie quand m tend vers + En déduire que chaque courbe intégrale possède deux asymp­
totes parallèles à Oy. Caractères généraux de la loi de variation de leurs abscisses en fonction 
de y0. 

2° Soit l'équation différentielle 

où sont positives quel que soit x. Indiquer les aspects d'une courbe intégrale 
suivant qu'elle coupe ou non l'axe Ox. Prouver encore que chaque courbe intégrale présente 
deux asymptotes parallèles à Oy. 

27. 1° Soit l'équation linéaire 

où P et Q sont deux fonctions continues quel que soit x. Lorsque x tend vers + , on sup-



308 EXERCICES COMPLÉMENTAIRES 

pose que P tend vers une limite a et Q vers une limite b. Montrer que si a est 0, il y a 

une intégrale et une seule qui tend vers laquelle peut s'écrire 

en désignant par (x) une solution de l'équation Lorsque a e s t 0 , montrer 
de môme que toutes les intégrales tendent vers zéro. 

2° Déduire de ce qui précède le résultat suivant. Soil f(x) une fonction continue, ainsi 
que sa dérivée, pour x 0. Si l'intégrale 

a un sous, il en est de même de l'intégrale 

( On montrera que la fonction  

28. Soit l'équation différentielle 

(1)  
f(x) étant une fonction continue, constamment positive, et qui tend vers une limite w2 non 
nulle lorsque x tend vers  

On considère le faisceau des courbes intégrales de (1) qui passent par un point A donné. 
Montrer qu'il se compose à la fois : 

1° de courbes rencontrant Ox en un point et un seul; 
2° de courbes non sécantes à Ox. 
En déduire qu'il existe une courbe intégrale et une seule de (1) séparatrice des deux 

systèmes précédents, passant par le point A, et asymptote à la demi-droite Ox. Soit 
y — [x) l'équation de cette courbe intégrale. Établir la relation A l'aide du théorème de la moyenne, montrer que, si x et x+h croissent indéfiniment, 
d'une manière indépendante, on a 

Notant qu'on peut prendre h assez grand vis-à-vis de x pour rendre négli­
geable par rapport à en même temps q u e n é g l i g e a b l e par rapport à  
conclure finalement    

Montrer d'après cela qu'en appelant £ un nombre positif arbitraire, on a 
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29. 1° Montrer que l'intégration de l'équation 

0) 
où k est constant, équivaut à celle du système 

(2)  

2° On suppose k 0 et f{x) 0. On fait désigner à x l'abscisse d'un mobile sur une 
droite x'x, son mouvement étant régi par l'équation (l) . On donne l'abscisse x0 au temps 
t= 0, supposée positive, et la vitesse initiale v0. 

Prouver que, si v0 est 0, le mobile après avoir progressé vers les x positifs d'un 
mouvement ralenti, rebrousse chemin et atteint l'origine au bout d'un temps fini T, si l'on 
a f{x) m, en appelant m un nombre positif fixe. Qu'y a-t-il do modifié si v0 est 0? (') 

30. 1° Soit l'équation où P et Q désignent des fonctions continues quel 
que soit x. Soit u une solution s'annulant aux extrémités de l'intervalle x1x2 à l'exclusion 
de toute valeur comprise dans cet intervalle. Soit v une autre solution non proportionnelle 

a u. Ayant calculé la dérivée de prouver que, dans chaque intervalle partiel de x1, x.2 où 

il reste continu, ce rapport varie toujours dans le môme sens. En déduire (à l'aide d'un 
graphique) que ce rapport s'annule une fois et une seule entre x1 et x 2 ; conclure avec 
STURM que les zéros des solutions indépendantes de (1) se séparent mutuellement. 

2° Soient les deux équations 

u1 une solution de la première, u2 une solution de la seconde. Etablir l'identité 

Prouver, d'après cela, que si l'on a constamment deux zéros consécutifs a?, 
et x2 de u1 enserrent au moins un zéro de u2: on montrera que, si u2, conservait un signe 
constant entre x1 et x.2, les deux termes du premier membre de l'identité 

seraient de môme signe. 
'Y' Soit l'équation  

où A (x) reste comprise entre deux constantes positives m et M. Démontrer que les inté­
grales de cette équation sont oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant 
alternativement à des intervalles moindres que et supérieurs à ( 2 ) . On construira 

à cette occasion les courbes intégrales des trois équations  

qui sont tangentes en un même point à une parallèle à l'axe Ox et on étudiera leur 
disposition relative. Interpréter au point de vue dynamique les résultats obtenus, en 
convenant que x représente le temps, et y l'élongation d'un mobile parcourant l'axe y'y, 
et soumis à une attraction, émanant du point O, et régie successivement par des lois 

(1) Ces questions constituent la première partie du problème d'Analyse proposé à l'agré­
gation des sciences mathématiques en 1925. Ce problème a été élégamment résolu par 
M. GAMBIER, dans les numéros d'avril et ju in 1926 des Nouvelles Annales de Mathématiques. 
Nous renverrons le lecteur à ce recueil. 

(2) La question 3° est extraite du problème d'analyse proposé à l'agrégation des sciences 
mathématiques en 1920. Voir au n° 32 l'énoncé complet de ce problème, dont la solution a 
été également développée par M. GAMBIER dans le même recueil (1927). 
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(susceptibles de varier avec le temps) conduisant à l'une des trois équations précédentes : 
on sera ramené à comparer dans chaque cas ce qui se passe lorsqu'on abandonne le 
mobile sans vitesse initiale, dans la même position de départ. 

(On pourra approfondir ces questions dans le chapitre VI du tome I I I du Traité d'Analyse 
de M. Emile PICARD. Voir également dans la collection BOREL l'ouvrage de M. BÔCHER : 
Leçons sur les méthodes de STURM, chap. I I I , n° 13). 

3 1 . 1° Soit l'équation 

(1)  
dans laquelle A est périodique en x, de période Montrer que si et sont deux 
solutions indépendantes, il en est de môme de et et l'on a des formules 
du type suivant :  

Chercher la condition pour qu'une intégrale se reproduise après changement 

de x en multipliée par un facteur s. Montrer que s devra satisfaire à l'équation (1) 

(2)  

Montrer d'autre part que l'on a simultanément 

et  

En déduire que l'équation (2) est de la forme  
2° Lorsque les racines sont réelles et distinctes, prouver que (1) possède deux solutions 

de la forme et en appelant et deux fonctions admettant la 
période  

Lorsque k = 2, l'intégrale générale de (1) est de la forme  
et admettant la période Lorsque k = — 2, l'intégrale générale de (1) est de la 

même dorme, et admettant la période  
Pour l'équation (i) admet les deux solutions bornées (particula­

rité réservée à ce cas) 

( non multiple de ), 

et étant périodiques de période Comment faut-il prendre a pour que ces fonctions 
soient périodiques? 

3° Soit l'équation particulière 

dont la solution est connue pour la valeur = 0 . Montrer que, pour cette valeur particu­
lière, on a On suppose que varie d'une manière continue à partir de zéro, entre 
quelles limites peut-on faire varier pour être assuré que k restera compris entre — 2 et  

Montrer, d'après les résultats du 2°, qu'il en est bien ainsi tant qu'on ne rencontre 

(1) C'est là un cas particulier d'une théorie générale, développée dans le Cours d'Analyse 
de M. GOURSAT (t. I I , n° 416). 

(2) On montrera d'abord que si l'équation (2) a une racine double s, la substitution 
linéaire de deux intégrales indépendantes provoquée par un changement de x en 
peut, par un choix convenable de celles-ci, être écrite 
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pas de solution périodique y2{x) dont les zéros sont en progression arithmétique de 

raison Sachant d'ailleurs (d'après l'exercice 30) que la distance de deux zéros consé­

cutifs satisfait aux inégalités 

en déduire qu'une condition suffisante est  

32. On considère l'équation différentielle linéaire du second ordre 

(1)  

où X(t) désigne une fonction analytique de la variable indépendante t, réelle el régulière 
pour toutes les valeurs réelles et finies de t. 

1° Démontrer que toute solution de cette équation peut se mettre sous la forme 

satisfaisant à l'équation différentielle 

(2)  

où c désigne une constante à laquelle on peut donner une valeur arbitraire, autre que 
zéro (1 par exemple), tandis que a pour valeur 

Réciproquement, si est une intégrale quelconque de (2) et une fonction primitive 

de l'intégrale générale de (1) est de la forme 

C et h étant les constantes d'intégration. Toute solution (t) de l'équation (2) est régulière 
et de signe constant quand t varie de  

2° Il résulte de ce qui précède que l'équation (2) s'intègre par une quadrature dès que 
l'on en connaît une solution particulière. Sous quelle forme les constantes d'intégration  

et ' flgurent-elles dans l'expression de l'intégrale? Interpréter le résultat en considérant 
les trajectoires du point analytique 

et le lien qui existe entre les trajectoires correspondant aux diverses solutions de l'équa­
tion (2). Examiner le cas où A est une constante positive. 

3° On suppose, dans cette troisième partie du problème, que A(t) reste comprise entre 
deux constantes positives M et m. Démontrer que les intégrales réelles x(t) de l'équation (1) 
sont oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant alternativement a des 

intervalles moindres que et plus grands que Établir, dans les mômes conditions, 

quelques propriétés des intégrales réelles (t) de l'équation (2). Montrer notamment que, 
si et sont deux valeurs stationnaires consécutives, on a 

et que, dans le cas où les amplitudes d'oscillation deviennent infiniment grandes, 
les intervalles correspondants ne deviennent ni infiniment grands ni infiniment 
petits. 

4° Examiner ensuite le cas où A(t) est une fonction périodique, de période égale à 
Montrer que, parmi les intégrales de (1), il en existe alors en général deux, linéairement 
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distinctes, qui sont multipliées par les facteurs et quand on change t en étant 

racine de l'équation du second degré à coefficients réels 

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de (t) et (2) qui correspondent aux diverses 
hypothèses 

ou ou ou  

Montrer que la condition est suffisante, et la condition nécessaire pour 
que (2) admette une solution périodique. 

(On dit alors que les solutions de (i) sont stables.) 
3° Démontrer que, A(t) étant toujours supposée périodique, le nombre N des zéros d'une 

intégrale réelle de(l), contenus dans l'intervalle (0, T), est donné par la formule 

a étant fixe et r restant borné. 
0° On pose en particulier  

q et q1 étant des constantes réelles, qui vérifient l'inégalité 

Démontrer que si l'intervalle ne renferme le carré d'aucun nombre 
entier, l'équation (1) n'admet que des solutions stables. 

(Agrégation.) 
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L E P R O B L É M E D E P A P P U S E T SES CENT P R E M I E R E S SOLUTIONS, 
par A. MAROGER, ancien élève de l'École normale superieure, agrégé des sciences mathe-
matiques, professeur au lycée de Marseille, avec une préface de M. MONTEL, professeur 
a la Sorbonne. Vol. 22/14cm de VIII-384 pages , 30 fr. 

LES L I E U X GÉOMÉSTRIQUES EN MATHE2MATIQUES S P É C I A L E S , avec appli­
cation du principe de correspondance et de la théorie des caractéristiques à 1400 pro-
blemes de lieux et d'enveloppes, par T. LEMOYNE. — Vol. 25/16cm 20 fr. » 
La puissance des m^thodes cxpos6es dans cet ouvrago ct lour inépuisairte féondite sont telles quo 

leur aide permet do resoudre géométriquoraent, avec une extrême facilité, non sculement une fonle 
de problèmes de difficulté variée, mais encore un grand norabro de questions pratiquemont insolublcs 
par la géométrie analytique. 

COURBES G É O M É T R I Q U E S R E M A R Q U A B L E S , planes et gauches par I I . BROCARD 
et T. LEMOYNE. — Ouvrage honore d'une subvention de I'Académie des Sciences. — 
Vol. 25/16CM 42 fr. » 

COURS DE C I N É M A T I Q U E T H É O R I Q U E ET A P P L I Q U É E , par P. BOURGUIGNON, 
professeur a I'Ecole d'Arts et Metiers d'Angers. — 2 vol. 25/16cm, avec 540 figures. — 
3e edition. 

I. — Cinematique theorique 16 fr. 50 

I I . — Cinematique appliquée.. . . 32 fr. 50 

COURS D E GÉSOMÉTRIE D E S C R I P T I V E , par X. ANTOMARI, ancien éleve de I'Ecole 
normale supérieure, agrége des sciences mathématiques, docteur ès sciences, professeur 
au lycée Carnot. — 7e edition. Fort vol. 25/16cm de 641 pages, avec 507 figures dans le 
texte ' . . 36 fr. » 

L E S A N A G L Y P H E S G É O M É T R I Q U E S , par I I . VUIBERT. — 3e édit. Broché 
25/16cm 7 fr. » 
Dans cetto brochure on expose, avec figures a l'appui, la remarquable invention do M. I I . Richard, 

qui, au moyen d'un dessin en deux coulcurs ot d'ecrans colorés, inontre avec un relief saisissant lcs 
figures de la geometric dans l'espace. 

La brochure renferme 16 planches hors texto de figures do geometric, geometric descriptivo, physique, 
eristallographio. 

ELEMENTS DE MATHEMATIQUES SUPERIEURES 
a 1'usage des ingénieurs, des physiciens, des chimistes, des jeunes gens qui se destinent 

a ces carrières et des eleves des Facultés des Sciences par H. VOGT, ancien elève de 
I'Ecole Normale supeérieure, docteur ès sciences, professeur à l'Universite de Nancy, 
directeur de l 'lnstitut electrotechnique de Nancy. — 12e edition entierement refondue. 
Fort vol. 25/16cm de 816 pages. 55 fr. » 

SOLUTIONS DES EXERCICES proposes dans la 12e edition des Éléments de Mathé-
matiques supérieures, par H.VoGT. — Vol.25/16cm 30 fr. » 

SOLUTIONS DES EXERCICES proposes dans la 11° edition et les precedentes des 
fittments de Mathématiques superieures, par H. VOGT. — Vol. 25/16cm 22 fr. »" 

SOLUTIONS DES EXERCICES C O M P L É M E N T A I R E S proposes dans la 12° Edi­
tion des Éléments de Mathématiques supérieures, par H. VOGT. — Vol, 25/16cm. 15 fr. » 
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C O M P L E M E N T S D E G É O M E T R I E , par C. GUICHARD, professeur de Géométrie supé­
rieure a la Sorbonne, correspondant de l 'lnstitut. — 5e édit. Vol. 22/14cm . . 30 fr. » 

P E T I T T R A I T É D E PERSPECTIVE, par R. BRICARD, ingénieur des Manufactures de 
l'État professeur au Conservatoire national des Arts et Metiers et a l'École Centrale. 
Vol. 25/16cm 12 fr. » 

RESUMÉ DES PRINCIPES DE LA P E R S P E C T I V E L I N É A I R E , par J . LEBEL, 
agrégé, docteur ès sciences, professeur au lycee de Dijon. — Vol. 25/16cm. . . 5 fr. » 

T R A C É DES OMBRES, par J. GEFFROY, professeur a l'ecole Centrale. — Credit. Vol. 
25/16cm, avec 97 figures et épures dans le texte 16 fr. » 

E T U D E DES MO D I FI CATIONS A P P O R T É E S P A R L A R O T A T I O N D I U R N E 
D E L A T E R R E A U X LOIS D E L ' E Q U I L I B R E E T D U M O U V E M E N T DES 
CORPS PESANTS, par L. GRILLIÈHES, ancien eleve de l'ecole Polytechnique, colonel 
du genie en retraite. —- Bioch. 22/14cm 5 fr. » 

T A B L E A U X D ' A N A L Y S E Q U A L I T A T I V E , a l'usage des candidats aux certificals 
superieurs de Chimie, par H. CARON et D. RAQURT, professeurs a la Faculté libre de Méde-
eine de Lille.— Vol. 28/22cm 18 fr. » 

LECONS É L É M E N T A I R E S DE PHYSIQUE, à L'usage des candidats au cerlificat 
d'etudes physiques, chimiques et naturelles, par A. TURPAIN, professeur a la Faculte des 
sciences de Poitiers, aver une preface de M. P. GARRE, doyen de la Faculte des sciences 
de Poitiers. ~ 2 vol. 22/14cm : 

Tome 1 : Pesunteur. Statique des fluides. Chaleur. Travail et Energie. 7e edition. Vol. 
de IV-516 pages, aver, 35.S figures 22 fr. » 

Tome 11 : Optique géométrique. Elude des vibrations : Acoustique; Optique physique. 
Électricité. Météoro/ogie. — 7e edition. Vol. de 942 pages, avec 745 figures et 6 planches 
hors texte 38 fr. » 

C O M M E N T RECEVOIR L A T E L E P H O N I E SANS F I L , par J. ROUSSEL, secretaire 
général de la Société francaise d'étude de Téléggraphie et de Telephonic sans Ml. — 3e 

edit. Vol.22/14cm avec 141 figures et 2 planches hors texte 10 fr. », 

Revue de Mathematiques spéciales 
Journal 28/22cm, paraissanl le 1er de chaque mois, rédigè par G. PAPELlER, aneien 

élève de l'ficole Normale supérieure, agrégé de mathematiques, professeur honoraire 
de mathematiques speciales au lycee d'Orleans, et A. HENNEQUIN, ancien éleve de 
I'École Normale supérieure, agrege de mathématiques, professeur de mathématiques 
spaciales au lycée Lakanal, avec la collaboration de MM. P. LAMAIRE, .1. LEBEL, 
Ch. RIVIERE et II. VUIBERT. — Les abonnements sont annuels. A quelque époque de L'annee 
que Ton s'abonne, on reçoit tous les numéros parus depuis le 1er octobre. Prix : France 
et Colonics, 40 fr.; Etranger 48 fr. » 

La Jlenur est tin precioux compaction d'etudes pour les ('loves des diverges classes ou Ion fait. des 
mathematiques sptfeialos. Kile s'adresse a deux categories bien distinctes d'éleves et est divisce en 
deux parties nettomont scpareos. La premiere est destitute aux candidats aux Kcoles Polytechnique, 
Normale superieure, des Fonts et Chaussees (cours spéciaux), des Mines do Paris; la seconde s'adresse 
aux cloves de la classe de mathematiques speciales preparatoires, aux éleves de 1re annee do mathé-
niatiquos spéciales, aux candidats aux Éeoles Centrale, Navale, des Ponts et Chansse-os (cours prepa­
ratoires) et des Mines de Saint-Etienne, ainsi qu'aux jeunes filles qui visent a l'agrégation. Lesenonoes 
des problemes livres aux recherches do ccs deux groupes de lecteurs sont tout a fait séparés, de faeon 
qu'un debutant ne risque pas de s'exoreer vainement sur des problemes au-dessus de sa force. 

Mais cctttv publication ne so borne pas a proposer des problemes et h en faire paraitre des solu­
tions. VAle donne aussi dos articles varies so rapportant a l'enseignement des mathématiques spéciales : 
notes, leçons, mèthodes nouvelles, apercus nouveaux, en un mot tout ce qui peut améliorer, simpli 
fier ou préciser cette branche importante de l'enseignement secondaire. 
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