R THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ol A est une constante quelconque, peut se ramener a une équation d'ordren — 1
au moyen du changement de variables
gy =X, oy =Y.
Pour =0, 3= — 1, x=—n, on obtient des cas d'abaissement habituelle-
ment rattachés a des considérations d'homogénéité.
REMARQUE. — Considérons |'équation

Fly, 1 =0,
a laquelle se ramene immédiatement I'éguation
@z, y'y=0.

Si, quand on considére y et y' comme les coordonnées d'un point dans un
plan, I'équation

représente une courbe unicursal e,[d(gr;t!{gs—_;q?]ations paramétriques rationnelles
sont y = u(f), ¥y =un(§,
on aura ad% =v{ti=u' [f}(-‘fé,
dol da = “"Ei},;” :
Les équations ':c=f%'df, y=u(l)

représentent les équations paramétriques de la courbe intégrale générale.
L'intégration de I'équation proposée se raméne donc dans ce cas a l'intégra-
tion d'une fraction rationnelle(*).

§ Il. — Facteur intégrant. Multiplicateur.

162. Rappelons rapidement la théorie du facteur intégrant.
Partons de I'éguation différentielle

de  _ dy
@ X g Yz, g)
qu'on peut encore écrire
Ydx — Xdy=0.

Soit w(x, y) une fonction telle que I'expression u{Ydwx -- Xdg) soit une
différentielle totale exacte,

k(Ydz —Xdy) =dU(z, g);
w et dit un facteur intégrant de I'équation (4). Il est clair que la connais-
sance d'un facteur intégrant ramene a des quadratures I'intégration de I'équa-
tion (4); l'intégrale générale sécrit
U= Cte,

(1) Méme conclusion pour I'équation F(g. :r')=n S on peut exprimerg e y par des
fonctions rationnelles dun paramétre.
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Soit (X, y) un second facteur intégrant; on aura
wy (Yo — Xdy) = dV (z, ).
L'intégrale générale pouvant alors se mettre sous la forme V= C, V devra
étre une certaine fonction de U, V=1¢(U), et par suite on aura
w, (Yde — Xdy) == ¢'(U)dU,
d'ou %: ¢ (U).
On en conclut :
1° que . désignant un facteur intégrant tel que
w(Ydr — Xdy)=dU(x, 1),
tout autre facteur intégrant est de la forme p#(U), # désignant une fonction
arbitraire;
2° que si Ton connait deux facteurs intégrants distincts, # et ,, de I'égua-
tion (4), on a immédiatement I'intégrale générale de cette équation sous la
forme
F"’ f— Cle_
B
Remarquons enfin que tout facteur intégrant u doit satisfaire a I'équation
aux dérivées partielles

3 2 _
2z (X) + 5 () =0,
ap ap aX a¥y
ou xa—:c‘*'Yay""‘( +ay)—0’
qui exprime que l'expression w{Ydxz —Xdy} est une différentielle totale
exacte.

163. Nous allons généraliser la notion de facteur intégrant, et, pour sim-
plifier, nous raisonnerons sur trois variables x, y, z; cette limitation n'a
d'ailleurs rien d'essentiel, on Sen apercevra sans peine.

Considérons les équations simultanées

dx dy dz
) X(z, y,72) it Iz Z_y‘z)

L'intégrale générale de ce systeéme,
ulx, y,1y=a, viz, y, 2)=1b,

définit une famille de courbes dépendant de deux constantes arbitraires ou,
comme on dit encore, une congruence de courbes.

On appelle intégrale premiére du systeme (5) toute fonction F(x, vy, 2)
qui garde une valeur constante sur une courbe intégrale quelconque. On doit
donc avoir, sur toute courbe intégraJe

(6) “Fd + d —+——-—dz....

LAINE, Anal. 11, 3
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autrement dit, I'équation (6) doit étre une conséguence du systéme (5), c'est-
a-dire qu'on doit avoir identiquement
2F
2y
Réciproquement, soit F(x, y, z) une intégrale de I'équation (7); sur toute
courbe intégrale du systeme (5) on aura

@ +Y +Z—_..0

et par suite F=Cr.

Ainsi toute intégrale de I'éguation (7) est une intégrale premiere du
systéme (5). Donc la connaissance de deux intégrales distinctes, u et v, de
I'équation (7), permet d'écrire immédiatement |'intégrale générale du systeme
(5); inversement, si I'on a obtenu I'intégrale générale du systéme (5) sous la
forme

ulz, y, ny=a, v{w, y, 1)=",
on devra avoir :
}(“’~|~Y‘—Lf—4—.‘_’.-‘—ff 0,
® -
X5+ Yo+ 230 =0;
les fonctions X, Y, Z n'étant pas tou’[& troié |dent|quement nulles, ontire des
équations (7) et (8)
D(F, u, Y og
Dz g, 0
d'ot F=40(u, v).

L'intégrale générale de |'équation (7) est donc une fonction arbitraire
de u et v.

En résumé, I'intégration du systéme (5) et celle de I'éguation (7) constituent
deux problemes équivalents. On peut dire que le systéme (5) est associé a
I'équation (7).

Soient ui(X, Y, 2), W(X VY, 2), us(x, vy, 2 trois fonctions distinctes des
variables x, y, z. En posant

u, =%, =, u, =i,
on pourra exprimer X, y, z au moyen des nouvelles variablesg, 4, { :
9) a=0,{§, 7, §}, =00 %0, z=6,(% %, {)

Désignons par du la valeur commune des rapports qui figurent dans le
systeme (5), et faisons dans ce systéme le changement de variables (9); on aura

4
ﬁ:%@+%@+§¢ﬁ(ﬁ Y*+f“m

En désignant par le symbole opératoire UF le premier membre de I'équa-
tion (7), on pourra écrire
df=Uf.du,
et de méme dn="Un.du, di=Ut.du.
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Le systéme transformé s'écrit donc
df _ dyn__d}.
(10) TE=Uq Uy
il faudra bien entendu remplacer, dans les dénominateurs des rapports précé-
dents, x, y et z par leurs valeurs (9).
Faisons maintenant dans |'équation (7) le changement de variables (9),
Soit ¢ (&, v, §} I'expression de lafonction F(x,y, z) au moyen des nouvelles

variables; on aura

-

3F _a®oE  abaq 29 pi_
3T _E_x;r,- Ry A
adr 3; hll he ‘}t])‘\t
=y ey Tty
bl 2 h| hL 14
i i 1

Nz dEdz Taedz ' af Mz
et par suite identiquement
\tIn

(11) UF—UE‘% + Ul

T,

-4
‘-::u::l'!;

8

de sorte que I'équation (7) prend la forme

2p RL:

(12) UEaE Uq\ + Uts 4

On voit donc que le changement de variables (9), qui transforme I'équation

(7) en I'équation (12), transforme aussi le systéme (5) associé a |'équation (7)

en le systeme (10) associé a I'éguation (12). On exprime ce fait en disant que

I'équation (7) et le systéme associé (5) sont covariants par rapport a toute
transformation  ponctuelle.

104. Soit mai nt ewlx, ¥, £)n e fonction telle que I'on ait identi-
quement

hl »

X w5, (w2 =0,
X oY Ay _

U[-l--i—[&( +—y‘- —-)-.-0.

On donne a une telle fonction le nom de multiplicateur du systéme (5). Le
multiplicateur est donc une généralisation directe du facteur intégrant; nous
allons voir qu'il possede des propriétés analogues.

Tout d'abord, si p et u, sont deux multiplicateurs distincts du systéme (5).,
le rapport : est une intégrale premiére. En effet, on a

1

aX V2
Up.+ ""(‘nm .- az}

2X aY 2z
UF‘+F‘(55+SQ \z) 0,

dou g, Up —ulUp, =0,
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ou enfin UL =0,
cequi établit notre proposition. '

Il en résulte que la connaissance de trois multiplicateurs distincts donnera
immédiatement |'intégral e générale du systeme (5).

En second lieu, soit #(X, Yy, z2) un multiplicateur du systeme (5). Je dis
que pD(m’n : 8:;&& est un multiplicateur pour le systeme (10)

Il s'agit d'établir que la relation

WX XY N Z
(13) Uy-—l—p-( +,y+nz) 0
entrainel'identité
(14) \E(p.aUE)—k (;J.AU'q)—t— (;J.AU?;)EO.

Posons Ut=a{t, 4,23}, Un=p{, 7.3, Ut=y(. =t
et désignons par p ce que devient lafonction . (x, y, z) par le changement de
variables (9). On auraalors, d'apréslesidentités (12) et (13),

X Y YA
09 o= (E )
et I'éguation (14), qui s'écrit

-g{pﬁ«)+ L(wa) + \; (udy) =0,
[‘E(m:-}+ (a§)+‘:(ay}]+a( JE"‘I*M‘*' w) 0,

devient, apres remplacement du coefficient de A par savaleur (15) etdivision
par . b) 2 X 7

(16) Fs+Son + Fen=s(F++5)

Pour établir cette relation, observons que le changement de variables (9)
peut étre remplacé par trois changements de variables consécutifs, dans
lesquels on conservera chaque fois deux des anciennes variables. 1l suffit donc
d'établir larelation (16) pour un changement de variables de la forme

(17) x:ﬂ(f’ T C)a g=n, 2=y,
oﬂ‘%? ==0. Supposons que |'on tire des équations (17)
f=g(> y 2).
On aura aors A_‘W
x‘"—f+Yii+Z‘¥§, g=Y, y=24.

Dérivons successivement par rapport a x, y et z la premiére équation (17).
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On aura
__ __20ag 26 aogi 20
__ES?.;: Eny+ﬁ‘ ":’az+.\"'
. 29 0 _
d'ou A =X — Y'-—Z‘c, ﬁﬁ—Y‘;—E, Tﬂ— SE‘
et par suite

2X Y aZa0  aYas | a7y
8+ (84) + lrd) = — o Rt st

Xy 3Y;'E g ML
(_‘E-w 2ty .‘n Wt aC)
2X Y | 27
:A(E+ay+ 2} C.Q.FD

La proposition que nous venons d'établir va nous conduire aisément a la
seconde propriété fondamentale du multiplicateur. Supposons que I'on con-
naisse une intégrale premiere u(x, y, z) et un multiplicateur g (x, y, 2 du
systéme (5). Soient v(x, Y, 2) et w(X, y, 2) deux fonctions telles que lejacobien
D(&‘ ‘; ';’}} ne soit pas identiquement nul. Le changement de variables

¥ L)

E:u(:r:, Y, 2), 1]:0(27, ¥, ), C=wixz, i z)

conduit du systeme (5) a un systeme
dE _ dn  __ dt
a8 D) B D E D)
qui doit admettre I'intégrale premiére{ = C'=, On a par suite =0, etl'inté-

gration du systeme (18) se radiit & ralla da P'anniation
(19) d d}
NI RRTERI

ou I'on considére £ comme une constante. Or on connait un multiplicateur du

systéme (18), savoir
—, Diz, g 7).
M=EDE T

Py Sy
(:5_&) {:-B:)“" (It ) o,

on aura donc

ou, puisque a est nul,
(ﬁ“’l) 2 (Tp‘t) =0
a o '
relation qui exprime que u, est un facteur intégrant pour I'équation (19).
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :
Quand on connait une intégrale premiére et un multiplicateur du systéme
(5), l'intégration de ce systéme est ramenée a des quadratures.



338 THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Plus généralement considérons le systéme d'équations simultanées
dx, _ dx, . . d,
Xio, -2 Xz, .20 " Xaloy, .o 20)
On démontrerait d'une fagon analogue que si I'on connait n — 2 intégrales
premiéres et un multiplicateur de ce systéme, son intégration est ramenée a
des quadratures.

Ce théoréme, di & JACOBI, est désigné généralement sous le nom de théoreme
du dernier multiplicateur.

§ 111. — Equations linéaires d'ordre n. Systéme fondamental.
Variation des constantes.
165. Considérons I'équation linéaire sans second membre
(20) YU gt L+ aa + gy =0,

ou les at sont des fonctions de x. Soient #,, ¥,. ... y.n intégrales particuliéres
telles que le déterminant

LN LF e
ae | ¥ SO
e e T e

soit différent de zéro.

On dit dans ce cas que les n intégrales yi forment un systéme fondamental
de I'équation (20). Nous allons démontrer que I'intégrale générale peut alors
sécrire

y=0Cy, +Cy -+ ... +0.1
les C, désignant des constantes arbitraires.

Pour simplifier I'écriture, nous supposerons n = 2 : on verra sans peine que
le raisonnement est général.

Soient donc y; et y, deux intégrales de |I'équation
¥ ey - ay =0,
telles que I'on ait

| ¥ l
A_‘- ’ [ 0-
: ‘ At

Des équations
¥ +ay -+ ay =0,
Yl +ay+ay, =0,
) i+ ay+ an, =0,
on tire :

¥i » Y |=0;

\y" ¥ oy
9 % Y.
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il existe donc entre les éléments des colonnes de ce déterminant une méme
relation linéaire et homogene,

Al ~ g~ Ay, =0,

Ay + A+ Xy =0,

oy + gy iz =0,
les X n'étant pas tous nuls. Il est impossible que &, soit nul, car les deux
premiéres équations du groupe précédent donneraient, X, et k, n'étant pas tous

deux nuls, A =0. On peut donc prendre x,=— 1 et écrire
A
¥ = kg -+ ki,

¥ =My
En dérivant la premiére équation et tenant compte de la seconde, puis en
dérivant la seconde et tenant compte de la troisieme, on aura
gt hg =0, Ny +dgi==0,

et par suite, puisque A =0,

=0, MN=0,
ce qui montre que i, et 3, sont des constantes. 1l en résulte immédiatement que
I'intégrale générale de la proposée peut se mettre sous la forme

Y =0y liym
3, et , désignant des constantes arbitraires.

166. Revenons maintenant au cas généralet supposONS QUE ¥y, Hus = - s Yn
forment un systéme fondamental de I'éguation (20). Le déterminant & se nomme
le wronskien des n fonctions y;. Nous allons établir une propriété impor-
tante du wronskien de n fonctions g,, . . ., #., COnsidérées indépendamment de
toute équation différentielle.

On dit que n fonctions g, ..., . sont liées linéairement quand il existe
n constantes C,, ..., C,, non toutes nulles, telles qu'on ait
(21) Cy,+ G+ ... + Cagtn =0,

Le wronskien des n fonctions y; est alors nul, comme on le voit en déri-
vant n— 1 foisI'identité (21) e éliminant les C; entre lesn — 1 équations ainsi
obtenues et I'identité (21) elle-méme.

Réciproquement, si le wronskien des n fonctions y; est identiquement nul,
ces n fonctions sont liées linéairement, ou, comme on dit encore, ne sont pas
linéairement distinctes.

Supposons d'abord que tous les mineurs du premier ordre de & ne soient
pas identiquement nuls; soit, par exemple,

L] ¥ sre Hue
3: yi y! b yn-: .7&0.

[n-1} [E ] )
yr y wes g
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Posons
go  =ky o K,
(22)’ ¥, =ky+... R
Yo=Y 4 R,
les k; désignant des fonctions inconnues de x. Soit A une région du plan de
la variable x ou les fonctions y; soient holomorphes et ou le mineur & ne
sannule pas. Alors si Ton résout les équations (22) par rapport aux k; les
fonctions ainsi obtenues seront holomorphes dans I'aire A.

Entre les termes de chacune des n — 1 premieéres lignes du déterminant A
existe une méme relation linéaire et homogene, qu'expriment les éguations (22).
Ce déterminant étant identiquement nul, la méme relation doit exister entre
les termes de sa derniéere ligne : on peut en effet écrire

A =8t — kgt — gl — . — kaglis],
et, puisque §==0, A =0, on doit bien avoir
(23) gt = gl e Byt e L 4 Ryttt

Dérivons les équations (22) ; il vient, en tenant compte des équations (22)
ellessmémes et de I'équation (23)

Ky, +ky,+ ...+ _4...=0,
Ky + kg + o k=0,

gV b gl b gl =20,
On en tire, puisques =0,
=ki=...=k_,=0.

Les k; sont donc des constantes, et les fonctions yi sont bien liées linéai-
rement.

Si tous les mineurs du premier ordre sont nuls, on considérera les mineurs
d'ordre supérieur; supposons que le premier mineur non nul soit d'ordre p;
on recommencera le raisonnement précédent en remplagant le déterminant A
par un mineur d'ordre p— 1 ayant pour mineur du premier ordre le mineur
non nul dordre p par rapport a A. On arrivera donc nécessairement a une
relation linéaire et homogene a coefficients constants entre un certain nombre
des fonctions vy,

Nous pouvons des lors énoncer |e théoréme suivant :

Pour que n fondions d'une variable ne soient pas linéairement distinctes,
il faut et il suffit que leur wronskien soit identiquement nul.

Nous avons démontré, d'autre part, que si les n intégrales particuliéres
y1 * *s.. Yy, de I'équation (20) forment un systéme fondamental, I'intégrale
générale se met sous la forme

y=0Cy +Cy+ ... + G,
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les C; désignant des constantes arbitraires. On voit maintenant que, réci-
proguement, si I'expression ci-dessus représente |'intégrale générale de
I'équation (20), les intégrales y; ..., y, forment un systeme fondamental. En
effet si leur wronskien était nul, ces fonctions y; ne seraient pas linéairement
distinctes, et par suite I'expression XCyy;, contenant en réalité un nombre de
constantes arbitraires inférieur a n, ne pourrait pas représenter toutes les
intégrales dont le théoréme de Cauchy (n° 150) établit I'existence.

167. Considérons maintenant une équation linéaire d'ordre n avec second
membre. Pour simplifier I'écriture, nous prendrons encore n = 2. Soit donc
I'équation

(24) ¥ +y'p(x)+yqlx) = u{z),
et supposons que nous ayons déterminé I'intégral e générale de |'équation sans
second membre, soit

(25) y= Ay, -+ By,

A et B désignant deux constantes arbitraires. Nous allons montrer que I'inté-
gration de I'équation (24) se raméne a des quadratures.

En effet, considérons A et B comme deux fonctions inconnues, a choisir de
telle sorte que la relation (25) donne I'intégrale générale de I'éguation (24).
On aura

’ ’ r dA. dB
¥ =Ay+By+y g + s
ou, en posant
dA dB
(26) ylaE +.’ha§ =0,
(@7) ¥ =Ay;+ By,
et par suite
» " v SdA dB
(28) ¥'=Ayl+Byi+yi g g

Portons dans I'équation (24) les valeurs (25), (27) et (28) de y, y' et y'; on
aura, puisque y; et y, sont des solutions particulieres de I'équation sans
second membre,

A, dB
(29) 9:355"'9235—'—-“(37;'-
Par hypothése, on a
Y.
PR Pl U
iy Fu|;ﬁ
dA _ dBB

les équations (26) et (29) donnent donc 4 & gz. etonen tire A et B par des

quadratures.
On donne a la méthode qui vient d'étre exposée le nom de méthode de la
variation des constantes.
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§ |V. — Equations de Riccati.

168. On donne le nom d'éguations de RICCATI aux équations différentielles
de la forme

(30) § oyt by 4 c =10,
ou a b et c sont des fonctions données de x.

Si a et nul, on a une équation linéaire, et une équation de BERNOULLI si ¢
est nul.

En général I'intégration de I'éguation de RICCATI ne peut étre ramenée a des
quadratures.

Supposons que l'on connaisse une intégrale particuliere y; de I'équa-
tion (30). Des équations

Yy 4+ ay!-- by +e=0,
yi+ayi+ by, -+e=0,
on tire
Y-y +alyt — g+ by —~y)=0,
d'ou, en posant
T=Y— Y

(31) 2+ a2t + (2ay, 4 H)z=0.

L'intégration de I'équation (30) est ainsi ramenée a celle de I'équation (31),
qui est une équation de Bernoulli. Donc quand on connait une intégrale
particuliere de I'éguation de RICCATI, son intégration est ramenée a deux
quadratures.

Supposons maintenant que I'on connaisse deux intégrales particuliéres y;
et y, de I'équation (30). Le changement de variable

U=

z
rameéne I'équation (31) a une équation linéaire
u' —{(2ay, + bju—a="0.
D'ailleurs I'équation en z admet I'intégrale particuliére g, — y,, €t par suite

I'équation en u admet I'intégrale 7 ! m 1 son intégrale générale sécrira donc

P

e Jitpertiar

u-y!_yl
I'intégration de I'équation (30) est donc ramenée dans ce cas & une seule qua-
drature.
Enfin si I'on connait trois intégrales particuliéres de I'équation (30), on
aura l'intégrale générale sans quadrature. Ce point résulte immédiatement des
considérations précédentes, mais nous allons le démontrer par une autre voie,
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qui nous permettra en méme temps d'établir un lien remarquable entre |'équa-
tion de RICCATI et I'équation linéaire du second ordre.
Faisons, dans I'éguation (30), le changement de variable

y =z +pla),

v désignant la nouvelle fonction inconnue, » et . deux fonctions provisoire-
ment indéterminées. L'équation (30), s'écrit
(32) A’ aret+ [N+ 2(2ap+B)r W +ap? +bp4-c==0,
Comme nous supposons que |'équation (30) n'est pas une équation linéaire,
le coefficient a n'est pas identiquement nul ; prenons alors
A=5, ¥ a(2au-+ ) =0,

L'équation (32) prendrala forme

(33) ¥ v - pxt=0.
Posons enfin
Y= c-‘r"‘“,
d'oll Y= vef "h, Y = (vt v} e-" .““;
I'équation (33) s'écrit
(34) Y -+ ple)Y =0,

On a donc ramené I'intégration de I'équation de RICCATI & celle d'une équa-
tion linéaire du second ordre (). Soit

Y=o, +8Y,

I'intégrale générale de I'éguation (34), = et § désignant deux constantes arbi-
traires. On aura
_ Y _«XBY; Y4+ CY]
UhYL—ui,-—i-ﬁEg“ Y,+CY,’
C désignant une constante arbitraire.

Ce dernier résultat montre que v, et par suite y, est une fonction homogra-
phique de la constante d'intégration C. Soient donc yi, V», Yz trois intégrales
particuliéres de I'équation (30), correspondant aux valeurs C;, C, C; de la
constante d'intégration. On aura, d'aprés les propriétés du rapport anhar-
monique,

(YY1Y2Y3) = (C,C1,C2Ca) =C°.

L'intégrale générale de | ,'!_ E'!z . ¥ —y _(“ Ic immédiatement
F—4 %—4

() La rédiproque est immédiate.
c'est la propriété que nous voulions établir.
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§ V. — Equations de Laplace.

169. LAPLACE a fait une élégante application de la théorie des fonctions
d'une variable complexe a l'intégration d'une classe particuliere d'équations
linéaires d'ordre quelconque. Nous exposerons sa méthode sur une équation
du second ordre.

Considérons I'éguation différentielle

'(36) (a@:—f—b 3 —,+(aia:-+b z-'i—i— (az+ by =0.

Cherchons a satisfaire a cette équation en prenant pour y une expression
de la forme

(36) y=£e“Zdz,

ou Z désigne une fonction inconnue de la variable z, et L un chemin provi-
soirement indéterminé. On aura

y — = 2' — 3L .
_d_, = J ze Zelz, [a—-i_i_j;z’e Lidz
posons alors

Pz)= a2+ a2+ ay Q{z)=bgz*+ bz + b,
On voit que I'équation (35) peut sécrire
37) JL eZ(Pe + Q)dz =0,
Nous choisirons la fonction Z de telle sorte que I'expression sous le signe J

soit la différentielle de eZP. On a

g-e"ZPHe"[ZP.B—I— ap;

nous devrons donc avoir
d
4 zp)=20=2p.,

20

dou ZP = efut %

la limite inférieure z, éant choisie de fagon a ne pas annuler P(z). Posons
alors

Vi ewZP o= A 1,
|'équation (37) sécrit finalement
[V, ==0.
Ainsi la détermination d'une intégrale particuliere de I'éguation (35) est
ramenée a la recherche d'un chemin L tel que :

1° I'intégrale (36) soit finie et non nulle;
2° lavariation totale de V le long de L soit nulle.
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Soit a une constante quelconque; faisons dans I'équation (35) |e changement
de variable
Y= evY;
on obtient, toutes réductions faites, I'égquation
(@ 4= b)Y +~{zP (0} + Q' (a)) Y -+ [xP{a) + Q(a)] Y =0.
Si les polynomes P et Q ont la racine commune a, |'équation en Y admet
I'intégrale particuliére Y = 1, et I'équation en y I'intégrale particuliére
:9' =%,
I'intégration de I'éguation (35) est alors, comme on sait, ramenée immédia-
tement a des quadratures.
Nous pouvons donc supposer que les polynomes P et Q sont premiers
entre eux; NOUS SUPpPOserons en outre, pour nous borner au cas général, que

le polynome P(z) est effectivement du second degré (a,7=0) et a S racines
distinctes.

Soient a et 6 ces racines; on a alors
%=1+£_"—a+£'5 (0,70, «,70)
et par suite, en choisissant convenablement z,
s%dz:lz—k— a, log{z — a)+ w, log(z — b).
On en tire d'abord
(39) V=l (z — a)s(z — b);
d'autre part on a
ZP = 4 {z — g\ {z — )™,

d'ou 7= X eraiz _aypiligs — e,
a, .
On aura donc finalement, en négligeant le facteur constant a,
(39) i 21.‘3:(»1-)}(2 — a)n(z — by dz,

Soient & et & des lacets décrits dans le sens direct autour de a et 6, a partir
d'un point quelconque, &_, et B_, les mémes lacets décrits dans le sens rétro-
grade. L'intégrale (39) prise le long de & n'est pas nulle en général : soit A
savaleur pour une détermination initiale particuliére dela fonction aintégrer.
Désignons de méme par B la valeur de |'intégrale (39) prise le long de # avec
la méme détermination initiale. Quand z a décrit 4, la fonction V est mul-
tipliée par e***™; si &, est un entier positif, la variation de V est nulle, mais
alors le point a est un point ordinaire pour la fonction a intégrer dans |'égua-
tion (39), et on obtient pour y lavaleur zéro. Au contraire si «, est un entier
négatif, la variation de V est encore nulle, mais la valeur obtenue pour y no
I'est pas en général. Nous avons donc déja le résultat suivant :
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S I'un des nombres @, ou a, est un entier négatif, on aura en général une
intégrale de I'équation proposée en prenant pour chemin L une petite cir-
conférence décrite autour du pdle correspondant.

Considérons maintenant un chemin L équivalent a la suite de lacets

(40) b, B Ay, By

on voit immédiatement que la variation totale de V est nulle, puisqu'on revient
au point de départ avec lavaleur initiale multipliée par

e!xi(m-ﬂ:,-—u.—n.) -1,
Soient, d'autre part, A_, et B_, les valeurs de I'intégrale (39) prises le long

de &., et B_,, toujours avec la méme détermination initiale. Le long du
chemin J&Jdb_, l'intégrale (39) et nulle; or quand on a décrit & lafonction a

intégrer aéé multipliée par e¥i=—1 = ¢¥*= on adonc
A+ A =0, d'ou A= — Ag ¥t
et de méme
B_ = — Be#r,

L'intégrale (39), prise lelong du chemin (40), a alors pour valeur

A_|_ Beﬁwu, +J\“_lei.r:[tx.+n,}+B_ieii:'n.‘
Clest-a-dire
Al — %) o B (et — 1),
Si un seul des nombres =, ou «, était entier positif, «, par exemple, on aurait
e‘!:‘m. | et A .:_.0,

de sorte que l'expression précédente serait nulle. Cette hypothése écartée,
I'intégrale (39) prise le long du chemin (40) fournira en général une intégrale
de I'éguation proposée, une exception ne pouvant se produire que si Ton avait
identiquement

A(elin, — 1} :B(ei:':n. —_ 1).

Lorsque le nombre «, -+ o, st un entier sans que «, et , le soient, on peut
prendre pour chemin L I'ensemble des deux lacets Js, . En cliet, quand z
a décrit L dans le sens direct, V est multiplié par er=f=+=! clest-a-dire qu'il
revient a sa valeur initiale; d'autre part, I'intégrale (39) est égale dans ce cas
aA+em=B et n'est pas nulle en général, la fonction & intégrer n'étant pas
holomorphe a l'intérieur du chemin fermé L.

On peut encore former d'autres chemins susceptibles de donner des inté-
grales de I'éguation (35). Supposons par exemple que la partie réelle de =,
soit positive, et posons

T — u=p ", z—b=p e, T = re®, « <4 » = Re'~,
@y =a-1B, A=y +id {e > 0).
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On aura successivement
{z _ a)“u — g™ LoR{s—a) — ghoriglilag E1+'f‘.’1)’
”z —_ a]'l‘ | — g*Llogp—R9 p:‘e'-ﬂﬁ’
et de méme
| (2 — a)t] = pr e

Il en résulte que, pour z=a, V sannule, et Ton voit de plus que la fonction
a intégrer dans le second membre de I'équation (39) a, pour z infiniment
voisin de a, un module qui est au plus de Tordre de py~t{z—{ > —4}. Par
suite si la partie réelle de «, est aussi positive, on pourra prendre comme
chemin L un segment de droitejoignant les pointsa et b : V est nul aux deux
limites, et I'intégrale (39) est en général finie et non nulle.

Enfin, lapartieréellede «, étant toujours supposée positive, prenons comme
chemin L une demi-droite indéfinie issue de a, et ne passant pas par 6. On
trouve sans difficulté, avec les notations précédentes,

' Vie p:P;enrm-!B+-ﬂ)-§h~—r?l,

e | e’(‘*"‘)(z — a]“-—‘(z — b)et,—-l ]: Pelx_1P;-.18mm{i+uu}——39.——‘;~,.;

d'ailleurs, quand z séloigne indéfiniment sur L, %iet ;' prennent des valeurs

L 1
de plusen plusvoisines de 1, 4, et § des valeurs de plus en plus voisines de ¢,
par suite| V| est de I'ordre de

Eaalall "u*(?-+'-l]—-{2+1}a’

et 1e"=+ ¥z —ayf{(z — by~ | de Tordre de
e (?-H}?'Pﬁ?--!eﬂku"(?""“],

Si donc on a choisi L de telle sorte que
cos(g, 4+ ) < 0,

V sannulera a I'infini, et I'intégrale qui figure dans le second membre de
|'équation (39) restera finie. On aura donc ainsi, en général, une intégrale
particuliere del'équation (35).

Considérons, pour donner une application de la méthode de LAPLACE,
I'équation

a4 2uy +xy =0,

ou jx est une constante quelconque : c'est|' équation de BESSEL.

On aici, avec les notations précédentes, en prenant zo =0,

P=: 41, Q= 2uz,

Z=(2+ 1", V=e*(B+1)
Les deux racines de P(z) sont + i et —i; on a donc
=0, @, =, =, a=i, b=—1,

et P et évidemment premier avec Q.
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Supposons d'abord que w soit un entier négatif, .= — n; I'intégrale

St

prise le long d'une petite circonférence de centre i satisfait a I'égquation de
Bessel; on obtient ainsi une intégrale de la forme

[Py (o) + iQu()],
P, et Q, désignant deux polynomes, |'un de degré n, l'autre de degré n— 1,
et il est clair que I'expression
e~ [Pu(@) — iQu ()]
fournira une autre intégrale. L'intégrale générale de I'équation
o' — 2y + oy =0,
ou n est un entier positif, est donc de la forme
y=0C, (Pysing + Q, cosx) + C,(P, cosx — O, sinx).
Remarquons d'ailleurs que le cas oU . est un entier positif se raméne sans
peine au précédent. Le changement de variable
y=at-%Y
conduit en effet de I'équation proposée a I'équation
Y —2(n—1)Y' 4+ 2Y =0,
et si p est un entier positif, le demi-coefficient de Y' est un entier négatif
(ou zéro).
Le méme changement de variable montre qu'on peut toujours supposer la
partie réelle de w positive, car I'un au moins des nombres p. et — (p.— 1) asa

partie réelle positive. On pourra donc, dans le cas ou u n'est pas un entier,
choisir pour chemin L :

soit la suite de lacets (40);

soit le segment rectiligne (— i, + i);

soit une demi-droite indéfinie, convenablement dirigée, ayant pour origine
I'un des points — i, + .



CHAPITRE IV
LE THEOREME DE FUCHS

170. Dans ce chapitre, consacré aux équations linéaires, nous nous borne-
rons, pour simplifier I'exposé, aux équations du second ordre, cette limitation
n'ayant d'ailleurs rien d'essentiel.

Considérons|'équation différentielle

o '
A i p@) i+ pyxy =0,

La connaissance de deux intégrales particuliéres permet d'écrire immédia-
tement |'intégrale générale. Cherchons a quelles conditions I'éguation (1)
admettra deux intégrales particuliéres

#=a"H (), 4, =z Hy(=),

telles que H; et H, soient holomorphes au voisinage de l'origine, r; et r;
désignant des constantes quelconques.

On peut admettre que H4(0) et H,(0) ne sont pas nuls : si le développement
de H™X), par exemple, commencait par un terme en X", soit aX", il suffirait
de mettre y, sous la forme

x1‘|+n(an+ . _)
et I'on aurait alors H,{0} = «, 0. En multipliant au besoin y; ety, par un
facteur constant, nous prendrons
H,(0) = H,(0) = 4.
On aura alors pour y; €t y, des développements de la forme
@ n=a+azH+art+ ..,
yy=ar—4 bt - bttt L

Si I'on avait r,=r,, on remplaceraity, p y,—uy, U i est aussi uneinté-

grale de |'égquation (1). Nous supposerons donc r,=r,; de plus nous choisi-

rons r, et r, de telle sorte que la partie réelle de r, — r, soit positive ou nulle.

Le probléme que nous nous proposons est donc de chercher a quelles condi-
LAINE, Anal.,
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tions I'équation (1) admet deux intégrales particuliéres, y; et y,, représentées
par les développements (2), ou Ton a

rZry,  patierédle de(rp—ry) =0,

ces deux développements étant convergents au voisinage de l'origine. Ces
conditions font I'objet d'un important théoréme, connu sous le nom de théo-
réme de Fucus, et dont nous ne donnerons qu'un cas particulier.

THEOREME. — Pour quel’ équation (1) admette deux solutions de la forme
(2), il est nécessaire, mais non suffisant, que l'origine soit, au plus, un pdle
du premier ordre pour la fonction py(x), et du second ordre pour la fonction
P2(X).

Rappelons que si les fonctions p; et p, étaient holomorphes au voisinage de
I'origine, il en serait de méme dey; et vy, et les exposants ry et r, seraient des
entiers non négatifs : ceci résulte immédiatement des théoremes d'existence.

Ce cas écarté, exprimons que y; et y, sont solutions de (1). On devra avoir

r(r —DH, + 2ol +a2?H] + (J"‘]lL —-f-:I!H;)pi;lt -+ pae* =0,
ry{r, — 1}, 2ra@ ] -+ 2*HG + (r H, + 1)) px + H,p,a? =0,

Ces deux équations sont linéaires par rapport a pix et p°. En les résolvant,
on obtiendra pour chacune de ces expressions une fraction dont les termes
sont holomorphes au voisinage de |'origine; le dénominateur s'écrit

(r,H,+aH)H,— (r,H,+2xH)H;

a l'origine ce dénominateur se réduit ar; — rp, quantité non nulle. Donc pix
et p»¢ sont holomorphes & I'origine, ce qui démontre le théoréme.

171. Supposons quepy, et p, satisfassent a cette condition.

Posons pl:i-\_—-l-ato-l—alx—t—-...,

B C
pg:&:k+&—;-—l—§o+ﬁ,‘w+ .
Comme nous avons écarté le cas ou p, et p, sont holomorphes a I'origine,
I'un au moins des coefficients A, B, C est différent de zéro.
Exprimons que I'équation (1) admet une solution de la forme

A3) p=x 4 et oL L

Pour cela, nous n'avons qu'a substituer dans I'équation (1) le développe-
ment (3) et ceux qu'on en déduit pour y' et y'. En égalant a zéro les coeffi-
cients des différentes puissances de x, on aura des équations permettant de
calculer » et les coefficients indéterminés c;.

Aprés la substitution indiquée, le termedu premier membre dont |'expo-
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sant aura la plus petite partie réelle sera un terme en =—*; son coefficient
devant étre nul, on en déduit

rir—1)+Ar+B=0,

équation du second degré qui donne pour r deux valeurs ry et r».

L'équation (4) porte le nom d'équation déterminante de I'équation différen-
tielle relativement al'origine. Désignons par F(r) son premier membre.

On trouve facilement, pour le coefficient du terme en -,

e F{r+1) +ar4-C.

En égalant cette expression a zéro, on aura ¢; pourvu que F(r+1) soit
différent de zéro. En général, on aura pour le coefficient du terme en ar-++--8

calF (r 4 m} ~- combinaison linéaire de ¢, ¢,, ... ¢,,;.

En égalant ce coefficient a zéro, on en déduira ¢, pourvuque F(r + m) soit
différent de zéro.

On et ainsi amené a distinguer trois cas ;

1° CAS. — La différence r; — r, n'est pas un nombre entier.

D'abord F(r; + m) n'estjamais nul, de sorte que le calcul desC;n'est jamais
arrété. On trouve donc pour y; un développement tel que (3) our =r ; On
obtiendra ensuite un second développement en prenant r=r, et cette fois
encore le calcul des ¢; n'est jamais arrété, car, par hypothése, ¥{r,—+ m) ne
peut sannuler pour aucune valeur de I'entier m. '

Nous admettrons sans démonstration — c'est le point délicat du théoréme-
de Fucus — que ces développements et les développements analogues que
nous obtiendrons ultérieurement sont convergents pour des valeurs suffisam-
ment petites de |=|. C'est encore un résultat qui s'établit par la méthode des
fonctions majorantes.

2° CAS. — La différence r; — r, est nulle.

Ce fait est en contradiction avec notre hypothése initiale », 5z r,. 11 ne peut
donc exister deux intégrales distinctes de la forme (3). Il n'en existe qu'une,
et les coefficients du développement se déduisent des coefficients de p; et p,
par un calcul d'identification analogue a celui qui a é&é employé tout a I'heure.
Nous alons montrer que, dans ce cas, I'intégrale générale renferme un terme
logarithmique.

En effet, soit

Y=+ et

I'intégrale particuliére obtenue par la méthode des coefficients indéterminés,
Par hypothese ¢ est racine double de I'équation (4) ; on a donc
1—A=2, Bax=g
Posons y = y;Y. On a, pour déterrﬁiner Y, I'éguation
Y'(plyl + 8+ g Y =0,
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d'oll Ton tire Y’:;,e'ﬁ""’
1
Or on a, au voisinage de |'origine,
1
y?zag('l +a&+ ...},

et, a un facteur constant pres,
e_f’mzm—"(i +bx -+ =¥l dbx+...)
- 1

On en déduit Y’:E;(-l+)\im+...}
et enfin Y=Loge+iz-+...,
ce qui montre que l'intégrale générale renferme toujours un terme loga-
rithmique.

3* CAS. — La différence ri— r, est un entier positif.

Ici encore, F(r;#m) ne s'annule jamais, quel que soit I'entier positif m.
On obtiendra donc pour y; un développement tel que (3), qui donnera une
intégrale particuliére de I'équation (1).

Posons r; — r=p. Si I'on cherche a former un développement analogue

pour y;, on calculera sans difficulté les coefficients ¢,, €, ... ¢, Pour le
coefficient ¢, on aura

(S) ¢,F (r, ~~ p) = combinaison linéaire de ¢, ¢, .. ¢,y

Mais Fi{r,+ py=F{#)=40. On ne pourra donc pas calculer c, et, en
général, il n'existera pas de solution de la forme & {2:).

Cependant, si les valeurs déja obtenues pour e,, €, ... ¢, , annulent le
second membre de I'équation (5), on voit que celte équation sera vérifiée quel
que soit ¢, En laissant ¢, indéterminé, on pourra donc continuer le calcul
des Ci pour i=>p, et I'on aura un développement de la forme (3) contenant
une constante arbitraire : on en déduira immédiatement I'intégrale générale
de I'équation (1).

En résumé, dans tous les cas, la méthode de FUCHS fournit un moyen
théorique d'obtenir au moins une intégrale de I'équation (1), pourvu que p;
et p, satisfassent aux conditions indiquées. On a alors I'intégrale générale par
des quadratures.

Si I'on veut que cette intégrale soit holomorphe au voisinage de I'origine, il
faut :

1° que I'équation (4) ait des racines entieres, positives et distinctes;
2° que le second membre de I'équation (5) soit nul identiquement.

172. APPLICATION. — Choisir de toutes les maniéres possbles les
constantes X, u et vde facon que I'équation différentielle

(6) m’%+x{lw+p}§%+(vw’+&)y=0
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ait son intégrale générale uniforme et finie a I'origine.
L'équation (6) peut sécrire

o? d A

Les coefficients de y' et y satisfont donc aux conditions de FUCHS. L'équa-
tion déterminante s'écrit ici

©) Pgru—1)-+-4=0,

Il faut tout d'abord écarter le cas ou I'équation (7) aurait des racines égales,
puisque dans ce cas I'intégrale générale contient un terme en Logx, et par
suite n'est pas uniforme au voisinage de |'origine.

Soient donc r' et r" les racines de I'éguation déterminante. Si ces deux
racines ne sont pas des entiers positifs, I'intégrale générale ne peut étre uni-
forme au voisinage de I'origine et finie en ce point. Les racines r' et r" doivent

donc étre deux entiers positifs inégaux de produit égal a 4; on aura par
suite

d'ou

L'éguation (6) doit alors admettre une intégrale de la forme

g=axll +ex -+ ...+ + .00,
d'ou y=1+2z+ ... +nco "+ ...,
y' =2 +bce+ ...+ nln—1e @t

Substituant ces valeurs dans I'équation (G), ou I'on afait p —-— 4, et iden-
tifiant a zéro le développement ainci nhtenii an anra d'abord
2, =1, Lo, == ki -tv,
puis, d'une fagcon générale,
®) (B —3Bn-+ 8)eu + h{n— 1), s+ veuy=0.

Comme on connait dga ¢ et c., cette équation fera connaitre les autres
coefficients ¢;, a I'exception de c; puisque n=4 est racine du trinome
n?* — %n <+ 4. On devra donc avoir

3)\02-4— Ve, == 0,
ou M8+ 4v) =0

Si cette condition est satisfaite, on laissera c; arbitraire, et I'équation (8) fera
connaltre successivement ¢, G, .... L'intégrale générale de I'équation (6) sera
alorsuniforme et finieal'origine.

En résumé, on devra prendre

ou bien A=0, v u=--4, v guelconque;
*
ou bien A quelconque, p=—4i v=— ::%-



54 THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

173. Considérons, pour donner une autre application, I' équation de GALSS
2 )y [y {a+f4 D)y — Py =0,
ou % B, ¥ sont des constantes quelconques. L'équation déterminante admet
les deux racines
ro=0, ry==4 —y;
nous aurons donc deux hypothéses a examiner suivant que y est ou non égal
a un nombre entier (zéro compris).

" hypothése : ¥ n'est ni nul, ni égal & un entier.
Pans ce cas, I'équation de Gauss admet d'abord une intégrale de la forme
Y=ltaxtaa®+.. @z ...,

Correspondant a la racine r; =0, et I'on a, pour déterminer les coefficients a;
la relation récurrente
aly-+n—Na,=(x-+n—1{E+n—1da,,, (¢, =1),
d'ou Il'on tire
q Sl faAn— BB 1) (B — 1)
" 1.2 (n—1)ny{y+1) ..y +n—1)
La série entiére N 1)
af o xlxrDEB1)
i—FmCL‘i— 1-2-]'('(_.'_-1) ST e
qui est convergente dans le cercle de centre O et de rayon un, est appelée
série hyper géométrique, et sa somme dans ce cercle est représentée par la

notation }
Fla, B, ;)

On voit qu'elle n'a de sens que si ¥ n'est pas un nombre entier négatif ou
nul; de plus si I'un des coefficients « ou § est égal a un entier négatif elle se
réduit & un polynome.

On a donc, comme intégrale particuliére de I'équation de Gauss, |'intégrale

=¥« B, v; @)
qui est holomorphe au voisinage de |'origine.
Nous savons d'autre part qu'il existe une seconde intégrale de la forme

yo= o "'II‘E(_-E},

H, désignant une fonction holomorphe au voisinage de I'origine. Pour
déterminer |1,, faisons dans |'équation proposée le changement de variable
g =—a!~7z; on aura encore une équation de Gauss

2(l~a)2" o 2=y — (e pA-3—2)a}e — @+ 4~} B+t — )z =0,
qui se déduit de la premiére par le changement de =, f, ¥ en x—+1 -y,
B+1—y et 2—y; comme &~y ne peut ére ni nul, ni égal a un nombre
entier, I'équation en z admet I'intégrale

= Flatd -y, Bl —vy, 2—1y: 2},
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qui est holomorphe au voisinage de |'origine; on en tire
=2 Flat1—y, f+1—y, 2—9y; x).

Il en résulte que, dans le cercle de centre 0 et de rayon un, l'intégrale
générale de I'équation proposée est donnée par la formule

y=CF(a B, yi )+ Ca=Fla+1—v, §+1 — 2—y; )
2° hypothése : y est nul ou égal a un entier.

Nous distinguerons alors trois cas :

1°"CAS:y est un entier supérieur & 1. Alors a la racine r;=0 de |'équation
déterminante correspond encore une intégrale holomorphe au voisinage de
I'origine, savoir la série hypergéométrique F{w, 8, y: &), mais & ~-+ étant un
entier négatif ou zéro, la série hypergéométrique F{a+-1—vy, 41—, 2—; @)
n'a plus de sens.

Cherchons a quelle condition I'équation de Gauss admettra dans ce cas une
seconde intégrale particuliére de la forme

go=a2' Tl e et L)

En remplacant dans |'équation proposée y par le développement ci-dessus,
on a, pour déterminer les coefficients c,, la relation récurrente

aln4+1l—ryie,=[(n—ry)(n—y+ e+ B} + aPlcn, feo—=1),

qui permet de déterminer c, sauf pour n==+ —&. Pour cette valeur, le coeffi-
cient de c,.., doit aussi s'annuler, ce qui donne

1 —a){t — B)==0,

Il n'existe donc une seconde intégrale de la forme indiquée que si |'un des
coefficients « ou § est égal & 1; on vérifiera sans difficulté que cette seconde
intégrale peut étre prise égale a ='*P{x}, P(x} étant un polynome de
degré y—2.

2°CAS: y et égal & un nombre entier négatif ou a zéro. Alors la série
hypergéométrique F(z, i, y¥; =) n'a plus de sens; mais 2-—éant un entier
supérieur a1, I'équation en zadmet I'intégrale Fla—+1—vy,f+1—y, 2—v:x),
de sorte que I'équation proposée admet |'intégrale

g=a " Flatt —y, 1 —y, 2—vy: )

Si I'un des nombres« 41—y ou B+ 1—+ est égal a 1, c'est-a-dire si I'un
des nombres & ou B est égal av, I'équation en z admet en outre une intégrale
particuliére de la forme @7 'P{x), P étant un polynéme de degré — v, et par
conséquent |'équation en y admet pour intégrale particuliére un polynome de
degré — .

3°CAS:y=1. Dans ce cas I'équation determinante a une racine double; les
deux séries hypergéométriques F(x,B,y;x) et Flz~1—x, 341 —, 2—; x)

15749
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sont identiques. L'équation proposée admet I'intégrale particuliére F{a, §,1; ),
et Ton sait que I'intégrale générale contient toujours un terme logarithmique.

REMARQUE. — A I'extérieur du cercle de centre O et de rayon un, les séries
hypergéométriques considérées ci-dessus n'ont plus de sens. Pour étudier
dans ce domaine les intégrales de I'équation de Gauss, on fait le changement

de variable indépendante & — % , €t on obtient une nouvelle équation de Gauss,

dont on aura a étudier les intégrales al'intérieur du cercle de centre O et de
rayon un.

De méme le changement de variable x=1 —t permet d'étudier les inté-
grales au voisinage du point x=I.



EXERCICES SUR LE LIVRE 111

1. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy. Soient T et N les points
de rencontre de I'axe Ox avec la tangente et la normale en un point M a une courbe (G)
située dan9 le plan des deux axes. On demande de déterminer la courbe (G) de fagon que
le rayon de courbure en chaque point M de cette courbe soit égal a la longueur TN.

Démontrer qu'il existe deux _courbes de cette espéce passant par un point donné du plan
xOy et tangentes en ce point & une droite donnée. Indiquer la forme de ces deux courbes.

(Paris, épreuve écrite, 1" question.)

2. Soit w(x, y) un facteur intégrant pour I'équation différentielle du 1% ordre
M dy = fix, y)dz =0,
Démontrer que lafonction v{z, y):‘?--l.?f—‘& satisfait & I'équation aux dérivées partielles

.'\u o ‘f E‘if__
@) f\y + sy Jf T =0,
et qu'inversement, de loute |ntegrale de I'équation (2) on peut déduire un facteur |ntegrant
pour I'équation (1). Trouver la forme que doit avoir la fonction fﬁx y) pour que |'équation
(2) admette une |ntegrale particuliére u= X ne dépendant que de la variable x. En déduire
I'intégrale générale de I'équation correspondante (1).
(Paris, épreuve écrite, 2° question.)

3. Etant donnée I'équation différentielle ‘i—-"f + 3%y = f(X)ou ) et une constante, f(x) une

fonction continue dans I'intervalle de 0 a =, determlner une intégrale Y (@), continue ainsi
que Y'(a) dans cet intervalle, sachant que l'on a Y(0) =0 et que la dérivée Y' (x) et nulle
pour X = Discuter.

Il existe en général une seule intégrale Y(x) répondant a la question, qui est représentée
par la formule

Yzf:n(m, a)f(uld=+f"n(x, a)flxlda,

yi(x, @ et y>(x, & étant deux intégrales particuliéres de I' equatlon sans second membre
¥’ + 13y =0, Pourrait-on a priori déterminer ces deux intégrales y; e y,.
(Paris, épreuve écrite, 2° question.)

4. 1° Etant donnée I'équation différentielle
® oyt — B2ty + 220+t =0,

la substitution y = uz, u et ; étant deux fonctions de x, la transforme en une équation de
mome forme en z. Déterminer u de facon a faire d|spara|tre le terme en 7%,

2° Intégrer |'éguation en z ainsi obtenue (on pourra prendre 7 bour inconnue).
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3° Trouver |'enveloppe des solutions de I'équation (1); voir s'il y a une intégrale singu-
liere.
4° Distinguer les points du plan par lesquels passent des intégrales réelles.
(Besangon, épreuve écrite, | "° question.)

5. On donne I'équation différentielle de Riccati

a2

Pl e e S Ul ol (e;—_:’e—_x"“)f"'ﬂ'"
a étant une fonction donnée de x.

1° Démontrer qu'elle admet deux solutions yi, y,, dont le produit est +1. Les déterminer.

2° Ramener a une quadrature |'intégration de |'éguation.

3r: — 1
Tlet — 1) fer —e-r)
(Alger, épreuve pratique.)

3° Intégrer completement dans le cas ol @&==

6. Soity =4#(x, C) I'intégrale générale de I'équation de Riccati

dy ., —_
2Ty +ay -+ b=40,

ou a et b sont des fonctions de x. Démontrer qu'on a, quel que soit C,

fq:(z. Cldr —= — 1, Iagi‘é — 'jfadm

Application— Soient .y;, ¥», Y3 trois intégrales particulieres de |'éguation de Riccati. En
déduire une formule donnant I'intégrale générale de I'équation

%+a%+bz:0.

(Paris, épreuve écrite, 2° question.)
7. Intégrer I'équation différentielle
(2 4228 + ¥y 4yl — x)da =0,

sachant qu'elle admet un facteur intégrant de la forme P“, ou &« est une constante et P un
polynome en x et y qui est du 1% degré en x. Trouver tous les facteurs intégrants de cette
équation.

(Paris, épreuve pratique.)
8. |. Déterminer les constantes a, b, ¢ de facon que I'équation différentielle

(E) y’(g)!+2;cyj:+aﬁ+%x+c=0
admette une intégrale singuliere, et effectuer I'intégration.

I'l. Pour des valeurs quelconques des constantes a, b, c, il passe en général deux courbes
intégrales de I|'équation (E), non tangentes I'une a l'autre, par un point quelconque du
plan. Il 'y a exception pour tous les points d'une courbe (V). Indiquer la forme des courbes
intégrales passant par un point M de | dans le voisinage de ce point, lorsque cette courbe
| n'est pas une intégrale singuliére.

N. B. — Si le temps le permet, on pourra vérifier les résultats en intégrant |'éguation (E).

(Paris, épreuve écrite, 2" question.)

9. Soient y =y, {z}, 2=z, {®) un systeme particulier d'intégrales des équations (E)
(R) :;i:\y -+ Bz, I;-3‘_—.(]}!+!3';'.

ou A, B, C, D sont des fonctions de la variable x. Démontrer que les équations (E) admet-
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lent un autre systéme d'intégrales distinctes des premiéres, représentées par les formule»

h_ + f [v(:u) H’:} a,
f [vm 4:5;5:_]
’!

lesf on Cf{x) (@), Yz} dependant que des coefficients A, B, C, D.
(Paris, épreuve écrite, 2° question.)

10. Etant donnée I'équation différentielle

(B {y’ —¥) —~ay =10,
ol a est constant, on demande comment il faut choisir le chemin d'intégration L pour que
la fonction y(X) représentée par I'intégrale définie

y{w) = f}eﬂzu‘i (£ —1}-0—Ldz

soit une mtegrale particuliére de (E). Démontrer que |ec1uation (E) admet une intégrale
particuliére qui sexprime sans aucun signe de quadrature lorsque a est un nombre entier.
En deduire I'intégrale genérale, et I'exprimer au moyen du plus petit nombre de transcen-
dantes possible.
(Paris, épreuvepratique.)
11. On considére I'équation différentielle
d_x ay
® iz
ou fest une fonction holomorphe dans le domaine de I'origine. Sachant que cette équation
admet une intégrale particuliére holomorphe dans ce domaine
n=1+Cr+ 0w+ . .. +Cazh., .,
en déduire que I'intégrale générale est uniforme dans ce domaine.
Peut-on étendre cette propriété a toute équation de la forme

e BT oty =,

-+ 3 -+-a:’f(m)y._i)

n désignant un entier positif. . ) )
(Paris, épreuve écrite, 1 question.)

12. Intégrer I'équation différentielle
sl — 18]+ — o).

Démontrer qu'on peut, d'une infinité de manieres, remplacer 3 par un polynome, de telle
sorte que cette intégrale soit une fonction algebrlque Equation genérale de ces polynomes.
(Paris, épreuve écrite, 1" question.)

13. Intégrer I'équation différentielle linéaire
x2y" + dzy’ -+ 2y = Log(l + z).
Démontrer que cette équation admet une intégrale particuliere holomorphe dans le

domaine dé l'origine, et donner I'expression de cette intégrale.
(Paris, épreuve écrite, 1 question.)

14. Intégrer |'équation différentielle linéaire du second ordre

a:(-‘-+ﬂd ¥

-t-(:u-l-—zjdi-—y:ei(axﬂ—o- bz -+ e},
sachant que I'équation sans second membre admet une intégrale particuliére de la forme
yi==2=, n étant constant.

Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les conslantes a, b, ¢ pour que I'inté-
grale générale soit une fonction uniforme de x, et exprimer dans ce cas celte intégrale sans
aucun signe de quadrature.

(Paris, épreuve écrite, 1" question.)
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15. 1° Intégrer |'équation différentielle

0 sinl:i—i—:l_rcosl::i;
déterminer la solution de cette équation qui prend la valeur 3-‘-" pourt:fz"

2° Dans I'équation différentielle (1), faire le changement de variable défini par la relation

cgl
— sints,
o= sinty

et montrer que |'équation transformée [équation (11)] admet une solution de la forme
y=1 4o a® a4

les coefficients &y, x3, ..., @n étant des constantes. Déterminer ces coefficients et le rayon
de convergence de la série.
Vérifier que si I'on différentie I'équation (I1), on obtient une équation du second ordre

3
() 2:(1—z)gﬁ+(5-—10:)?[§—ny=0.

3° Dans I'équation (I11) faire successivement le changement de fonction inconnue et le
changement de variable définis par les relations
3

yuz 2 = —ux.

Montrer que I'équation différentielle ainsi obtenue admet une solution de la forme z =z},
n étant un exposant constant convenablement déterminé.
(Rennes, épreuve théorique, 1° question.)

16. I. x étant la variable indépendante et y la fonction inconnue, on considére |'équation
¥+ Platy = Qfa)y =0,
et ['on demande :

A) quelle relation doit exister entre P et Q pour que |'équation (i) admette deux intégrales
linéairement distinctes dont I'une est la dérivée de I'autre, et d'intégrer dans ce cas I'équa-
tion ;

B) d'exprimer dans la méme hypothése, a I'aide d'une moéme fonction arbitraire, les couples
de fonctions P et Q satisfaisant a la relation demandée ci-dessus;

C) si I'équation (1) peut admettre, dans les conditions (A), deux couples d'intégrales y; et

yiet yiy.et y, tels que y; soient linéairement distinctes.
I'l. Etant donnée |'équation

1 .
@ (1 -+ 23) {1l — %2y’ — (] — 22y’ + {1 — 32y = (1 - - 2] H{1 — wbjter,
vérifier que I'équation sans second membre posséde la propriété énoncée au paragraphe (A)

et intégrer complétement I'équation (2).
(Nancy, épreuve théorique.)

17. 1" Soit I'équation différentielle
2y —ye=
X 4 &+ ¢
ou a, b, c désignent des constantes réelles.
Montrer qu'elle admet des intégrales particuliéres indépendantes de a, b, c.
2° Ecrire I'intégrale générale en distinguant les trois cas suivants :

b2 — dac > 0, b2 — dge=1, &% — bae < 0,
3" Pour que I'intégrale générale soit rationnelle, il faut et il suffit que 53,—%53 soit le

carré d'un entier.
4° L'intégrale peut-elle étre uniforme dans tout le plan de la variable complexe sans se
réduire a une fraction rationnelle? Trouver, dans ce cas, les points singuliers d'une inté-
grale. Préciser leur nature en remontant aux définitions. Prouver qu'ils sont sur une méme
circonférence.
(Poitiers, épreuve théorique.)
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18. Soient Ox et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires, M un point dune courbe
plane C du plan xOy, MP la distance du point M a |l'axe Oy, OT la distance de |'origine a
la tangente en M a la courbe C. On demande de déterminer les courbes G telles que le

rapport g—I soit égal a une constante donnée k, et d'exprimer les coordonnées d'un point M

de I'une de ces courbes au moyen de |'angle a que fait la tangente en M a la courbe C avec
|'axe des x. Construire les courbes G correspondant a k= 1 et k= ;
(Paris, épreuve écrite, 1° question.)

19. On demande I'intégrale générale de |'équation
o2y -+ Szy' + 2y == cosa.
Montrer qu'il existe une seule intégrale continue pour x =0, et donner son expression
sans aucun signe de quadrature.
(Paris, épreuve écrite, 2° question.)

20. On considere |'équation différentielle

(i oy + 2y — (f +az)y =0,
ol a est une constante donnée :
1° Trouver une solution do (1) qui reste finie pour x = 0. Cette solution apparaitra comme

le produit d'une fonction élémentaire par une série entiére dont on étudiera la convergence.
Cette solution est-elle entiérement déterminée?

2" Comment peut-on en déduire I'intégrale générale de I'équation (1) sous forme d'un
développement en série? Calculer les trois premiers termes de ce développement.

3° Cas particulier ot a=0.

(Grenoble, épreuve pratique.)
21.1°Intégrer I'éguation différentielle
Zrydy - [t — ¥t 4 ljde =10
2° Expression générale de ses facteurs intégrants.

3° Trajectoires orthogonales des courbes intégrales.

4° Montrer que le réseau formé par les courbes intégrales et leurs trajectoires orthogo-
nales est un réseau de courbes isothermes.
(Lyon, épreuve théorique.)
22. Intégrer I'équation différentielle
du 271

mu——zaz--t-‘—__—x-gz(},

ou m est un nombre entier positif donné, z la variable indépendante et u la fonction.

Le point z décrivant dans le plan des z |I'un quelconque des cercles qui passent au point
Z=+-i, a I'exclusion de ceux qui passeraient par les points singuliers, calculer les valeurs
au point z= + dela fonction u de z qui correspond a la valeur zéro de la constante arbi-
trair_e'_ dans I'intégrale générale et leurs variations quand le point z revient au méme point
z=+1
Distinguer, suivant ces variations, divers groupes de cercles.

(Marseille, épreuve pratique.)

23. Démontrer que toute équation différentielle de la forme
{r—ey¥"+Firj=10

admet une intégrale premiere de la forme
(r—a}f(¥)=0G,

C désignant une constante arbitrai gwiine fonction de ¥ seul. En déduire I'intégrale
générale de I'équation diffé (¥ — =)y +{{ +¥}{l +y*H=0.
(Paris, épreuve théorique, 1 question.)
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24. Etant donnée une équation différentielle du second ordre
2 Y ale, g}y 4 b{E, y) =0,

on demande d'indiquer une méthode permettant de reconnaitre si cette équation admet une-
intégrale intermédiaire de la forme

flz Ny + 2z, =0,

et de déterminer les fonctions fet .

Examiner en particulier le cas ou 6=0, e montrer que |'équation (1) sintégre par des
quadratures.

(Paris, épreuve théorique, 2° question.)
25. Démontrer que I'intégration de I'équation différentielle
y =Ry 2 -+ af (¥ +1=0

se ramene a des quadratures, quelle que soit la fonction f.
Méme question pour |'équation

y=a¥' + &£ + e (r"h
ou f et p sont des fonctions arbitraires. Généralisation.
26. Intégrer, par la méthode de Fucus, |'équation de BESSEL
oy A 2py 4 ay = 0.
27. A) Démontrer que I'équation différentielle
y=zz(y} + L (¥}
n'admet une intégrale singuliere que dans I'un des cas suivants :
A) ely1=>1";
b) il existe un nombre a tel que

gl —a=1", ' {z)=0, 4 (a) = 0.
B) Intégrer I'équation dlfferentlelle

ye=alyt—y 4+ 1)y —

ntegrale singuliére; lieu dos points de rebroussement des courbes intégrales.
(Rennés, épreuvethéorique, 2° question.)®



LIVRE IV

GEOMETRIE  INFINITESIMALE

CHAPITRE PREMIER

PRINCIPES DU CALCUL VECTORIEL

174. Nous emploierons dans ce Livre les méthodes du Calcul vectoriel,
qui introduisent, dans I'exposé des théories géométriques, des simplifications
incontestables. Nous éviterons soigneusement toutefois d'établir une cloison
étanche entre la méthode vectorielle et celle des axes de coordonnées, et nous
aurons soin, en particulier, de traduire tous les résultats essentiels en formules
cartésiennes. Du calcul vectoriel, nous n'utiliserons d'ailleurs que les notions
indispensables a notre objet, qui est d'établir les propriétés fondamentales des
lignes et des surfaces; ces notions, extrémement simples, sont a la base de
I'enseignement élémentaire de la mécanique, et, comme telles, relévent d§a
du programme de mathématiques générales : aussi suffira-t-il, pour la plu-
part d'entre elles, de les rappeler rapidement.

175. On nomme vecteur une portion de droite orientée. Pour caractériser
un vecteur il faut donc se donner son origine, sa direction, son sens, et le
nombre qui mesure salongueur par rapport a une unitéarbitrairement choisie.
Deux vecteurs identiques, al'origine pres, sont dits équipollents.

Nous nous conformerons aux notations des Lecons de Géométrie vectorielle,
de M. BOULIGAND (*). Un vecteur d'origine A et d'extrémité B sera désigné par
la notation AB; nous représenterons quelquefois un vecteur par une seule
lettre, u, et dans ce cas nous désignerons par u sa longueur.

A la grandeur vectorielle soppose la grandeur scalaire, qui est indépen-
dante de toute orientation dans I'espace, et a seulement une valeur numérique.
Une vitesse est une grandeur vectorielle, tandis qu'une température ou un,
travail sont des grandeurs scalaires.

() Cf. ausd Initiation aux Méthodes vectorielles, par MM. BOULIGAND € RABATE.
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Dans ce qui suit nous supposerons toujours que |'espace est orienté, et que
les axes de coordonnées forment un triedre trirectangle Oxyz de sens direct.

Un vecteur est alors déterminé par les coordonnées de son origine (&, ¥4, Zy)
et de son extrémité (z,, y,, z,). Les quantités

K=z, — 24, Y=g — o L=z—1,

sont les composantes du vecteur. S'il s'agit d'un vecteur libre, c'est-a-dire
d'un vecteur défini seulement en grandeur géométrique et auquel on peut
attribuer une origine quelconque, les composantes (X, Y, Z) le déterminent
complétement : en particulier, un vecteur est dit nul quand ses composantes
sont nulles. Il est clair que deux vecteurs équipollents ont mémes compo-
santes, et réciproquement.

Toute égalité vectorielle est équivalente a trois égalités relatives aux coor-
données cartésiennes : on pressent, a l'aide de cette remarque, les simplifi-
cations qui doivent résulter de I'emploi systématique du calcul vectoriel.

A moins d'indication contraire, nous ne considérerons désormais que des
vecteurs libres.

176. Soient deux vecteurs, u; et uy, (X,, ¥, Z,} et (X,, Y,, Z;) leurs compo-
santes, (a,, B, 1.} el (o, Ps 1) l€urs cosinus directeurs. On aura

X == oyuy, Yi=fstt, Zi=yuy, (i=1,2).

Les conditions de parallélisme et d'ortliogonalité, savoir

E!‘:E"—;leii et x4+ B, =0,

oy RN
peuvent donc s'écrire
J\.»-‘ =%t et XX, +YY,+27,=0.
Les opérationé fondamentales que |'on peut effectuer sur ces vecteurs sont :
1° L' addition géométrique : on appelle somme géométrique des deux vec-

teurs u; et u.,, et |I'on représente par la notation uj;+u,, un nouveau vecteur
de composantes
X +X, Y, + Y, 2+ 2,

Plus généralement, si , et 3}, sont des scalaires quelconques, le symbole

AU -+ M1, représente, par définition, un vecteur de composantes
X X, WY, -0, NE A2 (.

Il est clair que ces définitions s'étendent telles quelles au cas d'un nombre
quelconque de vecteurs.

Rappelons que, dans le cas de deux ou trois vecteurs, la somme géomé-
trique a une interprétation bien connue (régle du parallélogramme et du
parallélépipede).

(%) On dit que le vecteur yar, -+ 11, est une combinaison linéaire des vecteurs U et uy.
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2° La multiplication scalaire; on appelle produit scalaire des vecteurs uj,
et u,, et on représente par la notation U une quantité scalaire égale a

i,ity cOs{ey, By);

cos(u —_ -+ -+ = ik k kﬂ + Z -y
i u!) LI ﬁ[ﬁ: 12— .—2—.._.J_L._,._..£.

ce qui montre que le produit scalaire a pour valeur
XX, +YY, 27,

Ce produit ne peut étre nul que si |'un des vecteurs est nul ou orthogonal a
I'autre.

Remarquons en outre que I'on a, en désignant par u un vecteur quelconque,

u.u={u=u? ou TN T

3° La multiplication vectorielle. Soit v un vecteur unitaire (C'est-a-dire de
longueur un) perpendiculaire au plan des vecteurs u; et uy, 0 I'angle, compris
entre —« et 4=, de ces deux vecteurs, compté positivement de u; vers u,
dans le sens direct autour de v. On appelle produit vectoriel du vecteur u,
par le vecteur u,, et on représente par la notation

L u, A Uy,
un vecteur égal a
o1, 8inl v,

Si letriedre (uy Uz, V) est direct, 4 est positif (fig. 3 &), et le vecteur u, A u,

ayan™ méme sens que r, le triédre (i, 12,, u, A u,) et aussi direct. Si le triédre

v v

Nu‘ —u, // >,

Fig. 3 a. Fig. 3 b.

(upuy, v) et rétrograde, 0 est négatif (fig. 3 6), u, A u, et v sont de sens
opposés, et par suite le triédre (u,, u,, 1, A 12,) est encore direct. 1l en résulte
que le produit vectoriel u, A 1, a un sens indépendant du sens de v.

Supposons alors que v ait é¢é choisi de telle sorte que le triedre (ug, uy, V)
soit direct. Soient (X, Y, Z) les composantes de #, A u,; nous allons chercher
a exprimer ces composantes au moyen de celles des vecteurs u; et u,.

LAINE, Anal., .. 5
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Le vecteur uif\ u, étant perpendiculaire & u; et u, on aura d'abord
XX, +YY, +ZZ, =0, XX, + YY, +Z2Z,=0,

d'ou. en désianant par p un coefficient indéterminé,
X=e(YZ,— 1LY, Y=p(Z X, —XZ) Z=o(X,Y,~Y.X,.

On a alors d'une part
X2 Y2 2 = iyt sinte;
CX* + Y422 = Pz [(hf -+ Y? -+ Zf) (x: -+ Y: -+ zi) - (Xl.x2 -+ YIY:! —+ ztze}‘z]
= p*(uiu} — ujud cos*t) = gfujnd sin®0,
et par suite

Pour lever |'ambiguité sur IePsT_g:rT_eEaé p, il nous suffit évidemment de
considérer les produits vectoriels qui ne sont pas nuls. Dansce cas, imprimons
aux axes un mouvement continu : les quantités X, Y, Z d'une part, et
YZ2,~2ZY, ZX,—XZ, XY,—YX, dautre part, varient d'une fagon

continue, et ne peuvent s'annuler simul -
tanément, puisque le produit vectoriel
n'est pas nul ; il en résulte que p ne peut
v passer de la valeur — 1 & la valeur +1
r et reste nécessairement invariable. Les
axes étant ainsi amenés dans une posi-
tion telle que le vecteur v soit dirigé
o suivant le demi-axe Oz et u; suivant
Y le demi-axe Ox (fig. 4), on aura

0 Xl:Ul Y,—O, ZI:O;
112 X2 = U cos0, Y, = Uzsino, Z,=0;
N "X =0, Y: :0, Z = uyu,sin0,

1

c'est-a-dire
Fig. 4. ZZX,Y,-—-Y,Xg
et par suite
p==—+1.
Ainsi p est constamment égal a + 1. Le produit vectoriel u; A u., a donc
pour composantes

N=YZ 7Y, Y=2X—XZ, Z=X)Y,—Y\X,

177. On vérifie aisément, en partant des formules et définitions ci-dessus,
les propriétés de commulalivité et de distributivité exprimées par les rela-
tions suivantes :

. o -, M, =u,.U,.
o.(u, - w)=u.u,-+ 1.1, uA@+u)y=uAu,+uaAu,



PRINCIPES DU CALCUL VECTORIEL 67

La derniére, par exemple, résulte des identités
Y& +-Z)—Z(Y,+Y)=(YZ,—ZY)+ (YZ,—ZY)),
LX, + X)) — X(Z, + Z,) = (ZX,— XZ)) -+ (X, — XZ,},
XY, +Y) =YX, X} = (XY, — YX)) + (XY, — YX,).

Considérons un axe quelconque, et sur cet axe un vecteur u de longueur un, dirigé
dans le sens positif. Soit v un vecteur quelconque : le produit scalaire u.v est égal,
en grandeur et signe, a la projection de v sur Taxe. La formule

u.e,+wml=u.u,+u.u,
exprime alors que la somme algébrique des projections de deux vecteurs sur un axe
orienté est égale a la projection de leur somme géométrique sur |'axe (théoréme des
projections).

Soient d'autre part u et y deux vecteurs ayant méme origine, et A |'extrémité du
vecteur u. Ce qu'on appelle, en Mécanique, moment linéaire du vecteur v par rapport
au point A, n'est autre que le produit vectoriel u A v. Laformule

wA U U =AU U A U,

ou I'on suppose que les trois vecteurs a, u; et u., ont méme origine, exprime que la
somme géométrique des moments linéaires de deux vecteurs est égale au moment de
leur somme géométrique : c'est le théoréme de VARIGNON.

Il est évident que la multiplication vectorielle n'est pas commutative,
puisque l'on a u, A u,=—u, A U,.

Le produit vectoriel u; /A u., ne peut étre nul que si I'un des vecteurs est nul
ou paralléle a |'autre. Dans les deux cas, on peut trouver deux scalaires, &, et
»,, dont I'un au moins n'est pas nul, tels que Ton ait

oy A4 hu,=0,
car cette relation vectorielle est équivalente aux équations
WX X, =0, AY, +rY,. =0 Wk d, =0

siuy;=0, on prendra ®, =1 et ,=0; si les deux vecteurs sont différents de
zéro et paralléles, les trois équations ci-dessus se réduisent a une seule,
o+ hu,=0,
ou
Ay — hyu, =0,
suivant que les vecteurs u, et u,sont de méme sens ou non : il suffira donc de
prendre a, = tt,, h,== T- t,.
Deux vecteurs u, et u satisfaisant a une relation telle que
At -, =0

sont dits colinéaires; inversement, si 1'on a une telle relation, soit par exemple
i, ==0, on aura
(a0, -+ Ay A w, =0,
ou
AU R A =20,
ou enfin
u A =0
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Ainsi, pour que deux vecteurs soient colinéaires, il faut et il suffit que leur
produit vectoriel soit nul.

Considérons maintenant trois vecteurs u;, U, €t us, de composantes
(X, Y, 2Z,), (X% Yo &) et (X;, Y, Z,). Nous désignerons le déterminant

X, Y Z
a=|X, Y, 2,
X, Y, Z

par la notation (uy, U,, U3). Des propriétés élémentaires des déterminants, on
déduit immédiatement les relations
(h2ny, R tty, Rty = Akt U, 1),
(U, Uy, Uy -+ AUy + M = (u,, U, 4y),
(ul' Uy, us) == (“n i, ng), efc.,
les % étant des scalaires. Ceci posé on dit que les trois vecteurs sont copia-
naires si I'on peut trouver trois scalaires, ,, k;, &5, NON tous nuls, tels que I'on
ait
AUy A My Ay, =0,
Cette relation vectorielle est équivalente aux équations
X, 40X, 40X, =0,
MY, +0Y, (Y, =0,
WA 32+ 02, =0;
pour gue ce systéme soit satisfait par des valeurs non toutes nulles (x,, &, t
by il faut et il suffit que I'on ait
(u,, o, 1y =0;

telle est la condition nécessaire et suffisante pour que les trois vecteurs u; U,,
Uz soient coplanaires : I'un de ces vecteurs est alors une combinaison linéaire
des deux autres.

Remarquons que la relation

iy, =\, + ki,

ou Ton suppose que les vecteurs u; et U, sont des vecteurs unitaires, exprime
que la projection de uz, parallélement a up, sur I'axe orienté positivement
dans le sens de u, a pour valeur algébrique %, ; de mdme X, est la valeur algé-
brique de sa projection, parallélement a u; sur I'axe orienté positivement
dansle sens de u,.

Indiquons enfin les trois relations suivantes, qui sétablissent immédiate-
ment par |e passage aux composantes :

u.(u, A o) =1, iy, my),
{u, A w) A ty= (1. u)u, — (. w0 iy,
(u.vH{u.v) — (v )@, v)=(u A u,).(v A v).

Cette derniére relation contient comme cas particulier (u=v, u =v;)

I'identité de LAGRANGE. NoUS |'appellerons|'identité de LAGRANGE généralisée.
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178. Considérons maintenant une correspondance établie entre les valeurs
numériques d'une variable t et une grandeur vectorielle u : on dit que u est
fonction de t. Si le vecteur n(f, -+ Ay — w2 (#,} tend vers zéro avec h, on dit que
u est continu pour t = to. Si le vecteur EL{:’_%—_-EL’—} tend vers un vecteur
bien déterminé quand h tend vers zéro, on donne a ce vecteur limite le nom
du
di’

Les vecteurs dérivés successifs u"(t), u"(t), ... se définissent de la méme
fagon.

Les composantes X, Y, Z du vecteur u(t) sont aussi des fonctions de la
variable t; il est clair queX'(t),Y'(t) et Z(t) sont les composantes de u'(t),
et, d'une fagon générale, X (" (t), Y™(t) etz((t) les composantes de u‘™(t). On
déduit trés simplement de cette remarque que les régles ordinaires du calcul
des dérivées s'étendent aux fonctions vectorielles; ainsi I'on a

de vecteur dérivé, et on le représente par u'(t) ou

gi[u(f}.!?{f}]zu'.v—l— u.v',
Lla Avi=u AvruAv.,

u et v désignant deux vecteurs fonctions de t.

Les notions de fonctions de plusieurs variables et de dérivées partielles
s'étendent de méme du domaine scalaire au domaine vectoriel. Si, par exemple,
u est un vecteur dépendant des valeurs numérigques de deux variables a et 3,

. 2 2
ses composantes X, Y, Z seront des fonctions de a et B: ‘: et 'Y seront des

i)
X nY \Z. 2K Y N2y
vecteurs d e composantes 1 R I'on aura, comme
2’ da’ Ry Y

dans le domaine scalaire,
»u _ Yu
Jmaf T ofaa

Terminons ces préliminaires par une remarque importante. Supposons que les
trois composantes X(t), Y(t) et Z(t) du vecteur u(t) soient des fonctions analytiques
de Z, par exemple au voisinage de t =0. On aura

X(0) == X(0) + X' (0} 4+ S X0y

31
et deux autres développements analogues pour Y(t) et Z(t). On pourra réunir ces trois
formules en une seule formulevectorielle, que I'on écrira

uit)=u{0) 4 fu'(0) 4 ;,-;u”(f)} + .

ce sera la formule de Taylor dans le domaine vectoriel. Mais il faut remarquer que
I'on ne pourra pas, en général, dans cette.derniéere formule, arréter le développement
du second membre, et écrire, par exemple, comme pour les fonctions scalaires,

jn+

ult) = (o) + ... +5u(“1|{0)+(n+{}

Aty (D<),
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car on aura bhien

In [ L]
X (0= X(0) 4 ... X0+ g KO0, 0, (0.6, <),
. mo_ fret 1
Y=Y+ ...+ ;T[“"]{“} “+ T ”!Ytn “L(6,0, {0 <8, < 1),

. in AT
O =20+ .. 20} 4 oo B ), (0 << 0, < 1),
mais les fonctions X(t), Y(t) et Z(t) pouvant étre prises arbitrairement, il est clair
qu'on n‘aura pas en général 0; — 0, —O0s3.
On peut observer que, dans le casde n = 0, I'impossibilité d'écrire la formule
u (= u{0 4 ' (0}
équivaut & l'impossibilité de trouver sur un arc de courbe gauche un point ou la
tangente soit paralléle a la corde sous-tendante.
Dans le cas général, on pourra cependant, pourvu que le vecteur u("+")(t) soit
continu pour t = 0, écrire un développement limité sous la forme
o in+1 -
gi)=ui-+.,. +mu'"](0) +Lh-|'-‘“l [a ) e,
a désignant un vecteur infiniment petit avec t.



CHAPITREII
COURBES GAUCHES

§ |. — Eléments infinitésimaux d'une courbe gauche.
Représentation  sphérique.

179. Considérons une courbe gauche ', sur laquelle nous prendrons arbi-
trairement un sens positif et un point A comme origine des arcs (*). Soit M,
un point variable sur T'; nous désignerons par s la valeur algébrique de
I'arc A M. Enfin soit 0 I'origine des axes de coordonnées rectangulaires : nous
représenterons désormais par P le vecteur OP, P étant un point quelconque
de I'espace.

Le vecteur M est une certaine fonction de ,9, que nous supposons continue
et dérivable, de composantes (x, y, z); la relation

() () = (@) =
M

a5 est un vecteur de longueur 1, qui est évidemment

paralléle ala tangente menée

M en M a F dans le sens des

ds arcs croissants. Soit m (fig. 5)
I'extrémité d'un vecteur t,

M d'origine O, équipollent a
%—E %t—l; quand M décrit ', m

n 0 décrit, sur la sphére de cen-

A tre O et de rayon un, une
courbe appelée indicatrice
sphérique des  tangentes.

Fig. 5. Au sens positif choisi surI"
correspond sur l'indicatrice
un sens de parcours bien déterminé, que nous prendrons pour sens

montre que le vecteur

(*) Nous supposons connus les résultats établis dans le Cours de Mathématiques générales
au sujet des courbes et surfaces (équations de la tangente, normale principale, plan oscu-
lateur, plan tangent, etc.).
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positif; si donc on appelle s la valeur algébrique de I'arc de Il'indicatrice,
g-‘; sera essentiellement positif, et on aura

dit _ dtds _ M ds
@ de " dsds ds' de’
Si I'on change le sens positif de parcours sur I', le point m est remplacé par
le point m" qui lui est diamétralement
opposé sur la sphére. On obtient (fig. 6)
une nouvelle indicatrice sphérique, symeé-
trique de la premiére par rapport au cen-
tre, et il et clair que les tangentes en
m et m ont méme direction : d'ailleurs,
d'aprés les conventions relatives au sens
positif a prendre sur I'indicatrice, on voit
sans peine que la demi-tangente positive
en rri aura méme sens que la demi-
tangente positive en m. 11 en résulte que

le scalaire

le vecteur :f; est remplacé par un vecteur

équipollent.

La droite menée par M (fig, 5) paralle-
lement ag.f-r et la normale principale en M al': sur cette droite, le vecteur n,
de longueur un, équipollent a:f:, définit sans ambiguité le sens positif de la
normale principale (%).

Fig. 6.

180. Le vecteur
b=itAn

définit une direction appelée binormale en M. Supposons que |'on ait pris M
comme origine des trois vecteurs unitaires t, n, b. On obtient ainsi un triedre
trirectangle direct de sommet M, qui porte le nom de triédre de SERRET.

Le plan (t, n) est appelé plan oscillateur, le plan (n, b) plan normal, le
plan (b, t) plan rectifiant.

Soient (=, B, ¥). (=, B, ¥), (¢, B*, ¥7) les composantes des vecteurs t, n, b,

() Soit s+ a5 I'abscisse curviligne d'un point My de T voisin de M (5. On aura (p. 70)

dM  AstyasM
MM, =My s + 3o — M == a0 + 57 (0 +a)

a étant infiniment petit avec as:; donc le produit scalaire

est toujours positif s ‘f:ﬁ;&u. pourvu que M, soit assez voisin de M. Le vecteur n, faisant
un angle aigu avec chaque petite corde MM est donc dirigé dans la concavité de la courbe.



COURBES GAUCHES 73

c'est-a-dire les cosinus directeurs des axes du triedre de SERRET; puisque ce
triedre est direct, on sait que le déterminant

an‘ B’ ;:f
A= « B T

est égal a + 1. On ad'ailleurs, d'aprésladéfinition méme du produit vectoriel,
t=nAb, n=>bAat, b=tAn;
autrement dit un terme quelconque du déterminant & est égal au mineur cor-
respondant. On peut donc, par exemple, écrire |'équation cartésienne du plan
osculateur au point M (x,y, z) sous I'une ou l'autre forme
' (X —a)+B"(Y — )+ 1" (£ — 2) =0,

X—xo Y—y Z—:z
* B ¥ =0
@ B 1
181. Soit b I'extrémité d'un vecteur d'origine O équipollent a b (fig. 7).
AN Quand M décrit I', b décrit sur la sphére de

centre O et de rayon un une courbe appelée
indicatrice sphérique des binormales. On a,

puisque tb =
d.b_ .
b.Grrt. =0,
2t  mais g: est paralléle a la normale principale,
da
donc on doit avoir
di b
Fig. 7. Des relations
{t¥= {by =1,
on tire d'ailleurs par dérivation
dt b
t. s =1, b, s = =0
Les vecteurs :5‘ etf!i?, qui sont perpendiculaires aux deux vecteurst et b,

sont donc paralléles; autrement dit, les tangentes aux deux indicatrices aux
points correspondants sont paralléles. Nous choisirons comme sens positif sur
I'indicatrice des binormales un sens tel que les demi-tangentes positives aux
points correspondants des deux indicatrices soient de méme sens; si |'on appelle
lavaleur algébrique de I'are de I'indicatrice des binormales, on aura donc
dt__db
@ da=d='
puisque ces deux vecteurs sont paralléles, de méme sens, et de longueur 1.
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182. Démontrons maintenant une propriété infinitésimale du plan oscilla-
teur. Soient M (s) un point de 1", M, (s -+ A) et M,(s + %) deux pointsde I trés
voisins de M ; ces trois points déterminent un plan P dont nous allons chercher
la position limite quand h et k tendent vers zéro.

M—M M,—M

Les vecteurs: -—E——_—_u et - =v sont dans le plan P. Or on a

dM | hdM R OM
=g i g
dM k&M RdN

V=ras TaTds Y avds

et Ton voit d'abord quela position limite de P contiendra la tangente en M.

Le vecteur w_;——ﬁ— edt aussi dans le plan P, et on a

_iadeM A kdK

Tetds I H T AT
1d'M .
1 )
de P contient aussi la normale principale, et se confond par suite avec le plan
oscillateur. On peut donc dire que le plan oscillateur en M est déterminé par-
lepoint M et deux autres points de I infiniment voisins de M.

quand h et k tendent vers zéro, w tend vers ; : donc lapositionlimite

8 Il — Courbure. Torsion. Formules de Frenet.

103. On donne au scalaire positif :;‘1 qui figure dansla formule (1) le nom
de rayon de courbure de la courbe I' au point M, et on le représente par R;
I'inverse‘% e dit courbure de la courbe. Soit | un point de la normale prin-
cipale obtenu en portant & partir du point M et dans le sens positif une lon-
gueur égale a R : le point | est appelé centre de courbure. Enfin le cercle du

plan oscillateur qui a | pour centre et R pour rayon et dit cercle de courbure.
On tire de la formule (2)

1dt__ d'M
Hede ™ dst’
et par suite
1 d'M dip\t ey \? d?z\?
(3) [ ( ) CE‘) + ?I"s*') +(a@_ :

formule qui fait connditre la courbure sans ambiguité, puisque R est essentiel-
lement positif. On en déduit aisément que la courbure ne peut étre constamment
nulle que si la courbe 1* se réduit a une droite, et réciproquement.

On donne au scalalre d Ie nom de rayon de torsion en M, = désignant tou-
jours l'arc de I'indicatrlce des binormales, et on représente ce scalaire par T;
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I inverse - est dit torsion de la courbe. D'aprés la convention relative au sens

positif sur I'indicatrice des binormales, on voit que, a la différence de la cour-
bure., la torsion peut étre positive ou négative. Toutefois, commeil n'y a pas de
sens privilégié sur labinormale, il n'yapas lieu de parler de centre de torsion.

184. Avec les notations employées jusqu'ici, et que nous conserverons
toujours a moins d'indication contraire, on voit que la formule (1) sécrit
dt_1dt_n
ds— Rds~ R’
relation vectorielle équivalente aux trois relations scaaires
dz_ o dp__§ dy _ v
@ ds I ds — R’ ds ™ R
La formule (2) donne de méme

db_1db_1dt__n
ds T deTTdsT T

dlou L F [ﬁ EF 1!\! ’
a _ o« ¢ — uy Y,
© GET AT ds T
Enfin on a successivement
. n=as At
d _ dt  db
bAd.s_’_H_At
— __t_b
—l—{b/\n—Fr—[\'n/\t-——-R——.l-s
c'est-a-dire
d' __ _«_ o ag__B_ B dy v
® HFE=TRTT AT KT T TRTT

Les formules (4), (5) et (6) sont les formules de FRENET. Avec les notations
vectorielles, ces formules s‘écrivent simplement
dt __n db__n don_ ¢t b
ds~ R’ ds T’ ds— TR T
Pour calculer la torsion, nous partirons de la formule

n__db
T ds’

Multipliant scalairement les deux membres par n, on aura
1 __p. db_pdt db,
T=% &= & s
d'ailleurs, de larelation

ontire

db_,  dn dn
as'—t/\ -I-a—/\n‘—-t/\—'—
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et par suite (n° 177)

1, /dt , dn:
r=R(%t di)
On a d'autre part n= Rg:
et par suite dn . dRdt a2,

ds = ds ds T Ry
on obtient donc, en définitive,
| "—H’(t di d’t)

T ds’ dst
ou encore
dr dy dz
ds ds ds
d*x &y iz
dst ds? ds?
dz &y Pz
1 [ dg? ds' els?
Q] T 7 jdENE | (g | diNE
a;f) +(7{s‘) AT

Ainsi, a l'inverse de la courbure, la torsion a une expression rationnelle.

Il et facile de montrer que les courbes planes ont une torsion nulle et
réciproquement. En effet, si une courbe est plane, on aura, en prenant son
plan comme plan des xy, z=0, et par suite le déterminant qui figure dans
la formule (7) et nul. Inversement, si la torsion est nulle, on a [form. (5)]
sfzo, d'ol b =, et comme b.t:b.éﬁ?:o, a \b.M=C,
Cest-a-dire

aura

o'z 'y +y"z=C¥
les coefficients =", i et v* étant constants, on voit bien que la courbe est plane.
185. REMARQUE. — Si le vecteur M est défini non plus en fonction del'arc s

de ', mais en fonction d'un paramétre t quelconque, les formules (3) et (7)
qui donnent la courbure et la torsion ne sont plus immédiatement applicables.

Supposons que 1'on ait %:;(l}; on aura alors
aM _ dM - JdM_ LM M
dt T ¥gs | AE TV g T s
M M, M dN
dn =g T e g
On en tire dM_ 1dM dM__ M dM
ds ~ 9 df? ds' T gt dl of’
M 14M M dM

T giar ThaE T
a, 6 et c désignant des coefficients qu'il est inutile de calculer.
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Reprenant d'abord la premiére formule de FRENET

n_dH
R ds™’
1 a*M
et multipliant vectoriellem gé A 2=t A 53+ ura
b_dM , &M
ou R=ds N ds'
_tdx A M
Tt di 7 diY?
d'ou enfin, en éevant au carré,
1 di‘(dﬂA )
RE= gsi\ df N dh

c'est-a-dire

3) __ldydir—dz d*r}}* - {de dlr — dr d2)® 4+ (dx &y — f&d’r}’
R" T dst

les différentielles étant prises par rapport a t.
On a d'autre part

1 padM &M &M
T ds ' dst' ds?

ce qu'on peut écrire, d'apres les propriétés élémentaires des déterminants,
1 R.d!‘ (dﬂ J'M - (PM)

T dst\ df ' dE’ df
C'est-a-dire
de . dy dz
dz dly di
@) i d’z dly d'z
T= 7 (dy oz = dz deyp - (dz doe Zde diz) - (da diy — dy dix)

les différentielles étant toujours prises par rapport a t.
On obtient de méme, pour |'égquation du plan osculateur,

X—2 Y—y Z—z
dx dy dz |=0.

dir dy déz
8111.— Applications diverses.

186. Hélices. — Considérons une courbe plane G, et un vecteur unitaire u
perpendiculaire au plan de C; nous prendrons ce plan pour plan des xy, et
nous supposerons que le vecteur u a méme sens que le demi-axe Oz.
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Choisissons sur C un sens positif de,parcours et une origine des arcs, et
soit G I'arc de la courbe. L'équation

M=PF +up(8),

ou P et le point de C d'abscissecurviligne ¢, et s une fonction quelconque
de 1, représente une courbe I' tracée sur le cylindre dont la courbe C est la
section droite. Cherchons a déterminer la fonction ¢ de telle sorte que la
courbe I" coupe sous un angle constant les génératrices du cylindre.
Soit s I'arc de I'; nous aurons
dM — dP -+ up'de,
et par suite, en remarquant que u. dP =0,

ds! = (1 4 " dP,

M € dP ;
—— = = [ — - - i
ds  y1--p* ( b +e “) (e=ct1)

donc enfin
ds . yl1-4p"

Le produit scalaire du premier membre représente le cosinus de I'angle
sous lequel la courbe r coupe les génératrices du cylindre; pour qu'il soit
constant, il faut et il suffit que 5" soit une constante.

Comme on peut toujours, sans changer la courbe I', ajouter a p une
constante quelconque a condition de remplacer la courbe C par une autre
section droite, nous prendrons ¢ == a#8, a désignant une constante. La courbe

M=P-+uas

est appelée hélice cylindrique. En coordonnées cartésiennes rectangulaires,
s équations auront la forme

(8) == [0y, == g5}, z=af,
les fonctions f et g étant assujetties a vérifier la relation
fragt=1.

Nous choisirons comme sens positif sur la courbe I' un sens tel que s
Croisse avec @i; nous aurons donc
T —
£y =VI+at
et par suite
qM_ 1 __(dP+ .
ds  y1I3-a*\de )
Dérivons par rapport ass; il vient
M 1 J'P

& = @
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Donc lanormale principaleen M aT est paralléle a la normale en P a C,
et par suite orthogonale a u. En particulier, si I'hélice est circulaire, cest-&
dire tracée sur un cylindre de révolution, lanormale principale en un point
quelcongue rencontre normalement Taxe du cylindre.

De larelation u.t=C"on tire d'ailleurs par dérivation

u.g;:u, done u.%{;zu, ct u.h=0";
la binormale fait donc un angle constant avec le vecteur u, ce qui résulte
d'ailleurs immédiatement du fait que les trois vecteurs u. t et b sont copla-
naires. Inversement, de larelation u.b = C®, on tire de méme

u.n=0. a.t=1",

Il en résulte que I'on peut prendre pour définition de I'hélice cylindrique
I'une des trois propriétés suivantes :

1° la tangente fait un angle constant avec une direction fixe;

2° lanormale principale est paralléle & un plan fixe;

3° le plan oscillateur fait un angle constant avec une direction fixe.

Si I'on prend les équations cartésiennes de I'hélice sous la forme (8), le
calcul de la courbure,et celui de la torsion seffectuent aisément de la fagon
suivante(l). On ad'abord, avec les notations usuelles,

S — 9 T
= Nl \ B e ¢ == N
on en tire
da . _[" as_ _g" Y _ g
ds — 1+ o ds T 1o ds — 7
et par suite ll{:‘fi_:;i '
On a alors successivement
. d:f. f\u ) qn .
=R—=-l =" =0,
ds g™ b Vg v
=y — = ./ A Y N af . = 'y —~r'a

G e N (= s A e

D'aprés ce que nous avonsvu, y* doit se réduire a une constante. On a en
effet

FPagt=1, fr+gy¢" =0

d'ou fj—;:——%:s#f"@_{jﬁ,

(1) Remarquons que cette méthode sapplique a toute courbe gauche.
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€ ayant le signe de f'g’" On en tire

9= =—N g
et par suite =
HE=
La derniere formule de Frenet donne alors
R
T =—Y=ea,
et par suite %~ = r:—f-l-&—,; Vg™

Le signe de £ a une signification intrinseque évidente. Supposons, pour
préciser, a > 0; alors ¢ est de signe contraire a yy" : il est donc négatif si les
angles (u, t) et (u, b), comptés entre 0 et =, sont tous deux aigus ou tous
deux obtus, positif dans le cas contraire. Il est clair que cette propriété des
angles (u, t) et (u, b) et indépendante du sens positif adopté sur I', un chan-
gement d'orientation ayant pour résultat de remplacer ces angles par leurs
suppléments.

Nous avons, chemin faisant, établi larelation %z ea, donc tout le long de

I'hélice le rapport de la courbure a la torsion reste constant.

La réciproque est vraie :

Toute courbe dont la courbure et la torsion sont dans un rapport constant
est une hélice (J. BERTRAND).

En effet, on a par hypothésef? 3 =k, larelation == db di

—de
db = kdt; intégrons : on aura, en désignant par u un vecteur constant,

b=kt—u.
Multipliant scalairement les deux membres par t, on aura enfin
u.t==rL,

équation qui exprime que la tangente a la courbe fait un angle constant avec
une direction fixe.

s'écrit donc

REMARQUE. — Désignons par L 1a courbure de Ia section droite C. Nous
aurons alors
§=¢ng“*.
R=p({1+a?), =—p—;
ainsi la courbure et la torsion de i*hélice varient proportionnellement a la
courbure de la section plane. En particulier, pour toute hélice tracée sur un

cylindrederévolution, la courbure et latorsion sont constantes.
Inversement toute courbe a courbure et torsion constantes est une hélice.
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d'aprés le théoréme de BERTRAND, et cette hélice appartient & un cylindre
de révolution, puisque la courbure de la section droite est constante.

187. D'aprés ce que nous venons de voir, la normale principale a une hélice
tracée sur un cylindre de révolution coupe a angle droit I'axe du cylindre, et on
peut dire que le plan rectifiant passe constamment
par un point fixe, le point a l'infini sur I'axe.

A Plus généralement,
S la normale principale d'une courbe G coupe sous
un angle constant ¢ une droite fixe 4, le plan rectifiant
en tout point de G passe par un point fixe de a.
(Rennes, épreuve pratique.)
Soit 0 un point fixe pris sur &, u un vecteur de
A.n longueur 1 porté par & et orienté de telle sorte que
I'on ait, avec les notations habituelles,

—

G
u\ ! ©) u.n=—cosqg.

On aura d'ailleurs, en désignant par &, et x; des
fonctions scalaires de s convenablement choisies,

Q0 (10 M==2u+ 3,0
Soit A le point ou le plan rectifiant en M coupe A ;

a on pourra poser
Fig. 8.
g A = au,
d'od A—Mhn=MA.n=0,
ou encore
[(g —Aw—Idynl.a={a—i)eosp — 2, =10
et enfin acnsg = A, COSYP + Rp.

D'autre part, on a, en dérivant (10),

t= ‘%1-:1 + :«f{g + ‘%‘n
Multiplions scalairement par n en tenant compte de (9); nous aurons, puisque
t.r=0, (n}==1, n. ‘:;‘ =0,
cfjt‘ cos Y -+ -f?“ ={,
dol ff_‘: =0, a=Ck

Le plan rectifiant coupe donc bien & en un point fixe A. La droite AM faisant
avec A I'angle;-— ¥, on voit que la courbe G est tracée sur un cone derévolution X

d'axe & et de sommet A.

Toute courbe tracée sur une surface et telle que sa normale principale en chaque
point soit normale a la surface en ce point est appelée ligne geodésique de la surface
considérée. Le plan rectifiant en M étant tangent au cone = le long de AM, on voit
que la courbe G est une geodésique du cone X.

LAINE, Anal., I1. 6
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188. Courbes de Bertrand. — Considérons, pour donner une derniére application,
une courbe quelconque C, un point M de cette courbe, et un point M; de la normale
principale en M; on aura, avec les notations habituelles,

(11) M, = M4-nols).

Quand M décrit C, M décrit une certaine courbe C, ; nous niions chercher s'il est
possible de déterminer la fonction p(s) de telle sorte que la courbe C; ait en chague
point M, la droiteMM; comme normale principale. D'une facon générale nous affecte-
rons de I'indice 1 les éléments géométriques relatifs a la courbe Cy; I'arc s; de cette
courbe sera une certaine fonction de s, s = 0(s).

Supposons d'abord qu'il existe une telle courbe C; ; nous aurons, en dérivant
I'équation (11) par rapport a s,

L0 (s =t 4 ng +p———_== t(l — ﬁ) —|—np —h

d'ou, en multipliant scalairement les deux membres par n === ny, ¢ ==0; la fonc-
tion s se réduit donc & une constante, et |'on a

[4 o
(12) L :6'(’ —ﬁ) — by
En dérivant une seconde fois par rapport as, on aura
iy d i o d p R—g g )
= b (4 —8) by re (st —de);
on devra donc avoir nécessairement

i i)
(13 it =8)=% &ve=o

d'ou, en désignant par * et \x deux constantes quelconques.

o __ oy Y
f— “_)u') T_pB
et enlin (1 — »)_;\,l_g

ce qui montre que sur la courbe C la courbure et la torsion vérifient une relation
linéaire a coefficients constants.

Inversement, supposons que sur la courbe C la courbure et la torsion vérifient
une relation linéaire a coefficients constants,

(14) Erfey=n,
les coefficients «, B, ¥ n'étant pas tous trois nuls, et cherchons s'il est possible de
déterminer le scalaire constant ¢ de telle sorte que la courbe G, possede la propriété
indiquée. Il faut pour cela et il suffit que I'on puisse trouver une fonction 0'(s) véri-
fiant tes équations (13), et telle en outre, d'aprés (12) que

(19) '"(i u) + i
Si la courbe G est plane, c'est-a-dire si la relation (14) se réduit . .: ,qua-
tion (15) donne .
. e
0 _:1:(1 £)

et les deux équations (13) sont vérifiées quel que soit p. Dans ce cas, d'ailleurs bien
connu, on peut prendre pour courbe C; I'une quelconque des trajectoires orthogo-
nales des normales alacourbe C
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Ce cas écarté, supposons que |'on ait, dans la relation (14), y =10, alors & et g sont
différents de zéro, le rapport = est constant, et la courbe G est une hélice. Posons

T
“ = lgw, OU
: 1 1
(16) | Heosa, = usinew;
larelation (15) permet d'écrire
(17) 1— ﬁ:ﬁ‘ sing, !i\‘-—-ﬁ' coay,

et, daprés (13), I'angle v doit étre constant. Eliminons R, T et® entre les équa-
tions (16) et (17); il reste
a8y
=
g eos{n —¢)
Ainsi, u étant constant, il en est de mémede R et T, et par suite la courbe G est
une hélice circulaire. Si I'on prend pour ¢ une valeur constante quelconque, les
équations (17) définissent 0’ et p, et les équations (13) sont vérifiées. Le probléme a
encore dans ce cas une infinité de solutions : on peut prendre pour courbe C; |'une
quelconque des trajectoires orthogonales des normales principales de la courbe C.
Enfin supposons ¢ s 0; on peut alors pren+y =1, etlarelation (14) sécrit

« P —
ﬁ+.l;+l—{).

On tire d'ailleurs des équations (17)
e PV oww — Faine
(1 1 vosy = psing.
Si les deux équations précédentes n'étaient pas équivalentes, elles détermineraient
'T et , et I'on retomberait sur le cas de I'hélice circulaire, ou elles seraient incompa-
tibles et le probleme n'aurait pas de solution. Pour qu'elles soient équivalentes, iJ

faut et il suffit que I'on ait
Cosy T peOsy _ —psing

i o
- , B
ou e=—u et tgg=_

Dans ce cas le probleme a une solution unique, savoir la courbe C; définie par
I'équation

M wM—arn.

Les deux courbes C et C; sont appelées courbes de BERTRAND; elles se correspondent
point par point de telle sorte que la distance de deux points correspondants, M et M,,
soit constante, et que la droite qui les joint soit la normale principale en ces points
aux courbes considérées.

On tire d'ailleurs des formules (12) et (17)

t. =singp,
cequi montre que les tangentes en deux points correspondants font un angle constant.



CHAPITRE 111

SURFACES REGLEES. SURFACES DEVELOPPABLES

§ |. — Généralités sur les surfaces.

189. Toute équation de la forme F(x, y,2 =0 représente une surface
dans l'espace a trois dimensions. Si |'équation est résolue par rapport a z,
z=Z(x, y), on désigne par p et q les dérivées partielles de f(x, y); le plan
tangent au point (x, y, z) a aors pour équation, comme on sait,

pPX—&)A-g{Y —y) — (L —z} =0,
Dans le cas de I'éguation non résolue, I'équation du plan tangent s'écrit
(X —2)F, (Y — )P o+ (Z—5) F, =0,
De méme, la normale a la surface en M a pour équations suivant les cas
X—w Yy 7—z

I —1
X—x_Y—y <—z
ou = =
Rappelons encore que le plan tangent en M contient les tangentesen M a
tontes les courbes de la surface qui passent au point M : il est donc déterminé
par deux de ces tangentes.

190. Nous continuerons de représenter par M le vecteur OM. Supposons
que M dépende des valeurs numériques de deux paramétres u et v : quand u
et v prendront toutes les valeurs possibles, le point M décrira en général une
surface S. Les coordonnées &, y, z de M sont en effet des fonctions de u et v

)] o=f(u,v), y=glu, v}, zz=h{yv),
et, en éliminant u et v entre ces trois équations, on a en général une relation
et une seule telle que F(x,y,z) =0.

On donne aux paramétres u et v le nom de coordonnées curvilignes. A tout
systeme de valeurs de u et v correspond un point M de S, et réciproquement.
Si I'on établit entre u et v une relation quelconque, le vecteur M devient
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fonction d'une variable, et le point M décrit une courbe de S; donc toute
relation entre u et v définit une courbe tracée sur S. En particulier, les
courbes w = C', v = C° sont appelées courbes coordonnées.

SoientM (x,y, z) un pointde S, P(X, Y, Z) unpoint du plan tangenten M,
enfin M et M., deux points de S infiniment voisins de M et situés respective-
ment sur chacune des courbes coordonnées qui passent en M ; on aura

mm, =, =T,

Les vecteursMM ;, MM, et MP étant coplanaires, on aura (n° 177)

{mp M ‘M\
o X—u=x Y——y —z
c'est-a-dire rz i az
i Su i | =0;
r dy oz
w 20 e

c'est I'équation du plan tangent (n° 85).
Introduisons les déterminants fonctionnels

Diy, z) Dz, 1') . Dleoyy.
A= Diu, 0)° B_D(u‘ ) {'_lj[u, u)’

on aura alors |'équation du plan tangent sous la forme
AX -2} +B(Y —1y)+C(Z —2)=0.

Les équations de lano X—x_ Y—y_Z—:
A T B T

8§ | | . — Surfaces réglées, théoreme de Chasles; ligne de striction.

101. Considérons la surface S définie par |'équation vectorielle

(2) M—=a-+ bu,
les vecteurs a et jb ne dépendant que du' parameétre v. Si on donne a v une
valeur constante, le point M décrit évidemment, quand u varie, une droite
paralléle au vecteur b : une famille de courbes coordonnées, v=C', se
compose donc de droites, et la surface S est réglée.

L'équation du plan tangent s'écrit (n° 190)

® (WP, b, 53+ a2} =o.

Si P appartient a la génératrice rectiligne qui passe en M, on aMP =pb, et
I'équation (3) est vérifiée, ce qui montre que le plan tangent en M contient la
génératrice rectiligne qui passe par ce point.
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L'équation (3) pouvant sécrire (n° 177)

MP.[b /\(w+ujf}’)]=o,

on voit que lanormale en M est paralléle au vecteur
da dby da dhb
b/\(d"—]" d.‘,‘)_b/\ aﬁ—l‘-ub/\ du’
pour que la normale soit la méme tout le long de la génératrice rectiligne
issue de M, il faut et il suffit que levecteur (4) ait une direction indépendante

de u, donc que les vecteurs b Ay da et b /\ db soient colinéaires, par suite
que les vecteurs b, da et ‘ﬁb soient perpendlculajres a une méme direction,

c'est-a-dire coplanalres, ce qui sexprime par la relation
da db

) (b dv’ dff)zo'

on dit dans ce cas que la surface réglée et déueloppable : le plan tangent
est alors invariable le long d'une génératrice quelconque.

Nous étudierons seulement dans ce paragraphe les surfaces réglées non
développables, qui sont appelées surfaces gauches. Pour une telle surface,
quand le point M décrit une génératrice A, le plan tangent en M tourne
autour de a.

Quand le point M séloigne al'infini sur a4, la normale a la surface réglée

devient paralléle au vecteur b A %; le plan tangent correspondant est appelé

plan asymptote. Le point de 4 ou le plan tangent est perpendiculaire au plan
asymptote prend le nom de point central de a ; I'argument u du point central
est donc donné par I'équation

(b/\ +ub/\~—) ( 3‘3) 0,
qu'on peut écrire

(6) (bn gy (bA ) +u(bafD) =o.

Pour simplifier cette équation, observons que I'on peut, sans nuire a la
généralité, supposer que le vecteur b est de longueur 1. On a alors

db
™ wy=t_ b.g,=0
et ces relations, jointes a I'identité de LAGRANGE généralisée, donnent

d.b da db
(b/\dv> ( dv) dz de’

(prf)=(Z)"
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L'équation (6) prend alors la forme simple

db sda db
) do \dwt¢ du)"'o‘
Le lieu des points centraux est appelé ligne de striction de la surface réglée;
I'équation (8) représente donc, dans I'hypothése (b)?= 1, la ligne de striction
de la surface définie par |'équation (2).

192. Conservons les hypothéses (7) et supposons en outre que nous ayons
paramétré la surface réglée de telle sorte que la courbe u =0 soit la ligne de
striction, ce qui exige, d'apres |'équation (8),

da db —0.
do dv ™

Soient My un point de laligne de striction, M un point situé sur lagénératrice
qui passe en Mg; alors u représente la valeur algébrique du segment MM
sur la génératrice orientée positivement dans le sens de b. De plus le vecteur
{ tla

:fi’ étant, par hypothése, perpendiculaire aux vecteurs b et ofp» Onaura

Ja b
©) b A v A dv’
» désignant un scalaire convenablement choisi.

Les normales en M, et M a la surface sont respectivement paralleles aux
vecteurs

da da dh
b/\dv et b/\,d---! ub;\d,

soient MoN, et MN des vecteurs équipollents aux deux vecteurs précédents,
/o et / leurs longueurs, enfin O leur angle compris entre — = ¢t 4+ n, compté
positivement a partir de MyN, dans le sens direct autour de b; O est aussi
I'angle des plans tangents en M, et M.

On aura d'abord

_ _..4b db dh 32 dbyd
MN,. MN = /,/ cost = x-I—.(d +ub AGD)= (JE)
la valeur de cos0 est donc toujours positive, et O reste compris entre —-—: et ;
D'autre part, le vecteur b étant perpendiculairea MoNy et MN et de longueur 1,
on a, d'aprés la définition méme du produit vectoriel,

d'.b () db d.b ) b

db
-+ ub f\ 41 HR—“' (b N

blt‘smB_.MN A MN—A

c'est-a-dire, d'aprés une formule signalée au n° 177,
1
bl sino_-:lu(gg) b,

:
ou enfin I.t'smfj_._)\u(ﬁb)
o
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On en tire bl

=R

On peut donc énoncer la | oi suivante :

Le plan tangent a une surface réglée en un point d'une génératrice donnée
A fait avec le plan tangent au point central de & un angle dont la tangente
trigonométrique  est proportionnelle a la distance du point central au point

de contact (loi de CHASLES).
Le coefficient de proportionnalité§ a recu le nom de parametre de distri-
bution. Sa valeur se tire immédiatement de la formule (9), dont on multiplie

. db L
scalairement les deux membres par dn° on a ainsi

da b
(b’ v’ do /

R S,

ib_—._?.__._
du
()
A dv
—=_ v&T/ __ u.
dou tgo o da b
dv’ dv
193. En coordonnées cartésiennes, il est commode de prendre les équations
de la surface sous la forme
(10) r—=a, -+ bu, y——a,+ bu, =4,
ce qui est toujours possible, on sen assure sans peine. Les coefficients
a; a, b; b, sont des fonctions d'un paramétre v; on désignera par des accents

les dérivées relatives a v. On aura alors, pour les coefficients directeurs de la
normale,

A——ai— b, B =a; -+ bu, C=-—bA—5B,
de telle sorte que I'équation du plan langent s'écrit
AX—bZl—a)-+B(Y—0Z—0a)=0;
en particulier, on a, pour |'équation du plan asymptote,
bX — &)Y 4+ (b,b) — b LY Z + a,b] —a,b, =0,
et on en déduit aisément |'équation de la ligne de striction.

Quand on fait varier u, en laissant v constant, le plan tangent tourne bien
autour de la génératrice G,

Xe=a,+bZ, Y = a,+ b7,

. ) B a,+ b
et sa position ne dépend que du rapport + = b
Ce rapport est une fonction homographique de M, c'est-a-dire de z. Il en

résulte que tout plan passant par G est tangent a la surface en un point de G,
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et que le rapport anharmonique de quatre plans tangents passant par G est
égal au rapport anharmonique des quatre points de contact.

Considérons deux surfaces réglées ayant en commun une génératrice G.
A chaque plan passant par G correspondent les deux points M' et M" ou le
plan touche les deux surfaces, et il est clair que les points M' et M" engendrent
sur G deux divisions en correspondance homographique. Une homographie
n‘ayant que deux points doubles, sauf le cas ou les deux divisions coincident,
on voit que les deux surfaces ont méme plan tangent en deux points de G
seulement, a moins gqu'elles ne se raccordent tout lelong de G.

Tout ce qui précede suppose que le rapport E dépend réellement de u,

sinon le plan tangent est le méme tout le long de la génératrice G; si cela se
produit pour toutes les génératrices, la surface est développable. La condition
nécessaire et suffisante pour que la surface (10) soit développable s'écrit
donc

abl — ath; =10,

ce qu'on déduit d'ailleurs immédiatement de larelation (5).

8111 .— Surface développable, aréte de rebroussement.

194. Reprenons la surface réglée S définie par |'équation
) M=a+ bu.

Nous avons vu que la condition nécessaire et suffisante pour que cette
surface soit développable s'écrit

(048,80

Une courbe quelconque de la surface S est définie par une relation entre
u et v. Cherchons en particulier s'il existe une courbe tangente a toutes les
génératrices rectilignes : on doit pouvoir, dans I'affirmative, prendre pour
u une fonction de v telle que I'équation (2) définisse une courbe dont la
tangente soit paralléle au vecteur b. Comme on a alors

dM __da db du
C ot TR TR Tk
on devra pouvoir choisir un scalaire p tel que |'on ait

(11) 98wl b=,

, 3?; et “—i.% sont copla-

naires, donc que la surface S est développable. Inversement, si la surface S

Cette derniére équation exprime que les vecteurs b
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est développable, on aura, en désignant par «,(y), =, (V) €t «, (V) des scalaires
convenablement choisis, non tous nuls,

da dhb
(12) @t G+ a, b =0.

Si b est un vecteur unitaire, b et %ﬁ sont orthogonaux. Dans I'hypothése
e, =0, larelation (12) exprime que ces vecteurs sont colinéaires, ce qui exige
fm =0. Levecteur b est aors invariable, et la surface développable est un
cylindre.

Ce cas écarté, considérons la courbe I' de S définie par |'équation

f

® T (Ga+ulh

cette éguation peut sécrire

(v 2 —2] o

et l'on en tire u= %),
“1(”)

en tout point M de I' on aura par suite d'apres (12)
dM _ da db du diu =
@5 =do " du"'baz:(aa—::)b-

La courbe V et donc tangente en chacun de ss points aJa génératrice
rectiligne qui passe en ce point. On lui donne le nom &'aréte de rebrousse-
ment de ladéveloppable (Y.

On voit que la méme équation (8) représente, sur la surface réglée définie
par |'équation (2) ol |'on suppose (b)?=1, laligne destriction s'il s'agit d'une
surface gauche et I'aréte de rebroussement s'il s'agit d'une développable.

Si la surface développable est donnée, en coordonnées cartésiennes, par les
équations (10), la condition (3), qui s'écrit

:U;

da,  db
bW @
b dm db, =0,
2 de do
i 0 b

montre qu'on doit prendre, dans la relation (12), «, = 0. L'équation (11), qui
définit I'aréte de rebroussement, se réduit alors al'éguation

(1) La développable est partagée par 1' en deux régions, |'une engendrée par les demi-
taugentes positives, I'autre par les demi-tangentes négatives a 1'. On vérifiera aisément
qu'un plan normal a V coupe la développante suivant une courbe ayant sur I'un point de
rebroussement.

Dans le cas ou la courbe T est plane et convexe, on peut se représenter la développable
comme formée de deux feuillets plans superposés recouvrant larégion de convexité de la courbe.
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laguelle se décompose en deux éguations scalaires compatibles
eda, + udb, =0, da, -1~ udb,=0.

Il est facile de montrer que la surface réglée engendrée par les normales
principales a une courbe gauche n'est pas développable. Soit en effet aun point
variable sur une courbe gauche " d'arc s; la vecteur a est une certaine fonction
de s, et la surface réglée formée par les norgnales principales a pour équation

d’a
M—=a-+u Py

les coordonnées curvilignes étant ici u ets. Pour qu'elle fit développable, il
faudrait qu'on edt, d'apres (5),

da d%a J&a’ -0

ds’ dst’ W)_ ’
c'est-a-dire (n° 184) que la courbe r f(t plane. Donc les normales principales
a une courbe gauche forment une surface réglée gauche.

On verrait aisément qu'il en et de méme de la surface réglée engendrée
par les binormales.

§1V. — Développées. Développantes.

195. D'aprés ce que nous venons de voir, les tangentes a une courbe
gauche G ne peuventjamais étre les normales principales d'une autre courbe
gauche. Mais il peut arriver que les tangentes a C coupent normalement

une autre courbe gauchel* : ondit danscecasquel’
R est une développante de C

~ Soit A la développable qui ala courbe G pour
AN aréte de rebroussement. 11 est clair qu'on obtien-
¥ . dra toutes les développantes de C en cherchant
I' les courbesde a qui sont les trajectoires orthogo-

nales des génératrices rectilignes.
M Soient s I'arc de C, compté a partir d'un point
fixe A, M (9 un point variable sur G, enfin P un

¥ point pris sur la tangente en M a C. Posons
A MP = t; pour que P décrive une développante
de G, il faudra choisir ¢ en fonction de s de telle
¢ sorte que la tangente en P a lacourbe ' décrite
Fig.9. par P (fig. 9) soit perpendiculairea MP. Or on a
dM
P=M4+ s !
P __ 1 doydM *M
E'E_( ?E) ds P
etlaconditiond'orthogonalité,
dP dM _
ds ds = 7

s'écrit, toutes réductions faites, «f ¢ + ds = 0.



@2 GEOMETRIE INFINITESIMALE

On retrouve donc la méme relation que celle qui caractérise les dévelop-
pantes des courbes planes, avec une interprétation géométrique identique.

196. Soit I' une développante de G. Inversement, G est dite une développée
de . Pour obtenir une développée de I, on voit qu'il faut associer, suivant
une loi convenable, les normales a 1" de fagon a obtenir une surface dévclop-
pable & : I'aréte de rebroussement de & sera une développée de I'.

Avant de passer a la recherche des développées d'une courbe gauche,
définissons un nouvel éément géométrique. Soit K (fig. 10) le centre de
courbure d'une courbe 1' au point M; par le point K menons une droite D
paralléle a la binormale : cette droite D est appelée droite polaire. Quand le
point M décrit la courbe F, D engendre une surface réglée, appelée surface
polaire; on vérifiera aisément que c'est une surface développable(h).

B Saicat maintenant M (fig. 11) un

. point delacourhe 7, MTNB letriédre
T de Seaneren cc paint, PM unedroite
quclconque iracée dans le plan nor-
mal et faisant un
angle 4 avec MN,
P un point de cette
droite se projetant
enl| sur MN. Pre-
1 nons commevaria-
{ N ble indépendante
) “ larc s de I', et
Fig. 10. r Fig. 1. posons Ml =¢ n.

Pour avoir une développée de I', il faudra déterminer ¢ et & en fonction des
de telle sorte que latangente en P a la courbe G décrite par P soit précisément
MP : nous allons exprimer vectoriellement cette condition.

On a, avec les notations connues,

P=M-+¢n+ptghh,

et par suite
ip t b { d0
=t F(R““"r)”&pﬂ“ gy (tg"ar*“mizer)b
- p dp , _ ds _ p
(13) == t(i — R) +n ( de T t&,l’i) + b(tgﬂds -+ c_EE'*_BEZE — T) .

(1) En effet soit M, un point de D; posons MM; = ub. On aura avec les notations usuelles
M, =M+ lta 4 ub, et la condition (5)

(o, Bl 2)= (o, 28802, )0

est vérifiée. Le plan tangent a la deveitﬁoablf le lona de D est normal au vecteur
b i Tb An;
c'est donc (n° 191) le plan normal en M al®.
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On doit d'ailleurs avoir

(14) 9B —A(P — M) ==n3¢ + D) tg0.

On tire alors des relations (13) et (14)

l—-%_—_ﬂ,
LN S
ds Bt

dp L
ted — = A2 .
8% toostods =180
Eliminonsh entre les deux derniéres relations; on aura, toutes réductions
faites,

=R, dO:-‘,{f.

Ainsi toutes les développées d'une courbe gauche sont situées sur la surlace
ds
T
Soient Cj et C, deux développées deI', 0, et 4, les valeurs correspondantes
de &: 0, et 6, sont deux fonctions de s telles que
s ds

b, = 7o diy— .

T

polaire, et on les détermine au moyen de la seule quadrature

et par suite 0, —f, =",
d'ou le théoréme suivant :

Deux normales a la courbe 1" qui restent constamment tangentes a deux
développées différentes se coupent sous un angle constant.

Inversement, il est clair que si deux nor-
males & la courbe T se coupent tout le long de
/ I' sous un angle constant et que I'une delles
P reste constamment tangente a une développée

de1, il en sera de méme de I'autre.
Considérons par exemple le cas ou la courbe
I" est plane. La surface polaire, sur laquelle

) sont tracées les développées, est un cylindre :

'VI\ 1 la section droite de ce cylindre par le plan de
la courbe est la développée plane ordinaire,

r lieu des centres de courbure |. Une autre déve-

Fig. 12. loppée quelconque (fig. 12) est telle quel’angle

PMI =4 soit constant, d'apres le théoréme
que nous venons de démontrer. Donc I'angle MPI est aussi constant; par
suite les développées d'une courbe plane sont des hélices tracées sur le
cylindre  polaire.



CHAPITRE IV

THEORIE DU CONTACT. ENVELOPPES

§|. — Définition du contact.

107. Dans tout ce chapitre nous considérerons exclusivement des courbes-
et surfaces du domaine réel. De plus ces courbes et ces surfaces seront
supposées analytiques, c'est-a-dire que, rapportées a un systéme d'axes arbi-
trairement choisis, elles pourront étre paramétrées de telle sorte que les coor-
données d'un point mobile sur I'une d'elles soient des fonctions analytiques
des paramétres.

Considérons une courbe définie par les équations

w == x(u), y = y(u), z==z{u},

Le point uy est sur cette courbe un point singulier si les dérivées ‘:;E, :ﬁg
('fé sont toutes les trois nulles en ce point, et cela quel que soit le mode de
paramétrage adopté (%).

Considérons de méme une surface X définie en coordonnées curvilignes par
les équations

r=wz(u,v), y=y,), =z )

Le point (uo, Vo) est sur cette surface un point singulier si les jacobiens
Dy, z) Dz, @) Die, y)
Dia, o)’ Diw, vy° Diu, v)
que soient les coordonnées curvilignes choisies.

Tout point non singulier d'une courbe ou d'une surface est dit ordinaire.

Nous supposerons toujours que le mode de paramétrage adopté n'introduit
pas de singularités apparentes.

sont tous trois nuls en ce point, et cela quelles

(1) Cette condition restrictive apour but d'écarter des singularités apparentes, qui tiennent
au choix du parametre. Par exemple considérons la courbe z = ¢, ¥ = t¢* du plan des xy;

les dérivées ff et ‘% sont nulles & l'origine, cependant I'origine n'est pas un point singulier,

car si I'on prend comme paramétre a =2 on aura z=wu, y = vt (?ﬁ) =1.Cf. sur ce
sujet BOULIGAND, Cours de Géométrie analytique, n°° 92 et 93. *
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Soient G et C; deux courbes quelconques, planes ou gauches, tangentes
entre elles en un point A qui est un point ordinaire sur chacune d'elles, M
et M, deux points mobiles sur G et G,, enfin set s, lesarcs AM et AM ; de ces
deux courbes que nous supposons orientées. Relativement a un systéme
d'axes Oxyz, les coordonnées X, y et z du point M sont des fonctions analy-
tiquesd'un certain parametre/, holomorphcsau voisinagedelaval eur tocorrespondant au poi

aura S — R R
e (BT T ()

L
(d!)
Les dérivées qui figurent sous le radical n'étant pas nulles toutes trois
ds
i
to, €t par suite il en est de méme de s. Inversement, / est une fonction analy-
s

tique de s, holomorphe au voisinage de s=0, puisque ( “> n'est pas nul

pour t=zty, est une fonction analytique de / holomorphe au voisinage de

(n° 147), et par suite il en est de méme des coordonnées X, //, z.

Les mémes conclusions valent bien entendu pour la courbe C;

Etablissons maintenant entre les deux courbes, au voisinage de A, une
correspondance point par point satisfaisant aux conditions suivantes :

a) quand le point M de G tend vers A, le point correspondant, M; de C,,
tend aussi vers A;

b) ladirection limite du vecteur MM, et distincte de la tangente commune
en A aux deux courbes;

C) soient

s=f{1h s, =4/

les équations qui réalisent cette correspondance : les fonctions f et f; sont des
fonctions analytiques de /, holomorphcs au voisinage de la valeur t, ou elles
sannulent. Il est clair que t; est un zéro simple pour chacune d'elles, le
point A étant un point ordinaire pour les deux courbes.

On aura alors au voisinage du point A les deux développements

_ M (!'__f )u M ({_f '}rl}i drM
M =H(L) “‘“”( dt , e m—(m-- AT (mTfr :

On dit que les courbes G et C; ont en A un contact d'ordre n si le vecteur
MM est par rapport at — to un infiniment petit d'ordre n + 1, autrement dit
sil'ona

o e, (B8 (M () (4.

(o) # (),
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Il est facile de voir qu'on exprime ainsi une propriété indépendante du
mode de paramétrage adopté, car soient

s=ofu), 8 =gl
les équations d'une correspondance satisfaisant aux conditions a), 6), c)
/, étant par hypothése une fonction analytique de s, sera aussi une fonction

analytiquede u,t= 0(u). Les vecteurs dérivés d'ordre =, %} et d;:{‘

(filti‘! ‘{g‘ {{<l @) respectivement,
ces vecteurs étant affectés de coefficients qui ne dépendent que de lafonction {
et de ses dérivées. On voit alors aisément qu'on a

d-M, d*M d M dtM
(@)= (), roresn o (), =),

ce qui montre bien que le changement de correspondance ne modifie pas
I'ordre du contact.

Soit m un plan fixe non paralléle a la tangente commune en A. On réalise
évidemment une correspondance satisfaisant
aux conditions a), 6) et c) en associant les
points M et M, telsque la droile MM reste con-
stamment paralléle au plan %. Considérons
alors une autre correspondance (M, M;) assu-
jettie seulement alacondition a). Nous aurons,
dans le triangle MM M,',

sont

des combinaisons linéaires des vecteurs

MM — smM\l M, ML ;

'»mMM M

quand M tend vers A, la droite M.M; tend vers

Fig.i3.

la tangente en A, et par suite sinMM;,M;a une
limite différente de zéro. Si donc la direction limite de MM, est distincte de
la tangente en A, MM,"' et MM, sont des infiniment petits du méme ordre;
sinon MM,;' sera un infiniment petit d'ordre inférieur a I'ordre de MM,

En résumé, les équations (1) expriment les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que le contact en A soit d'ordre n; quand elles sont vérifiées, la
distance des deux points M et M, est un infiniment petit d'ordre n+1, etil
n'existe aucune correspondance point par point pour laquelle cette distance
soit un infiniment petit d'ordre supérieur.

§11. — Contact de deux courbes planes.

198. Supposons d'abord que C et C; soient des courbes planes situées dans
un méme plan, ayant respectivement pour équations

y=fl®), y.=[lz)
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par rapport a un méme systeme d'axes rectangulaires. Soit x, I'abscisse du
point commun A; si Ton suppose que Taxe des y n'est pas paralléle a la
tangente commune, les conditions du contact d'ordre n s'écrivent

N M, /[ M ("M M
u:(-‘lu)—mt‘ru}a ((!'Jl ) kdi‘) ceay (Jﬁ) 2((_1_ )
Or le vecteur g}? a pour projections sur les axes 1 et [ ., et dune fagon

ur ) .
générale le vecteur —I—I—g a pour projections 0 et -! (p> ). Les équations

vectorielles ci-dessus s'écrivent donc
filway=flay,  file)=F{r), e @Y= )
On voit que si le contact est du premier ordre, les courbes ont méme
tangente; s'il est du second ordre, elles ont en outre méme courbure.
Observons encore que si 1'on cherche les points d'intersection des courbes G
et C; on aura a résoudre |'équation

Jx)— fle}=0.

Les conditions du contact d'ordre n expriment que cette équation admet
X =Xo comme racine d'ordre n. et réciproquement on peut prendre comme
définition du contact d'ordre n au point A |'existence de n+ 1 points d'inter-
section confondus en A.

On en déduit que les courbes se traversent en A ou ne se traversent pas
suivant que le contact est d'ordre pair ou impair. La vérification analytique
est d'ailleurs aisée; on a en effet au voisinage de A

yom g =B [ ) — £ @] (o (),

9{a,) étant fini. Quand x— x, est suffisamment petit, le second membre a le
signe de son premier terme; donc si le contact est d'ordre impair (N+1 pair),
y— Yy garde un signe constant au voisinage de A, et par suite les courbes
ne se traversent pas; si le contact est d'ordre pair, y;— y change de signe
quand x passe par la valeur x, et par suite les courbes se traversent.

Si les deux courbes étaient données par des équations de la forme

fiz, y)=0, Flz, y)=0,

on obtiendrait les conditions du contact d'ordre n au point (Xo, Yo) en calcu-
lant sur chaque courbe les valeurs des dérivées successives Y, y', ...,y(",
au moyen des réegles de dérivation des fonctions implicites, et égalant les
valeurs des dérivées correspondantes au point (Xo, Yo).

Supposons enfin que les courbes soient données par les équations

© Fiz, g) =0,
(Cu) z=f{f), y=g{f).
Posons Flr(t), g{by) =F1).

LAINE, Anal., 1. 7
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L'équation
F(f)=0
donne les arguments des points d'intersection des courbes G et C; Pour qu'il
y ait contact d'ordre n au point d'argument to, il faut et il suffit que la fonc-
tion &) sannule ainsi que ss n premieres dérivées pour t=1t,. les condi-
tions du contact d'ordre n prennent donc la forme simple
Fy=0. F()y=0, ..., FO)y=0.

199. Considérons une courbe plane C d'équation
F(x,y) =0,
et une seconde courbe plane T' dont |'équation
f(.‘l“yy;a]! Eyy v uny HN)ZU

contient n parametre» arbitraires. Cherchons s'il est possible de choisir ces
paramétres de telle sorte que les deux courbes aient au point (Xo,Yo) un
contact d'ordre p : on obtiendra p+1 relations entre les paramétres arbi-
traires. Si donc p+ 1< n, le probléme admettra en général des solutions;
en particulier si p+1 = n, la courbe obtenue est dite osculatrice a la pre-
miére au point (.Xo, Yo), La courbe I' étant ainsi déterminée, il pourraarriver
gue son contact avec la courbe C soit en réalité d'ordre supérieur a n : on
dira dans ce cas qu'il y a surosculation au point (Xo, Yo).

Considérons par exemple la droite

y=ax+h.

La droite osculatrice a la courbe C au point (Xo, o) aura en ce point un
contact du premier ordre; on aura, pour déterminer a et 6, les équations

aF oF
Yo=ux,+ b, (;—E)u - (’_’j)n =},
ce qui donne ladroite I‘ p
2F AL A
(y—uo) (,-5;)0 -+ [ — ) (—)o—»O :

m
ainsi la droite osculatrice au point (xo, Yo) est la tangente.

Sur la droite, on ay" =0; donc il ne pourray avoir surosculation qu'aux
points d'inflexion de la courbe C.

Dans le plan, I'équation générale du cercle contient trois paramétres. Donc
le cercle osculateur a une courbe C au point A(xy, Yo) aura avec cette courbe
un contact du second ordre. Soient P son centre, R son rayon, et

I'éguation de C. Faisons correspondre a tout point (s) de C un point du cercle
Osculateur, de telle sorte que le point A ait sur les deux courbes le méme
argument s. On aura au point My(s) du cercle oscul ateur

M; = P+Ru(s),
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u désignant un vecteur de longueur 1. Les conditions du contact du second
ordre s'écriront

s, () =(H). () =(22

et, comme on .
, du _ duy? du__
(H)‘:l, H.—s—og (d&) —t-u. Jga_(}
onentire 5. p 4 fdM —0 1 A—P 1/dM,
“H_'H(RE) = = w2, =0

La premiére équation exprir~ ~~ AD ~+ normgle a la courbe en A, et la
seconde, mise sous la forme My
AP. _(?ST 0 — 1’

exprime que P est le centre de courbure en A : le cercle osculatcur se confond
donc avec le cercle de courbure.

Il résulte de ce que nous avons vu plus haut que le cercle de courbure
traverse en général la courbe au point de contact; il y a exception pour les
points ou le contact est du troisieme ordre (ou d'ordre impair supérieur) : on

pourra vérifier qu'il en et ainsi, par exemple, aux quatre sommets de
I'ellipse.

§ 11 1. — Contact de deux courbes gauches.

200. Reportons-nous a la définition du contact donnée au n° 197. Les
conditions du contact du premier ordre

me=ue.  (9) =(%),

montrent ‘que deux courbes qui ont un contact du premier ordre en un point
ont méme tangente en ce point.
En gjoutant lacondition
(d*l\l
( \dit )

on obtient le contact du second ordre. Par suite deux courbes qui ont un
contact du second ordre en un point ont en ce point méme triedre de SERRET
et méme courbure.

Enfin en ajoutant la condition

(),=(

d‘l!
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on obtient le contact du troisieme ordre. Par suite deux courbes qui ont en
un point un contact du troisieme ordre ont en ce point méme triédre de
SERRET, mémecourbureet mémetorsion.

Supposons d'abord que les courbes C et C; soient définies par les équations

(©) y=[lz), z=g(%),
() y=/{x), =g (x).
Soit Xo I'abscisse d'un point d'intersection. Les conditions du contact d'ordre
n s'écriront, si 1'on suppose que le plan des yz n'est pas paralléle a la tangente
au point de contact,
fl.('ro}=f{mu}s f:{‘ru) =f’(-7-"a)s seey 1M (xo)"—"f‘_“}(mo),
g1 (@) =gz}, [FHEN] :9’(3013 coey gt = g"™{zh
Si les courbes sont données par des éguations de la forme
©) Fle,y,2)=0, - d{r, y,2)=20,
G) Flz, y,2)=0, iz, g, 2)=0,
on calculera les dérivées successives y™ Z" en appliquant les régles relatives
a la dérivation des fonctions implicites. Les conditions du contact d'ordre n
sen déduisent immédiatement.
On pourrait procéder de la méme fagon dans le cas ou les courbes sont
données par des équations de la forme
(©) F (e, y,2) =0, F, (e, y, ) =0,
(C) e=flf), y=gl), =h().
Mais, dans ce dernier cas, les équations de condition du contact d'ordre n
prennent une forme plus symétrique si |'on introduit, comme plus haut, les

fonctions
#,(H="F,[(1), g (1), A1),
Fy=F,f(1). g1, (4}
On obtient alors les 2r 4+ 2 équations de condition sous la forme
Fi(l)=0, F({)=0, ..., FHy=0, (F=19).

201. Considérons une premiére courbe C; entiérement déterminée
F(x, y,2)=0, o (x, g,2)=0,
et une seconde courbe C, dont les équations contiennent 2n + 2 paramétres
arbitraires a, B, ..., /,
Foz,y,z:a,b, ..., =0, ~ bz, y,2;a, b ..., =0
On pourra en général disposer de ces 2n + 2 paramétres de telle sorte que
la courbe C, ait au point (Xo, Yo, Zo) un contact d'ordre n avec C,, puisque les

équations de condition sont au nombre de 2n + 2. On dit dans ce cas que la
courbe C, est osculatrice a C; au point (Xo, Yo, Zo)-
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Par exemple les équations d'une droite contiennent, quatre paramétres
arbitraires : la droite osculatrice en un point A d'une courbe C aura donc en
A un contact du premier ordre avec G; elle se confond par suite avec la
tangente en A.

Les équations d'un cercle contiennent six parameétres arbitraires : le cercle
osculateur en un point A d'une courbe C aura donc en A un contact du second
ordre avec G. Il est clair que ce cercle est tangent 2 C au point A et qu'il est
dans le plan osculateur a la courbe en ce point. Il suffit alors de répéter
exactement le raisonnement que nous avons fait dans le cas ou la courbe G
est plane pour vérifier I'identité du cercle osculateur et du cercle de courbure.

8 |V. — Contact d'une courbe et d'une surface.

202. Considérons une surface S et une courbe I'. Si au point A supposé
ordinaire sur S et sur T, la courbe et la surface ont n+ 1 points d'intersec-
tion confondus, on dit qu'elles ont en A un contact d'ordre n.

Supposons que la surface S soit définie par I'équation

F(x,y,2=0,
et la courbe r par les équations
z={(h, y=g(l) z="Hh(1).

F(f(8 g (1), MD]=2(8).
Les conditions du contact d'ordre n au point t, S'écrivent
F(t,) =0, F{t,)=0, Cees Ful)=0.

La premiére égquation exprime évidemment que le point A(to) est situé sur
la surface, et la seconde que la tangente en A a T est dans le plan tangent & S
enA.

Les conditions du contact d'ordre n s'exprimant au moyen de n+1 équa
tions, on pourra, si I'équation de la surface comprend n+1 paramétres arbi-
traires, choisir ces paramétres de telle sorte que la courbe et la surface aient,
en un point donné, un contact d'ordre n : on dit alors que la surface est oscula-
trice a la courbe au point donné.

L'équation du plan

Posons

AX+BY+CZ+D=0

dépend de trois paramétres arbitraires, les rapports de trois des coefficients
au quatrieme. On pourra donc les déterminer de telle sorte que le plan ait au
point M(t) un contact du second ordre avec la courbe

z=f{), y:lg(I], z=h(l).
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Az +By +Cz + D=0,
Ax" 4+ By + Cz =0,
Ax"+ By' + G =0.

Il suffira pour cela qu

,, . X—2 Y-—y . 2~—:2
L'équation du plar & y £ {=0.

wh‘ ynf z"

On retrouve bien le plan que nous avions appelé plan osculateur.

Pour que le contact fiit du traiciama nrdra il fodrait qu'on et en outre
g Az + By” + Cz¥=0; q

on dit dans ce cas qu'il y a surosculation, ou encore que le plan osculateur
est stationnaire.
L'équation de la sphére
dépend de quatre parameires,, la,spherg oscukatrice_en, un point A d'une
e Mg e T ;

courbe G aura donc’avec cette be dn cohtact du troisieme ordre en ce point.

Prenons comme origine le ~7=-7 © 7= '~ —here osculatrice; son éguation
sécrira (M) =" =0.
Soit d'autre part M=M(s

I'équation de la courbe G. On obtiendra les conditions d'osculation en écrivant
que I'équation

. [M{s)]*—?=0 :
a une racine quadruple au point A. On aura donc en ce point de la courbe,
avec les notations usuelles,

_ 7] _ dit_
M.i=0, H.ﬁ-}-l_{), M.a?_

On voit d'abord que le vecteur OM est normal en A & la courbe; on peut
donc poser

0.

M—=un+vb,

u et v désignant des scalaires a déterminer. Si I'on porte celte valeur de M
dans les deux derniéres équations et qu'on y remplace en outre

dt n ot 1/t b n dR
&R EIFP”“'R(R‘"'T)_E*HE
on aura, toutes réductions faites,

_dR
R:--—R, U—Tm‘-
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L'équation HO:Rn—T%?b

montre alors que le centre de la sphére osculatrice est sur la droite polaire,
et que son rayon g est donné par laformule

=R T’(%)‘-

On pourra, a titre d'exercice, établir les propriétés suivantes :

1° Le lieu du centre de la sphéere osculatrice a une courbe C et I'aréte de
rebroussement de la surface polaire (n° 196).

2° Si la surface polaire est un cone, la courbe G est une courbe sphérique.

3° Si la sphére osculatrice a un rayon constant, la courbe C est une ligne
a courbure constante ou une courbe sphérique.

§ V. — Enveloppes.

203. Rappelons d'abord les résultats connus relatifs a I'enveloppe de la

famille de courbes planes a un parametre
fle, y; a)=0.

Si cette enveloppe existe, on obtiendra son équation en éliminant a entre

les équations
f(x,y; a)=0, ;‘—f::l)l‘)-

Quand I'élimination est impossible, il n'y a pas d'enveloppe; supposons-la

possible et soit

Rz, #)=0
I'équation obtenue. Cette équation représente une courbe qui est soit I'enve-
loppe de la famille, soit un lieu de points singuliers des courbes de la famille,
ou encore qui se décompose en deux courbes dont |'une est I'enveloppe et
I'autre un lieu de points singuliers.

Les points ou chague courbe de la famille est coupée par la courbe infini-
ment voisine sont les points ou la courbe considérée touche |'enveloppe (points
caractéristiques).

Si I'on a a chercher I'enveloppe de la famille

Flx, y; a, )=0,
ou a et b sont deux paramétres satisfaisant a la relation
ola, by=0,

(1) Cet énoncé suppose essentiellement lacontinuité de :—: Si le long d'une courbe I' du

plan xOy, ,—{ devient infinie, le plan tanpent a la surface représentée dans le systéme d'axes

Oxya par |'équation f(x, y; a)=0 est paralléle a I'axe Oa en chaque point de la surface
qui se projette sur ' : cette courbe joue donc le réle d'un contour apparent, ou, ce qui revient

au méme, d'une enveloppe, bien que ne vérifiant pas |'éguation :£= 0 (cf., BOULIGAND, Géo-
métrie analytique, p. 238).
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on I'obtiendra en éliminant a et b entre les équations
DF, 9)__
F=0 ¢=0  pgp=

APPLICATION. — On considére la famille de paraboles

y= a:c!-+-b:c+{’_,

ou a et b sont des paramétres variables. Quelle relation faut-il établir entre a et b pour
que l'enveloppe de la famille a un paramétre ainsi obtenue ait un contact du second ordre
avec chaque enveloppée?

L'enveloppe est définie par les équations
2
y—_—-a:c3+bx+%-, 0-*:\:"+(x+b)db
c'est-a-dire que la seconde équation, ou I'on remplace b par son expression en fonction
de a, détermine a en fonction de x, et, en reportant cette valeur dans la premiéere
équation, on aura |'éguation de I'enveloppe.
On aura par suite, en chaque point de I'enveloppe,

by dbida
y—2ax+b+[z’+( )da iz == Qax -+ b,
puis
db da
Y= 2a+(2 +qlaz

Sur chaque enveloppée on a d'ailleurs
¥ =%2ax+b, ¥’ = 2a.
Les conditions du contact du second ordre se réduisent donc a |'équation

(2 +db g‘; 0.

Sl da eta|t nul, b, qui est fonction de a seulement, serait indépendant de x, etl'on
ne pourralt avoir identiquement

s (z+ B <0,
il reste donc
db
2.7.‘-|-aa—0,

ou, en portant cette valeur dans I'équation précédente,
db db
(" ~3) ="
Si I'on prend ;.2-:0, la famille correspondante n'a pas d'enveloppe proprement
. . b
dite : elle se compose de gt paraboles tangentes entre elles au point (0, 'g')‘

Soit maintenant. b — gg =0, ou
b=2%he;
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a chague valeur de » correspond une famille de paraboles
' 2

y=ax*+ Lhemx + z g,
dont I'enveloppe est définie par les équations paramétriques

2= — Xen, y=e ()Lga -+ i ‘"’_‘24)\2)‘

A chaque valeur de a correspondent un point de I'enveloppe et une parabole de la
famille qui a un contact du second ordre avec |'envel oppe en ce point.

204. Passons maintenant aux enveloppes de courbes gauches. L'équation
vectorielle

@ M=M({; a),

ou t est une variable et a une constante arbitraire, définit pour chague
valeur de a une courbe de I'espace a trois dimensions, et I'ensemble de ces
courbes forme une surface. Nous allons montrer que, du moins en général,
ces courbes n'ont pas d'enveloppe, c'est-a-dire qu'on ne pourra en général
trouver de courbes E a laquelle soient tangentes les courbes (2).

Remarquons d'abord que nous avons déja étudié une question analogue
dans le cas ou les courbes (2) sont des droites : ces droites engendrent une
surlace réglée, et, en général, elles ne restent pas tangentes a une courbe, sauf
le cas ou la surface réglée est développable.

Supposons donc que les courbes.(2) aient une enveloppe E. A chaque
valeur a du paramétre correspondront :

1° une courbe de lafamille, C;

2° un point P ou C szra tangente a E.

On peut donc prendre I'équation vectorielle de E sous la forme

P=P(a),
et, puisque sur chaque courbe G il existe un point P, il existera aussi une
fonction ¢ = ¢{a} telle que I'on ait
M[y(a); e] = P{a).

La tangente a G au point P(a) est dirigée suivant le vecteur %‘ out et

remplacé par (p(a) ; latangente a E au méme point est dirigée suivant le vecteur

dP M, M
da =5rY @ +3g
Pour que les deux courbes soient tangentes en P, il faut donc et il suffit
que I'on ait, en désignant par & un scalaire convenablement choisi,

M- M
® P AT
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Soient, en coordonnées cartésiennes,
e=wx(t;a), p=plia), z=z(;a)
les équations de la famille de courbes. Larelation (3) s'écrit

(4) E:_Bm_gﬂ_gﬂ_az_i\z

22 21 TTxa T2 Mol
On a ainsi deux équations pour déterminer la fonction inconnue t=%(a)

qui fera connaitre |'enveloppe : on voit donc qu'en général le probléme na pas
de solution.

Si les équations de la famille sont prises sous la forme
(5) F(z, ¢, 2; a) =0, Gz, y, £; a) =0,

on peut poser x= t et considérer que ces équations définissent y et z en fonc-
tion det et a. On aura donc

al"n_;;+aFaz ] aGay aGaz+nG_0
(©) ra o dzda a7 ayda ' dzaa o da

e

a - .
et, comme =— ==0, les éguations (4) donnent

i54!:0, a—z=0,

et i

et par suite, d'apres (6),
:'-Fzﬂ, ﬁ:ﬁ.
an Rl

On aainsi en définitive quatre équations, (5) et (7), pour déterminer les trois
fonctions x(a), y(a) et z(@) qui définissent |'enveloppe.

APPLICATION. — Déterminer In fonction U du paramétre u de fagon que la famille de
courbesgauches

. ui
(8) _‘r_—ﬁi *—:_?ﬂu —_-u_,_._..__ ai = a
="ygxar YTTxa “U%a

ait d'unefacon effective une courbe envel oppe.
(Bordeaux, épreuvethéorique.)
Les équations (4) sécrivent ici, quand on SUppose U + a == 0,

1 L) P ”
%24_2“(”_“”,}_!_]],#& u+a(uU 1—-3 U’) U4l B T
i+ 1 -

u? =—daj"
§U+u

On auralacondition de compatibilitéen éliminant a. 11 reste
e —ulr =0, dol U=#kat
208. Soit
9) M=M{u, v; a)
I'équation d'une surface S dépendant d'un parameétre a.
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L'éguation
(10) M, =M[u, v; 4(u, v)],
ou ¢ est une fonction bien déterminée de u et v, représente une certaine sur-

face X, et toute relation entre u et v définit une courbe sur S et une courbe
sur X. Enparticulier, larelation

(i, v)=a
définit évidemment lacourbe d'intersection ' de S et Z.
Cherchons s'il est possible de déterminer lafonction % de telle sorte que les
plans tangents a S et ¥ coincident eu tout point de 1.
Le plan tangent a S au point M a pour équation (n° 190)

M, "M .
MP. (m A TE) =u;

le plan tangent a ¥ au point M, a de méme pour équation
MP. [( M+°H“—c¢) A (\M+\M1<p )] =0,

bR dpdu P o

Pour que ces plans coincident en un point de I, il faut et il suffit que les
vecteurs
oM, M nlﬂj My
N e (m pau (w+'3";a_v)
soient parall€les, ou encore que les vecteurs
M \M M M . M Mo

o D! T apaou’ a0 g ow

soient perpendiculaires & une méme direction, ou enfin que les vecteurs
2% %, ‘%—E soient coplanaires, et comme en tout pointde I' onas=u. la
condition cherchée s'écrit finalement

(ii) (f?_‘ . is!):o.

i ‘L' ad

En résumé, I'équation (9) définit une famille de surfaces S aun paramétre a ;
ces surfaces ont pour enveloppe une surface % dont on obtient I'équation en
remplacant dans I'équation (10) a par sa valeur en fonction de u et v tirée
de (11).

Chaque surface S déterminée est tangente a ¥ le long d'une courbe I,
appelée caractéristique, qui est définie sur S et sur T par I'équation (11) ou
Ton a donné au paramétre a la valeur correspondant a S.

En coordonnées cartésiennes, soient

wc=wx(u, v; a},» y=ylu, v;a), z==z{u, v; a}
les équations paramétriques des surfaces S; on aura les équations de £ en



108 GEOMETRE INAINITESMALE

remplacant a dans les trois équations ci-dessus par savaleur tirée del'équation

L il LR F
hY R4 a

ooy
(12) oo a =0.

2z 2z az

aut -T2 ] ¢ |

A toute valeur de a correspondent d'une part une surface S, d'autre part
une courbe de S, définie par I'équation (12), qui est précisément la caractéris-
tique.

On en déduit que, si I'équation de la famille de surfaces est prise sous la
forme

F (xy, z a=0
on aural'éguation de I'enveloppe en éliminant a entre les équations
F(z, y, z; a}=0, %g:t’),

résultat déja établi dans le cours de Mathématiques générales. Ces deux équa-
tions étant éguivalentes au systeme
F(z, y, z; @)==0, F{(z, g, z; e +da)=0,

on voit que la caractéristique de la surface S est la courbe d'intersection de S
et delasurface infiniment voisine.

Notons enfin qu'on peut avoir a considérer, dans une famille de surfaces a
deux paramétres,

F{x, y, z; q, b)=0,
I'enveloppe d'une famille a un paramétre obtenue en établissant entre a et b
une relation
o{a, b}=0.

On peut considérer que cette relation définit b, par exemple, comme fonction
de a; on aura I'enveloppe au moyen des équations

oF  oF db b db

F=0, +wbda =1, §—=0, wbﬂ_‘“o
ou encore, en éliminant a et b entre les troiséquatlons,
F=0, 5 =0, D(F, 6 =0.
(a,
REMARQUE. — Des conclusions du n° 204 il suit que les caractéristiques

d'une famille de surfaces a un paramétre ont une enveloppe. En effet les
quatre éguations (5) et (7) se réduisent ici aux trois égquations
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ces équations sont en général compatibles en x, y et z, et elles définissent
I'enveloppe des caractéristiques.
Appliquons ceci alafamille de plans

(13) Ae+By+ Cz+D=0
ou A, B, C et D sont des fonctions données d'un paramétre t. La caractéris-
tique, définie par les équations (13) et

(14) Az+By+Cz+D'=0,
est une droite; la surface enveloppe est donc réglée, et comme les caractéris-
tiques ont ellessmémes une enveloppe, cette surface réglée est développable.
L'aréte de rebroussement de cette développable sera définie par les équations
(13), (14) et

. Ap+Byg+Cz+D"=0.

Inversement, soit

M = M(s)

I'équation d'une courbe G. Le plan osculateur en M a pour équation, avec
les notations usuelles,

(15) b.MP =0

L'ensemble des plans osculateurs a la courbe G forme une famille a un
paramétre; pour avoir la caractéristique, observons que I'égquation (15) peut

sécrire

b.(P—-M)=0;
on aura donc, en tout point P de la caractéristique,
dhb dM
b.{P—M)=0, E'E'(P_m_b'??—"’
ou, puisque %:%, b.%:o,

bh.MP=0, n.MP=U,
ce qui montre que la caractéristique n'est autre que la tangente(*). Toute
courbe G est donc I'aréte de rebroussement de la développable enveloppée par
s plans osculateurs.

206. Il nous reste a dire quelques mots des familles de courbes ou de

surfaces a deux parameétres.

Considérons d'abord une famille de courbes C

(16) M=M(/; e 5),
adeux paramétres a et p : une telle famille prend le nom de congruence. Nous
étudierons plus tard en détail les congruences de droites. Bornons-nous pour
I'instant @ montrer que les courbes définies par |'équation (16) sont tangentes
a une surface qui est appelée la surface focale de la congruence.

() On pourra de méme vérifier que la caractéristique du plan normal et la droite polaire,
et que cette droite touche son enveloppe au centre de la sphére osculatrice.
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L'équation _

M, =M [s(a, B); 2,

définit, en coordonnéescurvilignes {w, B}, une surface £. A chaque couple de
valeurs de « et B correspondent ainsi :

1° un point M; de ¥;

2° une courbe C passant par M,, puisque pour t =g (%, ) on aM = M,

Cherchons si I'on peut déterminer lafonction s de telle sorte que lacourbe C
soit tangente enM; a . Le plan tangent en M; a & a pour équation

(MIP g§n_-;__|_al[ aM§9+aM):O;

T e 2 M7 W
la tangente en M, a C et dirigée suivant le vecteur ‘%’; pour qu'elle soit dans
le plan tangent & ¥, il faut et il suffit quel'on ait
M Mo oM M My
G S mri S +e) =0
ou, apréssimplification et remplacement de ¢ par t,
(aM M .\M)=0;

oW R
telle est I'équation qui définit la fonction I —= g(a, 8}.
En coordonnées cartésiennes, soient

r=ux(l a, §). gyl =, B, z=z(I; a, B)
les équations de la congruence. On aura les équations paramétriques de la

surface focale en remplacant dans les équations ci-dessus t par sa valeur en
fonctionde aet fi tirée de |'équation

@ g M

2 b3 N

@ oy | _g
P .
@ oy 2

% % %

Si les éguations de la congruénce sont données sous la forme
F(a, y;zi‘*) p)=09 Glz,y.zi 2, ﬁ)zo'

on déduit sans peine de ce qui précéde que les éguations paramétriques de la
surface focale s'obtiennent par résolution du systéme
D(F, G)

{a, )
Considérons, en second lieu une famille de surfaces S a deux paramétres
(17) M=Miu, v; o, )

F=0, G=0, =10.
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L'équation

(18) M, =M{0{a, §), 4(a, §): =, §]
définit, en coordonnées curvilignes {=«, 8), une surface £A chaque couple de
valeurs de {x, ) correspondent alors :

1° un point M; de ¥;

2° une surface S passant par M.

Cherchons si Ton peut déterminer les fonctions o et ¢ de telle sorte que la
surface S soit tangente en M; a la surface .

Soit N un vecteur normal en My a S; pour qu'il soit auss normal en M,
ax, il faut que I'on ait

MMM oMy oM M
(.m at ax n')_o ou  N..>=0,
M» My M . S
N. (‘u s o N3 o
‘M M oM
Les vecteurs < d0|vent donc étre coplanaires aux vecteurs T oo

ce qui donne Ies condmons

/M M M
(19)5(?;'3“ v)=0

(28,32, )

Inversement, s'il existe des fonctions
u=0{=, B}, r=qg{x, )

satisfaisant aux équations (19), I'équation (18) représentera en général (%) une
surface ¥ tangente a toutes les surfaces S représentées par |'équation (17).
Nous verrons tout a I'heure que cette surface ¥ peut ne pas constituer une
enveloppe au sens ordinaire.

Supposons en particulier que les surfaces S soient définies par une équation
cartésienne

Fla, y,2; o, B)y=0.
On déduit sans peine de ce qui précede que I'enveloppe %, si elle existe,
doit satisfaire aux trois équations

(20) ¥=0, BF:O, o

Dot P =0

Chague surface de la famille est alors tangente a I'enveloppe en un ou
plusieurs points caractéristiques, qu'on obtient en résolvant le systeme (20)
par rapportaax,y, z

® Exceptionnellement il pourra arriver que cette équation représente une courbe ou
mome un point.
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Inversement, on démontre que |'élimination de « et f entre les éguations (20)
conduit soit a une surface T tangente a toutes les surfaces de la famille, soit
a un lieu de points singuliers de ces surfaces. Il faut d'ailleurs observer (%)
que, si la surface = existe, il pourra arriver, dans certains cas singuliers, que
toutes les surfaces enveloppées soient tangentes a ¥ en un ou plusieurs points
fixes, ou tout le long d'une courbe déterminée, la méme pour toutes les
surfaces de la famille. Par exemple si Ton applique cette méthode aux
cylindres

(20) azx?+Br—afp—z=0,
on trouve pour surface X lecylindre
at—z=0.

Chacun des st cylindres correspondant & g=«* et tangent & T le long de
la génératrice commune
o=, r==a¥;

mais un cylindre de la famille, choisi arbitrairement, ne sera tangenta £ que
le long de la génératrice commune a I'infini. 11 est clair qu'en pareil cas la
surface X ne peut étre considérée comme une enveloppe proprement dite; on
peut en effet, il est facile de sen assurer, établir entre « et § une relation
telle que la famille des paraboles (21) du plan xOz ait pour enveloppe une
courbe I' choisie arbitrairement dans e plan; il suffirad'imposer aI*la condi-
tion d'étre tangente aux paraboles en leur point commun al'infini pour que le
cylindre de sectiondroite 1" possede les mémes propriétés que X relativement
aux cylindres (21).

207. Terminons ce chapitre par deux applications simples.

|.— Lieudes f(()?/ers et enveloppe des directrices des paraboles qui ont en un point
donnéun contact du second ordreavec une cour be donnée.

Prenons comme origine des axes le point donné, et comme axe des x la tangente
en 0 a la courbe donnée, d'équation y=f(x). On aura donc

FQ=0, fO)=0,  fro)=1,

p désignant une constante convenablement choisie.
L'équation des parahnles tannentes en 0 & Ox natt Séerire
Fiz, yl s (zcosyp 4 ysing} + 2ay==0.
Posons N Flz, f{x}] = #1=).
Les conditions du contact du second ordre sécrivent
FOy=0, FOj=0, F(0)=0.
Les deux premiéres sont rédlisées dellessmémes, et la derniére donne a == - p cos?y.
On aura aors pour I'éguation des paraboles
Flz, y)==(z cosp+ ysing)? — 2uy costp=

2 .
(.1: — Esin{p coscp) + (y -g gos'-'q:)s — (:rsinqo — ycosy -—% cos(p)sn._“o.

(Y E. GAU, Bulletin des Sciences mathématiques, tome L, octobre 1926,
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Le foyer (k. ) a donc pour coordonnées
E=§simpcos:p, n=§cosizp;

on en déduit
£ -2 —gr. =0,

équation qui montre que le lieu des foyers est une circonférence tangente en 0 & Ox.
L'équation des directrices

xsincp—ycos¢—§cosqo=0

montreimmédiatement quetoutescesdroitespassent par | epointf i (0,-—-;) ; Clest

aquoi se réduit leur enveloppe.
I’ — On considére un plan variable P donl I'équation en coordonnées rectangulaires

est
1808z 4y — Guz — 3ur =10,

u désignant un paramétre arbitraire. Montrer que |'aréte de rebroussement de la déve-
loppable enveloppe du plan P est une hélice. Trouver les trajectoires orthogonales des
génératrices de celte développable, et reconnaitre qu'elles sont situées dans des plans
normaux aux génératrices du cylindre dont I'hélice précédente est une géodésique.
[Caen, épreuve écrite.)
L'aréte de rebroussement est définie par les éguations

18uler 4~y — bur — 3Jut—=0,
(22) 3ouz — 6z — 12t =0,
36z -~ 36ut =0,
d'ou I'on tire
T =u?, ¥= "0t == 4ud,
Soit s I'arc de la courbe; on a
dx 1 dy  18u? dz _ bu

&5~ T4 48’ s 118w ds = T 18w’
On en conclut que la tangente fait un anglel-? avec la droite de cosinus directeurs

%_z: —’5, (D . la courbe est donc une hélice, géodésique d'un cylindre a génératrices
hgrlzogt'ale (n° 188).

Soient (dx, dy, dz) et (8=, 8y, 8z} deux déplacements infiniment petits sur |a déve-
loppable, dirigés I'un suivant une génératrice rectiligne, |'autre suivant une trajec-
toire orthogonale de ces génératrices, les deux déplacements ayant une origine com-
mune. On aura

(3)

~de8x4-dy8y-+-dz8:=0,
183z + Sy—obudz—=0,

la deuxiéme équation exprimant que le déplacement (8zx, &¥, 82) se fait dans le plan
tangent P. Les génératrices rectilignes, définies par les deux premiéres équations (22),
étant tangentes a I'aréte de rebroussement, on aura

ga:-a: dy mdz-‘
YIRS Ga’

LAINE, Anal., 11. 8
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les éguations (23) donnent donc
Sz 4 18utly 4+ 6udz =0,
1826 + Sy —6adz=0,
d'ou
dz+8y=10, x -+ y = Conslante.
Les trajectoires orthogonales cherchées sont les intersections de la développable et
des plans
x + y = Conslante.
Ces plans sont normaux a la droite de cosinusd i r e '(-%, —%—, 0), c'est-a-dire
U
aux génératrices du cylindre.



CHAPITRE V

ETUDE DES SURFACES EN COORDONNEES CURVILIGNES

8 |. — Longueurs et aires.

208. Nous allons, dans ce paragraphe, rappeler, en les complétant, les
notations et résultats du n° 85.
Une surface S est définie paramétriquement par les équations

x=z{a, v), gy =y, v, z=1z{u, v,
que nous écrirons sous la forme d'une seule équation vectorielle
M=Miu, v).

On donne aux parametres u et v le nom de coordonnées curvilignes, ou
coordonnées de GAUSS.
Le plan tangent au point (x, y,2) a pour équation
AX—x)+ B(Y — )+ G{Z — 1) =0,
ouTona

__Diy, z) Dz, &) . __Dix,y)
A—m' B=00) L_D(u:fj'

Le vecteur - A — donne donc la direction de lanormaleen M ala surface.
Nous poserons

M M oM, oM
ha’ U E‘H ay
N=—= -
(h) \/( AN M\ AT E B G
IRARTY.

le vecteur N est un vecteur de longueur 1, dirigé suivant la normale, et tel
que le triedre
oM M

- N
T av’

soit direct. Les cosinus directeurs de N sont évidemment

A B C
Wi BTe JArEae JRibic
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Toute relation entre u et v définit une courbe de la surface. En particulier,
les courbes u = C*® et y = C'° sont appelées courbes coordonnées.
Sur toute courbe de S, on a

M M
dﬂza—adu~+~ wdv,
d'ou
dst = Edu® 4 2Fdude + Gdo?,
avec -
__ M2 _M M __oM\?
(2). e=(5). F=ii e=(G)
et

A+ B+ CO=EG— T

Si I'on appelle 6 I'angle sous lequel se coupent en M les deux lignes coor-
données, on a (n° 85)
1‘1
cosfi—= 4~ ——.
TYEG

Quand la surface S est définie par |'équation

on peut prendre x=M, y=u, et l'on a
E=1‘-+-}.J', F=pq, G=1+¢*,

p et g désignant comme habituellement %f et M.
e My
Rappelons encore (n° 86) que I'élément d'aire de sur la surface S a pour

expression
de = JEG — Fidudy.
Outre les six coefficients déa connus,
A, B, C, E, F, G,
on _ut_i lise dans la théorie des surfaces trois autres coefficients que nous allons
ldEfSI[]JIrr.toute courbe de la surface, u et v sont fonctions d'un parameétre t, et
‘ona

M M
dM = ':{-'u-du =+ ﬁdv,
»M »M MM

M =18 dr 2 2 gugo 4 T +%d*u+%‘d-n,

A0

les différentielles étant prises par rapport a t. On en tire, en posant

hid .. S M r M
NsE=E, BFagm=F  N5E=G,

N-d"M = — dN.d¥ = E'du? + 2F'dudy -+ G'do,
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et par suite, puisque
M oM
__ o avv
VEG—F?
(28,20, 2y (48,2 M) M M
E= e Fr— e ruap du’ yo ' v
T JEG T T JEGITE VvEG—T¢
Les expressions Edu? 4+ 2Fdude 4 Gdo® et E'du? - 2F'dude + 'de? sont
appelées les deux formes quadratiques fondamentales de la surface.

(ol[ M n*h‘.[)
G’:

81| .— Théoréme de Meusnier. — Indicatrice.

209. Nous allons maintenant étudier la courbure des lignes tracées sur la
surface S. Soient T une telle courbe, s son arc; lelong de T", a et v sont des
fonctionsdes, et Ton a

. d*M_ E'du’ + 21"dude + G'do?
dst T Edwf + 2¥dudo+ Gdo?

D'autre part si Ton désigne par R le rayon de courburede 1' en M, et par 0
I'anglede N et delanormale principal e positive, on aura

N dM__N-n__cosd
dst T TR T I

On en déduit
cost __ E'du®+ 2F'dudv + G'dv?
3 R = Edw FoFdudo + Gdo® '

formule d'ou nous allons tirer d'importantes conséquences.

Soient M un point de S, Il le plan tangent en M, P un plan passant par M
et distinct de n, & l'intersection des plans P et || . Toutes les courbes de la
surface qui passent en M et ont en ce point le plan P pour plan osculateur
ont aussi pour tangente commune ladroite &, et par suite admettent la méme

normale principale. Donc pour toutes ces courbes I'angle O et le rapport 555

ont, au point M, la méme valeur; il résulte de la formule (3) qu'elles ont
aussi méme rayon de courbure, car la valeur du second membre de cette

formule au point M ne dépend que du rapport da’lfl,- En particulier toutes ces

courbes auront méme rayon de courbure que l'intersection de la surface S
et du plan P. Nous sommes ainsi ramenés a étudier la courbure des sections
planes de la surface.

Considérons les sections planes de la surface ayant méme tangente MT au

point M ; pour toutes ces courbes la formule (3) montre que le rapport E%?E
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conserve la méme valeur. En particulier pour la section normale, c'est-a-dire
la section par le plan TMN, on a =0 ou === suivant que MN est
dirigé vers le centre de courbure O,
de la section ou en sens contraire;
si donc on désigna par ¢ la valeur
\ algébrique du segment M3, compté
A positivement dans le sens MN, le

\ rapport 5‘};—9 seraégal, pour la section

0,

normale, é‘-:-, et par suite il sera

T« M . | .
oo éga & = pour toutes les sections
Fig. 14, g

planes considérées.

On aura donc la relation

cosd 1
" =3
dou R =pcoss,

Soit alors 0 le centre de courbure de la section oblique faite par le plan TM P
(fig. 14); la formule ci-dessus exprime que le point O est la projection du
point Oy sur le plan de la section. Nous obtenons donc le théoréme suivant du
a MEUSNIER :

Le centre de courbure d'une section oblique est la projection orthogonale,
sur le plan de la section, du centre de courbure de la section normale qui a
méme tangente.

210. Il ne nous reste donc plus qu'a étudier la courbure des sections
normales. Nous suivrons pour cela les
variations de la grandeur algébrique p
précédemment définie, qui renseigne a la
fois sur la courbure d'une section normale
et sur la position de son centre de courbure
par rapport a la surface.

Menons dans le plan tangent les tangentes
MT, et MT, aux courbes coordonnées

] Cte’ U= Cte,
dirigées respectivement dans le sens des

Fig. 15. vecteurs ‘-‘1‘: et %?J—! Soient MT la tangente

a la section normale 1" considérée, Mt; Mt, et Mt des vecteurs de longueur
1 portés par les demi-droites MTy, MT, et MT; on aura, & etw désignant
des scalaires a déterminer,

t=1i,+ pt,
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D'ailleurs, sur I', u et v sont des fonctions de l'arc s, et I'on a

f= oM __ M du \Hdu
=T T uds T ds

1 ‘M 1M
t = { o= ——
JE v TG’
d'ou t—-v’Edut -r-\(,?t,,.
et par suite }‘:‘IEJ_:’ 1":‘(6'&5'

Ceci posé, a chague direction de tangenle MT correspond une section
normale, celle qui est déterminée par le plan NM T. Pour suivre lavariation
de la courbure quand le plan sécant tourne autour de M N, prenons sur MT
un point | (fig. 15) tel que

Mlz\fﬁt;
le point | et réel ou imaginaire suivant que p est positif ou négatif. Soient
(£, 4) les coordonnées de | par rapport aux axes (obliques en général) MT,

et MT, du plan tangent; on a

@ E=ive=1p \“’-du n—uv'p_.*g’pv’(;%i:

On a d'autre part, d'apres (3),
E'du“ 4+ 2F du do+ G'dv"
©)
du __du

ds?
Ellmlnons-?— et 4 entre les équations (4) et (5); on aura |'équation du lieu

o N-'-

de | sous la forme

. Fo, G
_P;E 1 JEUCQ-} G"I =%

Cest I'équation d'une conique de centre M; on |'appelle indicatrice de la
surface au point M. Le genre de l'indicatrice est donné par le signe du
- EG
discriminant TRGT
Si F*—E'G' <0, l'indicatrice et une ellipse. Le second membre de la
formule (3) conserve alors un signe constant quelle que soit la valeur du

rapport . On en déduit que toutes les sections normales par des plans

passant par MN tournent leur concavité du méme coté du plan tangent :
dit alors qu'au point M la surface S est convexe.

Si I —E'G >0, I'indicatrice et une hyperbole. Les sections normales
tournent leur concavité tantdt dans un sens et tant6t dans I'autre. On dit que
la surface S est, au point M, a courbures opposées.
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Enfin s F? — E'G' =0, I'indicatrice est du genre parabole : elle se décom-
pose en deux droites paralléles symétriques par rapport a I'origine. On dit
que le point M est un point parabolique de la surface.

211. Nous supposerons dans ce qui suit que l'indicatrice est une conique
a centre non décomposée (F'> — E'G' £ 0).

Dans une telle conique le carré du rayon vecteur issu du centre est maximum
ou minimum quand le rayon vecteur est dirigé suivant les axes de la conique:
cela est évident pour I'ellipse, et facile a vérifier pour I'hyperbole. 1l en
résulte que le rayon de courbure est maximum ou minimum pour les sections
normales suivant les axes de l'indicatrice : on les appelle sections normales
principales, et on donne aux rayons et centres de courbure correspondants
les noms de rayons et centres de courbure principaux de la surface au
pointM.

Nous allons déterminer les directions des axes de I'indicatrice (directions
principales) et les rayons de courbure principaux. Pour cela partons de la
formule

1_ E'dul - 2F'dude + G'dr?
¢ Edu® 4 32Fdudo+- Gdo?”

que nous écrirons

(6) (e E'— Eydu® + 2{p V" — Fydudv 4 (p G’ — G) dv? =0.

du , fait
correspondre deux directions dans le plan tangent; il n'y a exceptlon que
quand on donne & ¢ sa valeur maximum ou minimum, qui correspond aux
directions principales, puisque p est égal au carré du rayon vecteur issu du
centre : alors I'équation (6) doit avoir une racine double. On obtiendra donc
les rayons de courbure principaux en écrivant que I'éguation (6) a une racine

A toute valeur de ; cette équation, qui est du second degré en —-

dit. :
double en g+ Cequi donne
@ (pF —Fp —(E —-E)(pG'—G)==0,
Cette équation est bien du second degre car le coefficient de ¢* est
F: —E'G', quantité que nous avons supposée différente de zéro. D' autre part,

d'apres la signification géométrique de p, elle a toujours des racines réelles :
on le vérifie algébriqguement en remarquant que le premier membre de

I"équation (7) est positif pour p= E:— et négatif pour p= 0.

Cherchons maintenant les directions principales. P o s %"5_1 il faut

trouver les valeurs de & pour lesquelles I'expression

EM£2F 4+ G
EV L 2FY -G
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est maximum ou minimum. En annulant |a dérivée, on a
(Ex+F){(Fx+G)—(Fa+GYEN+-F1=0,

dar

Ou encore, en TeM | Edu +Fdv  Fdu + Gdv
® Edu-+Ydv Fdat-Gdo |~
Telle est I'équation qui définit les directions principales de la surface au
point (M, V). D'apres leur signification géométrique, les racines de I'équa-
tion (8) sont toujours réelles : on le vérifie algébriquement en remarquant que
le premier membre del'équation en x prend des valeurs de signes contraires

- G
pour x=0 etl_mF.

0.

Prenons comme nouveaux axes dans le plan tangent les axes de I'indi-
catrice, MX et MY, et soient (X, Y) les coordonnées du centre de courbure |
de la section normale NM T par rapport aux nouveaux axes, s |'angle de MT
et de M X, enfin p, et g, les racines de I'équation (7). On aura, puisque p, €t p,
sont les carrés des demi-axes de |'indicatrice,

% F]

Py Pa
dailleurs X=ypcosy, Y=ypsing;
on en déduit la formule d'EULER

1 _ cos’s | sin*g
e e .
4 1 Pa

212. On appelle directions asymptotiques sur la surface au point M les
directions des asymptotes de l'indicatrice en ce point. En se reportant a
I'équation del'indicatrice

Ff }f a
—1i=1,
JEGE"+ G"

on voit que ces directions sont données par I'équation
E'du*+ 2Fdudo-- Gde'=0,

Elles sont réelles et distinctes en tout point ou la surface est a courbures
opposees; les sections normales correspondantes ont alors un rayon de cour-
bure infini, c'est-a-dire que le point M est un point d'inflexion sur chacune
d'elles. Les directions asymptotiques sont imaginaires en un point ou la
surface et convexe. Enfin il y a une seule direction asymptotique, réelle, en
tout point parabolique de la surface.

On appelle ombilic un point ou les directions asymptotiques sont les

B,
—= 2
EE+
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droites isotropes du plan tangent, c'est-a-dire un point ou I'indicatrice est une
circonférence. On sait que, pour que I'équation

art + 2bxy + cy' =
représente une circonférence en coordonnées obliques, l'angle des axes
étant «, il faut et il suffit qu'on ait

= s
D'ailleurs, les axes MT, et MT, étant choisis comme il a é&é dit au
n° 210, onaici (n° 208)

COs e = — ,
vEG
et I'équation de I'indicatrice peut sécrire

%E’+25‘§?§!En+%n’=l;

les ombilics seront donc donnés par les équations
E_F_&

Ces équations contenant deux inconnues, u et v, les ombilics d'une surface
sont en général en nombre limité. Il est évident qu'en.un ombilic les direc-
tions principales sont indéterminées, puisque I'on peut prendre pour axes
d'une circonférence deux diamétres rectangulaires quelconques : on voit d'ail-
leurs bien, analytiquemcnt, que si les relations (9) sont vérifiées, le premier
membre de I'éguation (8), qui définit les directions principales, est identique-
ment nul.

Remarquons enfin que si I'on prend I'éguation de la surface sous la I'orme

r={lz, y},
ona p, g, r,s, tayantles significations habituelles,
E’ = —f-;_-.;]".."..: N l“’ = —._...:.__s—_:: 5 G’ == —'—‘—'-—73 *
Vi+pi ¢ I+pP-mq Vi4-pt g

L'éguation aux directions asymptotiques s'écrit
rdx?® 4 2sde dy -+ Fdyt =0,

et les égquations aux ombil r § £

213. Nous allons maintenant résoudre deux problémes de Géométrie.

1°" PROBLEME. — Trouver les surfaces dont tous les points sont para-
boliques.

Soit r=f(z, ¥)


http://asymptotiqu.es
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I'équation d'une telle surface. On devra avoir identiguement

3‘2 — ri=0,

c'est-a-dire gém y)zo,

Cette equation exprime qu'il existe, entre p et g, unerelation indépendante
de x et y, soitg=gs(p)}.
Posons u == px—+ gy -—2z. On aura

:lgzrm—]-sy, ::—:;:s;z:—i—fy,
N U, p)__ _
dol D(T’%_y(s’wrt)_ﬁ.

Donc il existe aussi, entre u et p, une relation indépendante de x et vy,
soit px + gy — z == ¢{p). L'équation du plan tangent
pX—x)+q(Y—g)—(Z—2}=0
s'écrit alors
PX+e(mY —Z—4(p)=0;

c'est I'équation d'une famille de plans a un paramétre, ce qui montre que les
surfaces cherchées sont développables.

Le raisonnement serait en défaut si 1'une des relations entre q et p ou entre
u et p se réduisaita la forme p=z c. Mais les surlaces correspondantes sont
alors évidemment des cylindres, et par suite la conclusion subsiste.

Réciproquement toute surface développable répond a la question. En effet,
le plan tangent

PXagY —Z—(pr+qy—z)=0

ne devant dépendre que d'un paramétre, on a nécessairement une relation de
la forme

iy, =0,
' n{ [ )__.. .
dou Er%gjﬁ rl— st =0,

2° PROBLEME. — Trouver les surfaces réelles dont tous les points sont des ombilics.
Prenons les équations aux ombilics sous la forme
10 L
(10 1+p* " by
et soient (A, @, v) les cosinus directeurs de la normale en M a la surface. On a, au
signe pres.
== £ — -
TE o o,y W= ==
Vi+-pf 4y Vi b pt et
d'ou I'on déduit, compte tenu de (10),
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Par suite, :—; ne pouvant dépendre que de x et %? que dey, ces deux quantités se
réduisent & une méme constante,

h__op 1
Ty a
On en tire successivement
P et/ Y P , p=tTXe. q ,
a \.'T+p§+q§ a VI q
p= O Jount | g = : ¥ _3'.0 .
vat— (@ —w)—(y — 5,2 Eyal — (& — & — (¥ —yol?
i = {m—a:.,}da':-t—(y—y,,]dy
@t —( — )t — (y — ¥
et enfin (g — a4 (y — yo)2 + [ — 2, =l

c'est I'éguation générale des spheres.
Les seules surfaces pour lesquelles le raisonnement puisse étre en défaut sont les
surfaces telles que

{pt+gi=0,

qu'on appelle développables isotropes, et qui sont évidemment imaginaires. Donc les
sphéres sont les seules surfaces réelles dont tous les points soient des ombilics.

214. On peut dans certains cas trouver, par des considérations géomé-
triques, les directions principales et les rayons de
courbure principaux en un point.

Prenons par exemple une surface de révolution au-
tour d'un axe A. Le plan passant par M et A est un plan
de symétrie Il de la surface. Menons lanormale en M,
soit MN. Deux plans passant par MN et symétriques
par rapport au plan Il couperont la surface suivant deux
courbes symétriques par rapportal |, de telle sorte que
ce plan est un plan de symétrie pour l'indicatrice. Il en
résulte que la tangente au méridien passant par M

0y est une direction principale; l'autre direction prin-
A cipale est donc tangente au paralléle. Un des centres
Fig 16. de courbure principaux est évidemment le centre de

courbure O; de la méridienne au point M; l'autre
centre est celui de la section normale tangente au paralléle. Mais le paralléle
est une section oblique dont le plan est perpendiculaire a Taxe et dont le
centre O est sur Taxe; donc, d'apres le théoreme de Meusnier, le centre de
courbure de la section normale est le point 0,, intersection de A et de la
normaleen M.
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8 111. — Lignes asymptotiques.

210. On appelle lignes asymptotiques d'une surface S les courbes de la
surface qui sont tangentes en chacun de leurs points a |'une des asymptotes
del'indicatricerelative a ce point. Ces courbes sont donc définies par |'équation
différentielle

E'du® + 2Fdudy + G'de*=0.
Cette équation différentielle étant du second degré en % il existe sur toute

surface deux familles de lignes asymptotiques, qui sontimaginaires ou réelles
suivant que la surface est convexe ou a courbures opposées.

Tout le long d'une ligne asymptotique, on aura, avec les notations usuelles,

N.dM=0, N.IM=0,
(n° 208). Il en résulte que le plan osculateur a une ligne asymptotique en
un point est tangent a la surface en ce point. On peut prendre cette propriété
commedéfinition :

Une ligne asymptotique est une ligne telle que son plan osculateur soit
constamment tangent & la surface.

En tout point d'une surface passent deux lignes asymptotiques, réelles ou
imaginaires, tangentes aux asymptotes de I'indicatrice.

Toute droite appartenant a une surface et une ligne asymptotique de la
surface. En effet, le plan osculateur a une droite étant un plan quelconque
passant par la droite, celle-ci satisfait évidemment a la définition des lignes
asymptotiques, puisque d'autre part elle est dans le plan tangent.

Considérons une surface réglée quelconque

z=a(z4+pH, y=b{hz+q4{hH, ==

ou I'on a pris comme coordonnées curvilignest et z. On trouveaisément G' =0,
et I'équation aux asymptotiques s'écrit

[(b'z4 ¢') (a"z 4+ p"y — (a'z 4+ p') (b"z + ¢"}]dB 4 2(a'q’ — b'p'}dl dz=0.

Elle admet |a solution évidente

dt=0,. ou f=C'®

on abien ainsi les génératrices rectilignes.

Si lasurface est développable, on a

aqu _— b!Pf = 0‘

et les deux familles d'asymptotiques sont confondues en une seule, savoir les

génératricesrectilignes.
Si la surface est gaudie, la seconde famille d'asymptotiques est définie par
une équation de la forme

g;=¢32+§z+1,
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ou =, B et y sont des fonctions de t; c'est une éguation de RICCATI. Il résulte
des propriétés de cette équation que si 1'on connait une asymptotiquede Fa
seconde famille, toutes les autres s'obtiendront par des quadratures.

On sait que sur toute quadrique il existe deux familles, réelles ou
imaginaires, de génératrices rectilignes : ce seront donc les deux familles
d'asymptotiques de la quadrique.

REMARQUE. — Pour former |'éguation aux asymptotiques, on procede pra-
tiqguement de la fagon suivante :

Soit N; un vecteur de composantes A;, By, Cy, proportionnelles aux jaco-
biens A, B, C. On aura

N=4&N,,

k désignant une certaine fonction de a et u, d'ou
N — kdN, + N dk.

Or I'équation aux asymptotiques peut se mettre sous la forme

N .M =0,
ou, puisque N,.dM=0,
N, . dM =0,

c'est-a-direfinalement
dAdz + dB,dy + dCdz = 0.
On choisira k de telle sorte que A; B;, C; aient des expressions aussi
simples que possible.

On simplifie de méme le calcul des rayons de courbure principaux et des
directionsprincipales. Posons en effet

dN, . dM = — E/du® — 2V du dv — G]do?;
on aura Ei= *;:; , W= %_—, Gi==Y
L'équation aux directions principales pourra donc sécrire
Edu + Fdp Fdu -+ Gely —ij
Eidu-+-Fidv ~ Fidu+Glde |7
Enfin |'équation
1_ FB'du*+-2F'dudv + G'dv?

¢ T Edut+EFdude + Gdo® '
d'ou I'on est parti pour le calcul des rayons de courbure principaux, prend
laforme

1 _ E{du* + 2F dadv+ Gidot
ke ™ Edw+3dudv 5~ Gdo®

et lecalcul se continue sans difficulté.
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§ 1 V. — Directions conjuguées. Réseaux conjugués.

216. Rappelons d'abord quelques propriétés élémentaires des coniques.
Soit Az + 2Bxy 4+ Cyt4-H =0
I'équation d'une conique rapportée a son centre, les axes étant quelconques.
Coupons-la par une sécante
y=ir+a,
et soient M' et M" les points d'intersection, M lemilieude M'M". On trouve,
pour les coordonnées de M,
(1)  w=—a Aq«liaﬁl‘im y=a A‘T-Ag?s-_ﬁiu :
Si, laissant &, constant, on fait varier a, lepoint M décrit le lieu des milieux
des cordes paralléles au diameétre
§ =4z
Les équations (11) montrent que ce lieu a pour équation
A+ B

y:-'-—m-::x:zlgx;

c'est donc un second diamétre, et les coefficients %, et 3, étant liés par la
relation involutive
(12) Cipy+ B0, +3)4-A=0,

le premier diamétre est aussi le lieu des milieux des cordes paralléles au
second; ces deux diamétres sont dits conjugués. Ainsi :

Géométriquement, deux diameétres sont conjugués quand chacun d'eux est
le lieu des milieux des cordes paralléles a I'autre.

Anahjiiquement, deux diamétres

(13) y=iz, =1k
sont conjugués, quand leurs coefficients angulaires- sont liés involutivement
par larelation (12).

11 résulte de la définition géométrique que les axes de la conique sont deux
directions conjuguées. Ce sont les seules directions conjuguées qui soient
rectangulaires; en effet, pour que les deux diameétres (13) se coupent a angle
droit, il faut qu'on ait, en appelant 0 I'angle des axes,

(14) 4+ (0 +3,) cosf 4+ k= 0.

Les équations (12) et (14) donnent un seul systéme de valeurs p o PPN
Ry~ R, Cest-2-dire pour &, et i,

Il'y aexception si les deux équations (12) et (14) forment un systéme indé-

terminé ou incompatible. Dans le second cas, il suffira de poser J\l=i-1-,
L
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1,=1,, et les équations (12) et (14) sont remplacées par un systéme compa-
tible en w4 p, et p,py, Qui donne pu,==0; |'une des racines i, ou i, est
donc infinie, c'est-a-dire que I'un des axes de la conique est paralléle a Taxe
desy. Dans le premier cas, on aura

c=_B

m:A,
la conique se réduit alors a une circonférence, et deux diametres rectangu-v
laires quelconques forment bien un systéme de diamétres conjugués : en
dehors de ce cas, les seuls diamétres conjugués rectangulaires sont les axes
de la conique.

Notons enfin que, d'apres I'éguation (12), il existe pour toute conique a
centre deux directions dont chacune est conjuguée a elle-méme : ce sont visi-
blement les directions asymptotiqucs.

217. On dit que deux directions en un point M d'une surface sont conju-
guées si elles correspondent a deux diameétres conjugués de I'indicatrice en ce
point. Reprenons I'équation del'indicatrice

GJ’
FEH et S =t
E \,TE*. n
Pour que les diamétres
n =k, 6=k
soient conjugués, il faut et il suffit quel'on ait

(15) F (éxlmg= 0.

v’h(x

Soient EI_ et s I&; directions du plan tangent qui correspondent a ces

diametres conJugues, on tire des équations (4)

d du - [
(19) BonyE ok

En éliminant &, et 2, entre les équations (15) et (16) on a

(17) E'dudu + F'(dusv+dvsu) 4 G'dvsv=0.
Telle e, sur la surface, I'équation aux directions conjuguées.
Soient flu, ) =C et  gla, v)==C*

les équations de deux familles de courbes de la surface, telles que par tout
point de la surface passe une courbe de chague famille et une seule. Soient
(du, dv) et (3 , 3v) des déplacements infiniment petits sur chacune des
courbes passant au point M (M, V); on aura

dv P o @

a-ﬁﬂ—ﬂi _ﬁ_mg'
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, pour ces valeurs dea— et =-, |'équation (17) est vérifiée identiquement,

on dit que les deux familles de courbes forment sur la surface un réseau
conjugué. On voit que les fonctions f et ¢ sont alors telles que I'on ait
229 pef2f29 22 L9
(18) E v F (‘-u w ww) + G adu
Si Ton se donne arbitrairement sur la surface une famille de courbes
flu, v)=C,
on formera un réseau conjugué en lui adjoignant la famille définie par
I'équation
#lu, v} =C",
ou ¢ est une solution quelconque de I'éguation aux dérivées partielles (18),
dont I'intégration se raméne, comme on sait, a celle d'une équation différen-
tielle du premier ordre.
Cherchons en particulier a quelle condition les courbes coordonnées
it =(te, p==(te

forment sur la surface un réseau conjugué. L'équation (18) se réduit ici a

F =0
Cette condition, qui peut sécrire (n° 208)
i a][ *M

(wu Yy )T

sera vérifiée en particulier pour Ies surfaces telles que
e=fi(u) o),  y=fila)+a) =)+ alh
qui sont connues sous le nom général de surfaces de trandation : les lignes

coordonnées de chacun des deux systémes se déduisent de I'une delles par
translation.

218. Nous allons donner maintenant une définition géométrique des direc-
tions conjuguées.
Observons d'abord que I'on peut écrire avec les notations usuelles (n° 208)

H] ] ry
E'du? - 2F'dude + G'de* =N.d*M —=N. (n‘_g du? +2;l!dudv +i—:§du‘).

VAN »M . il ¢ »M
dOU E' =N. ‘u., F =N.ma, _N ‘U"-

En dérivant par rapport a u et v chacune des identités

M M
N - =1, N'.w =0,
on obtient alors les relations
i N OM ., N oM __ N M v AN K
(19) E= == =~ mwm=woiw YT 5

LAINE, Anal., Il. 9
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Soit maintenant C une courbe tracée sur la surface S. Le plan tangent |1
a S en un point M de G enveloppe, quand M décrit C, une surface dévelop-
pable, car c'est un plan mobile a un paramétre. Le plan Il a pour équation,
avec les notations vectorielles,
N.MP=0, ou N.(P—M)=0;
en tout point P de la caractéristique on aura donc

Ne—m=0, . @—m_nM_o
s désignant I'arc de G, ou, puisque N.dil:'[ 0,
dN

N.MP=0, 5 .MP=0.

La caractéristique passe donc par le point M; soient MT la tangente a G,
MT la caractéristique; je dis que ces deux directions sont conjuguées sur S.

Soient en effet dM(du, dv) un déplacement infiniment petit suivant M T,
3M(&u, V) un déplacement infiniment petit suivant MT'. On devra avoir

dN

(20) a5 " AM==0;
. dN_ N du aN du M,.
mas &= ndTreds @ M=3

|'éguation (20) s'écrit donc, compte tenu des relations (19),
E'dudu+ I (dudv + dvsu)+ G'dvdv =0

c'est précisément |'éguation qui exprime que les directions MT et MT' sont
conjuguées sur S.

On peut donc prendre pour défi-
nition des directions conjuguées la
propriété géométrique que nous ve-
nons d'indiquer. M. KENIGS en a
déduit un moyen trés simple d'obtenir
immédiatement et sans quadrature
un réseau conjugué sur une surface
quelconque : les sections planes
d'une surface S par lesplans issus
d'une droite fixe A et les courbes de
contact des cones circonscrits ayant
leurs sommets sur A forment sur la
surface S un réseau conjugué.

En effet, soient C l'intersection de la surface S et d'un plan Il issude A,
Ci lacourbe de contact de S et du cone de sommet I, le point | éant sur 4,
enfin A un point commun aC et C; La développable circonscritea Slelong

A

Fig. 17.
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de C; étant précisément le céne de sommet |, la droite Al et latangente en A
a C; sont des directions conjuguées; mais Al, qui est une droite du plan Il
tangente a S, est évidemment tangente & C au point A : le théoréme de
M . KOENIGS en résulte immédiatement.

On voit sans peine ce que devient ce théoréme quand la droite A est rejetée
a l'infini,

8§ V. — Lignes de courbure.

219. On appelle ligne de courbure d'une surface S une ligne tracée sur
cette surface et tangente en chacun de ses points a I'un des axes de I'indica-
trice en ce point. Les lignes de courbure sont donc définies par I'équa-
tion (8) (n°211)

Edu + Fdv Fdu + Gdo —b

® E'du - F'dv Fdu-+G'de |7 7

Cette équation est du second degré en %: il résulte de lathéorie des équa-
tions différentielles qu'en tout point dela surface (distinct d'un pointsingulier
ou d'un ombilic) passent deux lignes de courbure qui s'y coupent a angle
droit; d'aprés leur définition méme, ces lignes sont toujours réelles, tandis

qu'il n'en est pas nécessairement ainsi, comme

N nous I'avons vu, des lignes asymptotiques.

T D'aprés ce que nous avons dit au paragraphe
précédent, les lignes de courbure constituent sur
la surface un réseau a la fois orthogonal et con-
jugué, et cest le seul réseau possédant -cette
double propriété.

M En un ombilic de la surface, les directions

p Pprincipales sont indéterminées; tous les points

d'une sphere étant des ombilics, une ligne quel-

/3 conque tracée sur la sphére doit étre considérée
Fig. 18. comme une ligne de courbure.

Soit C une ligne de courbure de la surface S.
Le plan tangent a S tout le long de C enveloppe une développable &; soit MP
sa caractéristique au point M. Menons la tangente MT & C et lanormale MN
a S au point M.

MP est la direction conjuguée de M T; elle lui est donc perpendiculaire, et
par suite l'aréte de rebroussement de A, qui est |'enveloppe de MP, est une
développée de C (n° 196). Or MN est constamment perpendiculaire a MP,
donc elle reste aussi tangente a une développée de C, et par suite elle engendre
une surface développable.

Réciproquement, soit G une courbe de S telle que la normale & S le long
de G engendre une développable; MN restera tangente a une développée de C,
et par suite il en sera de méme de la droite MP menée dans le plan tangent
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perpendiculairement @ MT. Cette droite MP engendrera donc une dévelop-
pable circonscritea S le long de G, et la caractéristique du plan tangent a S
lelong de ¢ sera précisément, au point M, la droite MP. Les directions MT
et MP, étant & la lois orthogonales et conjuguées, sont les directions princi-
pales, et par suite C est une ligne de courbure.

On peut donc définir géométriquement les lignes de courbure de la fagon
suivante :

On appelle ligne de courbure d une surface S une ligne G tracée sur S et
telle que la normale & S le long de C engendre une développable.

Il résulte immédiatement de cette définition que toute courbe tracée sur
un plan doit étre considérée comme une ligne de courbure du plan.

On peut déduire de ce qui précéde une nouvelle forme de I'équation diffé-
rentielle des lignes de courbure. Soient I uneligne tracée sur S, M un point
variable sur I'N; le vecteur proportionnel & N de composantes (A, B, C),
enfin P un point quelconque sur lanormale en M a S. Cette normale engendre,
quand M décrit F, une surface réglée d'équation

P—=M— N,
g désignant un paramétre arbitraire, M et N; des fonctions de I'arc sde I';
pour que cette courbe soit une ligne de courbure de S, il faut et il suffit que
la surface réglée ci-dessus soit développable, ce qui sécrit (n° 191)

(%, K. @*)=0,

ds
€est-a-dire
de dy dz
(22) A B C =0
dA  dB dC
Supposons encore que la surface S soit définie par une équation de la forme
z=f(x, y)-

La normale au point (x, y, Z) a pour équations
X—2 _Y—y 7T—z

r ¢ - =1’

€est-a-dire
X=—pZ+(x+pz),
Y=—q& 4+ (y + qz).
Pour que cette droite engendre une surface développable, il faut et il suffit
que I'on ait (n° 193)
dix-+pz) _ l“_.'lé*"_’iil,
q

dp
de-pdz _ dy+qdz
ou dP = dq '

dez—+-p(pde+qdyy _dy +_2!1!ﬁfaf__+_q?isf_1
rdr+sdy = " Tsde—+Idy ’
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ou enfin
[(A + pd)dx + pgdy)(sdx + ldy) — [pgdz + (1 + ¢¥dy](rde@ + sdy) =0
telle est I'équation qui définit dans ce cas les lignes de courbure.

220. Théoreme de Joachimsthal. — S I'interjection de deux surfaces est
une ligne de courbure sur chacune d'eles, elles se coupent sous un angle
constant tout le long de celte ligne.

En effet, soient M un point de l'intersection C, MNy, et MN les normales
aux deux surfaces en ce point; MN; et MN, restent tangentes a deux déve-
loppées de C, et par suite (n° 190) elles font un angle constant.

Réciproquement, si deux surfaces se coupent sous un angle constant, et s
leur intersection est une ligne de courbure pour I'une, elle I'est aussi pour
['autre.

En effet, st MN; par exemple reste tangente & une développée de C, il en
sera de méme de MN, qui fait avec MN; un angle constant : donc G est aussi
une ligne de courbure sur la seconde surface.

COROLLAIRE. — S un plan ou une sphére coupe une surface quelconque
sous un angle constant, l'intersection est une ligne de courbure de la sur-
face.

REMARQUE. — Une surface S dont toutes les normales concourent en un
point fixe O est une sphere de centre 0. En effet, prenons le point 0 comme
origine; on aura, avec les notations habituelles, en désignant par M un point
de la surface et par ¢ la distance OM,

M—=:N,
dol dM —=Nd; -+ pdN.
Multiplions scalairement par N; il reste
ds=0, o= OM = G,

Le théoreme de JOACHIMSTHAL permet alors d'établir trés simplement que
toute surface réelle dont tous les points sont des ombilics est une sphéere. En
effet, soit S une telle surface : toute ligne tracée sur S est ligne de courbure
de S, donc tout plan coupe S sous un angle constant. Soient alors A et B
deux points quelconques de S : le plan norrnal en A qui passe par B est aussi

normal en B, donc deux normales quelconques sont concourantes, ce qui
n'est possible que si toutes les normales concourent en un seul point.

221. On utilise as¥z souvent avec avantage, dans la recherche des lignes
de courbure, des considérations géométriques.

Par exemple il résulte des remarques du n° 214 que sur toute surface de
révolution les méridiens et les paralléeles constituent les deux familles de
lignes de courbure. On peut encore le vérifier en remarquant que les normales
a la surface engendrent un plan le long d'un méridien et un céne le long d'un
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paralléle. Signalons en passant que si la méridienne coupe Taxe de révo-
lution a angle droit, le point d'intersection sera un ombilic de la surface; si
elle le coupait obliquement, le point d'intersection donnerait un point conique
de la surface.

Prenons maintenant les surfaces développables. Les génératrices rectilignes
forment une premiére famille de lignes de courbure, puisque les normales a la
surface lelongd'une génératrice rectiligne engendrent un plan. L'autrefamille
de lignes de courbure sera formée des développantes de |'aréte de rebroussement.

On donne le nom de surface canal ala surface S enveloppe d'une sphére %

de rayon constant R, dont le centre décrit une courbe
quelconque I'. Deux sphéres quelconques se coupent
suivant un petit cercle dont le plan est perpendicu-
laire a la ligne des centres; il en résulte que la caracté-

y ristique de la sphére X de centre M, est un cercle de

4 rayon R dont le plan est perpendiculaire & la tangente
MT a I': * et S étant tangents le long de ce cercle
(n° 205), cest une ligne de courbure de S, d'aprés le
théoréme de JOACHIMSTHAL. Ainsi une premiére famille
de lignes de courbure se compose de cercles de rayon R
ayant leurs centres sur I* et situés dans les plans nor-
maux ar.

D'une fagon plus générale, on voit de mbme que
toute surface enveloppe d'une famille de sphéres a un paramétre admet comme
premiéere famille de lignes de courbure des circonférences. Réciproquement,
si une surface admet comme lignes de courbure une famille de circonférences,
elle peut ére considérée comme I'enveloppe d'une famille de sphéres a un
paramétre. En effet, d'aprés le théoreme de JOACHIMSTHAL, la sphére qui passe
par une circonférence ligne de courbure et qui est tangente a la surface en un
point de cette circonférence lui est tangente tout le long de la circonférence,
ce qui prouve bien que I'on peut considérer la surface comme I'enveloppe
d'une famille de sphéres & un parametre.

Si les deux familles de lignes de courbure d'une surface S sont des circon-
férences, il résulte de ce qui précede que S pourra étre considérée de deux
fagons comme |'enveloppe d'une famille de sphéres a un parametre. Soient X,
une sphere de la premiére famille, Cy, sa courbe de contact avec S; par tout
point de C; passe une ligne de courbure de la seconde famille, c'est-a-dire que
toute sphere de la seconde famille est tangente a £, en un point de C; Prenons
alors trois sphéres x,, ¥,, ¥, de lapremiére famille; il est facile de constater
que les sphéres tangentes a trois spheres fixes forment une famille de sphéres
a un parameétre, donc la seconde famille de sphéres se compose des sphéres
tangentes a ¥%,, ¥,, ,. Ainsi la surface dont les deux familles de lignes de
courbure sont des circonférences est I'enveloppe des spheres tangentes a trois
sphéres fixes. Cette surface porte le nom de cyclide de DUPIN.

r
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222. Systémes triples orthogonaux. — Considérons le systéme d'équations

== f(p1: Fus P} Y=0pus fr b 2=A~{p,, f1r )

A tout systéme de valeurs des parametres s,, py, gy CeS équations font corres-
pondre un point M de coordonnées x, y, z par rapport a trois axes rectangu-
laires Ox, Oy, Oz. Nous poserons, comme habituellement,

(22) M =Mz, 2. 4)-
Si Tona
M 2K
( 0, 0py" g #0,

ce que nous supposerons dans la suite, a tout point de I'espace correspondra
inversement un systéme de valeurs des paramétres g;.

Si on laisse ¢; constant, le point M décrira une surface S, que nous dirons
appartenir alafamille(g;) (i= 1, 2, 3). On peut donc dire qu'un point quel-
conque de I'espace est déterminé par l'intersection de trois surfaces apparte-
nant aux familles(s,), (g,) et(g,) respectivement.

Supposons maintenant que deux surfaces quelconques, appartenant a deux
familles différentes du systeme, se coupent a angle droit tout le long deleur
intersection : I'équation (22) définit dans ce cas un systéme triple orthogonal.
Alors sur une surface quelconque de la famille (p,), par exemple, les courbes

gy == G, py=C'

forment un réseau orthogonal, et I'ona

MM
n ‘\PI. "Fa
On a de méme
MM o MM
AERAETR 3y ey T

Dérivons ces identités par rapport apl, ¢, €t p, respectivement; on aura
MM M M

3‘! ‘Fs“?l 1fy apl‘F!
M M M #M

“"‘3’“1"?! 11"1."'?::‘\:‘:1
M M M oM
3y PEy Py PP

¥

et par suite
M M _ M M M M

EINAFTRIN aF!.BPJDPl 26, BF!aP!

Considérons alors une surface S; de la famille(g,) : I'équation (22), ou ¢, est
constant, représente cette surface en coordonnées curvilignes g, et p,. On a
d'ailleursidentiquement

M K, MM, M M
EI N T T PR TR TR T
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> 2

les vecteurs’-i‘!, M et ;? ]
e Apy PPy )

sont coplanaires, et par suite on a aussi

(aH M .\*M)

3_?!, “‘?a, dpgdpy

, . . N ~ h
, étant perpendiculaires & un méme vecteur %—{,
[L 1

relation qui exprime (n° 217) que les lignes
Py= Gt el p,= G**
forment sur S; un réseau conjugué. Ce réseau est aussi orthogonal, puisque
MM,

pp 2p
donc c'est le réseau des lignes de courbure. Nous obtenons ainsi |le théoréme
dd & DUPIN :
Les surfaces d'un systéme triple orthogonal se coupent suivant leurs lignes
de courbure.
Il est clair, en effet, que sur la surface Sy, les lignes

pp =G

par exemple, sont les intersections de S, et des surfaces de la famille {g,).

223. REMARQUES. I. — Il importe de bien faire la distinction entre les
lignes de courbure et les sections normales principales. Les sections normales
principales ont pour centres et rayons de courbure les centres et rayons de
courbure principaux de la surface, mais il n'en est pas ainsi des lignes de
courbure : en particulier la normale principale aune ligne de courbure n'est
pas dirigée suivant la normale a la surface, sauf dans le cas exceptionnel ou
cette ligne de courbure serait en méme temps géodésique.

De méme la section normale en M suivant une direction asymptotique
présente en général un point d'inflexion en M, correspondant a un rayon de
courbure infini (form. 5); maisil n'en est pas de méme de la ligne asympto-
tique correspondante : elle a en général au point M un rayon de courbure fini,
dont la valeur ne peut d'ailleurs se tirer de laformule générale (3), car on a par
définitiona:g, et cette formule donne pour R une expression de la formeg.

Il .— Soient ¢, et p, les racines de I'éguation (7)

@F —FP—(E -E) (G —G)=0,

qui sert a calculer les rayons de courbure principaux. On donne & I'expression

1(1 1
=
AR
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le nom de courbure moyenne, et a I'expression
1
Pifs
le nom de courbure totale de la surface au point M.

Les surfaces dont la courbure moyenne est constamment nulle ont recu le
nom de surfaces minirna; elles sont caractérisées, dapres ce qui précede, par
larelation

E'G—2FF + EG'=0.

En particulier, si I'équation de la surface est prise sous la forme z = f(x, y),

la relation précédente sécrit, avec les notations habituelles,

r{l+ ¢!} —~2pgs 4+ t{1 + pt) =0;

Clest I'éguation aux dérivées partielles des surfaces minima.

En tout point d'une surface minima, I'indicatrice est une hyperbole équila-
tere, puisque les carrés des demi-axes sont égaux et de signes contraires. Les
directions asymptotiques sont alors rectangulaires en tout point de la surface,
et réciproguement.

En ce qui concerne la courbure totale,

1 _ EG —F?

pite~ EG—F7°
GAUSS en a découvert une propriété fort importante, a savoir qu'elle peut
s'exprimer au moyen des coefficients E, F, G et de leurs dérivées, ce qui
entraine, nous le verrons plus tard, que la courbure totale se conserve dans
toute déformation de la surface.

Lecalcul n'offre pes dedifficulté. On part des formules
i M all *M w1 all M eM
E!___ P _
ET=Fou" 0 ) (G’

yEG —F2 | au ut VEG 24y av qud
G (ql!‘au »M
VEG —FE\au v au)
et I'on en déduit, en appliquant la regle de multiplication des déterminants,
SONELE S X g g M M
hE'Y W D W :-v- ' au R
(BG—PEe =28 oM (L‘!’ bl St I Y ¢ MM
dv. 3w M YT w |
M oM M oM MM SN |SM M M M PN M
t do me S P T T PR I YR TR - R GO T T
€1 de mame
1M ¥M
E F Ju " dmav
(EG—FyFi=| F G M N
Y dudw
M M M M (a‘l[ )’
uar qu e v Yuwae/ |
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En faisant le développement des déterminants, on voit que les seuls produits ca
T
laires qui contiennent deux dérivées du second ordre, savoir - TE I et 3239 -figu-
reront, dans chacun des déterminants, avec e méme coefficient, EG — F?; pour établir
le théoréme de GAUSS, il suffira donc de montrer que les scalaires

M am M M M ¥M

YuyuE’ u Cdayv’ - dd R

BH M oM =M M W!H

w EYRETTLA 2w vt
PM M (aﬂnl)

FYTERE TR RYTE 3T

et

s'expriment au moyen de E, F, G et leurs dérivées. Or, des équations de définition
(B-s Wlor (B

e dr v Ju

on tire aisément, en dérivant alternativement par rapport a u et v, les six relations
M *M  1)E oM M 1E M M F G

uET 20w’ e Twaw s 3R’ T T 2w
M ¥M F 1HE aM M _ 143G M- M 143G,
20 sefT am @ MU dwav o doau’ w T EN

dérivant la troisiéme par rapport a a, la seconde par rapport av, on a, par soustraction,
*M M (\%M) — #F iR G
YTt T \awdws T dase T 2\ieE T aud)’

et le théoreme de GAUSS en résulte immédiatement.

8 VI. — Lignes géodésiques.

224. Nous allons maintenant traiter, relativement a une surface quelconque,
un important probleme de variation.

Soient A et B deux points déterminés sur cette surface. Proposons-nous de
déterminer une courbe de la surface joignant ces deux points, et dont la lon-
gueur soit un extremum. En désignant par s I'are de la courbe, nous aurons
a annuler la variation de I'intégrale

I..—;.‘/;Bds.

Reprenant les notations du n° 78 relatives au calcul des variations, on voit
immédiatement que la commutativité des lettres d et 8 s'applique encore dans
le domaine vectoriel.

Soient u et y deux vecteurs quelconques; on aura

avaw:u.av—hV.Su_
2Vu.v

En particulier, u désignant comme d'habitude la longueur du vecteur u, on a

3 JER= u.Bu t:.au
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Ceci posé, on a successivement, en remarquant que dM est un vecteur de
longueur ds,

1_—_j' JdHT,

y_ fdM L o, dM dM .
ol_fnﬂg-odﬂ_‘ﬁn .d3 u,.,\ ul — [ 298,
Or les variations aux limites sont nulles, puisque les points A et B sont
fixes; on a d'ailleurs, avec les notations usuelles,

dl\l nds
I ==
L'équations| = 0 se réduit donc a
n.tM=20

(n° 79). Dans cette relation, le vecteur 5M est seulement assujetti a se trouver
dans le plan tangent a la surface, donc la relation

N.:M=0
doit entrainer

n.sM=0,
ce qui n'est possible que si I'on a

n=-+N,

C'est-a-dire si la normale principale ala courbe coincide avec lanormale ala
surface.

On donne aux courbes possédant cette propriété le nom de lignes géodé-
siques de la surface. Par exemple les géodésiques d'une sphére sont les
grands cercles, car les normales principales forment dans ce cas une dévelop-
pable (cone), ce qui n'est possible (n° 194) que si la courbe correspondante
est plane.

On peut former de la fagon suivante I'équation différentielle des lignes
géodésiques. Soit v = f(u) I'équation d'une telle ligne; on aura

I:ﬁha‘szlﬁn.jﬁhr-ﬂl"v’ -+ Gv"du:ﬁn?(u, v, v')du,
et I'équation

=0
est équivalente (n° 79) a
dp_ d g _
(23) 5% Taw =%

cest I'équation différentielle des géodésiques.

La détermination des géodésiques d'une surface se fait aussi trés simple-
ment a I'aide de considérations empruntées a la dynamique du point. Consi-
dérons un point mobile sans frottement sur la surface, et soustrait a I'action
de toute force extérieure; la seule force qui agisse sur lui est la réaction
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normale de la surface, et Ton sait que cette force est dirigée suivant la
normale principale a la trajectoire : celle-ci est donc une gépdésique de la
surface.

Prenant alors la masse du point égale & 1, désignons par des accents les
dérivées par rapport au temps. On aura, avec les notations habituelles de la
dynamique,

T — L Eu'? 4-2Fu'y’ -+ Go®,

dBE—
Uu=0.
Les équations de Lagrange donnent ensuite
daT T dal_aT_y.
diye' a7 diav ™ e !

Tune de ces équations, la plus compliquée, sera remplacée par |'équation des
forces vives
Eu 4 2Fu't! 4- Gui = C*.

L'intégration de ces équations donnera les géodésiques de la surface.

Revenons a |'équation (23), et supposons que les courbes coordonnées forment sur
la surface S un systéeme orthogonal. On aura F ==0; |'équation (23) prend alors la

forme 1 E G { d [
Az H' s H
s et o) e e

Pour que, sur la surface S, les courbes v= C* soient des géodésiques, il faul et
il suffit que I'équation ci-dessus admette I'intégrale v= C'® c'est-a-dire que I'on ait
:—E:u‘ Le coefficient E ne doit donc dépendre que de u, et le ds’ de la surface sera
de la forme

dst == E (u)dut -~ G{u, v)dv?;

il suffira alors de remplacer u p IJF} u pour obtenir laforme geodésique de I'éle-

ment linéaire,
ds? = du? 4+ G(u, v)du?,

Ainsi quand le ds*> d'une surface est mis sous la forme précédente, les courbes
v= C® forment sur cette surface une famille de géodésiques.

Si la surface S est une sphére, on peut prendre comme courbes v = C' les grands
cercles orthogonaux & une courbe donnée I'; les courbes u=C'®sont alors les trajec-
toires orthogonales de ces grands cercles. On vérifie aisément que deux trajectoires
déterminées interceptent sur tout grand cercle orthogonal un arc constant; de plus,
les tangentes en deux points situés sur le méme grand cercle sont paralléles. Ces
courbes jouissent donc de propriétés analogues aux courbes planes paralléles, et on
les appelle pour cette raison courbes paralléles.

Par extension, sur une surface quelconque, les trajectoires orthogonales des géodé-
siques v — C'® sont aussi nommeées courbes paralléles, bien que la propriété du paral-
|élisme des tangentes ne subsiste pas.

Il résulte de la théorie des équations différentielles, |'équation (23) étant du second
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ordre, qu'une géodésique sera complétement déterminée par la condition de passer
par un point et d'avoir en ce point une tangente donnée.

REMARQUE. — Dans une région suffisamment petite d'une surface S, I'arc de géodé-
sique joignant deux points Mg et M; est un chemin minimum.

Soient en effet (uo, Vo), (U1, V1) les coordonnées des deux points My et M;. Un arc
quelconque allant de My en M est défini par une équation de la forme v =#&(u), avec
les conditions aux limites v, ="0(#,), », =8&{a,). Le ds’ de la surface étant mis sous
la forme

de? = du? + G{u, vidv3,
on aura, sur la courbe considérée,
1y
are MM, =f JT TG, 61%%dy,
Hy
donc
arc MM, 2 | oy —ug |,
le cas d'égalité correspondant au cas ou 0' = 0, c'est-a-dire au cas des lignes géodé-
siques.
Il est clair que ce calcul suppose vérifiées des conditions de continuité et d'unifor-

mité qui ne seront réalisées, du moins dans le cas général, qu'en des portions bornées
de la surface S.

§ VII|. — Développée d'une surface.

225. NOUS avons vu précédemment (n° 206) qu'une congruence de courbes
admettait en général une surface enveloppe, ou surface focale. Or les normales
a une surface S forment bien une congruence, car leurs équations contiennent
les deux paramétres u et v qui fixent le pied de lanormale sur la surface; elles
enveloppent donc une surface ¥, qui est appelée la développée de S.

Soit

[, v,a)=0
I'équation d'une famille de lignes de courbure de S. A chaque valeur de a
correspond une ligne de courbure («); la normale a S le long de (x) reste,
comme on sait, tangente a une développée de (2]. Quand « varie, cette déve-
loppée engendre une surface Z,, et I'on voit que toutes les normales a S sont
tangentes a X, : la surface E, constitue une nappe de la développée.

A chaque ligne de courbure de S correspond la développable engendrée par
les normales a S le long de cette ligne de courbure : on donne a ces dévelop-
pables le nom de normalies. Il y a donc deux familles de normalies associées
a S, correspondant aux deux familles de lignes de courbure. La surface ¥, est
le lieu des arétes de rebroussement des normalies de la premiére famille.

Aux normalies de la seconde famille correspond de mdome une surface X,
lieu des arétes de rebroussement : c'est la seconde nappe de la développée. En
général, les deux nappes ¥, et £, ne seront pas analytiquement distinctes,
c'est-a-dire seront représentées par une seule équation : mais dans certains cas
particuliers, elles pourront étre analytiquement distinctes.

Soit P un point quelconque de lanormale en M ; on aura

P=M-¢N,
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et cette équation, o0 M et N sont des fonctions de u et v, représente la
congruence des normales. Les points ou la normale en M touche la surface
focale sont définis (n° 206) par |'équation

M >N M -3, A
(N!?&" ?m _—+Pp_u)_0’

n () A (o)) =0

ou encore, d'apres (1),
(':t{ A \v) [(‘:f"!: F:}g) A %%-’r«p‘;——l:)—l =0,

ou enfin, d'apres I'identité de LAGRANGE généralisée (n° 177),
M M M /oM N
ﬁ'(au_l_hu)] w (wu+9w ]

ﬂ[:‘_ﬁ (m BN)] L‘v (w Pﬁ} =0.

Cette derniére équation s'écrit encore, compte tenu des relations (2) et (19),
(B—pE)(G—pG) —(F—p ) =0,
et comme elle est identique a I'équation (7),
qui définitlesrayonsde courbureprincipaux,
nous avons le résultat suivant :
Les points ou la normale en M touche la
développée de S sont les centres de courbure
principaux en M.

220. Menons la normale MN en M & S,
et soient O, et 0, les centres de courbure
principaux en M : ce sont les points de con-
tact de MN avec ¥, et ¥, les deux nappes de
la développée. SO|ent C, et C, lesdeux lignes
de courbure qui passent en M, MT, et MT,
les tangentes a ces lignes. Les normalies Dy,
et D, relatives & C; et C, ont respectivement
leurs arétes de rebroussement I', et I'; sur
X, ez, et MN edst tangente en O, aT,, en
0,a Iy

Quand M décrit C; MN enveloppe I',,
et en méme temps elle reste tangente a %;:
soit 4 la courbe décrite sur ¥, par le point de
contact. Cette courbe y est située sur la ndr-
malie Dy; donc le plan tangent en 0; & X, se
confond avec le plan tangent a D, le long de
MN. Maisla courbe C, étant aussi sur Dy, le plan tangent en M aD; n'est autre

qu'on peut écrire

Fig. 20.
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queleplan NMT; donc le planNM T, est tangent en 0, a £,, et de méme le
plan NM T, est tangent en O, a &,. Ainsi les plans tangents a la développée
menés par une méme normale MN sont rectangulaires.

Remarquons encore que le plan NM T, est osculateur en O; & r°,. Or il est
perpendiculaire au plan NM T, tangent en O, h E,, donc lanormale principale
en O, ar,, qui est, dans le plan NM T, perpendiculaire & MN, est aussi per-
pendiculaire au plan NMT,; c'est donc lanormale enO; & E,., Il en résulte que
I, est une géodésique de E,. Ainsi les arétes de rebroussemenl des normalies
sont des géodésiques de la développée.

Soit g, la racine de I'équation (7) correspondant & 0,,. On a

0,=M-+pN, d0, = dM + p, N + Nd 5 ;
multipliant scalairement par N, on voit que
N.d0,=dp,.

D'ailleurs les vecteurs N et dO; ont méme direction, savoir la tangente en O,
aly; posant donc

d0,—=)\N,
on aura
) N.d0,=h=dp,.
puis
d0, = Rdp,,
et enfin
M, dN=0.

Clest la formule d'OLINDE RODRIGUES; dans cette formule, les différentielles
sont relatives a un déplacement infiniment petit suivant ladirection principale
qui correspond a la racine g, de I'éguation (7). On a, bien entendu, une for-
mule analogue pour la racine p,.

Traduite en coordonnées cartésiennes, la formule
d'O. Rodrigues donne

de+pde=0, dy-+gdfi=0, di4pdy=0,
w, B, v désignant les cosinus directeurs de la normale

en M alasurface.
REMARQUE. — 11 peut arriver que I'une des nappes

/ 0, de la développée, ou méme les deux nappes, se

M

réduisent & une courbe ou a un point.
Par exemple, pour une sphere les deux nappes de
0, la développée se réduisent au centre de la sphére.
Pour une surface enveloppe d'une famille de
tig. 21. sphéres & un parameétre (n° 221), |'une des nappes de
la développée se réduit a la courbe lieu du centre des
spheres, car toutes les normales a la surface rencontrent évidemment cette
courbe. En particulier, la développée de la cyclide de DUPIN se compose de
deux courbes; on démontre que ces courbes sont des coniques.
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Pour une surface de révolution, considérons.une section méridienne quel-
congue. Nous avons vu (n°® 214) que les centres de courbure principaux en M
sont : l'un, Oy, l'intersection de la normale en M avec Taxe, |'autre, O, le
centre de courbure de la méridienne en M. Quand M décrit la méridienne,
O, décrit L'axe, et O, décrit la développée de la méridienne. Donc la premieére
nappe de la développée se réduira a Taxe; la seconde nappe sera une surface
de révolution, dont la méridienne est précisément la développée plane de la
méridienne de la premiére surface.

VIIT. — Normale géodésique; courbure géodésique. Torsion relative;
formule d'Ossian Bonnet.

227. Etant donnée une courbe G tracée sur une surface S que nous
supposons rapportée a un systéme de coordonnées (u, V), nous avons désigné
par N le vecteur unitaire porté par lanormale en M a Set tel que le triédre
M oM
(.?E’ 20!
cipale en M a C dans la direction du centre de courbure, enfin par 8 I'angle
des vecteurs N et n. Cet angle, qui est situé
dansle plan normal en M a C, n'étant inter-
4 venu jusqu'a présent que par son cosinus,
r I nous n'avons pas eu besoin d'une définition
plus précise. Avec lesnotations habituelles,

N nous conviendrons désormais de le compter
positivement a partir de n vers b, cest-&
dire dans le sens direct autour de t.

N) soit direct, par n |é vecteur unitaire porté par la normale prin-

8 Considérons, dans le plan normal en M a
M n C, un vecteur unitaire I, perpendiculaire &
Fig. 2 N, et tel que letriédre (t, N, T) soit direct.
L'onaalors
N=ncosd -+ bsind, I' = — n siné -+ b cosd.

Le vecteur T et dirigé suivant I'intersection du plan normal en M 4G et du
plan tangent en M a S; on donne a cette intersection le nom de normale géo-
désique a la courbe C au point M.

Soit R 1é rayon de courbure de C en M; nous avons vu (théoréme de
MF.USNIER) que, pour toutes les courbes de S tangentes en M a C, le rapport

f-‘ﬁ[-' avait au point M la valeur uniqueg (n° 209). On donne a l'expression

“HR'-IQ le nom de'courbure géodésique de la courbe G au point M; l'inverse,
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a_il?:"a‘ est le rayon de courbure géodésique. Enfin, on démontre () que la
courbure géodésique s'exprime uniquement au moyen des coefficients E, F, G
et de leurs dérivées par rapport a u et u.

1

Soit T lerayon de torsion de C en M. On donne au scalaireT E" % 1enom

de torsion relative(); OSSIAN BONNET a fait connaltre une expression remar-
quable de la torsion relative, qui montre que ce scalaire a la méme valeur
pour toutes les courbes de S tangentes en M a G.

On a d'abord, d'aprés les valeurs indiquées pour N et r,

dN__dn db -
a5 _H—cosa+a—31n&+l E'_’

ou, en tenant compte des formules de Frenet,

%N-s-:—({{-i—g)cosB+Tsm&+l‘a—_—tg§9—l‘(% g-:)
Multiplions scalairement par I'; il reste

1 d8__

T &g
Supposons maintenant que la surface soit rapportée a sss lignes de courbure,
C'est-a-dire que les courbes coordonnées
vl u= C*® et y=C* soient précisément les
t lignes de courbure. Supposons de plus que u
2 et v soient les arcs des deux lignes de cour-

1 bure qui se coupent au point M.

Tragons, dans le plan tangenten M a S,
les axes rectangulaires Ma et Mv, qui coin-
cident avec les directions principales, le

M vecteur t relatif a C, et les vecteurs unitaires
: %, ity ettty relatifs aux lignes de courbure; enfin
désignons par al'angle (t;, t) compté positi-
vement det; vers t,, c'est-a-dire dans le sens
direct autour de N. On aura alors, avec les
T notations usuelles, en remarquant que sur la
¥ig. 28. courbe G on peut considérer u et v comme
des fonctions de |'arc s de cette courbe,

dM _2Mdu  2Mdy
ds  ocuds  avds’

c'est-a-dire = t,gg—l—t,gg,

() Cf. par exempleBOULIGAND, L econsde Géométrievectorielle, n° 139,
() On dit auss quelquefois, d'ailleursimproprement, torsion giodkscque

LAINE. Anal.. II. 10
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; du dv__ .
et par suite £ = 605, gs = sina.

Ceci posé on a d'abord, au point M,
dN__>Ndg  oNdv N

=Tt o —cosx—}—@sina‘
ds — yuds T v ds T W ’

or lesformulesd'O. Rodrigues donnent ici

oN_ 1Mt 4 WN_ DN
T puT gy W v P’

dN _ o83, sina
1

on en tire — = — — 2t
ds X g

D'autre part, d'aprés nos conventions, le triedre (t, N, I') est direct; on

aura donc (fig. 23)
I =t,sinx— i, cosa.
11 vient alors finalement
%—%2:—-[‘-%?:(5‘-—-?1) cOSa Sifa :
1 E

c'est la formule d'O. BONNET.

On voit en particulier que la torsion relative est nulle en tous les points

d'une ligne de courbure, et que cette propriété pourrait étre prise comme
définition deslignes de courbure.

8§ I X. — Congruences de droites.

228. Nous avons précédemment donné le nom général de congruences de
courbes aux familles de courbes dépendant de deux paramétres. Nous allons
étudier en particulier les congruences de droites.

Considérons le point M dont les coordonnées rectangulaires sont données
par les formules

2=f0 W)+ ik, 1), gE=gle @) Fegilh 1) 2==h0, W -eh (0 p)
Nous écrirons, avec lanotation vectorielle,

(24) M==u(k p) +pv (% p)

Quand, laissant » et i constants, on fait varier ¢, ce point engendre une
droite D (x, u} qui dépend des deux paramétriiset w. L'équation (24) repré-
sente donc une congruence de droites.

En particulier, les normales & une surface forment une congruence.

Toute relation établie entre & et g définit une surface réglée appartenant a
la congruence, c'est-a-dire formée en associant les droites de la congruence.
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Cherchons en particulier les relations qui définissent des développables de la
congruence; on devra avoir (n° 191)

(du, v, dv) =0,
b3/} b w w _
ou (a_ld1+3idp, v, “—ldx-i-ﬁd,;)_o,

ou en développant, une équation de la forme

(29) PO, wdX+ 200, wjdh diw—+ R, p)dut =0.

On en déduit deux valeurs pour le rapport gﬁ, et, en intégrant, on arrive

finalement aux deux relations
) Fl(;\! p) =Cb, Fe(la p) == cte.

L'une quelconque de ces relations définissant une développable, on voit
qu'il existe deux familles de développables appartenant a la congruence, et
que chague droite de la congruence appartient & une développable de chaque
famille. En particulier, les développables d'une congruence de normales
forment les deux familles de normalies.

Soient £, et ¥, les surfaces lieux des arétes de rebroussement des dévelop-
pables de chaque famille. D'aprés ce que nous venons de voir, toute droite de
la congruence appartient a une développable de chaque famille; elle est donc
tangente aux deux surfaces ¥, et X,, et par suite ces surfaces constituent les
deux nappes de la surface focale (n° 206) de la congruence.

Soient D une droite de la congruence, D; et D, ses points de contact avec &,
et L1, et ny les plans tangents a =, en B et ax, en D.a et A, les dévelop-
pables de la congruence qui passent par D, enfin , et I', leurs arétes de
rebroussement situées respectivement sur ¥, et x,, Les points D, et D, sont
appelés les points focaux de D, les plans Il; etll,, plans focaux associés a D.
La développable &,, par exemple, étant formée de droites tangentes a Z,. est
circonscritea ¥,; le plan 11, est donc identique au plan tangent a &4, lelong
de D, et par suite il est osculateur a1, en D, De méme, 1’autre plan focal 11,
est osculateur a T, enD,.

En particulier, pour une congruence de normales, la surface focae n'est
autre que la développée, et les points focaux sont les centres de courbure
principaux.

On voit aussi, en reprenant un raisonnement du n° 226, que si les plans
focaux sont rectangulaires, toute aréte de rebroussement d'une développable
de la congruence est ligne géodésique de la nappe focale a laquelle elle appar-
tient.

On peut déterminer les points focaux et par suite la surface focae
sans avoir intégré I'équation (25). Il suffira pour cela, d'aprés ce qu'on
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a vu au n° 206, de prendre pour p une fonction de & et u définie par
|'équation

M R :IH)_O

W w)T
qui sécritici
w2V ol avy
(26) (V, o T \Fhi—{?-s'l"'.)— ,

On obtient ainsi une équation du second degré en p, qui fait connaltre les
deux points focaux de la droite D (%, p}. En portant successivement chacune
des deux valeurs de p racines de cette équation dans I'équation (24), on aura
Les deux nappes de la surface focale.

Il peut arriver qu'une des nappes focaes se réduise a une courbe ou a un
point, ce qui se produit méme quelquefois pour les deux nappes; il s'intro-
duit alors des simplifications dans la recherche des développables de la
congruence.

Si, par exemple, la surface focale se compose d'une courbe G et d'une
surface X, toutes les droites de la congruence seront assujetties & rencontrer
la courbe C. Alors une des familles de développables sera formée des cones
ayant leur sommet sur C et circonscrits a ®. Si la surface focale se compose
de deux courbes, chaque famille de développables sera formée des cones ayant
leur sommet sur |'une des courbes et passant par |'autre; dansle cas ou les
deux courbes sont des droites, la congruence est dite linéaire.

Remarquons encore que |'éguation (25), qui définit les développables de la
congruence, définit aussi, sur la surface focale, les arétes de rebroussement de
ces développables.

Supposons que les équations de la congruence soient données sous la
forme

x=—a, + bz, y=a,+ bz, z—=z,
ol & b; & et b, sont fonctions des paramétres et . L'éguation aux surfaces
développables sécrira (n° 193)

da,db, - dbda, =0,

équation du second degré en g& Les z des points focaux seront alors donnés
(n° 194) par les équations compatibles

da, - zdb, =0, da,+ zdb, =0,
ou I'on remplacera successivement Z—; par les deux racines de I'équation aux

développables. On pourra encore obtenir directement I'équation aux points

focaux en éliminant le rapportgl entre les deux derniéeres équations, ce qui
donne

()0~ ) G
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229. Cherchons a quelle condition une congruence donnée est une con-
gruence de normales. Il faut pour cela et il suffit que I'on puisse déterminer p
en fonction de & et g de telle sorte que I'équation (24) définisse une surface
normale aux droites de la congruence, ce qui s'écrit

v.dM=0,
ou, en développant,
v.(du 4 odv +vdp) =0,

On peut, sans nuire a la généralité, supposer que Ton a pris le vecteur v
delongueur 1. Larelation précédente sécrit alors simplement

v.du+dp=0.
On entire, pour ladétermination de p, les éguations
o au o au
Y S A YU i AF T

et lacondition decompatibilité s'écrit
(27) R | b s au_u

CITRF VY N
C'est la condition cherchée. Si elle est satisfaite. I'équation
de+v.du=0

donne ¢ par une quadrature, qui introduit une constante arbitraire. L'équation
M=un-+,v

définit alors une famille de surfaces a un paramétre auxquelles toutes les
droites de la congruence sont normales.

Soient S; et S, deux surfaces quelconques de la famille, ¢, €t ¢, les valeurs
correspondantes de p. La différence ¢, —p, restant constante d'aprés ce que
nous venons do voir, il résulte de la signification géométrique du vecteur v que
la distance des deux surfaces, comptée sur une normale commune quelconque,
reste constante : on dit alors que les surfaces sont paralléles. Ainsi les trajec-
toires orthogonales d'une congruence de normales forment une famille de
surfaces paralléles.

Considérons par exemple une surface ¥, rapportée a un systeme de coor-
données curvilignes (3, p) tel que le ds’ ait la forme géodésique (n° 224)

_ dg? = d¥®* 4 G(», p)ydut;
soit

M, =nu{), u
I'équation de cette surface. On aura

29) (L“)’= i,

A

e
¥is
o

<&

fl
e
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et en dérivant ces relations par rapporta i et w, on en tire aisément

*n oy *u
(29) Ton 5 =9, w3 =0

Les courbes & = C*® sont, comme on sait, des géodésiques de E,"), et leurs
tangentes forment une congruence dont I'équation peut s'écrire

au
M=u(, a)+r55;

au
équations (29); par suite les tangentes & une famille & un paramétre de
lignes géodésiques d'une surface quelconque forment une congruence de
normales.

Il en résulte immédiatement que les congruences dont les plans focaux
associés a chaque génératrice sont rectangulaires forment une congruence
de normales.

En effet, si I'une des nappes focales d'une telle congruence est une surface,
nous savons (n° 228) que les arétes de rebroussemcnt situées sur cette nappe
sont des géodésiques.

I'équation (27), ou I'on fait v= est alors une conséquence immédiate des

La conclusion es la méme s les deux nappes focdes se réduisent a des courbes.
Soient en effet

M, =u, (), My —=u,(p)
les équations de ces deux courbes; la congruence peut étre représentée par une équa-

tion telle que
M=t ()4 pv(x, pm),

ol I'on aura vk p}=alh, p{ug () —u, (M)

avec iy, —ut—=1.
Les vecteurs ‘%&l Ave %5:—‘ A ¥ sont normaux aux plans focaux en My et M.
Lacondition (27) sécritici, puisque T}‘i =0,

da, v
& =

() Remarquons en passant que le paramétre » mesure I'arc des courbes {g); or on tire
des relations (28)

2y -0 2y 2 =0
EFCI TR FE R T

et ces deux équations expriment que la normale principale & une courbe (u} et normale
aE,; dleséablissent donc directement que sur toute surface &, pour laquelle on a

det = 432 - GO, wdps,
les courbes g = C'* sont des géodésiques, résultat obtenu par une autre voie au n° 224

f'.!
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du, e duy) _
ou encore ?X-l' Sﬁ(ug——ul}ﬁl-adp]_ 0,
ou enfin
@7) du, du,  taa, du_ g

D'ailleurs, on a

d'ou, en multipliant scaairen

de sorte que la relation (g gy du du
T - il CUay __
dy (V‘a‘ (v'dp)

Ou mcore d'a)r&l'identﬂ‘" Aa | s AL Ll Ll (.0 AN
! d d
(B nv) (e av)=o

ce qui et précisément la condition d'orthogonalité des plans focaux.

En résumé, nous pouvons donc dire que la condition nécessaire™) et suffi-
sante pour qu'une congruence donnée soit une congruence de normales est
que les plans focaux associés a chaque génératrice soient rectangulaires.

230. REMARQUES. — 1. Nous avons vu gue toute congruence de droites s
compose de droites tangentes aux deux surfaces focales, ou tangentes a une
surface et rencontrant une courbe, ou rencontrant deux courbes; nous
écartons le cas singulier ou Tune des nappes focales se réduit a un point.

Inversement, I'ensemble des droites tangentes a une surface donnée, ou
rencontrant une courbe donnée, dépend de trois paramétres; donc I'ensemble
des tangentes communes a deux surfaces, ou des droites tangentes a une sur-
face et rencontrant une courbe, ou des droites rencontrant deux courbes,
dépend de deux paramétres, et par suite forme une congruence. Il en résulte
gu'une congruence de droites est entierement déterminée par la connaissance
de ses nappes focales.

I I .— Les plans tangents a une surface (non développable) ou a une courbe
(droite exclue) forment une famille a deux paramétres. Donc en général les
plans tangents communs a deux surfaces, ou a une surface et une courbe,
ou a deux courbes forment une famille a un paramétre et par suite envelop-

@ O. n° 26
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pent une développable circonscrite aux surfaces ou passant par les courbes
considér ées.

Ceci posé, considéronsune congruence dont aucune nappe focale ne seréduit
a une développable ou a une droite; supposons, pour fixer les idées, que I'une
des nappes focales soit une surface Egt |'autre une courbe ). Soient A la
développable circonscritea X, et passantpar Iy, D une génératricede 4D, et
D, ses points focaux situés!'un-sur E,, I'autresur Ty, Une famille de dévelop-
pables de la congruence est formée des cones circonscrits a ¥, et ayant leurs
sommets sur I'y ; le cobne de sommet D, ayant en D; méme plan tangent que 4,
ces deux développables sont tangentes entreelles le longde D. L'autre famille
de développables se compose de développables ayant leurs arétes de rebrous
sément sur X, et passant par [, : soit &’.celle de ces développables qui passe
par D; les développables & et A" ayant m6me plan tangent en D, se touchent
tout lelongdeD.

Il résulte de ce qui précede qu'il existe en général, dans toute congruence
dedroites, une développable singuliére qui est I'enveloppecommune des deux
familles de développables, ou encore le lieu des génératrices de la congruence
pour lesquelles les plans focaux sont confondus. Elle correspond a l'intégrale
singulieredel'équation (25), et on I'obtiendraen égalantazérolediscriminant
decette équation.

§ X. — Applications diverses.

231. On considére une surface rapportée a des axes rectangulaires. Les coordonnées
(X, ¥, 2 d'un point de cette surface sont données par lesformules

z=peosh, y=—=psind, z=:i:\/{p——hcosﬂ)(t:;3-«-p);

h et | étant des congantes

On demande :

1° de vérifier que lescourbes # = C'* sont deslignes de courbure. Nature de ces lignes,
lieu des centres de courbure correspondants;

2° de former I'équation différentielle de I'autre série de lignes de courbure; vérifier
que cette équation admet les solutions particulieres

4
¢ = h cosl, P__OEG.

On profitera de ces remarques pour trouver I'intégrale générale de cette équation.
Nature de ces lignes de courbure; lieu des centres de courbure correspondants.
(Paris, Géométrie supérieure, épr. écrite.)

En revenant aux coordonnées cartésiennes, on a

(30) sk \/{xs +y;:'£§(£'_'- £)-

&
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- . z ) . .
D'autre part, p et g désignant comme d'habitude 22 etE, I'équation aux lignes

T Ty
de courbure sécrit (n° 219)
(31) dpd(y -+ q2) —dgd(x + p2) = 0.
De I'équation (30) on tire successivement

2
32) z2+y“+z=—u+h)x-t-};~+th=o,
i y?
a:+pz=;_).(t+h--!?).

2
et I'équation (31) devient alor§ +a4¥=1{g:

z( Yag) =
@) a2 dp-{-wdq)—-(}.
1° Une premiére famille de lignes de courbure est définie par I'équation

Y= ou =G,
&

a chaque valeur de & correspond une ligne de courbure, intersection de la sphére
S=4y+22—(ht+la—rly+ =0
et du plan
P=ssy—az=60

On obtient ainsi des circonférences situées dans des plans passant par I'axe Oz et
ayant leurs centres dans le plan des xy.

Considérons la congruence des normales a la surface; elle est définie par les
équations
X=x—+ pz —pL,
9 Y=y+qz—4qL,
et les Z des points focaux sont donnés (n° 228) par |'équation

—Zdp+diz+p2)=0,

ou l'on remplace successivement :—; par s valeurs tirées de I'équation (33). Mais
puisque, pour la premiere famille de lignes de courbure, on a
—_ ¥y
diz -+ pz)= lxdz._{),
on en déduit Z =0 et par suite

-1 Y — ¥

x—§(1+h~—t£_;), Y=

La nappe correspondante de la surface focale, ou, ce qui revient au méme, le lieu

des centres de courbure principaux correspondant a la premiére famille de lignes de
courbure, seréduit donc a la parabole

(35) £=0, Y4 2UN--l{i4h}=0.

On peut arriver autrement a ce résultat. La surface, en effet, ayant une famille de
lignes de courbure circulaires, est I'enveloppe d'une famille de sphéres a un para-

métre. Soit
S4+-uP=0
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I'équation de cettefamille, & désignant une fonction inconnue de % ; nous détermi-
nerons u en écrivant que les caractéristiques sont les circonférences

$=0, P=0.

Or ces caractéristi Corre P
L)
85-+uP=0, %+u%‘£+?§{= .

Cette derniére équation °‘§~“ .
(ﬁ— l)y— (p-ﬂ‘i x=0;

elle représente un plan qui doit coincider avec le plan P, ce qui exige p==-—al.
A| nsi |a Surfacn oct I'amralanna Aac enharac

=ty 22 (IR0 — 2y + R =0,

et la nappe de la développée correspondant aux lignes de courbure considérées se
réduit a la courbe lieu des centres des sphéres ¥ : on retrouve bien la parabole (35).

2° L'équation (33) montre que la deuxieme famille de lignes de courbure est
définie par I'équation

et comme, pour toute courbe de Iarst{ﬁfﬁéé:d&]ﬁ 0,
pdz +qdy —dz =10,
on aura, sur toute ligne de courbure de cette famille,
pT gy —z =10,

Telle est, en termes finis, I'équation de la seconde famille. En remplagant p et g
par leurs valeurs, on peut |'écrire

(36) (I+I:)x+l£—2th—2az=0,

a désignant une constante arbitraire.
Compte tenu de |I'équation (32), I'équation (36) devient

(37) iyt —Qr— hi=0,
et, en éliminanty entre les équations (32) et (37), on a
(38) z:wudz}_

Les équations (37) et (38) représentent la seconde famille de lignes de courbure;
ce sont des circonférences dont les plans passent par la droite

=10, x=1;

la surface considérée est donc une cyciide de DUPIN.
Pour w==00, on a z= 0, ce qui donne les deux lignes de courbure

p=hcosB et p=w—25-

Il est facile de voir a priori que ces deux courbes sont des lignes de courbure,
puisque le long de ces lignes la surface et le plan des xy se coupent & angle droit.
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Enfin on verra sans peine que le lieu des centres de courbure principaux corres-
pondant & la seconde famille de lignes de courbure se réduit a la parabole

2 :
W="-r-+h, Y ==0,

232. On considére les surfaces déueloppables dont les génératrices font un angle
donné a avec |'axe des z, et qui passent par la parabole

yr—2pz=0, z=0.

Montrer que ces surfaces sont des cylindres, a I'exception d'une certaine surface déve-
loppable S, composée de deux nappes distinctes se coupant suivant la parabole. Faire
voir que S est Venveloppe des cylindres, et rechercher Géométriquement les projections
sur le plan des {x, y) des lignes de courbure de S.

(Bordeaux, épreuve écrite, 2° question.)

Soient I', la parabole donnée, T'y la conique intersection du plan de l'infini et du
cone de révolution de sommet 0, d'axe Oz, et de demi-angle au sommet &, Les droites
qui coupent T, et font avec Oz I'angle oc forment une congruence dont les nappes
focales se réduisent aT', et T';.

Les développables de la congruence se composent :

1° des cOnes ayant leurs sommets sur I', et
passant par I'; : ce sont des cones de révolution
d'axe parallele a Oz et de demi-angle au som-
met «;

2° des cones ayant leurs sommets sur I'y et
passant par T, : ce sont des cylindres passant
par la parabole et dont les génératrices font un
angle a avec Oz. On a ainsi les développables
considérées dans |'énoncé.

Il existeen outre (n° 230, 11) une développable
singuliére &, passant par I'; et T, et enveloppe
des cylindres.

Soient D; un pointde I',D;Tla tangente en
ce point. Le plan normal & I"; en D; coupe le
cobne de sommet D, passant par T, suivant deux
génératrices D' et D", et les plans (1), D;T) et
(D", D1T) sont tangents & ce cone. Il en résulte
que, pour chacune des génératrices D' et D", les
plans focaux sont confondus;, donc par tout
point D, de I", passent deux génératrices reoti-
lignes, D' et D", de &, et par suite & se compose
bien de deux nappes distinctes se croisant suivant

Fig. 24. la paraboleT,.

Les génératrices rectilignes de & formant une
premiére famille de lignes de courbure; les droites D' et D", étant dans un plan
perpendiculaire en D; aD,,T, se projettent sur le plan des xy suivant les normales a
la parabole.

D'ailleurs le plan tangent & A le long de D' coupe évidemment le plan xOy sous

| "an ;—a donc tout plan paralléle & xOy coupe & sous un angle constant et par

suite suivant une ligne de courbure. La seconde famille de lignes de courbure,
formée de courbes qui sont situées dans des plans paralléles au plan xOy, se projette
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donc sur ce plan suivant les trajectoires orthogonales des normalesde I'y, c'est-a-dire

suivant les courbes paralleéles a I'.
REMARQUE. — |1 est clair que les conclusions précédentes sont indépendantes de

la forme dela courbe I’; dans le plan xOy.

233. On considére la surface réglée E engendrée par les normales principales d'une

courbegaucheTI'.

1° Exprimer, au moyen de I'arc sde I' et de la longueur | portée sur la normale
principale a partir du point M de la courbe I', coordonnées d'un point quelconque P
de £, le dS? de cette surface.

Former I'équation du plan tangent au méme point, et vérifier que Ia normale a la

surface X au point P peut s'obtenir en composant un vecteur égal a1 — = parallele ala

binormalede T', et un vecteur .:, paralléle a la tangentede I au pointM , R et T désignant

suivant |'usage les rayons de courbure et de torsion de I'.
2° Former |'équation différentielle des lignes asymptotiques de £ ; montrer quesi Von
pose .
ig=71, Tz=1, h=1,
I'intégration de I'éguation différentielle obtenue pour & considéré commefonction de s se
rameéne a la quadrature
r__i_e _‘ d'r

“__'T"'_'ds
4
a1

La courbe I' est ligne asymptotique de la surface &
{Rennes, épreuve écrite, 2° question.)
1° On a, avec les notations habituelles,
P=M+4in
dP = dM + [dn + ndi,

=[t(1~ ~ %) —bg]ds+nat

(dP}"=dS"=[(l — 3+ Eae 5.

et par suite

L'équation du plan tangent sécrira immédiatement quand on connaitra un
vecteur N normal alasurface. Or on peut prendre
_YP P dn

=-n/\t-+—}n;\£

=b(é—i)-—z%-
On en déduit la construction de la normale indiquée dans I'énoncé.
2° L'éguation aux asymptotiques peut sécrire (n° 215, Rem.)
N . dP =0,
or ona

dN = [— u%% -2 +u,;i{i]d:+(g f.)dl,
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et par suite, pour I'équation aux asymptotiques,

hydt pdiy, 2
[l(l “RET T8 “]d: + Sdsdl =0,
Une premiére famille (ds=0) est formée des normales principales aI'. Si I'on
introduit les fonctions g, =, &, on voit sans peine que les asymptotiques'de la seconde
famille sont données par I'équation différentielle

d) d':___de___ dr
% e T e T Pds
Onen tire :
v d pd':
, _ép__ 4t
At | E__ %y
2je

Il est clair que I appartient & cette seconde famille, puisgue son plan osculateur
est confondu avec le plan tangent ax en chaque point de I'. L'équation en | admet
bien en effet la solution 1= 0.



CHAPITRE VI

NOTIONS COMPLEMENTAIRES ET THEORIES ANNEXES

8 |. — Sur les surfaces isométriques.

234. Considérons deux surfaces S et S, rapportées la premiére a un
systeme de coordonnées curvilignes (i, i) et la seconde & un systéme de coor-
donnéescurvilignes {«, ).

Les équations

(i) A= (e B), p=a,(x B)
font correspondre a tout point de la surface S; un point de la surface S, et il
est clair que sous certaines conditions de continuité la correspondance pourra
étrebiunivoque.

On aura alors, avec les notations usuelles, pour tout déplacement infini-
ment petit sur la premieére surface,

) ds? = Fd? 4 2Fd hdp + Gdp?
et sur la seconde
3 dsi =E da? + 2F,dadf + G,d .

Si Ton peut déterminer les fonctions ¢, et g, de telle sorte qu'en faisant,
dans le second membre de (2), le changement de variables défini par les
équations (1), on ait identiquement

(4) dst=ds,
on dit que les surfaces S et S; sont isométriques. Conformément a la termi-
nologie adoptée par M. BOULIGAND dans ses Legons de Géométrie vectorielle,
nous emploierons cette dénomination de préférence ala dénomination appli-
cables, nous dirons d'une fagon précise que deux surfaces sont applicables
quand elles appartiennent a une famille continue a un paramétre de surfaces
isométriques. Notons d'ailleurs que la propriété physique suggérée par le mot
applicables peut étre soumise a d'importantes restrictions(®).

En identifiant les seconds membres des équations (2) et (3) aprés avoir fait
e changement de variables (1) on obtient troiséquations aux dérivées partielles

(*) B. GAMBIER, Bulletin des Sciences Mathématiques, t. XL1V, 1920, p. 65-72 et 76-91.
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auxquelles doivent satisfaire les fonctions g, et ¢, : on démontre qu'en général
le probléme n'a pas de solution.

A une courbe quelconque, f==8{«), de S;, les équations (1) font corres-
pondre une courbe de S, et I'équation (4) montre alors que, si S et S; sont
isométriques, les.arcs de ces deux courbes limités a des points correspondants
ont méme longueur.

On peut toujours paramétrer deux surfaces isométriques de telle sorte que
les points correspondants aient mémes coordonnées curvilignes : les ds? des
surfaces sont alors identiques. Réciproquement, si deux surfaces ont des ds?
identiques, elles sont isométriques et les points correspondants ont mémes
coordonnées curvilignes.

235. Pour donner un exemple important de surfaces isométriques, nous
allons montrer que toute surface développable est isométrique a un plan.
Soit M=ual)+pvr(})

I'éguation d'une surface développable; on peut toujours supposer que le
vecteur v est de longueur 1 et que la courbe p — 0 est une trajectoire orthogo-
nale des génératrices; on aura alors

(vi*=1, v.dv =0, v.du=20.
La surface étant développable, on a d'ailleurs
(v, du, dv}=0,
ou a, du + o, dv 4 2,7 =1,

x, «, € «, désignant des scalaires convenablement choisis non tous nuls;
multiplions scalairement cette derniére équation par v, il reste a,=0, d'ou

w du -+ o, dvy =0,
On aura donc successivement, en supposant «, == 0 (ce qui écarte |'hypothése
du cylindre, pour lequel la propriété a démontrer est évidente),

ds* = (dit + pd¥ + v g = [(p - :T) dv + vdp_']*

=t —l—(p-—‘Etlt (:i‘;) d3?,

dp= \/( )dl —Zﬁ—i;—a(p)

els® = dp* 4 (p + o) pt.

Telle est la forme réduite du ds* d'une surface développable.
Le ds’ du plan en coordonnées cartésiennes rectangulaires s'écrit

ou, en posant

ds? = dx? + dy®.
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Si Ton pose
do + idy = e% [dp 4+ i{(p + «)dpl],
de —idy = e [dp— i{p + a)d p],
dou :E=Pc08.u.-—flx Sinl.r.dp.,

y:pﬂin;&-—[—foccosl.r.dp.,

on réalise I' identification des ds* : la surface développable est donc bien
isométrique aun plan.

On voit qu'aux génératrices rectilignes de la développable(r= C'®, cest-&
direp. =C") correspond une famille de droites du plan, et al'aréte de rebrous-
sement |'enveloppe de cette famille de droites. Ce dernier point résulte de ce
que, deux surfaces isométriques pouvant étre paramétrées de facon a avoir
des ds? identiques, deux courbes quelconques de I'une se coupent sous le
méme angle que les deux courbes correspondantes de |'autre.

Montrons réciproguement que toute surface isométrique a un plan et

développable.
Par hypothese on peut paramétrer la surface de telle sorte que I'on ait
=M=, B)
avec st = {dMP® = do? 4 d fi%,
c'est-a-dire

I R

Y B

On tire aisément de ces relations

[

M

M M oMM _
e =% N haEs% WY
oM BM MM oM M
W =0 EhaE=% %

h L, . N
donc les vecteurs \:.,l, ;:;1 el —‘% sont dirigés suivant lanormale ala surface,
en sorte que |I'on peut poser, avec les notations usuelles,

*M *M »M
3‘;‘:‘1"“‘ SHE——&*N, ﬁi—-—a‘N,

d'ou, en multipliant scalairement par N,
E'= a F=g G =3
(Z) Il suffit de se reporter au n° 228 pour congtater immédiatement que I'on a alors
F

—E'G'=0, e par site que la surface et développable. Mais le raisonnement que
nous donnons ici es indépendant du calcul de la courbure totale.
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: M M ' M .
et par suite \,_EN .\u_\ﬁ“FN‘ W:GN.
2N M  >M M M M N M
On a d'ailleurs Ta38 dwrf T e \a\fi""o o agt +ﬁ'm=0’
et par suite Fe—EG =0.

Donc tous les points de la surface sont paraboliques (n° 210), et la surface
est bien développable (n° 213).

REMARQUE. — Soient S et S; deux surfaces isométriques; imaginons que la surface S
soit recouverte d'un réseau de fils inextensibles, d'épaisseur négligeable, coincidant
par exemple avec des courbes coordonnées trés voisines les unes des autres; le tissu
ainsi obtenu donnera une représentation matérielle dela surface S. Il peut alors arriver
que la portion de tissu qui recouvre une aire finie A de S, convenablement déformée,
s'applique exactement sur une aire A; de S; : on dit dans ce cas que |'on passe de A
a A; par une déformation, et c'est alors, d'aprés notre terminologie, que A est appli-
cable sur A;.

Ces considérations exigeraient des précisions assez délicates dans lesquelles nous
ne pouvons songer a entrer. Faisons seulement observer qu'on n'étudie, dans la
géométrie des surfaces, que les déformations continues, c'est-a-dire satisfaisant a
certaines conditions de régularité : par exemple, si I'on prend une portion de surface
a courbure totale positive, on ne considérera que les déformations pour lesquelles la
face convexe restera convexe. |l est alors facile de voir que I'isométrie n'entraine pas
nécessairement |'applicabilité : il suffira par exemple de raisonner sur deux triangles
sphériques scalénes symétriques.

Signalons encore que la déformation ainsi définie n'est pas toujours possible : pat-
exemple on démontre qu'une sphére, ou plus généralement une surface fermée partout
convexe, n'est pas déformable; elle le devient si on en supprime une portion arbi-
trairement petite.

Les éléments qui restent invariants dans la déformation d'une surface S sont appelés
des éléments géodésiques de S; ils doivent pouvoir étre définis uniquement au moyen
de E, F, G et de leurs dérivées. Exemple : courbure totale (n° 223), courbure géodé-
sique (n° 227).

8 Il . — Sur la représentation conforme.

236. Soient S et S; deux surfaces isométriques, P et P; deux points corres-
pondants, C et C deux courbes
o Py de S qui se coupent en P, C;
r et C'; les courbes correspon-
dantes de S;. Tracons sur S
Q G Q) une courbe I' qui coupe G et
C' en deux points Q et R

H,i Gy infiniment voisins de P
soient I',, Q;, R; les éléments
géométriques correspondants

Fig. 25. sur §
Les triangles infiniment
petits PQR et P;Q;R; peuvent étre assimilés a des triangles rectilignes qui
LAINE, Anal., 1. 11.

P I
1
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auront leurs trois cotés égaux, puisque les surfaces sont supposées isomé-
triques; donc, comme nous l'avons déja signalé, I'angle sous lequel se cou-
pent en P les courbes C et C est égal a I'angle sous lequel se coupent en Py
les courbes correspondantes C; et C';.

Prenons maintenant deux surfaces quelconques S et Sy,

S M=M lA, 1), (s) MM §)
et soient =g (a 8),  p=gplx )

les équations qui définissent une représentation de S, sur S. Si cette repré-
sentation est telle que I'angle sous lequel se coupent deux courbes quelcongues
de S est égal al'angle sous lequel se coupent les courbes correspondantes
de S;, on dit qu'on a réalisé une représentation conforme de S; sur S.

Pour qu'il en soit ainsi, il n'est plus nécessaire que les triangles PQR
et P;Q;R; soient égaux; il suffit qu'ils soient semblables, c'est-a-dire que le
PR

rapport P, soit le méme quelle que soit la courbe qui passe en P. Autre-

ment dit, en deux points correspondants, le rapport gs—; est invariable; on
doit donc avoir une relation de laforme
(5) ds® =A0(a, g)dsi.
Orona .
ds* =E{, p)d12 4+ 2F (G, wdhdp -+ G0, w)dp?,
ds?==E, (=, flda® + 2F (o, P)dad P + G (x, )d§?;
I'éguation (5) s'écrit donc

al) 2]“3)“‘!‘_._(;(.&) ERM% r“_)}?ﬁ'+“}_‘.?5)+(;"‘£‘llf

o b A aﬁ d kT af dx
o
(6) AL Wy ' hITAT
W Jh MR A f
*E(a—ﬁ) +2Fn-5$+(x(“—
= e B

On a ainsi en définitive deux équations pour déterminer les deux fonctions
inconnues x et i, et par suite le probleme aura en général une solution.

Alors que deux surfaces arbitraires ne sont pas en général isométriques, on
voit qu'elles admettent toujours une représentation conforme de I'une sur
I'autre. En particulier, si lasurface S est un plan, on dit que la représentation
conforme de S; sur S donne la carte géographique de S;.

237. Premier exemple : représentation conforme dune sphére sur un
plan. — Soient, en coordonnées polaires,

z,—=sinbcosy, Yy, =sindsing,  z, == cosh
les équations paramétriques d'une sphére de rayon 1. On aura
dsl = d 6 4 sin*0d ¢*,
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D'autre part le ds? du plan en coordonnées cartésiennes rectangulaires sécrit

ds* = gda* + dyi.
Nous devrons avoir

dx® + dyd == H(#, ) (d0® 4 sin0d 9.
Or le premier membre est un produit de différentielles exactes
(o + idy) (die — idy);

pour mettre le second sous la méme forme, il suffira de trouver un facteur
intégrant pour chacune des différentielles

do+isinbdyp, b —isinddsy;

il est clair, par exemple, que chacune admet le facteur inte 1 . On
obtiendra donc une représentation conforme en prenant

i . .
H(u, q‘}z;ﬁ{ﬁ]’ d.x:i:dy:;}%itdq;,
C'est-a-dire
]
m:]ogtgé, g=7y.

Alors aux méridiens ¢ = C'® correspondront des paralléles a l'axe des x.
et aux paralléles8= C* des paralléles a I'axe des y. Cest le systéme de carte
de MERCATOR.

Cette méthode peut évidemment servir a faire la carte géographique d'une
surface quelconque : il suffit de décomposer le ds? de cette surface en produit
de différentielles linéaires, et de chercher pour chacune de ces différentielles
un facteur intégrant.

Deuxiéme exemple : représentation conforme d'un plan sur un plan. —
Le probleme de la représentation conforme d'un plan sur un plan est lié,
comme nous allons le voir, a la théorie des fonctions analytiques. Une telle
représentation est désignée parfois sous le nom de transformation isoyonale
du plan en lui-méme: il est inutile en effet de considérer deux plans distincts,
et I'on peut poser la question de la fagon suivante : trouver deux fonctions
X(x, y) et Y(x, y) telles que la transformation plane définie par les équations

X=X(z,y), Y=Y(z,y)
conserve les angles.
Les équations (6) s'écriront ici

—_— l >
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ou encore
() + (=) =G) +(7)
(") XX _ WY
oy T dmoay’
Posons
X Y
i x 1@

la seconde équation (7) donnera
2X_ Y

JLn_r,t_ w’

et la premiére
=1, dou =1,

A deux signes différents de » correspondront, par exemple, deux valeurs
opposées de X, cest-a-dire deux transformations identiques a une symétrie
prés. On peut donc se borner a prendre » =1, et on tire alors des équa-
tions (7)

X Y X _ Y

e vy oy
On reconnait les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction
Z=F(2)=X(z,y)+ iY(z,y)

soit une fonction analytique. On peut donc dire qu'a toute fonction analytique
correspond une transformation isogonale du plan en lui-méme; a chaque
courbe décrite par le point d'affixe z correspond une courbe décrite par le
point Z, et deux courbes quelconques du plan (z) se coupent sous le méme
angle que leurs transformées dans le plan (2).

Considérons par exemple I'équation

az-h
pal T

qui établit entre les variables Z et z une correspondance homographique; la
représentation conforme qui lui correspond transforme les circonférences en
circonférences. En effet, si Z par exemple décrit une circonférence de centre a,
on aura

soient M, A et BLESpoints d'affixes respectives

S e
—izhe b
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Puisque | Z — & | est constant par hypothese, il en sera de méme du rapport

A —ua
I Tl
z-{-‘g’

_NA
—MB'

et lelieu de M est bien une circonférence.

REMARQUE. — Etant donnés deux domaines D et D; du plan xy, on peut s
proposer de déterminer une représentation conforme qui établisse une corres-
pondance hiunivoque entre les points des deux domaines. C'est un probleme
qui a éé résolu par RIEMANN, dans I'hypotheése ou D et D; sont simplement
connexes.

Considérons par exemple le cas ou le domaine D et le cercle de centre O et

de rayon 1, et le domaine D; un demi-
Y plan limité & une droite indéfinie A.

Soient a et 6 deux points quel-
conques symétriques par rapporta a.
le point a appartenant au domaine

D, Posons

Z =i

i= [

& (8) 7,—b '
\\ % désignant un argument réel quel-

b conque.

Quand z; décrit A, on a évidem-
Fig 20. ment ;z1=1, donc z décrit la circon-

férence de centre O et de rayon 1;
d'ailleurs z vient en O quand z vient en a, donc aux points z; situés du méme
coté de & que a correspondent les points z intérieurs a la circonférence. La
relation (8) définit donc une représentation conforme du demi-plan sur le
cercle, et lacorrespondance établie entre D et D, est évidemment biunivoque(*).

238. APPLICATION. —Deux variables complexes =i+ iy, t=X1iY
sont liées par la relation
v 12
= (z—i—i) -

On fait décrire a la variable z le quart de cercle OAB de rayon 1, défini par les inéga-
lités

220, y=0, Tyl
trouver le domaine D décrit par la variable Z, et montrer que la relation (1) établit une
correspondance univogque entre les points de ces deux domaines.

(*) On peut choisir a et ¢ arbitrairement, doll indétermination dordre 3. Cela tient en
définitive a ce que les transformations conformes d'un demi-plan sur lui-méme dépendent
de trois paramétres : par exemple pour le demi-plan y;20, on a les transformations

2=$-§—H, oU x, B, y. & sont quatre constantes réelles telles que ad — By > 8.
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Déduire du résultat une fonction analytique /(z) permettant d'effectuer la représen-
tation conforme du quart de cercle OAB sur un
cercle de rayon 1.

(Paris, épreuve écrite, 2° question.)
B Posons

1= peit,. z,=z+%=m,+iy"
d'ou

= (p o %) cosfh, ¥, = (p — ;—) sing,

Quand z décrit OA, on a8 =0 et p varie de
zéroal ; alors z; décritl'axeréel de - o A4 2.
Quand z décrit I'arc AB, on a p==4 et & varie

x! 0 AT

de zéro a- alors z; décrit I'axe réel de + 2 a

3/’ zéro. Enfin quand z décrit BO, on a0=-., et

Fig. 27. ¢ varie de 1 azéro; alors z;, décrit I'axe ima-
ginaire de 0 a —e. Donc au contour OAB
correspond pour la variable z; I'ensemble des demi-axes Oy' et il est clair que
la correspondance entre les deux contours est univoque. Nous désignerons par d; la
portion du plan limitée par Ox et Oy'".
Pour tout point intérieur au contour OAB, on a

e<<i, 0<B<E:

et par suite >0,  y<0;

donc & tout point z intérieur & OAB correspond un point z; et un seul intérieur au
domaine d;. Réciproguement, a tout point z intérieur & d; |'équation

@2 —az +1=0

fait correspondre deux points Z et z' tels que|z’{ tz"f==1; donc |'un de ces points
et un seul, soit z', a un module p' inférieur 2 1. On a d'ailleurs, puisque z, appartient
adi,

(¢+ H)oost >0, (¢~ 1)sime <o,

ce qui montre que Z aun argument B compris entre zé&ro et & g donc au point z, de dy

correspond un point et un seul du quart de cercle. La correspondance entre les deux
domaines est donc biunivoque.

Si I'on pose maintenant Z =z,% on voit que le domaine D de la variable Z corres—
pondant au domaine d; se compose du demi-plan situé au-dessous de |'axe réel.
tout point z; de d; correspond un seul point Z de D, et inversement a tout point Z de
D correspondent deux points z; etz';, symétriques par rapport a I'origine, et dont un
seul est situé dans I'angle xOy'. Donc la correspondance entre D et le quart de cercle
est biunivoque.

On sait d'ailleurs (n° 237, Rem.) que larelation

Z—{—:
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établit une correspondance biunivo?ue entre le demi-plan D et le cercle de centre 0

et de rayon 1. Donc en définitive lafonction
(3 + -l-)’ ~+i
=[x} = ——
(Z =+ E) -

permet la représentation conforme du quart de cercle OAB sur le cercle de centre 0
et de rayon 1, avec correspondance biunivogue entre les deux domaines.

81 11.— Sur les transformations de contact.

239. Considérons les éguations

9 X=X g, Y=Y(z y)

. . DX, Y) P
ou nous supposons que lejacobien Dz n'est pas nul identiquement. Ces
équations établissent une correspondance entre les points des deux plans (X, y)
et (X, Y), et cette correspondance est, au moins dans certains domaines, biuni-
voque; par suite, a toute courbe du plan (x, y), les équations (9) font corres-
pondre une courbe du plan (X, Y) qui sera dite transformée de la premiére
par les équations (9) : une telle transformation est appelée ponctuelle.

Soient ¢ une courbe du plan (x,y), mun pointdec, C et M les courbe et
point correspondants du plan (X, Y), enfiny' et Y' les valeurs des dérivées

% et ay en met M sur les courbesc et C. Les régles connues du changement

de variables permettent de déterminer Y’ au moyen de x, y et y', indépendam-
ment de la courbe ¢ choisie : on aura

“—Y.d:c+‘lxdy “—X-i—y'?—Y-
=X, K TR X

.T.Edw+5—y'dy 2wt 5y

Il en résulte que la transformation (9) change deux courbes c et c; tan-
gentes au point m(x, y), en deux courbes C et C, tangentes au point M corres-
pondant & m.

On pourrad e méme exprimer Y{® au moyen =, y, ¥ ...y, ilen
résulte comme précédemment que deux courbes qui ont un contact d'ordre n
au point m (x, y) sont transformées par les équations (9) en deux courbes
ayant, au point correspondant a m, un contact du méme ordre. On exprime
ce fait en disant que les transformations ponctuelles conservent les contacts.

240. On donne le nom d'éément de contact a I'ensemble d'un point et
d'une droite passant par ce point. Un élément de contact peut donc étre défini
par trois coordonnées (& vy, VY), les deux premiéres représentant les coor-
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données du point, et la troisiéme le coefficient angulaire de la droite. On dit
qu'un élément de contact appartient a une courbe si la courbe passe au point
(%, y) et a en ce point une tangente de coefficient angulaire y'.

Supposons que X, y et y' soient fonctions d'un parameétre t. Aux différentes
valeurs de t correspondront o' éléments; si I'on a identiquement

dy —y'de =10,
on dit que ces éléments forment une multiplicité. L'ensemble des points
appartenant a la multiplicité en est le support ponctuel.

Il existe deux types de multiplicités. Ou bien x et y dépendent effectivement
de /; le support ponctuel est alors une courbe c, et lamultiplicité se compose
de I'ensemble des éléments appartenant & c. Ou bien x et y sont constants;
le support ponctuel se réduit a un point, on a dx=0, dy =0, et y' est quel-
conque; la multiplicité se compose d'un point fixe associé aux ! droites qui
passent par ce point.

Les équations

(1) X=Xz, 5, ¥) Y=Yz 5y Y=P@yny)

définissent une correspondance entre les éléments de contact des plans (x, Y)
S

et (X, Y) ; nous supposerons quelejacobien-gg' ;‘Tﬁ—; n'est pas identiquement

nul, de telle sorte que I'on puisse résoudre les équations (11) par rapport

ax y et y. On dit que ces équations définissent une transformation de

contact si I'on aidentiquement une relation de la forme

(12) dY — Y'dX=¢(2, 4, ¥') (dy — y'dx).

A toute multiplicité de I'un des plans, les équations (11) font alors corres-
pondre une multiplicité de I'autre plan; on peut donc dire que toute transfor-
mation de contact détermine une correspondance entre les multiplicités des
deux plans. Réciproquement si les équations (11) définissent une correspon-
dance entre les multiplicités des deux plans, larelation

dy —y'de=0
doit entrainer dY —YdX =0{;

le premier membre de cette derniére équation étant linéaire en dx, dy, dy,
ceci exige que I'on ait une relation de laforme (12), donc que les équations (11)
représentent une transformation de contact.

Soit ¢ une courbe du plan (x, y); la transformation de contact (11) chan-
gera la multiplicité qui a pour support ponctuel la courbe ¢ en une autre
multiplicité dont le support ponctuel G seraun point ou une courbe : on dit
que la transformation de contact change ¢ en G.

Une transformation de contact change évidemment deux multiplicités qui
ont un élément de contact commun en deux autres multiplicités ayant aussi
un élément de contact commun, donc deux courbes tangentes en deux courbes
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tangentes, ou en une courbe et un point situé sur cette courbe. On peut
d'ailleurs déduire des équations (11) la valeur de Y& en fonction de
z, i, 4, ..yt on en conclut, comme pour les transformations ponctuelles,
que les contacts sont conservés par toute transformation de contact.

Il est clair, d'aprés leur signification géométrique, que les équations (0)
et (10) déterminent une correspondance de multiplicités, donc une transfor-
mation de contact; on le vérifie analytiquement en montrant que ces équations
entrainent la relation

e 1 DX, Y) .
dY — de_a_x;h X ﬁ(&m(dy — y'dx),

¥ by

qui et bien de laforme (12). Ainsi toute transformation ponctuelle est une
transformation de contact.

241. Considérons maintenant lamultiplicité du plan (x, y) dont le support
ponctuel se réduit au point (a, 6), et supposons que les équations (11) défi-
nissent une transformation de contact. Si lesfonctions X (x,y,y) et Y(.X,V,Y)
sont indépendantes de y' la multiplicité correspondante du plan (X, Y) aura
aussi pour support ponctuel un point : c'est le cas des transformations ponc-
tuelles. Mais si ces fonctions dépendent de y', la multiplicité correspondante
aura pour support ponctuel une courbe, dont on obtiendra I'équation en
éliminant le parametre arbitraire y' entre les équations

X=X{a, b, ¥'), Y=Yla, b, ¥).

Placons-nous dans cette seconde hypothese. A tout élément de contact d'une
multiplicité du plan (x, y), les équations (11) font correspondre un éément
de contact d'une multiplicité du plan (X, Y), quelle que soit la nature des
supports ponctuels en correspondance. Eliminonsy' entre les deux premiéres
équations (11), et soit.

(13) Fz, 5 X, Y)=0
I'équation ainsi obtenue.

A tout point m(x, y) cette équation fait correspondre une courbe I' du plan
(X, Y); quand m décrit une courbe c, la courbe F enveloppe une courbe C :
je dis que cette courbe G est précisément la transformée de ¢ par la transfor-
mation de contact. En effet, a tout élément de contact (x, y, y') de la multi-
plicité qui a pour support ponctuel le point m, les équations (11) font corres-
pondre un éément de contact (X, Y, Y') delacourbe F correspondant a m;
en particulier a I'élément de contact formé du point m et de la tangente ac
en m correspond un élément de contact qui appartient ala foisarl etala
transformée de c par la transformation de contact : donc cette transformée
enveloppe les courbes I', et par suite elle est identique a C.

A tout point M(X, Y), I'équation (13) fait de méme correspondre une
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courbe ¢ du plan (x, y), et quand M décrit une courbe C, y enveloppe une
courbe ¢ qui est, on le montrerait comme précédemment, la courbe associée
a G par la transformation de contact. Une transformation de contact autre
gu'une transformation ponctuelle est donc entiérement définie par une équation
telle que (13) ; aussi donne-t-on a cette équation le nom d'équation fonda-
mentale de la transformation de contact.

Soit y={(x)

I'équation d'une courbe ¢ du plan (x, y). Pour avoir sa transformée, il faut,
d'apres la théorie des enveloppes, éliminer x, y et y' entre les quatre équations

1) F@ g X, N)=0, L4yl =0 y=f@). y= @)

Les deux premiéres, qui sont |ndependantes de la courbe c, donnent X et Y
en fonction de e y et y'. Pour avoir Y', différentions la premiére équation,
on aura

nF \F 2F F

d a’ +-5{dx+—YdY 0,

ou, en tenant compte de la %conde équation et des relations
dy = y'dx, dY =Y'dX,
F ol
x+Y5y=0
En résumé, les équations

_ al 2l i F
F=0, = Y=o 5X +Yig=0,
résolues par rapporta X, Y et Y', donneront les équations de la transformation
de contact qui a pour équation fondamentale I'équation (13).

Prenons par exemple comme équation fondamentale
Y+ n— X =0;

on en déduit aisément, pour la transformation de contact correspondante, les
équations
X=y, Y=ay —y, Y=gz

On donne a cette transformation le nom de transformation de LEGENDRE.

On voit maintenant la différence qui existe entre les transformations de con-
tact ponctuelles et non ponctuelles. Les premiéres établissent entre les plans
(%, y) et (X, Y) une correspondance point par point et courbe par courbe :
elles transforment les multiplicités sans jamais altérer la nature des supports
ponctuels. Il n'en est pas de méme des secondes; considérons en effet la mul -
tiplicité du plan (x, y) définie par les équations

(15) z==z(t), yw=yl), y=pl;
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la multiplicité correspondante du plan (X, Y) aura un support ponctuel dont
on obtiendra I'équation en éliminant ce vy, y' et t entre les deux premiéres
«@quations (14) et les, trois équations (15). En particulier ala multiplicité

r=a, y==s, ¥ =i,

qui a pour support ponctuel le point (a, b) correspondra une multiplicité
ayant pour support ponctuel la courbe

Fa, b, X, Y)=0.

Donc a tout point du plan (ce y), la transformation de contact définie par
les équations (14) fait correspondre une courbe du plan (X, Y), et de méme
atout point du plan (X, Y) correspond une courbe du plan (x, y). Autrement
dit cette transformation fait correspondre en général une courbe a une courbe;
toutefois il existe dans le plan (x, y), une congruence de courbes,

Fix, y, =, 8)=0;

a chacune desquelles ne correspond qu'un point (a, p) du plan (X, Y), et de
modme il existe dans le plan (X, Y) une congruence de courbes

Fla, b, X, Y)=0

a chacune desquelles ne correspond qu'un point (a, b) du plan (x, ).

Du point de vue de la géométrie des multiplicités, on remarquera qu'il n'y
a aucune différence essentielle entre les deux types de transformations de
contact : c'est ce qui explique I'importance des notions ci-dessus introduites.

Rappelons que nous avons rencontré précédemment (n° 19), sous le nom de
transformations dualistiques, une classe importante de transformations de
contact non ponctuelles, correspondant a une équation fondamentale linéaire
en (x, y) et en (X, Y). Par exemple la transformation de LEGENDRE est, on
sen assurera sans difficulté, une transformation par polaires réciproques rela-
tivement a la parabole

2t — 2y ==0.

242. Pour donner une application intéressante dela théorie des transfor-
mations de contact, considérons |'équation différentielle

(16) flx, y, ") =0

Les éléments de contact, en nombre o2 qui satisfont a cette équation, sont
appelés ééments intégraux. Toute multiplicité formée d'éléments intégraux
est une multiplicité intégrale de I'équation (16) : intégrer cette équation, c'est
répartir les ééments intégraux en multiplicités.

Si le support ponctuel d'une multiplicité intégrale est une courbe, ce sera
évidemment une courbe intégrale au sens ordinaire. Mais il pourra exister des
multiplicités intégrales ayant pour support ponctuel un point : on voit que
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I'introduction de la notion de multiplicité permet d'élargir le probléme de
I'intégration des équations différentielles.

Les équations de la transformation de contact (11) font correspondre, aux
& 2 éléments intégraux de I'équation (16), w2 ééments de contact satisfaisant
al'équation

1) F(X, Y, Y)=0;

il est clair que toute multiplicitéintégrale del'équation (16) sera transformée

en une multiplicitéintégrale de I'équation (17) et réciproquement. 11 enrésulte

que si I'on sait intégrer |'une de ces équations, on saura intégrer |'autre.
Considérons par exemple I'équation de CLAIRAUT

(18) y=ay'+ fly),
et appliquons-lui la transformation de LEGENDRE
(19) X=y, Y=ay —y, Y =
Cette équation devient
(20) Y + f{X)=0.

Lesmultiplicités qui satisfont al'éguation (20) sont celles qui ont pour sup-
port ponctuel un point quelconque de la courbe C représentée par I'équation
(20); elles sont donc définies par des équations telles que

X=u, Y =— f{«w), =1,

ou a désigne une constante et t un parameétre variable. On tire d'ailleurs des
équations (19)

z=Y", y:XY'—HY, g =X,
de sorte que les multiplicités intégrales correspondantes de I'égquation (18) sont
définies par les équations

=1, y=qal+ [(a), 7 =a.

Les supports ponctuels de ces multiplicités sont les droites

@) y=az+ fla),
qui constituent les intégrales au sens ordinaire.

Il existe encore une multiplicité satisfaisant a I'équation (20), c'est celle qui
a pour support ponctuel la courbe C. Cette multiplicité a évidemment un élé-
ment commun avec chacune des multiplicités précédentes. 11 lui correspondra
donc, par la transformation de LEGENDRE, une multiplicité dont le support
ponctuel sera I'enveloppe des droites (21); on retrouve ainsi |'intégrale singu-
liere de I'équation de CLAIRAUT.

Considérons encore I'équation de LAGRANGE

y= wf{y'} “+¢ly")
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Il lui correspond, par la transformation de LEGENDRE, I'équation
Y [X—f(X)} = Y=¢(X);

c'est une équation linéaire; nous pouvons donc affirmer a priori que I'inté-
gration de I'équation de LAGRANGE se raméne a des quadratures.

Pour bien préciser la méthode, nous traiterons complétement le cas de I'équation

) y=ay?41;
elle devient, par la transformation de LEGENDRE,
(2] Y(X—X)—Y=1.
Cette équation linéaire s'intégre aisément, et I'on trouve
aX.—1{
Y —— 1__ x r
d'ou I'on tire
. 8=4
T X

On peut donc représenter les multiplicités intégrales de I'équation (23) par les
équations

. al—1 . a—1,

X=t V=T Y=g
celles de I'équation (22) seront alors représentées par les équations
a—1 ald — 2041 IR
Eu— YT - o VT8

les deux premiéres donnent les équations paramétriques des courbes intégrales, ce
sont les paraboles

{y ~x—ai*—4{a —1lxr=0.

L'équation (23) admet : Yt
L oY=t

-
il
1.

X=1t,
X=0,

auxquelles correspondent, $="," J,'=!"+“,,' _'_:',;' " 3sintégrales

g=l, y=4, Yy =0;
la premiére a pour support ponctuel = Arnita
y=uxr-41;

c'est la courbe intégrale correspondant & a=1; la seconde a pour support ponctuel
ladroite

clest I'intégrale singuliére de I'équation¥(Z2)! 5

243. Toutes les notions précédentes s'étendent sans difficulté & I'espace a
trois dimensions. Contentons-nous d'indiquer la marche a suivre.
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On appelle éément de contact dans I'espace I'ensemble d'un point et d'un
plan passant par ce point. Soient (cg vy, 2) les coordonnées cartésiennes du
point; I'équation du plan pourra se mettre sous la forme

L—z—pX—z)—g(Y—y)=0

Un élément de contact peut donc étre défini par les cing coordonnées (X, Y,
Z, p, 9. On dit qu'un éément de contact appartient a une courbe ou a une-
surface si la courbe ou la surface sont tangentes en ce point au plan associé.
Supposons que X, Y, z, p €t q soient des fonctions d'un paramétre a; aux
différentes valeurs de a correspondront s' éléments. Si I'on a identiquement

dz—pde—qdy =10,

on dit que ces éléments de contact forment une multiplicité a une dimension,
et I'ensemble des points de la multiplicité en est le support ponctuel.

Le support ponctuel peut étre un point; la multiplicité se compose alors du
point et de o plans enveloppant un cone qui a son sommet en ce point.

Quand le support ponctuel est une courbe, la multiplicité se compose do la
courbe et d'une famille a un paramétre de plans tangents a la courbe; ces
plans enveloppent une développable sur laquelle se trouve située la courbe;
on peut donc dire que la multiplicité se compose d'une courbe et d'une déve-
-oppable passant par la courbe. Nous rencontrerons de telles multiplicités
dans la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

Supposons que o8 Y, z p, g soient des fonctions de deux paramétres«et §;
aux différentes valeurs de = et g correspondront e éléments. Si I'on aiden-
tiquement

dr—pde —qdy=0,
on dit que ces éléments de contact forment une multiplicité a deux dimen-
sions, et I'ensemble des points de la multiplicité en et le support ponctuel.

Le support ponctuel peut étre un point; lamultiplicité se compose alors du
point et des o=* plans passant par ce point.

Le support ponctuel peut étre une courbe; la multiplicité se compose alors
des @ points de la courbe, chacun de ces points étant associé successivement
aux ¢ plans tangents a la courbe en ce point.

Enfin le support ponctuel peut étre une surface; la multiplicité se compose
alors des @2 points de la surface, chacun d'eux étant associé au plan tangent
correspondant.

Les équations
X=X(.’Bg a5 p, fI)a Y=Y(I,‘y, L P ?): Z=Z{'-l$, nanm ‘I),
(24) P=Px,y,2,p. 9. Q=0 yg1p 9

font correspondre a tout élément de contact de I'espace (X, y, z) un éément
de contact de l'espace (X, Y, Z). On dit que ces équations définissent une
transformation de contact si 1'on a identiquement une relation de la forme

(25) dZ — PdX — QdY = p(x, y, z, p, q}{dz — pdy — qdy).
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Les équations (24) font alors correspondre a toute multiplicitéde I'un des
espaces une multiplicité de l'autre. Quelle que soit la nature des supports
ponctuels de ces multiplicités, point, courbe ou surface, on dit qu'ils se
correspondent par la transformation de contact.

On verrait, comme dans le plan, qu'une telle transformation conserve les
contacts. Considérons par exemple deux surfaces tangentes s et s;; si €lles
sont changées en une courbe G et une surface S;, C et S; seront tangentes; si
elles sont changées en deux courbes G et C; ces deux courbes auront un point
commun, et a |'élément de contact commun a s et s; correspondra |'élément
de contact formé par le point d'intersection de C et C; et le plan des tangentes
a C et C; en ce point.

Dans le cas ou les seconds membres des trois premiéeres équations (24) ne
contiennent pas p et g, on a une premiéere espece de transformations de con-
tact, les transformations ponctuelles. Ces transformations conservent la nature
des supports ponctuels des multiplicités en correspondance.

Si I'élimination dep et q entre les trois premiéres équations (24) conduit a
deux relations distinctes de la forme

FUX,Y,Z, = 4, 5)=0, FAX, Y, 2, @, y, 2) =0,

achaque point m(x, y, ) ces relations font correspondre une courbeI* de I'espace
(X, Y, Z), etlamultiplicité qui a pour support ponctuel le point m est trans-
formée, on levoit sans peine, en lamultiplicité qui a pour support ponctuel I*.
Si le point m engendre une courbe ¢, les courbes V correspondantes engendrent
une surface S qui est la transformée de c; si le point m engendre une surface s,
les courbes T correspondantes forment une congruence dont la surface focae S
est la transformée de s. On a ainsi une seconde espéce de transformations de
contact, qui changent les points en courbes et les courbes en surfaces.

Une transformation trés importante de ce type a éé construite par SOPHUS
L1 E : ellechange les droites en sphéres. Il en résulte que toute surface réglée
est transformée en une surface enveloppe d'une famille de sphéres a un para-
metre; en particulier les quadriques, qui ont deux familles de génératrices
rectilignes, sont transformées en cyclides de DUPIN.

Supposons enfin que I'élimination dep et g entre les trois premiéres équa-
tions (24) conduise a une seule relation de la forme

(26) FX,Y,Z, 2 y,2)=0;

a chaque point m (x, y, z) I'équation ci-dessus fait correspondre une surface ¥,
et lamultiplicité qui a pour support ponctuel le point m esttransformée en la
multiplicité qui a pour support ponctuel la surface E. Si le point m décrit
une courbe ¢ ou une surface s, les surfaces & correspondantes enveloppent
une surface S, qui est la transformée de c ou de s. Cest le troisiéme type de
transformations de contact : elles changent les points et les courbes en
surfaces. Examinons rapidement ce dernier type.

Le point (xy, 2) étant assujetti a décrire une surface s, soient p et g les



176 GEOMETRIE INFINITESIMALE

valeurs des dérivées ;Ti et ‘\15 en tout pointde s. L'élément de contact (X, v, z,
p, q) sera formé d'un point de s et du plan tangent en ce point. Soient S la
transformée de s, (X, Y, Z) un pointde S, P et Q les valeurs des dérivé%%z‘T
et :%’, en ce point; I'élément de contact (X, Y, Z, P, Q) sera formé d'un point
de S et du plan tangent en ce point.
Ceci posg, soit
1=flx, y)

I'éguation de s. On aura, d'aprés ce qui précéde, I'éguation de S en éliminant
Xy, Z, p etq entre les équations

F(X, Y, Z, @, g, 2) =0, %}. )F o W oF_ o

T R Ny
: 2 2
z={{=, 1), =5£, =5§

Les trois premiéres sont indépendantes de s; elles feront connaitre X, Y et Z
en fonction de X, y, z, p et q. Pour avoir P et Q différentions I'équation (26);
on aura

»F *F a7 'F sF F

x z o7
d'ou, en tenant compte des équations

aF aF »F *F
et P=0 Y 93 =0  dr=pdr-gqdy,

2F F °F

et par suite, puisque dZ = PdX 4- QdY,
2F oF o F oF

Il en résulte que si I'on connait |a relation (26), qui est appeléel’ équation
fondamentale de la transformation de contact, on obtiendra les équations de
cette transformation en résolvant par rapporta X, Y, Z, P et Q le systeme

oF )P 2F aF oF 2F oF oF
5_-1;—+~;)§._0, ;\y—[—Q‘E—O, SX'-FP:‘-Z—»-O, ﬁ}'f‘Qﬁ—-o.

¥=0,

Prenons par exemple pour éguation fondamentale
Zaz—Xae—Yy=0;

on er Addiiiralatrancfarmatinn da rantant

xzp) Y::q9 Z=px+qy"“:! P=:l?, Q::y)

gui et appelée transformation de LEGENDRE.
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Les transformations dualistiques de I'espace (n° 47) sont des transformations
de ce troisieme type; par exemple la transformation de LEGENDRE est une
transformation par polaires réciproques relativement au paraboloide

4 g —22=0.
L'équation aux dérivées partielles

(27) [z g, 2 p, g)=0
définit o=* éléments de contact qui sont appelés éléments intégraux de cette
équation. Toute multiplicité formée d'éléments intégraux est une multiplicité
intégrale; intégrer I'égquation (27), c'est répartir les éléments intégraux en
multiplicités.

Si le support ponctuel d'une multiplicité intégrale est une surface, ce sera
une surface intégrale au sens ordinaire; mais il pourra exister des multipli-
Cités intégrales ayant pour support ponctuel un point ou une courbe, de telle
sorte qu'ici encore la notion de multiplicité permet d'élargir le probléme de
I'intégration.

Les équations (24) d'une transformation de contact font correspondre aux
w* éléments intégraux de I'équation (27) o=* éléments intégraux représentés
par une équation telle que

(29) F(X,Y, Z, P, Q)=0.

Toute multiplicité intégrale de I'équation (27) sera transformée en une
multiplicité intégrale de I'égquation (28) et réciproquement. Il en résulte que
si I'on sait intégrer une de ces équations on saura intégrer |'autre.

On verra plus loin des applications de cette méthode.

§ 1V. — Equations de Monge. Complexes de droites.

244, L'extension a l'espace de la notion d'élément de contact du plan
(%, yy), formé d'un point et d'une droite passant par ce point, nous a
conduits a I'élément de contact (x, y, z,p, q) formé d'un point et d'un plan
passant par ce point. Cette extension peut étre dirigée d'une autre fagon; on
peut, en effet, dans I'espace comme dans, le plan, considérer I'élément de
contact formé d'un point et d'une droite passant par ce point :.on pourrale
définir par les coordonnées (x, y, z, dx, dy, d2), les trois derniéres n'interve-
nant en réalité que par leur rapport et représentant un systéme de parameétres
directeurs d'une droite quelconque issue du point (X, y, z). Toute courbe
constitue un ensemble de ' éléments de contact de cette espece, formé des
points de la courbe et des tangentes a la courbe. Pour éviter toute confusion,
on donne a |'élément de contact (X, y, z, p, Q) le pom d'éément superficiel,
et a I'élément de contact (as y, z, dx, dy, d2) le nom d'@ément linéaire.

Un élément linéaire dépend donc de cing paramétres, comme un élément

LAINE, Anal., I I . 12
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superficiel, et cette particularité permet de prévoir que nous pourrons établir
des relations entre les ensembles d' éléments de contact des deux espéces; nous
allons en donner un exemple trés important.

L'espace comprend, nous venons de le dire, o=* éléments de contact de
chague espéce. Un ensemble de o=t éléments superficiels est donc défini par
une équation de la forme

(29) Flz, g, 2z, p, @) =0,

qui et une équation aux dérivées partielles du premier ordre. De méme un
ensemble de @* éléments linéaires est défini par une équation

(30) o (x, y, z, do, dy, dz) =0

qu'on appelle équation de MONGE. Pour nous borner au cas usuel, nous
supposerons que # est un polynome en dx, dy, dz Alors, un élément de
contact n'étant pas modifié quand on remplace dx, dy, dz, par hdx, hdy, hdz
la fonction & et homogéne en dx, dy, dz

L'intégration de I'éguation de MONGE consistera a déterminer les courbes
dont'tous les éléments linéaires satisfont & |'équation considérée. Si I'on pose
y=.{(x), f désignant une fonction arbitraire, I'équation (30) devient une
équation différentielle ordinaire entre x et z; il en résulte que l'intégrale
générale de I'équation de MONGE dépend d'une fonction arbitraire.

A chaque point (x, y, 2) I'équation (30) fait correspondre o« €éléments
linéaires qui forment un cone, le cone éémentaire associé a I'équation (30).
Toute courbe intégrale de I'équation (30) sera donc tangente en chacun de ses
points a une génératrice du cone élémentaire, et réciproguement.

Supposons d'abord que le cbne élémentaire ne se réduise pas a un plan,
C'est-a-dire que I'équation (30) ne soit pas linéaire en dx, dy, dz. Alors aux
@’ ééments lindaires associés par I'équation (30) au point (X, y, 2) corres-
pondent ! ééments superficiels formés du point (X, y, 2 et des plans
tangents en ce point au cone élémentaire. Comme I'espace comprend ee® points,
il existe oot éléments superficiels associés ainsi a I'équation (30), et ces éléments
vérifient par suite une équation aux dérivées partielles, de la forme (29), qu'on
pourra déduire de I'équation (30). A chaque équation de MONGE on peut ainsi
associer une équation aux dérivées partielles du premier ordre de telle sorte
que toute surface intégrale de la seconde soit tangente en chacun de s
points au cone éémentaire de la premiére; nous verrons plus tard que les
courbes définies par I'équation (30) jouent un réle important dans la théorie
de l'intégration de I'équation (29) associée (courbes intégrales).

Si le cone élémentaire associé a I'équation (30) se réduit a un plan, cette
équation sera de la forme

&) P(z, g, 1M -+ Q(, y, 2dy + R(z, y, 1)dz =0

(équation de PFAFF). 11 n'existe plus que «* ééments superficiels associés;
une étude ultérieure de I'équation de PFAFF montrera qu'en général*, c'est-a-
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dire si les coefficients P, Q, R ne vérifient pas une certaine relation d'égalité,
il est impossible de grouper ces %* éléments superficiels de fagon & obtenir
une famille de surfaces; autrement dit, I'équation (31) n'est pas en général
intégrable sous la forme

Q(x, y, D =0C".

243. Notre but n'est pas d'étudier d'une fagon générale I'équation (30);
nous examinerons simplement le cas ou cette équation admet comme intégrale
une famille de droites a trois paramétres, un complexe de droites. Par tout
point de I'espace, il passe dans ce cas une infinité de droites du complexe qui
forment le cone élémentaire associé a |I'équation (30), et pour déterminer cette
équation il suffira de trouver larelation que doivent vérifier les &' éléments
linéaires attachés au point (x, y, 2).

Soient

32) w—-—a..v_y__—&, I—7

a’ 4
les éauations aénérales de la droite. On en tire

bz — cy= bz, —cy,, ex — gz =cx, — Az, ay — be = ay, = bx,,
et il est clair que ces trois équations se réduisent a deux. Posant alors

bz, — ey, =, Xy, — Az, == M, ay, — bz, =n,
on aura

(33) al+bm—+en=0.

On donne aux coefficients (a, 6, ¢, /, m, n), liés par I'équation (33), le nom
de coordonnées pliickériennes de la droite, du nom du géométre PLUCKER,
qui en a fait le premier un emploi systématique. Ces six coordonnées défi-
nissent complétement une droite; elles permettent en effet d'écrire ses équa-

tions cartésiennes sous la forme
bz—cy=1, o — a1 = In, ay —br=n.

Comme ces six parameétres figurent de fagon homogene, et que d'autre part
ils sont liés par I'éguation (33), il reste bien quatre paramétres essentiels dans
les équations de la droite.

Toute relation algébrique homogeneentre a, b, c, /, m, n, distincte de (33),
définit un complexe algébrique de droites. Soient

(34) F(a,b,c, /, m,n) =0
une telle relation, (x, y, z) un point d'une droite du complexe; on aura sur
cette droite

{=bz—cy, m==cr — az, n=ay — bz,

et par suite

X-—a:_Y-—y_Z—z (Y-—-y)z—-(Z-—-—z}y (Zﬂz)x-——(x-w)z

a — b T ¢

_ K—-m)y-—(Y—-y}w_
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En particulier, on aura tous les éléments linéaires appartenant aux droites du
complexe issues du point (X, y, z) en prenant pour point (X, Y, Z) un point
(x + dx, y <~ dy, 4 dz) infiniment voisin de (x, y, 2) sur la droite dont les
coordonnées plickériennes sont a, b, c, I, m, n, ce qui donne
d_g__:_z'bz'__c_ff_zdy—yd:__:vdzu-zda:_ydw*:rdy_
a b T e ! - m - n !
les coefficients a, 6, ¢, /, m, n devant vérifier I'équation homogeéne (34), on
aurafinalement

(35) F(dz, dy, dz, edy — y dr, odz — zd, ydo — 2dy) =0.

C'est I'équation de MONGE associée au complexe (34) ; le premier membre est
une fonction homogeéne de sss six arguments.

Inversement toute équation de MONGE de la forme (35) admet comme inté-
grales, d'aprés le calcul méme que nous venons d'effectuer, les droites du
complexe défini par |'équation (34). On voit que la théorie des complexes de
droites est liée intimement a |'étude d'une équation de MONGE de forme parti-
culiere, I'équation (35); montrons-le encore sur un exemple.

246. L'intégrale générale d'une équation de MONGE dépendant d'une
fonction arbitraire, le complexe (34) n'épuise pas |'ensemble des courbes
intégrales, celles-ci étant assujetties seulement a étre tangentes en chacun de
leurs points a une droite du complexe. On donne aux courbes intégrales
distinctes des droites du complexe le nom de courbes du complexe.

Soient I' une telle courbe, (ce vy, 2) un pointde I', enfin t le paramétre qui
fixe la position d'un point sur la courbe. On aura, en désignant par des
accents les dérivées relatives au parameétre,

Fz', o', 2, 2y —y2', o2’ — 22/, yo’ — 2y’ =0
pour simplifier, soit #(, ¥, z, «', ', 2’} le premier membre de cette équation.
On aura

M aF, aF m_nl-‘m, aF

z oF , aF
N T LA T W an FY

Y T wam™
oU nous avons écrit /, m, n & la place des trois derniers arguments de la
fonction F. On en tire

W
az

b S b
' "—E-'—y‘s;—‘- z “—z-..._().

D'ailleurs, lafonction &, considérée comme fonction de t, est identiquement
nullesur I'; on adonc

dou S
(36) & 4 ——,—+-z":«—,=—...
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Enfin, I'équation F=0 étant celle d'un complexe, ® est homogéne en X,
y, Z, etl'équation # =0 entraine

Lo . A

On tire des éguations (36) et (37) les proportions
yrzp . z.rynr _ zfxr: _ wrznf _ m:yur _ y!a:u .
o b - 2] '
' Y7y 7

les numérateurs forment un systéme de parametres directeurs du plan oscu-
lateur a I au point (x, Y, z) ; pour interpréter géométriquement les dénomina-
teurs, remarquons gue |'éguation

Dix, y,z, 2,5, 2)=0,

ou X, y, z sont donnés, caractérise les directions des génératrices du cone du
complexe, en sorte que |I'éguation de ce cone s'écrit

P i, 2, X—2,Y—y, £ —2)=0;

si on se rappelle que lafonction & est homogene en X, Yy, Z, et que X — X,
Y —y, Z—2z sont proportionnels a X, y' Z, on voit que les paramétres
directeurs du plan tangent au cbne suivant la génératrice (x,y,Z) sont
. L Y L .

proportionnels & - T On a alors immediatement la conséquence
suivante : toute courbe du complexe a pour plan oscillateur en un point le
plan tangent au cbne éémentaire suivant la tangente a la courbe en ce
point. Par suite, quand deux courbes du complexe ont un élément linéaire
commun, elles ont méme plan osculateur au point correspondant.

247. A chaque point de l'espace, I'équation du complexe fait corres
pondre, nous l'avons vu, un cone, le cone du complexe, ayant son sommet
en ce point, et formé des droites du complexe issues de ce point. Transfor-
mons dualistiquement cette proposition : une transformation dualistique
change les droites en droites, et par suite un complexe en un autre complexe
(n° 19). On aura donc la proposition suivante : a chaque plan Il de I'espace
correspond une courbe G de ce plan, enveloppée par les droites du complexe
situées dans le plan U.

On donne a la courbe C le nom de courbe du complexe dans leplan I | . En
chacun de ses points, elle admet le plan Il ui-méme comme plan osculateur;
par suite, en chague point de la courbe G, le cdne du complexe est tangent
au plan I'l, la génératrice de contact étant précisément la tangente a la
courbe C au point considéré.

En particulier quand la fonction F est linéaire, I'équation (35) définit une
classe de complexes spécialement intéressants, les complexes linéaires. On



182 GEOMETRIE INFINITESIMALE

voit d'abord que dans ce cas le cone du complexe dégénere en un plan :
toutes les droites du complexe passant par un point P engendrent un plan | | ;
corrélativement, toutes les droites du complexe contenues dans un plan Il
passent par un point P de ce plan : le point P est le pble ou foyer anplan |1,
qui est le plan polaire de P. A tout complexe linéaire est donc attachée une
transformation dualistique qui a ceci de particulier qu'a tout plan Il corres-
pond un point situé dans ce plan. On sait(*) qu'on peut toujours, par un
déplacement, amener deux figures qui se correspondent dans une telle dualité
a devenir polaires réciproques par rapport a un paraboloide hyperbolique.

Supposons maintenant que le complexe ne soit pas linéaire, et considérons
une droite & du complexe; chaque point P de A est le sommet d'un cbne du
complexe, et quand le point P glisse sur A, le plan tangent au cbne du
complexe le long de A change en méme temps que P [au moins si & n'a pas
éé choisie d'une fagon particuliére(%)]. A chague point de A, I'équation du
complexe fait donc correspondre un plan passant par & : nous allons étudier
cette correspondance entre point et plan.

Soient P(x, Y, 2) et Py(x; Y1, z;) deux points de 4, Il et Il; les plans asso-
ciés; on aura

o =x4px, y=y-+py. z=z-tpI.

D'ailleurs, s (a, b, ¢, /, m, n) sont les coordonnées pluckériennes de 4, on a

Fila, b,¢,{, m,/n) =10,
ou I'on peut prendre N
a=x, b=y, e=¢, I=yi'—zf, m=1'—zs, n=zy —yx'

Nous avons vu ' ='rrm mrrtem e s et
b,y 2,2y, Y=Fla, b, ¢, {,m, n)

on pouvait prendre pour parametres directeurs du plan |1
M ___g-F_+_zaF aF  _aF 1F oF

_— = —_— r——zI—
T Nd am i yriant Rt Y

»_»F »F oF
“=5?='.~'5+9W—“ﬁ;v

on pourra de méme prendre pour parametres directeurs du plan 11

b=

»F ; 2P

Ry —+(z—|—pz)‘-—-—(_;+py)—-—l+ (wm an)
2F 2F »F aF
!‘-1=P-+P(ﬂ5;-—ﬂa—[)» ;—"+P(b-;’ )

2)DARBOUX Principes de Géométrie analytique, p. 103.
(9) Il existe des complexes spéciaux pour lesquels le plan considéré est invariable le long
de toute génératrice & : nous excluons ces complexes de la présente étude.
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aF M aF »F oF oF
S}Tl_bﬁ‘ a;’?—-cw, bﬂ-—aﬁ sont
des constantes X,, w,, v, L'équation du plan I1; sera donc de la forme

(A 4= pho) (X — ) 4= (e + ppp) (Y — ) + (v +pvo) (Z —2) = 0.

Autrement dit, les plans associés aux différents points de & forment un fais-
ceau (n° 16), et, d'aprésla signification évidente du paramétre s, il y a corres-
pondance homographique entre un point de & et le plan associé : le rapport
anharmonique de quatre points de A est donc égal a celui des quatre plans
correspondants.

Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie des complexes, renvoyant,
pour une étude plus détaillée, soit al'lnitiation aux méthodes vectorielles
de MM. BOULIGAND et RABATE pour les complexes linéaires, soit aux belles
Lecons de Géométrie supérieure de M. VESSIOT. Signalons cependant encore
pour ce qui concerne les complexes linéaires, que deux courbes du complexe
qui ont un élément linéaire commun ont non seulement au point correspon-
dant méme plan osculateur (le plan du complexe), mais aussi méme torsion,
et que cette propriété caractérise les complexes linéaires ().

Sur la droite A, les quantités ¢

§ V. — Compléments de calcul vectoriel.

248. Le calcul vectoriel, appliqué a I'étude des courbes et des surfaces,
outre les simplifications incontestables qu'il apporte dans l'exposé de la
théorie, présente l'avantage de n'introduire que des grandeurs ayant une
signification géométrique précise, liée aux courbes et surfaces étudiées, et par
suite indépendantes du choix des axes de référence : nous dirons que de telles
grandeurs ont un caractére invariant.

Nous allons montrer, moyennant gquelques notions complémentaires, que le
calcul vectoriel peut aussi servir a manifester le caractére invariant de cer-
taines formules analytiques, caractére qui n'apparait pas a premiére vue avec
les notations cartésiennes.

Dans tout ce qui suit, nous n'utiliserons que des axes rectangulaires, et
pour simplifier I'exposition, nous nous placerons d'abord dans le cas du plan,
I'extension a l'espace a trois dimensions ne souffrant aucune difficulté. De
plus, bien que cette hypothése ne soit pas essentielle, nous supposerons que
toutes les fonctions considérées dans le présent paragraphe sont des fonctions
analytiques de leurs arguments.

249. Rapportons le plan a deux axes rectangulaires Ox, Oy, et soit F (X, y)
une fonction définie dans une certaine région R du plan. On peut remplacer
lanotation F (x, y) par lanotation F (M), M désignant |e point de coordonnées
(g y); F(M) est une fonction de point.

(% NouvellesAnnalesde Mathématiques, mai 1925, Voir auss B. GAMBIER, Bulletin dessciences
mathématique, t. 50, 1926, p. 43, et G. CERF, Nouvelles Annales, février 1926.
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On appelle gradient de la fonction F(M) au point M, et on représente par
la notation

gradF(M),
un vecteur lié a ce point et ayant pour composantes =t I

Soit Mg un point de R; I' enuatmn
FiM)—F(M,)=0
définit une courbe F qui passe par ce point. Le vecteur grad F(M,) est évidem-
ment normal en My aI. On ad'ailleurs
aFP=2E gz ] Fa’y—gradF oM ;
prenons sur la normale en Mgy a I' un point M, infiniment voisin de My; on
aura, d'aprés la formule précédente,
F(M,)—F{M,)=grad F({M,). M. M,.
Le produit scalaire du second membre est positif si MgM;a méme sens que le
gradient, et négatif dans le cas contraire; donc F(M) croit quand M se déplace
dans e sens du gradient et décroit dans le cas contraire. Autrement dit le gra-
dient de F (M) au point M, est dirigé suivant lanormale a I' en M du coté ou
F (M) vaen croissant. De plus, la grandeur du gradient est lalimite du rapport
F(M,)— l:’ (M)
N oVl
quand le point M, tend vers My sur la demi-normale a I située du c6té ou
F(M) va en croissant.

Le gradient de lafonction F(M) a donc une signification géométrique indé-
pendante du choix des axes : clest une grandeur invariante (). On peut le
vérifier analytiquement de la fagon suivante.

Considérons dans le plan un second systéme d'axes Ox,, O,y,, et soient

(38) € = a4 ax + By, y=b+rz+8y
les formules du changement d'axes. La fonction F (M) s'exprime au moyen des

nouvelles coordonnées, et le gradient au point M a pour projections sur les
ﬂ1~ 2F

NOUVeaUX axes T— E. il sagit de montrer que ce vecteur est identique au
vecteur de projectlons ‘—g, ;3 sur les anciens axes, autrement dit d'établir les
relations

oF _ oF ¥ F__ wl'

N Ty = P, f‘hy

or ces relations résultent immédiatement des formules (38).

() Le plan des xy étant supposé horizontal, a chague point M faisons correspondre le point
de cote F (M) qui se projette en M. A la région R correspond une surface : on verifiera que
grad F(M) e dirige suivant la projection de la demi-tangente ascendante a une ligne de
plus grande pente, et que le nombre qui mesure sa longueur est égal a cette pente maximum.
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Soient & une demi-droite quelconque issue du point M, u le vecteur unitaire
d'origine M porté par A&, enfin M' un point de & trés voisin de M. On appelle
dérivée de lafonction F(M) suivant la demi-droite & lalimite du rapport

F(M')— F{M)

qguand lalongueur MM ' tend vers zéro. Posons
MY —ud! avec di = 01

la dérivée suivant A sera égale a-‘(% On adailleurs

dF =gradF .MM == grad F .nd{
et par suite

%"I;= grad F.u.

Le gradient permet donc d'évaluer la dérivée de la fonction de point F (M)
suivant une demi-droite quelconque.

A chaque point M (ce y) du plan, faisons maintenant correspondre un vecteur
V(M) de composantes X(x, y) etY (x,y); nous définissons ainsi dans le plan
un champ vectoriel. La fonction de point

X Y
(M) =1 ¥
s'appelle la divergence du champ au point M et se représente par la notation
divV{M).

Nous allons voir que cette grandeur a un caractére invariant.
Soient, en effet, relativement aux nouveaux axes, X; et Y; les composantes
du vecteur V. On aura, avec les notations précédentes,

2 X X, X, Y Y

X=oX,+uY, Ezu( ¥z, e “3y, )“l—“,(“ﬁ;i"‘ﬁ.;\?:)‘
nY Y Y

Y=pX,+ Y, p(ﬁ;; +p ) (p 0 2D),

et par suite
el |

EY7 AR YT

La divergence a donc bien un caractére invariant.

,
On verrait de méme que le scalaire ‘—X_‘—ﬁn a un caractére invariant. 1l en
{

résulte que la formule de GREEN

fdeﬁ-Ydy-._.ff(—-——-—-:‘—})dxdt;,
qui peut s'écrire fv dM = ff(u—?g) d s,

a un caractére invariant.

X Y wX_i_Y,'
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250. Les notions de gradient et de divergence sétendent immédiatement
a l'espace a trois dimensions. Soit F(M) une fonction de point, M désignant
le point de coordonnées (x, y, 2). Le gradient de la fonction F au point M est
2F oF
'\w '\y
dF —=gradF.dM,

C'est unegrandeur invariante (*). Enfin ladérivée delafonction F (M) suivant
une demi-droite caractérisée par le vecteur unité u est donnée par la formule

3;1—_ gradF.u.

un vecteur de composantes( 1F') on adonc

Si a chaque point M on associe un vecteur V(M) de composantes (X, Y, Z),
on appelle divergence du champ vectoriel en M le scalaire
\X Y 1Z
oy
et on vérifie comme dans le plan que cette grandeur aun caractére invariant.
Dans l'espace a trois dimensions, on est conduit & introduire un nouvel
élément invariant du champ vectoriel V(M) : cest le vecteur de composantes
YA § : \1 2 XY X
= w T he T hy!
qu'on appelle le rof%tlonnel du champ, et qu'on désigne par la notationrot V.
Nous allons montrer que le rotationnel est bien une grandeur invariante.
Soient Ty=da—+ax+By-+ 12,
= b+ &+ By -+ 1,2
L=ctex+BY 1T
les formules d'un changement d'axes, (X Y1, Z;) les composantes du vecteur V
par rapport aux nouveaux axes. On aura
Y=8X,+8,Y, +8Z, L2=yX, + 1Y, 12,
d'ou, en tenant compte des formules du changement d'axes et des relations
bien connues fournies par le tableau des cosinus directeurs,

oL Y, aY‘) X, ﬂZ) (“_YJ_E_)&)
F I T “(ny,_nzi +“‘(nzl sz ) U ER\E, T )

Si donc on pose

2, Y, X, 7, r = 2Y, X,
<= A d\_zl ’ T,l—-\-; _T'L' R E- T
on aura E=af, oy, +afy,

et de méme n=§+ 31"11 ~+ Bl ==y, + 1+ 1elis

cest donc un seul et méme vecteur qU| a pour composantes {& m, Q) par
rapport aux anciens axes et (¢, 4,, %,) par rapport aux nouveaux. Ainsi le
rotationnel a bien un caractére invariant.

(%) Par exemple si F(M) est la température au point M d'une salle contenant une source
calorique, grad F (M) est normal a la surface isotherme qui passe en M
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Notons encore, a propos du rotationnel, laformule suivante, qui s'établit
immédiatement par le passage aux composantes; * désignant un scalaire,
ona rotaV=3rot¥V 4 grad) A V.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la formule de STOKES
aunesignification invariante. Cetteformule s'écrit (n° 90)

f)&da:—i-Ydy-i-Zdz_ff(ny M)

(- ‘Z)dd (—Y-“E)dmdy.

iz e My

le sens de parcours de la courbe G étant Iié comme on sait au choix d'un
certain coté sur la surface £ limitée par C. Soient N le vecteur unité de la
demi-normale & ¥ relative au cotéchoisi, {z, B, y) s composantes, enfin ds
I'élément d'aire de . Dans I'intégral e de surface qui figure au second membre
de l'a formule de STOKES, on aura

dydri—=uda, dz dx =B dr, dedy=vyds,
et la fonction a intégrer seréduit a N.rotV; la formule de STOKES prend alors

laforme
Sv.aM=[ [W.rotvda,

ol le caractére invariant est mis en évidence (Y).
La formule dOSTROGRADSKY (n° 91),

ffqud‘-&-deda:—i—dedJ—*ff‘f;()w -+~—-)dmd_;dz

aaussi un caractére invariant; elle peut en effet s'écrire

(39) f[v.Nda:ffj;divvau,

N désignant le vecteur unité porté par la demi-normale extérieure au volume v
limité par la surface fermée s.
Soit enfin P(x,y, 2 =P(M) une fonction de point ; posons
hid SO P o
avec les notations précédentes on peut écrire AP —=divgrad P (M),
ce qui montre que &,P est une grandeur invariante.
Posons, dans la formule (39), Q(M) désignant une autre fonction de point,

V(M) = P (M) grad Q (M),

et représentons par la notation gd%\a dérivée de lafonction Q(M) suivant la
normale intérieure a s, on aura

90 — _grad N,

(% On pourra consulter avec fruit, sur la géométrie de la formule de Stokes, I'intéressant
fascicule de M. A. BUHL, Géométrie et Analyse des Intégrales doubles (Collection Scientia, n° 36).
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et la formule (39) sécrira

f.f‘ﬁdiv(l-‘ gradQ)du+f‘£ P%%dc:ﬂ.

Oron a
div(P grad Q)= > P%—%)-}-%(P%% +r‘;(PEa-%)
=mrad P orad N 4. PAD

e par s .ffj‘:(gradP.gradQ+PAsQ)d”+f‘[P%gd°=0'

On au ff‘[(gradQ.gradP+QA,P)dv+fIQ%gdu:0,

L] s gupi [ (P40 0)ar o

Cette formule trés importante a recu le nom de formule de GREEN : il résulte
des considérations précédentes que cette formule a un caractére invariant.

Indiquons encore, avec le rotationnel et la divergence, quelques notions
connexes a la théorie des champs vectoriels.

Considérons une portion finie de surface E, ayant deux cotés distincts, et
appartenant a une région de I'espace ou I'on a défini un champ vectoriel
continu, dérivable et uniforme. Soit N levecteur unité dela normalerelative
a un co6té déterminé. Si V(M) désigne le vecteur du champ au point M, on
appelle flux du vecteur V a ffV(M).Nda. dans le sens de N I'intégrale

La formule d'Ostrogradsky fait immédiatement connaitre une relation entre
le flux du vecteur a travers une surface fermée I et la divergence du vecteur,
al'intérieur du volume limité par cette surface.

On voit en particulier que le flux du vecteur V est nul si la surface T est
tangente en chague point au champ vectoriel. Réciproquement si le flux de V
a travers une portion quelconque de la surface est nul, on a nécessairement
V.N=0, et par suite la surface est tangente en chaque point au champ
vectoriel.

Soit enfin, toujours dans le méme champ vectoriel, un contour fermé, C,
supposé orienté. Nous appellerons circulation du vecteur V (ou circulation
du champ) le long du contour C [ =} A~~"~

Lv.du,
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M désignant un point variable du contour. Laformule de STORES

_ﬁ?.dl:f‘f;row.lida

exprime alors que la circulation du champ le long du contour fermé est égale
au flux du rotationnel atravers la surface ¥ dans le sens de N.

8§ V. — Sur la théorie des groupes continus de transfor mations.

251. Nous considérerons exclusivement, dans tout ce qui suit, des fonctions
et des variables du domaine réel, et nous supposerons satisfaites, sans chercher
a les préciser, les conditions d'uniformité, de continuité et de dérivabilité
nécessaires a la validité de nos raisonnements. Notre but est simplement de
donner, en faisant largement appel a l'intuition, quelques apercus sur la théorie
des groupes continus de transformations, théorie extrémement féconde et
compréhensive, a laquelle reste attaché le nom de SOPHUS LIE.

Soient

) =[x, y), §=sy
les équations d'une transformation ponctuelle plane. Nous écrirons toujours
au second membre, dans les équations de cette forme, les coordonnées du
point qu'il sagit de transformer. Nous supposerons d'ailleurs essentiellement
gue les équations (1) sont résolubles par rapport a x et y, autrement dit que
le déterminant fonctionnel Bgi ;; n'est pas nul. Enfin nous dirons que la

*
transformation (1) fait passer du point arbitraire M (cg y) au point M'(ce, y),
et nous écrirons, en désignant cette transformation par T,
TM =M.

Soient

(2) m”‘m[‘i(m’, y'}‘ .']”= ?1(3'"9 y')
les équations d'une seconde transformation ponctuelle T, qui fait passer du
point M'(ce,, y) au point M"(x", y"). Eliminons c€, y' entre les équations (1)
et (2); nous aurons

#=[[f(=, ) ¢l@ y)].  F'=qalflz y), el y)

Ce sont les équations d'une nouvelle transformation ponctuelle, T, qui fait
passer du point arbitraire M (x, y) au point M"(ce", y') : on dit que T, est le
produit de T et Ty, et I'on écrit

T,=TT;
par suite M"=TM =T,TM.
Remarquons que I'on n'a pas ordinairement
T,T="TT,;

il est facile de s'en assurer sur des exemples. Quand cette relation est vérifiée,
on dit que les transformations T et T; sont permutables.
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En particulier, supposons que les équations (2) fassent passer du point
(X' y) au point (x, y); on dit que les transformations T et T, sont inverses
|'une del'autre, et Ton écrit

T T==1, ou T,=T-.

La transformation T-'T, produit de deux transformations inverses, est
appelée transformation identique : elle laisse invariants tous les points du
plan.

Il est facile de déduire des équations (1) de la transformation T les équa-
tions de la transformation inverse. Résolvons ces équations par rapport a x
et y; on aura par exemple

o= fol', g, y=uw(2" ¥

la transformation

(3) ' = fy (. y}, ¥ =gz, §)
est I'inverse de la transformation T. En effet, supposons que la transformation
(1) fasse passer du point (a, 6) au point (a, R); on aura successivement

e=fla, b}, p=19plq, b),
a:fo(u, B)s b“—‘?n(“: ),

ce qui prouve que la transformation (3) fait passer du point (a,R) au point
(& b).

Par exemple, soient

&' =mxcosa~—y Sine, § —=osine—ycosx
les équations d'une transformation, a désignant un angle donné. Les équations
de la transformation inverse s'écriront
#' =z cosa+ 4 sina, y =—xsina-+ g cOsa;

I'interprétation géométrique est immédiate.

Un ensemble simplement infini de transformations sera défini par des équa-
tions telles que

¢ ' =[(r, y; 8, y=3y;u,
ou figure un paramétre u; a chaque valeur de u correspond une transforma-
tion bien déterminée. Nous dirons que cet ensemble forme un groupe continu
a un paramétre, Gy, lorsque les deux conditions suivantes sont remplies :

1° Si les transformations T, et T, appartiennent a |'ensemble, il en est de
méme de leur produit Ty, T,.

2° La transformation identique appartient a I'ensemble.

Considérons par exemple I'ensemble de transformations

' ==z, y=y-+u,

qui définit les trandations paralléles a I'axe des'y. Le produit de deux trans-
lations de I'ensemble est encore une translation de I'ensemble; d'ailleurs pour

u=0 on alatransformation identique. Les translations considérées forment
donc un groupe.
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Considérons encore I'ensemble de transformations
' =unzx, ¥y =uy,
qui définit les homothéties ayant pour centre I'origine. On voit sans peine que
ces homothéties forment un groupe, la transformation identique correspon-
dantici au=1.
Reprenons les équations (4)
' =f(z, g; ) "=l g u).

Quand, laissant x etyfixes, on fait varier u, autrement dit quand on applique
successivement a un point M (x, y) donné toutes les transformations du groupe,
on obtient une courbe T, qui est appelée trajectoire du groupe relative au
point M. Soient M'un pointde I'y distinct de M, T, latransformation du groupe
qui fait passer de M a M', T une transformation quelconque du groupe; on
aura T:M = M', puis, par exemple, TM'=M", dou M'"'==TT;M; comme la
transformation TT; appartient au groupe, M" est situé sur 'y, et par suite
tous les points de I'y ont la méme trajectoire, qui est précisément I'y.

Il en résulte immédiatement que par tout point du plan passe en général
une trajectoire et une seule : une exception ne pourra se produire que pour
les points qui échappent au raisonnement précédent, savoir les points qui
restent invariants pour toutes les transformations du groupe. Par exemple
pour le groupe des homothéties

z' = az, ¥ =uy,
I'origine est un point invariant; les trajectoires sont des droites passant par
I'origine; par tout point du plan passe bien une trajectoire et une seule,
exception faite del'origine qui appartient a toutes les trajectoires.

Les éguations (4), ou l'on considére x et y comme des paramétres, défi-
nissent donc une famille simplement infinie de courbes. D'autre part le groupe
admet par hypothése la transformation identique, c'est-a-dire qu'il existe une
valeur up du parametre u telle qu'on ait identiquement

fle, g u)=2,  3(x, ¥; u)=y;
la courbe définie par les équations (4) passe donc au point (X, y) pour la
valeur up du paramétre. Par suite les courbes (4), qui forment une famille
simplement infinie telle que par tout point du plan passe une courbe de la
famille et une seule, représentent |'intégrale générale d'une équation différen-
tielle
der _  dy

e, )7 (@, y)’
plus précisément les équations (4) représentent la courbe intégrale qui passe
au point (x, y).

On peut encore dire que les équations (4) représentent |'intégrale générale
d'un systéme de la forme

de)  _  dy __ du
f@s gy n@, gy pla)
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Or l'intégration d'un pareil systeme peut étre dirigée de la fagon suivante.
Désignons d'abord par t un nouveau paramétre tel que

= [t du
T ply)’

on aura a intégrer le systéme
® (o ) = T

On intégrera d'abord I'équation Edy’ —wdz'=0 ou ne figure pas t; soit
X y=C; son intégrale générale. On en déduira y', par exemple, en
fonction de C; et de X, et en portant cette valeur dans|'équation da' = Ed#t
on aura t par une quadrature, I+ C,=+(x’, C,}; si |'onremplace, dans=,
C; par #(x', ¥y), on aura donc
o {2, ¥')=0C, bz, y)=1+C,

On détermine C; et C, en écrivant que, pour u = U, C'est-a-dire pour t=0,
X et y' prennent les valeurs x et y. Finalement l|'intégrale générale du
systéme (5) sécrit

(6) b (', ') =8,(x, ¥), (', g’y ="b(x, y)+1.

Les éguations (4) ne sont donc en somme, compte tenu de la relation entre
"i et M, que les équations (6) résolues par rapport ax' ety'. Quand on a obtenu
les équations (6), on dit que le groupe est ramené a sa forme canonique.

On verra immédiatement sur les équations (6) que deux transformations
qui correspondent a des valeurs de t égales en valeur absolue et de signe
contraire sont inverses |'une de l'autre. Par suife, si une transformation T
appartient au groupe, if en est de méme de son inverse T°1.

Enfin il est encore visible sur les éguations (6) que deux transformations
quelconques du groupe sont permutables.

Posons

X=y{z y) Y=z y)

puis symétriquement

X=4@, ) Y=,y
On peut considérer que X et Y sont les coordonnées du point M(x, y) dans
un nouveau systéme de paramétrage ou les lignes coordonnées seraient repré-
sentées par les équations

Yol ) =C"  §ylm, y)=C".
11 en résulte que si nous appliquons ce changement de variables aux équa-
tions (4), les équations obtenues .

©) X' =F(X, Y;u), Y=0¢(X Y:u

définiront encore un groupe de transformations, les propriétés fondamentales
du groupe ayant une signification intrinseque indépendante du paramétrage.
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Deux groupes tels que (4) et (7) qui se déduisent I'un de I'autre par un change-
ment de variables sont dits semblables.
En particulier, si I;'on prend X =#,(=, ¥), Y =98,(=, ), les équations (6)
s'écriront
X=X, Y=Y+1¢

équations d'un groupe de translations. Donc tout groupe continu a un para-
métre est semblable & un groupe de trandations.

262. Somme toute, les équations (4) qui définissent le groupe peuvent étre
aussi considérées, quand on les écrit pour plus de commodité sous la forme

o= flwe, go; 4)s =9 (@0, Yo )
comme définissant I'intégrale générale de I'équation différentielle

de __ dy
E(m,y)""t(a’, y]

On pressent dés lors le lien intime qui doit exister entre la théorie des équa-
tions différentielles et celle des groupes continus a un parametre.

Afin de mettre cette liaison en évidence, nous allons donner de I'exposé qui
précéde une interprétation cinématique : pour cela il nous suffira de consi-
dérer le paramétre t, qui figure dans les équations (5) et (6), comme une
variable représentative du temps.

Considérons alors une nappe fluide, compressible, dont toutes les
particules mobiles seront supposées dans le plan des x, vy, et assujettissons
chaque particule & avoir au point (X, y) une vitesse de composantes {z, ¥J,
(@, y), indépendantes du temps (mouvement permanent). On voit, sans
autre explication, que chague particule décrit une trajectoire du groupe (4).
Effectuer une transformation du groupe de paramétre t, c'est mettre en
correspondance deux positions occupées successivement sur sa trajectoire par
une molécule arbitraire : la position a l'instant t et la position a I'instant
initial (t =0). En particulier, au déplacement de la nappe fluide dans le
temps infiniment petit dt a partir de I'instant initial, déplacement qui pour
chaque molécule a pour composantes £ dt, » dt, correspond une transformation
de paramétre dt : on I'appelle la transformation infinitésimale du groupe;
elle fait passer du point (cg y) au point (@ + Edé, g+ nd#.

Pour se donner la transformation infinitésimale d'un groupe, il faut donc
se donner les fonctions &, ; il est clair d'apréscela que tout groupe continu
a un parametre est entierement déterminé par sa transformation infini-
tésimale.

Considérons, a l'instant initial, les molécules situées sur une courbe
quelconque C,, qui ne soit pas une trajectoire du groupe. A chague instant
ultérieur t ces molécules se trouveront sur une autre courbe C;, déduite de C,
par déformation continue, et I'ensemble de ces courbes C; forme dans le

LAINE, Anal., I1. 13
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plan (x, y) une famille a un paramétre, dont on peut écrire I'équation sous la
forme

wlr, yy=1=1
Il est clair que si I'on effectue sur tous les points de la courbe Gy la trans-
formation du groupe correspondant & une valeur t du parameétre, on obtiendra
précisément la courbe C;. Effectuons en particulier latransformation infini-
tésimale du groupe; elle fait passer du point (x, y) au point {a-+-Edi.
¥ +ndit); on aura donc

o{z-+Edl gy +nd) = dl,
ou, en développant,
o(@, y +(El"~’+ —E)dt—dt
ou enfin, puisque w{x, ) =0,
E‘_u: _qnu) 1
oy

Il est évident d'autre part que si au lieu de la courbe Cy on prend une autre
courbe de la famille, alaquelle on applique le méme procédé, on en déduira
la méme famille de courbes : il suffit pour sen assurer de répéter le raison-'
nement que nous avons fait pour montrer que par tout point du plan passe
une seule trajectoire du groupe. Nous aurons donc ainsi une famille de
courbes G qui reste invariante, dans son ensemble, pour toutes les transfor-
mations du groupe; cest seulement dans le cas de la famille des trajectoires
que cette propriété d'invariance appartient a chaque courbe de la famille indi-
viduellement.

Ceci posé, considérons I'éguation différentielle

e (‘I}}_

®) A=,y B, 9)
et supposons que nous ayons établi, par des considérations géométriques ou
autres, que la famille de courbes intégrales reste invariante pour les transfor-
mations d'un groupe continu donné (4) : la vérification est d'ailleurs toujours
aisée, puisqu'il suffit deffectuer dans I'équation (8) le changement de
variables (4), et de sassurer qu'on obtient une équation

dax’ dy’
K& y) B'(m ¥y

ou A" et B' sont identiques @ A (x',y') et B(x', ¥) & un méme facteur prés.

Reportons-nous alors a l'interprétation cinématique. Soit C, une courbe
intégrale; toutes les autres sen déduiront par application des transformations
du groupe. L'intégrale générale étant mise sous la forme w(z, yy=1, on
devra donc avoir

o
g1
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- o o )F aF _
d'ailleurs (n° 163) w{z, y} et une intégrale de ASE"' B§=0’ on a donc
aussi
Aaw Bam_ﬂ_
ﬁ*“' @—' 1
enfin on peut écrire
dw M

A h] . . a P .
¥, 2 entre les trois derniéres équations,

»x’ oy

d __Ady—Bde,
O TA4—BE "

I'équation (8) pouvant s'écrire
Ady— Bdx=0,

On en déduit, par élimination de

. . . 1 S .
on voit que |'expression Fop ;31 est un facteur intégrant. On peut donc dire

que toute équation différentielle de la forme (8), qui admet un groupe continu
donné, sintegre par des quadratures.
Considérons par exemple |'équation homogene

' R
) dy—f(i)dm:();
il est clair que cette équation admet le groupe des homothéties
o' = ux, ¥ =uy.

Cherchons la transformation infinitésimale du groupe; pour u=1 on ala
transformation identique : la transformation infinitésimale correspond donc
du=1-+dt etl'onaaors

o=z 4-xdl, ¥ =y+ydt,
d'oll f=ua, n=y.
Dans le cas présent, A=1, B:f(g); on en conclut que [y-—:cf(%)]_l
est un facteur intégrant pour I'équation (9), résultat qu'il est facile de vérifier

directement.
Considérons, pour donner un autre exemple, |'équation

(10) dy — (ax"iy® + be—"yde =0,

ou a, b, n sont des constantes quelconques; c'est une équation de RICCATI.
Il est facile de vérifier que cette équation admet le groupe de transformations

x' = ux, ¥ ="y,
on aici, pourlatransformation infinitésimale,
f=x, a={1-—n)y,
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et on en déduit que [(1 — n)y — aa"—'y! — bx*—=]~1 est un facteur intégrant
pour I'égquation (10).

On peut encore procéder d'une autre fagcon. Reprenons |'équation (8)

T d

® i T
et supposons que cette équation admette le groupe de transformations (4) dont
les équations canoniques s'écrivent

6, y) =04z, y), b(x', y') =0,(x, g} + L
Faisons, dans I'équation (8), le changement de variables
X=0{z, 9, Y=0{=y)

I'équation transformée s'écrira

e=eX, ),

et elle devra admettre le groupe de transformations
X=X, Y=Y+1i

ceci exige évidemment que 3 ne contienne pas Y. L 'intégration est donc ramenée
a une quadrature.

On pourra, a titre d'exercice, appliquer cette méthode aux éguations (9)
et (10).

Il est aisé de I'étendre aux équations d'ordre quelconque. Observons d'abord
que des équations (4), qui définissent une transformation ponctuelle, on peut

sduire | i dy’ i dy 4. oo
déduire I'expression de Jos en fonction de x, y, dr e g €njoignant

les nouvelles équations ainsi obtenues aux deux premiéres, on a les éguations
du groupe (4) prolongé. Supposons alors qu'une équation différentielle

admette ce groupe prolonné: si I'on fait le channement de variables
X:el(w’ y), Y:ﬁi(w, 9].

on voit comme précé
o(X. Y, 50 - i

le premier membre devra étre indépendant de Y : par suite il y aura abaisse-
ment de I'ordre de |'équation.

On comprend des lors la portée des recherches de LI E, et comment elles
permettent de faire disparaitre ce qui, a premiére vue, peut sembler un peu
artificiel dans I'exposé des méthodes d'intégration : en réalité toute simpli-
fication dans I'intégration d'une éguation différentielle d'ordre quelconque
peut étre rattachée a des considérations d'invariance de cette équation par rap-

dY dny) _ sformée



GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS 197

port a un groupe continu donné. Nous avons par exemple indiqué (n° 161)
comme cas d'abaissement celui des équations de la forme
d dn,
F(a:“y, a::”’a%, wuay xAin :x:") =0,
ou a désigne une constante quelconque. Il est facile de voir que cette équation
admet le groupe prolongé déduit du groupe ponctuel

&' = ux, y' =u%y.

253. Indiquons treés brievement deux généralisations bien distinctes des
notions précédentes.

On peut d'abord, au lieu de considérer des transformations planes, consi-
dérer des transformations a un parameétre dans I'espace a n dimensions; elles
sont définies par des équations de la forme

By =[f (T @y, ony Tai U, ey Xp=fule, @y, o0, U

On dit encore que les transformations ci-dessus forment un groupe lorsque
leur ensemble contient la transformation identique, et que de plus le produit
de deux transformations de I'ensemble appartient a I'ensemble. 1l est facile
de voir que les équations d'un groupe prolongé dans le plan (x, y) sont un cas
particulier des équations ci-dessus.

Tous les résultats obtenus sétendent sans modification aux groupes continus
a un parametre de l'espace a n dimensions; en particulier on peut toujours
mettre les équations de ce groupe sous la forme

ol(m;| ey x;)__—&l(wu anay mn)s KRS 0"._1(:1:; ey m:;)zou—i(wp ey wn)s
0wy, ..., T)==0lzy, o, @) L

On en déduit qu'un tel groupe est semblable a un groupe de translations;
que si le groupe contient une transformation T il contient aussi son
inverse T%; que deux transformations quelconques du groupe sont permu-
tables; enfin que le groupe contient une transformation infinitésimale qui le
détermine compl étement.

Dans I'intégration du systéme

(| |) d".lt:l _ dm, . — d:I!,.
A e @) MA@y i) T A B s @)

la théorie des groupes & un parametre de I'espace a n dimensions joue un role
analogue acelui dela théorie des groupes a un parametre dans le plan. Conten-
tons-nous d'indiquer en particulier que si I'on connait, pour le systéme (11),
r—1 transformations infinitésimal esdistinctes, on peut en général en déduire
un multiplicateur du systéeme.

On peut ici encore utiliser la forme canonique des équations du groupe
pour simplifier I'intégration par un changement de variables convenablement
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choisi. Considérons, en nous plagant dans I'espace a trois dimensions, le sys-
téme
(12) dx — dy - dz ,
Az, y,2)" Bz, y, 2y Gl y, 2)
et supposons que ce systéme admette un groupe continu dont les équations
canoniques sécrivent

GI. (w’I y” z’):'ei{w! .11‘ 2), 02 (xrr U‘s Zl)=ﬂg (9:) y! Z), ea(m’! .‘]’: z’}=03 (‘B! y’ Z) + t‘

Au moyen du changement de variables
X=1u(x ¥y, 1), Y =,{x, y,2), Z=b,(x, ¥4, ),

on met le systeme gy o d7Z.
aX= $.(X, Y, Z}, ‘E:?,(X, Y, Z);
ce nouveau systéme Aevant admettra la Arniine
X'=X, Y=Y, =7 +1,

les fonctions «, et ¢, sont indépendantes de Z. L'intégration du systéme
proposé est donc ramenée a celle d'une équation différentielle ordinaire suivie
d'une quadrature.

On pourra appliquer cette méthode au systéme

dx . dy . dz
Py ey —xr xr+yz’

qui admet évidemment le groupe des homothéties

' =uz, 4 =uy, 7 = uz.

On obtiendra une généralisation d'un autre genre en considérant des
groupes a plusieurs parametres. On voit rapidement apparaitre des diffé-
rences asxz profondes entre la théorie de ces groupes et celle des groupes a
un paramétre; nous ne pouvons songer ici a donner méme une simple
esquisse de la théorie générale des groupes continus, aussi nous contenterons-
nous de signaler quelques points intéressants.

En premier lieu, un groupe a r parametres admet r transformations
infinitésimales. Considérons par exemple dans le plan (x, y) le groupe des
déplacements

(13) &' = x cosa — ¥ sinx + a, Y ==xsina + g cosa—+ b;
cest un groupe a trois paramétres «, a, 6. On alatransformation identique
en prenant « =0, a =0, b==0; posant alors

«=du, a—=dv, b=duw,

on aura, en ne conservant comme d'habitude que les infiniment petits du
premier ordre,

¥ =wg—ydut-dv, y=zdu+yg+dw
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On en déduit que le groupe (13) admet les trois transformations infinité-

simales
E=—y, =z, L=1, 3, =0, =0, n,=1,
correspondant aux trois différentielles du, dv, dw.

Nous n'aborderons pas le probléeme de la génération d'un groupe au moyen
de sss transformations infinitésimales. Indiquons seulement que le groupe est
complétement déterminé par ses transformations infinitésimales, mais que,
inversement, r transformations infinitésimales prises au hasard ne déter-
minent pas un groupe a r parametres.

Remarquons ensuite que deux transformations quelconques d'un groupe
a plusieurs paramétres ne sont pas en général permutables; il est facile de
sen assurer sur le groupe (13). Il y a la une particularité qui différencie
nettement les groupes a un parametre dans I'ensemble des groupes continus;
une conséquence immédiate est qu'arc groupe a plusieurs paramétres n'est
pas en général semblable a un groupe de trandations
im=mE, b, wp=a,4dy, ., =@ b, T =Ty ..., T =Ea

Enfin, en nous bornant a I'espace a trois dimensions, faisons observer que
I'intégration d'une équation aux dérivées partielles de la forme

(14) F(a‘s o m Q’J:o
peut ére simplifiée quand on sait que cette égquation admet un groupe a
deux paramétres semblable & un groupe de transations(*). On peut en effet
pour un tel groupe obtenir des équations canoniques de laforme
0, (@", g, 2")=0, (2, y,2) 1. 9,(2", ¢, 2')==0 (2, 5, 2)+ by B,(a’, ', 2")==0,(, . 2):
faisant alors dans I'équation (14) le changement de variables
X=6(z, ¥, 2), Y =0z, y, 1), Z=0y(x, g, 2),

on voit que I'équation transformée

_ X, Y,Z,P, Q)=
doit admettre le groune

X' =X-1, Y=Y+1i, =z,
équations d'ou I'on tire
. . PM=P n%’: eQ .

autrement dit lafonction # est Indéperfdanie“de X et de Y, et I'on verra
plustard qu'il en résulte des simplifications importantes pour I'intégration.

Ici encore toutes les simplifications qui se présentent dans I'intégration

d'une équation telle que (14) peuvent étre rattachées a des considérations
d'invariance.

On en sgra avertj en gén des considérations géométriques tirées de la nature
mén)edu probleme qui auracondear I'equation (14). a
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1. Soit la courbe
2 == Bf 4 Git 4- 248, y=23420, s=—=1—10¢
I'arc de la courbe s'exprime rationnellement en t par la formule
ds =8 yZ{1 + £ - 1) di.

Les coordonnées d'un point quelconque de I'indicatrice des courbures sexpriment auss
rationnellement en t. L'arc a de cette indicatrice sobtient par la formule

d it
R g ey - 5

Calculer les cosinus directeurs (s, 8, v} de la tangente, ceux de la normale principale,

les rayons de courbure et de torsion. Vérifier larelation
o+ @ — =y
Bor=y {Rennes, épr. prat.)

2. On a{)pelle s I'arc d'une courbe (G); (x, y, 2) les coordonnées, par rapport a un triedre
trirectangle donné Oxyz, d'un pomt courant de la courbe (C); =. &, ¥ les cosinus direc-
teurs de la tangente en M, a*, #, v’ et &", ¥, ¥¥ ceux de la normale prlnC|pale et de la
binormale; R et T les rayons de courbure et de torsion (R essentiellement positif, T positif

ou négatif donné par les relations 2% 'i" 2

—rlfs
Si I'on alarelation R=T, on aauss les relations suivantes :
a—a* =4, Aax +Bp +Cy =1,
B—p =0, A"+ B+ Cy" =—1,
y—1"'=

A, B et C étant des constantes liées par la relation
AT B4 el
Déduire de la que la courbe est une hélice tracée sur un cylindre dont les génératrices
ont pour paramétres directeurs A, B, C.
En choisissant convenablement I'axe Oz, on pourra supposer
A=B=1, C= \/’Q
—_—— L
Y= \"é‘ Y = JE,
e =pvh BF=—ayd =0
Si I'on donne, outre R =T, larelation R =s, on achevera la détermination de la courbe
(C) en posant
('0‘19 B = u
Ve’ Vi
et I'on exprimera successivement 5, x, y et z au moyen de la variable ¢.
(Rennes, épr. écr., 2° quest.)
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3. On donne, en axes rectangulaires, |'expression des coordonnées X, y, z d'un point

guelconque M d'une courbe G en fonction de I'arc s de cette courbe; MT est la tangente

ans le sens des arcs croissants, MN la normale principale orientée de M vers le centre de

courbure, MB la binormale orientée de sorte

B que letriedre MTNB ait méme disposition que
z P le triedre de coordonnées Oxy;.

T Dans le plan normal en M a la courbe G on
mene une paralléle a la binormale, définie par
lavaleur | du segment Mm, m désignant le point
ou elle perce MN. On suppose que | est une
fonction connue de s, de sorte que cette paral-

{ lele engendre une surface réglée ®. On définit
un point P de la génératrice par le segment
mP = u.
N 1° Equation par rapport aux axes Qxyz du plan
0 tangent a£ en P.
2° |l suffira de supposer que le triédre Qxyz
coincide avec le triedre de Serret relatif au
point particulier M pour déduire de ce qui
précede I'équation du méme plan tangent par
Y rapport au triedre MTNB, qui est
Fig. 28. . .
(f "'T}k“(i —ﬁ)(\ —i=0q
R et T désignant les rayons de courbure et de torsion, et V la dérivée %-

3° Quelle fonction de s faut-il prendre pour | pour que la surface £ soit développable?
Plan tangent a la surface développable, aréte de rebroussement de cette surface.
(Rennes, épr. écr., 2° quest.)

4. La ligne de striction de la surface réglée engendrée par les normales principales a
une courbe gauche F est toujours distincte de 17,

La ligne de striction de la surface réglée engendrée par les binormales & une courbe
gauche I' es la courbe 1" elleeméme, et [e paramétre de distribution relatif a la normale
principale en un pointdo 1' est égal au rayon de torsion en ce point.

5. Enveloppe d'une famille de cercles a un paramétre; étudier les relations entre I'enve-
loppe et le lieu des centres; cas particulier ou les cercles passent par un point fixe O et
déterminent sur une sécante fixe une corde qui est vue du point O sous un angle constant.

6. Enveloppe des axes, lieu des foyers et enveloppe des directrices des paraboles oscula
trices a une spirale logarithmique.

7. Soient ;%:f{.r,y) une équation différentielle du premier ordre, Fix,y) =G son

inté%rge générale. Démontrer que, pour que les courbes intégrales forment un systéme de
courbes paralléles, il faut que la fonction F vérifie une relation de la forme

() + () =

En déduire qu'on peut intégrer par une quadrature toute équation différentielle du
premier ordre dont les courbes intégrales forment un systéme de courbes paralléles.

8. Pour que les courbes intégrales de I'équation %:}(m, y) forment un systéme iso-
therme, il faut et il suffit que la fonction f vérifie ‘Une certaine équation aux dérivées
partielles du second ordre. Former cette équation et, la supposant vérifiée, en déduire un
facteur intégrant pour la proposée. Application a I'équation

(% coay + yainy)dr - {xsiny — y cosy)dy = 0.
(DEMARTRES.)
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9. Deux courbes (Cy) et (Cp) se correspondent point par point de telle sorte que les tan-
gentes en deux points correspondants M; et M, soient paralléles; la premiére a une cour-
bure constante égale a %1 et la seconde une torsion constante égale auss a ;. Démontrer

gue le lieu du point M qui divise dans un rapport constant le segment M;M, est une courbe
de Bertrand.

(BIOCHE.)

10. Une ligne a courbure constante et le lieu de son centre de courbure forment deux
courbes de Bertrand associées. Le produit des torsions en deux points associés est constant.

11. Démontrer que I'hélicoide gauche lieu des normales principales d'une hélice circu-
laire est la seule surface réglée minima.

12. Une courbe gauche est définie par I'ensemble de sss plans osculateurs dont I'équa-
tion et mise sous la forme
xsint— yeost +p2r=1l,

» et H étant des fonctions de t. Déterminer les coordonnées du centre et le rayon de la
sphere osculatrice. Quelle relation doit-il y avoir entrew et H pour que la courbe considérée
soit une courbe de Bertrand?

(DEMARTRES.)
13. On considére la courbe définie en coordonnées rectangulaires par les équations

o (¢ __vostdt _ % sintdt cea d dt .
- ., (T —acosy® = o (1 —acosi?’ - ” 1 —acosi)?

Démontrer que cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre du second degré, et que
ses normales principal es rencontrent une droite fixe.

14. Déterminer les surfaces réglées qui ont pour ligne de striction une courbe donnée.

15. Etant donnée une courbe gauche (C), on mene en un point M de cette courbe la
tangente M%, la normale principale My, et la binormale M¢. Soient MD la bissectrice de
I'angle §My, et (S la surface engendrée Ipar MD quand M parcourt (G). On prend sur MD un
point P défini par MP= s v, former 'équation du plan tangent en P a (S), rapportée aux
axes M, Mw, M3 et en déduire a quelle condition la surface (S sera développable. La
courbe (C).est, dans ce cas, une hélice; montrer que la surface (S est aors le cylindre sur
lequel est tracée celte hélice.

Dans le cas général ou (S) n'est pas développable, former I'équation de Riccati donnant
s lignes asymptotiques non rectilignes.

(Bordeaux, épr. th., 2° quest.)

16. On donne une courbe gauche (C) pour lagquelle les coordonnées d'un de ses points M
sont des fonctions connues de I'arc AM de la courbe, compté & partir d'un point fixe A de
la courbe. On mene en M, a la courbe (C), |a tangente ME, la normaleprincipale My, et la
binormale My dans les sens habituels. Soit u une fonction déterminée de ['arc AM. On
mene la droite MD dont les paramétres directeurs par rapport a M§, My, M sont (1, 1, uR.
Cette droite MD engendre une surface réglée () lorsque le point M se déplace sur la
courbe (C). On demande :

1° Comment on doit choisir la fonction u pour que la courbe (C) soit ligne de striction
pour la surface ¥. On montrera que la solution de cette question s'obtient par quadratures.

2° Comment on doit choaisir la fonction u pour que la surface () soit développable. On
montrera que la solution de cette question dépend d'une équation de Riccati. Peut-on
intégrer cette équation lorsque la courbe (C) est une hélice quelconque?

(Bordeaux, épr. th., 2° quest.)

17. On donne en coordonnées rectangulaires une surface réglée (S) ayant pour équations
g=peesd, y—psind, ==V+pW,

¢ et 8 étant deux parameétres indépendants et V, W deux fonctions données du seul para-
métre 8. On demande :
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1° de former I'équation différentielle des lignes asymptotiques de cette surface et de
montrer qu'elle sintégre par quadrature;
2° comment il faut choisir la fonction W pour que les lignes asymptotiques, autres que
les génératrices, se projettent sur le plan des xy suivant des courbes homothétiques entre
elles par rapport a l'origine des coordonnées. Montrer que la surface S est, dans ce cas,
un conoide. Pouvait-on prévoir géométriquement ce résultat?
{Bordeaux, épr. th., 2° quest.)

18. On considere la surface définie par les équations
r=u-+(r—ising, y=1-+{v—1)cosuy :=a(‘.§+v).

ou a est une constante, et u et v deux parametres variables.

1° Trouver toutes les courbes de I'espace dont les tangentos sont paralléles aux droites
de la surface. (On se contentera d'exprimer les coordonnées courantes d'un point do la
courbe sous forme d'intégrales renfermant une fonction arbitraire.) Déterminer en particu-
lier celles dont le rayon de courbure est constant.

2° Trouver les courbes trajectoires orthogonales des droites de la surface.

3° Former I'éguation différentielle des lignes asymptotiques et montrer que son intégra-
tion peut se ramener a une quadrature.

(Grenoble, épr. th., 1 quest.)

19. Deux courbesG, 1" se correspondent point par point de maniére que les tangentes
aux points correspondants M, u soient paralleles Soient C;, I'; deux_courbes rencontrant
respectivement toutes les tangentes a C, 1*; soient My, u; les points ol ces courbes reucon-
trent respectivement deux tangentes corrapondant% quelconques MT, us deC, I'.

Montrer qu'étant donnée C; on peut choisir 1", de maniére que sa tangente en tout point
uy soit paralléle a la tangente a C, au point correspondant M; les courbes Iy qui jouissent
de cette propriété forment une famille dépendant d'un parameétre arbitraire.

On peut définir C; par la donnée, en fonction de I'abscisse curviligne s du point M, de la
longueur | du vecteur MM, porté sur la tangente MT a la courbe C; soit s; I'abscisse curvi-
ligne de M; sur C;. Soient , %, a;, les quantités analogues relatives a I', 1';.

Montrer que I'on a

ds;, — dagy et ]
Examiner le cas particulier ou C; coupe orthogonalement toutes les tangentes MT et ou

I’ se réduit a un point.
(Grenoble, épr. th., 2° quest.)

di4-dl _ do4-di ds, _day
= LT =5t

20. On considere le point dont les coordonnées rectangulaires sont
JA B a
@ T=A+p55 r=B+pH. C+p--‘

dans lesquelles on a pos2

coRY BiNY . inw
smu-h-'--—n-y-i—cosumsv, B=— — sinu oo, c =21y,
F]

Ve vi
Lorsque p varie seul, ce point décrit une droite & (u, v) qui, quand u et v varient, engendre
une congruence G qu'on se propose d'éudier.

1° Veérifier que la congruence G et formée par les tangentes communes a la sphére S
obtenue en faisant p =0 dans les formules (1) et au cone T obtenu en faisant g =cotgv
dans les mémes formules. Trouver les développables dont les génératrices appartiennent a
G & démontrer que les arétes de rebroussement de oes surfaces qui sont sur T se transfor-
ment en les différentes tangentes d'une méme circonférence dans le développement du
cone T sur un plan.

2° Démontrer qu'il existe des surfaces % qui admettent pour normales toutes les droites
de C; trouver ces surfaces Déterminer les lignes de courbure des surfaces % montrer
gu'une famille et plane et I'autre sphérique. Que pouvez-vous dire des développées de ces

lignes de courbure?
(Paris, épr. écr., 1° quest.)
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21.0n considére la congruence de cercles _
oy + 2 — oz — (b—aljaly — b =1,
o4 2(b— a%)ay 4 2a=10.
Déterminer b en fonction de a de fagon que la surface engendrée par les cercles C de la

famille ainsi constituée admette ces cercles G comme lignes de courbure.
(Bordeaux, épr. écr., 2° quest.)

22. Un point m, de coordonnées X, y, z, décrit une courbe gauche () dont on appelle s
I'arc, r le rayon de courbure, t le rayon detorsion, (&, b', c), (a, b, ) et (a', b", ¢") les cosinus
directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binormale. On considere la
courbe diteadjointe {4 décrite par le point mg

Tp= | ads, ° yoﬂ_-fb‘"ds, ’ 2°=fc”d”

et les courbes dites associées, (I, définies par les équations
X =m oz - 34 900, Y =ycosb -+ y,siné, 7 =1z cosh+ z, sinh,

ou 6 est une constante.

On désigne par les grandes lettres S, R, T, A, B, ..., C" les ééments de la courbe (T}
analogues aux ééments de la courbe {y) représentés par la méme petite lettre.

1° Trouver le triedre de Serret-Frenet relatif & la courbe associée. Dispositions de ce
trlédr((e ar rapport au triedre de la courbe donnée. Longueur des arcs correspondants sur
ty) et (F).

2° Rayons de courbure et de torsion de la courbe ([*).

3° Montrer que S{I") est une courbe associée a (), inversement {y} est Tune des courbes
associées a T,

4° Pour § =0, § = %‘ la courbe T* se réduit & (y) ou & {yy)-

Montrer que si {¥) a son rayon de courbure constant, (yo) a son rayon de torsion constant.
Dans ce cas les courbes (1"} sont dites courbes de BERTRAND (relation linéaire entre les deux
courbitette

et
(Rennes, Géom. sup., épr, écr.)

23. Deux surfaces développables sont applicables I'une sur l'autre lorsque, sur leurs
deux arétes de rebroussement, la courbure est une méme fonction de I'arc.

24. Les normales & une surface réglée aux différents points d'une méme génératrice
forment un paraboloide hyperbolique.

25. Si une géodésique d'une surface réglée cou[)e sous un angle constant les é;énéra—
trices, elle se confond avec laligne de striction; si laligne de striction est une géodésique,
elle coupe sous un angle constant les génératrices; enfin si la ligne de striction coupe
sous un angle constant les .génératrices, €lle est aussi une ligne géodésique.

(0. BONNET.)

26. On considere les hyperboloides de révolution a une nappe représentés par I'équation

x? I$+:2_
it —h

a et b étant des constantes et t un paramétre variable.

1° Former |'élément linéaire de la surface réglée engendrée par celles des génératrices
rectilignes qui rencontrent I'axe des z.

2° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface.

(Paris, épreuve théorique.)

27. On considére, sur une surface S, d'une part les courbes G enveloppées par des plans
normaux a S et paralléles & une direction donnée D, d'autre part les courbes C, telles que
la normale & la surface le long de chacune d'elles fait un angle constant avec la méme
direction. Démontrer que si ces deux familles de courbes forment un réseau orthogonal,
la surface a un systéme de lignes de courbure situées dans des plans perpendiculaires aD.

(Lucien LEVY.)
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28. Les droites qui ont pour équations
z—usginy__y—usinv_ az

“Tsiny T —sinw o u'

ol a est une constante, u et v deux paramétres variables forment une congruence. Etudier
cette congruence, et en particulier démontrer que la surface focale se compose de deux
paraboloides de révolution égaux.

29. Etant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz, on considére
dans le plan des xy la parabole qui a pour équation y1 = 2p{z — b).

1° Former |'équation de la surface B enveloppe d'une sphere £ variable, passant par
I'origine, et dont le centre décrit cette parabole; étudier la section de E par le plan xOy,
et la surface E' obtenue en transformant E par une inversion d'origine O et de module p~.

2° Soit S une sphére tangente a |'origine au plan xQy; démontrer que le cercle suivant
lequel la sphére ¥ touche son enveloppe est orthogonal a S, et que toute sphere telle
que S coupe la surface E a angle droit en tous les points de leur intersection; déterminer
les lignes de courbure de E.

3° Dans quel cas les deux familles de lignes de courbure de E se composent-€lles de
cercles? Déterminer, dans ce cas, la deuxieme famille de sphéres dont E et I'enveloppe,
et trouver le lieu des centres de ces spheres.

(Nancy, épreuvethéorique.)

30. Trouver en projection sur le plan yOz les lignes asymptotiques de la surface
&+ yire= {'y(;r — !Jc_vidt.
[

Parmi ces courbes projetées, montrer qu'il y en a une et une seule délimitant avec Oy
et le prolongement de Oz une région d'aire finie. Evaluer cette aire.
(Poitiers, épr. prat.)

31. On assimile la terre & un ellipsoide de révolution, dont les rayons de courbure
principaux en un point sont R; et R,. Evaluer la partie principale de I'intégrale

1 Lz
JS Gi—w)e
étendue a toute la surface du globe, en supposant tres petit |'aplatissement ¢ = 1 _g.

Application s:séu.; r é d'approximation.
(Poitiers, épr. prat.)

32. Soit S la surface définie en coordonnées rectangulaires par les équations paramé-
triques
T ==u coav -4 sinfy, y=usinu—ésin2u——v, 2= g{u, vh

On demande de trouver I'expression la plus générale de lafonction g (u, v) pour chacun
des trois cas suivants:
i° pour que les deux familles de courbes u= C', v=C* soient orthogonales sur la
surface S ] ] )
2° pour que ces deux familles de courbes soient conjuguées sur la surface S;
3° pour qu'elles soient les lignes de courbure de S.
(Bordeaux, épr. th., 2° quest.)

33. On désigne par S une surface réglée dont les geénératrices font un angle donné g
avec une direction donnée A. Les axes Qxyz sont rectangulaires et &4 paralléleaOz.

1° Appelons S; toute surface S développable. Dire quelle est la nature de l'aréte de
rebroussement de S; : en déduire le moyen d'engendrer toutes les surfaces S;. Montrer
qu'en un point quelconque dune surface S; le plan tangent a la surface fait |'angle 8
avec A. Réciproque.
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2° Appelons S; la surface S dont les génératrices rencontrent Oz et une hélice circulaire
d'axe Oz. Déterminer les lignes asymptotiques de S, et indiquer leur forme. Montrer a priori
que la recherche de ces lignes se raméne au plus a une seule quadrature.
(Rennes, épr. écr., 2° quest.)

34. Le plan qui a pour équation
2he 4 Ay + = 4f (1),

f(t) étant une fonction donnée du paramétre t, enveloppe une surface développable S.

1° Montrer que |'aréte de rebroussement de S est une hélice. Calculer les rayons de cour-
bure et de torsion en chaque point de cette hélice.

2° Ramener a une quadrature la recherche des lignes de courbure de S et donner des

équations paramétriques de ces lignes.
(Rennes, épr. écr., 1° quest.)

35. On considére la surface S définie par les équations
x = 0p? cos2p =3zt coskp, y=—Bp2aindy —ptsindy, =839 cosdp.

1° Former |'équation du plan tangent; calculer les rayons de courbure principaux.

2° Former les équations paramétriques de la développée; montrer que les deux nappes,
qui peuvent étre représentées par un méme systeme d'équations, sont unicursales.

3° Lignes de courbure et lignes asymptotiques de S.

4° Montrer qu'on a une représentation conforme de S sur un plan en regardant p et g
comme les coordonnées polaires du plan. Construire alors les représentations planes des
lignes de courbure, et dire ce qu'elles offrent de particulier. Comment déduit-on sans calcul
les représentations planes des asymptotiques de celles des lignes de courbure?

(Rennes, géom. sup., épr. prat.)

36. I. — On considére la surface définie en coordonnées paramétriques par les équations
z=3z+3aft—ad, y=3+Ip—2, - =323

1° Trouver le degré de cette surface.

2° Déterminer ses lignes de courbure; montrer que ce sont des courbes planes unicur-
sales du troisieme degré, et qu'elles sont rectiflables.

3° Déterminer ses lignes asymptotiques; montrer que ces lignes sont a la fois des hélices
et des cubiques gauches rectiflables.

4° Démontrer que la surface considérée est une surface minima. On I'appelle surface
minima d'Enneper.

11. — On considere les deux paraboles définies par les équations

(P) r =M, y=10, r=22 -1,

(Py) r—=0, ¥ =4, 1=—22 4+ 1.

1° Montrer que ces paraboles sont focales I'une de I'autre, c'est-a-dire qu'elles sont situées
dans des plans rectangulaires et que chacune a pour foyer le sommet de |'autre.

2° Soit M, (t=a) un point de (P,), M.,(t = R) un point de (p,). Ecrire I'équation du plan
perpendiculaire au milieu de M;M, et déterminer I'enveloppe de ce plan quand M; et M,
décrivent (Py) et (Py).

3° On retrouve pour enveloppe la surface d'Enneper. Soit Il le plan perpendiculaire au
milieu de M;M,; montrer que les plans normaux a (P;) et (P;) en M; et M, sont les plans
des lignes de courbure qui passent par le point de contact de la surface d'Enneper et du
planll.

{11. — Etude de la développée de la surface d'Enneper.

1° Former les équations paramétriques des deux nappes de la développée. Vérifier ainsi
que la développée se compose de deux surfaces unicursales algébriques, analytiquement
distinctes, symétriques par rapport a une droite.

2° Soit %, une nappe de la développée. Déterminer les lignes asymptotiques et les lignes
de courbure de ¥, en termes finis. Indiquer sans calcul une famille de géodésiques de X;.
Rayons de courbure principaux.

3° Montrer que, sur Zy, les courbes @ = C*, 8= " forment un réseau conjugué. Cotte
propriété étant établie par le calcul, la démontrer géométriquement, et I'étendre a la
développée d'une surface quelconque.
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4° L'une des familles du réseau conjugué (a), (p), est formée de courbes planes situées
dans des plans paralléles; I'autre famille est formée des courbes de contact des cylindres
circonscrits a &, ayant leurs génératrices paralléles aux plans des courbes de la premiere
famille.

37. Démontrer que la seule surface minima de révolution est la surface engendrée par
la révolution d'une chainette autour de sa base. Cette surface a recu le nom dalysséide, ou
de caténoide.

38. Démontrer que le ds? d'une surface réglée réelle peut se mettre sous la forme

a5t = du? -+ [fu — ) + B2lded,
a et (3 désignant des fonctions de v. Si B =0, la surface est développable.

39. Démontrer qu'en tout point d'une surface le carré du rayon de torsion d'une ligne
asymptotique est égal au produit changé de signe des rayons de courbure principaux en ce
point.

40. On considere la surface dont I'élément linéaire est donné par la formule

ds* = (é—%) (du? 4+ u2du?),

ou a désigne une constante positive. On demande :

1° de déterminer explicitement les lignes géodésiques de la surface;

2° si |'on fait correspondre au point de coordonnées (u, u) de la surface le point du plan
qui a pour coordonnées polaires r = u, = = u, quelles sont les courbes du plan qui corres-
pondent aux géodésiques de la surface;

3° de déterminer la ou les lignes géodésiques passant par les deux points (u, v) et (Uo, Uo);

4° de trouver I'enveloppe des géodésiques passant par le point (uUg, Vo).

(Paris, épreuve théorique.)

41.0n considére les surfaces (S) dont I'élément linéaire a la forme
ds? = U(u) (du? -+ do2),

1° Par un changemeut de variables u, == z{u), ramener le d’ & la forme géodésique
polaire.

2° Déduire de la la courbure totale de la surface (qu'on exprimera au moyen de U,

ay au)
du’ dut.
3° Choisir U pour que (S) soit & courbure totale constante.
4° Déterminer les géodésiques de (S) dans le cas ou U== u.
(Poitiers, épreuve théorique, 2° question.)-
42I On AnnciAdArA la ~rivfana AAfiniAa nar lar Anciati Aane E o
o=l aosu, y==usiny, :=au+\/b*—ui—b[.ogb—i-‘%——-

a et 6 étant des constantes.

1° Démontrer que les courbesv = C' sont planes et que le plan de chacune d'elles coupe
la surface sous un angle constant.

2° Montrer que la surface est applicable sur une surface de révolution; préciser le mode
de correspondance.

3° Déterminer les lignes de courbure et les rayons de courbure principaux.

4° Développée de la surface; montrer que chacune des deux nappes est applicable sur
une alysséide.

5° Déterminer les lignes asymptotiques, leur courbure et leur torsion.

(Agrégation.)

43. On donne un point fixe 0 et un plan fixe Q qui ne passe pas par 0. Etudier le
complexe des droites D qui rencontrent le plan Q en un point A tel que OA soit normal aD.
(PAPELIER.)
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44. Etudier le complexe des cordes de la quadrique
Az DByt 4-C2 =1 =10

qui sont vues de son centre sous un angle droit. Points pour lesquels le cone du complexe
est de révolution. Plans pour lesquels la courbe du complexe est une parabole ou un cercle.
(PAPELIER.)

45. Dans tout complexe (non linéaire) il existe en genéral une congruence de droites a
telles que le plan tangent aux cones élémentaires relatifs aux divers points d'une de ces
droites soit le méme tout le long de la droite a I'exception d'un seul point P de A, La
congruence porte le nom de congruence singuliere du complexe, la surface (pouvant d'ailleurs
se reduire a une courbe) lieu du point P, le nom de surface des singularités. Le point P est
un point singulier de &, le plan associé & a en tous les points autres que P est un plan singu-
lier : la surface des smgulantes est une nappe focale de la congruence singuliére, les point
et plan singuliersrelatifsa & sont des ééments focaux associés.

On demande de vérifier toutes les propriétés précédentes sur le complexe (du second
degré) des droites & par chacune desquelles passent deux plans rectangulaires tangents
au paraboloide xy == hz.

46. Rattacher la Ihéorie du multiplicateur a celle des champs vectoriels d'apres les
indications suivantes.

On cherche les lignes intégrales du champ vectoriel V(M). La condition pour que p soit
un multiplicateur peut sécriredivi{z¥1=140. Soit 3 (M) une intégrale premiére; on considéere
les surfaces infiniment voisines

H e(Mi=3 (8') sM)=124d)

on trace sur (S) un contour fermé simple {y} et on construit le tube des normales a () le
long de (y}. On applique le théoréme d'Ostrogradsky au champ ¢V dans le domaine compris
entre ce tube et les surfaces (S et (S)- Montrer que, s G est le vecteur unitaire de la
normale géodésique a (¥}, ds I'élément d'arc de cette courbe, la quantité

=V.G b
v(grad g

est une différentielle totale sur (S). En conclure que si I'on possade une intégrale pre-
miére ¢ (M) et un multiplicateur g(M), on obtient les lignes intégrales par une quadrature :
ce sont, sur les surfaces (S), les lignes 4 = G*.

47. On considére I'enveloppe E de lafamille de plans
xeosy4ysing +zeoth—p(l, $)=0,

ol o et & sont les parametres variables. A chaque systeme de valeurs de ¢ et 1 on fait
correspondre le point de contact du plan défini par ces valeurs avec la surface.

1° Former la condition a laquelle doit satisfaire la fonction p pour que les courbes
4= const., g = conet. soient conjuguées. Déterminer la forme générale des fonctions p
satisfaisant & cette condition.

2° Cette condition étant remplie, montrer que leslignes = const., 8 —const. sont ortho-
gonales. Montrer que les lignes de courbure de la surface sont planes, et que celles de
I'une des familles sont égales entre elles.

3° On considére ces lignes de courbure comme les différentes positions d'une courbe
mobile : quelle est la nature du déplacement de son plan? Définir les deux nappes de la
développée de E; dans quelles conditions I'une ou I'autre de ces deux nappes dégenére-t-lle
en une ligne? Quelle et la nature de E lorsgue les deux nappes sont ainsi dégenérées?

Nota. — Les candidats devront faire usage, autant que possible, de considérations
géométriques.

(Strasbourg, €pr. éor., 1° quest.)
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

par Georges BOULIGAND.

CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION

254. Intervention de fonctions arbitraires dans la solution. —
On appelle équation aux dérivées partielles d'ordre p une relation entre les
variables indépendantes, la fonction inconnue, et ses dérivées partielles jus-
qu'a Tordrep inclus, une dérivée d'ordre p au moins figurant effectivement
dans cette relation.

Par exemple, soient z une fonction inconnue des deux variables x, y et
f(x, y) unefonction donnée. Alors larelation

bl
g =1 8

dga considérée au n° 84, est une équation aux dérivées partielles du second
ordre. Si Ton connait une solution particuliére ¢{z, ), toute autre solution
sera de la forme

2(2, y)+ A{x)+ Bly),
A (x) et B(y) désignant des fonctions dérivables, mais arbitraires. Cest la un
fait général : la solution d'une équation aux dérivées partielles dépend de
fonctions arbitraires(!). Toutefois, la loi de cette dépendance n'est pas facile

() Une équation différentielle ordinaire, telle que
dz d2a

© F(x, "% )

peut tou10urs ére regardée comme définissant une fonction z de x et de n paramétres
, 1, bi€N que ces paramétres neflgurent pas explicitement dans I'équation. Soit ¢{®, z, B}

flntegrale générale de (E) en tant qu'équation différentielle ordinaire. S on regarde z

comme fonction inconnue de =, i, .-, ¥, I'équation (E) devient une équation aux dérivées
partielles et sa solution et ¢, =, ﬁ}, ol « e # sont maintenant des fonctions arbitraires

deft! ¥y - e s
LA|NE, Anal., Il. 14

=1,
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a résumer dans un énoncé simple, paralléle a celui d'apres lequel |'intégrale
générale d'une équation différentielle d'ordre n dépend de n constantes
arbitraires.

Précisons ce point par un exemple. En disant que l'intégrale de I'équation
y" =f(x,y,Yy") dépend de deux constantes arbitraires, on veut dire qu'il faut imposer
deux conditions a une solution de cette équation pour la déterminer. On donnera, pour
fixer les idées, les valeurs prises par la fonction et sa dérivée premiére pour x = 0,
ces valeurs sont les deux constantes arbitraires de I'énoncé. Prenons maintenant
I'équation

¥z 2,

T oy?
une intégrale holomorphe en x, y autour de I'origine x=y = 0 est bien déterminée
si I'on donne la fonction holomorphe ¢ (x) & laquelle elle se réduit pour y =0 : clest
ce qu'on verra en cherchant les coefficients du développement de MAC-LAURIN de
I'intégrale en question, développement qu'on peut ordonner par rapport a y et qui
s'écrit alors

2 i
@) ¢ (@) oW () - T )

ici, la donnée d'une seule fonction ¢ (x) détermine donc, bien que I'équation soit du
second ordre, une intégrale holomorphe. En outre, cette fonction ¢ (x) n'est plus une
fonction analytique arbitraire : une étude plus approfondie (voir GOURSAT, Cours
d'Analyse, t. I'I'l, chap. xxiv) montre que lafonction ¢ (x) doit étre entiére.

255. Simplification par changement de variables : équation
des cordes vibrantes. — La théorie des équations aux dérivées partielles
est un chapitre important de I'Analyse, en raison de la fréquence avec laquelle
elles interviennent dans des questions diverses. Nous avons déja rencontré
I'équation de L APLACE, a propos des fonctions d'une variable complexe. En
Physique mathématique, les types les plus variés d'équations aux dérivées
partielles se sont présentés dés les premiéeres recherches.

L'une des plus anciennement étudiées est |' équation des cordes vibrantes

() =0

@

. T 1oz 2z 2
d'ou -
- a2 gt " yu
Fz_ Mz ¥z +."z
dat T aut FYTET MY TEN
v 2 2
1!
13z Mz ¥z | ¥z
L . D Fy7 fanwre Rk ey pler 4
I'équation (1) devient ain§ 2 du e v

hot 4
0

() saD



INTRODUCTION 211

et SON intégrale générale est
ze=glx+alf)+d(x —ai).
Le probleme physique est ainsi poseé : on considére une corde trés peu exten-
sible tendue entre deux points x; x, de
Taxe Ox, qui sont les extrémités de la
corde. Ondemanded 'étudier dansleplan
des xz les petits mouvements transver-
saux du systéme autour de safigurerec-
tiligne d'équilibre x1x,,. A l'instant t, la
figure affectée par la corde sera une
0 x{’_\\___/ﬁu% 7 courbe représentée par I'équation

X

z=z(z, {).

fig.29. On démontre en Physique (%) que z est
précisément une intégrale de I'égua-
tion (1). Laprésence des fonctions arbitraires » et 4 dans (4) indique la possi-
bilité d'une infinité de mouvements. On détermine I'un d'eux en donnant :
1° la figure déformée imposée a la corde a I'instant t= 0 ;
2° larépartition des vitesses animant alors les divers points de la corde.
Analytiquement, celarevient & énoncer le théoréme suivant :
Une intégrale de (1) est bien déterminée s I'on donne, dans l'intervalle
(x,, x,), les deux fonctions

z(x, 0) et %-:(a:, 0}

astreintes & sSannuler aux deux extrémités.
Il suffit en effet de montrer qu'on peut déterminer les fonctions ¢ et ¢
figurant dans (4) de maniére a avoir

() -+ $(z)=1z{z, 0),
gla)— ¥ (@) =1 12, 0);

la seconde équation donne () — (%) & une constante additive prés, et nous
aurons

p(@)+ (2) = F (=),

g(x} — }{x)= G{z) +C,
d'ou 2e(®)=Fix)+ G(x)+C,

() ==F(x) — G{x) —C;
la solution sera donc
Flz4+al)+ Gz +al) 4 C + Floe—al)— Gz —af) — C
2 2

L

==

naturellement, on vérifie que C disparait du résultat final.

(% Voir BOULIGAND, Précis de Mécanique rationnelle, tome 1.
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286. Quelques méthodes de recherche. — Les méthodes employées
étant trés variées, nous citerons quelques exemples assez nettement différents,
par leurs principes, des considérations utilisées pour les équations du premier
ordre, dont nous ferons, en dernier ressort, |'étude systématique.

On peut tirer parti de rapprochements entre les équations différentielles ou
aux dérivées partielles d'une part, les équations aux différences finies d'autre
part, les premiéres se présentant comme cas limite des secondes. Précisons
d'abord cette idée dans le domaine des équations différentielles ordinaires.

L'équation différentielle

) ¥y =flz,y)
peut étre rapprochée pour h trés petit de I'équation
(6) o(x+h) — 3 (@) =Af[2, ¢(=)],

dans laquelle lafonction 4., au lieu d'étre définie quel que soit x, I'est seule-
ment pour les valeurs de la forme nh, ou n désigne un entier quelconque,
positif ou négatif. Si on donne ¢ (0), I'équation (6) permet de déterminer de
proche en proche les termes de la suite

o(h), 9(2h), ..., glnR), ...,

C'est-a-dire les ordonnées des sommets successifs d'une ligne brisée, ayant
pour abscisses h, 2h, ..., nk, ..., sommets tels que cette ligne fournisse la
représentation graphique d'une solution de (6). Mais alors, a partir de ce point
de vue, le fait qu'il passe par un point de |'axe Oy (par exemple) une courbe
intégraledel'éguation (5) devientintuitif. Cetteintuition nesaurait, il e vrai,
se substituer a une démonstration rigoureuse, mais du moins fournit-elle le
principe d'une telle démonstration, qu'on trouvera développée dans des traités
plus étendus [moyennant des conditions convenables imposées a f(x, y)] sous
le nom de méthode de CAUCHY-LIPSCHITZ.

257. De tels procédés, appliqués aux équations aux dérivées partielles,
permettent également de rendre intuitifs desrésultats importants. Par exemple,
avant d'étudier dans le plan I'éguation de LAPLAGE
d
Tt ir=0,
2wt Ty

on peut considérer la question suivante.

Tragons dans le plan xOy un réseau a mailles carrées, obtenu au moyen
des droites & =mh, y =nh, ol m et n sont deux entiers gquelconques, et h
une longueur fixe. Cherchons une fonction définie exclusivement aux noauds
du réseau et telle que sa valeur en un naeud quelconque soit la moyenne arith-
meétique de ses valeurs aux quatre nceuds les plus proches, de maniére qu'on
ait

(7 (2, g =f@+h, g)+f@—h g)+f(z, y + A+ f(z, g — k).
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Pour abréger, nous appellerons fonction préharmonique toute fonction
définie aux noauds du réseau et jouissant de cette propriété de moyenne.
D'apres celle-ci, il est impossible qu'en un noaud quelconque la valeur de la
fonction surpasse a la fois ses valeurs aux
quatre ncauds voisins ou leur soit inférieure.
Il n'y auradonc ni maximum ni minimum
sur le réseau. — Juxtaposons un certain
nombre de carrés du réseau en un poly-
gone, que nous appellerons domaine poly-
quadralique. Un tel domaine étant défini,
les noauds du réseau lui seront extérieurs,
intérieurs, ou périphériques. Or, on aper-
coit aisément la proposition suivante :

Il existe dans un domaine poli/quadra-
tique une fonction préharmonique et une
seule acquérant des valeurs données aux

fig.30. noaids  périphériques.

Car la recherche de cette fonction con-
siste en la résolution d'un systéme linéaire dont les inconnues sont les valeurs
aux noauds intérieurs. Il y a autant d'équations que d'inconnues, car on doit
exprimer la propriété de moyenne en chaque nceud intérieur. Enfin le déter-
minant n'est pas nul, car si en chaque noaud périphérique on donne la valeur
zéro, la fonction cherchée sannulera en chaque noaud intérieur (vu |'impossi-
bilité d'un maximum ou d'un minimum), et par suite le systeme rendu homo-
géne n'admet pas de solution non formée de zéros.

Or I'équation de LAPLACE se présente comme un cas limite de I'équation (7)
quand h devient trés petit. Appelons fonction harmonique une solution de
|'équation de Laplace, continue ainsi que ses dérivées des deux premiers
ordres. Nous prévoyons par ce qui précede le résultat suivant, qu'on démontre
d'ailleurs rigoureusement :

Soit un domaine limité par un ou plusieurs contours et une succession de
valeurs données sur chacun deux. Il existe une fonction harmonique et une
seule dans ce domaine, prenant sur les bords des valeurs données; elle na
dans le domaine ni maximum, ni minimum (%).

On peut généraliser au cas de trois dimensions, en prenant |'équation

MU 20U 2U

wET gt T

=0

et cherchant la solution, continue ainsi que sss dérivées premiéres et secondes
dans un certain domaine et acquérant des valeurs données sur la ou les
surfaces qui le délimitent. L'existence et |'unicité d'une telle solution, qu'on
établit avec une large généralité, constituent le principe de DIRICHLET.

() Cest précisément de cette derniére propriété que résulte l'unicité de la solution.
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258. Revenons a I'équation de LAPLACE dans le plan. Si nous prenons une

fonction analytique f(2) de la variable complexe z= x+ iy,
=Pz, y)+ Q= y),

sa partie réelle P et sa partie imaginaire Q sont des fonctions harmoniques. |l
nous est donc loisible d'en former de trés nombreuses. On peut encore
remarquer qu'en vertu de la relation

®) Log /(z) == log|f(z)| + { arg f(z},
le logarithme du module d'une fonction analytique est une fonction harmo-
nique. Appliquons ceci a la fonction z— z, (en désignant par z, une constante).
Y Nous voyons que logr (ou r est la distance
2y des images de z et de z) et harmonique.

Comme on peut écrire
ri= @ — ) -+ -y,
on connait une intégrale

Zo Ll Yo
u(x, §; x4, yo) = logr
de I'éguation
0 £ 2U L 2U
9 m%-gg—g:l),
Fig. 3L intégrale qui dépend de deux paramétres

arbitraires Xo, Yo.

Gréace au fait que I'équation est linéaire, nous pourrons de I'intégrale précé-
dente, ou mieux de la famille d'intégrales précédentes, déduire de nouvelles
intégrales, en pratiquant des opérations de composition linéaire au sein de
cette famille. Conginarane Ainhard n nainte

{uys b)), (g b, .. (s Do),
par exemple les sommets successifs d'une ligne brisée, et affectonsles de
coefficients ¢,. g,. .+, 8a. |1 €t clair que I'expression

gz, y; a, b))+ guix, gy a, b))+ ...+ eulz, yi a,, b))
sera .une intégrale de (9). Mais alors, on songe a passer du cas d'une ligne

brisée a celui d'une courbe C, dont la tangente varie continiment. Soit s
I'abscisse curviligne d'un point courant (a, b) de cette courbe. L'expression

‘fu'?(s}ﬂ(w»y:a, b)ds

représente encore (comme le confirme la regle de dérivation de LEIBNIZ,
appliquée en supposant le point & y hors de C) une intégrale de (9), quelle
que soit la fonction continue g{s).

On peut remarquer de plus que la dérivation est elle-méme une opération
de composition linéaire : toute dérivée premiere

a;_g-I-p;-g (a, B, indépendants de X, y)
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de la fonction u par rapport au point (a, b) dans une certaine direction est
une nouvelle intégrale de (9). Reprenons la courbe précédente G et supposons
que a, B soient les cosinus directeurs de la normale en un point (a, 6) de cette
courbe, de sorte que |'on peut écrire

au au

u
a P dn
3‘% signifiant la dérivée prise suivant la normale a cette courbe. Alors

du
ﬁcp(s)aads
est encore une intégrale.

Ces remarques dépassent de beaucoup la théorie de I'équation de LAPLAGE
et s'appliquent a I'étude de classes étendues d'équations aux dérivées partielles
linéaires : leur intérét est de fournir des solutions dépendant de fonctions
arbitraires. On pourra ensuite essayer de déterminer ces derniéres de maniéere
que la solution correspondante remplisse une condition imposée davance
(notamment une condition sur la courbe C d'intégration). On sera ainsi
conduit a résoudre des équations intégrales linéaires.

259. Pour montrer la portée de ces considérations, nous les appliquerons a
la résolution du probléme de DIRIGHLET pour le cercle.

Soient «, B deux nombres complexes quelconques. Considérons la fonc-
tion z:; La partie imaginaire de son logarithme est I'argument de ce
quotient, ou encore |'angle sous lequel le segment «f# est vu du point z. Donc
cet angle est une fonction harmonique des coordonnées cartésiennes x, y de z

Soit maintenant une ligne brisée myee, ... a,, €t o; ['angle sous lequel le

cOté ., @ est vu du point z. Quelles que soient les constantes e, €,, .-, ¢u: 2
fonction

Cioy - Cywy e Croy
est harmonique en x, .

Passons d'une ligne polygonale & une courbe : un élément d'arc ds sera vu
du point (X, y) sous un angle dw,

do =10z, ¥, s)ds,
ol &(x, y, 5) est harmonique en &, y (Y). L'intégrale

(10 Uz, y) = [ ols)du,
sera encore harmonique.
M8 (x,y, s représente la dérivée, suivant la tangente a c, dans le sens des arcs crois-

sants, de I'angle sous lequel on voit du point fixe @, y) un arc de la courbe d'origine fixe
et d'extrémités. Comme I'indiquelafigure32, cet angleest I'argument dez, — z (ou du moins
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Nous allons écrire plus explicitement cette intégrale dans le cas ou la courbe
C (qui n'est pas nécessairement fermée) est une circonférence de rayon R. Soit
M le point de la circonférence qui a pour abscisse curvilignes; si nous posons
s = R#®, 8 désignera |'abscisse angulaire de M. Prenons pour pdle le centre 0
de la circonférence, pour axe polaire Ox la droite #=0 et déterminons la
position de P par ss coordonnées polaires{r, «}. L'angle « désignera mainte-
nant avec précision celui sous lequel I'arc AM est vu de P.

‘y 3+ds
Sl
oa
O X

Fig. 32, Fig. 83.

Pour un déplacement infiniment petit MM 'du point M sur lacirconférence,
on trouveaisément (proportionnalité des sinusaux cotés dansle triangle PMM")

MM’ cos{MP, OM) _ R cosOMP

do—= ™ == PN do.
Nous aurons donc une intégrale de la forme
i R cos OMP
= f 'K
Up== [ 4 () —"ppr—d%;

or on a, dans letriangle OPM,

R== 0P cos POM + PM cos OMP
=rcos{e — 6} -+ PM cos OMP,

n'en différe que d'une congante additive). Ains O est la dérivée tangentiellede arg(zo— 2).
Or nousavons
Logisy —2)=log |7y — z | + i nrg{zy — 2),

donc la dérivée tangentielle de arg(zo 2) est égale (au signe prés) a la dérivée normale
de log'z, —z) (constquence de I'égalité au signe prés des dérivées de la partie réelle et
de la partie imaginaire d'une fonction analytique, prises dans des directions rectangu-
laires). Ceci expliquera au lecteur pourquoi d'autres ouvrages substituent a I'intégrale (10)

I' |ntegrale(10)J p(a}dlf'”d.s Ces intégrales sont égales ou opposées, suivant la conven-
tion adoptée pour le sns de la normale.
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N RcosOMP__R[R—rcos{u—e}] R[R — rcos{a - 0}}

d ==
o PM PM? T R4~ 7" 2Rr cos({a —0)
et finalement
R[R—rcos{a—1]]
(11) Ue= f 15 + rf—3Rr cos(x—8) $(0)do.

Cela posé, pour résoudre le probléme de Dirichlet dans le cas du cercle,
désignons par f(«) lafonction de « continue et périodique, de période 2x,
qui exprime la distribution desvaleurs données sur la circonférence, en chaque
point d'abscisse angulaire . |1 faut choisir 4(8) de maniére quel'intégrale (11)
tende vers f(x,) lorsque le point P tend, d'une maniére quelconque, en restant
intérieur au cercle, vers le point de la circonférence d'abscisse angulaire a,,
et cela quel que soit .

Nous aurons donc la condition

i = R[R —rcos{a—1

12 R o O 40 =)
(en réalité, elle exprime seulement que la valeur limite est atteinte quand P se
rapproche de la circonférence suivant un rayon déterminé, d'angle polaire = ;
il resterait a vérifier que cette condition, une fois réalisée, entraine la précé-
dente : nous |'admettrons pour éviter des longueurs).

Mais une précaution simpose dans le calcul de lalimite (12), qui est celle
d'une expression de la forme

U.= l£;|.r.|dmp.

On voit en effet que si $y==1 l'intégrale du second membre a pour valeur
Z=, 0 ou n suivant que le point P est dans le cercle, au dehors, ou sur la cir-
conférence : cette courbe et donc, dans le cas particulier ou ¢ =1, une
ligne de discontinuité pour Uy. On prévoit qu'il en sera de méme dans le cas
général : autrement dit, Up ne tend pas en général vers Uy, quand P tend vers
le point Py(R, «) dela circonférence.

Pour en décider, considérons l'intégrale

Vr=‘£('{m — bp ) A ;

il est facile de montrer que cette intégrale est continue au point Py(;). On a
alors, si P est intérieur au cercle,

= Up— \'{p. /‘dm[»: Up— 21’“1"1‘
® Pour cela, il faut montrer que quel que soit ¢ >»0, on peut prendre P asz voisin de

Po pour avoir | ¥e— Ye,j<e. A cet effet décomposons I'intégrale Vp en deux parties, I'une
VP éendue a I'arc P,P, de milieu Py, I'autre wp au resté de la circonférence. Grace a la con-
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et

vl‘ —Up — ilin rhfn.. :l f‘ l{.‘(ﬁ)da—ﬂﬂ)p‘,
et enfin, en écrivant que ]lm Vo=V, 2.

limUy =3 LT oot e,

On voit d'apres celaqu'il faut écrire

* R[R—rcos{o—0)] o 1 =
W [ o oh o O =3 5 [ @
ce qui nous conduit & déteiminer la fonction inconnue & par I'équation
intégrale
. 1 2
(13) nyo)+ g [ 40)d0=[(a).

Cette équation se résout immédiatement, car nous voyons que la fonction
inconnue est de la forme

[@+C

kg

Yo =

ou G désigne une constante. Portons dans (13) : il vient

C=—ge [T i0)ds

\ 28
dod s =18 L ™ oy,
la solution sera donc
Up——- 2R[R — rcos(x — 8)]

R3+r‘—’-—-2fl_r00a. oc—'ﬁ)f( ydo
— rcos{a —6)]
ai-x-f A )de R* —l—r* Qchos(m—O)do
Mais dans la seconde ligne du second membre, pour P intérieur au cercle,

I'intégraJe constituant le dernier facteur est égale a2x, etl'on a

1 # 2R[R — reos{e—0)]
o LRE 2 2Hrcos{a-—-ﬂ}_1]f{a)da

ou

—
Up* fB*—Qﬂrcos(a_u)+,.sf(e)de—

tinuité de ¢ en Po, on peut prendre I'arc P;P, assz petit pour avoir, quel que soit P,
| p = g, < §
Mais wp e fonction continue de P aux environs de Po. Donc on peut prendre P asxz
voisin de Py pour avoir auss'lw—%.,l(%. ce qui légitime le résultat annoncé.
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Cette derniére expression fournit en définitive la solution demandée du
probléme de DIRICHLET dans le cas du cercle : elle est connue sous le nom
dintégrale de POISSON.

Cette intégrale est évidemment fonction de r et de. On peut la développer
en série par rapport ar, pour r < R. On trouve aisément

R — r? R

r 2
R* 3R cos(x — ) A= 1+ 2p cos(x—8)+2 ﬁ—; cos2{x—10)

+...+2E;cosn(a~—0)+...:

ce développement est uniformément convergent quel que soit &, s termes

2 . ;o N . 2 syt o 2
étant inférieurs en module a ceux de la progression geométrique 2+, inde-

a)dn

pendante de a. Donc on peut multiplier par 52— f( et intégrer de 0 & 2x. On

trouveainsi
(14) U =U{r, uc}:'.;‘_'+ [%(ctl cosa—+ b, sina} -+ .

L .
-+ };—; {ay cosna+ bysinra) + ...,

4 1 ™ .
avec = [ f(0) cosnids, b,,:;f £(0) siun0d6;

ainsi a, et b, sont les coefficients de FOURIER de la fonction continue et pério-
dique f(8) et le développement (14) est applicableal'intérieur du cercle, méme
si le développement de FOURIER attaché a f(#) n'est pas convergent.

Cette remarque suggére une application : supposons le développement de
FOURIER de f(6) divergent. On aura néanmoins

f8)=lim g 3 + 2 x4, cosni 4+ b, sinnt) 1,
P | n=l

x désignant un nombre réel compris entre 0 et 1. Par I'introduction de ce

paramétre et I'opération de passage a la limite, nous attribuons au développe-

ment de Fourier, en dépit de sa dlvergence une somme égale a la fonction

continue qui |ui a donné naissance ().

Ces apercus suffiront pour montrer que la théorie des équations aux
dérivées partielles constitue un domaine extrémement vaste, dont la structure
n'est nullement révélée par les aspects de la théorie des équations différen-
tielles ordinaires. Nous allons maintenant restreindre le sujet, et nous limiter
a |'étude des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

(1) Seulement cette somme n'est plus la limite des S,. On adopte une définition nouvelle
du mol somme/Voair les Legonssur lessériesdivergentesde M. Emile BOREL.



CHAPITRE 11

EQUATIONS DU PREMIER ORDRE

260. Choix d'un point de vue. — Dans un exposé relatif aux éguations
différentielles ou aux dérivées partielles, on peut adopter deux points de vue
bien différents :

1° Supposer toutes les données du probléme analytiques, et chercher a
définir I'intégrale dans le champ complexe; c'est ce qu'on réalise lorsqu'on
établit le théoreme de CAUCHY par la méthode des fonctions majorantes, soit
pour les équations différentielles (n°® 149-150), soit pour les équations aux
dérivées partielles.

2° Se borner au contraire au champ réel, et démontrer I'existence des inté-
grales satisfaisant aux conditions données (supposées propres a les déterminer)
en faisant le minimum d'hypothéses sur les fonctions introduites, notamment
en ce qui concerne l'existence de dérivées de tel ou tel ordre de ces
fonctions.

De ce point de vue, considérons par exemple I'éguation différentielle

(i) ¥ =flz y)
ou /"est une fonction continue, dans un certain rectangle
R ) B <y <Y

des deux variables x, y (dans leur ensemble). Peut-on affirmer qu'il existe
une fonction dérivable

¥ =r{x)

et une seule qui pour X, (compris entre x, et X;) se réduise a y, (compris
entre y; et y,) et qui vérifie I'équation (1)?

Sans hypothése complémentaire sur la fonction f(x, y), ce résultat, si
intuitif puisse-t-il paraitre, serait cependant inexact. Soit par exemplel'équation

y'=3 :l‘y_’t
dont le second membre est une fonction réalisant les conditions ci-dessus
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dans tout le plan. Donnons a x, une valeur quelconque et prenons y,—0.
Alorslesdeux solutions

y=0 et y=(z—z)

conviennent également ().

Pour que I'énoncé précédent soit exact, il faut gjouter une condition
restrictive, par exemple admettre que fy reste bornée dans le rectangle consi-
déré. Moyennant quoi on peut établir la proposition que nous avons en vue
par des raisonnements faisant exclusivement appel a la théorie des fonctions
de variables réelles.

Voici brievement le principe de la démonstration de M. Picard (méthode
des approximations successives). On remarque qu'une solution de (1) qui se
réduit a yo pour la valeur x, satisfait nécessairement a |I'équation intégrale

¢l y@y=y,+ [ /1t yldt.
Considérons la fonction
n@=y+ [ £, gt
on passe de y;(X) aune nouvellé fonction y,(x) par la méme opération,

gley=go+ [ 11t y(0)dt,

et ainsi de suite. On pose en général

ya@=go+ [ 1t yoai(O)dt,  [avec yu(@) =y}

Grace a I'hypothese faite sur f'y, on établit alors que dans un intervalle
partiel de l'intervalle primitif (x, X, la série

+ D g0 @) — s ()] =lim ()

nel Mo

converge absolument et uniformément (). On a donc une fonction limitey (X)

() Pareillement, toutes les fonctions y=C— T +a%(G>>0), qui représentent des
courbes passant par I'origine, satisfont a I'équation y’:J—r;—f%; . bien que le second

membre soit fonction continue de a? et y au voidnage de I'origine, il passe par ce point
une infinité de courbes intégrales. Cet exemple es di a M. PEANO.

%) Congdérons un intervalle (&g, &+ a} de variation de x, et un intervallety, — &, ¥+ $)
de variation dey, tels que le point (X, y) reste intérieur a notre rectangle. Soit M laborne
supérieure du module de f(x, y) entre ces nouvelles limites. On peut prouver la conver-
gence des y, dans un intervalle partiel (zo, 2y 4= 4} de I'intervalle (z, =g + 4). Soit, pour
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des yn(x), et, puisque cette limite est atteinte uniformément, elle vérifie
I'équation (2). La solution est d'ailleurs unique, contrairement a ce qui se
passait dans |'exemple de tout & I'heure. C'est ce qu'on peut établir aisément (%).

Notons qu'on, établit, par ce méme procédé et moyennant des conditions
analogues, I'existence des intégrales d'un systéme tel que

?:A(z, ¥, 2z, U, v),

dz
d"_B(m, ¥, 2, u, o),

du
= Flx, ¥, z, u, v),

2 G, y, 2, u, ),

les quatre fonctions y, z, w, v devant se réduire respectivement a des valeurs
données pour la valeur x, de x. On supposeraici queles fonctions A, B, F, G
possedent par rapport ay, z, u, v des dérivées partielles qui demeurent
bornées dans le champ utile.

Nous avons ainsi une idée suffisamment nette des raisonnements qu'on
peut utiliser pour édifier la théorie des équations différentielles dans le champ
réel. Ce point de vue ayant l'avantage d'étre le plus étroitement associé a
I'intuition géométrique, c'est a lui que nous nous tiendrons dans I'étude des
équations aux dérivées partielles du premier ordre. Nous chercherons donc a
ébaucher cette théorie dans le domaine réel, sans introduire trop d'hypotheses

fixer les idées, # =0 : alors nous prendrons pour h le plus petit des deux nombres a et I%
Moyennant quoi, on prouve dabord que dans (=, @, -4} les yn{x)} demeurent compris
entre y, — & et y, + b (raisonnement récurrent). On peut aors écrire
Irn(=}-ru—t(=)}<fif[& Ya—t (8] — FIt, yn—2(8)] | dt;
La

or |'élément d'intégrale, grace a ce que/” est borné, admet une limitation de la forme
Klyn—s(t) — yn—2{) |.

Ecrivant I'inégalité ainsi transformée pour les valeurs successives 1, 2, 3, ... de n, on
obtientl'inégalitéfinale
A £
| ¥n(2) — a1 (o) | < MEnEE 0,
dou résulte la convergence annoncée.

(*) On utilise le mome principe. Sil existait une seconde intégrale z{x) se réduisant ay,
pour la valeur xq, on pourrait écrire

yole) —2lz) = _[; T AT e (O — S 20 | d:

le fméme jeu dinégalités que précédemment nous conduirait finalement a une relation de
ta forme

| o) = )| < CE— T
prourant que Zx) es la limite des yn(x).
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superflues (Y). Pour opérer aussi commodément que possible, nous ferons
appel a des considérations géométriques : nous serons ainsi conduits intuiti-
vement aux propositions essentielles, et il restera ensuite (ce qui importe) a
les soumettre au contrdle de I'Analyse, dans la mesure ou cela peut se faireici.

261. Préliminaires intuitifs(®). — L'intuition fournit des données
nombreuses dans |'ordre didées actuellement étudié. Nous allons d'abord
les résumer, sans souci de rigueur. Les résultats que nous avons en vue
sassocient & différentes images; les uns procedent de relations de contact
(surfaces enveloppes), les autres de la théorie des champs de vecteurs. Nous
allons puiser alternativement a ces deux sources.

1° Recours aux champs vectoriels. — Supposons défini un champ vectoriel,
par la donnée de ses trois composantes

Plr,y,2), Qix. g2, Ry, )

en chague point (x)y, 2 d'un systéme de trois axes rectangulaires; nous
supposerons que, dans une certaine région de l'espace, P, Q, R remplissent
les conditions requises pour qu'il ne passe, en chaque point de cette région,
qu une ligne intégrale (on dit auss : une ligne de force) de ce champ, cest-
a-dire une ligne tangente en chague point au vecteur du champ. Ces lignes
forment donc une congruence.

Cherchons s'il existe des surfaces les coupant orthogonalement. S'il en est
ainsi, ces surfaces vérifieront I'équation aux différentielles totales

(|) Pdx + Qdy 4+ Rdz =0,
qui exprime qu'un déplacement différentiel (dx, dy, dz) relatif a l'une d'elles

est orthogonal au champ. Dans quel cas I'équation (1) admet-elle une inté-
gralede la forme

Flz, y, 2)=0C?
Elledoit alorséquivaloir al'équation
2 F.dx + Fydy + F,d2 =0,

et par suite il faut qu'on puisse déterminer une fonction x{=, ¥, %) telle
qu'on ait

Fom o Fe
FTO R~
Exprimons donc que
A{Pdx + Qdy + Rdz)

() La recherche du minimum d'hypothéses ed un sujet trés difficile, dont I'éude a éta
entamée par M. BAIRE.

(%) Cet expost préliminaire a une grande importance pratique. On y trouvera les régles
qui sont d'une application courante dans les problémes, avec des exemples.
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est une différentielle totale. Nous devrons avoir
) ) _
0 R) — 200)=0,
? ?
©)] 52 B} — 2O Ry=0,

00— GOP) =0;

en effectuant les dérivations, multipliant les équations ainsi transformées
par P, Q, R et ajoutant, on obtient la conditiond'iniégrabilitéde (1)
2R 2 2P R 2 APy __
P(5y— =)+ —1a)+ R =)=

Ce raisonnement prouve que la condition (4) est nécessaire a l'existence
d'une famille de surfaces F= C, orthogonales aux lignes de champ. Il nous
restera a démontrer qu'elle est suffisante.

REMARQUES. — I. Ainsi que cela a éé expliqué ailleurs, toutes les formules
gue nous rencontrerons ici pour exprimer des conditions intrinseques pour-
ront s'écrire ellessmémes sous forme intrinseque.

Désignons par la notation V le vecteur de composantes P, Q, R. Il faut
écrire que le produit scalaire »¥.4M (en appelant dM le déplacement diffé-
rentiel de composantes dx, dy, dz) est une différentielle totale, ou encore que
le rotationnel du champ x¥ est nul. Clest ce qu'expriment les équations (3);
on raméne ensuite la condition

rot(3AVi=0
alacondition équivalente (n° 250)
ArotV 4+ graas n ¥ —=v,

En faisant alors le produit scalaire par V, on obtient finalement la condition
d'intégrabilité (4) sous la forme condensée
V.rot¥V=0.

Si donc il existe des surfaces trajectoires orthogonales des lignes intégrales,
le rotationnel en chaque point du champ sera tangent a celle de nos surfaces
qui pase en ce point. Cette propriété est d'ailleurs en relation évidente avec
le théoreme de STOKES : s'il existe des surfaces orthogonales au champ, la
circulation de V le long d'un contour fermé quelconque sur une de ces
surfaces seranulle. Donc leflux du rotationnel est nul, quel que soit ce contour,
et par suite sa composante normale est nulle (n° 250).

I'l. Une propriété dinvariance. — Il est clair que si I'équation

1) Pdx + Qdy + Rdz =0
est complétement intégrable, il en sera de méme de I'équation

@ Ldu + Mdy + Ndw == 0,
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qu'on en déduit par un changement de variables tel que

z==x(u, v, w), y=yu, v, wj, z..—_ z{u, v, w).

Si I'intégrale de (1) est

¢le. 4, 5)=C,
celle de (2) sera

?{x(“! v, W), y(ua v, wh ziu, v, w)] =0,

Donc lare P(:EH.LQ)"'_Q(DP__?_I}) T

QP
by 2z 2 T B( 3 )=0

entraine néc :
LCI\ aM) M ) nN)+N(nNI 25):0‘

o dw owoha Y’

Clest d'ailleurs ce qu'un calcul direct permettrait de vérifier.

En particulier, si le changement de variables a pu étre choisi de maniere
que N soit nul, la compléte intégrabilité de (1) entrainera que le rapport de L.
aM soit indépendant de w. Nous allons indiquer, a titre d'application de cette
remarque, une méthode d'intégration de I'équation (1) due & J. BERTRAND.

Supposons Vvérifiée identiquement la condition V.rotV =0. Alors, si S est
une surface intégrale de (1), le champ rotV lui est tangent en chaque point :
déterminons, sous le nom de lignes de tourbillon, les lignes qui dans I'espace
sont tangentes en chague point au champ rotV'. Les lignes de S qui en chaque
point possedent ce méme caractére ne sont pas autre chose que des lignes de
tourbillon particuliéres, de sorte que la surface S est un lieu de lignes de
tourbillon. Soit dx dy oz

® R0~ iP R0 3P

N L ST s 2 ME B MY L
le systéme qui définit ¢S lignes. Soient u(x, y, 2) et ¥(x, y, z) deux intégrales
premiéres de ce systéme. Nous avons simultanément les trois relations

gradu.rot¥ =0, gradv.rot¥ =0, V.rotvV=0,

donc les trois vecteurs grad u, gradv et V sont coplanaires. Nous avons donc
une relation
VY =)gradu—+ pgradv

en vertu de laquelle nous pourrons écrire
V.dM=3)du+udv.
Or puisque V.dM est le premier membre d'une équation complétement

intégrable, il en sera de méme de hdu + p.dv et, par suite, le rapport p. : & ne
dépendra que de u et de v.

LAINE, Anal., I'I. 15
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Indiquons sans développement que |'on pourrait faire de ces considérations la base
d'une théorie rigoureuse des équations aux différentielles totaes dans le champ réel.
Pour cela, il faudrait supposer essentiellement, non seulement qu'on a bien
V..rotV = 0, mais encore que le systéme (3) se préte al'application de la meéthode des
approximations successives, et il resterait a examiner s'il en et bien encore ainsi de

'équationfinale F2 = f(u, v).

Le principe précédent peut d'ailleurs étre appliqué différemment. Soit
|'équation
4 di=A(r, y, 2)yde 4+ B(x, y, 2)dy;
supposons que la condition d'intégrabilité
A pgA_B 0B

My Fr Y iz
soit identiquement vérifiée. Intégrons I'équation différentielleg% A(X, Ve ),
ou y joue le réle d'un paramétre. Prenons pour nouvelle fonction inconnue u
celle que définit I'équation z==¢(x, Yy, U), en supposant que z=o{X)y, C)

soit I'intégrale générale de j—; = A, Alorsl'équation transformée sera

3 3 :

2y 4 + 5L du=B2, y, 3(@, y, w)dy;
puisque la condition d'intégrabilité e satisfaite, x disparaitra de cette équa-
tion. On sera donc ramené a l'intégration de deux équations différentielles
Ordinaires. Il est clair que la théorie pourrait étre encore construite d'apres ce

point de vue.

SS62. Nous examinerons encore le probléme suivant :

Trouver toutes les surfaces qui, en chacun de leurs points, sont tangentes
au champ vectoriel précédent.

Il est clair que toute surface engendrée par une famille a un paramétre de
lignes intégrales répond a la question. Inversement, soit une surface remplis-
sant la condition demandée et M un point quelconque de cette surface. Le
plan tangent en ce point contient le vecteur du champ. A chaque point de la
surface est associée ainsi unedirection : les courbes de la surface qui en chacun
de leurs points sont tangentes a cette direction sont précisément des lignes de
champ. Toute surface répondant a la question est donc bien un lieu de lignes
de champ.

Si nous traduisons analytiquement le probléme, nous sommes conduits a
écrire que lafonction

z=[(=, ),
qui représente la surface, satisfait a I'équation aux dérivéespartielles linéaire
du premier ordre

(5) Pp+Qq¢=R.
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Donc, pour intégrer cette équation, on résoudra préalablement le systéme

dz d dz

(6) —P-z ". :—E,
c'est-a-dire on chercherales lignesintégrales du champ de vecteurs (P, Q, R).

Soit G une courbe quelconque, différente d'une courbe intégrale. Les lignes
de champ qui s'appuient sur C déterminent une surface intégrale de |'équation
(5). Donc, par une courbe G, on peut faire passer une surface intégrale de
cette équation (probléme de CAUCHY). Ce résultat tombe en défaut, par indé-
termination, lorsque C est une ligne intégrale du systeme (6). Pour marquer
cette particularité des lignes intégrales (c'est-a-dire le fait d'étre impropres a
déterminer une solution du probleme de CAUCHY), on dit que ce sont des lignes
caractéristiques.

Analytiquement, on résout le probléme de Cauchy, dans le cas d'une équa-
tion linéaire, de lafagon suivante. Soient

iz, y, Y=g, ¢le, g, 2)=0b
les équations de la congruence des lignes caractéristiques,
Flx, gy, z)=0, Fiz, g, 5)=0

les équations d'une courbe C. Il s'agit d'établir entre a et 6 une relation
w(a, b) =0 telle que, a tout couple de valeurs de a et b vérifiant cette relation,
corresponde une caractéristique qui coupe la courbe C. Larelation w =0
exprime donc la condition de compatibilité des quatre équations en xy, z,

i=a, v =10, F,=0. 1P, =0y
autrement dit on aura la relation w =0 en éliminant x, y, z entre ces quatre
équations. Il en résulte immeédiatement que la surface cherchée est définie par
I'équation
wii{x, ¥, 2}, 2{x, 4, 2)i=0.
EXERCICES. — I. On demande les surfaces intégrales de I'équation
2y°p 4+ Xhypq =z (2t - ¥2);

déterminer lafonction arbitraire de maniére que Les caractéristiques forment une famille
d'asymptotiques des surfaces intégrales et trouver les trajectoires orthogonales des sur-
faces ainsi obtenues.

[Paris)
Le systéme des caractéristiques est défini par
de _dy _ dz
® R T
on en tire les combinaisons intégrables
rdr = ydy,

yaz+-ady _dz
zy  z'
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d'ou l'intégrale générale du systéme (2)
Ty = az,
rE—yt =,
Les surfaces intégrales de I'équation (1) seront donc représentées par |'équation
3) 2=y flr? —y*),
f désignant une fonction arbitraire de |'argument x* — y2.

Cherchons adéterminer f de maniére que les caractéristiquesjouent le réle d'asymp-
totiques de la surface (3). Les projections de ces dernieres courbes sur le plan xOy
sont définies par |I'équation

4) rdz? 4+ 2sdordy -+ fdy? = 0.

Il faut exprimer que I'une des deux familles définies par (4) se réduit a

ady — ydy =0,
Or nous avons

P by fr(a® — ¥ - haty [0 (et y),
8= flo? — y2) 4 2 (2% — ) (22— yT) — Sadyt (2 — %),
te — by f (32 — p%) + hy'mf” (o2 — ),

ce qui permet d'expliciter |'équation (4) sous laforme

Gay [{die? — dy?) - (32 — y?) fdady - 2f drdy
-+ 4" ry (wtde® — Lrydedy + yhdyt) = 0.

Cette équation doit contenir en facteur xdx —ydy. ou, ce qui revient au méme, son
premier membre doit s'annuler quand on y remplace dx et dy par y et x, d'ou la
condition

3t — 2+ 20— N S =0;
en posant x* — y* = u, on doit donc avoir l'identité
flay—uf =10,
donc f(u) doit étre proportionnel a u, ce qui donne les surfaces
7t —yt

I=xY —0

L'équation différentielle de ces surfaces s'écrit
oy et — vy __
o=

dx | dy edr —ydy dz__ |
ou ?+T+2_?c‘4:ji‘f -7 =%
cherchons les lignes qui les coupent a angle droit. Elles sont définies par le systéme

dax: . dy _

R W

pTHa=p 3T

z{zd —yidr __yle! —ydy -
ou 3P —yr T -3yt =i
on a deux combinaisons intégrables
_zdz=mﬁ.£;:y_(h’,
rde  ydy

e Ry Tl
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qui donnent les lignes trajectoires orthogonales

x4 y2 ot =38,
zb — byl -y = b,

Les surfaces trgjectoires orthogonales (*) seront donc définies par |'équation
générale
Zh— 67y 4 yb = p{x? 4 y* + 422
|. Intégrer I'équation

. _ e PP (R4 y2 — dazry
(1) [px—i—qy W] - fatrty?

On peut tirer de cette équation la valeur de px+qgy en fonction de x, y, z. Ce n'est
donc, sous forme camouflée, qu'une équation linéaire en p et q. Le systeme des carac-
téristiques sera ici

(2 32

(2) ga_. —_ - dz —————— -
£ i G i
Zasy V‘[w + ¥ — &a:cvz
et peut encore s'écrire ydr — xdy =0,
ardx 4 de

2axy Trg ¥ + \.I’ (i + 3r2}J :ia.t'yv

la derniere équation s'écrit encore R
axryd:? — (29 + y?) (wdr + ydy)dz 4 {2dr 4 ydy)* = 0,

ou, en tenant compte de ydir — xdy == 0,
adzdyds® — {xdx -+ ydy) dz{dx? 4+ dy?) + z(de? + dy2)2 =0
o drdyds?
aprésdivision p * dat + dyt
avec ydie —edy=0.

Nous rencol (yds: — zdy, zde — »dz, rdy — ydz, dr, dy, dz)_O 4 a247)
&(ydz —zdy, m‘z-——a:dz, xdy — ydx, d.r dy, dz) =0,

ou % et & sont homogenes par rapport aux six coordonnées plickériennes

—+ dx{zde — 2d:) +dy(cdy — ydz) =— 0, ,

ydz — zdy, zde — adz, xdy — ydx, lx, dy, d

de la tangente a une courbe intégrale de (2). Un tel systeme nous offre, dans |'espace
a trois dimensions, la généralisation de I'équation de CLAIRAUT. Son intégrale générale

(*) Nous rencontrons ici une application, fréqguemment citée, des équations linéaires :
étant donnée une famille de surfaces dépendant d'un paramétre, trouver les surfaces qui les
coupent a angle droit. — Si a chague surface de la famille nous menons la normale en un

point quelcongue, et si nous portons sur cette normale un vecteur unitaire (pour fixer les
|dees) nous définissons un champ de vecteurs. Les surfaces orthogonales a la famille donnée
seront des surfaces tangentes, en chacun de leurs points, au vecteur du champ. Donc on les
obtient en intégrant une équation de la forme Pp+ Qqg= R, laguelle admet précisement
pour caractéristiques les lignes trajectoires orthogonales de la famille de surfaces données.
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est une congruence de droites. En outre, il admet des intégrales singuliéres : ce sont
naturellement, sur les deux nappes de la surface focale, les arétes de rebroussement
des développables de la congruence.

Il importait de donner un exemple de cette nature pour montrer ce qui peut se
produire lorsqu'on renonce a cette hypothése, faite antérieurement : il passe par
chaque point une ligne de champ et une seule. A c6té des surfaces qui vérifient
I'équation proposée et qui sont fournies par I'intégrale générale, il existe alors d'autres
surfaces intégrales, jouant le role dintégrales singatieres : elles sont obtenues comme
surfaces focales de la congruence caractéristique.

Dans I'exemple actuel, cette congruence se compose des rayons rectilignes rencon-
trant I'axe Or et tangents a la surface d'annulation du discriminant de I'équation (1)
ordonnée en px+ay,

©®) §anyr — (2 4+ yYt==0,

Cette surface est |'intégrale singuliére de I'équation (1); on peut encore |'engendrer
par des lignes intégrales du systéme (2), mais ces lignes sont maintenant des
intégrales singuliéres de notre systeme : ce sont évidemment les sections de S par
les plans menés par Oz

I'11. Trouver les surfaces S telles qu'en menant le plan tangent en un point quelconque M
de /'une, et en prenant sa trace sur te plan xOy, il existe sur celte droite un point T tel
que le triangle OMT soit semblable a un triangle fixe.

Le point M étant donné dans l'espace, on peut, si une certaine inégalité est
vérifiée (%), trouver dans le plan xOy deux points T' et T", symétriques par rapport
au plan cOM, tels que les triangles OMT' et OMT" soient semblables au triangle fixe
de I'énoncé. Optons [jour |'un d'eux, soit OMT'. Alors nos surfaces sont celles dont
le plan tangent en M contient le vecteur MT : acetitre elles vérifient une équation
linéaire en p et g. Les caractéristiques sont les lignes telles qu'en appelant T la trace
de la tangente sur le plan xQy, le triangle OMT soit semblable a un triangle donné.
Pour la recherche de ces lignes, nous laisserons au lecteur le soin de faire les calculs,
en le renvoyant, si c'est nécessaire, & notre Initiation aux méthodes vectorielles ().

Dans le probléme actuel, la direction (P, Q. R) reste invariante en chague point
lorsqu'on fait :

1° une rotation autour de Oz;

2° une homothétie de centre 0.

11 y a donc intérét a prendre des coordonnées sphériques de centre 0. L'usage de
telles considérations simpose dans les problémes de ce genre : ces problémes sont
souvent demandés, car outre leur caractére esthétique, ils présentent pour ceux qui
ont a charge de donner des textes d'examen |'avantage de leur permettre d'accomplir
leur mission sans grand effort. A ce point de vue, nous ne saurions trop attirer
I'attention du lecteur sur les considérations que nous avons présentées dans la
seconde partie du chap. V11 du précédent ouvrage (voir notamment les n® 07 et 98).

2(53. Avant de quitter les champs de vecteurs, nous ferons encore quelques
remarques. Jusqu'ici, dansles problémes que nous avons examinés, la fonction
inconnue dépendait de deux variables indépendantes, ou si Ton préfére, on
cherchait des surfaces remplissant certaines conditions. Dans d'autres pro-

651) Cette inégalité exprimera que l'inclinaison de OM sur IeJ)Ian xOy ne dépasse pas (en
valeur absolSe% une certaine limite égale & I'un des angles du triangle donné. Donc M
devra se trouver a |'extérieur d'un cone de révolution d'axe Oz.

() BOULIGAND et RABATE, pages 138, 139, 140, 141.
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blémes, il peut arriver qu'on cherche une fonction de trois variables indépen-
dantes, ou encore, qu'on se propose de trouver un champ scalaire moyennant
certaines conditions. Nous indiquerons deux exemples dans lesquels cette
idée peut faciliter I'obtention delasol ution.

I. Soit un champ vectoriel donné (P, Q, R). Trouver une fonction ¢ (X, y, 2) telle qu'on
ait
A
(i) I+ 0 + R =Fiv, 7, 7, 2),

ou F désigne une fonction donnée, et qui prenne en chaque point d'une surface S donnée
une valeur donnée.

Remarquons que le premier membre de |'éguation (1), ou I'on peut toujours
supposer, quitte a modifier F, que I'on a

@ P34 Q- R ==

exprime la dérivée de la fonction w dans la direction du champ. Il est donc naturel
de considérer les lignes intégrales du systéme

dr dy _ d:
(©) TTO0TW®
Considérons quelques-unes de ces lignes,
soient Ly, Ly, 13, ... qui coupent S en des points
04, 0, 03, ... Nous déterminerons alors la fonc-
tion w sur chacune d'elles en notant qu'elle se
réduit sur celle-ci a une fonction d'une variable,
par exemple l'abscisse curviligne s comptée a
partir de S, et que cette fonction satisfait, en
vertu de (1) et de (2), a I'équation différentielle
ordinaire

g, 3. 2 e Fla, 2(6), 7(s), 2(5)]
On prend alors I'intégrale de cette équation,
qui, pour 5=0. se réduit a la valeur donnée sur S, au pied de la ligne L choisie.

Il est clair que le calcul pourra se simplifier dans des cas particuliers : par
exemple, si I'on a F=0, lafonction w conservera sur chaque ligne L la valeur qu'on
lui a donnée au pied de cette ligne.

I'l. Trouver unefonction w telle qu'on ait

(1) 2) +(5) + (32 =ve

F désignant une fonction donnée. Montrer que les surfaces de niveau w = const. sont des
surfaces parallées.
Changeons d'abord de fonction inconnue, en posant

dw
=fm’

ce qui ne change pas les surfaces de niveau. L'équation (1) sera remplacée par

() +G) + ()=

Considérons la surface de niveau &= 0. Je dis que £ représente la distance du
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point (x, y, z) a cette surface. En effet, en chaque point d'une surface de niveau
quelconque le gradient de &k se confond avec le vecteur unitaire de la normale.
Prenons maintenant une trajectoire orthogonale quelconque des surfaces de niveau,
et soit s I'abscisse curviligne d'un point de cette courbe. Nous aurons
dr_ 3 dy o0 dr_ 0
ds — a0’ ds ~ Jy’ &= 3’
d'ou I'on tire facilement, d'aprés le théoréeme des fonctions composeées,
dix 4 5 [M2\2 AU\ 2 aﬂ)ﬂ] a.
=133 Ga) +(F) + ()=
on a de méme :
Sy _p, Iz
deg = 7 a2
ce qui confirmel'énoncé en prouvant que chaque trajectoire orthogonal e est rectiligne.
Et, puisque le gradient de £ est un vecteur unitaire, £ en un point quelconque
mesure bien la distance de ce point a la surface de niveau origine.
D'une maniére générale, une fonction w vérifiera donc une équation de la forme (1)
si elle est une fonction de la distance d'un point x, y, z a. une surface fixe.

=0,

264. Recours a la théorie des enveloppes. — Soit une famille de
surfaces a deux parameétres
() Vie, y, z, a, b)=10;

sur I'une d'elles, les coefficients p et q du plan tangent sont définis par les
équations
2V W

@ w TP =% oy

W A
'-Pfj‘a—z':

0,

si entre ces trois équations nous éliminons a et 6, nous obtiendrons une
équation aux dérivées partielles du premier ordre

©) Fix, g, z, p, 9) =0.

Analytiquement, cette équation exprime la compatibilité des équations (1)
et (2) par rapport aux inconnues a et b.

Géométriquement, elle définit tous les éléments de contact appartenant aux
surfaces représentées par |'équation (1). Donc, par tout point d'une surface
satisfaisant a I'équation (3) passe une surface de la famille (1) qui lui est
tangente en ce point, et réciproquement toute surface qui est tangente en
chacun de ses points a une surface de la famille (1) satisfait a I'équation (3).

On apercoit facilement des solutions de |'équation (3) :

1° les surfaces de lafamille (1) ;

2° les surfaces enveloppes de familles a un paramétre telles que la suivante,

VIXy, z a¢@)] =0
obtenue en posant b= (a) dans |'équation (1);

3° I'enveloppe (lorsqu'elle existe) de la famille des surlaces (1), les deux
paramétres a et b étant regardés comme indépendants.
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Le fait que ces diverses enveloppes sont des surfaces intégrales de I'équa-
tion (3) est immédiat; en effet, nous partons d'enveloppées qui satisfont a cette
équation. Or, en chague point de contact de I'enveloppe et d'une enveloppée,
X, 0, Z, p, g prennent les mémes valeurs.

Réciproquement, nous établirons plus loin que I'on, épuise bien, par le
procédé qui vient d'étre indiqué, toutes les solutions de F = 0.

Donc, pour intégrer une équation aux dérivées partielles du premier ordre,
il suffit d'en connaitre une famille de solutions a deux paramétres; et comme
une telle famille détient la propriété de déterminer complétement I' équation,
on lui donne le nom dintégrale compléte. Les surfaces enveloppes de familles
a un paramétre prélevées sur l'intégrale compléte constituent I'intégrale
générale. Enfin, I'enveloppe de toutes les surfaces de I'intégrale compléte, les
deux paramétres demeurant indépendants, est I'intégrale singuliere.

En résumé, on a le tableau suivant :

intégrale compléte  V(z, y, z, a, b) ={;
Yz, gy, z,a, 3(a)=0,

intégrale g é n é {»V W, i nera
Viz, g, 2, a b)=0,
aV 0

intégrale singuliére ¢ de — (éliminer a et b)
LA
W

265. L'intuition géométrique nous apporte d'autres éléments. On voit
par le tableau ci-dessus qu'on peut engendrer les surfaces de |'intégrale géné-
rale par les courbes de la famille a trois paramétres

Vix, y, z, a, 5)=0,

ces équations sont celles que nous avons écrites pour définir I'intégrale géné-
rale, au remplacement prés de ¢ (a) et ' (a) par b et c. Notons maintenant
qu'une de ces courbes peut appartenir a une infinité de surfaces intégrales, mais
d'aprés le mode de génération par enveloppement, ces surfaces se raccorderont
toujours le long de la courbe en question. Autrement dit, les coefficients p
et g auront les mémes valeurs pour ces différentes surfaces en chaque point
de ces courbes : bien entendu, ces valeurs sont données par
Y v 2y 4 WV

Bt P =0 7y T =0

Nous commengons maintenant & mieux nous orienter. Nous voyons par ce
qui précede qu'il faudra faire intervenir simultanément, dans nos raisonne-
ments ultérieurs, les cing nombres &, y, z,p, Q.
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Cette remarque est d'une interprétation facile : nous cherchons a trouver
des surfaces satisfaisant a |'équation F=0 ou interviennent simultanément
les cing nombresx, y, z, p, q. Cette éguation nous apparait comme un mode
de définition de ces surfaces qui participe a la fois du point de vue ponctuel,
par la présence des coordonnées x, y, z d'un point de la surface, et du point
de vue tangentiel, par la présence des coefficientsp et .

Or il ne nous est nullement interdit d'envisager un mode de génération
surabondant de nos surfaces, par points et plans tangents simultanément
donnés : cela revient a écrire cing équations

(4) a=z(u,v), y=yv), z=z(8,v), p=pav), g=¢ v);
la seule.restriction est que ces cing fonctions des paramétres u et v devront
satisfaire ala condition de compatibilité

(8) di=pdx+ qdy,
laquelle équivaut en réalité aux deux relations

©®) Erday. =l e

Une surface intégrale, au lieu d'étre pour nouslelieu d'un point ou I'enve-
loppe d'un plan, sera une famille a deux parametres, déterminée par les équa-
tions (4), d'ééments de contact, soumis aux conditions (6), et satisfaisant en
outre al'éguation (3).

Dans le méme esprit nous allons introduire, sous le nom de bandes carac-
téristiques, des multiplicités a une dimension (n° 243) formées d'éléments de
contact

zlw), gl zw),  pl),  qlu),
et ayant pour supports ponctuels les lignes de raccord précédemment men-
tionnées ('). On auradonc, le long d'une bande caractéristique,
dr dx dy
du—Pag T 1du

Dans le cas ou I'on posséde une intégrale compléte, les bandes caracté-

ristiques seront donc définies par les quatre équations

»¥ b Y
Vi@, gz, 0, 0)=0,  ‘Ti4egp=0, caractéristiques
Y av w\f b ) sous forme finie)
TP =0 =Y

:.—,a‘_-O, les équations (7)
entrainent dz=pdx+ qdy, et par suite définissent bien des multiplicités.

Elles donnent, par exemple, vy, z, p, q en fonction de x (lorsqu'on peut
prendre x comme parametre u).

on voit en effet que, sous la seule hypothése ‘1
LY

0) Les plans asodiés aux différents points de la ligne de raccord enveloppent une déve-
ioppable, qu'on appelleauss développablecaractéristique.
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Puisque les bandes caractéristiques dépendent de trois paramétres (), il est
naturel de penser qu'on peut les définir, a partir de |'équation

Flz,y,2, p, =0

elle-méme, par un systéme d'équations différentielles ordinaires. Nous allons

voir qu'il en est bien ainsi.

Soit une surface intégrale quelconque. Considérons |'un de ses éléments de

Fig. .

contact (M, £) formé du point M
et du plan tangent £ en ce point.
Appelons, pour abréger le lan-
gage, élément de contact intégral
tout élément de contact dont les
cing coordonnées sont liées par
I'éguation F=0. Notons mainte-
nant que tous les éléments de
contact intégraux, formés par
['union du point M et d'un plan
indéterminé contenant M, enve-
loppent un cone de sommet M.

Ce cbne I'y sappelle le cone élémentaire. Corrélativement, les éléments de
contact intégraux, formés par 'union du plan £ et d'un point indéterminé de

Fig. 36.

ce plan, se répartissent sur une courbe Cg
de ce plan, appelée courbe éémentaire.
Si (M, #) est un élément de contact inté-
gral, il va de soi que le cone éémen-
taire 1"y e tangent au plan P, et que
la courbe élémentaire Cp passe par le
point M. )

Etudions les relations entre une inté-
grale compléte, les caractéristiques, les
cones Iy et les courbes Cp. Par un point
M il pesse une infinité de surfaces de
I'intégrale compléte, formant une famille
¢ & un paramétre, laquelle admet pour
enveloppe une surface intégrale Xy, ayant
M pour point conique : en effet, les plans
tangents en M aux surfaces précédentes

enveloppent le cone ry, qui est par suite le cone des tangentes a y.

* Il importe de noter que si, a I'intégrale compléte initiale, on en substitue une nouvelle,
formée par une famille a deux paramétres prélevée sur l'intégrale générale, le syséme des
bandes caractéristiques reste inaltéré. On pourrait le vérifier par un calcul direct, mais
ces une consdquence immédiate de la définition des bandes caractéristiques, e cela
résultera encore a posteriori de I'éude que nous allons faire.
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Au point de vue de la génération par éléments de contact, on peut
obtenir ¥y en groupant les bandes caractéristiques issues de M sur les diverses
surfaces de la famille ¢ (*). Portons notre attention sur les lignes caractéris-
tiques (%) : chacune d'elles MK nous représente une courbe de contact de Xy et
d'une surface de la famille g. Or si nous substituons a la famille ¢ des
surfaces V = 0 passant par M lafamille » des plans tangents en M, a chaque
surface g correspond un plan @ bien déterminé; en outre, al'enveloppe Xy de
lafamille g se substitue le cone enveloppe I'y de lafamille ®, a la courbe MK
de contact d'une surface V =0 de lafamille § avec Xy se substitue la géné-
ratrice MG de contact du plan tangent en M a V=0 avec le cone I'y. Le
systéme des déplacements différentiels qu'on peut effectuer a partir de M
étant le méme sur la surface Xy que sur le cbéne I'y, on en déduit que MK et
MG auront en M un élément linéaire commun, autrement dit que la généra-
trice M G seralatangente en M ala courbe M K.

C'est cequ'il est facile de confirmer analytiquement. Soient
plry ¥, 7, A =10
les surfaces de lafamille %; on a quel que soit &, en appelant (., ¥, 2,) les coor-
données de M,
PlXyy You 2oy My ==0 el par sUite  g,{rpy Yor Zey A):=0,
Les deux équations
ol y, m =0, gz, 3,2 1=0,

représentent la courbe MK. Définissons maintenant la famille des plans tangents

@) (@ = T e, (¥ — ot 9y + (¢ — 7)1 {0y Yoy Zar A} =0:

pour chaque valeur de &, nous obtenons une surface g et un plan w. Dérivons
I'équation (v¥) par rapport a4 : nous obtenons

w’. (x_mn):?'fk'f'(y "“J’ll}?nk'{"(:‘_zu)?:;\:u'
") w :

Les équations I'rs) et I'rs") définissent la génératrice MG du cone I'.La vérification
de la tangence de MG et de MK consiste alors simplement & remarquer que & et &’
sont les plans tangents aux deux surfaces p =10, g, =0, dont |'intersection déter-
mineMK.

Enongons la conclusion essentielle qui se dégage de |'étude précédente :

La tangente & la courbe dune bande caractéristique en un point M, ou
mieux, pour un élément de contact (M, £) de cette bande, est la génératrice
de contact du plan ® de cet élément avec le conel'y correspondant au point M.

() A ce titre, la surface 3w admettant M pour point conique et indépendante du choix
de telle ou telle intégrale complete.

® Indépendamment des developpables, qui, unies avec elles, constituent nos bandes
caractéristiques.
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Il est facile d'établir corrélativement le résultat suivant (voir p. 250 la
justification de cette corrélation) :

La génératrice d'une développable caractéristique contenue dans le plan
tangent € & cette développable est la tangente & la courbe G menée par le
point M qui sassocie au plan £ pour donner un élément de contact de la
bande caractéristique.

Mais nous ne signalons cet énoncé que pour montrer la dualité qui sexerce
dans la question, dualité que DARBOUX a parfaitement mise en lumiére('). La
premiére proposition, jointe a quelques remarques simples, nous suffira
pour obtenir rapidement les équations différentielles des multiplicités carac-
téristiques.

200. Cherchons celles de ces multiplicités qui se trouvent sur une certaine
surface intégrale S. Alors, entre tous les éléments (M, £) d'une tellemultipli-
cité, nous avons nécessairement la relation

(©) F(xyzpg = 0.

Considérons la courbe de la multiplicité : quels sont les paramétres direc-
teurs dx, dy, dz de la tangente? Il nous faut prendre la génératrice de
contact M G du cone Ty et du plan
&, Or ce cone est |'enveloppe des
plans

(9 ZL—z=PX-—a)

+ QY —g),
ol P et Q sont liés par la relation

(10) F(x,y,z,P,Q)=0,
Fig. 37. qui Sexerce entre les pentes de
tous les ééments de contact inté-
graux issus de M(x, y, 2). Nous aurons I'enveloppe de la famille (9), dépen-
dant des paramétres P et Q liés par (10), en associant a cette relation I'équa-
tion (n° 206)

M (ﬂ%

X—z_Y—y
B A
D'ailleurs les valeurs de P et de Q pour lesquelles nous cherchons la
génératrice de contact sont les pentes P=p et Q = q du plan tangent a S au
point M. Nous aurons donc

dx _dy
) R

Si la surface intégrale S est déterminée, I'équation différentielle (11) nous

(Y Mémoire sur les Solutions singuliéres des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
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donne toutes les courbes caractéristiques qu'elle contient. Mais ce qui importe,
c'est justement d'obtenir, non seulement ces courbes, mais encore les mul -
tiplicités indépendamment des surfaces supports; pour déterminer de ce
nouveau point de vue la tangente a une courbe caractéristique, il nous faut
donc écrire en outre

(12) dz = pda + gdy;

le systéme des équations (11) et (12) équivaut alors au suivant, qui fournit
des valeurs proportionnelles a dx, dy, dz,

de__dy dz
F, " F, pho—+gqFy

Mais il faut encore exprimer la loi de variation du plan tangent, c'est-&
dire de p et de q. Rappelons-nous que le long d'une bande caractéristique, il
y araccord d'une infinité de surfaces intégrales. Admettons ici (*) qu'il existe
sur ces surfaces des dérivées secondes continues r, s, t et cherchons comment
elles se calculent pour un élément de contact de notre bande caractéristique.
Les éléments de cette bande forment une famille a un parametre

z(u), yla), z(u), plu), qlu),

vérifiant identiquement I'éguation (8). Donc.la dérivée du premier membre
par rapport a u est aussi identiquement nulle, et nous avons

(13) F.dz + Fydy + Vidz + Fodp +F,dq=0.

Mais cette relation (13) est encore vérifiée si au lieu de se déplacer seulement
le long de notre bande caractéristique, on se déplace arbitrairement sur la
surface intégrale S; elle se décompose donc en deux égalités,

y Fi+ pF.+rF,+sF, =0,

(14) ¥y ++ qF; + sFp -+ tF, =0,

gu'on obtient en remplagant dans I'éguation (13), dz, dp, dg par pdx+qdy,
rdx+sdy, sdx+tdy respectivement, et égalant séparément a zéro les
coefficients de dx et dy.

Ces égalités doivent étre satisfaites par r, s, t sur chaque élément de contact
de S, et aussi en particulier sur chague élément de contact de la bande. Le
long de celle-ci, posons, en appelant u le paramétre spécifique d'un élément,

dx _ dy
dr g

) 4 +qF = du;

nous pourrons écrire les équations (14), eny remplagant ¥, ‘par gg et Fy par du»

(') Celan'a pes dimportance au point de vue intuitif oll nous nous plagons.
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et en notant que rdx - sdy=dp, et sdr+tdy=dg, sous la forme

Fi-+ pF + ‘é{: =0,

3 af o
Fy+ g7 =0,

ces relations déterminent la variation du plan tangent en donnant g\g et %

Finalement, nous avons donc, sous forme différentielle, le systéme des
bandes caractéristiques

d;c_ . dp dy

5 3 —2 1‘;+ql T TV r‘.,+ F =
dont I'importance est fondamentale. Sur ce systéme apparait nettement
['autonomie des bandes caractéristiques vis-a-vis des surfaces intégrales.
Autrement dit, le systeme de multiplicités déterminé sous forme finie par les
équations (7) est indépendant du choix de I'intégrale compléte qui a servi ale
définir.

REMARQUES. — 1. D'apres le systéme (15), il semble que les bandes
caractéristiques dépendent non de trois, mais de quatre constantes arbitraires
(lorsgu'on supprime = du, il reste en effet quatre équations différentielles).
Cela tient simplement a la circonstance suivante : nous aurions obtenu par
le calcul précédent le méme systeme (15) si, au lieu de considérer I'équation

¥z, .z, p, g) =0,

nous avions pris la suivante,

(16) Fla, y, 5, 0 ()=h,
ou h désigne une constante quelconque (car la présence de cette constante ne
modifie aucune des dérivées F,, ..., F,). On vérifie immédiatement que la
relation (16) donnejustement une intégral e premieére de (15), car le systéme (15)
entraine bien

Fuda + Fydy + Fida 4 Fodp + Fodqg =0.
Mais alors h est une des quatre constantes provenant de |'intégration de (15).

Si nous prenons h =0 pour nous conformer a |'hypothése originelle F=0,
il nous restera seulement, dans les équations des bandes caractéristiques,

trois parameétres.
I. 1l résulte de ce qui précede que I'intégration d'une équation de la forme

Fl{z, 4,z p, $)=0

peut étre essayée par deux méthodes différentes.

1° Méthode de cAucHY : intégration du systeme différentiel des caractéris-
tiques. Nous verrons en effet plus loin que I'on peut obtenir toute surface
intégrale en associant convenablement une famille a un paramétre de carac-
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téristiques. En particulier, pour résoudre le probleme de Cauchy relativement
a une courbe donnée " (non caractéristique), c'est-a-dire pour trouver une
surface intégrale passant par I', on associera les bandes caractéristiques qui
ont en chaque point de I' un élément de contact dont le plan contient la
tangente ar.

2° Méthode de LAGRANGE : recherche d'une intégrale compléte. Nous avons
en effet indiqué que d'une telle intégrale on pouvait déduire toutes les autres.
En particulier, pour résoudre le probléme de Cauchy relativement a une courbe
donnée I" (non caractéristique), on associera a chaque point de I une surface
de I'intégrale compléte tangente a I en ce point : on aura ainsi une famille de
surfaces a un paramétre dont I'enveloppe sera la surface intégrale cherchée.

Ces deux méthodes ont des liens trés intimes. Nous avons vu que la connais-
sance d'une intégrale compléte permettait d'écrire immédiatement I'intégrale
générae du systéme (15). Nous allons maintenant chercher de quelle utilité
peut étre, pour la détermination d'une intégrale compléte, la connaissance
d'une intégrale premiere du systeme différentiel des caractéristiques.

267. Recherche d'une intégrale compléte. — Partons de I'équation
}?('tb ys z) )Os ’)'J =09
pour laquelle nous sommes en mesure d'écrire le systeme (15) des caractéris-
tiques. Gomment pourrons-nous obtenir une intégrale compléte?

Supposons rédlisée une telle famille : chaque surface qui la compose est
constituée parle groupement de multiplicités caractéristiques. Or un mode de
groupement trés simple est celui qui se présente naturellement lorsqu'on
connait une intégrale premiere

b(x, g, 2, p, )=k

(autre que F = h) () du systéme des caractéristiques; le groupement s'établit
alors de lui-méme entre les multiplicités qui correspondent & une méme
valeur de k.

Nous alons montrer effectivement que si I'on associe les deux éguations

17) Fle, y, 2, p 9)=0, Mz, ¥, z, p, @)=k,
leur systéme équivaut & une éguation aux différentielles totales complétement
inlégrahle. La solution

Ule, y, z, V=1

de dette équation donne alors une intégrale compléte.

En effet, cherchons la condition d'intégrabihté du systéme F=0, & =k.
Ces deux éguations définissent p et q en fonctions implicites de x, y, z, soient

p=ple, i, 2, q=qlz,p 1.

(%) Cest-adire telle que le déterminant fonctionnel DT){(%—'};T] ne soit pas nul.
+
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Ces fonctions étant connues, il nous reste a intégrer |'équation aux différen-
tielles totales

(18) dz =p[a:, v, 2ydz+ gz, y, 2)dy.

La condition d'intégrabilité s'obtient en égalant la dérivée par rapport ay
de la fonction composée p[=, ¥, z{x, y)] et la dérivée par rapport a x de
q(x, y, z(x, ¥)], ce qui donne

ap h J

(19) iJ qJ_ 2 +p5 fl

or, pour définir les dérivées partielles qui figurent dans (19), nous devons

adjoindre a cette équation les suivantes, obtenues par dérivation des rela-
tions (17) en xyy, z,

Fi+F, i+ F, 1 =0, [ o+ oL ‘P;‘m-zo,
(20) { ¥+ F, ’i + 1@‘;;—3 0, (1)@ +¢,,£+¢,:% 0,
F; F,’,{Ea—l‘“—l—u, [ o+ Lo =0
1
des premiéres équations de chaque groupe, nous tirons et , des secondes

2 a . B 2 .
2D g i, des troisiemes 2 et 24, En portant ces résultats dans (19), nous
oAy az

obtenons finalement la condition suivante :

(21) @LF; + @, Fy 4 0L (pF, 4 ¢¥)) — ®,(Fi + pFi) — @(F; +qF:) =0,
de la réalisation de laquelle dépend I'intégrabilité de I'équation (18). Or, par
hypothése & =k est une intégrale premiére du systéme (15). Orra donc, en
vertu des équations (15),

didz—+ ...+ &, dg=0.

Mais, en remplagant dz, ..., dg par les dénominateurs de (15), on trouve

que (21) est vérifiée, et c'est précisément la ce qu'il s'agissait d'établir.

268. Marche a suivre dans les problémes. 1°° CAS. — Les conditions
dans lesquelles I'équation est proposée font connaitre d'emblée une intégrale
compléte

Viz, y, z, @, b}==0
il est alors superflu d'effectuer d'autres opérations que des dérivations pour
obtenir, soit I'intégrale générale de F = 0,. soit I'ensemble des bandes caracté-
ristiques.

Soient o= z(l), y=ull), z=z(!)
les équations d'une courbe r. Pour résoudre le probleme de Cauchy relative
LAINE, Anal. 11. 16
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ment a cette courbe, il nous faut chercher les surfaces de I'intégrale compléte
qui sont tangentes a I'. Les paramétres a et 6 doivent alors étre choisis de
telle sorte que |'équation

V[‘”U); y[ﬂ, z{’}! a, bJEVi(l! a, b}zo
ait une racine double en t, c'est-a-dire que les équations

hA'S

”1=0

Vl(f, a, b)=0,

soient compatibles. L'élimination de t entre ces deux équations fait connaitre
la relation a établir entre a et b pour avoir une famille a un paramétre de

surfaces intégrales tangentes a F : il n'y a plus qu'a prendre I'enveloppe de
cettefamille.

2° CAS. — On donne I'équation F(z, g, z, p, q)=0 sans qu'a priori on
apercoive une intégrale compléte. On forme aors le systéme
de_dy dr ____dp _____dq
DA VR YSST AN AT A ST
et on cherche une intégrale premiére (autre que F=C'®). Soit # =k cette
intégrale. On résout en p et q les équations
=0, b=k,

et on obtient une équation
dz = pdx + qdy

completement intégrable : son intégrale générale fournit une intégrale
compléte. A partir de ce moment, on est ramené au premier cas, et toute
question complémentaire (recherche des bandes caractéristiques, probléme de
CAUCHY, etc..) s résout par des calculs de dérivation.

CONSIDERATIONS D'INVARIANCE. — Lorsque |'équation est donnée sans indi-
cation connexe, la recherche d'une intégrale premiére du systeme (15) est plus
ou moins, hasardeuse; on sefforce de profiter des simplifications présentées
par I'égquation particuliére proposée.

Mais trés souvent I'équation provient d'un probleme de géométrie, consis-
tant a déterminer des surfaces connaissant une relation géométrique (4) entre
un point et le plan tangent en ce point(}). 11 va de soi qu'on aura intérét a
tirer parti de considérations d'invariance.

Supposons, pour fixer les idées, que la relation (&) soit telle que si un élé-
ment de contact (M, %) lavérifie, il en soit de méme :

1° de tousles éléments de contact homothétiques, dans un rapport quel conque,
relativement au point O;

(%) Relationsqui peuvent sexprimer par I'intermédiair e d'éémentsbien déter minéslorsque
les deux précédents, point et plan tangent, sont connus, par exemple par I'intermédiaire
de la normale.



EQUATIONS DU PREMIER ORDRE 243

2° de tous les éléments de contact qui se déduisent du premier par unerota-
tion autour de Oz.

Deés lors, il suffira de connaitre une seule surface intégrale (distincte d'un
cone de sommet 0 ou d'une surface de révolution d'axe Oz) pour en déduire,
par le jeu des deux transformations précédentes, une intégrale compléte.
Posons en effet

x=p4dinfcosy, y=psinbsing, 7 ==pcosh;
si la surface définie en coordonnées sphériques par
p=F(5 ¢

est uneintégrale particuliére, nous aurons|'intégral e compl ete

p=BE(0, ¢ — ) (");
I'équation aux dérivées partielles proposées, en coordonnées sphériques, se
réduiradonc alaforme trés simple
12p 12: .
w 630 fig 9) =0;
nous avons a considérer une équation définissant la fonction inconnue loge

des deux variables # et ; on obtient ses multiplicités caractéristiques par le
méme processus que précédemment. Posons pour abréger

log o=,

M Jo
W(Fﬁ' 2, e):o.

le systeme différentiel des caractéristiques sera

nous avonsl'égquation

dh d dwm —du
u_.:'—% m:—ﬁﬁ-— et do=10.

Nous obtenons desuite I'intégral e premiére
12
2%

a laquelle nous devons adjoindrel'équation ¥ = 0, résolue par rapport a u,
et ou v aura été remplacé par m, ce qui donne une équation de la forme

Y == m, ou

E

‘13 = [(m, o),

() En somme nous profitons des circonstances simplificatrices suivantes : il existe un
groupe continu de transformations a deux parameétres laissant invariant le syseéme de tous
les déments de contact intégraux, et, de plus, ce groupe e tel qu'en substituant aux coor-
données cartésiennes x, y, z de nouvelles coor données appropriées w = logp, §, §. ON puisse
ramener les équations du groupe & laformew, = w2, p, == p -+ p, 8; =12, % € p déggnant
(au lieu de log B et dea) les deux paramétres du groupe.
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et, en réunissant,
%Ezmdq; - f{m, 0)d9,

d'ou I'intégrale compléte(?)
p= pemf + fftm wyie

qu'on obtient par une quadrature.

On pourrait multiplier les exemples du méme genre. Le lecteur qui a bien
suivi les développements consacrés dans |I' Initiation aux équations différen-
tielles n‘aura aucune peine a utiliser ce genre de considérations.

2(59. Exercices et exemples divers. — |. Intégrer Véquation

() T —pe—qy=f{p, q}.

Si nous formons le systeme des caractéristiques, nous aurons a calculer notam-
ment F, + p¥. = p 4 p=10; nous aurons donc dp==0, ce qui donne |'intégrale

premiére p = ¢,
On aura donc a intégrer

)] iz = edx -+ gz, ¥, Z)dy,
q(x, Y, 2) étant défini implicitement par
® @+ S, q) =z —xx.

Si nous différentions I'équation (3) en tenant compte de (2), il vient

(r +f)dg=0;

donc si I'on écarte la solution y—g—f_;=0, on obtient g=fu B est une nouvelle
constante; l'intégrale compléte cherchée est alors

z— ax — py = fla, §).
Autrement dit, toute équation de la forme (1) admet une intégrale compléte formée
d'une famille de plans. L'intégrale singuliére est la surface  qu'on obtient pour enve-

loppe de ces plans quand on laisse indépendants les deux paramétres aet B : elle a
pour égquations

TAfi=0, y+f=0, z-kaf +Bf —fla,B)=0.

L'intégrale générale se compose des développables circonscrites a . Enfin une
bande caractéristique est formée par une droite quelconque & tangente a X et le plan
tangent a £ qui contient &,

Réciproquement, toute équation qui admet une intégrale compléte formée de plans
est du type (1). Nous trouvons, dans cet ordre d'idées, une nouvelle généralisation
de I'équation de CLAIRAUT(?).

(") Cette intégrale n'est pas celle dont nous nous sommes servis pour prévoir la forme de
I'équation, mais cela nous importe peu. Il nous sera toujours facile, en ayant déduit I'inté-
grale générale, de revenir a une intégrale compléte du type indiqué en premier lieu, en
appliquant a une surface de I'intégrale générale,dénuée de propriétés d'invariance, I'ensemble
des transformations de notre groupe.

(® Nous avons déja signalé dans un exercice une généralisation d'un autre genre, con-
cernant les systemes différentiels.
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I1. Intégrer I'équation

(0] fla. p=g: q)
Méme probléeme pour les équations
@ S@B=e(rnd) o« O S@ =g e

Le systeme caractéristique de (i) admet I'intégrale premiéref(x, p) =«. En portant
dans (d), on a donc aussi g = «. La premiéere de ces équations donne p en fonction
de x, la seconde donne q en fonction de y, et l'intégration sachéve par deux qua-
dratures,

- ]
'z:‘fu~ Pty r-}d-r+‘£ qie, yhdy 4.

Les équations (2) et (3) se raménent respectivement a (1) quand on pose z =& ou
22—=7J. Par des changements de variables, on pourra ainsi déduire de (1) des types
variés d'équations faciles a intégrer.

I1. Intégrer les équations aux dérivées partielles possédant le caractére suivant : U
existe une direction fixe de plans P telle que si la droitejoignant les points M, et M, est
paralléle a ces plans, les cones Iy, et Tu, ne différent que par une trandation.

Nous prendrons le plan xOy paralléle aux plans de I'énoncé. Par hypothése les
coefficients de pente P, q d'un élément de contact intégral sont liés parla méme rela-
tion aux points de méme z. L'équation aux dérivées partielles sera donc de la forme ()

S g gi==0.

Si I'on connait uneintégrale particuliére z==g{x,»), il est clair quez=s¢{r —u, y —Bj
sera une intégrale compléte. Si nous écrivons le systéme caractéristique, nous trouvons
la combinaison

dp _ dq
voq
d'ou g=rmp (Y.

En portant dans |'équation proposée, on aura p en fonction de z
p =14z, m}, g=—=m'Y(z, m).
On devra donc intégrer |I'équation
_dz
bz, m)
opération qui Seffectue par une quadrature. Nous trouverons ainsi (circonstance déa

rencontrée) une intégrale complete d'un type différent du type prévu.
Son équation s'écrit en effet

I+ my—+n=sw{z, m};

elle représente une famille de cylindres ayant leurs génératrices paralléles au plan xOy.
Imprimer al'un de ces cylindres une trandation paralléle a ce plan revient a laisser

= dx -+ mdy,

(%) Pareillement une équation ne contenant que x, p, g ou quey, p, q offrirait une particu-
larité géometrique analogue, a I'échange prés des plans de coor onnées. On pourra chercher
comme exercu:e ce que devient I equanon Sz, p. =0 lorsquon poe: =X, y=VY, 2 =2
ap=3f =%

@L |ntegraJe premiére g= mp donne des surfaces dont le plan tangent reste paralléle
a une droite fixe, donc des surfaces cylindriques.
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m constant et a faire varier n seulement : on n'a donc pas ainsi une famille de
surfaces intégrales a deux paramétres. Mais cela n'a aucune importance : ayant trouvé
I'intégrale générale au moyen des cylindres précédents,, on n‘aura aucune difficulté,
pour le cas ou la chose serait demandée, a choisir une intégrale particuliére
z=—=y(x, ¥} telle que la famille z=yp{x —a, ¥y — 8] dépende effectivement de deux
parameétres et fournisse une intégrale compléte du type indiqué tout d'abord.

IV. Trouver une surface dont les normales rencontrent la courbe

1) X=f(Z), Y=g(&)
Les équations de la normale sont

¥ X—ur+p(f—1z)=20, Y—y+gqlf—z)=0,

Ecrivons que les équations (1) et (2) ont une solution commune en X, Y, Z, ou
encore que les équations

SE+pl=x4+pz, giIl+ql=y—+gz

Ont une solution commune en Z. Cette élimination nous fournira |'équation cherchée.

Aucun calcul n'est nécessaire pour I'intégrer, car les sphéres centrées sur la courbe (1)

donnent immédiatement une inté-

z grale complete. Le probleme ainsi

résolu peiit sénoncer encore : trou-

ver toutes les congruences de nor-

males dont une nappe de la surface
focale se réduit a la courbe (4).

On établira aisément que les
courbes caractéristiques sont des
y cercles et les développables carac-
téristiques des cones derévolution.

V. Trouver une surface telle que

- la portion MK de la normale com-
? Y prise entre le pied M de cette nor-
male et sa trace K sur le plan xOy

Me,,2)

r Kueeptyyrgean it vue de 0 sous un angle con-
it stant a.
A Supposons connue une surface
Y . intégrale. Toute autre surface qui
Fim, 38,

sen déduit soit par rotation autour
de Oz, soit par une homothétie de
centre 0, est encore une intégrale.

Nous aurons donc intérét a opérer en coordonnées spbériques, ou tout au moins
dans un systéme propre a mettre facilement en évidence le caractére d'invariance que
nous venons d'indiquer : il est clair qu'il en est ainsi lorsqu'on prend pour coor-
données la distance (M = p et les deux coordonnées polaires (¥, r) de laprojection H
du point M sur le plan xOy.

Or nous allons étre conduits d'une maniére naturelle a adopter ce mode de détermi-
nation d'un point. Si nous exprimons la condition de I'énoncé en coordonnées carté-
siennes, nous trouverons |'équation suivante :

[z 4 pz) + yly -+ g2)]f == costa (22 + y* + 2 (= -+ pr)? 4 (¥ + g2)1].

Conservons provisoirement les deux variables indépendantes x, y et substituons a
z la fonction inconnue
pl=at4y 421,
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. P%‘%zx"_ﬂzl
d'ou 3 :
ps} =_f+ qz.

L'équation a intégrer s'écrira

(=58 +5) = ereone (32) "+ (5) ]

ap !_- 3{3 2 _{_ h) 2
dans le systéme de « r'ﬂ(a—r) = pzmas“[(a_r) 3 (a_tep) ]"

pNE et ao)‘
2. p? # =] =% dopd
ou (73— p? cos*ar) (ar) = 3 co8 a(m '
"ol 0 T rongta — - PP

d'ou ar r p-cos ac_:t‘ra?coan:.

Nous ne pousserons pas le calcul plus loin, laissant ce soin au lecteur. Nous vou-
lons seulement attirer son attention sur le point suivant : I'éguation du probléme
n'est ici qu'une équation linéaire en p et g, ce caractere étant camouflé par une
élévation au carré. En effet, I'équation transformée peut étre rendue linéaire (nous

venons de le montrer) en 22 et 2. Or il est géométri évid -
3 8 géométriquement évident que ce carac

tére (qui exprime que les surfaces intégrales sont tangentes en chaque point au
vecteur d'un certain champ) ne dépend nullement des coordonnées adoptées; s'il se
produit en coordonnées g, r, %, il se traduira aussi bien en coordonnées cartésiennes,
sphériques, semi-polaires, ... ou dans tout autre systéme (*).

Ainsi apparait une fois de plus I'utilité des considérations d'invariance.

Naturellement, lathéorie de I'intégration des équations Fi{z, ¥, z, p, q) =0 reste
applicable aux équations linéaires, c'est-a-dire permet de retrouver les résultats que
nous avons déja donnés pour ces équations. Nous reviendrons un peu plus loin sur
la classe spéciale qu'elles forment dans la famille de toutes les équations du premier
ordre, classe pour laguelle le cone élémentaire se réduit a une droite.

V1, Trouver les surfaces telles que Con ait OM® = f{0OP?), en désignant par P la pro-
jection de Vorigine sur le plan tangent en M.

Nous obtenons une équation de la forme

a2 2 2 {P'T'F' ¥ _2)2]_
2t gt + o= R =S
Supposons qu'on connaisse une surface intégrale S. Alors nous connaitrons de ce
fait non seulement une intégrale compléte, mais méme une famille de surfaces inté-
grales dépendant de trois paramétres, a savoir toutes celles qui se déduisent de la
premiére par une rotation arbitraire autour de 0. Il nous est évidemment loisible
d'obtenir une intégrale compléte composée de surfaces & dont chacune soit de révo-

(* A une position du point M correspondent ici une infinité de positions du point K

e

réparties sur deux droites 04, et 04, du plan xOy telles que m = nﬁ)a,ﬁ @ Prenons
I'une de ces droites, soit par exemple 04,.. Alors, le plan tangent en M devra contenir la
perpendiculaire en ce point au plan MO &, : en chague point de I'espace se trouve donc
définie une direction et les surfaces cherchées sont les surfaces tangentes en chaque point
acette direction.
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lution autour d'un axe passant par O; a chaque droite OA issue de O nous ferons
donc correspondre une surface de révolution admettant cette droite comme axe, de
maniére qu'une rotation autour de O faisant coincider les deux axesO A’ et O A" fasse
aussi coincider les deux surfaces ¥’ et Z* correspondantes.

Il nous reste & déterminer, dans un plan arbitraire mené par OA, la méridienne
d'une surface £ de maniére a satisfaire a la relation

OM* = f(OD).
Or en vertu de cette relation, cette méridienne sera une courbe intégrale de I'équa-
tion différentielle ordinaire

Y
Xy — ¥y .
X141 =f[§- i”+_Y’i']'J ., (0X =04},
dont les courbes intégrales se déduisent de I'une
d'entre elles par une rotation arbitraire autour de 0 ;
en coordonnées polaires, cette équation prend la
forme
A 2._";-(_?_‘9.1""'_ )
) < = dg? 3 pPda? '
. d'ou dw=¢(plde
Fig. 39. et s'intégre en conséquence par une quadrature.

Naturellement, on pourra profiter de |'orientation
arbitrairede O & par rapport a cette courbe pour simplifier les surfaces ¥ : par exemple,
si la courbe en question admet un axe de symétrie, on pourraconfondre 0 A aveccetaxe.

Ces indications suffiront au lecteur qui cherchera a résoudre des cas particuliers.
On prouvera aisément que les courbes caractéristiques sont des méridiennes, et les
développables caractéristiques les cylindres qui les admettent pour sections droites.

V1. Trouver les surfaces telles qu'en désignant par TT' la trace sur le plan xOy du
plan tangent en M, par H la projection de M sur le plan xOy, la dislance du point Réla

droite TT' soit une fonction connue de OH.
% Ladroite TT' ayant pour équation

M
PX+gY=pei-qy—z,
I'équation du probléme sera

0 {px-+qy — )
=(pt -+ ) (¥ -+ ¥Y).
< . On peut noter ici les caractéeres d'inva-
¢ riance suivants : si S estune surface inté-
grale, il en est de méme de toute surface
qui Sen déduit par rotation autour de Oz;
H T en vertu de ladéfinition du cone élémen-
taire (lequel a pour trace un cercle inva-
£/ riable du plan xQy lorsque M décrit une
parallele a Oz), toute surface déduite de S
par modification des cotes dans un rapport
Fig. 40, constant est encore une nouvelle inté-
grale.
Passons en coordonnées cylindriques . r, z. Notre équation s'écrira

@ (r‘f—i_;jg-—‘[(gf_ '+% %;)u]?,(r‘);
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pour profiter de I invariance par amplification constante des cotes, nous pourrons
maintenant poser log z=:{ ; notre équation deviendraainsi

E=-16) =56
On en tiré [ i) ( ] (;g

€t on retombe sur une équation d un type connu_(n° 269, I1). Quelle que soit la fonc-
tlon , l'intégration est donc toujours ramenée a une guadrature

Hoourra, par exemple, étudier le cas ol #{r?) == kr?, K désignant un coefficient
positif constant.

270. Extension delanotion (Tintég-rale et application. — Avant
d'exposer, méme' partiellement, une théorie synthétique des équations du
premier ordre, il est nécessaire de rassembler certains des résultats acquis
intuitivement et d'en souligner quelques caracteres.

Le plus important de tous ceux-ci est la dualité du probleme, c'est-a-dire
la symétrie parfaite entre le réle joué par les points d'une part, et le rélejoué
par les plans tangents correspondants d'autre part, plus généralement entre
les rolesjoués respectivement par deux éléments corrélatifs quelconques. Cette
dualité sest introduite des le début, en raison méme du point de vue adopté :
la condition

0) F(z, g.7, p, ) =0
est une équation propre a toutes les surfaces intégrales dans leur génération
par éléments de contact; cette condition gouverne donc simultanément les
coordonnées ponctuelles d'un point courant et les coordonnées tangentielles(*)
du plan tangent correspondant. Que nous fassions une transformation corré-
lative (n° 10), a chaque systéme d'un point M et d'un plan £ passant par M
va correspondre un systéme formé d'un point P, dont les coordonnées ponc-
tuelles seront les coordonnées tangentielles de £, et d'un plan .1b, dont les
coordonnées tangentielles seront les coordonnées ponctuelles de M.

Autrement dit, nous définissons par I'échange des coordonnées ponctuelles
et des coordonnées tangentielles deux ééments de contact corrélatifs.

Pour traduire ceci analytiquement, introduisons un systeme X, Y, Z, T de
coordonnées homogénes du point (x, y, 2) et appelons U, V, W, H les coeffi-
cients de I'équation du plan tangent correspondant. Larelation (1) équivaut a
un systéme de la forme suivante :

2 X, Y.Z,T;U,V, W, H)=0,
) UX+VY+WZ+ HT=0,
ou ¢ est homogéne par rapport & X, Y, Z, T dune part et & U, V, W, H

(%) Les coordonnées tangentielles d'un plan tangent sont proportionnelles ap, g, — 1,
2—pit—qy.
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de l'autre. Pour prouver cette équivalence, on remarquera que si I'on fait

X=u, Y=y, Z=:z, T=1,

U=p, V=g, ~W=—I1,
il résulterade (3)

H=z—pr—qy;
en portant ces valeurs dans (2), on obtiendra bien une équation de laforme (1).
Inversement, si I'on part d'une équation de la forme (1), on peut écrire une"
infinité de systémes de la forme [(2), (3)], déterminant la méme famille d'élé-
ments de contact que cette équation ; I'indétermination de lafonction # pro-
vient seulement du fait qu'on a toute latitude pour la modifier en tenant
compte de (3) (.
Ecrivons le systéme corrélatif de (2), (3) sous la forme

) U, V, W, H;X,Y, Z T)=0,

(3) XU+YV+2W - TH=0.

Ce systéme équivaut a une équation aux dérivées partielles (1Y), soit
0) . y, z, p, @) =0,

qui est la corrélative de (1). Gomme nous étudions les. équations du premier
ordre en général, la théorie doit embrasser en méme.temps que telles ou telles
équations celles qui en sont les corrélatives. C'est pour cette raison que la
théorie de I'équation F =0 doit présenter le caractére dualistique indiqué des
le début : en effet, quand nous parlons, par exemple, delacourbe élémentaire,
relative a un plan ®, pour I'éguation F =0, nous nous occupons tout aussi
bien du cbne élémentaire de sommet P corrélatif, pour I'équation F=0; si
donc nous avions négligé la notion de courbe élémentaire, en parlant exclusi-
vement des cones élémentaires, dans I'ensemble de toutes les équations du
premier ordre, la lacune ainsi commise se serait trouvée comblée ipso facto,
mais anotre insu.

Ces considérations ont une grande importance. Elles nous prouvent qu'a
chaque proposition de la théorie correspondra une proposition corrélative,
traduite analytiquement par le mémejeu de formules que la premiére, au
remplacement prés de I'éguation

Fla, 9,z p, q}=0,
par sa corrélative
Fiz, y, % p 9)=0.
() OQ peut encore dire qu'il y a une infinité de maniéres d'écrire F sous la forme
Ji®: 9 2 Py g 2 — pE—q¥)

Une fois F ramené a cette forme, on y remplace chacun des argumentspar un rapport en
posant

X U
@‘-—"‘T. sy P_““'"
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Il n'y a donc pas lieu de donner pour celle-ci une nouvelle démonstration.
Clest ainsi que nous sommes assurés de |'exactitude du résultat suivant, déa
cité:

Soit (M, £) un éément de contact d'une multiplicité caractéristique; la
génératrice de la développable caractéristique contenue dans le plan#® coin-
cide avec la tangente en M & la courbe éémentaire Ce contenue dans ce plan.

En effet, cette proposition est la corrélative d'une autre, que nous avons
démontrée explicitement.

271. Ces considérations nous amenent a une conception genéralisée de la
notion d'intégrale d'une équation telle que (1). Nous dirons avec SOPHUS LIE
que les équations paramétriques

x=uwx(u, t}}, y=ylu, v, z=z{u, v, p=pla,v), q=q{u, v)

définissent une intégrale de (1) si ces fonctions remplissent les conditions
suivantes :

1° elles annulent identiquement la fonction F;

2° elles représentent une multiplicité a deux dimensions.

La nature du support ponctuel (n° 243) de cette multiplicité n'importe pas
et, a ce titre, des points et des lignes pourront jouer le role d'intégrales de
I'équation (1) pourvu qu'on les considére comme supports ponctuels de mul-
tiplicités a deux dimensions formées d'éléments de contact intégraux. A coté
des surfaces intégrales ordinaires, ces points et ces lignes sont parfois désignés
sous le nom d'intégrales au serisde L1 E.

Gréce a la définition de Sophus Lie, ces solutions dégénérescentes seront
traitées sur le méme pied que les autres.

Ce point de vue présente d'autres avantages, intimement liés aux précé-
dents. Supposons qu'on pase de I'équation F=0 a sa corrélative#= 0, et
imaginons qu'un certain plan soit une surface intégrale de F=0. Nous
pouvons dire maintenant, et cela aura un sens parfaitement clair, que le point
corrélatif est une solution de # =0. Pareillement, si une développable est
solution de F=0, laligne corrélative sera solution de #=0. Le point de vue
de LI E est donc indispensable pour permettre d'appliquer aux équations F =0
une transformation corrélative, ou plus généralement une transformation
dualistique quelconque, ou plus généralement encore une de ces transforma-
tions faisant correspondre a un élément de contact x, vy, z, p, q un élément
analogue X, Y, Z, P, Q () de maniére quelarelation de compatibilité

dz=pdr+ qdy
entraine
dZ=PdX + QdY{%.

%) Par cing formules donnant X, Y, Z, P, Q en fonction de x, y, z, p, 0.
Ce sont les transformations de contact.
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La théorie générale de ces transformations a éé esquissée précédemment;
nous nous bornerons ici a envisager des transformations dualistiques. Les
plus usitées sont les transformations par polaires réciproques relatives a une
certaine quadrique directrice Q dont le choix est sans importance, car en
passant de la quadrique Q, a la quadrique Q,, on passe d'une transformée
dualistique ¥, =0, de F=0, a une autre transformée dualistique #,==0,
pouvant se déduire de F ==0 par une transformation ponctuelle projective.
Lorsgu'on considére I'équation corrélative d'une équation donnée, on prend
pour quadrique directrice la sphére imaginaire

-y 42t =0,
et c'est le choix le plus indiqué lorsqu'on formule le probleme a I'aide du
systeme (2), (3). Si on le formule par I'équation (1), on fait jouer un role parti-
culier a Oz, et on traite x, y symétriquement. Il est donc indiqué de faire
jouer aussi a Oz un rdle particulier dans la définition de la quadrique direc-
trice Q, de supposer par exemple que celle-ci est de révolution autour de Oz.
Nous prendrons donc avec LEGENDRE, pour Q, le paraboloide

2z =t 4yt
pour que deux points (x, ¥, 2) et (X, Y, Z) soient conjugués par rapport a 0,
il faut et il suffit que Ton ait
Z4z=axX+yY;

si (X, y, z) demeure fixe, cette équation définit le plan polaire de ce point,
dont les coefficients de pente seront donc

P== Q=g
nous aurons par réciprocité, en considérant le pole du plan précédent,
p=X, q4=Y,
et finalement, nous sommes conduits a la transformation de LEGENDRE
X=p, Y=g, o= px -t qy —12, P=ug, Q—y;

la transformation considérée est une transformation de contact : par suite la
relation
dz==pdx -+ qdy
doit entrainer
dZ=PdX + QdY.

C'est ce que le lecteur vérifiera aisément.par le calcul.

272. Nous allons maintenant montrer, sur quelques exemples, le parti
qu'on peut tirer de la transformation de LEGENDRE.
Considérons une relation de la forme

1) F{X, Y, Z2)=0;
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c'est une équation aux dérivées partielles (au sensde SOPHUS LIE), mais €lle ne
contient pas P et Q. Son intégration est immédiate : chague point Xq, Yo, Zo
tel que Fo—O0 est une intégrale; il existe une famille & deux paramétres de
telles intégrales; autrement dit, notre équation admet une intégrale compléte
formée de points; tous sont répartis sur lasurface F =0. Etablissons une rela-
tion entre les deux paramétres dont dépend la situation d'un de ces points sur
F=0; alors nous aurons une courbe tracée sur cette surface. En résumé,
I'intégrale générale au sens de L | E serale systéme de toute les courbes tracées
sur F=0, tandis que F=0 vajouer ici elleeméme le réle de solution singu-
liere(ausensdelL | E).

Si maintenant nous appliquons a F=0 la transformation de LEGENDRE,
nous tombons sur une équation de CLAIRAUT généralisée, dga rencontrée en
exercice,

Fip, ¢, pr+qy —2)=0,
dont les propriétés correspondent dualistiquement a celles de (1) : nous avons
maintenant une intégrale compléte formée de plans, enveloppant une certaine
surface, une intégrale générale englobant toutes les développables circon-
scrites a cette surface, tandis que cette derniere est la solution singuliére.

Aprés avoir considéré les équations aux dérivées partielles qui admettent
une intégrale compléte formée de points, il est naturel d'envisager celles qui
posseédent une intégrale compléte formée de lignes. Soit donc une congruence
de lignes. Alors, toute surface engendrée par les lignes de la congruence appar-
tient évidemment a I'intégrale générale. Déslors, nous reconnaissons aisément
que I'équation dont il s'agit est une équation linéaire en p et q. Ceségquations,
dont la théorie des champs de vecteurs nous a amenés naturellement a faire
I'étude autonome, ne se distinguent au fond par rien d'essentiel des équations
les plus générales. Leur propriété distinctive, dans I'ensemble de toutes les
équations du premier ordre, peut sénoncer indifféremment sous |'une des deux
formes suivantes :

1° forme locale : le cone éémentaire est partout réduit a une droite;

2° forme intégrale : il existe une intégrale compléte formée de lignes.

Les lignes caractéristiques ne dépendent plus ici que de deux parametres, au
lieudetrois, maisles multiplicités caractéristiques dépendent bien toujours de
trois paramétres. 11 est intéressant d'approfondir ce point. Ecrivons |'équation

Flz, 4,2, p, ) =Pp+Qqg—R=0;
formons Je systéme caractéristique. On peut |'écrire
do_ dy _.dz__ dp
- PP qQL— Ri+ p(pPl+q0Ql — RD)
o

PO R

_— - L4 q - L L L .
PP+ qQ, — By-+q(pP. + qQ. — Ry)

Les trois premiers rapports égaux peuvent étre envisagés isolément, car P,
Q, R ne renferment que x, y, z. Autrement dit, dans le cas ou I'équation est
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linéaire enp et g, on peut définir les lignes caractéristiques indépendamment
des développables de méme nom. Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait
pris zcomme paramétre le long d'une de ces lignes. Cherchons a réaliser une
bande caractéristique a partir de cette ligne comme support : il nous faut
alors considérer les deux relations complémentaires qui définissent dp et dg;
k la laveur de I'éguation donnée, nous pouvons d'ailleurs en considérer une
seule. Le probléme va donc consister a exprimer p et q en fonction de z (en
mome temps que X, y) au moyen des trois équations écrites dans la premiére
ligne et del'équation Pp -+ Q¢ =R elleeméme. Attachons-nous au calcul de
p, €t supposons x ety dgja exprimés en fonction de z. Alors, I'équation

%g___gPL + ¢0:—Ri -+ p{pPL +qQi — R}
'z R

dont le second membre est, apres élimination de g, X, y, une fonction du
second degré de p a coefficients dépendant de z, appartient au type de Riccati.
Il s'ensuit immédiatement cette propriété :

Etant données quatre multiplicités caractéristiques ayant pour support
une méme ligne caractéristique, le rapport anharmonique des quatre plans
tangents le long de celte ligne est constant.

Somme toute, les multiplicités caractéristiques passant par une méme
courbe caractéristique constituent une famille a un paramétre. Donc, dans
I'ensemble, elles dépendent bien, comme dans le cas général, de trois para-
métres en tout. La proposition que nous venons d'obtenir pouvait d'ailleurs se
prévoir a partir de la théorie des congruences. Soient

flz,y,t)=a, glx,y =3

les équations qui définissent la congruence des lignes caractéristiques. Toute
surface intégrale a une équation de la forme

¢(/, §)=0.
Un plan tangent en un point de la courbe («, B & I'une de ces surfaces est
défini par I'équation
Glfe(X—a} + £, (Y —y) + fL(Z —2)]
+ g9 (X — a2} + g (Y —y) +gl(Z —2)]=0.

En chaque point de la courbe, les plans tangents aux diverses surfaces inté-
grales qui la contiennent forment donc un faisceau, le rapport ¢, :.¢, (qui
varie d'une surface a I'autre en général) caractérisant complétement le plan
tangent. D'ailleurs quand on se déplace le long de |a courbe («, B), ce rapport
est invariable pour une surface donnée. Prenons maintenant quatre surfaces
passant par la courbe {«, @i}, définies par quatre relations 5 distinctes : il est
clair que le rapport anharmonique des quatre plans tangents sera constant et
égal acelui des quatre rapports g, : ¢, évalués pour les «, 8 qui déterminent
cette courbe. C'est ce qu'il sagissait d'établir.
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La classe corrélative de la classe constituée par les équations linéaires sera
évidemment celle des équations qui se distinguent par Tune des deux pro-
priétés suivantes (indifféremment) :

1°' la courbe élémentaire relative a chaque plan est unedroite;

2° il existe une intégrale compléte formée de surfaces développables.

Ces équations sont encore celles qu'on déduit d'une équation linéaire

ALY, Z)P + B(X, Y, Z)Q=C(X, Y, &}
par la transformation de LEGENDRE. Elles peuvent donc s'écrire
A(p, q, px—+ gy —2)x+B(p, q, px +qy — 2y = C{p, q, px+ 9y — 2)-
Notamment toute équation de la forme

(@, 4, % py 1)=0,
ou fest un polynéme du premier degré en x, y, z (a coefficients fonctions de
p et de q) appartient a ce type (*). Ce genre de considérations préte matiére a
de fréguents exercices. Nous en donnerons un exemple.

Trouver les surfaces S telles qu'en appelant P I'intersection du plan tangent en M
avec Oz, et gl'angle de ce plan avec le plan xOy, on ait la relation

cole de M — cote de P = o tgiy,

a désignant une longueur fixe. Montrer qu'il existe une intégrale compléte formée de
cylindres.

Surfaces intégrales dont I'équation peut sécrire z= f{z) -+ g(¥) ou 2 = F(p} + G,
en appelant p et @ les coordonnées polaires d'un point du plan xOy, relativement au
pole 0 et a I'axe polaire 0.x.

Surfaces développables répondant a la question.

Exprimer les coordonnées d'un point d'une surface intégrale, non développable, en
fonction des coefficients de pente p, g du plan tangent.

(Rennes, épreuve théorique.)

La cote de M. est égale a z, celle de P a : — pz -~ gy, d'oU
cole de M — cole de P = jur +-gy.

D'ailleurs,s étant I'angle de la normale avec Oz, on a

i I
T4+pP g 1+ gy’
Les surfaces cherchées sont donc solutions de |'éguation

d'ou gt = p2 4 .

B —
cos¥p =

B Pz 4 qy = a(p? 4+ q*).
Les multiplicités caractéristiques sont définies par le systéme différentiel
de _  dy dz dp ___ dg.

EES DA RS T ST I R R

(*) Car on peut ‘mettre f sous forme d'un polynome du premier degré en x, y et
pr 4+ gy -2 a coefficients fonctions de p et de g.
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on apercgoit immédiatement les trois intégrales premieéres,
g = C“I, pr —apt=(t, qy — aqi’ =(Ch,
On en déduit facilement sous forme finie les équations des multiplicités caractéris-

tiques; =, B et y désignant trois constantes arbitraires, ces équations pourront
s'écrire

. B . a4
&= di sIn& e — = 1l — ===
+usma’ ¥ o8 -  vosa’ 2 +1
p=using, ¢ == R o8,

Les équations de la premiére ligne, ou u est un paramétre variable, représentent
le complexe des courbes caractéristiques; ce sont des cubiques gauches.

Les équations de la seconde ligne montrent que sur toutes les multiplicités carac-
téristiques correspondant & une méme valeur de a, le plan tangent reste constamment
paralléle & la droite de cosinus directeurs (cosa, —sina, 0). Les surfaces intégrales
engendrées par ces caractéristiques seront donc des cylindres ayant leurs génératrices
paralléles au plan des xy. Pour les obtenir, observons que des équations

pri-gy=alp*+4¢%, p=—usinm, §=ucosa,

on tire
ZEiMka—4¥cose —au;
I'équation
t: —pdx — gdy =0
s'écrit alors
dz —u{sine dr + cose dy) = dz — audn =10,
d'ou

_ iz sing 4 yrosa)®
On a ainsi une intégrale compléte fornt de cylindres.
Pour intégrer I'équation (E), on aurait pu aussi, remarquant que cette équation est
d'un type connu (n° 269, I1), poser
pr—ap*=p, qr—agi=—f;
on aurait alor obtenu une intégrale compléte
:=fiz)+glr),

formée de surfaces dé translation (n° 217).
Enfin, en passant aux coordonnées cylindriques, on met I'équation (E) sous la

forme
RSN I A S S O
p."?'_a[(bp +§‘E(0_w J
c'est encore une équation du méme type, et par suite il existe une intégrale compléte

de la forme
1 =F{pl+ Go};

on verra sans, peine que ces surfaces sont des hélicoides d'axe Oz.
Pour résoudre rapidement les deux derniéres questions, remarquons que |'équa-
tion (E) se ramene, par la transformation de Legendre, a |'équation linéaire

(Ex) PX+QY=a(X?+ Y2,
Aux surfaces développables intégrales de I'équation (E) correspondent des courbes.
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intégrales de |'éguation (E;) au sens de Lie, c'est-a-dire les courbes caractéristiques,
dont les équations en termes finis s'écrivent

§=lgw': Z-—%(X'+Y!)+-f=0,
x et ¥ désignant deux constantes arbitraires. Chacune de ces courbes sert de support
ponctuel aune multiplicitéintégrale : posons

(]_) X=usinsg, Y ==ucosa, -_-%nz—T;

les coefficients P et Q devront satisfaire a I'équation unique
df — PdX — QdY =0 ou ati — P gine — Q cosa = 0;
on pourra donc poser, en désignant par v un nouveau parameétre,

) P=—=ausina 0 =aucosx —

v v

unine? icons’

et les équations (1) et (2) définissent les multiplicités intégrales de (E;) ayant pour
supports ponctuels des courbes. En leur appliquant la transformation de Legendre,

z="P, y=1Q, z=PX4+0QY--12, p=X, q=Y,

LSRN SR B NG S

On aurg ~--- ' m e em AEmtooro

. . v _ & _
reausinad oo, yeaneosx — oo, z=gut+7,
d'ou 2 Bi 2
& ¢ !
z_-—_( in & - y cosa} v

2a

On retrouve les cylindres précédemment obtenus. En dehors de cette famille de
cylindres, I'équation (E) n'admet donc pas d'intégrale qui soit une surface dévelop-
pable. ] )

Les surfaces intégrales de » =§(X’ +Y9) +f(¥); par |'équation

les multiplicités intégrales correspondantes sont donc représentées par des équations
' a ) 1, fu 4.
X=u, Y=uv, Z=§(_u’+v'}+f(-!-,). =au+!—rr'(;), Q==av- 5f (E):

si on leur applique la transformation de Legendre, on obtiendra les multiplicités
intégrales de I'équation (E) ayant pour supports ponctuels des surfaces non dévelop-
pables; on a ainsi

w=au+%f'(%); y:au—!.:-‘if’(."ﬁ)_, z=gluﬁ+v‘3) +f(:tj).
p=u _q=v

En remplacant u et v par p et q dans les équations de la premiére ligne, on a les
formules demandées.

273. Théories dualistiques en relations avec la théorie
actuelle. — Nous avons insisté sur le caractére dualistique de la théorie des

LAINE, Anal., I'l. 17
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équations aux dérivées paralléles du premier ordre. |l est donc naturel d'exa-
miner les rapports qui existent entre cette théorie et quelques autres de la
géométrie infinitésimale, possédant aussi |e caractere dualistique.

Nous pensons ici d'une part a la théorie des systemes conjugués et des
lignes asymptotiques, d'autre part a la théorie des complexes de droites.

Lorsqu'on définit sur une surface deux familles de courbes formant un réseau
conjugué, un réle essentiel est dévolu aux éléments de contact et aux multi-
plicités qu'ils engendrent e long des courbes du réseau.

Sur chaque élément de contact de la surface se croisent deux de ces malti-
plicités, telles que la tangente & la courbe de I'une soit la génératrice de la
développable de I'autre. Cette propriété est invariante projectivement et
dualistiquement. De méme, dans la théorie des asymptotiques, qui est un
cas limite de la précédente (celui ou les deux directions conjuguées se con-
fondent), il y aintérét a considérer les ééments dé contact qui décrivent des.
multiplicités asymptotiques. Une multiplicité asymptotique peut d'ailleurs
se définirindépendamment detelle ou telle surface qui la contient : on |'obtient
en associant a chague point d'une courbe le plan osculateur correspondant.

Pareillement, la théorie des systémes de droites, développée au point de
vue des relations de contact, est essentiellement projective et dualistique : en
effet I'hnomographie et ladualité font correspondre a une droite une autre droite
et conservent les relations de contact.

274. Apres ces généralités, abordons quelques applications concretes qui
nous révéleront mieux les liens entre ces divers ordres d'idées.
Soit (M €) un éément de contact d'une surface intégrale de I'équation

(@] F(z, 4,2, p, 9)=0;

la tangente en M a la courbe caractéristique et la génératrice de contact du
plan & et de la développable caractéristique ont des directions conjuguées sur
la surface. On demande fréquemment, aprés avoir obtenu les surfaces inté-
grales, de déterminer sur chacune d'elles les conjuguées des courbes carac-
téristiques. Gelarevient donc a chercher leslignes qui se dirigent en chague
point suivant la génératrice de contact daplan tangent en ce point avec la
développable caractéristique, droite qui coincide avec la tangente ala courbe
élémentaire de ce plan.

Voici un cas ou le théoreme de KOENIGS (n° 218) fournit ces lignes sans
intégration. Supposons que I'équation (1) soit de laforme

@) t(pz +gqy, 2. p, ) =0,

Alors dans ce cas (et dans ce cas seulement) le systéme des caractéristiques
admet l'intégrale premiére g=mp. On en conclut que les développables
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices paralléles au plan
xQy, ou, projectivement parlant, des cones ayant leurs sommets sur la droite
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de I'infini du plan xOy; les courbes caractéristiques d'une surface intégrale
donnée sont donc les ligues de contact des cones circonscrits a la surface
ayant leurs sommets sur cette droite. Donc, d'aprés le théoreme de KOENIGS,
les courbes conjuguées sont les sections planes des surfaces intégrales menées
par cette droite, c'est-a-dire ici les courbes de niveau z=A. Il est clair que
cette remarque sétend {mulatis mutandis) aux équations qui se déduisent
de (1) par une transformation homographique ou dualistique.

Nous indiquerons plus loin a quelle condition les bandes caractéristiques
sont, sur toute surface intégrale, des multiplicités asymptotiques. Mais, pour
y parvenir commodément, nous aurons recours a la théorie des complexes de
droites.

Soit donné un complexe de droites par une équation homogene

H(a, b, e; I, m, n)=0

entre les six coordonnées de PLUCKER de cette droite (n° 245). Nous avons donc
une famille de droites (ou génératrices) dépendant de trois paramétres ; toutes
celles qui passent par un point (X, Yo, Z) engendrent un cone, appelé cone
du complexe. 1l a pour équation

H(Z — a § — Yor 2 = Top Yo — Zlps T2q — Ty TYg — Y,) =0

De méme, toutes les droites du complexe situées dans un plan enveloppent
la courbe du complexe relative & ce plan. Ceci suggére un rapprochement
avec les équations du premier ordre, ol nous avons rencontré le cone é émen-
taire et la courbe élémentaire. Nous allons approfondir ce point, en montrant
gu'a chaque complexe de droites est' attachée une équation aux dérivées
partielles du premier ordre. Seulement cette équation est particularisée, de
sorte que la réciproque n'est pas vraie.

Il faut montrer qu'un complexe détermine une éguation du premier ordre;
pour cela, il suffit d'apprendre a distinguer les éléments de contact intégraux.
Nous aurons recours au théoréme suivant :

Soit Gy une génératrice fixe du complexe, appartenant a une famille G
qui dépend de I'unique parametre X; parmi toutes ces familles, considérons
celles qui sont formées par des droites G admettant une enveloppe; suivant
le choix opéré parmi ces derniéres, nous aurons tel ou tel point de contact
M sur Go; si I'on fixe lepoint M, le plan osculateur en ce point (C'est-a-dire
le plan tangent & la développable tout le long de Gp) est bien déterming, et sa
loi de dépendance vis-a-vis du point M sur G, est homographique.

Cethéoréme est une conségquence immédiate du n° 247 ; il suffit de remarquer
que l'aréte de rebrous.sement de la développable considérée et une courbe du
complexe.

En résumé, a chaque génératrice d'un complexe de droites (sauf peut-étre
pour des génératrices formant au plus une congruence exceptionnelle) il y a
lieu d'attacher une homographie entre un point décrivant cette génératrice et
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un plan tournant autour d'elle, homographie a laquelle un r6le essentiel est
dévolu dans tous les problémes de relations de contact engageant le complexe.
Mais alors nous associons ainsi a chague génératrice une famille a un para-
meétre d'éléments de contact, et comme les génératrices dépendent de trois para-
métres, nous aurons bien finalement construit, par la considération du com-
plexe, suivant un mode permanent, une famille d'éléments de contact a quatre
paramétres, c'est-a-dire dont les cing coordonnées sont liées par une relation

(1) ¥z, y, 2, p, @) =0.

Revenons sur I'homographie précédente; elle régira notamment :

1° la correspondance entre un point M arbitrairement choisi sur G, comme
sommet d'un cdne du complexe et la direction du plan tangent le long de Gg
a ce cone;

2° la correspondance entre un plan € arbitrairement mené par G, et le
point de contact de Gy avec la courbe du complexe relative a ce plan.

De la on déduit immédiatement les résultats suivants :

1° Le cbne éémentaire relatif & I'éguation (1) et ayant pour sommet un
point M quelconque est le cbne du complexe en M.

2° La courbe éémentaire relative a iéquation (1) et située dans un plan £
quelconque est la courbe du complexe pour ce plan,

27S. Nous alons maintenant montrer en quoi se particularisent les
équations déduites, telles que (1), de la considération d'un complexe de
droites. Soit une multiplicité caractéristique : la courbe de cette multiplicité
a pour tangentes une famille a un paramétre » de génératrices Gi. En un
point M de cette courbe, le plan :£ qui sassociea M pour donner un élément
de contact est le plan osculateur a notre courbe. Il s'ensuit que lamultiplicité
caractéristique considérée est une multiplicité asymptolique. En résumé :

Toute équation du premier ordre attachée a un complexe de droites
possede cette particularité : sur chaque élément de contact intégral (M, &),
la génératrice du cbne éémentaire de sommet M tangent a cet éément, et
la tangente en M a la courbe éémentaire relative a ®, se confondent suivant
une génératrice du complexe; il Ssensuit que les multiplicités caractéris-
tiques sont en méme temps asymptotiques.

La réciproque de cette proposition est vraie; pour |'établir, observons
d'abord que si I'équation aux dérivées partielles considérée appartient au type
le plus général, il n'y a aucune relation entre les quatre paramétres qui déter-
minent une génératrice rectiligne d'un cdne élémentaire. On n'a pas toujours
pour autant le droit d'en conclure que toute droite de I'espace est génératrice
d'un cone élémentaire, car I'éguation F= 0 peut soumettre ces génératrices a
des conditions d'inégalité('); mais du moins peut-on dire ceci : prenons un

() Pour avoir un exemple d'une telle condition d'inégalité, il suffit d'imaginer une
équation aux dérivées partielles admettant pour intégrale compléte une famille a deux
paramétres formée de sphéres de rayon congtant R, a chacune desquelles une sphére fixe
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point M, une génératrice particuliére G du cone 'y, enfin une droite G' suffi-
samment voisine de G. On pourra toujours trouver sur G' un point M' tel
que le cone 'y admette G' pour génératrice.

Dans le cas spécial auquel se rapporte le théoréme précédent, les génératrices
des cones élémentaires ne dépendent plus que de trois paramétres. Si nous
résolvons I'éguation (1) par rapport a z, de maniére alui donner la forme

) r=1g{z, g, p, ¢h
I'ensemble des génératrices des cones I'y, C'est-a-dire le systéme des droites
X—-z_Y—y_2—glx.g.pq
$p % P‘I‘P‘*“‘f?f

doit donc former un complexe. Autrement dit, lejacobien des quatre fonctions

r ’ ’ ’

......._rﬁl'__r‘ e :??q 73 :CPF 7 f(h )
Pos+qyy Pt 0%, Pyt 49, P+ ey
(lesquelles dépendent des quatre variables ce y, p, ) est nul. Par suite, le
théoréme direct exprime que, si ce jacobien est nul, on peut déduire du sys-
téme caractéristique (*) de (2) I'équation
drdp + dydq =0,
C'est-a-dire que ¢ satisfait a |I'équation aux dérivées partielles
#u{e: — p) + 94, — g) ==0.

Le lecteur pourra calculer, a titre d'exercice, ce jacobien et montrer qu'il
contient en facteur le premier membre de (3). De sorte que, réciproguement,
si les caractéristiques sont asymptotiques [propriété qui implique la rela-
tion (3)], le jacobien précédent est nul et I'équation proposée provient bien
d'un complexe de droites, comme nous voulions |'établir.

276. REMARQUE. — Au moyen des deux propriétés fondamentales :

a) coincidence de la tangente a la courbe caractéristique avec la génératrice de
contact du cone I'y et du plan 2,

b) coincidence de la genératrice de contact de la développable caractéristique avec
latangente en M ala courbe élémentaire Cg,

on peut retrouver dune maniere autonome(z) les équations différentielles des bandes
caractéristiques, sous réserve d'examiner separément le cas, étudiéal'instant, ou les
deux dir ections conjuguées précédentes se confondent.

de rayon r <7 R soit tangente intérieurement. 11 et clair, dans ces conditions, que toutes
les droites de I'espace ne sont pas génératrices de cones lémentaires : les sbcantes a la
sphere fixe sont notamment exclues.
*) Ce systéme estici —a a
E‘-E _dj i = —,—9--_ +

=
P ?q er—p 19
(® Cest-adire sans partir des surfaces intégrales.
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Soit en effet |'équation de type général
(1) Fiz, ¥ 2, p,q)=0.
Le cone élémentaire de sommet M (X, y, 2) est I'enveloppe des plans
L—z=PX—ao+Q(Y—y,
avec F{z, »,2, P, Q)=0.
Il est donc le lieu des droites

X—z_ Y-y Z—z

@ Fp — ¥y pRaby
avec
(3) Flx,», 2, P, Q) =0,
D'autre part, la courbe élémentaire du plan (£) est déterminée par les deux équations
€3] I—z=p{X—2]4 ¥ -y,

F(x| Y, fs Pu ‘ﬂ =0,

Cela posé, considérons |'élément de contact (M, ®). Les paramétres directeurs de la
tangente a la courbe de la multiplicité caractéristique issue de cet élément seront

Foey z,pma)l File,y,2.0,9) ot pFL4gF,
car, au lieu de prendre un plan quelconque (P, Q) tangent au cone I'y, nous prenons
leplan £ (p, Q).
D'autre part, la génératrice de contact de & avec la développable caractéristique est
définie par I'équation (:£) et par
(£) dp(X—x)+dy{(Y —y)=0 (projection sur xOy)
(aprés suppression de dz —pdx— qdy, qui s'annule le long de la bande). Or la tan-
gente en M ala courbe élémentaire du plan {%) est définie par les équations
FiX—2) 4+ F(Y— 5 +FL—2 9,
L—t=pX—x)+q(Y—2)
en projection sur le plan xOy, cette droite aura donc pour équation
(Fi+pFY (X — )+ (Fy+qF) (Y —y)=0.

Ecrivons que cette droite projetée coincide avec, celle qui est définie par I'équa-
tion {£"}. Nous obtenons

dp d
4 - == \ osons = dv).
@ W T E g o= )

Finalement, nous obtenons donc quatre équations, a savoir :
1° I'éguation (1) commune a tous les éléments de contact intégraux;
2° les équations

dr  dy dz _
(5) b A T (posons = du),
F, P, pF+9gF,

qui traduisent lacondition a);

3° I'équation (4) qui traduit la condition b).

Ces équations définissent d'une maniére tout a fait générale les bandes caractéris-
tiques, dont I'ensemble dépend de trois parameétres.

La restriction que nous avons indiquée intervient lorsgu'on veut mettre ce systéme
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BOUS laforme classique. Pour cela, il faut différentier I'équation F=0, et remplacer
dans dF, les trois quantités dx. dy, dz par leurs expressons en fonction de la valeur
commune du des rapports-(5), les deux quantités dp et dg J)er leurs expressons en
fonction de lavaleur commune dv des rapports (4). II vient alors

(FoF, -+ FoF, = ¥, (pF, + qF})jldu + do) =0;
on a donc dv= — du, pourvu que |'on ait
(F,+ pF:) l?:, -+ (F;, + qFl) F; * 0,
ou dpdx +- dgdy = 0,
cest-&dire pourvu gue les caractéristiques ne soient pes en méme temps asympto-

tiques. La mémerelation du + dv =0 reste valable encore dans ce cas, mais on ne
peut plus I'établir de cette fagon.

277. Eléments d'une théorie déductive des équations du pre-
mier ordre. — Le lecteur voit clairement comment nous avons procédé :
nous avons demandé al'intuition de nous révéler un certain nombre de résul-
tats fondamentaux de la théorie que nous étudions. Ces résultats ont donc é&é
admis, mais non démontrés rigoureusement. Toutefois nous avons déja appris
a les assembler, a les appliquer a des questions concrétes, et a en distinguer
les caractéres saillants. Aprés cette étude préliminaire, nous sommes mainte-
nant mieux armés pour la recherche d'une théorie rigoureuse. |l et é&é vain
et fastidieux de vouloir donner des le début un exposé satisfaisant. Au
contraire, il est maintenant intéressant dejustifier les pointsqui, a posteriori,
nous apparaissent comme les plus essentiels.

Dans ce qui précéde, nous avons utilisé surtout la notion d'intégrale com-
pléte. 11 y a donc lieu de reprendre d'abord, avec LAGRANGE, I'étude des équa-
tions dont on connait une intégrale compl éte.

Equations obtenues par. élimination. — Nous allons faire connaitre, le
raisonnement par lequel LAGRANGE ajustifié la loi d'obtention des intégrales,
telle que nous I'avons énoncée tout au début. Nous donnerons ensuite des
indications sur les compléments qu'il nécessite, lorsqu'on veut développer
une théorie rigoureuse.

Soit la famille de surfaces a deux parametres

(1) Viz, y,2,a, b)=0.

Si nous éliminons a et b entre I'équation (1) et les deux suivantes
v aV_ nV 2V

@ wtPp=0 O 3 + a5 =0

nous obtenons une équation aux dérivées oartlelles du premier ordre
4) F(?}LH!Z’P’ §)=0.
LAGRANGE remarque I'équivalence des deux problémes suivants :
(P) Trouver unefonction z(x, y) solution del'éguation (4);
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(P) Trouver trois fonctions z(x, y), a(x, y), b(x, y) vérifiant le systeme des
équations (1), (2), (3).

En effet, soit z(x, y) une solution de (4); en portant dans F savaleur et
celles de s=s dérivées,,nous obtenons une fonction composée de ce ety qui est
identiquement nulle. Donc, pour chague systeme devaleurs x, y les équations
(2), (2), (3), ou Ton aégalement porté lesvaleurs de z, p, g, admettent au moins
une solution a, 6 commune (d'apres la définition méme de |'élimination).

Inversement, si z, a, b sont trois fonctions de x, y fournissant une solution
du probleme (P'), pour chaque systéme de valeurs x, y, les équations (1), (2),
(3) admettent une solution a, b commune. Donc entre z et ses dérivées p et q,
onabienlarelation (4) : par suitez (X, y) est bien une solution du probléme (P).

L'équivalence des problemes (P) et (P') étant ainsi établie (au moins est-elle
Iégitime lorsque V est algébrique en a et 6), nous pouvons substituer le
probleme (P') au probléme (P). Or le probléme (P') équivaut a son tour ala
recherche de trois fonctions z, a, b de x, y, vérifiant le nouveau systéme

(1) Viz, g, z, a, b)=0,
Noea Vb

©) VIR e
2Woaa | 2V2b i

®) ‘aay+‘bay 0,

dont on obtient les deux derniéres équations en écrivant queles dérivées par-
tielles premiéres de la fonction composée

Vim, g, 2.(2, §), a(z, ¥), biz, )]

sont identiquement nulles, et en tenant compte de (2) et (3), Or, pour satis-
faire aux équations (5) et (G), homogenes et linéaires en'—Y et;:, nous
n'avons que les alternatives suivantes :

1° Prendrel:-Y,—_-g-g:u. Ces équations, jointes a V =0, déterminent, si
dle existe, I'ehvelobpe des surfaces V(X, Yy, z, a b) =0, lorsque les deux
paramétres a et b sont indépendants. Alors cette enveloppe est une surface
intégrale de I'éguation : c'est justement |'intégrale singuliére. S'il n'y a pas
; :V—DY=U définit un lieu de points singu-
a b
liers des surfaces V =0, lequel n'est pas en général une solution de |'équation
aux dérivées partielles formée par élimination et simplifiée par suppression
des facteurs indépendants de p et q qui pourraient y figurer (Y.

d'enveloppe, le systéme V=0

® 11 importe de faire cette restriction pour éviter d'&re en contradiction avec |'équiva-
lence des problémes (P) et(P') (ou (P') transformé). En réalité, sil y a une surface
gz 3, =10
lieu de points singuliers des surfaces V = 0, on vérifie trés aisément sur des exemples qu'en
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2° Prendre"'v;éo et —E;&D est alors nécessaire que le déterminant du
systeme (5), (6) par rapport a ces deux inconnues soit nul, c'est-a-dire que

Dia, b
Dz, y;
Si les mineurs de ce déterminant sont nuls eux-mémes, nous obtenons
a=const., b =const. : cest I'intégrale compléte d'ou nous étions partis.
Sinon, nous devrons avoir

=0,

b= gla).

ce qui nous conduit aux solutions

Viz gz p@) =0, N Wog—o,

Ce raisonnement justifie donc bien les résultats que nous avons annoncés
au début de cette étude.

Examinons maintenant sa portée véritable. Le mot éimination est réservé
d'ordinaire au domaine des relations algébriques, le seul ou il ait un sens bien
précis. Mais alors, si nous astreignons V a étre algébrique en a, 6, nous déli-
mitons artificiellement la théorie, au profit exclusif des équations possédant
une famille d'intégrales dont I'équation est une fonction algébrique de ces
deux parameétres. Pour généraliser conformément au point de vue des fonc-
tions de variables réelles, nous devrons substituer aux précédents d'autres
raisonnements basés sur des hypotheses locales (continuité et non-annulation
de certaines dérivées), apparentés a ceux qu'on rencontre a propos des fonc-
tions implicites et des enveloppes (%). Moyennant quoi, nous pourrons encore
établir I'équivalence des problemes (P) et (P'), en nous restreignant a un
champ de variation de x, y, z, p, g, & b suffisamment petit autour des
Valeurs g, Yor Zos Por s T by POUr lesquelles nous avons supposé que
certaines dérivées ne sannulent pas. Ces indications, que nous ne pouvons
développer ici davantage, suffisent a faire comprendre que la théorie de
Lagrange possede réellement un caractére de grande généralité.

Voici un exemple qui met bien son utilité en évidence. Considérons deux
fonctions ¢(x) et 4(y) qui admettent par rapport a x et & y respectivement
des dérivées ¢"(x) et 4'(y) continues. Alors |'équation aux dérivées partielles

z¢' (@) (y) = pq
admet I'intégrale compléte évidente
z=[9(x)-+a][y(y)+ b].

éiminant a, b entre (1), (2), (3), le résultat obtenu contient en facteur la fonction 3 (x,y,2).
La présnce de ce facteur sauvegarde I'équivalence annoncée. Mais, quand on parle de
quuarlon aux dérivées partielles, on a d'ordinaire en vue ce qui reste du résultat aprés
qu'on a supprimé les facteurs ne contenant pas p, g

(*) Voir sur ce paint notre Cours de Géometrie Analythue p. 241 e notre article des Nou-
vellesAnnales, 5° érie, tomel, p. 8 et suivantes.
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Envisageons le cas ou les fonctionss’ (x) et ¢ (y) ne seraient pas dérivables :
il devient alors impossible de définir les multiplicités caractéristiques de
I'équation proposée au moyen d'un systeme différentiel. Cependant, la théorie
de LAIGRANGE s'applique (reprendre I'exposé complet sur cet exemple, comme
exercice) et montre bien qu'en dehors de I'intégrale singuliére z=0, et des
surfaces précédentes, il n'y a pas d'autres surfaces intégrales que celles qui
composent |'intégrale générale. En méme temps, elle prouve aussi qu'il existe
encore des bandes caractéristiques, bien que celles-ci ne puissent plus étre
obtenues comme intégrales d'un systéme différentiel.

Notons encore que la méthode de LAGRANGE fournirait, dans cet ordre d'idées,
des résultats relatifs aux équations différentielles ordinaires. Soient Xo, Yo @
trois nombres satisfaisant a I'éguation

(e) f(@, g, a)=0
et tels que I'on ait
(hl) f;{a:m Gar @) 320, (h?) fllr[:tav Yo G} 700

Alors on peut, en se plagant au point de vue local, éliminer a entre I'équa-
tion (e) et la suivante

(0 fe+y fy=0.

Cela signifie -qu'on considérera la fonction a(x, y) définie au voisinage du
systeme de-valeurs Xo, Yo par I'équation (€) et se réduisant aay pour cesvaleurs,
et qu'on portera cette fonction dans (¢') de maniéere a obtenir finalement une

équation différentielle
yfz__)’;_f:r-, y, a{e, y_l].
fil®, g, alw, y)]

Le principe du raisonnement de LAGRANGE, appliqué ici, prouve alors qu'il
existe une intégrale et une seule de I'équation différentielle se réduisant a yo
pour X =Xo, mdme dans les cas ou la fonction écrite au second membre
échappe aux conditions classiquement invoguées pour assurer dans le champ
réel I'exactitude du théoréeme de CAUCHY. Ainsi, sous réserve que les hypo-
théses (h,) et (h,) soient satisfaites, les singularités signalées par M. PEANO (%)
ne se produisent pas pour les équations différentielles formées par élimination.

Ces remarques, outre leur intérét propre, font mieux comprendrel'impor-
portance des renseignements qu'on peut attendre des idées de LAGRANGE
dans le domaine des éguations aux dérivées partielles, lorsqu'on se préoccupe
de faire le moins possible d'hypothéses sur I'existence de dérivées des solutions.
Toutefois', au point de vue pratique, le cas le plus intéressant est celui ol
partant d'une équation donnée a priori, on peut définir les bandes-caractéris-
tiques par le systeme différentiel que nous avons appris a former, et ou ce
systeme remplit toutes conditions permettant de justifier le théoreme de
CAUCHY (par exemple au moyen des approximations successives de M. PICARD).

* Voir p. 221, nate i.
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On peut alors se demander si toute surface intégrale non singuliére se laisse
engendrer a l'aide de multiplicités caractéristiques. C'est cette question que
nous allons résoudre affirmativement.

278. Le probléme de Cauchy. — Soit une courbe G, douée en chague
point d'une tangente variant continiment le long de cette courbe. Supposons
que C ne soil pas caractéristique. Le probleme de CAUCHY consiste a trouver
une surface intégrale passant par la courbe C:

L'existence de solutions est une conséquence du théoréme suivant :

Toute famille continue & un paramétre de bandes caractéristiques telle
que chacune de ces bandes ait un éément de contact commun avec G
engendre une surface intégrale passant par C.

Supposons que les coordonnées d'un point courant M de C soient définies
en fonction d'un parametre t. Appelons comme précédemment u le paramétre
spécifiant un élément de contact le long d'une multiplicité caractéristique.
Alors, par hypothése, nous aurons une famille a un paramétre de bandes
caractéristiques, définie analytiquement par cing relations

(1) z=g(l,u), y=gliu), z=z{fu), p=p(tu), g=q(l, ),
dont les seconds membres satisfont aux relations

= g P 2
@) w_d_ w . w o
NS AR AN OARM AN A AP i

Nous avons bien une famille a deux paramétres d'éléments de contact liés
par larelation identiqueent et u

4 o K
3) su =P+ i

Cette famille d'éléments de contact nous donnera donc une surface (laquelle
sera dés lors solution, puisque formée d'éléments intégraux) si nous avons
en outre

LN LRl
TARr A TIR FYE
nous allons prouver qu'il en est ainsi. Convenons que, sur chaque caractéris-
tique, u sannule pour I'élément situé sur la courbe C. Pour u=0, il y aura
bien identiquement annulation de la fonction

h h
o(t, w)=15(t, @) —p3F (L u)— ¢34, ).

Il s'agit de montrer qu'il en est encore ainsi quel que soit u. En effet, nous
avons
oz Y Yy iz gy

b Pia—Ya duif " uri’
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et d'ailleurs, er 0 2 Mz Py mw_x_g‘_‘g S aussl

sha Pirra 95w 3w dou’

en retranchant mer -

|=?.:'

& ‘( i‘- (.-(- (‘
09 _piT_ pdr | M3y )

sa” ol u u ot *

)
.

ha’s

28 B F; 2 F) 2L o pFD) + () -+ gF)
ou, en tene

:nii[F(:B, 4,2, 5, ‘I}]"" ?F= H
dans cette derniéere expression, le premier terme est nul, et il reste seulement
2 —— ?F; :

du
le long de chaque caractéristique F', est une fonction composée bien déterminée
de u : on adonc, en intégrant
9o(t, ) = {0, u)e PALE
il Sensuit bien que g (t, u) est identiquement nul.
Pratiquement, on dirige le calcul de lafagon suivante; soient
z=E(t), y=n1{, = =1{({)
les équations paramétriques de la courbe G pour laquelle on demande de
résoudre le probléme de Cauchy. On cherche d'abord la bande caractéristique

déterminée par un élément initial donné, correspondant a la valeur up du
parametre u; soient

@=x(U] 2y Yoo Zou Pos Foe F =g Tpy oo o)y =205 Zyu ool Fo),
P=plu; @y oo qo)y = QEL T s Go)
les équations de cette bande. On fait alors décrire au point (&, ., %) 1a
courbe G, c'est-a-dire que Ton pose
x, = k(). Y=, 7, = (1),
et Ton a pour déterminer py et qo les deux équations
F(E n, 3 o 4) =0, V() — pgt {1)_';"0"1 (H=0.

Ces équations font connaltre po et go; en portant les valeurs de Xo, Yo, Zo, Po

et qo dans les équations de la bande, on obtient bien la surface intégrale lieu

des caractéristiques issues des divers points de G.
Reprenons par exemple |'équation

pr gy =a(p*+ g7,
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étudiée au n° 270, et cherchons la surface intégrale qui passe par la circon-

férence
z=0, &*+y*=Re

Le systeme différentiel des caractéristiques peut sécrire
de __ dy dz dp __

— dg_ _du.

x—%p y—2aq api+q) P q u’

cherchons la bande caractéristique passant par I'élément (Xo, Yo.Zo, Po, To)
pour a=1; on trouve

* <= apyu + ﬁ'—_ﬁg—’“ ,  yT=agu+ f'ﬁ‘:&—% , z=z,4 g(pﬁ —+ B (ut—A1),
P=pl, g=qu
On aura alors
z,= Rcost, y,= Rsinl, 7, =0,
Rip,cost + qsind)=a(pi+ g}  p,sint— g,c08{=0;
on en déduit
p=0, ¢q=0, d'ou lasolution banale  z=0,

ou bien pu=§-c055, q‘,:gsinl,

d'ou la solution

*

o= Rucosi, i = Rusint, zz-;-‘-

s (1),

C'est-a-dire 2az =+ — IV,
équation d'un paraboloide de révolution autour de Oz.

REMARQUE. — Du raisonnement précédent découle la conséquence suivante :
le systéme de toutes les caractéristiques issues d'un point constitue une
surface intégrale. Nous avions déja obtenu ce résultat par la considération

des intégrales complétes. Ici, on le démontre en remarquant qu'on a encore
4(¢, 0)==0 par |lefait des trois relations suivantes :

Zwo=0, Hu0=0 i 0=0.

A chaque point M de C se trouve ainsi attachée une surface intégrale 2y
admettant en M, pour cone des tangentes, le cone élémentaire. Gela posg, il
nous est facile de construire une intégrale compléte de notre équation aux
dérivées partielles : en effet, nous possédons méme maintenant un systéme
de surfaces intégrales, a savoir le systéme des surfaces 2y, qui dépend de trois
paramétres. Nous aurons donc une intégrale compléte en faisant décrire au
point M une surface quelconque.

Quoi qu'il en soit, larésolution du probléeme de Cauchy pour la courbe G
se présente maintenant de la maniére suivante : on associe a chaque point M
de G la surface £y correspondante et on prend I'enveloppe des surfaces Zy ainsi
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obtenues. Cette enveloppe pourra comprendre une ou plusieurs nappes réelles,
dont le nombre variera suivant Tare de C sur lequel on se trouve; certains
arcs peuvent méme étre dépourvus de portions de surfaces intégrales les
contenant; c'est ce qu'on apercoit aisément en songeant au cas ou le cbne
élémentaire I'y est du second ordre : alors les arcs de C veufs de surfaces
intégrales sont ceux le long desquels la tangente est intérieure aI'y. Les points
séparatifs des divers arcs sur C sont dans tous les cas ceux ou la tangente
est située sur le cone I'y. En ces points, il y a en général raccord entre deux

f .
des nappes précédemment trouvées (on les obtient par I'équation ::, g% )

Il est clair que toute surface intégrale descriptible par des caractéristiques
peut étre considérée comme I'enveloppe de surfaces Zy : en effet, soit S une
telle surface, contenant un certain arc de la courbe C. En chaque point M de
cet arc, menons Xy : la bande caractéristique située sur S et issue de |'élément
obtenu en associant @ M le plan tangent correspondant appartient nécessaire-
ment a £y, puisque Xy épuise L'ensemble de toutes les bandes caractéristiques
issues du point M. Le processus de résolution du probléme de GAUCHY se
trouve donc justifié sous réserve d'établir le théoréme suivant :

/I nexiste pas de surfaces intégrales non descriplibles par des caracté
ristiques.

279. Impossibilité dintégrales non singuliéres, non descriptibles par des carac-
téristiques. — Ce point n'est pas évident, et la prudence simpose en pareille
matiére : rappelons qu'en abandonnant I'hypothése de I'existence de certaines
derlvees M. Henri LEBESGUE a pu obtenir des surfaces non réglées applicables sur le
plan(}). Il est donc permis de chercher s'il ne se trouve pas des surfaces intégrales
non singulieres pour lesquelles la cote cessant d'avoir, par rapport a a; et y, des
dérivées secondes, la génération par caractéristiques devient impossible. Nous allons
prouver qu'il n'en est rien.

Nous utiliserons a cet effet e principe du raisonnement par lequel M. R. d'ADHEMAR
résout cette question dans ses belles Legons sur les principes de I'Analyse (3).

Considérons I'équation

Flz, y, 5, py, ) =0,

ou F est une fonction telle qu'on puisse former le systéme caractéristique et établir
I'existence de solutions dé ce systéme par la méthode des approximations successives
de M. Picard. Donnons-nous un arc de courbe G, placé de telle sorte qu'on puisse le
représenter par des équations

x=x{y), 2= (¥}

et pris assez petit pour ne contenir aucun point separatif, c'est-a-dire aucun point ou
la tangente a G soit située sur le cone élémentaire en ce point. Supposons obtenue
par la méthode des caractéristiques une nappe de surface intégrale passant par cet
arc. Posons :
a=X+x(Y), y=Y, z== T -+ m{Y);

5 Intégrale, longueur, aire (These, Paris, 1902, p. 95).
Tome |1, p. 179 et suivantes.
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par ce changement de variables, notre équation aux dérivées partielles va se trans-
former. Nous aurons

KT Y Ty

L'équation transformée sera donc

by az al.__az M (Y) — @' {Y).

Z Y .
F[x-e-xm, Y,  Z4p¥), gq - RN+ {Y}]:O.

Considérons la dérivée du premier membre, prise par rapport a---?, lorsqu'on

regarde F comme une fonction composée de cette quantité. Elle a pour val eur
r falr
CF,—F,N (Y,

et elle est différente de zéro sur le petit arc considéré, vu I'absence de point séparatif
sur cet arc. Nous pouvons donc résoudre |'équation précédente par rapport a g—,—i et

A . a?

Revenons maintenant aux notations par petites lettres, assurément plus maniables.
Nous sommes donc conduits au probléme suivant : soit une équation

|'écrire sous la forme

p=fl=, ¥ 5 4

ou f est une fonction bien déterminée de X, y, z, q. Supposons connue une surface
intégrale de cette équation, passant par un segment de l'axe Oy, et engendrée par
des multiplicités caractéristiques. Nous allons prouver I'impossibilité d'une seconde
solution contenant le méme segment de l'axe Oy. Soient en effet z=+{x, ¥) la
premiere de ces solutions et z=+¥(x, y) la seconde, et posons @ =y —}. Nous
raisonnons bien entendu en regardant . et 4 comme données (4 est le fruit de la
méditation de quelque géomeétre malicieux, en quéte de résultats paradoxaux). Il
s'agit de prouver que la différence w s'annule au voisinage du segment considéré
de Oy. Nous aurons les relations

Dm DP)
kg

(m++} .r(a':yv -+ %,
a—;,=f(-’£. ¥ ¥ 3_37),
d'ou, en retranchant membre a membre,

= -—f(m, ¥ m+-b, ) f(a', L ,;)

v et ¢ étant connues, il en est de méme de w, et par suite la relation que nous
venons d'écrire exprime seulement une identité. Si nous posons

] P o
f(&l’:, ¥, I’+lms 2y

en appelant A une constante quelconque, nous pourrons écrire

+2g) =g,

lw : 1 e .
55=5(1)—-510_)=.£9md1,
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or FN=Slo+155
nous aurons donc, puisque & et ‘:i; sont indépendants de X,

[1

Yeo iz r e 20 Bl a2 (e,

ou enfin a—m-i-—[;(m; Yi=wl(= ¥,

d'oll nous concluons que I'éguation aux dérivées partielles linéaire

\Q
- +F—l-{$, YI=QF= 7)

admet une solution £ == qui s'annule sur le segment considéré de I'axe Oy. Nous
allons prouver que cette solution est identiquement nulle.

En effet, d'aprés la maniere dont F et G ont éé calculés, il est facile de voir que
I'équation différentielle

dy _ .
E—G{xn y)

appartient a la classe de celles qui tombent sous le coup de la méthode des approxi-
mations successives de M. PCARD : on peut ainsi établir que par chaque point du
segment considéré de I'axe Oy, il passe une courbe dont la tangente au point (x, y) a
pour coefficient angulaire la valeur G(x, y).

Dans ces conditions, notre équation auxiliaire fait connaitre la dérivée logarith-
mique de £ le long d'une de ces courbes, et a cause de la régularité de la fonction F
d'une part, de I'annulation sur Oy de &} d'autre part, on est conduit, lorsqu'on effectue
la détermination séparée de £ sur chacune de ces courbes, a constater que £3 demeure
constamment nul.

Le théoréme est donc établi.

280. Notions sur les courbes intégrales. — Soit une équation aux dérivées

partielles
F{z, g, z,p, q)=0

On donne le nom de courbes intégrales aux lignes qui, en chacun de leurs
points, ont pour tangente une génératrice du cbne élémentaire. Autrement dit,
tout point d'une ligne intégrale seraséparatif, au sens que nous avons donné
a cette locution dans la résolution du probléme de CAUCHY. Or nous avons vu
gu'aux points séparatifs isolés d'une courbe quelconque se soudent en général
deux nappes de surface intégrale passant par cette courbe et douée en ses
autres points de plans tangents distincts. On est donc amené naturellement a
en induire que si l'on cherche a résoudre le probléme de CAUCHY pour une
courbe intégrale, il y aura, tout le long de cette ligne, soudure de deux nappes
de surfaces intégrales, de sorte que cette ligne sera par la méme une aréte de
rebroussement. Une étude approfondie, que nous ne pouvons entreprendre,
montre qu'il en est bien ainsi. Donnons seulement |'indication suivante :

Soit connue une intégrale compléte de F=0, et soit

Viz. y,z, a, o{a¥ =0
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une famille & un paramétre extraite de cette intégrale compléte. En dérivant
une premiéere fois par rapport au parametre a, nous obtiendrons les caracté-
ristiques situées sur |'enveloppe des surfaces précédentes. Elles seront définies
par v v
? 2
V=ID et E—O—W
Mais ces caractéristiques ont elles-mémes une enveloppe, qu'on définit par
une seconde dérivation, comme il est classique (n° 205). Gela posé, comme les
caractéristiques appartiennent a l'ensemble des courbes intégrales, et que
toute enveloppe de courbes intégrales est elle-méme une courbe intégrale, il
est clair que I'enveloppe des caractéristiques sur une surface intégrale est une
courbe intégrale. En méme temps, rappelons ce fait bien connu qu'elle est
encore une aréte de rebroussement de la surface. Gela confirme bien une indi-
cation donnée plus haut.
Notons pour terminer que le systéme des courbes intégrales est défini de la
maniére suivante. On obtient le cone élémentaire en chaque point (x, y, z) en
cherchant I'enveloppe des plans

Z—r=P(X—a)+Q(Y—y),
P et Q étant liés par larelation
Flx, g, 2, P, Q)=0.

¢’ (@) =0.

Ecrivant que

X—ox_Y-—py

Fy Ry
etéliminant P et Q entre'ces trois équations, on obtient |'équation de ce cone,
soit

M, y,2; X—a, Y—y, Z—12)=0,

ou I' est homogéne par rapport a ses trois derniers arguments. L'équation
différentielle des courbes intégrales sera donc

Pz, y, z; dz, dy, dz)=0.
On voit nettement qu'elles dépendent d'une fonction arbitraire.

Reprenons encore I'équation du n° 270
B pr—+qy =a(p*+¢3).
On trouvera aisément que les courbes intégrales sont définies par I'équation de

MONGE
(dz* 4 dy®) [(zdy — yde) + dadz {zdz 1 ydy) — ka%dz2] == 0,
-Bien entendu, parmi les solutions de cette équation figurent les courbes caractéris-
tiques; il est d'ailleurs facile de le vérifier directement.

En rassemblant les résultats obtenus relatifs a la solution du probléme de GAUCHY
par la méthode des caractéristiques, on voit qu'il ne peut se présenter que trois cas
distincts :

LAINE, Anal., 1. 18
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1° la courbe C, par laquelle on veut faire passer une surface intégrale, n'est pas
tangente en chacun de ses points au cone élémentaire; nous avons indiqué précé
demment la marche a suivre;

2° la courbe G est une courbe caractéristique;

3° la courbe G est une courbe intégrale.

Dans le second cas, la méthode générale ne fournira pas de surface intégrale, et il
est facile géométriquement d'en comprendre la raison. Mais nous savons d'autre part
gu'il existe dans ce cas une infinité de surfaces intégrales passant par la courbe G.
Pour en obtenir une, il suffira de résoudre le probléme de GAUCHY pour une courbe
quelconque T, rencontrant G non tangentiellement et telle que le point et le plan
tangent communs aux deux courbes déterminent un élément de contact intégral.

Cherchons, par exemple, a résoudre le probléme de GAUCHY pour I'équation (E) et
la courbe G définie par les équations

a [ PP
x=_i’, r=ual, z=§{!3——1}.

Dans les équations en termes finis des caractéristiques,
=apa+2 P, ymggu BT, s S0+ g T — 1),

(P =Pty q= 1t
on devra poser d'abord

a a
Lo==—7, Yo==al, g=g{B—1);
on aura ensuite, pour déterminer po et gro les équations

iz iz o
ano+q¢yo=“(P:+qg"s _dt_o#po_dfr’_qn-{%%"
d'ou I'on tire
Po=0, qo =1
La multiplicité intégrale passant par la courbe G est alors définie par les équations

[ a; ., .
T=— y == alu, z:z(l‘u’—-i], p=10, q = lu;
Ced en réalité une multiplicité a une dimension ayant pour support ponctuel la
courbe G; on peut vérifier directement que cette multiplicité e une bande caracté-
ristique.

La méthode générale ne donne donc pas de surface intégrale passant par G. Pour
en avoir une, choisssons un élément de contact de la bande caractéristique associée
a G, par exemple |'élément qui correspond a t= 1,

—a [ 0 0 1,

Toute courbe qui admet cet élément de contact sans étre tangente a C au point cor-
respondant détermine une surface intégrale passant par C.
On pourra, en particulier, prendrela droite

Xp=v, yo=0, =0
avec Po=0, g,=1,
valeurs qui satisfont a larelation dzq = pgdi, - gody, et al'équation(E); cm obtient
ainsi le cylindreparabolique

2az ==yt — a®
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On peut auss, et cette remarque est générale, former I'équation de la surface
engendrée par toutes les courbes caractéristiques issues d'un point de C, par exemple
du point {-—- &, a, 0) : on trouve aors la surface du troisiéme degré

jazt -+ (2 — 2% — y2) — az 4 y)2 =0,

qui admet le point (— a, a, 0} comme point conique, et pase bien par la caractéris*
tiqueC.

Enfin dans le troisiéme cas (courbe intégrale), on trouvera, comme dans le premier,
une solution unique au probléme de CAUCHY, mais la courbe C sera une ligne singu-
liére de la surface obtenue.

Prenons par exemple comme courbe G I'hélice circulaire

Ty = 22 OS5, Yo =Rasinaw, =W,

qui est une courbe intégrale. On trouve
Po==C02w —8inw, o= Silw -+ cosw,

T™

e, en posant w= ¢ +p, b=a(§--s), on a pour la surface cherchée les égquations
paramétriques
g;:agﬁ(“—o:i-usimp), y=a\f§(ﬂg—f+ucos:p), 2= 2aq - gut+ b.

Les courbes u= C® sont des hdlices circulaires daxe Oz, en particulier la courbe G
correspond au = 1.
On trouvera, pour les coefficients du plan tangent a cette surface,

A=2a'y’§(u—li—-u9) sing, B‘—‘-ﬂtl’\fi'!(l—:i-u*) cosgp, G=‘2a’u(u1_‘—i);

la courbe u=1 (qui ext identique d'ailleursh u=— 1) es donc bien une ligne sin-
guliere de la surface. On vérifiera sans peine qu'elle enveloppe les caractéristiques.

281. Remarques sur lesintégrales singulieres. — Tout ce que nous avons
dit au sujet des multiplicités caractéristiques et du probléme de CAUCHY
pourrait, dans le cas d'une équation p = f(x, ¥, z, ;) analytique et d'une
courbe G analytique, se transposer asez facilement au champ complexe.
Mais nous laisserons cette étude de cdté, en renvoyant le lecteur aux traités
spéciaux, notamment a I'ouvrage de M. GOURSAT sur les équations du premier
ordre.

La théorie des intégrales singuliéres peut étre elleeméme développée
indifféremment, soit dans le champ complexe (c'est ce qu'on fait le plus fré-
guemment), soit dans le domaine réel. A ce dernier point de vue nous allons
en dire quelques mots.

Considérons d'abord une équation différentielle ordinaire, ou, ce qui
revient au méme, un systéme de la forme

f(-’.B, z, p)="0, P:%.

De ces deux équations, la premiére définit p en fonction implicitede x et
de z. Soient Xq, Z, pPo trois nombres satisfaisant a cette équation. Supposons
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que les fonctions £}, fi, f, existent et soient continues autour de (%, 2y, Pe),
et que Ton ait f, #=0. Alorsil existe une fonction p(x, Z) et une seule, satis-
faisant a f= 0, se réduisant apy en (Xo, Z) et admettant par rapport a x et z
des dérivées continues du premier ordre. On pourra donc établir qu'il existe
une intégrale et une seule de I'équation

g% =p{x:, 7}

passant par le point (x,, z,), en appliquant sous sa forme classique la méthode
de M. PICARD (approximations successives).

Il n'enest plusainsi lorsquef, =®9. Lepoint(a,, z,) est alors, dans le plan
des (x, z), sur la frontiere du domaine d'existence de la fonction implicite
p(x, 2) (ou au moins de certaines de ses branches). On peut encore dire que
lepoint {x,, =, p,) appartient au contour apparent de la surface f{x, z, p)=0
(systeme d'axes Ox, Oz, Op).

Or I'équation ng% nous donne en chague point de cette surface une
direction A du plan tangent, définie par le systéme des deux éguations

X—2)f:+Z—af,+(P—p)f,=0,
L—z—pX—x)=0.

Les courbes intégrales de notre équation différentielle sont les projections
sur le plan xOz des courbes de la surface tangentes a cette direction en
chaque point. Par cette remarque, nous transformons le probléme étudié,
singulier dans leplan xOz, en un probléme régulier (c'est-a-dire tombant sous
le coup des méthodes ordinaires) pour la surface f=0. Plagons-nous sur le
contour apparent : en chaque point de cette courbe, ladirection a est paral-
Iele a Op;. Moyennant quelques hypothéses supplémentaires faciles a formuler,
on pourra donc résoudre I'équation f=0 par rapport & z par exemple,
I'essentiel étant d'éviter une explicitation en p, et déterminer, au voisinage
du point considéré sur le contour apparent, les courbes intégrales de la
surface en projection sur le plan des xp (ce que la méthode de M. PICARD
permet de faire). On reviendra ensuite, par I'intermédiaire de la surface, au
plan des xz.

L'intuition géométrique donne alors une idée suffisante des résultats qui
pourront étre 1égitimés moyennant des hypotheses et une déduction conve-
nables, dont I'ensemble est asez nettement indiqué par ce qui précede. Les
courbes intégrales de la surface couperont en général le contour apparent de
maniere & admettre pour tangente en chaque point d'intersection avec cette
courbe une paraléle a Op, c'est-a-dire ala direction de projection. 1l sen-
suivra que, sur la frontiere du domaine d'existence de la fonction p(x, z),
dans le plan xOz, les courbes intégrales auront en général des points de
rebroussement. La tangente de rebroussement sera la trace sur le plan xOz



EQUATIONS DU PREMIER ORDRE 277

du plan oscillateur a la courbe de la surface au point situé sur le contour
apparent. Dans le cas et dans le cas seulement ou ce plan coincide le long de
toute cette courbe avec le plan tangent (c'est-a-dire ou le contour apparent est
une asymptotique), sa projection sur le plan xOz fournira une intégrale singu-
liere del'équation différentielle.

L'existence d'une intégrale singuliére, lorsqu'on part de I'équation diffé-
rentielle et qu'on formule les hypotheses qui, relativement a cette maniére de
poser le probleme, se présentent comme les plus naturelles et les plus simples,
apparait donc comme un fait exceptionnel. Au contraire, si I'on part d'une
famille de courbes f[x, y, @) =0, et si, relativement a cette nouvelle maniére
de poser le probleme, on formule encore les hypotheses les plus naturelles et
les plus simples, I'existence d'une intégrale singuliére apparait comme un
fait normal, qui peut se trouver en défaut dans des circonstances excep-
tionnelles, car en cherchant I'enveloppe, on trouve aussi les lieux de points
singuliers (). 11 n'y a aucune contradiction entre ces deux résultats, qui sont
les conclusions de deux systemes d'hypotheses entiérement distincts. Notons
seulement avec CLEBSCH que de tels renversements de probabilité se présentent
ailleurs, notamment a propos des courbes algébriques planes : si I'on donne au
hasard I'équation ponctuelle, la courbe obtenue offre des singularités tangen-
tielles, sans présenter en général de singularités ponctuelles; et inversement.

De méme, si I'on part d'une équation F(oc, y, z, p, q) =0, en faisant sur F
les hypothéses les plus simples et les plus naturelles (par exemple en sup-
posant que F soit un polyndme), I'existence d'une intégrale singuliére est un
fait exceptionnel. Supposons-la réalisée et représentons-nous une intégrale
compléte, c'est-a-dire une famille de surfaces a deux parameétres, admettant
pour enveloppe cette intégrale singuliére. Alors, de chaque élément de contact
de cette derniére surface sont issues des multiplicités caractéristiques formant
une famille a un parametre. Donc, sur l'intégrale singuliére, en raison de
cette indétermination, les dénominateurs du systéme caractéristique devront
tous sannuler. On devra donc avoir simultanément

F=0, F,=0, F,=0, F.+pF,=0, F,+¢F. =0

Il est clair que si F est pris au hasard, il ne saurait en général exister de
surface répondant simultanément a ces cing conditions. Si exceptionnel-
lement cette éventualité se produit, on obtiendra une surface intégrale qui
cese d'étre un lieu de multiplicités caractéristiques. Nous nous en tiendrons
ici a ces indications, en renvoyant, pour une étude systématique de cette
délicate question, aux travaux de DARBOUX et de M. GOUKSAT.

() Les fonctions qui, annulées, représentent les courbes ainsi obtenues, sont en facteur
dans le premier membre F de I'équation différentielle F =0 formée par éimination. On
perd en quelque sorte, dans cette équation simplifiée, la trace des lieux de points doubles,
mais les lieux de points de rebroussement sy révélent nécessairement par la coincidence
de deux déterminations de coefficient angulaire.
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SUR LES EQUATIONS DE LA CLASSE DE MONGE ET D'AMPERE

282. Position du probleme. — Pour terminer cet exposé,nous allons
donner quelques bréves indications sur une classe d'équations du second ordre,
dont I'étude remonte aux travaux de MONGE et JAMPERE, et dont le champ
d'applications, trés vaste, englobe notamment le probléme de la déformation
des surfaces.

Notre guide sera un simple rapprochement entre la théorie des équations
du premier ordre et celle des équations du second. Résumons d'abord quelques
points particuliers de la premiére.

On peut, dans I'ensemble des équations du premier ordre, mettre a part
celles qui sont linéaires en p et g. On les distingue de deux manieres :

1° en écrivant qu'elles admettent I'intégrale générale

Bz, g, 2} =¢[A(=, y, 7))
ol A, B désignent deux fonctions données de X\, z, et $[A] unefonction
arbitrairedeA ;

2° en écrivant qu'on peut en obtenir les lignes caractéristiques indépen-
damment des bandes caractéristiques. On peut dire aussi que |'on a pour ces
lignes caractéristiques, dans le cas étudié, une génération purement ponc-
tuelle, et que cela cesse d'étre vrai pour les éguations non linéaires en p et .

Passons aux équations du second ordre,

(1) F(w' a8 f)ﬁﬁ,
et cherchons a distinguer dans I'ensemble trés vaste de ces équations certains
types faciles a étudier. Nous adopterons alors le programme suivant :

1° Nous chercherons d'abord s'il est possible de trouver des éguations (1)
pour lesquelles il existe une intégrale intermédiaire de la forme

@ B(x, g, 2. p. 9)=¢{Alx, 4, z, p. 0)),
A et B désignant encore deux fonctions données de ce y, z,p, g et ¢ unefonc-
tion arbitraire de A. Dans les cas ou cette question sera résolue par |'affirma-
tive, il suffira d'appliquer la théorie des équations du premier ordre aux
équations (2) ainsi obtenues.

2° Nous pourrons ensuite chercher a étendre la notion de multiplicités
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caractéristiques, et voir s elle conduit encore a distinguer certains types
d'équations. Nous dirons alors que I'équation (1) es I'équation méme d'une
quelconque de ss surfaces intégrales, lorsqu'on considére une génération
surabondante de cette surface consistant a donner a la fois

&€, y!z!p! q: l".,s,t

en fonction de deux paramétres arbitraires. Les conditions de compatibilité
sont exprimeées par les relations

3 dp=rdx—+sdy, dg=sdx-idy,
dz == pde -+ qdy.

Dés maintenant il et donc naturel d'introduire la notion d'éément de
contact du second ordre. On appelle ainsi I'ensemble des huit nombres Xy,
Z,p, q r,s t. On peut concevoir géométriqguement un tel élément comme
un point armé d'une petite portion de surface du second degré passant par
ce point; cette surface est a choisir ad libitum dans une famille dépendant
linéairement detrois paramétres (car on doit écrire que pour & — =g — y,==0,
les quantités z, p, q, r, s, t acquiérent respectivement des valeurs données,
ce qui fait six conditions imposées aux neuf parameétres indépendants qui
figurent dans I'équation générale des quadriques). L'espace comprend
a® éléments du second ordre, et il en existe @* qui ont en commun un
€élément du premier ordre arbitrairement choisi.

On voit pareillement qu'on pourrait, dans la théorie des équations d'ordre n,
introduire des éléments de contact d'ordre n. Cette généralisation systématique
de la notion d'élément de contact offre d§ja l'avantage suivant : elle nous
améne & introduire la notion d'@dément de contact d'ordre z&o, c'est naturel-
lement un point (X, y, z) désarmé.

La notion de multiplicité subira dés lors une extension du méme ordre.
Nous n'avons considéré jusqu'ici que des multiplicités, a une ou deux
dimensions, formées d'éléments de contact du premier ordre : appelons-les
multiplicités d'ordre un. Nous appellerons multiplicités d'ordre deux, a une
ou deux dimensions, un ensemble, a un ou deux paramétres, d'éléments de
contact du second ordre vérifiant les relations (3).

En résumé, la génération des surfaces peut étre envisagée :

1° Au moyen d'éléments de contact d'ordre zéro : cest la génération la
plus ordinaire, celle qui ne comporte aucune condition de compatibilité;

2° Au moyen d'édéments de contact (x, y, z, p, q) dordre un; c'est celle
de la théorie des équations du premier ordre. Elle nécessite deux conditions
decompatibilitéimpliquéespar dz=pdz + ydy;

3° Au moyen d'éléments de contact du second ordre. Elle nécessite les
conditions de compatibilité impliquées par les équations (3). L'éguation
dz = pdx-+qgdy en fournit deux distinctes, le systéme des équations

. en donne seulement trois distinctes : en
dp=rdx+sdy, dg—=sdx 4+ ldy



280 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

effet supposons qu'on ait pris x, y comme parameétres; les relations de compa-
tibilité sexercent alors entre les fonctions z{x, ), plx, ¥}, gz, ¥, riz, y¥),
a{x, y), f(x, y), et eles fournissent bien évidemment, en raison de I'indépen-
dance de Tordre des dérivations (qui veut que p,=q.), cing relations seule-
ment:
>z 7z 2 ) B b
P=iz q=<‘_y’ a£ 3=£(°“'\_{;)’ !:Eg-

On pourrait évidemment ne pas sarréter. Quoi qu'il en soit, nous disposons
maintenant d'une terminologie trés commode qui nous permet par exemple
de dire : les équations linéaires en p et q se distinguent parmi toutes les
équations possibles du premier ordre par la propriété d'admettre des carac-
téristiqgues d'ordre zéro.

Lorsque nous aurons étendu la notion de caractéristiques aux équations (1)
au moyen des éléments de contact du second ordre, nous pourrons donc nous
proposer de chercher si parmi celles-ci il en est qui se contentent de carac-
téristiques d'ordre un. Nous sommes fondés a penser qu'a la faveur de cette
circonstance elles se montreront peut-étre moins intraitables. D'ailleurs les
deux routes que nous allons suivre convergeront.

283. Equations susceptibles d'admettre une intégrale intermédiaire. —
Supposons que, indépendamment du choix de la fonction arbitraire g(A),
toute intégrale de I'équation du premier ordre

B{x, g, 2, p, ) =¢[Alx, y, 2, p, 9)]
soit aussi une intégrale del'équation du second ordre
Fle, 4,2z, p, g, 7, 5, ) =0.
Alors nous allons prouver que cette derniére ne saurait étre de forme quel-
conque. En effet, on peut la déduire dela relation
B=¢q(A)

en exprimant que A et B, envisagées comme fonctions composées de x, y
(par I'intermédiaire de z, p, ), ne sont pas indépendantes On obtient ainsi

YA aA A 2A aA aA
wB B B B aB B aB ’
aw+p"\z'+r5}5+sﬁ @"1—9 -3 p+{:‘q

ou ¢ncare

D(A, B) D(A B} D(A. B) .. DA, B)+ [IJ(A, B) DA, B):I

Dz, 5 @ Tz, 5y P Dy, o D=, g O{z."p) Wy, q
D(A,B

—r-D—D((A B})H—( q'.v')m(A 1}3))+(p£ qs)?—-)((": B)+(rt--s’)—-—~———D:P‘ q;= ;
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finalement, notre équation du second ordre s'écrit donc
Hr +2Ks + Lt -+ M + N(rt — s*) =0,

H, K, L, M, N dépendant exclusivement des variables x, y, z, p, g.

Nous appellerons EQUATION DE MONGE-AMPERE toute équation de la forme (4).
D'apres cela, sil existe pour Fix, ¥, z, p. ¢, r, 8, )=0 une intégrale inter-
médiaire de la forme (2), cette équation appartient au type de MONGE-AMPERE.

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie : autrement dit, c'est seu-
lement pour une classe spéciale d'équations de Monge-Ampeére qu'il existe des
intégrales' intermédiaires de la forme (2). Nous admettrons ici ce point trés
important de la théorie.

284. Equations admettant des caractéristiques du premier ordre. — Dans
la théorie des équations aux dérivées partielles d'ordre n, le probleme de
CAUCHY consiste a trouver une surface intégrale passant par une multiplicité
composée d'une famille a un paramétre d'éléments de contact d'ordre n — 1.
Par exemple, dans le cas d'une équation du second ordre, on cherche une
surface épousant une bande donnée, c'est-a-dire passant par une courbe et
ayant le long de cette courbe une certaine succession de plans tangents : nous
avons en effet appelé bande une multiplicité a un paramétre d'éléments de
contact du premier ordre.

Nous appellerons multiplicités caractéristiques les multiplicités pour les-
quelles le probléme de CAUCHY devient indéterminé. Cette indétermination
nous apparaitra dans le calcul des dérivées successives de la fonction z(x, y)
représentant les cotes d'une surface intégrale (il s'agit des dérivées prises en
un point de la bande imposée par I'énoncé a cette surface). Pour les équations

Fiz, 4,2z, po g, 1, 8, =0,

on peut mettre en évidence un phénomeéne que nous avons déja observé pour le
premier ordre: c'est I'impossibilité de définir lesmultiplicités caractéristiques
au moyen d'éléments de contact du premier ordre seulement; autrement dit
il faut en général introduire des multiplicités caractéristiques d'ordre deux a
une dimension. C'est seulement en passant par |'intermédiaire de ces multi-
plicités, et en en détachant les bandes qui leur appartiennent (on écartera dans
ce but r, s, t pour ne considérer exclusivement que X, y, z, p, g), qu'on
trouvera les bandes jouant un role exceptionnel dans lathéorie du probléme
de CAUCHY.
Dans le cas des équations du premier ordre

F(z, y, z, p, ) =0,

on cherche une surface intégrale passant par une multiplicité formée par une
famille a un parameétre d'éléments de contact d'ordre zéro, donc par une courbe

x=x{4), ¥y =yl z==2z(R).
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Les dérivées premiéres p et q de z(x, y) en un point de cette courbe se cal-
culent par larésolution des deux équations simultanées

Fiz, 4. 2, p, ¢)=0,

dz dx d

H=rnr qar‘!:f '
qui les déterminent pour chague valeur de %, c'est-a-dire pour tout choix d'un
point sur la courbe. L'équation aura des caractéristiques d'ordre zé&ro dans le
seul cas ou une indétermination se présente des le calcul dep et de g. Il faut
pour cela que les deux courbes du plan (p, g) définies pour chague systéme
de valeurs x, y, z parles équations précédentes, puissent coincider, donc que
I'équation F =0 représente une droite (quels que soient X, y, z) dans le plan
{p, 9), ou enfin qu'elle soit linéaire en p, q (ou au moins réductible a une
telle forme) ().

Cela nous améne a distinguer les équations du premier ordre du type

Pp-4-Qq=R.
La condition d'indétermination de p et de q dans la résolution du systéme
précédent est évidemment
de __dy __dz,
P=O0F R’
elle nous donne bien la forme classique du systéme des multiplicités carac-
téristiques qui sont ici d'ordre zéro.
Passons maintenant aux éguations du second ordre
Flx. gy, 7, p, q, 1, 8 =0,
et soit arésoudre le probléme de CAUCHY pour une bande déterminée par les
cing équations
=z}, y=y{\), z=1z(}}, p=p) g=qf4);-
les seconds membres ne peuvent étre donnés arbitrairement. Il faut les choisir
en respectant la condition
()= p)@' (A + gy ().

Pour écrire que I'équation admet des caractéristiques d'ordre un, nous
devrons formuler cette condition : une indétermination dans le calcul des
dérivées successives de z(x, y) en un point de la bande précédente doit se

() Cette indétermination ne se produit pas pour les équations non linaires en p et q
(voir I'exemple éudié au n° 280) : mais alors nous avons montré justement que lesintégrales
se raccordent le long des bandes caractérigtiques, autrement dit qu'une telle bande est com-
plétement déterminée dés qu'on connait son support ponctuel.



SUR LES EQUATIONS DE LA CLASE DE MONGE ET D'AMPERE 283

produire dés qu'on cherche r, s, t. Or, en chague point de la bande, ces
inconnues sont astreintes a vérifier les équations

 Fw, y,z p, q, 0 s f)=0,
©) RE__F l+stb.
c_f_tl_sdm !H_lz
Considérons pour chagque systéme de valeurs (X, Yy, z, p, q) I'espace auxi-

liaire lieu du point (r, s, t). Nos deux derniéres éguations expriment que ce
point décrit une droite. Sa paralléle menée par I'origine est

da _(!E

"T +sd1=0’
de dy .
st i ="0
cette droite décrit le cone
rf—s1=0,

Donc, il ne pourra y avoir indétermination dans le calcul de r, s, t que
dans le cas suivant : pour chaque systéme de valeurs X, y, z, p, q l'équa-
tion F = O représente une surface réglée dont le cone directeur est rt — s> = 0.

Ce cas est beaucoup plus général que celui de I'équation de MONGE-AMPERE
(bien qu'il particularise d§a une classe d'éguations, mais elle est encore trop
vaste pour notre modeste programme).

Le cas de MONGE et !AMPERE, oul notre équation sécrit

(6) Hr 4+ 2Ks 4 Lf 4+ M + N{ri —s3)=10,

est manifestement celui ol noire surface réglée se réduit a une quadrique.
Il a une importance particuliére par ce fait que nous avons maintenant deux
systemes de génératrices rectilignes au lieu d'un seul.

En matiére de caractéristiques, nous sommes ainsi amenés a la conclusion
suivante :

Iy a deux systémes de multiplicités caractéristigues du premier ordre
dans le cas et dans le seul cas ou I'équation F=0 est du type de MONGE-
AMPERE.

Nous allons déterminer ces caractéristiques en écrivant les systemes diffé-
rentiels correspondants. Le calcul a effectuer est simplement |a recherche des
génératrices rectilignes de la quadrique définie par I'équation (6). Ecrivons-la(*)

(Nr+ L)} (Nf+ H) — N%*+ 2KNs +~ MN — HL =0;
les termes hors des parenthéses Forment un trindme du second degré en s.

(*) GOURSAT, Coursd' Analyse mathématique, t. 111, p. 56.
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Nous pouvons donc, en décomposant ce trinome en un produit de deux
facteurs, mettre cette égquation sous la forme

) {Nr 4 L) (N 4+ H) — (Ns + @) (Ns + ¥} =0,
¢ et 1° étant, comme H, K, L, M, N, deux fonctions connues de x, y, z, p, Q.
Remarquons toutefois qu'elles peuvent étre imaginaires: ce sont les deux
racines de l'équation

34+ 2K3 4+ HL — MN = 0.

Sous la forme (7), nous avons immeédiatement les deux systémes de géné-

ratrices
Nr+ L=p(Ns+ 9), Nr = Lz p{Ns <+ 1),

®) N1+H:;{Ns+‘l‘), o ) Nr+u=i(Ns+:b);

il nous reste a écrire que la droite
rdx +-sdy=dp, sdrldy=dg
appartient a I'un de ces systemes. Pour qu'elle appartienne au premier

systeme, il faut et il suffit que I'on puisse déterminer i de maniére aavoir les
proportions

dx d dp __ d .
(10 T i A e
pour qu'elle appartienne au second systéme, il faut et il suffit qu'on puisse
déterminer . de maniére a avoir les proportions
dr _ dy _ dp _ d
thpNHﬂ;—gI"—p — B’
(le systéme (11) se déduit de (10) par permutation de ¢ et ¥°).
Si nous éliminons u entre les égquations (10), ou encore entre les équations
(11), nous obtenons respectivement les deux systémes
(10) 3 Ndp -+ Ldx + ¢ dy =0,
Ndg W dz+ Hdy =0,

(11)

et

. Ndp + Ldx 4 Wdy =0,

(ih 3qu+q>dx+ndy=o,
qui complétés chacun par I'équation dz == pdx -+ qdy, nous fournissent les
deux systémes de caractéristiques du premier ordre (%).

Signalons brievement les résultats suivants, d'ailleursintuitifs:

1° Chaque surface intégrale peut étre engendrée par une famille a un para-
metre de multiplicités caractéristiques du premier systéme ou par une
famille a un paramétre de multiplicités caractéristiques du second systeme.

2° Si I'on fait une transformation de contact

X=X 4.2 p 1) ey Q=0(x, 4,2, p, q),
() Tout ce calcul suppose essentiellement N 0. Lecas N = 0 et examiné au n° 285,
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notre équation qui se distingue par la propriété de posséder deux systémes
de multiplicités caractéristiques du premier ordre se transformera en une
autre équation jouissant de la méme propriété, donc en une nouvelle éguation
deMonge-Ampére.

Par ces propriétés, la théorie de ces équations spéciales se présente comme
un prolongement direct de la théorie des équations du premier ordre.

Insistons maintenant sur une différence essentielle.

Dans le cas des équations du premier ordre, les quatre fonctionsy, z, p, q
de la variable x vérifiaient, le long d'une multiplicité caractéristique, un
systeme comprenant I'éguation finie F=0 et trois équations différentielles.
Les multiplicités caractéristiques dépendaient donc de trois constantes.

Dans le cas actuel, entre les quatre fonctions y, z,p, q de x nous n‘avons
plus que trois équations. Ainsi donc, I'une de ces quatre fonctions peut étre
déterminée arbitrairement. Par suite, les multiplicités caractéristiques de
chague systéme dépendent d'une fonction arbitraire de x (ou plus générale-
ment, d'une fonction arbitraire de la variable choisie pour spécifier un élément
quelconque sur une multiplicité caractéristique déterminée).

285. Types particuliers d'équations de Monge-Ampere. — 1° 11 peut
d'abord arriver que, pour chaque systéme de valeurs X, y, z, p, ¢, notre
équation en r, s, t représente un cone. Les deux systémes de génératrices et
par suite aussi les deux systemes de multiplicités caractéristiques dégénérent
alors en un seul. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit quel'on ait

K+ MN-—~HL=0
(de maniere que ® = ¥).

Ce cas, dans lequel on dit que I'équation est du type parabolique, sépare
évidemment celui ou les multiplicités caractéristiques des deux systémes sont
réelles (type hyperbolique) et celui ou ces multiplicités sont imaginaires (type
elliptique) (Y.

2° Un autre cas digne d'attention est le casou N =0. La quadrique repré-
sentée par I'éguation donnée dans l'espace r, s, t se réduit alors aun plan.
Cependant, on trouve bien encore deux systémes de multiplicités caractéris-
tiques en écrivant que les équations
Hr+ 8Ks+ Li 5~ M =0,

rdx + sdy — dp =0,

sdx + idy — dqg =0,

sont dépendantes. Cette dépendance se traduit d'abord par lacondition (déter-
minant principal)

'H 2K L
de dy 0O =1,
0 dz dy

() L'éguation n'es pas nécessairement du méme type pour tous les déments de contact
d'ordre un qu'il soit posshble d'imaginer.
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ou
(12) Hdy? — 2Kdzdy + Ldz* =0,
ensuite par la condition (déterminant caractéristique)
H 2K —M
13 dz dy dp |=0;.
0 dx dg

de l'équation (12) on tirera deux valeurs possibles de g% ®)

(12) dy == adzx, (12") dy =pde,

a et B étant des fonctions connues de x, y, z, p, g. En portant I'une de ces
valeurs dans (13), nous aurons par exemple

(13) (H—2K) G —H 9Ly —o;

les équations (12") et (13") complétées par
(14) dz = pdx + qdy
définissent la premiéere famille de caractéristiques; on aurait la seconde en

changeant a en R3.
Un cas plus particulier encore est celui des éguations

Hr4-2Ks + Lt 4-M =0,

ou H, K et L sont des fonctions de x et y seuls. On peut, dans ce cas, intégrer
I'éguation (12).

286. Relation entre une intégrale intermédiair e éventuelle et les carac-
téristiqgues. — Soit une équation de MONGE-AMPERE choisie de fagon a
admettre une intégrale intermédiaire

(15) e[Alw, y, 2, p. q), Blx, g, z, p, )] =0
pour chaque choix de lafonction ¢, nous connaitrons donc une équation du
premier ordre dont les solutions satisferont & la proposée. D'aprées la maniére
méme dont nous avons défini les caractéristiques, il est clair quelesmultipli-
Cités caractéristiques de toute équation (15) seront aussi des multiplicités
caractéristiques de la proposée. On rend ainsi plus tangible, sur cet exemple,
I'intervention d'unefonction arbitraire dans les équations des caractéristiques.

Cela posg, il et intuitif (et nous I'admettons) que I'un des systémes de
multiplicités caractéristiques de I'équation étudiée sera épuisé par celles de
toutes les équations qu'on obtient en choisissant arbitrairement lafonction g.

() Si w et # sont rées, on auraencore une equanon du type hyperbolique,
a et — oonfondus parabolique,
a et B — imaginaires, — elliptique.
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On prévoit en outre que A et B seront deux intégrales premiéres du syséme*
différentiel qui définit ces caractéristiques : en effet toute caractéristique-
appartient a une infinité d'équations de la forme ¢ (A, B) =0, c'est-a-dire que
sur toute caractéristique A et B vérifient uneinfinité de relations, ce qui ne peut
évidemment arriver que si A et B restent constants sur cette caractéristique,
autrement dit si A et B sont des intégrales premieres du systéme différentiel
considéré.

On déduit de ces considérations la marche a suivre pour rechercher si une
équation de MONGE-AMPERE admet une intégrale intermédiaire dépendant d'une
fonction arbitraire : il faut pour cela et il suffit que I'un des systémes diffé-
rentiels qui définissent les caractéristiques admettent deux intégrales premieres

Ale, g, 7, p, gy =0, B(x, y, 2, p, g} =0C".
Lorsqu'il en est ainsi, I'intégration de I'équation proposée est ramenée a
celle de I'équation du premier ordre
B=4¢(A)

Sans insister davantage, nous allons montrer sur deux exemples comment
on cherche pratiquement adiriger I'intégration.

I. Intégrer I'égixation
rx? -+ Zexy + byt = 0.

_Dans l'egpece (1, s, t), cette équation représente un plan. On obtient les caractéris-
tiques en écrivant que la droite

rdz - sdy == dp,  sdx + tdy == dq
appartient a ce plan, ce qui donne les deux conditions
x2dy? — 2xydedy 4 yidx®— 0,
zidpdy + yidgdz =— 0.

La premiere se réduit a
xdy — ydx = 0.

[l n'y a donc qu'un systéme de caractéristiques (équation du type parabolique),

défini par les équations
wdy — ydz =0, wtdpdy + ytdgde =0,  dz — pdz — qdy == 0.
En tenant compte de la premiére on peut écrire la ssconde
adp +- ydg =0,
et ['on apercoit alors les deux combinaisons intégrables
dii::{), d{z — px —qy) =0,
L'équation proposée est donc équivalente a I'équation du premier ordre

z—m—w=¢(§)x
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ou figure une fonction arbitraire, . L'intégration de celte équation ne présente pas
de difficulté, mais on arrive plus vite au résultat en observant que I'équation

d(p-lniq)r:ﬁ

est aussi une combinaison intégrable du systéme différentiel des caractéristiques.
On peut donc écrire, 4 désignant une nouvelle fonction arbitraire,

p+Lg=4(l),

et par suite z=?(%)+x¢(.%),

On a ainsi, sousforme explicite, |'intégrale générale de I'équation proposée. Cette
équation, on le voit maintenant a posteriori, peut étre ramenée, par le changement
de variables

T=1u, ¥y =uvy

N ¥
a la forme 5‘J£=0’
dont l'intégration est immédiate.
I. Intégrer I'éguation
r{— 5t = pgs.

On obtient les caractéristiques en écrivant que, dans I'espace (r, s, t), la droite
rdx - sdy = dp, sda - tdy =dg
est située sur la quadrique

ri — % = pqs,
ce qui donne les deux systemes différentiels
dp=1  dg+ pydr=0, dg=0, dp~+ pgdy=0,
dz — pdxr — qdy = 0; ) dz — pdx — qdy = 0.

L'équation proposée est donc du type hyperbolique.
Chacun des systéemes ci-dessus fournit une intégrale intermédiaire dépendant d'une
fonction arbitraire, que nous écrirons sous la forme

logg - px=p0{ply, logp4qr=1qb(y).

Lorsque les deux systémes de caractéristiques supposés distincts fournissent chacun
une intégrale intermédiaire de cette sorte,

ul{r, y, oy pyq) =glvie, ¥, 7, p, Q) (T, ¥, 2, By 9) = [vi (2 ¥ 20 By )
on continue I'intégration de la fagon suivante. On pose
v=sz =8, w=ple), o =14B
au. moyen de ces quatre équations, on peut exprimer les variables X, y, z, p, g en
fonction dem, B et de I'une d'entre elles ou d'une autre variable auxiliaire. L'équation
dz — pdx — ydy =10

devient alors une équation a trois variables : on démontre qu'elle est complétement
intégrable. En adjoignant son intégrale aux quatre équations précédentes, on aura
un systéme de cing équations pour déterminer x, y, z, pet q en fonction de a et 3.
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Dans le cas présent, posons
p=u, g=f;

on aura xzet(uy—lgf_ﬁ, yzog{m__!Pg_!.
L'équationdz — pdx — qdy = 0 s'écrit alors
dz — ot () o — BHPIaR -+ 8B q 4 Iﬂéﬂdp —-‘:‘—“H‘g’ =0,
et il est clair que cette éguation est complétement intégrable. Pour avoir des formules
débarrassées de signes de quadrature, posons

By (o} == ¢'{a),  0,(8) =+ (B);
on aura finalement, pour I'intégrale générale,

z=¢(a)—Llogh  ¥=y®— jlogx,
7=y’ {) — ¢ (@} -+ B} (B) — 4(P1-1- loge log § — logap.

LAINE, Anal., I1. 19



EXERCICES SUR LE LIVRE V

1. Etant donnée une équation aux différentielles totales complétement intégrable
()] Péz 4 Qdy + ldr =10,

ol P, Q, R sont des fonctions homogenes de x, y, z, du méme degré d'homogénéité,
démontrer que |'expression

1
F= o Oy + Iz

est un facteur intégrant pour |'équation (1) & moins que P# =+ Q¥ -+ Rz ne soit nul. Dans ce
dernier cas les surfaces intégrales de I'équation (1) sont des cdnes qui s'obtiennent par
I'intégrationd'une équation différentielle du premier ordre.

Application. — Montrer que les courbes gauches définies par les équations

22+ y it Zyr® = b,

ou a est une constante donnée, a et b des parametres variables, sont les trajectoires
orthogonales d'une famille de surfaces, et trouver ces surfaces.
(Paris, épr. épr., 1° quest.)

2. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires, M un point d'une surface S,
T le point ou le plan tangent en M rencontre I'axe Oz,

1° Trouver |'équation des surfaces S telles que OM = OT.

2° Déterminer les surfaces S qui passent par I'hyperbole 2=1, 2yz =1.

3° Démontrer qu'il existe une infinité de surfaces S tangentes a un plan quelconque P,
et qu'il en existe une qui est tangente au plan P en tous les points d'une courbe.

On remarquera, pour I'intégration, que |'éguation aux dérivées partielles se décompose

en deux équations linéaires en p et q.
{Paris, épr. écr., 1° qued.)

3. Etant donnés trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz trouver les surfaces S telles que la
distance d'un point M au plan des xy soit égale a la distance du point O au plan tangent
en M. Montrer que les courbes caractéristiques situées sur une surface S sont les lignes
conjuguées des sections planes de cette surface par des plans paralleles au plan des xy.
Trouver les surfaces S passant par la circonférence r =k, %% -+ y¥=—= RA,

(Paris, épr. écr., 1 quest.)

4. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires, M un point d'une surface S,
N le point d'intersection de la normale en M avec le plan xOy. On demande de déterminer
les surfaces S telles que la longueur MN soit égale a la distance du point N a I'axe Oy.

Trouver les surfaces de cette espece qui passent par le cercle représenté par les deux
équations z =10, z? 4+ y&— 20 =1.

Démontrer que les caractéristiques sont des lignes de courbure des surfaces S et que la
seconde famille de lignes de courbure est formée de courbes planes dont le plan passe par
I'axe Qy.
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N. B. — Pour intégrer I'équation aux dérivées partielles des surfaces S, on pourra
commencer par démontrer que les caractéristiques sont des courbes planes dont les plans
sont paralléles a I'axe Oz.

(Paris, épr. écr., 1" quest.)
5. 1° Intégrer I'éguation aux dérivées partielles
(gy — p2) (= — y¥) + 2:(22 - yhy = 0.

2° Déterminer la fonction arbitraire d'intégration de maniére que les caractéristiques
forment une famille de lignes asymptotiques de la surface. Donner dans ce cas |a seconde
famille de ligues asymptotiques.

3° Les surfaces ainsi définies dépendent encore d'une constante arbitraire k. Déterminer
les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces (on se bornera a la projection sur

le plan des xy). )
{Alger, épr, écrite.)
6. Soit S I'enveloppe des spheres ®
{z—u)? 4+ (y— B+ 22 =RY,

ou a et B sont deux paramétres variables, et R une fonction positive de a et 3

1° En un point M ou la sphére Z, correspondant aux valeurs a, 3 des paramétres, touche S,
on méne la normale qui rencontre les plans de coordonnées xOy, yOz et zOx aux points
A, B,C respectivement.

On demande d'exprimer B, AC au moyen dea, B, §, %, Ces segments étant comptés
positivement dans le sens de A versM.

2° Démontrer qu'on peut toujours déterminer par une quadrature toutes les surfaces S
telles qu'il existe ontre les segments a8 et At et R unerelation donnée de forme arbitraire

F(AB, AC, K)=0.

3° On demande &' quelles conditions doivent satisfaire les deux fonctions g (R) et $(R)
pour qu'il existe une surface S telle que les segments AB et AT vérifient les deux relations

AB=p(R), AC= (i)
4° Déterminer les surfaces S pour lesquelles on a
AC=HN-+a, A =m{H 4 a),

a et m étant des constantes données, et indiquer un mode de génération de ces surfaces.
(Paris, épr. écr., I quest.)

7. Lanormale MP en un point M d'une surface rencontre le plan xOy en P. 1° Déterminer
les surfaces S telles que MP=OP. 2° Ligues de courbure de ces surfaces. 3° Montrer que,
s l'on choisit une surface S particuliére, le point P décrit une courbe du plan des xy,
déterminer la surface de telle sorte que cette courbe ait pour équation x = Iogé/.

Alger, épr. écr., 2° quest.)

8. Intégrer I'équation .

PV |
zp 4+ dyg = i;;-

Chercher les surfaces intégrales de cette équation sur lesquelles les caractéristiques sont
les lignes asymptotiques. )

Plus généralement on considere I'équation

zp ~+ dyg = f(z, ),
ou f(x, y) est une fonction donnée de x et y. A quelle condition doit satisfaire f pour que
ette derniére équation admette une famille de surfaces intégrales dépendant d'un para-
metre variable et telles que les caractéristiques soient des lignes asymptotiques pour ces

surfaces. Montrer que, si la condition est remplie, la famille de surfaces s'obtiendra par
les quadratures.

(Bordeaux, épr. écr., 2° quest.)
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9. 1° Déterminer les fonctions u(x, y) telles que | ' ldz+udy} i tune

-1
e X —————y—
P ¥yl +ul
différentielle exacte.

2° Lafonction u est définie par une relation implicite ¥(x, y, u) =0 dépendant d'une
fonction arbitraire . Montrer que, quelle que soit cette fonction e, les courbes intégrales
de I'équationdifférentielle

B :T’;——-u(w. n

sont des circonférences (C) ayant leurs centres sur I'axe Ox. En déduire I'intégrale géné
rale do I'équation (E) et montrer que les trgjectoires orthogonales sobtiennent par une
quadrature. (On suppose les axes de coordonnées rectangulaires.)
3° Achever les calculs en choisissant d'abord la fonction arbitraire de fagon que I'on ait
u—o0 le long de la parabole y2 = 2.
(Paris, épr. écr., 1" quest.)

10. Soient Ox, Ov, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires, et D une droite du plan
des xy parallele a Ox, représentée par les équations z=0, y — h.

D'un point quelconque M de I'espace on abaisse la perpendiculaire MP sur D et la perpen-
diculaire MQ sur Oz. On demande I'éguation générale des surfaces S telles que le plan
tangent en un point quelconque M de I'une d'elles soit paralléle a la droite PQ corres-
pondante.

Démontrer qu'il existe une infinité de surfaces de cette espéce, dépendant de deux
constantes arbitraires, qui sont des surfaces développables.

Trouver la relation qui lie les coefficients angulaires du plan tangent a I'une de ces
développables. Pout-on choisir les constantes dont dépendent ces surfaces développables
de facon que l'aréte de rebroussement soit une hélice?

(Paris, épr. écr., 1 quest.)

11. On considere la famille de surfaces S représentées, en coordonnées rectangulaires,

par |'éguation
2{xd 4y + 23+ Oyt =1,
ou C désigne une constante arbitraire.

On demande I'équation des surfaces qui coupent orthogonalement en chacun de leurs
points la surface S qui pesse par ce point. Démontrer qu'il existe une famille de sphéres S,,
dépendant d'un parametre, qui satisfait a celte condition. Il existe une autre famille de
surfaces S, formant avec les surfaces S et S; un systéme triplement orthogonal : trouver
cette famille de surfaces S,.

(Paris, épr. écr., | " © quest.)

12. On considére les cones donnés en coordonnées rectangulaires par |'équation
(z—zlt -+l —yot= (b + 23y — 1),

dans laquelle xo et y, sont deux paramétres :

1° On demande de former I'équation aux dérivées partielles du premier ordre E qui
admet ces cones pour surfaces intégrales.

2° Effectuer le changement de variables et de fonction défini par les relations

X=p. Y=n. L=px 4+qr—z

et former ainsi I'équation aux dérivées partielles du premier ordre E; qui définit Z comme
fonction de X et Y.
_ 3° Expliquer pourquoi E; se décompose en deux équations lineaires, et intégrer ces deux
équations.

(Paris, épr. écr., | " © quest.)

13. 1° Etant donnée I'expression
6 Pz, y, 242+ Qlx 7, By + Riz, 1, 2)dz,
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ou P, Q, R sont trois fonctions connues de &, y, z, démontrer qu'il existe une infinité de
fonctions f(x, y) des variables x ety telles que, si I'on remplace, dans I'expression (1),
z par f(x, y) et dz par df, on obtient une différentielle exacte. Expliquer comment on
peut,arriver ala condition a laquelle doit satisfaire la fonction f en appliquant la formule
de Stokes a une courbe fermée située sur la surface S représentée par |'équation z = f(x, y).

2° Si f(x, y) = C et une solution du probléme quelle que soit la constante C, toutes les
autres solutions s'obtiennent par une quadrature.

3° Lorsque |'égquation

2 Pdz + Qdy 4+ Rdz =0

Y
est complétement intégrable, toutes les surfaces S se déterminent sans aucune intégration
quand on connalt I'intégrale générale F (x,, y, 2) = C* de I'équation (2).
4° Déterminer les surfaces S dans le cas particulier ou I'on a

P = 2z{yt — % — fzyz, Q ==yt 4 Jzly? — ), =0,

et prouver que ces surfaces S sont engendrées par des courbes I* qui coupent orthogona-
lement une famille de surfaces £ dont on demande I'équation (les axes de coordonnées sont
supposts rectangulaires). Indiquer une représentation paramétrique des courbes 1°

(Paris, épr. écr., 1" quest.)

14. Soit, en axes rectangulaires, xy = az |'équation d'un paraboloide hyperbolique. D'un
point M (x;,y, 2) on abaisse une droite D perpendiculaire sur le plan polaire du point M
par rapport au paraboloide. Quelle est I'équation aux dérivées partielles des surfaces S
telles que s M est un point de I'une quelconque de ces surfaces S, le plan tangent 11 en M
a S contienne la droite D correspondant a M. Intégrer celte équation. Courbes caractéris-
tiques. Déterminer la surface intégrale de fa{on u'elle contienne la droite x+y=1,
z= b(x —y) (b const.). Lignes asymptotiques de la surface particuliére ainsi obtenue.

(Lyon, épr. écr.)

15. Soient p et g les dérivées partielles premiéres d'une fonction z des variables x et y,
P, Q celles de la fonction Z de X et Y qu'on déduit de la précédente en posant

xt =X, r=y, 22==Z,

Evaluer p, q en fonction de P, Q, X, Y, Z. Appliquer cette transformation & |'équation
aux dérivées partielles

® xy1{z — px — qyP = py.

Soit (E) I'équation transformée, qui appartient a un type classique. Intégrer cette équa-
tion, montrer qu'elle admet une intégrale singuliére, indiquer comment sont constituées
les multiplicités caractéristiques. En déduire'les résultats correspondants dans I'étude de (€).

Faire I'étude directe de I'éguation (€) en montrant d'abord qu'elle possde certaines
surfaces intégrales du second ordre

LN

AT ETeT
ou A, B, C sont des constantes choisies de maniére a satisfaire a une relation de forme
convenable F(A, B, C)=0.

Ecrire le systéme diffrerentiel qui définit les multiplicités caractéristiques de (€). Intégrer
ce systéme.

(Poitiers, épr. th.)

16. 1. — Soient dansun plan deux axes rectangulaires Ga, Oy. On donne une fonction
a(x, y), définie et continue ainsi que ses dérivees premiéres a l'intérieur d'une courbe
fermée sans point double T

Soit C une courbe fermée sans point double quelconque, intérieure a I'; un sens positif
et une origine des arcs ayant été choisis sur C, on désigne par s l'abscisse curviligne d'un
point P(x;, y) du contour G et par V I'angle de la demi-tangente positive en P et de [a demi-
droite PU dont I'angle avec Ox est u(x, y) :
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1° Transformer l'intégrale curvili 1-f>sv ds en une intégrale double étendue a

I'intérieur du contour C (on précisera le sens de parcours adopté dans I'intégration le long
du contour);

2° Comment faut-il choisir lafonction u- Pour que | soit nulle quelle que soit C?Que peut-
on dire alors des lignes qui en chacun de leurs points M sont tangentes a la direction MU
correspondant & ce point;

3° u étant définie par I'égquation implicite

reine—ycosa=|I,

et C étant une courbe fermée sans point double quelconque, telle que les directions PU,
PU, correspondant & I'un quelconque de ses points soient réelles et distinctes, on appelle
PU I'une des directions PU; PU,, et I'on suppose que les diverses positions de PU forment

une suite continue lorsque P parcourt C. Calculer |'intégrale curwhgnefmﬂds

I | . — Etant donnés un cylindre de révolution indéfini et un point A de sa surface S, on
considére toutes les hélices tracées sur S et passant par A.

1° Démontrer gue toutes les tangentes (D) de toutes ces hélices peuvent étre considérées
comme les normales d'une méme surface Xz

2° Déterminer les lignes de courbure de £ et les rayons de courbure principaux en un
point M de x;

3° Soient G une courbe fermée sans point double, dont tous les points sont extérieurs au
cylindre donng, V l'angle de la tangente & G en un de ses points avec une droite (D)
passant par P; on suppose que lorsque P décrit une fois d'une maniere continue le contour
G a partir d'une position initiale Py, (D) varie d'une maniére continue (avec discontinuité

éventuelle en Py). Calculer feos\’ds

N. B. — Les deux questions sont indépendantes |'une de I'autre. Cependant il est recom-
mandé de netraiter la troisieme partie de Il qu'aprées avoir traité | en entier.

(Grenoble, épr. th.)

17. Soient OX, %Oz trois axes de coordonnées rectangulaires. Former I'équation aux
dérivées partielles des surfaces S telles que e point 0 soit équidistant d'un point quelconque
M de I'une des surfaces S et du point d'intersection de la normale en M a la surface S avec
le plan xQy. Trouver et définir géométriquement une intégrale compléte. Intégrer le sys
téme différentiel des caractéristiques et les définir géométriquement. Une courbe caracté-
ristique peut-elle ére ligne asymptotique ou ligne de courbure d'une surface S.

(Lille, épr. écr., 2° quest.)

18. On considére un systéme d'axes rectangulaires.
é° Vérifier que les surfaces intégrales S de |'équation aux dérivées partielles(E) du premier
ordre
-+ p*+ g} {by —ez) — (p& - gy — 2} [plb =~ 7} — g2 —2)} = 0
jouissent de la propriété suivante : sur une surface S, le3 courbes C le long desquelles le

plan tangent & S demeuro & une distance constante de I' origine sont aussi les courbes de
contact cones circonscrits a S ayant leurs sommets sur la droite D

r=a, y=b,
2° Montrer, sans calculs, que |'équation (E) admet comme intégrale compléte une famille
de cones ayant leurs sommets sur D et que les courbes C relatives a toutes les surfaces inté-

grales de (E) sont les courbesd'un complexe. Achever I'intégration de (E). Qu« peut-on dire
encore des courbes G?

3° Transformer I'équation (E) par la traasformation définie par les relations
#=p, yY=q, =prgr—z
La nouvelle équation (E') que I'on obtient ainsi est linéaire. Intégrer (E') et montrer quelle
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est la relation géométrique entre la congruence caractéristique de cette équation et I'intégrale

complete de (E) précédemment trouvée.
(Dijon, épr. th)

19. On donne un plan P et dans ce plan une droite xx. Soient une surface S, un point
quelconque M pris sur S, lanormaleen M, M1, limitée au point de rencontre | avec P, et la
perpendiculaire IH sur xx.

On demande de trouver les surfaces S tellesque MI =111.

On est conduit a une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Des considérations
géométriques simples permettent d'avoir une intégrale compléte. Pour |'obtenir par le
calcul, il seracommode de prendre une nouvelle fonction z' définie par # == x#* 4 ¥ 4 %,

Caractéristiques et développables caractéristiques.

Intégrale générale. Y a-t-il une intégrale singuliére?

Surface intégrale passant par la parabole

Jf_=k, —2or—v=0

(k, u et v sont des constantes).
Surface intégrale inscrite dans la surface

Iy(at ) dt ey =0;

courbe de contact.
Nota. — On prendra des axes rectangulaires, |'axe des y dans le plan P.
(Nancy, épr. écr., 2° quest.)

20. On considére I'équation aux dérivées partielles

iz

2
(B Py =Sy, 2) (p=5§- =5 0=t q‘)'

1° Montrer que sur chaque surface intégrale de (E) les courbes conjuguées des courbes
caractéristiques sont situées dans des plans paralleles.

2° Déterminer la fonction /(v, z) de maniéere que les courbes caractéristiques de (E) soient
des lignes asymptotiques des surfaces intégrales. On trouvera pour (E) deux formes pos-
sibles : la premiere (E;) renfermeraz sous une forme simple; pour la seconde (E;) on trouvera

Sfio, =V p(:),

ou Y(v) est une fonction bien déterminée de v et 3 (2 une fonction arbitraire de z.

3° Indiquer une intégrale compléte de (E;); faire connaitre une propriété géométrique des
cones circonscrits aux surfaces intégrales de (E,) et ayant leurs sommets sur Oz

4° Choisir u(2 de maniére que I'équation (E;) correspondante posséde une infinité de
surfaces intégrales S dépendant d'un parametre arbitraire et qui soient toutes des hélicoides
d'axe Oz et de mdme pas.

5° Calculer la courbure totale de S en un point M situé a une distance r de Oz

(Poitiers, épr. th., 1 quest.)

21. 0x, Oy, Oz étant trois axes rectangulaires, a un point M de coordonnées (x, y, z) on
fait correspondre le plan P représenté par |I'équation

YE—z 2 (Y —y+kiz, {2 —2)=0,

k ne dépendant que de x et y. Soit I' une courbe gauche telle que le plan osculateur en
I'un quelconque de ses points coincide avec le plan P associé a ce point, et soit y la projec-
tion de E sur le plan xOy.

1° La fonction k(x, y) étant supposée donnée, former |'équation différentielle alaquelle
satisfont les courbes y. (On vérifiera que par un point quelconque du plan xOy passent deux
courbes ¥, soient ¥, et y,).

2° Déerminer la fonction k(x, y) de maniére qu'il existe des surfaces S dont toutes les
lignes asymptotiques soient des courbes I'. Cela fait :

a. Trouver les surfaces S pour lesquelles les courbes y, et y; soient constamment con-
fondues.
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b. Trouver les surfaces S développables.
gTraiter a et b indépendamment |'un de I'autre.)

° Détermine- k(x, y) de maniére que +, €t ¥, soient constamment orthogonales; en par-,
ticulier, de maniére que les courbesy, soient des cercles de centre O et les courbes v,
leurs diamétres.

(Poitiers, épr. écr., 1 quest.)

22. Soient
X=db+e, Y=}

les équations d'une droite en coordonnées cartésiennes rectangulaires.
1° Montrer qu'il existe pour tous les complexes

==afla, b} +gle, 5},
quelles que soient les fonctions arbitraires f et g, des surfaces développables dont les nor-
males appartiennent au complexe.
2° Comment pourrait-on déterminer ces surfaces développables?
3° Trouver les surfaces développables dont les normales appartiennent au complexe

,G_E__b.“_j:_i = const.

N

4° Trouver toutes les surfaces S dont les normales appartiennent au complexe précédent.
[On transformera, & défaut d'autre méthode, I'équation aux dérivées partielles des surfaces
Senintroduisant, au lieu des coordonnées cartésiennes (x, y), les coordonnées polaires{g, w].
5° Montrer que ces surfaces S sont égales aux surfaces qui leur sont paralléles. Que peut-
on en conclure relativement a leurs lignes de courbure?
(Toulouse, épr.th.)
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1. On considére :

1° une fonction f(z2) méromorphe al'intérieur d'un contour simple C et ne sannulant pas
sur G;

2° unefonction g (z) holomorphe al'intérieur de C et sur le contour [ui-méme.

Démontrer que les pdles de lafonction {;L:}q:[:) a l'intérieur de G sont les z&os et les
pbles de f(z). En déduire la formule suivante, due & CAUCHY,

f (zJ v(:ldz =Ympla) — Eapis),

ou a, est un zéo d'ordre m et fa un pdle d'ordre n, la sommation étant étendue a tous les
zé&ros et a tous les poles def(z) intérieurs au contour C.

2. Démontrer que les zéros d'une fonction holomorphe sont isolés, c'est-a-dire qu'il existe-
un nombre r >0 tel que le cercle de rayon r ayant pour centre I'un quelconque des zé&os
de la fonction laisse tous les autres a I'extérieur.

En déduire qu'une fonction méromorphe dans une région finie du plan n'y possade qu'un
nombre Uni de z&os et do poles.

3. Démontrer que si f(z) est une fonction entiére qui ne Sannule pour aucune valeur
dez ona
fﬂ] —_ e(:(:}'

G(2) désignant une autre fonction entiére.

4. Démontrer qu'une fonctionf(z), méromorphe dans tout le plan, et pour laquelle le-
point a I'infini est un pdle ou un point ordinaire, se réduit a une fraction rationnelle. (On
établira d'abord que les pbles de f(z) sont en nombre limité.)

5. Considérons une suite illimitée
gy O3y wvvy By sas
telle que la sér (alﬂ)o i t absolument convergente, et une seconde suite
TV FURY TR
dont tous les termes sont inférieurs en module & un nombre fini. Démonlrer que la série

de terme gén e}--i‘-- st absolument et uniformément convergente dans tout domaine
I
ne contenant aucun des points a, ces points étant supposés isolés.

') Ces exercices sont spécialement destinés aux candidats & I'Agrégation. On y trouverai
en particulier les éléments de la théorie des fonctions elliptiques.
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Plus généralement, associons & chaque point a, un développement de la forme

Al At A"
:—a“+lz— }‘+ +(z—ﬂu}“'

R« (.‘,') =

tel que :

1°lesmodules i A¥| forment un ensemble borné;

2° le nombre des fractions élémentaires qui figurent dans chacun des développements
R,(2) soit inférieur a un entier déterminé.

Démontrer qu'a tout développement R,(2), Pour lequel a. 70, on peut faire correspondre
un polynome Pv(2) de degré v —1 tel que |a Série {Rn(z) — P.{}] Soit absolument et uni-
formément convergente dans tout domaine ne contenant aucun des points &.

En deduire qu'il existe une fonction f(z), méromorphe dans tout le plan, admettant pour
Fola les points g avec les parties principales Ri(2) (théoréme de MITTAG-LEFFLER). Former

expression la plus générale de la fonction f(z).

6. Soit f(z) une fonction entiére dont les zéros
LT Bty =2y
d'ordres
Elpy &yy Ely many

respectivement, forment une suite illimitée. Démontrer qu'a tout nombre a, on peut faire
correspondre un entier positif v tel que la série

Femt
zﬂll(—_"“+"+ . 'l"'—)

" & dn au a4,

soit absolument et uniformeément convergente dans tout domaine ne contenant aucun point
an. En déduire (théoréme de WEIERSTRASS) qu'on peut exprimer f(z) au moyen d'un produit
infini de la forme

av

m waf T 2
T 24w (u.. [LH i
flzy=:te ::131(' a. ) € *

T

G(2) désignant une fonction entiére.
[On posera f{z) == z™g{z}, (=) désignant une fonction entiére non nulle al'origine, puis,

apres avoir appliqué le théoreme de MITTAG-LEFFLER a la fonction méromorphe “’Tz}) on

calculeral'intégralef %dz].
[1] e

7. Soient «, &, v trois coefficients réels tels que
a>>0, B2 — ey < 0.
On considere la série double S; de terme général

f
{xmi + 20m m, <+ ymi)?'

ou I'on donne & m; et m, toutes les valeurs entiéres, positives ou négatives, a I'exclusion

de la seule comblnalson my=0, m,==0, p désignant un nombre positif. Montrer que le
my i+ "‘z

ahil - 2B My + ymd

rapport reste borné : on peut donc, au point de vue de la convergence,

)

remplacer |'étude de la série S; par celle de la s [m] En déduire que la
série S est convergente ponr p = 1, divergente pour p<g \.
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Soient alors w, etew, deux constantes telles que%1 ne soit pas un nombre réel. On pose
2
w=2my -+ 2Myw,

Démontrer que la série double E’ % est convergente pour # >=2 (I'accent indiquant que

I'on exclut de la sommation la seule combinaison my == 0, m;==0). En déduire la conver-
gence des séries

’ 1 1 ’ i 1 [H
3atm-al Tlterard)

oy 1

{1 -2)eF 5,

u désignant une variable complexe. Montrer que séries et produit infinis sont uniformément
convergents dans tout domaine de variation de u ne contenant aucun des points w.

et du produit infini

8. Soient Ox un axe orienté quelconque, a et b deux longueurs données. On considére
tous les points dabscisses mya + m,b, m, €t m, désignant deux entiers positifs au plus
égaux a n. Démontrer qu'on peut prendre n as¥z %rand pour que, e étant une longueur
arbitrairement petite, deux au moins des points obtenus soient distants d'une longueur
inférieure ae.

En déduire que toute fonction analytique uniforme qui admet deux périodes distinctes,
2w, et 2w, dont le rapport est un nombre réel, se réduit nécessairement & une conslante.
(On dit que n périodes données Zw,, 2wy, ..., 2w SONt distinctes s'il est impossible de
résoudre en nombres entiers non tous nuls |'équation

Fyey - Tytwg 4 e A+ T = (L)

Démontrer de méme que toute fonction analytique uniforme qui admet plus de deux
périodes distinctes se réduit nécessairement a une constante.

9. On nomme fonction elliptique toute fonction méromorphe doublement périodique.

Soient 2w, €t 2w, les périodes d'une fonction elliptique/(M), A et B les affixesde 2w, et
2w,, enfin OABC le parallélogramme construit sur OA et OR. Nous supposerons constam-
ment dans la suite que le contour OABC est décrit dans le sens direct, ce qui ne restreint
Pas_lagénéralité : OABC est gppel€ parallélogramme des périodes. Lorsque u decrit le domaine
imité par co parallélogramme, f(u) prend toutes les valeurs qu'elle peut acquérir.

Démontrer :

1° que la somme des résidus relatifs aux pdles de f(u) compris dans un parallélogramme
des périodes est nulle;

2° que dans tout parallélogramme des périodes le nombre des zéros est égal au nombre
des pdles, chacun étant compté avec son degré de multiplicité; ce nombre est I'ordre de/(u);

3° que dans tout parallélogramme des périodes, la somme des zéros edt égale a celle des
pdles a une période prés (pour les 2° et 3°, appliquer la formule de CAUCHY, exercice 1);

4° qu'une fonction elliptique entiére se réduit a une constante : en deduire qu'une fonc-
tion elliptique est déterminée, a un facteur constant pres, par ses périodes, ses poles et s
z&os (donnés avec leur degré de multiplicité), ou encore, & une constante additive prés,
par ses périodes et ses pdles donnés avec leur partie principale.

10. On pose )
RN RO S T |
PE= {u—w?
(exorcice 7), ou la sommation est éendue aux valeurs de w telles que
W= 2my my - My ey,
w; et w, désignant deux constantes dont le rapport n'est pas un nombre réel. Démontrer :

1° que pu est une fonction elliptique d'ordre 2, admettant les périodes 2w, et 2w, €t
ayant comme poles doubles tous les points w;



300 EXERCICES COMPLEMENTAIRES
2° que I'on a, au voisinage de I'origine, un développement de la forme

Ju:hl—,+c1u2+c2u‘+ veir

ou c,=az'u%, 0= 52’»’— le développement ne contenant que des puissances paires de u;

wi?
3° qued I'on pose _
A . fa= 2001.\ 1= 28C2,
on a identiquement
Hlra=d e —g, pu—gy

et que tous les coefficients du développement de pu sont des polynomes en g, et gg;

4° quesd I'on pose

oy = wy = wy =),
Jhany = ¢y, Hug =8y, Sy = 0.

les nombres e,, e, & sont les racines de I'équation

e gyr — gy ==,

11. Conservant les mémes notations, on pose

§u=!+2'(—i-—-+l

u
a Frypmys E’*’F—')‘ d'oll Vu=— _su.

Démontrer :

1° que les différences
sont - constantes;

2' ques I'on pose Tog=1r;, Cwg=rwy  Lg==ny
on a lesrelations

L8 2q) - Cu,  L(2 - Zwy) — Gu

f-'ef.r"-'rﬁg=r-—;-i- by =0,
12. On poe
iy S
cu=ull'(l—l—")ew Wt lw=2myw + 2mg )

Démontrer que le produit infini es uniformément convergent dans tout le plan : ou et
donc une fonction entiére. Vérifier les relations

% logosu==1u, el 4 2wy ) = e Tlutnlgn, gl - 2w,) = o= Vldtml gy,
ol =, e w; SNt les constantes précédemment définies.
13. On considére I'équation différentielle
(B) (%ﬁ)g =*3a_— Fat — I
Soient e, e, & les racines, supposées distinctes, de I'éguation

2 —g,2—gy,=0,
les points e, & e éant numérotés dans l'ordre des arguments croissants (compris
entreO et 2#).
Démontrer que I'équation (E) admet comme intégrale particuliére une fonction ellip-
tique #u ayant pour périodes

2!01=2fl ——-—-———‘dz il 2‘-"2=2 Im“—gL_"
LH \-{l‘:n'—glz_ga £y v_: —#F—h
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14. On considere une fonction elliptique/(u), de periodes 2, €t 2w,. Soienta,'d, ..., 1
les poles, ay, by, ..., ; les z&o0s situes dans un parallélogramme ds périodes : on a
(exercice 9, 3°)

ab4 ., l=g b+ 4,
ou w est une période. Démontrer la formule de JACOBI

prla—g)e{g—b) . sfa— 1 — )
flo=C Gl —a).,, iU -1}

ou C est une constante convenablement choisie.
Soient d'aulre port

les parties principales de f(u) au voisinage des poles &, b, ... &£ Démontrer la formule
dHERMITR
{— 1=t

fy=C0+Au—a—AY{p—a) +... —t—{Tt-;—ﬂ—!J\ut[“—-lJ(u——n)
4 Byt —b— ...

Cette formule, anaogue a celle qui donne la décomposition d'une fraction rationnelle
en ééments simples, permet de calculer I'intégraleff(u)du.
Soit eufln, toujours avec les mémes notations, 6 une constante telle que
bdas4-b4+ ... +1=1

On tire de la formule do JACOBI
Flu)= c“(u =) atg — 1§ —wislu — 6 : rle—at . ol fhala —6),

ity gty
en appliquant a chacune des deux fractions ci-dessus la formule dHERMITE, montrer qu'on
peut ecrire
flay= Cg,_._J. Bl pi—+ By P+, 4 [j,,.pf.n—l}u_
& g PE Ay R e
En déduire que toute fonction elliptique peut se mettre sous la forme

Slu) = R{ pu) -+ o uR(( pu),

R et R, étant des fractions rationnelles.

15. Formules dac ™~ Tttt ol ymfe—v)
gtuny '
Lo+ 0) = Lu Lo g LAY,
JHI “—J’U

S =

i ra 2
.P(U+U’+.F5+J"u=i(&ﬂ) .
S =

16. Considérons une cubique plane sans point double, admettant I'origine pour point
dinflexion et tangente en ce point & l'axe des x. Montrer qu'on E)eut déterminer quatre
constantes ¥, . M et n et une fonction elliptique & telles que les coordonnées x ety
d'un point de 1a cubique s'expriment au moyen du paramétre u par les formules

m pt- R i
T=—F—= . ¥ = '
Fo+hpt 4 p S pe4p
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Plus généralement, les équations
x__dl‘_plt+51’p'u+q‘ _ @y put-by plud-cy
T apu+bpate T purb pute
ou pa est une fonction elliptique aux périodes 2w et Zwg, définissent une cubique plane.
1° Pour que trois points #,, #, €t u; de cette cubique soient alignés, il faut et il suffit que
by -+ dg - g ==,

kLl

w désignant une période. ) ] ] ]
2° Pour que SiX pointsay, by, ... u, de la cubique appartiennent a une conique, il faut
et il suffit que I'on ait
By = Uy~ 2. =l T WL
3° Trois tangentes a la cubique dont les points de contact sont alignés coupent la cubigue
en trois autres points alignés. ] ] ]
4° La cubique a neuf points d'inflexion déterminés par I'éguation
__ 2ty - myug,
o= 3 1
0es points sont alignés trois a trois. .
5° D'un point pris sur la cubique on peut lui mener quatre tangentes (autres que la tan-
gente au point considéré). La droite qui passe par deux des points de contact et celle qui
passe par les deux autres se coupent sur la cubique.

17. On désigne par sn u l'intégrale de I'éguation différentielle
(g.;)g = (- K2 ()

qui prend la valeur z&o pour u=0.
1° Démontrer que si _pu est la fonction elliptique pour laquelle les constantes ey, e, ¢,
précédemment définies ont les valeurs

12 { —3ja 2
t) = — T &, = — T £y = s

on a
1

\‘Il)u i—e )
2° Exprimer sn u au moyen des fonctions «, et vérifier que c'est une fonction uniforme.
3° Former |'expression des périodes de sn u en fonction du module k. Vérifier que s le
module est réel, I'une des périodes est réelle et 'autre purement imaginaire.

4° Déterminer les z&os et les pbles de sn u situés dans un parallélogramme des périodes.
5° Etudier de méme les fonctions elliptiques en u et dn u définies par les relations

BO I =

en o= y/T —any, {fend=+41),
dn a= VT =% snu, (Ao 0 =+ 1).
6° Etablir les formules
%(snu):cnu dawu, %{cnu)x'—snaduu,

%l(dnu) =—Ilsnuenv.

18. On considére (%) les intégrales

2 /M pde »
;I [t f“‘ nedo

qui ont une valeur indépendante de I'entier positif n. Faire un graphique montrant pour
chacune de ces intégrales la disposition des aires (égales) qu'elles mesurent. Lorsque & croit

() Les exercices 18 & 32 ont éé rédigés par M. BOULIGAND.
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indéfiniment, on peut dire schématiquement qu'un élément de ces intégrales (celui qui
correspond a x = 0) devient infini, tous les autres s'annulant.

Cela posg, soit f(x) une fonction guelconque continue pour x = 0. Déduire du théoreme
de la moyenne, les formules

2 f £ 22 = r,
2 [ fioemmatz = £(0).

Plus généralement, soit k(x, n) une fonction positive telle que I'intégrale

&
f ke{z, n)dz
0

tende vers 1 quand n croit indéfiniment, dans les mdmes conditions [c'est-a-dire k(x, n) tend
vers 0 pour x non nul, k (0, n) croit indéfiniment]. Prouver que si f(x) est continue pour
x=0,0n a

h
2 [ p@kie, nde = .
19. On considére une fonction f(x) bornée dans I'intervalle (0, 2x) et no présentant dans

cet intervalle qu'un nombre fini de points de discontinuité de premiére espéce. On déter-
mine les coefficients de la série de FOURIER attachés a cette fonction, soient

In o, PEd
a°=11r£ fitydt, a;.:il/: Sit) cosntde, bn:%‘f f{t) sinnatdt

et on pose
. 1 ) _
B (o} = 50 + 2, 0058, + by 8in®; + ... -+ au COIAT, + bn sin 0L,
i i : ain2at
Transfor sind+sindt+ ... +sinl2n — =77 ules

-

Sy 48, 4. +‘-«n__i 2 f{xn+ ’!}~|—f(z,.—-—2t) ﬂ'n?‘—!d

n T . sind ¢ .

Montrer que, Si n croit indéfiniment, le second membre tend vers
L@y + 0]+ fizg — 1)
a

LELm 18). Notar— TN T T a7t e ffly = fi{2m), on a, pour
o) =lim J_téﬂ‘__ﬁl_ :

Dés lors, si la série de FOURIBR converge, sa somme (qui coincide nécessairement avec
la limite ci-dessus) est égale a la fonction f(x). Sinon, il existe un procédé permanent de
sommation consistant a former la moyenne précédente, laquelle tend bien vers f{x).

(FEJER.)

20. Soit la fonction (g} continue et uniforme sur le cercle trigonométrique, 0 servant a

désigner I'abscisse angulaire d'un point de ce cercle. Montrer que la fonction

i ™ P—r
vie, °]=§Ej: SO = cos{l — g} 18 de
est développable suivant les puissances croissantes de r pour r< 1, et que I'on a

Yir, 0) = 92?+r{a1coﬂ + by simb)+ ... -+ rifan cosnd -+ b sinng) 4 ...,
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ou les &, b, sont les coefficients de FOURIER attachés (comme précédemment) & f(0). En
déduire la relation

30
(i) iﬁ [V(r,a)}*dﬂ="§+r’(a5+b§1+---+r*'=(==3\+6,';)+---

On suppose qu'on fasse tendre r vers | (par valeurs inférieures). En remarquant que
pour f=1, onaauss V==1, el notant qu'on peut appliquer les résultats acquis relative-
ment aux intégrales singuliéres (exercice n° 19), prouver que I'on a

lim V(r, & =f6),

la limite étant atteinte uniformément dans I'ensemble de toutes les valeurs de 6
(B 05 2m) (1),

En forn = a 48
f [f((l)—-—.f--ﬂil‘eqsﬁ—bisinfj-—...-~-¢ni:08i'lﬁ—5usil'lnﬂl de,
]

prouver que la série entiére en r au second membre de (1) converge encore pour r= 1. En
remarquant que les deux membres de (1) sont des fonctions croissantes de r, reconnaitre la
convergence uniforme pour 0<; r < 1 etjustifier par elle I'égalité limite résultant de (1).

N. B. — L'éléeve ayant fait les problemes 19 et 20 sera en possesson d'une véritable
théorie du développement des fonctions continues en série trigonométrique. 11 sait (d'aprés
19) que la série attachée a une fonction continue f(0) est toujours, sinon convergente, du moins
sommable par un processus de moyenne. D'autre part, il sait, d'apres 20, que I'intégrale

f-- [f(ﬁ) - ?29_ g €086 —- b, 8inG— ... - av COBRH — by sinrﬂ]zdb
-]

tend vers zé&ro. De ce fait, on ne pourrait conclure que la quantité sous le signe somme
tend vers zéro (car sa limite n'est pas en général une fonction continue do 6) : ce qu'on
peut dire, cest qu'elle tend vers z&ro presque partout, c'est-a-dire exception faite d'un
ensemble de points, enfermable dans un systéme de segments de longueur totale arbitrai-
rement petite. Donc, la série de FOURIER converge presque partout; la ou elle converge elle
représente f(0), 1a ou elle ne converge pas, rien n'est perdu, car elle est encore sommable.

21. Soient X,, X; ... Xu des fonctions, linéairement indépendantes, de x seul,
Yy, Yz ... Ya des fonctions, linéairement indépendantes, de y seul, et continues (ou nu
moins intégrablea) dans I'intervalle (g, 6). On pose K{z, ) == X,¥; + X;Y, + ... 4+ Xa¥n.

1° Démontrer que Véquation intégrale de premiére espéce

b
f g (Y Kz, y)dy = fiz),
[

ou f(x) est une fonction donnée, continue entre a et 6, n'a fpas en général de solution [g(¥)
est la fonction inconnue]. Pour gue la solution existe, il faut et il suffit que f(x) soit une
combinaison linéaire de X,, ... Xu.

2° Montrer par contre que I'éguation intégrale de seconde espéece

e
20— [ eIen ndy =)

admet en général une solution et une seule, rationnelle en 1. Les valeurs exceptionnelles
de » sont les zéros du dénominateur. Faire la discussion dans le cas suivant (%) :

a=8, b= 2x, K(x, ¥) =coa{x —y).

(*) On pourra admettre ce point.
(3 Cf. le tome Il du Cours d'analyse de M, GOURSAT, chapitre xxxi.
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22. 1° On considere la série entiere
T Lat+1)
n%l) 1'in+1) Gl
Démontrer que pour t réel, positif et «2 1, sa somme est une fonction entiére de z, qui, en
vertu de la définition de lafonction 1", peut auss sécrire sous la forme

il :_L' e-xtaa'dp

(le chemin d'intégration étant constitué par la partie positive de I'axe réel). Démontrer que,
lorsque t tend vers 1 (valeurs approchées par défaut), ft(z) tend vers i—J__— en tout point du
plan de lavariable z n'appartenant pas a la portion

! de I'axe réel allant du point d'affixe + 1 ?usqu'a

. I"infini.

T On prouvera que la convergence est uniforme
{x dans tout domaine D dont les points sont a une
; D distance de I'origine au plus égale a une Ioni;ueur
/ R et sont & une distance de la demi-droite (I, =)
(e LI au moins égale a une longueur &, Cest-a-dire qua
— =" tout nombre positif e, ou peut faire correspondre un

R nombre positif a tel que I'inégalité

1l —i<"a
" entraine dans toute |'étendue de D

[t — L e
2° On considere lafonction %(2), holomorphe pour z = O, et définie par le développement

q(t]:}:ﬁ‘n:"‘

LEE

Supposant pour, simplifier_que cette fonction n'a qu'un nombre fini de points singuliers
a une distance finie, on mene les demi-droites issues des points singuliers et contenant
I'origine sur leurs prolongements. Soit G un contour fermé sans point double, tout entier &

distance finie et qui reste & une distance 3> % de l'une des precédentes demi-droites. En
utilisant laformule

PP foy dn A EXCH H
*(*’—ziﬁ[iﬁ"' '1“_“_“_:_E?'Ef‘;i"[flj?f‘(a)]d”*
' u

M
f)rouver () quen tout point du plan (2) non situé sur une des demi-droites précédentes,
‘'on a

ol 4 1)
lim 11—{n+”

t=z1 &

aat = izl

23. 1° Démontrer la formule
1 _ i Tyt 1_
Pria l‘ﬁl_) ‘/0' (La) an—tdr, (pOS[!I.‘ LE— u) .
En déduire qu'a I'intérieur du cercle unité décrit de I'origine comme centre, on a
Sl oz 17 A\p-t dx
uz-"tﬁ_ [‘(ﬁ)‘ﬁ (La) t—z
1

) Ce résultat constitue une des méthodes de prolongement analytique données par
M. Edouard LE ROY dans son mémoire des Annales de Toulouse (1900).

LAINE, Anal., I1. 20
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Ce second membre représente une fonction analytique non uniforme de z n'ayant que les
points singuliers : =1 et z=as, et fournit le prolongement analytique de la série entiére
figurant au premier membre»

; 2° On désigne par a(n) une fonction analytique de n, développable en une série de la
orme
) s, )
afmp=de+JF+ 2+,

convergente pour n suffisamment grand : on peut donc trouver un nombre 3 tel que
i3pi<7 3, quel que soit p.

Démontrer que
—> b o (1 2 [ /]2
e =rin+ it G) LG+
est une fonction entiere de u= L%, et que pour 0«7 X< 1, 0na
l9(a) < &
&
En déduire qu'on a, a partir d'une certaine valeur ng de n,
1
a(r) =g+ f plr)zn—tdz.
a

D'apres cela, effectuer le prolongement analytique de la Série entiére
~+m
3 a(nyzn
H=liy
et montrer que les seuls points singuliers sont 1 et w. Prouver que ce résultat subsiste s on
change a(n) en a(n)+ P(n), en désignant par P(n) un polynome en n.
(E. LE ROY, ibid.)

1
24. Soit V(1) une fonction de la variable réelle t telle que I'intégrale fJVE!)ldl ait
&

un sens.
On pose, avec M. HADAMARD (1),

1§
g(s) = _L' Vs,

en appelant f(z) une fonction analytique, holomorphe autour de I'origine et n‘ayant (pour
simplifier) qu'un nombre fini de points singuliers. Montrer que la fonction f(tz), pour
chaque valeur réelle de t de I'intervalle (0,1), est holomorphe dans la région obtenue en
excluant seulement du plan z les points des demi-droites issues des points singuliers de/(z)
et dont les prolongements passent par |'origine. En déduire que 3(2) est holomorphe dans
la méme région. Sappuyant sur la possibilité de substituer a I'origine un point voisin,
montrer que les seuls points singuliers possibles de (z) sont ceux de f(2).
S donc le développement de f(2) est

) flad=ap+ayz+ ... 4 a2+ ...,
la série de TAYLOR
ayby + bz 4+ ... tagh L

1
b,,:f vihea,
]

définit une fonction ayant les mémes points singuliers que f(z).
On pose

obtenue en posant

Vi) =t—L{l — tp—2-1,

(%) La série de Taylor et son prolongement analytique (Collect. Scientia), Voir aussi GOURSAT,
Cours d'analyse, nouvelle édition du tome | I, chapitre XV I.
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pety—p éta>0et :
S =1z
Montrer que, dans ce cas, l'intégrale #(2) est égale a la somme de la série hypergéomé-
trique
_ a. B, afe+1} o fe+n—1}BE+1 ... B+ —1}
Fia 8. 1. z)_i+f§.+...+ e e

Eak SEERT)

dont le prolongement analytique se trouve alors effectué.

25. a) Une courbe plane C est donné= ?m enn Aqugtion intrinséque
@ R =Pish

ou p(s) désigne une fonction continue, positive et périodique de période L. On considére
les arcs {0, Ly, {L, 2L), (2L, 3L), ... de cette courbe. Prouver que différentes circonstances
sont possibles.

1° |Is coincident et G sera appelée un ovale.

2° lls se déduisent du premier d'entre eux par les multiples d'une certaine translation.

3° Ils se déduisent du premier d'entre eux par les multiples d'une rotation. Quelle est
alors la condition pour que la courbe se ferme?

6) On suppose réalisées les trois conditions pour que G soit un ovale et on désigne par
£(9 ladislance algébrique du point dabscisse curviligne s de C & une droite & de son plan.
Prouver que I'on a

@ [:a (s’ (s)edle = 0.

Soient A et B les points de C ou Je rayon de courbure atleint sa valeur la plus grande
et sa valeur la plus petite. La dérivée de la courbure sannule en ces points. Montrer
qu'elle ne peut ?arder un signe constant sur chacun des deux arcs AMB et BNA qui com-
posent C [on utilisera la relation (2)]. De la parité du nombre (su é fini) des points ou
une fonction continue change de signe sur une courbe fermée, conclure a I'existence sur C
de quatre zéros au moins de ¢ (9).

26. 1° Soit I'équation différentielle
¥ =yeu(®) + ylp x} + ... 4 yiutlou(z),

OU 34, gy, -+ - g SONt des fonctions croissantes de x, s'annulant simultanément pour == 0.
Disposition des courbes intégrales, concavité. En supposant qu'une au moins des n dernieres
fonctions ¢, ... ¢= Ne soit pas =0, montrer que |'expression

a dy
P e Y o e N Ty

rise le long d'une courbe intégrale rencontrant Oy au point (0, yo) tend vers une limite
inie quand m tend vers =, En déduire que chague courbe intégrale possde deux asymp-
totes paralléles & Oy. Caractéres généraux de la loi de variation de leurs abscisses en fonction
de vo.

2° Soit I'équation différentielle

Y =yeslx) + Ylg {2)+ ... 4 y2rHgu(x),

oU @ %1, »+. §n SONt poSitives quel que soit x. Indiquer les aspects d'une courbe intégrale
suivant qu'elle coupe ou non I'axe Ox. Prouver encore que chague courbe intégrale présente
deux asymptotes paralléles a Oy.

27. 1° Soit I'éguation linéaire

Y+Pr=qQ,

ou P et Q sont deux fonctions continues quel que soit x. Lorsque x tend vers + e, on sup-
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pose que P tend vers une limite a et Q vers une limite b. Montrer que si aest <20, ilya
une intégrale et une seule qui tend vers 2. laquelle peut sécrire

f i
f Piriom 'r)da:

en désignant par gz (x) une solution de I'éguation = — P =={. Lorsque a es<>Z»), montrer
de mdme que toutes les intégrales tendent vers zéro.

2° Déduire de ce qui précede le résultat suivant. Soil f(X) une fonction continue, ainsi
que sa dérivée, pour x=~0. Si l'intégrale

y{x) =

[nwe--xf'(.b)dm

aun sous, il en est de méme de I'intégrale

I e—If{zydx,

s +ym=gn+ [ U‘(nat)

( On montrera que lafc

28. Soit I'équation différentielle

¥ =Lz
f(x) étant une fonction continue, constamment positive, et qui tend vers une limite w? non
nulle lorsgue x tend vers 4- s.
On considére le faisceau des courbes intégrales de (1) qui passent par un point A donné.
Montrer qu'il se compose a la fois :
1° de courbes rencontrant Ox en un point et un seul;
2° de courbes non sécantes & Ox.

En déduire qu'il @(lste une courbe |ntegrale €t une seule de (l) separatrlce des deux
sydémes précédents - droite Ox. Soit

Y& b a2 b te +alnoyshhe) richt tyer qué( i felet” Geb#-croissent indéfiniment,
d'une maniére indépendante, on a

lim v ifx 4+ A — '3 x)
I=x 'ﬂ"’(z + k) — 2 (2)

=i

Notant qu'on peut prendre h assz grand vis-avis de x pour rendre »'2{x +- ft) négli-
geable par rapport a +'#{r), en méme temps q ux2{z -+ h}i geab | e par rapport a %2{x),
conclure finalement

Li "l,_(_ﬂ:_ .
:glalaﬂ("‘} m

Montrer d'aprés cela qu'en appelant £ un nombre positif arbitraire, on a
lim ey 2y =0,

lim e+ g (#) = + .

=
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29. 1° Montrer que l'intégration de I'équation

dd
0) dt‘f-@—kd‘—i-f(m)_n
ou k est constant, équivaut a celle du systeéme
@ z—fzu, u%—}-ku—t—j'(z):u‘

2° On suppose k>0 et f{X) == 0. On fait désigner a x l'abscisse d'un mobile sur une
droite XX, son mouvement étant régi par I'équation (1). On donne I'abscisse Xo au temps
t= 0, supposée positive, €t la vitesse initiale v,

Prouver que, s v, et =0, le mobile apres avoir progressé vers les x positifs d'un
mouvement ralenti, rebrousse chemin et atteint I'origine au bout d'un temps fini T, si I'on
a f{x)>m en appelant m un nombre positif fixe. Qu'y a-t-il do modifié si v et < 0? (')

30. 1° SoitI'équation y” -+ Py’ + Qy = 0, ol P et Q désignent des fonctions continues quel
ue soit x. Soit u une solution sannulant aux extrémités de I'intervalle xix; a I'exclusion
e toute valeur comprise dans cet intervalle. Soit v une autre solution non proportionnelle

a u. Ayant calculé la dérivée de %: . prouver que, dans chaque intervalle partiel de x;, X., ou

il reste continu, ce rapport varie toujours dans le mdéme sens. En déduire (a l'aide d'un
graphique) que ce rapport sannule une fois et une seule entre x; et x,; conclure avec
STURM que les zéros des solutions indépendantes de (1) se séparent mutuellement.

2° Solent les deux équations

Yy =0, eyl =90
Uy une solution de la premiére, u, une solution de la seconde. Etablir I'identité

dx(!.l uy - i) 4 (A — A, =0

Prouver, d'aprés cela, que s l'on a constamment A, -— &, <2 0, deux zéros consécutifs &
et x, de u; enserrent au moins un zé&ro de Uy on montrera que, S Up, conservait un signe
constant entre x; €t X.,, les deux termes du premier membre de I'identité

[uu.—-—uu ‘ f(Al—\)uiu dog o= )

seraient de moéme signe.
"Y' Soit|'équation
¥ rA () =10,
ol A (x) reste comprise entre deux constantes positives m et M. Démontrer que les inté-
grales de cette équation sont oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant
alternativement & des intervalles moindres que —‘—’;;: et supérieurs a-—--;‘-[w . On construira
1 g A

a cette occasion les courbes intégrales des trois equations
¥4 my =10, ¥4 rAix) =0, - Mr=u,

gui sont tangentes en un méme point a une paralléle a l'axe Ox et on étudiera leur
isposition relative. Interpréter au point de vue dynamique les résultats obtenus, en
convenant que x représente le temps, et y I'élongation d'un mobile parcourant I'axe Y'y,
et soumis a une attraction, émanant du point O, et régie successivement par des lois

(") Ces questions constituent la premlere pame du Erobleme d'Analyse propos a I'agré-
gation des sciences mathématiques en 1925. leme a &é élégamment résolu par
M. GAMBIER, dans les numéros d'avril et juin 1926 d&s Nouvelles Annales de Mathématiques.
Nous renverrons le lecteur a ce recueil.

() Laquestion 3° est extraite du probleme dianalyse propost a I'agrégation des sciences
mathématiques en 1920. Voir au n° 32 ['énoncé complet de ce probléme, dont la solution a
éé également développée par M. GAMBIER dans le méme recueil (1927).
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(susceptibles de varier avec le temps) conduisant a I'une des trois équations précédentes :
on sra ramené a comparer dans chaque cas ce qui se pase lorsgu'on abandonne le
mobile sans vitese initiale, dans la méme postion de départ.

(On pourra approfondir ces questions dans le chapitreVI du tome | | | du Traitéd' Analyse

de M. Em|le PICARD. Voir également dans la collection BOREL I'ouvrage de M. BOCHER :
Lecons sur lesméthodes de STURM, chap. 111, n° 13).

31. 1° Sait I'équation
) "+ ryAlz)=10

dans laquelle A e périodique en x, de période m. Montrer ques y, (x) € ya{a) sont deux

solutions indépendantes, il en et de mome de niz+n) e yo{x+ a) e I'on a des formules
du type suivant :

ifm 4+ m) =gy x (%) + apryiz),
Yl -+ w) =ty ¥y (@) + a2

Chercher la condition pour qu'une intégrale x,y, 4+~ %3y, Se reproduise aprés changement
de x en =+ =, multipliée par un facteur s. Montrer que s devra satisfaire & I'équation (%)

® Gy =4 Oy ] =0.

Ay 4y —3
Montra' d autv'c\ nart Alia I'an a cimiiltandmant
1’1(3’ + =) 73(3 + =} LT Y
i+ p@+n) 8y Ay

|ﬂ@ nle)
Nz P

et

n@:E) — n@r @ =_C.

En déduire que I'équation (2) et de la forme st — ks 41 =0,

2° Lorgque les racines sont réelles e digtinctes, prouver que (1) posssde deux solutions
de gj forme emzgiz) e e—mry(z), en appelant ¢ e & deux fonctions admettant la
période =.

Lorsque k=2, Imtegra]e générale de (1) et de la forme G, g{x} 4 Colzwlx) 4+ ¥ (x)],
P admettant la periode m. Lorsque k =—2, I'intégrale genérale de (1) eg de la
mémedorme, ¢ € 4 admettant la période 2w ().

PourT k[ <7 2 {snil k=2 cosa}, I'équation (i) admet les deux solutions bornées (particula-
rité réservée a ce cas)

00527 9, (2) — sin %29y (),
sin “—xqal(m)—I-cosﬂﬁ(x), (« non multiple de =),

9, € g3 étant périodiques de période =. Comment faut-il prendre a pour que ces fonctions
soient  périodiques?

3 Soit |'equat|0n particuliere
Y1241 con2xly =10

dont la solution est connue pour la valeur % =0. Montrer que, pour cette valeur particu-
liere, on a |4| <Z2, On suppose que  varie d'une maniére continue a partir de zéro, entre
quell&s limites peut-on faire varier % pour é&re asuré que k restera comprls entre— 2 et
-+2% Montrer, d'apreés les résultats du 2°, qu'il en et bien ains tant qu'on ne rencontre

() C'est 1a un cas particulier d'une théorie générale, développée dans le Cours d'Analyse
de M. GOURSAT (1. 11, n° 416)

() On montrera d'abord que s I'équation (2) a une racine double s la subditution
linéaire de deux intégrales indépendantes provoquée par un changement de x en & +-=
peut, par un choix convenable de celles-ci, ére écrite

yiz+n=syiz), yile-+m=1[y@+ r=.



EXERCICES COMPLEMENTAIRES 311

pas de solution périodique yA{X) dont les zéros sont en progression arithmétique de
raison ’5‘ Sachant d'ailleurs (d'aprés I'exercice 30) que la distance & de deux zéros consé
cutifs satisfait aux inégalités
™ - ko
e [ et |
\/lz+1< <W,fi'Z-—).

en déduire qu'une condition suffisante est % <7 3.

32. On considére |'équation différentielle linéaire du second ordre
(l) &+ A =0,

ou X(t) designe une fonction analytique de la variable indépendante t, réelle el réguliére
pour toutes les valeurs réelles et finies de t.
1° Démontrer que toute solution de cette équation peut se mettre sous la forme

T=peo8e,
¢ satisfaisant & I'équation différentielle

) "—‘;—Z+p.w)=u,

ol c désigne une constante a laquelle on peut donner une valeur arbitraire, autre que
z&0 (1 par exemple), tandis que ¢ a pour valeur

cdl
£

Réciproquement, s s et une intégrale quelconque de (2) et g une fonction primitive
de —";. I'intégrale générale de (1) est de la forme
P
Cpepa(y -+ A},

C et h étant les constantes d'intégration. Toute solution g (t) de I'équation (2) est réguliere
et de signe constant quand t varie de —es & .

2° 1l résulte de ce qui précede que I'équation (2) sintegre par une quadrature dés que
I'on en connait une solution particuliére. Sous quelle forme les constantes d'intégration
g €t g, flgurent-elles dans I'expression de I'intégrale? Interpréter le résultat en considérant
les trajectoires du point analytique

= pd_“'?,

et le lien qui existe entre les trgjectoires correspondant aux diverses solutions de I'équa-
tion (2). Examiner le cas ou A est une constante positive.

3° On suppose, dans cette troisieme partie du probléme, que A(t) reste comprise entre
deux constantes positives M et m. Démontrer que les intégrales réelles x(t) de I'équation (1)
sont oscillantes, les z&os et les points stationnaires se succédant alternativement a des

intervalles moindres que et plus grands que 1,?"5'55' Etablir, dans les mémes conditions,

2y'm Fi
quelques propriétés des intégrales réelles () de I'équation (2). Montrer notamment que,
Sl p, €t py SONt deux valeurs stationnaires consécutives, on a

e £
= < —_=
N < Pifa v
et que, dans le cas ou les amplitudes d'oscillation | 5, — g | deviennent infiniment grandes,
les intervalles | ¢; — ¢ correspondants ne deviennent ni infiniment grands ni infiniment
petits. _ o .
4° Examiner ensuite le cas ou A(t) est une fonction périodique, de période égale a =.
Montrer que, parmi les intégrales de (1), il en existe aors en général deux, linéairement
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distinctes, qui sont multipliées par les facteurs » et;_ quand on change t en {4 &, & étant
racine de I'équation du second degré a coefficients réels
BW—k)+1=0,

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de (t) et (2) qui correspondent aux diverses
hypotheses

k=2 ou <l —2, ou ki <7 4, ou =27

Montrer que lacondition #* <7 & et suffisante, et lacondition &!:2 4 nécessaire pour
que (2) admette une solution périodique.

(On dit aors que les solutions de (i) sont stables.)

3° Démontrer que, A(t) étant toujours supposée périodique, le nombre N des zéros d'une
intégrale réelle de(l), contenus dans I'intervalle (O, T), est donné par la formule

N=aT+nr

a étant fixe et r restant borné.

0° On pose en particulier

=q* 4+ g, o3l
q et q; étant des constantes réelles, qui vérifient I'inégalité
[q.% < g

Démontrer que si l'intervalle {g2 —q;, q* -+ ;) ne renferme le carré d'aucun nombre

entier, I'équation (1) n‘admet que des solutions stables.
(Agrégation.)
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Tome |, a l'usage des candidats aux Ecoles Centrale, Navale, des Ponts et Chaus-
ses, des Mines de Paris et de Saint-Etienne et des aspirantes a IAgregatlon
des jeunes filles. — 5° edition augmentée ... . »

Tome |l (GCometrle a deux dlmansons) a l'usage des candidats a I'Ecole Poly-
technique, a I'Ecole Normale eta I'Agregation. — 3° edition . . . .. 30 fr. »

Tome 111 (Geometrle a trois d|mensons) a l'usage des candidats a I'Ecole Poly-
technique, aI'Ecole Normale et al'Agregation. — 3° edition augmented. 30 fr. "»

QUESTIONS DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE (Legons sur certaines) : Possibility
des constructions geomelriques, Les polygones reguliers. Transcendance des nombres e et n
(demonstrations élémentaires), par F. KLEIN, professeur a I'Universite de Godtingue.
rédaction francaise, autorisee par |'auteur, de J. GRIESS, ancien déve de l'ecole nor-
male supérieure, agrege des sciences mthemaIlques professeur au lycée Charlemagne —
2° edition. Vol. 7 0fr. »

UN THEOREME DE GEOMETRIE ET SESAPPLICATIONS par G. CUNY, ancien

déve de I'Ecole Polytechnique. —Vol. 25/16°" p 11fr. »
Une coui-bc plane C, rencontre les axes do coordonnées Ox, Oy ennpointsA, . . A, ... et B, ...
B, respectivemont uno courbo C, rencontre C, on np points al,, ... o, et coupe les n droitcs A, B,, A,
B, ... A B en By, ..B,. L'auteur demontro I'egalité d& deux produits Ra,,. Ra,, ... Ra, ,, et

RB,. RB,, , Rrs,.p ou RM désigne lo rapport anhavmoniquo (Ox, Oy, OM, ON), ON etant Uno direction
fixe. Appllcaﬂons de ce théoréme aux courbes des second, troisiémc et quatriéme degrés. Extension
a l'espace.
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LE PROBLEME DE PAPPUS ET SES CENT PREMIERES SOLUTIONS,
par A. MAROGER, ancien éléve de I'Ecole normale superieure, agrégé des sciences mathe-
matiques, professeur au lycée de Marseille, avec une préface de M. MONTEL, professeur
a la Sorbonne. Vol. 2214™ de VII-384 pages... . . . . . .30fr.

LESLIEUX GEOMESTRIQUESEN MATHE2MATIQUES SPECIALES, avec appli-
cation du principe de correspondance et de la théorie des caractéristiques a 1400 pro-
blemes de lieux et d'enveloppes, par T. LEMOYNE. — Vol. 25/16™. . . . . 20fr. »
La puissance des m~thodes cxposbes dans cet ouvrago ct lour inépuisairte féondite sont telles quo

leur aide permet do resoudre géométriquoraent, avec une extréme facilité, non sculement une fonle

de problemes de difficulté variée, mais encore un grand norabro de questions pratiquemont insolublcs
par la géométrie analytique.

COURBES GEOMETRIQUES REMARQUABLES, planes et gauches par |I. BROCARD
et T. LEMOYNE. — Ouvrage honore d'une subvention de I'Académie des Sciences. —
Vol. 516N a2 fr. »

COURS DE CINEMATIQUE THEORIQUE ET APPLIQUEE, par P. BOURGUIGNON,
pgof(ej:sseur a I'Ecole d'Arts et Metiers d'/Angers. — 2 vol. 25/16 , avec 540 figures. —
3" edition

|. — Cinematique theorique . = . T o . 16fr.50
Il. — Cinematique appliquée.. . . . . . . . . . . . . ... ... ... 32 fr. 50

COURS DE GESOMETRIE DESCRIPTIVE, par X. ANTOMARI, ancien deve de I'Ecole
normale supérieure, aegrege des sciences mathemathues docteur és sciences, professeur
au lycée Carnot. — 7° edition. Fort vol. 25/16™ de 641 pageﬁ avec 507 flgures dans le
texte . . . 6 fr. »

LES ANAGLYPHES GEOMETRlQUES, par I1. VUIBERT. — 3° édit. Broché
25/16%" L 7fr. »

Dans cetto brochure on expose, avec figures a |'appui, laremarquable invention do M. Il. Richard,
qui, au moyen d'un dessin en deux coulcurs ot d'ecrans colorés, inontre avec un relief saisissant Ics
figures de la geometric dans |'espace.

La brochure renferme 16 planches hors texto de figures do geometric, geometric descriptivo, physique,
eristallographio.

ELEMENTS DE MATHEMATIQUES SUPERIEURES

a lusage des ingénieurs, des physiciens, des chimistes, des jeunes gens qui se destinent
aces carriéres et des eleves des Facultés des Sciences par H. VOGT, ancien eléve de
I'Ecole Normale supeérieure, docteur és sciences, professeur a ' Universite de Nancy,
directeur de |'Institut electrotechnique de Nancy. — 12° edition entierement refondue.
Fort vol. 25/16™ de 816 pages. . . . . . . . . . .o 55 fr. »

SOLUTIONS DESEXERCICES proposes dans la 12° edition des Eléments de Mathé-
matiques supérieures, par H.VoGT. — Vol.25/16°"....... 30 fr. »

SOLUTIONSDES EXERCICES proposes dans la 11° edition et les precedentes des
fittments de Mathématiques superieures, par H. VOGT. — Vol. 2516™ . 2fr. »"

SOLUTIONS DES EXERCICESCOMPLEMENTAIRES proposes dans la 12° Edi-
tion des Eléments de Mathématiques supérieures, par H. VOGT. — Vol, 25/16™. 15 fr. »
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COMPLEMENTS DE GEOMETRIE, [)ar C. GUICHARD, professeur de Géométrie supé-
rieure a la Sorbonne, correspondant de I'Institut. — 5° édit. Vol. 22/14°" .. 30 fr. »

PETIT TRAITE DE PERSPECTIVE, par R. BRICARD, ingénieur des Manufactures de
I'Etat professeur au Conservatoire nat|onal des Arts et Metiers et a I'Ecole Centrale.
Vol. 251167 12 fr. »

RESUME DES PRINCIPES DE LA PERSPECTIVE LINEAIRE, par J. LEBEL,
agrégé, docteur és sciences, professeur au lycee de Dijon. — Vol. 25/16°". . . 5 fr. »

TRACE DES OMBRES, par J. GEFFROY, professeur a I'ecole Centrale. — Credit. Vol.
25/16°" avec 97  figures et épures  dans le texte—...16 fr. »

ETUDE DES MODIFICATIONS APPORTEES PAR LA ROTATION DIURNE
DE LA TERRE AUX LOIS DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES
CORPS PESANTS, par L. GRILLIEHES, ancien eleve de I'ecole Polytechmque colonel
du genie en retraite. —- Bioch. 21147 5fr. »

TABLEAUX D'ANALYSE QUALITATIVE, a l'usage des candidats aux certificals
superieurs de Chimie, par H. CARON et D. RAQURT, professeurs ala FacultehbredeMede
eine delLille—Vol. 282 8 fr. »

LECONS ELEMENTAIRES DE PHYSIQUE, a L'usage des candidats au cerlificat
d'etudes physiques, chimiques et naturelles, par A. TURPAIN, professeur a la Faculte des
sciences de Poitiers, aver une preface de M. P. GARRE, doyen de la Faculte des sciences
de Poitiers. ~ 2 vol. 22/14°"

Tome 1 : Pesunteur. Sathue des fluides. Chaleur. Travail et Energie. 7° edition. Vol.
de IV-516 pages, aver, &S figures . . . ... oL L 22 fr. »

Tome 11 : Optique geometrlgue Elude des vibrations : Acoustique; Optique physique.
Electncne Meteoro/ogle — 7° edition. Vol. de 942 pages, avec 745 figures et 6 pla?c

OIS tEXte . . . . . e r. »

COMMENT RECEVOIR LA TELEPHONIE SANS FIL, parJ ROUSSEL, secretaire
généra de la Socié&é francaise d'étude de Téléggraphie et de Telephonlc sans MI — 3
edlt Vo0l.22/14™" avec 141 figures et 2 planches hors texte . . . 0fr. »

Revue de Mathematiques spéciales

Journal 28/22°", paraissanl le 1% de chague mois, rédigé par G. PAPELIER, aneien
deve de I'ficole Normale supérieure, agrégé de mathemathu% professeur honoraire
de mathematlgues speciales au lycee d'Orleans, et A. HENNEQUIN, ancien deve de
I'Ecole Normale supérieure, agrege de maf[hemanquas professeur de mathématiques

aciades au lycée Lakanal, avec la collaboration de MM. P. LAMAIRE, .1. LEBEL,
h. RIVIERE ¢t 1I. VUIBERT. — Les abonnements sont annuels. A quelque epoquedeL annee
gue Ton sabonne, on recoit tous les numéros parus depws le 1% octobre. Prix : France
et Colonics, 40fr Etranger = . . . : a8 fr. »

La Jenur est tin precioux compaction d'etudes pour les (‘loves des diverges classes ou lon fait. des
mathematiques sptfeialos. Kile sSadresse a deux categories bien distinctes d'éleves et est divisce en
deux parties nettomont scpareos. La premiere est destitute aux candidats aux Kcoles Polytechnique,
Normale superieure, des Fonts et Chaussees (cours spéciaux), des Mines do Paris; la seconde sadresse
aux cloves de la classe de mathematiques speciales preparatoires, aux éleves de 1" annee do mathé-
niatiquos spéciales, aux candidats aux Eeoles Centrale, Navale, des Ponts et Chansse-0s (cours prepa-
ratoires) et des Mines de Saint-Etienne, ainsi qu'aux jeunes filles qui visent a I'agrégation. Lesenonoes
des problemes livres aux recherches do ccs deux groupes de lecteurs sont tout a fait séparés, de faeon
qu'un debutant ne risque pas de Sexoreer vainement sur des problemes au-dessus de sa force.

Mais cctttv publication ne so borne pas a proposer des problemes et h en faire paraitre des solu-
tions. VAle donne aussi dos articles varies so rapportant a I'enseignement des mathématiques spéciales :
notes, legons, methodes nouvelles, apercus nouveaux, en un mot tout ce qui peut améliorer, simpli
fier ou préciser cette branche importante de I'enseignement secondaire.

Coulommiers. Imp. PAUL BRODARD — 9.27.












