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Vorwort.

In den Jahren 193334 gab ich unter dem Titel | Forelesninger
over Rationel Mckanik™ I, 1T meine Vorlesungen iiber theoretische
Mechanik an der Dinischen Technischen Hochschule im Verlag von
J. Gjellerup, Kopenhagen, in Lehrbuchform heraus; bis dahin hatte
das Lehrbuch meines Vorgingers C. Juer dem Unterricht als Grund-
lage gedient. Der Anregung, in der Sammlung |, Grundlchren der mathe-
matischen Wissenschaften eine deutsche Ausgabe erscheinen zu lassen,
konnte ich um so eher entsprechen, als ich in Herrn Dr. WERNER
IFExcniL einen Mitarbeiter fand, der nicht nur die sprachliche Uber-
tragung vornchmen, sondern auch durch Streichungen und Ergiinzungen
das Werk den Anforderungen ciner deutschen Ausgabe anpassen und
dic Darstellung in vielen Einzelheiten verbessern konnte. Insbesondere
hat Herr FEncneL im 1. Kapitel die Hauptsiitze der linearen Algebra
hinzugefiigt, soweit sie fir das Verstiindnis der Statik und Kinematik
der Fachwerke und der Beziehungen zwischen diesen und damit weiter
fiir das Verstiindnis des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten un-
erliiBlich sind. Wenn somit in diesem 1. wie auch weiterhin im 3., 7.,
11., 13., 14. und 18. Kapitel ausgedehntere Abschnitte rein mathemati-
schen Charakters vorkommen, so ist das aus dem Bestreben zu er-
kliren, den cinfachen mathematischen Gehalt der elementaren Mechanik
und damit die Tragweite der eingefithrten  physikalischen  Grund-
annahmen und der idealisierenden Voraussetzungen deutlich zu machen,
sowic Analogicn zwischen den verschiedenen Teilen der Mechanik ins
Licht zu setzen. Um zu vermeiden, dall der Umfang des Buches zu
sehr anschwoll, ist dann andererseits die Zahl der durchgerechneten
Aufgaben beschriinkt worden. Wir sind uns dessen bewulit, dall man
darin nicht zu Unrecht cinen Mangel des Buches erblicken kann, weil
dic Anwendung der allgemeinen Theorie auf konkrete Aufgaben beim
Erlernen der Mechanik oft gerade als eine der Hauptschwierigkeiten
cempfunden wird. Aber in dieser Hinsicht ist zweifellos der miindliche
Unterricht der schriftlichen Darstellung iiberlegen, und fiir cin even-
tuelles Selbststudium ist es immer empfehlenswert, sich mit Hilfe der
vorhandencn guten Aufgabensammlungen die notige Ubung zu ver-
schaffen.

Fiir wertvolle Hilfe bei der Korrektur sind wir meinem Assistenten,
Herrn cand. mag. SveEND BuNDGAARD, zu groBem Dank verpflichtet.

Kopenhagen, im Oktober 1935.
JAkoB NIELSEN.
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Erster Teil

Statik und Kinematik.

1. Kapitel.
Vektoren und Matrizen.

1. Skalare und Vektoren. Vektoraddition. Bei der mathematischen Formu-
lierung der Mechanik werden Grundbegriffe verwendet, die zu drei verschiedenen
Typen gezahlt werden koénnen, namlich Skalare, Vektoren und Tensorenl.

Unter einem Skalar versteht man zunidchst eine unbenannte Zahl, dann aber
auch jede physikalische GroBe, die nach Festsetzung einer MaBeinheit vollstdndig
durch eine reelle MaBzahl angegeben werden kann. Das Rechnen mit reellen
Zahlen geschieht nach den folgenden fundamentalen Regeln:

I.a+ b =0+ a (Kommutatives Gesetz der Addition).
II. (@ +b) +¢c=a+ (b + ¢) (Assoziatives Gesetz der Addition).
III. ab = ba (Kommutatives Gesetz der Multiplikation).
1V. (ab)c = a(bc) (Assoziatives Gesetz der Multiplikation).
V. a(b + ¢) = ab + ac (Distributives Gesetz).
VI. Aus ab =0 und a £ 0 folgt b = 0.

Unter einem Vektor versteht man zunichst eine mit einem Durchlaufungssinn

>
versehene, kurz orientierte, Strecke AB im Raume, dann aber auch jede physi-
kalische GroBe, die nach Festsetzung einer MaBeinheit vollstindig durch eine
orientierte Strecke angegeben werden kann. Dabei kann es eintreten, daB nur
Lange und Richtung der Strecke von Bedeutung sind, oder daB auBerdem der
,, Anfangspunkt A der Strecke fiir die Beschreibung der physikalischen GréBe
wesentlich ist. Man unterscheidet demnach freie und gebundene Vektoren. Wenn
im folgenden nichts anderes bemerkt ist, wird das Wort Vektor in der Bedeutung
,freier Vektor'‘ gebraucht, d.h. zwei Strecken mit gleichen Richtungen, Orien-
tierungen und Lingen werden als derselbe Vektor angeschen. Beispielsweise ist
eine Parallelverschiebung im Raume vollstandig durch die Angabe der Verschie-
bungsrichtung und der Verschiebungslinge, also durch einen freien Vektor cha-
rakterisiert.

Ist O ein Punkt des Raumes, so kann jeder andere Punkt P durch seinen

—_—

,,Ortsvektor'* OP von O aus angegeben werden. Es ist naturgem4B, den Ortsvektor
als einen in O gebundenen Vektor aufzufassen.

Vektoren bezeichnen wir mit gotischen Buchstaben oder, wie bisher, durch

die Endpunkte einer den Vektor darstellenden Strecke, wobei der Anfangspunkt

1 Tensoren kommen in dem ihrer Behandlung gewidmeten Kap. 18 zur Sprache.

Nielsen, Mechanik. 1



2 1. Kap.: Vektoren und Matrizen.

zuerst geschrieben wird, und einen dariibergesetzten Pfeil. Die Ldnge eines Vek-
tors a bezeichnen wir mit |a|. Ist J eine positive Zahl, so soll Aa oder auch ai
den Vektor mit der Linge i|a| und derselben Richtung wie a bedeuten. Ist 4
negativ, so soll Aa = aA der Vektor mit der Linge || |a| und der entgegengesetz-
ten Richtung wie a sein. Damit isf insbesondere —a = (— 1) a definiert. SchlieB-
lich legt man auch dem Fall } = 0 durch Einfiilhrung des Begriffes Nullvektor
als Vektor der Linge 0 und unbestimmter Richtung eine Bedeutung bei. Es
fithrt zu keinen MiBverstindnissen, den Nullvektor einfach mit 0 zu bezeichnen.
Fiir die so festgesetzte Multiplikation von Vektoren mit Skalaren gelten, wie
leicht zu sehen, die obigen Regeln I1I, IV und VI, wenn eine der dort vorkommen-
den GréBen durch einen Vektor ersetzt wird.

Einen Vektor der Linge 1 bezcichnet man als Einheitsvektor. Ist a + 0, so

ist L ein Einheitsvektor.
a

Die Addition von Vektoren definiert man als geometrische Addition der die
Vektoren darstellenden Strecken, d. h. genauer folgendes: a und b seien zwei

Vektoren. a werde durch die Strecke AB und b durch die Strecke BC mit dem
Anfangspunkt B dargestellt (Abb. 1). Dann versteht man unter der Summe

—
4 a + b den durch die Strecke AC dargestellten Vektor

b —> —> —>
a+b a+b=AB + BC = AC.

a 8

Fiir diese Addition gelten die Regeln I und II, sowic Regel V,
A wenn darin b und ¢ Vektoren, a einen Skalar und auch, wenn
Abb.a(;&iti\;:l.(tor- b und ¢ Skalare, a einen Vektor bedeuten. Allgemein kann man
sagen, daB die Regeln I bis VI erfiillt sind, wenn die darin vor-
kommenden Zeichen a, b, ¢ beliebige Skalare und Vektoren bedeuten, jedoch so,
daB die in den Regeln angegebenen Rechnungen durch die bisherigen Fest-
setzungen definiert sind. Dagegen ist es unmdglich, eine Multiplikation von
Vektoren so zu definieren, daB alle Regeln giiltig bleiben. Jedoch werden wir
spater mehrere Produkte von zwei Vektoren definieren, so da wenigstens ein
Teil der Regeln Giiltigkeit behalt.
Unter der Differenz a — b zweier Vektoren versteht man a + (—b).
2. Lineare Abhidngigkeit und Unabhéngigkeit. Komponenten und Koordi-
naten. Die eingefithrten Definitionen gestatten uns, ., Linearkombinationen'’

(2, 1) }‘lal +lga2+ "’—I-l,,an

von Vektoren zu bilden; hierbei sind A;, 43, . . ., A, beliebige Skalare. Es kann
vorkommen, daB eine solche Linearkombination der Nullvektor ist, ohne daf alle

Koeffizienten A, verschwinden. Dann werden die Vektoren aq,, a,, ..., a, als
linear abhdngig, sonst, d. h. wenn aus der Gleichung

(2,2) zlal+lgaz+"'+}.a"=0

A = Ag =+ = A, = 0 folgt, als lincar unabhdngig bezeichnet. Wir bemerken

noch, daB man nach dieser Definition einen Vektor a als linear abhdngig zu be-
zeichnen hat, wenn er der Nullvektor ist, sonst als linear unabhingig; denn aus
Aa = 0 folgt ja dann und nur dann 4 = 0, wenn a % 0 ist.

Ist schon ein Teil der Vektoren a,, @y, ..., a, linear abhangig, so
sind auch q,, ay, . .., a, linear abh4ngig. Denn besteht eine Beziehung der
Gestalt (2, 2) mit nicht simtlich verschwindenden 4,, in der nur ein Teil der
Vektoren q,, qq, . . ., a, auftritt, so kann man die iibrigen mit dem Koeffizienten 0
hinzufiigen und erhilt eine Relation (2, 2) mit nicht simtlich verschwindenden 4,.
Dies trifft nach der eben gemachten Bemerkung iiber die lineare Abhingigkeit
eines Vektors stets dann zu, wenn einer der Vektoren a,, a,, ..., a, der Null-
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vektor ist. Also: Vektoren sind stets linear abhdngig, wenn unter ihnen
der Nullvektor vorkommt.

Die geometrische Bedeutung der linearen Abhangigkeit geht aus den folgen-
den Siatzen hervor:

Zwei Vektoren sind dann und nur dann linear abh4ngig, wenn
sie parallel sind, d.h. wenn sie gleich oder entgegengesetzt ge-
richtet sind.

Drei Vektoren sind dann und nur dann linear abh#ingig, wenn
sie einer Ebene parallel sind.

Vier Vektoren sind stets linear abhingig.

Wenn wir verabreden, den Nullvektor als einem beliebigen Vektor parallel
anzusehen, behalten diese Sitze auch ihre Giiltigkeit, wenn einer oder mehrere
der Vektoren Null sind. Sie sind dann allerdings nach den obigen Bemerkungen
trivial, so daB3 wir beim Beweis simtliche Vektoren als von Null verschieden an-
nehmen kénnen.

Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition des Produktes
eines Vektors mit einem skalaren Faktor; denn zwei Vektoren sind offenbar dann
und nur dann linear abhdngig, wenn der eine aus dem anderen durch Multiplika-
tion mit einem Skalar hervorgeht.

Es seien nun a,, a,, a, drei linear abhingige Vektoren, also

}Lla]_ ‘+‘ }»202 + }.303 = 0,

wo nicht alle 4, verschwinden. Diese Gleichung besagt nach Definition der Vektor-
addition folgendes: Tragt man den Vektor A30, vom Endpunkt des Vektors 4, q,
auf und dann vom Endpunkt von 2,a, den Vektor Aja;, so fallt der Endpunkt
des letzten Vektors mit dem Anfangspunkt von A,a;, zusammen., Die drei Vek-
toren bilden also die Seiten eines Dreiccks, das eventuell in eine Strecke entarten
kann. Jedenfalls sind aber die drei Vektoren einer Ebene parallel. Es moégen
nun umgekehrt drei Vektoren a,, a,, a; gegeben sein, die einer Ebenc ¢ parallel
sind. Von einem Punkt O von ¢ aufgetragen, licgen sic also alle in ¢. Wir kénnen
von vornherein annehmen, daB a, und a, linear unabhingig sind, d. h. nicht in
derselben Geraden liegen. Legt man durch den Endpunkt P von a4 die Parallele
zu @,, die die Gerade q, in Q schneiden mdége, so hat man unmittelbar a, dar-

—~p
gestellt als Summe eines zu q, parallelen Vcktors OQ = g a; und eines zu a,

—_—
parallelen Vektors QP = u,a,, also

(2, 3) A3 = f1 0y + fy0g,
was besagt, daB die drei Vektoren linear abhingig sind (Abb. 2). Wir kénnen
das Resultat auch so aussprechen: Sind a; und a, zwei linear unabhingige Vek-
toren, so laBt sich jeder Vektor az, der der von q;
und a, aufgespannten Ebene parallel ist, in der Ge-
stalt (2, 3) darstellen.

Beim Beweis, daB vier beliebige Vektoren q,, a,,

a3, a, linear abhdngig sind, kénnen wir annehmen, y T
daB8 q,, a,, a; linear unabhangig sind. Wir tragen ¢ #1081 g 4
die vier Vektoren von einem PunktO auf. Dannliegen  Apb, 2. Lineare Abhingigkeit
also a,, a,, a; nicht in derselben Ebene. Durch den von drei Vektoren.
Endpunkt P von a, legen wir die Parallele zu a; bis

zum Schnittpunkt Q mit der von a, und a, aufgespannten Ebene. Dann er-

—> —> -
scheint a, als Summe der Vektoren OQ und QP (Abb. 3). Nun liegt OQ in der
von g, und a, aufgespannten Ebene, 148t sich also nach dem eben Bewiesenen

—>
in der Form yu,a, 4+ pya, darstellen; ferner ist QP parallel q;, also von der
1*
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Form pyjza,. Damit haben wir
0 = py 0y + Ug0y + 303,
womit die lineare Abhingigkeit der vier Vektoren bewiesen ist.
Das Ergebnis dieser Uberlegung 148t sich auch folgendermalBen aussprechen:
Sind 1, Y, 3 drei lineay unabhdngige Vektoven, so lapt sich jeder beliebige Vektor v
‘ p in der Form

2, 4) b =11+ 1Y) + v.3

darstellen, wo v,, v,, v, Skalare sind, und diese

g0y, Darstellung ist eindeutig bestimmt; denn gibe

az es zwei verschiedene Darstellungen (2, 4) von v,

so erhielte man durch Subtraktion eine lineare

Abhiangigkeit zwischen r, 1), 3. Die drei ,,Grund-

¢ vektoren' 1, Y, 3, von einem Punkt O aui-

% ) getragen, bezeichnen wir als ein allgemetnes oder

affines Koordinatensystem, den Punkt O als den

Koordinatenursprung. Die Skalare v,, v,, v, in

der Darstellung (2, 4) eines Vektors b nennen

wir die Koordinaten von v und schlieBlich die drei den Koordinatenachsen, d. h.

den Tragergeraden der Vektoren g, ), 3 parallelen Vektoren v,x, v, und v.3
die Komponenten von v in dem vorgelegten Koordinatensystem.

—

Abb. 3. Lineare Abhingigkeit von vier
Vektoren.

Die Koordinaten des Ortsvektors OP = t sind die Parallelkoordinaten des
Punktes P im Koordinatensystem (O; t, Y, 3).

Auf einer Geraden im Raume sei ein Punkt 4 gewahlt. a sei der Ortsvektor
von A4 und b ein von Null verschiedener Vcktor, der der Geraden parallel ist.
Dann erhilt man die Ortsvek-
toren samtlicher Punkte der Ge-
raden in der Gestalt
(2, 5) rTr=aqa + Ab:
wo der ,,Parameter’ ] alle reellen
Zahlen durchliauft (Abb. 4). Ent-
sprechend erhilt man die Orts-

vektoren samtlicher Punkte einer [
Abb. 4. Parameterdar- . P Abb, 5. Parameterdarstellung
stellung einer Geraden. Ebene in der Gestalt einer Ebene.

(2,6) t=a+ b+ uc,
wo a der Ortsvektor eines Punktes der Ebene ist und b und ¢ linear unabhéngige,
der Ebene parallele Vektoren sind (Abb. 5). Die ,,Parameter’* 1 und p durchlaufen
unabhingig voneinander alle reellen Zahlen. (2, 5) und (2, 6) werden als Para-
meterdarstellungen von Gerade bzw. Ebene bezeichnet.

8. Das skalare Produkt. Unter dem skalaren Produkt zweier Vektoren a
und b, bezeichnet mit a b, versteht man das Produkt det Langen |a| und |b]
der Vektoren multipliziert mit dem Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Win-
kels, also den Skalar
(8, 1) a-b=|al|b|cos(a, b).

Offenbar ist es gleichgiiltig, welchen der durch a und b bestimmten Winkel man
wahlt.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar: Das Skalarprodukt ver-
schwindet, wenn wenigstens einer der Vektoren verschwindet oder
wenn die Vektoren aufeinander senkrecht stehen, und nur in diesen
- Fallen. Es ist positiv oder negativ, je nachdem die Vektoren einen
spitzen oder stumpfen Winkel einschlieBen.
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Wir konnen der Definition des Skalarproduktes noch eine andere Form geben.
Wir projizieren den Vektor b senkrecht auf die Gerade von a, die wir uns durch

—
die Richtung von a orientiert denken. Ist b = PQ und sind P’ und Q’ die Pro-

——
jektionen von P bzw. Q, so ist P'Q’ = rg—l |b| cos(a, b) = b, ein zu a paralleler
Vektor, den wir die Komponente von b in der Richtung a nennen. Den Skalar
(8, 2) b, = |b| cos(a, b)

bezeichnen wir als die Projektion von b auf a. Sein absoluter Betrag gibt die
Linge der Komponente b, an, und sein Vorzeichen ist positiv oder negativ, je
nachdem b, und a gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, m. a. W. je nach-
dem a und b einen spitzen oder einen stumpfen Winkel einschlieBen. Mit diesen
Bezeichnungen konnen wir schreiben:

@3, 3) a*b=|alb, = ay|b].

Um die Benennung skalares Produkt zu rechtfertigen, prifen wir die zu
Beginn angegebenen Rechenregeln III bis VI. Aus (3, 1) entnimmt man un-
mittelbar a*b=05b-a,

also Regel III. Da das skalare Produkt auf zwei IFaktoren beschrankt ist, kommt
Regel IV nur in Verbindung mit einem skalaren Faktor in Betracht. Sie ist dann

giilltig wegen (Aa) b= A(a-b) = a- (Ab).
Wie leicht einzusehen, ist die Projektion (im obigen Sinne mit Vorzeichen) einer
Summe von Vektoren gleich der Summe der Projektionen der Summanden, d. h.:
Ist =D + ¢, so gilt d, = b, + c,,
also nach (3, 3)

a-(b+c¢)=a-d=|aldy=|a|@q+ cd = |albs+ |alca=10a-b + a-c,

also Regel V. Sie kann ohne weiteres auf mehr Summanden und auf den Fall
ausgedehnt werden, wo auch der erste Faktor eine Summe ist. Man kann daher
Klammern wie beim gewdhnlichen Zahlenrechnen ausmultiplizieren und in ciner
Summe gemeinsame Faktoren ausklammern. Dagegen gilt Regel VI nicht, da,
wie schon oben bemerkt, das Skalarprodukt verschwinden kann, ohne dafB} ein
Faktor verschwindet.

Fiir a - a, das ist das Quadrat der Lange von a, verwendet man im allgemeinen
die Schreibweise a2, die also stets skalare Multiplikation eines Vektors mit sich
andeutet. Der Exponent ist hier auf 2 beschriankt. Das Quadrat von a2 schreiben
wir (a2)2, nicht a.

Wir wollen noch das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b durch ihre Ko-
ordinaten a,, a,, a,, b., b,, b, in einem allgemeinen Koordinatensystem G;1.9,3)
ausdriicken. Nach (2, 4) haben wir

a'b = (a1 + ah + a;) - (b1 + 0,9 + b.3),
also, da die Klammern in gewdhnlicher Weise ausmultipliziert werden diirfen,
a*b=a,b,r?+ a,b,y? + a,b,3°
+ (a.b, + a,b)5 - 9 + (ab, + a.b)r -3 + (a,b, + ab,)Y - 3.

Dieser Ausdruck wird besonders einfach, wenn wir die drei Grundvektoren g, ), 3

paarweise senkrecht und von der Lange 1 wihlen. Wir sprechen dann von einem

ovthogonalen Einheitssystem oder gewdhnlichen rechtwinkligen Koordinalensystem

und bezeichnen dann die Grundvektoren g, 1), 3 bzw. mit i, i, . In diesem Falle

haben wir =2 =12 =1
i

3, Co .
( 4) .le.le- = 0,
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und der Ausdruck fiir das skalare Produkt wird

3, 5) a*b=a,b, + a,b, + a,b,.
Insbesondere ergibt sich fiir das Quadrat der Linge eines Vektors
(8, 6) a? = |a|? = a} + al + 4.

Als Anwendung des skalaren Produktes erwiahnen wir folgendes: Von einer
Ebene ¢ sei eine Seite als die positive ausgezeichnet; € bezeichne denjenigen auf &
senkrechten Einheitsvektor, der auf die positive Seite von ¢ weist. Ferner sei p
der Abstand der Ebene von dem beliebig gewahlten Ursprung O, und zwar positiv
oder negativ gerechnet, je nachdem O auf der positiven oder negativen Seite von ¢
liegt. Ist dann 1t der Ortsvektor eines beliebigen Raumpunktes P, so stellt
t- & + p den entsprechend mit Vorzeichen versehenen Abstand von P und ¢
dar; denn t - € ist die Projektion von t auf die durch € orientierte Normale von ¢,
also gleich dem Abstand des Punktes P von der Parallelebene zu & durch O. Ins-
besondere liegen alle und nur die Punkte P in &, deren Ortsvektoren der Gleichung

(8, 7) t-C+p=0

geniigen. (8, 7) ist also die Gleichung von & (HEssEsche Normaljorm).

4. PlangroBen und Vektorprodukt. In einer Ebene sei ein Ilachenstick ge-
geben, z. B. ein Parallelogramm; ferner sei diesem Flachenstiick ein Umlaufssinn
zugeschrieben. Wir sagen dann, es liege eine Plangréfe vor. Zwei PlangroBen
werden als gleich betrachtet, wenn die Ebenen, in denen sie liegen, parallel sind,
wenn ferner die Flicheninhalte und die Umlaufsrichtungen iibereinstimmen. Die
Gestalt der Flichenstiicke ist hierbei also gleichgiiltig.

Jede PlangréBe 1aBt sich nun durch einen Vektor darstellen, wodurch das
Dperieren mit PlangroBen auf das mit Vektoren zuriickgefithrt wird, und zwar
iurch einen zur Ebenc der GréBe secnkrechten Vektor, dessen Linge gleich dem
Flicheninhalt der PlangroBe ist. Offenbar gibt es zwei solche Vektoren, namlich
sntgegengesetzt gleiche, von denen jeder die PlangroBe bis auf den Umlaufssinn
sindeutig festlegt. Es liegt nun nahe, jedem der beiden méglichen Umlaufssinne
sinen dieser beiden Vektoren zuzuordnen. Das soll in folgender Weise geschehen:
Eine Drehung im gegebenen Umlaufssinn zusammen mit einer Vor-
wartsbewegung in Richtung des betreffenden Vektors soll eine

Rechtsschraubung, d. h. die Bewegung einer
gewdhnlichen Schraube in ihrer Mutter ergeben
(Abb. 6). Diese Festsetzung ist an sich willkiir-
Q lich. Wir hiatten ebensogut die entgegengesetzte
wihlen konnen, wollen aber im folgenden an der

Abb. 6. PlangroBen. genannten Wahl festhalten. Wir konnen also

sagen: Nach Wahl eines Schraubungssinnes im
Raume 148t sich jede PlangroBe eindeutig durch einen Vektor darstellen. Ins-
sesondere ist dann einer mit Umlaufssinn versehenen Ebene eine be-
stimmte positive Normalenrichtung und einer orientierten Geraden
»in bestimmter Umlaufssinn in ihrer Normalebene zugeordnet (Abb. 6).

Die Projektion einer PlangrdBe auf eine beliebige mit Umlaufssinn versehene
Ibene 1aBt sich durch einen Skalar angeben, der positiv oder negativ ist, je nach-
lem der Umlaufssinn der Projektion mit demjenigen der Ebene iibereinstimmt
der nicht; sie ist einschlieBlich des Vorzeichens gleich der Projektion des dar-
itellenden Vektors auf die orientierte Normale der Ebene.

Der einer PlangréBe zugeordnete Vektor ist bei Zugrundelegung des anderen
schraubungssinnes durch den entgegengesetzten zu ersetzen. Solche Vektoren
1eiBen axiale Vektoren im Gegensatz zu den von der Wahl eines Schraubungs-
innes unabhingigen polaren Vektoren.
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Da es, wie gesagt, bei einer Plangré8e auf die Gestalt des Flachenstiickes nicht
ankommt, kénnen wir sie stets durch ein Parallelogramm mit einem Umlaufssinn
gegeben denken. Zwei benachbarte Seiten dieses Parallelogrammes seien durch
die Vektoren a und b gegeben, und zwar so, daB die Drehung von a durch das
Innere des Parallelogrammes in die Richtung von b um den gemeinsamen An-
fangspunkt im Umlaufssinn der PlangroBe vor sich geht. Wir koénnenr dann sagen:
Durch zwei linear unabhangige Vektoren a, b in dieser
Reihenfolge ist eine PlangréBe und damit nach der obigen  q4p
Festsetzung ein weiterer Vektor gegeben, den man das Vektor-
produkt von a und b nennt und mit a X b bezeichnet (Abb. 7).
Man erhilt @ X b aus a und b in folgender Weise: Man trage
a und b vom selben Punkt auf. Dann steht der Vektor axb
senkrecht auf der durch a und b bestimmten Ebene; seine S
Linge ist gleich dem Flicheninhalt des von a und b auf- Abb.7. Vektorprodukt.
gespannten Parallelogramms, und seine Orientierung ist da-
durch bestimmt, daB die Drehung von a auf dem kiirzeren Wege in die Richtung
von b zusammen mit einer Vorwirtsbewegung in der Richtung von a X b eine
Rechtsschraubung ergibt. Diese nur fiir linear unabhangige a und b sinnvolle
Definition wird durch die Festsetzung erginzt, daB a X b = 0 sein soll, falls a
und b linear abhingig sind, in Ubereinstimmung damit, daB dann das von ihnen
aufgespannte (in eine Strecke entartete) Parallelogramm den Inhalt 0 hat. Ins-
besondere ist also
(4, 1) aXx a=0. ,

Das Vektorprodukt ist eine ,,axiale Funktion'* der beiden beteiligten Vek-
toren: Wenn die Faktoren a und b beide polaren oder beide axialen Charakter
tragen, so hat der Vektor
a X b axialen Charakter.

Dagegen ist er polar, wenn axh /
einer der beiden Vektoren s v j
polar, der andere axial ist.
Bevor wir zur Aufstel- e : a
bxa

lung von Formeln fiir das
Vektorprodukt und zur
Rechtfertigung der Bezeich-
nung ,,Produkt’ iibergehen,
wollen wir einige seiner Eigenschaften angeben, die sich unmittelbar aus der
Definition ergeben.
Bei Vertauschung der Faktoren dndert das Vektorprodukt das
Vorzeichen:
(4, 2) axb=—bXa;
denn die durch a x b dargestellte PlangréBe hat den umgekehrten Umlaufssinn
wie die durch b x a dargestellte, stimmt aber im iibrigen mit ihr tiberein (AbD. 8).
Addiert man zu einem Faktor ein

Abb. 8. Vertauschung der Faktoren
im Vektorprodukt.

skalares Multiplum des anderen, so da
bleibt das Vektorprodukt unge#indert:
4,3) ax (b4 Aa) = (a+ ub) x b=a x b; bsia b

denn die durch a, b bzw. a, b + Aa aufgespann-

ten Parallelogramme haben denselben Flachen-

inhalt und denselben Umlaufssinn (Abb. 9).
Fiir die Lange von a X b findet man

(4, 4) la x b| = |a] |b|sin(a, b),
wo (a, b) den zwischen 0 und s gelegenen, durch a und b bestimmten Winkel
bedeutet.

a
Abb. 9. ax(B+ia)=axDb.
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Was die Giiltigkeit der Rechenregeln fiir diese Produktbildung anbetrifft,
konnen wir sofort feststellen, daB wegen (4, 2) das kommutative Gesetz III nicht
gilt. Ebensowenig gilt das assoziative Gesetz IV fiir Vektorprodukte von drei
Vektoren, wie wir im nichsten Paragraphen beweisen werden. Wohl aber gilt
folgende Regel: .

(4, 5) Ala X b) = (Aa) X b =a x (4b),

wie man daraus entnimmt, da8 Aa, b ein Parallelogramm aufspannen, dessen In-
halt |A|mal so groB ist, wie der des Parallelogramms a, b. Falls 1 negativ ist,
kehrt sich der Umlaufssinn des Parallelogramms und damit die Orientierung des
Vektorprodukts um. Regel VI kann nicht gelten, da ja definitionsgemd das
Vektorprodukt von zwei linear abhangigen Vektoren verschwindet.

Es gilt das distributive Gesetz V, was den Namen ,,Produkt’ in erster Linie
rechtfertigt. Wir haben zu zeigen!

(4, 6) ax (b+c¢)=axb+axc.

Von dem Fall, daB einer der Vektoren verschwin-
det, konpen wir absehen, da er unmittelbar zu
erledigen ist. Es lassen sich zwei Zahlen 4 und u
derart bestimmen, daB die beiden Vektoren

b =0+ Aa, ¢ =c¢+ pa

===

P2 —

Abb. 10. Abb. 11.
Abb. 10 und 11. Zum distributiven Gesetz der vektoriellen Multiplikation.

auf a senkrecht stehen. Man trage namlich die Vektoren in einem Punkt O ab
und lege durch die Endpunkte P und Q von b bzw. ¢ die Parallelen zu a bis zu
den Schnittpunkten P’ bzw. Q’ mit der zu a senkrechten Ebene durch O. Dann

-
ist ﬁ” = Aa und QQ’ = ua (Abb. 10). Ersetzt man nun in (4, 6) b und ¢ bzw.
durch b’ und ¢, so bleiben nach (4, 3) die drei Vektorprodukte ungedndert. Es
geniigt also, den Fall zu betrachten, wo sowohl b als auch ¢ auf a senkrecht stehen.
Dann liegen die Vektorprodukte a X (b +¢), a X b, a X ¢ ebenfalls in der zu a
senkrechten Ebene, und zwar gehen sie aus b + ¢, b bzw. ¢ durch Drehung um
90° und Multiplikation mit der Linge |a| von a hervor (Abb. 11, in der a senk-
recht zur Zeichenebene nach vorn zu denken ist). Hieraus ergibt sich unmittelbar
die Behauptung (4, 6). A

~ Mit Hilfe von (4, 2) kann nun das distributive Gesetz auch auf den Fall iiber-
tragen werden, daB der erste Faktor eine Summe ist. Allgemein kann man auch
bei vektorieller Multiplikation Klammern wie gewohnlich ausmultiplizieren. Nur
muB man die Reihenfolge der Faktoren beibehalten.

1 Dije rechte Seite dieser Formel, sowie alle folgenden Formeln, in denen die
Zeichen + und x oder . auftreten, sind so zu verstehen, daB wie beim gewohn-
lichen Rechnen zunichst die Multiplikationen auszufithren und dann die Pro-
dukte zu addieren sind, falls nicht durch Klammern [wie auf der linken Seite
von (4, 6)] ausdriicklich etwas anderes angedeutet ist.
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Wir verwenden dies, um eine Koordinatendarstellung des Vektorprodukts
herzuleiten. Wir legen ein gewohnliches rechtwinkliges Koordinatensystem (O;
i, i, f) zugrunde. Es sei

Q= a.ti + al/i + d,f,

b =b.i+ b,j+ bt
Dann ist
axb=(ai+ a,j+ af) x b+ b,i+ b1

= a,b,i X i+ a,b,i X j+ abixt

+ a,b g X i+ abyixj+ abixt

+abtxi+abfxi+abltxt
Nach (4, 2) und (4, 1) ist dies
(4'1 7) a X b = (a.tby - a’ybz)i X 1 + (azb: - azbz)f X 1 + (aybz - a‘zby)i X f
Es bleiben also die Vektorprodukte der Grundvektoren i, j, ¥ zu berechnen. Da
wir es mit einem rechtwinkligen Rinheitssystem zu tun haben, ist offenbar i X j
entweder ¥ oder —¥, und zwar ¥, falls

die kiirzeste Drehung von i in die Rich-

Rechlssystem Linkssystem
tung von j zusammen mit einer Ver-
schiebung in der Richtung von f eine

g/ ,
4
Rechtsschraubung bildet, und —¥, falls / /

diese Bewegung eine Linksschraubung Abb. 12 t
ist. Wir haben also zweierlei Koordi- o
natensysteme, die man als Rechts- bzw. als Linkssysteme bezeichnet (Abb. 12).
Fiir ein Rechtssystem gilt

(4, 8) ixji=% ftxi=j |jxti=1

denn mit i, j, f bilden auch die ,,zyklisch vertauschten'‘ ¥, i, j und i, ¥, i Rechts-
systeme. Fiir ein Linkssystem gilt (4, 8) mit negativen Vorzeichen auf den rechten
Seiten. Im folgenden werden wir stets Rechtssysteme verwenden. In
diesen geht (4, 7) nach (4, 8) in

(4, 9) a X b= (ab, — ab)i+ (a,b, — a.b)i + (a,b, — a,b,)t

iiber. Hierbei ist zu beachten, da} (4, 9) nur fiir Rechtssysteme, (4, 7) dagegen
allgemein gilt. In Linkssystemen ist auf der rechten Seite von (4, 9) das Vor-
zeichen umzukehren.

(4, 9) kann auch folgendermaBen geschrieben werden:

la, a,|. a, agl, a, a
(4, 10) axb———%b: b,l+ b, b,l+bx b:f
oder in Form einer Determinante
S . A
(4, 11) axb=\la, a, a,,
b, b, b,

aus der (4, 10) durch Entwicklung nach der ersten Zeile hervorgeht.

Die obige Unterscheidung von Rechts- und Linkssystemen 148t sich unmittel-
bar auf beliebige Tripel von linear unabhingigen Vektoren verallgemeinern. Die
linear unabhingigen Vektoren g, b, 3 bilden in dieser Reihenfolge ein Rechts-
oder Linkssystem, je nachdem der Vektor 3 auf dieselbe oder die entgegengesetzte
Seite der von g und Y aufgespannten Ebene weist wie der Vektor r x y. Ist
(£, 9, 3) ein Rechtssystem, so sind auch (y, 3, £) und (3, £, §) Rechtssysteme,
dagegen (3, 9, 1), (Y, r,3) und (r, 3, ) Linkssysteme.
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In einer Ebene sei ein Umlaufssinn gew#hlt. Ist a ein Vektor in dieser Ebene,
so nennen wir Quervektor von a denjenigen Vektor @, der aus a durch eine Drehung
um 90° im festgesetzten Umlaufssinn hervorgeht. Bezeichnet n den Einheits-
vektor der positiven Normalenrichtung der Ebene (vgl. S.6), so ist

(4, 12) a=n"xa.

Legt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem i, j, f so, daB i und { in die be-
trachtete Ibene fallen und daB8 die kiirzeste Drehung von i nach j in dem ge-
whhlten Umlaufssinn erfolgt, so ist n = ¥, also nach (4, 9) und (4, 12)

A= —ayi+aij,
wenn

a=a,i+ a,j
ist.

5. Produkte von mehreren Vektoren. Die in 3 und 4 eingefiilhrten Produkt-
bildungen kénnen in verschiedener Weise zusammengesetzt werden. Es sollen
hier einige wichtige Relationen zwischen solchen mehrfachen Produkten abgeleitet
werden.

Zundchst betrachten wir den Ausdruck

c=aXxb-c,

der so zu verstchen ist, daB zunichst a x b gebildet und dann der entstehende
Vektor skalar mit ¢ multipliziert wird!. Um die geometrische Bedeutung von ¢
klarzustellen, bemerken wir, daB ¢ verschwindet, wenn a, b, ¢ linear abhingig
sind. Sind namlich a, b linear abhingig, so ist schon a X b = 0, sind a, b linear
unabhingig, aber q, b, ¢ linear abhangig, so liegt ¢ in der von a und b aufgespannten
Ebene und steht daher senkrecht auf a x b, so da8 ¢ nach 3 auch in diecsem Fall
verschwindet. Sind a, b, ¢ linear unabhingig, so spannen sie, von einem Punkt
aufgetragen, ein Parallelepiped auf, und dessen Volumen ist |g|; denn nach (3, 3)
ist ja
o= ‘a X B| Caxps

und die Lange |c,4,| der Projektion von ¢ auf die Gerade von a x b ist die Hohe
des Parallelepipeds, dessen Grundfliche den Inhalt |a X b| besitzt. Das Vor-
zeichen von ¢ ist positiv oder negativ, je nachdem ¢ und a X b einen
spitzen (Abb. 13) oder einen stumpfen Winkel einschlieBen, mit anderen
Worten, je nachdem die drei Vektoren a,
b, ¢ in dieser Reihenfolge ein Rechts- oder
cin Linkssystem bilden. Man konnte dieses
gemischte Produkt ¢ als das Raumprodukt
der drei Vektoren bezeichnen. Zusammen-
fassend konnen wir sagen:

Das Raumprodukt a x b-c¢ ist gleich
dem Volumen des von q, b, ¢ aufgespann-
ten Parallelepipeds, und zwar positiv oder
negativ gerechnet, je nachdem a, b, ¢ ein
Rechts- oder Linkssystem bilden. Es verschwindet dann und nur dann, wenn die
drei Vektoren linear abhingig sind.

Aus dieser geometrischen Deutung und aus der Tatsache, daB die aus q, b, ¢
durch ,,zyklische Vertauschung‘‘ hervorgehenden Tripel b, ¢, a und ¢, a, b Rechts-

Abb. 13. Raumprodukt,

1 Ein MiBverstindnis ist hierbei iibrigens ausgeschlossen; denn wollte man
zuerst die skalare Multiplikation b - ¢ ausfiihren, so wiirde das Zeichen x, das
nur zwischen zwei Vektoren stehen kann, sinnlos. Daher ist es iiberflissig, die
Reihenfolge der Multiplikationen durch Klammern anzudeuten.
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oder Linkssysteme bilden, je nachdem a, b, ¢ ein Rechts- oder Linkssystem ist, folgt
(5, 1) c=aXb-c=bXxcra=cxa-b

und hieraus, da das Skalarprodukt kommutativ ist,

(8, 2) c=ctaxXxb=abxc=0-¢cXx a.

In einem Raumprodukt darf man also, ohne seinen Wert zu andern, die Zeichen
X und - vertauschen und die Faktoren zyklisch permutieren. Bei einer nicht-
zyklischen Permutation der Faktoren andert sich das Vorzeichen.

Aus (8, 5) und (4, 10) ergibt sich fiir das Raumprodukt als Ausdruck in einem
Rechtskoordinatensystem mit senkrechten Einheitsvektoren i, i, ¥ als Grund-
vektoren

a, a, a, a, b, ¢,
(5, 3) axb-c=1|b, b, b,| =l|a, b, ¢,| =|abc],
Ce €y €, a, b, ¢,

wobei wir |abc¢| als mehr symmetrische Bezeichnung fiir das Raumprodukt
verwenden.
Das Produkt a X (b x ¢) berechnen wir unter Zugrundelegung eines rechts-
handigen, rechtwinkligen Koordinatensystems nach Formel (4, 9):
ax (b x ) =[a,(b,c, — byc;) — a,(bc, — byc))]i
+ [az(b € — b, cy) a.t(bzc’y - bycr)]i
+[ax( #C2) — ay(byc, — b.c)]E
b.(a- c) — Gy (a D)i + [by(a-¢) — ¢y (a-B)]j+ [bla-c) — ¢ (a-D)IE
= ((I C) (bxl + byl + bzf) - ((1 b) (611 + Gyl -+ sz)r

also
5, 4) ax (bxc=(-¢)b— (a-b)c.

Falls b und ¢ linear unabhingig sind, sieht man der linken Seite von (5, 4) sofort
an, daB der dargestellte Vektor sich als Linearkombination von b und ¢ schreiben
lassen muB3; denn er ist auf b X ¢ senkrecht, also der durch b und ¢ aufgespannten
Ebene parallel. Aus (5, 4) ergibt sich nach (4, 2)

(axb) xc=(a-¢)b—(b-0¢)a,

und dies ist im allgemeinen von (5, 4) verschieden, so daB3 das assoziative Gesetz
fiir die vektorielle Multiplikation, wie bereits in 4, S. 8, erwahnt, nicht gilt.
Durch mehrmalige Anwendung von (5, 4) erhilt man die Formel

(5, 5) ax bxeo+bx(exa+cx (axb) =o0.

(5, 4) gibt uns die Moglichkeit, eine Reihe weiterer Beziehungen unmittelbar
abzulesen. Nach (5, 1, 2) ist

(@ax B -(cxd)=a-[bx(cxDd)]
also nach (5, 4) angewandt auf b x (¢ X D)
(8, 6) (axb)-(cxb)=(a-c)(b-b)——(a-b)(b-c)=a

Fir a = ¢, b = b geht dies in die Formel
(5, 7) (@ X B)2 = a2b?2 — (a-b)2 =

a-b b2
iiber. Ferner folgt aus (b, 4)
(@ xbh) X (cxd=((@@xb-dc—(axb-c)d
(5, 8) = |abd|c—|abc|d
=|acd|b—|bcd|a.
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Sind die Vektoren a, b, ¢ linear unabhingig, so nennt man

v cxa axb
1 2t p-1= -8 oS WL ol
(5.9) a abc) abel’ rabce!
die zu a, b, ¢ reziproken Vektoren. Sie geniigen den Relationen
aral=00"t=c-ct=1,
(8, 10) 1 1 -1 -1 -1
arb'=al-b=c-at=clra=b-ct=b"1-c=o0.

6. Matrizen. Unter einer Matrix A = {x;,} verstcht man ein rechteckiges
Schema von Zahlen

O Xz .. Kyp
"“ml ‘.xm:! e (j‘mn
Die Elemente «;;, a0, ..., x;, Nennt man die i-te Zeile, x4, xag, - . -, &mx die

k-te Spalte der Matrix {x,;}. Die Anzahl m der Zeilen und die Anzahl % der

Spalten sind willkiirlich.
Es erweist sich als sehr niitzlich, Rechenoperationen fiir solche Schemata zu

definieren. Man gelangt dazu in folgender Weise: Es seien u,, u,, . . ., «,,, sowie
Uy, Vg, . .., U, irgendwelche Variable. Wir betrachten die ,,lineare Transformation'*
iy == Xty ogpUs o XU,
. . - g !
(8, 1) Ug =2 OBggUp + Ngply 4 o+ = Xz,U,
Uy == Np1Uy + QAmaly d o Xala

und daneben die weitere

vy = fpwy + Prewy + -+ Bipw,
(6,2) tp = Putts + Batty o T oy,

Uy = ﬂnlwl + f”n‘zwz + o A ﬂnpwp ,

in der die Variablen v, vy, ..., v, durch neue Variable w, w,, ..., w, aus-
gedriickt werden. Setzen wir nun die Werte der v aus (8, 2) in (6, 1) ein, so er-
halten wir offenbar die 2 als lineare Funktionen der w:

iy = ppwy + gty + o oy ,w,

(8, 3) Uy == Ngy Wy = tgg®Wq + -+ 1;3,W,
Upy == Moy Wy + Ny oWy - oo -+ HmpWp-
Rechnet man die 5 aus, so findet man
(6, 4) Nk = &1 Pra+ appfar + o+ XuPar = E‘“Uﬂn'
j:

Das Element g, der Matrix H = {5;,} entsteht also dadurch, daB man jedes
Glied der i-ten Zeile von A = {x;,} mit dem entsprechenden Glied der k-ten Spalte
von B = {g;,} multipliziert und dann diese Produkte addiert. Man bezeichnet
nun die Matrix H als das Produkt der Matrizen A und B und schreibt einfach

H=AB.

Diese Produktbildung ist nur definiert, wenn der erste Faktor eben-
soviel Spalten wie der zweite Zeilen besitzt. Die Produktmatrix hat ebenso
viele Zeilen wie der erste Faktor und ebenso viele Spalten wie der zweite Faktor.
Hieraus geht schon hervor, daB das kommutative Gesetz fiir diese Multiplikation
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nicht gilt. Die wichtigste Eigenschaft des Matrizenproduktes ist, dai
es das assoziative Gesetz erfiillt. d. h. daB fiir drei Matrizen A, B, I’

(6, 5) (AB)I = A(BIN)
gilt. Bei Produkten von mehreren Faktoren sind demnach Klammern iiberfliissig.
Es seien also A = {«,;}, B = {8,i}, I = {y,} drei Matrizen, sodaBi = 1,2, ..., m,
i=1,2,...,n, k=1,2,...,pund I =1,2,...,¢9q. Dann kénnen die Pro-
dukte in (8, 5) gebildet werden. Die Behauptung besagt nach (8, 4)

n P

» n

ul l al al

> (: iy ﬁ/k) Yo = 20 2 Bri ks
A=1\j=1 Jz=1 k=1

Dies ist aber richtig, denn beide Seiten sind gleich der Doppelsumme

n »
Al Y R
S X Bikri
J=1 k=1
Wenn wir die Variablen #, v und w zu drei einspaltigen Matrizen zusammen-
fassen, kénnen wir die Transformationen (6, 1), (6, 2) folgendermafBen schreiben:

uy (O vy wy
u ., v w,
(8, 6) 2l A lf2 2l BTl

ll'n i"ﬂ 7"' zc’[)

und durch Einsetzen ergibt sich dann

iy wy wy

i, W w
(8,7) VAl=AB {2t = HT2E

U wp wp]

In der Matrizenrechnung fithrt man nun noch drei weitere, sehr einfache
Prozesse cin, niamlich erstens die dddition von zwei Malvizen, die dieselbe Zeilen-
zahl und dieselbe Spaltenzahl haben, durch

(8, 8) {xix} 4 {Bin} = {’»‘il.- + Bix)s

d. h. durch Addition entsprechender Elemente. Zweitens die Multiplikation einer
Matrix mit einer Zahl ) durch

(6,9) Mo} = {Aoi)

jedes Element der Matrix wird also mit 7 multipliziert. Die dritte Operation
besteht einfach darin, daB8 Zeilen und Spalten einer Matrix vertauscht werden:

X131 &Ky ... Kyp ’ Xy Koy e Kgyg
Koy &Kog + o (ap — Xig Qoo ... Kpyo
Em1 Xma -+ Zmn Kin Xan o0 Opp

Die entstehende Matrix nennt man dic fransponierte der Ausgangsmatrix A und
bezeichnet sie mit A’. Die transponierte einer einspaltigen Matrix ist eine einzeilige:

u, Y
Yol — Lugug .. U
e
Fiir diese Operationen gelten, wie unmittelbar zu schen, die folgenden Regeln:
AB+T) =AB+ AT,
AB+T)= 2B+l
B+Try= B+T1".
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Hierbei sind B und [T Matrizen, die in Zeilen- und Spaltenzahl iibereinstimmen,
A ist eine Matrix, deren Spaltenzahl gleich der Zeilenzahl von B und [ ist, und 4
eine beliebige Zahl.

Wir bemerken noch: Ein Produkt von zwei Matrizen wird transponiert, indem
die Faktoren einzeln transponiert und damn vertauscht werden:

(8, 10) (ABY = B’A’.

Dies folgt sehr cinfach aus der Definition des Produktes.
Wir betrachten nun einspaltige Matrizen, kurz Spalten, die dieselbe Zeilen-

%1
zahl m besitzen, also Matrizen der Form {2
Es seien #n solche Matrizen Fm
X3y X2 Xin
(6, 11) Ay %, A=t h L A T
Km1 K2 Kmn
gegeben. Wir sagen, A,, A;, ..., A, seien linear abhdngig, wenn es Zahlen 4,
Aa, - . .» An, die nicht sdmtlich verschwinden, derart gibt, dal
(6, 12) MAy+ A, 4+ -+ A,A, =0

ist, wobei wir fiir eine Matrix, die nur aus Nullen besteht, einfach 0 schreiben.
Ausfiibrlich lautet also (6, 12)

Aogy A Agdxgy A+ o A Agyn = 0
(8, 13) Iy b Aggy + et Aayy =

}‘lo‘ml + 12“:"'2 e + lnamn = 0.

Folgt dagegen aus (8, 12) [oder (8, 13)], daB alle 4 gleich Null sind, so heilen
Ay A, ..., A, linear unabhdngig.

Genan wie in 2 fiir Vektoren erkennt man: Ist schon ein Teil der Spal-
ten linear abhidngig, so sind alle linear abhdngig. Dies ist ins-
besondere stets dann der Fall, wenn eine der Spalten nur aus Nul-
len besteht.

Wir definieren nun den Rang einer beliebigen vechteckigen Maltvix als die Maxi-
malzahl von lincar unabhdngigen ihver Spalten.

Der Rang der Transponierten einer Matrix ist demnach die Maximalzahl der
linear unabhédngigen Zeilen der urspriinglichen Matrix. Wir werden spiter
zeigen, dafl diese beiden Zahlen iibereinstimmen.

Die Matrix A habe den Rang o, und A}, A,, ..., Ag seien linear un-
abhingige Spalten von A. Ist dann A,y eine beliebige weitere Spalte
von A, so laf3t sich Ae+1 aus A;, A;, ..., A, linear kombinieren:

(8, 14) Aot1 = pi A+ pgAy + - + poAo.

Da namlich g die Maximalzahl linear unabhingiger Spalten ist, miissen A A, ...
Ao, Agy linear abhingig sein:

(6,15) A Ay A+ AAs + -+ ZoAg + Aot1RAg+1 = O,

und hierin muB 4,44 = 0 sein, weil sonst A,, Ag, .. ., A, linear abhidngig wiren.
Folglich kann man durch ,,; dividieren und (6, 15) auf die Form (6, 14) bringen.
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Ferner ist unmittelbar zu sehen, daB der Rang einer Matrix ungedndert

" bleibt, wenn man zu ihr beliebig viele nur aus Nullen bestehende
Spalten oder Zeilen hinzufiigt.

7. Systeme linearer Gleichungen. Wir betrachten ein System von m linearen

Gleichungen mit » Unbekannten &, &, . .., &,. Nach (6, 1, 6) konnen wir dieses
System in Form einer Matrixgleichung

& b1

3
1, 1) AlSzt =18

5” ﬂm
schreiben, wo A die Koeffizientenmatrix mit m Zeilen und » Spalten und g,,
fla, - - ., fm die als bekannt anzusehenden rechten Seiten der Gleichungen be-
deuten. Ist &, &,, ..., &, eine Losung des Systems, so besagt (7, 1), daB die ein-

spaltige g-Matrix sich aus den Spalten der Matrix A linear kombinieren laBt.
Ist nun g der Rang, also die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A,
so laBt sich nach 6 jede Spalte von A, also auch die Matrix der f aus g linear
unabhingigen Spalten von A linear kombinieren. Daraus folgt, da auch der
Rang derjenigen Matrix {Apg}, die aus A durch Hinzufiigung der g-Spalte ent-
steht, gleich p ist. Fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems (7, 1) ist also
notwendig, daB8 die Matrizen A und {AgS} denselben Rang haben. Dies ist aber
auch hinreichend, denn wenn g der Rang von A und {Ag} ist, so muB sich die
p-Spalte aus g linear unabhingigen Spalten von A linear kombinieren lassen.
Damit ist gezeigt:

Notwendig und hinveichend fiiv die Losbarkeit des Gleichungssystems (1, 1) ist,
daf die Matrizen A und {A S} denselben Rang haben.

Um einen Uberblick iiber die Gesamtheit der Lésungen von (7, 1) zu erhalten,

nehmen wir an, wir hitten zwei Losungen &, &, ..., & und &, &, ..., &. In-
dem wir (7, 1) fiir diese beiden Losungen subtrahieren, erhalten wir, dafl die
Differenz 5y = & — &, = & — &, - - ., g = & — & dem ,homogenen Glei-
chungssystem*¢

L1
(1, 2) Al72l = ¢

n

geniigt. Addiert man umgekehrt zu einer Losung von (7, 1) eine beliebige Losung
von (7, 2), so erhalt man wieder eine Losung von (7, 1). Also: Man erhalt samt-
liche Losungen des inhomogenen Systems (7, 1), indem man zu einer
ILL6sung samtliche Losungen des homogenen Systems (7, 2) addiert.

Im folgenden betrachten wir daher nur das homogene System (7, 2). Es ist
unmittelbar zu schen, daB mit irgendwelchen Lésungen von (7,2) auch jede
Linearkombination von diesen einc Losung ist.

Unter den Liosungen des homogenen Gleichungssystems (7, 2) gibt es n — p lineay
unabhdngige, wo o der Rang von A ist, und jede weitere Losung lift sich aus diesen
n — o linear kombinieven. Die allgemeine Lisung des Systems hdngt von n — o
freien Parametern, ndmlich den Koeffizienten ab, mit denen diese n — g linear un-
abhdngigen Losungen linear kombiniert werden: die Gesamtheit dev Lisungen bildet
etne (n — g)-parvametrige Schar.

Zum Beweis verfahren wir folgendermaBen: Es mégen A;, A,, ..., A, linear
unabhangige Spalten von A bezeichnen. Die iibrigen Spalten seien A,.11, . . ., A,.
Wie am SchluB von 6 bemerkt, 148t sich jede der Spalten A, ;(j=1,2, ..., n—p)
aus A, A,, ..., A, linear kombinieren:

MiAL+ 2jAe o A g A — Agyj=0.
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Dies kénnen wir so aussprechen: Die Spalte

,

nj

N2j

1,2,...,n—p

l

1, 3)

wo —1 an der Stelle g + 7 steht, ist eine Losung von (7, 2). Damit haben wir
n — o Loésungen. Diese sind aber auch linear unabhangig; denn multipliziert man
(7, 3) mit einer beliebigen Zahl A;, summiert iiber j von 1 bis # — g und setzt
die entstehende Spalte gleich der aus lauter Nullen zusammengesetzten Spalte,
so ergibt sich fiir das (p + j)-te Glied der Linearkombination einfach —2; = 0.
Das besagt gerade die lineare Unabhangigkeit der n — g Spalten.

Es bleibt noch zu zeigen, daB sich jede Losung aus den # — p Losungen (7, 3)

linear kombinieren laBt. Sei 7, 9, - - -, N cine beliebige I.osung. Wir multi-
plizieren die Spalten (7, 3) bzw. mit 7,.; (j =1,2,..., 7 — g) und addieren
die n — p so entstehenden Spalten zu der Spalte 7,, 93, . . ., 7a- Es ergibt sich

dann eine Spalte, die wieder Lésung von (7, 2) ist und deren n — g letzte Ele-
mente verschwinden. Dann miissen aber auch die g ersten Elemente verschwin-
den; denn sonst bestiinde eine lineare Abhingigkeit zwischen den Spalten A,
A,, ..., A, der Matrix A, was ja nicht der Fall ist. Damit haben wir gezeigt,
daB die Losung 7, 1, - - -, 7. €ine Linearkombination der L.Osungen (7, 3) ist.

Es erheben sich hier die Fragen: Gibt es mehr als # — o linear unabhangige
Losungen? ILassen sich alle T.osungen aus weniger als # — ¢ linear kombinieren?
Beide Fragen sind zu verneinen, wie sich leicht mit Hilfe der in 9 entwickelten
Satze beweisen lieBe. Danach ergibt sich auch leicht: Hat man irgendwelche
linear unabhingige Losungen in einer Anzahl kleiner als # — @, so lassen sich
diese durch Zufiigung weiterer Losungen zu einem System von n —- ¢ linear un-
abhingigen erginzen. Wir gehen aber auf diese Fragen nicht nadher ein.

In 9 werden wir ein Verfahren angeben, den Rang einer Matrix zu bestimmen.
Dadurch erhalten dann die Sitze dieses Paragraphen ihre eigentliche Bedeutung.

8. Quadratische Matrizen und Determinanten. Einer quadratischen Matrix,
d. h. einer Matrix mit gleich vielen Zeilen und Spalten ordnet man eine Zahl,
die Determinante, zu:

all “12 DR al"
[A] = gy Oga .- . Kyy
Rpy Kpg -« Opp

Die einfachsten, im folgenden genannten Sitze iiber Determinanten setzen wir

als bekannt voraus.
1) Eine Matrix und ihre Transponierte haben dieselbe Determinante:

(8, 1) |A7] = |A].

2) Bei Vertauschung zweier Zeilen oder zweier Spalten dndert die Determinante
das Vorzeichen. Sie verschwindet also instesondere, wenn zwei Zeilen tibereinstimmen.
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3) Multipliziert man alle Elemente einer Zeile oder einer Spalie mit deyselben
Zahl, so multipliziert sich die Determinante mit dieser Zahl. Daraus folgt ins-
besondere: Besteht eine Zeile (Spalle) aus lauter Nullen, so verschwindet die Deter-
minante. Ferner ergibt sich

(8,2) 1AA| = 1A,

wo n die Zeilen- und Spaltenzahl ist.

4) Addiert man zu einer Zetle (Spalte) eine andere mit einer beliebigen Zahl
multiplizierte Zeile (Spalte), so bleibt die Determinante ungedndert. Hieraus folgt,
daB man zu einer Zeile (Spalte) eine beliebige Linearkombination der anderen
Zeilen (Spalten) hinzufiigen kann, ohne die Determinante zu 4ndern. Insbesondere:
Sind die Zeilen (Spalten) einer Determinante lineav abhdngig, so verschwindet sie,
denn dann ist eine Zeile (Spalte) eine Linearkombination der iibrigen, kann also
durch Subtraktion dieser Linearkombination der iibrigen Zeilen (Spalten) in die
Zeile (Spalte) 0, 0, ..., 0 iibergefiihrt werden.

5) Den Determinantenmultiplikationssatz konnen wir mit Hilfe des eingefithrten
Matrizenkalkiils einfach so schreiben:

(8,3) |AB| = A||B].
Mit Riicksicht auf (8, 1) ist auch
(8, 4) |AB’| = |A’B| = |A’B’| = [A][[B].
6) Es gelten die Entwicklungen nach einer Zeile oder Spalte
(8, 5) [Al = oy Ay + oip Arg + o0 + ayn As xgatjAtj:
(8,6) (Al = o pAgx -+ dgpAgp oo+ g An ::"}__,‘:o‘jkAjk'

Hierbei ist A, das (—1)f+"';fache derjenigen (n — 1)-reihigen Determinante, die
entsteht, indem man in |A| die i-te Zeile und die k-te Spalte fortlaBt.
Wir nennen noch die Relationen

" _[IA] far =k
®,7) Soms=1'o e ith
n _[IA] fur =%
8.8) J:l“:fAfk“{ 0 far ik,

deren erste Teile mit (8, 5) und (8, 6) identisch sind, und deren zweite Teile folgen,
indem man (8, 5) bzw. (8, 6) auf eine Determinante anwendet, die aus |A| ent-
steht, indem man darin die k-te Zeile (k-te Spalte) durch die i-te Zeile (i-te Spalte)
ersetzt, eine Determinante also, in der zwei Zeilen (Spalten) iibereinstimmen.

In dem in 8 entwickelten Matrizenkalkiil lassen sich diese Relationen so
schreiben:

(17 Oz -+ &) [An As --. A, (|A] o0 ... O
R e L | I LI\
anl Ky - - Knn Aln Azn v Ann 0 0 o ;A)
All A?l [N Anl‘ *x;3 13 ... C‘Cl”1 iAi 0 B O
(8, 10) ) A]2 Agz PR Ane | Koy Koo - .. Koy L | (] A'l e ]
Alu Af» s Ann Kny Fpg - Xpp [ (Y Y st AI

Nielsen, Mechanik. 2
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Man bezeichnet nun die Matrizen der Gestalt

1 0 0 0
0 1 0 0
(8, 11) E={0 o 1

.. O

o o0 o ... 1

als Einheitsmatrizen und, falls |A| & 0 ist, die Matrix

(A Asr A
Al |A| [A]
Az Ass  As
(8, 12) A-t=1TA| [A] A}
Ain Aw . A
|A] [A] [A]

als die reziproke oder inverse Matrix der Matrix A = {a;;}. (8,9) und (8, 10)
schreiben sich mit diesen Bezeichnungen cinfach

(8, 13) AA-t=A"'A=E.

Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben, da3 die reziproke Matrix nur fiir
quadratische Matrizen mit von Null verschiedener Determinante
definiert worden ist.

Die Matrix E hat die fundamentale Eigenschaft, daB eine be-
liebige Matrix ungeidndert bleibt, wenn man sie (von rechts oder
links) mit E multipliziert:

(8, 14) AE=EA=A.

Wir zeigen noch, da8 es keine von A~! verschiedene Matrix gibt, fiir die (8, 13)
gilt. Sei etwa = eine Matrix mit
=A=E.
Multipliziert man dies von rechts mit A~?, so folgt wegen (8, 14), (8, 13) und des

assoziativen Gesetzes
A-'= (ZA)A-'==Z(AA") = =.

Analog sieht man, daB aus A= = E ebenfalls = = A—! folgt.
Fiir die Reziproke eines Produkts von Matrizen gilt
(8, 15) (AB)"!=B-1A-

falls A und B quadratisch sind und |A| und |B| nicht verschwinden. Denn es
ist offenbar nach dem assoziativen Gesetz

(AB)(B-1A-1) = A(BB-)A-1=AA-'=E,
also B"*A~1 tatsachlich die Reziproke von AB.

Ist
& b1
(8, 16) A %:2 = {’2
én 3”

ein lineares Gleichungssystem mit gleichviel Unbekannten und Gleichungen, dessen
(quadratische) Matrix von Null verschiedene Determinante hat, so kénnen wir



9. Determinantenkriterien fiir die Lésbarkeit von lincaren Gleichungssystemen, 19

A1 bilden und (8, 16) von links mit A~! multiplizieren. Wir erhalten dann

nach (8, 13) £ B,
(8. 1 7) 5:2 = A"1? 62
£ B.

als einzige Lésung von (8, 16). (8, 17) ist nichts anderes als die CRAMERsche A uf-
losungsformel in Matrizenschreibweise.

9. Determinantenkriterien fiir die Losbarkeit von linearen Gleichungs-
systemen. Unter einer Unterdeteyminante p-ter Ordnung einer beliebigen Matrix A
von m Zeilen und » Spalten versteht man die Determinante einer quadratischen
Matrix, die aus A entsteht, indem man m — p beliebige Zeilen und % — p be-
liebige Spalten wegliBt.

Es sei § die groBte ganze Zahl derart, daB wenigstens eine Unterdeterminante
O-ter Ordnung der Matrix A von Null verschieden ist, so daB also jede Unter-
determinante (J+ 1)-ter Ordnung, falls iiberhaupt eine solche vorhanden ist,
verschwindet. Es soll gezeigt werden: ¢ ist gleich dem Rang, also gleich der
Maximalzahl der linear unabhdngigen Spalten von A.

Bevor wir zum Beweis iibergehen, wollen wir hieraus einige IFolgerungen
ziehen. '

Es ist klar, daB dic oben cingefiihrte Zahl § beim Ubergang zur transponierten
Matrix A’ von A ungeiandert bleibt; denn aus jeder Unterdeterminante von A
erhalt man durch Umklappen um die Hauptdiagonale eine ihr gleiche Unter-
determinante von A’ und umgekehrt. Nun ist aber der Rang von A’ gleich der
Maximalzahl linear unabhingiger Zeilen von A. Daraus folgt:

Die Maximalzahl linear unabhdngiger Zetlen eincv Matviy ist gleich der Maxi-
malzahl lincar unabhdngiger Spalten. Insbesondere ist der Rang kleiner oder
gleich der Zeilenzahl und (selbstverstandlich) auch kleiner oder glcich der Spalten-
zahl der Matrix.

Der Beweis der obigen Behauptung kann folgendermaflen gefiihrt werden.
Zunachst folgt leicht, daB § - p ist, wenn p den Rang der Matrix A bezeichnet.
Ware niamlich § > p, so wiirden § beliebige Spalten von A, also auch die Spalten
einer beliebigen Unterdeterminante J-ter Ordnung linear abhiangig sein; dann
wiirden aber im Widerspruch zur Definition von § alle diese Determinanten ver-
schwinden [8, Satz 4].

Es bleibt also zu zeigen, da § .- p ist, daB mit anderen Worten je § 4 1
Spalten von A linear abhingig sind. Wir betrachten von nun an nur noch eine
aus § + 1 beliebigen Spalten von A bestechende Matrix A. Es sei p die groBte
ganze Zahl, fiir die es wenigstens eine von Null verschiedene Unterdeterminante
p-ter Ordnung in A gibt. Offenbar ist p =< 6. Wir kénnen p > 0 annehmen,

da fir p = 0 alle Elemente von A verschwinden. Wir wihlen nun p Spalten
von A, in denen eine von Null verschiedene Unterdeterminante p-ter Ordnung
vorkommt, etwa A,, A,, ..., A,, und fiijgen zu ihnen noch eine beliebige
andere Spalte A,,, von A. Es geniigt offenbar zu zeigen, daB bereits diese
p + 1 Spalten, die wir zur Matrix

X1 %1 --. Gyp Gypyy
Kg1 oy v Ngp OGopiy
Em1 Cme o+« Kpp Kmpii

zusammenfassen, linear abhingig sind. Wir diirfen annehmen, daB die in der
linken oberen Ecke befindliche Unterdeterminante p-ter Ordnung von Null ver-

2#
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schieden ist, da sich dies durch Umordnen der Zeilen erreichen la8t. Wir be-
trachten nun die Determinanten (p + 1)-ter Ordnung

®yp OKgg .- Gyp OGypynl
t Xoq szf_;' o Oéz,, “2,,+1 ’
l : : , 7=1,2,...,m
| Gp1 Opy v Opp OGppyn |
o1 Oys oo 0y Oy
die fiir j == 1, 2, ..., p verschwinden, da sie zwei gleiche Zeilen haben, und die,

falls m > p ist, fir j=p +1,p 4 2, ..., m Unterdeterminanten (p + 1)-ter
Ordnung von A sind, also nach Definition von p ebenfalls verschwinden. Ent-
wickeln wir diese Determinanten nach der letzten Zeile, so erhalten wir

(9; 1) GJ1A1+0CJQA2+""*‘QJPAP'*"“.},,_;_IAP_'.‘vT-‘O- (7‘:1,2,.‘.,7"1)

Hierin sind die A nach (8, 5) die mit passendem Vorzeichen versehenen Unter-
determinanten der ersten p Zeilen, also von j unabhingig. Insbesondere ist

[Ggr Gpp oo Oqp !

. “21 0&22 P oc“i
Apir = i : : s
: : Do

lapl Qpa « o Kppi

also von Null verschieden. Die m Gleichungen (9, 1) bringen daher die lineare
Abhangigkeit der p - 1 betrachteten Spalten zum Ausdruck.

Wir besprechen noch kurz einige Anwendungen unserer Ergebnisse auf Systeme
linearer Gleichungen.
Sei ein homogenes System
"

,2) ALEE=0

Hn
vorgelegt, bei dem die Anzahl m der Gleichungen kleiner als die Anzahl » der
Unbekannten ist. Nach 7 besitzt das System n — p linear unabhangige Losungen.
Nun ist aber, wie oben bemerkt, m ==, alson — p == % — m > 0. Dies besagt, daB
jedes solches Gleichungssystem mindestens # — m linear unabhéan-
gige Losungen hat.

Ist n = m, also die Matrix A quadratisch, so hat das Gleichungs-
system (9, 2) dann und nur dann eine von der trivialen 0,0, ..., 0 ver-
schiedene Losung, wenn die Determinante |A| = 0 ist; denn dann und
nur dann ist nach dem oben Bewiesenen der Rang von A kleiner als #.

Es sei A eine beliebige Matrix mit m Zeilen und » Spalten. Wir betrachten
das homogene Gleichungssystem ;

1

9 3) Attt —o,

I
dessen Matrix die Transponierte A’ von A ist. Nach 7 ist dic Maximalzahl linear
unabhiéngiger Losungen von (9, 3) gleich m — p, da m die Spaltenzahl und g

der Rang von A’ sind. Gehen wir nun von (9, 3) zur transponierten Gleichung
iiber, so erhalten wir

(9, 4) {dg ... L,YA =0.

Diese Gleichung stellt eine lineare Abhingigkeit zwischen den Zeilen von A
dar, wenn 4,, 43, ..., A, eine von 0, 0, ..., 0 verschiedene Losung von (9, 3) ist.
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Das eben genannte Resultat 1aBt sich demnach auch so aussprechen: Die Maxi-
malzahl linear unabhingiger linearer Relationen zwischen den Zei-
len einer Matrix A ist gleich m — g, wo m die Zeilenzahl und g der
Rang von A ist. Hierbei heiBen lineare Relationen zwischen den Zeilen von A
linear abhingig oder unabhingig, je nachdem die entsprechenden Koeffizienten-
systeme {4, A, . .. A,} linear abhangig oder unabhéngig sind.

SchlieBlich noch eine Bemerkung iiber beliebige inhomogene Systeme

‘El 131
(9, 5) A 52 —_ f?z
&) Bm

Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit von (9, 5) hatten
wir gefunden, daB der Rang von A'gleich dem Rang der um die Spalte der § er-
weiterten Matrix {Af} ist. Andererseits 1Bt sich unmittelbar die folgende not-
wendige Bedingung herleiten: Jede etwaige lineare Relation zwischen den Zeilen
von A muB auch zwischen den B bestehen. Eine lineare Relation zwischen den
Zeilen von A konnen wir durch eine Matrizengleichung (9, 4) zum Ausdruck
bringen. Multiplizieren wir nun (9, 5) von links mit der einzeiligen Matrix
{AMAg ... An}, so erhalten wir '

& & i)

VIT TR I VY L21 U 12} SR RN S

d. h. Sn &n Bom
(8, 6) AP+ 2B+ oo +AmBm = 0.

Ist nun umgekehrt diese Bedingung erfiillt, d. h. gilt (8, 6) fiir jede Matrix
{AAg - . . An}, fir die (9, 4) gilt, so bleibt die Anzabl der linear unabh&ngigen
Zeilen, also der Rang von A ungeindert, wenn man die Spalte der § hinzufiigt,
d. h. zur Matrix {A g} iibergeht. Die Bedingung ist also auch hinreichend fiir die
Loésbarkeit von (9, 5):

Das System (9, 5) von inhomogenen linearen Gleichungen ist dann und nur dann
I5sbar, wenn jede zwischen den Zeilen dev Matvix A bestehende lineare Relation auch
zwischen den vechten Seiten By, Bg. . .., Pm besteht. Insbesondere ist das System
dann und nur dann bei belicbigen By, By, - - ., Pm 10sbar, wenn die Zeilen von A
linear unabhingig sind.

Beachten wir noch, daB (9, 4) mit (9, 3) gleichbedeutend ist, daB also jeder
linearen Relation zwischen den Zeilen von A eine nicht-triviale Losung des trans-
ponierten homogenen Systems (9, 3) entspricht, und umgekehrt, so koénnen wir
diesen Satz auch so aussprechen:

Es ist notwendig und hinveichend fiir die Losbarkeit des inhomogenen Gleichungs-

systems (9, 5), daf die vechten Seiten By, By, . .., Bn ftir jede Losung Ay, Ag, - - -1 Am
des transponierten homogemen Systems (9, 3) die Gleichung (9, 6) erfiillen. Ins-
besondere ist (9, 5) danmn und nuy dann bei beliebigen By, fs, - . ., Ba losbar, wenn
(9, 3) keine von 0,0, ..., O verschiedeme Losung besitzt.

10. Koordinatentransformationen. Wir kehren nun wieder zur Betrachtung
von Vektoren zuriick. ‘
In 2 hatten wir gezeigt, daB nach Wahl eines beliebigen Koordinatensystems
(0; 1, 1, 3) ein Vektor b durch drei Zahlen v,, v,, v,, seine Koordinaten, festgelegt
uz
ist und umgekehrt. Wir verabreden, einen Vektor b durch die einspaltige Matrix 1 v,
, v,
darzustellen. Diese Darstellung hangt natiirlich von der Wahl des Koordinaten-
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systems ab, und es soll sich jetzt um die Untersuchung dieser Abhangigkeit
handeln.

Zunichst bemerken wir, daB bei Zugrundelegung eines festen Koordi-
natensystems lineare Abh4ngigkeit und Unabhangigkeit von Vek-
toren mit linearer Abhangigkeit und Unabhangigkeit der sie dar-
stellenden Spalten gleichbedeutend ist. Sind namlich die Spalten linear
abhingig, so ist klar, daB dies auch bei den zugehérigen Vektoren der Fall ist.
Sind umgekehrt die Vektoren linear abhédngig, so folgt aus der linearen Unab-
hingigkeit der Koordinatenvektoren ¢, Y, 3, daB auch die zugehdrigen Spalten
linear abhingig sind. Daraus in Verbindung mit dem Hauptresultat von 9 folgt,
daB drei Vektoren u, v, v dann und nur dann linear unabhingig sind, wenn die

Determinante u, v, w,

(10, 1) u, v, w,|+0
ist. u, v, w,|

Wir betrachten nun neben dem f, }), 3-System ein zweites Koordinatensystem
I, Y, 3 mit beliebigem Anfangspunkt. Die Vektoren r, 1,3 miissen sich als
Linearkombinationen von 1, ), 3 darstellen lassen:

I =oanl+ oY) + 133,
(10, 2) D = g1 ¥ + xgal) + 233,

3 = g1k + oxgel) + 333

Abgesehen von der Parallelverschiebung, die den Ursprung des alten in den
des neuen Systems tuberfithrt, wird also die Koordinatentransformation durch
eine quadratische Matrix A = {x;,} gegeben, deren Determinante |A| nach
(10, 1) von Null verschieden ist, da g, Y, 3 linear unabhingig sind. Wenn wir
uns gestatten, auch Matrizen zu verwenden, deren Elemente Vektoren sind, und
mit denen formal cbenso zu rechnen ist wie mit Zahlenmatrizen, kénnen wir
(10, 2) auch in jeder der beiden Formen

T z
(10, 3) pr=A1y, £ y93r={ry A
3 3

schreiben. Wegen |A| - 0 konnen wir nach (8, 17) die Gleichungen (10, 3) nach
T, Y, 3 auflésen und erhalten

13 1)
(10, 4) pr=A"11p
3 3
Ist nun v = v, + v, Y + v,3 ein beliebiger Vektor, so gilt nach (10, 4)
L t
b={v, v, v}{9t = {v. v, v.JA Y
3 3

Das heiBt, daB die Koordinaten v;, vz, v, von b im neuen Koordinatensystem

durch {ve vy Ui} = {vz vy v:}A-l

gegeben sind. Gehen wir hier zu den transponierten Matrizen iiber und beriick-
sichtigen (6, 10), so erhalten wir

Uy Uy
(10, S) v,— = A_l’ v, .
| ,
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Man nennt nun die Matrix A~Y/, also die transponierte der reziproken Matrix
von A die zu A kontragrediente oder komiravariante Maltrix. Sie ist gleichzeitig
die reziproke der transponierten Matrix. Denn aus AA~! = E folgt, wegen (8, 10)
A-VA =F = E, also

(10, 6) A-1 = A1,

Vergleichen wir nun (10, 3) und (10, 5), so kénnen wir sagen: Die Koordinaten
eines Vektors transformieren sich kontragredient zu den Koordi-
natengrundvektoren. Hiernach kann man die Vektoren auf folgende Weise
charakterisieren:

Eine physikalische Grofle hat Vektovchavakter, wenn sie in bezug auf ein Koordi-
natensystem durch drei Zahlen, thrve Koovdinalen, angegeben werden kann, die sich
bei Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem komtragredient zu den Koovdinaten-
grundvektoven transformieven.

Wir betrachten noch den Fall, wo sowohl das urspriingliche als auch das
neue Koordinatensystem rechtwinklige Einheitssysteme sind, deren Grundvektoren
wir dann mit i, j, f bzw. i, i, ¥ bezeichnen. Wir haben dann

»i3='iz='f2=i2=i2=f2=1

)

=it=jt=ij=it=j-t=0

oder in Matrizenform

i i
(10, 7) ji-{iit=E, j{-{ijf=E,
: f

wo die bei der Aﬁsfﬁhrung der Matrizenmultiplikation auftretenden Produkte
zweier Vektoren als skalare Produkte aufzufassen sind. Ist nun

; ;
=AY
}; t
also transponiert o

{tit)=(inA,
so erhalt man durch Einsetzen in die erste Gleichung von (10, 7)

i
E=Aljt-{iiDA,

t
also nach der zweiten Gleichung (10, 7)
(10, 8) AA’=E,
(10, 9) A= AL

Das heiBt, die reziproke und die transponierte Matrix von A stimmen iiberein
(10, 9) 148t sich auch A = A~/ schreiben, was besagt, daB die Matrix A gleich
ihrer kontragredienten ist. Matrizen mit dieser Eigenschaft heien orthogonale
Matrizen.

Bei einer orthogonalen Koordinalentransformation werden also die Koovdinaten
und die Grundvekioren derselben linearen homogenen Trvansformation unterworfen.

Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist, wie wegen |[E| =1 aus
(10, 8) folgt, 4=1. Sie ist nach 5 positiv, wenn i, {, f und i, i, ¥ beide Rechts-
systeme oder beide Linkssysteme sind, sonst negativ.
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Ubungsaufgaben zum 1. Kapifel.

1. Vier Vektoren a, b, ¢ und b seien vom gleichen Punkt aus abgetragen.
Man zeige, daB die Endpunkte von a, b und ¢ dann und nur dann in einer Ge-
raden liegen, wenn eine Relation xa + fb + y¢ = 0 mit der Nebenbedingung
o + B + y = 0 besteht, und daB die Endpunkte von a, b, ¢ und b dann und
nur dann in einer Ebene liegen, wenn eine Relation xa + b + yc + 6D =0
mit der Nebenbedingung « + f + y + 6 = 0 besteht. Die mit griechischen
Buchstaben bezeichneten Skalare sind in beiden Fallen nicht siamtlich Null.

2. Die linear unabhangigen Vektoren a, b und ¢ seien vom gleichen Punkt
abgetragen. Man zeige, daB man den Ortsvektor (vom gleichen Punkt) fiir die
Punkte der Ebene durch dieEndpunkte von a, b und ¢ inderFormr=xa+ yb 4 z¢
mit der Nebenbedingung » 4 ¥ + z = 1 darstellen kann. Die Nebenbedingung
ist also die Gleichung der Ebene in dem durch die gegebenen Vektoren aufgespann-
ten allgemeinen Koordinatensystem. Der Ortsvektor befriedigt die Gleichung

[tbe| + |tcal + |tab] = |abc|.

3. Die linear unabhingigen Vektoren a, b und ¢ seien vom gleichen Punkt
abgetragen. Man bilde Vektorausdriicke fiir die anderen drei Kanten des auf-
gespannten Tetraeders. Die Seitenflichen des Tetraeders seien so orientiert, da8
ihre positiven Normalen nach auBen zeigen. Man soll ihre Flicheninhalte durch
Vektorprodukte darstellen und nachweisen, daB diese Vektorprodukte die Summe

Null haben.
4. Es seien a, b und ¢ drei linear unabhangige Vektoren und

_bxe o, _cexa o, axb
" jabe|’ " abel " labe,
das zu diesem Tripel reziproke Tripel. Man weise folgende Eigenschaften nach:
a){abc/-{a b ¢} =E.
b) Das reziproke Tripel bildet die Polarecke zu der von dem urspriinglichen
Tripel gebildeten rdumlichen Ecke.
c) Das reziproke des reziproken Tripels ist das urspriingliche.
d) Ein Tripel ist dann und nur dann identisch mit seinem reziproken, wenn
es aus drei orthogonalen Einheitsvektoren besteht.
e) Ein beliebiger Vektor v ist in der Form

p=(v-a a4 (057 1b 4 (v

-1

darstellbar.
f) Es sei D =qu«a + ﬂb + yc und nl = (xlﬂnl + ﬂlb»l '+‘ yIC“I. Dann iSt

Doy = ax; + BB + Y-

5. Es ist nachzuweisen

jaa” a-b a-¢
labc||a’b’c'|=‘b~a’ b-b b-c
feea” ¢b ¢

Fiir zwei gleiche Vektortripel erhilt man eine symmetrische Determinante (GRAM-
sche Determinante). Unter der Voraussetzung |a b ¢| &= 0 soll man nachweisen,

daB dic Gleichungen
rra=4 b=y 1r°c=vw

durch
’ a b ¢
1 1 a? a-b a-c A
Y= Tabel|b-a B% b-c
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gelost werden. Man stelle das reziproke System a~!, b1, ¢! im System a, b, ¢
dar, indem man der Reihe nach (4, u, ) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) setzt.
6. Ein Vektor r ist aus den beiden Gleichungen

rxa=D» (1)

Lt =o (2)

zu bestimmen, wobei a = 0, ¢ 0, a+b = 0, im iibrigen aber a, b, ¢ und «x
willkiirlich gegeben sind. Man zeige: Falls a- ¢ #+ 0, ist

_qig‘—{-cxb

a-cC

die eindeutig bestimmte L.osung. Falls a+¢ =0 und xa + ¢ X b < 0, haben (1)
und (2) keine gemeinsame Loésung. Falls a-¢=0 und aa+ ¢ X b =0, ist
jede Losung von (1) auch eine Losung von (2), aber nicht umgekehrt.

Man deute dieses Ergebnis geometrisch, indem man (1) als die Gleichung
einer Geraden und (2) als die Gleichung einer Ebene interpretiert.

7. In einem Dreieck seien S, H und M die Schnittpunkte der Mittellinien,
Hohen und Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten. Man zeige

-> -
SH = —2 SM.,

: 2. Kapitel.
Gleichgewicht von Massenpunkten.

11. Gleichgewicht eines freien Massenpunktes. Die mathematische
Behandlung der mechanischen Vorginge wird durch cine Reihe von
Abstraktionen ermoglicht, deren Berechtigung allein aus der Anwend-
barkeit der daraus hergeleiteten Resultate entnommen werden kann.
Unter einem Massenpunkt versteht man einen Korper, von dessen Aus-
dehnung man bei einer vorgelegten mechanischen Aufgabe absehen
kann und den man deshalb in einem mathematischen Punkt lokalisiert.
Wirkt auf den Massenpunkt eine Kraft, so sagt man, daB sie diesen
Punkt angreift, und man schreibt ihr eine bestimmte Angriffslinie zu;
das ist diejenige Gerade durch den Massenpunkt, in deren Richtung die
Kraft wirkt. Krifte konnen schr verschiedenartigen Ursprungs sein.
Die Physik beschiftigt sich mit den Annahmen, die man in dieser
Hinsicht macht, und entwickelt Methoden, um Krifte durch Vergleich
mit einer willkiirlich gewihlten Krafteinheit zu messen. Als Einheit
wihlen wir im folgenden bis auf weiteres die Schwere oder das Gewicht
eines Kilogramms, indem wir von der Tatsache absehen, daB dieses
nur niherungsweise auf der Erdoberfliche konstant ist. (An ein und
dieselbe Spiralfeder gehingt bewirkt derselbe Korper Verldngerungen
der Feder, die sich etwas mit dem Ort auf der Erde dndern, so da3
diese Einheit fiir genaue Kraftmessungen nur lokale Bedeutung hat.)

Diese Festsetzungen fithren dazu, eine Kraft als gebundenen
Vektor aufzufassen, dessen Angriffspunkt der Massenpunkt
ist, dessen Richtung durch die Angriffslinie gegeben wird
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und dessen Linge gleich der MafBzahl der Kraft in bezug
auf die gewdhlte Krafteinheit ist. Dies erhilt jedoch erst seine
volle Berechtigung durch die physikalische Erfahrung, daB3 zwei Krifte,
die einen Massenpunkt angreifen, dieselbe Wirkung wie ihre Vektor-
summe haben (Satz vom Krifteparallelogramm). Die fundamentale Vor-
aussetzung der Gleichgewichtslehre ist daher:

Ein frer beweglicher Massenpunkt, der wrspriinglich in Ruhe 1ist,
blesbt dann und nur dann in Ruhe, wenn die auf ihn wirkenden Krifte
die Vektorsumme O haben.

Wirken auf einen Massenpunkt dic Krifte &, &,, ..., &,, so kann
man die Resultante
(11, 1) =8 + K4+ &,

durch Konstruktion eines orientierten Streckenzuges, des Krdftepolygons,
bilden, dessen einzelne Seiten in willkiirlicher Reihenfolge die einzelnen
Kraftvektoren darstellen. Die Resultante ist der
Vektor vom Anfangspunkt des Kriftepolygons zu
seinem Endpunkt (Abb. 14). Die Gleichgewichts-
bedingung lautet dann & = 0 und besagt also,
daB sich das Kriftepolygon schlieBt.

Sei ! eine Gerade und ¢ ein Vektor der
Linge 1 auf /, der durch seine Richtung die
Gerade ! orientiert. Dann ist & - & ein mit Vor-
zeichen versehener Skalar, der die Projektion von & auf die orientierte
Gerade / angibt. Aus (11, 1) erhilt man

(11, 2) ReQ=R -8+ 8 -84 -+ 8,8,

also: Die Projektion der Resultante auf cinc orientierte Ge-
rade ist gleich der Summe der Projektionen der Krifte auf
diese Gerade. Verschwindet die Projektion von &, so steht & senk-
recht auf / oder ist selbst Null. Die Gleichgewichtsbedingung ist also
erfiillt, wenn die Projektionssummen der Krifte auf drei Geraden, die
nicht derselben Ebene parallel sind, verschwinden. Fiir ein System
von Kriften, dic simtlich in einer Ebene liegen, ist es ausreichend,
diese Projektionssummen fiir zwei nicht parallelc Geraden dieser Ebene
zu bilden.

Durch Einfiihrung des wichtigen Begriffs der Arbeit kann man
diesen Betrachtungen noch eine andere Form geben. Unter der Arbeit,
die eine Kraft & bei Verschiebung ihres Angriffspunktes leistet, ver-
steht man den Skalar

(11, 3) A=8.3,
wo der Vektor 3 die Verschiebung nach Gré8e und Richtung angibt.

Die Einheit der Arbeit ist das Kilogrammeter (kgm), wenn man die
Kraft in kg und die Linge in m miBt. (Man erhilt eine Vorstellung

Abb, 14, Kriftepolygon,



11. Gleichgewicht eines freien Massenpunktes. . 27

der Arbeitseinheit beim senkrechten Heben eines Kilogrammgewichts
um einen Meter.) Die Arbeit ist positiv oder negativ, je nachdem
Kraft und Verschiebung einen spitzen oder stumpfen Winkel ein-
schlieBen; sie verschwindet, wenn Kraft und Verschiebung aufeinander
senkrecht stehen. Hierbei wird angenommen, daB3 die Kraft wihrend
der Verschiebung ihre GroéBe und Richtung beibehilt. Wird (11, 1)
skalar mit 8 multipliziert, so folgt, daB3 die Arbecit der Resultante gleich
der Summe der von den einzelnen Kriften geleisteten Arbeit ist. Man
kann daher der Gleichgewichtsbedingung folgende Form geben:

Notwendige und hinreichende Gleichgewichtsbedingung ist, daf be:
willkiirlicher Verschiebung des Massenpunktes die Summe der von den
Kriften geleisteten Arbeit verschwindet.

Zur rechnerischen Behandlung benutzt man oft ein Koordinaten-
system. Wenn nichts anderes gesagt wird, wihlen wir aufeinander
senkrechte Grundvektoren i, j, f der Linge 1, die ein rechtshdndiges
System bilden. Die Koordinaten der Krifte §&,, & bezeichnen wir
mit X,, Y,, Z, bzw. X, Y, Z. Dann besagt (11, 1)

X =X1 _*_. X2 """" +Xn. = Zer
(11, 4) Y=Y,+Y,+ - +Y,=2Y,,
2= 42+ - +2,=22,.

Die Koordinaten L,, L, und L, des Einheitsvektors £ sind die
Richtungskosinus der orientierten Geraden /. Bezeichnen wir sie mit
cose, cosf und cosy, so ist

Q2 = cos?x + cos?f + cos?y =1

und die Projektion von & auf /

(11, 5) K-8 =Xcosx + Ycosf + Zcosy.
Fir die Arbeit (11, 3) erhidlt man die Definitionsgleichung
(11, 6) A=Xs,+Ys,+Zs,,
wenn s,, s,, s, dic Koordinaten der Verschiebung 3 bezeichnen. Die

Gleichgewichtsbedingung & = 0 wird
(11, 7) 22X, =2Y,=>7,=0
oder mit Hilfe der Arbeitssumme ausgedriickt
A=24,=28,-3=2X,s,+Y,s,+2,s)

=5, 2X,+5,2Y,+527, =0.
Dies ist mit (11, 7) gleichbedeutend, da 8, also s,, s, und s, willkiir-
lich waren.

Diese Formulierung der Gleichgewichtsbedingung, die ihren Aus-

druck im obigen Satz und in (11, 8) findet, wird als das Prinzip der
virtuellen Arbeit bezeichnet, wobei das Wort ,,virtuell* darauf hinweist,

(11, 8)
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daB es sich nur um gedachte Verschiebungen handelt. Die Bedeutung
und volle Reichweite des Prinzips wird spiter deutlich werden.

Wenn ein System von Kriften die Gleichgewichtsbedingung erfiillt,
sagt man, daB die Krifte sich das Gleichgewicht halten oder daB sie
ein System im Gleichgewicht bilden.

Wir wollen noch besonders den Fall von drei Kriften im Gleich-
gewicht. betrachten. Sind die Krifte parallel, so mul die eine den

N beiden anderen entgegen-

gesetzt gerichtet und gleich
deren Summe sein. Sind
die Krafte nicht parallel,
so ist das Kriftepolygon
ein Dreieck, und die Krafte
sind daher einer Ebene parallel. Aus dem Kriaftedreieck entnimmt man
nach dem Sinussatz

/
Abb.15. A &g

Sinap; _ sinag _ sinay,

R LT Y
wenn «,, den Winkel zwischen den positiven Richtungen der Krifte
&, und R, bedeutet (Abb. 15).

12. Gleichgewicht eines gebundenen Massenpunktes. Reibung.
Die moglichen Lagen eines Massenpunktes konnen dadurch ein-
geschriankt sein, daB er gezwungen ist, in einem gewissen Teil des
Raumes zu bleiben, daB er also gewisse Grenzflichen nicht iiber-
schreiten kann, oder dadurch, daB er gezwungen ist, auf einer Fldche,
einem Flichenstiick, auf einer Kurve oder einen Kurvenstiick zu
bleiben, oder schlieBlich dadurch, daB er an einem festen Punkt im
Raume gebunden, also unbeweglich ist. Beschreibt man die Lage eines
Massenpunktes im Raume durch seine Koordinaten, so werden diese
im ersten Fall gewisse Ungleichungen erfiillen miissen. Ist der Massen-
punkt an eine Fliache gebunden, so wird eine Gleichung zwischen seinen
Koordinaten bestehen und auBerdem Ungleichungen, wenn das Flachen-
stiick begrenzt ist. Ist er an eine Kurve gebunden, so werden zwei
voneinander unabhingige Gleichungen und moglicherweise auBerdem
Ungleichungen zwischen seinen Koordinaten bestehen. Ist schliefllich
seine Lage unveridnderlich, so sind seine Koordinaten eindeutig be-
stimmt. Man kann in diesen Fillen die Koordinaten der Raumpunkte,
in denen sich der Massenpunkt befinden kann, als Funktionen von
3, 2, 1 bzw. 0 Parametern darstellen. Die betreffende Parameterzahl
bezeichnet man als den Freitheitsgrad (oder auch als die Anzahl der
Freiheitsgrade) des Massenpunktes.

Als Beispiel dafiir, wie man Gleichgewichtsaufgaben fiir derartige
gebundene Massenpunkte behandelt, betrachten wir einen Massenpunkt
vom Gewicht G, der auf einem waagerechten Tisch ruht. Man geht von
der Vorstellung aus, daB der Massenpunkt einen Druck auf den Tisch
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ausiibt, der durch den senkrecht nach unten gerichteten Vektor ®
von der Linge G gegeben sei. Es ist nun eine der fundamentalen An-
nahmen der Mechanik: Wenn zwei Korper K, und K, Kraftwirkungen
aufeinander ausiiben, im besonderen sich unter Druck berdihven, so 1st die
Kraftwirkung von K; auf K, entgegengesetzt gleich der Kraftwirkung von
K, auf K,. In dem betrachteten Fall iibt also der Tisch eine Gegen-
kraft oder Reaktion —G auf den Massenpunkt aus. Demnach steht
der Massenpunkt unter der Einwirkung von zwei Kriften ¢ und — @,
deren Vektorsumme Null ist, und die obige Gleichgewichtsbedingung
ist nun erfiillt. Dieses Beispiel legt das folgende allgemeine Prinzip
zur Lésung von Gleichgewichtsaufgaben nahe: Wenn die Bewegungs-
moglichkeiten eines Massenpunktces geometrischen Ein-
schrinkungen unterworfen sind, so werden diese Zwangsbin-
dungen oder ,Fiihrungen” durch Krifte ersetzt, die man
als Zwangskrifte oder Reaktionen der Bindungen bezeichnet.
Nach Einfithrung dieser Krifte wird der Massenpunkt als
frei behandelt. Die Reaktionen sind nicht von vornherein bekannt,
konnen vielmehr erst mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen bestimmt
werden.

Wir betrachten als crstes Beispiel cinen Massenpunkt vom Ge-
wicht G, der auf einer schiefen Ebene vom Neigungswinkel « ruht.
Sein Gleichgewicht muf3 nach dem genannten Prinzip dadurch zustande
kommen, daB3 der Gewichtsvektor ¢ durch eine von der schiefen Ebene
herrithrende Reaktion — & aufgchoben wird. Diese Reaktion —®
kann in die zur Ebene senkrechte ,,Normalreaktion'* & vom Betrage
G cosx und die der Ebene parallele,
schrigaufwirts gerichtete , Tangential-
reaktion* 3% vom Betrage G sinx auf- N
gespalten werden (Abb. 16). Dic Tan-
gentialreaktion wirkt der Tendenz des
Massenpunktes entgegen, lings der Ebene
herabzugleiten, und hat ihren Ursprung
in der Resbung zwischen Massenpunkt
und Ebene. VergroBert man den Nei- 30 e e Sehieien Evene.
gungswinkel &« der Ebene, so erreicht
man einmal eine Neigung, bei der die Reibung nicht mehr die not-
wendige Tangentialreaktion liefert; der Massenpunkt beginnt dann also
lings der Ebene herabzugleiten. Es moge dies beim Wert ¢ von «,
dem Reibungswinkel, eintreten. Das Verhiltnis u zwischen Tangential-
reaktion und Normalreaktion in dieser Stellung der Ebene, also u=tge,
wird der Reibungskoeffizient genannt. Der Massenpunkt befindet sich
demnach dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn der Neigungs-
winkel & oder, was dasselbe besagt, der Winkel zwischen der Reaktion — &
und der nach oben gerichteten Normalen der schiefen Ebene den

@
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Reibungswinkel & nicht iibertrifft, wenn also

1st. .

Dies verallgemeinern wir nun auf den Fall, wo ein Massenpunkt
an eine Fliche (oder Kurve) gebunden ist. Die von der Fliche (Kurve)
auf den Massenpunkt ausgeiibte Reaktion ® kann man sich aus einer
Normalreaktion oder Normaldruck M und einer Tangentialreakiion,
Friktionskraft oder Reibungskraft % zusammengesetzt denken:

(12, 1) R=N+ F.

Zwischen den Lingen der Vektoren % und § muB, falls Gleichgewicht
bestehen soll, die Ungleichung

(12, 2) 0= || = ulR|

gelten, wo u der Reibungskoeffizient zwischen Fliche (Kurve) und
Massenpunkt ist. Es wird angenommen, da u nur von der Beschaffen-
heit der Fliche und nicht vom Normaldruck abhingt. Oft spricht
man auch von x als dem Reibungskoeffizient der Fliche (Kurve), in-
dem man der Einfachheit der Formulierung halber davon absieht, daB3
auch die Oberfliche des Massenpunktes auf die Reibung von Einflul
ist. Man sagt, daB die Fliche (Kurve) gla#t sei, wenn sie keine Tan-
gentialreaktionen ausiiben kann, wenn also u = 0 ist. Anderenfalls
wird sie 7auh genannt. Die von einer glatten Fliache ausgeiibte
Reaktion hat demnach stets die Richtung der Fldchen-
normalen, und die Reaktion einer glatten Kurve liegt in
der Normalebene der Kurve. Fiihrt man den Reibungswinkel &
einer rauhen Fliche durch
u = tge

ein, so folgt aus (12, 2), daB3 die Reaktion der Fliche innerhalb oder
auf demjenigen Kreiskegel liegt, dessen Achse die Flichennormale ist
und dessen Erzeugende mit der Normalen den Winkel & bilden. Die
Reaktionen einer Kurve liegen auBerhalb oder auf dem Kreiskegel,
dessen Erzeugende mit der Kurventangente den Winkel & einschlieBen.
Diese Kegel werden als die Reibungskegel bezeichnet.

Wenn Reibungskrifte auftreten, gibt es im allgemeinen einen ganzen
Bereich von Gleichgewichtslagen. In solchen Fillen kommt es darauf
an, die Grenzlagen des Gleichgewichts zu bestimmen, in denen die Be-
wegung gerade einzutreten beginnt. Dann liegt die Reaktion & auf
dem Reibungskegel; |§| hat seinen maximalen Wert u|%|, und die
Reibungskraft ¥ ist stets so gerichtet, daB sie dem Eintreten der Be-
wegung entgegenwirkt. Bei der Diskussion von Gleichgewichtslagen,
die keine derartigen Grenzlagen sind, ist es hdufig zweckmifBig, die
Reaktionskomponenten R und § gesondert zu bestimmen. Sie sind
dann bis auf die Ungleichung (12, 2) voneinander unabhingig.
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Ist ein Massenpunkt an einen Raumpunkt gebunden, so legt man
diesem festen Punkt ebenfalls eine Reaktionskraft gegen den Massen-
punkt bei, der dann als freier Massenpunkt zu behandeln ist.

Wir fassen diese Uberlegungen in den folgenden Sitzen zusammen:

a) Ist ein Massenpunkt an einen festen Punkt gebunden, so ist er bes
beliebig gegebenen Kriften tm Gleichgewicht, und die Reaktion des Punktes
ist der Resultante der gegebemen Krifte entgegengesetzt gleich.

b) Ist ein Massenpunkt an eine Kurve gebunden, so befindet er sich
dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn die Resultante & der gegebenen
Kriifte nicht innerhalb des Reibungskegels liegi. Die Reaktion der Kurve
ist — 0 sie setzt sich aus dem Normaldruck N und der Reibungskraft §
zusammen. Ist die Kurve glatt, so besagt die Gleichgewichisbedingung,
dafB R normal zur Kurve ist.

c) Ist ein Massenpunkt an eine Fliche gebunden, so befindet er sich
dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn die Resultante & der gegebenen
Krifte innerhalb oder auf dem Reibungskegel liegt. Die Reaktion der
Fliche ist dann — R, sie kann in den Normaldruck N und die Reibung §
zerlegt werden. Ist die Fliche glati, so besagt die Gleichgewichtsbedingung,
daf  die Richtung der Flichennormalen hat. Schrinkt die Fldche die
Beweglichkeit des Massenpunktes nur einseitig ein, stellt sie m. a. W.
die Begrenzung eines dreidimensionalen Bereiches dar, in dem sich der
Punkt bewegen kann, so muB § iiberdies in das AuBere dieses Bereiches
gerichtet sein, damit Gleichgewicht herrschen kann.

Die moglichen Gleichgewichtslagen cines nur der Schwerkraft unterworfenen
Massenpunktes, der an eine rauhe Kugelflache gebunden ist, erfilllen zwei gleich
groBe Kalotten um den hochsten bzw. den tiefsten Kugelpunkt als Mittelpunkt.
Wenn der Massenpunkt lose auf der Kugelfliche liegt, so kommt nur die obere,
wenn er innerhalb der Kugel liegt, nur dic untere Kalotte in Betracht. Die GroBe
dieser Kalotten bestimmt sich daraus, daB in einem Randpunkt einer Kalotte die
Vertikalrichtung auf dem Rande des zugehérigen Reibungskegels liegen muBl. Die
zum Rand der Kalotte fithrenden Kugelradien schlieBen also mit der Vertikalen
den Reibungswinkel ¢ ein.

Da ein gebundener Massenpunkt durch die Einfiihrung der Reak-
tionskrifte derselben Behandlungsweise zuginglich gemacht ist wie ein
freier, kann man bei der Lésung von Gleichgewichtsaufgaben dieselben
Methoden wie beim freien Massenpunkt, insbesondere auch das Prinzip
der virtuellen Arbeit verwenden. Da aber die Reaktionskrifte nicht
im voraus bekannt sind, gilt dasselbe fiir die von ihnen bei den zu
betrachtenden Verschiebungen geleistete Arbeit. Wenn der Massen-
punkt an eine glatte Fliche oder Kurve gebunden ist, verschwindet
indessen die Arbeit der Reaktion bei Verschiebungen in der Tangential-
ebene bzw. Tangente. Von infinitesimalen derartigen Verschiebungen
kann man sagen, daf3 sie nicht aus der Fliche oder Kurve herausfiihren;
sie lassen sich also auch unter den dem Massenpunkt auferlegten Zwangs-
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bedingungen ausfithren. Ferner kann man von der oben genannten
Bedingung absehen, da3 die Krifte bei der Verschiebung konstant zu
halten sind. Es geniigt statt dessen anzunehmen, dal3 die Krifte stetig -
von der Lage der Angriffspunkte abhingen. Das Prinzip der virtuellen
Arbeit 148t sich dann so aussprechen:

Gleichgewichtsbedingung fiir einen an eine glatte Fliche oder Kurve
gebundenen Massenpunkt ist, daf die Krifte bei jeder infinitesimalen
Verschiebung in der Fliche oder Kurve von der Gleichgewichislage aus
die Arbeit Null leisten.

Die analytische Formulierung dieser Bedingung ist der Gegenstand
des folgenden Paragraphen.

13. Analytische Bestimmung des Gleichgewichts eines gebundenen Massen-
punktes. Wir betrachten eine Flache, die wir uns durch eine Gleichung der Gestalt

(18, 1) f(x,9,2) =0

gegeben denken, wo f stetige partielle Ableitungen besitzt. Wir betrachten einen

Flachenpunkt P = (¥, ¥, 2), in dem die drei Ableitungen gi gf -?f nicht simt-
0z

lich verschwinden. Die Fliche hat dann in P eine Tangentialebene. Den Vektor

af of of

0x’ 0y’ 0z

bezeichnet ihn mit gradf. Er hat die Richtung der Flichennormalen. Es sei

mit den Koordinaten nennt man den Gradienten! der Funktion f und

t=xt+ yj+ 2t
der Ortsvektor von P und
q=2¢&t+ni+t
der Ortsvektor eines laufenden Raumpunktes (). Der Punkt Q liegt dann und
-

nur dann in der Tangentialebene durch P, wenn der Vektor PQ = q — T senk-
recht auf der Flichennormalen, also auf grad/ steht, wenn also

(18, 2) (q—r1)-gradf =0

oder in Koordinaten
K24 of
(18, 3) =0 p-n +u 2) 5, =0

ist. (18, 2) oder (13, 3) ist also die Glelchung der Tangentialebene der Flache in P.
Der Punkt Q liegt dann und nur dann auf der Flichennormalen durch P,

wenn G — t und gradf parallel, also linear abhangig sind. Dies kénnen wir durch

die Vektorgleichung

(18, 4) (q — 1) X gradf = 0

zum Ausdruck bringen. (13 4) ist also die Gleichung der Normalen durch P.

Sind alle drei Ableitungen’ f 6’ of von Null verschieden, so konnen wir (18, 4)

0x’ 0y’ 0z
in Koordinaten
‘ §—¥ _m—-y _£—2
(18, 5) 7-_‘7!.‘. =Ter T d
ox oy 0z
schreiben.

1 Vgl. 109 S. 250.
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Ist eine Kurve als Schnitt zweier Fliachen, also durch zwei Gleichungen
{f(x»y»z) =0,
4 (x I z) =0

gegeben, so ist in einem ihrer Punkte, in dem die Normalen der beiden Flachen
nicht zusammenfallen, also die Gradienten gradf und gradg linear unabhingig
sind, die Tangente durch die zwei Gleichungen

(@—1) - gradf =0,
(@ —71)-gradg =0

(18, 6)

(18, 7)

gegeben, die nach (5, 4) wegen der linearen Unabhingigkeit von grad/ und gradg
durch die eine Gleichung

(q — 1) X (gradf x gradg) = 0
ersetzt werden kénnen. In Koordinaten lauten (138, 7)

] A
E-ngl+rm-ng +e—a5-o

(18, 8) R
=9t -0 rc—a% =0
ox T oy T oz -
Die Normalebene wird durch die Vektoren gradf und gradg aufgespannt
und hat daher die Gleichung
(18, 9) |g —t gradf gradg| =0,

die ja besagt, daB q — t vbon grad/ und gradg linear abhingig ist (vgl. 5, S. 10).
In Koordinaten lautet (13, 9)

£ of Og
Y Ox ox
of dg |
(13, 10) n—y ‘f)y ay = 0.
y of g
l-_, 9 098
I S T% 9z Oz

Wir betrachten nun ecinen Massenpunkt P, auf den Krifte wirken, deren Resul-
tante ohne die eventuellen Reaktionen der Bindungen £ = (X,Y, Z) sei. & wird
im allgemeinen von der Lage des Massenpunktes P, also von seinen Koordinaten
%, v, z abhangen. Ist P an cine glatte Fliche mit der Gleichung (18, 1) gebunden,
so muB in einer Gleichgewichtslage der Vektor & die Richtung der Flaichennormalen
haben. Es muf also nach (18, 4)

(18, 11) ® x gradf =0
oder in Koordinaten nach (18, 5)

X Y VA
(18, 12) a7 = of = o

ox 0y 0z
sein. (13, 12) zusammen mit (18, 1) ergibt dann drei Gleichungen zur Bestimmung
der Koordinaten #, ¥, z der Gleichgewichtslage. Gibt es mehrere Losungstripel,
so bedeutet dies das Vorhandensein mehrerer Gleichgewichtslagen.

Ist der Massenpunkt P an eine glatte Kurve mit den Gleichungen (18, 6) ge-
bunden, so muB ® in der Gleichgewichtslage in der Normalebene der Kurve liegen.

Nielean. Mechanile. 3
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Dies besagt nach (18, 9) bzw. (18, 10), daB

(13, 13) |® gradf gradg| =0
oder | Py of 65

| 6x Ox

y 9f dg|

| of OJg

2 & s

ist. (13, 14) liefert zusammen mit (13, 6) drei Gleichungen zur Bestimmung von
X, ¥, 2.

Man gelangt auch zu diesen Bedingungsgleichungen mit Hilfe des Prinzips
der virtuellen Arbeit: Die von & geleistete Arbeit soll bei allen mit den
geometrischen Bedingungen vertraglichen virtucllen Verschiebungen
verschwinden. Wir bezeichnen mit

dt=1dx + idy + tdz

eine infinitesimale Verschiebung von P.
Ist P an die Flache (13, 1) gebunden, so muf3 eine zulassige infinitesimale
Verschiebung in der Tangentialebene vor sich gehen, also der Bedingung

(13, 15) grad/-dt = 0

geniigen. Fiir jede solche Verschiebung dt muB nach dem Prinzip der virtuellen
Arbeit die Arbeit

(18, 16) f-dt =0

sein. Dies besagt: Jeder auf gradf senkrechte Vektor dt muB auch auf & senk-
recht stehen, woraus folgt, daB ® und gradf parallel sind. Also haben wir wieder
die Gleichgewichtsbedingung (13, 11).

Ist P an die Kurve (13, 6) gebunden, so muB3 (13, 16) fiir alle Verschiecbungen
dr in der Kurventangente, also nach (18, 7) fiir alle dt mit

(18, 17) gradf-dt =0, gradg-+dr=0

gelten. Das bedeutet, daB § auf den zu gradf und gradg senkrechten Vektoren dt
senkrecht stehen, also in der von gradf und gradg aufgespannten Ebene liegen
mufB. Damit haben wir wieder die Gleichgewichtsbedingung (13, 13).

Bei dieser Verwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit tritt die Reaktion
der Fliche oder Kurve iiberhaupt nicht in Erscheinung. Man gelangt aber dazu
in natiirlicher Weise auf dem folgenden von LLAGRANGE angegebenen Wege.

Ist P an dic Tlache (18, 1) gebunden, so muB3 (13, 16) fiir alle dr gelten, fiir
die (18, 15) gilt. Folglich besteht fiir diese dr auch die Gleichung

(18, 18) (& — Agradf) - dt = 0

bei beliebigem Skalar 4. Wir wollen zeigen, daB sich 1 so wahlen 148t, da8 (13, 18)
fir eine ganz beliebige Verschiebung dtr besteht. (18, 18) wird dann der Aus-
druck des Prinzips der virtuellen Arbeit fiir einen freien Massenpunkt, auf den
die Kraft & — A gradf wirkt. A gradf mit diesem A ist dann die Reaktion, von
der wir tiibrigens von vornherein wissen, daB8 sie der Normalen, also gradf parallel
ist. Um die Existenz eines solchen A zu beweisen, zerlegen wir eine beliebige
Verschiebung dt in ecine , Tangentialkomponente'* dt’ und eine ,,Normalkompo-

nente dt’’:
dt = dv' + dt”’,
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so daB dv’ der Gleichung gradf-dt' = 0 geniigt und dt” proportional gradf,
also dt” = dr”’gradf mit skalarem dr” ist. (18, 18) ist fiir dt’ statt dt bei be-
liebigem A erfiillt, also ist

(13,19) (& — Agradf) -dtv = (® — Agradf) .dv” = [t - gradf — A (gradf)2)d»".

Setzen wir nun
. & - gradf
 (gradp? ’
so verschwindet (13, 19) fiir jedes d»”’; d. h. (18, 18) ist in der Tat fiir beliebiges dt
erfiillt. Daraus folgt

® — Agradf = 0.

Diese Gleichung zusammen mit (18, 1) dient dann zur Bestimmung von x, y, 2
und 4.

Bei einem an eine Kurve gebundenen Massenpunkt ist fiir alle dx, die (13, 17)
geniigen, und beliebige Skalare A und p

(13, 20) (& — Agradf — pgradg) - dr = 0.

Wir wollen wieder zeigen, daB sich 4 und u so bestimmen lassen, daB (18, 20)
fiir beliebige dt gilt, daB also bei diesen 4 und pu
(18, 21) ® — Agradf — pgradg = 0
die Gleichgewichtsbedingung ist. Die Reaktion der Kurve ist demnach A gradf
+ ugradg. Zum Beweis zerlegen wir die beliebige Verschiebung dt in eine Kom-
ponente dt’ der Tangentialrichtung und eine Komponente dt”” in der Normal-
ebene. 4t/ geniigt dann (13, 17). Da gradf und gradg die Normalebene aufspan-
nen, ist

dt” = dv, gradf 4 dr, gradg

mit passenden Skalaren dr, und d7,. Wir haben also, da (13, 20) fiir dx’ statt d¢
bei willkiirlichen 1 und g gilt,
(& — Agradf — pgradg) - dv = (& — Agradf — pgradg) « dv”

(13, 22) = [§ - gradf — A(gradf)? — pgradf - gradgldr,

+ [® - gradg — Agradf- gradg — pu(gradg)?]dr,.
Bestimmt man nun 4 und g4 so, daB die beiden eckigen Klammern verschwinden
— und das ist moglich, da wegen der linearen Unabhangigkeit von gradf und
grad g nach (5, 7) die Determinante

rad f)? radf - gradg |

} (gradf) gradf - gradg — (gradf X gradg)®

|gradf.gradg  (gradg)?
nicht verschwindet —, so gilt (18, 20) fiir beliebiges dt.

Natiirlich vermitteln die letzten Betrachtungen keine wesentlich neuen Er-
kenntnisse; denn man kann die Reaktion, wenn man die Gleichgewichtslage
schon bestimmt hat, sofort als den der Resultante der gegebenen Krifte ent-
gegengesetzten Vektor finden. Sie konnen aber dazu dienen, die Bedeutung der
Arbeitsgleichung in der 'Gleichgewichtslehre zu beleuchten und zu zeigen, wie
man in der mathematischen Behandlung dazu gefiihrt wird, Gré8en in die Rech-
nungen einzufithren, die als Reaktionen der Zwangsbindungen gedeutet werden
koénnen.

14. Beispiele von Zwangsbindungen. Die Flichen oder Kurven, an
die ein Massenpunkt gebunden ist, brauchen nicht materiell vorhanden
zu sein. Wenn der Massenpunkt z. B. mit einem festen Punkt A4 durch

¥
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einen undehnbaren Faden der Linge 4 verbunden ist, so ist er gezwun-
gen, in einer Kugel vom Radius 2 um A4 zu bleiben. Hierbei sieht man
oft vom Gewicht des Fadens, seiner Steifheit und anderen bewegungs-
hemmenden Eigenschaften ab, so daB man den Faden nur als Mittel
auffaBt, die Bindung des Massenpunktes an eine glatte Kugelfliche und
ihr Inneres zu realisieren. Befindet sich der Massenpunkt im Kugel-
innern, so ist er frei beweglich und der Faden schlaff. Befindet er sich
auf der Kugelfliche, so erscheint deren Reaktion als Spannung des
Fadens. Diese kann auf den Massenpunkt nur in der Richtung nach 4
wirken. Ersetzt man den Faden durch einen (,,gewichtslosen* und ,,un-
dehnbaren‘‘) Stab, der frei um 4 drehbar ist, so ist der Massenpunkt
an die Kugelfliche gebunden, und die Flichenreaktion kann nun auch
von A fortgerichtet sein. Man bringt dies dadurch zum Ausdruck, daf3
man zwischen Zugspannung und Druckspannung im Stabe unterscheidet.

Ist der Massenpunkt auBerdem mit einem festen Punkt B durch
einen Faden oder einen Stab der Linge b verbunden, und ist AB <<a b,
so ist er an den Bereich des Raumes, der den beiden Kugeln gemein-
sam ist, oder (wenn die Verbindung mit Hilfe von Stiben geschieht) an
den Schnittkreis der beiden Kugeln gebunden. Die Reaktion dieser
Zwangskurve erscheint dann als Resultante der beiden Stabspannungen.

Liegen A und B beispielsweise in derselben Horizontalen und wirkt
auf den Massenpunkt P nur sein Gewicht @, so erhilt man fiir die
Fadenspannungen &, und €,

1Gal _ 1G] . [®]
sinx ~ sinf sin(ax 4+ p)’

Hierbei bestimmen sich die Winkel & und # aus den Fadenlingen a
und & und dem Abstand AB. Graphisch ergeben sich die Spannungen
4 8 aus dem in Abb. 17 an-

gegebenen Kriftedreieck,
bei dem @ in einer be-
liebig gewidhlten Kraft-

einheit aufgetragen ist.
Durch (undehnbare,
gewichtslose) Faden oder
Stibe kann man in
) o einer Gleichgewichtsfigur

Abb. 17. Gleichgewicht eines an zwel .

Fiden aufgehingten Massenpunktes. Krifte von einem Punkt
an einen anderen iiber-
tragen oder die Richtungen von Kriften dndern, indem man einen
Faden durch einen Fiihrungsring oder iiber eine Rolle laufen 1iBt;
hierbei wird die Spannung lings des ganzen Fadens als konstant an-
genommen. Sieht man den Fiihrungsring oder die Rolle als einen
Massenpunkt an, der an einen festen Punkt des Raumes gebunden ist,
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so muB dessen Reaktion den Winkel zwischen den Fadenstiicken hal-
bieren, da das zugehorige Kriftedreieck gleichschenklig wird.

Denkt man sich einen ringfoérmigen Massenpunkt P iiber einen
Faden gezogen, der mit seinen Enden an zwei festen Raumpunkten A
und B (wobei AB kleiner als die Linge des Fadens ist) befestigt ist,
so wird P an ecin Rotationsellipsoid mit den Brennpunkten 4 und B
und dessen Inneres gebunden. Liegt P auf dem Ellipsoid, ist also der
Faden gespannt, so ist die Fadenspannung lings des ganzen Fadens
konstant, im Gegensatz zum oben betrachteten Fall, wo der Massen-
punkt auf dem Faden nicht verschiebbar war. Die Resultante § der
gegebenen wirkenden Krifte halbiert dann in ciner Gleichgewichtslage
den Winkel zwischen den Fadenstiicken, also zwischen den Brenn-
strahlen; und dies steht in Ubereinstimmung damit, daB & auf der
Zwangsfliche senkrecht stehen muBl. Diese Betrachtung ist abzuindern,
wenn man einen Reibungswiderstand gegen die Verschiebung des
Massenpunktes auf dem Faden annimmt; dies entspricht dem Fall
einer rauhen Zwangsfliche.

Auch wenn die Punkte 4 und B nicht im Raume festgehalten und
auch nicht Endpunkte des Fadens sind, sondern der FFaden beispiels-
weise iiber Rollen in 4 und B weitergefiihrt ist, gilt, daB in einer Gleich-
gewichtslage die Resultante den Winkel zwischen den im Massen-
punkt zusammentreffenden Fadenstiicken halbiert. Denn wenn sich
das gesamte betrachtete System im Gleichgewicht befindet, so wird
dieses Gleichgewicht nicht gestort, wenn man den Faden iiberdies in 4
und B festhilt. Allgemeiner kann man folgendes ,,Erstarrungsprinzip
aussprechen: Wenn sich ein mechanisches System unter der Einwirkung
gegebener Krifte und Zwangsbindungen im Gleichgewicht befindet und
man weitere Zwangsbindungen hinzufiigt, die mit der betrachteten
Gleichgewichtslage vereinbar sind, so ist diese auch eine Gleichgewichts-
lage fiir das so abgeinderte System. Insbesondere kann man sich einen
nicht starren Teil des mechanischen Systems (in spiteren Anwendungen
z. B. Gelenke oder ein biegsames Seil) in ciner Gleichgewichtslage er-
starrt denken, ohne daf8 das Gleichgewicht aufgehoben wird.

15. Das HookEsche Gesetz. Die Undehnbarkeit eines Fadens ist — ebenso
wie der Begriff des Massenpunktes, der glatten Zwangsfliche und 4hnliche Be-
griffe — ecine Idealisierung, mit deren Hilfe man eine bestimmte mathematische
Formulierung erreicht. Im vorliegenden Fall bedeutet dies, da8 man die Span-
nung eines solchen Fadens ohne die Gleichgewichtsbedingungen, in denen sie
auftritt, nicht bestimmen kann. Dies ist typisch fiir eine Reaktionskraft
im Gegensatz zu einer gegebenen Kraft.

Wenn ein Massenpunkt P mit einem festen Punkt 4 durch einen elastischen
Faden verbunden ist, so bedeutet dies keine Zwangsbindung; denn es ergeben
sich keine Relationen zwischen den Koordinaten von P. An die Stelle solcher
Relationen tritt hier die Annahme, daB die Spannung des Fadens, also die Kraft,

mit der er auf P und 4 wirkt, durch seine Linge bestimmt ist. Hierbei hat sich
die einfachste Annahme, namlich daB die Spannung der Verlingerung des Fadens
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iiber seine natiirliche Lange (d. h. seine I.dnge im spannungslosen Zustand) hinaus
direkt proportional ist, innerhalb recht weiter Grenzen als brauchbar erwiesen.
Diese Annahme findet ihren Ausdruck in dem fiir die Elastizitatstheorie funda-
mentalen HookEschen Gesetz, das wir hier npr fiir einen elastischen Faden (oder, was
auf dasselbe hinauslauft, einen elastischen Stab) formulieren. Es sei ! die natiir-
liche Lange des Fadens, F sein Querschnitt und E ein Proportionalititsfaktor.
Wenn man den Faden der Spannung S unterwirft (z. B. dadurch, da8 man ein
Gewicht vom Betrage S an ihm aufhangt), so wird seine Linge um den Betrag
Si
(16, 1) Al = Er
vergroBert. Da S eine Kraft und F ein Flacheninhalt ist, wird E, der ,,Elastizi-
tdtsmodul", durch eine Kraft pro Flacheneinheit, z. B. durch kg/cm? gemessen.
Es wird angenommen, daB8 £ nur von dem Material abhéngt, aus dem der Faden
besteht. Der Nenner EF ist also eine fiir den Faden charakteristische Kraft; sie
gibt die Spannung an, bei der sich die Lange des Fadens verdoppeln wiirde,
wenn die Annahmen, auf denen (15, 1) beruht, unbegrenzte Giltigkeit hatten.
Der Elastizitatsmodul kann als Verhiltnis zwischen Spannungskraft pro
Flacheneinheit und Verlingerung pro Lingeneinheit aufgefafit werden. Man
kann namlich (15, 1) auch

(15, 2) E =-

schreiben.

S 41
F' 1

Ubungsaufgaben zum 2. Kapitel.

1. Ein schwerer Massenpunkt auf einer rauhen schiefen Ebene wird durch
eine Kraft von bestimmter Gré8e gerade am Herabgleiten gehindert, und zwar
sowohl wenn diese parallel zur schiefen Ebene aufwarts, als auch wenn sie (in
derselben senkrechten Ebene) waagerecht wirkt. Man zeige, daB der Reibungs-
winkel halb so groB3 ist wie der Neigungswinkel.

2. Ein schwerer Massenpunkt sei an eine glatte Parabel mit lotrecht aufwirts
gerichteter Achse gebunden und werde von der Parabelachse mit einer dem Ab-
stand proportionalen Kraft abgestoflen. Man zeige, daB3 sich der Massenpunkt
entweder nur im Scheitel oder iiberall auf der Parabel im Gleichgewicht befindet.

3. AB und AC seien Sehnen eines Kreises. In A wirken Krafte in Richtung
von AB und AC im umgekehrten Verhiltnis der Sehnenlingen. Man zeige, daB
die Resultierende durch den Schnittpunkt der in B und C an den Kreis gelegten
Tangenten geht.

4. Ein schwerer Massenpunkt P vom Gewichte I” wird von zwei in einer
horizontalen Ebene liegenden festen Punkten 4 und B, deren Abstand a ist, mit
der Starke ﬁ’% bzw. PEE angezogen. Man bestimme die Gleichgewichtsfigur
und zeige, daB das Dreieck APB im Falle aV = 2 % gleichschenklig und im Falle
aV = 2 k rechtwinklig ist.

5. Ein schwerer Massenpunkt B vom Gewichte |” hangt an einem in 4 be-
festigten (undehnbaren, gewichtslosen) Faden der Linge I und wird von der
Senkrechten durch A4 mit einer Kraft abgestoBen, die umgekehrt proportional
zum Abstand und im Abstand / gleich V ist. Man zeige, daB in der Gleichgewichts-
lage der Hohenunterschied von 4 und B gleich der Linge der Zehnecksseite im
Kreise vom Radius / ist.

6. Ein Magnetpol P wird von den Polen N und S eines Stabmagneten im um-
gekehrten Verhaltnis der Abstandquadrate abgestoBen bzw. angezogen. Man
zeige, daf die resultierende Kraft die Gerade NS in einem solchen Punkte Q

schneidet, da8 NQ N P\



16. Kraftwirkung auf einen starren Kérper. 39

7. Der eine Endpunkt eines elastischen I'adens vom Querschnitt 1 und Elasti-
zitatsmodul E ist im hoéchsten Punkt eines glatten senkrechten Kreises vom Ra-
dius » befestigt. Die natiirliche Lange des Fadens sei | << 2. Am anderen Ende
ist ein Massenpunkt vom Gewichte V befestigt, der auf dem Kreise gleitet. Man
bestimme den Winkel des Fadens in der Gleichgewichtslage mit der Lotrichtung,
die Fadenspannung und die Reaktion des Kreises und bestitige, daB man fir
E — o0 die Losung der Aufgabe fiir einen unelastischen Faden erhilt, falls der
Faden sich nicht lotrecht einstellt. Man zeige, daB lotrechte Einstellung fiir

= 221_11—1 eintritt, bestimme auch in diesem Falle die Reaktion des Kreiscs
r —

und lasse E gegen Null gehen.
8. In einem Koordinatensystem mit senkrecht nach oben gerichteter z-Achse sei

¥ 92 22z

2 ¢
die Gleichung eines rauhen Paraboloids mit dem Reibungskoeffizienten y. Auf
welchem Teil der Fliche kann ein schweres Massenteilchen im Gleichgewicht sein?

9. Ein gewichtsloser, undehnbarer Faden verlauft von einem raumfesten
Punkte 4 durch einen kleinen Fiihrungsring M und trigt an seinem freien Ende
ein Gewicht. M ist in einer glatten Fliche verschiebbar. Wie ist diese zu wahlen,
damit in jeder Lage Gleichgewicht herrscht?

10. In einer senkrechten Ebene liegt eine glatte Parabel mit dem Parameter 2 p
und waagerechter Achse. Zwei Massenteilchen mit den Gewichten P und () sind
an dic Parabel gebunden und durch einen gewichtslosen, undehnbaren Faden der
Lange ! verbunden, der iiber einc kleine Rolle im Brennpunkt gefithrt wird. Man
ermittle die Gleichgewichtslage, die Fadenspannung und die Reaktionen der Kurve.

3. Kapitel.
Vektorsysteme.

16. Kraftwirkung auf einen starren Korper. Ein Koérper dessen
Ausdehnung bei ciner mechanischen Aufgabe in Betracht gezogen wer-
den muB, wird als starr bezeichnet, wenn der Abstand von je zwei
seiner Punkte unverénderlich ist, wenn der Korper also nur Bewegungen
als unverinderliches Ganzes ausfithren kann. Da alle Korper in der
Natur mehr oder weniger elastisch sind, ist auch dieser Begriff eine
Idealisierung, die bedeutet, daB man fiir
Korper mit groBem Elastizititsmodul gewisse
mechanische Aufgaben hinreichend genau be-
handeln kann, wenn man von den unbedeuten-
den Forminderungen ganz absieht. R,

Ist ein starrer Korper der Wirkung zweier
Krifte & und &, unterworfen, die parallel,
entgegengesetzt gerichtet und gleich groB sind, die aber verschiedene
Angriffslinien haben, so ist klar, daB diese zwei Krifte den Kérper zu
drehen versuchen (Abb. 18). Er wird also nicht im Gleichgewicht sein,
obwohl die Krifte die Vektorsumme Null haben. Die Gleichgewichts-

&

Abb. 18.
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bedingung, die wir fiir einen Massenpunkt benutzt haben, ist somit
nicht mehr ausreichend, wenn wir die Ausdehnung des Korpers in Be
tracht ziehen. Liegen jedoch die Krifte auf derselben Geraden, so wird
sich der Korper im Gleichgewicht befinden konnen.

Ein starrer Korper sei der Wirkung einer Kraft & mit dem An-
griffspunkt A unterworfen. B sei ein Punkt des Koérpers auf der An-

griffslinic von & (Abb.19). Entfernt man die

WA Kraft ® in 4 und bringt dieselbe Kraft in B an,

y so wird diese Anderung fiir die Gleichgewichts-

oder Bewegungsverhiltnisse des starren Korpers

ohne Bedeutung seinl. Wir sehen also, dal man

den Angriffspunkt einer Kraft beliebig auf ihrer

Angriffslinie verschieben darf, ohne die Bedeutung der Kraft fiir das

Gleichgewicht des Korpers zu #ndern. Nach der obigen Bemerkung

ist dies aber nicht mehr der Fall, wenn man die Angriffslinie parallel
zu sich verschiebt.

Wirken auf einen Korper zwei Krifte &, und &,, die im selben
Punkt A4 angreifen, so geht man ebenso wie bei einem Massenpunkt
davon aus, daBB man diese Krafte durch ihre
Vektorsumme ersetzen darf (Abb. 20). Zu-
sammen mit dem Vorigen besagt dies, daB
man Krifte zusammensetzen kann, deren An-
griffslinien einen Punkt gemeinsam haben. Als

Abb, 20. Angriffspunkt der Summe dieser Krifte ist

dann der Schnittpunkt der Angriffslinicn zu

nehmen. Insbesondere kénnen zwei entgegengesetzt gleiche Krifte mit
derselben Angriffslinie hinzugefiigt oder weggelassen werden. Bei diesen
Betrachtungen wird zundchst angenommen,
daBdie Angriffspunkte innerhalb des starren
Korpers bleiben, diese Schwierigkeit kann
man aber oft durch Zufiigung von Kriften
umgehen, die einander aufheben (Abb. 21):

R+ R = (|, + fy) + (R, — ).

Dieses Verfahren kann auch angewendet
werden, wenn &, und &, parallele Angriffs-
linien besitzen, aber nicht entgegengesetzt
gleich sind.

Durch diese Betrachtungen wird man dazu gefiihrt, ein
System von Kriften, die auf einen starren Kérper wirken,
als ein System von gebundenen Vektoren aufzufassen, bei
dem folgende Abinderungen zugelassen sind: a) eine Kraft

Abb. 19,

Abb. 21.

1 Sie ist jedoch wesentlich, wenn man nach den inneren Spannungen des
Korpers fragt und seine elastischen Eigenschaften mit beriicksichtigt.
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in ihrer Angriffslinie zu verschieben, b) die Vektorsumme
von Krédften zu bilden, die densclben Punkt angreifen, oder
umgekehrt eine Kraft in Komponenten mit demselben An-
griffspunkt aufzuldsen. Es entsteht dann die Frage, welche Eigen-
schaften des Kraftsystems bei diesen Anderungen erhalten bleiben und
somit als Ausdruck fiir die Wirkung des Kraftsystems auf den Korper
genommen werden konnen. Wir fragen also nach einem vollstindigen
System von Invarianten des Kraftsystems bei den zugelassenen Ande-
rungen. Da dic entsprechende Fragestellung auch bei anderen Systemen
von gebundenen Vektoren auftritt, befreien wir uns wieder von der
Beschrankung auf Kriifte und fiihren die Betrachtungen fiir Systeme
von gebundenen Vektoren durch, deren physikalische Bedeutung offen
gelassen wird.

17. Aquivalente Vektorsysteme. S bedeute ein willkiirliches end-
liches System von gebundenen Vektoren im Raume. Wir wollen dic
Vektoren von S statischen Umformungen unterwerfen, worunter wir die
Anderungen verstehen, die sich fiir Kraftvektoren in ihrer Wirkung
auf einen starren Korper als zulidssig erwiesen haben, ndmlich:

1) Verschiebung eines Vektors in seiner Angriffslinie.

2) Zusammensetzung von Vektoren mit gemeinsamem Angriffspunkt
zu threr Vektorsumme mit demselben Angriffspunkt.

3) Die Umkehrung der Operation 2), also Auflésung eines Vektors in
Komponenten mit demselben Angriffspunkt.

4) Zufiigung oder Iortlassumg von enigegengesetzt gleichen Vektoren
mit gemeinsamem Angriffspunkt.

Zusammen mit 2) und 3) bedeutet 4) nur willkiirliches Zufiigen
oder Fortlassen eines gebundenen Nullvektors.

Ein System $’ von gebundenen Vektoren, das aus S durch eine
willkiirliche Reihe von statischen Umformungen hervorgeht, wird als
dgquivalent mit S oder als statisch gleich S be-
zeichnet. Wir schreiben dann

(17, 1) S=25. b
Dieses statische Gleichheitszeichen kommt /

seiner Definition nach nur bei gebundenen Vek-

toren oder Systemen von solchen zur Anwen- / a-b

dung. Wihrend die Gleichung a = b wie bisher y

nur zum Ausdruck bringt, daB die Vektoren a

und b als freie Vektoren gleich sind, also

dieselbe GréBe und Richtung haben, bringt die Formel a = b ihre

Aquivalenz bei statischen Umformungen zum Ausdruck; sie gilt, wenn

die beiden Vektoren iiberdies dieselbe Angriffslinie haben (Abb. 22),

und es wird aus den folgenden Untersuchungen hervorgehen, daB sie

nur in diesem Falle gilt.
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Fiir gebundene Vektoren werden wir gelegentlich in statischen Glei-
chungen das fette Additionszeichen 4 als Ausdruck dafiir gebrauchen,
daB3 die Vektoren zu einem System zusammengefalit werden sollen;
z. B. wollen wir unter § 4+ 8’ das System von gebundenen Vektoren
verstehen, das durch Zusammenfassung der Systeme S und 8’ zu cinem
System entsteht (statische Summe). Unter 4§ soll das System ver-
standen werden, das aus S entsteht, wenn man jeden Vektor von §
mit dem skalaren Faktor A multipliziert und seinen Angriffspunkt bei-
behilt. Damit ist auch das System =S8 = (—1)S erklirt. Aus (17, 1)
kann man

(17, 2) iS'=18

schlieBen, da die Richtigkeit hiervon fiir jede cinzelne statische Um-
formung unmittelbar einzusehen ist; und umgekehrt kann man aus
(17, 2) auf (17, 1) schlieBen, falls 4 4= 0. (17, 1) kann auch

(117, 3) S—S=0

geschrieben werden.
Nach diesen Festsetzungen koénnen wir auch von Linearkombina-
tionen endlich vieler Vektorsysteme sprechen. Wir nennen die Vektor-

systeme S, S,, ..., S, linear abhingig, wenn cs Zahlen 4,, 4,, ..., %,
die nicht alle verschwinden, derart gibt, da@3
(17, 4) WS+ 2,8+ --+1,8,=0

ist, sonst linear unabhingig.

Unsere Hauptaufgabe besteht darin, Systeme von gebundenen Vek-
toren durch Eigenschaften zu charakterisieren, dic gegeniiber statischen
Umformungen invariant sind. Eine solche Invariante hat man offen-
bar in der geometrischen Summe der als frei aufgefallten Vektoren des
Systems. Ubereinstimmung in dieser Invariante erweist sich jedoch als
unzureichend fiir die Aquivalenz von zwei Systemen. Das oben be-
sprochene Beispiel von zwei entgegengesetzt gleichen Vektoren ®; und
§t, mit verschiedenen Angriffslinien 148t vermuten, da die statische
Gleichung &, 4+ &, = 0 nicht gilt, obwohl &, + &, = 0 ist.

Wir gehen nun dazu tiber, cine neue Invariante gegentiber statischen
Umformungen einzufithren: das Moment, das uns instand setzen wird,
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir dic Aquivalenz von zwei
Vektorsystemen anzugeben.

18. Moment eines Vektors. Ist 8 ein Vektor mit der Angriffslinie /,
P sein Angriffspunkt auf / und O ein willkiirlicher Punkt des Raumes
(Abb. 23), so versteht man unter dem Moment von 8 in O, bezeichnet
mit I, (V), den in O gebundenen Vektor

(18, 1) M, (B) = OP x B = B x PO.
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Verschiebt man 8 lings /, und ist Q auf / der neue Angriffspunkt von ¥,
so gilt

(18,2) 00 x B = (0P + PQ) x R — OP x 8 + PQ x %,
und das letzte Produkt verschwindet, da die Vektoren paréllel sind.

Das Moment in O bleibt also bei der ersten statischen Umformung un-
gedndert, m. a. W. der Momentbegriff hingt

auller von O und B nur von der Lage der An-
griffslinie ab. ,

Haben die Vektoren %; und ¥, den gemein- %
samen Angriffspunkt P, so hat man fir die
Resultante ¥ = B, + ¥B,, d.h. fiir den Sum- ¢ K
menvektor von 8, und ¥, am Punkte P Abb. 23, Moment eines Vektors

My (B,) + My (Vy) — OP x B, + OP x R,

(18, 3) C
— OPX (¥, + By) = OPx B = My ().

Das Moment bleibt somit auch bei der zweiten und dann auch bei der
dritten und vierten statischen Umformung ungedndert. Wir haben
also: Beieinem System § von gebundenen Vektoren &, 8,, ...
ist

(18, 4) Mo (S) == Mo (By) -+ My (W) 4 - -

gegeniiber statischen Umformungen von 8 invariant. Da der
Punkt O willkiirlich war, hat man in jedem Punkt des Raumes einen
solchen Momentvektor, der im allgemeinen von Punkt zu Punkt variiert.
Wir sprechen vom Momentfeld des Systems S. Es gilt demnach:

Aquivalente Vektorsysteme bestimmen dasselbe Momentfeld.

Die hierdurch gefundene Invariante ist vollstindig. In den folgen-
den Paragraphen wird namlich gezeigt werden, dall ein Vektorsystem
durch sein Momentfeld bis auf willkiirliche statische Umformungen
bestimmt ist.

Um nun zu untersuchen, wie der Momentvektor I im Raume
variiert, betrachten wir einen gebundenen Vektor ¥ und zwei willkiir-
liche Punkte O, und 0,. Dann ist

s, 5) | Tor () — o, (%) = 0, x % — 0,Px %
T =(0,P — 0,P) x 8= 0,0, x V.

Wird die Gerade durch O; und O, mit a bezeichnet, so lehrt (18, 5),
daB I lings a konstant ist, wenn @ parallel a ist, und daBl in jedem
anderen Falle M, — My, senkrecht auf a steht. Also ist stets die
Projektion von N auf a konstant langs a. Diese konstante Projektion
wird das Moment von B um die Gerade a genannt und mit M, (B) be-
zeichnet. Wir wollen dieses Moment als mit Vorzeichen versehenen
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Skalar auffassen, wenn die Gerade a orientiert ist. Ist U ein Einheits-
vektor, der a bestimmt und orientiert, so setzen wir also

(18,6) M, (B) = A My (V) = A OP x B = |9 OP B,

wo O ein willkiirlicher Punkt von a und P der Angriffspunkt von 8
ist, der aber durch einen beliebigen anderen Punkt der Angriffslinie
von B ersetzt werden darf. M,(28) ist positiv oder negativ, je nach-

dem die Vektoren U, 0?’ und ¥ in dieser Reihenfolge ein rechtshiandi-
ges oder linkshidndiges System bilden.
In (18, 6) kann man die Vektoren OP und ¥ durch ihre Projek-

>\ .
tionen (OP) und B’ auf eine zu A senkrechte Ebene ersetzen, da sich

dabei das Vektorprodukt OP x %
nur um einen Vektor indert, der
senkrecht auf A steht. Wihlt man
insbesondere O und P als Endpunkte
der kiirzesten Verbindung p von
a mit der Angriffslinie von 8 und
projiziert auf die Normalebene zu a
durch O (also auch durch P), so
wird der Betrag von M, (%) gleich
|p||®B’|, da p auf LB’ senkrecht
Abb. 24, Moment eines steht (Abb 24) Ma(%) ist pOSitiV
Vektors um €% oder negativ, je nachdem %, p, ¥’
in dieser Reihenfolge ein Rechts-
oder Linkssystem bilden. M,(%) verschwindet dann und nur dann,
wenn a die Angriffslinie von ¥ schneidet oder ihr parallel ist.

a

Der Momentvektor M, (V) ist, falls L polaren Charakter hat, als
Vektorprodukt von zwei polaren Vektoren ein axialer Vektor, d. h.
er wiirde nach 4 bei Zugrundelegung der Linksschraubung statt der
Rechtsschraubung die entgegengesetzte Richtung erhalten.

Fiir ein Systefn S von gebundenen Vektoren wird analog (18, 4)
(18, 7) My (S) = M, (B,) + M,(By) + - - -

gesetzt. M, (S) ist gleich der mit Vorzeichen versehenen Projektion
von M, (S) auf a, wo O ein willkiirlicher Punkt von « ist, d. h. (18, 6)
entsprechend

(18, 8) M, (S)=UA- M, (S).

M, (S) bleibt mit I, (S) bei statischen Umformungen von § un-
gedndert. Ist M, (S) = 0, so wird a als Nullinie oder Nullgerade von S
bezeichnet. Durch den willkiirlichen Punkt O des Raumes gehen un-
endlich viele Nullgeraden, die in der durch O gehenden, auf I, (S)
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senkrechten Ebene liegen. Nur im Falle I, (S) =0 sind alle Geraden
durch O Nullgeraden.

Verwendet man ein rechtwinkliges Koordinatensystem (0; i, {, f),
und sind %, y, z die Koordinaten des Angriffspunktes P von %8 oder,

—_
wie wir auch sagen konnen, des Ortsvektors OP, so erhilt man fiir
den Momentvektor im Ursprung O nach (4, 11)

ik
(18, 9) Mo(B) =% y =z
%V Vy Vv,

und nach (4, 9) fiir die Momente um die Koordinatenachsen die Skalare
M,(B) =yV,—2V,,

(18, 10) M, (B) =zV, —xV,,
M,(8) =xV,-—1V,.

z

Hat man es mit einem Vektorsystem S zu tun, so werden die ent-
sprechenden Momente durch Summation iiber alle Vektoren von S
gebildet.

Liegen alle Vektoren eines Vektorsystems § in derselben Ebene ¢,
so wird das Moment M,(S) um eine Gerade a, die senkrecht auf e
steht und & in P schneidet, auch als Mowment von S um den Punkt P be-
zeichnet; es ist die mit Vorzeichen versehene Linge von I, (S). Hat
man z. B. einen Vektor L in der (x, y)-IEbene mit dem Angriffspunkt x, v,
so wird nach (18, 10) sein Moment um den Ursprung xV, — yV,.

19. Gegenseitiges Moment von zwei gebundenen Vektoren. Wir
wollen den Momentbegriff, insbesondere die Darstellung (18, 6) des
Moments eines Vektors um eine Gerade zum Anlal3l nehmen, den
allgemeinen Begriff des gegenseitigen Moments von zwei gebundenen
Vektoren einzufiihren. Seien L und W zwei gebundene Vektoren mit
den durch sie orientierten Angriffslinien ¢ und b, sowie P und Q ihre
Angriffspunkte auf a bzw. b. Dann verstehen wir unter dem gegen-
seitigen Moment von R und B den Skalar

o0 =|%| M,(B) =B -POxB=|8 PO W =B P |
— W QP x O = |B| M, ().
o andert sich nicht, wenn 8 und 2 auf ihren Angriffslinien verschoben

werden. Die Lage der Punkte P und Q auf a und b ist ohne EinfluB.
Wir geben dem dadurch Ausdruck, daB wir im Raumprodukt

o= LB:PQx W, bei dem es ja nach 5 S. 11 auf die Reihenfolge der
beiden Multiplikationen nicht ankommt, den mittleren Faktor fortlassen
und die beiden Produktzeichen durch e ersetzen. Wir schreiben also

(19, 2) o= BeB.

(19, 1)
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o ist das sechsfache Volumen des Tetraeders, in dem 8 und ¥ gegen-
iberliegende Kanten sind (Abb. 25).
Fir das gegenseitige Moment gelten folgende
B Rechenregeln: Man hat sofort IIT S. 1

B (19, 3) Ve W= We V.

Abb. 25, Gegenseiviges T Kegel VI S. 1 entspricht: Aus % e % =0 ff)lgt
Moment von zwei ge- entweder 8 = 0 oder W = 0 oder daB die Angriffs-
linien von B und W in derselben Ebene liegen.
Ist § cin System von gebundenen Vektoren %,, ¥,, ..., so setzen
wir, wenn U ein beliebiger weiterer gebundener Vektor mit der An-
griffslinie a ist,

(19, 4) NeS=Uey, + NeB, ... =|UM,S).

Dann gilt Regel V S. 1 im Sinne der statischen Summe der gebundenen
Vektoren:

(19, 5) Ue B4 NeW=1Ue (V4 W).

Der Ausdruck (19, 4) dndert sich nicht, wenn S durch cin dquivalentes
System ersetzt wird, da hierbei M, (S) ungedndert bleibt: Aus

=389
folgt
(19, 6) NeS =1eS.
Ist S ein zweites System gebundener Vektoren, so setzen wir
(19, 7) SeS=Seq + SeV, 4 .-.=SeS.

Damit sind wir zur allgemeinen Form des Begriffes ,,Gegenseitiges Mo-
ment zweier Systeme gebundener Vektoren'' gelangt. Es kann auch defi-
niert werden als Summe aller gegenseitigen Momente der einzelnen
Vektoren des einen Systems mit den einzelnen Vektoren des anderen,
oder auch als Summe der skalaren Produkte jedes Vektors des cinen
Systems mit dem Momentvektor des anderen Systems in einem Punkt
der Angriffslinie des ersten Vektors. Das gegenseitige Moment ist ein
Skalar, der bei statischer Umformung der Systeme ungeédndert bleibt:
Aus

(19, 8) S=8, S=¢§
folgt
(19, 9) SeS=2S§.

Insbesondere kann man das gegenseitige Moment eines Vektor-
systems mit sich selbst bilden. Besteht § aus # Vektoren, so besteht
das gegenseitige Moment aus #(# —1) Gliedern, die paarweise gleich
groB sind, und # verschwindenden Gliedern, nimlich den gegenseitigen
Momenten der Vektoren mit sich selbst.
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(18, 6) kann nun auch so ausgedriickt werden: Das Moment eines
Vektors um eine Gerade ist gleich seinem gegenseitigen Moment mit
cinem Einheitsvektor auf der Geraden.

20. Vektorpaare. Unter einem Vekiorpaar P versteht man cin
Vektorsystem, das aus zwei gleich groBen und entgegengesetzten Vek-
toren mit parallelen Angriffslinien besteht. Fallen die Angriffslinien
zusammen, so ist das Vektorpaar dquivalent mit Null. Im allgemeinen
nehmen wir die Angriffslinien als verschieden an. Ist ¥ der eine Vektor,
P ein Punkt seiner Angriffslinie, Q cin Punkt auf der Angriffslinie
des anderen Vektors und O cin willkiirlicher Punkt, so ist

— e —> >
My(P) =0P X B - 00 X (—L) = (0P —0Q) x VB
—>
=QP x ¥ = M(P)
unabhingig von O; also:

Ein Vektorpaar bestimmt ein konstantes Momentfeld.

Dieser konstantc Momentvektor I (P), der Momentvektor (oder
die Momentachse) des Vektorpaares, ist dem Betrage nach gleich dem
Produkt von | L | mit dem Abstand der beiden Angriffslinien, dem ,,Arm*
des Vektorpaares, und steht in der durch (20, 1) bestimmten Richtung
senkrecht auf der Ebene des Vektorpaares. Das Moment des Vek-
torpaares um eine Gerade bestimmt sich nach 18 als Projektion
des Momentvektors auf die Gerade. Kennt man den Momentvektor
und die Angriffslinien, so findet man den Betrag der Vektoren durch
Division des Betrages des Momentvektors durch den Arm; die Vek-
toren sind dann der durch das Moment ge-
gebenen ,,Drehungsrichtung®* entsprechend
auf den Angriffslinien anzubringen, koénnen
aber beliebig auf ihnen verschoben werden.

Zu jedem Vektorpaar gibt es etn dquivalentes,
dessen Vektoren auf zwei willkiirlich gegebenen
parallelen Geraden in seiner Ebene liegen. Be-
weis: Es seien / und /' die gegebenen Parallelen
und ¥, B’ das gegebene Vektorpaar. Zunichst
nehmen wir an, daBl / und ¥ nicht parallel
sind. Durch Verschieben der Vektoren £ und
L’ in ihren Angriffslinien kénnen wir dann
erreichen, dafl ihre Angriffspunkte P und P’
auf / bzw. I’ liegen (Abb. 26). Wir zerlegen nun 8 und B’ in Kom-
ponenten der Richtungen ! bzw. I’ und PP’. Die der Richtung PP’
sind zusammen dquivalent Null, da sie entgegengesetzt gleich sind und
gemeinsame Angriffslinie haben. Es bleibt also ein Vektorpaar &, B’
mit den Angriffslinien / und 7'.

Sind die gegebenen Parallelen den Vektoren des gegebenen Vektor-
paares parallel, so braucht man nur als Zwischenglied zwei Parallele

(20, 1)
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von anderer Richtung einzuschalten, um die Richtigkeit der Behaup-
tung auch in diesem Fall einzusehen.

£ g Zwer Vektorpaare, die auseinander durch
S~ Parallelverschiebung hervorgehen, sind dquivalent.

e GehtdasVektorpaarAB, CD aus EF, GH durch
i —|==7) Parallelverschiebung hervor, so bilden die acht

’’’’’’’ ; Anfangs- und Endpunkte die Ecken eines Par-
- j allelepipeds (Abb. 27). Wir wissen, dal3

AB +CD + FE + HG =0

ist, und haben zu zeigen, daB die entsprechende statische Summe
dquivalent Null ist. Die Vektoren

AB + AH = AG,
HG+ H4 = HB,
FE+4 FC =FD,
CD+ CF =CE
gehen alle durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds und haben die

Vektorsumme Null; ihre statische Summe ist daher dquivalent Null.
Ferner ist offenbar

AH+4+ HA=0, FC+CF=o.

Daraus folgt dic Behauptung. — Der Beweis behilt auch seinc Giiltig-
keit, wenn dic Vektorpaare in derselben Ebene liegen, dann folgt der
Satz allerdings schon aus dem vorhergehenden.

Aus diesen zwei Sitzen folgt, daf zwei Vektorpaare mit demselben
Momentvektor dquivalent sind. Sie miissen namlich in parallelen Ebenen
senkrecht zum Momentvektor liegen. Man kann dann das zweite par-
allel in die Ebene des ersten verschieben und danach so umformen, daf3
es dieselben Angriffslinien wie das erste bekommt. Da das Moment
dabei ungeindert bleibt, muBl man auf diese Weise das erste Vektor-
paar erhalten. Ein konstantes Momentfeld bestimmt also ein Vektor-
paar bis auf willkiirliche statische Umformungen. Ist / eine Gerade
senkrecht zum Momentvektor und % (3=0) ein willkiirlicher
Vektor auf /, so kann man das Vektorpaar stets so um-
formen, daBB ¥ sein einer Vektor wird.

Zwer Vektorpaare konnen zu esnem Vektorpaar zusammengesetzt werden.
Sei ndmlich ! eine Gerade senkrecht zu den beiden Momentvektoren
(die parallel oder auch nicht parallel sein konnen). Sei ferner ¥ ein
Vektor auf /. Wihlt man nun £ als den einen Vektor des ersten und
— B als den einen Vektor des zweiten Paares, so heben sich diese bei-
den auf, und die beiden iibrigbleibenden Vektoren bilden das resul-
tierende Vektorpaar (das iibrigens unter Umstinden 4quivalent Null
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sein kann). Der Momentvektor des resultierenden Vektorpaares ist die
Vektorsumme der beiden urspriinglichen Momentvektoren; denn er
stellt das gesamte Moment der beiden Vektorpaare in einem willkiir-
lichen Punkt dar.

21. Reduktion eines Vektorsystems. Sei § ein System von n ge-
bundenen Vektoren B,, 8B,, ..., B,. Wir wihlen einen Punkt O, das
,,Reduktionszentrum'‘, und bringen in ihm die Vektoren

%11 _%1) %2; —%2; LRI %n, _%n

an, deren statische Summe Null ist. § kann dann aufgefal3t werden

als bestehend aus den von O ausgehenden Vektoren %,, 8B,, ..., 8,
die zum Vektor
(21, 1) B=L;,+BV+---+ %,

der gleichfalls von O ausgeht, zusammengesetzt werden koénnen, und
n Vektorpaaren, die einem einzigen Vektorpaar mit dem Momentvektor

(21, 2) m = M, (S)

dquivalent sind. Der Vektor 8B, der als Summe der Vektoren des
Systems von O unabhingig ist, werde die Vektorinvariante des Systems
genannt. Das Momentfeld M, von § ist die Summe des konstanten
Momentfeldes m und des Momentfcldes fiir den in O angebrachten
Vektor 8B; die Vektoren des letzteren Feldes stehen senkrecht auf %.
Die Projektion des Feldvektors 3, auf die Richtung von % ist daher
fir alle Punkte P die gleiche. Dasselbe gilt folglich fiir % - MM, (S).
Man findet auch durch direkte Rechnung, wenn P ein willkiirlicher
Punkt ist,

21, 3) B Mp(S) = B- (m+POX V) = B- m.

Wir unterscheiden nun mehrere Fille:
I. Ist 8 %= 0, so kann man

(21, 4) m=ac¥B + m
setzen, wo m’ senkrecht auf ® steht. Hierbei ist dann o = %;—'3 wegen

(21, 3) von O unabhingig und heiBle die Skalarinvariante des Systems.
Der Dimension nach ist o eine Linge, was auch die Vektoren des
Systems bedeuten mogen.

Man kann in diesem Fall ein Vektorpaar mit dem Momentvektor m’
(senkrecht auf %) derart bilden, daB der eine Vektor des Paares — %
von O aus wird. Dieser Vektor hebt dann 8B in O auf. Das System §
ist somit auf den zweiten Vektor 8 des Paares mit einer gewissen An-
griffslinie, der Zentralachse des Systems, und ein Vektorpaar mit dem
Momentvektor ¢ 8 reduziert. Fiir ¢ 3= 0 kann man dieses System als
Schraube bezeichnen. Die Zentralachse ist durch § eindeutig bestimmt
als der geometrische Ort derjenigen Punkte, in denen der Moment-

Nielsen, Mechanik. 4
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vektor die Richtung der Vektorinvarianten hat oder (im Fall ¢ = 0)
gleich Null ist, m. a.W. als der Ort der Punkte, wo die Linge des Feld-
vektors ihren kleinsten Wert hat.

Man hat nun ein iibersichtliches”Bild des Momentfeldes von §, also
des allgemeinsten durch endlich viele Vektoren bestimmten Moment-

P-\~
N
m/} PERN - P
7 My, \
S 7) A

Abb. 28. Momentfeld eines Einzelvektors.

feldes: Der Momentvektor des an die Zentralachse gebun-
denen Vektors 8 in einem willkiirlichen Punkt steht senk-
recht auf der Ebene durch den Punkt und die Zentralachse,
und seine Linge ist proportional dem Abstand des Punk-
tes von der Zentralachse (Abb.28). Jeder auf 2 senkrechte
Vektor kommt im Momentfeld von ¥ vor. Hierzu ist fiir
6 4 0 noch ein konstantes Momentfeld o8 in Richtung der
Zentralachse hinzuzufiigen (Abb. 29 u. 76, S. 148). Das ganze

Abb. 29. Momentfeld einer Schraube.

Momentfeld geht bei Drehung um die Zentralachse und bei
Parallelverschiebung in deren Richtung in sich iiber.

Fiir 0 = 0 kommt jeder auf 8 senkrechte Vektor als Momentvektor
vor. Fiir o &= 0 ist jede Richtung, die nicht senkrecht auf % ist, die
Richtung eines Momentvektors. Trigt man nimlich alle Moment-
vektoren von einem Punkt auf, so erfiillen ihre Endpunkte die durch
den Endpunkt von ¢ 8 gehende und senkrecht auf diesem Vektor stehende
Ebene. Unter den Momentvektoren, deren Angriffspunkte einer be-
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liebigen, der Zentralachse nicht parallelen Ebene angehéren, kommt
jeder Vektor, der iiberhaupt im Feld auftritt, ein und nur einmal vor;
auch seine Richtung kommt nur einmal vor. Jede Richtung ist namlich
nur durch einen Momentvektor reprisentiert, und dieser wird in allen
Punkten einer zur Zentralachse parallelen Geraden angenommen.

II. Ist B =0, jedoch m == 0, so ist § auf ein Vektorpaar
reduziert, das Momentfeld also konstant und = 0.

III. Ist ¥ =0 und m = 0, so ist § auf Null reduziert, und
das Momentfeld verschwindet.

Bezeichnet man die Maximalzahl von linear unabhéngigen Vektoren
im Momentfeld als Rang des Feldes, so kann man das Ergebnis folgender-
maBen zusammenfassen:

Ein Vektorsystem, dessen Momentfeld den Rang o hat, ist bei o = 3
dquivalent eimer Schraube, bei o = 2 einem Einzelvektor, bei o = 1 einem
Vektorpaar und ber o = 0 mit Null. Diesen Fdillen entsprechend ist das
Vektorsystem bis auf willkiirliche statische Umformungen vollstindig
charakterisiert: fiiv 0 = 3 durch Vektor- und Skalarinvariante und einen
Punkt der Zentralachse, fiir p = 2 durch die Vektorinvariante und einen
Punkt der Zentralachse und fiir o = 1 durch den Momentvektor als freien
Vektor.

Fiir 8 & 0 kann man bei Benutzung eines willkiirlichen Reduk-
tionszentrums O entscheiden, ob das System 8 mit einem Einzelvektor
oder einer Schraube dquivalent ist, indem man feststellt, ob m senk-
recht auf ¥ steht oder nicht.

Zwei Vektorsysteme mit verschiedenem Momentfeld konnen nicht
dquivalent sein, da statische Umformungen das Momentfeld ungeindert
lassen. Umgekehrt geht aus dem Obigen hervor, daB3 zwei Vektor-
systeme §; und S, mit demselben Momentfeld dquivalent
sind; denn §; — S, hat das Momentfeld Null und erweist sich daher
nach dem beschriebenen Reduktionsprozel3 als dquivalent Null. Wir
wiren daher zum selben Aquivalenzbegriff gekommen, wenn wir, was
oft geschieht, die Ubereinstimmung der Momentfelder als Definition
der Aquivalenz gewihlt hitten. Die dres Ausdriicke: Vektorsysteme mit
demselben Momentfeld, Vektorsysteme, die durch statische Umformungen
ineinander vibergefiihrt werden kinnen, und dquivalente Vektorsysteme be-
deuten demmach dasselbe.

Der schon in 17 angefiihrte Satz, dal fiir zwei Vektoren a und b die
statische Gleichung a = b nur gilt, wenn sie dieselbe Angriffslinie
haben, ist hiermit bewiesen. Die Vektoren miissen nidmlich dasselbe
Momentfeld, also dieselbe Zentralachse bestimmen, und die Zentral-
achse eines aus einem Vektor bestehenden Systems ist die Angriffs-
linie dieses Vektors.

Die Vektorinvariante ist durch das Momentfeld bestimmt,
da dieses das System bis auf statische Umformungen festlegt.
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Im Fall p = 2 nennt man den resultiecrenden Einzelvektor, also die
Vektorinvariante 8 auf der Zentralachse, die Resultante des Systems.

Wir bemerken noch: Sind die Vektorsysteme S, S,, ..., S, linear
abhingig, besteht also eine Relation (17, 4), wo nicht alle 4 verschwin-
den, so besteht offensichtlich dieselbe Relation zwischen den Vektor-
invarianten sowie zwischen den Momentvektoren in jedem einzelnen
Raumpunkt. Umgekehrt: Besteht zwischen den Momentvektoren in
jedem Raumpunkt oder zwischen den Vektorinvarianten und den
Momentvektoren in einem Raumpunkt dieselbe lineare Relation mit
nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten, so sind die Systemc
linear abhingig. Dies folgt unmittelbar daraus, daB ein Vektorsystem
durch das Momentfeld oder durch die Vektorinvariante und das Mo-
ment in einem Punkt bis auf statische Umformungen bestimmt ist.

22. Pliickervektoren einer Geraden. Ein gebundener Vektor ist,
bis auf Verschiebungen in seiner Angriffslinie, bestimmt, wenn man
ihn als freien Vektor und seinen Momentvektor m = M, (V) in einem
bestimmten Punkt O vorgibt. Dadurch ist ja sein Momentfeld, also
dessen Zentralachse, bestimmt. Die Angriffslinie liegt in der zu m senk-
rechten Ebene durch O, die Richtung ist durch 8 bestimmt, der Ab-

stand von O durch —:%;— und die Orientierung von m legt den Drehsinn

von 8 um O fest. Die Vorgabe eines gebundenen Vektors enthilt
sechs willkiirliche skalare Parameter, nimlich den Vektor selbst und
den Ortsvektor des Angriffspunktes. Die Vorgabe eines ,linienfliich-
tigen’* Vektors enthilt dagegen nur fiinf: diec Vektoren ¥ und m mit
der Nebenbedingung 8 - m = 0. Die Vorgabe ciner Geraden im Raum
enthilt vier Parameter. Sie ist nimlich gleichbedeutend mit der Vor-
gabe ecines linienfliichtigen Vektors, auf dessen Linge es nicht an-
kommt. %8 und damit auch m kénnen durch Zufiigung eines willkiir-
lichen skalaren Faktors abgeindert werden. Wir nennen ¥ und m
die homogenen Pliickervektoren der Geraden.

Man kann den unbestimmten skalaren Faktor vermeiden, indem
man zu normierten Pliickervektoren ibergeht: Nach Wahl eines Ur-
sprungs O ist eine Gerade im Raume durch einen auf ihr liegenden
Einheitsvektor ¢ und dessen Momentvektor f in O bestimmt. Diese
Vektoren erfiilllen die Bedingungen

(22, 1) e2=1,
(22, 2) e-f=0.

Nach Wahl eines Ursprungs O ist ein Vektorsystem § nach (21, 1, 2)
bis auf willkiirliche statische Umformungen durch die Vektorinvariante 8

und den Momentvektor m in O ohne Nebenbedingungen bestimmt.
Ist P ein Punkt einer Geraden (¢; f), so ist der Momentvektor des

Systems in P m -+ p?) X B,
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also das Moment des Systems um (¢; f)
e-(m +};5><2§) =c-m-+ (‘xP-b- B.

—_
Da aber ¢ X PO = f ist, erhdlt man:
Das Vektorsystem S = (B; m) hat um die Gerade (c; §) das Moment

(22, 3) ceS=rc-m+ f-B.

Ein willkiirlicher Vektor A¢ auf der Geraden (e¢; f) ergibt mit § das
gegenseitige Moment
(22, 4) leeS =/ic-m-4 Af- B,

Hat man mehrere solche gebundenen Vektoren, die das System
S = (B; m) bilden, so erhilt man

(22, 5) SeS=SeS=%.m+ B-m

Insbesondere ergibt sich fiir das gegenseitige Moment eines Vektor-
systems mit sich selbst

(22, 6) SeS=20.m=20%%,

wo o die Bedeutung (21, 4) hat. Nur fiir eine Schraube ist dieser Aus-
druck von Null verschieden.

23. Reduktion in Koordinaten. In einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem (O; 1, j, f) sei ein Vektorsystem durch die Koordinaten
X,,Y,,Z, der Vektoren B, des Systems und die Koordinaten x«,, y,, 2,
ihrer Angriffspunkte gegeben. Dann ist nach (21, 1), wenn X,Y, Z die
Koordinaten der Vektorinvariante 8B sind,

(28, 1) X=x, v=XV, 2Z=X2Z

und mit dem Ursprung O als Reduktionszentrum nach (21, 2) und

(18, 10)
(23’ 2) My =2, (yvlv - Z,,Y:,,), m, =Z(Z,,Xv —x,2,),
m, =Z(xva —y,X,).

Diese GroBen sind die Momente von S um die Koordinatenachsen.
S dquivalent Null erfordert, dal diese sechs GréBen ver-

schwinden.

S dquivalent einem Vektorpaar erfordert, dafl die drei
GroéBen (23,1) verschwinden, aber nicht alle drei in (23, 2).
Das Vektorpaar ist dann durch (23, 2) als Koordinaten des Moment-
vektors gegeben.

S dquivalent einem Einzelvektor erfordert, dal nicht
alle drei GroBen in (23, 1) verschwinden, und

(23, 3) Xm, + Ym, + Zm, = 0.
S dquivalent einer Schraube erfordert
(23, 4) Xm, + Ym, +Zm, 5 0.
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Das Momentfeld R, ,, +(S), wo P = (§, 7, {) ein laufender Punkt
im Raume ist, wird durch

EIJt=m+%XP_(3,

also
M,=m, +Y{— Zn,
(23, 5) M,=m,+ 2§ — XC,
M,=m,+Xn—Y¢
gegeben.

Ist S einem Einzelvektor dquivalent, so erhidlt man dessen An-
griffslinic als geometrischen Ort der Punkte (£, 7, (), in denen

M,=M,=M,=0
ist. Dies gibt die Gleichungen von drei Ebenen desselben Ebenen-
biischels, da (283, 3)
(28, 6) XM, +YM,+ZM,=0
unabhingig von &, %, ¢ zur Folge hat.

Ist § einer Schraube &dquivalent, so erhidlt man die Zentralachse
als geometrischen Ort der Punkte (£, n, {), in denen

M, M, M,
2,7) X=¥=-7

Dies sind die Gleichungen zweier Ebenen, die sich in der Zentralachse
schneiden. Ifalls in (23, 7) ein oder zwei Nenner verschwinden, soll
(23, 7) besagen, daB3 auch die entsprechenden Zihler verschwinden.
Die Skalarinvariante o ist der gemeinsame Wert der Verhiltnisse
(28, 7). Der Skalar (23, 3, 4) ist nach (22, 6) gleich $ Se S.
Die ,,Pliickerkoordinaten'* ciner Geraden (c¢; f) erhilt man aus

(23, 8) c=¢e,1+¢j+el,

(23,9) f=/rhi+ i+ Lt

Sie erfiillen nach (22, 1, 2) die quadratischen Relationen
(23, 10) e +e+e=1,

(23, 11) ety +efy +e.f, =0,

konnen also durch vier unabhingige Parameter ausgedriickt werden.
e, ¢,, ¢, sind die Richtungskosinus der Geraden (e;f). Ist (x,y, 2)

zr Yyr Y2
ein willkiirlicher Punkt von (e; f), so ist

(28,12) f,=ey—e2, [,=¢2—¢x, [,=¢%x—¢y.
Das Moment des Vektorsystems um die Gerade wird nach (22, 3)
(23,13) M., (S) =e,m, +e,m, +e,m, + [, X + Y +[,Z.

24. Bestimmung des Momentfeldes durch drei Momentvektoren.
M,, Mg, M, seien die Momentvektoren eines Vektorsystems § in drei
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Punkten 4, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen. Die Ebene durch
A, B und C werde mit & bezeichnet. Der Momentvektor Mp in einem
willkiirlichen Punkt P hat dieselben Projektionen auf die Geraden PA,
PB und PC wie I, , Mz bzw. M, (vgl. 18, S. 43). Hierdurch ist M, be-
stimmt, wenn Pnicht der Ebene € angehort. FiirPunktein ¢ erhilt man auf
diese Weise nur die Projektion des entsprechenden Momentvektors auf ¢.
Man bestimmt ihn aber dadurch vollstindig, daB man einen Punkt D
auBlerhalb ¢ zu Hilfe nimmt, in dem man den Momentvektor I, auf
die angegebene Weise erhalten kann. Das Momentfeld ist also
durch die Feldvektoren in drei Punkten, die nicht auf einer
Geraden liegen, eindeutig bestimmt. Man kann dies auch so
ausdriicken: Das Momentfeld ist eindeutig durch die Momente
um sechs Geraden bestimmt, von denen drei die Seiten
eines Dreiecks bilden und die drei anderen die Ebene des
Dreiecks in seinen drei Ecken schneiden. (Insbesondere kénnen
dafiir die sechs Geraden gewihlt werden, auf denen die Kanten eines
Tetraeders liegen.) Die Momente um diese sechs Geraden erhilt man
ndmlich durch Projektion der Momentvektoren in den Ecken des Drei-
ecks auf die Geraden, und umgekehrt sind diese Momentvektoren durch
ihre Projcktionen auf die Geraden bestimmt.

Als ecin zum Feld gehoriges System S kann man ein Kriftepaar P
mit dem Momentvektor I, und einen in A angreifenden, der Vektor-
invariante gleichen Vektor ¥ wihlen. Dann ist

My, = M, + B x AB
und, wenn P ein willkiirlicher Punkt der Geraden AB ist,
(24, 1) Mp= M, + B X AAB = M, + AWy, — My) = My + FIM,,

wo & + = 1. Folglich ist der Momentvektor auf einer Geraden
durch seinen Wert in zwei ihrer Punkte bestimmt. Er ist konstant
lings der Geraden, wenn sie parallel %, also parallel der Zentralachse
ist, und sonst nur, wenn die Vektorinvariante verschwindet. Fiir einen
willkiirlichen Punkt P der Ebenc ¢ hat man

2,2) | To= ot Bx (1AB+ wAC)= IR 43 (Wy— )+ 1 (Mo —M)
=M, + ﬁwn +yMe,

wo & + 8 + ¢ =1 ist. Man erhilt den Feldvektor iiberall in &, wenn
man «, 8 und yp alle moéglichen Werte mit dieser Nebenbedingung
erteilt.

Oben ist gezeigt, daB die Momentvektoren MM , My und M, in
drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten A, B, C das Moment-
feld eindeutig bestimmen, m. a. W., daB es zu drei Vektoren in 4, B
bzw. C hochstens ein Momentfeld gibt, dem sie angehéren. Im all-

gemeinen gibt es aber bei beliebiger Wahl der drei Vektoren
10 19 A
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kein solches Feld. Denn hat man I, willkiirlich gegeben, so ist
dadurch schon die Komponente von My in der Richtung A B bestimmt,
da sie gleich der entsprechenden Komponente von It, sein muf3 (vgl.
18, S. 43). Man kann also nur noch iiber die Komponente von Mg
in der zu AB senkrechten Ebene verfiigen. Danach sind aus dem-
selben Grunde die Komponenten von IR, in den Richtungen 4C und
BC bestimmt, und es ist nur noch die zur Ebene 4 BC senkrechte
Komponente von R, frei wihlbar. Dies entspricht insgesamt der
freien Wahl von sechs Parametern.

Wir fragen nun, ob es zu drei den eben genannten notwendigen
Bedingungen geniigenden Vektoren M, , My, M. in drei nicht auf einer
Geraden gelegenen Punkten A, B, C ein Vektorsystem S gibt, dessen
Momentvektoren in A, B, C eben diese gegebenen Vektoren sind. Dies
ist in der Tat der Fall. Zum Beweis wihlen wir zunichst ein Vektor-
paar P mit dem Momentvektor I, und haben dann noch zu zeigen,
daB es einen in A gebundencn Einzelvektor B gibt, dessen Moment
in B und C bzw.

SBZ&RB—?JRA, (‘S=9:RC-“9;RA

ist. Das System S besteht dann aus P und .

Mit & bezeichnen wir wieder die Ebene durch 4, B und C. Die
iiber M,, My, M, gemachten Voraussetzungen besagen fiir B und €,
daB B auf AB und € auf AC senkrecht stehen; denn z. B. mul
B = M, — M, dieselbe Komponente der Richtung AB haben wie
0= M, — M,, und entsprechend €. Hieraus folgt, daBl auch die
zu ¢ parallelen Komponenten 8’ und €’ von B und € auf 4B bzw. AC
senkrecht stehen. Ferner miissen 8 und € und damit auch %’ und ¢’
gleiche Komponenten in der Richtung BC haben.

Wir bemerken nun: Ist ein gebundener Vektor m mit dem An-
griffspunkt P sowie in der Normalebene von m durch P eine beliebige,
nicht durch P gehende Gerade ! gegeben, so gibt es auf / einen und
nur einen Vektor v, dessen Moment in P gleich m ist. Die Linge von b
ist namlich, wie unmittelbar aus der Definition des Moments folgt,
gleich der Linge von m, dividiert durch den Abstand von P und /,

und die Orientierung von b ergibt sich daraus, da v, OP und m, wo O
ein Punkt von [/ ist, in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden.

Auf Grund dieser Bemerkung bestimmen wir denjenigen Vektor By
auf AC, dessen Moment in B gleich der zu ¢ senkrechten Komponente
von B ist, denjenigen Vektor B, auf AB, dessen Moment in C gleich
der zu & senkrechten Komponente von € ist, und schlieBlich denjenigen
Vektor B’ auf der Normalen von & durch A, dessen Moment in B
gleich der zu ¢ parallelen Komponente 8’ von B ist. Alle drei Vek-
toren By, B, B’ haben das Moment 0 in 4, ferner verschwindet das
Moment von 8, in C und das von B, in B. Wenn wir nun noch zeigen,
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daBl das Moment von ¥’ in C gleich der zu ¢ parallelen Komponente ¢’
von € ist, sind wir fertig; denn dann hat dic Resultante 8 von %,
B, und B’, deren Angriffslinie durch 4 geht, die verlangte Eigen-
schaft. DaB B’ das Moment €' in C hat, folgt aber einfach so: Durch
die Eigenschaften, in C anzugreifen, in ¢ zu liegen, auf AC senkrecht
zu stehen und dieselbe Komponente der Richtung BC wie 8’ zu haben
ist ein Vektor cindeutig bestimmt, und da sowohl das Moment von ¥’
als auch, wie oben erwihnt, § diese Eigenschaften haben, miissen
beide iibereinstimmen.

Aus diesen Ergebnissen wollen wir noch einen wichtigen Schlu3
ziehen: Ist jedem Punkt des Rawmes ein Vektor derart zugeordnet, daf
je zwei Vektoren gleiche Komponenten in Richtung der Verbindungslinie
threr Angriffspunkte haben, so ist diese Vektorverteilung das Momentfeld
eines Vektorsystems. Wihlen wir nimlich irgend drei nicht auf einer
Geraden gelegene Punkte A, B und C, so gibt es nach dem eben Be-
wiesenen ein Vektorsystem, dessen Momentvektoren in 4, B, C mit
den in diesen Punkten vorlicgenden Vektoren der Verteilung iiberein-
stimmen. Das Momentfeld dieses Systems mufl dann aber nach der
am Anfang dieses Paragraphen angestellten Uberlegung iiberhaupt mit
der gegebenen Vektorverteilung identisch sein.

25. Reduktion auf zwei Vektoren. Fine belicbige Schraube kann auf zwei

Vektoven veduziert werden, die auf windschiefen Gevaden liegen. Sei O ein willkiir-
licher Punkt, m der Moment-

vektor in O und ¥ die Vek- e

torinvariante. Da es sich
um eine Schraube handelt,

ist B-m = ¢gB2 4 0. Die
Normalebene ¢ von nt durch

O ist also nicht parallel 8.
Wir nehmen an, daB das
System bereits auf den
Vektor L in O und ein Vek-
torpaar reduziert ist, dessen
einer Vektor ein willkiir- {2
licher Vektor v in ¢ durch

O ist (Abb. 30). Der zweite Vektor des Paares ist dann ein gebundener Vektor b
in ¢, der als freier Vektor gleich —p ist und dessen Angriffslinie nicht durch O
geht. Setzt man P’ = b+ B,

Abb, 30. Reduktion eines Vektorsystems auf zwei Vektoren.

’

so ist das System reduziert auf die beiden Vektoren b’ und v”’ mit windschiefen
Angriffslinien ¢ und !/, von denen die zweite durch O geht. Zwei derartige Ge-
raden werden als konjugiert in bezug auf das gegebene Mowmentfeld bezeichnet. Die
Eindeutigkeit dieser Zusammenfassung der Geraden zu Paaren wird in 26 gezeigt
werden. Da p willkiirlich in ¢ (jedoch == 0) ist, ist der Endpunkt von b’ ein will-
kiirlicher Punkt einer Ebene ¢’, die durch den Endpunkt von ¥ geht und ¢ par-
allel ist. (Der Endpunkt von B selbst ist jedoch auszunehmen.) Die Richtung
von b” kann also mit einer beliebigen Geraden durch O zusammenfallen, die
weder L enthilt noch in ¢ liegt. Man kann daher zum obigen Satz hinzufiigen:
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Der eine dev beiden Vektoven kann dabei so gewdhlt wevden, daB er auf einer will-
kirlich gegebenen Geraden liegt, die weder Nullinie moch zuv Zentralachse parallel
ist. Jeder solchen Geraden entspricht bei dieser Konstruktion eindeutig eine
konjugierte. .

Wahlt man den Vektor b kleiner und kleiner, so nihert sich die Richtung
von !’ der der Zentralachse, und der Abstand zur konjugierten Geraden !’ wichst
iiber alle Grenzen; gleichzeitig strebt der Vektor v” auf !’ gegen Null. Man kann
sich diesen Grenziibergang plausibel machen, wenn man bemerkt, daB in einem
beschrankten Teil des Raumes ein sehr weit entfernter, sehr kleiner Vektor ein
nahezu konstantes Momentfeld hervorruft, also beinahe wie ein Vektorpaar wirkt.
Wi4hlt man umgekehrt den Vektor v groBer und groBer, so ndhert sich !’ einer
Geraden in ¢ durch O, also einer Nullinie; die konjugierte !’ strebt gegen dieselbe
Nullinie und gleichzeitig der Vektor v’ auf ihr gegen unendlich. Man kann des-
halb die LEinteilung der Geraden des Raumes in Paare konjugierter dadurch ver-
vollstandigen, da man die Nullinien sich selbst und den Geraden, dic der Zentral-
achse parallel sind, ,,unendlich ferne Geraden‘’ zuordnet.

Hat man ein Vektorsystem S auf zwei gebundene Vektoren b’ und b’ redu-
ziert, so gilt nach (22, 6)

(25, 1) p'ep” =3 SeS = g2,

also: Das Volumen des Tetraeders, in dem b’ und v/ gegeniiberliegende Kanten
sind, hangt nur von der gegebenen Schraube § ab; es ist ja | des Skalars (25, 1)
(Satz von CHASLES).

Umgekehrt bestimmen zwei von Null verschiedene Vektoren b’
und v” mit windsthiefen Angriffslinien ! und !’ eine Schraube; denn
sie besitzen ein von Null verschiedenes gegenseitiges Moment (25, 1). Es sei !
die gemeinsame Normale der Angriffslinien und A’ und 4’ ihre Schnittpunkte
mit / und I”. Die Gerade I steht senkrecht auf der Zentralachse, da sie senk-
recht auf v’ und v”, also auf deren Vektorsumme 8 steht. Wir wollen zeigen,
daB ! die Zentralachse schneidet. Der Momentvektor I, steht senkrecht auf /
und v/, und M., steht senkrecht auf 7 und v’, also ist M — M, - 0. Dann
zeigt (24, 1), daB M, alle Richtungen in der Normalebene von ! durchlauft, wenn P
die Gerade ! durchlduft. IR, nimmt also auch die Richtung von ¥ an, und der
entsprechende Punkt P> muBl dann auf der Zentralachse licgen. Damit haben wir:

Die gemeinsame Novmale von zwei beliebigen konjugierten Gevaden schneidet die
Zentvalachse unter vechtem Winkel.

Da ein Vektorsystem, fiir das der Skalar ¢ 82 verschwindet, auf einen Einzel-
vektor oder ein Vektorpaar reduziert werden kann, hat man den Satz: Ein will-
kiirliches Vektorsystem kann auf héchstens zwei Vektoren reduziert werden.
Man kann fiir jedes Vektorsystem S

S = b, + U“
setzen.

26. Nullebene, Nullpunkt, charakteristische Gerade. Im Momentfeld I
einer Schraube sind die Feldvektoren nirgends Null und nirgends senkrecht auf 8.
Durch jeden Punkt O des Raumes gibt es also eine eindeutig bestimmte Ebene ¢,
die Nullebene von O, deren Normale I, ist. Alle Geraden in g, durch O sind Null-
geraden (vgl. 18). &, ist niemals parallel der Zentralachse. Umgekehrt ist jede
Ebene, die nicht der Zentralachse parallel ist, Nullebene fiir einen und nur einen
ihrer Punkte, den Nullpunkt der Ebene; denn jede Richtung im Raum, die nicht
senkrecht auf 8 steht, also auch die Normalenrichtung der Ebene, ist ja nach 21
S. 50 genau einmal unter den Momentvektoren in den Punkten der Ebene ver-
treten. Die Nullgeraden in der Ebene bilden ein Geradenbiischel,
dessen Scheitel der Nullpunkt ist. Eine zur Zentralachse parallele Ebene
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besitzt keinen Nullpunkt, und die Nullgeraden in einer solchen Ebene bilden
ein Parallelbiischel. Fiir eine Ebene durch die Zentralachse ist dieses Parallel-
biischel senkrecht auf der Zentralachse. Seine Richtung strebt gegen die der
Zentralachse, wenn der Abstand der Ebene von der Zentral-

achse iiber alle Grenzen wichst.

Die Schraube sei auf zwei auf windschiefen Geraden I’
und I’/ liegende Vektoren reduziert. Jede Gerade, die I
und !’ schneidet, ist Nullgerade, da jeder der beiden Vek-
toren das Moment Null um diese Gerade ergibt. Es sei ¢
eine Ebene durch !/, die I’ in O schneiden moge (Abb. 32). Jede
durch O gehende Gerade in ¢ ist dann Nullgerade, also O
der Nullpunkt von ¢. Dreht sich also eine Ebene um
1", so durchlauft ihr Nullpunkt  und umgekehrt.
Dies zeigt die Eindeutigkeit und Symmetrie der Einteilung
der Geraden des Raumes in Paare konjugierter, die schon
in 25 vorweggenommen wurde. Man kann diese Iligen-  Apb. 31. Nullebene und
schaft der Paare konjugierter Geraden auch zu ihrer Defi- Nullinien.
nition verwenden. Hat man einc Schraube auf zwei Vek-
toren b’ und b’/ zu reduzieren, von denen b’ auf ciner gegebenen Geraden I’ liegen
soll, so muB der zweite auf der dazu konjugierten !’ liegen; der Vektor b’ auf I
bestimmt sich daraus, daBl sein Moment um !” gleich dem Moment der ge-
gebenen Schraube um ! sein muB3, und entsprechend b”’.

Es sei ¢ eine Ebene, die weder parallel noch senkrecht zur Zentralachse ist,
O ihr Nullpunkt und !’ ihre Normale in O. !’ enthilt also den Vektor I, und ist
weder Nullinie noch parallel zur Zentralachse; wir konnen also ihre konjugierte [

aufsuchen. Die Gerade !/ muf3 in ¢ ,

liegen, da sie den Nullebenen der \ ¢ /
Punkte von ! gemeinsam ist, und

V" wird die charakleristische Gerade der \ /
Ebene ¢ genannt. Der Feldvektor in
einem beliebigen ihrer Punkte, das

ist der Momentvektor des auf 7
liegenden Vektors p’, liegt in ¢, und
das ist in keinem anderen Punkt von ¢

der Fall. Im FuBpunkt des Lotes von

O auf !” liegt der Feldvektor in 1"
selbst. Wir konnen dies so zusammen- \

fassen: Wenn zwei konjugierte
Geraden aufeinander senkrecht

stehen, liegen die Feldvektoren \
in den FuB8punkten ihres ge- Abb, 32. Konjugierte
meinsamen Lotes auf den Ge- I Geraden,
raden, und jede der Geraden ist

charakteristisch fiir die Ebene, die sic zusammen mit der gemein-
samen Normalen bestimmt. Jede Gerade, die den Feldvektor in
einem ihrer Punkte enthalt, steht senkrecht auf ihrer konjugierten.

Die Konjugierte der Zentralachse, die ja die Feldvektoren in ihren simtlichen
Punkten enthalt, liegt jedoch im Unendlichen. Fiir eine zur Zentralachse paral-
lele Ebene, als deren Nullpunkt der durch das Parallelbiischel der Nullinien be-
stimmte unendlich ferne Punkt angesprochen werden kann, ist die charakte-
ristische Gerade die senkrechte Projektion der Zentralachse auf die Ebene; die
Feldvektoren in ihren Punkten liegen namlich in der Ebene. Die charakte-
ristische Gerade einer zur Zentralachse senkrechten Ebene ist unendlich fern.
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27. Nullsysteme. Die Gesamtheit aller Nullgeraden eines Vektor-
systems S (also eines Momentfeldes) wird ein Nullsystem, und wenn der
Rang des Momentfeldes <3 ist, ein spezielles Nullsystem genannt. Das
Vektorsystem sei nach Wahl eines Ursprungs O wie in 21 und 23 durch
S = (B; m) und eine beliebige Gerade a des Raumes durch a = (e; f),
d. h. wie in 22 durch ihre Pliickerkoordinaten gegeben. Die Bedingung
dafiir, daB8 a Nullgerade von S ist, lautet nach (22, 3) und (23, 13)
@7,1) e-m4f-B=e¢m,+e,m,+em+[X+[Y+[2=0.
Die Geraden eines Nullsystems sind also durch eine homo-
gene lineare Relation zwischen ihren Pliickerkoordinaten
charakterisiert. Von den oo* Geraden des Raumes erfiillen oo® die
Bedingung (27, 1), d. h. die Geraden eines Nullsystems hingen von
drei Parametern ab. Man nennt eine solche Gesamtheit von co® Geraden
einen linearen Komplex. Jeder lineare Komplex kann als Nullsystem
eines Momentfeldes aufgefaBt werden; denn die Koeffizienten in (27, 1)
konnen stets als Koordinaten der beiden Vektoren ¥ und m gedeutet
werden. Diese, also auch das Momentfeld, sind jedoch durch den ge-
gebenen lincaren Komplex nur bis auf einen willkiirlichen Proportio-
nalititsfaktor bestimmt.

Nullsysteme wollen wir als linear abhidngig oder unabhingig
bezeichnen, je nachdem es die zugehérigen Vektorsysteme sind. Nach
der am SchluB von 21 gemachten Bemerkung liuft dies auf lineare Ab-
hingigkeit oder Unabhéngigkeit der Koeffizientenreihe in (27, 1) hinaus.

Die Bedeutung der obigen Betrachtungen fiir die Statik beruht
darauf, daB sie AufschluB dariiber geben, unter welchen Bedingungen
ein Vektorsystem S bis auf statische Umformungen durch seine Mo-
mente um # gegebene Geraden /,, ly, . . ., I, bestimmt ist. (Vergleiche
die spezielle Wahl von sechs Geraden in 24 S.55.) Die Geraden /,
mogen durch ihre Pliickervektoren ¢, f, oder ihre Pliickerkoordinaten

(27: 2) {eyz: evy»evz; f'yx) fyy»frz}={ly} Y = 1, 2,...,n

gegeben sein. Ein Vektorsystem ist dann und nur dann durch seine
Momente um /,, l,, . ., }, bis auf statische Umformungen bestimmt,

>n
wenn ein Vektorsystem, dessen Momente um /,, [,, ..., 1, verschwinden,

notwendig dquivalent Null ist. Aus den Gleichungen

(27,3)  eum, + eymy +eom, + [, X + Y +1,,2=0

fir v =1, 2,...,n muB man also m = 8 = 0 oder
my=m,=m,=X=Y=2=0

schlieBen kénnen; und dazu ist erforderlich, daB man aus der Matrix

ll elx ely elz fl:c‘ fly flz
(27, 4) A = l2 J— €2z e?y €3, fzz f2y f2z
ln brz eny €nz fnz fny fnz
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eine von Null verschiedene Unterdeterminante sechster Ordnung bilden
kann. Der Rang ¢ dieser Matrix muB also 6 sein. Ist dagegen d < 6,
so besitzen die Gleichungen (27, 3) eine von der Nullosung verschiedene
Lésung (¥; m) und alle Geraden /, /,, ..., /, sind Nullgeraden des
entsprechenden Momentfeldes. Man hat daher:

Ein Vektorsystem ist bis auf statische Umformungen bestimmt durch
seine willkiirlich gegebenen Momente um sechs Geraden, die nicht
demselben Nullsystem angehéren, fiir die also dic Determinante ihrer
Pliickerkoordinaten von Null verschieden ist. Ein Vektorsystem ist dann
und nur dann durch seine Momente um n Geraden bestimmt, wenn n - 6
15t und unter den n Geraden sechs vorkommen, die nicht demselben Null-
system angehidren.

Wir wollen diese Verhiiltnisse etwas eingehender diskutieren. Fiir
den Rang é von A gelten ja die Ungleichungen

(217, 5) d=6
und
(27, 6) 0==n.

I. Ist 6 < 6, so haben die Gleichungen (27,3) 6 — 6 linear unab-
hiangige Losungen (LB; m). Man kann also 6 — § linear unabhingige

Vektorsysteme S, S,, ..., Sg_; derart finden, daBl die Geraden /,,
ly, ..., I, allen 6 — 0 entsprechenden Nullsystemen angehéren. LEin
Vektorsystem ist dann durch seine Momente um /, /,, .. ., [, nur bis
auf Hinzufiigung von

(217, 7) ISy + 28+ o+ 25 585

bestimmt, wo Z,, 4,, . . ., 44_s willkiirliche Parameter sind. Dieser Fall

tritt wegen (27, 6) jedenfalls fiir » << 6 ein.

II. Ist 6 <, so bestehen #» — § unabhingige lineare Relationen
zwischen den Zecilen von A. Sind also die Momente eines Vektor-
systems um die # Geraden durch die # inhomogenen Gleichungen

(27, 8) e, ,m,+e, m,Ae m 4, X+f, Y4, Z=M, ¥=1,2,.. %)
gegeben, die zur Matrizengleichung

m,|
mny, M,
m M
R 2 T
(27, 9) | X :
Y M,
.Z

zusammengefaBt werden kénnen, so miissen dieselben # — d linearen
Relationen fiir die Momente M, erfiilllt sein. Die Momente um die
n Geraden konnen dann nicht willkiirlich vorgegeben werden, sie sind
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vielmehr an diese # — J linearen Relationen gebunden. Dieser Fall
tritt wegen (27, 5) jedenfalls fiir » > 6 ein.

Die Bedeutung der Nullsysteme fiir die Statik tritt erst vollstindig
hervor, wenn man zu dieser Betrachtung noch die folgende hinzufiigt:
Wir betrachten die #» Geraden (27, 2). Auf /, bringen wir einen Vektor
V,e, w=1,2,...,n) an, wo V,,V,, ..., V, willkiirliche Skalare
sind. Die Vektorinvariante dieses Vektorsystems ist

n n n n
27,10) B=DV,e,=i12V,e,, +i2V,e,, +I2V,e,
v=1 v=1 v=1 v=1

und sein Moment im Ursprung
n

@1,11) m=22V,§,=i2V,} +i2 V.l + 2V, 1.,
ya=1 y=1 v=1

v=1
Also ist
elel + e‘.’xV2 e en:cVn =X, .

e, Vit eayVydov4¢6,V, =Y,
e, Vit e, Vot oote,V,=2,
LoVt 1o Vat oo A Vi = my,
fyVitleyVet oo+ Vi =my,
heVit Vot oot Vo = m,.

Diese Gleichungen koénnen zu

(27, 12)

X
AT DY
AV A

27, AVl
(27, 13) 5 m,
Vv, m,
mz

zusammengefaBBt werden. Man kann nun analog I und II folgende
Uberlegungen anstellen:

ITI. Ist << 6 (so daB also nach I alle » Geraden 6 — § linear un-
abhdngigen Nullsystemen angehéren), so miissen 6 — d lineare Be-
ziehungen zwischen X, Y, Z, m,, m,, m, bestehen. Man kann daher durch
Vektoren auf den gegebenen Geraden nur solche Vektorsysteme (also
Momentfelder) herstellen, deren sechs Bestimmungsstiicke 6 — & linear
unabhingige Bedingungen erfiillen. Dies tritt stets fiir # << 6 ein.

IV. Ist 6 <, so besitzen die (27, 12, 13) entsprechenden homo-
genen Gleichungen v,

(27, 14) AVl =
Va
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n — 0 linear unabhingige Losungssysteme V,, V,, ..., V,. Man kann
daher auf #» — 4 linear unabhingige Weisen ein mit Null dquivalentes
Vektorsystem durch nicht simtlich verschwindende Vektoren auf den
gegebenen Geraden darstellen. Dies tritt jedenfalls fiir » > 6 ein. Als
besonders wichtigen Spezialfall heben wir # = 6, 0 << 6 hervor: Auf
sechs Geraden, die demselben Nullsystem angehoren, kann man Vektoren
anbringen, deren System dquivalent Null ist, ohne daf alle Vektoren ver-
schwinden.

Im inhomogenen Fall (27, 12) erhilt man: Die Darstellung eines
gegebenen Momentfeldes durch Vektoren auf #» gegebenen Geraden
hingt fir 6 <<# von n — ¢ willkiirlichen Parametern ab, wenn sie
iberhaupt méglich ist.

SchlieBlich formulieren wir als spezielles Resultat der vorstchenden
Betrachtungen den wichtigen Satz iiber sechs Geraden:

Fiir sechs Geraden, die nicht demselben Nullsystem angehoren, fiir die
also die Determinante ihrer Pliickerkoordinaten von Null verschieden 1st,
gilt:

a) Ein willkiirliches Momentfeld (also ein Vektorsystem bis auf sta-
tische Umformungen) ist eindeutig bestimmt durch die Momente um die
sechs Geraden.

b) Ein willkiirliches Momentfeld kann durch sechs eindeutig bestimmie
Vektoren auf den sechs Geraden erzeugt werden.

Der Teilsatz b) kann auch so ausgedriickt werden: Ein willkiir-
lich gegebenes Vektorsystem kann statisch in sechs Vek-
toren auf sechs gegebenen Geraden umgeformt werden, die
nicht dem gleichen Nullsystem angehéren, und die sechs
Vektoren sind eindeutig bestimmt.

28. Vektoren in einer Ebene. Als crsten Spezialfall betrachten wir
ein System S von Vektoren, die in derselben Ebene ¢ liegen. Die Vektor-
summe L mub, wenn sie nicht Null ist, eine der Richtungen in ¢ haben.
Der Momentvektor in einem willkiirlichen Punkt von & steht senkrecht
auf ¢. Folglich ist p <3, das System § also idquivalent mit einem
Einzelvektor in &, einem Vektorpaar mit zu & senkrechtem Moment-
vektor oder Null. Trigt man dic Momentvektoren in allen Punkten
von ¢ auf, so erfiillen ihre Endpunkte cine Ebene, die Momentebene.
Fiir § = 0 fillt sie mit & zusammen, fiir § = Vektorpaar ist sie parallel
zu ¢ und fiir § = Einzelvektor schneidet sie ¢ in dessen Angriffslinie,
also in der Zentralachse (Abb. 33). Man sieht, dall man das System
bis auf statische Umformungen vollstindig bestimmen kann

1) durch Ermittlung der Momente um drei Punkte von ¢, die nicht
auf einer Geraden liegen,

2) durch Ermittlung der Momente um zwei Punkte von & und der
Projektionensumme der Vektoren des Systems auf eine Richtung in €,
die nicht auf der Verbindungsgeraden der beiden Punkte senkrecht steht,
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3) durch Ermittlung des Moments um einen Punkt von & und de:
Projektionensummen auf zwei verschiedene Richtungen in e.

Im Falle 2) bestimmen nimlich dic Momente in zwei Punkten 4
und B diejenige Gerade der Momentebene, deren Projektion auf & dic
Gerade AB ist. Wird ¢ von diese:
Geraden geschnitten, so hat mar
im Schnittpunkt einen Punkt de:
Zentralachse. In diesem kani
man die Vektorsumme 8 in ein¢
Komponente senkrecht zu AB
die sich durch das Moment um
A oder B bestimmt, und eine
Komponente in der Richtung A1
auflésen, die danach aus de
ermittelten Projektionensumme
bestimmt werden kann. Sinc
die Momente in 4 und B gleict
grol3, so daB die Gerade in de
Momentebene die Ebene ¢ nicht schneidet, so kann die Zentralachse nu
parallel AB sein; ¥ bestimmt sich aus der ermittelten Projektionen
summe und dann die Zentralachse aus dem Moment um 4 oder B. Is
die Projektionensumme Null, so hat man ein Vektorpaar, dessen Moment
vektor mit dem in A ibereinstimmt. Ist auch dieser Null, so ist § = 0
Im Falle 3) bestimmt sich 8 aus den Projektionensummen und danact
die Zentralachse aus dem Moment um den einen Punkt. Ist 8 =0
so erhidlt man ein Vektorpaar, dessen Momentvektor mit dem in A
iibereinstimmt. Ist auch dieser Null, so ist § = 0.

Der besonders wichtige Fall § = 0 erfordert, dal3 simtliche Mo
mente und Projektionensummen verschwinden.

Verwendet man ein rechtwinkliges (x, y)-Koordinatensystem in &
so erhdlt man mit den Bezeichnungen von 23

Abb. 33. Momentebene eines ebenen Vektorsystems,

(28, 1) x=x, v=Yv,
und
(28’ 2) MO =Z(xva - err)'

S = 0 erfordert, daB3 diese drei GroBen verschwinden.

S = Vektorpaar erfordert, daB X =Y = 0 ist; M, gibt danr
das Moment des Vektorpaares.

S = Einzelvektor erfordert, daB3B X und Y nicht beide ver
schwinden. Das Moment um einen willkiirlichen Punkt (x,y) wirc

(28: 3) M(x,y)=M0+yX”‘xY
[vgl. (28, 5)], und die Gleichung der Zentralachse lautet
(28, 4) My,+yX —xY =0

mit ¥ und y als laufenden Koordinaten.
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29. Parallele Vektoren. Als weiteren Spezialfall betrachten wir ein
System § von parallelen Vektoren %B,. Es sei e ein Einheitsvektor
ihrer Richtung. Dann sind die Vektoren des Systems

Vie,Vae, ..., V,e,

wo V,,V,, ..., V, positive oder negative Skalare sind, deren absolute
Betriage die Lingen der Vektoren angeben.
Die Vektorinvariante ist

(29, 1) V=WV, +Vy+---+V,)e=Ve.

Fiir den Momentvektor I, in einem willkiirlichen Punkt O ergibt sich,
wenn P, den Angriffspunkt des Vektors V,e bedeutet,

@,2) Wy (8) =N (0P, xV,0) = X(V,0P, x ¢) = XV,0P,) xe

y==1 y—1 g |

Ist Q ein beliebiger weiterer Punkt, so hat man

@9,3) SV,0P, =3V,(Q0 + 0P,) = Q0 >V, + XV,0b,.
r =1 yl y -1 v--1
Wegen

BeMy = Ve- (_\_jV,O?),,) X ¢ =0

vl
ist p==2, also § dquivalent einem Einzelvektor, einem Vektorpaar
oder Null.

Wir nehmen zunichst an, daB die Vektorsumme %, also V, nicht
verschwindet. Dann existiert eine Zentralachse und hat die durch ¢
gegebene Richtung. Liegt O nicht auf der Zentralachse, so ist M, 3= 0

n -
und daher nach (29, 2) sicher > V,0P, & 0. Liegt O auf der Zentral-

v o1

achse, so ist M, = 0 und nach (29, 2)

>'V,0P, = he.

r=1
Ist auch Q auf der Zentralachse gelegen, also QO von der Form pe, so
erhilt man wegen (29, 3)

ZV QP = (A4 Vy)e.
Wihlt man daher Q so, dal u = T]';wud so wird > |4 QP = 0.

Es gibt also einen und nur einen Punkt im Raume — er heile G —

fiir den - ;

r=1
ist. G wird der Mittelpunkt der parallelen Vektoren genannt. Das ge-
gebene System ist dquivalent dem Einzelvektor Ve an G. Da (29, 4)
den Richtungsvektor e nicht enthalt, gilt: Dreht man die gegebenen
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Vektoren um thre Angriffspunkte P, unter Erhaltung threr Grofe und
der Parallelitit, so dreht sich der resultierende Einzelvektor wm G. Die
Zentralachsen der gedrehten Systeme bilden also ein Geradenbiindel
durch G. — Verschiebt man die Vektoren des urspriinglich gegebenen
Systems lings ihrer Angriffslinien, so daB die Punkte P, auf diesen
Geraden variieren, so variiert G auf der Zentralachse.

Legt man die Punkte des Raumes durch ihre Ortsvektoren von
einem willkiirlichen Ursprung O aus fest, so erhdlt man

n > n —> - - &, n -
>V, 0P, =2'V,(0G + GP,) =06V, + > V,GP,
yeul y=1 v==1 r=1

und daraus nach (29, 4) die Gleichung
”"‘V —> - nﬁ
(29, 5) 3v,0pP, — oc;( >v.).
ve==1 vl

die an Stelle von (29, 4) als Definitionsgleichung von G treten kann.
Hat P, die Koordinaten x,,y,, 2, und G die Koordinaten xg, yg, 2¢
in einem willkiirlichen affinen Koordinatensystem (das also von drei
beliebigen linear unabhingigen Vektoren aufgespannt wird), so ergibt
(29, 5), wenn man fiir O den Ursprung des Koordinatensystems wihlt,
die Gleichungen

n n
Y W
SV, x, =x,>V,,

v‘:l Y p=z]
(29’ 6) .;;;Vvyv = ngZVa"

n

n
.l al
24 V,z, = B s Vv

v=1 r=1

zur Bestimmung des Mittelpunktes der Vektoren. In gewdhnlichen

”1 .
rechtwinkligen Koordinaten wird die GroBe D'V, x, das statische

r=1
Moment der parallelen Vektoren in bezug auf die (y, 2)-Ebene genannt,
und (29, 6) kann dann so ausgesprochen werden: Das statische Mo-
ment eines Systems gebundener paralleler Vektoren in be-
zug auf eine willkiirliche Ebene ist gleich dem statischen
Moment ihrer im Mittelpunkt gebundenen Resultante.

Der Mittelpunkt von zwei gleichen Vektoren ist der geometrische
Mittelpunkt der ihre Angriffspunkte verbindenden Strecke. Der Mittel-
punkt von drei gleichen Vektoren ist der Schnittpunkt der Mittellinien
des von den Angriffspunkten gebildeten Dreiecks.

Wir nehmen nun an, daB die algebraische Summe V' gleich Null

n
ist. Die Formel (29, 3) zeigt, daB in diesem Falle wegen >V, =0

v=1
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2 > .
der Vektor D'V,0P, unabhingig von O ist. Nach (29, 2) ist daher das

v=]
Momentfeld konstant in Ubereinstimmung mit unserem friiheren Re-
sultat. n

Ist nun X'V, OP nicht parallel e, so ist § dquivalent einem Vektor-
v—l
paar mit dem Momentvektor (29, 2). Wir wissen, daB diese Aquivalenz

bestehen bleibt, wenn man die gegebenen Vektoren auf ihren Angriffs-
linien verschiebt. In den Formeln kommt dies dadurch zum Ausdruck,

n —>
daB D'V,0P, sich dabei nur um einen zu e parallelen Summanden
v=1
andert.

Ist aber ZV OP parallel ¢, so ist § dquivalent Null. In Koordi-
=1
naten hat man dafiir die Bedmgungsglelchung

_1V Xy V Vv V 2y

4 z ey ez
und diese gilt unabhanglg von der Lage des Koordinatensystems, da

vV OP von O unabhingig ist. Die Bedingungsgleichung (29, 7) hingt
»= 1
im allgemeinen von ¢ ab, wird aber in einem speziellen Falle von e

unabhingig, namlich wenn die drei Zahler verschwinden, wenn also

(29, 8) >'V,0P, =0

v=1
ist. Die Aquivalenz von § mit Null bleibt in diesem Fall erhalten,
wenn man die Vektoren unter Erhaltung ihrer Gré8e und der Paral-
lelitit um die Angriffspunkte P, dreht. Man sagt in diesem Fall, das
System S sei astatisch dquivalent Null.

"L' p" - . .
Wihrend man im Falle >'V, = 0, 2V, 0P, # 0 nicht von einem
=1 v==1

Mittelpunkt von S reden kann, da die fiir einen solchen charakteristische
Gleichung (29, 4) fiir keinen Punkt des Raumes erfiillt ist, kann man
fiir ein astatisch mit Null 4quivalentes System jeden Punkt des Raumes
als Mittelpunkt ansprechen, da (29, 8) fiir jede Lage von O gilt.

Ein mit Null d4quivalentes System von parallelen Vektoren 148t sich
durch Verschiebung der Vektoren in ihren Angriffslinien stets in ein
astatisch mit Null dquivalentes System iiberfithren. Denn es besteht

n —
eine Gleichung D' V,0P, = Je, und man kann offenbar durch geeignete

Verschiebunger;_erreichen, daB sich diese GroBe um —Ae #ndert, so
daB (29, 8) giiltig wird. Es geniigt sogar, einen einzigen Vektor zu

verschieben, etwa den Vektor V,e um das Stiick —-I%e.



68 3. Kap.: Vektorsysteme.

30. Mittelpunkt eines Skalarsystems. Es seien n Punkte P,,
P,,...,P, im Raume und » Skalare V, V,, ..., V, gegeben. Wir
nehmen an, daB der Skalar V, in dem einen oder anderen Sinne dem
Punkt P, zugeordnet ist. Ist nun e ein willkiirlicher Einheitsvektor, so
kann man das System der in P, gebundenen parallelen Vektoren Ve
betrachten. Ist

(30, 1) v=>V 4o,
r=1

so haben diese einen eindeutig bestimmten Mittelpunkt G. Da dieser
nach dem fritheren von dem Hilfsvektor ¢ unabhidngig ist,
kann man G auch als den Mittelpunkt des gegebenen Sy-
stems § von gebundenen Skalaren bezeichnen. G berechnet
sich nach (29, 5, 6).

Es ist klar, dal man bei der Bestimmung von G nach Belicben zu-
erst ein Teilsystem $’ von §, dessen Skalarsumme V' == 0 ist, zu einem
Skalar V' im Mittelpunkt G’ von §’, und danach diesen mit den iibrigen
zusammenfassen darf. Denn wendet man (29, 5) auf das Teilsystem §’
an, so sieht man, daB} die linke Seite von (29, 5) fiir das ganze System §
durch die Zusammenfassung der Skalare von §’ zum Skalar V' in G
nicht gedndert wird.

Multipliziert man alle Skalare V, mit demselben, von Null ver-
schiedenen Faktor 4, so bleibt der Mittelpunkt des Skalarsystems un-
geindert; denn 4 hebt sich in (29, 0) heraus. Haben insbesondere alle V,
denselben Wert, so ist der Mittelpunkt von diesem Wert unabhingig
und ist allein durch die Lage der Punkte P, bestimmt.

Falls alle V, dasselbe Vorzeichen haben, z. B. alle positiv sind, so
ist (30, 1) auch fiir alle Teilsysteme erfiillt. Der Mittelpunkt von V,
und V, ist dann ein Punkt P,, der Strecke P,P,. Kniipft man den
Skalar V; + V, an P;, und setzt ihn mit V,; in P; zusammen, so
liegt der neuc Mittelpunkt auf der Strecke P;,P; usw. Man bleibt da-
her stets innerhalb cines beliebigen konvexen Teils des Raumes, der
alle P, enthilt. Folglich liegt G innerhalb des kleinsten konvexen Teils
des Raumes, der alle P, enthilt oder, wie man sagt, innerhalb der
konvexen Hiille des Punktsystems?!.

1 Unter einem konvexen Bereich versteht man eine abgeschlossene Punkt-
menge, die mit zwei Punkten stets deren ganze Verbindungsstrecke enthilt.
Hiernach ist klar, daB der ,,Durchschnitt’* von beliebig (auch unendlich) vielen
konvexen Bereichen (d. h. die Menge der Punkte, die allen diesen Bereichen ge-
meinsam sind) wieder ein konvexer Bereich ist. Ist M eine beliebige beschrankte
Punktmenge im Raume, so versteht man unter der konvexen Hiille von M den
Durchschnitt aller konvexen Bereiche, in denen M enthalten ist.

Diese Definition ist mit einer anderen, vielfach niitzlichen gleichwertig. Wir
sagen, ein Punkt P sei von der Menge M durch die Ebene £ getrennt, wenn P
und M auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen. In dieser Ausdrucksweise 148t
sich die konvexe Hiille von M auch als die Gesamtheit der Punkte definieren,
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Wenn die Punkte P, so zu Paaren zusammengefaBt werden konnen,
daB die Skalare ¥, in den beiden Punkten eines Paares gleich sind, so
kann man ein solches Paar durch den Skalar 2V,, gebunden an den
geometrischen Mittelpunkt des Paares, erselzen. Liegen die Mittel-
punkte der Paare in derselben Ebene oder auf derselben Geraden oder
im selben Punkt, so liegt auch G in dieser Ebene, auf dieser Geraden
oder in diesem Punkt. Symmetrien dieser Art erleichtern oft die Mittel-
punktsbestimmung.

Fiir einen willkiirlichen Punkt O des Raumes wollen wir den Skalar

ZV,OP;",

vl
bilden und untersuchen, wie er mit O variiert. Durch Einfithrung des
Mittelpunktes G erhidlt man
SV,0P: = 3‘ (0G +GP,)?

1—1 1

(30,2) ; —0(12> v, +20C ZV (f —{—\‘V GP“

1:l =1

—OGZZ V,+ 2 S‘V GP,',
» ~1
n
da das mittlere Glied nach (29, 4) verschwindet. Ist nun V= >V, > 0,

v=1

so erkennt man, daB3 der betrachtete Skalar seinen kleinsten Wert an-
nimmt, wenn O mit G zusammenfillt, dal er auf den Kugelflichen
um G konstant ist und daBl sein Wert in G um ¥V mal dem Quadrat
des Abstandes von O und G kleiner ist als in O. Entsprechendes gilt
fir V < 0, wo der Skalar in G sein Maximum erreicht. G kann also
durch diese Extremumeigenschaft charakterisiert werden.

31. Vektor- und Skalarfelder. Bisher haben wir ausschlicBlich end-
liche bysteme von Vektoren und Skalaren betrachtet, was der Auf-

die sich durch keine Ebene von M trennen lassen. Erstens ist klar: LaBt sich
ein Punkt P durch eine Ebene ¢ von M trennen, so gehort er nicht zu allen kon-
vexen Bereichen, die M enthalten; denn derjenige von ¢ begrenzte Halbraum, in
dem M liegt, enthilt P nicht und ist ein konvexer Bereich. Zweitens haben wir
zu zeigen: Wenn es einen konvexen Bereich B gibt, der M enthilt, P aber nicht,
so 148t sich P von M durch eine Ebene trennen. Betrachten wir nimlich den
oder einen der Punkte Q des Bereichs B, deren LEntfernung von P moéglichst klein
ist! (Aus der Konvexitit von B 148t sich leicht schlieBen, daB es nur einen gibt,
wovon wir hier aber keinen Gebrauch machen.) Wir behaupten, daB3 die durch
den Mittelpunkt der Strecke PQ gehende, auf PQ senkrechte Ebene ¢ den Punkt P
von B, also auch von M trennt. Angenommen, dies wire nicht der Fall, so gabe
es einen Punkt R von B, der auf derselben Seite von ¢ liegt wie P. Da B konvex
ist, miiBte die Strecke RQ ganz zu B gehdren. Auf dieser Strecke gibe es aber
Punkte, die niher an P liegen als Q, und dies widerspriache der Definition von Q.
Damit haben wir die behauptete Gleichwertigkeit der beiden Definitionen bewiesen.
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fassung eines Koérpers als System von endlich vielen Massenpunkten
entspricht. Vielfach ist es jedoch zweckmiBig, von der Vorstellung
auszugehen, daB die Materie, und damit auch die auf sie wirkenden
Krifte, kontinuierlich in Raumstilcken, auf Flichen oder Kurven ver-
teilt ist. Auch eine solche Annahme stellt natiirlich eine Idealisierung
dar, die der Vereinfachung der mathematischen Behandlung dient.

Es sei Q ein beschrinkter Bereich im Raume. Wir nehmen an,
daB in jedem Punkt P von Q ein Vektor b (P) angebracht ist, der stetig
mit dem Angriffspunkt P variiert. Wir sagen dann, es liege ein Vektor-
feld in Q vorl.

Wir definieren fiir ein solches Feld die Vektorinvariante 8 bzw.
das Moment M, in einem Punkt O durch die iiber 2 zu erstrecken-
den Volumenintegrale

(81, 1) B = [b(P)dw
Q .
(31, 2) My = [tp X b(P) dw,
Q

wobei dw das Volumenelement von € und t, den Ortsvektor des vari-
ablen Punktes P von O aus bedeutet. Diese Integrale sind naturgemaf
folgendermaBen zu verstehen: Der Bereich Q werde in Teilbereiche
Q,,Q,,...,Q, zerlegt und in jedem Teilbereich Q, ein Punkt P, ge-
wihlt. Ist dann w, das Volumen von Q,, so betrachte man die Summen

n
(31, 3) >0 (P,) ,,
v=]1
(31, 4) >tp, X 0(P,) ,.
v=1

Deren Grenzwerte bei unbegrenzter Verfeinerung der Einteilung sind
die Integrale (81, 1) und (31, 2). Hierbei ist natiirlich vorauszusetzen,
daB3 Q so beschaffen ist, da3 diese Grenzwerte existieren.

Die Summen (31, 3) bzw. (31, 4) sind offenbar Vektorinvariante
bzw. Momentvektor in O fiir das Vektorsystem, das entsteht, wenn
man in den Punkten P, die Vektoren w,v(P,) fir v=1,2,...,n
anbringt.

Legen wir ein gewdhnliches rechtwinkliges Koordinatensystem (i, {,
mit dem Ursprung O zugrunde, so schreiben sich die Summen (31,
und (31, 4), wenn «xp, yp, 2zp die Koordinaten von P und v,(P), v, (P
v,(P) die von b(P) bezeichnen,

IZ‘U ), + 1Zvy(P w, + fiv,(P,)w,

r=]1 r=]

)
3)
)

1 Als Beispiel sei das Momentfeld eines Vektorsystems genannt; fiir Q kann
hier ein beliebiger Bereich gewihlt werden.
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bzw.

n n
IZ [yPyvz (Pv) - 2vay (Pv)] W, + izile*,vz (P’) — Xp,V; (Pr)] w,

v=1
n
+ f‘?-l[xpv vy (P‘l’) - va vﬁt (PV)] wV °

Fiihrt man hier den erwihnten Grenziibergang aus, so erhdlt man
(31, 1, 2) ausgedriickt durch gewohnliche Integrale

(31, 5) B =1i[v,(P)dw +i[v,(P)do + t[v,(P)dw,
Q Q Q

Mo =i [ [Vpv,(P) — 2pv,(P)ldw + i [ [2pv, (P) — %pv,(P)]dw
(31, 6) Q Q
}- fQ/ [xpv,(P) — Ypu, (P)]dw.

Wir wollen uns noch iiberzeugen, da8 das durch (31,2) defi-
nierte Momentfeld eines Vektorfeldes mit dem Momentfeld
eines gecigneten endlichen Vektorsystems iibereinstimmt.
Dies ergibt sich sehr einfach so. Es sei Q ein variabler Punkt mit dem

Ortsvektor 1y und O der als fest anzusehene Ursprung, also 1g = (TQ
Dann ist wegen QP = tp — 1, das Moment des Feldes b(P) in Q

Mo = [ (tp — 1) X V(P)dw = [1p X B(P)dw — [ 1 X V(P) dw.
Q Q Q

Da t, von dem bei der Integration variablen Punkt P unabhingig ist,
kann der Faktor r, im letzten Summanden, wie man sofort an den
Niherungssummen (31, 4) sieht, vor das Integralzeichen gezogen werden.
Wir haben daher nach (31, 2)

31, 7) My = My — 1 X B = My + Q0 X B.

Hierin ist das erste Glied 9, konstant, also das Momentfeld eines
Vektorpaares, und das zweite Glied stellt offenbar das Momentfeld des
in O angebrachten Vektors 8 dar. 9, ist also das Momentfeld eines
aus einem Einzelvektor und einem Vektorpaar bestehenden Vektor-
systems. (Hierbei kann natiirlich sowohl der Vektor als auch das
Vektorpaar verschwinden.)

Entsprechendes gilt, wenn es sich um stetige Vektorverteilungen
auf einer Fliche ® oder lings einer Kurve C handelt. Man hat dann
nur die Volumintegrale (31, 1, 2) durch die Flichenintegrale

8= [v(P)df, My=r1pX0(P)df
(0] )

bzw. die Kurvenintegrale
B=[v(P)ds, My=/[tpx0(P)ds
- C o
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zu ersetzen, wobei df ein Flichenelement von ® und ds ein Bogen-
element von C bedeutet. Auch diese Integrale lassen sich durch Ein-
fiihrung von Koordinaten auf gewdhnliche Flidchen- und Kurvenintegrale
zuriickfiihren.

Nennt man beliebige Vektorfelder und-systeme dquivalent, wenn siedas-
selbe Momentfeld bestimmen?, so kann man allgemein behaupten: Jedes
Vektorfeld oder -system ist entweder der Null, einemVektor-
paar, einem Einzelvektor oder einer Schraube dquivalent.

Wir koénnen demnach simtliche fiir Momentfelder eingefiihrte Be-
griffe wie Zentralachse, Nullinie, Nullsystem usw. unmittelbar auf die
Momentfelder von kontinuierlichen Vektorverteilungen iibertragen.
Insbesondere gilt dies auch fiir den Begriff des Mittelpunktes eines
Feldes paralleler Vektoren bzw. eines Skalarfeldes, wie wir etwas niher
ausfithren wollen.

Im Bereich Q des Raumes sei ein stetiges Feld von Vektoren ge-
geben, die dem festen Einheitsvektor ¢ parallel seien. Dieses Feld kann
in der Form ¢ (P) ¢ geschrieben werden, wo ¢ (P) eine stetige Funktion
der Punkte P von Q, kurz ein Skalarfeld in Q ist. Fiir die Vektor-
invariante B dieses Feldes erhalten wir nach (31, 1)

(31, 8) B=c[@pP)do=1cV, V=[pPdo
Q Q

und fiir das Moment in Q nach (31, 7) und (31, 8)

My=My — g X ¢V =1, x (P)edew — 1y X ¢V
Q
=U<p(P)rPdw—rQV} X ¢
Q

Ist nun V == 0, so gibt es einen und nur einen Punkt G, fir den Mg,
bei beliebiger Wahl des Einheitsvektors e verschwindet. Es ist dies

der Punkt mit dem Ortsvektor
L
(81,9) o= p [9(P) tpdo,
Q
der die eckige Klammer im Ausdruck fiir I, zum Verschwinden bringt.

Diesen Punkt G haben wir als den Mittelpunkt des Feldes paralleler
Vektoren bzw. des Skalarfeldes ¢ (P) anzusprechen. Das Vektorfeld
ist dem in G anzubringenden Einzelvektor (31, 8) dquivalent.

Ersetzt man in (31, 9) die Integrale wie oben durch Néiherungs-
summen und behilt die Bezeichnungen von (31, 3, 4) bei, so erhilt
man den Ortsvektor des Mittelpunktes des endlichen Skalarsystems
¢ (P)w,, p(Py) ws, ..., (P,)w, in den Punkten P, P,, ..., P,:

n
1

”n : ; ¢(Pv)rwav'
27](” (Pv) ®, v=1

R T ’y=
1 Unsere urspriingliche Aquivalenzdefinition fiir Vektorsysteme 148t sich nicht
ohne weiteres auf Felder iibertragen.

(81, 10)
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In Koordinaten hat man

(81,11) xy = T’,—./xqo(p)dw, vo=1 [y9(P)dw, = [29(P)do.
Q Q Q

Entsprechendes gilt, wenn statt einer riumlichen eine flichen- oder
linienhafte stetige Verteilung von parallelen Vektoren bzw. Skalaren
vorliegt. An die Stelle der Volumenintegrale in (31, 8,9, 11) treten
dann nur Flichen- bzw. Kurvenintegrale.

Ersetzt man das Skalarfeld ¢ (P) durch Ag(P), wo 4 ein fester
Skalar ist, so geht ¥V in 4V iiber, und der Mittelpunkt bleibt ungeéindert,
da 1 in (31, 9) fortgekiirzt werden kann.

Wir wollen jetzt annehmen, daB8 ¢ iiberall in @ positiv ist, und
betrachten eine beliebige Ebene ¢, die den Bereich @ nicht trifft. Als
positive Seite von & bezeichnen wir diejenige, auf der sich Q befindet.
Dann ist nach 38 S. 6 fiir alle Punkte P von Q

1‘,;-@4~P>0,

wo € der auf die positive Seite weisende Normaleneinheitsvektor von &
und p der mit Vorzeichen versehene Abstand des Ursprungs von e ist.
Multiplizieren wir nun (31, 9) skalar mit ¢ und addieren dann p, so
erhalten wir mit Riicksicht auf (31, 8)

6 C+p=,[eP)tp-Cdo+ p=, [¢pP)[tp- G+ pldo >0,
Q Q

und dies besagt nach 3 S. 6, dall auch der Mittelpunkt G des Skalar-
feldes @ auf der positiven Seite von € liegt. M. a.W. der Mittelpunkt
eines positiven Skalarfeldes in einem Bereich Q kann durch keine Ebene
von Q getrennt werden, er gehort also der konvexen Hiille von Q
anl. Entsprechend sieht man, daB3 der Mittelpunkt eines positiven
Skalarfeldes auf cinem Flichen- oder Kurvenstiick der (riumlichen)
konvexen Hiille des Flichen- oder Kurvenstiickes angehort.

32. Schwerpunkt. Ein besonders wichtiges Beispiel von parallelen
Vektoren hat man in den Schwerkriften, die die Koérper angreifen.
Wir betrachten ein System von Massenpunkten Py, P,, ..., P,, die
der Schwere unterworfen sind. I&s bezeichne V, das Gewicht des
Massenpunktes P,, d. i. die GroBe der Kraft, mit der die Erde auf den

n

Punkt wirkt. 2>V, =V ist das Gesamtgewicht des Systems. Der
v=1

Mittelpunkt G der Schwerkraftvektoren wird als Schwerpunkt des Sy-

stems bezeichnet; er ist durch die Formeln (29, 4, 5) oder in Koordi-
naten (29, 6) gegeben. Er hingt daher nur von der Konfiguration des
Systems und nicht von dessen Lage zur Vertikalen ab. Die Schwere-
vektoren kénnen zu einer in G angreifenden Resultante 8 zusammen-

1 Vgl. die FuBnote auf S. 68.
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gesetzt werden. Man erkennt, daBl man die Gewichte der Massenpunkte
nur als positive Skalare anzusehen braucht, die an die Punkte P,
gebunden sind, und daB dann G der Mittelpunkt dieses Skalar-
systems ist. G liegt mithin innerhalb der konvexen Hiille der Punkte
P, ,P,, ..., P,

Der Begriff des Massenpunktes ist, wie schon friher erwihnt, eine
Abstraktion. Liegt irgendeine Verteilung von schwerer Materie, ein
schwerer ,,Kérper'* vor, so kann eine Aufteilung in Massenpunkte je
nach der beabsichtigten Anwendung im allgemeinen auf viele verschie-
dene Weisen vorgenommen werden. Oft sieht man, wie schon in 31
erwihnt, die Materie in dem vom Korper eingenommenen Raumteil
als kontinuierlich verteilt an. Ist @ das Volumen eines abgegrenzten
Teils des Raumes und V das Gesamtgewicht der darin enthaltenen

Materie, so kann man v das mittlere Gewicht in diesem Raumteil
w

nennen. LiBt man den Bereich auf einen Punkt P zusammenschrump-

fen und nimmt an, daB3 hierbei Z gegen eine Zahl ¢ konvergiert, so

nennt man den Skalar ¢ das spezifische Gewicht des Korpers in P. Kann
dies fiir alle Punkte P des betrachteten Korpers durchgefiihrt werden,
so stellt das spezifische Gewicht ¢ ein Skalarfeld innerhalb des Korpers
dar. Ist @ konstant, so nennt man den Korper homogen. Nimmt man
die Gestalt und das spezifische Gewicht des Kérpers als bekannt an,
so erhdlt man umgekehrt durch Integration secin Gesamtgewicht V':

V=f¢pdw = fffgv(x,y,z)dxdydz,

wobei dw das Volumenelement bezeichnet.

Bei dieser Auffassung des Korpers ist der Schwerpunkt G als Mittel-
punkt des Skalarfeldes ¢ durch (31, 9) gegeben.

Beachtet man die Bedeutung der Integrale in (31, 9) als Grenzwerte
der Summen in (81, 10), so hat man wieder die Massenpunktauffassung,
wenn man den Teil Q, des Kérpers durch einen Massenpunkt des Ge-
wichtes ¢ (P,)w, ersetzt denkt.

Besteht ein Korper aus einer diinnen (ebenen oder krummen) Platte,
so kann man oft von der Dicke absehen und die Materie als flichenhaft
verteilt ansehen. @ bedeutet dann ,,Gewicht pro Flicheneinheit“. Be-
steht der Korper aus einem diinnen Draht, so betrachtet man oft die
Materie als verteilt auf einem Kurvenbogen; ¢ bedeutet dann ,,Gewicht
pro Lingeneinheit‘. :

Fiir einen homogenen Korper, wo also ¢ konstant ist, kann ¢ auf
beiden Seiten der den Schwerpunkt bestimmenden Gleichungen fort-
gelassen werden. Der Schwerpunkt ist also in diesem Fall der Mittel-
punkt des konstanten Skalarfeldes ¢ = 1 und hingt nur von der Ge-
stalt der Massenverteilung ab; er heiBt daher auch der geometrische
Schwerpunkt des betreffenden Korpers, Flichen- oder Kurvenstiickes.
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Bei der Definition des Schwerpunktes war vorausgesetzt, daB dic
Schwerkrifte, die auf die verschiedenen Teile des Korpers einwirken,
einander parallel sind. Dies ist jedoch nur der Fall, wenn die Aus-
dehnung des Korpers im Schwerefeld nicht zu groB ist. Wir werden spiter
(vgl. 128, S.298) sehen, wie man dazu gefiihrt wird, den Schwerevektor
eines Massenpunktes als Produkt eines Vektors g, der nur vom Orte im
Schwerefeld abhingt, mit einem positiven Skalar , der Masse, aufzu-
fassen, wobei dieser Skalar m allein vom Massenpunkt abhingt und
sich nicht idndert, wenn der Massenpunkt im Schwerefeld verschoben
wird. Den Mittelpunkt des Skalarsystems m kann man als den Massen-
mattelpunkt des Korpers bezeichnen. Ist der Kérper so klein, daB man
in ihm g nach GréBe und Richtung als konstant ansehen kann, so sind
die Skalare V' und m proportional, also Massenmittelpunkt und Schwer-
punkt identisch. Fiir Koérper mit groBerer Ausdehnung ist der Begriff
des Massenmittelpunktes immer noch sinnvoll, man kann aber im all-
gemeinen nicht mehr behaupten, daB3 die Schwerkrifte zu einer Resul-
tante in diesem Punkt zusammengesetzt werden kénnen. Der hier be-
handelte Begriff ist eigentlich der Massenmittelpunkt in der angegebenen
Bedeutung. Wir wollen ihn jedoch, dem allgemeinen Sprachgebrauch
folgend, stets als Schwerpunkt bezeichnen!.

Das Verhiltnis zwischen der Masse, die in cinem Teil eines Korpers
enthalten ist, und dem Volumen dieses Teils wird die mittlere Massen-
dichte in diesem Teil des Korpers genannt. Durch Grenziibergang leitet
man hieraus die Massendichte in einem Punkt ab und erhilt so dem
fritheren analog im betrachteten Korper ein Skalarfeld p, die Massen-
dichte.

88. Anwendungen. GULDINsche Regel. Wenn ¢in ebenes Fldchenstiick parallel
(senkvecht oder schief) auf eine andeve Ebene projiziert wivd, so geht sein geometrvischer
Schwerpunkt in den geometrischen Schwerpunkt der Projektion tiber. Das Verhiltnis
zwischen dem Inhalt eines Teils der I‘lache und dem Inhalt seiner Projektion
hangt namlich nur von der Stellung der Ebenen zur Projektionsrichtung ab;
1aBt man diese mit der Richtung der Schwerkraft zusammenfallen, so sind die
zwei Systeme von Gewichtsvektoren fiir die beiden Flachenstiicke proportional,
und ihre Resultanten liegen daher auf derselben Geraden.

Betrachtet man (Abb. 34) in einem zylindrischen Rohr einen Normalschnitt
und einen schiefen Schnitt, deren Ebenen sich in der Geraden / unter dem Winkel
o schneiden, und bezeichnet man mit df ein Flichenelement des Normalschnittes,
mit y seinen Abstand von /, mit z das Stiick, das die Ebenen auf ciner durch das
Element gehenden zu den Zylindererzeugenden parallelen Geraden abschneiden, und
mit N den Flicheninhalt des Normalschnittes, so erhalt man fiir das Volumen @
des schrig abgeschnittenen Zylinders wegen z = y tgx

o= [zdf =tgx [ydf = tga yuN = 2, N,
1 Fine Zusammenstellung von oft benutzten geometrischen Schwerpunkten
von Linien, Flichen und Kérpern findet man z. B. im ersten Bande des Taschen-
buches ,,Hiitte’*. Der Anfinger versiume nicht, zur Ubung die wichtigsten der

dort genannten Resultate abzuleiten.
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wenn y; und 2z, den y- bzw. z-Wert fiir den Schwerpunkt des Normalschnittes
bedeuten. z, ist nach dem obigen Satz der Abstand des Schwerpunktes des Nor-
malschnittes von dem des schiefen Schnittes. Man hat daher den folgenden Satz:
Schneidet man aus einem zylindvischen Rohr duvch zwei Ebenen ein Stiick hevaus,
so ist dessen Volumen gleich dem Produkt des Fldcheninhalts des Normalschnittes
und des Abstandes der Schwerpunhkte der Schwittflidchen. Das Wort ,,Rohr* ist
hier im weitesten Sinne zu verstehen: Der Normalschnitt kann ein ganz be-
liebiges (zusammenhingendes oder nicht zusammenhingendes) Gebiet sein.

Abb. 34. Abb. 35.
Zur Gurpinschen Regel.

Ein ebener Kurvenbogen sei Leitlinie einer Zylinderflache, deren Erzeugenden-
richtung auf der Ebene des Bogens senkrecht steht (Abb. 35). Schneidet man die
Fliche mit einer zu den Erzeugenden scnkrechten und ciner belicbigen Ebene,
so erhilt man fiir den Flacheninhalt FF des von ihnen ausgeschnittenen Flichen-
stiicks, wenn ds ein Linienelement und L dic Lange des Bogens ist, und wenn
man im iibrigen die den obigen analogen Bezeichnungen verwendet,

F =/st = tgw - /y ds = tga -y L = z, L,

wo z, nun das Stiick bedeutet, das von den Ebenen aus einer durch den Schwer-
punkt des Bogens gehenden, den Erzeugenden parallelen Geraden ausgeschnitten
wird. Man beachte aber, daB diese Gerade die schrage Ebene im allgemcinen
nicht im Schwerpunkt ihrer Schnittkurve mit der Fliche schneidet; denn beim
Projizieren eines Kurvenbogens wird der Schwerpunkt im allgemeinen nicht in
den Schwerpunkt der Projektion projiziert.

Ist x sehr klein, so kann man tgx durch « ersetzen. Man kann also yoN dx
als Volumenelement desjenigen Rotationskorpers auffassen, der entsteht, wenn
sich der Normalschnitt um ! dreht. Der ganze Rotationskoérper besitzt demnach
das Volumen 2my,N. Entsprechendes gilt fiir die Fliche, die entsteht, wenn
der Kurvenbogen L um [/ rotiert. Auf diese Weise erhilt man die GuLDINsche
(Parrpussche) Regel:

Wenn eine Halbebene um ihve Begremzungsgervade voliert, so beschreibt ein Gebiet
in der Halbebene einen Rotationskorper, dessen Volumen gleich dem Produkt aus dem
Flacheninhalt des Gebietes und der Linge des von seinem Schwerpunkt zuriickgelegten
Weges ist. Ein Kuyvenbogen in der Halbebene evzeugt eine Rotationsfliche, deven
Flicheninhalt gleich dem Produkt aus der Linge des Bogens und der Ldnge des von
seinem Schwevpunkt zuviickgelegten Weges ist.

Das wesentliche in allen diesen Fallen ist, daB die betrachteten Gré8en den
statischen Momenten (vgl. 29) des Flachenstiickes oder Bogens in bezug auf I
proportional sind. Uberall, wo statische Momente bei geometrischen oder mecha-
nischen Betrachtungen auftreten, ist es zweckmiBig, den Schwerpunkt einzufiihren.
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Kennt man das Volumen eines Rotationskorpers, so kann man die GuLbiNsche
Regel dazu verwenden, den Abstand des Schwerpunktes des erzeugenden Flichen-
stiicks von der Achse zu berechnen. Entsprechendes gilt fiir Rotationsflachen.

Ubungsaufgaben zum 3. Kapitel.

1. Eine Schraube sei durch die Vektorinvariante ¥ und das Moment nt im
Ursprung gegeben. Eine Gerade a, dic weder Nullgerade noch der Zentralachse
parallel ist, sei durch ihre normierten Pliickervektoren ¢ und § gegeben. Man
stelle die Schraube durch je einen Einzelvektor auf a und der dazu konjugierten
Geraden b dar, indem man die Linge der beiden Vektoren und die normierten
Plickervektoren von b bestimmt.

2. Gegeben eine Schraube S und eine Ebene e&. Man zeige, daB man § in
einen Einzelvektor an einem beliebigen, auBlerhalb ¢ gegebenen Punkt zusammen
mit cinem Einzelvektor in ¢ oder einem Vektorpaar in ¢ umformen kann. Ferner,
daB man § in ein Vektorpaar in ¢ und einen mit der Zentralachse parallelen Einzel-
vektor umformen kann, falls ¢ nicht parallel zur Zentralachse ist.

3. Ein Vektorsystem habe die Vektorinvariante ¥ und das Moment m im
Ursprung. Man stelle es durch Vektoren auf den sechs Kanten desjenigen Tetra-
eders dar, das vom Ursprung und den Einheitspunkten auf den Koordinaten-
achsen gebildet wird.

4. Sechs Geraden, von denen die vier ersten cinen Punkt gemeinsam haben,
gehdren immer cinem speziellen Nullsystem an. Sie sind namlich Nullgeraden fiir
einen Einzelvektor, dessen Angriffslinie durch den Punkt geht und die beiden
letzten Geraden schneidet. Ebenso zeige man, daB3 sechs Geraden, von denen die
ersten vier in einer Ebene liegen, immer einem speziellen Nullsystem angechoéren.
In beiden Fillen sind spezielle Lagenverhdltnisse der beiden letzten Geraden
besonders zu erértern.

5. In drei Punkten A, B, C werden Momentvektoren M,, M,, WM, eines
Momentfeldes vorgegeben. 1is soll gezeigt werden, daB man die lintscheidung
iiber den Rang g des Momentfeldes folgendermaBen treffen kann: Falls I, = My
= M, ist, bekommt man p = 0 oder p = 1, und zwar je nachdem der gemein-
same Wert Null ist oder nicht; diese Bedingung ist notwendig und hinreichend.

Falls x= My My M|

von Null verschieden ist, bekommt man g = 3; diese Bedingung ist hinreichend,
aber nur dann notwendig, wenn der Vektor

@ = ‘Jﬁ,, X ’Dt” + 9)2[; X 9]3(' + ?).R( X \J.R.{
von Null verschieden ist. [Falls D = 0 ist, ist auch x = 0, und in diesem Fall
bekommt man p == 2 oder p = 3, je nachdem der Vektor

- - —3
CE=BC- MOMy + (CA-M)My + (AB - M4 Me

Null ist oder nicht. In € ist die Koeffizientensumme Null, und die in den skalaren
Produkten auftretenden Faktoren I, kénnen iiberall durch M, oder M, er-
setzt werden.
Im Falle o | 0 zcige man, daB man die Vektorinvariante
T

)B = - P -
9]{‘4 . A B + 9)23 . BC + ?IRC * CA

und die Skalarinvariante

xR AB+ My BC+ M- C1A)
_ -

1]

erhilt.
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Will man die Aufgabe konstruktiv behandeln, so trage man I,, M5, und M,
vom gleichen Punkte O ab. Fallen die drei Endpunkte zusammen, so hat man
o = 0 oder g = 1, je nachdem dies im Punkte O geschieht oder nicht. In allen
anderen Fillen hat man p = 2 oder 3, und es existiert eine Zentralachse. Falls
die drei Endpunkte eine Ebene bestimmen, sei Q die Projektion von O auf diese.

— —
Dann ist 0Q = g¥8. Also ist M, — OQ das Moment des auf der Zentralachse

—
liegenden Vektors B im Punkte 4. Man lege also durch 4 eine auf Iy, —0Q
senkrechte Ebene und verfahre analog in B und C. Die drei Ebenen treffen sich
in der Zentralachse, und L 14aBt sich danach leicht finden. Man diskutiere den
noch iibrigbleibenden Fall, daB die drei Endpunkte auf einer Geraden liegen und
dabei hochstens zwei zusammenfallen.

6. Drei Vektoren bilden ein mit Null dquivalentes System. Man zeige, daB
ihre Angriffslinien in einer Ebene liegen und durch einen (moéglicherweise unend-
lich fernen) Punkt gehen.

7. Es ist nachzuweisen, daB ein ebenes Vektorsystem sich stets auf drei Vek-
toren reduzieren 148t, die auf drei nicht durch einen Punkt gehenden, im iibrigen
aber beliebig vorgeschriebenen Geraden der Ebene liegen.

8. Ein ebenes System von gebundenen Vektoren sei dadurch gegeben, daB
man fiir jeden Vektor des Systems den Angriffspunkt (¥, y), den Betrag V und
den Winkel @ mit der positiven x-Achse kennt. Dreht man alle Vektoren des
Systems den gleichen Winkel x um ihre Angriffspunkte, so entsteht ein neues
System, dessen Vektorinvariante durch

X = YVcos(p + a) = cosa X Vecosp — sinx X' Vsing, (1)
Y = N Vsin(p + «) = cosa X Vsing + sinax X2V cosg (2)
und dessen Moment um den Punkt ¥ = a, y = b durch
i X —a y—b ’
M, ., =
@ 2 ’ Veos(p + o) Vsin(p 4+ «) | (3)

= cosa [X Vasing — X Vycosp —a X Vsing + b X Vcosg]

+ sina [X Vxcosg + X Vysing —a X Vceosg —b X Vsing]
dargestellt wird. Die Vektorsumme des neuen Systems hat den gleichen Betrag
wie die des urspriinglichen, da sie aus dieser durch eine Drehung um « hervor-
geht, wie auch die Gleichungen (1) und (2) zeigen. — Ist diese Vektorsumme von
Null verschieden, so kann man durch Nullsetzen der beiden eckigen Klammern
in (3) einen Punkt x = a, ¥ = b eindeutig so bestimmen, da8 das Moment um
diesen Punkt unabhingig von « verschwindet. Die Resultierende des Systems
dreht sich also um einen festen Punkt durch den gleichen Winkel. — Ist aber die
Vektorsumme Null, so hingt das Moment (3) von a und b nicht ab, und es variiert
mit x wie

i

mcosx + nsing = Ym? + #n®sin(x — ).
Das Moment des resultierenden Vektorpaares wird also Null fiir einen gewissen
Drehwinkel x; und maximal fiir «; + _; Dies sieht man auch, indem man das

System in zwei Teilsysteme von entgegengesetzt gleicher Vektorsumme teilt,
deren Resultierende sich unter Erhaltung ihrer Parallelitait um feste Angriffs-
punkte drehen. ,

9. Man bestimme den Mittelpunkt zweier gebundener, paralleler, gleich oder
entgegengesetzt orientierter Vektoren, deren Summe von Null verschieden ist.

10. Es ist zu zeigen, daB der Mittelpunkt von vier gebundenen gleichen Vek-
toren im Schnittpunkt der rdumlichen Mittellinien des von den Angriffspunkten
bestimmten Tetraeders liegt. :
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11. F:in Polyeder ist einer Kugel umschrieben. Der Flacheninhalt jeder Seiten-
ﬂézche wird als 'Skalar dem Berithrungspunkt mit der Kugel zugeordnet. Man
zeige, daB der Mittelpunkt dieses Skalarsystems mit dem der Kugel zusammenfalit.

. 12. Man zeige, daB fiir ein Skalarsystem V, in den Punkten P, und seinen
Mittelpunkt G die Beziehung gilt '

[E V"] [2 Vy(G Py)ﬁ] — 2: ’/l Vi’(P.“ ],)’.)2‘
¥ v N, 1 4
Wy
13. Dn? Eckpunkte eines Tectraeders haben die Ortsvektoren T, Iy, U3, 4.
Man soll.dle Ortsvektoren der Zentren der Inkugel und der vier Ankugeln finden.
Anleitung: Man bestimme die Fliacheninhalte der Seitenflichen
Ay =3 ](rg — 1p) X (ry — 1)

usw. und kniipfe den Skalar A, an den PPunkt r,. Durch Bildung der statischen
Momente in bezug auf die Seitenebenen zeigt man, daB der Mittelpunkt dicses
Skalarsystems mit dem Zentrum der Inkugel zusammenfallt. Um eine Ankugel
zu finden, wechselt man das Vorzeichen des entsprechenden Skalars A,..

Die Zentren der In- und Ankreise eines Dreiecks findet man in entsprechen-
der Weise.

4. Kapitel.
Gleichgewicht der Korper.

34. Gleichgewicht starrer Korper. Man sagt, daB3 sich ein Korper
unter der Einwirkung von Kriften im Gleichgewicht befinde, wenn cr
in Ruhe ist und verbleibt. Zunichst betrachten wir starre Koérper, das
sind solche, deren magliche elastische Formanderungen so klein sind,
daB wir bei gewissen mechanischen Problemen von ihnen absehen kénnen.
Bei anderen Problemen kénnen dagegen die elastischen Formédnderungen
von entscheidender Bedeutung sein, und das Folgende geht unter an-
derem darauf aus, diese Problemkreise gegen einander abzugrenzen. Die
Bedeutung dieser Abstraktion erkennt man am besten am ,,Erstarrungs-
prinzip*‘ (vgl. auch 14), das wir allen Untersuchungen iiber nicht starre
Korper zugrunde legen: Ein Korper, dessen Teile beliebige
gegenscitige Beweglichkeit aufweisen konnen, sei in einer
Gleichgewichtslage zur Ruhe gekommen; wenn man sich
nun den Korper in dieser Gleichgewichtslage erstarrt, d. h,
alle Beweglichkeit zwischen seinen Teilen und jede elastische
Deformierbarkeit aufgehoben denkt, ohne dafl etwas an der
Kraftwirkung gedndert wird, die der Koérper von der Um-
gebung erleidet, so bleibt das Gleichgewicht erhalten. Man
kann dann die Gleichgewichtsbedingungen studieren, als ob es sich um
einen geometrisch unverinderlichen, einen starren Korper handelte.

Wir haben in 16 festgestellt, daB man eine Kraft, die einen starren
Korper angreift, ohne ihre Wirkung zu 4ndern, in ihrer Angriffslinie
verschieben kann, solange der Angriffspunkt innerhalb des Korpers
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bleibt, daB man zwei Krifte zu einer zusammensetzen kann, wenn ihre
Angriffslinien sich innerhalb des Korpers schneiden, und schlieBlich,
daB man umgekehrt eine Kraft in Komponenten mit demselben An-
griffspunkt zerlegen kann. Wir wollen uns nun von der die Lage der
Angriffspunkte betreffenden Einschrinkung befreien, indem wir diese
statischen Umformungen vollkommen frei ausfithren und uns die im
Verlauf der Konstruktion auftretenden, auBerhalb des Korpers liegenden
Angriffspunkte in fester Verbindung mit dem Korper denken. Dann
konnen wir nach 21 S. 51 das System der Kraftvektoren, die auf den
Kérper wirken, in eine Kraftschraube oder eine Einzelkraft oder ein
Kriftepaar oder Null iiberfihren. Die Lehre vom Gleichgewicht der
Korper beruht nun auf den folgenden fundamentalen Annahmen:

I. Ein starrer Korper, auf den keinerlei Krifte einwirken und der
urspriinglich in Ruhe ist, verbleibt in Ruhe.

I1. Ein Kérper, auf den nur eine Einzelkraft oder nur ein Krifte-
paar oder nur eine Kraftschraube einwirkt, kann nicht in Ruhe verbleiben.

Aus der Annahme II und dem Erstarrungsprinzip geht hervor:
Eine notwendige Bedingung dafiir, daB sich ein Koérper in
einer bestimmten Lage im Gleichgewicht befindet, ist, da
das Kraftsystem, das in dieser Lage des Korpers auf ihn
wirkt, dquivalent Null ist. Und Annahme I besagt: Fir
einen starren Korper, der sich urspriinglich in Ruhe be-
findet, ist diese Bedingung auch hinreichend.

Die Krifte, die auf einen Korper wirken, hingen im allgemeinen
von seiner Lage im Raume ab. Man kann daher zwei wesentliche
Typen von Gleichgewichtsaufgaben unterscheiden:

1. Eine Gleichgewichtslage eines Korpers ist gegeben.
Man soll die Krifte bestimmen, die in dieser Lage auf den
Koérper einwirken. Hier wird man im allgemeinen cinen Teil der
Krifte mit der Gleichgewichtslage als gegeben ansehen kénnen, nim-
lich beispielsweise diejenigen, die nur von der Lage des Korpers ab-
hingen. Von den iibrigen, darunter insbesondere den Reaktionskréften
eventueller Zwangsbindungen, weil man, dal} sie zusammen mit den
bekannten Kriften ein System im Gleichgewicht bilden miissen. In
einigen Fillen kénnen sie aus dieser Bedingung allein eindeutig bestimmt
werden. Dann wird die Gleichgewichtslage als duperlich statisch be-
stimm¢ bezeichnet.

2. Die Krifte, die auf einen Kérper einwirken, sind in
Abhingigkeit von seiner Lage im Raume gegeben. Man soll
diejenigen Lagen bestimmen, fiir die das Kraftsystem dqui-
valent Null ist, unter denen also die Gleichgewichtslagen
zu suchen sind.

Wir wollen hier die Aufgabe 2 fiir einen starren Kérper 16sen, der
frei im Raume beweglich ist. Die Lage des Korpers im Raum hingt
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von sechs Parametern ab. Sie kann z. B. durch die neun Koordinaten
von drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten festgelegt werden.
Zwischen diesen Koordinaten bestehen drei unabhingige Relationen,
die zum Ausdruck bringen, daB die gegenseitigen Abstinde der drei
Punkte fest sind. Man kann dies auch so einsehen: Durch drei Para-
meter kann man cinen Punkt des Kérpers festlegen, durch weitere zwei
Parameter eine Gerade durch dicsen Punkt und durch einen weiteren
eine Ebene durch diese Gerade. Es seien nun «,, «,, . .., x4 Parameter
dieser Art. Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde.
Die Koordinaten X,,Y,, Z, der Krifte und x,, y,, 2, ihrer Angriffs-

punkte sind gegebene Funktionen von «,, &,, ..., ®. Die Bedingungen
fiir das Gleichgewicht des Korpers lauten dann nach 23 S. 53%:

(34, 1) ZXV =ZYV :ZZV =0,

(34’ 2) Z(vav - ZvY'v) = Z (zva - vav) = Z(xva - vav) = O;
und durch diese Gleichungen sind «,, «&,, ..., & im allgemeinen be-
stimmt. Doch kénnen natiirlich mehrere Losungen vorhanden sein.
Jedes Wertsystem «,, «,, ..., &g, das (34, 1, 2) erfiillt, entspricht einer

Gleichgewichtslage des starren Korpers.

Nimmt man die Krifte als kontinuierlich verteilt an, was ins-
besondere bei den Schwerkriften vielfach zweckmiiBig ist, so treten an
die Stelle der Summen in (34, 1, 2) Integrale von der in (31, 5, 6) an-
gegebenen Art.

Im allgemeinen wird der Korper Bindungen unterworfen sein. Man
fiigt dann zu den gegebenen Kriaften zunichst unbekannte Reaktions-
kriafte und behandelt danach den Korper wie einen frei beweglichen.
Man hat dann die Gleichungen (34, 1, 2) zur Bestimmung der un-
bekannten Krifte und der Lageparameter, deren Anzahl in solchen
Fallen kleiner als 6 ist.

85. Korper mit festgehaltenem Punkt. Es moge ein Punkt O cines
starren Korpers im Raume festgehalten werden. Wir wollen nicht niher
auf die mechanischen Vorrichtungen (wie die CARDANIsche Aufhingung)
eingehen, durch die dies erreicht werden kann. Man geht von der An-
nahme aus, daB3 die Fixierung von O durch eine in O angreifende Einzel-
kraft, die Reaktion R in O, ersetzt werden kann, falls die betreffenden
Vorrichtungen reibungsfrei sind, d. h. wenn sich der Kérper ungehindert
um O bewegen kann. Das Moment der Reaktion R in O ist also Null.
Ist ® die Vektorsumme der iibrigen auf den Korper wirkenden Krifte
und I ihr Momentvektor in O, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen

(35, 1) R+ R=0,
(35, 2) M= 0.

Diese Gleichungen besagen ja, dall das gesamte Kraftsystem einschliel3-
lich ® dquivalent Null ist. Sie stellen also die notwendige und hin-

Nielsen, Mechanik. 6
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reichende Bedingung dafiir dar, daB sich der als frei beweglich auf-
gefaBte starre Korper im Gleichgewicht befindet. Die Lagen des Kor-
pers hingen nun, wenn O festgehalten ist, von drei Parametern «,, &,, &4
ab, und die Koordinaten der wirkenden Krifte und ihrer Angriffspunkte
kénnen als Funktionen von diesen aufgefaf3it werden. Fiithren wir also
ein Koordinatensystem mit dem Ursprung O ein und benutzen dieselben
Bezeichnungen wie in 34, so lauten die (35, 1, 2) entsprechenden skalaren
Gleichungen

(86, 3) ZXV—}—Rz:ZY,,—{—Ry:ZZV—}—RZ-:: ,
(35’ 4) Z(yvzv - szv) = Z(erv - var) ZZ(xva - erv) = 0.

Jedes Wertsystem «,, «,, o5, welches die drei letzten Gleichungen be-
friedigt, bestimmt eine Gleichgewichtslage. Nachdem ein solches Wert-
system &, &y, &z festgelegt ist, sind > X,, DY, und X'Z, in (85, 3)
bekannt, und (35, 3) gestattet die Bestimmung der Koordinaten R,
R,, R, von R.

Sind die mechanischen Vorrichtungen, die zur Festhaltung von O
dienen, nicht reibungsfrei, so wird der Korper einen gewissen Wider-
stand gegen eine Drehung um O leisten. Dieser wirkt wie ein Krifte-
paar, dessen Moment jedoch einen gewissen von f abhingigen Maximal-
wert nicht {ibersteigen kann. Gleichgewicht wird also bestehen, wenn
das Moment I der wirkenden Krifte um O dem Betrage nach nicht
grofBer als dieses maximale Reibungsmoment 1 ist. M. a.W., Gleich-
gewichtslagen gehéren zu allen und nur den Wertsystemen «,, x,, &4,
fir die

(85, 5) [(Z (0,2, — %, Y )12+ [ 2 (5. X, — 0,Z) + [ 2 (Y, — 3, X,)]2 = U2

ist; diese Ungleichung und die Gleichungen (35, 3) sind dann die
Gleichgewichtsbedingungen. Da die Wertsysteme der Parameter, welche
Gleichgewichtslagen entsprechen, durch Ungleichungen bestimmt sind,
erhdlt man ganze Bereiche von Gleichgewichtslagen. Dies ist typisch
fir Gleichgewichtsaufgaben mit Reibung; man sucht dann im all-
gemeinen die Grenzen dieser Bereiche zu bestimmen.

36. Korper mit festgehaltener Geraden. Es sei nun eine Gerade /
eines starren Korpers im Raume festgehalten, so dal der Kérper nur
Drehungen um / und Verschiebungen lings / ausfiihren kann. Sind die
mechanischen Vorrichtungen, durch die dies erzielt wird, reibungsfrei,
so konnen sie nur Reaktionskrifte hervorrufen, deren Angriffslinien die
Gerade / unter rechtem Winkel schneiden. Sie geben also weder ein
Moment um / noch eine von Null verschiedene Projektion auf /. Ist
nun & die Vektorsumme der wirkenden Krifte, und I, ihr Moment-
vektor in einem Punkt O von /, so besagt die Gleichgewichtsbedingung,
daB sowohl & als auch R, senkrecht auf / stehen miissen. Ist sie er-
fiillt, so weil man von den Reaktionskriften, daB sie die Vektorsumme
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— 8 und den Momentvektor — 3, in O haben. Und das ist auch die
einzige Aufklirung, die man auf Grund der gemachten Annahmen iiber
die Reaktionskrifte lings / erhalten kann. Jedes System von Reaktions-
kriften lings ! und senkrecht auf /, dessen Vektorsumme — § und dessen
Moment in O gleich — I, ist, ist ndmlich ausreichend, um das Gleich-
gewicht des starren Koérpers zu sichern. Die wirkliche Verteilung der
Reaktionskriifte lings /, die in einem konkreten Fall auftreten, kann
also nicht bestimmt werden, solange man an der Abstraktion des starren
Korpers festhilt. Man sagt, die Verteilung sei statisch unbestimms.

Man kann diesen Sachverhalt auch so beschreiben: Zwei mogliche
Verteilungen der Reaktionen sind stets dquivalent; sie haben ndmlich
die gleiche Vektorsumme und das gleiche Moment in 0. Das eine System
und das dem anderen entgegengesetzte bilden also zusammen ein mit
Null dquivalentes System. Die statische Unbestimmtheit beruht also
auf der Existenz von mit Null dquivalenten. Kraftsystemen lings I.

Gelegentlich kann die mechanische Vorrichtung, mit der man die
Gerade ! des Korpers festhilt, selbst gewisse Aufkliarungen iiber die
Verteilung der Reaktionskrifte lings / geben. Hat man etwa eine
Achse (Abb. 36), die in zwei Achsenlagern von so geringer Lingenaus-
dehnung ruht, daB3 man die Lager in N N ,
zwei Punkten O und Q von !/ lokali- —F&F—————————
sieren kann, so bestehen diec Reak- o Abb. 36. §€
tionen von / aus zwei zu ! senkrechten Kriften in O und Q (Gegendruck
der Achsenlager). Diese sind eindeutig dadurch bestimmt, daB sie in Q
bzw. O Momente hervorrufen, die den (auf / senkrechten) Momenten
der wirkenden Krifte entgegengesetzt gleich sind. Die Vektorsumme
der beiden Reaktionen ist —&. Ruht dagegen die Achse in drei oder
noch mehr Achsenlagern, so liBt sich die Verteilung der Reaktionen
nicht bestimmen, wenn der Korper als starr behandelt wird.

Die Lage des Korpers ist bei festgehaltener Geraden / durch zwei Para-
meter &, und &, bestimmt, die etwa eine Verschiebung liangs / bzw. eine
Drehung um / festlegen. Verwendet man ein rechtwinkliges Koordinaten-
system mit / als z-Achse, so schreiben sich die Gleichgewichtsbedingungen

(36, 1) 2Z,=0,
(36’ 2) Z(xva - vaV) = 0.
Die hierin auftretenden GréBen hingen allein von «,, &, ab, und jedes

Wertepaar «,, «,, das diese Gleichungen befriedigt, bestimmt eine Gleich-
gewichtslage. Fiir jedes solche Wertepaar ergeben dann die Gleichungen

(36, 3) 22X, +R, =0,

(36, 4) 2Y, +R, =0,

(36, 5) U,+20.2,—2Y,) =0,
(36, 6) U, + XX, —%2,)=0

6*
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das Reaktionssystem von /, wobei K, und R, dessen Projektionssummen
und U, und U, dessen Momentsummen in dem als Ursprung gewihlten
Punkt von / bedeuten. Wird die Achse in zwei Punkten O und Q vom
Abstand a festgehalten, und wird O als Ursprung gewihlt, so hat man

U, = ——aQy,

U= aQ.,
woraus sich die Koordinaten ¢, und @, der Reaktion in @ bestimmen,
und R, = Q. + 0,

R, =0Q, +0,,

worats sich dann die Koordinaten O, und O, der Reaktion in O ergeben.

Sind die mechanischen Vorrichtungen, die / festhalten, nicht reibungs-
frei, so muBl man die Gleichgewichtsbedingungen (36, 1, 2) durch die
Ungleichungen

(38, 7) 122, =7 R, ],
(36, 8) |12 (xY, — 9,X,)| = |U,|

ersetzen, wo R, die maximale Projektionssumme der Reibungskrifte
auf /, also den groBten Widerstand, mit dem der Kérper sich einer Ver-
schiebung lings ! widersetzt, und U, das maximale Moment um /, mit
dem sich der Koérper einer Drehung um ! widersetzt, bedeuten. Diese
Maximalwerte werden wie in den frither behandelten Fillen von den
zu | senkrechten Reaktionskomponenten, hier sogar von deren Ver-
teilung lings / abhidngen. Ist die Verteilung statisch bestimmt, und
kennt man die Abhingigkeit der Maximalwerte von den zu / senkrechten
Reaktionskomponenten, so kann man aus (36, 3—8) den Bereich der
zu Gleichgewichtslagen gehérigen Wertepaare «,, x, bestimmen.

Wir dndern nun dic Aufgabe dahin ab, daB3 wir die Verschiebbarkeit
des Korpers lings I aufgehoben denken. Dann hidngen seine moglichen
Lagen nur von einem Parameter «, etwa dem Drehwinkel um [, ab.
Wenn wir das System wieder als reibungsfrei voraussetzen, bestimmt
sich « aus (88, 2) als einziger Gleichgewichtsbedingung. Gleichung (36,1)
ist nun, da die Reaktionskrifte lings / nicht mehr auf / senkrecht zu
sein brauchen, durch

(36, 9) ' >Z,+R, =0

zu ersetzen, woraus sich dic Summe R, der z-Koordinaten der Reak-
tionskrifte berechnet. (36, 9) zusammen mit (36, 3—6) bestimmt das
System der Reaktionskrifte vollstindig bis auf statische Umformungen.
Ist die Zwangsbindung durch zwei Achsenlager von der in Abb. 37 an-
gedeuteten Art realisiert, so wird R, die Reaktionskoordinate O, in O,
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und0,, 0, Q,, Q,konnen dann wie oben bestimmt werden. Ist dagegen
das Achsenlager in Q) von derselben Art wie das in O, so 148t sich die Ver-
teilung von R,auf O,und Q, statisch nicht beqtlmmen denn dann existieren
wieder mit Null dquivalente Systeme N
von Kriften lings /, namlich die- —— o e g%l
jenigen, die aus zwei entgegengesetzt Sy Abb. 37.

gleichen Kriften der Richtung / in O bzw. Q bestehen. Diese konnen
z. B. dadurch entstanden sein, daB3 die Einzwingung der Achse in die
Lagerung cinen Druck oder Zug in der Lidngsrichtung erfordert hat.

37. Korper mit festgehaltener Ebene. Es moge in einem starren
Korper eine Ebene ¢ festgehalten werden, so dal er lings & verschoben
und um die auf ¢ senkrechten Geraden gedreht werden kann. Ist diese
Bindung reibungsfrei, so stehen die Reaktionskrifte senkrecht auf ¢,
sind also untereinander parallel und daher dquivalent mit einer auf ¢
senkrechten Einzelkraft oder mit cinem Kriftepaar, dessen Moment-
achse parallel ¢ ist, oder schlieBlich mit Null. Da sie das System der
wirkenden Krifte im Gleichgewicht halten sollen, mull auch fiir dieses
System eine der genannten Aquivalenzen bestehen. Damit haben wir
die Gleichgewichtsbedingungen. Die Reaktionskrifte sind dadurch
wieder nur bis auf statische Umformungen bestimmt, und man kann
im allgemeinen durch statische Betrachtungen allein nichts Niheres
iber ihre Verteilung schlieBen.

Wird die Bindung dadurch zustande gebracht, daB3 drei nicht auf
einer Geraden gelegene Punkte O, P, Q des Korpers gezwungen werden,
in € zu bleiben, so ist das System statisch bestimmt. Beispielsweise ist
die Reaktion in @ eindeutig dadurch bestimmt, da ihr Moment um
die Gerade OP dem Moment der wirkenden Krifte um OP entgegen-
gesetzt gleich sein muB. Man sieht, dal3 auch hier statische Bestimmt-
heit vorliegt, wenn die Zwangsbindung durch ein Mindestmall von Be-
dingungen zustande gebracht ist. Die Eindeutigkeit ist wieder der Aus-
druck dafiir, daB auf drei parallelen Geraden, die nicht in derselben
Ebene liegen, kein mit Null dquivalentes System von nicht.siamtlich
verschwindenden Vektoren angebracht werden kann. Sind dagegen vier
oder mehr Punkte des Korpers an € gebunden, so ist das System statisch
unbestimmt ; denn auf vier parallelen Geraden kann ein mit Null dqui-
valentes Vektorsystem angebracht werden, ohne daB jeder einzelne
Vektor des Systems verschwindet.

Verwendet man ein Koordinatensystem, dessen z-Achse auf & senk-
recht und dessen Ursprung in e gewihlt ist, so lauten die Gleichgewichts-
bedingungen

(37, 1) >'X, =0,
(37’ 2) ZY;; == Ol

(37’ 3) Z(xva - vav) = 0.
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Diese werden im allgemeinen zur Bestimmung der moglichen Gleich-
gewichtslagen ausreichen, da die Lagen des Kérpers durch drei Para-
meter festgelegt werden konnen. Zur Bestimmung der Projektionssumme
R, und der Momentensummen U, und U, der Reaktionen hat man

(37, 4) 2Z,+R,=0,
(37, 5) 20z, —2Y,) +U, =0,
(317, 6) Z(z,,XV —x,Z,) + Uy =0,

wodurch das System der Reaktionskrifte bis auf statische Umformungen
festgelegt ist.

Ist der Kérper nur einseitig an die Ebene gebunden, so daB er sich
von der Ebene beispielsweise in Richtung der positiven z-Achse ent-
fernen kann, so miissen bei Gleichgewicht alle Reaktionskrifte der Ebene
in diese Richtung weisen und kénnen folglich nicht mit einem Krifte-
paar dquivalent sein. Wenn also die wirkenden Krifte nicht gerade ein
System im Gleichgewicht bilden, sind sie einer Einzelkraft in Richtung
der negativen z-Achse dquivalent (D'Z, < 0) und der Schnittpunkt der
Angriffslinie dieser Resultante mit & mu3 innerhalb der kleinsten kon-
vexen Hiille derjenigen Figur liegen, die der Koérper mit ¢ gemein hat
(vgl. 80 S. 68, 31 S. 73).

In dem am Schlull von 38 betrachteten Fall hat man einen Korper,
von dem eine Gerade und eine dazu senkrechte Ebene festgehalten ist.

Ist Reibung vorhanden, so hat man die Gleichgewichtsbedingungen
(37, 1, 2, 3) wie in den fritheren Beispielen durch Ungleichungen zu er-
setzen. Ist O einer der Stiitzpunkte des Korpers in ¢, sind ferner %0,
und g, die Reaktionskomponenten, also Normalreaktion und Reibungs-
kraft, in O, so gilt fiir diese

(87, 7) | ol = 1| No].

Ist pu, eine obere Schranke fiir die Reibungskoeffizienten an den
verschiedenen Stiitzstellen, und sind speziell alle Normaldriicke gleich
gerichtet, so kann man aus (87, 7) schlieBen, daB die Vektorsumme
der Reibungskridfte dem Betrage nach das p,fache des gesamten
Normaldrucks nicht iibersteigen kann. PreBt man beispielsweise einen
Korper vom Gewicht V' gegen eine senkrechte rauhe Wand, und ist
der Reibungskoeffizient 4, so muB der zur Wand senkrechte Druck

mindestens den Betrag I{;- haben, wenn der Kérper am Herabgleiten
verhindert werden soll.

Uber die Grenzfille von Gleichgewicht machen wir die folgende
allgemeine Annahme: Ein Korper befinde sich unter Mitwirkung
von Reibungskriften im Gleichgewicht und seine Lage sei
eine Grenzlage, d. h. es sei moglich, das Gleichgewicht durch
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eine beliebig kleine, passend gewidhlte Abinderung der
wirkenden Krifte zu stéren. Dann haben die Reibungs-
krdifte an allen Stellen, an denen die sich beriihrenden
Flachen bei der Stérung des Gleichgewichts aufeinander
gleiten, den maximalen Wert Reibungskoeffizient mal Nor-
maldruck und wirken an jeder dieser Stellen der Gleitbewe-
gung entgegen, die dort einzutreten im Begriff ist.

38. Korper mit festgehaltener Schraubenlinie. Wenn bei dem in 86 be-
trachteten Korper mit festgehaltener Geraden nur solche Bewegungen zugelassen
werden, bei denen sich Verschiebungslinge lings der Geraden und Drehwinkel
um die Gerade proportional 4dndern, so beschreiben die Punkte des Korpers
Schraubenlinien mit der festgehaltenen Geraden als
Achse. Man kann dann eine dieser Schraubenlinien
als fest ansehen; das soll heiBlen, daB sie bei den
Bewegungen des Korpers, die dann nur von einem
Parameter abhingen, in sich verschoben wird. Dieser
Fall ist bei der Bewegung einer Schraube in ihrer
Mutter realisiert. Betrachten wir etwa eine flach-
gangige Schraube (Abb. 38). Die Einwirkung der
Mutter auf die Schraube besteht einerseits in einem
Seitendruck, der senkrecht zur Schraubenachse ge-
richtet ist, andererseits in einer Einwirkung auf die
Schraubengangfliche. In einer bestimmten Schrau-
benlinie der Flache kann diese Einwirkung ihrerseits
in eine Komponente in Richtung der Schraubenlinien-
tangente, die Reibungskraft, und eine dazu senkrechte
Komponente, den Normaldruck, zerlegt werden.

Wir nehmen nun an, daB die simtlichen Reak-
tionskrifte an einer Schraubenlinie angreifen, was  Abb. 38. Flachgingige Schraube.
gewil naherungsweise der Fall ist, wenn die Schrau-
bengangfliche schmal ist. Es sei Y ein Einheitsvektor auf der Achse a dieser
Schraubenlinie und » der Radius des Zylinders, auf dem sie verlauft. Ferner sei x
der Steigungswinkel, also der Winkel, den die Tangente mit einer zur Achse senk-
rechten Ebene einschlieft, 4 die Ganghohe und ! die Bogenlinge der Schrauben-
linie, von einem willkiirlichen Anfangspunkt in Richtung des Vektors U ge-
messen. Wir fassen nun cinen Bogen der Liange L ins Auge. Ist /, die Lange
eines Umlaufs, so ist

2nr
(38, 1) = cosw
und '
(38, 2) h = lysinx = 27y tgo,

In jedem Punkt ! der Schraubenlinie zerlegen wir ihre Reaktion ,,pro Lingen-
einheit’’ in drei Komponenten: die Reibungskraft {(/) in Richtung der Tangente,
den Normaldruck n(J) senkrecht dazu in der Tangentialebene des Zylinders und
den Seitendruck 3 (/) in der Richtung senkrecht zur Achse (Abb. 39). Da die Rich-
tungen dieser Vektoren fiir jeden Punkt der Schraubenlinie bestimmt sind, geniigen
zu ihrer Festlegung ihre mit Vorzeichen versehenen Betriage f, #, s; und zwar
soll f positiv oder negativ gerechnet werden, je nachdem f{ einen spitzen oder
7
5 -
positiv oder negativ sein, je nachdem n und % den Winkel x oder &z — o bilden;

T
Stlanpaves vranms, .50 den Winkel o oder > 4+ & mit U einschlieBt; » soll



88 4. Kap.: Gleichgewicht der Korper.

schlieBlich soll s positiv oder negativ sein, je nachdem § auf die Achse zu oder
von ihr fort weist?.

Wir wollen nun die Gleichgewichtsbedingungen fiir den Fall untersuchen, dal auf
den Kérper eine Kraftschraube, deren Zentralachse mit der Achse a der Schrauben-
linie zusammenfillt, also ein Kraftsystem einwirkt, das aus einer Einzelkraft §t
mit der Angriffslinie ¢ und einem Kraftepaar mit zu a parallelem Moment besteht.

Zunichst berechnen wir die zur
Achse a parallele Komponente
(oder, wie wirkurz sagen wollen, die
Vertikalkomponente) der Vektor-
invariante des Reaktionssystems.
Hierzu liefern die , horizontalen
Komponenten §{* und 1’ von { und
1 sowie der Seitendruck 8 keine
Beitrage. Die Projektionen von f
und n auf a4 haben die Werte
A-f = /sino und A - 1 = ncosnx.
Wir finden also fiir die gesuchte
Vertikalkomponente durch Inte-
gration iiber den ganzen betrach-
teten Bogen

(38, 3) 910/ [/ () sin + n (I) cosa] dI

= Y (Fsinx + N cosx),

WO Wwir zur Abkiirzung
L

(38,4) F = j/ , N=[n@)dl
0
gesetzt haben.

Weiter berechnen wir die Ver-
tikalkomponente des gesamten
Moments in einem Punkt von a
oder, was auf dasselbe hinauslauft,
das gesamte Moment der Reak-
tionskrafte um die durch U orien-
tierte Achse a. Der Seitendruck
liefert wieder keinen Beitrag, da
Abb. 39. Rcaktionen einer festgehaltenen Schraubenlinie.  seine Angriffslinie die Achse a

schneidet, ebensowenig natiirlich
die Vertikalkomponenten von f und n. Fiir den Beitrag der Horizontalkomponenten
von f und n ergibt sich

(38, 5) +7(fcosx — nsino),

wo das obere Vorzeichen fiir eine rechtsgewundene (Abb. 39), das untere fiir eine
linksgewundene Schraubenlinie gilt. Wenn wir uns an den Fall einer rechts-
gewundenen halten, finden wir also fiir das Moment des Reaktionssystems um a
mit Riicksicht auf (38, 4) durch Integration von (88, 5) iiber den betrachteten
Bogen

L
(88, 6) 7 [[/() cosa — () sin&] dl = 7 (F cosx — N sina).
0

1 In Abb. 39 sind f und # positiv, s negativ angenommen.
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Wir sehen also: Notwendig fiir Gleichgewicht ist, daB die Vektorinvariante §
der wirkenden Kraftschraube dem Vektor (38, 3) entgegengesetzt ist:

(38, 7) St = —(Fsinx 4+ N cosa) ¥,

und daB ihr Moment um ‘@ gleich dem Negativen von (88, 6), also ihre Skalar-
invariante

(38, 8) =

=V e )
I'sinx - NV cos

I cosx - - N sinx

ist.

Weiterhin haben wir als notwendige Bedingungen: Fiir das Reaktionssystem
miissen die Horizontalkomponenten der Vektorinvariante und des Moments in
einem Punkt von a verschwinden. Jede dieser beiden Bedingungen liefert zwei
Relationen, in die nun auller den Funktionen f(I) und » (/) auch die Seitendriicke
s(l) eingehen.

SchlieBlich muf3 noch die aus unseren Annahmen iiber die Reibung folgende
Ungleichung erfiillt sein. Senkrecht zur Schraubenlinie wirkt insgesamt der Druck
1+ 8. s muBl also
(38, 9) HOL = 1O = pin() +80)] = uyn)? +s()? ,
sein, wo u der Reibungskoeffizient ist, den wir langs der Schraube als konstant
voraussetzen.

Damit haben wir die notwendigen und hinreichenden Gleichgewichtsbedin-
gungen. Abgesehen von der Ungleichung (38, 9) stellen sie bei gegebener Kraft-
schraube sechs Relationen fiir die drei Funktionen f({), () und s() dar. Es
liegt nahe zu vermuten und ist auch leicht einzusehen, dal diese Funktionen
stets — sogar auf unendlich viele Weisen — so gewiahlt werden kénnen, daB die
sechs Relationen und die Ungleichung (38, 9) erfiillt sind: die Verteilung der
Reaktionskrafte langs der Schraubenlinie ist, wie auch von vornherein zu erwarten
war, statisch unbestimmt. Zu genaueren Aussagen werden wir daher nur gelangen,
wenn wir Annahmen iiber die Verteilung der Reaktionskrifte machen. Zunidchst
ist plausibel anzunehmen, daB3 Normaldruck 1 und Reibung f lings der ganzen
Schraubenlinie im selben Sinne wirken, m. a. W. daB #» (/) und f (/) feste Vorzeichen
haben. Die zweite Annahme, die wir machen, ist die, da der Seitendruck & klein
im Vergleich zum Normaldruck n ist, so daf3 wir von scinem EinfluB auf die Rei-
bung absehen konnen. Wir crsetzen also (38, 9) durch

(38, 10) [F()] == | m(l)].
In Verbindung mit der Voraussetzung fester Vorzeichen von f und » folgt dann

1 L I

[tayar, = |F| - n

. L !
(38, 11) _/n(l)dli=/4lNl.
0

und hierin gilt dann und nur dann das Gleichheitszeichen, wenn dies in (38, 10)
fiir jedes ! der Fall ist, und dies ist nach der Annahme am SchluB3 des vorigen
Paragraphen dann und nur dann der Fall, wenn es sich um einen Grenzfall von
Gleichgewicht handelt.

Unsere Voraussetzung der Kleinheit von 3 148t sich fiir Schrauben mit sehr
vielen, sehr flachen Windungen etwa folgendermalen rechtfertigen. Die vier
Gleichgewichtsbedingungen, in denen s (/) vorkommt, besagen, daB Vektorinvariante
und Moment der Seitendriicke den Horizontalkomponenten von Vektorinvariante
und Moment des aus den Reibungskriaften f und den Normaldriicken n bestehen-
den Systems entgegengesetzt gleich sind. Wir wollen nun zeigen, daB diese Hori-
zontalkomponenten, also auch Vektorinvariante und Moment der Seitendriicke
in einem Punkt von a klein im Vergleich zu den bereits berechneten Vertikal-
komponenten (38, 3, 6) sind, wobei wir noch die naheliegende Voraussetzung
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machen wollen, daB (/) und n(/) lings der Schraubenlinie gleichmaBig verteilt
sind, daB also f(!) und = (/) konstant sind. Insbesondere ist dann F = Lf und
N = Ln. Wir betrachten nun neben einem Punkt !/ der Schraubenlinie den von

ihm um einen halben Schraubengang entfernten Punkt ! + % (vgl. Abb. 39). In

diesen beiden Punkten sind die Horizontalkomponenten f’ und n’ wegen der
vorausgesetzten gleichmaBigen Verteilung entgegengesetzt gleich. Je zwei solche
Punkte zusammen geben also keinen Beitrag zur Horizontalkomponente der
Vektorinvariante. Nun besteht die Schraubenlinie aus einer gewissen Zahl voller
Umliufe und einem Rest 0 = I == J;, dessen Lange [ kleiner als /, ist. Nach dem
eben Gesagten liefert ein voller Umlauf keinen Beitrag. Fiir den Betrag der
Horizontalkomponente der Vektorinvariante ergibt sich also die Abschdtzung

To
f( 1 ‘/f’+n)dl /lf’+nldl
] Lo
(38, 12) /0 )
= /|/coso¢ —mnsina|dl 7= |fcosx — nsinx |l = 10' | Fcosa — Nsinx|.
G g

Ahnlich schiatzen wir den Betrag der horizontalen Momentkomponente ab. Wir

{
betrachten wieder die Vektoren f + 1 in zwei Punkten / und ! + 20 . Ihre Vertikal-

komponenten haben entgegengesetzt gleiche Momente in einem willkiirlichen
Punkt der Achse, und ihre Horizontalkomponenten {’ + n’ bilden ein Vektor-

h
paar, dessen Vektoren den vertikalen Abstand ; haben (vgl. Abb. 39). Wenn

wir die Horizontalkomponente des Moments dieses Vektorpaares iiber die im be-
trachteten Bogen enthaltenen vollen Umliufe integrieren, erhalten wir fiir den
Betrag des rc%ultlerenden Moments die obere Schranke

A
(38, 13) 'f[ +n’|dl;__;_’_~ |f cosa w«nsincle::-IZE—EFC()sa—Nsinoc{.

Es bleibt noch der Beitrag des Restbogens der Lange Iy < J,. Wenn wir das bis-
her willkiirliche Momentzentrum auf a in der Hohe des Anfangspunktes dieses
Restbogens wahlen, ist die Horizontalkomponente des Moments von { -+ n dem
Betrage nach héchstens % || 4+ n|. Durch Integration iiber den Restbogen ergibt
sich also die Abschitzung ‘ ’

(88, 14) hflf +n'dl =l ki) A+ n? - ’%9 VEF2 4 N2,
0

Da wir die Windungen der Schraube als flach, also die Ganghthe % als klein und
die Anzahl der Windungen als groB und damit J; als klein gegen L vorausgesetzt
haben, sind die Schranken (88, 12, 13, 14) fiir die Horizontalkomponenten, also
fiir Vektorinvariante und Moment der Seitendriicke in der Tat klein.

Wir kniipfen also die weitere Diskussion an die Ungleichung (88, 11). Fiihren

wir § durch F
und den Reibungswinkel & durch

tge=u
ein, so 14Bt sich diese Ungleichung
(88, 15) e

schreiben. Ferner nimmt (388, 8) die Gestalt
(88, 16) o= —rtg(x—B)
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an. Wir erhalten also aus (38, 15) die Abschitzung

-

(38, 17) 0y = —rtg(x + &) =0z —rtg(x —¢) = a,.

Unter der gemachten Annahme, daB der Seitendruck keinen wesentlichen Ein-
fluB auf die Reibung hat, ist demnach notwendig und hinreichend fiir Gleich-
gewicht, daB die Skalarinvariante der wirkenden Kraftschraube die Ungleichung
(38, 17) befriedigt.

1. Ist nun x <C ¢, so ist der FFall § = «, also g = 0 vereinbar mit (38, 17). Der
Korper ist dann unter Einwirkung einer willkiirlichen Einzelkraft mit der Angriffs-
linie @ im Gleichgewicht; die Schraube ist ,,selbstsperrend'‘, ebenso wie eine rauhe
schiefe Ebene, deren Neigungswinkel x kleiner als der Reibungswinkel ¢ ist (vgl.
12 S. 29). Die Extremwerte ¢, und g, von ¢ in (88, 17) haben entgegengesetztes
Vorzeichen. Das koénnen wir so ausdriicken: Wenn eine Einzelkraft & mit der
Angriffslinie a gegeben ist, mu8 man, um eine Bewegung der Schraube in der
einen oder anderen Richtung einzuleiten, Kréftepaare mit den entgegengesetzt
gerichteten Momenten ¢, & .bzw. g, §t hinzufiigen. Auch wenn man diejenige Be-
wegung einleiten will, bei der die Schraube der Kraft § nachgibt, ist also ein Mo-
ment zur Losung der Schraube erforderlich.

2. Ist & > ¢, so haben ¢, und ¢, beide negatives Vorzeichen. Wirkt auf die
Schraube eine Kraft & in der positiven (negativen) Richtung von a, so mu3 auf
sie gleichzeitig ein Krédftepaar mit negativem (positivem) Moment um « ein-
wirken, wenn Gleichgewicht herrschen soll. ¢, % und e, % sind diejenigen Mo-
- mente, durch die die eine oder andere Bewegung gerade eingeleitet wird.

39. Gleichgewicht nicht starrer Korper. Ein nicht starrer Kor-
per K moge aus »n starren Teilkorpern K, K,, ..., K, zusammen-
gesetzt sein. Die Verbindungen, die zwischen den Teilkérpern K, be-
stehen, konnen von sehr verschiedener Art sein: Die Korper konnen
gegenseitig vollstindig frei sein; das andere Extrem, dal sie fest ver-
bunden sind, daB also z. B. K, und K, zusammen einen starren Teil-
korper von K ausmachen, werden wir im nédchsten Paragraphen ein-
gehender besprechen. Der allgemeine Fall ist der, dall gewisse Bindun-
gen bestehen, ohne daB die Korper vollstindig starr verbunden sind.
Beispielsweise konnen sie sich gegenseitig in einem Punkt stiitzen oder
gezwungen sein, sich lings eines Flichenstiickes ohne oder mit Reibung
zu berithren. Es kann eine Gelenkverbindung bestehen, d. h. es ist eine
zu K, gehorige Gerade in K, festgehalten und umgekehrt. Ebenso ent-
sprechen den frither behandelten Fillen Verbindungen von der Art,
da K, und K, einen gegenseitig festen Punkt, eine gegenseitig feste
Ebene, Gerade und Ebene oder Schraubenlinie haben. In allen Fillen
schreibt man den Verbindungen Reaktionskrifte zu, mit denen K,
auf K,, und solche, mit denen K, auf K, wirkt. Uber diese zwei Systeme
von Reaktionskriften nimmt man an, dalB sie entgegengesetzt gleich,
also zusammen &dquivalent Null sind:

Reaktionsprinzip: Wenn K, und K, einen Punkt P gemeinsam haben
und K, auf K, in P mit einer gewissen Kraft wirkt, so wirkt K, auf K,
in P mat der entgegengesetat gerichteten, gleich grofien Kraft (,,Aktion und
Reaktion sind gleich®).
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In bezug auf den Koérper K werden diese Reaktionskrifte zwischen
seinen Teilen innere Krifte, alle anderen auf K wirkenden Krifte, dar-
unter Reaktionskriftc der Umgebung* von K, dufere Krifte genannt.
Wenn sich nun der Kérper K im Gleichgewicht befindet, so befindet
sich auch jeder Teilkorper K, im Gleichgewicht. Da K, ein starrer
Korper ist, ist hierzu nach 34 S. 80 notwendig und hinreichend, daB
die auf K, wirkenden fiir K, dulleren Krifte ein mit Null d4quivalentes
System bilden. (Man beachte, daBl dic Worte , innere’ und ,duBere*
stets in bezug auf den gerade betrachteten Korper zu verstehen sind;
die Reaktionskraft, mit der K, auf K, wirkt, ist in bezug auf K, eine
duBere, aber in bezug auf den ganzen Koérper K eine innere Kraft.)
Die »n Teilsysteme von Kriften, dic auf die # Teilkorper von K ein-
wirken, miissen also einzeln dquivalent Null sein, und dies gilt dann
auch fiir ihre statische Summe, d. h. fiir alle auf K wirkenden duleren
und inneren Krifte. Wegen der Annahme iiber die inneren Reaktions-
krifte bilden diese fiir sich ein mit Null 4quivalentes System. Dasselbe
mulB daher auch fiir die duBeren Krifte gelten. Wir kommen somit zu
folgendem Satz, der auch, wic in 34 S. 80 erwihnt, eine Konsequenz
der fiir einen starren Korper gemachten Annahmen und des Erstarrungs-
prinzips ist:

Wenn sich ein Korper in einer bestimmien Lage tm Gleichgewicht
befindet, so bilden die in dieser Lage auf den Kirper wirkenden duferen
Krifte ein mit Null dquivalentes System.

Die Bedingung ist nach dem Obigen notwendig, im allgemeinen
aber nicht hinreichend. Ist sie bei einem nicht starren Korper erfillt,
so ist ja weiterhin erforderlich, dall man den Bindungen zwischen den
starren Teilkorpern in Ubereinstimmung mit dem Reaktionssatz solche
Reaktionskrifte zuschreiben kann, daB die Gleichgewichtsbedingung
danach auch fiir jeden Teilkorper erfiillt ist. In der mathematischen
Behandlung zeigt sich dies so: In den in 34 bis 38 betrachteten Fallen
von Gleichgewicht eines starren Korpers fanden wir, daBl die Anzahl
der unabhingigen, von den eventuellen duleren Reaktionskriften freien
Gleichungen, die aus der Gleichgewichtsbedingung hergeleitet werden
konnten, stets gleich der Anzahl der Lageparameter des Korpers war.
Wenn nun der Koérper nicht mehr starr ist, ist natiirlich die Anzahl
dieser Parameter groB8er. Man muB daher die Gleichungen, die man
erhilt, wenn man den Korper als starr betrachtet, durch Gleichungen
erginzen, die das Gleichgewicht fiir die einzelnen starren Teilkérper
zum Ausdruck bringen. Die Anzahl der so entstehenden unabhingigen
Gleichungen, die weder innere noch duflere Reaktionskrifte enthalten,
stimmt dann, wie sich zeigen wird, mit der Anzahl der betreffenden
Parameter iiberein.

Das Erstarrungsprinzip ist eine Folge des obigen Satzes, kann also
fiir die hier betrachteten, aus endlich vielen starren zusammengesetzten
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Koérper aus dem einfacheren Reaktionsprinzip in Verbindung mit den
fritheren Annahmen hergeleitet werden.

Hat man auf die angedeutete Weise eine Gleichgewichtslage eines
nicht starren Korpers K unter der Einwirkung gegebener duerer Krifte
und duBerer Reaktionskrifte gefunden, so bleibt noch die Aufgabe, dic
inneren Reaktionskrifte zu bestimmen. Hierzu hat man die Gleich-
gewichtsbedingungen fiir die einzelnen starren Teilkorper heranzuziehen.
Fiir jeden von diesen treten gewisse der fiir K inneren Reaktionskrifte
als d4uBlere Reaktionskrifte auf. Hierbei gelten dann beziiglich duBerer
statischer Bestimmtheit der Teilkorper &dhnliche Betrachtungen wie
in 34 S. 80. Ergeben sich bei diesem Verfahren alle fiir K inneren
Reaktionskrifte, so wird K als tnwendig statisch bestimmt bezeichnet.

40. Schnittkridfte. Die Betrachtung des vorigen Paragraphen kann,
wie schon erwidhnt, auf den Fall angewandt werden, wo zwei Teil-
korper fest verbunden sind, also zusammen einen starren Korper aus-
machen. Wird ein starrer Korper K durch eine Schnittfliche ® in
zwei Teile K, und K, geteilt gedacht, so spielen K, und K, die Rollen
von zwei starren Teilkérpern, aus denen K zusammengesetzt ist. In
einer Gleichgewichtslage moge auf K ein System S von duBeren Kréften
cinschlieBlich der duBeren Reaktionen wirken. §; und §, seien die
zwei Teilsysteme von S, deren Angriffspunkte zu K, bzw. K, gehoren.
Da sich der Korper K, im Gleichgewicht befindet, mul} auf ihn auller S,
ein zu —§, dquivalentes Kraftsystem T, wirken, das von der festen
Verbindung mit K, herriihrt. T, ist also ein System von beziiglich K
inneren Reaktionskriften, den Schnittkriften oder Spannungen, deren
Angriffspunkte man in den Punkten der Schnittfliche ® zu denken hat.
Entsprechend muf3 auf K, auller S, ein System von Schnittkriften T,
in ® wirken, das S, im Gleichgewicht hilt. Es gelten somit die stati-
schen Gleichungen

fiir K,: S, + T, =o0,
fiir K,: S,+ T, =0,
fir K: S, + S,=0,

woraus T, + T, = 0 folgt.

Auch hier setzen wir die Giiltigkeit des Reaktionsprinzips voraus:
Die Kraft, mit der K, auf K, in einem Punkt von ¢ einwirkt, ist der
Kraft entgegengesetzt gleich, mit der K, auf K, in diesem Punkt wirkt.
Es gilt also eine T, + T, = 0 entsprechende statische Gleichung fiir
jeden Teil der Fliche o. '

Die beiden Systeme T, und T, von Spannungen ergeben sich hier-
bei nur bis auf statische Umformungen. Die Verteilung der Spannungen
iiber die Schnittfliche ist im allgemeinen statisch unbestimmt. Um
Niheres dariiber zu erfahren, muB3 man die elastischen Forminderungen
des Korpers in Betracht ziehen.
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41. Das allgemeine Reaktionsprinzip. Die oben betrachtete Unter-
teilung eines Kérpers in Teilkorper kann man sich zu folgender Ideali-
sierung fortgesetzt denken: Ein vollstandig willkiirlicher Kérper K wird
in kleine Teilkorper aufgelést gedacht, die man als Massenpunkte be-
handeln und auf die man daher die im zweiten Kapitel aufgestellten
Gleichgewichtsbedingungen anwenden kann. Zwischen je zwei dieser
Massenpunkte P, und P, werden Kraftwirkungen angenommen, deren
System dquivalent Null ist. Das bedeutet also, wenn die Massenpunkte
in verschiedenen Punkten lokalisiert sind, dal3 diese Krifte, wenn sie
nicht selbst verschwinden, in der Verbindungsgeraden der Massenpunkte
wirken und entgegengesetzt gleich sein miissen. Sie werden als die
inmeren Krifte des Korpers K bezeichnet.

Befindet sich der Kérper K im Gleichgewicht, so ist jeder einzelne
Massenpunkt im Gleichgewicht, steht also unter der Einwirkung eines
mit Null dquivalenten Systems. Die Krifte dieses Systems koénnen
beziiglich K teils innere, teils duBere sein. Die Summe dieser Kraft-
systeme fiir alle Massenpunkte ist demnach ebenfalls ein mit Null dqui-
valentes System. Das System der beziiglich K inneren Krifte ist nun
nach dem fiir diese angenommenen Reaktionsprinzip aus mit Null 4qui-
valenten Teilsystemen zusammengesetzt, von denen jedes zu einem
Paar von Massenpunkten gehort. Es ist also fiir sich betrachtet dqui-
valent Null. Deshalb muB auch das System der fiir K duBeren Krifte
fiir sich betrachtet dquivalent Null sein. Das ist die schon in 34 formu-
lierte notwendige, aber im allgemeinen nicht hinreichende Bedingung
fiir das Gleichgewicht eines willkiirlichen Korpers.

Der Wert einer solchen Idealisierung kann nur nach ihren Schluf-
folgerungen beurteilt werden. Fiir aus endlich vielen starren Teilkdrpern
zusammengesetzte Korper wird man wieder auf die Resultate zuriick-
gefithrt, die wir oben durch mehr intuitive Betrachtungen hergeleitet
haben. Unsere jetzige Uberlegung ist ja auch nur eine Weiterfilhrung
der fritheren und wird angestellt, weil sie eine bequeme mathematische
Einkleidung mechanischer Betrachtungen gestattet, die zu einer guten
Ubereinstimmung mit den beobachtbaren Tatsachen fiihren. Ins-
besondere gilt dies, wenn man das Reaktionsprinzip, demzufolge die
inneren Krifte eines Koérpers ein mit Null dquivalentes System bilden,
auch fiir Kérper beibehilt, die sich nicht im Gleichgewicht befinden
(vgl. 1886).

42. Zug und Druck, Schubkraft, Biegungsmoment und Torsions-
moment fiir einen Balken. Als Beispiel fiir die in 40 betrachteten Schnitt-
krifte in einer Schnittfliche eines starren Korpers betrachten wir einen
prismatischen Balken B, den wir als starren Korper ansehen. Die
Linge des Balkens wird als groB im Verhiltnis zum Querschnitt an-
genommen. Es werde eine gewisse , Mittellinie” / in der Lingsrichtung
des Balkens gewihlt (Abb. 40).
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Der Balken B sei unter der Einwirkung eines Systems S von fiir B
duBeren Kriften und Reaktionen im Gleichgewicht. Senkrecht zu !
durch einen Punkt P von ! werde ein ebener Schnitt ¢ gelegt. Da-
durch wird ein Teil B, des Bal- 4 %
kens abgeschnitten, und wir : v
betrachten das System T, der — | "rii2i--— AL
Reaktionskrifte, mit denen B, ) 3
auf den Rest B, in den Punkten
von ® wirkt. T, hilt demjenigen Teilsystem 8, von § das Gleichgewicht,
dessen Krifte in Punkten von B, angreifen. Es sei R die Vektorinvariante

von T, und 11 das Moment von T, in P. Wir setzen

(42, 1) R=R+ Ry,

wo R, parallel und R, senkrecht zu / ist. R, (oder den mit Vorzeichen
versehenen Betrag R, von W) nennt man den Zug oder Druck in @,
je nachdem R, die Richtung von B, nach B, oder die entgegengesetate
hat. R nennt man die Scherkraft oder Schubkraft fiir @. Entsprechend

setzt man uU=1u- Uy.

U, (oder auch den mit Vorzeichen versehenen Betrag U, von 1I;) nennt
man das Torsionsmoment fiir ® und g, das Biegungsmoment fir O.
Dic Komponenten %R, und $y sind unabhingig von der Wahl der
Mittellinie [. (Ihre Definition kann iiberhaupt fiir jeden ebenen Schnitt
durch einen willkiirlichen Kdérper beibehalten werden.) 1, und Ug
hingen dagegen davon ab, wo P in ® liegt. Bei vielen Anwendungen
spielt dies aber keine wesentliche Rolle. Alle vier Gro8en variieren im
allgemeinen, wenn P lings ! verschoben wird, wenn also der Schnitt
an verschiedenen Stellen des Balkens angebracht wird.

Die Reaktionskraft, mit der B, auf B, in einem Element d® von ®
wirkt, kann in eine Komponente senkrecht zu @, die Zugspannung oder
Druckspannung in d®, je nachdem sie von B, fort oder auf B, zu ge-
richtet ist, und eine Komponente in O, die Schubspannung in dO,
zerlegt werden. Der ersten Komponente erteilen wir ein Vorzeichen,
und zwar positiv, wenn sie von B, fortweist, und negativ im anderen
Falle. Eine eigentliche Zugspannung wird also positiv und eine Druck-
spannung als negative Zugspannung gerechnet. Entsprechend rechnen
wir den Druck auf @ als einen negativen Zug an ¢. Mit diesen Fest-
setzungen gilt:

Der Zug an O ist gleich der Vektorsumme der Zugspannungen.

Die Schubkraft fiir @ ist gleich der Vektorsumme der Schubspan-
nungen.

Das Biegungsmoment in P ist gleich der Momentsumme der Zug-
spannungen in P.

Das Torsionsmoment in P ist gleich der Momentsumme der Schub-
spannungen in P.

Abb. 40.
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Man hitte auch die vier obigen Begriffe als Vektorinvariante und
Moment in P des Systems 8, statt des Systems T, einfiihren konnen,
was auch vielfach geschieht. Fiir Kérper im Gleichgewicht wiirde eine
solche Anderung der Definition nur eine Vorzeicheninderung mit sich
fihren, da ja §; und T, einander im Gleichgewicht halten. Anders da-
gegen fiir Korper, fiir welche die Gleichgewichtsbedingung nicht erfiillt ist.
Fir diese ist die hier verwendete Definition vorzuziehen, da dann das
System T, und nicht S, fiir die Beanspruchung des Materials im Schnitt
entscheidend ist.

43. Eingespannter Balken. Wenn das Stiick B, des im vorigen
Paragraphen betrachteten Balkens von einem umgebenden Korper fest-
gehalten wird, etwa fest in einer Mauer sitzt, so da8 ® den durch die
\ Mauerwandebene bestimmten Querschnitt
N bezeichnet (Abb.41), so kann man B, als den
: cigentlichen Balken ansehen und das System
T, der Schnittkrifte in ® als Gesamtwirkung
der Einspannung auffassen. Mit den Bezeich-
nungen von 42 hat man dann: Die Einspannung wirkt wie eine Einzel-
kraft R in P, die Einspannungskraft, und ein Kriftepaar mit dem
Momentvektor U, dem Einspannungsmoment. Diese Vektoren kann man
dann wieder in Komponenten in ® und senkrecht zu ® zerlegen und
erhilt so Schubkraft, Zug, Biegungs- und Torsionsmoment.

44. Fachwerke. Wir betrachten ein ,,Fachwerk*, d. h. einen Korper,
der aus Balken zusammengesetzt ist, die in ihren Endpunkten, den
Knotenpunkten des Fachwerks, miteinander verbunden sind. Hierbei
machen wir noch die folgenden vereinfachenden Annahmen:

1. Jeder Balken sei ein starrer Korper, dessen Querschnitt so klein
im Verhiltnis zur Linge sei, daB er durch eine als starrer Kérper auf-
zufassende Strecke, einen Stab, ersetzt werden kann.

2. In einem Knotenpunkt, in dem mehrere Stibe zusammenstoBen,
soll jedes Stabende frei beweglich sein, also als Koérper mit einem
reibungsfrei festgehaltenen Punkt aufgefalit werden kénnen. Der iibrige
Teil des Fachwerks kann dann auf das Stabende nur mit einer Einzel-
kraft im Knotenpunkt, aber keinem Einspannungsmoment wirken.

Ein Fachwerk F befinde sich unter der Einwirkung eines Systems S
von &dufleren Kriften (dullere Reaktionen eingeschlossen) im Gleich-
gewicht. B sei ein Stab von F und Sy dasjenige Teilsystem von S,
dessen Angriffspunkte zu B gehéren. Dann befindet sich B im Gleich-
gewicht unter der Einwirkung von Sp und zweier Einzelkrifte R’
und R in den Endpunkten P’ und P" von B, den Reaktionskriften
des iibrigen Teils von F. Sei nun f eine ﬁuBere Kraft, die B im Punkt Q

angreift (Abb. 42). Die Krafte t'= 25,1 in P’ und ¥'= 25t in P”
bilden dann ein zu f dquivalentes System: f = ¥ 4 {'’. Ersetzen wir f

Abb. 41,
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durch diese zwei Krifte, so bleibt daher die Gleichgewichtsbedingung
fir B erfiillt. Dabei werden natiirlich die Schnittkrifte in den Quer-
schnitten von B (d. h. in den Querschnitten des wirklichen Balkens,
den wir durch den idealen Stab ersetzt haben)

el g P
verdndert. (Es gilt iibrigens allgemein, daB3 / g
die inneren Spannungen eines starren Kor- A ‘

pers sich dndern, wenn man statische Um-

formungen der auf den Kérper wirkenden

duBeren Krifte vornimmt.) Aber solange AP>-#2 Veresang cec Krifte in dic
man sich nicht fir die inneren Spannungen

in B, sondern nur fiir das Gleichgewicht und dic Reaktionskrifte
interessiert, die zwischen B und dem iibrigen Teil von F in P’ und P"”
wirken, kann man jede Kraft f, die auf B wirkt, wiec oben in Kom-
ponenten ¥ in P’ und {"” in P zerlegen. Es sei §’ bzw. §&'’ die Vek-
torsumme aller ¥ bzw. ¥’. Dic duBeren Krifte, die auf B wirken, sind
hierdurch reduziert auf die Kraft &' 4 R’ in P’ und die Kraft & 4+ R"
in P”. Die Gleichgewichtsbedingung erfordert, da3 diese entgegengesetzt

gleich sind und daB die Gerade g, o e R
P'P” ihre gemeinsame Angriffs- =~ 5 " 7R
linie ist. Es bestchen nun die Rt v, "

beiden in Abb. 43 angegebenen -,
Moglichkeiten. Fiir einen Stab Abb. 43.

im Gleichgewicht, der ausschlie3-

lich der Wirkung eines solchen Kraftsystems unterliegt, reduzicren
sich die Schnittkrifte in einem willkiirlichen Querschnitt auf den
konstanten Zug oder Druck T = |§'+ R'| = |&"+ R"|, wihrend
Schubkraft, Biegungs- und Torsionsmoment verschwinden. Man mufl
aber beachten, daB3 die so bestimmte Zugspannung -7 im Stabe zu
dem idealisierten Stabsystem F und dem ,,in die Knotenpunkte ver-
legten System der dulBleren Krifte gehort.

Wir denken uns nun diese Verlagerung der duBleren Krifte in die
Knotenpunkte und die Bestimmung der Stabspannung 7 fiir jeden
Stab durchgefiihrt. Dabei wollen wir im folgenden das Vorzeichen mit
in die Bezeichnung T aufnehmen, und zwar so, dal} ein positiver Wert
von T cine Zugspannung, ein negativer eine Druckspannung bedeutet.
Es sei nun P ein willkiirlicher Knotenpunkt, B,, B,, . . ., B, die Stibe
von F, die in P zusammenstoflen, und &,, &,, ..., §&, die dulBeren
Krifte, die nach der Verlegung in die Knotenpunkte auf B,, B,, ..
bzw. B, in P wirken, schlieBlich 7,,7T,, ..., T, die Stabspannungen
mit Vorzeichen. Wir legen um P eine kleine Kugel, die alle B, schnei-
det, und betrachten den Teilkérper von F, der innerhalb der Kugel
liegt. AuBere Krifte fiir diesen sind dic Kraft

Rp=8& + K, +---+ &,
in P und die Krifte I, I,,..., £, in den Schnittflichen. Hierbei
Nielsen, Mechanik. 7
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hat %, die Stabgerade B, zur Angriffslinie, den Betrag |T,| und ist von P
fort oder auf P zu gerichtet, je nachdem T, positiv oder negativ ist.
Alle Krifte gehen durch P, und da der betrachtete Teilkorper im Gleich-
gewicht sein soll, muf} ihre Vektorsumme Null sein. Man kann dies so
ausdriicken: Ersetzt man jeden Stab B, durch die Kraft ¥, in der
Stabrichtung, so muB3 der Knotenpunkt die Gleichgewichtsbedingung
fiir einen Massenpunkt erfiillen. Man erhilt so eine Vektorgleichung
oder drei skalare Projektionsgleichungen als Ausdruck fiir das Gleich-
gewicht cines Knotenpunktes.

Will man das Vorzeichen der Stabspannung auf dem Stab seclbst
markieren, so kann man dies durch eine Pfeilspitze tun, dic angibt, wie
die Stabspannung als Kraft ¥ auf den Knotenpunkt wirkt. Der Abb. 43

7 7 entsprechend hat man die beiden in
y- ~—,(74)  Abb. 44 angegebenen Fille.

Nun folgt auch umgekehrt: Ist
;-,,,/ﬁ/‘”f// die Gleichgewichtsbedingung
fir jeden Knotenpunkt erfillt,
so befindet sich das ganze
Fachwerk im Gleichgewicht. Hierzu haben wir zu zeigen, dal sich
jeder starre Teil von F, d.h. jeder Stab, im Gleichgewicht befindet.
Wenn die duBleren Krifte in den Knotenpunkten gegeben sind, weil3
man natiirlich nichts iiber ihre Verteilung auf diec angrenzenden Stibe;
dies ist aber auch nicht erforderlich. Auf einen Stab B mit den End-
punkten P’ und P’ wirken nimlich in P’ die dullere Kraft &, und dic
Stabspannungen ¥, die in den an P’ angrenzenden Stdben herrschen;
Entsprechendes gilt fiir P’ Da nun P’ und P’ im Gleichgewicht sind,
ist das System aller auf diese zwei Knotenpunkte wirkenden Krifte
dquivalent Null. Die zwei Kriifte, mit denen die Stabspannung in B
selbst auf P’ und P’ wirkt, bilden aber fiir sich ein mit Null dquivalentes
System. Folglich ist auch das System aller fiir B dulleren Krifte dqui-
valent Null.

Addiert man die Gleichgewichtsbedingungen fiir alle Knoten-
punkte, so fallen diec Stabspannungen heraus, und man erhilt die fiir
das Gleichgewicht von F notwendige, aber, falls F nicht starr ist, keines-
wegs hinreichende Bedingung, da das System aller fiir F dulleren
Krifte dquivalent Null ist. Vgl. hieriiber Kap. 6, wo wir auf diese Frage
zuriickkommen, nachdem wir zunichst die Untersuchung fiir Stabpoly-
gone weitergefilhrt und daraus graphische Methoden fiir ebene Kraft-
systeme hergeleitet haben.

45. Stabpolygone. Wir betrachten den Spezialfall, daB in jedem
Knotenpunkt genau zwei Stibe zusammenstoBen, also ein Stabpolygon
oder eine Stabkette. Ist das Stabpolygon nicht geschlossen, so nehmen
seine Endpunkte eine Sonderstellung ein, da von ihnen nur je ein Stab
ausgeht. Die Stibe an den Endpunkten sollen als die beiden freien

7 A

PI
Abb. 44,
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Stibe des Stabpolygons bezeichnet werden. Wir betrachten ein Stab-
polygon im Gleichgewicht und nehmen an, daB alle duBleren Kriifte in
die Knotenpunkte P, verlegt und dort zu Resultanten &p zusammen-
gefalit sind.

In P, (Abb. 45) erfiillen & und die zwei Stabspannungen ¥, und I,
die Gleichgewichtsbedingung fiir einen Massenpunkt, haben also die
Vektorsumme Null. §p, licgt
folglich in der Ebene durch
die beiden in P; zusammen-
stoBenden Stdbe. Man veran-
schaulicht sich die Gleichge-
wichtsbedingung durchdas den
drei Kriften entsprechende
Kriftedreieck 010. Bei der Abb, 45, Kriftediagramm eines Stabpolygons,
Bildung des analogen Krifte-
dreiecks im Nachbarknotenpunkt P, hat man zu beachten, daf} die
Stabspannungen I,, die auf P, bzw. P, wirken, entgegengesctzt gleiche
Vektoren sind. Man kann deshalb das zweite Kriftedreieck, wie die
Abbildung zeigt, lings der gemeinsamen Seite O1 an das erste anfiigen.
Geht man zum zweiten Nachbarknotenpunkt P; von P, iiber, so kann
man ein neues Kriftedreieck 023 lings O2 ansetzen und so fort fiir
das ganze Stabpolygon. Die von allen Kriftedreiecken gebildete Figur
wird das zur Gleichgewichtslage des Stabpolygons gehorige Krifte-
diagramm genannt.

Ist das Stabpolygon geschlossen, und besitzt es » Knotenpunkte,
so fiigt sich das n-te Kriftedreieck nicht nur an das (# --1)-te, sondern
zugleich auch an das erste, und zwar lings 00. Die gebrochene Rand-
linic 0,1, 2,...,#—1, 0 des Diagramms veranschaulicht, daB3 die auf
das Stabpolygon wirkenden #uBeren Krifte die Vektorsumme Null
haben. Zeichnet man zunichst diese Randlinie (nach Wahl einer Kraft-
einheit), so hat man, um die Stabspannungen zu finden, nur das Krifte-
dreieck fiir einen Punkt, z. B. 010 fir P,, zu konstruieren; dann ist
der ,,Pol'* O gefunden, und die ,,Polstrahlen’* 00,01, ...,0(n—1)
stellen dann die Stabspannungen im gewihlten Kraftmall dar. Die
Vorzeichen der Stabspannungen ergeben sich daraus, daB in jedem
Kriftedreieck die Krifte iibereinstimmende Umlaufsrichtung angeben
mussen.

Ist das Stabpolygon offen, und sind P,, P, seinc Endpunkte, P, P,
P,_,P, seine freien Stdbe, so muB der dulleren Kraft in P, die Stab-
spannung %, das Gleichgewicht halten, und entsprechend in P,. (Ist
die Stabkette z. B. in P, und P, an festen Punkten aufgehingt, so sind
die Reaktionen dieser Punkte die duBleren Krifte, denen die Stabspan-
nungen das Gleichgewicht halten.) Diese dulleren Krifte werden im
Diagramm durch 00 und 70O dargestellt. In diesem Fall liegt also der

7*
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Pol auf dem Rand des Diagramms, das wieder veranschaulicht, daB die
duBeren Krifte die Vektorsumme Null haben.

Sind alle T, > 0, herrscht also in allen Stiben Zugspannung, so
kann das Stabpolygon durch ein (gewichtloses und undehnbares) Seil
ersetzt werden, auf das in den Knotenpunkten, d. h. in gewissen auf
dem Seil festen Punkten die duBleren Krifte wirken.

48. Spezialfdlle. 1. Wenn bei einem Stabpolygon im Gleichgewicht die 4uBere
Kraft in jedem Knotenpunkt den Winkel zwischen den beiden von ihm aus-
gehenden Stdben halbiert, so sind die Kraftedreiecke gleichschenklig, und die Rand-
linie des Diagramms ist einer Kugel mit dem Pol O als Mittelpunkt einbeschrieben ;
alle Spannungen sind gleich groB. — Dies tritt z. B. bei einem Seil ein, auf das
4uflere Krafte in Angriffspunkten wirken, die reibungslos auf dem Seil verschieb-
bar sind.

2. Ist die Gleichgewichtsfigur eines Stabpolygons in einer Ebene enthalten,
so liegen auch alle duBeren Krifte in dieser und das Diagramm in einer dazu
parallelen Ebene. '

3. Sind die Bedingungen 1 und 2 gleichzeitig erfiillt, so ist das Diagramm
einem Kreis einbeschrieben.

4. Sind die duBleren Krafte parallel, so liegt die Gleichgewichtsfigur des Stab-
polygons in einer Ebene. Es ist niamlich

Ebene (P, Py, P, P,) = Ebene (§p , P, P,) = Ebene (§tp,, Py )
= Ebene (P, Py, PyPy) = - -+

Das Diagramm ist aiso eben, und das Kraftepolygon 012 ... liegt auf einer Ge-
raden. Der Abstand des Poles O von dieser Geraden, der ,,Polabstand‘ h, gibt
die zur Kraftrichtung senkrechte Komponente der Stabspannungen in dem ge-
wihlten Kraftmafl an. Die
Stabspannungen haben also
eine konstante Projektion

7 auf eine Normale zur Kraft-
X richtung.
¢ 5. Wir wollen nun den
f besonderen  Fall unter-
A suchen, wo die in den Kno-
y 7 tenpunkten angreifenden
—1

Krafte gleiche Grofle und

Abb. 46. Richtungsowie dquidistante
Angriffslinien haben.

Die Seiten des Dreiecks P, P{P, (vgl. Abb. 46) sind denen des Dreiecks 001

“K , wo K den Betrag der Krifte angibt. Aus der

parallel; also ist P{Py = k =

h
Ahnlichkeit der entsprechenden anderen Dreiecke folgt ebenso
(48, 1) k=P{P2=P'2P3—_--~-=ZK_

Wird also ein Koordinatensystem wie in Abb. 46 gewahlt, und hat P, in diesem
die Koordinaten x,, v,, ist ferner x der Richtungstangens der Geraden P, P,,
so ist
X, =(n—1)a,
YVn=oam—1Na+k+2k+ -+ n—1)E
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also

- RIPSLY L)
Yn = X, - 2k n ((l +1)
Dies zeigt, daB das Stabpolygon der Parabel
1, ¥ /(x

eingeschrieben ist. Die Achse dieser Parabel ist der Kraftrichtung parallel und
ihr Parameter
2a® 2ah

46, 3 =2 =2t
(48, 3) P= =k

Nun sind bei einer beliebigen Parabel 2 py = 42 die Ordinaten von drei Punk-
ten, deren Abszissen eine arithmetische Reihe mit der Differenz & bilden,

_ K, et (o287
2 P » 1= 2 P » J2 2 p
Also ist die ,,Pfeilhéhe‘ y

Yo+ ¥, &2
O oy =2
2 2p

unabhangig von #, (Abb.471).
Die Pfeilhhe, gemessen vom Stab-
mittelpunkt zur Parabel in Rich-
tung der Krafte, ist also fiir alle
Stibe die gleiche, und da die v
Tangente an die Parabel im End-
punkt dieser Strecke dem Stab U i :
parallel ist, ist das Stabpolygon Z 2yt zyr2¢ z
einer zweiten Parabel umbeschrie- Abb. 47.
ben, die aus der ersten durch

3
eine Verschiebung in der Achsenrichtung vom Betrage 8“ b SI}f hervorgeht.

Die an die obige Abb. 46 gekniipften Betrachtungen sind unabhingig davon,
ob die gleichen und- gleichgerichteten Krafte die Richtung der positiven oder
negativen y-Achse haben.

Yo

~

Ubungsaufgaben zum 4. Kapitel.

1. Zwei Umdrehungszylinder mit den Radien 7; und 7, beriihren einander
langs einer Erzeugenden und sind mittels eines Fadens zusammengeschniirt.
Welcher Druck wird zwischen den Zylindern iibertragen, wenn T die Spannung
des Fadens ist?

2. Zwei Gewichte P und Q sind in den Endpunkten eines starren Kreisbogens
vom Zentriwinkel g° befestigt. Dieser stiitzt sich in einer senkrechten Ebene
auf eine waagerechte Gerade, indem er seine Hohlseite nach oben kehrt. Welchen
Winkel bildet der mittlere Radius mit der Vertikalen? Man achte besonders
auf den Spezialfall g = 180.

3. Eine senkrechte Stange vom Gewicht G wird durch zwei glatte, eng an-
schlieBende Fiihrungsringe vom Abstande % gehalten und stiitzt sich im Ab-
stande a unter dem untersten Fiihrungsringe auf eine glatte schiefe Ebene vom
Neigungswinkel «. Man bestimme die Stiitzdriicke der schiefen Ebene und der
Fiihrungsringe.

1 Dje Pfeilh6he ist in der Abbildung mit % bezeichnet; sie hat aber nichts
mit dem oben eingefiihrten Polabstand % zu tun.
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4. Eine schwere homogene Vollkugel stiitzt sich auf zwei glatte schiefe Ebenen
vom gleichen Neigungswinkel &, die sich in der waagerechten Geraden ! schneiden.
Man soll den Mittelpunkt derjenigen inneren, Krafte finden, die zwischen den
beiden Halbkugeln auftreten, in die die Kugel durch eine durch I gehende senk-
rechte Ebene zerlegt wird. Fiir welche Werte von « kann man die Kugel lings
dieser Ebene durchschneiden, ohne daB das
Gleichgewicht gestort wird? Was wird aus
dem betrachteten System innerer Krafte
fir « = 0?

5. Zwei homogene Halbkugeln gleichen
spezifischen Gewichts mit den Radien R
bzw. 7 sind so zusammengefiigt, da8 die be-
grenzenden Ebenen zusammenfallen und

Abb. 48. Zu Aufgabe 5. der kleinere begrenzende Kreis den grofle-

ren von innen beriihrt (Abb. 48). Der so

gebildete Korper ruht auf einer glatten waagerechten Ebene, indem er diese in

einem Punkt der Oberflache der gré8eren Kugel beriihrt. Welchen Winkel o
bildet die gemeinsame Diametralebene mit der waagerechten Ebene?

6. Drei gleich lange, glatte, gewichtslose Stibe 4D, BE und CF sind, wie in
Abb. 49 dargestellt, so angebracht, dal der eine Endpunkt jedes Stabes sich auf
einen anderen Stab in dessen Mittelpunkt stiitzt. An dem
einen Stab ist mitten zwischen den Punkten 4 und B ein
Gewicht von 14 kg befestigt. Die so gebildete ebene Figur
ruht in waagerechter Lage auf glatten Unterstiitzungen
in D, I und FF. Man bestimme die Stiitzdriicke d, ¢ und
/ in diesen Punkten und die Driicke a, b und ¢ zwischen
den Stiaben in A, B und C.

7. Das Dreieck ABC sei aus reibungs-
frei drehbar verbundencn Stiben gebildet.
In einem bekannten Punkt der Seite AC
wirke eine bekannte Kraft in der Ebene
des Dreiecks, ebenso in einem bekannten
Punkt der Seite BC. Die Punkte 4 und B
werden festgehalten. Man bestimme die
Abb, 49, Zu Aufgabe 6. Reaktionen in 4 und B und den in C iiber-

tragenen Druck.

8. In den Seitenmitten eines konvexen
Polygons greifen Krifte an, die senkrecht auf den Polygonseiten stehen und mit
deren L#ngen proportional sind. Die Krifte liegen in der Ebene des Polygons
und sind nach auflen gerichtet. Man zeige, daB das Kraftesystem &dquivalent
Null ist. Wenn nun das Polygon aus Stangen besteht, die in den Eckpunkten
reibungsfrei drehbar verbunden sind, soll man zeigen, da8 das Polygon in seiner
Gleichgewichtslage einem Kreise einbeschrieben werden kann.

9. Eine homogene Stange von der Linge ¢ und dem Gewicht G stiitzt sich
mit einem Endpunkt gegen eine glatte, senkrechte Wand, wihrend der andere
Endpunkt mit einem festen Punkt dieser Wand durch einen gewichtslosen und
undehnbaren Faden der Liange ! verbunden ist. Dabei ist a < ! < 2a. Man be-
stimme die Gleichgewichtslage, die Fadenspannung und den Stiitzdruck.

24

s

g
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5. Kapitel.
Graphische Statik.

47. Seilpolygonkonstruktion. Wir betrachten wie in 45 ein Stab-
polygon im Gleichgewicht. P, P, ... P, sei ein beliebiges (zusammenhéin-
gendes) Teilpolygon. Dieses Teilpolygon befindet sich dann unter der
Einwirkung der fiir es duleren Krifte, d. h. der Krifte &, %, , ..., &,
und der Stabspannungen ¥, und %,, die von den angrenzenden, nicht
zum Teilpolygon gehdrigen Stdaben auf P, und P, wirken, ebenfalls im
Gleichgewicht. Das System (®p , ®p,, ..., &p,) mubalso zu (—,, —Z,)
dquivalent sein:

QP1+ '@P=+ e + Si‘l’r=—10_ II"

Aus einem Stabpolygon im Gleichgewicht kann man auf diese Weise
eine Reduktion eines Kraftsystems auf zwei Krifte ablesen. Ist-das
Stabpolygon cben, so kann man iiberdies die beiden Krifte zu einer
Einzelkraft oder einem Kriftepaar zusammensetzen, falls sie nicht
gerade zusammen dquivalent Null sind.

Diese Betrachtung fiihrt auf folgende graphische Methode zur Reduk-
tion eines willkiirlichen ebemen Kraftsystems durch Konstruktion eines
,»Seilpolygons®, das sich wie in 45 unter der Einwirkung des Kraft-
systems im Gleichgewicht befindet, hier jedoch nur als konstruktives
Hilfsmittel zur Ausfiihrung von statischen Umformungen dient: Mit
Hilfe eines Kraftepolygons 012 ... % bestimmt man die Vektorsumme
(Vektorinvariante) §tder
gegebenen Krifte §t,,
R, ..., %, (Abb. 50), &
wiahlt  einen  willkiir-
lichen ,,Pol* O, zieht %,
die ,,Polstrahlen 00, % ®
01,...,0n, wihlt auf /2 }
der Angriffslinie /, von |
®, einen willkiirlichen o ' % \;
Punkt P,, zicht durch APD. 30. Seilpolygon
P, eine Parallele zu 00 s
und eine Parallele zu 01 bis zum Schnitt P, mit der Angriffslinie /, von §,,
ferner durch P, eine Parallele zu 02 bis zum Schnitt P; mit der Angriffs-
linie /; von &; usw., schlieBlich durch P, eine Parallele zuO#. Die so ent-
stehende Figur wird ein Sezlpolygon des gegebenen Kraftsystems S ge-
nannt. Nun kann die Kraft S?l durch eine auf der ersten (,,freien‘)

Seilpolygonseite hegende Kraft 00 und eine auf der zweiten Seilpolygon-

seite liegenden Kraft 01 ersetzt werden, und entsprechend die anderen
Krifte. Die Krifte auf den nicht freien Seilpolygonseiten heben ein-
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ander auf, und das gegebene Kraftsystem 8§ ist daher mit der Kraft 00

auf der ersten und der Kraft O» auf der letzten freien Seilpolygonseite
dquivalent. Es konnen nun folgende Fille eintreten:

1. Die Punkte 0 und #» fallen nicht zusammen. Das Kriftepolygon
ist also offen und & == 0. Die freien Seilpolygonseiten sind dann nicht
parallel, wenn man es vermeidet, den Pol auf der Geraden 0# zu wih-
len, und § ist auf die Einzelkraft & im Schnittpunkt der freien Seiten
reduziert.

2. Die Punkte 0 und » fallen zusammen. Das Kriftepolygon ist
geschlossen, also & = 0. Die freien Seilpolygonseiten haben die gleiche

Richtung.
a) Die freien Seilpolygonseiten fallen nicht zusammen. Dann ist §

—_
auf ein Kriftepaar reduziert, namlich auf die Kraft 00 auf der ersten

und die Kraft 00 auf der letzten freien Seilpolygonseite. Der Abstand
zwischen diesen ist der Arm des Kriftepaares, und sein Produkt mit
dem Abstand 00 gibt den Betrag des Moments.

b) Die freien Seilpolygonseiten fallen zusammen. § ist dquivalent
Null. In diesem Fall kann man sagen, daB auch das Seilpolygon ge-
schlossen ist.

Im Falle 2b) befindet sich ein Stabpolygon, das mit dem gezeich-
neten Seilpolygon zusammenfillt, unter der Einwirkung der gegebenen
Krifte im Gleichgewicht. In den Fillen 1 und 2a) gilt das glelche

wenn man zu S noch die Kraft 00 auf der ersten und die Kraft nO
auf der letzten freien Seilpolygonscite hinzufiigt. Diese kénnen z. B.
Reaktionen von festen Punkten sein, in denen das Stabpolygon an den
freien Staben aufgehdngt ist. — Herrschen in allen Stiben Zugspan-
nungen, so kann das Stabpolygon durch ein wirkliches Seil ersetzt
werden.

48. Die Polarachse. Bei der im vorigen Paragraphen beschriebenen
Konstruktion konnte man, nachdem das Kriftepolygon gezeichnet war,
die Lage des Poles O in bezug -auf dieses frei wihlen (zwei Parameter)
und danach iberdies P; willkiirlich auf /, (ein Parameter). Es existieren
also oo® Seilpolygone zu einem gegebenen Kraftsystem. Wir wollen
nun den Zusammenhang zwischen zwei willkiirlichen, zum gleichen
Kraftsystem gehorigen Seilpolygonen untersuchen.

Zunichst betrachten wir eine Kraft § mit der Angriffslinie /. Dann
besteht jedes Seilpolygon nur aus zwei Seiten, die beide frei sind. Wihlt
man einen beliebigen Pol O und den ,,duflosungspunkt‘ P auf I, so ist &

—>

dquivalent mit 00 auf der Geraden P4 und 81 auf PB (Abb. 51).
Wihlt man einen anderen Pol O’ und einen neuen Auflésungspunkt P’

o o —>
auf /, so ist & dquivalent 00" auf P'4 und 0’1 auf P'B. Diese zwei
Systeme sind daher dquivalent. Mit anderen Worten, das erste System
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und das dem zweiten entgegengesetzte halten sich das Gleichgewicht.
Die Krifte 00 auf P4 und 0’0 auf P'A4 ergeben die Resultante 0_’)0
mit 4 als Angriffspunkt, die Krifte 01 auf PB und 1_5’ auf P'B die

Resultante OO’ an B. Da die beiden Resultanten sich das Gleichgewicht
halten sollen, miissen sie auf "
derselben Geraden liegen, d. h.
AB und OO’ miissen parallel
sein: Die Verbindungs-
gerade der Schnittpunkte
der beiden ersten und
der beiden zweiten Sei-
ten der Seilpolygone ist
der Verbindungsgeraden
der Pole parallel. ‘

Nimmt man umgekehrt eine Sgiﬁ;oﬁ;;o.ﬁ???‘?xihﬁnl"'kffx?
Zerlegung der Kraft & auf /
vor, das eine Mal nach zwei willkiirlichen Geraden durch P und das andere
Mal nach zwei Geraden durch P’, so erhilt man die zwei Schnittpunkte 4
und B. Zeichnet man hierauf dic entsprechenden Kriftedreiecke 010
und 010, so erweisen sich 00’ und A B auf Grund derselben Betrach-
tung als parallel. Dies folgt auch daraus, daBl man die Rolle der Figuren
vertauschen, also die Gerade 01 als Angriffslinie, PP’ als Kriftepolygon
und A und B als die gewihlten Pole auffassen kann. Diese Bemerkung
soll nur zeigen, dal3 A B eine vollstindig willkiirliche Gerade der Ebene ist.

Handelt es sich um zwei Krifte, und konstruiert man die Seil-
polygone fiir O und O’ als Pole und P und P’ als erste Auflosungspunkte,
beidemal unter Zugrundelegung derselben Reihenfolge der Krifte, so
gilt die obige Uberlegung fiir jede einzelne Kraft. Ist & die erste und
s, die auf & folgende Kraft, so ist B fiir &, allein der Schnitt-
punkt der beiden ersten Seilpolygonseiten und ein gewisser Punkt C der
Schnittpunkt der beiden letzten; dann ist BC parallel OO’. Daher
liegen A, B und C auf einer Geraden. Diese SchluBweise kann fort-
gesetzt werden, wenn noch mehr Krifte vorhanden sind: Be: zwei zum
selben Kraftsystem gehiorigen Seilpolygomen liegen die Schnittpunkte ent-
sprechender Seilpolygonseiten auf einer Geraden, der Polarachse, die der
Verbindungslinie der Pole parallel ist. Hierbei ist vorausgesetzt, dall
man bei den beiden Konstruktionen die Krifte in derselben Reihenfolge
beriicksichtigt; entsprechende Seilpolygonseiten sind solche, die den
Polstrahlen zum gleichen Punkt des Kriftepolygons parallel sind.

Bei gegebenem Kraftsystem ist jede Gerade p in der Ebene Polar-
achse fiir eine einfach unendliche Schar von Seilpolygonen, die ein vor-
gelegtes Seilpolygon enthilt. Hat man ndmlich ein willkiirliches Seil-
polygon S des gegebenen Kraftsystems, so bestimmen dessen Seiten auf
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p die Punkte A, B, C, D, ... (Abb. 52). Diese Punkte sind die Scheitel
der Geradenbiischel, die von entsprechenden Seiten der unendlich vielen
Seilpolygone mit der Polarachsc p gebildet werden. Die Pole dieser
Seilpolygone durchlaufen eine zu p pargllele Gerade. Man sieht, daB
man ein einzelnes Seilpolygon
mit der Polarachse p durch die
Forderung festlegen kann, daf
eine bestimmte Seilpolygon-
seite durch einen willkiirlich
gegebenen (endlichen oder un-
endlich fernen!) Punkt gehen
soll. Aus Abb. 52 entnimmt
man sofort, wie das Seilpoly-
gon zu konstruieren ist, bei
dem die zu C gehorige Seil-
polygonseite durch cinen willkiirlich gegebenen Punkt Q geht. Hieraus
folgt, daBB man als die zu C gehdérige Seilpolygonscite eine willkiirliche
Gerade durch C wihlen kann und daf die zu den anderen Scheiteln
gehorigen Geradenbiischel auf das Biischel mit dem Scheitel C projektiv
bezogen sind. 4

Will man cin Seilpolygon derart abindern, daBl ein bestimmter
Punkt A eciner bestimmten Seilpolygonseite fest bleibt, so mull man
eine Polarachse durch 4 verwenden. Danach kann man errcichen, dal3
eine willkiirliche andere Seilpolygonseite durch einen vorgeschricbenen,
nicht auf der Polarachse licgenden Punkt B geht. Sollen zwei Punkte
A, B fest bleiben, so kann man mit AB als Polarachse noch erreichen,
daB eine willkiirliche dritte Polygonseite durch einen vorgeschriebenen
Punkt Q geht, der nicht auf der Geraden AB liegt. Da 4, B und ()
nicht auf einer Geraden liegen, kann man sie bei weiteren Anderungen
des Seilpolygons nicht simtlich festhalten. Ein zu ecinem gegebenen
Kraftsystem gehoriges Seilpolygon ist also durch die Forderung eindeutig
bestimmt, daB drei bestimmte Seilpolygonseiten durch je einen gegebenen
Punkt gehen sollen, wenn diese drei Punkte nicht auf einer Geraden
liegen (insbesondere also hochstens zwei davon unendlich fern sind).

Abb. 52. Polarachse von zwei Scilpolygonen.

Will man zu zwei Kriften mit den Angriffslinien /; und /, ein Seilpolygon
bestimmen, dessen freie Seiten durch gegebene Punkte 4 und B gehen und dessen
mittlere Seite durch einen nicht auf der Geraden AB gelegenen Punkt C gcht,
so kann man auch folgendermaBen schlieBen: ! sei die (notwendig durch den
Schnittpunkt D von /; und /, gehende) Angriffslinie der Resultante der beiden
Kréfte und P ein laufender Punkt auf / (Abb. 53). Projiziert man P von A4 aus
auf /; und von B aus auf /,, so entstehen auf /; und /, projektive Punktreihen P,
und Pg, die sich insbesondere in perspektiver Lage befinden, da D sich selbst
entspricht. Das Zentrum E der Perspektivitit ergibt sich als Schnittpunkt zweier
Geraden P, P, und muf auch auf der Geraden 4B liegen, da deren Schnittpunkte

1 D. h. die Seite soll einer gegebenen Richtung parallel sein.
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P{ und Py mit /; bzw. /, einander zugeordnet sind. Die Schnittpunkte Q; und Q,
der Geraden EC mit /;, bzw. /, sind die gesuchten Auflésungspunkte. (Der Schnitt-
punkt Q von AQ, und BQ, ist der Auflésungspunkt auf / fir die Resultante.)
Hierbei ist von den Kraften
nur benutzt, da ihre Resul-
tante auf / liegt. Kennt man
auch die GroBe der Resul-
tante, so kann man auch die
Betrage der Krifte auf /, und
Iy und auch die der Krifte auf
den drei Polygonseiten finden.
Die ool Seilpolygone, die
zu diesem Kraftsystem ge-
horen und deren freie Seiten
durch 4 und B gehen, haben
AB zur Polarachse, und der
Punkt £ auf 4B ist der
Scheitelpunkt desjenigen Ge-
radenbiischels, dessen Ge-
raden die mittleren Polygon-
seiten enthalten.

49. Die Polarachse fiir parallele Krafte. Sind S, und S, zwei Seil-
polygone fiir ein System von parallelen Kriften und p die zugehérige
Polarachse, so besitzen die Strecken, die auf einer beliebigen, den Kriiften
parallelen Geraden / von S, und p einerseits und S, und p anderer-
seits ausgeschnitten werden, ein Lingenverhiltnis u, das ungeindert
bleibt, wenn die Gerade / parallel zu sich verschoben wird (Abb. 54).
S, geht also aus S, durch eine Affinitdt mit p als Affinititsachse, der
Kraftrichtung als Affinitdtsrichtung und p als Streckungsverhiltnis her-
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vor. Wiinscht man zu einem solchen Kraftsystem ein Seilpolygon zu
zeichnen, von dem drei bestimmte Seiten a, b und ¢ durch drei gegebene
Punkte A, B bzw. C gehen, so kann man damit beginnen, ein Seil-
polygon S zu zeichnen, fiir das a durch 4 geht (Abb. 55). Dies muB}
durch eine Affinitdt der beschriebenen Art in das gesuchte iibergehen.
Daher kann man sofort die Punkte B’ und C’ auf S finden, die hierbei
in B und C iibergehen; und da sich entsprechende Geraden auf der
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Affinitiatsachse schneiden, ist diese, d. h. die Polarachse fiir S und das
gesuchte Seilpolygon, dadurch bestimmt, daB sie durch 4 und den
Schnittpunkt von BC und B’C’ geht. Hiernach ist das gesuchte Seil-
polygon leicht zu konstruieren.

50. Graphische Bestimmung des Momentes einer Kraft. Wir be-
trachten eine Kraft § mit der Angriffslinie /, die in Abb. 56 in der
Zeichenebene lotrecht angenommen ist, und untersuchen das Moment
dieser Kraft um die verschiedenen Punkte (,,Momentzentren‘) der
Ebene. Die Momentvektoren stehen senkrecht auf der Zeichenebene:
da man mithin ihre Richtung kennt, geniigt zu ihrer Festlegung die
Angabe eines (positiven oder negativen) Skalars. Wir wollen das Mo-
ment positiv rechnen, wenn der Momentvektor nach hinten weist, wenn
also die Kraft ,rechts herum‘
um das Momentzentrum dreht.
Um den Sachverhalt bequem aus-
driicken zu koénnen, wollen wir
uns auf ein x, y-Koordinaten-
system in der Ebene bezichen,
dessen x-Achse nach rechts und
dessen y-Achse nach oben gerich-
| tet ist. Das fragliche skalare

Abb. 56. Graphische Bestimmung des Monents Moment um ein Momentzentrum
viner Kraft in der Ebene ist dann gleich dem

Moment um eine zur Ebene senkrechte Gerade durch das Moment-
zentrum, die vom Leser auf die Ebene zu orientiert ist. Da die Kraft
lotrecht ist, kénnen wir sie ebenfalls durch ecinen Skalar K mit Vor-
zeichen angeben. Dieser soll nach oben, also in der Richtung der y-Achse,
positiv gezihlt werden. Fiir alle Punkte einer zu / parallelen Geraden »,
deren Abstand von / gleich 7 sei, ist das Moment das gleiche. Nehmen
wir die Kraft (wie in der Abbildung) positiv an, so ist das Moment
positiv, wenn  rechts von [ liegt, und sein Wert ist Kr. Seine Ande-
rung, wenn sich das Momentzentrum in der Ebene verschiebt, wird
also durch die Anderung von r veranschaulicht. Der Abstand 7, mit
Vorzeichen in der x-Richtung von / nach m gerechnet, ist daher ein
MaB fiir das Moment in einem passenden MomentmaBstab. Das Mo-
ment ist das Produkt einer Kraft und einer Linge, wird also beispiels-
weise durch Kilogrammeter oder Tonnenmeter gemessen!. Man hat daher
denjenigen Abstand von / zu bestimmen, in dem das Moment z. B. 1 kgm
ist, und mit diesem Abstand als Einheit stellt dann » das Moment dar.

Neben diesem MaB fiir das Moment betrachten wir noch ein zweites.
Wir zeichnen (Abb. 56) ein Seilpolygon fiir die Kraft & und bestimmen

1 Bei der Anwendung einer graphischen Methode wird man im allgemeinen
die Langeneinheit gegeniiber der in der eigentlichen Aufgabe vorliegenden ab-
andern.
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das Stiick y, das auf m von der ersten Seilpolygonseite s, und der zwei-
ten s, ausgeschnitten wird. Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke
in Abb. 56 entnimmt man K vy

h v’

Auch % kann mit Vorzeichen gerechnet werden, etwa positiv, wenn O
links von & liegt. Dann ist /1y ebenso wie K7 ein MaB fiir das Moment.
Hier variiert ¥ mit s, und man sieht, daB3 y fir 7 > 0 das Moment
mit richtigem Vorzeichen darstellt, wenn man y von s, nach s, in der
v-Richtung positiv zdhlt. Dies gilt auch, wenn & die entgegengesetzte
Richtung hat. Dann mul} nimlich das Moment das Vorzeichen wech-
seln, gleichzeitig werden aber s, und s; vertauscht, so daB3 auch y das
Vorzeichen wechselt. (Die erste Seilpolygonseite ist diejenige, die dem
Polstrahl zum Anfangspunkt der Kraft im Kriftepolygon parallel ist.)
Mit den so festgesetzten Vorzeichenregeln fiir alle vier GroBen gilt die
Gleichung K7 = hy einschlieflich Vorzeichen. Mif3t man das Moment
durch y, so ist die MomentmaBeinheit abhingig von der Langeneinheit,
der Krafteinheit, in der K aufgetragen ist, und der Wahl des Pol-
abstandes 7. .

Solange nur von einer Kraft die Rede ist, hat die zweite Darstel-
lung des Momentes kaum einen Vorzug vor der ersten. Ihr Wert zeigt
sich, wenn man es mit mehreren parallelen Kriften zu tun hat. Dann
ist der Faktor 2 in dem Momentausdruck /iy ecine Konstruktionsgrofe,
iiber die man ein fiir allemal verfiigt.

51. Moment paralleler Krifte in der Ebene. Wir betrachten nun
ein System von parallelen Kriften in der Ebene und zeichnen ein dazu-
gehdriges Seilpolygon. Wenn sich das Kriftepolygon nicht schliefit, so

ist das System einer m

Einzelkraft &quivalent, b P & by

fiir die die freien Seiten \ o | s y ¢
. 1

Sp 'und sn.dlcselbe Ro.lle y \/{/ \17‘

spielen wie s, und s; im AN i s

vorigen  Paragraphen. DN ,

g
Das Moment des Kraft- z y{/, ~
systems in einem will- S.j/: RNPS

kiirlichen Punkt P er- - 4
hilt mandaher dadurch, Avb. 57. Graphische Bestimmung des Moments cines cbenen
. Svstems paralleler Krifte.

daB man durch P eine

Parallele m zu den Kriften legt, auf dieser das Stiick y von s, bis s,
miBt und mit 4 multipliziert. Der Faktor 4 kann wieder in die Moment-
maBeinheit mit Beriicksichtigung seines Vorzeichens einbezogen werden.
(In Abb. 57 ist » =13, A <0, y <0 und das Moment in P daher
positiv.) Sind s, und s, parallel, so ist y konstant und 2y das Moment
des resultierenden Kriftepaares. Fallen s, und s, zusammen, so ist
das Moment Null.
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Hierbei ist nicht vorausgesetzt, daBl die Krifte gerade (wie in der
Abbildung) in der Reihenfolge im Kriftepolygon auftreten, in der ihre
Angriffslinien in der Ebene aufeinanderfolgen. Fiir ein beliebiges Teil-
system der Krifte, die eine Teilfolge im Kréftepolygon bilden, kann
man das Moment dadurch bestimmen, daB man fiir dieses Teilsystem
die erste und letzte Seilpolygonseite aufsucht.

Diese Anwendung der Betrachtungen von 50 kann auch fiir ein
cbenes Kraftsystem gemacht werden, dessen Krifte nicht parallel sind.
Dann ist aber % nicht mehr fiir alle Teilsysteme gemeinsam, kann also
nicht mehr in die MomentmaBeinheit einbezogen werden.

52. Graphische Bestimmung der Schubkraft und des Biegungs-
momentes fiir einen querbelasteten Balken. Ein Balken befinde sich
im Gleichgewicht unter der Einwirkung von duBeren Kriften, die alle
in einer vertikalen Symmetrieebene durch dic Mittellinie des Balkens
licgen und zur Lingsrichtung des Balkens senkrecht sind. Dann ver-
schwindet der Zug in jedem Querschnitt und das Torsionsmoment lings
der ganzen Mittellinie, da jede dullere Kraft die Projektion Null auf
und das Moment Null um die Mittellinie hat. Zur Bestimmung der
Schubkraft und des Biegungsmoments lings des Balkens ziehen wir die
Betrachtungen von 50 und 51 heran. Die dort cingefiihrten Bezeich-
nungen behalten wir bei. Alle duBeren Krifte nehmen wir als Einzel-
krifte mit gegebenen Angriffspunkten an. Vom Eigengewicht des Bal-
kens sehen wir vorldaufig ab.

Wir betrachten cinen Querschnitt ® des Balkens. Da die links
von O angreifenden Krifte eine vertikale Vektorsumme haben, ist auch
die Schubkraft in ®, also die Vektorsumme der Schubspannungen in @,
mit denen der rechte Balkenteil auf den linken einwirkt, vertikal. Es
geniigt daher, die Schubkraft als Skalar aufzufassen. Wir bezeichnen
diesen Skalar mit R und rechnen ihn nach unten positiv. Werden die
Krifte links von ® wie in 50 und 51 durch Skalare (positiv nach oben)
angegeben, so ist R ihre algebraische Summe. — Da die Krifte links
von ® im Schnittpunkt X der Mittellinic mit ® einen Momentvektor
haben, der horizontal ist und auf der Langsrichtung des Balkens senk-
recht steht, gilt das gleiche fiir den Biegungsmomentvektor in X, also
fiir die Momentvektorsumme in X der Zugspannungen in ®. Der Biegungs-
momentvektor kann daher ebenfalls durch einen Skalar angegeben
werden. Wir bezeichnen ihn mit U und rechnen ihn positiv, wenn im
oberen Teil des Balkens Druckspannung und im unteren Zugspannung
herrscht, wenn also die Zugspannungen, mit denen der rechte Balken-
teil auf den linken einwirkt, links herum zu drehen suchen. Rechnet
man wie in 50 und 51 das Moment der links von ® angreifenden Krifte
rechts herum positiv, so wird U deren Moment in X.

Wir konstruieren nun zu den gegebenen Kriften ein Seilpolygon.
Da sich der Balken im Gleichgewicht befindet, miissen sich sowohl das
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Kriftepolygon als auch das Seilpolygon schlieBen. Die Kraft K,, die
im Kréftepolygon durch den Vektor vom Punkt » — 1 bis zum Punkt »
dargestellt wird, liege auf der Geraden /,. Die Krifte sind hier in der
Reihenfolge zusammengesetzt, in der die Angriffslinien von links nach
rechts aufeinanderfolgen. Da sich das Kraftepolygon schlieBt, fallen
die Punkte 0 und # (in Abb. 58 ist # = 6) zusammen. Da sich auch
das Seilpolygon schlieBt, fallen die Geraden s, und s, zusammen.
Um nun R und U in cinem Punkt X des Balkens zu finden, lege
man durch X eine Parallele m, zu den Kriften. Diese schneide die
Seilpolygonseiten s, und s, (in der Abbildung s;). R kann man im
Kriftepolygon als Vektor von 0 nach » ablesen. Falls dieser nicht Null
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Abb. 58. Graphische Bestimmung von Schubkraft und Biegungsmoment cines querbelasteten Balkens.

ist, also s, und s, nicht parallel sind, geht die Resultante der links
von X angreifenden Krifte durch den Schnittpunkt von s, und s,.
Das Biegungsmoment U in X wird, wenn der Polabstand 4 in die Mo-
mentmaBeinheit einbezogen wird, durch das Stiick v dargestellt, das
von s, und s, auf m, ausgeschnitten wird, also durch die in Richtung
der Krifte gemessene ,,Momenthéhe der ,,Momentfliche* (das ist die
vom Seilpolygon begrenzte Figur) an der betreffenden Stelle.

Die Stelle mit maximalem Biegungsmoment hestimmt sich als Stelle
mit maximalem |y| dadurch, daB man diejenige der beiden zu s, par-
allelen Stiitzgeraden! an die Momentfliche legt, die von s, den gré8eren
Abstand hat.

Die Momentfliche braucht nicht zusammenhingend zu sein, da sich
das Seilpolygon selbst iiberkreuzen kann. Geschieht dies in einem
Punkt P des Balkens (wie in Abb. 58), so verschwindet das Biegungs-
moment in P. Die Resultante fiir die links von P angreifenden Krifte

1 Eine Gerade heilt Stiitzgerade einer ebenen Figur, wenn sie wenigstens
einen Punkt mit der Figur gemein hat und die Figur im iibrigen ganz auf einer
threr Seiten liegt. Eine beschrankte Figur hat genau zwei Stiitzgeraden von vor-
geschriebener Richtung. (Die beiden zu s, parallelen Stiitzgeraden des Seilpoly-
gons in Abb. 58 gehen durch die Schnittpunkte von s, und s; bzw. von s, und s;.)
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geht durch P, und in einem durch P gehenden Querschnitt des Balkens
herrschen nur Schubspannungen und keine Zugspannungen. Jedenfalls
bilden eventuelle Zugspannungen ein System im Gleichgewicht. Das
Gleichgewicht wird nicht gestort, wenn man sich an einer solchen Stelle
den Balken aus zwei Stiicken zusammnlengesetzt denkt, von denen das
eine sich um eine im anderen festgehaltene Achse senkrecht zur Ebene
drehen kann (Abb. 59), oder von denen das eine lose auf das andere

) =1 -

Abb. 59. Abb. 60.

gelegt ist (Abb. 60). Die erste Verbindungsweise kann im Gegensatz
zur zweiten auBer einer Schubkraft auch einen Zug oder Druck zwischen
den Balkenstiicken iibertragen. Wenn umgekehrt eine solche Zusammen-
fiigung bei eincm Balken vorliegt, muB3 das Biegungsmoment an der
betreffenden Stelle fiir jede Gleichgewichtslage verschwinden.

Wir gingen oben von der Annahme aus, daB alle auf den Balken
wirkenden duBeren Krifte bekannt waren. Handelt es sich aber um
einen Balken, der sich mit glatten Stiitzflichen auf gegebenc feste
Punkte stiitzt, so dall die Reaktionen senkrecht zur Lingsrichtung des
Balkens angenommen werden koénnen, und sind die iibrigen dufleren
Krifte gegeben, so miissen diese ,,Stiitzdriicke’* eine bekannte, zur
y-Achse parallele Einzelkraft oder ein Kriftepaar im Gleichgewicht
halten. Die Driicke in den Stiitzpunkten sind dann und nur dann
statisch bestimmt, wenn nur zwei Stiitzpunkte vorhanden sind; man
kann sie dann durch die Seilpolygonkonstruktion finden. Sind z. B. dic
Krifte auf /,, .. ., /; gegeben, !/, und /; dagegen Angriffslinien fir un-
bekannte Stiitzreaktionen, so beginnt man mit der Konstruktion des
Kriftepolygons 12345 und des Seilpolygons s;s,s35,5;. Die Verbin-
dungsgerade der Schnittpunkte von s; und s; mit /, bzw. /; ist die Seitc
sy = Sg, und eine Parallele zu s, durch O ergibt den Punkt 0 = 6 und

bestimmt dadurch die Reaktion 01 auf /;, und 56 auf /.

53. Berechnung bei kontinuierlicher Belastung. Wir wihlen ein
Koordinatensystem wie in Abb. 61 und nehmen an, daB die duBeren
Einzelkrifte K, in Punkten mit den

Abszissen x, (v =1, 2, ...) angreifen;

2 P ) hierbei sollen eventuelle Stiitzreak-

P y ——Z% tionen mitgezihlt werden. Die K, sollen
l Abb. 61. mit Vorzeichen versehen sein, und zwar

positiv in Richtung der y-Achse. AuBer-
dem wird angenommen, da der Balken kontinuierlich mit der ,,Be-
lastungsdichte’ @ (x) belastet ist, d. h. daB auf ein Element dx des
Balkens mit der Abszisse x eine zur y-Achse parallele Kraft der Groe
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@ (¥) dx wirkt. Diese Kraft hat die Richtung der y-Achse, wenn ¢
an der Stelle x positiv ist. (Bei einem waagerecht liegenden Balken
wirkt sein Eigengewicht wie eine solche Belastung; ¢ ist dann negativ
und bedeutet das ,,Gewicht pro Lingeneinheit®.)

Die Schubkraft R und das Biegungsmoment U in einem Punkt mit
der Abszisse X bestimmen sich durch

X
(83, 1) R(X):‘“]"P(x)dx+K1+K2 4
0
X
(63,2) U(X) =Oj(X-x) e dr + K (X —x) + Ko(X — %) | -~ .

wo diejenigen Krifte K, mitzunehmen sind, die links von X angreifen.
Man hat daher, wenn X nicht gerade Angriffspunkt einer Einzelkraft ist,

(53, 3) X =)
und, da (53, 2)
X

U(X) == XR(X) —”/'xqa(x) dx — K x, — Kyxy — - -

geschrieben werden kann, erhidlt man wegen (53, 3)

dU (X
1 U 2 RX) + Xe(X) — Xo(X),
also
(53, 4) 0N — r)
und PU (X
(58, 5) PIE o (x).

Man kann sich die Abhingigkeit dieser GréBen von X dadurch veran-
schaulichen, dal man Y = ¢(X), Y= R(X) und Y= U(X) in einem
Koordinatensystem auftragt. Man erhilt so eine ,,Belastungskurve®
fiir die kontinuierliche Belastung, eine ,,Schubkraftkurve und cine
,,Momentkurve“. R andert sich unstetig, wenn X den Angriffspunkt
einer Einzelkraft iiberschreitet, ist aber im iibrigen eine differenzier-
bare Funktion, die durch den Flicheninhalt der von der Belastungs-
kurve begrenzten ,,Belastungsfliche‘ gemessen wird. U variiert immer
stetig und ist zweimal differenzierbar auf den Stiicken zwischen den
Einzelkriften. Die Momentkurve besitzt Knicke in den Angriffspunkten
der Einzelkrifte, wo die Schubkraft springt. Das groBte Biegungs-
moment bestimmt sich als Maximum der Momentkurve.

Bei gleichmiBiger Belastung, ¢ = const (also beispielsweise fiir das
Eigengewicht ecines homogenen Balkens), ist die Momentkurve nach
(68, 5) aus Parabelbdgen zusammengesetzt, und die Schubkraftkurve
besteht nach (53, 3) aus Geradenstiicken mit konstanter Neigung.

Hat man die Reaktion von Stiitzpunkten zu bestimmen, was, wic
erwihnt, nur maglich ist, wenn es genau zwei, etwa 4 und B, gibt, so

Nielsen, Mechanik. 8
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kann dies durch die zu (83, 2) analoge Gleichung
0 j x)dx + K, (X — %) + Ky (X —x5) + -+ -

geschehen, wo iiber alle duBeren Krifte summiert und iber die ganze
Liange L des Balkens integriert wird. LiBt man X mit B zusammen-
fallen, so fillt die Reaktion in B heraus, und man kann die Reaktion
in A berechnen, und umgekehrt.

Wenn man in dem in 52 behandelten Fall, wo nur Einzelkrifte
wirken, dasjenige spezielle Seilpolygon zeichnet, fiir das die SchluB3seite
sy = s, im Balken liegt, so erhdlt man genau die Momentkurve.

Interessiert man sich nur fiir R und U in einem bestimmten Punkt X
des Balkens, so kénnen diese, wie in 52, durch ein Seilpolygon bestimmt
werden. Man muB nur die kontinuierlichen Belastungssummen f(p (x)dx
fiir jeden der beiden Teile bestimmen, in die X den Balken teilt, und
sie in den Mittelpunkten der beiden Skalarfelder ¢ (bei gleichférmiger
Belastung in den geometrischen Mittelpunkten) anbringen und danach
das Seilpolygon zu dem so erhaltenen System von zwei Einzelkriften
zeichnen. (Ist f @ (¥)dx = 0 fiir einen solchen Teil, so hat man statt
der Einzelkraft ein Kridftepaar mit dem richtigen Moment zu nehmen.)
Bei dieser Zusammenfassung der Kriafte werden namlich R und U fir
den Punkt X nicht geidndert. Dieses System von Einzelkrdften dndert
sich jedoch mit X.

Teilt man den Balken in kleine Elemente, ersetzt f @ (x) dx fir jedes
Stiick durch eine Einzelkraft und zeichnet ein Seilpolygon, dessen
Schlullgerade im Balken licgt, so stellt dieses Seilpolygon eine Annihe-
rung an die Momentkurve dar und konvergiert, wenn die Feinheit der
Einteilung unbegrenzt wichst, gegen die Momentkurve.

Fiir einen eingespannten Balken kann man, falls nur eine Einspan-
nungsstelle vorliegt, in dhnlicher Weise Einspannungskraft und -moment
durch ein Seilpolygon bestimmen. Eine kontinuierliche Belastung kann
man hierbei ebenfalls durch eine Einzelkraft, ihre Resultante, ersetzen.

Hat man R und U fiir zwei verschiedene Belastungen des Balkens,
so stellen dic Summen dieser Werte R bzw. U fiir den Fall dar, daB
beide Belastungen gleichzeitig wirken (Superpositionsgesetz). Es kann
daher vorteilhaft sein, R und U fir Einzelbelastungen und fiir kon-
tinuierliche Belastung gesondert zu bestimmen. Fiir die letztere ist
dann die Momentkurve eine in ihrem ganzen Verlauf zweimal differen-
zierbare Kurve.

Ubungsaufgaben zum 5. Kapitel.

1. In einer Ebene sind zwei Punkte 4 und B und die GréB8e und Angriffs-
linie einer Kraft gegeben. Man soll die Kraft in zwei Krifte umformen, deren
Angriffslinien durch 4 bzw. B gehen, und zwar so, daB die durch A4 gehende

Kraft eine vorgeschriebene Gré8e bekommt.
2. Man soll ein in einer Ebene ¢ gegebenes Kraftsystem durch Konstruktion
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umformen a) in zwei Krafte, von denen die einc auf einer in ¢ gegebenen Geraden
liegt und die andere durch einen in ¢, aber auBlerhalb der Geraden gegebenen
Punkt geht; b).in drei Krafte auf gegebenen Geraden in ¢, die sich nicht in einem
Punkte schneiden.

3. Zu zwei gegebenen Kraften ein Seilpolygon zu finden, dessen freie Seiten
durch gegebene Punkte gehen und dessen mittlere Seite eine gegebene Richtung hat.

4. Ein schwerer, homogener Balken .1 B vom Gewicht P ist mittels zweier
Seile AC und BD an zwei festen Punkten C und D aufgehangt. Man konstruiere
einen Punkt X des Balkens so, daBl ein gegebenes Gewicht ), in X aufgehingt,
den Balken waagerecht halt. Als gegeben zu betrachten sind die Punkte C und D,
die Langen des Balkens und der Seile und das Verhaltnis der Gewichte P und Q.

5. Zwei schwere homogene waagerechte Balken 4B und BD wiegen p l:;;

und sind in B durch ein reibungsfreies Gelenk mit waagerechter Achse verbunden.
Der Balken 4 B ist bei A4 in eine Mauer eingespannt. Der Balken B D ist in einem
seiner Punkte C unterstiitzt. Die Langen sind AB =am, BC=0m, CD = ¢ m.
Man soll die Stiitzkrifte in C und 4 und das Einspannungsmoment in 4 bestim-
men. — Welche Beziehung mull zwischen den drei Liangen bestehen, damit die
Einspannung in A4 durch eine einfache Unterstiitzung ersetzt werden kann?

6. Zwei schwere, homogene Balken A B und BC mit den Langen a bzw. b
sind in B durch ein reibungsfreies Gelenk verbunden; A B ist ferner in - an einem
reibungsfreien Gelenk befestigt. In welcher Entfernung von B mufl man BC
unterstiitzen, damit A BC eine waagerechte Gerade bildet? Man bestimme in diesem

Falle Schubkraft und Biegungsmoment lings .4 C, wenn die Balken p l:f wiegen.

7. Ein waagerechter Balken, von dessen Eigengewicht man absieht, sei in den
Endpunkten unterstiitzt. M und N sind zwei beliebige Punkte des Balkens. Das
Biegungsmoment in N, das durch eine in M angebrachte Einzellast hervorgerufen
wird, und das Biegungsmoment in M, das durch die gleiche, in N angebrachte
Einzellast hervorgerufen wird, sollen als gleich nachgewiesen werden.

8. Ein waagerechter Balken ist in zwei Punkten A4 und B festgehalten. Eine
homogene Last MN wird iiber den Balken hin bewegt. Das Biegungsmoment
in einem fest gewahlten Punkte O des Balkens variiert mit der Lage der Last.
Man zeige, daB es seinen groBten Wert fiir die durch die Proportion

40:0B = MO:0ON

bestimmte Lage der Last erhilt. (Die Richtung von M nach N stimmt mit der
von A nach B iiberein.)

9. Man bestimme Schubkraft und Biegungsmoment an einem in den End-
punkten unterstiitzten Balken, wenn die Belastungsdichte mit der Entfernung
von dem einen Endpunkt linear oder quadratisch ansteigt.

10. Man zeichne zu einem ebenen Kraftsystem dasjenige spezielle Seilpolygon,
welches durch Wahl des Pols im Anfangspunkt des Kraftepolygons entsteht.

6. Kapitel.

Statik der Fachwérke.

54. Berechnung der Spannungen in einem Fachwerk. Wir nehmen
die Untersuchung eines willkiirlichen Fachwerks wieder auf und ideali-
sieren es zu einem Stabsystem durch die in 44 gemachten Annahmen.
Es sei s die Anzahl der Stibe und % die der Knotenpunkte, die wir mit

8*
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P, (x=1,2,...,k) bezeichnen. Wenn die Knotenpunkte P, und P,
durch einen Stab verbunden sind, soll /,; dessen Linge und 7T, (=7,,)
die in ihm herrschende Spannung bedeuten. Hierbei wird wie friiher
Zugspannung positiv, Druckspannung negativ gerechnet. Von den
dulleren Kraften wird angenommen, daB sie simtlich in die Knoten-
punkte verlegt sind; eventuelle duBlere Stiitzreaktionen werden mit zu
den dulleren Kriften gezdhlt. &, sei die Resultante der in P, angreifen-
den duBeren Krifte, X,, Y, , Z, seien ihre Koordinaten in einem recht-
winkligen Koordinatensystem und «x,, y,, 2, die Koordinaten von P,,.

Daf3 sich jeder Knotenpunkt im Gleichgewicht befindet, 1aBt sich
durch die & Vektorgleichungen

’Tx -—>
(54, 1) Q"'*Zlfpﬂpzzo 2=1,2,....k
7 *

zum Ausdruck bringen, da ja ~;~—} ein Einheitsvektor in der Richtung

xA

von P, nach P, und T,; positiv oder negativ ist, je nachdem Zug oder
Druck im Stabe P, P, herrscht. Die Summation > ist iiber alle die-

f

jenigen Knotenpunkte P; zu crstrecken, die mit P, durch einen Stab
verbunden sind. Von (54, 1) wollen wir zu den skalaren Gleichungen

' T, .
(54, 2) l ')}.' (xx -— x/‘.) = ‘Xg,
j/ Txl . )/' s 1 A k
(64, 3) 2 7, Wn—y) =1, x=1,2,...,
’ Txl
(54! 4) ] }. (zx - Zj_) = Z}t

T.
iibergehen, die wir als 3 & lineare Gleichungen fiir die s Unbekannten /"

»/,
auffassen. Diese Unbekannten denken wir uns in eine beliebige, aber
ein fiir allemal feste Reihenfolge gebracht. Aus ihnen erhdlt man sofort
die unbekannten Spannungen T, ; selbst, da mit den Koordinaten der
Knotenpunkte auch die Stablingen

hos = Vi = 2+ (0 — 920 (o — )
bekannt sind. Die Koeffizientenmatrix I" des Gleichungssystems besteht
aus den Koordinatendifferenzen x, — «,, x, — v, 2, — 2;, wobel genau
die Indizespaare %, 4 auftreten, fiir die P, und P, durch einen Stab ver-
bunden sind, im {ibrigen aus Nullen. Und zwar stehen in einer Spalte,

T .
etwa der zur Unbekannten 755 gehorigen, an x-ter Stelle x, — x;, an

J-ter Stelle x;, — x,, an (k-+x)-ter Stelle y, — y,, an (k-4)-ter Stelle
Y5, — Y, an (2k’+ x)-ter Stelle z, — z;, an (2k-+ A)-ter Stelle z, — 2,
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und sonst 01. Daraus kénnen wir sofort entnchmen, daf3 zwischen den
linken Seiten der 3% Gleichungen (54, 2, 3, 4) lineare Abhingigkeiten
bestehen. Addiert man nimlich die £ Gleichungen (54, 2), so entsteht
links 0; dasselbe gilt fiir die £ GGleichungen (54, 3) und die 4 Gleichungen
(64, 4); denn es stehen ja jedesmal zwei entgegengesetzt gleiche Glieder
in einer Spalte. Sollen nun die Gleichungen (54, 2, 3, 4) losbar sein, so
miissen die rechten Seiten dieselben lincaren Relationen befriedigen
(vgl. 9). Damit haben wir dic notwendigen Bedingungen

(54, 5) DX, =2Y,=227Z,=0.
x=1 x=1 x=1

Multipliziert man ferner (54, 2) mit —y, und (54, 3) mit «,, addiert und
summiert auBlerdem tiber » von 1 bis %, so verschwindet die linke Seite
Tul

Ty .
cbenfalls identisch in den —; denn der Koeffizient von ;’ wird ja
XA »”

-yz(xz - xl) - y).(xli - xn) -+ xx(yx - yl) + xl(y). - yx) = 0.

Entsprechendes gilt fiir (64, 2) und (54, 4) bzw. (54, 3) und (54, 4). Wir
haben also

k k k
(54': 6) Z(}&Z” - zxYx) = Z(ZMX,_ - anx) = Z(xHYH - yitXn) =0
=1 n=1 x=1

als weitere notwendige Bedingungen fiir Losbarkeit.

Die sechs Gleichungen (54, 5, 6) sind gerade der Ausdruck dafiir,
daB die duBeren Krifte ein mit Null dquivalentes System bilden. Wir
wissen ja auch aus 44, daB dies aus Gleichgewicht in jedem Knoten-
punkt folgt. Wir interessieren uns nun ausschlieBlich fiir den Fall, dag

1 Beispielsweise hat man fiir das in Abb. 62 dargestellte einfache Fachwerk
die folgende Matrix [ :

Ty Tos Ton T3y Ty
l1s ly3 lyq l34 4
Py x— 2 0 0 0 2y — % |
Py | %y — %, %3 — 23 %3— 2, 0 0
Py 0 X3 — %y 0 X3 — X, 0 P
P, 0 0 Xy — Xy Xg— Xz Xy Xy
Pyl y1—79 0 0 Y V1Y Py
Py | ¥a—%1 Y2—%3 Y2— Vg 0 0 &
P:)4 0 Y3 Yo 0 Y3 — Yy 0
Pl o 0O Ya—% Y—¥ Y= N L
P | z— 2 0 0 0 iy — 2,
Py | 29— 2y 25~ 23 23— 2, 0 0
Py 0 23— 2y 0 2g — 24 0
P, 0] 0 Za— 2y 24— 23 Zg— 24

Hierbei ist iiber jede Spalte die zugehorige Unbekannte und neben jede Zeile
der Knotenpunkt geschrieben, dem die betreffende Gleichung entspricht.
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die rechten Seiten in (54, 2, 3, 4) die selbstverstiandlichen Bedingungen
(54, 5, 6) erfiillen, wo also das Fachwerk unter der Einwirkung eines
mit Null dquivalenten Kraftsystems steht.

Es bezeichne o den Rang, also die Maximalzahl linear unabhingiger
Zeilen (oder Spalten) der Koeffizientenmatrix M des Gleichungssystems
(54, 2, 3, 4). Offenbar ist
(54, 7) o=s,
da s die Spaltenzahl der Matrix ist. Ferner ist o = 3%; da aber zwischen
den 3% Zeilen von [, wie eben festgestellt, wenigstens sechs lineare
Relationen bestchen, wird man vermuten, dall sogar

(54, 8) g%k —6

gilt (vgl. 9, S. 21). Dies trifft in der Tat zu, wenn das Fachwerk — was
wir im folgenden voraussetzen — wenigstens drei nicht auf einer Ge-
raden gelegene Knotenpunkte besitzt!. Dann sind nimlich die oben ge-
fundenen sechs Relationen zwischen den Zeilen linear unabhingig.

Um dies zu beweisen, fassen wir die sechs Systeme von 3% Koeffizienten
der Relationen zu folgender Matrix zusammen:

1.0 0 0z -y,

0 0 0 2 —Yr
0 1 0 ——31 0 ,1'1
(54, 9) o 10 =z
0 1 0 — 2} (€] Xk
o 0 1 Yy —¥ 0

1 Yo —Xy 0

0O 0 1 Vi —Xk 0
Wir haben zu zeigen, daB diese Matrix den Rang 6 hat, also wenigstens eine nicht
verschwindende sechsreihige Unterdeterminante enthialt. Nach Voraussetzung

gibt es drei nicht in gerader Linie liegende Knotenpunkte. Durch passende
Numerierung kénnen wir offenbar erreichen, daBl dies fir P;, P,, P, zutrifft.

_.,—-) —*._..‘)

Dann verschwindet also das Vektorprodukt P;P, X P, P, nicht. Nehmen wir
etwa an, es gelte fiir dessen x-Koordinate

Yo =01 “Fa— 4 +0.

Vs =N “f3—4
Dann ist entweder z, — z; oder z; — z; von Null verschieden. Ohne Beschran-
kung der Alligemeinheit kénnen wir z, — z; + 0 annehmen und betrachten dann

1 Auf den dadurch ausgeschlossenen einfachen Fall, daB alle Knotenpunkte

auf einer Geraden liegen, brauchen wir nicht niher einzugehen. Alles Wesent-
liche dariiber kann man aus den Ausfithrungen iiber Stabpolygone in 45 ent-
nehmen.
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diejenige Unterdeterminante, dic aus der ersten, zweiten, dritten, (%4 1)-ten,
(k4 2)-ten und (2% + 1)-ten Zeile von (54, 9) besteht, also

1 0 0 0 z 1 - }'1
1 0 0O 0 Zyg =My
1 0 O 0 Z3 Vg

0O 1 0 —& 0 Xy
0O 1 0 -2 0 Xy

001 y —x O

Durch geeignete Zeilensubtraktionen erhalten wir hierfir

10 0 0 z -
0 0 g2 Y1 Ve o 2 ¥y — ]
0O 0 0 0 23— 2 Yy — VY3 ' . ’
01 0 —z 0 o | 0 %74
0 0 0 2z —2y 0 Xy — Xy R v A
0 1 b0 -~ Xy 0

Damit haben wir (54, 8) bewiesen und konnen nun die folgenden
allgemeinen Sitze aussprechen:

I. Ein Fachwerk, fiir das 0 << 3k — 6 ist, kann nicht unter der Ein-
wirkung eines beliebigen mit Null dquivalenten Kraftsystems im Gleich-
gewicht setn. Denn es bestehen ja 3% — 6 — o lineare Relationen zwi-
schen den linken Seciten der Gleichungen (54, 2, 3, 4), die untereinander
und von den oben benutzten sechs unabhingig sind, und die Bedingung
dafiir, daBB (54, 2, 3, 4) bestehen, ist, daB3 dieselben [von den Gleich-
gewichtsbedingungen (54, 5, 6) unabhingigen] Relationen zwischen den
Kraftkoordinaten bestehen. — Insbesondere tritt dicser IFall wegen
(54, 7) stets fiir s <3k — 6 ein.

II. Wenn ein Fachwerk mit o <s unter der Einwirkung eines be-
kannten Systems von duferen Kriften tm Gleichgewicht ist, so sind die
Stabspannungen statisch nicht bestimmi. Man hat nimlich s — o Un-
bekannte mehr als linear unabhingige Gleichungen, und die 3% homo-
genen Gleichungen haben also von der Nullosung verschiedene Losun-
gen. Im Fachwerk koénnen daher Spannungen im Gleichgewicht be-
stehen, auch wenn es nicht unter der Einwirkung duBerer Krifte steht,
und diese Systeme von Spannungen im Gleichgewicht hingen von s — ¢
Parametern ab. Befindet sich das Fachwerk unter der Einwirkung
eines duBeren Kraftsystems im Gleichgewicht, so erhilt man fiir die
Stabspannungen denselben Grad von Unbestimmtheit. — Insbesondere
tritt dieser Fall wegen (54, 8) stets fiir s > 3% — 6 ein. — Die Fille I
und II kénnen zugleich vorliegen, da ¢ << 3% — 6 und o < s gleichzeitig
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erfillt sein koénnen, ohne daB irgendeine Annahme iiber s und 3% — 6
erforderlich ist.

III. Durch Vergleich der beiden Sdtze I und II erkennt man: Ein
Fachwerk befindet sich dann und nur dann unter der Einwirkung eines
willkiirlichen mit Null dquivalenten, in den Knotenpunktien angreifenden
Kraftsystems 1m Gleichgewicht, wenn 0 = 3k — 6 1st. Die Spannungen
in einem Fachwerk sind dann und nur dann statisch bestimmi, wenn
o = s 1st. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf beides
zugleich eintritt, ist
(64, 10) s =0 =13k —0.

Wir wollen das Fachwerk mechanisch bestimmt nennen, wenn es die
beiden genannten Eigenschaften besitzt.

Wir werden spater (Kapitel 9) der Koeffizientenmatrix der linken
Seiten von (54, 2, 3, 4) in ncuem Zusammenhang begegnen, wobei auch
neues Licht auf die vorstchenden Betrachtungen fallen wird.

In den Fallen, wo o = s, wo also die Spannungen eindeutig aus den
duleren Kriften bestimmbar sind, sind die Spannungen homogene
lineare Verbindungen der Koordinaten der duBeren Krifte. Wenn man
also alle dulleren Krifte im selben Verhiltnis abidndert, so dndern sich
demnach auch die Spannungen im selben Verhiltnis: Ein gemeinsamer
skalarer Faktor u auf den rechten Seiten von (54, 2, 3, 4) zieht Multi-
plikation des eindeutigen Lésungssystems T,; mit demselben Faktor u
nach sich. Ferner: Sind 7,; und T, die Spannungen fiir zwei ver-
schiedene duBlere Kraftsysteme §' und 8", so sind T, =T,, + Ty,
die Spannungen fiir das Kraftsystem S = S 4+ 8" (Superpositions-

prinzip).

Bemerkung. Der Beweis fiir (54, 8), also fiir die Unabhangigkeit der anfangs
genannten Relationen kann auch folgendermaBen gefiihrt werden. Zunéchst be-
merken wir, dafl eine lineare Abhangigkeit zwischen den sechs Relationen be-
deuten wiirde, da3 eine der Relationen aus den fiinf tibrigen folgt. Dann miillte
aber auch die entsprechende der Bedingungen (54, 5, 6) cine Folge der iibrigen
sein. '

a) Nehmen wir an, eine der Gleichungen (54, 5), etwa > X, = 0, folgte aus
NY,=0, XZ, =0 und (54, 6), so hieBe dies, daB bei jedem in den Knoten-
punkten angreifenden Kraftsystem, fiir welches das Moment in O sowie die y-
und z-Koordinate der Vektorinvariante verschwinden, notwendig auch deren
x#-Koordinate verschwindet.

b) Nehmen wir an, eine der Gleichungen (54, 6), etwa die erste, folgte aus
den beiden anderen und (64, 5), so hieBe dies, daB bei jedem in den Knoten-
punkten angreifenden Kraftsystem mit verschwindender Vektorinvariante und
verschwindenden y- und 2-Koordinaten des Moments in O notwendig auch die
x-Koordinate des Moments verschwindet. .

Die Annahme a) ist offenbar widerlegt, wenn es gelingt, in den Knotenpunkten
ein Kraftsystem mit verschwindendem Moment in O und willkiirlich vorgeschrie-
bener Vektorinvariante § anzubringen. Dies kann folgendermaBen geschehen.
Es seien P;, P,, P, drei nicht in gerader Linie liegende Knotenpunkte. Wir nehmen
zunichst an, daB O nicht in der Ebene des Dreiecks P, P, Py liegt. Dann zerlegen
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wir & in drei Komponenten §;, &, ®; nach den Richtungen OP;, OPg, OP; und
bringen §t;, $ty, §i; in P, P, bzw. P; an (Abb. 63). Das so entstehende System
§ty, R, & erfiillt offenbar die Forderungen, da die drei Angriffslinien durch O
gehen. — Liegt O in der Ebene P, P, P, so bringen wir in I’}, Iy, P; solche zu s
parallele Krafte 4,8, 4,8, A3® an, daB
ihr Mittelpunkt (vgl. 29) in O fillt und
ihre Summe gleich &, also

(54,11) 21+}.2+A3= 1

ist. Sind 1, 1,, t; die Ortsvektoren von
Py, Py bzw. P;, so hat man nach (29, 4)
dazu die 2 so zu bestimmen, daf

(54‘, 12) ).ltl + }.212 + }.3t3 == ()

wird. Dies ist aber moglich; denn die ¢
sind linear abhangig, da P;, P;, P; mit O
in einer Ebene liegen; es gibt also von
0, 0, 0 verschiedene Losungen von (54, 12),
und bei diesen kann die Summe der 2 nicht verschwinden, da sonst P, Py, Py
auf einer Geraden lagen. Durch Zufiigung eines passenden gemeinsamen IFFaktors
kann man also auch (54, 11) befriedigen.

Die Annahme b) ist offenbar widerlegt, wena es gelingt, in den Knotenpunkten
P, P,, P, cin Kraftsystem mit verschwindender Vektorinvariante und willkiirlich
vorgeschriebenem Moment It anzubringen. Dies kann folgendermafen geschehen.
Wir nehmen zunachst an, daB IR nicht senkrecht auf der Ebene P, P, Py steht.
Dann gibt es eine Seite, etwa P, P;, des Dreiecks Py P, P,, die nicht auf I senk-

A K, Abb. 63.

recht steht; die Gerade P,P,; wird dann von der zu I senkrechten Ebene ¢
durch P; geschnitten. Sei P’ ®
der Schnittpunkt. Dann brin- 7’3
lich in ¢ liegendes) Kraftepaar
$;, & mit dem gegebenen

Moment IR an. & kénnen wir

nun durch zwei parallele Krafte

S, und R, in P, bzw. P, er-

setzen, die zusammen &quiva-

lent &’ sind (Abb. 64). Das

von der gewiinschten Art. - 8 Abb. 64.

Steht I senkrecht auf der S e

Ebene P, P, Py, so kann man in zwei der Knotenpunkte ein Kriftepaar vom
Moment IR anbringen, und dieses leistet dann das Gewiinschtel.

Die beiden Resultate lassen sich zu folgendem Satz zusammenfassen: Jedes
Vektorsystem laBt sich auf drei Vektoren mit nicht auf einer Ge-
raden liegenden, im iibrigen willkiirlich vorgegebenen Angriffs-
folgern.

1 Zur Erliuterung sei bemerkt, daB die Voraussetzung der Existenz von
wenigstens drei Knotenpunkten notwendig ist. Liegen namlich nur zwei vor, so
ist ein Kraftsystem mit der Vektorinvariante Null notwendig ein Kriftepaar,
dessen Momentvektor senkrecht zur Verbindungsgeraden der beiden Punkte ist.
Er kann also (bei gegebenen Knotenpunkten) gewiB nicht willkiirlich vorgeschrieben

gen wir in P; und P’ cin (natir- 1‘.17%
S/
. o
e 8
/’/ /,/%}

Kraftsystem &,, &,, ft3ist dann

punkten reduzieren. Dies laBt sich auch aus Teil b) des Satzes in 27, S. 63
werden. In diesem Fall sind ja auch die obigen sechs Relationen linear abhingig.
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55. Ebene Fachwerke. Licgen alle Stibe und &duBeren Krifte in
ciner Ebene, so wihlen wir diese zur x, y-Ebene. Dann verschwinden
alle z, und Z,. Man erhilt in diesem Fall als Ausdruck fiir das Gleich-
gewicht der Knotenpunkte die 2% Gleichungen (54, 2, 3), wo die Koeffi-
zientenmatrix s Spalten und 2% Zeilen hat; ihren Rang bezeichnen wir
wieder mit ¢. Von den Bedingungsgleichungen (54, 5, 6) bleiben nur

(5, 1) zx —-ZY = DY, — 5,X) =0
»=—=1

in Ubereinstimmung damlt, daB} drei linearc Abhdngigkeiten zwischen
den Zeilen zu beriicksichtigen sind. Die Betrachtungen des vorigen
Paragraphen fiithren daher in diesem Fall auf die Ungleichungen

(55, 2) o s,

(65, 3) o2k —3
und die Sitze:

[. Ewn ebenes Fachwerk, fiir welches o << 2k — 3 ist, kann nicht unter
der Linwirkung eines ganz beliebigen in seiner Lbene liegenden, mit Null
dquivalenten Kraftsystems im Gleichgewicht sein. Die Kraftkoordinaten
miissen vielmehr 24 — 3 — o lineare Bedingungen erfiillen. Dieser Fall
tritt wegen (85, 2) insbesondere fiir s << 2k — 3 ein.

II. Wenn sich ein ebenes Fachwerk mit s > o unter der Einwirkung
eines bekannten Systems von in seiner Ebene liegenden duferen Kriften
im Gleichgewicht befindet, so sind die Stabspannungen statisch nicht be-
stimmt; sie hingen von s — o freien Parametern ab. Wegen (55, 3)
tritt dieser Fall insbesondere fiir s > 2%k — 3 ein.

II1. Ein ebenes Fachwerk ist dann und nur dann mechanisch be-
stimmt, wenn
(65, 4) §= 0 ==2k—3
1st.

Auch der Koeffizientenmatrix fiir den ebenen Fall werden wir
spater in anderem Zusammenhang wieder begegnen.

Die numerische Auflosung des Gleichungssystems (54, 2, 3, 4) oder
im ebenen Fall (54, 2, 3) mit Hilfe von Determinantenformeln fiir die
Losungen ist schon bei mdBig komplizierten Fachwerken praktisch un-
durchfiihrbar!. Wir besprechen daher im folgenden einige andere
in vielen Fillen brauchbare Methoden zur Bestimmung der Spannungen.

56. Sukzessive Berechnung. Dic Berechnung der Spannungen in
einem ebenen Fachwerk gelingt besonders leicht, wenn man die Knoten-
punkte in einer solchen Reihenfolge in die Rechnung einfiihren kann,
daB man bei jedem Schritt nur zwei unbekannte Spannungen hat.
Dies ist z. B. bei einem Fachwerk der in Abb. 65 angegebenen Art,

1 Vgl das Beispicl in der FuBnote auf S. 117.
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einer ebenen Dreieckskette, der Fall. Man erhilt dann durch wieder-
holte Anwendung von (54, 2, 3), zundchst fiir x = 1, die Gleichungen

Tys T - £ <
‘l{; (%, — x,) + ~ZTI,_:? (¥ — x3) = Xy, % N
T T ’
7_13 (¥1— ¥e) 1_13 (yy— ys) = Yy, &
12 13 :

5 3

aus denen sich 7,, und T,; bestim- Abb. 65. Dreicckskette,

men; denn die Determinante verschwin-
det nicht, da P,, P, und P; nicht auf einer Geraden licgen. Weiter
hat man fir x = 2

T T T .
72(7‘2 — %) + 72‘? (xp — %3) + 73‘4 (%p — ) = Xy,
21 23 24

Ty, Ty,

]“ r
7 (Y2 — ¥ + ,1_33 (¥2 — ¥3) + T (y2 — ya) = Y,
21 23 24

woraus 1,5 und 7,4 eindeutig bestimmt werden kénnen, da ja T, ,=T,,
bereits bekannt ist. Fiir » = 3 bestimmt man nun in derselben Weise
T,, und T,,, da T, und T, schon bekannt sind, und so fihrt man
fort. IFiir » = § hat man noch die beiden Unbekannten 74 und 75,.
Fiir » = 6 hat man nur noch die eine Unbekannte T4,, aber zwei Glei-
chungen; fiir » = 7 schlieBlich keine Unbekannte, jedoch zwei Glei-
chungen. Man erhiilt so drei iiberschiissige Gleichungen. Sie fithren zu
keinem Widerspruch, wenn das dullere System dquivalent Null ist, sie
sind nimlich von selbst erfiillt, wenn die Gleichungen (585, 1) gelten.
Dieses Fachwerk ist mechanisch bestimmt, es gilt also (55, 4).

Man kann die iiberschiissigen Gleichungen zur Bestimmung von zu-
nachst unbekannten &dulleren Stiitzreaktionen verwenden, falls diese
selbst statisch bestimmt sind. Nehmen wir z. B. an, daB das obige
Fachwerk (Abb. 65) in P, festgehalten ist, so daB3 die Reaktionskraft ),
beliebige Gréfle und Richtung in der Ebene haben kann, und dal} der
Knotenpunkt P4 an eine glatte Gerade in der Ebene gebunden ist, so
daB die Reaktionskraft R, eine bekannte Richtung hat, der Gr68e nach

aber unbekannt ist, und schlieBlich, daBl in P,, ..., P, willkiirlich ge-
gebene duBere Krifte &, ..., 8; wirken. Die Berechnung der Span-
nungen fir » =1, ..., 5 geht wie oben vor sich. In den beiden Glei-

chungen fir » = 6 hat man 7,;, R;, und R, als Unbekannte, man
kennt aber aullerdem das Verhiltnis R, : R, da die Richtung von %
bekannt ist. In den beiden Gleichungen fiir » = 7 hat man danach
nur die Unbekannten R;, und R;,. Es crgeben sich also gerade alle
Spannungen und die duBeren Reaktionskrifte bei willkiirlicher duBerer
Krafteinwirkung. — Es erfordert keine wesentliche Anderung des Ver-
fahrens, wenn in Py und P, auller den unbekannten Reaktionen noch
gegebene Krifte §t; und R, wirken.
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Bei diesem Beispiel mul jedoch vorausgesetzt werden, daB3 die glatte
Stiitzgerade fiir Pg nicht senkrecht auf PgP, steht. In diesem Sonder-
fall liegen ja die unbekannten Krifte auf derselben Geraden, und man
wird die zwei Gleichgewichtsbedingungen fiir Py nicht erfiillen kénnen,
falls die tbrigen in Py angreifenden Krifte und Stabspannungen nicht
gerade eine Resultante in dieser Richtung ergeben. Das Fachwerk be-
findet sich dann also nur bei speziellen duBeren Kraftsystemen im
(sleichgewicht.

Allgemeiner kann man tber die dullere statische Bestimmtheit eines
inwendig mechanisch bestimmten ebenen Fachwerks folgendes feststellen:
Ein solches Fachwerk liefert stets drei iiberschiissige Gleich-
gewichtsbedingungen, und diese ermdglichen die Bestim-
mung von drei unbekannten Reaktionskomponenten. Wenn
nun (wie im obigen Beispiel in P,) die Reaktion in einem Stiitzpunkt
unbekannte Richtung hat, so kann man in die Rechnung statt dessen
zwel Reaktionskrifte von unbekannter Gréfe mit im voraus gewihlten,
sich im Stiitzpunkt schneidenden Angriffslinien einfithren. (Im obigen
Beispiel sind dies R;, und R,,.) Damit ein inwendig mechanisch be-
stimmtes Fachwerk eindeutige Bestimmung der duBleren Reaktionen
zuldlt, diirfen also nur drei unbekannte Reaktionen mit gegebenen
Angriffslinien vorhanden sein, und diese Angriffslinien diirfen nicht
durch denselben Punkt gehen. (Dies taten sie gerade in dem oben-
erwihnten Sonderfall.) Willkiirlich gegebene duBere Krifte, die auf das
Fachwerk wirken, kénnen namlich gerade durch drei eindeutig bestimmte
Reaktionskrifte mit den drei gegebenen Angriffslinien im Gleichgewicht
gchalten werden, wenn diese nicht durch einen Punkt gehen.

Bei dieser Betrachtung ist vorausgesetzt, daB das Fachwerk in-
wendig mechanisch bestimmt ist, und deshalb gerade drei iiberschiissige
Gleichungen ergibt. Es konnen aber auch mehr iiberschiissige Glei-
chungen auftreten. Entfernt man z. B. den Stab P3P, in dem in Abb. 65
angegebenen Fachwerk, so erhidlt man s = ¢ = 2% — 4, also vier tiber-
schiissige Gleichungen. Bei Berechnung unter Zugrundelegung derselben
Reihenfolge der Knotenpunkte wie oben erhilt man in P; nur eine
neue Unbekannte, die beide Gleichgewichtsbedingungen fiir P, erfiillen
soll. Dies ergibt eine Bedingung fiir die Krifte &,, &,, 3, nimlich
daB ihre Resultante durch P, geht. Ist indessen P, an eine glatte Gerade
gebunden, die nicht senkrecht auf P3P, steht, so kann das Kraftsystem
wieder willkiirlich sein, und man hat fiir das ganze Fachwerk vier iiber-
schiissige Gleichungen fiir vier unbekannte dulere Reaktionen mit be-
kannten Angriffslinien.

Dem obigen ebenen entspricht als raumliches Beispiel eine ,,Tetra-
ederkette’. Man wird hier versuchen, die Knotenpunkte in einer
solchen Reihenfolge in die Rechnung einzufithren, da man fiir jeden
neuen Knotenpunkt drei neue unbekannte Spannungen in drei nicht in
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einer Ebene liegenden Staben erhdlt. Dann hat man jedesmal nur drei
lineare Gleichungen mit drei Unbekannten. LaBt sich das Fachwerk
nicht in dieser Weise aufbauen, so mull man gréBere Gleichungsgruppen
zusammenfassen. Fiir die durch (54, 10) gekennzeichneten inwendig
mechanisch bestimmten Fachwerke, erhdlt man sechs iiberschiissige
Gleichungen, die zur Berechnung von sechs unbekannten duleren Reak-
tionskriaften verfiigbar sind. Fiir andere Fachwerke kann die Anzahl
groBer sein. Man kann hier wieder die Angriffslinien der Reaktions-
krédfte als im voraus bekannt annchmen. Dies ist von selbst der Fall
bei Knotenpunkten, die an glatte Flichen gebunden sind. Fir Knoten-
punkte, die an glatte Kurven gebunden sind, fiithrt man zwei Reaktions-
krifte auf zwei einander schneidenden Kurvennormalen ein. Bei fest-
gehaltenem Knotenpunkt fithrt man drei Reaktionskrifte mit Angriffs-
linien durch diesen Punkt ein, die nicht in derselben Ebene liegen. —
Unter welchen Umstidnden die Reaktionskriafte mit # so festgelegten
Angriffslinien ein willkiirliches duBleres Kraftsystem im Gleichgewicht
zu halten vermogen, bzw. durch diese Gleichgewichtsforderung eindeutig
bestimmt sind, kann mit Hilfe der Sitze 27, ITI, IV vollstindig ent-
schieden werden. Wir heben den folgenden besonders einfachen, aber
besonders wichtigen Ifall hervor: Fachwerke mit sechs diberschiissigen
Gleichgewichisbedingungen, insbesondere also inwendig wmechanisch be-
stimmte Fachwerke, sind fiir sechs Reaktionskrifte mit gegebenen An-
griffslinien duferlich statisch bestimmt, falls diese sechs Geraden nicht
dem gleichen Nullsystem angehiren.

Das Koordinatensystem haben wir nur verwendet, um das Resultat
iibersichtlich zu gestalten. Bei praktischer Berechnung bindet man sich
nicht an feste Projektionsrichtungen. Man wihlt vielmehr fiir jeden
Knotenpunkt gesondert passende unabhingige Projektionsrichtungen,
und zwar zwei bei ebenen, drei bei rdumlichen Fachwerken.

57. Die Schnittmethode. In einem Fachwerk F denke man sich
gewisse Stdbe durchschnitten, so daBl F dadurch in zwei Teilsysteme
F, und F, zerfillt. Ist dann S, das Teilsystem derjenigen &dufleren
Krifte, die in zu F,; gehorigen Punkten angreifen, so bildet §; zusam-
men mit den von F, auf F, wirkenden Spannungen in den durchschnit-
tenen Stdben ein System im Gleichgewicht. Anders ausgedriickt: S, ist
dem System dieser Stabspannungen, wie sie auf F, wirken, dquivalent.
Dies kann zur Bestimmung der Spannungen in den durchschnittenen
Stiben in den Fillen verwendet werden, wo diese Spannungen durch
die Aquivalenz mit S, eindeutig bestimmt sind.

Wenn man etwa ein ebenes Fachwerk F durch Zerschneiden von
drei Stiben, die auf den Geraden /;, /, und /; liegen, in zwei Teile F,
und F, zerlegen kann, so erhilt man die Spannungen in den zerschnit-
tenen Stiben auf eindeutige Weise, falls nur nicht /;, I, und /3 durch
denselben Punkt gehen oder parallel sind. Schneiden sich /; und /, in
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einem Punkt O, der nicht auf /; liegt, so ist die auf F, wirkende Span-
nung mit der Angriffslinie /; dadurch bestimmt, daB3 ihr Moment um O
gleich dem Moment von S, um O ist. Ist [, aber nicht /;, zu /, parallel,
so bestimmt sich die Spannung auf /; dadurch, daB3 sie dieselbe Pro-
jektion auf eine Normale zu /, und /, ergeben mu3 wie §;. In ent-
sprechender Weise findet man die Spannungen in den beiden anderen
Stédben.

Ist 8, dquivalent Null, so herrscht in den drei durchschnittenen
Stiben keine Spannung. Sonst ist 8, einer Einzelkraft oder einem
Kriftepaar dquivalent. Dies kann man zu einer graphischen Span-
nungsbestimmung verwenden: Ist S, dquivalent der Kraft & mit der
Angriffslinie /, und schnei-
den sich beispielsweise [
und /; in einem Punkt P,
so zerlegt man  mit Hilfe
cines Kriftedreiecks in
Komponenten auf /; und
PO, woO der (endliche oder
unendlich ferne) Schnitt-
punkt von/, und /, ist. Die
Kraft auf PO ersetzt man
danach durch zwei zu ihr
dquivalente Krifte auf [,
und /,. Damit hat man die
Abb. 66. Schnittmethode. Spannungen %,, ¥,, ¥, in
‘ den durchsschnitten ge-
dachten Stiben (Abb. 66; dort stellen T, und I, Zugpannungen und I,
eine Druckspannung dar). — Ist S, dquivalent einem Kriftepaar, und
schneiden sich etwa /; und /, in O, so kann man das Kriftepaar durch
eine Kraft auf /; und eine ihr entgegengesetzt gleiche Kraft in O dar-
stellen und dann die letztere nach /, und /, zerlegen. — Ist S, dquiva-
lent einem Kriftepaar, und sind zwei der Geraden /,, /,, /; parallel, so
herrscht in der dritten keine Spannung. — Die Spannungen in den drei
durchschnittenen Stiben sind in allen Fillen eindeutig bestimmt.

Der Einfachheit und der vielfachen Verwendbarkeit halber ist im
vorstehenden die Schnittmethode fiir den ebenen Fall ausfithrlich be-
handelt worden. Wie sie im rdumlichen Fall zu handhaben ist, kann
man in erschépfender Weise aus 27 entnehmen. Wir heben auch hier
wieder den speziellen Satz hervor: Ldgt sich ein Fachwerk durch Zer-
schneiden von sechs Stiben, die nicht demselben Nullsystem angehoren, in
zwet Teile zerlegen, so sind die Spannungen in den sechs Stiben eindeutig
bestimmt. Dies folgt aus dem Satz iiber die sechs Geraden in 27.

Die Berechnung der Spannungen in den durchschnittenen Stiben
nach der Schnittmethode geschieht durch Gleichungen, die sich aus

N
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(54, 2, 3, 4) durch passende Eliminationen ergeben. Beispielsweise hat
man zur obigen Bestimmung der Spannung in /; mit Hilfe des Momentes
um den Schnittpunkt O von /; und /, diejenigen Gleichungen (54, 2, 3)
zu verwenden, die zu den Knotenpunkten von F, gehoren: Das Moment
der Krifte auf der rechten Seite (d.h. von 8,) um O ist gleich dem
Moment der Krifte auf der linken Seite um O; und hierbei fallen alle
Spannungen bis auf die zu /3 gehdrige heraus.

Gelegentlich wird man die Schnittmethode mit der sukzessiven Be-
rechnung (56) kombinieren, z. B. wenn die Spannungen in den Teil-
systemen F, und F, durch sukzessive Bercchnung gefunden werden
kénnen, nachdem die Spannungen in den durchschnittenen Stiben be-
stimmt sind.

58. Die Diagrammethode. Dic Vektorgleichung (54, 1) bringt das
Gleichgewicht fiir den »-ten Knotenpunkt zum Ausdruck. Trigt man
die darin auftretenden Kraftvektoren in irgendeiner Reihenfolge hinter-
cinander auf, so erhiilt man cin geschlossenes Kriftepolygon. In den
so gebildeten % geschlossenen Kriftepolygonen tritt jede dullere Kraft
cinmal und jede Stabspannung zweimal auf. Es licgt daher die Frage
nahe, ob man durch Wahl einer passenden Reihenfolge der Krifte in
den einzelnen Kraftpolygonen erreichen kann, dall man die & Krifte-
polygone wic im Spezialfall des Stabpolygons in 45 derart zu einem
,, Kriftediagramm* zusammenfiigen kann, dal} jede Stabspannung nur
durch cine Strecke dargestellt wird. Dies ist nun allerdings nicht immer
moglich, auch nicht bei ebenen Fachwerken. Wir wollen hier nicht
untersuchen, in welchen Fillen sich dies durchfiihren 1d8t, sondern uns
damit begniigen, die Methode an dem schon in 56 verwendcten Beispiel
(Abb. 65) zu erldutern. Entsprechend wie wir dort die Berechnung sukzes-
sive durchfithren konnten, kénnen wir hier das Kriftepolygon sukzes-
siv konstruieren, da wir fiir jeden neuen Knotenpunkt alle Sciten des
Kriftepolygons bis auf zwei kennen, von denen nur die Richtungen be-
kannt sind. Nehmen wir wieder willkiirliche Krifte in Py, ..., P; und
die Richtung der Reaktion in Pg als bekannt an, so bestimmen die
Kriftepolygone zu P; und P, die Reaktionen in diesen Punkten voll-
stindig. In Abb. 67 sind die Knotenpunkte durch ihre Nummern
1,2, ..., 7 angegeben. Zu jedem von ihnen zeichnen wir das Krifte-
polygon, das in der Abb. 67 mit der gleichen Nummer bezeichnet ist,
und zwar zunichst fiir 1, 2, 3, 4, 5 in dieser Reihenfolge. Hierbei be-
nutzen wir die Krifte in der Anordnung, in der wir sie beim Umlaufen
des Knotenpunktes im Sinne des Uhrzeigers antreffen. Die Konstruk-
tion eines jeden Polygons liefert uns zwei neue Spannungen. Wir geben
ihre Richtungen durch Pfeile in der Abbildung an. In dem gezeichneten
Beispiel erweisen sich alle Spannungen als Druckspannungen. Das
Polygon 6 bestimmt T, und die GréBe der Reaktion in Pg; die punk-
tierte Gerade durch P, soll die gegebene Fiihrungsgerade fiir diesen
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Punkt andeuten, auf der Ry senkrecht stehen muf. SchlieBlich ergibt
das Polygon 7 die Reaktion ®,. In den 7 Polygonen sind die Span-
nungen mit Pfeilspitzen versehen, und zwar so, wie sie auf den be-
treffenden Knotenpunkt wirken. Man sight nun, daB man die 7 Poly-
gone zusammenfiigen kann (Abb. 67). In dem so entstehenden Krifte-
diagramm kommt jede Stabspannung nur einmal vor; deshalb sind
keine Pfeilspitzen daran-
gesetzt, da die betref-
fende Strecke beide Rich-
tungen reprisentiert.
Zwischen dem gegebe-
nen Fachwerk mit den
Angriffslinien der darauf
wirkenden Krifte einer-
seits und dem gefun-
denen Kriftediagramm
(Spannungsdiagramm)
andererseits bemerken
wir nun den folgenden
fiir Diagrammkonstruk-
tionen typischen Zu-
sammenhang:

1. Jedem Knoten-
punkt des Fachwerks
entspricht ein geschlos-
senes Polygon im Krifte-
diagramm, dessen Seiten
nach GroBe und Richtung die auf den Knotenpunkt wirkenden Kriifte
angeben.

2. Sind zwei Knotenpunkte durch einen Stab verbunden, so haben
die beiden entsprechenden Polygone im Kriftediagramm eine zum
Stabe parallele Seitc gemeinsam; die Linge dieser Seite stellt die Span-
nung des Stabes in der gewihlten Krafteinheit dar.

3. Einem Eckpunkt im Kriftediagramm, von dem nur solche
Strecken ausgehen, die Stabspannungen darstellen, entspricht im IFach-
werk ein geschlossenes Teilpolygon. (In der Abb. 67 sind die Eckpunktc
des Diagramms mit kleinen und die dazugehérigen Teilpolygone im Fach-
werk mit den entsprechenden groflen Buchstaben bezeichnet.) Man
kann dies wie folgt aus der Eigenschaft 2 schlieBen: Vom Punkt ¢
geht z. B. die Strecke ¢f aus, die eine Seite des Polygons 4 ist. Dessen
andere von ¢ ausgehende Seite ist 7%, die auch dem Polygon 5 angehért.
Dessen andere von 7 ausgehende Seite ist 74, die auch dem Polygon 6
angehort. Dessen andere von ¢ ausgehende Seite ist die Seite 7f, mit
der wir begonnen haben. Man sieht, wie man auf diese Weise einen

2
AT

Abb. 67. Diagrammethode.
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Zyklus von Polygonen um einen Eckpunkt des Kriftediagramms bilden
kann, so daB aufeinanderfolgende Polygone des Zyklus eine vom Eck-
punkt ausgehende Seite gemein haben. Die diesem Polygonzyklus ent-
sprechenden Punkte im Fachwerk sind zyklisch durch Stibe verbunden
und bilden das dem Diagrammeckpunkt entsprechende geschlossene
Teilpolygon des Fachwerks.

4. Fir Eckpunkte des Diagramms, von denen auch Seiten ausgehen,
die duBlere Krifte darstellen, 14Bt sich die Eigenschaft 3 aufrecht-
erhalten, wenn man die den Punkten «, . . ., g entsprechenden uneigent-
lichen Polygone 4, ..., G hinzunimmt. Die Begriindung ist dhnlich
wie in 3., nur erhilt man hier keine geschlossenen, sondern offene
Polygonreihen, indem man mit je einer vom Eckpunkt ausgehenden,
eine dulere Kraft darstellenden Seite beginnt und endet.

In dem hier zur Erklirung der Diagrammethode gewdhlten Beispiel
konnten die den einzelnen Knotenpunkten entsprechenden Kriftepoly-
gone ohne Uberdeckung innerhalb des den #ufBleren Kriften entspre-
chenden Polygons aneinandergefiigt werden. Im allgemeinen wird man
damit rechnen miissen, daB sie sich gegenseitig iiberdecken, und daB
das Diagramm Punkte auBerhalb des Polygons der duBeren Krifte be-
sitzt. Es ist daher der Ubersichtlichkeit halber zweckmiBig, die Poly-
gone des Fachwerks und die Eckpunkte des Kriftediagramms mit ent-
sprechenden Bezeichnungen zu versehen, so wie es hier durch groBe
und kleine Buchstaben geschehen ist.

59. Stabvertauschung. Die Spannungsbestimmung in einem mechanisch be-
stimmten Fachwerk F, auf das ein mit Null dquivalentes Kraftsystem S wirkt,
kann gelegentlich durch folgenden Kunstgriff erleichtert werden. Nehmen wir
an, daB man durch Entfernung eines gewissen Stabes Py Pg von F und Zufiigung
eines neuen Stabes P, Pj ein gleichfalls mechanisch bestimmtes Fachwerk F’ er-
halt, fir das man die Spannungsberechnung durchfiihren kann. Es sei T3, das
zugehorige Spannungssystem unter der Einwirkung von S. Weiter sei T),; das
Spannungssystem in F’ unter der Einwirkung des Kriftesystems §’, das ent-
steht, wenn man in P, und Pg zwei entgegengesetzt gleiche Krafte der GréBe K
mit der Angriffslinie Py Pg anbringt, und zwar so, da8 die in P, wirkende Kraft
auf Pg zu gerichtet ist, und umgekehrt. Dann ist uTy, das Spannungssystem,
das der Einwirkung von u 8’ statt $’ entspricht, und T, + ny,'; das Span-
nungssystem in F’ unter der Einwirkung von § 4 4 S’ (Superpositionsprinzip 54).
Nun wahlen wir ¢ so, daB die Spannung im Stabe P, Ps Null wird, also

/
w = — —%”— .
7

4

T

T;,’,;

wenn man den Stab P, Py wieder entfernt. Und diese Einwirkung ist die gleiche
/

Unter der Einwirkung von S — S’ ist also F’ im Gleichgewicht, selbst

wie die urspriingliche § auf F, wenn im Stabe P, Pg eine Zugspannung — ;-

Nielsen, Mechanik. 9
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Ubungsaufgaben zum 6. Kapitel.

1. An dem in Abb. 68 gezeichneten ebenen Fachwerk ist in 0 die senkrechte
Belastung P angebracht. 12 ist senkrecht, 23 waagerecht. In 2 und 3 wirken
¢ senkrechte Reaktionen, die in den angegebenen Rich-
tungen mit R und S bezeichnet werden. Man soll R
und S sowie die Stabspannungen berechnen und ein
Diagramm zeichnen. — Anleitung: Das Kraftepolygon
fiir 0 ist dem Dreieck 012 #hnlich. Daraus ergeben sich
T,, und T,,. Der Flacheninhalt des Dreiecks 012 be-
rechnet sich aus den in der Abbildung angegebenen
Seitenlangen zu 12 /6. Daraus findet man fiir den Ab-
stand des Knotens 1 von der Angriffslinie von P den
Wert 12)6. Legt man nun einen Schnitt, der die Seiten
13, 12 und 02 trifft, so findet man T,; durch Bildung
u des Moments um 2. Die noch fehlenden Gré8en ergeben
sich nun leicht durch Projektionen oder Momente. — Man
kann auch damit beginnen, R und S direkt zu bestimmen.
2. Das in Abb. 69 gezeichnete ebene Fachwerk wird in 0 und 4 gestiitzt.
Man bestimme die Stabspannungen a) durch Berechnung, b) durch Konstruktion
eines Diagramms.

Abb. 68. Zu Aufgabe 1.

v
7
[/
2
7 p
Abb. 69. Zu Aufgabe 2. Abb. 70. Zu Aufgabe 3.

3. Das in Abb. 70 gezeichnete ebene Fachwerk wird in 1 und 4 gestiitzt.
Man zeichne ein Diagramm und bestimme durch Konstruktion dasjenige Ver-
6 haltnis P:(Q der Belastungen, fiir
welches das Fachwerk auch nach
Entfernung der Diagonalen 24 im
Gleichgewicht bleibt.
4. Das in AbD. 71 gezeichnete
] ebene Fachwerk wird in 0 und 4
@ 1] a ¢ a i[ a gestiitzt. Man zeichne ein Diagramm.
P P P

Fiir welches Verhidltnis der Stab-
langen a und b bleibt das Gleich-
gewicht auch nach Entfernung der
Diagonalen 16 und 27 bestehen? Man berechne die Stabspannungen fiir diesen
speziellen Fall.

Abb. 71. Zu Aufgabe 4.
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7. Kapitel.
Geschwindigkeit und Beschleunigung.

60. Vektoren als Funktionen eines Parameters. Ein Vektor a sei
in Abhidngigkeit von einem skalaren Parameter (einer unabhingigen
Variablen) 7 gegeben, d.h. jedem Wert von 7 eines gewissen Para-
meterintervalls entspreche ein Vektor a(z). Stellt man a in einem will-
kiirlichen (i, i, f)- Koordmatensystem durch die Koordinaten a,, a,, a,,
also in der Form
(60, 1) a=a,i+a,j-4 at
dar, so sind auch a,, a,, a, Funktionen «,(7), a,(7), 4,(7).

Von einem Vektor a(v) sagt man, er konvergiere fir T — 7, gegen
einen Grenzvektor a, wenn die Linge |a — a(7)| des Vektors a — a(7)
fiir T — 7, gegen Null konvergiert. Dies ist gleichbedeutend damit, daB
die Differenz der Lingen |a| — |a(7)| und, falls |a| - O ist, zugleich
der Winkel zwischen den Vektoren a(z) und a gegen Null konvergiert.
Tragt man die Vektoren a(r) und a vom selben Punkt auf, so bedeutet
dies, daB der Endpunkt von a(r) gegen den Endpunkt von a, also die
Koordinaten von a(7) gegen die Koordinaten von a konvergieren. Die
Formeln

(80, 2) a(r) > a fiir 77,
und
(60’ 3) aﬂ? (T) - ai’ ay (T) - ay, az (T) - az fur T > To

sind also gleichbedeutend. Die Vektorfunktion a(zr) wird fir v =7,
stetig genannt, wenn a(7) — a(z,) fiir T —~ 7,. Notwendig und hinreichend
dafiir ist, daB die Koordinaten a,(7), a,(7), 4,(7) stetige Funktionen
von 7 sind. Der Vektor

(80, 4)

wird der Differenzenquotient von a(7) fiir das Parameterintervall von 7,
bis 7 genannt. Seine Koordinaten sind

a(r) —a(r)

(60, 5) az (7) — a () a, (r) — a, () a,(r) — a, (to)

T — 17 ’ T — 1, ’ T — 17

Wenn der Vektor (60, 4) fir v — 7, gegen einen Grenzvektor konver-

giert, sagt man, daB a(t) fir v = 7, differenzierbar sei; den Grenz-
vektor bezeichnet man dann mit ( ;(z)) . Die Formeln (60, 2, 3)
und (60, 4, 5) zeigen, daB3 dies damit gleichbedeutend ist, daB3 die Ko-

ordinaten von a(7) fiir v = 7, differenzierbare Funktionen von 7 sind.
Man erhilt also aus (60, 1)

da da,

(80, 6) do_do; | day, da,

L

9*
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Fiir das Produkt von zwei Funktionen f(7) und g(v) derselben un-
abhingigen Variablen gilt folgende Identitdt zwischen Differenzen-
quotienten

(60, 7) f(z) g(z) — (%) £ (%) f(’) - ’Q g(v) + f(x ) —&(%) .

T— 1, 4 1——10

Sind f und g skalare, fir 7 = 1, d1fferenz1erbare Funktionen von 7, so
folgt hieraus fiir T — 7, die bekannte Regel fiir die Differentiation eines
Produktes

(60, 8) = tid

Diese SchluBBweise bleibt giiltig, wenn man den Grenziibergang in der
Identitit (80, 7) auch in dem Falle ausfithrt, wo von den GréBen f
und g die cine ein Vektor und die andere ein Skalar oder wo beide
Vektoren sind und die Multiplikation entweder skalare oder vektorielle
bedeutet. Man erhilt so, wenn A(7) eine skalare Funktion von 7 ist,

. l
(60, 10) d’(’gib) b4 a db
(60, 11) i(_%_:_b) %q b4t a X ggo

In (60, 11) muB3 man natiirlich die urspriingliche Reihenfolge der Fak-
toren beibehalten, wihrend dies in (60, 9, 10) nicht notwendig ist, da
es sich um kommutative Produktbildungen handelt.

Man kann sich ein anschauliches Bild des Vektors a(7) in Abhéingig-
keit von 7 dadurch machen, dal man a(r) fiir alle Werte von 7 des
Definitionsintervalles von einem fest gewdhlten Punkt O des Raumes
abtrigt. Die Endpunkte erfiillen dann eine Raumkurve, die wir das
Kurvenbild von a(r) nennen. a(r) ist der von O aus genommene Orts-
vektor des Kurvenpunktes. Wir wollen daher im folgenden die Unter-
suchung einer Vektorfunktion an die Untersuchung einer Raumkurve
ankniipfen.

Beispiel. Als Beispiel einer Vektorfunktion a(r) betrachten wir fiir alle
Werte von ©

(60, 12) . a(r) = g,cost 4 qqsinv,

wo q; und ¢, konstante Vektoren bedeuten. Die Ableitung von a(z) ist
d

(60, 13) ;?) = —(y SINT + (g COST = a(’ + 'f‘)-

Das Kurvenbild von a(z) ist in der von g, = a(0) und q; = a( 2) aufgespannten

Ebene durch den Ursprung O enthalten und bildet eine geschlossene Kurve, da
a(v) periodisch mit der Periode 2 & ist. Liegen g, und g, auf derselben Geraden,
so liegt das ganze Kurvenbild auf dieser Ist dies nicht der Fall, so wahlen wir
q

1

die Einheitsvektoren X = — und §) = :I wo ¢, und ¢4 die Langen von q; bzw. gg
2
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sind, zu Grundvektoren eines (im allgemeinen schiefwinkligen) Koordinatensystems
in der Ebene des Kurvenbildes und erhalten

(60, 14) a(r) = g,cost X + gysint 9.

Der Endpunkt von a(r) hat also die Koordinaten x = g,cos7, v = gysinz, wo-
durch eine Ellipse dargestellt wird. Nach (80, 12, 13) ist

da? d
(60, 15) 7i_ =2q- -—d—:- = 2(qq * 3 €0827 + (g3 — q3) sin27.

Dieser Ausdruck verschwindet fiir (vier) Werte von 7, von denen sich je zwei
T
benachbarte um - 5 unterscheiden. Thnen entsprechen die Hauptachsen der

Ellipse. [Fiir g, q; = 0 und q? = q} verschwindet (80, 15) fiir alle z, und man
hat einen Kreis.] Fithrt man 7’ = v — 7 bei festem 7, als Variable ein, so kann
man (60, 12) in

a(zr) = (q,cos7y + qqsin zy) cos?’ + (—gqy sinz, 4 g, coszy) sin?’

umformen. Bezeichnet man noch die festen Vektoren in den Klammern mit q‘
bzw. q;, so erhalt man
(60, 16) a(r) = g, cos?’ 4 q}sin7’.

Wenn man speziell fiir 7, eine Wurzel von (60, 15) wahlt, so wird q; * q;, = 0, und
(80, 16) ergibt dann eine Darstellung (80, 14) von a(z) in rechtwinkligen Koordi-
naten.

61. Raumkurven. Die Punkte P () einer Raumkurve C seien auf

einen Parameter v bezogen. t(7) sei der Ortsvektor OP von P(r). In
einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit dem Ursprung O haben wir

t(r) = x2(Mi+y(@)i+ 20t

wobei x (), ¥ (t), 2(7), die Koordinaten des Kurvenpunktes P (r), Funk-
tionen. von = sind. Es liegt also eine Parameterdarstellung von C vor.

Der Sehnenvektor zwischen zwei Kurvenpunkten ist die Differenz
ihrer Ortsvektoren:

P(r) P(3) = t(1) — 1 (o).
Folglich kann der Differenzenquotient L-tt—:—;;}— als ein von P (7,)
ausgehender Vektor auf der Kurvensekante / durch die zu 7, und 7
gehoérigen Kurvenpunkte aufgefat werden. Wenn bei festem 7, die
Sekante / fiir T — 7, einer Grenzlage zustrebt, so wird diese Grenzgerade
die Tangente der Kurve in P (t,) genannt. Wenn 1 () fiir v = 7, differen-

zierbar und (g‘:) =+ 0 ist, so liegt i: als Grenzvektor von —— (l) —t(r0)

T=T, — Ty
d d d
auf der Kurventangente in P (7,); dies trifft also zu, wenn dx d:’ Zié

fiir T = 7, existieren und nicht simtlich Null sind.

Wir nehmen nun diese Bedingung und iiberhaupt alle Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen, die im folgenden verwendet werden, fiir alle
Werte des betrachteten Parameterintervalls als erfiillt an.
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Unter der Bogenlinge des Kurvenbogens P (t,) P(r) versteht man
das Integral

| "t
(61,1) s(7) = d:!dt.

Hierauf wird man folgendermaBen gefiihrt. Die Linge der Sehne P (z,)
P(ty) ist [t(7ry) — t(7)| = Y[t (7y) — t(7,)]2 Teilen wir also das Inter-
vall [7,, 7] (wo etwa 7 > 7, sei) mit Hilfe von Teilpunkten 7, < 7, << ---
< 7, = 7 in Teilintervalle, so ist die Linge des dem Kurvenbogen ein-

geschriebenen Polygons mit den Ecken P(z,), P(7y), ..., P(t,)
Dllew) — vl = D [ gy,
ve=] r=1

Bei unbegrenzter Verfeinerung der Einteilung strebt diese Summe, wie
leicht zu beweisen, gegen das Integral (81, 1). Aus (61, 1) entnehmen
ds _ |dt

wir noch
dt
(61,2) dr — |de| l/<dr> '
Wihlt man, was vielfach zweckmiBig ist, die Bogenlinge s selbst als
Parameter, so hat man

T
(61: 3) ‘—[‘; = 4,
Der Vektor
dr
do dr
(81,4) t(r) = 'd: 4
;dr :

ist ein Einheitsvektor, der der Kurventangente in P (7) parallel ist und
in die Richtung wachsender Parameterwerte 7 weist. Er heilit der
Tangentenvektor der Kurve C im Punkt P(r). Das Kurvenbild C’ des
Tangentenvektors t(7) liegt auf der Kugelfliche vom Radius 1 um den
Ursprung und heiBt das Tangentenbild der Kurve C.

Der Vektor g{, vom Punkt t(r) von C’ abgetragen, bestimmt, falls

er, wie wir im folgenden voraussetzen wollen, nicht Null ist, die Tan-
gente von C’. Er steht senkrecht auf t(z), da C’ auf einer Kugel liegt
und t(r) deren Radius ist. Die Gleichung {2 = 1 ergibt ja auch durch

Differentiation nach 7
at

(61,5) te, =0,
DieOrtsvektoren t von C’ bilden einen Kegel mit dem Scheitel O und C’

als ,,Leitkurve’ (Abb. 72a). Legt man durch O und die Vektoren t(z,) und
t(7), also durch 0, t(7,) und t (v) —t(7,) oder, wasdasselbe ist, durch O, t(7,)

und — tm ijt") die Ebene und fiihrt den Grenziibergang 7 — 7, aus, so er-
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hélt man als Grenzebene die Tangentialebene des Kegels lings der Er-
zeugenden t(7,). Sie wird von den Vektoren t(t,) und (%)m: auf-
gespannt. Bei der urspriinglichen Kurve entspricht dem folge.ndes:
Durch den Kurvenpunkt P(7,) und den Tangentenvektor t(7,) in ihm
lege man diejenige Ebene, die dem Tangentenvektor t(z) in einem an-
deren Kurvenpunkte P(t) parallel ist. Fiir v — 7, strebt diese Ebene
gegen diejenige Ebene durch P(7,) und t(7,), die der Tangentialebene
des Kegels C’ parallel ist. Sie wird

als die Schmiegebene der Kurve C im

Punkt P(t,) bezeichnet. Die in der Normalebene

<

———————

Abb. 72a.

Abb. 72a und b. Tangentenbild und begleiten-

des Dreibein einer Raumkurve. B Abb. 72b.

Schmiegebene gelegene Kurvennormale heiBt die Hauptnormale der

Kurve im betrachteten Punkt; sie ist nach dem eben Gesagten parallel 3:
Den Einheitsvektor

1 dt
dt|

nennt man den Hauptnormalenvektor. SchlieBlich bezeichnet man den
zur Schmiegebene senkrechten Einheitsvektor

(61, 7) p=1tx}H

als den Binormalenvektor der Kurve C. Die Vektoren t, §) und p bilden
ein zu dem betreffenden Kurvenpunkt gehoriges Tripel von paarweise
senkrechten Einheitsvektoren, das begleitende Dreibein der Kurve.
t, h, p stellen in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem dar und erfiillen
daher die (3, 4) und (4, 8) entsprechenden Gleichungen. t und ) span-
nen die Schmiegebene, Y) und p die Normalebene, p und t die ,,rektifi-
zierende Ebene’* der Kurve C auf (Abb. 72b)l.

Es sei o die Bogenlinge von C’, und zwar so, daB3 der Sinn wach-
sender ¢ mit dem wachsender v identisch ist. Dann erhilt man nach
(61, 4), da Y der Tangentenvektor von C’ ist,

dt dt ds d (dr\ds d*t ds
(61, 8) 0= 7= a5 20 = a5 (s) &0 = a5t 40"

1 Vgl. auch Abb. 39 S. 88, wo die Vektoren {, —3, n die Richtungen der Tan-

gente, Hauptnormalen bzw. Binormalen der Schraubenlinie angeben.
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Den Quotienten zusammengehdriger Bogenelemente auf C und C’

_ds 1
(61,9) ¢ do T T
ds?|
nennt man den Kriimmungsradius, seinen reziproken Wert
1 | dr
(61, 10) *= = s

die Kriimmung von C. Damit hat man fiir )

d?t dt dt d®y
(61"“) I)::QZ[Sz:Qa_S' ’ ds -’:dszz—“%l).

Aus (81, 7) erhilt man danach
/ 2
(61, 12) p=o(4 % Ga)-

Derjenige Punkt auf der Hauptnormalen, der vom betreffenden
Kurvenpunkt den Abstand ¢ hat und auf derselben Seite der rektifi-
zierenden Ebene liegt wie der Hauptnormalenvektor, heil3t der Kriim-
mungsmittelpunkt. Legt man durch drei Kurvenpunkte den Kreis und
1iBt die Punkte in einen Punkt zusammenriicken, so konvergiert der
Kreis gegen den Kriimmungskreis im Grenzpunkt, das ist der in der
Schmiegebene gelegene Kreis vom Radius p um den Kriimmungsmittel-
punkt.

Die Darstellungen (61, 4, 11,12) von t, ) und p, bei denen die
Bogenliange s von C als Parameter gewihlt ist, sind besonders einfach.
Wir wollen indessen auch die entsprechenden Formeln fiir den urspriing-
lichen willkiirlichen Parameter 7 herleiten, da wir sie im folgenden an-
zuwenden haben. Der Kiirze halber deuten wir Differentiation nach 7
durch einen zugefiigten Strich an.

Aus (61, 4) erhdlt man mit Beriicksichtigung von (81, 2)

(61,13) t= =,
und aus (61, 11)

dat t 5o Yer”
Y=oy =ev == 5 (V’f’z Ve At ) :

) 72 (l/r/g)S Vt’z
also
(61, 14) I) = (;,02_)? L’r’:l r”__ (rl . r//) r/] ]
Hieraus und aus (81, 7, 13) folgt weiter
P
61,1 — X7
(61, 15) p=o oL

Wegen der groBen Bedeutung, die diese Formeln fiir die Mechanik
haben, wollen wir noch zeigen, wie man ohne Benutzung der formalen
Umrechnung vom Parameter s auf v die Richtungen von t, §) und p
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in Ubereinstimmung mit (61, 13, 14, 15) bestimmen kann. t’ liegt auf
der Tangente an C, bestimmt also die Richtung von t. Das Kurven-
bild von 1’ liegt auf demselben Kegel wie das von t (Abb. 73). Die
Ableitung t" liegt daher
ebenfalls in der Tangen-
tialebene dieses Kegels,
also in der Schmiegebene
vonC,wenn sic vom Kur-
venpunkt aufgetragen
wird. Da iiberdies t'* auf
dieselbe Seite der Kegel-
erzeugenden t weist wic
t’, kann man dic Rich-
tung der Binormalen
durch t' x 1" in Ubereinstimmung mit (61, 15) festlegen. Die Haupt-
normale bestimmt sich nun durch [) = p X t, also ihre Richtung [wegen
(5, 4)] durch

Abb. 73.

’

' xt)x1t=(@aHt" — (' 1)1

in Ubereinstimmung mit (61, 14).
Wegen p2 = 1 erhidlt man aus (681, 15) fir die Kriimmung

) 1 ’ 7\
(61,16) w =y == (t(%z;3L
oder nach (5, 7)
PRI N A S U 0
(61> 17) o= 92 o (r/2)3 .

Der Vektor 1" liegt, wie eben schon bemerkt, in der Schmiegebene,
muB sich also aus den Vektoren t und ) linear zusammensetzen lassen.
Diese Darstellung ergibt sich z. B. so: Nach (61, 13) ist " = s't; diffe-
renziert man dies nach 7, so erhilt man

W ro sdt ds o 79 dt
R Al A e i e AP

also, wenn man (61, 11) beriicksichtigt,
’2
(61, 18) ="t 4 »'2) = 5"t + - |).
o

Bemerkung. Eine Kurve mit dem Ortsvektor t(r) ist natiirlich dann und
nur dann eine Gerade, wenn { konstant ist, wenn also t’ feste Richtung hat. Letz-
teres ist dann und nur dann der Fall, wenn t” parallel 1/, wenn also t" x 1"/ = 0 ist.

Eine Kurve t(7) ist dann und nur dann eine ebene Kurve, wenn p konstant,
also die Richtung von v’ x 1" fest ist. Wegen (t' x t”)’ = t/ X t"” ist diese Be-
dingung gleichwertig mit [vgl. (5, 8)]

117

(tl X tII) X (rl X T ) —_ rll 'C,t"t”" _— t//I I r’f”t,l — rII rlrll.l:lll| — (~"

also mit
Irl rII 1:IIII —_ O.
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62. Raumkurven in rechtwinkligen Koordinaten. Stellt man die
Kurve C in einem gewo6hnlichen rechtwinkligen Koordinatensystem durch

(62, 1) x=2x(), y=vy(), z2=2(7)

dar, so kann man aus 61 entsprechende Formeln in Koordinaten ent-

nehmen. Differentiation nach 7 wird wie bisher durch Zufiigung eines

Striches angedeutet. _
1. Die Richtung der Tangente bestimmt sich durch t’, also sind

%', ', 2’ den Richtungskosinus der Tangente proportional. Die letz-

teren erhilt man, indem man «’, y’, 2’ durch ]/x’2—|— y'2 4 2’2 dividiert.
2. Die Bogenldnge bestimmt sich durch

s :f]/i'_zdr :f}/x'z + 92+ F2dT.
3. Bezeichnet man mit q = (£, 5, {) einen laufenden Punkt, so er-
geben sich die Gleichungen der Tangente daraus, daBB ¢ — v parallel 1,

also

sein soll, zu

4. Die Normalebene der Kurve hat die Gleichung
(@—1-=0
oder in Koordinaten
=22+ m—yy + (€ —22=0.
5. Nach (81, 15) sind

g 3’1 zl zl ’ / /
| ’ o, ’ " ’ Nz W74 ’ 4
| =9y —Zy =22 — %2, ="y’ —9'x
‘ yu Z”! ’ Z” x// ’” 174
den Richtungskosinus der Binormalen proportional.
P
6. Die Gleichung der Schmiegebene lautet daher
f—x n—y {—z
x/ y/ Z’ 1 — O
x// y// Z” ‘
oder in Vektorschreibweise
lg —1, v, v =o0.
7. Nach (81, 14) sind die GréBen
- Sllel — Slsllxl’ S’zy” _— Slsllyl’ 8’22” _ s/sflzl’

wo ‘
§'2 = x'2 + yl2 + 2,2, s's" = %(slz)l = x'x" + ylyu + P
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ist, den Richtungskosinus der Hauptnormalen proportional. Hiernach

kann man auch sofort die Gleichung der rektifizierenden Ebene aufstellen.
8. Fiir die Krimmung » findet man nach (81, 16, 17)

—1_ . (}”Z” _ z/y”)z + (z’x” . x’z”)’ + (x’y" . y/x/r)z

92 (x/2 + yl‘a _l_ Zlﬂ)(l

. (xlz + ylz _+_ 212) (xll2 + yllz + 2//2) . (x/xﬁ + y/y// + 2’2’”)2

- (xlz _|_ yrz + 212)3 ¢

% =

Verwendet man insbesondere die Bogenlinge s als Parameter, so
ergeben sich hierbei mit Riicksicht auf s" =1, s’ = 0 folgende Ver-
einfachungen: dx dy ds

ds’ ds’ ds

sind die Richtungskosinus der Tangente;

ax d¥y d’z

ds?’ dst’ ds?
sind den Richtungskosinus der Hauptnormalen proportional, und es
gilt nach (61, 10)

1 d2x\2 azy @tz
o= = (o) + (@) + (@)
Die Koordinatendarstellungen von t, §), p sind dann nach (61, 4, 11, 12)

dx dz

t= " ds +d sf’

2
h=olhi+olli+olit,
t i t i
dx dy dz i
p=o0|ds ds ds
da*x d*y d*z ‘
ds® ds® ds?

63. Geschwindigkeit und Beschleunigung. Wir gehen nun dazu
iiber, die Bewegung eines Punktes im Raume zu betrachten. Dabei
tritt eine neuc Grofle, die Zeit, auf. Sie spielt jedoch vorliufig nur
die Rolle eines skalaren Parameters, dessen verschiedenen Werten die
Lagen des bewegten Punktes im Raume zugeordnet sind. Erst spiter,
wenn wir zu den Voraussetzungen der Dynamik kommen, wird es not-
wendig sein, nidher auf die Natur des Zeitbegriffs einzugehen. Bis da-
hin wire es hinreichend, bei der Verwendung eines beliebigen Para-
meters T stehenzubleiben, dessen Werten die Punkte einer Raumkurve
entsprechen. Wir wollen aber schon jetzt die gewohnlichen Bezeich-
nungen der Kinematik einfiihren und von der anschaulichen Vorstellung
einer Raumkurve als ,,Bahnkurve’’ eines bewegten Punktes Gebrauch
machen.
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Der Zeitparameter werde mit ¢ bezeichnet. Die Lage des bewegten
Punktes P zur Zeit ¢ wird durch den Ortsvektor t(f) von einem fest
gewihlten Ursprung O festgelegt. Werden Koordinaten verwendet, so
sollen diese, wenn nichts anderes gesagt wird, gew6hnliche rechtwinklige
(%, v, z)-Koordinaten mit dem Ursprung O sein. Differentiation nach ¢
soll kurz durch einen Punkt iiber der differenzierten Gro8e bezeichnet
werden. Dadurch wird die Sonderstellung hervorgehoben, die der Para-
meter ¢ tiberall im folgenden einnimmt. Die in 81 eingefiihrten Begriffs-
bildungen erhalten nun die folgenden kinematischen Bezeichnungen
und Namen:

@3, =1 = ()

heil3t der Geschwindigkeitsvekior oder kurz die Geschwindigkeit von P.
Von P aus aufgetragen liegt v auf der Tangente der Bahnkurve. Den
absoluten Betrag |b| von b nennen wir den Geschwindigkestsbetrag; wir
bezeichnen ihn im allgemeinen kurz mit v. Bei geradliniger Bewegung
werden wir allerdings die Bezeichnung v gelegentlich fiir den in geeigne-
ter Weise mit Vorzeichen versehenen Geschwindigkeitsbetrag verwenden.
Der Geschwindigkeitsbetrag v ist der Quotient einer Lange und einer Zeit.
Bezeichnet man die Bogenlange der Bahnkurve, ,,den vom Punkt zu-
rickgelegten Weg'‘, wieder mit s, so hat man nach (61, 2)

(63, 2) P 5=
Ist

(63, 3) r=xi+4 yj+ zf,
so wird

(63, 4) = i 4 9] + 2.

Das Kurvenbild von v nennt man den Hodographen der Bewegung.
%, 9, # sind die Koordinaten eines laufenden Hodographenpunktes. Die
Tangentialebene des Hodographenkegels ist der Schmiegebene der Bahn-
kurve parallel.

(88, 5) b — d2y -

nennt man den Beschleunigungsvektor oder kurz die Beschleunigung
von P. Thre Koordinatendarstellung ist

(83, 6) b= xi 4+ yj + zf.

Fiir den Beschleunigungsbetrag |b| schreiben wir im allgemeinen b. Bei

geradliniger Bewegung werden wir jedoch unter b den in geeigneter

Weise mit Vorzeichen versehenen Beschleunigungsbetrag verstehen.
*Aus (81, 18) ergibt sich mit Beriicksichtigung von (68, 2)

dv v?
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wobei t und Y) Tangenten- und Hauptnormalenvektor der Bahnkurve
bedeuten. Wir haben also folgenden Satz, der fiir die Mechanik von
grundlegender Bedeutung ist:

Der Beschleunigungsvektor liegt in der Schmiegebene der Bahnkurve
und setzt sich aus den folgenden beiden Komponenten zusammen: Erstens

aus der Tangentialbeschleunigung cf;; t, die die Richtung der Bahntangente

oder die entgegengesetzie hat, je machdem der Geschwindigkeitsbetrag zu-
2
oder abnimmit, zweitens aus der Zentripetalbeschleunigung %I), die in

Richtung der Hauptnormalen der Bahnkurve auf den Kriimmungsmittel-
punkt zu weist (Abb. 74).

Deutet man b (¢) als
Ortsvektor des Hodo-
graphen, so wird b die
Geschwindigkeit, mit
der der Endpunkt von
b den Hodographen als
Bahnkurve durchliuft.
(Vgl. Abb. 73.)

Mit den jetzt cinge-
fithrten Bezeichnungen erhilt man aus (61, 13, 14, 15) fiir die Einheits-
vektoren der Bahnkurve

Abb. 74. Tangential- und Zentripetalbeschleunigung.

(63, 8) t=

2h — (v b
(63,9) p=ott =YY,
(63, 10) = o252

und aus (81, 16, 17) fiir ihre Krimmung

1 (b x B)*  ©?b%— (v - b)?
(63, 11) %2 = - 2 == e — S e

o 8 v8

Durchlduft P seine Bahnkurve mit konstantem Geschwindigkeits-
betrag, so verschwindet die Tangentialbeschleunigung. b ist dann also
auf den Krimmungsmittelpunkt zu gerichtet und proportional der
Kriimmung » der Bahnkurve.

64. Ebene Bewegung. Ist die Bahnkurve von P eben, so wihlen
wir ihre Ebene zur (x, y)-Ebenc des Koordinatensystems; diese Ebene
ist zugleich die Schmiegebene der Bahnkurve und enthilt demnach die
Vektoren t, f), v und b.

Wir fithren in der (x, y)-Ebene Polarkoordinaten 7, ¢ mit dem Pol O
ein, wobei der radius vector 7 stets positiv gerechnet wird. Dann ist
r = |t|. Es sei ferner R ein Einheitsvektor in der Richtung von r;
man hat dann r = 7R. Es bedeute nun wie friither t(¢f) den Ortsvektor
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des bewegten Punktes. Fiir dessen Geschwindigkeit ergibt sich hier
(Abb. 75a und b)

(64, 1) p=1=rR+r¢R,

wo R den in 4 S. 10 eingefiihrten Quervektor von R bezeichnet. Fiir
einen Einheitsvektor 1t =R, also r = 1, ist insbesondere

(64, 2) R =gk,
(64, 3) R=—pR.

Unter Beriicksichtigung von (64, 2, 3) erhilt man dann durch Diffe-
rentiation von (64, 1) den Beschleunigungsvektor

(84, 4) b=b=1%

Abb. 75a. Abb. 75 b.
Abb. 75a und b. Komponenten der Geschwindigkeit in Polarkoordinaten bei ebener Bewegung.

Also: Bei ebener Bewegung eines Punktes ist in Polarkoordi-
naten die Projektion der Beschleunigung auf den radius
vector gleich » — 7¢% und auf dessen positive Normale gleich
r¢ + 279, wenn 7 die Linge des radius vector und ¢ den
Polarwinkel bezeichnet. Die zweite Komponente kann in

- . 1 d .
(64‘, 5) ro + 27(/) = ;1; (r2¢)

umgeformt werden.

Fiir eine Bewegung auf einem Kreis wihlt man zweckmillig den
Pol im Mittelpunkt. Dann ist » konstant, und man erhilt aus (84, 4):
Die Beschleunigung hat die Komponente 7?2 in radialer und die Kom-
ponente r¢ in tangentialer Richtung. Bei konstantem Geschwindig-
keitsbetrag ist ¢ konstant und die zweite Komponente verschwindet.
Diés folgt auch unmittelbar aus dem Hauptsatz in 63.

@ und ¢ bezeichnet man als die Winkelgeschwindigkeit bzw. Winkel-
beschleunigung des Punktes um O.
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65. Geradlinige Bewegung. Ist die Bahn eines Punktes eine Gerade
und wahlt man O auf dieser, so erhdlt man aus (64, 1, 4), da ¢ kon-
stant ist,

(85, 1) b= 7N,
(85, 2) b= 7R,

wo R wie frither ein Einheitsvektor in der Richtung von t ist. Die
Zentripetalbeschleunigung verschwindet. Hier ist es, da die Triger-
gerade aller Vektoren bekannt ist, bequem, unter v und & skalare
Gr6B8en mit Vorzeichen zu verstehen. Man faft also die Gerade als
eine x-Achse auf, deren Punkte durch die Abszisse x festgelegt sind,
und setzt

dx
(85, 3) V=S

dv a2 x
(85,4) b= T

wo v und b positiv sind, wenn sie — als Vektoren betrachtet — die
Richtung der positiven x-Achse haben, sonst negativ.
Eine hiaufig zu verwendende Darstellung der Beschleunigung bei
geradliniger Bewegung ist
_dv _dvdx _ _dv __fi_‘ 1 5
(85, 5) b= 4t = ax dt—”a—dx(z‘”)-

Ubungsaufgaben zum 7. Kapitel.

1. Fiir die Bewcgung eines Punktes auf der x-Achse gelte die Gleichung
2 = alt? + bt 4+ c.
Wie hingt die Beschleunigung von x» ab?
2. Fiir die Bewegung eines Punktes auf der x-Achse gelte die Gleichung
t=ax?+ bx + c.
Man zeige, daB die Beschleunigung der dritten Potenz des Abstandes von einem
festen Punkt umgekehrt proportional ist.

3. Ein Punkt bewegt sich so auf einem Kreise, dal die Beschleunigung einen
konstanten Winkel mit dem zum Punkte fithrenden Radius bildet. Wie hangt
die Winkelgeschwindigkeit von der Zeit ab? Welche Kurve erhilt man als Hodo-
graphen?

4. Die Bewegung eines Punktes sei durch die Darstellung

T = (,cosxt 4 (ySinot

seines Ortsvektors gegeben, wobei g, und q, zwei konstante, nicht parallele Vek-
toren sind und &« ein konstanter Skalar ist. Man zeige, dafl die Beschleunigung
gegen den Ursprung gerichtet und proportional der Lange des Ortsvektors ist,
und daB die Bahnkurve eine Ellipse ist.

5. Die Bewegung eines Punktes sei durch die Darstellung

T = @y C08¢ 4 Qysint 4 qg?

seines Ortsvektors gegeben. Dabei sind q,, q, und g3 konstante, von Null ver-
schiedene Vektoren, die den Bedingungen

Q=20 01°0z=20g"G3=20g" Gy = O
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geniigen, Welche Kurve beschreibt der Punkt? Welche Kurve erhdlt man fiir
den Hodographen? Man bestimme Geschwindigkeit und Beschleunigung nach
GroBe und Richtung, finde den Krimmungsradius und stelle die Einheitsvektoren
der Kurve in einem beliebigen Kurvenpunkt dar.

6. Die ebene Bewegung eines Punktes sei in Polarkoordinaten #, ¢ durch die

Gleichungen
vy = aext, @ = fit

gegeben. a, o und f sind gegebene Konstanten. Ist t der Ortsvektor des Punktes
vom Pol des Koordinatensystems, so leite man fiir Geschwindigkeit und Be-
schleunigung die Darstellung

at 4 BT bzw. (a® — Br + 247

ab und bestimme den Winkel zwischen ihnen.

7. Ein Punkt durchlauft eine Parabel mit dem Parameter 2 p so, daB die Pro-
jektion der Geschwindigkeit auf die Scheiteltangente den konstanten Wert ¢ hat.
Richtung und Betrag der Beschleunigung sind zu ermitteln.

8. Kapitel.

Bewegung der Korper.

66. Bewegung eines starren Korpers. Wenn ein Korper eine Be-
wegung im Raume ausflihrt, so beschreibt jeder seiner Punkte cine ge-
wisse Bahnkurve. Ein bestimmter Wert von ¢ fixiert die Lage jedes
Punktes auf seiner Bahnkurve und damit die Lage des Korpers im
Zcitpunkt #. Zu jedem Punkt des Korpers gehort ein Geschwindigkeits-
vektor v (f), den wir als gebundenen Vektor mit diesem Punkt als An-
griffspunkt auffassen. Es liegt also ein mit ¢ variierendes Vektorfeld,
das Geschwindigkeitsfeld, vor, das in dem vom Kérper cingenommenen
Raumteil definiert ist. Dieses Feld charakterisiert den Bewegungs-
zustand des Korpers im Zeitpunkt ¢.

Nehmen wir an, es sei moglich, dic Lagen des Korpers durch un-
abhingige, in gewissen Intervallen variierende Parameter «,, «,, ..., &,
festzulegen, so daBl jedem Wertesystem dieser Parameter eine Lage des
Korpers und umgekehrt jeder moglichen Lage ein Wertesystem der «,
entspricht. (Beispielsweise lassen sich in diesem Sinne die Lagen eines
freien Massenpunktes durch 3 Parameter, etwa seine Koordinaten, und
die eines freien starren Korpers, wie schon frither erwihnt, durch
6 Parameter festlegen.) Die Ortsvektoren 1, der Punkte P des Korpers
sind dann wohlbestimmte Funktionen der «,. Eine Bewegung des
Korpers ist gegeben, wenn die Parameter «, als Funktionen der Zeit
gegeben sind. Alsdann werden die Ortsvektoren tp, durch Vermittlung
der Parameter «, ebenfalls Funktionen von ¢:

tp(t) = tp(x (), X ()), - . ., X (8).
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Durch Differentiation nach ¢ ergibt sich hieraus fiir die Geschwindigkeit des

Punktes P dtp

r?oc

r?:,, .

bp = 52y + Ty e+

.. . Ot . .
Hierin sind die -(.)-»d" Funktionen der «,, also bekannt, wenn die Lage

des Korpers gegeben ist. Das Geschwindigkeitsfeld des Korpers be-
stimmt sich somit aus den GréBen «,.

Wir beginnen mit der Untersuchung des Geschwindigkeitsfeldes fiir
einen starren Korper. Es seien P, und P, zwei Punkte des Korpers,
1, () und r,(¢) ihre (von ¢ abhingigen) Ortsvektoren von einem fest-
gewihlten Ursprung und v, (¢) und b, (f) die entsprechenden Geschwin-
digkeitsvektoren. Da der Korper als starr vorausgesetzt ist, haben P,
und P, unverinderlichen Abstand; also ist

(t — t)r = I
von ¢ unabhdngig. Hieraus ergibt sich durch Differentiation nach ¢

(tz — 1) - (1, — 1) = 0
oder

(68, 1) P,P,-v, =P,P,- 1

Ber der Bewegung eines starren Korpers haben die Geschwindigkeitsvektoren
von je zwei seiner Punkte in jedem Zeitpunkt gleiche Projektionen auf die
Verbindungsgerade der Punkie.

Wir wollen nun von dem besonderen Fall absehen, dall der Korper
nur aus einer Strecke besteht; wir setzen also voraus, dall zum Korper
drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte 4, B und C gehoren.
Ein Punkt D, der nicht zum Korper gehort, kann in einem gegebenen
Zeitpunkt durch seine Abstinde von A, B und C festgelegt werden,
und man kann von der Geschwindigkeit sprechen, die der Punkt D
besitzen wiirde, wenn er fest mit dem Korper, etwa mit 4, B und C
durch starre Stibe verbunden wire. Mit anderen Worten: Man kann
fiir jeden Zeitpunkt ¢ das Geschwindigkeitsfeld des Kor-
pers als Vektorfeld im ganzen Raum auffassen.

Nach dem am SchluBl von 24 bewiesenen Satz ist die durch (66, 1)
ausgedriickte Eigenschaft des Geschwindigkeitsfeldes charakteristisch
tiir Momentfelder, also: Das Geschwindigkeitsfeld eines starren Korpers
ist identisch mit dem Momentfeld eines Vektorsystems. Um alle fritheren Er-
gebnisse iiber Momentfelder von Vektorsystemen iibertragen zu kénnen,
mul man zunichst wissen, welche kinematische Bedeutung die Vektoren
haben, deren Momentfeld ein vorgelegtes Geschwindigkeitsfeld ist.
Diese Frage wird in den folgenden Paragraphen beantwortet werden.
Vorerst wollen wir noch die folgende Definition aufstellen:

Wir betrachten zwei Bewegungen desselben starren Kérpers. ti (¢)
und ¥ (¢) seien die Ortsvektoren desselben Punktes P des Korpers bei

Nielsen, Mechanik. 10
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den beiden Bewcgungen und t? (¢) = vl () und 1 (¢) = v (¢) die ent-
sprechenden Geschwindigkeitsvektoren. Wenn nun fiir einen bestimm-
ten Wert £, von ¢ sowohl 1) = r{® als auch v’ = p® fiir alle Punkte P
des Korpers ist, wollen wir sagen, daf sich die zwei Bewegungen fiiv t =1¢,
beriihren. Im folgenden gehen wir nun darauf aus, den Bewegungs-
zustand. eines Korpers durch die Angabe einer besonders einfachen
bertihrenden Bewegung zu charakterisieren. Es sei ausdriicklich hervor-
gehoben, daB hierbei keinerlei Annahmen iiber dic Beschleunigungen
der beiden Bewegungen gemacht werden.

67. Beriihrende Bewegungen zu Geschwindigkeitsfeldern verschie-
denen Ranges. Wir unterscheiden vier Fille, je nachdem der Rang ¢
des Geschwindigkeitsfeldes einer Bewegung B im Zeitpunkt ¢ = ¢,
gleich 0, 1, 2 oder 3 ist, und geben fiir jeden dieser Fille eine einfache
berithrende Bewegung B an:

1. Wenn p = 0, wenn also der Geschwindigkeitsvektor v, fir alle
Punkte P des Korpers im Zeitpunkt .} verschwindet, hat man als be-
sonders einfache beriihrende Bewegung die , Bewegung®, die darin be-
steht, daB der Korper fiir alle Werte von ¢ in der bei der Bewegung B
dem Wert {, entsprechenden Lage in Ruhe bleibt. — Der Korper be-
findet sich fiir ¢ = ¢, in ,,momentaner Ruhe'".

2. Ist p =1, so ist v, (f,) = v fiir alle P, wo v ein konstanter Vektor
ist. Als beriihrende Bewegung B fir ¢ = #, kann man dann diejenige
‘Bewegung nehmen, fiir dic b, (f) = v fiir alle £ und P. Eine solche
Bewegung B nennt man eine geradlinig gleichformige Translation.

Die gegebene Bewegung B kann insbesondere die Eigenschaft haben,
daB3 fir alle Werte von ¢ der Rang o = 1 ist. In diesem Fall ist v, (¢)
= p(f) fir alle £ von P unabhingig. Man hat also fiir jedes ¢ cine be-
rihrende gleichférmige Translation, die aber im allgemeinen mit
variiert, da v (f) sich mit ¢ nach GroBe und Richtung &dndern kann.
Die Bewegung B wird in diesem Fall eine Translation oder translatorische
Bewegung genannt.

3. Fiir ¢ = 2 hat man cine Zentralachse /, in deren Punkten b, fiir
t=t,verschwindet. DerVektor v, (¢,) steht senkrecht auf der Ebene durch P
und / und ist dem Abstand 7, von / und P proportional, d. h. es ist
|bp| = wrp, wo w fiir alle Punkte densclben Wert hat. Das Geschwin-
digkeitsfeld ist also dasselbe wie bei einer Rotation mit [ als fester
Drehachse und konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢ = w (vgl. 64).
Diese Bewegung B wihlen wir als berithrende Bewegung. Die Zentral-
achse / nennt man die momentane Drehachse und w die momentane
Winkelgeschwindigkeit der Bewegung B.

" 4. Fiir o = 3 hat man eine Zentralachse [, deren Punkte fiir ¢ = #,
alle die gleiche Geschwindigkeit v, in der Richtung von / haben (Abb. 76).
Ein Punkt P im Abstand 7, von / hat eine Geschwindigkeit v, in Rich-
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tung der Tangente an eine durch P gehende Schraubenlinie mit 7 als
Achse; in jedem Punkt dieser Schraubenlinie hat v die Richtung der
Tangente in diesem Punkt und den gleichen Betrag wie v, da 7, lings
der Schraubenlinie konstant ist. Eine ,,Schraubbewegung’‘ B, bei der
diese Schraubenlinie in sich selbst mit der durch b, bestimmten Ge-
schwindigkeit gleitet, berithrt die Bewegung B, da B und B lings der
Schraubenlinie, also jedenfalls in drei nicht auf einer Geraden gelegenen
Punkten iibereinstimmende Geschwindigkeitsvektoren haben. 7 heil3t die
momentane Schraubachse der Bewegung B. .

In den Fillen 2., 3. und 4. sagen wir kur:¥ .33" Bewegung des Korpers
sei im Zeitpunkt f, eine Translation, cin—g.tation oder Drehung bzw.
eine Schraubbewegung. /f/;r'

68. Drehvektoren. Im Fall p = /tn » das Geschwindigkeitsfeld das
Momentfeld eines Einzelvektors, ¢; _n kinematische Bedeutung nun
klar ist: Man charakterisiert die ’ ,r‘ f4ng um eine Achse / durch cinen
Drehvektor oder Winkelgeschzm'1 J{)u eitsvektor w, der durch seine An-
griffslinie die Drehachse, dr d‘ on i > Linge |w| dic Winkelgeschwindig-
keit w und durch seine ( ~ng den Drchungssinn um / angibt.
Die Geschwindigkeit in ¢ we ,1llkurhchen Punkt P ist dann durch

’ SC,_ 8 >
(68, 1) lie = w x OP

tv
bestimmt, wo O ein willkih‘.‘:[.en?-’r Punkt auf / ist. Es ist klar, dall man
den Vektor w lings seiner Angriffslinie beliebig verschieben kann, ohne
seine Bedeutung zu dndern. Um den Zusammenhang mit den Moment-
feldern von Vektorsystemen vollstindig herzustellen, fithren wir die
»,Zusammensetzung von Bewegungen‘ in folgender Weise ein:

Eine Bewegung heifit aus zwei Bewegungen zusammengesetzt, wenn thr
Geschwindigkeitsvektor in jedem Punkt die Vektorsumme der Geschwindig-
keitsvektoren der zusammensetzenden Bewegungen in diesem Punkt 1st.

Dieser Begriff der ,,Zusammensetzung von Bewegungen'’, der hier
rein formal definiert ist, erhilt spiter in Kapitel 11 einen kinematischen
Inhalt (vgl. 84, S. 182).

~ Zwei Drehungen mit den Drehvektoren w, und w,, deren Triger-
geraden sich in cinem Punkt Q schneiden, kénnen zu einer Drehung
mit dem durch Q gechenden Drehvektor w = w,; 4 w, zusammengesetzt
werden; denn

(68,2) 1w, X Q}’) + W, X Q—I; = (Ip, + w,) X Q_lz =1 X Q_I’).

Das Geschwindigkeitsfeld einer willkiirlichen Bewegung eines starven
Korpers ist in jedem Zeitpunkt das Momentfeld etnes (nur bis auf statische
Umformung bestimmien) Systems von Drehvektoren.

Wir wollen einige Folgerungen hieraus hervorheben, die sich un-
mittelbar mit Hilfe der fritheren Untersuchungen iiber Vektorsysteme
ergeben:

10*



148 8. I&ap.: Bewegung der Korper.

1. Ein Drehvektorpaar entspricht einer Translation und ist bis auf
statische Umformungen durch die als freier Vektor aufgefa3te Trans-
lationsgeschwindigkeit bestimmt.

2. Eine Schraubbewegung setzt sich aus einer Rotation v und einer
Translation v, = o zusammen (Abb. 76, wo ¢ << 0 angenommen ist).

3. Um den willkiirlichen Bewegungszustand eines starren Korpers
zu beschreiben, kann man einen beliebigen Punkt 4 (als ,,Reduktions-
zentrum®‘) wihlen und die Be-
wegung aus einer Translation
b, und einer Rotation 1 um
eine Achse durch 4 zusammen-
setzen. Hierbei sind tv und
w- b, von 4 unabhingig. Man
kann also in cindeutiger
Weise von der Rotation w
kt (das ist die Vektorinvariante
gungal_s f.reler Vektor) sprechen,
o voie 1n der Bewegung des
Korpers enthalten ist. Wihlt ma, Rauf der momentanen Schraub-
achse (0 = 3) oder Drechachse (p = 2), Ry Wird

(68, 3) b, = olle.

wo die Skalarinvariante o der Bewegung fiir p = 2 verschwindet. Hieraus
folgt durch skalarec Multiplikation mit 1

Abb, 70, Geschwindigkeitsfeld einer Schraubbewegu

. . bA
T ow?

(68, 4)

)

wo A wieder beliebig ist, da w.v, nicht von A abhingt. ¢ bringt
gewissermaBen das Verhiltnis zwischen Translation und Drehung zum
Ausdruck.

4. In einem festen rechtwinkligen Koordinatensystem mit dem Ur-
sprung O sei

(68, 5) W=w,i+w,j+ wtk,
(68, 6) OﬁzxAi+ij+zAf,
(68, 7) OP = xi + yj + zt.

Nach (68, 1) hat man, da sich die Bewegung aus der Drehung w um
eine durch 4 gehende Achsc und der Translation v 4 Zusammensetzt,

(88, 8) bp=1b, + W x AP,
also in Koordinaten

. X=1%,+w,(z—2,) —w,(y—y,,
(68’ 9) 3" == yA + wz(x - xA) - wx(z - zA)’

| 2= 5‘4‘|‘wx(3’—3’4)‘“wy("—’@1)-
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5. Eine Nullgerade ist eine Gerade, deren Punkte zu ihr senkrechte Geschwin-
digkeiten besitzen. Eine Bewegung mit ¢ = 3 kann aus zwei Rotationen zu-
sammengesetzt werden, von denen die eine cine vorgeschriebene Gerade, die
weder Nullgerade noch parallel w ist, zur Drehachse hat. Eine Ebene, die nicht
parallel v ist, enthilt genau einen Punkt (den Nullpunkt der Ebene), dessen
Geschwindigkeit senkrecht zur Ebene ist, und falls sie auch nicht senkrecht auf w
steht, eine Gerade (die charakteristische Gerade der Ebene), langs der die Ge-
schwindigkeiten in der Ebene liegen. (Vgl. 25, 26.)

69. Spezielle Bewegungen. In 85 bis 38 haben wir Korper be-
trachtet, deren Bewegungsfreiheit eingeschrankt ist; die Bewegungen
eines solchen Korpers wollen wir nun eingehender untersuchen. Wir
sehen dabei von dem Falle ab, daB3 sich der Korper in dem betrachteten
Zeitpunkt in momentaner Ruhe befindet, wo also p = 0 ist.

1. Ist eine Schraubenlinie im Korper festgehalten, so kann seine
Bewegung in jedem Zeitpunkt nur eine Schraubung sein, bei der die
Schraubenlinie in sich bewegt wird.

2. Ist eine Gerade ! im Korper festgehalten, so ist dic Bewegung
in jedem Zeitpunkt eine Schraubung oder speziell eine Drehung um /
oder schlieBlich eine Translation in der Richtung von /.

3. Ist eine Gerade ! und eine dazu senkrechte Ebene im Korper
festgehalten, so kann die Bewegung nur eine Drehung um / sein.

In diesen drei Fillen ist die Bewegung durch den Geschwindigkeits-
vektor eines beliebigen Punktes, der nicht auf der Achse der Schrauben-
linie bzw. nicht auf / liegt, vollstindig bestimmt.

4. Ist eine Ebene im Korper festgehalten, so miissen die Geschwin-
digkeitsvektoren der Punkte der Ebene in dieser Ebene liegen. Folg-
lich muBB o = 2 oder 1 sein. Die Bewegung des Korpers kann dann in
jedem Zeitpunkt nur cine Rotation um eine zur Ebene senkrechte
Achse oder eine Translation mit einem zur Ebene parallelen Geschwin-
digkeitsvektor sein. Die Bewegung des Korpers ist vollstandig durch
die Bewegung einer in der Ebene liegenden Figur bestimmt. Bei einer
solchen ,,ebenen Bewegung kann man also die ganze Untersuchung
auf dic Ebene selbst beschrinken. Ist die Bewegung keine Translation,
so nennt man den Schnittpunkt der momentanen Drehachse mit der
Ebene das momentane Drehzentrum D. Die Geschwind®- g% eines will-
kiirlichen Punktes der Ebene ist senkrecht auf 'an:c;\derbindungs-
geraden mit D und proportional seinem Ak @ ~ STIT¢SDer Punkt D
ist der Schnittpunkt der Normalen der ~  s€Pen; W3 “zyei Punkten
und » der Quotient des Geschwindi-' o * in rage 2V s Punktes und
seines Abstandes von D. Dreht » & . Geschw.nuaigkeitsvektor v,
eines Punktes P um P um einc% -3&ften Winkel im festzusetzenden
positiven Umlaufssinn, so lier & ' Ygedrehte Vektor §, auf der Bahn-
normalen von P. Tut mar €fiir alle Punkte einer ebenen Figur, so
bilden die Endpunkte d ~Cdrehten Geschwindigkeiten cine Figur, die
zu der urspriinglichen<tufinlich und &hnlich gelegen ist, wobei D das
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Ahnlichkeitszentrum ist (Geschwindigkeitsdiagramm). Die gedrehten Ge-
schwindigkeitsvektoren aller Punkte einer Geraden / haben gleiche Pro-
jektionen auf eine Normale von /, da die ungedrehten gleiche Projek-
tionen auf ! selbst haben. Der geometrische Ort der Endpunkte der
gedrehten Vektoren ist also eine zu ! parallele Gerade. Von dieser
Eigenschaft macht man bei Konstruktionen von Geschwindigkeits-
diagrammen oft Gebrauch.

Bestimmt man fiir eine ebene Bewegung das momentane Dreh-
zentrum D (¢) fiir ein Zeitintervall, so kann man den geometrischen
Ort der Punkte D einerseits in der festen Ebene, in der die Bewegung
vor sich geht, andererseits in der bewegten ebenen Figur betrachten.
Fiir hinreichend regelmaBige Bewegungen sind diese geometrischen
Orter einfache Kurven, die Polkurven F und R der Bewegung. Die
,feste Polkurve'* F liegt in der festen Ebene, die ,,rollende Polkurve* R
ist eine Teilfigur der bewegten Figur. Fiir einen gegebenen Zeit-
punkt ¢ haben sie den Punkt D (f) gemeinsam.

Um die gegenseitige Lage von R und F zu bestimmen, wihlen wir
in der bewegten starren, ebenen Figur einen Punkt A als Reduktions-
zentrum und kennzeichnen ihre Lage durch einen von A ausgehenden
und zu der bewegten Figur gehorigen Einheitsvektor €(¢). Setzen wir
noch die Richtung von t als positive Normalenrichtung der Ebene
fest, so haben wir nach (4, 12)

wxE=w2wE wxE=—wG.

Ist nun ein Punkt P der Figur durch
AP = aG + b6
~ bestimmt, so ist seine Geschwindigkeit nach (68, 8)
bp=1,+10X @C+5b6 =v, +awl — b,
Da andererseits .
np=§-t(0—;1 +aG+ 58 =1, +a+bC

ist, hat wan fiir die Anderungsgeschwindigkeiten von € und € in bezug

auf die fest\?_/é ‘rne _ . N
C=w€¢, CE=-—-wEC.

P fillt mit 1

. . gy wenn bp = 0 wird, wenn man also fir a
. n
und b die GréBer *
nd-+ ~hse ~
- A Y UA'@
oK = -, — ﬂ = T
9, w

wihlt. Mit diesen von ¢ abhing. n Skalaren kann man den Orts-
vektor 1; des momentanen Drehzer.) 'ms D vom Ursprung O der

festen Ebene in der Form w

—> —> 4 A
OD =1, =04 + «G + 26



70. Verlagerungen. 151

darstellen; er verschiebt sich also in der festen Ebene mit der Ge-
schwmdlgkelt

tp =1, +oawCE — pwE + aC + fE= G +4G.

Dies ist aber zugleich die Geschwindigkeit, mit der sich D in be-
zug auf die bewegte Figur verschiebt, denn in bezug auf diese
sind 4 und € unverdnderlich und nur « und g von ¢ abhingig. Es
ergibt sich also, dal R und F in dem zu dem betreffenden Werte
von ¢ gehodrigen gemeinsamen Punkte D eine gemeinsame Tangente
haben und daB sich D in einem Zeitintervall auf beiden Kurven
um gleiche Bogen verschiebt. Also rollt die zu der bewegten Figur ge-
horige Kurve R auf der in der festen Ebene liegenden Kurve F ab.
(Diese Uberlegung wird am SchluB von 84 in einen allgemeineren Zu-
sammenhang eingeordnet werden.)

5. Ist ein Punkt O des Koérpers festgehalten SO 1st die Geschwindig-
keit von O gleich Null, also mull ¢ = 2 sein. Die Bewegung ist daher
eine Drehung um eine momentane Drehachse / durch 0. Die geometri-
schen Orter der momentanen Drehachse /(f) im Raume bzw. im Kérper
sind zwei Kegel FF und R mit dem Scheitel O, die Polkegel. Ahnlich wie
fiir ebene Bewegungen 148t sich zeigen, daB die Bewegung als Abrollen
des ,,rrollenden Polkegels” R auf dem ,(festen Polkegel I aufgefaBt
werden kann (vgl. auch 84, S. 183).

In diesem Fall kann man die Bewegung auch folgendermalBlen be-
schreiben: Man lege eine Kugel um O und betrachte deren Schnittfigur
mit dem bewegten starren Korper. Dann ergibt sich, daf3 die Bewegung
einer sphirischen Figur in jedem Augenblick eine Drehung um ein
momentanes Drehzentrum (besser: zwei diametral entgegengesetzte) ist
und dadurch erzeugt werden kann, daB eine sphidrische Kurve R auf
einer festen sphirischen Kurve F rollt. Man hat also in der Ebene
und auf der Kugel ganz analoge Verhiltnisse, nur dall die Trans-
lationen der Ebene kein Gegenstiick auf der Kugel haben.

Fir die freie Bewegung eines Korpers kann man in derselben Weise die
geometrischen Orter F und R der momentanen Schraubachsen s(f) im Raume
bzw. im Korper einfithren. Sie sind im allgemeinen windschiefe Regelflichen,
die sich fiir jeden Wert von ¢ ldngs der Geraden s(¢) berithren. Die Bewegung
besteht darin, daB R auf F abrollt, sich aber gleichzeitig langs s(¢) verschiebt.

70. Verlagerungen. Es seien zwei Lagen eines starren Korpers, also
zwei willkiirliche kongruente Figuren vorgegeben; wir fragen, durch
welche einfache Bewegung die erste Figur in die zweite {ibergefiihrt
werden kann.

Im Fall der Ebene kann die Frage folgendermaBen beantwortet
werden: Ist 4 ein Punkt der ersten Figur, 4’ der entsprechende Punkt
der zweiten, B derjenige Punkt der ersten Figur, der mit A’ zusammen-
fallt, und B’ dessen entsprechender, so ist AB = A’B’. Fillt B’ mit A
zusammen, so geschieht die Verlagerung am einfachsten durch eine
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Halbdrehung um den Mittelpunkt von AB. Fillt A’B’ in die Ver-
langerung von AB, so lassen sich die Figuren durch eine Parallelver-
schiebung, in allen anderen Féllen durch eine Drehung um den Mittel-
punkt des Kreises ABB’ ineinander iiberfiihren?.

Dies gilt ebenso fiir die Verlagerung einer sphdrischen Figur auf
der Kugel, nur daB die Parallelverschicbung fortféllt. Hieraus ent-
nimmt man zugleich: Die Uberfilhrung einer rdumlichen Figur mit
einem festgehaltenen Punkt von einer Lage in eine andere kann stets
durch Drehung um eine durch den festen Punkt gehende Achse ge-
schehen.

Es soll nun eine willkiirliche rdaumliche Figur F in eine gegebene
andere Lage F' iibergefithrt werden. Es sei 4 ein Punkt von F und A4’
der entsprechende in F’. Wir beginnen dann mit der Parallelverschie-

bung 4 A’, wodurch F in cine Lage F’’ ibergeht. Wenn nun F’’ noch
nicht mit F’ zusammenfillt, kann man F" in F’ durch eine Drehung
um eine Achse durch A’ uberfiihren. Alle Geraden in F, die dieser
Achse parallel sind, behalten ihre Richtung bei der Uberfithrung in F’
bei; jede andere Gerade dndert die Richtung. Alle auf der unverinder-
lichen Geradenrichtung senkrechten Ebenen, und nur diese, behalten
daher ihre Ebenenstellung bei. Man kann demnach die Verlagerung
auch folgendermaBlen bewerkstelligen: Es sei € eine solche Ebene in F
und ¢’ die entsprechende in F’. Man verschiebe ¢ in Richtung der Normalen
bis in die Lage &’ und drehe darauf um eine zu ¢’ senkrechte Achse, bis
alle Punkte von ¢ mit den entsprechenden von ¢’ zusammenfalien. Da-
durch ist F in die Lage F' gekommen. Man sieht also, dall die Ver-
lagerung stets durch eine Schraubbewegung erzielt werden kann, da ja
bei der letzten Uberfiihrung die Parallelverschiebung und die Drehachse
die gleiche Richtung haben. — Fiir spezielle Lagen F und F’ kann die
Schraubung in eine reine Translation oder eine reine Drehung entarten.
— Man sieht ferner, da3 bei der zuerst betrachteten Uberfithrung die
Richtung der Drehachse, die Grée des Drehwinkels und die Kompo-
nente der Parallelverschiebung in Richtung der Drehachse von dem
gewiahlten Punkt 4 unabhingig sind.

Geht man von den hier betrachteten endlichen Verlagerungen zu
,,infinitesimalen*‘ iiber, wie sie bei einer kontinuierlich bewegten Figur
in jedem Zeitpunkt vorliegen, so gehen Drehzentrum, Drehachse und
Schraubachse in der Grenze in das momentane Drehzentrum bzw. die
momentane Dreh- oder Schraubachse iiber.

71. Rollbewegungen. In 69 wurde gezeigt, daBl eine beliebige ebene
Bewegung als Rollbewegung der rollenden Polkurve R auf der festen
Polkurve F aufgefaBt werden kann. Oft realisiert man eine ebene Be-

-

1 Hierbei werden nur Verlagerungen mit LErhaltung des Umlaufssinnes, also
keine Umklappungen in Betracht gezogen.
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wegung mechanisch durch materielle Polkurven; R kann etwa eine
Radperipherie sein.

Riickt das momentane Drehzentrum um das Stiick ds auf den bei-
den Polkurven vorwirts, und sind g, und g, die Kriimmungsradien der
Polkurven, d¢, und d¢, die Winkel zwischen den Kurvennormalen in
den Endpunkten der bei-
den Bogenelemente der
Liange ds, so gilt

(T1,1) ds=g,dp;=0,dp,. é
Die Abb. 77 und 78 zeigen:
Wenn die Endpunkte der >
Bogenelemente ds zur /7

Deckung gekommen sind, &
so hat sich die Normale
von R um den Winkel dg, Abb. 77, Abb. 78,
+ d% oder d‘Pz - d‘Pl ge- Ebene Roillbewegungen.
dreht, je nachdem R die
Héhlung nach derselben oder entgegengesetzten Seite wendet wie . Man
kann dies dadurch beriicksichtigen, dal man p, und d¢, mit Vorzeichen
rechnet, und zwar positiv, fir den in Abb. 77 dargestellten Fall. Man
erhilt so fiir die Winkelgeschwindigkeit einer mit R fest verbundenen
Figur

dpy + doy ds (1 1 01+ 03 Aoy
m2) =R =) =

Hierbei sind w und -—d(%g im gleichen Sinne positiv gerechnet; dann gilt

diese Gleichung mit beiden Vorzeichen von p,.

72. Bewegung nichtstarrer Korper. Ifir einen nichtstarren Kor-
per, der aus mehreren starren Teilkérpern mit willkiirlicher gegenseitiger
Bindung zusammengesetzt ist, gelten die in den vorigen Paragraphen
gefundenen Resultate fiir jeden einzelnen starren Teilkorper. Beziig-
lich der Einschriankungen, denen die Bewegungen der Teilkérper durch
ihre gegenseitigen Verbindungen unterworfen sind, moge folgendes an-
gefithrt werden:

Ist ein Punkt eines Teilkorpers in einem anderen festgehalten, so
mub die Geschwindigkeit dieses Punktes bei den Bewegungen der bei-
den Korper die gleiche sein.

Ist eine Gerade eines Teilkoérpers in einem anderen festgehalten, so
konnen sich die Geschwindigkeiten eines Punktes der Geraden bei den
beiden Bewegungen héchstens in ihren Komponenten in Richtung der
Geraden unterscheiden, da der eine Korper relativ zum anderen nur
lings der Geraden gleiten kann. Ist auBerdem eine zur Geraden senk-
rechte Ebene des einen Korpers im anderen festgehalten, so féllt auch
dieser Unterschied fort.
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Ist eine Ebene eines Teilkorpers im anderen festgehalten, so kénnen
sich die Geschwindigkeiten eines Punktes der Ebene bei den beiden
Bewegungen nur in ihren zur Ebene parallelen Komponenten unter-
scheiden; ihre zur Ebene senkrechten Komponenten miissen iiberein-
stimmen.

Wenn eine Fliche (oder eine Kurve oder ein Punkt) des einen Kor-
pers stets eine Fliche (oder Kurve) des anderen Korpers berithren soll,
so miissen die Geschwindigkeiten des Berithrungspunktes bei den beiden
Bewegungen die gleiche Komponente in Richtung der gemeinsamen
Normalen im Berithrungspunkt haben.

Analoge Sitze konnen fiir ebene Bewegungen formuliert werden.
Wenn z. B. ein Punkt einer starren ebenen Figur an eine gegebene, in
der Ebene feste Kurve gebunden ist, so muf} seine Geschwindigkeit in
der Kurventangente liegen. Die Kurvennormale in dem betreffenden
Punkt ist dann ein geometrischer Ort fiir das momentane Drehzentrum
der bewegten Figur.

Fiir ebene Bewegungen kann man ein Geschwindigkeitsdiagramm
fiir jede einzelne starre Teilfigur zeichnen, und erhilt so ein Geschwin-
digkeitsdiagramm fiir die ganze Figur. Dic vorstehenden Sitze geben
dann Aufklirungen tiber den Zusammenhang der Teildiagramme, der
von den gegenseitigen Bindungen herriihrt.

Ubungsaufgaben zum 8. Kapitel.

1. In Abb. 79 sind € und C’ zwei Kreise mit gleichem Radius, L und L’ zwei
Geraden durch ihre Mittelpunkte. Die Teilfigur (L, C) liegt fest. Die Teilfigur
(L', C") bewegt sich so, dal I.” dauernd C und C’ dauernd I berithrt. Man be-

’ v stimme die Polkurven der zugehorigen Roll-
bewegung.

2. Die Endpunkte 4 und B eines starren
Stabes bewegen sich auf den Schenkeln eines
rechten Winkels mit dem Scheitel O. Welches
sind die Polkurven der zugehorigen Roll-
bewegung? Unter der Annahme, daBl die Ge-
schwindigkeit von A4 konstant ist, soll gezeigt
werden, da@ die Beschleunigung eines beliebigen
Punktes des Stabes auf 04 senkrecht steht und
der dritten Potenz der Entfernung von 04 pro-
portional ist.

Abb. 79. Zu Aufgabe 1. 3. Ein Stab A B ist in einer Ebene durch

zwei sich kreuzende Stibe 4D und BC mit

zwei festen Punkten C und D verbunden. Fiir die Langen gilt AD = BC und
AB = CD. Man bestimme die Polkurven fiir die ebene Bewegung von A B.

4. A, B und C seien drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte. Eine in
der Ebene 4 BC liegende Figur wird der Reihe nach folgenden drei Verlagerungen
in dieser Ebene unterworfen: Zuerst einer Drehung um A das Doppelte des Win-
kels CAB (in der Drehrichtung von AC nach 4B), dann um B das Doppelte
des Winkels ABC, dann um C das Doppelte des Winkels BCA. Man zeige, da3
die Figur in ihre Ausgangslage zuriickgekehrt ist. (Man betrachte zunichst die
Punkte der Figur, die in der Ausgangslage mit 4 bzw. C zusammenfallen.) Ein

67/
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entsprechender Satz gilt auf der Kugel. Wie kann man mittels dieses Satzes
zwei endliche Drehungen um parallele oder sich schneidende Achsen zusammen-
setzen?

5. Ein ebenes, konvexes Stabviereck A BDC bewegt sich in seiner Ebene in
willkiirlicher Weise. Man wahle beliebig 1) die Geschwindigkeit von A, 2) die
zu A B senkrechte Geschwindigkeitskomponente von B, 3) die zu AC senkrechte
Geschwindigkeitskomponente von C und zeige, daB die zu den vier Seiten ge-
horigen momentanen Drehzentren ein dem gegebenen umschriebenes Viereck
bilden, und ferner, da der Schnittpunkt zweier Gegenseiten des gegebenen Vier-
ecks und die momentanen Drehzentren der beiden anderen Seiten auf einer Geraden
liegen.

6. Man zeichne ein Geschwindigkeitsdiagramm fiir einen Pantographen (Storch-
schnabel), etwa von der in Abb. 80 dargestelliten Art, und den in Abb. 80 wieder-
gegebenen Inversor, wenn die
Punkte O festgehalten und die /4
Geschwindigkeiten der Punkte
P gegeben sind. £

7. Ein Stab bewegt sich in
einer Ebene so, da3 er standig
durch einen festen Punkt O
geht und der eine Endpunkt 4
eine feste, nicht durch O 1]
gehende Gerade durchlauft. Pantograph Inversor
Wenn die Geschwindigkeit von Abb. 80. Zu Aufgabe 6.

A bekannt ist, soll man die Ge-

schwindigkeit cines beliebigen Stabpunktes B ermitteln (Tangentenkonstruktion
der Konchoide). Man stelle Gleichungen fiir die Polkurven der zugehorigen Roll-
bewegung auf.

8. Fiir die Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene kennt man die Winkel-
geschwindigkeit @ und die Geschwindigkeit u eines zur Figur gehorigen Punktes A
als Funktionen der Zeit. Wie driicken sich Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines beliebigen zur Figur gehorigen Punktes P aus? Man zeige, dall es im all-
gemeinen zu jedem Zeitpunkt genau einen Punkt gibt, dessen Beschleunigung
verschwindet. ’

9. Kapitel.
Kinematik der Fachwerke.

73. Knotenpunktsgeschwindigkeiten. Wir betrachten wie in 54 ein
Fachwerk mit s Stiben und 4 Knotenpunkten, dessen einzelne Stdbe
als starr angesehen werden konnen. Der Geschwindigkeitsvektor b,
im Knotenpunkt P, ist derselbe fiir dic Bewegungen aller Stdbe, die
in P, zusammenstoBen. Die Geschwindigkeitsvektoren b, und b, der
Endpunkte eines Stabes P,P; haben die gleiche Projektion auf den
Stab (vgl. 86). Wir untersuchen nun, welche SchluBfolgerungen fiir
die Geschwindigkeiten der Knotenpunkte hieraus und aus dem Aufbau
des Fachwerks gezogen werden kénnen. Die Untersuchung verlduft
der in 54 parallel, weshalb wir die dort eingefiihrten Bezeichnungen

beibehalten.
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Da die s Stablingen [, ; bekannt sind, erhilt man fiir die 3 2 Knoten-
punktskoordinaten die s Gleichungen

(78,1) i = (6 — %) + (Ve — ) + (2 — 2)*
Hieraus ergibt sich durch Differentiation nach ¢

(73’ 2) (xx - x/l) (xn - xl) + (yn - yl) (yn - 5}1) + (zx - 2&) (‘én - 21.) =0,
was den obengenannten Satz, daBl v, und b, die gleiche Projektion
auf P, P, haben, zum Ausdruck bringt. (78, 2) stellt s homogene lineare
Gleichungen fiir die 3 # Geschwindigkeitskoordinaten %, y,, 2, (* =1,
2, ..., k) dar, wenn dic Koordinaten «,, y,, 2, der Knotenpunkte be-
kannt sind. Die Matrix dieses Gleichungssystems ist genau die Trans-
ponierte der Koeffizientenmatrix I des Gleichungssystems (54, 2, 3, 4),
vorausgesetzt natiirlich, da man beidemal Knotenpunkte und Stibe
in derselben Numerierung bzw. Anordnung beriicksichtigt; denn in
(78, 2) sind die Koeffizienten der Unbekannten in der zum Stab P, P,
gehorigen Gleichung x, — x;, %, — %, Y. — Vi, Y1 — Vu» 20 — 23, & — &,
und sonst Null, also gerade die Elemente der zur Unbekannten 5—"—4

7

gehorigen Spalte der Matrix I von (54, 2, 3,4). Wir hatten gezeigt,
daB der Rang ¢ von I', der ja- mit dem der Transponicrten I iiberein-
stimmt, den Ungleichungen

(78, 3) g
(78, 4) 0=3%k—6

geniigt. (78, 4) ergab sich daraus, daB zwischen den Zeilen von I sechs
lineare Relationen bestchen, die linear unabhingig sind, wenn nicht
alle Knotenpunkte auf einer Geraden liegen, was wir auch hier voraus-
setzen wollen. Diesen Relationen, deren Koeffizienten wir zur Matrix
(54, 9) zusammengefallt hatten, entsprechen nun sechs linear unab-
hingige Losungen des Gleichungssystems (78, 2), und zwar die folgenden:

(78, 5) £, =1, 9, =0, 4, =0
(78, 6) %, =0, Ve =1, 4, =0
(73, 7) i, =0, 9, =0, 5 =1
(73, 8) %, =0, Ve = —Zg, & =Y,
(73, 9) R = 2%, Ve =0, 2, = —%,
(78, 10) = —Vu» Vi = %,, z, = 0.

Diese Losungen haben eine einfache kinematische Bedeutung; sie ent-
sprechen den Bewegungen des Fachwerks als starrer Kérper, und zwar
(78, 5) piner Translation in der Richtung der x-Achse mit der Geschwin-
digkeit 1, (78, 8) einer Rotation um die x-Achse mit der Winkelgeschwin-
digkeit 1 und analog die iibrigen. Durch lineare Kombination dieser
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Losungen l4aBt sich auch die der allgemeinsten Bewegung des Fach-
werks als starrer Korper entsprechende Losung herstellen. Ist namlich
u = {u, u, u,} die Geschwindigkeit des Ursprungs und w = {w, w, w,}
der Drehvektor der Bewegung, so multiplizieren wir (78, 5, 6, 7, 8, 9, 10)

bzw. mit u,, ,, u,, w,, w,, w, und addieren. Dann erhalten wir die
Lésung

Ry =Uy+ W2, —W,Y,, V.,=u,+Wx,—wz, L=u+wy, —wrx,,

und diese stellt nach (68, 9) in der Tat das Geschwindigkeitsfeld der
Bewegung dar. )

I. Ist 6 <<3k—0, so kann das Fachwerk wicht starr sein, und wmgekehr!.
In diesem Fall existieren nimlich auBer den eben genannten noch weitere
Losungen von (78, 2), und diese iiberschiissigen Bewegungsmoglichkeiten
hingen von 3% — 6 — o Parametern ab; d. h. diese Zahl gibt die Anzahl
der Parameter fiir die Bewegungszustinde an, die noch mdéglich sind,
nachdem man drei Knotenpunkte, die ein starres Dreieck bilden, im
Raum festgehalten hat. — Dieser Fall tritt wegen (78, 3) insbesondere
fiir s < 3% — 6 ein.

II. Ist 0 <s, so kann man gewisse Stibe aus dem Fachwerk ent-
fernen, ohme daf dadurch neue Knotempunkisgeschwindigkeiten moglich
werden. In diesem Fall miissen ndmlich s — ¢ Gleichungen von (73, 2)
aus den iibrigen folgen. Entfernt man die diesen Gleichungen ent-
sprechenden Stibe, so bleibt die Menge der Losungen von (73, 2) un-
geindert. Die Anzahl der Parameter, von denen die Knotenpunkts-
geschwindigkeiten abhingen, ist also dieselbe geblieben. Man beachte
aber, dall diese Zahl nicht notwendig gleich der Anzahl der Para-
meter sein muB3, von denen die Lagen des Fachwerks abhingen. Diese
sind namlich durch die Gleichungen (73, 1) bestimmt; und wenn cine
Gleichung (73, 2) eine Folge der iibrigen ist, braucht die entsprechende
Gleichung (78, 1) nicht aus den iibrigen zu folgen. Dieser Umstand
wird im nichsten Paragraphen eingehender besprochen. — Wegen
(73, 4) tritt der Fall o < s stets fiir s > 3% — 6 ein.

Die Fille I und II konnen gleichzeitig eintreten, da ¢ < s und
0 <3k —06mits % 3k — 6 vertraglich sind.

II1. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiiv, daf das Fach-
werk nur solche Knotempumkisgeschwindigheiten zulift, die einer Be-
wegung des ganzen Fachwerks als starrer Korper entsprechen und daf

das Fachwerk diese Eigenschaft ber Entfernung eines willkiivlichen Stabes
verliert, 1st

(78, 11) s=0=93k—6.
Wir wollen das Fachwerk als kinematisch bestimmt, aber nicht iiber-

bestimmt bezeichnen, wenn es von dieser Beschaffenheit ist.
Alle Betrachtungen lassen sich leicht auf Bewegungen von ebenen
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Fachwerken in ihrer Ebene iibertragen. Man hat dann nur iiberall
3k — 6 durch 2%k — 3 zu ersetzen.

74. Freiheitsgrad. Wir bezeichnen die Anzahl der unabhéingigen
Parameter, von denen die moglichen Lagen eines mechanischen Systems
abhingen (vgl. 86), als den geometrischen Freiheitsgrad des Systems und die
Anzahl der unabhingigen Parameter, von denen die moglichen Geschwin-
digkeiten seiner Punkte abhidngen, als seinen kinematischen Freiheits-
grad®. Wie wir schon unter II im vorigen Paragraphen bemerkt haben,
brauchen diese beiden Zahlen nicht iibereinzustimmen. Fiir ein Fach-
werk mit # Knotenpunkten und s Stdben, das keinen dulleren Zwangs-
bedingungen unterworfen ist, ist der geometrische Freiheitsgrad im all-
gemeinen gleich der Anzahl 3% der Knotenpunktskoordinaten, ver-
mindert um die Anzahl der unabhingigen unter den s Gleichungen
(73, 1) zwischen diesen Koordinaten, und der kinematische Freiheitsgrad
gleich der Anzahl 3% der Knotenpunktsgeschwindigkeitskoordinaten
vermindert um die Anzahl der unabhingigen unter den s Gleichungen
(78, 2) zwischen den Geschwindigkeitskoordinaten. Bei der Bestimmung
der ersten Zahl mufl man jedoch beachten, dall Ausnahmefille ein-
treten konnen, da die Bedingungsgleichungen (73, 1) nicht linear sind.

Wir wollen diesen Tatbestand durch ein Beispiel eines Fachwerks beleuch-
ten, bei dem solche ungewohnlichen Verhiltnisse vorliegen. Es seien P, und P,
zwei Knotenpunkte des Fachwerks und a ihr Abstand. Wir nehmen an, da3 a
unveranderlich ist. Dies kann dadurch zustande kommen, daBl >, und P, durch

einen Stab verbunden sind, es kann aber auch eine Folge des Aufbaus des Systems,
also die Gleichung

(74, 1) (71 = %) + (yy — 32)% + (5 — 2)® = a®

eine Folge der Bedingungsgleichungen (73, 1) sein. Das letztere wollen wir an-
nehmen. Dann ist auch die differenzierte Gleichung

(74, 2) (¥ — 29) (27 — &2) + (31 — ¥2) (5’1 - yz) + (2, — 23) (zn - 2.2) =0

ein Folge der Gleichungen (78, 2). Wir fiigen nun zu dem Fachwerk einen Knoten-
punkt P, und zwei Stibe P P; und P P, der Langen [;; und /,, hinzu. Dann
hat man

(74» 3) (xo - x1)2 + (yo - yl)z + (zo - 31)2 = lgl:
(74, 4) (g — #9)% 4+ (g — ¥9)2 + (5p — 7)) = 13,

und hieraus erhdlt man durch Differentiation

(74" 5) (xo - xl) (’}0 - xl) + (yo - yl) (3./0 - 5/1) + (zo - zl) (éo - él) =0,
(14, 6) (% — %) (% — %) + (Vo — ¥2) (B — J2) + (5 — 29) (& — 25) = 0.

1 Die hier mit dem Wort ,,Freiheitsgrad’® bezeichnete Anzahl heit in der
Literatur im allgemeinen die ,,Anzahl der Freiheitsgrade'’, wobei sich dann das
Wort ,,Freiheitsgrad’‘ auf den einzelnen Parameter bezieht. Ein ,,System mit
n Freihejtsgraden’’ bedeutet dann, je nachdem dies geometrisch oder kinematisch
gemeint ist, ein System, dessen Lagen oder Geschwindigkeiten von » unabhéngi-
gen Parametern abhédngen.
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Die Bedingung dafiir, daB3 (74, 3, 4) den urspriinglichen Gleichungen (78, 1) nicht
widersprechen, lautet

(14, 7) Iy + e a=={lgy — lye .

Die Gleichungen (74, 3, 4) sind stets zwei neue unabhingige Gleichungen; denn
P, kommt nur in diesen beiden vor, und aus dem Abstand des Punktes P, von P,
kann man iiber seinen Abstand von P, nicht mehr als die Ungleichung (74, 7)
folgern. Die Anzahl der Knotenpunktskoordinaten
hat sich um drei erhdéht, die Anzahl der unab-
héngigen Gleichungen (73, 1) um zwei; das Nor-
male wiirde also sein, daf3 sich der geometrische
Freiheitsgrad um 1 erhoht. Das tritt auch ein,
wenn in (74, 7) kein Gleichheitszeichen gilt, da
dann bei festgehaltenen P, und P, der Punkt P,

an einen Kreis gebunden ist (vgl. Abb. 81). Zu- Abb. 81.

gleich erhoht sich auch der kinematische Frei- 2

h.elt‘sgrad um 1, d'fl PQ re.\,latlv. zu P, P, eine b.e- ,S; 07 7 oz ;’)2
liebige Geschwindigkeit in Richtung der Kreis- Abb. 82.
tangente haben kann, aber keine weitere; denn der o

Kreis ist bei der Bewegung des Fachwerks fest Zum Belspicl (::.'gis’}"S"ahmda“h'

mit ihm verbunden. Dic Gleichungen (73, 2) wer-
den um die beiden unabhangigen Gleichungen (74, 5,6) vermehrt, und die Anzahl
der Koordinaten der Knotenpunktsgeschwindigkeiten um 3.

Dies gilt dagegen nicht mehr, wenn in (74, 7) ein Gleichheitszeichen steht.
Dann schrumpft der Kreis auf einen Punkt zusammen (Abb. 82), und der geo-
metrische Freiheitsgrad wird nicht erhéht, obwohl 3% um 3 und die Anzahl

der unabhdngigen Bedingungsgleichungen nur um 2 zunimmt. Der kinematische
Freiheitsgrad wachst jedoch um 2. Denn da die Vektoren P P,, P P, und P, P,

gleichgerichtet sind, kann man durch Hinzufiigung eines passenden IFaktors die
homogenen Gleichungen (74, 5, 6) auf dic Form

(74, 8) (w1 ~— %) (570 -371) + (¥, — ¥a) (3.’0 e 3"1) + (31 — %) (éo — %) =0,
(T4, 9) (% — #) (Yo — xa) + (V1 — ¥2) Wy — ¥2) + (2, = 22) (Zy -~ Z9) = O

bringen. Nun ist klar, daB die drei Gleichungen (74, 2, 8, 9), also auch (74, 2, 5, 6)
linear abhingig sind. Zu den unabhidngigen unter den Gleichungen (73, 2)
kommt daher nur einc neue. I’, kann relativ zu I, I, eine bcliebige Geschwin-
digkeit senkrecht zu P, P, haben. Dieser entspricht natiirlich keine endliche Be-
wegung von I, aber das entscheidende ist, daB die Gleichungen fiir die Geschwin-
digkeiten diese nicht so stark einschrianken wie die Gleichungen fiir die Knoten-
punktskoordinaten die letzteren. Wir kénnen den Tatbestand etwa so beschreiben :
Obwohl dic Linie P;FP,P, bei den Bewegungen des Fachwerks nur als Gerade
beweglich ist, ist der Punkt P, doch nicht unverriickbar an die Strecke gebunden,
er ist ,,wackelig', er hat eine unendlich kleine Beweglichkeit senkrecht zu ihr.

Ein Fachwerk, dessen kinematischer Freiheitsgrad vom geometrischen ver-
schieden ist, wird als Ausnahmefachwerk bezeichnet.

75. Statisches und kinematisches Verhalten von Fachwerken. Da,
wie wir in 78 festgestellt haben, die Matrizen " und " der Gleichungs-
systeme (54, 2, 3, 4) bzw. (73, 2) Transponierte voneinander sind und
folglich den gleichen Rang o haben, und da ferner sowohl fiir das sta-
tische als auch fiir das kinematische Verhalten eincs Fachwerks neben
Knotenpunkts- und Stibezahl dieser Rang o ausschlaggebend ist, kénnen
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wir aus den Sitzen I, II, III von 84 und 73 unmittelbar die folgenden
entnehmen, die Beziehungen zwischen den statischen und kinematischen
Eigenschaften eines Fachwerks herstellen.

I. Hat ein Fachwerk grofieren Rinematischen Freiheitsgrad als ein
starrer Korper, so kann es nicht unter der Einwirkung eines beliebigen
mit Null dquivalenten dufleven Kraftsystems im Gleichgewicht sein, und
wmgekehrt. Der UberschuB3 3%k — 6 — o des kinematischen Freiheits-
grades iiber 6 ist gleich der Anzahl der unabhingigen Relationen zwi-
schen den Kraftkoordinaten, die nicht aus den Gleichgewichtsbedingun-
gen folgen. Dieser Fall tritt fiir 0 << 3% — 6 und insbesondere stets fir
s < 3k — 6 cin.

II. Wenn man von einem Fachwerk Stibe entfernen kann, ohne seinen
kinematischen Freiheitsgrad zu erhohen, so sind die Stabspannungen statisch
unbestimmt, und umgekehrt. Kann man # Stdbe, aber nicht mehr, ent-
fernen, so hingen die statisch moglichen Stabspannungen fiir gegebene
duBere Krifte von » Parametern ab. Das Fachwerk ist ,,inwendig
n-fach statisch unbestimmt. Hierbei ist # = s — o. Dieser Fall tritt
fiir 0 <<'s und insbesondere stets fiir s > 3% — 6 ein. ’

111. Ein Fachwerk ist dann und nur dann mechanisch bestimmi, wenn
es kinematisch bestimmt, aber micht diberbestimmt ist. Die Bedingung
hierfiir lautet s == o == 3k — 6. Der kinematische Freiheitsgrad des
Fachwerks ist dann gleich 6, erhoht sich aber bei Entfernung eines
willkiirlichen Stabes. Das Fachwerk befindet sich unter der Einwirkung
eines willkiirlichen &uBeren mit Null 4dquivalenten Kraftsystems im
Gleichgewicht, und die Stabspannungen sind eindeutig bestimmt.

Jedem Polyeder im Raume entspricht ein Fachwerk, wenn man seine & Ecken
als Knotenpunkte und seine s Kanten als Stidbe auffaBt. Ist das Polyeder ein-
fach zusammenhingend, etwa konvex, so ist nach der Lulerschen Polyederformel
kB — s+ f=2, wenn f die Zahl der Seitenflichen bezeichnet. Daraus folgt

3k —6=3s—3f.

Die Bedingung s = 3 A& — 6 ist also dann und nur dann erfilllt, wenn 3/ = 2s
ist, und dies tritt fiir Polyeder, deren Seitenflachen simtlich Dreiecke sind, und
nur fiir diese ein. Nun hat M. DEEN [Math. Ann. 77 (1916)] gezeigt, daBl die
Rangzahl ¢ bei konvexen Dreieckspolyedern stets den maximalen Wert ¢ = s
== 3 k — 6 besitzt, so daB hier der Fall III der mechanischen Bestimmtheit vorliegt.

Ubungsaufgaben zum 9. Kapitel.

1. In dem in Abb. 83 gezeichneten ebenen Stabsechseck  mit zwei Haupt-
diagonalen seien die IXnotenpunkte I und 2 festgelegt, wodurch Bewegungen der
Figur als starres Ganzes ausgeschlossen werden. Nachdem man den Winkel 123
beliebig gewihlt hat, ergibt sich 6 aus den Stablangen /,, und l;,, danach § aus
lgg und 7y, schlieBlich 4 aus /g, und ls4- Der geometrische Freiheitsgrad ist so-
mit 1. Fir 3 kann man eine beliebige Geschwindigkeit senkrecht zum Stabe 23
vorschreiben. Die entsprechende gedrehte Geschwindigkeit sei 33”. Durch die
aus der Figur ersichtliche Konstruktion eines Geschwindigkeitsdiagramms ergibt
sich nun die gedrehte Geschwindigkeit 66’ fiir 6, weiter 5§56 fiir 5 und 44’ fiir 4.
Somit hat auch der kinematische Freiheitsgrad den Wert 1.
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Nachdem die Punkte I und 2 festgelegt sind, hat man fiir die 8 Koordinaten
der Punkte 3, 4, 5, 6 den Stablingen entsprechend 7 Bedingungsgleichungen;
ebenso hat man 7 lineare Bedingungsgleichungen fiir die 8 Geschwindigkeits-
koordinaten der vier Punkte. In beiden Fillen sind die 7 Gleichungen unabhingig,
da beide Freiheitsgrade 1 sind. Die Entfernung der Punkte I und 4 hangt von
dem gewihlten Winkel 7123 ab, folgt also nicht aus
den Stablingen allein. Wenn man nun das Fach-
werk durch Hinzufiigung eines neuen Stabes I4
weiter versteift, so ist die neue Gleichung, die die
Lange dieses Stabes ausdriickt, von den bisherigen
7 Gleichungen unabhangig; der geometrische Frei-
heitsgrad sinkt also auf Null herab. Wie steht es
mit dem kinematischen Freiheitsgrad ? Bisher hatte
sich ergeben, dafl die Geschwindigkeit von 4 auf
44’ senkrecht sein muBte. Die Starrheit des neuen
Stabes 14 verlangt, daB sie auf 74 senkrecht sein
muB. Wenn also 14 nicht durch 4 geht, so ist Abb. 83. Zu Aufgabe 1.
auch die neue lineare Gleichung von den bis-
herigen sieben unabhingig, und das System hat nur die Nullésung: auch der
kinematische Freiheitsgrad sinkt auf Null herab. Wenn aber 14 durch 4’ geht,
so folgt die neue lineare Gleichung aus den bisherigen sieben, und der kinematische
Freiheitsgrad behilt den Wert 1.

Die Bedingung fiir das Eintreten des letzteren Falles ergibt sich geometrisch
aus Abb. 84. Da in den Dreiecken ® 4§ und 44’5’ die Seiten paarweise parallel

3

sind, gehen die Verbindungslinien entsprechender A
Ecken durch einen Punkt (Satz von DESARGUE). A
Also liegen o, y, 6 auf einer Geraden. Ebenso folgt / ‘\
aus den Dreiecken &« 36 und 63'6’, daB «, B, & auf / \
einer Geraden liegen. Also liegen &, 8, y auf einer / b \

Geraden. In dem (in der Abbildung iiberschlagenen)
Sechseck 1432561 liegen also die Schnittpunkte
der drei Gegenseitenpaare auf einer Geraden; das
Sechseck ist also einem Kegelschnitt einbeschrieben
(Satz von Pascavr). Die Abbildung ist so gewihlt,
daB dieser Kegelschnitt speziell ein Kreis ist. Ein
Stabsechseck mit allen drei Hauptdiagonalen ist
also infinitesimal beweglich (,,wackelig’‘) oder starr,
je nachdem es einem Kegelschnitt einbeschrieben
ist oder nicht.

2. Als einfaches Beispiel eines kinematisch unter-
bestimmten Fachwerks werde ein ebenes, konvexes
Stabviereck P, P, P3P, betrachtet. Der kinematische
Freiheitsgrad fiir Bewegungen des Vierecks in seiner
Ebene ist 4: Man hat drei Geschwindigkeitspara-
meter fiir die beliebige Bewegung eines Stabes und dazu noch eine beliebige
Anderungsgeschwindigkeit fiir einen dem Stab anliegenden Viereckswinkel. Es
ist 6=s=2k—4. Wenn nun das Stabviereck unter der Einwirkung eines
aus vier Kriaften in den Knotenpunkten bestchenden ebenen Kraftsystems
im Gleichgewicht ist, muB auBler (85, 1) noch eine davon unabhingige lineare
Relation zwischen den acht Kraftkoordinaten bestehen. Diese 148t sich unter
Anwendung von (55, 1) in mannigfacher Weise umformen, und so 148t sich er-
reichen, da3 nur zwei der vier Krifte in sie eingehen, z. B. indem man ausdriickt,
daB das Moment aller in P, und P, angreifenden Krafte und Stabspannungen
um den Schnittpunkt von Py P, und P, P, verschwindet. Man zeige, daf dies einer

Nielsen, Mechanik. 11

\\;é,

Abb. 84. Zu Aufgabe 1.
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Linearkombination der acht Gleichungen (54, 2, 3) mit den acht Koeffizienten

(Yo — %1) 01380 —(¥3 — ¥3) 8412, 0,0, — (¥ — %) b1a3, (¥2 — #5) 8414, O, O ent-
spricht; dabei ist zur Abkiirzung

Sapv = (%2 — %u) Y — ¥») — (¥ — 2) (Y2 — V)
gesetzt, )

3. Abb. 85 stellt ein ebenes Stabviereck mit beiden Diagonalen dar. (Der
Schnittpunkt der Diagonalen ist kein Knotenpunkt.) Esist 6 = 2k — 3 = s — 1,
da das Stabwerk durch Entfernung
einer Diagonalen mechanisch bestimmt
werden wiirde. Bei Abwesenheit duBerer
Krafte kann also ein System wvon
Spannungen in den sechs Stdben vor-
liegen, das bis auf einen gemeinschaft-
lichen Faktor bestimmt ist. Man fithre
die Abkiirzungen

a = ctgx + ctgy ctgax ctgy
= ctgff 4 ctgd ctgf ctgd

ein und beweise mit den Bezeichnungen
der Abbildung die Proportion

C =

¥
Abb. 85. Zu Aufgabe 3.

b a a b S ——
. . . . . = — b | - [ p— / l; 2 -2 .
Tty Ty Tyt s To, “% sina " sinB  sind * siny Vla 4 b

Ist das Stabviereck speziell ein Parallelogramm, so sind die Stabspannungen
den Stablingen proportional. Man entnimmt dies am einfachsten daraus, daB die
vom Fachwerk gebildete Figur in diesem Falle zugleich Spannungsdiagramm wird.

10. Kapitel.
Die Arbeitsgleichung.

76. Virtueller Effekt. In 11 wurde die Arbeit einer Kraft & bei
einer infinitesimalen Verschiebung dr ihres durch den Ortsvektor r
festgelegten Angriffspunktes als

(78, 1) dA = & - dv

definiert. Geht die Verschiebung dr im Zeitintervall d¢ vor sich, so
definiert man den Effekt oder die Leistung der Kraft bei der Bewegung
in einem Zeitpunkt durch
(76, 2) g —q.y,
wo b die Geschwindigkeit des Angriffspunktes der Kraft in diesem
Zeitpunkt ist. Der Effekt ist also die ,,pro Zeiteinheit geleistete Arbeit*.
Die Dimension des Effektes ist Kraft mal Linge dividiert durch Zeit.
Wir wollen nun fiir ein beliebiges Fachwerk den gesamten Effekt E
der duBeren Krifte bei einem willkiirlichen kinematisch méglichen Be-
wegungszustand berechnen. Da man hierbei nicht an eine wirkliche
Bewegung des Fachwerks, sondern im Grunde nur an ein Losungs-
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system %, ¥y, . .., %, von (73, 2) denkt, nennt man E den wvirtuellen

Effekt der Krifte bei diesem Bewegungszustand. Wie in 83 erwihnt,

braucht man sich die Zeit ¢ nur als einen Parameter vorzustellen, durch

den man eine kontinuierliche Folge von Lagen des Systems festlegt.
Mit den Bezeichnungen von 54 findet man

1 E= 2@ = 3 (Kt Vgt Zih)
(76, 3) o
—~2X %, + 5’Y,,y,,+4_,2 %,
n=1 »x==1

Aus 54 wissen wir, daB3 sich das Fachwerk dann und nur dann in
einer bestimmten Lage, d. h. bei gegebenen Koordinaten x,, v,, 2, der
Knotenpunkte, unter der Einwirkung der Krifte X,,, Y, , Z, im Gleich-
gewicht befindet, wenn das Gleichungssystem (54, 2, 3, 4) mit den Un-

T, ) )
bekannten ] ; 16sbar ist. Nach dem letzten Satz von 9 S. 21 ist nun:

aber fiir die Losbarkeit dieses Systems notwendig und hinreichend, da
gerade der Ausdruck (76, 3) fiir jede Losung #,,, 9,,, £, des transponier-
ten homogenen Systems (73 2) verschwindet. Wir haben daher die
folgenden Sitze:

Befindet sich ein Fachwerk unter der Einwirkung eines duferen Kraft-
systems im Gleichgewicht, so verschwindet der gesamte virtuelle Effekt der
Krifte fiir jedes zur Gleichgewichtslage gehirige, kinematisch maogliche Ge-
schwindigkeitssystem.

Wenn sich ein Fachwerk in einer gewissen Lage unter der Einwirkung
eines Kraftsystems befindet, dessen virtueller Effekt fiir jedes zu dieser
Lage gehorige, kinematisch mogliche Geschwindigkeitssystem verschwindet,
so ist diese Lage eine Gleichgewichtslage des Fachwerks.

Dieses ,,Prinzip der virtuellen Arbeit' oder ,,Prinzip der virtuellen
Geschwindigkeiten oder auch, wie wir kurz sagen wollen, die Arberts-
gleichung E = 0 stellt also eine notwendige und hinreichende Gleich-
gewichtsbedingung fiir ein Fachwerk mit den in 44 eingefiihrten Ideali-
sierungen dar.

77. Effekt der Stabspannungen. In 73 bis 76 war nur von solchen
Knotenpunktsgeschwindigkeiten die Rede, bei denen die Stablingen
konstant blieben. Wir wollen nun auch allgemeinere Systeme von
Knotenpunktsgeschwindigkeiten betrachten, die ,,Streckungsgeschwin-

digkeiten'* 1, % 0 der einzelnen Stdbe zur Folge haben.

Zur Vereinfachung der Bezeichnungen denken wir uns die Stibe
des Fachwerks in der in 54 gewihlten (beliebigen) Anordnung von 1
bis s numeriert und setzen dementsprechend die Spannungen und
Lingen der Stabe T, Ty, ..., T, bzw. [, l,, . . ., I, und zur Abkiirzung

noch %i =7, (0=1,2,...,5). Dann lassen sich die Gleichungs-

11*
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systeme (54, 2,3, 4) und (78, 2) in Matrizenform kurz

A
X
T ¥
Y,
rifet=1:
. Y,
Ts z,
Zy
oder transponiert
(17,1) [Tty 7yl ={X,..X,Y,...YV,. Z,... 2}
bzw.
xl
2
Y1
(77,2) My:1=0
Vi
%
&

schreiben, wo " die Koeffizientenmatrix von (54, 2, 3, 4) ist.
Hat nun der p-te Stab die Endpunkte P, und P;, so ergeben sich aus

W =22+ e — ¥+ (=)= (0=1,2,....9
durch Differentiation nach ¢ statt (78, 2) die Gleichungen
(T7,3) (o — 22) (B — 22) + (v — 92) P — ) + (2 — 2) (b — £1) = L1,
oder in Matrizenform statt (77, 2)
%1
al ek
(77, 4) Myii=1 %
Vi ls.is
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Die Formel (76, 3) fiir den Effekt der duBeren Krifte lautet in Matrizen-
schreibweise

4]
k Y1
E= ﬁ‘x-bzz{Xl...Xle...YkZl...Z,c} .

Daraus ergibt sich mit Hilfe von (77, 1) und (77, 4)
Wi,

E={n7,...1} lz_lz =1, 4 Tl + o T,

Ll
To
also wegen 7, =

i
o~

)
-

k
(77, 5) 8,0, = 3T,
=1 e-—l

Die GroBe auf der rechten Seite mit negativem Vorzeichen stellt
aber den gesamten Effekt der Stabspannungen dar. Haben ndmlich
die Endpunkte P, und P, des p-ten Stabes die Geschwindigkeiten v,
und v;, so ergibt sich fiir den Effekt der Spannung in diesem Stab mit
Riicksicht auf (77, 3)

Te

(17,6) 52 PaPrv,+ ) PiPovy = = [ PP, - (o, — ) = = T,

e

denn die Vektoren - eP P, und —PAP stellen ja nach Gré8e und

>

Richtung die in den Endpunkten P und P; wirkenden, von der Stab-
spannung herrithrenden Kréfte dar. Die Gleichung (77, 5) besagt daher
folgendes:

Fiir ein Fachwerk im Gleichgewicht verschwindet die Summe der vir-
tuellen Effekte der duferen Krifte und der Stabspannungen bei willkiir-
lichen Knotenpunktsgeschwindigkeiten.

78. Streckungsgeschwindigkeiten. Fiir die s Streckungsgeschwin-
digkeiten le gelten die s Gleichungen (77,3) [oder (77, 4)]. Ist der
Rang o von [ (oder ') gleich s, so kann man willkiirliche Werte von
Iy, Iy, ..., 1, vorschreiben und aus (77, 3) entsprechende Knotenpunkts-
geschwindigkeiten b, by, ..., b, bestimmen, wobei diese noch von
3k — s Parametern abhingig werden. Ist dagegen o < s, so bestehen
s — o unabhingige lineare Relationen zwischen den Koeffizientenzeilen
auf der linken Seite, und man erhilt daher auch s — o lineare homo-
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gene Bedingungen fiir /;, J,, ..., J,. Um dies mit dem statischen Ver-
halten des Fachwerks in Verbindung zu bringen, beachte man, dal
nach 54, II S. 119 das Fachwerk (s —o)-fach statisch unbestimmt ist,
d. h. daB ein von s — o freien Parametern abhingiges Spannungssystem
im Fachwerk bestehen kann, ohne daBl das Fachwerk unter der Ein-
wirkung 4duBerer Krifte steht. Jedes solche Spannungssystem ergibt
nach (77, 5), da alle &, = 0 sind, eine homogene lineare Relation

(78, 1) Tyl +Tyly+ - +T,0,=0
zwischen den Streckungsgeschwindigkeiten oder
(78, 2) T, 81y + Tybly + -+ + T,0l, =

zwischen den miteinander vertriglichen (positiven oder negativen) ,,un-
endlich kleinen*' Verlingerungen 4/, der Stibe. Man erhilt genau s — o
unabhingige solche Relationen, wenn man die s — o unabhingigen Span-
nungssysteme verwendet, die nach dem eben Gesagten vorhanden sind.
Es gilt demnach der folgende Satz:

Bei einem n-fach statisch unbestimmien Fachwerk bestehen n linear
unabhingige lineare homogene Relationen zwischen zusammengehorigen
Stabverlingerungen und umgekehrt.

Um # = s — ¢ Spannungssysteme dieser Art zu bestimmen, be-
merke man, daB man nach 78 II gewisse # Stdbe entfernen kann,
. ohne den kinematischen Freiheitsgrad des Systems zu erhohen. Man
nehme in einem solchen iiberzdhligen Stab eine willkiirliche von Null
verschiedene Spannung an und berechne ein zugehériges Spannungs-
system, das ohne Einwirkung duBerer Krifte im Fachwerk bestehen
kann. Hierauf entferne man den Stab und bringe in einem der noch
vorhandenen iiberzihligen Stibe eine willkiirliche von Null verschie-
dene Spannung an, berechne das zugehorige fiir sich bestehende Span-
nungssystem, entferne den Stab und so fort. Die » Spannungssysteme,
die man auf diese Weise erhilt, sind, wie sich leicht einsehen ldfit,
linear unabhingig, und jedes fiir sich bestehende Spannungssystem ist
cine Linearkombination von diesen.

Ist beispielsweise #» == 1, so gibt es einen {iiberzidhligen Stab, nach
dessen Entfernung das Fachwerk mechanisch bestimmt ist. Die An-
nahme einer willkiirlichen Spannung in diesem Stab liduft darauf hinaus,
daB man zwei entgegengesetzt gleiche, dem Stab parallele Krifte in
den beiden ihn begrenzenden Knotenpunkten anbringt. Man erhdlt dann
in eindeutiger Weise Spannungen in den ibrigen Stiben und damit
eine lineare homogene Relation zwischen zusammengehorigen Stabver-
lingerungen. Beispiel: Ein Stabviereck mit beiden Diagonalen.

79. Kinematische Spannungsbestimmung. Die Gleichung (77, 9)
ist linear in den s unbekannten Spannungen T,. Kann man sich durch
verschiedene Wahl von Knotenpunktsgeschwmdlgkelten b, genau s un-
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abhingige Gleichungen verschaffen, so kann man daraus 7,,T,, ..., T,
bestimmen. Die Rechnung verliuft am einfachsten, wenn man die
Knotenpunktsgeschwindigkeiten so wihlt, daBl man bei jedem Schritt
nur eine Unbekannte zu bestimmen hat. Versuchen wir z. B. die Span-
nung T; im ersten Stab zu berechnen; seine Endpunkte mogen P,
und P; sein. Wenn es moglich ist, die Knotenpunktsgeschwindigkeiten
so zu wihlen, daB3 die Gleichungen

(79, 1) ly=l=-..=l,=0, L+0

erfiillt sind, so findet man aus (77, 5)

(79,2) I, = 111 pL RS
x=1

Die Bedingung (79, 1) bringt zum Ausdruck, daB es ein System von
Knotenpunktsgeschwindigkeiten %, ..., %, ¥{, .-, Y&» %1, ---, % gibt,
die die s — 1 letzten Gleichungen (78, 2), aber nicht die erste erfiillen,
daB sich also der kinematische Freiheitsgrad des Fachwerks bei Ent-
fernung des ersten Stabes erh6ht. Dies ist demnach eine hinreichende
Bedingung dafiir, daB} die Spannung im ersten Stab statisch bestimmt
ist. Wir wollen zeigen, daf3 diese Bedingung auch notwendig ist: Dal
sich die Spannung 7, eindeutig aus den Gleichungen (54, 2, 3, 4) be-
stimmt, besagt, daB man eine Linearkombination dieser Gleichungen
mit gewissen Koeffizienten, die wir #,, ..., %, ¥{, ..., V&, %4, ..., & nen-
nen wollen, derart bilden kann, daB8 T,, T, ..., T, herausfallen und T,
mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten stehenbleibt. Man
erhilt dann eine Gleichung (77, 5) mit s GroBen /, fiir die (79, 1) gilt.

Die Bedeutung der Kinematik fiir die Spannungsbestimmung kann
man so beschreiben: Die kinematische Betrachtung gibt Aufklirung
dariiber, mit welchen Koeffizienten #%,, v,, %, man die Gleichungen
(54, 2, 3, 4) linear kombinieren muB (oder mit welchen Vektoren v,
man die & Gleichungen (54, 1) skalar multiplizieren und addieren muf),
um ein gewiinschtes Eliminationsresultat zu erzielen.

Diese Methode der kinematischen Spannungsbestimmung 148t sich
auch folgendermaBen formulieren: Man denke sich den Stab P, P ent-
fernt und durch zwei entgegengesetzt gleiche Krifte 7, mit P, Py als
Angriffslinie und P, bzw Pﬂ als Angriffspunkten ersetzt Man hat

also in P, die Kraft - P P,; und in Py die Kraft - 1P,,rP Dadurch

wird das Gle1chgew1cht nicht gestort. Auf das so abgeanderte System,
bei dem nun die zugefiigten Krifte als duBere anzusehen sind, werde
das Ergebnis von 78 angewendet. Hierbei kann man zur Erleichterung
der Rechnung das Geschwindigkeitssystem so wihlen, daB b, = 0 ist.
Wenn die Beseitigung des Stabes P,Pg den kinematischen Freiheits-
grad erhoht hat, kann man dafiir sorgen, daB vz nicht senkrecht auf
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P,P; steht. Dann bestimmt sich T, unmittelbar aus der Arbeitsglei-
chung, da diese die Gestalt (79, 2) annimmt.

Fiir ein ebenes Fachwerk kann die Bestimmung der Effekte & - v
graphisch, z. B. unter Verwendung des Geschwindigkeitsdiagramms, er-
folgen. Dreht man die Geschwindigkeitsvektoren im festzusetzenden
. positiven Umlaufssinn um einen

rechten Winkel, so ist die Projek-

tion von b auf & gleich dem Ab-
stand p des Endpunktes der ge-
drehten Geschwindigkeit b von der
Abb;ggmgg; graphiscben Be- Angriffslinie von & (Abb. 86). Zéih}t
man p positiv oder negativ, je
nachdem die kiirzere Drehung von § nach b im positiven oder
negativen Sinne erfolgt, so gilt
(79’3) Q’U‘—:i@lﬁ.

80. Elastische Formédnderungen. Wenn man wie in 78 und 79 Knotenpunkts-

geschwindigkeiten betrachtet, bei denen die Stablangen gedndert werden konnen,

muB man beachten, daB die Streckungsgeschwindigkeiten /, der Stdbe nicht un-
abhingig voneinander gewahlt werden koénnen, sondern der Bedingung unter-
worfen sind, daB sich die inhomogenen Gleichungen (77, 3) nicht widersprechen.
Im folgenden wollen wir statt der Geschwindigkeiten dazu proportionale infini-
tesimale Anderungen betrachten. Wir schreiben also, indem wir mit 4¢ multi-

pliziert denken, §t, fiir v,, o, fir ¥, usw., schlielich 8/, fiir .le' Die s Gleichun-
gen (717, 3) lauten dann

(80, 1) (%, — #2) (%% — 822) + (Yo — Y1) (895 — 8¥2) + (2 —22) (82— 022) =1, 0],

und (77, 5) bringt nun zum Ausdruck, daB die gesamte virtuelle Arbeit ver-
schwindet:

k s
(80, 2) 2: Ry - O — Z TQ (SIQ = 0.
rn=1 o=1

Eine solche Gesamtheit von miteinander vertriglichen Anderungen §/, der
Stablingen hat man nun in den im allgemeinen kleinen Verlangerungen oder
Verkiirzungen, die die Stibe wegen ihrer Elastizitat unter dem EinfluB der
Stabspannungen erleiden. Wir nehmen das Hookesche Gesetz 15 S. 38 als giiltig
und die Langenanderungen als so klein an, daB wir sie in den vorstehenden Glei-
chungen als Differentiale auffassen kénnen. Nach (15, 1) hat man dann fir den
e-ten Stab
Tolp
(80, 3) dlp = E, Iy

wo E, und F, Elastizititsmodul und Querschnitt des o-ten Stabes bedeuten.
Wir denken uns nun ein Fachwerk gegeben, auf das zunachst keine duBeren
Krafte wirken und das sich in einer gewissen Ausgangslage in Ruhe befindet.
Es wirke nun ein solches Kraftsystem auf das Fachwerk, daB die Ausgangslage
unter Voraussetzung starrer Stdbe eine Gleichgewichtslage ist. Da aber
die Stibe in Wahrheit stets mehr oder weniger elastisch sind, ist die wirkliche -
Gleichgewichtslage von der Ausgangslage etwas verschieden; die Stabliangen
andern sich nach (80, 3), und die Knotenpunkte erfahren kleine Verschiebungen
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gemaB (80, 1). Durch (80, 1) sind zwar die Verschiebungen der Knotenpunkte
noch nicht eindeutig bestimmt. Insbesondere kann eine willkiirliche Verlagerung
des ganzen Fachwerks als starrer Korper hinzugefiigt werden, ohne daB dies die
Gleichungen (80, 1) beeinfluBt. (Man pflegt dies dadurch auszuschlieBen, daB man
drei Knotenpunkte derart festlegt, daBl eine Bewegung des ganzen Fachwerks
als starrer Koérper unmoglich ist.) Im folgenden sprechen wir von irgendeinem
System dx., 6yx, 62, von Knotenpunktsverschiebungen, fiir das (80, 1) gilt, wenn
man fiir 3/, den Wert (80, 3) einsetzt.

Neben dem bisher betrachteten System von Kraften &, mit zugehorigen
Stabspannungen T, wollen wir noch ein zweites mit Null dquivalentes System
von Kraften R/, ins Auge fassen, das im Fachwerk die Spannungen T, hervorrufen
moge. Bringen wir nun zum Ausdruck, daB die gesamte virtuelle Arbeit des
zweiten Kraftsystems bei dem zum ersten gehoérigen System von Verschiebungen
und Stablingeninderungen verschwindet, so erhalten wir nach (80, 2, 3)

k
\ To o
(80, 4) AT E’T,_, B

i)

x=]

Indem man auf die gleiche Weise zu dem zweiten Kraftsystem ein System von
Knotenpunktsverschiebungen 4ty und Stablingeninderungen §l; bestimmt und
die entsprechende virtuelle Arbeit des ersten Kraftsystems berechnet, erhialt man

(80’ 5) E U + O3 == E In EO F['

n=1

Aus (80, 4, 5) folgt nun
k k
(80, 6) N0t = N R, - btk
n=—=1 =

2==1
Man hat damit den folgenden Satz von MAXWELL:

Ein Fachwerk befinde sich unter dev Einwivkung eines jeden von zwei Kraft-
systemen im Gleichgewicht. Jedem Kraftsystem entsprechen gewisse von der Elasti-
zitdt dev Stdbe hevviihvende Knotenpunkisverschiebungen. Dann leistet das erste
Kraftsystem bei den von dem zweiten hevvovgerufenen Vevschiebungen die gleiche
Avrbeit wie das zwette Kraftsystem bei den duvch das evste hevvorgerufemen Vevschie-
bungen.

Man kann (80, 4) dazu verwenden, die Knotenpunktsverschiebungen zu be-
stimmen, die durch das urspriingliche Kraftsystem &, verursacht werden. Wir
wollen annehmen, daB drei nicht auf einer Geraden liegende Knotenpunkte fest-
gehalten sind, so daB eine Verlagerung des ganzen Fachwerkes als starrer Korper
ausgeschlossen ist. Die Reaktionen der festgehaltenen Punkte werden mit zu den
auBeren Kriften gezahlt, ihre virtuelle Arbeit verschwindet aber, wenn die Stiitz-
punkte vollkommen unbeweglich sind. Um nun die Verschiebung eines der nicht
festgehaltenen Knotenpunkte zu finden, etwa die Verschiebung §1; von P, bringt
man eine solche Kraft ] in P; und solche zugehérige Reaktionen in den Stiitz-
punkten an, daB dieses Kraftsystem das Fachwerk im Gleichgewicht halt, und
bestimmt die zugehorigen Spannungen T,. Dann ergibt (80, 4)

$

7« Y T, Tolo

(80.7) Modn= Dp gt
o=1

wodurch die Projektion von §r, auf die Richtung von §] bestimmt ist. Falls
6 = 3k — 6 ist, kann man ®] vollkommen willkiirlich wihlen, und man erhalt
dann §1, vollstindig; man hat dazu nur die Projektionen von §t, auf drei Rich-
tungen, die nicht derselben Ebene parallel sind, zu bestimmen.
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81. Virtueller Effekt bei einem beliebigen Korper. Wir wollen
nun den Gleichgewichtszustand eines beliebigen Koérpers K unter der
Einwirkung duBerer Krifte betrachten. Wir legen die in 41 besprochene
Auffassung zugrunde, nach der K aus einer sehr groBen Zahl von
Massenpunkten zusammengesetzt ist. Wir bezeichnen mit P, (x =1,
2, ..., k) die Massenpunkte des Korpers, mit &, die Vektorsumme
der auf P, wirkenden, fiir K duBeren Krifte, mit /,; = /;, den Ab-
stand zwischen P, und P; und schlieBlich mit T, ;= T,, die GriBe
der fir K inneren Krifte zwischen P, und P;, positiv gezihlt, wenn

- -
sie die Massenpunkte einander zu ndhern suchen. % P, P, gibt dann

nach GréBe und Richtung die Kraft an, mit der P, auf P, wirkt. Be-
steht zwischen P, und P, keine Kraftwirkung, so werde T, ; = 0 ge-
setzt. Der Ortsvektor bzw. die rechtwinkligen Koordinaten von P,

seien wieder 1, bzw. x,, y,, z,; der Vektor P, P, hat dann die Koordi-
naten x, — x,,, ¥1 — V,, %; — %,. Die Kraft &, habe die Koordinaten
X, Y, 2.

DaB sich K im Gleichgewicht befindet, ist damit gleichbedeutend,
daBl dies fiir jeden Massenpunkt von K zutrifft. Folglich gilt (54, 1)
oder in Koordinaten (54, 2, 3, 4). Hieraus folgen (54, 5, 6), also die
Bedingungen dafiir, daf3 die duBeren Krifte fiir sich ein mit Null dqui-
valentes System bilden. Zwischen unseren Untersuchungen iiber Fach-

- werke einerseits und dem folgenden andererseits besteht kein weiterer
Unterschied, als daB wir hier nicht an Stiabe denken, die gewisse Knoten-
punkte verbinden, sondern an Massenpunkte, zwischen denen gemal
dem frither besprochenen allgemeinen Reaktionsprinzip innere Krafte
wirken.

Wenn man nun wie in 77 den Massenpunkten P, willkiirliche Ge-
schwindigkeiten v, = t, erteilt, so dndern sich die Abstdnde /,; mit
gewissen Anderungsgeschwindigkeiten /,;. Fiir den Effekt der Krifte
bei diesen Geschwindigkeiten gilt die (77, 5) entsprechende Formel

k 1, ...,k
(81’ 1) Zﬁx ¢ bn -’ZTnﬁ. in. = 0.
x=1 ®, A

Hierbei ist die erste Summation {iber alle fiir K duBeren Krifte und
die zweite iiber alle Paare von Massenpunkten zu erstrecken, zwischen
denen fiir K innere Krifte wirken. Damit haben wir:

Im Gleichgewichtszustand eines willkiirlichen Korpers verschwindet die
Summe der virtuellen Effekte der duferen und inneren Krifte bei willkiir-
lichen virtuellen Geschwindigkeiten der Massenpunkte des Korpers.

Durch Multiplikation mit d¢ kann man (81, 1) auf die Form

-

k 1, ..;%k
(81’ 2) Z'Qx : 6rx "24 Tnlalxl =0
x=1 %, A
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bringen, die aussagt, daB die gesamte virtuelle Arbeit bei willkiirlichen
infinitesimalen Verschiebungen dr, der einzelnen Massenpunkte ver-
schwindet. Wir nennen sowohl (81, 1) als auch (81, 2) die Arbestsgleichung.

Dieses Gleichgewichtsprinzip, das Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten oder Prinzip der virtuellen Arbest, in der hier besprochenen Form
stellt eine Zusammenfassung der nach 11 fiir jeden einzelnen Massen-
punkt geltenden Gleichungen dar. Bei seiner Anwendung sucht man
im allgemeinen durch besondere Wahl der virtuellen Geschwindigkeiten
Vorteile zu ziehen. Bei Gleichgewichtsaufgaben kennt man hiufig
einen Teil der duBleren Krifte, jedoch weder die Reaktionen eventueller
duBerer Bindungen noch die inneren Krifte. Man wird dann zunichst
versuchen, Gleichungen zur Bestimmung der Gleichgewichtslage aufzu-
stellen, in die die unbekannten Krifte nicht eingehen. Man wird also
die virtuellen Geschwindigkeiten so wihlen, daB a) zwei Punkte, zwi-
schen denen innere Krifte wirken, unverinderlichen Abstand behalten,
so daB das zugehérige [ verschwindet, b) die unbekannten Reaktions-
krifte dadurch den virtuellen Effekt Null erhalten, daB3 sie senkrecht
auf den Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte stehen oder daB diese
Geschwindigkeiten Null sind. Insbesondere sicht man:

1. Bei der Bewegung eines Korpers als starrer Korper verschwindet
der Effekt der inneren Krifte.

2. Ist ein Punkt, eine Gerade, Ebene oder Schraubenlinie des Kor-
pers reibungsfrei im Raume festgehalten, so verschwindet der Effekt
der Reaktionskrifte bei den zuldssigen Bewegungen.

3. Das gleiche gilt fiir die inneren Kréfte zwischen zwei starren
Teilkorpern, deren gegenseitige Bewegungen in entsprechender Weise
eingeschrankt sind.

4. Wenn einer der Punkte des Korpers an eine glatte Kurve oder
Flache gebunden ist, verschwindet der Effekt der Reaktionskrifte bei
den zuldssigen Bewegungen. Ist dagegen die Kurve oder Fliche rauh,
so hat die Tangentialreaktion im allgemeinen einen von Null verschie-
denen Effekt. Entsprechendes gilt, wenn eine mit dem Korper ver-
bundene Kurve oder Fliche sich auf eine feste Kurve oder Fliche sttitzt.

5. Wenn eine mit dem Korper fest verbundene Kurve oder Fliche
auf einer im Raum festen Kurve oder Fliche rollt (vgl. 7T1), so ver-
schwindet der Effekt auch fiir die Tangentialreaktion, da diese im Be-
rihrungspunkt angreift, der sich ja stets in momentaner Ruhe befindet.
Findet dagegen gleichzeitig Rollen und Gleiten statt, so ruft die Tan-
gentialreaktion einen Effekt hervor. Entsprechendes gilt fiir die inneren
Krifte zwischen zwei starren Teilkérpern, deren gegenseitige Bewegung
eine Rollbewegung ist.

Wenn man auf diese Weise die virtuellen Geschwindigkeiten in
Ubereinstimmung mit den geometrischen Bedingungen wihlt, denen
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die moglichen Lagen des Korpers unterworfen sind, kann man ver-
meiden, da8 von reibungsfreien Bindungen herrithrende Reaktionen in
die Arbeitsgleichung (81, 1) eingehen. Vermeidet man zugleich das Auf-
treten von inneren Kriften, so hat man in (81, 1) nur diejenigen Para-
meter, von denen die Lagen und Geschwindigkeiten des Koérpers ab-
hiangen. Durch verschiedene Wahl von unabhingigen virtuellen Ge-
schwindigkeiten kann man dann versuchen, sich so viele Gleichungen
zu verschaffen, wie unabhingige Parameter vorhanden sind. Die Glei-
chungen, auf die man so gefithrt wird, entstehen aus den Gleichgewichts-
bedingungen (54, 1) oder (54, 2, 3, 4) fiir die einzelnen Massenpunkte
durch Elimination der unbekannten inneren Krifte und duBeren Reak-
tionen. In 79 haben wir bereits bemerkt, daB3 die Koeffizienten bei
einer solchen Elimination als v1rtuelle Geschwindigkeiten aufgefaBt
werden koénnen.

Wenn sich die moglichen Lagen des Koérpers im Sinne von 66 durch
h unabhingige Parameter «,, «,, . . ., &, bestimmen lassen, so sind auch
die duBeren Krifte im allgemeinen Funktionen von diesen. Da dies
auch fiir dic Koordinaten der Angriffspunkte zutrifft:

(81,3) %, = %, (0y, oy )y Vi =V (&g v &p) 5 2, = 2, (06, ..., O%)

erhilt man durch Differentiation nach ¢

. 0%x . ..

xx:(,)gl““l-—l—- “ oo _!_a-a’; (xh’

o (7 n . (’) %

(81, 4) y”:b%‘x1+"'+—y"' %,
1

Czy Ozx

b= g e

Cay

Die Gleichung

k k
(81, 5) 2R 0, =2 (X4 + Y, 9.+ Z,8) =0,
' x=1 x=1
die die unbekannten Reaktionen und inneren Krifte nicht enthilt,
148t sich dann mit Hilfe von (81, 4) nach «&,, &,, ..., &, ordnen, also
auf die Form

(81:6) f1d1+f2022+"'+fh0“h=0

bringen, wo f,, /s, ..., f, bekannte IFunktionen von «,, &y, ..., &,
sind. Da dies fiir ]edes mit den geometrischen Bedlngungen Vertrag-
liche Geschwindigkeitssystem, also fiir jede Wahl von «,, &,, ..., &,
gelten soll, erhidlt man aus (81, 6) die # Gleichungen

(81, 7) h=fh=--=f=0
zur Bestimmung der zur Gleichgewichtslage gehérigen Werte von
Oy, Ogy v vy O

Diese Uberlegung setzt voraus, da8 Lage und Geschwindigkeits-
zustand unter Beriicksichtigung der geometrischen Bedingungen von
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den gleichen 4 Parametern abhingen, daB also geometrischer und kine-
matischer Freiheitsgrad iibereinstimmen. % nennt man in diesem Fall
kurz den Freiheitsgrad des Systems. Dieser Fall liegt bei den meisten
einfacheren Aufgaben vor. In 74 haben wir diese Frage fiir Fachwerke
eingehender besprochen. Bei beliebigen Koérpern kann es auch vor-
kommen, daB der kinematische Freiheitsgrad kleiner ist als der geo-
metrische (vgl. 135, S. 330).

Wenn man auf die obige Weise die Gleichgewichtslage (oder -lagen)
gefunden hat, kann man danach die Arbeitsgleichung auch zur Be-
stimmung der unbekannten Reaktionen und inneren Krifte verwenden.
Man muB dann aber virtuelle Geschwindigkeiten heranziehen, bei denen
diese Krifte von Null verschiedene Effekte hervorrufen.

82. Effekt der Krifte bei Bewegungen eines starren Korpers. Ein
willkiirliches System S von Kriften &, greife in Punkten P, eines
starren Koérpers K an, und der Korper befinde sich in einem willkiir-
lichen Bewegungszustand. Es soll sich um die Berechnung des Effektes
der Krifte handeln. Wir wiahlen einen beliebigen Punkt O als Ursprung

der Ortsvektoren 073,‘ = 1,. Das Geschwindigkeitsfeld des Korpers (das
ja nach 66 im ganzen Raume definiert ist) bestimmt sich aus dem Ge-
schwindigkeitsvektor u in O und dem Drehvektor w der Bewegung.
Die Geschwindigkeit des Punktes P, ist dann nach (88, 8)

»

(82, 1) b, =u-+1mwxr,,
und die Kraft §, in P, ergibt den Effekt

82,2) ®,-0, =8, - u4+8, -wXr,=u-8 +mw-1, X §K,.
Der gesamte Effekt wird daher

k k k
(82,3) DR 0, =u- DR, + 1021, X K, =u-{ 4+ w- N,
x=1 x=] x=1

wo § die Vektorinvariante und I der Momentvektor des Kraftsystems
in O ist.

Den Ausdruck (82, 3) fiir den Effekt hitten wir auch ohne Rech-
nung durch folgende Betrachtung erhalten koénnen: Das Geschwindig-
keitsfeld des Korpers ist ja das Momentfeld eines Systems S von ge-
bundenen Drehvektoren; v ist die Vektorinvariante dieses Systems
und u sein Momentvektor in 0. Der Effekt > &, - v, ist die Summe
der skalaren Produkte eines Vektors &, von § mit dem Momentvektor
b, von S in einem Punkt der Angriffslinie von §,; d. h. nach 19:
Der Effekt ist das gegenseitige Moment des Kraftsystems
und des Systems der Drehvektoren. Die Formel (22, 5) geht dann
in (82, 3) iiber.

Wir wollen einige Spezialfille dieses allgemeinen Resultates formu-
lieren, bei denen eines der beiden Vektorsysteme einen Rang <3 be-
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sitzt. Man kann hierbei Vereinfachungen erzielen, indem man O auf
der Zentralachse des einen oder anderen Systems wahlt. Aus (82, 3)
entnimmt man:

a) Fir w = 0: Ist die momentane Bewegung des Korpers eine
Translation, so darf man, ohne den Effekt zu indern, die Krifte so
parallel verschieben, daB sie alle im selben Punkt angreifen. Der Effekt
ist das Produkt der Translationsgeschwindigkeit und der Projektions-
summe der Krifte auf die Translationsrichtung.

b) Fiir u. w = 0, w 5 0: Ist die momentane Bewegung des Kor-
pers eine Rotation, so ist der Effekt gleich dem Produkt der Winkel-
geschwindigkeit mit dem Moment der Kréfte um die Drehachse.

c) Fir & = 0: Der Effekt eines Kraftsystems, das einem Krifte-
paar dquivalent ist, ist gleich dem skalaren Produkt von Momentvektor
und Drehvektor, also gleich dem Produkt der Winkelgeschwindigkeit-
und dem Moment des Kriftepaares um eine zur Schraub- oder Dreh-
achse parallele Gerade. ‘

d) Fir M- & =0, & F 0: Der Effekt eines Kraftsystems, das
einer Einzelkraft dquivalent ist, ist gleich dem Produkt der Resultante
und der Projektion der Geschwindigkeit eines Punktes ihrer Angriffs-
linie auf diese.

Die Regel d) wird hdufig in der folgenden speziellen Form ver-
wendet : Bei einer willkiirlichen Bewegung eines der Schwerkraft unter-
~ worfenen Korpers ist der Effekt der Schwerkraft gleich dem Produkt
~ des Gewichtes des Korpers und der senkrechten Komponente der
Schwerpunktsgeschwindigkeit.

88. Virtueller Effekt bei einem starren Koérper im Gleichgewicht.
Der starre Koérper K befindet sich unter der Einwirkung der Krifte &,
dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn die Krifte ein mit Null
dquivalentes System bilden, wenn also & = I = 0 ist. Eine mit den
geometrischen Bedingungen vertrigliche virtuelle Bewegung ist eine
solche, bei der der Korper seine Gestalt beibehilt. Also erhilt man
aus (82, 3), daBl der Effekt der Krifte bei jeder solchen Bewegung
verschwindet : .

(88, 1) 280, =u-8+mw-M=0.

n=]
Umgekehrt ist diese Bedingung auch hinreichend. Wenn nimlich (88, 1)
fir jede virtuelle Bewegung, die die Gestalt des Korpers ungeidndert
148t, also fiir jede Wahl von u und w gilt, so folgt & =M = 0.

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Gleichgewicht eines
starren Korpers ist, dafl der Effekt der Krifte bei jeder virtuellen Bewegung
des Korpers (bet der seine Gestalt ungedndert bleibt) verschwindet.

Ist der Korper Bindungen unterworfen, so erhilt man eine weitere
Einschrankung der mit den geometrischen Bedingungen vertrdglichen
virtuellen Bewegungen. Ist etwa ein Punkt O des Kérpers festgehalten,
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so hat man, wenn man O als Ursprung wihlt, u = 0 bei den zuldssigen
virtuellen Bewegungen. Notwendige und hinreichende Gleichgewichts-
bedingung wird dann - = 0, also M = 0, da w beliebig gewihlt
werden kann. Will man danach mit Hilfe des Prinzips die Reaktion
in O bestimmen, so mull man virtuelle Bewegungen wihlen, bei denen O
eine von Null verschiedene Geschwindigkeit hat.

Ist eine Gerade im Korper festgehalten, so wihlt man virtuelle
Bewegungen, bei denen die Gerade Schraubachse ist; und analog in
anderen Fillen.

Hat man es mit einem Korper zu tun, der aus mehreren starren
Teilkorpern zusammengesetzt ist, so kénnen deren Bewegungsmoglich-
keiten teils durch duBere Bindungen, teils durch Verbindungen zwischen
ihnen eingeschriankt sein. Man wihlt dann solche virtuelle Bewegungen,
bei denen sich jeder einzelne Teilkorper als starrer Kérper bewegt und
alle inneren und dufleren Bindungen beriicksichtigt werden. Sind alle
Verbindungen reibungsfrei, so erhilt man Gleichungen, die keine inneren
Krifte oder Reaktionskrifte von duBeren Bindungen enthalten. Und
durch Variieren von solchen virtuellen Bewegungen kann man sich so
viele voneinander unabhingige Gleichungen verschaffen, wie der Frei-
heitsgrad » des Korpers, also die Anzahl der unabhingigen Parameter
fiir die Lagen des Korpers angibt. Betrachtet man eine so allgemeine
virtuelle Bewegung, daB alle # Parameter auf einmal variieren, so er-
hilt man eine Gleichung, die auf die bei Gleichung (81, 6) angegebene
Weise in 4 unabhingige Gleichungen aufgelost werden kann.

Ubungsaufgaben zum 10. Kapitel.

1. Ein Massenteilchen vom Gewichte P sei auf einer glatten Ellipse mit senk-
rechter groBer Achse verschiebbar und durch einen Faden mit dem oberen Brenn-
punkt verbunden. Wie groB ist die Spannung des Fadens in der Gleichgewichts-
lage?

Sei / die Lange des Fadens in der Gleichgewichtslage und ¢ die Exzentrizitit

/
der Ellipse. Dann ist e die Entfernung des Massenteilchens von der iiber der

Ellipse liegenden Leitlinie (Direktrix). Die Fadenspannung T ergibt sich daher
aus der Arbeitsgleichung

Pa(—g-) ~ T8l =0,

p ‘
und ihr Wert T = - hingt nur von dem Gewicht und der Exzentrizitat, nicht

aber von der GroBe der Ellipse und der Gleichgewichtslage ab.

Wenn zwei gleich schwere Massenteilchen durch einen iiber den oberen Brenn-
punkt fithrenden Faden verbunden sind, so sind sie auf der glatten Ellipse in
indifferentem Gleichgewicht; denn eine virtuelle Verschiebung ergibt

! I P
P (7)+Pa(~e-1) =—d(+h=0.

2. Ein Massenpunkt M vom Gewichte P ist auf einem in einer senkrechten
Ebene gelegenen glatten Kreise vom Radius R verschiebbar. A4-und B sind zwei
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Punkte auf dem waagerechten Durchmesser in gleichem Abstande @ vom Zen-
trum O; siehe Abb. 87. M wird von 4 mit der dem Abstand proportionalen Kraft
AMA und von B mit der Kraft u MB angezogen. Mit dem in der Abb. 87 be-
zeichneten Winkel o« hat man alsdann: .

MA? = a® 4+ R? — 2a Rcosx, MB? =a% 4+ R? 4 2a R cosw.
Die Gleichgewichtslage ergibt sich aus der Arbeitsgleichung:
0= P8§(Rsinx) —AMAS(MA) — uMB §(MB)
== P§(Rsinx) — } 10 (MA2%) — } 18(M B?).

tgux = P
ST S

Fiir 2 >p ergeben sich also zwei diametral entgegengesetzte Gleichgewichtslagen
im linken unteren bzw. rechten oberen Quadranten; fiir A < # in den beiden
anderen. Fiir die Reaktion des Kreises findet

man durch waagerechte Projektion

S= @A+ pR — & — p)?a® + P2

3. Ein schwerer, homogener Stab ist in
einer senkrechten Ebene beweglich; er stiitzt
sich auf eine in dieser Ebene gelegene glatte
Kurve, und sein unterer Endpunkt ist an eine
in der Ebene gelegene, glatte, senkrechte Ge-
rade gebunden. Wie muf3 die Kurve beschaffen
sein, damit in jeder Lage Gleichgewicht herrscht?
— Da die Stiitzdriicke bei einer virtuellen Ver-
schiebung keine Arbeit leisten, mufl dasselbe
Abb. 87. Zu Aufgabe 2. von der Schwere gelten. Also verschiebt sich
der Mittelpunkt des Stabes auf einer waage-
rechten Geraden. Die untere Stabhilfte gleitet also mit ihren Endpunkten auf
zwei zueinander senkrechten Geraden und hiillt daher eine Asteroide ein. Das
ist somit die gesuchte Kurve. — Man

bestimme die Stiitzdriicke.

4. Zwei homogene schwere Stibe 4 B
und BC sind in B durch ein reibungs-
freies Gelenk verbunden und in einer senk-

¢ rechten Ebene am Punkte 4 aufgehangt.

U AB hat die Lange 2a und das Gewicht

¢ P, BC die Lange 2b und das Gewicht Q.
In C greift eine bekannte waagerechte

Kraft U an. Man soll die in der Gleich-

gewichtslage von den Stiben mit der Vertikalen gebildeten Winkel &« und £ (siehe

Abb. 88) bestimmen.

Die Arbeitsgleichung lautet:

Pd(acosa) + Qb(2a cosx + bcosf) + Ud(2asinx + 2bsinf) = 0.

Entsprechend dem Freiheitsgrade 2 des Systems sind & und # unabhingig; also
miissen die Koeffizienten von o und 88 einzeln verschwinden. Das ergibt

Abb. 88. Zu Aufgabe 4.

o 20 ep 2V

Zur Kontrolle l6se man die Aufgabe durch Projektions- und Momenten-
gleichungen und zeichne nach Verlegung der Krifte in die Knotenpunkte ein
Diagramm.
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5. Vier homogene Stibe haben je das Gewicht P und sind durch reibungsfreie
Gelenke zu einem Quadrat A BCD zusammengefiigt. Der Stab 4B ist an einer
Mauer befestigt, A senkrecht iiber B. Das Stabwerk wird dadurch in der quadra-
tischen Form gehalten, daB8 die Mittelpunkte der Seiten 4 D und DC durch einen
Faden verbunden sind. Man zeige, da8 in diesem die Spannung 4 P2 herrscht,
und ermittle die Gelenkdriicke.

6. Ein homogener Stab 4B (Linge
a, Gewicht P) ist in einer senkrechten
Ebene um A drehbar. Im Abstande b ‘*S"‘ e
senkrecht iiber A befindet sich eine A4
Rolle. Eine von B ausgehende und A
iiber die Rolle gelegte Schnur trigt ein
Gewicht Q. Welchen Winkel bildet die )
Gleichgewichtslage des Stabes mit der
Waagerechten? 0

7. Ein starrer Korper L vom Ge- 4
wicht P ist ohne Reibung um eine [
waagerechte Achse ! drehbar. Sein
Schwerpunkt G hat den Abstand a von /. Von einem Punkt B des Korpers,
der in der durch G und ! bestimmten Ebene liegt und von ! den Abstand b hat,
fithrt eine Schnur in einer zu ! senkrechten Ebene iiber eine Rolle C im Abstande
¢ senkrecht iiber !/ zu einem Massenpunkt M vom Gewichte Q, der auf einer
glatten Kurve % in der Ebene der Schnur verschiebbar ist. % soll durch C gehen
und M mit C zusammenfallen, wenn G mit !/ in gleicher Hohe ist. Wie ist & zu
wéhlen, damit in jeder Lage Gleichgewicht herrscht? Man zeige zunichst, daB der
gemeinsame Schwerpunkt von L und M seine Hohe nicht andern darf.

8. Das in Abb. 89 dargestellte ebene Stabparallelogramm ABCD wird von
vier gewichtslosen und durch Gelenke verbundenen Stiben gebildet. A B ist um
O drehbar, und die Lingen 04 = a
und OB = b sind bekannt. Man be-
stimme die Winkel « und f in der
Gleichgewichtslage, GréBe und Rich-
tung der Reaktion in O und die Stab- ' U%
spannungen in BC, CD und DA, wenn
die vier in der Abbildung angegebenen
Krafte auf das Stabviereck wirken. ¢

9. Vier gewichtslose und gelenkig
verbundene Stibe der Lange a bilden
ein Stabviereck A BCD in einer senk-
rechten Ebene. Das Stabviereck ist um
B als festen Punkt drehbar und stiitzt
sich mit dem Knotenpunkt 4 auf eine
glatte waagerechte Ebene, die um das
Stiick b (< a) tiefer liegt als B. In C
ist ein bekanntes Gewicht P aufgehéngt. ¢
Eine wie groBe waagerechte Kraft Q muB man in D wirken lassen, damit die
Gleichgewichtslage des Stabvierecks ein Quadrat wird, und wie groB sind in
diesem Falle die Stabspannungen und die Stiitzkrifte in 4 und B?

10. Eine lange Stange 4 4’ ist mit einer Querstange von der Linge @ zu einem
starren rechten Winkel verbunden, der in einer senkrechten Ebene um den Schei-
tel A drehbar ist; siche Abb. 90. Am Ende der Querstange ist ein Massenteilchen
vom Gewicht Q befestigt. Eine andere Stange, an deren unterem Ende ein Massen-
teilchen vom Gewicht P angebracht ist, wird durch zwei glatte Fiihrungsringe B

o

Abb. 89. Zu Aufgabe 8.

Abb. 90. Zu Aufgabe 10.

Nielsen, Mechanik. 12
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und C in senkrechter Lage gehalten und von der Stange 4 4’ gestiitzt. Der Fiih-
rungsring B liegt in der gleichen Hohe wie 4 und im Abstande b von 4, der Fiih-
rungsring C liegt um das Stiick ¢ hoher. Die Stangen werden als gewichtslos und
alle Fiihrungen als glatt vorausgesetzt. Es soll eine trigonometrische Gleichung
fiir den Neigungswinkel « der Stange A4 A’ in der Gleichgewichtslage aufgestellt
und nachgewiesen werden, daf3 eine Gleichgewichtslage sich nur dann einstellt,

2 . . . .
wenn —Q‘é ————- jst. Ferner sind alle Reaktionen zu bestimmen.

11. Man berechne die senkrechte Durchbiegung fiir den Knotenpunkt 2 des
Fachwerks der Ubungsaufgabe 2 des 6. Kapitels (Abb. 69, S. 130) fiir die dort an-
Vi o) gegebene Belastung. Elastizititsmodul E und
Querschnitt F seien fiir alle Stdbe die gleichen.
p — Man bringe in dem Knotenpunkt cine Kraft
der GroBe 1 in der gleichen Richtung wie P an,
berechne die zugehorigen Stabspannungen T
und wende die Formel (80, 7) an.

12. In dem in Abb. 91 skizzierten Fach-
werk haben alle Stibe die gleiche Lange [ cm.
AB ist waagerecht, A fest, B auf eine glatte
waagerechte Ebene aufgestiitzt. In D greift eine senkrechte Kraft von P kg
an. Der Elastizitatsmodul ist fiir alle Stibe E kg/cm? und der Querschnitt
I' cm2. Wie groB ist die senkrechte Verschicbung von D?

NN

ASNNNN
Abb. 91. Zu Aufgabe 12,

11. Kapitel.
Relative Bewegung.

84. Relative Bewegung. Wenn wir bisher von der Lage von Punk-
ten, Koérpern oder Vektoren gesprochen haben, so war damit deren Lage
in bezug auf cinen von vornherein gegebenen dreidimensionalen Raum
gemeint ; und wenn von Bewegung dic Rede war, war diese zu verstehen
als eine Lagendnderung in diesem Raum im Laufe der Zeit. Das einzige,
was wir beobachten, ist jedoch die Lage von Koérpern in bezug aufein-
ander, also Konfigurationen, die wir durch Messen von Abstinden
zwischen hinreichend vielen Punkten ausmessen kénnen; und Bewegung
wird als Anderung solcher Konfigurationen im Laufe der Zeit konsta-
tiert. Wenn man an einen Raum zu denken pflegt, in dem man die
verschiedenen Korper lokalisiert, beruht dies darauf, da man mehr
oder weniger willkiirlich einen bestimmten starren Korper als Bezugs-
korper verwendet, auf den man die Lage aller anderen Koérper bezieht.
Im téaglichen Leben pflegt man dafiir die Erde zu wihlen, befindet
man sich aber z. B. in einem Eisenbahnabteil oder einer Schiffskajiite,
so geht man unwillkiirlich dazu iiber, Ortsbestimmungen und Bewegun-
- gen auf die umgebenden Winde zuriickzufithren, selbst wenn der Zug
oder das Schiff sich in Fahrt befindet.

Wenn man nun einen starren dreidimensionalen Kérper K als solchen
,»Bezugskirper gewihlt hat, kann man die Lage eines willkiirlichen
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Punktes durch seine Abstinde von drei oder mehr zu K gehoérigen
Punkten festlegen. Als mathematisches Hilfsmittel fiir diese Orts-
bestimmung fiihren wir ein mit K fest verbundenes Koordinatensystem
mit einem Punkt O von K als Ursprung und i, {, f als Grundvektoren
ein. Die Koordinatenachsen sind mit K fest verbundene Geraden
durch 0. Dieses Koordinatensystem ersetzt nun vollstindig den Kor-
per K als Bezugsobjekt. Hierdurch ist ein Koordinatenraum fest-

gelegt, dessen Punkte P durch ihre Ortsvektoren 1t = OP bestimmt
werden koénnen.

Bei der Festlegung des durch den Bezugskoérper K bestimmten
Raumes als Koordinatenraum kann natiirlich statt (O; i, i, ) auch
jedes andere mit K fest verbundene Koordinatensystem zugrunde ge-
legt werden. In 10 wurde untersucht, wie sich die Koordinaten eines
Vektors beim Ubergang zwischen zwei solchen Koordinatensystemen
transformieren. Dabei sind die Transformationskoeffizienten «,, feste

"y

Zahlen. Im folgenden wird das einmal gewihlte Koordinatensystem
(O; 1,1, ¥) beibehalten.

Ist K ein zweiter starrer Korper, so kann man ein mit K fest ver-
bundenes Koordinatensystem (O; i, i, f) wihlen, und erhilt dadurch
einen zum Bezugskorper K gehorigen Koordinatenraum.

Es sei nun P ein willkiirlicher Massenpunkt. Seine Lage im Koordi-
natenraum (O; i, j, f) sei durch den Ortsvektor

(84, 1) t=xi+ vj+ zt,
seine Lage in bezug auf (0;1i, i, f) durch -
(84, 2) T =21+ yj+ zt
gegeben (Abb. 92). Bewegt sich P sowohl in bezug auf K als auch
auf K, so sind t und ¢ Funktionen der Zeit ¢, Fiir die Bewegung in
bezug auf jeden der beiden Koordinaten-
raume gilt das in 63ff. Ausgefiihrte, und
zwar unabhidngig von der eventuellen
gegenseitigen Bewegung von K und K.
Wihrend eine vektoralgebraische Be-
ziehung zwischen Vektoren, so wie sie in
einem bestimmten Zeitpunkt vorliegen,
unabhingig vom Bezugskorper, also un-
abhingig von dem Koordinatensystem
ist, in dem man diese Beziehung zum Ausdruck bringt, mufl man bei der
Variation eines Vektors im Laufe der Zeit, insbesondere also bei seiner
Differentiation nach ¢, den gegenseitigen Bewegungszustand der verwen-

deten Koordinatensysteme beriicksichtigen. Ist ndmlich ein Vektor als
Verbindungsvektor von zwei Massenpunkten gegeben, so wird seine zeit-

12*
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liche Variation von den Bewegungen der Massenpunkte in den betrachteten
Koordinatensystemen abhingen. Im folgenden wird deshalb bei Diffe-
rentiation nach ¢ stets der Bezugskorper angegeben. Aus (84, 1, 2) folgt,

d .. .. .
(84, 3) (;%)K= #i+yi+ 4L,

at [y s ey
(84, 4) (d—t)}?:' i + yj + 2§,
aber

®,5)  (53) =%+ 51+ i+ (Tt 7 (et 250

da i, 1, f bezogen auf K im allgemeinen mit der Zeit variieren. Setzt
man nun 06 = p, so erhidlt man fiir den Vektor 0_13 (Abb. 92) -

(84, 6) t=0+47,

also aus (84, 4, 5, 6) '

(e ko s or o

Wenn P mit K fest verbunden ist, so verschwindet (g_;)g’ und die

vier letzten Summanden von (84, 7) kénnen daher als Geschwindigkeit
im Zeitpunkt #, desjenigen Punktes Q von K in bezug auf K gedeutet
werden, der in dem betrachteten Zeitpunkt £, mit P zusammenfillt.
Fihrt man die Bezeichnung b fiir die Geschwindigkeitsvektoren ein, so
hat man

(84, 8) b (P) = vg(P) + vk (Q).

Da K und K gleichberechtigt sind, gilt entsprechend, wenn Q den
in K festen Punkt bezeichnet, der im betrachteten Zeitpunkt #, mit P
zusammenfillt,

(84, 9) b (P) = vg(P) + vg(Q).
Aus (84, 8, 9) folgt
(84, 10) vk (Q) = —vg(Q).

Die Geschwindigkeitsvektoren eines Punktes von K in der in bezug auf K
bestimmien Bewegung und des mit thm im betrachieten Zeitpunkt zusammen-
fallenden Punktes von K in der in bezug auj K bestimmiten Bewegung sind
entgegengesetzt gleich. Dies folgt auch aus (84, 8) allein, wenn man P
mit dem in K festen Punkt Q identifiziert, fiir den ja vg(Q) = 0 ist.

Der Bewegungszustand von K im Koordinatenraum von K kann
nach 68 dadurch beschrieben werden, daB man die Geschwindigkeit

do
w= (df)x

von O als Translationsgeschwindigkeit von K verwendet und dazu die
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Geschwindigkeiten bei einer Drehung mit einem Drehvektor 1 durch O
addiert. Dann ist [(68, 8) entsprechend]

(84, 11) o(Q) = u + w X 00
und fiir { = {, kann man
(84, 12) b (Q) =u-+ w x OP

schreiben, da ja P und Q fiir den betrachteten Wert £, von ¢ zusammen-
fallen. Hierbei hdngt w bekanntlich nicht von O ab und wird als die
in der Bewegung von K in bezug auf K enthaltene Drehung bezeichnet
(vgl. 88 S. 148). Wenn man nun (84, 12) in (84, 8) einsetzt, erhdlt man
die fiir einen beliebigen Zeitpunkt giiltige Formel

(84, 13) vx(P) = vg(P) +u + 1w X OP.
Um nun die Anderungsgeschwindigkeit eines von ¢ abhingigen
Vektors P, P, zu finden, verwendet man:

(ABBs) _ (2[0F, — 0F)), = (P — ux(Py).

was nach (84, 13) gleich
vz (Py) — vg(Py) + m x (0P, — OP))

ist. Daraus findet man fiir einen willkiirlichen Vektor ¥ = P, P,

(84, 14) (‘%B-)Kr. (‘%)’_(+ 0 X B.

Vertauscht man dic Rollen der Systeme, so hat man nach (84, 14)
i durch —1v zu ersetzen: Die gegenseitigen Bewegungen zweier Korper
enthalten entgegengesetzt gleiche Drehvekioren.

"Aus der wichtigen Formel (84, 14) ziehen wir folgenden SchluB:
Die Anderungsgeschwindigkeiten eines Vektors B in bezug auf zwei
Koordinatensysteme stimmen iiberein, wenn im betrachteten Zeitpunkt
der Vektor 8 verschwindet oder sich die Koordinatensysteme transla-
torisch gegeneinander bewegen oder schlielich der Vektor der momen-
tanen Schraub- bzw. Drehachse parallel ist. In allen anderen
Fillen ist ihr Unterschied w X B, wo w der Drehvektor der gegen-
seitigen Bewegung der Koordinatensysteme mit passender Orientie-
rung ist.

Im vorstehenden treten die beiden Bezugskérper K und K und
damit die beiden Koordinatensysteme als in jeder Hinsicht gleich-
berechtigt auf. Man gibt jedoch oft diese Symmetrie der Bezeichnung
auf und betrachtet aus Griinden, auf die wir spiter eingehen, z. B. den
Korper K als in ,,Ruhe’ befindlich und bezeichnet dann das Koordi-
natensystem (O; 1, i, 1) als das feste oder absolute. K ist dann der be-
wegte Bezugskorper, (0; 1, i, f) das bewegte Koordinatensystem. Eine
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Bewegung eines Punktes P in bezug auf K nennt man dann seine zela-
tive Bewegung und die in bezug auf K seine absolute Bewegung. Dem-
entsprechend unterscheidet man zwischen relativer und absoluter Ge-
schwindigkeit v, bzw. v,. Die Bewegung desjenigen in K festen Punktes
in bezug auf K, der im betrachteten Zeitpunkt mit P zusammenfillt,
nennt man die zu diesem Zeitpunkt gehorige Fiihrungsbewegung fiir P
und ihre Geschwindigkeit (84, 12) in dem Zeitpunkt die Fihrungs-
geschwindigkeit v, von P. (84, 13) lautet dann

(84, 15) b, = 0, + b,

Die absolute Geschwindigkeit ist die Vektorsumme der relativen und
der Fiihrungsgeschwindigheit.

Die Formel (84, 14) stellt den Zusammenhang zwischen der abso-
luten und der relativen Anderungsgeschwindigkeit eines Vektors dar.
Sie lautet in den neuen Bezeichnungen

10 (8 (8] 4w v

wo v die in der Bewegung des bewegten Koordinatensystems enthaltene
Drchung bedeutet.

Hiernach kann man der in 68 besprochencn ,,Zusammensetzung‘’
einer Bewegung aus mehreren anderen einen anschaulichen Inhalt zu-
~ schreiben. Bei der Bewegung eines starren Korpers C in einem ab-
soluten Koordinatensystem & haben seine Punkte P gewisse Geschwin-
digkeiten v,(l’). Dieses Geschwindigkeitsfeld ist das Momentfeld eines
Systems von Drehvektoren, das bis auf statische Umformung bestimmt
ist. Wir begniigen uns mit der Betrachtung von zwei gebundenen
Drehvektoren 1w, und w,. (Jedes System kann ja im ibrigen auf
hochstens zwei reduziert werden.) Sind O; und O, willkiirliche Punkte
der Angriffslinien von w; bzw. ,, so hat man nach der in 68 ein-
gefithrten Addition von Geschwindigkeitsfeldern

(84, 17) v, (P) = w,; X Ojj + ty X 62—}’.

Man kann nun ein Koordinatensystem &' einfithren, dessen Bewegung
in bezug auf & durch v, als gebundenen Vektor gegeben ist, und iv,
als einen in &’ gebundenen Vektor ansehen, der die relative Bewegung
von C in bezug auf @’ bestimmt. Die rclative Geschwindigkeit von P
. ——>
ist dann b, = 1w, X OyP

und seine Fithrungsgeschwindigkeit nach (84, 12)
———

bf == 11)1 X OIP.
Setzt man diese Werte in (84, 15) ein, so erhidlt man (84, 17). Die Be-
wegung des Korpers kann also wirklich aus einer relativen und einer
Fiihrungsbewegung zusammengesetzt werden. Dies kann iibrigens auf
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unendlich viele Weisen geschehen, da bei gegebener Bewegung von C
i, und ', auf unendlich viele Weisen gewéhlt werden kénnen. Man
kann cine Bewegung natiirlich auch aus einer Translation und einer
Rotation oder auch, wie man durch Verallgemeinerung dieser Betrach-
tung einsieht, aus mehr als zwei Bewegungen zusammensetzen.

Aus der obigen Formel (84, 15) kénnen wir sofort die schon in 69
S. 150 bewiesene Tatsache entnehmen, dall jede ebene Bewegung als
Abrollen der rollenden Polkurve R auf der festen F aufgefallt werden
kann. Wir betrachten also in einer festen Ebene die Bewegung einer
ebenen Figur. Das momentane Drehzentrum D (f) kann nun als der-
jenige Punkt charakterisiert werden, dessen Fiihrungsgeschwindigkeit
Null ist. Nach (84, 15) stimmen also die relative und die absolute
Geschwindigkeit von D (¢) iiberein. Das besagt, dall F und R in jedem
Zeitpunkt gemeinsame Tangenten haben und dall D(f) in jedem Zeit-
intervall auf F und R Stiicke gleicher Linge durchliduft. Dasbedeutet aber
gerade, daBB R auf F abrollt. — Ahnlich beweist man den entsprechenden
Satz iiber die Polkegel ciner Bewegung mit festem Punkt (89, S. 151).

85. Beschleunigung bei relativer Bewegung. Um den Zusammen-
hang zwischen den Beschleunigungsvektoren by und bg von P in bezug
auf die beiden Koordinatensysteme K und K fiir den Zeitpunkt ¢ = ¢,
zu finden, differenziercn wir (84, 13) nach ¢ in bezug auf K und sctzen
fiir £ den Wert ¢, ein. Dann crgibt sich fiir die einzelnen Glieder

P

(85, 1) (‘?”‘;; 3) = bg(P)
K

und wegen (84, 14)

dog (P doz (P)
(85, 2) ({jt J)K: (%t )_ + 1 X vg(P) = b&(P) + W X vg(D).

Die beiden letzten Glieder von (84, 13) formen wir um, indem wir

wieder den in K festen Punkt Q ecinfithren, der fiir ¢ = ¢, mit P zu-
sammenfillt, und (84, 11) berticksichtigen:

85,3) u+wxOP=utwx0Q+wxQP = vg(Q)+wxQP.

Differenziert man dies nach ¢ in bezug auf K und beachtet (84, 14),
so erhilt man

(50 (o 0P (4,

“(,dbgig))x“* (‘ig) X QP + 1w x (dSZP)K»% W X (m X @;).

Setzt man nun den Wert ¢, fiir ¢ ein, so verschwinden hierin der zweite

und vierte Summand auf der rechten Seite, da QP = 0 fiir ¢ = ¢,. Im
dritten Summanden wird

(85, 5) (‘ig?),-(= br(P) — vr(Q) = bR (P),
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da Q in K fest ist. Aus (85, 4) entsteht daher

d - '
(85, 6) @@+mx0ﬂ;ﬂﬂ®+mxwwx
= dvg(Q) o : — . :
wo b, (Q) = ik die Beschleunigung von Q, also die Beschleuni-

gung der zu ¢ = ¢, gehorigen Fiihrungsbewegung fiir P ist. Aus (84, 13)
und (85, 1, 2, 6) crhilt man nun den gesuchten Zusammenhang

(85, 7) b (P) = bg(P) + bk (Q) + 2w X bg(P)

zwischen den Beschleunigungen.

Vertauscht man die Rollen der Systeme, so hat man Q durch Q und
tv durch w = — v zu ersetzen.

Sieht man nun K als das absolute, K als das bewegte System an,
und bezeichnet man dementsprechend ,,absolute”, ,relative’’ und ,,Fiih-
rungsbeschleunigung'’ mit b,, b, bzw. b,, so schreibt sich (85, 7)

(85, 8) b, = b, + b, + G,
WO
(85, 9) €=2m XD,

dic zusammengesetzte oder Cor1oLISbeschleunigung genannt wird. Diese
fillt in folgenden drei Fillen fort:

‘ 1. wenn v = 0, wenn also das bewecgte System eine translato-

rische Bewegung ausfiihrt;

2. wenn b, = 0, wenn sich also der betrachtete Punkt in momen-
taner Ruhe relativ zum bewegten System befindet;

3. wenn v X b, =0, = 0, b, & 0, wenn also die relative Ge-
schwindigkeit des Punktes der momentanen Schraub- oder Drehachse
parallel ist. _

Wenn die gegenseitige Bewegung zweier Bezugskorper K und K
eine geradlinig gleichférmige Translation ist, so hat ein bewegter Punkt
in bezug auf beide die gleiche Beschleunigung. Denn der Vektor w, und
damit die CorioLisbeschleunigung €, verschwindet, und die Fiihrungs-
bewegung ist eine geradlinig gleichférmige; also ist auch b, = 0.

86. Berechnung in Koordinaten. Wir wollen die Betrachtungen
von 84 und 85 unter alleiniger Verwendung der Koordinatenrechnung
wiederholen. Man mul} dazu den Zusammenhang zwischen dem beweg-
lichen und dem festen Koordinatensystem aufschreiben:

(86, 1) 0 =00 = o,i + 0,j + 0,t,
{A=}*11i + lmi + }“1sf:
(86’2) i=121i+}*221+123f»

E=131i+lszi+lssf:
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wo die Koeffizienten o,, 0,, 0,, 411, 42, - . ., 433 im allgemeinen von ¢
abhangen. Die Koeffizientenmatrix von (86, 2) bezeichnen wir mit
(86, 3) A= {4}

Der Ortsvektor t = %i + 7] + zf des bewegten Punktes in bezug auf
das bewegte System hat dann im festen Koordinatensystem die Koordi-
naten

(86, 4) {7 Z}A.

Man erhilt also nach (84, 1, 2, 6)

(86, 5) {xyz} = {0, 0,0} + ZFZHA

und hieraus durch Differentiation nach ¢

(88, 6) {92 = {5 A + {0,066} + {5 2}A,
wo

(88, 7) A={i,}

Analog (86, 4) sind

(86, 8) {£5 2} A

die Koordinaten von v, (84, 4) im festen System. Die beiden anderen
Glieder der rechten Seite von (86, 6) ergeben die Koordinaten von v,
so daB die Koordinatengleichung (86, 6) mit der Vektorgleichung (84, 15)
gleichbedeutend ist.

Differenziert man (86, 6) nochmals, so erhdlt man

(86,9) {¥97)={FJEN+1{6,0,06) + {7 A1 +2{& 2} A,

was mit (85, 8) gleichbedeutend ist, da auf der rechten Seite die Koordi-
naten von b,, b, und € in bezug auf das feste System stehen. Fiir b,
folgt dies aus (86, 4, 8), fiir b, daraus, daB die iibrigen Glieder ver-
schwinden, wenn %, ¥, Z nicht von ? abhingen, und fiir € daraus, da8

{29z} A
nach (86, 6) dic Fiihrungsgeschwindigkeit eines Punktes mit den rela-

tiven Koordinaten %, ¥, z ist, wenn die Translationsgeschwindigkeit
von O nicht mitgerechnet wird; und diese ist gerade v X b,.

87. Die FrRENETschen Formeln. Eine Raumkurve C sei durch ihren Orts-
vektor t(t) = x ()i + ¥(t)j + 2(?)¥ in einem gewohnlichen rechtwinkligen Koordi-
natensystem & = (O; i, |, f) gegeben. Die nach 61 zur Kurve gehérigen Einheits-
vektoren t, §), p bilden ein bewegliches Koordinatensystem 2 mit dem Ursprung
im laufenden Kurvenpunkt P. Wir nehmen an, daB P die Kurve C mit dem Ge-
schwindigkeitsbetrag 1, also mit dem Geschwindigkeitsvektor t durchlauft. Dann
wichst die Bogenlinge s auf C proportional der Zeit, und es ist s = 1. Differen-
tiation nach der Zeit und nach der Bogenlinge lauft also auf dasselbe hinaus.

Der in der Bewegung von ¥ in bezug auf ¥ enthaltene Drehvektor soll hier
mit b bezeichnet werden (DarBouXscher Vektor). Seine Darstellung in g sei

(87, 1) b=oat+ gh+yp.
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Fiir die Anderungsgeschwindigkeiten eines und desselben Vektors in bezug
auf ¥ und ¥ gilt (84, 14). Fiir einen mit ¥ fest verbundenen Vektor 8 hat
man insbesondere

dg
(81, 2) (H);_ b x B.

Als solchen Vektor ¥ betrachten wir zuerst {. Dann gilt nach (87, 1, 2) wegen
hXt=—p, pxt=}

dat
(817, 3) a-s—-'—-bxtzﬂf)xt+yp><t=»—ﬂp+yf).
Andererseits ist nach (61, 11)
dt
(87, 4) . d"; = XI);

wo » die Kriimmung ist. Dies zusammen mit (87, 3) ergibt
ﬂ = (), y = x,

d. h. p liegt in der rektifizicrenden Ebene von C.
Setzt man weiter p fiir ¥, so erhdlt man aus (87, 1, 2) wegen t X p = —

d
{87, 5) &f=bxp=(xtxp=—cxf).
o« nennt man diec Windung oder Torsion der Kurve und bezeichnet sie mit ]

sie gibt den Grenzwert des Verhiltnisses zwischen dem Drehungswinkel der Bi-

normalen und der entsprechenden Andecrung der Bogenlinge an. 7 == a nennt
man den Torsionsradius von C. @
Wenden wir nun noch (87, 1, 2) auf lj an, so crhalten wir insgesamt folgendes
Resultat:
Bezeichnet man die Bogenlange einer Raumkurve mit s, ihren Tangenten-,
Hauptnormalen- und Binormalenvektor mit {, § bzw. p, ihren DarBouxvektor
mit b, ihre Kriitmmung und Torsion mit x bzw. @, so gelten die Formeln

(87, 6) b= owt-+ xp,

(87, 7) gg-:bxt:xf),

(87, 8) Z? =0 Xl = wp -xt,
(87, 9) Z—fﬁvapxmwt).

(87, 7, 8, 9) heillen dic FreNETschen Formeln. Hierin ist x ein positiver, w ein
positiver oder negativer Skalar. Aus (87, 6) folgt noch

(87, 10) ® = pb,
(87, 11) w=1-D.

(87, 10) zeigt, daB b und p auf dieselbe Seite der Schmiegebene weisen, und (87, 11),
daB @ positiv ist, wenn b einen spitzen Winkel mit dem Tangentenvektor bildet.
Bei unserer Orientierungsfestsetzung bedeutet dies, daB die Torsion positiv ge-
rechnet wird, wenn dic Schmiegebene, also auch ihre Normale, die Binormale,
eine Rechtsschraubung um die Tangente ausfiihrt.

88. Kurve auf einer Fliche. Es moége die Kurve C, fiir die wir die Be-
zeichnung des vorigen Paragraphen beibehalten, auf einer Fliche liegen, von der
angenommen wird, dal sie iiberall cine eindeutig bestimmte Tangentialebene
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besitzt. Die Normale der Tangentialebene im Berithrungspunkt wird die Fldchen-
normale genannt. Auf dieser wird ein Einheitsvektor n, der Normalenvektor, ge-
wéahlt, der lings C iberall nach derselben Seite der Fliche gerichtet sein und
differenzierbar von der Bogenlinge von C abhiangen soll. n steht senkrecht
auf dem Tangentenvektor { von C. Der Einheitsvektor

(88, 1) gd=1txn

steht senkrecht auf C und liegt in der Tangentialebene der Fliche. Wir kénnen
ihn als den ,,Seitenvektor'* der Kurve auf der Flache im Kurvenpunkt P bezeichnen.
Das System &£ = (P;t,n, 3)
bildet  ein rechtshandlges
System von paarweise senk-
rechten Einheitsvektoren, das
durch dic Lage der Kurve auf
der Flache bestimmt ist und ¢
mit dem Kurvenpunkt variiert
(Abb. 93).

Wir nehmen nun wieder
an, daB der Punkt P’ die Kurve
€ mit dem Geschwindigkeits-
betrag s = 1 durchlauft, und Abb. 93. Natiirliches Dreibein einer Flichenkurve.
betrachten die Bewegung von
L2 in bezug auf cin festes System &, in dem Fliche und Kurve in Koordinaten-
oder Ortsvektordarstellung gegeben scien. Es sei © der Drehvektor der Bewegung
von £ beziiglich €. Wir denken ihn von I” aus aufgetragen und in £ durch

(88, 2) D= w,t + x,M + x,8

dargestellt. ®,, %, und x, nennt man die geoddtische Windung oder Torsion, die
geoddtische Kriimmung bzw. die Normalkviimmung der Kurve in bezug auf die
Flache.

Neben & betrachten wir wieder das System & = (P;t, b, p). Scine Be-
wegung in bezug auf & enthilt den Drehvektor b (87, 6), der gleichfalls von P
aus aufgetragen sei. Bei der Bewegung von f relativ zu £ haben diese Systeme
P und t gemeinsam. Also ist eine Gerade und ein auf ihr liegender Punkt des
Systems & in £ festgehalten, so daB die Bewegung von g in bezug auf &2 eine
Rotation um die Tangente sein mu@, die durch einen gewissen Drehvektor &t
gegeben ist, wo § ein Skalar ist. Da nun die Bewegung von 2 in bezug auf &
aus der relativen Bewegung in bezug auf £ und der Fihrungsbewegung bei der
Bewegung von & in bezug auf & zusammengesetzt werden kann, erhilt man

(88, 3) b =D + 4t,
also aus (87, 6) und (88, 2, 3)

(88, 4) ® = W, + 6»
(88, 5) 2P = 2,0+ 2,8,
(88, 6) %% = %y + %

(88, 3) zeigt, daB D in der rektifizicrenden Ebene der Kurve liegt, da dies
fir d und t zutrifft.

Wenn », und x, festes Verhaltms langs C haben, und nur in diesem Fall,
ist p nach (88, 5) ecin fester Vektor in der 11,3-Ebene, also g fest in 2, d. h
0=0,0=7.

Das letztere findet insbesondere statt, wenn lings der ganzen Kurve %, = 0
ist. In diesem Fall ergibt (88, 5)

(88, 7) xP = x,8.
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Dann fallen auch f) und n in dieselbe Gerade: Die Schmiegebene der Kurve ent-
halt iiberall die Flachennormale. Eine solche Kurve nennt man eine geoddtische
Linie der Flache. Weisen §) und 1 in dieselbe Richtung, ist also die Fliachen-
normale in der Umgebung von P nach der konkaven Seite der geoditischen Linie
gerichtet, so gilt §) = n, also auch 3 = p und » = x,. Da diese Bedingung im
allgemeinen nicht lings der ganzen Kurve C erfiillbar ist, kann man generell nur
% = |x,| schliefen.

Die Bewegung von £ lings einer geoditischen Linie hat die Eigentiimlich-
keit, daB keine Drehung um die Flichennormale stattfindet, da der zweite Sum-
mand der rechten Seite von (88, 2) fortfallt. Ein Beobachter, der sich mit £
bewegt, wird daher den Eindruck haben, sich so genau geradeaus zu bewegen,
wie die Fliche es zulaBt. Man zeigt in der Differentialgeometrie, daB ein geo-
ditischer Kurvenbogen die kiirzeste auf der Flache verlaufende Verbindung zwi-
schen seinen Endpunkten ist, wenn diese Punkte nicht zu weit voneinander ent-
fernt sind. Weiter kann man zeigen, da durch einen gegebenen Flachenpunkt
stets eine geodatische Linie gelegt werden kann, die in dem Punkt eine vor-
geschriebene Tangentenrichtung hat. Insbesondere kann man also von der geo-
datischen Linie sprechen, die eine willkiirlich gegebene Kurve in einem Punkt
beriihrt.

Hieraus geht hervor, daB der Skalar #, nicht nur vom Flichenpunkt und
der Tangentenrichtung abhidngt, da er fiir eine Kurve von Null verschieden und
fir eine beriihrende Kurve gleich Null sein kann. Anders jedoch %, und w,;

d
diese hingen bei gegebener Fliche allein von P und t ab. Denn fiir d: trifft
dies zu; und da n in  fest ist, gilt
dn
(88, 8) >d~s‘=°D X M= w8 — x,t,

so daB auch w, und x, nur von P und t abhingen. Bei gegebener Tangenten-
richtung in P kann also nur die Komponente %, von D entsprechend den ver-
schiedenen Flachenkurven durch P mit dieser Tangentenrichtung frei gewahlt
werden. Mit anderen Worten: Man kennt die Translationsgeschwindigkeit von P
bei der Bewegung von £ und weil auBerdem, da8 n in & fest ist. Dadurch ist
der Drehvektor © bis auf eine willkiirliche Rotation um n bestimmt.

Betrachtet man nun eine beliebige Flachenkurve C und die in P beriihrende
geodatische Linie, so ist w,t + x,8 fiir dic letztere zugleich b- und D-Vektor.
Also hat man: Die Normalkviicmmung (absolut genommen) und die geoddtische Tor-
sion tn einem Punkt einer willkiirlichen Flichenkurve sind gleich Kviimmung bzw.
Torsion der im Punkt beviihvenden geoddtischen Linie.

Es sei nun weiter C’ diejenige ebene Kurve auf der Flache, die von der durch
und n bestimmten Ebene ausgeschnitten wird, also der ,,berithrende Normal-
schnitt”” in P. Fiir C’ fallen in P die Vektoren 1 und ) und zugleich p und 8 in
je eine Gerade. Also ergibt (88, 5) die Beziehungen x, = 0 und x» = |x,| in P:
Die Normalkviimmung einey willkiivlichen Fldchenkurve ist gleich dev Kriimmung
des berviihvenden Normalschnittes.

Ist nun der Winkel ¢ von n nach ) (positiv in der Richtung auf 8 zu), so hat
man nach (88, 5) (vgl. Abb. 94)

(88, 9) _ Ky = XCOSQ, X, = —xsing.
Fiithrt man den Kriimmungsradius ¢, den Radius der Normalkrimmung ¢, und
den der geodatischen Kriitmmung ¢, durch
» 1 1 1
88, 10 Ho=—, My = -, =
( ) 0 "ooa e
ein, so findet man (Abb. 95):
(88, 11) 0 = Q@nCOSP = —p,sing,
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und damit den Satz von MEUSNIER: Die Krimmungsmittelpunkte aller Flichen-
kurven in einem Punkt P, die dovt dieselbe Tangente haben, liegen auf einem
durch P gehenden Kreis, dessen Ebene auf der gemeinsamen Tangente senkrecht
steht und der dem Kriimmungsradius des Normalschnittes durch die Tangente zum
Durchmesser hat (Abb. 95).

Die Krimmung von C in P ist gleich der Kriimmung der Kurve C’, in der die
Fliache von der Schmiegebene von C in P geschnitten wird. Denn C und C’ haben
in P dieselbe Tangente und dieselbe Schmiegebene, also auch dieselben Einheits-
vektoren 8 und p. Ferner stimmen nach einer oben gemachten Bemerkung die

n <
n [y 4
X, @ -&
P — =N
3 5
x, \ p
Abb. 94. Zum MEeusNIERschen Satz. Abb. 95.

Normalkriimmungen x, iiberein. Dann folgt aber aus (88, 5), da8 die Ausdriicke
xp — 2,1 fiir C und C’ einander gleich sind. Wenn p und n linear unabhangig
sind, ist dies nur moglich, wenn die Koeffizienten » bzw. x, ilibereinstimmen.
Dies ist aber, wie man leicht sicht, auch der Fall, wenn p und n linear abhéngig,
also, da beide Einheitsvektoren sind, p = -n ist.

Hat C die Eigenschaft, daB x, lings C verschwindet, so ergibt (88, 5), daB p
und 1, also auch }j und 3, in je eine Gerade fallen: Die Schmiegebene der Kurve
ist zugleich die Tangentialebene der Fliche. C nennt man in diesem Fall einc
Haupttangentenkurve oder Asymptotenlinie der Flache. % ist fest in £, b =D,
0= w,, x=|x,.

Hat C die Eigenschaft, daB w, langs C verschwindet, so erhilt (88, 8) die
besondere Gestalt du

‘—{;1:@ X M =5,8 X 1N=—sx1t.

Die Flachennormale dreht sich also um den Seitenvektor (abgesehen natiirlich
von der Translation von P), ihr Anderungsvektor lings C hat die Richtung von t,
konsekutive Flachennormalen liangs C schneiden also einander. Die Flachen-
normalen lings C bilden eine abwickelbare Fliche. C heiBt in dicsem Fall eine
Kriimmungslinie der Fliche.

Wahrend man, wie erwidbnt, durch einen Flachenpunkt P geodatische Linien
mit willkiirlicher Tangentenrichtung legen kann, da man dann noch iiber %, ver-
fiigen kann, gilt nichts Entsprechendes fiir Haupttangenten- oder Kritmmungs-
linien, da nach (88, 8) #, und ®, bereits durch die gew#hlte Tangentenrichtung
bestimmt sind. Man kann zeigen, da8 jedem Flichenpunkt P im allgemeinen
zwei reelle oder imaginare Tangentenrichtungen, die Haupttangenten oder Asym-
ptotenvichtungen in P, entsprechen, fiir die %, = 0 ist. Sie sind die Richtungen
der Tangenten an die Schnittkurve von Fliche und Tangentialebene in P. Ebenso
entsprechen P zwei stets reelle und aufeinander senkrechte Tangentenrichtungen,
die Hauptkriimmungsvichtungen in P, fiir die w, = 0 ist.

Im obigen sind singuldre Verhiltnisse nicht beriicksichtigt, die vorliegen
kénnen, wenn mehrere der betrachteten GréBlen gleichzeitig verschwinden oder
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unbestimmt sind. Es war nur beabsichtigt, fiir einige fundamentale geometrische
Begriffe bei hinreichend regulirem Verhalten der betrachteten Kurven und Flachen
kinematische Erklarungen zu geben.

Ubungsaufgaben zum 11. Kapitel.

1. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt Q und dem Radius R werde in seiner Ebene
mit der konstanten Geschwindigkeit a9 parallel verschoben, wo U ein Einheits-
vektor ist. Ein Punkt P durchlaufe den Kreis mit konstanter relativer Winkel-

—_

geschwindigkeit w. Man rechne ¢ von einem Zeitpunkt, fiir welchen QP = RY
-~ N\

ist. Dann ist v, = a¥ die Fithrungsgeschwindigkeit und b, = wQP, wo QP der

—>
Quervektor von QP ist, die Relativgeschwindigkeit von P; also ist seine absolute
Geschwindigkeit ~
b = a + wQP,

1% = a? 4+ w?R? — 2awRsinwt,
—
denn im Zcitpunkt ¢ bilden QP und A den Winkel wt. Folglich ist
-~ ~ —>
A QP = —A-QP = —Rsinwt.

Da Fiihrungsbeschleunigung und Coriolisbeschleunigung verschwinden, ist die
absolute Beschleunigung gleich der relativen, also

—>
b= —w2QP.
Wir ermitteln ihre Projektionen auf Bahntangente und Bahnnormale des Punktes P:
—
ds bbb = aw¥.QP —auw?Rcosw!
dt v v o v -
2 .b N = 1 R
vg = —l—bé‘b ' = | —aquw?W - QP + wPQP?| - = by |wR — asinwt].
v v

Fir den Kriilmmungsradius ¢ der Bahnkurve
fir die Lage von P im Zeitpunkt ¢ hat man

daher . 3
(a® + w? R* — 2awR sinwi)?

wR |wR — asinwt|

o=

Man bestitige diese Ergebnisse durch Be-
rechnung in rechtwinkligen Koordinaten.

2. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt Q@
dreht sich in seiner Ebene um einen festen
Punkt O seiner Peripherie (Abb. 96). Der
Winkel &, den OQ mit einer festen Richtung
der Ebene bildet, sei als Funktion der Zeit

Abb, 96. Zu Aufgabe 2. bekannt. Auf dem Kreise bewegt sich cin

Punkt P, wobei der Winkel f = COQP als

Funktion der Zeit bekannt ist. Wie stellen sich die absolute Geschwindigkeit v
und absolute Beschleunigung b dar?

Die Winkel & und f seien im positiven Umlaufssinn der Ebene gerechnet;
siche Abb. 96. Dann ist

LA . A
b, =aOP, bv,=pQP,
also
. ~~ [V
b = &OP 4 BQP.
Ferner hat man
o -~ ‘e > 5 ] —> e~ S
b= « OP — &20P, b, = QP — f2QP, @ =24b, = —2afQP,
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a'lso A\ . —» - S . .2 —_—
b=c&OP — a20P + pQP — (2 4 2af)QP.
Wir wollen diese Darstellungen so abindern, daf wir die Tangenten- und Nor-

malenrichtung des Kreises als unabhingige Richtungen fiir die Darstellung ver-
wenden. Es ist

OP = 2Q}’sin€—
und daher (siehe die Abbildung)
> ﬁ —> . ~
OP = 2sin? E—QP + sinfQ P,
also
0P = 2 sin® >y QP —sinfQP,
. A\ . —
b= (201 sin® Y + ﬁ) QP — asinffQ P,
e B, s\ . oz B4 AN
b= (Za sin? U a?sinf + ﬂ) QP — (oc sinf + 24&? sin? Py + B+ 20p|QP.
Ist a der Radius des Kreises, so hat man als Komponentendarstellung in Rich-

tung der im positiven Umlaufssinne genommenen Tangente und des gegen den
Mittelpunkt gerichteten Radius fiir die Geschwindigkeit

a (202 sin? —g- + /)’) und e sinf
und fiir die Beschleunigung

a(2&sin2-~§ »-o’@sinﬂ—}—/}') und a(&sinﬁ—l—z&zsinz»g-{—zdﬂ—}—[;"2\).

Der Betrag der Geschwindigkeit wird

v=a ‘/402(02 + f) sinz g + pe.

3. Die ebene Bewegung eines Punktes laBt sich mittels relativer Bewegung
z. B. dadurch beschreiben, dafl der Punkt sich auf einer Geraden bewegt, die
durch den Ursprung geht und sich um diesen dreht. Von dieser Auffassung aus
bestatige man dic in 64 gefundene IKomponentenzerlegung der Beschleunigung.

4. Eine Gerade dreht sich in ciner festen IEbene um einen ihrer Punkte O
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Auf der Geraden bewegt sich
ein Punkt P mit konstanter Relativgeschwindigkeit vom Betrage a. Fir
t = 0 sei Pin O, und ¢ sci der Winkel der Geraden mit ihrer zu ¢ = 0 gehorigen
Lage. Man bestimme die Bahnkurve, indem man ihre Gleichung in Polarkoordi-
naten aufstellt. Weiter bestimme man den Betrag der absoluten Geschwindig-
keit und Beschleunigung und die Winkel ihrer Richtungen mit der Geraden,
ferner die Komponenten der Beschleunigung in Richtung der Tangente und Nor-
male der Bahnkurve, sowie deren Kriimmung; alle diese Grofen sind in Ab-
hangigkeit vomn Winkel ¢ auszudriicken.

5. In einer EEbene ¢ bewegen sich zwei starre Figuren F; und F,. In einemr
Zeitpunkt ¢ seien w; und P; die Winkelgeschwindigkeit und das Drehzentrum
von F,, analog w, und P, fir I,. Wice bewegt sich F, relativ zu F;? — Relatiy
zu F, dreht sich ¢ um P; mit der Winkelgeschwindigkeit --w;. Das ergibt fiir F,
eine Fithrungsbewegung, die mit der Drehung w, um P, als ,,Relativbewegung’
zusammenzusetzen ist. Man hat also zwei parallele Vektoren senkrecht zu
durch P; und P, und mit den algebraischen Werten —w;, und w, zusammen
zusetzen. Das ergibt eine Resultante

Wy = Wy — W,
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in demjenigen Punkt P;, auf P, P,, fiir den

ist. Alle Winkelgeschwindigkeiten werden im gleichen Sinne positiv gerechnet.

Nun nehme man noch eine dritte starre Figur Fy in € hinzu, die sich im Zeit-
punkt ¢ mit der Winkelgeschwindigkeit w; um Pz dreht, und bilde mit analogen
Bezeichnungen die Relativbewegung von F, gegen F, und von F, gegen Fj.
Durch zyklische Vertauschungen in den oben angefiihrten Ausdriicken erhalt man

Wyg -+ Wag + Wy =0
und
f’lzpl_l?zapz'Palpgz 1
P12P2 P23P3 P31P1 .
“Also haben die drei relativen Winkelgeschwindigkeiten in zyklischer Folge die
Summe Null, und die drei relativen Drehzentren liegen auf einer Geraden.

Zweiter Teil.
Dynamik.

12. Kapitel.

Grundbegriffe und Voraussetzungen
der Dynamik.

89. Dynamik. Waihrend die Gleichgewichtslchre schon im Alter-
tum, insbesondere bei ARCHIMEDES, hoch entwickelt war, verdankt
man die Lehre von der Bewegung der Korper unter der Einwirkung
von Kriften, so wie sie im folgenden in jhren Grundziigen dargestellt
werden soll, der neueren Zeit. Das ganze Mittelalter hindurch herrschte
noch die in ARISTOTELES’ Philosophie vertretene Auffassung, daB eine
Kraft erforderlich sei, um dic Geschwindigkeit eines bewegten Kdérpers
aufrechtzuerhalten. Bei KoOPERNIKUS begann die Vorstellung aufzu-
kommen, daB ein Korper, der jeder Krafteinwirkung entzogen ist, seine
Geschwindigkeit unverindert bewahrt (Trigheitsgesetz). Die Einwir-
‘kung einer Kraft muB sich demnach in einer Geschwindigkeitsinderung
zu erkennen geben. Hieran kniipfte sich in den folgenden 150 Jahren
eine glanzvolle Entwicklung, zu der namentlich GALILEI, KEPLER,
HuvGHENS und andere beitrugen und die in NEwTtoNs fundamentalem
Werk , Philosophiaec naturalis principia mathematica* (1687) kulmi-
nierte. Dieses klassische Lehrgebiude wurde in den folgenden zwei
Jahrhunderten in allen Einzelheiten ausgearbeitet, und seine Grund-
lagen waren Gegenstand eingehender Diskussion. Erst in den letzten



90. Kinematische Voraussetzungen. 193

Jahrzehnten haben Anwendungen der Mechanik in gewissen extremen
Fillen einschneidende Anderungen in den Grundvorstellungen notwendig
gemacht (Relativitdtstheorie, Quantenmechanik); dies beriihrt jedoch
keineswegs die fundamentale Bedeutung von NEwToNs Theorie fiir
mechanische Probleme von der in diesem Bug¢h behandelten Art, ins-
besondere fiir ihre technischen Anwendungen.

In den folgenden Paragraphen werden die Voraussetzungen an-
gegeben, auf denen NEwToNs Mechanik beruht. Dabei ist jedoch keine
Zuriuckfihrung auf eine Mindestzahl von unabhédngigen Axiomen beab-
sichtigt. Eine unmittelbare experimentelle Kontrolle fiir jede einzelne
diecser Voraussetzungen kann man nicht erwarten. Man kann aber zur
Rechtfertigung des ganzen Systems von Voraussetzungen anfiihren, dal
sich dic daraus hergeleitete Mechanik als in guter Ubereinstimmung
mit den beobachteten Verhiltnissen erwiesen hat. Insbesondere gilt
dies fiir die astronomischen Anwendungen, wo besonders reine mecha-
nische Bedingungen vorliegen. Die von KEPLER gefundenen kinemati-
schen Gesetze der Planetenbewegung bildeten daher auch fiir Newron
einen wichtigen Ausgangspunkt bei der Aufstellung der Grundgesectze.

Weiter werden in diesem Abschnitt einige wichtige, aus den in den
Voraussetzungen vorkommenden Grundbegriffen abgeleitete Begriffe
eingefihrt. Physikalische Begriffe, dic in Rechnungen auftreten, miis-
sen meBbare GroBen sein und werden geradezu durch die fiir sie
festgesetzten MeBmethoden definiert. Diecs mull sowohl bei der Fest-
setzung von Grundbegriffen als auch bei der Einfiihrung abgeleiteter
Begriffe beachtet werden.

90. Kinematische Voraussetzungen. Kinematische Betrachtungen,
wie sie in fritheren Kapiteln dieses Buches durchgefiihrt wurden, haben
zur Voraussetzung, dall man Lingen und Zeiten messen und Orts-
bestimmungen in bezug auf starre Bezugskorper durchfihren kann.

Die Lingenmessung beruht darauf, dall der Abstand zwischen zwei
Marken auf einem hinreichend starren Korper, z. B. einer Metallstange,
die unter konstanten physikalischen Bedingungen (Temperatur, Druck
usw.) gehalten wird, definitionsgemd8l als unveridnderlich festgesetzt
wird. Als Einheit wihlt man ein bestimmtes Individuum dieser Art,
z. B. das internationale Normalmeter oder , davon, 1 cm. Nachdem
so eine Langeneinheit festgelegt ist, konnen MalBstibe aus starrem Ma-
terial hergestellt werden, deren Linge unter konstanten physikalischen
Bedingungen als unabhéngig von ihren Lagen und Bewegungszustidnden
angenommen wird. Wie schon im vorigen Paragraphen erwihnt, kann
die so postulierte Existenz unverinderlicher MaBBstibe als isolierte Vor-
aussetzung nicht Gegenstand eines Beweises sein.

Auf Grund der Langenmessung kann man nun, wie in 84 beschrieben,
Ortsbestimmungen eines Massenpunktes in einem mit ecinem starren
Bezugskorper fest verbundenen Koordinatensystem vornehmen. Andert

-~

Nielsen, Mechanik. 15
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der Massenpunkt seine Lage im Koordinatensystem, so nimmt man die
Ortsbestimmung fiir den mit dem Koordinatensystem fest verbundenen
Punkt vor, der mit der zu bestimmenden Lage des Massenpunktes
zusammenfallt. Als geometrischen Ort der verschiedenen Lagen des
Massenpunktes im Koordinatensystem erhdlt man dann eine Raum-
kurve, die Bahnkurve des Massenpunktes.

In 63 wurde die Zeit ¢ nur als ein Parameter betrachtet, durch den
man die einzelnen Punkte dieser Bahnkurve charakterisicren konnte.
Nun wird eine physikalische Festlegung des Zeitbegriffes durch eine
MeBmethode erforderlich.

Die Zeitmessung beruht darauf, dafl ein bestimmter physikalischer
ProzeB3 als ,,Uhr' ausgezeichnet wird. Man hat sich entschlossen,
definitionsgemdlB den Drehungswinkel der Erde gegeniiber dem Fix-
sternhimmel als Mal} der Zeit, also die Winkelgeschwindigkeit der Erde
als unverdnderlich festzusetzen. Als Einheit widhlt man den mittleren
Sonnentag oder g, davon, 1 Sekunde. Man kann hiernach andere
Uhren mit Hilfe physikalischer Prozesse herstellen, von denen man
konstatiert, dal sie im Vergleich mit der gewdhlten Normaluhr
gleichmaBig vor sich gehen (z. B. periodische Prozesse, kleine Pendel-
schwingungen). Die Zeit wird so zu einer physikalischen Rechengréfle ¢,
von der man annimmt, dal3 ihre Werte mit Hilfe von Uhren in ein-
deutiger Weise den verschiedenen Lagen eines Massenpunktes bei seiner
Bewegung zugeordnet werden konnen. Man sagt, daB3 mehrere in Be-
wegung befindliche Massenpunkte gewisse Lagen gleichzeitig einnehmen,
wenn diesen lagen derselbe Wert der Rechengrolle ¢ zugeordnet ist.

Die Voraussetzung konstanter Winkelgeschwindigkeit der Erde ist
fiir sich genommen nicht beweisbar.

91. Dynamische Voraussetzungen. Bei der Beschreibung der Be-
wegungen der Korper in 84 haben wir alle Koordinatensysteme als
prinzipiell gleichberechtigt angesehen. NEwTONs dynamische Voraus-
setzungen zur Beschreibung der in Wirklichkeit stattfindenden Be-
wegungen heben diese Gleichberechtigung auf:

Voraussetzung 1 (Trigheitsgesetz): In bezug auf ein Koordinaten-
system, dessen Achsen nach unverinderlichen Punkten des Fixsternhimmels
weisen, und dessen Ursprung in einem gewissen Punkt des Sonnensystems,
seinem Massenmittelpunkt (ndherungsweise dev Mittelpunkt der Somne)
liegt, fiihrt ein Massenpunkt, der jeder Wechselwirkung mit anderven Kir-
pern entzogen ist, eine beschleunigungslose Bewegung aus, d. h. er befindet
sich in Ruhe oder besitzt konstanten Geschwindigkeitsvektor.

Da man keine Mittel hat, einen Massenpunkt jeder Wechselwirkung
mit anderen Korpern zu entzichen, ist das Trigheitsgesetz fiir sich
allein genommen keiner direkten experimentellen Kontrolle zuginglich.

Nach 85 ist die Beschleunigung eines Punktes in bezug auf zwei
Koordinatensysteme, von denen das eine relativ zum anderen eine gerad-
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linig gleichférmige Translation ausfiihrt, die gleiche, dasowohl die Fiih-
rungsbeschleunigung als auch der Drehvektor w verschwinden. Ein
vollkommen isolierter Massenpunkt hat daher auch konstanten Ge-
schwindigkeitsvektor in jedem Koordinatensystem, das gegentiber dem
in der Voraussetzung genannten cine geradlinig gleichférmige Translation
ausfithrt. Wir wollen jedes solche System ein Inertialsystem nennen.
Die Voraussetzung 1 legt die Menge der Inertialsystemé¢ durch Angabe
eines bestimmten Reprisentanten dieser Menge fest.

Wie schon erwahnt, kann man mit geringem Fehler den Ursprung
cines Inertialsystems Iim Mittelpunkt der Sonne annchmen. Betrachtet
man nun ein Koordinatensystem &, mit dem Ursprung im Mittelpunkt
der Erde und Achsenrichtungen nach bestimmten Fixsternen, so ver-
schwindet der Drehvektor von &, in bezug auf I. Die Fiithrungsbahn
cines Punktes von &, in bezug auf I ist eine Erdbahnellipse mit 1 Jahr
als Umlaufszeit. Dem entspricht nur eine sehr kleine Fithrungsbeschleu-
nigung ; denn die Bewegung von &, relativ zu I weicht in einem kurzen
Zeitraum sehr wenig von ciner geradlinig gleichférmigen Translation ab.
£, ist daher noch mit guter Anniherung ein Inertialsystem. — Be-
trachtet man schlieBlich ein mit der Erde fest verbundenes Koordi-
natensystem &, so hat & in bezug auf &, cinen Drehvektor 1w,
der der kleinen Winkelgeschwindigkeit der Erde entspricht, und die
Punkte in &, etwa auf der Erdoberfliche, haben noch eine verhiltnis-
miBig kleine Fithrungsbeschleunigung in bezug auf &,. Man darf da-
her bei vielen Anwendungen 2 als Inertialsystem ansehen; das gleiche
gilt fir jedes Koordinatensystem, das eine geradlinig gleichférmige
Translation gegeniiber der Erde ausfiihrt. 1o ist jedoch nicht ganz ohne
Bedeutung, namentlich bei gewissen Bewegungen, die man lingere Zeit
hindurch verfolgt, ein Tatbestand, auf den wir — ebenso wie auf den
EinfluB3 der Fiihrungsbeschleunigung auf die Schwerkraft — spiter ndher
eingehen.

NewTtons Voraussetzung laf3t sich wohl am richtigsten folgendermafen wieder-
geben: Es existiert cin fiir das ganze Universum gemeinsames Koordinatensystem,
in dem das Tragheitsgesetz (und die weiter unten genannten Voraussetzungen)
gelten. Soll aber diese Annahme praktisch verwendbar sein, so mufl hinzugefigt
werden koénnen, daB fiir Bewegungen im Sonnensystem, speziell auf der Erde,
das in Voraussetzung 1 genannte Koordinatensystem als ein solches Inertial-
system gewihlt werden kann.

Voraussetzung 2 (Beschleunigungsgesetz): Zwei Massenpunkte, die
miteinander in Wechselwirkung stelen, aber jeder Wechselwirkung wmit
anderen Korpern entzogen sind, fiihren in einem Inertialsystem Bewegun-
gen mit Beschleunigungen aus, deren Richtungen in die Verbindungsgerade
der Massenpunkte fallen und entgegengesetzt sind, und deren GrifBenver-
héltnis allein von den beiden Massenpunkten und nicht von ihren Ge-
schwindigkeiten abhdngt.

13*
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Die beiden Massenpunkte seien P; und P, und b; und b, ihre Be-
schleunigungen in einem Inertialsystem (gleichgiiltig welchem!). Dann
hat man

(91, 1) b, = —pb,,
wo u ein fir das Massenpunktpaar charakteristischer positiver Skalar

ist. Ferner ist b, = « PIP;, wo « ein positiver oder negativer Skalar ist.
Man kann sich nun einen fest gewihlten Massenpunkt P, nach-

einander in isolierte Wechselwirkung mit allen moglichen Massen-

punkten P gebracht denken. Dadurch crhilt man zu (91, 1) analoge

Gleichungen

(91, 2) by, = —mb,

wo b, und b die Beschleunigungen von I°, und P in einem Inertial-
system sind und der Skalar m fiir das Massenpunktepaar P,, P oder, da
ja P, ein fest gewihlter Massenpunkt ist, fiir P selbst charakteristisch ist.
Dieser Skalar wird als die Masse von P (genauer: Masse von P in bezug
auf den ,,Normalmassenpunkt® P;) bezeichnet. — Nun wird eine Vor-
aussetzung eingefithrt, die zur Folge hat, dall die Ersetzung von P,
durch einen anderen Normalmassenpunkt nur bewirkt, dal} dieser
Skalar sich um einen fiir alle Massenpunkte gemeinsamen Proportio-
nalititsfaktor dndert:

Voraussetzung 3 (Gesetz der Transitivitdt des Massenverhdltnisses):
Gilt fiir vsolierte Wechselwivkung 2wischen P, und P,

byy = —my by
und fiir 1solierte Wechselwirkung zwischen P, und P,
byg = —myby,

so gilt fiir isolierte Wechselwirkung zwischen P, und P,
g
n, Doy

Hierbei bedeutet b,, dic Beschleunigung von P; bei der Bewegung
unter isolierter Wechselwirkung mit P,. Die Konstante u in (91, 1)
bedeutet also das Verhiltnis zwischen den Massen von P, und P,, und
(91, 1) kann nun

(91, 3) my by = —my by

geschrieben werden. Hierin kann nun einer der Massenpunkte auch
der Normalmassenpunkt P, sein, dem man den Wert m = 1 zuzu-
schreiben hat.

Voraussetzung 4 (Superpositionsgesetz): Befindet sich ein Massen-
punkt mit mehreren anderen gleichzeitig tn Wechselwirkung, so 1ist in
einem Inertialsystem seine Beschleunigung gleich der Vektorsumme der-
jenigen Beschleunigungen, die er bei isolierter Wechselwirkung mit den
etnzelnen Massenpunkten erhalten wiirde.

by = —
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Betrachtet man nun drei Massenpunkte P;, P, und P, in gegen-
seitiger Wechselwirkung, so hat man nach (91, 3) mit analogen Be-
zeichnungen wie in Voraussetzung 3

91, 4) Mgbyy = —my by,
(91, 5) mybyy = —mybys,
(91, 6) '7712523 - ""m3b32,
und nach Voraussetzung 4

(91, 7) Biasm = bra + by

Wir wollen uns nun einen Massenpunkt P, , durch Verecinigung der
Massenpunkte P, und P, zu einem cinzigen gebildet denken. Es sei
My, 4 seine Masse und b, , 4, seine Beschleunigung bei isolierter Wechsel-
wirkung mit ;. Nach (91, 3) hat man dann

91, 8)

Hier ist nun by, zugleich Beschleunigung fiir P, und fiir P,. Danach
hat man also wegen Voraussetzung 4

(91’ 9) b(2+:s)1 = 521 + bzs’

(91, 10) Doyayr = by + by,

Multipliziert man (91, 9) mit m, und (91, 10) mit m; und addiert, so
erhdlt man unter Verwendung von (91, 6, 4, 5, 7, 8)

91, 11) (g + Mg by gy = Mabyy + mgbyy = —mmy (byo -+ byy)

= =My by = My b

Aus (91, 11) crgibt sich nun
(91, 12) My, g = My -+ My,

My b(2+3)1 = — My by ayy-

also folgender Satz, der die Additivitit der Masse zum Ausdruck bringt:
Wenn ein Massenpunkt durch Zusammenfiigung von zwei (oder mehr)
andeven entsteht, so ist seine Masse gleich der Summe der Massen der
einzelnen Massenpunkte.

Als Einheit der Masse wird die Masse eines bestimmten Kérpers
gewihlt, z. B. des internationalen Normalkilogramms oder 4, davon,
1 g (Grammasse).

Nimmt cin Kérper das Volumen V ecin, und ist m seine Masse, so

bezeichnet man den Quotienten Mlj als seine muttlere Massendichte. Ist

P ein Punkt eines ausgedehnten Korpers, V' ein Teilvolumen, das P
enthilt, m die in V enthaltenc Masse, und 1483t man V sich auf P zu-
sammenziehen, so nennt man

. m
(91,13) lim 5 = p

V>0

die Dichte des Korpers im Punkte P, falls dieser Grenzwert existiert.
Ist p unabhingig von P, so nennt man den Kérper homogen. In allen
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Fillen ist die Dichte ein Skalarfeld im Korper, und der Mittelpunkt
dieses Skalarfeldes heiBt der Massenmattelpunkt des Korpers (vgl. 32,
wo der Zusammenhang mit dem Schwerpunktsbegriff niher besprochen
ist).

Definition: Bewegt sich ein Massenpunkt der Masse m mit der Be-
schleunigung b in eimem Inertialsystem, so nemnt man den Vektor mb
die auf den Massenpunkt wirkende Kraft.

Fiir den so definierten dynamischen Kraftbegriff fithren die hier
eingefilhrten Voraussetzungen folgendes mit sich: Voraussetzung 1
bringt zum Ausdruck, daBl sich ein Massenpunkt, auf den keine Kraft
wirkt, in einem beliebigen Inertialsystem mit konstantem Geschwindig-
keitsvektor bewegt. Die Voraussetzungen 2 und 3, insbesondere Glei-
chung (91, 3), bringen zum Ausdruck, dall zwei Massenpunkte aufein-
ander mit gleich groflen und entgegengesetzten Kriften in Richtung
ihrer Verbindungslinie wirken. Dieser Satz iiber ,Gleichheit von Aktion
und Reaktion ist die dynamische Verallgemeinerung des in 41 bespro-
chenen statischen Reaktionsprinzips. SchlieBlich enthdlt Voraussetzung 4
die geometrische Addition der Krifte, d. h. also den Satz vom Krifte-
parallelogramm fiir den dynamischen Fall.

In der obigen Definition tritt die Kraft als ein aus den Grund-
begriffen Linge, Zeit und Masse abgcleiteter Begriff auf. In der Statik
war dagegen die Kraft ein Grundbegriff und wurde z. B. durch das
Gewicht (die Schwere) ecines Kilogrammstiicks als Einheit gemessen.
Wir wollen uns diese Kraftmessung an einer bestimmten Stelle der
. Erdoberfliche durch ein Dynamometer ausgefiihrt denken. Ein Dynamo-
meter besteht aus eciner an einem Ende befestigten elastischen Spiral-
feder und einem Mabstab, an dem man die Linge der Feder ablesen
kann. Hangt man an die Feder nacheinander 1, 2, 3, ... Kilogramm-
gewichte und vermerkt die entsprechenden Verlingerungen der Feder,
so erhilt man eine Skala fiir statische Kraftmessung. Welche Beziehung
besteht nun zwischen statischer und dynamischer Kraftmessung?

Laft man an der gewihlten Stelle der Erdoberfliche einen Massen-
punkt P mit der Masse m frei im luftleeren Raum fallen, so kann man
durch direkte Messung cine gewisse konstante Beschleunigung g cm sec ™2
senkrecht nach unten (d. h. pro sec einen Geschwindigkeitszuwachs von
g gleich etwa 981 cm pro sec) feststellen. Nach dynamischer Kraftmessung
wirkt also auf P eine senkrecht nach unten gerichtete Kraft der Grofe mg.
Héangt man danach P am Dynamometer auf, so konstatiert man durch
die Verlingerung der Feder ein gewisses Gewicht G, das von der Span-
nung der Feder aufgehoben wird. Nun kann man aber auch diesen letz-
ten Fall dynamisch auffassen, da Ruhe ein Spezialfall von Bewegung ist.
P steht dann in Wechselwirkung einerseits mit der Feder, andererseits
mit der Erde, die das Schwerefeld bestimmt, und hat die gesamte
Beschleunigung Null. Es ist natiirlich anzunehmen, da8 die Schwere in
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gleicher Weise auf den Massenpunkt wirkt, ob er von der Federkraft
in Ruhe gehalten wird oder ob die Feder entfernt wird und er frei falit.
Wir formulieren dies als

Voraussetzung 5 (Gesetz von der Unabhingigkeit der Kraftwirkungen):
Die Wechselwirkung zwischen zwei Massenpunkien hingt nur von threr
physikalischen Beschaffenhet, ihrer Lage und evtl. von ihrer Geschwindig-
keit ab und wivd durch die Wechselwirkung mit anderen Massenpunkien
nicht beeinfluft.

Im vorliegenden Fall, wo die Beschleunigung g nicht von der Ge-
schwindigkeit abhingt, wirkt also die Schwere und daher auch dic
Feder auf P mit einer dynamischen Kraft mg. Diesc beiden heben
sich auf und ergeben die Beschleunigung Null. Wir werden also dazu
gefithrt, einc Kraft als denselben Vektor aufzufassen, gleichgiiltig, ob
sie statisch oder dynamisch wirkt, und sectzen demnach
(91, 14) G = pmg,
wo p ein Proportionalititsfaktor ist, der von den verwendeten Ein-
heiten abhédngt.

Nun zeigt cine fundamentale Erfahrung, dal verschiedene Kor-
per an derselben Stelle der Erdoberflache im luftleeren
Raum stets mit der gleichen Beschleunigung g fallen. Glei-
chung (91, 14) zecigt also, daBl Gewicht und Masse an dersclben Stelle
der Erde proportional sind, und gibt daher die Moglichkeit der Massen-
messung durch Wigen. (Man pflegt auch zu sagen, dall Gleichheit
zwischen , triger’ und ,schwerer’” Masse besteht, wo die crste der
oben definierte Massenbegriff ist und die zweite als diejenige Eigen-
schaft der Materie aufgefaBt wird, die die gegenseitige Anziehung der
Korper, also auf der Erdoberfliche die Schwere der Korper, bedingt.)
Man mul aber beachten, dal keine Proportionalitat zwischen Schwerc
und Masse desselben Korpers an verschiedenen Stellen der Erd-
oberfliche besteht, da g mit dem Orte verdnderlich ist.

Die durch obige Definition ausgedriickte Gleichung

(91, 15) Masse x Beschleunigung = Kraft

dient ihrer urspriinglichen Bedeutung nach als Definitionsgleichung fiir
dynamische Kraftmessung; aus ihr schlieft man auf dasselbe Kraft-
gesetz, wenn cin Massenpunkt bei verschiedenen Bewcegungen die gleiche
Beschleunigung aufweist. Man schlieBt also von den beobachteten Be-
wegungen auf die Kraft durch einen Differentiationsprozel. Die
hiufigste Anwendung der Gleichung (91, 15), insbesondere bei tech-
nischen Aufgaben, geht indessen in umgekehrter Richtung: Wenn auf
eine Masse bekannter Grofe eine Kraft bekannter Groe und Richtung
wirkt, so findet man die Beschleunigung aus (91, 15) und sucht daraus
durch einen Integrationsprozef3 die entsprechenden Bewegungen zu
finden. Die Bedeutung der obigen Betrachtungen liegt nun darin, dal}
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sie uns gestatten, Massen durch Wagen und Krifte durch statische
MeBmethoden zu messen. Dadurch wird Gleichung (91, 15) aus einer
Definition zur eigentlichen Grundgleichung der Dynamik. Zusammen
mit dem allgemeinen Reaktionsprinzip bildet sie die Grundlage aller
folgenden Betrachtungen.

92. Dimensionen und Einheiten. Nachdem man, wie oben ge-
schehen, MeBmethoden und Einheiten fir die Grundbegriffe Linge,
Masse und Zeit festgesetzt hat, kann man alle iibrigen in der Mechanik
auftretenden Begriffe auf diese drei zurickfithren. Man erhilt so zu-
gleich Einheiten fiir diesc abgeleiteten Begriffe. Wir wollen ein solches
MafBsystem mit den drei genannten Grundbegriffen ein Léinge-Masse-
Zeit-System nennen. Dasjenige Liange-Masse-Zeit-System, als dessen
Grundeinheiten cm, g, sec gewihlt sind, bezeichnet man als das CGS-
System.

Hat man eine Linge durch eine MaBzahl mit cm als Einheit aus-
gedriickt, und geht man zu einer neuen Léngencinheit iiber, die wir

. 1 .
gleich -, cm sctzen kénnen, so entsteht die ncue MaBzahl aus der alten

durch Multiplikation mit 2. Entsprechendes gilt fir die MaBzahlen
L, o1 N .
von Massen oder Zeiten mit B und % sec als ncuen Einheiten. Die

MaBzahl einer abgeleiteten GroBe multipliziert sich bei diesem Uber-
gang zu neucn Einheiten ebenfalls mit einem von 4, ¢ und T abhingigen
Faktor, und zwar mit einer Funktion der Form A*u”7°, wo die Zahlen
a, b und ¢ von der Art der betrachteten physikalischen Grofle und der
Wahl der drei Grundbegriffe, aber nicht von deren Einheiten abhidngen.
Man sagt dann, dic betreffende GroBe habe die Dimension [L°M"Te).
Um den Dimensionsbegriff zu verdeutlichen, wollen wir fiir einige bis-
her aufgetretene GréBen die Dimensionen und die Einheiten im CGS-
System angeben.

Flicheninhalt und Volumen haben die Dimensionen [L2] und
[L3] und dic Einheiten cm? und cm’* Die Massendichte hat die

Dimension [L "3M] und die Einheit "3, die sehr wenig von der Dichte
destillierten Wassers bei 4° Celsius und normalem Luftdruck abweicht.
Geschwindigkeit und Beschleunigung haben die Dimensionen
[LT 1] bzw. [LT 2] und die Einheiten EE_ bzw ~I§é. Winkel haben

die Dimension [L°MOT?], d. h. sie sind reine Zahlen, da sie das Ver-
hdltnis zweier Lédngen, ndmlich Bogenlinge und Radius, angeben.
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung haben da-
her die Dimensionen [T 1] bzw. [T"2] und die Einheiten sec™! bzw.
sec”2. Die Kraft wird auf Grund ihrer dynamischen Definition durch
das Produkt von Masse und Beschleunigung gemessen, hat also die

Dimension [ILMT 2] und die Emhelt 2 , die man als 1 dyn bezeichnet.
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1 dyn ist also die Kraft, die bei fortgesetzter konstanter Einwirkung
einer Grammasse pro sec einen Geschwindigkeitszuwachs von 1 cm pro

sec crteilt. Das Kraftmoment und die Arbeit haben die Dimension
[L2MT 2.

Bei technischen Anwendungen benutzt man hiufig Linge, Kraft
und Zeit als Grundbegriffe. In einem solchen Ldinge-Kraft-Zeit-System
ist diec Masse ein abgeleiteter Begriff und hat nach (91, 15) die Dimen-
sion [L"1KT?]. Eine GroBe mit der Dimension [L*M’T‘] in einem
Lange-Masse-Zeit-System hat daher in einem Lange-Kraft-Zeit-System die
Dimension [L**K’T**+¢], Nur fir b =0 stimmen diese beiden
iiberein.

Als Einheiten im Linge-Kraft-Zeit-System wihlt man  beispiels-
weise Meter, Kilogrammkraft und Sekunde, wobei unter Kilogramm-
kraft (kg) das Gewicht des internationalen Normalkilogrammstiicks zu
verstehen ist. Soll dies eine genaue Definition der Krafteinheit scin, so
mul3 man jedoch, wie frither erwithnt, hinzufiigen, an welcher Stelle der
Erde dic Bestimmung des Gewichts vorzunehmen ist. Sei dies etwa ein

Ort, an dem dic Schwercbeschleunigung 9,81 :;12 ist. Zur Bestimmung

der Massencinheit hat man nun (91, 14), wo man am cinfachsten
den Proportionalititsfaktor p = 1 setzt. Dann wird diec Masseneinheit
. . . . . - . m
diejenige Masse, der eine Kraft von 1 kg die Beschleunigung 1 eca CI-
teilt. Da nun cin Kilogrammstiick unter der Einwirkung seiner Schwere,
. . . . 1

also von 1 kg, die Beschleunigung 9,81 5222 erhilt, ist seine Masse 9.81
d. h. dic Masscneinheit ist gleich der Masse von 9,81 Kilogrammstiicken.

Wenn man sich bei der Festsetzung der Kilogrammkraft nicht an
cinen bestimmten Ort bindet, variiert mit der Schwercbeschleunigung
auch dic Masseneinheit von Ort zu Ort. Bei vielen Anwendungen kann
man aber von diesen geringen Anderungen abschen.

Da die Masseneinheit 9810mal und die Lingeneinheit 100mal so
grofl wic im CGS-System und die Zeiteinheit beidemal dieselbe ist, wird
dic Krafteinheit 981 000mal so grol3, d. h. es ist

1 kg = 981000 dyn.

1 dyn ist also etwa gleich dem Gewicht eines Milligrammstiicks.

Da dic Gleichungen der Mechanik- Zusammenhinge zum Ausdruck
bringen, die unabhingig von der Wahl der MaBeinheciten sind, kann
man nur gleichartige Grofen addieren und vergleichen, d. h. die Sum-
manden einer Summe und die beiden Seiten einer Gleichung miissen
stets Grollen derselben Dimension sein. Diese Bemerkung, so nahe-
liegend sie ist, ermoglicht eine wesentliche Kontrolle bei mechanischen
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Rechnungen. Endet eine Rechnung mit einem inhomogenen Resultat,
so sucht man den Fehler dort, wo die Homogenitit zum ersten-
mal gestort ist. Um diese Kontrolle richtig ausniitzen zu konnen, fiigt
man bei der Einfilhrung einer MaBzahl zweckmiBig einen Dimen-
sionsfaktor [L*M*T?] hinzu. Am besten ist cs, dic Buchstabenbezeich-
nungen die ganze Rechnung hindurch beizubehalten und gegebene
Zahlwerte erst in das SchluBresultat einzusetzen. Dies ist auch deshalb
zu empfehlen, weil man nur dann die Abhingigkeit des SchluBresultats
von den einzelnen gegebenen Groflen tibersehen kann. — In Ausdriicken
wie sinx, logx, ¢ usw. mull x sclbstverstindlich dimensionslos sein.

93. Der Projektionssatz. Wir betrachten nun einen Massenpunkt P
der Masse m, auf den eine Kraft §t wirkt. (Wirken auf P mehrere Krifte
gleichzeitig, so soll § die Vektorsumme dieser Krifte, also, da sie ja
gemeinsamen Angriffspunkt haben, ihre Resultante bedeuten.) Es seien
b und b Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor von P in einem
Inertialsystem. Fiir die Bewegung des Massenpunktes gilt dann die
dynamische Grundgleichung (91, 15)

(93, 1) mb — §.

Hier kann man auch das statische Gleichheitszeichen = verwenden,
da b und & auf derselben Geraden liegen. Bezeichnen x, y, z die Ko-
ordinaten von P und X,Y, Z die von & in cinem willkiirlichen Grund-
system (O; 1, v, 3), sowie t den Ortsvektor von P vom Ursprung O
aus, so hat man dic Gleichungen

(93, 2) r= Xy Yy 4 23,
d .
(98, 3) Gyt b = Ar Py 4,
d*t . - - .
(93, 4) thr:nzbr:xg+yt)~1—za,
(93, 5) 8 =Xr+Yy+2;,
und (93, 1) ist dann gleichbedeutend mit den drei skalaren Gleichungen
(93, 6) mx =X,
(98, 7) my=Y,
(98, 8) mz = 7.

Ist (0; x,Y,3) speziell ein gewohnliches rechtwinkliges Koordinaten-
system (O; i, 1, f) (was wir im allgemeinen annehmen), so ist  die Pro-
jektion von b und X die von § auf die erstc Koordinatenachse. Da
aber diese eine vollstdandig willkiirliche Gerade ist, hat man den folgenden

Projektionssatz (erste Form): Das Produkt der Masse und der Pro-
jektion der Beschleunigung auf eine beliebige Gerade ist gleich der Projek-
tion der Kraft auf diese Gerade.
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Umgekehrt folgt die Vektorgleichung (98, 1) aus dem Projektions-
satz. Dazu braucht man nur seine Giiltigkeit fiir drei Geraden heran-
zuziehen, die nicht derselben Ebene parallel sind. Bei der Anwendung
des Satzes beachte man, daB die Projektion der Beschleunigung auf
eine feste Gerade dasselbe ist wie die Beschleunigung der Projektion
von P auf die Gerade.

Wir wollen nun eine Umformung von (93, 1) vornchmen. Der Vektor

(98, 9) B = mb

heie der Vektor der Bewegungsmenge' oder kurz die Bewegungsmenge
des Massenpunktes. Die Dimension der Bewegungsmenge ist [LMT 1]
Der Vektor 8 hat die Koordinaten

B, = mx,
(93, 10) By e m:\'v R

B, =mz.
(93, 1) kann dann
(93, 11) & o) =B = &

geschrichen werden;

Die Kraft ist gleich der Ablettung des Vektors der Bewegungsmenge
nach der Zeil.

Schreibt man (83,11) in Koordinatenform, so erhdlt man als Um-
formungen von (98, 0, 7, 8)

Lmi) — B, ~ X,

(93, 12) g.t (my) = B, — Y,

;t (m %) = Bz =Z.

Hiernach kann man den Projektionssatz auch folgendermallen aus-
sprechen:

Projektionssatz (zweite Form): Die zeitliche Ableitung der Projektion
der Bewegungsmenge auf eine feste Gevade ist gleich derv Projektion der
Kraft auf diese Gerade.

Hierbei ist wesentlich, dafl die verwendete Projektionsachse in dem
zugrunde gelegten Inertialsystem fest ist. In 97 werden wir Projek-
tionen auf bewegte Geraden betrachten.

Tragt man B von einem festen Punkt, etwa dem Ursprung O aus
auf, so durchlduft der Endpunkt im Laufe der Zeit eine gewisse Kurve,
die dem Hodographen (63) ihnlich ist, da sie aus dicsem durch Multi-

1 In vielen Darstellungen wird er auch als Impulsvektor des Massenpunktes
bezeichnet. Hier wird jedoch das Wort ,,Impuls‘* dem urspriinglichen Sinn dieses
Wortes entsprechend in anderer Bedeutung verwendet.
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plikation mit dem Skalar #» von O aus hervorgeht. & gibt dann die Ge-
schwindigkeit des Endpunktes von 8B an.
Schreibt man (93, 11)

dB = $tdt.
so erhilt man durch Integration iiber das Zeitintervall von ¢; bis ¢,
i,
(98, 13) B(ty) — Bty) = [Kde.
12}

Hierbei wird sich & im allgemeinen wihrend der Integrationszeit dndern ;
man hat & als diejenige Funktion von ¢ aufzufassen, die angibt, wie
die Kraft bei der Bewegung des Massenpunktes variiert.

Das Zeitintegral der Kraft wird als Impuls bezeichnet. Seine Dimen-
sion ist chenso wie die der Bewegungsmenge [LMT 1], (93, 13) kann
nun so formuhliert werden:

Der Zuwachs der Bewegungsmenge tn einem Zeitintervall ist gleich dem
durch die wirkende Kraft im selben Zeitintervall bestimmten Impuls.

Hat die Kraft konstante GroBe und Richtung, so wird der Impuls
(¢, — )&, cr wird also durch das Produkt des Kraftvektors mit der
Liange des Zeitintervalls gemessen. Man kann daher sagen, daB3 die
von ciner Kraft bewirkte Anderung der Bewegungsmenge davon ab-
hiangt, wic lange die Kraft auf den Massenpunkt einwirkt.

Aus (93, 13) erhilt man die skalare Gleichung

(93, 14) mix(t,) — 2(t)] = j\ dt
h

und die entsprechenden fiir y und 2. Hieraus centnimmt man: Der
Zuwachs der Bewegungsmenge in einer bestimmien Richtung ist gleich
dem Impuls 1n dieser Richtung. Insbesondere: Ist die wirkende Kraft
stets einer festen Ebene parallel, so hat der Massenpunkt in Richtung
der Ebenennormale konstante Bewegungsmenge, also konstante Ge-
schwindigkeit. Hat die wirkende Kraft konstante Richtung, so ist dic
Projektion der Bewegungsmenge, also auch die der Geschwindigkeit,
auf eine zur Kraftrichtung senkrechte Ebene konstant nach GroBe und
Richtung.
94. Der Momentsatz. Aus (93, 11) als statische Gleichung

(94, 1) B =&
aufgefallt, folgt
(94, 2) IX B=1x K.

Wir fithren nun den Momentvektor & der Bewegungsmenge in O ein
und nennen ihn das Moment der Bewegungsmenge:

(94, 3) S=rXB=1Xmp.
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B und & sind homogene Pliickervektoren fiir die Bahntangente des
Massenpunktes (vgl. 22). Nach (60, 11) hat man nun

C=ixBrrxB=1x9,

da t (= v) und B parallel sind. Bezeichnet man den Momentvektor der
Kraft in O mit

(94, 4) M=1X 8K,
so kann man (94, 2) kurz
(94, 5) =M

schreiben. Da nun O ein beliebiger Punkt ist, hat man folgenden
Satz:

Vektorieller Momentsatz: Die zeitliche Ableitung des Moments der
Bewegungsmenge in etnem willkiirlichen festen Punkt ist gleich dem Mo-
mentvektor der Kraft im selben Punkt.

Tragt man € fir variables ¢ vom Momentzentrum auf, so ist I in
jedem Zeitpunkt der Tangente an das Kurvenbild von & parallel und
gibt die Geschwindigkeit des Endpunktes von © an. Zusammenfassend
kann man sagen, dal die Pliickervektoren §und I der Kraft die zeitlichen
Ableitungen der Pliickervektoren 8 und © der Bahntangente sind, und
dies gilt bei beliebigem festem Ursprung. Das Momentfeld € der Be-
wegungsmenge hat nach (94, 5) das Momentfeld I der Kraft zur zeit-
lichen Ableitung. (94, 1) besagt, daBB zwischen den Vektorinvarianten
diecser Momentfelder dieselbe Relation besteht. (94, 1) folgt aus (94, 9),
da man nach dem Obigen (94, 5) in

rx (B — &) =0

umformen kann, woraus sich (94, 1) crgibt, weil O, also r, willkiirlich ist.

Das Moment der Bewegungsmenge des Massenpunktes wm etne Gerade a
ist die Projektion des Feldvektors € in einem Punkt von a auf a. Ist a
eine feste Gerade, so ist die Ableitung der Projektion von & auf a gleich
der Projektion von € auf a. Aus (94, 5) ergibt sich daher eine skalare
Form des Momentsatzes:

Skalarer Momentsatz: Die zeitliche Ableitung des Moments der Be-
wegungsmenge um cine feste Gerade ist gleich dem Kraftmoment um diese
Gerade.

Wendet man diesen Satz auf die Koordinatenachsen an, so erhiilt
man als skalaren Ausdruck fur (94, 3, 4, 5)

d . . , .
grmi =2y =vzZ —zY,

, d
(94, 0) ] ;i“}m(Zi-xé):/,X—-—xZ,

()
;;—im(xy —yX) =xY —vX.

L
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Nun ist
(94, 7) X dr=1 X vdt

das Doppelte des Flicheninhalts desjenigen Sektors, den 1 in der Zeit d¢
beschreibt, und y dz — z2dy die Projektion dieses doppelten Flichen-
inhalts auf die y, 2-Ebene, also der doppelte Sektorflicheninhalt fiir die
Projektion des Massenpunktes P auf die y, z-Ebene. Deshalb kann man

(94, 8) (i — 2y)

als die Fldchengeschwindigkeit des Massenpunktes um die x-Achse be-
zeichnen. (94, 6) it sich dann so aussprechen:

Die zeitliche Ableitung des doppelten Produktes der Masse des Punktes
und seiner Flichengeschwindigkeit um eine feste Gerade ist gleich dem
Kraftmoment wm diese Gerade. Insbesonderc: Schneidet die Angriffs-
linie der Kraft wiahrend der ganzen Bewegung eine feste Gerade oder
verlauft ihr parallel, so hat der Massenpunkt konstante Fldachen-
geschwindigkeit um diese Gerade (Fldchensatz).

Unter festem Punkt oder fester Geraden haben wir hier iiberall
einen Punkt oder cine Gerade verstanden, die in dem Koordinaten-
system, auf das die Bewegung bezogen ist, also in cinem Inertialsystem
fest ist. In 98 wird von Momenten um bewegte Punkte oder Geraden
die Redc sein.

Schreibt man (94, 5)

(94, 9) dS —Mdt,

so crhdlt man durch Integration iiber das Zeitintervall von ¢, bis 4,
t.
(94, 10) Clty) — S(ty) — [Mdt.
A

Das Integral auf der rechten Seite ist das Zeitintegral des Kraftmoments
in O und wird als Impulsmoment der Kraft in O bezeichnet. Ganz
entsprechend dem Satz in 93 iiber den Impuls der Kraft kann man
hier dem Momentsatz die in (94, 10) enthaltene Form geben:

Der Zuwwachs des Moments der Bewegungsmenge tn einem festen Punkt
1st gleich dem durch die wirkende Kraft im selben Zeitintervall bestimmien
Impulsmoment tn diesen Punkt.

95. Der Energiesatz. Multipliziert man (93, 1) skalar mit v, so er-
hilt man

) . d (1 a (1
. o= . = . = -l — 2 — — | —m 2
(95, 1) Reb=my-b —=mp ”‘dz(zmb) dt(.z mu )

wobei v den Geschwindigkeitsbetrag des Massenpunktes bedeutet. Den
Skalar

- 1 1 ‘ 1
(95, 2) T = 2 mu? = "é*b - B = S B2
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nennt man die kinetische Energie! (oder lebendige Kraft) des Massen-
punktes. (95, 1) enthilt den folgenden

Energiesatz: Die zeitliche Ableitung der Rinetischen Emergie des
Massenpunktes ist gleich dem Effekt der Kraft (vgl. 76):

Multipliziert man (95, 1) mit d¢, so erhilt man

(95, 3) d(3med) = dT = - dy = dA,

wo d A die Arbeit der Kraft in dem Zeitelement ist, in dem T die Ande-
rung 47 erleidet.

Arbeit und kinetische Energie haben die gleiche Dimension
iL2ZMT 2]. T ist nach Definition niemals negativ; dagegen kann die
Arbeit beiderlei Vorzeichen haben. Sie ist positiv oder negativ, je
nachdem die Kraft einen spitzen oder stumpfen Winkel mit der Be-
wegungsrichtung des Massenpunktes bildet. Als Einheit der Energic
(Arbeit und kinetische Energie) wihlt man die Arbeit, die eine kon-
stante Kraft der Groe 1 dyn leistet, wenn ihr Angriffspunkt um 1 cm
in Richtung der Kraft verschoben wird:

1 dyncm = 1 erg.

Als groflere Einheit hat man das in 11 genannte Kilogrammeter, fiir
das nach einer bestimmten Fixicrung der Kilogrammkraft

1 kgm = 981 - 10° erg
gilt.
Als Einheit des Effektes, dessen Dimension [LL2MT 8] ist, hat man.

erg

1 2 oder als groBere Einheit
sec ~

107 22 = 1 Watt

und ferner 1 Kilowatt (kW) == 1000 Watt. Man verwendet vielfach
auch die Einheit 1 Pferdestiarke (PS)

1 PS S 75 k_ggl_ = Cca ,,3‘ kW.
sec 4

Umgekehrt ist das Produkt eines Effektes und seiner Wirkungszeit
¢in Energicmaf. So pflegt man eine Energie in Kilowattstunden (kWh)

1 kWh = 36 - 102 erg
Zu messen.
Integriert man (95, 3) vom Zeitpunkt ¢,, in dem P die Lage 1, ein-
nchmen und die Geschwindigkeit v, besitzen moge, zum Zeitpunkt ¢,
(Lage 1,, Geschwindigkeit v,), so erhilt man

2]
(95, 4) T(ty) — T(t,) = dm(v3 - v}) = [R-dr— 4.
O

1 Entsprechend der Bezeichnung , kinetische Energie’* wire es konsequent,

die ebenfalls ,,massenkinematischen’’ GréB8en 8 und & als , kinetischen Vektor*
und ,,kinetischen Momentvektor zu bezeichnen.
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Der Unterschied der kinetischen Energie fiir zwer Lagen des Massen-
punktes ist gleich der Arbeit, die die wirkende Kraft bei der Bewegung
des Massenpunktes von der ersten Lage zur zweiten geleistet hat.

Der Integralausdruck fiir 4 ist als Summe der infinitesimalen Skalare
St-dr zu verstehen, die den cinzelnen Elementarverriickungen des
Massenpunktes im Verlauf der Bewegung entsprechen. (Vgl. die aus-
fiithrlichere Darstellung im 14. Kapitel.) Hierbei wird §t wihrend der
Bewegung im allgemeinen sowohl nach Grolle als auch nach Richtung
variieren. Im Spezialfall, daB & ein wihrend der Bewegung konstanter
Vektor ist, kann man die Integration ausfiihren und erhilt 4 =& (t,—1,).

Bei Anwendung rechtwinkliger Koordinaten hat man cinerseits fiir T
den Ausdruck

(95, 9) T = §m (%2 4 9% + 2?),
andererseits fur dic elementare Arbeit
(95, 6) . dA = Xdx +Ydy + Zdz.

Der Integralausdruck
(95, 7) A= [(Xdx +Ydy+ Zdz)

ist als cin Kurvenintegral, genommen lings der Bahnkurve des Massen-
punktes, zu verstehen. Hierbei hat man die Koordinaten des laufenden
Punktes, also auch deren Differentiale dx, dy, dz und die Koordinaten
der Kraft als Funktionen eines geeigneten Parameters auszudriicken,
durch den man die verschiedenen Lagen des Punktes auf der Bahn-
kurve charakterisieren kann.

Ein besonderer Fall, der wegen seiner Haufigkeit und Einfachheit
von groBer Bedecutung ist, ist der, daB cs eine Krdftefunktion, d.h.
eine skalare Punktfunktion F(x, v, z) im Raume gibt, deren partielle
Ableitungen

oF O0F OdF

0x’ dy’ iz
als Funktionen von x, v, z die Koordinaten der Kraft angeben, die auf
den Massenpunkt in der Lage (x, y, 2) wirkt. Unter dieser Voraus-
setzung ist (95, 6) cin vollstandiges Differential

(95, 8) dA =dF(x,vy, 2),
und (95, 7) nimunt die Gestalt
(95, 9) A = F (%, vy, 29) — F (%1, ¥1, 2)

«an. A ist dann also nur von der Anfangslage 1, und der Endlage 1,
des Massenpunktes abhingig und nicht von der speziellen Bahnkurve,
lings der der Ubergang zwischen diesen zwei Lagen stattfindet. Wir
werden im Kap. 14 ndher auf diesen Sachverhalt eingehen.
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Wirkt eine Kraft konstanter GroBle und Richtung auf einen sich in
der Kraftrichtung geradlinig bewegenden Massenpunkt, so ist die Arbeit
gleich dem Produkt aus der GroBe der Kraft und dem zuriickgelegten
Weg. Der Zuwachs an kinetischer Energie bringt also zum Ausdruck,
auf einem wie langen Weg die Kraft gewirkt hat, wihrend der Zu-
wachs an Bewegungsmenge zum Ausdruck brachte, in welchem Zeit-
raum die Kraft gewirkt hat. Dementsprechend kénnen wir kurz sagen,
daB die Arbeit das Wegintegral und der Impuls das Zeit-
integral der Kraft ist. Die Arbeit kann auch als das Zeitintegral
des Effektes aufgefaBit werden:

A= [S-vdt.

Als Spezialfall sei erwiahnt, dall 7 und daher auch » konstant ist,
wenn die Kraft stets senkrecht zur Bewegungsrichtung wirkt. In diesem

Fall verschwindet ja dic Beschleunigung 62 ;, in Richtung der Bahn-

tangente. Die Kraft ist dann in der Hauptnormalen der Bahnkurve
auf das Kriimmungszentrum zu gerichtet und hat den Betrag 11{1—)2,

. . . e
wo ¢ der Kriimmungsradius der Bahnkurve ist.

96. Relative Bewegung. Wir wollen nun untersuchen, welche Form
das dynamische Grundgesetz fiir die Bewegung eines Massenpunktes in
einem Koordinatensystem annimmt, das sich in bezug auf cin Inertial-
system in beliebiger Weise bewegt. Das Inertialsystem (O; i, {, f) sei
mit einem starren Bezugskoérper B und das bewegte System (05 1,1, f)
mit einem starren Bezugskorper B verbunden. Wir stiitzen uns auf 84
bis 868 und beniitzen dic dort eingefithrten Bezeichnungen. B vertritt
den absoluten, B den relativen Koordinatenraum. Fiir dic Bewegung
des Massenpunktes in B hat man dann die Grundgleichung

(96, 1) mb, = K&

o’

wo §t, den auf P wirkenden ,,absoluten Kraftvektor: bezeichnet. Nun
hat man dic Gleichung [vgl. (85, 8, 9)]

(98, 2) b, =b, + b, + G,

wo die Fiihrungsbeschleunigung b, die Beschleunigung b,(Q) in bezug

auf B von demjenigen Punkt Q von B bedeutet, der in dem betrach-
teten Zeitpunkt ¢ = ¢, mit P zusammenfaillt.

ist die CorioLisbeschleunigung, wobei w den Drehvektor der Be-
wegung von B relativ zu B und v, die relative Geschwindigkeit von P

in bezug auf B im Zeitpunkt ¢ = ¢, bedeutet. Nach (86, 1, 2) kann
man dann

(96, 4) mb, = §,

Nielsen, Mechanik. 14
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schreiben, wo der ,,7elative Kraftvektor
(96, 5) K, = K, —mb, — m@

ist. Man erhilt so eine dynamische Grundgleichung (98, 4) fiir die Be-
wegung von P relativ zu B, die diesclbe Form wie Gleichung (98, 1)
fir die Bewegung von P relativ zu B besitzt, wenn man P unter der
Einwirkung eines abgednderten Kraftvektors &, auffat. Diesen erhilt
man, indem man zum gegebenen Kraftvektor &, zwei ,,fiktive Krdfte
hinzufiigt, die wir nun ndher beschreiben wollen.

Die erste fiktive Kraft oder Fihrungskraft

(96, 6) —mb,

findet man, indem man sich P fiir jeden Zeitpunkt ¢ in der zu ¢ ge-
horigen Lage mit B fest verbunden denkt. Dadurch bestimmt sich fiir
jeden Wert von ¢ eine zu P gehorige Fiihrungsbewegung und eine
Fihrungsbeschleunigung b,. Erteilt man dieser entgegengesetzte Rich-
tung und versieht sic mit dem Faktor m, so erhdlt man die erste fik-
tive Kraft. — Oft verwendet man mit Vorteil eine Zerlegung von b,
nach Tangente und Hauptnormale der Fihrungsbahn. Bezeichnet v,
die Fithrungsgeschwindigkeit und v, deren Betrag, so erhdlt man die
Komponente ——m%%‘ in Richtung der durch b, orienticrten Tangente
2
und die Komponente m ?;': in der dem Hauptnormalenvektor der Fiih-
rungsbahn entgegengesetzten Richtung. Die zweite Komponente heif3t
die Zentrifugalkraft. Die erstc Komponente verschwindet, wenn der
Betrag der Fithrungsgeschwindigkeit fiir den betrachteten Zeitpunkt ¢
einen stationiren Wert hat, insbesondere also, wenn sie konstant ist.
Die zweite Komponente verschwindet, wenn fiir den betrachteten Wert
von ¢ der Betrag der I'iihrungsgeschwindigkeit oder die Krimmung
der Fiithrungsbahn Null wird, speziell wenn die Fihrungsbahn gerad-

linig ist.
Um die zweite fiktive Kraft
(96, 7) —m@E = —2mw X v,

zu finden, hat man die relative Geschwindigkeit v, von P und die in
der Bewegung von B relativ zu B enthaltene Drehung w zu bestimmen.
Das letzte kann dadurch geschehen, daB man die Bewegung von B in
cine Translation eines willkiirlichen Punktes R von B (Reduktions-
zentrum) mit der Geschwindigkeit v,(R) und eine Drehung um eine
durch R gehende Achse mit der Winkelgeschwindigkeit 1 zerlegt.
Trégt man den Vektor v, von einem Punkt der Drehachse auf, so er-
hilt sein Endpunkt bei der Drehung die Geschwindigkeit w X v,. Er-
teilt man dieser entgegengesetzte Richtung und versieht sie mit dem
Faktor 2m, so erhilt man die zweite fiktive Kraft, die Komplement-
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kraft oder Cor1oLiskraft. Wie in 85 S. 184 erwihnt, verschwindet sie,

wenn entweder die momentane Bewegung von B rein translatorisch
oder P in momentaner relativer Ruhe oder die momentane relative
Geschwindigkeit von P der momentanen Schraub- oder Drehachse der
Bewegung von B parallel ist.

97. Der Projektionssatz fiir eine bewegte Gerade. { sei ein Einheitsvektor
auf einer Geraden 7, die durch @ orientiert sei. Aus (98, 1) erhialt man dann die
Gleichung

(97, 1) mb-Q=R-Q

als Ausdruck fiir die erste Form des Projektionssatzes, angewandt auf die Gerade 1.
Dies gilt unabhéangig davon, ob ! in dem benutzten Inertialsystem fest ist oder
nicht, da (97, 1) cinc algebraische Relation zwischen Vektoren, so wie sie in
einem bestimmten Augenblick vorliegen, darstellt. Mit anderen Worten: Es ist
gleichbedeutend, ob man auf cine bewegte Gerade ! oder auf eine feste Gerade,
die im betrachteten Augenblick mit 7 zusammenfallt, projiziert. (Man darf aber
nicht die Projektion der Beschleunigung auf cine bewegte Gerade der Beschleuni-
gung der Projektion des Massenpunktes auf die Gerade gleichsetzen!)

Anders verhilt es sich mit der zweiten Form des Projektionssatzes, da hierbei
von einer Differentiation nach ¢ die Rede ist. Wir wollen uns / mit cinem starren
Korper B verbunden denken, dessen Bewegung relativ zum verwendeten Inertial-
system B willkiirlich sein kann und den Drehvektor v enthalten moége. Dann
folgert man aus (93, 11) die Gleichung

N d .
(97, 2) St\-.&‘:%-ﬁz-(ﬁ(%~£)~-§8-3-
Da g in B fest ist, hat man nach (84, 14)
= | = \
(97, 3) g (dt)B o x g,
B8=B-wxL=—wxB-2=—wBe|
Setzt man dies in (97, 2) ein und beachtet (98, 9), so erhilt man
d i
(97, 4) '’ (mb+ &) = (§ —w x my) - Q.

Projektionssatz (dvitte Form): Die zeitliche Ableitung der Projektion der Be-
wegungsmenge auf eine bewegte Gevade ist gleich der Projektion der Kraft auf diese
Gerade, nachdem dev Kraft eine Scheinkvaft —w X my hinzugefiigt worden ist.

Man sieht, daBl der Beitrag der Scheinkraft fortfillt, wenn entweder die
momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes Null ist, oder die Gerade im Augen-
blick parallel verschoben wird, oder die Geschwindigkeit v des Massenpunktes
parallel w, oder schlieBlich die durch b und v bestimmte Ebene parallel ! ist.
Ist nur die Lage der Geraden [ als Funktion der Zeit gegeben, so ist dadurch die
Bewegung von B noch nicht vollstandig bestimmt. Ist aber ! auBer in B noch
in einem zweiten Bezugskoérper B’ festgehalten, so kann die gegenseitige Be-
wegung von B’ und B nur eine Drehung oder Schraubung um I sein. Folglich ist
v bis auf eine willkiirliche Komponente in der Richtung von ! bestimmt, und
eine solche ist ohne EinfluB auf

wWXxv-8=|wy Y.

98. Die Momentsitze fiir einen bewegten Punkt und eine bewegte Gerade.
Um den vektoriellen Momentsatz fiir ein in dem verwendeten Inertialsystem be-

14*
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wegtes Momentzentrum O aufzustellen, fiihren wir wie in 84 S. 180 dessen Orts-
—

vektor 00 = o ein, so daB p die Geschwindigkeit von O ist. Der Massenpunkt
—

—
P habe den Ortsvektor OP = tr. Dann ist OP =t — p, und das Moment &
der Bewegungsmenge in O wird

(98, 1) ?G:O;x%=(r—o)x%.
wihrend der Momentvektor It der Kraft in O
(98, 2) 2)R=?)—_.F>>><ﬂ‘=(r—n)><5"{‘
ist. Man hat dann

C=(t—0) xB+ixB-0dxxq,
also wegen ?i* = §t die (94, 5) entsprechende Gleichung
(98, 3) @=ﬁ~6xmb.

Vektorieller Momentsatz (zweite Form): Die zeitliche Ableitung des Moments
dev Bewegungsmenge in einem bewegten Punkt, dessen Geschwindigheit o ist, ist
gleich dem Kraftmoment in diesem DPunkt, vermindert um o X mv.

Das zusiatzliche Moment verschwindet, wenn entweder das Momentzentrum
oder der Massenpunkt in momentaner Ruhe sind, oder wenn diese beiden Punkte
sich in dem betrachteten Zeitpunkt parallel bewegen, und nur in diesen Fallen.

In entsprechender Weise wollen wir nun den skalaren Momentsatz auf den
Fall ciner bewegten Achse erweitern. Wir betrachten die Gerade ! aus 97 und
einen bewegten Punkt O, der fiir alle Werte von ¢ auf / liegt. Das Moment S; der
Bewegungsmenge um 7 ist dann

(98, 4) S, = C - L.
In die differcnzierte Gleichung

setze man die Werte von € aus (98, 3) und 8 aus (97, 3) ein. Die Gleichung kann
dann '

(98, 5) Si= (M~ (0 x€+0xmu]L
oder
(98, 0) S;= M, |m€ L —m|dov 8

geschriecben werden.

Skalarer Momentsatz (zweite Form): Die zeitliche Ableitung des Mowmenis dev
Bewegungsmenge um eine bewegte Gevade ist gleich dem Kraftmoment um diese Gevade,
vermindert um die beiden in (98, 6) angegebenen skalaven Momente.

Dic Bewegung des Bezugskorpers B, in dem ! festgelegt ist, ist hier durch
dic Geschwindigkeit 0 seines Punktes O und den Drehvektor 1 bestimmt. Ist
nur die Lage der Geraden ! als Funktion der Zeit gegeben, so ist die Bewegung
VOD_B, wie in 97 erwidhnt, nur bis auf eine Drehung oder Schraubung um I be-
stimmt. 0 und W sind also bis auf willkiirliche Komponenten in der Richtung
von ! festgelegt, und diese Komponenten sind ohne EinfluB auf die Raum-
produkte in (98, 6). :

99. Vektorielles Produkt und Produktfeld von Vektorsystemen. Die Ge-
stalt des Zusatzmomentes, um das man das gegebene Kraftmoment in einem
Punkt von [ zu dndern hat, um den skalaren Momentsatz auf diese Gerade an-
wenden zu konnen, gibt Veranlassung zur Bildung des folgenden allgemeinen
Begriffes:
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Es seien 8, und S, zwei beliebige Systeme von gebundenen Vektoren, %, und
¥, ihre Vektorinvarianten, ¢, und o, ihre Skalarinvarianten, I, (P) und M, (P)
ihre Momentfelder, wobei P ein variabler Raumpunkt ist, schlieBlich ¢, und g,
die Range dieser Felder. Man kann dann im ganzen Raume ein Vektorfeld IR (P)
durch die Gleichung

(99, 1) M(P) = By x My(P) + My (P) x By

definieren. Dieses Vektorfeld soll als das Produktfeld von S, und §, bezeichnet
werden. Wird die Reihenfolge der Systeme vertauscht, so geht das Produktfeld
M (P) in das entgegengesetzte — N (P) iiber. Aus der Definitionsgleichung des
Produktfeldes geht unmittelbar hervor, daB es sich bei statischer Umformung
der beiden gegebenen Vektorsysteme nicht &ndert.

Um zu untersuchen, wie YN (FP) mit P variiert, verwenden wir die Relation

(99, 2) WM, (P) — W, (Q) + PO x By,

die ja der Ausdruck dafiir ist, daB §; durch ecin Vektorpaar mit dem Moment-
vektor M, (Q) und einen Einzelvektor B, auf einer Angriffslinie durch () dar-
gestellt werden kann (vgl. 21). Setzt man (99, 2) und die entsprechende Rela-
tion fiir §, in (99, 1) ecin, so erhdlt man unter Benutzung der Formel (5, 4)

99,3)  WM(P) = M(Q)+ B, x (PO x Vy)+ (PO x B;) x By

= WMD)+ (B - By) I’é-(%l - PQ) By (By ﬁé) R, — (B, - ¥y) 175
—M(Q) + PO x (B, x Yy

Vergleicht man (99, 3) mit (99, 2), so erkennt man, daB3 das Produktfeld mit dem
Momentfeld identisch ist, das durch den TFeldvektor M (Q) in Q und die Vektor-
invariante

(99, 4) W=, x X,
bestimmt ist.

Das Momentfeld M (P) bestimmt ein Vektorsystem § bis auf statische Um-
formung. Wir bezeichnen § als das vektorielle Produkt von S, mit S, und schreiben

(99, 5) S=5 XS=—8 XS,.

Diese Produktbildung erfiillt das distributive Gesetz fiir statische Summen. Ist
z. B. S, die statische Summe von zwei Vektorsystemen 8} und §7, so hat man also

S, X (S,+S)=8,XS,+5 XS/
Dies schlieit man aus (99, 1), wenn man beachtet, daf

B, = W, + R
und

My (P) = My(P) + MY (P)
ist.

In 98 haben wir die Gerade ! als fest in einem Bezugskorper B angeschen,
dessen Bewegung relativ zum Inertialsystem B durch cin System S§; von Dreh-
vektoren bestimmt sei. 1 ist die Vektorinvariante dieses Systems und 0 scin
Moment in 0. Das System S, besteht aus der an die Bahntangente gebundenen
Bewegungsmenge des Massenpunktes. myp ist also die Vektorinvariante dieses
Systems und & sein Momentvektor in 0. Das Zusatzmoment

xS+ 0 x my
in (98, 5) ist dann nach (99, 1) der Produktfeldvektor in O. Dieser ist bei der
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Aufstellung der skalaren Momentgleichung fiir die bewegte Gerade ! vom Kraft-
moment in O abzuziehen. .

100. Der Energiesatz bei relativer Bewegung. Die Bestimmung der rela-
tiven Bewegung eines Massenpunktes durch (96, 4) ist in jeder Hinsicht der Be-
stimmung seiner absoluten Bewegung durch (96, 1) analog. Insbesondere kann
man eine (95, 1) entsprechende Energiegleichung

. d (1 : -
(100, 1) T, == ( my ) =&, -0,
aufstellen. Hierbei kann man wieder mit Hilfe von (96, 5) die absolute Kraft &,

einfiilhren, die am haufigsten bekannt sein wird. Da die zweite fiktive Kraft
nach (96, 7) senkrecht auf der relativen Geschwindigkeit steht, hat man

(100, 2) T, = (§, — mb) - v
Mit den hier verwendeten Bezeichﬁungen kann Gleichung (85, 6)

geschrieben werden. Wird dies in
(100, 2) eingesetzt, so erhilt man noch
eine dritte Form der Energiegleichung
bei relativer Bewegung:

(100, 4) 1, = (%, — mb,) - v,.

Dicse kann mit Benutzung von (84, 15)
auch direkt aus der Energiegleichung
(95, 1) fiir absolute Bewegung

. i (1 i

(100,5) T, = — ( mv“) R,
dt

hergeleitet werden. Bezieht man nam-

lich die Differentiationen von Vektoren

Abb. 97. auf das absolute System, so erhalt man

. d d[1
:1,,..-.(“[ (v+n,)} dt[ m (07 + V7 + 20, - )]

o= Tr+”lbr'f,f+ ml),-bf-{-mb,‘f)f,
K0, = - (0, +v) =K, +mﬁ"~n
= @ll v, +‘Wl( +Df)

Setzt man diese Ausdriicke in (100, 5) ein, so fallen vier Glieder fort, und man
erhalt (100, 4).

Wir wollen die Energiegleichung fiir relative Bewegung in dem Spezialfall
umformen, daB die Bewegung von B eine Drehung um eine in B feste Achse ist.
Die Ebene der Abb. 97 stellt eine Normalebene n dieser Achse dar, und O be-
deutet den Schnittpunkt von & mit der Achse. Die Bewegung von B bestimmt
sich durch den in # liegenden Winkel , den eine in B feste Gerade ! mit ciner
in B festen Geraden [/ bildet. Die Pro]ektlon von P auf z sei durch Polarkoordinaten
v und ¢ festgelegt wo » den Abstand von der Achse und ¢ den Polarwinkel,
gerechnet von I, bedeuten. In der Abbildung sind nur die Projektionen von P und
von den Geschwindigkeiten auf & angedeutet. Mit den Bezeichnungen von 64
hat man dann

= ra®,
-~

—mb, =mr&*R — mraR.
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Die Projektion von v, auf = ist nach (64, 1)

PR+ rpR.
Also ergibt (100, 2)

T, = R,+0,+mria?— mred
= S‘Yﬂ . Ur + gz(—; m1‘20.¢2) - 1""2&(“. + 9.7) *

Der Koeffizient von & im letzten Glied ist fiir die absolute Bewegung das Moment
der Bewegungsmenge um die Drehachse. Dieses Glied fallt fort, wenn die Drehung
von B mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & vor sich geht, und in diesem
Fall erhalt man

1
(100, 6)

5 ™ (s - r20'¢2).

a
dt

=z '@aQD"

also, wenn 7 und I/ zwei Lagen im Verlauf der Bewegung andeuten,

1
(100, 7) [m (0} — o1 — [Rq - v,d2.
7
Das Integral ist das Wegintegral der absoluten Kraft bei der relativen Bewegung.

Ubungsaufgaben zum 12. Kapitel.
1. Ein Massenteilchen von der Masse m fiihrt auf der x-Achse die durch
¥ = asinht

dargestellte Bewegung aus. @ und & sind Konstante. Wie hingt die kinetische
Encrgic und die auf das Teilchen wirkende Kraft von der Lage des Teilchens ab?

2. Ein Massenteilchen von der Masse m beschreibt eine Parabel mit dem Para-
meter 2p. Dabei hat die Projektion der Geschwindigkeit auf die Scheiteltangente
den konstanten Wert ¢. GroBe und Richtung der auf das Teilchen wirkenden
Kraft sind zu ermitteln.

3. Ein Massenteilchen von der Masse m fiithrt die in rechtwinkligen Koordi-
naten durch

X = acosht, y = asinkht, 2 == bt
dargestcllte Bewegung aus. «, » und % sind Konstante. Es ist nachzuweisen,
daB die auf das Teilchen wirkende Kraft sich als vektorielles Produkt eines kon-
stanten Vektors mit der Geschwindigkeit des Teilchens darstellen 148t. Man be-
stimme auch die Momente der Bewegungsmenge um die Koordinatenachsen.

4. Man kann die Gleichung (97, 4) auch so ableiten, daB man nach (84, 14)

dmy _(dmb
(71"2_) : -)_+ I X mb

B \di)B
bildet, skalar mit ¥ multipliziert und (97, 1) verwendet:
R-g - (f’-’f“’)_- O x mb- Q.
dt |B

Da ¢ in B fest ist, kann man das erste Glied rechts

(=2

schreiben, und nun braucht man den Bezugskorper nicht mehr anzugeben, da
es sich um die Differentiation eines Skalars handelt.

5. Ein Massenpunkt bewegt sich in einer festen Ebene unter der Einwirkung
einer in dieser Ebene gelegenen Kraft. Man benutze Polarkoordinaten fiir die
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Lage des Punktes und stelle unter Benutzung von (97, 4) den Projektionssatz
fiir die Tragergerade des Radiusvektor und die dazu senkrechte Gerade auf. Das
Ergebnis ist mittels der in 64 angegebenen Projektionen der Beschleunigung auf
die belden Geraden zu kontrollieren. -
5. Es sei das Vektorsystem S das vektorielle Produkt der Vektorsysteme S,

und Sz, und es mogen alle in 99 benutzten Bezeichnungen beibehalten werden.
Man beweise die folgenden Satze:

a) § ist adquivalent mit Null, wenn entweder p, = 0, oder g, = 0, oder
0, = @y = 1, oder o, = 1, P, > 1 und die Zentralachse von S, dem Moment-
vektor von §, parallel ist, oder ¢; > 1, ¢, = 1 und die Zentralachse von §, den
Momentvektor von §, parallel ist, oder ¢; > 1, ¢, > 1 und §; und S, dieselbe
Zentralachse haben. In jedem anderen Fall ist § nicht dquivalent mit Null.

b) Fir die Skalarinvariante 6 von § ergibt sich die Gleichung

o2 — (0, 4 o) VIVZ — (B, - B,) (S, 0 S,)
oder auch

0 = 0y -+ 0y — % - B (B, e By).

Dabei ist das letzte gegenseitige Moment so zu verstehen, dafBl die Vektoren
B, und ¥V, an dic zugehorigen Zentralachsen gebunden sind.

c) Falls §; und S, aus je einem Einzelvektor bestehen, so ist die gemein-
same Normale ihrer Angriffslinien die Zentralachse von §, und speziell wird S
aquivalent einem Einzclvektor, wenn die Angriffslinien zuecinander senkrecht,
und ecinem Vektorpaar, wenn sie parallel sind.

13. Kapitel.
Geradlinige Bewegung.

101. Geradlinige Bewegung. Differentialgleichung und Kraft-
gesetz. Ein Massenpunkt P der Masse m beschreibe unter dem Ein-
fluB der auf ihn wirkenden Krifte in einem Inertialsystem eine gerad-
linige Bahn. Wir wihlen die Bahnkurve zur Abszissenachse und be-
handeln Geschwindigkeit und Beschleunigung wie in 65 als skalare
GroéBen mit Vorzeichen:

(101, 1) v =%
Die Resultante der auf P wirkenden Krifte mull dann nach (98, 1) ein
der Abszissenachse paralleler Vektor sein und kann daher ebenfalls

durch einen mit Vorzeichen versehenen Skalar K angegeben werden.
Die Bewegungsgleichung schreibt sich dann

(101, 3) mb = mi = K,

wo b und K in der positiven Richtung der x-Achse positiv zu zdhlen sind.
Hier muB in Betracht gezogen werden, dall die geradlinige Be-
wegung dadurch zustande kommen kann, dal der Massenpunkt an die
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Gerade gebunden ist, z. B., dal er sich im Innern eines diinnen gerad-
linigen Rohrs befindet. Einer solchen Zwangsbindung schreibt man
auch hier wie im speziellen statischen Fall eine Reaktionskraft
zu, dic man aus einer Normalreaktion und einer Tangentialreaktion
(Reibungskraft) zusammengesetzt denkt. K ist dann die Resultante
der Reaktion und der iibrigen auf den Massenpunkt wirkenden Krifte.
Die Normalreaktion kompensiert die Normalkomponenten der {ibrigen
Krifte, und deren Tangentialkomponenten ergeben zusammen mit der
eventuellen Reibungskraft die hier mit K bezeichnete Kraft.

Die Untersuchung dieses eindimensionalen Falles ist nicht nur fiir
die Bewegungen wichtig, die wirklich auf einer Geraden vor sich gehen.
Die Bewegungsgleichung (93, 1) ist nimlich mit den drei skalaren Glei-
chungen (93, 6, 7, 8) gleichwertig, und der Projektionssatz besagt, dall
man die Untersuchung der beliebigen Bewegung eines Massenpunktes
durch die Untersuchung der Bewegungen seiner Projektionen auf drei
paarweise senkrechte Geraden ersetzen kann, wobei man die Projek-
tionen als Massenpunkte aufzufassen hat, die die gleiche Masse wie der
urspriingliche besitzen und auf die die entsprechenden Projektionen
der Kraft einwirken. Fir diese projizierten Bewegungen sind daher die
Betrachtungen dieses Abschnittes grundlegend.

Man verwendet die Grundgleichung (101, 3) je nach der Art der zu
behandelnden Aufgaben auf verschiedene Weisen. Wir wollen auf zwei
besonders wichtige Typen von dynamischen Problemen niher eingehen.

1. Kennt man die Bewegung des Massenpunktes auf der Geraden,
also seine Lage in jedem Zeitpunkt:

(101, 4) x = f(t),
so findet man aus (101, 3) die Kraft

- 21
(101) 5) K=m ziZZAA ,

die auf den Massenpunkt wirken mull, damit gerade diese Bewegung
zustande kommen kann. Man erhilt aus (101, §5) unmittelbar dic Kraft
in jedem Zeitpunkt, also K als Funktion der Zeit £. Durch Elimina-
tion von ¢ aus (101, 4) und (101, 5) kann man aber auch die Kraft fir
jede Lage des Massenpunktes, also K als Funktion von x bestimmen.
Man kann allgemein die Kraft als Funktion eines beliebigen Parameters
darstellen, der geeignet ist, die einzelnen ,,Bewegungselemente’ des
Massenpunktes, d. h. die Tripel von zusammengehorigen Werten ¢, x, v
festzulegen. Man kann ferner aus (93, 14) und (95, 4) den Impuls bzw.
dic Arbeit bestimmen, die die Kraft zwischen zwei willkiirlichen Be-
wegungselementen geleistet hat, da man die linken Seiten dieser Glei-
chungen auf Grund von (101, 4) kennt. Wie man sieht, erhdlt man
alle gewiinschten Auskiinfte tber die Kraft durch Anwendung von
Differentiationsprozessen auf die Funktion f(f), die die Bewegung
darstellt.
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Die physikalische Bedeutung von Problemen dieser Art beruht nicht
so sehr auf der Untersuchung einer einzelnen individuellen Bewegung,
fir die die Bestimmung der Kraft kein besonderes Interesse darbictet,
sondern auf der Untersuchung ganzer Klassen von Bewegungen, fiir
die man eine charakteristische gemeinsame Eigenschaft sucht.

Nehmen wir etwa an, dafl man fiir die Bewegungen eines schweren Massen-
punktes in einem glatten, diinnen, senkrechten, luftleeren Rohr durch Versuche
gefunden hat, daBl die Funktion f(¢) in (101, 4) stets ein Polynom zweiten Grades

ist und daB zugleich der Koeffizient & fiir diese ganze Klasse von Bewegungen

denselben Wert besitzt (den man mit g zu bezeichnen pilegt), so crhalten wir
aus (101, 5)
(101, 7) K.‘: m'z(x -z mg.

Alle diese Bewegungen gechen mit derselben konstanten Beschleunigung g, also
unter der Einwirkung derselben konstanten Kraft mg vor sich. Man hat daher
ein ,,Kraftgesetz* fiir diese Klassc von Bewegungen gefunden. Die einzelnen
Bewegungen der Klassc unterscheiden sich durch die Parameter f und y. Man
entnimmt aus (101, 6), daB y gleich dem Wert x, von x in dem mit ¢ = 0 bezeich-
neten Zeitpunkt ist; und durch Differentiation von (101, 6) ergibt sich, daBl f§
gleich dem Wert v, von v im selben Zcitpunkt ist. Mit diesen Bezeichnungen hat
man daher folgende Gleichungen zur Beschreibung der Bewegung:

(101, 8) ¥ - 1gt 4yt + 7,
(101, 9) v = & =gl + v,

(101, 10) b= 00— x=g.

Ferner ergeben (98, 14) und (95, 4)

(101, 11) m(vy — vy) = mg(ty — 1),
(101, 12) Imy vl omg(xy, )

als Ausdriicke fiir Impuls und Arbeit der Kraft zwischen zwei Bewegungselementen,

2. Bei dem zweiten Typus von dynamischen Problemen sucht man
umgekehrt dic Klasse der Bewecgungen zu bestimmen, dic zu einem
bekannten Kraftgesetz gehoren. Hierbei denkt man sich K in (101, 3)
in Abhingigkeit von den moglichen Bewegungselementen des Massen-
punktes, also als Funktion des Zeitpunktes ¢, der Lage x und der Ge-
schwindigkeit v in diesem Zeitpunkt gegebenl. Man hat dann

(101, 13) mx = K(t, x, %)
als Differentialgleichung fiir cine Klasse von Bewegungen. Diese Klasse
umfaflt alle dic Bewegungen x = f(¢), fir dic die Gleichung
azf(e aft
(101, 14) m IO K(t, 1o, 414

fiir alle Werte von ¢ erfiillt ist. Nun besagt ein Hauptsatz der Theoric

1 Dagegen treten in der Natur keine Kraftgesetze auf, bei denen K von hoéherer
als der ersten Ableitung von x nach ¢ abhangt.
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der Differentialgleichungen, daB (101, 14) im allgemeinen! die Funk-
tion f(¢) eindeutig in einem gewissen Zeitintervall bestimmt, wenn man

f({t,) = %, und (g£>t~t = v, fiir einen willkiirlichen festen Wert ¢, vor-

gegeben hat. Das Kraftgesetz bestimmt also die Bewegung, wenn [fiir
einen gegebenen Zeitpunkt Anfangslage und -geschwindigkeit gegeben sind.
Da diese beiden Vorgaben unabhingig voneinander sind, erkennt man,
daB die Losungen der Differentialgleichung von zwei freien Parametern
abhingen, daB es also in der durch das Kraftgesetz bestimmten Klasse
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Bewegungen gibt. Bei
der Integration der Differentialgleichung (101, 13) treten mithin zwei
willkiirliche Integrationskonstanten auf, und indem man iber
diesc verfiigt, greift man einc partikulire Bewegung heraus, die z. B.
vorgegebenen Werten x, und v, fiir £ = ¢,, also der Angabe eines Be-
wegungselementes entspricht.

Betrachtet man etwa das spezielle Kraftgesetz, wo K konstant, also von ¢,
x und # unabhingig ist, so kann man K = mg setzen, wo g dann die entsprechende
konstante Beschleunigung ist. (Ist K das Gewicht des Massenpunktes, so ist g
die Schwerebeschleunigung; die jetzige Uberlegung gilt aber fiir jede geradlinige
Bewegung mit konstanter Beschleunigung.) Man hat dann die Differentialglei-
chung (101, 10). Multipliziert man sie mit d¢ und integriert, so erhalt man (101, 9),
wodurch man die willkiirliche Integrationskonstante v, eingefiihrt hat. Multi-
pliziert man wieder mit d¢ und integriert noch einmal, so erhalt man (101, §)
mit x, als neuer Integrationskonstante. Die Integrationskonstanten sind hier,

wie friither erwiahnt, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 gehorigen Werte von » und v. Will
man die Bewegung bestimmen, fiir die im Zeitpunkt ¢ = {,

¥ — x, vy
ist, so hat man zur Bestimmung der Integrationskonstanten die Gleichungen
xp = Yetl + vty + g,
vy = gl + vy,

Berechnet man hieraus x, und v, und setzt die gefundenen Werte in (101, 8) ein,
so erhilt man als die (101, 4) entsprechende Gleichung

(101,15) x=§g(l -711)2—{—1)1“ - 11) + x;.

Dicse wiirde man auch durch zweimalige Integration von (101, 10) iiber das Zeit-
intervall von f, nach ¢ oder aus (101, 8) durch Verlegung des Nullpunktes der
Zeit nach ¢, erhalten.

Wir haben gesehen, daB man beim zweiten Typus von dynamischen
Problemen aus einem gegebenen Kraftgesetz eine Klasse von Bewegun-
gen durch einen IntegrationsprozeB zu bestimmen hat. Jede Funk-
tion x = f(£), die (101, 14) fiir alle Werte von ¢ erfiillt, nennt man ein
partikulires Integral der Differentialgleichung (101, 13); sie stellt einc
partikulire Bewegung der betrachteten Klasse dar. Unter einem voll-

1 Diese Einschrinkung betreffend vgl. man den SchluB dieses Paragraphen.
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standigen Integral der Differentialgleichung (101, 13) versteht man eine
Funktion
(101, 16) x=F(, ¢, Cy)

von ¢ und zwei unabhingigen Parametern ¢; und ¢,, die die Differen-
tialgleichung fiir alle Werte von ¢, ¢, und ¢, erfiillt, und in der ¢, und ¢,
eindeutig derart bestimmt werden konnen, daf fiir willkiirlich vorge-
gebene zusammengehorige Werte ¢, x,, v,

(101, 17) Xy = F(ty, c1, ¢3),

) .
(101, 18) A

(Dies ist jedoch so zu verstchen, daBl dic mechanische Aufgabe
Beschrinkungen fiir das Intervall von ¢ oder fiir die in Betracht kom-
menden Werte von x und v mit sich bringen kann.) (101, 16) stellt also
die ganze Klasse von Bewegungen dar, und man greift partikulire
Integrale (101, 4) aus (101, 16) heraus, indem man den Parametern ¢,
und ¢, bestimmte Werte erteilt.

Aus (101, 16) crhdlt man durch Differentiation nach ¢ die (101, 18)
entsprechende allgemeine Gleichung

;
(101, 19) P Flt, oy,

und die oben eingefiihrte Voraussetzung besagt, dal} sich (101, 16, 19)
firr willkiirliche ¢, x und # nach ¢; und ¢, auflésen lassen. Man erhalt
dadurch etwa

(101, 20) 6 =900, x,%).

ty

Eine solche Gleichung kann als erster Schritt auf dem Wege zur Inte-
gration der Differentialgleichung (101, 13) angesehen werden; wihrend
namlich (101, 13) cine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, stellt
(101, 20) fiir jedes ¢, einc Differentialgleichung erster Ordnung dar.
Indem man sie fiir einen festen Wert von ¢, integriert, erhilt man
eine von einem Parameter abhidngige Schar von Funktionen x = f(f),
die, wie sich zeigen wird, samtlich Losungen von (101, 13) sind. Man
nennt (101, 20) cin Erstintegral von (101, 13). Die allgemeine Definition
dieses Begriffes lautet folgendermafen:

Es sei ®©(f, x,p) eine Funktion von drei Variablen. Setzt man

fiir x eine Funktion f(f) von ¢ und fiir p ihre Ableitung % = d—fi-g) ein,
so erhdlt man eine Funktion von ¢ allein:

af(¢
(101, 21) <D(t,/(t), v";it)) = g().

Man-bezeichnet nun ®(, x, p) als ein Erstintegral der Diffe-
rentialgleichung (101, 13), wenn ¢(!) konstant, d.h. unab-
hingig von ¢ wird, sobald man fir f(f) eine willkiirliche Lo-
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sung der Differentialgleichung (101, 13) einsetzt, und wenn
umgekehrt f(f) eine Losung von (101, 13) ist, sobald ¢(¢) kon-
stant ist.

Eine analytische Bedingung dafiir, da} eine Funktion ® (¢, x, p) ein
Erstintegral ist, erhalten wir folgendermaflen: Aus (101, 21) ergibt sich,
wenn x =f(¢) die Gleichung (101, 14) befriedigt

112

Bei zufilliger Wahl der Funktion ¢ wird die rechte Seite im allgemeinen
eine Funktion derselben drei Argumente ¢, ¥ und £ sein. Damit ® e¢in
Erstintegral von (101, 13) darstellt, mul3 sie identisch in ¢, ¥ und «
verschwinden; denn ist {,, x,, p, ein beliebiges Wertetripel, so gibt es

eine Losung x == f(f) von (101, 13), fiir welche f(¢,) = x, und (Z’;) = P,

ist, und fiir diese Lésung mull ¢ konstant, also = ( sein, so dal

dt
die rechte Seite von (101, 22) fiir die beliebigen ¢ — {,, x = x,,, & = p,,

verschwindet. Ist umgekehrt fiir eine Funktion (D(t x, p)

o0 40 00 K{(t, %, p)

identisch in ¢, x, p, so ist sie ein Erstmtogral von (101, 13). Dazu
haben wir zwecierlei zu zeigen. 1. Setzt man in (101, 23) fiir x cine Lo-
sung f (¢) von (101, 13) und fiir p ihre Ableitung %, so findet man wegen
(101, 72) d[ = 0, also ¢ == const. 2. Ist (101, 21) fiir ¢inc Funktion f (¢)
konstant, also ¢

=0

o0 df | 00 df
oxdi " ap e

fir alle ¢, so folgt, da (101 23) insbesondere fir x = f, p = Zﬁ gilt,

90 @f 00 1 df )\ |
op At~ dpm K(t’/(t)’ dt >’

d. h. f(¢) geniigt der Differentialgleichung (101, 14), falls nicht gerade

(D
+

[ . . . . .
Ery verschwindet, cin Ausnahmefall, von dem wir hier abschen wollen.

Damit ist gezeigt, dall eine Funktion ® (¢, x, ) dann und nur dann
Erstintegral ist, wenn sie die Gleichung (101, 23) fiir alle ¢, x, p be-
friedigt.

Auf Grund dieses Kriteriums ist nun schr leicht einzusehen, dafl
der Ausdruck (101, 20), den wir mit Hilfe cines vollstindigen Integrals
gewonnen hatten und der den Ausgangspunkt der Betrachtung bildete,
in der Tat ein Erstintegral ist. Da er nimlich durch Auflésen der Glei-
chungen (101, 16, 19) nach ¢; und ¢, entstanden ist, muB} die Gleichung

A 0 .. )
¢, = O, (t,l' (t,c1, ), »&I' (r, cl,cg)) ,
die man durch Einsetzen von (101, 16, 19) in (101, 20) erhilt, fiir alle
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t, ¢, ¢y erfiillt sein, und durch Differentiation nach ¢ ergibt sich, weil F
Losung von (101, 13) ist,

00, 00, 0F _ 00, aw_am, 90, OF 90, 1 ( )
i T dx 91 T dp o T @1 T éx 6t+c7metF’6t

Da aber F (¢, ¢;, ¢,) ein vollstindiges Integral war, lassen sich ¢; und ¢,

0 == oo

bei willkiirlichem £, so bestimmen, da3 F (¢,, ¢;, ¢,) und [Z% F(t,c, c2)L .,
willkiirlich vorgeschriebene Werte x, bzw. p, annehmen, d. h. die Glei-
chung (101, 23) ist in der Tat fiir ® = @, identisch erfiillt.

Zwei Erstintegrale, also zwei Funktionen ®, (¢, x. p) und ®, (¢, x, p),
fiir die identisch in ¢, ¥ und p

do,  do, 00, K(t,%,p)

(101, 24) a7 T ax P+ 0p  m =0,
6<D Kt
(101, 25) ey Oup p SRR _
ist, werden als unabhingig bezelchnet wenn die Funktionaldeterminante
00, 80,
dx  dp
101, 26 | 0
(101, 20 00, o0, *
" dx  0p

ist fir alle in Betracht kommenden ¢, x, p, wenn sich also die Glei-
chungen

(101, 27) O, (t, %, p) = ¥,

(101, 28) Oo(t, %, p) = P2

bei beliebigen ¢, y,, v, eindeutig nach x und p auflosen lassen. Es seien
(101, 29) x=F*(t, 71,79,

(101, 30) p=G*{t, v, 70)

die Losungen dieser Gleichungen. Wir behaupten, dal3 (101, 29) ein
vollstindiges Integral der Differentialgleichung (101, 13) mit den Para-
metern y; und y, ist. Zunichst ist klar, daBl sich zu willkiirlich vor-
gegebenem Bewegungselement ¢,, x,, v, Werte p, und y, bestimmen
lassen. Man braucht ja in (101, 27, 28) nur {, fir ¢, %, fiir x und v,
fiir p einzusetzen. Setzt man (101, 29, 30) in (101, 27, 28) ein, so miissen
die entstehenden Gleichungen identisch erfiillt sein; folglich ergibt
Differentiation nach ¢

aml 00, OF* 00, dG*

: T s o T dp or
90, IF* 80, AG*
2 2 2

6t+¢9x or Tap at

Da aber zugleich die Gleichungen (101, 24, 25) fiir beliebige ¢, x, p,

=0,
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insbesondere also fiir die Werte (101, 29, 30) von x und p bestehen:

0 01 n 0(D1 G* 1 %21,__}(@’ F*, G*) = 0
012 i 0“’2 G* 4 ‘192,1 K(t, F* G* - o,
folgt wegen (101, 26)
Qg‘ — G*, "0‘; = K(t, F*, G¥),
non = Ko,

d. h. daBl F* bei belicbigen p, und yp, eine Losung von (101, 13) ist,
wie behauptet. Zur Integration der Differentialgleichung der Bewegung
genligt es demnach, zwei unabhiingige Erstintegrale aufzusuchen.

Fiir die oben als Beispiel benutzte Klasse der Bewegungen mit konstanter
Beschleunigung # = g sind

O, (¢, %, %) =% --gt, O, x,7) — 12— 2gx
unabhingige Erstintegrale. Die GroBen
m®, = mv - mgt, Im®, = tmo:— mgx
sind bei jeder Bewegung der betrachteten Art konstant. Dies sind nur Um-
formungen der Gleichungen (101, 11) und (101, 12) fiir Impuls und Arbeit der
Kraft. Bei Verwendung der oben eingefilhrten Parameter x, und v, hat man
fiir die konstanten Werte dieser Erstintegrale
Oy = vy, Dy =vp - 28%,.
Da dicse Erstintegrale unabhéangig sind, kann man hieraus ohne neue Integration
ein vollstandiges Integral finden:
O, = —gt=17, @p=2x*- 2gx =7,
ergeben nach Elimination von #
_2._::¢2+,1t+"2:’7,

Die eindeutige Bestimmtheit der Bewegung eines Massenpunktes
durch das Kraftgesetz und ein Bewegungselement, d. h. Lage und Ge-
schwindigkeit in einem gegebenen Zeitpunkt, ist an gewisse Regulari-
tiatsvoraussetzungen geknipft. In der Differentialgleichungstheorie
zeigt man, daB dafiir z. B. hinreichend ist, daf in dem Bereich der in
Betracht gezogenen Werte von £, x und % die Kraft K (¢, x, %) eine
stetige Funktion ihrer drei Argumente ist und stetige partielle Ab-
leitungen nach den beiden letzten besitzt. Wir werden in 105 durch
ein Beispiel zeigen, dall dic Bewegung durch ein Bewegungselement
nicht eindeutig bestimmt zu sein braucht, wenn diese Regularitits-
voraussetzung nicht erfiillt ist.

102. Spezielle Typen von Kraftgeseteen. Die Ergebnisse des
vorigen Paragraphen iiber die Differentialgleichung

(102, 1) | mi = K(t,x, 1)
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mit gegebenem Kraftgesetz K (¢, x, #) lassen sich folgendermafBen zu-
sammenfassen: Hat man ein Erstintegral @,(¢, x, ) gefunden, so
geniigt es, zur Bestimmung der Bewegungen die Differentialgleichung
erster Ordnun
ore 8 O, %, %) = ¢,

fiir jede Konstante ¢, zu integrieren. Hat man zwel unabhingige Erst-
integrale ®, (¢, x, ) und ®,(f, x. %), so erhdlt man alle Bewegungen,
indem man # aus den Gleichungen

eliminiert. Wir werden daher im folgenden fiir einige spezielle Typen
von Kraftgesetzen Verfahren zur Gewinnung von Erstintegralen und
teilweise auch der vollstindigen Integrale angeben.

In 101 haben wir bereits den Spezialfall konstanter Kraft vollstindig
behandelt. Wir untersuchen nun zunidchst die Typen, wo die Kraft
nur von ciner oder zwei der Variablen ¢, x, # abhingt. Dabei empfiehlt
es sich hidufig, die Geschwindigkeit v als selbstindige Variable einzu-
fiihren.

1. Die Kraft hingt nur von der Zeit ab. Wenn man in der Diffe-
rentialgleichung

(102, 2) mx = K(t)
¢ fir % einfihrt, hat man in
(102, 3) mov = K (f)

cine Differentialgleichung erster Ordnung, die unmittelbar integriert
werden kann und auf das Erstintegral

(102, 4) mi — [K(f)dt = c,

fiihrt, aus dem man durch nochmalige Quadratur! sofort das voll-
stindige Integral

(102, 5) mx = [[[K () dt + ¢)|dt + c,

mit den Integrationskonstanten ¢; und ¢, erhilt.

(102, 4) kann auch wic (93, 14) geschricben werden und zeigt, dal
in diesem Fall das ,, Impulsintegral“ als Erstintegral der gesuchten
Bewegung auftritt. — Durch partielle Integration erhilt man aus (102, 5)

(102, 6) my =t [K(t)dt — [t K(t)dt + cit + c,.
2. Die Kraft hingt nur von der Lage ab. Wenn man in der Diffe-

rentialgleichung
(102, 7) mx = K (x)

1 Als Quadratur bezeichnet man die gewohnliche Integration einer Funk-
tion zum Unterschied von der , Integration‘ einer Differentialgleichung.
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v fir £ einfiihrt, und (101, 2) heranzieht, so hat man in

d (3 mv?)
T dx

eine Differentialgleichung erster Ordnung, die durch Integration beider
Seiten nach x gelost werden kann:

T = 4muv? = %mxz—-fK x)dx + c4.

(102, 8) = K(x)

Also ist
(102, 9) mi? — [K(x)dx = ¢,
ein Erstintegral. '

Man sieht, daB hier das ,,Energieintegral“ als Erstintegral der
gesuchten Bewegung auftritt. Setzt man

(102, 10) [K(x)dx = F(x),

so ist F(x) die in 95 eingefithrte Kriftefunktion. Analog (95, 4) und
(95, 9) kann man dann (102, 9)

(102, 11) T — T, = 3m(? — o)) = F(x) — F (%)

schreiben, wo T, und v, kinetische Energie und Geschwindigkeit in der
Lage x, sind, die der Massenpunkt im Zeitpunkt #, einnimmt. Aus
(102, 11) erhilt man

(102, 12) V=X = = l/m [F (x) — F(xg)] + v8,

ﬂ__ 1
=

V2 P — Fleo)+ u

und daraus

f = 4 ax B
(102, 13) /V%wmman+%

als vollstindiges Integral.

Die hierin auftretenden Konstanten #4,, x,, v, repriasentieren nur
zwei Parameter, von denen das vollstindige Integral abhingt. Zur
einzelnen partikuliren Losung gehéren ja unendlich viele Wertetripel
¢, x,v. Man kann also von den drei Parametern ¢,, %,, v, einen willkiir-
lich festsetzen und dann die beiden iibrigen zur Festlegung partikuldrer
Bewegungen verwenden.

3. Die Kraft hingt nur von der Geschwindigkeit ab. Wenn man in
der Differentialgleichung

(102, 14) mx = K (%)
v fur % einfiihrt, hat man in

mi = K (v)

Nielsen, Mechanik. 15
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eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir v, die sich

at m
(102, 15) dv — R(0)
schreiben, also wieder sofort integrieren 1iBt. Man erhilt
(102, 16) ¢ = 7”;% T

Damit hat man das gesuchte Erstintegral, da die rechte Seite, wenn
die Quadratur ausgefiihrt ist, eine die Integrationskonstante ¢, ent-
haltende Funktion von % = v darstellt.

Um hieraus das vollstindige Integral zu finden, kann man ver-
suchen, (102, 16) nach % aufzuldsen, wodurch man eine oder mehrere
Differentialgleichungen vom Typus % = x (¢, ¢;) erhilt. Haufig wird es
einfacher sein, folgendermafBen vorzugehen: Nach (102, 15) ist

dx _dx dt  m
dv = dt dv "K'’
also
m
(102, 17) x =fﬁ’(z‘) dv + c,.

Man erhilt fiir die gesuchten Bewegungen ¢ und x als Funktionen (102,
16, 17) eines Parameters v und zweier Integrationskonstanten ¢, und c,,
also kurz eine Parameterdarstellung. Aus dieser kann man, falls man
es wiinscht, » eliminieren.

Das Erstintegral kann hier als Gegenstiick des Impulsintegrals aufgefaBt
werden, das ja aus (98, 11) durch Integration nach ¢ hervorgeht. Diese Gleichung
ist hier in

d (mv)
=
umgeformt und liefert integriert (102, 16) oder

dt

(102, 18) bty = /'fé—"%).

"y

4. Die Kraft hingt von Zeit und Geschwindigkeit ab. Man hat dann
die Differentialgleichung

(102, 19) mi = K(t,%).

Die Typen 1 und 3 konnen als Spezialfille hiervon betrachtet werden.
Substituiert man wieder v, so erhilt man

(102, 20) mv = K (¢, v)

als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen v und ¢ Gelingt es,
diese zu integrieren, so erhilt man eine Gleichung der Gestalt

(102, 21) F(t,v)=F(t, %) =¢

als das gesuchte Erstintegral mit ¢, als Integrationskonstante.
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Lost man (102, 21) nach % auf:
(102, 22) % =@, c),

so hat man eine Differentialgleichung, aus der sich die Bewegung
durch Ausfiihrung einer Quadratur ergibt, wobei eine neuc Integrations-
konstante ¢, auftritt.

Aus einem Paar zusammengehoriger Werte £, und v, bestimmt man
die Konstante ¢, in (102, 21):

(102, 23) ¢, = F (¢, vp)
oder aus (102, 22) durch
(102, 24) C uy =, ).

Subtrahiert man (102, 24) von (102, 22), so erhilt man die rechte Seite
der Gleichung

(102, 25) mv — mv, = mle(t, c;) — ¢, )]

als Ausdruck fiir den von der Kraft im Zeitraum von ¢, bis ¢ bestimmten
Impuls. Diesen findet man also hier erst nach Lésung einer (moglicher-
weise komplizierten) Differentialgleichung erster Ordnung, wihrend man
ihn im einfacheren FFalle 1 unmittelbar durch eine Quadratur erhalten
kann.

5. Die Kraft hingt von Lage und Geschwindigkeit ab. Man hat dann
die Differentialgleichung

(102, 26) mx = K(x, %).
Die Typen 2 und 3 kénnen als Spezialfille hiervon angesehen werden.
Fihrt man v durch (101, 2) ein, so erhiilt man

dv
(102, 27) 7nvd—; = K(x, v)

als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen v und x». Gelingt es,
diese zu integrieren, so erhdlt man eine Gleichung

(102, 28) Fx,v) =F(x,%) = ¢

als das gesuchte Erstintegral. Die Integrationskonstante ¢, bestimmt
sich aus zusammengehoérigen Werten x,, v, durch

(102, 29) ¢, = F(x,, v,).
Lost man (102, 28) nach x:
(102, 30) =@, ),

s0 hat man eine Differentialgleichung, die sich , = ) schreiben

» V1
laBt. Die Bewegung erhdlt man also durch eine Quadratur mit einer
neuen Integrationskonstante c,:

15%
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Bildet man aus (102, 30) den Zuwachs T — T, der kinetischen
Energie:

(102, 31) dmvt — fmoj =dmp(x, c))® — @(%. &),

so stellt die rechte Seite die von der Kraft auf dem Wege von der
Lage x, zur Lage x geleistete Arbeit dar. Die Bestimmung der Arbeit,
die sich in 2. als Differenz zwischen den Werten der Kriftefunktion in
zwei Lagen, d. h. durch eine Quadratur ergab, erfordert also hier die
Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung.

In den fiinf bisher betrachteten Fillen gelang es, durch Substitu-
tion von v zu einer Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestim-
mung eines Erstintegrals zu gelangen. In den drei ersten Fillen konnte
diese unmittelbar durch eine Quadratur gelést werden; in den beiden
iibrigen Fillen konnten die Verhiltnisse verwickelter sein. In allen
fiinf Fillen konnte die Bewegung durch eine weitere Quadratur be-
stimmt werden, nachdem das Erstintegral gefunden war.

In den Fillen, wo K von ¢ und % oder von allen drei Variablen ¢, x
und # abhingt, bringt die Substitution von v im allgemeinen keinen
Vorteil. Wir wollen im folgenden nur den Fall behandeln, wo K in %
und # linear ist.

6. Die Kraft hingt von der Zeit und linear von Lage und Geschwin-
digkeit ab. Die Funktion K in (102, 1) hat also die Form o« + fx + y,
wo «, f# und y von ¢ abhidngen kénnen. Wir dividieren (102, 1) durch m
und schreiben die Gleichung mit neuen Bezeichnungen

(102, 32) ¥4+ RWZ+ St)x=0().

R, S und Q mogen in dem Zeitintervall, in dem die Bewegung unter-
sucht werden soll, stetige Funktionen von ¢ sein. Das Kraftgesetz er-
fillt dann die Regularititsvoraussetzungen, die am Schlul von 101
angegeben wurden.

(102, 32) ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung und im Fall Q(f) = 0 eine homogene lineare Differential-
gleichung. Wir wollen die Koeffizienten R(f) und S(¢) den Wider-
stand oder die Dimpfung bzw. die Steifheit nennen. Uber die Abhingig-
keit der Losungen von ,,der duBeren Einwirkung Q(f) gelten eine
Reihe einfacher Sitze, an die wir im Rest dieses Paragraphen erinnern
wollen und die man unmittelbar durch Einsetzen in (102, 32) bestitigt.

a) Ist x(f) eine Lésung bei gegebener rechter Seite und ¢ eine Konstante, so
ist cx(f) eine Losung, wenn die rechte Seite durch cQ(f) ersetzt wird.

b) Sind x,(f) und x,(f) Losungen, wenn die rechte Seite Q; () bzw. Q4(f) ist,
so ist #x, (f) + x,(¢) eine Losung fiir die rechte Seite Q, (f) + Qa(f).

cy Aus den Eigenschaften a) und b) folgt: Wenn die Differentialgleichung
(102, 32) fiir gewisse rechte Seiten Q,(f), Q,(f), ... bzw. die Ldsungen x(¢),
%, (¢), ... hat, so ist

€% (8) + coxg(t) + -+ -
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eine Losung fiir die rechte Seite
61 Q1 (8) + ;@) + - -

d) Ein Spezialfall von c) ist der folgende: Ist sowohl z, (¢) als auch x,(f) eine '
Lésung von (102, 32), so ist x,(f) — #,;(¢) eine Lésung der entsprechenden homo-
genen Gleichung

(102, 33) i+ R({t)x+ S{t)x = 0.

Man erhilt daher das vollstindige Integral von (102, 32), indem man zum voll-
standigen Integral von (102, 33) ein beliebiges partikuldres Integral von (102, 32)
hinzufigt.

e) Fir die homogene Gleichung (102, 33) besagen die Satze a) bis c), daB
eine beliebige Linearkombination von Lésungen mit konstanten Koeffizienten
wieder eine Losung ist. Insbesondere ist das ,,Nullintegral'' x(t) = 0 fir alle ¢
stets eine Losung; jede andere Losung heiBlt ein eigentliches Integral. Lésungen
#(8), %,(8), ..., % (t) von (102, 33) nennt man linear unabhdngig, wenn eine
Linearkombination mit konstanten Koeffizienten

1% (8) + coxy (8) + - - - + crxi(Y)
nur dann fir alle ¢ Null werden kann, wenn alle Koeffizienten ¢, Null sind, andern-
falls linear abhdngig. In einer Reihe von linear unabhdngigen Losungen kann das
Nullintegral offenbar nicht vorkommen.

f) Die Maximalzahl der linear unabhangigen Integrale von (102, 33) ist 2.
Es seien ndmlich #, (¢) und #,(¢) zwei Integrale von (102, 33). x,(¢) sei ein eigent-
liches Integral, und die Betrachtung .werde auf ein f-Intervall beschrinkt, in
welchem #,(¢) - 0 ist. Man hat dann
4 (3‘1.(‘)) _ Fafy

dt \xy(t) X3
Nun sind #; und », dann und nur dann linear abhingig, wenn das Verhiltnis 7‘:1
konstant ist, wenn also Vg
(102, 34) A(t) = xy%y— x,%,

fiir alle ¢ des betrachteten Intervalls verschwindet. Wir nehmen nun an, daB x
und #, linear unabhéngig sind, und bezeichnen mit {, einen Zeitpunkt, fiir den
A(t,) #+ 0 ist. In der von » und #, abhingigen Losung

(102, 35) % = C1 % + Cy%,,
(102, 36) F =01 F + Cyiy

kann man ¢, und ¢, wegen A (%) 7 O so bestimmen, daB ¢ = ¢, willkiirlich vor-
geschriebene Werte ¥ = x5, # = v, entsprechen. Das bedeutet, daB (102, 35) das
vollstandige Integral von (102, 33) mit ¢, und ¢, als Parametern darstellt.

DaB die Maximalzahl der unabhingigen Integrale andererseits nicht kleiner
als 2 sein kann, folgt daraus, daB man zwei partikulare Integrale durch solche
Werte von x und # fir ¢ = ¢, bestimmen kann, da8 der Wert A(ty) in (102, 34)
von Null verschieden ausfillt.

Ferner sieht man, da die Bedingung A (#) & 0 fiir zwei linear unabhingige
Losungen x;, und », im ganzen Zeitintervall gelten muB, in dem die Differential-
gleichung die Regularitatsvoraussetzung erfiillt. Hatte man namlich A() = 0
fiir einen bestimmten Wert ¢, von ¢ im Regularititsintervall, so besaBen die Glei-

chungen AN YA (ty) =0,
c1 71 (tg) + cg%y(ty) = 0

eine von (0, 0) verschiedene L&sung (c,, ¢,;), und das entsprechende Integral c, x,
4+ cgx, miilte fuir alle Werte von ¢ verschwinden, da es die Werte von x und %
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fiir ¢ = ¢, mit dem Nullintegral gemeinsam hat. Dies wiirde der vorausgesetzten
Unabhiéngigkeit von x, und x, widersprechen.

g) Ist x,(f) ein eigentliches Integral von (102, 33), so stellt in einem Zeit~
intervall, in dem x,(¢) nicht verschwindet,

(102, 37) xz_.:xlfxlee—»fﬂwdldt

eine von #,; linear unabhingige Losung dar. Man kann dies durch Berechnung
von A'fa und a',’z und Einsetzen in (102, 33) bestatigen. DaB #, und x, linear un-
abhingig sind, folgt daraus, daB die Determinante A () den Wert

A= e—-fR(t)dt 4: 0
besitzt.
Es ist also hinreichend, nur ein eigentliches Integral von (102, 33) zu kennen,
um das vollstindige Integral ¢, »;, + ¢y, bilden zu konnen.
h) Hat (102, 33) konstante, d. h. von ¢ unabhéangige Koeffizienten R und S,

(102, 38) ¥+ Rx+ Sx=0,
so kann man stets ein eigentliches Integral von der Form
(102, 39) ' ¥ = et
finden. Durch Einsetzen erhidlt man namlich
x4+ Rx + Sx=c¢e"'[v2 4+ Ry + S].

(102, 39) stellt daher fur ~ o0 < ¢ << -+ 00 ein partikuldres Integral von (102, 38)
dar, wenn fiir » einc Wurzel der ,,charakteristischen Gleichung*

(102, 40) 24+ Ry - S =0

gewahlt wird. Hat diese zwei verschiedene Wurzeln #; und 7,, so sind die ent-
sprechenden partikularen Integrale linear unabhingig, und

(102, 41) x = c e’ 4 e

ist das vollstandige Integral von (102, 38). Hat (102, 40) die Doppeclwurzel 7,
so erhilt man unmittelbar nur das eine partikuldre Integral x» = e’¢; aber dann
liefert (102, 37) das davon unabhingige partikulire Integral te’*, so da8 man
das vollstandige Integral

(102, 42) ¥ = e"(c; + c,t)

erhilt. Hat (102, 40) komplexe Wurzeln, so sind die entsprechenden partikulidren
Integrale konjugiert komplex. Man erhilt dann reelle Lésungen, wenn man ¢,
und ¢, in (102, 41) konjugiert komplex wahit.

Die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten gehoért zum Typus 5 und kann daher auch nach den dort geschil-
derten Methoden behandelt werden.

i) Sind #, (f) und #,(f) zwei unabhéngige partikulire Integrale von (102, 33)
und A die entsprechende Determinante (102, 34), so stellt

(102, 43) t)f”l \oW 4y ;)f ‘-’g)(?

ein Integral der inhomogenen (xlelchung (102, 32) dar. Dies kann dadurch nach-
gewiesen werden, daB man # und x bildet und in (102, 32) einsetzt. Hierbei ist
es gléichgiiltig, welchen der Werte der beiden unbestimmten Integrale man fixiert.
Eine Anderung um willkiirliche additive Konstanten bewirkt ja nur eine Ande-
rung von x um eine Linearkombination von x; und #,, also um ein Integral der
homogenen Gleichung [vgl. d)]. Man kann daher auch sagen, daB (102, 43) das
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vollstandige Integral von (102, 32) darstellt, wenn man die Integrationskonstanten
als in den unbestimmten Integralen enthalten annimmt.

j) Hat die inhomogene Gleichung (102, 32) konstante Koeffizienten R und S,
so kann man nach h) und i) ihr vollstindiges Integral durch zwei Quadraturen
herstellen. Wenn S + 0 ist, kann die Rechenarbeit gelegentlich durch folgendes
Verfahren erleichtert werden. Man sucht eine Lésung von (102, 32), indem man
von ihrer formalen Darstellung durch eine Reihe

x=cy0t) + 6, 00) + xgQ(t) + -+

mit konstanten Koeffizienten o, &;, &,, . .. ausgeht. Bildet man dann 2 und #
und setzt in (102, 32) ein, so erhalt man fiir die Koeffizienten
1 R
Koy =

und fiir ¢ == 2 die Rekursionsformel

A= - Roo g+ o o).

Ist Q(¢) ein Polynom in ¢, so bricht die Entwicklung nach endlich vielen Glie-
dern ab. In anderen Fillen kann sie auf konvergente Reihen fithren.

Fir R = 0 verschwinden dic Noeffizienten mit ungeraden Indizes, und die
Koeffizienten mit geraden Indizes bilden eine geometrische Folge mit dem Quo-

tienten —-l.
S
Ist Q konstant, so findet man _Q als partikuldres Integral der inhomogenen
Gleichung. S
k) Zum Schluf§ erwahnen wir noch als besonders einfachen Fall die Ditferen-
tialgleichung (102, 38) mit R =0, S 4 0

(102, 44) ¥+ Sx = 0.

Je nachdem S positiv oder negativ ist, setzen wir S = A% oder S = —h2
Wenn S positiv ist, fithrt

(102, 45) x4 h2x =0

auf komplexe Wurzeln der charakteristischen Gleichung (102, 40). Man kann
jedoch auch, ohne die Rechnung durch komplexes Gebiet zu fithren, sofort ein-
sehen, daB (102, 45) die beiden unabb#ingigen reellen Losungen cosh¢ und sinht
und daher das vollstindige Integral

(102, 46) x = cycosht + c,sinht

besitzt. Durch Einfithrung neuer Konstanten 4, « bzw. B, f kann dies auch
auf die Form

(102, 47) x = Acos(ht + &)
oder
(102, 48) x = Bsin(ht + B)

gebracht werden.
Ist S negativ, so fihrt

(102, 49) ¥ — h¥x =0
auf die Wurzeln » = 4 von (102, 40), also auf das vollstandige Integral
(102, 50) x = cett 4 et

Man kann der Losung durch Einfithrung des hyperbolischen Sinus und Kosinus
eine (102, 46) entsprechende Gestalt geben. Wir erinnern an die Definition und
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einige Rechenregeln fiir diese oft verwendeten Funktionen:

(@) Cojz=4("+e%), Cinz=13}(—e,
(b) Cof2z — Gin%z =1, ,

(c) Goj(—2) = Cojz, Gin(—2) = —Cinz,

(102, 51) @ | €910 +2) = Coiy Cof s + Siny Ginz,
Gin(y + 2) = GinyCojz 4+ Cofy Ginz,
(e) fi%fjf = Ginz, ‘_i._@dgli" — Gojz.
Setzt man nun in (102, 50) ¢; = ¢, = } bzw. ¢; = —¢, = %, so erhilt man

Cojkt und Sinkt als zwei linear unabhingige partikulare Integrale von (102, 49),
und das vollstindige Integral kann dann

(102, 52) % = ¢,Cofht + ¢, Cinht

geschrieben werden, wo ¢, und ¢, neue willkiirliche Konstanten sind.

DaB Cojit und Cinkt die Gleichung (102, 49) befriedigen, erkennt man auch
direkt mit Hilfe der Rechenregeln (102, 51) (e).

103. Beispiele von Bewegungen mit konstanter Beschleunigung. Reaktions-
krdfte. Reibung. Wir betrachten in diesem Paragraphen verschiedene Bei-
spiele geradliniger Bewegungen mit konstanter Beschleunigung. Die Integration
der zugehorigen Differentialgleichung ist fiir diesen Fall schon in 101 durch-
gefihrt. [Vgl. (101, 8—12).] Die Beispiele geben Veranlassung zur Behandlung
von Reaktionskriften, insbesondere Reibungskraften im dynamischen Fall und
zu dem Hinweis, daBl eine Bewegung in ihren verschiedenen Stadien verschie-
denen Differentialgleichungen geniigen kann. Uber die Reibungskraft wird an-
genommen, daB sie dem Normaldruck der aufeinander gleitenden Flachen pro-
portional ist. Der Proportionalititsfaktor u wird der dynamische Reibungskoeffi-
zient genannt. Durch Versuche kann festgestellt werden, da er etwas kleiner
als der entsprechende statische Reibungskoeffizient ist; doch sehen wir im all-
gemeinen von diesem Unterschied ab. Die Reibungskraft ist stets der Geschwin-
digkeit des von ihr angegriffenen Massenpunktes entgegengesetzt gerichtet.

1. Gleitende Bewegung auf der Fallinie einev vauhen schiefen Ebene. Wir legen
die »-Achse nach unten gerichtet in eine Fallinie der schiefen Ebene und bezeichnen
deren Neigungswinkel mit . Der bewegte
Massenpunkt, dessen Masse m sei, unter-
liege allein der Schwerkraft und der Reak-
tion der schiefen Ebene. Wir projizieren
nun zunichst auf die Normale der schiefen
Ebene. Da in dieser Richtung keine Be-
schleunigung stattfindet, miissen sich die
Projektionen der Krafte auf die Normale

: aufheben. Also erhilt die auf den Massen-

ﬁffktgess' aﬁ?w:ﬁggr:gllf:nsﬁ‘ggm Méﬁiﬁ'éﬁ punkt wirkende Normalreaktion N die in

der Abb. 98 angegebene Richtung und die

GroBe mg cosx. Die GroBe der Reibungskraft ist dann umg cosx und ihre Rich-

tung der der Bewegung entgegengesetzt. Als Ausdruck der Kraft, die auf den
Massenpunkt in Richtung seiner Bahn wirkt, erhdlt man daher

K = mgsinx 4- u mgcosw,

wo das obere Vorzeichen fiir aufwirts gerichtete, das untere fiir abwirts gerichtete
Bewegung gilt. Die Differentialgleichung

% = g(sinx 4 u coswx)
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der Bewegung lautet also verschieden fur aufwirts und abwirts gerichtete Be-
wegung. Man hat aber in beiden Fallen konstante Beschleunigung.
Fihrt man den Reibungswinkel ¢ durch

un = tge
ein, so erhilt man
" g .
= - sin(x .
¥ = cose (x d-e)

Fur aufwirts gerichtete Bewegung ist diese Beschleunigung stets abwirts ge-
richtet, fiir abwarts gerichtete Bewegung abwarts gerichtet, falls « > ¢, jedoch
aufwirts gerichtet, falls & << ¢ ist. Dies ist von Wichtigkeit fiir die Entscheidung,
welche partikulare Bewegung durch ein vorgegebenes Bewegungselement (¢, %,, v,)
bestimmt wird. Fiir vy < 0 wird eine aufwérts gerichtete Bewegung eingeleitet,
und diese wird im Laufe einer gewissen Zeit (welcher?) vollstandig abgebremst,
so daB sich der Massenpunkt in einem Zeitpunkt ¢, in momentaner Ruhe befindet.
Im Falle & > ¢ beginnt danach eine abwirts gerichtete und abwarts beschleunigte
Bewegung. Fur x < & verbleibt der Massenpunkt aber fiir £ > ¢, in Ruhe, und
die Differentialgleichung ist durch # = 0 zu ersetzen; dabei ist jetzt die Reibungs-
kraft statisch zu bestimmen und fallt kleiner als ug cosx aus. Im Falle « < ¢
kann man also eine abwirts gerichtete Bewegung nur dadurch erhalten, dai man
sie durch ein v, > 0, also eine abwdirts gerichtete Anfangsgeschwindigkeit ein-
leitet. Die Beschleunigung ist dann nach oben gerichtet, und die Bewegung wird
allmahlich bis zur Ruhe abgebremst.

Fir & = ¢ geht eine abwarts gerichtete Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit vor sich.

2. Bewegung bei konstanter Anziehung von einem festen Punkt auf einer vaiuhen
waagevechten Geraden. Die Gerade werde zur x-Achse gewahlt und das Anziehungs-
zentrum O zum Ursprung. Ist m die Masse des Massenpunktes, also mg sein Ge-
wicht, so ist die Normalreaktion der Geraden ebenfalls mg, da die senkrechten
Krifte einander aufheben miissen. Als Anfangselement werde ¢t = 0, ¥ = a > 0,
v = 0 gewidhlt. Die GroBe der Reibungskraft wahrend der Bewegung ist u mg.
Die konstante Anziehungs-

kraft werde pmg gesetzt. + ? 077 L7g +

Es muBB ¢ > u sein, damit x5 -0 z-a z
. e © ’ Abb. 99. Bewegung eines Massenpunktes auf einer rauhen Ge-
eine Bewegung zustande raden bei konstanter Anziehung.

kommen kann. Die Bewe-
gung ist auf O zugerichtet, und in ihrem ersten Stadium x > 0 haben die Krafte
die in Abb. 99 angegebenen Richtungen. Die Differentialgleichung der Bewegung
ist in diesem Stadium .
= (u— 0)g.

Wir wollen nun zunachst das der Energiegleichung entsprechende Erstintegral
o, (vgl. 101, S. 22
: (V8 3) 2 — 2{(u — 0)gx = const
heranziehen. Wird dieses auf die Strecke von » = a bis ¥ = 0, wo die Geschwin-
digkeit v, sei, angewendet, so erhdlt man

vi=2(¢ —pga,

o = —2le— wie.
Auf der anderen Seite von O wirken beide Krafte in der positiven Richtung der

x-Achse, und man hat .
¥=(u+ 0)g.

Wendet man das entsprechende Energieintegral von x» = 0 bis zu dem Punkt
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x = b an, wo die Geschwindigkeit Null wird, so erhidlt man
v} = —2(u + 0)gb,

vi . e—H,

2(ut+o)g o+

Fiar die weitere Bewegung haben wir nun ganz entsprechende Anfangsbedingungen
wie die, von denen wir ausgegangen sind, und wir konnen daher schliefen, daB
der Massenpunkt Schwingungen um O ausfithrt, wobei die Ausschlige wie die
Q—n
o+ u

Bei dieser Anwendung des Energieintegrals hat die Zeit gar keine Rolle ge-
spielt. Will man die Schwingungszeiten bestimmen, so muB3 man die Zeitpunkte ¢,
und /4, aufsuchen, in denen der Massenpunkt die Lagen » = 0 und » = b passiert.
Hierzu kann man das Impulsintegral @, (vgl. 101, S. 223)

also

Glieder einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten < 1 abnehmen.

v — (4 F 0)gt = const
heranziehen. Es ergibt sich dann fir / = 0 und ¢ = ¢
0=v — (#—0)gh
und fir £ = ¢ und ¢t =4,
v — (b +e)gh = — (1 + e)gty.

Aus diesen zwei Gleichungen findet man

2em 20 | 2le—ma_y,

T e e g

Die Schwingungszeiten zwischen aufeinanderfolgenden maximalen Ausschligen
verhalten sich demnach wie die Quadratwurzeln der Ausschlige, mit denen die

Schwingungen beginnen. Sie nehmen also ab, wie die Glieder
m einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten 'l/e — K
_____ o

_+.

3. Die Atwoobsche Fallmaschine. Zwei Massefl M”und m,
wo M > m sei, sind an den Enden eines Fadens befestigt, der
iitber eine Rolle lauft. Es ist die Differentialgleichung der Be-
wegung aufzustellen. Befindet sich ein gewichtsloser Faden, an
dem eine Masse aufgehingt ist, im Gleichgewicht, so ist die
Spannung des Fadens gleich dem Gewicht der Masse. Dies ist
dagegen nicht der Fall, wenn die Masse eine beschleunigte Be-
wegung ausfithrt. Die Spannung mufB3 dann aus der Bewegungs-
gleichung bestimmt werden. Wir nehmen hier den Faden und
die Rolle als gewichtslos und die Achse der Rolle als reibungs-
frei an. Unter diesen Voraussetzungen ist die Fadenspannung
5 langs des ganzen Fadens konstant. Sie werde mit S bezeichnet.
i’ Sie wirkt auf die Massen an den beiden Fadenenden nach oben.

M Der in Abb. 100 angegebene Abstand x bestimmt die Lage des

Q;?xgil?gl‘lr‘::s‘gt?i?ij Systems. Die Masse M hat dann die Beschleunigung #, nach

unten gerichtet positiv. Die andere Masse muf3 dieselbe, aber

nach oben positiv gerechnete Beschleunigung haben, wenn der Faden gespannt

bleiben soll. Die Bewegungsgleichungen fiir die geradlinigen Bewegungen der
beiden angehingten Massen sind daher

M#= Mg — S,

I

mx =S — mg.
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Hieraus erhilt man

. J/‘I —m
oM im®

M — m M —m
S = mg(1 -+ AT—J,--;n) = ]VIg(i — ----—--+-ﬁ).

Die Bewegung geht also mit einer konstanten Beschleunigung vor sich, die
kleiner ist als beim freien Fall; und die Fadenspannung liegt dem Betrage nach
zwischen den Gewichten der beiden Massen.

In 168 werden wir die gleiche Aufgabe mit Berticksichtigung der Massen von
Rolle und Faden behandeln.

4. Druck einer Last auf eine beschleunigte Unierlage. Auf einer waagerechten
Platte liege ein nur der Schwerkraft unterworfener Massenpunkt der Masse m.
Sein Druck auf die Platte, nach unten positiv gerechnet, ist gleich dem nach oben
positiv gerechneten Gegendruck N der Platte. Wenn nun die Platte mit dem
darauf befindlichen Massenpunkt eine Bewegung in vertikaler Richtung mit der
(nach unten positiv gerechneten) Beschleunigung G ausfiithrt, so lautet die Be-
wegungsgleichung des Massenpunktes

mz = mG =mg — N.
Also crhalt man

N =m(g — G).

Der Druck ist demnach nur dann gleich dem Gewicht des Massenpunktes, wenn
sich die Platte in Ruhe befindet oder gleichférmig bewegt ist. Er ist groBer als
das Gewicht des Massenpunktes, falls die Platte nach oben beschleunigt, also
G << 0 ist; sie ist kleiner als das Gewicht, falls die Platte nach unten beschleunigt
und 0 < G < g ist. Der Druck ist Null fiir g = G, also z. B. wenn die Platte frei
fallt. Fir G > g wird N negativ. Der Massenpunkt kann dann nur auf der Platte
bleiben, wenn er an ihr befestigt ist, und wirkt in diesem Fall auf dic Platte mit
einem aufwirts gerichteten Zug.

Es spielt bei dieser Betrachtung keine Rolle, ob sich die Platte aufwirts oder
abwairts bewegt; es kommt nur auf Richtung und GréB8e ihrer Beschleunigung
an. Man denke etwa an den Druck ciner Last auf den I'uBboden eines Fahrstuhls
wihrend der verschiedenen Bewegungsstadien.

104. Bewegung im widerstehenden Mittel, Wir wollen die geradlinige Be-
wegung eines Massenpunktes der Masse m in einem umgebenden Mittel betrachten,
das der Bewegung einen Widerstand entgegensctzt, der der n-ten Potenz der
Geschwindigkeit proportional ist. Der Proportionalitiatsfaktor werde mit xm (>0)
bezeichnet. Seine Dimension hdngt von # ab. Wirken auf den Massenpunkt im
iibrigen keine Krafte, und bewegt er sich in Richtung der positiven x-Achse, so
lautet die Bewegungsgleichung

(104, 1) mx = —xmv".

Sie fallt also unter den Typus 3 in 102 und 1aB8t sich nach der dort angegebenen
allgemeinen Methode integrieren. Man erhalt

¥ = —xv",
(104, 2) dt .
H—— = YT,
dv
also fir n == 1
vl—n
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Wir fragen nun nach der partikuliren Bewegung, die durch das Anfangs-
element ¢ = 0, ¥ = 0, v = v, > 0 bestimmt ist. Nach der vorigen Gleichung
hat man

1-n
also
(104, 3) V=) o (n— 1) %t

(104, 2) zeigt, daB die Geschwindigkeit mit wachsendem ¢ monoton abnimmt,
1-n

1
und (104, 3) lehrt, daB v = 0 fitfr ¢ = -~ -~— im Falle # < 1, wihrend im Fall

(1 —n)x
n > 1 die Geschwindigkeit v fiir # — 00 gegen Null strebt.
Um #» zu finden, forme man (104, 2) in

dv

v A xv™,
(104, 4) iz o

*oy =Y
um. Dann ergibt sich fiir » & 2 .

nx = —-;:_;-I-— Cg s

also bei Benutzung des Anfangselementes
(104, 5) VP =07+ (n— 2)xx.
(104, 4) zeigt, daB die Geschwindigkeit mit wachsendem » monoton abnimmt,
und (104, 5), daB v = 0 fir » = izzﬁ_;)_; im Falle n < 2, wiahrend v— 0 fiar

x — 00 im Falle n > 2.
(104, 3) und (104, 5) bilden eine Parameterdarstellung der Bewegung mit v
als Parameter. Eliminiert man v, so findet man als explizite Darstellung der

Bewegung
1 7.1__? 1
Y e 2) (@i=" 4 (n — ) at)*™ " — 03",
die gilt, sobald » keinen der Werte 1 oder 2 hat.
Man muB demnach bei der Diskussion der Bewegung zwischen drei Fillen
unterscheiden:
a) Fur » > 2 setzt sich die Bewegung unbegrenzt fort, wobei v — 0, ¥ — 0©

fur ¢t — 00, p2-n
b) Fiir 1 <» < 2 hat man v—0 fiir £->00, wahrend gleichzeitig »+— @ -f—n)x .

. U‘z)_” vé'—n
¢) Fir n<<1 endet die Bewegung (v=0) in der Lage —n)x zur Zeit —n)x

Ubung: Man fithre die Integrationen in den Fiallen » = 1 und #n = 2 durch
und zeige, daB die Bewegung filr » = 1 wie fir 1 < #» < 2 und fiir n = 2 wie
fur » > 2 verlauft.

105. AbstoBung, die einer Potenz des Abstandes proportional ist. Regu-
laritdtsbedingung. Ein Massenpunkt der Masse m sei an die x-Achse gebunden
und werde vom Ursprung O mit einer Kraft der Gro8e «|#x|" abgestoBen, wo «
ein Proportionalititsfaktor ist. Fiir die Lagen » > 0 lautet dann die Differential-
gleichung
{105, 1) mE = ox™.

Auch der Fall « << 0 kann in Betracht gezogen werden; man hat es dann mit
einer Anziehungskraft zu tun.
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(105, 1) ist vom Typus 2 in 102 und wird wie dort angegeben integriert. Man
bringt die Gleichung auf die Gestalt

a1 mv’) = "
dx \ 2 N

und erhilt, falls » + —1, durch Integration, wenn x, und v, zusammengehérige
Werte bezeichnen,

> (v —vj) = (an+1 — ant)

o
n 41
als das Erstintegral, das die Energiegleichung zum Ausdruck bringt. Hieraus

dx .
berechnet man v = —- und formt in

dt
di 2 -
(105, 2) ir = ~—-m(n:_ gy T AT g

um. Durch eine weitere Quadratur erh&lt man nun ¢ als Funktion von x oder
umgekehrt, und damit die Bewegung.

Wir wollen die Diskussion der verschiedenen moéglichen Falle nicht durch-
fithren, sondern nur die partikulire Bewegung mit dem Anfangselement

(105, 3) t=0, =0, v=20

zu bestimmen suchen.

Wenn x = 0 zu den moéglichen Iagen gehoren soll, muB zuniachst der Expo-
nent » im Kraftgesetz positiv sein. Ferner beschranken wir uns auf « > 0, » == 0,
was fir %, = v, = 0 mit sich fahrt, daB die Klammer in (105, 2) nicht negativ
wird. (105, 2) lautet nun

e il
.£=Vﬂtﬂh"f
dx 2x

7 1-n
: 1) =% 2
! = //tnh(,iﬁil__), P B— + c.
20 1—n
Sollen nun ¢ = 0 und » = 0 zusammengehéren, so muBl ¢ = 0 und # < 1 sein.
Unsere Voraussetzung iiber den Exponenten im Kraftgesetz ist also insgesamt
0 < n < 1. Aus der letzten Gleichung findet man die Bewegung fiir ¢ = 0:

L . //__ x - l-n

(105, 4) zmb1 mLme+)4 :

Bildet man umgekehrt hieraus # und #, so findet man # = 0 fir # = 0 und, daB
(105, 4) die Differentialgleichung (105, 1) befriedigt.

Andererseits sieht man unmittelbar, da die Funktion » = 0 fir alle ¢ eben-
falls die Differentialgleichung (105, 1) (fiir » > 0) befriedigt und das Element
(105, 3) enthalt. Es liegt also hier ein Fall vor, wo die Bewegung durch Kraftgesetz
und Anfangselement nicht eindeutig bestimmt ist. Dies rithrt daher, daB die
am SchluB von 101 formulierte Regularititsbedingung nicht erfillt ist: Die par-
tielle Ableitung der Kraft nach »

- =naxt!

existiert fiir # = 0 nicht, wenn # dem hier betrachteten Intervall 0 <#n < 1
angehort.

Die erste in der Gleichgewichtslehre eingefithrte Annahme [vgl. 34, I) S. 80]
besagt, daB der Massenpunkt unter den angegebenen Bedingungen in der Aus-
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gangslage in Ruhe verbleibt. Das Beispiel zeigt, daB diese Annahme ein selb-
standiges statisches Axiom ist und nicht unter allen Umstinden aus unseren
dynamischen Voraussetzungen folgt.

108. Harmonische Schwingungen. Wir wollen den Spezialfall « < 0
und # =1 von (105, 1) ndher untersuchen. Der Massenpunkt werde
also vom Punkt O mit einer Kraft angezogen, deren Gr68e dem Ab-
stand von O proportional ist. Man hat ein Beispiel einer solchen Kraft-
wirkung, wenn der Massenpunkt in der Gleichgewichtslage O durch
eine Feder oder elastische Fiden festgehalten wird, fiir die das HoOKE-
sche Gesetz (15 S. 38) gilt, und wenn das Gleichgewicht dadurch ge-
stort wird, daBB der Massenpunkt etwas von O entfernt und darauf los-
gelassen wird. Allgemeiner kann man an eine Kraft K (x¥) denken, die
allein vom Abstand x von O abhingt und fiir die O eine Gleichgewichts-
lage, also K (0) = 0 ist. Ist K (x) eine zweimal differenzierbare Funk-
tion von x, so wird sie fiir kleine Werte von x mit groBer Genauigkeit
durch das lineare Glied ihrer Taylorentwicklung

K(x)=0+x(dK-) P

ax Jx

ersetzt werden konnen. Wenn hierin der Koeffizient von x negativ ist,
haben K (x) und x entgegengesetzte Vorzeichen, die Kraft wird also
den Massenpunkt in die Gleichgewichtslage zuriickzufiihren suchen und
fiir kleine Storungen des Gleichgewichtes gerade dem Abstand von O
proportional sein. Man hat es hier also mit Bewegungsformen zu tun,
die sehr allgemein bei Vibrationen um Gleichgewichtslagen, iibrigens
auch auBerhalb der eigentlichen Mechanik vorkommen.
Dic Differentialgleichung der Bewegung lautet

(106, 1) mx = —xx
mit « > 0; sie nimmt also nach Division mit m die Gestalt (102, 44)
mit positiver Steifheit S oder (102, 45) an, wenn wir

(108, 2) S =% e

m

setzen. Das vollstindige Integral kann auf jede der Formen (102, 46,
47, 48) gebracht werden, und die beiden Integrationskonstanten be-
stimmen sich durch Vorgabe eines Anfangselements. Wir-wihlen die
Darstellung

(108, 3) x = Bsin (k¢ + B).

Eine solche Bewegung nennt man eine harmonische oder Sinus-
schwingung. B heiBt die Amplitude, § die Phase, T = 2% die Schwin-
gungsdauer, ~:— = »25‘7—’ die Frequenz.

Rechnet man die Zeit von einem Durchgang durch O mit einer
Geschwindigkeit v, in der positiven Richtung der x-Achse, so wird die
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Phase Null, und man erhilt die Gleichungen

(1086, 4) % = Bsinht,
(108, 5) v =% = Bhcosht = h|JB* — x2,
(108, 6) v, = Bh.

Die Bewegung ist periodisch mit der Periode T = 2}7 Diese hingt

also nur von der Steifheit und nicht von der Amplitude ab. Die Fre-
quenz ist der Quadratwurzel der Steifheit proportional. Ld8t man den
Massenpunkt im Abstand B von O los, ohne ihm eine Anfangsgeschwin-
T
4
und diese Zeit ist also unabhiingig davon, wie weit man den Massenpunkt
von O entfernt hat. .

Fiigt man zur hier betrachteten Kraft noch eine konstante Kraft,
so bewirkt dies eine Verschiebung der Gleichgewichtslage, und der
Massenpunkt fiithrt ebenso wie vorher harmonische Schwingungen, aber
um die neue Gleichgewichtslage aus. Die Differentialgleichung kann

namlich ¥+ h2x 4+ c=0

digkeit zu erteilen, so braucht er die Zeit -, um nach O zu gelangen,

geschrieben und mit Hilfe der Substitution y = x - —25 in

y 4 h2y — 0
iibergefiihrt werden.

Beispielsweise fiihrt ein schwerer Massenpunkt, der an einer verti-
kalen Spiralfeder aufgehingt ist, eine harmonische Schwingung um seine
Gleichgewichtslage, d. i. die Lage, in der er gerade von der Spannung
der Feder getragen wird, aus.

Betrachtet man eine abstoBende an Stelle einer anziehenden Kraft,
so erhdlt man die Differentialgleichung

mx = XX

mit « > 0. Diese kann auf die Form (102, 49) gebracht werden. Die
Bewegung wird also durch (102, 50) oder (102, 52) dargestellt.

107. Gedimpfte Schwingungen. Der im vorigen Paragraphen be-
trachtete Massenpunkt unterliege auler der ,,Steifheitskraft —ax einer
der Bewegung entgegen gerichteten Dampfungskraft, deren GréBBe von
der Geschwindigkeit abhingt. Wir wollen annehmen, dal3 diese Damp-
fungskraft der Geschwindigkeit proportional ist, und sie —f# schreiben,
wo f§ > 0 ist; damit ist ihre Richtung sowohl fiir # > 0 als auch fir
% < 0 richtig beriicksichtigt. Bei Dimpfungskriften, die nicht genau
der Geschwindigkeit proportional sind, aber doch Null werden, wenn
die Geschwindigkeit Null ist, kann man sich — jedenfalls fiir kleine
Geschwindigkeiten — auf das lineare Glied ihrer Taylorentwicklung
beschranken. Daher ist die hier eingefiihrte Annahme recht allgemein
brauchbar.
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Die Differentialgleichung der Bewegung lautet
(107, 1) mx = —ox — %,

nimmt also nach Division durch m die Gestalt (102, 38) an. Neben der
Bezeichnung (108, 2) fiir die Steifheit fithren wir fir die Dampfung
die Bezeichnung

(107, 2) = F o

m

ein. Beide Konstanten # und % sind positiv und haben die Dimension
[T-1]. Die Differentialgleichung schreibt sich nun

(107, 3) %+ 2k% + h?x = 0.

Sie 1ift sich nach der unter 102, 6, h) S. 230 angegebenen Methode
integrieren. Die charakteristische Gleichung

(107, 4) 2+ 2kr +h2=0
hat die Wurzeln

o= — kL VR — R,
(101, 5) { ' 7

1y = —h — VB — I#,

und wenn diese verschieden sind, ist (102, 41) das vollstindige Integral.
Die folgende Diskussion lehrt, daB3 die Bewegung fiir £ = 4 einen ganz
anderen Charakter hat als fir &2 <<#h.

Zunichst nehmen wir 2> 4 an (starke Ddmpfung). Die Wurzeln
(107, 5) sind dann reell und beide negativ. Wir wollen sie mit —A4,
und —24, bezeichnen, wo 4, > 0, 4, > 0, und etwa 1, > 4, ist. Man
hat also

= k —R: — A2,
(107, 6) .
Ay =k + VR — 2.
Hiermit erhilt man das vollstindige Integral
(107, 7) X = Clg_;'lt + 626";~at’
(107, 8) V=% = —Ace”ht — dycpeht,

Man entnimmt aus (107, 7), da8 x — O fiir £ > oo und aus (107, 8), dal
v—> 0 fiir {—>o00. Der Massenpunkt strebt also im Laufe unendlich
langer Zeit mit unbegrenzt abnehmendem Geschwindigkeitsbetrag gegen
die Gleichgewichtslage. Im iibrigen hat die Bewegung verschiedenen
Charakter, je nachdem ¢, und ¢, gleiche oder verschiedene Vorzeichen
haben.

Sind ¢; und ¢, von gleichem Vorzeichen, so entnimmt man aus
(107, 7), daB x dasselbe Vorzeichen, und aus (107, 8), daB v das ent-
gegengesetzte Vorzeichen fiir alle Werte von ¢ hat. Weder x noch v
nehmen den Wert Null an. Sind die Konstanten z. B. positiv, so 1a8t
sich die Bewegung in einem x, ¢-Koordinatensystem fiir —oo << ¢ <<+ o



107. Gediampfte Schwingungen. 241

etwa durch Abb. 101 wiedergeben. Sind beide Konstanten negativ,
so hat man die Kurve an der {-Achse zu spiegeln. Ist eine der Kon-
stanten Null, so erhilt man eine Bewegung derselben Art.
Haben ¢, und ¢, verschiedene Vorzeichen, so findet man
- i = 1 — a) =
¥x=0 fir {= A,—lllog( 01) =t,,
1

— s . . {2_52 -
v=0 fir t—iz»-lllog( C‘)“ ty.

Hierbet ist ¢, > {,. Nimmt man z. B. ¢; > 0 ¢, < 0 an, so 14Bt sich
die Bewegung fiir —oo <t << + oo durch Abb. 102 wiedergeben. Fiir
¢, < 0 und ¢, > 0 hat man die Kurve wieder an der ¢-Achse zu spiegeln.

Abb, 101, Abb. 102.
Stark gedidmpfte harmonische Schwingungen.

Will man eine partikulire Bewegung durch ein Paar zusammen-
gehoriger Werte x = x, und v = v, festlegen, so wihlt man zweck-
miBig den entsprechenden Zeitpunkt zum Nullpunkt f{ == 0. Man er-
hilt dann aus (107, 7, 8)

xo = Cl + 02 , ‘Uo == —]bl Cl —_ 252 62 ,
also
PR T e _ hFt
P g T

Die Vorzeichen dieser Konstanten sind dann entscheidend fiir den Cha-
rakter der Bewegung.
Wir nehmen nun k2 < %4 an (schwache Ddmpfung). Setzt man

(107, 9) kt — h? = —p?,
so erhdlt man aus (107, 5)
1= —k iy, ry=—k—1y,

wobei ¢ =7} —1 ist, und das vollstindige Integral (102, 41) nimmt die
Gestalt ‘

x = ekt (c et 4 coem i) = e~Ft[(c, + ;) cosyt + (¢; — cp)Tsinyi]

Nielsen. Mechanik. 16
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an. Die reellen Losungen erhdlt man, wenn man mit reellen 4 und B
¢, =3(4 —Bi), c,=3(4 +Bi)
setzt, in der Gestalt
(107, 10) x = e~ ¥ [Acosyt 4+ Bsinyi].
Durch Einfiihrung von
A =acosp, B =asing
kann man die Losung noch auf die Form
(107, 11) x = ae~*lcos(yt — @)

bringen. Ohne durch das komplexe Gebiet zu gehen, kann man sich
auch durch direktes Nachpriifen davon iiberzeugen, daB (107, 11) das
vollstindige Integral von (107, 3) ist, falls (107, 9) gilt.

In (107, 10) sind 4 und B und in (107, 11) a und ¢ die Integra-
tionskonstanten. Diese konnen stets so bestimmt werden, dal3 die ent-
sprechende partikulire Losung ein willkiirlich gegebenes Bewegungs-
element (¢, x,, v,) enthilt.

Aus (107, 11) entnimmt man, dall x fiir alle Werte von ¢ zwischen

den Funktionen
y, = ae~*¥ und vy, = —ae k!

liegt und dall x abwechselnd dicse Werte in denjenigen Zeitpunkten ¢
erreicht, in denen cos(yt — ¢) gleich 1 oder —1 ist. Da nun y, »> 0
und y, — 0 fiir £ > oo, sieht man, dall die Bewegung des Massenpunktes
eine Schwingung um die Gleichgewichtslage mit unbegrenzt abnehmen-
den Ausschligen ist. Der Massenpunkt passiert die Gleichgewichtslage
in den Zeitpunkten, in denen cos(y¢ — @) = 0 ist. Diese folgen auf-

. . . JT
einander mit konstantem Zwischenraum ot

Die groBten Ausschlidge treten nicht ein, wenn x die Werte y, oder v,
erreicht, sondern in den Zeitpunkten, in denen die Geschwindigkeit
Null wird. Bildet man aus (107, 11)

(107,12) v=24 = —ae *[kcos(yt — @) -+ ysin(yt — ¢)],

so sieht man, dafl v = 0 wird, wenn
k

(107, 13) tglyt - @)= —

ist. Die Werte von ¢, die diese Gleichung befriedigen, folgen ebenfalls
aufeinander mit dem konstanten Zwischenraum

(107, 14) T e = e — =

Gleichgii_ltig, ob man nun die Durchginge durch die Gleichgewichtslage
oder die maximalen Ausschlage beobachtet, wird man also konstatieren,
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daB die Schwingungen gleiche Dauer haben,.daB sie ,,ssochron‘‘ sind,
ebenso wie die ungeddmpften Schwingungen. Vergleicht man (107, 14)

mit der halben Schwingungsdauer ; T = —;:— der ungedimpften harmo-

nischen Schwingungen bei derselben Steifheit, so sieht man, daB die
Dampfung vergroBernd auf die Schwingungsdauer wirkt. Nihert sich &
dem Wert 4, so wichst 7 in (107, 14) unbegrenzt. Es ergibt sich dann
der Ubergang zum sog. ,aperiodischen Fall“ % = &, wo die Bewegung
nicht mehr den Charakter einer Schwingung hat.

Eine eigentlich periodische Bewegung liegt jedoch auch fiir £ < &
nicht vor, da die Bewegungszustinde des Massenpunktes, d.h. die
Wertepaare », v, sich nicht wiederholen. Da- —

gegen liest man aus (107, 11) ab, daB die Funk- \ _— // <
tion x = f(¢) die Funktionalgleichung \ < /
kx /
-7 /
(107, 15) ,‘(;: + _’;): —e 7 f() \\ /
erfiillt. \

Wendet man (107, 15) auf die maximalen \ /
Ausschlige an, so sieht man, daB3 diese, ab- | /
gesehen davon, dafB sie das Vorzeichen wechseln, N
die Glieder einer geometrischen Reihe mit dem \ )’

k \
Quotienten ¢ » bilden. Die Logarithmen der W
4

Ausschlige bilden also die Glieder einer arith-
Abb. 103. Schwach gedampfte

. o . . kx ; o
metischen Reihe mit der Differenz o dem sog.  harmonische Schwingungen.

logarithmischen Dekrement. Wenn man dieses experimentell beobachtet,
kann man das Verhiltnis zwischen Steifheit und Dampfung beurteilen, da

7 _]/l{’_"': 4

. E VR
1st.

Die Bewegung 148t sich fiir £ < & etwa durch Abb. 103 wiedergeben.

108. Erzwungene Schwingungen. Wir wollen nun den Fall unter-
suchen, daB3 ein Massenpunkt auBer einer dem Ausschlag proportio-
nalen Steifheitskraft und einer der Geschwindigkeit proportionalen
Dampfungskraft der Einwirkung einer Kraft unterliegt, die periodisch
von der Zeit abhingt. Man wird vermuten, dal} eine solche Kraft
schwingende Bewegungen im selben Rhythmus wie die Kraft hervor-
ruft, und daB diese sich den friiher betrachteten ,,Eigenschwingungen'’
des Massenpunktes iiberlagern. Der hier behandelte Fall kann als ein-
fachstes Beispiel der mannigfachen ,,Mitschwingungsprobleme‘* dienen,
die hiufig bei physikalischen oder technischen Problemen auftreten.

Bezeichnet man die periodische Kraft mit mQ(f), so erhilt man
nach Division durch m als Differentialgleichung der Bewegung

(108, 1) X+ 2k% 4 htx = Q(f).
16*
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27

Ist
p
(108, 2) Q(f) = a, + aycospi + b, sinpt 4 a,cos2pt + bysin2pt 4----,

wo man bei praktischen Aufgaben oft nur eine kleine Anzahl Glieder
mitzunehmen braucht, um eine hinreichend gute Approximation fiir Q (¢)
zu erhalten. Ersetzt man nun in (108, 1) die rechte Seite nacheinander
durch die einzelnen Summanden von (108, 2) und bestimmt zu jeder
einzelnen dieser Differentialgleichungen ein partikulidres Integral, so ist
die Summe dieser Integrale nach der unter 102, 6, c) genannten Eigen-
schaft ein partikuldres Integral von (108, 1). Ersetzt man die rechte
Seite von (108, 1) durch die Konstante a,, so hat man in x = ayh~?2
ein partikuldres Integral. Fiir alle iibrigen Summanden von (108, 2)
1aBt sich die Aufgabe sofort auf den folgenden Fall zuriickfiihren, auf
den allein wir nidher eingehen.

In der Differentialgleichung

(108, 3) A+ 2kR% + hix = E cospt

haben die Konstanten &, » und p die Dimension [T~?] und die Kon-
stante £ die Dimension [LT~%]. Alle diese Konstanten werden als
positiv vorausgesetzt. Da zwei linear unabhingige Losungen der ent-
sprechenden homogen linearen Gleichung (107, 3), nimlich

die Periode von Q (t), so lautet die Fourierentwicklung von Q (¢)

xl . e"'lt — e(""k+ V’C’—hz) t’ x2 f— e":t — e("‘k— Vi?'—;_k’)t

schon aus 107 bekannt sind, gibt (102, 43) das vollstindige Integral
von (108, 3), wenn man fiir Q(f) die Funktion Ecosp? einsetzt. Fiir A
ergibt sich nach (102, 34)

A= —2yRt — fre 2kt
Man findet nach einiger Rechnung

(108,4)  x =", _'"};;é‘)fj_fp‘q? [(#® — p*)cospt + 2pksinpt] + F (1),

WO
(108, 5) F(t) = cyeht +- cypen!

das vollstindige Integral der homogenen linearen Gleichung ist und
von den willkiirlichen Integrationskonstanten der in (102, 43) auf-
tretenden unbestimmten Integrale herriihrt.

Die Rechnung vereinfacht sich bei Verwendung des unter 102, 6, j)
angegebenen Verfahrens, das darauf ausgeht, sofort ein partikulires
Integral der Form

(108, 6) x = acospt + bsinp?

zu suchen. Bildet man hieraus % und % und setzt in (108, 3) ein, so
findet man

(A% — p¥a + 2pkb — E]cospt + [(h? — p%b — 2pka]sinpt = 0.
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'

Soll diese Gleichung fiir alle Werte von ¢ erfiillt sein, so miissen die
eckigen Klammern einzeln verschwinden. Bestimmt man hieraus a
und b, setzt in (108, 6) ein und fiigt das vollstindige Integral F (f) der
homogen linearen Gleichung hinzu, so findet man die Losung (108, 4)
wieder.

Definiert man eine Phase ¢ durch

. 2pk W — p
108, SING = —— —r—————— COSq —= —— ,
108,7) sing ViRE — PP + 4 p2 42 SRy s v
so lalit sich (108, 4) auf die Gestalt
(108, 8) Hm e cos(pt — q) + F ()

VB P et
bringen.

An diese Gleichung kniipfen wir nun die eingehendere Diskussion
der Losung. Man bemerkt zunichst, dal3 die Anpassung an ein ge-
gebenes Bewegungselement nur den zweiten Summanden F (f) beein-
flut, der allein die Integrationskonstanten ¢, und ¢, enthilt [vgl.
(108, 5)]. Der erste Summand

(108, 9) Acos(pt —q),
wo die Amplitude

E
108, A /= I T TImmTTeT
( 10) V(ha . Pz)z + 4p2k2
die Zeit nicht enthalt, ist eine harmonische Schwingung, F (f) dagegen
eine gedampfte Schwingung. Nach 107 hat man daher F () > 0 fiir

t— oo, gleichgiiltig, ob k-g h ist, wenn nur iiberhaupt irgendeine
Dampfung vorhanden, also % > 0 ist. Nach Verlauf einer hinreichend
langen Zeit wird daher die Bewegung (108, 8) im wesentlichen durch
den Bestandteil (108, 9) wiedergegeben werden konnen. Die Eigen-
schwingung des Massenpunktes klingt ab, und die ,,erzwungene Schwin-
gung'® (108, 9) wird vorherrschend. Wir wollen deshalb etwas niher
auf deren Eigenschaften eingehen.

Die erzwungene Schwingung (108, 9) ist ,,synchron’ mit der Kraft,

d. h. sie hat dieselbe Periode -2; wie die dulere Kraft mEcospt, die

das Mitschwingen des Massenpunktes hervorruft. Die Amplitude der
Schwingung ist dem Maximum der Kraft proportional. Die Schwin-
gungen folgen aber dem Pulsieren der Kraft mit einer Phasenverschie-
bung, die durch die Phase ¢ wiedergegeben wird. Diese kann nach

(108, 7) stets im Intervall 0 << ¢ < & gewihlt werden. Es ist ¢ é ; ,

je nachdem p % h ist. Bei langsamem Pulsieren der Kraft schwingt
der Massenpunkt fast in gleicher Phase mit der Kraft, wihrend die
Phasenverschiebung bei sehr schnellem Pulsieren gré8tméglich, nim-
lich beinahe 7 ist.
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Besonderes Interesse kniipft sich an den Fall p = &, wo die Periode
der Kraft mit der Periode der ungedimpften Schwingungen iiberein-

stimmt. Man entnimmt dann aus (108, 7), dall ¢ = f—, und danach
aus (108, 9, 10)

(108, 11) x=_E

zpksmpt

als Darstellung der erzwungenen Schwingung in diesem ,,Resonanzfall®.
Es besteht hier eine Phasenverschiebung von Z . so daB der Massen-

punkt durch die Gleichgewichtslage geht, wenn die Kraft am groBten
ist. Ist % zugleich Kklein, so ist die Amplitude in (108, 11) grol3; bei
Resonanz und schwacher Dampfung wird also ein starkes Mitschwingen
hervorgerufen.

Bei schwacher Dimpfung, also kleinem &, zeigt (108, 7), daB sing
im allgemeinen in der Nihe von Null liegt. Fir p < 4 besteht also
fast keine Phasenverschiebung, wihrend sie fiir p > % beinahe 7 ist.
Nur wenn p schr wenig von 2 verschieden ist, erreicht sing die Nihe
von 1. Es ist also nur ein kleines Intervall von p Werten, das dhn-
liche Verhiltnisse wie die Resonanz ergibt. Bei schwacher Dimpfung
hat man scharf ausgeprigte Resonanz.

Ahnliche Bemerkungen kénnen beziiglich der Amplitude A gemacht
werden. Wenn £ klein ist, macht sich besonders stark geltend, wenn p
den Wert % oder einen sehr wenig davon abweichenden Wert annimmt.
Ubrigens tritt das wirkliche Maximum von A bei konstanten 4 und k
nicht fiir = h, sondern fiir den Wert —th — 22 ein, der den
Nenner in (108, 10) zum Minimum macht. Fiir kleine Werte von % ist
jedoch der Unterschied unbedeutend. — Hailt man dagegen % und p
konstant und stimmt die erzwungene Schwingung durch Variieren der
Steifheit, also von 4 ab, so tritt das Maximum der Amplitude genau
im Resonanzfall # = p ein.

Wirkt eine periodische Kraft mFE cospt auf einen keiner Dampfung
unterworfenen Massenpunkt, ist also £ = 0, so findet man aus (108, 7)

g=0tfir p <hund ¢g=wm fir p > % und aus (108, 10) 4 = ; sz

Ferner ist zu beachten, daB3 (108, 5) jetzt durch die gewdhnliche harmo-
nische Schwingung des Massenpunktes zu ersetzen ist, also nicht mehr
fiir grofle ¢ zu vernachlissigen ist. Man erhilt als vollstdndiges Integral

(108, 12) x = F—f_};z— cospt + ¢, cos(ht — c,)

mit willkiirlichen Konstanten ¢, und ¢,. Die Bewegung setzt sich also
aus zwei harmonischen Schwingungen mit verschiedenen Perioden zu-
sammen. Fiir gewisse Werte von ¢ verstarken sich die Ausschlige, fiir
andere heben sie sich ganz oder teilweise auf (Interferenz).
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LiBt man hierbei p gegen k konvergieren, so geht die Amplitude
der erzwungenen Schwingung gegen co. Im Resonanzfall $ = 4 kann
man die obige Formel (108, 12) nicht verwenden. Man findet aber
z. B. mit Hilfe von (102, 43) als eine Ldsung der Differentialgleichung

X + h%x = E cosht
die Funktion

E .
X = 2--}-itsmht.

Man hat es also mit Schwingungen zu tun, deren Amplituden mit
wachsendem ¢ zunehmen. Zu diesen Schwingungen kommen noch die
harmonischen Eigenschwingungen.

Wir wollen noch (nun wieder fiir 2 > 0) untersuchen, welche Arbeit
die auf den Massenpunkt wirkenden Kréfte wiahrend einer vollstindigen
Schwingung leisten, wenn der Massenpunkt nur noch die erzwungene
Schwingung (108, 9) ausfiihrt, wenn also die Bewegung schon praktisch
stationar geworden und die Eigenschwingung verschwunden ist. Die
Bewegung ist also durch (108, 7, 9, 10) gegeben:

¥ = Acos(pt —q), %= —pdsin(pt—q).
Die Steifheitskraft —mh2x leistet die Arbeit

—mhzfxdx = -

z

ht . .

und diese wird fiir eine vollstindige Schwingung Null, da dann x, = %,
ist. — Fir diese Kraft existiert eine Kriftefunktion, und die Arbeit
wird dann Null, wenn der Massenpunkt in die Ausgangslage zuriick-
kehrt.

Die Dampfungskraft —2mkx leistet wihrend einer vollstindigen
Schwingung die Arbeit

2 2n

tt - A
X2 v Y4
—2mk[idx =—2mk[52dt = —2mkpt A% [sin?(pt — q) d!
z ty b

= —2mamkpAL

Denselben Betrag mit entgegengesetztem Vorzeichen erhilt man fiir
die Arbeit der periodischen Kraft

2
it
T

fame cos (pt) dt.
4L

(Es sei dem Leser iiberlassen, die Ausrechnung durchzufiihren.)

Die gesamte im Zeitintervall [tl, t, + 2}?] geleistete Arbeit ist also
Null. Dies steht in Ubereinstimmung damit, daB die Geschwindigkeit
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des Massenpunktes, also auch seine kinetische Energie zum Ausgangs-
wert zuriickkehrt. Wir konnen das Resultat folgendermafen zusammen-
fassen:

Die periodische Kraft fiihrt dem Massenpunkt wihvend jeder voll-

standigen Schwingung, also in jedem Zestintervall der Linge g; die Energie

_ 2am k E?

zu, und dieser Energiebetrag wird im selben Zeitraum zur Uberwindung
der Dimpfung verbrauchi.

Im Resonanzfall erhdlt man fiir die pro Schwingung umgesetzte
am E?

Energie den einfachen Ausdruck —- 2pk

Ubungsaufgaben zum 13. Kapitel.

1. Zwei Massenteilchen mit den Massen m, und m, bewegen sich unter dem
EinfluB der Schwere auf zwei schiefen Ebenen mit den Neigungswinkeln &, und «,.
Die Bewegung findet in einer Normalebene zur waagerechten Schnittkante der
beiden Ebenen statt. Die Teilchen sind durch einen Faden verbunden, der iiber
die Schnittkante hinweglauft, und von dessen Gewicht man absieht. Die Be-
schleunigungen und die Spannung des Fadens sind zu ermitteln.

2. Eine schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel o ist so rauh, da8 ein Massen-
teilchen sich auf derselben gerade noch im Gleichgewicht halt. Wie weit bewegt
sich das Massenteilchen langs der schiefen Ebene aufwirts, wenn man ihm die
Anfangsgeschwindigkeit # erteilt?

3. An einem einfachen Flaschenzug (vgl. Abb. 154, S.462), der aus einer festen
und einer losen Rolle besteht, sei an der losen Rolle eine l.ast L und an dem
freien Seilende ein Gewicht P aufgehiangt. Man bestimme die Beschleunigungen
und die Seilspannung, indem man von der Masse des Seiles und der Rollen absieht.

4. Eine waagerechte Platte fithrt eine harmonische Schwingung in senkrechter
Richtung aus; dabei ist « die Amplitude und 7 die Dauer einer vollen Schwin-
gung. Wie gro muB 7 mindestens sein, damit ein lose auf die Platte gelegtes
Massenteilchen diese nicht verlaBt?

5. Ein Massenteilchen gleitet auf einer schlefen IEbene mit dem Reibungs-
winkel & abwirts. Welcher Wert des Neigungswinkels « hat den gré8ten Wert
der waagerechten Geschwindigkeitskomponente zur Folge?

6. Ein Gewichtsstiick von 1 kg fithrt, an einer starken Spiralfeder aufgehangt,
10 Schwingungen pro Sekunde aus. Wie viele Schwingungen macht ein Gewichts-
stiick von 11/, kg an derselben Spiralfeder? Wie groB ist im letzteren Falle die
groBte Geschwindigkeit, wenn der maximale Ausschlag 4 mm betragt?

7. An einem Punkte O befestigt man einen gewichtslosen, elastischen Faden,
dessen Lange in spannungslosem Zustande [/ ist, und an diesem einen schweren
Massenpunkt von der Masse m. Wenn dieser im Abstande ! senkrecht unter O
ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird, so fithrt er senkrechte Schwin-
gungen aus, in deren Verlauf er sich bis zum Abstande /! + 4 von O entfernt. Die
Spannung des Fadens sei der Verlingerung proportional. Der Proportionalitats-
faktor ist unter Benutzung der Energiegleichung zu ermitteln. — Nun ersetze
man das Massenteilchen durch ein anderes von der Masse M am gleichen Faden
und lasse dieses von O aus frei fallen. Bis zu welchem Abstand wird es sich von O
entfernen?

8. Fir die in 107 behandelten gedampiten Schwingungen sind folgende Eigen-
schaften nachzuweisen:
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—

a) Der Grenzfall k = h fithrt zu einer Bewegung desselben aperiodischen
Charakters wie der Fall £ > A. Die Formel (102, 42) ist zu benutzen.

b) Im Falle 2 < & gelangt der Massenpunkt in kiirzerer Zeit von der Gleich-
gewichtslage zu einem maximalen Ausschlag als von diesem zur Gleichgewichts-
lage zurlick. '

c) Im Falle £ > & 1aBt sich die Losung (107, 7) auf die zu (107, 10) analoge
Form x = e [ACojyt + BGinyt)

bringen, wenn man die in (102, 51) definierten hyperbolischen Funktionen ver-
wendet.

14. Kapitel.
Das Potential.

109. Skalarfeld. Gradient. Man sagt, es liege ein Skalarfeld im
Bereich Q des Raumes (speziell im ganzen Raum) vor, wenn jedem
Punkt von Q ein Zahlwert zugeordnet ist. Wir legen einen Punkt
durch seinen Ortsvektor oder durch gewdhnliche rechtwinklige Koordi-

naten fest: v = xi 4+ yj + zt.

Das Skalarfeld ist dann durch eine skalare Funktion ¢(x,y,2) der
Koordinaten eines in Q variablen Punktes gegeben. Von ihr wollen
wir annehmen, dal} sie in Q stetig ist.

Man kann sich eine Vorstellung der Werteverteilung dieser skalaren
Funktion in Q dadurch verschaffen, da3 man alle Punkte, denen der-
selbe Zahlwert zugeordnet ist, zu einem Ganzen zusammenfaft. Der
geometrische Ort der Punkte mit dem Zahlwert ¢ hat die Gleichung
(109, 1) px,v,2) — ‘
und heiBt eine Niveaufliche oder Aquiskalarfliche des gegebenen Skalar-
feldes. Eine solche Fliche kann natiirlich aus mehreren Stiicken be-
stehen. Zwei Niveauflichen mit verschiedenen Skalarwerten  kénnen
niemals Punkte gemein haben. Aus der Betrachtung der Niveauflichen
fiir cine Folge von c-Werten mit konstanter Differenz kann man einiges
iiber die Anderungsgeschwindigkeit von @ in Q entnehmen: ¢ indert
sich dort am stirksten mit dem Ort, wo die Flichen am dichtesten
zusammenliegen.

Wir wollen im folgenden das Skalarfeld als differenzierbar voraus-
setzen, so daB3 wir das Differential

(109, 2) dp = g% dx + Si;f dy + g—;’;dz
bilden konnen.

Wir erinnern an die bekannte Bedeutung der Differentialformel
(109, 2) in einer der vorliegenden Aufgabe angepaflten geometrischen

Form: Hat der Feldskalar im Punkte P mit den Koordinaten x, vy, 2
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den Wert ¢ und im Punkt P, mit den Koordinaten x+ Ax, y+ Ay,
2+ Az den Wert ¢ + Ag, so besagt die Voraussetzung der Differen-
zierbarkeit in P, daBl es drei Zahlen «, f und y derart gibt, daB

Ap — (xAx + B0y +yAz)
VAx? + Ay? + Az?

wenn der Nenner dieses Ausdrucks gegen Null strebt, d. h. wenn gleich-
zeitig Ax - 0, Ay —-> 0, Az 0, wenn also P, - P. Wir lassen nun
speziell P, auf einer festen durch P gehenden Geraden gegen P riicken.
Wir kénnen die Punkte dieser Geraden durch eine Abszisse s festlegen
und bezeichnen sie demnach auch als s-Achse. Der Nenner in (109, 3)
wird dann As. Auf der s-Achse kann man den Feldskalar ¢ als eine
Funktion der einen Variablen s ansehen, und man hat dann

d dx d dz
(109, 4) d—‘:za%+ﬂ-‘%+,}a.§,

(109: 3) -0,

Legt man die s-Achse in die Koordinatenrichtungen, so sieht man,
daB «, f und y die Werte der in (109, 2) auftretenden partiellen Ab-
leitungen in P sind. Wir nennen (109, 4) den Differentialquotienten
des Feldskalars in der s-Richtung.

Weil man umgekehrt von einem Feldskalar ¢, daB er in P auf
jeder s-Achse durch P differenzierbar ist, so kann man daraus nicht
schlieBen, daB er in P in dem durch (109, 3) wiedergegebenen engeren
Sinne differenzierbar ist. Man kann aber beweisen, dall ¢ in diesem
Sinne in einem Bereich differenzierbar ist, in welchem es in jedem
Punkt in jeder Richtung differenzierbar ist und in welchem die Rich-

tungsableitung Zf stetig von Punkt und Richtung abhingt. Diese

Voraussetzung wollen wir im folgenden tiber das Skalarfeld ¢ machen.
Sie ist erfiillt, wenn die partiellen Ableitungen g—z—, %‘5, g%o stetige
Funktionen von #, y, z sind. Um volle Aufklirung dariiber zu er-
halten, wie sich ¢ von einem gegebenen Punkt aus &ndert, ist es hin-
reichend, 2—? fir drei s-Achsen durch den Punkt zu bestimmen, die
nicht derselben Ebene parallel sind, da man hieraus mit Hilfe von
0
(109, 4) x = gj:, f= %» y = a—(zp berechnen kann.
Wir tragen nun vom betrachteten Punkt P aus den Vektor
_Op, Odp. Oo
(109, 5) gradp = i+ 5 1+,
den Gradienten des Skalarfeldes ¢ in P, ab. Die Gleichung

de Opdx  Odpdy | dedz
(109, 6) ds —dxds Tayds Tards

zeigt nun, daB die Richtungsableitung in Richtung einer s-Achse durch P
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dx dy dz
. ds’ds’ds
die Koordinaten eines Einheitsvektors auf der s-Achse sind. Trigt

gleich der Projektion des Gradienten auf diese Achse ist, da ja

. . a N .
man auf jeder orientierten s-Achse Zi% von P aus ab, so erfiillen die

Endpunkte dieser Strecken eine Kugel durch P mit dem Gradienten
als Durchmesser (Abb. 104). Diese Kugel mu8 die Niveaufliche durch P

in P beriihren, da E% verschwindet, wenn die s-Achse die Niveaufliche

@(*,y,2) = @(P) berithrt. Der Gradient steht
also senkrecht auf der Niveaufliche und ist der
Gr6Be nach gleich der Richtungsableitung in der
zur Niveaufliche senkrechten Richtung.

Der Gradient wurde durch (109, 5) mit Hilfe
seiner Koordinaten definiert; er ist aber vom
Koordinatensystem unabhingig, da seine Grofe
und Richtung in P, wie eben gezeigt, direkt aus
dem Skalarfeld bestimmt werden konnen.

grodg

Zur Ubung wollen wir diese Invarianz des Gradienten
durch Rechnung bestitigen. Da wir uns auf die Ver-
wendung von gewdhnlichen rechtwinkligen Koordinaten Abb. 104. Gradient.
beschrinken, haben wir es mit orthogonalen Koordi-
natentransformationen zu tun. (Vgl. 10 S. 23.) Jede orthogonale Transformation
kann aus einer Parallelverschiebung und einer orthogonalen Transformation, die
den Ursprung fest 14Bt, zusammengesetzt werden.

Bei einer Parallelverschiebung bleiben die Grundvektoren 1, i, f erhalten, und
die Koordinaten der Ortsvektoren vermehren sich um Konstante:

¥=x+a, Y =y4+0b =z+c.
Man erhélt dann , o, ,
P v,2) =@ —a,y —0b,2 -0,
dp 0o 0y _Jd¢  d¢_0g
dx 0%’ Jdy 98y’ 9z 02
so daB3 der Ausdruck (109, 5) ungeindert bleibt.

Eine Koordinatentransformation, die den Ursprung fest 1aBt, bestimmt sich
durch eine Transformation

also

i i X1 X2 X3
(109, 7) jp=A11( A=10g 0y &gy
t f Xg1 Ogg (g3

der Grundvektoren. Nach 10 S. 22 erfahren dabei die Koordinaten eines Vektors,
insbesondere also die des Ortsvektors die Transformation

X X
yi=A1y
z Z

oder ausfithrlich ' )
X = allx +0t21y +0t312 ’

Y= 0¥ + Gap¥ + X322,
z=o¢,3x+a23y+0c332 .
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Daraus ergibt sich
dp Od¢pdx  dpdy depdz dg Op do
9% ~0x0% T Oyox oz ox axon T gyt gy a1
Op Odpdx Jdepdy depdz dy oo
"é—?—_

de
—5;5;4-53;6—.3;-}-3;5;—5‘;0‘31‘*‘5;0‘324‘6—:‘0‘23»
dp Opdx  Odpdy Odepdz do Op dg
0: —dxdz oy as Tz oz~ ax" T gyt gy M
also in Matrizenschreibweise

dp dop do| _ [6p Jp O¢] ,,
(108, 8) {a 3y 'a'zf-} *{a—x 3y “‘a‘g}A-

Wir haben daher wegen (109, 7) )
i . i
coéo calli| e or col |
__ x dy 0z ' '

0% 0y 8z
Da es sich aber um eine orthogonale Transformation handelt, ist nach (10, 9)
und (8, 13) A’A = E, also in der Tat

R

do.~  Odp-. O, d¢p. OJp, 0
Der Vektor gradg variiert im allgemeinen mit dem Punkt P, in
dem er gebildet ist, d. h. seine Koordinaten sind Funktionen von %, v, z.
Der Gradient bildet also ein ,,Vektorfeld*’, das durch das gegebene
Skalarfeld bestimmt ist.
Bezeichnet man mit

(109, 9) dv = idx + idy + fdz

eine infinitesimale Verriickung des Punktes P, so erhilt man fiir die
Differentialformel (109, 2) die einfachere Darstellung

(109, 10) dep = grade - dr.

110. Vektorfelder. Differentialmatrix. Divergenz. Man sagt, es
liege ein Vektorfeld im Bereich Q des Raumes (speziell im ganzen
Raum) vor, wenn jedem Punkt von Q ein Vektor zugeordnet ist. Wir
denken diesen Vektor von dem jeweiligen Punkt aus abgetragen. Ein
Vektorfeld B (P) ist gegeben, wenn die Koordinaten des Feldvektors
als Funktionen der Koordinaten x, y, z von P gegeben sind:

(110, 1) BP) =V, (x,v, 201+ V,(x,v,2)i+ V,(x,y, 2L

Beziiglich eines Koordinatensystems bestimmt sich also ein Vektorfeld
mit Hilfe von drei Skalarfeldern. Dies schlieBt nicht aus, daB sich
spezielle Vektorfelder mit Hilfe von weniger als drei Skalarfeldern
definieren lassen. So ist das Vektorfeld grad¢ vollstindig durch das
eine Skalarfeld ¢ (x, v, 2) bestimmt. Man kénnte daher das Gradienten-
feld auch als einfach skalares Vektorfeld bezeichnen. Ist y(x,y, 2)
ein zweites Skalarfeld, so stellt i gradg dasjenige Vektorfeld dar, das
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man erhélt, wenn man den Vektor grade in jedem Punkt mit dem
Wert des Skalars p in diesem Punkt multipliziert. Dieses Feld konnte
daher als doppelt skalares bezeichnet werden.

Wir wollen nun die Voraussetzung machen, daBl die Skalarfelder
Ver Vy, V, in (110, 1) stetige partielle Ableitungen besitzen. Wir kénnen
dann die Resultate von 109 anwenden. Dem Differential dt des Orts-
vektors entsprechen nach (109, 10) die Differentiale

(110, 2) dV, = gradV,-dx, dV, = gradV - dr, dV, = gradV, - dt
der Koordinaten von ¥ und das Vektordifferential
(110, 3) A8 = dV,i + dV,j + dV,t

von B selbst.

Legt man (wie bei der Untersuchung eines Skalarfeldes) eine s-Achse
durch den bhetrachteten Punkt P, so kann 8 auf dieser als Funktion
des Parameters s aufgefallt werden. Man hat [vgl. (80, 6)]

(110, 4) X dVeip oy il
Diese GroBe bezeichnen wir als den Differentialquotienten des Feld-
vektors in der s-Richtung. Hier ist die Richtungsableitung also selbst
ein Vektor.

Das Vektordifferential (110, 3) hingt von drei Gradienten, also von
neun partiellen Ableitungen ab, die wir zu einer quadratischen Matrix

v, 9oV, oV,

dx O6x Ox
_ _jev, av, av,
(110, 5) D=D@®) =\ 5 o1

oV, &V, oV
dz 0z (j-—;
der Differentialmatrix des Feldvektors zusammenfassen. Diese spielt
fiir die Differentialeigenschaften eines Vektorfeldes dieselbe Rolle wie
der Gradient beim Skalarfeld. Mit Hilfe von D li8t sich das Vektor-

differential

(110, 6) {dV,dV,dv}) = {dxdy d:)D,
oder in transponierter Form

av, dx
(110, 7) av,r=D'{dy

av, dz
schreiben.

Die Abhingigkeit zwischen dr und dem entsprechenden d¥ ist
durch das Vektorfeld selbst gegeben, also vom Koordinatensystem un-
abhingig. Sie wird in bezug auf das gewédhlte Koordinatensystem durch
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die Matrix D charakterisiert. Wir kommen im 18. Kapitel auf diese
Art von Abhingigkeit zwischen zwei Vektoren zuriick. Hier wollen wir
aus D einen Skalar bilden, der sich als unabhanglg vom Koordinaten-
system erweist. Seine Invarianz wird aus den in den folgenden Para-
graphen hergeleiteten Eigenschaften hervorgehen und wird unten auch
durch direkte Rechnung bestitigt.

Unter der Spur einer quadratischen Matrix versteht man die Summe
der Elemente in der Hauptdiagonale (d.i. die von links oben nach
rechts unten verlaufende). Die Spur von D (%) bezeichnet man ins-
besondere als die Divergenz des Vektorfeldes 8 in dem betrachteten
Punkt und schreibt

(110, 8) div®l = 5 + ayv _|__ az

Durch diese Operation leitet man also aus dem gegebenen Vektorfeld
ein Skalarfeld ab.

Ist @ (x, y, 2) ein zweimal differenzierbares Skalarfeld, so verwendet
man fiir den Skalar divgrade die besondere Bezeichnung

. a (32 o
(110, 9) Ag = divgradg = - 7+ dyn - ag’;ﬁ.

Die Invarianz der Divergenz gegeniiber Koordinatentransformationen folgt
0 ¢

0
so: Die Formel (109, 8) besagt, daB die partiellen Ableitungen 0%’ 0y’ 0z - nach

der Regel
[6 0 0] _[d @ __59_} A
10x 0y 0=  |0x dy dz] "’

also wic die Grundvektoren transformiert werden [vgl. (10, 3)]. Daraus folgt mit
Benutzung von (10, §, 6)

Vi
OV, OVy V. [0 0 6 0 0 ¢
R Py 4 —_ 4 -
ax tay Yoz {axawz—} Y {axayaz}A Vy
Vs Vi
0 0 0 1 (6 0 ¢ i v, oV
N7 - Vv
{0xay6z}AA RIC {&x&y&z} ~Ox +6y + dz -’

z z

111. Vektorintegrale. Wir betrachten eine differenzierbare Kurve L,
deren Linienelement mit d/ bezeichnet sei, eine differenzierbare Fliche ¢
mit dem Flichenelement df und ein rdumliches Gebiet Q@ mit dem
Volumenelement dw. Auf L bzw. ® bzw. in Q sei ein stetiges Skalar-
feld ¢ definiert. Dann haben die Integrale

(111, 1) [edl, [edf, [pdw
L o Q

eine geldufige Bedeutung. Fiihrt man auf L einen Parameter ein, so
kann man das erste Integral in ein Integral mit diesem Parameter als
Integrationsvariable umformen, wobei die Grenzen des Integrals die-
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jenigen Werte des Parameters sind, die den Endpunkten des Kurven-
bogens L entsprechen. In dhnlicher Weise kann man durch Einfiihrung
von zwel Flichenparametern auf ® das zweite Integral in ein Doppel-
integral verwandeln, dessen Integrationsgebiet in der Parameterebene
von derjenigen Kurve begrenzt wird, die der Randkurve des Fliachen-
stiickes © entspricht. Das dritte Integral ist ein dreifaches Integral,
wobei die Integrationsvariablen drei Parameter sind, durch die man
die Punkte von Q festlegt, beispielsweise rechtwinklige Koordinaten.

Wenn das Skalarfeld ¢ den konstanten Wert 1 hat, bedeuten die
drei Integrale bzw. dic Bogenlinge von L, den Flicheninhalt von @
und das Volumen von Q. '

Ist auf L, ® bzw. in Q ein stetiges Vektorfeld

(111, 2) B=V,i+4+V,j+ Vi
gegeben, so kann man nach 81 die Integrale
(111, 3) [8dl, [Vdf, [Vdo

7 o Q
bilden.

Oft ist es zweckmiBig, das Bogenelement als cinen Vektor in der
Tangentialrichtung der Kurve und das Flichenelement als eine orien-
tierte PlangroBe aufzufassen, die ihrerseits durch einen Vektor in der
Normalrichtung der Flache ersetzt werden kann. Wir setzen eine be-
stimmte Durchlaufungsrichtung von L fest, z. B. die, in der ein lings L
verteilter Parameter wichst, und haben dann in jedem Punkt von L
einen bestimmten Tangentenvektor t der Linge 1 (vgl. 61). Ebenso
wihlen wir auf ® eine bestimmte Orientierung (Umlaufsrichtung). (Die
Flichen, dic im folgenden vorkommen, sind stets sog. ,,zweiseitige
Flichen, bei denen es moglich ist, eine solche Orientierung fir die
ganze Fliche eindeutig festzusetzen.) Nach der in 4 S. 6 angegebenen
Regel haben wir damit zugleich die Flichennormale orientiert: Die
positive Richtung der Normalen soll zusammen mit der auf der Fliche
(also auch in ihrer Tangentialebene) festgesetzten Umlaufsrichtung eine
Rechtsschraube bestimmen. Den Vektor der Lange 1 in der positiven
Richtung der Normalen, den Normalenvektor der Flache, bezeichnen
wir mit n; er variiert unter unseren Voraussetzungen stetig mit dem
Fliachenpunkt.

Nach diesen Verabredungen fithren wir dic Bezeichnungen

(111, 4) dl = tdl,
ein. Dadurch wird auch die Bedeutung ciner Reihe von Integral-
bildungen, denen man hiufig in der Mechanik und der mathematischen

Physik begegnet, unmittelbar verstindlich. Wir nennen im folgenden
einige und geben die Umschreibung an, durch die sie auf die schon
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besprochenen Typen (111, 1) und (111, 3) zuriickgefithrt werden:

(111, 6) [pdl = [(pt)dl,
L L
(111, 7) Jodi= [(@n)df,
o o .
(111, 8) [®.dl=[(B-1)dl,
L L
(111, 9) [V-df= [(B-m)df,
0] (0]
(111, 10) 8 xdl= [(B x t)dl,
L L
(111, 11) [R xdf= [(B x n)df.
0] 0]

Wenn man in (111, 6) dem Skalar ¢ den konstanten Wert 1 erteilt,
so erhidlt man die Vektorsumme aller Bogenelemente von L, die
,,Vektorlange *

(111, 12) [dt= PP,
L

von L, wo P, und P, Anfangs- bzw. Endpunkt von L ist, Die Vektor-
linge hingt also nur von den Endpunkten des Bogens ab und ver-
schwindet fiir eine geschlossene Kurve.

In dhnlicher Weise erhilt man aus (111, 7) fiir ¢ = 1 den ,,vek-
toriellen Flicheninhalt*

(111, 13) oj df =i (@f),. + i/ @D.. + ¥/ (@),

von O. Hierin bedeutet z. B. (df),, die Projektion des Flichenelemen-
tes df auf die y, z-Ebene mit positivem oder negativem Vorzeichen, je
nachdem i und n einen spitzen oder stumpfen Winkel einschlieBen.
Wie man sieht, sind die Koordinaten des vektoriellen Flicheninhalts
diejenigen mit passenden Vorzeichen versehenen Flicheninhalte, die
in den Koordinatenebenen von den Projektionen der Randkurve um-
schlossen werden. (Haben die Projektionen der Randkurve Doppel-
punkte, so muBl man die Teilflicheninhalte fiir sich mit richtigem
Vorzeichen nehmen.) Der vektorielle Flicheninhalt hingt also nur von
der Randkurve des Flichenstiickes ab und ist Null fiir eine geschlossene
Fliche. Die Projektion des Vektors (111, 13) auf eine beliebige Gerade
ist gleich dem Flicheninhalt, der von der Projektion der Randkurve
auf die Normalebene der Geraden umschlossen wird. Da das Integral
(111, 13) nur von der Randkurve von ¢ abhingt, kann man in ein-
deutiger Weise von dem vektoriellen Flicheninhalt einer geschlossenen
Raumkurve sprechen.

Um ein Beispiel eines Integrals der Form (111, 10) zu nennen, be-
trachten wir eine geschlossene Kurve L und wihlen fiir 8 die Hilfte
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des Ortsvektors t des betrachteten Kurvenpunktes, gerechnet von einem
willkiirlichen Ursprung. Der Integrand 4t x d{ ist dann der vektorielle
Fliacheninhalt des infinitesimalen Sektors, der durch tr und 4 bestimmt
ist, und
(111, 14) 3t x dl

L

ist der vektorielle Flicheninhalt des Kegels, der durch L und den Ur-
sprung bestimmt ist. Dieses Integral ist also unabhingig von der Wahl
des Ursprungs und gleich dem zu L gehoérigen vektoriellen Flicheninhalt.

Von besonderer Bedeutung in den Anwendungen sind Integrale der
Form (111, 8) und (111, 9). In (111, 8) wird das Bogenelement dl mit
der Projektion des Feldvektors auf die orientierte Tangente der Kurve
multipliziert und dieses Produkt lings der Kurve integriert. Das Resultat
nennt man das Linienintegral des Feldvektors lings der Kurve, speziell
wenn L eine geschlossene Kurve ist, seine Zirkulation lings der Kurve.

In (111, 9) wird das Flachenclement df mit der Projektion des Feld-
vektors auf die orientierte Normale der Fliche multipliziert und das
Produkt iber die Flache integricrt. Das Resultat kann mit einem von
der Theorie der Flissigkeitsbewegungen herrithrenden Ausdruck als Flug
des Feldvektors durch die Fliache bezeichnet werden.

112. Der Gausssche Integralsatz. In diesem Paragraphen wollen
wir eine Integralumformung durchfiihren, dic gestattet, Integrale der
verschiedenen unter (111, 1, 3) genannten Typen miteinander in Ver-
bindung zu bringen.

Es sci ¢ ein stetig differenzierbares Skalarfeld und Q ein Gebiet
des Raumes, das von einer stetig differcnzierbaren, geschlossenen
Fliche ® begrenzt wird. Q und ® mégen dem Definitionsbereich von ¢
angehoren. Es soll nicht ausgeschlossen werden, dall ® aus mehreren
getrennten Teilen besteht, die zusammen die Begrenzung von Q aus-
machen. Wir setzen die Richtung nach aullen, d. h. fort vom begrenzten
Bereich Q, als positive Richtung der Flichennormalen fest. Dadurch
wird auch @ orientiert.

., 0 )
Nun 1st -;qz ein ste- M
ox

tiges Skalarfeld in Q. \g
Wir kénnen daher dessen d”C:] _________ Y] 4 £y e
Raumintegral v 4 L
0
/599 dw Abb. 105. Zum Beweis des Gauss-
4 X z schen Integralsatzes.

bilden. Um dies zu berechnen, betrachten wir ein gerades, der x-Achse
paralleles Rohr mit dem infinitesimalen Querschnitt 4o (Abb. 105). Von
diesem Rohr betrachten wir ein zu Q gehorendes Stiick. Dieses werde
von den zwei Flachenclementen 4f, und df, von ® begrenzt, die beide
die Projektion do auf die y, 2-Ebene haben. Der Beitrag dieses Teil-

Nielsen, Mechanik. 17
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volumens Q, zum Integral ist

Py . :
o d
./5% dxdo = d"[?)% dx = do(p, — 1) = @a(dfa)y: + @1(df1)y:~
Py

Hierbei sind ¢, und ¢, die Werte des Feldskalars in den Endpunkten
P, und P, des Rohres. Ferner ist hier beziiglich des Vorzeichens be-
riicksichtigt, daB3 die Normale 1, in P, einen spitzen und n, in P, einen
stumpfen Winkel mit der x-Achse bildet, da die Normale {iberall von Q
fortweisen sollte, Dasselbe Rohr kann maoglicherweise auBBer dem Stiick
P, P, noch weitere Stiicke mit Q gemeinsam haben, fiir die dann die
Integralbeitrige entsprechend zu berechnen sind.

. Nachdem so die Integration nach x iiberall in Q ausgefiihrt ist,
bleibt noch die Integration {iber die Projektion von Q auf die y, 2-Ebene:

"0 .
(112, 1) [Gado = (9@,
Q (0]
Ebenso erhialt man
0
(11.2: 2) f@%dw z/‘P(df)zz:
Q 0]
0
(112,3) [$2aw = [p@p.,
Q )

Multipliziert man (112, 1, 2, 3) mit i, { bzw. f und addiert, so er-
hilt man

f( PR I+a(pf)dw=_[(p[(df)yzi+(df)zxi+(d/)zyf],
2 ¢

was nun kurz
(112, 4) [gradpdo = [pdf
Q o

geschrieben werden kann. Die rechte Seite kénnte man als das Vektor-
integral des Skalars ¢ iiber die Fliche ® bezeichnen. Man hat dann
den Satz:

Das Vektorintegral eines Skalars iiber eine geschlossene Fliche ist
gleich dem Raumintegral des Gradienten tiber das von der Fliche begrenzte
Raumstiick.

In jeder der Formeln (112, 1,2, 3) bezeichnet ¢ ein beliebiges
Skalarfeld. Liegt nun ein differenzierbares Vektorfeld 8 vor, dessen
Definitionsbereich Q und ® angehéren, so kann man ¢ in (112, 1),
(112, 2), (112, 3) bzw. durch V, V,, V, ersetzen. Addiert man darauf
die drei Gleichungen so erhilt man

| f (ox +° a o+ 0z) ® = f Va@hyz + Vy(@D:a + V(@124
Q ®
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was sich auch kurz
(112, 5) [divBdw = [B.df
Q ()

schreiben laft.

Diese Formel bringt den Satz von GAuss zum Ausdruck: Der Fluf
eines Vektors durch eine geschlossene Fliche ist gleich dem Raumintegral
seimer Divergenz tiber das von der Fliche begrenzte Raumstiick.

Das Zeichen Q moge nun zugleich-das Volumen [de des bisher

Q
mit Q bezeichneten Gebietes bedeuten. Wir dividieren (112, 4, 5)

durch © und wenden diese Gleichungen auf eine Folge ®, von ge-
schlossenen Flichen (z. B. Kugeln) an, die einen Punkt P des gegebenen
Skalarfeldes ¢ oder Vektorfeldes ¥ im Innern enthalten und sich so
auf ihn zusammenziehen, daB der groBte Abstand zweier Punkte von O,
fiir » — oo gegen Null strebt. Q, sei das von ®, umschlossene Volumen.
Durch einen Grenziibergang, zu dessen priziser Durchfithrung der
Mittelwertsatz der Integralrechnung heranzuziehen ist, erhdlt man

(112, 6) gradg = lim - j pdf,
(112, 7) divg = lim - f B - df.

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind offensichtlich vom Ko-
ordinatensystem unabhidngig. Damit haben wir also die Invarianz von
grade und div¥®3 bewiesen. Man kann (112, 6, 7) auch als Defini-
tionsgleichungen von grade und div® ansehen, muB dann aber
beweisen, dal3 die Grenzwerte auf den rechten Seiten unter den iiber
das Skalar- oder Vektorfeld gemachten Voraussctzungen existieren und
von der gewihlten Folge @, unabhingig sind.

113. Lariacesche Vektorfelder. Ein Vektorfeld 8 heile ein La-
pPLACEsches Feld, wenn cs das Gradientfeld eines Skalarfeldes ¢, wenn also

(113, 1) B = grade

ist und wenn iberdies seine Divergenz im ganzen Felde verschwindet,
wenn also
A2
(118,2)  div® = divgradp = Agp = M 49 ayg + 5 =
ist.
Sind B und B zwei LaPLACEsche Vektorfelder, so ist das Vektor-
feld B + W, das man erhilt, wenn man in jedem Punkt die Vektor-

summe der beiden gegebenen Feldvektoren in diesem Punkt bildet,
gleichfalls ein LAPLACEsches Feld. Ist 8 = gradp und W = gradyp, so
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Von dieser ,,Superposition’ von LapLacEschen Feldern werden wir
spiter Gebrauch zu machen haben. Fernerist A8 = Agrade = grad(i¢),
wo A ein konstanter Skalar ist, und dieses Feld ist ebenfalls ein
LapLACEsches. Zusammenfassend konnen wir sagen: Durch Linear-
kombinationmitkonstantenKoeffizienten von LAPLACE-
schen Feldern entsteht wieder ein LAPLACEsches Feld,
und die zugehorigen Skalarfelder werden in derselben
Weise linear kombiniert.

Zu einem besonders wichtigen Beispiel eines LapLacEschen Feldes
gelangt man in folgender Weise. Es sei O ein fester und P ein variabler
Punkt im Raume. Dic Linge des Ortsvcktors

(113, 3) t=0P
sei . Wir betrachten das Skalarfeld
(113, 4) p(P) ="

Scin Definitionsbereich ist der ganze Raum mit Ausnahme des Punk-
tes 0. Tiihrt man rechtwinklige Koordinaten mit dem Ursprung O

ein, so hat man

oy v or
2 A2 2 2 oY _ . oY __ or __
re = X +y +Z, 7ax-x, Tay Y, 7'62——2'

und berechnet hieraus

ws,5) 0 _0rd _ & Op_owdr__ vy Oy Oplr_ 2
' dx Jdr dx ¥ dy drdy ¥’ dz dv dz 3’
Rp 34— Eg 3yt PFp 38
(113’ 6) Oxt 1;5 ] ayz _ ",5‘ ) (932 = - ’;5**" .

Addicrt man die drei letzten Gleichungen, so findet man, daBl ¢ die
Gleichung (113, 2)

1
(113,7) Ap = A (_) -
befriedigt. Also ist
(113, 8) grad(p—-:grad%:—%;(xi-{_yi_{_zf) :__‘:5

ein LapLACEsches Vektorfeld. — -:—4 ist der Einheitsvektor der Richtung
von P nach O; also hat gradeg diese Richtung und den Betrag : 5. Dies
bestatigt man auch ohne Koordinatenrechnung durch Betrachtung der
Niveauflichen des Skalarfeldes ¢ = :

114. Kriftefunktion und potentielle Energie. Wir betrachten ein
Kraftfeld & (x, y, z) und die Bewegung, dic ein frei beweglicher Massen-
punkt der Masse m unter dem Einflu8 dieser Kraft ausfiihrt. In 95
haben wir dic Arbeit der Kraft als das Linienintegral des Kraftvektors
lings der Bahnkurve des Massenpunktes definiert und gefunden, daB
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diese Arbeit gleich dem Zuwachs des Massenpunktes an kinetischer
Energie ist [vgl. (95, 4)].

Wie in 95 S. 208 erwihnt, erhdlt man einen besonders einfachen
Ausdruck fiir die Arbeit der Kraft, wenn eine Kriftefunktion ¥ (x, y, z)
d. h. in der in diesem Abschnitt verwendeten Redewcise ein Skalar-
feld F derart existiert, daf3

(114, 1) f = gradF
ist. Man erhdlt dann fir dic Arbeit der Kraft [vgl. (95, 8, 9)]

Ta T Ts

* 2 Y OF OF OF

(114,2) 4 = [s-dv .—_/gradh Ldt =‘/ (a’; dx+ 5 dy 4G, dz)
Ty Ty 1,

:F?"_‘I;].

Wir halten uns nun vorliufig an dic Voraussetzung, dall das Skalar-
feld F eindeutig ist. Dann ist dic Arbeit 4 unabhingig vom Integra-
tionswege und hangt ausschlieBlich von den Werten von I in den bei-
den Endpunkten 1, und 1, des betrachteten Teilbogens der Bahn-
kurve ab.

Verwendet man an Stelle der Kriftefunktion 17 das Skalarfeld

(114, 3) Ux,y,z2) = —I'(x, v, 2),

dessen Wert in cinem Punkt man als dic pofenticlle Iknergic des
Massenpunktes in der betreffenden Lage bezeichnet, so hat man

(114, 4) = —gradU,
(114, 5) AU —U,,
also nach (95, 4)

(114, 6) Ty Uy T, | U,.

Dic Grole T - U nennt man dic fotale Energie des Massenpunktes.
Diese ist nur bis auf cine willkiirliche additive Konstante bestimmt,
weil F und damit auch U nur bis auf eine additive Konstante bestimmt
sind. Da T 4 U nach (114, 6) wiihrend der Bewegung ungeindert
bleibt, nennt man cin Kraftfeld der hier betrachteten Art ein konser-
vatives Kraftfeld. Wir konnen dann folgenden Satz formulieren:

In einem konservativen Kraftfeld ist die potentielle Energie eines
Massenpunktes ein cindeutiges, nur bis auf eime additive Konstante be-
stimmtes Skalarfeld. Die Kraft ist dem Gradienten der potentiellen Isnergie
entgegengesetzt gleich. Die Arbeit der Kraft in einem Zeitraum wihrend
der Bewegung des Massenpunktes ist gleich dem Verlust an potentieller
Energic und hingt nur von den beiden Niveauflichen der potenticllen
Energie ab, in denen sich der Massenpunkt am Anfang bzw. am Ende des
betreffenden Zeitraumes befindet. Die Summe der kinetischen und der poten-
tiellen. Energie des Massenpunktes bleibt wihvend der Bewegung ungedndert.
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Als Folge hiervon werde hervorgehoben: Wenn ein Massenpunkt
wihrend seiner Bewegung dieselbe Niveaufliache von U
mehrmals passiert, so geschieht dies stets mit dem gleichen
Geschwindigkeitsbetrag. Insbesondere gilt dies, wenn der Massen-
punkt einen Raumpunkt mehrmals passiert. Die Arbeit der Kraft
lings eines geschlossenen Weges ist Null

Man nennt einen Bereich einfach zusammenhéngend, wenn jede in ihm ver-
laufende, geschlossene Kurve innerhalb des Bereichs stetig auf einen zum Bereich
gehorigen Punkt zusammenzichbar ist, sonst mehrfach zusammenhingend
(Beispiel: Das Innere einer Ringfliche). Bisher haben wir die Kriftefunktion als
eindeutige Funktion im Definitionsbereich des Kraftfeldes vorausgesetzt. Wenn der
Definitionsbereich mehrfach zusammenhédngend ist, kann es vorkommen, daBl zwar
die Kraft der Gradient einer Kriaftefunktion, jedoch einer mehrdeutigen ist. Man
kann dann nur von der potentiellen Energic cines Massenpunktes sprechen, so-
lange seinc Bewegung in einem cinfach zusammenhangenden Teilgebiet des Kraft-
feldes vor sich geht. Die Arbeit der Kraft langs eines geschlossenen Weges im
Kraftfeld braucht nicht zu verschwinden, wenn dieser Weg nicht innerhalb des
Definitionsbereichs des Kraftfeldes auf einen Punkt zusammengezogen werden
kann. Sobald in einem Kraftfeld geschlossene Wege existieren, lings denen die
Arbeit der Kraft nicht Null ist, erfordert die Aufrechterhaltung des Kraftfeldes
eine dauernde Energiezufuhr.

Ein Beispiel eines Kraftfeldes mit mehrdeutiger Kraftefunktion ist das magne-
tische Kraftfeld um einen geradlinigen stromdurchflossenen Leiter.

115. Gravitationsfeld und Potential. Auf Grund der Beobach-
tungen von TycHo BRraHE stellte KepLir flir dic Bewegungen der
Plancten gewisse Gesetze auf, die wir spdter besprechen werden. Durch
eine mathematische Untersuchung dieser Gesetze wurde NEwToN auf
seinc fundamentale Annahme iiber die universelle Massenanziehung
oder Gravitation gefithrt: Zwischen irgend zwei Massenpunkten
findet cine gegenseitige Anzichung in Richtung der Ver-
bindungslinie der Massenpunkte statt. Diese Anziehung
ist proportional dem Produkt der beiden Massen und um-
gekehrt proportional dem Quadrat ihres Abstandes.

Um dieses Anzichungsgesetz in einer Formel wiederzugeben, nehmen
wir an, dal} sich in einem Punkt O ecin Massenpunkt der Masse m und
in einem Punkt P ein Massenpunkt der Masse p befindet. Ferner fithren

wir den Ortsvektor OP = v der Lange 7 cin. Die Anziehungskraft
zwischen den beiden Massenpunkten hat dann den Betrag

(115, 1) x"P,

y2

wo x, die Gravitationskonstante, ein Proportionalititsfaktor der Dimen-

sion [I3M 71T 2] ist. Fiir seinen Zahlwert hat man
- 8 (-ma

(115, 2) % =6,67-10"" "

gefunden. Die Anziehung zwischen zwei Massen der GréBe 1 g im Ab-
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stand 1 cm ist demnach
B = 6,67+ 10 M dyn.

Fiir die Anziechungs- oder AbstoBungskrifte, die zwischen elektri-
schen Ladungen oder zwischen Magnetpolen auftreten, nimmt man
ebenfalls Gesetze der Form (115, 1) an. Die folgenden Untersuchungen
sind daher auch fiir andere Gebiete der Physik von Bedeutung.

Wir nehmen nun an, daB3 der Massenpunkt der Masse m unbeweg-
lich in O festgehalten ist, wihrend die Lage P des Massenpunktes der
Masse » im Raume variiert, und wollen das Kraftfeld bestimmen, dem
der zweite Massenpunkt auf Grund der Anziehung des ersten unter-

worfen ist. Da —-;— ein Einheitsvektor der Richtung von P nach O

ist, ist der Kraftvektor, der auf den Massenpunkt in P wirkt,

xmpt
s

(115, 3) = -

Bis auf den konstanten Faktor xmp ist (115, 3) dasselbe Vektor-
feld wie (113, 8). Das Anziechungsfeld ist also ein LLapLACEsches Feld,
dessen Definitionsbereich der ganze Raum mit Ausnahme des Punktes O
ist. § befriedigt in diesem Bereich die Gleichung

(115, 4) div§ = 0.

Der Vektor (113, 8) ist der Gradient des Skalarfeldes (113, 4), und
(115, 3) ist daher der Gradient des Skalarfeldes, das man aus (113, 4) durch
Hinzufiigung des I'aktors % m p erhiilt. Damit hat man eine Kriiftefunktion
gefunden, von der wir durch Vorzeichenwechsel zur potentiellen IEnergie

iibergehen. Sie wird das Gravitationspotential oder kiirzer Potential der
Masse p in dem durch die Masse m bestimmten Anziehungsfeld ge-
nannt. Das Potential erfiillt nach (113, 7) die Gleichung

(115, 5) AU = 0.

Hat man mehrere felderzeugende Massen, dic eine Anzichung auf
den betrachteten Massenpunkt der Masse $ ausiiben, so erhdlt man
die resultierende Kraft & als Vektorsumme der einzelnen Anziehungs-
krifte im Punkt P:

. myt Mgy T \ m,t
(115, 6) R = “”7’(‘{7’ ) = _,,1,2‘7}4;

hierbei sind m; Massen, die sich in festen Punkten O, befinden, 1, = 6;1;
und ;= ;| (¢ =1, 2,...). Nach 118 hat man dann auch die zu den
einzelnen felderzeugenden Massen gehérigen Potentiale zu addieren.
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Dann ergibt sich fiir das gesamte Potential der Masse p in dem durch
die gegebenen Massen m, erzeugten Anziehungsfeld

(115; 7) U:—xp(ml -|—_1Zl_2_

¥y £

+ ): —xp 7"::

Hat man es mit felderzeugenden Massen zu tun, dic in einem be-
schrinkten Bereich Q des Raumes enthalten und darin kontinuierlich
mit der stetig variierenden Dichte p verteilt sind, so sind (115, 6) durch

o nrdw
(115, 8) @ = —xp./- o
Q
und (115, 7) durch
_ pdo
(115, 9) U= ——xf)Q/ !

zu crsetzen. Der Bereich, fiir den U hierdurch definiert ist, besteht
aus dem Teil des Raumes aullerhalb des abgeschlossenen Bereiches Q.
(In 116 werden wir den Definitionsbereich erweitern.)

Fir diese GroBen ist wieder grad U = — & und AU = 0. Bei end-
lich vielen Massenpunkten ist dies unmittelbar cinleuchtend und folgt
bei stetiger Massenverteilung daraus, dal in (115, 9) unter dem Integral-
zeichen differenziert werden darf, da der Nenner 7 fiir einen Punkt
auBlerhalb Q eine positive untere Schranke hat. Die willkiirliche Kon-
stante, iiber die man nach 114 noch bei der Festsetzung der potentiellen
Energie verfiigen kann, ist, wic man sicht, hier so gewidhlt, dall U gegen
Null strebt, wenn sich P unbegrenzt von den felderzeugenden Massen
entfernt.

Dic Arbeit der Kraft bei einer Verriickung des angegriffenen
Massenpunktes ist durch (114, 5) gegeben. Insbesondere sieht man,
daB die Arbeit gleich U (P) wird, wenn der Masscnpunkt aus der Ii,ago P
in unendlich groBe Entfernung von den felderzeugenden Massen ge-
bracht wird. Eine Veranschaulichung der Kraft im Felde erhilt man
durch die Niveauflichen des Potentials, die /l'qm'potentialﬂfichen'. Die
orthogonalen Trajektorien dieser Flichen, d. h. dic Kurven, die die
Flachen senkrecht durchsetzen, sind die Kraftlinien. Bewegt sich dér
Massenpunkt unter der Einwirkung des Kraftfeldes, so bleibt die
Summe T + U von kinetischer und potentieller Energic konstant. Wir
haben es mit einem speziellen konservativen Kraftfeld mit iberall
auBerhalb der felderzeugenden Massen cindeutiger Kréiftefunktion zu tun.

Das bisher betrachtete Kraftfeld § ist von der Masse p des an-
gezogenen Massenpunktes abhingig, und zwar dndert es sich propor-
tional mit ihr. Will man die Abhéngigkeit des Anziehungsfeldes von
der GroBe und Verteilung der felderzeugenden Massen untersuchen, so
ist es natiirlich, mit einem Massenpunkt von der Masse 1 zu operieren.
Der Feldvektor & erhédlt dann die Bedeutung ciner ,,Anziehungs-
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kraft proMasseneinheit und der Feldskalar U (P) die eines ,,Poten-
tials pro Masseneinheit’. Die entsprechenden Formeln erhilt man,
indem man in den obigen p = 1 setzt. In den Dimensionen dieser
Formeln fillt dabei der Faktor [M] fort. Dies muB3 bei einer Dimen-
sionskontrolle von Formeln beachtet werden. Wir behalten jedoch die
kurzen Bezeichnungen ,,Kraft’ und ,Potential bei. Man kann ja
stets einc Masseneinheit als IFaktor zugefiigt denken.

Wir wollen noch einen Augenblick auf eine einzelne felderzeugende
Masse m in O und das entsprechende LAPLACEsche Feld zuriickkommen.
Es sei ® eine beliebige geschlossene Flache, die nicht durch O geht
und O nicht umschlieBt. Der Kraftvektor & ist also iiberall auf der
Fliche ® und in ihrem Innern definiert, und man schlieBt dann aus
(115, 4) und dem GAussschen Satz (112, 5), daB der IFluB des Kraft-
vektors durch ¢ gleich Null ist:

(115, 10) [&-df=o0.
)

Nun sei ® cine beliebige geschlossene Fliche, die O umschlieBt.
Dann legen wir um O eine Kugelfliche ®,, die ganz inncrhalb © liegt
und wenden den GAussschen Satz auf das Gebiet zwischen den beiden
Flichen an:
(115, 11) [Q-df+ [ - df=o0.

) ON
Hierbei ist der Normalvektor df der Flichenelemente nach dem in 112
Verabredeten von dem abgegrenzten Gebiet fortgerichtet, d. h. er weist
auf ®© nach auBen und auf @, auf O zu. Nun 148t sich das zweite Inte-
gral in (115, 11) leicht berechnen. Die Projektion von § auf die nach
mnen gerichtetc Normale der Kugelfliche ist nimlich nach (115, 3)
(fir p = 1) gleich xmr~?, also konstant auf der Kugel, und deren
Oberfliche ist 4 m#2. Man findet daher nach (115, 11)
(115, 12) ‘/.31‘ cdf = —4mem.
[0}
Wir betrachten nun wieder das Anzichungskraftfeld pro Massen-

einheit von endlich vielen Massenpunkten. Der Flull des Feldvektors
durch eine beliebige geschlossene Fliche ®, die ganz im Definitions-
bereich von & verlduft, d. h. durch keinen der Massenpunkte geht, ist
gleich der Summe der Fliisse der Anzichungskrifte, dic von den ein-
zelnen Massen herrithren. Nun lehrt (115, 10), dall ecin aullerhalb ®
befindlicher Massenpunkt kcinen Beitrag liefert. Der Beitrag eines
Massenpunktes innerhalb @ ist durch (115, 12) gegeben. Man erhilt da-
her, wenn Zm die Summe der von ® umschlossenen Massen bedeutet,

® .
[ ®-df = —anxDm.
@ o

UmschlieBt ® den Bereich Q einer stetigen Massenverteilung der Dichte u,
so ergibt sich hieraus durch einen Grenziibergang



266 ' 14. Kap.: Das Potential.

(115, 13) [®-df=—4ax[pdo.
o Q

Wenn man in jedem Punkt einer geschlossenen Fliche, die in einem
willksirlichen Gravitationsfeld verliuft, die Anziehungskraft pro Massen-
einheit auf die nach aufen gerichtete Flichennormale projiziert, mit dem
Flichenelement multipliziert und tiber die ganze Fldche integriert, so er-
hilt man die gesamte von der Fliche umschlossene Masse multipliziert
mit —4mx, wo »n die Gravitationskonstante ist. Massen auferhalb der
Fliche ergeben keinen Beitrag zu diesem , Fluf des Feldvektors.

116. Das Potential innerhalb der felderzeugenden Massen. Wir
betrachten nun den Fall niher, in dem dic felderzeugenden Massen
ein beschrinktes (abgeschlossenes) Gebiet Q mit einer beschrinkten
Dichte u erfiillen, dic ein stetiges oder wenigstens stiickweise stetiges
Skalarfeld in Q bildet. Die gesamte Masse ist dann

(116, 1) M=[pdo.
Q

Bisher haben wir das Potential U und die Kraft & nur in den nicht
zu Q gehorigen Punkten P des Raumes betrachtet.
Wir suchen nun die Definition des Potentials auf Punkte auszu-

dehnen, diec in Q liegen. Es sei P ein solcher Punkt. Der Integrand ’;

wichst dann bei Anniherung an P iiber alle
Grenzen. Der Wert des Integrals mul} daher
durch cinen Grenziibergang bestimmt werden.
wenn man ihm iberhaupt eine Bedeutung
beilegen kann. 7, sci cine positive Zahl, ®,
eine Kugelflache mit dem Radius 7, und dem
Mittelpunkt P (Abb. 106). 4, bezeichne die
obere Grenze von u innerhalb und auf @,.
Ferner sei 7, einc positive Zahl kleiner als 7,
und O, eine Kugelfliche mit dem Mittelpunkt P und dem Radius 7,.
Wenn dann Q,, das Gebiet zwischen ®, und @, bezeichnet!, so be-
stimmt die in dieser Kugelschale befindliche Masse in P das Potential

(118, 2) — [‘_‘_‘,Zuu,

. 14
Qe

Abb. 106.

pro Masseneinheit, dessen absoluter Betrag kleiner oder gleich

. 1

R R Ly

v
12 ]

1 Dieses Gebiet kann stets als zu Q gehorig angenommen werden. Man kann
ndmlich ndétigenfalls Q um Gebiete erweitern, in denen man u = 0 setzt.
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ist. Fir alle Werte von 7,, also auch fiir », > 0, bleibt dieser Wert
unterhalb ,
(116, 4) 27 7,

und dies geht mit »;, gegen Null.

Bezeichnet man mit U, das Potential in P, das von den Massen
auflerhalb @, herriihrt, so schlieBt man aus dem Cauchyschen Kon-
vergenzprinzip, dafl U, gegen einen Grenzwert strebt, wenn 7, gegen
Null geht. Man setzt dann
(116, 5) U(P) = lir)n() U, (P)
und hat dann das Potential U im ganzen Raume definiert.

Als spezielles Ergebnis der vorstehenden Rechnung heben wir her-
vor, daB ecine homogene Kugel mit dem Radius R und konstanter
Dichte @ im Mittelpunkt ein Potential

(118, 6) — 27 uR?

pro Masseneinheit besitzt. Da die Masse der Kugel M = {mwuR3 ist,
kann man (116, 6) auch

(116, 7) |/ 2T n M

schreiben.

Es sei eine Masse vom Betrage M in cinem Bereich Q des Raumes
kontinuierlich mit beschrinkter Dichte, z. B. mit einer Dichte u, die
nirgends den Wert u, iibersteigt, verteilt. Dann kann man aus dem
Obigen einc obere Schranke fiir den absoluten Betrag des Potentials
entnehmen. Das Potential in einem Punkt erreicht nimlich den grofit-
moglichen absoluten Betrag, wenn dic gegebene Masse mit gréBtmog-
licher Dichte so nahe wie moéglich um den Punkt verteilt ist. Dics ist
der Ifall fiir dic Verteilung mit konstanter Dichte g, in einer Kugel
um den betreffenden Punkt. Man hat daher wegen (118, 7)

(1186, 8) 0> U(P)z — x V?f‘”zl_ﬂlg

fir alle Punkte P des Raumes; und das Gleichheitszeichen gilt nur,
wenn dic Masse mit der konstanten Dichte g, in einer Kugel um P
verteilt ist.

Um zu untersuchen, ob es auch einen Sinn hat, von der Anziehungs-
kraft ® zu sprechen, die auf die Masseneinheit in einem belicbigen
Punkt P wirkt, bilden wir zunichst die Komponente in der Richtung
einer Geraden / fiir dicjenige Anzichungskraft, dic von dem oben be-
trachteten Gebiet Q,, herriihrt. Diese ist nach (115, 1)

dw cos
(116,9) %/ Lwyz—of
Ql!



268 14. Kap.: Das Potential.

wenn & den Winkel bedeutet, den die Richtung von P nach dw mit /
bildet. Da nun ] = cosa = 1

und die iibrigen Faktoren in (116,9) positiv sind, ist der absolute
Betrag von (116, 9) kleiner oder gleich

L8]
“4avidy

d
(116, 10) "lﬁf%: = x‘ulj g = 4Ty () — V) << ATw g Y.

4
i T2
Da diese Gréfle mit 7, zugleich, sogar gleichmdBig fiir alle P gegen
Null geht, erhdlt man in den zu (116, 5) analogen Bezeichnungen fir

die Kraft pro Massencinheit
(116, 11) st (P) =rli—r)rh ().

Hierdurch ist auch das Kraftfeld tiberall im Raume definiert. &(P)
hingt wegen der erwihnten GleichmiBigkeit der Konvergenz stetig
von P ab. Das Entscheidende ist, wic man sicht, sowohl fiir U als
auch fir &, dall im Nenner nur » oder #2 auftreten, wihrend das Vo-
lumen einer Kugel um 27 wie #3 gegen Null abnimmt.

Auch hier kann man die obige Rechnung zur Bestimmung einer
oberen Schranke fiir die Anziehung pro Massencinheit verwenden, die
cine Masse von gegebenem Betrag und beschrinkter Dichte ausiiben
kann. Ist M wieder die Masse, und iibersteigt ihre Dichte g nirgends
den Wert ft,, so kann man sie auf eine homogene Kugel mit der Dichte 4,
und dem Radius R —

R — l/ 3M

4y

verteilen. Beil dieser Anordnung der Masse wirken auf eine Massen-
cinheit im Mittelpunkt der Kugel von den cinzelnen Massenteilen An-
ziehungskrifte, deren absolute Betrige nach der obigen Rechnung die
Summe
(116, 12) drnpy R = 4872 4 M
haben. Bei jeder anderen Anordnung der Massen relativ zur angezogenen
Masseneinheit ist dic Summe der absoluten Betrige und daher auch die
wirkliche Anziehungskraft klciner als (116, 12).

Wir wollen nun zeigen, dafl U auch innerhalb der fclderzeugehden
Massen ein differenzierbares Skalarfeld bildet, und dal
(116, 13) —gradU = &
ist.

(116, 13) ist richtig auBerhalb der Massen. Betrachten wir zunichst
die Massen, die auBerhalb der frither eingefithrten Kugelfliche ¢, vom
Radius 7; um P liegen. Diese haben innerhalb ¢; ein Potential U,
und ergeben einen Kraftvektor §,, und fiir diese gilt (insbesondere im
Punkt P)

(116, 14) —gradU, = &,.
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Nimmt man nun den Grenziibergang 7, — 0 vor, so erhilt man fiir
®, (P) und daher auch fir (—gradU,), wegen (116, 11) den Grenz-
wert &(P). Der Beweis von (116, 13) ist somit darauf zuriickgefiihrt,
zu zeigen, daB in P
(1186, 15) li:r%)gradU1 = gradU
gilt. "

Den Beweis fithren wir durch Untersuchung der Richtungsableitungen von U
und U, beziglich einer s-Achse durch P (vgl. 109). Diese Differentialquotienten
in der s-Richtung bestimmen wir direkt als Grenzwerte von Differenzenquotienten.

Um P hatten wir die Kugelfliche ®, mit dem
Radius 7, gelegt. Potential und Kraftvektor der
auBerhalb @, befindlichen Massen sind U; und
;. Auf der s-Achse tragen wir von P aus ein
Stiick 29 bis zu einem Punkt @ ab (Abb. 107).
Hierbei wihlen wir 0 < 30 < #;. Um P und Q

legen wir Kugeln vom Radius ¢. Je eine Halfte
dieser beiden Kugeln und der ihnen gemeinsam
umschriebene Zylinder bilden zusammen eine ge-
schlossene Flache @ innerhalb @,, die das Vo-
lumen ') 703 umschlieBt. Die obere Grenze von
4 innerhalb @, sei wie frither y,.

Wir bilden nun den Differenzenquotienten Abb. 107.

U@ —UB) _UQ)-U(D) | Us(Q) = Ua(P) | Us(Q) — Us(P)
20 2p 20 20

von U in Q und P. Hierbei bedeuten Uy, U, und Uy bzw. die Potentiale der Massen

auBerhalb ®,, zwischen @, und ® und innerhalb Q.

Die Masse innerhalb ¢ ist =2 :t,ulo“, da ihre Dichte iiberall kleiner oder
gleich p, ist. Ihr Potential ist ddher nach (118, 8) dem Betrage nach <<cp?, wo ¢
eine positive Konstante ist, auf deren genauen Wert es hier nicht ankommt. Wir
crhalten daher fiir das letzte Glied von (116, 10)

Us(Q) — Us(P)
20
U, ist auf der Strecke PQ eine differenzierbare Funktion der Abszisse s. Ihre

(118, 16)

(116, 17) < cp

au.
Ableitung — - % in einem Punkt von PQ gibt die Komponente k,, derjenigen

ds
Kraft f, in der Richtung s an, die von den Massen zwischen ¢ und @, herriihrt.
Nach dem Mittelwertsatz ist daher

Ua(Q) — U (P)
20

wo P’ ein gewisser Zwischenpunkt auf PQ ist. Eine Kugel um P’ mit dem Radius

7, + 20 enthilt @, vollstindig, und fir dic Gré8e (118, 18) findet man daher

auf Grund einer zu (116, 10) analogen Rechnung

U:(Q)

(118, 18) = —K,,(P),

(118, 19)

29 !<4.’rm‘u2 (ry -+ 20),

wobei u, die obere Grenze von pu innerhalb dieser Kugel bezeichnet.

LiBt man nun bei festem #, die Zahl ¢ gegen Null gehen, so entnimmt man
aus (116, 17), daB das letzte Glied von (116, 16) gegen Null konvergiert. Das

. i au
erste Glied der rechten Seite von (116, 16) geht gegen (Vdsl) , und das mittlere
pr
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Glied ist durch (116, 19) beschrankt. Jeder Haufungswert der Gro8e auf der

au
linken Seite von (1168, 16) weicht daher von (2;} um héchstens 4mx p 7, ab.

P -
Dies gilt fiir jeden Wert von »,. LaB8t man nun auch 7, gegen Null gehen,

so folgt zunichst aus (116, 14), daB

dU,
(1186, 20) hm( )P

>0 ds

existiert, Man sieht dann, daB die linke Seite von (116, 16), die ja nicht von 7,
abhdngt, nur den einen Haufungswert (116, 20) haben kann. Also ist U auf der
s-Achse differenzierbar, und man hat in P

dU au, .. -
(118, 21) ds ,1,+U ds~——'111}110-K1.~ K,.

Dies gilt natiirlich fiir jede s-Achse durch P. Da man vom Kraftvektor &
weiterhin weill, dal er stetig mit P variiert, ist hiermit die Differenzierbarkeit
des Skalarfeldes U in der in 109 angegebenen Bedeutung gesichert und zugleich
(116, 15) und (116, 13) bewiesen.

Da & cin stetiges Vektorfeld im ganzen Raume ist, ist es sinnvoll,
vom FluB des Kraftvektors durch eine beliebige geschlossene Fliche ¢
zu sprechen. Wir legen die beiden Parallelflichen! von @ im Abstande ¢;
die innere sei ®,, die dulere ®,. Die Massen innerhalb ®, seien M,,
und der durch M, hervorgerufene Kraftvektor pro Masseneinheit &, .
Entsprechend mogen die Indizes 2 und 12 auf das Gebiet auBerhalb ¢,
bzw. das zwischen ®, und @, hinweisen. Man hat dann

(118, 22) JR-df =[S -df+ [ R dT + [Ry,- 4.
o o o o

Nach (115, 13) hat der erste Summand auf der rechten Seite den Wert
—4 wx M, und der zweite verschwindet. Fiir den dritten Summanden
findet man eine obere Schranke, indem man den Flicheninhalt der
Fliche mit einer oberen Schranke von |®;,| multipliziert. Eine solche
Schranke erhilt man aus (116, 12) in der Gestalt cVM12, WO ¢ eine
positive Konstante ist. Ldift man nun & gegen Null gehen, so wird
auch M,, gegen Null konvergieren, da ja vorausgesctzt war, dall die
ganze Masse mit begrenzter Dichte verteilt ist; daher geht auch der
dritte Summand gegen Null. Wir finden also auch unter den jetzigen
Voraussetzungen, wo die Fliche durch die felderzeugenden Massen
gehen kann, dic Gleichung (115, 13) wieder, worin [pdw die gesamten
von ® umschlossenen Massen bezeichnet. Q
Ist Q das Volumen, das von ® begrenzt wird, so hat man

[pdow =Qu,
Q

1 Das sind diejenigen beiden Flichen, die entstehen, wenn man auf den Nor-
malen von @ nach beiden Seiten das feste Stiick ¢ abtrigt.
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wenn u einen Mittelwert der Dichte innerhalb @ bedeutet. Es ergibt
sich dann aus (115, 13)

(116, 23) o [8-df = —4mxp.
®

Wir betrachten nun eine Folge von geschlossenen Flichen ¢, die sich
auf einen Punkt P innerhalb der felderzeugenden Massen zusammen-
ziehen. Die Dichte der Massen war fiir die ganze Massenverteilung als
stiickweise stetig vorausgesetzt. Wir nehmen an, dal P einem Stetig-
keitsbereich der Dichte angehort. Die rechte Seite von (116, 23) geht
dann gegen —4 wxu, wo u = u(P) die Dichte in P ist. Folglich existiert
auch der Grenzwert auf der linken Seite, und man erhilt aus (112, 7)
und (116, 13)

(116,24)  —dmxp =lim [§-af = divet = —div gradU,
&

also die PoissoNsche Gleichung
(116, 25) AU =47,

die fiir das Potential pro Masseneinheit in jedem Punkt innerhalb der
felderzeugenden Massen gilt, in dem die Dichte stetig ist. Die LAPLACE-
sche Gleichung (115, 5) geht hieraus fiir u = 0 hervor.

Aus dieser Betrachtung entnimmt man, daB die GroBe div &, also
auch AU, in der durch (112, 7) gegebenen ‘invarianten Bedeutung in
allen den Punkten innerhalb der felderzeugenden Masscn existiert, wo
die Dichte stetig ist. Dagegen kann man nicht schlieBen, daB div &
im Sinne der urspriinglichen Definition (110, 8) existiert, da & nicht
differenzierbar zu scin braucht. Wir werden aber in 119 diese Be-
trachtung dadurch erginzen, dall wir zeigen, daBl & ecin stetig
differcnzicrbares Vektorfeld ist, daB also fiir & eine Differentialmatrix
existiert, deren Elemente stetig mit P variieren, falls man noch die
Voraussetzung hinzufiigt, daBB das Dichtefeld in der Umgebung von P
cinen beschriankten Differenzenquotienten hat.

117. Kugelsymmetrische Felder. Wir betrachten eine Massenver-
teilung mit beschrankter Dichte u, deren Niveauflichen konzentrische
Kugeln mit dem Mittelpunkt O sind. Bezeichnet » den Abstand eines
Punktes von O, so soll u eine stiickweise stetige Funktion von 7 sein.
Man sagt, die Massenverteilung weise Kugelsymmetrie um O auf. Wir
nehmen an, daB3 die Dichte im Abstand =R von O verschwindet, daBl
also die ganze Masse in einer Kugel vom Radius R um O enthalten
ist. Es ist dann klar, daB das Potential U in einem Punkt P nur vom
Abstand r von P und O abhéngen kann; wir schreiben demnach U=U{r).
Die Niveauflichen von U fallen mit den Niveauflichen von u, das sind
die Kugeln um O, zusammen. Die Angriffslinie der Kraft in P ist die
Gerade PO. Wir bezeichnen mit K den Betrag der Kraft, versehen
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mit einem Vorzeichen, und zwar dem positiven, wenn die Kraft auf O
zu gerichtet ist. '

Wir wenden nun die Gleichung (115,13), deren Giiltigkeits-
bereich ja im vorigen Paragraphen erweitert wurde, auf eine Kugel-
fliche ® vom Radius » um O an. Man hat dann, wenn 4f ein Flichen-
element der Kugel ist,

(117, 1) [R-df =K [df = —4nrK = —4axM (1),
0] 0]

(117, 2) K@) =20,

¥

wobei M (r) die gesamte Massc innerhalb @ bedeutet, also

[n(p)d4mprdp fiir r=R,
0
(117, 3) M@)=1,
fy(g)ctngzdg fir 7r=R.
0

Man entnimmt aus (117, 2), daBl K positiv, also & iberall auf O zu
gerichtet 1st, wenn iberhaupt Massen innerhalb der Kugel vom Radius »
um O vorkommen; ferner ergibt sich, daB3 dic Kraft pro Masseneinheit
in P im Abstand 7 von O ebenso gro8 ist, wie wenn die Masseneinheit
in P von einem Massenpunkt der Masse M(r) in O angezogen wiirde
Der Teil der felderzeugenden Massen, deren Abstand von O gréfer als der
Abstand von P und O ist, ist folglich ohne Einfluf auf die Kraft in P.
Liegt P auferhalb der Kugel vom Radius R, so ist die Kraft dieselbe, wie
wenn die Masse der ganzen Kugel tm Mittelpunkt O konzentriert wive.

Ist pu(r) = 0 fiir 0 <7 << R,, also die felderzeugende Massc in einer
Kugelschale mit den Radien R; und R (R, < R) enthalten, so ist die
Kraft im ganzen inneren Hohlraum gleich Null.

Aus der Formel (117, 2) fiir die Kraft findet man das Potential U(r)

durch Integration. Wegen (116, 13) ist _‘?_Z’fﬂ gleich der Projektion der

Kraft auf die Richtung nach O, also gerade K (r). Man erhilt daher
durch particlle Integration

(117, 4) /K dr—xf—’)d _.u-"M + f‘dM’)d
Fir einen Wert » > R hat man - "d}_(* = 0. Daher ist das letzte

Glied in (117, 4) fiir » > R von 7 unabhingig, also

(1117, 5) vp) =20,

wenn die Integrationskonstante so bestimmt wird, daBl U fiir r > oo
gegen Null gcht. Man entnimmt hieraus, daf3 das Potential auBer-
halb der Kugel vom Radius R ebenso groB ist, wie wenn
die ganze Masse im Kugelmittelpunkt konzentriert wire.
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Fiir einen Wert » < R findet man dlgr(r) aus (117, 3) und erhalt
mit Riicksicht auf (117, 4)

R
"M( )+% N( )47zgdg=~£M7(r—)'—4n” u(o)ede.

R r

(117,6) U (r) =

Die Integrationskonstante ist durch die Grenzen des Integrals so fest-
gelegt, daB (117, 5) und (117, 6) denselben Wert fiir » = R ergeben;
U soll ja iiberall stetig sein.

Ist die Funktion u(r) stiickweise konstant, so kénnen alle Integrationen aus-
gefilhrt werden. Wir nennen als Beispiel eine homogene Kugelschale mit dem
inneren Radius R;, dem &duBeren Radius R und der konstanten Dichte . Man
findet

| M) | u(r) | K1)

<R, | 0 —2apux(R? — R?) (konstant) 0

117, 7) 3 3 3
R <r<R %—Jt,u(rs—~R‘}) —f;n‘uxr? _;—R-l —2npux(R2—v?) ~4~.7z,(.uxt--’::’-’:2—5’-1

'
"‘3

4 — R} 4 R -R}
R<r | Jap(R—RY)| - apx—r R '

LaBt man R, gegen R riicken und g zugleich so wachsen, da8 u(R — R;)
gegen einen Grenzwert v strebt oder auch konstant gleich » bleibt, so erhalt man
als Grenzfall eine homogene Oberflichenbelegung der Kugelfliche vom Ra-
dius R mit der ,,Flachendichte’ ». Die obigen Formeln gehen dann in

| Uir) | )
xM
(1117, 8) r <R ; —4anrR = =710 o
2 2
r>R ~4n,¢,,1?,,,,:_’{]_‘{ 4thv{f~~:xM
14 /4 ,,,z 1’2

itber, wo M = 4 avRk? die gesamte Masse der Oberflichenbelegung ist.
Wahrend das Potential beim Durchgang durch die Fliche stetig variiert,
erleidet die Kraft einen Sprung. In allen Punkten, die nicht auf der Kugelfliche

liegen, gilt —EZ—(Q = K(r).

118. Zylinderfelder und Parallelfelder. Wir betrachten eine Massenver-
teilung innerhalb eines unendlich langen Kreiszylinders mit der Achse / und dem
Radius R. Die Dichte pu sei eine stiickweise stetige Funktion des Abstandes #
von l. Die gesamte Masse ist unendlich. Man sieht aber leicht, daB die Anziehungs-
kraft pro Masseneinheit in jedem Punkt einen endlichen Wert hat! und wegen
der Zylindersymmetrie der Massenverteilung auf dem vom Angriffspunkt auf /
gefallten Lot liegt. Wir nennen diese Kraft K (v) und rechnen sie positiv, wenn
sie auf ! zu weist.

1 Dxe Masseneinheit in einem Punkt P wird von einem Teilzylinder vom
Radius R und der Héhe %, dessen Achsenmittelpunkt die Projektion von P auf /
ist, mit einer zu / senkrechten Kraft angezogen, die fiir # — 00 gegen einen ‘Grenz-
wert konvergiert.

Nielsen, Mechanik. 18
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Um die FFunktion K () zu bestimmen, wenden wir (115, 13) auf eine Zylinder-
fliche ® vom Radius # mit der Achse ! und der Hohe 1 an. Fiir die Masse M ()
innerhalb @ hat man R

[ule)2m0de fir r- R,
(118, 1) M) = 1"

/‘,u (0)2m0do fir 7 .- R,

0
Man erhidlt dann aus (115, 13), da die Endflachen des Zylinders keinen Beitrag
zum Oberflachenintegral liefern,

(118, 2) ]si cdf = —K(@)2ar=—d4axM(), K@) = A
)

In einem Punkt P ist also K allein von den Massen abhingig, die der Achse
naher als P liegen; die Kraft ist auf die Achse zu gerichtet. Im Innern eines un-
endlich langen hohlen Zylinders ist die Kraft Null. Im Abstand » > R nimmt
die Kraft umgekehrt proportional dem Abstand von der Achse ab.

Ist die Dichte konstant, so kann man die Integration in (118, 1) ausfithren
und erhilt nach (118, 2)

2auxy  far vy < R,

K (r) = 2
(118, 3) () 2_-,,,“;];— fir »r=R.

Wir betrachten eine Ebene € und zwei dazu parallele Ebenen im Abstand k.
Zwischen den beiden Parallelebenen, deren Abstand 2R ist, denken wir uns Masse
mit einer Dichte u (#) verteilt, die allein vom Abstand 7 von & abhangt. Die Ge-
samtmasse ist also unendlich. Die Anziehungskraft K(») auf die Masseneinheit
in einem Punkt P, dessen Abstand von ¢ gleich 7 ist, denken wir uns als Grenz-
wert fiir 4 — 00 derjenigen Anziehungskraft bestimmt, die ein aus der Masse
ausgeschnittener Kreiszylinder mit der Achse durch P, der Héhe 2R und dem
Radius a auf den Punkt P ausiibt. Diecsc KKraft steht senkrecht auf £ und werde
in der Richtung nach # positiv gercchnet.

Um K (r) zu bestimmen, legen wir einen Zylinder ® vom Radius 1 mit einer
zu ¢ senkrechten Achse, dessen Grundflichen im Abstand » von ¢ liegen. @ um-
schliet dic Masse

Zn/.[t(g)dg fair r~" R,
0
(118, 4) M(r) = M
27 [u(e)de fir riz k.
(V]

Bei der Anwendung von (115, 13) ergeben nur die EEndflachen Beitrage zum Ober-
flachenintegral, und man erhilt

(118, 5) /51°df:~1\'(7)27t=-4:‘tz1\'1(r), K(r) =2xM (7).
o}

Die Kraft in einem Punkt P hangt also nur von den Massen ab, die der Ebene ¢
niher als P liegen, und ist auf ¢ zu gerichtet. AuBerhalb der Massen ist die Kraft
konstant. Ist u(r) = 0 fiir 0 <7 < R}, wo R, < R ist, so ergibt sich speziell:
. Im Zwischenraum zwischen zwei unendlichen parallelen Platten mit symmetrisch
variierender Dichte ist die Anziehungskraft Null.

Ist die Dichte konstant, so kann man die Integration in (118, 4) ausfithren
und erhilt aus (118, 5)

(118, 6) K(r) = {

Arpxry fur vz R,

4auxR fir v R.
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Durch einen Grenziibergang, der dem in 117 fiir eine Kugelschale analog ist,
erhialt man das Kraftfeld fiir eine unendlich lange Kreiszylinderfliche bzw. fiir
eine Ebene, die mit Masse von konstanter Flichendichte belegt sind. Auch hier
andert sich die Kraft unstetig beim Durchgang durch eine dieser Flachen.

119. Die Ableitungen zweiter Ordnung des Potentials. In 116 haben wir
Potential und Kraft innerhalb felderzeugender Massen untersucht, die mit be-
schrankter und stiickweise stetiger Dichte verteilt sind. Wir fanden, daB das
Potential in jeder Richtung einen stetigen Differentialquotienten hat, namlich
die Projektion der Kraft auf diese Richtung. Wir fanden ferner, daB die Diver-
genz des Kraftvektors im Sinne von (112, 7) existiert. In diesem Paragraphen
wollen wir folgenden Satz beweisen:

Die Amnziehungskvaft bildet ein diffevenzievbares Vektorfeld in jedem Berveich, in
dem die Dichle w einen beschvinkien Differenzenquotienten hat, d. h. wo bei einem
festen positiven A die Ungleichung
(119, 1) B | < A
fir je zwet Punkle P und () des Bereiches besteht. In einem solchen Beveich hat folg-
lich das Polential stetige Ableitungen zweiter Ovdnung.

Es sei Q wieder der von Masse erfiillte Bereich. Q, bezeichne einen Teil-
bereich, in dem die Voraussetzung (119, 1) erfiillt ist, und P einen Punkt von Q,-
Wir legen um P eine Kugelfliche ¢, vom Radius #,. Der von Masse erfiillte
Bereich auBlerhalb @, sei Q,. Mit U, und &, bezeichnen wir wie frither Potential
bzw. Kraftvektor pro Masseneinheit, die von den Massen in Q;, d. h. auBlerhalb ¢,
herruhren. Innerhalb @, ist U, beliebig oft differenzierbar. Jede Differentiation
kann im Ausdruck (115, 9) fiir {/; unter dem Integralzeichen ausgefithrt werden.

Wir wollen die aligemeinen Formeln fiir die zweiten Ableitungen des Potentials
auBerhalb der Massen aufstellen. Es seien &, 5, { die rechtwinkligen Koordinaten
eines in  variablen Punktes und #, y, z die eines Punktes auBerhalb Q. Man
hat dann bei Verwendung der Bezeichnung

(119, 2) r=V 9 F -+ 0P
nach (115, 9)
d
(119, 3) Ur,y,z) = _.,,,fff_;_‘i’,
Q
Hieraus ergeben sich
ou ¥ — &
(119, 4) gr - Ifz(,‘t,’,y_;)_:xf% ;‘_dw’
Q

U K, no(x — E\? ‘ndw

(119, 5) o " ax ‘3"[ " (“‘) do+a [H5
Q Q

ctU 0K, B pox-—5y—y

(119, 6) avay by = —~3x/';3 , T dw

und die entsprechenden Ausdriicke fiir die iibrigen partiellen Ableitungen erster
und zweiter Ordnung.

Zunachst wollen wir untersuchen, ob die partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung von U, gegen einen Grenzwert konvergieren, wenn 7, gegen Null strebt.
Wir verwenden dazu das CaucHysche Konvergenzkriterium und bilden zu diesem
Zweck die Ausdriicke (119, 5, 6) fiir den Bereich Q,, zwischen ®, und einer
konzentrischen Kugel ®, von kleinerem Radius 7,. Um diese Integrale abzu-

18*
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schatzen, schreiben wir py 4 (4 — u,) statt 4, wo p, der Wert der Dichte in P
ist. Die Integrale kénnen danach in zwei Summanden gespalten werden, wobei
im ersten u, und im zweiten 4 — u, auftritt. Fiir konstante Dichte g, verschwinden
aber alle diese Integrale. Wir wissen nimlich nach 117, daB die Kraft, also atich
ihre Ableitungen in jeder Richtung im Hohlraum einer homogenen Kugelschale
verschwinden. Bildet man dic Integrale mit 4 — u, an Stelle von ¢, so hat man
fiir den absoluten Betrag beispielsweise von (119, 6)

[ttty ady

¥ v 12 r2

(119, 7)

d
< 3x4 [—‘;) < c#q.
4

12 12
wo ¢ eine positive Konstante ist, die nicht von 7; abhingt. Hierbei ist auf den
ersten Faktor unter dem Integralzeichen (119, 1) angewendet. Der zweite und
der dritte Faktor sind dem Betrage nach kleiner oder gleich 1. Das iibrigbleibende
Integral ist mit Hilfe von (118, 10) abgeschiatzt worden. Der Integralbeitrag
von Q,, geht also unabhidngig von 7, mit 7, gegen Null. Da diese Betrachtung
auf alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung angewendet werden kann, sieht
man, da8 die zwciten Ableitungen von U, fiir », > 0 gegen bestimmte Grenz-
werte konvergieren. oU

Dies gilt auch, wenn man beispielsweise —5 in der Richtung einer durch P

ox
gelegten s-Achse differenziert. Man hat ja, wenn (s, x), (s, ¥), (s, 2) die Winkel
zwischen s-Achse und x-Achse bzw. y- und 2-Achse bezei_chnen,

0 (a Ul) _®u, '

2{
dx Oy 0x0z

DaB die Grenzwerte der zweiten Ableitungen von U, fiir »; = 0 stetig mit P
variieren, folgt daraus, daB dicse Ableitungen selbst stetig von P abhingen und
eine Abschitzung wie (119, 7) gleichmaBig fiir alle P des betrachteten Bereichs Q,
giiltig ist.

Wir gehen nun dazu iiber, zu untersuchen, ob die zweiten Ableitungen des
Potentials U selbst existieren und, falls dies zutrifft, ihre Werte zu bestimmen.
Wir betrachten also zwei Richtungen, die wir als x-Achse und s-Achse bezeichnen,
und deren Winkel (s, x) beliebig sein kann. Wir
wissen aus 116, daf3
ouU
b=

existiert und fragen nun, ob auch

U G, (OU): 0K,

QU U
119,8)  o-lgy | = g2 oS, ® + L cos(s. ¥) + <=L cos (s, z).

(119, 9) ~ K

x

(19,10)  Hrgs = 9s\ox)= 7 85
existiert. Wir bilden hierzu den Differenzen-
quotienten von K, fiir ein Intervall der Linge @
Abb. 108. in der Richtung der s-Achse und lassen ¢ gegen
Null gehen.

Wie friiher legen wir um P eine Kugelfliche @, vom Radius 7,, tragen von P
aus auf der s-Achse nach jeder Seite ein Stiick der Linge ¢ mit den Endpunkten Q
bzw. R ab und legen um R die Kugelfliche ® vom Radius #,. Hierbei wahlen wir
7, und @ so klein, daB diese ganze Figur innerhalb des Bereichs Q, liegt, in dem
(119, 1) gilt. Die Gebiete zwischen den Kugelflichen bezeichnen wir wie in Abb. 108
angegeben, mit I und 77, das von @, umschlossene Gebiet mit Q, und das von @
umsehlossene mit Q,. &, und §, seien die Anziehungskrafte, die von den Massen
auflerhalb bzw. innerhalb @, herrithren. # und 7’ moégen die Abstinde eines
Volumenelementes von P bzw. von ) bedeuten. SchlieBlich sei 4’ das Skalarfeld,
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dessen Wert in einem beliebigen Punkt S gleich der Dichte in demjenigen Punkt

ist, der aus S durch eine Verschiebung der Linge ¢ in Richtung der s-Achse hervor-

geht. Mit anderen Worten: u’ ist das Skalarfeld, das man durch Verschiebung

des Skalarfeldes 4 um das Stiick s in der negativen Richtung der s-Achse erhilt.
Mit diesen Bezeichnungen hat man nun

Kz(Q) K (P) Klz(Q) I(lz )+ 2z(Q ):c }’)

(119, 11)
S
(119, 12) Ky, (P) = x /ﬁ_c_o_r_if.,*) dw,
Q,
; cos (7', ¥ "u’ cos (r, v
(119’ 13) I‘2J(Q) = xf“ y(g ‘) dw = x /l—-——t r—-—-—-z( _), dw
2 3

und hier kann €, durch §, — I 4 IT ersetzt werden. Man erhalt daher aus
(119, 12, 13) fiir das letzte Glied von (119, 11)

K92 (Q) — Koo (P)
9

(119,14) _ x/'u_,_ff cos (v, 1) 119 _x (u coq(r x) d X [,u COs (7. r)
. Y e
Qq {

Der erste Summand der rechten Seite werde kurz mit B bezeichnet. Man
kann seinen Betrag dadurch abschitzen, daB man benutzt, daB der erste FFaktor
unter dem Integralzeichen durch (119, 1) beschrankt ist, daB der zweite Faktor
absolut genommen héochstens 1 ist und daB man das iibrigbleibende Integral
wieder nach (116, 10) abschitzen kann. Man erhilt dann, wenn ¢ eine gewisse
von 7; unabhangige positive KKonstante bedecutet,

’
(119, 15) |Bi=!x/’l;”cos(r x)-w < cky.
Q,

Fiir die beiden letzten Integrale von (119, 14) fithren wir die Integration iiber
das Stiick ¢ in Richtung der s-Achse durch. Wenn df ein Flichenelement der
Kugel ®, und & den Winkel, den deren nach auBen gerichtete Normale mit der
s-Richtung bildet, bedeuten, so wird df cos « die Projektion von df auf eine Normal-
cbene der s-Achse. Man hat daher

__M[y cos(r x) do+ % /,u, cosz((, de
e, r . 4
Il
(119, 16) [ !LE(?,‘_S;Z:L) ds eos
— x| VT | coswdf - »—x] (‘f-t—_—~2 . ) cosxdf
4 r
. 1
o,

wobei der Querstrich im letzten Integral andeuten soll, daB ein Mittelwert von

W cos(y, x) . .
B im betreffenden Integrationsintervall der ILdnge ¢ zu nehmen ist,

Der Integrand im letzten Integral hangt stetig von dem Ort auf der Kugelfliche @,
ab. Fiir ¢ — 0 geht dieses Integral gegen einen Grenzwert, nimlich gegen

(119, 17) C=w%ﬁmwwwwww.
1.

o,
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Hierin bedeuten » die Richtung des Radius, der von P zum Flachenelement df
fithrt, und (», s) den bisher mit & bezeichneten Winkel. Ferner ist hierbei be-
nutzt, da 4’ — u fiir o — 0. B

Addiert man nun (119, 11), (119, 14) und (119, 16), so erhalt man bei Ver-
wendung der oben eingefithrten Bezeichnung B

19,1y 1@ K K@ = Ku(®) g /(u’cojz(r, ) conaar.

0 0
1
Fiir 0 - 0 konvergiert das letzte Glied gegen C und das erste Glied der rechten

0K,,
Seite gegen &\sl , da ja K, innerhalb @, in jeder Richtung differenzierbar ist.

Von der GroBe auf der linken Seite weil man noch nicht, ob sie konvergiert;
jeder ihrer Haufungswerte weicht aber von
(119, 19) ENE + ¢
Os
nach (119, 15) um héchstens c¢r; ab.
Um C zu berechnen, setzen wir in (119, 17) ¢ = py 4+ (# — p,) und zerlegen C
in die Summe von zwei Integralen

’ d
(119, 20) Cy— - xp, /cos (v, x) cos (7, s) r—!’
. 1
o,
"~ df
(119, 21) C,= = ’ (g¢ — pg) cos {7, x) cos (v, s) P
o L
o,

Bezeichnet |u — p)|yax das Maximum des absoluten Betrages von p — g, auf
der Kugelfliche @®;, so hat man

d
(119, 22) WGyl < [ g Iatax [}f = 4% | o] Max -
. 1

o,
Man erhilt daher C, — 0 fiir v, —> 0, da 4 im Bereich Q,, dem £ angehért, stetig ist.
Wir gehen nun zur Berechnung von C, iiber. Das Integral in (119, 20) hingt

d

nicht vom Radius der verwendeten Kugel ab, weil dies fiir —77; gilt. Wir kénnen
1

daher dieses Integral fiir die Einheitskugel um den Ursprung berechnen. Wir

bezeichnen die Richtungskosinus der Richtung s mit s,, s,, s, und die Koordi-
naten des laufenden Punktes auf der Einheitskugel mit &, 5, {. Es gilt dann

cos(r,x) = &, cos(r,s) = &Esy, + s, + s,
/ cos (7, x) cos (7, s)df = s,f&'zd/ + s,[&w}df—l- sszCdf.

Hierin verschwinden die beiden letzten Integrale, da jedes in zwei dem Betrage
nach gleiche Teile mit entgegengesetztem Vorzeichen zerlegt werden kann. Fiir
das erste Integral ergibt sich

1
[edr=2[2nds = §a,
0

und da s, = cos(s, #) ist, hat man insgesamt
(119, 23) C, = —4 axpycos(s, x).

Ersetzt man nun C in (119, 19) durch C; + C,, so findet man folgendes Re-
sultat: Jeder Haufungswert des Differenzenquotienten (119, 11) fiir ¢ — 0 weicht
von der Grole Ok 4
(119, 24) —a‘%’f ~ Tl €08 (5. %)
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um weniger als jede obere Schranke der Summe der Betrige von B und C, ab.
Eine solche obere Schranke konnen wir aus (119, 15) und (119, 22) entnehmen.

Wir lassen nun #; gegen Null streben. Der Differenzenquotient (119, 11) hat
nichts mit der Wahl von 7, zu tun, also auch nicht seine méglichen Haufungs-

0K,,
werte fir o — 0. In (119, 24) geht “831 fir 7, — 0 gegen einen bestimmten

Grenzwert. Dies wurde zu Beginn dieses Paragraphen bewiesen [vgl. (119, 8)].
Die oberen Schranken in (119, 15) und (119, 22) gehen mit 7, gegen Null. Man
schlieBt daraus, daB (119, 11) fiir ¢ — 0 konvergiert und daf der Grenzwert gleich
dem Grenzwert von (119, 24) fiir », = 0 ist. Damit haben wir die Formel

61{: aKl.v

. , 4
(119, 25) e rllli\“_aT — 3 7% J4 COS (S, %)

oder, wenn wir wieder das Potential selbst einfiihren,

]
(119, 26) 9 (QU) = lim 9 ((")l_}) + i 7T % JLy COS (S, %)

5—; ox ,|_>(|_(§—S- _(‘7x

bewiesen.

Im Gegensatz zu den ersten Ableitungen des Dotentials (/ [vgl. (116, 21)]
sind die Ableitungen zweiter Ordnung im allgemeinen nicht mehr die Grenzwerte
der entsprechenden Ableitungen von U;. Man entnimmt aus (119, 26), daB dics
nur dann der Fall ist, wenn entweder die Dichte in dem betrachteten Punkt ver-
schwindet oder die beiden Differentiationsrichtungen aufeinander senkrecht stehen.
Es gelten also z. B. in einem rechtwinkligen IKoordinatensystem stets

0 (0U .0 (0U,
(119, 27) oy ('a—x) - i‘iﬁ.w( o)

und die beiden entsprechenden Gleichungen fiir dic anderen Koordinatenpaare.
Dagegen erhialt man fiir den Fall, dal s- und r-Achse zusammenfallen,

U . C*U, 4
(119, 28) P rl,l}:lo“f)xz + 3 Tl

Bildet man dic (119, 28) entsprechenden Gleichungen fiir 4 und z und addiert,

so findet man
AU — lim AU, 4 4axp,
ry»0
und, da AU, = 0 fir alle Werte von 7, [die LaprracEsche Gleichung (115, 5) gilt
iiberall auBlerhalb der felderzeugenden Massen], haben wir auf direktem Wege die
Porssonsche Gleichung (116, 25) wiedergefunden.

Die partiellen Ableitungen (119, 27, 28) variieren stetig mit P. Das Zusatz-
glied {wxp ist namlich stetig, da u in einer Umgebung von I als stetig voraus-
gesetzt ist, und die Grenzwerte fiir #; — 0 hidngen stetig von P ab, da alle vor-
genommenen Abschiatzungen von GréBen, die beim Grenziibergang verschwinden,
gleichmifig gelten, wenn P innerhalb des Ausgangsgebictes Q, variiert. & ist
also ein differenzierbares Kraftfeld in jedem Bereich, in dem die Dichte die Be-
dingung (119, 1) erfiillt. In einem Bereich Q/, in dem dic Dichte ein differenzier-
bares Skalarfeld bildet, gilt (119, 1) fiir jeden abgeschlossenen Teilbereich Q,
von Q;. Die gefundenen Resultate gelten daher in jedem inneren Punkt von Q.

Die Formeln, die in (119, 25) enthalten sind, kénnen kurz zusammengefaBt
werden, wenn man die durch (110, 5) eingefiihrte Differentialmatrix des Kraft-
feldes § verwendet. Mit leicht verstindlichen Bezeichnungen ist

D(&) = lim D(%;) —}a»xuE,

>0
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wo E die Einheitsmatrix bedeutet. D () ist eine symmetrische Matrix, d. h.
gleich ihrer transponierten. Infolge der eben besprochenen Stetigkeit der zweiten
Ableitungen des Potentials hat man ja z. B.

0K, 0 U\ 9 (0U\ 0K,

8y "oy (737) B —5:7(?77) C 0x

Ubungsaufgaben zum 14. Kapitel.

1. Welche Massenanziehung iibt ein massiver Zylinder von der Dichte u, dem
Radius R und der H6he % auf ein Teilchen von der Masse m aus, das sich im
Mittelpunkt der Grundflache befindet?
Welchem Grenzwert strebt die Anziehung
fir 2> 00 zu?

2. Welche Massenanziehung iibt ein
massiver Kegel von der Dichte u, dem
x Grundflichenradius R und der Hohe A

auf ein Teilchen von der Masse m aus,

das sich in der Spitze des Kegels befindet?

3. Eine Halbkugelflaiche vom Radius

R sei gleichmaBig mit der Gesamtmasse

M belegt. Man soll das Gravitationspotential U und die Massenanziehung K

fiir eine Masseneinheit bestimmen, die sich auf der Symmetrieachse der Halb-
kugel befindet.

Die Dichte ist

Abb. 109. Zu Aufgabe 3.

Yk Falls man die Lage der Masseneinheit durch die Ab-

szisse x kennzeichnet, hat man mit den Bezeichnungen der Abb. 109

72 = R2 4 2 4+ 21§,

also Qs dr
y
Somit erhilt man R R
M [2aRdé& x M
Ux) = oo ime o [ 27TEES _
() %1 27:sz 7 Rax dr
£=0 50

& = 0 entspricht » = ]fRé + #? fiir beliebiges #, und & = R entspricht » = R + #
fir x > —R und » = —R — x fiir x << —R. Also wird

M x

U(x) = ~TRa (R+x—yRE4?) fir x>--R,
M x S .
U) = ﬁ}-(R—{—x—}-}/RT-}-x?) fir » < —R.

Man sieht, daB sich U beim Durchgang durch die Halbkugelfliche stetig andert,
da beide Ausdriicke den Wert

M V—2.
U(--R) = —
(--R) -
ergeben. Weiter erhilt man nun durch Differentiation nach x:
U M
Ky =0 _Mxfp R
dx x? VR? 4 42
M
= e % — <0 fur x> -—-R
R? | 22 4 RYRE+ a2
und , OU Mx R , |
K (X) Sl S B e ——= | >0 far ¥ << —R
ox ¥ VRE L 42
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Wenn die Masseneinheit in Richtung der negativen x-Achse durch die Halbkugel-

M x 1
flache geht, springt die Anziehung vom Wert ——;- (1 — i"_:) anf den Wert
2

W) -

R®

4. Die eine Schleife einer Lemniskate, deren Gleichung in Polarkoordmaten v, @

¥2 = a%cos2¢

lautet, dreht sich um die Achse des Polarkoordinatensystems. Der entstehende
Rotationskorper sei homogen mit der Dichte x. Man berechne unter Verwendung
raumlicher Polarkoordinaten die Anziehung auf eine in der Spitze angebrachte
Masseneinheit. P

5. Die Aquipotentialflichen {fiir eine
homogen mit Masse belegte Strecke zu be-

stimmen.
In Abb. 110 sei AB die Strecke, P ein
beliebiger Punkt. Aus den Ausdriicken r A
hds = r®do fiir den Flachensektor folgt
ds do A as &
72“ = T Abb. 110. Zu Aufgabe §.

Die von einem Element ds der Strecke in P erzeugte Anziehungskraft hangt also
auBer von der Lage von P nur von dem Offnungswinkel d ab, unter dem das
Element von P aus gesehen wird. Also sind die elementaren Anziehungskrafte
in P gleichmiBig iiber den Winkel 4 PB verteilt, und ihre Resultante fallt in
die Richtung der Halbierenden dieses Winkels. Die durch P gehende Aquipotential-
fliche steht also auf dieser Winkelhalbierenden senkrecht. Die gesuchten
Aquipotentialflichen sind somit Rotationsellipsoide mit den Endpunkten der
Strecké als Brennpunkten.

6. A B sei ein homogener Stab der Lange a und der Masse M. Der Endpunkt B
werde festgehalten, der Endpunkt A4 in einem glatten Fiihrungsringe gefiihrt.
C sei ein Massenpunkt mit der Masse m, so gelegen, dal CB=c und {CBA4 = Z,
und wirke auf den Stab 4B nach dem Massenanzichungsgesetz. Man bestimme
die Reaktionen in 4 und B, ferner Druckspannung, Schubkraft und Biegungs-
moment langs des Stabes. Wo wird das Biegungsmoment am gréfBten?

7. Ein Segment eines Rotationsparaboloids wird durch eine zur Achse senk-
rechte Ebene begrenzt und bildet einen homogenen Koérper. Wo hat man die
Schnittebene zu legen, damit ein im Brennpunkt angebrachtes Teilchen keine
Anziehung erfahrt?

8. Man zeige, daB zwei homogene Korper gleicher Dichte auf einen Massen-
punkt die gleiche Anziehung ausiiben, wenn jeder von dem Punkt ausgehende
Strahl mit beiden Korpern Strecken gleicher Gesamtlinge gemeinsam hat.

15. Kapitel.

Bewegung eines Massenpunktes
in speziellen Kraftfeldern.

120. Ebene Kraftfelder. In diesem Kapitel untersuchen wir Be-
wegungen eines Massenpunktes, iiber deren Verlauf man aus speziellen
Annahmen iiber das wirkende Kraftfeld unmittelbar Schliisse ziehen
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kann. Wir gehen von den in 89—101 und 114 behandelten allgemeinen
Gesetzen fiir die Bewegung eines freien Massenpunktes, insbesondere
Projektions-, Moment- und Energiesatz (vgl. 93—95) aus. -

Da ein freier Massenpunkt den Freiheitsgrad 3 hat, sind zur Be-
stimmung seiner Bewegung drei unabhingige mechanische Gleichungen
erforderlich. Die speziellen Annahmen, die in 120 und 122 iiber das
Kraftfeld gemacht werden, ergeben eine, die in 121 und 122 dagegen
zwel Gleichungen. In 120 und 121 folgen diese Gleichungen aus dem
Projektionssatz, in 122 und 123 aus dem Momentsatz.

Zunichst behandeln wir den Fall, daB die Kraft & = (X,Y, Z) einer
festen Ebene parallel ist. Diese Ebene wahlen wir zur x, y-Ebene.
Dann gilt
(120, 1) Z=0.

Also ergibt die Anwendung des Projektionssatzes auf die z-Achse als
Projektionsachse

(120. 2) fe= 3y,
(120, 3) £ = Gyl + 2,

wenn eine partikulire Bewegung durch das Bewegungselement (¢, x,,
Vo Zg, %o, Vo, Zo) festgelegt wird. Die Bewegungskomponente senkrecht
zum ,ebenen’’ Kraftfeld ist eine gleichférmige Translation.

Man hat hiernach noch die Bewegung der Projektion des Massen-
punktes auf die x, y-Ebenc zu bestimmen. Die Kraft &, also auch
die skalaren GroBlen X und Y sind im allgemeinen von Zeit, Lage und
Geschwindigkeit, also von ¢, t und t, d. h. von den sieben Variablen
t,x,v,z2, %, v, 2 abhdangig. Mit Hilfe von (120, 2, 3) kann man nun 2
und £ eliminieren, so dafl dann X und Y als Funktionen von ¢, x,y, %, v
erscheinen. Die Bewegung der Projektion des Massenpunktes auf die
x, v-Ebene bestimmt sich also durch bekannte Differentialgleichungen
mit nur zwei abhidngigen Variablen. Man hat so eine Reduktion der
Dimensionszahl des Problems erreicht.

121. Parallelfelder. Wenn die Kraft & stets einer festen Geraden
parallel ist, die als x-Achse des Koordinatensystems gewdhlt sei, hat
man
(121, 1) Y=Z=0

und erhilt durch Projektion auf die v-Achse und die 2-Achse
y =710 ¥ ==Yl 4 Yo,

(121, 2)

Die Projektion des Massenpunktes auf die y, 2-Ebene durchlduft also
eine Gerade mit konstanter Geschwindigkeit. Die Komponente der Be-
wegung senkrecht zum Parallelfeld ist eine gleichformige Translation. Die
Bahnkurve des Massenpunktes ist eben.



121. Parallelfelder. 283

Hiernach hat man nur noch die Bewegung der Projektion des Massen-
punktes auf die x-Achse zu bestimmen. Fihrt man (121, 2) in das
Kraftgesetz ein, so reduziert sich dieses auf

(121, 3) X=K( %, %

und man hat eine Reduktion des Problems auf eine Dimension erreicht.
Die geradlinige Bewegung unter dem Einflul} einer Kraft (121, 3) ist
im 13. Kapitel ausfithrlich behandelt worden.

Hat das Kraftgesetz die einfache Gestalt

(121, 4) X=K(kx,. Y=2=0,

so kann man die potentielle Energie (vgl. 114)

(121, 5) Ux,v,2) =U(x) = —[K(x)dx

bilden und hat dann in der Energiegleichung

(121, 0) T+U=T,+ U,

ein Erstintegral, also eine Diffcrentialgleichung erster Ordnung.

Ein Beispiel eines Kraftfeldes dieser Art, speziell von der Form (121, 4), hat
man, wenn der Massenpunkt von einer unendlichen Ebene mit homogener Massen-
belegung oder von eciner Massenverteilung zwischen zwei parallelen Ebenen, bei
der die Dichte in jeder zu den Begrenzungsebenen parallelen Ebene konstant ist,
nach dem Gravitationsgesetz angezogen wird. Befindet sich der Massenpunkt
auBerhalb der Massenverteilung, 'so ist nach 118 die Kraft konstant.

Wir wollen etwas naher auf die Bewegung eines Massenpunktes unter dem
EinfluB einer konstanten Kraft eingehen. Die Bewegung eines schweren Massen-
punktes im luftleeren Raum innerhalb eines passend beschrankten Bereiches er-
fillt mit guter Annaherung diese Voraussetzung.

Wir nehmen die Ebene der Bahnkurve als x, v-Ebene, nennen die Masse des
Punktes m und setzen

(121, 7) X = mg.

Den Ursprung wiahlen wir in der zur Zeit { — 0 eingenommenen Lage. Wir be-
stimmen die partikulire Bewegung, die zum FElement

(121, 8) =0, x=0, y=0, &= —usinx, 1y = UCOSX

gehort. TaBt man die Aufgabe als Bestimmung einer Wurfbahn im luftleeren
Raum auf, so entspricht dies einem Wurf vom Ursprung aus unter dem Neigungs-
winkel & mit der’ Anfangsgeschwindigkeit «. Wir erhalten aus (121, 2)

(121, 9) Z =0, ¥ =1Llucosx

und zur Bestimmung der Projektion der Bewegung auf die x-Achse die Gleichung
(101, 10), dic integriert (101, 9) und (101, 8), also mit den hier gewihlten Be-
zeichnungen .

(121, 10) x = 4gt2 — tusiny

ergibt. (121, 9, 10) stellt mit { als Parameter cine Parabel dar. Fiir & = 4 ::

entartet sie in eine Gerade. -
Ein freiev Massenpunkt beschveibt in einem honstanten Kraftfeld eine Parvabel,
deven Achse der Kraftvichtung pavallel ist, odev c¢ine Gerade dieser Richtung.
In einem bewegten Koordinatensystem mit festen Achsenrichtungen, dessen
x-Achse stets durch den Massenpunkt geht und dessen Ursprung in einer festen
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zur Kraftrichtung senkrechten Ebene liegt, reduziert sich die Aufgabe auf den
freien Fall. Die fiktiven Krafte sind dabei Null. '

Ist t der Ortsvektor des Massenpunktes von seiner zu ¢ = 0 gehorigen Lage
aus, u die Anfangsgeschwindigkeit und m ¢ die konstante Kraft, so hat man

d%y

an =9

dy
;l—t'=91+11,
=3¢t + ut.

Damit hat man eine vektorielle Darstellung der Bewegung.

122. Axialfelder. Man kann sagen, daB die in 120 und 121 be-
trachteten Kraftfelder die Eigenschaft haben, daB3 die Angriffslinien der
Krifte stets durch eine bestimmte unendlich ferne Gerade bzw. durch einen
bestimmten unendlich fernen Punkt gehen. In diesem und im folgenden
Paragraphen untersuchen wir die Fille, wo die Gerade oder der Punkt
im Endlichen liegt. Man verwendet dann den Momentsatz an Stelle
des Projektionssatzes.

Unter einem Axtalfeld wollen wir ein Kraftfeld verstehen, bei dem
die Kraft eine feste Gerade, die Achse des Feldes, schneidet oder ihr
parallel ist. Das Moment der Kraft um die Achse ist dann Null und da-
her nach 94 die Flichengeschwindigkeit um die Achse konstant.

Ist die Achse die z-Achse des Koordinatensystems, so ist

(122, 1) XY — yE = %Yo — Yo%o

die Gleichung, die sich aus der speziellen Natur des Kraftfeldes ergibt.
Fihrt man Polarkoordinaten » und ¢ in der x, y-Ebene cin, so nimmt
diese Gleichung die Gestalt

(122, 2) r’g =c¢

an, wo die Konstante ¢, dic doppelte Flichengeschwindigkeit um die
Achse, die rechte Seite von (122, 1), also gleich 7jg, ist. Sie ist gleich
dem Moment der Geschwindigkeit um die Achse. Von den drei Ge-
schwindigkeitskomponenten 7g), » und # ergibt nur die erste cin Mo-
ment um die Achse.

Die Gleichung (122, 1) oder (122, 2) kann im Gegersatz zu (120, 2)
nicht unmittelbar integriert werden. Man erhilt aber aus (122, 2)

t
(122,3) v = nat+ g,
to '
woraus sich ¢ bestimmt, sobald man 7 als Funktion von ¢ kennt. Durch
Einsetzen der Werte von ¢ und ¢ aus (122, 2, 3) in das Kraftgesetz
erhilt man die Kraft in Abhingigkeit von ¢, 7, 7, 2, 2, also eine #hn-
liche Reduktion des Problems wie in 120.
123. Zentralfelder. Wenn die Angriffslinie der Kraft & durch einen
festen Punkt O, das Zemtrum des Kraftfeldes, geht, nennt man die
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Bewegung des Massenpunktes eine Zentralbewegung. Das Kraftmoment
in O ist Null, also das Moment S der Bewegungsmenge in O konstant.
(Vgl. 94.) Nach Division durch die Masse m des Punktes hat man

(128, 1) TXD=c,

wo ¢ ein konstanter Vektor und r der Ortsvektor des Massenpunktes
von O aus sind, als die aus der Natur des Kraftfeldes folgende Gleichung.
Wir werden sehen, da man mit ihrer Hilfe #hnlich wie in 121 die
Anzahl der abhingigen Variablen von drei auf eins herabsetzen kann.

Da der Momentvektor ¢ der Geschwindigkeit in O ein konstanter
Vektor, also seine Normalebene durch O eine feste Ebene ist, und da
ferner t nach (123, 1) stets auf ¢ senkrecht steht und daher in dieser
Ebene liegt, schlieit man, daB die Bahnkurve eben ist. Fithrt man
Polarkoordinaten # und ¢ in dieser Ebene mit O als Pol ein und be-
zeichnet mit ¢ den mit einem der Umlaufsrichtung von ¢ entsprechen-
den Vorzeichen versehenen Betrag des Geschwindigkeitsmoments um O,
so erhidlt man die Gleichung (122, 2) und damit die integrierte Glei-
chung (122, 3). (Dies folgt ja auch daraus, dall die Normale der Bahn-
ebene in O eine Achse des Kraftfeldes ist; iibrigens ist jede Gerade
durch O eine solche Achse.)

Daf3 die Bahnkurve eben ist, hat zur Folge, da man die Kraft
nur als Funktion von ¢, 7,7, ¢, (p zu betrachten hat. [Eliminiert man
noch die beiden letzten GréBen mit Hilfe von (122, 2, 3), so erhilt
man die oben erwihnte Reduktion auf eine unabhingige Variable. Es
sei hier bemerkt, daBl es vom Kraftgesetz abhingt, welche Elimination
man zweckmaBigerweise vornimmt. Wenn etwa die Kraft allein von
der Lage des Massenpunktes, d. h. von 7 und ¢ oder wenigstens nicht
explizit von der Zeit abhingt, so ist es vorteilhaft, ¢ zu eliminieren,
wie unten ndher ausgefithrt wird.

Um die Bedeutung von (122, 2) voll zu verstehen, wollen wir unter-
suchen, welche Rolle die Flichengeschwindigkeit um den Pol bei einer
beliebigen ebenen Bewegung spielt, die in Polarkoordinaten wie in 64
dargestellt ist. Man hat, falls ¢ 3= 0 ist,

1

. ar . 7 .
(123, 2) 4 ::-dq; (Pz __d_(p(r2(p)’
also
a2l 1
; v oaca_ ot d(Pd)
(123, 3) Yy = — 7¢2 72("2 _— _d‘p T .

Aus (123, 2) erhidlt man fiir die Geschwindigkeit

aty
(28,4 o=t 22 = () {(‘1‘“)2 + (J) }
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Durch Einsetzen von (123, 3) in den in 64 gefundenen Ausdruck fiir die
Projektion der Beschleunigung auf den Radiusvektor erhilt man

1 1
; . (" @)? | 1 AT (2 @)
(128, 5) r — 7'(]92 = — e e — e T

wihrend die dazu senkrechte Komponente den Wert (64, 5) hat. Man
sieht, daB die Zeit in diese GroBen nur in der Verbindung r2¢ oder
deren Ableitung nach ¢ eingeht.

Wendet man diese Formeln auf eine Zentralbewegung mit dem
Zentrum im Pol an, so erhdlt man zundchst aus (64, 5) durch Projek-
tion auf die Normale des Radiusvektor den Fldchensatz (122, 2) und
weiter aus (123, 4, 5)

1\2
(123, 6) =2 {( V) (g) J

el
. o 1 7
(123, 7) ¥y —re —*;2[74-@,2}-

Der letzte Ausdruck gibt die Beschleunigung des Massenpunktes
an, und zwar positiv vom Zentrum fort gerichtet. Da sic nach der
konkaven Seite der Bahnkurve gerichtet ist, entnimmt man aus (123, 7)
den bekannten Satz, daBl eine ebene, in Polarkoordinaten dargestellte
Kurve ihre konkave oder konvexe Seite dem Pol zuwendet, je nachdem
die GroBe in der Klammer von (123, 7) positiv oder negativ ist.

An Stelle des Ausdrucks (123, 7) hat man oft den Ausdruck

2
(123,8) it
fiir die Beschleunigung des Massenpunktes zu verwenden. Man erhalt
ihn unmittelbar aus (122, 2). Er ist mit Hilfe von » und ¢ gebildet,
wihrend die rechte Seite von (123, 7) aus » und ¢ gebildet ist.

Ist K die GroBe der Kraft, wobei dieser Skalar positiv oder negativ
gerechnet werden soll, je nachdem die Kraft den Massenpunkt auf das
Zentrum zu oder von ihm fort zu ziehen sucht, so wird der Kraftvektor
mit der Bezeichnung von 64

(123, 9) = —KN%,

und die Encrgiegleichung nimmt die Gestalt

(128, 10) E(—;-mv ) — K7

an.

Uber die verschiedenen Integrationsverfahren, die man je nach der
Form'des Kraftgesetzes anwenden kann, bemerken wir folgendes:

1. Enthidlt das Kraftgesetz ¢ nicht explizit, d. h. hingt die Kraft
hochstens von £, 7, 7, @ ab, so kann man ¢ durch (122, 2) eliminieren
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und (123, 8) heranziehen. Man erhilt dann
2
(123, 11) m(%—f)zK

als Differentialgleichung zwischen » und £. Ist » aus dieser als Funk-
tion von ¢ und zwei Integrationskonstanten gefunden, so ergibt sich ¢
aus (122, 3), wobei eine weitere Integrationskonstante eingefithrt wird.
Die erste Integrationskonstante ist das bereits eingefithrte ¢, so dal3
man insgesamt vier hat.

2. Enthilt das Kraftgesetz ¢ nicht explizit, d. h. hingt die Kraft
héchstens von 7, 7, ¢, @ ab, so kann man » durch (123, 2) und danach
@ durch (122, 2) eliminieren und (123, 7) heranziehen. Man crhilt dann

2 1

med| 1 v
(123, 12) o [7 -+ —d‘p{] = K
als Differentialgleichung zwischen 7 und ¢, also als Differentialgleichung
der Bahnkurve in Polarkoordinaten. Die Zeit ist eliminiert, spielt aber
eine Rolle bei der Bestimmung von ¢ aus einem vorgegebenen Be-
wegungselement. Nachdem man (123, 12) integriert und dabei zwei
Integrationskonstanten eingefithrt hat, findet man ¢ durch Integration
von (122, 2) in der Gestalt

(128, 13) ct = [r2dg,

wobei noch eine Integrationskonstante eingefithrt wird. Die Integra-
tionskonstanten lassen sich aus einem vorgegebenen Bewegungselement
bestimmen. :

3. Einen besonders einfachen Fall hat man, wenn die Kraft nur
vom Abstand vom Zentrum abhéngt:

(123, 14) K =K().

Er ist als Spezialfall sowohl in 1. als auch in 2. enthalten, und die dort
angegebenen Verfahren sind also anwendbar. Aus (123, 11) bestimmt
sich 7 als Funktion von ¢, und (123, 12) ist die Differentialgleichung
der Bahnkurve in Polarkoordinaten.

In diesem IFFall kann man die Aufgabe durch Quadraturen ldsen.
Man bildet die potentielle Energie, die mit Riicksicht auf das fiir K
festgesetzte Vorzeichen

(123. 15) U(r) = [K(r)dr

wird. Die Niveauflichen der potentiellen Energie sind Kugeln um das
Zentrum. (123, 10) ergibt

(128, 16) ymvz+ U(r) =E,
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wodurch man die totale Energie E als Integrationskonstante eingefiihrt
hat. Aus (123, 6) erhidlt man nun

2
als Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Bahnkurve. Hierin

kann man die Variablen trennen und erhélt [stets unter der vor (123, 2)
eingefithrten Voraussetzung ¢ == 0, d. h. ¢ == 0]

1
d-—
ar
d == _‘__A_.,,,.._i_’:_,_“. -z — T e T T T I I I I T T .
(128,18) 4@ = L - T + 2V2[§__ GOl
- maz e c— ;2 1’ o—— _m c_z P el 72

Durch das Ausziehen der Quadratwurzel ist in (123, 18) ein doppeltes
Vorzeichen erschienen. Jedesmal, wenn d» das Vorzeichen wechselt,
also jedesmal wenn der Abstand des Massenpunktes vom Zentrum ein
Maximum oder Minimum wird, mu3 man in (123, 18) das Vorzeichen
wechseln; dg hat namlich nach (122, 2) ein festes Vorzeichen.

Aus (123, 18) bestimmt sich @ als Funktion von 7 durch eine Quadra-
tur mit einer neuen Integrationskonstanten. Hiernach ergibt sich ¢ aus
(122, 2), also aus (128, 13), wobei die letzte Integrationskonstante ein-
gefiihrt wird.

Legt man eine partikulire Bewegung durch ein Bewegungselement
fest, fir das ¢ = 0, also ¢ = 0 ist, d. h. durch ein Anfangselement,
bei dem die Bewegungsrichtung mit der Richtung des Radiusvektor
(auf O zu oder von O fort) zusammenfillt, so gelten weder (123, 2)
noch die daraus abgeleiteten Formeln. Insbesondere verlieren die Aus-
driicke (123, 6, 7) ihren Sinn. In diesem Fall hat man aber konstantes ¢.
Der Massenpunkt fiihrt also eine Bewegung auf einer Geraden durch
das Zentrum aus, und die Bewegungsgleichung wird

(123, 19) mi = —K,

wo K héochstens eine Funktion von £, » und # sein kann. Die Bewegung
fallt also unter den im 13. Kapitel behandelten Typus.

Man kann die Zentralbewegung eines Massenpunktes behandeln, indem man
sie auf einen starren Korper bezieht, der sich um die Normale der Bahnebene
in O mit der Winkelgeschwindigkeit w = ¢ dreht. In diesem Bezugskérper ist
der Radiusvektor eine feste Gerade, die durch den Einheitsvektor R festgelegt
ist (vgl. 84). Die Fiihrungsbewegung ist eine Kreisbewegung mit der Beschleu-
nigung

(128, 20) by =r PR — r 2 R.
Die fiktive Kraft (98, 6) wird also
(128, 21) mrpR — mrti'),ﬁ%

und die fiktive Kraft (96, 7)
(128, 22) —2m X PR = —2mrpR.
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Der Massenpunkt unterliegt also der Einwirkung der Krafte (128, 9, 21, 22). Da
der Massenpunkt bei der relativen Bewegung keine Beschleunigung in der Rich-

tung & hat, findet man durch Projektion auf diese Richtung, daB die GroBe (64, 5)
verschwindet, und hat damit die Gleichung (122, 2). Bildet man hierauf die Be-
wegungsgleichung durch Projektion auf die Richtung $, so erhidlt man

m¥ = —K + mr@?,
was mit Beriicksichtigung von (122, 2) in (128, 11) umgeformt werden kann.

124. Die KerLerbewegung. Als Spezialfall von 3. in 123 nehmen
wir die Kraft (123, 14) in der Form

(124, 1) K@) ="

4

an, wo k eine positive Konstante ist. Dieser Fall kann physikalisch

.. . . . k
dadurch realisiert werden, daB3 im Zentrum O eine Masse der Griofle o

angebracht wird, die auf den Massenpunkt der Masse m nach dem
Gravitationsgesetz (115, 1) wirkt. So bestimmt man z. B. die Bewegung
eines Planeten oder Kometen, wenn man von den durch die anderen
Planeten hervorgerufenen Anziehungskriften absieht und die Sonne
als in einem Inertialsystem ruhend auffaf3it!. DafBl man hierbei die
Masse der Sonne in einem Punkt konzentriert denkt, ist nach 117 zu-
liassig, wenn man voraussetzt, dafl ihre Masse kugelsymmetrisch ver-
teilt ist.
Man erhdlt nun aus (123, 15) das Potential

(124, 2) U =",
wobei dieses wie in 115 so bestimmt ist, dal U fiir » — oo gegen Null
geht. (123, 16) wird hier

1 km

(124, 3) Emvz—»»’—-:E,
und (123, 18) nimmt die Form

PR e
(124, 4) d(p = 4 : = darccoskr e

Vm c? + r(:2 o
an, wo
E 2

(124, 5) e = |/1 + 2
Aus (124, 4) erhdlt man nun
(124, 6) i=1+ecos(¢>-—oc)

v c? ’

wenn « eine Integrationskonstante bedeutet.

1 Diese Annahme betreffend vgl. 143, 1.d) S. 356.
Nielsen, Mechanik. 19
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(124, 6) stellt einen Kegelschnitt dar, dessen einer Brennpunkt das
Kraftzentrum, dessen Exzentrizitit ¢ und dessen Parameter!

2¢

(124, 7) 2p =22

ist. Die Integrationskonstante « ist der Wert von ¢ fiir den dem Zen-
trum nichsten Scheitelpunkt. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel?, je nachdem

(124, 8) e=1

oder wegen (124, 5), je nachdem

(124, 9) E=o,

also wegen (124, 3), je nachdem in einem willkiirlichen Zeitpunkt
(124, 10) v 2k

14

1st. Man entnimmt auch aus (124, 3), dal3 » nur fir I -- 0 unbegrenzt
groBe Werte annchmen kann.
Legt man eine partikulire Bewegung durch ein Anfangselement

(124, 11) tos 7or Por Tor Po

fest, so hat man fiir die Anfangsgeschwindigkeit v, (vgl. 64)
(124, 12) Oy = 7R + 70PN,

und hieraus fiir deren Betrag

(124, 13) v == 73 + rigi.

Man entnimmt dann aus (124, 10), daB es nur vom Abstand 7, und
vom Geschwindigkeitsbetrag v, abhingt, ob die Bahn cine Ellipse,
Parabel oder Hyperbel ist; die Richtung der Geschwindigkeit ist ohne
EinfluB hierauf (falls sie nur nicht durch das Zentrum geht). Dagegen
ist die Richtung der Geschwindigkeit bestimmend fiir die Bahnebene
und mitbestimmend fiir das Geschwindigkeitsmoment
¢ = gy

um das Kraftzentrum und damit fiir den Parameter (124, 7) des Kegel-
schnittes und fiir den Zahlwert der Exzentrizitat (124, 5) von Ellipse
oder Hyperbel.

1 Unter dem Parameter eines Kegelschnitts verstehen wir die Léange der-
jenigen durch einen Brennpunkt gehenden Sehne, die auf der Verbindungslinie
der Bremnpunkte (bei Ellipse und Hyperbel) bzw. auf der Achse (bei einer
Parabel) senkrecht steht.

2 Da stets » > 0 ist, kann die Bahn nur der Hyperbelzweig sein, der die kon-
kave Seite dem Kraftzentrum zuwendet. Vgl. dazu auch Aufgabe 8 S. 302.
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Fiir eine elliptische bzw. hyperbolische Bahn bestimmt sich die zur
Brennpunktsachse gehérige Halbachse a durch die Gleichung

(124‘, 14) a = :t —(1—:[_"'2)5')- .

Setzt man hierin die Werte (124, 7) von p, (124, 5) von e und (124, 3)
von E ein, so erhilt man

mk k
(124, 15) a=F p==L ik_z;
14
oder zum Vergleich mit (124, 10)
2 1
(124, 16) 2? = "(‘y == a)

Die Zeit in Abhingigkeit von der Lage des Massenpunktes ergibt
sich aus (128, 13), also mit Verwendung des Anfangselementes (124, 11) aus

@
(124, 17) c(t — to) =/72dcp.
7o

Das Integral auf der rechten Seite ist das Doppelte des Sektorflichen-
inhalts, den der Ortsvektor des Massenpunktes zwischen den zu ¢,
und ¢ gehorigen Lagen beschreibt. Dieser Flicheninhalt wichst bei
einer beliebigen Zentralbewegung proportional der Zeit.

Bei einer elliptischen Bahn wollen wir die fir einen ganzen Umlauf
erforderliche Zeit mit 7 bezeichnen. Man erhilt dann aus (124, 17),

dem bekannten Ausdruck fiir den Flacheninhalt einer Ellipse und
aus (124, 5)

— 2na%cy/ 2K
(124, 18) T = 2ma? Y1 — & — % l/ -,
also wegen (124, 3)
2xa%1/2k
(124, '19) T == ~ k , — 2

Man entnimmt aus (124, 15) und (124, 19), daBl von den GroBen
(124, 11, 12, 13) wieder nur 7, und v, allein fiir die Halbachse und die
Umlaufszeit T bestimmend sind.

Bildet man mit Hilfe von (124, 15) und (124, 19) den Ausdruck a7?,
so wird man auf die fiir alle elliptischen Bahnen giiltige Relation

3
(124, 20) “ _ k

1 4 n?

gefithrt. Sie zeigt, dall das Verhiltnis zwischen der dritten Potenz der
groBen Halbachse und dem Quadrat der Umlaufszeit fiir alle elliptischen
Bahnen im selben zentralen Anzichungsfeld den gleichen Wert besitzt,
namlich gleich der Anziehungskraft auf die Masse 1 im Abstand 1
dividiert durch 4 x?2 ist.

Bisher haben wir ¢ == 0 angenommen. Gleichung (124, 4) und die
daraus hergeleiteten gelten nur unter dieser Voraussetzung. Sie ist

19*
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erfiillt, wenn im Anfangselement (124, 11) ¢, = 0 ist. Hat man ¢, = 0,
so erhilt man ¢ = 0, also ¢ = 0 und

(124, 21) ¢ = @

fir alle Werte von ¢. Der Massenpunkt bewegt sich also auf einer
Geraden durch das Zentrum, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit durch
das Zentrum geht. In diesem Fall hat man 92 = 72. Also ist (124, 3)
ein Erstintegral fiir die geradlinige Bewegung:

. 2F 2k
(124, 22) rr= T

Diese Differentialgleichung 148t sich miihelos elementar integrieren.
Ohne die Integration auszufiihren, kann man leicht folgendes iiber
die Bewegung feststellen: Die Differentialgleichung hat eine Singulari-
tit im Zentrum » = 0. Bewegt sich der Massenpunkt in einem Zeit-
punkt auf das Zentrum zu, so wird er diese Bewegung mit stindig
wachsender Geschwindigkeit fortsetzen, da » - —oo fiir » - 0. Bewegt
er sich in einem Zeitpunkt vom Zentrum fort, so wird er fiir £ =0
diese Bewegung mit stindig abnehmender Geschwindigkeit fortsetzen,

da 7~ '/ 2”12: fir » > oo (Grenzfall von parabolischen oder hyperboli-

schen Bewegungen), wihrend er fiir E < 0 in dem durch » = 0, also

r = —ngf gegebenen Abstand umgekehrt (Grenzfall von elliptischen
Bewegungen).

Fir E = 0 hat man nach (124, 22) » - 0 fiir » > co. Die auf das

Zentrum zu gerichtete Bewegung kann fiir £ = 0 als ,,freier Fall aus
dem unendlich Fernen* (ohne Anfangsgeschwindigkeit und in unend-
lich groBer Iallzeit) bezeichnet werden. Nach (124, 22) hat man hier
(124, 23) 72 = 2f.
Man kann daher den Inhalt von (124, 10) so beschreiben: Ein gegebenes
Bewegungselement gehort zu einer elliptischen, parabolischen oder hyper-
bolischen Bahn, je nachdem der Geschwindigkeitsbetrag kleiner, gleich
oder groBer als derjenige ist, den der Massenpunkt bei freiem Fall aus
dem Unendlichen an der betreffenden Stelle haben wiirde.

Bemerkungen: 1. Bei einer elliptischen Bewegung ist es offenbar zweckmiBig,
t und @ von dem Scheitelpunkt 4 an zu rechnen, der dem Zentrum am nichsten
liegt (Perihel). Der Sektor AOP hat dann nach (124, 16) den Flicheninhalt 4ct.
Wir denken nun die Ellipse durch Verkleinerung der Ordinaten der Punkte eines

Kreises mit dem Mittelpunkt Q und dem Radius a im Verh#ltnis V1 —e2:1 er-
zeugt. Wir erhalten dann (vgl. Abb. 111)

bt =A0OP=Y1—62. AOP, = Y1 —e2(AQP, — OQP))

== V1 --e*(} a®u — } ae + a sinu),
also

(124, 24) . U — esinu = ni,
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wobei mit Beriicksichtigung von (124, 18, 20)

c 2n k

(124, 25) e afica T T | o

ist. Die Gleichung (124, 24) nennt man die KEPLERSche Gleichung, den Winkel u
die exzentvische Anomalie. Da u die Punkte der Ellipse festlegt, bestimmt (124, 24)
den Ort in der Bahn als Funktion der
Zeit. Zwischen # und der ,,wahren Ano-
malie'* @ besteht die Beziehung

) 1/14+e. u

=iy
2. Wir haben oben die Gleichung
(124, 6) der Bahnkurve aus den in 123 auf-
gestellten allgemeinen Gesetzen der Zen-
tralbewegung gefunden. Direkter kann
man so vorgehen: DafBl man es mit einer Zentralbewegung zu tun hat, bringt
mit sich, daB die Bahn eben ist und daB (122, 2) gilt. Das spezielle Kraftgesetz

(124, 1) der Keplerbewegung hat

Abb. 111. Zur KepLErschen Gleichung.

. k

(124, 26) b= —;g?ﬁ
zur Folge. Hierbei benutzen wir die Bezeichnungen von 64. Aus (64, 1) ergibt sich
(124, 27) D= R —repR
und, da b der Quervektor von b ist, aus (124, 26)
(124, 28) é:--fgsﬁ.
Man bildet nun den Vektor
(124, 29) e = -,; b ®,
der wegen (124, 27) und (122, 2) ‘

I PN c?
(124, 30) o= B (1)

k kr

geschrieben werden kann. Aus (124, 28, 29) und (84, 2) folgt mit Riicksicht auf
(122, 2) c
e =

R ot —

¢ ist mithin ein konstanter Vektor. Wir bezeichnen mit ¢ scine Linge und mit «
den zugehorigen @-Wert. Es gilt dann wegen (124, 30)

c2
recos(p — o) =tree == — — 7,

k
also dic Gleichung (124, 6).
Man sieht, da8 der konstante Vektor (124, 29) vom Kraftzentrum aus auf

den nichsten Scheitelpunkt zu gerichtet ist, und daB seine Linge gleich der
Exzentrizitat ist.

Im obigen haben wir die ganze Klasse der Bewegungen bestimmt,
die zum Kraftgesetz (124, 1) gehoren. Die historische Entwicklung ver-
lief so, daB NEwTON dieses Kraftgesetz als Resultat einer Analyse von
beobachteten Bewegungen fand. Sie kann kurz folgendermafBen wieder-
gegeben werden:
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Auf Grund von TycHO BRAHEs Beobachtungen formulierte KEPLER
drei empirische Gesetze der Planetenbewegungen. Wir geben diese
wieder und ziehen daraus die angegebenen Folgerungen:

1. KEPLERSsches Gesetz: In einem Koordinatensystem mit Achsenrich-
tungen nach bestimmten Fixsternen und dem Ursprung in der Sonne be-
schreibt jeder Planet eine Ellipse, in deren einem Bremmpunkt sich die
Sonne befindet. — Fiihren wir Polarkoordinaten in der Bahnebene mit
dem Pol in der Sonne ein, so kann die Bahngleichung in der Form
(124, 6) geschrieben werden. Uber die Kraft, die auf den Planeten
wirkt, koénnen wir aus diesem Gesetz nur schlieBen, dall sie in der
Bahnebene liegt.

2. KEPLERSches Gesetz: Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten
beschreibt einen Sektor, dessen Flicheninhalt proportional der Zeit wichst.
— Dies ergibt Gleichung (122, 2). Da demnach das Moment der Be-
wegungsmenge des Planeten um die Sonne konstant ist, muf3 das Kraft-
moment um die Sonne Null sein, d. h. die Angriffslinie der Kraft muf}
durch die Sonne gchen. Der Planet fiihrt also eine Zentralbewegung
aus, und man kann die diesbeziiglichen Gesetze anwenden. Setzt man
(124, 6) in (123, 12) ein, so erhilt man (124, 1). Dices ist jedoch nicht
so zu verstehen, dal man ein Kraftfeld von der Form (124, 1) nach-
gewiesen hat; dies kann niemals mit Hilfe der Analyse einer partiku-
liren Bewegung geschehen (vgl. 101). (124, 1) besagt nur, dal die
Kraft, die auf den einzelnen Planeten wihrend seiner Bewegung wirkt,
sich proportional mit 2 dndert. Schreibt man den Proportionalitéits-
faktor km, wo m die Masse des betreffenden Planeten bedeutet, so
kann man selbstverstindlich aus den bisher genannten beiden Gesetzen

noch nicht schlieBen, daBl & fiir die verschiedenen Planeten denselben
2¢? .
Wert hat. Berechnet man aus dem bekannten Parameter 2e die

k
Halbachse o

so findet man die Relation (124, 20).

3. KEPLERSches Gesetz: Das Verhiltnis von a® und v2 ist fiir alle Pla-
neten dasselbe. — Wendet man dies auf die eben erschlossene Gleichung
(124, 20) an, so findet man, dal der Proportionalititsfaktor % fiir alle
Planeten denselben Wert hat. Die Krifte, die auf die einzelnen Pla-
neten wihrend der von ihnen ausgefithrten partikuliren Bewegungen
wirken, sind also dieselben wie bei einem Kraftfeld der Form (124, 1).
NEwToON schlof3 daher, daB sich die Planeten so bewegen, wie wenn die
Sonne sie nach diesem Gesetz anzoge.
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In 143 S. 357 wird ausgefithrt, wie sich diese Verhiltnisse dndern,
wenn man beriicksichtigt, daf sich auch die Sonne wegen der Anziehung
durch den Planeten bewegt.

Entsprechende Bemerkungen gelten fiir die Analyse anderer beob-
achteter Bewegungen. Beobachtet man z. B. eine Bewegung eines
Massenpunktes, fiir deren z-Komponente (120, 3) gilt, so kann man
schlieBen, daB (120, 1) fir die entsprechende Kraft besteht; analog
kann man aus (121, 2) auf (121,1) oder aus (122, 1) darauf schlieBen, dal3
die Angriffslinie der Kraft die z-Achse schneidet oder ihr parallel ist.
Diese Schliisse betreffen aber natiirlich nur die Kraft, so wie sie auf
den Massenpunkt wihrend der beobachteten Bewegung wirkt. Ob diese
Kraft von einem Kraftfeld herrithrt oder, wenn dies der Fall ist, ob das
Feld allgemein Eigenschaften der erwihnten Art besitzt, kann mit Hilfe
einer partikaliren Bewegung nicht entschieden werden.

125. Elastische Kraft. Als anderen Spezialfall von 3. in 123 neh-
men wir ein Kraftgesetz (123, 14) der Gestalt

(125, 1) K (7) = h?mr,

wo & eine Konstante ist. Es liegt also eine Anziehung durch das
Zentrum vor, die proportional dem Abstand von ihm ist. Eine solche
Kraft nennt man elastische Kraft (vgl. 108).

Die Losung kann auch in diesem I'all nach dem in 123 angegebenen Verfahren
gefunden werden. Man hat

(125, 2) U = %h2mr?,
(125, 3) E = 3m(v? + h%v?),
und (128, 18) kann fiir ¢ + 0
a /7% — b
(125, 4) de - darccos (»y» ]/ ;2—_—[)—2)
geschrieben werden, wenn man
1 S 1 s
2 2 828 2 . _ VE® 272 2
(125,5) «a mhz(E—}—]/E m2h2c?), b mhz(E VE:  mEhdc?)

setzt. Man findet so, daB die Bahnkurve eine ELllipse mit dem Mittelpunkt im
Kraftzentrum und den Halbachsen a und 4 ist. Speziell ergibt sich dann und
nur dann ein Kreis, wenn im Anfangselement », = 0, ¢, = LA ist.

Hicr geht man jedoch einfacher vor, wenn man die Zeit in der
Rechnung beibehilt. Der Kraftvektor ist

(125, 6) €= —himrt
und die Differentialgleichung der Bewegung
(125, 7) T+ A%t = 0.

Fithrt man in der Bahnebene rechtwinklige Koordinaten x und y mit
dem Ursprung im Kraftzentrum ein, so erhilt man fiir beide Koordi-
naten Differentialgleichungen der Form (102, 45), deren Lésungen durch
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(102, 46) gegeben sind. Noch einfacher kann man sagen, dal3 die Diffe-
rentialgleichung (125, 7) die Form (102, 45) hat; daB die abhingige
Variable ein Vektor ist, ist fiir die fiir (102, 45) angegebene Integra-
tionsmethode belanglos. Aus (125, 7) findet man daher analog (102, 46)

(125, 8) t = ¢, cosht + cysinht

mit den beiden willkiirlichen Vektoren ¢, und ¢, als Integrationskon-
stanten. Man hat dann

(125, 9) t = —hc;sinkt + heycosht.

Legt man eine partikulire Bewegung durch die zu ¢ = 0 gehdrigen
Werte t, und b, fest, so findet man aus (125, 8) r, = ¢, und aus (125, 9)
by = Ay, so daB man die Losung in der Gestalt

(125, 10) t == tycosht 4 ’sinkt,
(125, 11) t = —htysinht + bycosht
erhilt,

Sind tr, und b, parallel [also ¢ = 0 in (122, 2)], so stellt (125, 10)
eine geradlinige harmonische Schwingung (108) dar. In allen anderen
Fillen ergibt (125, 10) eine Ellipse (vgl. 60 S. 132). Die Ellipse wird
speziell ein Kreis, wenn die konstanten Vektoren ¢, ¢, aufeinander
senkrecht stehen und gleich lang sind, wenn also v, = 4-A%, ist, d. h.,
wie oben erwihnt, wenn in einem Bewegungselement » = 0 und ¢ = +-h
ist. Die Umlaufszeit ist wie in 108 stets 7 = hf. Wir koénnen die
Bewegung als eine ebene harmonische Schwingung bezeichnen.
Die Schwingungszeiten sind unabhingig von Form und Gré8e der Bahn-
kurven; sie hdangen allein von der Steiftheit ab [vgl. (1086, 2)].

Bemerkungen: 1. Die potentielle Energie (125, 2) ist gleich der Arbeit, die
die elastische Kraft leistet, wenn der Massenpunkt aus der Entfernung » in das
Zentrum gebracht wird oder, was dasselbe ist, gleich der Arbeit, die man auf-
wenden muf3, um den Massenpunkt vom Zentrum um den Abstand » zu entfernen
(Deformationsarbeit).

2. Fiir einen gegebenen Wert der totalen Energie £ hat man nach (125, 3)
sofort eine obere Schranke fiir die moglichen Werte von 7:

J2E vt (/2E
S mr2 K2 ] mh?
Die Bewegung geht also innerhalb einer Kugel vor sich, deren Radius die rechte
Seite dieser Ungleichung ist. Nur bei geradliniger Bewegung erreicht der Massen-
punkt die Kugelflache, denn nur bei einer solchen kann v den Wert Null annehmen.

(125, 12) y =

126. Bewegungen auf der Erdoberfliche. Ein Massenpunkt der
Masse m_ auf der Erdoberfliche unterliegt, abgesehen von eventuellen
anderen Kriften, den Anziehungskriften aller Massen des Sonnen-
systems. Diese Anziehungskridfte sind proportional =, rufen also in
dem in 91, Voraussetzung 1, eingefithrten Inertialsystem I eine von m
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unabhingige Beschleunigung hervor. Wir wollen diese Beschleunigung
mit b + b’ bezeichnen, wobei b und b’ die von der Erde bzw. von den
iibrigen Massen des Sonnensystems herrithrenden Beschleunigungen sind.
Ferner sei b’ die Beschleunigung, mit der sich der Schwerpunkt G der
Erde im Inertialsystem I unter dem EinfluB der {ibrigen Sonnensystem-
massen bewegt. Diese bestimmt sich aus dem in 136 behandelten
Schwerpunktssatz fiir die Bewegung von Korpern. Sic ist fast genau
gleich der Beschleunigung, die ein Massenpunkt in G durch die An-
zichung der iibrigen Massen des Sonnensystems erfahren wiirde. Da
nun das Gravitationsfeld, das von diesen Massen herrithrt, innerhalb
eines Bereichs von der GroBe der Erde nur wenig variiert, unterscheiden
sich b’ und b’ nur sehr wenig. Fiir die Erklirung gewisser Bewegungen
auf der Erdoberflache (Ebbe und Flut) muB man jedoch den Unterschied
zwischen b’ und b’’ beriicksichtigen. Die Beitrige von Mond und Sonne
machen sich dabei besonders geltend, der erste, weil der Mond der Erde
verhiltnismidBig nahe ist, der zweite, weil die Masse der Sonne grof3
ist. Wir wollen hier von diesem Unterschied absehen und b’ und b”
als denselben Vektor anschen.

Es sei nun I’ ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in G und
Achsenrichtungen nach bestimmten Fixsternen. Die Bewegung von I’
relativ zu I enthilt keine Drehung. Die Bewegung eines jeden mit I’
fest verbundenen Punktes relativ zu I geschieht mit der Beschleuni-
gung b"” = Db’. Beziecht man also die Bewegung des betrachteten
Massenpunktes auf I’ statt auf I, so hat man nur die erste fiktive Kraft
(96, 6), d.h. —mb’ hinzuzufiigen. Die zweite fiktive Kraft (96, 7) ist
Null. Die zugefiigte Kraft wird von der Kraft mb’ aufgehoben, mit
der der Massenpunkt von den aullerhalb der Erde befindlichen Massen
des Sonnensystems angezogen wird. Relativ zu I’ unterliegt also der
Massenpunkt nur der von der Erde herriihrenden Anziehungskraft mb.

Es soll nun angenommen werden, daB die Erdmasse rotations-
symmetrisch um die Verbindungsgerade !/ der Pole verteilt ist, dal
also insbesondere G auf / liegt. Die Erdachse / ist eine in I’ feste Gerade.
Der Beschleunigungsvektor b schneidet / fiir alle Lagen des Massen-
punktes. Ferner soll angenommen werden, daB3 die Erde ein starrer
Korper ist (was auch nur niherungsweise zutrifft). Wir wollen sic als
Bezugskoérper fiir die Bewegung verwenden, indem wir ein mit ihr fest
verbundenes, im tibrigen aber willkiirliches Koordinatensystem 2 ein-
fihren. In bezug auf I' dreht sich die Erde um / mit einer Winkel-
geschwindigkeit w, die infolge der in 90 eingefithrten kinematischen
Voraussetzungen als konstant anzusehen ist. Thr Wert ist dadurch ge-
geben, daB sich die Erde im Laufe eines Sterntages um den Winkel 2 %
dreht. Die Bewegung von & relativ zu I' enthilt dann den zu / paral-
lelen Drehvektor tv, dessen Betrag w ist und dessen Orientierung
nach den in 4 getroffenen Festsetzungen vom Siidpol zum Nordpol
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weist. Die Bewegung eines mit & fest verbundenen Punktes relativ
zu I’ ist eine gleichformige Kreisbewegung um /. Um die Bewegung
auf € zu beziehen, mull man dann nach 98 einerseits die zu / senk-
rechte und von !/ fort gerichtete Zentrifugalkraft

(126, 1) msy
‘vom Betrage
(126, 2) m|3| = mrw?,

wobei 7 den Abstand des Massenpunktes von / bedeutet, andererseits die
CorioLis kraft
(126, 3) —2m X b

hinzufiigen, wo v den Geschwindigkeitsvektor relativ zu & , also zur
Erde bedcutet.

Ist der Massenpunkt an cinem Faden aufgehingt und in Ruhe
relativ zur Erde, so verschwindet (126, 3). Abgesehen von der Faden-
spannung wirkt dann die Kraft

(126, 4) mb -+ m3z = mq

auf den Massenpunkt. Sind keine anderen Krifte als die hier genannten
vorhanden, so mul} der Vektor (126, 4) die Richtung des Fadens haben.
(128, 4) ist somit derjenige Vektor, den man als ,,Schwere’* des Massen-
punktes beobachtet. Seine Richtung an einer beliebigen Stelle in der
Nihe der Erdoberfliche 1st die Richtung eines Lotes, sein Betrag ist
gleich dem durch ein Dynamometer mel}-
baren Zug des Massenpunktes an dem Faden.
Den Vektor

(126, 5) q-— b3
nennt man die Schwerebeschleunigung.
Dem Betrage nach ist g = |g| auf der

Erdoberfliche variabel. Erstens ist nimlich
|b| veranderlich, es ist an den Polen ctwas
groBer als am Aquator, da der Erddurch-
messer von Pol zu Pol kleiner ist als der
Abb. 112, oégﬁ:g}l:]lzmsl%:;g der  Durchmesser des Aquators. Zweitens ist |3
veranderlich, da es nach (126, 2) vom Wert
Null an den Polen zum Wert Rw? am Aquator anwichst, wenn R der
Radius des Aquators ist. Dic geometrische Addition (126, 5) bewirkt
einerseits, dal3 g eine andere Richtung als b hat, andererseits, dal3 |g|
kleiner als |b| ist; der Winkel zwischen g und j ist ndmlich iiberall
stumpf (vgl. Abb. 112). Die Zusammensetzung aus b und 3 trigt also
weiter dazu bei, daBl g von den Polen zum Aquator abnimmt (ungefihr
von 983 bis 978 cmsec ™ ?).
Der Vektor b ist nach 115 der Gradient eines Skalarfeldes. Der
Vektor 3 ist nach (126, 1, 2) der Gradient des Skalarfeldes 72w?. Also
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ist auch g ein Gradientfeld. Zu dessen Niveauflichen, das sind zugleich
die Niveauflichen der der Kraft m g entsprechenden potentiellen Energie,
gehort im wesentlichen die Erdoberfliche (ndmlich die Oberfliche der
Wassermassen der Erde). Diese als Geoid bezeichnete Niveaufliche ist
mit groBler Anniherung ein schr wenig abgeplattetes Rotationsellipsoid.
Thre Tangentialebene durch einen Punkt, also die auf dem zugehorigen
Vektor g senkrechte Ebene, nennt man
den Horizont des betreffenden Ortes.

Wir gehen nun dazu iber, die Be-
wegung eines Massenpunktes relativ zum
System & zu untersuchen. Auller even-
tuellen anderen Kriften und der Kraft mg
wirkt auf den Massenpunkt dic Kraft
(126, 3). Diese ist senkrecht zu /, also
von der in 120 betrachteten Artl. Da sie
auf v, also auf der Bahn des Massen-
punktes senkrecht steht, hat sie auf den
Geschwindigkeitsbetrag keinen Einflul3.

. . . Abb. 113. Nach den Himmelsrichtungen
Sie splelt 8,].50 bei der Anwendung des und dem Zenith orientiertes Koordinaten-

Energiesatzes keine Rolle. Wir wollen ihre system fiir einen Punkt auf dem Geoid.

Koordinaten in einem passenden Koordinatensystem bestimmen, im
iibrigen uns aber darauf beschrinken, ihren EinfluBl qualitativ zu
diskutieren.

Wir legen das Koordinatensystem & so, daB der Ursprung in einen
Punkt O der Erdoberfliche fallt und die z-Achse dem Vektor g in O
entgegengesetzt, also nach dem Zenith des Ortes gerichtet ist (vgl.
Abb. 113). Die «x, y-Ebene ist dann der Horizont des Ortes 0. Die
x-Achse legen wir in die Tangente des Parallelkreises des Ortes, und
zwar die positive Richtung nach Osten, die y-Achse in die Tangente
des Ortsmeridians mit der positiven Richtung nach Norden. Mit ¢ be-
zcichnen wir den Winkel zwischen g und —3, also zwischen der :-Achse
und 3, also zwischen der y-Achse und 1 (geographische Breite des
Ortes, positiv nordlich des Aquators). Die CorroLiskraft wird dann

i i £
(126, 6) —2mW X b= -2m 0 wcos? wsind .
Thre Koordinaten sind ¥ y ¢
(126, 7) 2muw (ysind — #cosd),
(126, 8) —2mwxsind,
(128, 9) 2mwx cost,

und diese GréBen sind den Koordinaten der iibrigen wirkenden Krifte
bei der Bestimmung der Bewegung eines Massenpunktes hinzuzufiigen.

1 Vgl. auch Ubungsaufgabe 1 $. 301.
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Wir diskutieren die Bewegung eines Massenpunktes, der auBler der Wirkung
der Corioliskraft nur der der Schwere m g unterliegt. Beschrinkt man sich auf
ein so kleines Bewegungsgebiet, daB g als konstant angesehen werden kann, so
hat man zu (126, 9) nur die konstante Kraftkoordinate —mg hinzuzufiigen. Die
Integration der Bewegungsgleichungen geschieht am besten dadurch, daB man
die Koordinaten des Massenpunktes in Potenzreihen nach Potenzen von w ent-
wickelt und die Koeffizienten sukzessive bestimmt. Man kann sich dabei auch
die Existenz einer potentiellen Energie zunutze machen. Wir wollen uns hier
mit folgenden Bemerkungen begniigen:

Bei freiem Fall oder senkrechtem Wurf ist die Geschwindigkeit im wesent-
lichen der z-Achse parallel, # und y sind klein im Vergleich mit z. Das Haupt-
glied in (126, 7, 8, 9) ist <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>