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PREFACE.

Le présent fascicule contient la premiére partie de lecons
données a la Sorbonne au printemps de 1935. |l doit étre suivi
d'un ou de plusieurs autres fascicules, dont I'ensemble formera
une introduction mathématique aux théories quantiques.

Le présent fascicule expose, a partir des éléments, les propriétés
des espaces vectoriels a n dimensions et de leurs transformations
linéaires. Géométriquement, on obtient une théorie des opérateurs
linéaires, qui se traduit analytiquement par une théorie des
matrices. Le choix des coordonnées aptes a fournir la matrice la
plus simple d'un opérateur déterminé conduit naturellement a la
réduction des matrices, des formes qui leur sont attachées, et a
I'étude du spectre. En géométrie affine on obtient ainsi les réduites
de Jordan; en géométrie métrique ou unitaire on obtient les
réduites de Schur, et, lorsque la matrice et hermitienne, on ala
réduite diagonale que Lagrange et Gauss avaient donnée pour
les formes gquadratiques.

La matiére del' Introduction que nous préparons, se trouve déja
exposée, plus ou moins complétement, a des points de vue et sous
des formes assz divers, dans plusieurs bons ouvrages, parmi
lesguels nous citerons surtout :

F. RIESz, Les systémes d'éguations linéaires a une infinité
d'inconnues (1913) ;

H. weyL, Gruppentheorie und Quantenmechanik (1928);

A. WINTNER, Spektraltheorie der unendlichen Matrizen (1929);

M. H, STONE, Linear transformations in Hilbert Space and their
applications to Analysis (1932) ;



\ PREFACE.

J. VON NEUMANN, Mathematische Grundlagender Quanlcnmechanik
(1932).

La lecture des livres précédents nous a été fort utile en période
d'élaboration de ces lecons ; utiles aussi le bel articlede|'Encyclo-
pédie allemande que Ton doit & MM. HELUNGER et TOEPLITZ, Inte-
gralgleichungen and Glcichungen mil unendlichvielen Unbekann-
ten, et I'excellent Traité de MM. COURANT et HILBERT, Methoden der
mathematischen  Physik.

Il nous parait cependant qu'a garder simultanément présentes
a I'esprit la notion géométrique d'opérateur et les représentations
diverses de cet opérateur, par des matrices correspondant aux
divers systémes de coordonnées offerts par la géométrie de I'espace
étudié, I'exposition gagne en clarté et en simplicité. C'est:dans ce
S£ns qu'on a essayé de mener ici I'exposition et qu'on espere, par
fusion du géométrique et de I'analytique, avoir réussi a éclaircir
ou simplifier plus d'une démonstration et a faciliter Pacquisition
des notions qui font I'objet de ces lecons.

Ces lecons ont été faites a la demande de quelques physiciens,
devant des physiciens et des mathématiciens. Pour les mathémati-
ciens qui voudraient approfondir I'étude des questions envisagées
ici, il est bien évident que notre livre n'est qu'une introduction a
poursuivre |'étude des mémoires originaux, en téte desguels
figurent les beaux mémoires de M. Hilbert, sur les égquations inté-
grales.

Il m'est agréable de remercier ici M. Dufresnoy, élévedel'Ecole
Normale Supérieure, qui a bien voulu rédiger ces legons, et
M. Winter qui, aprés avoir assisté a ces legons, a bien voulu
revoir et critiquer la rédaction « en physicien ». La maison
Gauthier-Villars n'a rien négligé pour assurer a ce livre la
meilleure présentation; qu'elle soit, elle aussi, chaleureusement
remerciée.

GASTON JULIA.



| NTRCDUCTI ON MATHEMATI QUE

AUX

THEORIES QUANTIQUES

APERCU HISTORIQUE.

|. — GENERALITES.

1. L'origine des théories mathématiques se trouve dans |'étude de
problémes physiques. |l est, & premiére vue, surprenant qu'une théorie
ainsi ébauchée, puis développée indépendamment de toute considéra-
tion extérieure aux mathématiques, vienne par la suite rendre au
physicien les plus grands services. C'est pourtant de cette fagon que se
construisent parallélement la physique et les mathématiques.

2. Les problémes relatifs aux vibrations des systémes conduisent a
des équations différentielles et a des équations aux dérivées partielles;
comme autre exemple de probléme physique conduisant au méme
genre de questions mathématiques, on doit citer le potentiel électrique
ou magnétique. La détermination d'dn équilibre électrique, par
exemple, nous conduit a rechercher les solutions de |'équation

AU = 0,

U désignant une fonction d'un point de I'espace (fonction qui repré-
sente le potentiel électrostatique), A désignant le laplacien
LN
ozt Vg T i’
solutions qui doivent prendre des valeurs données sur des surfaces

données. C'est le célébre probléme de Dirichlet. Plus généralement
on sera conduit ala méme question avec I'équation

AU =,

JULIA. 1
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/

f étant une fonction donnée (par exemple, dans le probléme précédent,
L]

{7; pourra représenter une densité de charges électriques, imposées a

A
I'avance).

Pour le probleme des cordes vibrantes, étudié depuis Bernoulli,
d'Alembert etc., si |'on cherche a représenter |I'élongation z de la corde
tendue, par une fonction de la forme z= u(s). v(t), s étant I'abscisse
et t le temps, z satisfaisant a |'éguation

iz ,(Jf 3
r3 fs*

(qui exprime que |'accélération de I'élément de corde d'abscisse s est
due aux tensions provenant des éléments voisins), on obtient

. din iy
[l A= )

ds dr’

Todie(d) 1 dtufs) 1

s
e = — A,

ef TdiE u(f)  dst u(s)

étant une constante indépendante de s et de t, ce qui conduit a I'équa-
tion
ﬂ +lu=n
dst !
dont on cherche les solutions u(s) s'annulant aux extrémités de lacorde.
C'est ce probléme des cordes vibrantes qui a conduit ala considération
des séries de Fourier et a la théorie des systémes orthogonaux de
fonctions.
Dans |'étude des vibrations, de membranes, on recherchera de méme

des solutions u({x, ¥) del'équation

Au 4+ =0,
qui soient nulles sur le contour sans étre identiquement nulles.
Ces problémes ne seront résolubles que pour certaines valeurs de la
constante A, dépendant des extrémités de la corde ou du contour de la

membrane. C'est évident pour la corde : soit & > o, on peut poser k = w3
et ['on obtient la solution

u= Acosws + Brinws.

Annulons pour s = o el s =1{; il vient A = 0, et siFon veutavoir B o
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. . . k H . o
il favt sinwl =0, soit w= "7, 3 = k? %1 k étant un entier arbitraire.

Si 2 <C0 on aurait & considérer les cosinus et sinus hyperboliques; on
verrait sans peine que le probléme ne serait plus résoluble.

Ces valeurs de A sont dites valeurs propres ou bien valeurs fonda-
mentales, ou encore valeurs caractéristiques. Les solutions corres-
pondant a de telles valeurs seront dites, de méme, propres, fondamen-
tales ou caractéristiques.

Ce probléme joue un rdle fondamental en acoustique et en spectro-
scopie. Laconstante A recoit uneinterprétation physique trésimportante :
elle est proportionnelle a |'énergie du systéme en vibration, qui appa-
rait ainsi comme susceptible de prendre uniquement des valeurs dis-
crétes.

3. Les problémes dont il vient d'étre question sont des problémes
linéaires; cela veut dire que si 1'on en a deux solutions, leur somme
est une solution et que si I'on en a une solution, celle-ci multipliée par
une constante quelconque est encore une solution.

En physique on rencontre fréquemment de tels problémes linéaires;
cela tient moins a un fait physique qu'a larelative facilité de la résol u-
tion de ces problémes : ce sont presque les seuls que I'on ait étudiés.

4. La démonstration rigoureuse de |'existence, et le cas échéant de
['unicité, de la solution de tels problémes, ne s'appuyant pas sur des
considérations physiques, est difficile et récente. Aprés Riemann,
Neumann, Schwarz, Poincaré ont fait des travaux sur le probleme de
Dirichiet; pour les cordes vibrantes, |la premiére solution satisfaisante
date de Fourier, puis de Dirichiet; quant aux autres problémes, la
démonstration de I'existence de valeurs caractéristiques X a été partielle-
ment faite par Schwarz (qui a mis en évidence la solution laplus petite),
par M. Picard (qui a montré I'existence de la valeur caractéristique sui-
vante), puis a éé complétement réalisée par Poincaré (1). Fredholm
a retrouvé tous ces résultats par une méthode différente.

Considérons |'équation

AU U =
on peut lui donner une autre forme, qui sera d'ailleurs entiérement
équivalente lorsque le A de la solution existera. Considérons une distri-
bution de matiére, de densité |, dans une certaine aire; elle crée un

(1) Voir POINGARE, Rendiconti del Circolo Matematico di Palerrno, 18%.
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UMy = | fu(P) log 5 dee.

Hors des masses All =e, tandis que dans les masses AU = a=p.
d'aprées la formule de Poisson. Rappelons, en passant, que I'on peut
faire les mémes considérations dans I'espace, mais on devra alors

potentiel

remplacer logM_Il-'par"’\Tf' et le coefficient de la formule de Poisson sera

4n au lieu de 2m.

Soit alors a résoudre
AU+ AU =7

Si I'on pose
UMy = [ [u(P)log g5 dov,
ilvient
AU{M) =—amp{M}=_Ff({M}— AUM).
D'ou I'équation
U(M) =— %{fﬁf{P]—-lU(P)] log i dar,

dont on est ramené a chercher une solution U ; avec les mémes condi-
tions de contour, ces deux problémes sont équivalents; cette équation
est une équation intégrale qui peut s'écrire

U(M)—%ffl((;\l, P) U(P) dop = F(M),

dans laquelle U est la fonction inconnue. Remarquons que dans le cas
particulier ol f=o0, on a

X I
F:-;—Efff(!’)iogwdqp:n,

et nous retrouvons encore une équation linéaire. Si nous avons un
second membre F, il est facile de sassurer que la solution générale
d'une telle équation est la somme d'une solution particuliére et de la
solution générale de I'équation sans second membre.

Avec une seule variable, nous serions de méme conduit a une équation
du type

fr
a0+ [ KG, 056 de=fis),

dans laquelle  est la fonction inconnue. La constante X s'introduira
facilement si 1'on part des cordes vibrantes; par contre, si I'on part du
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probléme de Dirichlet U = o, et qu'on essaiede le résoudre par un
potentiel de double couche de densité inconnue y, tel que U, lorsqu'on
s'approche du contour, tende vers les valeurs imposées au contour, on
est conduit pour déterminer i a une équation du méme type, mais ne
contenant pas de onstante X. '

5. Fredholm a fait I'étude des équations
L]
o)+ [ Kie, 9 de= fia),

lorsque K {noyau) est une fonction continue de sss deux arguments et
méme dans des cas un peu plus généraux ( 1).

Avant lui, Le Roux et Volterra avaient résolu la question dans le cas
particulier ou K(s, t) es nul lorsque t > s; I'équation intégrale s'écrit
alors

2o+ [ Kis O5(de=fls),

et la méthode des approximations successives sapplique pour toute
valeur de X : .
?o(“=fl”): R

a( == [ Ko 0 (0dr

tend vers,, solution de I'équation. Tandis que dans le cas envisagé
par Fredholm la méthode ne réussit que si X est suffisamment petit : d'une
fagon plus précise, si || est inférieur au module de la racine de plus
petit meodule de D () == o, équalion que nous allons définir.

Revenons aux travaux de Fredholm. Ils montrent qu'une valeur de X
permet en général la résolution; la solution se présente sous la forme -

]
9ls)y=fls)— lf Kis, £; W) fie) .

K(s, tA) étant une fonction que I'on sait calculer; on |'appelle noyau
résolvant de K, et elle se présente sous forme d'une fonction méro-

(1) Voir FREDHOLM, Acta mathematica, 1901.
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morphe en X ou, d'une fa(;on plus précise, comme quot|ent de deux

foncti Ons entieres
Ko, 452y = P.%(_%E

La fonction D{}), que I'on appelle le déterminant "de I'équation, se
forme uniquement en connaissant K(s, t); c'est a rapprocher de la
résolution d'un systeme d'équations linéaires : on sait quele déterminant
du systéme ne dépend que des premiers membres. Plusieurs cas sont
possibles :

1* 8i A n'annule pas D({3), une solution et une seule (rapprocher du
systeme de Cramer d'équations linéaires).
2° Sinon, quefait-on dans le cas du systéme d'équations

Za;}xgx =y
£
On considére les premiers membres; on cherche les formes linéaire-
ment indépendantes et les relations linéaires existant avec les autres
formes, c'est-a-dire les systémes de nombres A -, non tous nuls, satisfai-
sant a

~y
(I} z }‘.tam. =0,
I

pour tous k, et, par application du théoreme de Rouché, on en déduit
que la condition nécessaire et suffisante pour que le systeme présente
des solutions est qu'il existe entre les seconds membres toute combi-
naison linéaire qui existe entre les premiers, soit

@ E Myi=o,
{

pour tous les systémes i; de valeurs précédemment trouves.
Ici, au systéme transpose (1) correspond ['équation homogene
associée
o
o8} -+ lj K{t, nig(t)dt=0.
[

De méme que le systéme (1) présentait toujours un nombre fini de
solutions linéairement indépendantes, cette équation présente toujours
un nombre fini de solutions

LTI L TRREREES F N
linéairement indépendantes.



APERCU HISTORIQUE. 7

De méme que léquation (2) exprimait que le vecteur Y de compo-
santes yi, Y2 ..., Yo €tait perpendiculaire a tous les vecteurs A de
composantes A,,, A,, ..., A, c'est-&-dire, d'une facon abrégée, que le
- second membre doit étre orthogonal aux solutions du systéme trans-
posé, on trouve ici, comme condition nécessaire et suffisante pour que
I'équation intégrale ait des solutions, que f soit orthogonal a ¢,
®,, .. ., ok, Cest-a-dire

b
fq;(:)f(t)dtzo pour {=1,2,...,k

Il1. — PREMIERE METHODE DE HILBERT.

1. Quelque temps aprés Fredholm, Hilbert areprisla question a un
double point de vue algébrique. Considérons sa premiere méthode.
Elle nous montre le parallélisme du probleme avec celui des équations
linéaires.

Nous nous proposons de résoudre

b
p(e)+ 3 [ K(e, 690 de= fe).

Le premier membre de cette relation est une fonctionnelle de la
fonction ¢, que nous désignerons par (@), c'est-a-dire une expression
gue nous saurons calculer si nous connaissons lafonction ¢; c'est donc
la une généralisation de la notion de fonction. Cette fonctionnelle est
linéaire, c'est-a-dire que I'on a
Tiag)—~a¥(s),
si a désigne une constante et
Bilor+9:) = B(5,)+ B(p.)

Nous allons évaluer le premier membre d'une fagon approchée en

remplagant l'intégrale par une somme; a cet effet nous diviserons
I'intervalle ab, en intervalles partiels de longueur 8:0_7'1, par les
points Xi,X,. ..o X, Nous aurons alors la relation approchée

o)+ A D Ky, t) o(t) B=f(s)  (a= ),
E

relation qui sera en particulier vérifiée lorsque nous donnerons a sles
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valenrs z, &y, .... 2u; d'on les relations

;ﬂ(:;)+121((.;,-, et 8=fla;}  pour F=1,2 .0 (=
i

Si nous posons

sl =¢4
(s, ti)= Ky,
Jle=sp

ces relations prendront la forme
9+ 12 K9 =01,
‘

soit, avec les notations développées,

(I+}-Kll)?1+ 2Kir 2.0+ AKyq ?n‘:flp
PKe 31+~ +AKea) e+ .. AKsn 90 =4,

1K g+ Ay ¢ +...-i—{l+1Knn)?n=fu-

Les @, sont ainsi déterminés par Un systéme d'équations linéaires; nous
avons donc calculé la valeur approchée de la fonction @ en n points
intermédiaires de I'intervalle ab.

Cette idée trés simple, employée par Hilbert, sétait montrée féconde
pour d'autres problémes importants; elle est, en effet, a rapprocher de
la méthode de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles

d
d_i = flz, »)

ou, plus simplement encore, de larecherche des primitives d'une fonc-
tion en appliquant la méthode précédente a

Pour pouvoir résoudre le systéme linéaire d'une fagon unique, il faut
que -
1+ AKyy LKy Ky

ARy = Ky  1+2Kp ... K

K WKans vae 14+ AKya

soit différent de zéro.
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~Si celle condition est réalisée, les solutions seront données par les
formules de Cramer

= Anfi+Apfh+...+ Ain,fu’

¥i A

en désignant, suivant I'habitude, par Aj le mineur, affecté d'un signe,
du terme de lai "®™ligne et de la K®™ colonne dans le déterminant A.
Cette mélhode comprend maintenant un deuxiéme temps qui est le
passage a la limite : il faut Sassurer que, lorsque n tend vers |'infini, les
quantités yi = @,; relatives a X = x ; déterminent une courbe limite qui
est solution de I'équation fonctionnelle. Hilbert(1) I'a fait lorsque le
noyau K est symétrique et a retrouvé les résultats de Fredholm ; dans

ce cas particulier, si I'on pose)\:—;', I'équation (A) =o prend la

forme de I'équation en s d'une quadrique ayant pour équation

-
L Kpgapzq =0,
m

2. C'est donc du déterminant A que I'on peut déduire si le probleme
admet une solution unique, ou s'il est impossible ou indéterminég; c'est
donc le premier membre de I'équation fonctionnelle qui regle le
probléme. Les racines de I'équation (X) = o tendent vers les zéros du
déterminant D (X) de Fredholm ; ellesformeront donc |e spectre de valeurs
propres.

Soit la forme quadratique symétrique

(1 Ky 223
a une racine ; de I'équation A(A) = o correspond une solution
‘?{Is c.‘;: vaey '?:‘u

soit @', qui est unique si X est racine simple ; adeux valeurs distinctes A,
et A, de X correspondent des solutions orthogonales, c'est-a-dire telles
que

(2) Z sheh=o.
k

Si I'équation en X présente une racine double, il y aura plusieurs solu-
lions qui forment une multiplicité et |'on prendra deux vecteurs @ indé-

(1) Voir HILBERT, Gottinger Nachrichten, 1901.



10 APERGU HISTORIQUE.
pendants dans la multiplicité; on pourra les choisir orthogonaux
(d'apreés Schmidt).

On obtient donc finalement un systéme de vecteurs @ orthogonaux
deux a deux; on peut leur donner une longueur unité, autrement dit les
normer. Alors, par le changement de variables,

xy = ol p i+ ol
() e ,

N ea=elyi sl gl

qui revient aprendre les® comme nouveaux axes, la forme quadratique
devient '

(3) i

‘j; H
i
et les anciens coefficients de la forme quadratique

Ak
(4) Ky =3 52
&

On le vérifieraimmédiatement par la transformation inverse
1 .

(5) i :z Fh ke
L]

Ces résultats se généralisent et s'étendent lorsque n devient infini. La
forme quadratique (I) est remplacée par

L [

") f fn'K(s, O 2(a) () ds .

A A, solution de D(A) = o, correspondra une fonction ¢,; solution du
systéme homogéne associé (si A, est racine multiple, il y aura plusieurs
¢, que l'on pourra choisir orthogonales). Ces fonctions seront ortho-
gonales deux a deux, et, aprés les avoir normées, on aura

)
f'&r) f L7 d::&;,-,
2

avec
BU =0 si {4 j,
. 51;: 1 si i=j.
Si I'on pose

&
(5" Ya =f oal ) 2(£) dt,
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on peut démontrer que (1') deviendra

3) | 25

et'que K(s, t) pourra se développer, en fonction des solutions fonda-
mentales, par

K(s t) = Z?r(‘) ?I(‘)

Si K n'était plus symétrique, au lieu d'envisager une forme quadratique,
il faudrait envisager une forme bhilinéaire qui ne peut pas toujours se
ramener a une forme canonique si simple (Jordan).

[11. — DEUXIEME METHODE DE HILBERT.

1. Hilbert transforme le probléme de Fredholm, et le ramene a la
résolution d'un systeme dune infinité déquations linéaires a une
infinité d'inconnues. Cette méthode, reposant sur la considération de
systemes orthogonaux de fonctions, peut étre suggérée par les séries de

Fourier qui s'introduisent dans la résolution del'équation %;f +Au=—o

dont nous avons déja parlé. Donnons quelques explications prélimi-
naires.
On dit qu'un systéme de fonctionsg,; est orthogonal et normal dans

'intervalle ab, si
&

f () pa(w) do = 8y,
~a

Geg=0 si &7 Kk (orthogonal);

Su=1 si { =k (normal).
Comme exemple, nous pouvons citer le systéme de Fourier :

I, cosx, sinx, ..., oosnhx, snnx, ...;

dans I'intervalle (o, 2), ces fonctions sont orthogonales; il suffirait de
les multiplier chacune par une constante convenable pour les normer.

La notion de fonctions orthogonales est I'extension de celle de vecteurs
orthogonaux, l'intégrale ayant remplacé la somme

2 ???g = Bk
P
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Dans certaines conditions as%z générales, une fonction f peut se
développer en série de la forme

Slxey=apge(@)+i1{T)+. .. aagn(2) ...,

ceci pouvant se rapprocher d'une égalité vectorielle, le vecteur f étant
décomposé en ses composantes suivant les vecteurs @, @, ..., @, ....
Dans le cas des séries trigonométriques, Jordan a démontré que si f est
une fonction a variation " bornée (c'est-a-dire une fonction qui peut
se mettre sous forme de la différence de deux fonctions croissantes et
bornées), elle est égale a la série en tous les points ou elle est continue
(une telle fonction n‘ad'ailleurs qu'une infinité dénombrable de points
de discontinuité) ; et qu'en un point de discontinuité x, la série a pour

i . <
somme = [f(2 ++ 0) 4~ f{# —0)]. On prouve aisément ce résultat dans

le cas particulier ou f est continue et présente une dérivée. Mais Fejer
a montré que méme dans le cas élémentaire ou f est continue, elle peut
avoir une série de Fourier divergente.

Dans tous les cas, on peut se proposer d'approcher @, par une combi-
naison linéaire des n premiéeres fonctions du systeme; pour mesurer
I' approximation on peut utiliser, par exemple, le maximum de

|f-— 2P — 151 .= FuPu |;
ou bien lavaleur de

b

f (f— 50— 51— .—a@upa ) dir.
a

Si nous appliquons la premiére méthode d'approximation al'un des cas
signalés par Fejer, le maximum &, tend bien vers zéro lorsque n aug-
mente indéfiniment, mais les déterminations successives, pour les
diverses valeurs de n, des coefficients ag, & ¢ d'indices donnés
varient et ne tendent pas vers des limites; on ne peut donc pas obtenir
une série convergente de somme f.

Prenons la seconde méthode d'approximation; il faut chercher les g
rendant I'intégrale minima; annulons les dérivées partielles par rapport

aux a; :
.3

f (f—aopo — 94 —---—“n?u)_?td-'“:o;

. a
¢'est-a-dire
: b
: f Jude —a;=o0,
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.on tenant compte du fait que les fonctions ¢ sont orthogonales et
normales. L'approximationréaliséeest alors

]

f (f —apss —a191—. ..~ aavn) dr

. 3

) b b ] b
=ff*d.r—22a;f _fmda:-i»'zz':r.;a;f 9;7;dx+2a;’f +dx
a i a ‘¢)‘ a n
b
=f ﬁdx—Za?.

Dot la relation, due & Parseval,

fﬁfi dz —Z"a? zo,

.
° i=0

qui est vérifiée quel que soit n; donc la série Za’, est convergente et
l'on a .

- 6
a?gf Side,
1=t b
Si Ton peut approcher arbitrairement de toute fonction f, le systéme de
fonctions @ est dit complet et Ton a I'égalité

b 1]
f SHzydr =s‘ af.

i=n

]
Revenons a nos comparaisons vectorielles. f JFi(z)de exprime le
[}

carré de la longueur du vecteur f; donc I'égalité de Parseval corres-
pond au théoreme de Pythagore. Plagons-nous dans |'espace ordinaire
a trois dimensions; si I'on a les projections d'un vecteur V sur trois
axes perpendiculaires, on a |'égalité

(V=X Y2 I3

si I'on ne dispose que de deux axes perpendiculaires,
|V a2 X2+ Y.

Notre systéme de deux axes est incomplet; on peut le compléter par
un troisiéme axe perpendiculaire aux deux premiers; tandisquelorsgu'on
a trois axes perpendiculaires, on ne peut en trouver un quatriéme qui
leur soit perpendiculaire : le systeme est complet. De méme, pour un
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systéme complet de fonctions orthogonales, les egalités d'orthogonalité

b
f ¢Pdz =o,

quel que soit i, entrainent® = o.

2. Hilbert transforme le probléme de |'équation intégrale et le
raméne a larésolution d'une infinité d'équations linéaires a une infinité
d'inconnues. Dans I'apercu que nous allons donner, nous n'aborderons
aucune des questions de convergence qui se présentent.

Nous supposerons que la solution ¢ peut se développer dans le systéme
orthogonal @, de fonctions, soit

f'\
= L
i=0

- )
@y ——“j g5 .
&

Les a, sont dits coefficients de Fourier de ¢ dans le systéme @,. Si la
solution n'était pas développante, il y aurait peu de choses a changer, car
on pourrait |'approcher arbitrairement avec une combinaison linéaire
des .. Soit |'équation intégrale

avec

A
ale)+ lf Kis, tye(t)dt=fls)

Nous avons, en permutant les signesf et 2 sans s’inquidter de la
riguear,

.‘f K(1, £)o(e) dt = :«f K6, )Y arsaterde =3 dac [ Kia, 0)5i00) .
« & =0 i=0 i
Mais remarquons que
B
SR, nieyde=Kua)

n'est autre qu'un coefficient du développement de K (s, t) considérée
comme fonction de t. L'équation prend laforme

ol(s)—+ lz K{(s)a,=f(1).

=h
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[La série obtenue est convergente, car XK} et Zaf le sont d'aprés la

K+a?]

relation de Parsevai et Kia; <<

Nous pouvons maintenant développer les deux membres de notre rela-
tion, ou, si I'on préfére, les multiplier par ¢, et intégrer de a a 6; il
vient

(%) &+ ?.Zk”m:_f; pour j=1,9,...,8,,..,
i

€n posant

&
hf=f Ki(5)5;(#) de,

qui est donc une intégrale double de K(s, t) et Ton a une relation ana-

logue a celle de Parsevai :
P<ffl(=(s £} ds dt.

S Véquation intégrale a une solution ¢, des coefficients a, de son
développement satisfont au systeme linéaire (S). Réciproquement,
s Von a une solution g de (S et si la série Eal est convergente, il
lui correspond une solution ¢ de I'éguation intégrale.

Dans le cas particulier ou K(s, t) est un noyau dégénéré ou noyau
de Goursat, C'est-a-dire ou il peut s'écrire

K(s, £) = 8, Ty+ 83Ty . ..+ S, T,

S étant une fonction de s et T; une fonction de t, le systeme (S) se
réduit a un nombre fini d'équations. Cette méthode permet de traiter un
noyau quelcongue par passage a la limite.

3. Nous sommes donc conduits & nous demander dans quelles condi-
tions le systéme (S) présente des solutions et si les résultats obtenus pour
un nombre fini d'équations & un nombre fini d'inconnues se conservent.
Ces problémes et d'autres connexes ont été étudiés par Hilbert et ses
éleves (Hellinger, Toeplitz, Hilb, F. Riesz, Haar, H. Weyl, etc.); les
résultatsde cette étude constituent la géométrie de I'espace de Hilbert,

On a d’abord fait la théorie des formes linéairesZI zp dans le cas

p=t
particulier on la série E!‘ est convergenle (la forme est alors dite



i6. APERCU HISTORIQUE.

compléetement continue) et en envisageant les valeurs des variables
rendant 2} infériour ou égala 1. Puisles formes quadratiques compléte-
ment continues (cas o la série K], est convergente), on d.émontre que

ces formes peuvent se ramener & la méme expression canonique que
" celles a un nombre fini de variables; a cet effet on les tronque, on
cherche les valeurs caractéristiques des formes tronquées et leurs limiles
lorsque le nombre des termes considérés augmente indéfiniment; ces
limites sont les valeurs caractéristiques de la forme quadratique et parle
changement linéaire correspondant de variables, on obtient la forme
canonigue _‘3 Y3 Y

-+ T Ty
e '

Dans le cas de la continuité compléte, il y a donc un parallélisme
absol u.

Hilbert a aussi étudié les formes quadratiques kag;ep.x, dites
=1

bornées. Ce sont celles pour lesquelles les formes tronguées 2 kg oty

Aor=i
restent, quel que soit n, inférienres en module & un nombre fixe M lorsque

le point{z,, ..., ,) décritla sphére de rayon 1 (2% + 2] +...+ 2} =1).

Les formes complétement continues sont bornées. La réciproque n'est
pas vraie. Pour les formes bornées, en général, et pour les systemes
linéaires dont les premiers membres sont leurs dérivées partielles par
rapport axiX», ..., les problémes de valeurs propres, de représentation
canonique, de résolution, etc., sont bien étudiés. La forme canonique

r,, = ne suffit pas. Il faut y ajouter une intégrale de Stieltjes provenant

n_—.l
du spectre continu de la forme, lequel n'a rien de commun avec
le spectre ponctuel qui s'introduisait pour les formes complétement
continues.

Parallelement & la théorie des formes linéaires et quadratiques, a une
infinité d'inconnues, on développe la théorie des matrices associées
(matrices ayant pour éléments les coefficients de la forme) et ces deux
méthodes trouveront leurs applications en physique.

Les faits nouveaux (spectre continu) révélés par I'étude des formes
bornées ont eu leur répercussion dans la théorie paralléle des équations
intégrales singuliéres ou le noyau n'est plus un noyau de Fredholm.
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IV.— LA GEOMETRIE DE L'ESPACE DE HILBERT.

1. Sous l'influence des travaux, précédents sest développée la
géométrie de l'espace de Hilbert. On peut la présenter sous la forme
d'une géométrie analytique. On dira que les quantités a,, a, ...,
@, ... définissent un point P de l'espace de Hilbert si la série X | a, [
est convergente.

E. Schmidt a généralisé les propriétés de I'espace vectoriel a I'espace
deHilbert. :

F. Riesz a mis sous forme fonctionnelle la géométrie de I'espace de
Hilbert en introduisant I'intégrale de Lebesgue (1); a toute fonction a
carré sommable correspond un point de I'espace de Hilbert par I'inter-
médiaire d'un systéme orthogonal, norme et complet de fonctions. Riesz
et Fischer ont démontré qu'il y avait correspondance biunivoque entre .
les fonctions a carré sommable et les points de I'espace de Hilbert, c'est-
a-dire que réciproquement, a tout systtme de nombres a tel que la
série 2| a, | soit convergente, correspond une fonction & carré sommable
définie presque partout gautrement dit partout, sauf, peut-étre, sur un
ensemble de points de mesure nulle; ce qui n'a d'ai[_lgurs aucune impor-
tance, car lafonction n'intervient que sous le signeJ ,]- Comme exemple
d'application, la relation entre les fonctions f et ¢ déterminée par

Wb
Sfiay= ;(x;-ﬁ-l’ Kis, isit) dt

correspond dans U'espace de Hilbert 4 la tranformation linéaire entre
les coordonnées y et f et & de ¢, définie par

Ji=ap 4+ lz k“‘:!‘[,
i

y¢=2crmr¢
k
avec Za’, convergente.
On peut alors chercher les invariants de cette transformation, puis la
forme canonique de celle-ci. La résolution d'une équation de Fredholm

soil

(1) Une fonction intégrable au sens de Lebesgue est dite sommable. Le carre d'une -
fonction sommable est sommable, mais la réciproque est fausse; le produit de deux
fonctions a carrés sommables est a carré sommable (inégalité de Schwarz).

JULIA 2
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et celle d'un systéme linéaire a une infinité d'inconnues correspondent a
I'inversion d'une transformation linéaire.

Sous cette double forme [a) géométrie analytique (point de vue algé-
brique des formes et des matrices, bornées ou non); b) résolution des
équations intégrales, étude de leurs valeurs caractéristiques, etc.], le
passage de l'une a l'autre pouvant seffectuer comme I'ont montré
F. Riesz et Fischer, la géométrie de I'espace de Hilbert afait depuis
trente ans de considérables progrés. Sous la seconde forme, I'étude des
équations intégrales singuliéres, de leurs spectres continus, etc., pour
des noyaux trés généraux, afait, entre autres, |'objet de profonds travaux
de T. CARLEMAN (voir Sur les équations intégrales a noyau réd et
symétrique, Upsal, 1923; voir aussi Conférence du Congrés de
Zurich, 1932, pour une vue d'ensemble). Pour les travaux de Hilbert
et de ss éléves, voir notamment HELLINGER:TOPLITZ (Integralglei-
chungen und Gleichungen  mit  Unendlichvielen  bnbekannten,
Teubner, 1928).

Cette étude trouve son application en physique dans la théorie des
guanta. D'o0 un nouvel intérét, qui suscite d'importants travaux; mais
les représentations analytiques deviennent de plus en plus compliquées.
Alors von Neumann envisage ces questions d'un point de vue différent.

2. A l'exemple de ce que, par exemple, Hilbert a fait pour I'espace
euclidien (1), von Neumann construit axiomatiquement |'espace de
Hilbert et en déduit des conséquences intéressantes sur les transforma-
lions linéaires, bornées ou non de I'espace de Hilbert. Sa méthode,
trés intuitive et maniable, est peut-étre moins puissante que celle de
Carleman; de méme la géométrie élémentaire est moins puissante que
la géométrie analytique, mais, sur des questions simples, elle donne des
solutions moins compliquées. Dans sa voie abstraite, il semble que
von Neumann ait été guidé par F. Riesz qui, dans un Mémoire intéres-
sant des Acta, démontrait le théoréme de Fredholm dans tous les cas
ou la fonctionnelle satisfait simplement a la condition

Gle)<Als],

A désignant une constante.

(1) Voir HILBERT, Grundlagen der Géométrie. Comme précurseurs il avait eu Lie,
Helmholtz et méme Euclide.
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V. — PROGRAMME DE CES LECONS.

Voici maintenant le programme que nous alons suivre :

a Les transformations linéaires dans Il'espace a n dimensions;
nous étudierons parallélement la résolution des éguations linéaires, le
calcul des matrices, la réduction des formes quadratiques et hermi-
tiennes; en passant, les équations linéaires seront étudiées sans déter-
minants par une méthode qui peut se généraliser a une infinité
d'inconnues; les valeurs caractéristiques d'une forme quadratique seront
caractérisées par des propriétés d'extremum, en les rattachant a I'égua-
tion en s relative a la recherche des directions principales - d'une
quadrique : le plus grand (plus grand axe) correspond au maximum
de la forme quadratique, le immédiatement inférieur au plus petit des
maxima des rayons vecteurs d'une section plane an — | dimensions pas-
sant par le grand axe — autrement dit satisfaisant a une relation
linéaire — le suivant au plus petit des maxima des rayons vecteurs
d'une section plane a n— 2 dimensions satisfaisant a deux relations
linéaires, et ainsi de suite...

b. Nous étendrons a I'espace de Hilbert a une infinité de dimensions
les résultats obtenus sur les équations linéaires; puis nous étudierons
les formes linéaires, bilinéaires et quadratiques complétement conti-
nues, les formes bilinéaires, quadratiques, hermitiennes bornées, et
parallelement les matrices correspondantes. C'est une étude algébrique
des transformations ou opérateurs linéaires de I'espace de Hilbert.

c. Parallélement a b, nous étudierons les équations intégrales réguliéeres
correspondant a des noyaux bornés,

d. Nous étudierons la théorie axiomatique des espaces de Hilbert; les
opérateurs hermitiens bornés ou non; les équations intégrales réguliéres
ou singulieres.

En somme, aprés un préambule a, nous présenterons parallélement,
en b, c, d, sous sa double forme, analytique (algébrique ou fonction-
nelle) ou axiomatique, I'étude, que nous allons entreprendre, des trans-
formations ou opérateurs linéaires dans Vespace de Hilbert.
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1. — RAPPEL DE RESULTATS CONCERNANT LA RESOLUTION ET
LA DISCUSSON DES SYSTEMES DEQUATIONS LINEAIRES
PAR LA METHODE DES DETERMINANTS

1. Nous allons d'abord rappeler rapidement la théorie classique de la
résolution d'un systéme linéaire, en utilisant les déterminants; nous
montr erons ensuite que I'on peut faire disparaitre ceux-ci des résultats,
et enfin nous donnerons une autre méthode d'étude, indépendante des
déterminants, qui sera susceptible de se généraliser au cas d'un nombre
infini d'équations.

Soit d'abord un sysseme de n équations a n inconnues :

an & Fady e+ hadn = Yy
Ay T - Tpa Ty, o Az Xy = ¥y,

(M)

Ea Ty + Bpay ...+ Epp¥a = Ya,

€t nous supposerons, en premier lieu, que le déterminant formé par les
coefficients des inconnues n'est pas nul :

gy @y ... 4a
@y @an -.. Hap
A= = |ap|#o.
.
gyt Buz ... fun

Nous désignerons par .Aj le complément algéorique ou mineur affecté
d'un signe [(— £)**4] du terme ay dans le déterminant ; Aik sera, si
I'on veut, défini par [arelation

A= o

D'apreés la regle du développement d'un déterminant par rapport aux
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éléments d'une colonne, nous aurons
a
A== A,;a”+ Agja”-{-. - A,;an; =2 AUBU.
=

Si, d'autre part, nous considérons la somme

A

Ajja+ Agyagg+...+ A.;,-mm:z Agieir,
i=1

dans laquelle ; est différent de k, elle représente le développement d'un
ddterminant qui se réduit de A en remplagant la j** colonne par
la k*"*; ce nouveau déterminant ayent deux colonnes identiques esi
nul; nous pouvons donc écrire d'une fagon générale

E Aoy =38
]

Multiplions alors la premiére équation du systeme (N) par Ajx, la
deuxiéme par A 5« ,. . ., 1an'®™ par A, et gjoutons; il vient, en tenant
compte de la relation que nous venons d'établir,

Az =2 Ay
i

$0it, puisque A n’est pas nul,
A
wi= X e
[

Nous obtenons ainsi les formules, dites de Cramer, qui nous donnent,
en supposant son existence, la solution du systeme (N). Pour étre
rigoureux, il faut reporter ces valeurs dans I'une quelconque des équa-
tions et montrer gqu'elle est satisfaite; par exemple prenons la premiéere

2“1&2 %}’1 =¥
£ ]
PRDIS SRl

! P
2,‘}'1511 = ¥
t

ou hien

elle est bien vérifiée.
Nous avons donc démontré que, si A est différent de zéro, le
systéme (N) a une solution et une seule quels que soient les seconds
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membres. Cette solution est linéaire par rapport a ceux-ci; attribuons-
leur maintenant’ des valeurs particuliéres :

Yo, soit p0=1, =0, #=o, ..., =0,

qui donne la solution

-

Xhy, soit &y =§§3: zi} = %; m&“:%!-i, reay xf,,":%;
Yo, soit ¥ =0, pil=1, p¥=0, ..., yitt=y,
qui donne la solution
Ko, st o= B, o A B
de méme Y14, Y4, et enfin
Y, soit g =0, pYP=0, yi=o0, ..., yi =0, yiP=q,
qui donne la solution
X, soit ey =Aat, g Am g e
i, = %s i = 228

Avec ces solutions particuliéres, que nous appellerons solutions éémen-
taires, nous formerons immédiatement la solution générale relative aun
second membre quelconque

Y, 09t AT X TR %
que nous écrirons symboliguement
Y =1 YOV 3 Y18 e 4 YR,

Cette solution sera

X, soit &y =2 .-rflﬁyf, Ty =2 xf,"if,, veay T ;2 &y
i [ ]

que nous écrirons symboliquement
K= X -y X8 oy XL,
Remarquons que c'est la une forme classique de solution générale

dans un probléme linéaire; par exemple : recherche d'une solution de
['équation AL} = o qui prenne sur des surfaces données des valeurs cons-
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" tantes données (probléme de Dirichlet en physique, probléme de
I'équilibre électrique). On prend pour constantes successivement 1 sur
chaque conducteur et o sur tous les autres et |'on obtient ainsi les
solutions.élémentaires; la solution cherchée est

U =2 yeUW,
i

les y; étant les constantes données (ce sont les potentiels dans le cas de
I'équilibre électrique). '

Remarquons encore que si nous donnons une valeur nulle aux
seconds membres, les formules de Cramer nous montrent que le systeme
présente uniquement la solution o.

2. On dit que r formes lindaires f,, fu, ..., fr sonlL Wnéairement
dépendantes si 'on peut trouver r constantes 1,, Xy, ..., 3., non toutes
rulles, telles que
(I) l|f|+)-’fg+--.+)-rfr50-

Dans le cas contraire, les r formes sont dites linéairement indépen-
dantes. ]

Nous allons montrer que, quand & n'esf pas nul, les n formes consti-
tuant les premiers membres de (N) sont linéairement indépendantes; en
effet, développons la condition (i) :

)\|¢HI + )\gﬂ"n e 1;{“;", =0,

ary hytts =+ hgtbzs + ..o Anng = 0,

Mttin+ ha@un .o Ity = 0.

Nous obtenons ainsi un systéme homogéne (H') dont le tableau des
coefficients des inconnues se déduit de celui du systeme (N) par permu-
tation des lignes et des colonnes; (H') est dit systéme homogene trans-
posé de (N). Son déterminant est égal aA (car on ne change pas la
valeur d'un déterminant en permutant lignes et colonnes), donc
différent de zéro et, daprés une remarque déja faite, ce systeme
homogéne ne présente que zéro comme solutions :

)\;:0.

Les formes sont linéairement indépendantes.
Nous venons de démontrer qu'une condition suffisante pour que n
formes linéaires a n variables soient linéairement indépendantes est que
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le déterminant de leurs coefficients ne soit pas nul; nous verronsqu'eHe
est nécessaire. :

3. Nous nous plagons toujours dans le cas d'un systéme de n équa-
tions a n inconnudes, mais nous supposons maintenant que e déterminant
A est nul. Considérons, parmi les déterminants extraits du détermi-
nant A, ceux qui ne sont pas nuls; & moins que les coefficients ax ne
soient tous nuls, ces déterminants existent (pour sen assurer, il
suffit de prendre ceux d'ordre i réduit & un coefficient non nul); les
ordres de ces déterminants sont tous inférieurs a n, ils présentent donc
une borne supérieure p qui est inférieure a n. Le nombre entier p est
appelé le rang du systeme. En changeant les indices des formes et les
indices des variables, nous pouvons toujours supposer que le déter-
minant

gy dr e Mg
P @y @iz ... dgp
ﬂ'pl apz P RFP

n'est pas nul; nous |'appellerons déerminant principal, les p premiéres
équations seront les équations principales, et les p premiéres inconnues
les inconnues principales. Ceci entrairie comme conséquence que les
formes f;. f,, ..., f, sontlinéairement indépendantes, car dans le sys-
teme en on obtient la solution zéro (en ne tenant compte que del'iden-
tification relative aux p premiéres variables). Montrons maintenant que
chacune des autres formes est une combinaison linéaire des p premieres;
en effet, le déterminant '

[ IT1 gz cer Gup Tip+h
[+ 711 7Y ve- Mg Baprh
g1 @Bgr .. Gpp Pppah
RF+1'| aP.H,g Taan ﬁp.pl_p Aol p+rh

est nul, si h est négatif ou nul parce qu'il a deux colonnes identiques, si
h est positif en raison de la définition méme du rang p. Développons
ce déterminant par rapport aux éléments de la derniére colonne

3y a1, o4k + Ay R prh. .+ )‘-p+l Aod,pah = O

Les X s'obtiennent a I'aide des p premiéres colonnes, donc ne dépendent
pas de h; d'ou larelation

M S hafy b g fo o hpa St == 0,
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car la relation obtenue plus haut entre les a montre que chague
inconnue x a son coefficient nul. Mais Z,.... =4 3£ 0} nous pouvons donc
écrire
fp+1 ==y fy+ “llfl -+ ﬂlpr.
Nous obtiendrions de méme
Sori=anfi+anfo+.+apf, avec {0,

Nous pouvons donc dire que le rang p du systéme est le nombre maxi-
mum de formes linéairement indépendantes choisies parmi les f,.
(C'est un exemple de définition dans laguelle nous avons fait disparaitre
I'expression : déterminant.)

La condition nécessaire et suffisante pour que les n— p derniéres
équations (N) soient vérifiées lorsque les p premiéres le sont est qu'entre
les seconds membres existent les relations

Yo+ = A Y1+ eyt Xp ¥,

Dans la théorie avec déterminants on met ces équations sous la forme

L2371 iy . aip gt
@z a1z Taee f2p Y
=0,
et Gpr e Epp 0P
Qpplt Hpalr -v Qpals Ypal

Les premiers membres de ces relations sont les déterminants caracté-
ristiques. Si les seconds membres du systeme (N) vérifient ces relations,
le systéme se réduit a ses équations principales; sinon le systéme est
impossible.

Prenons le premier cas : dans les équations principales nous pouvons
choisir arbitrairement les valeurs des inconnues Xpi1,Xpi2, ***, X l€
systeme des équations principales peut alors se résoudre par rapport
aux inconnues principales par les formules de Cramer. Le probléme est
ici indétermingé, la solution dépend de n — p arhitraires.

Outre le systéme considéré (N), nous allons étre amenés a considérer
le systeme homogeéne :

{ g T+ Ey 4. ..+ g Ta== 0,
(H) 2y B+ Xy +...+ da =0,

i1+ ApeBa+. . .+ Aapdig =0,
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et le systeme homogeéne transposé :

sy AL+ Qg g, gy Ip =0,
(1) Al da it duda= o

Giphy + Baphs+. ..+ Guphn=0,

Ces trois systémes ont les mémes déterminants, extraits du tableau des
coefficients (pour H', il suffit de permuter lignes et colonnes, ce qui ne
change pas la valeur du déterminant). Donc (H') est de rang p; les con-
ditions relatives aux déterminants caractéristiques sont satisfaites
puisgue tous les seconds membres sont nuls; nous pouvons choisir arbi-
trairement Ag 1, Agoay .+ oy An, €1 résoudre les p premiéres équations par
rapport & &y, dey ..., Ap; fes # — p derniéres équations sont vérifides,
Les solutions du systéme (H') dépendent donc de n— p constantes
arbitraires 3,4, ..., }u; on peut introduire un systéme fondamental

formé de n— p solutions indépendantes en donnant successivement a
chacun de ces lavaleur let aux autres la valeur o.

De méme les solutions du systéme (H) dépendent aussi de n—p
constantes arbitraires; la solution générale du systéme (N) peut d'ail-
leurs se mettre sous la forme de la somme d'une solution particuliére et
de la solution générale du systéme H.

Finalement, nous arrivons a I'énoncé du théoreme général de Valter-
native :

I° Ou bien le systéme (N) admet une solution quels que soient
les yi [ A 5 o], alors la solution est unique et les systemes (H) et (H')
n'admettent que zé&ro pour solution (ces trois affirmations sont équi-
valentes) ;

2° Ou bien le systéme (H) et le systeme (H') ont des solutions diffé
rentes de zé&o; ils ont le méme nombre de solutions linéairement indé-
pendantes; soit r ce nombre [A==o; rangp=n-—r]; le syséme (N)
n'est résoluble que pour des seconds membres y; particuliers satis-
faisant aux r relations qui existent alors entre les formes des pre-
miers membres ; et Sil est résoluble, la solution dépend de r constantes
arbitraires {correspondant a la solution générale du systeme homo-
gene).

Dans cet énoncé on peut supprimer ce qui concerne les déterminants,
et qui se trouve entre crochets. Ce théoréme de {alternative peut
étre obtenu sans déterminants et peut se généraliser a des problémes
linéaires non algébriques.
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4. Disons quelques mots sur la résolution d'un systéme linéaire de
m égquations a n inconnues :

A1 X1+ &y Tiy+...+ g Ta= )y,
ey L)y e Bin Fa =¥y

N LR L T seeay

gl L1~ B Lo oo+ madu = ¥m.

En recherchant le nombre maximum de formes linéairement inde-
pendantes, nous obtenons le rang du systeme

psm,
eln.

Pour cette recherche, nous pourrons utiliser les déterminants : il y a
un déterminant principal, des éguations principales que nous écrirons
les premieres et des inconnues principales que nous affecterons aussi
des plus petits indices.

a Si m«<n, distinguons deux cas :

® p= m. — Nous choisirons arbitrairement les valeurs des inconnues
Xm+L,Xm+2, .., Xn €t résoudrons par rapport aux inconnues principales;
le systéme sera donc toujours possible et présentera une infinité de
solutions dépendant de n — p constantes arbitraires.

2* p<_m. — Les formes ne sont plus indépendantes. Si les seconds
membres annulent les déterminants caractéristiques, il y a une infinité
de solutions dépendant de n — p constantes arbitraires. Sinon, le systeme
est impossible.

b. 5i m>n, alors pSn < m. — Les formes ne sont pas indépen-
dantes (1) et comme dans le dernier cas il faut former les caractéristiques.

En résumé :

Si le rang est égal au nombre des équations, le probléme est toujours
_possible.
S'il est de plus égal au nombre des variables, la solution est unique.
Avant de reprendre directement ces questions en vue d'une générali-
sation aux systémes infinis, rappelons quelques notions relatives aux
vecteurs pour simplifier notre exposé.

(1) En particulier n+1 formes linéaires a n variables ne sont jamais indépendantes.
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I'l. - NOTIONS ELEMENTAIRES DE GEOMETRIE LINEAIRE HOMOGENE
(GEOMETRIE AFFINE).

1. Définition par le calcul. — Un vecteur X de l'espace E, est un
ensemble de n nombres complexes rangés dans un certain ordre :

X=(a, &2, ...y Tal

Ces nombres sont appelés les composantes du vecteur.
Deux vecteurs sont égaux si leurs composantes sont égales :
X =Y

est équivalent a
X —VYi pour i—1,2.,...,n.

Nous allons définir sur ces vecteurs les opérations fondamentales :

a. Produit d'un vecteur par un nombre, — Le vecteur aX a pour
composantes ax; axz, ..., @.

b. Somme de deux vecteurs. — Le vecteur X + Y a pour compo-
santes Xi+Yq, Xo*tYz, . ., Xn tYn,

De ces définitionsil résulteimmédiatement que la somme de plusieurs
vecteurs est commutative, associative; qu'étant donné deux vecteurs X
et Y, il en existe un troisieme et un seulement qui ajouté au second
donne le premier (différence); que le produit d'un vecteur par |'unité
ne le modifie pas; le produit est distributif par rapport a I'addition des
nombres et par rapport a l'addition des vecteurs; le produit est asso-
ciatif par rapport aux nombres.

Cette définition par le calcul introduit un systéme de vecteurs
coordonnés qui sont privilégiés d ans En : ce sont les vecteurs dont une
composante est égale a |'unité, toutes les autres étant nulles. Nous allons
donner une définition axiomatique de I'espace vectoriel an dimensions
qui ne fera plus intervenir de vecteurs coordonnés fondamentaux.

2. Définition axiomatique. — Nous alons donner d'abord deux
axiomes fondamentaux, qui vont nous définir des étres X, Y, ....

a. Addition» — A deux dé ces étres on peut en associer un troi-
siéme, qu'on appelle leur somme et qui jouit des propriétés suivantes :

1° X+<Y=Y+X (commutabilité),
20 (X+N*+2=X+(Y+12) { asaociativité);
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3° Si I'on se donne X et Y, il existe un étre et un seul Z tel que
X =Y + Z; on |'appelle différence de X etde Y et |'on écrit

Z=X-Y.
Comme conséquence il existe un ére o qui est la différence X ---X
etl'ona
X+0=0+X=X,

et & chaque X on peut faire correspondre un étre oppose’ qui, gouté au
premier, donne zéro.

b. Multiplication, — A un de ces éres X et a un nombre a on
peut en associer un second, qu'on appelle produit del' ére par le
nombre, qu'on désigne par la notation aX et qui jouit des propriétés
suivantes :

|° 1% X=X,
2° (n+b)X=aX+5bX

(distributivité par rapport al'addition des nombres),
k¥ a(bX) = (ab1X
(associativité relativement aux nombres),
L alX+Yi=aX+a¥

(distributivité par rapport a I'addition des étres).

Ces é&res sappellent des vecteurs; pour définir complétement
I'espace vectoriel a n dimensions, il faut a ces deux axiomes en ajouter
un troisiéme (axiome dela dimension); la géométrie homogene linéaire
est basée sur I'ensemble de ces trois axiomes.

Avant d'introduire le troisiéme axiome, tirons des conséquences des
deux premiers.

3. hvecteurs X4, X2, ..., Xy sont linéairement indépendants s'il
est impossible d'avoir la relation

Xy + aXp--+-,.. -+ Xy =0,
a moins que tous les a ne soient nuls.

Considérons h vecteurs X1, X5, ..., Xp, linéairement indépendants;

et soit
X = CiXy+GiXi+ ...+ pa,;

I'ensemble des vecteurs X, pour toutes les valeurs possibles des £, forme,
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par définition, une multiplicité linéaire "Eh a h dimensions définie par
les vecteurs X1, X2, ..., Xi. Ondit que ces vecteurs forment une base
dela multiplicitéet que , ,, ..., sontles composantes de X dans Ep,
relativement & cette base. Ces composantes sont uniques; SUpposons en

- effet que nous ayons

. X=bXi+EXe+...+ Xy,
X:E;X,+E;X¢+...+E,’,X,ﬁ.

Soustrayons membre a membre :
E—F )X+ (B— )X+, + (G—0)Xa=o,

et puisgue les vecteurs X4, X, . . ., X, sont linéairement indépendants,
cette relation entraine

pour i=1,2, ..., h.

Tout vecteur de E, s'exprime donc, et d'une seule fagon, comme
combinaison linéaire des vecteurs de base.

Montrons que h +1 vecteurs de la multiplicité linéaire E, ne
peuvent ére linéairement indépendants. Ces vecteurs sont définis
par

Y= X+ X+ .+ Epn Xy pour i=y,2, ..., ha-1.

Cherchons si nous pouvons avoir une relation :

LY+ Ye o+ e Yoo = 0.
11Y1+12Y=+...+}.k‘_|"h+|=t].

At A
EMEEMX& =9
k=1

=1

Soient

L2

A
Zxkz‘iml: =0,

k=) =1
Les Xy étant linéairement indépendants, cette relation exige

A+l

ZME:&:o pour k=1,3,...,A
=1

B +Eu e+ oo+ Bagrg haes = 0,
ou, sous laforme dEte i+ Exa e+, oo Barrp Ao = 0,

Bahi+Eapdar. B adaa=0,
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systéme homogéne de Ak équni.ions 8 kA1 inconnues Ay, Aay ooy Ahpir
Ce systéme est toujours possible (1) et présente des solutions non toutes
nulles; la proposition est donc établie. On peut d'ailleurs trouver effec-
tivement dans Ey, h vecteurs linéairement indépendants : il suffit de
prendre X; X, ..., Xu. Il en résulte que h est le nombre maximum
de vecteurs linéairement indépendants dans E,

4. Changement de base. — Considérons h vecteurs Y; Yo, ..., Yq

de Ey, définis par
it
Y; =ZCJ}‘ X}
=1
et supposons que le déterminant | cij [ ne soit pas nul. Si nous considé-

rons ces relations comme des équations entreles lettres X et Y, ce sys-
teme peut étre résolu en X par des formules telles que

h
Xj= 2 rieXe
=

Ce sont les expressions des vecteurs X en fonction des vecteurs Y; si -
nous les reportons dans le premier systéme, nous obtenons des identités.
Soit un vecteur V de la multiplicité Ey :

V= 6o s Xar o K= 2 5 X

=1

AR A b
v =2§;27;£\':=EYIEEITH:
i=

= = =1

Nous avons done

soit
Va=nYi+nY.+...+nYa

A
ﬂrr—EEn'u-

=t

en PDSﬂnl

Et, de méme, toute combinaison linéaire des Y; est une combinaison
linéaire des X ;. Montrons que les vecteurs Y; sont linéairement indé-

(1) Nous le savons ici par le paragraphe | relatif aux déterminants. Nous I'éablirons
au paragraphel | | sanslesdéterminants.
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pendants; a cet effet, cherchons les tels que

21,Y;= o,
.
0 =E DL;E e X; =2 X; 2 hey,
i i i i

et puisque les X sont linéairement indépendants,
A
Zl;c;;zo pour F=1,%, ..., A
=

C'est un systeme homogéne de h équations a h inconnues a déterminant
non nul; il ne présente que la solution -=0; lesY; sont linéairement
indépendants.

L'ensemble des vecteurs Y; peut donc étre pris comme base de la
multiplicité E,, au méme titre que I'ensemble des vecteurs X;

Ces deux bases sont équivalentes. Le nombre des vecteurs d'une base
quelconque de E;, est toujours h. Tout systeme de h vecteurs de Ep, indé-
pendants est une base. Deux bases distinctes se déduisent |'une de
|'autre par une substitution linéaire a déterminant =. o.

5.. Axiome de ladimension. — L'espace E, lui-méme posséde n vec-
teurs linéairement indépendants qui sont (espace vectoriel a n dimen-
sions défini par le calcul) :

e (1,00 ...,0)

eg{y 1,0, .. , 0),

Car on ne peut avoir A
Fiei 4+ Mgy .+ hpe, =0,

amoins que les ne soient tous nuls. Tout vecteur X de E,, ayant pour
coordonnées Xi, Xz, ..., Xn Ppeut se mettre sous la forme

X =284 Z:f:4...+ Eneyp.

Les x; sont les coordonnées absolues de X.

Ainsi que nousl'avons déja fait remarquer, la définition de E, par des
coordonnées absolues introduit un systéme de vecteurs privilégiés, alors
gu'un systéme quelcongue den vecteurs linéairement indépendants peut
trés bien étre pris comme systéme de coordonnées.

JULIA 3
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Ceci ne se présentera plus au point de vue axiomatique. Les deux
axiomes que nous avons énoncés dans le paragraphe 2 ne font pasinter-
venir le nombre de dimensions de I'espace vectoriel dans lequel on se
place; auss leur adjoindrons-nous I'axiome de la dimension suivant :

Dans I'espace vectoriel a n dimensions E, il existe n vecteurs
linéairement -indépendants et n au plus.

Nous allons voir qu'a partir de ces trois axiomes on peut béatir la
géométrie vectorielle affine, car on retrouve la définition analytique.
Soient, en effet, e, &, ..., €, n vecteurs linéairement indépendants
dans E, et X un vecteur quelconque de E,; ces n+l vecteurs ne
peuvent étrelinéairement indépendants. Nous avons donc : '

aX + Eiey+ ity +...+Enen=20

avec a, eee non tous nuls. Puisque les e &, .., & sont
linéairement indépendants, a n'est pas nul; nous pouvons donc résoudre
en X larelation précédente :

X=ziei+ Zas+. ..+ Tnln.

C'est ladéfinition analytiquede E,; mais, par le procédéaxiomatique,
tous les systémes de coor données sont a priori équivalents. L'application
des axiomes a et b donne ensuite les régles de calcul prises comme défi-
nition au n° 1 qui précede.

6. Nous pouvons définir (par voie axiomatique toujours) une multi-
plicité linéaire par un syséme de vecteurs X1, X2, ..., Xg,....Les

vecteurs
X=aXi+aXy+.. .+ X

(ci nombres complexes ar bitrair es), combinaisonslinéairesd'un nombre
fini (quelconque) desvecteur s X, constituent lamultiplicitélinéair edéfi-
nie par les vecteurs donnés, qui peuvent ére en nombre fini ou infini.
Les vecteurs donnés sont dans un espace a n dimensions; le nombre
maximum d'entreeux, qui sont linéair ement indépendants, et donchn;
soient X3, X, ..., Xp de tels vecteurs et soit X un vecteur quelconque
de la multiplicité. Ces h +1 vecteurs ne peuvent étre linéairement
indépendants; nous avons donc

aX+E X+ EXi- E:‘Xh= [

avec non tous nuis ; a n'et pas nul puique les X1, X,..., Xp
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sont linéairement indépendants. Nous pouvons donc résoudre en X la

relation précédente
X= E|X1 o ngg-l-. . -‘PEhxk.

Nous retrouvons la définition d'une multi plicitélinéaire ah dimensions
ayant pour vecteurs de base X1, X2, ..., Xp.

7. Décomposition d'un espace a n dimensions. — Soient deux espaces
partiels (ou multiplicitéslinéaires) E' an' dimensions et E" an" dimen-
sions, tels que tout vecteur de E puisse d'une maniére et d'une seule,
se décomposer en la somme de deux vecteurs, |'un appartenant a E',
['autrea E". Dans ces conditions nous dirons avoir décomposé |'espace E
en deux sous-espaces E' et E", et nous écrirons

E = E+E",

E' et E" sont dits complémentaires.

Les deux sous-espaces ne peuvent avoir en commun que o, car si le
vecteur X = o leur appartenait a tous deux, le vecteur X de E pourrait
se décomposer de deux maniéres, a savoir : X (de E')+ o (de E"), ou
bien : o (de E') + X (de E"). Dans le sous-espace E' a n' dimensions,
choisissons n'vecteurs linéairement indépendants formant un systéme de
base : X',, X'y, ..., X'y et faisons de méme dans E" : X", X5, ... X",.
D'apres la définition méme de la décomposition, X étant un vecteur
quelconque de E, nous avons

X=X+ X',

X' appartenant aE' et X" a E"; soit
X=X+ X+ B X+ X+ B X+ B X

Les vecteurs XJ et X"; sont linéairement indépendants, car si I'on avait
a\ X+ ey X+ e X e X e el X e+ e X =0,

I'ensemble des n' premiers termes constituant un vecteur de E' et
I'ensemble des n" derniers un vecteur de E", chacun de ces ensembles
serait nul, E' et E" n'ayant que o en commun. Les X' étant indépendants,
ainsi que les X", il s'ensuit la nullité de tous les a. '

L'ensemble des vecteurs X' et X" jconstitue donc un systéme de
base pour E qui a par conséquent n = n'+n" dimensions. Donc la
réunion d'un systéme de coordonnées de E' et d'un systéme de coordon-
nées de E", forme un systéme de coordonnées de E que nous dirons étre
adapté a la décomposition E=E'-}-E",
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Nous pouvons dire encore que, si Ton se donne dans E, deux sous-
espaces n'ajant en commun que zéro, E'an’ dimensions et E" a n" dimen-
sions, tels que n = n+n", l'espace E est décomposé en les deux
sous-espaces E' et E", C'est immédiat : choisissons dans E', n' vecteurs
debaseX,X,,..., X, etdansE" rc"vecteursdebaseX 1, Xns2,..0y X1
Par une démonstration identique a la précédente, nous montrerions
que ces n= n'+n" vecteurs de E sont linéairement indépendants; ils
forment donc une base de E. Un vecteur de E peut, d'une maniéere et
d'une seule, se mettre sous la forme

X = (B X A B Xabra e B Xt ) ok Uy St e o B Xy
X=X+X"

Deux espaces complémentaires dans E, sont donc caractérisés par
deux propriétés : ils n'ont en commun que zéro et la somme de leurs
nombres de dimensions est n.

8. Projection. — Soit dans l'espace E a n dimensions un sous-
espace E' a n'< n dimensions. Deux vecteurs X et Y dont la différence
appartient a E' sont dits congrus relativement a E'; nous noterons cette
relation :

X=Y (modE}.
Nous avons évidemment
X=X (modE"}

et, d'autre part, les deux relations

X=Y (mod B,

X=7Z (modk’)
entrainent
X=17 (mod EN,

Nous allons maintenant faire une abstraction et dire que tous les
vecteurs congrus suivant E' définissent un seul vecteur x d'un espace
vectoriel a n — n' dimensions, appelé espace projection de E paralle-
lement & E'. D'une fagon concréte nous pouvons associer a E' son sous-
espace complémentaire E", tel que

E=E+E".

Nous savons que dans ces conditions un vecteur quelconque X de E
peut se décomposer en un vecteur de E' et un vecteur de E", et cela

d'une seule maniére :
X = X+X".
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Si X=Y (mod E), puisque X - Y =X'—¥ 4+ XY, X'_Y
dlant un vecteur do B, X* — Y*¥ diant un vecteur de EY, on aura nécessai-
rement X"=Y". Si deux vecleurs X sont congrus suivant E', ils ont le
méme X*. Nous pouvons donc dire que X" est une image de & et que E’
esl une image de &.
Revenons sur noire définition de el prouvons que I'ensemble des x
forme effectivement un espace vectoriel. En effét, la relation

Xi=X; (mod E)
enlraine
aX,=aX, {med L'};

nutrement dit, si & appartient a &, il en est de méme de a&. D'autre

pacly les relatiouns -
X, =X, {mod E')
ol

Y,=Y, {mal E')

enlrainent
X1+ Y =Xo+ Y, {mod E);

autrement dit, st & et Y appartienneni it &, il en est de méme de leur
somme & + ‘\G]

Les opérations d’addilion et de multiplication par un nombre s’appli-
quent aux vecteurs & de &, Au vectenr L == o de &, correspond un
vecteur quelcanque de E'

Cherchons le nombre de vecteurs lindairement indépendants de &,
c’est-2-dire le nombre maximam A de vecteurs &,, &,, ..., &y, non
nuls. qu'il soit possible du tronver dans &, 1els que

A A+ Ty =
entraine la nullité de tous les a. Cela revient & chercher le nombre

maximum & de vecteurs X,, X,, ..., X3, n'appartenant pas a B, qu'il
soit possible de trouver dans E, tels que la relation

ay X+ Xe+. . .+ apXp= X,
X' étant un vecteur quelconque de E, entraine la nullité de tous les «.

Or si & E nous adjoignons E', son sous-espace complémentaivo dans E,

tel que
E=E+E,

tout vecteur X; de E se décompose d’une fagon unique ¢n la somme de
denx vectours appartenant i chacun des denx sous-espaces :

Xi=X{+ X}
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et larelation devient
e X+ a X+ +arX) =0

I en résulte gue h est le nombre maximum de vecteurs linéairement
indépendants de E"; donc h = n'=n—n. :

Si E' a une dimension, E" an- i dimensions et constitue la projec-
tion ordinaire de E parallélement a la direction de E'.

Nous dirons que, quel que soit a, I'ensemble des vecteurs aX constitue

un méme rayon qui sera défini parles rapports mutuelsdesx,, Xz, ..., Xn
SUpPOSEs non tous nuls. ’

9. Changement du systéme de coordonnées. — Soient e; €y,..., €,
n vecteurs linéairement indépendants formant une base de E. Un
vecteur X quelconque de E peut se mettre sous la forme

(1) X:Ex,-e,-.
¢

Les nombres x; sont des coordonnées relativement a ce systéme de base.
Considérons maintenant n vecteurs €', €5, ..., €y, de I'espace E, définis

par
»
£p = 2 aike
=1

Nous avons déa vu que la condition nécessaire et suffisante pour qu'ils
soient linéairement indépendants est que le déterminant | ai | ne soit pas
nul; ils forment alors un systéme de base, et I'on a

2) X =2x'ﬁ.e;..
£

Les xx sont les coordonnées du vecteur X par rapport au nouveau sys-
téme de base, et nous avons

_1 L}
X 22 zy zaﬂtei #EGJ zalkxh
Iy i

i &

soit, en identifiant avec larelation (1),

L
% L
Xy 22 LITT 8
=t

Ce sont les formules de changement de coordonnées. Elles sont les
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mémes pour tous les vecteurs de I'espace E, dont les composantes se
transforment d'une maniére bien déterminée quand on fait le change-
ment de base indiqué.

Toutes grandeurs dont la définition dépend du choix des axes de
coordonnées, qui admettent des composantes et qui sont telles que ces
composantes se transforment, dans le changement de base, a l'aide des
formules ci-dessus, sont dites covariantes entre elles. Tous les vecteurs
de E, sont donc covariants.

10. Nous allons définir, en géométrie homogéne linéaire, le produit
intéricur de deux vecteurs X et Y | nousne considérons pas cette expres-

sion comme synonyme de produit scalaire ; nous réservons cette derniére

expression pour unc autre guantité introduite en géoméiric mélrique, &
SAVOLT 2;;)’,' . 51 X a pour coordonnées
H

Ly Xy o ®n e Y I, Yayoeer ¥y
le produit intérieur est, par délinition,
I R TR ST Ty N S
Nous avons les propriéués suivantes qui sonl évidentes :

XY = ¥X,
zi=Xey,
ergz=8;x  (C'est-b-dire asi i # k1t sii= k),
(XY= (aX}Y=X{a¥) (sl x désigne un nombre),
X(Y+Z)=XY+XZ,

X ( g‘n) =ZXY,.

Considérons alors une forme linéaire :

et, plus généralement,

f=aoirasdia. a0

elle peutl étre considérde comme le produit intérieur de deux veclewrs :

A de composantes &, @ta; ..., &a;
X de composantes &,y £3, ...y Ea,
et s'dcrire

JEX) = AX.
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Silona
X=F X\ +EXo...+EsXn,
il s’ensnit gue

AN =AX=2 ( Ee:xf) = N a(AX) = Dk f(X0).
i ) i

Si donc f(X) est une forme lindaire, nous avons en particuliee les
deux propriétés :
JlaX)=eaf(X),
FX+Y)=f(X)+ f(Y)

Je dis que ces propriétés caractérisent les formes lindaires, ¢’est-d-dive
gque si & chaque vectenr X j'associe un nombre L(X) tel que

(L) g L(eX)=aL(¥),

X+ Y)=L{X)+L{Y},

L{X) est une forme lin¢aire,
En cffer,

X=xe+2est. .. 2pe,

étant un vecteur quelconque, en appliquant successivement la seconde,
puis la premiére propriété, il vient

LiX)=wL{e)+aslied .+ aqliien),

oi L{e), L{es), ..., L(en) ne dépendent pas du vecteur X ; In propriéit
est bien éablie. En résumé, une forme linéaire est une fonction linéaire
d’un vecteur ou bien encore ur nombre attaché & un vecteur et satis-
Jaisant auz relations fonctionnelles (L.).

111, —RESOLUTION ET DISCUSION
D'UN SYSTEME D'EQUATIONS LINEAIRES SANS DETERMINANTS (1).

1. Les édéments précédents de la théorie des vecteurs vont nous
servir a exposer la méthode de Toeplitz pour résoudre et discuter un
systéme linéair e de m éguations a n inconnues.

1') Voir SCHMIDT, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1908, TEPLITZ,
Ibidy 1909 HASSR, Hohere Algebra (Goschen, 1926).
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Soit le systéme :

AP+ @ Ty 4. A nTa =2,
BTy By .. .+ T Tr=2a
N(1) 1 11y 1r Tn 2y

Gp ) B\ BTyt oo+ BnEn = Ay

Nous désignerons aussi |e premier membre de la #*® équation par f;(X)
ou A; X.

Nous allons procéder a une premiere opération qui va « nettoyer »
le systéme ou, d'une fagon plus précise, le débarrasser des équations
qui sont des combinaisons linéaires d'autres équations du systéme.
A cet effet, nous cherchons le nombre maximum de formes
linairement  indépendantes que |'on peut choisir parmi les
m formes données aux premiers membres; soit r ce nombre, rang du sys-
témeN (1) (certainementr <r, r<m}; nous désignerons les formes corres-
pondantes par fi,f2, ...,/,-. En employant un langage vectoriel, nous
pouvons dire que nous cherchons le nombre maximum de vecteurs A
linéairement indépendants et que nous désignons par A; Az, ..., A,
ceux d'entre eux qui peuvent étre pris pour base. Un vecteur A autre
que ceux-ci [ou une forme f autre que fi,, f2, ..., f:] est une combi-

naison linéaire des r premiers (voir § 11, 6); on peut donc trouver des
nombres tels que

me - —r"._fl Ty )m!—r,r‘,fr'-

Si nous remplagons x par une solution du systéme N(I), nous
avons fi= & et par conséquent :

(G .

Ce sont donc la des conditions nécessaires imposées aux seconds membres
pour que le systeme N (1) présente des solutions; les solutions du sys-
témeN (i), si ellesexistent, vérifient

f1=ﬂ'|,
N(a) Sy

f.»: oy

Montrons que, réciproguement, si les conditions G sont remplies,
toute solution de N(2) est solution de N(1). Ceci est immédiat : si X
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est solution de N(2), les r premiéres équations de N (1) sont satisfaites;
d'autre part, considérons par exemple la (r + i)'*"* forme :

Srus= it hnfes
quand ony remplace x par une solution de N(2), elle prend la valeur
)«||a|,+...+ 7\|rar,

qui est égale, d'aprés (G), a a donc les n— r derniéres équations
de (N,) sont aussi satisfaites. Nous avons ramené notre systeme a
ce qu'on appelle, dans la théorie avec déterminants, ses équations
principales

f15611$;+...+mnxm=a1,
N2 (e e '

Jr=m @i b e X

2. Nous alons maintenant franchir une nouvelle étape. Définissons
d'abord ce, quavec Toeplitz, nous entendons par longueur d'une
forme linéaire a n variables; en supposant les n variables affectées des
indices 1, 2, ..., n, nous désignerons par longueur d'une forme, la
valeur de l'indice le moins élevé tel que toutes les variables affectées
d'indices supérieurs aient dans la forme considérée un coefficient nul. La
longueur suppose donc un ordre de numérotage imposé pour les variables.
Une forme ne contenant que l'inconnue X,.; est plus longue qu'une
forme qui contiendrait effectivement x; X, ..., X, mais aucune
autre variable.

Ceci étant posé, formons toutes les combinaisons possibles des r
formes/,, /1, ..., f. Aucune n'est identiqguement nulle puisque ces
formes .sont supposées linéairement indépendantes; leurs longueurs sont
donc toutes comprises entre | et n; soit k(1 £AySn) la longueur
minima obtenue par (au moins) la forme

Ti= T||f| +... .+Tn-fr= Bilxl +... ﬁpi,-ﬂ-,‘

avec By, 7 o (sinon la forme serait de longueur moindre). Nous pou-
vons la normer en la multipliant par un facteur convenable, de fagon a
rendre le coefficient de x; égal al'unité :

si=enfir e fr=mbua - baxi b g T - TRy,

Il et évident quil n'y a quune combinaison normale de lon-
gueur k;) car s'il y en avait deux, en les soustrayant on obtiendrait -
une combinaison linéaire de longueur moindre; ce qui est impossible
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(puisque k; est la longueur minima), a moins d'obtenir un résultat
identiquement nul, auquel cas la seconde combinaison serait identique
a la premiére. Parmi les coefficients ¢y; Cpp, ..., Cir il y en aun
au moins qui n'est pasnul; Nous pouvons touj our s supposer que ¢ est
en interchangeant au besoin les indices des formesfifa, ...,f,**

Nous allons maintenant recommencer les mémes opérations sur les
formes fi, fa, ..., fr_1. Formons toutes leurs combinaisons linéair es;
elles ont des longueurs comprises entre | et n dont le minimum est k;;
celte longueur correspond & une combinaison

n=tufi+nfit. 1S

quéeé nous normons |
Fr= !'-'ufl ~+- c::f:+-- ad c!,l'—vlf."-—-‘ =dy @ b XL+ bt,l-,—i Lh—y + Xk,

Cette combinnison des f, fu, ..., f._, fait partie des combinaisens
des £y, f1, ..., fr- Par conséquent : :

"1;:{'[.

L’égalité est impossible, car il n’y a qu'une forme de longuenr 4, et
les formes g, ot gy ne peuvent étre identiques en raison de la non-
nullité de ¢y, et de l'indépendance des formes f,, fa, ..., f-; les formos
&1 €L gy sont lindairement indépendanies : la derni¢re contient effecti-
vement des variables que la premiére ne contient pas. _

Et nous recommengons : parmi les coefficients egy, ..., €5, un
au moins n'est pas nul, soit ¢y ,_y. Nous decartons la forme f,_, et nous
formons les combinaisons linéaires de f,, fi, ..., fr_s, c& quinous con-
duit & un nombre k; > k,, longueur d'une forme &1, et ainsi de snite
jusqu’a la #*™ opération qui nous donne

&r= Crlfl- )
Parallélement, formons les combinaisons des seconds membres
b= e a4 Cipit,,
b= enfa 4. 4 Coppmi i,
b= ¢ ay.
Les solutions de N{(2) satisfonl évidemment au systéme récurrent

gr=bxy . By s Bl + T, =8,
N(3] 1= bgi By i irar it -+ b‘,ﬁ'—-—lxh—l -+ &g, = bi)
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avec
15k < k<. < kheSn.

Montrons que ce systéme N(3) est équivalent an sysiéme N (2), c’est-
a-dire que toute solution de N(3) est aussi solution de N{2). En effet le
systéme N(3) peut s’éerire

g|Ec||f1+01:f1"|"---‘+'ctr fr- =@ CpadytoL e By
gr=en fi+ e fot o o G fro = 0o @1 Crad@r koo Ca By
.................................................................. .
gr=¢er fi = Crth

-Puisque ¢,y £ o, la derniére relation donne £, :— a [ premiére équation
de N(2)); ¢,_,,; w'élant pas nul, la précédente donne £, = a, [seconde
.équation de N(2)}, et ainsi de suile jusqu’a la premiére qui donne
Jr = a. [derniére équation de N{2)].

Pratiquement, pour obtenir le systéme N(3} de Teeplitz & partir du
systéme N( 2}, nous procéderons de la fagon suivante :

Cherchons la variable d'indice le plus élevé, qui n'est pas multipliée
par un coefficient nul dans toutes les équations de N(2); ce sera X
affectée d'un coefficient non nul dans une équation au moins; multiplions
cette équation par un facteur convenable de fagon a rendre égala |'unité
ce coefficient; nous obtiendrons

g,.: b,.,
De cette équation tirons x, en fonction des variables d'indice moindre

et reportons dans les r—I autres équations; recommencgons sur
celles-ci les mémes opérations jusqu'a obtenir une seule équation

si=b.
Remarquons que de la relation
15 < hi<l...< kSR,
nous déduisons r < r, |'égalité n'étant possible que si les k sont formés

de la suite des n premiers nombres entiers.

3. Nous sommes maintenant en mesure de discuter le systéme linéaire
proposé N(I).

Si les conditions (C) ne sont pas remplies, nous avons déja vu.
que N (1) est impossible; nous allons montrer que dans le cas contraire
N (1) présente des solutions. En effet, alors, N (1) est équivalent a N(3)
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et sur ce systeéme la chose est évidente : choisissons arbitrairement x;,
X2, .., Xki-1, ta premiére équation nous détermine Xy, choisissons
encore arbitrairement Xg.1 Xki+2, ees, xk,; la deuxiéme équation
nous détermine X, et ainsi de suite. Nous avons ainsi obtenu une solu-
tion particuliere du systéme proposé et nous savons que la solution
générale est la somme de cette solution particuliére et de la solution
générale du systéme homogene (H 1)

@ B+ o0 n Byp=0,

@y Ty Lot on b ey La=0,
H)

* G| | = gy =+, o= i’y = 0,

" La méthode de Tceplitz nous permet de démontrer que dans |'espace
Em & m dimensions, il ne peut y avoir n> m vecteurs linéairement
indépendants; car sinon, il y aurait m éguations homogénes an > m
inconnues qui ne devraient présenter que la solution o; or, d'aprés la
forme de Tceplitz, il y a dans larésolution du systéme n — r inconnues
arbitraires avec n — r > 0, car r<mest inférieur an.

Un systeme infini de vecteurs de E, présente certainement une base,
car le nombre de ss vecteurs linéairement indépendants est |imité.
Une infinité d'équations a n inconnues peut donc étre ramenée a sss
équations principal es.

Les solutions du systeme (H,) forment un systéme de vecteurs;
parmi eux on peut en choisir au plus s< n linéairement indépendants,
soient X,, X, ...,X,. Etune combinaison linéaire arbitraire X de
ces s vecteurs estime solution du systeme homogene ('). L'ensemble
des solutions du systéme homogéne forme une multiplicité linéaire de
baseX |, X2, ..., Xs.

Nous allons montrer que s=zti —r, n représentant le nombre de
variables et r le rang du systéme. En effet, nous pouvons remplacer (H,)
par le systéme'récurrent équivalent

ﬁglzo‘
i =0,
(H)
gr=
Si nous choisissons arbitrairement x,= ,, X = 2, ..., Xis= -1

la premiere équation détermine Xqchoisissons encore arbitrairement

(2) Ondit queX,, X, ..., X, forment un systémefondamental de solutionsde (H,)
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Tt = Eh! pya=Erity oo Ty == b s, la denxidme équation déter-
mine X, etc. Par conséquent, on peut choisir arbitrairement toutes les
variables autres que Xy, Xk2 ..., Xk DéSignons ces autres variables
par Xgr+t, Xir+2 ---Xk +2 Solution générale du sysseme H,peut sécrire
&k, =2y E1 - Gaylye. - 2 prfn—p,
Zy, =anbi+anbi+. ..+ a—rfaer,

Tk, =amfi+ambst. oo+ & ncrbner,
Ly = E’!

......... ,

e, = fn—ry

les étant des coefficients arbitraires. Nous avons donc n — r solutions
fondamentales

a1 Big e Ayp—r
xx] Xq3 faa A R—r
&y aAre e Kr gt
I L1 PR qQ
LU 1 s L]

.
o .0 e I

qui sont linéair ement indépendantes, commeon levérifieimmédiatement
par identification des n—r derniéeres variables. Nous avons donc
biens=n—r.

Considérons le systéme homogene transposé (H, ) :

A1 h+ @ ket + By Sm= 0,
Gys Ay tas ke 410 oA tEppa Ao = D,

(H") !
Aynhy - Eaphe—t. . Gy b= 0.
.Soits =m — r' le nombre de ss solutions linéairement indépendantes
(r' étant lerangdeH',); nousallons montrer que
s=m-—r,
c'est-a-dire que le nombre de lignes linéairement indépendantes dans
le tableau {ou matrice) des coefficients de H; est égal au nombre

maximum de colonnes linéairement indépendantes, ou encore
que(H 1) et (ff,) ont mémerang :

r==m —s, rr—n—s avec 1' =r'.
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Désignons par r le nombre maximum des lignes linéairement indé-
pendantes (rang de H,;) et affectons-les des premiers indices (voir au
n° 1 de ce paragraphe)

. Al(ali: Bty 100y am),
A;(au, Ryay -~ -y Fan ),

On a vu que
Ar«d: RII Al""- el ;\Ir Ar; 5-'4—1(“.’4—1.1: ey “n—H,u),

Ap = )'H!r—i",l A4+ ?‘m-r,r- Ar. A (am,n, vaey @mon i

Le systéme homogéne transposé (H) présente donc les solutions sui-
vantes 1

7\ll,l Ayt 1m—r.i
;\l,i l:l.! )m—r,i
ll.r hap JLm--Jr-,Jl-
—_1 L1 - a

o =1 .- 0

0 [ e —1

qui sont linéairement indépendantes (toujours en raison des m—r

derniéres composantes); le nombre m—r' de solutions linéairement

indépendantes du systéme (H’) est donc supérieur ou égal a m—r,

soit '

. m-—r'2m—pr,

ou bien
Fir,

Mais en renversant les réles du systéme homogéne et du systéme
homogeéne transposé, nous démontrerions de méme que

rsre,
Donc
l"=)".

4. Nous pouvons donner aux conditions (C) (n° 1) une forme
moins particuliéere; elles expriment que si X' est une des solutions
fondamentales du systéme transposé, on doit avoir

X'A=o,
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ou A et le vecteur a;, ..., an dont les composantes sont les deuxiemes
membresdeN (i).

Vu lalinéarité de cette condition, il est équivalent de dire que A doit
étre orthogonal aux solutions fondamentales du systéme transpose
ou bien que A doit ére orthogonal & toutes les solutions du systeme
transposé. Nous pouvons exprimer encore autrement cette derniére
condition : pour que le systéme N (1) présente des solutions, il faut et il
suffit que toute relation existant entre les premiers membres existe aussi
entre les seconds membres.

Dans le cas particulier ou m= n, toute celte étude nous conduit
encore au théoreme del'alternative:

Si r = n, le systéme homogéne n'a que zéro pour solution. Le systéme
non homogéne a toujours une solution et une seule.

Nous dirons, dans ce cas, que le tableau (ou la matrice) des coeffi-
cients est régulier.

Si r<n. le systéme homogéne a des solutions non nulles, ainsi que
le systéeme homogéne transposé. Le systeme non homogene n'est pas
toujours possible; pour qu'il le soit, il faut et il suffit que les seconds
membres forment un vecteur orthogonal a toutes les solutions du systéme
‘transposé (ou, ce qui revient au méme, aux solutions fondamentales de
ce systeme); et si le systeme non homogéne est possible, sa solution
générale n'est pas unique puisqu'elle s'obtient en agjoutant a une solution
particuliére la solution générale de I'équation homogéne. Nous disons
ici que le tableau (ou matrice) du systéme est irregulier, ou singulier,
ou dégénéré.
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. — DEVELOPPEMENTS DE GEOMETRIE AFFINE.
CALCUL DES MATRICES.

Nous avons vu dans le chapitre précédent I'effet du changement
de base sur les coordonnées d'un vecteur de l'espace E,. Soit e
€, ..., e l'ancienne base et soit s, &, ..., S, la nouvelle définie
par

B = A+ P o (T fa pouy =1, By aaay M

Si nous désignons par X, Xz, ..., X les anciennes coordonnées et
pAr £y, £z, . .., Ea los nouvelles, nous avons la relation

e I T e TR TL T h T o

ou, d'une fagon plus abrégée,
Z xiep =E Eeige
: &
En remplagant &; par son expression ¢n fonction des e, il vient

- L
z-?-’.*f’s=2 Ep » aper= Y &; » apia
¢ £ t ‘ t

ct puisque les e; sont des vectenrs linéairement indépendants, cetle
égalitd vectioriclle st équivalente & '

JULIA 4
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Les composantes x se déduisent donc des composantes  par une subs-
titutionlinéaire A caractérisée parle tableau des coefficients ou matrice

Ay e . g
dy.  Erp ven im
LA .

tpy dpxr ... dan

et nous écrirons plus briévement
= @k I

Le détermi nant | aik | Sappelle le determlnant deA.

Remarquons que le déterminant | ay | de celte matrice A n'est pasnul
puisquelesvecteurs sont linéairement indépendants; une telle matrice
est dite réguliere.

Remarquons encore que les termes de la K™ colonne de la matrice
sont les composantes du vecteur (£'®™ vecteur coordonné nouveau)
dans I'ancien systeme de coordonnées; cette -interprétation d'une
colonne de la malrice nous sera par la suite d'une grande utilité.

2. On peut donner ala matrice un autre sens plus général, puisqu'il
permet d'envisager des matrices |rreguI|ere£ on considéere les
‘comme étant les composantes d'un vecteur E et les x comme étant les
composantes d'un vecteur X par rapport a un méme systéme de coor-
données; nous désignerons par A |'opération permettant de passer de &

a X et nous écrirons _
X=AE

A sappelle un opérateur linaire (*) et définit une opération ou
transformation linéaire pouvant s'appliquer a un vecteur quelconque
de E,; on sassure immédiatement sur les formules développées données
plus haut que cette transformation est bien linéaire, c'est-a-dire qu'au

vecteur
E=E+ =,

elle fait correspondre le vecteur

X=X + Xy,

(1) Nous emploierons en généra indistinctement le mot opérateur ou matrice, bien
qu'avrai dire on doive distinguer entre |'opérateur géométrique et la matrice algébrique
par laquelle sexprime |I'opérateur dans un certain systéme de coordonnées. Si le systeme
de coordonnées change, |'opérateur géométrique restant invariant, la matrice change
{voir § II).
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X, étant le transformé de &, et X, celui de.'E.,; et qu'au vecteur
a2
elle fait correspondre le vecteur
. X,
a désignant un nombre.

Un systéme de n? nombres ay définit un opérateur linéaire, régulier
si le déterminant A n'est pas nul, irrégulier ou singulier ou dégénére
si le déterminant est nul. Les colonnes de la matrice ont encore
une interprétation trés simple : ce sont les composantes des vecteurs
transformés de e; &, ..., €, par exemple le transformé de g a

pour coordonnées
&k ok, ceey ank.

Il en Tésulte que, pour définir, analytiquement ou géométriquement,
un opérateur A, il faut donner les n vecteurs transformés des
vecteurs coordonnés par A (e = Ae:).

Les deux interprétations précédentes d'une matrice peuvent étre
reliées Vune & Vautre de la maniére suivante :

Soient , les composantes de & par rapport aux €. nous avons la rela-

tion
E = EE;(‘[.
i

Appliquons la transformation linéaire A au vecteur Z; il vient
KX=AE= 25;}\3;: E;E;.

Par conséquent X a pour composantes  par rapport aux - en
résumé, si Von opére sur les vecteurs de I'espace E, et sur les vecteurs
coordonnés la méme transformation A, les coordonnées. relatives des
vecteurs ne sont pas changées par celte transformation.

Dans la suite, il nous arrivera de combiner les deux points de vue :
pour étudier un opérateur linéaire nous choisirons les vecteurs coor-
données les plus favorables, de facon que la matrice représentant
I'opérateur soit la plus simple possible (représentations canoniques).

3. Egalité des matrices (ou opérateur). — Nous dirons que deux
matrices (ou opérateurs) A et B sont égales lorsque, appliquées a un
méme vecteur quelconque, elles donnent le méme. résultat

AX = BX,
quel que soit X.
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Les coordonnées correspondantes de ces deux vecteurs sont donc
égales, soit

Eﬁu&‘t =Eb;¢.@:g pour {==t, %, ..., M.
& &

Cesrelations, devant étre vérifiées quelles que soient les valeurs attribuées
aux X, entrainent
ax = bik,
quels que soient i et A.
La condition nécessaire et suffisante pour que deux matrices soient
égales est que les éléments correspondants soient égaux.

Somme de deux matrices (ou opérateurs), — Nous dirons qu'une
matrice S est la somme de deux matrices A et B (et nous écrirons
S=A+B), s a un vecteur quelconque X elle fait correspondre la
somme des vecteurs transformés de X par A et par B

53X = AX + BX,

2 Sk =2 Ak dk +E bigas,
£

& 3

Soit

ce qui entraine
sip= ttip=+ g

Par conséquent, pour faire la somme de deux matrices, on ajoute les
éléments correspondants. La généralisation a la somme de plusieurs
matrices est immédiate; cette opération est associative et commutative
(ces deux propriétés étant vérifiées par la somme des éléments corres-
pondants).

On définit immédiatement la différence de deux matrices A et B :
c'est une matrice C qui gjoutée a B donne la matrice A,

A=B-- C,

e = By e,
d'ou
cip = agp— b,

Par conséquent la soustraction de deux matrices est toujours possible et
d'une seule maniére; s termes s'obtiennent en retranchant les termes
correspondants des deux matrices données.

Nous dirons gu'une matrice est nulle si elle transforme un vecteur
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2 Qi g =10y

£

guelconque en o, soit

et puisque les x sont arbitraires : ax= 0, La condition nécessaire et
suffisante pour qu'une matrice soit nulle est que tous ses éléments
soient nuls.

Nous désignerons par matrice unité, et nous écrirons | ou E
(Einheit, en langue allemande), une matrice qui appliquée a un vecteur
guelconque ne le modifie pas. On voit immédiatement, par des considé-
rations analogues aux précédentes, que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une matrice soit égale a I'unité .et que tous s éléments
soient nuls, sauf ceux situés dans la diagonale principale qui doivent étre

égaux a | ; plus simplement
= Bk

Produit de deur matrices (ou opérateurs). — Multiplier un vectear
par un nombre &, (@ = 5&), ¢’est lui appliquer la matrice scalaire
£ 0 ...o0n
LI B

= ) =1js &l

LU ¢ RN ]

La matrice A étant un opératenr lindaire, nous avons

. AX = A(eX),

¢l ¢e vecleur est oblenu A partir du vecteur X par la matrice

sA = As=lsaul,

que I'on appelle produit de la matrice A par le scalaire 5. Evidemment
A=A =A,
Aprés avoir défini le produit d’une matrice par une matrice scalaire,
nous allons définir le produit de denx matrices queleonques, soient
A=ilaull
B={ buli

Si a un vecteur quelconque X, mous appliquons l'opéraleur A, nous

obtenons

5i & ce nouveau vecleur nous appliquons 'opératenr B, nous ebtenons

Z = BY = BAX.
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L'opération faisant passyr de X a Z et linéaire; elle est obtenue par
une matrice C, qui est dite produit & gauche de la matrice A par la
matrice B et se représente par :

C=BA - (A lire de droite & gauche).

Calculons I'expression de celte matrice

-
Ji =2‘ L HETN
£

b1 =:2 biyyis
i

5 =2 bﬁz ajhEr =2.ﬂ2 byaje:
i & & i

ce qui nous conduit &

c’est-d-dire -

Cik =Z aybi
!

REGLE. — Pour multiplier deux matrices, on multiplie terme a
terme les lignes de la premiére par les colonnes de la seconde afin
d'obtenir un éément du produit.

Il en résulte que, comme I'avait vu Cauchy,

(d& BA)=(dét B)x(det A);

le déterminant de la matrice produit est le produit des déterminants.
Le produit de deux matrices n'est pas, en général, une opération
commutative. Considérons, par exemple,

S P B

c=m=H‘ ‘"

| ]

SO

Donnons un autre exemple de nature géométrique. La symétrie par
rapport a un point es une opération lineaire représentable par une
matrice; soit A la matripe représentant une symétrie par rapport au
point A; et, de méme, B la matrice représentant une symétrie par
rapport au point B,. La successon des deux symétries A et B est équi-

nous aurons

tandis que
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_—
valente & la translation 2A,B, el se représente par la matrice BA,

tandisquelatranslation 2 B, AZ, différente de laprécédente, se représente
par AB.

Mais si nous considérons les symétries par rapport a deux droites
rectangulaires, ce sont des opérations linéaires permutables; puisque
leur succession équivaut a une symétrie par rapport au point de
rencontre des deux droites. Le produit des deux matrices correspondantes
est commutatifl nous dirons alors que ces deux matrices sont permu-
tables. Si l'une des deux matrices est un nombre, autrement dit une
matrice scalaire, il y a toujours permutabilité, ainsi que nous I'avons
déja montré.

Fig. I.

Le produit de plusieurs matrices est une opération associative, c’est-

a-dire que Pon u
C{RA}=(CB)A = CRA.

Cette propriété peut se vérifier par le calcul et I'on obiient comme
résultat commun (')

d{&‘—‘-E eipbjian,
I'f

mais la chose est évidente : considérons un vectenr X el appliguons-fai
successivemnent les opérateurs A, B, C. Nous obtenons GBAX ; mais il
revient aa méme de Tui appliquer A et B puis G, c'est-a-dire (BA),

{'} Eu effet
2 by et CilBAY) = “Z c_.!E byay ZZ c,-,-b}-,a“ H
i i T i
et ¢ méme .
cB={ ¥ oyb, I et (CB)A= E (Z c,,bj,) an ” "Z ” .
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“puis C et nous obtenons G(BA) X ou bien A puis (GB); et nous obtien-
drions (CB)A X . Nous avons donc, quel que soit X,

G(BA)X = (CB)AX = CBAX,

c'est-a-dire, par définition méme, I'égalité desmatricesC(BA) et (CB) A.
Le produit est distributif par rapport a I'addition, c'est-a-dire que

(A+B)C=AGC~+ BC
et
CiA+B)=CA+CB.

Ici encore ces résultats peuvent se vérifier par le calcul, mais ils sont
presque évidents : au vecteur Y =CX appliquons d'une part A+B
et d'autre part A et B; sommons ces deux vecteurs; d'aprés la définition
meme de la somme de deux matrices nousobtenons(A +B) Y =AY +BYY,
C'est-a-dire

{(A+BICX =ACX + BCX = (AC + BN,

pour un vecteur quelconque X, soit

{A+B)C=AL+BC

Remarquons que
Axo=utxA=un,

Ad+o=o-+A=u

Et surtout notons bien le fait suivant : AB = 0'n entraine pas néces-
sairement A =0 ou B =0; par exemple, le produit de deux matrices

A:I[J,B:no

+

o 0 o I

est AB = 0. Géométriquement : dans le pian, A représente la projection
du vecteur sur le premier axe (parallélement au deuxiéme axe), B sa
projection sur le second (parallelement au premier axe). La suite de ces
deux opérations conduit & o quel que soit le vecteur d'ou nous soyons
partis.

Mais, dans le cas ou le déterminant de A n'est pas nul, la relation
AB =0 entraine B = 0. En effet on a

ABX =0 quel que soit X,

et, si nous posons Y = BX,
AY =0,

qui, d'aprés I'hypothése sur le déterminant de A, entraine nécessaire-
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ment Y = 0; par conséquent BX est nul, quel que soit le vecteur X,
autrement dit B = o.

Puissances d’'une matrice. — Par définition, nous poserons

Al =A e A'=1 ou E,
A* = ALA = AA,
A% == AT A = AAA,

A= Am—1 A= AN .., J\:
\“‘_—/

e fuctours

Puisque nous savons définir une puissance positive quelconque de
matrice, nous sommes en mesure de définir un polyndme par rapport a
une matrice. Soit le polynéme

1]
P(z)= 3 p.3"
(L=

Nous ponvons calculer sans ascune ambiguité

k
P(A)Y =3, pohr,

A désignant une matrice. Remarquons qu'il n'en serait pas de méme
pour un polyndme a deux variables

Pz, w) =E P 308,
E.I.\f

dans lequel nous substituerions aux deux variables, deux matrices;

I'expression P(A, B) ne serait bien définie que si les deux matrices A
et B était permutables.

4. Quelques opérateurs ou matrices particuliers. — a. On appelle
matrice diagonale, une matrice dans laquelle tous les éléments sont
nuls, sauf ceux de la diagonale principale

@ 0 ... 0

o T ... O

A= = |]alk = a;Bm “

o 0 ... ay

Les matrices diagonales jouissent d'une propriété intéressante qui est
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la suivante : deux matrices diagonales sont permutables et leur pro-
duit est une matrice diagonale; vérifionsle :

A= “.alali‘“!
B== b;3uj,

Eaisubiﬁul
]

Nous aurions d'ailleurs pu le voir encore plus simplement en rev.enant a
la définition des matrices :

={ abedu.

Y= BX, ¥Yi= b,z;,
1= AY, = 'a;y;,
= ABX, ;= a; bz

b. On appelle matrice transposée A' d'une matrice A la matrice
obtenue en permutant lignes et colonnes, soit

A =ljawl,
A=lay || avee ay=ai.

On appelle matrice conjuguée A d'une matrice A, la matrice
obtenue en remplacant chaque terme par son conjugué, soit

A=llauxl,

A =llanl.

On appelle matrice associée A* d'une matrice A, la conjuguée de la
matrice transposée de A, soit

A= “ﬂ:k”-
At =laf
avec ajy = 2z, A" = A"
Il est évident que chacune de ces trois opérations appliquée «deux fois
successivement conduit ala matriceprimitive :

(A'Y=A
A=A,
A" = A,

Nous allons maintenant appliquer ces operanons a un produit de
matrices; nous avons :

T:Kuﬁ, car Zagfb”:zam.
! 1
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La conjuguée d'un produit est donc e produit des conjuguées. Pour
les deux autres opérations, le résultat est un peu moins simple.
Soient
A=|lawl, done A=|lanl avee ep=am,
B=|bull, done B'=H3ull avee Bu=bu;

¢t nous obtenons

Gk = 2 a:rbul

AB = et B'A' =

?

l?u =2 ?uﬂul‘;
i
done '

—
ik =Z aiby = ey,
!

¢t finalement
(ABY = B'A".

IPar conséquent, pour calculer la matrice transposée d’un produnt de
malrices, il suffit de former les transpostes de chaque facteur et d'en
faire le produit en en renversant 'ocdre. La méme régle s’applique pour
le calcul de la matrice associée; en effet prenons les conjugués des deux
membres de la derniére relation obtenne

(AB* = BA = A" = B*A",

c. On appelle matrice hermitienne une matrice qui est égale a son
associée

A=A", S0iL Ak = Bk
Si la matrice est réelle, c'est une matrice symétrique.

d. Nous verrons plus loin que les changements de coordonnées
rectangulaires s'obtiennent par des matrices particuliéres que I'on
appelle unitaires] une matrice unitaire U est caractérisée par la

relation
UU‘ = I,

soit, si U= “ et U= I] W)y = ;ﬁu, la condition

2 Hyjlikys =-5;,§.

i

Nous démontrerons que deux matrices C et D satisfaisant a CD = |
sont permutables; donc une matrice unitaire est encore caractérisée par

larelation
UVl =r.
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Par conséquent, si la matrice U est unitaire, il en est de méme de
la matrice U’ (rappelons que U = U).

Prenons les conjuguées des deux membres de la derniére relution,
on &

|

U=

il

et finalemenl

=l =

i

I.

Done, si le matrice U est unitaire, il en est de méme de la
matrice U [rappclons que (ﬁ)' = (U')].
Si au lien de prendre les conjugudes, nous avions pris les matrices
transposées, nous aurions oblenu
ViU Y =1
ou
iUy =

dong, st U est unitaire, il en est de méme de ',

B. Opérateur ou matrice inverse. — La matrice A, par la relation

Y = AN,
ou eneore
FI =0, E A Fs e g Ty

Yi = O &y ey By, Bug By,
i desmadeaa e ety s

Fr= a8y +dus -t QupTay

fait correspondre & un vecteur X de composantes X;, .Xz, .. ., Xp, un
vecteur et un seul Y de composantes y; , Y2, ..., ¥n. Si le déterminant
de la matrice A, soit | ai |, n'est pasnul (1), on peut résoudre par rap-
port aux x; ce systéme de n équations a n inconnues; et en désignant
par A k- le complément al gébrique de a dans le déterminant, les formules
de Cramer nous donnent.

&

La matrice permettant de passer de Y a X s désigne par A™* =[(q,, |
et se nomme matrice inverse ou réciprogue de A; I'on a

Au
Ryl == e

A
X=A-Y.

(1) Dé&t A ;= o sgnifie que les n vecteurs transformés de ey e, ..., €, par A (colonnes
de A) sont linéairement indépendants.
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11 cst clair que si nous appliquons successivement lu matrice A, puis
la matrice A-! a un vecteur X, nous obtenons un vecteur Y puis le
vecteur X. La succession de ces deux opérations équivaut donc a une
identité, ce que I'on écrit :

ATA =1,

Le méme raisonnement, ou I'on permute |'ordre dans lequel on applique
les deux matrices A et A""', nous conduit a larelation
AA =1,
La vérification par le calcul de ces identités est facile.
Le déterminant d'un produit de matrices est égal au produit des déter-

minants de ces matrices, car dans la régle du produit de deux matrices
on reconnait la regle du produit de deux déterminants; par conséquent,

déL(A) > dét (A—) =1,
6. Recherchons directement les matrices réciproques. Si la matrice A

est singuliére (si son déterminant est nul) elle ne peut avoir de réci-
proque, c'est-a-dire qu'il ne peut exister de matrice B telle que’

AB =1,
sinon nous aurions la relation

dét(A)x dét(B) =1,
ce qui est impossible, puisque le premier facteur est nul.

Fig. 2.

Ces matrices singuliéres ou dégénérées jouent un role important,
elles comprennent en particulier les projections. Exemple :
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Nous allons montrer qu'a une matrice dégénérée A, il est possible
d'associer une matrice B non dégénérée telle que
A =P.B,

on
A=B.P,

P étant une matrice de projection.
Soit Y = AX qui symbolise I'ensemble des n relations suivantes :

JFr =8 A Es .. By Xy
Y1 =0T+ B3y 4. Q1 Za,y

Fn=8g, T+ Qpala—t. .o Qup .

La matrice A étant supposée dégénérée, parmi ces n formes linéaires,
r seulement sont linéairement indépendantes. Et par conséguent X
décrivant E,, Y appartient & un sous-espace E,. a r dimensions seulement,

ce gue nous écrirons
E; = AE..

Nous allons montrer que |'on peut déterminer une matrice G telle que,
dans ce sous-espace, AC = |, ce qui veut dire que la transformation AC
se réduit a la transformation identique lorsqu'elle est appliquée a un
vecteur du sous-espace. Pour faire cette démonstration, effectuons un
changement de coordonnées tel que les r nouveaux premiers vecteurs
coordonnés e &, °* °*, e appartiennent au sous-espace E,.. De ce
choix, il résulte que chaque équation :

AG =e,
AGy= ey,
........ s
AGr= €;

pour déterminer respectivement les vectears G,, Gy, . . ., Gr est possible.
D’autre part les dquations

AG,.._‘_,l = (_l’
ACra=0,
........ .
ACn =10
sont possibles, et les vecteurs C,.,, ..., G, peuvent &tre choisis linéai-

rement indépendants, puisque le systéme homogéne de n équations
correspondant a I'équation AC;=: o étant de rang r, admet un systéme
fondamental de » — r solations. Cryyy Crias ...y Gy forment donc une
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base du systeme homogene, et la solution générale de chaque équation
précédente en Gy, C,, ..., G, s'obtient en ajoutant a une solution parti-
culiére la solution générale du systeme homogeéne. L'ensemble des
vecteurs

C” c-g, vy c.r', Cr+|, ey GM
est linéairement indépendant, car s'il existait unerelation

MGy 24 G, o o+ 2 Cr+ A Cr g+, . .+ 2, Co= 0,

elle entrafnerait, en appliquant lamatrice A,

Me(+ heg+...+ Arer=o0,

ce qui exigerait by = hy=...==h,= 0, les ¢; étant linéairement indépen-
dantis; et puisque C,y, ..., G, sont indépendants, on aurait de plus :
’\r,.l= 1,._'_-!:...: ).n:;l).

Entre les G/, unerelation linéaire a coefficients non tous nuls est donc
impossible; lamatrice
C=|C G ... Cal,

dont les colonnes sont constituées par les composantes des vecteurs Ci
n'est pas dégénérée. Nous avons, par ailleurs,

AC =) AC, AC: ... AG, |

en utilisant toujours cette propriété trés importante : les colonnes d'une
matrice sont les composantes des vecteurs transformés des vecteurs
coordonnas par la matrice.

D'apres les équations déterminant les G;, on a donc

AC=|8| & ... & U O

ou, sous une forme plus développée,

e e,
L o ... 0 @
oo o
L4
AC= (lo o ... 1 ¢ ... al.
o
9 ¢ ... 0 o o
e
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On voit que I'opération AC n'altére aucun des vecteurs e; ..., €, et
par suite respecte chaque vecteur de E,..

C'est un opérateur de projection, puisque son application aun vecteur
revient simplement a annuler les n — r derniéres coordonnées du vec-

teur. Nous avons donc
AC=P,

La matrice G n'étant pas dégénérée, présente une inverse
B=C
qui n'est pas dégénérée et la derniére relation s'ecril
A = P.B,
ce que nous voulions établir. Nous I'avons fait en changeant les axes
de coordonnées, mais nous verrons plus loin que ce changement trans-

forme une matrice A en une matrice S'AS et le résultat que nous
venons d'obtenir subsiste (1).

7. Nous allons maintenant raisonner sur les matrices sans utiliser les
déterminants.
Seoit la relation

Y = AX,
Si elle est résoluble en X par
X = BY,
quel que soit Y, nous avons
- ¥ = ABY,
soit
AB =1,

On dit que la matrice A n'est pas dégénérée et que B est sa réciproque
a droite. Dans ce cas, ou il y a une réciproque a droite, il n'y en a
qu'une; supposons en eflfd qu'il y en ait deux B; et B,; nous aurions

alors '
ABY =Y,

AB,Y =Y,
soit, en soustrayant,

A(B;—B,)Y =0 pour tout Y.

Or la matrice A n'étant pas dégénérée, d'apres le théoreme de |'alter-

(1) Nous pouvons imaginer auss qu'on a dans tout ce qui préc&de raisonné sur les
opérateurs géométriques A, C, P, B, .... La conclusion, éablie dans un syséme de
coordonnées particulieres qui simplifie les calculs, et générale.
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nalive, celte relalion ¢ntraine ‘ '
. (Bl — B;) Y=o

quel que soil.Y, c’est-a~dire

Bi= B..

5i B est la véciproque 4 drone de A, elle en est aussi la réeiproque i
gauche, ¢’est-d-dire que
AB =1
entraine
BA =1.

Voici la démonstration de Teplitz : partons de la relation
AB =1.
multiplions 4 droile par A les denx membres :

ABA = A,
Soit
ABA—D =0

et, en ajoutant AB =1, il vient

A(BA +B—1)=1.
La wmalrice B+ BA ——1 serait donc une véciproque a droite de A;
B étant la seule réciproque & droite, nous avons

BJ\ =1T.
En résumé, étant donné une matrice, deux cas sont possibles :

Ou bien elle ne présente pas de matrice réciproque, auquel cas elle
est dite dégénérée;

‘Ou bien elle en présente une qui est alors unique et réciprogque a
droite et a gauche.

Ces résultats ne s'appliquent pas aux matrices infinies et nous verrons
qu'au lieu de ces deux cas, quatre peuvent se présenter :

Une réciproque unique a droite et a gauche;
Aucune, ni a droite, ni a gauche;

Aucune a droite, mais une infinité a gauche;
Aucune a gauche, mais une infinité adroite.

8. Les quatre matrices A, A', A, A’ sont simultanément dégénérées ou

MLlA 3
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non. — Cela résulte immédiatement de la considération de Jeurs déter-
minants qui gsont simullanément nuls ou non. _

Si A présente une inverse, il en est donc de méme des matnices A’y A, A”
et ces inverses sont en relations simples avec la premiére :

AA—=1;
prenons les transposées des deux membres :

{(A—1Y. A'=1,
sit
(At = (AT).
Et do la méme fagon nous prouverions que

(X)==(3=),
(ATyt= (At

Envisageons maintenant deux matrices A ¢t B non dégénérées, leur
produit n'est pas dégénéré, ainsi qu’il résulte immédiatement de Ia con-
sidération des déterminanis correspondants, el présente donc une réci-
proque; je dis qun

[AB)= = B—1 A—,

Il faut prouver que
Bt A—1AB =1,

ce qui est évident, car A~'A —1 el il resie B—'B =1, satisfaite par le
définition méme des matrices récipreques. On voit facilement que cotte
démonstration s'applique 4 un produit d'un nombre quelconque de
facteurs, d’ou la régle : pour prendre la réciprogue d'un produit de
matrices, on prend la réciproque de chague facteur et on en inverse
U'ordre.
Par conséquent
(A= (A,

que, par définition, on écrit A".". Nous avons donc a I'heure actuelle
défini les puissances entiéres positives et négatives des matrices; il est
aisé de vérifier qu'elles satisfont aux régles de calcul ordinaires des
exposants.

Enfin, remarquons que les matrices unitaires déa définies sont les
matrices dont |'associée est.égale a la réciproque.

9. Matrices non carrées. — C'est une notion utile mais non pas
indispensable, les matrices non carrées pouvant se ramener a des
matrices carrées-par adjonction de lignes ou de colonnes de zéros.
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Une matrice carrée transforme linéairement un espace E, en généra
en un autre egpace E,; imaginons une transformation linéaire d'un
espace E,, dans un espace E,,, qui, aux composantes X; Xz, * **, Xm
d'un vecteur X fase correspondre les composantes yi, Y, ..., Yo du
vecteur Y transformé;.les y sont des fonctions des x qui ne sont autres
que des formes linéaires (& cause du caractére linéaire de la transforma-
tion), soit

"
y¢=2a¢gx* pour {=x,2, ..., H,
k=

que U'on derit symboliquenient
Y = AX;

A =/||@;| est une matrice non carrée i » lignes et m colonnes.
De méine que pour les matrices carrées nous dirons que :

Deux matricos sont égales si elles font correspondre & un vecteur
quelconque le méme trensformé, ce qui exige que les éléments corres-
pondanis de ces deux matrices soient égaux, condition dvidemment suffi-
samle,

Le produit d'une matrice par un nombvre ost la matrice obtenue en
multipliant chaque ¢lément par ce nomhbre.

Une tnatrice S est dite la somme de deux matrices A ct ‘B, si elle
transforme un vecteur quelconque en la somme de ses transformés parla
matrice A et par [a matrice B; on a la somme de deux matrices
ayaat lo mdme nombre de lignes ¢t de colonnes par

s ok Bk
Définissons encore le produit de deux matrices :

Solenl une matrice A trinsformant un vecteur X de E,, en un vec-

teur Yde E, :
Y = AX,

el une malrice B transformant on vectenr Y de E, en un vecteur Z
deE,:
P
Z = DY,

La transformation permettant de passer de X de E,, 4 Z de E, est lindaire
et s'obtient par la matrice C == BA:

Z=CX.

Calculons les éléments de In matrice G en explicitant les relations
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précédentes :

y;=2aux;; pour i=1,2,...,n,

zg:Zb:;_}q por {=1,2 ..., p

soit
a " " n
z,=zaaza,m=z(zbm)
=1 4= £zl N i=y

d'ou le terme général de la matrice G :

»
L =25n W

==

Et1'on dit (d'une fagon concise) que pour effectuer e produit BA, on
multiplie chaque ligne de B par chaque colonne de A. Remarquons que
le produit de deux matrices BA n'a de sens que si le nombre des
colonnes de B est égal au nombre de lignes de A.

Ainsi que nous Pavons signalé au début de ce paragraphe la notion
de matrice non carrée n'est pas indispensable, mais elle est utile. En
effet :

I1° Nous avons montré déja que lai**"" colonne d'une matrice carrée
est le vecteur transformé par cette matrice du i°"® vecteur coordonné.
Considérons un vecteur X de E,, comme une  matrice & m lignes et une
colonne, soit

leme

&1
X=| *
X

et de méme un vecteur Y de E, comme une matrice a n lignes et & une
colonne, soit
g
Y|

Xu
Y =AX

La relation

se traduit par

"

y;:Za,gm PoUr F=1,2, ..., N
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et par conséguent peut étre considérée comme une relation entre
matrices non carrées, AX étant le produit des matrices A et X.

2° Considérons alorsla matrice A qui fait passer d'un vecteur X de Ep,

aun vecteur Y de E, :
Y = AX

et changeons de coordonnées, dans chacun de ces deux espaces, par les
deux matrices S et T non dégénérées :

X = Sg,
Y =TIl

Par quelle matrice (X s'exprime |'opérateur A dans ce nouveau sys-
téme de coordonnées ?

Y = AX nous donne
TH = ASE.

La matrice T n'étant pas dégénérée, la matriceT ' existe; multiplionsa
gauche par T™* les'deux membres dela derniére relation, il vient :

H=T'AsSz.
Et par conséquent, la nouvelle matrice correspondant a |'opérateur A est
a = T'AS.

T an lignes et # colonnes. A a n lignes et m colonnes, S a m lignes
et m colonnes et a a bien » lignes et m colonnes.

10. Décomposition des opérateurs ou matrices. — Revenons aux
matrices carrées A transformant linéairement |'espace vectoriel a n
dimensions en lui-méme et sUppOSONS que NOUS CONNaissions un Sous-
espace linéaire aE' a n' dimensions qui soit invariant par la matrice A,
c'est-a-dire tel que si I'on choisit arbitrairement un vecteur X de E', son
transformé Y = AX appartienne aussi a E' (ce que nous avons eu |'occa-
sion d'exprimer de la facon suivante : AE' est identique a E' ou est
contenu dans E'). Nous décomposerons alors E en deux sous-espaces
dont I'un est E' et I'autre son complémentaire E" a n'= n—n' dimen-
sions; puis nous adapterons le systeme de coordonnées de E a celte
décomposition, autrement dit nous choisirons les n* premiers vecteurs
coordonnés dans E'et par suite les n"autres dans E". La matrice relative
ace nouveau systeme de coordonnées prend une forme plus simple, car
les n' premiéres colonnes représentant les vecteurs transformés des n'
premiers vecteurs coordonnés (de E') ont leurs n" derniéres lignes nulles
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(les transformés appartenant également a E').

n' n"
B e e N e " Y
o A, T P
A= e . -
1] 1]
Q
A,
o o i+

Un vecteur de E' se transforme en un vectenr de E/ par la matrice A,
i r' lignes el n' colonnes qui est dite induite dans E' par la matrice A.
L'espace projection & de E suivani B/ peut éire défini par les n” derniéres
coordonndes; les vecleurs transformés par A des »’ derniers vecieurs
coordonnés onl pour composanles les dlémemts des n” dernidres
colonnes. Mais les pmjecliohs sur & de ces transformés ont pour com-
posaates les éléments des n” derniéres colonnes limitées aux #" derniéres
lignes (colonnes de A,), De telle sorte que ’on pent dire : A induit dons &
une transformation linéaire définic par la matrice Aa; ou bien si Lel Y
sont les projections sur & de X et Y lids par Y = AX, ils sont liés par

1a relation
Y= AT,

Précisons un pen ceci; un vecteur quelconque X estla somme d’un
vecteur de E' d'un vecteur de E :

X=X-+}X"
Appliquons Vopérateur A :
AX = AV 4+ AX"

or AX' appartient & E'; done la projection sur E*, paralltlement a E',
de AX est ]a méme que celle de AX’, transformé d'un vecteur appar-
tenant & E’, (AXY=(AX’)"; la définition de A, exprime en outire
que (AX "Y'= A, X"; par conséquent, si nous décomposons de méme le
vectenr Y :

Y=Y +Y,
nous cbtiendrons

Y= A X"

En qgénéra] W n'est pas un sous-espace invariant par |'opérateur A;
dans le cas particulier ou il Test, il est clair que la matrice A se simplifie
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et prend la forme

' L1}
Ay °
%0 Lid . O
A= ’
[+ 0
o 0 0., "
o 0 l')I
“On écrit quelquefois
A=A+ A,

et |'on désigne cette opération par somme directe.

Cesrésultats peuvent se généraliser. Supposons I'espace E, décomposé
en E', E", ..., sous-espaces invariantsan', n", .. . dimensions. Si nous
adaptons le systéme de coordonnées a cette décomposition, la matrice se
décompose en matrices carrées se succédant le long dela diagonale
principale, ainsi qu'on sen assureimmédiatement en utilisant |'interpré-
tation des colonnes d'une matrice, les éléments autres que ceux de A;
A,, A3, ... étant nuls,

Ceoi n'est plus vrai si les E, E¥, ... ne sont pas invariants par A,
Meis, de méme que dans le cas simple de deux sous-espaces, nous
pouvons envisager ce cas général od E est décomposé en sous-espaces
EVE, ..., E=,  JEB, ... el o le systtme de coordonnées est
adapté & cette décomposition. Considérons un vectenr X de E® el son
transformé Y — AX par ln matrice A; projetons-le sur B! paralléle-
ment i Vensemble des sons-espaces autres que E@. Nous effectuons
ainsi une transformation lindaire (4 déterminent nul) qui nous conduit
i Y, En définitive, nous avons réalisé une transformation lindaire qui,
a un vecleur X de EtP, fait correspondre un vecteur Y de Ef®); elle est
veprésentée par une matrice [Alsp 4 n, lignes et ny colouncs que nous
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pouvons mettre en évidence dans la matrice A :

Hy.

Les ng vecteurs de base de E®) se transforment par A en ng vecteurs
dont les coordonnées sont des colonnes de la matrice A; les coordonnées
deleursprojectionssur E™ s'obtiennent en ne conservant que les n, lignes
" relatives aux composantes sur les vecteurs de base de E(a) et en rempla-
cant les autres par des zéros. Finalement, la matrice[A] ga n, lignes
et ng colonnes peut étre prélevée dans la matrice A en ne gardant que
les n_ lignes correspondant aux coordonnées rel atives aux vecteurs de base
de E“ et les ng colonnes correspondant aux transformés des vecteurs
de base de E® et en annulant tout le reste.

11. — TRANSFORMATION DES MATRICES.
EQUIVALENCE DANS LE GROUFE LINEAIRE HOMOGENE

~ 1. Latransformation d'une matrice (ou opérateur) donnée A peut étre
envisagée de deux maniéres :

Ou bien, conservant toujours le méme opérateur géométrique, nous
changeons les axes de coordonnées, ce qui modifie la matrice corres-
dante;

Ou bien, nous soumettons I'espace dans lequel opére A a une trans-
formation linéaire non dégénérée et nous cherchons |'opérateur trans-
formé dans le nouvel espace.

Premier point de vue. — L'opérateur donné transforme un veectour X
en un veclenr Y
Y= AX;
faisons le changement de coordonnées, défini par la matrice S (régulidre):
X =58,
Y = 8H;
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nons obtenons

SB = ASE,
soit

H=§81A8E.
Dans le nouveau systeme de coordonnées, |I'opérateur s'exprime donc

par la matrice :
a = S'AS.

qu'on appelle transformée de A par S.

Nous verrons plus |oin qu'on peut choisir S, c'est-a-dire les nouveaux
vecteurs coordonnés de fagcon que a soit plus simple que A. C'est ce
qui fait l'importance du point de vue actuel.

Les deux matrices A et o correspondent au méme operateur géomeé-
trique sous des vétements analytiques différents. Si S est une matrice
quelconque réguliére, les deux matrices A et S'A'S sont dites équiva-
lentes dans le groupe linéaire homogéne.

Deuxieme point de vue. — Effectuons sur I'eSpace E, ou opéere A
une transformation linéaire non dégénérée définie par la matrice S :
& = 8X,
Y = Y.

Larelation entre X et Y étant linéaire, celle qui relie x et y le sera
aussi. Et nous aurons la relation

‘H = (fl&',
s0il
SY =Asx
ou
Y =5-1@A8X = AX.
Donc

A =318,

Donc Copératenr transformé de A dans le nouvel espace s’exprime par

la matrice
= SA5-L

On peut dire que L est une émage de A dans le nouvel espace.

2. Nous dirons que deux malrices A et B sont équivalentes, lorsqu'il
est possible de trouver une matrice S, non dégénérée, telle que

B= S_"AS.

L'ensemble des matrices ainsi transformées de la matrice A forme une
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classe de matrices équivalentes dans le groupe homogeéne lindaire.
Deox matrices de la méme classe sont équivalentes; en effet

B=S5-1AS ou A=SBS-,
C'= T-4AT,
qui peut s'derire ’
C=T-1SBS-T = (S-1T) B(S—T);

donc B et G sont équivalentes. De méme, une matrice équivalente a une
matrice de la classe appartient & la classe. La condition nécessaire et
suffisante pour que deux matrices soient éguivalentes est donc que les
deux classes associées a chacune soient identiques.

Une classe est connue lorsqu'on en connait une matrice; autrement
dit & une matrice on peut faire correspondre une classe. Parmi toutes
les matrices d'une classe, nous alons essayer d'en choisir une, laplus
simple possible, de telle sorte qu'a une classe on puisse faire correspondre
une matrice qui la caractérise. Cette matrice est équivalente a une
matrice quelconque de la classe et en est appelée matrice réduite ou
canonique. Il devient alors plus aisé de rechercher si deux matrices
sont équivalentes :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux matrices soient
équivalentes est qu'elles aient méme forme canonique ou réduite.

On peut dire encore que toutes lés matrices d'une classe sont les diffé-
rentes malrices par lesquelles s'exprime un méme opérateur géométrique
dans les divers systémes de coordonnées.

Les coefficients dela matrice canonique sont des fonctions trés impor-
tantes de la matrice A d'ou |'on est parti; ces fonctions prennent méme
valeur pour toutes les matrices de la classe de A; nous mettons ainsi en
évidence les invariants de la matrice A dans les transformations St AS,
S appartenant au groupe linéaire homogéne.

Nous avons supposé que S est une matrice réguliére arbitraire,
et ceci nous a conduit & une forme canonique dans le groupe des
transformations de la géométrie homogene linéaire et aux inva-
riants d'une matrice dans ce méme groupe de transformations. Mais on
peut avoir a s'occuper de groupes de transformations plus restreints
(par exemple, le groupe des rotations autour de I'origine), la matrice S
est alors soumise a certaines conditions (dans cet exemple, relations
entre les cosinus directeurs); la matrice canonique que I'on peut alors
obtenir se différencie de la précédente.

Nous allons nous placer dans la géométrie homogéne linéaire et par
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conséquent prendre pour S la matrice réguliere la plus générale; mais il
était essentiel de remarquer que la forme canonique et les invariants
dépendent du groupe de transformations que Von considére.

3. Avant d'aborder le probléme, démontrons quelques lemmes,
a. A ayant pour transformée S~'AS, A a pour iransformée
(S1ARS = {5143,

La vérification par [e calcul est immédiate :

(83~1A8)" = $~1LAS.8-1 A8, ,.§-1AS.
# Tois h

Tous les 8§~'= 1 intermédiaires disparaissent et il reste
(S—AS)" = S—1AnS,
Géomsétriquement, la chose est évidente : A" correspond & n fois la

transformation A qui, aprés changement d’axes, donne # fois la transfor-
mation 571 AS ou bien 5—' A%S,

Les transformés des puissances sont les puissances du transforme,

&, 53ila matrice A a une réciproque A, nous avons aussi
{S—1AS 1= 8—1A1S '
d'aprés la régle donnant la réciproque d’un produit.

Dene prendre la réciproque d'une matrice et prendre sa transfor-
mée sont deux opérations permutables,

¢. Les deux systémes homogénes :

AX =o,
{5—'A8) Y=o

ont le méme rang, c’est-#~dirc le méme nombre de solutions lindairement
indépendantes. En effet, posons Y = 51 X ; la deuxi¢me équation devient

$—1AX =0,
c’est-d-dire :
AXao {car dé1 83 Z£ o}

et la corruspondance linéaire biunivoque Y ==8—'X cutre les racines
conserve I'indépendance linéaire,
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~d. S F(X) désigne un polynéme, nous savons calculer celte expres-
sion lorsqu'ony remplace x par une matrice; sachant que la transformeée
d'une somme de matrices est la somme des transformées et que la trans-
formée d'une puissance est la puissance de la transformée, nous en
déduisons

F(S'AS)=S'.F(A).S.

e. Notons enfin que dét(S*AS) = dét(SAS-') = détA; on retrouve
le déterminant de A comme premier invariant.

4. Etant donnée une matrice A, cherchons s'il y a des vecteurs qui
soient paralleles a leurs transformés par la matrice A (directions inva-
riantes); ce qui revient a chercher un vecteur X tel que

AX = AX,
soit
(A—A)X =0,
A représentnnt la matrice :
A o
S
v oo A

Pour que,l'équation (A — A) X = o ail des solutions X non naulles, il
faut et il suffit que la matrice & — A soit dégénérée. c’est-a-dire que son
déterminant soit nul; A doit done &tee racine de Pégoation

f()‘.) =0,
J{(3) dtant le polynome caractéristique (') :

W —ean — e [ — e
— gy h— —ilyz .. — flsn

f(k): — ity — 31 1—(!,1,1 s — =dél().——A).
— &y — e — a3 .. A —an

SO =R — s A=t 5 QA= e (1P sy

8i 4 est un zéro de ce polynome, I'équation (A — A} X = o présente une
racine X non nulle an moins. Les racines de f(3)==o s'appellent les

(1) Voir dans CAUCHY, CEuvres, vol. 11, pages 75-i33, introduction de cette notion
pour I'éude des singularités des équations différentielles.
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valeurs caractéristiques ou valeurs propres de A (les Allemands disent
Eigenwert), et les solutions X correspondantes : solutions propres
(Eigenl6sung).

Montrons que f( ) est invariant par un changement de coordon-
nées. En effet, considérons

FOY=dét(h— A,
soit
F(A)=dét(A—5-1AS),

Remarquons que A =58"135 (d'aprés le sens géométrique de la matrice
sealaire 1)} done

S(3) = dér(S—1 1S — S~ AS) = @bt [S—1 (% — \) S|,
ou bien
F0) = dét(S—1) dét{ A — A) dét({8) = dét (A — A),

Donc le polyndme caractéristique de deux matrices équivalentes est le
méme; par conséquent les racines de I'équation caractéristique sont
invariantes par rapport aux transformations linéaires et homogeénes,
ainsi que les expressions s, S, ..., Sy qui sont des polyndmes par
rapport aux éléments de la matrice. En particulier :

s, déterminant de A, est un invariant.

Le plus important de ces invariants est
§i = @y ey ., Gun =6[)\),

que I'on appelle trace (Spur) de la matrice A. Puisque la trace est une
fonction linéaire des éléments, la trace de la somme de plusieurs
matrices est la somme des traces de ces matrices. D'autre part, consi-
dérons une matrice A = || ax ]| a n lignes et & m colonnes qui transforme
Fespacc Er, en un espace E, et une matrice B qui transforme |'espace E,
en toutou partie de I'espace Ey, ; B auramlignes et n colonnes (certaines
lignes pouvant n'étre formées que de zéros). La matrice BA, a mlignes
et m colonnes, transforme linéairement E, en tout ou partie de lui-
méme. Et nous avons

A IR

G(AB):Z Ztmbm

=1 k=1
noon

S{BA) SE Z byan-

i=1 =1
Donc
(AB) = B(BA).
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- 5. Une théorie compléte des invariants numériques de A par rapport
au groupe homogeéne linéaire se ramene a celle des formes canoniques
ou réduites de Jordan par rapport & ce méme groupe (1) et dépasse notre
programme; celle des invariants geométriques de I'espace | ui est lige (3).
Elle met en jeu la méthode des diviseurs élémentaires de Weierslrass;
nous allons simplement en donner une idée.

Si I'éguation f( ) = 0 a ss n racines distinctes, ala racine corres-
pond un seul vecteur X; (a un scalaire pres); NOUS prouverons gque ces n
vecteurs Xi sont linéairement indépendants et peuvent par conséquent
étre pris comme vecteurs coordonnés; puisque nous avons

AX, =X,
la watrice se réduit alors &
Ao
0 )-g
0 U ... hy

Mais il est clair que les racines caractéristiques ne sont pas toujours
distinctes; dans ce cas nous emploierons une méthode d'Hermann
Weyl (°) développée par Schreier et qui conduit aux résultats de
Jordan.

[11. — NOTIONS SUR LES FORMES CANONIQUES
OU REDUITES DE MATRICES
DANS LE GROUFE LINEAIRE HOMOGENE. REDUITE DE JORDAN.

1. Supposons que l'espace E se décompose en deux sous-espaces
complémentaires E; et E,. tels que chacun soit invariant par I'opéra-
teur A. Si nous adaptons le systéme de coordonnées acette décomposition
de l'espace, nous avons vu que la matrice correspondante prend la
forme

(I') Voir JORDAN, Traité des substitutions,

(2) Voir SCHREIER et SPERNER, Vorlesungen uber Matrizen; MAC DUFFEE, The Theory
of motrices.

(3) H. WEYL, Mat. Anal, der Raumproblems (Springer, 1933).



CHAPITRE |. 9
que I'on écrit symboliquement

A=A+ Ay

A, et A, sappellent les opérateurs- induits par A dans les sous-espaces
E; etE,. Il est clair que le polynéme caractéristique prendra alors |a forme

A— A
L) = e ; ..... .................. I

Fl— A

Ji(R) =déL(h — A,) représentant le polynome caractéristique de Popé~
rateur A, dans l'espace E,, ot £3(3) = dét (3 — A,) le polynome carac-
téristique de 'opérateur A, dans I'espace E,. Développons ce déterminant
par la régle de Laplace ('), relativement aux r premiéres colonnes,
# déstgnant le nombre de dimensions de E,; le seul mineur formé a
'gide de ces r premiéres colonnes, qui ne soit pas nul est,

Q1 (% — Ay) mfi(R),
et son délerminant complémentaire est

dét(A—As)=fi(2),

Sy = L) > fAi{).

Nous avons donc montré que si Vespace donné se décompose en deux
sous-espaces invariants par A, le polyndbme caractéristique se décom-
pose en un produit de polynémes, qui sont les polyndmes caractéris-
tisques des opérateurs induits par A dans les deux sous-espaces.

d’on la relation

2. Ce théoréme présente une réciproque qui est trés importante :

S le polyndbme caractéristique relatif a un opérateur A se
décompose en deux facteurs premiers entre eux, dont les premiers
coefficients sont égaux a Vunité, I'espace se décompose en deux sous-
espaces disjoints (?) invariants par Vopérateur A.

() Cet une généralisation du développement dassque par rapport aux édéments
d'une colonne; on développe ici par rapport aux mineurs formés par p colonnes déter-
minées.

() C'ed-a-dire n'ayant en commun que le vecteur nul.
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~ :Nous allons d'abord établir quelques lemmes :

- Premier lemme. — Clest seulement pour les racines ) = 3, de I'équa-
_tion earactdristique f{3} =o, relative & A, qu'il existe des vecteurs X
non nuls satisfaisant 4 la relation

AX=iX on (A—A)X=0,

Réciproquoment, si =12, est racine de f(i)==o0, celte relation
(hp— A) X = o définit une multiplicité lindaire de vecteurs X. _

Co premier lemme est tout simplement la définition de Péquation
caractéristique,

Deusizme lemme. — Eunt donnde la matrice A, formons son équa-
tion caractéristique f(2), puis la matrice f(A); nous allons montrer
que cette matrice appliquée & un vecteur arbitraire X le transforme
en o, autrement dit que f(A)=o. Ge théoréme est dd & Hamilton-
Cayley. Soit ‘

JR = (h— Ay = | ABgr—aus |,
et désignons par ;{}} le complément algébrique ('); dans ce détermi-
nant de X8;; — @y bir(2) est manifegtement un polynome de degré n —1
par rapport & } et nous pouvons écriro '

bl \) =E B A
=t

La matrice
B(AY=[du(M) ]|
est appelée matrice adjointe de la matrice |} — A ||.
Nous avons
LS| L] H—]
By = F o wfi= wjep ) =, B
v=n =1 =N
en posant
B = [| B3 1.
La relation
LR
B(2) =Y B

exprime la matrice B sous forme d’un polynome en 2 dont los coefficients

(") Nous disons indifféremment : complément algébrique ou mineur affecté deson
signe.
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l;

sont des matrices. Formons alors le produit

B(M){(A—A)=

E B(MY A8y — ag)
.

~ T'un des dléments de cette matrice,

Z bulyy (A —an),
I

“est le produit des éléments de la k'™ colonne de dét() — A} par les
compléments algébriques des ¢léments de le #*™ colonne. il est done nul
si £ ost différent de X et égal 3 dée () — A) = f(2) si { est égal i &, soit

BN =AY = (|8 FOR) I =F(3 )

J(}) désignant une matrice sealaire. Nous avous ainsi oblenu une

identité en 3 :
=1
(E me) (A—A)=f(2)

Y=k

Les deux membres sont des polyndmes de-degré n en . a coefficients
matriciels. Nous pouvons y remplacer X par la matrice A; le premier
membre sannule et nous obtenons la relation cherchée

f(A}:(l..

"Cette éégante démonstration est a rapprocher de celles employées
ordinairement dans la théorie des déterminants adjoints.

La matrice A, opérant dans l'espace E,, vérifie donc une equanon
algébrique de degré n; mais il peut arriver que A vérifie une équation
de degré moindre. Parmi toutes ces équations il y en a une (si I'on
impose au premier coefficient la condition d'étre égal al'unité) de degré
minimum; son premier membre est appelé polyndme minimum de la
matrice A, et I'on démontre que tout polyndme qui s' annule lorsqu'on
y remplace la variable par la matrice A est un multiple du polynome
minimum. En particulier. f( ) en est un multiple.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la réciproque
annoncée.

3. THEOREME FONDAMENTAL. — Soit A une transformation linéaire
de l'espace E et f(}) le polyndme caractéristique correspondant;
supposons qu'il se décompose en un produit de deux  polyndmes £ (3)

JULIA
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etf,( ), premiers entre eux, dont les premiers coefficients sont égaux
a Vunité
JY= AR fi( ).
Dans ces conditions nous allons prouver quil existe deux sous-
espaces E; et E, jouissant des propriétés suivantes :

I° E; est invariant par A; il en est de méme de E,.

2° E; e E, sont digoints, c'est-a-dire gu'ils n'ont que z&o comme
vecteur  commun. _

3° lls sont complémentaires : E = E, + E,.

4 f\ etf, sont les polyndmes caractéristiques des transformations
induites par A dans E; et E,.

5° Enfin E, et E, sont déerminés d'une maniére unique.

D’aprés notrs second lemme (Hamilton), Uespace E est défini comme
formé par 'ensemble des vectours X satisfaisant a f(A)X =o, Par
conséquent, si fi() est le polynome caractéristique de Poptrateur
induit par A dans E,, néeessairement K, sera délini par I'cnsemble des
vectours X tels que £, (AYX =0, ¢t de méme E,; sera défini par I'ensemble
des vectours X tels que fR(A)X =o. Ces relations définissent des
cspaces linéaires ct la propriété (3) est bien vérifiée, '

Reste & voir ce que contiennent les espaces E, et E, ainsi obtenus, A
cel effet, envisageons les espaces &, et &; définis par

& =fi( AYE, transformé de E par f2(A),
By == fiI(A)E, transformé de E par fi{A).
Ona dvidemment, d’aprés le théordme d’'Hamilton-Cayley,

Ji{A)8y =0,
fiA)8i=o,

Deone E; contient &, et E, contient &.. Nous allons montrer que E, est
identique & &, el E; & &,. Remarquons que f,(}) et f2(}) étant premiers
entre sux, nous pouvons, d'aprés le théoréme de Bezout, déterminer
deux polynomes g, (}) et g.(2) tels que

Sl g+ (M oM =1
D'oi, en remplacant I\Ipar la matrice A dans cette idenlité,
SilAYg(A)+ fu{A) plA) =1,

. Supposons que &, soit vide, autrement dit que f,{A} X soit nul,
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quel que soit X. D'aprés la relation

X=A(A) £:(M)X + A(A) 51 (M) X,

puisque dans Pexpression f3(A} g, (A)X, nous pouvons permuter les
facteurs polynomes qui ne dépendent que d'un seul opérateur, nous
avons f3(A) 2/ {A}X = o, donc

X=fi(A) gAY X =fi(A) g: (M) X]

Par conséquent X appartient 3 &, ; puisque [g:(A) X est un vecteur
deE; dans ces conditions E= &,. La matrice f,(A) wransforme donc
E en lui-méme, autrement dit £, (A) X = o entraine X = o : E, est vide.
Et d'autre part, f;(A) X étant nul quel que soit X, E, est identique
aE.

Ern résumé, si &, = o, nous avons

81: El:lo,
6,: E‘= E.

&. Supposons maintenant que ni &, ni &, ne soient vides; ces deux
espaces sont disjoints en vertu de I'identité

X=m(MAMX +g1(A) AKX,
appliquée a un vecteur X commun, pour lequel

Si{A)X =0 (car X est dans &),
filA)X =0 {car X est dans &),

¢e qui entraine X = o.

On a vu que E, contieat &, cor d’apeés le théoréme de Hamillon,
Ji(A) &, = 0. De méme E, contient &;. Inversement, nous allous voir
que &, contient E;; en effet, un vectour X de E, satisfaita fi(A)X =o,

donc A
X=fiA)sn(MX =fAA)[5:(A)X]

et par conséquent appartient 4 &, puisque g,(A) X est de E. Nous avons

donc
&, =E,,

8, =K,

mais, en ml.rodmsanl &, et &,, nous avons I'avantage d'une définition
explicite des sous-espaces.
Un vecteur X quelconque se décompose

X =fi(A) g M)X]+ A M) s1(A)X]
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en la somme d'un vecteur de E; et d'un vecteur de E,; E; et E, sont
donc deux sous-espaces complémentaires,
E, et E, sont invariants relativement a A ; soit en effet X un vecteur
deE|; il satisfait a
. f1(A)x =0,
ou encore
AfilA)X =0,

ct en permutant Pordre des facleurs, opération qui est légitime puisqu'il
n'intervient qu'nn senl opérateur A,

Si{AyAX =o,

ce qui nous montre que AX appartient i E,.

Il nous reste & prouver que fy et fy sont les polynomes caractéris-
tigues des transformations induites par A dans E, et E,. Désignons cn
effet par ¢y et g5 ces polynomes caractéristiques; d’aprés le théoréme

direct, nons avons
SURY = 9u(2) (R

Dans le cas particulier ou E, serait vide, nous poserions ¢, = 1. Nous
allons montrer que f, et , onl les mémes racines. Soit &, une racine
de ¢,(})=o0; nous avons

L) =R =0 (0 + filde)

en désignant par ¢, (3) le quetient de £, (}) par » —2,. Remplagons A
par la matrice A dans cette identité

HAY=(A =0 W(AY - filh)

ko ftant racine de g, (}) = o, il existg certainement dans E, un vec-

teur X, non nul el que
AXo = doXy;

nous avons alors
fl(:\)xo = ‘h(A)(.‘\ - )-n)Xo'-i- fl(ln) X,

Or £1(A)X, est nul, car X, appartient & E,. H en résulte que
o =f|[ ho) X,

ot X, n'dtant pas nul, le scalaire £, (4) = o. Toutes les racines de ¢,
appartiennent 4 f, premier avec f3; donc ¢, et f2 sont premiers el,
puisque '

Hfr=ey
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¢, divise f, Or de méme ¢, et f, sont premiers, doncf,, divise @,.
Finalement f, et ne peuvent différer que par un facteur constant.
Mais ces polyndmes ayant tous deux i comme premier coefficient, nous
avons

fi =%
fs=\?:.

et de méme

4. En appliquant le théoréme fondamental de proche en proche, nous
pouvons 'étendre it un nombre quelcongue de sous-espaces, Soienty,,
[2y + .y pa los racines distinctes de (1) et ny, nyy . .y By, leurs ordres
de multiplicité

FOY= (0 e (e ¥ L (e g ),
3i nous posons
=0 et =0k — gl (G—pad

nous mettons en évidence le sous-espacéd E, défini par les vecleurs X
tels que (A — 11,)" X = o el un sous-espace E, défini par f,{A)X =o.
Nous pouvons cffectuar les inémes opérations sur ce second sous-espace
et ainsi de suite..Nous mettons finalement en évidence d’une maniére
unigue k multiplicilds lindaires E,, Ey. ... E;, définies respectivement
par

(A—p)mX =0,

(A—u:mX =0,
(A —pgX =0,

Ces multiplicités sont non vides, di§ointes, invariantes par A, leur
ensemble formant une décomposition de I'espace E, et( ° -)"'étant le
polyndme caractéristique de la transformation A, - induite par A
dans E; ce qui nous prouve que E; a m dimensions. Adaptons aors
notre systéme de coordonnées a cette décomposition de I'espace en
choisissant les vecteurs coordonnés

-
ey, Coy ey Bay dans ]!.I;
ART]
€nyaly Enyedy ey Capany dans 1'-:,
ey ey ewees awaeees )

Chn—mptty €a—nprty -1 Ca dans Egz,
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La matrice A prend alors la forme

a4 Ay o
L1

Ay i a Ay
A= _

| Apey [ } Rkt

v PR SO R
|
i o Ay E ni

ce dont on sassure immédiatement, une colonne de la matrice étant
formée des composantes d'un vecteur transformé d'un vecteur coordonné
par I'opérateur A. A; est la matrice induite dans E; par A et a pour
polynéme caractéristique (* — p)™. Dans le cas particulier ou f{}) a
toutes sesracines simples, la matrice A est ramenée a la forme diagonale

)\| [H] . L
o As ... o
A= ) '
GO0 .. Ay B
0o ... o b

Dans le cas général, nous pouvons encore choisir arbitrairement les
vecteurs coordonnés a l'intérieur de chague sous-espace Ej,, E,, ..., Ex.
Nous allons profiter de cette latitude pour simplifier encore la matrice A
et la ramener & la forme canonigne de Jordan (%).

5. Nous nous proposons de simplifier la matrice A; de E; dont le
polyndme’ caractéristique est (k — p, Y. Supprimons les indices pour
abréger : dans un espace E & n dimensions nous avons un opérateur A
qui, dans un certain systeme de coordonnées, s'exprime par une matrice A
de polynéme caractéristique (% — p}*; cherchons le systéme de coor-
données, par rapport auquel la matrice prenne la forme la plus simple
possible. .

La matrice A; = A -— u (ne pas confondre avec la notation A; de tout

(L) Ce probléme et traité dans JORDAN, Traité d'Analyse, |11, al'occason des points
singuliers des équations différentielles. Voir auss H. WEYL, Math. Anal, des Raum-
problems (Springer, 1923).
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a |'heure) & pour polynéme caractéristique et est par conséquent
dégénérée. D'aprés -le théoréme de Hamilton, nous-.avons la rela-
tion A = 0; nous sommes donc sirs que les puissances de la matrice A,
supérieures a la ;i'*™ sont nulles; désignons par | le plus petit entier
(inférieur ou égal an) tel que A; = o, et considérons les matrices non

nulles :
Ay, AD, ., AT

Soient les rhultiplicibés :

E, définie par les vectenrs X satisfaisant & Al X = o,
E, définie par ceux satisfaisant 4 A{?X = o,
E, définie par cenx satisfaisant 4 A" X = o,
ot ainsi de suite jusque E,_, définie par ceux satisfaisant 4 A, X = o,

Puisque A! == o0, nous pouvons dirc que E,=E ¢s1 définie par les
vecteurs X satisfaisant 3 A] X — o,

11 est clair que chacune de ces multiplicités est contenue dans celles
qui la précedent, antrement dit que

E=E=E>E>. . >Eniy,

car un vecteur de E; satisfait 4

}\{"X =0,
done a ]
_.\.f,-nl X=0u

el par conséquent appartient d E; . Enfin il est manifeste que E,_,
n’'est pas vide, puisque définic par les vecteurs X satisfaisanta A, X =o
avec une mairice A, dégénérée. [l est non moins évident que A, E; appar-

tient a E;,, car _
A{—‘X =
entraine .
ALt A X) = o.

Désignons par ro le nombre de dimensions de E, relativement & E,,
¢’est-d-dire le nombre maximum de vecteurs de E, lindairement indé-
pendants {module E,) (1); c’est, si I'on veut, le nombre de dimensions
de la projection de E, parallélement 4 E,. Nous désignerons de méme
par .y le nombre de dimensions de E, relativement a E,, par ry lo

('} C'eat-b-dire linéairement indépendants entre emx et des vecteurs définissant E
c'est-b-dire aussi Lels que M X{ .. .~ An X=X (X, de E,) entratne tous les %, nuls.
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nombr e de dimensions de E; relativement a E; et ainsi de suitejusqu'ari_;
qui est le nombre de dimensions de E,.; par rapport a zéro, c'est-a-dire
tout simplement le nombre de dimensions de E,;.

Nous avons évidemment (Chap. 1. 811, n°8)

n =Py Ay,

#t, élant le nombre de dimensions de E, ; de méme:

TN I P

Ri_g=Fri1.
Donc
Fa-b Pl o= Pl = N,

D’antre part, E, défini par tous les vecleurs X satisfaisanta Al X = o,
ne contient pas tout E, sans guoi nous aurions AL~ = o et Ine serait pas
VFentier minimum annulant A%; donc r,21. Nous allons montrer mainte-
nant que la suite

Foy Fiy Fopoaeny Pt
ast non décroissante. Prenons dans E,, ry vecteurs X1V, X0 Xl
linéairement indépendants {module E,)("). Leurs transformés A, X}
sont dans E, (celle propriélé a 616 établic ci-dessus) et sont lindairement
indépendants (module I,); supposons en effet que nous ayons la
relation
}.11\1 x;,':+...—1— J\,nl\.,\'g‘--z _Xg’

X, désignant un vectour de E;; appliquons la matrice A aux vecteurs
des deux membres el nous oblenons

AMAF IR o A AR X = o

on encore
AL X o+ A X0 = 0,

ce qui signifie qu’il existe un vecteur X, de E, tcl que
M X A R X == X,

relation qui entraine la nullité des coefficionts X, les vecteurs Xi"ayant
618 choisis lindairement indépendants (modute E,). Nous venons d'établir

12 r.

{7 IIs sont alora linéairement indépendants (mod E) carE, < E,, Donc en particulier
NP o (modB,), AlEX{fizt g pour k<<l
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Aux A; XY adjoignons s, = r, — ro vecteurs de E; tels que les r4
vecteurs ainsi formés soient linéairement indépendants (module E»).
Cesrq vecteurs forment les X;_Lj et satisfont donc a la relation

Aty o  si bA<i—n.
Leurs transformés A, X7 sont dans E; ct sont linéairement indépendants
(module E,) par la méme démonstration que pour la multiplicité précd-
dente; done ry 271y,

Aux A,X‘{’ adjoignons s,=r,— ry vecleurs de E,, tels que les r,
vecteurs de E, ainsi formés sotent [inéairement indépendants (module E,);
ces »y vecteurs forment les X5, ele.

Nous envisageons donc successivement les vecteurs :

Dans E,, 1o vecteurs X, :
Xy, Xy,
Dans E,, r, vecteurs X, :
AXQD, XL L AN, Xren, L X,
Dans E,, r; vecteurs X, ¢
ATXY, AIX, SIS CYUB (SN T2
Dans E;_y, re_y vectears Xy,
Al X A‘ X, L, A xgm‘ _-\{—'*’Xl;'r*”, ey

A, AN L AR, L, X, X,

Les rqo premiers (séric X, ) sont linéairement indépendants (module E,);
Les ry suivanls {série X,) sont linéairement indépendants ( module E;);
Les 7y suivants (série X, sont lindairement indépendants { module E;),

Les »4_, derniers (série X,_,) sont linéairement indépendanis entre eux.
Par conséquent, ces ry—+ ri—+. ..+ == n vecteurs sont lindairement
indépendants, car si 'on avait

Pl

ry "
E MKy +2 pYS (N .-I—Z X, = o,
i=] f=1 b=y

ls vecleur

Fr—1

EM‘CS-”-'- +an;*',,
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‘appartenant i E;, nous aurions nécessairement ;= o pour{ =1, 9, ...,y
et la relation se réduirait a

=

ry
Souxe-. .+2 MX(E, = o.
=1 =

Le méme raisonnement prouverait alors que };=o ol ainsi de suile.
La proposition se trouve établie.

De plus les A, X, sont dans By, les A, X, dans By, ...,les A, X, sont
nuls.

Nous allons maintenant ranger les vectenrs de ce tableau dans un
autre ordro : par colornes. Parions d’un vectenr X, et associons-lui sa
chatne d'images @ A,X,, A?X,, ..., A"'X,; nous pouvens ainsi
former s, = ry chaines comprenant chacune [ vecleurs = o ¢t commen-
cant dans la multiplicit¢ E,. Puis les ¢, = ry -— r; vecteurs X, qui ne
sont pas de In forme A, X, donnent s, chaines de { — 1 vecteurs com-
mengant en E,. Viendront ensuite sy = r; —r, chaines de ! —.2 vecteurs
commengant en E,, .. ., et enfin 5;_, = r;_, — ri_, chaines de nun vecteur
de Eg_q .

Chacune des chaines ainsi formées restc {nvariante par Ay, car
chnque vecteur de la chaine se transforme en celui qui le suit, et le -
dernier se transforme en zéro. Par conséquent, chaque chaine sert de
base & une raultiplicilé invariante par A,; ces nultiplicités sont au
nombre de

SS Mg S S =y = Pyl e (P — P ) = P

L'espace E est décomposé en r;_, multiplicités disjointes et le systéme
de coordonnées cst adapté & cctle décomposition. La matrice A, se
décompose donc en 5 matrices carrées se succédant le long de la dia-
gonale principale ot qui comprendront : r, matrices & ! lignes et -
colonnes, ry — ry matrices & £ —1lignes et { — 1 colonnes, ..., Fiy— riy
matrices 4 un élément. Eo utilisant le fait, déja maintes fois signald, que
les éldments d’une colonne sont les composentes des vecteurs, transformds
par la matrice, des vecteurs coordonnés, nous obtenons la forme de ces
matrices particlles :

LU R V] LEI 1}
I O 9 0 o o
DI nn a o
n a1 o o o,
'
o 0o 0 0 o 0
0 0 I O
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cheque voctour coo rdonné élant transformé dans le suivant et le dernier
en zéro.

Ceci pour la matrice A,; quant & la matrice A=A+ p, elle se
décompose en s matrices carrées se succédant le long de Ia diagonale
principale; chacune da type suivant :

K o 00 s LU 1)
I }l. [} ] a N
LN | [ n a
a0 1 0 LU 1 Y
0 4 600 oo
g 0 o0 I I

il ¥ a r, telles matrices & I lignes e1 ! colonnes, ry—ry a { — 1 lignes
et I — 1 colonnes, ry— rry 8 I — 2 lignes et !~ 2 colonnes, ..., re_, —ry_;
i un élément. .

On désigne par rang de A, le nombre de dimensions de A\ E, cest-
a-dire le nombre de colonues de la matrice A, lindairemeni inditpen-
dantes. Or il ¢st évident que les colonnes non identiquement nulles sont
indépendanies, et puisqu’ily a s colonnes de zéros {une par matrice
partielle) le rang de A, estn — s =n —ry_,.

Le nombre £, les nombres rySriSre .. .S tels que

Po Pl Pl = N,

et le nombre g, peuvent prendre tontes les valeurs; et illeor correspond
chague fois une malrice réduite de Jordan. 1! suffit, en eflet, d'éerice
@ priori la matrice qui correspond i ces numbvres et de la transformer par
uue matrice S arbiteaire non dégénérée; la matrice ainsi formée présente
comme matrice réduite de Jordan la matrice désirée,

Deux malrices équivalentes dans le groupe homogéne linéaire ont
méme matrice réduite de Jordanr (et réciproquement), ahstraction faite
toutefois de Pordre dans lequel se suceedent les matrices Ay, Ag,..., As.

6. Par conséquent les irvariants fondamentanz d’une matrice A
dans le groupe linéaire homogéne sont : les invariants numériques p;
{racines de Péquation caractéristique) et les invariants de structure :
ry (ordre de multiplicité des racines ), £ (donnant le nombre de lignes
el de colonnes des watrices particlles de Jordan), r{’ (fixant le nombre
de ces matrices-partielles). :

La condition nécessaire snffisante pour que deux matrices soient équi-
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valentes dans le groupe lindaire homogéne, est qu'elles aient les mémies
invarignts fondamentauz.

BRemarquons encore que si A est une matrice réelle et si les p; sont
réels, la transformation de coordonnées donnant la forme réduite de
Jordan est réelle et catte forme réduile est réelle. '

7. Nous allons maintenant démontrer le théordmo suivant (1) :

Pour qu'une matrice A puisse se ramener & une matrice dia-
gonale par un changement dc coordonnées, il faut et il suffic
que g(A) = o, en désignant par (W) ={h—pm)...(} —pi) le poly-
nome ayant pour racines simples les racines distinctes de Udquation
caractéristique relative i A. g (A) est alors le polynome minimum
de A. 1.a réduction de A, réelle, i ka forme diagonale, s’accomplit parun
changement réel de coordonndes si, oL seulement si, toutes les p; sont
réelles.

Considérons en effel une matrice A équivolente 4 une matrice diago-
nale, ¢t son polynome caractéristique

Jiky= o=y (b (b g ey

nous avons va que Pespace se déeompose en & sons-cspaces disjoints E,,
E:, ..., Ei. Montrons que, dans ce cas particulier, E; peut étre défini
par les vecteurs X; satistaisant 3

(A —u)Xi=o.
En cffet, formons, pour fixer 15 idées, la matrice réduite équivatente a
pr—g
’ [

R

A|=I\.—!.l|=

i hg== &)

i

nous vérifions bien que tous les vecteurs de E; (dont les n; premiéres
coordonnées seules ne sont pas nulles) sont transformés en zéro par cette
matrice, puisque les ri; premiéres colonnes de celle-ci ne sont formées
que de zéros. |l est clair que, réciproguement, tout vecteur satisfaisant
-2 (A —p)Xi=o0 est bien un vecteur de E; car il satisfait a fortiori

(') Voir SGHREIER et SPERNER, Vorlesungen Uber Matrizen.
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a(A— «)"*X,=o0. Orun vecteur quelconque X appartient a I'un des
sons-espaces E;,, Es. .. ., Ex. et par conséquent vérifie la relation

(A — IXi)(A-pz)...(A — W)X =0,

-
ce qui revient a dire que g(A) =o.
Réciproquement, supposons cette relation satisfaite; un vecteur X;
de E; satisfera a larelation

(A — ;X =0,

car, sinon, Y; = (A— ly)X; serait un vecteur de E, non nul et Ton

devrait avoir
(A-uz,)...(A-p)Ya1=o0,

relation impossible comme nous nous en assurons de proche en
proche : (A—u2)Y =o0,0u bien Y, appartiendrait a E, qui par
hypothése est disjoint de E, ; donc (A — p2)Y1= (A —H1 ) (A — X)X,
est un vecteur non nul et appartenant a E, et nous continuons. Tout
vecteur de E; satisfait a (A — W) X ;= o, c'est-a-dire que la matrice
induite par A —; dans la multiplicité E; est nulle, ce qui entraine
immédiatement |;,= | et par conséquent r o = n;. La forme de Jordan est
alors une forme diagonale, car elle ne comprend plus de sous-matrices
d'ordre supérieur a 1, et le théoreme est établi.

8. Donnons en terminant quelques indications sur les matrices dégé-
nérées. Le déterminant étant nul, elle admet zéro pour valeur caracté-
ristique, al'ordre no.

Une telle matrice a un polyndme caractéristique :

FO)="(X-u) "t Hp )" p.

L'espace E se décompose en deux sous-espaces invariants : E, d'une
part, E'= E, 4 E, +-. .. + E, d'autre part. Désignons par Ag la matrice
induite par A dans le premier sous-espace et par A' la matrice induite
dans le second sous-espace; Ag a pour équation caractéristique "™ o
et est dégénérée, tandis que A' a pour équation caractéristique

(-H1)ng...( -pp)nP=
et n'est pas dégénérée.
Adaptons notre systéme de coordonnées a cette décomposition de
I'espace en choisissant les premiers vecteurs coordonnés €, &, . .., €
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dans Eo el les autres €s,01y €nprm o+ o1 € JaNSE'. La matrice A s'écritalors
Ao 0
A:
oA
et son carré
Al
[T | RN — .
| 4%

A"= ............. L

Le théoréme de Hamilton-Cayley nous apprend que A% =o0; désignons
aors par 1< n, le plus petit entier positif tel que Aj=ta. matrice A,
transforme donc E, en o et transforme E' en lui-méme biunivoquement
puisque la matrice A" n'est pas dégénérée. Nous pouvons encore dire
que la matrice Al transforme I'espace E en l'espace E'; il on est
évidemment de méme des puissances supérieures alaf®™ de la matrice A.
Dans cet espace E', qui est le noyau de E par rapport a la transforma-
tion A, la transformation A est biunivogue et se réduit a A'.

Remarquons que si & <C [, la matrice A} n’est pas nulle et par consé-
quent 'un des vecteurs: Afe,, Afe,, ..., Ate,, au moins, appartenant
a E,, n'est pas nul; done

VESE s k<l

tandis gque

- VB =R s m24

W est d'autre part clair que chacun des sous-espuces Eq, Ao Eq, AJE,, ...,
est contenn dans le précédent; de telle sorte que

Fa> AoBo> AJEs>. .. > .-\f]'* Eo>> Af,Eo= o;
ce qui donne, en remarquant que AE = A, E; + A'F,
E>AE> AtES, . > AFE> AME=AME=AME=...=F.

Le noyau E’ est done atteint, i partir de E, aprés {<n, applications de
la matrice A.
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9. Remarquons encore une fois que la recherche de la forme réduite
et des invariants dépend du groupe de transformations dans lequel on
opére; dans |'étude précédente nous nous sommes placés dans le groupe
homogene linéaire. Mais, plus loin, nous introduirons une métrique et
nous nous limitefons au groupe unitaire (c'est-a-dire au groupe des
transformations conservant les longueurs); ceci nous introduira de nou-
veaux invariants, mais surtout donnera un sens géométrique intéressant
aux racines de |'équation caractéristique dont I'ensemble forme le
spectre. L'introduction de la métrique nous permettra de poursuivre
as¥z loinl'étude du spectre, mais le groupe unitaire nous conduira pour
une matrice quelconque a une forme réduite beaucoup moins simple que
la forme de Jordan.

IV. — NOTIONS SUR LE SPECTRE

1. Spectre. — Nous désignerons sous le nom de spectre I'ensemble
des valeurs caractéristiques 1;, c'est-a-dire |'ensemble des A==1};
satisfaisant a |'équation caractéristique

SNy =dét(A—A)=o,

Il résulte de la fagon méme dont nous avons trouve les valeurs carac-
téristiques que, si X n'est pas égal a une valeur caractéristique, I'équation
X =AX

n'a pour solution que X — o; tandis que si X est égal a une valeur carac-
téristique, I'équation précédente présente au moins une solution non
nulle, et dans le cas général elle en présente une infinité formant une
multiplicité linéaire®&;== E}fi, ayant un nombre de dimensionsv;=ry_,
supérieur ou égal a I, inférieur ou égal a n;. Ces vecteurs X sappellent
solutions  caractéristiques ou solutions propres,

i° 1l est clair que la condition nécessaire et suffisante pour que la
matrice A soit dégénérée, est que o0 soit une valeur caractéristique.

2° Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. La matrice A présente alors
une matrice inverse A dont nous allons déterminer le spectre; X; étant
une valeur caractéristique de A et X; une solution caractéristique corres-

pondante, nous avons
MX = AX,,

relation que nous pouvons multiplier & gauche par Al
A"l)\,X;_—. X;,
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soit encore
1
AIX = — Xy
Y

Nous voyons donc que les inverses des valeurs caractéristiques de A
sont valeurs caractéristiques de A™. La réciproque est évidente : il

suffit de partir d'une valeur caractéristique p; de A~*, }-:—Isera valeur

caractéristique de A. Nous avons donc établi que les valeurs caracté-
ristiqgues de A~' sont les inverses des valeurs caractéristiques de A,
tandis que les solutions caractéristiques correspondantes sont les

memes.

3° Effectuons, maintenant, un changement de coordonnées défini par
X =8&;I'opérateur A sera alors représenté par lamatrice <% = S+ AS.
La nature géométrique de la question (direction invariante par |'opéra-
leur) nous montre que les valeurs caractéristiques de (X sont les mémes
que celles de \ et que les solutions caractéristiques seront définies par

Zi=81X,
Yérifions-le direciement’; la relation
{h—@)E; =0
définit la valeur caraciéristique ; et la solution caractéristique ;3= o.
Remarquons que }; étant une matrice scalaire,
NS )\;S;
nous avons Jonc
(81,8 - 51ASY B =0,
Soit
5- j(l - r\)s_q_- L
et, 571 étant nne matrice non dégénérée,
£
(M—A)SE =0,
Ea posant X;==8Z;, il vient
{M—A)X; =0,
3; est done ene valeur caraciéristique de A et X;=SE; une solution
caracténshque La réciproque se démontre de la méme maniére et nous
_arrivons ayu thdoréme annoncé : la matrice A et la matrice A =5-'A§

ont les mémes valeurs caractéristiques ;; les vecteurs caraciéristiques
rolatifs 4 ces deux matrices et correspondant 4 un mémo }; se corraspon-
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dent par larelation X = 8X, qui exprime simplement |le changement do
coordonnées. Celte derniére propriété nous met en évidence I'invariance
des v; par un changement de coordonnées.

Nous laisserons au lecteur le soin de reprendre cette question, en
envisageant, non plus un changement de coordonnées, mais une trans-
formation linéaire réguliére de I'espace (autre interprétation fondamen-
tale des matrices S).

4° Envisageons maintenant les puissances positives entiéres de la
matrice A; nous avons par hypothése :

AX;= 14X,
Multiplions & gauche par lamatrice A :

A*X;: A.«,X;: ).p\x;,
50il
AKX, = RiX,

Et si nous recommencgons encore cette opération un nombre quelconque
de fois, nous arrivons a

ArX,= )‘i'xlr
ce qui nous démontre que :

S ~ki est une valeur caractéristique de la matrice A, et X; une
solution propre  correspondante, 4} est une valeur caractéristique de
la matrice A" et X,: et une solution propre correspondante. Mais la
réciproque de cette proposition n'est pas toujours vréie.

Cette proposition permet deux extensions :

Remarquons que nous l'avons démontrée pour n entier positif et
pour n=.—i; pour n= 0 €elle est encore vraie, et c'est la un cas banal.
Nous en déduisons que :

A éuant une valeur caractéristique de A non dégénérée et X; ume
solution propre correspondante, );* sera une valeur caractéristique de A~
et X; une solution propre correspondante; (A;*)*=);" sera une valeur
caractoristique de (A~')" = A=, et X; une solution propre correspon-
dante. La proposition s'éiend donc anx puissances entiéres négalives de
la matrice A.

Considérons 'autre estension @ soit P(A) = p,+ pi A -+.. .+ pyAY,
un polynome de la mstrice A; si nous suppposons

X = AX,,

JULIA
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nous avons démontré que
MX = ARX;

il en résulte immédiatement que
POuyXi=P(A)Xy

donc, s¢ A; est une valeur caractéristique de la matrice A et X; une
solution propre correspondante, P(};) est une valeur caractéristique
de la matrice P(A) et X; est une solution propre correspondante. Ici
non plus nous n'examinerons pas comment les valeurs caractristiques
de A et ses solutions propres peuvent se déduire de celles de P{A).

2. Résolvante do A. -— Si A n'est pas une valeur caractéristique, le
systéme d’équations non homogénes représentd symholiquemenl par

—A)X=Y

admet une solution unique X, quel gue soit Y, et cette solution est

X={i—AF'Y,

Lamatrice (A — A)=1, fonction de &, s’appelle la résolvante de A et se
désigne par la notation

(A — Ayt =dRy=]|Rx(M].

D'autres auteurs (Hilbert, Gourant) adoptent des notations analogues
a celles des équations intégrales; A étant 'analogue du noyau, les g
critiques sont les inverses des ; caractéristiques, et le systéme d'égua-

tions
{r—pA)X=Y.
ou

présenie, si p n'est pas une valear eritique, une solution unique fournie

par la relation
X=(1—pA)Y

ou
X=Y+pR,Y

en posant (1 — pAY"' =1+ pR, pour exprimer X en Y sous une forme
symétrique de celle de Y en X,
C’est Ry, que ces auteurs désignent sous le nom de résolvante. Si A est
le noyau de la transformation 1 — pA, R, s'appelle le noyau résolvant.
Ces deux résolvantes se raménent d’ailleurs Pune a P'autre par une
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relation trés simple; posons en effei } = —; Fexpression

L
1!
(h—A)X =Y

(}-'I—A)X=Y

(1—pA)X =uX,

devient alors

ou hien

solt encore
X=p(t—pA)y'yY,
D'ou la relation

Ry ¥ = p1—p AT = {4+ ptRLY, pour A==

RiIm

quel que soit le vecienr Y; nous avons donc

Rp=p+ptRy  avee ).=&-

Démontrons une relation fonetionnelle importante due a Hilbert, A
cet efet envisageons deux valeurs ¥ et 2" quelconques, mais non carac-
téristiques; les deux watrices ' — A et A" — A sont permutables comme
on peut s’en assurer immddiatement ('), 5i deux matrices sont per-

mutables
Gh =D,

si de plus elles ne sont pas dégénérées, leurs produits ne le sont pas non
plus, el nous pouvons prendre l'inverse des deuwx membres :

D1 G-t = C—1D—1;

ce qui prouve que leurs inverses sont permutubles. Par conséquent, les
mairices R;. et (R;. sont permutables; or nous avons

O —AYRy—1,
c'ost-a-dire

Ny —1= ARy,
et de méme

’s"(R.p— 1= A ‘Rl"

Muhiplions respectivement ces deux relations par Ryv ot Ry, ot retran-

chons; 1l vient
N Ry Ry — Ryr= W Ry Ry — Ry,

(') Cette propriété est valable pour tous les polyndmesen A, car P(A)Q(A) = R(A),
S R et produit des deux polyndémes P e Q.
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soit
{W— ARy Ryr= Ryv— Ry

qui est la relation de Hilbert,

3. Btude de la résolvante. — Etudions la résolvante,
Ry =R A} = (A — AL,

D’eprés sa définition, nous avons
S.i.t(il’
JO9

en désignant par S;(}) le complément algébrique de A3); — @y dans le
déterminant f(1}; Sit est donc un polynome en 2 de degré n —1. En
posant

Ru(d) =

Jiny={— o yu{d = padmo (b — pp ),

00 {4y [, ..., [y, sonl des racines distinctes, nous oblenons pour Rix
une décomposition en fractions simples de la forme

L) R

Rty =3 ¥y

=1 k=t

R est une fonction holomorphe de X an voisinage d’une valeur 3 diffé-
renle d’une valeur caractéristique. Les p; sont donc les senls points
singuliers possibles des R;;; mais certains Ry peuvent éwre réguliers en
certains p; comme le prouve Pexemple suivant :

Soit la matrice diagonale

A={lbal;
Nnous avons
A— A=k — )b
et
LT
—— I — || ——m—|
th—A) *”7‘—91 !
on encore
Bix
RH‘—— . 5‘”1

et par conséquent pour & = p;, seul le terme R;; est singulier.

Mais nous pouvons assurer qu'en un point du spectre A =g, il est
impossible que tous les Rik soient réguliers; supposons en effet qu'ilsle
soient tous et choisissons alors une suite 4y, gy ..., &4 ... depoints
n'appartenant pas au spectre et tendant vers la valeurs @ du spectre
lorsque s augmente indéfiniment. Dans ces conditions, les fonc-
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tions Rix(4,) existent et nous avons

(= ARy, =1,

soit, sous forme développée,

L3
ER;;(X,)[I,E;;,—— aixl= b pour i, k=1,2, ..., A,

1=

La fonction Rz (3 ) Stant supposée réguliére en p, Riy(3,) tend vers Rip(p)
quand s lend vers U'infini et les équations précédentes donnent

ERH B — an = du.

f==1

La matrice (A — A) présenterait donc pour }:=p, valeur du spectre,
une réciproque || Ry (g )]], ce qui est impossible,

Le spectre est done U’ensemble des points singuliers de la matrice
Ry =(% — A)™', ces singularités étant constituées par des pdles; ceci
n’est plus vrai pour les matrices infinies, puisqu’il peut, par exemple,
exister des spectres conlinus,

4. Développemant de la résolvante. — Nous avons obtenu ci-dessus

Pexpression
n ",l

AAf
)= 3 3

=1 =1

somme d'un nombre fini de fractions simples. DYaprés Laurent, chacune
de ces fractions est développable en série de puissanees de \'A-s absclument

convergente lorsque le module de & est supérieur 4 p, marimum des
modiles des p;. En dehors du cercle de rayon p + ¢ (¢ positif et arbitrai-
rement petit), nous avons done le développement suivant abselument at
uniformément convergent :
N a
- amrL

R

Rie( M)

Dans le cercle | A << p, une au moins de ces séries doit étre divergente,
car un Ry au moins présente un p6le de module p. Dans le cas parti-
culier ou tous les w; sont nuls, p est nul, mais lepoint 4 == o est encore
un pdle et par conséquent tous les gif” doivent étre nuls lorsque m sur-
passe un certain nombre my.
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Si nous posons
Atm = Qlaif,

le développement peut sécrire en abrégé :
d Al
R =Z AT

m={

(convergent pour |} p}, ce qui introduit une série de matrices. Nous
pouvons en définir la somme de deux fagons qui sont manifestement
équivalentes.

a. C'est une matrice dont un élément et la somme de la série formée
par les éléments correspondants des matrices de la série.

b. On peut effectuer la somme des k premiéres matrices, faire tendre k
vers |'infini, puis prendre lalimite de la matrice somme. Par ce procédé
nous devons définir lalimite d'une matrice comme étant la matrice dont
les éléments sont les limites des éléments correspondants des matrices
variables.

Précisons la nature des matrices A (™. A cet effet, revenons a la défi-
nition de la résolvante :
(h—A1dh =i,
I
')_.1
mément convergente lorsque || > p -+ ¢, tandis que le second membre

Le premier membre est une série entiére en i, absolument et unifor-

;o ] 2 . ' . . . .
est une Série en T réduite a i; identifions, il vient successivement :
Alo = {terme constant ),

AD— AAW = (terme en%‘):

D’ot nous déduisons :

Al =3,
Alth= A,
A= A7
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Le développement obtenu peut donc s'écrire :
w Am

= Tﬂm'

H=0

lRl:(l—_\)_l

‘C'est le développement de Liouville:Neumann, convergent lorsgque
| 4] = p ¢, p désignant le plus grand module du spectre (c'est-a-dire
convergent hors du plus petit cercle de centre O contenant tout | e spectre).

Il est clair que nous pouvons déduire de cette relation un dévelop-
pement de la résolvante R, de Hilbert :

l:&s Riy=p+ w2 Ry
or
CR}:E!\"‘EJ’.’"*’,

==
d’on
Ru= A+ pAtpi A At i L,

série convergente dans le plus grand cercle laissant le specire i I'extérieur.
Le développement de (R; pouvait étre prévu par des opérations
formelles :

On a d’abord

A Am

e i’;‘m -+....

Ry= —— =+ H—£+ +i\-f+ =
PETTATY PR v

La matrice, ainsi définie, satisfait formellement 4 la relation
{(A—AJRy=1.

La vérification en est immédiate, ou nous pouvons |'affirmer sans aucun
calcul en nous appuyant sur le fait qu'un calcul effectué sur des poly-
némes d'une variable est encore valable lorsqu'on y remplace cette
variable par une matrice. Si nous procédons de cette fagon, il nous
suffit donc de prouver la convergence de la série de matrices. Pour faire
cette démonstration, nous allons utiliser la notion de valeur absolue de
matrices de Frobenius ().

5. Avec Frobenius nous désignerons par valeur absolue de la

(1) Sitzaer. Berlin, 1911.
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matrice A et nous écrirons | A [e nombre positif défini par

1A= ol
ik

Lavaleur absolue est donc latrace (Spur) des deux matricesAA*et A*A.
Cette notion est tres importante pour les matrices finies, mais elle est
défaillante  pour les matrices infinies (excepté celles dites compléte-
ment continues). Elle tire son intérét de son invariance par les trans-
formations  unitaires
aA=U—AU avee Ut =T~;
donc
@ =urArU,
et, par conséquent,
e = Ut AUUA*U =1 AA G,

la propriété envisagée devient alors évidente puisque la trace est inva-
riante dans une transformation linéaire homogéne.

Ceci étant posé nous appellerons distance de deux matrices A et B la

guantité :
(A! B)le_A |1

et nous aurons évidemment
A(A, BY=A4A(B, A)2u,
|'égalité a zéro ne pouvant avoir lieu que si A = B.

Les valeurs absolues de Frobenius vérifient encore les deux pro-
priétés fondamentales suivantes :

a. Llinégalite triangulaire, 3 savoir

[A+BISIAl+B]
En effet,

“
A+ B 1= L+ oS L] + bt |2,
. (X4 L5
" 501l

TA+BIFS|A [+ BI o (o] buls
tk

et, en utilisant 'inégalitd de Cauchy-Schwarz,

(Zleap|[bu|PER|ant T bu
agus obtenons

[A+BPSIAT+ B +2|A|BI=(A|+1BIp
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ce qui démontre I'inégalité triangulaire. Celle-ci se généralise a une
somme d'un nombre quelconque de termes, et par passage a la limite

aux intégrales .
|f A(t)dt

en définissant I'intégrale d'une matrice (de méme qu'une série de
matrices) soit par I'intégrale des termes, soit par une somme finie et un
passage alalimite. '

]
éfn [ACe)] dt,

b. L'inégalité du produit
[ABIS|AVLB),
qui, en explicitant, s’éeril

2 2 f&ubul! 52 | ek |’Z RJTS LN
I #

ik !

Elle se déduit de Iinégalité de Cauchy-Schwarz

(z Jetri b [)= éz ian |’2 EITIN
! : !

que nous sommons ¢n { et k

2 (Elnu by l)s S (Z ra,;]i) (2] b1k 1;)'
u i

83 t

L'inégalité est alors démmentrée en remarguant que

2| X autn séz (Zlﬂ::b:&l)g,

ik i ik i

‘Zﬂ'f! by .S.zrmrbul-
! i

puisque

6. Revenons maintenant a I'étude de la convergence de la série de
Liouville-Neumann

L]
- A
T
K=

D'apreés la derniére propriété obtenue, nous avons

| Am | g | A,
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C'est un résullat classique sur les séries géoméiriques, que la

sériezl}T?;I% est convergente lorsque |}|>>1A/|. Si nous remarquons

d’autre part que
(aff S| A™ ST A,

il en résulte ¢rue, dans ces conditions, les séries

aif!
T
™
convergent quels que soienl i et k et par conséquent que la série matri-
cielledeLiouville-Neumann converge.
Mais remarquons que ce procédé nous assure seulement de sa conver-
gence pour
(A=Al
et ne nous indique pas d'une fagon précise toute la région de conver-
gence. En comparant ce résullat et celui obtenu dans le numéro 4, nous
trouvons que, nécessairement, p est inférieur ou égal a|A|, résultat
qu'il est trés facile de vérifier directement en revenant a la définition
de|A| :
| A P = trace normale de A = trace de A A* = trace de A* A.

D'autre part, nous avons montré que [ A [ est invariant par une transfor-
mation unitaire. Nous allons profiter de cette latitude pour donner a A
une forme particulierement simple. Nous verrons plus loin que nous
pouvons, par une transformation unitaire, ramener A a la forme de
Schur :

M o ... 00 @
hs a o
A _
}\"..1 [H]
da

les termes situés au-dessus de la diagonale principale étant tous nuls, et
les termes de la diagonale principale étant égaux aux valeurs caractéris-
tigues; il est clair alors que

n
| A* = trace de AA" :.-2 Ak
=1

Cette relation entraine
[AlR2pt,

si p désigne les A; maximum; c’est ce que nous voulions établir,
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7. Donnons, de la convergence de la série de- Neumann, une autre
démonstration qui aura sur la précédente I'avantage de s‘étendre aux
matrices infinies dans des cas plus généraux. Envisageons dans la
matrice A™ la somme des valeurs absolues des éléments de chague

ligne
0 =3 i)
13

et désignons par M un nombre supérieur a tous les 5i'! quel que soit i
nous allons prouver par récurrence que

0 < M, d'olt résultera |alft) | < Mm,

En ecffet,

al) =E ag}u—ﬂ“}p!

i

d'on

1 al f

L (Y el |l
i

ot

. Ty N ;
ﬁ}mgz L= alp =2 [|“r}" 1) |z laty! |] .
2 k

i
Si nous supposouns que la proposition est vraie jusque m — 1,

0 < )| A < MM M
7

nous démontrons qu’elle est encore vraic pour m. Or elle est vraie
pour m = 1, elle Pest done pour toutes les valeurs de m.
En remarquant que
ar_mb
ik
IR

Mo
[Rjm+i 4

nous voyons immédiatement que la série de INeumann est convergente
pour [&|>>M, la série relative a chaque élément se trouvant, dans ces
conditions, majorée par une série géomeétrique convergente.

Cette méthode a subi diverses modifications; en particulier, pour le
cas ol

D tant < M,
L]

quel que soit i,, ce qui permet |'application aux matrices munies
bornées.
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8. Application de ces évaluations. — Sries entiéres de rmatrices.
— Nous avons montré que Bu()) dtait défini par la série conver-

el
gente Z;ﬂ%—, lersque |A| > p, p étant la borne supérieure du spectre.

Done V'expression - |aiF]
(p+ sy

niment si ¢ est un nombre positif quelconque. Par conséquent, il est
possible d’associer 4 £ un nombre fixe «(¢) tel que

tend vers zéro lorsque m augmente indéfi-

laf | < ala)(p -+ ejm+s

quel que soit m. D'autre part, considérons une série entiére

g(z)=2 £r 30

ayant R pour rayon de convergence, el formons
n
£m(A) =2 £ b
’ L3

C'est une matrice dont I'élément général estz gpal. Pour que gn(A)
L1}

ait une limite lorsque m augmente indéfiniment, il faut et it suffit (par
définition méme} que les séries

2 gralll
L

soient convergentes quels que soient i et k. Or, d'aprés ce que nous
venons de voir, ces séries sont majorées par

()Y | anl(p+ et =a(s}p+¢) B l6pl (p+ ),
a o

convergente si p—+¢<C R, c'est-d-dire si p <ZR, ou bien encore: & le
cercle de convergence de la série entigre contient le spectre & son
Entérieur.

En résumé, la sén'ez gnAm converge absolument et définit lo
1]

matrice g(A) si le cerele de convergence de la série emiérez Em ™

contient & son intérieur le spectre de la matrice A.
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En particulier, cela nous permet de définir

= %"_:,
(_._I)m‘\'m
cos A = 2‘ (-zm)' y
(_. )m Arm+d
’"”\"2 Tam 1yt

ces séries étant toujours absolument convergentes. Les théorémes clas-
siques d'addition et de multiplication des fonctions exponentielles et
circulaires sont encore vrais ici si 1'on considere des matrices permu-
tables; car les calculs les vérifiant al'aide des séries sont formellement
les mémes, que |'on opére sur des variables ordinaires ou sur des
matrices permutables. Par exemple, si A et B sont permutables, nous

avons
eApll — pA+B,

Cas particulier :
- etlght’ == gA(ts8)

Autre application : Résolution du systeme différentiel

e - B
- =Zau-’m pour =1, 2%, ...y M,
k=1
Nous pouvons poser le probléme sous forme vectorielle

X

W'—"J\h'

X étant le vecteur (X, X .... X%, avec les conditionsinitiales X (0) =
Et nous allons montrer que la solution est

X(t) = eMX,,

En effet, X (t) s'obtient a partir de Xy par une matrice dépendant du

tempS :
X{&)=B{1) X,

puisque |'équation différentielle proposée est linéaire en X. Supposons
que la matrice B(t) se développe en série entiere de la variable t :

< Am it
mo=3 8,

mA




110 CHAPITRE I I .

les A, étant des matrices d'ordre n. En reportant dans I'équation diffé-
rentielle etidentifiant, il vient

-"\ﬂ = I]
Ar = Adg,
Ay = AAy,

Ay = — =¥,

=1t
série toujours convergente ¢t Fon a bien

X2)= XpeAl (1),

V. — PORME BILINEAIRE ASSOCIEE A UNE MATRICE.

1. Etant donnée une matrice A = [| ¢ix |}, nous lui ferons correspondre
la forme bilinéaire

] 1]

nl -
¥ X s

=1 A=

qu’avec Hilbert nous désignerons par A(X, Y), X étant le vecteur de
coordonndes #; el Y celui de coordonndes y;. Signalons en passant que
d’autres auteurs, Wintner en particulier, utilisent, pour désigner la
forme bilinéaire, la notation ${A; X, Y).

Remarquons qu'a vne matrice correspond une forme bilinduire el
que, réciproquement, i une forme bilindaire correspond une matrice et
une seule,

En langage matriciel, Zauyk est un vectenr qui se nole AY, ct la
)

forme bilinéaire
A(X, Y= Y'AY,

X' &ant une matrice i une ligne, transposée de la matrice X & wne
colonne.

(") Pour d'autres applications, voir WEYL, Quantentheorie, Chap. |, § 6.
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En particulier, a la matrice unité correspond la forme bilinéaire
unité

]

E(X, ¥)= XY :2 P
=
Considérons la refalion

{n Y = AX;

s nous désignons par U un vecteur indéterminé, cetie relation est
équivalente a
U'Y = UAX,

sott, avee la notation des formes bilindaires,
(2) E(U, Y} = A(U, X).

Il est équivalent de dire que les dewx vecteurs X ev Y vérifient la
relation (1) ou satisfont identiquement en U a la relation (2). Ce rdsul-
tat peut aussi s'obenir en parlant formes ot équations sans utiliser les
veclenrs ©

(1} se trouve ulors remplacé par le systéme

)’;,-—-20;19:& pour =1, %, ..., N,
&=
qui est équivalent & {'identité en u suivante :
E U ¥i— 2 ﬂ_‘” WX iy
=1 i k=1 ’
qui n’est antre que le développement de la relation (2).
Nous appellerons produit symbolique (sllemand : Faltung) C(U, X)
des deux formes bilindaires A(U, X) et B{U, X} et naus noterons
CU, Xy = A(U, X) B(U, X),

ou plutdt
G(U: X)= A(U: L ) Biw, X)

la forme bilinéaire

aved
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En dautres termes, le produit symbolique est la forme bilinéaire
associée a la matrice produit des matrices A et B; nous pouvons donner
a ce produit symbolique une forme intéressante :

C{u, K):ZZa;;bggu;xt=E [zb;k.ﬂ] [Eaum] H
®w ! / & t _

O, NOUS avons
L]

2 JA(U, X)
Qi = e s

dz;
i
I==1

Z by msw MBU, X)

k=1 “

et de méme

D’od P'expression cherchée

TP

U, )= o

i=1

Nous pouvons encore vérificr ce résultat de la fagon suivante :

A

Jz; esl Jg jiome composame du vecteur AU,

gaB-_ est la ji¥m composante du vecteur BX,
i

¢t par constéquent

Q JA 9B

Jz; du; =({A'UyBX = U'ABX,

=1

qui est bien la forme bilinéaire associée a la matrice C = AB.

Ayant défini le produit de deux formes hilinéaires, nous avons défini
le carré d'une forme; nous en déduisons le cube, et ainsi de suitejusqu'a
la "™ puissance que nous appellerons n'®™ itérée de A(U. X), et que
nous noterons A" (U, X ). Ce n'est autre que |a forme bilinéaire associée
aA".

De méme, nous définirons Informe réciproque d'une forme bilinéaire
associée & une matrice A non dégénérée, Informe associée a la matrice
réciproque A 1. En désignant par Aj le complément algébrique de a
dans ledéterminant & de la matrice A, nous avons montré que

=l
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La forme réciproque s'écrit donc :

o U, s iy
Ty @ 2 tin
AU, )= S A = '
(U, X)= A WEE=| 21 dq Qa2 @ | X _3 .
1,£
Xn Gy fiys Apn

Ewdions maintenant U'effet d’'un changement de variables sur les
vecteurs X et Y; nous avons

ALX, Y)y=X'AY,

ct les changements de variables s'expriment par les dewx matrices
réguliéres B o1 G :
X = Bz,
Y=Cll,
Dans ces conditions
XAY=EZWACH=Za0H=¢(=, U)

La forme bilinéaire tran<formée sera donc associde & @ =B'AC,

dont les éléments sont a;; :Z b jcy; d'ol nous déduisons le déve-
e
loppement de la forme bilindaire transformée

2 Exmz biscic,
it Lt

que nous aurions pu oblenir directement, saus utiliser -les notations
matricielles.

2. Nous appellerons specire de la forme A(U, X) l¢ specure de la
matrice A, ¢'est-a-dire U'ensemble des racines A du délerninant de la

formo bilinéaire
AR(U, X)— A(T, X,

La résolvante de cette forme est R, (U, X) qui satisfait &
[AE(U, X)— A(U, X)| Ra (U, X} = E(U, X).

Dans la théorie des équations mtégrales, oun considére, en général,
comme résolvante une cxpression un peu diflérente, que 'on obticnt en
remplagant & par I_—i

HIL1A
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s'écrit, dans le langage des formes bilinéaires, comme étant |'identité

en U suivante :
E(U, ¥Y)=E(U, X)— pA(U, X).

Nous résolvons par une formule symétrique de la premiére
X=Y+puR,Y,

qui se traduit par U'identité en U
E(U, X)=E(U, )+ pRy(U, Y.

La forme associée a la matrice Ry, ¢'est-a-dire
R, (U, Yy = /R, Y,
est dile forme résolvante de la forme A(U, X). En comparant les équa-
tions donnant X ¢t Y, nous obtenons immédintemont
T4 pRy={1—pAyt
c’est~a-dire
(=AYt —1

R
¢ n

Or nous avons démontré gue, lorsque p est inférieur & 5, on peut
développer (1 — gAY~ par la formule
(l—u APt =1+ pA -+ utAr .
11 en résulte que, dans ces mémes conditions,
Bu= A u At At

les formes correspondant aux puissances de A dtant les itérdes de la
forme bilindaire associde & A, il est clair que nowus avons (1)

Ru(U, Yy = A(U, Y)+ AU, Y) . pr An1 (U, Yt

Cette expression est convergente pour p << p~'. On pose quelquefois

®(U, X) = R(U, X; })
et
R, (U, Y)= R(U, Y; ).

Fredholm a donné une expression de R, qui est valable quel que

(1) Il est a peine besoin de remarquer que la forme associée a une somme de
matrices est la somme des formes associées a chaque matrice; le passage a la limite
(série) se fait sans aucune difficulté.



CHAPITRE 1. 15

soit. Nous allons esquisser la méthode de Fredholm. La forme bilinéaire
associéea(i—uA) 'est

0 ity My tn
U 1
U(1—pAy'Y = (___)
i T A Aik)
Fa

en désignant par A{p) le déterminant de 1 — pA. Si, d’autre part, nous
posons la forme
o prm———
AU, Y=y,

Fu i
nous avons
AU, Yiu)
Alpe)

Ult—~pgAfY =—

ot par conségquent
AU, Y p) 1 .
Rpm— 22 i) Tpipy,,
" P ACp) a P
Les deux déterminants ainsi considérés sont des polynomes en p de
degrés n et # — 1 que nous pouvons développer

AU, Y ;=& (U, Yy — p (U, Yy - w2 (U, Y)— . - (— 1=t pr—id, (U, YD,
l')“-'-) = —pd !-"'!"32—0 N 1)"1‘“‘%:)

¢n posant
UM MR ... B

Fhy @b by e HEE
. -
AU, Y) =2‘ Fhy g, €kl oo Ok |

FhoOQhk, Gkb, ... GRK
ln sommation étant effeciude pour tovs les entiers Ay, kqy ..., Ay de 14
nettels que &y << ks <. .. < ki el de inéme

Rk, Obdy -0 Ol

s‘ Righy,  Qhghy  or O

gk, Mk, oo Ok

ﬂi=

Et nous obtenons ainsi l'expression de Fredholm de la résolvante.
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3. Apres ces quelques indications nous voyons l'utilisation de la
forme A (X, Y). Une matrice A est un ensemble de n?> nombres quel'on
peut déterminer par n® équations obtenues en donnant a X n valeurs et
aY nvaleurs convenables dans la forme bilinéaire associée A (X, Y)-
Ceci permet de raisonner et de calculer sur la matrice A par l'inter-
médiaire des valeurs prises par la forme bilinéaire associée.

V. — ESPACE DUAL (OU DUALISTIQUE) ASSOCIE
A L'ESPACE VECTORIEL E,.

1. Nous avons déa montré qu'une forme linéaire par rapport aux
coordonnées d'un vecteur X peut étre définie comme un nombre L
attaché a chaque vecteur X, satisfaisant aux deux relations de linéarité

L{aX)=«L(X),
@ désignant un nombre quelcongue et X un veeleur quelconque, et
L{X,+ Xo) = LX)+ L{Xy),

X, et X, désignant deux vecteurs quelconques. Ces deux propriéids
caractérisent une forme lindaire

L(X):Z ax,.
i=

Effectuons sur le vecteur X un changement de coordonnées, défini par

X=A3;

la forme L(X) deviendra alors une certaine forme £( &) satisfatsant &

£(Z) = L(X),

)
Z R"x":E LT

i i

soit

lorsque

xy :Z kLY pour i=1,2, ..., R,
I3

Nous devons done avoir

W + ! .
RpEi= ) ARG = ) T LT 1T TH
[

i 1 £



CHAPITRE 1. u7
ce qui nous montre que les «; sont définis & partir des «; par le relation

I s 1
ai= ¥ didi.
k

Lorsqu'on effectue un changement de coordonnées sur les x, il en
résulte sur les coefficients a,, une substitution linéaire contragrédiente
(contravariante) a celle qui sexerce sur les composantes xi des vecteurs
de l'espace E,. Nous dirons que les a, définissent un vecteur S dans
I' espace dualistique &, associé a l'espace vectoriel E,. Nous pouvons
encore dire que les a, sont les coordonnées tangentielles du plan

L{X)=o0

Les deux vecteurs E et X, X quelconque dans E, et & quelconque
dans Uespace dual associé &,. sont tels que leur produit intérieur
est invariant par un changement de coordonnées, puisque

EX=kz+Exy+.. .+ Enta,

en désignant dorénavant par £; les composantes du vecteur .

Nous avens déja remargué qu'un changemeat de eoordonnées dans les
cspaces E, et &, s'exprime par des substitutions contragrédientes;
vérifions-le sous forme vectorielle

X=AR,
2 =4,
les matrices A et (1 devant étre réguliéres ot telles que
FX =¥,
soit
FAUAL =U'E,
quels que soient £ et &, Ce qui entraine la condition

QA=1,
soil
A =AY = (A'),
qui exprime la contragrédience des deux subsuitations.

Dans le cas particulier o les deux vecleurs X et Z salisfont a la refa-
tion E'X == o, ils sont dits en incolution. L'ensemble des vecteurs E en
involution avec un vecteur X forme un plan dans l'espace dual &,. Nous
pouvons donc affirmer qu’un vecteur de E, détermine un plan de &, et
réciproquement.
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2. Etant donnée une matrice A a n lignes et m colonnes

A= || ayll avec i=i,2,...,n; k=1,2, ..., m,

nous avons déja défini sa matrice duale ou transposée a m lignes et

n colonnes
A=|ais]] avec ay= ax.

L'introduction de l'espace dual va nous permettre de donner une
interprétation de la matrice transposée. La matrice A définit une
transformation ponctuelle permettant de passer d'un espace E, a un
espace E, par
x)
Y= AX, X =

xm
soit
1]

_y,-:Za,-kxk pour {=1,72, ..., M.
A=

Soient ,nmet , les espaces duals correspondant aux espaces En
et E,. De méme que X a été choisi arbitrairement dans E,. nous choisi-
rons arbitrairement Il dans ,. Au vecteur Y de E, nous ferons corres-
pondre le vecteur 2 de ., tel que soit invariant le produit intérieur

Wy=£X,
quel que soit X; ce qui entraine

WA =%,

Oou encore
==4A1.

Nous pouvons donc dire que toute transformation linéaire de Ep,
en E, soit E,=AE, (ou Y =AX), laissant invariante la forme
bilinéaire H'AX formée avec un vecteur H arbitraire de , et un.
vecteur X arbitraire de E, induit une transformation linéaire fai-
sant passer de , a , suivant la relation

E=A'H,

qui est la transposée de
Y =1 Ax.

Nous dirons quelquefois que A' est I'opérateur dual de A. Remarquons

que
WAX =X =X'E=X"NIL
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3. Décomposition de &, corrélative a une décomposition de E,. —
Si E, est décomposé en deux sous-espaces complémentaires E,
et E' ayant respectivement comme nombre de dimensions n' et n'
(avec n= n; + n). nous envisageons dans |'espace &, dual de E, tous
les vecteurs £ qui sont en involution avec tous les vecteurs X du
sous-espace E,. 11 est clair que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'un vecteur Z vérifie cette condition est qu'il soit eninvolution
avec les n; vecteurs de base de la multiplicité E; ; done qu'il satisfasse a

X['E=no peur i=1u, 2, ..., Hy.

Le vecteur & devant satisfaire a n, équations linéaires, homogeénes,
indépendantes, engendre dans &, une multiplicité an— n; dimensions
que nous désignerons par &, . D'apres la définition méme decelte multi-
plicité, tout vecteur de E; est en involution avec tout vecteur de &,.

Si un opérateur A de l'espace E, laisse invariant le sous-espace E;
il en résulte que I'opérateur A' dual de |'espace &, laisse invariant le
sous-espace &,, En effet : si X, appartient a E,, le vecteur Y; = AX;
appartient également a E;,. Nous alons montrer que, de méme, si H
appartient a&,, le vecteur £ = AH appartient également a &, . Le vec-
teur Il appartient & &, et le vecteur Y, appartient & E; ; nous avons
donc

H'Y, = 0.

Or 2'=H'A; par conséquent

EXy=HAX, =I'Y, =0,

quel que soit le vecteur X; de E; ; par conséquent le vecteur Z appar-
tient a &,.

Généralisons ce résultat au cas ou E se trouve décomposé en un cer-
tain nombre de sous-espaces complémentaires E;, E,, Ez, ..., ayant
respectivement pour nombres de dimensions n; n, Nz e °

E = E;j+E+Es+-...,

n= n;g +en; +nz + ...

Considérons, parmi les vecteurs & de &, ceux &, qui sonteninvolu-
tion avec tous les vecteurs du sous-espace E,-+-Es+...; daprés
I'étude précédente, ils engendrent un sous-espace &, 4 ny dimensions:
De méme, considérons parmi les vecteurs & de &, ceux &, qui sont en
involution avec tous les vecteurs du sous-espace E,+E3-+-...; ils
engendrent un sous-espace &, a 7y dimensions, et ainsi de suite.
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Il résulte immédiatement de cette définition que, réciproquement, un
vecteur quelcongue de E; est en involution avec un vecteur quelconque
de &, - &, +...; un vecteur quelconque de E, est en involution avec
un vecteur quelconque de &; + &; +. . ., etc.

Nous allons montrer-que dans & les sous-espaces &, &, &, . .-
sont disjoints et complémentaires :

a. llssont disjoints; a cet effet prouvons que le vecteur

B+ By By +...

ne peut étre nul que si &, &4, 4, ..., le sont. En effet,

Z] = -—-(Eg%—!g-ﬂ-...\]

appartenant a &, doit é&tre en involution avec les vecteurs de
E, + Es+ ... et appartenant a &, + &; 4-... doit aussi étre eninvo-
lution avec tous les vecteurs de E; &, devant étre en involution avec
tous les vecteurs de E est nécessairement nul; il en est de méme des
autres vecteurs Zq, Z, . ... Les sous-espaces &, &;, &, ... sont donc
disjoints.

b. Ils sont complémentaires, car la somme des dimensions de ces
espaces digoints est
a = np + npt nzt..
Nous avons donc bien
6=61+6;+6;+.-..

Nous pouvons dire en un certain sens que & est |'espace dual
de Ei, car si X;; appartient a E; e¢ H=H;+ H, + Hz+. .. appar-
tienta& (Hy, Hz, Hs. ... appartenant respectivement a<g,, &,, &, ...),

nous avons évidemment
XiH = X;Hy,

vu que X; H; est nul lorsque i est différent dey, E; étant dans ces con-
ditionseninvolutionavec &,;.

Tout ceci est fort important pour la métrique, ou I'involution devien-
dra I'orthogonalité.
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DEFINITION DE LESPACE METRIQUE. PREMIERES APPLICATIONS
OFERATEURS REMARQUABLES DANS L'ESPACE METRIQUE.

l. - LA METRIQUE DANS L'ESPACE VECTORIEL A n DIMENSIONS.

1. Nous dalons introduire la métrique dans la géométrie linéaire
homogéne par la définition de la longueur |X | d'un vecteur X. Nous
déterminerons ensuite le groupe de transformations linéaires laissant
invariante la longueur; nous I'appellerons groupe unitaire et nous dési-
gnerons par géométrie unitaire la géométrie I'ayant pour groupe fon-
damental.

Dans la géométrie euclidienne, la longueur d'un vecteur X, de coor-
données Xj, X,. ..., N, est déterminée par la racine carrée de Informe
quadratique fondamentale dite forme unité

|X| = a7+ ] +...+ z0.

Cette expression est invariante lorsqu'on fait un changement de coor-
données rectangulaires; le groupe de transformations linéaires homogénes
ainsi défini, qui n'est autre que le groupe des déplacements, est le
groupe fondamental de la géométrie euclidienne.

Cette définition de la longueur est intéressante dans le corps des vec-
teurs X réels; car la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
vecteur réel soit nul est que sa longueur soit nulle. Cette propriété n'est
plus vraie dans le corps des X complexes, la longueur d'un vecteur
pouvant étre nulle sans'que ce vecteur le soit. Alors, nous définirons la
longueur d'un vecteur X de coordonnées Xi,X» ..., X, par laforme
dHermite  unité

| X[t = By Ly b Byy e yrb Ty L

| X |? sappelle aussi norme de X.
Nous verrons ci-dessous que cette expression n'est autre que le pro-
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duit scalaire du vecteur X par lui-méme; remarquons que cette forme
d'Hermite a toujours une valeur réelle, el que dans le cas d'un vecteur
réel elle se réduit a la forme classique de la géométrie euclidienne.
Lorsque, relativement a un systéme de coordonnées, la longueur aura
cette forme, nous dirons que le systéme de coordonnées est normal.

Nous avons déja défini (Chap. 11, § | 1. n° 10) leproduit intérieur de
deux vecteurs; parallélement au changement de définition de la lon-
gueur d'un vecteur, nous allons modifier cette expression de fagon que
I'on ail comme cas particulier

X% = (X,X),
et la nouvelle expression obtenue sappellera produit scalaire. Le pro-
duit scalaire de deux vecteurs X et Y ayant respectivement pour
coordonnées xi, X ..., X, dunepart et y;, Y.. .. .Y, dautre part,

a -
(X, Yi=ly, + Zeyust...d Tu¥u,

s nous nous plagons dans un systéme de coordonnées normal.
En notation matricielle on a
(X, Y) =XY = XV,
Le produit scalaire, n'est pas commutatif, car si nous permutons X
et Y nous obtenons |'expression imaginaire conjuguée
(v, X)=(X, )
maisil est distributif relativement ala somme des vecteurs

(X'+X",Y) = (X', Y)+-(X", YY),
et de méme
(X, Y +Y)=(X, Y) +(X, Y.

Si I'on multiplie I'un des deux vecteurs par un scalaire a, le produit
scalaire est multiplié par @ ou a suivant que c'est le premier ou le
second vecteur du produit qui est multiplié par a:

(@ax,Y)=a(x,y),
(X,aY) =a(X, Y);

et nous en déduisons immédiatement
(aX,aY)=la]*(X, Y).

En particulier, soient unvecteur X decoordonnées x; X, ...,Xn, €te-
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le t'*™ vecteur coordonné, dont la i'®™ composante est égale & i et les
autres sont nulles; nous avons

X = (& X).

L'espace métrique ainsi défini par l'espace vectoriel et la forme
d'Hermite unité sappellera espace unitaire.

2. Nous alons rechercher les transformations unitaires de coor-
données, c'est-a-dire les formules de changement de coordonnées qui
font passer d'un systéme normal & un autre systéme normal; la forme
d'Hermite unité doit étreinvariante d'apres la définition méme delal on
gueur d'un vecteur.

Si nous désignons par
X=8§

L]

les formules de transformation de coordonnées, nous devons avoir, quel
que soit e vecteur X,

XX=%Eg, puisque (X, X)=X"'X,

c'est-a-dire, quel que soit le vecteur

=ZFSE=F=,
soit
TS =F,
et finalement
SS =1,
qui peut encore s'‘écrire
3$S=1.

Les changements de coordonnées faisant passer d'un systéme normal a
un autre systéme normal sont obtenus par une matrice S satisfaisant

a la relation
$S=1.

Et si nous nous reportons aux indications déja données sur la double
interprétation des matrices, nous voyons que les transformations du
groupe unitaire, ou transformations unitaires, sont obtenues auss
par une telle matrice S.

3. Donnons deux propriétés immédiates des matrices unitaires. De

la relation
S*S= 1,
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nous déduisons

(déterminant de S*)(déterminant de S) — | ;

or, pour une matrice quelconque, le déterminant de cette matrice et le
déterminant de la matrice associée sont conjugués; il en résulte que

| déterminant de S = I,

autrement dit une matrice unitaire n'est jamais dégénérée et a un déter-
minant dont le module est un.
D'autre part, la relation de définition des matrices unitaires peut

S'écrire

S = S*
et puisque nous savons qu'une matrice ne peut présenter qu'une seule
inverse, nous voyons que la relation de définition peut encore se mettre
sous la forme

S =1

e

Dans ce qui précéde, on a interprété X = 3& comme un changement
de coordonnées conservant le caractére normal du systéme de coor-
données. On petit aussi |'envisager comme une transformation de
I'espace en lui-méme (opérateur), définie par la matrice unitaire S et
conservant les longueurs. Un tel opérateur sera dit opérateur unitaire.

Montrons que les transformations unitaires forment un groupe. D'une
part, il est clair que la matrice unité (transformation identique) est uni-
taire. D'autre part, le produit de deux matrices (ou transformations)
unitaires est une matrice (ou transformation) unitaire; en effet, par
hypothése,

UU* =1,
WH =1;

formons (UV)(UV)*, il vient
UVV*U* = U(VV*) U* = UU* = |.

Nous pouvons donner de ce résultat une démonstration géométrique treés
simple : si deux transformations n'alterent pas la forme fondamentale
d'Hermite, leur produit (c'est-a-dire la succession de ces deux transfor-
mations) ne l'altére pas non plus, et est, par définition méme, une
transformation unitaire.

Détaillons algébriquement la relation

PU=1,
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définissant les matrices unitaires; désignant toujours par ui I'élément .
dela ™ ligne et de la k®™ colonne dans la matrice U, il vient

=it

Eﬂ-_ﬂu,-j=5[k pour ietk=1,2,...,n,

r=i

c'est-a-dire un ensemble de n? relations, analogues aux relations entre
les cosinus directeurs d'axes rectangulaires dans la géométrie analytique
cartésienne. De méme que dans ce cas, €elles entrainent n? autres rela-
tions qui sont

r=n

Zm,-l?,:&” pour fethk=1,2 ..., R,

r=1

que I'on obtient immédiatement en détaillant |'égalité
uu* = 1.

Ces relations peuvent s'interpréter géométriqguement. Par la relation
X =U nous passons d'un systeme normal de coordonnées a un autre
systéme normal; désignons par e;. € ¢ e, les vecteurs coordonnés
du premier systéme et par e, &, . . ., & ceux du second; les quantités
U; Uy, . .. Uni sont les composantes du vecteur €i dans le premier
systéme de coordonnées) ce systeme étant normal, la relation
ZE‘:M& = 1z

"
n'est que le développement du produit scalaire
(8;, 8:{) = Bﬂ'-

En particulier la longueur des nouveaux vecteurs coordonnés est égale
ai etle produit scalaire de deux vecteurs coordonnés différentsest nul;
nous dirons, par définition, que deux tels vecteurs sont orthogonaux.
Les n vecteurs ¢; d'un systéme normal quelconque sont donc n vecteurs
unitaires, deux a deux orthogonaux.

4. Nous dirons que deux vecteurs X et Y sont orthogonaux si leur
produit scalaire est nul :

(X,Y) =o,

ou, ce qui revient au méme,

I
o

(Y,X) -
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Remarquons que n vecteurs unitaires et orthogonaux sont linéaire-
ment indépendants, car, d'aprés le paragraphe précédent, le détermi-
nant formé al'aide de leurs composantes n'est pas nul puisqu'il a i pour
module.

Démontrons que I'orthogonalité de deux vecteurs est une propriété
indépendante du systeme normal de coordonnées choisi, ou, plus géné-
ralement, que le produit scalaire de deux vecteurs est une grandeur
intrinséque liée aux deux vecteurs, c'est-a-dire indépendante du
systeme normal de coordonnées choisi. En effet, la transformation
X =U respecte la forme fondamentale; par conséquent si nous posons
Y =UH, et si nousdésignons par X une quantité complexe quelconque,

nous avons

[ X4 LYt | &+ AILE,
puisque

X+XY =U{E+2LA);
soit, en développant,

[X+-]7=(X+L1Y,X+2Y)=(X, X)-A(Y, X)+-M(X, Y)+ XY, Y),
et de méme
[E+ A Ht=(E+ A, E+2H)=(E, )+ I, Z)+ A(E, H)+ +J(H, H},
et, en tenant compte des deux relations

(X, X)=(&, 5),

(Y, Y)=(H, H),
la nouvelle forme de la relation

MY, X0+ MX, Vi=%(l,E)+ M=, H),

qui doit étre veérifiée quel que soit le nombre complexe X; cela
entraine

(X, Y)=(E, H).
Le produit scalaire de deux vecteurs reste donc bien invariant dans
un changement unitaire de coordonnées.

Faisons ici une remarque trés simple qui nous sera utile par la suite :

S un vecteur A est orthogonal a tous les vecteurs X de E,, il est
nul; en effet, dans un systéme normal de coordonnées, nous devons
avoir, quelles que soient les composantes xi,

"
a_f'”f:O:
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ce qui entraine _
: a—o pouri:=1,2, ...,n

5. Considérons l'espace dua & de l'espace unitaire E. Si X est un
vecteur arbitraire de 'espace E et & un vecteur arbitraire de I'espace &,
le produit £X est invariant dans un changement de coordonnées; or»
dans I'espace unitaire, X'X est invariant dans un changement de coor-
données; le vecteur £ = X appartient donc a I'espace dual, clest-a-dire
~ que nous avons

=

&=

Nous avons vu que si un opérateur A transforme un espace E,, am
dimensions en un espace E,, ap dimensions, |'opérateur A' transforme &,
en &y, si nous désignons p e&, l'espace dual de E,, et par &, celui
de Ey. Orici

l

ry
Em = B, ]

P

FJI!!‘

-

L'opérateur A’ transforme donc E, en E,, et par conséquent |'opéra-
teur A'= A* transforme E, en E,. 1l en résulte que I'opérateur AA*
transforme E, en E,, puis E,,, soit finalement E,, enE,,, et que |'opérateur
A* A transforme Er, en Ep, puis En, soit finalement E, en E,.

6. Deux figures composées de vecteurs sont égaes dans I'espace
unitaire si elles se déduisent I'une de I'autre par une transformation
(opérateur) unitaire. La géométrie unitaire est Vétude des propriétés
des figures invariantes dans le groupé unitaire.

7. Nous alons maintenant décomposer |'espace en espaces orthogo-
naux  complémentaires.

Considérons, dans l'espace unitaire, un sous-espace E' défini par les
vecteurs A,, A,, ..., Ay linéairement indépendants. Puis considérons
I'ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les A, c'est-&-dire orthogo-
naux a tous les vecteurs de E'; ils forment une multiplicité linéaire E"
satisfaisant aux m équations indépendantes suivantes :

cette multiplicité E", dont les vecteurs dépendent de n — m constantes



128 CHARTRE  I11.

arbitraires, est donc an— m dimensions. Nous venons, en résumé, de
définir deux sous-espaces E' et E" tels qu'un vecteur quelconque de
I'un est orthogonal a un vecteur quelconque de Vautre; nous dirons
gue ces deux espaces sont orthogonaux. Deux tels sous-espaces ne
peuvent avoir de vecteur commun non nul, car si tel vecteur existait,
il devrait étre orthogonal alui-méme

(X,X)=o0 soit |X|* =o;

et nous avons déja remarqué que cette relation entraine X = 0. Les
sous-espaces E' et E"de I'espace E,, ayant un nombre total de dimensions

égadl a m+(n — m)=n et n'ayant pas de vecteur commun,, sont
nécessairement  complémentaires
E=E+ E"

Cette décomposition jouit d'une propriété trés importante : Si un
opérateur unitaire A laisse E' invariant il laisse également E" inva-
riant; car il respecte I'orthogonalité et par conséquent le transformé
d'un vecteur orthogonal a E' est orthogonal a E', autrement dit il appar-
tient a E". Donc, dans le domaine des opérateurs unitaires, tout sous-
espace invariant E' est accompagné univoquement d'un sous-espace
complémentaire orthogonal E", lui aussi invariant; E" est une représen-
tation concréte de Pespace projection de E parallélement a E'.

8. Opérateurs hermitiens. — Soit, dans |'espace unitaire, un opérateur
linéaire représenté par la matrice
A =l &l

Nous avons vu dans I'étude de I'espace dual que le produit E'AY, dans
lequel & est un vecteur arbitraire de I'espace & dual de E et Y un vec-
teur arbitraire de E, est invariant par un changement de coordonnées.
Or nous savons que dans |'espace unitaire nous pouvons prendre

E=X,
Il en résulte que la forme bilinéaire associée a A,

XAY =(X, AY) = A(X, Y},

est invariante par toute transformation unitaire.
Un cas fort intéressant pour les matrices est celui ou

A(Yr x)mﬁ(iil Y)]
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ou, ce qui revient au méme,

(Y, AX) = (X, AY)=(AY, X),

quels que soient les vecteurs X et Y: nous dirons qu'une telle matrice
est hermitienne et qu'elle représente un opérateur hermitien. Celle

condition peut s'écrire
E ﬁw;;yk :2 ;M,:V:;#,
tk ik
soil, en changeant le nom des indices au deuxiéme membre,

Z Qi Ve =E @Y.
ik ik

La condition nécessaire et suffisante pour que cette relation soit vérifiée

quels que soient x; et™y; est que, pour toutes valeurs de i et k nous
ayons

Ak = At |

Nous retrouvons une définition déa donnée des matrices hermitiennes.
Mais la définition précédente

c'est-a-dire

‘(x, AY) = (AX, Y), |

pour tout couple X, Y nous sera aussi treés utile dans la suite.
Dans le cas ou Y = X, la relation fondamentale devient

AMX, XY =A(X, X,
ce qui revient a dire que la forme

MXE X)=232 AT T
est toujours réelle quels que soient les x;. Clest la forme d' Hermite
associée a |'opérateur hermitien A; ces formes, introduites en algebre
et en arithmétique par Hermite, furent étudiées par Hermite, Jordan,
Poincaré et M. Picard. Nous dirons qu'un'e forme d'Hermite est définie

positive si elle prend une valeur positive pour tout vecteur X non nul;
JULIA
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il résulte de la définition méme qu'uneforme définie positive ne peut
correspondre & une matrice dégénérée, car, sinon,

A(X, X) = X*AX

s'annulerait pour desvecteursX non nuls, puisqu'il en serait ainsi de A X .

En particulier la forme d'Hermite unitéE;.-x; asociée .a |'opéra-
. i

teur unité (qui et un opérateur hermitien) est définie positive.
Laforme d'Hermite unité définit lalongueur d'un vecteur rapportéa

un systeme normal de coordonnées; si nous avons, au contraire, un sys

téme quelconque de coordonnées défini par les vecteurs A, A,, .. ., A,

linéairement indépendants, I'expression de la longueur d'un vecteur sera

moins simple. Soit X un vecteur quelconque

X =X1 Ap.ot Xp At
Et alors

|X It = (x, X)= (EiAi-l—. ek Ea Ay, L S%- 1 -l-.s.-i" -Tnﬁn) = zg!kgtzh

en posant
Ok = (A, Ay).

LaformebilinéaireZgu;;m est une forme d'Hermite, car nous avons
Lk

larelation gu=gs; d'autre part, définissant le carré de la longueur

d'un,vecteur, elle sera définie positive)] _

Nous allons montrer que, réciproquement, une forme dHermite
définie positive, quelconque, peut étre considérée comme définissant
la longueur des vecteurs dans un systéme de coordonnées convena-
blement choisi. Soit en effet

G(X, X) = gusizs
Lk

‘une forme d'Her mite définie positive et la forme bilinéair e associée

6K, V)=, grmir:
LE

nous allons construire un systéme normal de coordonnées défini par les
Vecteurs ey, &, ..., €, tel que dans ce nouveau systéme nous ayons

G(X;x)=2’c’_:h pour X=ties+Eres ...+ Enen,
=1 .
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0it encore

G[hﬂ, e Eyly e, Eneny Er1ey = Ereat...+ Enen] =385

Or, d'apres sa définition, G (X, Y) et linéaire par rapport a X et par
rapportaY, c'est-a-dire que

G(X' = X", Y) = G(X', Y) + G(X", Y)

et de méme
G(X, Y'+Y")=G(X, Y")-+G(X, Y»),
et
G(aX, Y) = aG(X, Y)
et de méme

G(X, aY) = aG(X, Y).

Larelation envisagée |~ ~'~7 - "o

E EiExGley, e4) =2 L
44 -

Elle sera satisfaite pour tous les vecteurs X, sous la condition

Gley, £3) = 8z pour £ k=1,2,..

—

.y R

Montrons que nous pouvons construire le syséme de vecteurs e
&, ... €, satisfaisant a ces conditions :

Choisissons arbitrairement un vecteur €, non nul; en le multipliant
par un nombre réel nous pourrons en déduire un vecteur e, satisfaisant
a G(e; e)— i puisque G(g,, &) > o.

Ceci étant, consdérons I'équation G(e; X) =0; s n et supérieur
a i, elleadmet certainement une solution non nulle au moins; soit &, une
telle solution; de méme que pour e;, nous pouvons trouver un nombre
réel qui, multipliant s, donne un vecteur e, satisfaisant a G(e;, €,) = I.
Nous aurons finalement

Ge )= o, pour i,k=1I,2.

e, est indépendant de ex car G(e, &) =i et G(eq, &) = 0.
Si n est supérieur a 2, le systéme de deux équations linéaires (indé-
pendantes puisque e; et &, le sont)

G(e, X)=0o,
G(e, X) =0

admet au moins une solution; soit gz une telle solution; hous pouvons
trouver un nombre réel qui, multipliant ,, donne un vecteur e, satisfai-
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sant a G(ez, e3) = |. Nous aurons finalement

Gew) = 8, pouri, k =1,2,3.

Et nous pouvonscontinuer.
Lorsque nous aurons obtenu m<n vecteurs indépendants e;, €y,..., €
satisfaisant a :
G(e, e)—0, pour /, k=12, ..., w,
nous envisagerons le systéme suivant de m équationslinéaires (indépen-
dants comme les ey, ..., €y) :

G(e, X)=o0 pour i =1,2,..., m;

il admet au moins une solution non nulle; soit e, une telle solution; ~
nous pouvons aors trouver un nombre réel qui, multipliant ¢, +i

donne wun vecteur e, satisfaisant & G(em+i, €ms1) = i. L'ensemble

d ew + i vecteurs ainsi formés satisfera a

G(e )= 0, pouri,ki=1,2, ..., mym+ 1.

Nous obtiendrons finalement » vecteurs e, €,, ..., €, satisfaisant aux
conditions requises. Mais il faut nous assurer qu'ils peuvent étre pris
comme vecteurs coordonnés, c'est-a-dire qu'ils sont linéairement indé-
pendants. Soit a démontrer que |a relation

Aie, + 4, +.h € =0
ne peut étre satisfaite que si tous les 1 sont nuls; en effet nous aurions
G Mer+ ases 4+, .+ lnfn, B1€) + hafs .. heE]= 0,

soit, en développant,
¥ T Gler, e =,

ik

et, en tenant compte des relations liant les g,

i.?._;lgz.u

i=1
ou
M=o,

qui exigelanullité detouslesh,.
L'ensemble des e, définit donc un systéme de coordonnées; nous pou-
vons dire que ce systéme de coordonnées est normal et que la forme
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dHermite G(X, X).définit la longueur du vecteur X. Cette réci-
progue a des applications intéressantes.

., 1° Nous avons, dans ce qui précéde, introduit la métrique par une
expression analytique de la longueur du vecteur, en fonction des com-
posantes de ce vecteur dans un systéme normal de coordonnées.

Axiomatiquement* on développe directement une mérique de
I'espace affine lorsqu'on stipule que :

A tout vecteur X on fait correspondre un nombre réel représenté par
[X]2=(X, X), que I'on appelle carré de sa longueur, et qui est une
forme d'Hermite définie positive du vecteur X.

Il est clair que celte fagcon de procéder est entiérement équivalente a
celle employée au début de ce chapitre, puisque nous venons de voir
qu'il est toujours possible de se ramener a un systéme normal de coor-
données.

2° Le procédé précédent a une autre application trés importante : il
permet d'adapter un systéme normal de coordonnées a une décom-
position de I'espace; soit en effet E' un sous-espace a m dimensions de
I'espace E & n dimensions.

Nous venons de démontrer qu'il est toujours possible de choisir
dans E', m vecteurs normaux linéairement indépendants et deux a deux
orthogonaux; poursuivant la méthode dans I'espace E, nous associerons
a ces m vecteurs, n — ni autres vecteurs orthonormaux (*). L'ensemble
des vecteurs ey, &, ..., e, détermine pour E un systéme normal de coor-
données adapté a la décomposition de E en ‘deux sous-espaces E' et E" ;
I'ensemble des vecteurs e;, €, ***, e, détermine pour E' un systéme
normal de coordonnées tandis que I'ensemble des vecteurs eyt1,
€n+2, *°*°*, €, détermine pour E" un systétme normal de coordonnées.
Ces deux sous-espaces sont tels, par leur définition, qu'un vecteur
quelconque de I'un est orthogonal a un vecteur quelconque de l'autre;
nous dirons qu'ils sont orthogonaux.

9. Cherchons si les opérateurs hermiliens forment un groupe; il fau-
drait pour cela que, si A et B sont hermitiens, leur produit AB le soit,
C'est-a-dire que

BA =(AB)* = B*A*,

(") Un sytéme de vecteurs orthonormaux et formé de vecteurs normaux (lon-
gueur unité), deux a deux orthogonaux.
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soit, en tenant compte des hypothéses A = A*, B = B*,
AB = BA.

Par conséquent, leproduit de deux opérateurs hermitiensn'est hermi-
tien que s ces deux opérateurs sont permutables. Les opérateurs her-
mitiens ne forment pas un groupe.

Les ééments d'une matrice hermitienne, situés dans la diagonale
principale sont réds; il en et donc de méme de leur somme qui et la
trace de la matrice.

‘Considérons un opérateur quelconque A; nous lui associerons les
deux opérateurs A A* et A* A que nous appellerons ss normes her mi-
tiennes; ces deux opérateurs sont, en effet, hermitiens

(AA*)* = A¥*A* = AA*,
et de méme
(A*A)*= A*A**= A* A

Ces fleux matrices hermitiennes ont méme trace (')Z[am I?, que nous
LA
appellerons carré de la valeur absolue de la matrice A.
Pour terminer, signalons deux relations trés importantes. :

AA.‘(X, X) =E ( Zaua“) 1Tk =2 (Ea;;;;) (ZE““) ,
LA f ! &

. i
c'est-3-dire

L

L -3
-y -
2 Ay

E ]
AA*(X, X =Z

F=1

et de méme
L]

Zanm; .

==t

n
A*.-\(_X,X)=2
=t

10. Tout vecteur X non nul détermine un rayon, en désignant ainsi
I'ensemble des vecteurs X X, ol "A est un nombre complexe arbitraire. Les
vecteurs normes du rayon correspondent a une valeur de A satisfaisant a

IALIX =1,
c'est-a-dire

I
=i

(1) Voir an, Chapitre précédent la méthode de Frobenius pour la métrisation de
I'espace des matrices. .
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nous voyons que 1 n'est déterminé qu'en module; en particulier, nous

dirons que le vecteur’l-%-la lu vecteur norme porté par X; I'ensemble

des vecteurs normes du rayon est donné par la formule

X
ou 6 désigne un angle réel arbitraire.

Toute transformation A de I'espace, a déterminant non nul, est auss
une transformation du corps des rayons; mais, dans le corps des rayons,
les deux transformations A et AA (ou 4 désigne un nombre complexe
arbitraire, non nul) ont le méme effet. Toute transformation A qu'on
peut, aprés multiplication par un scalaire, ramener a une transformation
unitaire, sra dite une rotation dans le corps des rayons. Deux transfor-
mations unitaires S et S, telles que

€ désignant un nombre complexe arbitraire de module i, sont des rota-
tions identiques dans le corps des rayons.

I'l. — QUELQUES APPLICATIONS IMMEDIATES ET UTILES
DE CES NOTIONS DE METRIQUE.

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz. — Si X et Y sont deux vecteurs
quelconques, leur produit scalaire et leurs modules satisfont a l'inégalité

LY XY

Pour simplifier la démonstration, nous allons nous placer dans un
systéme de coordonnées normales;, désignons par X; Xz, ..., Xp les
coordonnées de X dans ce systéme, et par y; V2. ..., Yn CelesdeY;

gﬁm ‘é.[ g&m] = [ g;m],
{303

Cette inégalité se déduit immédiatement de la superposition des deux

soit encore

Zﬂafﬂ

=l
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suivantes : - --

Zwm [szim |]

3o (3 3]

La premiere de ces inégalités exprime simplement que le module d'une
somme de nombres complexes est inférieur ala somme des modules de
ces nombres. La seconde est une inégalité trés importante due a Cauchy
et utilisée par Schwarz (qui I'a généralisée en remplacant les sommes par
des intégrales) dans I'étude du probléme de Dirichlet; sa démonstration
est immédiate :

E[1|xt|+l-l|}"i”'")'2]xi| +zkp2|m|yu+p Zm K

(=] =

or le premier membre ne peut devenir négatif; il en est donc de méme
de la forme quadratique située au second membre; cette forme a donc
un discriminant négatif ou nul, soit

RAETFAN S R AR FT o L

qui n'est autre que I'inégalité cherchée.
Nous ne pourrons avoir
(XY= XY

que si les deux inégalités intermédiaires deviennent des égalités; pourla
seconde, cela exige que la forme quadratique puisse s'annuler, c'est-
a-dire qu'il existe des valeurs convenables de A et u. telles que

AMx, | +nly|l= 0 pour i =12, ..., n;

ce qui peut s'exprimer de la fagon suivante : les rapports %: ont un
module indépendant de I'indice i. La premiére inégalité intermédiaire
deviendra une égalité a la condition que les quantités }-,-y; aient toutes
méme argument ou bien encore que les rapports:’ri: aient un argument
indépendant de l'indice’t. Finalement nous voyons qu'il y aura égalité
dans le cas, et seulement dans le cas, ou

A -
x;“
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c'est-a-dire '
Y = AX,
\. étant un nombrecomplexearbitraire.
Nous pouvons énoncer ce théoreéme sous la forme suivante :

Si A est un vecteur quelconque et X un vecteur de longueur i, on

a toujours
HAX) <AL

I'égalité n' ayant lieu que pour
A

X:——GJB
[A]

1

relation ou @ désigne un angle réel arbitraire. Dans le cas particulier
ou A et nul, I'égalité et satisfaite pour tous les vecteurs X.

2. Systémes de vecteurs orthogonaux. Méthode d'orthogonalisation
de Sohmidt. — Un systéme de vecteurs est dit orthogonal, si les vec-
teurs qui le composent sont deux a deux orthogonaux. Il est dit ortho-
gonal et normal, ou plus briévement orthonormal, si, de plus, les
vecteurs ont une longueur égale a 1; s e, € ..., e, désignent les
vecteurs du systéme, ces conditions peuvent se résumer par

(& &) = -%l
Les vecteurs formant un systéme orthonormal sont nécessairement

lingairement” indépendants; montrons en effet que la relation

M A Aafs o ApEm =10

ne peut avoir lieu que si tous lesh. sont nuls; il suffit, pour cela, de
multiplier scalairement parie,, :

hy(en, e+ dales, o) su ot Myl eg €30 4o Al en, 1) =0}
ce qui, compte tenu des hypothéses, seréduita
l‘= a.

Un jeu de m vecteurs orthonormaux forme donc un ensemble de
m vecteurs linéairement indépendants. En particulier, avec un jeu dé
n vecteurs orthonormaux de |'espace vectoriel a n dimensions, on peut
exprimer tous les vecteurs de cet espace, car les vecteurs X, €, €,..., en
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au nombre de n -+ | sont certainement dépendants, soit

AX+he +4, e *=o.

Or A n'est certainement pas nul, puisque les vecteurse,’, e,, ..., €, sont
indépendants; nous pouvons donc résoudre cette relation par rapport
a X

X = X1€ +-X2 €3-+. .+ Xn.€,

.Lesvecteurs €, e, *==> €, peuvent donc servir de base a I'espace " En.
Les nombres xi sont appelés les composantes du vecteur X par rapport
au systeme de coordonnées défini par les vecteurs g; ils ont une expres-
sion particuliéerement simple, obtenue en multipliant scalairement a
gauche la derniére relation par ei :

XF(QX)
Arrivons maintenant au procédé dorthogonalisation de Schmidt :

Soient m vecteurs linéairement indépendants Ay, A,,..., An (M n).
Ces vecteurs déterminent une multiplicité linéaire; nous pouvons
trouver dans cette multiplicité m vecteurs orthogonaux et normaux
(et par conséquent linéairement indépendants), définis par des rela-
tions de laforme

By = ru Ay,
By =r1n Ap 41 Ay
By = ra Ap iy AxtrapAs

B —rmIA1+rm2A2+‘rm3A3+‘ -rmmAm,

les rix etant choisis tels que
(BiBk) = 8,

et r, 0 pour toute valeur de i, de telle sorte qu'inversement A,
s' exprime en fonction de B,, A, en fonction B, et de B,, A, en
Jonction de B,, B, et B, etc.

Une matrice telle que ||/r,||, dont tous les éléments situés au-dessus
de la diagonale principale sont nuls, ceux de la diagonale principale ne
I'étant pas, est dite matrice de récurrence ou encore matrice canonique
non dégénérée (*).

' Q) Lamatrice est canonique en ce sens que tous les déments Situés au-desus de la
dlagonale principale sont nuls; ele est non dégénérée, car son determinant, qui est
& a rurop... fom & différent de zéro.
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La détermination des vecteursorthonor maux sera faite en deux étapes;

dans la premiérenousallonsformer un systéme de vecteur s orthogonaux,
dans la seconde nous normerons.

Premiére étape, — Cherchons un systéme de vecteurs orthogonaux
(By, B2,..., By définis par desrelations de la forme

B=,A

Bo=p2aBi+ Ay

Ry = Pay B o+ Py 3 + Ag,

Bm= Pmi Bi- PmoBo+-pmaBs + ... +An.

Nous allons déterminer de proche en proche les coefficients p. pyy sera
oblenu en ¢erivant que les vecteurs 3, et B, sont orthogenaux

(1 Ba) = (As, Ag) +pulAy, fr) =05
et puisque (A,, B} =|A,|? n'est pas nul, nous obtenons

__ (A, A,)
Pe = [Ac

et le vecteur 3, non nul :
_ (A, Aa:)},h

b= b= 1T

(B, 0, car A, et A, sont indépendants). Cette formule a une inter-
prétation géométrique trés smple

On obtient (3, en retranchant de A, sa composante suivant le
vecteur A,.

Fig. 3.

Nous allons voir que, de méme, nous obtiendrons 3; en retranchant
de A; sa composante dans le plan déterminé par les deux vecteurs A;
et A,. En €ffet :

33 doit ére orthogonal a(R;et R, ce qui nous conduit aux deux
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relations: - :
(B, B)={By, A+ pae{ By Pe) +pnn | Pa*= 0,
(Bsy Bay=(By, 89)+ poa | Ba |t +paeiBsBi)=o,
soit
: (3, M)+ pu | Bu 2=,
(3, A3)+ pas| By |'=0;

les vecteurs 3; et 3, n'étant pas nuls, nous pouvons tirer ps; et ps; de
ces formules et par suite obtenir le vecteur (. Les trois vecteurs ainsi
obtenus sont orthogonaux deux a deux; et nous pouvons continuer ainsi
de proche en proche, aucun des vecteurs (f3; n'étant nul, puisque 3, est
une combinaison linéaire a coefficients non tous nuls.de A, et A, linéai-
rement indépendants, 3; est une combinaison linéaire de Az, 3, etl3y,,
C'est-a-dire de Az, A, et A, linéairement indépendants,’ et ainsi de suite.

Seconde étape, — Nous pouvons alors franchir la seconde étape en
normant les vecteurs (3 que nous venons de déterminer. Il suffit de
poser

By = bL.

TR
Les vecteurs B;- sont deux a deux orthogonaux, puisque les (3 le sont, et

les coefficients rii = I;_I sont bien différents de zéro.
]

Considérons maintenant e cas ou les vecteurs donnés A1, A,, ..., An
ne sont pas linéairement indépendants. Supposons donc que les
p premiers vecteurs A; A,, .... A,, soientlinéairement indépendants et

que le vecteur A,y en soit une combinaison lingaire. Le vecteur 3,4,
gue nous obtenons en retranchant du vecteur A;yy sa composante dans
la multiplicité définie par A,, Ay, ..., A, est nul; il nous suffira de
continuer les opérations de Schmidt sans plus nous occuper du vec-
teur Ry.1. Finalement, si nous appliquons brutalement la méthode de
Schmidt & des vecteurs qui ne sont pas indépendants, nous obtiendrons
autant de fois un vecteur (3 nul quiily a de vecteurs A combinaisons
linéaires des vecteurs précédents; autrement dit, il 'y aura autant de
vecteurs (3 nuls qu'il y a de relations distinctes entre les vecteurs A. Les
vecteurs (3 non nuls pourront alors étre normes et servir de base a la
multiplicité qui a un nombre de dimensions inférieur a m,

3. Systémes complets. — Nous dirons qu'un systéme de vecteurs B;
orthogonaux est complet, s'il n'existe pas de vecteur X non nul ortho-
gonal a tous les vecteurs du systéme, c'est-a-dire vérifiant -

(Bi, X) = o pour i = I, 2, ..., m
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Le systéme sera dit incomplet s'il existe un vecteur non nul satisfaisan
a ces équations. ‘

Si le nombre m des vecteurs orthogonaux est inférieur au nombre de
dimensions n de I'espace, le systéme de vecteurs orthogonaux est incom-
plet, car un systéme de m équations linéaires homogenes a n inconnues
avec m < n présente au moins une solution non nulle.

Si le nombre de vecteurs orthogonaux est égal au nombre de dimen-
sions de I'espace, le systéme est complet, car le systéme de n équations
linéaires homogénes a n inconnues n'a que la solution o, étant donné
gue son déterminant n'est pas nul (les vecteurs B;, formant un systéme
orthogonal, sont linéairement indépendants).

Nous avons donc un critere simple, basé sur le nombre de
dimensions, qui nous permet de reconnaitre si un systéme de vecteurs
orthogonaux est complet ou non; mais ce critére ne peut évidemment
pas sétendre aux espaces a une infinité de dimensions; nous allons
donner un autre critere, permettant I'extension a une infinité de
dimensions, et que I'on désigne par |' inégalité de Parseval ou de
Bessel. '

Soit un systéme orthogonal et normal de vecteurs e;, &, ..., €y €t un
vecteur X, arbitraire, de E,. Ce vecteur est la somme de deux autres :
I'un situé dans la multiplicité linéaire définie par le systéme orthogonal,
I'aulre dans la multiplité complémentaire (si €lle existe)

]
X=X+ e+ 20y, X €y

Soit encore

"

X.=X —z.z;e;.

I=

Elevons les deux membres au carré scalaire

. e n
- RN .
PXu[P= (x:—z‘xwh X —'fo?:) -

=l i—=b

=tX|*— (.‘i, gxw;) - (g.r,-eh X) -+

Utilisons maintenant I'hypothese : le systéme des g est orthonormal.
Donc :

i
S

=1

(e X)=ay,
(X, &) =%,
(8, €)= .9

ik
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Il'vient alors

m mn m
[ Xop P== X I‘—zxm:—-zw:a‘:+2§-;{xa;
i= =i [ =]
soit
"
[Xm P=|X |’—25‘l-ﬂl-
1'-H

Par conséquent nous avons toujours, quel que soit. X.

m
z-:wx:_‘% | X%
i=1

I'égalité ayant lieu lorsque X, est nul, et dans ce cas seulement. Or :
Si le systéme est complet, le vecteur X, qui doit étre orthogonal

ae, e **°) eest nécessairement nul quel que soit X, par conse-

quent, pour un vecteur X quelconque, nous avons I'égalité de Pytha-

gore
[
EIED N
=1

Si le systeme est incomplet, 1'égalité ne peut avoir lieu pour tous
les vecteurs X. .car il existe au moins un vecteur non nul X orthogonal
aux vecteurs ey, &, ..., e, done tel que

X =Xn 0 e X; =X2=.. Xp= O

En résumé, pour que le systeme soit complet, il faut et il suffit
Que, pour tout vecteur X, on ait

"
X [= Yz,
=1

Pour un systéme incomplet, |'égalité précédente n'est réalisée que

Fig. 4.
23

e2

2

pour un vecteur X situé dans la multiplicité définie par le systeme
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incomplet de vecteurs. Dans le cas du systeme complet, les vec-

teurs e, ,&. ¢ ** €, (M= n) determlnent un systéme de coordonnées
normales pour I'espace E.,.

Les résultats auxquels nous venons d' aboutir sont évidents dans le cas
4e la géométrie euclidienne a trois dimensions.

Trois vecteurs orthogonaux forment un systéme complet il neX|ste
pas de vecteur non nul orthogonal & ces trois vecteurs; si X, X, Xa
désignent les projections orthogonales d'un vecteur X de I'espace sur ces
trois vecteurs, nous avons

.

Xt=z]+ai+x] (géométrie réelle)

et enfin ces trois vecteurs déterminent un systeme de coordonnées pour
I'espace

X = pie1-+ Fg€y + Tyey,

Deux vecteurs orthogonaux forment un systéme incomplet; il existe
un vecteur orthogonal a ces deux vecteurs; si x;, X, désignent les pro-
jections orthogonales d'un vecteur X de |'espace sur ces deux vecteurs,
nous avons

X222+ 23,

|'égalité n'étant réalisée que pour les vecteurs X situés dans le plan
défini par les vecteurs e; et e,; enfin ces deux vecteurs ne déterminent
pas un systéme de coordonnées de |'espace.

Le critére que nous venons d'obtenir peut revétir une forme plus
générale :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme ortho-
normal soit complet est que, quel que soient les vecteurs X et Y, on ait

m
(X,Y)=E&,y,.
=)
Lapremiére forme du critére se déduit de celle-ci en faisant X = Y;

réciproguement cette relation se déduit de lapremiére appliquée au vec-
teur X -h XY, ou X désigne un scalaire quelconque :

m
|X+AYE=F | zi+ Ay 2
=1

ou ~
(X +3Y, X+2Y) =2 (z,+ X7 ) (a1 Ayi)
=1
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Soit, en développant

mn
|X MK, ¥) o K(Y, Xj+ 20| ¥ |!=2[Em+ Nziyi+ Ay 0L Yy
- =

Et en tenant compte des deux relations :

L
X=X o,

=1

w
1Y ’=Z.m':,
=1

il vient
Mt m

AX, )+ T(Y, X) = 123.-,y,+ i Zygx,.

=1 i=1

qui doit étre vérifiée quel que soit X complexe; il en résulte

™
(X, Y)=2&", i
=1
et, par suite,

Y, X) = ¥ 7w

I=t

Ainsi que nous l'avons déja signalé, ce critére, sous I'une quelconque
de ss deux formes, est plus intéressant que le critére de la dimension,
car il peut se généraliser a un espace a une infinité de dimensions.

4. Critére de Qram pour que m vecteurs soient linéairement indépen-
dants. — L'intérét de ce critére réside en ce qu'il ne fait pas intervenir
les coordonnées des vecteurs, mais uniquement des éléments invariants
par transformation unitaire, autrement dit des €léments ayant une
existence intrinseque dans la géométrie unitaire; ces éléments seront ici
des produits scalaires. Le critére de Grams'énonce dela fagon suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que m vecteurs A;, Ao,...,
A soient linéairement dépendants est que le déterminant

Au Ay o Am

I = Asl A!s e Aim

e

Aml Am: e Amm
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'soit nul, Ay désignant le produit scalaire (A; Ag). Lorsque les vec-
teurs Ay A,, ..., Ap sont indépendants, ce déterminant n'est pas
nul et il est positif.

Donnonsladémonsiralion de Schmidt (*) :

Si nous effectuons la transformation

m
A= v Ce,
k=1

successivement dans le premier et le deuxiéme terme de chaque produit
scalaire figurant dansT,le déterminant de Gram devient successivement

T 12 e Tim (Ci Ay (Ciy A s (Gr AW
r= Yer Y2z -a0 Yim (Giy Ad) (Gay Ayy ool Gy Ay}

Tl Tz ar Ymm (Cory A1 (Guy A2y oo (G A}

= |y ] [yee| 10G CaY -

En particulier, nous pouvons prendre pour C, les vecteurs(3;,obtenus
au n° 2par la méthoded'orthogonalisation de Schmidt; nous savonsque,

dans ces conditions,
| fat| =1t
et
(Ci,C)=o0 sik,

tandis que (C;, C,) = | & |?; la relation précédente devient alors
= | pl [=-| ?! F-- ! Sm 12-

Le déterminant de Gram est donc toujourspositif ou nul; la. condition
nécessaire et suffisante pour qu'il soit nul est que I'un des vecteurs [3;
soit nul, c'est-a-dire que les vecteurs A,, A,, .., A, soient linéairement
indépendants. -

Indiquons une autre démonstration, en admettant quelques résultats
que nous trouverons dans le paragraphe suivant. Le déterminant T se
présente dans|'étude dela formed'Hermite

(X, X) = [ 4 it Zrhs b 2a An 1= D1z Ay A),
hk

Si nous envisageons les systémes de nombres x\ tels que £ |x,|’= 1, la

(1) Voir Rendi conti del Circolo mathematico di  Palermo, 1908.

JULIA 10
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forme d'Herinite est définie positive et ne peut sannuler que si les vec-
teurs donnés sont linéairement dépendants.
Nous verrons que cela entraine :

‘Dans le cas ou les vecteurs donnés sont indépendants, que toutes les
valeurs du spectre de la matrice [ Ai|| sont positives;

Dans le cas ou lesvecteurs donnés sont dépendants, quel une au moins
des valeurs du spectre est nulle.

Les valeurs caracteristiques étant données par |'équation
|Aik")‘ 6ik | =0,

il en résulte, que le déterminant T de la matrice | Aix| est égal au produit
des valeurs caractéristiques; donc :
Dans le cas ou les vecteurs donnés sont indépendants, Test positif ;
Dans le cas ol les vecteurs donnés sont dépendants, T est nul.

Nous pouvons encore raisonner de la fagon suivante : prenons un sys-
téme normal de coordonnées et désignons par Xii, X2 ., %in les

coordonnées du vecteur A;-, Nous aurons alors

i
A =2&'ua‘u

t=1

et le déterminant de Gram pourra s'écrire
= | E;iixu
i

le dernier signe X étant étendu a tous les arrangements possibles de
m entiers Z* compris entre i et n. Le déterminant correspondant est nul
si deux de ces entiers sont égaux; il en résulte que T est nul si m>n.
Or, dans ce cas, les m vecteurs sont nécessairement dépendants.

Il nous reste donc uniquement a examiner le caa m n.La méme
propriété de décomposition d'un déterminant en une somme de déter-
minants nous permet aisément de voir que

=X |E'-'hut=t.u}t,

Lyl Bl .o Eyy, Tt Eyf Xt Xy, Ty,

Tyl Epgyt oo uy, Tyl Ky Fol e Tl Taiy,

I|xryent, | =L

Epdy, Loty v ot Tl T1tyy Fmd Taty oo o Lol
Boty Sty Bty Tk

Ll Emly e Bty ol

Erety Xemly 4 00 o= Tl Tty
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le signe X'étant étendu a toutes les combinaisons possibles des nombres
entiers ly, /5, .., Inted que

Ii<lh<...<lpn.

‘Or, au second .membr e, nous reconnaissons le produit d'une matrice,
par la matrice conjuguée; T et donc la somme des carrés des modules
desdéterminantsd'ordre m extraitsde la matrice

&y Xz .- Bg
Tt Hae ... T
Kl Fmr v Fmn
formée avec les composantes des vecteurs Ag, A,, . . ., A,. Nousretrou-

vonsainsi lecritérede Gram.

S les vecteurs sont indépendants, ces déterminants ne sont pas tous
nuls et le déterminant T est positif;

Si les vecteurs sont dépendants, ces déterminants sont tous nuls et le
déterminant T et nul.

|1l . — OPERATEURS ET MATRICES REMARQUABLES
- DANS L'ESPACE METRIQUE.
FORMES CANONIQUES DANS LE GROUPE UNITAIRE.

1. Forme canonique ou réduite de Schur. — Si nous effectuons dans
I'espace unitaire, un changement d'axes de coordonnées défini par

X =UE,

I'opérateur linéaire A qui Sexprimait dans les anciennes coor données
par la matrice A sexprime dans les nouvelles coordonnées par la
matriceU AU. Lesdeux matrices A et U™* AU sont dites équivalentes
danslagéométrieunitaire.

Si nous effectuons sur I'espace unitaire une transformation linéaire
définie par

2 =1LX,

I'opérateur A est transformé en I'opérateur UA U 1. Les deux matrices A
et UA U ™' sont équivalentesdans|a géométrie unitaire.

Deux matrices équivalentes al'un de ces points de vue, le sont égale-
ment al'autre; la recherche d'uneformecanonique d'une matrice dans
lagéométrieunitair e, congsteatrouver unematriceunitaireU telleque,
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par exemple, la matrice U™ AU ait la forme la plus simple possible,
cette matrice U AU sera aors dite la forme canonique, dans le
groupe unitaire, de la matrice A.

Or, de combien de péramétres dépend la matrice unitaire la plus
générale ? Elle comprend n? éléments liés par n relations de normalisa-
tion et “(~—”,—) relations d'orthogonalité; elle dépend donc finalement

de
aln—1) __ aln—n
% - 3

0l — -

nin— 1) élé
ments situés au-dessus de sa diagonale principale; dans le cas general,
nous ne pouvons donc espérer guere mieux que d'annuler les termes
situés au dessus de la diagonale principale dans la forme canonique.

Nous allons montrer, de proche en proche, qu'il est possible de trouver
un systéme de coordonnées normales (e;e, ..., &) tel qu'il en soit
ainsi; la forme canonique obtenue est appelée forme de Schur. Nous
envisageons donc Vopérateur linéaire A et nous cherchons un systéme
normal de coordonnées (e . . . €, tel que, DANS CE SYSTEME, la matrice
de A soit réduite de Schur. La derniére colonne de la matrice réduite
de I'opérateur A doit étre

paramétres; d'autre part, une matrice d'ordre n comprend ———=——

Or, nous savons que les éléments de cette colonne sont les compo-
santes (dans le systeme €., .e,)du vecteur transformé, par|'opérateur A,
du dernier vecteur coordonné e, ;done le systéme normal (e; ..e,) doit

étre tel que
Aew=dnen;

A, est donc une valeur caractéristique de I'opérateur A; et nous pren-
drons pour e, une solution caractéristique correspondant a la racinel ,, .
Nous avons ainsi déterminé le dernier vecteur coordonné du systéme
coordonné par rapport auquel la matrice de A prendra la forme réduite
de Schur; laissons, pour l'instant, arbitraires les vecteurs é;, €, ... &\
en les astreignant toutefois a former avec e, fixe un systeme normal

provisoire de coordonnées; dans |'un quelconque de ces systémes pro-
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visoires la matrice de I'opérateur A aurala forme

Up' AU =

Considérons I'opérateur qui, dans le systeme provisoire actuel, admet
lamatriceAy, nous I'appellerons I'opérateur A; ; il opére dansle sous-
espace défini par les vecleurs ey, €5,...., €x, qQui €est la projection deE
parallélerhent ae,,; A lie done les projections, parallélement a e, des
deux vecteurs X et AX. Nous dirons que A; est I'opérateur induit
par Adans le sous-espace orthogonal a e, Dans ce sous-espace, nous
pouvons disposer arbitrairement du systéme orthogonal de vecteurs -
coordonnés e,, &. ..., &-\ sans rien changer a la derniéere colonne de
la matrice de A; nous allons profiter de cette latitude pour simplifier la
matrice A,, et, a cet effet, nous allons opérer comme précédemment :
annuler tous les ééments de la derniére colonne, sauf le dernier. Nous
serons conduit & larelation

A 1 en= )"nrl €.

d'ou nous déduirons que 1_,,_, doit étre une valeur caractéristique du
spectre de A,. Mais nous avons

dét(A—1)=(h,, —1)déi(Ai-1);

d'ou il résulte immédiatement que les valeurs caractéristiques de A; sont
les valeurs caractéristiques de A excepté "A. Nous prenons donc une
valeur propre du spectre de A autre que A ,,, soit A, ; nous pouvons lui
associer un vecteur e, tel que, si e, ,e, * *.e , sont des vecteurs
quelconques formant avec e,_, et e, déja fixé un systéme normal provi-
soire de coordonnées, la matrice de I'opérateur V relative a ce second
systeme provisoire ait la forme

Us' AU, =

Et si nous continuons ainsi de proche en proche, nous arriverons finale:
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‘ment a la forme réduite de Schur avec un.systéme de vecteurs coor-

donnés e,, €1, .., & déterminé tel que, dans ce systéme, la matrice
de A soit :
M 0o o . ..,
Ay
U~1AU= s °
. . ln_| [+]
Vi ere srae Ay

tous les termes au-dessus de la diagonale principale étant nuls.

Remarquons que le vecteur e, est invariant en direction par A; mais
il n'en est pas de méme de e,;. Le vecteur e,; est invariant par A; ;
autrement dit la projection de Ae,_; sur l'espace orthogonal a e,
coincide avec e.3, Ou bien encore, €, ; est la projection, sur |'espace
orthogonal a e, dun vecteur invariant en direction par A et corres
pondant a la valeur caractéristique A,_,,. H est clair que nous aurions
des résultats analogues pour les autres vecteurs coordonnés (1).

2. La somme de deux matrices canoniques est une matrice canonique;
en particulier, si A est une matrice canonique, il en est de mémedelh — A.
11 est évident, indépendamment de la démonstration que nous venons de
faire, que les valeurs caractéristiques de la matrice réduite apparaissent
dans sa diagonale principale. Si A n'est pas une valeur caractéristique de
la matrice canonique A, la matrice canonique A — A présente une
inverse (X — A)"! qui est canonique et non dégénérée, comme il est
aisé de sen assurer en résolvant le systeme récurrent déquations

linéaires symbolisé par
Y = (A~A)X.

Considérons maintenant une matrice A non canonique; la substitution
unitaire U qui la réduit a laforme canonique réduit aussi sa résolvante
a sa forme canonique, car

u't au= U —A) 'Y
s'écrit

Ut u=[U" (A-AUT;
par suite si U'AU est canonique., U' (A —A) U l'est aussi; et si
U" (A — A) U est canonique, U™ A U est aussi une matrice canonique,

(') Voir une solution algébrique de ce probléme dans : SCHUR, Math. Annalen, 66,
. 1909; WINTNER, 8 11, Chap. | .
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puisque inverse de matrice canonique. Puisqu'il existe une méme trans-
formation unitaire réduisant simultanément a leurs formes canoniques
respectives les deux matrices A et A, ces deux matrices sont dites
cogrédienles. On peut encore dire que larésolvante de laréduite U * A U
d'une matrice A est la réduite U™ U de la résolvante A de A; car

(A =U"'AU)'-=[U" (A=A)U]"".

La forme canonique de Schur nous montre, de nouveau, que les
valeurs caractéristiques d'une matrice sont invariantes dans une transfor-
mation unitaire puisqu'elles apparaissent dans la diagonale de la
forme canonique; en particulier le déterminant de la matrice, qui est
égal au produit des valeurs caractéristiques, est invariant dans une
transformation unitaire.

Supposons que nous opérions sur une matrice A qui so'ilhermitienne;
cette propriété se conservant par une transformation unitaire, la forme
canonique de Schur devra étre hermilienne, donc se réduira a une
matrice diagonale réelle. Ce résultat est le méme que celui obtenu par
la méthode classique de réduction canonique a la forme diagonale d'une
matrice hermitienne, ou, si I'on veut, & la réduction aux axes de la
forme d'Hermite associée. La méthode de réduction de Schur apparait
comme la généralisation de la méthode classique de réduction pour les
matrices hermitiennes; dans le cas plus particulier des matrices réelles
symétriques (et des formes quadratiques), laréduction est connue depuis
longtemps, puisqu'elle est due a Lagrange et Gauss.

3. Les opérateurs ou matrices normaux. — Nous appellerons opéra-
teur ou matrice normal un opérateur ou une matrice A permutable
avec son associé, c'est-a-dire tel que

AA*=A*A.

Rappelons que A * = A",

Les matrices ou opérateurs normaux forment une classe importante,
étudiée par Schur et Téplitz, qui comprend comme cas particulier
les opérateurs ou matrices d'Hermite définies par A = A*, et les opéra-
teurs ou matrices diagonaux (1).

Une transformation unitaire U transforme une matrice normale
en une autre matrice normale; la vérification de cette proposition est

(") Car l'asociée d'une matrice diagonale est auss diagonale et deux matrices
diagonales sont toujours permutables.
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immédiate : par hypothése,
B =U'AU;

donc
BB* = U'AUU*A*U ',

or, U étant unitaire, nous avons
uu* = 1.
La relation précédente peut donc s.écrire

BB*=U"'AA*U.

Et de méme
B*B = U'A*AU.

Or AA* = A* A il enrésulte que BB* = B*B. Ceci prouve qu'il suffira
d'avoir vérifié dans un systéme particulier de coordonnées que les
matrices des opérateurs A et A* sont permutables pour étre sirs qu'elles
le seront dans tout systéme de coordonnées, c'est-a-dire que les opéra-
teurs A et A* seront permutables, donc A et A* seront normaux. Nous
avons signalé que les matrices diagonales sont des cas particuliers de
matrices normales; montrons que toute matrice normale a pour réduite
de Schur une matrice diagonale, ce qui revient a dire que dans la
géométrie  unitaire toute matrice normale est équivalente a une
matrice diagonale. Une matrice normale, ayant pour réduite de Schur
une matrice normale, il nous suffit d'établir qu'une matrice, qui a la
forme canonique de Schur et qui est normale, est nécessairement
diagonale. :

Soit en effet A = |ax |la matrice considérée; nous avons par hypo-
these (forme canonique)

ax= O pour k > i.
Son associée est
At=laul;

nous avons donc

n

-] _—

AA' = Za”a;‘; I

=

et !

L3

ey

=l

ATA =
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Exprimons que la matrice A est normale; nous obtenons

h

H
Za;ya“zzaﬁ-a” pour  {, k=1,2, ..., A,

= =N

L] R
Dans le cas particulier OUEalF;E&;EL—L%H;Wl? se réduit a
n n

- 5 -
Za;; ij == Z“’”“ﬂ’
=1 =

soit

i n
.
en tenant compte des termgﬁﬂ‘l‘éifd?_kﬁﬁé‘m’ce A.
La somme des carrés de§ odules’dés éléments de la ligne i ou de la
colonne i situés au-dessous de la diagonale principale est la méme.
Faisons d'abord i égal a i; il vient

L
a
fau lr= X lanls,

=1

"
Dlaini=o;
=t

duy=dy=,., =ty =1,

c'est-a-dire

ce qui entraine

Tous les éléments de la premiére colonne, situés sous la diagonale prin-
cipale sont nuls. Si donc, au lieu de donner & i la valeur i, nous lui
donnons une valeur supérieure a i, nous avons

i n
ZI ay | =Z[ @ lt
j=2 =t

En particulier, pour 4 = 2, nous obtenons

"
las t= 3 lazs i,
i=%

c'est-a-dire
L)
E] apt=0;
=1

a;p = ap =°*°*+ =a;, =0.

cequi entraine
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Tous les éléments de la deuxiéme colonne, situés sous la diagonale prin-
cipale sont nuls. Si donc, au lieu de donner a i la valeur 2, rious lui
donnons une valeur supérieure a 2, nous avons

i n
Yilaylr=Ylap.
= =t

En particulier, pour i =3, .... Il est clair, qu'en opérant ainsi de
proche en proche, nous démontrerons que tous les termes situés sous la
diagonale principale sont nuls; or, par hypothése, ceux situés au-dessus
de la diagonale principal e le sont également; il en résulte quelamatrice A
présente bien la forme diagonale. Nous pouvons dire, en abrégé, que
les matrices diagonales sont des normales réduites.

La proposition précédente nous permet d'affirmer qu'i7 existe bien
des matrices qui ne sont pas normales; il suffit d'envisager une matrice
de Schur ayant des termes non nuls au-dessous de sa diagonale princi-

pale; par exemple,
LI}
A= | 1
1 0

Vérifions, comme exercice, que cette matrice n'est pas normale; a cet
effet cherchons son associée; c'est

o 1
A= .
LU ]

Et nous constatons bien que les deux matrices AA* et A* A ne sont
pas égales puisque

4. Indiquons quelques propriétés évidentes des matrices équivalentes
en géométrie unitaire, dont nous avons déja rencontré les analogues a
I'occasion des matrices équivalentes en géométrie homogene linéaire
(voir Ghap. I'l , 811).

Deux matrices A et B sont équivalentes dans la géométrie unitaire s'il
est possible de trouver une matrice uriitaire U telle que

B=UT'AU.

Si deux matrices sont éguivalentes, elles e demeurent aprés une trans-
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formationunitaireV ; en effet,

V-i BV =VTUT AWV =V Ut VAW LY ;
soit
(VIBV) = [V'UV] H(VAV)[VUV];
or lamatrice V'*'UV, produit de trois matrices unitaires, est unitaire;
ce qui démontre laproposition.

L'ensemble des matrices équivalentes a une matrice A, forme une
classe de matrices équivalentes dans la géométrie unitaire, car deux
matrices quelconques de I'ensemble sont équivalentes; nous avons par
hypothese

B
C

UAU, sit A=UBUY,
VIAV:

d'ou il résulte que
C=V'UBUV=[U V] 'B[U'V];

etil suffit de remarquer alors que la matrice U™'V est unitaire. |1 est
auss évident qu'une matrice équivalente & une matrice de la classe
appartient a la classe.

Nous pouvons encore dire qu'une classe de matrices équivalentes est
constituée par I'ensemble des matrices représentant un méme opéra-
teur linéaire dans tous les systémes normaux de coordonnées. Si deux
matrices A et B sont équivalentes, elles auront une méme matrice réduite
de Schur et réciproquement. En particulier, si deux matrices normales
A et B sont équivalentes, elles auront une méme matrice diagonale
réduite de Schur et réciproguement; mais les éléments de la diagonale
de la matrice de Schur sont les valeurs caractéristiques, donc deux
matrices normales équivalentes ont méme valeurs caractéristiques. Nous
allons montrer que, réciproquement, deux matrices normales A et B
ayant mémes valeurs caractéristigues sont équivalentes dans le
groupe unitaire. En effet, leurs matrices réduites de Schur sont des
matrices diagonales ayant mémes ééments a I'ordre prés, il nous
suffit donc de prouver que par une (ou plusieurs) transformation
unitaire, nous pouvons permuter, de telle fagon que nous le désirons,
les éléments d'une matrice diagonale.

En opérant de proche en proche, comme on le fait par exemple en
arithmétique pour démontrer que le produit de plusieurs nombres est
commutatif, nous sommes ramenés a démontrer que par une transfor-
mation unitaire il est possible de permuter deux ééments consécutifs
de la diagonale principale d'une matrice diagonale; prénons les deux
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premiers éléments, pour fixer les idées, et montrons donc que les deux
matrices

W oo o o y o 0 0 °

o A 0 0 A 0 0 D

A= o A3 o el B = 0 Az O o
00 0 i [ [ TR T ¥ [

s

0 0 0 0 ... Ay B0 0@ ... hn

sont équivalentes dans le groupe unitaire. Démontrons qu'il existe une
matrice de permutation P transformant la matrice A en la matrice B."
Nous designons, sous lenom de « matrice de permutation », une matrice
qui a dans chaque ligne et dans chague colonne un éément non nul
et un seul, cet élément étant égal a i; les matrices de permutation
vérifient

PP'=I,

car I'élément général de la matrice produit est

, ik
HELE
i

et puisque dans une colonne il n'y a qu'un éément non nul, an et au
ne pourront étre simultanément non nuls que si i' = k;; dans ce cas, cela
ne sera réalisé que pour un nombre /, leur donnant & tous deux la
valeur i; soit
Eaydan= d.
Delarelation

PP‘: [
nous déduisons

PP* =3,

puisque la matrice P' et réelle, c'est dire P="P; les opérateurs de
permutation sont donc des cas particuliers des opérateurs unitaires.

Envisageons alors

4 [ 0 0

L o o0

2 o 0=
=

LERENE I |

=]

1]

-

nous voyons que
Pl
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ce qui entraine
P=P';

nous obtenons alors successivement

[} ).| [} 1] I ]
hs oo 5
APt [} ).,1 n 0
I =
[t} 0y 0
n " o 0 )”
s 0 0 0 o
v A o o o
pap—1 =i © P © ° fon
R TR T M
Hh b a0 Ay

C. @ F. D

Donc si A. et B normales ont méme spectre, leurs réduites Ut AU
et V!BV sont équivalentes par une matrice de permutation (donc
unitaire)

U-'AU=PV-BVP,
soit
A=UpPviBVPrUt=(VPIULY'B (VPIUY);

d'ou il résulte que les matrices A et B sont équivalentes dans la géo-
métrie  unitaire.
CONCLUSION. — Le spectre d'une matrice normale est un systéme

complet d' invariants par rapport au groupe unitaire, qui caractérise
la classe de cette matrice dans le groupe unitaire.

5. Résolvantes des matrices normales. Spectre. Solutions propres. —
Nous avons montré qu'une méme substitution linéaire réduit la matrice
A et sa résolvante A = (A— A) ' a leurs formes canoniques; nous
allons donc prendrelamatrice A sous sa forme normale qui est diagonale,
soit

A =1|d,A |lles nombres X- étant lesvaleurs propres;
ment
A-A= Il)\_)\iaik Il
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dy=(— Ayt =24

---A.u

Réciproguement, si dix présente cette forme, la matrice A est diagonale
donc normale réduite.

Larésolvante A a les pbles simplesh = A; il est clair que cette pro-
position se conserve par toute transformation unitaire déterminée par
une matrice U, autrement dit U™, U a aussi tous ses poles simples.
Par conséquent, si la matrice A a une résolvante a poles simples, il en
est de méme de la matrice U *' A U. Finalement, nous voyons que toutes
les matrices normales ont des résolvantes a péles simples.

Plusieurs valeurs  du spectre peuvent étre confondues; désignons

par A, A, ..., A® les valeurs propres distinctes, ayant respective-
ment pour ordre de multiplicité s, s, ..., ) et considérons |'équa-
tion

(i) (A —A)X = o,

relative a une matrice A normale. Nous savons que cetlte équation
présente des solutions X non nulles; nous allons voir que dans le cas
des matrices normales elle présente § solutions linéairement Uidé-
pendantes, § désignant I'ordre de multiplicité de la racine caractéris-
tiqgue A Y Nous pouvons toujours supposer la matrice A sous forme
canonique, ce qui revient simplement a choisir convenablement le
systeme de coordonnées avec lequel nous allons opérer. L'équation
précédente devient alors

|10.2) =8, || X=0,
ce qui résume symboliquement |le systéme d'équations
2 AMi) — A))x, =opouri =12, ...,n.

Pour les valeurs de i correspondant & ,, =A") nous aurons xi = 0; pour
les valeurs de i correspondanta ,- = X {7, nous aurons x{ arbitraire; or
ces derniéres valeurs x-; sont au nombre de 5. Les solutions du systéme
d'équations (2) dépendent donc bien de s constantes arbitraires; ce
systtme présente § solutions éémentaires linéairement indépen-
dantes® Xj*, X, ..., X}, dont les coordonnées se trouvent dans les
colonnes du tableau suivant :

X¢,OXP, X, L, X,
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coordonnées correspondant :

Aux indices i pour lesquels &; 722 A1

indices i pour lesquels ;3£ a4 :

1] 0 L] e o
0 [ 0 i [H]

Il et clair que ces solutions sont linéairement indépendantes, et que
I'ensemble de toutes les solutions obtenues de la méme maniére en
donnant successvement a j les valeurs 1,2, ...,p sont linéairement
indépendantes.

Nous voyons donc que, pour une matrice normale, a un nombre
quelconque de valeurs propres distinctes ou non correspond le méme
nombre de solutions propres linéairement indépendantes.

Toutes les propriétés précédentes relatives aux matrices normales,
sappliquent en particulier aux matrices her mitiennes, dont nous ferons
une étude détaillée dans le prochain chapitre, et dles expliquent les
propriétés particuliéres de ces matrices.

6. Normes matricielles d'une matrice quelconque. — Introduites par
Schur, les normes matricielles différencient encore les matrices normales
des matrices non normales.

Nous avons désigné par norme d'un vecteur X (matrice a une seule

colonne) I'expression
X*X = | XA

Nous généralisons et appelons normes matricielles d'une matrice A,
les deux matrices A*A et AA*; la premiére est dite norme antérieure et
la seconde norme postérieure. Les deux normes d'une matrice quel-
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congue sont des matrices hertnitiennes, donc normales, puisque
(AA*)* = AA* et (A*A)* = A*A.
Si la matrice A est normale, ses deux normes sont égales ; si lamatrice A

n'est pas normale, s&s deux normes ne sont pas égales. Rappelons les
deux formules suivantes démontrées antérieurement (voir Chap. 3, § I,

n° 9),
R
N
Z LT 2o
f

2 m.i:ﬂ

A=t

3
ALK, X)= XTAA'X ~2

3

" 3

AR, X)=X"A"AX =Z

i=y

Les deux formes d'Hermite associées aux normes matricielles sont donc
définies positives.
Nous avons aussi démontré

Trace(AA* ) = Trace(A*A) =E eega |2,

cette valeur commune sappelle la trace normale (normalspur) de la
matrice A. .

La trace normale d'une matrice A étant invariante par une transfor-
mation unitaire ('), nous pouvons la calculer sur laforme réduite de
Schur || o, ||; il devient alors évident que :

Trace(;\A‘)=E[au |2 >Z|a“|= =Z| A:*  si A n'est pas normale;
L& i t

Trace{ AA") =Z |z |* =Z | oega ¥ =2 [ A [t si A est normale.
ik i t

Nous allons montrer que les deux normes AA* et A*A d'une matrice
quelconque A sont toujours équivalentes dans le' groupe unitaire;
puisque les normes sont des matrices hermitiennes, donc normales, il
nous suffit, pour cela, de prouver qu'elles ont méme spectre. Soit a
établir que les deux équations

dét(h- AA*) =0 et dét(A-A*A)

ont.mémes racines. Envisageons d'abord le cas général ou la matrice A

(1) voir Chap. 11, 8§1V,n°5,
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"n'est pas dégénérée; elle présente alors une inverse et nous avons

A+AA*A = A* A,

ce qui nous prouve que lanorme A* A et transformée de la norme AA*
par la matrice A) d'apres une propriété classique, elles ont alors méme
polyndme caractéristique,(voir Chap. 1 1,§11,n°4)

dét (A - AA%) = dét (A - A* A).

Si la matrice A est dégénérée, nous pouvons Nous ramener aisément au
cas précédent. En effet A =0 est une valeur propre isolée de la
matrice A, puisque les valeurs propres sont en nombre fini. Si nous
choisissons s quelconque, mais de module suffisasmment petit et non

nul, lamatrice
B==¢ A

'ne sera pas dégénérée; et nous aurons par conséquent
dét(A-BB*) = dét(A-B*B);

cette relation étant vérifiée quelque petit que soit €, nous obtenons, en

passant alalimite
dét (A — AA*) = dét(h — A* A).

Nous ne nous étendrons pas plus sur I'étude des matrices normales,
on pourra compléter les résultats donnés en consultant le Mémoire de
Schur (Math. Annalen, t. 66, 1909).

JULIA n



CHAPITRE 1V,

ETUDE PARTICULIERE DES MATRICES ET OPERATEURS HERMITIENS.

. - REDUCTION.

1. Les matrices hermi tiennes sont les matrices égales a leur associée,
soit A = A* ; nous avons donc

AA* = A*A = A*,
Lamatrice A est aussi hermitienne puisque (AA*)* = AA*.

Soectre. — En remarquant que toute matrice équivalente .dans le
groupe unitaire a une matrice hermitienne est aussi une matrice hermi-
tienne, nous avons démontré que la matrice réduite de Schur d'une
matrice hermitienne est diagonale et a tous ses termes réels et réci-
proquement. Nous pouvons dire que les matrices hermitiennes sont les
matrices normales a spectre réel.

Espaces propres. — Soient donc A" A? A® les racines
distinctes de I'équation caractéristique de |'opérateur hermitien A; elles
sont réelles et ont respectivement comme ordre de multiplicité s,

S, ... S L'équation
(X(Ir-A)X =0

définit un espace vectoriel EY & § dimensions, ainsi que nous I'avons
montré dans le Chapitre précédent. Il est clair que ces espaces E(V,
E®, ..., E® sont invariants par |'opérateur A. Montrons que ces
espaces sont deux a deux orthogonaux] soient en effet un vecteur X'
de 'espace E? et un vecteur X" de I'espace E® ; nous avons

A7 —A)X'=o,
)»‘“-A)X"=0,,

.
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ce qui peut sécrire '
AX' = NAX/,
AX' = MbX",

Multiplions scalairement a droite la premiere de ces relations par X" et
a gauche la seconde par X '; retranchons. Il vient

(AX, X7) — (X', AX") = [F7 — am]( X", X*).

L'opérateur A étant hermitien le premier membre est nul {voir n° 8,

§1, Chap. I11). 1l enrésulte; puisque A/ = a1 réel est différent de A”,

que
(X', X") =o.

Les sous-espaces propres sont donc deux a deux orthogonaux ; en parti-
culier ils sont digoints. Puisque la somme de leurs nombres de dimen-
SIONSS, +- 5, + - +5,-** ¢+ § est égalean, ils.forment donc unedécomposition

de I'espace
=P E=EY+E®@+, . +EP,

Les sous-espaces étant orthogonaux nous pouvons adapter a cette
décomposition de I'espace un systéme de coordonnées normal formé par
la réunion de systemes de coordonnées normaux quelconques de chagque
sous-espace.

Les sous-espaces étant invariants, la matrice réduite de A se réduit a
une suite de p matrices situées le long de sa diagonale principale, ayant
respectivement pour ordre s, S, ..., S, et représentant |'opérateur
induit par A dans le sous-espace correspondant. Or, dans le sous-

espace EV), nous avons )
AX = MOX,

Il en résulte que I'opérateur induit A, se réduit a un opérateur scalaire
de multiplication

M o o

o A o

o o e |,
[ 0 o ve. Al

quel que soit le systeme de coordonnées normal choisi dans (i)
Finalement, relativement a un systeme de coordonnées normal quel-
congue adapté a la décomposition de I'espace E en les sous-espaces Ei),,
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I'opérateur hermitien A posséde la matrice réduite

11 Lt ] pes D
0 o ... @
n 0 A
]
lg ] n -
o k ... B
o .. . O
o 6 ... e

Nous avons donc un certain arbitraire dans le choix du systeme d'axes
donnant la forme réduite. Toutefois, si les racines caractéristiques étaient
simples, les axes de coordonnées seraient imposés (a une permutation
pres).

Par définition, I'équation

AX =eX,
définit le sous-espace E(x) propre a a; si a n'est pas une valeur caracté-
ristique le sous-espace propre correspondant est vide; o en est une
valeur caractéristique A, le sous-espace propre correspondant est non

vide et n'est autre que le sous-espace E”.

2. Envisageons la forme d'Hermite associée a la matrice A; elle
s'écrit
Ll
A, X)=X*AK = Z T TR

k=1

Si nous effectuons le changement d'axes unitaire défini par la matrice

unitaire U
- X=UE,
laforme d'Hermite devient :

X*AX =E'U*AUZE.
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Elle correspond donc dans les nouveaux axesala matrice
' U* AU =U* - AU.
Choisissons pour U la transformation unitaire ramenant la matrice A a

sa forme canonique ||4.8, ||; 1a forme d'Hermite associée sera également
ramenée a sa forme canonique

!

T

»
fais

Etant donnéun opérateur hermitien A, nouspouvonsdonctoujoursle
rapporter a des axes de coordonnées normales a {axes principaux)
tels que, pour X =z, e, .. .~ Tnep, on ait simultanément

i
A(X,X) = N,

=1

(X;K)=iiix;:

=1

les A, sont les valeurs propres de |'opérateur A; les vecteurs coordonnés
sont les vecteurs propres de |'opérateur .
Désignons par X; la projection orthogonale du vecteur X sur le sous-
espace E et posons
E(X) = (X,X).
On a par exemple
Xi=2e1+. ..+ 58,

Eyn(X) =Z1F e 5,_1.1:3‘ ={X,, Xy).
Il r ésulte de cettedéfinition que nous avons
(X, X)= 3 Ea(X),
-3
ACX, X) =Y aEa(X),
*

formules dans lesquelles a prend successivement les valeurs A7,
A%, ..., A7, ou bien encore ol a prend toutes les valeurs en faisant
laconvention

EyiX)=o0 si o est différent de tous les M,
Eo(X) = Ew(X)  si est &gal AL,


file:////hau
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Considérons les projections orthogonales X1, X2, ..., Xp, d'un vec-
teur X sur les sousespaces E®, E@, ..., EP; X,: sera obtenu a
partir de X par un opérateur E; de projection tel que

Xi = E,X

Ces opérateurs g sont en méme nombre que les valeurs ceiractéris—b
tiques distinctes; dans le systeme canonique de coordonnées |'opérateur
E; posséde la matrice E; ’

1] 1] 1]
L [}
E; = L] I [+]
o 1
o n 0

dite matrice de projection (Einzelmatrix des Allemands). Elle se
déduit de la matrice unité en né conservant que les termes des lignes et
‘colonnes conduisant dans la matrice réduite de A, a la valeur carac-
téristique A”") dans la diagonale principale, les autres termes étant
remplacés par zéro. Nous avons évidemment les deux relations matri-
cielles suivantes :
1 =2 Em
-3

A =2 o E“.'
x

LesiE; n'admettent évidemment que les valeurs propreso et i. Et il est
clair que E} = E;, Nous verrons que la réciproque est vraie.

3. Ttfut opérateur de projection sur un sous-espace quelconque E
est un opérateur hermitien. Décomposons, en effet, I'espace E en deux
sous-espaces complémentaires E= et E® orthogonaux, un vecteur deE
sera la somme de deux vecteurs appartenant chacun a I'un des sous-
espaces

X = Xi-+-X, avec Xi =E. X,
Y :Y1+y2, avec Y -E,Y.
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Nous avons

(Xi, V)= (X, Yo+ Yo)= (X4, Y) +(Xy, Yo} = (Xa, Yi)

et de méme

(X, Yo)=(Xs + Xy, YO)=(Xy, Y1) (Xy, Yi)=(Xy, Y},
d'ou
{Xi, Y)=(X, Y1}
Soit '
(EX, Y) = (X, E.Y),
relation qui, veérifiée pour X et Y quelconque, caractérise un opérateur
hermitien. D'autre part X*E* X est lecarrédelalongueur du vecteur X <,
Désignons par E, |'opérateur de projection faisant passer de E &8 E‘?,
autrement dit 1 —E,, (X,= ExX donneX==E; X + E;X, Cest-&
direE; =1 — E;. Les sous-espaces E et E‘z) étant orthogonaux nous

avons
EiE> = 0

et de méme E,E; = 0 qui pourrait se déduire de la premiérerelationen
prenant son associée et en remarquant qu'un opérateur hermitien est
égal a son associé. Les opérateurs E; et E, sont dits indépendants.
Cette relation peut encore sécrire
Ei(i-E1) =0

ou bien ....

E]_ = E,
de méme

E,=E.
Si un espace est décomposé en p espaces deux & deux orthogonaux E®,
E®), .., E®, les opérateurs de projection correspondants étant E.,,
E,, ..., E nous aurons

X =EX+EX+...+ EpX,

et |'on vérifie aisément
E|EJ = E|.

Montrons que, réciproguement, si un opérateur hermitien E; satis-
fait & E = E; cest un opérateur de projection.

En effet |'opérateur 'E, = 1 — E,4 est aussi hermitien et satisfait a la
méme relation, car

E=(1—E)=1-2E,+E=1-E =E,
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D'autre part, nous avons

§1ES=E1(|_E.1)=E1-—E?=0'

Les deux opérateurs E, et E; sont donc indépendants. De plus, puisque
i=Eq-+-E,
tout vecteur X est décomposé en une somme de deux vecteurs
X=E1X + EpX,
appartenant aux deux Sous-espaces

EY= EX pour X arbitraire,
E@=E,y pourY arbitraire.

Ces deux sous-espaces sont orthogonaux (donc disjoints), car
(E.X,EtY) = (X{E1EpY),

puisque E; esthermitien et cette expression est nulle en vertu de la rela-
tion E1E, = o.

La décomposition X = E;X + E,X comprend donc un vecteur E;, X
dans un sous-éspace E* et un vecteur E,X orthogonal & ce sous-espace;
E*X est donc la projection orthogonale de X sur E*; E; est bien un
opérateur de projection.

Plus généralement, si les opérateurs hermitiens E;, E,, ..., Ep, sont
indépendants, c'est-a-dire tels que E, E;E, et EE; =0 si i J, ils
définissent des multiplicités E" = E;X deux & deux orthogonales; si de
plus ces multiplicités permettent d'engendrer tout I'espace, c'est-a-dire
s E=E® + E@ +. -+-EM™. nous aurons

X=EX+EX+...+E;X,

et I'opérateur E; définira la projection orthogonale de I'espace E sur le
sous-espace EY. .

En résumé, toute forme, matrice ou opérateur d H ermite A fait
correspondre aux nombres réels a, des opérateurs, formes ou matrices
de projection Ey, indépendants, tels que

1=z Eg,
&

A=Zuﬂ,.
-3
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les E, n'éant différents de z&ro que pour un nombre fini de valeurs
de a qui sont les valeurs caractéristiques ;de A. '
Faisons maintenant une remarque importante. Considérons la rela-

tion o
A:ZaEa
-

et élevons-la au carré; du fait que les opérateurs E_ sont indépendants,
il vientimmédiatement
' At =2 % E,
-3

Nous pouvons multiplier maintenant cette seconde relation par la
premiére et ainsi de suite. De proche en proche, nous arrivons ainsi a

larelation générale
Ak =E ah Ea.
&

Autrement dit les différentes puissances d'une matrice hermitienne
donnent naissance aux mémes matrices de projection et ont pour
valeurs caractéristiques les puissances des valeurs caractéristiques de la
premiére. '

Généralisons de nouveau : envisageons un polyndéme en A & coeffi-
cients réels, soit f(A) '

Cf(A)=Col +Ci A -+-.. ¢, AN
Nous aurons

flA)= coz Eo+ c,zaE,+;..+ .:,.Zama,
[ 3

. * =*£
soit

J(A) =3 f(5)Ea.

L'opérateur hermitien f(A), (/ polyndme) donne donc naissance
aux mémes matrices de projection que A; ses valeurs caractéristiques
sont f (1), si nous désignons par A, les valeurs caractéristiques de A.

4. Valeurs de la forme attachée a un opérateur hermitien A. — Con-
sidérons la forme-A (X, X) attachée al'opérateur A

AX, X\)=X*AX = AT &L
2
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Nous avons vu qu'il est possible deprendr e desaxes de coordonnéese
(axes principaux) tels quelaformeseréduise a.

fn
A(X, ?‘)=E7~r3::-‘=a,

(=1

ou xi sont les nouvelles coordonnées du vecteur - X, définies par la
relation vectorielle :

X=Xp€ +Xp€ - . .+ Xp €,

€ €, ..., e, formant un systéme de vecteurs or thonor maux.

Nous nous proposons de chercher le domaine décrit dans le plan
complexe par la valeur de la fonction A (X, X) du vecteur X, lorsque
celui-ci varie d'une fagon quelcongque.

Tousles 4, étant réels, il est évident que A (X, X) seratoujours réd-.
S nous supposons maintenant que toutes les valeurs spectrales li sont
positives, donc supérieures & un nombre positif A, il en résulte que

]

"
A(X, x)=21;},x,> 12&&;: ATX

=t =l

autrement dit laforme A est toujours positive sauf pour X = o, auquel
cas elle est nulle. Nous dirons alors que la forme d'Hermite et définie
positive. Si, en particulier, nous astreignons le vecteur X a la condi-
tion | X | = I, nous aurons

A (X, X)>A>o.

Supposons que tous les & soient positifs ou nuls, l'un d'entre eux
au moins éant nul. Désignons par A"=0 l'ensemble des valeurs
propres nulles, il vient

n n
A(X, X) =Zx,é,x,> ).2 Zixy
=i (=]

en d&agnant par X un nombre inférieur & tous les A, non nuls et par
une somme étenduea tous lesindices i compris entrei et net ne corres
pondant pas a une valeur caractéristique nulle. 1l et clair alors que la
forme A est positive ou nulle; elle est nulle dans le cas, et seulement
dans le cas, ol le vecteur X est choisi dans la multiplicité E®.
Remar quons principalement que cette forme prend des valeurs nulles
pour des vecteurs non nuls; elle et dite définie non négative.
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Nous pourrions définir de méme des formes d'Hermite définies néga-
tives et des formes d'Hermite définies non positives. ,

Etudions, plus généralement le domaine décrit par une forme
d'Hermite A (X, X) quelconque, lorsgue nous astreignons le vecteur X
a la condition | X | = I. Nous avons

n a
A(X, X) _—_EA.E.z,=2mz, .
=t i1
Soit A la plus petite valeur caractéristique et A la plus grande. Les
points représentatifs des nombres A, sont distribués sur le segment (A,A)
extrémités comprises; s nous les affectons des masses positives |x;|?
correspondantes, le centre de gravité de ce systéme a pour abscisse

AKX, X) = ¥ d |1t

=i

n
2!3"# [F=1.
=1

11 en résulte que le point représentant la valeur dela forme A (X, X)
décrit le segment (A, A) lorsque X varie arbitrairement sur la
sphére IX | =1:

puisque

AA(X, X) A

Le nombre X, minimum absolu de la forme, est atteint pour X —e,
s, & = - et le nombre A, maximum absolu de la forme pour X = ¢,
si A = Le domaine décrit par la forme es donc le plus petit segment
qui contient le spectre. Dans la suite, nous généraliser_ons ce résultat.

5. Applications. — A étant une matrice hermitienne, les valeurs
propres de A% sont égales aux carrés de celles de A. 1l en résulte que la
forme A? est toujours définie non négative. Nous pouvons méme dire
gue : la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A ne soit
pas dégénérée est que la forme A? soit définie positive (1). La réci-
proque peut encore sexprimer de la fagon suivante :

Toute matrice d'Hermite A non négative est le carré d'une matrice
d'Hermite B. En effet, ramenons A ala forme diagonale '

A=]143,1[;

(1) Cette propriété sétend aux matrices infinies (Toplitz).
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tous les li sont positifs ou nuls. Posons alors

B=Iﬁx alkl;

B est une forme d'Hermite et il est évident que A = B2.

Si laforme A? est définie positive, la matrice A n'est pas dégénérée et
par conséquent la matrice A™ existe; ses valeurs propres étant %7 il en
résulte que la matrice A est définie positive ou définie négative en
méme temps que la matrice A.

6. Nous avons déja montré que la condition nécessaire et suffisante
pour que le produit AB de deux matrices hermitiennes A et B soit
hermitien et que ces deux matrices soient permutables, c'est-a-dire

que Ton ait
AB = BA.

La condition nécessaire et suffisante pour quiil en soit ains est
que A et B soient réductibles & la forme diagonale par la méme
substitution  unitaire U, autrement dit que les formes d'Hermite
A (X, X) et B(X, X) aient méme axes principaux.

Lacondition est suffisante. En effet, il nous suffit de vérifier que les
matrices sont permutables dans un systeme particulier de coordonnées;
nous choisirons évidemment le systéme de coordonnées par rapport
auquel les matrices prennent toutes deux la forme diagonale. Deux
matrices diagonales étant toujours permutables, la proposition est
établie.

La condition est nécessaire. Supposons donc que nous ayons (dans
un systeme quelconque de coordonnées )

AB = BA

et supposons que, par un changement convenable de coordonnées, nous
ayons ramené la matrice A a la forme diagonale (1) A=]8uk]. La
matrice B prendra alors la forme B =||bic|. En écrivant que ces deux

(") Cette forme diagonale se compose de la successon, le long de la diagonale princi-
pale, des matrices A,, ..., A, correspondant aux valeurs caractéristiques distinctes
2. ..,, A" de A. On a ’ :

A oo . »

W,
A, = o . ° 5

] . D Al
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matrices sont permutables, il vient

Aibik= btk*h
bils(A’i_ }\'k) =0.

Si A, A, cette relation entraine b;,=0. Considérons donc les valeurs
caractéristiques distinctes A”, A?”, ..., A auxquelles correspondent
les multiplicités E®, E@, . . ., EP. Les éléments by seront donc nuls
lorsquelesindicesi etk correspondront a deux multiplicités différentes.
Il en résulte que la matrice B se décompose en une succession de p
matrices partielles d'ordres s;, S, ..., Sp, en désignant par ces nombres
les ordres de multiplicité des valeurs caractéristiquesi”’. c'est-a-dire
les nombres de dimensions des sous-espaces EW. E@, ..., EP, les
matrices B; correspondant, lignes pour lignes et colonnes pour colonnes,
aux matrices A; de la réduite A

soit

By

»

Les matrices partielles B; B, ..., B, sont hermitiennes comme B; or
nous savons que la matrice A conservera la forme canonique si nous
effectuons dans chacun des sous-espaces E(", E?, ..., E® un change
ment unitaire quelconque de coordonnées. Nous choisirons donc les
axes de coordonnées situés dans le sous-espace E™ tels que la matrice
hermitienne B; se réduise a la forme diagonale; et nous ferons de
méme pour les autres sous-espaces. Finalement nous sommes parvenus
a réduire simultanément a la forme diagonale les deux matrices hermi-
tiennes permutables : le théoréme est démontré.

Ce théoréme peut sétendre & un nombre quelconque fini ou & une
infinit¢  d'opérateurs

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre fini ou
une infinité d'opérateurs (ou matrices) d'Hermite soient deux a deux
permutables est qu'une méme substitution unitaire les réduise tous a
la forme diogonale (1)

(1) Voir WEYL, Chap. |, § 5.
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7. Décomposition spectrale d'un opérateur hermitien A. — Nous
exposerons celte question sur les opérateurs ou les formes d'Hermite,
les notations étant plus simples. Hilbert, puis Hellinger ont employé
une méthode de réduction, qui a permis d'en faire |'extension & des
classes trés générales d'opérateurs hermitiens de |'espace a une infinité
de dimensions, ou le spectre présente une infinité de valeurs qui ne
sont pas nécessairement discontinues.

" Considérons un opérateur A et s valeurs propres distinctes rangées
par ordre croissant A'” <A1 < ... <A™ dont les ordres respectifs
sont S, s, ..., s. Nous avons fait correspondre a chague nombre
réel et. un sous-espace E'® formé par les vecteurs X satisfaisant &
(a— A)X =o0 et un opérateur hermitien E, définissant la projection
orthogonale sur le sous-espace E®. Rappelons que si o n'est pas égal &
une valeur caractéristique. E_ est nul, tandis que si a est égal & une
valeur caractéristique, E_ n'est pas nul, et que nous avons les relations
EE=E,

E,Ez=0 s a R,
la premiére relation exprimant que les opérateurs sont des opérateurs de
projection, la seconde qu'ils sont indépendants.

Hilbert introduit un opérateur (ou matrice) dépendant d'un para-
metre X, defini par la relation suivante :

E(J.)=2E“.
| 5 Y

Per conséquent, lorsque A varie, I'opérateur E(}) prend les valeurs
ASHY, E(A) =o,
M g M, E(l)= E;i,

Ml agad,  E(h)= Eyur By,
Apl e}, E(¥) = Eyto-+ Eyto+.. .+ Eyp=1.

Parallélement nous introduirons
AR =E & Eq.
&<k

AN, A(M) =,
MILALAN,  A(D)= MIEym,
MO AEAB, AN = AN By - MO By,

L IEEEEEE 1y YR L N N T ey

el A(l) = llﬂElm-‘i- Alth Eunj-h.’. Lo MFIEN”_I= A,

Soit
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S les valeurs caracterlsthues formalent un spectre contlnu I_es
fexprnuons E()) et A()) varieraient continGiment. ’
Donnons quelques propriétés des opérateurs E(x)

a. INOUS avons TryvTAL L FILE
E(AE(Q) =E(2),

car le premier membre s écrit _
(ZEG)(EEG)-T-EEB,
a<a &<k T

en exprimant que les E_ sont des opérateurs de projection indé-
pendants.

b. 8id < p, nous avons
E(A)E(u)=E(r)E(M) = E(3),
car dans ces conditions

E(u)=E(})+ 3 Eq
pt e

EMME(p)=EMER) +E() Eq.
et E(ME(p)=E(XE()+E(}) E,.
Zacp

E(V)E() =E(X)

Or, d'aprés la propriété a,
E(MEQ)=E(M)

EA) D, Bx}=o.

(&%)

et, d'aprés I'indépendanc E(l)( E E,)-—-o.
153([1- I

Nous établirions de la merFledie L= ELA).
E(p)B(a) = E{A).

Ces daix nronriétés nalivent se réslimer dans la relation su|vante :
Siigp,
E(3) E(p) = E(p) E() = E(1).

c. Si 4 tend vers — oo, E{}) tend vers zéro (dans le cas particulier
étudié la limite étant déja atteinte pour Att},

" d. Si>. tend vers 4, E(3) tend vers un (dans le cas partlculler
étudié la limite étant dga artteinte pour At
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Si une famil]e d'opérateurs hermitiens jouit de - ces propriétés elle est
dite une décomposition de I'unité. 1l résulte de cette définition' que : a
un opérateur hermitien A correspond une décomposition de I'unité qui
permet  dexprimer A (A).

§i'%.<p, nous poserons

E(p)—LE(}) = AE()) = A B,

a désignant I'intervalle défini par A<« < . La notation ab représen
tant la partie commune aux deux intervalles a et b, nous avons

AE(R) > 4,B(2) = auE(1),

comme on peut sen assurer immédiatement en s'appuyant sur les pro
priétés des opérateurs By : opérateurs de projection indépendants. En
particulier, si les intervalles a et b sont disjoints ou contigus, la relation
précédente devient :

AJE(A )< & E{X)=0,  (Refation d'indépendunce,)

Si a se réduit 345 on a 4,1n = E, . Partout ailleurs 4, = o.

Hellinger, dans le Journal de Crelle (t. 136) a généralisé ces notions
et introduit des solutions propres différentielles.

8. Avant de poursuivre, nous allons maintenant rappeler rapidement
guelques notions relatives a I'intégrale de Sielljes (1).

Considérons deux fonctions f et g définies dans un intervalle af3,
f continue et g a variation bornée. Divisons cet intervalle en intervalles
partiels; désignons par &;g la variation de la fonction g dans le i"*™
intervalle et par ; un point de cet intervalle. Formons alors la somme

Ef Mg

étendue a tous les intervalles partiels. On démontre que lorsque le
"nombre des intervalles partiels augmente indéfiniment, leur longueur
tendant vers zéro, cette somme tend vers une limite indépendante du
choix des intervalles partiels, que I'on appelle intégrale de Stieltjes et
que |'on désigne.par la notation
3
ffdg. _
[

(') Voir STIELTJES, Annales de Toulouse, 18%, 18%»
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Envisageons maintenant une distribution m( A ) de masses réparties
sur Taxe réel; soit une fonctionf/(1) continue. D'apres la définition de
I'intégrale de Stieltjes, nous aurons

E
S Fxydm = tim (2 A

en désignant par A,m la masse répartie sur le i'*™ intervalle partiel et
par A; un point de cet intervalle. Dans le cas particulier ou la distribution
de masses a une dérivée (ou densité) en chague point, I'intégrale. de
Stieltjes se raméne a une intégrale ordinaire

B 3 -
f Fdm =f f().)% .

Mais l'intégrale de Stieltjes peut aussi exister sans que la distribution
de masses présente une densité; par exemple, supposons que la masse
soit concentrée aux points A ', A '.... 1 % et désignons par nu la
masse située au point A “ nous aurons alors Fintégrale sous forme d'une
somme de termes en nombre fini

f
[ rodm=Fsiem,
& i

9. Ce dernier exemple se rencontre en particulier dans le spectre
discontinu que nous sommes en train d'étudier; les intégrales que nous
allons écrire porteront sur des matrices,. mais nous pouvons les consi-
dérer comme un langage symbolique indiquant les opérations a effectuer
sur chaque ternie des matrices. Nous aurons

R E() =0,

si le i" intervalle partiel ne contient pas de points du spectre;
A;E().) = E}_’

si le "™ intervalle partiel contient le point A, du spectre.

Par conséquent, les relations .
i =2E,
A = XE,

obtenues précédemment, peuvent s'écrire

i#f*’d;ls(x_) = lim[ 24, E(})],

JULLA
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les a; décomposition arbitraire de (-—co. o)

A=f_“1d;£(z).

Cette forme intégrale est surtout intéressante parce qu'elle permet la
généralisation de ces résultats.

Nous pouvons opérer sur lesformes associées aux opérateurs ou aux
matrices, au lieu d'opérer sur des matrices, ce qui donnera lieu a des
égalités entre nombres (et non entre opérateurs) et a de’ véritables
intégrales de Stieltjes(el non a des intégrales symboliques). Nous avons

E(3, X, X) = X"E(h )X =[X, §(1)X,
AL X X = XPA(W)X =X, A()X],
E(3, X, X), e, pour chaque X, un nombre > o croissant avec .

Nous pouvons faire sur ces formes les mémes raisonnements que nous
avons faits sur les matrices. Nous obtiendrons les mémes équations et
nous aboutirons finalement aux deux relations

+x
(X,Y}:[KP: de(:&‘ X, X,

+%
AKX, x)=f A E(, X, X).
Citons encore la relation o
+n
X, A= [ 24X, B Y,

qut est équivalente A
A= f R E(Q)

ACX, X) =f+‘ld12(1, X, X).

et &

Sous cette forme intégrale, Hilbert a montré que ces formules sont
encore vraies pour les opérateurs hermitiens bornés de I'espace de
Hilbert,

En résumé, un opérateur hermitien A fait correspondre a tout inter-
valle A, un opérateur hermitien de projection AE. Pour deux intervalles
contigus A, et A,, nous aurons

' AE = A E + AE,

en désignant par A I'intervalle formé par la réurion des précédents. Si
lesintervalles A, et A, sont sans point commun nous aurons
MEME=o,
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-

I =f tﬁE,
+m

A= f % E.

10. La méthode de décomposition spectrale d'un opérateur hermitien
peut étre présentée sous une forme matricielle purement algébrique
dont nous donnerons seulement ici un apercu. (Pour le détail du calcul
voir, par exemple, WINTNER, Spektraltheorie der  unendlichen
Matrizen, p, 49-)

Suit A = jai | la matrice hermitienne envisagée, U =] u: ] la matrice
unitaire réductrice, la matrice UAU-! étant diagonale, UAU~ ={3;di|,
les }; étant los valears propres de A, Cela veut dive que si Y = AX
est un opéraleur de Vespace E,, les vecteurs £ =0X et Y=0Y
de l'espace transformd & = UE sernnt liés par l'opérateur

Y = VAU &,

€t, de pl Ljs;

Considérons laematrice E(p) =ou(p) | définie, pour tout yu réel, par
Freli ) =E E;:uj&-
i

chaque @i(p) est unc fonction discontinue de g, variant par saut
brusque lorsque g traverse les valeurs propres distinetes 3, ..., W»
de A, constanle dans P'intervalle de deux de ces valeurs propres,

On montre : 1° que, quel que soit 'ordre dans lequel les 3; sont
rangées, K{p) reste la méme; 2 que E(p), constante dans l'intervalle de
deux valeufs propres distincles est telle que

Eig)=e si @i, pluspetite valeur propre,

E{py=1 si i >> W0, plus grande valeur propre,
¢'est-d-dire E(— o) = 0, E{+®) =1, ce qui se vérifie par

+
St =f dzp{pe).

E{w) est d'ailleurs hermitienne, quel que soit p réel, et Pon vérifie que

el
“”=f proedag (.

3" On mentre enfin que
E(E(e)=E(u) B =EQ) s g
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L'ensemble des propriétés précédentes montreque E(p} possede toutes

+n i
les propriétés éudides.afix n?i@gg et quglfn aimgn
Is‘fﬂdpﬁ, A=f",;dFE

(X, A) = [ pdy (X, B(W)Y)

Oou encore

pour tout coupledevecteurs X, Y (1).
I'1. — EXTENSION AUX OPERATEURS UNITAIRES.

1. Un opérateur unitaire U est caractérisé par la relation
Uu* = U*U = 1.

En particulier, une matrice unitaire et normale; sa forme réduite et

donc diagonale, soit

U= %dnl
Nous avons alors

U = || Rl

UL = u 1125;,&“ =1.

et

Par conséquent
[%P=1  (quel que soit {).

Les valeurs propres d'une matrice unitaire ont donc pour module I,
autrement dit le spectre est tout entier situé sur le cercle unité.

Réciproguement on vérifie aussitét qu'une matricenormale, dont le
spectre est situé sur le cercle unité, est unitaire.. .

Etant donné un opérateur unitaire U, il est possible de trouver un
systéme nor mal de coordonnées tel qu'en I'adoptant I'opérateur U soit

(') On vérifie auss que la résolvante de A, cet-a-dire la matrice
' R4 1] = (h— A}

es donnée par
+=
Ragh = 7 deale
ou, en abrégé, -
h— A= k_"’:_EF.

De méme, on aura, @ éant un polyndme quelconque a coefficients régls,

o w .
?<A)=||f @-(mdc.-iw)||=f ®(p) d,E.
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ramenéalaformediagonaleU=}3; 8a[.CequeTon peut exprimer par
Ues= Mey,

g et appelé vecteur propre. Si A est une racine caractéristique
d'ordre s, il lui correspondra une multiplicité linéaire invariante E?
a § dimensions, dans laquelle nous choisirons arbitrairement s vec-
teurs coordonnés rectangulaires. Lesmultiplicités E/) sont orthogonales
autrement dit les solutions propres correspondant & deux racines carac-
téristiques distinctes sont rectangulaires;, démontrons-le directement.

Soient 4, et A, deux racines caractéristiques distinctes et X; X, les
solutions propres correspondantes. Nous avons

UX, =X Xy,
UX; = 4, X,.,
Multiplionslapremiérerelation par X, ; il vient
(UXy, X2) = 71 ( Xy, Xa).
Nous obtiendrons a partir de la seconde relation

X: =01 !\gX;,
soit
XQ = lgU—‘X;,

ou bien encore, puisque U et unitaire,

Xo = A U*Xy,
qui peut Sécrire
U*X, = 35' Xo.

En tenant compte de cette relation, |'égalité

] (UXy, Xg) = XTU X, = 5,{Xy, Xy)
devient

33" X3 Xe = Ra( Xy, Xo),
et en remarquant que A, I pour module, donc A;' == 2;,
Ra(Xi, Xa) =T (X, Xy

Or X, et ), étant différents, il en est de méme des nombres conjugués et,

par conséquent .
(X12X2) = o.

Remar quons que, dans chaque espace E® invariant par U, nous pou-
vons choisir un systéme normal arbitraire de coordonnées sans changer
la forme diagonale. Il en résulte de méme que, pour les matrices her mi-
tiennes, 1e théoréme suivant :
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La condition nécessaire et suffisante pour gu'un nombre fini ou
une infinité de matrices unitaires se réduisent par une méme substi-
tution _unitaire a la forme diagonale, est qu'elles soient deux a deux
permutables.

2. Relation de Cayley. — Il apparait donc que les matrices unitaires
et les matrices hermitiennes ont des propriétés voisines. Cela s'explique
par la relation de Cayley.

Les valeurs caractéristiques d'un opérateur hermitien sont situées sur
I'axe réel, tandis que celles d'un opérateur unitaire sont situées sur le
cercle unitaire. Or on passe de Taxe réel au cercle unité par la transfor-
mation .

s= 21
& -1
Nous alons donc essayer de former

i
1—

..I.

U:

]

i
=
!

H désignant un opérateur hermitien et nous chercherons avérifier que U
est alors un opérateur unitaire. Mais nous ne connaissons pas la division
des matrices; par conséguent nous formerons

(H =+ &y — eyt
Pour faire la démons Ira Lion nous allons choisir des axes de coordonnées
par rapport auxquels H prendra la matrice réduite
H=]4; 8.
“les h; étant tous réels, puisque H est hermitien. Nous aurons alors
H+i={hy+10 B
H—i=|{hi—i) 3|

Cette derniére matrice, n‘ayant pas de valeur caractéristique nulle,
présente une inverse

(H— i =l Bix “

. . hj—t
Leproduit
U=(H~+(H— i
est donc commutatif, puistue formé al'aide de deux matrices diagona]es,,
et a paur expression
U= |2 el
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La matrice U es done diagonale et a ss valeurs caractéristiqu&ssz—"—'.

de module | ; €elle est doncunitaire.

En résumé s la matrice H est hermitienne, la matrice
U=(H+iH— i
est unitaire. :
Réciproquement, la relation liant H et U peut se résoudre en H et
Sécrire
ll=£UTID

Nous allons montrer que si U e une matrice unitaire, cette relation
‘définit une matrice H hermitienne. En effet, nous pouvons prendre U
sous forme réduite

U=]||» 8] avec |};i=t quel que soiLj.

Nous aurons alors
LIEES ] =I|(‘&;+ 1) 5‘;*",

U—r={(—1) 8ul;

v

]l_s(U+1)(U—:)—l—" ’—"': 3,}”

Fig. 5.

) o 1-+1
Or A étant sur le cercle unité, le nombre ).:_-1 a pour argument—m/2

A , . . . .
donc 1;'_": est reel. Il en résulte que-l'operategr H, dont la matrice se

réduit a la forme diagonale, et dont les valeurs caractéristiques sont
réelles est un opérateur hermitien.
Donc, les opérateurs unitaires et hermitiens se correspondent biuni-
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voqueraent par les relations
' U H+v
R e |

H—¢
Ui

H=EE-——-

Ceci exprime le parallélisme entre les propriétés des opérateurs uni-
taires et hermitiens. Cetterelation, introduite pour la premiére fois par
Cayley, a'é&é trés utilisée par von Neumann; il I'a généralisée a |'espace
deHilbert, et cdalui a permis de traiter certains opérateurs hermitiens
non bornés en les ramenant & 'dés opérateurs unitaires bornés.

On doit a Frobénius I'extension suivante :

Si A est un opérateur normal non dégénéré, A*A~' est un opérateur
unitaire.

Cette propriété se vérifie immédiatement en prenant lamatrice A sous
formeréduite

A= " l,- 5;} H;
dans ces conditions o

A=k sl

voefh w

et alors

A‘A_1=“;‘L: BH.‘

Nous reconnaissons la forme diagonale de I'opérateur unitaire dont les
valeurs caractéristiques ont | pour module.

3. Les opérateurs unitaires infinitésimaux. — Imaginons une rota-
tion du corps des vecteurs. Dans le temps dt cette rotation transforme

le vecteur X en le vecteur X -+- dX. et nous avons-"-:?"£ = CX, C désignant

une matrice ou un opérateur. Par abréviation nous dirons que C est un
opérateur unitaire infinitésimal. Dans la transformation, les longueurs
sont conservées : autrement dit X*X. = 2z et un invariant. Cela exige

que
Z dzy a:;fEE;%% =0

k

Or, RCUS AVODS
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La condition précédente peut donc s'écrire
2 "“2 it T +2 x_lz ewLE =0,
t & i k
Soit encore, en changeant le nom d_es indices
Z (cu- -+ Eu) E; Xip=0,

L

Le premier membre de cette relation doit étre nul quel que soit le
vecteur X de composantes x, Xz, ..., Xn; pour cela il faut et il suffit
que ’
Clk +Z“=0
ou
C=—q

la matrice C doit présenter la symétrie hermitienne gauche. Elle n'est
pas hermitienne, mais lamatrice H = g I'est.. Nous aurons donc

% = (X,

S la matrice H est constante et indépendante du temps, nous en

déduirons
X(t) = 54X (0),

la matrice U (t) = e"® étant unitaire, d'aprés son sens géométrique, et
satisfaisant a la relation
Uit + &) =U{t) U
Si la matrice H n'est pas constante, nous effectuerons I'intégration de

larelation différentielle par la méthode des approximations successives,
en utilisant laforme

X(t)= X(o)+flG(t)X(x)dt.

Nous aurons
Xo (I) = X(O),

X ()= X(u}-l—f Cle)Xo () dr,

4
X: {t):X(o)+f GO Xy (1) dr,

satadEy sqnasmsaay R P
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Ce qui peut s'écrire
Xo(£)= X(0),

X,()=X(0) + X(o) "?‘cu.}dn,

Xa(6) = X(0) + X(u>f‘:‘c(mdn + x(n)ﬁjﬂ?"ﬂ(n)c(n)dn de,

&m-xm»wuqfﬂ5uam+wwurflfﬂmamunndn
+X(o)_£::z‘["f"[::’(}(:,)C(t.)C(l;)dt, de: dts,

et en posant

U;[t):[f...fC{u)C(tg...)...C(:;)C(x:]dnds,...du
(0SnSh<. Sain,

"

nous aurons, pour ternie Yéhera, \(0]2 Ul
Xn(f)= \(0)2 Uslt).

Etant donné que

il est facile de s'assvlrerudd'é(lgf'_(?ugti%g)U"wd"
X(4)=lim Xa(#) = X(0) 3 Va(e)

k=0
est bien solution du.probléme si la série U, est absolument et unifor-
mément convergente dans l'intervalle ou I'on opére, car il est alors
possible de I'intégrer terme a terme. En particulier, si dans cet inter-
- valle nous avons | G(£Y| <X ¢, il en résuite par un calcul trés facile (voir

(ﬂ)

métrique de Frobénius, Chap 1) que FUi(t)|< et, par consé-

quent que la série ZU; est absolument et unlformement convergente
dans unintervalle fini quelconque. Notons que si

V()= U{g, o)=2 Us(2),
=0

X(&)=U(n, n)X(4),
Uit = Uy, 8 U (8, 1)

ona
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4. Composante! hermitiennes d'une matrice quelconque. — Soient A
une matrice quelconque et A* son associée. Envisageons la matrice
B=A-4A"; nous avons B*=A“4+ A==B; la matrice B est donc
hermitienne. Envisageons de méme la matrice C=A—A*; nous
avons C"=A'"~A=—C=C; i | erdsulte que ({C) =G, c
que la matrice iC est hermitienne ainsi que —iCH_——?' Posens '

A4+ A" =24,
A= A= !H'A’,

les matrices A; et A, sont hermitiennes et parfaitement déterminées et
nous déduisons de ces deux relations

A=A+ fz\,g,
A= J\| —l‘)\g.

Les matrices A; et A, sont dites les composantes hermitiennes (uniques)
de la matrice A; elles sont a rapprocher des composantes réelle et
imaginaire d'un nombre complexe, ainsi qu'il apparait par la considéra-
tion de la forme associée ala matrice A.

X*AX = XA X +/XTALX,
les formes associées a A, et A, sout donc les composantes réelle et
imaginaire de la forme associée a A, car les deux formes hermitiennes
X*A.|XetX*A,Xsontréelles.
Démontrons maintenant que la condition nécessaire et suffisante pour

gu'une matrice soit normale est que ses composantes hermitiennes
soient permutables. En effet

AA* = A? + A2 Ay — fl\;ﬁ, -+ AE,
A"A = AT+ A A —iAs A, + AL

Si nous exprimons que AA* = A* A, il vient immédiatement
;‘| A’_ = Ag}_\j.

1. - QUELQUES COMPLEMENTS.

1. Loi dinertie. — La réduction d'une forme d'Hermite en une
somme de normes

A(X,X):Ec:E;(X, X}  [a=3xm, Am, 005 EX, X) =(E/X, EX)]
x
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peut étre.obtenue sans changement de coordonnées normales (mais
avec des coordonnées obliques) par application du théoréme classique
de la décomposition en carrés .des formes d'Hermite (et des formes
quadratiquesr éelles).

Si une norme et affectée d'un coefficient positif, on peut faire entrer
celui-ci dans la norme et n'avoir plus que le coefficient +1. Si une
norme est affectée d'un coefficient négatif, on peut faire entrer la valeur
absolue de celui-ci dans la norme et n'avoir plus que le coefficient — I.
Detellesortequ'uneréduction delaformed'Hermite H{X, X} se présen-
lera sous la forme

H{X, X) =-‘;1,}’| +_;'2,}':+. . -+5’r.}’;-—_;’r+.1yr+l —E’Hafm-: —_. ..—-}n)’n-

Elle comprendra r sgnes-+- et n — r signes —. Nous allons démontrer
que, quelleque soit la décomposition de la forme d'Hermite, elle présen-
tera toujours le méme nombre de signes + et de signes — ; ce théoréme
correspond a la propriété bien connue de Sylvester pour les formes qua-
dratiques réelles. Soit donc une autre décomposition -

(X, X) = 8,21 4+ 818 o .. 5y 85 = Fpit Tart = Fays Tt —o o 2 — 5 By

les z étant, de méme que lesy, des formes linéaires en x. Prouvons que
nous avons néc&wajrement r =s. En effet

H(X, X)-ZJ.}G-—ZI.J&I E[z:[’—ZIS:I-

=1 F+1

Zl.?’t I, +Z|5t * “ZIH |’+EIJ’:|‘

S+1 el

Or s nous supposons que r <s, il en résulte que le premier membre
et la sommeder-n —s <2 n carrés; daprés lathéorie des éguations
linéaires, il existe donc une solution non nulle au moins qui annule le
premier membre en satisfaisant aux équations -

Fi =0, ¥ -'_—Ior Ty Yr =0,

Bpi=0, Byie =0, Zn =1

Cette solution annule donc auss le second membre; et puisque celui-ci
se présente sous forme d'une somme de carrés, elle annule chaqueterme '
soit

Fr+l = 0y Frre =0y - cuay Yun=0,

Z =0 &y =0 ey Iy =41,
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Il existerait donc une solutioh non nulle qui annuletait simultanément
toutes les formes linéaires yi; or ceci est impossible puisque ces formes
sont au nombre de n, dépendent de n variables et sont linéairement
indépendantes. Nous ne pouvons donc avoir r <s; pour la méme rai-
son, NoUs ne pouvons avoir r > s) donc r = s,

2. Remarques relatives a la résolvante d'Hilbert. — La matrice
hermitienne H a pour résolvante d'Hilbert

—uHyr —
g oo G—pHIP —r
¢ 1

8i nous effectuons dans R, le changement unitaire de variables

X=UY, &= wrk
B

qui permet de passer de H(X, X) 4 sa forme réduite K(Y, Y), nous
obtenons
fl— Kyt —1
E“ ’
c’est-a-dire la résolvante de K(Y, Y).
51, d’aprés les notations de Hilbert, nous posons p, = ; en désignant
»

par A, les valeurs caractéristiques de la matrice hermitienne, nous
voyons que la forme associée & 1 — pK est

PRI 7 B Y il 4
)N LT IS
p b a
Par conséquent Ia forme associde & (1 — wK)~' est

o
; T e

etd (t—pK) —rest

Eo )‘ - B
I ki = .
Epl(!_lp n ¥p¥n T nle e

La forme associée & la résolvantie de K(Y, Y) est done

H

1 _
Z rypn FJ’PJ’.U-
=1
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Et il nousest maintenant facile de revenir ‘aux premiéres variables. La
réduction et, en dfe, obtenue par le changement unitaire de
variables:

Y=U1X=1U"X,
0it, en explicitant,

L
.?’p=2;£,n$i (p=12, ..., )
=

d'ol la forme réxlvante de H (X, X) sous I'expresson remarquable
d'une décomposition en carrés

LS
_ - I
XRLX | trps+ tapBatm oo+ tnpkn |
" _E .

Bp—
=1
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VALEURS D'UNE FORME ASSOCIEE A UN OPERATEUR. LIEN AVEC LA
REDUCTION CANONIQUE D'UNE FORME HERMITIENNE (METHODE
D'EXTREMUM POUR LA REDUCTION). DOMAINE DES VALEURS D'UNE
FORME ASSOCIEE A UN OPERATEUR QUELCONQUE.

|.— METHODE D EXTREMUM POUR LA REDUCTION
DES FORMES D'HERMITE.

1. Les méthodes d'extremum pour |'établissement de théorémes
d'existence ont une grande simplicité; elles sont d'ailleurs fort anciennes
puisgqu'elles ont été utilisées par Legendre, Lagrange, Gauss, Dirichlel,
Riemann, Hilbert, etc. Elles ont éé appliquées systématiquement par
Courant dans ssrecherchesrelatives aux problémes de physique mathé
matique. :

Ici la base de la méthode est le lemme de Bolzano-Weierstrass dont
on tire comme conséquence que : toute fonction réelle continue de K
variables rédles dans un domaine borné et fermé est uniformément
continue, donc elle et bornée, donc elle a un maximum; elle atteint
effectivement ce maximum, pour un point au moins, du domaine des
variablesou desafrontiere.

Ces propriétés classques étant rappelées, nous allons donner le
premier état de la méthode.

Envisageons laformed'Her mite

CH(X, X)= X*HX = Bhuras

et nous allons considérer les valeurs prises par laforme H, lorsque X
est un vecteur quelconque  satisfaisant & | X |[*=1. Le domaine de
variation des x; est borné et fermé. H (X, X) e fonction réelle et con-
tinue des x; dans ce domaine. Lafonction H présente donc un maximum,,
atteint pour X =e,. Considérons alors les vecteurs X do longueurs |
orthogonaux a €, ced-a dire tels que (£<,X) =0; les variables X
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decrlvent encore un‘domaine borné et fermé dans lequel la fonction H .
atteint son  }<h pour X = ey, Puis nous considérerons les vec-
téurs X orthogonaux a e; et a &) ils décrivent encore un domaine borné
et fermé ‘dans lequel la fonction H atteint son maximum 23Sk pour -
X =€, ..., e ains de suite. Les valeursie® sont réelles comme les
valeursdeH (X, X).

Nous avons ainsi mis en évidence un systéeme prthonormal de vec-
teurs.€'i, ey ¢.., . Formons'maintenant la matrice U.dans laquelle les
ééments d'une colonne sont les composantes de Pun de ces vecteurs,
soit

U—_-lel e ... enk,

et effectuons le changement de variables défini par

X=Uy,

ce qui revient a prendre pour nouveaux vecteurs coordonnés les vec-
teursdee, & ¢+ e, Laformedeviendra, en nouvelles variables,

Y*USHUY = Y*KY = K(Y, Y) =2&;,},_y;,
t

cest la forme associée a la matrice transformée. Montrons gue Ced la
forme canonique diagonale.

En effet, elle ex maxima pour X = e,, c’est-a-dire pour Y!"! de coor-
donnéesnouvelles(l, o, o,..., 0), et a pour valeur ;. Done &, =3,. Pour
tous les vecteurs yy= o (orthogonaux a e,) elle et maxima pour X = e,
c'est-a-dire pour Y ® de coordonnées nouvelles (o, I, 0, o, ..., 0), et a
pour valeur ky, et ains de suite.

Posons

K(Y,Y) =Rk iyi=Myiyi+...

et formons la différence,
K(Y, V)~ M(piya+ poper. ..+ yaya) = Ki(Y, Y).

L'expression K, (Y, Y) ne contient plus de terme y,y,; d’aatre part,
elle est towjours négative ou nulle puisqu’elle 'est d’aprés la définition
méme de},, lorsque|Y | = 1. Montrons que K, (Y, Y) ne contienl pasla
variable ¥, ; pour cela, faisons '

yi:lg Jr‘,-'--"t, y3=y.‘=.,."-=yn=0;
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I'expression se réduit alors a

Ki(Y, Y)=ajse+ aps+auger (25 = ays €t gy réel ),

Si  estréel, la partie principale est
(#1a+ 201)8

et change de signe lorsque € change de signe-; I'hypothése que Ky (Y, Y)
est toujours négative entraine donc

Rzt X = O,
Si ¢ est imaginaire pure £ = i, 1n partie principale est
(@i —an}e

et change de signe lorsque & change de signe (ne pas oublier que
a,—0, est imaginaire pur); I'nypothése que K;(Y, Y) est toujours
négative entraine donc a,,— a, = o.

Nous avons donc nécessairement

Ay =y =0}

~autrement dit il n'y a pas de termes _;_qy, niy._'fr,..Ilestclairquelaméme
démonstration nous permet d'affirmer qu'il n'y a pas non plus de

Lermesj;.ya D Yo s ooy Pi¥a 0 YaFy.
Finalement nous voyons queK 1 (Y, Y) ne contient que les variables
y2* ", Vo . il en est évidemment de méme del'expression
K(Y, Y)_)‘l;iyl;
car
k(Y, Y)“"H}’:J’:; K Y, Yie lt(}'x}’s"‘--- + ,}n]’n),

que nous désignerons dorénavant par K; (Y, Y) pour ne pas compliquer
les notations. Nous avons donc obtenu une forme

KilY, V)=K(Y, V)~ )

hermitienne et ne contenant que les variablesy%, . ... y, lorsque I'on
faity; = o, il est clair que la forme K se réduit a la forme Ky; or nous
savons que, dans ces conditions, elle présente un maximum A. obtenu
pour X =¢,, cest-a-direY (¥ (0, 1,0, 0,.... 0); il en est donc de méme
de la forme K, sur laguelle le raisonnement précédent s'applique; nous.
obtenons donc une forme

KoY, V)= RK(Y, Y)—heJayn
uLia 13
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hermi tienne et ne contenant que les variables ys, ..., y,. Et nous pou-
vons ainsi continuer jusqu'a épuisement de toutes les variables; finale-
ment ndus voyons que la transformation X == UY a ramené la forme’
hermitienne & son expression canonique

X, X)=K(Y,Y) =21,},y,.
. =t

Cette méthode de recherche de la forme canonique nous a permis de
donner une. définition intéressante des valeurs caractéristiques suc-

cessives
M2 ha2 M2 2,

Nous aurions pu rechercher les minima successifs au lieu des maxima
successifs et obtenir les valeurs caractéristiques en commengant par la
derniére; nous aurions éé amené a faire les mémes raisonnements. '

Nous pouvions présenter la question d'une fagon un peu différente. Il
suffit, pour cela, de remarquer qu'il revient au méme de rechercher les

maxima successifs de H(X, X} lorsque |X|=1 ou de rechercher les
maxima suceessifs de lzgcx’g;} sans imposer 4 | X | de condition ; on bien
encore de rechercher les minima successifs de (X, X) lorsque

H(X, X) = 1; c'est 1a le second aspect que nous voulions donner au
probleme. Nous chercherons donc le minimum de (X, X) lorsque

H{X, X)=1; c’est.{—l atteint pour X =e¢,. Puis nous chercherons le
le minimum de {X, X} lorsque, de plus, nous nous imposons la condi-

tion (&4, X) =o0; c'est ;— atteint pour X = g,, etc. Cetle seconde fagon
5] -

de procéder peut étre interprétée géométriquement, car H (X, X) =1 est
I'équation d'une quadrique centrée a I'origine; nous cherchons donc sur
la'quadrique des points dont la distance au centre est minimum.

Les deux maniéres précédentes d'aborder la question : maximum
de H sur (X, X) =i, ou minimum de (X, X) sur H(X, X) =1, sont
classiques en calcul des variations et correspondent a la dualité des
problemes d'extremum  [ié.

2. Montronsque les), ainsi obtenus (maxima successifs de H) ne sont
autres que les valeurs propres de la forme H.
En effet, les X; sont les racines de |'équation

(A—X)}(h—2)... (A — M) =0,
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Le 'premier membre est le déterminant de la forme

125’:*3’1'—2193:9.?’#= AECY, Y)—K(Y,Y)
=t Pl

Or, nous savons que cette fRYNEXrOVIEK,de),
AE(X, X)—H(X, X),

X =UY.

11 en résulte que le déterminant de AE(Y, Y) — C(Y, Y) est égal au déter-
minant de AE(X, X) — H(X, X); autrement dit, les 3; sont les racines

de I'équation
[Adgp—anl=o,

qui est I'équation caractéristigue de H. Les A, sont donc les valeurs
propres de H. Ce sont des nombres réels égaux aux inverses des carrés
des longueurs des demi-axes de la quadrique a centre d' équation

La forme H est définie positive dans le cas ou tous les A, sont positifs,
et dans ce cas seulement. Elle ne' dégénéreque si un A, au moins est nul.

Les valeur , apparaissent bien comme des valeurs privilégiées de la
forme H, ce qui justifie la dénomination de valeurs propres ou valeurs
caractéristiques de H.

Les itérées de H sobtiennent immédiatement sur la forme réduite.
Si

H(X, X)= K(Y, Y)= 3 Fn¥s)
¢
on aura
L
HI(X, X) = K(Y, V)= ¥ 750

et Ton voit que les H?™ sont toutes définies positives si H n'est pas
dégénérée.
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3. La méthode que nous venons d'exposer a un tres grave défaut. Lé
premier maximum A, se déduit directement de la donnée de la forme;
mais le second exige la détermination'dl premier, le troisiéme exige la
détermination des deux premiers. En sorte que les A,,- ne se déterminent
pas individuellement et indépendamment, mais successivement.
Aussi Fischer (1) a-t-il donné un deuxiéme état de la méthode appelé :
méthode des plus petits maxima dans lequel les L peuvent étre déter-
minés indépendemment les uns des autres. Courant” a repris et consi-
dérablement développé I'idée de Fischer.

Considéronslaforme her mitienne

A(X, X) = Eau.‘;‘;.‘t&

"d@ cherchons son maximum lorsque le vecteur X a une longueur égale

al etlorsqu'il est assujetti en outreah — i équations linéaires
N

(D 2&,,;.1:,,:0 pour  p=1,4a ... h—1,
=t

Lorsque X balaie ce domaine borné et fermé, la forme A présente un
maximum M) qui et fonction des coefficients constants o,
déterminant le domaine. Si nous donnons a ces coefficients toutes les
valeurs possibles, Ji4 a un minimum; nous allons prouver que c'est
la h'™™ valeur caractéristique 4,.

A cet effet, nous allons utiliser la forme canonique

AX, X)=K(Y, Y= Mript+hpsyete e+ Ra¥a Y

Avec les variablesy,, les & équations linéaires deviennent

(a) Lﬁnyq:u peur p=12 ....Ahk—1

q=1

Choisissons alors, en particulier,

FartSFhir = = Fa=1
Lesh — i éguations homogenes et linéaires, qui comprennent encore h
inconnuesy;, .. .. yn présentent, au moins, une solution non nulle et

définie seulement a un parameétremultiplicatif preés; nous pouvons déter -
miner celui-ci de fagon que le vecteur solution ait une longueur égale a

(") E. FISGHER, Monatshefte fur Math, und Phys, 1905)).
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|'unité. Pour cette solution nous aurons

K{Y, Y)= Mpiys -+ MaFeye oo+ Myaryn 2L+ + rayal

Or le vectey; solutiop, Qyant,uns Jonqueur ypi il ) résuite que
F1Y1eYiYide. o Yaya=1, corles  yrp=0,
donc
. . Kg, YY)z L fo s

Par conségquent le maximum de K (Y ,’Yfeﬂsuperleur ou égal a \,, quel
que soit le choix des (3; donc le maximum de A (X. X) est supérieur ou
égal a kx, quel que soit le choix des a. .

Or choisissons les valeurs de a dans (1) ou celles de R dans les -
équations (2), de telle sorte que les éguations (2) se réduisent a

F1=0, ¥2=0, ..., ¥p—1=0 {linéairement indépendantes);
laformeseréduiraalorsa
K(Y, Y)=2F0Fh + Mt Fhst Ficr+- oo MaFn¥aSha[Fayn+. .. +Fuya)-
Elle atteindra son maximum 4, lorsque
Fhr S Yhya=. . —= Y= 0

Le nombre )\, est donc un maximum et c'est le plus petit des
maxima. Le théoréeme et donc établi.

On peut choisir les & de fagon que le maX|mum de A (X X') atteigne
sa plus petlte valeur 4.

En résumé, s les valeurs propres de A sont rangées par ordre non
croissant : A2As2.. .2k, la hi*™e valeur propre 3y est la plus
petite valeur que peut prendre le maximum de A (X, X.) lorsque X.

satisfaisant & | X | = I, est en outre assujetti & vérifier h — | équa-
tions linéaires arbitraires. Cette plus petite valeur 33 et atteinte
lorsque ces h — | équations linéaires sont convenablement choisies

(elles sont alors indépendantes) : si X = UY (donc Y =U™ X = U*X)
exprime la transformation unitaire réductricede A(X, X), lesh—1
équations précédentes sexpriment par y; =0, ....yh-1=0, ou lesy;
sont les formes linéaires en x données par Y = U™ X = U*X.

4. De cette deuxieme méthode nous pourrions auss déduire une
méthode corrélative en fixant la valeur de la forme et en cherchant le
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minimum'delalongueur du vecteur. Donnons simplement un"exe_nipl’e'.
Soit un ellipsoide et plagons-nous gans le domaine réel

H{X, X)= Zapzizr=1.

Désignons par &:- les cosinus directeurs de la direction X; nous aurons
alors, pour i=1,2, ...,n,

Ty=pk; avee Iff =1,
donc
p*lankte=1.
Soit
PR S
e

p représente la longueur du vecteur dont I'extrémité décrit I'ellipsoide.
Lecarrédu demi petit axe de I'ellipsoide est I'inverse du maximum
de H(E, E) lorsque le vecteur £a pour longueur I, soit :

I s
P?=i; (icith=1)
Imposons-nous maintenant une relation linéaire
Eac[E,=0 (ici b = 2),
i

nous obtenons une section diamétrale. Cherchons alors le maximum de
on petit axe : ced I'axe moyen de I'ellipsoide. Or le carré du demi
petit axe de.la section est I'inverse du maximum de H{E, £} sur la

section; la plus petite valeur de ces maxima es donc le carré du demi-
axe moyen do ellipsoide pj = %’ :

Enfin, imposons-nous deux relations linéaires (h = 3); nous obtenons -
une direction et cherchons le maximum de la longueur découpée par
I'ellipsoide sur cette direction : cest |§é,£a,ﬁ& axe de I'ellipsoide. Il a un
carréégal al'inversedu minimu;’?geiH(E, EY} lorsque le vecteur \ a pour

longueur 1, soit 3

1
o= -

5. Applications. — Cette déf'ignitigﬁ des valeurs caractéristiques par
les plus petits maxima et trés importante. Elle permet d'étudier direc-
tement les valeurs propres sans passer par le systéme algébrique
AX = AX qui les introduit en bloc sans en bien montrer les différences.
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En particulier, cette méthode va nous permettre de.résoudre tres faci-
lement le probléme suivant :

Considérons la forme

H(X,X)::Z hup iz
¥ ]

et supposons que le vecteur X soit non seulement assujetti & rester sur

la sphére | X | = | mais, de plus, & satisfaire a p relations linéaires
indépendantes

n
(3) Zlmqa:q= 0 pour M=1,2 .... p

g=

La forme H de n variables indépendantes devient donc une forme # ne
dépendant plus que de n — p variables indépendantes seulement.
Nous nous proposons de chercher les valeurs caractéristiques A de
cette nouvelle forme.

La h'®™ valeur propre A, de € est le plus petit maximum de 4
lorsque nous ajoutons h — | relations linéaires arbitraires, c'est-a-dire le
plus petit maximum de H lorsqu'il y a p +- h relations linéaires dont h
sont arbitraires, les p premieres étant (3). Si toutes les relations étaient
arbitraires, nous aurions un champ plus étendu de maxima et kp.a,
qui en et le plus petit, satisfait donc a

>‘P+* éA;‘.
Si nous n'avions que les h relations arbitraires et si les autres relations (3)

n'existaient pas, chaque maximum se trouverait augmenté et il en serait
de méme de leur borne inférieure Ay qui est devenue A, donc

Ap S i

Finalement, nous avons encadré les nouvelles valeurs caractéristiques
)';M-.h § 1\.& 5 1.&‘

S, dans uneforme dHermite H a n variables, on impose p rela-
tions indépendantes linéaires et homoaénes de liaison a‘ ces variables,
elle devient uneforme  dHermite 9 an —p variables. Les valeurs
caractéristiques A de ¥ satisfont aux inégalités suivantes

A 2 de 2002 haep

Vit v ~wll

v
v
%%
-
a
3

Aj, ) Ag
Wl Wl
J‘P-t-‘-z J‘P-ﬁ-!g- . -g 1!!;

ou les A sont les valeurs caractéristiques de H.
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En particulier, si nous prenons x, = o comme équation de liaison (3),
la forme d'Hermite H s réduit & sa (n — 1) La A%®* valeur
propredelai(n — )™ section dé H est comprise entre la A®*™ valeur
propre de H et la (& 4+ 1)*®°. Et le méme théoréme est applicable de
proche en proche pour les sections de tousles ordres de telle sorte que :

les valeurs caractéristiques de la(n — )™ section séparent celles
de H;
les valeurs caractéristiques de la (n — 2)'°™ section séparent

celles de la (n—-1)°m ‘
les valeurs caractéristiques de la (n — 3)™ section séparent celles
de la (» —2)'*™

et ainsi de suite. Nous obtenons donc ici un théoréme analogue au théo-
réme de Rolle pour la distribution des zéros des dérivées successives
d'une fonction.

Comme autre application, remarquons que s a une forme d'Her-
miteH (X, X) on ajoute une formed'Hermite H | (X, X) non négative,
les valeurs propres de H -+ H, seront supérieures ou égales aux valeurs
propres correspondantes de H.

Pour les applications immédiates a la mécanique des petites oscilla-
tions on pourra consulter I'article de Gourant intitulé Zur Théorie der
Kleinen Schwingungen dans Zeitschrift fur® angew. Math, und
Mech., 1922, BD 2, S, 278-285.

Il. — ETUDE PARTIQULIERE DU DOMAINE DES VALEURS
DUNE FORME ASSOCIEE A UN OPERATEUR QUELCONQUE.

1. A un opérateur A quelconque de matrice || ax ||, nous associons la
forme _
MY, X)=X*AX = Zaux o

Nous allons étudier le domaine V(A) du plan complexe parcouru par
le point A (X, X) lorsque le vecteur X décrit la sphére 2, | X | =1, ou
2} & |?+=1. Le domaine de la variable X étant borné et fermé, la fonc-
tion A (X, X) étant continue, son module présente un maximum M (A),
atteint en un point au moins du domaine et nous avons

| X*AX |SM(A)

Faisons maintenant une remarque essentielle pour la suite :
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Si nous effectuons sur X une substitution unitaire quelconque définie
par X =UY, laforme devient

X*AX = Y*U*AUY

et lavariableY, de méme quelavariable X, décrit ledomaine|Y | =.1.
Il en résulte que le domaine V(A) est le méme pour A et pour
U*AU=U?TAU; le domaine et invariant lorsqu'on effectue une
transformation unitaire sur la matrice, Ce qui va nous per mettre,-dans
I'étude qui va suivre, de remplacer une matrice par sa forme cano-
nique dans le groupe unitaire.

Cas d'un opefateur hermitien. — En le ramenant a sa forme cano-
nique diagonale, nous avons déa vu que le domaine d'un opérateur

hermitien et le segment réel (A, A) compris entre la plus petite et la
plus grande de ses valeurs propres.

Conséquence. — Si une forme d' If ermite A est non négative, nous
avons

Z(e;_{;:gx}g o,

En faisant x;= | et toutes les autres variables nulles, nous obtenons

| ey l]

En annulant toutes les variables, sauf x; et Xy, nous obtenons

a;[;‘jE(+ au{;:; Tr= dks .‘l?;.".:.‘.&-i- aEE ;g i,{-?__ Q.

Ceci exprime que lamatrice H““ ik i

®he EEd

et non négative, c'est-a-dire que s valeurs propres sont non néga-
tives, donc que son déterminant est positif ou nul; nous obtenons ainsi
une autrerelation

] a2 Ak = | agk |t {

Cas d'un opérateur normal. — Nous le ramenons auss a sa forme

canonique 23\,- x;z;, dans laquelle les ; sont des nombres complexes
]

guelconques. Le probléme consisge donc a chercher le domaine balayé
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par I'expression ‘Z4;4; lorsque les nombres ‘-'oci tous pbsiﬁf_s, sat_iéfont\
d'autre part & la condition Zey=1; autrement dit, achercher ledomaine

balayé par le centre de gravité du systéme des points A, affectés de masses

positives arbitraires. Nous savons que Ton démontre par récurrence, a

partir de deux pointsiy, que ce domaine est le plus petit- polygone con- -
vexe contenant tous les points A" les 'somrilets du polygone sont

nécessairement des -valeurs caracterlsthues mais le polynome peut

contenir & son intérieur d'autres valeurs caractéristiques. -

En particulier s I'opérateur est unitaire, sss valeurs car'aétéristiqus
sont Situées sur le cercle unité et le domaine est donc un pqugohe
convexe inscrit dans le cercle unité et dont les sommets sont les
valeurs caractéristiques Il en résulte que I&s valeurs prises par la
forme ont toutes un module inférieur ou égal a

2. Cas général. — Lesvaleurs caractéristiques ne suffisant pas, dans
le cas général, & déterminer la forme (?), nous pouvons prévoir comme
probable que ces mémes valeurs caractéristiques ne suffiront pas a
déterminer le domaine comme dans les cas précédents. Nous allons,
malgré cela, obtenir sur lui quelques renseignements.

Théoreme de Hausdorff-Toglitzz — Togplitz a démontré que la
frontiere de V (A) est une courbe convexe; Hausdorff a démontré
que V (A) lui-méme est tout I'intérieur de cette courbe convexe.

En effet, la forme A peut étre décomposée en s deux composantes

hermitiennes
A= A\ 4 .!‘A:.

Nous pouvons toujours supposer, par une transformation unitaire [qui,
nous l'avons déja vu, n'altére pas le domaine V (A)], avoir ramené la
forme A; a son expression canonique

ACX, X) = A(X, X) -+ iAs(X, X).

Lepoint A, (X, X ), décrit le segment ( A, A) de Taxe réel, d'aprés|'éude
des formes hermitiennes. Considéronsalors un nombre réel a,, compris
entre ) et A; il existe un ensemble de points de Z(|X|=1) pour
lesquels 4, (X, X) = a,, montrons que cet ensemble est connexe, c'est-
a-dire que deux points quelconques de cet ensemble peuvent étre joints
par un chemin dont tous les points appartiennent a I'ensemble.

(") Voir par exemple GARATHEQDORY, Rendiconti del Circolo Math. di.Palermo.1911?.
(2) Elles suffisent pour un opérateur normal.
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Soient donc deux points dela sphére &{| X |=1) ¢

Y de coordonndes vy ¥a, ..., ¥a avec yi=| | €%,
Z de coordonndes 3, zs, ..., 2, avec &= 5/ ek,

satisfaisant & A, (Y, Y)=A(Z, Z)=a,. Or
Al(x,X)_—.ZME;w,;
i
les deux conditions précédent% sécrivent donc
Elalh i* = m,
[

21;|z‘|3=a|.
i

Fig, &,

]

] 1
P
N oa

P R ——

1
Envisageons maintenant les trois courbes suivantes définies par le para-
métreréel tvariantdeoal :

I° La courbe C,, décrite par le point X tel que ;' = | ;] ett—%;
2° Lacourbe C,, décrite par le point X (?) tel que

o= V=B [ yi o+ 5T
3¢ La courbe Cs, décrite par le point X0 tel que o = | 5;| "%,

La courbe Cy, dont le point courant a des cordonnées de module .
constant, satisfaisant & jX|?=]Y [*=1, joint le point Y au point de
coordonnées | y; |. :

La courbeC,, dont lepoint courant a des coordonnées r éelles, satisfait
bien elle auss a I'équation de la sphére [ X {?==t; ellejoint le point de
coordonnées |y | a celui de coordonnéest |-
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La courbe C,, dont le point courant a des coordonnées de module
constant, satisfait & I'équation de la sphére | X | 2= I; elejoint le point
-de coordonnées |z | au point Z. Donc la courbe C, -+- C,-+-C3 joint Y
et Z sur la sphére X.

Il nous reste a vérifier que le long de ces trois courbes, nous avons la
relation A;(X, X) =a;, pour avoir démontré que le domaine des
points X de la sphére tels queA 1 (X, X) = a; est connexe. Or ceci est
immédiat :

Ay (X1, x"’)—27~1¢ AL —Elx ¥t = A (Y, Y) =@y,

A,(xm,xm)=z |2 )2

—(-—t)z My |=+s21;|s,1==(:—s) MY, V) tAZ, Dy=a,
A,{xm,_xcan)=21;:3:;8!1- 21‘ PR
i

Le domaine des points X envisagés est donc connexe; d'autre part,
il et fermé puisquela fonction A; (X, X) qui sert a le définir est continue,
et il est borné puisque |X | =i. La forme A, (X, X) éant continue et
réelle prend dans ce domaine toutes les valeurs comprises entre un
minimum a,, el un maximum a, (qui peuvent ére confondus). Donc, le
domaine V (A) et coupé par la paralléle a I'axe imaginaire, d'équa-
tion A; = a,, suivant un segment (e e;) lorsque a\, appartient al'inter-
valle (X, A), et en zéro paint si a; et extérieur a cet intervalle.

Cette propriété du domaine V (A) d'étre coupé par les parallélesaune
direction suivant un segment n'appartient pas seulement a la direction
parallele a I'axe imaginaire, mais a toutes les directions. En effet, la
matriceeif Aa un domaine V(e A} qui se déduit deV (A) par rotation
d'un.angle 0 autour del'origine; ce nouveau domaine jouit dela propriété
parallélement a I'axe imaginaire, quel que soit O; il en résulte que le
domaine V (A) jouit de la propriété relativement a toutes les directions.
Le domaineV (A) est donc convexe.

3. Montrons que le domaine V (A) contient le spectre. Soit, en
effet, a une valeur propre; il existe un vecteur X, de longueur i, satis
faisant a

oX = AX,
X*aX=:X*AX,

c'est-a-dire
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Ou encore
2= X"AX = A(X, X),

puisque
X*2X=2X*'X et X*'X=(X,X)=1

La forme prend donc la valeur propre a lorsque X a comme
valeur la solution propre correspondante. Autrement dit, les valeurs
propres de A appartiennent & V (A). Il en résulte que les valeurs du
spectre ont des modules inférieurs aM (A) et que les parties réelles des
valeurs du spectre sont comprises entre le minimum et le maximum
de A< et, par suite, entre —M (A ) et + M (A); de méme, les parties
imaginaires des valeurs du spectre sont comprises entre le minimum et
lemaximum deA ,, doncentre—M (A) et + M(A).

Voila tout ce que nous pouvons dire sur le domaine d'une matrice non
normale si nous n'en connaissons que le spectre. Nous avions prévu
que nos résultats ne seraient pas plus précis, car se donner le spectre
d'une matrice, revient a se donner la diagonale principale de la forme
réduite, les termes situés en dessous de cette diagonale étant ‘arbitraires
et influant sur le domaine.

I11. - DOMAINE DES VALEURS DE LA FORME BILINEAIRE
ASSOCIEE A UN OPERATEUR QUELCONQUE

1. A un opérateur A quelconque, nous associons la forme bilinéaire
définie par
X'AY =2 ap LY.
4Lk

Nous allons chercher le domaineW (A) du plan complexe parcouru par
cette expression lorsque lesvecteurs X et Y décrivent les spheres | X | = 1,

EE
Il est évident que le donlaine‘,Vl(f\) contient le domaine V (A),

puisque celui-ci est obtenu pour ¥ = X.

S le domaine W (A) contient un point Wy, il contient tout le
cercle centré a l'origine et passant par W,. En effet la valeur Wy
était atteinte pour unycerja®- couple de vecteurs, soitXamgY o; dans ces
conditions, lecouple X,, ¢®Y, nous donnera la valeur e®W,; il estclair
qu'en faisant varier 0, nous obtiendrons tous les points du cercle.

Mais, comme dans le paragraphe précédent, le domaine W (A)
est connexe comme le domaine de X et Y; il enrésulte qu'il est formé
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par une couronne circulaire cenfrée a I'origine. Nous allons montrer que
ce domaine contient la valeur zéro, par conséquent qu'il se réduit a uri
cercle. En effet, Y étant fixé, I'équation X' AY = 0 admet au moins une
solution X de -module i (une éguation homogéne a n inconnues). Le
domaine W (A) est donc un cerclederayon M< (A) en désignant par M (A)
le maximum de*|X'AY]| lorsque |X|=]Y|= 1. D'aprés une remarque
faite au début de ce paragraphe, nous avons

Mi(A)ZM(A).

Cette inégalité va étre complétée par le théoréme de Hellinger-Tomplitz.
Remarquons, en passant, que si A et unitaire, le domaine W (A) et
congtitué par le cercle unité, car |X'AY|<1 (') et, d'autre part, les
valeurs caractéristiques sont situées sur la circonférence unité.

2. Théoréme deHellinger-Togplitz. — On atoujours M, (A) < 2 M(A).

Etudions d'abord le cas particulier ou la matrice A est normale et
établissons qu'alors My(A)y=M(A). Les domaines V et W n'étant pas
altérés par une transformation unitaire, nous pouvons ramener la matrice
normale A a sa forme canonique; donc nous aurons

X*AX =2 l;;g &
X'AY = 21;.1?1_}"1.

La forme X* AX ayant pour domaine le plus petit polygone convexe
contenant le spectre, nous avons
M{A)= maximum de | ); [,

atteint pour X = g d'indice i correspondant au maximum de | /.
La forme X'AY vérifie

| XAY [ = zla-rm|émutlxlElx;y:|=M(A)2Ix:}':1;
!

et, d’aprés une identité classique,

[Blzp | PE[Ej2c PRI R] =13
done
[X"AY[2 M(A),

ce qui enlraine
Mi(A)SM(A)

(1) D'apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Comme, ‘d'autre part, nous avons démontré I'inégalité

Mi(A)2M(A),

il en résulte
M,(A) as M(A) pour A normale

Abordons maintenant le cas général. Montrons que, pour une matrice
quelconque, nous avons M,{A)<aM(A). A cet effef, décomposons la
matrice en ss deux composantes hermitiennes

A= A|,+ E'Ag.

Nous avons évidemment
Mi(AYEM Ay + My(As);

car la valeur absolue d'une somme est inférieure ou égale & la somme des
valeurs absolues de sestermes; et I'on passe immédiatement aux bornes
supérieures. Or A; est une matrice hermitienne, donc normale; d'aprés
le cas particulier nous avons donc

My(A )= M(Ay)

et de méme
M (As) = M(As).

Nous en déduisons
M(A)SM(A,) + M(As).

Or, il est clair que

M{A)EM(A)
et de méme

M(Ae)S M(A).
Done, finalement,

M, (A)SaM(A).

Remarguons que les inégalités obtenues
M(A)SM(A)S2M(A)

ne peuvent dtre resserrées, car chacune des deux égalités est possible :

M {A)= M(A)  pour les matrices normales,
X

Mi(A)=2M (A)  par exemple pour A.=ﬂ : o
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IV. - APPLICATION AUX NORMES MATRICIELLES -

1. Si H est une matrice hermitienne, nous désignerons par n(H) la
plus petite des valeurs caractéristiques A,-, par m (H) la plus grande et
parM(H)le maximum des deux quantités [m(H)| et [n(H)|; remar-
quons que M (H) a donc encore le sens que nous lui attribuions dans le
par agr aphe précédent :

a(H}< LS m(H), My(Ji)=M(H)=Max[]m{l), | (1)L

Si A est une matrice non hermitienne et A* son associée, nous avons
déjaintroduit lesdeux matricesher mitiennes

AAY et ATA

et les deux formes associées, appelées normes matricielles

X*AA*X =2 E P
£

i

X*AAX =2 l 2 [ IT 3 4
! &

11 résuite de ces expressons que les deux normes sont des formes
her mitiennes définies non négatives et méme définies positives s zéro ne
fait pas partie du spectre, c'est-a-dire s A n'est pas dégénérée; car la
condition nécessaire et suffisante pour que AA* soit dégénérée et que A
lesoit [dét AA* =|dét A |?].

D'apreés|'inégalité de Schwar z, nous avons, puisque | X |=|Y |—: | :

2
’

Ei

Gt

~~~
IX7AY == |E 2 (Eaun) I’
i [

7]
T

g (El.lxsi‘) (Zlgaatrkl!) =E‘ géu&n

Et, le vecteur Y éfa'nt déterminé, on peut choisir X de fagon a avoir

P Y ArAY.
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I'égalité en prenant :

Nous venons donc d'établir que
[X'AY(SY"AAY,

I"égalité étant possible pour un choix de X dépendant du choix de Y.
I résulte de cette inégalité que le maximum [M 1 (A)]? du premier terme
ne peut étre supérieur au maximum M (A* A) du second; choisissons
alors Y de facon a rendre le second terme maximum, nous savons qu'il
et possible de déterminer X de facon a obtenir I'égalité; il en résulte

que
[Mi (A= M{A*A),

Remarquons.d'autre part que les matrices AA* et A*A étant équi-
valentes dans le groupe unitaire, ont méme spectre; donc leurs formes
d'Hermite, associées ont méme maximum et méme minimum,

nlAAY Y =m(A"A),
n (AA*) = n (A*A),
Y (AA") =V (A"A)},

ce qui entraine que M(A'A)=M({AA") et finalement :

[M(A%))t= [M (A= M(AA") = M(AA).

IGEIA 14



CHAPITRE V1.

EQUATIONS INTEGRALES DE FREDHOLM A NOYAUX DEGENERES
(NOYAUX DE GOURSAT).

" 1. Avant de clore cette premiere Partie du cours, nous voudrions
montrer, par un exemple particulier, la répercussion sur le domaine
fonctionnel des propriétés de l'espace a n dimensions que nous avons
étudiées. '

Pour préciser, les propriétés des opérateurs linéaires que nous avons
étudiées analytiqguement sous I'aspect du calcul des matrices peuvent
s'étudier sous l'aspect fonctionnel qui, une fonction ¢{s) étant donnée,
lui fait correspondre par une transformation linéaire %{¢) une fone-
tion f(s) = B({¢} de maniére que

Bp1-pe) = (9 )+ B(3.)

et
B(he}=21%B(g) (% nomhre quelconque).

Nous particulariserons encore en envisageant la résolution des équa-
tions linéaires, ou le calcul de la matrice inverse d'une matrice
donnée, ou la détermination de |'opérateur inverse d'un opérateur donné.

Le parallélisme se marquera nettement si nous choisissons %(¢) sous
la forme de Fredholm

[
75(?)=9(s)—pf k(s, t)o(t) dt,

et si nous cherchons a faire I'inversion de cette transformation en résol-
vant par rapport a<pl'équation

b
s ~p [ K Oyi0)dt=f(s).

Pour mettre en évidence le parallélisme avec l'inversion des trans-
formations linéaires de I'espace E,an dimensions, nous envisagerons
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des noyaux du type considéré par M. Goursat (")
P
(s, £ =2 a(2) bi(¢).
=1

Nous avons déja, dans I'Introduction, dit quelques nfots de I'équation
intégrale de Fredholm de deuxieme espece

b
(i) v(:)-—pf ks, ey p(f)dt = f(s)

Nous supposons que les fonctions k(s, t) et f (s) sont connues et nous
recherchons les fonctions ¢ continues et satisfaisant a cette équation.
Nous avons insisté sur une propriété fondamentale de cette équation : sa
linéarité; sa résolution est liée a celle de I'équation homogene associée

W q(s)—:ajﬂ'bk(s, £)3(0) dt =o.

Un r6le important sera aussi joué par |' équation transposée
(" Ylay— tl_[bk(fs )46y dt=g(2),

et par I'équation homogene correspondante

b
(@) Yoy —u ) ko s)b(Ddi=o.

a

Fredholm a traité le probléme pour des noyaux k(s, t) trés généraux.
Nous alons simplement nous occuper ici des noyaux k(s, t) dégénérés,
c'est-a-dire tels que

J]
(s, ) =Za;(s) Bi(2),

=1
les fonctions a, et b, étant continues;, nous supposerons aussi que la
fonction f et continue et nous ne chercherons que les solutions y
continues. Le noyau dégénéré peut présenter plusieurs décompositions;
supposons que ce soit la plus courte que nous venons d'écrire. Il en
résulte que les fonctions a,s) sont linéairement ihdépendant%, car
dans le cas contraire, |'une d'entre elles, dp ‘par exemple, serait une

(') Annales de Toulouse, 1908; Bull. Soc. Math, de France, 1907.



212 CHAPITRE VI.

combinaison linéaire des autres, soit

LR I, TS N I -

Ap= T8+ Yeds ... Yp_ Ap_1y,

d'ou
H=1
k(s £)= 3 ailo) [be() + 1 bp ()],
=1 .
et nous pourrions obtenir la représentation du noyau avec p — i couples

de fonctions, ce qui est contraire a Phypothése. Les fonctions a; sont
donc linéairement indépendantes, ainsi que les fonctions b;.
L'équation de Fredholm (I) s'écrit

b P
#(s) — Pf (2«:(3) bs(t)) ele)de=fls),
[ =1

"

4
q:(s}—-,u.z [a;ts}f bg(t)?(ﬂdt] = f(1].

=1

ou bien

Si nous posons alors ,
= [ biye(eyde= by 9)

produit intérieur des deux fonctions bi et @ dans [ espace fonctionnel,
I'équation devient

”
(3) ?(s)=f(s}+p2x;a;(s_l.

=

Il est clair que @ sera déterminé des que les x; le seront.
Reportons cette expression dans la relation définissant xi

b L
= b)Y f()dt+p ¥ xx bi(t)yar( ) dt.
g
En posant
b
Cii =f arp( )b dt =iay, b))

et

f

&
= [ (e S0 de= b £,
cette équation s'derit

»
) zy= Ji+ pz ChiZh,

LN
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¢t nous obienons p équations semblables en donnant & { fes valears 1,
2y ... p
5i 9 est une solution de I'équation de Fredholm (1), il est clair que
los ;== (b;, ¢} correspondants satisfont an sysiéme d'équations (4).
Remarquons que le systéme (§) peut étre formé uniguement & partir
de f et de k(s, t). Réciproquement, supposons que nous ayons une
solution 2y, x4, ..., , du systéme ( 4). La relation (3} nous permet d’en
déduire par (3) une fonction ¢(s). Montrons que cette fonction est solu-
tion de l'équation de Fredholm (1); en effet,

5 L2 4 b
f k(s, t)q(t}d::f (Za,f‘_s) byl :))erud: _—-Za;(s)f bilt) ot de,
tu v =1 «

i=1

et, puisque ¢ provient de la relation {3),

»

f k(s, tye(s)dt
¢ Fa b r
=Ea;[8_]f b:(sJ[f(t)-mem(t;]dr

=1 Lo =t

[ b » r b
=2a;(sf]f b;(t)f(t)dtﬂ-za;(s] p.z:mf b;{t]ak(t)dr]

=1 va = =1 "

P p p
=2m(s}f1+zaf(3) 1&20&;-&

I= =1

k=1
» p
=Zﬁt(SJ { fi+ P-Z LITE TR
=i

L

Or les 2: sont solutions du systéme {4); cette relation peat donc s’écrire

Iy P
f k(s, 8)9(t)dt =", ars)zi,
a f=1q

soit, €n ulilisant de nouveau l'dquation (3),
L]
2 —f(1=pf ke 90t

Par consfguent, la fonction 9 ains obtenue et bien une solution de
I'équation de Fredholm.
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En définitive, I'équation (i) est équivalente a

p
(4) a-‘r—pz cudr=fi pour =, % ..., p
k=1
et
s
(3) p(8) = f(e)+ p X, @i s).

=1

Nous pouvons remarquer que les solutions ¢ de I'équation (1) et les

solutions x; du systéme (4) se correspondent biunivoquement par les
relations

F
9(8) = fle) -+ 1 Y miaile),

b
o =f bl £)9(2) dt.

De méme, I'équation (Y) et équivalente &

»
_ﬂ—ch,;_n=g; peur £=1,2,....p

k=1

Yy =gla)+ X Eyidils)

2. Discussion. — Nous devonsintroduir ele déterminant du systéme (4)
d'équations linéaires

T--paeyy —pty ... ‘—-I.l.b‘ﬂ|
. — L [ el N — €
D= | TET TTETe o T
—WC1p —pep ... 1l—Reup
Premier cas. — Si p a une valeur telle que le déterminant D (p) ne

soit pas nul, le syséme (4) présentera une solution unique, ainsi que le
systéme transposé. L'équation (I) de Fredhoim présentera donc une
solution <p et une seule donnée par (3); il en sera de méme de I'équation
trangposée (1'). Les équations homogenes correspondantes (2) et (2')
présenteront o pour une seule solution.

Deuxiéme cas. — Supposons que u ait une valeur telle que le déter-
minant D(p) soit nul. Considérons alors les sysemes homogénes
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relatifs aux systémes (4) et (4')

P
(5) -‘W—P«E CHEL=0  POUr L==1,2, ..., P
k=1
et
[
@) y;-—pzcuyg=n' posr i=1,2,...,

k=1

Ils onl le méme nombre r de solutions linéairement indépendantes(1).
Pour que le systéme (4) soit possible, il faut et il suffit que le vecteur f
de composantes (f;, ..., fy) soit orthogonal aux solutions de (5, c'est-
a-dire ar d'entre elles indépendantes

¥
Zf,_y“.”=o pour {=1,2, ..., 7
I=

S'il en est ainsi, la solution générale de (4) dépend de r constantes
arbitraires; €elle est la somme d'une solution particuliere de (4) et dela
solution générale de (5).

Avant de conclure pour I'éguation de Fredholm, vérifions que la
correspondance  biunivoque entre les solutions ¢ de |'équation homo-
gene (2) de Fredholm et les solutions x; du systeme (5) conserve la
dépendance et I'indépendance linéaire. Supposons, en effet, que nous

ayons
/
2 cr ¥l = 0.

=1

Puisque, d'autre part
P
¢ = IU-Z aiflas),
=1

(1) Les solutions 9 de I'équation homogene (2) et les solutions x; du systéme (5) se
correspondent biunivoquement par

B
9= By mals)

i=t
)
£ f b,pd.
a

Méme remarque pour les solutions de {2') au (5').
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larelation précédente s'écrit

P

)
2 a;(s)z i =o,

= f=1

Et puisque les fonctions a,(s) sont linéairement indépendantes, ceci
entraine )

J

ch}*lso pour £=1,2,,.. p

k=1
c'est-a-dire

4
2 er X = o,

k=

X+ étant le vecteur de composantes w{¥, ..., .

Toute relation existant entre les solutions <p de (2) existe donc entre
les solutions X ¥) de (5). Et réciproquement, car ces calculs peuvent se
refaire en sens inverse. ’

¢ Par conséquent, si D ( M ) = o, les équations (5) et (5') présentent le
méme nombre r de solutions linéai rement indépendantes; les équations
homogénes (2) et (2") présentent ce méme nombre r de solutionslinéai-
rement indépendantes. '

L'équation (1) ne présentera de solution <p que si le systeme (4)

F
(4) z,—pz e =f {i=119,....pm
k=1

en admet.
Si donc on désigne par Y, ..., Y® les r vecteurs solutions indé-
pendantes du systéme transposé homogéne

n
(&) yi—p euyr=o,
k=)

les composantes de Y® étant pA?, ..., y4# (I=1,2, ..., r},lacondition
nécessaire et suffisante pour I'existence de solutions de (4) est que le
vecteur/(/<, ..., fy) soit orthogonal aux h vecteurs Y ) c'est-a-dire que
I'on~ait

#
(6) ZJ‘E"J}=° pour I=1,2,. ., 7
k=1
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- Inversement, si (6) est réalisé, (4) admet une solution générale égae a
une solution particuliére augmentée de la solution générale de (5),

or, a Y®, correspond unesolut|on $1(s) de (2'). équation deFred-
holm homogéne transposée, par

.
ey =p X b s),

A
les conditions (6) s'écrivent alors, a cause de f; =f bi(s) f(s)ds,

w2 f bifds= f(s)( y%)ds— : f SU)p0s) ds,

soit

-]
(7) (S 4m = [ g ds=o  pour (=15 ...

Les conditions (7) expriment que f(s) est orthogonale a toutes les
solutions de (2'), équation homogene transposée.

Réciproquement, on voit que les conditions nécessaires et suffisantes.
(7) entrainent (6) auxquelles elles sont équivalentes.

Il faut donc et il suffit que le second membre f soit orthogonal aux r
solutions linéairement indépendantes du sysleme[homogeéne transposé (2')
S'il en est ainsi, la solution de (1) ne sera pas unique caria solution
générale de (1) est la somme d'une solution particuliére et dé la solution
générale de (2), en raison de la linéarité de I'équation de Fredholm,
mise en évidence dans I'introduction.

3. Conclusion. Théoreme de Fredholm. — Il peut sénoncer sans
|'aide des déterminants. Toutefois nous mettrons entre parenthéses ce qui
est relatif aux déterminants, et le lecteur remarquera que le théoréme
conserve tout son sens lorsqu'on ne lit pas ce qui est entre parenthéses.

Un nombre p étant donné, deux cas sont possibles :

a. Ou bien I'éguation de Fredholm (1) admet, quel que soit le second
membre /, une solution et une seule ; en particulier |I'équation
homogene n'admet que la solution o. Dans ce cas [D(p)s2 o] les
mémes résultats s'appliquent a |'équation transposée et a I'équation
homogene transposée.

b. Ou bien I'équation homogene admet un nombre r”*éo de solutions
lingairement indépendantes ¢"', I'équation homogéne transposée admet
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le méme nombre r de solutions linéairement indépendantes . La
condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (i) de Fredholm
soit résoluble est que I'on ait {f, $'} =0 pour i=1, 13,..., r; et si

elle est résoluble sa solution générale @ est égaie ala somme d'une solu-

tion particuliére ¢ et de la solution généralez ¢ip! de I'équation
‘_.
homogeéne. [Danscecas D(u ) = 0]

p=g +Z ed (D

- Les valeurs JJl qui annulent D( n ), polynébmeen u . de degré p, sont les
valeurs caractéristiques (oupropres) de I'équation (1) ou (i') ou (2)
ou (2.

4. Remarque. — Les noyaux de Goursal se sont révélés utiles méme
pour I'étude de I'équation générale de deuxiéme espéce a noyau
k(s, t) continu (et méme plus généraux). Il suffit pour cela de remar-
quer que tout noyau continu k(s, t) peut, suivant un théoréme de
Weierstrass, se développer en série uniformément convergente de
polyndmes en (s, t) ou étre arbitrairement approché dans le domaine
a<s<b a<¢<h, par un polyndme en (s, t). En substituant a k(s, t)
dans (1) un polynéme en (s, t) approché, on a une equallon approchée
de (1) dont les solutions approchent celles de (1). Or un polyndme
en (s, t) est un noyau de Goursat, nous savons donc discuter la résolu-
tion de I'équation approchée et trouver les solutions par ce qui précede.
Il est possible, en prenant des approximations de k(s, t) de plus en plus
serrées, de démontrer I'existence des solutions de (1) et d'approcher de
plus en plus ces solutions. Nous nous bornerons a ces indications,
renvoyant sur ce sujet aux Mémoires de M. Goursat (loc. cit) et de
M. Lebesgue (Bull. Soc. Math, de Fr., 1908); voir aussi COURANT et
HILBERT, Methoden der mathematischen Physik, Chap. 3].

(') Dars cette solution générale, on peut choisir une solution unigue par ticulierement
intéressante en exigeant de la relation (@, @(i)) = 0. Les éguations en ¢, ont alors un
déterminant qui et un déerminant de Gram, lequel et d, puisque les © sont indé
pendants.

FIN.
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