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Vorwort. 
Diese Schrift soil eine Einfuhrung in die allgemeine Theorie der 

linearen Analysis von unendlich vielen Variablen geben. A l s ich auf 
Anregung und Veranlassung von Herrn Professor Lichtenstein die Ab-
fassung des Buches i ibernommen habe, hoffte ich zwar, bei dieser Ge-
legenheit auch die nichtlinearen Methoden meines naheren Arbeits-
gebietes im Zusammenhang darstellen zu konnen; leider ließ sich dies 
nicht durchfuhren, die Schrift ist ohnehin noch einmal so lang geworden, 
als es von dem Verlage ursprl inglich geplant war. So mußte ich u. a. 
auch darauf verzichten, auf die Beziehungen zu der Darstellungstheorie, 
insbesondere zu den neueren Untersuchungen von W e y l uber kontinuier-
liche Gruppen, naher einzugehen, obwohl sich dazu reichliche Gelegen-
heit geboten hatte. 

Die Lehre von den unendlich vielen Veranderlichen ist ein weites, 
noch nicht lange erschlossenes Gebiet, das in der Analysis und ihren An-
wendungen schon heute eine zentrale Stellung einnimmt, in steter 
Entwicklung begriffen ist und mi t seinem kraftigen Apparate uberall, 
sogar in der Zahlentheorie, zu weitgehenden Hoffnungen berechtigt. 
Die Hilfsmit tel , die man dabei benotigt, sind freilich ziemlich hetero-
gener Natur und z. Z. nicht einem jeden gelaufig. Da diese Schrift 
sich dem Wunsche des Verlages entsprechend vor allem an Anfanger 
wenden sollte, so waren daher manche Kompromisse unumganglich. 
So sind z. B. die Kapi te l I, II und V absichtlich etwas breit gehalten, 
wahrend an anderen Stellen, etwa in dem Kapi te l IV , an den Leser 
groBere Anforderungen gestellt werden; manchmal war fur mich das 
wesentliche, ihn zum Studium der Originalarbeiten anzuregen. 

Da ich kein Handbuch, sondern eine Einfuhrung zu schreiben 
hatte, glaubte ich meinem Ziele auf diesem Wege am besten nahe-
kommen zu konnen. Was nicht behandelt wurde, blieb jedenfalls nicht 
deshalb unbeachtet, weil ich es nicht fur wich t ig oder interessant hielt. — 
Was in dem Buch sachlich oder methodisch neu ist, w i r d der kundige 
Leser leicht bemerken konnen. 



V I Vorwort. 

Als eine wesentfiche Erleichterung meiner Aufgabe empfand ich 
es, daß ich mich von Anfang an der ins Einzelne gehenden Ratschlage 
von Herrn Professor Lichtenstein erfreuen durfte, der sogar die Korrek-
turen mitgelesen hat, und daß mir mein lieber Freund, Herr Privat-
dozent Dr. E. Holder, bei der Abfassung des Manuskriptes in aufopfern-
der Weise unterstutzend zur Seite stand. Herrn Professor F. Levi ver-
danke ich manche wertvolle Bemerkungen und freundliche Hilfe beim 
Lesen der Korrekturfahnen. Einige Bogen hat wahrend seines Leipziger 
Aufenthaltes auch Herr Dr. W. Nikliborc gelesen. Allen diesen Herren 
gilt mein bester Dank, vor allem aber dem Verlagshause S. Hirzel, das 
mich mit der Abfassung dieser Schrift betraut hat und meinen ver-
schiedensten Wunschen vor und wahrend der Drucklegung stets in der 
liebenswurdigsten Weise entgegengekommen ist. 

Ein Sachregister eriibrigt sich mit Rucksicht auf die standigen 
Riickverweisungen im Texte, sowie auf S. I X — X I I . 

L e i p z i g , den 15. Juni 1929. 
A. Wintner. 



Einleitung. 

Durch die neueste an Werner Heisenberg anknlipfende Entwicklung 
der Quantentheorie hat die von Hilbert begrundete, von Hellinger und 
Toeplitz erfolgreich fortgefuhrte Theorie der unendlichen Matrizen eine 
erneute Aktualitat gewonnen. Wahrend fur die Anwendungen bis dahin 
in erster Linie die Theorie vollstetiger Formen von Bedeutung war, tritt 
jetzt gerade die tiefliegende Hilbert-Hellingersche Spektraltheorie be­
schrankter Formen in den Vordergrund. Die Hermiteschen Formen der 
Matrizenmechanik sind iibrigens nicht einmal beschrankt. Eine liicken­
lose, mathematisch befriedigende Theorie der quantentheoretischen 
Matrizen ist zurzeit noch ein Desideratum. An der Weiterentwicklung 
der Theorie sind, wie wir sehen, Analysis und theoretische Physik in 
gleichem Maße interessiert. 

Dieses Buch ist aus den Vortragen hervorgegangen, die der Ver-
fasser vor einem kleinen Kreise von Mitgliedern des hiesigen Mathe-
matischen Seminars im Wintersemester 1927/28 gehalten hatte, und 
versucht, den berechtigten Wiinschen der Physiker und Mathematiker 
gerecht zu werden. Die Aufgabe ist nicht ganz leicht und kaum ohne 
Zugestandnisse und Opfer zu losen. So bringt das erste, den algebrai-
schen Grundlagen gewidmete Kapitel dem Mathematiker nur metho-
disch etwas Neues; der Verfasser behandelt hier endliche Matrizen, — 
die Beweise sind meist so angelegt, daB sie sich zum Teil unmittel-
bar auf die unendlichen Matrizen ubertragen lassen. Das zweite Ka­
pitel beschaftigt sich mit einigen den Physikern weniger gelaufigen 
fundamentalen Begriffen der reellen Analysis, Funktionen beschrankter 
Schwankung, Stieltjesschen Integralen, konvergenten Folgen von Funk­
tionen u. dgl. Auch hier wird der Mathematiker noch nicht auf seine 
Kosten kommen, auch weil mit Rucksicht auf den verfugbaren Raum 
mancher Beweis nur angedeutet werden konnte. Der Lebesguesche 
Integralbegriff wird in dem Werk nicht gebraucht, was einen Verzicht 
auf eine luckenlose Darstellung einiger grundlegenden Ergebnisse der 
bedauerlicherweise immer noch nicht bequem zuganglichen Hellinger-



V I I I Einleitung. 

schen Dissertation zur Folge hatte. — Trotz aller dieser Zugestand-
nisse w i rd der mathematisch weniger gewandte Physiker gelegentlich 
finden, die Spektraltheorie der unendlichen Matrizen lese sich nicht 
immer ganz leicht. D e m mag entgegengehalten werden, daß das Buch 
derNatur nun einmal in mathematischer Sprache geschrieben sei. Seitens 
des Verfassers ist alles getan, um diese Sprache verstandlich zu ge­
stagen, — getan mi t viel Geschick, Sachkenntnis und Eleganz. 

Die Entwicklungen des dritten und der folgenden Kapi te l flihren 
uber die eigenartig gefaßte Theorie beschrankter Formen zu gewissen 
nichtbeschrankten und nicht Hermiteschen Matrizen hiniiber. In einigen 
sehr bemerkenswerten, in der letzten Zeit erschienenen Publikationcn 
ist es dem Verfasser gelungen, fur die von ihm so genannten halb-
beschrankten und fastperiodischen Matrizen zu Iiberraschend eleganten, 
abschließenden Ergebnissen zu kommen. M i t den halbbeschrankten 
Matrizen ist eine mathematisch befriedigende Theorie der quanten-
mechanischen Matrizen von wasserstoffahnlichem Spektrum gewonnen, 
wahrend die fastperiodischen Matrizen die klassische Mechanik in die 
Sprache der unendlichen Matrizen libersetzen. An die fastperiodischen 
Matrizen schließen sich Betrachtungen an, die an gewisse storungs-
theoretische Problemstellungen und Ergebnisse von Lagrange und Levi-
Civita anknupfen. An diesen Dingen und manchem andercn in dem 
Buch, so an der Spektraltheorie der unitaren und allgemeiner der nor-
malen beschrankten Matrizen w i r d der Mathematiker seine helle Freude 
haben, die gleiche Freude, die ich empfand, als ich dieses Erstlings-
werk des jungen, hochbegabten Verfassers las. 

Leon Lichtenstein. 
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E r s t e s K a p i t e l . 

n-are (binare, ternare usf.) Matr ix ; die 1-aren Matrizen sind die gewohn-
lichen, reellen oder komplexen Zahlen. 

Unser eigentliches Ziel ist die Behandlung von unendlichen Matrizen 
D o c h mlissen wir uns vorher mi t den endlichen Matrizen aus-

fuhrlich beschaftigen, zum T e i l zwecks Orientierung in den algebraisch-
formalen Grundlagen der transzendenten Probleme, zum T e i l aber zur Er-
leichterung des Grenzuberganges der unter Zugrundelegung 
der im Kap. II zu entwickelnden funktionentheoretischen Hilfsmit tel er-
folgen wi rd . Bei den unendlichen Matrizen w i r d es sich vor al lem um 
Hermitesche und unitare Matrizen handeln. Beliebige Matrizen werde ich 
des naheren nur im Falle behandeln. Doch sind die dabei ver-

Wintner, Spektraltheorie. 1 

Algebraische und formale Grundlagen. 
§ 1. Methodische Vorbemerkung. 



2 I. Kap. § 2. Malrizenpolynome. 

wandten Methoden zum T e i l auch bei unendlichen Matrizen valent. — 
Al l e unsere Betrachtungen i iber endliche Matrizen sind in diesem Sinne 
prapariert, also sogleich dem Falle angepaßt. So werden 
wir Terminologie und Beweisfuhrung nicht immer auf die scheinbar 
am nachsten liegende A r t und Weise, sondern derart zu fuhren haben, 
daß sie mutatis mutandis (oder sogar ohne weiteres) auch im Falle 
unendlicher Matrizen in Kraft bleiben. — Die scheinbaren Umwege 
erweisen sich also als methodische Notwendigkeiten: auf unendliche 
Matrizen konnen nur , ,pr imi t ive" Schlußweisen ubertragen werden, und 
Satze, die solchen Schlußweisen nicht zuganglich sind, pflegen im Falle 

geradezu falsch zu sein. Unsere „ U m w e g e " werden sogar die 
Vermeidung mancher Wiederholungen erlauben. Man gewinnt nur auf 
diese Weise einen naheren E inb l i ck in die wahre Natur der Probleme. 

Der Grad soil in diesem Kapitel beliebig, jedoch immer derselbe 
sein, sofern nichts anderes vermerkt wi rd , 

§ 2. Matrizenpolynome. 
Die Matrix ist durch die Vorgabe von n2 Zahlen a1, a2,..., aj.,..., an2* 

noch nicht festgelegt. Man muB vielmehr auch den Ort von a. in 
der Tabelle angeben, d. h. man muß wissen, welchem Wertepaare (i, k) 
der Zeiger j entspricht. Dementsprechend heiBen die beiden Matrizen 

dann und nur dann gleich, wenn die ent-
sprechenden Elemente identisch sind, so daß also eine Matrizen-
gleichung nur eine Abki i rzung fur ein System von n2 gewohnlichen 
Gleichungen aik = bik darstellt. Die Matrix kann dabei als eine 
hyperkomplexe Zahl mi t n2 Einheiten aufgefaßt werden, so daß wi r 
sie mi t einem einzigen Buchstaben bezeichnen konnen. Zu diesem 
Zwecke soll der entsprechende große deutsche Buchstabe verwendet 
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und zwar auch im Falle sofern alle n2 Reihen rechterhand 
konvergent sind. W i r werden es nur mi t Fallen zu tun haben, wo 
iede dieser Reihen absolut konvergiert. 

besondere Eigenschaft des Matrizenpaares, die i h m zukommt oder 
nicht zukommt. Zwei Matrizen sind also im allgemeinen nicht vet-
tauschbar, die Matrizenmultiplikation ist keine kommutative Operation. 
Hingegen ist sie, wie man leicht nachrechnet, gewiß distributiv in 
bezug auf Matrizenaddition, d. h. es g i l t bei drei beliebigen Matrizen 

m Elementen durch endlich haufige Wiederholung von Vertauschungen 
je zweier benachbarten Elemente gewonnen werden kann. Da mi t sich 



§ 3. Diagonalmatrix. Begleitende Matrix. 
Unitare Matrix, 

4 I. Kap. § 3. Diag-onalmatrix. Begleitende Matrix. Unitare Matrix. 

G (z, w) die Gruppierung der Faktoren in jedem Glied des naheren 
angeben, sofern G (z, w) Glieder enthalt, in denen beide Veranderlichen 
eintreten. 
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komplexe Große, so daß 

§ 4. Die Reziproke. 

bei alien Wertsystemen {ci.} mindestens eine Losung zulaßt. 1st dies der 
Fall, so ersieht man leicht (indem man zunachst c1 = 1 setzt und die 
ubrigen ci = 0, usf.; vgl. ubrigens weiter unten), daß es eine Losung 
gibt, die sich aus den ci. homogen und linear aufbaut, 

so haben wir es mit den Matrizen zu tun, welche die Richtungskosinus 
der durch die reellen Drehungen und Spiegelungen im n-dimensionalen 
(reellen) euklidischen Raume transformierten Achsen darstellen. — Wir 
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1) Entartet = nicht nichtentartet; nichtentartet = nicht entartet. 
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Reziproke, die dann hintere und zugleich vordere Reziproke ist. Letzteres 
ist dann und nur dann der Fall, wenn das Gleichungssystem (5) bei 
jedem {c.}-System losbar ist, d. h. wenn 21 nicht entartet ist oder 

W i r wollen zum Schluß die aus der Determinantentheorie bekannten 
Satze liber Systeme von n linearen Gleichungen m i t n Unbekannten 
auf eine determinantenfreie Weise zusammenstellen: 
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bei jedem c.-System mindestens eine Losung haben, oder wenn sie 
bei mindestens einem ci.-System eine und nur eine Losung zulassen, 
so haben sowohl sie als auch die transponierten Gleichungen 

Wenn die Gleichungen 

§ 5. Vektoren. 

1) Der n-dimensionale Vektor hangt von den 2n reellen Parametern ab. 



I. Kap. § 5. Vektoren. 9 

ubrigen n — 1 Komponenten verschwinden, der i-te Einzelvektor. Die 
Addition von Vektoren, sowie die Multiplikation eines Vektors mit 
gewohnlichen Zahlen, endlich der konjugierte Vektor eines Vektors 
werden durch die Definitionen 

entweder zwei nichtreelle Wurzeln, oder eine reelle Doppelwurzel hat. 
Die hierzu erforderliche Diskriminantenbedingung ist aber mit der zu 
beweisenden Ungleichheit offenbar identisch. — Die Schwarzsche Un-

Der Betrag des Produktes zweier Vektoren wird durch die Be-
trage der Faktoren gemaß der sogenannten Schwarzschen Ungleichung 



10 I. Kap. § 5. Vektoren. 
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a1, a2, . . . rekursiv berechnet werden konnen. — Der Schmidtsche 
Satz besagt nun, daß zu jedem System a1, a2 , . . . , an linear-unabhangiger 
Vektoren der Dimension n eine — ubrigens nicht nur eine — rekursive 

§ 6. Der Schmidtsche Orthogonalisierungsprozeß. 
Wir haben vorhin gesehen, daß n paarweise orthogonale Vektoren, 

sobald sie normiert sind oder wenigstens normiert werden konnen 
(d. h. wenn keiner dieser Vektoren der Nullvektor ist), gewiß linear 
unabhangig sind. Nach E. Schmidt kann man diesen Satz gewisser-
maBen umkehren; dazu wollen wir nun iibere:ehen. Eine Matrix 



12 1. Kap. § 6. Der Schraidtsche Orthogonalisierungsprozeß. 
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16 I. Kap. §9. Die Resolvente und die Hilbertsche Funktionafgleichung". 

§ 9. Die Resolvente und die Hilbertsche Funktional-
gleichung. 
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18 I. Kap. § 10. Die C. Neumannschen Reihen. 

keine Wurzel der Sakulargleichung, im Widerspruch zu der Voraus-
setzung. 

§ 10. Die C. Neumannschen Reihen. 
Da im Punkte X = wegen (18) alle Rik (X) regular verschwinden, 

so gilt dort eine Taylorsche Entwicklung 
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2* 

einfuhren, die damit fiir alle und fur alle t, also insbesondere auch 
fur t = 1 erklart sind. Es gelten, wie man sich leicht uberzeugt, fur 
diese Matrizentranszendenten im Falle vertauschbarer Argumente die-
selben Funktionalgleichungen, wie fur die entsprechenden gewohnlichen 
elementaren Transzendenten, und zwar genau mit denselben Schlufi-
weisen. 

Mit Hilfe von exp(Ut) kann man die allgemeine Losung des 
Differentialsystems 



20 I. Kap. § 11. Kanonische Matrizen. Die Schursche Transformation. 

in derselben Gestalt darstellen, wie die allgemeine Losung der einzigen 
Differentialgleichung x = ax durch eat . Den Vektor mit den Kompo-
nenten xi (t) wollen wir durch r, bezeichnen. Das Differentialsystem 

§ 11 . Kanonische Matrizen. Die Schursche Transformation. 
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schwinden gebracht werden konnen. Nun ist diese Anzahl eben mit 
der Anzahl der oberhalb der Diagonale stehenden Elemente identisch. 
Es ist zugleich die Vermutung nahegelegt, daB, wenn die n2 Elemente 
von U voneinander unabhangig sind, mehr als eine Kanonisierung, 
etwa eine Transformation auf die Diagonalgestalt, durch keinerlei 
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wobei also die Matrix ß nur n — 1 Zeilen und Kolonnen hat. Wir 
konnen nun 33 demselben Verfahren wie vorher unterwerfen, also eine 
unitare Matrix $ mit n — 1 Zeilen und Kolonnen derart bestimmen, daß 

hat, so daß darin die oberhalb der Diagonale stehenden Elemente 
nicht nur, wie in (26), in der ersten Zeile verschwinden, sondern auch 
in der zweiten. So konnen wir weitergehen und die oberhalb der 
Diagonale liegenden Elemente von 91 durch w-are unitare Transfor-
mationen sukzessive ausfegen. Nun bilden aber die unitaren Matrizen 
eine Gruppe, womit alles bewiesen ist. — Des naheren handelt es sich 
dabei um folerendes. Zum Schluß haben wir n — 1 unitare Matrizen 



I. Kap. § 12. Die normalen Matrizen. 23 

Schursche Satz bewiesen. 
Der Schursche Satz und auch die Beweisanordnung stellt eine 

sinngemaBe Verallgemeinerung des klassischen Verfahrens dar, das 
durch sukzessive orthogonale Abspaltung der Eigenwerte eine reell-
symmetrische Matrix (eine quadratische Form) auf die Diagonalgestalt 
(in eine Summe von Quadraten) zu transformieren gestattet. W i r 
k o m m e n darauf noch mehrfach zuruck. — Bereits Lagrange und 
Gauß haben bemerkt, daß sich diese „Transformation auf die Haupt-
achsen" meistens viel bequemer gestaltet, wenn man den schrittweisen 
Abspaltungen nicht an die Matr ix selbst, sondern an ihre Reziproke 91"1 

ankniipft, deren Existenz zunachst vorausgesetzt w i r d . Jacobi hat 
diese, heute nach i hm benannte Transformation, die, sofern sie existiert, 
m i t der Schurschen inhalt l ich identisch ist, auf nicht-Hermitesche 
Matrizen ubertragen. Allerdings gibt es Matrizen, wo die Jacobische 
Transformation, im Gegensatz zur Schurschen, versagt. W i r werden 
uns in §§ 27, 28 nur mi t dem Spezialfall der Jacobischen Transformation 
beschaftigen, den wi r spaterhin, bei Untersuchungen liber unendliche 
Matrizen, benotigen werden. 

Aus dem Schurschen Satz folgt , daß det immer gleich dem 
Produkt der Eigenwerte von ist1). Denn zunachst sind det und 
die n Eigenwerte Matrizentransformationen gegeniiber invariant, so daß 
nach dem Schurschen Satz die Matrix kanonisch angenomen werden 
kann. Nun ist aber die Determinante einer kanonischen Matrix das 
Produkt der diagonalen Elemente und diese sind bei kanonischen 
Matrizen mi t den Eigenwerten identisch. — Ferner sind die Eigenwerte 

§ 12. Die normalen Matrizen. 

Im Anschluß an den Schurschen Satz haben Schur und Toeplitz 
die Klasse derjenigen Matrizen untersucht, die mi t ihrer begleiten-

1) Dies folgt auch unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Algebra. 
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und daher das Verschwinden aller unterhalb der Diagonale liegenden 
Elemente der zweiten Kolonne folgt. Durch Wiederholung dieser 
Schlufiweise ergibt sich, daß unterhalb der Diagonale lauter Nullen 
stehen, wahrend dies oberhalb der Diagonale nach Voraussetzung der 
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Eigenwerte m i t derselben bz. Vielfachheit, d. h. dasselbe Spektrum 
haben. Nun ist aber dicse notwendige Bedingung, wie w i r jetzt zeigen 
wollen, zugleich hinreichend, so daß also das Spektrum bei normalen 
Matrizen das vollstandige unitare Invariantensystem bildet. 

Eine Matr ix von n2 Elementen moge (aus sogleich ersichtlichen 
Griinden) eine Permutationsmatrix genannt werden, wenn darin jede 
Zeile und jede Kolonne ein und nur ein Element enthalt, das gleich 
= 1 ist, wahrend die l ibrigen n2 — n Elemente verschwinden. Kom-
poniert man die i-te Zeile einer Permutationsmatrix mi t der k-ten, 

Die binare Matrix 

(31) 



26 I. Kap. § 13. Die Resolvente der normalen Matrizen. 

§ 13. Die Resolvente der normalen Matrizen. 
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§ 14. Die beiden Normmatrizen. Hermitescher Charakter. 
Es moge zunachst eine von Schur herruhrende Charakterisierung der 

normalen Matrizen erwahnt werden, die u. a. den fur die Fredholmsche 
Theorie grundlegenden Hadamardschen Determinantensatz enthalt. 
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Spur einer beliebigen Matrix heifit die Summe der Eigenwerte 
von . Die Spur der Normen einer normalen Matr ix ist also gleich 
der Normalspur von Es folgt namlich etwa nach einer unitaren 
Transformation von auf die Diagonalgestalt, daB die Eigenwerte der 
N o r m von die Quadrate der absoluten Betrage der Eigenwerte von 

sind. 

Die Matrix heiBt von Hermiteschem Typus, wenn sie m i t ihrer 

begleitenden Matrix identisch ist, so daß fur alle Zeiger 
aih = aki gi l t . Die diagonalen Elemente sind dann also gewiß reell. 
Da mi t sich selbst jede Matr ix vertauschbar ist, so sind die Hermiteschen 
Matrizen gewiß normal. Nicht jede normale Matrix ist Hermitesch. 

setzen und umgekehrt). Da die beiden Normen stets normal sind, so lauft 
die Behauptung darauf hinaus, daß die beiden Normen dieselben Eigen­
werte oder dasselbe Sakularpolynom haben. Denn die Ubereinstimmung 
der Spektra ist nach § 12 die notwendige und hinreichende Bedingung 
fur die unitare Aquivalenz zweier normalen Matrizen. — Es sei zunachst 
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offenbar befriedigt. Die nichtnegativ definiten Hermiteschen Matrizen 
sind also diejenigen Matrizen, die als Quadrate von Hermiteschen 
(oder auch von nichtnegativ definiten Hermiteschen) Matrizen dargestellt 
werden konnen, wahrend die positiv definiten Hermiteschen Matrizen 
und nur diese offenbar Quadrate sogar von positiv definiten Matrizen 
sind. Da eine Matrix dann und nur dann entartet ist (det = 0), 
wenn mindestens ein Eigenwert verschwindet, und da die Quadrate der 
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§ 16. Hauptachsentransformation. 
Es soil jetzt der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und 

Eigenlosungen einerseits und der unitaren Transformation auf die 
Diagonalgestalt (geometrisch: Hauptachsentransformation) andererseits 
besprochen werden. In Verbindung mit in § 13 beriihrten Fragen ist 
die Theorie des Elementarteiles daraus entstanden, und die Schursche 
Transformation stellt seine Obertragung auf beliebige Matrizen dar. 

1) Allgemeiner kann eine (endliche oder unendliche) Gesamtheit von 
n-Hren Hermiteschen Matrizen dann und nur mittels derselben unitaren Trans­
formation auf die Diagonalgestalt gebracht werden, wenn die Matrizen von 
paarweise vertauschbar sind. — Entsprechendes gilt fur unitare Matrizen. Merk-
wtirdige analytische Anwendungen gab davon H. Wey l . V g l . z. B. H. Wey l , Math. 
Annalen 97 (1927), S. 338 ff.; F. Peter und H. Wey l , ibid. S. 737 ff. 
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34 1. Kap. § 18. Der Hausdorffsche Satz liber die Konvexitat des Wertbereiches. 

§ 18. Der Hausdorffsche Satz uber die Konvexitat des 
Wertbereiches. 

Toeplitzhatbewiesen, daB die auBereBerandung derPunktmenge 
der Ebene konvex ist, und er hat vermutet, daß nicht hohl 
sein kann, daß also ein konvexerBereich ist. [Eine abgeschlossene 
und beschrankte ebene Punktmenge heißt bekanntlich ein konvexer 
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Bereich, wenn sie von einer Geraden der Ebene entweder iiberhaupt 
nicht oder in einem einzigen Punkte getroffen, oder aber entlang eines 
zusammenhangenden Intervalles, das mi t dem Bereich a u d i identisch 
sein kann, geschnitten wird.] Hausdorff hat diese Toeplitzsche Ver-
mutung auf die folgende Weise bewiesen. 



36 I. Kap. § 18. Der Hausdorffsche Satz uber die Konvexitat des Wertbereiches. 
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Die naheliegende umgekehrte Frage, inwiefern durch die Kon-
figuration der Eigenwerte diejenige des Wertevorrates eingeschrankt 
wird, hat bei nicht normalen Matrizen keinen Sinn. Man bedenke 
nur, daß eine nicht normale Matrix durch die Eigenwerte nicht bis 

§ 19. Wertbereich und Spektrum. Die Toeplitzsche 
Polygonregel. 
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auf eine unitare Transformation festgelegt wird, und daß dabei das, 
was in der kanonischen Darstellung unterhalb der Diagonale liegt, 
vollig willklirlich bleibt. Man denke an den Fall, wo sogar alle 
Eigenwerte verschwinden. — Fur die normalen Matrizen wird der 
Zusammenhang des Wertevorrates mit den Eigenwerten durch den 
folgenden Toeplitzschen Satz restlos aufgedeckt: Der Wertevorrat 

einer normalen Matrix ist identisch mit dem kleinsten konvexen 

1) Vg l . insb. C. Caratheodory, Rend. Palermo 32 (1911), S. 195 ff. 
2) Diesen zweiten (schwierigeren) Teil dieses Satzes benotigen wir zum Be-

weise der Toeplitzschen Polygonregel eigentlich nicht. Denn wir wissen von 
vornherein, dafi das Spektrum (sogar bei nicht normalen Matrizen) in dem 
Wertbereiche der Kopplungsform liegt (siehe den Anfang dieses Paragraphen). 
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§ 20. Die Bilinearform. 



40 I. Kap. § 20. Die Bilinearform. 
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§ 21. Definite Matrizen. Das Spektrum der beiden 
Normmatrizen. 

Bevor wi r weitergehen, wollen wi r einiges liber die Hermiteschen 
Matrizen zusammenstellen. — Da die Hermiteschen Matrizen nur reelle 



42 I. Kap. § 21. Definite Matrizen. Das Spektrum der beiden Normmatrizen. 
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44 I. Kap. § 21. Definite Matrizen, Das Spektrum der beiden Normmatrizen. 

1) Dies, und auch mehr, wissen wir bereits aus § 14 her. Doch konnten 
wir den sich aus § 14 ergebenden Beweis fur (55) und (56) nicht auf unend-
liche Matrizen ubertragen. Denn es wird bei den unendlichen Matrizen gar 
nicht selbstverst&ndlich sein, da§ z. B. (56) die errofite, in dem Spektrum von 
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§ 22. Unitare Matrizen. Nichtspektrale Grundgebiete. 

— Indem man die unitare Transformation der unitaren Matrizen auf die 
Diagonalform etwa nach dem Schur-Schmidtschen Verfahren ausfuhrt, 
wird man zwanglos zu einer von Hurwitz herruhrenden Parameter-
darstellung aller unitaren Matrizen gefuhrt, deren Parameter den z. B. 
aus der Mechanik bekannten Eulerschen Winkeln reeller Drehungen 
entsprechen. — Der Wertevorrat ist nach der Toeplitzschen Regel 
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(§ 19) ein konvexes Polygon mit hochstens n Eckpunkten, die alle auf 
dem Rande des Einheitskreises liegen. Gibt es nur zwei verschiedene 
unter den n Eigenwerten, so tritt an Stelle des Polygons eine Sehne, 
die dann und nur dann auf einen Punkt zusammenschrumpft, wenn 

fur viele Fragen der Analysis, z. B., wie Bohr gezeigt hat, fur die Theorie 
der Dirichletschen Reihen (und erst recht fur diejenige der Potenz-
reihen) von grundlegender Wichtigkeit. Wichtige dahin zielende Re-
sultate hat Toeplitz angegeben. Etwas anders gerichtet ist eine Unter-
suchung von M. Riesz, der die Gesamtheit der zu beliebigen O. Holder-
schen Exponenten gehorigen Bereiche betrachtet. Einen abstrakt-
allgemeinen Ansatz iiber die hier sinngemaB iiberhaupt in Betracht 
kommenden Bildungen verdankt man E. Helly, der an die Minkowski-
sche Geometrie und die allgemeinen O. Holderschen Ungleichheiten 
iiber konvexe Funktionen ankniipft, zugrunde legt. AbschlieBende 
Ergebnisse uber diese vielversprechenden Probleme, die eine Ar t 
Funktionalstatistik bezwecken, liegen freilich nicht vor. 

§ 23. Treppenfunktionen. 
Wir gehen nunmehr zu den Hermiteschen Matrizen im besonderen 

uber und werden dabei die Hilbertschen analytischen Untersuchungen 
uber unendliche Hermitesche Matrizen auf den hier vorliegenden alge-
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braischen Fall ubertragen, um den Uberblick bei unendlichen Matrizen 
zu erleichtern und um fur die Untersuchung der unendlichen Matrizen 
nur das uibrigzulassen, was fur die unendlichen Matrizen wirklich 
charakteristisch ist. 
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sofern die Integrale rechterhand vorhanden sind, ferner 
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gil t , wenn die Grenzfunktion vorhanden und stetig ist. Bei den end-
l ichen Matrizen werden wir es nur mi t Treppenbelegungen zu tun haben. 
Es handelt sich also um eine integrate, an spatere funktionale Zwecke 
(S. 167ff.) gleich hier angepaßte Schreibweise fur Summen mi t endlich 
vielen Summanden. 

§ 24. Die Spektralmatrix. 

Es sei eine Hermitesche Matr ix mi t den nicht notwendig ver-

1) Man kann ein dreiachsiges Ellipsoid auf mehrere Weisen „in eine Haupt-
achsenlage drehen". 

2) Ein Rotationsellipsoid kann man um die Rotationsache beliebig drehen, 
ohne es dabei in eine Lage zu bringen, die keine Hauptachsenlage ist. 

Wintner, Spektraltbeorie. 4 
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vollkommen bestimmt sind (von den Matrizen 
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52 I. Kap. § 24. Die Spektralmatrix. 
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ubergehen, da die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion aus 
der Maclaurinreihe gewonnen werden kann, also auch fur vertamch-
bare Matrizenargumente gilt , und (75) ist nur eine andere Gestalt des 
Hellingerschen Unabhangigkeitssatzes. 

§ 25. Fortsetzung. Die Spektralmatrix als 
Verteilungsmatrix. 

W i r gehen nun zum Beweise der Unabhangigkeitsrelationen uber. 
Es handelt sich dabei nur um eine Abzahlung der Eigenwerte bzw. 
der „ r i ch t i g normier ten" Eigenlosungen, so daß dieser Paragraph iiber-
schlagen werden kann. 

Wegen a b = b a sind in (74) die beiden Faktoren l inkerhand ver-
tauschbar, und (74) ist symmetrisch. An Stelle von (74) genugt es, 
die Beziehune 
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wobei die vier Produkte rechterhand mittels (76) ausgewertet werden 
konnen. 

Wir betrachten zunachst den Fall, wo sowohl a als auch b ein 
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56 I. Kap. § 25. Fortsetzung. Die Spektralmatrix als Verteilungsmatrix. 
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§ 26. Einzelmatrizen und halbunitare Matrizen. 

als von u unabhangig betrachtet werden kann. Es ist jedoch zu be-
achten, daß yi. dennoch eine Funktion von u ist.] 

Da das Quadrat einer Hermiteschen Matrix gleich ihrer Norm ist 
und da die Normen bei jeder Matrix nichtnegativ definit sind, so ist 
jede Einzelmatrix, als Quadrat von sich selber (also von einer Her­
miteschen Matrix), gewifi nichtnegativ definit. 

l) Vgl . die Fufinote auf S. 31. 
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dafi jede Einzelmatrix wohl als die vordere N o r m einer passend zu 
wahlenden, von rechts halbunitaren Matrix dargestellt werden kann. 
W e n n man beachtet, daß jede Einzelmatrix, wenn auch nicht not-
wendig von der Gestalt ist, aber gewiß in eine solche Matrix 
unitar ubergefiihrt werden kann, so laßt sich der Satz in einigen 
Zeilen beweisen. Doch ware diese SchluBweise, die den fertigen Satz 
liber die unitare Transformierbarkeit der Hermiteschen Matrizen auf 
die Diagonalgestalt heranzieht, auf unendliche Matrizen aus ver-
schiedenen Grunden nicht tibertragbar. W i r ziehen es daher vor, den 
Satz nach dem Vorgang von Hilber t mittels Jacobischer Transformation 
direkt zu beweisen, um dadurch Wiederholungen bei der Betrachtung 
unendlicher Matrizen zu vermeiden. 
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60 I. Kap. § 27. Durchfuhrung der Jacobischen Transformation. 

Die erste dieser beiden Gleichungen beweist sich wie (83), die zweite 
gilt wegen 
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Der Leser hat gewiß bemerkt, daß die vorhin benutzten, nach 
Jacobi benannten Transformationen, die zum Schluß zur „orthogo-
nalen Kernzerspaltung", namlich zu der Form el (92) fuhren, mit dem 
Orthogonalisierungsverfahren, auf das sich die Schursche Transforma­
tion grundet, im wesentlichen identisch sind. 

§ 28. Die Jacobi -Toeplitzsche Parameterdarstellung 

der definiten Matrizen. 

andererseits sind zugleich rekursiv; endlich ist die Rezi-
proke jeder positiv definiten Hermiteschen Matrix (mit Rucksicht auf 
das Verhalten der Eigenwerte beim Obergang zur reziproken Matrix) 
ebenfalls positiv definit. 
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Die Zerlegbarkeit der positiv definiten Hermiteschen Matrizen in 
das Produkt zweier Faktoren, die begleitende Matrizen voneinander 
sind und dabei einer der Faktoren kanonisch ist, ist seit Toeplitz fur die 
Theorie der unendlichen Matrizen von grundlegender Wichtigkeit . — 
Der Beweis des Satzes kann wieder auf verschiedene, jedoch aquiva-
lente Weisen gefuhrt werden. W i r wahlen den kurzesten Weg, der 
formale Wiederholungen des Vorangehenden scheinbar vermeidet. 
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Determinantenidentitat 

§ 29. Die Hermiteschen Matrizen von einfachem Spektrum 
und die Fourierschen Matrizen. 



64 I. Kap. § 29. Die Hermiteschen Matrizen von einfachem Spektrum. 
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Es w i r d sich herausstellen, daß umgekehrt jede Fouriersche Matrix, 
die offenbar von Hermiteschem Charakter ist [vg l . (102)'], von einfachem 
Spektrum sein muß. 
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1) Der kundige Leser moge hierzu die Euler-Hurwitzsche Produktzerlegung 
der unitaren Matrizen vergleichen (siehe S. 45). Sie versagt bei beliebigen 
unendlichen Matrizen, da es dann bei der Reduktion keinen letzten Schritt gibt 
oder eigentlich bereits darum, da eine unendliche normale Matrix u. U. nicht 
in eine Diagonalmatrix Ubergeflihrt werden kann. Hingegen kann die Hellinger-
sche Formel (107), welche die unitare Matrix aus infinitesiraalen spektralen 
Drehungen (vgl. S. 160 ff.) zusammensetzt, auf unendliche Matrizen wohl liber-
tragen werden. Vgl . insb. S. 187. Die sinngemfie Parameterdarstellung aller 
unendlichen unitaren Matrizen findet man in § 101. 

(102) ' , (106), (107) unmittelbar, daß zwei Fouriersche Matrizen gewiß 
unitar ineinander ubergefuhrt werden konnen, wenn ihre Spektralmatrizen 
zur selben Dichtefunktion gehoren [vgl . (102)] . U n d zwar werden sie 
ineinander durch eine Matr ix U transformiert, die wegen (106) aus den 
Fourierschen Entwicklungskoeffizienten des einen Orthogonalsystems in 
bezug auf das andere gebildet wi rd . 

§ 30. Fortsetzung. Orthogonale Polynome. 
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§ 3 1 . Fortsetzung. Jacobische Matrizen. 
Eine Matrix , welche den Bedingungen (113) genugt, nennt man 

eine Jacobische Matrix. W i r haben gesehen, daß jede Fouriersche 
Matrix, die zu einem orthogonalen Polynomsystem gehort, gewiß eine 
Jacobische Matr ix ist. W i r werden jetzt nach E. Heine beweisen, daß 
umgekehrt jede Jacobische Matrix eine Fouriersche Matrix ist, deren 
Spektralmatrix sich aus einem orthogonalen Polynomsystem ableitet, 
und daß jede Jacobische Matrix von cinfachem Spektrum (und offenbar 
von Hermiteschem Typus) ist. 

Bevor wir zum Beweis iibergehen, wollen wir einige Folgerungen 
erwahnen. Es sei vorgelegt irgendeine Fouriersche Matr ix Es sei 

irgendeine der aquivalenten Dichtefunktionen, die zu gehoren. 
W i r konnen sodann, wie wir vorhin bewiesen haben, ein orthogonales 
Polynomsystem bestimmcn, das zu diesem gehort. Es bezeichne 
33 die Fouriersche Matrix, deren Spektralmatrix durch diese Polynome 
und durch bestimmt wi rd . und 33 sind Fouriersche Matrizen, 
die dieselbe Dichtefunktion zulassen; sie sind daher, mit Rucksicht auf 
das bei (107) Gesagte, unitar aquivalent. Nun ist aber 33 eine Jacobische 
Matrix, also von einfachem Spektrum. Mi th in ist auch von ein-
fachem Spektrum, so d a ß d e r Satz, wonach die Hermiteschen Matrizen 
von einfachem Spektrum Fouriersche Matrizen sind, umgekehrt werden 
kann, wie bereits auf S. 65 angegeben worden ist. 

Zwei Fouriersche Matrizen sind dann und nur dann unitar aqui­
valent, wenn sie Dichtefunktionen zulassen, die in dem auf S. 63 
erklarten Sinne aquivalent sind. Letzteres ist namlich die notwendige 
und hinreichende Bedingung fur die Ubereinstimmung der Spektra. 
Fur die unitare Aquivalenz ist also nicht notwendig, da l i beide 
Dichtefunktionen identisch sind. Dies folgt bereits daraus, dafi die 
„Hellingersche Zerlegung" (vgl. weiter unten) von in einen von 

und in einen von dem Orthogonalsystem abhangigen Bestandteil 
vermoge (102) nicht eindeutig bestimmt ist, indem wir auf S. 64 
innerhalb der aquivalenten Klasse wi l lk i i r l i ch wahlen konnten. 

Die Kopplungsform der Sprungmatrix der Spektralmatrix einer 
Fourierschen Matr ix laßt wegen (102) eine Darstellung von der Gestalt 
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ist (und sie ist dann und nur dann negativer Werte fahig ist, wenn die 
nicht abnehmende Funktion Q mindestens eine negative Sprungstelle hat). 
W i r werden spater sehen, wie diese Formeln von Hilbert und Hellinger 
auf Streckenspektra iibertragen worden sind. 

§ 32, Fortsetzung. Die Heineschen Formeln. 
W i r gehen nun zu dem Beweis fur die Behauptungen von § 31 

uber. Wegen (113) ist eine Diagonalmatrix gewifi keine Jacobische 
Matr ix. Im binaren Falle n = 2 ist die Matrix dann und nur dann 
eine Jacobische, wenn sie die Gestalt 
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ist. Da die (nicht abnehmende) Funktion 

fur alle ü gi l t . Dami t ist gezeigt, daß jede Jacobische Matrix eine 
Fouriersche Matr ix ist, deren Spektralmatrix eine Darstellung m i t 
orthogonalen Polynomen gestattet. Die Theorie der Hermiteschen 
Matrizen von einfachem Spektrum ist damit, wie wi r in § 31 gesehen 
haben, zu einem Abschluß gebracht. W i r haben dabei eine sich auf 
unendliche Matrizen beziehende Untersuchung von Hel l inger und 
Toeplitz (vgl. S. 188 ff.) sinngemaß auf endliche Matrizen umgeschrieben. 

§ 33. Fortsetzung. Der assoziierte Kettenbruch 
und das Momentenproblem. 

Die Jacobischen Matrizen hang en mi t gewissen Kettenbruchen aufs 
engste zusammen. Es sei X eine Zahl, die aufierhalb des Spektrums 
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Zweites Kapitel . 

Analytische Hilfsmittel. 

§ 34. Funktionen von beschrankter Schwankung. 

Die auf dem endlichen abgeschlossenen Intervall [a, b] erklarte, 
nicht notwendig reellwertige Funktion heißt daselbst von be­
schrankter Schwankung, wenn die Summen 
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1) Vgl . z. B. W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig, Verlag von Veit & Comp., 
1916, S. 26 ff. 

wonach die Bedingung, daß die reellwertige Funkt ion a von be­
schrankter Schwankung ist, nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend ist dafur, daB o als Differenz zweier nicht abnehmenden und 
beschrankten Funktionen dargestellt werden kann. Dies g i l t , auch 
wenn das Intervall endlich ist. — Nach Lebesgue gibt es reellwertige 
und stetige Funktionen von beschrankter Schwankung, die auf keinem 
Teilintervall monoton sind (trotzdem sie nach Jordan als Summe 
zweier monotonen Funktionen dargestellt werden konnen). — Es gibt 
stetige Funktionen, die nicht von beschrankter Schwankung sind. 
Z. B. ist die auf [0, 1] stetige Funkt ion 
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so durchlauft man alle Sprungstellen. Der Satz gi l t also auch fur jede 
Funktion von beschrankter Schwankung, die ja als Differenz zweier 
monotonen Funktionen dargestellt werden kann. — Offenbar muß die 
Summe der Spriinge bei jeder Funktion von beschrankter Schwankung 
absolut konvergieren. 

§ 35. Reine Sprungfunktionen. Wesentliche Konvergenz. 
Sind . . . die (eventuellen) Sprungstellen von so ist die 

Totalschwankung der Funktion 

da die Sprungfunktion a von rechts fur alle Falle stetig ist. Mi thin 
ist uberall stetig. Wegen (126) kann also jede von rechts stetige 
Funktion von beschrankter Schwankung in eine durchweg stetige 
Funkt ion von beschrankter Schwankung und in eine „reine Sprung­
funktion" (125), die ebenfalls von beschrankter Schwankung ist, additiv 
zerlegt werden. Lebesgue und Carathdodory haben die Analyse von o 
noch weiter verfolgt, indem sie aus dem stetigen Bestandteil o einen 
nicht „totalstetigen" Bestandteil abgespaltet haben. W i r werden darauf 
in § 50 noch zuruckzukommen haben. — Aus (125) geht hervor, daß 
es Funktionen von beschrankter Schwankung gibt, deren Sprungstellen 
i iberall dicht liegen. Man wahle namlich fiir . . . die Folge der 
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nicht abzahlbar, und das Komplement einer abzahlbaren Menge ( in 
bezug auf ein Intervall) ist uberall dicht. Die Stetigkeitsstellen einer 
Funkt ion von beschrankter Schwankung liegen also i iberall dicht und 
„uberwiegen" gegenliber den eventuell ebenfalls iiberall dicht liegenden 
Unstetigkeitsstellen. — Zwei Funktionen von beschrankter Schwankung, 
die auf irgendeiner iiberall dichten Punktmenge iibereinstimmen, miissen 
an alien ihren Stetigkeitsstellen ubereinstimmen. Denn zunachst sind 
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§ 37. Das Cantorsche Diagonalprinzip. 
W i r erinnern nun an das Cantorsche Diagonalprinzip, das, seitdem 

seine zentrale Bedeutung insbesondere durch Hilbert erkannt worden 
ist, zu den wertvollsten Hilfsmit teln der Analysis gehort. Es sei 
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§ 38. Der Hellysche Auswahlsatz und seine 
funktionentheoretischen Parallelen. 
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DieseBetrachtungen fließen ersichtlich aus zwei verschiedenen Quellen. 
Die eine ist der Hellysche Hilfssatz auf S. 78, welcher eine Art Konvergenz-
fortpflanzung ausspricht. Die andere ist das Diagonalprinzip. Dem ent-
spricht es, daß sobald es sich um Funktionenraume handelt, fur welche 
ein Satz uber Konvergenzfortpflanzung gilt — wie z. B. bei konvexen 
Funktionen —-, so wird, sobald dabei das Diagonalprinzip im Rechte 
ist, meistens auch ein Auswahlsatz gelten. — Dem Hellyschen Fort-
pflanzungssatz und dem Hellyschen Auswahlsatz konnen wir z. B. in 
der komplexen Funktionenlehre die folgenden, spater zu benutzenden 
Satze von Vitali bzw. Montel zur Seite stellen. 
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§ 39. Der Stieltjessche Integralbegriff. 
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erwahnt, wobei f, g stetig, o nicht abnehmend ist. Diese Abschatzung 
folgt aus der Schwarzschen Ungleichung, wenn man den Grenziiber-
gang von den Naherungssummen 5 zu den Integralen vornimmt. 
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§ 40. Fortsetzung. Partielle Integration. 
Unempfindlichkeit der inneren Sprungstellen. 
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an den Stetigkeitsstellen von (u) gewiß. Ersetzt man also in (145) an 
alien vier Stellen durch , so erhalt man eine Gleichung, deren rechte 
Seite mi t der rechten Seite der unter (145) stehenden Gleichung iiber-
einstimmt. Also mussen auch die l inken Seiten identisch sein, womi t 
(146) bewiesen ist. 

Doch wird o im allgemeinen Spriinge haben, und auch wenn 
durchweg stetig ist, braucht nicht zu existieren; ferner kann (147), 
auch wenn existiert, jedoch nicht stetig ist, unrichtig sein. Es ist also 
keine Rede davon, daß das Stieltjessche Integral immer auf ein Riemann-
sches zuriickgefuhrt werden kann. 

§ 41. Der Hellysche Satz uber gliedweise Integration. 
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wie auch dabei n beschaffen sein mag. Endlich ist (150) nach Voraus-
setzung fiir jede stetig diflferentiierbare Funktion f richtig, sofern (151) 
gilt. W i r konnen daher zu jedem m ein nm derart bestimmen, daß 

1) Die von Arzela (1885) benutzten Intervallsatze gehoren freilich zu den 
wichtigsten Ergebnissen des vorigen Jahrhunderts auf diesem Gebiet. 
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fachen Integralen wieder beliebig wenig bei (vgl. die vorige SchluB-
weise). Es k o m m t also nur darauf an, die Richt igkei t der Formel 

ergeben. Doch handelt es sich nunmehr nicht um die Sprunge allem; 
denn o kann jetzt durchweg stetig und nirgends konstant sein. — 
Wir werden sodann nach Hi lber t auch die allgemeine „Residuen-
formel" herleiten. 

§ 43. Die Stieltjessche Umkehrformel. 

wobei die Funkt ion o durch R an alien ihren Stetigkeitsstellen bis 
auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt w i r d . Dies besagt ja 
nur, daB mi t R auch die Pole und die Residuen von R bekannt 
sind. W i r wol len nun eine Stieltjessche F o r m e l herleiten, welche fur 
den allgemeinen Fa l l entsprechendes leistet. Es w i r d sich dabei eine 
eigentiimliche Verallgemeinerung der Residuenformel 

einzusehen. Hier konnen aber wegen (147) beide Stieltjesschen 
Integrate in Riemannsche verwandelt werden, und die Vertauschbarkeit 
der Reihenfolge der beiden Integrationen ist fur diesen Fal l aus den 
Elementen bekannt. 
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§ 44. Die Hilbertsche „Residuenformel". 

Zu der Stieltjesschen Umkehrformel analog ist die folgende, die von 
Hilbert herrtihrt: 
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§ 45. Funktionentheoretisches iiber die Resolventenintegrale. 

mit den im Endlichen gelegenen Singularitaten der dutch dieFormel (152) 
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tionen ganze transzendente t unk t ionen sind, also im Endlichen liber-
haupt keine Singularitaten haben. Nur w i r d dann die eine Funkt ion 
durch die Formel (152) nur in der oberen, die andere nur in der unteren 
Halbebene dargestellt. E in Beispiel ist das zur nirgends konstanten 
Belegung 
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Beispiel ist die Gaußsche Kettenbrucherzeugende der Legendreschen 

gil t , sind, wenn die Sprungstellen etwa uberall dicht liegen, nach 
Goursat und Pringsheim wesentlich komplizierter, als man es von 
vornherein anzunehmen geneigt ware. 

Ist X reell und gleich u0, wobei u0, keine Konstanzstelle von o 
ist, so hat das Integral (152) zunachst keinen Sinn; als Cauchyscher 
Hauptwert z. B. kann es jedoch existieren. W i r konnen hier auf diese 
Fragen, die aus leicht ersichtlichen Griinden (vgl. S. 96) wieder in die 
Theorie der Integraldarstellung wil lkurl icher Funktionen hiniiberfiihren, 
nicht naher eingehen. — Es sei nur erwahnt, daß die Stieltjessche Urn-
kehrformel mi t derjenigen von Fourier durch eine A r t Laplacesche Trans­
formation zusammenhangt. 

§ 46. Fortsetzung. Das Verhalten im Unendlichen. 
Momente und C. Neumannsche Reihen. 

Eine eventuelle matrizentheoretische Bedeutung der durch die 
Formel (152) nicht dargestellten Zweige ist nicht bekannt. W i r wollen 
fortan unter R ( ) die durch (152) unmittelbar dargestellte Funktion ver-

Dies ist eben das Beispiel, durch das Gauß, wie aus seinem be-
ruhmten Briefe an Bessel (1811) hervorgeht, viele Jahrzehnte vor 
Cauchy bzw. Puiseux auf die einschlagigen Grundtatsachen der 
Funktionentheorie gefuhrt wurde. 

Abschließende Ergebnisse iiber die sich im Anschluß an (152) 
erhebenden funktionentheoretischen Fragen scheinen in der Literatur 
nicht vorzuliegen. Es wurde sich vor allem um die Frage handeln, 
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stehen, wodurch wir sie kiinstlich eindeutig machen. Die singularen 
Stellen dieser Zweige sind also gewiß reell, und sie sind, wenn die Punkte 
der einen unmittelbaren Ubergang verhindernden Schlitze zu den singu­
laren Stellen hinzugezahlt werden, mit den Nichtkonstanzstellen der 
Belegung identisch. Allerdings haben wir noch den Beweis nach-
zuholen, da6 in diesem Satz der unendlich feme Punkt (der evtl. 
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102 I I . Kap. § 47. Der Grommersche Konvergenzsatz. 
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gilt. Wir setzen ferner voraus, dafi es einen Kreis K gibt, auf 
welchem die Rn gegen eine Grenzfunktion F konvergieren, deren 
Darstellbarkeit als ein Resolventenintegral nicht vorausgesetzt wird. 
Dies wird sich vielmehr, mit Riicksicht auf den soeben bewiesenen 
Grommerschen Satz, von selbst ergeben. Wir beweisen namlich, dafi 
es ein o mit a gibt. Es handelt sich also um eine Umkehrung 
des Grommerschen Satzes. — Der Beweis verlauft so. Ware die 

§ 48. Oberbereich und Unterbereich. Der Grommer-
Hamburgersche Fundamentalsatz. 
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wegen (177) nach S. 78 bzw. S. 83 gewiß vorhanden sind, und daß 
beidemal die zur Auswahlfolge gehorigen Grenzelemente nach S. 82 
bzw. S. 83 von der Art der Auswahl dann und nur dann unabhangig 
sind, wenn das Auswahlverfahren iiberflussig ist. — Die Gesamtheit 
aller nicht reellen konnen wir freilich in dem Grommerschen 
Kriterium mit Rucksicht auf den Vitalischen Satz z. B. auch durch ein 
offenes Intervall ersetzen, das keine Nichtkonstanzstelle der enthalt 
oder nicht auf der reellen Achse liegt, usf. 
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(der Sinn dieser „ F o r m e l " soil spater prazisiert werden). Hier in ist 
eine gegebene, nicht abnehmende Funkt ion ; die Nennerfunktion 
w i r d vorgeschrieben und ist ebenfalls nicht abnehmend; die 

Funkt ion wi rd gesucht und soil sozusagen das infinitesimale 
T e m p o des Anwachsens der Funkt ion in b e z u g a u f d i e B a s i s 
, beschreiben. Die Frage nach der Losbarkeit von (179) bei ge-
gebenem a und Q bezeichnen wi r als das zur Basis Q gehorige 
Hellingersche Zerlegungsproblem von a. Diese Zerlegung ist von der 
additiven Trennung unabhangig und schlieBt diese in sich, in dem 
sie eben die Normalgestalt der einzelnen Summanden liefert. Die 
additive Trennung kann u. a. darum auf die verschiedensten Weisen 
herbeigefuhrt werden, we i l fur die einzelnen Summanden die Basis 
gewissermafien wi l lkur l ich vorgeschrieben werden kann. Doch w i r d 
es sich in diesem Kapitel , wie gesagt, nur um (179) handeln. W i r 
werden dabei, da wir es nur m i t Stieltjesschen Integrationen zu tun 
haben, annehmen konnen, daß von rechts stetig ist. Nun ist 
aber die Zerlegung des rein sprunghaften Bestandteiles o t r iv ia l [vgl . (142)] 
und laBt sich iibrigens, wie Hellinger und Toeplitz gelegentlich ihrer 
Untersuchung uber Jacobische Matrizen bemerkt haben, m i t derjenigen 

§ 49. Differential und linearer Operator. 
Durch den vorangehenden Fundamentalsatz w i r d die Korrespondenz 

des „ Stieltjesschen Differentials" , und des zugehorigen Resolventen-
integrals R restlos beschrieben. Sobald es sich aber darum handelt, 
zwei Resolventenintegrale miteinander zu vergleichen, so erweist sich 
dieser Apparat noch als zu grob. Um z. B. die Resolventenmatrizen 
unendlicher Hermiteschen Matrizen miteinander naher in Beziehung 
setzen und damit die Frage der unitaren Aquivalenz beantworten zu 
konnen, muß man vielmehr nach Hellinger die Belegung aus 
gewissen „getrennten" Normalbestandteilen additiv aufbauen. Diese 
additive Trennung ist, wie wi r sehen werden, der Natur der Sache 
nach nicht eindeutig, indem die einzelnen Summanden auf die ver­
schiedensten Weisen „Normalbestandteile" bilden konnen. W i r werden 
uns zunachst nur mi t den einzelnen Normalbestandteilen beschaftigen 
und kommen auf die additive Trennung selbst erst bei den unend-
lichen Matrizen zuruck. — W i r beginnen mi t einer Zerlegungsaufgabe 
von „ die ganz anders, namlich nicht additiv ist, sondern wie 
folgt lautet: 
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§ 50. Das Hellingersche Zerlegungsproblem. 

a) Die beiden Funktionenpaare. 

b) Der Operator erster Art. 



I I . Kap. § 50. Das Hellingersche Zerlegungsproblem. 109 

gil t . Die Summe (181) verkleinert sich also bei Weiterteilung der ay 

gewiß nicht, bleibt jedoch unterhalb einer nur von a abhangigen 
Schranke, die wegen der Stetigkeit der Funktion F nach Nul l kon-
vergiert, wenn a auf einen Punkt P zusammenschrumpft. Beachtet 
man noch, dafi dies gleichmaBig gil t fur alle P eines jeden endlichen 
Intervalles, auf welchem ja F gleichmaßig stetig ist, so erkennt man 
nach sinngemaßer Wiederholung einer aus den Elementen bekannten 
SchluBweise (vgl. S. 84), daß die Summe (181) in dem auf S. 47 prazi-
sierten Sinne einem Grenzwert zustrebt, wenn die Tei lungen von 
a = [a, ß] unendlich fein werden. Man bezeichnet diesen von Hellinger 
eingefuhrten Grenzwert mit 
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wahrend ( ) durch (188) eindeutig erklart ist. Diese Bedingung 2) 
verlangt also eine Eigenschaft sui generis, indem die Eigenschaft (189) 
den beiden, bereits vorliegenden Funktionen f, o entweder zukommt 
oder nicht zukommt. 

Dann und nur dann ist es inhaltsvoll zu sagen, daß die vorgelegte 
Funkt ion o mi t Bezug auf die vorgelegte Basis gemaB (187) zerlegt 
ist, oder daB (185) nach aufgelost werden kann, wenn wir T den 
beiden Bedingungen 1), 2) gemaß wahlen konnen. 

d) Die erste Halfte des Umkehrproblems: der Operator zweiter A r t . 

W i r zeigen zunachst, daB 1), der erste T e i l des Hellingerschen 
Umkehrproblems, immer gelost werden kann. Es w i rd sich sodann 
darum handeln, ob es unter den Losungen (µ) der Teilaufgabe 1) 
immer auch eine solche gibt, welche der Bedingung 2) genligt. 

Die Teilaufgabe 1) verlangt, zu einem vorgelegten Funktionenpaar 
= der zweiten A r t eine F u n k t i o n d e r a r t anzugeben, 

daB | von der ersten A r t ist. Diese Teilaufgabe beschaftigt sich 
mit o iiberhaupt nicht. Doch wollen wir sogleich eine Losung von 1) 
herleiten, in welche auch o eingeht, um dadurch spater auf 2) Bezug 
nehmen zu konnen. 

W i r werden nach Hellinger bei jedem durch einen zu (181) 
analogen ProzeB einen zu (183) analogen Operator 
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e) Die Normierbarkeit der zweiten Halfte des Umkehrproblems. 

Der T e i l 1) des Zerlegungsproblems ist damit erledigt. W i r gehen 
zum Problem selbst liber, indem wi r 2) nicht mehr auCer acht lassen, 
und miissen zunachst die folgende Bemerkung vorausschicken: Ist 
eine Losung des Zerlegungsproblems [d . h. von 1) und 2)1, so ist 
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1) Es l iegt darin nichts erstaunliches, daß (191) identisch verschwinden kann, 
trotzdem die Glieder der Naherungssummen (192), deren Grenzwert (191) ist, 
durchweg sind. Man denke nur an das folgende diskontinuierliche Analogon, 
das, wenn es auch weniger tief l iegt , in nuce die ganze Erscheinung enthalt: 
Es ist sehr w o h l mogl ich , daß 

f) Die Unlosbarkeit des Umkehrproblems. 

Wenn also das Zerlegungsproblem iiberhaupt eine Losung hat, so 
hat es auch eine nicht abnehmende Losung. 

Hellinger hat nun an Beispielen gezeigt, daß die Funktion (191) 
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evtl. wesentlich mehrdeutige Losbarkeit des zweiten Umkehrproblems 
bedingt so die eventuelle Unlosbarkeit des ersten. 

g) Das Kriterium der Losbarkeit. 

Hellinger hat nun das Kri ter ium gefunden dafur, daß sein Zerlegungs­
problem losbar ist (es ist von jetzt an stets das eigentliche Umkehr-
problem gemeint, bei welchem r gesucht w i r d ; das andere, immer los-
bare Umkehrproblem ist fur spektrale Zwecke nur ein Hilfsmittel und an 



I I . Kap. § 50. Das Hellingersche Zerlegungsproblem. 117 

beschrankt, ohne stetig zu sein, so ist sie, wie Volterra vor vielen 
Jahren gezeigt hat, u. U. im Riemannschen Sinne nicht integrierbar, 
so daß das Umkehrproblem in diesem Rahmen nicht einmal in 
Angr i f f genommen werden kann. Hier haben nun Lebesgue, spater 
Denjoy und auf eine mehr direkte Weise Perron eingegriffen. Uns 
interessiert nur der Fall , wenn a durchweg stetig und monoton nicht-

theorie stetige, monotone Funktionen o aufweisen, die nicht jede Null-
menge auf eine Nullmenge abbilden, trotzdem sie keine Konstanz-
strecke haben. Man bezeichnet diese Funktionen als nicht „totalstetig 
(absolutstetig, absolument continue)". — Ist also o nicht totalstetig, so 
ist das Umkehrproblem (203) unlosbar und umgekehrt. 

Eine Wiedergabe des Beweises des Hellingerschen Kriter iums wiirde 
bereits im Spezialfalle (203) eine ausgiebige Verwendung der Borel-
Lebesgueschen Maßtheorie erfordern. W i r mlissen uns versagen, auf 
diesen Gegenstand naher einzugehen. 

Der Zusammenhang des Hellingerschen Umkehrproblems mi t dem 
gewohnlichen moge dennoch angedeutet werden. Es handelt sich um 
die Frage, inwiefern die Differentiation als die zu der unbestimmten 
Integration inverse Operation betrachtet werden kann, bzw. umgekehrt. 

h) Vergleich mit der Lebesgueschen Theorie. 
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wobei das erste im Stieltjesschen, die beiden letzten im Hellingerschen 
Sinne gemeint sind und das zweite die Totalschwankung bedeutet, 
wie aus den Definitionen hervorgeht, miteinander identisch sind. Wegen 

(0) = 0 und mi t Rucksicht auf die Stetigkeit von a sind sie also nach 
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Die Beziehungen des Operators (183) zu dem Lebesgueschen 
Integralbegriff sind bereits von Hell inger betrachtet worden. In seiner 
Dissertation, in der die vorstehende Theorie zur Losung des Aquivalenz-
problems unendlicher Hermiteschen Matrizen entwickelt w i rd , beweist 
Hellinger den Fischer-F. Rieszschen Satz, der alle im Lebesgueschen 
Sinne samt ihrem Quadrate integrierbaren Funktionen und nur diese 
umfafi t , unter Benutzung des Grenzprozesses erster A r t . Die B i l -
dungen (181) treten iibrigens bereits in der einschlagigen Note von 
E. Fischer auf. Beziehungen zur Lebesgueschen Integrationstheorie waren 
Hellinger von Anfang an bekannt, er hat aber die Heranziehung dieser 
Theorie absichtlich vermieden, da i hm sein Apparat dem Spektrum-
problem mehr angepaßt erschien (vgl. auch die Schlußbemerkung des 
vorigen Absatzes). In der Tat handelt es sich auch in der Matrizen-
mechanik um statistische Fragestellungen, deren sinngemafie Sprache 
von vornherein die Hellingersche sein muß. 

Die restlose Aufdeckung des Verhaltnisses des Hellingerschen 
Operators erster A r t zu der Lebesgueschen Integration verdankt man 
H. Halm, der (183) auf Lebesguesche Integrate geradezu zuriickgefuhrt 
hat (nachdem entsprechendes fur die Stieltjessche Integration Lebesgue 
selbst gelungen war). Die Reduktion gelingt unter Benutzung von 
gewissen invcrsen Funktionen, von welchen sich der Leser aus dem 
zu (203) gehorigen, vorher besprochenen Spezialfall des allgemeinen 
Hellingerschen Kr i te r iums , das von Hahn ebenfalls hergeleitet wurde, 
eine Vorstellung bi lden kann. V g l . auch S. 186 weiter unten. — Naheres 
Eingehen auf die Lebesguesche Theorie, die noch immer kein Gemein-
gut bildet, muß leider außerhalb des Rahmens dieser Schrift liegen. 

i ) Vera l lgemeinerungen. 

Ubrigens ordnen sich die Hellingerschen und Lebesgueschen Grenz* 
prozesse einer sehr allgemeinen Theorie unter, namlich derjenigen 
der absolut-additiven Mengenfunktionen, die, von Lebesgue unter ein-
schrankenden Bedingungen begriindet, von Radon weit entwickelt wurde. 
W i r muss en uns leider auch diesmal mi t einem Hinweis begnugen. 

Zu (183) mussen wir fur spiitere Zwecke noch zwei Bemerkungen 
machen, welche die Bildungen 
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selben Basis Q (aber evtl. mit verschiedenen Hilfsfunktionen F ) , so 
streben die zu (181) analogen Summen 

darstellt; dabei liegt auf av, f ist stetig, ist von der ersten 
Art. — Daß der dadurch direkt erklarte Operator (206) auf Stieltjessche 
Integrale zuruckgefuhrt werden kann, geht bereits aus dem F. Rieszschen 
Satz iiber lineare Funktionentransformation (S. 107) hervor; es handelt 
sich nur darum, daß die zugehorige Belegung, wie zu erwarten ist, 
eben durch das Hellingersche Integral (207) geliefert wird. 



D r i t t e s K a p i t e l . 

Die beschrankten unendlichen Matrizen. 

§ 5 1 . Einleitung. 
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deutig gebildet werden, es besteht aus unbedingt konvergenten Reihen. 
In den Anwendungen kommen haufig Q-Matrizen vor. Dies hangt 
einerseits mit dem Fischer-Rieszschen Satz bzw. damit zusammen, daß 
es meist auf quadratische Mittelwerte ankommt, und andererseits damit, 
daß den spektralen Verhaltnissen eben die Kugelmannigfaltigkeit 
(S. 46) angepafit ist, welche mi t Rucksicht auf die Umkehrung der 
Schwarzschen Ungleichheit das Bestehen der QBedingung erzwingt. 

In Verallgemeinerung der Hilbert-Toeplitzschen Untersuchungen 
uber beschrankte Gleichungssysteme (s. unten) hat E. Schmidt aufier den 
Q-Matrizen auch die noch allgemeineren Matrizen betrachtet, bei welchen 
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bereils die Transformation von QMatrizen auf Schwierigkeiten. Fur 
alle Falle w i r d sich jede Theorie der unendlichen Matrizen in dem 
von Hilber t begrundeten methodischen Rahmen bewegen miissen: 
Die Moglichkei t einer Verallgemeinerung mancher Hilbertschen Satze 
l iegt in einigen Fallen sehr nahe, in anderen Fallen ist eine Ver­
allgemeinerung iiberhaupt unmoglich. Auch k o m m t es vor allem darauf 
an, daß die Probleme in einer sinngemafien Weise gestellt werden. 
Dies fehlte vor Hilbert , wahrend die Fragestellungen seiner Beschrankt-
heitstheorie auch bei anderen Matrizen wenigstens gestellt werden 
konnen; nur kann dabei die Antwor t verneinend ausfallen, trotzdem 
sie bei beschrankten Matrizen bejahend ist. — Vor einiger Zeit habe 
ich die fur die Quantenmechanik vor al lem wichtige Klasse der 
„halbbeschrankten" Matrizen betrachtet; ich komme auf diese Klasse 
weiter unten etwas ausfuhrlicher zuruck. — Eine Spektraltheorie fur 
die beschrankten nicht Hermiteschen Matrizen, die ich unlangst in 
Angr i f f genommen habe, w i l l ich hingegen nur skizzieren und an der 
Hand der unitaren Matrizen illustrieren. 

§ 52. Definitionen. 
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§ 53. Der Hilbertsche Konvergenzsatz. 
Wir beweisen zunachst den Hilbertschen Satz, wonach bei jedem 

beschrankten die Doppelreihe 
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1) Gewisse x sind dabei gleich Null zu setzen. 
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1) Vgl . die auf S. 46 erwahnte Arbeit von O. Toeplitz. 
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§ 54. Das Hellinger-Toeplitzsche Konvergenzkriterium. 

Der Satz, daß aus der ausnahmslosen Konvergenz auf der Einheits-
mannigfaltigkeit die Beschranktheit geschlossen werden kann, ist, wie 
Hellinger und Toeplitz bewiesen haben, auch fur Matrizen r icht ig. M. a. W. , 

feststeht, daß die inneren Summen auf E konvergent sein mussen. 
So lauft die erwahnte Hellinger-Toeplitzsche Umkehrung des Hilbert-
schen Satzes offenbar auf folgendes hinaus: Ist die nichtnegative Reihe 
H in jedem Punkte von E konvergent, so bleibt sie auf E unterhalb 
einer festen Schranke. Tr iv ia l ist auch der derart vereinfachte Satz 
nicht. Denn wegen der unendlichen Anzahl der Dimensionen kann 
etwa der Satz von Bolzano-WeierstraB zu einer Zuruckfuhrung ad 
absurdum nicht herangezogen werden. Den indirekten Beweis muflten 
vielmehr Hellinger und Toeplitz durch eine sinngemaße Anpassung 
des Cantorschen Diagonalprinzips fuhren. Des naheren muß auf ihre 
Arbei t in den Math. Annalen (Bd. 69, 1910) verwiesen werden, wo der 
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Beweis auch ohne einen expliziten Ubergang zu H gelingt. — W i e 
F. Riesz bemerkt hat, handelt es sich bei der Angabe eines festen 
Punktes auf E, in dem die Reihe H divergieren muß, wenn sie auf 
E nicht beschrankt ist, um ein Analogon der Schlußweise, die z. B. 
den seit Lebesgue und Haar sehr gelaufigen „diagonalen" Konstruk-
tionen divergenter Fourierschen Reihen u. dgl . zugrunde liegt. 

§ 55. Der erste Hilbertsche Faltungssatz. 

W i r wollen nun mi t Hilbert aus seinem in § 53, S. 126 bewiesenen 
Konvergenzsatz einige grundlegende Folgerungen ziehen. Es sei 
ein Paar von beschrankten, also der Q-Bedingung gewiB geniigenden 
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§ 56. Der zweite Hilbertsche Faltungssatz. 
Eine Matrix nennt Toeplitz zeilenfinit, wenn in einer jeden 

(festen) Zeile nur endlich viele von Nul l verschiedene Elemente vor-
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schen Konvergenzsatz und seiner Hellinger-Toeplitzschen Umkehrung 

§ 57. Folgerungen. Das Majorantenkriterium der starken 
Konvergenz. 



I I I . Kap. § 57. Folgerungen. Das Majorantenkriterium der Konvergens. 133 

gilt; (238) ist aber, wie wir sehen werden, nicht mehr bei jeder be-
schrankten Matrix richtig. D e m entspricht es, daß wir, als (59) fur 
endliche Matrizen bewiesen wurde, auf S. 44 Determinantensatze heran-
gezogen haben, die uns jetzt nicht mehr zur Verfugung stehen. Es 
handelt sich freilich nicht so sehr urn den Apparat, vielmehr um Tat-
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Zur schwachen Konvergenz mussen wir also noch etwas hinzufugen. 
W i r beweisen das folgende, in gewissem Sinne nicht nur hinreichende, 
sondern auch notwendige 

M a j o r a n t e n k r i t e r i u m de r s t a r k e n K o n v e r g e n z . Hat min-
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§ 58. Das Reziprokenproblem. Die Iterationsreihe 
und der Hilbsche Kunstgriff. 

M i t Rucksicht auf die beiden Faltungssatze kann man mi t be-
schrankten Matrizen, sofern es sich um rationale ganze Operationen 
handelt, ebenso rechnen wie mi t den endlichen Matrizen. W i r gehen 
nun zu den Untersuchungen von Toeplitz iiber das Reziprokenproblem 
liber, welche zeigen, daß bei der Division wesentlich kompliziertere 
Verhaltnisse vorliegen. Insbesondere sind vordere und hintere Rezi-
proken voneinander wohl zu unterscheiden. In diesem Kapi te l be-
trachten wir nur beschrankte Matrizen. Den weitertragenden Toeplitzschen 
Existenzbeweis (§ 111) werden wir dabei durch die Methode von H i l b er-
setzen, die im Falle der Beschranktheit auf eine recht einfache Weise 
zum Ziele fi ihrt , indem sie in den C. Neumannschen Reihen, die der Be­
schranktheit zufolge ein Konvergenzgebiet haben werden, den Ent-
wicklungsparameter einer projektiven Transformation unterwirft. Der 
Hilbsche Kunstgriff, der a u d i bei der Behandlung von weiteren 
komplizierten Funktionalgleichungen gute Dienste leistet, k o m m t 
ubrigens implizi te und in einem anderen Zusammenhang in dem 
Hermiteschen Fal l bereits bei Hilbert vor. 
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§ 59. Das Reziprokenproblem. Die Toeplitzschen Kriterien 
und die Formalsatze. 
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ist nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fur die Existenz 
mindestens einer hinteren Reziproke; und ebenso folgt aus der Existenz 

eine finite Matr ix kann, wenn sie nicht beschrankt ist, unendlich viele 
verschiedene beschrankte hintere Reziproken haben, die alle auch 
vordere Reziproken sind (vgl. das auf S. 131 angedeutete Beispiel). 

Den zweiten Formalsatz genugt es auszusprechen, da der Beweis, 
dank der Faltungssatze, von S. 6 wort l ich i ibernommen werden kann: 

I I ) Hat die beschrankte Matrix eine und nur eine beschrankte 
hintere Reziproke, so ist sie zugleich eine, also wegen I) die einzige 
vordere Reziproke von tff, und entsprechendes gi l t fur den Fal l einer 
eindeutigen vorderen beschrankten Reziproke. — 

Es gelten ferner nach Toeplitz bei beschrankten Matrizen die folgen-
den Formalsatze: 

I) Hat 21 mindestens eine vordere und mindestens eine hintere 
Reziproke, so sind sie miteinander identisch. Es gibt also dann offen-
bar nur eine vordere und nur eine hintere Reziproke, da ja z. B. alle 
vorderen Reziproken mi t derselben hinteren Reziproke identisch sein 
miissen. 
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§ 60. Das Reziprokenproblem. Die Toeplitzsche Tabelle. 
Die beiden Faltungssatze lassen also fur cine beschrankte Matrix 

nur die vier folgenden Falle zu: 

1. Es gibt eine und nur eine hintere beschrankte 
Reziproke, die zugleich die einzige vordere be­
schrankte Reziproke ist. 

2. Es gibt keine vordere und keine hintere beschrankte 
(240) Reziproke. 

3 a. Es gibt keine beschrankte vordere Reziproke, es 
gibt aber unendlich viele hintere beschrankte 
Reziproken, 

3 b. oder es tr i t t das Umgekehrte ein. 

U n d zwar sind hierfur die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen nach den vorhergehenden bz. die folgenden: 

offenbar beschrankt, und , wie man leicht nachrechnet, derart, dafi 
g i l t , wie auch dabei die /? sein mogen. Fur die Matrix 

l iegt also der bei endlichen Matrizen noch nicht mogliche Fal l 3 a 
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1st zeilenfinit, so sind die Reihen linkerhand bei jedem x i-System 
konvergent. Frei l ich auch nur dann. Toeplitz hat gezeigt, daß auf 
diesen Fall diejenigen Satze liber endliche lineare Gleichungssysteme, 
die auch fur Systeme gelten, bei welchen die Anzahl der Variablen 
mi t derjenlgen der Gleichungen nicht ubereinstimmt, dank des Ge-
lingens eines „Endlichkeitsschlusses" ubertragen werden konnen, was 
auch dabei die c i sein mogen. Da die c i keinerlei Konvergenz- oder 
GroBenordnungsannahmen unterworfen sind, so laßt sich diesbezliglich 
auch betrefifend der Losungen gar nichts behaupten. — W e n n man 
nun von diesen Matrizen absieht und zu anderen abgerundeten 
Matrizenklassen iibergeht, so ist eine systematische Theorie erst dann 
mogl ich , wenn man unter „ L o s u n g " nur eine Losung versteht, die 
ganz bestimmten, der Klasse angepaßten Konvergenzbedingungen ge-
niigt, und wenn man zugleich auch die zugelassenen ci.-Systeme passend 
einschrankt (trotzdem dabei fi ir gewisse Matrizen der Klasse auch fur 
gewisse andere c.-Systeme Losungen existieren, die der Konvergenz-
bedingung der Klasse genugen, oder aber bei gewissen, den Konvergenz­
bedingungen gemigenden c i-Systemen gewisse Matrizen der Klasse auch 

Die Gleichberechtigung von " bei endlichen Matrizen kann 
also ebenfalls keine gruppentheorctische Tatsache sein. In der Ta t 
haben wir uns auf S. 8 auf eine sozusagen funktionentheoretische 
Tatsache gestiitzt, um dadurch, unter Benutzung der Formalsatze, den 
Fa l l 3 ausschließen zu konnen. Jetzt fehlt aber, wie wir sogleich 
sehen werden, die entsprechende Tatsache. 

§ 61. Fortsetzung. Historische Bemerkungen. 
Betrachten wi r die zu einer beliebigen, nicht notwendig beschrankten 

Matrix gehorigen Gleichungen 
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Losungen zulassen, die den Konvergenzbedingungen der Klasse nicht 
mehr genugen). 

Diese Notwendigkeit hat gelegentlich bereits Poincare erkannt, indem 
er in seinen beiden, sich unmittelbar nach der Hillschen Mondtheorie 
(1877—1878) datierenden, fur die Theorie der unendlich vielen 
Variablen historisch so wicht ig gewordenen Aufsatzen (1885—86) iiber 
diesen Gegenstand ausfuhrt, daß ein System von unendlich vielen 
linearen Gleichungen gewissermafien als ein ebensolches System von 
Ungleichungen aufzufassen ist (aus dieser Bemerkung von Poincare 
ist methodisch z. B. die Borel-Denjoysche Theorie der quasianalytischen 
Funkt ionen entstanden; nur sind in der heutigen, von Carleman weit 
entwickelten Theorie die Spuren der Entstehung etwas verwischt, in­
dem das Poincaresche Prinzip z. B. durch die [sich ihrerseits dem 
Poincareschen Prinzip unterordnende] Bestimmtheitstheorie der asym-
ptotischen Reihen ersetzt wird) . — Daß dieses Prinzip zum Aufbau von 
Theorien nicht nur notwendig , sondern auch hinreichend ist, konnte 
aus verstandlichen Grunden nicht sofort erkannt werden: es scheint, 
daß bei unendlichen Gleichungssystemen — sofern sie nicht von vorn-
herein ganz harmloser Natur waren oder einer Behandlung mi t einem 
expliziten Apparat1), etwa mi t unendlichen Determinanten oder kon-
vergenten Kettenbruchen gestatteten — ahnliche Hemmungen vor-
lagen, wie gleichzeitig oder etwas fruher bei den divergenten Reihen. 
So konnte das Prinzip, nach einer vorlaufenden, durch die Enzyklopadie 
der Vergessenheit erst unlangst entrissenen Arbe i t von Dixon (1902), nur 
bei Hi lber t (1906) zur Durchfuhrung gelangen. Hilbert legt dabei die 
an die Spektraltheorie angepaBte Bedingung der quadratischen Kon-
vergenz, also die Kugelmannigfalt igkeit E zugrunde. Die Grundlagen 
eines allgemeinen, z. Z. nicht restlos entwickelten Rahmen sind in der 
auf S. 46 erwahnten Arbei t von Helly gelegt. 

§ 62. Die losungstheoretische Bedeutung der Reziproken. 

In der Beschranktheitstheorie handelt es sich also zunachst2) um 
folgendes: In dem Gleichungssystem 

1) Wie unnatlirlich dieser Standpunkt ist, geht daraus hervor, daß es aufier 
der so darstellbaren Losung auch weitere, an sich gleichberechtigte Losungen 
geben kann. Ein „expliziter" Apparat liefert meistens diejenige Losung, 
welche durch die Abschnitte festgelegt wird. (Vgl. Kap. VI.) 

2) Vgl . hingegen § 97. 

(244) 
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die zugehorigen Gleichungen sind 0 = cv x{ = Ci+ly i = 1, 2, . . . , 
also nicht ohne weiteres, sondern nur dann losbar, wenn c1 zufallig 
= 0 ist, so dafi es keine hintere Reziproke, also fur keine vordere 

werden nur quadratisch konvergente c zugelassen und als Losung j 
w i r d nur ein quadratisch konvergentes Zahlensystem (x1, x2,...) be-
trachtet, es w i r d also insbesondere der vom Nullvektor verschiedene 
Vektor £ nur dann als eine Eigenlosung der homogenen Gleichungen 
betrachtet, wenn die N o r m von y endlich ist , so daß es auch eine 

vergiert (siehe S. 129), m. a.W., wenn sie jeden quadratisch konvergenten 
Vektor c in einen ebensolchen, namlich in 93 c transformiert, so er-
sieht man unter Beachtung von (224) oder (229) durch Wiederholung der 
auf S. 5—6 durchgefuhrten Betrachtung, daft die beschrankten hinteren 
Reziproken von 91 losungstheoretisch gedeutet werden konnen: Die 
beschrankte Matr ix 91 hat dann und nur dann mindestens eine be-
schrankte hintere Reziproke ß, wenn die Gleichungen 91 £ = c bei 
jedem quadratisch konvergenten c mindestens eine quadratisch konver­
gente Losung y haben, und zwar ist j = ß c eine quadratisch konver­
gente Losung; und es gibt bei jedem quadratisch konvergenten c dann 
und nur dann genau eine quadratisch konvergente Losung, wenn µ 
genau eine beschrankte hintere Reziproke hat. — Es sei betont, daß 
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Reziproke geben kann. — Im Falle 2 sind drei Unterfalle denkbar: 
die Anzahl der linear unabhangigen normierten Losungen des homogenen 
Gleichungssystems 91 j = o istentweder 2 a. g le ichNul l , ode r2b . von N u l l 
verschieden, jedoch endlich, oder 2 c. unendlich. — Bei den endlichen 
Matrizen ist Fall 2causgeschlossen, und mi tR i i cks i ch t auf den Alternativ-
satz auch 2a. Bei unendlichen beschrankten und zwar auch bei Hermite-
schen Matrizen kann, wie wir sehen werden, jeder der drei Unterfalle 
vorkommen. Der Alternativsatz ist also in diesem Rahmen unrichtig. 
Liegt Fal l 2 b vor, so haben, wie nicht naher ausgefuhrt werden soil, die 
inhomogenen Gleichungen, ebenso wie bei endlichen Matrizen, bei 
gewissen, jedoch nicht bei alien quadratisch konvergenten c eine, freilich 
nicht nur eine quadratisch konvergente Losung (denn zur Losung des 
inhomogenen Systems kann eine Eigenlosung addiert werden). — Im 
Falle 1 gibt es keine normierte Eigenlosung, da die Losung bei jedem c ein-

eine Losung der homogenen Gleichungen. Der Alternativsatz ist also 
jetzt ebenfalls ungult ig, jedoch in einem umgekehrten Sinne wie bei 2a. 
— Im Falle 3 b kann, wie das Beispiel (245) zeigt, der Alternativsatz in 
demselben Sinne wie bei 2 a ungul t ig sein. 

§ 63. Die Resolvente. Existenzsatz. 
W i r erehen nun zur Resolvente der beschrankten Matrizen liber. 
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schranktheitsbegriff auf nichtlineare Gleichungssysteme (mit unendlichen 
Potenzreihen unendlich vieler Variablen) restlos verallgemeinern und 
die soeben gemachte Bemerkung leistet dabei beim Existenzbeweis der 
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Losung oder bei analytischen Fortsetzungen der Losung einen wesent-
lichen Dienst] 

Wir haben noch zu zeigen, daß die Menge der singularen Punkte 
immer abgeschlossen ist. Zu diesem Ende geniigt es zu beweisen, daß 
jede regulare Stelle in einem Gebiet von lauter regularen Stellen liegt. 
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§ 64. Die Hermiteschen Abschnittsspektra. 
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1) Umgekehrt, es gibt beschrankte (nicht Hermitesche) Matrizen 91 derart, daß 
eine Stelle A zu den matrizentheoretisch singularen Stellen von µ gehort und den-
noch keine Haufungsstelle von Abschnittseigenwerten ist. Des naheren vgl. S. 152. 

folgt vielmehr auch aus einem allgemeinen Satz uber Hermitesche 
Matrizen, denen wir uns jetzt im besonderen zuwenden. 

§ 65. Ein Satz uber Hermitesche Matrizen. 
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abgeschlossene Punktmenge, also z. B. dieses ganze Intervall oder darauf 
getrennt liegende Intervalle die singulare Menge einer passend zu 
wahlenden beschrankenden Hermiteschen Matr ix bilden konnen (ebenso 
wie bei beliebigen beschrankten Matrizen die singulare Menge z. B. 
aus Kreisscheiben, aber auch aus Kreisringen usf. bestehen kann). 
A u f die spektrale Analyse dieser Punktmenge kommen wir noch aus-
fuhrlich zuruck. 

§ 66. Ober die Lage der matrizentheoretisch singularen 
Stellen. 

1 4 8 III. Kap. § 66. Ober die Lage der matrizentheoretisch singularen Stellen. 

gelten. Aus (251) folgt nun 
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Falle endlicher Matrizen auch mittels Determinanten verifiziert werden 
konnen (S. 23), stehen im Einklang damit, daß 

haltenen Zahlen bedeutet. 

§ 67. Die Resolvente in dem pathologischen Falle. 
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von (245) offenbar gleich N u l l sind. Diese Erscheinungen sind bereits 
auf S. 145 bzw. S. 146 erwahnt worden. 

gil t , wobei irgendeine Schranke bedeutet. Diescr Schursche Satz, 
auf dessen Beweis hier nicht eingegangen werden soil, ist das einzige 
bisher bekannte allgemein brauchbare hinreichende und dabei explizite 
Kr i te r ium fur die Beschranktheit. 



Viertes Kapitel. 

Theorie der Spektralmatrix. 

§ 68. Unitare, einseitig unitare und halbunitare Matrizen. 
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Satz, daß jede Einzelmatrix als die vordere N o r m einer von rechts 
halbunitaren oder als die hintere N o r m einer von links halbunitaren 
Matr ix dargestellt werden kann. Dieser Hilbertsche Satz ist der einzige 
existentiale Satz algebraischer Natur in der Hauptachsentheorie der un-
endlichen Hermiteschen Matrizen; was noch hinzukommt, ist entweder 
eine Folgerung, wie z. B. die im nachsten Paragraphen zu besprechende 
Erganzungsmoglichkeit zu einer unitaren Matrix, oder eine Sache des 
in Kap. II entwickelten analytischen Apparats. — Was nun den Beweis 
des Hilbertschen Satzes anlangt, so brauchen wir darauf nicht naher 
einzugehen. In der Tat ist die in § 27 durchgeflihrte Jacobische 
Transformation derart, da6 sie bei beschrankten unendlichen Matrizen 
wort l ich wiederholt werden kann. W i r haben ja die Zeilen der Matrix U, 

nichtnegativ definiten Matrix sind erst recht nichtnegativ definit. — 
Die Schursche Transformation ist in der auf S. 21 gegebenen Beweis-
anordnung hier nicht valent, und zwar eigentlich nicht darum, wei l 
man zum Schluß unendlich viele Matrizen miteinander zu multiplizieren 
hatte (S. 22), sondern weil auf S. 21 der Fundamentalsatz der Algebra 
(ja uberhaupt eine Sakular deter minante) unter Einschaltung des Alter-
nativsatzes benutzt wurde. 

§ 70. Orthogonale Einzelmatrizen. 
Bevor wi r nun zu den bereits erwahnten Erganzungsbetrachtungen 

ubergehen, wol len wir noch einige von Hilber t ebenfalls benutzte 
elementare Bemerkuneen uber die Einzelmatrizen vorausschicken. Man 
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vieler paarweise orthogonaler Einzelmatrizen immer und eindeutig ge-
bildet werden kann und eine beschranfcte Hermitesche Matrix darstellt, 
die außerdem, wie man leicht beweist, eine Einzelmatrix ist. Es 

§ 71. Die Trennung. Hauptsatz uber Einzelmatrizen, 
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einander getrennt. — Man beachte dabei, daß die Einzelmatrizen nicht-
negativ definit sind und daher auBer bei der Nullmatrix zum mindesten 
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§ 72. Spektrale Einzelmatrizen. Die drei Bestandteile des 
Spektrums. 

sofern zunachst a und b Intervalle bezeichnen, deren Endpunkte Stetig-
keitsstellen aller sind. Indem man jedoch a oder b oder beide 
auf einen Punkt zusammenschrumpfen laßt, folgt aus (258) unter Be-
nutzung des Majorantenkriteriums (S. 134) sowie etwa des Umstandes, 
da6 M eine nicht abnehmende Funktion ist, daß (259) auch 
dann gilt, wenn a oder b oder beide beliebige Punkte bezeichnen, 
und daraus folgt endlich, daß (259) auch dann gilt, wenn Intervalle 
zugelassen werden, deren Endpunkte Sprungstellen sind. Mithin ist 

ohne Einschrankung eine zu orthogonale 

Einzelmatrix. 
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sie uberhaupt Punkte enthalt, wieder abgeschlossen und dariiber hinaus 
perfekt, d. h. mit der Menge ihrer Haufungsstellen identisch. Denn die 
oik(µ) sind stetig, so daB jeder P u n k t / i 0 Haufungspunkt von Punkten ju0 

sein muB. Punktspektrum und Streckenspektrum gehoren gewiß dem 
Spektrum an, konnen eventuell iibereinandergreifen, doch erschopfen 
sie das Spektrum eventuell noch nicht. Da namlich das Punktspektrum 
im allgemeinen nicht abgeschlossen ist, so kann es Haufungsstellen 
haben, die weder dem Punktspektrum noch dem Streckenspektrum 
angehoren. Die Gesamtheit der (eventuellen) Haufungsstellen des 
Punktspektrums, die auch dem Punkt-, aber auch dem Strecken­
spektrum angehoren konnen, nennen wir Haufungsspektrum. 

§ 73. Fortsetzung. Anwendung des Hauptsatzes uber 
Einzelmatrizen. 
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§ 74. Fortsetzung. Unitare Kovarianz. Invarianz der 
Spektra. 
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Zu jeder spektralen Einzelmatrix, die fur hinreichend große µ 
konstant ist, gibt es eine von µ unabhangige unitare Substitution U 
derart, daß die transformierte spektrale Einzelmatrix 

§ 75. Fortsetzung. Die Vorteile des Getrenntseins. 



166 IV. Kap. § 76. Fortsetzung. Die Hellingersche Zerlegung. 

weiteren Bestandteil von einer gewiinschten Normalgestalt abspalten, 
ohne Gefahr zu laufen, daß dies eventuell die Preisgabe der Normal-
form der bereits abgespalteten Terme bedingt, usf. — W i r werden es 
sogar mi t unendlich vielen Schritten zu tun haben, also zum Schluß 
unendlich viele unitare Matrizen multiplizieren miissen, was jedoch, 
dank des sukzessiven Getrenntseins, offenbar keinerlei Schwierigkeit 
macht; das unendliche Produkt ist wieder eine unitare Matrix und 
man kann mi t i h m so rechnen, also ob es nur endlichviele Faktoren 
hatte. — W i r haben diese selbstverstandlichen Bemerkungen voraus-
geschickt, um spatere Betrachtungen nicht unterbrechen zu mussen. 

§ 76. Fortsetzung. Die Hellingersche Zerlegung. 
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wir mit Rucksicht auf (180) die Hellingerschen Integrate 

167 
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die Summanden gemaß dem Hauptsatze uber Einzelmatrizen zunachst 
bei festem µ trennen und sodann die Schlußweise von S. 158 sinngemaB 
wiederholen. — Dies ist die Hellingersche Zerlegung der spektralen 
Einzelmatrizen (von stetigen Funktionen). W i r muCten uns dabei etwas 
kurz fassen und verweisen des naheren auf die Dissertation von 
Hell inger. W i r mussen leider auch darauf vcrzichten, den so gewon-
nenen Apparat in Verbindung mi t § 50 auf das in der Hellingerschen 
Dissertation geloste Aquivalenzproblem anzuwenden. 



Funftes Kapitel. 

Spektraltheorie der beschrankten Matrizen. 

§ 77. Das Auswahlverfahren. 
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§ 78. Die Oberflussigkeit des Auswahlverfahrens. 
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d. h., wie behauptet, 
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§ 79. Die Spektralmatrix als spektrale Einzelmatrix. 

Wir beweisen nun, daß die Spektral matrix jeder beschrankten 
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von beschrankter Schwankung ist, also ist es a u d i die Differenz der 

w i r d und nie abnimmt, also von beschrankter Schwankung ist. Setzt 
man in der Tat x1 = 0 und laßt man die ubrigen x w i l lk i i r l i ch , so folgt 
zunachst, daß auch 

sind, so daß der Integrationsweg mi t Rucksicht auf (293) eigentlich 
endlich ist, so erkennt man, dafi der Satz von § 41 angewandt werden 
kann. Die in (297) hinter dem Zeichen der Integration stehende 
Funktion von µ ist namlich von beschrankter Schwankung. Es genugt 
zu zeigen, dafi die Funktion 
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beiden Doppelsummen, mithin, in Anbetracht des Hermiteschen Cha-
rakters, auch 
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Spektralmatrix eine spektrale Einzelmatrix ist. — A u c h bei den zwar 
nicht Hermiteschen, aber doch noch normalen beschrankten Matrizen 
scheint eine ahnliche Betrachtung moglich zu sein, da bei den nor­
malen (und nur bei den normalen) Matrizen die beiden Hermiteschen 
Komponenten vertauschbar sind. V g l . S. 33. 

§ 80. Das Spektrum. Momentendarstellung der Matrizen­
potenzen. 
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V. Kap. § 81. Uber die Spektralmatrix der Reziproke u. dgl. 1 7 9 

§ 81. Ober die Spektralmatrix der Reziproke u. dgl. 
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lichen, sondern konnen auch dem Punkte µ = 0 nicht beliebig nahe 
kommen. Die Integraldarstellung ist, aus Grunden der analytischen 
Fortsetzung, allgemein, d. h. auch außerhalb des Konvergenzgebietes 
der C. Neumannschen Reihen gultig. Andererseits haben wir 
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seiner Anwendung auf fastperiodische Matrizen gewahrt dieses Prinzip, 
wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, manche wesentliche (gruppen-
theoretische) Einbl icke in die Natur von diophantischen Verteilungs-
kopplungen und klart so den wahren Grund fur den von Bohr ent-
deckten Zusammenhang zwischen den Dirichletschen Reihen und den 
unendlich vielen Variablen auf (vgl . S. 46). — W i r mussen jedoch zu-
nachst zu wi l lkur l ichen Funktionen von beliebigen beschrankten Hermite-
schen Matrizen iibergehen. 

§ 82. Das Korrespondenzprinzip. 
Aus (305) folgt 
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diese Zuordnung auf Funktionen ubertragen, die nicht notwendig 
stetig, ja nicht einmal halbstetig sind, sondern nur als Summe einer 
von oben und einer von unten halbstetigen Funktion dargestellt werden 
konnen. Bei der „Fortsetzung" von Funktionalen spielt diese Funk-
tionenklasse auch sonst methodisch eine Rolle, die auf dem Umstand 
beruht, daß diese Funktionen es sind, die durch absolut konvergente 
Polynomreihen (oder, was dasselbe ist, durch absolut konvergente Reihen 
von willkurlichen stetigen Funktionen), die nicht auch gleichmaßig zukon-
vergieren brauchen, dargestellt werden konnen. Da die von rechts 
stetigen Funktionen von beschranktcr Schwankung gewiß dieser Klasse 
angehoren, so konnte F. Riesz eine einfache Herleitung der Formeln 
(312), (313) usf. auf dieses Zuordnungsprinzip griinden. Er hat auch 
einen anderen Weg eingeschlagen, der die Frage, mit Rticksicht auf (305), 
mit dem Momentenproblem in Zusammenhang bringt. Wir werden 
spater bei den unitaren Matrizen ahnlich verfahren. 

Der multiplikative und distributive Charakter der Zuordnung er-
gab sich aus der „infinitesimalen Integrabilitatsbedingung" (294). Man 
kann sich die Frage stellen, inwiefern das Bestehen der „integralen 
Integrabilitatsbedingung" (314) dasjenige einer „infinitesimalen" bedingt. 
Diese Frage hangt, wie an anderer Stelle naher ausgefiihrt werden 
soil, mit einem Problem betreffend konvexe Funktionale zusammen. 

Das Korrespondenzprinzip kann zur Integration des Differential-
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emittieren kann, deren µ im Spektrum liegt; denn sonst gi l t 

(Punktspektrum = Linienspektrum, Streckenspektrum = Bandenspektrum. 
NB. die Formel (316) gi l t freilich auch bei endlichen Matrizen U). 
Die ebenen Wcl len (317), aus welchen sich die allgemeine Losung 
(316) gemaß dem Superpositionsprinzip aufbaut, sind dabei — als 
„Differentiallosungen" — mindestens formale Losungen des Diffe-
rentialsystems. V g l . hierzu S. 206 wciter unten. 

Die den Mathematikern langst bekannte Korrespondenz zwischen 
Matrizen und Funktionen enthalt, wie wi r jetzt sehen werden, das Uber-
tragungsprinzip, welches von der Heisenbergschen Theorie zur Schrodinger-
schen hinuberfuhrt. 

§ 83. Funktionale Gruppenmatrizen. 
W i r haben vorher unter Zugrundelegung einer Hermiteschen Matrix 

einer stetigen Funktion gemaß (312), (313) eine Matrix zugeordnet. 
Die Zuordnung war distributiv, mult ipl ikat iv und stetig. W i r wol len . 
jetzt diese Zuordnung in einem wichtigen Spezialfall naher verfolgen. 
W i r betrachten also wieder eine Abbi ldung, welche jeder stetigen Funk-
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und fur alle stetigen Funktionen f und g die „Vollstandigkeitsrelation" 
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g ib t , die auf keiner Teilstrecke monoton sind, so erkennt man die 
Ziele, die der Hellingersche Integralbegriff, der u. a. eben zu diesem 
Zwecke geschaffen wurde, erreichen w i l l und kann. Es kann freilich 
die „ U m k e h r u n g " auch mi t Hilfe des Lebesgueschen Integralbegriffes 
geschehen. — W i r werden spater die Verbaltnisse an Hand der fast-
periodischen Matrizen tiberblicken konnen, welche die klassischen (zeit-
lichen) Schwingungen in die Sprache der unendlichen Matrizen uber-
setzen. 

§ 84. Fortsetzung. Unitare Aquivalenz der Klassen. 

1st 21 eine funktionale Gruppenmatrix oder eine fastperiodische Matrix, 
so konnen die Zerlegungen (278) der Spektralmatrix nach einer Dis-
kussion des Verlaufes der Funkt ion leicht angegeben oder wenigstens 
beschrieben werden; die einzelnen getrennten Bestandteile in (278) 
haben dabei fur die Darstellung genau die Rolle von irreduziblen 
Quadraten. 

Aus (325) lafit sich iibrigens durch eine Verallgemeinerung der in 
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nicht dem Wertevorrat der (im Nenner stehenden stetigen) Funktion 
i angehort (vgl. S. 268). Die bei der Herleitung von (325) benutzte 
Bemerkung kann also umgekehrt werden. Mithin ist das Spektrum 
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welche, mi t Rucksicht auf die Stieltjessche Umkehrformel , die Spektral-
matrix bereits festlegt. Diese Bemerkung riihrt von Hilbert selbst her, 
der die Fourierschen Matrizen eingeflihrt hat. Hilber t hat dabei ver-
mutet, daß die Fourierschen Matrizen gewissermaBen Normalbestand-
teile beliebiger Hermiteschen Matrizen sind. Im Anschluß daran ist 
dann die Hellingersche Zerlegungstheorie entstanden, welche die 
Spektralmatrix beliebiger Hermiteschen Matrizen aus den Spektral-
matrizen getrennter Fouriermatrizen aufzubauen gestattet. W i r kommen 
darauf noch zuruck. 

§ 85. Fortsetzung. Polynomische Klassen. 

Wegen (328) sind die verschiedenen Klassen funktionaler Gruppen-
matrizen gleichwertig, so daß es zweckmaßig ist, die Betrachtungen von 
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beim Beweise von (313) angedeuteten SchluBweise, daB (321) fur jedes 
Paar von stetigen Funktionen gilt. Denn nach Weierstraß kann 
jede stetige Funktion auf jedem endlichen Intervalle durch Polynome 
gleichmaßig approximiert werden, und hier handelt es sich nur um 
ein endliches Intervall, da sonst konstant ist. 
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§ 88. Fortsetzung. Laurentsche Matrizen, 

Durch einen vorsichtigen, jedoch ganz elementaren Grenziibergang 
kann daraus, dafi (313) und (321) fur alle stetigen Funktionenpaare 
gelten, ohne Miihe geschlossen werden, dafi (313) und (321) auch 
fur alle etwa abteilungsweise stetigen, beschrankten Funktionenpaare 
gelten, deren Unstetigkeitsstellen nicht in eine Sprungstelle von o 
fallen. Diese Bedingung reicht hin, um die Existenz des Stieltjesschen 
Grenzwertes lim S von S. 83 zu sichern. — A u f diese gelaufigen -Be-
trachtungen konnen w i r hier nicht naher eingehen. 

Nehmen wi r die Zuordnung durch 
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Toeplitz hat die Theorie insbesondere derjenigen Matrizen aus-
gebildet, die zu gewohnlichen (trigonometrischen) Fourierreihen gehoren. 
Die Numerierung lauft dabei von bis doch kann man 
hiervon zu der Bezifferung von § 83 ubergehen. Den Laurentschen 
Matrizen entsprechen spektral die endlichen „Zyklan ten" in einem 
analogen Sinne, wie die unendlichen Jacobischen Matrizen die Grenzfalle 
der endlichen sind (S. 191). Man erkennt dies, indem man die Integral-
darstellung der Fourierkoeffizienten durch Nahrungswerte ersetzt, die zu 
einer aquidistanten trigonometrischen Interpolation gehoren. 

W i r werden sehen, daß diese Theorie, wenigstens in ihren Haupt-
zugen, auf fastperiodische Funktionen ausgedehnt werden kann (soweit 
ich aus einer Andeutung schließen kann, sind Dirichletsche Reihen 
in diesem Sinne bereits von Toeplitz selbst betrachtet worden). 

§ 89. Unitare Kovarianz der Spektralmatrix. 
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ist. Die wiederholte Anwendung derselben SchluBweise ergibt nunmehr 
die Formel (344), welche, angesichts der Stieltjesschen Umkehrformel 
und mi t Rucksicht auf (298), besagt, daß mi t der Matrix 91 sich 
nicht nur ihre Resolvente, sondern auch ihre Spektralmatrix kogre-
dient transformiert. Nach § 74 und laut der Definition auf S. 177 sind 
also das Spektrum, das Streckenspektrum, das Punktspektrum und 
das Haufungsspektrum von unitar invariant. Das Spektrum ist aber 
nach S. 178 die Gesamtheit der Werte, bei welchen fur 
nicht der Fall 1, mithin, da Fall 3 hicr ausgeschlossen ist (S. 139), der 
Fall 2 von § 60 vorliegt. — Es entsteht nun das Problem, die drei 
unitar invarianten Bestandteile des Spektrums (fur welche also ohne 
Ausnahme der Fall 2 vorliegt) ebenfalls losungstheoretisch zu charak-
terisieren (vgl. § 62). 

§ 90. Das Feld der normierten Eigenlosungen. 

W i r werden auf S. 198 ff. den Hilbertschen Satz beweisen, demzufolge 
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196 V. Kap. §91. Hauptachsentransformation des punktspektralen Bestandteiles. 

§ 91 . Hauptachsentransformation des punktspektralen 
Bestandteiles. 
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§ 93. Gewicht und Vielfachheit der Eigenwerte. 
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§ 94. Die Hellingersche Hauptachsentheorie des Strecken­
spektrums. 
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ein streckenspektrales „Hauptachsen"-Problem uberhaupt nicht zu. So 
muB (373) als das einzig mogliche Analogon des Satzes betrachtet werden, 
daB die Kopplungsform einer endlichen Hermiteschen Matrix (oder 
einer Hermiteschen Matrix ohne Streckenspektrum) mittels einer unitaren 

sein. Es scheint, daß auch die Hellingersche Zerlegung (372), (373) sinn-
gemaß auf normale nicht Hermitesche unendliche Matrizen verallgemeinert 
werden kann, nur mtiBte man, entsprechend dem Umstande, daß das 
Spektrum nicht mehr eindimensional zu sein braucht, die Hellingersche 
Integrationstheorie und die Stieltjessche Darstellungsformel auf zweifache 
Integrale ubertragen, was mehr auf technische als auf grundsatzliche 
Schwierigkeiten stoßen dlirfte. D ie Methoden der Hellingerschen Ha-
bilitationsschrift, welche die Betrachtung der Abschnitte vermeiden und 
die unendliche Matrix direkt angreifen, waren dabei nicht nur in H in -
blick auf die technischen Schwierigkeiten, sondern auch deshalb vor-
zuziehen, wei l eine unendliche Matr ix normal sein kann, ohne daß 
ihre Abschnitte es sind. E i n unmittelbares, explizites Analogon zu 
der Stieltjesschen Umkehrfortnel ist freil ich nicht moglich, da, im 
Gegensatz zu den Hermiteschen Spektren, das Spektrum einen zwei-
dimensionalen Bereich voll ausfullen kann, so daß von den regularen 
Stellen aus moglicherweise nur der Rand des Spektrums erreichbar 
ist (es handelt sich jedoch um analytische Funktionen). Eine Klarung 
der Verhaltnisse ware auch fur gewisse Probleme der Potentialtheorie 
von Wicht igkei t . V g l . ubrigens die auf S. 119 erwahnten Untersuchungen 
von J. Radon. 

§ 95. Exkurs. Bemerkungen iiber beliebige beschrankte 
Matrizen. 

Die Schursche Kanonisierung diirfte bei sinngemafler Fragestellung 
auf beliebige beschrankte Matrizen ubertragen werden konnen, wobei 
freilich das, was „unterhalb der Diagonale" steht, der Natur der Sache 
nach ebenso wi l lkur l i ch bleiben muß, wie in der endlichen „Volter-
raschen" Matr ix 
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deren samtliche Eigenwerte verschwinden. V g l . hierzu die Konstanten-
abzahlung auf S. 21. Das, was unterhalb der Diagonale steht, hangt 
mi t den Eigenlosungen auch bei den endlichen Matrizen nur auf eine 
lose und fur das unitare Aquivalenzproblem unmittelbar kaum brauch-
bare Weise zusammen (das Eigenwertsystem ist, wie auf S. 25 be-
sonders hervorgehoben worden ist, nur bei normalen Matrizen das 
vollstdndige Invariantensystem, enthalt also nur bei diesen Matrizen 
die Losung des Aquivalenzproblems). — E i n Unterschied gegenliber 
den endlichen Matrizen besteht darin, daß, wie E. Schmidt und 
O. Toeplitz gezeigt haben1), beschrankte Matrizen U existieren 
derart, da l i die zu gehorigen homogenen Gleichungen bei 
k e i n e m irgendwelche (nicht notwendig normierte) „Eigenlosung" zu-
lassen ( im Hermiteschen Falle ist dies nicht mogl ich ; denn gibt es 
kein Punktspektrurri, so gibt es gewiß ein Streckenspektrum und zu 
diesem gehoren Hellingersche Differentiallosungen; vgl . § 97). Doch 
scheint dieser Unterschied von sekundarer Bedeutung zu sein. Denn in 
§ 63 habe ich bewiesen, dal i jede beschrankte Matrix mindestens eine 
„singulare" Stelle hat, und in d i e s e m singularen Charakter ist wohl 
das s i n n g e m a £ e Analogon zu der Existenz von Eigenwerten bei end­
lichen Matrizen zu erblicken [indem die Richt igkei t oder die Unricht ig-
keit des Alternativsatzes (betreffend die Losbarkeit entweder des 
homogenen oder des inhomogenen Systems) als eine Frage fur sich auf-
zufassen ist] . Der Existenzbeweis von mindestens einer singularen Stelle 
ist ja dem gelaufigen funktionentheoretischen Beweis des Fundamental-
satzes der Algebra (angewandt auf die Sakulargleichung) unmittelbar 
nachgebildet. Dieser Standpunkt t ragt also weiter als der losungs-
theoretische. Fur die Losung des unitaren Aquivalenzproblems be-
liebiger beschrankter Matrizen bedeutet freilich das Schmidt-Toeplitzsche 
Phanomen ein wesentliches Hindernis. Denn die Obereinstimmung 
der Spektra ist nur eine notwendige Bedingung fur die unitare Aqu i -
valenz: um also auch hinreichende Bedingungen zu erhalten, muß man 
die A r t der Singularitaten der Matrix des ndheren beschreiben, und 
dies ist nach Schmidt und Toeplitz losungstheoretisch offenbar un-
mogl ich. 

§ 96. Das streckenspektrale unitare Aquivalenzproblem. 
W i r kehren nunmehr zuriick zu den beschrankten Hermiteschen 

Matrizen ohne Punktspektrum. Die Ubereinst immung der Spektren 

1) Durch Angabe von Beispielen. Die fraglichen Matrizen sind tibrigens 
nirht normal 
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noch nicht hinreichend, ebenso, wie zwei endliche Hermitesche Matrizen 
noch nicht unitar aquivalent zu sein brauchen, wenn nur ihre Eigenwerte 
ubereinstimmen, ohne daß dies von den beziehentlichen Vielfachheiten 
bekannt ware. DaB die Losung des Problems, ein notwendiges und 
zugleich hinreichendes Kr i t e r ium fur die unitare Aquivalenz von  

zu finden, ziemlich schwer sein muß, wi rd bereits dadurch nahje-
gelegt, daß die Hellingersche Zerlegung auf die mannigfachste Weise 
geschehen kann. Hellinger gelang es, das Problem in seiner Disser­
tation dennoch zu erledigen. H. Hahn hat das Hellingersche Kr i te r ium 
im Rahmen seiner auf S. 119 erwahnten Untersuchung neu hergeleitet 
und zugleich auf eine iibersichtlichere Gestalt gebracht. Es ist leider 
wegen Raummangel ganz unmoglich, auf diese schwierigen Unter-
suchungen hier des naheren einzugehen. 

W i r erwahnen noch, daB die Moglichkeit einer Zerlegung (373) 
nach Hell inger den folgenden Satz in sich schließt: Jede Hermitesche 
beschrankte Matr ix ohne Punktspektrum kann unitar in die Summe 
von getrennten Fourierschen beschrankten Matrizen ohne Punktspektrum 
ubergefiihrt werden. Mi th in ist mittels unitarer Substitutionen eine 
Zerlegung auch in die Summe von getrennten Jacobischen Matrizen 
mogl ich . Dieses Ergebnis ist von Toeplitz direkt, d. h. nicht auf dem 
Umwege liber die Spektrumstheorie, sondern durch (eigentliche) Jacobi-
sche Transformationen hergeleitet worden. — Offenbar kann daher jede 
beschrankte Hermitesche Matr ix unitar in eine finite Matrix trans-
formiert werden. Denn die Jacobischen Matrizen sind finit, also ist es 
auch die Summe von getrennten Jacobischen Matrizen, wahrend der 
eventuelle punktspektrale Bestandteil getrennt in eine Diagonalmatrix 
ubergefiihrt werden kann, so daß zum Schluß jede Zeile, also auch 
jede Spalte hochstens drei von N u l l verschiedene Elemente hat, womi t 
sogar mehr als die Fini thei t bewiesen ist. — Es gibt Jacobische 
Matrizen, die kein Streckenspektrum haben, sie sind jedoch bei Be* 
handlung „verni inf t iger u Kettenbriiche nie vorgekommen; meistens gibt 
es sogar nur ein Streckenspektrum. 

§ 97. Differentiallosungen. 
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Auch jetzt darf man, auch wenn die Funktionen stetig differentiierbar 
sind, noch nicht aufatmen. Denn es ist nicht ausgemacht, daß die 
Reihen linkerhand konvergent oder sonst irgendwie sinnvoll sind, und 
auch wenn dies zutreffen sollte, mußte die Gleichung noch immer erst 
bewiesen werden. Es handelt sich also um eine heuristische SchluBweise, 
die jedoch sinngemaß genug ist, um meistens zu einem richtigen 
Endergebnis zu fuhren. In der Tat kann man leicht die Anwendungen 
umfassende Bedingungen angeben, unter welchen diese Betrachtung 
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erklarte, etwa stetige Funkt ion bezeichnet. Da sie nicht reellwertig zu 
sein braucht, so kann das durch F entworfene B i l d der Klasse der 
Hermiteschen Matrizen auch nicht Hermitesche Matrizen enthalten. 
Der Ansatz hat jedoch eine wesentliche Li icke , da er von vornherein 

§ 98. Das trigonometrische Momentenproblem. 

Eine heuristische Methode, welche die Theorie der beschrankten 

— doch kommen fur die meisten Wellenprobleme bereits von vorn­
herein nur diese „langsam abklingenden" Losungen in Betracht. — 
Beachtet man noch, daß jede beschrankte Hermitesche Matrix, wie 
wir vorher gesehen haben, in eine finite ubergefuhrt werden kann, so 
erkennt man den Zusammenhang mi t der auf S. 139 erwahnten Toeplitz-
schen Untersuchung. Ubrigens konnen Differentiallosungen u n d quadra-
tisch konvergente Eigenlosungen liberlagert auftreten, wenn namlich 

sowohl dem Punktspektrum als auch dem Streckenspektrum ange-
hort. — Was endlich diejenigen (eventuellen) Punkte des Spektrums 
anlangt, die moglicherweise Haufungsstellen des Punktspektrums sind, 
ohne zugleich dem Punkt- oder Streckenspektrum anzugehoren, so ergibt 
sich fiir solche nicht einmal eine Differentiallosung. Diese sich an 
den Hilbertschen Satz (S. 194) anschlieBende restlose losungstheoretische 
Charakterisierung der Spektrumsbestandteile verdankt man ebenfalls 
Hellinger. 

Bei gewissen quadratisch konvcrgenten rechten Seiten konnen auch 
die zu gehorigen inhomogenen Gleichungen, auch wenn in dem 
Streckenspektrum liegt, eine verniinftige, gewissermaßen den Hellinger-
schen Differentiallosungen entsprechende Losung haben [trotzdem, wie 
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kann. Bei gewissen F laßt sich freilich das „Umkehrp rob lem" ohne 
Schwierigkeit erledigen. Ich w i l l dies, unter Zugrundelegung einer 
Untersuchung von G. Herglotz liber das trigonometrische Momenten­
problem, im Falle der speziellen konformen Abbi ldung F = durch-
fuhren. Es ergibt sich so eine der Hilbert-Hellingerschen parallel-
laufende, vo l l ig geschlossene Spektral- bzw. Transformationstheorie aller 
unitaren Matrizen, so dafi der vollstandige analytische Apparat einer 
Darstellungstheorie mi t beschrankten Matrizen vorliegt. — Das Ab-
schnittsprinzip durfte hierbei schwerlich auf eine direkte Weise zum 
Ziele fuhren, da die Abschnitte einer unitaren Matrix im allgemeinen 
nicht unitar sind. Jetzt ist also die Heranziehung eines Momenten-
problems viel wesentlicher, als bei den Hermiteschen Matrizen (vgl. 
S. 183). — Bei allgemeinen konformen Abbi ldungen F == F(µ) steht 
hierbei ein Satz von F. Riesz zur Verfugung. 

Bei dem trigonometrischen Momentenproblem w i r d nach einer zwi-
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nur nichtnegativer Werte fahig ist, wie groß dabei auch m sein mag. 
M. a. W., die unendliche Matrix 
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§ 99. Anwendung auf die unitaren Matrizen. 
Es seien gegeben eine unitare Matrix U und ein Punkt r = (x1, x2 . . . ) 

auf E. W i r behaupten, daß das trigonometrische Momentenproblem 
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woraus ersichtlich ist (vgl. S. 183), warum wir das Momenten-
problem (380), (383) gestellt haben (iiber die Frage, wie man eben auf 
dieses Momentenproblem gefiihrt wird , gibt die SchluBbemerkung 
auf S. 217 AufschluB). 

§ 100. Die Resolvente der unitaren Matrizen. 

Da U unitar ist, so ist wegen (252) offenbar P(U) = 1, und daher, 

ausfallt. Die Herlei tung dieser F o r m el war unser Zie l ; sie besagt, 
daB die Kopplungsform der Spektralmatrix von U identisch ist mi t 
der Losung (384) unseres Momentenproblems (380), (383). 

In der Matrizensprache lautet (390) wie folgt : 



V. Kap. § 100. Die Resolvente der unitaren Matrizen. 2 1 3 

jeder Punkt des Spektrums eine singulare Stelle von U (singular in dem 
auf S. 142 erklarten matrizentheoretischen Sinne; vgl. S. 152). Einer-
seits ist also das Spektrum identisch mi t der Gesamtheit der matrizen-
theoretisch singularen Stellen. Andererseits ist eine Stelle dann und 
nur dann matrizentheoretisch singular, wenn sie eine singulare Stelle 
mindestens einer durch (394) dargestellten Funktion oder ein Haufungs-

1) Und hat nur ein Punktspektrum. Die Definitionen auf S. 177 sollen auch 
fur unitare Matrizen in Anspruch genommen werden. 
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punkt von solchen Stellen ist. Wir sprechen dabei, und zwar aus 
ahnlichen Griinden wie auf S. 99, nicht von der analytischen Funktion 

sondern von der durch (394) unmittelbar dargestellten Funktion. 

Der Beweis fur die erwahnte Kennzeichnung der singularen Stellen 
eines Integrals 
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freilich die der Spektralmatrix stetig differentiierbar, so ist die 
vorhin gegebene spektrale Charakterisierung der singularen Stellen 
von U eine unmittelbare Folgerung aus dem klassischen Ergebnis von 
H. A. Schwarz, das aus den Elementen der Theorie des logarithmischen 
Potentials bzw. der Fourierreihen bekannt ist. 

§ 101. Spektraltheorie der unitaren Matrizen. 
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samtheit derjenigen Hermiteschen Matrizen, deren Spektrum zwischen 0 
und liegt und deren Punktspektrum den Punkt nicht  
enthdlt, auf die Gesamtheit aller unitaren Matrizen e i n e i n d e u t i g 
bezogen wi rd . Dies besagt wesentlich mehr, als dafi jede unitare 
Matrix in der Form e mi t einem passend gewahlten dargestellt 
werden kann.  

Die Hilbert-Hell ingerschen Untersuchungen iiber die vcrschiedenen 
A r t e n von Spektralbestandteilen, die Transformationstheorie auf die 
Hauptachsen bzw. — wenn es ein Streckenspektrum gibt — die 
Trennungstheorie usf. konnen ohne Schwierigkeit auf unitare Matrizen 
iibertragen werden. Doch soil dies dem Leser tiberlassen bleiben. 

Es ist unnotig zu bemerken, daB die vorhergehenden Betrachtungen 
auch im Bereich der endlichen Matrizen gelten. Freilich handelt 
es sich dabci nur um leicht verifizierbare Identitaten, ebenso wie 
auf S. 49 ff. 

Der formal-algebraische Kern dieser ganzen Spektraltheorie der 
unitaren Matrizen ist offenbar in der folgenden Bemerkung ent-
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Sechstes K a p i t e l . 

Hermitesche nicht beschrankte Matrizen. 

§ 102. Matrizen mit einer Lucke in dem Abschnitts-
spektrum. 

Es sei eine Matrix, die weder Hermitesch noch beschrankt, ja 
nicht einmal eine Q-Matrix zu sein braucht. Hingegen sei jeder A b -



V I . Kap. § 102. Matrizen mit einer Llicke in dem Abschnittsspektrum. 2 1 9 



2 2 0 V I . K a p . §103. Anwendung auf die Hermiteschen Matrizen. Grenzresolvente. 

§ 103. Anwendung auf die Hermiteschen Matrizen. 
Grenzresolvente. 

Von jetzt an betrachten wir nur Hermitesche Matrizen. Dies soil 
nicht immer wiederholt werden. 
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Bei nicht beschrankten Hermiteschen ()-Matrizen ist nun die 
Sache nicht so einfach wie bei der beschrankten. Es sind jetzt namlich, 
wie Beispiele zeigen (vgl. unten), alle drei denkbaren Falle mogl ich (je 
nach der W a h l von : a) Moglicherweise gibt es ebenfalls nur eine 
beschrankte Resolvente, also erst recht nur eine Grenzresolvente, so 
da6 das Auswahlverfahren gewiB iiberfliissig ist. — b) Es ist aber 
auch moglich, daB es mehrere beschrankte Resolventen gibt, trotzdem 
das Auswahlverfahren uberflussig ist, so daß beschrankte Resolventen 
existieren, die von der beschrankten Grenzresolvente 
verschieden sind, so daß also ihre Existenz nicht bereits durch die 
Betrachtung der Abschnitte U [ n ] festgestellt werden kann. — c) Endl ich 
ist es sehr wohl moglich, daB die Existenz mehrerer beschrankter 
Resolventen bereits durch das Abschnittsprinzip angezeigt wird , weil 
sogar mehrere (eo ipso beschrankte) Grenzresolventen 
vorhanden sind, so daß nicht alle Auswahlfolgen zu derselben Grenz­
resolvente f i ihren; m. a. W . , man kann nicht hn = n setzen, da 

nicht existiert. 

§ 104. Regulare Matrizen. 

Eine Hermitesche Q-Matrix, fur welche der Fal l a) vorliegt, nennen 
wir regular. Z. B. ist jede beschrankte Hermitesche Matrix regular. 
DaB es auch nicht regulare Matrizen gibt, ist nicht erstaunlich, der Leser 
ist darauf in Kap. I l l mehrfach vorbereitet worden. A l l e scheinbaren 
Widerspruche bei nicht beschrankten Q-Matrizen erklaren sich, wenn 
man einfach das Rechnen mi t divergenten Doppelreihen bzw. nicht be-
grundete Umordnungen von mehrfachen Reihen vermeidet und gliedweise 
Vornahme von Grenzubergangen im Falle einer evtl. nur schwachen 
Konvergenz unterlaBt. Der Sachverhalt ist der folgende. Die Mat r ix 
31 ist dann und nur dann beschrankt, wenn etwa die zweifache Reihe 
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§ 105. Fortsetzung. Beweis des Carlemanschen Kriteriums. 
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Durch eine sinngemaBe Wiederholung dieser SchluBweise lieBe 
sich zeigen, daß bei regularen Matrizen gewiB der Hilbertschen Funk-
tionalgleichung genugt und man konnte dann auch die in § 79 durch-
gefiihrte Rechnung wiederholen. 

§ 106. Statistisch sinnvolle Matrizen, 
Grenzspektralmatrizen. 

Eine Hermitesche, sonst beliebige Matrix U, fur welche nicht der 
Fall c) [sondern entweder a) oder b)] vorliegt, bei welcher also der 
Grenzwert 
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§ 107. Integraldarstellung der Q-Matrizen. 
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vielleicht iiberhaupt nicht gebildet werden kann. W i e wir 
spater sehen werden, hangen die Verhaltnisse mi t einem auf S. 102 er-
wahnten Umstand zusammen. 
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§ 108. Halbbeschrankte Matrizen. 
Bevor wir weitergehen, mussen wir einen grundlegenden Satz von 

Toeplitz vorausschicken. — Es sei eine positiv definite, sonst be-
liebige Hermitesche Matrix. Es wird also nur vorausgesetzt (vgl. S. 124), 
dafi alle Abschnittseigenwerte von oberhalb einer positiven (also von 
Null verschiedenen) unteren Schranke liegen, die wir mit n be-
zeichnet haben. Es wird hingegen nicht einmal die @-Bedingung 
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das Spektrum auf einer Halbgeraden liegt, ohne daß das Abschnitts­
spektrum es tut, d. h. ohne daß die Matrix halbbeschrankt ist. Dann 
ware aber unser hinreichendes Kri ter ium des statistisch sinnvollen 
Charakters praktisch unbrauchbar. Z. B. bei wasserstoffahnlichen Spektren 
liegt das Spektrum der Energiematrix auf einer Halbgeraden, aber es 
ist eben nur das Spektrum und nicht das Abschnittsspektrum zuganglich. 
Ich beweise aber auch, daß das Abschnittsspektrum einer ^-Matr ix auf 
einer Halbgeraden liegen muß, wenn das Spektrum auf einer Halbgeraden 
l i e g t Die wasserstoffahnlichen Spektren gehoren daher gewiß zu halb-
beschrankten, also erst recht zu statistisch sinnvollen Matrizen. 

§ 109. E in Satz uber das Abschnittsspektrum der halb-
beschrankten Matrizen. 

W i r beweisen zunachst, daß der Endpunkt des Abschnittsspektrums 
einer halbbeschrankten, der Q-Bedingung nicht notwendig gemigenden 
Matrix auch dem Spektrum angehort, so daß z. B. im Fal l (424) der 
Punkt des Abschnittsspektrums zugleich ein Punkt des 
Spektrums ist. W i e wenig selbstverstandlich dies ist, geht aus der bei 
(246) erwahnten Erscheinung hervor. 

Be im Beweis gehen wir davon aus, daß fur eine positiv definite 
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§ 110. Die wasserstoffahnlichen Spektra. 

Es ist bereits erwahnt worden, daß das Spektrum der wasserstoff­
ahnlichen Energiematrizen auf einer Halbgeraden liegt. Das Spektrum 
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lauft, wie wir wissen, darauf hinaus, daß die Hermitesche Form 

oder vom Spektrum bedeckt sein soil, so daß Spektrumslucken (z. B. die-
jenigen zwischen den B aimer term en) sehr wohl mi t erlaubt sind. 

§ 111. Der Toeplitzsche Satz uber definite Matrizen. 
W i r haben jetzt noch den Beweis des seit S. 229 benutzten 

Toeplitzschen Satzes, sowie der Grenzgleichimg (427) nachzuholen, Es 
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§ 112. Das Seidel-M. Sternsche Kriterium bei speziellen 
Jacobischen Matrizen. Ober die Koordinatenmatrix 

des linearen Oszillators. 
Eine der Bedingung 
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der nach S. 73 die Naherungsbriiche des formal gebildeten 
unendlichen Kettenbruches 

die Naherungsnenner von (432) sind, kann man die Heisenbergsche 
Matrix sofort in die Schrodingersche Fassung umrechnen. Bei wirk-
lichen physikalischen Problemen kommen freilich Matrizen mit mehreren 
Zeigerpaaren in Betracht und durch die Separation der Variablen kann, 
wie das Wasserstoffmodell zeigt, der formale ,Jacobische" Charakter 
der Matrix verloren gehen. 

§ 113. Beliebige Jacobische Matrizen, 
Das Divergenzkriterium (433) entscheidet nur, ob der Fall c) oder 

aber nicht der Fall c) vorliegt (S. 221), kann aber, wenn der Fall c) nicht 
vorliegt, nicht entscheiden, welche der beiden weiteren Moglichkeiten 
a), b) vorliegt Nun gibt es aber ein Kriterium, welches nicht nur 
im Falle (431), sondera bei beliebigen Jacobischen Matrizen (430) zu 
entscheiden gestattet, ob der Fall a) oder aber nicht der Fall a) 
vorliegt. 
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fur alle nicht reellen X, oder, was nach dem Satze von V i t a l i dasselbe 
ist, etwa fur alle rein imaginaren konvergiert; und zwar hat man 
dann in jedem nicht reellen Bereiche sogar erne gleichmaBige Kon-
vergenz. Dies reicht jedoch noch nicht aus, um die Regularitat 
der Jacobischen Matrix, d. h. das Vorl iegen des Falles a) sicher-
zustellen. Hierfur muß vielmehr einen von Hamburger ent-
deckten besonderen Konvergenzcharakter aufweisen, der von Hellinger 
mi t den Weylschen Untersuchungen uber lineare Randwertprobleme 
bei wesentlich singularen Differentialgleichungen in Zusammenhang 
gebracht wurde. Dieser besondere Konvergenzcharakter, die „vol l -
standigeKonvergenz", folgt aus der einfachen gleichmaßigen Konvergenz 
noch nicht. Es gibt also statistisch sinnvolle Matrizen, die nicht regular 
sind: der Fa l l b) auf S. 221 ist keine leere Moglichkeit . W i r wollen 
liber das Regularitatsproblem der allgemeinen Jacobischen Matrizen 
ebenfalls nahere Angaben machen, doch mussen wir uns leider auf 
ein Referat beschranken und wegen Beweis auf die Arbeiten von 
Hamburger und Hellinger, sowie auch auf die mehrfach erwahnte Schrift 
von Carleman verweisen, der diese Ergebnisse in seine allgemeine 
Theorie eingeordnet hat. 

§ 114. Das Hamburgersche Momentenproblem. 
Als Momentenproblem bezeichnet man die Aufgabe, das unendliche 

System der Integralgleichung 

Eine beliebige Jacobischc Matr ix ist, wie sich ebenso wie in dem 
Spezialfalle (432) zeigen laßt, dann und nur dann statistisch sinnvoll, 
wenn der „assoziierte Kettenbruch" 

bei gegebenen mn durch eine nicht abnehmende Funkt ion Q(µ) zu 
erfullen, die keine Treppenfunktion sein soil, also entweder unendlich 
viele Sprunge oder ein Nichtkonstanzintervall haben muß. Offenbar mussen 
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alle mn reell sein. Hat das Momentenproblem eine Losung, so sind 
alle Integrate (435) absolut konvergent. Denn die m2n sind sicherlich 
absolut konvergent, und fur die ungeraden Momente gi l t nach der 
Schwarzschen Ungleichheit 
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sondern auch hinreichend ist. Hamburger fuhrt den Beweis seines 
Existenzsatzes in der Sprache der Kettenbruche. Einen mehr direkten 
Beweis hat spater im Anschluß an einen von Stridsberg gegebenen 
Algori thmus M. Riesz gegeben. Der springende Punkt ist beidemal 
der Hellysche Fortpflanzungs- bzw. Auswahlsatz von Kap. I I . 

§ 115. Fortsetzung. Bestimmte Momentenprobleme. 
Die Frage, wann das Momentenproblem mindestens eine Losung 

hat, ist damit erledigt. Uns interessiert indessen eine andere Frage: wann 
ist das Momentenproblem bestimmt (determine)? M. a, W. , gesetzt, daß 
die Hamburgersche Bedingung erfullt, d. h. mindestens eine Losung Q 

bilden, welche offenbar (vgl. S. 189) eine Jacobische Matr ix ist. Es stellt 
sich nun heraus, daß das (losbare) Momentenproblem (435) dann und 
nur dann best immt ist, wenn diese Jacobische Matr ix regular ist, d. h. 

ist gewiß absolut konvergent, da ja die Momente (435) existieren. 
Ferner hat das Integral (439) fur alle evd. verschiedenen Losungen 
von (435) einen und denselben Wert , da ja eben alle diese Losungen 
von (435) sind. Man kann also die vol lkommen bestimmte Matr ix 

verschieden zu betrachten.] Die An twor t hat Hamburger ebenfalls in 
der Sprache der Kettenbruchlehre geliefert (siehe oben, S. 238). Den 
Zusammenhang seines Ergebnisses mi t der Theorie der unendlichen 
Matrizen hat, wie erwahnt, Hell inger aufgedeckt. W i r gehen nunmehr 
zu diesen Untersuchungen iiber. 

Es sei das Momentenproblem losbar und es sei Q (µ) eine Losung. 
M a n kann dann eine (und, bis auf den belanglosen auch 
nur eine) Folge von reellen Polynomen x1 , x 2 , . . . , wobei xn genau vom 
Grade n — 1 ist, derart bestimmen, daß 
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wenn fur (440) der Fal l a) von S. 221 vorliegt. — Umgekehr t kann jede 
Jacobische Matr ix (430) in der Gestalt (440) dargestellt werden. Die 
Polynome x i . s ind dabei immer restlos bestimmt, die Belegung hin-
gegen dann und nur dann, wenn die mi t ihr gebildeten Zahlen mn zu 
einem bestimmten Momentenproblem gehoren. 

E i n hinreichendes Kr i t e r ium dafur, daß das als losbar voraus-
gesetzte Momentenproblem (435) bestimmt ist, besteht nach Carleman 
in der Divergenz der Reihe 

so ist das Momentenproblem nicht bestimmt1), d. h. es gibt von (442) 
wesentlich verschiedene Belegungen, die bez. dieselben Momente wie 
(442) haben, so daß (440) nicht regular, wohl aber halbbeschrankt, also 
statistisch sinnvoll ist. Der Beweis ergibt sich aus der Theorie von 
Stieltjes, der in einer unsterblichen Abhandlung alle diese Fragen 
iiberhaupt aufgeworfen, seinen Integralbegriff eingeflihrt, das Momenten­
problem in dem nach i h m benannten Spezialfall 
samt den zugehorigen Jacobischen Matrizen eigentlich restlos erledigt 
hat — obwohl dies erst spater, eigentlich nur zwanzig Jahre nach Stieltjes 
zutage trat, als namlich Toeplitz und Hell inger die Zusammenhange 
mi t der Hilbertschen Theorie aufgedeckt haben (vgl. § 87) — so 
dafi Stieltjes woh l als der Vater der Spektraltheorie zu betrachten ist. 
Er legte dabei nicht die „assoziierten Kettenbruche" (434), sondern die 
„korrespondierenden" zugrunde, die eben dem Stieltjesschen Spezial­
fall angepafit und dementsprechend u. U. bereits dann versagen, wenn 



§ 116. Die Carlemansche „Feldtheorie". 
Statistische Stabilitat. 

W i r haben gesehen, daß es Momentenprobleme gibt, die nicht 
bestimmt sind, trotzdem die Jacobische Matr ix statistisch sinnvoll ist. 
Es gibt also dann zwar nur eine Grenzspektralmatrix, es gibt aber 
noch weitere, von der Grenzspektralmatrix verschiedene, jedoch mi t 
ihr an sich gleichberechtigte „Spektralmatr izen" fur die Jacobische 
Matr ix ; nur treten sie durch Betrachtung der Abschnitte nicht in Evidenz. 
Es liegt also nahe, den GrenzprozeB, der den n- ten Abschnitt der un-
endlichen Matr ix in die unendliche Matr ix iiberfiihrt, derart zu ver-
allgemeinern, daB auch weitere Spektralmatrizen erscheinen. 

W i r gehen nunmehr zu einer diesbezuglichen Untersuchung von 
Carleman liber. 

242 V I . Kap. § 116. Die Carlemansche „Feldtheorie". Statistische Stabilitat. 
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nicht nur statistisch sinnvoll, sondern aufierdem statistisch stabil ist 
[wahrend der statistisch sinnvolle Charakter allein nur eine A r t bedingte 
Stabilitat, d. i. Stabilitat gewisser Storungen gegenuber ausspricht], — 
Ich versehe hierbei nur ein Ergebnis von Carleman mi t einer anschau-
lichen Nomenklatur und muß jetzt zum mathematischen Inhalt iiber-
gehen, und vor allem erklaren, was uberhaupt bei beliebigen Storungen 
unter dem „Induzieren" zu verstehen sei. 

§ 117. Feldresolvente und Feldspektralmatrix. 
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den Komponenten 
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hintere Reziproken, da auch die Grenzspektralmatrizen es sind. be-
zeichnet hierbei immer eine beliebige nicht reelle Zahl. Gibt es 
„Spektrumslucken", so konnte man auch reelle in Betracht ziehen. 

Die Spriinge der o liefern wieder quadratisch konvergente Eigen-
losungen. 1st 91 eine statistisch beliebige Q-Matrix, deren samtliche 
Potenzen Q-Matrizen sind, so ist (305) nach Carleman fur jede Feld-
spektralmatrix (also nicht nur fur eine Grenzspektralmatrix) von 9t 
r ichtig. — Dies gibt eine Erklarung fur den Sachverhalt, von welchem 
wi r auf S. 242 ausgegangen sind. 

A u f eine Umkehrung des vorher bewiesenen Satzes, nach welcher jede 
„extremale" quadratisch konvergente Losung von (454) mittels einer 
Feldresolvente von 91 in der Gestalt (452) dargestellt werden kann, 
sowie auf die Frage, inwiefern eine „s tabi le" Matrix gewiß regular 
ist, kann ich hier leider nicht mehr eingehen. 

§ 119. „Statistische" Hauptachsentransformation. 
Es sei irgendeine Feldspektralmatrix von 91. W i r er-

klaren das Punktspektrum usf. von 91 wie auf S. 161 bzw. S. 177. 
Doch ist jetzt zu beachten, daB es z. B. denkbar ist, daß diese Punkt-
mengen jetzt vielleicht nicht mehr eindeutig durch U bestimmt 
sind, indem sie auch von der zugrunde gelegten Grenzspektralmatrix 
abhangen konnten. Wegen der ersten Relation (422), die auch fur 
Feldspektralmatrizen gi l t , hat jedes Spektrum mindestens einen Punkt, 
ist also nie leer. Um feste Vorstellungen zu haben, wol len wi r annehmen, 
daß U regular ist. Dann gibt es gewiß nur ein Punktspektrum, nur 
ein Streckenspektrum und nur ein Haufungsspektrum, da es auch 
nur eine Feldspektralmatrix gibt, die ubrigens nach Carleman 
unseren infinitesimalen Orthogonalitatsrelationen gewiß genugt; siehe 
S. 225. Ferner ist jede Spektralmatrix jeder Matr ix U beschrankt 
(S. 244), und auch jede unitare Matr ix U ist beschrankt. Es l iegt 
also nahe, daß Hauptachsenproblem von U wieder „hin ter das Inte-
gralzeichen" zu verlegen, also die Aufgabe re in statistisch zu fassen 
und sich mi t einer unitaren Matr ix U begnugen, bei welcher die 
Matr ix wie bei (262), in einen rein streckenspektralen 
Bestandteil und auBerdem in eine Summe von (diagonalen) punkt-
spektralen Bestandteilen zerfallt, die von jenem und voneinander ge-
trennt sind. 

W i r haben bei den beschrankten Matrizen diesen „statistischen" 
W e g nur aus methodischen Grunden verfolgt. In das Schlußresultat 
der Hauptachsentransformation, daß namlich in eine Summe 



ubrigens die Fußnote auf S. 66. Außerdem steht es nicht fest, daß 
statistisch sinnvoll ist, wenn U es war. Nach einer freundlichen 

miindl ichen Mit te i lung von Herrn J. v. Neumann kann man z. B. jede 
regulare nicht beschrankte Matrix in eine nicht regulare unitar uber-
fiihren, man kann eine Matr ix von durchweg positivem Spektrum in 
eine solche mit durchweg negativem Spektrum transformieren, usf. 

Doch w i r d man bei „vernunftigen" wohl immer nur passend ge-
wahlte „verniinft ige" U betrachten miissen. Z. B. die Formeln (328), 
(329) des Korrespondenzprinzips stehen auch bei nicht beschrankten 
Matrizen zur Verfugung. Uberhaupt konnte man das Korrespondenzprinzip 
bei gehoriger Vorsicht auf nicht beschrankte Matrizen unmittelbar liber-
tragen. Entsprechendes gil t erst recht fur die mult ipl ikativen Gruppen-
klassen. Fur die Quantenmechanik wurde außerdem die Transformations-
theorie der finiten mittels finiter U sehr wesentlich in Betracht kommen, 
die Toeplitz gelegentlich angedeutet, jedoch leider nicht veroffentlicht 
hat. Aus den v. Neumannschen „Paradoxien" geht hervor, wie tiefliegend 
solche Satze sein miissen, und wie wenig selbstverstandlich es ist, daß 
dergleichen bei beschrankten Matrizen gewiß nicht vorkommen kann. 

248 V I . Kap. § 119. „Statistische" Hauptachsentransformatien. 
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bares Punktspektrum) auf dem Einheitsintervall i iberall dicht liegen. 
Ober die fur die Quantenmechanik so wichtige Frage einer tat-

sachlichen Behandlung von Spektrumsstorungen liegen in der mathe-
matischen Literatnr leider keine befriedigenden Ergebnisse vor. Ins-
besondere steht eine sinngemaße Obertragung der Hill-Brownschen 
Methoden der Mondtheorie noch aus. 



Anhang . 

Skizze einer Spektraltheorie der 
fastperiodischen Funkt ionen. 

Zur Illustration der Spektraltheorie soil eine Klasse von Matrizen 
betrachtet werden, welche die Mechanik der klassischen Schwingungen 
in die Matrizensprache ubersetzt. Es handelt sich um eine sinngemaße 
t iber t ragung der Toeplitzschen Theorie der Laurentmatrizen auf die 
fastperiodischen Funktionen von H. Bohr. 
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nahe kommt (ohne zu verschwinden; g(t) ist zwar stetig, das Intervall 
ist indessen unendlich). Eine ganze rationale Funktion von endlich 
vielen fastperiodischen Funktionen (m. a. W. , Summe und Produkt 
zweier fastperiodischen Funktionen) ist wieder fastperiodisch, also ist 
es auch jede endliche trigonometrische Summe 
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Funktionen) nicht mehr, wenn die kursivgesetzteBedingungfallengelassen 
wird: der Operator ist eben kein Integraloperator, sondern eine 
Mittelbildung, und eine fastperiodische Wiederkehr ist fur die Richtig-
keit des Satzes wesentlich. — Setzt man den Satz, daß nicht 
abnimmt und die Totalschwankung Eins hat, als bekannt voraus, so 
kann der Bohrsche Satz aus (23), (26) unmittelbar abgelesen werden. 

Nehmen wir nun zwecks Zuruckfuhrung ad absurdum an, daß 
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nur die Hauptdiagonale, sondern auch jede ,,Nebendiagonale" (= zu 
der Hauptdiagonale parallele Gerade) aus dem auf der nullten Zeile 
gelegenen Element der Nebendiagonale durch Verschiebung langs der 
Nebendiagonale hervorgeht. Aber auch im allgemeinen, nicht aqui-
distanten Fall ist jedes Element der Matrix eine der unter (33) an-
geschriebenen Amplituden oder — und meistens — gleich Null. In 
d iesem Sinne konnen also keine „Resonanzglieder" auftreten. Die 
Numerierung der ist, sobald die Bedingung (37) erfullt ist, des 
naheren willkurlich (wir haben uns die Numerierung irgendwie fest 
zu wahlen). Der Leser moge sich die Struktur der fastperiodischen 
Matrizen bei passender Numerierung in dem einfachsten nicht aqui-
distanten Falle klarmachen, wenn namlich f(t) „bedingtperiodisch" ist, 
d. h. wenn das eigentliche Frequenzsystem von f in einem Modul liegt, 
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Es sei g(t) irgendeine fastperiodische Funktion, wobei, wie wir 
wissen, angenommen werden kann, daß sie zugleich mit (33) auf eine 
zulassige Weise dargestellt ist, 
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denBetrachtungen auf S. 252 ff. unabhangige Weise begrunden. Zu diesem 
Ende genligt es zu bemerken, dafi wegen (9), analog zu (18), die 
identische Umformung 
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ganze Spektrum ablesen konnen, wahrend das Spektrum, kurz ge-
sprochen, aus den Nichtkonstanzstellen von alien besteht (vgl. 
namlich S. 178). Woher kommt es nun, dafi jetzt sich das ganze 
Spektrum aus einer einzigen Funktion ablesen ließ? 



3Anmerkungen und Literatur. 

Die nachstehenden Literaturangaben erheben keinen Anspruch auf Vollstandig-
keit, beriicksichtigen vielmehr nur die wichtigeren bzw. diejenigen Arbciten, auf 
welche oben Bezug genommen wurde, und wollen andererseits auf einige Gebiete 
hinweisen, die im Texte nur beri ihr t werden konnten. 

Im ubrigen sei ein fur allemal auf den unlangst erschienenen A r t i k e l von 
E. H E L L I N G E R und O. T O E P L I T Z verwiescn, Enc. der math . Wiss. II 3, 2, S. 1335 
bis 1601 [auch besonders erschienen untcr dcm T i t e l Integralgleichungen und 
Gleichungen m i t unendlich vielen Unbekanntcn, Leipzig 1927]. 

E n d l i c h e M a t r i z e n . 
Die systematische Begrundung der Matrizenrechnung verdankt man 

G. F R O B E N I U S , Crelles Journal 84 (1878), S. I f f . Wegen der unitaren Trans-
formationstheorie siehe I . SCHUR, Ma th . Annalen 60 (1909), S. 488ff. 
und O. T O E P L I T Z , M a t h . Ztschr. 2 (1918), S. 187—197; vg l . auch 
G. F R O B E N I U S , Sitzber. d. Berliner Akad . 1911, S. 241—243. Ober das 
Verhaltnis des Spektrums zu dem Wertevorrat siehe O. T O E P L I T Z , loc. 
ci t . und F. H A U S D O R F F , Ma th . Ztschr. 3 (1919), S. 314—316. — Die auf S. 44 
(Fußnote) erwahnte Parameterdarstcllung der unitaren Matrizen findet man 
bei A . H U R W I T Z , Gott . Nachr. 1897, S. 82ff. ; vg l . hierzu I . SCHUR, Sitzber. 
der Berliner Akad . 1924, S. 196. — t)ber endliche Matrizen im allgemeinen 
vgl . W . F. M E Y E R und J. D R A C H , Enc. des sciences math . I 2 (1911—12), S. 386ff. 

Die JACOBISCHE Transformation geht in ihren wesentlichen Zugen eigentlich 
auf L A G R A N G E und GAUSS zuruck. Bei J A C O B I t r i t t sie anlafllich einer Fragc-
stellung aus der arithmetischen Theorie der quadratischen Formen auf; vgl . hierzu 
zum Beispiel H . M I N K O W S K I , Geometrie der Zahlen, Leipzig und Berl in 1910, 
S. 182ff. In diesem zahlentheoretischen Zusammenhang waren die Beziehungen 
zu dem Euklidischen Algor i thmus von jeher bekannt; wegen der algebraischen 
bzw. ,,integralen" Theorie der JACOBISCHEN Matrizen siehe E. H E I N E , Handbuch der 
Kugelfunktionen I, zweite Auflage, Berl in 1878, S. 415ff., sowie die weiter unten 
bei den unendlichen Matrizen angegebene Li te ra tur (die formalen Zusammen-
hange sind nur sehr spat, erst i n den letzten zwanzig Jahren, also erst nach S T I L T J E S 
und H I L B E R T erkannt worden). 

Die in § 28 skizzierte grundlegende Folgerung aus der jACOBischen Trans­
formation hat zuerst wohl O. T O E P L I T Z gezogen, Gott . Nachr. 1907, S. 101—102; 
vg l . auch I. SCHUR, Ma th . Ztschr. 1 (1918), S. 202—205.— Dem E. ScHMiDTschen 
Verfahren und dem bewufiten Orthogonalisierungsprozesse begegnet man zuerst 
nicht i n der Algebra, sondern i n der Analysis; siehe E. S C H M I D T , Ma th . A n ­
nalen 63 (1907), S. 442, sowie die dasclbst zitierte Abhandlung von J. P. G R A M , 
ferner eine Arbei t von G. K O W A L E W S K I , Sitzber. d. Wiener Akad . 120 (1911), S. 77; 
vg l . auch H . M I N K O W S K I S „Adaptionsprozeß" i n seinem Buche Diophantische 

Wintner, Spektraltheorie. 18 
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Approximationen, Leipzig 1907, S. 90ff.; fur Vektoren siehe die weiter unten 
bei den unendlichen Matrizen zitierte Abhandlung von E . S C H M I D T selbst. 

Zur naheren Begrundung der §§ 4—7 sei auf die Lehrbiicher der Algebra ver-
wiesen [zum Beispiel E. S T U D Y , Einlei tung in die Theorie der Invarianten linearer 
Transformationen auf Grund der Vektorrechnung I , Ber l in 1923, oder O. P E R R O N , 
Algebra I, Ber l in und Leipzig 1927]. Der Gedanke der Ausschaltung der Deter -
minantentheorie und die Durchfuhrung eines determinantenfreien Beweises bei 
den Hauptsatzen tiber endliche lineare Gleichungssysteme (§ 4) findet sich in der 
weiter unten zitierten Rendiconti-Arbeit von O. T O E P L I T Z uber f ini te Matr izen; 
vgl . auch eine Note von A. K N E S E R i n der ScHWARZ-Festschrift, S. 177 (1914). 
Hier ist auch ein Aufsatz von R. G. D . R I C H A R D S O N ZU erwahnen, Trans, of 
Amer. Math . Soc. 26 (1924), S. 451—478. 

In Kap. I sind Terminologie und Methodik — etwas abweichend von der her-
kommlichen Darstellung [vg l . hingegen H . H A H N , Jahresbericht der deutschen 
Math.-Ver. 20(1911), S. 69—117] — mehrfach im Anschluß an die F R E D H O L M -
HiLBERT-SCHMIDTSCHE Theorie der Integralgleichungen getroffen worden 
(C. NEUMANNSche Reihen, HiLBERTsche Funktionalgleichung, die Betrachtungen 
von § 8, usf.); vg l . freilich die eingangs zit ierte klassische Arbei t von 
G. F R O B E N I U S . 

Die in Kap . I durchgefuhrten Betrachtungen uber Hermitesche Spektral-
matrizen bilden nur eine algebraische Umschreibung der HILBERT-HELUNGERSchen 
Theorie auf endliche Matrizen. Ebenso leicht ist es, eine ,,integrate" Spektral-
theorie fur alle endlichen normalen Matrizen anzugeben. Zu diesem Ende genugt es 
(vgl. weiter unten S. 279), die Formeln auch noch fur den Spezialfall der unitaren 
Matrizen herzuleiten, und hierfur benotigt man freilich nicht die allgemeine Theorie 
(§§ 98—101), man kann vielmehr ebenso wie in § 28ff. vorgehen; vg l . namlich die 
Schlufibemerkung auf S. 217, und beachte, daB bei unitaren Transformationen 
eine Hermitesche oder unitare M a t r i x sich m i t ihrer Spektralmatrix kogredient 
transformiert. — Die Formel(72), S.51 kann in diesem Zusammenhang auch aus der 
Darstellungstheorie der infinitesimalen Gruppen gewonnen werden [zur Orientierung 
vg l . man H . W E Y L , Mathematische Analyse desRaumproblems, Berl in 1923, S.33ff.]. 
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Die Sonderstellung der normalen Matrizen (gegeniiber den nicht notwendig 

normalen), insbesondere ihre Eigenschaft, daB sie die weiteste Klasse darstellen, 
innerhalb deren eine unitare Spektraltheorie uberhaupt moglich ist (so daß das 
Spektrum das vollstandige Invariantensystem der unitaren Transformationsgruppe 
bi ldet ; vg. S. 25 ff . ) , k la r t sich eigentlich nur dann auf, wenn man zu der Invar ian-
tentheorie beliebiger, also n icht notwendig normaler Matrizen, d. h. zu der Theorie 
der Elementarteiler ubergeht, wobei dann der Natur der Sache nach auch nicht-
unitare Transformationen zugelassen werden mussen. Doch konnte in diesem Buch 
auf diese von W E I E R S T R A S S herruhrende Lehre nicht eingegangen werden. 
Moderne Darstellungen dieser etwas schwerfalligen Theorie findet man bei W E Y L , 
loc. ci t . , sowie in dem von W . K R U L L verfafiten Anhange des zweiten Bandes von 
O. H A U P T S Einfuhrung i n die Algebra, Leipzig 1929, S. 621 f f . ; v g l . W . K R U L L , 
Sitzber. der Heidelberger Akad . 1926, Nr . 1. — V o m Standpunkte der Ele-
mentarteilertheorie aus muB es eigentlich als ein , ,Zufa l l " bezeichnet werden, 

Bei den in Betracht kommenden unendlichen Matrizen steht dieses wertvolle 
Hi l f smi t t e l der Darstellungstheorie leider nicht mehr zur Verfugung, da die Reihe 
bereits fur die unendliche Einhei tsmatr ix divergiert . 

L i t e r a t u r zu S. 46.: O. H O L D E R , Gott . Nachr. 1889, S. 38—47; vg l . auch 
J. L . W . V . J E N S E N , Acta Math . 30 (1906), S. 175ff. — E. H E L L Y , Monatshefte f. 
Math . 31 (1921), S. 60—91. — H. B O H R , Gott . Nachr. 1913, S. 411 ff. — O. T O E P L I T Z , 
Got t . Nachr. 1913, S. 417—432. — M. R I E S Z , Acta Ma th . 49 (1926), S. 465 ff. — Auch 
die Theorie der Laurentmatrizen sowie ihrer Analogien und Verallgemeinerung ist 
hier zu erwfthnen. 

S t i e l t j e s s c h e I n t e g r a t i o n s t h e o r i e u . dg l . 

Die STiELTjESSche Integrationstheorie t r a t zuerst im Rahmen der Ket ten-
bruchlehre auf (vgl. S. 241), siehe T H . J . S T I E L T J E S , A n n . de Toulouse 8 (1894) [ J ] , 
S. 1-122;9(1895) [ A ] , S . 1-47oderCEuvrescompletesII, Groningen 1918, S.402-566. 
Unter den Lehrbiichern sind zu empfehlen O. P E R R O N , Die Lehre von den Ket ten-
briichen, Leipzig und Ber l in 1913, insbes. Kap . I X , sowie H . L E B E S G U E , Lecons 
sur l ' integration et la recherche des fonctions pr imit ives . Deuxieme Edition. 
Paris 1928 (Chap. X I ) , ferner die auf S. 75 zitierte Schrift von W . B L A S C H K E , 
Wegen Fragen der reellen Funktionentheorie sei ein fur allemal verwiesen auf 
die von A. R O S E N T H A L bearbeiteten vorzuglichen A r t i k e l i n der Enc. der math . 

18* 
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Wiss. I I 3, 2 (1923), sowie an die bekannten Bucher von C. C A R A T H E O D O R Y und 
H . H A H N . Eine gute Einfuhrung i n die LEBESGUEsche Theorie gibt E . K A M K E , 
Das LEBESGUEsche Integral . Eine Einfuhrung in die moderne Theorie der reellen 
Funktionen. Leipzig und Berl in , 1925. — I c h mußte mich aus außeren Grunden 
leider entschließen, den BOREL-LEBESGUESchen Gedankenkreis nicht grundsatzlich 
als bekannt vorauszusetzen. Ganz konsequent ließ sich dies freilich nicht durch-
fuhren, und so ist es an manchen Stellen zu einer A r t Kompromiß gekommen. 

Die STIELTJESsche Umkehrformel findet sich in der grofien Abhandlung von 
STIELTJES , t r i t t aber i n einer etwas versteckten Form und ohne Zugrundelegung 
des allgemeinen STIELTJESschen Integralbegriffes bereits bei C H . H E R M I T E auf 
[vg l . z. B. Crellcs Journal 91 (1881), S. 54ff . ] . Die HiLBERTsche Residuenformel ist 
offenbar weniger scharf als die STIELTJESsche; sie liefert ja nur die Sprunge der 
Belegung, und kann zwischen zwei stetigen Belegungen keinen Unterschied machen. 
Wegen der auf S. 100 erwahnten paradox klingenden Erscheinungen siehe insbeson-
dere A . P R I N G S H E I M , Miinchener Sitzber. 1927, S. 145ff., sowie gewisse Untersuchun-
gen von GOURSAT, B O R E L , P O M P E I U , STEFFENSEN, H A A R , D E N J O Y , C A R L E M A N 

und anderen. — C. N E U M A N N hat mittels der zugeordneten Kugelfunktionen fur 
alle Funktionen (genauer Funktionenzweige) F( ), die sich auf der langs des Inter-
valles — 1 <; A < +1 aufgeschlitzten A-Ebene m i t Einschluß des unendlich fernen 
Punktes regular verhalten, eine Darstellung der Form 

fur alle reellen µ cxistiert und dann und nur dann verschwindet, wenn µ eine 
Stetigkeitsstelle von ist. Dieser Satz ist m i t unwesentlichen Einschrankungen 
unl&ngst von I . SCHOENBERG wiedergefunden und im Falle einer durchwcg stetigen 
Funk t ion mittels einer LAPLACEschen Transformation auf eine mehr handliche 
Gestalt gebracht worden; siehe Ma th . Ztschr. 28 (1928), S. 179ff.; vg l . auch31 
(1929) [unter der Presse]. Den auf S. 100 erwahnten Zusammenhang der S T I E L T J E S -
schen Umkehrformel m i t der FOURIERSchen hat man mehrfach bemerkt [vg l . 
insbesondere G. H . H A R D Y , Messenger of Ma th . 54 (1924), S. 22], ohne bisher 
i h n naher verfolgt zu haben. Man erkennt am besten, worum es sich bei 
diesem Zusammenhange handelt, wenn man die Herlei tung der Formeln (72) 
oder (316) [vg l . A . W I N T N E R , Annalen der P h y s i k 8 1 (1926), S. 577—586, 846—854] 
m i t den Methoden der Theorie der LAPLACEschen Transformation vergleicht [zur 
Orientierung hieruber vg l . den Bericht von G. D O E T S C H , Jahresbericht der deut-
schen Math.-Ver. 86 (1927), S. 19—30]. Zur FOURIERschen Umkehrformel unter 
Zugrundelegung des STIELTJESschen Integralbegriffes vg l . z. B . H . H A H N , Acta M a t h . 
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49 (1926), S. 301—353; N . W I E N E R , Math . Ztschr. 24 (1925), S. 575ff.; N . W I E N E R , 
Proc. LondonMath . Soc. 27 (1927), S. 483ff., uber die auf S. 100 erwahnten C A U C H Y -
schen Hauptwerte aufier alteren Arbeiten (vgl. die zitierte Note von H A R D Y ) 
ein Ergebnis von S. P O L L A R D und Miss R. C. Y O U N G , Proc. London Ma th . Soc. 
28(1928), S. 293ff . bzw. S. P O L L A R D , Journ. LondonMath . Soc. 2 (1927), S. 37ff.; vg l . 
iibrigens G. H E R G L O T Z , Sachsische Sitzungsberichte 1923, S. 31 ff., endlich uber die 
sogenannten singularen Integralen i m allgemeinen H . L E B E S G U E , A n n . de Toulouse 
(3) 1 (1909), S. 25—117. Die fur die Spektraltheorie der normalen Matrizen (vgl. 
S. 203 und S. 280) grundlegenden Untersuchungen von J. R A D O N sind i n den 
Sitzber. der Wiener Akad . erschienen, 122 (1913), S. 1295—1433, vgl . 128 (1919), 
S. 1083 ff. — Wegen der Zuruckfuhrung der STIELTJESschen Theorie auf die 
LEBESGUEsche siehe die Note von H . L E B E S G U E , C. R. 150 (1910), S. 86—88, welche 
den Untersuchungen von von H . H A I I N , Monatshefte fur Math . 23 (1912), S. 161—224 
zum Ausgangspunkt diente. 

Im librigen sowie wegen der ganz neuen Li te ra tur siehe den bereits erwahnten 
Bericht von A . R O S E N T H A L . 

Die neuzeitlichen Untersuchungen, auf welche in §§ 34—49 Bezug genommen 
wurde, sind die folgenden: E . H E L L Y , Sitzber. der Wiener Akad . 121 (1912), S. 265 
bis 297; J. G R O M M E R , Crelles Journal 144 (1914), S. 114ff.; E . H E L L I N G E R und 
O. T O E P L I T Z , i b i d . S. 212ff.; H. H A M B U R G E R , Math . A n n . 81 (1920), S. 266ff.; 
F. R I E S Z , Ann . dc l 'Ecole Norm. Sup. 28 (1911), S. 33—62 und 31 (1914), S. 9—14. 
t )bcr die Vertauschung der Reihenfolge zweier Integrationcn (§ 42) vg l . L . L I C H T E N -
S T E I N , Got t . Nachr. 1910, S. 474—475, uber die Stieltjesche In tegra t ion un-
stetiger Funkt ionen (§ 88) R. S C H M I D T , Ma th . Ztschr. 22 (1925), S. 123—125. 
— Uber Auswahlsatze i n abstrakten Raumen u. dgl . (S. 82) vg l . F. H A U S D O R F F , 
Mengenlehre, Zweite Auflage, Ber l in und Leipzig 1927, Kap . V I , insbesondere 
bei konvexen Korpern W . B L A S C H K E , 1. c , bei konvexen Funkt ionen einer Ver-
anderlichen (deren Theorie m i t derjenigen der monotonen Funkt ionen aufs engste 
zusammenhangt) W . B L A S C H K E und G. P I C K , Ma th . A n n . 77 (1916), S. 277—300, 
endlich i n der komplexen Funktionentheoric ( V I T A L I - M O N T E L ) L . B I E B E R B A C H , 
Enc. der math . Wiss. 113, 1 (1921), S. 491 ff. 

Wegen §50 v g l . die Gottinger Dissertation (1907) von E . H E L L I N G E R , Uber die 
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich vielen Verander-
lichen, sowie seine Habili tat ionsschrift , Crelles Journal 136 (1909), S. 210—271. 

U n e n d l i c h e M a t r i z e n . 

Wegen der Entstehung der Theorie der unendlich vielen Variablen siehe den 
Enzyklopadieart ikel von E. H E L L I N G E R und O. T O E P L I T Z ; vg l . auch eine historische 
Bemerkung bei A . W I N T N E R , Ztschr. fur Phys. 48 (1928), S. 509. 

Die grundlegende Arbei t von D . H I L B E R T ist seine Vierte Mi t te i lung iiber 
Integralgleichungen, Got t . Nachr. 1906, S. 157—227. Wegen Konvergenzfragen bei 
beschrankten Bil imarformen u . dgl. siehe E. H E L L I N G E R und O. T O E P L I T Z , M a t h . 
Annalen69(1910), S . 289—330; F . R I E S Z , Ma th . Annalen69 (1910), S.449ff.; I . SCHUR, 
Crelles Journal 140 (1910), S. 1—28; O. T O E P L I T Z , Got t . Nachr. 1910, S. 503, wegen 
der Weiterfuhrung der HiLBERTschen Theorie der beschrankten Hermiteschen 
(eigentlich: reell-symmetrischen) Matrizen die Dissertation von H E L L I N G E R , wegen 
der unitaren Matrizen und wegen spektralen Fragen bei beschrankten nicht 
Hermiteschen Matrizen A . W I N T N E R , Ma th . Ztschr.30 (1929), S.228—282, wegen des 
Reziprokenproblems O. T O E P L I T Z , Gott . Nachr. 1907, S. 101—109 und E. H I L B , 
Erlanger Sitzungsberichte 40 (1908), S. 84—85, wegen der Erganzung von nicht 
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konvergcnt sind, E. S C H M I D T , Rend. Palermo 25 (1928), S. 53—77 und E. H I L B , 
Ma th . Annalen 70 (1911), S. 79—86, uber finite Matrizen O. T O E P L I T Z , Rend. 
Palermo 28 (1909), S. 88—96, H . B O H R , DanskeWid . Selsk. Medd. 7 (1925), Nr . 1, 
iiber halbbeschrankte Matrizen A. W I N T N E R , Sachsische Sitzungsberichte 79 (1927), 
S. 145—157, iiber die CARLEMANsche Theorie T. C A R L E M A N , Sur les Equations 
integrales singulieres a noyau reel et symetrique, Uppsala Univers. Arsskrift , Uppsala 
1923. Eine Weiterfuhrung der CARLEMANschen Theorie hat vor einiger Zeit 
J . V . N E U M A N N i n Aussicht gestellt, Jahresbericht der deutschen Math.-Ver. 87 
(1928), S. 11—14 [die ausfiihrliche Darstellung w i r d demnachst in den M a t h . 
Annalen erscheinen]. 

Uber JACOBische Matrizen, assoziierte Kettenbrtiche und Momentenproblem 
siehe O. T O E P L I T Z , Got t . Nachr. 1910, S 489ff.; J. G R O M M E R , Crelles Journal 144 
(1914), S. 114—166; E . H E L L I N G E R und O. T O E P L I T Z , ib id . , S. 212—238 und S. 318; 
H. H A M B U R G E R , M a t h . Ann .81 (1920), S. 235-319,82 (1921), S. 120-164, S. 168-187; 
E. H E L L I N G E R , Math . Annalen 86 (1922), S. 18—29; T. C A R L E M A N , loc. c i t . ; M . R I E S Z , 
A r k i v for Mat . , Ast r . och Fys ik 17 (1913), Nr . 16; A. W I N T N E R , Math . Ztschr. 30 
(1929), S. 285—289; die alteren Untersuchungen findet man in dem auf S. 275 
zitierten Buche von O. P E R R O N ; vg l . auch G. P O L Y A und G. SEGO, Aufgaben und 
Lehrsatze der Analysis I, Ber l in 1925, S. 286 und 314. 

t)ber die TOEPLITzschen und LAURENTschen Matrizen sowie das trigonome-
trische Momentproblem vg l . O. T O E P L I T Z , Rend. Palermo 32 (1911), S. 191—192, 
Ma th . Annalen 70(1911), S. 351—376, Ma th . Ztschr. 12 (1922), S.189—200; I. SCHUR, 
Crelles Journal 147 (1917), S. 205—232; A . W I N T N E R , Ma th . Ztschr. 30 (1929), 
S. 277—281; ferner F. R I E S Z , A n n . de l 'Ecole Normale Sup. 28 (1911), S. 54ff. ; 
G. H E R G L O T Z , Sachs. Sitzungsber. 68(1911), S. 501—511; F . H A U S D O R F F , M a t h . 
Ztschr. 16 (1923), S. 222ff. 

Wegen des Zusammenzuges der vollstandigen orthogonalen Funktionssysteme 
m i t der Spektraltheorie siehe D . H I L B E R T , loc. c i t . , S. 206ff.; E . H E L L I N G E R , Disser­
ta t ion , S. 61ff.; E . H E L L I N G E R und O. T O E P L I T Z , Crelles Journal 144 (1914), 212ff. 
— Die Einordnung der Theorie der Spektralmatrix in diejenige der Gruppen-
darstellungen liegt bisher in der Li te ra tur nicht vor ; da dies im Rahmen dieser 
Schrift wegen Raummangel n icht mofglich war, muß hieruber auf eine demnachst 
in der Ma th . Ztschr. erscheinende Untersuchung verwiesen werden. V g l . ubrigens 
die neuesten Ergebnisse liber kontinuierliche Gruppen, insbes. F. P E T E R und 
H . W E Y L , Ma th . A n n . 97 (1927), S. 737—755. 

volls tandig unitaren Matrizen zu unitaren (S. 158ff.) D. H I L B E R T , loc. c i t . S. 196, 
E . S C H M I D T , loc. c i t . S. 61ff., F . R I E S Z , Got t . Nachr. 1907, S. 120, wegen un -
endlicher nichtlinearer Systeme von Gleichungen (und Differentialgleichungen) 
unter Zugrundelegung einer dem nichtlinearen Falle angepaßten Verallgemeine-
rung des HILBERTschen Beschranktheitsbegriffes A . W I N T N E R , M a t h . Ztschr. 28 
(1928), S. 451—470. — Eine interessante Darstellung der HiLBERTschen Theorie 
gab F. R I E S Z , Les systemes d'equations lineaires a une infinite d'inconnues. 
Paris 1913 (diese Monographie war die erste zusammenfassende Darstellung der 
Theorie, und ist sehr zu empfehlen); vg l . ferner F. R I E S Z , Gott . Nachr. 1910, 
S. 190-195 . 

Ober nicht beschrankte Hermitesche Matrizen siehe D . H I L B E R T , loc. c i t . , 
S. 164ff., uber Matrizen, bei welchen die Reihen 
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Zu § 120 vgl. D . H I L B E R T , loc. cit.; O. T O B P L I T Z , G6tt. Nachr. 1913, 432; 
H . W E Y L , Rend. Palermo 27 (1909), S. 373—392; T. C A R L E M A N , loc. cit. 

Uber fastperiodische Matrizen siehe W . H E I S E N B E R G , Math. Ann. 95 (1926), 
S. 685—688 und A. W I N T N E R , Math. Ztschr. 30 (1929), S. 290—319, uber fast­
periodische Funktionen H . B O H R , Acta Math. 45 (1924), S. 29—121, 46 (1925), 
S. 101—204, 47 (1926), S. 237—281 und H . W E Y L , Math. Annalen 97 (1927), 
S. 338—356. 

Ober die sich auf unendliche Matrizen beziehenden mathematischen Probleme 
der Quantenmechanik kann sich der Mathematiker am bequemsten orientieren 
aus der vorher erwahnten Arbeit von H E I S E N B E R G sowie aus dem Buchlein von 
M . B O R N , Probleme der Atomdynamik, Berlin 1926. 

R a d o n s c h e I n t e g r a t e und n o r m a l e S p e k t r a l t h e o r i e . 

Nach Beendigung der Drucklegung habe ich bemerkt, daß auf die 
Hermitesche und auf die unitare Spektraltheorie eine solche aller normalen 
Matrizen gegrundet werden kann. 
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E4NB. G IN DIE HOHEREllATHEMATIK 
Von Professor Dr. Hans von Mangoldt 

ERSTER BAND: Anfangsgrunde der Infinitesimalrechnung und 
derj|alytischen Geometric 4. Auflage- Mit 132Figuren. XVIII 
und 516 Seiten mi t Register. Groß-Oktav. Broschiert Rm. 18.50, 
-Ganzleinen Rm. 16.— 
Aus d im I n h a l t : I. Kombinatorik. 1. Permutationen. 2. Kombinationen. I I . Summations-
fonneln. I I I . Anfangsgrtinde dcr Wahrscheinlichkeitsrechnung. 1. Wahrscheinlichkeit von zu-
ffilligen Erelgnissen. 2. Wahrscheinlichkelt von Annahmen. IV. Determinanten. V. Irrationale 
Zahlen. V I . Wurzeln, Potenzen mit nicht ganzzahligen Exponenten, Logarithmen, Winkelmessung. 
V I I . Grundbegriffe der analytischen Geometric 1. Koordinatensysteme. 2. Erklfirungen und 
Sfttze, die fur Ebene und Raum gemeinsam gelten. 8, Grundaufgaben der analytischen Geo­
metric der Ebene. 4. Grundaufgaben der analytischen Geometrie des Raumes. V I I I . Einfuhrung 
in die Iiehre von den imaginaren Zahlen. 1. Grundbegriffe. 2. Elementare Grundoperationen 
und Wurzelausziehung. I X . Veranderliche und Funktionen. 1. Feststellung der allgemeinen 
Begriffe. 2. Erklarung einiger besonderer Arten von Funktionen. 8. Geometrische Darstellung 
des Verlaufes einer Funktion. X. Gerade und Ebene. X I . Grenzwerte und Stetigkeit. 1. Grenz-
werte. 2. Stetigkeit. 

ZWEITER BAND: Differentialrechnung. 4. Auflage. Mit 99 Fi-
guren. X I I und 351 Seiten mi t Register. Groß-Oktav. Broschiert 
Rm. 13.50, Ganzleinen Rm. 16.— 
Att-s dem Inha l t : I. Differentialrechnung fur Funktionen einer Veranderlichen. 1. Begriff 
tind Bedeutung eines Differentialquotienten. 2. Grundregeln der Differentialrechnung. 8. Die 
Sfttze von Taylor und Maclaurin. 4. Maxima und Minima von Funktionen einer Verander-
lichen.v 6. Unbestimmte Forraen. 6. Unendlich kleine Zahlen und Differentiale. I I . Unend-
ttche Reihen. I I I . Ausdehnung der Differentialrechnung auf Funktionen von mehreren Ver-
ftnderlichen. IV. Anwendungen der differentialrechnung auf Geometrie. 1. Die Begriffe Linie 
und Flache. 2. Linien und Flachen zweiten Grades. 3. Tangenten und Normalen. 4. Krum-
mung ebener Linienstticke. 6. Einhullende ebener Linienscharen. V. Differentialrechnung fur 
komplexe Veranderliche. 1. Funktionen von komplexen Veranderlichen. 2. Der Fundamen-
talsatz der Algebra. 8. Ausdehnung der Differentialrechnung. 4. Winkeltreue Abbildung. 

DRITTERBAND: Integralrechnung. 4. Auflage. Mit 115 Figuren. 
X I I und 571 Seiten mi t Register. Groß-Oktav. Brosch. Rm. 13.50, 
Ganzleinen Rm. 16.— 
Aus dem I n h a l t : I. Einfache Integrate. 1. Bestimrhte und unbestimmte Integrate. 2. Grund­
regeln zur Berechnung unbestimmter Integrate. 8. tibersicht fiber die wichtigsten Arten von 
Funktionen, deren Integrate in geschlossener Form darstellbar sind. 4. Zur Technik des Inte-
grierens. 6. Integration unendlicher Reihen. 6. Naherungsweise Berechnung bestimmter Integrate. 
I I . Anwendungen einfacher Integrate. I l l , Bestimmte Integrate mit komplexen Grenzen. 
IV. Mehrfache Integrate. 1. Differentiation und Integration eines bestimmten Integrates in 
bezug auf einen Parameter. 2. Flaehen- und Raumintegrale. V. Anwendungen mehrfacher 
Integrate. 1. Volumenberechnung. 2. Inhaltsberechnung krummer Flachenstucke. 3. Schwer-
punkte, Tragheitsmomente, Potentiate. 4. Integration vollstftndiger Differentiale. V I . Die 
Integralsatze von GauC, Green und Stokes. V I I . Uneigentliche Integrate. V I I I . Fouriersche 
Reihen. IX. Differentialgleichungen. 1. Erklarungen und allgemeine Satze. 2. Differential-
gleichungen erster Ordnung. 8. Differentialgleichungen hoherer Ordnung. 4. Integration duroh 
unendliche Reihen. 5. Formeltabelle. 

Archiv fur Mathematik und Physih: Ein Werk, das wir unseren Studierenden 
und auch zum Selbststudium nur driogend empfehlen konnen. 

V E R L A Q S . H I R Z E L / L E I P Z I G C I 














