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Vorwort.

Diese Schrift soil eine Einfuhrung in die allgemeine Theorie der
linearen Analysis von unendlich vielen Variablen geben. Als ich auf
Anregung und Veranlassung von Herrn Professor Lichtenstein die Ab-
fassung des Buches iibernommen habe, hoffte ich zwar, bei dieser Ge-
legenheit auch die nichtlinearen Methoden meines naheren Arbeits-
gebietes im Zusammenhang darstellen zu konnen; leider lie3 sich dies
nicht durchfuhren, die Schrift ist ohnehin noch einmal so lang geworden,
als es von dem Verlage ursprlinglich geplant war. So mufite ich u. a
auch darauf verzichten, auf die Beziehungen zu der Darstellungstheorie,
insbesondere zu den neueren Untersuchungen von Weyl uber kontinuier-
liche Gruppen, naher einzugehen, obwohl sich dazu reichliche Gelegen-
heit geboten hatte.

Die Lehre von den unendlich vielen Veranderlichen ist ein weites,
noch nicht lange erschlossenes Gebiet, das in der Analysis und ihren An-
wendungen schon heute eine zentrale Stellung einnimmt, in steter
Entwicklung begriffen ist und mit seinem kraftigen Apparate uberall,
sogar in der Zahlentheorie, zu weitgehenden Hoffnungen berechtigt.
Die Hilfsmittel, die man dabei benotigt, sind freilich ziemlich hetero-
gener Natur und z. Z. nicht einem jeden gelaufig. Da diese Schrift
sich dem Wunsche des Verlages entsprechend vor allem an Anfanger
wenden sollte, so waren daher manche Kompromisse unumganglich.
So sind z. B. die Kapitel I, Il und V absichtlich etwas breit gehalten,
wahrend an anderen Stellen, etwa in dem Kapitel 1V, an den Leser
groBere Anforderungen gestellt werden; manchmal war fur mich das
wesentliche, ihn zum Studium der Originalarbeiten anzuregen.

Da ich kein Handbuch, sondern eine Einfuhrung zu schreiben
hatte, glaubte ich meinem Ziele auf diesem Wege am besten nahe-
kommen zu konnen. Was nicht behandelt wurde, blieb jedenfalls nicht
deshalb unbeachtet, weil ich es nicht fur wichtig oder interessant hielt. —
Was in dem Buch sachlich oder methodisch neu ist, wird der kundige
Leser leicht bemerken konnen.



Vi Vorwort.

Als eine wesentfiche Erleichterung meiner Aufgabe empfand ich
es, dald ich mich von Anfang an der ins Einzelne gehenden Ratschlage
von Herrn Professor Lichtenstein erfreuen durfte, der sogar die Korrek-
turen mitgelesen hat, und dal} mir mein lieber Freund, Herr Privat-
dozent Dr. E. Holder, bei der Abfassung des Manuskriptes in aufopfern-
der Weise unterstutzend zur Seite stand. Herrn Professor F. Levi ver-
danke ich manche wertvolle Bemerkungen und freundliche Hilfe beim
Lesen der Korrekturfahnen. Einige Bogen hat wahrend seines Leipziger
Aufenthaltes auch Herr Dr. W. Nikliborc gelesen. Allen diesen Herren
gilt mein bester Dank, vor allem aber dem Verlagshause S. Hirzel, das
mich mit der Abfassung dieser Schrift betraut hat und meinen ver-
schiedensten Wunschen vor und wahrend der Drucklegung stets in der
liebenswurdigsten Weise entgegengekommen ist.

Ein Sachregister eriibrigt sich mit Rucksicht auf die standigen
Riickverweisungen im Texte, sowie auf S. 1 X —X11.

Leipzig, den 15. Juni 1929.
A.Wintner.



Einleitung.

Durch die neueste an Werner Heisenberg anknlipfende Entwicklung
der Quantentheorie hat die von Hilbert begrundete, von Hellinger und
Toeplitz erfolgreich fortgefuhrte Theorie der unendlichen Matrizen eine
erneute Aktualitat gewonnen. Wahrend fur die Anwendungen bis dahin
in erster Linie die Theorie vollstetiger Formen von Bedeutung war, tritt
jetzt gerade die tiefliegende Hilbert-Hellingersche Spektraltheorie be-
schrankter Formen in den Vordergrund. Die Hermiteschen Formen der
Matrizenmechanik sind iibrigens nicht einmal beschrankt. Eine liicken-
lose, mathematisch befriedigende Theorie der quantentheoretischen
Matrizen ist zurzeit noch ein Desideratum. An der Weiterentwicklung
der Theorie sind, wie wir sehen, Analysis und theoretische Physik in
gleichem Male interessiert.

Dieses Buch ist aus den Vortragen hervorgegangen, die der Ver-
fasser vor einem kleinen Kreise von Mitgliedern des hiesigen Mathe-
matischen Seminars im Wintersemester 1927/28 gehalten hatte, und
versucht, den berechtigten Wiinschen der Physiker und Mathematiker
gerecht zu werden. Die Aufgabe ist nicht ganz leicht und kaum ohne
Zugestandnisse und Opfer zu losen. So bringt das erste, den algebrai-
schen Grundlagen gewidmete Kapitel dem Mathematiker nur metho-
disch etwas Neues; der Verfasser behandelt hier endliche Matrizen, —
die Beweise sind meist so angelegt, daB sie sich zum Teil unmittel-
bar auf die unendlichen Matrizen ubertragen lassen. Das zweite Ka-
pitel beschaftigt sich mit einigen den Physikern weniger gelaufigen
fundamentalen Begriffen der reellen Analysis, Funktionen beschrankter
Schwankung, Stieltjesschen Integralen, konvergenten Folgen von Funk-
tionen u. dgl. Auch hier wird der Mathematiker noch nicht auf seine
Kosten kommen, auch weil mit Rucksicht auf den verfugbaren Raum
mancher Beweis nur angedeutet werden konnte. Der Lebesguesche
Integralbegriff wird in dem Werk nicht gebraucht, was einen Verzicht
auf eine luckenlose Darstellung einiger grundlegenden Ergebnisse der
bedauerlicherweise immer noch nicht bequem zuganglichen Hellinger-



VI Einleitung.

schen Dissertation zur Folge hatte. — Trotz aller dieser Zugestand-
nisse wird der mathematisch weniger gewandte Physiker gelegentlich
finden, die Spektraltheorie der unendlichen Matrizen lese sich nicht
immer ganz leicht. Dem mag entgegengehalten werden, dald das Buch
derNatur nun einmal in mathematischer Sprache geschrieben sei. Seitens
des Verfassers ist alles getan, um diese Sprache verstandlich zu ge-
stagen, — getan mit viel Geschick, Sachkenntnis und Eleganz.

Die Entwicklungen des dritten und der folgenden Kapitel flihren
uber die eigenartig gefaldte Theorie beschrankter Formen zu gewissen
nichtbeschrankten und nicht Hermiteschen Matrizen hiniiber. In einigen
sehr bemerkenswerten, in der letzten Zeit erschienenen Publikationcn
ist es dem Verfasser gelungen, fur die von ihm so genannten halb-
beschrankten und fastperiodischen Matrizen zu liberraschend eleganten,
abschlieRenden Ergebnissen zu kommen. Mit den halbbeschrankten
Matrizen ist eine mathematisch befriedigende Theorie der quanten-
mechanischen Matrizen von wasserstoffahnlichem Spektrum gewonnen,
wahrend die fastperiodischen Matrizen die klassische Mechanik in die
Sprache der unendlichen Matrizen libersetzen. An die fastperiodischen
Matrizen schlieBen sich Betrachtungen an, die an gewisse storungs-
theoretische Problemstellungen und Ergebnisse von Lagrange und Levi-
Civita anknupfen. An diesen Dingen und manchem andercn in dem
Buch, so an der Spektraltheorie der unitaren und allgemeiner der nor-
malen beschrankten Matrizen wird der Mathematiker seine helle Freude
haben, die gleiche Freude, die ich empfand, als ich dieses Erstlings-
werk des jungen, hochbegabten Verfassers las.

Leon Lichtenstein.
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Erstes Kapitel.

Algebraische und formale Grundlagen.
8 1. Methodische Vorbemerkung.

Es sei zu jedem der »?(2> 1) Paare (i, k) von ganzen, der Be-
dingung 1 <i<n, 1 < k< n genligenden Zahlen ¢,k eine reelle
oder komplexe GroBe g, zugeordnet. Iis handelt sich also um ein
geordnetes System

r B o Yn J|
@ [+ I 3

(1 s
anl an% e By

von »* Elementen, das eine Matrix genannt wird und kurz mit | g, “m) ,
oder, wenn kein Miverstindnis zu befiirchten ist, mit || ;, || bezeichnet
werden moge. Die Zahlen a;,, 4,0, .--5 4,5 @y Gyps --vs By
Ay35 Byqr .-, &,, Dilden bzw. ,die i-te Zeile¥, ,die k-te Spalte (Kolonne)“
und ,die Diagonale* von |la,, ||. Man spricht von Matrizen gelegent-
lich auch dann, wenn die Anzahl der Zeilen mit derjenigen der Spalten
nicht iibereinstimmt. Doch werden wir es mit diesen nur rechteckigen
und nicht zugleich quadratischen Schemata nicht zu tun haben. — Die
Zahl » heiBt der Grad von | a,|. Man sagt auch, ||a,,| sei eine
n-are (binare, ternare usf.) Matrix; die l-aren Matrizen sind die gewohn-
lichen, reellen oder komplexen Zahlen.

Unser eigentliches Ziel ist die Behandlung von unendlichen Matrizen
(# = -}-00). Doch mlissen wir uns vorher mit den endlichen Matrizen aus-
fuhrlich beschaftigen, zum Teil zwecks Orientierung in den algebraisch-
formalen Grundlagen der transzendenten Probleme, zum Teil aber zur Er-
leichterung des Grenzuberganges # — - o0, der unter Zugrundelegung
der im Kap. Il zu entwickelnden funktionentheoretischen Hilfsmittel er-
folgen wird. Bei den unendlichen Matrizen wird es sich vor allem um
Hermitesche und unitare Matrizen handeln. Beliebige Matrizen werde ich
des naheren nur im Falle # < 4 oc behandeln. Doch sind die dabei ver-

Wintner, Spektraltheorie. 1



2 I. Kap. § 2. Malrizenpolynome.

wandten Methoden zum Teil auch bei unendlichen Matrizen valent. —
Alle unsere Betrachtungen iiber endliche Matrizen sind in diesem Sinne
prapariert, also sogleich dem Falle # = + oo angepafit. So werden
wir Terminologie und Beweisfuhrung nicht immer auf die scheinbar
am nachsten liegende Art und Weise, sondern derart zu fuhren haben,
dall sie mutatis mutandis (oder sogar ohne weiteres) auch im Falle
unendlicher Matrizen in Kraft bleiben. — Die scheinbaren Umwege
erweisen sich also as methodische Notwendigkeiten: auf unendliche
Matrizen konnen nur ,,primitive" SchluBweisen ubertragen werden, und
Satze, die solchen SchluBweisen nicht zuganglich sind, pflegen im Falle
# = -} 00 geradezu falsch zu sein. Unsere ,Umwege" werden sogar die
Vermeidung mancher Wiederholungen erlauben. Man gewinnt nur auf
diese Weise einen naheren Einblick in die wahre Natur der Probleme.

Der Grad soil in diesem Kapitel beliebig, jedoch immer derselbe
sein, sofern nichts anderes vermerkt wird,

§ 2. Matrizenpolynome.

Die Matrix ist durch dieVorgabe von n? Zahlen a;, a,..., Gy, A"
noch nicht festgelegt. Man muB vielmehr auch den Ort von a. in
der Tabelle angeben, d. h. man mulR wissen, welchem Wertepaare (i, k)
der Zeiger j entspricht. Dementsprechend heiBen die beiden Matrizen
1@ 1l> || 8| dann und nur dann gleich, |ia;, || == || b;,[|, wenn die ent-
sprechenden Elemente identisch sind, so daf also eine Matrizen-
gleichung nur eine Abkiirzung fur ein System von n® gewohnlichen
Gleichungen aj = by darstellt. Die Matrix ija,, || kann dabei as eine
hyperkomplexe Zahl mit n? Einheiten aufgefalt werden, so daR wir
sie mit einem einzigen Buchstaben bezeichnen konnen. Zu diesem
Zwecke soll der entsprechende grof3e deutsche Buchstabe verwendet
werden, so dafl wir z. B. |ja;, 1| = 9 setzen.

Sind 4 und B gewdhnliche Zahlen, so verstehen wir unter AY -+ B$
die Matrix || A g, + Bb,, ||. Wirsetzenalso ||a,, [l 4 || b, [| = a;, L b, 1l
Es sei A|/a,,| =] 4a,]|. Da die gewthnlichen Zahlen sich der Ad-
dition gegeniiber kommutativ und assoziativ verhalten, so gilt dies
auch von den Matrizen, so daB also Y4 B=98-19%, A+ B)-+¢
=Y -+{B+€) ist Es kann daher dem Symbol %+ B+ € ein
von der Reihenfolge und von der Gruppierung der Summanden un-
abhiingiger Sinn erteilt werden, etwa (% + 98)+ €. Sind Vo, @y, ..,
beliebige Matrizen (alle vom selben Grade #), so setzen wir

N ‘ N
(2) ,é;“ ¥ = ||‘£M“fk I



I. Kap. § 2. Matrizenpolynome. 3

und zwar auch im Falle N = +} 0o, sofern alle n?> Reihen rechterhand
konvergent sind. Wir werden es nur mit Fallen zu tun haben, wo
iede dieser Reihen absolut konvergiert.

Das Produkt %A% 2weier Matrizen vom selben Grad wird zu
I ia'.j b, || festgelegt, es ist wieder eine Matrix vom Grade n. Nach
D:{;nition ist also
@il Banll =H e, o= @byt auabat---+ b,
Hingegen ist
B I I} @i =1 dii 1l 5 dip=b; 81, b ag, + b0,

Da die #® Gleichungen ¢;, = d,, bei beliebigen Matrizenpaaren %, 8
nicht erfiillt sind, so ist die Richtigkeit der Beziehung %% — B Y eine
besondere Eigenschaft des Matrizenpaares, die ihm zukommt oder
nicht zukommt. Zwei Matrizen sind also im allgemeinen nicht vet-
tauschbar, die Matrizenmultiplikation ist keine kommutative Operation.
Hingegen ist sie, wie man leicht nachrechnet, gewil3 distributiv in
bezug auf Matrizenaddition, d. h. es gilt bei drei beliebigen Matrizen
die Deziehung (% 4+ B)E = AC - BE. Endlich ist die Matrizen-
multiplikation assoziativ: man hat (%AB) ¢ = A(BE). Man bilde nim-
lich zunichst die Matrix Y% und multipliziere sie von hinten mit §.
Man bilde sodann die Matrix 8¢ und multipliziere sie von vorn mit 9.
Beidemal ergibt sich dieselbe Matrix, nimlich

| gak” == H 2 gr‘ aﬂ_g jlclk“’

die also — ohne Klammern — einfach mit P E bezeichnet werden
kann. — Sind die s Matrizen MW paarweise vertauschbar und be-
deutet (p,, Py, .., p,,) eine beliebige Permutation von (1, 2, ..., m),
soist ¥, Wy ... U, = Up, Ny, ... YU, da bekanntlich jede Permutation von
m Elementen durch endlich haufige Wiederholung von Vertauschungen
je zweier benachbarten Elemente gewonnen werden kann. Da mit sich
selbst jede Matrix 9 vertauschbar ist, konnen daher die Potenzen Y™;
m=2,3,..., eindeutig erklirt werden. Wir setzen 9 = @ und %° = €,
unter § die ,Einheitsmatrix¥

E=|[8,ll; Oy=1, 6,=0 fir ik

13

verstanden. Fiir jede Matrix 9 gilt, wie man leicht ausrechnet,

AE=CY=U, el AD=0Y=D, AL D=9,
1*



4 I. Kap. § 3. Diag-onalmatrix. Begleitende Matrix. Unitare Matrix.

wenn ) die ,Nullmatrix“ |0} bezeichnet, deren alle Elemente ver-
schwinden. Hierbei ist zu beachten, daB, wie das Beispiel des biniren
Matrizenpaares

(3) _Ho 0’

zeigt, AB = £ auch dann moglich ist, wenn sowohl ¥ als auch B == £
ausfillt (ebenso wie das Produkt zweier Vektoren von positivem Betrag
verschwinden kann)

00
01

Ist Fz) = Z‘A 2 eine ganze rationale Funktion, so verstehen wir

v=0

unter F(%) die Matrix

F@) = %‘Aﬁl—nA E+ 4,944,044 %
e

— Ist Gz, )= 334 = L 2" w# eine ganze rationale Funktion zweier
Verinderlichen, so gehort ebenso zu dem Symbol G (%, 8) eine und
nur eine Matrix, wenn 9 und B vertauschbar sind. Sind sie aber
nicht vertauschbar, so ist G {9, 8) im allgemeinen mehrdeutig: es ge-
niigt nicht, die Fumktion G (z, w) anzugeben. Ist z. B. 4,,=1 und
sonst 4, == 0, so ist G(z, w} = z"w” = zwzw == wzzw ust, wihrend
im allgemeinen Y* B = ABAUDB = BY AV == ... ausfallt, Da hierbei
an und fiir sich alle Permutationen gleichberechtigt sind, so mu3 man,
um G (%, V) fiir alle Fille eindeutig festzulegen, aufler der Funktion
G (z w) die Gruppierung der Faktoren in jedem Glied des naheren
angeben, sofern G (z, w) Glieder enthalt, in denen beide Veranderlichen
eintreten.

8 3. Diagonalmatrix. Begleitende Matrix.
Unitare Matrix,

Eine Matrix § == ||4,, [/, in der k, =k, 8,, ausfillt, so daB die
aulerhalb der Diagonale stehenden Elemente verschwinden, nennt man
eine Diagonalmatrix. Setzt man b, = h,, so ist k;, =k, 6, = k6,
also § = ||k,9,,|]l. Man iiberzeugt sich leicht, daB | 4,9, 1 [l i
= |l g, b8, || gilt, woraus wegen kg, = gk, folgt, daB zwei Diagonal-
matrizen stets vertauschbar sind.

Jeder Matnx % = [|a,,| ordnen wir die drei Matrizen ox = a, Ml
A = [lay|l, u*=||a,,|| zu. Hierbei ist unter ||a,,| die Mawix ver.
standen, die aus ||e,,| durch Ersatz der i-ten Zeile (Spalte) mit der

¢-ten Spalte (Zeile) entsteht, und A bezeichnet die zu A konjugiert
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komplexe Grof3e, so dafl

- * T™% 1.m @B 3w /Ay _ A
4). AA=|A|", A+B=A+B, AB=AB, (§)=?
gilt und 4 = 4 die Realitiit von A ausspricht. ¥ heiBt die konjugierte,
9’ die transponierte, %* die begleitende Matrix von %. Offenbar ist

E=t, W%, =% wd W =T =T, Aus o] ]
3 —_— —_——

== ||£,: a;;b;, || folgt wegen (4) unmittelbar (%B) =% B. Hingegen

ist (AB)’ = B’%’ und daher (AB)* = B*u* Man hat niimlich

(Q[B)' = “é“u b ”’ = Hjéllakjbji | = 1ball [ 2!l = B’

Eine Matrix 1l = | u,|, bei welcher UUI* = ¢ = Einheitsmatrix
ist, heidt unitir, Die Definitionsgleichung geht in der gewdéhnlichen

i
Schreibweise in Z’uﬁ."d” = §,, Uber. Ist also U reell, ﬁkj=“kj’
=1

so haben wir es mit den Matrizen zu tun, welche die Richtungskosinus
der durch die reellen Drehungen und Spiegelungen im n-dimensionalen
(reellen) euklidischen Raume transformierten Achsen darstellen. — Wir
werden auf S. 7 sehen, daf zwei (endliche) Matrizen ¢, D, die mit-
einander in der Bezichung €9 = € stehen, gewil vertauschbar sind.
Aus UN* = ¢ folgt daher U*U = § oder U*U™™ = E, so daB also
auch U* unitir ist. Man hat § =G =G*=¢’, aus UU* = ¢ folgt
daher einerseits HU* — N 1* — @, andererseits U™ =@, also
Wn* =@, dh U'N'*=¢, so daB auch 11 und U’ unitir sind.

8 4. Die Reziproke.
Die Matrix 9 = ||q,, || mbge nicht entartet genannt werden, wenn
das Gleichungssystem

n
(5) fé‘la;jx‘:;:ﬂ-; 1=1,2,.,.,%

bei alien Wertsystemen {c;.} mindestens eine Losung zulal3t. 14 dies der
Fall, so ersient man leicht (indem man zunachst ¢; = 1 setzt und die
ubrigen ¢ =0, usf.; vgl. ubrigens weiter unten), da3 es eine Losung
gibt, die sich aus den ¢.. homogen und linear aufbaut,

]
(6) xj =k21bjkck; f:l, 2,---, ”,
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wobei die Matrix 8 = ||b,, || unabhédngig von den ¢ ist. — Durch
Einsetzen folgt
. 3

setzt man hierin ¢; == §; , wobei m irgendwie fest gewihlt ist, so bleibt
- ﬂ r
(8) )ja‘.jbjmz&im; fL,m=1,2,....n,
=1

d.h, 4B =E. Es sei jetzt umgekehrt (8) erfiillt. Multipliziert man
(8} mit ¢, und summiert man iiber m, so ergibt sich (7), und wird
in (7) wieder (6) eingefithrt, so erhilt man (5). Mithin ist % dann
und nur dann nicht entartet, wenn es mindestens eine Matrix B gibt
derart, daB %P == € ausfillt, oder, wie wir sagen wollen, wenn 9 min-
destens eine hintere Reziproke hat. Entsprechend heillt 8 vordere Rezi-
proke von %, wenn BU = § gilt. Wiirde % zwel verschiedene hintere
Reziproken "$ , ™Y haben, so wiirde (5) bei jedem c,-System so-
wohl durch ®y; :--:ké,i' ®p, ¢, als auch durch 2y, :—kéz’ ®p, ¢, befriedigt
gein. Da mindestens ein mb.k =l=(gjbjk sein soll, so gibt es dann ein
Wertsystem {¢,} und dazu ein § = j; derart, daB Wy, - @y, ausfillt.
Dies ist aber nicht moglich, Es ist nimlich aus den Elementen be-
kannt, dall, wenn (5) bei jedem {c;}-System l8sbar ist [d. h. wenn
die Determinante von || a,, || nicht verschwindet], dic Losung bei jedem
{¢,}-System eindeutig ist (wir werden sehen, daB fiir unendliche
Systeme der entsprechende Satz unrichtig ist). Es sind also nur zwei
Fille moglich. Entweder ist 9 entartet!) und es gibt dann keinc hintere
Reziproke., Oder 9 ist nicht entartet und es gibt dann eine, aber auch
nur eine hintere Reziproke. Daraus folgt, daB 9 entweder keine oder
eine vordere Reziproke hat. Denn ist P89 = ¢ und @B A =&, so
gilt W' DB =¢ und A" PP’ =, also, da A" nur cine hintere Rezi
proke haben kann, @’ = S’ und daher auch V'8 = @B, — Hat %
eine hintere Reziproke ¥, so ist %Y = §, folglich AV A == A, mit
hin 9 (BA—E =D, also AB+A(BY — E) =E -+ L und daher
A(B+ BY — &)= E. Da jedoch ¥ nur eine hintere Reziproke hat,
somull B -+ BY — E =B, also BY = € sein, so dab B auch vordere
Reziproke von 9 ist. Ebenso zeigt man, daB cine vordere Reziproke
der Matrix 9 zugleich auch hintere Reziproke von ihr sein muf3. -— Bei
den endlichen Matrizen sind also nur zwei Fille méglich: entweder
hat 9 iiberhaupt keine Reziproke, oder es gibt eine und nur eine

1) Entartet = nicht nichtentartet; nichtentartet = nicht entartet.
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Reziproke, die dann hintere und zugleich vordere Reziproke ist. Letzteres
ist dann und nur dann der Fall, wenn das Gleichungssystem (5) bei
jedem {c}-System losbar ist, d. h. wenn 21 nicht entartet ist oder
wenn det 9 == 0 gilt.

Die Reziproke von 9 moge, wenn sie existiert, mit 9~ bezeichnet
werden. Bekanntlich ist

- - (— V¥R pdet 91 |
(9) Hanl™ = = | Sl e

Da 91 vordere und hintere Reziproke ist, so ist % mit Y~ ver-
tauschbar,

Es ist trivial, daf ¢ und 9 nur zugleich entartet sein konnen:
man gehe nur in (5) beiderseits zu den konjugicrten GréBen iiber.
Ferner ist % auch mit %¥* zugleich entartet. Es geniigt zu zeigen, daB
A und 9%’ zugleich entartet sind (der entsprechende Satz ist fiir un-
endliche Matrizen, wie wir schen werden, im allgemcinen unrichtig).
Hat namlich 9% ecine Reziproke 8B, so gilt, wegen B = und da
(ABY = B’ A ist, auch 'Y = = ¢, d. h. A hat einc Reziproke,
die ibrigens die transponierte Matrix der Reziproke von 9 ist,
()~ = (%~1). Ebenso folgt (A*)~1 = (A~1)* und (A)~! = (I~3).

Vertauscht man in einer Determinante die Zeilen mit den Spalten, so
indert sich der Wert der Detcrminante nicht. Es ist also det %' ==det .
Wegen (4) gilt ferner det 9 = det 9, also auch det 9{* = det 9. Der Multi-
plikationssatz der Determinanten besagt, daf det (% B)= (det %) {det B)
ist. Da die Multiplikation gewdhnlicher Zahlen kommutativ ist, so folgt
daraus det (U B) == det (EB ) auch fir den Fall B B A Wegen

AP = und detE==1 ist (det %) (det A" -=1. Es ist also
det (A") = (detM"; # =10, 1, 2, ..., und dies gilt, wenn Y~! vorhanden
ist, auch fir w = —1, — 2, —38,.... Ist % ! vorhanden, so ist auch

9" nicht entartet und (A~ == (A™H” fir n==1,2,... (fiir n =0
ist dies wegen B = E=¢"; n =0, £ 1, £ 2, ... trivial). Sind nim-
lich zwei Matrizen @, ® nicht entartet, so ist es auch das Produkt € D
nicht, und wegen

EDRIECY=C@PHE 1= CEEC 1 =CE 1 =C
gilt (ED) " '=D"1E 1.

Wir wollen zum Schlufld die aus der Determinantentheorie bekannten
Satze liber Systeme von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten
auf eine determinantenfreie Weise zusammenstellen:
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Wenn die Gleichungen
(10) ké”;a'-kkac‘, i=12 ...,%
bei jedem c.-System mindestens eine Losung haben, oder wenn sie

bei mindestens einem c.-System eine und nur eine Losung zulassen,
so haben sowohl sie as auch die transponierten Gleichungen

n
(11) éla“xkzc,., 1=1,2...,n
bei jedem ¢,-System eine und nur eine Losung. Sonst haben die zu
€, =¢, ==+ =¢, =0 gehdrigen, homogenen Gleichungen (10} auBer
der trivialen Lésung x, =, — .. =%, =0 noch weitere Lésungen

(Alternativsatz). Letzteres ist dann und nur dann der Fall, wenn die
Matrix [|a,,l| die folgende Eigenschaft hat: es gibt Multiplikatoren
fys Mas - - s H,, die nicht alle verschwinden und trotzdem derart sind, daB

(12) Z”'a“i 2 a5 %, =0

ausfallt. Die inhomogenen Gleichungen sind dabei dann und nur dann
losbar (freilich nicht eindeutig losbar), wenn die ¢, derart sind, daB

n
(13) 2 m6=0
£=1
gilt, wobei die 4, irgendwelche, der Bedingung (12) geniigende Multi-
plikatoren bezeichnen. Die zu 9 gehdrigen homogenen Gleichungen
haben dabei nur eine endliche Anzahl (= 0) linear unabhingiger L&-
sungen (vgl. § 5). Diese Anzahl ist (wenn sie méglichst groB3 gewihlt
wird) unabhingig von der Wahl der zugrunde gelegten linear un-
abhingigen Losungen. Und zwar ist diese Anzahl dieselbe fiir 9 und %',

8 5. Vektoren.

Ein in einer bestimmten Reihenfolge gegebenes System
a =(tx1, 0y, .-, ,) von # reellen oder komplexen Zahlen e heilit ein
(n-dimensionaler})) Vektor und e; die -te Komponente von a. Ein anderer
Vektor, b= (8,, B4, ---» B,) ist gleich a, wenna, = 8,; i =1,2,...,n
gilt. Der Vektor 0 =(0,0,...,0) heibt Nullvektor und der Vektor
¢;=(8,;,, 035 ..., 6,,), dessen i-te Komponente =1 ist, wihrend die

) Der n-dimensionale Vektor hangt von den 2n reellen Parametern ab.
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ubrigen n — 1 Komponenten verschwinden, der i-te Einzelvektor. Die
Addition von Vektoren, sowie die Multiplikation eines Vektors mit
gewohnlichen Zahlen, endlich der konjugierte Vektor eines Vektors
werden durch die Definitionen

atb="{(, B0+ By..r0,+ B,); ca=ac=(ce,coy, .., ca);
a= (&1’ gs con ﬁn)
eindeutig festgelegt. Als das Produkt zweier Vektoren wird die ge-
wohnliche Zahl
ab=Dba=ef +e 8+ +ep,
bezeichnet. Ist ¢b = O, oder, was offenbar dasselbe ist,t b =20, so
sagt man, dal die beiden Vektoren a, b zueinander orthogonal sind.

Das Produkt ad =@, & + - +«, &, = 3|« heiBt Norm von g.
Die Norm des Nullvektors ist = 0, diejenige jedes anderen Vektors

aber > 0. Die nichtnegative Quadratwurzel 1/2|a:'.!“ nennt man den
Betrag |a| von a. Der Vektor heiBt normiert, wenn die Norm =1

ist. Ist ¢ o, d. h. ]a[ = 0, so ist der Vektor ‘i%i" wegen T—%l—i—i- =1

ein normierter Vektor. Den Ubergang von g zu TE‘- werden wir als
Normieren von g bezeichnen,

Der Betrag des Produktes zweier Vektoren wird durch die Be
trage der Faktoren gemald der sogenannten Schwarzschen Ungleichung
lab] < |alib| eingeschriankt. In der gewohnlichen Schreibweise be-
sagt sie, daB fir alle Systeme von s - # Zahlen die Ungleichheit

| Sebil” L (e (Z1B,]7) gilt, die wegen | Yo f;| < 3le B
mit (F]e; 8,1 < (e, V) (318,17 ersichtlich gleichwertig ist. Um
letztere Ungleichheit zu beweisen, beachte man nur, daB die quadra.
tische Funktion

Q(X) = %‘(l“ﬁlx‘i” lﬂi‘)s = Xg%l“iig +2 X%'J e, Bi] + %”ﬁils

fir reelle X durchweg > 0 ist, so daB die Parabel Q= Q(X) die
X -Achse nicht durchschneiden kann und daher die Gleichung Q(X) =0
entweder zwel nichtreelle Wurzeln, oder eine reelle Doppelwurzel hat.
Die hierzu erforderliche Diskriminantenbedingung ist aber mit der zu
beweisenden Ungleichheit offenbar identisch. — Die Schwarzsche Un-
gleichheit besagt, daB, wenn y ein normierter Vektor ist, |az| < |a]
ausfallt, Mehr 14Bt sich nicht behaupten. Es gibt nimlich zu jedem a
einen normierten Vektor g derart, daB [ay|=|a| wird Ist a=o,
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so ist diese Behauptung trivial, weil dann jedes normierte y von der
gewiinschten Beschaffenheit ist. Ist aber a 4«0, so kann man z B,
g=ﬁ setzen, um |[ag|==|a| zu erhalten (da ja |ad|=a[® ist) —
Wir werden diese Bemerkung als die Umkehrung der Schwarzschen
Ungleichung bezeichnen,

Ist {a,} =(0,, 0y, ..., a,) cin geordnetes System von n Vektoren
o, = (@4, &g, .-, &;,), 50 kann man {ao;} anstatt der Matrix {|e,, || be-
trachten und umgekehrt. So ist z. B. {g} = ||, [l =E. Ferner ist
die Matrix ||#, || dann und nur dann unitir, wenn W, = d;, gilt, so
daB der Vektor i, = (#;0> W;as - -» 4;,,) Normiert und auf den iibrigen

# — 1 Vektoren u, orthogonal ist; { =1, 2, ..., n. — Die m Vektoren

by, by, -+, b,,, wobei b, = (ﬁu’ Bigs e B;,) und zunichst m%n ist,

heifen linear unabhiéingig, wenn eine homogen-lineare Relation

¢ 0, + - 4¢,b,=p (= Nullvektor} nur mit dem trivialen Multi-

plikatorensystem ¢, == --- =¢_— 0 moglich ist. Im Falle m —=n ist

fiir die lineare Abhingigkeit notwendig und hinreichend die Existenz
v . . :

von # nicht durchweg verschwindenden Zahlen ¢; mit

C1ﬁ1i+csﬂsi+""|“ cﬂﬁm'=0§ t=1,2,..., %,

d.h. das Verschwinden von det|| 8,, || . Daraus folgt, da » normierte und
paarweise orthogonale Vektoren u, gewil linear unabhéngig sind. Denn die
Matrix |}, , (| hatals unitire Matrix gewil eine Reziproke,sodal det||u, || 40
wird, [Ohne die dabei benutzten besonderen Eigenschaften der endlichen
Gleichungssysteme heranzuziehen, kann man dies nach cincr klassischen
SchluBweise auch wie folgt einsehen: Aus ¢, u,4-couy+----¢, u, =op
folgt nach Multiplikation mit ii; wegen ii;1, = §;, offenbar ¢, nit; = 0,
also wegen u,il;=1 auch ¢ =0; ¢=1,2,...,,#.] — Lin System
a,, 0y, ... von linear unabhingigen Vektoren kann nicht den Null-
vektor enthalten, Denn wire etwa o, =, so wire L. o, + 0. a, -+ =p,
was eine lineare Abhingigkeit ausdriickt, weil ¢, 4 0 ist. — Ist g, &= 0
und von der Dimension #, so gibt es n — 1 Vektoren q,,q;,..., @,
derart, dall die n Vektoren q; linear unabhingig sind. Denn zundchst
ist a, <=0, also hat a, = (e,,, &4, ..., @, ,) mindestens eine von Nuil
verschiedene Komponente. Es sei etwa @, +=0. Wir kénnen dann
z.B, g, =c¢; {=2,3,...,n setzen, um ein System von x linear un-
abhéngigen Vektoren zu erhalten. Fiir ¢>> 1 ist dann ndmlich &, =6, ,
so daf det| e[, wie man sich bei Entwicklung nach der letzten
Zeile durch vollstindige Induktion leicht {iberzeugt, —e,,, also 40
sein wird. — Hingegen sind # {1 Vektoren q, a,,..., 0,, a,,, der
Dimension % immer lincar abhingig. Bezeichnet nidmlich ¢; den



I. Kap. 8§ 6. Der Schmidtsche Orthogonalisierungsproze3. 11

(n + 1)-dimensionalen Vektor, dessen n ersten Komponenten mit den
jenigen von a, identisch sind, wihrend ¢;, , , = 0 ist, so gilt det||¢,, || =0,
da alle Elemente der letzten Kolonne verschwinden. Mithin sind die
n -+ 1 Vektoren ¢, der Dimension # -1 linear abhidngig. Erst recht
besteht also eine homogenlineare Beziehung zwischen den # - 1 Vek-
toren g, der Dimension %, w.z b. w,

8§ 6. Der Schmidtsche Orthogonalisier ungsprozef3.

Wir haben vorhin gesehen, da3 n paarweise orthogonale Vektoren,
sobald se normiert sind oder wenigstens normiert werden konnen
(d. h. wenn keiner dieser Vektoren der Nullvektor ist), gewil3 linear
unabhangig sind. Nach E. Schmidt kann man diesen Saz gewisser-
maBen umkehren; dazu wollen wir nun iibereehen. Eine Matrix
&= |4, || moge kanonisch genannt werden, wenn darin fiir ¢ < &
L, =0 gilt, so daB

L, 0 0 0 |1
Ly Ly O ... O i}
(14) 8 = ‘!31 53‘1 33& 0 \
lnl 3119 ':s;s et zﬂﬂ i

ist (wobei auch die in oder unterhalb der Diagonale gelegenen Ele-
mente verschwinden diirfen). Z. B. die Diagonalmatrizen sind gewil
kanonisch. Man ersieht durch Entwicklung veon det ||, || nach der ersten
Zeile, daBl det|| 2, [ =1,,44...1,,, also insbesondere damn und nur
dann == 0 ist, wenn kein J,, verschwindet. Ist diese Bedingung erfillt,
so wollen wir ||| eine rekursive Matrix nennen. Die rekursiven
Matrizen sind also die nicht entarteten kanonischen Matrizen. Ist ||7;, ||

kanonisch und setzt man
o .
(15) 0 = 2 ¥y O P=12 ..., n,
k=1

so hingt g; nur von den j ersten Vektoren q; ab. Ist iiberdies |7, ||
rekursiv, so kann man umgekehrt a, durch die j ersten Vektoren
g, 1=1,2,..., (< ») homogen-linear ausdriicken, indem aus dem
System (15), wegen r,, =0, ¢ <C k und wegen 7, <0, die Vektoren
a @&, ... rekursv berechnet werden konnen. — Der ‘Schmidtsche
Satz besagt nun, dald zu jedem System a,, a,,..., &, linear-unabhangiger

Vektoren der Dimension n eine — ubrigens nicht nur eine — rekursive
Matrix |{r,, || angegeben werden kann derart, da das durch (15) er-
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klarte Vektorensystem normiert und orthogonal ist, q,q, = 4,,. Und
zwar kann dabei g, = a, angenommen werden, sobald die hierfiir not-
wendige Bedingung |a, | =1 erfiillt ist.

Zunichst beweisen wir folgenden Hilfssatz: Sind a und § zwei
linear unabhéngige Vektoren, so gibt es eine Zahl y derart, daB die
beiden Vektoren a, b | ya orthogonal und linear unabhingig sind.

Und zwar ist y = — —Igﬁ; zu setzen. Der Nenner ist dabei von Null
verschieden, da das System qa,b von linear unabhingigen Vektoren
den Nullvektor nicht enthalten kann., -- Man hat mit dem obigen
Wert von y offenbar &(b~-ya)=ab-+y|al’=0, so daB ¢ und
b4 ya orthogonal sind. Sie sind ferner linear unabhingig. Aus
¢, 04 ¢gb+ ¢gya =0 folgt nimlich in Anbetracht der linearen Un-
abhingigkeit von a und b zunichst ¢, + ¢,y =0, ¢, =0 und daraus
¢, =0, ¢ =0. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Nehmen wir nun an, dal wir aus den # linear unabhingigen
Vektoren o, bereits p(< n) Vektoren 1,,1,,..., r, den folgenden Be.
dingungen gemil abgeleitet haben: 1) sie sind orthogonal, 1,7, =0,
i k; 2) r; ist eine homogene lineare Verbindung der Vekioren
Ay, Ay, ...y 0y, in welcher der Koeffizient von g, gleich 1ist; j=1,2,..., .
Fiir p = 2 kann dies nach dem Hilfssatz gewil} erreicht werden, und
wir wollen von $ auf p + 1 schlieBen. Zu diesem Ende bemerken wir
zuniichst, daB a,,, von r; gewil linear unabhdngig ist; i=1,2,..., 8.
Aus ¢, 0,y T CT=0 folgt namlich, wegen ¢ < p 4-1 und da r; nur
von den i ersten Vektoren g, abhingt, offenbar ¢, =0, da sonst

Gyeq T E:—r‘. == g etne lineare Abhingigkeit zwischen den ¢ + 1 Vektoren

gy Oy ovvy 05 0,y ausdriicken wiirde [vgl. 2)], wihrend nach Voraus-
setzung die # Vektoren a linear unabhingig sind. Es ist also ¢, r;= 0.
Wir haben zu beweisen, dal auBcr ¢, auch ¢, =0 ist. Wire dies
nicht der Fall, so miiite r,=— p sein. Aus r;=1yo folgt aber wieder
mit Riicksicht auf die Annahme 2) eine lineare Abhingigkeit zwischen
den a. — Damit ist gezeigt, daBl a,,, von r; linear unabhingig ist.
Nach dem Hilfssatz gibt es also eine Zahl y,  , derart, daB die beiden

Vektoren 1, a,,; + 7;,., 1% orthogonal und linear unabhingig sind.

P
Setzen wir nun LA +¢§ Yip+1tir SO ist LI eine homogen-
lineare Verbindung der p -+ 1 ersten a; und der Koeffizient von a,,
ist gleich 1, und zwar wegen 2). Es gilt ferner fiir § < p wegen 1)

» -
Llpi1 = 5fpia +‘§ Yipr1 GG =100, Tt Vipra Gy
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Also ist v, ,=0, da T(a P+ - ¥;p+1%;) Dach der Definition
von y, .., verschwindet. Damit ist die vollstindige Induktion beendet.

Wir haben damit eine rekursive Matrix | J;, || derart, daB die
»

n Vektoren v; = 3l a, orthogonal sind, und es ist dabei I,=1,
k=1

also insbesondere r, = a,. Es ist r;4=0, da die gegenteilige An-
nahme, wie wir gesehen haben, zu einem Widerspruch zu 2) fiihrt,
Wir konnen daher die Vektoren t; durch Division mit |v,| normieren,
wodurch weder die Orthogonalitit noch der rekursive Charakter ver.
loren geht. — Damit ist der Schmidtsche Satz bewiesen, wir kénnen
b bk

ja in (16) einfach q, = o =TT
‘ H

setzen,

8§ 7. Die Matrizentransformation,
Es sei % =||a,,| eine Matrix und p=(#,,...,%,) ein Vektor.
Wir wollen sagen, der Vektor ¢, dessen Komponenten ¢, = 2“.;,";;

sind, entstehe aus y durch die Transformation 9%; kurz konuen wir
¢ = 9y schreiben (hingegen ist das , Produkt z 9 nicht erklirt). Dem-
entsprechend wollen wir die Transformation einer Matrix 9 durch eine
transformierende Matrix & erkliren. Wir werden dabel voraussetzen,
daB} & nicht entartet ist, wihrend dies fiir % nicht zuzutreffen braucht. —
Wir transformieren die beiden Vektoren g, ¢ — % ¢ durch die Matrix &
in @y, ©¢ und fragen nach einer Matrix §, durch welche &y in &¢
transformiert wird. Wir werden § sinngemé als eine Matrix bezeichnen
kénnen, in welche 9 durch & transformiert wird, — Werden auf
den Vektor &; nacheinander die Transformationen &%, 9, & ausgeiibt
(in dieser Reihenfolge!), so ergeben sich nacheinander die Vektoren

g =1 AT GY)=Ar=1¢ UG (EY)) =

Nun ist aber, wie man leicht verifiziert, §{®a) = (€ D) a, unter (€ D)
das Produkt zweier Matrizen, unter (€ D)a die Transformation von a
durch {§ D), endlich unter §(®a) die Transformation des Vektors D a
durch die Matrix § verstanden. Man hat daher G¢= (6% &™) (&),
was freilich, wegen ¢ =% und da GUS & =GY ist, jetzt auch
direkt einleuchtet. Wir wollen festsetzen: eine Matrix 9 mit einer
Matrix @ zu transformieren, bedeutet das Ersetzen von ¥ durch
GUAG ™, wobei also det <= 0 angenommen wird, nicht aber auch
detY 4= 0. — Wir kénnen den Inhalt dieser Betrachtungen auch wie
folgt deuten. Ist r={(x,,...,,) eine Losung des (homogenen oder
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inhomogenen) Gleichungssystenis 2> ;5 %, == ¢,;, das in unserer jetzigen
Schreibweise als W = ¢ geschrieben werden kann, so ist der Vektor
y == Sy gewil eine Losung des Gleichungssystems (@9{@‘1) p=5¢.
— Wegen (&) '=Gund 667" = ¢ ist gHEUASH(ES ) =1,
d. h. 9 entsteht aus B durch die Transformation G, wenn B aus 9
durch die Transformation © entsteht. — Ist 9! vorhanden, so ist
wegen (GASH(@GAG ) =€ auch (EAS™) vorhanden, und
zwar gleich G 1&™7, so daB die Matrix ¥ und jhre Reziproke sich
kogredient, d. h. durch eine und dieselbe Transformation transformieren.
Offenbar konnen die Determinanten von % und & A&~ nur zugleich
verschwinden. Genauer gilt fiir alle Fille dety — detG % &, die
Determinante ist Matrizentransformationen gegeniiber invariant. Man
hat namlich nach dem Multiplikationssatz der Determinanten
det(@ﬂ@hl) = (det@)(detN)(det&™), und es ist, wie erwihnt,
(det 6)(det(=‘5“1)=1. — Sind die Vektorem g, 1, ... linear unab-
hingig, so sind es auch die transformierten Vektoren &g, &gy, .- s
(und freilich auch umgekehrt, da auch G ein & ist). Genauer, aus
2)c;t; = o folgt nach Transformation mit © wegen &o = o offenbar
2¢;Sr;=0. Insbesondere haben daber die beiden homogenen
Gleichungssysteme g ==0, (GAGS ') g==o dieselbe Anzahl (> 0)
linear unabhingiger, von o verschiedener Loésungen.

Es sel noch erwihnt, daB F(@QI@_I):C%F(QI)S'i gilt, wenn
F(X) etwa ein Polynom bezeichnet [im Falle F(X)= X* haben wir
die Richtigkeit dieser Beziehung bereits frither vermerkt]. Woegen
S (e, U, + %) G =¢GN EC " - ¢,&6% &' kéonen wir uns
dabei auf den Fall F(X)=X", m=0,1,2,... beschrinken. Fiir
m =0 und fiir m = 1 ist dann die Behauptung trivial. Es gilt aber
wegen & 16 =G auch

su'e'=cusreUs I =(@us™>

gute*=guelcus e AC  =(BUGS™?,
usf.

§ 8. Das Spektrum,

Bei jedem Wert des Parameters 1 ist G (1G — %) .
=18—6MWG =16 —BAG™", woraus wegen det (GBS ™) = det B
offenbar det{1E — %) — det(1€ — SAG™Y), d. h. die Invarianz von
det(1 & — A) gegeniiber Matrizentransformationen von 9 folgt. Dies
beruht darauf, daB sich die beiden Matrizen %, 1§ — % kogredient
transformieren. Man nennt det (& — %) charakteristisches oder
Sékularpolynom von 9. Es ist in 1 eine rationale ganze Funktion
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vom Grade #, worin der Koeffizient von A" gleich 1 ist. Unter den
n! Termen von det||1d,, — @, || gibt es nimlich einen und nur einen
derart, daBy 1 in jedem seiner s Faktoren enthalten ist, und dieser
Term ist das Produkt JJ(1 —a,)=A"—1""3a, .. der dia
gonalen Elemente. Die s voneinander nicht notwendig verschiedenen
Wurzeln 1, 4,, ..., 4, der Sikulargleichung det{1¢ — QI) 0 heillen
Eigenwerte von 9[, ihre Gesamtheit nennt man nach einem ebenfalls
physikalischen, auf Wirtinger zuriickgehenden und seit Hilbert (1908)
eingebiirgerten Sprachgebrauch das Spektrum von 9. Das Spektrum
ist Matrizentransformationen gegeniiber invariant, da bereits das Sikular-
polynom invariant ist, also erst recht die Sikulargleichung. Da die
beiden Gleichungen det(0 & — %} =0, det =0 gleichwertig sind,
so ist das Verschwinden mindestens eines Eigenwertes notwendig und
hinreichend dafiir, dafl ¥ entartet ist. Ist dies nicht der Fall, so folgt
aus det (A€ — ) =0 wegen det(iE — %) == [det Y] [det(d D [ @)}
offenbar det(il"l@— %)= 0 und umgekehrt, so dafl die reziproken
Werte der Eigenwerte von 9 die Eigenwerte von 9{~" sind.

Die Eigenwerte von ¥ sind diejenigen Zahlen 1, bei welchen die
u AE — A gehodrigen homogenen Gleichungen eine Nullésung zulassen,
die diesmal als eine zu 1 gehdrige Eigenlosung genannt wird. Die
Anzahl der zu A gehérigen linear unabhidngigen Lésungen ist, nach
dem Vorhergehenden, Matrizentransformationen gegeniiber invariant.

Wir wollen jetzt (im wesentlichen nach Borchardt) die Eigenwerte
und die Eigenlésungen der Funktionen von 9 untersuchen. Betrachten
wir zundchst die positiven ganzen Potenzen von % und nehmen wir
einstweilen an, dall 1 ein von Null verschiedener Eigenwert von 9
und p eine zugehérige Elgenlosung ist. Wegen (A€ — )= n oder
(A€)z =% gilt dann g — 47 Uy, also auch g — I w1 9g) = A" &'y,
und allgemeiner r = 27" A", d.h. (A" & — A™)z = 0. — Dies gilt, auch
wenn der Eigenwert | =0 ist. Wir haben nur 2u zeigen, daf} aus
Ar=10 folgt A"r =0, und dies ist selbstverstandlich, man braucht
ja nur den Vektor %y vermittels 9" zu transformieren und dabei
A" p =09 zu beachten. — Fiir n =0 ist A"E—A"=C— ¢ =D,
also {A" € — %™t = o eine Trivialitit. Endlich gilt dies, sobald %™
iberhaupt vorhanden ist, auch fiir n = — 1 {also fiirn =0, 41, + 2,...).
Wir kénnen nidmlich dabei A 4 0 annehmen und dann folgt die Be-
hauptung (A™* & ~ A ')y — o aus der Voraussetzung (1€ — g =10
einfach durch Transformation vermittels %% Ist endlich F(X) eine
z. B, rationale und der Emfachhelt halber zugleich ganzc Funktion
von X, F(X) Co +C X+Cy X%+, sogiltdaC (2 E—AYr—o
ist, C, A¥p= Cy %[ ¥, woraus nach Summation in bezug auf % sofort
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F(i)r = F (%) ¢ und daber auch (F(4) € — F(W)y = o folgt. Ist also
4 ein Eigenwert von ¥ und t eine zugehdrige Eigenlosung, so ist F(4)
gewiB ein Eigenwert von F(¥) und r eine zugehdrige Eigenlésung.
Auf die umgekehrte Frage, inwiefern Eigenwerte und Eigenlésungen
von 9 aus denjenigen von F (%) durch algebraische Diskussionen er-
halten werden kénnen, kann hier nicht niher eingegangen werden.

8 9. Die Resolvente und die Hilbertsche Funktional-
gleichung.

Die invhomogencn Gleichungen 4 x,— 3a,, x,=¢; oder (A E—)r=¢
sind bei jedem ¢ dann und nur dann lésbar, wenn det (1§ — %) =0,
d. h. 1 kein Eigenwert ist, was wir nunmehr voraussetzen. Dann hat
(A€ — %) eine Reziproke (1& — %)~?, die, als Funktion von 1 be-
trachtet, auch durch %, = || R,, (4}]| bezeichnet und Resolvente von 9
genannt werden soll.

Ist @, D ein Paar nicht entarteter Matrizen, die vertauschbar sind,
so ist §7' mit D' vertauschbar. Fiir alle Fille gilt nimlich
CDD'E =6, also (€D '=D'¢"" und ebenso (DE)*
=g 19" Ist aber §D == DE, also, da es nur eine Reziproke
geben kann?), auch (§9) "' = (D €)~*, so folgt daraus die Behaup-
tung, ® '€ * =g *®"'. — Sind nun ¥, i zwei i-Werte, so sind die
beiden Matrizen ('€ — %), (A" € — U} gewiB vertauschbar, da ihr
Produkt 4’1" & — (' -+ 1) %4 - %* in den beiden Faktoren symmetrisch
ist. Folglich gilt auch %, Ry = R»Ry. — Nach Definition ist
(G —AWRy =6, also AR, = 'R,y — €, mithin

ﬂ 9:"‘1' ml" —_— 1’ mﬂ,' 9{;!! — mﬁ.” .
Vertauscht man 2’ mit 1", so folgt wegen ®,  R,» = R, R, auch

QI §R1' m}.” == l” Bﬂ' ERJ-" _ mlr.
Der Vergleich dieser beiden Formeln ergibt die Hilbertsche Funktional-
gleichung

(}.’ —_— l”) 9}1: mau = marr _— &Rj."

Wendet man die Regel (8) anstatt von 9 auf die Matrix 1 & — «
an, so folgt
_ Six(¥)

(16) Rik(’l) — D@

1) Daf es eine Reziproke gibt, folgt bereits daraus, daf wegen det& £ 0
und det D40 auch det (§ D) = (det §) (det D)% 0 ist.
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wobei S, (1) eine rationale ganze Funkiion von einem Grade <# — 1
und D (1) das Sikularpolynom, also eine rationale ganze Funktion vom
Grade n bezeichnet. Sind daher A™, A, ..., 1P die verschiedenen
Eigenwerte von 9, so daB, wenn 4V’ eine s;-fache Wurzel von
D) =0 ist,

(17) SitsgF s, = (521, 1Z5p<n)

wird, so gilt cine Partialbruchzerlegung

P U i
(18) Rﬂ:(j'):ZZ g‘;{jj)_k; i’k":'-l’ 2) ey Ny

f:l h=1 (1_

wobei die Zahlen ¢}J eindeutig bestimmt sind. Es verhilt sich also
jede Funktion R, (1) an der Stelle i gewil regulir, wenn 1 kein
Eigenwert ist (und zwar auch fiir 1==00). Es kann jedoch ein
R, (1) auch an einer Stellc A9 regulir sein, d. h. es konnen bei
festem §, ¢ und % alle s; Zahlen plJ, Qfg,..., g‘.‘if verschwinden. Ist

Fy
z. B. % = ||q,, || = ||4;, 4;]| und sind die » Zahlen i, voneinander ver-
. . . . cm s T
schieden, so ist, wie man leicht verifiziert (vgl. § 13), R, (4) = T_%I—,’ 80

daly die A, Eigenwerte sind; an der Stelle 1 == 1, ist nur R, (1) singulir,
wihrend die librigen #* — 1 Funktionen R;, (1) sich daselbst regulir
verhalten. FKiir alle Fille ist aber, wie wir jetzt zeigen wollen, fiir
A= 2* mindeslens ein R, (1) singulir, wenn 1* cin Eigenwert ist.
{Da an den Stellen, die keinem Eigenwerte entsprechen, jedes R, (1)
gewil regulir ist, so kénnen wir dies auch so ausdriicken: das Spek-
trum von ¥ ist mit der Gesamtheit der singuldren Stellen der Matrix
(A€ — %)~ = || R, (4) ]| identisch. Und zwar sind atle Singularititen
von rationalem Charakter. Bei unendlichen Matrizen wird dies nicht
mehr zutreffen. ]

Nehmen wir zwecks Zurlckfiilhrung ad absurdum an, daB an der
Stelle 4, sich alle »* Funktionen R, (1) regulir verhalten, obwohi 1,
ein Ejigenwert ist. Da es nur endlich viele Eigenwerte gibt, kénnen
wir eine Zahlenfolge A%, 2%, ..., ™, derart bestinmen, daB
™yl m—> 400 gilt, und kein ™ ein FEigenwert ist, so daB
Ry (™) reziprok zu [jA™8,, —a,,|, alse das Produk: dieser
beiden Matrizen == ||d,,! d. h.

n
(19) SR, (™) A"o,, =) =0y k=120
LED

wird, Da nach Voraussetzung fiir 1 =1, alle #? Funktionen R,, (1)

regulir sind, so strebt jedes R, (A™) fir A™ 1, der Grenze
Wintner, Spektraltheorie, 2
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Ry, (4,) zu. Die Vornahme des Grenziiberganges ergibt aber aus (19), daB
L
Z:R"(l*).(l*drk_avk)zdik; i',k=1, 2""’”
¥

gilt, und daher || 1, 8;, — 4;,]| eine Reziproke hat, nimlich die Matrix
[t R, (A, )1}, Mithin miiBte detl{, 8, —~ ;|| 4= O sein, d. h. 1, wire
keine Wurzel der Sakulargleichung, im Widerspruch zu der Voraus-
setzung.

§ 10. Die C. Neumannschen Reihen.

Da im Punkte X = wegen (18) ale Ry (X) regular verschwinden,
so gilt dort eine Taylorsche Entwicklung

(20) Ro(=34E, ik=12...n

m=0

und zwar sind alle #® Reihen fiir 4| > ¢ und nur fiir |1] > ¢ kon-
vergent, wenn g den Maximalbetrag der Eigenwerte von 9 bedeutet.
Sind alle Eigenwerte =0, so ist auch ¢ =0 und die Reihen sind
konvergent, sobald i« 0 ist. Es ist dabei entweder mindestens ein
4P 4 0 und dann ist die Reihe von R, (1) fir 1 =0 sinnlos, oder
es sind alle ¢F = 0. Letzter Fall ist aber ausgeschlossen, Sonst
wire pamlich R, (1) =0 fiir alle s und %, d h. %, = D, und daher
®R,(A€ — %) = O, wihrend das Produkt fiir hinreichend groBe ||
gewil = ¢ sein mub.

Setzen wir | aff’|| =%, so kinnen wir fir (20) auch

(m)
R, = Z L setzen, wobei die Matrizenpotenzreihe (d. h. jedes Ele-

oy ;-ﬂl-]-l

ment der Matrizenpotenzreihe) fiir |1| > p konvergent ist; und zwar
sind die Matrizen %™ eindeutig bestimmt, da die Entwicklung (20)
nur auf eine Weise moglich ist. Die Matrizen ™ kann man im
AnschluB an Liouville und C. Neumann sehr einfach berechmen. Zu-
nichst ist das Gleichungssystem (1€ — %) = ¢ fiir 4| > o auf genau
eine Weise losbar, und zwar wegen (1§ — Q[) =R, durch r =%, ¢,
so daf} also fiir |l]>9

i g[fm} il m{mlc
(21) E:(Z 1m+1) ¢ zﬂl A lﬂl-i-l

gilt, und eine solche Entwicklung ist ebenfalls nur auf eine Weise
mdglich. Setzt man daher (21) in (1€ — %)y = ¢ ein, so folgt durch
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Vergleich der Koeffizienten von 1~ ™~* die Rekursion

G (AW ()  Y(AM ) = 0; G (AO ) =¢
oder
im+l) p — ﬁ(m‘,(M) C); AO ¢ = ¢.

Es ist daher AV ¢=Y AP ¢)=Ac, mithin AYe =YYW ¢)
== 9 (% ¢) = A? ¢ und allgemein Y¥ ¢ = !¢, rechterhand Matrizenpoten-
zierung verstanden. Dies muB fiir alle ¢, also insbesondere auch fiir
die Einzelvektoren ¢, gelten, was jedoch, wie man sich leicht iiber-
zeugt, nur dann méglich ist, wenn AP =Y¢ gilt. Man hat daher

Sk
(22) m2:21m+1 fiir “"}Q
m=0

Wegen R, =(1C — %) ~* = *iTEIT-_‘EI'

Konvergenzbeweis und dergleichen — auch kiirzer herleiten kénnen,

Da die Potenzreihen R”‘(Z)=zu,'°(1"1 ™ fir |47 < o
m=0

hitten wir dies formal — ohne

konvergent sind, so gibt es bekanntlich eine Schranke £ derart, daB
|ay'] < Q™ ist. Mithin sind die Reihen

jya‘tinl;m _(_—_—E_a‘“""t“‘ Zw, (,__, l)ma§%m+1lgam+z
L Tmi T LT Emr LT @mer )
fix alle ¢ konvergent. Wir kénnen daher wegen |aff | = o™ die
Matrizen
. _ i (QI ‘)m = ﬁ{”') im
(23) e¥¢ = exp (% 1) _2 L= Lt
m=0
-]
(=)=~ (AsHe : (=L@
cos (A L) = 2 @y Sin (A2 =,,. , S EWTDT

einfuhren, die damit fiir alle A und fur alle t, aso insbesondere auch
fur t =1 erklart sind. Es gelten, wie man sich leicht uberzeugt, fur
diese Matrizentranszendenten im Falle vertauschbarer Argumente die-
selben Funktionalgleichungen, wie fur die entsprechenden gewohnlichen
elementaren Transzendenten, und zwar genau mit denselben Schlufi-
weisen.

Mit Hilfe von exp(Ut) kann man die algemeine Losung des
Differentialsystems

n
(24) Eﬁ=20nx,; 1=12..,n

2*
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in derselben Gestalt darstellen, wie die allgemeine Losung der einzigen
Differentialgleichung x = ax durch € . Den Vektor mit den Kompo-
nenten x; (t) wollen wir durch r, bezeichnen. Das Differentialsystem
lautet dann §, =%y, wobei fir =10 der Anfangsvektor y, vor-
geschrieben ist. Setzt man den Ansatz

f‘, @:tm} mm
(26) E=2 i &

in die Vektordifferentialgleichung ein, so folgt durch Vergleich der
Koeffizienten von ™ die Rekursion
@ {m41) @ oy N {a} .
On + 55580 = X (i b0) = Tt it o = ke

Da dies fiir alle g, gelten soll, muB @M+ — g™, also wieder
Eim — Ym @ sein. Nun ist aber r, = E@y,, also € = §, mithin
E™ =™, m==0,1,2 ..., sodaB(25)iny, -~ [exp(As)], iibergeht.
In Worten: Die Ldsung r, entsteht aus dem Anfangsvektor g, durch
Transformation mittels der Matrix exp (% #).

§11. Kanonische Matrizen. Die Schursche Transfor mation.

Wir wissen, daB die Determinante einer kanonischen Matrix 7, |i
das Produkt der diagonalen Elemente [, ist (S. 11). Andererseits ist
die Summe zweier kanonischen Matrizen wieder kanonisch. Insbesondere
ist also die Matrix {| 14;, — I, || =1 & — & kanonisch, wenn £ es ist. Man
hat somit in diesem Fall det(A€ — Q) =1 — 4} (A —ly)..- (A —1,,),
so daf} die Nullstellen des Sakuiarpolynoms, d. h. die Eigenwerte, einfach
die diagonalen Elemente von £ sind. Da das Spektrum Matrizen-
transformationen gegeniber invariant ist, wird man daher versuchen,
zu jeder Matrix ¥ eine nicht entartete Matrix & derart zu finden, daB
die transformierte Matrix 8 =& A&~ kanonisch ist. Bei der Resol-
vente (1 & — %) verliert man durch die Transformation gar nichts.
Denn (4 € — )~ transformiert sich nach S. 14 kogredient mit (1@ — %)
und (A€ — U} transformiert sich nach § 8 kogredient mit 9: ist ®,
die Resolvente von ¥, so ist @SR,'G"I die Resolvente von SU S 1.

Die Existenz einer kanonisierenden Transformation © wird sogar
unter der Einschrankung, da @ unitir, d. h, @' = &* sein sol], durch
die folgende iiberschligliche Konstantenabzihlung nahegelegt. 2 hat
n? gegebene Elemente; & koénnen wir beliebig wihlen. Da aber
©B8" =€ sein muB, haben wir in @ =||s;,| nicht »?, sondern
nur #% — ({14 2 4... 4 n)Parameter zur Verfigung. Denn damit
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® = ||s;, || unitdr ist, haben die s, die Bedingungsgleichungen

n4-1
2

daf} auch bei den unitiren & noch (;) =n'— (”;—1) :nﬁ_(1+2+...+ﬂ)

Parameter verflighar sind. Es ist daher zu erwarten, daB durch ge-
schickte Wahl von & ebenso viele Elemente von €% & ™" zum Ver-
schwinden gebracht werden konnen. Nun ist diese Anzahl eben mit
der Anzahl der oberhalb der Diagonale stehenden Elemente identisch.
Es ist zugleich die Vermutung nahegelegt, daB, wenn die n® Elemente
von U voneinander unabhangig sind, mehr as eine Kanonisierung,
etwa eine Transformation auf die Diagonalgestalt, durch keinerlei
Wahl von © gelingen wird.

Wir bewecisen nun den folgenden Satz von L Schur: Zu jeder
Matrix 9 gibt es eine unitire Matrix & —= 1 derart, daB UgUR™
kanonisch ist.

Es sei 4, ein Eigenwert der transponierten Matrix?) %', so dab die
u A, & — %' gehorigen homogenen Gleichungen eine Eigenlésung
haben, die aus Griinden der Homogenitit normiert angenommen
werden kann, Es sei also |y [?=1 und (i € — %), =0, d h
dety = %'r,. Wegen r, 40 konnen wir nach § 5 Vektoren 1,,...,1,
in der Anzahl # — 1 derart bestimmen, daB die # Vektoren r; linear
unabhidngig sind. Mit Riicksicht auf den Schmidtschen Orthogona-
lisierungsproze (§ 6) konnen wir daher sogleich voraussetzen, daB
17, =0, gitfiri,k—=1,2,...,n. Setzt man r, = (r;1, 750,...,7;,), 50
‘besagt dies, daB die Matrix ||7,, ||, die wir auch durch £, bezeichnen wollen,

n
278i5,; = 6, zu erfiillen, unter welchen es ( ) unabhingige gibt, so
=

unitirist, Da 87 1= Dyund 1, r, == A’ ¢, sein mub, so ist das k-te Element
der ersten Zeile der transformierten Matrix 0, D = g, gleich

" ) L ]
— T y = > — ot T 1 1
glk_"‘zf Izi"xj“jz’m—‘lz;’ktz;“jtﬁj—‘:k Wy =g dyty = 40100
j: 3 - J=

somit fiir & > 1 gleich Null, d. h. es gilt

L0 0.0 0 2 oo .l
22 b2% ' * bn
&
(26) D, a0 = | s P S| ’
g: gnﬂ gnu
1 nl

1) Oder, was wegen det{(A € — %) =det (AG — A)' = det (1 § ~ A') dasselbe
ist, ein Eigenwert von ¢ selbst.
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wobei aso die Matrix R nur n— 1 Zeilen und Kolonnen hat. Wir
konnen nun 33 demselben Verfahren wie vorher 9 unterwerfen, aso eine
unitare Matrix $ mit n — 1 Zeilen und Kolonnen derart bestimmen, daf3

hyg 0 0...0 heg By .- g,
@) pepi=|" o ), m=|le
hns hns hﬂﬂ

wird, wobei % eine Matrix mit # — 2 Zeilen und Kolonnen bezeichnet,
Setzen wir nun

‘1 0 0...0
iO
0

so ist diese Matrix mit  Zeilen und Kolonnen offenbar ebenfalls unitir.
Aus (28), (27), (28) folgt leicht, daB die Transformierte von £, % D¢
durch £, die Gestalt

fip 0 0 0 ... 0

Ly Jax fag 0 0 ... O
0,0, AN Qs = ?':51 sz Tas T34 - Jsn

hat, so dal} darin die oberhalb der Diagonale stehenden Elemente
nicht nur, wie in (26), in der ersten Zeile verschwinden, sondern auch
in der zweiten. So konnen wir weitergehen und die oberhalb der
Diagonale liegenden Elemente von 91 durch w-are unitare Transfor-
mationen sukzessive ausfegen. Nun bilden aber die unitaren Matrizen
eine Gruppe, womit alles bewiesen ist. — Des naheren handelt es sich
dabei um folerendes. Zum Schiul? haben wir n — 1 unitare Matrizen

£,,0g,...,8,_, (alle mit # Zeilen und Kolonnen) derart, daB in der
Matrix
(29) D, Dy D, 0, A0 0 Dl D

alle oberhalb der Diagonale stehenden Elemente verschwinden, so daB
diese Matrix kanonisch ist. Nun kann fiir &, (&, %AS; 1) Ss ' wegen

G G = (§,6,)" auh (§,6,)U(B,S,) " geschricben werden.
Femer ist das Produkt zweier unitiren Matrizen wieder unitir. Aus
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Grl=6r und ©;'=6s folgt nimlich &;'e =&, also
wegen €; 87 ' =(8,6,)” " und &; & = (8,8, auch (8,8,
=(6,8,)". Setzt man daher =10, D, 4... 0 0,, so ist U
unitdr und die kanonische Matrix (29} gleich ugnt., Damit ist der
Schursche Satz bewiesen.

Der Schursche Satz und auch die Beweisanordnung stellt eine
sinngemaBe Verallgemeinerung des klassischen Verfahrens dar, das
durch sukzessive orthogonale Abspaltung der Eigenwerte eine reell-
symmetrische Matrix (eine quadratische Form) auf die Diagonalgestalt
(in eine Summe von Quadraten) zu transformieren gestattet. Wir
kommen darauf noch mehrfach zuruck. — Bereits Lagrange und
Gaull haben bemerkt, dal sich diese ,Transformation auf die Haupt-
achsen" meistens viel bequemer gestaltet, wenn man den schrittweisen
Abspaltungen nicht an dieMatrix 9 selbst, sondern an ihre Reziproke 91"*
ankniipft, deren Existenz zunachst vorausgesetzt wird. Jacobi hat
diese, heute nach ihm benannte Transformation, die, sofern sie existiert,
mit der Schurschen inhaltlich identisch ist, auf nicht-Hermitesche
Matrizen ubertragen. Allerdings gibt es Matrizen, wo die Jacobische
Transformation, im Gegensatz zur Schurschen, versagt. Wir werden
unsin 88 27, 28 nur mit dem Spezialfall der Jacobischen Transformation
beschaftigen, den wir spaterhin, bei Untersuchungen liber unendliche
Matrizen, benotigen werden.

Aus dem Schurschen Satz folgt, dal det® immer gleich dem
Produkt der Eigenwerte von 9 ist'). Denn zunachst sind det® und
die n Eigenwerte Matrizentransformationen gegeniiber invariant, so dafl3
nach dem Schurschen Satz dieMatrix ¥ kanonisch angenomen werden
kann. Nun ist aber die Determinante einer kanonischen Matrix das
Produkt der diagonalen Elemente und diese sind bei kanonischen
Matrizen mit den Eigenwerten identisch. — Ferner sind die Eigenwerte
von ¥’ mit denjenigen von ¥ identisch (5. 21), so daB det® = det %’
als eine Selbstverstindlichkeit erscheint. Ebenso 4Bt sich die Be-
ziehung det (%) = (det¥) dahin verscharfen, daB die Eigenwerte von
9 zu denjenigen von % konjugiert sind. In der Tat ist det (A8, —a;,) =0
wegen (4) gleichbedeutend mit det (14;, — &, ) = 0.

8 12. Die normalen Matrizen.

Im AnschluR an den Schurschen Satz haben Schur und Toeplitz
die Klasse derjenigen Matrizen ¥ untersucht, die mit ihrer begleiten-

') Dies folgt auch unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Algebra.



24 I. Kap. § 12. Die normalen Matrizen.

den Matrix 9" = 9* {deren Determinante nach dem vorhergehenden
— det 9 ist, wihrend die Eigenwerte zu denjenigen von 9 konjugiert
sind) vertauschbar sind. Diese, der Bedingung % 91* = 9%* 9 geniigenden
Matrizen nennt Toeplitz #ormal. Der normale Charakter ist unitiren
Substitutionen gegeniiber invariant. Aus ¥ UA* =A™ 9 und U =1u*
folgt nimlich

euHuaun Yy =unan et e ut = nyatut - nytyu*
=Mt ey g uT) = @auH (aaa Y.

Die begleitende Matrix einer Diagonalmatrix ist wieder eine Diagonal-
matrix und zwei Diagonalmatrizen sind gewiB vertauschbar, so dab
die Diagonalmatrizen und daher auch die Matrizen, die unitir in
Diagonalmatrizen transformiert wcrden kdnnen, gewil normal sind.
Damit ist aber die Klasse der normalen Matrizen auch erschopft, in-
dem jede normale Matrix unitir auf die Diagonalgestalt gebracht
werden kann (so daB also die normalen Matrizen diejenigen Matrizen
sind, fir welche das ,Hauptachsenproblem® geldst werden kann). In
Anbetracht des Schurschen Satzes beweisen wir mehr, wenn wir zeigen,
daB eine normale Matrix, die kanonisch ist, sogar cine Diagonalmatrix
sein muB.

e H
Ist zunichst  normal, so gilt .2,’1&,.3. By =, ‘;aﬁaﬂ. Dies geht,
j= 3=

wenn ¥ kanonisch, also a;; =0 flir ¢ << 4 ist, mit k =-¢ in
: J 2 < 2
{30) Zlaijl ':2|a_jii s

i=1 j=1i

n
also fiir £=1 in |au]9:2[aj1]9 iiber, so daB Ozzn‘]ajlﬁ gilt,
=1 =2

und daher alle ;1 §==2,38,...,%, d. h alle unterhalb der Diagonale
liegenden Elemente der ersten Kolonne gewifl verschwinden. Damit
geht (30} fir £ > 2 in

‘ 2 hid a
Z[“i;‘] Zz_[“ji|
j=2 j=t

n n
iiber, woraus mit § = 2 wieder [a,,|" = Z]aj,|s, dh 0= Z’Iajgp
j=2 f=8

und daher das Verschwinden aller unterhalb der Diagonale liegenden
Elemente der zweiten Kolonne folgt. Durch Wiederholung dieser
Schlufiweise ergibt sich, dafd3 unterhalb der Diagonale lauter Nullen
stehen, wahrend dies oberhalb der Diagonale nach Voraussetzung der
Fall ist, so daB ||a,,|, wie behauptet, ecine Diagonalmatrix sein muB.
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Die binare Matrix
0 1

0 0

ist, wie man sich leicht iiberzeugt, mit ihrer Begleitenden nicht ver-
tauschbar. Es gibt also Matrizen, die mit keiner Diagonalmatrix
unitir dquivalent sind. Zwei Matrizen heiflen dabei unitir dquivalent,
wenn sie durch eine passend wihlbare unitire Transformation Ul in-
einander iibergefiihrt werden konnen. Aus 9 == BN~ folgt U~ AU
=U'UBU *11=08, dh B =TAT ™, wobei T==1"", also unitir
ist. Ferner ist die Eigenschaft eines Maltrizenpaares 9, B, unitir dqui-
valent zu scin, gegeniiber kogredienten unitiren Transformationen von
A und B invariant, Ist nimlich ¥ = WB 1~ ', wobei U unitdr ist, und
bedeutet @ eine beliebige unitdre Matrix, so gibt es eine unitire Matrix %
derart, daB BYB =T (%%584)?13_1 wird. Zu diesem Ende mu3 28
nur derart gewihlt werden, daB (B 11) B (B 11)_1 = (BB B (W :‘-8)_1 wird,
Hierfiir geniigt es aber, wenn B gemil der Bedingung BU =W B
festgelegt, also 8 — VU B~ gesetst wird. Dieses W ist, als Produkt
dreier unitiren Matrizen, sicher unitiiv, Damit ist die unitire Invarianz
der unitiren Aquivalenz bewiesen.

Wir wollen jetzt die Frage beantworten, wann zwel normale Ma-
trizen 9, B unithr dquivalent sind. Hierfiir ist wegen det (AG — %)
=det(AG -- GAS ') gewiB notwendig, daB 9 und B dieselben
Eigenwerte mit derselben bz. Vielfachheit, d. h. dasselbe Spektrum
haben. Nun ist aber dicse notwendige Bedingung, wie wir jetzt zeigen
wollen, zugleich hinreichend, so dal} also das Spektrum bei normalen
Matrizen das vollstandige unitare Invariantensystem bildet.

Eine Matrix von n? Elementen moge (aus sogleich ersichtlichen
Griinden) eine Permutationsmatrix genannt werden, wenn darin jede
Zeile und jede Kolonne ein und nur ein Element enthalt, das gleich
= 1 ist, wahrend die librigen n? —n Elemente verschwinden. Kom-
poniert man die i-te Zeile einer Permutationsmatrix mit der Kk-ten,
so ergibt sich §;,, so daB PR’ = ist. Da P reell ist, so kann

man hierfiir auch PP’ = ¢ schreiben, d.h, P ist unitdr. Dabei ist
auch $ ' ==’ eine Permutationsmatrix, ferner ist das Produkt zweier
Permutationsmatrizen, wie man leicht ausrechnet, eine Permutations-
matrix, Ist @ = ||d,,g,|| eine Diagonalmatrix, so ist es, wie man sich
leicht iiberzeugt, auch PP~ = |6,k ||, und zwar ist die Zahlen-
folge h,, hy, ..., b, nur eine Permutation von g,,g,, cees 8, da das
Spektrum, das bei Diagonalmatrizen durch die Elemente der Diagonale
gebildet wird, invariant ist. - Umgekehrt, sind die %, nur eine Permu-

(31)
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tation der g,, so kann man auch eine Permutationsmatrix §§ angeben
derart, daB P|g,d,, || B~ " =||4,8;,|| wird. Der.Beweis, der auf den
Spezialfall b, — g,, hy —g,, h, = g; t > 2 zuriickgefiihrt werden kann,
soll dem Leser iiberlassen bleiben.

Es seien nun %, B zwei normale Matrizen mit demselben Spektrum,
Es gibt dann zwei unitire Matrizen U, B derart, daBl die beiden
Matrizen @& =ugn"?%, D= VBB Diagonalmatrizen sind, deren
Diagonalen auseinander durch eine Permutation entstehen, so daB es ein
Permutationsmatrix § mit  — PG P~" vorhanden ist. Man hat da-
her 8BB ' =PUAN P ' oder B =V 'PUAU~'P B, mithin
B=WWAHAW, wenn B =ﬂ§_1ﬂ5u gesetzt wird. Nun ist 88, als Pro-
dukt dreier unitiren Matrizen, gewiB unitir. Mithin sind 9 und B unitdr
dquivalent, w, z. b, w.

§ 13. Die Resolvente der normalen Matrizen.
Die zur Matrix || 1€ — || gehorigen inhomogenen Gleichungen sind,
n
wenn % = ||4,,4,] eine Diagonalmatrix ist, Y (14;, — 8,,4) %, =¢;,

k=1
&y

d h (A —4)x;,=¢;, so dab ;= =T

i nicht ein Eigenwert A, wird. Andererseits ist die Resolvente || R, (1)l
n

die Reziproke von A€ — ¥, also x;, = Y ¢, R,, (1). Der Vergleich ergibt
k=1

1

i

die ecinzige Lésung ist, wenn

(32) R, () = R, D=0, i+r

Ist umgekehrt (32) erfiillt, so ist Y eine Diagonalmatrix. Wir benutzen
dabei nur den Umstand, daB die Matrix {|R,, (1)| bei jedem 1 eine
Diagonalmatrix ist und schlieBen daraus, daB auch ibre Reziproke,
| A€ — % ||, und daher auch ¥ selbst, eine Diagonalmatrix sein muB. —
Ist nun allgemeiner 9 eine Matrix, bei welcher die R, (1) nur ein-
fache Pole haben derart, daB in (18), S. 17 fiir # > 1 alle g}/ gewiB
verschwinden, so werden die Elemente der Matrix (5_3|]It".,‘(2.)||(=a"_1
ebenfalls nur einfache Pole haben. Aber auch nur dann,-da auch @2
ein @ ist. Da G||R,, (4)]|©& * die Resolvente von GAS ™" ist, so ist
daher die Eigenschaft von 9, in der Resolvente nur einfache Pole zu
haben, Matrizentransformationen gegeniiber invariant. Da diese Eigen-
schaft wegen (32) allen Diagonalmatrizen zukommt, so kommt sie auch
allen normalen Matrizen zu. '

Es sei ¥ eine beliebige Matrix, 4,, 4,, ..., 4, seien ihre Eigenwerte,
und i®, 2@, ., 19 ihre verschiedenen Eigenwerte, so daD jedes A9 unter
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den 1, genau s;-mal vorkommt; vgl. (17). Es bezeichne ferner r, die
Anzahl (>1) der linear unabhingigen Loésungen, welche das zu
1@ — % gehirige homogene Gleichungssystem fiir 4 == %) zulift. Da
die Zahlen 1%, Si» 7 s wie wir gesehen haben, Matrizentransforma-
tion gegeniiber invariant sind, so dirfen wir annehmen, dal ¥
kanonisch ist. Es sei 9 zundchst auch normal, also eine Diagonal-
matrix, Die zu 1§ — % gehérigen homogenen Gleichungen sind dann
i.x‘—l %, =0, oder, wenn 2=V gesetzt wird, (1“’ Az, =0,
§i=1,2,...,%. Ist nun i derart, daB 29’ 4 1, ist (4 ist fest gewihlt),
so kann dle u diesem ¢ gehorige Glelchung (AY) — 1), =0 nur
durch %, =0 erfillt werden. Offenbar ist daher die Anzahl #; der
linear unabhidngigen Losungen des ganzen homogenen Systems iden-
tisch mit der Anzahl der linear unabbingigen Ldsungen desjenigen
Teilsystems (4% — 1), =0, in dem ¢ nicht von 1 bis » geht, son-
dern nur die s; (= 1) Werte £ =1y, 124, ..., i,’ ; durchliuft, fiir welche
A =9 ausfallt Ist nun §={® von dxeser Beschaffenheit, so erhilt
man gewil eine Eigenldésung, wenn man x,0 =1 und die iibrigen
x; =0 setzt. D. h, r —¢;,,, wobei ¢, den %k-ten Einzelvektor bezeich-
net, ist gewill eine Eigenlésung; » =1,2,..., 855 und offenbar kann
jede Eigenlosung des Teilsystems aus diesen s, Einzelvektoren, die,
als wverschiedene Einzelvektoren, linear unabhingig sind, komponiert
werden, so daB s, die Haufigkeitszahl von 29 in derFolge 2,, 4y, ..., 4,
d. h. die Vlelfachhelt des Eigenwertes A9 mit der Anzahl der zu
19 & — 9 gehdrigen linear unabhingigen Losungen iibereinstimmt,
Bei Diagonalmatrizen, also auch bei normalen Matrizen gilt daher

s=r i=L2 ...

[In der WeierstraBschen Terminologie besagt dies, da die normalen
Matrizen nur lineare Elementarteiler haben kénnen?).]

Ist 9= |/a,| eine Diagonalmatrix, so hat das Differentialsystem
t, =%y, [vgl (24)] die allgemeine Losung x, = x,(0)e™¢, 1, =4, es
treten also keine ,sidkularen® Glieder auf, genauer die Zeit kommt nur
im Exponenten vor, nicht aber auch als ein Faktorpolynom. Dies gilt
offenbar bei allen Matrizen 9, die auf die Diagonalform gebracht werden
konnen, also auch bei allen normalen. Entsprechendes gilt bei den
Systemen f, — %, usf. Vgl iibrigens S. 183 weiter unten.

1) Die Matrix ¥ hat dann und nur dann durchweg lineare Elementarteiler,
wenn es eine nicht entartete, jedoch nicht notwendig unitidre Matrix & gibt
derart, daf @ 9 &' eine Diagonalmatrix ist, Dies ist dann und nuer dann der
Fall, wenn alle Singularitliten siimtlicher Ry (4) einfache Pole sind, also gewif
dann (jedoch nicht nur dann), wenn die n Eigenwerte voneinander verschieden sind.
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8 14. Die beden Normmatrizen. Hermitescher Charakter.

Es moge zunachst eine von Schur herruhrende Charakterisierung der
normalen Matrizen erwahnt werden, die u. a. den fur die Fredholmsche
Theorie grundlegenden Hadamardschen Determinantensatz enthalt.

Es sei 9 = |la,,|| eine beliebige Matrix. Die Summe i Zﬂ'lam"

i=1 k=1
wollen wir aus Griinden, die sogleich ersichtliclysein werden, die Normal-

spur von 9 nennen (nach Frobenius heiBt sie ,,Spannung von 9“). Die
Normalspur ist unitiren Transformationen gegeniiber invariant [kann
aber bei beliebigen Matrizen nicht mittels der Eigenwerte ausgedriickt
werden, ist also eine unitéire, aber nicht spektrale Invariante]. Ist ndmlich
UU*= @, so ist die Normalspur von M %1 ~* gleich

» " n " n
> 22X 2”:’j“ji“kl| 2 }’ 2 Z“u Jz“uz 2“‘5« Bon Yo
i=1 k=1 j=1I=1 i-ik 1j= g=1 A=1
n " n 2 .
= a.,a JTIRETS %, U
i= zé; pé; .'1%1 48 9"';‘%1 * 'gxé; kT Tkn
n n n n H n
-y -l T 3 1 'T
=2 2 2 2y s'i'la.ma 2‘* 2 2'5_,921 gn O
Jj=11=1g=1 A=1 J=1 g=:l1
" n
__ngé 2 ig 91 ‘2 Z ! Jl )' Z’Ia,

Wihlen wir nun 11 so0, daBb ng U™ ' kanomsch ist. 9 ist dann und
nur dann normal, wenn WA U™' zugleich diagonal ist. In diesem
Falle ist die Normalspur von W91l ™" gleich der Quadratsumme der
Betrige der Diagonalelemente, d. h. der Eigenwerte von uAU"?, und
sonst gréBer. Nun haben 9 und N Y U™" dieselben Eigenwerte 1,
und dieselbe Normalspur. Es ist also bel jeder Matrix %

14 r-l‘ 2 d ’—‘1 2
33) 2417 L Y Sla, !
r=1 t=1 k=1

ond das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 90 normal ist.
Die Matrix 9%* % heildt die vordere, die Matrix Y A* die hintere
Norm von 9; die beiden Normen sind dann und nur dann gleich,
wenn 9 mit %* vertauschbar, d. h, normal ist. Die Normalspur der
vorderen Norm von 9 ist auch bei nicht normalen Matrizen gleich

Z EIZ’ ajkl Z 2(2 aﬂ:)(zaham)

t=1 k= =1 k=
== .2 2 (2“;&“1&)(2 &) = 2 E| Eaﬂcalk 1%,
=li= J=1i=1 k=1
also gleich der Normalspur der hinteren Norm von .
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Spur einer beliebigen Matrix % heifit die Summe der Eigenwerte
von . Die Spur der Normen einer normalen Matrix ist also gleich
der Normalspur von 9. Es folgt namlich etwa nach einer unitaren
Transformation von % auf die Diagonalgestalt, daB die Eigenwerte der
Norm von ¥ die Quadrate der absoluten Betrage der Eigenwerte von
2 sind.

Die Matrix 9 heiBt von Hermiteschem Typus, wenn sie mit ihrer

begleitenden Matrix % = %™ identisch ist, so daR fur ale Zeiger
anh = a; gilt. Die diagonalen Elemente sind dann aso gewil3 reell.
Da mit sich selbst jede Matrix vertauschbar ist, so sind die Hermiteschen
Matrizen gewil3 normal. Nicht jede normale Matrix ist Hermitesch.
Hingegen sind die beiden Normen jeder, auch nicht normalen Matrix €,
da (E*@)*=@*E"™ =¢*¢ gilt und dic hintere Norm von § die
vordere Norm von ¥ ist, gewil Hermitesch, und, wie wir bei (51)
sehen werden [vgl. S. 30], ,nichtnegativ definit®; und zwar sind beide
Normen ,,positiv definit* oder keine der beiden ist es, je nachdem € *
existiert oder aber §§ entartet ist (die Definitionen siche im nachstfolgen-
den §). Es ist also nicht méglich, dall eine der beiden Normen positiv
definit ist und die andere nicht. Bei unendlichen Matrizen wird dies
allerdings vorkommen kénnen (siehe S. 138).

Wir wollen nun zeigen, dal die beiden Normen jeder Matrix
unitir aquivalent sind, so daB es zu jedem 9 ein U gibt derart, daB
AA* =1 (A" '11[)11"‘ wird {ist 9 normal, so kann man einfach U= §
setzen und umgekehrt). Da die beiden Normen stets normal sind, so lauft
die Behauptung darauf hinaus, dal} die beiden Normen dieselben Eigen-
werte oder dasselbe Sakularpolynom haben. Denn die Ubereinstimmung
der Spektra ist nach § 12 die notwendige und hinreichende Bedingung
fur die unitare Aquivalenz zweier normalen Matrizen. — Es sei zunachst
B eine Matrix derart, daB 8™ existiert. Wegen BIBBR*E = B*B gibt
es dann gewil eine Matrix & derart, daB S8 B* St =98*8 wid:
& =9"1 Nach §8 folgt daraus

det(AG — BB*) =det(1E — B*B).

Es sei nun 9 eine beliebige Matrix. Den Fall, wo 4= 0 kein Eigen-
wert ist, so daB ™% existiert, haben wir soeben erledigt. Es sei
also 1= 0 eine Nullstelle des Polynoms det (1@ — 9%)}. Da dieses
nur endlich viele Nullstellen hat, so gibt es ein # > 0 derart, daB
det (¢ € — %) &= 0 ist fiir 0 < |2| < 7, so daB dabei (¢G — %)~ " exi-
stiert, und daher 9 in der soeben hergeleiteten Identitit gleich ¢ G — ¥
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gesetzt werden darf. Nimmt man sodann in den beiderseits stehenden
Polynomen den Grenziibergang £ — 0 vor, so bleibt offenbar

det (A€ — AU} =det (A€ — A* Y),

w, z. b. w.

§ 156, Hermitesche Matrizen.

Die beiden Normen einer Hermiteschen Matrix sind = %% Die
Eigenschaft einer Matrix, von Hermiteschem Typus zu sein, ist uni-
tiren Transformationen gegenitber jnvariant. Aus % = %* und
UUu* == E folgt ndmlich (UAU")* =" "*g*n* =uyu~* Wahlh
man U derart, daB UYU™' eine Diagonalmatrix ist, so folgt
daraus, daB die diagonalen Elemente von U U~", d.h. die Eigen-
werte von 9, reell sein miissen. Sind um gekehrt die Eigenwerte
einer normalen Matrix durchweg reell, so ist sie offenbar mit einer
reellen Diagonalmatrix unitir dquivalent. Nun sind die reellen (und
nur die reellen} Diagonalmatrizen Hermitesch, da bei Diagonalmatrizen
die Forderung a;, = a,, wegen 0 = 0 auf die Realitiit der a,; hinaus-
lduft. Mithin sind die Hermiteschen Matrizen diejenigen normalen
Matrizen, deren Eigenwerte, die auch mehrfach sein kénnen, simtlich
reell sind. Da die Eigenwerte von %% bei jedem 9 die Quadrate der
Eigenwerte von ¥ sind, so sind die Eigenwerte von %*® gewil >0,
wenn ¥ Hermitesch ist. Eine Hermitesche Matrix, bei der alle Eigen-
werte > 0 sind, nennt man nichtnegativ definit. Eine nichtnegativ
definite Hermitesche Matrix, deren Eigenwerte sogar samtlich > 0
sind, heiBt positiv definit. Das Quadrat einer Hermiteschen Matrix ist
wegen (U%)* = A*P* = A A = A? gewil Hermitesch. Das Quadrat
einer Hermiteschen Matrix ist also eine nichtnegativ definite Her-
mitesche Matrix. Umgekehrt gibt es zu jeder nichtnegativ definiten
Hermiteschen Matrix % Hermitesche Matrizen 8 derart, dal 9 — 8°*
wird. Wegen 1g* 11_1=(11G£11_1)g geniigt es, dies unter der
Voraussetzung zu zeigen, daB 9 = || a;.é;, ||, also eine Diagonalmatrix
mit g,, >0 ist. Dann wird aber die Gleichung % = 9? durch die
wegen ]/;‘.:.%0 gewi Hermiteschen Diagonalmatrix 8 = || Ya,;8,, |l
offenbar befriedigt. Die nichtnegativ definiten Hermiteschen Matrizen
sind aso digenigen Matrizen, die as Quadrate von Hermiteschen
(oder auch von nichtnegativ definiten Hermiteschen) Matrizen dargestellt
werden konnen, wahrend die positiv definiten Hermiteschen Matrizen
und nur diese offenbar Quadrate sogar von positiv definiten Matrizen
sind. Da eine Matrix % dann und nur dann entartet ist (det% = 0),
wenn mindestens ein Eigenwert verschwindet, und da die Quadrate der
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Eigenwerte von ¥ die Eigenwerte von % ? sind, so hat eine Hermitesche
Matrix 9 dann und nur dann eine Reziproke, wenn %? (nicht nur
nichtnegativ definit, sondern sogar) positiv definit ist.

Ist 9 Hermitesch und nicht entartet, so ist auch % ~* Hermitesch.
Aus B =G und A =9Y" folgt nimlich B*Y*" =B*A=E, also
B*=1B, da ¥ nur eine Reziproke haben kann. Ist auBerdem ¥
positiv definit, so ist es auch %~! Denn die Eigenwerte von 9%
sind die reziproken Eigenwerte von 9, also ebenfalls positiv,

Das Produkt zweier Hermiteschen Matrizen ist dann und nur dann
Hermitesch, wenn sie vertauschbar sind. Ist nimlich 9 = 9%* und
B = B*, so folgt aus (ABV)* =AY wegen (AB)* = B*A* offenbar
BY =YW und umgekehrt. Es 1libt sich {ibrigens ohne Miihe zeigen,
dal zwei Hermitesche Matrizen dann und nur dann vertauschbar sind,
wenn sie kogredient auf die Hauptachsen gedreht werden konnen, d.h.
wenn es eine gemeinsame unitire Matrix I gibt derart, daBB U YU ~*
und B U™ Diagonalmatrizen sind?).

§ 16. Hauptachsentransformation.

Es soil jetzt der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und
Eigenlosungen einerseits und der unitaren Transformation auf die
Diagonalgestalt (geometrisch: Hauptachsentransformation) andererseits
besprochen werden. In Verbindung mit in 8§ 13 beriihrten Fragen ist
die Theorie des Elementarteiles daraus entstanden, und die Schursche
Transformation stellt seine Obertragung auf beliebige Matrizen dar.

Sind zunichst = (%, %3, -+ s %), 4= (¥, ¥g»+--» ¥,) Zu zwei ver-
schiedenen FEigenwerten v, u gehorige Losungen des homogenen
Systems (A€ — %) 3 = o, wobei 9 Hermitesch ist, so sind die beiden
Vektoren r, y orthogonal, Aus »y = Ay folgt namlich, da » reell ist,

» = ﬁﬁ’ also v j= g(ﬁiﬁ), und aus ur = Yz folgt wegen ab="bha
entsprechend pry =73(Ag), mithin (» — wirh=g ("lﬁ)) — y{Ur), so
daB die Behauptung, ry =0, gleichwertig ist mit ¢(¥H)=§(Az),

L) i3 n n
dh Nz Ya,y. =2y, 3a,;%. Dies ist aber wegen a;, —a,;
=1 k=1 k=1 i=1
eine richtige Gleichung,

Yy Allgemeiner kann eine (endliche oder unendliche) Gesamtheit £ von
n-Hren Hermiteschen Matrizen dann und nur mittels derselben unitaren Trans-
formation auf die Diagonalgestalt gebracht werden, wenn die Matrizen von £
paarweise vertauschbar sind. — Entsprechendes gilt fur unitare Matrizen. Merk-
wtirdige analytische Anwendungen gab davon H. Weyl. Vgl.z. B. H. Weyl, Math.
Annalen 97 (1927), S. 338ff.; F. Peter und H. Weyl, ibid. S. 737ff.
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Ist 1 ein s-facher Eigenwert, so haben die zu A& -— % gehorigen
homogenen Gleichungen nach §13, da % Hermitesch, also gewil}
normal ist, s(< #) linear-unabhingige Loésungen z,,1,,...,¢,. Man
zeigt nach dem Schmidtschen Orthogonalisationsverfahren, daf} sie
normiert und orthogonal angenommen werden kénnen.

Es scien nun A%, 1, ..., 1 die verschiedenen Eigenwerte von 9,
es sei s; die Vielfachheit von A und es seien ), géf),...,gg}

irgendwie gewihlte, bei festem § normiert orthogonale, zu 19 gehorige
Eigenlosungen. — Zwei r, die zu zwei verschiedenen 4, also zu zwei ver-
schiedenen 4 gehoren, sind, wie wir soeben gesehen haben, gewib ortho-
gonal. Wir haben also s, 4 s, -+ + 5, = n Vektoren g, die normiert
und paarweise orthogonal sind. Wir wollen sie nunmehr fortlaufend
numerieren, r,, Iy, .-, §,, und die zugehdrigen, voneinander nicht not-
wendig verschiedenen Eigenwerte entsprechend mit 1,,4,,...,1, be-
zeichnen. Dann ist

Setzen wir p, = (#,,, ,q, .-, #,,), 50 kann g, 7, = &, dahin gedeutet
werden, daB die Matrix 11 = [{4,, || unitir ist. Nun ist diese, aus den

Eigenlosungen hergeleitete Matrix dem 9 derart angepaBt, daBDuYu—!

diagonal ist. Aus (34) folgt nimlich 4,4, = 2 %,,, also wegen
N~i=1* auch

wocwr = | S, Sa,iy =1 Sy g | = 1Bl = Ll

oL

§ 17. Hermitesche Komponenten. Die Kopplungsform.

Wir kehren nunmehr zu beliebigen (nicht notwendig rdrmalen) Ma-
trizen zuriick und beweisen zunichst nach Toeplitz, da jede Matrix
A = | a;,| auf genau eine Weise in der Gestalt 9, - 7—1 Ay g
schrieben werden kann, wobei %, und %4, von Hermiteschem Typus sind
(insbesondere ist also die Nullmatix die einzige Matrix,.die mit ]/:1
multipliziert Hermitesch bleibt). Setzt man zunichst A, =3% -+ 1A%

gy =5 V—1U* — 3 V—1%, so ist A=19,,+ 7—1 ", gewid

erfilly, und %,y hat aus ersichdichen Symmetriegriinden, %, aber

wegen
- [

gy — g lf
1 ki ik

2

ﬂm—“&k

ﬁllw -

U = “ y—1

= Uy
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den Hermiteschen Charakter, § = & = " Um die Eindeutigkeit
dieser Zerlegung in Hermitesche Komponenten nachzuweisen, nehmen
wir an, daf

-,

1y " =AY, + y—1 Uy Uggy = A Ay = ez
und zugleich
@) A=By,+ V=18, By =B By =B

gilt. Wegen (I) ist A" = = (U + ¥—1 1?1(.”) = ?Im —¥-1 1%9); also
A* = U, — ¥— 1%1’(” Aus (II) folgt ebenso A* = By — ¥— 18B,-
Man hat daher

(III) QI(’-) mm—— y‘—‘—' 1 QI(Q) = EB’].) - }[:‘:_1 %(q) L)

wihrend wegen (1), (II) auch
(1v) Uy + V= 1%, = By, + V— 1B

gilt. Indem (III) mit 31 multipliziert zu (IV) addiert wird, ergibt sich
Uy = Bryy» Ay = Byyy» W- 2. 0w,
© Man iiberzeugt sich leicht, daB} aus %A *=U*U stets Wiy Wiy = Uy Wy
folgt und umgekehrt, M. a, W, eine Matrix 9 ist dann und nur dann
normal, wenn ihre beiden Hermiteschen Komponenten vertauschbar sind,
Diese Bemerkung scheint fiir eine Spektraltheorie der unendlichen
normalen (d. h. mit %* vertauschbaren) Matrizen % von Wichtigkeit zu
sein, — Hierher gehért auch die folgende Bemerkung von Frobenius:
Ist % eine normale Matrix, die eine Reziproke hat, so ist die Matrix
o* % unitar.

Es bezeichne E die ,komplexe Einheitskugelffiche der Variablen
Xys Kyyonn d. i. die Mannigfaltigkeit aller, der Bedingung

(35) E: BuF— Slnf—1
=1

geniigenden, reellen oder komplexen Zahlensysteme (x,, %4, ..., %,),
oder die Gesamtheit aller normierten Vektoren p. Hierbei ist %, wie
bisher, eine irgendwie, jedoch ein fiir allernal gewahlte natiirliche Zahl.
Wir ordnen jeder Matrix 9 als ,,Kopplungsform« die folgende Funktion
der n Variablen zu:

(36) P =DPU;p)=P(U;x,, %5 ..., %,) = 2,: ‘Z,’a,.,‘:\:ixjni

==l k=1
Bewegt sich r auf E, so beschreibt @ (¥;r) in der komplexen
®-Ebene eine Punktmenge, die mit W (¥) bezeichnet werden soll. Die
Wibtner, Spektealtheotie, 3
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Gesamtheit der Werte, derer @ (%) auf E fahig ist, heiBt der Werte-
vorrat von ¥; er wird durch W (U) reprisentiert. Die obere Grenze
der Betrige der zu dem Wertevorrat von 9 gehorigen Zahlen be-
zeichnen wir mit M (%), so daB M(9) die kleinste Zahl bedeutet, fiir
welche | @ (%; 1)| KM (%) in jedem Punkte von E gilt, oder auch den
Radius des kleinsten, um den Nullpunkt der ¢-Ebene geschlagenen
Kreisbereiches, der alle Punkte von W (%) enthidlt. Ubrigens ist die
obere Grenze zugleich ein Maximum. Denn & ist stetig und E (also
auch W (%)) abgeschlossen. Doch wollen wir dies nach Moglichkeit nicht
ausnutzen, damit die Sprechweise auch bei den spiter zu betrachtenden
unendlichen Matrizen in Kraft bleibt,

Unterwirft man einen Punkt y von E einer unitdren Transformation U,
so liegt der Bildpunkt y = 11y wieder auf E, da wegen HU*= @&

n n " n n n
(37) |y |2:,§IJ’5|3“‘2_§‘ f_s-:“ikxkﬁ:‘_"; %{uikxkfgﬁijgj

H n n
__22 E Wiy iy szkxdkj zxk'xk=[g]g::1
E=1j= i=1 k=14= k=1
gilt. Und zwar ist jeder Punkt von E ein Bildpunkt y==11g, da ja
y==N""r gilt und da auch ™" unitir ist. Wegen der eindeutigen
Umkehrbarkeit entsprechen schlieBlich verschiedenen Punkten p ver-
schiedene Bildpunkte 1. Zusammenfassend konnen wir sagen, daB durch
eine unitire Transformation von g die Mannigfaltigkeit E ememdeung
in sich iibergefihrt wird. Ubrigens ist die Bedingung [lUr|®=]z|®
wegen (37) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend dafur, daB
1 unitdr ist,

Der Ubergang von p zu 1z bedeutet fiir % nach § 7 den Uber-
gang von % zu NN~ Da bei dem Ubergang die Mannigfaltigkeit E
eineindeutig in sich iibergeht, so ist der Wertevorrat von 9 unitiren
Transformationen gegeniiber invariant, also W () = W (1% 1™ %). Frei-
lich kann (bereits aus Dimensionsgriinden) die Kopplungsform ¢ (%)
denselben Wert auch in verschiedenen Punkten von E annehmen.

8 18. Der Hausdorffsche Satz uber die Konvexitat des
Wertbereiches.

Toeplitzhatbewiesen, daB die auBereBerandung derPunktmengew (21)
der &.Ebene konvex ist, und er hat vermutet, daw (%) nicht hohl
sein kann, dal3 also w (%) ein konvexerBereich ist. [Eine abgeschlossene
und beschrankte ebene Punktmenge heif3t bekanntlich ein konvexer
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Bereich, wenn sie von einer Geraden der Ebene entweder iiberhaupt
nicht oder in einem einzigen Punkte getroffen, oder aber entlang eines
zusammenhangenden Intervalles, das mit dem Bereich audi identisch
sein kann, geschnitten wird.] Hausdorff hat diese Toeplitzsche Ver-
mutung auf die folgende Weise bewiesen.

Man setze o — 9, -t ]/—-—191.2, wobei o,, %, die eindeutig be-
stimmten Hermiteschen Komponenten von 9 bezeichnen (siche § 17).
Dann unterwerfe man 9 einer unitiren Transformation 11, die so be-
schaffen ist, daf} 119[111“1 eine Diagonalmatrix wird. Man hat ug{u~*
Hermitesch sind, also die eindeutig bestimmten Hermiteschen Kom-
ponenten von U U~' darstellen. Nun haben aber 9 und H¥U™*
nach § 17 denselben Wertevorrat. Wir konnen alse annechmen, daB
die unitire Transformation, durch welche %, auf die Hauptachsen
gedreht wird, bereits ausgetibt ist, d. h. wir konnen 1l = § voraussetzen.

Offenbar gilt

(38) B (W 1) = P (A1) + V= 1B (5 1)

Ferner ist der Wertevorrat einer Hermiteschen Matrix, wie leicht einge-

sehen werden kann, auf der reellen Achse der ¢-Ebene gelegen.

Denn wegen a;, = &,, ist die Zahl a,, x;%, + a,, %, %, zu sich selbst
n n

konjugiert, also ist sie reell, mithin muB offenbar anch ¥ 3'a,, %%,

=1 k=1
reell sein. Und zwar ist der Wertevorrat entweder ein einziger Punkt

oder ein zusammenhiingendes, beiderseits abgeschlossenes, endliches

n
Intervall. Denn er ist ein stetiges Bild der Mannigfaltigkeit Z‘Ixilgz 1
(vgl. weiter unten). Setzen wir =

(39) =D | Y-1d,;
D=D;;), P,=P(U;p), P,=DN;7),

so ist, da 9, und ¥, Hermitesch sind, &, die reelle, P, die imaginire
Komponente der Zahl &. Es bezeichne @, irgendeine festgewibhlte,
im Wertevorrat von 9, gelegene Zahl, d.h. eine Zahl, die die reelle
Komponente einer im Wertevorrat von % gelegenen Zahl ist. Es be-
zeichne ferner F (®,) diejenige Teilmenge der Mannigfaltigkeit E, auf
welcher @ (%,; 1) = ®, wird. Es seien

=Mt 3=C0u b n i)
irgend zwei Punkte von T {®,). Wir wollen zcigen, daB diese beiden
Punkte mit einem auf I (®,) verlaufenden, stetigen (komplexen) Kurven-
zug verbunden werden konnen, daB also die Mannigfaltigkeit [ (®,)
3*
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zusammenhingend ist. 'Wir kdnnen dabei voraussetzen, daB y =3 gilt.
Man setze #,== |q‘|a‘ﬁ, £, = ] {;lews, so daB @; den mit 1[— 1 multi-
plizierten Bogen von #, darstellt, also, ebenso wie y,, Null oder rein
imaginir ist. LAuft der reelle Parameter ¢ von O bis 1, so werden
durch die drei stetigen Kurven

(B) w0 (0)=|n|ee-om, =12,
K) OO THER, =12
(K,) 2P (&)= {{etw, 171,28, . m
bzw. die drei Punktepaare '

(Py) y= (50 g - )y (Tl [mals -0 [7al)s
(Py) (s P Lo oo lmal)s Q6L S -0 18015
(Py) (8l &l oo 18D €os oo vos 8 =3

gewiB verbunden, da ja x(0) = #;, #{V (1) = |5, | usf. gilt. Und zwar
endet K, in dem Punkte, in dem K, anfingt, und K; geht von dem
Endpunkte von K, aus, wihrend K, von y ausgeht und K, in 4
miindet, so daB durch den stetigen Kurvenzug K, - K, —|~K die

beiden Punkte 1, 3 von E gewil verbunden werden. Wegen _2’|t; ®
= E]C |* == 1 leuchtet ferner unmittelbar cin, daB Z]x:r’ (t)] =1

fur alie drei » gilt, so dab K, 4 K, } K, auf E gclegen ist. Dariiber
hinaus haben wir zu zeigen, dal} 1{1—}—.7{5,—}-1{s sogar in der Teil-
menge [ (®,) verlauft. Nun ist %, nach Voraussetzung ecine Diagonal-
matrix, etwa = ||&;d;, ||, also ist ihre Kopplungsform

(40) @ (U, 1) = P (YU, %,, %g5 -~ ,x)—Zaxi o | % |".

Da die Punkte p und 3 nach Voraussetzung auf r( ) lregen so dal3
DUy = P(U; )=, gilt, so folgt daher mit Ruckslcht auf die
Gleichungen der drei Kurven K, dab fiir alle ¢

QI(QI Im(t)) 2}|x”’(t)| o, -Z“Jml ‘—‘D(ﬁvn)=¢1’
B35 0) = S 100 = t a0+ 0~ Ja |
=t PUAs) +A—-HPU;) =P, 1 —-)P,=9,,

P2 0) = Do |5 () |* = 2l P== P (U3 =,
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gilt, so daB die Kopplungsform von 9, lings K, + K, K; denselben
Wert ®, wie in den beiden Endpunkten annimmt und daher K, + K, + K,
nicht nur auf E, sondern auch auf I (®,) gelegen ist. Damit ist gezeigt,
daB die Teilmenge I(®,) von E zusammenhingend ist. Sie ist ferner
abgeschlossen, da die Kopplungsform ¢ (%,;1) stetig und E abge-
schlossen ist. Endlich ist E, also auch I"(dJl) beschriankt, Da die
Hermitesche Kopplungsform @ (%,; r) nur reeller Werte fihig ist, so
folgt daraus nach bekannten Sitzen (von Bolzano-Weierstra3 bzw. Heine-
Borel), daB sie auf [(®,} ein Maximum und ein Minimum hat und
alle dazwischen liegenden Werte bereits auf '(®,) annimmt (freilich
kann das Maximum mit dem Minimum zusammenfallen). Wegen (38),
(39) besagt dies (siehe 5. 35), daB die in der ¢'-Ebene gelegene Punkt-
menge W () von jeder der imaginiren Achse parallelen Geraden
@ = &, entweder iiberhaupt nicht oder in cinem einzigen Punkte ge-
troffen oder lings eines zusammenhingenden Intervalles geschnitten
wird. Nun kommt es hier auf die Richtung der Geraden {iberhaupt
nicht an. Denn bezeichnet y cine rcelle Zahl, so entstcht die Werte-
vorratspunktmenge W(e”v"l*ll) der Matrix ¢’? =190 aus der zu U ge-
horigen Punktmenge W (%) offenbar durch eine Drehung mit dem
Winkel y um den Punkt @ = 0. Damit ist der Hausdorffsche Satz
bewiesen.

8 19. Wertbereich und Spektrum. Die Toeplitzsche
Polygonr egel.

Durch den Wertevorrat von % werden die Eigenwerte von 9 ,von
oben“ eingeschriankt. Z. B. ist jeder Eigenwert dem Betrage nach
< M(¥), die Betrige der reellen bzw. der imaginidren Komponenten
der Eigenwerte von % sind < M(%,) bzw, M{%,), wenn 9, und %,
die Hermiteschen Komponenten von 9 bezcichnen. Genauer liBt sich
nach Toeplitz folgerdes behaupten: deutet man die n Eigenwerte von
9 ebenfalls in der @-Ebene, so liegen sie alle in dem Bereiche W (%)
des Wertevorrates (moglicherweise auf seinem Rande). Ist namlich 1
ein Eigenwert, so gibt es einen Vektor ¢t mit gz =1 (d. h auf E)
derart, da (16 — )r = o, also A x == Ay, mithin A =="Yg = P (A1),
d h i==®(Y; 1) gilt, wobei ¢ auf E, also & (%;r) und daher auch 1
auf W (%) liegt, w.z. b.w.

Die naheliegende umgekehrte Frage, inwiefern durch die Kon-
figuration der Eigenwerte digenige des Wertevorrates eingeschrankt
wird, hat bei nicht normalen Matrizen keinen Sinn. Man bedenke
nur, dal} eine nicht normale Matrix durch die Eigenwerte nicht bis
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auf eine unitare Transformation festgelegt wird, und dal3 dabei das,
was in der kanonischen Darstellung unterhalb der Diagonae liegt,
vollig willklirlich bleibt. Man denke an den Fall, wo sogar alle
Eigenwerte verschwinden. — Fur die normalen Matrizen wird der
Zusammenhang des Wertevorrates mit den Eigenwerten durch den
folgenden Toeplitzschen Satz restlos aufgedeckt: Der Wertevorrat
W (%) einer normalen Matrix ist identisch mit dem kleinsten konvexen
Bereich T(QI) der &-Ebene, der alle # Eigenwerte von ¥ enthilt. — Da
die Eigenwerte immer in W (%) liegen und da W (%) konvex ist, so
liegt freilich T(%) immer in W (%), doch wird W (%) bei ganz willkiir-
lichen Matrizen iiber T(9() hinausragen, wihrend im normalen Fall,
wie sogleich bewiesen werden soll, W(¥)==T(¥) ist Es ist an-
schaulich einleuchtend, daB T (%) immer ein konvexes Polygon {evtl.
ein Intervall oder ein einziger Punkt) ist, dessen simtliche Eckpunkte
gewi Eigenwerte von 9 sind. Man kann T (%) auf bekannte Weise
mit einem umschlingenden Faden ,konstruieren®.

Es sei o normal. Da W (%) unitir invariant ist, kénnen wir an-
nehmen, daB ¥ bereits auf die Diagonalform gebracht wurde, so daB
o =1/4,4,,||, also die Kopplungsform =2, %, %, +4,%,%, +--, dh,

DA y) == j’l‘.|xi.l“ ist. Hierbei ist zﬂ’] %,|* =1. Folglich sind die
i=1 =1

beiden Komponenten der komplexen Zahl @ (%;1) die Koordinaten
des Schwerpunktes einer Gewichtsverteilung in der @-Ebene: der
Punkt @ ==], ist mit dem Gewicht |#,|% >0 derart belastet, daB
das Gesamtgewicht die Einheit betrigt {die 1, brauchen nicht ver-
schieden zu sein). Es leuchtet anschaulich ein und genauer folgt es
nach bekannten, auf Weierstrab und Minkowski zurlickgehenden Be-
trachtungen?), daf einerseits der Schwerpurnkt in T(%) liegt, und daB
andererseits, bei passender Verteilung des Gesamtgewichtes Eins auf
die Punkte 1, jeder Punkt von T (%) zum Schwerpunkt werden kann?).
Da der Schwerpunkt durch @ (%;1y) dargestellt wird, so besagt dies,
daB T(A)=W(¥) ist, w.z. b, w.

% Vgl. insh. C. Caratheodory, Rend. Palermo 32 (1911), S. 195ff.

%) Diesen zweiten (schwierigeren) Teil dieses Satzes benotigen wir zum Be-
weise der Toeplitzschen Polygonregel eigentlich nicht. Denn wir wissen von
vornherein, dafi das Spektrum (sogar bei nicht normalen Matrizen) in dem
Wertbereiche der Kopplungsform liegt (sehe den Anfang dieses Paragraphen).
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8 20. Die Bilinearform.

Es bezeichne F die Mannigfaltigkeit der normierten Vektorenpaare
L Y, d.i. die Gesamtheit der der Bedingung

" n

(41) Fro gl =1, Siynl'=
=1 =1

geniigenden # -} # voneinander unabhingigen reellen oder komplexen

Zahlen. Man ordne jeder Matrix % die folgende Funktion von s -+ #

Verdnderlichen als ,Bilinearform von %% zu:

(42) W (%)= ¥(A;r, )= 21:1 iz:am X V-

Denkt man die Werte ¥, derer die Bilinearform von % unter der
Nebenbedingung F fihig ist, in dersclben @-Ebene wie die Kopplungs-
form und bezeichnet man durch V(%) das durch die Abbildung

(43) P - W (As 1, )

in die #-Ebene entworfene Bild von F, so ist in V(%) gewil} jeder
Punkt von W (%) enthalten. Denn die Kopplungsform cntsteht aus
der Bilinearform durch die Kopplung 4 = r, indem

(44) Py = W)

ist. Enthilt V(%) den Punkt ¢, so ist die ganze um den Nullpunkt
mit dem Radius | ;| geschlagene Kreislinie aus Punkten von V(%)

gebildet. Um dies einzusehen, geniigt es, y durch eVt

wobei y eine reelle Zahl, also l r¥=1 ‘ =-|4|® =1 ist; in der Tat gilt
Y5, Cy)=CW¥W(U;,y). Da ferner F zusammenhingend und
abgeschlossen und die Funktion | W (%; 1, y)| 2 O stetig ist, so bilden
der in dem Wertbereiche der Bilinearform liegenden, um den Null-
punkt geschlagenen Kreislinien ein Kontinuum. M. a. W, es gehoren
zugleich mit den beiden reellen, nicht negativen Zahlen @, ¢® auch
alte Punkte der Verbindungsstrecke @M < @ < 4@ der Menge
V(%) an. Endlich erkennt man leicht, daB es immer # } # der Be-
dingung ¥|#;|* = 3|9,{® =1 Geniige leistende Zahlen x,, y; an-
getroffen werden konnen derart, dabB 3 Ya,, %y, =0 austillt, so
daB der Punkt ¢ =0 gewiB V(%) angehort. Damit ist gezeigt, dab
V(%) ein um den Punkt @ =0 mit dem Radius P(¥) geschlagener
Kreisbereich ist, wobei P (%) die obere Grenze des Betrages von
W'(%; ¢, y) unter der Nebenbedingung F bezeichnet, also nur fiir die
Nullmatrix 9% = §) verschwindet.

) zu ersetzen,
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Da | ®| < M (%) der kleinste, W (%) enthaltende Kreis ist (siche S. 34)
und da W(®) in v (%) liegt, so hat man M(¥) < P (%). Merkwiirdiger-
weise kann man umgekehrt P (%) mittels M (%) abschitzen. Wir zeigen
jetzt ndmlich nach Hellinger und Toeplitz, daB P (%) < 2M (%) ist.
Es sei zundchst % Hermitesch. Es gilt identisch

DPrty)=¥Wrtnith
=YW+ YW 0+ YL+ Ty, b)
= @ (U 5) + Tz, )+ T g, )+ P(As ),
mithin
(48) DLz +) — Pz —n) =2 V(U 1)+ 2 P(Wr, )
= 4 R V(s 1, 1),

wobei Ra den Realtell der Zahl a bezeichnet. Wir behaupten, dabB
bei Hermiteschen Matrizen M{(%) =P (%), oder, was wegen M(%) < P(¥)
dasselbe ist, P(U) <M(%} gilt. Nun ist aber P (%) dic obere Grenze
von | ¥(¥; r, y)| auf F, oder, was dasselbe ist, die obere Grenze von
| 'Y (%; ¢, )| auf F, oder endlich die obere Grenze des Betrages des
Realteiles von W (%;r,5) auf F, da ja die Punktmenge V(%) ein
Kreis ist. Unsere Behauptung wird also, mit Riicksicht auf (45), be-
wiesen sein, wenn wir zeigen, dal auf F

(46) | Pz +9)— Pz —1u)| <AM)

gilt. Nun ist aber M (%) die obere Grenze von | ¢ (%; )| auf E, also
gilt aus Griinden der Homogenitit auch auflerhalb E die Ungleichheit
| P(%;z)| <M(A)|x]® so daB der Ausdruck linkerhand in (46) gewiB

M [z +y|*+r—vl*]
=M () [z + 9)E + ) + (& — »)E — )]
=M@z +vo+rz+yil

und daher auf ¥, wie behauptet, < 4M (%) ausfillt. Fiir Hermitesche
Matrizen gilt also M(2%) =P (). — Setzt man die Losbarkeit des
Hauptachsenproblems als bekannt voraus, so kann die Richtigkeit dieser
Gleichung ohne Rechnung eingesehen werden, und zwar auch fiir den
Fall, wo 9 nicht Hermitesch, sondern nur normal, d. h. mit einer Diago-
nal-Matrix unitir iquivalent ist. Denn fiir diagonale 9 ist M (%) = P (%)
trivial, und aus den SchiuBbemerkungen von § 17 folgt leicht, daB
die beiden Zahlen M (%), P(%) unitir invariant sind:

M) =MUALY, PE)=PUAU?)
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— Ist nun die Matrix % nicht normal, so zerlege man sie in
ihre beiden Hermiteschen Komponenten, 9% = 9, + V"_—_l %, - Offenbar
ist PA)<P(A,)+P(A), also, da %, und %, Hermitesch sind,
PE)SM(U)-+-M(¥,). Nun ist aber @(%;r), wie bereits auf
S. 3% erwidhnt wurde, einfach die reelle Komponente der komplexen
Zahl P (%;y), folglich ist | P(Y,; )| <|P(A;£) |, also auch M(Y,) < M),
und ebenso M (%) £ M(%), mithin P (%) < M(%) + M(%). Damit ist
gezeipt, daB fiir jede Matrix %

(47) 0<ME) <P < 2M(Y)
gilt. Mehr JaDt sich nicht behaupten. Denn fiir normale Matrizen
ist M(%) = P (%), wihrend das Toeplitzsche Beispiel

(48) o« ‘

a1
¢ 0
zeigt, dal P (A) auch — 2M (%) sein kann.

8 21. Definite Matrizen. Das Spektrum der beiden
Normmatrizen.

Bevor wir weitergehen, wollen wir einiges liber die Hermiteschen
Matrizen zusammenstellen. — Da die Hermiteschen Matrizen nur reelle
Eigenwerte haben, ist ihr Polygon T(%) ein zusammenhingendes
Intervall auf der reellen Achse der @-Ebene, das von zwei Eigen-
werten begrenzt wird, alle Eigenwerte enthdlt und in dem Falle
A =cE und offenbar auch nur in diesem Falle auf einen Punit,
nimlich auf @ = ¢, zusammenschrumpft. Da ferner die Hermiteschen
Matrizen normal sind, so ist T{¥) = W (%), so dab also der Werte-
vorrat ein reclles Intervall (eventuell ein reeller Punkt) ist, das alle
Eigenwerte enthilt und durch den gréBten und den kleinsten Eigen-
wert begrenzt wird. Bezeichnet also m (%) den groBten, n(QI) den
kleinsten Eigenwert von 9 {es kdnnen beide auch negativ sein), so
ist m (%)} die obere, n(%) die untere Grenze des Wertevorrates von ¥;
d. h. auf E gilt

(49) (M) < A ) S (W),

wobei die Schranken durch keine besseren ersetzt werden kénnen,
und man hat

(60) P (%) =M () = max (jm(@)], |n (W) )),
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unter max (¢, §) = max (8, &} die Zahl g verstanden, wenn f§ >« ist.
Es sei betont, dafy die Zahlen m (%), n (%) nur fir Hermitesche Matrizen
9 erklirt sind.

Wir zeigen nun, da bei jeder Matrix 9 die (eventuell verschie-
denen) Normen ¥%* 9, ¥ %* nichtnegativ definite Hermitesche Matrizen
sind. Da auch %* ein % ist, kénnen wir uns auf die vordere Norm
9* 9 beschranken. Sie ist, wie wir wissen (5. 29), immer Hermitesch.
Femer ist ihre Kopplungsform

D(A*W; 1) = 2‘ inka 1i %k
(61) ke
_Jz;(‘zrlaﬂx;)(za}kx) 2[2 k] 11 20
also ist W(¥*9) auf der nichtnegativen reellen Halbachse der
@-Ebene gelegen. Da 9* % normal, also W (9* %) = T (¥* %) ist, so
gilt dies auch von den Eigenwerten, die ja den Bereich T(Y*¥) als
den kleinsten, sie enthaltenden konvexen Bereich bestimmen. Mithin
ist %* A eine nichtnegativ definite Hermitesche Matrix, Positiv definit
ist die Matrix 9* % dann und nur dann, wenn alle ihre Eigenwerte = 0,
d. h. == 0 sind, m.a.W, wenn %* 9 nicht entartet ist. Entsprechendes

gilt von % ¥*.
Ist % eine beliebige Matrix, so ist ihre Bilinearform auf F nach
der Schwarzschen Ungleichung derart beschaffen, dal

T UL R T B
J'é;xikzl“ik%] §.2,|x,.| Zizlaek}’k|
2 ak'ykzlas‘;y; Z zyky_yz !k 1_3-‘

k=1

Ma

-,
I
-

also offenbar
(52) | W@, )" < P(A*A; 1)

und daher auch [P ()] < M (A*%) ist. Nun muB hierbei das Gleich-
heitszeichen gelten, Um dies zu zeigen, genligt es nachzuweisen, daB
bei jedem festen py ein Punkt y auf E vorhanden ist derart, daB

fi a n a n g !I;r
|_2:xiAi| :Z[xil ZIA;" (AfmZagkyn)
i=1 i=1 f=1 =1

gilt. Dies ist aber (aus Griinden der Homogenitit) mit der auf S. 10
erwihnten Umkehrung der Schwarzschen Ungleichheit dquivalent. —
Mithin ist

(63) [P (201" = Mm(a* ).
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Wendet man dies auf die Matrix 9* an, so folgt wegen %** =9
(54) [P(a*)]* =M (A U%).

Da P(9) die obere Grenze des Betrages der Bilinearform von 9 auf

F bezeichnet, so ist offenbar P (%) = P (%), aber auch =P(§I), und
daher auch = P (¥*), also nach (53), (54)

(55) M (A A*) == M (A* %),

wie auch die Matrix % sein mag. Ist § Hermitesch, so bezeichnet
m (D) die obere, n(9) dic untere Grenze von ®(H) auf E, wihrend
M(9) die obere Grenze des absoluten Betrages von () unter der-
selben Nebenbedingung bedeutet. Ist also § eine nichtnegativ definite
Hermitesche Matrix, 5o ist 0 < n (9) < m (D) =M (H). Setzt man hierin
=AY und sodann H == LY*, was gestattet ist, da die beiden
Normen einer jeden Matrix nichtnegativ definite Hermitesche Matrizen
sind, so folgt wegen (55)

(56} m(AA*} = m (A* A
fiir jede Matrix 9.

Um eine entsprechende Beziehung auch fiir die n herzuleiten, be-
merken wir zuerst, daB fiir jede Matrix %

(57) det (% A*) — det (U* A) == | det A |*

gilt. In der Tat ist nach dem Multiplikationssatz der Determinanten
det (% %*) == (det ) (det %*} und die beiden Faktoren rechterhand sind
wegen

(58) det 9 = det ', det¥ =(detd), A* =1

zueinander konjugiert. Aus (57) folgt, daB alle drei Matrizen %, %* ¥,
A A* dann und nur dann entartet (d. h. von verschwindender Deter-
minante) sind, wenn dies fiir mindestens eine von ihnen zutrifft. Be-
trachten wir zunichst den Fall, wo 9 nicht entartet ist. Dann haben
auch 9 Y* und Y* U Reziproken. Und zwar sind die nichtnegativ
definiten Hermiteschen Matrizen %% %A* A sogar positiv definit.
Denn wiirde ein Eigenwert verschwinden, so wiirde die Determinante
=( sein und es wire keine Reziproke vorhanden. Mithin sind
(A" und (A*A)~* nach § 30 positiv definite Hermitesche Matrizen.
Die Eigenwerte von (¥%*)~' sind die reziproken Eigenwerte von
A A, mithin ist der kleinste Eigenwert von 9% Y* gleich dem reziproken
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Werte des grofiten Eigenwertes von (¥ QI")"I, also ist
1

n (‘.‘I 91*) == m A1)’
und ebenso
1
NN = ey

Nun ist aber (U*9) '=A""¥* "' =9~ %™'* und ebenso (A A*)~*
=9 ¥y, also

w1 gy .. 1
n (%A -y n{A*9A). T

wobei die beiden Nenner identisch sind, da (56) fiir jede Matrix, also
auch fiir %~ gilt. Mithin ist

(59) n (A A*) == n (A* A).

1

Es war bisher vorausgesetzt, dal 9% nicht entartet ist. Ist aber 9 ent-
artet, so sind es auch die beiden Normen, sie haben also beide
mindestens einen verschwindenden Eigenwert, und zwar ist die Null der
kleinste Eigenwert bei den beiden Normen, da ja die Eigenwerte
dieser nichtnegativ definiten Hermiteschen Matrizen gewil > 0 sind.
Folglich sind die beiden unter (59} stehenden Zahlen =:0, so dal
(59) auch dann gilt, wenn 9% entartet ist.

Die beiden Gleichungen (56), (69) sagen cs aus, daB die beiden
Normen einer jeden Matrix denselben groBten und auch denselben
kleinsten Eigenwert haben'). Also haben die beiden Normkopplungs-
formen @ (AA*; ¢), P(U*Y; ¢}, die immer Hermitesch sind, bei jedem
o auf E denselben Wertevorrat W (% A*) = W (* ¥), der ein Intervall
oder ein Punkt ist. Bei unitiren Matrizen, % -—=1U, ist er wegen
UU* = U*H = ¢ immer der Punkt @ = 1, weil die Punktmege W{E)
mit diesem einen Punkt identisch ist.

Zum SchluB wollen wir hier fiir spitere Zwecke eine Ungleichung
notieren. — Ist die Hermitesche Matrix 9 nichtnegativ definit, so sind
ihre Eigenwerte = 0, und da sie normal ist, ist ihre Kopplungsform

2’5 é“sx’:ﬁikgo

i=1 k=1

Y Dies, und auch mehr, wissen wir bereits aus § 14 her. Doch konnten
wir den sich aus § 14 ergebenden Beweis fur (55) und (56) nicht auf unend-
liche Matrizen ubertragen. Denn es wird bei den unendlichen Matrizen gar
nicht selbstverst&ndlich sein, da§ z. B. (56) die errofite, in dem Spektrum von
A A* oder U* Y gelegene Zahl ist. Vgl §§ 64, 65.
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(siehe §17). Setzt man hierin auler x, alle iibrigen Variablen =0
und =1, so bleibt ¢, >0. Setzt man auBer x; und %, (i %= &)
die iibrigen gleich Null, so folgt

i % %t @ % % By % By Gy %, %, 2 0.
" Linkerhand steht die Kopplungsform der biniren Hermiteschen Matrix

a4 By

L

TR
da ihr Wertevorrat durchweg > 0 ist und da der Wertevorrat alle
Eigenwerte enthdlt, so sind die beiden Eigenwerte der bindren Matrix
= 0, also ist auch die Determinante 4 a,, — a;, 4,,, als Produkt der
beiden Eigenwerte, > 0. Es gilt daher fiir jede nichinegativ definite
Hermitesche Matrix || q,,|| die Ungleichheit

(60) 0 < aa,,=|a, lgé i s a;= 0.

8 22. Unitare Matrizen. Nichtspektrale Grundgebiete.

Wir wollen hier einiges iiber die unitdren Matrizen zusammen-
stellen. 11 ist unitir, weon 11 ' vorhanden und == U* ist. Da mit
ihrer Reziproken jede (endliche) Matrix vertauschbar ist, so sind die
unitiren Matrizen gewil normal. Es war bereits erwihnt, dafl das
Produkt von unitiren Matrizen wieder unitdr ist. Ferner ist auch die
Reziproke jeder unitiren Matrix unitir. Transformiert man daher eine
unitire Matrix unitir, so erhilt man eine unitire Matrix. Um also das
Spektrum zu untersuchen, kénnen wir annehmen, daB 11 eine Diagonal-
matrix, — ||46,, || ist. Dann folgt W '=1u*=|14;,|, also
C=UN""= || 4:4; 8, |f, mithin {4, || = | “ilg{ss'k I, &b Hs'lg =1,
so daB alle Eigenwerte der unitiren Matrizen vom Betrage Eins sind
(insbesondere ist also |detll|=1). Umgekehrt ist jede normale
Matrix, deren (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte alle vom
Betrage Eins sind, gewiB unitdr. Aus W ==|4;4;,] und |i,| =1 folgt
%"H, und daraus U U*= .
— Indem man die unitare Transformation der unitaren Matrizen auf die
Diagonalform etwa nach dem Schur-Schmidtschen Verfahren ausfuhrt,
wird man zwanglos zu einer von Hurwitz herruhrenden Parameter-
darstellung aller unitaren Matrizen gefuhrt, deren Parameter den z. B.
aus der Mechanik bekannten Eulerschen Winkeln reeller Drehungen
entsprechen. — Der Wertevorrat W (11) ist nach der Toeplitzschen Regel

niimlich wegen 2_.‘. = - zunachst ¥ = l
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(8 19) ein konvexes Polygon mit hochstens n Eckpunkten, die alle auf
dem Rande des Einheitskreises liegen. Gibt es nur zwei verschiedene
unter den n Eigenwerten, so tritt an Stelle des Polygons eine Sehne,
die dann und nur dann auf einen Punkt zusammenschrumpft, wenn
U==¢E, |c¢|=1ist. — Um auch V(i) zu beschreiben, beachte man
nur, dal, wie man sich leicht iiberzeugt, wieder Il ~=||4,4,,|| ange-
nommen werden kann. Dann folgt wegen |4, =1

IW(H;;,U)|=|_§ Axy | < ._lexiyil = “_Z:fx‘-lﬂ‘é: ly"'g'_l

wihrend die Eigenwerte nach §§ 19, 20 gewiBf auf F liegen. Mithin
ist der Kreishereich v (ll) der Einheitskreis.

Wir haben den Wertevorrat, der zu % gehért, unter der Neben-
n

bedingung }#x,|°=1 betrachtet und dabei gefunden, daB diese
1

nKugelbedingung® den spektralen Verhiltnissen angepalBt ist. Es sind
jedoch fiir andere Zwecke andere Normalgebiete erforderlich, z. B. die

Zugrundelegung der oktaederartlgen Bildung le | =1, oder all-
gemeiner der Bedingung Z‘]x [P=1 mit é > 0 wovon die ,, Wiirfel-

bedingung® | x,| = | x,| =+ = | %, | = 1 gewissermaBen der Grenzfall ist
(8-—+00). Die (insbesondere asymptotische) Untersuchung des gegen-
seitigen Verhiltnisses der zugehérigen Wertevorrite von ¥ {fiir groBe n}ist
fur viele Fragen der Analysis, z. B., wie Bohr gezeigt hat, fur die Theorie
der Dirichletschen Reihen (und erst recht fur digjenige der Potenz-
reihen) von grundlegender Wichtigkeit. Wichtige dahin zielende Re-
sultate hat Toeplitz angegeben. Etwas anders gerichtet ist eine Unter-
suchung von M. Riesz, der die Gesamtheit der zu beliebigen O. Holder-
schen Exponenten gehorigen Bereiche betrachtet. Einen abstrakt-
allgemeinen Ansatz iiber die hier sinngemaB iiberhaupt in Betracht
kommenden Bildungen verdankt man E. Helly, der an die Minkowski-
sche Geometrie und die allgemeinen O. Holderschen Ungleichheiten
iiber konvexe Funktionen ankniipft, zugrunde legt. AbschlieBende
Ergebnisse uber diese vielversprechenden Probleme, die ene Art
Funktional statistik bezwecken, liegen freilich nicht vor.

§ 23. Treppenfunktionen.

Wir gehen nunmehr zu den Hermiteschen Matrizen im besonderen
uber und werden dabei die Hilbertschen analytischen Untersuchungen
uber unendliche Hermitesche Matrizen auf den hier vorliegenden age-
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braischen Fall ubertragen, um den Uberblick bei unendlichen Matrizen
zu erleichtern und um fur die Untersuchung der unendlichen Matrizen
nur das uibrigzulassen, was fur die unendlichen Matrizen wirklich
charakteristisch ist.

Es seien f{u), o(u) zwei fiir ¢ < u < b erklirte, beschrinkte,
nicht notwendig reellwertige Funktionen und u,, u,, ..., iy, pty+1 €twa
voneinander verschiedene Einteilungspunkte, so daB

B == phg < phy <o << py < pygy=b

gilt. Es sei endlich »,_, ein beliebiger Punkt des g-ten ab.
geschlossenen Teilintervalles, also g,y £ v,.1 £ py. Man bilde die

Summe
N+1

) S = 31100 [o (1) = o(g-0)]-

Setzen wir voraus, dall es eine Zahl A von der folgenden Beschafien-
heit gibt: zu jedem & > 0 kann ein 5 > 0 angetroffen werden derart,
daB |S— A|< & wird, sobald nur die Linge u, — 1,y eines jeden
Teilintervalles <  ist. Es soll also | S — A| <& filr py— e 1<y
gelten, wie auch dabei die Wahl von N, der Einteilungspunkte #, und
der Zwischenpunkte v getroffen sein mag. Es kann offenbar hoch-
stens eine von ¢ unabhingige Zahl 4 von dieser Beschaffenheit geben.
Wenn es eine gibt, so sagen wir, der Grenzwert limS = 4 sei vor-
handen. Man bezeichnet diesen von Stieltjes eingefiihrten Grenzwert

sinngemiB mit »
Jtwas@w

wobei do(u) in einem anderen Sinne als bei der gewdhnlichen Inte.
gration als ein ,Differential® aufgefaBt werden soll (vgl. § 49). Die
Funktion ¢ () kann Spriinge haben und dann ist das Stieltjessche
Integral eine unstetige Funktion von b. Ist lim S vorhanden, so sagen
wir, die Funktion / sei auf [a, b] in bezug auf die Dichte ¢ integrier-
bar. Im Spezialfall ¢(u)= g handelt es sich um den Rlemannschen

Integralbegriffi. Entsprechend erklirt man f als lim f usf. Offenbar
br+ 00
gilt (bei konstanten ¢)

[ b b
f(clfl_}_cgfg)do = lefl d01+ C,J.f.a do;
(62) o a 8

4 b b
;rfd(°1+0g)=ffd01+ffd0,,
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sofern die Integrale rechterhand vorhanden sind, ferner

b £ b
(63) ;ffdo=;fjdc+§ffdo,

wenn g << § << b ist und das Integral linkerhand existiert. Da ndmiich
lim § unabhingig von der Art der bei den Niherungssummen S be-
nutzten Eintetlungen sein soll, so kénnen wir lim § unter ausschliel-
licher Benutzung von Einteilungen berechnen, bei welchen ¢ immer ein
p, ist. — Addiert man zu o{u) eine Konstante, so dndert man da-
durch den Wert des Integrals nicht ab.

Es seien 4%, 19, ..., 1™ endlich viele, der GroBe nach geordnete
verschiedene Zahlen auf der - Geraden und es mdgen (nicht notwendig
reeile) Zahlen C,, C,, ..., Cp vorhandcn sein derart, da die Funktion
o(u) fiir
_m<,u<1\'1) 1(1]< <1[2) " A(p—llé#<2(3ﬂ, j'(p}ggu"(_i_m

bzw. identisch gleich
Co> C, ooy C C

pL’ »

ist. Wir sagen dann, o(u) sei eine Treppenfunktion. Sie ist fiir alle
reellen g erklart, kann héchstens p -} 1 Werte annehmen und erleidet
im Punkte A% cinen Sprung, wenn nicht zufillig C;_; = C; gilt. Man
setze zur Abkiirzung 4“ =06(A+0) —o(d —0). Wir werden in § 39
sehen, dal in bezug auf eine Treppenfunktion jede stetige Funktion f
auf jedem endlichen oder unendlichen Intervall integrabel ist, und zwar
hat man

(612) f f(u) do(p) = (1"’)

und allgemeiner
(61b) f fwdow = 3 1G%) fo.

wobel letztere Summation so zu verstehen ist, dal man tiber die-
jenigen j zu summieren hat, fiir welche 19 < p giit. Der Wert des
Integrals hingt also bei festem o nur von den Werten der Funk-
tion ab, die zu g = AW 2@ 2P gehgren (fiir die iibrigen g braucht
f(u) eigentlich iberhaupt nicht erkldrt zu sein). Es ist also tnvial,
dal} bei festem o, also bei festem $

+ o

(61c) f tim f, (1) do (1) = lim J'f (1) do(u)

~o M=t Mm=+4+4® =~
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gilt, wenn die Grenzfunktion vorhanden und stetig ist. Bei den end-
lichen Matrizen werden wir es nur mit Treppenbelegungen zu tun haben.
Es handelt sich also um eine integrate, an spatere funktionale Zwecke
(S. 167ff.) gleich hier angepaldte Schreibweise fur Summen mit endlich
vielen Summanden.

§ 24. Die Spektralmatrix.

Es sei 91 eine Hermitesche Matrix mit den nicht notwendig ver-
schiedenen FEigenwerten 1,, 1;,..., 4,, und Il eine dem 9 derart an-
gepalite unitire Matrix, dal3 11?111_1 diagonal ist, s0 dal ¥ durch 11
in eine ,Hauptachsenlage* ,gedreht” wird. Man ordne der Matrix U

mittels Ul und der Eigenwerte i, die »® Funktionen
(64) oil‘e(iu) - 2 ;i Jk

zu. Die Summation ist in demselben Sinne wie bei (61b) zu verstehen.
Nur hat man jetzt zu beachten, die ,?.J. nicht verschieden zu sein
brauchen, so daf sowohl 3y ;u; 5 als auch w;;4;; in die Summation
auch dann aufzunehmen ist, wenn 4; = 1; < u gilt (sonst sind die her-
zuleitenden Formeln bereits fiir % — § falsch). Durch (64) wird eine
Matrix ||o,,(1)|| von Treppenfunktionen erklirt, die Spektralmatrix von
% heilt. Da die 4; micht der GréBe nach numeriert zu sein brauchen?),
so ist I durch die Forderung, daB U9 U™ eine Diagonalmatrix sein
soll, nicht einmal dann eindeutig bestimmt, wenn alle Eigenwerte ver-
schieden sind?). Wir werden sehen, daBl 9 dennoch nur eine Spektral-
matrix hat: die Unbestimmtheit fiir die unter (64) stehenden Fumnk-
tionen der u hebt sich weg, wie auch dabei das Paar (i, k) fest

gewidhlt sein mag. Bezeichnen, wie frilher, &, 1@ . _ 1® die
verschiedenen Zahlen unter den » Eigenwerten (1 < $ < #), so kann (64)
in der Gestalt

(65) Oix (’u} ;,m i A 20 = O (‘lm +0) — o, (15] — 0}

geschrieben werden und unsere Behauptung l3uft darauf hinaus, dab
durch 9 =|{| &, || nicht nur die 1, sondern auch die Matrizen

(66) 4 oulls oo )l donll

1Y Man kann ein dreiachsiges Ellipsoid auf mehrere Weisen ,in eine Haupt-
achsenlage drehen".

%) Ein Rotationsellipsoid kann man um die Rotationsache beliebig drehen,
ohne es dabei in eine Lage zu bringen, die keine Hauptachsenlage ist.

Wintner, Spektraltbeorie. 4
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vollkommen bestimmt sind (von den Matrizen

(67) [EVETN Y IEYL N | PR LW |
wird dies nicht behauptet).

Es gilt nach Voraussetzung, mindestens bei einer bestimmten Nume-
rierung der 1, (und bei fest gegebener Numerierung der g,,), die Be-
zlehung || 2 6”‘“ =uyu™, also A=u§14,1u, mithin wegen
U7 EN =€ auch

A€ — o™ —= (U™ A€ — || 4,8, 1) = W[ (A —2) 8, |7 1

Six

o 0 0 - 2001

ge- ] 3 S 411\24

Hierfiir kann man wegen (61a), (61b), (64), (65), wenn wieder
(A€ — W= || R, (A) || gesetzt wird,

g Ao T

(68) R-;'k (l) 2 ;m i."’ = f 2o (ﬂ]

-— a0

schreiben. Folglich ist 4 ¢, das Residuum von R, (1) fiir 2 =19,
Fie i '

Da aber 9 nur eine Resolvente hat, so ist damit gezeigt, dal es nur

eine Spektralmatrix gibt.

Ist |4] groBer als der Betrag des absolut grofiten Eigenwertes, so
sind alle R;,(4) regulir, und 2war auch fiir 4 =-oco0. Wir wissen dies
iibrigens auch von friiher her (S.17). Mit Riicksicht auf die Schluf.
bemerkung von § 23 kénnen wir daher mit dem Integral (68) so wie

”n
mit endlichen Summen operieren. Wegen = .- und da
1—.“, — zﬂ+1

+ >
J':.: fist, wenn o > |4, |, |4 ], .., |4,| gewdhlt wird, gilt daher
.4

die fiir |1| > ¢ konvergente Entwicklung

o
| J e dﬂ:kf!‘)”

) SR

n=0

+ =
w  J utdog ()

Z’:”W_

n=0

F&—0)"" = R @)} =

Der Vergleich mit der fiir |1} > o ebenfalls giiltigen C. Neumannschen
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Entwicklung (S. 19) ergibt, daf

+®
(69) 9[“:"—.,;#"d0‘.k(‘u)”; n=0,1,2,...,
also insbesondere
+ o 4w
(70) i F—'_J: doy, (1) T =_£ e Aoy, (1)

gilt. Mit Ricksicht auf den linearen Charakter der Integration folgt
aus {69)

() @) =1 [0 doy, ()],

wobei @ (X) eine ganze rationale Funktion bezeichnet. Doch konnen
wir diese Formel unter Beachtung des vorher Gesagten auch fiir alle
Potenzreihen in Anspruch nehmen, deren Konvergenzgebiet die # Eigen-
werte enthilt. Mit & (X)= !X folgt so z. B. fiir die auf S. 19 ecip-
gefiihrte Matrizenexponentielle die Laplace-Fouriersche Darstellung

(12) exp (1) = || o+ do ()]

Aus (64) ist ersichtlich, daB o, {-— o0) == 0, q;, (4 o0) =4, ist.
Fir u < — ¢ ist nimlich die Summation leer, fiir u > o gilt aber

”n
oy (1) :,_;zl:“je L

und dies ist =4;,, da Ul unitir ist. Es gilt ferner aus demselben
Grund

P i‘_‘ji“jkl é_znvli‘iji“jk' éV,Zl“ji|eV§l“jkP= V_i Vi.
hZEp i=1 i=1 k=1

so dal die Summe der Betrige der Spriinge von o, (1), also wegen
0;, (—00) = 0 auch |g;, (u)| selbst, fiir alle p gewil <1 ist. Die
Funktionen o;,(x) sind, wegen (64) und da wu;u; = |u;[* ist, 20
und nicht abnehmend. Die iibrigen o, (1) brauchen nicht reellwertig
zu sein. Allerdings ist die Spektralmatrix bei jedem g offenbar von

Hermiteschem Typus, ¢, (x)= o,,(#t), wobei wir, wie auch kiinftig,

f(p,):f@) setzen. Die Kopplungsform der Spektralmatrix von 9 ist

in jedem festen Punkte von E eine nicht abnehmende Funktion von g,

die fir u « — @ verschwindet und fir u > p gleich 1 ist. Es ist
4%
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ndmlich wegen (64}

¢(||".'k(ﬁ)||5"1’ Koy oo s %)= g’: j’“’;n(ﬂ)xi’_‘k

(73) i k=1
= 2 2 _‘,li l 2 z J 2 ||2’
MEu i= sEa i=1

was mit g nicht abnimmt, fiir y4 <. — @, oder genauer fiir u < n (%)
die leere Summe ergibt, also = 0 ist, und fiir & > m (%) in

];ﬁ AW

'lMa

)

also in die Kopplungsform der Norm einer unitiren Matrix iibergeht.
Nun sind aber die Normen der unitiren Matrizen = §, so daB} die
zugehorige Kopplungsform auf E identisch =1 ist.

Die Spektralmatrix stellt in einem leicht verstindlichen Sinne, der
hier nicht nidher erliutert werden soll, eine Verteittungsmatrix dar,
welche die Statistik der Eigenwerte von % beschreibt. Die erste
Relation (70) sagt aus, daB die Gesamtwahrscheinlichkeit die GewiBheit
ist. Wir werden jetzt eine Identitdt herleiten, welche die Unabhiingig-
keit der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Spektralgebiete aus-
spricht und iibrigens das elementare Analogon der Hellingerschen
Spektraltheorie enthilt (vgl. § 76).

Das Intervall ¢, < u# < o, wollen wir mit a bezeichnen. Wir sprechen
von einem Intervall auch dann, wenn es auf einen Punkt zusammen-
schrumpft und setzen, in Verallgemeinerung der auf S, 49 eingefiihrten
Schreibweise, él o =10 (0 0)— o {&, — 0), wobei &, 2> «, ist. Unter dem
Produkt ab zweier Intervalle verstehen wir den Durchschnitt von a
und b, d. h. das Intervall, das aus allen gemeinsamen Punkten von a
und b besteht, Z. B.ist aa=—=a, und ab ist ein Punkt, wenn a und b
einen Endpunkt und sonst nichts gemein haben. Ist der Durchschnitt
die leere Menge, so setzen wir ab=o0 und Ag=0. Mit diesen

0
Bezeichnungen kann der erwdhnte, im nachsten Paragraph zu beweisende
Unabhingigkeitssatz in der Gestalt

(74) | dogll-ll ol = || doi|]

geschrieben werden, wobei a,b ein beliebiges Paar von Intervallen be-

zeichnet. Nun ist die Reihe log (1—2)= Zl'i:;- fiir | z| < 1 konvergent (und
oy

iibrigens auch fiir [z =1, wenn z 4 1 ;st, und stellt dabei die Funktion
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dar). Folglich kann log % fiir jede Matrix erklirt werden, fiir die
PP =M{AU)=M(I*A) <1 avstdllt {es ist dabet der Haupt
zwelg gemelnt fir den log G =2aY—1mE=10, m=0 ausfillt);
vgl. librigens (82) weiter unten. -— Ist % Hermitesch, so gilt % A* = Y?,
Andererseits ist M (%% der Betrag des absolut gréBten Eigenwertes von
A%, also = [M(¥)]*, da die Eigenwerte von ¥? die Quadrate der Eigen
werte von Y sind. Fir Hermitesche % geht also unsere Bedingung
in M (%) < 1 iiber. Numist aber ||g,, ()]}, also auch ”f“ik” immer

Hermitesch. Aus o £ § folgt ferner, wie wir gesechen haben,
M (]| 05, (@) ])) S M ({04 [) < 1 und auch M(]|do,,]l) <1, wobei das

Gleichheitszeichen wegen (73) nur in einem uninteressanten Grenzfall
gilt. So koénnen wir von {74) zu

(75) log || Ao, il +log || do,, || =log || Ao |i

ubergehen, da die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion aus
der Maclaurinreihe gewonnen werden kann, also auch fur vertamch-
bare Matrizenargumente gilt, und (75) ist nur eine andere Gestalt des
Hellingerschen Unabhangigkeitssatzes.

8 25. Fortsetzung. Die Spektralmatrix als
Verteilungsmatrix.
Wir gehen nun zum Beweise der Unabhangigkeitsrelationen uber.
Es handelt sich dabei nur um eine Abzahlung der Eigenwerte bzw.

der ,richtig normierten" Eigenlosungen, so dal} dieser Paragraph iiber-
schlagen werden kann.

Wegen ab=ba sind in (74) die beiden Faktoren linkerhand ver-
tauschbar, und (74) ist symmetrisch. An Stelle von (74) genugt es,
die Beziehune

(76} o ) o (] =1 o5 @ 0 OH| = o (@} [l 2 < v

zu beweisen. Wir zeigen vorerst, dal (74) in {76) enthalten ist. Sind
¢, 0y; B, B die Endpunkte der Intervalle a; b, wobei ¢, < ¢,; 8, £ 8,
vorausgesetzt ist, so gilt wegen do,, = o;, (&, + 0) — 6,, (e, —0):
(77) | o |1l d ol = 1l 04y (@ -0} || [} 0, (B2 + O} |
— [} 053, (e, = 0) [[{] 015, (Ba+-0) | — | 0, (erg~+- O)| {0, (B, — O} |
+lloix ey — 0|l 04 (B, — O},
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wobei die vier Produkte rechterhand mittels (76) ausgewertet werden
konnen.

Wir betrachten zunachst den Fall, wo sowohl a as auch b ein
Punkt, als e, =&,, B, =f, ist. Um feste Vorstellungen zu haben,
soll angenommen werden, daB a wor b liegt, so daB e, < §, gilt.
Ist nun mindestens eine der beiden Punkte a, b kein Eigenwert, so
ist mindestens einer der beiden Faktoren in (74} linkerhand gewif
die Nullmatrix, da éfo‘.k = g, (e, + 0} — 0, (&, — 0) gilt und da o, ()
nur dann einen Sprung erleiden kann, wenn p ein Eigenwert ist;
vgl. (64). Aber auch die Matrix (74) rechterhand ist die Nullmatrix,
da ab entweder die leere Menge oder aber ein Punkt ist, der kein
Eigenwert ist (je nachdem a<=b oder a=> gilt) Fiir diesen Fall
ist also (74) trivial. — Es seien also a, b Punkte, die beide Eigenwerte
sind. Wir betrachten dabei zunichst den Fall, wo a und b zusammen-
fallen, so daB A =« =@a,=f§, = B, gilt und daher (77) wegen (76)

offenbar in
140,40l 1l d o

= |lo; @+ O — 2|0, 2+ )| |03 (2 — O)| + ] 05 (4 — O) |
= [[o;,, (2 -+ O}l — 2 [0y, (4 — O)[| + [ o5, (A — O) |
={le A+ O —floa(d—0)] =l 4o,

iibergeht. Nun ist aber i=a=0>b, also 1=ab, so daB (74) auch
fiir diesen Fall verifiziert ist. Es seien endlich a, b Punkte, die beide
Eigenwerte sind, aber nicht zusammenfallen: &, =@, << 8, = f,. Aus
(77) bleibt wegen (76)

|40y, 1| o |

== [l oy (erg =+ O} || — {055 (o — O) | — || 04y, (&g + O [[ -+ || o355, (2 — O} ],
also die Nullmatrix. Aber auch || /tl) o, || ist die Nullmatrix, da die

beiden Punkte a, b nicht zusammenfallen, also ab = o ist. Damit ist
gezeigt, daB (74) aus (76) gewiD folgt, wenn a und b Punkte und
nicht eigentliche Intervalle sind. Wir haben dabei (76) auch fiir
Grenzwertargumente g4 4 0 in Anspruch genommen, Dies war offen-
bar gestattet, da in Anbetracht dessen, daB die o, (u) Treppen-
funktionen sind, o, (¢ 4= 0) = 0, (1 + &) gilt, wenn ¢(>> 0) hinreichend
klein ist.

Es seien nun a und b beliebig gelegene Intervalle (die auch Punkte
sein konnen), 1M, A¥, ..., 2® gdie verschiedenen Eigenwerte von I,
es moge ferner von ihnen a die Zahlen 2, ..., 2% und b die Zahlen



I. Kap. § 25. Fortsetzung. Die Spektralmatrix als Verteilungsmatrix. 55

1{1?, ooy 2‘&“ enthalten, wobei sowohl Nals auch M =2 0 und < (L #)
ist. Es seien AT, ..., 1% die (voneinander verschiedenen) Zahlen, die
in den beiden Folgen enthalten sind, d. h. die in ab liegenden Eigen-
werte. Offenbar ist dg,, die Summe der Spriinge, die zu den in a
(evtl. am Rande von a) licgenden Eigenwerten gehéren. Man hat
daher

(78) || AO.klIIIfJO.kaHZ' 40, | IIZ' 4 0. = 27 .EII/I oull [l 4 ouell-

Uj (r} l 0

Nun ist das hinter dem Summenzeichen stehende Produkt die
Nullmatrix oder || 4} 6, ||, je nachdem A9 & oder = 2! ist. Denn fiir
2l

Punkte ist (74) aus (76) bereits hergeleitet worden. Damit geht (78)
iiber in

4o il doull = Ell e .;gII—Ilz1 Aoal

Dies ist aber wieder = ”A u‘k” da die 23{3 die in ab liegenden ver-

schiedenen Eigenwerte bedeuten.

Damit ist gezeigt, daB (74) fiir alle Falle gilt, wenn (76) richtig ist.
Umgekehrt ist (76) in (74) enthalten. Denn die vorigen Verifikationen
konnen, wie man leicht ersieht, auch in der umgekehrten Richtung
gemacht werden. Es geniigt dabei, wic wir gesehen haben, an Stelle
von (74) den Spezialfall von (74) zu beweisen, wo beide Gebilde a,b
Punkte sind. Ferner ist (74) fir den Fall, wo mindestens einer der
beiden Punkte a, b kein Eigenwert ist, eine Trivialitit (siche S. 54).
Sind die beiden Punkte a, b Eigenwerte, so geht (74) in

(79) ) Aol Aol =1 4,0l

iiber. Fiir j 4=/ ist 49 419, also ._1”)3.(" = o0, mithin die Matrix
rechterhand gleich || 0|, wihrend 297 29 = 319 ist, so daB fiir (80) auch

(80) I Aol 4ol = & ll 4 0uafl

geschrieben werden kann. Wenn wir also (80) beweisen konnen, so
wird zugleich (74} und damit auch (76) bewiesen sein. — Setzen
wir nun die auf S. 50 gefundene Relation

Ad”‘

(68)' (2)=2m,
1743/
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wobei die Abkiirzung 4 = 61} benutzt ist, in die Hilbertsche Funktional-
i
gleichung (S. 16)
— W =AM R W R () = [ R W) = | Ry A7)

n
oder - (’1' - j-")rz; R,, (’1’) R, (’1”) = Rn‘(l’) — Ru(l"}

ein, so folgt
lf _ ltj) l" l”’
1 1
T e— A s | —m—m—m—mmm— — —— T m——
%’ 3 ik [(1; ﬂ) {1: 1{3)) (zl' —J.”) (1”— ZU])]

o (2' AU])(;“__;U))’

also mit A=1"=21"

n
» ¥ Z do,doy 4 Au”‘
(81 rul f ! . ‘_’._..._.__ _
) ,—21’ ;‘§ (1—29) (2 - 2) ,%’ d— A (@ — Ay
und daher offenbar
(80)’ rz‘:.ﬁla"! 0,1 = 851 404

also auch (79). Damit ist alles bewiesen.
Ubrigens kann (74) auch in der scheinbar mehr besagenden Gestalt

) | J e don (il ] stddontli =i ] (et ans ]

einer ,Vollstandigkeitsrelation® geschrieben werden, wobei f(x), g(u)
zwei willkiirliche stetige Funktionen bezeichnen. Das Produkt linker-
hand ist ndmlich gleich

|31 09) doulll| e donlt =1 5 T Aoy, 3G doy,
= 3 ZraP) @) 30,40, || = 3 3 (D) g(10) |8, A0y |

J=1 =1 r=117 j=1i I=1 2
=113 S U@ 8 doll = I 5 G)e () 4oy,

=1 J 1t Gdo, (a1
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8§ 26. Einzelmatrizen und halbunitare M atrizen.

Eine Hermitesche Matrix 8, fiir welche $% = B gilt, nennt man
eine Einzelmatrix. Wegen (76) und (64) ist die Spektralmatrix einer jeden
Hermiteschen Matrix 9 eine (von u abhingige) Einzelmatrix 8. Die
Transformationstheorie der Einzelmatrizen enthédlt darum die Trans-
formationstheorie aller Hermiteschen Matrizen, indem sich die Matrix 9
mit ihrer Spektralmatrix kogredient transformiert [und da | g, ()|}
mit || o, (v)|| wegen (76) vertauschbar ist')]. Wir wollen darauf jetzt
nicht naher eingehen, da sich gegeniiber den vorhergehenden nichts
Neues ergeben wiirde. Hingegen ist bei unendlichen Matrizen, wie
wir sehen werden, dieser Weg der allein gangbare.

Ist B2 =B, so gilt auch B” = B; m >0, so daB die
C. Neumannsche Reihe von 9 in

I Ea@ll= 3] 05 = 5+ P k= [ 4 it

iibergeht. Man {iberzeugt sich leicht, daB die letzte Darstellung von
R, (1) auch dann gilt, wenn die Potenzreihe bereits divergiert. Die
singuliren Stellen, d. h. die Eigenwerte sind daher bei den Einzel-
matrizen entweder ==0 oder =1. Eine Zahl, die entweder =0
oder =1 ist, wollen wir mit y, bezeichnen. So kénnen wir sagen,
daB alle Einzelmatrizen unitir in eine Matrix |[y,4d,, ]| iibergefiihrt
werden kénnen. Umgekehrt sind alle normalen Matrizen, deren Eigen-
werte entweder =— ( oder — 1 sind, Einzelmatrizen, Aus B3 =198
folgt ndmlich zunichst, da (UBU ) =UB" U ' =uBU™" und B
Hermitesch ist, daB zugleich mit 8 auch 1B 11~" eine Einzelmatrix
sein muB, so daB es genugt zu zeigen, daB ||y, 4,, || eine Einzelmatrix
ist. Nun ist aber || y;dix||” = || 78 08 || = || s i |-

[Es kann also || g, (u)| mittels einer unitiren Substitution # bei
jedem 9 auf die Gestalt ||y, 8;,|| =1] g;,(x)||U~" gebracht werden,
wobei 11 in Anbetracht der Vertauschbarkeit von |lg;, ()| mit
|| o;, (»)|] und mit Riicksicht auf die unter *), S.31, gemachte Bemerkung
als von u unabhangig betrachtet werden kann. Es ist jedoch zu be-
achten, dal y;. dennoch eine Funktion von u ist.]

Da das Quadrat einer Hermiteschen Matrix gleich ihrer Norm ist
und da die Normen bei jeder Matrix nichtnegativ definit sind, so ist
jede Einzelmatrix, as Quadrat von sich selber (aso von einer Her-
miteschen Matrix), gewifi nichtnegativ definit.

") Vgl. die Fufinote auf S.31.
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Eine (im allgemeinen nicht Hermitesche) Matrix ® =||g;, || mége
als eine von rechts halbunitire Matrix genannt werden, wenn ihre
hintere Norm & ®* von der Gestalt ||y,6;,]| ist (y,=0 oder =1).
Ist @* @, die vordere Norm, von dieser Gestalt, so daBl ®* von rechts
halbunitir ist, so nennen wir @ von links halbunitir, Es gibt Matrizen,
die von rechts, aber nicht von links halbunitdr sind. Die unitiren
Matrizen sind sowohl von rechts als auch von links halbunitir, und
awar mit y, = y, = +-- =y, = 1. Die Matrizen von der Gestalt ||y, d,,||
sind ebenfalls sowohl von rechts als auch von links halbunitir. Die
Kopplungsform der hinteren Norm einer von rechts halbunitiren
Matrix @ = ||g;, || ist wegen G @* =||y,d,, | offenbar

] a L] a
=Yg £ 3[%]" =1
=1 $=1

Mit Riicksicht auf (58) ist daher auch P (@) < 1.

Die von rechts halbunitiren Matrizen sind diejenigen, deren hintere
Norm von der Gestalt [ly;8,,]l, also gewil eine Einzelmatrix ist.
Nicht jede Einzelmatrix ist von der Gestalt |[y.d;,]. Wir zeigen nun,
dafi jede Einzelmatrix wohl as die vordere Norm einer passend zu
wahlenden, von rechts halbunitaren Matrix dargestellt werden kann.
Wenn man beachtet, dal} jede Einzelmatrix, wenn auch nicht not-
wendig von der Gestalt || y,4,, || ist, aber gewi in eine solche Matrix
unitar ubergefiihrt werden kann, so laBt sich der Satz in einigen
Zeilen beweisen. Doch ware diese SchluBweise, die den fertigen Satz
liber die unitare Transformierbarkeit der Hermiteschen Matrizen auf
die Diagonalgestalt heranzieht, auf unendliche Matrizen aus ver-
schiedenen Grunden nicht tibertragbar. Wir ziehen es daher vor, den
Satz nach dem Vorgang von Hilbert mittels Jacobischer Transformation
direkt zu beweisen, um dadurch Wiederholungen bei der Betrachtung
unendlicher Matrizen zu vermeiden.

Es sei B eine Einzelmatrix. Wir haben zu beweisen, daB es eine
von rechts halbunitire Matrix @ gibt derart, daB 8 =6¢*@ gilt.
Die Matrix 9B ist, wie erwihnt, nichtnegativ definit. Folglich sind
darin nach der Formel (60) von § 21 alle Diagonalelemente b, = 0.
Sind alle b,; = 0, so ist B nach der erwihnten Formel die Nullmatrix,
indem sodann auch die iibrigen #? — » Elemente verschwinden miissen.
Diesen Fall kénnen wir jedoch ausschlieBen, da fiir diesen Fall unsere
Behauptung einfach mit @ = ||0|| bewiesen ist. Es moge also mindestens
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ein b, geben, das > 0 ist. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wollen
wir annehmen, daB dies fiir § = 1 zutrifft, also ,, > 0 ist. Ubrigens
Kuft dies nur auf die Vornahme einer (unitiren) Permutationstrans-
formation (§ 12) hinaus, womit gar nichts verindert wird. Die erste

Zeile von || @] =] g;, || legen wir durch gy; = bﬂ* b“ fest. Dann gilt,
wegen b, >0 und da B eine Einzelmatrix, also _261, ;1 = by, und
by; = b“ 1st,
= [ b
(83) 2 8= 2 50 =1
Jﬁ
Wir setzen
by, b
(84) Wby == by — Bri8an == bin bnw
Da 98 = || b, | Hermitesch und b, reell ist, so ist auch ®P = | W, ||

Hermitesch. Unter Beachtung des Umstandes, da 9 eine Einzelmatrix
ist, folgt, daB auch WP eine Einzelmatrix sein muB. Das (i, k)-te
Element des Quadrates von (@ ist namlich

n n —
;: Wb, W, § (""* b’é,,u) (b:'k A )
""Z ij Jk ”Z’bm J1 “b“ Zbl.i Jk b“ = Zbla i1

F=1
bkbi bi’l bll‘ b‘l S1k llb
== ik_f_ + - = by, —5;;""=mbik'
Und zwar ist wegen (84) Wp  =0. Wenn '@ nicht die Nullmatrix
ist — auf die gegenteilige Annahme kommen wir spiter zuriick —,
so gibt es wieder ein ¢ mit Mp,, > 0. Und zwar mub {>1 sein.
Wir kénnen wieder annehmen, daB bereits M, > 0 ist. Wir legen

dann die zweite Zeile von @ durch g,; = (11b;21} (1hpe; fest und setzen

2
(85) (E}bl'k = bik —_VZ]. gﬂigrk .
Dann ist wieder @B = || @, || eine Einzelmatrix,

(86) ;2’: g,jé.,_,-=1 und dabei 521&'@“:0'



60 I Kap. § 27. Durchfuhrung der Jacobischen Transformation.

Die erste dieser beiden Gleichungen beweist sich wie (83), die zweite
gilt wegen
bnbu

i"’_‘

L
Zél 8a; — )
(87) =S V_ f bm ble

da diese Summe mit Riicksicht auf den Einzelcharakter von 8 bis
auf die beiden festen Nenner gleich

" byg b n b
b.(b.—“““’)== by by = 22 by, by = by — by, =0
jg 15\ 725 bu ’“21 25 1 é' 15 Jl 1 bn 11

ist. Es war vorher M4, = 0. Jetzt gilt, wie aus der Definition von
@p , unmittelbar abgelesen werden kann, ®p = @}, =
Setzen wir voraus, dall wir die g ersten Zeilen

(88) (811> o &andr (Gazs - s Eay)s -5 (gql’ ces ggn)
von ¢ derart erklirt haben, daB} folgendes gilt: Es ist

n
(89) jz;gué,‘j:d'.k fir 4=1,2,...,¢; k=1,2,...,¢,
und setzt man

2.

(90) @b, == by — gl’lgn'gvk’
so ist @Y = || @b, || eine Einzelmatrix; endlich gilt dabei @§, =0 fiir
vy=1,2,..,9. — Wir kénnen dann, wenn (@9 nicht die Nullmatrix
ist, ebenso zeigen, daB man von ¢ zu ¢ -} 1 iibergehen kann, wie wir
vorher von 1 zu 2 iibergegangen sind. — Es sind nun zwei Fille
mdoglich.

Erstens ist es moglich, daB wir auf eine Zahl g < # stoflen
derart, daB @%H die Nullmatrix ist. Wir besetzen sodapn die # — ¢
unteren, bisher nicht erklirten Zeilen von & mit lauter Nullen. Dann

gilt wegen (89)
n
(91) DeE =70y firi=1,2..,nk=12,.
F=1

Wemn y, ==...==yp =1, y ., ==y =0 gesetst wird. Folglich
ist & von rechts halbumtar Ferner gilt, wegen (90} und da @9 die
Nullmatrix ist,

(52) ol =113 s el = 1. 8 i8on
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da ja g =0 ist fiir » > ¢ Es gibt daher eine Darstellung B—=*®
von der gewiinschten Art.

Zwettens ist es moglich, dab die Matrizen 0§, @9, ..., 1§
erklirt werden konnen, indem dabel nicht einmal #*-1198 die Null-
matrix ist. Dann kann auch ®@ erklirt werden, und nach Voraus-
setzung ist P eine Einzelmatrix mit W) =0 fir »=1,2,..., 5,
also eine nichtnegativ definite Hermitesche Matrix mit durchweg ver-
schwindenden diagonalen Elementen, d. h. nach der Formel (60) von
§ 21 die Nullmatrix. Fir g¢=#n geht daher (90) unmittelbar in
B = @*@ iiber. Da nach Voraussetzung (90) gilt und jetzt g==» ist,
so ist @ von vornherein restlos erklirt und wegen (91) unitir, also
erst recht von rechts halbunitir. — Damit ist gezeigt, daB jede Einzel-
matrix als die vordere Norm einer von rechts halbunitiren Matrix
dargestellt werden kann.

Der Leser hat gewil3 bemerkt, da® die vorhin benutzten, nach
Jacobi benannten Transformationen, die zum Schlul3 zur ,orthogo-
nalen Kernzerspaltung”, namlich zu der Form el (92) fuhren, mit dem
Orthogonalisierungsverfahren, auf das sich die Schursche Transforma-
tion grundet, im wesentlichen identisch sind.

8§ 28. Die Jacobi-Toeplitzsche Parameterdarstellung
der definiten Matrizen.

Ist € eine kanonische Matrix, so ist ihre Determinante das Pro-
dukt der diagonalen Elemente, also dann und nur dann <=0, wenn
keine von diesen verschwindet, d. h. wenn ¢ rekursiv ist (vgl. S. 11}.
In diesem und nur in diesem Falle sind wegen

det (T &%) = det (T*E) = (det T) (det T*) = | det T |

die beiden Normen von ¢ nicht entartet, d. h. positiv definit und nicht
nur nichtnegativ definit. Wir beweisen jetzt umgekehrt, daB jede
positiv definite Hermitesche Matrix als Norm einer rekursiven Matrix
dargestellt werden kann. Ob die hintere oder die vordere Norm ge-
meint ist, ist belanglos. Denn einerseits ist

(EE 51:*)—1 =gF1gl o grlegL,

andererseits sind §© und ™1 zugleich rekursiv; endlich ist die Rezi-
proke jeder positiv definiten Hermiteschen Matrix (mit Rucksicht auf
das Verhalten der Eigenwerte beim Obergang zur reziproken Matrix)
ebenfalls positiv definit.
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Die Zerlegbarkeit der positiv definiten Hermiteschen Matrizen in
das Produkt zweier Faktoren, die begleitende Matrizen voneinander
sind und dabei einer der Faktoren kanonisch ist, ist seit Toeplitz fur die
Theorie der unendlichen Matrizen von grundlegender Wichtigkeit. —
Der Beweis des Satzes kann wieder auf verschiedene, jedoch aquiva-
lente Weisen gefuhrt werden. Wir wahlen den kurzesten Weg, der
formale Wiederholungen des Vorangehenden scheinbar vermeidet.

Es sei 9 eine positiv definite Hermitesche Matrix mit #2 Ele-
menten a;,. Ist m irgendeine Zahl <%, und j eine der Zahlen

1,2,..., n, so bezeichne 9., die Matrix
T ®q Y om-1 Sm
Ay @y Aym-1 L

(98)  Upm;p = )
am—l. 1 lrzm—l a am—l m—1 am—l "
@iy @iq Zim-1 %im

die also nur s Zeilen hat. Die m — 1 ersten Zeilen sind bez. aus
den m — 1 ersten Zeilen von ¥ unter Beibehaltung des Kolonnen-
zeigers entnommen, wihrend die m-te Zeile auf dieselbe Weise
aus der jten Zeile von U entsteht. Es gilt, wegen g, =a, ;, und da

det @ = det ¢’ und auch == (det @ ist, offenbar
(det gy, 1) = det Ay

Setzt man in der Kopplungsform von % die # — m letzten Variablen
gleich Null, so folgt, daBl auf E auch die Kopplungsform von ;m
durchweg >> 0 ist. Offenbar ist 9, Hermitesch und positiv definit;
denn wire es nur nichtnegativ definit, so wiirde ein Eigenwert von
Wm:mpy also auch das Minimum von % auf E und daher auch ein
Eigenwert von 9 verschwinden, wihrend % positiv definit ist. Es
sind also alle Eigenwerte der Hermiteschen Matrix ¥, positiv,
so daB

(94) det g gy > 0

wird, was wegen U= U, auch fir m—=n gilt; wir setzen
det %jo;0)=1. Dann gilt die im wesentlichen von Lagrange herriihrende
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Determinantenidentitat

" __
_ det Wysp det Ay . .,
(95) %ix ;Z: det W1,y det¥yy 0 PR L 2w

deren Verifizierung dem Leser iiberlassen bleiben moge. Setzt man
nun

det Uz, )

96 TNl by o .
(%6) ” ol = Vd"t?[b—- 1;5-1) det%I[, JJ

so kann (95) unter Beachtung von (94), (96) in der Gestalt
n -
(97) %ik f‘jg LY

geschrieben werden, so dafl 9 = ¢ &* gilt. Fiir m > § ist det Yy =0,
da W,y fiir § < m nach Definition (93) zwei gleiche Zeilen hat. Wegen
(96) gilt daher f, =0 fiir 4 < k. Endlich ist ¢; wegen (94), (96)
gewil < 0. Mithin ist § rekursiv und Y= T T*, w.z b. w.

8 29. DieHermiteschen Matrizen von einfachem Spektrum
und die Fourierschen Matrizen.

Die Matrix 9 heilt von einfachem Spektrum, wenn alle ihre Eigen-
werte verschieden sind, so daB mit unseren fritheren Bezeichnungen
l; =20, n==1p gilt. Wir wollen in den folgenden Paragraphen die
Hermiteschen Matrizen von einfachem Spektrum des niheren unter-
suchen. Die Formeln (64), (65), (70) gehen wegen 4, — 11 in

tk(lu’) é: i—]o = ujiujk’
(98) n n
2 8 = ZA T

{iber, wobei zur Abkurzung A f :id f gesetzt ist.
i Y
Eine Treppenfunktion g(u), fiir welche
(99) 49=£9>0, f=12...n do=0, pti; ¢(—0)=0

gilt, nennen wir eine zu Y gehorige Dichtefunktion. Sie ist reell-
wertig, nicht abnehmend, erleidet an jedem Eigenwert einen Sprung
und hat keine weiteren Sprungstellen, nimmt also genau # -}- 1 Werte
an. Zwei Dichtefunktionen, welche zu denselben 4., aber evtl. zu ver-
schiedenen éjlg gehdren, also dieselben Sprungstellen, aber nicht not-

wendig dieselben Spriinge oder Wertevorrite haben, nennen wir dquivalent,
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Wir sagen, die s Funktionen w, (), v, (1), ..., w,(u) bilden ein
zu g (u) gehoriges Orthogonalsystem, wenn

+ @
(100) _{‘Pi (1) B () d@ (1) = 8,5 Lhk=12..,%

gilt. Wegen 5“ = é,, bilden dann auch die konjugierten Funktionen
P,(n) ein zu g(u) gehériges Orthogonalsystem, da ja das Integral
gleich

(101) ’_é:’w.- A # () de =9,

und /}19 reell ist. Zwei Funktionensysteme g, (u), w, (), fir welche
die n? Bedingungen y, (4} == ¢;(4;) erfiillt sind, haben wir als nicht
verschieden zu betrachten.

Wir wollen endlich die Matrix % der n* Elemente g, als eine
Fouriersche Matrix bezeichnen, wenn die Spektralmatrix eine Darstel-
lung von der Form

(102) dog=v(PGde;  Hh=12..n

gestattet, wobei g(u) eine passend wihlbare Dichtefunktion mit genau
# Sprungstellen und {w, (u)} irgendein zugehoriges Orthogonalsystem
bedeutet. Aus (102) folgt mit Riicksicht auf die dritte Bezichung (98)

(102)’ a5y =_.;r:“ v, (1) B, (1) do ().

Wir zeigen zunichst, daB jede Hermitesche Matrix 9 von ein-
fachem Spektrum gewiB eine Fouriersche Matrix ist. Es sei nidmlich
¢ (n) irgendeine der iquivalenten Belegungsfunktionen, deren Sprung-
stellen die Figenwerte von ¥ sind, und man setze

au

(108) w;(4) = VA—Q,

wobei die % dieselbe Bedeutung wie in (64) haben. Da fiir unsere
Zwecke die y,(u) fir u 4 4; beliebige Werte annehmen kénnen (vgl
S. 48), so kénnen wir damit die v, {u) als erklirt betrachten; es sei
w;(— o) = 0. Wegen (98b), (103) gilt él o, = ¥ (A) B (4) él g@. Dochist
(108) auch fiir u < 2, richtig, da fiir g 4= 4; beide Spriinge 4 g, fo‘k
verschwinden. Endlich bilden die y,(x) ein zu o (u) gehiirié‘es Ortho-
gonalsystem, da (101) oder (102) wegen (103), (98b) mit (98d) iden-
tisch sind. Mithin ist %, wie behauptet, gewiB eine Fouriersche Matrix.
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Es wird sich herausstellen, dall umgekehrt jede Fouriersche Matrix,
die offenbar von Hermiteschem Charakter ist [vgl. (102)'], von einfachem
Spektrum sein muR.

Ist {,(u)} ein zu g(u) gehoriges Orthogonalsystem, so ist die
Matrix ”w‘. (A} Y .ii 0 “ wegen (101) unitér, also von nichtverschwindender

Determinante. Wegen

det || ) V|| = Ve V% ... Vet |wthy)|

und /;fg > 0 ist also auch det | y,{4,}|| +=0. Mithin kann man zu

jeder stetigen Funktion f(u) auf genau eine Weise n Entwicklungs-
koeffizienten ¢, derart bestimmen, dal

n
(104) 1) = Zeywilw)
fiir g4 =2,, 4,,..., 4,, also bei unseren Zwecken fiir alle u gilt. Mul.

tipliziert man (104) mit %, (u), so folgt unter Beachtung von {100}, daB
die Entwicklungskoeffizienten die Werte

— [H0) 9w do )

haben, also sich auf die Fouriersche Weise bestimmen. Ist

n + o
gy = 2d v,y 4= Je(uywilu) de(w)
eine andere Funktion, so gilt wegen

2,’ (l)g(l)de—_ )3“# (i)zdm(ﬂ

=‘Z Z'cidk_zipi(‘lj)vk(lj)‘{"g = 2 ¢ d, 0y, = 3¢, d,
i=1 k=t =1 i=1¥=1 i=1

die Vollstdndigkeitsrelation

+

(105) ff(#)g(#)de > > K “Pi(.")dé’(ﬂ)'_.fg(ﬂ)#’;(#)dé?(f‘)-

Es sei F(u) eine beliebige stetige Funktion. Man setze

(108) §=| S 70 907 () = [ 9, w) de

Wintoer, Spekiraltheorie. 5
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wobei die g, () ein von den y;(u) eventuell verschiedenes Orthogonal-
system bilden, aber zur selben Dichtefunktion g{u) wie die y, () ge-
héren sollen. Mit wiederholter Benutzung der Vollstdndigkeitsrelation
(105) folgt

+ @

ug=| 3 vt K- [P, (9,0 de ()]
= IfF(M ) v () P () de ()
(U u* = ;Z‘ f F(u) v, (1) 9 () de (1) fwk(ﬂ ) 580 de ()]

=II_£ F(p) w; () 9 (1) de (s} |

oder ausfiihrlicher geschrieben

(107) W) JF (1) (99,0 20 I 1 = 1| ] Fo) (1) %y () de -

Setzt man hierin F(u)=1, so bleibt UU*=@E, d.h U ist unitir?)
Setzt man daher F(u) = u, so folgt in Anbetracht der Relationen
(102)', (106), (107) unmittelbar, dal} zwei Fouriersche Matrizen gewif}
unitar ineinander ubergefuhrt werden konnen, wenn ihre Spektralmatrizen
zur selben Dichtefunktion gehoren [vgl. (102)]. Und zwar werden sie
ineinander durch eine Matrix U transformiert, die wegen (106) aus den
Fourierschen Entwicklungskoeffizienten des einen Orthogonalsystems in
bezug auf das andere gebildet wird.

§ 30. Fortsetzung. Orthogonale Polynome.
Das zu g (i) gehdrige Orthogonalsystem {g, (1)} moge ein Polynom-

system genannt werden, wenn darin ¢,(u) von der Gestalt ZC “

=0

also eine ganze rationale Funktion héchsiens vom Grade ¢ — 1 ist;

') Der kundige Leser moge hierzu die Euler-Hurwitzsche Produktzerlegung
der unitaren Matrizen vergleichen (siehe S. 45). Sie versagt bei beliebigen
unendlichen Matrizen, da es dann bei der Reduktion keinen letzten Schritt gibt
oder eigentlich bereits darum, da eine unendliche normale Matrix u. U. nicht
in eine Diagonalmatrix Ubergeflihrt werden kann. Hingegen kann die Hellinger-
sche Formel (107), welche die unitare Matrix aus infinitesiraalen spektralen
Drehungen (vgl. S. 160ff.) zusammensetzt, auf unendliche Matrizen wohl liber-
tragen werden. Vgl. insh. S. 187. Die sinngemfie Parameterdarstellung aller
unendlichen unitaren Matrizen findet man in § 101.
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{=1,2,...,n. Insbesondere ist dann ¢,(u) eine Konstante, die

+ o +@®
wegen f|1p1|sdg=fwlﬁidg=6n———1 und Aggo nicht ver-

schwmden kann. Allgememer ist C¥, %0, also @;(u) ein Polynom
genaw vom Grade ¢ — 1. Denn nehmen wir an, daB es ein { mit
CP, =0 gibt, und es sei i, der kleinste derartige Zeiger. Es ist also
@;(p) ein Polynom genau vom Grade j — 1, wenn j <4, ist. Offen-
bar kann man daher das Monom u/~! aus den j ersten ¢ (u) homogen-
hinear kombinieren. Man erkennt dies auf eine rekursive Weise, durch
vollstdndige Induktion. — Da sich jedes Polynom vom Grade <4 —1
aus den § ersten Potenzen, ndmlich aus u% u!,..., u/-! aufbaut, so
kann man allgemeiner jedes Polynom (D(Ju) vom Grade <j—1in
der Gestalt

(108) 2 =340,

darstellen. Dies gilt nach Voraussetzung fiir j <4, also auch fiir
§ =1, — 1. Da ¢; nach unserer (zu widerlegenden) Annahme nicht vom
genauen Grade {; — 1, sondern hochstens vom Grade 4, — 2 =4 —1
ist, so miifite (108) fiir jg(,u) = @y, (@) mit j =i, — 1 gelten, also

000 () wld dol) = T4, [ ()5 ) do)

sein. Hierbei ist jedes » < 4,, also F14;, so daB die rechte Seite
wegen

+
(110) S o9 (w) de(w) =,

verschwindet, wahrend die linke Seite wegen (110) gleich 1 ist. — Mit-
hin ist jedes @,(u) genau vom Grade ¢ — 1,

Folglich gilt (108) fiir §=1,2,...,n. Ist j <3< #n, so folgt
daher aus (108) mit Riicksicht auf (110)

(111) _.Jlr' 0:?1 () 9: () do(p) = 0.

Hingegen kann (111) fiir eén Polynom _{!5 vom genauen Grade ¢ — 1
richtig sein. Da dann niamlich

?=Cﬂ"‘1+45 und C == 0

ist, so miiBte (311) auch fiir !15 = w¢~1 richtig sein, da (111) fiir
5*
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D = i@s gewil richtig ist. Also miiBte dann (111) fiir jfedes Polynom &
i ol

vom Grade 1 — 1, also auch fiir @ ==¢, richtig sein, wihrend sich
dabei 8, ==1<4 0 ergeben muB. Folglich gilt (111} gewiB fiir j <¢— 1,

und es g;lt gewil nicht, wenn (IP @l ist, ohne dabet ein Polynom vom
-1 -

Grade < ¢ — 1 zu sein. Dies alles gilt freilich auch dann, wenn ¥, durch
@, ersetzt wird, Setzt man @ = u ¢, (1), so folgt daher, daB das Integral

12) o= 1) Bul) 4o

gewifl verschwindet, wenn die Differenz 7 — % >> 1 oder wenn 2 — 7 > 1
ist, und dafl es fir ¢ — k= 4 1 gewiB micht verschwindet. Nun ist
aber (112) wegen (102), (110) das (¢, k)-te Element einer Fourierschen
Matrix, deren Spcktralmatrix zu einem Polynomsystem gehért. Bei
diesen Fourierschen Matrizen ist also

(113) a, =0 fir [i—R{>1; @y, =a,,;+0; 4,20

T

Es sei g(u) cine Dichtefunktion mit genau # voneinander verschie-
denen Sprungstellen A, 4,, ..., 4. “H|, als Vandermonde-

sche Determinante voneinander verschiedener Zahlen, < 0, und auch
{19 =: 11 o= 0 ist (da g fiir g =1, cinen Sprung erleidet), so ist auch
k
i B Tl | ———— — —_— .
deti Y doh || = VdeVde... VAo det |47 +o0,
so daB die » Vektoren
o, = (VAGR™ VHea™ o YAt ™ #= 0,1, n—1

linear unabhiingig sind. Nach dem Schmidtschen Verfahren folgt daraus

die Existenz eines rekursiven Koeffizientensystems C¥, derart, daB, wenn

t .
w = 3 C21v, gesetst wird, uiﬁ,‘-_—-aﬂ; i, h=1,2,..., n gilt; siehe
¥=1
§ 6. Sctzt man daher ¢, (u) = C,f']”u 1, so gilt

y==1

f% (1) u(w) do (4) = zwi(z,m(zj)g.le

~3 zc,"’lz" ‘zc,""l yi ‘Ag- 2: zci"lc,‘f’ln De = 11y g = Oy

i=1 »r=1 y=] 1=1
Es kann also zu jeder Dichtefunktion g¢{u) ein Polynomsystem
Py Pa» --+» P, aDgegeben werden, das zu g(u) als orthogonales
Polynomsystem gchort.
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8 31. Fortsetzung. Jacobische Matrizen.

Eine Matrix ¥, welche den Bedingungen (113) genugt, nennt man
eine Jacobische Matrix. Wir haben gesehen, daR jede Fouriersche
Matrix, die zu einem orthogonalen Polynomsystem gehort, gewild eine
Jacobische Matrix ist. Wir werden jetzt nach E. Heine beweisen, dal
umgekehrt jede Jacobische Matrix eine Fouriersche Matrix ist, deren
Spektralmatrix sich aus einem orthogonalen Polynomsystem ableitet,
und dal’ jede Jacobische Matrix von cinfachem Spektrum (und offenbar
von Hermiteschem Typus) ist.

Bevor wir zum Beweis iibergehen, wollen wir einige Folgerungen
erwahnen. Es sei vorgelegt irgendeine Fouriersche Matrix ¥. Es sei
o () irgendeine der aquivalenten Dichtefunktionen, die zu % gehoren.
Wir konnen sodann, wie wir vorhin bewiesen haben, ein orthogonales
Polynomsystem bestimmcn, das zu diesem g(g) gehort. Es bezeichne
33 die Fouriersche Matrix, deren Spektralmatrix durch diese Polynome
und durch @(s) bestimmt wird. und 33 sind Fouriersche Matrizen,
die dieselbe Dichtefunktion zulassen; sie sind daher, mit Rucksicht auf
das bei (107) Gesagte, unitar aquivalent. Nun ist aber 33 eine Jacobische
Matrix, aso von einfachem Spektrum. Mithin ist auch % von ein-
fachem Spektrum, so daf’der Satz, wonach die Hermiteschen Matrizen
von einfachem Spektrum Fouriersche Matrizen sind, umgekehrt werden
kann, wie bereits auf S. 65 angegeben worden ist.

Zwei Fouriersche Matrizen sind dann und nur dann unitar aqui-
valent, wenn sie Dichtefunktionen zulassen, die in dem auf S. 63
erklarten Sinne aquivalent sind. Letzteres ist namlich die notwendige
und hinreichende Bedingung fur die Ubereinstimmung der Spektra.
Fur die unitare Aquivalenz ist also nicht notwendig, dali beide
Dichtefunktionen identisch sind. Dies folgt bereits daraus, dafi die
.Hellingersche Zerlegung" (vgl. weiter unten) von || g;,{(#) ]| in einen von
g(y) und in einen von dem Orthogonalsystem abhangigen Bestandteil
vermoge (102) nicht eindeutig bestimmt ist, indem wir g(u) auf S. 64
innerhalb der aquivalenten Klasse willkiirlich wahlen konnten.

Die Kopplungsform der Sprungmatrix der Spektralmatrix einer
Fourierschen Matrix laBt wegen (102) eine Darstellung von der Gestalt

Z;I%fom(/‘ xixk_'é’x AO AQ
zu, wihrend die Kopplungsform der Fourlerschen Matrix wegen (98),
(101), (102) gleich
+w %
2 Z“m X%, = f-“|z:‘"‘t”i(.“)xi1§d9(!‘)
- o e

=1 k=
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ist (und sieist dann und nur dann negativer Werte fahig ist, wenn die
nicht abnenmende Funktion Q mindestens eine negative Sprungstelle hat).
Wir werden spater sehen, wie diese Formeln von Hilbert und Hellinger
auf Streckenspektra iibertragen worden sind.

8 32, Fortsetzung. Die Heineschen Formeln.

Wir gehen nun zu dem Beweis fur die Behauptungen von § 31
uber. Wegen (113) ist eine Diagonalmatrix gewifi keine Jacobische
Matrix. Im binaren Falle n =2 ist die Matrix dann und nur dann
eine Jacobische, wenn sie die Gestalt

i a0, “11%0’ a”%o

Ay oy
hat. Im Falle % == 1 konnen wir der Einheitlichkeit halber etwa jede reelle
»Matrix® als eine Jacobische gelten lassen. Doch wollen wir von jetzt

an # > 1 voraussetzen. Setzen wir der Bequemlichkeit halber a; =— &,

@4 = — b, s0 sind dic Jacobischen Matrizen nach der Definition (113)
von der Struktur
a, b,
“—51 2q —b,
(114) A= ; a,30, b0,
T g “n-1 _bn—l
_bﬂ—l a,

wobei auBerhalb der Diagonale und den beiden sie flankierenden
Strahlen alle Elemente verschwinden, Die zu 1@ — 9 gehérigen homo-
genen Gleichungen sind daher

(A — a_l_)x1 + b, %, =0,
by %, + (4 — aE)xﬁ—i-bsxs =0,
(116) by %y + (4 — a.s) %+ b2, =0,

bn—lxn-—l +(A - an)xn = 0.

Diese Gleichungen kénnen bei jedem 1 aufgeldst werden, nétigenfalls
~ wenn i kein Eigenwert ist — durch x, =...=2%,=0. Es sei
% =7, eine Losung. Nach der ersten Gleichung und wegen by == 0
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ist ) = x2 ., (1), wobei y,(1) ein Polynom vom genauen Grade 1 ist.
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so folgt wegen &, == 0,
daB x? = x{x, (1) gilt, wobei g, (1) ein Polynom vom genauen Grade 2
bezeichnet. So kann man weitergehen Aus der (m --1)-ten (nicht
angeschriebenen) Gleichung folgt x, ——x1 %, (1). Die n-te Gleichung
nimmt daher eine Sonderstellung ein, sie wird durch das Wertepaar
x2_,, %7 entweder erfiillt oder nicht erfiillt. Sie wird aber jetzt gewif
erfiillt sein, da wir ja angenommen haben, daB die %! eine Ldsung
des ganzen Systems bilden. — Setzen wir noch y, (1) =1, so gilt
xf =20y, (A); 1=1,2,...,n, wobei z,(1) ein nur von 9% abhingiges
Polynom genau vom Grade i+ — 1 bezeichnet. — Es sei nun A, ein Eigen-
wert, so daB (116} eine Eigenlosung zuldBt. Aus Griinden “der Homo-
genitit kann dabei x? willkiirlich gewihit werden. Dadurch sind aber
die iibrigen z0 eindeutig festgelegt zu x0 == %0y, (4;). Es gibt also fiir
A== 1, nur eine Schar van Eigenlosungen, die Anzahl der linear un-
abhingigen Eigenldsungen ist == 1. Da 9 Hermitesch ist, so folgt daraus
nach § 13, daB 1J. eine einfache Nullstelle der Sikulargleichung sein
mul. Da . ein beliebiger Eigenwert von ¥ ist, so sind also alle
Eigenwerte einfach. Damit ist gezeigt, daB die Jacobischen Matrizen
von einfachem Spektrum sind.

Da der Vektor
1

V31008
Pl

== (%0 Upgs --os Uy ); Uy = Xix xi(‘lk)’ X1e ==

eine normierte Eigenldsung der zu 1, @ — % gehérigen Gleichungen
ist und da alle Eigenwerte einfach sind, so ist die Matrix

U= |l = 2 ()
” ‘ 'V.Z'lz’(ls)l

nach § 16 unitir und derart, daB U YU-! eine Diagonalmatrix ist.
Die Spektralmatrix von 9 ist daher, wie wir in § 24 gesehen haben,

o5 (1) :zé‘ﬁaﬂujk; t,h=12,..,n

wofiir, da alle Eigenwerte einfach sind, auch A 0,y = #;; %y, geschrieben
werden kann, so dal

Aoy = M"—@—)

U Zle®l
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ist. Da die (nicht abnehmende) Funktion

1
ep) = YA
STTP AL ]

erleidet, so gilt daher

fir g ==2; den Sprung - !
E XV(‘IJ)H

(102)’ 4 L0k = X () 23 (22} A e

fir g =1, gewiB; j=1,2,...,n. Fir p 41, sind aber beide Funk-
tionen o'k(,u) o(u) stetig, also ist dann 4o, == Ag==0, so daB (102)

fur alle O gilt. Damit ist gezeigt, daR jede Jacobische Matrix eine
Fouriersche Matrix ist, deren Spektralmatrix eine Darstellung mit
orthogonalen Polynomen gestattet. Die Theorie der Hermiteschen
Matrizen von einfachem Spektrum ist damit, wie wir in 8 31 gesehen
haben, zu einem Abschlul? gebracht. Wir haben dabei eine sich auf
unendliche Matrizen beziehende Untersuchung von Hellinger und
Toeplitz (vgl. S. 188 ff.) sinngemal? auf endliche Matrizen umgeschrieben.

8 33. Fortsetzung. Der assoziierte Kettenbruch
und das Momentenproblem.

Die Jacobischen Matrizen hang en mit gewissen Kettenbruchen aufs
engste zusammen. Es sei X eine Zahl, die aufierhalb des Spektrums
der Jacobischen Matrix ¥ liegt, so daB die zu 1@ — % gehdrigen
inhomogenen Gleichungen

(116) (A —a)x, +b,%,=1,
by, + (A — a5) % + By %y = 0,
- by %, + (A — ag) %5 -+ by %, =0,

E;n—lxn—l + (’1 - an) Fn =0
geldst werden konnen. Die Resolvente ||R,,(3)]] von 9 Hefert

it
%= 5 R, (e, mit ¢, =1; ¢, =0, k>1, so daB insbesondere
k=1

+ = +m
d ¥ d
7)  x=R, @ = [ G [ n@RE ke

gilt. Hierbei ist g{u) nicht abnehmend und g, («) eine von Null ver-
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schiedene Konstante, etwa C, also y, (u)%,{#) = |C|® > 0. Wenn wir
daher der Bequemlichkeit halber von o (u) zu der dquivalenten Dichte

e () iibergehen, so bleibt

[C|
+»
d
(118) =Ry ()= [1® . ST P,
—0 v=0

wobei die Potenzreihe nur bis zum absolut grofiten Eigenwerte kon-

vergiert, da .4

e
(119) Ry()=] “i——. A >0
"F 7

gilt. — Andererseits konnen dle Gleichungen (118) in der Gestalt

1 ' b
(120) = —, x" s T,
“1_)"“(’1; ! ag—l—b,;‘-
1 Y
Tt ;h-”__, o L .b":‘..
" ’ Fncs  @u- 4
Fn - Ry 1 — —L— by _1 xf"l not n
A-t

geschrieben werden, sofern wir von den auch sonst hochstens endlich
vielen 1-Werten, bei welchen ein Nenner verschwindet, der Kiirze
halber von vornherein abschen, Aus dem Euklidischen Algorithmus (120)

. + . X '
folgt sodann durch sukzcssives Einsetzen der Quotienten ~-‘:1- die
i

Kettenbruchentwicklung
— My

(121) x_l — ﬁ ; mo = 1,
y —A— b |
_ ibaa
Gy — 2
die also die rationale Funktion (118), (119) darstellt, da (116) nur eine
Losung hat.

Es sei noch ohne Beweis folgendes erwiahnt. Damit die unend-
liche Zahlenfolge my, m,, ... die Eigenschaft hat, daB eine (und dann
auch nur eine) nicht abnehmende Treppenfunktion g(x) mit genau

400

n Sprungstellen vorhanden ist derart, daB m, == [ u’do(u) ausfallt

fir =0, 1,... (Momentenproblem), ist nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig die Existenz einer Jacobischen Matrix, fiir welche
die Relationen (117), (118) bestehen.



Zweites Kapitel.
Analytische Hilfsmittel.

8 34. Funktionen von beschrankter Schwankung.

Die auf dem endlichen abgeschlossenen Intervall [a, b] erklarte,
nicht notwendig reellwertige Funktion e(s) heillt daselbst von be-
schrankter Schwankung, wenn die Summen

N
(122) ‘_E‘V:Io(gr.;.i)—a(éu)ls wobel a:§1 DR <E,,<'< EN-I-l:b

ist, unterhalb einer festen Schranke bleiben. Die kleinste Schranke,
d. h. die obere Grenze, wird aus ersichtlichen Griinden {vgl. S. 47)

b
mit _f| do ()| bezeichnet; sie nimmt nicht ab, wenn b wichst oder a

&
abnimmt. Ist also ¢(g) auf [—oo0, +oc] erklart, so wichst die zu
b

{a, b] gehirige , Totalschwankung* f]do(,u)] fiir g— —o00, b— 400

entweder iiber alle Grenzen, oder sie strebt einer Zahl zu, die mit

+ @
[ |do(1)] bezeichnet und Totalschwankung von ¢ auf {— oo, 4-0o]

genannt wird; in dem letzteren Falle heifBt ¢ von beschrinkter Schwankung
auf [—oo0, +00]. — Ist die Funktion nicht reellwertig, so kann man
sie auf genau eine Weise in eine reelle und in eine imaginire Kom-
ponente zerlegen,

(123) o(u)=2x(w) + ¥ —1y(u).

Man iiberzeugt sich leicht, daB ¢ dann und nur dann von beschrinkter
Schwankung ist, wenn x und y es sind. So kénnen wir meist
obne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB ¢ reellwertig
ist. — Ist o(u) reellwertig und nicht abnehmend?), so ist die Summe

1) Die Funktion o (4) nennen wir nicht abnehmend, wenn sie monoton nicht
abnimmt, so daB aus u < » stets ¢ () < o (v) folgt.
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(122) bei jeder Einteilung gleich ¢(b) — o(4), so daB alsdann die
Funktion auf [—oc0, 4-00] dann und nur dann von beschrinkter
Schwankung ist, wenn sie beschrinkt ist; und zwar sind dann die
Grenzwerte 6(4-00), a(—o0) vorhanden und ihre Differenz ist die
Totalschwankung,

Es sei o (u) reellwertig, von beschrinkter Schwankung, jedoch nicht
notwendig nicht abnehmend. Es gilt

(129) 0(0) = () =9 (1); @ () = f 1as )], v = f 1dot)] — (s,

Man iiberzeugt sich leicht, daB mit g nicht nur ¢ (x), sondern auch
w () nicht abnimmt?). Da ¢ (u) und ¢ (1) von beschrankter Schwankung
sind, so ist es auch (u). Wir haben damit den C. Jordanschen Satz,
wonach die Bedingung, daB die reellwertige Funktion a von be
schrankter Schwankung ist, nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend ist dafur, daB o as Differenz zweier nicht abnehmenden und
beschrankten Funktionen dargestellt werden kann. Dies gilt, auch
wenn das Intervall endlich ist. — Nach Lebesgue gibt es reellwertige
und stetige Funktionen von beschrankter Schwankung, die auf keinem
Teilintervall monoton sind (trotzdem sie nach Jordan als Summe
zweier monotonen Funktionen dargestellt werden konnen). — Es gibt
stetige Funktionen, die nicht von beschrankter Schwankung sind.
Z. B. ist die auf [0, 1] stetige Funktion

oa(p)my"sin%, 0<u<l, o0)=0; 6>0
dort dann und nur dann vom beschrinkter Schwankung, wenn die
Reihe )_gl’ov-" konvergiert, und die WeierstraBsche nirgends differentiier-
bare F:::Ltion ist auf keinem Teilintervall von beschrinkter Schwan-
kung. — Da die Grenzwerte gl_i’nioo (# + £) = o (u £ 0) bei jeder mono-

tonen Funktion gewiB vorhanden sind, so sind sie bei jeder Funktion
von beschrinkter Schwankung vorhanden. Das gleiche gilt fiir die Grenz-
werte ¢ {+o0), 6 (— 00). — Eine Funktion von beschrinkter Schwankung
kann hochstens abzdhlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen haben.
Denn ist die Funktion nicht abnehmend und von beschrinkter Schwan-
kung, so gibt es nur endlich viele Sprungstellen, an welchen der
Sprung gréPer als eine feste Zahl, etwa >>m~1 ist, weil sonst die
Funktion nicht beschrinkt sein kénnte; setzt man aber m =1, 2, ...,

)V gl.z. B.W.Blaschke, Kreisund Kugel, Leipzig, VerlagvonVeit & Comp.,
1916, S. 26 ff.
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so durchlauft man alle Sprungstellen. Der Satz gilt also auch fur jede
Funktion von beschrankter Schwankung, die ja als Differenz zweier
monotonen Funktionen dargestellt werden kann. — Offenbar muR3 die
Summe der Spriinge bei jeder Funktion von beschrankter Schwankung
absolut konvergieren.

8 35. Reine Sprungfunktionen. Wesentliche Konvergenz.

Sind g, , uy, ... die (eventuellen) Sprungstellen von o (x), so ist die
Totalschwankung der Funktion
(125) alp) = 3 Ao Ao = o(p; 4 0) — o(p; — 0)
S 1 7

offenbar '] Ao|, also endlich. Es 1Bt sich ochne Miihe zeigen, dal die
7 d

Funktion 6 () fiir g4 p; stetig ist und fiir g g, den Sprung d¢
H
derart erleidet, und daB 4 {p; 4 0) = o (g, ausfillt, d. h. 5 ist auch an
4 3 2 "
den Unstetigkeitsstellen von rechts stetig. Setzt mana () = o () — o (1),
also
(126) o{u) =& (u) + a (u),
s0 ist ¢(u) an den Stetigkeitsstellen von o(x) gewid stetig; es ist
ferner
5 (- 0)— 7, —0)
et g(‘uj+0)—0(;:.j-—0)-—[r}(yj—|—0)*——3(#1—0)] = ?10 -?_fc — 0.

Ist nun o(p) durchweg von rechts stetig (was z. B. fiir die Zwecke
der Stieltjesschen Integration, wie wir sehen werden, keine Ein.
schrinkung der Allgemeinheit bedeutet), so ist
(s + 0) — 7 (u)

=0 (pt;+0) — 0 () — [ (s;+ 0) — 5 () }= — [+ 0) — & ()} = 0,
da die Sprungfunktion a von rechts fur alle Falle stetig ist. Mi thin
ist & (piperall stetig. Wegen (126) kann also jede von rechts stetige
Funktion von beschrankter Schwankung in eine durchweg stetige
Funktion von beschrankter Schwankung und in eine ,reine Sprung-
funktion" (125), die ebenfalls von beschrankter Schwankung ist, additiv
zerlegt werden. Lebesgue und Carathdodory haben die Analyse von o
noch weiter verfolgt, indem sie aus dem stetigen Bestandteil o einen
nicht ,totalstetigen" Bestandteil abgespaltet haben. Wir werden darauf
in 8 50 noch zuruckzukommen haben. — Aus (125) geht hervor, dal}
es Funktionen von beschrankter Schwankung gibt, deren Sprungstellen
iiberall dicht liegen. Man wahle namlich fiir u,, ¢4, ... die Folge der
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rationalen Zahlen und setze 4g = j~2. Da aus (125)
H

(127) J 1da)| =3 40]

folgt, so ist g(u) von beschrinkter Schwankung. — Da die Sprung-
stellen 4, sogar tiberall dicht liegen konnen, so kann man sie im all-
gemeinen nicht der Griofle nach ordnen.

Fine Punktmenge der u-Gerade heifit eine Nullmenge, wenn es
zu jedem £ >0 ecine Folge von Intervallen mit der Gesamtlinge ¢
gibt derart, daB jeder Punkt der Punktmenge in mindestens einem
der Intervalle liegt (die auch {ibereinandergreifen diirfen). Z.B. ist jede
(auch iberall dichte) abzihlbare Menge eine Nullmenge; man wihle
nur das j-te Intervall derart, dal es den Punkt u, enthalt und von

der Linge ‘2_5 ist. Da ein Intervall keine Nullmenge ist, so ist es

i+ 1
nicht abzahlbar, und das Komplement einer abzahlbaren Menge (in
bezug auf ein Intervall) ist uberall dicht. Die Stetigkeitsstellen einer
Funktion von beschrankter Schwankung liegen also iiberall dicht und
,uberwiegen" gegenliber den eventuell ebenfalls iiberall dicht liegenden
Unstetigkeitsstellen. — Zwei Funktionen von beschrankter Schwankung,
die auf irgendeiner iiberall dichten Punktmenge iibereinstimmen, miissen
an alien ihren Stetigkeitsstellen ubereinstimmen. Denn zunachst sind
die Grenzwerte o, (4 -+ 0), 6,(u £ 0) iiberall vorhanden. Sie kinnen
ferner durch o, (u+ 0)= lim o, (4 -t ¢&); » =1, 2 erklirt werden, wo-
e-»+0

bei fiir £ nur solche Werte zugelassen werden, dafh u 4 ¢ in der frag-
lichen iiberall dichten Punktmenge liegt. Dann ist aber nach Voraus.
setzung o, (4 3 &) = o, (u =+ £). Folglich gilt ¢, (u 4 0) = o, (e £ 0) fiir
alle u. Ist daher u insbesondere eine gemeinsame Stetigkeitsstelle,
o,(u£0)=o0, (u); »=1,2, soist, wie behauptet, o, (u) = ¢, (u). Wir
wollen sagen, die beiden Funktionen o,, 5, von beschriankter Schwankung
scien fm wesentlichen identisch und hierflir o, (4)[=]o, () schreiben,
wenn o, (u) =0, () an allen Stetigkeitsstellen, oder, was nach dem
vorhergehenden dassclbe ist, auf einer iiberall dichten Punktmenge
gilt. Hierfir ist offenbar notwendig und hinreichend, daB o, (u -1 0)
=06,(1t + 0) oder o, (u—0)=0,{ux—0) oder beides fiir alle u
gilt. — Wir wollen sagen, die Funktionenfolge o™ (u), 0¥ (u), ... sei
im wesentlichen konvergent, wenn cs eine Funktion von beschrinkter
Schwankung, & (), gibt derart, daB 6™ (u)— o(u), # — + o0 an allen
Stetigkeitsstellen von ¢(u) gilt; wir schreiben hierfiir ¢® (u}[-—] o (u).

Gilt auch o (u)[—]0*(x), so ist a(pu)[=]o*{(p).
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Wir wollen den folgenden Satz von Helly beweisen: Ist o, (1), 6,(g), .-.
eine Folge von gleichmiBig beschrinkten, nicht abnehmenden Funktionen,

(128) o, (4| < M = konst; o, () S 0, (k+¢), ¢>0; m=1,2 ...

so enthdlt die Folge {»} der natiirlichen Zahlen eine Teilfolge {h,}
derart, daB es eine Funktion ¢(u) von beschrinkter Schwankung gibt,
gegen welche die Auswahlfolge oy, (4}, 6;,(14), ... im wesentlichen
konvergiert: g, [-~+]a.

§ 386. Der Hellysche Fortpflanzungssatz.

Wir beweisen zuerst den folgenden, eine Art Konvergenzfortpflanzung
aussagenden

Hilfssatz. Es sei o, (u}, 0, (), ... eine Folge von gleichmiBig
beschrinkten, nicht abnehmenden Funktionen, so daB also (128) gilt,
und es moge eine iiberall dichte Punktfolge P geben derart, daB der

Grenzwert limg, (xp) in einem jeden Punkte x, von P vorhanden ist
#i== w0

(p=1,2,...). Dann konvergicrt die Funktionenfolge mindestens im
wesentlichen fiir alle x4, so da es eine Funktion ¢ gibt, fiir welche
g, [—] o gilt. Wegen (128} muBl ¢ beschrankt und nicht abnehmend, also
von beschrinkter Schwankung sein.

Setzen wir

(129) elp) = lima, (p); p=2x,%,..0%,....

A=+

Die Funktion g (u) ist also nur auf P erkliirt; sie ist auf P wegen (128)
nicht abnehmend und beschrinkt. Es sei u eine reelle Zahl, die nicht
notwendig auf P liegt. Da P iiberall dicht ist, so sind in beliebiger
Nahe von u Zahlen u 4 e vorhanden (¢ >>0), die der Menge P an-
gehdren. Da g(u) nicht abnimmt, so konnen wir die Grenzwerte

(130) o(u) = lim o{u+¢), o) = lim o{u—¢)

bilden, wobei also p beliebig ist und u e der Menge P angehort.
Unser Ziel ist zu beweisen, daB o, [—]o[=]¢* gilt (die Funktionen ¢
und ¢* sind bereits fiir alle x erklirt) Aus (130) und (129) folgt
wegen (128)

(181) o* (1) Lo (p)

fir alle 4. Wir zeigen, daB hier gewiB das Gleichheitszeichen gilt,
wenn an der Stelle 4 etwa die Funktion g (oder ¢*), die offenbar
beschrinkt und nicht abnehmend ist, stetig ausfallt. Nehmen wir zwecks
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Zuriickfilhrung ad absurdum an, daB u eine Stetigkeitsstelle und
3 = o (u) — 6% (u) dennoch >0 ist. Dann gibt es zu diesem y ein
e =0 derart, dab

(132) o) —o* (W25

jst, sobald 0 < 4 —vy<<e gilt. Denn der Stetigkeit zufolge ist

limo (v) = 6{u). Wenn wir nur Werte y zulassen, die auf der iiberall
Laa 1

dichten, also sich im Punkte ux beiderseits hdufenden Menge P lLiegen,
so konnen wir fiir (132) wegen (130) auch

133 lim g (u — % —i—~6-g1img(v+e),0<,u—v<a
2 =
n-»4+0 e»+0

schreiben. Liegt also # —# auf P und hinreichend nahe g, und liegt
v -+ & auf P und hinreichend nahe an », so gilt

(134) eu—m+3=<el+e;i e>0,7>0,

wenn » auf P und hinreichend nahe an u(>>») liegt. Es 148t sich
also erreichen, daB u — > -} ¢ wird, und trotzdem folgt aus (134}

el —n) <eol»+o.

Dies steht im Widerspruch damit, dall die Funktion ¢ (auf P) nicht
abnimmt. — Ist also an der Stelle u eine der beiden Funktionen
o, o* stetig, so gilt in (£31) das Gleichheitszeichen. Folglich ist ¢ [=] ™.

Es sei u beliebig und es seien pu-¢, u—&g zwei Punkte
von P; g >0, ¢ >0. Wegen (128), (129), (130) ist

o(u— &)= lim o, (4 — 5,) < liminfo, () < limsupo, ()
n=+w A=+ 0 R+ 0

< lim o, (u+ ) = 0 (1 + 1),

also
o*(u) = lim ¢ (u — &) < liminf o (u) < limsup o, (u)
n-»-+0 nt e n=-+w
_S_Eliﬁoe(ﬂ + &) =0 {u).

Ist daher u eine Stetigkeitsstelle von o{x) oder o* (u), also o {u) = o™ (u),
so muid

o (u) =liminfo, () = lin::t;p o, (1), d. h oy} =”ii:_nm o, (1)

na=+4+w

sein, womit der von Helly herrilhrende Hilfssatz (S. 78) bewiesen ist.
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8 37. Das Cantorsche Diagonalprinzip.

Wir erinnern nun an das Cantorsche Diagonalprinzip, das, seitdem
seine zentrale Bedeutung insbesondere durch Hilbert erkannt worden
ist, zu den wertvollsten Hilfsmitteln der Analysis gehort. Es sei
/. (%), f3(x), ... eine Funktionenfolge, die auf einer abzihlbaren Menge M
erklart ist, Es sei x ein Punkt von M und es sei die Zahlenfolge
{f.(x,)} bei einem jeden festen p beschrinkt. Dann hat diese Zahlen-
folge mindestens einen Hiaufungswert f (xp) ; dies besagt, daBl die Folge
{#} der natirlichen Zahlen eine Teilfolge {h } enthilt derart, daB
]im+ frn (#,) = f{x,) gilt. Doch hiingt hierbei die Auswahlfolge {4}
r+ o

von dem Zeiger p des Punktes x ab. Das Cantorsche Diagonalprinzip
ergibt nun, dal auch eine von p unabhingige Teilfolge {k,} vorhanden
ist, so daB j;, (x,) — f(x,) bei einem jeden p gilt.

Da zuniichst die Zahlenfolge {f, (x,)} beschrinkt ist, so enthélt sie
eine konvergente Teilfolge, die wir mit {/® (x,)} bezeichnen wollen.
Da {f"(x,)}, als cine Teilfolge aus {f (x,)}, beschrinkt ist, so gibt
es in {fM{x)} eine Teilfolge [ (x)}, dic fir x—x, konvergiert.
Sie ist natiirlich auch fiir x == %, konvergent, da fiir x — %, die Folge
{f ()} konvergent ist, also ist es erst recht ihre Teilfolge. So kénnen

b

wir weitergehen und eine Folge

{ }[l‘-”(x)}, { ;12] (x)}’ Tt { wim}(x)}’ )
von Folgen konstruieren, welche die folgenden Eigenschaften hat:
1. Die (m-}-1)-te Folge ist eine Auswahlfolge aus der m-ten; 2. die
m-te Folge ist fiir die m Stellen x = x,, x,, ..., #,, konvergent. —

Daraus folgt aber, dab die ,Diagonalfolge® { N ()} fir alle x,, kon-
vergiert. Ist nimlich %, irgendwie fest gewihlt, so ist f{” (x) zugleich ein

f (%), sobald #2>m ist. Nun ist aber lim f (¥} fiir die m ersten
fn=- o0

Stellen x, also auch fiir x, vorhanden, also existiert auch lim fi"(x),
n=+m

da {{"(x)}, wenn man von den m ersten f{) absieht, eine Teilfolge
von {ff™} ist (m ist fest!). Setzen wir also f, = /™, so ist damit die
Behauptung des vorigen Absatzes bewiesen.

Es sei nun {o, (4)} eine Folge von gleichmiflig beschrinkten,
nicht abnehmenden Funktionen. Wir wihlen auf der u-Geraden irgend-
eine abzidhlbare, jedoch iiberall dichte Punktmenge P. Da sie abzdhlbar
ist, so gibt es nach dem Diagonalprinzip eine in jedem Punkte von P
konvergente Teilfolge {0y, (¥)}. Da die o, (x) offenbar gleichmiBig
beschrinkt und nicht abnehmend sind, und da P iiberall dicht liegt,
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so ist {gy,} nach dem Hilfssatz im wesentlichen konvergent. Damit
ist der bei (128) ausgesprochene Satz bewiesen.

Wir koénnen iibrigens etwas weitergehen. Die Folge {og, (%)}
ist hochstens an abzidhlbar unendlich vielen Stellen, nimlich an den
Unstetigkeitsstellen der Grenzfunktion, divergent. Indem man f_ = o3,
setzt, schlieBt man daraus nach dem Diagonalprinzip, daB {o),} eine
Teilfolge {0, } enthilt, die auch an den Unstetigkeitsstellen konvergiert.
Mithin enthédlt {g,} unter der Voraussetzung (128) eine iiberall kon-
vergente Teilfolge.

§ 38. Der Hellysche Auswahlsatz und seine
funktionentheor etischen Parallelen.

Es sei {o,(u)} eine Folge von recllwertigen und gleichmiBig be-
schrinkten Funktionen. Sie brauchen nicht monoton zu sein. Als
Ersatz hierfiir verlangen wir, dal die Totalschwankung von ¢, unter-
halb einer von x unabhiingigen Schranke bleibt. Es sci also

+w

(135) o< M, [ldo,(W)| <K,

wobei M und K konstant sind. Zerlegt man ¢, nach Jordan in ¢,
und v,,, so sind die Funktionen ¢, und ¢, wegen (124), (135) offenbar
gleichmiBig beschrinkt. Sie sind ferner, wie wir wissen, nicht ab-
nehmend. Zunichst enthilt also {g, ]} eine iiberall konvergente Teil-
folge {¢g;,}. Da aber die yp,, also erst recht die y,,, nicht abnehmend
und gleichmiBig beschrinkt sind, so enthdlt {y,,} eine iiberall kon-
vergente Teilfolge {y: }. Die Folge {¢,}, als Teilfolge von {g¢ },
ist ebenfalls iiberall konvergent, also ist es auch die Folge
{6t} = {@k, — ¥r,}- Die Grenzfunktion ist gewil von beschrinkter
Schwankung, da die @, und ¥, nicht abnehmend und gleichmiBig
beschrinkt, also von gleichmiBig beschrinkter Schwankung sind. —
Es war bisher vorausgesetzt, daB die Funktionen g, (¢) reellwertig
sind. Mit Riicksicht auf (123) folgt jedoch nach einer leicht ersichtlichen
Wiederholung der soeben durchgefiihrten Betrachtung, daB diese An.
nahme iiberfliissig ist, Es gilt daher folgender

Auswahlsatz von Helly. Jede, den beiden Bedingungen (135) ge-
niigende Funktionenfolge {o, (x)} enthilt eine im wesentlichen [oder
auch iiberall] konvergente Teilfolge. —

Es sei {0),} eine im wesentlichen konvergente Teilfolge, a;,[-+] o,
Ist {g;,} eine andere, im wesentlichen konvergente Teilfolge aus {g,}

Wintuer, Spektraltheoria, 8
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mit oy, [—] 0,y 50 ist im allgemeinen o, nicht [=]o,, (50 wie eine
beschrinkte Zahlenfolge zwei verschiedene Hiufungswerte haben kann).
Gilt bereits g, [—] g,,, so dal das Auswahlverfahren iiberflilssig ist, indem
einfach o, = o, gesetzt werden kann, so ist freilich auch g, [—] g, also
g, [=]o,,- — Es gilt nun die folgende Umkehrung: Ergeben zwei im
wesentlichen konvergente Teilfolgen immer im wesentlichen dieselbe Grenz-
funktion, so daB aus o, [—] o, und g;,[—]e,, bei beliebigen Auswahl-
folgen g, [=] g,, folgt, so ist das Auswahlverfahren iiberfliissig: o,[{—]0, .

Den Beweis fiihren wir nur fiir den Fall durch, mit dem wir uns spiiter
werden zu beschiftigen haben, wenn namlich alle ¢, reellwertig und nicht
abnehmend sind. Es handelt sich also wieder um cine Folge von nicht
abnehmenden und gleichmilig beschrinkten Funktionen ¢,. Daf sie
im wesentiichen konvergente Teilfolgen enthilt, das wissen wir schon.
Es wird vorausgesetzt, daB sie die Eigenschaft hat, das aus g,, [—] 0,
und ¢, [-+]o,, immer o, [=]o,, folgt, und es wird behauptet, dafl
dann bereits ¢, [—] ¢, gelten muf.

Zwecks Zuriickfiihrung ad absurdum nehmen wir die Unrichtigkeit
der Behauptung an. Dann gibt es eine Stetigkeitsstelle yx, von o,
derart, daB o, (u,) — o, (#,) nicht gilt. Da die Zahlenfolge o, (i),
0, (#45)» - .- beschriankt ist, so gibt es daher eine Teilfolge {o;,} mit
ojn(tte) — A =0, (). Aus {g;,} konnen wir nach Helly eine im
wesentlichen konvergente Teilfolge {g,,} mit einer Grenzfunktion g, aus-
wihlen. Es mu} dann o,, {14,} = 0, {#t,) ausfallen. Wegen g, [—]0,
und o, [—]e,, muB jedoch nach Voraussetzung ¢, [=]s, sein.
Also gilt o, (u & 0) = o, (1 £ 0), und zwar sogar an den Unstetigkeits-
stellen von ¢, oder o,,. Da u, eine Stetigkeitsstelle von g, ist, so
muB daher ¢,, (4, & 0) = o, (#,) sein. Nun ist ¢, nicht abnehmend,
also ist es auch o, nicht, folglich gilt o, (4,—0) < o, (4,) < 0,,(12,+0).
Wegen o,, (4, + 0) = g, (¢,) folgt daraus o, (1) = o, (%,), wihrend
sich vorher auch o, (u,) + o, (#,) ergeben hat. Unsere Annahmen
sind alsc widerspruchsvoll, w. z. b. w.

DieseBetrachtungen flief3en ersichtlich aus zwei verschiedenen Quellen.
Dieeineist der Hellysche Hilfssatz auf S. 78, welcher eine Art Konvergenz-
fortpflanzung ausspricht. Die andere ist das Diagonalprinzip. Dem ent-
spricht es, dal3 sobald es sich um Funktionenraume handelt, fur welche
ein Saz uber Konvergenzfortpflanzung gilt — wie z. B. bei konvexen
Funktionen —, so wird, sobald dabei das Diagonalprinzip im Rechte
ist, meistens auch ein Auswahlsatz gelten. — Dem Hellyschen Fort-
pflanzungssatz und dem Hellyschen Auswahlsatz konnen wir z. B. in
der komplexen Funktionenlehre die folgenden, spater zu benutzenden
Satze von Vitali bzw. Montel zur Seite stellen.
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Wir wollen unter einem Gebiet £2 der komplexen i.-Ebene ein be-
schrinktes, etwa Jordansches ,offenes Gebiet¥, unter einem Bereich
ein Gebiet nebst Berandung verstehen. Der Vitalische Satz, der in
einem wichtigen Spezialfall bereits von Stieltjes gefunden worden ist,
sagt nun folgendes aus: Sind die Fupktionen f (4} in £2 regulir und
gleichmiBig beschrinkt, und ist der Grenzwert hm f.. (4) mindestens auf

einer Punktfolge 1., 4,, ... vorhanden, die emen in 2 liegenden Hau-
fungspunkt besitzt, so ist die Funktionenfolge auf jedem, in 2 ge-
legenen Bereiche konvergent, und zwar gleichmibBig konvergent. Die
Crenzfunktion ist also in £ regular. — Der Vitalische Fortpflanzungs-
satz enthilt mit Riicksicht auf das Cantorsche Diagonalprinzip offenbar
den sogenannten Montelschen Auswahlsatz, wonach jede in  regulire
und gleichmiBig beschrinkte Funktionenfolge {/ (i}} eine in einem
beliebigen, in £ gelegenen Bereiche gleichmiBig konvergente Teilfolge
{fr, (1)} enthdlt. Das Auswahlverfahren ist wieder dann und nur daon
iiberfliissig, d. h. man darf dann und nur dann k, =% setzen, wenn
jede in Q2 konvergente Teilfolge eine und dieselbe Grenzfunktion besitzt.

§ 39. Der Stieltjessche Integralbegriff.

Es sei f(u) eine in dem endlichen abgeschlossenen Intervall
a < p b, kiirzer [a, b], erklirte stetige Funktion, und o () eine Funk-
tion von beschrinkter Schwankung; fiir f(x) braucht dies nicht zuzu-
treffen, und ¢ (g} darf Spriinge haben. Wir behaupten, daB dann f(g)
in bezug o (u) in dem auf S. 47 erklirten Sinne gewil integrabel ist.
Man bilde nidmlich, wie auf S. 47, eine Stieltjessche Niherungssumme

N+l
(136) S :in fg ) {o(pe) —olu, )]
== g < poyg < o< prypr="b, p, Zv S,
und eine andere,
N1 ' ,
(137) S = zlf (”q~1) [0 (tg) — o (Pqﬂl)];
g=
a=pl<p{ < o <ppa=b, pli v

und beachte, daB in Anbetracht der gleichmifBigen Stetigkeit von f(x)
zu jedem £ > 0 ein 7 >0 gefunden werden kann derart, dab die Un-
gleichheit | u® - u® | < 4 die weitere Ungleichheit |f (™) —f (@) | L e*

1} Wegen der Durchfilhrung der Einzelheiten vgl. 2. B. die Darstellung von
W, Blaschke, L c. (s. S. 75).
g%
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zur Folge hat. In den Elementen wird daraus geschlossen, daB im
Spezialfall 6 (1) == u der gewdhnlichen Integratlon |[§—8| L (b—a)
gilt, sobald jede der Differenzen u, ~—~ p,_,, pty —~ pg— hinreichend klein ist.
Hierbei ist b — a die Totalschwankung von ¢ (u) = ¢. Man erkennt
aus dieser Bemerkung leicht, dal die wortliche Wiederholung jener
SchluBweise fiir unseren Fall folgendes ergibt: Es gibt zu jedem £ > 0
cin ¢ > O derart, daB aus u, — g, <y und g, — pug 4 <7

]S—S’|§e=e*!]do(,u)|

folgt. Dies besagt aber, nach Definition (S.47), die Existenz des

5
Grenzwertes im § = ff(y) do(u). — Analog laBt sich beweisen, dafl
&

N+1
die Naherungssummen J'|o(g,)— o(g,,)| der Totalschwankung
g -1
o
in demselben Sinne der Totalschwankung f|do ()| zustreben. Daraus
a

T
folgt unmittelbar, daB f|do(,u) [, als Funktion von x betrachtet, an
[ 4

jeder Stetigkeitsstelle x von o{x) stetig ist, wihrend das Integral
beim Passieren einer Unstetigkeitsstelle x von o(u) den Sprung
|a(x -+ 0) — a(x — 0)| > 0 erleidet, so dafl zusammenfassend

(138) 4 1d0 0] = |40

gilt, im Einklang mit (127). Entsprechend gilt in leicht verstindlicher
Bezeichnungsweise

a+0

J 1w)do(p) =f(a)[o(a—+0) — o(a)],

3

(189) b
J 1 asw)=1®)[s@) — o —0)],

also

w0 Af1wdst—1w o= f+T 100w,

ferrer

(141 [<T4 T,



1. Kap, § 39. Der Stieltjessche Integralbegriff. 85

wie es sich aus (63), S. 48, durch leicht ersichtliche Grenziibergidnge
ergibt. Ist o(u) eine reine Sprungfunktion (S. 76), deren simtliche
Sprungstellen g, im Innern von [a, b] liegen, so ist

(142) ff(‘u do(u z,f(u]/Jrr,

wobei Y

absolut konvergent (denn f ist stetig, also beschrinkt). Der Vorbehalt,
daB in (142) alle Sprungstellen im Innern von [q, b] liegen, ist we-
sentlich; denn Spriinge am Rande miissen wegen (136), (140), (141)
auf eine besondere Weise beriicksichtigt werden. -—— Bezeichnet M
das Maximum von |f{u)| auf [a, b], so ist

A 6, wie wir wissen, konvergiert. Also ist auch die Rethe (142)

(143) [ff do ;4]<Mf[da ()]

Dies folgt daraus, dal} die entsprechende Ungleichheit bereits fiir die

Niherungssummen S richtig ist. Ist ¢ auf [— oo, 4 o] von be-
+ @

schrinkter Schwankung, [ |do(1)| < + 0o, so folgt aus (143) unmittel-

+o
bar, daB f f(#)do(p) in dem auf S. 47 erkldrten Sinne gewild existiert,

wenn f (auBer auf jedem [a, ] stetig zu sein) auf [— oo, 4 o0] be:
schrankt ist. Doch ist dies keine notwendige Bedingung. Wir kommen
darauf gelegentlich noch zuriick (vgl S.102). — Ist auf [ — 0o, + o] die
Funktion £ () stetig und beschrinkt und o(z) von beschrinkter Schwan-
kung (also gewiB beschrinkt), so kdnnen die vorher entwickelten
Formeln durch den Grenziibergang a-— — 00, b— - oo unmittelbar
auf den Fall unendlicher Integrationsgrenzen iibertragen werden. —
Es sei noch die Ungleichheit

(144) [aff(u)g(au é{ () [*do () - [ | (1) *d0 (1)

erwahnt, wobel f, g stetig, o nicht abnehmend ist. Diese Abschatzung
folgt aus der Schwarzschen Ungleichung, wenn man den Grenziiber-
gang von den Naherungssummen 5 zu den Integralen vornimmt.
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8 40. Fortsetzung. Partielle Integration.
Unempfindlichkeit der inneren Sprungstellen.

Man hat, wenn »,= p,=a und yy=py,1=> gewidhlt wird,

N+1

S = Sy [0t = oty = 311 02)0 () — 20 o)
=~ 10)0@) ~ 1@ s(@) ~ S0/ o) —10,.)]

(Abelsche Summation), wobei die letzte Summe [wegen a =, 5 4,
S S S S S S und da g,y > 0, also
Vg1 — ¥, > Ogilt] eine zu ! o (©) d }(u) gehorige Stieltjessche Naherungs-
summe darstellt, Folglich ist auch dieses Integral vorhanden, da
lim § existiert. Und zwar hat man

(185)  1(9a000=1{8)o®) — (&)o@ — fo(war ().

Vorausgesetzt ist dabei, dal f stetig und ¢ von beschrinkter Schwan-
kung ist. Mit f(u) = u erhilt man daraus mit Riicksicht auf eine
Bemerkung auf S. 47, daBl die Funktionen von beschrinkter Schwan-
kung im Riemannschen Sinne integrierbar sind, was freilich wohlbe-
kannt ist, Die Formel (145) ist diejenige der partiellen Integration.
Geht man zur Grenze a — — 00, b— -+ o0 iiber und nimmt man an,

daB ¢ auch auf [— oo, 4 0c0] von beschrinkter Schwankung und f
+ @

daselbst beschriinkt ist, so ist, wie wir wissen, f fdo vorhanden, und

—m

(145) gebt iber in

4

(145) fr(,u)doo» = — Jowat

wenn z. B. f(u)—0, p->1 oo vorausgesetzt wird. Doch geniigt
bereits z. B. die Annahme f{u) — O fiir 4 — 400, da es bei der Stieltjes-
schen Integration auf eine additive Konstante der Belegung nicht an-
kommt, so daBl ¢ (— o0)=0, d. h. ¢(¢) =0, 4~ — 00 angenrommen
werden kann, wihrend f beschrinkt ist, usf

Andert man den Wert der Funktion o(u) an Stellen, die im Innern
von {a, b] licgen, derart ab, daBl die abgeinderte Funktion, o*(u),
ebenfalls von beschriankter Schwankung ist und mit ¢ auf einer iiberall
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dicht liegenden Punktmenge iibereinstimmt, so wird dadurch der
)

Wert des Integrals f fdo fir kein § gedndertt Denn das Integral
&—0 &

f kann — da es ehen existiert — unter ausschlieBlicher Benutzung
a+0

von Teilsummen berechnet werden, deren Einteilungspunkte jener auf
a << x < b liegenden, iiberall dichten Punktmenge angehtren, und

andererseits gelten die Formeln (139), (141). — Die Endpunkte
nehmen freilich wegen (141) eine Sonderstellung ein. Im Falle
a= —0o, b= 400 hat man jedoch keine Endpunkte. Fiir alle

Falle ist o (4) = 0™ (a), o(b) = 0" (), o(u)[=] 0" () hinreichend fiir
5 b
ffdo = [fde*. An endlich vielen, im Innern von [a, 8] liegenden

& a3

Stellen kann o immer beliebig abgedndert werden. Hat ¢ unendlich

viele Sprungstellen ., u,, ..., so sind die Reihen 3| o (1, £0)—0 (1) I
i

2| a(y; 4+ 0) — o(p; —0)| gewiB konvergent, da sonst ¢ nicht von
i

beschrinkter Schwankung wire, Setzt man
o* (1) = o (p) + g/‘ (Qjo(ﬂj + 0} -- 9,"7(;“_,"‘"0))"‘“',
pyZ g
so ist daher, wie wir wissen (S. 77), o* von beschrinkter Schwankung
und [=lg, sofern die @ beschrinkt sind. Indem man sie passend
gleich 1, 0, oder — 1 wihlt, kann nach den Bemerkungen auf S. 76
erreicht werden, daB etwa o* (i) =¢” (u + 0) auch an den Unstetig-
keitsstellen von ¢ gilt. Fiir die Zwecke der Stieltjesschen Integration
5

{(und ebenso bei der Berechnung der Totalschwankung f |da| ) kann

daher immer angenommen werden, dal ¢ mit Ausnahme der even-
tuellen, im Endlichen liegenden Randpunkte durchweg von rechts
stetig ist.

Wir kénnen jetzt aus (145) die folgende Folgerung zichen: Ist f
stetig, ¢ von beschrinkter Schwankung und in den Endpunkten von
[, b} stetig, so gilt

@48) [10m o) = 1 f a0 0) = {160 de . e () = fao).

Denn zuniichst gilt wegen (145) oder mit Riicksicht auf die Definition
des Stieltjesschen Integrals [S. 47; vgl. S. 84]

(146 o) = f 3o ) = o
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an den Stetigkeitsstellen von @ (u) gewilB. Ersetzt man also o in (145) an
alien vier Stellen durch g, so erhalt man eine Gleichung, deren rechte
Seite mit der rechten Seite der unter (145) stehenden Gleichung iiber-
einstimmt. Also mussen auch die linken Seiten identisch sein, womit

(146) bewiesen ist.
Hat ¢ eine Ableitung o', so geht die Niherungssumme § nach dem

N+1
Mittelwertsatz der Differentialrechnung in X'f(v, ) o'(4,_,) (8, — #1,_1)
q=1

iiber, wobei Ay eine im offenen Intervall By < ).q_l < p, gelegene
Zahl bedeutet; da », nur an bdie Bedingung p,_, < Vo < p, gebun-

den ist (weil das Integral ffdo eben existiert), so koénnen wir

= j , wihlen, so daB dle S Rlemannsche Niherungssummen von
f(p)a p) werden Ist also auBler f auch ¢’ stetig, so gilt, da dann
Jo' gewil im Riemannschen Sinne integrierbar ist,

(147) f Hwdao(u f fw) o’ () dp.

Doch wird o im allgemeinen Spriinge haben, und auch wenn o
durchweg stetig ist, braucht ¢’ nicht zu existieren; ferner kann (147),
auch wenn ¢’ existiert, jedoch nicht stetig ist, unrichtig sein. Es ist also
keine Rede davon, dal? das Stieltjessche Integral immer auf ein Riemann-
sches zuriickgefuhrt werden kann.

8 41. Der Hellysche Satz uber gliedweise Integration.
Es seien f; f,, f,, ... stetige Funktionen auf [a,d] und es sei o

von beschriankter Schwankung. Daraus, dal f — f bei einem jeden p
gilt, folgt

(148) [t o) — [ 1) do ()

bekanntlich nicht einmal im Falle ¢ (u) = u, wahrend das gleichmiBige
Bestehen von f —f fiir

[

(149) f fo(w)dpu— f flu)d

hinreichend, wenn auch nicht notwendig ist. Analog liegen die Ver-
hiltnisse bei (148). Wir begniigen uns mit dem einfachsten hinreichen-
den Kriterium: gilt f, — f gleichmiBig, so ist (148) gewiB richtig. Dann
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gibt es ndmlich zu jedem ¢ >0 ein 5, derart, daBl fir » > n, die
Differenz f_(u) — f(x) absolut ..S‘T“E_ ist, also, wegen (143),
J1do ()]
3

S 1w a0 ) = [1G0 o (@) =1t () — 1] do () [ < o

gilt (der Nenner kann nur im trivialen Fall o == const. verschwinden).

Unvergleichbar tiefer liegt cin Satz von Helly, der die Frage be-
handelt, wann die Grenzgleichung

(160) fb f(r)do, (1) — JE fp)do ()

gewiD richtig ist; hierbel sind also die Belegungen nicht fest, wihrend
f einc feste stetige Funktion bezeichnet. Der Hellysche Satz besagt, daB
(180) sicher gilt, wenn die Bedingungen

on [_’] ¢, 0“ (a) —0 (d), on (b) —~a (b)’
b
151 [ldo,) <K, o, <K

&

erfiillt sind, wobeci K ecine beliebige feste Schranke bezeichnet. Das
Wesentliche ist dabei, daB das gleichmiBige Bestehen von o, (1) — o ()
nicht veorausgesetzt wird; eine derartige einschrinkende Bedingung
ware auch an den Hellyschen Auswahlsatz, wo keine gleichmilige
Konvergenz behauptet werden kann, gar nicht angepafit.

Wir nehmen zundchst an, es sei bereits bewiesen, daBl (150) eine
Folge von (151) ist, falls f stetig differentiierbar ist, und zeigen, daB
dann der Satz aligemein, d. h. fiir jede stetige Funktion f, gelten muf},
Da namlich f stetig ist, so gibt es eine Folge {f, (1)} von stetig
differentiierbaren Funktionen, die gleichmiBig gegen f konvergieren,
denn nach WeierstraB kann man f sogar durch Polynome gleichmiBig
approximieren. Es gibt also zu jedem &> 0 ein m, derart, daB
|f — £,.] L e fiir alle g gilt, sobald m = m, gewdhlt wird. Mithin ist
wegen (143)

b 5 b
| f1do— [},do| <& [|do} fir m>m,,
[ & a
und ebenso gilt wegen (143) und (151)

b b b
Iffmda"—ffdo“|§sf[do“]_ﬁ_eK fir m2>m,,
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wie auch dabei n beschaffen sein mag. Endlich ist (150) nach Voraus-
setzung fiir jede stetig diflferentiierbare Funktion f richtig, sofern (151)
gilt. Wir konnen daher zu jedem m ein n, derart bestimmen, daf}

b b
Iffmdou_ffmdcléa fir ”gﬂ’m

gewiB gilt. Setzen wir in diesen drei Abschitzungen m — m, und
N = n,, und addieren sie, so folgt

b b b
|[tdo— [fdo,| <e(f|da|+K+1) fir a2 N.

Da hierbei der Faktor von ¢ unabhingig von # ist, so ist damit
gezeigt, daB der Satz (150) unter der Voraussetzung (151) allgemein
richtig ist, wenn er fiir stetig differentiierbare Funktionen f richtig ist.

Man erinnere sich nun an den folgenden, im wesentlichen von
Arzeld herrithrenden Satz: Ist {f, (x)} eine auf [, 8] erkldrte, gleich-
mabig beschrinkte Folge von integrierbaren Funktionen, und gibt es
eine beschrinkte und integrierbare Funktion f(x) derart, daB f, (x) — f(x)
an allen Stetigkeitsstellen von f({x) oder eventuell mit Ausnahme einer
Nulimenge gilt, so ist (149) gewil richtig; die Integration ist in dem
alten, Riemannschen Sinne zu verstehen, — Doch gehért der Satz be-
reits zu denjenigen, die der Natur der Sache nach erst im Rahmen der
Lebesgueschen Theorie eine Abrundung erfahren konnten: der Satz
erreicht — vom heutigen Standpunkt aus?) — ein kiinstlich eingeschrinktes
Ziel mit einem gekiinstelt primitiven und entsprechend unbequemen
Apparat. Es hat also keinen Sinn, auf den Beweis dieses Teilergeb-
nisses ecinzugehen.

Ist nun {o, (1)} eine Funktionenfolge derart, dal die Bedingungen (151)
erfiillt sind, und ist f'(4) eine stetige Funktion, so sind die Funktionen
o, () f' (1) integrierbar und gleichmiBig beschrinkt. Die Grenzfunktion
der o,, die Funktion ¢ (g), ist von beschrinkter Schwankung, also ist
auch o(u)f'(x) integrabel und es gilt wegen ¢,{—]¢ an allen
Stetigkeitsstellen der Grenzfunktion offenbar auch g f'— of’, so daB
nach dem Satze von Arzeld

2 b
;fﬂ,. (@t () ap —'“f"(ﬁ)f'(ﬂ)dﬂs

) Die von Arzela (1885) benutzten Intervallsatze gehoren freilich zu den
wichtigsten Ergebnissen des vorigen Jahrhunderts auf diesem Gebiet.
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also wegen (147)
b b
Jon@at@) — [ oG at(

gilt; da wegen (161) auch die Grenzgleichungen
0, (a)f (@) > o(a)f(a) und o,(5)f(b)— o (B)/()

bestehen, so muB mit Riicksicht auf die Formel (145) der partiellen
Integration auch (160) gelten, w.z.b. w.

§ 42. Die Resolventenintegrale.

Es sei o(u) eine auf [— oo, 4-oo] erklirte Funktion, die reell-
wertig und auf [— o0, 4 o0] von beschrinkter Schwankung ist, und
es sei A eine nicht reelle Zahl. Die reelle Komponente von i moge
mit M [1], die imagindre mit {[1] bezeichnet werden, so daB
A=R[A]+ ¥—1F[4] ist. Die Funktion (A — )" ist auf [— oo, + 0]
stetig und beschrinkt. Mit Riicksicht auf eine oben (5. 86) -gemachte
Bemerkung ist daher das Integral

4 a0

(152) R(1) =f =,

das wir aus spiter ersichtlichen Griinden als das zu ¢ gehorige Re-
solventenintegral bezeichnen wollen, gewill vorhanden. Wegen (145)’
kann man hierfiir auch

+ o
Y] d
(163) R(G) == |20

schreiben, Wir zeigen, daB die durch diese Formel dargestellte
Funktion fiir nicht reelle 1 gewil regulir ist. Es bezeichne zu diesem
Zwecke K einen Kreisbereich der i-Ebene, der mit der Achse des
Reellen keinen Punkt gemein hat, so daB es ein 4> 0 gibt derart,
daB |A—p|2d fir alle 1 auf K und fir alle x(20) gilt Man
bilde bei festem g und b die zu dem Stieltjesschen Integral

b
do(
Tab (‘1) =J. 1 _,F:;)

gehorigen Niherungssummen S = S(1). Sie konvergieren fiir alle 1
von K gleichmiBig gegen das Integral 7.°(2). Denn die Funktion
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flu)= (A — )" ist fiir g < p <b auf K gleichmiiBig stetig, so daB
das ¢ auf 5. 84 fiir alle 1 gleichmiBig gewihlt werden kann. Da S (1)
eine rationale Funktion ist, deren simtliche Pole auf der reellen Achse
liegen, so ist sie auf K gewill regulir, so dal im Innern von K auch
die Grenzfunktion T2 (4) regulir ist (denn die Grenzfunktion einer in
einem Gebiete gleichmiBig konvergenten Folge von Funktionen, die
in einem Gebiet regulir sind, ist in diesem Gebiete gewiB regulir).

Nun gilt aber die definitorische Grenzgleichung 7.0 (1) — R{1);
a4 -—— 00, b — -+ oo ebenfalls gleichmiBig auf K. Denn in der aus
(148) folgenden Abschitzung

+w +m >

(154) Ui“_(’;) < ;fl do (i) |

b
konvergiert die Schranke fiir & -} 0o wegen [ |deo(u)| <+ o

— 3
gegen Null, und die Schranke ist unabhiingig von A. Da entsprechendes auch
L]

fiir f gilt, so ist R(1) fiir alle nicht reellen i regulir.
-0

Ist die reellc Zahl g, derart, dab o{x) in einer hinreichend

kleinen Umgebung u, — ¢ << p << 46 von g, konstant, == (u,)
ist, so ist R(1) auch fiir 2 = g, regulir. Denn zunichst kann dann

das Integral durch

(165) (F 74 T e

—w Mot e+0 1"‘"

ersetzt werden, da eine Konstanzstrecke der Belegung zu einem
Stieltjesschen Integral nichts beitrdgt, Da alle in einem hinreichend
kleinen, um den Punkt g, geschlagenen Kreise liegenden 1 derart
sind, daB |4 — u| > konst. > 0 gilt fiir alle x, die in die Integrale (155)
eingehen, so kann die frithere Betrachtung offenbar wiederholt werden.

Sind 4, und i, zwei Punkte, deren Verbindungsstrecke durch die
Achse des Reellen nicht geschnitten wird, so gilt

A, +m +w Ay
do (1) J‘ J‘ dl
G — Bhadedll
(166) J.‘“'_wg_lu _wdo(.“)l i=w’

die Integrationen geradlinig verstanden. Denn zundchst tragen die
Umgebungen der beiden Punkte # ==+ 4-co zu den beiden zwei-
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fachen Integralen wieder beliebig wenig bei (vgl. die vorige SchluB-
weise). Es kommt also nur darauf an, die Richtigkeit der Formel

b Aa
fd.zf Ao (1) _fda (1) f}-"};
& Ay

einzusehen.  Hier konnen aber wegen (147) beide Stieltjesschen
Integrate in Riemannsche verwandelt werden, und die Vertauschbarkeit
der Reihenfolge der beiden Integrationen ist fur diesen Fall aus den
Elementen bekannt.

Ist o () eine Treppenfunktion mit den Sprungstellen i, 4,,..., 4,
und mit den Spriingen /ifo, élor, . fo, so ist (1562) eine rationale ge-

brochene Funktion mit einfachen Polen,

»==1
wobei die Funktion o durch R{i) an alien ihren Stetigkeitsstellen bis
auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt wird. Dies besagt ja
nur, daB mit R({1) auch die Pole und die Residuen von R(1} bekannt
sind. Wir wollen nun eine Stieltjessche Formel herleiten, welche fur
den allgemeinen Fall entsprechendes leistet. Es wird sich dabei eine
eigentiimliche Verallgemeinerung der Residuenformel

lim (1 — )R (1) = Ao

ergeben. Doch handelt es sich nunmehr nicht um die Sprunge allem;
denn o kann jetzt durchweg stetig und nirgends konstant sein. —
Wir werden sodann nach Hilbert auch die allgemeine ,Residuen-
formel" herleiten.

8 43. Die Stieltjessche Umkehrformel.

Da a(u) fiir reellwertig vorausgesetzt ist, nimmt die Funktion (152),
153) fiir konjugiert komplexe Argumente konjugiert komplexe Werte
m, R(1)=R (4), so daB wir uns ohne Einschrinkung der Alligemein-
1eit auf die obere Halbebene X [4] > 0 beschrinken konnen. Setzen
vir noch zur Abkiirzung

p=%R[4, ¢=3[]

i0 ist wegen

+ = +@o
_p delwy | G—pmdelm)

Iiwl*z(p—m’ﬂtg’, i=p—Y—1g
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der imaginidre Teil der Zahl R(1) offenbar

— da{u)
IR qf(? o gt

Wir integrieren diesen Ausdruck bei festem g—= J[{i] > 0 in bezug
auf die von ¢ unabhingig gedachte Variable p — R [1] etwa von
0 bis ¢ = 0, und beachten, dall dabei die Vertauschung der sich auf
p und p beziechenden Integrationen gewiB gestattet ist. Man erkennt
dies ebenso wie die Richtigkeit der Formel (156). Setzt man daher

(57 Flea)=F (e 3~ [ SREIK,
so gilt

een=[an [ 525t 0

wobei
S S —e_ 1 8 (= =
J.(P p)"+q' arctg 7 9'arctg 7 ( 2<arctgx< 2)
ist. Hieraus folgt, wenn
“+ @
(168) Gle, q) = f arctg =& dg (u)
gesetzt wird, offenbar -
(159) Fle,q)=6(0,¢9—G(=q)
Wegen (145} ist aber
+a
farctg “;‘“ do(u)
(160) —e +a
= g (a)arctg e-f - o(—a )arctg—f:i +f 1 _elmde -
q 74 + (E_&)

wobei das Integral rechts, da ¢ und ¢ feste Zahlen sind und o (u) auf
[— o0, +00] beschrinkt ist, fiir @ -—» -} 00 der Grenze

+o
(161) He )= f g
J ()
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zustrebt, Da o von beschrinkter Schwankung ist, so sind die beiden
Grenmzwerte ¢ (-}-00), o6(— oo} vorhanden. Wegen g =J[4] > 0 gilt

endlich arctg “T“ —F -’Qf fiir g — + 00, so daB (160) fir a — o0
wegen (1568) und (161) in

Gle,g)=—o0(+o0)5—o(—c0) 5+ H® q),
und daher (169) in

(162) Fla,)=H(0,9—H(x 9
iibergeht.
Wir zeigen nun, daDB
(163) lim 2 H(x, g)= a4 0) + o (a — 0)
qg—>+0

gilt. Mit Riicksicht auf (161) beweisen wir mehr, wenn wir zeigen, daB

+® hud
(164) o (¢ + 0) =lim > f‘ oWdn (g —0)=lim = fl "(") ““
q++0“a 1 1+(5;_4“) a-»10 % wq ____

gilt, wobei wir uns auf die erste dieser beiden Formeln beschranken
konnen. Sie kann in der Gestalt
+ o

(165) o(e+0)— lim = flLWﬂfﬁ

o J 4 o
g¢—>+ 1+_q_*_

geschrieben werden und geht, wenn man

t{u) =6 +a) —a(e -+ 0)

setzt und
+m
2{1 én _ 2 te_ -t
(166) “fql ‘u,__uarctgx|o =1 (qu)
0 +q—
beachtet, in
+ o
(167) 0=1lim | lz®3x
g++0 1+%

Uber, wobei ¢(u) eine auf [0, }-co] beschrinkte und fiir g— -0
der Bedingung z{u)—0 Geniige leistende Funktion bezeichnet [den
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Umstand, daB die Funktion z nicht nur beschrinkt und derart ist,
daB die Grenzwerte 7(-4 0) existieren, sondern daB sie aulerdem von
beschrinkter Schwankung ist, brauchen wir beim Beweis von (167)
nicht heranzuzichen]. Es gibt also zu jedem ¢ > 0 ein § > O derart,
daB |z (u)| fiir 0 < # < 6 kleiner als eist, und es gibt eine Schranke
M derart, daB |z (u)| < M auch fiir g >J gilt. Beachtet man daher,
dal} in (167) der Faktor von 7, der sogenannte Kern, durchweg > 0
ist, so folgt einerseits

wenn § hinreichend klein gewdhlt wird [vgl (166)], und andererseits
+® +mw

[ lt(u)dr& fqut du
< M M )
a[‘—’w", a“”ﬁ:q »[‘"”s<2

wenn nach erfolgter Wahl von § auch g hinreichend klein gewihlt
wird. Durch Addition der beiden letzten Formeln folgt (167). Da-
mit ist also (163) bewiesen. Diese SchluBweise ist zuerst von Hamilton
und Dirichlet, spater (bei positiven Kernen) von Schwarz und Weier-
straB verwendet worden und ist seitdem schr geliufig. — Dieser Zu-
sammenhang mit der Theorie der ,singuliren Integrale® geht aus den
iiblichen Beweisen der Umkehrformel nicht so klar hervor.

Aus (157), (161), (162), (163) folgt nun, wenn noch g an Stelle von
e geschrieben wird, die angekiindigte Stielfjessche Umkehrformel

(168) ~2 im  FyR@IaR D

= o(p+ 0) + o(st — 0) — [0+ 0) 4 o(— 0)],

wobei die linke Seite nur von p abhingt. Die Belegung o(p) von
(162) ist also an allen ihren Stetigkeitsstellen bis auf eine der Natur
der Sache nach unbestimmt bleibende additive Konstante [o(-}0)-+6(—0)}
vollstindig bestimmt. Legen wir die additive Konstante etwa durch
die Normierung 6(—oo) = 0 fest, so sind daher alle Funktionen ¢ (),
die vermittels (152) dieselbe analytische Funktion R(4) erkliren, im
wesentlichen identisch, d. h. einander [=]. Es gibt unter diesen
Funktionen eine und nur eine, die von rechts durchweg stetig ist.
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§ 44. Die Hilbertsche , Residuenformel”.

Zu der Stieltjesschen Umkehrformel analog ist die folgende, die von
Hilbert herrtihrt:

(169) lim } —1eR(u-+ey —1) = do=0(p+0)—o(u—0); £>0.
(= S

Dies ist eben die auf S. 93 erwihnte ,Residuenformel®. Es ist jedoch zu
beachten, daB in dieser Formel nur senkrechte Anniherung an die reelle
Achse in Betracht kommt, was durch die Kompliziertheit der im Punkte
4 = p moglichen Singularitit von R(1) bedingt ist. Die Funktion R (1)
wird wegen (169) bei senkrechter Anniherung an die reelle Achse
genau von der ersten Ordnung unendlich, wenn g eine Sprungstelle
der Belegung o ist, an den Stetigkeitsstellen von ¢ von einer nied-
rigeren Ordnung oder [wie an den Konstanzstellen von o, wo R (1)
nach S. 92 reguldr ist] iiberhaupt nicht. Dies entspricht dem Umstand,
daB fiir eine Treppenfunktion o, d.h, fiir ein rationales R, alle Pole
von R einfach sind.

Als Sprungstellen von ¢ bezeichnen wir nur die Stellen x mit
Ao+40. ,Hebbare“ Unstetigkeiten, in denen o (g - 0) =0 (1 — 0) $= 0 (1)
ist, sind ja fiir die Stieltjessche Integration nach § 87 belanglos.

Wir bemerken zunichst, da es geniigt, die Richtigkeit von (169)
fiir den Fall nachzuweisen, wo u eine Stetigkeitsstelle von ¢ ist, unter
Stetigkeitsstelle wieder eine Stelle u4 mit 4o = 0 verstanden. Es sei

I
nimlich s, eine Sprungstelle von 6. Es bezeichne ¢ diejenige Treppen.
funktion, die an der Stelle 4, den Sprung Aa erleidet und sonst stetig

ist, und man setze ¢ = ¢ — ¢’. Die zu o und ¢” gehérigen Resol-
ventenintegrale mégen R’ bzw. R” heilen, so daB R = R - R” gilt.
Dann ist ¢” an der Stelle u, mit Riicksicht auf die Definition von o
gewiB stetig. Also ist (169) fir R”, ¢” nach Voraussetzung richtig,
mithin gilt lmsR"(uy -+ )Y —1e)=0 fir ¢— 0. Es geniigt
also zu zeigen, daB lim ¥ —1& R (u, -+ ]/:TE A ¢ gilt. Diese Be-
hauptupg ist aber trivial; denn nach der Deﬁmtlon von o ist

Ao
R (i) m%

Wir konnen also beim Beweis von (169) annehmen, daB u
eine Stetigkeitsstelle von ¢ ist. Wir konnen ferner durch eine Ver-
legung des Nullpunktes der u-Geraden erreichen, daBl u==0 wird.

Wintner, Spekiraltheotie. 7
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Man kann daher u=0 und Zolo= A6 =0 setzen, wodurch (169) in
M

eR(e '|/_—_h1-)——-0 Ubergeht. Die Voraussetzung ist dann, daB die Be-
legung den beiden Bedingungen (4 &) 0 geniigt. Wegen (158) ist

aber
+ +o

leREY1)< sf 0(#)|dﬂ_ fl[(ﬂ)'du
wi‘u w8 1+‘“—

B

und Integral rechts konvergiert wegen (164) und mit Riicksicht auf
6{x&)—0 fir £¢— -0 gegen Null. Damit ist (169) bewiesen.

Geht man in (168) von 2 zu 2 iiber, so andert sich dadurch R[]
nicht, wahrend R(1) in R(%), also [R(4)] in —F[R(4)] ibergeht,

so daBb 2F[R(4)) = Y[R (2) — R(4)] ist. Schreibt man noch J& an

Stelle von f , was nur auf eine Verlegung des Nullpunktes hinaus-
]

lauft, so folgt
1

a0 ~Loim fyRe—R@)R

& >0,
=o{u+0)+o(u—0)—[ofe+ 0)+ (e — 0)].

Wir erwihnen noch, dal diese Formeln von Hellinger auf den
Matrizenkalkiil iibertragen worden sind, wo an Stelle von R(1) eine
Matrix von solchen ,Resolventenintegralen® tritt.

845. Funktionentheor etischesiiber dieResolventenintegrale.

Ist o eine Konstanzstelle der Belegung, so dal es ein § > 0 gibt der-
art, daB fiir ¢ — 3 << u << @ 4 ¢ identisch o (u) = o(e) gilt, so ist, wie
wir auf S. 92 gesehen haben, die durch die Formel (162) dargestellie
Funktion R(1) in dem um . den Punkt « geschlagenen Kreise vom
Radius & reguliar. Aber auch nur dann. Denn ist sie in diesem Kreise
reguliar, so ist sie in jedem noch kleineren Kreise vom Radius ¢’
gleichmiBig stetig, so daB dabei R(i) — R(2) fir 1 — 1—0, d. h. fiir
S [4] — 0 gleichmiBig gegen Null konvergiert. Aus (170) folgt aber
dann o+ 0)+-o(u —0)=o{e -} 0) } o{« — 0), also, wenn man
selbstverstindlich von hebbaren Unstetigkeiten absieht, offenbar auch
o(p)=o(w) fir |g—eal<d, w, z.b. w. Dieser Satz riihrt von
Grommer her. Danach sind die Nichtkonstanzstellen der Belegung o (1)
mit den im Endlichen gelegenen Singularitaten der dutch dieFormel (152)
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dargestellten Funktion R (1) identisch, indem alle nicht reellen 1 gewi
regulire Stellen sind (S. 92).

Wir sprechen dabei von der Funktion, die durch die Formel (152)
dargestellt wird, und nicht von der analytischen Funktion, die aus dieser
Funktion, wobei etwa {[4] >> O sein moge, durch analytische Fortset:
zung entsteht. Denn es ist z.B. moglich, daB die Formel (152) fiir ¥{21>>0
und fiir [1] << O zwel wverschiedene analytische Funktionen darstellt, so
daB also R{4) — R(1)— O fiir  — 4 —» O nicht gilt, trotzdem beide Funk-
tionen ganze transzendente tunktionen sind, also im Endlichen liber-
haupt keine Singularitaten haben. Nur wird dann die eine Funktion
durch die Formel (152) nur in der oberen, die andere nur in der unteren
Halbebene dargestellt. Ein Beispiel ist das zur nirgends konstanten
Belegung

I
olp)= [ e~ dt

gehorige Integral R(1). Es ist freilich auch der andere Grenzfall még-
lich, daB die nirgends konstante Belegung sich so verhilt, daB die
reelle Achse fiir die beiden [wegen R(1)=R(1) einfach: konjugiert
komplexen] Fupktionen eine natiirliche Grenze bildet. Zwischen diesen
beiden Fillen steht der dritte, wo o{s) etwa fir u < —1 und auch
fiir g > 1 konstant, also

140
(153) R(@)= | g2t
—1-0

ist. Dann kénnen dic beiden Funkionen, nimlich R (1) und R(4),
ineinander gewid analytisch fortgesetzt werden. Denn jede reelle Zahl,
die absolut >>1 ist, ist eine regulire Stelle der durch (152) dar-
gestellten Funktion. Alle Punkte des Intervalles —1 < u < 1 kénnen
dabei wesentlich singulire Stellen sein, so daB eine Iortsetzung von
R(2) in R(Z) durch einen unmittelbaren Ubergang durch die Punkte
des Intervalles — 1 < u £ 1 unmdéglich ist. Doch kinnen alle Punkte
des Intervalls — 1 <2 ¢t <¢1 auch regulire Stellen sein, trotzdem dort
o nirgends konstant ist. Nur miissen dann die beiden Punkte u=+1
Verzweigungspunkte sein, so daB R(4) bei unmittelbarer Uber-
schreitung eines Punktes des Intervalles — 1 < u <C 1 nicht den Wert
R(Z) erhilt, der sich bei der Umkreisung des Intervalles —1<u<1
ergibt, sondern einen andern Zweig der mehrdeutigen analytischen
Funktion liefert, so daB also — 1 < u# £ 1 mit Hinblick auf den Grommer-
schen Satz als ein Verzweigungsschlitz aufzufassen ist. Das cinfachste
: 75
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Beispiel ist die Gauflsche Kettenbrucherzeugende der Legendreschen
Polynome, 1

d A1
-1
o(p)=—1 fir u£ -1 olp=p fir ~1Spul+1
o{p)=1 fir p2>1.

Dies ist eben das Beispiel, durch das Gaul}, wie aus seinem be-
ruhmten Briefe an Bessel (1811) hervorgeht, viele Jahrzehnte vor
Cauchy bzw. Puiseux auf die einschlagigen Grundtatsachen der
Funktionentheorie gefuhrt wurde.

Abschlieende Ergebnisse iiber die sich im AnschluR an (152)
erhebenden funktionentheoretischen Fragen scheinen in der Literatur
nicht vorzuliegen. Es wurde sich vor allem um die Frage handeln,
auf welche Weise die Art der Singularititen von R (1} durch das infini-
tesimale Verhalten der Belegung bestimmt wird und wie iiberhaupt
eine vorgegebene Funktion R (1) beschaffen sein mub, damit ein Zweig
von ihr eine Darstellung (152) mit einer passend zu wihlenden Belegung

gestattet, — Bereits diejenigen R{1), die eine Darstellung mit einer
reinen Sprungfunktion [vgl (142)] gestatten, so daf}

% 4o =
(171) R(l):%i—_ﬂ;’ §[40;<+oo

gilt, sind, wenn die Sprungstellen etwa uberall dicht liegen, nach
Goursat und Pringsheim wesentlich komplizierter, als man es von
vornherein anzunehmen geneigt ware.

Ist X reell und gleich u, wobei uy keine Konstanzstelle von o
ist, so hat das Integral (152) zunachst keinen Sinn; als Cauchyscher
Hauptwert z. B. kann es jedoch existieren. Wir konnen hier auf diese
Fragen, die aus leicht ersichtlichen Griinden (vgl. S. 96) wieder in die
Theorie der Integraldarstellung willkurlicher Funktionen hiniiberfiihren,
nicht naher eingehen. — Es sei nur erwahnt, daB die Stieltjessche Urn-
kehrformel mit derjenigen von Fourier durch eine Art Laplacesche Trans-
formation zusammenhangt.

8 46. Fortsetzung. Das Verhalten im Unendlichen.
Momente und C. Neumannsche Reihen.
Eine eventuelle matrizentheoretische Bedeutung der durch die

Formel (152) nicht dargestellten Zweige ist nicht bekannt. Wir wollen
fortan unter R( ) die durch (152) unmittelbar dargestellte Funktion ver-
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stehen, wodurch wir sie kiinstlich eindeutig machen. Die singularen
Stellen dieser Zweige sind also gewil reell, und se sind, wenn die Punkte
der einen unmittelbaren Ubergang verhindernden Schlitze zu den singu-
laren Stellen hinzugezahlt werden, mit den Nichtkonstanzstellen der
Belegung identisch. Allerdings haben wir noch den Beweis nach-
zuholen, da6 in diesem Saiz der unendlich feme Punkt (der evtl.
aufgeschlitzten und so fiir alle Fille schlichten) 1-Ebene keine Sonder-
stellung einnimmt. Liegt nicht die gesamte Belegung im Endlichen,
gibt es also keine Schranke g >> 0 derart, dab fiir u < — p identisch
a(p) == o (— oo) und fiir x> ¢ ebenso o(p) = o6(+ 00) gilt, so hiufen
sich die Nichtkonstanzstellen von ¢, also die Singularititen von R,
bei 4 =00, so dall dann i = oo gewill singuldr ist. Wir haben also
nur die Umkehrung zu beweisen: Liegt die ganze Belegung ganz im
Endlichen, so daB bei hinreichend groBem g
£
; . do (11)
-

gilt, so ist 1 = oo eine reguldre Stelle der Funktion R{1). Der Beweis
fiilhrt auf die C. Neumannschen Recihen bhzw. auf die bereits frither
betrachteten Momente

8‘-_'1-

(173) m,, uide(n); n=0,1,2,....

Wegen (173) und da o fiir ;¢< — o und u > konstant ist, gilt
lm, | -’f,u do{u)} £ o™ J' |do(u)], so daB die Rethe Y'm A """

fir |4] >g konvergiert. er haben nur noch zu zeigen, daB sie
die Funktion R (1) darstelit. Nun ist aber die Reihe X p™27 "7 fur
— o X X p (bei jedem 1 mit || > g) gleichmiBig konvergent, also
ist nach (148) die gliedweisc Integration

+o
-7 T m
f -3 f,,,a—idotm -

gewil gestattet, und linkerhand steht offenbar die Funktion (172).

Um die Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir jetzt an, dab ¢
nicht abnehmend, do = |do | ist. Von Momenten spricht man meistens
nur in diesem Fall. Gibt es keine Schranke g, so kann, wie das
Beispiel o(u) = u® zeigt, bereits das Integral m, divergieren. Doch
kann, wie die auf S. 99 erwihnte exponentielle Belegung zeigt, jedes
Integral m,, konvergent sein, ohne dal} die ganze Belegung im Endlichen
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liegt, d. h. ohne daB R () die fiir hinreichend groBe || konvergente
Entwicklung Z“' m, A~*~! zuliBt. Hingegen stellt diese C. Neumannsche

0
Reihe (sofern sie iiberhaupt gebildet werden kann, d.h. wenn alle
Integrale m existieren) die Funktion R(4) in einem asymptotischen
Sinne des Wortes immer dar. Ist ndmlich 1 nicht reell, so ist das
Integral (162) konvergent und wegen

1 not T 1 u”
A—pn ;__1'+l+1'5).—-;£
r=0

gilt

n—1 tm

N ‘T m, 3 *do (1)

(174) R(,‘.) < 0 1’__'_1 = i f Z—ft )

= — ol

wobei letzteres Integral, wegen |do| = do und da alle m, vorhanden
sind, ersichtlich gegen Null strebt, wenn die Variable i derart ins
Unendliche geht, daB sie auBerhalb eines die reelle Achse in seinem
Innern enthaltenden Parallelstreifens bleibt. Denn wegen (173) und nach der

+ x —
Schwarzschen Ungleichung (144) ist [ | 1" |do(n) < Ym, m,,,, also end.
—w

lich; das Restglied, nimlich die rechte Seite von (174), konvergiert daher
bei diesem Grenziibergang stirker nach Null als 17", also stirker,
als die in (174) linkerhand berlicksichtigten Terme, und dies gilt bei
einem jeden #. Mit dem Poincaréschen Zecichen der Asymptotizitit

gilt also R(1) NZ um--;, wenn 2 auf die angegebene Weise unendlich
w=0
wird. — Setzt man der Einfachheit halber voraus, daB o eine stetige
[ JF—
Ableitung ¢’ hat, und bezeichnet man dn:H/m,J als das n-te
reduzierte Moment von o, so erkennt man leicht, dal das reduzierte
Moment mit # um so ,stirker* wichst, je ,langsamer® die Funktion
|0’ (1) | fiir p— - 0o ihrem Limes inferior, der == 0 ist, zustrebt. Setzt

Vd“

man z.B. ¢’ (1) = e_l“"] d > 0, so strebt einer von 0 und -4 oo

verschiedenen Grenze zu, wenn #— - 0.

8 47. Der Grommersche Konvergenzsatz.

Es sei {g,(#)} eine Folge von nicht abnehmenden, gleichmiBig
beschrinkten Funktionen auf {— oo, +-o00], die im wesentlichen
gegen o(u) konvergicren, Bezeichnet M die obere Grenze aller
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+wm
J 1do,(u)], so ist, wenn etwa o, (—o0) = 0 angenommen wird,

W15) oW SM, do,20, [ |do,Gd|<M; o[—]o.

Es bezeichne R () das zur Belegung ¢, gehérige Resolventenintegral,
und R({4) das zur Grenzbelegung gehdrige. Wir beweisen nach
Grommer mit einer von Hamburger herriihrenden Ergiinzung, daB
dann fiir alle nicht reellen 1 die Funktion R_ (1) gegen das zur Grenz.
belegung gehorige Resolventenintegral konvergiert: R, (1) — R(4),
#— -+ 00,

Zunichst ist wegen (153)

+ o

IR, (2) — R(‘”“‘f o,.(lt)—c'(m J‘Ion(;u)—c(p)ldﬂ

l}’ “[2

Bezeichnet also $ den Realteil, ¢ den Imagindrteil von 4, so gilt

(176) 1R,.(z)—R<z)|g(_£+J+bf)l;;ﬁ*L;j:J' “

wobei wir die Zerlegung von [— oo, + oo] durch 4 und b in drei
Stiicke auf die folgende Weise festlegen wollen. Es sei ¢ > 0 be-
liebig klein. Da p und g feste reelle Zahlen sind und ¢ 4= 0 ist, so
kénnen wir ¢ so nahe an — oo wihlen, daB

[
_ dp &

) P~ +0" T 6 M
wird. Wegen (175) ist nicht nur |g, |, sondern auch |g| gewiB < M,
also | g, — o] £ 2 M fiir alle i, so daB das erste Integral (176) offenbar
< 6_}{ 2M = %— ist, und zwar fiir alle #. Ebenso kinnen wir durch

geeignete Wahl von b erreichen, daB das Integral

o
bfg

wird fiir alle #. Es bleibt also noch das mittlere Integral iibrig. Wenn
wir zeigen konnen, daB dieses Integral, in dem @ und b bereits fest
gewidhlt sind, fir #— + 0o gegen Null konvergiert, also fiir hin-

W!oa

reichend groBe s kleiner als ist, so wird damit wegen (176) die

.l
3
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Behauptung, daB nimlich fiir hinreichend groBe # die Ungleichheit
IR, (1)— R (4)] < e gilt, bewiesen sein. Nun ist aber das mittlere Integral

b
!a..(:») oWl
= du,
S0, wenn f, () = R

ist ]fn(p)|§2q—ﬂfzkonst., und es gilt f (4)—0 bis auf eine Null

menge gewiB, da wegen g, {~+] ¢ die Grenzgleichung o, (1) — o () — 0
an allen Stetigkeitsstellen der nicht abnehmenden Funktion o (u), also
mit eventueller Ausnahme einer abzihlbaren Punktmenge sicher zu-
wifft. Setzt man daher f(u)= 0, so gilt nach dem Satz, den wir nach

gesetzt wird. Wegen (175,

Arzeld benannt haben (S. 90), ff d,u*-ffd‘u =0, w.z b w.

Es gilt iibrigens Rﬂ(ﬂ.)ﬁ»R(ﬂ.) mcht nur fiir ein jedes nicht
reelle A, sondern auch gleichmiBig auf jedem Kreisbereich, der die
reelle Achse nicht trifit. Mit Ricksicht auf den Satz von Vitali geniigt
es zu beweisen, daf} die Funktionen R, (1) auf jedem derartigen Kreis-
bereich gleichmiBig beschriinkt sind. Dies wissen wir jedoch bereits
von S. 92 her. Wir haben dort ndmlich die Abschitzung des Re-
solventenintegrals mittels der Totalschwankung der Belegung aus
gefithrt, und die Totalschwankung von ¢, bleibt wegen (175) unterhalb
einer von # unabhingigen Schranke. — Aus demselben Grunde gilt
R, (4} — R(4) gewil, und zwar gleichmiBig, auch auf jedem die reelle
Achse treffenden Kreisbereiche, der in einem etwas groBeren Kreise
liegt, welcher nur Konstanzstellen der o, enthilt.

§ 48. Oberbereich und Unterbereich. Der Grommer -
Hamburgersche Fundamentalsatz.

Wir lassen nun in (175) die Bedingung o, [—] o fallen, und setzen
etwa die Normierung o, (- 0) 4 o, (-— 0) = 0 voraus, so daB

(377) fo,.m)fsfido ()| £ M, do, =2 0; 0,(+0)+0,(—0)=

gilt. Wir setzen ferner voraus, dafi es einen Kreis K gibt, auf
welchem die R,(4) gegen eine Grenzfunktion F(Z) konvergieren, deren
Darstellbarkeit als ein Resolventenintegral nicht vorausgesetzt wird.
Dies wird sich vielmehr, mit Riicksicht auf den soeben bewiesenen
Grommerschen Saz, von selbst ergeben. Wir beweisen namlich, dafi
es ein o mit ¢,[-+]a gibt. Es handelt sich aso um eine Umkehrung
des Grommerschen Sazes. — Der Beweis verlauft so. Ware die
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Umkehrung unrichtig, so wirde es wegen (177) nach § 38 zwei Teil
folgen geben derart, daB o, [—]}o*, o;,[—~]e*" gilt und o* nicht
[=]o** ist. — Bezeichnen R* und R** die zu ¢* bzw. ¢** gehdrigen
Resolventenintegrale, so gilt nach dem vorher bewiesenen Grommerschen
Satz R;,— R* und R; --»R** z. B. in der oberen Halbebene. Nun
strebt aber R, auf K, also nach dem Vitalischen Satz iiberhaupt,
gegen F. Erst recht gilt also R, —F, R;,— F und daher offenbar
R*® =F, R** = F, mithin R* == R**. Die Stieltjessche Umkehrformel
(168) ergibt daraus

o* () — [0* (+0) + 0* (-— O]] == 0** (4t} — [0** (+ 0) + 0** (- 0]

fir alle Stetigkeitsstellen, und die beiden [ | sind hier wegen der
dritten Beziehung (177) gleich Null, Es bleibt also ¢™[=]¢**, wihrend
sich vorhin auch das Gegenteil ergeben hat. Unsere Apnahmen sind
also widerspruchsvoll, w. z. b. w. — Xs gilt demnach das folgende

Konvergenzkriterium von Grommer-Hamburger. Es sei fiir
die Folge {5, (u)} die Bedingung (177) erfiillt, und es sei {R_(4)} die Folge

der zugehorigen Resolventemintegrale. Der Grenzwert lim R, (1) ist
n=+w
dann etwa fiir alle nicht reelle 1 dann und nur dann vorhanden, wenn

es eine Grenzbelegung ¢ mit g [-+]o¢ gibt; und zwar gilt dann

+
(178) lim “"" w) _ f !
n=+w v R
+ @
d.h. die beiden Grenzprozesse s — -+ 00, f diirfen vertauscht werden. —
—-®

Die durch die Stieltjessche Umkehrformel ausgesprochene Ein-
eindeutigkeit der Abbildung des ,Oberbereiches® der Belegungen
auf den ,Unterbereich® der Resolventenintegrale besteht also auch fiir
die sinngemil festgelegten Grenzelemente, — Man beachte, dab,
wenn auch g, [-+] ¢ bzw. R, [—]R nicht gilt, konvergente Teilfolgen
wegen (177) nach S. 78 bzw. S. 83 gewil3 vorhanden sind, und dal3
beidemal die zur Auswahlfolge gehorigen Grenzelemente nach S. 82
bzw. S. 83 von der Art der Auswahl dann und nur dann unabhangig
sind, wenn das Auswahlverfahren iiberflussig ist. — Die Gesamtheit
aller nicht reellen 4 konnen wir freilich in dem Grommerschen
Kriterium mit Rucksicht auf den Vitalischen Satz z. B. auch durch ein
offenes Intervall ersetzen, das keine Nichtkonstanzstelle der ¢, enthalt
oder nicht auf der reellen Achse liegt, usf.
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8 49. Differential und linearer Operator.

Durch den vorangehenden Fundamentalsatz wird die Korrespondenz
des, Stieltjesschen Differentials" 4o {u) und des zugehorigen Resolventen-
integrals R(A) restlos beschrieben. Sobald es sich aber darum handelt,
2wei Resolventenintegrale miteinander zu vergleichen, so erweist sich
dieser Apparat noch als zu grob. Um z. B. die Resolventenmatrizen
unendlicher Hermiteschen Matrizen miteinander naher in Beziehung
setzen und damit die Frage der unitaren Aquivalenz beantworten zu
konnen, muR man vielmehr nach Hellinger die Belegung do(u) aus
gewissen ,getrennten” Normalbestandteilen additiv aufbauen. Diese
additive Trennung ist, wie wir sehen werden, der Natur der Sache
nach nicht eindeutig, indem die einzelnen Summanden auf die ver-
schiedensten Weisen ,, Normalbestandteile" bilden konnen. Wir werden
uns zunachst nur mit den einzelnen Normalbestandteilen beschaftigen
und kommen auf die additive Trennung selbst erst bei den unend-
lichen Matrizen zuruck. — Wir beginnen mit einer Zerlegungsaufgabe
von ,,,da(,u)“, die ganz anders, namlich nicht additiv ist, sondern wie
folgt lautet:

_ 1Zx@[*

(179) dc(ﬁ"’)_ dg(p)

(der Sinn dieser ,Formel" soil spater prazisiert werden). Hierin ist
a(_u) eine gegebene, nicht abnehmende Funktion; die Nennerfunktion
e(x) wird vorgeschrieben und ist ebenfalls nicht abnehmend; die
Funktion z(g) wird gesucht und soil sozusagen das infinitesimale
Tempo des Anwachsens der Funktion ¢{u) in bezug auf die Basis
o{u) beschreiben. Die Frage nach der Losbarkeit von (179) bei ge-
gebenem a und Q bezeichnen wir as das zur Basis Q gehorige
Hellingersche Zerlegungsproblem von a. Diese Zerlegung ist von der
additiven Trennung unabhangig und schlieBt diese in sich, in dem
sie eben die Normalgestalt der einzelnen Summanden liefert. Die
additive Trennung kann u. a. darum auf die verschiedensten Weisen
herbeigefuhrt werden, weil fur die einzelnen Summanden die Basis
gewissermafien willkurlich vorgeschrieben werden kann. Doch wird
es sich in diesem Kapitel, wie gesagt, nur um (179) handeln. Wir
werden dabei, da wir es nur mit Stieltjesschen Integrationen zu tun
haben, annehmen konnen, daR o(p) von rechts stetig ist. Nun ist
aber die Zerlegung des rein sprunghaften Bestandteiles o trivial [vgl. (142)]
und laBt sich iibrigens, wie Hellinger und Toeplitz gelegentlich ihrer
Untersuchung uber Jacobische Matrizen bemerkt haben, mit derjenigen
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von g unmittelbar koppeln. So kénnen wir daher wegen (128) an
nehmen, daB o(u) durchweg stetig ist.

Leider mu ich, um die Rahmen dieser Schrift nicht zu zersprengen,
auf ins einzelne gehende Beweise, die stark in der Richtung der reellen
Funktionentheorie liegen, verzichten und mich auf einen gemeinverstind-
lichen Bericht iiber die Probleme der Zerlegungstheorie beschrinken,

Es ist unnétig 2u betonen, daB der Ausdruck ,Stieltjessches Diffe-
rential* nicht in dem iiblichen Sinne des Wortes Differential zu ver-
stehen ist, Hat o(x) etwa cine stetige Ableitung, so ist do{u) ver-
moge des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gewif3 nicht sinnlos.

Dann ist nimlich éal o (x) = é;ﬁf)- 4 ¥ -- &, wobei der Fehler ¢ von einer

héheren Ordnung als 4z ist, indem ¢/4x—0, a—»pu sogar gleich-
miBig gilt (vgl. hierzu S. 52). Doch braucht die Funktion ¢, auch
wenn sie stetig ist, nicht durchweg differentiierbar zu sein, und der
Ausdruck ,,Stieltjessches Differential® gewinnt erst etwa durch die Stieltjes-
sche Umkehrformel einen klaren Sinn. Ist o unstetig, so braucht ,do ()%
nicht ,unendlich klein® zu sein, es hat vielmehr, in Hinblick auf seinen

Beitrag zu f f(p)do{u), den ,Wert®

rr(p—{-())—a(‘u—O)-——-;}o#:O.

Fiihrt man die Verteilungsfunktion o(u) =0, u < e; o(p)==1, u 2«
ein, so erkennt man, daB der Stieltjessche Integralbegriff auch die
Diracschen Deltafaltungen als ein mathematisches Aquivalent umfaBt
und dabei begrifflich bequemer {und rechentechnisch wenigstens nicht
wesentlich unbequemer) ist. DaB es so sein muB, geht grundsitzlich
auch aus cinem F. Rieszschen Satze der Funktionalrechnung hervor. Es
bezeichne ndmlich A (f) einen distributiven Operator der fir 0 L u <1
erklirten stetigen Funktionen f{u}. Es sei also zu jedem solchen f eine
Zahl A(f) derart zugeordnet, dal}

Afey f, +eaty) = ¢o Alf) 4 ¢, A{fy)

gilt. Es moge ferner der Operator in dem Sinne stetig, also ,linear®

sein, daB, wenn das zu 0 < u < 1 gehérige Maximum der Abweichung

i), () — f(u)| der beiden Funktionen for | flir m—o00 gegen Null

konvergiert, auch A {f,) — A (f) gilt. Der F. Rieszsche Satz, der iibrigens

aus den oben entwickelten Hellyschen Sitzen in einigen Zeilen folgt,

besagt nun, daB es eine von f unabhingige Funktion von beschriankter
1

Schwankung, ¢, gibt derart, daB A(f) = [ f(u)do () wird. Und zwar
3 :
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ist ¢ durch den Operator A in allen Stetigkeitsstellen im Innern von [0, 1]
und auBerdem fiir 4 =0 und g =1 bis auf eine additive Konstante
vollstindig bestimmt. Man erkennt dies, indem man auf die C. Neu-
mannsche Reihe

AW _ 4( 1\ _pa

2= A=) = RO
die Stieltjessche Umkehrformel anwendet (Satz von Lerch). Bei unend-
lichen Intervallen ist freilich der Sachverhalt komplizierter. Vgl Kap. VL.

8 50. Das Hellingersche Zerlegungsproblem.
a) Die beiden Funktionenpaare.

Es seien v(u), o(p) zwei fir — oo < p < -+ o0 erklirte stetige
Funktionen von beschrinkter Schwankung, die fir g-— — oo ver-
schwinden; p(u) sei dariiber hinaus monoton nicht abnehmend (also
reellwertig). Es mdge ferner eine (also nicht nur eine) stetige, monotone
und beschrinkte Hilfsfunktion F(x} vorhanden sein derart, daB fiir
alle Intervalle a: ¢ < u < 8 die Ungleichheit

(180) 42 < Qo AF (4020, 4F2 0)

gilt. Wir sagen dann, das Funktioncnpaar (7, g) bilde ein Hellingersches
Funktionenpaar erster Art. Dieser Begriff ist offenbar asymmetrisch
in 7, ¢, da (g, v) kein Funktionenpaar erster Art zu sein braucht.
Sind g (p), o (u) zwei fiir — 00 < p < + oo erklirte, monoton nicht
abnehmende, fiir u— — oo verschwindende, stetige und beschrinkte
Funktionen, so sagen wir, [g, 6] = [0, ¢] bilde ein Hellingersches
Funktionenpaar der zweiten Art. Diese Beziehung ist also symmetrisch.

b) Der Operator erster Art.
Es sel o =g <&, <ty < ... <y < ay=7f eine Einteilung des
Intervalles a==[«, §], man setze a = {@,,, %] und man bilde die

Summe
N |dept
a, |

(181) 2 (Je20),

v=1

wobei (r, ¢} von der ersten Art ist, so daB v(x) wegen (180) auf a
gewil konstant ist, wenn o{u) auf a konstant ist. Aus do =0 folgt
¥

daher Av=0. Ist in (181) der Nenner, also auch der Zihler =0,
so wollen wir den »Quotienten® gleich Null setzen, wodurch (181) in
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allen Fillen eindeutig erklirt ist. Man iiberzeugt sich leicht mittels
der Schwarzschen Ungleichung, dall wegen (180)

e ¥ |dz)

Z’"

gilt. Die Summe (181) verkleinert sich also bei Weiterteilung der a,
gewiB nicht, bleibt jedoch wunterhalb einer nur von a abhangigen
Schranke, die wegen der Stetigkeit der Funktion F nach Null kon-
vergiert, wenn a auf einen Punkt P zusammenschrumpft. Beachtet
man noch, dafi dies gleichmaBig gilt fur alle P eines jeden endlichen
Intervalles, auf welchem ja F gleichmallig stetig ist, so erkennt man
nach sinngemal’er Wiederholung einer aus den Elementen bekannten
SchluBweise (vgl. S. 84), da3 die Summe (181) in dem auf S. 47 prazi-
sierten Sinne einem Grenzwert zustrebt, wenn die Teilungen von
a= [a, B] unendlich fein werden. Man bezeichnet diesen von Hellinger
eingefuhrten Grenzwert mit

(182)

N
gAF Zav=a
v=1

8
1@
(183) j de(m) ~

x

Da die Summe (181} sich bei der Weiterteilung nicht verkleinert, so

gilt wegen (180)
2 8

[ (e
gf de&f

&

(184) 0<

IA

4F; a={a,f].

ol el
=]

Da F(u), also auch Aaf F nach Voraussewzung unterhalb einer festen
Schranke liegt, so bleibt (183) wegen (184) fiir ¢ — — 0o oder -+ +
bheschrinkt und nimmt dabei nicht ab, strebt also endlichen Grenz-
werten zu, wodurch (183) auch fiir ¢ = — o0, § = |} 0o erklirt werden

kann. Setzen wit
It
|2z},

-

so ist der Ausdruck (183) der Stetigkeit zufolge offenbar = 40, und (180)
geht iiber in

(186) [dif <dodo, 0L4og4F.

Demnach ist die mittels (185) erklirte Funktion ¢ derart, daB in (180)
die an sich willkiirliche Hilfsfunktion F gewi =— o gesetzt werden
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kann, da ¢ wegen der zweiten Ungleichheit (186) stetig ist. Wegen der-
selben Ungleichheit gibt es keine Hilfsfunktion F, die von langsamerem
Wachstum wire als ¢. Ist aber F vom selben Wachstum wie ¢, so
daB Ao = AF gilt, so muB, da o und F nach Nul konvergieren,
wenn der untere Endpunkt von a ins negative Unendliche riickt, auch
6(p)=F(u) gelten. Die Funktion (185) kann also dahin charakteri-
siert werden, daB sie in (180) fiir (v, o) die ,Hilfsfunktion vom langsam-
sten Wachstum® darstellt. Dieser Umstand erhebt die zwischen den
Differentialen hingeschriebene ,,Gleichung®

| dr () |®
(187) do(u)= "G, 05
zu einer inhaltsvollen Aussage. Doch ist dabei folgendes zu beachten:
Es ist uns (v, o) gegeben, wir leiten daraus ¢ vermége (185) ab, und
dann gilt (187),

c¢) Das Umkehrproblem.

Uns interessiert jedoch die umgekehrte Fragestellung, wobei ¢ und
o gegeben sind und z gesucht wird. Diese Aufgabe bezcichnen wir
als das Hellingersche Zerlegungsproblem von ¢ mit Bezug auf die
Basis . Wir wollen also (187) nach z aufljsen. Genauer ist unter
dem Hellingerschen Zerlegungsproblem folgendes zu verstehen. Es
sind zwei nicht abnehmende, stetige, beschrinkte, fir g-— —oo ver-
schwindende Funktionen ¢, ¢ gegeben. Sie bilden also im Sinne von
S. 108 ein Funktionenpaar der zweiten Art. Es wird eine Funktion 7 (u)
gesucht, welche die beiden folgenden Eigenschaften hat:

1) Das Funktionenpaar (r, ) ist von der ersten Art

[Es gibt also stetige, beschrinkte, fiir g — —o0 verschwindende,
der Bedingung (180) Geniige leistende Funktionen F(u). Folglich kann,
wie wir wissen, die stetige, nicht abnehmende, fir y-» —o0 ver-
schwindende Funktion

_ [ dé=]?
(188) 5 (au’) _" ) d@ )

gebildet werden; sie ist die Hilfsfunktion von dem langsamsten
Wachstum. ]

2) Dariiber hinaus wird von z{u) verlangt, daB

(189) §(u) = o(u)
wird, wobei o(u) die vorgegebene, zu zerlegende Funktion bedeutet,
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wahrend ( ) durch (188) eindeutig erklart ist. Diese Bedingung 2)
verlangt also eine Eigenschaft sui generis, indem die Eigenschaft (189)
den beiden, bereits vorliegenden Funktionen f, o entweder zukommt
oder nicht zukommt.

Dann und nur dann ist es inhaltsvoll zu sagen, dal3 die vorgelegte
Funktion o mit Bezug auf die vorgelegte Basis ¢ gemaB (187) zerlegt
ist, oder daB (185) nach ¢ aufgelost werden kann, wenn wir T den
beiden Bedingungen 1), 2) gemald wahlen konnen.

d) Die erste Halfte des Umkehrproblems: der Operator zweiter Art.

Wir zeigen zunachst, daB 1), der erste Teil des Hellingerschen
Umkehrproblems, immer gelost werden kann. Es wird sich sodann
darum handeln, ob es unter den Losungen (u) der Teilaufgabe 1)
immer auch eine solche gibt, welche der Bedingung 2) genligt.

Die Teilaufgabe 1) verlangt, zu einem vorgelegten Funktionenpaar
[0, ] = [, 6] der zweiten Art eine Funktiz(g)erart anzugeben,
daB (z, ¢} von der ersten Art ist. Diese Teilaufgabe beschaftigt sich
mit o iiberhaupt nicht. Doch wollen wir sogleich eine Losung von 1)
herleiten, in welche auch o eingeht, um dadurch spater auf 2) Bezug
nehmen zu konnen.

Wir werden nach Hellinger bei jedem [s, p] durch einen zu (181)
analogen ProzeB einen zu (183) analogen Operator

- .
(190) SVdo(ujdo(p) ~ JPVde(xu) do(p)
einfiilhren, der auch fiir g = — 00, = -}-oc einen Sinn hat. Setzen
wir sodann
B
(191) n(u) =JVdo(k)de (),

so ist z =g eine Ldsung von 1}

N
Es sei [g, p] von der zweiten Art, und es bezeichne a = }Ya
y=

-

eine Teilung von a. Es gilt 49 >0, 46> 0. Unter YA soll fiir
A 2= 0 immer die nicht negative Bestimmung der Wurzel verstanden
werden. Aus der Schwarzschen Ungleichheit folgt fiir die zu (181)
analogen Summen

N
(192) 2 Ve Vs
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n
wegen X' Ao = 49 sofort

r=1 a’

N
(193) 0;2;]/§fgada§]/49.§lo; 2a,=a,

so daB die Summen (192), in genauem Gegensatz zu den Summen (181),
bei der Weiterteilung nicht zunehmen kénnen. Sie sireben, aus den
sclben Griinden wie die Summen (181), bei unendlich fein werdender
Teilung von a =[e, 8] in dem auf S. 47 erklirten Sinne einer Grenze
zu, die mit (190) bezeichnet wird. Dieses Integral nimmt nicht ab,
wenn ¢ abnimmt oder 8 wichst, bleibt jedoch, wie aus (193) mit
a=[—o00, | 00] wegen dg =0, do 22 0 mit Riichsicht auf die Be-
schriinktheit von p und ¢ folgt, unterhalb der festen Schranke

(199)  Y[o(+00) — e (—09)] [o(F 00— a(—o9)] < +00,

strebt also fiir ¢ — — oo, f~ oo endlichen Grenzen zu, Da (192)
bei der Weiterteilung nicht zunehmen kann, so ist wegen (193) auch
der Ausdruck (190), fiir welchen wir gemaB (191) offenbar 4y schreiben

kénnen, gewi < als die obere Schranke in (193), d. h. es ist
(195) 0< Ay < e do.

Der Vergleich von (195) mit (180) ergibt, daB (z, ¢) ein Funktionenpaar
der ersten Art bildet (o ist dabel die Hilfsfunktion), so daB 7 =1,
wie behauptet, eine Losung des Teiles 1} des Hellingerschen Zerlegungs-
problems darstellt. Es sei »* irgendeine andere, nicht abnehmende,
fir y— —oo verschwindende Losung, welche die Hilfsfunktion ¢

zuldBt, so dal fiir alle a

(196) 0S4y < Vdedo,
also auch
N N N
(197) Z;An*gzl]/dgdo; Sa, =a
r=1 ay y= a," a, y=1

gilt. Die linke Seite ist offenbar = 47*, die rechte strebt bei un-
begrenzt verfeinernden Teilung der Grenze (190) zu, die aber — gh; ist,
so dab éq‘ < .gl n ausfillt. Gilt hierbei das Gleichheitszeichen stets,
so folgt wie auf S. 110, daB #*(x) = 5 (x) ist. Mithin 1aft sich (191)
dahin charakterisieren, daB sie unter den der Bedingung (196) genii-
genden, nicht abnehmenden, fir u-» —oo verschwindenden Funk.
tionen diz ,Funktion vom raschesten Wachstum¥ ist.
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e) Die Normierbarkeit der zweiten Halfte des Umkehrproblems.

Der Teil 1) des Zerlegungsproblems ist damit erledigt. Wir gehen
zum Problem selbst liber, indem wir 2) nicht mehr auCer acht lassen,
und miissen zunachst die folgende Bemerkung vorausschicken: Ist ()
eine Losung des Zerlegungsproblems [d. h. von 1) und 2)1, so ist

I
auch ¢, — [ |dz(y)|, d.i die Totalschwankung, eine Lésung.

Denn zunichst ist |§l 7| der Betrag der Differenz der beiden Werte,

die 7 in den Endpunkt;n von a, annimmt, also gewiB < als die
Totalschwankung auf a,, d.h. es gilt ]aAt] < lé’t* |, also offenbar auch
» '»

u ”

lde(w)|® | dry (1) }®

— —ua

sobald der Ausdruck rechterhand iiberhaupt einen Sinn hat, also gewif

dann, wenn es nicht ,gleich | o0% ist, genauer, wenn (r*, 9) ein Funk-

tionenpaar der ersten Art bildet, was jedoch, wie wir jetzt zeigen, immer

zutrifft. Zunéchst ist ndmlich 7 eine Losung, also hat das Integral (185)

einen Sinn, (v, g} ist ein Paar der ersten Art, und (180) gilt, wie wir
Ll I » " . N N

wissen, auch noch fiir F =o¢. Mithin gilt ’é; Av éyé:yﬁgadyo,

also, der Schwarzschen Ungleichung zufolge, erst recht

N N N
24| < ZaAQ 2 da.
=1 Ld p=] TFr p=1 4,

Die rechte Seite ist hierbei offenbar = y d¢ 4o, die linke strebt bei

#
unbegrenzt verfeinernden Teilung der Totalschwankung f |de(u}| zu;

diese ist, da nach Definition z, (u) = f‘| do(u)! gilt und da 7, (u) stetig
ist, wegen [a, §] = a michts andere;wals 4r,; augenscheinlich ist also
(199) de ' < de o,
so daB (z,, g}, wie behauptet, von der ersten Art ist

Aus (199) folgt
it ¥
v - < ‘é' él 6 =do,

¥

.N‘
—

v=

1]

[y
L

Wintner, Spektraltheore, 8
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&
also auch f—'%‘—%)l-[: < 4o, mithin

H
(200) {"‘;*("‘}‘ <o(u)—o(—oc0)—a(u), wobei o(u)= f LTI
ist, da t nach Voraussetzung eine Losung des Zerlegungsproblems
gibt. Aus (200) folgt nun, daB in (198) nicht nur das Zeichen <,
sondern auch das Zeichen =, also in Wirklichkeit nur = gilt. Damit
ist gezeigt, daB zugleich mit v auch die Totalschwankung z, cine
Losung des Zerlegungsproblems darstellt,

f) Die Unlosbarkeit des Umkehrproblems.

Wenn aso das Zerlegungsproblem iiberhaupt eine Losung hat, so
hat es auch eine nicht abnehmende Losung.

Hellinger hat nun an Beispielen gezeigt, dal3 die Funktion (191)
bei geeignetem [g, o] sehr wohl identisch verschwinden kann, trotzdem
dabei weder g noch ¢ konstant ist'). Andererseits ist (191) diejenige,
fiir 4 — — oo verschwindende, nicht abnehmende Funktion, welche
unter der Nebenbedingung (195) vom raschesten Wachstum ist. Diese
Nebenbedingung ist aber fiir alle etwaigen Losungen des Zerlegungs-
problems erfiillt. Denn ¢ ist eine brauchbare Hilfsfunktion F in (180)
[allerdings diejenige vom langsamsten Wachstum]. Es ist also schr
wohl moglich, daB das Zerlegungsproblem bei nicht identisch ver-
schwindenden ¢ und ¢ hochstens die Funktion 7{z)==0 als eine
nicht abnehmende (fiir u4— —oo verschwindende) Losung zulassen
kann. Dann miissen aber auch diejenigen cventueilen Losungen iden-
tisch verschwinden, die nicht nichtabnehmend sind. Denn ist ¢ eine
Lésung, so ist 7, eine nicht abnehmende Losung, und aus 7, == 0

1y Es liegt darin nichts erstaunliches, daR (191) identisch verschwinden kann,
trotzdem die Glieder der Naherungssummen (192), deren Grenzwert (191) ist,
durchweg > { sind. Man denke nur an das folgende diskontinuierliche Analogon,
das, wenn es auch weniger tief liegt, in nuce die ganze Erscheinung enthalt:
Es ist sehr wohl moglich, daB

1im A (n) g3 B ny f
n=o raxl

ist, trotzdem jedes 4™ und B/™ > 0 aunsfillt. Um dies einzusehen, braucht

1
man nur 4™ = B = —w1¥=1,2,..., % zu setzen. — Die Sache gelingt

also jetzt sogar dann, wenn Ai’”:B,f"’ ist; oben freilich nur dann, wenn
man ¢ F p zuldbt.
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folgt offenbar v = 0. «s konnte also héichstens die Funktion r =0
eine Losung sein. Sie ist aber keine Losung, da sonst ¢{u) wegen
(181), (185) identisch verschwinden wiirde, was nicht der Fall ist
Folglich ist das Zerlegungsproblem im allgemeinen unlésbar,

Des ndheren ist der Sachverhalt der folgende. Hellinger hat ge-
zeigt, dab, wenn

—_—

I
nach t aufgeldst werden kann, der Operator zweiter Art, v = f V doda,

gewiB eine (nicht abnehmende) Lésung liefert. Doch ist die kursiv
gesetzte Pramisse nicht immer erfiillt. Man erinnere sich hier an
die bei 2) gemachte Bemerkung (S. 111), daB es sich um Eigen-
schaften sui generis handelt. -~ Der Algorithmus ist freilich ver-
lockend, es liegt ja nahe, wie folgt schlieBen zu wollen: da die stetige

Mo
monotone Funktion f Ydo do nach den bei 1) bewiescnen immer ge-

-_—

bildet werden kann, so folgt

o fyagar
d Yldg d_o ‘J‘ I — 12 It
2 f s — 1Fe dg_] — =g,
(201) A o A do _J; d6 = ¢
q. e. d. — Um dieses Vorgehen nicht nur einfach mit der allgemeinen

Bemerkung abzutun, daB man mit Differentialen eigentlich nicht einmal
dann rechnen sollte, wenn man es vorher fundiert hat, mdge man
folgendes bedenken: zwar ist (187) in dem auf 5. 110 erklirten Sinne
inhaltsvoll und ebenso ist die Beziehung

(202) dn (i) = Yado(p)do (1)

mit Riicksicht auf die bei (196) bewiesene kennzeichnende Extremal-
eigenschaft von # () sinnvoll; es handelt sich aber nicht um dzeselbe
Extremaleigenschaft, sondern einmal um ein minimales, das anderemal
um ein maximales Wachstum (dcm entspricht es, daf3, wenn man
von den Konstanzstrecken absieht, die Niherungssummen bei dem
Prozef der Weiterteilung fiir den ersten Operator nur wachsen, fiir
den zweiten aber nur abnehmen —- und u. U. auch bis zur Null ab-
nehmen?')). — Hellinger fiihrt den Nachweis dafiir, daB}, wenn

,:l

¢ e

1) Vgi?ie vorige FuSnote.
8*
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|
eine Losupg v hat, ¢ = f Vdo do eine Losung ist, dadurch, daB er zeigt,
—a0

dal das Rechnen (201) in der wmgekehrien Richtung e-miBig legalisiert
Il .
werden kann, Genauer ausgedriickt: die Gleichung v = f }/?d_gdo kann

-
bei gegebenen 7 und ¢ in bezug auf ¢ ohne Einschrinkung aufgeldst
werden, und zwar ist (*) gewill eine Ldsung. Doch gibt es, wie wir
wissen, fir dieses Umkehrproblem zweiter Art moéglicherweise auch

weitere nicht abnehmende Losungen. Denn ist 7 = 0, ohne dab g = 0
/]

wiire, so bleibt ¢ in t— | Ydodo ganz und gar willkirlich. Die
-0

evtl. wesentlich mehrdeutige Losbarkeit des zweiten Umkehrproblems

bedingt so die eventuelle Unlosbarkeit des ersten.

g) Das Kriterium der Losbarkeit.

Hellinger hat nun das Kriterium gefunden dafur, da3 sein Zerlegungs-
problem losbar ist (es ist von jetzt an stets das eigentliche Umkehr-
problem gemeint, bei welchem r gesucht wird; das andere, immer los-
bare Umkehrproblem ist fur spektrale Zwecke nur ein Hilfsmittel und an
sich wertlos). Es ist also ein Funktionenpaar zweiter Art, (g, 0] = [0, 9],
gegeben und es wird nach einer nicht abnehmenden Funktion ¥ ge-
fragt, welche die Bedingungen 1), 2) von S. 110 befriedigt. Es be-
zeichne M, die Menge derjenigen Punkte auf der u-Achse, in deren
Umgebung die Basisfunktion p () nicht konstant ist. Es sei N irgend-
eine Teilmenge von M,, und P(N) diejenige Punktmenge auf der
o-Achse, auf welche N vermdge der Bezichung ¢ == g{) abgebildet
wird, endlich Z(N) das durch o =o(y) entworfene Bild von N auf
der g-Achse. Damit es nun ein 7 (g} von der verlangten Beschaffen-
heit gibt, ist, wie Hellinger bewiesen hat, notwendig und hinreichend,
daB, sobald fir irgendeine Teilmenge N von M, das ¢-Bild P(N)
eine Nullmenge ist, das ¢-Bild X (N) desselben N ebenfalls eine Null-
menge darstellt, (Die Bedingung féllt also, wie es mit Riicksicht
auf (180) auch zu erwarten war, in g, ¢ asymmetrisch aus.) Es ist dabei
angenommen, daB P(Me), das bei Matrizen einfach das Spektrum ist,
ganz im Endlichen liegt, doch diirfte die Behandlung des allgemeinen
Falles auf keinerlei grundsitzliche Schwierigkeit stoBen.

Betrachten wir den einfachsten Fall. Es sei o(u)=1 fir u =1,
= 0 fiir # £ 0, und stetig und ohne Konstanzstrecken wachsend fiir
0L u L1, wihrend p{u) =0, = u oder =1 ist, je nachdem x <0,
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0L u<t oder u>1 gilt, so dall es sich um das Umkehrproblem

m

dr b

ot fLe0
1]

(203)
handelt, wobei z{u} fir 0 <p <1 gesucht wird. Hier ist M, das
Einheitsintervall [0, 1], also darf N eine beliebige Teilmenge von [0,1]
sein. Fermer ist P(N) wegen g(u)==p mit N identisch. Das
Hellingersche Kriterium verlangt also einfach, daff vermdge der Ab-
bildung o = o () jede Nullmenge des Intervalles 0 < <1 in eine
Nullmenge der o-Gerade iibergeht. Nun kann die reelle Funktionen-
theorie stetige, monotone Funktionen o aufweisen, die nicht jede Null-
menge auf eine Nullmenge abbilden, trotzdem sie keine Konstanz-
strecke haben. Man bezeichnet diese Funktionen as nicht ,totalstetig
(absolutstetig, absolument continue)". — Ist also o nicht totalstetig, so
ist das Umkehrproblem (203) unlosbar und umgekehrt.

Eine Wiedergabe des Beweises des Hellingerschen Kriteriums wiirde
bereits im Spezialfalle (203) eine ausgiebige Verwendung der Borel-
Lebesgueschen Malitheorie erfordern. Wir mlissen uns versagen, auf
diesen Gegenstand naher einzugehen.

Der Zusammenhang des Hellingerschen Umkehrproblems mit dem
gewohnlichen moge dennoch angedeutet werden. Es handelt sich um
die Frage, inwiefern die Differentiation als die zu der unbestimmten
Integration inverse Operation betrachtet werden kann, bzw. umgekehrt.

h) Vergleich mit der Lebesgueschen Theorie.

Ist g(u) eine fir 0 < g <1 erklirte stetig differentiierbare Funktion
mit der Ableitung o’ {u), so wird Ef_; =6’ (u) durch ¢ =- J‘“o'(,u) du
aufgeldst und umgekehrt, das Integral zunidchst nur im Riemannschen
Sinne verstanden. Ist die Ableitung o(u) durchweg vorhanden und
beschrankt, ohne stetig zu sein, so ist sie, wie Volterra vor vielen
Jahren gezeigt hat, u. U. im Riemannschen Sinne nicht integrierbar,
so dal das Umkehrproblem in diesem Rahmen nicht einmal in
Angriff genommen werden kann. Hier haben nun Lebesgue, spater
Denjoy und auf eine mehr direkte Weise Perron eingegriffen. Uns
interessiert nur der Fall, wenn a durchweg stetig und monoton nicht-
abnehmend ist. Nach Lebesgue ist dann ¢’ (u) mit evil. Ausnahme
einer u-Nulimenge, die nicht abziblbar zu sein braucht, gewill vor-
handen; ist o'(u) = -4 oo oder = — o0, so wird p nicht als eine
Stelle der Differentiicrbarkeit betrachtet, ist also ein Punkt der Null
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menge. Man setze y () =o’(u), wenn o’ () in dem vorhin auseina nder
gesetzten Sinne vorhanden ist, und sonst, d. h. auf der Nullmenge, setz¢
man y(u) etwa = 0. Dies ist ganz belanglos, das Lebesguesche Integra
ist ja Nullmengen gegeniiber unempfindlich. Diese Funktion y(u) ha

im Sinne von Lebesgue stets ein unbestimmtes Integral 8(u) :fx (n)du
also sogar dann, wenn sie nicht beschrdnkt ist, Dies entspricht gewisser
maBen dem Umstand, daB der Teil 1) des Hellingerschen Umkehr
problems stets gelost werden kann; dem Teile 2) entspricht ebenso die
Frage, ob 6(g) mit o(p) mindestens in denjenigen Punkten identisch sein
mufl, wo ¢'{u) existiert, wo also y(u) gewi <=0, d.h. > 0 ist. Die
Antwort ist wieder verneinend. Damit sie bejahend wird, mub o(u;
eine Eigenschaft sui gencris, diejenige der Totalstetigkeit haben. Das
unbestimmte Integral f () ist ndmlich immer totalstetig. Ist umgekehrt o
totalstetig, so gilt o=-§ fiir alle x, wo ¢ vorhanden ist. Im all-
gemeinen ist jedoch 6 nur der totalstetige Bestandteil in einer von
Lebesgue und Carathéodory herriihrenden additiven Zerlegung der
stetigen monotonen Funktion 6. — Jede in der Gestalt eines unbe-
stimmten Lebesgueschen Integrals darstellbare Funktion ist totalstetig.
Also gibt es stetige monotone Funktionen o(s), bei welchen das

#
Umkehrproblem o (u) :fx(‘u) dy auch dann unlésbar ist, wenn man
0

von den Punkten, wo ¢'(u) nicht existiert, absicht. Es ist iibrigens
eine formale Uberlegenheit des Stieltjes-Hellingerschen Algorithmus
gegeniiber des Leibniz-Lebesgueschen, daB dieser eben nur ,Differen-
tiale# kennt und den Begriff der Ableitung folgerichtig vermeidet (oder,
wenn man will, preisgibt) Es wird dadurch erreicht, daB, wenn o (u)
eine stetige, nicht abnehmende, fiir 4 -0 verschwindende Funktion
bezeichnet, die vier Integrale

¢ it " "
j‘dow), [laot, [ 1@, [ yas(maoi),
[H O Q

L

wobei das erste im Stieltjesschen, die beiden letzten im Hellingerschen
Sinne gemeint sind und das zweite die Totalschwankung bedeutet,
wie aus den Definitionen hervorgeht, miteinander identisch sind. Wegen
o (0) = 0 und mit Rucksicht auf die Stetigkeit von a sind sie also nach

(146) gleich o(u). Hingegen ist die Beziehung fo'(;u)d,‘u = o(u),
¢

nach den vorangehenden, bei nicht totalstetigem o gewiB unrichtig.



II. Kap. & 50. Das Hellingersche Zerlegungsproblera. 119

Die Beziehungen des Operators (183) zu dem Lebesgueschen
Integralbegriff sind bereits von Hellinger betrachtet worden. In seiner
Dissertation, in der die vorstehende Theorie zur Losung des Aquivalenz-
problems unendlicher Hermiteschen Matrizen entwickelt wird, beweist
Hellinger den Fischer-F. Rieszschen Satz, der alle im Lebesgueschen
Sinne samt ihrem Quadrate integrierbaren Funktionen und nur diese
umfafit, unter Benutzung des Grenzprozesses erster Art. Die Bil-
dungen (181) treten iibrigens bereits in der einschlagigen Note von
E. Fischer auf. Beziehungen zur Lebesgueschen Integrationstheorie waren
Hellinger von Anfang an bekannt, er hat aber die Heranziehung dieser
Theorie absichtlich vermieden, da ihm sein Apparat dem Spektrum-
problem mehr angepaft erschien (vgl. auch die SchlulRbemerkung des
vorigen Absatzes). In der Tat handelt es sich auch in der Matrizen-
mechanik um statistische Fragestellungen, deren sinngemafie Sprache
von vornherein die Hellingersche sein muf3.

Die restlose Aufdeckung des Verhaltnisses des Hellingerschen
Operators erster Art zu der Lebesgueschen Integration verdankt man
H. Halm, der (183) auf Lebesguesche Integrate geradezu zuriickgefuhrt
hat (nachdem entsprechendes fur die Stieltjessche Integration Lebesgue
selbst gelungen war). Die Reduktion gelingt unter Benutzung von
gewissen invcrsen Funktionen, von welchen sich der Leser aus dem
zu (203) gehorigen, vorher besprochenen Spezialfall des allgemeinen
Hellingerschen Kriteriums, das von Hahn ebenfalls hergeleitet wurde,
eine Vorstellung bilden kann. Vgl. auch S. 186 weiter unten. — Naheres
Eingehen auf die Lebesguesche Theorie, die noch immer kein Gemein-
gut bildet, muRR leider auRerhalb des Rahmens dieser Schrift liegen.

i) Verallgemeinerungen.

Ubrigens ordnen sich die Hellingerschen und Lebesgueschen Grenz*
prozesse einer sehr allgemeinen Theorie unter, namlich derjenigen
der absolut-additiven Mengenfunktionen, die, von Lebesgue unter ein-
schrankenden Bedingungen begriindet, von Radon weit entwickelt wurde.
Wir muss en uns leider auch diesmal mit einem Hinweis begnugen.

Zu (183) mussen wir fur spiitere Zwecke noch zwei Bemerkungen
machen, welche die Bildungen

B Iid

(204) f 2P0 gy, j f) 220

o o0

betreffen.
Sind (r,, @), (74 ©) zwei Funktionenpaare der ersten Art mit der-
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selben Basis Q (aber evtl. mit verschiedenen Hilfsfunktionen F),
streben die zu (181) analogen Summen

N
S
r=1 49
. . . . . d
in dem auf S. 47 erklirten Sinne einem Grenzwert zu, der mit f%——'ﬁ
bezeichnet wird. Offenbar ist b e

#
dyydy, | |dry (¥
de ~J de
a L]

und umgekehrt kann der neue ProzeB auf den alten zuriickgefiihrt
werden. Denn nach der Schwarzschen Ungleichung ist (7, -}-7,, ) ein
Funktionenpaar erster Art, und es gilt offenbar

8 8
(205) d’l d"i -+ d":. dfn |d(71:|:‘n) |n |dxy |® . | drg |®
dp do

o o

da en(sprechendes bereits fir die Naherungssummen gilt. Es wird sich
als bequem erweisen, (205) einfach als die Definitionsgleichung des
ersten Operators (204) aufzufassen.

Unter
( ldr(u)i®
ldr (1) |
(208) Jf (DR
wollen wir einfach
B f ¢
(207) Jitaoa, o= [1501"

verstehen. Es laBt sich iibrigens leicht zeigen, daB (206) der Grenz-
wert der Niaherungssummen

darstellt; dabei liegt &, auf a, f ist stetig, (r, o) ist von der ersten
Art. — Dal} der dadurch direkt erklarte Operator (206) auf Stieltjessche
Integrale zuruckgefuhrt werden kann, geht bereits aus dem F. Rieszschen
Saz iiber lineare Funktionentransformation (S. 107) hervor; es handelt
sich nur darum, dal3 die zugehorige Belegung, wie zu erwarten ist,
eben durch das Hellingersche Integral (207) geliefert wird.



Drittes Kapitel.
Die beschrankten unendlichen Matrizen.

8 51. Einleitung.

Unter einer unendlichen Matrix wollen wir ein quadratisches Schema
verstehen, in welchem beide Zeiger von 1 bis -+ oo lavfen, Die frithere
Bezeichnung, 9 ={|a,, |, nehmen wir fiir unendliche Matrizen in
Anspruch, wihrend eine endliche Matrix von #? Elementen mit
Uy = || 412 || bezeichnet werden soll (vgl. S. 1—2). Die Elemente von
A,y brauchen nur fir 1<L¢, 2 <#» erklirt zu sein. Hingegen wollen
wir unter %, = [ a;; ||,y den n-ten Abschnitt der unendlichen Matrix 9%
verstehen; das ist diejenige Matrix mit »? Elementen, welche aus der
unendlichen Matrix entsteht, wenn man alle Elemente fortlilt, deren
mindestens ein Zeiger > u ist. — FEine Matrix, die keinen in einer
unteren Klammer stehenden Zeiger hat, ist fortan immer eine unend.
liche Matrix, und entsprechend ein Vektor ¢ cin Vektor mit unendlich
vielen Komponenten, ferner E die Gesamtheit aller normierten Vektoren:

|g|"‘=§[x‘-!92 1, und F die Gesamtheit aller Paare p,t von nor-
1

mierten Vektoren, wihrend das, was friher E bzw, F war, jetzt mit
E(,, F.; bezeichnet wird. Wir schreiben ferner gelegentlich 3 an

o
Stelle von 2}, also z. B.
1
o oo oo
—_ ) . e 3
Eaﬁxj—-jélaﬁ-xj, .Z(Z“U«"j) _‘-fig;)‘i“‘fxf)'

Leicht ersichtliche Bezeichnungen, wie z. B. ﬁ, o, ?I*, Hermitescher
Charakter (4* = %), Gleichsein zweier Matrizen usw., iibertragen wir
unmittelbar auf unendliche Matrizen, ebenso die Addition endlich oder
unendlich vieler Matrizen und ihre Multiplikation mit gewdhnlichen
Zahlen, Entsprechend erkliren wir das Produkt zweier Matrizen,
AB = || Ja;; b, ||, wobei jedoch zu beachten ist, daB die unendliche
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Reihe, welche das (4, 2)-te Element von 9% darstellt, divergieren,
also 99 zunichst sipnlos sein kann.

Wir sagen, fiir ¥ sei die ,,Q-Bedingung® erfiillt und nennen 9 eine
Q-Matrix, wenn die Quadratsumme der Betrdge der in der s-ten Zeile

stehenden Klemente absolut konvergiert, K, = )uj”]a,.k[g<—|—oo, und
k=1

dies auBerdem fiir ¥’, d. h. auch bei den Kolonnen gilt. Hingegen
wird nicht vorausgesetzt, dall etwa K, unterhalb einer von { unab-
hingigen Schranke bleibt, so daB also z. B. % =|l%!4,], wo
€ = 4,, | die unendliche Einheitsmatrix bezeichnet, eine Q-Matrix ist.
Nimmt man in der zu einem endlichen n gehorigen Schwarzschen
Ungleichung den Grenziibergang # — 4 oo vor, so folgt

(X]e, 8,1 < Xle,[" X8, [* < + 0.

Sind daher beide Reihen Y2, ) A2 absolut konvergent, so ist ¢s auch
Yea,f,. Das Produkt zweier (-Matrizen kann also gewiB und ein-
deutig gebildet werden, es besteht aus unbedingt konvergenten Reihen.
In den Anwendungen kommen haufig Q-Matrizen vor. Dies hangt
einerseits mit dem Fischer-Rieszschen Satz bzw. damit zusammen, daf}
es meist auf quadratische Mittelwerte ankommt, und andererseits damit,
dall den spektralen Verhaltnissen eben die Kugelmannigfaltigkeit
(S. 46) angepafit ist, welche mit Rucksicht auf die Umkehrung der
Schwarzschen Ungleichheit das Bestehen der QBedingung erzwingt.

In Verallgemeinerung der Hilbert-Toeplitzschen Untersuchungen
uber beschrankte Gleichungssysteme (s. unten) hat E. Schmidt aufier den
Q-Matrizen auch die noch allgemeineren Matrizen betrachtet, bei welchen
nur K, < +-00, §=1,2,... vorausgesetzt wird., Ist % Hermitesch,
so ist freilich mit K; < 4 o0 auch die ¢-Bedingung erfiillt, — In den
letzten Jahren hat Carleman die Hilbertsche Theorie der beschrinkten
Hermiteschen Matrizen z. T. auf Hermitesche (-Matrizen iibertragen.
Wir werden jedoch sehen, dall die Giiltigkeit mancher Sitze der Be-
schrinktheitstheorie fir das Bestehen der Beschrinktheitsbedingung
geradezu charakteristisch ist. Eine abgerundete Theorie fiir nicht be-
schrinkte -Matrizen scheint nicht moglich zu sein. Z. B. braucht das
Produkt zwejer Q-Matrizen nicht wieder eine @-Matrix- zu sein. Sind
%A, B, € Q-Matrizen, und nimmt man an, da B und PE ebenfalls
Q-Matrizen sind, so kann dabei auch (AB)€ 3= Y (VBE) sein. Das
(1, k)-te Element in diesen Matrizen ist

{208) Ay == %' (%' @ bjlclk) bzw. B, = %‘(%—: ;b €p)
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und es handelt sich darum, daB die Umordnung der beiden Reihen
A B;, ineinander w U. nicht gestattet, d. h. 4, = B,, ist. So stiBt
bereils die Transformation von QMatrizen auf Schwierigkeiten. Fur
alle Falle wird sich jede Theorie der unendlichen Matrizen in dem
von Hilbert begrundeten methodischen Rahmen bewegen miissen:
Die Moglichkeit einer Verallgemeinerung mancher Hilbertschen Satze
liegt in einigen Fallen sehr nahe, in anderen Fallen ist eine Ver-
allgemeinerung iiberhaupt unmoglich. Auch kommt es vor allem darauf
an, daB die Probleme in einer sinngemafien Weise gestellt werden.
Dies fehlte vor Hilbert, wahrend die Fragestellungen seiner Beschrankt-
heitstheorie auch bei anderen Matrizen wenigstens gestellt werden
konnen; nur kann dabei die Antwort verneinend ausfallen, trotzdem
sie bei beschrankten Matrizen bejahend ist. — Vor einiger Zeit habe
ich die fur die Quantenmechanik vor allem wichtige Klasse der
»halbbeschrankten" Matrizen betrachtet; ich komme auf diese Klasse
weiter unten etwas ausfuhrlicher zuruck. — Eine Spektraltheorie fur
die beschrankten nicht Hermiteschen Matrizen, die ich unlangst in
Angriff genommen habe, will ich hingegen nur skizzieren und an der
Hand der unitaren Matrizen illustrieren.

§ 52. Definitionen.

Bezeichnet @ (%, die Kopplungsform, % (%l,) die Bilinearform
des n-ten Abschnittes von %, und entsprechend M (%), P (Ay) die
obere Grenze von | (Ny)| bzw. | W' ()| auf Ey, baw. auf Fy,,
endlich W (%) das durch die Abbildung

(209) b= (gl[ﬂ]) = (‘Hml; Xy Xgs -oer Xy

pr—

in die 4@».Ebene entworfene Bild von Ep,, so gilt
(210} 0 < M (An) M (Ynyr) und 0 <P () £ P (Yintny),

und jeder Punkt von W (¥, gehort auch W (%,,,) an. Dies folgt
einfach daraus, dal, wenn x,., = 0 vorausgesetzt wird, Ey:y in Ep,
und P (1)) in P (Ap,) iibergeht, und entsprechendes gilt bei ¥, F.
Mit 9 ist auch jedes 9, von Hermiteschem Typus (und umgekehrt);
ist also 9 Hermitesch, so konnen wir auch die Zahlen n (g}, m (Upn)
betrachten, welche die untere bzw. obere Grenze von @ () — also
nicht von | P (Up,;) | — darstellen. Aus dem vorher erwithnten Grunde ist

(211) n{Wnrr) <0 (W) und  m (W) < m (W)

Da die erwidhnten Zahlenfolgen monoton sind, konnen wir die zu ¢ — -+ 00
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gehorigen Grenzwerte NimM (), im P (), lim m (W), lim n (%)
einfiihren, Sie sollen bzw, mit M (%), P(A), m (A}, n(A) bezeichnet
werden, wobei 9 die unendliche Matrix bedeutet. Alle vier Grenz-
werte kénnen auch unendlich sein, die drei ersten = -} oo, der
vierte = -—o00. Die beiden ersten sind = 0 und nur fiir die Null-
matrix = 0. Die beiden letzten sind nur fiir Hermitesche ¥ erklirt
und kénnen auch £ 0 sein. Fiir alle Fille ist

(212) 0LME) P E) L EM)
und, wenn ¥ Hermitesch ist,

(213) M) =P () =max(n(@), Im@®), n@Im@S0.

Dies alles folgt daraus, daB die entsprechenden Bezichungen fir die
Uy, wie wir wissen, richtig sind. Ferner ist {W (9,))} eine Folge von
ineinander geschachtelten konvexen Bereichen, wobei |@| < P (U,)
der kleinste um den Nullpunkt geschlagene Kreis ist, der W {%,)
enthalt, Bezeichnet daher W (¥) den kleinsten abgeschlossenen Be-
reich, der alle W (%,) enthilt, so gilt [‘Di < M (%) fir alle Punkte
von W (%), und es gibt Punkte, wo das Gleichheitszeichen gilt. Freilich
kann W (%) mit der Vollebene identisch sein oder sonst irgendwie ins
Unendliche ragen. Ist dies nicht der Fall, so dall P (%) < 400
oder, was dasselbe ist, M (%) << -}- oo gilt, so heidt die Matrix U beschrdnki.
Auf diese Matrizen bezieht sich die von Hilbert begriindete, von Hellinger
und Toeplitz weiter ausgebildete Theorie, von der vorher die Rede war.
Es seien AV; k=1,2,...,n die Eigenwerte von ¥,; #n=1,2,....
Ihre Gesamtheit nebst den Hiufungsstellen mige Abschnittsspektrum
von 9 genannt werden. Offenbar (vgl. § 19) liegt diese Punktmenge in
W (%), also, wenn % beschrinkt ist, gewil ganz im Endlichen. Die
Umkehrung davon gilt im allgemeinen nicht; vgl S. 37. Ist aber jedes
Am normal, also z. B. Hermitesch, so folgt aus dem Toeplitzschen Satz
auf S. 38 unmittelbar, dal % dann und nur dann beschrinkt ist, wenn
das Abschnittsspektrum ganz im Endlichen liegt,

Eine (nicht notwendig beschridnkte) Hermitesche Matrix ¥ nennen
wir positiv definit, wenn n(‘){) > 0 ist, und nichtnegativ definit, wenn
nur n{%) 2 0 bekannt ist. Daraus, daBl jeder Abschmitt von 9, im
Sinne von § 15 positiv definit ist, folgt noch nicht, daB auch ¥ selbst
es ist. Das Beispiel % = |l¢,d,, (|, wobei 0 < g—0, 1-—+00, also
z. B, i::i_l'ist, belegt dies. Eine solche Matrix, bei welcher also
n(%a) >0, n=1,2,... und trotzdem n (%) = 0 ausfillt, wollen wir
als pseudodefinit bezeichnen.
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§ 53. Der Hilbertsche Konvergenzsatz.

Wir beweisen zunachst den Hilbertschen Saiz, wonach bei jedem
beschrankten ¥ die Doppelreihe

(214) W)= W p,y) = 2 24, %%
= =

auf F im Sinne der Koavergenz der Doppelreihen konvergent ist, so
daf} es zu jedem & > 0 ein Zahlenpaar (N, M) gibt derart, dal

; m ' m'" ar"
(215) D B X Y — X D%y, \
i=1k=1 t=1 k=1 ‘

firw'>M, m">M >N, n">N

<. g wird; hierbei sind y und y auf F fest gewdhlt, so daB kecine
gleichmiBige Konvergenz behauptet wird, was, wie das Beispiel der
offenbar beschrinkten Einheitsmatrix, % = §, zeigt, im allgemeinen
auch nicht zutreffen wiirde. Es wird auch nicht behauptet, dal die
Reihe (214) in jedem Punkte von F absolut konvergiert, was, wie das
einfache Beispiel a;, = (i — k)™', i4k; a, = O zeigt, ebenfalls
nicht behauptet werden kann'). Einen Vektor r oder die zugehorige
Zahlenfolge «,, x,, ... nennen wir quadratisch konvergent, wenn die
Reihe 3z absolut konvergiert. Da die Doppelreihe ¥'(3%) auf F
konvergent ist, so ist sie aus Griinden der Homogenitit gewill kon-
vergent, wenn y und f quadratisch konvergent sind. Auf F ist also
die Bilinearform W () erklirt. Setzen wir in (215) ' =/, m" = n”,
so folgt W (A} — W(A), # — - 00. Lassen wir zuerst N und dann
M ins Unendliche wachsen oder umgekehrt, so folgt

(2186) (M) :‘é: (kgaik X; V) *kg (ig Fiy % Vi)

so daB man die Doppelreihe auf F auch zeilenweise, aber auch
kolonnenweise summieren kann. Da die Doppelreihe, wie erwihnt,
evtl. nicht in jedem Punkte von F absolut konvergent ist, so konnen
freilich im allgemeinen die Terme nicht beliebig umgeordnet werden.
Setzt man in ¥ den Vektor y gleich ¢, so folgt, dal auf E die zu 9 ge-
horige unendliche Kopplungsform ¢ (%) konvergent ist. Es gilt wieder
P (W) — P (A) usw. Das durch die Abbildung @ = & (A) entworfene
Bild von E ist daher, wenn noch die dem Bilde evtl. fehlenden Hiu-
fungspunkte hinzugefiigt werden, mit der vorher durch W (%) bezeichneten

1 vel § 111, S. 236.
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Punkimenge identisch, die also als der Wertevorrat von % (auf E)
bezeichnet werden kann, Ist z. B. 9 = ||k~ §;,||, so ist das Bild von
£ das von unten offene Intervall 0 << @ < 1, so daB dazu noch der
Punkt ¢ — O hinzugefiigt werden mufl. Ist % Hermitesch, so ist m (%)
die obere, n (%) die untere Grenze von & (%) auf E usw. — Es ist dabei
iiberall folgendes zu beachten. Liegt y = (%, %, .- s Xy %, 4y Xppgr )
auf E, so braucht p, =(x,, %, ..., %,, 0,0, ...) noch nicht auf E zu
liegen. Wegen

(217) D (Wn)s Tm) — P(X; 1),

und da |y |*—[£]®=1 gilt, bedeutet dies jedoch keine Schwierigkeit,
weil andererseits Ej, eine Teilmenge von E ist.

Um endiich die Konvergenz der Doppelreihe %" (auf F) nachzu-
weisen, nehmen wir etwa an, daBl ' > m", #'> »” ist. Dann ist der
Betrag der Differenz (215) gewil

(218) < IZ 2 , et il - | 2;“ k%;aikxiykl'

=1 k=

n'

Der erste dieser beiden Ausdriicke ist nach der Schwarzschen Un-
gleichung

v

(219) <Y Z Y 3 S
k=n""+1 k=n"+1

Der erste Faktor ist fiir #”/ > N, o’ >> N offenbar < ]/2,’ A | < Q_P?(Tl)’

wenn N hinreichend groB ist. Der in (219) unter dem zweiten Wurzel-
zeichen stehende Ausdruck ist cin Teil aus der Kopplungsform einer Norm
von ¥, oder von Uy, je pachdem »' > oder < m” ist'). Es moge
etwa der erste Fall vorliegen. Der unter dem Wurzelzeichen stehende

Ausdruck ist dann < (P (Uy)* ZI.‘L | *<(P()° da, wie wir wissen,

(P (%)) die obere Grenze der Normkopplungsformen auf Epy, ist
(S. 42). So ist der ganze Ausdruck (219) und damit der erste Aus-

druck (218) gewil < Q'F‘E‘(*ﬁj P (%) = ;— , und der zweite Ausdruck (218)
wird durch passende Wahl von M ebenso <« -, also der ganze Aus-
druck (218) offenbar < ¢, w.zb.w.

Wegen

3| San PSP @)} 37, =1 ist | 3, x,] < P(),
i=1 k=1 k=1 k=1

2?

1y Gewisse x sind dabei gleich Null zu setzen.
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L
so daB {4, |® mit Riicksicht auf die Umkehrung der Schwarzschen
kel

Ungleichung unterhalb einer von # und sogar auch von ¢ unabhin-
gigen Schranke bleibt. Da wegen P (%) = P(W) zugleich mit {|q,, ||
auch |[a,;|| beschrinkt ist, so sind daher dic beschriinkten Matnzen
gewi Q-Matrizen.

Bevor wir weitergehen, miissen wir einige Bemerkungen iiber die
unendlichen Linearformen vorausschicken. Ist in der Linearform
L(z) = X %, dic Koeffizientenfolge {« } quadratisch konvergent, so
ist diese Reihe auf E absolut konvergent und dem Betrage nach

< ]/2 r&l.“lg = |a|. Dies folgt aus der Schwarzschen Ungleichheit,
Ist umgekehrt L(r) in jedem Punkte von E konvergent, so hat man
zugleich absolute Konvergenz, da einerseits E symmetrisch ist und
andererseits jedes «; nur in ein einziges Glied der Linearform eintritt.
Mit Riicksicht auf die bei endlichen Linearformen giiltige Umkehrung
der Schwarzschen Ungleichung (S.10) mufB also die Reihe Ela'.r’

konvergieren. Im Punkie x, == —* von E, wobei zunichst |a|<0

fal
sein mége (vgl S. 10), ist die Linearform gleich ¥ 3 e |® Es muB
dann also {¢;] quadratisch konvergent sein und |a] ist nicht nur eine obere
Schranke und nicht nur die obere Grenze, sondern das angenommene Maxi-
mum von | L ()| auf E. Dies ist wieder dic Umkehrung der Schwarzschen

n
Ungleichheit. .— Offenbar sind die Abschnitte | 3 e, x,| auf E, dann
=1

und nur dann unterhalb einer von » unabhingigen Schranke gelegen,
oder, wie wir wieder sagen konnen, die Linearform oder der Vektor
ist dann und nur dann beschrinkt, wenn 2[“.-'9 konvergiert. Und

. = = .
zwar konvergiert dann Y e, x; wegen e, x| < V e }®— 0 nicht
N+1 N+i1

nur absolut, sondern auch gleichmiBig auf E. Die Verhiltnisse sind
also wesentlich einfacher als bei den beschrinkten Matrizen, Der Grund
hierfiir ist offenbar der folgende: in einer #-iren Linearform gibt es
n Leersteflen (fiir die Variablen} und ebenso viele unabhingige Variable;
bei einer u-dren Matrix gibt es #® Leerstellen, wihrend die Bilinear-
form nicht #® sondern nur 2# Variable enthilt, so daB eigentlich be-
reits in der Bilinearform eine Kopplung vorgenommen ist, die bei Vor.
nahme des Grenziiberganges #-» oo die Komplikation der Verhiltnisse
bedingt1).

Y vgl. die auf S. 46 erwahnte Arbeit von O. Toeplitz.
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8 54. Das Hellinger-Toeplitzsche Konvergenzkriterium.

Der Satz, da aus der ausnahmslosen Konvergenz auf der Einheits-
mannigfaltigkeit die Beschranktheit geschlossen werden kann, ist, wie
Hellinger und Toeplitz bewiesen haben, auch fur Matrizenrichtig. M.a. W.,
die Beschrinktheit von ¥ ist nicht nur hinreichend, sondern auch not-
wendig dafiir, dall die Doppelreihe ¥'(¥) in jedems Punkte von E kon-
vergiert, Und zwar folgt die Beschrinktheit von 9 bereits daraus, daB
¥ auf F z. B. bei kolonnenweiser Summation konvergiert. Ubrigens
kann ¥ sogar durch ¢ ersetzt werden, und 2z B. daraus, daBl
@ (A,)— P(A), wobei P (W) eine eigentliche Zahl (<= o0) bedeutet,
in jedem Punkte von E gilt, folgt bereits dic Beschrinktheit von 9.
Doch ist der Ubergang von ¥ zu & keine wesentliche Verschirfung,
Vgl ndmlich (45).

Ist zunichst die kolonnenweise summierte Bilinearform

(220) Ve 3(Ya,%)y,

auf F konvergent, so muB die Reihe 37| 3, #;(® in jedem Punkte
von E konvergieren. Dies folgt aus der Umkehrung der Schwarzschen
Ungleichung mit «, = 3'a,, %, wobei p irgendeinen fest gewihlten
Punkt auf E beze;chnet Es mub) ferner, damit kolonnenweise die Sum-
mierung in ¥ auf E uberhaupt ausgefiihrt werden kann, Za”‘x auf
E konvergieren, also Z’[ai” < 400 sein bei cinem jeden ¢, Dies

muB3 auch gelten, wenn S| 3a;, %] in jedem Punkte von E kon-
vergiert; und ist letztere Bedingung erfiillt, so ist die kolonnenweise
summierte Reihe ¥ nach der Schwarzschen Ungleichung auf F gewi3
konvergent. Die ausnahmslose kolonnenweise Konvergenz von W auf
F ist also gleichwertig mit der ausnahmslosen Konvergenz der reellen
nicht negativen Reihe H = 37| 3a,, #,| auf E, wobei es von vornherein
feststent, daB die inneren Summen auf E konvergent sein mussen.
So lauft die erwahnte Hellinger-Toeplitzsche Umkehrung des Hilbert-
schen Satzes offenbar auf folgendes hinaus: Ist die nichtnegative Reihe
H in jedem Punkte von E konvergent, so bleibt sie auf E unterhalb
einer festen Schranke. Trivial ist auch der derart vereinfachte Satz
nicht. Denn wegen der unendlichen Anzahl der Dimensionen kann
etwa der Satz von Bolzano-WeierstraB zu einer Zuruckfuhrung ad
absurdum nicht herangezogen werden. Den indirekten Beweis muflten
vielmehr Hellinger und Toeplitz durch eine sinngemafle Anpassung
des Cantorschen Diagonalprinzips fuhren. Des naheren mul3 auf ihre
Arbeit in den Math. Annalen (Bd. 69, 1910) verwiesen werden, wo der
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Beweis auch ohne einen expliziten Ubergang zu H gelingt. — Wie
F. Riesz bemerkt hat, handelt es sich bei der Angabe eines festen
Punktes auf E, in dem die Reihe H divergieren muf3, wenn sie auf
E nicht beschrankt ist, um ein Analogon der SchluBweise, die z. B.
den seit Lebesgue und Haar sehr gelaufigen ,diagonalen” Konstruk-
tionen divergenter Fourierschen Reihen u. dgl. zugrunde liegt.

Die Reihe H ist offenbar das Quadrat des Betrages des Vektors %’g.
Setzen wir also %' = B, so folgt, daB eine Matrix 8 dann und nur
dann beschrinkt ist, wenn |EB;|e fiir jeden normierten, d. h, der Be-
dingung |r| =1 geniigenden Vektor endlich ist. Nun kommt es aber
auf den Wert von |r| aus Griinden der Homogenitit gar nicht an.
Folglich ist eine Matrix 8§ dann und nur dann beschrinkt, wenn sie
jeden Vektor y von endlichem Betrage in einen Vektor 8¢ von eben-
falls endlichem Betrage iiberfiithrt.

8 55. Der erste Hilbertsche Faltungssatz.

Wir wollen nun mit Hilbert aus seinem in 8 53, S. 126 bewiesenen
Konvergenzsatz einige grundlegende Folgerungen ziehen. Es sei 4, B
ein Paar von beschrankten, also der Q-Bedingung gewiB geniigenden
Matrizen, so dafh das Produkt 98 = || %’a‘. 5 bjk” eindeutig gebildet

werden kann, Wir haben soeben bewiesen, daB die Reihe 3| 3¢, 2, |*
T E

bei jeder beschrinkten Matrix || ¢, || fir jede quadratisch konvergente
Folge {z,] konvergiert. Da zugleich mit € auch @’ beschrinkt ist, so
konvergiert daher die Reihe

(221) A= 41\:'(2‘7 @;; %) (%: bjkyk)
nach der Schwarzschen Ungleichung auf F gewiB. Sie ist
(222) = (’Z-iz') &5 % CJ-: Cj = bzl bjk Yir

unter { 3] 37} Summation im Sinne von (215) verstanden. Denn | a; |
it

ist beschrankt und die Folgen {x,}, {{;} sind quadratisch konvergent,
Mit Riicksicht auf (216) ist daher

(223) A= Aizxi(‘% @5 Cj) = %‘x‘- (?aq{%; bix ¥i))-
Hierbei gilt
(224) %‘aij (z; bjkyls) = % Vi (%‘ @;; b,u)-

Wintuer, Spektraltheotie. 0
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Demn || Jk” ist beschrankt, ¢ fest, also {a, } eine quadratisch kon-
vergente Zahlenfolge und {y,} eine andere, so dab (224) wieder nicht
mehr aussagt, als daB die Bilinearform ciner beschrinkten Matrix bei
quadratisch konvergenten Argumenten sowohl zeilenweise als auch
spaltenweise summiert werden kann. Setzt man (224) in (223) ein, so
bleibt wegen (222)

(225) %‘ (z & %) (%’ by Vi) = z‘-‘: *; (.c? Vi (2 a;; bjk))'
t ?

Nun ist nach der Schwarzschen Ungleichung

(226) | 2(Z e, ,)wI<VZ'I2a., %)%

fiir Z‘|w | = 1, und es gibt (bei festem {x,}) einen Punkt {w,} mit
|w;|"=1 derart, daB bei < das Gleichheitszeichen gilt (nach
der Umkehrung der Schwarzschen Unglelchung) Die obere Grenze
vou | B(Xa;x)w| fir 3x = 3|w|’=1, m a W. die Zahl

7
P (%), ist daher derart, daf3
(227) 2| Jayx < (P @)

in jedem Punkte von E g11t und dafl diese Schranke nicht verbessert
werden kann, d. h. genau die obere Grenze ist. Der in (225) linker-
hand stehende Ausdruck ist nach der Schwarzschen Ungleichung absolut

(228) <V21 E,‘a”x,l*VZIE WPV P(

Offenbar ist also das Produkt % 8 beschrinkt, aus (225) folgt daher
unter Beachtung von (215)

(229) %:'(%:’“qxe)(%'bjkyu) (22)"%2“;; ik = F(AB; 1, 9).

Dies ist der erste Hilbertsche Faltungssatz. Er besagt u. a. daD das
Produkt zweier beschrankten Matrizen wieder beschrinkt ist.

Es ist selbstverstindlich, daB die Summe endlich vieler beschrankten
Matrizen ebenfalls beschrinkt ist. Aber auch die Summe von unendlich
vielen beschrinkten Matrizen 9, 8, €, ... ist gewil beschrinkt, wenn
die Reihe

(230) PO)+P@)+PE) & (2PA+B+E+-))
konvergiert; und zwar ist dabei, da g, absolut offenbar < P (%) ist,

die Reihe a4 bt ¢, .-, welche das (i, k)-te Element von
A + B + € darstellt, unbedingt konvergent. Aus (228) und (229) folgt

(231) P(UB) < P(AP(B).

€M) V(P8 =PH)P(B).
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8 56. Der zweite Hilbertsche Faltungssatz.

Eine Matrix 9 nennt Toeplitz zeilenfinit, wenn in einer jeden
(festen) Zeile nur endlich viele von Null verschiedene Elemente vor-
handen sind. Ist aufler 9 auch %’ zeilenfinit, m. a. W., ist ¥ zugleich
kolonnenfinit, so heifit 9 finit. Die finiten Matrizen sind offenbar
(-Matrizen.

Die Behandlung des Resolventenproblems der Jacobischen Matrizen,
die zu nicht ,bestimmten® Stieltjesschen Momentenproblemen ge-
horen, fihrt zu einem Matrizentripel %, 8, € von der folgenden Be-
schaffenheit: 1) 9 und @ sind beschrinkt, B ist finit, also sind alle
drei Matrizen Q-Matrizen, so daB die Produkte A8, B E eindeutig
gebildet werden kénnen; auBerdem hat das Tripel die Eigenschaft,
daBd 2) AB und BE beschrinkt sind. Da & und 9 ebenfalls be.
schriankt, also Q-Matrizen sind, kénnen die Produkte (A B)E, A(B )
eindeutig gebildet werden und sie sind nach dem ersten Faltungssatz
sogar beschrinkt; und das Tripel hat dennoch die Eigenschaft, daBb 8)
aus einem bereits auf S. 123 erwihnten Grunde (A®B)G = A(VE) ist.
Allerdings ist dabei die mittlere (finite) Matrix B nicht beschrinkt.
In der Algebra der beschriinkten Matrizen gilt niamlich fiir die Matrizen-
multiplikation das assoziative Gesetz:

Sind 9%, B, € beschriinkte Matrizen, so sind nach dem ersten Fal-
tungssatz die Matrizen AV, BE, (AB)E, A(BE) gewill beschrinkt,
und der zweite Faltungssatz, zu dem wir jetzt iibergehen, besagt, daB
(AB) € = A(BE) gilt, ebenso wie bei den endlichen Matrizen.

Sind allgemeiner 9, B, & solche Q-Matrizen, dafl die Matrizen B
und B € und aulerdem B (also die mittlere Matrix) beschrinkt sind,
so gilt (AB)E = A(BE). Die Behauptung besagt, dab bei einem
jeden ¢ und %

(232) %,(2; ;b0 e = %;aij (%' Bj1C0)

gilt. Nunistaber @==||b;, || beschranktund dic beiden Zahlenfolgen .= a,
Y= ¢;;, sind, da ¥ und € @-Matrizen sind, quadratisch konvergent (n. b,,
¢ und % sind fest), so dal3 {232) in (216) enthalten ist. Das Merkwiirdige

dabei ist es, daB die unbedingte Konvergenz der Reihen 22 b0,
il

nicht einmal dann behauptet werden kann, wenn alle dret Matrizen

beschrinkt sind. Denn setzt man b;,=(j — DY f b;;=10, so

ist ”bj;”, wie bereits erwihnt (S.125), beschrinkt, und die Matrix

[|fbj;|” der Betrige nicht beschrinkt, oder, was nach dem Hilbert-
HES
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schen Konvergenzsatz und seiner Hellinger-Toeplitzschen Umkehrung
auf dasselbe hinausliuft, fl.ie Doppelreihe 3 37b;, %, y, ist auf F
iiberall konvergent, doch gibt es Punkte auf F, wo sie nicht absolut

konvergiert,

§ 57. Folgerungen. Das Majorantenkriterium der starken
Konvergenz.

Da zugleich mit 9 auch % und %, also auch %* beschrinkt ist, so sind
wegen (231) die beiden Normen %* 9, % %* jeder beschrinkten Matrix
9 beschrankt, und wegen (U*%)” = A A** =A™ Y, (A A*)* =AA* von
Hermiteschem Typus. Setzt man in (229) B = 9" und y, =x,, so
folgt

(233) ST aun "= o),
so daB m (A A*) = n (AA*) = 0, also wegen (213)
(234) MUY =m@AY,  ME*A) = m (%)

gilt. Aus (283) folgt mit Riicksicht auf das bei (227) Gesagte und
wegen P (%*) = P (%) offenbar

(235) M(AAY) = (P (W) =M(A*Y).
Es ergibt sich aus den bei jeder beschrinkten Matrix gewil richtigen
Relationen (234), (235)

(236) m (A A*) = m (A* A) = (P (W)
Man konnte meinen, dies sei trivial. Denn es ist
(56)’ m (%o ) = m () o) = (P (W)
und nach Definition gilt P (%) =1limP (Y,;). So folgt jedoch nur
(237) Jim m (9 Apz) = lim m (A3, Ay) = (P ()%
=t n=100
es mibte also die (wegen (236), (237) gewil richtige) Grenzgleichung
m (Wgp) Uay) ~ m (A A¥) direkt bewiesen werden, Nun ist die Richtig-

keit dieser Grenzgleichung durchaus nicht selbstverstindlich, Sonst
kénnte man wegen

(69)' N (Wit Weap) = 0 (Agh) Wiw)
mit demselben Rechte schlieBen, daB auBer (238) auch
(238) n(AA*)=n(A*%)



I1l.Kap. 857. Folgerungen. Das Majorantenkriterium der Konvergens. 133

gilt; (238) ist aber, wie wir sehen werden, nicht mehr bei jeder be
schrankten Matrix 9 richtig. Dem entspricht es daB wir, als (59) fur
endliche Matrizen bewiesen wurde, auf S. 44 Determinantensatze heran-
gezogen haben, die uns jetzt nicht mehr zur Verfugung stehen. Es
handelt sich freilich nicht so sehr urn den Apparat, vielmehr um Tat-
sachen, die davon unabhiingig sind. Da es zwischen 9*= ¥’ und %/,
d. h. zwischen 9 und % 10sungstheoretisch keinen Unterschied gibt
(man muB nur zu den konjugierten GroBen iibergehen), so lduft die
Asymmetrie des Paares (%, %*) auf die Asymmetrie des Paares (9, %’)
hinaus. Es wird sich also darum handeln, daB, im Gegensatz zu
dem Hauptsatz iiber endliche Gleichungssysteme (S. 8), die zu 9 und
zu der transponierten Matrix %' gehorigen linearen Gleichungssysteme
bei beschrinkten, sonst keinerlei Bedingung unterworfenen 9 sich ver-
schiedentlich verhalten kénnen. Wir gehen darauf in den nichstfolgen-
den Paragraphen ausfithrlich ein. Zunichst wollen wir es klarmachen,
woher es kommt, daB aus n{%y Um) = n (Y W) durch einen
Grenzilbergang das Symmetriegesetz (238), das, wie erwidhnt, bei belie-
bigen beschriankten Matrizen 9 unrichtig ist, nichi geschlossen werden
kann.

Einen Vektor a==(a,, &,, ...) nennen wir beschrinkt, wenn seine
Norm J|e;|® endlich, d.h. wenn die zugehérige Linearform beschrinkt
ist. Eine Vektorfolge {a™} nennen wir gleichmiBig beschrinkt,
wenn die Normen unterhalb einer von m unabhingigen Schrapke
bleiben, |a®|®< konst. Hierfiir ist hinreichend (jedoch nicht not.
wendigl), dafl die Vektorfolge einen Majorantenvektor von endlicher
Norm zuliBt, so daB es einen Vektor ¢ = (y,, y,,...) mit y, 2 0 und
31y < 4 oo gibt derart, dal | e, | < y, fiir alle ¢ und m gilt. — Wir
sagen, die Vektorfolge {a™} konvergiere schwach gegen einen Grenz-
vektor ¢ und schreiben hierfiir ¢ (—+)a, wenn die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt sind: I} Die Folge {a‘™} ist gleichmifig be-
schriankt,

%‘lu}"‘}|“41{n< -+ 00, m=12,...,

und II) es gilt bei jedem festen ¢ die Grenzgleichung

L Am

o —a&, m—-+oo; +=1,2,....

Offenbar ist dann der Grenzvektor ¢ = (o,, &,,...) von einer Norm
< K,< +o0o0. Nun konnte man meinen, daB aus a™(—)a und

B (—)b sofort a™ b v qb, d.h. Jai™ 8™ - Fea, B, m— + oo
i 11 i
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folgt (eine jede dieser Reihen ist der Schwarzschen Ungleichheit zu-

folge unbedingt konvergent und absolut < ]/m Doch wird dies
durch das folgende Beispiel widerlegt: of™ = g™ — g
6, || =G gesetzt ist. Hier gilt /™ —0, ™ =0, m->00 bei
einem jeden ¢, so daB II) mit &= f,=0, a =b = o erfilllt ist. Aber
auch I) ist erfiillt, und zwar mit K, = Ky = 1. Trotzdem ist

wobei

{m?

alm pim) — zt {m) ﬁ(m) 1, also ampm_oy1 L0—=gb.

Zur schwachen Konvergenz mussen wir also noch etwas hinzufugen.
Wir beweisen das folgende, in gewissem Sinne nicht nur hinreichende,
sondern auch notwendige

Majorantenkriterium der starken Konvergenz. Hat min-
destens einc der beiden Folgen {a™}, {6} einc Majorante, so
folgt a®™ 5™ —ab aus o™ (~)a, 5™ ()b gewil.

Korollar, Ist a ein Vektor von endlicher Norm, so folgt a 5™ -»qb
aus b™(—)b gewiB [denn dann ist der Vektor (|« |, |¢&,],...) eine
Majorante aller o™ (= a}].

Das Korollar besagt {iibrigens nur scheinbar weniger als das
Majorantenkriterium, das in einigen Zeilen bewiesen werden kann.
Es moége etwa {a™} eine Majorante ¢ haben, so daB ]a§m)[§yi,
2Pt < 400, also fiir alle m

Slemami <) Sy S sy S k<
gilt, wenn N hinreichend groB ist. Da die beiden Reihen 37|e;|®,

Z1B;1® konvergent, nimlich < K, bzw. K; sind, so konnen wir N
mit Riicksicht auf die Schwarzsche Ungleichung so groB wihlen, daB

+w
ENARS 5
AL

wird. Nach erfolgter Wahl von N konnen wir ein m, derart fest-
legen, daB fir m > m,

]

-1
] (m) {m)

1 — o B} <

3

L3
It
[

ausfallt. Denn einerseits it wegen o™ (—}a, 5™ (—)b die Gren-
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gleichung ™ ﬁ,—‘m}—rtx,- f: bei jedem ¢, und andererseits handelt es

sich nunmehr nur um endlich viele (nimlich N — 1) Summanden.

Die Addition der drei letzten Abschitzungen ergibt
| Stalm g Zm‘oc,;ﬁd <& fir m>my;
i=1 =1

da &> 0 beliebig klein sein kann, ist damit die Behauptung,
a™p™ v b, bewiesen. '

8 58. Das Reziprokenproblem. Die Iterationsreihe
und der Hilbsche Kunstgriff.

Mit Rucksicht auf die beiden Faltungssatze kann man mit be-
schrankten Matrizen, sofern es sich um rationale ganze Operationen
handelt, ebenso rechnen wie mit den endlichen Matrizen. Wir gehen
nun zu den Untersuchungen von Toeplitz iiber das Reziprokenproblem
liber, welche zeigen, daR bei der Division wesentlich kompliziertere
Verhaltnisse vorliegen. Insbesondere sind vordere und hintere Rezi-
proken voneinander wohl zu unterscheiden. In diesem Kapitel be-
trachten wir nur beschrankte Matrizen. Den weitertragenden Toeplitzschen
Existenzbeweis (8 111) werden wir dabei durch die Methode von Hilb er-
setzen, die im Falle der Beschranktheit auf eine recht einfache Weise
zum Ziele fiihrt, indem sie in den C. Neumannschen Reihen, die der Be-
schranktheit zufolge ein Konvergenzgebiet haben werden, den Ent-
wicklungsparameter einer projektiven Transformation unterwirft. Der
Hilbsche Kunstgriff, der audi bei der Behandlung von weiteren
komplizierten Funktionalgleichungen gute Dienste leistet, kommt
ubrigens implizite und in einem anderen Zusammenhang in dem
Hermiteschen Fall bereits bei Hilbert vor.

Wir schicken die Definitionen voraus. 9 heiBt eine hintere Rezi-
proke von 9, wenn %P = € gilt; 9 ho*sl dabei vordere Reziproke
von B. Alle Matrizen sind (bis Kap. VI) als beschrinkt vorausgesetzt;
dies soll spiter nicht immer wiederholt werden. Ist % von Hermite-
schem Typus, und gilt n (3} 2 0 [die Definition von n (1} s. auf S. 124],
so heilit % nichtnegativ definit; gilt genauver n (%) > 0, so haben wir
2 positiv definit genannt. Wegen (283) sind beide Normen jeder be-
schrinkten Matrix nichtnegativ definitc beschriankte Matrizen.

Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz von Hilb. Ist 9 eine
beschrinkte Matrix mit P (%) <¢ 1, so konvergiert die nach den Itera-

tionen fortschreitende E. Schmidtsche Reithe 8 = Y 4™ und sie ist
a
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sowohl vordere als auch hintere beschriinkte Reziproke von G — 9.
Denn zunichst ist P(A™) S [P (W)™ =3™, 0 < § < 1, wegen {231).
Mit Riicksicht auf das bei (230) Gesagte ist also B eine beschrinkte
Matrix. Es ist

CE—WB= A" —ay A"

M=l m=0

Da, wie man sich ohne Miihe iiberzeugt, QI‘}?Q['”: 3 g+l gilt,
m=9 m=0

so folgt daraus (& — )P =A% = E. Ebenso verifiziert man auch
BA—E) =¢, w.z.b.w.

Jetzt folgt der erwihnte projektive Kunstgriff, angewendet auf Hermite-
sche Matrizen, Der nicht Hermitesche Fall kann, wie wir im nichsten
Paragraph sehen werden, auf den Hermiteschen zuriickgefiihrt werden.
— Es sei 9 eine Hermitesche Matrix, fiir welche die Bedingung
M{2) <. 1 nicht erfilllt zu sein braucht [vgl (218)]. Es sei hingegen
9 positiv definit. Auch dann gibt es eine beschrinkte Matrix, die
sowohl vordere als auch hintere Reziproke von 9 ist, Zunichst ist
nach Voraussetzung n (%) > 0. Da & (%) auf E durchweg = n (%) >0
ist,soist | P(E —xU)| = |1 — %P (A} auf E gewid <1 —%n(A) <1,
wenn die positive Zahl x hinreichend klein ist. Wir legen sie irgend-
wie gemiB dieser Voraussctzung fest, so daBl also M{G — = %) <1
gilt. Da zugleich mit 9 auch € — x ¥ beschrinkt ist, so gibt es
wegen x > 0 nach (212) und nach dem im vorangehenden Absatz be-
wiesenen Hilfssatz eine beschrinkte Matrix 98, die sowohl vordere als
auch hintere Reziproke von € ~ (€ -— » %) = » A ist. Folglich ist » B
eine sowohl vordere als auch hintere beschrinkte Reziproke von ¥,
w.z. bow,

8 59. Das Reziprokenproblem. Die Toeplitzschen Kriterien
und die Formalsatze.

Es sei 9 eine beliebige, also nicht notwendig Hermitesche, be.
schrinkte Matrix. Ihre hintere Norm, 9 %*, ist entweder positiv definit
oder nur nichtnegativ definit (ohne positiv definit zu sein). Es moge
der erste Fall vorliegen, n{A %*) >> 0. Dann gibt es nach dem vor-
hergehenden eine beschrinkte Matrix 8 mit (A %*)B = . Mit Riick-
sicht auf die Faltungssitze besagt dies, daB Y mindestens eine hintere
beschriankte Reziproke hat. Denn es ist ja % (%™ B} = & — Ebenso
beweist man, daB3 jede beschrdnkte Matrix 9 mit einer positiv definiten
vorderen Norm, n (%* ) > 0, mindestens eine vordere beschrinkte Rezi-
proke hat. — Nun kénnen diese Sitze umgekehrt werden: n (Y %*) >0
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ist nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fur die Existenz
mindestens einer hinteren Reziproke; und ebenso folgt aus der Existenz
mindestens einer vorderen Reziproke, daB n (%” %) > 0 gilt. Ist nimlich
etwa die letztere Bedingung npicht erfiillt, so ist n(%* %) = 0. Zwecks
Zuriickfithrung ad absurdum nehmen wir mit Hellinger an, dal %
dennoch mindestens eine beschrankte vordere Reziproke ¢ hat.
Wegen (229) und (233) gilt dann auf F

1=%(E)="CA = ,2:(;2 €45 %;) (%‘“jk%)

=G T (TASFIR L ACRE T
0L BEE* ) <MEEY

(239)

woraus wegen

sofort
(239) 1 MECH DAY ),

folgt. Da n(9* %), mit Riicksicht auf die Definition n ({%* Wyn) — n (%A* %)
und auf @ (A*A),)-—~ P(A*Y), die genaue untere Schranke von
D (A* A) auf E darstellt, so folgt daraus 1 < M(EE*) . n(A*Y), und
daher wegen n(¥%* %) — 0 der Widerspruch 1 £ 0. — Die Kriterien
sind also, wie behauptet, notwendig und hinreichend.

Es gelten ferner nach Toeplitz bei beschrankten Matrizen die folgen-
den Formalsatze:

) Hat 21 mindestens eine vordere und mindestens eine hintere
Reziproke, so sind sie miteinander identisch. Es gibt also dann offen-
bar nur eine vordere und nur eine hintere Reziproke, da ja z. B. alle
vorderen Reziproken mit derselben hinteren Reziproke identisch sein
miissen.

Der Beweis verliuft unter Benutzung der Faltungssitze wie folgt:
Ist B =€ und AC = E, so gilt (BAE =€ und B(AC) =B, mit-
hin wegen (B %) € = B (AE) auch € = B, w.z. b. w. Die Vorausserzung,
dafl alle drei Matrizen beschriinkt sind, ist dabei sehr wesentlich:
eine finite Matrix kann, wenn sie nicht beschrankt ist, unendlich viele
verschiedene beschrankte hintere Reziproken haben, die alle auch
vordere Reziproken sind (vgl. das auf S. 131 angedeutete Beispiel).

Den zweiten Formalsatz genugt es auszusprechen, da der Beweis,
dank der Faltungssatze, von S. 6 wortlich iibernommen werden kann:

1) Hat die beschrankte Matrix 9§ eine und nur eine beschrankte
hintere Reziproke, so ist sie zugleich eine, also wegen |) die einzige
vordere Reziproke von tff, und entsprechendes gilt fur den Fall einer
eindeutigen vorderen beschrankten Reziproke. —
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Gibt es zwei verschiedene beschrinkte hintere Reziproken, so gibt
es deren sogar unendlich viele (und dabei wegen I) keine beschrinkte
vordere Reziproke) und entsprechendes gilt fir vordere Reziproken.
Denn es sel YB=C¢, AEC =¢ und B 4= €. Dann ist, wenn x eine
beliebige Zahl bedeutet, wegen

AB+%E —xB)=AB-FxAC— % AB=AB + 2(E — €)= &

jede Matrix B + x(€ — B)==B eine beschrinkte hintere Reziproke
von 9.

8 60. Das Reziprokenproblem. Die Toeplitzsche Tabelle.

Die beiden Faltungssatze lassen also fur cine beschrankte Matrix ¥
nur die vier folgenden Falle zu:

1. Es gibt eine und nur eine hintere beschrankte
Reziproke, die zugleich die einzige vordere be-
schrankte Reziproke ist.

2. Esgibt keine vordere und keine hintere beschrankte

(240) Reziproke.

3a. Es gibt keine beschrankte vordere Reziproke, es
gibt aber wunendlich viele hintere beschrankte
Reziproken,

3b. oder es tritt das Umgekehrte ein.

Und zwar sind hierfur die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen nach den vorhergehenden bz. die folgenden:

L n(®a¥ >0, n(U*A>0.
2. n(®UAY)=0, n(A*A =0,
Ba. n(AAY >0, n(A*A) =0,
8b. n(W*AY) >0, n(UAY=0.

Ist {8,} eine quadratisch konvergente Zahlenfolge, so sind die beiden

(241)

Matrizen
010 0--- ﬂ:. ﬁs ﬁs ﬁ&"'
0 01 0... 1 0 0 O0.-..
242 = —
( )QI 0 0 06 1 ’ B

O 1 0 0O-...

offenbar beschrankt, und, wie man leicht nachrechnet, derart, dafi
AV =& gilt, wie auch dabei die /? sein mogen. Fur die Matrix 9
liegt also der bei endlichen Matrizen noch nicht mogliche Fall 3a
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vor. Ist B =E, so gilt AV =E =E, so dab fiir eine Matrix 9
der Fall 8a dann und nur dann vorliegt, wenn fiir die transponierte
Matrix der Fall 8b, und umgekehrt. Ist % normal, d. h. AA* = A* Y,
so ist der pathologische Fall 8 von vornherein ausgeschlossen (freilich
ist dies nur eine hinreichende Bedingung). Insbesondere trifft dies bei
den Hermiteschen Matrizen zu. Es ist iibrigens zu beachten, daB daraus,
dal 9 normal ist, noch nicht folgt, daB auch U, A% = Al Ypmy gilt
(die Umkehrung ist jedoch, mit Riicksicht auf das Majorantenkriterium
auf S.134, gewiB richtig). Hingegen ist % dann und nur dann Her-
mitesch, wenn jedes 9, Hermitesch ist,

Die Gleichberechtigung von % und %" bei endlichen Matrizen kann
also ebenfalls keine gruppentheorctische Tatsache sein. In der Tat
haben wir uns auf S. 8 auf eine sozusagen funktionentheoretische
Tatsache gestiitzt, um dadurch, unter Benutzung der Formalsatze, den
Fall 3 ausschlieen zu konnen. Jetzt fehlt aber, wie wir sogleich
sehen werden, die entsprechende Tatsache.

8 61. Fortsetzung. Historische Bemerkungen.

Betrachten wir die zu einer beliebigen, nicht notwendig beschrankten
Matrix 9 gehorigen Gleichungen
(243) ﬁ'aikxkzci; i=1,2,..
1¢ 91 zeilenfinit, so sind die Reihen linkerhand bei jedem x;-System
konvergent. Freilich auch nur dann. Toeplitz hat gezeigt, daB auf
diesen Fall diejenigen Satze liber endliche lineare Gleichungssysteme,
die auch fur Systeme gelten, bei welchen die Anzahl der Variablen
mit derjenlgen der Gleichungen nicht ubereinstimmt, dank des Ge-
lingens eines ,Endlichkeitsschlusses” ubertragen werden konnen, was
auch dabei die c¢; sein mogen. Da die ¢; keinerlei Konvergenz- oder
GroBenordnungsannahmen unterworfen sind, so lalt sich diesbezliglich
auch betrefifend der Losungen gar nichts behaupten. — Wenn man
nun von diesen Matrizen absient und zu anderen abgerundeten
Matrizenklassen iibergeht, so ist eine systematische Theorie erst dann
moglich, wenn man unter ,Losung"” nur eine Losung versteht, die
ganz bestimmten, der Klasse angepafiten Konvergenzbedingungen ge-
niigt, und wenn man zugleich auch die zugelassenen c;.-Systeme passend
einschrankt (trotzdem dabei fiir gewisse Matrizen der Klasse auch fur
gewisse andere c.-Systeme Losungen existieren, die der Konvergenz-
bedingung der Klasse genugen, oder aber bei gewissen, den Konvergenz-
bedingungen gemigenden c¢;-Systemen gewisse Matrizen der Klasse auch
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Losungen zulassen, die den Konvergenzbedingungen der Klasse nicht
mehr genugen).

Diese Notwendigkeit hat gelegentlich bereits Poincare erkannt, indem
er in seinen beiden, sich unmittelbar nach der Hillschen Mondtheorie
(1877—1878) datierenden, fur die Theorie der unendlich vielen
Variablen historisch so wichtig gewordenen Aufsatzen (1885—86) iiber
diesen Gegenstand ausfuhrt, dal ein System von unendlich vielen
linearen Gleichungen gewissermafien als ein ebensolches System von
Ungleichungen aufzufassen ist (aus dieser Bemerkung von Poincare
ist methodisch z. B. die Borel-Denjoysche Theorie der quasianalytischen
Funktionen entstanden; nur sind in der heutigen, von Carleman weit
entwickelten Theorie die Spuren der Entstehung etwas verwischt, in-
dem das Poincaresche Prinzip z. B. durch die [sich ihrerseits dem
Poincareschen Prinzip unterordnende] Bestimmtheitstheorie der asym-
ptotischen Reihen ersetzt wird). — Dald dieses Prinzip zum Aufbau von
Theorien nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist, konnte
aus verstandlichen Grunden nicht sofort erkannt werden: es scheint,
dald bei unendlichen Gleichungssystemen — sofern sie nicht von vorn-
herein ganz harmloser Natur waren oder einer Behandlung mit einem
expliziten Apparat’), etwa mit unendlichen Determinanten oder kon-
vergenten Kettenbruchen gestatteten — ahnliche Hemmungen vor-
lagen, wie gleichzeitig oder etwas fruher bei den divergenten Reihen.
So konnte das Prinzip, nach einer vorlaufenden, durch die Enzyklopadie
der Vergessenheit erst unlangst entrissenen Arbeit von Dixon (1902), nur
bei Hilbert (1906) zur Durchfuhrung gelangen. Hilbert legt dabei die
an die Spektraltheorie angepaBte Bedingung der quadratischen Kon-
vergenz, also die Kugelmannigfaltigkeit E zugrunde. Die Grundlagen
eines allgemeinen, z. Z. nicht restlos entwickelten Rahmen sind in der
auf S. 46 erwahnten Arbeit von Helly gelegt.

8 62. Die losungstheoretische Bedeutung der Reziproken.

In der Beschranktheitstheorie handelt es sich also zunachst’) um
folgendes: In dem Gleichungssystem

(244) Ar=1c; Dag%,=¢c, i=1,2,..
k=1

) Wie unnatlirlich dieser Standpunkt ist, geht daraus hervor, da3 es aufier
der so darstellbaren Losung auch weitere, an sich gleichberechtigte Losungen
geben kann. Ein ,expliziter" Apparat liefert meistens digjenige Losung,
welche durch die Abschnitte festgelegt wird. (Vgl. Kap. VI.)

) Vgl. hingegen § 97.



I11. Kap. 8 62. Die losungstheoretische Bedeutung der Reziproken. 141

werden nur quadratisch konvergente ¢ zugelassen und als Losung j
wird nur ein quadratisch konvergentes Zahlensystem (x; X..) be-
trachtet, es wird also insbesondere der vom Nullvektor verschiedene
Vektor £ nur dann als eine Eigenlosung der homogenen Gleichungen
betrachtet, wenn die Norm von y endlich ist, so dall es auch eine
E
£l
trix B =5, || dann und nur dann beschrinkt ist, wenn dié Reihe
2| g,'b‘kc”’ fiir alle quadratisch konvergenten Zahlenfolgen {¢,} kon-
T

normierle Losung gibt, z. B Beachtet man nun, daB eine Ma.

vergiert (siene S. 129), m. a.W., wenn sie jeden quadratisch konvergenten
Vektor ¢ in einen ebensolchen, namlich in 93 c transformiert, so er-
sieht man unter Beachtung von (224) oder (229) durch Wiederholung der
auf S. 5—6 durchgefuhrten Betrachtung, daft die beschrankten hinteren
Reziproken von 91 losungstheoretisch gedeutet werden konnen: Die
beschrankte Matrix 91 hat dann und nur dann mindestens eine be-
schrankte hintere Reziproke B, wenn die Gleichungen 91£ = c bei
jedem quadratisch konvergenten ¢ mindestens eine quadratisch konver-
gente Losung y haben, und zwar ist j = B ¢ eine quadratisch konver-
gente Losung; und es gibt bei jedem quadratisch konvergenten c dann
und nur dann genau eine quadratisch konvergente Losung, wenn
genau eine beschrankte hintere Reziproke hat. — Es sei betont, daf
eine jede der Reihen 3 g, x,, 3'b,, c, absolut konvergiert, da 9 und
) k

8, als beschriankte Matrizen, gewil @-Matrizen sind, — Die vorderen
Reziproken sind, wie bereits erwshnt, die hinteren Reziproken der
transponierten Matrizen und umgekehrt. Das Auftreten der patho-
logischen Fille 8 erklirt sich daher auf die folgende Weise. Die zu
der unter (242) stehenden, von Toeplitz angegebenen Matrix 9 gehdrigen
inhomogenen Gleichungen sind x;.,=¢; f=1,2,.... Diese Glei-
chungen sind bei jedem quadratisch konvergenten {¢;} quadratisch
konvergent lsbar, und zwar auf unendlichvicle Weisen, da fiir x, von
dem Gleichungssystem gar nichts verlangt wird. Die transponierte
Matrix ist

0 0 0 0---
(245) o — ¥ 1 0 0 O.-.
O 1 0 0.---4°

die zugehorigen Gleichungen sind 0=c¢, x=Ci+y, i= 1, 2 ...,
also nicht ohne weiteres, sondern nur dann losbar, wenn c; zufallig
=0 ist, so dafi es keine hintere Reziproke, also fur % keine vordere



142 I11.Kap. §63. Die Rcsolvente. Existenzsatz.

Reziproke geben kann. — Im Falle 2 sind drei Unterfalle denkbar:
die Anzahl der linear unabhangigen normierten Losungen des homogenen
Gleichungssystems 91 = o istentweder 2a. gleichNull, oder2b. von Null
verschieden, jedoch endlich, oder 2c. unendlich. — Bei den endlichen
Matrizen ist Fall 2causgeschlossen, und mitRiicksicht auf den Alternativ-
satz auch 2a. Bei unendlichen beschrankten und zwar auch bei Hermite-
schen Matrizen kann, wie wir sehen werden, jeder der drei Unterfalle
vorkommen. Der Alternativsatz ist also in diesem Rahmen unrichtig.
Liegt Fall 2b vor, so haben, wie nicht naher ausgefuhrt werden soil, die
inhomogenen Gleichungen, ebenso wie bei endlichen Matrizen, bei
gewissen, jedoch nicht bei alien quadratisch konvergenten c eine, freilich
nicht nur eine quadratisch konvergente Losung (denn zur Losung des
inhomogenen Systems kann eine Eigenlosung addiert werden). — Im
Falle 1 gibt es keine normierte Eigenlosung, da die Losung bei jedem c ein-
deutig bestimmt ist und der Nullvektor y eine zu ¢ —p gehdrige, nicht
normierbare Losung darstellt. — Im Falle 3a gibt es bet jedem ¢ 4= 0
unendlich viele verschiedene Losungen, also haben auch die homogenen
Gleichungen normierte Losungen, Denn sind g,, r, zwei, zum selben ¢
£1— %z

[ E:— Il
eine Losung der homogenen Gleichungen. Der Alternativsatz ist also

jetzt ebenfalls ungultig, jedoch in einem umgekehrten Sinne wie bei 2a.
— Im Falle 3b kann, wie das Beispiel (245) zeigt, der Alternativsatz in
demselben Sinne wie bei 2a ungultig sein.

gehdrige verschiedene Losungen, so ist p, —y,, also auch

8 63. Die Resolvente. Existenzsatz.

Wir erehen nun zur Resolvente der beschrankten Matrizen liber.
Bezeichnet i1 eine Zahl, so ist zugleich mit % auch 1§ — 9% beschrankt.
Die Punkte der i-Ebene, in welchen fiir 2 & — 9 nicht der Fall 1 vor-
liegt, bezeichnen wir als dic singuliren Stellen der Matrix 9, die
iibrigen als die reguldren Stellen, so dafy 1 fiir 9 dann und nur dann
regulir ist, wenn 1€ — 9( genau eine beschrankte Reziproke

(A€ — W)™ =R, () ]
hat, die, als Funktion von A aufgefaft, wieder als Resolvente von
bezeichnet wird, Da (1§ — QI)“ nach Voraussetzung sowchl hintere
als auch vordere Reziproke von (1 & — %) ist, so ist sie mit (1€ — )
vertauschbar und es liegt auch fiir (A& — %)"* der Fall 1 vor. Sind
andererseits 8, € zwei beschrinkte Matrizen, fir welche der Fall 1

vorliegt, so liegt auch fiir das Produkt 8¢ der Fall 1 vor, da unter
Beachtung der Faltungssitze die beschrinkte Matrix §~*98~* sowohl
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vordere als auch hintere Reziproke von B¢ ist. Sind dabei B und
€ vertauschbar, so sind es auch B! und ¢~ Unter wiederholter
Beachtung der Faltungssatze folgt daraus nach wortgetreuer Wieder-
holung der bei endlichen Matrizen benutzten SchluBweise (S. 16) die
Hilbertsche Funktionalgleichung der Resolvente &, = (1 € — ¥%)™*: sind
A, A" zwei regulire Stellen von 9, so ist

@ — )Ry R = Rpr — Ry

Es sei & eine beliebige beschrinkie und abgeschlossene Punkt-
menge auf der i-Ebene, die wir wieder mit der ¢-Ebene identifizieren
kénnen. Den trivialen Fall, wo s nur endlich viele Punkte enthilt,
kénnen wir ausschlieBen und daher auf @ nach bekaunnten Sitzen eine
(nétigenfalls auf s iberall dichte) Punktfolge 2’ = {1, 4,, ...} derart
bestimmen, daB s mit der abgeschlossenen Hille von a' identisch
ist, also aus den Punkten 1, sowie ihren Hiufungspunkten besteht.
Bezeichnet R (%) die nach Voraussetzung endliche obere Grenze aller
|4;], so ist die Kopplungsform der Diagonalmatrix ¥ = ||4,8,.|| auf E
absolut gewil < R(%), also ist % beschrinkt. Man iiberzeugt sich
leicht, daB die zu A& — ¥« gehorigen inhomogenen Gleichungen
(A — 2)x, = ¢; fiir jede quadratisch konvergente Zahlenfolge {¢,} dann
und nur dann genau eine quadratisch konvergente Losung haben, wenn
A weder ein 1; noch ein Haufungspunkt der 4, ist. M.a. W, die singuliren
Stellen von 9% sind mit den Punkten der beschrinkten und abgeschlossenen
Punktmenge s identisch, die willkiirlich vorgeschrieben werden kann.

Wir zeigen jetzt umgekehrt, daB die Menge der singuliren Stellen
bei jeder beschrinkten Matrix 9 beschrinkt und abgeschlossen ist,
Zuniichst miissen sie alle im Kreisbereiche | P | < P (%) < + oo liegen.
Wegen (231) ist namlich P{™) < (P(M)™, m=1,2,..., so daB die

o
C. Neumannsche Reihe P, = 2 R

m+1
.

gemachte Bemerkung fiir | 1] > P (%) gewiB konvergiert und eine be-
schrinkte Matrix darstellt. Man verifiziert leicht, wie auf S. 136, dal sie
sowohl vordere als auch hintere Reziproke von 1€ — % ist, w.z.b.w,

[Aus der Verifikation erkennt man, daB, sobald %, etwa fiir |1]| > ¢
konvergiert und eine beschrinkte Matrix darstellt, fiir |1| > ¢ kein £
singuldr ist, so daB y =1, ¢ die einzige quadratisch konvergente L&-
sung von (AG — Wz ==, |¢|* < + o0 istt — Man kann den Be-
schranktheitsbegriff auf nichtlineare Gleichungssysteme (mit unendlichen
Potenzreihen unendlich vieler Variablen) restlos verallgemeinern und
die soeben gemachte Bemerkung leistet dabel beim Existenzbeweis der

mit Riicksicht auf die bei (230)
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Losung oder bei analytischen Fortsetzungen der Losung einen wesent-
lichen Dienst]

Wir haben noch zu zeigen, da3 die Menge der singularen Punkte
immer abgeschlossen ist.  Zu diesem Ende geniigt es zu beweisen, dald
jede regulare Stelle in einem Gebiet von lauter regularen Stellen liegt.
Ist aber n (% "JI"‘)>0, so gibt es, wie man sich leicht iiberzeugt, aus
Griinden der Stetigkeit ein ¢ > 0 derart, daB im Kreise |J.] < & auch
n((AG —M AE — M*) >0 gilt und entsprechendes kann fir die
vordere Norm gezeigt werden. Wir kénnen aber auch mehr behaupten:
ist 4 =1, eine (im Endlichen gelegene) regulire Stelle, so daB3 die ein-
deutige Reziproke (2, & — %)~ existiert, so kann diese nach aufsteigenden
ganzen Potenzen von 4—J, in cine Matrizenpotenzreihe entwickelt werden,
die fiir |4 — 4, < ¢ eine konvergente Darstellung einer beschrinkten, zu
A& — 9 von vorn und von hinten reziproken Matrix ist. Durch einte Ver-
legung des Nullpunktes kénnen wir erreichen, daB i, = 0 wird. Dann ist
also (™! vorhanden (mit 9~? wollen wir nur eine Reziproke bezeichnen,
fir welche der Iall 1 vorliegt). Die Reihe — 3 A#(%~*)#+! ist dann

fir |1]< P(%™"} konvergent und stellt, wit:i gigent]ich bereits auf
5.138 verifiziert wurde, eine sowohl vordere als auch hiotere be-
schrinkte Reziproke von 1 & -— 9 dar, w, z. b. w. Alle diese Entwick-
lungen entstehen aus der Neumannschen, die zu 1, == oo gehort, durch
eine projektive Substitution. — Da in der Umgebung jeder reguliren
Stelle 4; die Matrix [[R,, ()|l = (A& — %) ! nach aufsteigenden Po-
tenzen von i1 — A, entwickelt werden kann, so gilt dies erst recht von
den Funktionen R, (1) Wir denken uns dabei aus der Ebene die
singuliren Stellen entfernt und dadurch die R,, (1) evtl. kiinstlich ein-
deutig gemacht, damit es sich um den Zweig von R, (1) handein soll,
der einen unmittelbaren matrizentheoretischen Sinn hat. Es ist unnétig
zu betonen, daB das Gebiet der reguliren Stellen von 9 nicht einfach
zusammenhidngend, ja nicht einmal zusammenhingend zu sein braucht,
so daB R, (1) in verschiedenen Gebicterd der Ebene verschiedenen
analytischen Funktionen oder ,verschiedenen“ Zweigen derselben ana-
lytischen Funktion angehéren kann.

In einer von ¢ und % unabhingigen Umgebung jeder matrizentheo-
retisch reguldren Stelle von 9 ist, wie wir soeben gesehen haben, jede
der Funktionen R;, (1) gewiB regulir. Daraus folgt, daB jede be-
schrinkte Matrix 9 mindestens eine singulire Stelle hat. Denn sonst
wire jedes R, (1) eine ganze Funktion, die mit Riicksicht auf die
in der Umgebung der Stelle 3, = oo giiltigen Neumannschen Entwick-
lung fiir [i]— 400 gleichmiBig verschwindet, so daB nach dem
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Satze von Liouville R, (i)==0 ist. Dies ist aber eine Absurditit,
da || R;, (1) || mit (1 & — %) multipliziert mindestens fiir || > P (%) die
Einheitsmatrix ergeben soll, also nicht die Nullmatrix sein kann. —
Implizite haben wir bewiesen, dall mindestens ein R;, (1) mindestens
eine singuldre Stelle hat.

Der Satz, daB die Menge der matrizentheoretisch singularen Stellen
von 9 aus den funkticnentheoretischen Singularititen der Resoclvente
und sur aus diesen Steilen besteht, ist wohl bei endlichen Matrizen
(S-17), nicht aber bei den beschrinkten richtig. Das Beispicl (242)
belegt dies. Dic Menge der singuliren Stellen dieser Matrix ist ndm-
lich, wie sich leicht zeigen 146t, identisch mit dem Kreisbereiche |1] < 1,
trotzdem jedes R, (1) mit Ausnahme des einzigen Punktes 1 == 0 durch-
weg regulir ist. Vgl S.152. Allerdings ist (242) nicht Hermitesch. —
Vgl. S. 178 weiter unten,

8 64. Die Hermiteschen Abschnittsspektra.

Es sei 9 eine Hermitesche Matrix und es sei K ein (offenes) Kreis-
gebiet derart, daB es keinen Punkt des Abschnittspektrums von 9 ent-
halt, d. h. es moge jeder Eigenwert eines jeden Abschnittes 9, von
9 auberhalb K liegen. - Solche Kreise gibt es gewill, da jeder
Abschnittseigenwert absolut < P (%) < P (%) < |- 0o ist. Wir werden
spater (§ 102) auch fiir nicht beschriankte Matrizen cinen Satz beweisen,
aus welchem folgt, daB jeder Punkt von K reguldrer Punkt fiir 9 ist;
genauer, bezeichnet || R® (2) || die (auf K gewi vorhandene) Resol

vente von Up,;, so ist auf K der Grenzwert lim R (1) bei jedem ¢
A=
und % vorhanden und die Matrix [[lim R (1)[| stellt dabei eine, so-
=

wohl hintere als auch vordere, beschrinkte Reziproke von 1 — %
dar. Man konnte meinen, dic dadurch gelieferte Bedingung sei nicht
nur hinreichend, sondern auch notwendig dafiir, daBl 2° keine singulire
Stelle von 9 ist. Das Toeplitzsche Beispiel der Matrix

0 1 |
1 0 |
246 %= 01 :
( ) 1 0
. 01
die durch Verschiebung ,irreduzibler Quadrate¥ ” 10 entlang der

Wintner, Spektraltheorie, 10
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Diagonale entsteht und sonst mit lauter Nullen besetzt ist, belehrt uns
jedoch des Gegenteils!). Zunichst ist, wie man sich leicht iiberzeugt,
92 =E. Also ist % Reziproke von sich selbst, mithin hat 1¢ — %
fiir i ==0 eine vordere und hintere Reziproke, nimlich — ¢, die offen-
bar beschrinkt ist. Also ist 4 = 0 eine reguliire Stelle von %. Trotzdem
gibt es unendlich viele verschwindende Abschnittseigenwerte. Denn
in Agnen wird die letzte Zeile von lauter Nullen gebildet, so daB
det Agp+1; = 0 ist und daher ein verschwindender (2 # 4 1)-ter Eigen-
wert existieren muB. — Indem man etwa die getrennten irreduziblen
Quadrate binir auf die Hauptachsen transformiert, kann man hier

iibrigens auch das ganze Abschnittspektrum ablesen: 9, hat [;] Eigen-
werte == --1 und [%J Eigenwerte — —1; hierbei ist, wie iiblich,
n=2m-+1 oder n = 2m und beidemal [;] — m gesetzt. Es lieBe
sich ohne Miihe zeigen, daB die beiden Punkte 1 = 41, im Gegensatz
zu 1 = 0, bereits singulire Stellen von 9 sind. Dies ist kein Zufall, es

folgt vielmehr auch aus einem allgemeinen Satz uber Hermitesche
Matrizen, denen wir uns jetzt im besonderen zuwenden.

8 65. Ein Satz uber Hermitesche Matrizen.

Ist % von Hermiteschem Typus, so ist 1 & — 9%, wenn 1 nicht reell
ist, zwar nicht von Hermiteschem Typus, jedoch, wegen % — ¥* und
da mit 1€ jede Matrix vertauschbar ist, offenbar normal, so dab fiir
AE — U der Fall 8 gewild ausgeschlossen ist. Um also die reguldren
Stellen von 9 aufzufinden, brauchen wir nur etwa die hintere Norm
von 1@ — ¥ zu betrachten. Die Bedingung 1 in (241) ergibt, dab 4
fiir 9 dann und nur dann regulir ist, wenn n (A€ —WUE — W*) >0
ausfillt, Daraus folgt, daB alle nicht reellen 1 regulire Stellen sind. Es
sei 4 reell. Dannist (1 —U)* == 1 — %* — 1 — %, und unsere Ungleich-
heit geht in n((1 € — %)) > O iiber. Diese Bedingung ist, wie man sich
leicht tiberzeugt, fiir 2 < — P () sowie fiir 1 > P (%) gewiB erfiillt, doch
brauchen wir dies nicht besonders zu beweisen, da fiir 1| > P(%)
die Neumannschen Reihen immer eine beschrinkte Reziproke liefern.
Avuf dem Intervall — P (%) < 1 £ P(¥) mub es mindestens eine singulire

) Umgekehrt, esgibt beschrankte (nicht Hermitesche) Matrizen 91 derart, daf?
eine Stelle A zu den matrizentheoretisch singularen Stellen von p gehort und den-
noch keine Haufungsstelle von Abschnittseigenwerten ist. Desnaherenvgl. S. 152,
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Stelle geben, da sonst keine singuldre Stelle vorhanden sein wiirde. Mit
Riicksicht auf (213) behaupten wir mehr, wenn wir sagen, daB be-
reits auf dem Intervall n'(QI) <ig m (91) (% 0] mindestens eine singu.
lire Stelle liegen muB. Dies folgt aber daraus, daf} fiir 1 << n{¥) und
fiir 2> m (%) jedes 1 regulir ist. Denn n (%) ist nach Definition
(5. 124) die untere, m () die obere Grenze aller Abschnittseigenwerte,

so daB auf den beiden Halbgeraden i < n (%), 4 > m (%) kein einziger
Abschnittseigenwert liegt.

Wir zeigen nun, daB die Endpunkie des Abschnittspektrums,
ot = n (M) und ®°4 = m (A), die im Falle A = ¢, c%O msammenfallen,
gewiB singuldre Stellen von 9 sind. Die Behauptung besagt, daB
A=0° und i="C Wurzeln der Gleichung n({A€ — M%) =0 sind
Wir koénnen uns dabei auf den Fall des oberen Endpunktes %1 be-
schrinken. Denn sonst wirde man von 9 zu — ¢ iibergehen, Wir
kdnnen ferner annehmen, dal der untere Endpunkt ;4 in den Null-
punkt 2 =0 hineinfillt. Denn sonst wiirde man % durch % — A& er-
setzen konnen, weil ja P(AE€; )= 4 ist fiir [r]=1. Wir haben
also nur zu zeigen, daB n((°2 € — A?) = 0 wird, wenn

(247) RB=mA)2n(W=7A=0

gilt; ¥ ist nichtnegativ definit. Aus (213), (247) folgt zunichst
m (%) = M(%) = P(A) =%, und daraus wegen (236) und mit Riick-
sicht auf den Hermiteschen Charakter Y = %* offenbar

(248) Of = M), MU = (M)
Nun beachte man, daB nach der Schwarzschen Ungleichung fiir |g | =1

(249) [PODF = [ 3 S5 5] < 3| Saaz, 7= (a0 SMGr)

gilt. Vgl nimlich (233), wobei %*==9 zu setzen ist. Aus (248) und
(249) folgt fiir jeden normierten Vektor

(250) [P ;)] < P (A7) < %A%

Wegen %2 = M (%) = m (%) gibt es fermer eine Folge {r,} von nor-
mierten Vektoren derart, daB & (%;p,)—% gilt fiir #— 4 o0,
Wegen (250) muB fiir dieselbe Folge auch ¢ (%?; r ) —» 1%, also wegen
P (€;z,) = |z,"=1 offenbar

(251) @ (U;r,)— %, PAYL)—%, P@ir)—1
10*
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gelten. Aus (251) folgt nun
DPAE — MW 1,)=""D(C;r,) — 2% D (Usz,)
+ @ (A%g,) 0251 — 2990 4 QT =0,

so daB die Kopplungsform der nichtnegativ definiten Hermiteschen
Matrix (°1 @ — %)? unter der Nebenbedingung |r|==1 der Null be-
liebig nahe kommen kann. M. a. W, es ist n({(®A¢ — %)% =0,
w. z, b. w.

Da die reellen Diagonalmatrizen von Hermiteschem Typus sind,
so erkennt man, wie auf S. 143, daB jede auf dem (evtl. auf einen
Punkt zusammenschrumpfenden) Intervall n (%) <1< m (W) gelegene
abgeschlossene Punktmenge, also z. B. dieses ganze Intervall oder darauf
getrennt liegende Intervalle die singulare Menge einer passend zu
wahlenden beschrankenden Hermiteschen Matrix bilden konnen (ebenso
wie bei beliebigen beschrankten Matrizen die singulare Menge z. B.
aus Kreisscheiben, aber auch aus Kreisringen usf. bestehen kann).
Auf die spektrale Analyse dieser Punktmenge kommen wir noch aus
fuhrlich zuruck.

§ 66. Ober die Lage der matrizentheoretisch singularen
Stellen.

Es bezeichne S(%) die Menge der matrizentheoretisch singuliren
Stellen der beschrinkten und nicht notwendig Iermiteschen Matrix 9.
Nach § 63 ist S(%) cine nicht leere, abgeschlossene und beschrinkte
Punktmenge der komplexen i-Ebene. Die Zahl 4 liegt dann und nur
dann in §(%}, wenn (A€ — 9{)’1 nicht existiert. Hierfiir ist nach (241)
notwendig und hinreichend, dall mindestens eine der beiden reellen
und nichtnegativen Zahlen

n((AE—MWUE—MWY, n(d1C— W*UAE — M)
verschwindet. Es ist also wegen
| (€ S PEC%), [PE)]L PEC;y)
(lzf =1 €=16—1W)
und mit Riicksicht auf
P(Cr)=PAE— W) =AB(C;p) —PWsp) =24 — B(Asp)

offenbar notwendig, daB
A—@(Usy)
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unter der Nebenbedingung |g|=1 der Null beliebig nahe kommen
kann, d. h. daB die Zahl } in dem Wertbereiche W (%) der Kopp-
lungsform liegt. Mithin ist jeder Punkt von S(%) auch in W (%) ent
halten.

Fir endliche Matrizen haben wir diesen Satz bereits in § 19 be-
wiesen. Man koénnte also glauben, daB die soeben vorgenommene
Ubertragung auf unendliche Matrizen nichts Neues aussagt. In der Tat
haben wir vorher dem Toeplitzschen Satze (§ 19) unmittclbar eat-
nehmen konnen, daB das Abschnittsspektrum der unendlichen Matrix ¥
stets in W () liegt. Nun gibt es aber, wic bereits erwihnt (S. 146),
beschrinkte (nicht Hermitesche) Matrizen 9, bei welchen §(%) solche
Punkte enthiilt, die weder Abschnittseigenwerte noch deren Hilufungs-
werte sind, so daB die obige direkte SchluBweise ebenso unumginglich
war, wie in § 63 der Existenzbeweis fiir 8(2}. Zu jeder beschrinkten
und abgeschlossenen Punktmenge TT gibt es bekanntlich einen und
pur einen konvexen Bereich (vgl. S. 34), der unter allen, TT enthalten-
den konvexen Bereichen der kleinste ist; er heildt konvexe Hiille von TT,
Es bezeichne T(%) die konvexe Hiille von 8(%). Da S(%) in W (%)
liegt und W{9) nach § 18 konvex ist, so liegt offenbar auch T(%) in
W(Q[), ohne notwendig mit W(9) identisch zu sein. Ist aber P (%) = M{%),
so muBl T{A) =W () sein. In dem Spezalfall, wo 9 Hermitesch ist
[also nach (218} der Bedingung P () — M (%) gewil geniigt], ist hierfiir
der Beweis in § 65 gefilhrt worden. In dem allgemejnen Falle ist
der Beweis etwas komplizierter, verliuft aber sonst ganz analog, so
daB ich darauf hier nicht eingchen will. Es sei nur erwihnt, dab es
sich um eine Verallgemeinerung der sich auf eadliche und normale
Matrizen bezichenden Toeplitzschen Polygonregel (§ 19) handelt; denn
in diesem Falle ist die Bedingung P == M nach § 20 gewil erfiillt. —

Aus den Formalsiitzen von § 59 folgt ebenso wie bei den endlichen
Matrizen (S. 7), daB die vier beschrinkten Matrizen B, %', B8, B* nur
zugleich eine cindeutige und beschrinkte Reziproke zulassen kdnnen,
und daf’

@)y =(87, (B =(87Y), also (W= ")
gilt. Setzt man B =A1€ — %A, so folgt daraus wegen
(AC—AY=2C—U, AE—-W=IC—%A (1E -N*=216 — u*
offenbar
s@)=s(), s@)=8(, aso S-S,

wobei 8 () die Punktmenge bezeichnet, in welche S(%) durch Spie-
gelung an der reellen Achse iibergeht. Diese Bezichungen, die im
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Falle endlicher Matrizen auch mittels Determinanten verifiziert werden
konnen (S. 23), stehen im Einklang damit, dai

W) =w(), WE)=W(@), also W) =wW(®)

ist. — Es kann endlich, etwa mittels den C. Neumann-Hilbschen Reihen,
ohne Miihe gezeigt werden, daB, wenn 9! existiert, d. h. wenn der
Punkt A = 0 auBerhalb §(¥) liegt, auch jetzt {vgl. S.15)

- 1

T8 (W

gilt, wobei %QT) die Menge der reziproken Werte der in 8 (%) ent
haltenen Zahlen bedeutet.

(U™

8§ 67. Die Resolvente in dem pathologischen Falle.

Ist @ eine beschrinkte Matrix, fiir welche &1 existiert, so wollen
wir wieder sagen, die Matrix Y& ~! entstehe aus der beschrinkten
Matrix % durch Transformation mittels &. Die transformierte Matrix
ist nach § 55 wieder beschriinkt, Wir wollen beweisen, daB die Menge
der matrizentheoretisch singuliren Stellen Matrizentransformationen
gegeniiber invariant ist. Es bezeichne zu diesem Ende 1 eine auBer-
halb S (%) gelegene Zahl, so daB (4@ — %)~" existiert. Dann gilt wegen

GUE- WS '=1E—-BUAS?
und mit Riicksicht auf
GUE—MS 'GAE —~A) ‘et =:¢

offenbar
(A€ —-GAS HBUE—M e ) =g,

und ebenso folgt
BUE—-W e HAE—6AB H =€,

so daB G(4€ -~ %) * S * eine vordere und zugleich hintere und dabei
nach dem ersten Faltungssatz beschrinkte Reziproke von i€ — @4 &1
ist. Folglich liegt jede auBerhalb 8(%) gelegene Zahl auBerhalb
$(GAGS™ Y. Da UGS~ * durch &~ ! in Y transformiert wird, so folgt
daraus, daB auch jede auBerhalb §(8A&~') gelegene Zahl auberhalb
S(¥) Legen muB. Mithin ist

S(AW=8(BUAS™Y,

w.Z. b, w.
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Es sei nun 9 derart, daB 9~ existiert. Dann ist
WU = U AA* Y,

d. h. die beiden Normmatrizen gehen durch eine Matrizentransformation
(& = U~1) ineinander iiber, so daB sie mit Riicksicht auf die soeben
bewiesene Relation dieselbe singulire Punktmenge haben:

(™) S(UAY) = s(A*Y).

Dieser Satz ist, im Gegensatz zu den endlichen Matrizen (§ 14), nicht
allgemein richtig, wenn 9! nicht existiertt Denn z. B. die eine der
beiden Normmatrizen von (245) ist die Einheitsmatrix, die andere aber
diejenige Diagonalmatrix, welche aus der FEinheitmatrix dadurch ent-
steht, daB das (1,1)-te Element (=1} durch Null ersetzt wird. Die
Menge der matrizentheoretisch singuliren Stellen enthilt also bei der
einen Normmatrix nur den Punkt 1 =1, bei der anderen aber auch
den Punkt i ==0, so daB S(AA*) + S(A*A) wird.

Es sei jetzt wieder vorausgesetzt, dald 9~! existiert, und daher (*)
gewiD richtig ist. Die beiden Normmatrizen % %*, A* ¥ sind auch bei
nicht Hermiteschem 9 Hermitesch und nichtnegativ definit. Aus (¥)
folgt daher nach § 65

(** n (YA A*) = n (A*A),

wenn 1! existiert. Dies gilt, wenn nur ¥~! existiert, so dal die
Toeplitzsche Tabelle (241) dahin verschirft werden kann, dal im Falle 1
die beiden Zahlen (**} gleich sein miissen. Anders ausgedriickt: sie
sind stets nichtnegativ, konnen auch verschieden sein, sind aber gewiB
gleich, wenn sie positiv sind.

Wir kénnen einen Schritt noch weiter gehen. Die Voraussetzung,
daB 9! existiert, d. h. daB der Punkt 1= 0 auBlerhalb S{%) liegt,
lassen wir jetzt namlich fallen und machen nur die Annahme, dab es
gegen 4 = 0 konvergierende Zahlen 1, 4,, ... gibt, die auflerhalb (%)}
liegen [diese Annahme ist tatsichlich weniger einschrinkend als die
frilhere; denn 8(A) ist eine abgeschlossene Punktmenge]. Aus (**)
folgt dann, da (4, € — 91)'1 fiir m =1, 2, ... existiert,

n((A,E— WA, E— WM =n(l,E—N*AE-— M)

fiir jedes m. Wegen lim ) = 0 gilt daher aus leicht ersichlichen Stetig-
m=uw
keitsgriinden auch (**) selbst. Nur werden jetzt beide Zahlen (**) gleich

Null sein kénnen (wenn nimlich %~ nicht existiert).
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Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen: Die pathologischen
Falle 8 (S. 138) kénnen nur bei solchen Matrizen % vorliegen, bei
welchen es ein ¢ > 0 gibt derart, daB jeder Punkt des Kreisbereiches
[Al < ¢ der matrizentheoretisch singuliren Punktmenge S (%) angehort
(ibrigens jst diese notwendige Bedingung noch weitaus nicht hin-
reichend).

Diescr Sachverhalt kann bei der Matrix (245) ohne Miihe verifiziert
werden. Die zu 1E— 9 gehérigen inhomogenen Gleichungen (1€ — %) r==¢
sind namlich

Axy =, Axg— %7 ¢y, A%y -—Xyg= 5, .-,

woraus durch vollstindige Induktion folgt, dab

i
o NT O S -
xi"z;_i—k:rl’ 1==1,2,...
k=1
ist. Andererseits gilt y - (1 — %) ¢, d. h.

[3

[+ -}
x';-}J:Rfk(j‘)ck; 1—1,2,...,

wenn wieder |[R,, ()| = (A& — )" gesetzt wird. Mit Riicksicht auf
den rekursiven Charakter des Gleichungssystems ist es offenbar gestattet,
die beiden Darstellungen von x; miteinander auch auferhalb §(%) zu
identifizieren. So folgt

R, () = —%_1—----- fir k<4 und R, ()=:0 firx 1<k

Diese Matrix || R,, (4)[| ist aber nur dann eine Q-Matrix, wenn |1{ > 1
ist. Erst recht ist diese Bedingung dafiir notwendig, daB [|R,, (4|
beschrinkt ist. Folglich gehort der gamze Kreishereich 1| <1 der
matrizentheoretisch singuliiren Punktmenge $(%) an. Andererseits ist
die Kopplungsform von (245) unter der Nebenbedingung |r|=:1 nach
der Schwarzschen Ungleichung dem Betrage nach gewil <1, d h
W ()} liegt in dem Kreise |1| < 1. Nach § 66 mufs also auch S{%)
in diesem Kreise liegen. Mithin ist die Menge der matrizentheoretisch
singuldren Stellen bei der beschrinkten Matrix (245) identisch mit dem
Kreisbereiche | 1| < 1.

Das Merkwiirdige ist dabei, daB funktionentheoretisch nur der Punkt
4 =0 singulir ist (d. h. die einzelnen R,, (1) sind mit Ausnahme dieses
Punktes durchweg regulir), und daB auch alle Abschnittseigenwerte
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von (245) offenbar gleich Null sind. Diese Erscheinungen sind bereits
auf S. 145 bzw. S. 146 erwahnt worden.

Wir haben oben auf eine indirekte Weise bewiesen, daB die Ab-.
schnittsresolvente der kanonischen Matrix (245) fiir | 1| > 1 beschriinkt
ist. Einfacher folgt dies aus dem folgenden Satze von L Schur:

Damit die Matrix || a,, || beschrinkt, ist hinreichend, daB

o o

Dla,| <8, i=1,2,..; Jla,| <8, k=1,2,...
=1 =1

gilt, wobei £ irgendeine Schranke bedeutet. Diescr Schursche Satz,
auf dessen Beweis hier nicht eingegangen werden soil, ist das einzige
bisher bekannte allgemein brauchbare hinreichende und dabei explizite
Kriterium fur die Beschranktheit.



Viertes Kapitel.
Theorie der Spektralmatrix.

8 68. Unitare, einseitig unitare und halbunitare Matrizen.

Es sei Ul eine Matrix derart, daB 3w, u,, =4, fir alle ¢ und %
i=1

gilt. Fiir ¢ =% ist dann die Summe gewil® absolut konvergent, also
ist siec es gemiB der Schwarzschen Ungleichung auch fir 4 4 k. Das
Gleichungssystem besagt, dal M U* = § ist, d. h. daB U* eine hin-
tere Reziproke von U darstellt, und zwar ist nach (213), (235)

(252) (P(W)" = (PW*)* =P (WP (U*) = MU ") = M(E) = 1.

[Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dal 1l beschriankt
ist. Doch braucht dies, wie man sich leicht iiberzeugt, nicht besonders
vorausgesetzt werden: gilt UU* = @, so ist 1 von selbst beschriinkt.]

Auf E ist wegen 1 11* = § die Hermitesche Form #(11*) = & () =1,
also ist m (U 1*) = n (U U*) =1, und mithin auch m (U* U} =1, wegen
(288). Dies alles folgt aus U U* = § allein; eine Matrix 1, fir welche
diese Bedingung erfiillt ist, nennen wir unitir von rechts. Sie braucht
nicht zugleich unitir von links zu sein, d. h. I*U ist im allgemeinen
+= &, m a. W, 1" braucht keine vordere Reziproke von 1l zu sein.
Es ist z. B. ersichtlich, daB die unter (242) stehende erste, ,Volterra-
sche¥ Matrix von rechts unitir ist, wihrend sie nicht auch von links
unitar sein kann, da sic unendlich viele hintere, also keine vordere
beschrinkte Reziproke besitzt, so dal jetzt zu den drei vorher ge-
fundenen Relationen als vierte n({1*11)=0 hinzukommt. Die trans-
ponierte Matrix (245) ist freilich von links, aber nicht von rechts unitr;
bezeichnet man sie also mit 11, so gilt jetzt umgekehrt n (M U*) =0,
n(U*W) =1, m(UU*)=m(N*U)=1. Man erkennt auch einen geo-
metrischen Grund dafiir, warum die Moglichkeit, daB aus WU =G
umgekehrt U*11 = § nicht folgt, wohl bei endlichen (S. 5), nicht aber
bei unendlichen Matrizen ausgeschlossen ist, und wieso der Fall 3
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jetzt auftreten kann: eine Koordinatentransformation, die, in einen
n-dimensionalen Raum eingebettet, eine Drehung ist, braucht nicht
bereits fiir den (n — 1)-dimensionalen Raum eine (,flache) Drehung
zu bedeuten; nun gibt es aber zwischen # und # — 1 nur fiir # < }- 00
einen Unterschied. — Ist 11 von rechts unitir, so gilt, wegen (229) und
da @ (UU*) = B (€) ist,

(253) ﬁ[é“ik‘kfgﬁf"i’ﬂil
i=1 k=1 =1

auf E. Ist U nicht zugleich von links unitir, so gilt auf E zwar
DU < m(U*W) =m(UN*) == 1, aber es gibt Punkte auf E, wo
nicht das Gleichheitszeichen gilt, da sonst auch die untere Grenze
n{*1) = 1 wire, wihrend doch 1l nicht von links unitdr sein soll.
Ist also I von rechts unitdr, so ist auf E

(254) f’[kf}u,“.xk]“gh
§=1 k=1

wobei das Gleichheitszeichen fiir feden Punkt auf E dann und nur
dann gilt, wenn U auch von links unitir ist, Diese ,Besselsche Un-
gleichung® haben wir bei endlichen Matrizen nur bei den halbunitiren
Matrizen gefunden. Die halbunitiren unendlichen Matrizen, zu welchen
wir nun ilbergehen werden, sind allgemeiner als unendliche Matrizen,
die von rechts unitir sind, aber nicht von links oder umgekehrt, Ist
eine Matrix sowohl von rechts als auch von links unitir, so nennen
wir sie schlechthin unitar. Hierfiir ist notwendig und hinreichend

(255)  a(UUY)=n(UFN) = m(UUY) = m (U W) =1.

Die unitiren sind diejenigen Matrizen, welche eine und nur eine Rezi-
proke haben, die mit der begleitenden Matrix identisch ist, ut=u*
wobei, wie gesagt, das Zeichen ™' nur im Falle 1 benutzt werden soll,
also im Falle 8, mithin bei nur einseitig unitiren Matrizen keinesfalls.

§ 69. Einzelmatrizen.

Es bezeiche y;, wie auf S. 57, eine Zahl, die entweder =0 oder
==1 ist. Ist die hintere Norm HWI* von U von der Gestalt ||y,4, ],
so nennen wir U halbunitir von rechts, und wir nennen 1l halbunitir
von links, wenn die vordere Norm U* U von dieser Gestalt ist. Wegen
P (|| 7,9, ||} £ P (G} sind die halbunitiren Matrizen gewil beschrankt
und die Besselsche Ungleichheit (254), die fiir alle mindestens einseitig
unitiren Matrizen richtig ist, gilt wegen @ ([[y,8,.|) LB (]|4;.]]) erst
recht fiir die halbunitiren,
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Eine beschrinkte Hermitesche Matrix 8 mit $2= %8 nennen wir
wieder eine Einzelmatrix. Offenbar ist ||y, 8, [|® = |72 8% || = || 7: 6., 1|
Es ist cinleuchtend, daf} die hintere Norm einer von rechts halbunitiren
sowie die vordere Norm einer von links halbunitiren Matrix eine Einzel-
matrix ist. Wie bei den endlichen Matrizen gibt es Einzelmatrizen,
die nicht von der Gestalt ||y, 4, || sind. Es gilt jedoch wieder der
Satz, dal jede Einzelmatrix als die vordere Norm einer von rechts
halbunitaren oder als die hintere Norm einer von links halbunitaren
Matrix dargestellt werden kann. Dieser Hilbertsche Satz ist der einzige
existentiale Satz algebraischer Natur in der Hauptachsentheorie der un-
endlichen Hermiteschen Matrizen; was noch hinzukommt, ist entweder
eine Folgerung, wie z. B. die im nachsten Paragraphen zu besprechende
Erganzungsmoglichkeit zu einer unitaren Matrix, oder eine Sache des
in Kap. Il entwickelten analytischen Apparats. — Was nun den Beweis
des Hilbertschen Satzes anlangt, so brauchen wir darauf nicht naher
einzugehen. In der Tat ist die in 8§ 27 durchgeflihrte Jacobische
Transformation derart, da6 sie bei beschrankten unendlichen Matrizen
wortlich wiederholt werden kann. Wir haben ja die Zeilen der Matrix U,
welche bei vorgegebenem 8 die Eigenschaft 8= 0*1t, WU =||y, 4, ||
haben soll, sukzessive angegeben, und diese Konstruktion kann jetzt
wiederholt werden. Man erkennt dies, wenn man die folgenden drei
Tatsachen beachtet: 1. 8 ist beschrinkt, also gewill eine @-Matrix,
so daB die Reihen g;'lb‘.jls konvergent sind; 2. B ist Hermitesch,

= %% und auBcrdem? eine Einzelmatrix, =-: $2 mithin — $8* also
ecine Norm und daher nichtnegativ definit; 3, die Abschnitte einer
nichtnegativ definiten Matrix sind erst recht nichtnegativ definit. —
Die Schursche Transformation ist in der auf S. 21 gegebenen Beweis-
anordnung hier nicht valent, und zwar eigentlich nicht darum, weil
man zum Schluf unendlich viele Matrizen miteinander zu multiplizieren
hatte (S. 22), sondern weil auf S. 21 der Fundamentalsatz der Algebra
(ja uberhaupt eine Sakular deter minante) unter Einschaltung des Alter-
nativsatzes benutzt wurde.

8 70. Orthogonale Einzelmatrizen.

Bevor wir nun zu den bereits erwahnten Erganzungsbetrachtungen
ubergehen, wollen wir noch einige von Hilbert ebenfalls benutzte
elementare Bemerkuneen uber die Einzelmatrizen vorausschicken. Man
sagt, die beschrinkte Matrix § sei zu einer anderen, ®, orthogonal,
wenn das Produkt § 9 = £ — Nullmatrix ist. Daraus folgt noch nicht,
daB umgekehrt D zu € orthogonal ist (dies gilt nicht einmal bei den
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endiichen Matrizen). Sind aber ¢ und 9 Einzelmatrizen, so sind die
beiden Gleichungen €9 = O, D€ = D gleichwertig; m. a. W,, ortho-
gonale Einzelmatrizen sind immer vertauschbar. Denn bereits ortho-
gonale Hermitesche Matrizen sind vertauschbar, Aus €9 = O folgt
nimlich immer (§9)* = 0% d h. D*E*= 0, und jetzt ist P* =P,
§*=06. — Sind § und P Einzelmatrizen, so ist € 4 D wegen

(CL+D)=CLECRLPC+D*=C|-DEEDIDC)
dann und nur dann eine Einzelmatrix, wenn C® -} HE =L gilt,
also gewil dann, wenn € und @ orthogonal sind. Ist § eine Einzel-
matrix, so ist es wegen (§ — ¢! =€ — 26+ E8=6E — ¢ auchG —¢.
Die Kopplungsform einer Einzelmatrix ist auf E stets <1 und 2> 0.
Denn jede Einzelmatrix ist eine Norm einer halbunitiren Matrix, also
ist sie gewill nichtnegativ definit (was bercits erwédhnt wurde) und auf
E mit Riicksicht auf die Besselsche Ungleichung (254} nicht groSer
als 1. Ist ¢ eine Einzelmatrix, so sind die beiden {,komplementiren¥)
Einzelmatrizen €, € — ¢ wegen C€ —G*= € — € = D gewid
orthogonal.

Ist # eine unitire Matrix, so bezeichnen wir WU wieder als die
Transformierte von 9 durch II. Das Produkt zweier unitiren Substitutionen
ist wieder unitir und man hat (I, )™ = U U7 == U 1. Denn dicse
Matrix ist cine sowohl vordere als auch hintere Reziproke von U U,.
Ist 10 unitir und ¢ eine Einzelmatrix, so ist auch die Transformierte
UGNt cine Einzelmatrix, wegen (HIEU )2 -=UGCTU"'=—UE U,
Transformiert man kogredient zwel orthogonale Einzelmatrizen ¢, ®
unitdr, so ist das transformierte Paar wegen (ULEU™) (UDU™?)
=HUEDU'=1NOU = O ebenfalls orthogonal. Transformiert man
daher Einzelmatrizen §,, €, ..., die paarweise orthogonal sind, so dall
also + €, + &, & --- eine Einzelmatrix ist, mit einer unitiren Matrix U,
so ist auch die transformierte Summe + UG, U™ '+ NE, N L ---
eine Linzelmatrix. KEs ist dabei stillschweigend beriicksichtigt worden,
daB der Hermitesche Charakter bei unitiren Transformationen erhalten
bleibt. Doch 1aBt sich dies ebenso wie bei den endlichen Matrizen (8. 30)
verifizieren.

Sind ¢, G,,..., §,,... unendlich viele, paarweise orthogonale Einzel-

n

matrizen, so ist 0 <P (3€E,) :zn'di({im) <1, da die Summe von
m=1 m=1
orthogonalen Einzelmatrizen eine Einzelmatrix ist; wegen ®(§,)=>0
o
ist daher die Reihe '@ (€, ) in jedem Punkte von E konvergent
m=1

und £ 1. Fiir uns geniigt es zu wissen, daB die Summe unendlich
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vieler paarweise orthogonaler Einzelmatrizen immer und eindeutig ge-
bildet werden kann und eine beschranfcte Hermitesche Matrix darstellt,
die auRerdem, wie man leicht beweist, eine Einzelmatrix ist. Es
geniigt dabei zu beachten, daB wegen ® (€ ) > 0 die konvergente
Reihe 3’ (€,) <1 absolut konvergent ist Es wire jedoch verfehlt,
zu glauben, daB auch 3M(G,) zu konvergieren braucht.

8 71. Die Trennung. Hauptsatz uber Einzelmatrizen,

Es sei X eine beliebige Matrix, ) eine andere. Ist ¢, derart, daB
in der ¢,-ten Zeile oder in der i,-ten Kolonne zum mindesten ein
Element von ¥ nicht verschwindet, so mogen alle Elemente sowohl
der ¢,-ten Zeile als auch in der ¢ -ten Kolonne von 9) verschwinden,
und es soll entsprechendes gelten, auch wenn umgekehrt die nicht
verschwindenden Elemente von §) betrachtet werden. Wir sagen dann,
die beiden Matrizen seien gefrenn!. Diese Bedingung ist offenbar hin-
reichend fiir £ 9 = 9% = D; notwendig ist sie durchaus nicht.

Z. B. liegen die wie ,irreduzible Quadrate“ (vgl. S. 146) gelegenen
‘Matrizenbereiche getrennt; umgekehrt kann jede getrennt dargestellte
endliche Matrix mittels einer Permutationsmatrix in eine Gesamtheit
getrennter Quadrate iibergefilhrt werden. Bei unendlichen Matrizen ist
der Sachverhalt insofern, aber auch wnur insofern komplizierter, als
bereits das erste Quadrat unendlich sein kann. So muf3 man fiir die
weiteren ,Quadrate” inmitten des ersten Quadrats ,Platz machen*.

Es sei §, eine Einzelmatrix, mithin §, = & — €, eine zu §, ortho-
gonale Einzelmatrix. Es gibt also von rechts halbunitire Matrizen
B,, B, derart, dab €, = BF By, €, = B B, gilt. Um beide Matrizen
voneinander zu ,trennen®, schaffen wir den hierfiir erforderlichen Nulien
zundchst dadurch ,Platz*, dal wir von B,, #, zu den offenbar ge-
trennten (also orthogonalen) Matrizen

R . =0 O = =(0) ~ (0) . .

By Uasak =g, Vzi+12k+1 = Vs¢ar+1 = Vasp1ax=0; %Ak=12,..,
n ~{1) (1) =1 ~{1) ~i1 :

B,: Vairtake1 =iz, Usiep = Dosonst = Dirr1or = 0; 4,k=12,...
iibergehen. Durch Zusammenfassung ergibt sich daraus (vgl die Er-
ganzungsbetrachtungen in § 27) eine unitire Matrix, d.h. ihre be-
gleitende Matrix ist jhre einzige Reziproke (wihrend @, B, zwar
von rechts halbunitir, jedoch vielleicht nicht einmal von rechts
unitér waren). Bezeichnet 1l diese unitire Matrix, so sind die Matrizen
ne, U, UG, U, wie wir wissen, gewiB orthogonale Einzelmatrizen,
und dariber hinaus sind sie jetzt, wie man sich leicht iiberzeugt, von-
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einander getrennt. — Man beachte dabei, dald die Einzelmatrizen nicht-
negativ definit sind und daher auBer bei der Nullmatrix zum mindesten
ein Diagonalelement (= 0) gewill <=0 ist.

Man {iberblickt die Verhiltnisse am einfachsten, wenn man zu den
Kopplungsformen iibergeht: zwei Matrizen %, 8 sind dann und nur
dann getrennt, wenn

L ] W oy
(257) X @ b)xx, =2 Dagxl xi.-}—z Z'bux{’ié"
=1 k=1 i=1k=1 =1 k=1
gesetzt werden kann, wobei jedes x;'mit einem und nur einem x;
oder x{ identisch ist und umgekehrt, so daB kein z{ mit einem 2/
identisch ist und umgekehrt.

Wir haben vorher nur eine Einzelmatrix €, betrachtet und dann
das orthogonale Komplement €, =G — €,. Wihlt man beim ,Platz-
machen* die ,Plitze” auf eine leicht ersichtliche Weise ,breiter”, so
ergibt sich ebenso folgendes. Es seien €, €,,..., €, ... paarweise
orthogonale FEinzelmatrizen und §, =& — 3¢, das Komplement
ihrer Summe, das gewil zu jedem €, orthogonal ist. Denn es ist
zunichst €, = € — G, — 3’ G, woselbst §,, ein bestimmtes ¢, und
3’ die Summe aller ibrigen bezeichnet. Nun ist 3 gewiBl zu G,,
orthogonal und §,,, ist zu § — €, ebenfalls orthogeonal. Offenbar kann
man daher die vorige Betrachtung auch dann wiederholen, wenn die
Anzahl der Summanden unendlich ist. Denn bei dem ,FPlatzmachen*
ergeben sich, da man nicht alle Nullenrechtecke von der gleichen GréBBe
zu wihlen braucht, keine Schwierigkeiten, und auch Konvergenz-
schwierigkeiten liegen bei orthogonalen Einzelmatrizen nach § 70 nie
vor, also erst recht dann nicht, wenn sie getrennt sind oder getrennt
werden. Es ergibt sich so der folgende

Hauptsatz iiber Einzelmatrizen. Es sei §,, @,,... eine end-
liche oder unendliche Folge von paarweise orthogonalen Einzelmatrizen,
G =C6— 3 €, das zu allen €, gewiB orthogonale Komplement der
Summe, so daB es also von rechts halbunitire Matrizen B,,%,,...
gibt, fiir welche €, = BJ By, €, = B By, ... gilt. Es existiert dann
eine unitire Matrlx 1t derart, da.B die Matrizen U §, u:u €, u
paarweise getrennt sind. Da wegen des Getrenntseins fur eine glied-
weise Transformation von '€, keinerlet Schwierigkeiten votliegen,
so gilt also

(256) E=ug,nt+ugut+--,

wobei die Summanden getrennte Diagonalmatrizen sind, deren nicht-
verschwindende Elemente =1 ausfallen.
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Es ist nimlich, wenn 8, = 1l 8} U™" gesetzt wird, wegen §, = B} %,
der transformierte Summand 1 §; Ut = 98, W} Nun ist aber §; B} nach
Voraussetzung von der Gestalt [|y# 4, ||, wobei y# entweder =0
oder = 1ist, und die Matrix 1l ist eben deshalb vermittelst der Tren-

nung, (S.158) erklirt worden damit die %; WS ebenfalls getrennt
liegen.

8§ 72. Spektrale Einzelmatrizen. Die drei Bestandteile des
Spektrums.

Es sei ||n,,(u)|| eine beschrinkte Hermitesche Matrix der fiir
— oo < pu < 4 oo erklirten, der Bedingung o, (— o0) = 0 geniigen-
den, von rechts stetigen Funktionen, die von gleichmiBig beschrinkter
Schwankung, also auch gleichmiBig beschrinkt sind. Es sei ferner
die Kopplungsform & (|| o, (1) ||; £) = 3 X 0;, () %, %, in jedem festen
Punkte von E eine nicht abnehmende Funktion von g. Insbesondere ist
also M (|| o, (#) []) nicht abnehmend. Wir nehmen an, daB M (]| 5, (-+00)|)
endlich, also die Funktionenmatrix gleichmiBig beschrinkt ist. Es sei
endlich

(258) [ o5 (1) ] 04 ()

:{ Holl=D fir w4,
lop ()l = o ()] fir u=y,

also | o;, () || eine zu ||o;, (»)]|, u 4 v orthogonale Einzelmatrix. Sind
alle diese Bedingungen erfiillt, so sagen wir, die Funktiomenmatrix
[l o, (#8) ]| set eine spektrale Einzelmatrix. Aus (258} folgt leicht unter
Benutzung der auf S. 52 eingefithrten Schreibweise

(259) ”f“ik“ “foikH:Hgoik“’

sofern zunachst a und b Intervalle bezeichnen, deren Endpunkte Stetig-
keitsstellen aller o, (#) sind. Indem man jedoch a oder b oder beide
auf einen Punkt zusammenschrumpfen lalit, folgt aus (258) unter Be-
nutzung des Majorantenkriteriums (S. 134) sowie etwa des Umstandes,
dab M (|| s, (e} |[) eine nicht abnehmende Funktion ist, dad (259) auch
dann gilt, wenn a oder b oder beide beliebige Punkte bezeichnen,
und daraus folgt endlich, dal3 (259) auch dann gilt, wenn Intervalle
zugelassen werden, deren Endpunkte Sprungstellen sind. Mithin ist
| 4o;, | ohne Einschrankung eine zu |{do,.||, a~ b, orthogonale

Einzelmatrix.
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Den uninteressanten Fall M(jlg,, (4 o0){)) =0, wo jedes o, (u)
fiir alle x verschwindet, kénnen wir ausschlieBen. Wir sagen, der
Punkt g, gehore dem Spektrum von || g;,|| an, wenn es kein & > 0
gibt derart, dabB [ia,, (i) | auf dem Intervall — ¢+ uy << 0 << pty - €
konstant, d. h. == || g, {g,)]| ist. Nach der soeben getroffenen Verab-
redung enthilt das Spektrum mindestens einen Punkt, es kann aber
auch ein endliches oder unendliches Intervall, allgemeiner cine be.
liebige abgeschlossene Punktmenge der p-Gerade sein, wihrend es
andererscits offenbar immer abgeschlossen ist. Ist der Punkt g, der-

art, daB mindestens ein 4¢;, von Null verschieden ausfillt, so sagen
Ha

wir, u, gehore dem Punktspektrum an, das auch leer sein kann. Fiir

alle Fille gibt es, da jedes o,, hichstens abzihlbar viele Sprungstellen

haben kann (S. 75 u. 5. 80), im Punktspekirum héchstens abziihlbar viele

Punkte 4,, 4,, - - -, die jedoch auch iiberall dicht liegen kénnen. Fithren

wir die reinen Sprungfunktionen

o, = 3 da,

1k(.‘u') L En i ik

ein, so sind die Funktionen

iy (1) == 05 (1) — 0, (1)

durchweg stetig (S. 76). Dic Gesamtheit der Punkte ji,, in welchen
es kein & > 0 mit || 5, (1) == || &, (By) || filr — & 4 &, < po < fig -+ &
gibt, nennen wir Streckenspektrum von || g,, ||. Diese Punktmenge ist, wenn
sie uberhaupt Punkte enthalt, wieder abgeschlossen und dariiber hinaus
perfekt, d. h. mit der Menge ihrer Haufungsstellen identisch. Denn die
o(l) sind stetig, so daB jeder Punkt/i, Haufungspunkt von Punkten jug
sein muB. Punktspektrum und Streckenspektrum gehoren gewil? dem
Spektrum an, konnen eventuell iibereinandergreifen, doch erschopfen
sie das Spektrum eventuell noch nicht. Da namlich das Punktspektrum
im allgemeinen nicht abgeschlossen ist, so kann es Haufungsstellen
haben, die weder dem Punktspektrum noch dem Streckenspektrum
angehoren. Die Gesamtheit der (eventuellen) Haufungsstellen des
Punktspektrums, die auch dem Punkt-, aber auch dem Strecken-
spektrum angehoren konnen, nennen wir Haufungsspektrum.

8 73. Fortsetzung. Anwendung des Hauptsatzes uber
Einzelmatrizen.

Wegen (259} ist ”J./':U”‘[ s ”fai,‘”, ... eine Folge von paarweise
orthogonalen Einzelmatrizen, also ist auch|| o, (u) || = || X f]“n; || eine
NEut

Wintner, Spektraltheorie. 11
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spektrale Einzelmatrix, die zu allen Einzelmatrizen |]flon|| orthogonal

ist, sobald u - 4, ausfillt. Aus (258) kann ferner, analog zu (259).

unmittelbar entnommen werden, daB auch die Mawix || a;, (x)||

== || 0;, (1) — 6,5, {ps) || eine spektrale Einzelmatrix ist, die zu “flaﬁ‘“
;

und daher zu ||g;, (»)]|, » < u orthogonal ist. Es ist also
(260) o () | =110 (D] + D1 Aol
En g

wobei die rechterhand stehenden Einzelmatrizen paarweise orthogonal
sind, wenn g nicht dem Punktspektrum angehdrt. Da aber die

Gleichung
(261) 131l [ doall =j0]

fir u o1, gewiB richtig ist, so muB sie auch fiir p=1; gelten. Man
erkennt dies wieder nach Vornahme des Grenziiberganges u— 1. und
unter Beachtung des Majorantenkriteriums. Folglich sind die in (260)
rechterhand stehenden Matrizen, und ibrigens offenbar ebenso auch
die beiden Matrizen [[5,,(x)|l, |/6;, ()|, auch dann orthogonal, wenn
# dem Punktspektrum angehért. Es gibt also nach dem Hauptsatz
iiber Einzelmatrizen eine unitire Matrix I derart, dal

(262) o, (mlluTt =5, @u F 2 doul n*
gilt, wobei die rechterhand stehenden Einzelmatrizen
(263) W5 (0 |07 =~ BE) W), W[do,|u = mmp

diesmal nicht nur orthogonal, sondern sogar getrennt sind; auch die
Matrizen 8 (&), W,, B,, ... sind dabei getrennt und auBerdem von rechts
halbunitir, d. b. es ist 8 B*= | y? ;. ||, B(u) B* (1) = || 7; () 8. |/,

wobei die y entweder — 0O oder =1 sind. Es ist also
W o, (@) 10" = ||y () 8l - Sl 72 05,5
AEn

wobei die Matrizen rechterhand paarweise getrennt sind. Dabel ist zu
beachten, dab die Matrix U noch von u abhingt. Doch kann die
trennende , Transformation auf die Hauptachsen* bei dem punktspektralen
Bestandteil offenbar auch unabhingig von u gewihlt werden, d. h. derart,
daB die y{ unabhingig von g werden (man erkennt dies, wenn man in
(260) einfach iiber alle § summiert). Da andererseits die Matrix || o;, (u) |,
welche in |y, (u)8,, || iibergefiihrt wird, von u wohl abhingig ist, so
haben wir von vornherein I fiir U (¢} geschrieben. — Es ist dabei ein
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springender Punkt [der den Umstand, daBl nicht jede Hermitesche
Matrix auf die Diagonalform gebracht werden kann (vgl 5. 201), iiber-
haupt verstindlich macht], daB y,(u) in der Diagonalmatrix ||y, () d,, ||
— U} &, (#) |17 zwar nur der beiden Werte 0, 1 fihig ist, daB es
aber von u abhéngt, ob y,(u) =0 oder aber =1 ausfillt und daB
itberhaupt It von p abhiingig ist. Es handelt sich also um eine (im
‘Streckenspektrum) lokale, ,,infinitesimale Normalgestalt [und mehr kann,
sobald es ein Streckenspektrum gibt, iiberhaupt nicht erreicht werden].
— Wir konnen also nur folgendes behaupten. Zu jedem u, gibt es
eine unitire Matrix 1 derart, daB, wenn | 5f%{(u) || = Uija, (Wiu™>
gesetzt wird,

(264) 1 g (0 |l nt = ok () || ﬁ}éj] 7,-(,") ‘551:”

gilt, wobei die y! unabhingig von g ausfallen und die Matrizen

rechterhand fiir 4 = u, gewiB paarweise getrennt sind. Insbesondere
sind also die zu verschiedenen j gehdorigen || p?4,, || voneinander gewiB
getrennt.

Wir behaupten nun, daB die beiden Matrizen ||5%{u)|l, ||7¥6,,]]
nicht nur fiir u = u,, sondern fiir alle u < u, getrennt sein miissen,
In unscren frilheren Bezeichnungen ist nimlich &3 (1) = v, () d;,-
Da & (|| 3% (x)|l) mit x nicht abnimmt und 2> 0 ist, so folgt, indem
man darin x; =1 und die ibrigen x = 0 setzt, 0 < a5 () < 3% (u,)
= po (ty), Wemn g < po. Ist also y, () = 0, so mub 5% (u) = 0, also,
mit Riicksicht darauf, daB die Einzelformen nichtnegativ definit sind,
auch of%{u) = ofi(u) =0; k==1,2,... gelten [vgl. nimlich (60)},
woraus die Behauptung folgt. Gibt es also eine Zahl M derart, dal
fir 4 > M alle &% (u) konstant, = 5% (M) sind, so gibt es eine von u
unabhingige unitdre Matrix 1l derart, daB in (264) die Matrizen rechter-
hand fiir alle u# getrennt sind.

8 74. Fortsetzung. Unitare Kovarianz. Invarianz der
Spektra.
Ist || o;, (1) || eine spektrale Finzelmatrix, so ist es auch it ]} o, (g} || 47"
wenn U unitdr ist und von g nicht abhiingt. Aus (258) folgt nidmlich

nach den Faltungssitzen, die angewandt werden kénnen, weil jede
unitire Matrix und jede Einzelmatrix beschrinkt ist, daB

@) @loatIm @leaor ) ={ 3170 AT

gilt, und die unitire Invarianz der weiteren, von den Einzelmatrizen auf
11%
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S. 180 geforderten Eigenschaften ist ebenfalls einleuchtend. Wir setzen

(266) off (1) = W[ o () | 47

und bezeichnen entsprechend mit || 6% (u) || den rein sprunghaften, mit
|| 3% (1) || den stetigen Bestandteil von | off (u)}l. Wir wollen zeigen,
daB o {u) von rechts stetig ist. Die Funktionen o), (z) sind namlich
nach Voraussetzung von rechis stetig, also ist es auch die Funktion
&y (1) a—_Zaﬂ(‘u) #,,. Denn einerseits ist die Matrix || u,, || unitir,

mithin beschrinkt, folglich eine Q-Matrix, also ist 3'x; #,, bei jedem &
]

eine beschrinkte Linearform und daher gleichmiBig konvergent fiir
alle , mit 3|x,|" < Konst.; siche S.127. Andererseits ist | 52 (e ]
i

eine Einzelmatrix, also ist ihr P gewi <1, mithin ist 3| g;,(x) P<1
7

bei jedem §. Da aber eine gleichmiBig konvergente Reihe von rechts-
stetigen Iunktionen bekanntlich von rechts stetig ist, so sind die &, (1)
von rechts stetig. Nach der Besselschen Ungleichheit ist ferner
g}|§jk(ju) <1, so daB eine Wiederholung der vorigen SchluBweise
7

ergibt, daB Yu,; &, (1), d. h. o (¢), wie behauptet, von rechts stetig
i

ist, Ebensc erkennt man, dab

(267) !‘_‘I}) os(pte)= %’?“;;’ li_‘;";, O (18 T &) s

d.h. [0 (s 0) [ =10 05 (e £ 0) || 0", mithin || Ao} || =1 4oy, || 07
gilt. — Das Spektrum, d. h, die Mcnge der Nichtkonstanzstellen von
|| o, (1) ||, ist selbstverstindlich unitir invariant {(denn U™ ist auch eine
unitire Matrix). Ist u, cine Stetigkeitsstelle aller o,,, so ist u, nach
dem Obigen eine Stetigkeitsstelle aller ¢%. Ist also u, Sprungstelle
von mindestens einem o, so gilt dies auch von mindestens einem
af. Denn sonst wiirde eine Stetigkeitsstelle aller % mittels der uni-
tiren Substitution U in eine Sprungstelle von mindestens einem G
iibergehen, Es sind also auch das Streckenspektrum und das Punkt
spektrum und daher endlich auch das Hiufungsspektrum unitir in-
variant, und dies ergibt offenbar

N R Nl A E TR TEN AT
‘ | 03] = u ] doy, | 1.

Unsere Ergebnisse konnen wir also mit Riicksicht auf § 73 wie
folgt aussprechen:
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Zu jeder spektralen Einzelmatrix, die fur hinreichend grof3e u
konstant ist, gibt es eine von P unabhangige unitare Substitution U
derart, dal3 die transformierte spektrale Einzelmatrix

ok (1) [|= 1 o )] 077

ol = ||| + lo%l),

in

oder sogar in

(269) Tod ()|l = ol () It + 2 || Aok
YT

zerfallt werden kann; dabei sind die Matrizen rechterhand paarweise

getrennte Matrizen derart, dal3 lAa,:",‘{.,:: 0 ist fiir ¢ 4= &, wihrend f!oi*,-*
i Y

entweder = 0 oder == 1 ist, je nachdem wie ¢ und § beschaffen sind. Die
A; sind Stellen des Punktspektrums von || ¢} ||, d. h. von ||, und
6% | ist der stetige Bestandteil von ||o/%| oder die Transformierte

des stetigen Bestandteiles von || o;,||; die Sprungmatrix ”fla,"f..” ist die

Transformierte der Sprungmatrix ]|ﬁo“‘][ von |6, ||

8 75. Fortsetzung. Die Vorteile des Getrenntseins.

Um der Schwierigkeit, daB % («) noch von g abhingt, gerecht zu
werden, werden wir jetzt [[6% ()| nach Hellinger mittels weiterer
Jacobischen Transformationen zerlegen. Wir unterwerfen also || o% (1) ||
= || o;, () ]| 1! geeigneten weiteren unitiren Transformationen u,,
Wy oonn Beachten wir, daB das Produkt unitirer Transformationen
wieder unitir ist, so finden wir, daB || ¢;, (1) || alles in allem nur einer
unitiiren Transformation unterworfen wird. Wir werden dabei die be-
reits gewonncnen Normalformen von Bestandteilen durch die neuen
unitiren Transformationen keinesfalls zerstéren. Wir werden z. B. zu-
nichst || 5% (x)|| einer unitiren Substitution 1, unterwerfen, welche
| o% (1} |} in zwei getrennte Summanden zerlegt. Nun ist aber || 5% (1) |
von den [|flo,:"§;|[ bereits getrennt, so daB wir bei || 5 (@) alles Er-

reichbare auch durch eine unitire Substitution °1l, erreichen kénnen, in
der das ¢-te Element der k-ten Zeile = §,, ist, wenn die i-te Zeile oder
Kolonne oder die %-te Zeile oder Kolonne mindestens ein von Null ver-
schiedenes flo* enthilt; °Ul, entsteht dabei aus I, einfach durch ,Platz-

3
machen¥, wobei freilich in den Platz verschaffenden Quadraten die
diagonalen Stellen (7, §) nicht mit 0, sondern mit 1 besetzt werden.
Wir kénnen uns daher Betrachtungen iiber Platzschaffen ein fiir allemal
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ersparen, Wir kénnen ja || 5/} || durch eine beliebige unitire Substitution I,
trapsformieren, denn es ist klar, da} wir sodann zu einer unitiren Matrix
oy, iibergehen kénnen, welche fiir || 6% | dasselbe wie 1, leistet und
dabei die bereits erreichte Normalform der Sprungmatrizen nicht zerstort,
Wir brauchen also || 6% || nicht mehr zu betrachten, sondern nur noch
||é%]]. Wir konnen also durch U, von ||g}| ecine Matrix abspalten,
so daf in der Zerlegung I, || 6% || U5 ' = U, A U; > + 1, BU; ' die beiden
Summanden getrennt sind und #, AUy ! eine Normalform von ge-
wiinschter Beschaffenheit hat, Wegen des Getrenntseins brauchen wir
uns also um U, AUy 1 wieder nicht weiter zu kiimmern und kénnen
aus u,i&uf‘ durch eine beliebige unitire Transformation 1I, einen
weiteren Bestandteil von einer gewiinschten Normalgestalt abspalten,
ohne Gefahr zu laufen, daB dies eventuell die Preisgabe der Normal-
form der bereits abgespalteten Terme bedingt, usf. — Wir werden es
sogar mit unendlich vielen Schritten zu tun haben, also zum Schlufd
unendlich viele unitare Matrizen multiplizieren miissen, was jedoch,
dank des sukzessiven Getrenntseins, offenbar keinerlei Schwierigkeit
macht; das unendliche Produkt ist wieder eine unitare Matrix und
man kann mit ihm so rechnen, also ob es nur endlichviele Faktoren
hatte. — W.ir haben diese selbstverstandlichen Bemerkungen voraus-
geschickt, um spatere Betrachtungen nicht unterbrechen zu mussen.

§ 76. Fortsetzung. Die Hellingersche Zerlegung.

Ist kein Streckenspektrum vorhanden, so daB jedes g% (p) fir
alle u verschwindet so wird die Reduktion von [[o”‘(,u)H auf eine
Normalform bereits durch (269) geleistet. Es moge also |jg,, {(#)||
ein Streckenspektrum haben, Bezeichnet a ein Intervall, so ist die
Matrix || 46%||, wie wir wissen, eine Einzelmatrix, also nichtnegativ
definit, so dal also auch die bindre Hermitesche Kopplungsform

"D(”ﬁf&;k”; utvx,vx, 0%, .. )=Aui+Bus+Biuv+ Cvo

nichtnegativ definit, mithin nach S. 45 die Determinante

, AC—|B'>20; 420, C=0,
ist, d. h. es gilt

(180) | 3 4anmn|" < @454 %) % - ) 435

Da offenbar @ (|| d|[) = 4P <1 gilt, wenn ¢ auf E liegt, so kdnnen
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wir mit Rucksicht auf (180) die Hellingerschen Integrate

f |d zo () 2 |°

(270) da;; =1
— o

bilden, also auch die Matrix

) a3 () 4345 (1) “
(27) 12 = | f Waaw |,
deren Kopplungsform unter (270) steht. Setzen wir
(272) | 0% ()| = || 363 (1) — & ()
so ist wegen Ti{p = T3y = 01}
(273) 0{1,,’(#)_0},‘1’( ) =0; k=1,2,... .

Man erkennt ohne Mihe, dal |[om (1) || eine spektrale Einzelmatrix
von durchweg stetigen Funktionen ist. Wir konnen daher, entsprechend
(271), die Einzelmatrix

® [ dofy ) dad (w)
¢ = f e |
einfithren,

(275) o ()]l =l off —=Z ()|

setzen und, entsprechend (273), finden, daB in []o,-(i) {(¢)|| alle Elemente
der beiden ersten Zeilen und Kolonnen verschwinden. Allgemein

setzen wir

[l os% () | = o™ (o) — =% () 1>
(276)
dol) (u) dafi-
”ﬁtm(}" “ '_H f % da‘::‘”(p)
n=1,2,...; OfF = G-

Dann ist || o} (1) || eine spektrale Einzelmatrix (von stetigen Funktionen)
derart, daB die Elemente der n ersten Zeilen und Kolonnen gewzﬁ
verschwinden. Man hat

(277) {06k () || = 2 =2 @) | -+ I o ()],
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und die ||z{{(u)|| sind, wie man ebenso wie bei der Jacobischen
Transformation auf S, 60 verifizicren kann, paarweise orthogonal,
unabhingig davon, ob in dem Paare dieselben oder zwei verschiedene

Werte von p betrachtet werden. AuBerdem ist jedes [|7{}(u)| eine
spektrale Einzelmatrix, also ist die Reihe f,‘ |[1;:2(,u)“ nach S.158
j=1

konvergent und zwar _—_-('i,;(y), da in dem Restglied ||o,!2) (1)] die
# ersten Zeilen und Kolonnen wegen (276), (277) gleich Null sind.
Man kann daher in der Zerlegung

(279) 138 () | = 3 1152 G

die Summanden gemall dem Hauptsatze uber Einzelmatrizen zunachst
bei festem p trennen und sodann die SchlulRweise von S. 158 sinngemaB
wiederholen. — Dies ist die Hellingersche Zerlegung der spektralen
Einzelmatrizen (von stetigen Funktionen). Wir muCten uns dabei etwas
kurz fassen und verweisen des naheren auf die Dissertation von
Hellinger. Wir mussen leider auch darauf vcrzichten, den so gewon-
nenen Apparat in Verbindung mit § 50 auf das in der Hellingerschen
Dissertation geloste Aquivalenzproblem anzuwenden.



Funftes Kapitel.
Spektraltheorie der beschrankten Matrizen.

§ 77. Das Auswahlverfahren.

Es sei %2““;:‘“ eine beschrinkte Hermitesche Matrix, es seien
AP, 47, ..., 3 die Eigenwerte des n-ten Abschnittes %= || 452 |lints
ferner sei HR("}( )|y die Resolvente von %y, also

+ o
n
(279) R(ﬂ) (}.) f d_Ziiif:‘:); £J k = 1: 2: ey ﬂ)
— 0

wobei ||ofy (u)|| die Spektralmatrix von 9, bezeichnet. Ist £ ein
Gebiet in der A-Ebene, dessen samtliche Punkte von der reellen
Achse oder wenigstens von denjenigen Punkten der reellen Achse,
dic dem Abschnittsspektrum angehéren, in einer Entfernung liegt, die
fiir alle Punkte von £ nicht kleiner ist als eine feste Zahl ¢ > 0,
so gilt auf £ die Ungleichheit

(280) |RZ )| L7,

s
da |1 —pu| <L e, und, wie wir wissen, f {dof} (1)) L1 gilt [vel S. 51
sowie die Ungleichung (143) auf S. 85]. Die Kopplungsform

+®
(281) ‘D(HRM ’U”tﬂ); Bys Kgs - ons Ky) = j A",ttd21 kzla‘* (n )xifk
i=1 k=
—o0

ist auf Ey, und £ absolut ebenfalls < e™', da die nicht abnehmende
Funktion

bl n
(282) E(m(:“; Xy Xgsees xn) =323 05:] (J"') %; %y

i=1 k=1

auf Ey nicht negativ und £ 1 ist. Nach dem Satze von Montel gibt es
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also zunichst eine Teilfolge {k,} von {n} derart, da lim Rip” (1) auf Q
=

vorhanden ist, wobei wir mit Riicksicht auf das Cantorsche Diagonal-
prinzip annehmen kénnen, daB {k } von { und % nicht abhingt. Es
bezeichne R, (1) diesen Grenzwert, Dann ist M(|| R;, (1) ||) wegen (280)
offenbar < ¢~ *, mithin gilt nach (233), (235), (212)

CONPINOIES TP EROPRREE J(ENCTTENCY
MR @R W) = PR DD < 4M(| R DD L 4675
also nach der Umkehrung der Schwarzschen Ungleichung offenbar

SRy (B < 47

k=1
und ebenso

m

DIRE (W) L 467,

k=1
d. h

SIRP@[ < e

k=1

wobei R{Z’(1)=0 gesetzt ist, wenn mindestens einer der beiden
unteren Zeiger > m ausfillt. Nach dem Majorantenkriterium der

starken Konvergenz gilt also wegen R}i‘”)—-Rik
: L the) 2
(284) lim o R (1) = 3 e Rix(d),
f=m k=1 k=1

wenn {¢,} eine quadratisch konvergente Zahlenfolge ist. Bezeichnet man

den Grenzwert (284) mit X,, so ist zm'|X‘|g wegen (283) offenbar
i=1
<17 S’
k=1

d. h. {X,} ist quadratisch konvergent. — Da die Wachstumstellen der

Treppenfunktionen o, ) die Abschnittseigenwerte darstellen, und diese
durchweg reell sind, so ist auf £ das Abschnittssystem

hn
(285) leh}—k%aikxﬂh)=q; i=1,2,..., h,

gewil losbar, und zwar ist x‘m"’ , nach der Definition der Resolvente,
die in (284) linkerhand hinter dem Limeszeichen stehende endliche



V. Kap. 8 78. Die Uberfllissigkeit des Auswahlverfahrens. 171

Summe. Es gilt dabei M (|| R{E () ]) £ e7*, also wieder
" an
PAE T T A
=1 k=1
Endlich ist % eine Q-Matrix, so daB wegen . X, und mit Riick-
sicht auf das Majorantenkriterium analog zu (284) offenbar

b {hn) o
kzlf Ak Xk —.ezf dix Xi,

also wegen (284), (285) auch
AX,— éa{kxk =&
¥=1

gilt, so daB, wegen
,L: | X; |s < 400
1=

und mit Riicksicht auf (283), die zu 1€ — % gehdrigen Gleichungen
fir jede quadratisch konvergente rechte Seite die quadratisch konver-
gente Ldsung

(286) X, =k§; ¢, Ry (4)

zulassen, und {[ R, (4)|| ist beschrinkt.

§ 78. Die Oberflussigkeit des Auswahlverfahrens.

Da ¥ beschrinkt und von Hermiteschem Typus ist, konnte daraus
nach Kap. III sofort geschlossen werden, daB || R,,(1)|| ¢ine hintere und
zugleich auch vordere Reziproke von 16 — 9 darstellt. Damit die
SchluBweise auch fiir allgemeinere, in Kap. VI zu betrachtende Matrizen
in Kraft bleibt, bemerken wir, daB dies auch sonst erschlossen werden
kann. 2@, — s, bat, als eine endliche Matrix, nur eine Reziproke,

also ist ”R}ﬁ"’ (4)|| vordere und hintere Reziproke von &, — %,

d. h. es gilt
L () A )
(287) ,éi’ (29;; — a,) R () =;§ Rig™(4) (A6, — a5,) = Sik-

Nimmt man hierbei den Grenziibergang # — - 0o unter Beachtung
des Umstandes, dafl 9 eine (-Matrix ist, und unter Benutzung des
Majorantenkriteriums vor, so folgt

(288) 318, — o) R = J Ry, DA%~ a0) = bsp.

jml
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d. h., wie behauptet,
(289) (1@—ﬁ)ﬂR.-k(i)H=]|R.-k(3)|f(1@—9f)=@-

Dabel ist in dem vorliegenden Fall das Auswahlverfahren {iberfliissig,

Denn wire lim R{} (i) bei mindestens einem Wertpaare (i, k,) nicht
n=aw
vorhanden, so wiirde cs nach S, 83 zwei Auswahlfolgen geben, die bei

diesem (4, k,) zwei verschiedene Grenzwerte, etwa R (1) und R (1)
liefern. Indem man jede der beiden Teilfolgen demselben Auswahl-
verfahren wie auf S.81 die Folge {#} unterwirft, gewinnt man die
FExistenz von zwei quadratisch konvergenten Losungen

X :‘3? Ri(ep, X} kg‘; R (A) e,

dic wegen R*; (1) 4 RXE(1) nicht fir alle quadratisch konvergenten
Wertsysteme {¢;} zusammenfallen kdnnen. Dies ist aber unméglich,
da i@ — U eine beschrinkte und normale Matrix ist, also nach § 60
nur eine beschriinkte Reziproke haben kann.

Mithin ist das Auswahlverfahren uberﬂussrg, es gllt Rm)().)—wR'k(l)

fir #— 00, also auch ‘_Sj ER‘"’(E)x Xy —> 2 2,’ R, (A)x,%, fiir ein
i=1 k=1 i=

jedes m. Der Ausdruck rechterhand ist aber, mlt der auf S, 169 ein-
gefilhrten Bezeichnung, gleich

+ w
dE""_(;t; Kpp vevy Tigy 0,... 0)
l—p

(290)

3

wobei die # —m letzten x gleich Null gesetzt werden. Da die &
nach S.169 nicht abnehmende, fiir pu << n (%) < n(Ay) identisch ver-

schwindende Funktionen darstellen und fiir j‘ | %; |*< 1 durchweg <1
=1

sind, so folgt nach dem Grommer-Hamburgerschen Kriterium (S. 106),
daB £™ fiir 4 -— -+ oo ,im wesentlichen® gegen eine Grenzfunktion &
und das Integral (290) gegen

-+ oo
d'q'(#i Frs Koy o any Xy 01 ety 0)
A—p

— ol

konvergiert. Und zwar ist ¢ offenbar von der Gestalt

" m
E(pi %y, oo s %,y ,---.0)=_Zl‘ b%a{km)xiik’
'= 1
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es gilt daher
" m
‘2:1‘ Zoﬂc () %, %, [] Z: kz;“;k(#)x;xw n— - 00.
= 1=

Hierbei ist m ecine feste, jedoch beliebig groBe Zahl, und die x, sind
beliebig. Setzt man #;=1 und die ibrigen x =0, so erhdlt man
it (4)[—]0;; (1). Ist also ¢ <= k und setzt man alle x auBer x, und

x, gleich Null, so findet man wegen o} =- Gif

oy () ; %, - 5% ()% % (=] 0y (1) %, %, + 0y, (1) % %, -
Setzt man x,—1, x,=1, sodann %,==1, x, = V_:i, so folgt
{
ok () & aix (1) [=) o (1) £ 5, (1),

also offenbar oy () [—] 6;, (#), was somit auch fiir { = % gilt. — Nimmt
man in dem bei (279), (286) Gesagten dieselbe Spezialisierung der x
vor, so folgt ebenso

+ o + o
(291) IW:R&’(&)—»&A&): f “;{-ff:), i=1,2,...

fir alle 4 in . Alle beliebigen nicht reeilen 1 sowie diejenigen
reellen 4, die nicht Hiufungsstellen der Abschnittseigenwerte sind, also

gewif alle reellen Zahlen, die < n (%) < n(Ma) oder > m (%) = m (Yiu)
sind, miissen einem Gebiete £ angehdren. Fiir die zuletzt genannten u ist

nach S, 51 o(m (1) = 0 bzw. oy {#) = ¢,,, so daB auch

(292} 0, () =0, u<<n(A); O (1) = By o > m ()
gilt und daher

+o m (20) +0
daygy d

(293) N O
- niA) -0

ist, und die o, (u) durch die weitere Forderung der rechtsseitigen
Stetigkeit eindeutig bestimmt sind. Die hierdurch festgelegte unendliche
Hermitesche Matrix || g,, () ]| nennen wir Spektralmatrix von 9; ihre
Kopplungsform ist in jedem Punkte von E eine nicht abnehmende,
fir u < n(%A) verschwindende Funktion von p, die fiir x> m(%)
gleich 1 ist. Insbesondere sind also die | o;, ()] gleichmiBig be-
schrinkt, Letzteres wird auch gelten, wenn 9 nicht beschrankt ist
vgl. Kap. VI), da entsprechendes fiir alle Abschnittsmatrizen gilt (Kap. I).
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8§ 79. Die Spektralmatrix als spektrale Einzelmatrix.

Wir beweisen nun, dal die Spektral matrix jeder beschrankten
Hermiteschen Matrix eine spektrale Einzelmatrix ist Da die o, (u)
fir g < n{%) verschwinden, geniigt es, wenn wir anstatt von (258)
die Relation

(294) I doull iAol =1l 4 oin

beweisen, Auch (294) brauchen wir nur fiir den Fall zu beweisen, wo
sowohl a als auch b ein Punkt, etwa g, baw. g4, ist. Man erkennt dies
leicht, wenn man wieder beachtet, da} o, (u) = 0 gilt fiir x << n(%).
Wir werden dabei genau so wie auf S. 56 vorzugehen haben; die
durch (81) in Evidenz gesetzte Ubereinstimmung der Residua wird
dabei durch die Hilbertsche ,Residuenformel® (169) zu ersetzen sein,

Wir gehen also wieder von der Hilbertschen Funktionalgleichung
(S. 143), d. h. der Gleichung

(295) (A, — )| Ry ()] 1] Ry (A) [ = l| Ry (4} — By (4

aus, wobei A, und i, zwei etwa in der oberen Halbebene gelegene
Zablen bezeichnen moégen; dann sind 1, und 2, gewil reguldre Stellen
von 9 (da, wie wir gesehen haben, eine beschrinkte Reziproke fiir
A @ — U vorhanden ist), so dafl nach S. 143 die Hilbertsche Funktional-

gleichung gewi gilt. Aus(293) und (295) folgt, wenn i =p 4 ¢,y —1,

e,>>0, p',%O r=1, 2 gesetzt wird,
+ o
e dogy{p) dosy (1)
+V—1(e,— ¢ -’f — —!-’_—_—_--——f———-——mﬁ__ -
i }/ ( ? ]’%{ #;+81Y—1—M_w F‘e‘!"ss}{—*l-—ﬂ
+ = i () + @ P (.u)
296 - o (1) +f oi ()
( ) J.M'FMV‘"I'“F m-i—%f-l—;u
— -

Wir multiplizieren hier beiderseits mit &, ¥ —1 und nehmen bei festem

g, > 0 den Grenziibergang e, — + 0 vor. Der Grenzwert der rechten

Seite ist nach der ,Residuenformel® (§ 44) gleich — f‘lo“‘. Die linke
1

Seite von (296) wird nach der Multiplikation mit & ¥ — 1 mit Riicksicht
auf (293) gleich
+o
a5 oy () Ry (s +eg ¥ —1)-(y — py+¥— 1 g ~F—1ley)

297) ¥ — 1¢, | 222 SR - .
( ) V ' P»1+'J’“1-#
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+w

[Die vorgenommene Vertauschung von f mit S’ rechtfertigt sich
—a =1

dabei wie folgt. Die Matrix [| R, (4, & ¥ —1) || ist beschrankt, also ist
lejk(p?+eg ¥—1) |*, bei festem k konvergent; daher ist nach
f=1

S. 127 dieReihe 32, R, (uy + ¢, Y~ 1) fiir 37 |%;]" <1 gleichmibig
i=1 i=1
konvergent. Nun gilt aber
M(loa@DS 1 aise Sloy(]' <1,

mithin ist

;gi %5 (1) Ry, (9 + €, V?l)

fiir alle p gleichmibBig konvergent Beachtet man daher, daB} die g,
wegen (292) auberhalb eines hinreichend groBen Intervalles konstant
sind, so daB der Integrationsweg mit Rucksicht auf (293) eigentlich
endlich ist, so erkennt man, dafi der Satiz von § 41 angewandt werden
kann. Die in (297) hinter dem Zeichen der Integration stehende
Funktion von p ist namlich von beschrankter Schwankung. Es genugt
zu zeigen, dafi die Funktion

,-§ Oy¢; () %
von g von beschrinkter Schwankung ist, weon

gilt. Dies folgt aber daraus, daBb

2 Yo%,
1=t

1

eine Hermitesche Form ist, die fir u << n(%) verschwindet, fiir
@ > m (%) gleich

3%

%,

f=1 7

wird und nie abnimmt, also von beschrankter Schwankung ist.  Setzt

man in der Tat x; = 0 und lallt man die ubrigen x willkiirlich, so folgt
zunachst, daR auch

g X, %
i;:-zs:ké; 11 () i %

von beschrankter Schwankung ist, also ist es audi die Differenz der
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beiden Doppelsummen, mithin, in Anbetracht des Hermiteschen Cha
rakters, auch

oy, (1) n;s
.’é; 1_1(#“)??3

withrend o,, (#) allein gewil von beschrinkter Schwankung ist, da

nach S. 61 jedes off () eine Totalschwankung < 1 hat, Damit ist die
Behauptung fiir 4 = 1 bewiesen. Die librigen ¢ konnen offenbar ebenso
erledigt werden. — Wir werden diese naheliegenden Betrachtungen
spiter nicht mehr wiederholen.]

Nimmt man in (297) den Grenziibergang & — -4 0 vor, so findet
man nach der ,Residuenformel® (S. 97)

(298) z‘-zf"’ Ry (1 + & V=1 (g — 1y — ¥ — 12,).

j= 1
Dies ist der Grenzwert der mit ¢ } —1 multiplizierten linken Seite
von (296), wihrend wir rechterhand — 44, gefunden haben. Mit

M1

hin ist
+wo

(299) (uy— 42,V —1) Sda, f

351 3]

dop @)
=Aa,,.

ot ¥=1—p

-

Der Grenziibergang e,— + O ergibt daraus wegen (169), wenn zu-
ndchst g =— 4, angenommen wird,

?é“,lﬂod_ﬁllaﬂ—ﬁo My = s

so daB die zu beweisende Beziehung
. r=0 fur u, 4 pu,,
(300) ”f”ik” “f"ik”:?’”f"ikn’ . ! ?

3 2 1 y=1 fir u, —u,
fiir g,— g, gewil richtig ist. Es sci also g, 4= u,. Multiplizieren wir
(299) beiderseits mit ¢, 1/——1—-0, so kommt rechterhand Null, linker-
hand aber offenbar nur

Hm g, ¥ — 1(p, — uy) 4 ol.jJ‘ doyy ()

g1 0 i=1fa
was aber nach der Residuenformel gleich

(1"' nufa) 2 4 oiJ

j=1{i
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ist. Wegen u, 4= u, ist also auch

S Ao, Ao, =0,
;é;m Gy TE

so dall (800) auch fiir p, 4 u, gilt. — Damit ist gezeigt, daB die

Spektralmatrix eine spektrale Einzelmatrix ist. — Auch bei den zwar

nicht Hermiteschen, aber doch noch normalen beschrankten Matrizen

scheint eine ahnliche Betrachtung moglich zu sein, da bei den nor-

malen (und nur bei den normalen) Matrizen die beiden Hermiteschen
Komponenten vertauschbar sind. Vgl. S. 33.

8 80. Das Spektrum. Momentendarstellung der Matrizen-
potenzen.

Das Spektrum der Spektralmatrix von % wollen wir einfach als
das Spektrum von 9 bezeichnen. Ebenso sprechen wir von dem
Streckenspekttum von ¥ usf. — Wir zeigen, daf}, wenn A nicht dem
Spektrum von 9 angehtrt, 1 gewiB eine (in dem auf S. 142 erklarten
matrizentheoretischen Sinne} regulire Stelle von 9 ist. Ist 4 nicht
reell, so ist dies selbstverstindlich; ebenso, wenn 4 < n (%} oder > m (%)
gilt. Es handelt sich also nur um die eventuellen, und, wie wir wissen
{S. 143), bei passendem 9 immer méglichen ,Spektrumsliicken® zwischen
n{(A) und m(A), Es sel nun I, eine reelle Zahl, die nicht dem
Spektrum angehort. Dann gibt es also ein 2¢& > 0 derart, daB
6, (1) = 0;,{4;) gilt fiir 4y — 2e < p << 251 2&. Avuf diesem Intervall
ist dann wegen (293) nach S. 144 jedes Element R, (1) der Resol-
vente von 9 regulir. Die Kopplungsform von ||R,, (1) ist in dem
um den Punkt i, mit dem Radius ¢ geschlagenen Kreise gleichmiiBig
beschrinkt. Bezeichnet nimlich 1 einen Punkt dieses Kreises K, so
gilt, da in (298) die Differenz | 4 — 1| = ¢ angenommen werden kann,

weil das Intervall 2, — e u £ 4;,+ ¢ ein Konstanzintervall aller
o, {p) ist, offenbar

4 o0

d _g’;‘; kg'lﬂm (1) % T
(301) | (I Ry D )| = | | =M

0 5 on n
L&t de' 20y (p) %, %, = e"‘€§|x‘|"‘ et

o =1kt
o o
da 3 3o, (#),%, eine nicht abnehmende Funktion von w ist, die
i=]l f=l

Wintner, Spektrattheorie. 12
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fir u << n (%) gleich Null und fiir 5 > m (%) gleich jj]x‘.]’ ausfallt,
=1
_ Mithin sind auch die Reihen 3| R, (4)]? auf K gleichmifig be-
k=1

schrinkt, Es gilt ferner, der Regularitit von R, (i) zufolge,
R;, (A} — R, (4,) fir 2 — 2, wobei 1etwa in der oberen Halbebene
liegen moge (wihrend i, reell ist) Bezeichnet also {¢,} eine quadra-
tisch konvergente Zahlenfolge, so gilt mit Riicksicht auf das Majoranten-
kriterium der starken Konvergenz die Grenzgleichung

(302) 1:2=:1R"k ('1) Oy _",glRik (Zo) €,

und zwar ist die Reihe S‘|£‘Rikr(10) ¢, |* gewib konvergent, da
k=1

=1

| R, (1) || auf K gleichmiaBig beschrinkt ist. Folglich ist #; == E'ck R, (2)
E=1

eine quadratisch konvergenteLsung des Gleichungssystems (2, — %)z ==¢,
indem EckRﬂ (4) gewil die Losung von (A€ — %) = ¢ darstellt, da ja
F=1

4 nicht reell ist. Da 1, & — % Hermitesch ist, so ist der Fall 8 (S.139)
von vornherein ausgeschlossen, also liegt der IFall 1 vor, d. h. 1, ist eine
reguldre Stelle der Matrix, w. z. b. w. Wir werden sogleich sehen, daB
umgekehrt im Spektrum keine beschrdnkie Reziproke fiir p@ — U exi-
stieren kann. Das Spektrum ist also identisch mit der Menge der
matrizentheoretisch singuliren Stellen von 9,

Die Punkte des Spektrums sind nach Definition Zahlen u,, denen kein
von ¢ und % unabhiingiges ¢ > 0 zugeordnet werden koénnen, so dal
fiir p,—e < p < py ¢ ein jedes o, (u) konstant ist. Nach S. 98 und
mit Riicksicht auf (293) kann es also kein ¢ >> 0 geben derart, daB im
Kreise |u, — 4| < ¢ jedes R;, (1) reguldr ist. Mithin ist dann keine
konvergente Entwicklung nach Potenzen von 1 — g, méglich, folglich
ist g, nach S. 144 eine singuldre Stelle von %. Gehért umgekehrt g,
nicht dem Spektrum an, so ist g, eine matrizentheoretisch regulédre
Stelle, es gibt also nach S. 144 ein £> 0 derart, daB im Kreise
| to — 4| < & die Taylorsche Matrizenreihe konvergiert und die Resol-
vente darstellt. Erst recht sind also die R,,(4) fiir | g, — 1| < & regulir,
Die matrizentheoretisch singulidren Stellen ciner beschrankten Hermite-
schen Matrix sind also mit den singuliren Stellen und den Hiufungs-
stellen der singuliren Stellen der Funktionen R, (1) identisch, wobei
wir die Hiufungsstellen der funktionentheoretisch singuliren Stellen
besonders erwihnen miissen, da ¢ und % nicht fest sind.
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Fiir hinreichend groBe |[1| gilt nach 5, 101 bzw. S. 143

Lo dw
(303) R, (1) = ffi“'__*% -__é‘:i_"_lj‘iﬂ(f‘)
und o . )
(304) |Ro @) = 26— =2, o
folglich ist
(305) | [ ol v=0,1,,

Ist A ==0 keine singulire Stelle von %, so hat — 9 {also auch ) eine
beschrinkte Reziproke und umgekehrt, und es ist dabei jedes o,, (x)
in einer Umgebung des Nullpunktes konstant. Fiir hinreichend kleine
|4] giit dann (vgl S.144)

+ @
d d
(306) Roy (1) = | o) _ 2 J‘ )
mit -
(307) H Rﬂc j. i| — (l E — ql)‘-'i z}iv q[ v— 1
so daB (305) auch fiir » =—1, — 2, ... richtig ist.

8 81. Ober die Spektralmatrix der Reziproke u. dgl.

Wir wollen hier iiber die Spektralmatrix der Reziproke eine Be-
merkung machen. Es sei zunichst 9 eine beliebige beschrinkte
Hermitesche Matrix, die eine beschrinkte Reziproke 9[~! hat, es sei
1o, (12} |] die Spektralmatrix von 9 und |jz;, (u)|| diejenige von 9%,
endlich || S;, (4}{] die Resolvente von %™, also fiir hinreichend grofle | 1|

+

S‘ z i v H —v ___ do‘;_&
H ik( )” = § "q'i'_-!-'l 3 folgllch 9 = it
(Vgl oben) » mithin

+ +
1oy [dents fonld
(308) Sild) = ; ZJ‘ AvpY _.Q[ PR

=0 —
¥ o ”

wobei sich die gliedweise Integration genau so wie auf S. 1756 recht
fertigt. Denn die Belegungen liegen diesmal nicht nur ganz im End-
12*
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lichen, sondern konnen auch dem Punkte p = 0 nicht beliebig nahe
kommen. Die Integraldarstellung ist, aus Grunden der analytischen
Fortsetzung, allgemein, d. h. auch auf3erhalb des Konvergenzgebietes
der C. Neumannschen Reihen gultig. Andererseits haben wir
+w
d
(309) Su®) = L,

Fiihren wir daher in (308) -~ als Integrationsvariable ein, so kann

v;, () aus (309) unmlttelbar abgelesen werden (dank der durch die
Stieltjessche Umkehrform gesicherten Eindeutigkeit). Soviel steht von
vornherein fest, daf3 ein Punkt ¢ dann und nur dann dem Spektrum

von Y angehirt, wenn ":T im Spektrum von A™! liegt. Es folgt nim-
lich aus den Siitzen von § 66, dald die beiden Hermiteschen Matrizen
nE— %A, %(E — 9% nur zugleich cine beschriankte Reziproke haben

kénnen. Nehmen wir der Ubersichtlichkeit halber an, daB das Spektrum
von ¥ ganz auf der positiven Halbachse liegt. Dann trifft dies auch

fiir das Spekttum von 9! zu, und % ist auf den beiden Sprekiren
monoton. Fiir die Stieltjessche Integration kommt aber nur das Spek-
trum in Betracht, so daB wir so rechnen konnen, als ob —L— von

— oo bis -} 0o eine monotone, stetig difterentiierbare Funktion usf.
wire. Denn pu = 0 liegt aufierhalb der Spektren. [Ebenso kénnten
wir den Fall betrachten, wo das Spektrum von 9 auf der negativen
Halbachse liegt. Eine der beiden Voraussetzungen trifft, wenn das
Spektrum, wie oft, ein (zusammenhingendes) Intervall ist, von selbst
zu, sobald nur %! existiert.)

Ist o, {u) stetig differentiierbar, so gilt, wenn

daik (V)

(3 10) Qix ()u)

‘s:]#: +
8

gesetzt wird, die Umformung

+ @ 4= oo + o

i<u A—p

- » — a0 — @

) s (1)
(308 S () = “:k(#) p 2oy ()

P
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gewil. Doch ist die Umformung, wie durch Zuriickgreifen auf die
Definition der Stieltjesschen Integration unmittelbar folgt, auch sonst
legal (vgl. nidmlich § 40). Da o;, von rechts stetig ist, so ist g,
von links stetig. Offenbar gilt g,, (4 0} =0, und, wenn in (310) der
passende ,Zweig¥ gewihlt wird, auch g, ()} =0, u L 0. Aus (309)
und (308) folgt nun

(311) Tix (1) = 053, (0 — 0).
Die Spektralmatrix ||z, || von %' leitet sich also aus derjenigen von
9 mittels {310), (311) ab. Diese Regel ist fiir die explizite Behetrschung
der Division durch Fouriersche und verwandte Reihen von Wichtigkeit
(vgl. S. 189ff). Die Diagonalelemente der Spektralmatrix geben dabei
die ,statistische“ Verteilung, d. h. die relative Haufigkeit der ver
schiedenen Teile des ganzen Wertgebietes der auf Fouriersche Weise
entwickelten Funktion an. Wir kommen darauf bei den fastperiodischen
Matrizen zuriick (S. 251).

Es sei hier noch erwihnt, daB die Zurlickfilhrung der Spektral-
matrix von ¢ {%) auf dicjenige von 9 nicht nur im vorliegenden Falle

p(z)= -, sondern auch bei anderen Funktionen von ¥ gelingt. In

seiner Anwendung auf fastperiodische Matrizen gewahrt dieses Prinzip,
wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, manche wesentliche (gruppen-
theoretische) Einblicke in die Natur von diophantischen Verteilungs-
kopplungen und klart so den wahren Grund fur den von Bohr ent-
deckten Zusammenhang zwischen den Dirichletschen Reihen und den
unendlich vielen Variablen auf (vgl. S. 46). — Wir mussen jedoch zu-
nachst zuwillkurlichenFunktionen von beliebigen beschrankten Hermite-
schen Matrizen iibergehen.

8 82. Das Korrespondenzprinzip.
Aus (305) folgt

(312) P @) = [ 9 (4o, ()]

wenn zundchst @(2) ein Polynom bezeichnet. Ist w(z) ein anderes
Polynom und e (z) das Produkt ¢(z)y({z), so ist offenbar (vgl. S.4)
@ (%) w(%) == w(A). Diese formale Bemerkung laBt sich wegen (312)
sofort in die Gestalt der Hilbertschen Vollstindigkeitsrelation der
Spektralmatrix kleiden:

©13) | 6 o G111 v ()40 01 = 1 ] 9 () 9 4 o 1

wobei @ und  zundchst nur Polynome sind
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Es sei f(u) eine fir alle 2, oder, was fiir unsere Zwecke dasselbe
ist, fiir n () — 0 < p £ m(A) 4 0 erklirte, beschrinkte und zunichst

4w
auch stetige Funktion. Die Matrix || [ f(¢)doy, () ||, die wir mit
—™

f (%) bezeichnen wollen, jst alsdann beschrinkt. Bezeichnet ndmlich M
dic obere Grenze von f(g) undist w,, s, ..., fiy+1 irgendein System
von Einteilungspunkten, so ist die Kopplungsform der Naherungsmatrix

|21 e i) — o)1 |

absolut
N -] =] . o
=M }.Z iziT kZ; (052 (1, 1) — 045 (1,0) %%, S M E;lx. |7==1,
y= = = =

da @(||o,, () }]) auf E nicht abnehmend der Grenze ®(]|q,, (4 o)) =1
zustrebt. Wir nehmen also die Definition (312) fiir alle stetigen Funk-
tionen @ (g) in Anspruch. Ist ¢ (u) recllwertig, so ist ¢ (UA) gewiB
Hermitesch. Man beweist leicht unter Benutzung des Weierstralischen
Approximationssatzes, daB {313) auch dann gilt, wenn ¢ (u) und y (u)
beliebige stetige Funktionen bezeichnen. [Den Beweis hat man dabei
wegen der moéglicherweise schwachen Konvergenz (vgl. 5. 134) in zwei
Schritten zu filhren, und zwar unter Benutzung des Majorantenkriteriums:
Man zeigt zundchst bei festem ¢, daBl (313) gilt, wenn y lediglich stetig
ist, ¢ jedoch ein Polynom darstellt; man betrachtet sodann bei festem 1,
das jetzt schon beliebig ist, eine gleichmilig konvergente Folge von
Polynomen ¢.] — Wegen {312) bzw. (313) gilt

(314) @My @) =@y (A); @)+ @ (W)= (e, ¢, -+ capy) A,

unter @ (%) = ye (%) die Matrix verstanden, welche gemil (312) der
Funktion v {u) @ (1) zugeordnet ist; ganz analog ist die Bedeutung der
zweiten Relation (314), wobei die ¢ konstant sind. Der Funktion ¢ =1
ist die Einheitsmatrix, und allgemeiner der n-ten Potenz von u die
n-te Potenz von Y zugeordnet. — Die Zuordnung ist nach (314) distributiv
und ,multiplikativ¥. Sie ist ferner, wie wir gesehen haben, derart, daB
M(p () <m(p) gilt, unter m{p) die cbere Grenze (Maximum) der
Funktion | (u)| verstanden. — Die Zuordnung ist stetig: bezeichnet
@;» @q» .. cine Folge von gegen ¢ gleichmiBig konvergierenden
stetigen Funktionen, so gilt g, (%) — (%), genauer M{g, () — ¢ (W)}—0,
dies zwar wegen

(316).  M(p, W — M) =M(g,— M) Sm(p, — @)
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und da nach Voraussetzung m (p, — ¢) — 0. — Ubnigens hat F. Riesz
diese Zuordnung auf Funktionen ubertragen, die nicht notwendig
stetig, ja nicht einmal halbstetig sind, sondern nur as Summe einer
von oben und einer von unten halbstetigen Funktion dargestellt werden
konnen. Bei der ,Fortsetzung" von Funktionalen spielt diese Funk-
tionenklasse auch sonst methodisch eine Rolle, die auf dem Umstand
beruht, da diese Funktionen es sind, die durch absolut konvergente
Polynomreihen (oder, was dasselbe ist, durch absolut konvergente Reihen
von willkurlichen stetigen Funktionen), die nicht auch gleichmaRig zukon-
vergieren brauchen, dargestellt werden konnen. Da die von rechts
stetigen Funktionen von beschranktcr Schwankung gewifd dieser Klasse
angehoren, so konnte F. Riesz eine einfache Herleitung der Formeln
(312), (313) usf. auf dieses Zuordnungsprinzip griinden. Er hat auch
einen anderen Weg eingeschlagen, der die Frage, mit Rticksicht auf (305),
mit dem Momentenproblem in Zusammenhang bringt. Wir werden
spater bei den unitaren Matrizen ahnlich verfahren.

Der multiplikative und distributive Charakter der Zuordnung er-
gab sich aus der ,infinitesimalen Integrabilitatsbedingung” (294). Man
kann sich die Frage stellen, inwiefern das Bestehen der ,integralen
Integrabilitatsbedingung” (314) dasjenige einer ,infinitesimalen” bedingt.
Diese Frage hangt, wie an anderer Stelle naher ausgefiihrt werden
soil, mit einem Problem betreffend konvexe Funktionale zusammen.

Das Korrespondenzprinzip kann zur Integration des Differential-
systems (), = %y, verwendet werden. Die allgemeine Losung ist wieder
y, = e™ty,, d h

" +o
¥ =k§ Yx (0)_f et doy, (1),

wobei 3|, (0)f* < + oo vorausgesetzt ist. Ebenso ist die allgemeine
Losung des Differentialsystems y, ==y, oder x;= Y a, x, darstell
bar durch k=1

- 4 oo ) 4w

% t ) ——— :
18) x,(f)= 2.( ("n (O)J' cos. —-day, () -+ %, (O)J. V—msin —do, (u
wenn von p, und r, quadralische Konvergenz angenommen wird, —
Daraus ist ersichtlich, daB das gemiB f ==y schwingende System
nur solche ebenen ,Wellen“?)

B11)  Hdonle)cosi=  da ()] V= sin s

1 Im Spezialfall wo o;; nur von der Differenz ¢ — & abh#ngt, handelt es
sich wirklich um Waellen,
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emittieren kann, deren p im Spektrum liegt; denn sonst gilt
pete

J.odo, (w)=0; i k=12,..

n—e€
fir hinreichend kleine e{> 0). Daher eben der Name Spektrum
(Punktspektrum = Linienspektrum, Streckenspektrum = Bandenspektrum.
NB. die Formel (316) gilt freilich auch bei endlichen Matrizen U).
Die ebenen Wcllen (317), aus welchen sich die allgemeine Losung
(316) gemaRR dem Superpositionsprinzip aufbaut, sind dabei — als
,Differentiallosungen” — mindestens formale Losungen des Diffe-
rentialsystems. Vgl. hierzu S. 206 wciter unten.

Die den Mathematikern langst bekannte Korrespondenz zwischen
Matrizen und Funktionen enthalt, wie wir jetzt sehen werden, das Uber-
tragungsprinzip, welchesvon der Heisenbergschen Theorie zur Schrodinger-
schen hinuberfuhrt.

8 83. Funktionale Gruppenmatrizen.

Wir haben vorher unter Zugrundelegung einer Hermiteschen Matrix
einer stetigen Funktion gemall (312), (313) eine Matrix zugeordnet.
Die Zuordnung war distributiv, multiplikativ und stetig. Wir wollen.
jetzt diese Zuordnung in einem wichtigen Spezialfall naher verfolgen.
Wir betrachten also wieder eine Abbildung, welche jeder stetigen Funk-
tion ¢ eine Matrix %(¢) zuordnet, die beschrinkt, fiir reellwertige @
von Hermiteschem Typus, fiir ¢ ==1 die Einheitsmatrix ist; und zwar
soll die Abbildung distributiv. und multiplikativ sein,

(318) ¢, U(p)+c, U)=A(c, @ +6,v); AP UMW) = A(py),

und endlich die Stetigkeitseigenschaft haben, dab aus m(p, — @)—0
immer M (% {p, — ¢))— 0 folgt. — Wir fragen auch diesmal nicht nach
der ,infinitesimalen® Struktur der allgemeinsien Realisierung einer solchen
Zuordnung, sondern zeigen nur folgendes: Setzt man

(819) fp)—llffp )0, (1) 0, (w)do ()|,

wobei a(u) eine reellwertige, auBerhalb eines hinreichend grofen
Intervalles konstante Funktion von beschrinkter Schwankung und
8,, 6,,... ein stetiges Funktionssystem bedeutet, fir welches die
Orthogonalititsbeziehung

(320) _£9i(ﬂ)gk(#)d°0‘)=dik; Hhh=12,..
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und fur alle stetigen Funktionen f und g die , Vollstandigkeitsrelation"

) £ T7608,0a0 (- 6008, () a0 = 1096000

(die also nicht notwendig im Sinne des Fischer-F. Rieszschen Satzes
gemeint ist) gilt, so sind unsere Forderungen gewil erfiillt. Eine wie
(319) gebaute Matrix wollen wir mit Riicksicht auf eine Andeutung
von O. Toeplitz, welche die Bedeutung der Zuordnung im Sinne von
Frobenius in Evidenz setzt, als eine funktionale Gruppenmatrix bezeichnen.
Selbstverstindlich handeit es sich dabei nicht um eine Matrix, sondern
um eine Klasse von Matrizen, so daB wir genauer von dem durch
{0,; 0} festgelegten Korper von multiplikativen Klassenmatrizen zu
sprechen haben.

Wegen (320) ist % (1) = €, und % {gp) ist gewil Hermitesch, wenn
@ reellwertig ist; denn ¢(u) ist nach Voraussetzung reellwertig. Der
distributive Charakter der Zuordnung ist selbstverstindlich. Die zweite
unter (318) stehende Beziehung verifiziert sich unter Benutzung von (321)
wie folgt:

(322) () A (w) = lfwﬂ 0,do] waﬁ 0, ds||

w T2 + - + = _

=21; J; 0_.‘;“:”6;91:&'0][ = H_.[;qwﬂ.-ﬂkdoll=91(¢w)-
Es gilt endlich-auf E

' w n +w i + o n
(823) 2 2] p0,0,do| =] p| X8| do]
t® g n oa _ te
‘P)_i' < xiei[2d0:m((p)igkgxixk'_wﬂiekdo

folglich ist M {2 (¢)) < m (@) und daraus folgt wieder die Stetigkeit der
Zuordnung ebenso wie bei (815). Die Matrix ist, wir wir soeben ge-
sehen haben, beschrinkt, ihre Kopplungsform ist, wie man aus (323)
leicht erkennt,

(s24) Do) = [ ()| S0, do ()



186 V. Kap. § 84. Fortsetzung. Unitare Aquivalenz der Klassen.

Ist 1 eine Zahl, die nicht im Wertbereich der Funktion ¢(u) liegt,
so ist die Fu;:ktion IIT};T#_) stetig. Wegen (}.*Q})i—“l—gzl ist

AR — )Y (m) =g, d h ¥ (T}ZE) ist die (offenbar sowohl hintere

als auch vordere) Reziproke von 9 (1 — ) = A A (1) — A (p) =1 & — A{p);
m. a. W,, die Resolvente von % () ist
+o
(ol )| [ 20l ) H
) ROl =u(gh) =] [ R E]

Die Matrix 9{p) ist dabei, wenn ¢ nicht reellwertig ist, nicht not
wendig Hermitesch, jcdoch gewiB normal. Denn die begleitende Matrix
von ¥ (i) ist, wie man sich leicht iiberzeugt, die Matrix ¥ (@), welche
der konjugierten Funkidon @ (u) zugeordnet ist, so daB mit Riicksicht
auf den multiplikativen Charakter der Zuordnung die beiden Normen
von 9 (g) identisch, nidmlich gleich % (] ¢ [} sind. — Ist @ (u) reellwertig,
so wird man, um durch Vergleich mit (293) die Spektralmatrix ablesen
zu kdnnen, bestrebt sein, in das Integral (825) ¢ {n) als unabhingige
Variable einzufiihren. Ifs handelt sich also um die Bestimmung der
7u ¢ () inversen Funktion. Beachtet man, dal es stetige Funktionen
gibt, die auf keiner Teilstrecke monoton sind, so erkennt man die
Ziele, die der Hellingersche Integralbegriff, der u. a. eben zu diesem
Zwecke geschaffen wurde, erreichen will und kann. Es kann freilich
die ,Umkehrung" auch mit Hilfe des Lebesgueschen Integralbegriffes
geschehen. — Wir werden spater die Verbaltnisse an Hand der fast-
periodischen Matrizen tiberblicken konnen, welche die klassischen (zeit-
lichen) Schwingungen in die Sprache der unendlichen Matrizen uber-
setzen.

8 84. Fortsetzung. Unitare Aquivalenz der Klassen.

14 21 einefunktionale Gruppenmatrix oder eine fastperiodische Matrix,
so konnen die Zerlegungen (278) der Spektralmatrix nach einer Dis-
kussion des Verlaufes der Funktion leicht angegeben oder wenigstens
beschrieben werden; die einzelnen getrennten Bestandteile in (278)
haben dabei fur die Darstellung genau die Rolle von irreduziblen
Quadraten.

Aus (325) lafit sich iibrigens durch eine Verallgemeinerung der in
Kap. I durchgefiibrten Betrachtung entnehmen, daB an der Stelle 1 = A,
alle Funktionen R, (1) nur dann regulir sein konnen, wenn J;
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nicht dem Wertevorrat der (im Nenner stehenden stetigen) Funktion
@ (1) angehort (vgl. S. 268). Die bei der Herleitung von (325) benutzte
Bemerkung kann aso umgekehrt werden. Mithin ist das Spektrum
der funktiopalen Gruppenmatrix 9 (@) mit dem Wertevorrat der
Funktion ¢{u) identisch, Mit i,=0 folgt hieraus, daB, wenn die
Funktion @ () der Null nicht beliebig nahe kommen kann, 9(p)
wegen (325} die beschrinkte Reziproke ’i’[(é—) hat, wihrend sonst
keine beschrinkte Reziproke vorhanden ist (cbenso, wie bei der
Funktion ¢ selbst). '
Ist

(326) ® ()= [ 9 1,007 (1) do () |

eine andere Klasse von funktionalen Gruppenmatrizen, wobei die Be-
legung o6 dieselbe wie in (319) ist, und setzt man

(s2) 1= 18,607 60 200

so folgt, genau so wie auf S. 66, dal
(328) HA{p) U*=B(p), WB(pU="u(p)

giit. Setzt man ¢ =1, so geht (328) in dic definitorische Bedingung
des unitdren Charakters iiber, so daB die beiden Matrizen % (¢), B(¢)
unitdr dquivalent sind. Im Rahmen des vorigen Paragraphen ent-
spricht den Schlullbemerkungen von § 7 die leicht beweisbare Identitit

(329) Up@)U*=gan*), wW=u’.
Das Wesentliche bei den multiplikativen Gruppenmatrizen ist der
+®
folgende Umstand. Weill man nur, daB a;, = f ndoy, (1) gilt, so folgt
-

daraus noch nicht, daB |lo,, || die Spektralmatrix ist. Denn die o,
sind gewissermalBen unabhingig voneinander. Nimmt man aber an,
daB do,, == 6, Ekdo gilt, so hat man nicht mehr oo?, sondern nur oo Be-
stimmungsstiicke zur Verfligung. Nimmt man auBerdem an, daf (320)
und (321) gelten, wobei (305} notwendig ist, denn es ist gewil}, da

+®
|| [ do,,|| = %= & sein muB, so folgt aus (321), daB (305) fiir # > 1,

und aus (320), daB (305) auch fiir 5 =0 gilt. Kennt man aber alle
A n=0,1,..., so kann man die C. Neumannsche Reihe bilden,



188 V. Kap. § 85. Fortsetzung. Polynomische Klassen.

welche, mit Rucksicht auf die Stieltjessche Umkehrformel, die Spektral-
matrix bereits festlegt. Diese Bemerkung riihrt von Hilbert selbst her,
der die Fourierschen Matrizen eingeflihrt hat. Hilbert hat dabei ver-
mutet, da die Fourierschen Matrizen gewissermaBen Normalbestand-
teile beliebiger Hermiteschen Matrizen sind. Im Anschlul3 daran ist
dann die Hellingersche Zerlegungstheorie entstanden, welche die
Spektralmatrix beliebiger Hermiteschen Matrizen aus den Spektral-
matrizen getrennter Fouriermatrizen aufzubauen gestattet. Wir kommen
darauf noch zuruck.

§ 85. Fortsetzung. Polynomische Klassen.

Wegen (328) sind die verschiedenen Klassen funktionaler Gruppen-
matrizen gleichwertig, so daB es zweckmaRig ist, die Betrachtungen von
§ 30 auf den hier vorliegenden Fall zu iibertragen. Es sei o(u) >0
eine nicht abnehmende Funktion, die keine Treppenfunktion ist, also
unendlich viele Wachstumstellen hat, die jedoch alle ganz im Endlichen
liegen mdégen, so dafl ¢ auBerhalb ecines hinreichend groBen Intervalles
konstant ist. Dann gibt es Polynome 8,,8,, ..., wobei §, vom genauen
Grade ¢ — 1 ist, derart, daB die Bedingungen (320), (821) in bezug
auf die vorgegebene Belegung ¢ erfiillt sind.

+10
Zuniichst ist f@(‘u) do{w) + 0, wenn @ {u)=E0 ein Polynom be-
-

deutet, das fiir alle y%o durchweg 20 ist. Da nimlich &{u)=0

ein Polynom ist und o (z) nicht nur endlich viele Wachstumsstellen hat,
so gibt es ein 4 > 0 und dazu ein Intervall o, 8] derart, daB fiir
14

¢ < p < B das Polynom 6(u) =8, und zugleich [ do(u) >0, also

+o B )
f Ods 2> f@do = 6fda >> 0 ausfillt, Man erkennt hierauf nach

dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren durch voll-
stindige Induktion (vgl. S.12), daB Polynome 8,,8,,..., wobei 0,
genau vom Grade 7 — 1 und 0, =0 ist, sukzessive derart bestimmt
werden konnen, daB (320) gilt. Es folgt hieraus wie auf S. 67, daB
jedes Polynom @ (u) vom Grade # — 1 in der Gestalt ¢,0, +---4-¢,6,
dargestellt werden kann, und zwar nur auf eine Art und Weise, indem

f@ﬂ do sein muB; und daB ferner f@ﬂ do=0 gilt, wenn

v2 # ist. Mithin ist (321) fiir den Fall, dab @ und y Polynome sind,
eine leicht erkennbare Identitit, und daraus folgt unter Benutzung der
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beim Beweise von (313) angedeuteten SchluBweise, daB (321) fur jedes
Paar @,y von stetigen Funktionen gilt. Denn nach Weierstral3 kann
jede stetige Funktion auf jedem endlichen Intervalle durch Polynome
gleichmaldig approximiert werden, und hier handelt es sich nur um
ein endliches Intervall, da ¢ sonst konstant ist.

Wir wollen fortan mit ¢ = 0 eine Funktion bezeichnen, die nicht
abnehmend, von rechts stetig und auBerhalb eines hinreichend groBen
Intervalles konstant ist; {6}, {x;} bezeichnen zugehfrige, den Be-
dingungen (320), (321) [bzw. den beiden analogen, dem System {y,}
entsprechenden Bedingungen] geniigende Funktionensysteme, wobei 0,
ein Polynom vom genauen Grade ¢ — 1 ist, so daB (siehe S. 68)

008, (o

gewill verschwindet oder aber nicht verschwindet, je nachdem der
genaue Grad des Polynoms ©(u) kleiner als # oder = # ist. Ins

besondere ist also
+ oo

F;E M ﬂi (1) _Bk (m) da(pe)

gewil =0 oder aber <40, je nachdem 14-¢>% oder 1+ k>7¢,

bzw. 1+ 4=k oder 14 % —1¢ gilt. Denn {f,) geniigt denselben Be-
dingungen wie {0,}.

" § 86. Fortsetzung. Fouriersche Matrizen.

Die beschrinkten Hermiteschen Matrizen % (), B (@) unter (319),
(326), die zu @ = u gehéren,

(330) w(w) = [ pru (Tl do(w), B = [ w08, () do(u),

nennen wir wieder Fouriersche Matrizen. Als Jacobische Matrizen be-
zeichnen wir hingegen diejenigen beschrinkten Hermiteschen Matrizen,
fir welche :

(831) by, =0 fir [i—k|>1 und b, ,=b_,,+0; b;30
ausfillt, Eine pplynomische Fouriersche Matrix 8 (u) ist also gewiB
eine Jacobische Matrix. Wir werden sogleich sehen, daB auch die
Umkehrung gilt. — Jede Fouriersche Matrix % (ux) kann in eine poly-

nomische Fouriersche Matrix unitir transformiert werden. Denn einer-
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seits kann man zur Belegung ¢ von 9 eine den Bedingungen (320),
(321) geniigende Polynomfolge {6} bestimmen, wobei ), genau vom
Grade 7 — 1 ist, und andererseits gilt (328). Es sei jedoch betont,
daB die Ubereinstimmung der Belegungen zweier Fouricrschen Matrizen
zwar eine hinreichende, jedoch keine notwendige Bedingung fiir ihre
unitire Aquivalenz darstellt. Die Verhiltnisse sind nimlich die gleichen
wie bei den endlichen Matrizen (S. 631f).

Die Spektralmatrix der Fourierschen Matrizen kann man ohne
weiteres angeben. Die Resolvente von 9 () ist nimlich wegen (325)

(332) IR, (A)|| = _____ - ” fz: (1) In (#) do (m)
wofiir, wenn
(333) % (#) Z_.!: % (1) 2 () do (p)
gesetzt wird, nach § 40 auch
+®
’ do
(293) Rs’l‘c (j-) = f 1 _k[f}

geschrieben werden kann. Wegen (333) ist g,, (— 00} = 0, und g, (u} ist
durchweg von rechts stetig, da o(u) nach Voraussetzung von rechts
stetig ist. Wegen (293) und mit Ricksicht auf die Stieltjessche Um-

kehrformel muB also die durch (333) gegcbene Matrix |\ o, (x)|| die
Spektralmatrix sein, Denn es gibt nur eine Resolvente und nur eine

Spektralmatrix, und fiir die Spektralmatrix ist (293) wegen (293) ge-
wiB richtig.

§ 87. Fortsetzung. Jacobische Matrizen.

Wir zeigen jetzt, daB jede Jacobische Matrix eine zu Polynomen
gehorige Fouriersche Matrix ist. Ist ndmlich [{a,, | eine Jacobische
Matrix, so ist es auch ||a;, [y, also ist die Resolvente || Ry (2)!lm
dieses Abschnittes, wie wir wissen (§ 32), von der Struktur

T + o0
T () d o™ dop
(334) Ré? ) = f:a (1) );_kl(i)P 2™ (¢} =f i L,u) ,

(335) o )ﬂ_ﬁxiw)ik(ﬂ)dg‘“’(ﬂ); hh=12..,m
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wobei o (u) eine nicht abnehmende Treppenfunktion mit genau
n Sprungstellen und y;(x) ein Polynom gemau vom Grade i — 1 be-
zeichnet; es gilt

+®
(836) [ u B W (W) =0y hE=12.m,

und y; hingt mit Riicksicht auf (115) von # nicht ab. Es mub also
nach S. 81 eine Funktion o, () von beschrinkter Schwankung geben
derart, daB an allen Stetigkeitsstellen von o;, (u) '

(337) _.C 15002 (1) 4™ (1) = 0,4 (1)

gilt, und zwar ist ||o;, (u)|| die Spektralmatrix der unendlichen Matrix,
sofern die o,,{u} notigenfalls von rechts stetig gemacht werden. Da
2, eine Konstante C = 0 ist, so mull insbesondere

(838) Jaew (-1

an allen Stetigkeitsstellen von o,, gelten. Wir wihlen eine Zahl p’
derart, daB u' nicht eine Sprungstelle von ¢,, oder von einem ¢}
ist; diese u’ legen iiberall dicht, und sind, in Anbetracht dessen, daB
@™ 20 nicht abnimmt und im negativen Unendlichen verschwindet,
gewiB derart, dal

(#39)  [dow()=oW(w), a0 @W(w)—a(u)

gilt, wenn o(u) = c"l;—:%g gesetzt wird. Nach dem Hellyschen Fort

pflanzungssatz (S. 78) gilt also ™ [—]o; aus (337), (339) folgt daher
nach dem Hellyschen Satz {iber gliedweise Integration (S. 89), daB

(340) 2074 0)d0 () = o, 1)

an allen Stetigkeitsstellen von o{u) gilt. Aus demselben Grunde geht
(387) in (333) iiber. Da [/, || die Spektralmatrix ist, so gilt wegen
(305), (340) und mit Riicksicht auf § 40

@iy Zm.!;ﬂd"ik(;“) 3_.!;#7{4(#)7_.’&(.“”0(#)-
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Hierbei ist ¢ {u) nicht abnehmend, kann als von rechts stetig angenommen
werden und hat, wie aus der fiir alle ¢+ und % giiltigen normierten
Orthogonalititsrelation (320), woselbst y fiir f zu setzen ist, leicht ent-
nommen werden kann, unendlich viele Wachstumsstellen, ist also
keine Treppenfunktion. Es gilt dabei (321), wie wir wissen (S. 85), von
selbst. Mithin ist || 4, ||, wie behauptet, eine zu einem ,vollstindigen
Polynomsystem gehorige Fouriersche Matrix.

8 88. Fortsetzung. Laurentsche Matrizen,

Durch einen vorsichtigen, jedoch ganz elementaren Grenziibergang
kann daraus, dafi (313) und (321) fur alle stetigen Funktionenpaare
gelten, ohne Miihe geschlossen werden, dafi (313) und (321) auch
fur alle etwa abteilungsweise stetigen, beschrankten Funktionenpaare
gelten, deren Unstetigkeitsstellen nicht in eine Sprungstelle von o
fallen. Diese Bedingung reicht hin, um die Existenz des Stieltjesschen
Grenzwertes lim S von S. 83 zu sichern. — Auf diese gelaufigen &-Be-
trachtungen konnen wir hier nicht naher eingehen.

Nehmen wir die Zuordnung durch

1

(341) 0 (g) = [ @ () 20 ) 2o () A I
vor, wobei '
(842) J 2 () B ) dpe = 03
3 fot 5,09 an-f )09 4= o v (3 d

ist, so daB o(u) durchweg stetig, fiir 4 = 1 und fiir 4 < 0 konstant, fiir
0L u£1 aber =y ist, so kénnen wir freilich beliebige beschrinkte
und integrable Funktionen g (u) zulassen. Die Formel (342} gilt fiir
alle im Riemannschen Sinne integrierbaren beschrinkten Funktionen’
@, v, wenn sie fiir alle stetigen Funktionen gilt, Man kann aber auch
fordern, daB {y,} im Sinne des Riesz-Fischerschen Satzes vollstindig
ist; dann gilt (342) fiir alle Paare nebst ihren Quadraten im Lebesgue-
schen Sinne integrierbarer Funktionen. Der distributive und multipli-
kative Charakter der Zuordnung bleibt dabei bestehen und es gilt
auch jetzt

(343) M (2% (9)) < m(9),
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unter w () die obere Grenze von [g(p)| fir 0 < u <1 verstanden.
Wir wollen unter #m{p) die ,eigentliche® obere Grenze, nidmlich die
kleinste Zahl (£ -+-oo) verstehen, fiir welche |@(u)}| < m(p) ab-
gesehen von einer wNullmenge richtig ist. Es lallt sich dann zeigen,
daB M{¥ (p)) nicht nur £ m(g), sondern genau =m(p) ist. Ins-
besondere ist also die Matrix dann und nur dann beschrinkt, wenn
die Funktion .eigentlich% beschriankt ist.

Toeplitz hat die Theorie insbesondere derjenigen Matrizen aus-
gebildet, die zu gewohnlichen (trigonometrischen) Fourierreihen gehoren.
Die Numerierung lauft dabei von —oo bis o, doch kann man
hiervon zu der Bezifferung von 8 83 ubergehen. Den Laurentschen
Matrizen entsprechen spektral die endlichen ,Zyklanten" in einem
analogen Sinne, wie die unendlichen Jacobischen Matrizen die Grenzfalle
der endlichen sind (S. 191). Man erkennt dies, indem man die Integral-
darstellung der Fourierkoeffizienten durch Nahrungswerte ersetzt, die zu
einer aquidistanten trigonometrischen Interpolation gehoren.

Wir werden sehen, daR diese Theorie, wenigstens in ihren Haupt-
zugen, auf fastperiodische Funktionen ausgedehnt werden kann (soweit
ich aus einer Andeutung schlieBen kann, sind Dirichletsche Reihen
in diesem Sinne bereits von Toeplitz selbst betrachtet worden).

8 89. Unitare Kovarianz der Spektralmatrix.

Nach diesem Exkurs nehmen wir die Behandlung der allgemeinen
Theorie wieder auf. Es sei % = || a,, | eine beschrinktc Hermitesche
Matrix, %, = IR, ()|} ihre Rcsolvente, || ;5 (12} ]] ihre Spektralmatrix
und I eine unitare Matrix. Wegen

(A —uguHuR,ur*=t@c—wurtuR u
=UQAE—-WR, U ' =HEU ' =UU'=E=U"'U=".--
ist UM, U™ die Resolvente von WA UL Wegen U™ = 11* und mit

Riicksicht auf (293) ist also das (7, k)-te Element der Resolvente von
NAN? gleich

- +
dE E“u“n(}‘)“m J'

ﬂir c t)_ dok (1)
wo 3 S, [, - [BEON_ fan

“ A—p

wenn || ¢f% (1) || = lIHo,fL.(,u.) fu-t gesetzt wird; vgl. (268). Dic glied-
weise Integration rechtfertigt sich dabei wie folgt. Die in (344) linker-
hand stehende Doppelsumme ist nach S, 175 gleich
w @
o1 (3 [0
9'=-1 Twl
Wintner, Spektraltheorie, 13
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i
Nach S. 164 sind aber die Funktionenlzlaﬂ(g) #, n=1,2,... von

gleichmiBig beschrinkter Schwankung und nach der Schwarzschen
Ungleichheit < 1, also gleichmiBig beschrinkt. Sie streben fiir # —»o0

der Grenze J'o;(u)u,, 2u, so daB nach dem Hellyschen Satze
=1

iiber gliedweise Integration die innere Summe in (343) gleich

-+ oo L]

‘[ dgz; ;0 {p8) Tigy

ST
ist. Die wiederholte Anwendung derselben SchluBweise ergibt nunmehr
die Formel (344), welche, angesichts der Stieltjesschen Umkehrformel
und mit Rucksicht auf (298), besagt, dal mit der Matrix 91 sich
nicht nur ihre Resolvente, sondern auch ihre Spektralmatrix kogre-
dient transformiert. Nach § 74 und laut der Definition auf S. 177 sind
also das Spektrum, das Streckenspektrum, das Punktspektrum und
das Haufungsspektrum von 9 unitar invariant. Das Spektrum ist aber
nach S. 178 die Gesamtheit der A-Werte, bei welchen fur A @ — %
nicht der Fall 1, mithin, da Fall 3 hicr ausgeschlossen ist (S. 139), der
Fall 2 von § 60 vorliegt. — Es entsteht nun das Problem, die drei
unitar invarianten Bestandteile des Spektrums (fur welche also ohne
Ausnahme der Fall 2 vorliegt) ebenfalls losungstheoretisch zu charak-

terisieren (vgl. § 62).

8 90. Das Feld der normierten Eigenlosungen.

Wir werden auf S. 198 ff. den Hilbertschen Satz beweisen, demzufolge
4y dann und nur dann dem Punktspektrum angehért, wenn die zu
4, & — U gehorigen homogenen Gleichungen cine vom Nullvektor ver-
schiedene, jedoch quadratisch konvergente Lisung, oder, was dasselbe
ist, eine normierte Losung zulassen.

Diese Eigenschaft erweist sich auch ohne Heranziehung der Spek-
traltheorie als unitir invariant. Aus Bc¢=o folgt nimlich 1 (B¢)
==1lp = o, also offenbar auch (HBU ' MW)c=0, d. h. (MBU)d =0,
p==1Uc¢, wobei da U beschrinkt ist, der quadratisch konvergente
Vektor ¢ durch die Transformation mittels 11 mit Riicksicht auf die
SchluBbemerkung von § 54 in einen quadratisch konvergenten iiber-
geht, der nur dann = p ist, wenn ¢ = » = Nullvektor war, Avs o =U¢
folgt in der Tat U™'o = U~ (ll¢), d. h. 0 = E¢=¢. Setzt man ferner
B=41,E—%A, so ist

UBU* =4, —uAu.
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Wir konnen daher, auch bevor wir zum Beweis des Hilbertschen Satzes
iibergehen, die Matrix 9 vereinfachenden unitiren Transformationen
unterwerfen. Analog ersicht man, daB die Anzahl der zu 8y =0 ge-
horigen linear unabhingigen quadratisch konvergenten Eigenlésungen,
die == 0, endiich und positiv, oder 4 oo sein kann, fiir Bund U B U
dieselbe ist. Hierzu ist wieder (vgl S.8) folgendes zu bemerken,
Es sei @ ein den Nullvektor enthaltendes ,Feld* von quadratisch
konvergenten Vektoren r, so dal mit r, ..., r,, immer auch die {(der
Schwarzschen Ungleichheit zufolge gewiB quadratisch konvergente)
endliche homogen-lineare Verbindung e, g, +- - -+ &, ¢, der Gesamt-
heit Q angehdrt. Die Gesamitheit der zu B = o gehérigen quadratisch
konvergenten Ldsungen hat gewiB diese Eigenschaft, Wir ordnen Q
eine nichtnegative ganze Zahl » oder v = -} oc als den Rang von Q
auf die folgende Weise zu. Wir sctzen » dann und nur dann =< 0,
wenn Q auBer dem Nullvektor keinen weiteren Vektor enthilt Ist
>0, so sind zwei Fille méglich, I Entweder gibt es in Q eine
Anzahl N (> 0) von Vektoren g, rf, ..., tf, aus welchen jeder andere
Vektor des Feldes homogen-linear zusammengesetzt werden kann,
wiihrend aus &gy 4~- - - -+ ef gy = o immer of =- - .= e} = 0 folgt,
so dafd die N Grundvektoren linear unabhingig sind. Man iiber-
zeugt sich leicht, daB N von der Wahl der Grundvektoren nicht ab-
hingt, also durch Q eindeutig festgelegt wird Wir setzen den Rang
v gleich N, der also jetzt > 0, aber <« +.co ist. — Il Oder aber es
gibt keine solche Anzahl N, sie ist = -k co. Wir setzen dann » — oo,
(Es ist dabei zu beachten, daB aus » = +4-oo noch keinesfalls folgt,
daB Q alle quadratisch konvergenten Vektoren enthilt, so dall die
Bezeichnung Rang bei Hilbertschen Vektorkérpern nur cum grano salis
zu verstehen ist; vgl. hingegen S.10.)

Den Rang von 4§ — ¥ wollen wir durch » (4) bezeichnen und Viel-
fachheit vor A nennen. Fir 9 und U9 1* hat 1, wie erwihnt, die-
selbe Vielfachheit. - Den erwihnten Hilbertschen Satz kdnnen wir
offenbar so aussprechen: der Punkt i gehért dann und nur dann
dem Punktspektrum an, wenn 1< v (1) < 400 gilt. Gehért also 1
dem Hiufungsspektrum oder dem Streckenspektrum oder beiden an,
ohne zugleich dem Punktspektrum anzugehéren (vgl S.161), so ist
v (4) = 0, und es liegt dabei fir 1 — A, ebenso wie im Falle » (i) = 1,
der Fall 2 von S.138 vor. Gehort 4 dem Spektrum iiberbaupt nicht
an, so ist freilich » {1} = O ebenfalls richtig (vgl. S. 141}, es gibt jedoch
dann eine und nur eine beschrinkte Reziproke, es liegt also der
Fall 1 vor, ‘

13#
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8 91. Hauptachsentransformation des punktspektralen
Bestandteiles.

Es bezeichne wieder ||, (1) || den stetigen, ||4,, ()| den sprung-
haften Bestandteil von |{o;, (#))], d. h. der Spektralmatrix von 9. Dann
ist wie wir wissen (S. 166 baw. 184), [|o¥ (1} ]| == U]ja,, (u) | U der
stetige, |[6;, (1) ]| = U] 0;, (%) || U™* der sprunghafte Teil von

(346) o (1) || == U |f o0, () | U,

d. h. der Spektralmatrix von UNAU™'. Es bezeichne 1, 4,,... das
Punktspektrum von %[, also auch von U UL Unter Umstinden gibt
es Oberhaupt kein Punktspektrum oder auch iberhaupt kein Strecken-
spektrtum. Wir wollen vom allgemeinen Falle sprechen und, um
Vorstellungen zu fixieren, aunehmen, daBl es sogar unendlich viele A
gibt. Sie sind dadurch charakten51ert, dab sie die Sprungstellen vor
mindestens einem o, (1) oder 4, (u); 4,k =1, 2, ... darstellen, und
diese Figenschaft ist unitir invariant. Die Zahlen A; sind nach De-
finiton voneinander durchweg verschieden, ihr ,Gewicht® soll eben
jetzt, an der Hand des Hauptachsenproblems erklirt werden. Man

hat fiir 9
(847) 6,5 (1) = 05, (1) + 0 (1), Gy (1) = 3 Aoy,
und fir WY U™ entsprechend
(348)  ofi(p) =6l(u) + ol (),  Sh(p) -
wobei /] -:l.J gesetzt ist

¥

?
Wir nehmen nun auf den Satz von 5. 163 Bezug: wir konnen die

unitire Matrix I unabhidngig von u derart wihlen, dafl die Zerlegung
(269) der Spektralmatrix [|6f%(u)]] von UYN™" folgendermaBen be-
schaffen ist: In der Zerlegung

(348 oGl = 13860l + 1| 3 do]

sind die Matrizen || o/} (&) ||, ||/Io{’£|| HAGJ;H . paarweise getrennt
fir alle & und es ist Ao,k = yU)é - wobe1 yiﬂ entweder = 0 oder

=1 ist, Bezeichnet daher | R% () ]| die Resolvente von 911~
eine Verwechslung mit der begleitenden Matrix || R, (4)|[* der Resol-
vente von ¥ ist wohl nicht zu befiirchten —, so ist wegen (293)

(359) IRE@D || = z 11
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wobei die Matrizen rechterhand fiir alle 4 paarweise getrennt sind und

(360) &5 @)= j a0

gesetzt ist; vgl ndmlich S.1756. Aus (305) folgt mit » =1 ebenso

(361) nant =, f nddd (- %zuyw 31
und mit » =0 wegen N U™ = UE 11—1 = E
+o "
(362) ¢ =i f dai () - 27 au .
LA i<

wobei die Matrizen rechterhand sowohl in (361) als auch in (362)

paarweise getrennt sind. Mit Riicksicht auf das Getrenntsein ist | R (1) ]!
offenbar die Resolvente der Matrix

+ @
(363) @kl = .£# dof (1) |»
98, i
und ebenso ist || ——r 7 die Resolvente der Diagonalmatrix [|y/# é,, 4.||;
entsprechendes gilt auch fiir die Summe z.% usf, Dies alles ist so zu

j=1
verstehen, daB man vorher die von der ’Ifrennung herriithrenden Zeilen
und Kolonnen, die mit lauter Nullen besetzt sind, jeweils einfach streicht,
bzw. anpimmt, daB es tiberhaupt ein Streckenspekirum gibt. Dem Ge-
trenntsein zufolge setzen sich ferner alle zu YN gehdrigen Eigen-
lésungen aus Eigenlésungen zusammen, welche von denjenigen Glei-
chungssystemen herriihren, die zu den einzelnen Matrizen

(364) Hakil Hr®asull Hr® 40l

gehoren, Alle diese Matrizen sind, wie etwa aus der Monotonie von
D (|| 04 (1) ||) entnommen werden kann, beschrinkt und Hermitesch.

§ 92. Nichtexistenz normierter Losungen in dem
Streckenspektrum.
Nehmen wir zunichst an, daBl es ein Streckenspektrum gibt. Dann
ist [|#%| nicht die Nullmatrix, Denn sonst wire U9 U™ wegen (361)

eite Diagonalmatrix, also ware die Spektralmatrix von U % U™, wie aus
ihrer Definition mittels der Abschnittsspektraimatrizen hervorgeht, eine
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Matrix reiner Sprungfunktionen, es wiirde also jedes &;}(g) = 0 sein,
im Widerspruch mit der Voraussetzung. Damit ist zugleich gezeigt, daB
[l @, {| durch kein U aut die Diagonalform gebracht werden kann, wenn
es ein Streckenspektrum gibt. Gibt es umgekehrt kein Streckenspek-
trum, so ist jedes &} (u) =0, da ¢,,(u) aus lauter Spriingen besteht.
Also muf} dann {[@|] wegen (363) die Nullmatrix sein, so daB |} e,, ||
mit Riicksicht auf (361) auf die Diagonalform gebracht werden kann.

Wir beweisen, dafl vom Streckenspektrum keine quadratisch kon-
vergenle Eigenlosung herriihren kann., Ist ein Streckenspektrum vor-
handen, so ist || R%(4)|| dic Resolvente, also || 5% (u)]| die Spektral-
matrix von [] &% |{. Hierbei (und fortan immer) ist wieder angenommen,
daB die Trennungszeilen und -spalten bereits gestrichen sind, d. h. daf
das Schema || (i, &} || ,kontrahiert“ worden ist, Da die 6} (u) durchweg
stetig sind, so gilt wegen (313) die Vollstindigkeitsrelation

(085) || o () 4530 1| [ (0 45800 = || [ () w () it 0 )

sobald nur ¢ (1) und y{u) beschrinkt und etwa abteilungsweise stetig
sind; vgl. S.192. Freilich brauchen ¢ und y nur auf einem hinreichend
groBen Intervall beschrinkt zu sein. Denn aufierhalb eines solchen ist
jedes @ (u) konstant. — Es sei 1 eine belicbige reelle Zahl Es ist

(366) 0 - al = 4 [ - a9l
da wegen (305)
o laar=) e aswl =01

gilt. Setzt man in {3656) ¢ (1} = y (1) = 4 — g, so folgt fiir das Quadrat
der Matrix (366) die Darstellung

(369) 4l =] @~ aaagl

Es sei y==(9,, ,, ...) irgendeine quadratisch konvergente Lésung der zu
der Matrix (366) gchorigen homogenen Gleichungen. Dann geniigt y auch
den zu (368) gehdrigen homogenen Gleichungen, Denn aus By =0

folgt B(By) = Bo, d h. By ==p. Man hat also E‘Aik #, = 0, mithin
k=1

auch )fﬁ,. (ﬁA”‘ %) =0. Da | 4,,], als Quadrat einer beschrinkten
i=1 k=1

Matrix, beschrinkt, und {5,} nach Voraussetzung quadratisch konvergent
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ist, so kann man hierfiir nach (215), S. 1256 auch 2',' 2,’ R

=1 k=
schreiben. Setzt man hierin die Darstellung {368) ein, so folgt

+@ -
SO — a3 3% () 7, =0.

— i=1 k=1

Die Vertauschbarkeit der Grenziiberginge rechtfertigt sich dabei wértlich
so wie schon so oft. Nun ist aber die hinter dem d-Zeichen stehende
Funktion, als Kopplungsform einer Spektralmatrix, bei festen g eine
nicht abnehmende Funktion von u. Wegen (2 — x)® =0 muB also
auch

Ja 27 Eote(#) 0, 7y = O

- =1

gelten, und hier darf man, aus denselben Griinden wie vorher, dic
Grenziiberginge vertauschen:

T
3 S, [ aal(p) =0
i=t k=1 —®
Die Matrix dieser Form ist aber wegen (367) gleich ||@,,1°=1é,, ||,

so dabB o - .
2’? g{"?.i =0

k=1

Vv

i
gilt. Mithin ist jedes »,==0, d. h. y ist ein Nullvektor, w.z.b. w.: von
der in (361) rechterhand stchenden ersten Matrix (363) rilhrt — im
Sinne der bei (364) gemachten Bemerkung — keine guadratisch kon-
vergente Eigenlosung fiir 1@ — 9 oder A& — U AN her. Die kursiv
gesetzte Einschrinkung ist, wie wir sehen werden, sehr wesentlich.

§ 93. Gewicht und Vielfachheit der Eigenwerte.

Wir haben uns noch mit den unter (348) stehenden getrennten
Sprungmatrizen “ﬂo,:"i || = || y# 8, |l =1, 2,... zu beschiftigen, Alle
A sind hierbei, wie erwahnt, voneinander verschieden. Die Anzahl der
Einer in der Folge der Zablen y{, y, %, ... (die ja entweder — 0
oder =1 sind) wollen wir Gewicht von 1. nennen und voriibergehend
mit N (1) bezeichnen. N(4;) ist also die Anzahl der A; in der Diagonale
der Diagonalmatrix |{y#d;, 4], die dariiber hinaus hochstens nur
Nullen enthalten kann. Es ist gewiB, daB N(1} 40, d. h. >1 ist
Denn sonst wire jedes Ao,;_., i,k =1,2... gleich Null, d. h. jedes

ot (n) wire fir u -_l stetlg, im Wlderspruch damit, daB i, dem
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Punktspektrum angehért. Hingegen kann N(4;) = +- 0o sein (ohne daf3
dabei notwendig jedes y{? =1 wire). Der Hllbertsche Satz auf S, 194
wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB das Gewicht mit der
Vielfachheit identisch (also inshesondere unitir invariant) ist, N () = » (4,)-
Zu diesem Zwecke betrachten wir zunichst eine Stelle dLS Punkt—
spektrums, oder, wie wir jetzt schon sagen wollen, einen Eigenwert,
etwa A;,. — Es sei A irgendeine Zahl. Um die zu 1§ — % gehérigen
quadratisch konvergenten EigenlGsungen aufzufinden, haben wir noch,
da in (361) die Matrix || 3% || bereits erledigt ist, wie erwihnt, die von-
einander getrennten unendlichen Gleichungssysteme

16 — ‘?’6 ﬁ. x‘?’—-- 0, t,1=1,2,...,
v 1
k=1
d, h.
(l—y‘“l)x“)——:O t=1,2, ..;
(J.—yml)x“) 1=1,2, ...;
(369)

(A_y(j)l)x(?!-—o 1:21,2::

zu betrachten. — Es sei 4, irgendwie gewihlt. Ist § == 4, und 4; 4« 0, so
kann der Faktor (4;, — ¥ 1) nicht fiir alle ¢ verschwinden. Denn min-
destens eine der Zahlen y{, y{, ... ist wegen N (4;) = 1 gleich Eins, und
andererseits folgt aus # 5= m, wie bereits mehrfach betont wurde, 4, 1,
(nach Definition). Mithin kann fiir = 1;, das -te Gleichungssystem in
(369) nur durch die Werte s =0, i=:1, 2, ..., befriedigt werden,
wenn § == f, ist. Folglich smd fir 1 ==4;, alle E1genlosungen des ge.
samten Gleichungssystems (369) unter den Eigenlésungen des einzigen
(fo-ten) Systems

(370) A=y )%, =0, i=1,2,...; A=1,
zu suchen. Man kann hierfiir, da 4;, 4= 0 angenommen ist, auch
(371) (I_yéjo))x'-=0, ‘:ﬁl, 2,...

schreiben. Die Anzahl der linear unabhingigen quadratisch konver-
genten Eigenlosungen dieses Gleichungssystems ist aber gleich der
Anzahl derjenigen i, fiir welche 1 — pfid = 0 ist. Dennistz. B. y{) =1,
so kann man (371) durch 2, =1, x, =0, %, =0, ... befriedigen; ist
aber y =0, so kann (371) gewil nur dadurch befriedigt werden,
dafl man x, = 0 annimmt, usf (vgl. S. 27). Nun ist aber die Anzah]
derjenigen ¢, fiir welche 1 — yiifo’ = (} ist, nach Definition gleich dem
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Gewichte N(1;) von 1;,, das sich daher als mit der Vielfachheit » (i,)
identisch erweist. — Ks war bisher i; <= 0 angenommen, um so aus
(370), d. h. aus 4;, (1—y{#) x, =0, auf (371) schlieBen zu konnen. Ist
i, =0, so ist freilich (370) identisch erfiillt. Es liegt aber — schon
mit Riicksicht auf die Trennungsoullen — in der Natur der Sache, dal
die Vielfachheit jetzt nicht durch die Losungen von (370) festgelegt wird,
sondern dall auch jetzt N(i,) =w(4;) gesetzt wird Der auf S.194
ausgesprochene Hilbertsche Satz ist jedoch auch chne diese Festsetzung
bewiesen, da »(4;) = N{};) =1, 4, 0, und, wenn die Festsetzung
»(0)=N(0)=1 nicht getroffen wird, » (0)= + oo gilt.

8 94. Die Héllinger sche Hauptachsentheorie des Strecken-
spektrums.

Von dem streckenspektralen Bestandteil, || &g ||, wissen wir bisher
noch sehr wenig. Wir wissen, daB er {z. B. wegen (367)| die Spektral-
matrix || o || besitzt, und daB er nicht auf die Diagonalform gebracht
werden kann. Doch besitzt er noch keine Normalform. Denn hat
|l a;, || kein Punktspektrum, so wird U | a,,|{t™" offenbar bei jedem 1,
also bereits fiir It = @, dieselben Eigenschaften wie ||z} || haben. So
miissen wir jetzt nach Hellinger zur Analyse von || 4% ||, oder, was das-
selbe ist, derjenigen beschrinkten Hermiteschen Matrizen {ibergehen, die
kein Punktspektrum haben. — Wir bemerken vorerst, daB in (361) alles,
was auf die Hauptdiagonale transformiert werden kann, bereits dorthin
gebracht istt D. h.,, es ist nicht moglich, eine unitire Matrix B zu
finden derart, daB 8|35 || W™ in zwei getrennte Summanden zerfallt,
von welchen der eine eine Diagonalmatrix wire. Es gibt also kein 8
derart, daB die Kopplungsform von | 4% || ™" in der Gestalt

“; .
2 b %%,
p

be

byy % %y

t

I
L]

erscheint, indem ¥, = bﬁ“. =0; 1=2,3,... gilt (es sei freilich dabei
b,, =0 angenommen). Sonst wirde ndmlich, wie man z. B. durch
Abschnittsbildung und Grenziibergang (#n — - 00) leicht ausrechnet,
das (1, 1)-te Element der Spektralmatrix der Matrix {|b,,| im Punkte
p = b, den Sprung Eins erleiden, wihrend doch ||, || = 8| 2% || 8~
kein Punktspektrum haben darf, da ||a%| kein solches hat. — Die
in § 91 betrachtete unitire Transformation kann also fiir die Matrizen
ohne Punktspektrum wirklich gar nichts leisten.
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Nun wissen wir aber {vgl. S. 165 ff.), dal es von ux unabhingige uni-
tire Transformationen B gibt derart, dal
M

H
=3 —1_ i fde G an () ’ d'tm&")d'y’@‘
(372) BW|ok(w)| B *u: dp, () §+]_.£ dog (1) ‘+

gilt, wobei die Matrizen rechterhand paarweise getrennt sind und
die v und die g passend zu wahiende, den Hellingerschen Bedingungen
erster Art (S. 108) geniigende stetige Funktionen bedeuten; g, ()
ist 2> 0, nicht abnehmend und auflerhalb des Streckenspektrums gewif3
konstant. Es kann jedoch z. B. g, () auch auf einer Teillmenge des
Streckenspektrums konstant sein. Die Zerlegung (372) ist nicht eindeutig
bestimmt. Man kann nimlich zunéchst jede der rechterhand stehenden
Matrizen nach den SchluBweisen von § 76 immer weiter in Matrizen
von derselben Struktur aufspalten. Doch ist dies nicht die einzige
wesentliche Quelle der Moglichkeit von verschiedenen Zerlegungen (372).
Es konnen nidmlich ,Bestandteile®, die bei einer Zerlegung auf ver-
schiedene Summanden verteilt sind, bei einer auf eine andere Weise,
d. h. mit einem anderen 3 angefangenen Zerlegung u. U. nie voneinander
getrennt werden, wie weit man dabei auch die Weiterteilung treibt.
Doch miissen wir uns hier wieder kurz fassen und uns auf die Wieder-
gabe der Ergebnisse der Dissertation von Hellinger beschranken.

Wir wissen, daB die Matrix (372) die Spektralmatrix von 8 || &% || 8"
ist. Es folgt daraus wegen (305), wobei » — 1 zu setzen ist,

+@ +w
(873)  wlak|m = Judsk@l+| ] pa&L @+,

mit
]

(874) ER(p) = f gz}iﬂgﬁgﬂ.
—
und zwar ist wieder || £} || die Spektralmatrix der j-ten Matrix in (373)
rechterhand, die von der /-ten getrennt ist, wenn { 4= §. Die Kopplungs-
form der j-ten Matrix in (373) rechterhand ist [vgl. (324}]
4w

Mﬁj’i = () 2 |

do¥ ()

(375) 7

—-®
Die Kopplungsform von % || &% || %! ergibt sich durch Summation dieser
getrennten Formen in bezug auf j. Die Bestandteile (373) rechterhand
sind nun schon Normalbestandteile — eine weitergehende Losung laBt
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ein streckenspektrales , Hauptachsen"-Problem uberhaupt nicht zu. So
muB (373) als das einzig mogliche Analogon des Satzes betrachtet werden,
daB die Kopplungsform einer endlichen Hermiteschen Matrix (oder
einer Hermiteschen Matrix ohne Streckenspektrum) mittels einer unitaren
Transformation auf die Diagonalgestalt p, [x®|® 4 4, |2®|% 4 ...
gebracht werden kann. Dies gilt, auch wenn die endliche Matrix all-
gemeiner normal ist, nur brauchen dann die g, nicht notwendig reell zu
sein. Es scheint, dal auch die Hellingersche Zerlegung (372), (373) sinn-
gemall auf normale nicht Hermitesche unendliche Matrizenverallgemeinert
werden kann, nur mtiBte man, entsprechend dem Umstande, dal das
Spektrum nicht mehr eindimensional zu sein braucht, die Hellingersche
Integrationstheorie und die Stieltjessche Darstellungsformel auf zweifache
Integrale ubertragen, was mehr auf technische als auf grundsatzliche
Schwierigkeiten stollen dlirfte. Die Methoden der Hellingerschen Ha-
bilitationsschrift, welche die Betrachtung der Abschnitte vermeiden und
die unendliche Matrix direkt angreifen, waren dabei nicht nur in Hin-
blick auf die technischen Schwierigkeiten, sondern auch deshalb vor-
zuziehen, weil eine unendliche Matrix normal sein kann, ohne dal
ihre Abschnitte es sind. Ein unmittelbares, explizites Analogon zu
der Stieltjesschen Umkehrfortnel ist freilich nicht moglich, da, im
Gegensatz zu den Hermiteschen Spektren, das Spektrum einen zwei-
dimensionalen Bereich voll ausfullen kann, so dal3 von den regularen
Stellen aus moglicherweise nur der Rand des Spektrums erreichbar
ist (es handelt sich jedoch um analytische Funktionen). Eine Klarung
der Verhaltnisse ware auch fur gewisse Probleme der Potentialtheorie
von Wichtigkeit. Vgl. ubrigens die auf S. 119 erwahnten Untersuchungen
von J. Radon.

8 95. Exkurs. Bemerkungen iiber beliebige beschrankte
Matrizen.

Die Schursche Kanonisierung diirfte bei sinngemafler Fragestellung
auf beliebige beschrankte Matrizen ubertragen werden konnen, wobei
freilich das, was ,unterhalb der Diagonale" steht, der Natur der Sache
nach ebenso willkurlich bleiben muf3, wie in der endlichen ,Volter-
raschen" Matrix

0O 0 O

&, O O,

Cgy Cgr O _- T + D,
; ‘00
r Can-1 O i
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deren samtliche Eigenwerte verschwinden. Vgl. hierzu die Konstanten-
abzahlung auf S. 21. Das, was unterhalb der Diagonale steht, hangt
mit den Eigenlosungen auch bei den endlichen Matrizen nur auf eine
lose und fur das unitare Aquivalenzproblem unmittelbar kaum brauch-
bare Weise zusammen (das Eigenwertsystem ist, wie auf S. 25 be
sonders hervorgehoben worden ist, nur bei normalen Matrizen das
vollstdndige Invariantensystem, enthalt also nur bei diesen Matrizen
die Losung des Aquivalenzproblems). — Ein Unterschied gegenliber
den endlichen Matrizen besteht darin, da, wie E. Schmidt und
O. Toeplitz gezeigt haben'), beschrankte Matrizen U existieren
derart, dali die zu 4§ -— % gehorigen homogenen Gleichungen bei
keinem A irgendwelche (nicht notwendig normierte) , Eigenlosung” zu-
lassen (im Hermiteschen Falle ist dies nicht moglich; denn gibt es
kein Punktspektrurri, so gibt es gewild ein Streckenspektrum und zu
diesem gehoren Hellingersche Differentiallosungen; vgl. § 97). Doch
scheint dieser Unterschied von sekundarer Bedeutung zu sein. Denn in
8 63 habe ich bewiesen, dali jede beschrankte Matrix mindestens eine
.singulare" Stelle hat, und in diesem singularen Charakter ist wohl
das sinngemafe Analogon zu der Existenz von Eigenwerten bei end-
lichen Matrizen zu erblicken [indem die Richtigkeit oder die Unrichtig-
keit des Alternativsatzes (betreffend die Losbarkeit entweder des
homogenen oder des inhomogenen Systems) als eine Frage fur sich auf-
zufassen ist]. Der Existenzbeweis von mindestens einer singularen Stelle
ist ja dem gelaufigen funktionentheoretischen Beweis des Fundamental-
satzes der Algebra (angewandt auf die Sakulargleichung) unmittelbar
nachgebildet. Dieser Standpunkt tragt also weiter als der losungs-
theoretische. Fur die Losung des unitaren Aquivalenzproblems be-
liebiger beschrankter Matrizen bedeutet freilich das Schmidt-Toeplitzsche
Phanomen ein wesentliches Hindernis. Denn die Obereinstimmung
der Spektra ist nur eine notwendige Bedingung fur die unitare Aqui-
valenz: um also auch hinreichende Bedingungen zu erhalten, muf3 man
die Art der Singularitaten der Matrix des ndheren beschreiben, und
dies ist nach Schmidt und Toeplitz losungstheoretisch offenbar un-
moglich.

8 96. Das streckenspektrale unitare Aquivalenzproblem.

Wir kehren nunmehr zuriick zu den beschrankten Hermiteschen
Matrizen ohne Punktspektrum. Die Ubereinstimmung der Spektren

') Durch Angabe von Beispielen. Die fraglichen Matrizen sind tibrigens
nirht normal
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zweier solcher Matrizen || &%, ||B% | ist. wie wir wissen, gewiB not
wendig fiir die unitire Aquivalenz (S. 163). Doch ist diese Bedingung
noch nicht hinreichend, ebenso, wie zwei endliche Hermitesche Matrizen
noch nicht unitar aquivalent zu sein brauchen, wenn nur ihre Eigenwerte
ubereinstimmen, ohne dal dies von den beziehentlichen Vielfachheiten
bekannt ware. DaB die Losung des Problems, ein notwendiges und
zugleich hinreichendes Kriterium fur die unitare Aquivalenz von [| &%,

|83 || zu finden, ziemlich schwer sein muB, wird bereits dadurch nehje-
gelegt, daR die Hellingersche Zerlegung auf die mannigfachste Weise
geschehen kann. Hellinger gelang es, das Problem in seiner Disser-
tation dennoch zu erledigen. H. Hahn hat das Hellingersche Kriterium
im Rahmen seiner auf S. 119 erwahnten Untersuchung neu hergeleitet
und zugleich auf eine iibersichtlichere Gestalt gebracht. Es ist leider
wegen Raummangel ganz unmoglich, auf diese schwierigen Unter-
suchungen hier des naheren einzugehen.

Wir erwahnen noch, daB die Moglichkeit einer Zerlegung (373)
nach Hellinger den folgenden Satz in sich schlief3t: Jede Hermitesche
beschrankte Matrix ohne Punktspektrum kann unitar in die Summe
von getrennten Fourierschen beschrankten Matrizen ohne Punktspektrum
ubergefiihrt werden. Mithin ist mittels unitarer Substitutionen eine
Zerlegung auch in die Summe von getrennten Jacobischen Matrizen
moglich. Dieses Ergebnis ist von Toeplitz direkt, d. h. nicht auf dem
Umwege liber die Spektrumstheorie, sondern durch (eigentliche) Jacobi-
sche Transformationen hergeleitet worden. — Offenbar kann daher jede
beschrankte Hermitesche Matrix unitar in eine finite Matrix trans-
formiert werden. Denn die Jacobischen Matrizen sind finit, also ist es
auch die Summe von getrennten Jacobischen Matrizen, wahrend der
eventuelle punktspektrale Bestandteil getrennt in eine Diagonalmatrix
ubergefiihrt werden kann, so dafR zum Schlul? jede Zeile, also auch
jede Spalte hochstens drei von Null verschiedene Elemente hat, womit
sogar mehr as die Finitheit bewiesen ist. — Es gibt Jacobische
Matrizen, die kein Streckenspektrum haben, sie sind jedoch bei Be*
handlung , verniinftiger" Kettenbriiche nie vorgekommen; meistens gibt
es sogar nur ein Streckenspektrum.

§ 97. Differentiallosungen.

Zum Schlul wollen wir die Hellingerschen ,Differentialldsungen*
betrachten. Man setze in (3656) ¢ (u)= u, wihrend y(u) auf die

folgende Weise erklirt sein moge: Es ist y(u) = —, wenn g auf dem

[
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Intervall o < u < f liegt, das den Nullpunkt nicht enthalten mdge;
auBerhalb von [w, §] sei ¢ (u) = 0. Dann geht (365) in

(576) Jaa |, “"‘*—@ |1 famnn)

iber. LaBt man [e¢,8] auf den Punkt i zusammenschrumpfen, so
bleibt, zunidchst nur rein formal,

Nz ||| =32 = gz @I,
d. h.
(377) Ada — ,_5’71 aldef () =0
so daB .
(378) g;;(za —a%)&=- 0

formal durch & = 46}, (1), aber auch durch £; = d6}a (4}, ... befriedigt
wird. Gehort nun 4 dem Streckenspekirum an, so ist in der Umgebung
des Punktes 1 nicht jedes &f%(g) konstant (und umgekehrt). Fir die
zu 1§ — 9 gechorigen homogenen Gleichungen rithren demnach auch
von dem Streckenspektrum ,Ligenlosungen“ her, nur sind sie eben
SDifferentiallosungen’.  Diese zuniichst nicht eben iiberzeugend er-
scheinende Betrachtung besitzt cinen sehr konkreten und fiir die An-
wendungen (sobald es sich nur um ,Wellen“ irgendwelcher Art han.
delt) héchst wichtigen Inbalt. Man hat nimlich (zundchst ebenfalls
nur formal, da die Funktionen gf vielleicht nicht einmal differentiier-

bar sind) & = dojy (A} == doﬂ(l)d}. .. Kiirzt man also in (377) mit
d4, so bleibt
379 7 26, i) d""m —0,.

i j)

Auch jetzt darf man, auch wenn die Funktionen stetig differentiierbar
sind, noch nicht aufatmen. Denn es ist nicht ausgemacht, dal} die
Reihen linkerhand konvergent oder sonst irgendwie sinnvoll sind, und
auch wenn dies zutreffen sollte, mufite die Gleichung noch immer erst
bewiesen werden. Es handelt sich also um eine heuristische SchiuBweise,
die jedoch sinngemal3 genug ist, um meistens zu einem richtigen
Endergebnis zu fuhren. In der Tat kann man leicht die Anwendungen
umfassende Bedingungen angeben, unter welchen diese Betrachtung
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gewiB legal ist. Es steht freilich von vornherein fest, daB keine der
Eigenlosungen &, = @E@ £ o= @m
E) di % di
— doch kommen fur die meisten Wellenprobleme bereits von vorn-
herein nur diese ,langsam abklingenden" Losungen in Betracht. —
Beachtet man noch, daR jede beschrankte Hermitesche Matrix, wie
wir vorher gesehen haben, in eine finite ubergefuhrt werden kann, so
erkennt man den Zusammenhang mit der auf S. 139 erwahnten Toeplitz-
schen Untersuchung. Ubrigens konnen Differentiallosungen und quadra-
tisch konvergente Eigenlosungen liberlagert auftreten, wenn namlich
4 sowohl dem Punktspektrum als auch dem Streckenspektrum ange-
hort. — Was endlich diejenigen (eventuellen) Punkte A des Spektrums
anlangt, die moglicherweise Haufungsstellen des Punktspektrums sind,
ohne zugleich dem Punkt- oder Streckenspektrum anzugehoren, so ergibt
sich fiir solche A nicht einmal eine Differentiallosung. Diese sich an
den Hilbertschen Satz (S. 194) anschlieBende restlose losungstheoretische
Charakterisierung der Spektrumsbestandteile verdankt man ebenfalls
Hellinger.

Bei gewissen quadratisch konvcrgenten rechten Seiten konnen auch
die zu 2 & — U gehorigen inhomogenen Gleichungen, auch wenn in dem
Streckenspektrum liegt, eine verniinftige, gewissermalien den Hellinger-
schen Differentiallosungen entsprechende Losung haben [trotzdem, wie
wir wissen (§ 62), keine beschrinkie Reziproke zu 1@ — 90 existiert],
Vgl. namlich die auf S. 100 gemachte Bemerkung Gber die Cauchyschen
Hauptwerte der Resolventenintegrale.

Es versteht sich von selbst, daB x; = do;, (1); x, = do,(4),... auch
dann Losungen der zu AE — % gechorigen homogenen Gleichungen
darstellecn, wenn 1 ein Eigenwert und sonst nichts ist. Denn die
doik(l)zxfo‘.k sind die Residuen der R, (1), ebenso wie bei den

» » - quadratisch konvergent ist

endlichen Matrizen,

§ 98. Das trigonometrische Momentenproblem.

Eine heuristische Methode, welche die Theorie der beschrankten
Hermiteschen Matrizen § auf weitere normale Matrizen zu iibertragen
gestattet, wird durch das Korrespondenzprinzip (S. 181) geliefert: Man
betrachte die Matrizen F($), wobei F (u) irgendeine, fir — oo < st << 00
erklarte, etwa stetige Funktion bezeichnet. Da sie nicht reellwertig zu
sein braucht, so kann das durch F entworfene Bild der Klasse der
Hermiteschen Matrizen § auch nicht Hermitesche Matrizen enthalten.
Der Ansatz hat jedoch eine wesentliche Liicke, da er von vornherein
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keine Methode zur Beantwortung der Frage liefert, wann eine vorge.
legte Matrix bei gegebenem F in der Form F() dargestellt werden
kann. Bei gewissen F lat sich freilich das , Umkehrproblem" ohne
Schwierigkeit erledigen. Ich will dies, unter Zugrundelegung einer
Untersuchung von G. Herglotz liber das trigonometrische Momenten-
problem, im Falle der speziellen konformen Abbildung F = e¢#V-1 durch-
fuhren. Es ergibt sich so eine der Hilbert-Hellingerschen parallel-
laufende, vollig geschlossene Spektral- bzw. Transformationstheorie aller
unitaren Matrizen, so dafi der vollstandige analytische Apparat einer
Darstellungstheorie mit beschrankten Matrizen vorliegt. — Das Ab-
schnittsprinzip durfte hierbei schwerlich auf eine direkte Weise zum
Ziele fuhren, da die Abschnitte einer unitaren Matrix im allgemeinen
nicht unitar sind. Jetzt ist also die Heranziehung eines Momenten-
problems viel wesentlicher, as bei den Hermiteschen Matrizen (vgl.
S. 183). — Bei allgemeinen konformen Abbildungen F == F(u) steht
hierbei ein Satz von F. Riesz zur Verfugung.

Bei dem trigonometrischen Momentenproblem wird nach einer zwi-
schen O und 2m erklirten, reellwertigen, monoton nicht abnehmenden
Funktion ¢ = g(¢) gefragt, welche die Bedingungsgleichungen

2n
(380) E!;J‘e(ntp)da(qa)za"; n=0, +1, 2, ...
L]

befriedigt, wobei zur Abkiirzung e(x) — 27~ gesetst ist und {e } eine
gegebene Zahlenfolge bedeutet, dic wegen e(n¢) ==¢{— n¢) die Be-
dingung &, — &_, erfiilllen muB (so daB es geniigt, die zu # = 0 ge-
hérigen Gleichungen (380) zu befriedigen). Ist ¢ gegeben, so bezeichnet
man die ¢, als die {dquidistanten) trigonometrischen Momente von o.
Bei stetig differentiierbarem ¢ sind, bis auf den Faktor }[—'1, die
Momente einfach die auf Laurentsche Weise geschriebenen Fourier-
koeffizienten der Ableitung ¢’ (= 0).

Das trigonometrische Momentenproblem ist nicht stets 1l8sbar. Das
Kriterium der Losbarkeit ist, wie Herglotz a. a. O. auf eine direkte
Weise gezeigt hat, dquivalent mit dem Kriterium des Carathéodory-
Toeplitzschen Problems der Theorie der Potenzreihen mit positivem
Realteil im Einheitskreis. Dieses Kriterium kann bekanntlich auf die
verschiedensten Weisen formuliert werden, Von Carathéodory ist es in
geomefrischer Gestalt entdeckt worden. In der rechmerischen Sprache
der sogenannten Toeplitzschen Matrizen besteht das Kriterium darin,
daB die (wegen ¢, = &_, gewil Hermitesche) Form

(381) 3 e, .8k
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nur nichtnegativer Werte fahig ist, wie gro3 dabei auch m sein mag.
M. a. W., die unendliche Matrix

| %

(382) ”“(p_n-(q—:)” =

(“ﬂ =l u)

1
i
i
1
1

muB nichtnegativ definit sein (wir haben dabei nicht einfach ]|ap_q|[
schreiben wollen, da die Zeiger nicht von 1, sondern von 0 an bis - oo
laufen). Dies ist also die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
dic Losbarkeit des trigonometrischen Momentenproblems (380).

Da es sich um Stieltjessche Integrationen handelt, kénnen wir an-
nehmen, daf} die Lésung o{¢) in jedem inneren Punkte des Integrations-
bereiches, also fiir 0 «<C ¢ < 2m, von links stetig ist. In den End-
punkten ist cine derartige Normierung, wie wir wissen, im allgemeinen
unzuldssig. Jetzt kdnnen wir jedoch annehmen, daB ¢ auch in dem
Punkte ¢ = 2x von links stetig ist. Denn die ¢{#n @) sind nach 2a
periodisch, so daB es gentigt, wenn wir fiir den Sprung o (4- 0) — 6(0}{ = 0)
freie Verfiigung haben. Die fiir die Stieltjessche Integration belanglose
additive Konstante wollen wir durch die Annahme ¢ (0} = 0 festlegen.
Unter Lisungen schlechthin verstehen wir nur Lisungen, welche diesen
stets erfiillbaren normierenden Bedingungen geniigen. Es ist leicht
einzusehen, daBl es nur eine (derart normierte) Lésung geben kann.
M, a, W., es gibt entweder genau eine oder gar keine Lisung, je nach.
dem die Matrix (382) nichtnegativ definit ist oder nicht. Es seien
nimlich o,, 6, zwei Lésungen von (380), die nicht abnehmend, fiir
0 < @<L 2xn von links stetig und fiir ¢ =0 gleich Null sind. Setat
man # = 0, so folgt, daB die Totalschwankung sowohl bei g, als auch
bei g, gleich 2aa, ist. Die Totalschwankung ist aber diesmal mit
dem zu ¢ = 2a gehdrigen Funktionswert identisch. Setzt man daher
1(p) = 03(g) — 0, (), 0 ist 7(0)=rn(2m)=0. Da nach Voraus-

setzung .
Jetnp)an(@)=0, n=0, +1,...

]

gilt, so folgt daraus nach einer partiellen Integration (S. 87), daB

fv(qo)ﬂ(w)WEO

Wintaner, Spektraltheorie. 14
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ist fiir n 4=0. Dies gilt aber wegen ¢(0-¢) =1 auch fiir n =0, so
daB 7 () eine von links stetige, nach 2 periodische Funktion ist, deren
alle Fourierkoeffizienten verschwinden. Nach dem Eindeutigkeitssatz
der Fourierreihen folgt daraus 5 =0, d. h. 0, =0,, w.z. b. w.

8 99. Anwendung auf die unitaren Matrizen.

Es seien gegeben eine unitare Matrix U und ein Punkt r = (x;, X ...)
auf E.  Wir behaupten, dal das trigonometrische Momentenproblem
(380) losbar ist, wenn &, den Wert der Kopplungsform von U"
Punkte p bezeichnet,

(383) a,=PU" 1), a=0,=x1, 2,

(die nicht abnehmende Losung o —a(p) hingt dabei aufier von 1
auch noch von p ab, so dab

(384) 6= 0(Q; %y, gy -+)

ist). Zuniachst gilt ndmlich wcgen u*—=u

]

(II I) 2 Z“zk i ¥ fz 2 Wi %, %y
i=1 k=1 i=1 k=1

(385)

%’m wo %, — P ) = DU ),

f t‘ds

also, da zugleich mit 1l auch 117" unitir ist, allgemeiner & (11" ,g) = @(U™"y),
so daB durch die Folge (383) die Bedmgung e, = o_, gewil erfiillt

wird, Ferner ist jetzt, wenn = 25 ¥ gesetzt wird, die Form (381)

p=0
wegen 179 = 11"Y gleich
- mom - ,
2’ Z’ap g&pby =2 ZoWTnE
=0 ¢=0 p=0 g=0
m " . Liid ™
=3 JPEEUUTS)=P([ I VE U ) = P(BBY ),
p=0 g=0 p=0 g=0

sie hat also stets einen Wert, der von der Kopplungsform einer Norm
= ﬂ;%*) angenommen wird, ist also nach S. 132 gewiB 2 0, so daBl
die Herglotzsche Bedingung erfiillt ist, w. z. b. w,

Setzt man in der Losung (884) auller x, und x, die iibrigen »
gleich Null, so entsteht eine Funktion, die wir mit o(x;,»,) bezeichnen
wollen. Sie hidngt auch von ¢ ab. Da es bei jedem g auf E oder
wuch bei jedem quadratisch konvergenten ry eine nicht abnehmende
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Losung o gibt, und da diese Losung, wie wir auf S, 210 gesehen haben,
eindeutig bestimmt ist, so muB o(x,, %,}, wie der Leser selbst niher
begriinden moge, eine Hermitesche Form sein,

pd
0 (%, %) = 0, % %+ 0, X, X+ 0, X, %, L 0 X, %5 0, =8y, isk.

Ebenso ist die Losung (384) fiir den Vektor (x,, %5, ... 2y, 0, 0, ...),
den wir mit I,y bezeichnen wollen, gleich

(386) fps ElNl)_ }1 20.;‘ ixk’

wobei die ¢;, mit Riicksicht auf die Eindeutigkeit der Lésung die vorige
Bedeutung haben, also der Hermiteschen Bedingung o, =6, geniigende
Funktionen von ¢ sind. Es ist dabei w, = @ (U"; ) zu setzen, so daB

2

1 n
(387) ?;t-—fe(ﬂ pldo{p; gy =P W5 g,); =0, %1,..,

1]

also wegen do 2> 0 insbesondere

(388) 0<5- fda(tp L) =P W% p,) = _Z'Ix‘[ <1

ist. Da ¢ fiir @ = 0 verschwindet und mit wachsendem ¢ nicht ab-
nimmt, so folgt hieraus wegen (386), daB auf E

(389) 0=< é é‘ 0 (@) %, %, < 2

gilt, so daB die Matrix {0, (¢)||, die wir, nachdem sie nétigenfalls
linksseitig stetig gemacht worden ist, als die Spektralmaltrix der unitiren
Matrix 1t bezeichnen wollen, beschrinkt ist. In jedem festen Punkte
von E ist P (] o;, (®))i;r) eine nicht abnehmende, fir 0<p <L 2n
erklirte Funktion, die fiir p = 0 verschwindet und fiir ¢ = 2x gleich
27 ist [vgl. (380}]. — Nehmen wir in (387) bei festem # den Grenz-
ibergang N— - 00 vor, so konvergiert die rechte Seite nach {217)
gegen P (1"; r), da U™ unitdr, also beschrinkt ist. Was die linke Seite
von (387) betrifft, so ist es gestattet, den Grenziibergang N— 4 00
einfach unter dem Integralzetchen vorzunehmen. Denn die Bedingungen
des Hellyschen Satzes iiber gliedweise Integration sind nach dem socben
Bewiesenen gewil erfiillt. Nun gilt aber wegen (386) die Grenzgleichung
14*
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o (p; Elm)""p(“"m(‘ip)”i&“)s so dafl also

EE
1
©90) o [eme)ap(lon@lin = B0 n=0, 1.
o
ausfallt. Die Herleitung dieser Form el war unser Ziel; sie besagt,
daB die Kopplungsform der Spektralmatrix von U identisch ist mit
der Losung (384) unseres Momentenproblems (380), (383).
In der Matrizensprache lautet (390) wie folgt:

(391) H_.J' (np)do,, ()H:—u"; n=—0, +1,...,

woraus ersichtlich ist (vgl. S. 183), warum wir das Momenten-
problem (380), (383) gestellt haben (iiber die Frage, wie man eben auf
dieses Momentenproblem gefiihrt wird, gibt die SchluBbemerkung
auf S. 217 AufschluB).

8 100. Die Resolvente der unitaren Matrizen.

Da U unitar ist, so ist wegen (252) offenbar P(U) = 1, und daher,
da auch 1" unitdr ist, P(1") =1, # =0, -1, ..., so daB wegen (230)
die Matrizenreihe

(392) Ilnl% fir [A]>1,
n=0

und ebenso

(393) —3rrut ofir |1 <1
Hn=>0_

gewil konvergiert. Sie stellen (vgl. S. 144) eine beschrinkte Reziproke
der beschrinkten und normalen Matrix 1& — U fiir |2{>1 baw.
|4] << 1 dar, so daB alle singuldren Stellen der unitiren Matrizen auf
dem Rande [1|=1 des Einheitskreises liegen miissen. Mindestens
eine singuldre Stelle gibt es dabei nach S.145 gewil (fiir 1 = § gibt
es nur eine einzige). Aus (391) folgt offenbar (vgl S. 179)

' dag ()
‘1’,,:;2‘ x f 26(”‘5")7%.11“ ‘
=0
&x ©

= 4 D[t = | 212
0

1]
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so daB, wenn wieder (G — I)"* = || R, (1)|] gesetat wird,

2n

1 dﬁ;
(394) Ru() =453 f I‘I’i*((%
0

ausfallt. Dies gilt zuniichst nur unter der Voraussetzung [4| > 1. Da
die beiden Gebiete {1{>1, |1| <1 durch die geschlossene Kurve
|4} =1 getrennt werden, so wire es denkbar, daB (394) fiir [A} <1
nicht mehr gilt. DaB dem nicht so ist, folgt durch Einsetzen von (391)
diesmal in (393). Folglich gilt (394) fiir 1 41 gewil.

Unter Spektrum von U wollen wir die Menge derjenigen Punkte
der Kreislinie | 1] ==1 oder 1==¢(g) verstehen, die Nichtkonstanzstellen
von mindestens einem ¢, (¢) oder von Haufungsstellen von solchen Nicht-
konstanzstellen sind, so daB ¢, dann und nur dann auBerhalb des
Spektrums liegt, wenn es ein & >> () gibt derart, daB fiir g, — e << @ <@, +¢
alle o, (p) konstant sind. Ist {p} eine beliebige reelle Zahlenfolge,
also {e(p)} eine Punktfolge auf |1|-=1, so ist die Diagonalmatrix
Il e (®;) 8, ]| offenbar unitir?), und ihre singuliren Stellen werden durch
diese Punktfolge und ihre Hiaufungsstellen gebildet, so daB jede auf
[l]zl gelegene abgeschlossene Punktmenge das Spektrum einer
unitiren Matrix bilden kann. Es kann also z. B. aus einem oder
mehreren getrennten Bogen bestehen und auch die volle Kreislinie
bedecken. Gibt es aber einen Punkt e(p,) auf |1]|=1, der nicht
dem Spektrum angehért, so ist 1 =e(gp,) eine matrizentheoretisch
regulire Stelle von U, und (394) gilt auch fiir 1=e¢(g,), trotzdem
|A]=1 ist. Man erkennt dies durch wortgetreue Wiederholung der
auf S. 178 angewandten Schlufiweise. Auberhalb des Spektrums ist
also 1l gewiB regulir und es gilt dabei (394). Die durch die Formel (394)
dargestellten Funktionen sind in jedem auBerhalb des Spektrums ge-
legenen Bereiche regulir. Wir werden sogleich beweisen, dal} in einem
Gebiete, das Punkte des Spektrums enthilt, mindestens eine der durch
(394) dargestellten Funktionen R,, (1) singuldr ist. Erst recht ist also
jeder Punkt des Spektrums eine singulare Stelle von U (singular in dem
auf S. 142 erklarten matrizentheoretischen Sinne; vgl. S. 152). Einer-
seits ist also das Spektrum identisch mit der Gesamtheit der matrizen-
theoretisch singularen Stellen. Andererseits ist eine Stelle dann und
nur dann matrizentheoretisch singular, wenn sie eine singulare Stelle
mindestens einer durch (394) dargestellten Funktion oder ein Haufungs-

1y Und hat nur ein Punktspektrum. Die Definitionen auf S. 177 sollen auch
fur unitare Matrizen in Anspruch genommen werden.
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punkt von solchen Stellen ist. Wir sprechen dabei, und zwar aus
ahnlichen Griinden wie auf S. 99, nicht von der analytischen Funktion
R, (4), sondern von der durch (394) unmittelbar dargestellten Funktion.

Der Beweis fur die erwahnte Kennzeichnung der singularen Stellen
eines Integrals

2

1 dz
(359 RO =g [
¢

wobei z{g) von beschrinkter Schwankung ist, gestaltet sich wie folgt.
Es liegt mit Riicksicht auf S. 96 nahe, die Differenz R (%) —R{1™%)
zu bilden, da 1™ im Sinne der Abbildung durch reziproke Radien
das Spiegelbild von 4 in bezug auf den Einheitskreis ist. Man findet,
wenn etwa || <1 angenommen und 1= |1|e({f) gesetzt wird,

1 1 Rt |

T—e(@) T '—el@) 1A ~G+A De(@te2o)
1—]4)®

1—-21
- e — () -, A
e(—¢)— A+ 1)+ 2e(p) {4174 1-2{1} cos(g—8)

=¢(—q)

Setzt man also

(396) e{p) = — [ e(p)de(p),

so folgt nach § 40
HE

1y 1 1|4

(397) R{3) “R(f) = 3,;6[ 2|1 costp—O)+ zigde(‘?) (2] 1)

Es sei nun R (1) in jedem Punkte eines Bogens 0,— ¢ <0<8, - ¢ (>6,)
der Kreislinie 1 — ¢ (), wobei also |1] =1 ist, regulir. Dann ist R(1)
gewiB gleichmifBig stetig in einem Gebiete, das den Bogen ganz in
seinem Innern enthilt, also mul R (1) auf den beiden Seiten (]41] <1
bzw. |4| > 1) des Bogens stetig in die Werte iibergehen, die R (1)
auf dem Bogen hat. Konvergiert ferner der Punkt |i|e'® gegen ¢'9,
|4]—1-—0, so hat dabei sein Spiegelbild 17" =]1|""¢?0 dieselbe
Grenzlage ¢%9, so daB auf dem Bogen gleichmiBig die Limesgleichung
R(}) ~REA "} —0, |Al—1—0 gilt. Mit Riicksicht auf (397) folgt
daraus nach neueren Untersuchungen iiber diese von F.Riesz ein-
gefithrten Stieltjes-Poissonschen Integrale, daB die Belegung g (p) fiir
B, — & < 6 < 0, |- ¢ konstant ist. Eine partielle Integration in (396)
ergibt alsdann, daB dabei auch r (@) konstant sein mu3, w.z.b. w. Sind
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freilich die o, (@) der Spektralmatrix stetig differentiierbar, so ist die
vorhin gegebene spektrale Charakterisierung der singularen Stellen
von U eine unmittelbare Folgerung aus dem klassischen Ergebnis von
H. A. Schwarz, das aus den Elementen der Theorie des logarithmischen
Potentials bzw. der Fourierreihen bekannt ist.

8 101. Spektraltheorie der unitaren Matrizen.

Ist f(p) eine fiir 0 < ¢ < 25 erklirte und etwa stetige Funktion,
s0 wollen wir

(398) ) = ]f(qo) 4o, ()|

setzen. Man iiberzeugt sich leicht (vgl. S. 182), dall diese Matrix be-
schrinkt ist. Es sei g(gp) eine andere, ebenso wie f beschaffene
Funktion. Zunichst mégen f und g abbrechende, nach 2z periodische
Fourierreihen (trigonometrische Polynome) scin. Aus (391) folgt dann,
ebenso wie auf S. 181, die Vollstindigkeitsrelation

(399) fW g W) = (fe) (W),

unter der Matrix rechterhand die zu der Funktion & (p)==f{g)g(p)
gehdrige Matrix k(1) verstanden. Nachtriaglich kann man die Be-
dingung, dafl f und g trigonometrische Polynome sind, nach einer
frither angedeuteten Schlulweise fallen lassen. — Es gilt ferner

)+ ¢g() = (f + g) (W),

so daB wir damit ein Korrespondenzprinzip fiir unitire Argumente
haben (auf S. 181 war die zugrunde gelegte Matrix Hermitesch). — Ent-
sprechend koénnten wir ,Fouriersche* unitire Matrizen betrachten,
indem wir auf S.189 die Funktion g, (p)=c¢ (k) setzen.

Wir setzen in (398) f{p)=¢™ m=20,1,2,... . Damit die so
erklirte beschrinkte und wegen o;, = o,; gewiB Hermitesche Matrix
nicht mit @™ (lI) bezeichnet werden muB, wollen wir

B
1
(400) ” 3 x f g™ do,, (1) H = 9,, m=0,1,...
¢
und insbhesondere

oy i [ pd0n @] — 0.~
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setzen. Jeder unitdren Matrix 1l ist damit mittels ihrer Spektralmatrix
eindeutig eine beschrinkte Hermitesche Matrix § zugeordnet. Aus (399)
folgt leicht, daB § _ die m-te Potenz §™ von § ist; m=0,1,2,.... Die
C. Neumannsche Reihe von § ist daher wegen (400)

2
dam (@
i—g ||’
L]

Fithren wir also eine Funktion g, (x) ein, so daB o, (1) = o, (¥)
ist, wenn 0 < @ =u £ 2x ausfillt, und daB o, («), im Gegensatz
zu o, (p), auch fir 4 <0 und x> 2n erklirt wird, und zwar so,
daB dabei o, (u) = 0 bzw. g, (&) = 9,, ist, so stcllt

(102)  (E—g) 2 e = [l

(103) s

mit Riicksicht auf die Stieltjessche Umkehrformel die Spektralmatrix
von § dar, wenn ||g,, {p)| dic Spektralmatrix von {i bezeichnet Da
die unitire Spektralmatrix fir 0 << ¢ = 2x von links stetig ist, so ist
# = 2z offenbar eine Stetigkeitsstelle aller Elemente der (auch fiir
gt > 27 erklirten) Hermiteschen Spektralmatrix, d. h. g = 2=z liegt
nicht in dem Punktspekirum von . — Ebenso beweist man, daB, wenn
$ eine vorgegebene Hermitesche Matrix bezeichnet, deren ganzes
Spektrum srgendwo auf dem Intervall 0 < p < 2n und dabed p=2n
auferhalb des Punktspektrums liegt, so daB die Spektralmatrix || o, (&) ||
von § fir # <0 und g > 25 konstant == D bzw. = § ist, so kann
folgendes behauptet werden: Bildet man die Matrix (vgl. S. 183)
2

1

o [e@raon @],

und bezeichnet sie mit I, so ist Il aus naheliegenden Griinden unitir (dies
gilt, auch wenn das Spektrum von § beliebig breit ist!); vgl S. 270);
und ihre Spektralmatrix ist |0, (p)]; 0L ¢ £2x. Um dies ein-
zusehen, braucht man jetzt nur umgekehrt von der Hermiteschen
Vollstindigkeitsrelation (313) auszugehen. Da die auf S. 215 mit §,
bezeichnete Matrix mit der unitiren Matrix U, aus welcher §, ab-

(404) gae®) =

1) Es kommt fur die Eineindeutigkeit der Abbildung nur die Breite, nicht
aber auch die Lage des Spektrums von § auf der u-Geraden in Betracht, Denn
einerseits sind die Spektra von § und $+ CE kongruente Punktmengen, anderer-
seits hat £ (%) die Periode 2a .
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geleitet wurde, wegen (398) in der Beziehung Il = g]?:e(SQI) steht, so
sehen wir insbesondere, daB durch die Abbildung 1l = 21—36 ($) die Ge-

samtheit derjenigen Hermiteschen Matrizen, deren Sekirum zwischen 0O
und 2m liegt und deren Punktspektrum den Punkt p=2m nicht
enthdlt, auf die Gesamtheit aller unitaren Matrizen eineindeutig
bezogen wird. Dies besagt wesentlich mehr, als dafi jede unitare
Matrix in der Form e{(§) mit einem passend gewahlten § dargestellt
werden kann.

Die Hilbert-Hellingerschen Untersuchungen iiber die vcrschiedenen
Arten von Spektralbestandteilen, die Transformationstheorie auf die
Hauptachsen bzw. — wenn es ein Streckenspektrum gibt — die
Trennungstheorie usf. konnen ohne Schwierigkeit auf unitare Matrizen
iibertragen werden. Doch soil dies dem Leser tiberlassen bleiben.

Es ist unnotig zu bemerken, daB die vorhergehenden Betrachtungen
auch im Bereich der endlichen Matrizen gelten. Freilich handelt
es sich dabci nur um leicht verifizierbare Identitaten, ebenso wie
auf S. 49 ff.

Der formal-algebraische Kern dieser ganzen Spektraltheorie der
unitaren Matrizen ist offenbar in der folgenden Bemerkung ent-
halten. Ist $p,; eine Hermitesche Diagonalmatrix || 0;8;]|m), so ist
Ui = || € (0:) 6ix || eine unitire Diagonalmatrix und umgekehrt, und
zwar gilt ¢ () = Uy, Nun ist aber (vgl. § 7)

of m—— 1
B € (Orm) By = Biw D) (i’_m%)_ By = € (Bem D) Bim) )
m=0
und bei den endlichen unitiren oder Hermiteschen Matrizen 1aBt sich
die Diagonalform mittels einer unitiren Transformation %, stets er-
reichen. [Es ist dabei zu beachten, daB e (9,)) nicht der n-te Abschnitt
von ¢(9) ist, der, wie bereits betont wurde iiberhaupt keine unitire
Matrix zu sein braucht)]



Sechstes Kapitel.
Hermitesche nicht beschrankte M atrizen.

8 102. Matrizen mit einer Lucke in dem Abschnitts-

spektrum.

Es sei ¥ eine Matrix, die weder Hermitesch noch beschrankt, ja
nicht einmal eine Q-Matrix zu sein braucht. Hingegen sei jeder Ab-
schnitt 9, normal, und es mdége die folgende Liickenbedingung erftilit
sein: Es gibt in der komplexen Ebene irgendwo einen Punkt 1, der-
art, daB die Abschnittseigenwerte 4%; »=1,2,..., %, n=1,2,...,
wobei also det ((Em,ﬁm — Upn;) = O gilt, dem Punkie 1, nicht beliebig
nahe kommen; es gibt demnach ein & >> 0 derart, daB das Kreisgebiet
|4 — 4,| < & das wir auch mit 2 bezeichnen wollen, von den AR
frei ist, Alle #? Elemente Ri’;’(l) der Resolvente von ¥, sind daher
auf £2 regulir. — Wir behaupten folgendes.

1. Die Folge {n} der natiirlichen Zahlen enthilt eine von ¢, & und

/4 unabhingige Teilfolge {4 )} derart, daB Lim R{}” (i) fiir #— oo auf
£2 bei jedem ¢ und % existiert und eine regulire Funktion dar-
stellt. — 2. Wie die Folge {k ] auch sonst beschaffen sei, stellt

| R, () 1| = || lim R (A) || eime beschrankte Matrix dar, die @brigens

auf jedem ganz im Innern von £2 gelegenen Gebiet & gleichmibBig
beschrinkt ist, und zwar gilt gleichmiBig auf £’

fin L
(405) ké;. R We, —-ké: R, (A)e, m——4o©

fiir alle ¢ bei einer jeden quadratisch konvergenten Folge {¢,}. —
8. Ist auBerdem 9 eine Q-Matrix, so ist || R,, (1) || eine sowohl hintere

als auch vordere Reziproke von 1§ — %, und x,= fR‘.k(i) ¢, ist eine
E=1
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quadratisch konvergente Ldsung von (1@ — %)r=1c¢ (sobald 1 im
Liickenkreise liegt).
Dies alles wird bewiesen sein, wenn wir zeigen konnen, daB es

eine nur von ¥ und von £’ abhingige, also von u und von 1 un-
abhédngige Schranke K = K(£', %) gibt derart, daB auf '

(406) M (| R ) flw) < K (2", %) _
gilt (wobei der Ausdruck linkerhand selbstverstindlich das Maximum
n L
von | 3 S RE (A)%,%,| auf Ep bezeichnet) Dann konnen nimlich
t=1fk=1 ’

die Schliisse von S. 169 ff. wortlich wiederholt werden.

Ist 9 Hermitesch, so ist die Lickenbedingung von selbst erfiillt,
da alle 1% auf der reellen Achse liegen. Im Hermiteschen Falle kann
itbrigens, wie Carleman bemerkt und seinen Untersuchungen zugrunde
gelegt hat, wesentlich mehr als (406) behauptet werden: Ist 2 ein
Kreis, der von der reellen Achse weder gcschnitten noch beriihrt
wird, so kann die Schranke K({, %) unabhingig von 9 gewihit
werden, Wir zeigen, daB entsprechendes auch ohne die Annahme
des Hermiteschen Charakters gilt, so daB 9 in (406} gestrichen wer-
den kann. Es kann einfach

1

e—&’

(407) K2, 9 =

gesetzt werden, wobei ¢ den Radius von ' und ¢ den Radius des
mit £’ konzentrischen, £’ enthalitenden Liickenkreises £ bezeichnet.
Zunichst ist ndmlich die Matrix 9[,,) nach Voraussetzung normal, also ist es
offenbar auch 1 Gy — g und daher auch (4 G — %) *=1| RE D) [lom»
so daB M(|| RY' () |lwm) der Toeplitzschen Polygonregel zufolge ein-
fach den Betrag des absolut grioBten Eigenwertes von || R (1)||, oder,
was nach § 8 dasselbe ist, den Betrag des absalut kleinsten Eigen-
wertes von || Ry () ||"* = (A @ — W) bezeichnet. (408) und (407)
besagen also nur, daB die Eigenwerte von (& — ¥,;) absolut
> ¢ — &' sind, sobald sich 1 in Q' befindet. Die Eigenwerte von
(A Gy — gy sind aber, wegen

det [(2 — ™) G — (A Gin) — Wpn)]= (— 1)" det (4, G — W)

und da die 2" die Eigenwerte von U sind, ersichtlich die Zahlen
A — i, sie sind also absolut 2> || A— A, |—|dx— A | |>| &' —¢|==e—&"

» 7

Denn 2™ liegt nicht im Liickenkreise £2, d. h. es gilt |1, — 4™ | = ¢,
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und andererseits liegt 1 nach Voraussetzung auf ’, d. h. im Kreise
|2 —2,) < &'(< ). — Damit ist alles bewiesen,

Von jetzt an betrachten wir nur Hermitesche Matrizen. Dies soil
nicht immer wiederholt werden.

§ 103. Anwendung auf die Hermiteschen Matrizen.

Grenzresolvente.
Tst 9 Hermitesch, also A™ reell, so fo]gt aus (406), (407)
408 {n)
(408) MRS () o) < g1y
also offenbar auch
(409) M(|[im R () h £ (im = lim ),
3[1] n=w

wobei § [4] den Imaginiirteil von A bezeichnet.

Hierbei ist die Grenzresolvente || lim R (4) || fiir alle nicht reellen 2
bei passendem (A } vorhanden und beschrinkt. Insbesondere hat nach
(405) jede, der Q-Bedingung geniigende Hermitesche Matrix eine Grenz-
solvente, die dabel eine vordere und zugleich auch bintere beschrinkte
Reziproke von 1@ — 9 darstellt und zugleich fir (A€ — %)r =<,
l¢| < 4-00 eine quadratisch konvergente Losung liefert. Solange 9
beschrinkt war, konnten wir aus den Formalsitzen oder eigentlich aus
den Faltungssitzen schlieBen (S. 171), daB das Auswahlverfahren iiber-
fliissig ist, indem %, — # gesetzt werden kann, und daB es weiter auBer
der durch die Abschnitte gelieferten Grenzsolvente ||lim R{Z (1) || keine
weitere beschrinkte Resolvente gibt.

Wir denken dabei immer an nicht reelle A und sagen, die Her-
mitesche Q-Matrix 9 lasse die Matrix || R,, (4)]| als eine beschrinkte
Resolvente zu, wenn die folgenden Bedingungen gleichzeitig erfillt
sind: Jedes R,, (4) ist (fiir nicht reelle 1) regulir, die Matrix || R, (4) ||
ist bei jedem (nicht reellen) 4 beschrinkt, es gilt (1€ — A) | R,, (1) || = €
sowie || R, (1)||(A  — A) = € [wobei die Produkte, da beide Faktoren
Q-Matrizen sind, nach S. 122 eindeutig gebildet werden kénnen], und

x; =k£ R,, (3¢, stellt, sobald 2,'| ¢;|* < + oo ist, eine (offenbar quad-

ratisch konvergente) Losung von (4G — A)g==c dar [wobei der
Vektor (2@ %) g, der Schwarmchen Ungleichheit zufolge und weil
A€ — ¥ eine (-Matrix ist, wieder eindeutig gebildet werden kann].
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Bei nicht beschrankten Hermiteschen ()-Matrizen % ist nun die
Sache nicht so einfach wie bei der beschrankten. Es sind jetzt namlich,
wie Beispiele zeigen (vgl. unten), alle drei denkbaren Falle moglich (je
nach der Wahl von 9): a) Moglicherweise gibt es ebenfalls nur eine
beschrankte Resolvente, also erst recht nur eine Grenzresolvente, so
da6 das Auswahlverfahren gewiB iiberfliissig ist. — b) Es ist aber
auch moglich, daB es mehrere beschrankte Resolventen gibt, trotzdem
das Auswahlverfahren uberflussig ist, so da3 beschrankte Resolventen
existieren, die von der beschrankten Grenzresolvente ||lim R{ (1)||
verschieden sind, so dafl also ihre Existenz nicht bereits durch die
Betrachtung der Abschnitte U, festgestellt werden kann. — c) Endlich
ist es sehr wohl moglich, daB die Existenz mehrerer beschrankter
Resolventen bereits durch das Abschnittsprinzip angezeigt wird, weil
sogar mehrere (eo ipso beschrankte) Grenzresolventen |]limR§‘1") (A ]
vorhanden sind, so daf nicht alle Auswahlfolgen (k,} zu derselben Grenz-
resolvente fiihren; m. a. W., man kann nicht h,= n setzen, da
[|lim R (4) || nicht existiert.

§ 104. Regulare Matrizen.

Eine Hermitesche Q-Matrix, fur welche der Fall a) vorliegt, nennen
wir regular. Z. B. ist jede beschrankte Hermitesche Matrix regular.
DaB es auch nicht regulare Matrizen gibt, ist nicht erstaunlich, der Leser
ist darauf in Kap. Il mehrfach vorbereitet worden. Alle scheinbaren
Widerspruche bei nicht beschrankten Q-Matrizen erklaren sich, wenn
man einfach das Rechnen mit divergenten Doppelreihen bzw. nicht be-
grundete Umordnungen von mehrfachen Reihen vermeidet und gliedweise
Vornahme von Grenzubergangen im Falle einer evtl. nur schwachen
Konvergenz unterlaBt. Der Sachverhalt ist der folgende. Die Matrix
31 ist dann und nur dann beschrankt, wenn etwa die zweifache Reihe

w = =]

Y{>a,xx,) in jedem Punkte von E konvergiert (und auBerdem
t=1 k=1
evtl. auch fiir gewisse, nicht quadratisch konvergente Argumente {x,});

und zwar ist dann die Reihe Z' (Z‘ a;,%;%,) auf E ebenfalls kon-

k=1 |,==
vergent und gleich der vorigen; vgl 5. 125, Ist also U nicht be-
schrinkt, so gibt es Punkte auf E, wo keine dieser beiden Reihen

konvergiert. Ist Y beschrinkt, so ist ferner T = 2 | 2, a, % | auf E
i=1 %=1

konvergent. Ist aber 9 nicht beschrdnkt, so gibt es Punkte auf E,
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wo T divergiert., Es bezeichne Ey diejenige Teilmenge von E, wo
T konvergiert. Ey ist gewi nicht leer, da z. B. jedes Ej, auf Ey liegt.
Auf Ey ist der Schwarzschen Ungleichheit zufolge die erste der beiden
Reihen

(410) ST (Za; B %, %)), an‘ (5} By X %)
i=1 k=1 k=1 i{=1

gewiB konvergent. Eine jede der inneren Summen ist, da 9 = ¥*
og %

eine Q-Matrix, also ' |a,, |‘3 = X |ay, |“a < 400 ist, der Schwarzschen
k=1 k=1

Ungleichheit zufolge nicht nur auf Ey, sondern auch auf E konvergent,
und zwar absolut.

Es sind nun drei Fille denkbar: I) Beide Reihen (410) sind auf
Ey konvergent und liefern auf Ey denselben Wert fiir die ,,Kopplungs-
form“. Es ist ferner denkbar, daB II} auf Eyq zwar beide Reihen (410)
konvergent sind, daB es aber Punkte auf Ey gibt, wo die beiden Reihen
verschiedene Werte ergeben, oder endlich III), daB es Punkte auf Ey
gibt, wo nur eine der Reihen (410) konvergiert, die andere aber diver-
giert. Wir zeigen nun mit Carleman, daB die Anpahme I) mit der
Bedingung a), d. h. mit der Regularititsvoraussetzung #quivalent ist.

Die Hermiteschc Q-Matrix ¥ ist nach dem auf S. 221 Gesagten
dann und nur dann regulir, wenn das System (A — ¥)r = bei
jedem quadratisch konvergenten ¢ und bei jedem nicht reellen i nur
eine quadratisch konvergente Losung r hat. Ist also Y reguldr, so
lassen die homogenen Gleichungen fiir nicht reelle 4 nur die triviale
Lésung r = o zu; denn der Nullvektor ist eine quadratisch konvergente
Losung, also nach Voraussetzung die eimzige. Ist umgekehrt 9 nicht
reguldr, so gibt es ein nicht reelles 1 =1, und dazu ein ¢ derart, dal
(3, — A r=c sowohl durch =1y, als auch durch g=1y, erfiilt
werden kann, wobei |z, |* < 400, |5, |* < +o0, £, + 1, gilt, so daB
Io =1I; — I, offenbar eine quadratisch konvergente, von o verschiedene
Losung der homogenen Gleichungen darstellt. Es wird sich iibrigens
herausstellen, dabB hierbei 4, beliebig ist, so daB, wenn ¥ nicht regular ist,
die homogenen Gleichungen (1, & — %)y = o bei jedem nicht reellen 2,
Lésungen § mit 0 < |g[s< —+o0 zulassen miissen, m. a. W, die
Gleichungen (4, & — %)y = ¢ haben dann bei jedem nicht reellen 1,
und bei jedem quadratisch konvergenten ¢ mehrere quadratisch kon-
vergente Ldsungen.
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Es sei also Ey die oben erklirte Teilmenge von E, auf welcher

die Reihe > (5a, x,%) mit Riicksicht auf die Schwarzsche Un-
i=1 k=1

gleichung offenbar konvergiert. Wir haben zu zeigen, dall die zu

A& —%; Q[4,] =0 gehorigen homogenen Gleichungen dann und

nur dann eine nicht triviale {4=p) quadratisch konvergente Lésung zu-

lassen, wenn auf Ey auch die Reihe 3 (3'a,, x,x,) konvergiert und
k=1 g1l

denselben Wert wie die vorige liefert {die Bedingung ist ersichtlich un-
abhéngig von ).

Um zunidchst den zweiten Teil des Saizes zu beweisen, nehmen
wir an, daB auf Ey durchweg

(3 a;, %;%,) = g(faikxikk)

1 k=1 k=1 t=1

(411) 5

L

L_JS

gilt und setzen zwecks Zuriickfilhrung ad absurdum voraus, dab die
homogenen Gleichungen

- 0 =
(412) A& —k‘_gla,.,‘ £, =0
bei irgendeinem nicht reellen 2 eine von o verschiedene quadratisch

[: v}
konvergente Losung, also auch eine Losung mit 3|£,]® =1 haben.

=1
Aus (412) folgt, daB die Reihe
(413) Z(Zas’k"’:igk)=l_ 1‘5;'55*1
t=1 k=1 fa=1

konvergiert. Aus (412) folgt aber auch
T——=_Z'| X ay P = 4]
=1 k=1

so daB der Punkt {£} nach Definition auf Eyq gelegen ist, Geht man
in (412) zu den konjugierten Grofen iiber, so folgt

— o
18— 3a,6,=0,
E=1
wofiir wegen a,, = d,; auch

(414) g, — jj“ik §=0
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geschrieben werden kann. Aus (414) folgt nun

(415) 2(‘2“;‘::5;‘5&)2‘12‘5;%:1'
k=1 te=l k=1

Nun liegt aber (£} auf Ey, wegen (411), (413), (415) muB also 4 == 4,

d. h. i reell sein, im Widerspruch mit der Voraussetzung,

Um auch die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, daB es ein
nicht reelles 1 gibt derart, daB die zu 1§ — % gehoérigen homogenen
Gleichungen keine von dem Nullvektor verschiedene Losung und daher
die inhomogenen Gleichungen nur eine Losung haben, unter Losung hier
und spiter stets nur eine guadratisch konvergente Losung verstanden.
Wir haben zu beweisen, daBl dann auf Ey der Vertauschungssatz (411),
dhpAr=1yr 97 glt, oder, was wegen 9 = A* = 9’ offenbar das-
sclbe ist, dall p- W =71-NAr ausfillt. Dann wird bewiesen sein, dab
diese Symmetriebedingung auf Ey, wie behauptet, nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig ist fiir die Regularitit der Hermiteschen
Q-Matrix 9. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall, wo die Hermite-
sche Matrix 9, und daher auch jede Abschnittsresolvente, mithin auch
die Grenzresolvente mit ihrer transponierten Matrix identisch ist.

Es seien r, 1y irgend zwei Vektoren auf Ey. Letztere Mannigfaltig-
keit ist, wie erinnerlich, dadurch definiert (S.222), daD sie diejenigen
und nur diejenigen Vektoren von E enthilt, welche durch 9 in einen
quadratisch konvergenten Vektor 9y iibergefthrt werden. Denn T << -+ 00
ist gleichbedeutend mit | A 3 |? < -+ co. Es sind daher die Vektoren %,
Ay gewil quadratisch konvergent. Aber auch die Vektoren y,t sind
quadratisch konvergent (denn sie liegen auf E}, mithin sind es auch
die beiden Vektoren ¢ = g —~ %y, b =4y — Ay, wobei 1 jene vorge
gebene nicht reelle Zahl ist. Offenbar gilt

(418) AE—Wr=c¢, @AE—Wy=»,
also, da die Losung nach Voraussetzung eindeutig ist,
(417) gzm;_C, I]i‘.’ﬂab,

woselbst W, = (A& — )™ die Grenzresolvente von 9 bezeichnet
(vgl. S. 220), also beschrinkt ist. Die zu R, gehorige Bilinearform
kann daher nach (216}, S. 126 fiir die quadratisch konvergenten Argu-
mente ¢, h sowohl zeilenweise als auch kolonnenweise sumtniert werden,
d. h. man hat b-®,c=¢-R, b, also wegen (416) und (417) offenbar
[(AG — Wyl x =[(A& — A)z] -y, wobei der Punkt skalare Vektormulti-
plikation bezeichnet. Wegen (€ -} D)a=Ca+ Da und a-b=5-q
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ergibt dies nach Subtraktion von (1€y)-x =Ay.r =49 =(1Eg)-y,
wie leicht ersichtlich, (— %y} = (— Ar)-y, d. h. gy =14-A. Dies
gilt fiir zwei beliebige Vektoren p, i) in Ey. Nun liegt aber, des
Hermiteschen Charakters zufolge, zugleich mit p auch I auf Ey, so
daB wir in der letzten Beziechung y == ¥ setzen diirfen, w. z. b. w.

Durch eine sinngemaBe Wiederholung dieser SchluBweise lieBe
sich zeigen, dal} bei regularen Matrizen gewiB der Hilbertschen Funk-
tionalgleichung genugt und man konnte dann auch die in § 79 durch-
gefiihrte Rechnung wiederholen.

8§ 106. Statistisch sinnvolle Matrizen,
Grenzspektralmatrizen.

Eine Hermitesche, sonst beliebige Matrix U, fur welche nicht der
Fall c) [sondern entweder a) oder b)] vorliegt, bel welcher aso der
Grenzwert

+ o
{n)
(418) lim R () = lim f doiR ),
n=oo =0 —#
wobei || ofp [l die Spektralmatrix von 9, bezeichnet, fiir alle 1
(Y [A] == 0) existiert, wollen wir statistisch sinnvoll nennen (auch wenn
die @-Bedingung nicht erfiillt ist). Es ist nimlich [¢f ()| <1 und

+o
S |do® (u)] £1 (siche S. 51), so daB mit Ricksicht auf das

—m
Fundamentalkriterium (§ 48} lim R (1) fiir alle nicht reellen 1 dann und
nur dann existiert, wenn lm g/ (g} vorhanden ist (m— +o0); von
den Unstetigkeitsstellen der Grenzfunktion und von einer additiven Kon-
stante hat man dabei moglicherweise abzusehen. Ist ferner das Auswahl-
verfahren fiir die R nicht iiberfliissig, so ist es auch fiir die ¢ nicht,
und umgekehrt. Die Matrix 9 ist also dann und nur dann statistisch
sinnvoll, wenn das durch || 6{ ||, beschrichene statistische Verteilungs-
gesetz fiir n — - 00 einer bestimmien Grenzlage zustrebt, wihrend
sonst eine Mannigfaltigkest von Grenzstatistiken vorliegt. Daher der
Name: statistisch sinnvoll.

Ist 9 statistisch sinnvoll, so gibt es eine Funktion p,, (u) derart,
daB im Sinne der Hellyschen wesentlichen Konvergenz o [—]g;;

+®
gilt. Und zwar ist dabei |g,,| <1, f|d9m(p)|§1. Wir legen

0;; an den Unstetigkeitsstellen wieder durch die Forderung der rechts-
Wintner, Spektraltheorie. 15
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o
seitigen Stetigkeit fest, bringen den wegen f|d9”‘[<—{—oo gewil

)
vorhandenen Grenzwert g, (—co) in Abzug und setzen

(419) ;ik (1) = 044 (& + 0) - ;5 (- 0).

Die dadurch festgelegte Matrix || 3“‘ (1) || von rechtsseitig stetigen, im
negativen Unendlichen verschwindenden Funktionen nennen wir die
Grenzspektralmatrix von 9. Bei statistisch sinnvollen (und iibrigens auch
nur bei solchen) Matrizen gibt es also nur eine Grenzspekiralmatrix.

Offenbar ist M (]| 3”,(;1) ||} eine nicht abnehmende Funktion von u;
genauer: f j’b;‘k(,u) 2%, = ®(|| 5;, () ||; ) ist, wenn g einen festen
i=1k=1

Punkt auf £ bezeichnet, eine ebenfalls nicht abnehmende Funktion von g,
die durchweg <1 und 2> 0 ist. Dies alles folgt unmittelbar daraus, da3

entsprechendes fiir die || o/ (u)l],,, wobei |68 (—o0)|l.,=1{0l|w
ist, gilt. Insbesondere ist also || :;'-k(‘u)” auch dann beschrinkt, wenn
% nicht beschrinkt ist.

Fiir nicht reelle i gilt dabei fiir die Grenaresolvente

(420) [[Tim R ()] = || Ruz () |

die Darstellung
+ @

(a21) R, @ = [420.

— o

Der Beweis verlauft, unter Benutzung des I'undamentalkriteriums, wort-
lich so wie auf 5.169ff.

8 107. Integraldarstellung der Q-Matrizen.
Ist 9= a,,|| eine statistisch sinnvolle Q-Matrix mit der Grenz

spektralmatrix || 5;, (x}]|, so gilt
+ o
(422) S =_.£ d:ik ()  ay= f I dss’k (w)-

+m
Hingegen ist eventuell bereits das Integral [ uSdo,, (u) divergent,
—-®

so daB (305) nicht fiir alle v zu gelten braucht. Dem entspricht es,
daB %? zwar existiert, aber vielleicht schon keine (J-Matrix ist, so daB
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999t = A? vielleicht iiberhaupt nicht gebildet werden kann. Wie wir
spater sehen werden, hangen die Verhaltnisse mit einem auf S. 102 er-
wahnten Umstand zusammen.

Wir gehen zum Beweis der Formeln (422) iiber, die von Carleman
herrithren. Es bezeichne !| 6f}’ () ||, die Spektralmatrix von 9, so daB

(684Y o (1) = 3 uu

jl‘nlﬁﬂ

gilt, wobet die A{" die Abschnittseigenwerte bezeichnen und die #!®
m AME,, — %, gehbrige normiert orthogonale Eigenlésungen be.
deuten; vgl. S. 32. Es sel y > (Q beliebig grol und es bezeichne
&, § ein Zahlenpaar derart, dal entweder y << f oder e << << — 1y

gilt. Dann ist jeder der Bedingung « < 1 £ f§ geniigende Eigenwert
absolut >y, so dal — wenn man die Zeiger der Bequemlichkeit
halber auf eine leicht ersichtliche Weise vertauscht — mit der Abkiirzung

H ‘*Zia;_,] , C; = 0 offenbar

() iny |2
2> uPul l
agifmsg

() o7 in)
— )] | 7 U
= ’ Z Bl 7o7 Za,,u” 2 T

agiM<p =t agamegs

(Zm,\ )2 S

j=1 [ = Al("] éﬁ

n
n) geim) L IETRI]
<c: M D) wbmE o 31 Mphi
= i A 4m

i=l ggifzg Y agilngp ™

— 2 T “'ETJ“{”) (ny 3,40
= (; 2/ Z A 7m Z‘“ Uim

aZHVLE aZiiss "

S D V1" PR L
ifnl an) im i 1{n) Jtn}

a<;in?4ﬂ a¢1:n1< aEA""S’ﬁ
< c¢ ui|? g 12—
< 1 < S uip )=
eS2fMm=g i=1

d. h. wegen (64)

| (u) I S

C ,ﬁl
15*
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mithin

v | Jaotp g1 +1 faoip ) <

gilt, wenn y hinreichend groB ist; s bedeutet dabei eine beliebig
kleine, von s unabhidngige Zahl, die evtl, von ¢ abhingt. Es sei y
der Einfachheit halber immer derart, daB @ = + y keine Sprungstelle
der off oder von 3“ ist (solche y gibt es ilberall dicht, da es ja
insgesamt nur abzdhlbar viele Sprungstellen gibt). Fiir hinreichend

4o
groBe y gilt wegen [ [dof® (1) |£1
&

¢ ittt + L a5t <

Ferner kann man, nach geschehener Wahl von y, mit Riicksicht auf
den Hellyschen Satz iliber gliedweise Integration, ein N derart fest-
legen, dab fiir » > N

+y +y *
*) | f dofP (1) — f do (1) | <
' 4 4
ausfillt. Aus den drei, mit (*) bezeichneten Ungleichungen folgt
offenbar +® tw
*
a0t~ [ 8, ),

Yx
womit die erste Relation (422) bewiesen ist (da wir in f nicht notwendig

-"
y, =y, vorauszusetzen brauchen). Denn in der letzten Grenzgleichung
ist das Integral linkerhand nach S. 51 bei jedem # gleich §,,.

Da M(|| o' (&) {lsy) = O eine nicht abnehmende Funktion und
<1 ist, so schlielt man wie auf S. 175, daB i’[ﬁl}anp unterhalb
=t 4"

einer festen Schranke bleibt, so daB mit Riicksicht auf das Majoranten-
kriterium der starken Konvergenz das Integral

fuasp= 3 a@doti= 3 jwupag
=Y

—p<ifiay MY —yeiMay

i W ¢
= 3 g Seup=Sa, 3 oy
—y<ifmay —ycifMay 4

*—2“”{ B ) — o (=)}
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fir #-» -} 00 gegen

S8~ 3u(= 1) = Joy a8,

andererseits aber nach Helly gegen Jr 7 dgik (#) konvergiert. Mit-
-
hin ist
j’ * kel ™
pdoy (u) = 3 a5 f doj, (&)«
—¥" J=1 —h
Nach dem Majorantenkriterium der starken Konvergenz, dessen
Primissen augenscheinlich erfiilitsind, konnen hierbei die Grenziiberginge
vy — 00, p, — — co gliedweise ausgefithrt werden, und es bleibt

+x ® +w .
,{, p o, (n) 2,-%-1' as’j_.!;d:jk (1) :,-f? @505 = Big>

w. z. b. w. — Ist 9 nicht statistisch sinnvoll, so daB es mehrere Grenz-
spektralmatrizen gibt, so gilt (422} offenbar fiir eine jede Grenzspektral-
matrix.

§ 108. Halbbeschrankte Matrizen.

Bevor wir weitergehen, mussen wir einen grundlegenden Satz von
Toeplitz vorausschicken. — Es sai 8 eine positiv definite, sonst be-
liebige Hermitesche Matrix. Eswird aso nur vorausgesetzt (vgl. S. 124),
dafi alle Abschnittseigenwerte von 8 oberhalb einer positiven (also von
Null verschiedenen) unteren Schranke liegen, die wir mit n(8) be-
zeichnet haben. Es wird hingegen nicht einmal die @-Bedingung
vorausgesetzt, sondern eben nur n(8) > 0. Es ist also

(423) 0 < (B) < n (V) < A < m (B) < M (V) < + 00,

wobei die (AV; v =1, 8, ..., # die Figenwerte von B, bezeichnen. Da
det By, das Produkt der Eigenwerte, also <= 0 ist, so ist die Reziproke
(183 llm) ™ = (Bp) ™", die wir kurz mit B, bezeichnen und = || B} )|
setzen wollen, vorhanden; 1 <4, ¥ < #. Der Toeplitzsche Satz besagt
nun, daB der Grenzwert 32‘2 Bl = B,, bei jedem ¢ und k existiert.

Wir wissen von vornherein, daf, wenn dieser Grenzwert existiert, || B, ||
eine beschrinkte Matrix sein muB (vgl. S.218), doch wird sich dies
spiter von selbst ergeben. — Auf diese Weise hat Toeplitz bei be-
schrinkten Matrizen seinen Existenzsatz auf S. 136 bewiesen, fiir den
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wir die Hilbsche Beweisanordnung zugrunde gelegt haben. — Es ist
unnétig zu betonen, daB die beiden Matrizen || B} |lm, || B;; |l nicht
zu verwechseln sind. Dies ist eben der springende Punkt. (Wiren die
beiden Matrizen identisch, so wire der Satz eine Trivialitit.} — Den
Beweis des Toeplitzschen Satzes wollen wir noch verschieben und zu-
nachst aus ihm eine Folgerung ziehen, die cine brauchbare hinreichende
Bedingung liefert dafiir, dafl eine Hermitesche Matrix % statistisch

sinnvoll ist,

Es sei die Matrix 9 Hermitesch und cs seien 1%™; » —1,2,...,
#=:1, 2, ... die Abschnittseigenwerte. Beschrdnki ist 9, wic wir wissen,
dann und nur dann, wenn

—oo< (W Em) < | o0

gilt, oder, was dasselbe ist, wenn das Abschnittsspektrum, d. h. die
Gesamtheit der 2, durch einen endlichen Intervall n(W <A< m(A)
iiberdeckt werden kann. Dementsprechend wollen wir die Matrix % halb-
beschrdnkt nennen, wenn das Abschnittsspekirum von einer passenden
Halbgeraden Uberdeckt wird, so dal entweder

(424) —o<n(M<m) < oo, MU0
oder
(424 —co<n(MWLmE) L +oo, n(WZO

gilt. In der Tat ist n (%) der kleinste, m(9M,,) der groBte Eigenwert
von Ny, und nach Definition (S. 124) ist
n (9[) R ’Eifl;lo n (Qrm]) ) m (9[) = ?21_1_'130 m (Ql[m)

zu setzen, wobei 4 00 und — oo als Grenzwerte zugelassen sind. Das
Abschnittsspektrum braucht, wie bereits in (424), (424}’ vermerkt ist,
bei halbbeschriinkten Matrizen ebensowenig auf derselben Seite des Null-
punktes zu liegen, wie bei den beschrankten (d. h. Abschnittseigen-
werte von verschiedenem Vorzeichen werden nicht ausgeschlossen,
¥ braucht nicht einmal pseudodefinit zu sein).

Aus dem Toeplitzschen Satz gewinnt man den folgenden: Jede
halbbeschrinkte Matrix ist statistisch sinnvoll. — Denn es sei 9 etwa von
oben halbbeschrinkt, so daB (424) zutrifft. Die Abschnittseigenwerte am
von 9 sind dann alle < m (QI) <2 -}-00. Die Abschnittseigenwerte der
Matrix A* & — 9( sind pach S. 219 gleich ¥ — " also = £ >0, wenn
die Zahl i* & ¢ -+ m (%) gewihlt wird, Fiir hinreichend grofie A* st
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also A*@& — U positiv definit, also ist mach dem Toeplitzschen Satz

,}i_m R (4*) gewiB vorhanden. In den auf S.229 benutzten Bezeich-

nungen ist nimlich B = 1*E — &, O,IE."’ = *— 1™ Bim_ W (A"). Da
jedoch der Grenzwert (420) auf einer Halbgeraden A* > const. existiert,
so wird er nach dem Vitalischen Satz fiir alle nicht reellen 4 und
auBerdem fiir 1 > m (%) gewi existieren. Denn fiir u > m (%) ist jedes
oé}:) (1) konstant, — §,,, da alle Eigenwerte <Z m (%} sind, und anderer-

+=
seits ist f] do® (u)| <1, so daB die SchluBbemerkung auf S. 105 an.
-

gewandt werden kann. Damit ist gezeigt, daB die halbbeschrinkten
Matrizen gewiB statistisch sinnvoll sind.

Wir bezeichnen die Gesamtheit der Stellen p,, zu welchen es
keine Umgebung pu, — e << < pt, ¢ gibt, auf welcher ein jedes
0. (1) konstant wire, als das Spektrum der statistisch sinnvollen Matrix.
Aus o{f [—] & folgt wegen 2% < m (%) offenbar, daB das Spektrum eben-
falls auf der Halbgeraden u < m (%} liegt. Es wire aber denkbar, dab
das Spektrum auf einer Halbgeraden liegt, ohne dal} das Abschnitts-
spektrum es tut, d. h. ohne dal die Matrix halbbeschrankt ist. Dann
ware aber unser hinreichendes Kriterium des statistisch sinnvollen
Charakters praktisch unbrauchbar. Z. B. bei wasserstoffahnlichen Spektren
liegt das Spektrum der Energiematrix auf einer Halbgeraden, aber es
ist eben nur das Spektrum und nicht das Abschnittsspektrum zuganglich.
Ich beweise aber auch, daf das Abschnittsspektrum einer *-Matrix auf
einer Halbgeraden liegen muf3, wenn das Spektrum auf einer Halbgeraden
liegt Die wasserstoffahnlichen Spektren gehoren daher gewild zu halb-
beschrankten, also erst recht zu statistisch sinnvollen Matrizen.

8 109. Ein Satz uber das Abschnittsspektrum der halb-
beschrankten Matrizen.

Wir beweisen zunachst, dal der Endpunkt des Abschnittsspektrums
einer halbbeschrankten, der Q-Bedingung nicht notwendig gemigenden
Matrix auch dem Spektrum angehort, so dal z. B. im Fall (424) der
Punkt g = m (%) des Abschnittsspektrums zugleich ein Punkt des
Spektrums ist. Wie wenig selbstverstandlich dies ist, geht aus der bei
(246) erwahnten Erscheinung hervor.

Beim Beweis gehen wir davon aus, dal fur eine positiv definite
n-dre Matrix €, und ihre Reziproke (5(;)1 gilt: 1 =n ((E(n)) m (GS(;,I), da
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die Eigenwerte (> 0) von €, die reziproken Eigenwerte (> 0) von
€ sind, so daB der kleinste Eigenwert n (&,) von €, der reziproke

Wert des groBten Eigenwertes m (G;,)) von G sein muB, Wir nehmen
an, daBl der Fall {424} vorliegt und setzen

(425) Pe=m@)+e, e>0.
Die Eigenwerte von U, sind AV, ..., % also sind die Eigenwerte von
(A* G — %), offenbar 1* — AW, ., — 2. Die groBte unter den

n Zahlen A% ist —m (Yp,) < m (QI) < A% so daB die Eigenwerte von
A — QII,,] durchweg positiv sind, und zwar ist der kleinste Elgenwert,

namlich n (A* G — W) glelch 2*—m (). Wenn nun@,,, = PGy — Uy
gesetzt wird, so ist G — “R"" (2*) ||, es folgt daher

1= {2* — m (%e)] m (| RF (2% o)
da ja 1=n(E,,)m ((S;{;,‘) gilt, Nimmt man hierbei den Grenziibergang

n — 00 vor, so bleibt, da nach Definition m (Y) — m (%) << + oo gilt,
wegen (425) offenbar

(426) 1=elim m (|| RE @) fl)-

Nun ist “R("] (2" ||(,,) die Reziproke des n-ten Abschnittes der positiv
definiten Matrix A*@ — %, so daB nach dem noch zu beweisenden

Toeplitzschen Satz (siehe S. 229) RY (1*) -— R, (A*) gilt, wobei || R, (4*) |
eine beschrinkte Matrix bezelchnet Beim Beweise des Toeplitzschen
Satzes wird sich herausstellen, daf

(427) Tim m (|| R (4°) flow) = m (|| B3, (2%) 1)

gilt. Setzt man dies in (426) ein und nimmt sodann den Grenziiber-
gang &— -}- 0 vor, so folgt

(428) Jima m (|| Ry, (%)) = + 0.
Wegen (425} kinnen wir dies so ausdriicken: Die Grenzresolvente
|| lim R{P (2) || = || R, () || ist wohl fiir 2 > m (%) beschrinkt, sie wird

aber nicht beschrinkt, wenn 1—m (%) 40 geht Daraus folgt nun

leicht der zu beweisende Satz, daB es niamlich keine Umgebung
m—p<p<m(¥)+y

des Punktes u = m (%) geben kann, auf welcher jedes Element der

Grenzspektralmatrix || g, (u) || konstant wire, daB also u = m (%) dem
Spektrum angehért.
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Zwecks Zuriickfithrung ad absurdum nehmen wir die Existenz eines
solchen » >0 an und bemerken, daB die Darstellung {421) gewiS
auch fiir 4 > m (%) gilt. Vgl nimlich die SchluBbemerkung auf S. 106.
Nun ist ):,‘w Z'wc:,‘(p) x,%, auf E nicht abnehmend, >0, £ 1. Somit

i=1 k=al
ist, wenn 4 nicht im Spektrum liegt, nach dem Hellyschen ‘Satz tiber

gliedweise Integration die Kopplungsform

+w =

o P E"##(#)"’Mk
> X R, (A} x,%, gleich JI L lE=l .,
E=1i=1

A—p

—= o

also, wenn es ein # 2 0 geben wiirde, absolut

d El Elaik (i) % ¥ ,
SI A2 k= - g 7?_ r

sobald nur i von m (%) um weniger als # entfernt ist. Es bliebe also
| R (]| fiir 2— m (A) + O beschrinkt, im Widerspruch mit (428).

8 110. Die wasserstoffahnlichen Spektra.

Es ist bereits erwahnt worden, dald das Spektrum der wasserstoff-
ahnlichen Energiematrizen auf einer Halbgeraden liegt. Das Spektrum
konnen wir dabei als die Gesamtheit derjenigen Stellen g definieren,
zu welchen es kein ¢ > 0 gibt derart, daB3 in dem Intervalle | — pu | <C ¢
jedes o,, (¢) konstant, gleich o,,{x,) ist, wobei |[g,, (u)|| irgendeine
der Grenzspektralmatrizen bedeutet. Diese Definition ist (voriibergehend)
notwendig, da wir zuniichst noch nicht wissen, ob es nicht mehrere Grenz-
spektralmatrizen gibt. Nun sind die erwihnten Energiematrizen durchweg
(@-Matrizen. Wir wollen daraus schlieBen, daB auch das Abschnitts-
spektrum auf einer Halbgeraden liegt, d. h. daB diese Matrizen halb-
beschrinkt, also nach § 108 gewil statistisch sinnvoll sind.

Beim Beweis konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB das soeben definierte Spektrum der Q-Matrix | q,, ||
auf der Halbgeraden u > O liegt, so daBl nach der SchluBbemerkung

von § 107
+ + =

ik =_£Pd0,-k(ﬂ)=6fﬁd%(ﬂ)

gilt. Die Behauptung, daBl nimlich die Matrix ||a,, || halbbeschrinkt ist,
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lauft, wie wir wissen, darauf hinaus, daf3 die Hermitesche Form

m mw T®
*) S Sang =3 5 [ pdo, (0,
nichtnegativ definit ist. Nun ist aber
o o
2 Yo, () x %,
i=1 k=1

eine nicht abnehmende Funktion von u (vgl. S. 226). Setzt man hier
%; =0 fiir { > m, so folgt, daB auch die Abschnittsform

2: 1 o (1) %, %,

=1

nicht abnehmend, und daher der Ausdruck

+ a0 " "
fi“ a2 2oy (1) %%,
0 i=1 k=1

gewil =0, d. h. die Form (*) nichtnegativ definit ist.

Damit ist gezeigt, daB die LEndpunkte des Spektrums und
des Abschnittsspektrums identisch sind, daB also jedes Hydrogen-
spektrum zu einer halbbeschrinkten, also erst recht statistisch sinn-
vollen Matrix gehort (sobald die Q-Bedingung als erfiillt angenommen
wird). — Unnétig ist zu betonen, dal dabei nicht verlangt wird, dal
die volle Halbgerade gt < m (%) bzw. g = n (%) vom Abschnittsspektrum
oder vom Spektrum bedeckt sein soil, so dal3 Spektrumslucken (z. B. die-
jenigen zwischen den B aimer term en) sehr wohl mit erlaubt sind.

8 111. Der Toeplitzsche Satz uber definite Matrizen.

Wir haben jetzt noch den Beweis des seit S. 229 benutzten
Toeplitzschen Satzes, sowie der Grenzgleichimg (427) nachzuholen, Es
sei also B =1|/b,, || cine Hermitesche Matrix, flir welche die Be-
dingung (423) erfillt ist, und Bini = i BY |[(m die gewill vorhandene
Reziproke von %,. Da 9B}, positiv definit ist, so gibt es nach § 28 eine
rekursive Matrix Sy, mit By = Sy Sy Und zwar ist die unter (96)
angegebene Matrix &, aus By, offenbar derart abgeleitet, daB der »n-te
Abschnitt von Snr1) gleich Sy ist, M.a W, es gibt eine von #
unabhingige unendliche rekursive Matrix &, deren g-ter Abschnitt
S = S ist. Man hat daher By = G,y Sy, also

-1 -1 1 1k =1
By =B G = G Gpmi -
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Nun ist &, rekursiv, so daB in der Diagonale von Null verschiedene
Elemente stehen, wihrend oberhalb der Diagonale alles verschwindet,
Die Reziproke @{;]l wird wieder rekursiv sein. Die zugehorigen
homogenen Gleichungen koénnen dabel cben rekursiv geldst werden.
Es versteht sich also von selbst, daB es wieder eine von # unabhingige
unendliche rekursive Matrix T = ||¢,, || gibt derart, daB & — T,
mithin B, = Tm T gilt, welche Matrix von (T* )y, wohl zu unter-
scheiden ist. Es zeigt sich nun sofort, dal in einem leicht verstind-
lichen Sinne lim T Tpy = im (T* )y gilt. Zunichst hatten wir nim-

n=a n=w
lich B, = || B.P;:IH{M gesetzt, ¢s ist also
(429) B = 2 ot

Man hat ferner wegen (53), (211), (213)

(P (Tia))® = M(TF Tiu) == M(B)) = m (Vp)) =

n_r‘ﬂ'ic,l) =; (m— konst,

so daB ¥ beschrinkt, also eine Q-Matrix ist, und daher die Reihe
S’ ;J.l. t;;» das (i, k)-tc Element der beschrankten Matrix || B, || = 2* %,
j=1

konvergiert. Wegen (429) hat man also B,-T'—»B;k, womit der
Toeplitzsche Satz bewicsen ist. .— Um endlich auch (427} zu beweisen,
haben wir zu zeigen, daB

]1m m( IBP}E] I|{n}) = lim m( |BH‘5 .[ﬂl)
n=w

gilt. Da es sich um positiv definite Matrizen handelt, konnen wir
beidemal M an Stelle von m setzen. Es bleibt demnach nur zu be.
weisen iibrig, dal

lim M(|| B?f:] [y) = M (|| Bix l)’
n=w

d h
lim M (T Tpy) = M(T* T},

oder mit Riicksicht auf (53), (235) einfach (P(Tw)' — (P(T)" gilt,
was aber per definitionem (8. 124) richtig ist.

Es ist bereits vermerkt worden, daB dic Halbbeschrinktheit zwar
hinreichend, aber nicht notwendig ist flir den statistisch sinnvollen
Charakter. Die Bebauptung kann am einfachsten mit der Toeplitzschen

20
Theorie der Potenzreihen f(z) == e ., 2z" vom Konvergenzradius 1
n=0
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belegt werden. Es seien die Koeffizienten ¢ reell, also die Matrix
|| 14_y1 || Hermitesch. Es sei ferner Z’w |, |* konvergent, d. h. f(z) mége
n=1

beim radialen Grenziibergang |z|— 1 in eine (bis auf eine Nulimenge
eindeutig bestimmte), samt ihrem Quadrat nach Lebesgue integrierbare
Randfunktion £ (¢#6) iibergehen, ohne daB | &), ||| auch beschrinkt ist.
Der Cauchyschen Integralformel (in welche hier die Integraldarstellung der
Resolvente iibergeht), 1Bt sich dann nach den Elementen der Funktionen-
theorie entnehmen, daB [[e,,_,)| statistisch singvoll ist, indem die Grenz-
werte (420) existieren. Andererseits kénnen wir die Randfunktion f(e%€)
derart wiihlen, dal3 sie, abgesehen von etwa endlich vielen logarithmischen
Unendlichkeitsstellen, fiir 0 <8 < 22 analytisch ist und ihr Werte-
vorrat die ganze reelle Achse der f-Ebene bedeckt. Dann ist |je;_,|l
gewiB nicht halbbeschrinkt und dennoch statistisch sinnvoll. Doch ist
nicht jede Hermitesche (-Matrix statistisch sinnvoll: der auf S, 221
unter c) erwihnte Fall ist, wie wir jetzt sehen werden, bei passendem Y
sehr wohl méglich.

8 112. Das Seidel-M. Sternsche Kriterium be  speziellen
Jacobischen Matrizen. Ober die Koordinatenmatrix
des linearen Oszillators.

Eine der Bedingung

(430) a, =0, [i—Rk|>L a;,,=d,,;+0 “ii%o

geniigende (ersichtlich Hermitesche) Matrix, die sonst beliebig sein
kann, bezeichnen wir allgemein als eine Jacobische Matrix [sie ist.
wie man durch Anschreiben der Kopplungsform von 9, sofort erkennt
dann und nur dann beschrankt, wenn |a,,| < const, |a,,| < Const,
gilt, d. h. wenn die Elemente beschrinkt sind; bei beliebigen Matrizen
ist es freilich nicht so]. Die Jacobischen Matrizen sind finit, also
gewiB @-Matrizen.

Ist in einer Jacobischen Matrix % auch jedes Diagonalelement g,
gleich Null, so daf} (vgl. S. 70)

0 —5 0 O..
—b 0 —b, O..|
(431) U= 0 —b O —bs...é; W= —b+0
0 0-—b 0..
. . . . |

wird, so sind die R{Y (4), d. h. die ,Eckenelemente® in der Resolvente
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der nach S. 73 die Naherungsbriiche des formal gebildeten
unendlichen Kettenbruches
(439) 0(l) = - .
SR LY
IS

—i-

Dieser Kettenbruch ist aber nach Seidel und M. Stern fiir rein imaginire 4
dann und nur dann konvergent, wenn die Reihe

1

- —
" |ba}®Ba-y

(433) S,’Bn, wo B B,=1
. n=1

ist, divergiert. Ist also die Reihe (433) konvergent, was z B. fiir

n)

|8, ]| = Cn? &>1 zutrifit, so ist der Grenzwert lim R (3) fiir

n=a

1 =k=1 und filir rein imaginire 1 nicht vorhanden, also ist dann
(vgl. S. 225) die Matrix (431} gewiB nicht statistisch sinnvoll. Es lieSe
sich leicht zeigen, daB die Divergenz der Reihe (433) nicht nur not-
wendig, sondern auch hinreichend ist dafiir, daB (431) sich als statistisch
sinnvoll erweist. Da die Reihe fiir |b | = Cn?, 8 £ 1 divergiert, so ist
daher die wohlbekannte Koordinatenmatrix des Heisenbergschen linearen
Oszillators gewill statistisch sinnvoll [jedoch, wie aus der vorher ge-
machten Bemerkung hervorgeht, gewil nicht beschridnkt]. Unter Be-
nutzung der auf 8. 194 mit y, (1) bezeichneten Polynome, die iibrigens
die Naherungsnenner von (432) sind, kann man die Heisenbergsche
Matrix sofort in die Schrodingersche Fassung umrechnen. Bei wirk-
lichen physikalischen Problemen kommen freilich Matrizen mit mehreren
Zeigerpaaren in Betracht und durch die Separation der Variablen kann,
wie das Wasserstoffmodell zeigt, der formale ,Jacobische” Charakter
der Matrix verloren gehen.

§ 113. Beliebige Jacobische M atrizen,

Das Divergenzkriterium (433) entscheidet nur, ob der Fall c) oder
aber nicht der Fall c) vorliegt (S. 221), kann aber, wenn der Fall ¢) nicht
vorliegt, nicht entscheiden, welche der beiden weiteren Moglichkeiten
a), b) vorliegt Nun gibt es aber ein Kriterium, welches nicht nur
im Falle (431), sondera bei beliebigen Jacobischen Matrizen (430) zu
entscheiden gestattet, ob der Fall a) oder aber nicht der Fall a)
vorliegt.
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Eine beliebige Jacobischc Matrix ist, wie sich ebenso wie in dem
Spezialfalle (432) zeigen laldt, dann und nur dann statistisch sinnvoll,
wenn der ,assoziierte Kettenbruch"

-1
(434) (D) = -

2
Y

a, — 1 —

fur alle nicht reellen X, oder, was nach dem Satze von Vitali dasselbe
ist, etwa fur ale rein imaginaren 4 konvergiert; und zwar hat man
dann in jedem nicht reellen Bereiche sogar erne gleichmaBige Kon-
vergenz. Dies reicht jedoch noch nicht aus, um die Regularitat
der Jacobischen Matrix, d. h. das Vorliegen des Falles a) sicher-
zustellen.  Hierfur muR vielmehr (i) einen von Hamburger ent-
deckten besonderen Konvergenzcharakter aufweisen, der von Hellinger
mit den Weylschen Untersuchungen uber lineare Randwertprobleme
bei wesentlich singularen Differentialgleichungen in Zusammenhang
gebracht wurde. Dieser besondere Konvergenzcharakter, die ,voll-
standigeKonvergenz", folgt aus der einfachen gleichmaliigen Konvergenz
noch nicht. Es gibt also statistisch sinnvolle Matrizen, die nicht regular
sind: der Fall b) auf S. 221 ist keine leere Moglichkeit. Wir wollen
liber das Regularitatsproblem der allgemeinen Jacobischen Matrizen
ebenfalls nahere Angaben machen, doch mussen wir uns leider auf
ein Referat beschranken und wegen Beweis auf die Arbeiten von
Hamburger und Hellinger, sowie auch auf die mehrfach erwahnte Schrift
von Carleman verweisen, der diese Ergebnisse in seine allgemeine
Theorie eingeordnet hat.

8 114. Das Hamburgersche Momentenproblem.

Als Momentenproblem bezeichnet man die Aufgabe, das unendliche
System der Integralgleichung

+
(435) J u"do () =m,; n=0,1,2,...,

-
bei gegebenen m, durch eine nicht abnehmende Funktion Q(u) zu
erfullen, die keine Treppenfunktion sein soil, aso entweder unendlich
viele Sprunge oder ein Nichtkonstanzintervall haben muR3. Offenbar mussen
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alle m, reell sein. Hat das Momentenproblem eine Losung, so sind
alle Integrate (435) absolut konvergent. Denn die m,, sind sicherlich
absolut konvergent, und fur die ungeraden Momente gilt nach der
Schwarzschen Ungleichheit

+ @

(436) S lu de(n) < Ymy my ..

Da es sich um Stieltjessche Integrationen handelt, haben wir zwei
Losungen, die — bis auf eine additive Konstante - an thren Stetig-
keitsstellen iibereinstimmen, nicht als verschieden zu betrachten, so
daB wir fortan nur Lésungen zulassen wollen, die von rechts stetig sind
und in denen die additive Konstante durch g (—o00) == 0 festgelegt ist.
Letztere Normierung ist stets mdoglich. Denn gibt es iiberhaupt eine

+o0
Lésung, so ist sie wegen fdg (#) = m, gewiB beschrinkt, sie ist ferner

nicht abnehmend. Man hat daher g (- 00) — p (— ©0) = m,, so daB
die Normierung auf g¢(+4- o) == m, hinausliauft. Es wurde bereits be-
tont, dall es beschriinkte, nicht abnehmende Funktionen gibt, fiir welche
die Integrale (435) von # =1 an divergicren. — Umgekehrt ist auch
(435) nicht immer ldsbar: es wird von der Ldésung zu viel verlangt.
Damit das Momentenproblem 18sbar ist, miissen, wie sich leicht zeigen
LiBt, die Abschnittseigenwerte der unendlichen Hankelschen Matrix )

m

o My Mg l

(437) fmy,ll= || ™

|

|
' |
|

durchweg > 0 sein (sie diirfen sich bei Null hiufen, nicht aber auch
verschwinden, da sonst die Ldsung hochstens eine Treppenfunktion
sein kénnte). Hamburger hat nun bewiesen, daBl diese Bedingung
fiir die Losbarkeit des Momentenproblems (435) nicht nur notwendig,

Y Die (reellen) Toeplitzschen Matrizen (vgl. 8. 208) sehen demgegentiber
S0 aus:

il e @y y

. € oy o
” “t-k!] =
“p @



240 VI. Kap. § 115. Fortsetzung. Bestimmte Momentenprobleme.

sondern auch hinreichend ist. Hamburger fuhrt den Beweis seines
Existenzsatzes in der Sprache der Kettenbruche. Einen mehr direkten
Beweis hat spater im Anschlul an einen von Stridsberg gegebenen
Algorithmus M. Riesz gegeben. Der springende Punkt ist beidemal
der Hellysche Fortpflanzungs- bzw. Auswahlsatz von Kap. I1.

8 115. Fortsetzung. Bestimmte Momentenprobleme.

Die Frage, wann das Momentenproblem mindestens eine Losung
hat, ist damit erledigt. Uns interessiert indessen eine andere Frage: wann
ist das Momentenproblem bestimmt (determine)? M. a, W., gesetzt, daf
die Hamburgersche Bedingung erfullt, d. h. mindestens eine Losung Q
vorhanden ist, wann gibt es nur eine Losung? |Zwei Losungen g,, 94,
fiir welche g, (u - 0) — o, (¢ + 0) = konst. gilt, sind dabei nicht als
verschieden zu betrachten.] Die Antwort hat Hamburger ebenfalls in
der Sprache der Kettenbruchlehre geliefert (siehe oben, S. 238). Den
Zusammenhang seines Ergebnisses mit der Theorie der unendlichen
Matrizen hat, wie erwahnt, Hellinger aufgedeckt. Wir gehen nunmehr
zu diesen Untersuchungen iiber.

Es sei das Momentenproblem losbar und es sei Q (u) eine Losung.
Man kann dann eine (und, bis auf den belanglosen Faktor 4+ 1, auch
nur eine) Folge von reellen Polynomen xi, X,,..., wobei x, genau vom
Grade n — 1 ist, derart bestimmen, daR

(438) _}:x; (1) 2 (1) do () = 6,

wird (vgl. S. 188). Dieses Integral, und allgemeiner das Integral

(439) _Te(b (p)de(n) (D = ein Polynom)

ist gewill absolut konvergent, da ja die Momente (435) existieren.
Ferner hat das Integral (439) fur alle evd. verschiedenen Losungen g
von (435) einen und denselben Wert, da ja eben alle diese ¢ Losungen
von (435) sind. Man kann also die vollkommen bestimmte Matrix

(440) awll= LS )|

bilden, welche offenbar (vgl. S. 189) eine Jacobische Matrix ist. Es stellt
sich nun heraus, daf3 das (losbare) Momentenproblem (435) dann und
nur dann bestimmt ist, wenn diese Jacobische Matrix regular ist, d. h.
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wenn fur (440) der Fall a) von S. 221 vorliegt. — Umgekehrt kann jede
Jacobische Matrix (430) in der Gestalt (440) dargestellt werden. Die
Polynome x;. sind dabei immer restlos bestimmt, die Belegung hin-
gegen dann und nur dann, wenn die mit ihr gebildeten Zahlen m, zu
einem bestimmten Momentenproblem gehoren.

Ein hinreichendes Kriterium dafur, dal} das as loshar voraus-
gesetzte Momentenproblem (435) bestimmt ist, besteht nach Carleman
in der Divergenz der Reihe

oo

3 1
(441) 2’ S ——
n=0 fmﬁn
Es geniigt also, wenn ]n]/r_n_“! < Kn? ist. Dies ist bereits von Ham.
burger und von ihm unabhingig von Pélya gefunden worden. Ham-

burger hat zugleich gezeigt, daB seine Bedingung nicht wesentlich
weiter verschiirft werden kann, indem es losbare und nicht bestimmte

Momentenprobleme gibt, fiir welche | T/H‘l:| << Kn?tebei jedem ¢ > 0
gilt. Vgl auch die Bemerkung auf S.102.
Setzt man

S T P
(442) o(w=0, < 0; o(u=[(1—siny»)e V*dr, p20,
4]

so ist das Momentenproblem nicht bestimmt'), d. h. es gibt von (442)
wesentlich verschiedene Belegungen, die bez. dieselben Momente wie
(442) haben, so daf3 (440) nicht regular, wohl aber halbbeschrankt, also
statistisch sinnvoll ist. Der Beweis ergibt sich aus der Theorie von
Stieltjes, der in einer unsterblichen Abhandlung alle diese Fragen
itberhaupt aufgeworfen, seinen Integralbegriff eingeflihrt, das Momenten-
problem in dem nach ihm benannten Spezialfall p{u}=0, x <0
samt den zugehorigen Jacobischen Matrizen eigentlich restlos erledigt
hat — obwohl dies erst spater, eigentlich nur zwanzig Jahre nach Stieltjes
zutage trat, als namlich Toeplitz und Hellinger die Zusammenhange
mit der Hilbertschen Theorie aufgedeckt haben (vgl. § 87) — so
dafi Stieltjes wohl as der Vater der Spektraltheorie zu betrachten ist.
Er legte dabei nicht die ,assoziierten Kettenbruche" (434), sondern die
»korrespondierenden” zugrunde, die eben dem Stieltjesschen Spezial-
fall angepafit und dementsprechend u. U. bereits dann versagen, wenn

1) Denn es gilt

TRV —
61‘#”‘ sinYudu=0 fir #=0,1,2,....

Wintaer, Spektraltheorle, 16



242 V1. Kap. § 116. Die Carlemansche , Feldtheorie". Statistische Stabilitat.

p(p)==0, u<c nur mit ¢ < 0 gilt, trotzdem dabei die Matrix halb-
beschrankt ist. — Ist das Stieltjessche Momentenproblem

+ o
(448) Sutdo(w)=m; #=0,1,2,..
L

nicht besttmml, so ist es erst recht das Hamburgersche nicht, das zu
denselben m, gehdrt. Man setze nimlich die zunichst nur fir 4 > 0
erklirte Losung von (443) fiir u < O einfach gleich dem Wert, welche
die Losung von (443) fir u = O annimmt.

Da unser @ (]| o;,(x)||) nicht abnehmend ist, so 1aBt (305) unmittel-
bar erraten, daB das Momentenproblem nicht nur fiir die Jacobischen
Matrizen von Bedeutung ist. Allerdings haben wir jetzt zu beachten,
daB, wenn % nicht beschrinkt ist, die Potenzen von ¥ nicht zu exi-
stieren brauchen. Ist aber U finit, so ist auch U™ finit, also eine
@-Matrix, Es sej allgemeiner % eine Hermitesche @-Matrix, deren
simtliche Potenzen vorhanden und auBlerdem @-Matrizen sind. Dann
kann man nach Carleman nach einer sinngemidBen Wiederholung der
§ 107 angewandten Schiulweisen zeigen, daf (305) gewiB gilt, wo-
bei || g;, || die Grenzspektralmatrix der etwa als statistisch sinnvoll an-
genommenen Matrix 9 bezeichnet.

8 116. Die Carlemansche , Feldtheorie".
Statistische Stabilitat.

Wir haben gesehen, dal es Momentenprobleme gibt, die nicht
bestimmt sind, trotzdem die Jacobische Matrix statistisch sinnvoll ist.
Es gibt aso dann zwar nur eine Grenzspektralmatrix, es gibt aber
noch weitere, von der Grenzspektralmatrix verschiedene, jedoch mit
ihr an sich gleichberechtigte ,Spektralmatrizen" fur die Jacobische
Matrix; nur treten sie durch Betrachtung der Abschnitte nicht in Evidenz.
Es liegt also nahe, den GrenzprozeB, der den n-ten Abschnitt der un-
endlichen Matrix in die unendliche Matrix iiberfiihrt, derart zu ver-
allgemeinern, daB auch weitere Spektralmatrizen erscheinen.

Wir gehen nunmehr zu einer diesbezuglichen Untersuchung von
Carleman liber.

Wir denken uns alle Hermiteschen (-Matrizen % zu einem ,Raum¥,
oder wie wir lieber sagen wollen, zu einem ,Feld“ vereinigt, in welchem
jedem ,Punkte¥ eine und nur eine Matrix entspricht, und umgekehrt.
Wir sagen, eine ,Punktfolge®, d. h. eine Folge 9({1}, %{2}, .., von un-
endlichen Hermiteschen (-Matrizen 9(#) = | /3! || konvergiere im Mittel
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gegen den Punkt % = | 4;, ||, und schreiben hierfir kurz 9{n) {~}q,
# — -+ 00, wenn
(444) lim 3|a,—al} [*=0

n=w k=1
bei einem jeden ¢ gilt. Es wird nicht verlangt, dab diese Grenz—

gleichung gleichmdfig in i besteht. Versteht man unter Y= |} 4 “
die unendliche Matrix, deren s-ter Abschnitt mit dem #-ten Abschmtt

von 9 identisch ist, wihrend a'&]= d,, gilt, wenn mindestens einer
der beiden unteren Zeiger > n ausfillt, so gilt H®{ -} 9 gewif.
Der Einfiihrung der Grenzspektralmatrizen liegt ersichtlich die Be-
schrinkung auf diese einfachsten, 9 mittelkonvergent approximieren-
den Folgen zugrunde. Wir lassen jedoch jetzt nicht nur diese {A™},
sondern beliebige Folgen {9{#}} mit 9{»}{ ]9 zu und fassen den
Ersatz von 9 durch 9!} und den darauf folgenden Grenziibergang
n— o0 als eine Art virtuelle Stérung von ¥ auf. Wir werden sehen,
daB fiir 9 durch diese Stérungen ebenso Spektralmatrizen induziert
werden, wie dies im Spezialfalle {r} == M der Fall war (S. 225).
Hatten dabei alle Teilfolgen von 9® fiir 9 dieselbe Grenzspektral-
matrix induziert, so haben wir % als statistisch sinnvoll bezeichnet.
Hat die Matrix ¥ die wesentlich weitergehende Eigenschaft, daB alle
mittelkonvergenten Storungen fiir % eine und dieselbe verallgemeinerte,
HfeldmiaBige® Spektralmatrix induzieren, so werden wir dies dahin zu
deuten haben, dafl 9 im Felde eine stabile Lage hat, kurz, dab %
nicht nur statistisch sinnvoll, sondern aufierdem statistisch stabil ist
[wahrend der statistisch sinnvolle Charakter allein nur eine Art bedingte
Stabilitat, d.i. Stabilitat gewisser Storungen gegenuber ausspricht], —
Ich versehe hierbei nur ein Ergebnis von Carleman mit einer anschau-
lichen Nomenklatur und mufR jetzt zum mathematischen Inhalt iiber-
gehen, und vor allem erklaren, was uberhaupt bei beliebigen Storungen
unter dem ,Induzieren" zu verstehen sei.

8 117. Feldresolvente und Feldspektralmatrix.
Es sei %{r}{—}9% und es bezeichne ?ﬁi"} die Grenzresolvente von
9%{n), oder, wenn 9{#} nicht statistisch sionvoll ist, irgendeine der

*
Grenzresolventen, endlich sei ]]Gé;',‘}(y) || eine zu {») gehdrige Grenz-
spektralmatrix und zwar eben diejenige, fiir welche

(445) Fim _ ” f 25{3 ()

_‘“

=1 EP)]

16*
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gilt. Unter 1 ist durchweg irgendeine nicht reelle Zahl verstanden,

Wegen (409) ist M (|| R{"} W) < -3—1[‘1]-— Ersetzt man hierbei M durch
P, so multipliziert sich die Schranke wegen (212) héchstens mit 2,

mithin ist (vgl. S. 130)
(446) 1R{’”()[*‘< r@) < +oo,

wobei I'(Z) nur von ..I abhingt. Wegen (444) sind die in (444) hinter

dem Limeszeichen stehenden Summen unterhalb einer hochstens von ¢

abhingigen, also von # unabhiingigen Schranke gelegen. Da anderer-

seits 3| a,, |® bei einem jeden ¢ konvergiert (% ist ja eine Q-Matrix),
k=1

so folgt daraus, nach einer leichten Benutzung der Schwarzschen Un.

gleichung und ihrer Umkehrung, daB es eine von » unabhingige, also
hochstens von ¢ abhiingige Schranke C; geben mub, fiir welche

(447) 2|a‘“}| < C;< +oo

ausfillt, wobei freilich C; von der mittelkonvergenten Folge {9{»)}
abhingt, die wir fest gewdhlt haben

Mit Riicksicht auf (421), wegen f‘ do,{?} (#)| £1 und nach dem
Montelschen Satz konnen wir nun aus {9{#!} eine Teilfolge {9{P)}
derartaussondcrn daB RM" (A) fur » — oo und fir alle nicht recllen 2
einer Grenze R:‘k (1) zustrebt, wobei mit Riicksicht auf das Diagonal-
prinzip angenommen werden kann, daB die h, von (¢, k) unabhingig
sind. Die Matrix ?}i: H‘J}E”(Z)H bezeichnen wir als eine Feldresol-
vente von 9. Wir diirfen nun ebenso weiter schlieBen, wie auf S, 169 ff,
so dal wir uns kiirzer fassen konnen. Nach dem TIFundamental:

kriterium (§ 48) gibt es eine und nur eine, fir pg— — oo ver-
schwindende, von rechts stetige Funktion mit einer Totalschwankung

<1 derart, dal’ o
" o
(448) i, = [ £t
-

gilt. Wir nennen || P (1) ]| eine Feldspektralmatrix von 9; sie wird
durch {91} induziert®. Die Kopplungsform der Feldspektralmatrix
ist auf E durchweg = 0 und <1 und nimmt mit g nicht ab. Man

hat ferner M([]R‘k(i i < ---l—. Dies alles bleibt nimlich bei dem

Grenziibergang A, — + oo oﬂ'enbar erhalten.
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8 118. Stabilitat der regularen Matrizen.

Die Feldspektralmatrix || o (#)|| von U kann von verschiedenen
Umstidnden abhingen, so von der zugrunde gelegten mittelkonvergenten
Folge {9(»)} und auBerdem von jhrer induzierenden Teilfolge {9i4a}}.
Es sei nun verlangt, daBl 9 derart ist, dal es dennoch nur eine
Feldspektralmatrix, oder was offenbar dasselbe bedeutet, nur eine Feld-
resolvente hat, In diesem Falle nennen wir 9 statistisch stabil. Wie
schwerwiegend diese Stabilititsannahme ist, geht bereits daraus hervor,
daB die Matrizen der mittelkonvergenten Folge nicht statistisch sinn-
voll zu sein brauchen, also verschicdene Grenzspektralmatrizen haben
konnen, wihrend wir verlangen, daB der Limes g, (1) dennoch ein-
deuttg bestimmt sei, Es liegt also nahe, an Stelle der absoluten Sta-
bilitat nur eine bedimgie zu verlangen, d. h. beim Induzieren der Feld-
spektralmatrizen fiir 90 nur virtuelle Storungen einer bestimmten Art
zuzulassen, die eben der Natur von 9 oder der Problemestellung an-
gepalt ist.

Dennoch gibt es statistisch absolut stabile Matrizen: wir beweisen
nach Carleman, daf} die reguliren (also z. B. die beschrinkten) Matrizen
stabil sind.

Es sei ¢ =(¢,, ¢y, ...) irgendein quadratisch konvergenter Vektor.

*
Da ®{"} ecine Grenzresolvente von 9({! ist, so ist, wie wir wissen,
(S. 218),

(449) 2} — 2, RI™) e,

gewiB eine quadratisch konvergente Lisung von (A€ — Y{tl)p=r¢,
d. h. von

{(450) Ag P} — fZIai{;.""} xj!’*wl =,
?‘_-

Und zwar gibt es eine nur von 1 abhingige Schranke A(4), der-
art, dafl

(451) 3| xm) 2 < A (R)- 21 |2
i=1

ausfiilt. Dies ist aus (449) unmittelbar abzulesen, wenn man beachtet,
daB die Kopplungsform einer jeden Grenzresolvente || R(”)(A) || auf E ab-

solut < —— ist. Dies gilt, wie erwidhnt, auch von der Feldresolvente

3[1]
HR”‘( A)l], die also ebenfalls beschrinkt ist, so daB der Vektor ; mit
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den Komponenten
(452)

.
i
r-l\'Js
&
P
R
‘a.

einte endliche Norm hat. Da nach Definition ﬁ:{:"}(l) —_ }2: (A, n—o0
gilt, so folgt aus (449), (451), (462) mit Riicksicht auf das Majoranten-
kriterium der starken Konvergenz die Grenzgleichung xf{4} — .
Andererseits gilt auch

(463) ja‘{;\ﬂ}x “"'}—'2“

§ *
"_1 J J

also wegen (450)
(454) Ex‘—fgl'aijxj=c‘-; (AC —Wr =

Um (453) zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, dabB fiir # — |- o0 beide
Differenzen

k=4

(455) ;':Z; ("i{?”} — “i;‘) xj{hn} , f%‘ @ (2~ ”j“‘”})
nach Null streben. Fir die erste ist dies aber wegen (447), (451)
nach der Schwarzschen Ungleichheit trivial, fiir die zweite folgt es aus
dem Majorantenkriterium (§ 57). Also ist (454) richtig. Eine Lisung von
(454) wird wegen (4562) durch die (gewiB beschrinkte) Feldresolvente
von 9 geliefert, die irgendeine der Feldresolventen von % sein kann,
Gibt es also immer nur eine quadratische konvergente Ldsung, so
kann es nur eine Feldresolvente fiir 9 geben. M. a. W,, jede regulire
Matrix ist statistisch stabil. Dies wollten wir beweisen.
Man hat ferner, analog zu (453), fir n—o0

o_o‘ * " n o * %
(456) jélRi{jh } (2)‘(‘5,51;'1 - “:f’l’: })“’j%‘ Rr’j(z‘)'({sjk)’ - ajk)‘
Denn es ist wieder [vgl. (455)]
@ ¢ W **
Z{Ri{;"} (‘1) - Rdj (;')} (5_;'1:‘1 — “jk) — 0,

i=1
S{0ph—a)— Bpa— a0} R 0.

Nun ist der Ausdruck in (456) linkerhand fiir alle &, gleich §,,. Denn
die Grenzspektralmatrizen sind gewiB vordere Reziproken (S. 220).
Also ist auch der Ausdruck rechterhand in (456) gleich 4,,, d. h. die
Feldresolventen sind ebenfalls vordere Reziproken. Sie sind aber auch

(457)
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hintere Reziproken, da auch die Grenzspektralmatrizen es sind. 4 be-
zeichnet hierbei immer eine beliebige nicht reelle Zahl. Gibt es
» Spektrumslucken”, so konnte man auch reelle 4 in Betracht ziehen.

Die Spriinge der o liefern wieder quadratisch konvergente Eigen-
losungen. 1st 91 eine statistisch beliebige Q-Matrix, deren samtliche
Potenzen Q-Matrizen sind, so ist (305) nach Carleman fur jede Feld-
spektralmatrix (also nicht nur fur eine Grenzspektralmatrix) von 9t
richtig. — Dies gibt eine Erklarung fur den Sachverhalt, von welchem
wir auf S. 242 ausgegangen sind.

Auf eine Umkehrung des vorher bewiesenen Satzes, nach welcher jede
»extremale" quadratisch konvergente Losung von (454) mittels einer
Feldresolvente von 91 in der Gestalt (452) dargestellt werden kann,
sowie auf die Frage, inwiefern eine ,stabile" Matrix gewild regular
ist, kann ich hier leider nicht mehr eingehen.

8 119. , Statistische” Hauptachsentransformation.

Es sei |lo,, (u}]| irgendeine Feldspektralmatrix von 91. Wir er-
klaren das Punktspektrum usf. von 91 wie auf S. 161 bzw. S. 177.
Doch ist jetzt zu beachten, daB es z. B. denkbar ist, da diese Punkt-
mengen jetzt vielleicht nicht mehr eindeutig durch U bestimmt
sind, indem sie auch von der zugrunde gelegten Grenzspektralmatrix
abhangen konnten. Wegen der ersten Relation (422), die auch fur
Feldspektralmatrizen gilt, hat jedes Spektrum mindestens einen Punkt,
ist also nie leer. Um festeVorstellungen zu haben, wollen wir annehmen,
da U regular ist. Dann gibt es gewi3 nur ein Punktspektrum, nur
ein Streckenspektrum und nur ein Haufungsspektrum, da es auch
nur eine Feldspektralmatrix gibt, die ubrigens nach Carleman
unseren infinitesimalen Orthogonalitatsrelationen gewil3 genugt; siehe
S. 225. Ferner ist jede Spektralmatrix jeder Matrix U beschrankt
(S. 244), und auch jede unitare Matrix U ist beschrankt. Es liegt
also nahe, dall Hauptachsenproblem von U wieder ,hinter das Inte-
gralzeichen" zu verlegen, also die Aufgabe rein statistisch zu fassen
und sich mit einer unitaren Matrix U begnugen, bei welcher die
Matrix || o, («)]| 17" wie bei (262), in einen rein streckenspektralen
Bestandteil und auBerdem in eine Summe von (diagonalen) punkt-
spektralen Bestandteilen zerfallt, die von jenem und voneinander ge-
trennt sind.

Wir haben bei den beschrankten Matrizen diesen , statistischen”
Weg nur aus methodischen Grunden verfolgt. In das Schlufresultat
der Hauptachsentransformation, dall namlich in eine Summe
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getrennter Diagonalmatrizen und einer von diesen getrennten, diagonal
irreduziblen {d. h. rein streckenspektralen) Matrix [{Z,, || zerfillt, geht
ja die Spektralmatrix iiberhaupt nicht ein, so daB wir auch direkt an
o hatten ankniipfen kénnen. Ist aber ¥ eine nicht beschrinkte Q- Matrix,
so stofBt dies auf Schwierigkeiten. Vielleicht ist nidmlich % derart, da
z. B. WY mit U™ iiberhaupt nicht multipliziert werden kann, indem
die Reihe, welche das (4, k)-te Element der Matrix (W)Ut~ bilden
wiirde, divergiert. Es scheint also zuniichst angemessen zu sein,
sich auf die Betrachtung der immer beschrinkten Spektralmatrizen zu
beschrinken. Ist 9 beschrinkt, so transformieren sich ¥ und || g,, {#)||
kogredient. Insbesondere war das Spektrum unitdr invariant, Jetzt
entsteht aber eine Schwierigkeit. Gesetzt, daB U911 bei der nicht
beschrinkten Matrix 9 sich als (19 U™ oder als U(AN™*) bilden
1aBt. Dann leuchtet es iiberhaupt nicht ein, dall z. B. die Grenzspektral-
matrix der etwa statistisch sinnvollen Matrix 9 durch 1l in die Grenz-
spektralmatrix von U¥ U™ {ibergehen mufl. Denn cin Eigenwert von
Ui ist eben nur #-dren unitiren Transformationen gegeniiber invariant.
Anders ausgedriickt: die Gleichung 1, Uy, 7 = (WA 1*);,, ist im all-
gemeinen unrichtig — auch wenn % und U durchweg finit sind —
und die Abschnitte der fiir den Hilbertschen Raum unitdren Matrix 11
sind, mit Ausnahme von leicht diskutierbaren Grenzfillen, keine unitire
Matrizen fiir die bez. Abschnittsrdume, so daB E durch 11 eineindeutig
in sich iibergehen kann, ohne dalB dies fiir Ej,), U, gelten wiirde; vgl
ubrigens die FuBnote auf S. 66. Auferdem steht es nicht fest, dal}
uAU™* statistisch sinnvoll ist, wenn U es war. Nach einer freundlichen
miindlichen Mitteilung von Herrn J. v. Neumann kann man z. B. jede
regulare nicht beschrankte Matrix in eine nicht regulare unitar uber-
fithren, man kann eine Matrix von durchweg positivem Spektrum in
eine solche mit durchweg negativem Spektrum transformieren, usf.
Doch wird man bei ,vernunftigen" 9 wohl immer nur passend ge-
wahlte ,verniinftige" U betrachten miissen. Z. B. die Formeln (328),
(329) des Korrespondenzprinzips stehen auch bei nicht beschrankten
Matrizen zur Verfugung. Uberhaupt konnte man das Korrespondenzprinzip
bei gehoriger Vorsicht auf nicht beschrankte Matrizen unmittelbar liber-
tragen. Entsprechendes gilt erst recht fur die multiplikativen Gruppen-
klassen. Fur die Quantenmechanik wurde auerdem die Transformations-
theorie der finiter9l mittels finiter U sehr wesentlich in Betracht kommen,
die Toeplitz gelegentlich angedeutet, jedoch leider nicht veroffentlicht
hat. Aus den v. Neumannschen , Paradoxien" geht hervor, wie tiefliegend
solche Satze sein miissen, und wie wenig selbstverstandlich es ist, daf
dergleichen bei beschrankten Matrizen gewifld nicht vorkommen kann.
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8§ 120. Uber die Stabilitat des reduzierten Spektrums.

Es sei % eine regulire Matrix, || g, (u)] ihre (véllig bestimmte)
Spektralmatrix. Wir haben in § 116 die Matrix o einer virtuellen St6-
rung ausgesetzt, indem wir auber ¥ noch

Wb S, A= (AW — W {—}D =[O0

betrachtet haben, Da ¢ reguldr, also statistisch stabil ist, so war da-

bei doéf ) — dd;,. Wir wollen hier ein etwas anders gerichtetes Er-
gebnis von H. Weyl ohne Beweis mitteilen. Es moge sich nunmehr
picht um virtuelle, sondern endliche (d. h. feste), jedoch ,kleine* St6-
rungen handeln, Wir fragen, wie das Spektrum auf solche Stérungen
reagiert. Als eine ,kleine* Stérung von 9 bezeichnen wir den Ersatz
von ¥ durch % -+ B, wobei B eine feste wvollstetige Hermitesche Matrix
bezecichnet. Vollstetig heiBt die Matrix 8, wenn sie beschrinkt ist
und durch eine unitire Substitution I auf die Gestalt UB U™ * == || 1.4,, ||,
A,— 0 gebracht werden kann. Hierfiir ist, wie wir wissen, notwendig
und hinreichend, da} es kein Streckenspektrum gibt und daf alle von Null
verschiedenen Eigenwerte von endlichem Gewicht sind und siclh hoch.
stens im Nullpunkte haufen. N. B, 8 = ||v,, || selbst braucht nicht von
der Gestalt || 4, 8, || zu sein. Eine hinreichende Bedingung fiir die Vollstetig-
keit von B besteht in der Konvergenz der Doppelreihe za,‘: 2’1[ 2,15 di
i=1§=

der ,Normalspur” von 5. 28, Notwendig ist diese Bedingung bereits
darum nicht, weil [|v,, | vollstetig sein kann, ohne daB die Matrix
||lv;,||| der Betrage vollstetig, ja iiberhaupt beschrinkt wire. — Not-
wendig und hinreichend ist {iir die Vollstetigkeit der Hermiteschen
Matrix B, daBd ihre Kopplungsform auf der Hilbertschen Einheitskugel
gleichmiBig konvergiert. Das Produkt einer vollstetigen Matrix in
eine beschrinkte Matrix ist stets vollstetigz. Da die Einheitsmatrix
offenbar nicht vollstetig ist, so kann daher keine vollstetige Matrix
eine beschrinkte Reziproke haben. — Wir haben diese Siitze ohne
Beweis angegeben. Sie riihren von Hilbert her, der die Theorie der
vollstetigen Matrizen voll entwickelt hat {und zwar auch fiir nicht
Hermitesche Matrizen; die Vollstetigkeit ist im allgemeinen Fall durch
die Gleichmafigkeit der Konvergenz der Kopplungsform zu definieren).

Es sel Y eine regulire Matrix, 8 das Spektrum, 0 das Strecken-
spektrum (,,Bandenspektrum), p das Punktspektrum und § das Hiu-
fungsspektrum. Es ist wesentlich, daB § genau in dem auf S.161
erklirten Sinne verstanden werden soll. Wir fiihren noch eine (schlichte)
Punktmenge cin, die wir mit ¢ bezeichnen. Sie enthalte die folgen-
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den Punkte und nur diese: 1. alle Punkte von §; 2. alle Punkte von §;
3. diejenigen Punkte von p, die Eigenwerte von unendlich hohem Gewicht
darstellen (so daB die zu 4 & — U gehdrigen homogenen Gleichungen
unendlich viele linear unabhingige quadratisch konvergente Losungen
haben). Die dadurch festgelegte Punktmenge r nennen wir das redu-
zierte Spektrum von ¥U. Vollstetig ist die (beschrinkte) Matrix offen-
bar dann und nur dann, wenn das reduzierte Spektrum auf den Null.
punkt der Spektrumsgerade zusammenschrumpft. Allgemeiner ist das
reduzierte Spektrum ¢-—=8'--p,, wobei 8’ die Gesamtheit der Hiu.
fungsstellen des schlicht gedachten Gesamtspektrums &, und 9 die
Vereinigung derjenigen Eigenwerte unendlich hoher Vielfachheit be-
zeichnet, die 8’ noch nicht angehiren. Offenbar ist ¢ immer abge-
schlossen.

Weyl hat nun bewiesen, dal das reduzierte Spektrum jeder be-
schrinkten Hermiteschen Matrix beliebigen ,kleinen” Storungen gegen-
iiber unempfindlich ist: ¢ und % 4 B haben dasselbe reduzierte
Spektrum, wenn § vollstetig ist. Wie Carleman gezeigt hat, bleibt
dies richtig, auch wenn 9 nur reguldr ist, Weyl hat ferner mittels
der Haarschen Orthogonalsysteme bewiesen, dal das reduzierte Spek-
trum gewissermalBen die einzige Invariante bei kleinen Spektrums.
storungen ist. Hat z B. 9 nur ein Streckenspektrum, das etwa das
Einheitsintervall sein mége, so kann man eine vollstetige Matrix B
derart angeben, daB 9 4 B kein Streckenspektrum mehr besitzt, also
auf die Diagonalform gebracht werden kann. Da jedoch das Einheits-
intervall, als Streckenspektrum, dem reduzierten Spektrum angehort,
so miissen die ,diskreten“ Eigenwerte von % -4 9% (d. h, sein abzshl-
bares Punktspektrum) auf dem Einheitsintervall iiberall dicht liegen.

Ober die fur die Quantenmechanik so wichtige Frage einer tai-
sachlichen Behandlung von Spektrumsstorungen liegen in der mathe-
matischen Literatnr leider keine befriedigenden Ergebnisse vor. Ins-
besondere steht eine sinngemalBe Obertragung der Hill-Brownschen
Methoden der Mondtheorie noch aus.



Anhang.

Skizze einer Spektraltheorie der
fastperiodischen Funktionen.

Zur lllustration der Spektraltheorie soil eine Klasse von Matrizen
betrachtet werden, welche die Mechanik der klassischen Schwingungen
in die Matrizensprache ubersetzt. Es handelt sich um eine sinngemalie
tibertragung der Toeplitzschen Theorie der Laurentmatrizen auf die
fastperiodischen Funktionen von H. Bohr.

Wir wollen zunichst den Hauptsatz {iber diese Funktionen voraus-
schicken. Die fir — oo < £ << + 0o erklirte, stetige, nicht notwendig
recllwertige Funktion £(f) moge wie folgt beschaffen sein. Ist e > 0
fest gewidhlt, so gibt es eine Folge v, =17, (¢); »=1,2,... von ,Ver
schiebungszahlen® derart, daBl einerseits {f(f 47, (&) — F{)]| L ¢ fiir
alle # und alle » gilt, und daB andererseits die Folge ins Unendliche
wichst, ohne dabei beliebig groBe Liicken aufzuweisen:

7, () <7(e) < -m>fo0;  limsup(y,,, ) —1, () < + oo;
Y-+ @I

hierbei darf der Limes superior mit ¢~! unendlich werden, doch sollen
die aufgezihlten Bedingungen bei beliebig kleinem (festen) ¢ erfiillt
sein. Die Funktion (¢} heiBt dann fastperiodisch.

Eine periodische Funktion ist dann und nur dann fastperiodisch,
wenn sie stetig ist. Jede fastperiodische Funktion ist fiir —oo << ¢ <4 o0
gleichmiBig stetig, also insbesondere beschrinkt. Konvergiert eine
Folge von fastperiodischen Funktionen f, (¢) fir alle ¢ gleichmafig gegen
eine Grenzfunktion f(#), so ist auch f(f) fastperiodisch, Die gleich-
miBige Konvergenz ist alse in dem Sinne m (f — f,) — 0 zu verstehen,
wobei m (g) die obere Grenze von |g(#)] fir —oo<¢< 400 be-
deutet. Die untere Grenze von |g(f)| moge entsprechend mit u({g)
bezeichnet werden. Es kann g fastperiodisch, durchweg >0 und
dennoch derart sein, daB n(g) = 0 ausfillt, weil g (¢} der Null beliebig
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nahe kommt (ohne zu verschwinden; g(t) ist zwar stetig, das Intervall
ist indessen unendlich). Eine ganze rationale Funktion von endlich
vielen fastperiodischen Funktionen (m. a. W., Summe und Produkt
zweier fastperiodischen Funktionen) ist wieder fastperiodisch, also ist
es auch jede endliche trigonometrische Summe

(2) epeg, (1) T+ eqeg, () - - + cmer, (1)
wobei ¢, konstant und

7S Ui P P =
(2) eg (f) = e¥e¥—1; V—1=1; £-<0

ist; denn die stetige, periodische Funktion ¢, (¢) ist gewiB fastperiodisch.
Mithin ist eine Funktion gewil} fastperiodisch, wenn sie durch eine
Folge {f,} gleichmifiig approximiert werden kann, wobei jedes f, von
der Gestalt (I} ist (die ¢ diirfen dabei von s abhingen und m darf
mit g {iber alle Grenzen wachsen). Es gilt nun — in Verallgemeinerung
des WeierstraBschen Satzes iiber stetige, periodische Funktionen — die
Umkehrung, daB zu jeder fastperiodischen Funktion f(f) eine Folge
{f.} von endlichen trigonometrischen Summen angegeben werden kann
derart, da m{f — f,)— 0, #— 4 oo gilt. Dies ist der Hauptsatz der
Bohrschen Theorie.

Wir wollen hier sogleich einen fiir das Spiitere wichtigen Begriff
cinfithren. Bei jeder fastperiodischen Funktion ist nach Bohr der Grenz-
mittelwert

(3) M(f)~ lim 21J‘f

T+

vorhanden (doch ist dies nur eine notwendige Bedingung fiir den fast-
periodischen Charakter). Bezeichnet ¢ irgendeine Konstante und £ («)
dicjenige Teilmenge des Intervalles — T < ¢ < T, auf welcher f{f) =«
ausfillt, so ist unter Umstinden auch der Grenzwert

4) R,(f)= Im o= f dt

P-»t
1.ta}

vorhanden. Bei derartigen Betrachtungen haben die folgenden beiden,
aus f abgeleiteten Scharen von stetigen Funktionen eine Rolle:

RFO=r0) fir f)<e;  HO=« fic fH20
und

FO=1O fir (e frl)=—u fir ()<
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Aus der e-Definition der Fastperiodizitit geht unmiutelbar hervor,
daBl die beiden Funktionen fX({#) fastperiodisch sind, wenn f es ist.
»Im allgemeinen® wird R _(f) fiir alle & verschwinden. Doch kann
R (f) auch 0 sein. Es sei z. B. f stetig, periodisch und derart,
dal} es in einem ganzen Intervall den Wert ¢ hat. Aligemein be-
zeichnet R (f) die Wahrscheinlichkeit a priori (relative Hiufigkeit)
des Wertes ¢ in dem Wertevorrate von f(f). Fiir (4} kann man niam-
lich offenbar auch
mes ¥, (a)

2 0= im "
schreiben, wobei mesa das lineare MaB (mesure, Inhalt) einer Punkt.
menge o bezeichnet.

Wir werden spiiter nicht diese, sondern dic ,integralen® Wahr-
scheinlichkeiten bendétigen. Es sei die fastperiodische Funktion f
zuniichst reellwertig, und es bezeichne tr(«) diejenige Teilmenge des
Intervalles — T << T, auf welcher f(t) < w. Dann liBt sich, in
Verallgemeinerung von {3), auch die Existenz des Grenzwertes

© W,() = tim & | r(9a

Prt+mw
tia)

wim wesentlichen%, d. h. in dem auf 5. 77 prizisierten Sinne gewil
behaupten, und in demselben Sinne auch die Existenz von 3R, (f — «).
Hierbei ist beidemal ¢ die unabhingige Verinderliche der Grenzfunktion,
— Auf eine einfache Herleitung dieser Behauptungen, sofern sie fiir
unsere Zwecke in Betracht kommen, kommen wir auf S. 270 zuriick,
Ein Beweis, der auch etwa unter Benutzung der unstetigen Verallge-
meinerungen der fastperiodischen Funktionen gefiihrt wird, wiirde zu
weit fiihren und soll hier iibergangen werden.

Es bezeichne n(f) die untere, m(f) die obere Grenze von f fiir
alle ¢. Diese Zahlen sind also, im Gegensatz zu den Zahlen u(f),
m(f), evil negativund nur fiir reclle f definiert. Es bezeichne np(f)
das Minimum, mgp(f) das Maximum von f{f) auf dem Intervall
—TLt<L 7T, so daB

(") n(fysnr(f),  me(f) Sm(f)

gilt, wobei das Zeichen < fiir 77— - 0o gewiB in == iibergeht. Man
erklire in dem Intervall

(8 nr(f) <o <mz(f),
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wobei T fest gewdhlt ist, eine Funktion vy (@) wie folgt:

mes tr(y)
9 vr(p) = 2;~—~,

so daB »p(p) die Wahrscheinlichkeit a priori dafiir ist, daB die
Funktion f auf dem Intervall — T < ¢ £ T nicht groBer als ¢ aus
fill, Der Grenzwert

(10) v(p) = lim »p(p)

T 4w

stellt daher, sofern er existiert, die durchschnittliche relative Verweil-
zeit der Kurve f= f (¢} in der Halbebene f< ¢ oder in dem Streifen
n(f) £f< @ der (¢, f)-Ebene dar. Nun ist aber der Grenzwert (10)
»,im wesentlichen%, d.h. an allen Stetigkeitsstellen der Grenzfunktion
stets vorhanden. Beim Beweis kann ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit angenommen werden, dall ¢ <= 0 istt Denn der Streifen darf in
sich verschoben werden. Wir fassen nun ¢ als eine Konstante auf und
wenden die vorher erwdhnten Sitze auf die fastperiodische Funktion
f{f) — ¢ an, indem wir ¢ =0 setzen. So folgt die Existenz des
Grenzwertes '

(11) By (r— )= lim [ (g ar,

wobei die Integration sich auf die Menge derjenigen ¢ erstreckt, fiir
welche —T<{¢{<T und f—e <0, d h f<@ ist, also auf die
(zu f gehorige) Menge tr(p). Da der Grenzwert

. 1
(12) lim o= f f(H)dt =M, (f)

Tt
()

wegen (6) vorhanden ist, so folgt die Existenz des Grenzwertes

. 1
(13) Jim [ par=wi, (1) — B, (7~ )
by}
Wegen
1 mes tr ()
(14) ﬁj¢d5=§%fdt=¢“‘%*=9?vr(¢)
t, (v i, (9}

folgt daraus die Existenz von (10), da, wie erwihnt, vorausgesetzt
werden darf, daB ¢ <= 0 ausfallt. Die Aussage, ,der Grenzwert existiert¥,
ist dabei in dem Sinne {—] der Konvergenz im wesentlichen zu ver-
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stchen, — Fiir das folgende kommt unter den erwihnten Grenzwert.
sitzen nur die Existenz von (10), d. h.
(15) rr(g)[—]v(p)y T—+oo

in Betracht. Auf einen, durch die matrizentheoretischen Zusammenhinge
nahegelegten héchst einfachen Beweis von (15) kommen wir auf S, 270
zuriick.

Die Definition (9) der Funktion »p(p) wollten wir nur auf dem
Intervall (8) in Anspruch nehmen. Da im allgemeinen kein (end-
liches) T mit wngp (f) = m(f) oder ny(f)=n(f) existiert, indem
die monotonen Funktionen sy, np lhren Grenzwert m, n evtl, nur
nach Vornahme des Grenzitberganges T-» 4 oo erreichen, so wollen
wir (15) bei jedem f nur fiir

(16) n(f) <@ <m(f)

als eine Definition auffassen, so daBl »(f) in den beiden Endpunkten
von (16) zunichst noch nicht erklart ist. An den eventuellen Unstetig-
keitsstellen der Grenzfunktion »(¢), wo wir die Existenz des Grenz-
wertes nicht behauptet haben, mége »(p) durch die Forderung der
rechtsseitigen Stetigkeit festgelegt sein. Dann ist » {p) auf (16)bei jedem
f eindeutig erklirt. Von dem trivialen Fall f= counst wird dabei ab-
gesehen,

Wir erweitern die Funktion »gp(g), indem wir sie auch fiir
a(f) S <np(f) und mp(f) < ¢ Em(p) erkliren: es sei

vo(p) =vp(ngp(f)) auf dem unteren, = vy (my(f)) auf dem oberen
Zusatzintervall. Die Funktion vy (g) ist jetzt also fiir

(17) n(f)Sp=m(f)

erklart, und fir ¢ <np(f) und fiir @ 2> myp(f) konstant. Sie ist
offenbar durchweg = 0, nicht abnehmend, und fiir ¢ 2 mg (f) gleich 1.
Hingegen braucht sie fir @ < np(f) nicht zu verschwinden {(man
denke nur an eine stetige, periodische Funktion, die ihr Minimum
langs gewissen Strecken annimmt). Wir legen den Wert von » (¢) im
oberen Endpunkte ¢ = m (f) von (16) durch die Definition » (m (f)) = 1
fest. Dann gilt (10} auch fir ¢ = m(f). Wir wollen endlich sinn
gemiB [vgl. (5)] v (n(f)) = R (f) setzen, sofern dieser Grenzwer!
existiext.
Man hat

m,-m

(18) o J‘f (1) dt = j pdvp(p).

rnalf)
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Denn die Siieltjesschen Niherungssummen des zweiten Integrals sind,
wie aus der Definition von »p (@) hervorgeht, eben die Lebesgueschen
Niherungssummen des ersten. Der mit dem Lebesgueschen Integral.
begriff nicht vertraute Leser moge das linkerhand stehende Integral,
das freilich auch als ein Riemannsches Integral aufgefafit werden kann
(f ist ja stetig), als Flicheninhalt deuten und sich die Richtigkeit der
Formel etwa fiir stiickweise monotone Funktionen f klarmachen. — Da
vp(p) fiir ¢ < ny(f) und ¢ = myp(p) konstant ist, so kann man fir

(18) auch
mif)

(19) or |10~ [prate)
-T nih

schreiben. Es kann dabei auch np(f) = n(f) eintreten, und dann ist
evtl. vz (n{f) 4- 0} += vz (n{(f)). Fir alle Fille ist

T
(20) o ff @at=J+1;
-
mif}
1= T pdra), JT=n()lrlr) +0)~ relur )

Nun gilt (15) auf (16), und (10) kann in dem oberen Endpunkte des
Intervalles (16) gewill behauptet werden. Ferner sind die Funktionen
vy () nicht negativ, nicht abnehmend und <1, so daB aus dem
Hellyschen Satz iiber gliedweise Integration offenbar

mif

21 lim ¥ — dy
(21) Am 5 =S pdr(p)

folgt. Die linke Scite von (20) strebt fiir £— - oo der Grenze W (f) zu.
Mithin existiert auch lim ]:1, also auch der Grenzwert

(#2) €= lim_[rz(n(0)+0) — vz ()];

der Fall n(f) ~ 0 kann namlich ausgeschlossen werden, vgl. S. 254,
Definieren wir nun die ,Dichtefunktion von f% wie folgtl):
@ (@) = »(7) fir n{f)<e<m(f),
—y(n()+O)~C fir p—n(),
=wm(f)) =1 fir @ >m(f),
= o (n (f)) fir p<n(f),

1) Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist freilich nicht w (g}, sondern dw (p): dgp.

(23)
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so ist wegen (22) und (20)
nif+0

Jrio@ =nfown+0-om@)
=n(f)C=lim J7,

Tt mw

(29)

und in (27) darf @ an Stelle von » geschrieben werden, so daB mit

Riicksicht auf (20)
m(f)

+ @
(25) M() = [ pdolr) = [pdo@)
gilt,

Die Funktion w(g) ist auf (16) gewif nicht abnehmend. Es wird
sich aus dem matrizentheoretischen Zusammenhang indirekt heraus-
stellen, daB w{@) auch auf (17) [also {iberhaupt] nicht abnehmend
und von der Totalschwankung Eins sein muB3!), was freilich auch direkt
eingesehen werden kann. Da demnach

L
(26) Jdo@) = wmp) —omn)—1

gilt, so folgt daraus, daB w(n(f) =0 ist. Denn nach (23) ist
w{m{f)) =1. Aus w{n(f)) =0 folgt ibrigens nach (23), daB der
Grenzwert (22) gleich »(n(f) 4- 0) sein muB. Da w (n(f)) =0 immer
gilt, wahrend »(n(f)), wic erwihnt (S. 253), auch >> 0 sein kann, so
ist die Dichtefunktion w(p) von der Verteilungsfunktion »(¢) im all-
gemeinen wohl zu unterscheiden, sobald es sich nicht nur um (16)
handelt,

Die Funktion o (p) erleidet fiir ¢ == @, gewi einen Sprung, wenn
R,.(f) 4 0 ist. Doch kénnen solche g,, die auf (17) auch iberall
dicht vorkommen konnen, nur auf (I7) liegen, da w{p) auBerhalb
(17) konstant, also erst recht stetig ist. Es gilt endlich der fiir unsere
Zwecke wichtige Satz, daB o (@) auf (17) keine Konstanzstrecke haben
kann: aus

(27) n{f)Se<fLmif)

folgt nicht nur w (&) < w(f), sondern auch o (¢) < o ().

Der Beweis ergibt sich aus dem folgenden Satze von Bohr: Ist f(#)
reellwertig, nichmegativ, fastperiodisch und derart, daB WM(f) =0 ist,
so verschwindet f(f) identisch. Der Satz gilt (auch fiir analytische

1) Dies besagt nur, dafi die Wahrscheinlichkeit a priori dafilr, daf die
Kurve f=f(¢) auf der Ebene (¢, ) liegt, gleich Eins ist,

Wibtner, Spektraltheori®, 17
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Funktionen) nicht mehr, wenn die kursivgesetzteBedingungfallengel assen
wird: der Operator Mt ist eben kein Integraloperator, sondern eine
Mittelbildung, und eine fastperiodische Wiederkehr ist fur die Richtig-
keit des Setzes wesentlich. — Setzt man den Satz, dalw (g} nicht
abnimmt und die Totalschwankung Eins hat, as bekannt voraus, so
kann der Bohrsche Saz aus (23), (26) unmittelbar abgelesen werden.

Nehmen wir nun zwecks Zuruckfuhrung ad absurdum an, daf
@ (¢) = o () ausfillt, trotzdem (27) vorausgesetzt ist. Da () nicht
abnimmt, so ist dann @ (p) = @ (r) fir ¢« < ¢ < . Wir wilhlen zwei
Zahlen ¢/, §’ derart, daB e << &' << "< § gilt und dall o und g’ das-
selbe Vorzeichen haben; sie seien etwa positiv. Es bezeichne g(f) die
Funktion, die gleich

(28) o, f(8), p (> > 0)
ist, je nachdem
(29) fOSd, dSfOSF, fOZF

gilt. Die Funktion g(#) ist gewil fastperiodisch, und zwar aus dem-
selben Grunde wie 7;7(¢) auf S.253. Bezeichnet g (p) die Dichtefunktion
von g, so gilt offenbar ¢(¢) = w{p) = w(e) fire’ < ¢ < $’. Anderer-
seits ist n(g) = ¢/, m(g) = f’, also mub g(¢) = w (&) fir ¢ <& und
olp)=w(p’) fir ¢ = p" und daher ¢(p) = w(x) = Konstante fiir

+ ot
— 00 < p < + 00 gelten, so daB [@do(p) — 0 ist. Dieses Integral

ist aber wegen (25) gleich M (g). Nach dem erwihnten Bohrschen
Satz folgt daraus g(f) =0, was jedoch zu einem Widerspruch fihrt.
Denn der Wertevorrat von f(¢) ist, als derjenige einer stetigen Funktion,
gewil zusammenhingend, also, wenn man von den Endpunkten ab-
sieht, offenbar mit dem Intervall (17) identisch. Nun liegt ¢’ im Innern
dieses Intervalles, also gibt es Werte {, mit f(,)) =«'. Wegen (28)
folgt daraus g(f,) = ¢/, also ¢’ = 0, wihrend doch ¢’ > 0 angenommen
wurde.

Damit ist bewiesen, dal « (p) auf dem Intervall (17) keine Kon-
stanzstrecke haben kann [(17) kann auch ein Punkt sein, doch ist
dann £(#) konstant, also die Behauptung gegenstandslos].

Ist & reel], so ist zugleich mit f auch das Produkt f & fastperiodisch, da
ey = 6'Y=1 es ist, Man hat

M) =0 fir £20 und W)=MA)=1 fir {=0.
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Denn es ist filr £ 20

T
. 1 -3 . singT
o o M eEtV-1 34 Bl al
(30) M(eg) = Mmoo jefti-ldi= lim —pr==0.
Ferner ist
(31) eze, = et g =1.

Endlich kann der Operator I mit gleichmiBigen Grenziibergingen
stets vertauscht werden:

aus m(f—f)—>0 folgt M(f—1)—0, M{F)—~M(),

da [M(f~ f,)| Sm(f— £,) ist. Ist also {§} irgendeine (also z. B. fiir
— o0 < £ < + oo iiberall dichte) reelle Zahlenfolge, so ist z. B, die
{der gleichméBigen Konvergenz zufolge gewiB fastperiodische} Funktion

=3 8l

derart, daBl M (fe_;) fiir = £ und nur fiir § = §; von Null ver-
schieden ausfallt.

Bohr hat nun allgemein bewiesen, daf} bei jeder fastperiodischen
Funktion f(¢) die Funktion 3 (fe_;) von & hochstens fiir abzdhlbar un
endlich viele (reelle) £ von Null verschieden sein kann. Es seien &, £,, ...
diese singulidren Parameterwerte. Die Bezeichnung moge selbstverstind-
lich derart sein, daB3 aus § &= stets &; =+ &, folgt. Die Gesamtheit der
singuldren Parameter nennen wir eigentliches Frequenzsystem von f.
Bohr hat — in Verallgemeinerung der Parsevalschen Relation stetiger
periodischer Funktionen — die fiir jede fastperiodische Funktion f
giiltige ,, Vollstindigkeitsrelation

(52) (1) = I M(re_s)[

bewiesen, wobei man iiber alle eigentiichen Frequenzen wvon ¢ zu
summieren hat. Da mit f auch die konjugierte Funktion £, also auch
| f]e = ff fastperiodisch ist, so folgt daraus einerseits die Konvergenz
der unter (32) stehenden Reihe, und andererseits der Eindeutigkeits.
satz, daB aus M(fie_y) =M(f,e-) stets f,(H)=/(¢, d h aus
M (fe_y) = O stets f(f) = 0 folgt, wenn die Funktionen fastperiodisch
sind. Ist ndmlich S}I(fe g) =0, so ist wegen (32) M (|f]") =0, also
nach S. 257 auch |f()|* = 0.

Die eigentlichen Frequenzen kénnen im allgemeinen nicht der Gréfle
nach numeriert werden, da sie sogar iiberall dicht liegen kénnen, —

17%
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Unter einem (nicht notwendig eigentlichen) Frequenzsystem {£;} von f
wollen wir irgendeine Folge von voneinander verschiedenen reellen
Zahlen verstehen, die alle eigentlichen Frequenzen von f und dariiber
hinaus evtl. auch weitere Zahlen enthilt. Offenbar ist {32) richtig, auch
wenn die £, ein beliebiges Frequenzsystem von f durchlaufen; es ist
ja M(fe_,) =0, wenn £; eine uneigentliche Frequenz bedeutet. An
statt zu sagen, ,,{{-‘j} ist ein Frequenzsystem der fastperiodischen Funk-
tion f“, schreibt man, im AnschluB an die Theorie der gewohnlichen
Fourierreihen, die ,Aquivalenz®

33) 1O~ IM(fe-s)er, 0

hin. Ist die Reihe rechterhand (in einer bestimmten, etwa durch die
Numerierung der Frequenzen festgelegten Anordnung) gleichmaBig
konvergent, so stellt sie die Funktion f(f) dar. Doch kann die Reihe
auch divergieren,

Ist

(34) g(f) ~ X Mge_y) e, (1),
so gilt ’
(35) o f()t ety ~ ’2 (e, M (Fe_r,) +c, M(ge_g)] e, (1)

Bei der Multiplikation von Aquivalenzen ist cine gewisse Vorsicht
geboten, die fiir die Matrizenzuordnung (siche weiter unten) sehr
wesentlich ist. 'Wir wollen zuniichst eine abkiirzende Bezeichnungs.
weise einflihren.

Wir sagen, die Zahlenfolge {{;} bilde einen Modul, wenn mit {;
und {, auch n{;+m{, der Zahlenfolge angehdrt, wobei » und
m=0,41, 4+ 2,... sein konnen. Jede fastperiodische Funktion hat
{unendlich viele) Frequenzsysteme {¢;}, die je einen Modul bilden. Man
erkennt nimlich nach einem geliufigen, von Cantor herriihrenden
Diagonalverfahren, dafl einer jeden Zahlenfolge {0} ein absdhlbares
Zahlensystem {C} zugeordnet werden kann derart, dab einerseits jedes
0. mit einem ;' identisch ist, und daB andererseits die ( einen
Modul bilden. I\urz, man kann jede Zahlenfolge zu einem Modutl
erginzen, und zwar auf unendlich viele Weisen. — Wir sagen, die
reelle Zahlenfolge [Ej} bilde ein zuldssiges Frequenzsystem von f, wenn
die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind: 1) {£} ist ein Frequenz.
system von f, so dabl also einerseits die beiden l.fngleichheiten

(36) Ej = fp ?' o} H

gleichbedeutend sind, und andererseits {&,} alle eigentlichen Frequenzen
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von f (und evtl. auch weitere Zahlen) enthilt; 2) {&;} ist ein Modul;
3) die Numerierung ist derart, daf

(37) ‘_Ej:‘f_,_f; }:0, 1, £2,...

gilt,. — Zu 3) ist zu bemerken, daB, wenn {‘5_,'} ein Modul ist,
auch — £, dem Modul angehort, und daB die Null von jedem Modul
enthalten wird; wegen (37) ist £, = 0. Offenbar hat jede fastperiodische
Funktion zuldssige Frequenzsysteme. Das eigentliche Frequenzsystem,
das — bis auf die Numerierung der Elemente — eindeutig bestimmt
ist, braucht kein zulissiges Frequenzsystem zu sein (da es z. B. auch
endlich sein kann). Wir sagen, (33) sei eine zulissige Darstellung
von f, wenn {.{-‘j} ein zulissiges Frequenzsystem von f ist. Sind

(38) O~ IMEe)ul) €O~ IM(e-p)en(d

zwei beliebige fastperiodische Funktionen, so kann man —- nach Hin-
zufligung von zu verschwindenden Amplituden gehérigen, ,,parasitidrens,
jedoch fiir die allgemeine Giiltigkeit von {39), (40) wesentlichen neuen
Frequenzen — erreichen, dall sowohl (36) als auch (37) gilt, wo-
bei {£} ein fir beide Funktionen zulissiges Frequenzsystem ist. Wir
sagen, (33), (34) sei eine zuldssige Darstellung des Funktionenpaares £, g.
Allgemeiner sprechen wir von (stets erreichbaren) zuldssigen Dar-
stellungen endlicher oder unendlicher Folgen f,, f,,... .

Den Bohrschen Multiplikationssatz der Aquivalenzen kdnnen wir nun
so aussprechen: Ist (33), (34) eine zuldssige Darstellung des Funktionen.
paares f, g, so darf man diese beiden Aquivalenzen nach den formalen
Rechenregeln multiplizieren: es gilt [vgl. (32)]

CONMN (CTIOISD {91 TPME 00 PHCY
mithin
(40) M(fee-s,) '—‘129’?(1"8&—5;) Mge-s)

was, wegen (2), nur scheinbar mehr besagt als die aus (32) folgende
Relation

(41) (1) = M) = TR (Fec) M(ge-r).

Der Summationszeiger lduft dabei liberall von — oo bis -} o0. Die
Summen ] sind mit Riicksicht auf (32) der Schwarzschen Ungleich-
!

heit zufolge absolut konvergent.

Zusammenfassend kénnen wir folgendes behaupten. Essei @ (z,,2,, ...,2,)
ein Polynom und es sei f, (#),..., f, (t) ein System von zulissigen Dar-
stellungen gewisser fastperiodischen Funktionen; dann erhilt man eine
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zulidssige Darstellung der fastperiodischen Funktion @ (f,, f;, --., fu)>
wenn man diesen Ausdruck nach den gewohnlichen Rechenregeln um-
ordnet. — Wir wollen jetzt insbesondere den Fall # = 1 ctwas niher
betrachten,

Es sei {.ff} das eigentliche Frequenzsystem von f, und {’7;]} das-
jenige von g. Kann jedes 7;3? aus endlich viclen EJ-O homogen-linear

mit ganzen rationalen Koeffizienten zusammengesetzt werden, so wollen
wir hierfiir kurz £ g oder g C f schreiben; lies: das eigentliche Frequenz-
system von g ist ein ,Teiler® des eigentlichen Frequenzsystems von f.
Der vorher erwidhnte Satz, wonach die ,formale” Ausfiihrung ciner
ganzen rationalen Operation @ (z) auf eine zuldssige Darstellung von f(1)
eine zulidssige Darstellung von & (f(#)) liefert, besagt nicht mehr als
die Bezichung £(#)> @(f(t)}, in welche keine parasitiren Frequenzen
eingehen; es ist kaum nétig zu bemerken, daB die Beziehung @ (£(2)) > £ (t)
im aligemeinen unrichtig ist. — Hat die gegen f gleichmiBig kon-
vergierende fastperiodische Folge {f,} eine ,Frequenzmajorante® F,
so dal FDf, fir alle # gilt, so gilt auch F>f. Es sei nimlich ¢
irgendeine reelle Zahl. Wegen m (f — £,) — 0 gilt auchm(fe_, —f, e_;)
—~O0,dajam((f—f)e_ ) <m{f—f,) ist. Aus m{fe_.— fre)—0
folgt aber (vgl. S.259) die Grenzgleichung I (£, e_,) — M (fe_;). DBe
zeichnet also £ eine Zahl, die keine eigentliche Frequenz von F ist,
so dab wegen F >, auch M(f, e ) =0 gilt, so mub auch W (fe_;)
verschwinden, d. h., £ ist keine eigentliche Frequenz von f, w.z.b. w.

Bewegt sich £ von — oo bis -+ co, so beschreibt z = f{(f) eine
Kurve in der Ebene der komplexen Vanable 2 =% - ]/~_1 y. Die
Gesamtheit der Punkte, welchen die Kurve beliebig nahe kommen
kann (ohne sie notwendig zu erreichen}, moge abgeschlossener Werte-
vorrat von f genannt und mit w(f) bezeichnet werden. Ist f(f) reell-
wertig, so ist w(f) mit dem Intervall (17) identisch. Ein anderes
Beispiel ist dasjenige einer Lissajousschen Kurve x:==4, cosp,{,
y = A, cos g, {, durch welche ein Rechtecksbereich ,ausgefiillt wird,
so dal w(f) dicser Rechtecksbereich ist, trotzdem die Kurve keine
Peanokurve ist, indem sie nicht durch jeden Punkt des Rechtecks
mindestens einmal hindurchgeht.

Es sei ¥(z) eine evtl. nur auf der Punktmenge w (f} erklirte,
auf w(f) stetige Funktion. Da w{f) beschrinkt und abgeschlossen
ist, so gibt es nach einer bekannten Verallgemeinerung des Weier-
straBschen polynomischen Approximationssatzes eine Folge @, (z),
D, (z), ... von ganzen rationalen Funktionen derart, dab auf W{f)
gleichmiBig die Grenzgleichung @, (2) =¥ {z) gilt. Offenbar gilt
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also @, (f(0)— P(f(#) gleichmiaBig fiir alle ¢ Mithin ist ¥(f(f)
fastperiodisch, (8. 252), und zwar ist nach dem vorangehenden
f(©)> P((#). Daher ist jedes zuldssige Frequenzsystem von f(f} auch
fur ¥(f(¢) zulassig. Um also eine (durch die Multiplikationsregel ge-
botene) zulissige Darstellung des Funktionenpaares f(t), ¥ (f (%)
zu erhalten, brauchen wir zu einem zulissigen Frequenzsystem von f(2)
keine weiteren parasitiren Frequenzen hinzuzufiigen., Diese Bemerkung
wird fiir unsere Matrizenzuordnung von einigem Interesse sein. Es
wird sich dabei vor allem — nidmlich bei der Behandlung der Rezi-
proke oder Resolvente und damit des Spektrums — um die ge-
brochene rationale Funktion ¥(z) =2~* handeln.

Die untere Grenze von |f(f)| haben wir mit u (f) (22 0) bezeichnet,
so daB n(f) > 0 dann und nur dann gilt, wenn f£{¢) der Null nicht
beliebig nahe kommen kann. Ist also #(f) > 0, so ist die Funktion z™1
auf der Punktmenge  (f) stetig, mithin ist dann (f(t))*1 fastperiodisch
und es gilt £(§)D(f() " Ist aber u(f)=0, so ist die Funktion
(f(#)"", wobei f=E0 vorausgesetzt werden kann, nicht beschrinkt,
um so weniger fastperiodisch. Ist also (f (8))'1 tiberhaupt fastperiodisch,
so ist es auch Cf(f).

Wir werden endlich die fast selbstverstindliche Bemerkung be-
nétigen, daB stets f(§)Df(¢), also auch f({)Df(s) gilt, wobei
f(t)= m) die konjugierte Funktion bedeutet.

Es sei nun f(¢) irgendeine fastperiodische Funktion und

(42) F0~ 5 Mreg)es 0

eine der zuldssigen Darstellungen von f. Wir ordnen dieser Dar-
stellung von f die Matrix

#3) B(H) =t (DI =M ezl & k=0,4+1,...

als die (zu {Ej} gehorige) fastperiodische Matrix von f% zu. Die
Zeiger laufen ganzzahlig nicht von 1, sondern von — oo bis - 0o, so
daB nicht eine Viertelebene, sondern die ganze Ebene besetzt ist:

m (fgf—l—E-l) m (feE-l—Eo) m (fef-l—fl)

(/) M(fog-r) Mer-e) M(Fer-s) ;

m (feEL—E-l) m (f"E.—En) , m (feE|—Ea) ]
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doch gilt die allgemeine Theorie auch bei diesen Matrizen; man
braucht nur bei den Abschnitten nicht von 1 bis #, sondern von
~— # bis # zu summieren, die unendliche Mannigfaltigkeit E durch

+m +n
3 |%,|" =1, ihren Abschnitt Ey, durch 37 |x,|® = 1 festzulegen usf.
i {i=—n

i=—m
In der Hauptdiagonale ¢ =% steht wegen e;_;, =¢,==1 stets der
Mittelwert von f,

(44) bﬂ(f)=9n(f)-

Da wegen (37) &,= 0 ist, so ist die nullte Zeile mit der Folge der
unter (42) angeschriebenen Amplituden von f identisch. Ist also B{f)
die Nullmatrix, so ist wegen (32} auch m(|f|g)=0, und daher
f($)=0. Ist f==¢ = Konstante, so ist B(f) wegen (30) die Diagonal-
matrix ¢@, wobei € = B (1} ist, so daB die Zeiger auch in € von
— oo bis 4 oo laufen. Ist umgekehrt B(f} eine Diagonalmatrix,
etwa == ||I7,4,, [, so muB zunichst I'j,==Ty,, also B(f)=1I,,E
gelten, Da aber auch B (I',) = I'y, € ist, so folgt daraus B (f— ) = D
und daher, wie man sich leicht iiberzeugt, £(f) — Iy, = 0, so daB £ (i)
konstant ist.

Ist die Folge {Ej} dquidistant, & =7, so gehen die B(f) in die
zu eigentlichen (periodischen) Fourierreihen gehorigen Laurentmatrizen
von Toeplitz iiber. In diesem Falle ist §, — §, =14 — k&, so dab nicht
nur die Hauptdiagonale, sondern auch jede ,,Nebendiagonale” (= zu
der Hauptdiagonale parallele Gerade) aus dem auf der nullten Zeile
gelegenen Element der Nebendiagonale durch Verschiebung langs der
Nebendiagonale hervorgeht. Aber auch im algemeinen, nicht aqui-
distanten Fall ist jedes Element der Matrix eine der unter (33) an-
geschriebenen Amplituden oder — und meistens — gleich Null. In
diesem Sinne konnen aso keine ,Resonanzglieder” auftreten. Die
Numerierung der &, ist, sobald die Bedingung (37) erfullt ist, des
naheren willkurlich (wir haben uns die Numerierung irgendwie fest
zu wahlen). Der Leser moge sich die Struktur der fastperiodischen
Matrizen bei passender Numerierung in dem einfachsten nicht aqui-
distanten Falle klarmachen, wenn namlich f(t) ,bedingtperiodisch" igt,
d. h. wenn das eigentliche Frequenzsystem von f in einem Modul liegt,
die durch endlich viele (> 1) linear-unabhingige Zahlen bestimmt
wird (z. B. bei der auf S. 262 erwihnten Lissajousschen Kurve).

Aus (43) folgt leicht, daB B (f) dann und nur dann von Hermite-
schem Typus ist, wenn f(f) reellwertig ist. Ferner ist 8(f) dann
uad nur dann symmetrisch, &, (f)=0b,,(f), wenn f(f) gerade,
= f(—#) ist [und ebenso stellt f(f)= — f(—¢) die notwendige und
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hinreichende Bedingung der schiefen Symmetrie b, (f) = —b,,(f)
dar]. Mithin kann (33) dann und nur dann in der Gestalt einer
Kosinusrethe

EA cos&; ¢

j=1

mit reellen Amplituden A.f geschreiben werden, wenn B (f) reell und
symmetrisch ist. — Allgemein ist wegen ¢, (f) =e_, () die begleitende
Matrix 8*(f) von B{f) offenbar -

|9 (Feg-2) || = || MM (Fegu—i) || = [ (Feg-) 5
so daBb

(45) B8*(f) =B8(f)
ausfillt.

Wir wollen jetzt beweisen, dal B (f) beschrinkt ist, Es bezeichne
zu diesem Ende

(46) g(?llﬂ(xgn: x2u+1: ey xEl; x(?: xl‘.]r ey xno)
irgendeinen Punkt auf Ej,, und k(#) die endliche fastperiodische Reihe

(47) h(8) = 2 ' % %o (t);  x°=0 fir |f|>n,

so daB, wegen (32), und da pgy auf Ey liegt,
(48) M(|»]") =1
gilt. Wegen x0 = Mhe_ ;J) folgt aus (40) offenbar

(49) Z n (fgft &) % X, == 2 m (fefi-&) B(he. E:) (fh e-E.{-) ’

also ist
+ + 00 |
_2_: =Z_J' W (fes-z) % xk xi
é (];:Z?wl 52]? g)k£w1 ‘.;_2_’;9” (feEi—é’k) { 2 | m (fh e_ &) !

=M(|/H[) K MmN |2 =[m(A)] 2WIJ’*I )=[m(NT,

wegen (40) und (48). Die Kopplungsform von B(f) auf E, ist da-
her absolut < m(f). Mithin ist B(f) beschrinkt und man hat

(50) M(B () < m()

Es IiBt sich sogar mehr als dies behaupter, doch kénnen wir darauf
nicht eingehen.
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Es sa g(t) irgendeine fastperiodische Funktion, wobei, wie wir
wissen, angenommen werden kann, dal3 sie zugleich mit (33) auf eine
zulassige Weise dargestellt ist,

(1) g~ 3 Mge—s)en, (9.
Aus (35) folgt ,
(52) B(f) -+ B(g) =B(f+¢)

Das Matrizenprodukt 8B (f)B(g) kann unter Benutzung von (40) un-
mittelbar berechnet werden. Es ergibt sich offenbar

(53) B(1)B () — B(fe)-
Endlich ist, wie wir wissen,

(64) B(1) = 6.
Mithin giit

(95) F(B() =B(EN),

wobel F irgendeine ganze rationale Funktion bedeutet. Ist F eine will-
kiirliche, auf t{f) erklirte stetige Funktion, so ist F(f(f)) eindeutig
erklirt und fastperiodisch. Wir wollen in diesem Falle (55} als die
allgemeine Definition der Matrix F( (f)) betrachten. — Ist g,, g,, ..
eine Folge von fastperiodischen Funktionen, die auf eine auf fiir g
zuldssige Weise dargestellt sind und gleichmiBig gegen g konvergieren,
so konvergiert die Kopplungsform &(%{g,)) von B(g,) auf E gleich-
maBig gegen P (B(g)), da wegen (60) auf E

|P(BE)—P(B,)|=|PBE—e)|<M(Bl—g)) <mlg—g,)—0

gilt, — Unsere Zuordnung besitzt demnach alle Eigenschaften der
Klassen von funktionalen Gruppenmatrizen. Dies beruht sehr wesent-
Lich auf dem Umstand, daB nur zuldssige Darstellungen betrachtet
werden, Sonst konnte namlich (40), also auch (§3) ungiilig sein.
Die parasitiren EJ., fiir welche ﬂl!(fe_gj) == ist, bendtigt man hierbei
gewissermaBen zu einem ,Platzmachen“ (Trennung).

Mit Riicksicht auf (53) sind B(f) und B(g) offenbar vertauschbare
Matrizen. Andererseits ist nach (45) die begleitende Matrix von % (f)
gleich B(f), also eine Matrix B (g). Mithin ist die Matrix % (f) normal.
Jhre Norm berechnet sich aus (45), (63) zu 8(|f|"). Kann f der Null
nicht beliebig nahe kommen, so daB u(f) >0 gilt, so ist /™" fast-
periodisch und (f, so daB wir in (53) g=f"" setzen diirfen. Mit
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Riicksicht auf (54) folgt sodann

(56) B(r)B (%) —=G.

Da f normal ist, so ist der pathologische Fall 8 (S.138) ausgeschlossen.
Ist also #(f) > 0, so ist QB(;) eine sowohl hintere als auch vordere,
beschriinkte Reziproke von B(f).

Ist n(f) = 0, so kénnen wir zuniichst nur behaupten, daB die Matrix

i
1 (s

T+ 2T ) f)
'

(57) B }) —

entweder Gberhaupt nicht gebildet werden kann, oder, wenn sie ge-
bildet werden koénnte (indem sich f{¢} nur ,langsam® der Null nihert),
gewiB keine fastperiodische Matrix darstellt, da ja ™ wegen #(f) == 0
nicht fastperiodisch ist. Wir koénnen also zunidchst nicht behaupten,
daB B (f) siberhaupt keine beschrinkte Reziproke hat. Dies ist vielmehr
ein tiefliegender Satz, der die spektrale Untersuchung von f(f) im
wesentlichen zu beherrschen vermag, und den wir nur auf einem schein-
baren Umwege beweisen koénnen. Wir bestimmen namlich eigentlich
alle matrizentheoretisch singuliren Stellen von H(f} fir den Fall, wo
B(f) Hermitesch ist und fiihren sodann die Entscheidung der Frage,
ob in dem aligemeinen Falle, d. h. wenn B (f) nicht mehr Hermitesch
ist, B(f) cine beschrinktec Reziproke hat oder nicht, mit Hilfe der
Toeplitzschen Kriterien auf den Hermiteschen Iall zuriick.

Es sei zundchst die fastperiodische Funktion f{¢) beliebig und es
bezeichne 1 irgendeine, auBlerhalb der Punktmenge W (f) gelegene Kon.
stante. Dann kann A — £(¢} der Null nicht belicbig nahe kommen, so
daB (A — f{9))™" fastperiodisch ist. Ferner gilt () D1 — F()D> (4 —F{))™L
da die Konstante 4 zur Frequenz Null gehort, die in jedem zuldssigen
Frequenzsystem enthalten ist. Offenbar ist also B{(1 — f)"l) eine, also
die einzige beschrinkte Reziproke von

(58) BA—f=B1)— B()=1€ — B,
d. h. die Resolvente ”R'.k(l)" von B(f), so daB alle auBerhalb W(f)
gelegenen 1 matrizentheoretisch gewiB regulir sind. Es gilt
fr-3
(39) R () = (%),

also insbesondere R,(4)=

(60) M () = lim o
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Es sei nun f(}) reellwertig, d. h. B(f) von Hermiteschem Typus,
und es bezeichne || g, (1)]| die Spektralmatrix von B (f), so daB

+w
d
(61) Rik(j') =J‘_:%)_’

also wegen (§9) und mit Riicksicht auf die Stieltjessche Umkehr-

formel
+ o

(62) Rﬁ( o (4) = J.d 0o (#) ,
und w7
(63) o, () =05p(n); =21, 2,

gilt. Ist i zunichst etwa reell, so liBt sich (60) nach einer fast wort-
getreuen Wiederholung der bei dem Beweis von (25) angewandten

SchluBweise in
+m

da (e

umrechnen, wobei e (u) dieselbe Bedeutung wie in (25) hat, d. h. die
Dichtefunktion von f(¢) bezeichnet. Aus Griinden der analytischen Fort-
setzung gilt (64) offenbar auch dann, wenn i nicht reell ist, jedoch
stets auBerhalb ®(f) liegt. Aus (62), (64) folgt nach der Stieltjesschen
Umkehrformel, daB an allen Stetigkeitsstellen von e ()

(65) @ (1) = 0y ()

gilt, sofern man nétigenfalls von einer additiven Konstante absieht.
Diese additive Konstante ist aber gleich Null, da ¢,, () nach der all-
gemeinen Theorie, w(u) aber wegen (23) fiir hinreichend grolbe u
gleich Eins ist. Nun hat e (#) auf dem Intervall

(66) n(f) S pZm(f)

keine Konstanzstrecke (S.258). Wegen (65) folgt daher aus dem auf
S. 98 bewiesenen Satz, daB alle Punkte dieses Intervalles singulire
Stellen der Funktion Ry, (4), also (nach S.144) erst recht sclche von
B(f) sind, mithin gewi dem Spektrum von B (f) angehdren. Anderer-
seits ist das Intervall (66) nach Definition mit w(f) identisch (S.262),
und alle auBerhalb W (f) liegenden A sind, wie wir auf S. 267 gesehen
haben, regulire Stellen von B(f), liegen also auBerhalb des Spektrums.
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Folglich ist das Spektrum von B(f) mit dem Intervall (66) identisch.
Nuan sind aber die beiden Endpunkte des Spektrums von 8{f) nach dem
auf 5.146 fi. bewiesenen Satz die Punkte g = n (B ()} und x = m (B()),
wobei n(B(f)) die untere, m(%B(f)) die obere Grenze aller Abschnitts.
eigenwerte von P (f) bedeuten, sie sind also die zu #n— 4 oo gehirige
untere bzw. obere Grenze des Minimums bzw. des Maximums des
n-ten Abschnittes der Kopplungsform von 8(f) auf E,, also einfach
die untere bzw. obere Grenze der Kopplungsform von B(f) auf E. Nun
ist der Wertevorrat der Kopplungsform auf E ein (zusammenhingendes)
Intervall. Mithin ist der Wertevorrat W (f) der Funktion f(¢) identisch
mit dem abgeschlossenen Wertevorrat W (8 (f)) der Kopplungsform von
B(f) auf E. Dieser Satz ist weniger scharf als der vorige, der die
Identitit von W(f) mit dem Spektrum aussagt. Es wire ja denkbar,
daB das Spektrum zwischen seinen beiden Endpunkten

(67) w{f)=n@B), m{)=m(B({)

Liicken aufweist (vgl. S.148). DaB dem nicht so ist, folgt daraus, daB
w(f) zusammenhingend und mit dem Spektrum identisch ist.

Es war bisher vorausgesetzt, daB 8 (f) Hermitesch ist. Den allge-
meinen Fall kénnen wir unter Benutzung eines methodischen Gedankens
von der Toeplitzschen Reziprokentheorie auf diesen zuriickfilhren. Es sei
also f(f) eine belicbige fastperiodische Funktion. $(f) ist normal, also
ist der Fall 8 (S. 138) ausgeschlossen; B (f) hat nach S.138 dann
und nur dann gar keine beschrinkte Reziproke, wenn der Fall 2
vorliegt, d. h. wenn die Kopplungsform der Norm von B(f) auf € der
Null beliebig nahe kommen kann. Die Norm von B(f) ist aber nach
S. 266 die Matrix B () 8{(f) = Q}([fL) Da sie Hermitesch ist, so ist
nach dem Vorhergehenden W (B([7[)) =w(|f["), so daB &(B([f]")
auf E der Null dann und nur dann beliebig nahe kommen kann, wenn
[£(£)]F, d. h.f(¢) es tut. M. a W, dann und nur dann, wenn u(f) = O ist.
Ist also # (f) = 0, so ist nicht nur B(F ) keine beschrinkte Reziproke
von B (f), sondern es gibt gar keine beschrinkte Reziproke, w. z. b. w.

Die Matrix (43) hat demnach dann und nur dann keine beschriinkte
Reziproke, wenn die Funktion 1 — f(#) der Null, d. h. wenn f(¢) der
Konstanten { beliebig nahe kommen kann, m. a, W., wenn 1 auf w{f)
liegt., Anders ausgedriickt, die Menge der matrizentheoretisch singulidren
Stellen von B(f) ist mit dem abgeschlossenen Wertevorrat w (f) der
Funktion f(f} identisch. Im Hermiteschen Spezialfall haben wir den
Satz bereits vorher bewiesen.

Wir konnen zum SchluB den Grenzwertsatz (10), (15), mithin die
Existenz der Dichtefunktion @ (g), sowie die Beziechung (64) auf eine von
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denBetrachtungen auf S. 252ff. unabhangige Weise begrunden. Zu diesem
Ende genligt es zu bemerken, dafi wegen (9), analog zu (18), die
identische Umformung

T -,
1 dt dv, ()
(68) e e
iy — o0

gilt (etwa fiir hinreichend grofe 1). Das iibrige ergibt sich hieraus
wegen (60) einfach aus dem Grommerschen Fundamentalsatz (S. 102 ff.)
[dic Definition (9) ist bei (68) fiir alle ¢ in Anspruch genommen
worden].

Ist B(f) unitir, so sind, wie wir wissen (S. 212), alle singuliren
Stellen der Matrix vom Betrage Eins, also mub dann die Kurve z = £(¢),
die auch auf einen Punkt zusammenschrumpfen kann, auf dem Rande
|z| =1 des Einheitskreises verlaufen. Ist umgekehrt diese Bedingung
erfiillt, so daB |f(f)] =1 gilt, so ist f=f"", also wegen (£5) und
(56) B()B* () = &, d. h. B(f) ist dann unitir (da es gewiB normal
ist), Ist z. B. F()=exp(Y—17(%) und f(f) reellwertig und fast-
periodisch, so ist die Matrix 8(F) gewiB unitir. Aber auch die Matrix
B (e,) ist unitdr [nicht aber die Matrix % auf S.138; der Unterschied
riihrt davon her, daB es in B(e,) keine erste Kolonne gibt]. — Die
Bemerkung, daB B (F) unitdr ist, bildet dibrigens nur einen Spezialfall
der folgenden, Ist § irgendeine beschrinkte Hermitesche Matrix, so ist
die Matrix

_ b -—_-_l- n
§—enp(jmig)= 3 ¥=19"
m=0
beschrinkt und gewiB unitir. Die Beschrinktheit folgt aus der bei

{230) gemachten Bemerkung mit Riicksicht auf (231) unmittelbar. Man
hat ferner wegen § — p*

(=101 = (— 1 @~ (— 1" 8" — (— Y —19)™,
also wegen 'l-/—_—-—1-= — 'le
=19 = (=19 (719" T= (=19 [(=19)"]
=(—}—19)""
und daher offenbar §* — exp (— Y — 1 §). Da die Funktionalgleichung
(exp 9, ) {exp U,) = exp (A, + ¥,) fiir beschrinkte und vertauschbare %

aus der Potenzreihe heraus unmittelbar verifiziert werden kann, und da
andererseits exp 0= € gilt, so ist daher FF*'=§*F =€, w.z b. w.
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Wir haben oy, auf S. 268 dadurch bestimmt, daBl wir in das unter
(60) stehende , Integral“ 3 einfach £ als unabhingige Variable einfiihrten.
Durch sinngemiBe Verallgemeinerung?!) der vorher durchgefithrten
Betrachtungen liee sich f etwa auch in M (gf) als unabhingige
Variable einfilhren, wobei g auch von ¢ abhingt, und es lieBe sich
dann ebenso g,, auch fiir ¢ <= % berechnen; doch wiirde dics hier zu
weit fiihren. )

Da der Operator M mit gleichmiBigen Grenziibergiangen vertausch-
bar ist, so kann (60) wegen |[W(f")| < [m(f)]" fir hinreichend
groBe | 4| nach Potenzen von 1 einfach dadurch entwickelt werden,
daB man die gewdhnlichen Rechenregeln anwendet (vgl. 5.101). Da
dasselbe auch fiir (64) gilt, so ergibt der Vergleich, daf}

+ oo
W™ = [pdo(n); n=01,2,..,
—w
also

B E )= ] 6 () do ()

gilt, wobei G {z) zunichst ein Polynom ist, von welchem man jedoch
offenbar zu willkiirlichen Funktionen iibergehen kanm, die auf w(f)
erklirt und stetig sind.

Wir haben auf S.181 eine Regel kennengelernt, welche die Spektral-
matrix von %' aus derjenigen von 9 zu berechnen gestattet, nimlich
die Formel (310); diese, auf ¢,; — w angewandt, ergibt offenbar die
Dichtefunktion von f~* (sofern %~" iiberhaupt vorhanden); von den
Unstetigkeitsstellen ist dabei abzusehen, — Der einfachste Fall ist der,
wo f(t) auf w(f) ,gleichverteilt“, nimlich () linear ist:

w {p) = ;,;{E“ﬁl_%:jr'gf) fir n(f)ZpLm(f)
wp) =0 fir px<n(f), wp) =1 fir u>m(f).
Die Regel (310} kann, wie auf S. 181 erwihnt wurde, auch auf andere
etwa stiickweise monotone Funktionen von ¥ [d. h. von f] iibertragen
werden., Grundsatzlich sehr einfach ist auch der Fall, wo es sich um
eine willkiirliche fastperiodische Funktion von ¥ [d. h. von f] handelt.

Und zum SchluB noch eine Bemerkung. Wir hatten keine Regel
angegeben, welche g, (1} auch fiir { 4 & zu berechnen gestatten wiirde,
wir haben vielmehr nur oy, (x) bestimmt und aus den Nichtkonstanz-
stellen von g,,, wie es sich nachtriglich ergeben hat, dennoch das

1) Fiir eigentliche Integrale vgl. F, Riesz, Les systémes d’équations linéaires,
Paris (1913), S. 153.
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ganze Spektrum ablesen konnen, wahrend das Spektrum, kurz ge-
sprochen, aus den Nichtkonstanzstellen von alien ¢, besteht (vgl.
namlich S. 178). Woher kommt es nun, dafi jetzt Sich das ganze
Spektrum aus einer einzigen Funktion ablesen lie3?

Es sei | o,(x)| die Spektralmatrix irgendeiner beschrinkten
Hermiteschen Matrix %. Die Kopplungsform (|| e, (u)|) ist, wie
wir wissen, in jedem Punkte von E eine nicht abnehmende Funktion
von u, d. h. die Hermitesche Matrix ”éalo”” ist bei jedem a nicht.

negativ definit, also sind es auch ihre Abschnitte, so daBl wegen (60)
] .
1f°¢k| éi‘“ﬁ'f“n (‘f“sigosﬁj%kgo)

fir alle ¢ und % gilt. Ist also auf a jedes Diagonalelement g;; konstant,
so sind es auch alle iibrigen ¢,,. M. a. W, das Spektrum kann stets
bereits aus den o¢;; ermittelt werden. Da nun bei fastperiodischen
Matrizen nach (63) alle ¢, cinander gleich sind, so versteht sich von
selbst, daB dabei g,, allein das ganze Spektrum in Evidenz setzen
mufl. Ebenso kann B(f) nur dann ein Punktspektrum haben, wenn
bereits o,, einen Sprung hat.



3AnmerkungenundLiteratur.

Die nachstehenden Literaturangaben erheben keinen Anspruch auf Vollstandig-
keit, beriicksichtigen vielmehr nur die wichtigeren bzw. diejenigen Arbciten, auf
welche oben Bezug genommen wurde, und wollen andererseits auf einige Gebiete
hinweisen, die im Texte nur beriihrt werden konnten.

Im ubrigen sei ein fur allemal auf den unlangst erschienenen Artikel von
E. HELLINGER und O. TOEPLITZ verwiescn, Enc. der math. Wiss. 11 3, 2, S. 1335
bis 1601 [auch besonders erschienen untcr dcm Titel Integralgleichungen und
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekanntcn, Leipzig 1927].

Endliche Matrizen.

Die systematische Begrundung der Matrizenrechnung verdankt man
G. FROBENIUS, Crelles Journal 84 (1878), S. Iff. Wegen der unitaren Trans-
formationstheorie siehe |. SCHUR, Math. Annalen 60 (1909), S. 488ff.
und O. TOEPLITZ, Math. Ztschr. 2 (1918), S 187—197; wvgl. auch
G. FROBENIUS, Sitzber. d. Berliner Akad. 1911, S. 241—243. Ober das
Verhaltnis des Spektrums zu dem Wertevorrat siehe O. TOEPLITZ, Iloc.
cit. und F. HAUSDORFF, Math. Ztschr. 3 (1919), S. 314—316. — Die auf S. 44
(FuBnote) erwahnte Parameterdarstcllung der unitaren Matrizen findet man
bei A. HURWITZ, Gott. Nachr. 1897, S. 82ff.; vgl. hierzu |. SCHUR, Sitzber.
der Berliner Akad. 1924, S. 196. — t)ber endliche Matrizen im allgemeinen
vgl. W. F. MEYER und J. DRACH, Enc. des sciences math. | 2 (1911—12), S. 386ff.

Die JACOBISCHE Transformation geht in ihren wesentlichen Zugen eigentlich
auf LAGRANGE und GAUSS zuruck. Bei JACOBI tritt sie anlafllich einer Fragc-
stellung aus der arithmetischen Theorie der quadratischen Formen auf; vgl. hierzu
zum Beispiel H. MINKOWSKI, Geometrie der Zahlen, Leipzig und Berlin 1910,
S. 182ff. In diesem zahlentheoretischen Zusammenhang waren die Beziehungen
zu dem Euklidischen Algorithmus von jeher bekannt; wegen der algebraischen
bzw. ,,integralen" Theorie der JACOBISCHEN Matrizen siehe E. HEINE, Handbuch der
Kugelfunktionen |, zweite Auflage, Berlin 1878, S. 415ff., sowie die weiter unten
bei den unendlichen Matrizen angegebene Literatur (die formalen Zusammen-
hange sind nur sehr spat, erst in den letzten zwanzig Jahren, also erst nach STILTJES
und HILBERT erkannt worden).

Die in § 28 skizzierte grundlegende Folgerung aus der jACOBischen Trans-
formation hat zuerst wohl O. TOEPLITZ gezogen, Gott. Nachr. 1907, S. 101—102;
vgl. auch I. SCHUR, Math. Ztschr. 1 (1918), S. 202—205.— Dem E. ScHMiDTschen
Verfahren und dem bewufiten Orthogonalisierungsprozesse begegnet man zuerst
nicht in der Algebra, sondern in der Analysis; siehe E. SCHMIDT, Math. An-
nalen 63 (1907), S. 442, sowie die dasclbst zitierte Abhandlung von J. P. GRAM,
ferner eine Arbeit von G. KOWALEWSKI, Sitzber. d. Wiener Akad. 120 (1911), S. 77,
vgl. auch H.MINKOWSKIS ,AdaptionsprozeR" in seinem Buche Diophantische

Wintner, Spektratheorie. 18
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Approximationen, Leipzig 1907, S. 90ff.; fur Vektoren siehe die weiter unten
bei den unendlichen Matrizen zitierte Abhandlung von E. SCHMIDT selbst.

Zur naheren Begrundung der 8§ 4—7 sei auf die Lehrbiicher der Algebra ver-
wiesen [zum Beispiel E. STUDY, Einleitung in die Theorie der Invarianten linearer
Transformationen auf Grund der Vektorrechnung I, Berlin 1923, oder O. PERRON,
Algebra I, Berlin und Leipzig 1927]. Der Gedanke der Ausschaltung der Deter -
minantentheorie und die Durchfuhrung eines determinantenfreien Beweises bei
den Hauptsatzen tiber endliche lineare Gleichungssysteme (8 4) findet sich in der
weiter unten zitierten Rendiconti-Arbeit von O. TOEPLITZ uber finite Matrizen;
vgl. auch eine Note von A. KNESER in der ScCHWARZ-Festschrift, S. 177 (1914).
Hier ist auch ein Aufsatz von R. G. D. RICHARDSON ZU erwahnen, Trans, of
Amer. Math. Soc. 26 (1924), S. 451—478.

In Kap. | sind Terminologie und Methodik — etwas abweichend von der her-
kommlichen Darstellung [vgl. hingegen H. HAHN, Jahresbericht der deutschen
Math.-Ver. 20(1911), S. 69—117] — mehrfach im Anschlul? an die FREDHOLM -
HiLBERT-SCHMIDTSCHE Theorie der Integralgleichungen getroffen worden
(C. NEUMANNSche Reihen, HiLBERTsche Funktionalgleichung, die Betrachtungen
von § 8, usf.); vgl. freilich die eingangs zitierte klassische Arbeit von
G. FROBENIUS.

Die in Kap. | durchgefuhrten Betrachtungen uber Hermitesche Spektral-
matrizen bilden nur eine algebraische Umschreibung der HILBERT-HELUNGERSchen
Theorie auf endliche Matrizen. Ebenso leicht ist es, eine ,,integrate" Spektral-
theorie fur alle endlichen normalen Matrizen anzugeben. Zu diesem Ende genugt es
(vgl. weiter unten S. 279), die Formeln auch noch fur den Spezialfall der unitaren
Matrizen herzuleiten, und hierfur benotigt man freilich nicht die allgemeine Theorie
(88 98—101), man kann vielmehr ebenso wie in § 28ff. vorgehen; vgl. namlich die
Schlufibemerkung auf S. 217, und beachte, daB bei unitaren Transformationen
eine Hermitesche oder unitare Matrix sich mit ihrer Spektralmatrix kogredient
transformiert. — Die Formel(72), S.51 kann in diesem Zusammenhang auch aus der
Darstellungstheorie der infinitesimalen Gruppen gewonnen werden [zur Orientierung
vgl. man H.WEYL, Mathematische Analyse desRaumproblems, Berlin 1923, S.33ff.].

Die Betrachtungen von §§ 24ff. kdnnen auch wie folgt verifiziert werden.
Es sei 9 ={a;} cine {endliche) Hermitesche Matrix, und || oy, (#)| ihre Spektral-
matrix. Ist dann I eine unitire Matrix, so ist U] o, (t}|U™! nach (64) und mit
Riicksicht auf § 7 bzw. § 16 die Spektralmatrix von WAL, Wir kénnen daher
annehmen, daB ¥ eine Diagonalmatrix, also von der Gestalt ||A8;:| ist, wobei
die # Eigenwerte M; nicht voneinander verschieden zu sein brauchen. Es sei
AD 3@ 2P das System der verschiedenen Eigenwerte und sy die Vielfach-

heit von A*), so daB s, + 55+ ...+ 5, = gilt. Als zu
A6 —A=|(A—A)8al; A=Y, »=12...,p

gehoriges normiert orthogonales Eigenvekforsystem kann nach 8, 27 das System
der # Einzelvektoren gew#hit werden, woraus wegen (64) und mit Riicksicht auf
§ 16 die Spektralmatrix |Jo;; (#)| von ¥ = |4,3,;| unmittelbar abgelesen werden
kann: Es gilt g, () = 0 filr — 00 < u < + o0, wenn ¢ k ist, wihrend jedes
o {u} fiir genau ein g = A den Sprung 1 erleidet und sonst stetig, also konstant
ist, namlich == 0 links und £= ] rechts von der Sprungstelle, und 2war ist die Anzahl
derjenigen a,,, die den Sprung filr u = 2" erleiden, gleich der Vielfachheit s,
von A" . —. Ebenso liegen die Verhiltnisse bei den unitdren und allgemeiner bei
den normalen Matrizen.
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Die Sonderstellung der normalen Matrizen (gegeniiber den nicht notwendig
normalen), insbesondere ihre Eigenschaft, daB sie die weiteste Klasse darstellen,
innerhalb deren eine unitare Spektraltheorie uberhaupt moglich ist (so dafl das
Spektrum das vollstandige Invariantensystem der unitaren Transformationsgruppe
bildet; vg. S. 25 ff.), klart sich eigentlich nur dann auf, wenn man zu der Invarian-
tentheorie beliebiger, aso nicht notwendig normaler Matrizen, d. h. zu der Theorie
der Elementarteiler ubergeht, wobei dann der Natur der Sache nach auch nicht-
unitare Transformationen zugelassen werden mussen. Doch konnte in diesem Buch
auf diese von WEIERSTRASS herruhrende Lehre nicht eingegangen werden.
Moderne Darstellungen dieser etwas schwerfalligen Theorie findet man bei WEYL,
loc. cit., sowie in dem von W. KRULL verfafiten Anhange des zweiten Bandes von
O. HAUPTS Einfuhrung in die Algebra, Leipzig 1929, S. 621ff.; vgl. W. KRULL,
Sitzber. der Heidelberger Akad. 1926, Nr. 1. — Vom Standpunkte der Ele-
mentarteilertheorie aus muB es eigentlich als ein ,,Zufall" bezeichnet werden,
dall die Normalspur

7 n
M= 3 2 lag?

=1kt
nach 8. 28 auch bei nicht normalen U wnitsr invariant ist: ${UAU 1) = #(A),
auch wenn YNA* -+ *A, wenn nur N 1 = U~

Wie FROBENIUS in seiner zweiterwihnten Arbeit bemerkt hat, kann &(¥)

zur ,,Metrization” der Mannigfaltigkeit der n-dren Matrizen verwendet werden.
Legt man ndmlich die , Entfernung™ 4(), B) zweier Matrizen %, 8 durch

AU B)y=4A -9

fest, so ist offenbar A (¥, B) = A(B, Y), ferner A (YU, B) = 0, wobei das Gleich-
heitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die zwei Matrizen zusammenfallen,
endlich ist, wie der Leser selbst verifizieren mdoge, auch das sogenannte Dreiecks-
axiom crfiillt:

AU B = AN, C) + AT, B).

Bei den in Betracht kommenden unendlichen Matrizen steht dieses wertvolle
Hilfsmittel der Darstellungstheorie leider nicht mehr zur Verfugung, da die Reihe
bereits fur die unendliche Einheitsmatrix divergiert.

Literatur zu S 46.: O.HOLDER, Gott. Nachr. 1889, S. 38—47; vgl. auch
J.L.W. V. JENSEN, ActaMath. 30 (1906), S. 175ff. — E. HELLY, Monatshefte f.
Math. 31 (1921), S. 60—91. — H. BOHR, Gott. Nachr. 1913, S. 411ff. — O. TOEPLITZ,
Gott. Nachr. 1913, S. 417—432. — M. RIESZ, ActaMath. 49 (1926), S. 465 ff. — Auch
die Theorie der Laurentmatrizen sowie ihrer Analogien und Verallgemeinerung ist
hier zu erwfthnen.

Stieltjessche Integrationstheorie u. dgl.

Die STIiELTjESSche Integrationstheorie trat zuerst im Rahmen der Ketten-
bruchlehre auf (vgl. S. 241), sieheTH. J. STIELTJES, Ann. de Toulouse 8 (1894) [J],
S. 1-122;9(1895) [A],S. 1-47o0derCEuvrescompletesl |, Groningen 1918, S.402-566.
Unter den Lehrbiichern sind zu empfehlen O. PERRON, Die Lehrevon den Ketten-
briichen, Leipzig und Berlin 1913, insbes. Kap. | X, sowie H. LEBESGUE, Lecons
sur l'integration et la recherche des fonctions primitives. Deuxieme Edition.
Paris 1928 (Chap. X 1), ferner die auf S 75 zitierte Schrift von W. BLASCHKE,
Wegen Fragen der reellen Funktionentheorie sei ein fur allemal verwiesen auf
die von A. ROSENTHAL bearbeiteten vorzuglichen Artikel in der Enc. der math.
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Wiss. |13, 2 (1923), sowie an die bekannten Bucher von C. CARATHEODORY und
H. HAHN. Eine gute Einfuhrung in die LEBESGUEsche Theorie gibt E. KAMKE,
Das LEBESGUEsche Integral. Eine Einfuhrung in die moderne Theorie der reellen
Funktionen. Leipzig und Berlin, 1925. — Ich muBte mich aus aufleren Grunden
leider entschlief?en, den BOREL-LEBESGUESchen Gedankenkreis nicht grundsatzlich
als bekannt vorauszusetzen. Ganz konsequent lieR sich dies freilich nicht durch-
fuhren, und so ist es an manchen Stellen zu einer Art Kompromif3 gekommen.

Die STIELTJESsche Umkehrformel findet sich in der grofien Abhandlung von
STIELTJES, tritt aber in einer etwas versteckten Form und ohne Zugrundelegung
des allgemeinen STIELTJESschen Integralbegriffes bereits bei CH.HERMITE auf
[vgl. z. B. Crellcs Journal 91 (1881), S. 54ff.]. Die HiLBERTsche Residuenformel ist
offenbar weniger scharf als die STIELTJESsche; sie liefert ja nur die Sprunge der
Belegung, und kann zwischen zwei stetigen Belegungen keinen Unterschied machen.
Wegen der auf S. 100 erwahnten paradox klingenden Erscheinungen siehe insbeson-
dere A. PRINGSHEIM, Miinchener Sitzber. 1927, S. 145ff., sowie gewisse Untersuchun-
gen von GOURSAT, BOREL, POMPEIU, STEFFENSEN, HAAR, DENJOY, CARLEMAN
und anderen. — C. NEUMANN hat mittels der zugeordneten Kugelfunktionen fur
alle Funktionen (genauer Funktionenzweige) F( ), die sich auf der langs des Inter-
valles — 1 <; A < +1 aufgeschlitzten A-Ebene mit Einschluf® des unendlich fernen
Punktes regular verhalten, eine Darstellung der Form

w +1
d o, ()

F(y =F (o) + ' L
22; _1(3- #)

gegeben, wobei die ¢, sogar stetig dilferentiierbar sind. Doch handelt es sich dabei,
im Gegensatz zu (152), um keine cindeutige ,, kanonische'’ Darstellung von F(4),
d. h. es sind ,, Nutlentwicklungen mdglich, bei welcher nicht alle ¢, konstant sind,
trotzdem die Reihe (so gut wie nur moglich) gegen die Funktion F (1) = 0 konver-
giert.

Der wesentliche Inhalt der HiLBERTschen Residuenformel besagt, da8, sobald
die Belegung o(p) vonr beschirinkter Schwankung ist, der Grenzwert

+ a
nmsf.-—“‘l”—; e>0
s=0 J pte—v

— o

fur alle reellen p cxistiert und dann und nur dann verschwindet, wenn p eine
Stetigkeitsstelle von  ist. Dieser Satz ist mit unwesentlichen Einschrankungen
unl&ngst vonl. SCHOENBERG wiedergefunden und im Falle einer durchwcg stetigen
Funktion mittels einer LAPLACEschen Transformation auf eine mehr handliche
Gestalt gebracht worden; siehe Math. Ztschr. 28 (1928), S. 179ff.; vgl. auch31
(1929) [unter der Presse]. Den auf S. 100 erwahnten Zusammenhang der STIELTJES-
schen Umkehrformel mit der FOURIERSchen hat man mehrfach bemerkt [vgl.
insbesondere G. H. HARDY, Messenger of Math. 54 (1924), S. 22], ohne bisher
ihn naher verfolgt zu haben. Man erkennt am besten, worum es sich bei
diesem Zusammenhange handelt, wenn man die Herleitung der Formeln (72)
oder (316) [vgl. A. WINTNER, Annalen der Physik81 (1926), S. 577—586, 846—854]
mit den Methoden der Theorie der LAPLACEschen Transformation vergleicht [zur
Orientierung hieruber vgl. den Bericht von G. DOETSCH, Jahresbericht der deut-
schen Math.-Ver. 86 (1927), S. 19—30]. Zur FOURIERschen Umkehrformel unter
Zugrundelegung des STIELTJESschen Integralbegriffesvgl. z. B. H. HAHN, Acta Math.
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49 (1926), S 301—353; N.WIENER, Math. Ztschr. 24 (1925), S. 575ff.; N.WIENER,
Proc. LondonMath. Soc. 27 (1927), S. 483ff., uber die auf S. 100 erwahnten CAUCHY -
schen Hauptwerte aufier alteren Arbeiten (vgl. die zitierte Note von HARDY)
ein Ergebnis von S POLLARD und Miss R. C. YOUNG, Proc. London Math. Soc.
28(1928), S. 293ff. bzw. S. POLLARD, Journ. LondonMath. Soc. 2 (1927), S. 37ff.; vgl.
iibrigens G. HERGLOTZ, Sachsische Sitzungsberichte 1923, S. 31ff., endlich uber die
sogenannten singularen Integralen im allgemeinen H. LEBESGUE, Ann. de Toulouse
(3) 1 (1909), S.25—117. Die fur die Spektraltheorie der normalen Matrizen (vgl.
S. 203 und S 280) grundlegenden Untersuchungen von J. RADON sind in den
Sitzber. der Wiener Akad. erschienen, 122 (1913), S. 1295—1433, vgl. 128 (1919),
S. 1083ff. — Wegen der Zuruckfuhrung der STIELTJESschen Theorie auf die
LEBESGUEsche siehe die Notevon H. LEBESGUE, C. R. 150 (1910), S. 86—88, welche
den Untersuchungen vonvon H. HAIIN, Monatshefte fur Math. 23 (1912), S. 161—224
zum Ausgangspunkt diente.

Im librigen sowie wegen der ganz neuen Literatur siehe den bereits erwahnten
Bericht von A. ROSENTHAL.

Die neuzeitlichen Untersuchungen, auf welche in 88 34—49 Bezug genommen
wurde, sind die folgenden: E. HELLY, Sitzber. der Wiener Akad. 121 (1912), S. 265
bis 297; J. GROMMER, Crelles Journal 144 (1914), S 114ff.; E. HELLINGER und
O. TOEPLITZ, ibid. S.212ff.; H. HAMBURGER, Math. Ann. 81 (1920), S. 266ff.;
F. RIESZ, Ann. dc I'Ecole Norm. Sup. 28 (1911), S. 33—62 und 31 (1914), S. 9—14.
t)bcr die Vertauschung der Reihenfolge zweier Integrationcn (8 42) vgl. L. LICHTEN-
STEIN, Gott. Nachr. 1910, S 474—475, uber die Stieltjesche Integration un-
stetiger Funktionen (8 88) R. SCHMIDT, Math. Ztschr. 22 (1925), S. 123—125.
— Uber Auswahlsatze in abstrakten Raumen u. dgl. (S. 82) vgl. F. HAUSDORFF,
Mengenlehre, Zweite Auflage, Berlin und Leipzig 1927, Kap. V|, inshesondere
bei konvexen Korpern W. BLASCHKE, 1. ¢, bei konvexen Funktionen einer Ver-
anderlichen (deren Theorie mit derjenigen der monotonen Funktionen aufs engste
zusammenhangt) W. BLASCHKE und G. PICK, Math. Ann. 77 (1916), S. 277—300,
endlich in der komplexen Funktionentheoric (VITALI-MONTEL) L. BIEBERBACH,
Enc. der math. Wiss. 113, 1 (1921), S. 491ff.

Wegen 850 vgl. die Gottinger Dissertation (1907) von E. HELLINGER, Uber die
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich vielen Verander-
lichen, sowie seine Habilitationsschrift, Crelles Journal 136 (1909), S. 210—271.

Unendliche Matrizen.

Wegen der Entstehung der Theorie der unendlich vielen Variablen siehe den
Enzyklopadieartikel von E. HELLINGER und O. TOEPLITZ; vgl. auch eine historische
Bemerkung bei A. WINTNER, Ztschr. fur Phys. 48 (1928), S. 509.

Die grundlegende Arbeit von D. HILBERT ist seine Vierte Mitteilung iiber
Integralgleichungen, Gott. Nachr. 1906, S. 157—227. Wegen Konvergenzfragen bei
beschrankten Bilimarformen u. dgl. siehe E. HELLINGER und O. TOEPLITZ, Math.
Annalen69(1910), S. 289—330; F.RIESZ, Math. Annalen69 (1910), S.449ff.; |. SCHUR,
Crelles Journal 140 (1910), S. 1—28; O. TOEPLITZ, Gott. Nachr. 1910, S. 503, wegen
der Weiterfuhrung der HiLBERTschen Theorie der beschrankten Hermiteschen
(eigentlich: reell-symmetrischen) Matrizen die Dissertation von HELLINGER, wegen
der unitaren Matrizen und wegen spektralen Fragen bei beschrankten nicht
Hermiteschen Matrizen A.WINTNER, Math. Ztschr.30 (1929), S.228—282, wegen des
Reziprokenproblems O. TOEPLITZ, Gott. Nachr. 1907, S. 101—109 und E. HILB,
Erlanger Sitzungsberichte 40 (1908), S. 84—85, wegen der Erganzung von nicht
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vollstandig unitaren Matrizen zu unitaren (S. 158ff.) D. HILBERT, loc. cit. S. 196,
E. SCHMIDT, loc. cit. S. 61ff., F. RIESZ, Gott. Nachr. 1907, S. 120, wegen un-
endlicher nichtlinearer Systeme von Gleichungen (und Differentialgleichungen)
unter Zugrundelegung einer dem nichtlinearen Falle angepaliten Verallgemeine-
rung des HILBERTschen Beschranktheitshegriffes A. WINTNER, Math. Ztschr. 28
(1928), S. 451—470. — Eine interessante Darstellung der HiLBERTschen Theorie
gab F. RIESZ, Les systemes d'equations lineaires a une infinite dinconnues.
Paris 1913 (diese Monographie war die erste zusammenfassende Darstellung der
Theorie, und ist sehr zu empfehlen); vgl. ferner F. RIESZ, Gott. Nachr. 1910,
S. 190-195.

Ober nicht beschrankte Hermitesche Matrizen siehe D. HILBERT, loc. cit.,
S. 164ff., uber Matrizen, bei welchen die Reihen

ol
2] Qi
k=1

konvergent sind, E. SCHMIDT, Rend. Palermo 25 (1928), S. 53—77 und E. HILB,
Math. Annalen 70 (1911), S 79—86, uber finite Matrizen O. TOEPLITZ, Rend.
Palermo 28 (1909), S. 88—96, H. BOHR, DanskeWid. Selsk. Medd. 7 (1925), Nr. 1,
iiber halbbeschrankte Matrizen A. WINTNER, Sachsische Sitzungsberichte 79 (1927),
S. 145—157, iiber die CARLEMANsche Theorie T. CARLEMAN, Sur les Equations
integrales singulieres a noyau reel et symetrique, UppsalaUnivers. Arsskrift, Uppsala
1923. Eine Weiterfuhrung der CARLEMANSschen Theorie hat vor einiger Zeit
J.V.NEUMANN in Aussicht gestellt, Jahresbericht der deutschen Math.-Ver. 87
(1928), S. 11—14 [die ausfiihrliche Darstellung wird demnachst in den Math.
Annalen erscheinen].

Uber JACOBische Matrizen, assoziierte Kettenbrtiche und Momentenproblem
siche O. TOEPLITZ, Gott. Nachr. 1910, S 489ff.; J. GROMMER, Crelles Journal 144
(1914), S. 114—166; E. HELLINGER und O. TOEPLITZ, ibid., S. 212—238 und S. 318;
H.HAMBURGER,Math.Ann.81(1920), S. 235-319,82 (1921), S. 120-164, S. 168-187;
E. HELLINGER, Math. Annalen 86 (1922), S. 18—29; T. CARLEMAN, loc. cit.; M. RIESZ,
Arkiv for Mat., Astr. och Fysik 17 (1913), Nr. 16; A. WINTNER, Math. Ztschr. 30
(1929), S. 285—289; die alteren Untersuchungen findet man in dem auf S. 275
zitierten Buche von O. PERRON; vgl. auch G. POLYA und G. SEGO, Aufgaben und
Lehrsatze der Analysis |, Berlin 1925, S. 286 und 314.

t)ber die TOEPLITzschen und LAURENTschen Matrizen sowie das trigonome-
trische Momentproblem vgl. O. TOEPLITZ, Rend. Palermo 32 (1911), S. 191—192,
Math.Annalen70(1911), S. 351—376, Math. Ztschr. 12 (1922), S.189—200; |. SCHUR,
Crelles Journal 147 (1917), S 205—232; A. WINTNER, Math. Ztschr. 30 (1929),
S. 277—281; ferner F. RIESZ, Ann. de I'Ecole Normale Sup. 28 (1911), S. 54ff.;
G. HERGLOTZ, Sachs. Sitzungsber. 68(1911), S 501—511; F. HAUSDORFF, Math.
Ztschr. 16 (1923), S. 222ff.

Wegen des Zusammenzuges der vollstandigen orthogonalen Funktionssysteme
mit der Spektraltheorie siehe D. HILBERT, loc. cit., S. 206ff.; E. HELLINGER, Disser-
tation, S. 61ff.; E. HELLINGER und O. TOEPLITZ, Crelles Journal 144 (1914), 212ff.
— Die Einordnung der Theorie der Spektralmatrix in diejenige der Gruppen-
darstellungen liegt bisher in der Literatur nicht vor; da dies im Rahmen dieser
Schrift wegen Raummangel nicht mofglich war, mufl hieruber auf eine demnachst
in der Math. Ztschr. erscheinende Untersuchung verwiesen werden. Vgl. ubrigens
die neuesten Ergebnisse liber kontinuierliche Gruppen, inshes. F. PETER und
H.WEYL, Math. Ann. 97 (1927), S. 737—755.

Toi=1,2 ...
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Zu § 120 vgl. D. HILBERT, loc. cit.; O. TOBPLITZ, G6tt. Nachr. 1913, 432;
H.WEYL, Rend. Palermo 27 (1909), S. 373—392; T. CARLEMAN, loc. cit.

Uber fastperiodische Matrizen siehe W. HEISENBERG, Math. Ann. 95 (1926),
S. 685—688 und A. WINTNER, Math. Ztschr. 30 (1929), S. 290—319, uber fast-
periodische Funktionen H. BOHR, Acta Math. 45 (1924), S. 29—121, 46 (1925),
S. 101—204, 47 (1926), S 237—281 und H. WEYL, Math. Annalen 97 (1927),
S. 338—356.

Ober die sich auf unendliche Matrizen beziehenden mathematischen Probleme
der Quantenmechanik kann sich der Mathematiker am bequemsten orientieren
aus der vorher erwahnten Arbeit von HEISENBERG sowie aus dem Buchlein von
M. BORN, Probleme der Atomdynamik, Berlin 1926.

Radonsche Integrate und normale Spektraltheorie.

Nach Beendigung der Drucklegung habe ich bemerkt, dal auf die
Hermitesche und auf die unitare Spektraltheorie eine solche aller normalen
Matrizen gegrundet werden kann.

Zun#ichst kann man nimlich zu jeder beschrinkten normalen Matrix 9,
fiir welche 9(—! existiert, aul genau eine Weise eine positiv definite Matrix §§
und eine unitiire Matrix 1l derart nngeben, daf 9 =R = WP wird (wihrend
umgekehrt jede Matrix 9, die anf diese Weise zerlegbar ist, normal ist und
eine Reziproke hat), Aus leicht ersichtlichen Griinden soll § als der Absolut-
betrag, U als das Azimut von 9 bezeichnet werden. Ist z. B. 9 die fast-
periodische Mairix der fastperiodischen Funktion f(#), die der Null nicht be-
liebig nahe kommen kann, so dafi %! existiert, so ist die fastperiodische
Matrix von [f(¢}| der Absolutbetrag, diejenige von f(#}|f(¢)|™* das Azimut
von ¥; vgl. die Schiufbemerkung meines zuletzt erwihnten Aufsatzes, wo-
selbst (§ 9) nicht diese, sondern eine kompliziertere, ,kartesische® Zerlegung
angedeutet wird {siehe weiter unten).

Es sei nun {fg,,(n)|| die Spektralmatrix des Absolutbetrages, il ty,{¢) "
diejenige des Azimuts der pormalen Matrix 9. Da die beiden Matrizen P und
11 vertauschbar sind, se sind es auch ihre Resolventen, und daher, wie die
sinngemiifie Wiederholung einer Hilbertschen Schlufiweise zeigt, auch ihre
Spektralmatrizen [|ap.l|, || 754/, und zwar bei jedem Wertepaare (g, ). Da
diese beiden Spektralmatrizen Hermitisch sind, so ist es mithin auch ihr
Produkt

Hpe (s Pl = liopg (W || | 2o (@) i —o<u<t oo, 05952,

Die Matrix || {,,{! ist nun als die Spektralmatrix der normalen Matrix % an-
zusprechen, Es zeigt sich ni¥mlich, daf fiir hinreichend grofie | 1|

+ 0 2x
ff‘i&sﬁ!‘.z.ﬂ)

A—pet?
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gilt, wobei das Integral, wie bereits aus der Schreibweise hervorgeht, nicht
als wiederholtes Stielljessches Integral, sondern als Radownsches Doppelintegral
zu versiehen ist [die Radonsche Monotonieeigenschaft der Kopplungsform von
|| {pg{#) )]} kann aus bekanaten Eigenschalten der klassischeu Spektralmatrix
leicht geschlossen werden]. Da 9 beschriinkt ist, so gilt fiir hinreichend grofe
|, wie wir wissen, do,,(x)=0, und daher in dem Radonschen Sinng

(A —9)-1=
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d8,e (1, 9)=0, sodaf der Integrationsbereich ganz im Endlichen liegt. Da fer..

P positiv definit ist, so gibt es ein ¢>0 derart, dafi do,, (u)=d{,,{n,p)=0
wird fiir — co<{p <¢. Wir kinnen daher, wenn wir noch den Buchstaben
# auf g vertauschen, einfach

+w 8x
4lpeler )
i—pe'®
0 0

setzen. Es handelt sich also bei der Zerlegung % =R U tatsiichlich um die
wPolarkoordinaten” von 9. Bei der ,kartesischen* Zerlegung % =@+ {§ in
Hermitesche Komponenten baut sich die Spekiralmatrix von % aus denjenigen
von & und § auf eine viel kompliziertere Weise auf (was davon herriihrt, dafi
die kartesische Zerlegung additiv und nicht multiplikativ ist). Die Existenz einer
solchen kartesischen Integraldarstellung der Resolvente aller beschrinkten nor-
malen Matrizen haben von Neumann und ich in wihrend der zweiten Hilfte
vom Japuar d. J. stattgefundenen Gespriichen mit Bestimmtheit vermutet, Die
Existenz dieser Formel kann jetzt auf Grund von (*} sichergestellt werden,
doch ist (*} viel bequemer, so daf ich nunmehr auch bei den fastperiodischen
Matrizen die Darsteliung (*) bevorzugen werde.

Es war bisher vorausgesetzt, dafi §{~! existiert. Ist dies nicht der Fall,
so withle man eine reelle Zahl » derart, dab die (offenbar nermale) Matrix
A +vE eine Reziproke hat, und bezeichne durch [[{0{p, ¢)|] die Spcktral-
matrix von 9 -+ »E. Dann hingt die Matriz |} {{0 (¢ —»,¢)}|| von » gar picht
ab, und bezeichnet man sie durch ||, , {0, @), so bleibt die Integraldarstellung (*)
bestehen.

Das Spektrum von 9 besteht jetzt nicht mehr aus allen Nichtkonstanzstellen
der {,, und deren Hiuufungsstellen, das Punktspektrum entsprechend nicht aus
allen, sondern nur aus denjenigen Unstetigkeitsstellen, in welchen ,,d0,, (g, @) + 0"
gilt bei mindestens einem Werlepaare {p, ). — Nach Radon sind sogar alle
Unstetigkeitsstellen auf einer Halbstrablenfolge ¢ =g, m=1,2,... und auf
einer Kreislinienfolge g =g, n=1,2,... gelegen.

¢ @s-n-- e 9= Sn @50
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