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Zur Theorie der Wellenbewegungen in Luft und Wasser.

Von
Bernhard Haurwitz.

Mit 5 Figuren mul 14 Tabellen.

Einleitung.

Gerét eine inkompressible, homogene Flissigkeit mit freier Ober-
flache unter dein Einflul einer auReren Stérung in Schwingungen,
so pflanzen sich diese bekanntlichl) mit der Geschwindigkeit

V zuzn

fort, wobei h die Tiefe der F|u55|gke|t, L die Wellenléange, g die
Fallbeschleunigung bedeutet.

Ist speziell, wie z. B. in der Gezeitentheorie angenommen werden
kann, die Tiefe der Flussigkeit sehr gering im Verhdltnis zur
Wellenlénge, so geht diese Formel iber in )/ gk, die Lagrangesche
Formel fir die Wellengeschwindigkeit ,langer" Wellen auf rela-
tiv seichtem Wasser. Da bei Wellen von diesem Typus die
Orbitalbahnen der einzelnen Wasserpartikeln sehr langgestreckt
sind, kann man, wie es in der Gezeitentheorie geschieht, die Ver-
tikalbeschleunigung vernachlassigen. V. Bjerknes 1923%) hat fir
Wellenbewegung'en von diesem Typus den Namen ,quasistatisch"
vorgeschlagen. Kann dagegen, wie man ungenau sagt, die Tiefe
des Wassers as unendlich grof? gegen die Wellenldnge angesehen
werden, so ergibt sich die von Stokes abgeleitete Formel

=1 9.

Die Sprechweise ,unendliche Tiefe* ist insofern irrefliihrend, als
schon  fiir %;-0,4 igzn-’;‘-—_-r gesetzt werden kann, bis  auf

)VgI die Lehrbiicher der Hydrodynamik, z. B. Lamb.
?) Zitate werden nech Verfassr und Javeszehl angegeben. Vgl. des Literatur-
verzeichnis
V.I. )



2 Bernhard Haurwitz.

ca 1 % Genauigkeit. Wir werden deshalb im folgenden héaufig in
diesem Falle von Wellen vom Stokes'sehen Typus sprechen.

Hat man im Innern der sonst homogenen Flissigkeit eine
Diskontinuitétsflache, an der sich Dichte und Stromungs-
geschwindigkeit der Flussigkeit sprunghaft andern, so sind auch
an dieser Flache, genau wie an der freien Oberflache, Wellen
mdoglich.  Auch hier ergeben sich wieder verschiedene Formeln
fur die Wellengeschwindigkeit, je nach der GroRe des Ver-
haltnisses A= Wegen Einzelheiten kann auf die Lehrblcher der
Hydrodynaf‘nik verwiesen werden. Wir werden auferdem spéter
diese Formeln jeweilig zum Vergleich heranziehen.

Die Voraussetzung konstanter Dichte der schwingenden Medien
ist aber bekanntlich nicht einmal fir Meere und Seen immer er-
fllt, wahrend man hier von der Kompressibilitdt im allgemeinen
absehen kann. Wir wissen ja, da neben scharfen Sprungen der
Dichte, wie sie infolge von Verdnderungen von Temperatur und
Salzgehalt erzeugt werden, auch stetige Anderungen vorkommen.
Es ist daher bereits von verschiedenen Seiten auch die Wellen-
bewegung in einer inkompreséi blen Schicht, deren Dichte sich mit der
Hohe stetig &ndert, untersucht worden. Poisson 1816 zeigte, dal3
in einer unendlichen tiefen Fllssigkeit mit freier Oberfldche auch
bei stetiger Dichtednderung- die Wellengeschwindigkeit gleich der
von Stokes berechneten ist. Lord Rayleigh 1883 hat dann die
Wellenbewegungen untersucht, die in einer Flissigkeitsschicht
zwischen starren Wéanden moglich sind, wenn die Dichte sich
exponentiell mit der Hohe andert. In einer homogenen Fllssig-
keit konnen zwischen starren Grenzen keine Wellenbewegungen
entstehen'), wohl aber in Fliissigkeiten mit variabler Dichte.

Neben den beiden festen Begrenzungen treten dann noch weitere
Knotenlinien der Wellenbewegung auf. Burnside 1889 hat,
offenbar ohne die Rayleighsclie Arbeit zu kennen, die gleiche
Frage behandelt. Kr nimmt zundchst n Schichten der gleichen
Hohe h an. In jeder dieser Schichten ist die Dichte konstant.
Nachdem die Wellenbewegung in jeder Schicht berechnet ist, a3t
er n gegen 00, also h gegen o gehen, aber so, dad nxh einen
festen Grenzwert, die Hohe der ganzen Flissigkeitsschicht, hat.
Seine Arbeit ist Im wesentlichen wegen ihrer originellen Methode
von Interesse. Love 1891 ' zweifelte die Berechtigung des

erknes und H. Solberg 199 heben nachgewiesen, de3 derartige
,,zellulare" dlen auch edien doch auftreten konnen, sobad men
den Einflud der Conollskraft mit in Betracht zieht. )
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Burnsideschen Grenzilberganges an. Er untersuchte daher das
Problem fir eine Flussigkeit mit freier Oberflache nochmals auf’
dem gleichen Wege wie Rayleigh, anscheinend auch, ohne dessen
Untersuchungen zu kennen.

Fur die Atmosphére ist neben den vertikalen Anderungen der
Dichte, die bereits im Anfangszustand vorhanden sind, auch die
Beriicksichtigung der Dichtednderungen infolge der Kompressibilitét
von grofter Wichtigkeit. In der Hydrodynamik wird dabei ge-
wohnlich von der Gravitation abgesehen. Man zieht nur die
elastischen Kré&fte in Betracht und kommt auf diese Weise zu den
Schallwellen.

Die Gravitationswellen in der Atmosphére bei Bertcksichtigung
der Kompressibilitdt hat Lamb 1911 behandelt. Fr beschéftigt
sich zunéchst mit den Wellenbewegungen in einer Schicht, in der
die Temperatur mit der Hohe linear abnimmt. Infolgedessen hat
die Schicht eine bestimmte obere Grenze, namlich dort, wo die
Temperatur Null erreicht wird. Die Zustandsanderungen werden
as adiabatisch vorausgesetzt.

Ferner untersucht Lamb die Wellenbewegungen an einer Dis-
koutinuitétstlache in einer unendlich ausgedehnten Flussigkeit fir
den Fall adiabatischer Zustandsanderungen und bei Inkompressibilitét.
V. Bjerknes 1916 gab eine systematische Aufstellung derDifferential-
gleichungen fir die Wellenbewegungen in einer kompressiblen
schweren Flussigkeit, wobei vorausgesetzt ist, da die Flissigkeit,
von der Wellenbewegung abgesehen, ruht. Die Erdrotation wird
dabei noch nicht mitberiicksichtigt. 1926 bzw. 1927 gab er dann
eine Verallgemeinerung dieser Gleichungen durch die Aufstellung
der atmosphérischen Stoérungsgleichungen, die die Erdrotation mit
beriicksichtigten und den Grundzustand beliebig-lassen. 1929 ver-
offentlichte er schlieRlich eine nochmalige Erweiterung, bei der
vor allem die Grenzbedingungen z. T. nach Untersuchungen von
H. Solberg 1928 verbessert wurden. AufRerdem enthalt diese Arbeit
neben der Eulerschen Form auch die Lagrangesche Form der
Storungsgleichungen.

Neben diesen sehr wichtigen methodischen Arbeiten untersuchte
V. Bjerknes 1923 auch die quasistatische Wellenbewegung in
_barotropen Fliissigkeiten. Barotrop heit nach Bjerknes bekannt-
lich eine Flissigkeit dann, wenn ihre Dichte as eine Funktion des
Druckes, nicht aber auch anderer GroRen dargestellt werden kann
(vgl. V. Bjerknes 1921). Anders  ausgedriickt, missen in der
Fllssigkeit die Flachen gleichen Druckes mit denen gleicher Dichte
zusammenfallen. Sonst-ist die Fliissigkeit baroklin. Die bekannten

1+
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Helmholtzschen Wirbelsétze gelten nach Bjerknes (z. B. 1921)
nur fir barotrope Flissigkeiten, worin gerade das Wichtige der
Bjerknes'schen Terminologie besteht. In dem ersten Teil seiner
Untersuchung findet Bjerknes, dal die Geschwindigkeit dieser
quasistatischen Wellenbewegungen in einer einzigen barotropen
Flussigkeitsschicht nicht viel von dem Fall einer inkompressiblen
ungeschichteten Flussigkeit gleicher Tiefe abweicht. Im zweiten
Teil werden die Fundamentalgleichungen fir ein System von beliebig
vielen derartiger Schichten aufgestellt und im dritten Teil der
Spezialfall behandelt, dafl nur zwei Schichten gegeben sind. Auch
dann ist der EinfluR der (barotropen) Schichtung auf die quasi-
statische Wellenbewegung nur gering. Der Fall dreier tbereinander
gelagerter Schichten hat im AnschluR an V. Bjerknes' zitierteArbeit
Hogberg 1923 untersucht. Den Fall.einer. isotherm geschichteten
Atmosphare mit adiabatischen Zustandsanderungen hat H. Solberg
1929 mit Hilfe der Storungsgleichungen in L agr an ge scher
Form behandelt, wobei Uber die Wellenlangen von vornherein
nichts vorausgesetzt wurde. Da es sich bei dieser Untersuchung vor
allem um das Zyklonenproblem handelte, wurde im Gegensatz zu
den Arbeiten Uber quasistatische Wellenbewegungen auch die Erd-
rotation mit berticksichtigt. Leider sind die Solbergschen Resultate
bisher nur in einem kurzen, wenn auch sehr klaren Referat publi-
ziert. Wellenbewegungen an einer atmosphérischen Grenzflache
unter Beriicksichtigung der Erdrotation hat auch Defant. 1926
untersucht. Doch ist nicht ganz klar zu ersehen, ob seine Resultate
nicht nur fir den Fall isothermer Schichtung und isothermer Zu-
standsdiuierung gelten, da er fir die Zustandsanderungen das
Boyle-Mariottesche Gesetz annimmt und Isothermie voraussetzt.
Exner. 1929 hat gleichfalls Gravitationswellen in der Atmosphare
bei isothermer Schichtung und adiabatischer Zustandsanderung
untersucht.  Seine Resultate kdnnen aber ebenfalls nicht als ganz
einwandfrei angesehen werden, da sich aus seinen Zahlenbeispielen
gewisse Inkonsequenzen seiner Rechnungen ergeben. Schliefilich
sei noch die Arbeit von Sano 1913 erwahnt, in der ebenfals die
Wellenbewegungen in einer isothermen Atmosphére bei adiaba-
tischen Anderungen behandelt werden. Im (brigen ist die Problem-
stellung dieser Arbeit von der der vorliegenden aber ganz ver-
schieden, da es sich dort vor allem um Superposition von Wellen
in einer unendlich tiefen Schicht handelt.

Neben diesen Arbeiten, die sich mit den freien Schwingungen
beschéftigen, seien noch der Vollstandigkeit halber diejenigen er-
wahnt, die die Gezeiten oder besser die erzwungenen Schwingungen
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der Atmosphére behandeln. Es sind vor allem Margules 1890, 1892
und 1893, Chapman 1924, Bartels 1927 und bis zu einem gewissen
Grade auch Jeffreys 1926. Auch die Arbeiten von K. Uller kénnen
hier Erwéhnung™ finden.

Es mag- auch an dieser Stelle betont werden, daf es véllig- un-
zuldssig- ist, die Schwing-ungen der Luft zu berechnen, as ob es
sich dabei um einen Massenpunkt handelte, auf den nur eine Kraft,
namlich sein eigenes Gewicht vermindert um das Gewicht der
verdréngten Luft, wirkt. Brunt 1926 hat einen derartigen Versuch
unternommen, der damals von Whipple beanstandet wurde. Ich
habe an anderer Stelle, 1930, darauf hingewiesen, daf derartige
Rechnungen ohne Interesse fir die Dynamik flussiger und gas-
formiger Medien sind, und habe diese Ablehnung ausfiihrlich be-
grindet, so da ich mich hier mit diesem Hinweis begnigen kann.

Die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, zu untersuchen,
was fur Wellen in geschichteten inkompressiblen und kompressiblen
Medien mdglich sind, sowie die Modifikationen festzustellen, welche
die Wellen in inkompressiblen Medien erleiden, sobald sich die
Grundstromung linear mit der Hohe andert. Es handelt sich hier
hauptsachlich darum, uberhaupt festzustellen, was fir Arten von
Wellen in geschichteten Medien auftreten, bzw. wie die bekannten
Wellenarten durch die Schichtung und Kompressibilitat beinfludt
werden. Zu diesem Zweck wird vor allem Gewicht auf die Frequenz-
gleichung, die die Wellengeschwindigkeit liefert, und ihre Diskussion
gelegt. Uber die Wellenbewegungen einer einzigen Flussigkeits-
schicht ist man durch eine ganze Reihe bereits erwéhnter Arbeiten
orientiert. Dagegen liegen auBer den Bjerknes'schen Arbeiten
Uber quasistatische Wellenbewegungen und bis zu einem gewissen
Grade der Lanibschen Arbeit kaum Untersuchungen vor Uber die
Wellen an inneren Schichtgrenzen in Flissigkeiten mit stetig ver-
anderlicher Dichte. Zur Berechnung der Wellenbewegungen sind
hier die hydrodynamischen Gleichungen in Eulerscher Form benutzt
worden. Wie die gleichzeitige Verwendung der Lagrangeschen
Gleichungen ergeben hat, sind diese, vor allem wegen der einfachen
Form der Grenzbedingungen und der Zustandsgieichungen héaufig
bequemer as die Etil ersehen. Es ist beabsichtigt, die Ableitung
der hier gewonnenen Ergebnisse iber die Heimholtzschen Luft-
wogen (vgl. 88 7 und 18) spater auch in Lagrangescher Form zu
publizieren.

Da es sich in der vorliegenden Arbeit um Wellenbewegungen
handelt, die eine relativ kleine Abweichung von einem gegebenen
Grundzustand darstellen, sind das gegebene Hilfsmittel zur analy-



6 Bernhard Haurwitz.

tischen Behandlung die Rjerknes'schen atmospharischen Stérungs-
gleichung'en. Diese-werden im |. Abschnitt im engen Anschlu an
Hjerknes 1929 aufgestellt, und zwar fir zweidimensionale Be-
wegungen in einer vertikalen Ebene. Die Beschrénkung auf die
Wellenbewegung' in einer vertikalen Ebene hat zur Folge, dal3 von
dem Drehvektor der Erdrotation nur die zu dieser Ebene senk-
rechte horizontale Komponente mit bericksichtigt werden kann.
Sie ist von sehr geringem EinfluR und wird im allgemeinen aufer
Betracht g'esetzt werden. Auf das Zyklonenproblem sind daher die
Ergebnisse dieser Arbeit nicht unmittelbar anwendbar. Der Grund-
zustand ') wird dahin spezialisiert, daB die Dichte und die langs der
x-Achse verlaufende beschleunigungsfreie Grundstromung mit der
Hohe z veranderlich sein konnen. Die partiellen Differential-
gleichungen, die man so erhdlt, sind linear, homogen, und ihre
Koeffizienten sind Funktionen von z allein (§ 2). Durch Abspaltung
periodischer Faktoren erhé@lt man daraus in bekannter Weise gewohn-
liche, auch lineare und homogene Differentialgleichungen fir die
Stérungsamplitudeu (8 3). Die Koeffizienten dieser Differential-
gleichungen werden konstant, wenn man entweder voraussetzt, dal’
die Grundstromung in jeder Hohe konstant ist und die Dichte
exponentiell mit der Héhe abnimmt, oder daf die Dichte konstant
ist und die Grundstromung sich linear mit der Hohe andert. Dabei
sind natiirlich sprunghafte Anderungen der Dichte und der Grund-
strémung von Schicht zu Schicht zugelassen.

Zunéchst werden Wellenbewegungen in inkompressiblen Fliissig-
keitsschichten betrachtet, deren Dichte sich exponentiell mit der
Hoéhe &ndert, deren Grundstromung* in jeder Schicht konstant ist
(Abschnitt 11). Da es sich aso um eine barokline Flissigkeit
handelt, sind die Bewegungen nicht wirbelfrei (8 4). Liegt eineé
Schicht mit freier Oberflache vor, so gilt, wenn: die Schichttiefe sehr
grof3 ist, die Stokes'sche Formel fir die Welleng'eschwindigkeit;
wenn die Wellen sehr lang sind, ist die Wellengeschwindigkeit gleich
der aus der Lagrangeschen Formel folgenden, nur dal’ die Hohe der
Schicht (&quivalente Hohe), aus der sich die Wellengesshwindigkeit
berechnet, etwas verkirzt erscheint (§ 5). Im Pale zweier Schichten
zwischen starren Grenzen sind, wenn die obere Schicht sehr flach,
die untere Schicht sehr tief ist, an der gemeinsamen Grenzflache
Wellen- von einem gemischten Typus mdglich; in die Formel fir
die Wellengeschwindigkeit geht sowohl die Wellenlange, wie die

lg Unter ,Grundzustnd” it der Zustand der Fliissigkeit vor Einsizen der
Well 2u versehen. Entsorechendes gilt fir die Grundstromuug.
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Tiefe der Deckschicht ein, .daneben natiirlich die Konstanten der
Dichteabnahme. Sind beide Schichten sehr tief, so sind an der
inneren Grenzflache Wellen maoglich von wesentlich hoherer Ge-
schwindigkeit as im Falle konstanter Dichten (§ 6). Ist das zweifach
geschichtete System von einer freien Oberflache begrenzt, so sind
bei unendlicher Tiefe der oberen Schicht die gleichen Wellen-
bewegungen moglich, wie bei zwei Schichten zwischen starren
Grenzen und daneben noch Wellen, die den Stokes'schen Wellen
in einer unendlich tiefen Schicht mit freier Oberflache entsprechen.
Ist dagegen die untere Schicht sehr tief, die obere flach, so erhéalt
man fir die Geschwindigkeit der Wellen an de* 'inneren Grenz-
flache eine Formel, die sich von der entsprechenden fur den
homogenen Fall nur dadurch unterscheidet, dal die &quivalente
Hohe gegeniiber der wirklichen auch hier wieder ein wenig ver-
kleinert erscheint (8 8). Ahnliche Feststellungen tber den geringen
EinfluR der (barotropen) Schichtung hatte schon V. Bjerknes 1923
gefunden. Sie werden hier fur einen baroklinen Fall bestéatigt.
Im Falle dreier Schichten zwischen starren Grenzen ergibt sich, dal
bei groRer Tiefe aller drei Schichten an jeder der beiden inneren
Grenzflachen fur sich Wellen vorkommen, wie sie mdglich wéren,
wenn die andere innere Grenzflache erstarrt ist. Eine derartige
Zerlegung ist fur endliche Schichtdicken nicht mehr moglich.
Nimmt man an, die oberste und unterste Schicht bestehen jede aus
einer Flissigkeit konstanter Dichte, in der mittleren Schicht da-
gegen &ndere sich die Dichte stetig nach einem Exponentialgesetz
von der Dichte der untersten zu der der obersten Schicht, so
werden bei geringerer Ausdehnung der Ubergangsschicht diewellen-
geschwindigkeiten ein wenig kleiner as im Fall scharfen Dichte-
sprunges (8 9). Hat die oberste Schicht eine freie Oberflache, so
gilt bei unendlicher Tiefe dieser Schicht iber die Wellen das eben
Gesagte; auRerdem sind noch die Stokes'schen Oberflachen wellen
auf tiefem Wasser mdglich.

Einen anderen Fall, der auf gewdhnliche, lineare homogene
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten fihrt, erhélt
man, wenn man die Wellenbewegungen in Flussigkeitsschichten mit
konstanter Dichte untersucht, bei deneri sich aber die Grund-
stromung linear mit der Hohe andert (Abschnitt I11).  Wir haben
also, abgesehen natlrlich von den Diskontinuitétsfl&chen, eine baro-

trope Flussigkeit mit dem konstanten Wirbel :I: d. i. die vertikale

Anderung der Grundstrémung (§ 11). Hat man eine Schicht mit
freier Oberfl&che und linearer Windzunahme, so wird das ,, dynamische"
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Glied) der Wellengeschwindigkeit, das ist im wesentlichen das Glied
unter dem Wurzelzeichen, nur sehr wenig geéndert. Dagegen sind
die Anderungen des ,konvektiven" oder ,kinematischen" Gliedes
betrachtlicher. Im Falle einer flachen Schicht tritt némlich die
Geschwindigkeit in der Mitte der Schicht an die Stelle der in den
friheren Féallen konstanter Grundstrémung*. Im Fall einer sehr
tiefen Schicht spielt die Strémungsgeschwindigkeit in der Tiefe —&
die Rolle der mittleren Geschwindigkeit (§ 12). Auch im Fali®
zweier Schichten sind die Einflusse auf das dynamische Glied der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit nur gering- (8 12). Ist die obere
Grenzflache der oberen Schicht frei, und die obere Schicht selbst
unendlich tief, so &Rt wie fruher eine Zerlegung der Frequenz-
gleichung erkennen, da einmal Weilen von derselben Art wie bei
fester unterer Schicht mdglich sind, zweitens Wellen von der Art
wie bei fester oberer Grenze. Diese Zerlegung gilt natlrlich bei
Vorhandensein einer linearen Windénderung ebenso wie bei kon-
stanter Grundstrémung (8 13). Im Falle dreier tiefer Schichten
mit fester oberster Grenze sind auch bei linearer Windanderung
Wellen an jeder Schichtgrenze mdglich, so als ob die Schichtgrenze
starr wére. Merkbare Einflusse hat die Windénderung auch hier
demnach nur auf das kinematische Glied der Wellengeschwindig-
keit (§ 13). Hat die oberste Schicht eine freie Oberflache und ist
ihre Tiefe genugend groB, so besteht der Einflul3 der freien Ober-
flache nur darin, dal aufler den genannten Wellensystemen noch
ein weiteres moglich ist, wie es bei Erstarrung der beiden unteren-
Schichten vorkéame. Diese Ergebnisse uber die verschiedenen
Wellensysteme dirften auch, abgesehen von der Beriicksichtigung
der linearen Windénderung, interessieren.

Die bisher erwéhnten Resultate waren eigentlich nur auf die Hydro-
sphére beschrankt. Um wirklich fir die Atmosphére brauchbare
Resultate zu erhalten, haben wir den EinfluR der Kompressibilitat
zu berilicksichtigen. Wir setzen dabei voraus, da die Zustands-
anderungen adiabatisch verlaufen und die Atmosphére isotherm
geschichtet ist (Abschnitt 1V). Die Grundstromung ist in jeder
Schicht konstant. Dann behalten unsere Differentialgleichungen
konstante Koeffizienten. Auch jetztist die Fllissigkeit wieder baroklin,
die Bewegung* nicht wirbelfrei. Die Annahme gerade adiabatischer
Anderungen statt ganz beliebiger polytroper ist nicht wesentlich
fur den Gang der Rechnung. In einer Schicht zwischen starren
horizontalen Grenzen sind neben den longitudinalen Schallwellen

% Vgl. V. Bjerknes 1923.
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auch noch transversale Wellen mdoglich, ebenso wie im Falle einer
geschichteten inkompressiblen Flissigkeit. Dabei treten neben den
beiden starren Grenzfldchen noch im Innern der Fllssigkeit Knoten-
linien auf. Besitzt die Flissigkeit eine freie Oberflache, so kommt
man im Grenzfall sehr groler Tiefe wieder auf die Stokes'schen
Oberflachenwellen, im Falle sehr flacher Schichten auf Wellen der
gleichen Geschwindigkeit, wie im inkompressiblen Fall einer in-
homogenen Flussigkeit. Der KinfluR der horizontalen Komponente
der Erdrotation ist sehr gering (8§ 16). Die Wellen an der Grenze
zweier unendlich tiefer Flussigkeitsschichten haben kleinere Ge-
schwindigkeit, als wenn die Flissigkeit inkompressibel, aber in-
homogen wére, dagegen ist die Geschwindigkeit im vorliegenden
Fall groRer as in inhomogenen inkompressiblen Flussigkeits-
schichten (§ 17). Das héngt natlrlich mit den Stabilitatsverhalt-
nissen der einzelnen Schichtungen zusammen. Ist die obere Grenze
der oberen Schicht frei, so &ndert sich im Fall unendlicher Tiefe
nichts, nur da wieder Wellen vom Stokes'schen Typus as eine
weitere Moglichkeit hinzukommen. Im Falle sehr flacher Schichten
&kt sich mittels eines numerischen Naherungsverfahrens nachweisen,
dai3 die Abweichungen, die die Berlicksichtigung der Kompressibilitét
mit sich bringt, nur sehr gering sind.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nicht die Erklarung
einer bestimmten Erscheinung, sondern die Gewinnung eines Uber-
blicks dariiber, was fir einen Einflud die Beriicksichtigung der
vertikalen Dichteverteilung und der Kompressibilitat auf die Wellen-
bewegungen hat. Infolgedessen handelt es sich bei den folgenden
Rechnungen in der Hauptsache um die zun&chst rein theoretisch
bedeutungsvolle Ableitung und Diskussion von Formeln. Es erschien
aber zweckmaflig, von vornherein die Brauchbarkeit der hier ent-
wickelten Relationen durch ein Beispiel zu belegen. Als dieses
wurden die Helmholtzschen Luftwogen gewahlt, die sich dem
Beobachter in Form der Wogenwolken darbieten'). Helmholtz
hat bekanntlich bereits 1889 und 1890 gezeigt, wie sich die Lénge
dieser Wellen aus beobachtetem Wind- und Temperatursprung
berechnen laRt. W. Wien hat dann 1894 und 18%5 die Helm-
holtzschen Arbeiten erweitert und einige spezielle Annahmen (ber
die durch Beobachtung bisher nicht festgestellte Form dés Wellen-
profiles gemacht. Bei der Annahme relativ sehr kleiner Wellen-

') Die diesbeziiglichen Formeln lassen sich auch noch durch eine andere Rechen-
methode, as es hier geschieht, aus den algemeinen Formeln fur nichtstationdre
Wellen ableiten. Im Zusammenhange der vorliegenden Untersuchung schien aber
die angewandte Methode die beste.
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héhen gehen die Formeln fir die Wellenlangen dieser drei ver-
schiedenen Wellenprofile ineinander UGber. Es kann durch
Wegeners Untersuchungen 1906 as erwiesen angesehen werden,
da diese Naherungsformel fur kleine Wellenldngen brauchbare
Werte liefert. Allerdings erhdlt Wegener systematisch zu grofle
Wellenlangen. Eine von ihm selbst gegebene Erklarung kann
nicht as befriedigend angesehen werden. Andererseits erhédlt man
aber bei Beriicksichtigung der vertikalen Dichteabnahme und Ver-
nachléssigung der Kompressibilitat der Luft zu kleine Wellenléngen
(8 7 und 8§ 18). Beriicksichtigt man dagegen, wie es hier zum ersten-
mal geschieht, neben der vertikalen Dichteabnahme auch die
Kompressibilitat der Luft, so erhdlt man sehr gute Ubereinstimmung
mit den beobachteten Wellenlangen (8 18).

Wir werden im folgenden nicht immer streng zwischen den
Ausdriicken Flussigkeit und Gas unterscheiden. — Eine gewisse
Freiheit im Gebrauch dieser beiden Worte ist bei Untersuchungen,
wie der vorliegenden berechtigt und im Wesen der Sache begriindet.
Die Dynamik der Hydrosphare und Atmosphére gehen beide von
gleichen Grundvoraussetzungen aus und unterscheiden sich formal
nur durch das Verschwinden oder Nichtverschwinden gewisser
Konstanten. ’



Abschnitt |.

Gleichungen der Stérungsbewegung ener vertikal
geschichteten FlUssigkeit.

§ 1. Die Eulersehen hydrodynamischen Gleichungen.

Es bezeichne b den Drehvektor der Erdrotation mit den Kom-
ponenten ,Q,,Q ,Q Erist parallel der Erdachse von S nach N
gerichtet, sein Betrag- ist gleich |b| — 7,29-10 ° sec”', das ist die
Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation. Ferner sei U Gesehwindig-
keit, § Dichte, o Druck der Flussigkeit an einem Ort, das
Potential der &uReren Krafte (in unserem Fall die Resultierende
aus Schwer- und Zentrifugalkraft). Dann lauten bekanntlich die
Bewegungs- und Kontinuitatsgleichungen in Eulerscher Form:

g--{-ﬁ-ﬁ?ﬁ—f 2b:<b+-$--(7jl+vtb=c (1}
i o .
_r}f 4+ div (§d) = o. (2

Zu diesen Gleichungen tritt noch die Zustandsgleiehung, die eine
Relation zwischen Dichte und Druck eines bestimmten Teilchens

darstellt. .
. q =10

In allen geophysikalisch wichtigen Féllen gehen in diese Gleichung
eigentlich noch weitere Variable, Temperatur, Salzgehalt usw. ein
(barokliner Fall), jedoch kdnnen wir fir unsere Probleme davon
absehen, mussen dann aber mit V. Bjerknes 1929 voraussetzen,
da3 eine solche Gleichung fiir jede einzelne Partikel gilt und von
Partikel zu Partikel verschieden sein kann. Um diese fur ein
Teilchen glltige Zustandsgieichung dem Eulerschen System an-
zupassen, bilden wir

dg __di dp _ dp
T dp At T T
oder {1)
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Sei r der Radiusvektor eines Punktes einer inneren oder auf3eren
Grenzflache, ®(r,t) = o die Gleichung- dieser Grenzflache, so lauten
die Gleichungen der Grenzflachenbedingungen

?’T-+5<V¢=o
¢
{a] 3

é‘f—+ﬁ'-v¢z= o,
wobei sich die ungestrichenen und gestrichenen Werte auf die
beiden Seiten der Grenzflache beziehen. Die Gleichungen (4) bringen
bekanntlich zum Ausdruck, da die Grenzflache immer von den-
selben Teilchen gebildet werden muB. Ferner muf3 auf beiden
Seiten der Grenzflache derselbe Druck herrschen, aso

pp=o

Fassen wir diese Formel mit Solberg' 1928 as Gleichung' der
Grenzflache auf, so verwandelt sich (4) in

(f.+ﬁ-v)(ﬁ i) == o
at
{4i) ;
F; e - -
(Bt b -V)(_p Pr=a
An einer freien Oberflache muR der Druck konstant und gleich
dein &ufleren Druck sein. Die Grenzbedingung- lautet also hier:

® P48V =o
vder )
(54) (‘—,;-t--{-ﬁ-v)ﬁ:o‘

An einer starren Grenzflache liefert die partielle Differentiation
nach der Zeit den Wert Null, und man erhélt

(6) v-VO = o,

was die selbstverstandliche Forderung ausdriickt, dafd an der starren
Grenzflache die Geschwindigkeitskomponente normal zur Grenz-
flache verschwinden muR.

§ 2. Die Storungsgleichuiigen des Problems.

Zur Behandlung unseres Problems der kleinen Schwingungen
einer Flussigkeit formen wir diese Gleichungen nach dem von
V. Bjerknes 1926, 1927, 1929 angegebenen Prinzip der atmo-
sphérischen Stérungsgleichungen um. Wir nehmen aso einen gleich
anzugebenden Grundzustand der Fliissigkeitsstromung. Uber diesen
Uberlagern wir as Stérungen die zu untersuchenden Wellen. Da-
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bei sollen diese Stérungen so klein sein, dal3 Glieder, die in den
StorungsgrofRen und ihren Ableitungen von 2. Ordnung sind, ver-
nachlassigt werden konnen. Wegen der Aufstellung der all-
gemeinen Stoérungsgleichungen sei auf die zitierten Arbeiten von
V. Bjerknes und H. Solberg verwiesen.

Die Gleichungen sollen hier von vornherein durch Wahl des
Grundzustandes spezialisiert werden.  Wir beschréanken uns im
ganzen Verlauf der Untersuchung auf eine zweidimensionale Flissig-
keitsstromung in der xz-Ebene (x~Achse horizontal, z- Achse ver-
tikal aufwérts). In allen zur y- Achse senkrechten Ebenen herrsche
aso der gleiche Stromungszustand. Damit eine derartige Flissig-
keitsstromung in Ebenen parallel zur xz- Achse mdoglich ist, darf
nur die y-Komponente des Erdrotationsvektors von Null verschieden
sein.  Anderenfalls wirde die Ebene der Flussigkeitsbewegung,
falls sich die Flussigkeit Uberhaupt in einer Ebene bewegt, gegen
die xz-Ebenc geneigt sein. Diese Voraussetzung Uber den Fu'd-
rotationsvektor ist natlrlich sehr speziell, kann aber deswegen
gemacht werden, weil bei den hier behandelten Problemen, im
Gegensatz zum Zyklonenproblem etwa, die Berlicksichtigung der
Erdrotation von geringerem Interesse ist. Der Grundzustand sei
eine Stromung parallel der x-Acbse, deren Geschwindigkeit ebenso
wie die Dichte des Mediums mit der Hoéhe z verénderlich ist.
GroRe Buchstaben bezeichnen die Elemente des Grundzustandes,
kleine die des Storungszustandes. Beide addiert geben die all-
gemeine Bewegung, aso

=84y, p=Ptp, §g=Q+4g

Die Einheitsvektoren in der x- und 2-Richtung heiRen t und f, die
Geschwindigkeitskomponenten U, W bzw. u und 10,

Von den Gleichungen des Grundzustandes bleibt nur die Be-
wegungsgleichung in der z-Richtung (barometrische |l6henformel)
tbrig, ale anderen sind identisch erfillt.

dr
6 Z; =9t 4U {1

g bedeutet hier die Fallbeschleunigung. Im Verhaltnis zu ihr kann
man das Glied 2 QU vernachlassigen, denn es ist 10* bis 10° mal
kleiner. Da in (1) Q nur Funktion von z ist, ebenso g, das wir im
tbrigen fir unsere Zwecke as konstant betrachten kénnen, folgt,
dal3 auch P eine Funktion von z allein ist. Wir flhren ein:

' 49
=%
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Dabei soll sich diese Grofe t im Gegensaiz zu y auf die geo-
metrische Verteilung der Elemente Q und P beziehen. Um es
deutlicher zu machen: habe ich die vertikale Verteilung der Dichte Q
in einem Diagramm mit dem Druck P as Argument aufgetragen,
so gibt den Richtungstangens dieser Kurve an. Zeichne -ich
dagegen eine Kurve, die die Abhéangigkeit der Dichte § eines
Teilchens von dem Druck p auf dieses Teilchen fir verschiedene
Werte von fp darstellt, so ist der Richtungstangens dieser Kurve

durch ehen. Es war -
Y =T
oder nach der Taylorschen Reihenentwicklung
Q+g=f(P+p) == fPr+ (3;) -p -+ Glieder héherer Ordnung.
. Pl

Da die Abweichungren vom Gleichgewichtszustand nur so klein seiin
sallen, dafll mman Glieder hdherer Ordnung  vernachlissigen darl,

eryibt sich: .
(2) §=7¥p'b

Der Index P driickt aus, dall g? an der Stelle § = P zu bilden
ist. Ferner ist nach (2, 1) (Striche bedeuten Lifferentiation nach 2)

W @ =gp gz =90

da wir ja, wie aosgefibrt, das Glied mit £, gegen ¢ vernach-
lagsipen kfunen. Ferner haben wir zu beachten, dal

- o q
S+ V3 Q*qv(ﬂp) Q( -)vum ve bop-Lay
QVP+Q9E Q'

Dann ergibt sich aus (1, 1), (1, 2) wnd (1, 3) nach dem Prinzip der
kleinen Stérungen, wie bei V.Rjerknes 1929 nidbier und all-
gemeiner abgeleitet. ’

- an
@ G+ @20+ 5 Vp [z 9u—Fa) =0,
{5 -a-i--{- Q divy—wgl"@ + U—— = o,
8 d ]
©  H+0EL wrggy (U —wgq)=o.
Dazu kommen die Grauzﬂﬁchenbedingungen. Sei Fir.f) = o die

Gleichung der Grenztlache im ungestirten Zustand, Fir.t)+ f(r.{}=o
im gestrten Zustand, so ergibt sich, wie bier ebenfalls unter
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Hinweis auf die zitierte Arbeit von V. Bjerknes direkt hin-
geschrieben werden kann,

i 8
(5 +Us)f+v-IF =0 (Zrv D vr=o )
oder wenn man die Gleichung' der Grenzflache in der Form -

P .Pip-p'=o0 (8)

a il ¥ -
(i + ig) o240V P Py =0,

verwendet,
()
(at+U' )(p P+ V(P—P)=o.

An der freien Oberflache lautet die Grenzflachenbedingung ent-
sprechend (1,5) bzw. (1,5a)

( +U Jf+n VF=o, {10}
( +Uy )p+n "V P=o, ' (10a)
wenn alz Gleichung der freien QOberfliche angesetzt wird
Pip=o0; (Ba)
ferner an einer starren (irenzfidche entsprechend (1, &)
p-VF =0, {14)

da ja.die starre untere Grenzflache keine Stérungen erleidet. In
.samtlichen Ausdriicken der Gleichungen (7)— (9) hat man eigentlich
die Ortskoordinaten an der gestdrten Grenzflache einzusetzen.
Doch begeht man nur einen Fehler héherer Ordnung, wenn man
in den Storungsgroen statt dessen die Ortskoordinaten der un-
gestorten Grenzflache einsetzt, da sich ja gestérte und ungestérte
Lage der Grenzflache wegeri der vorausgesetzten Kleinheit der
Storungen nur um kleine Betrédge voneinander entfernen konnen.
Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt, wenn zur Abkiirzung

a D

3tV = D
gesetzt wird,
divn=-—%(—-D—‘—--ng).. . {12)
Die Divergenz der Geschwindigkeit verschwindet also, wie es sein
muB, im inkompressiblen Fall (y=0),im kompressiblen Fall nur, wenn

D
D’; gQw.
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Bilden wir aus (4) die Rotation, von der ja nur die y-Komponente
vorhanden ist, da wir uns auf die xz-Ehene beschrénken, so ergibt
sich nach einigen Umformungen

D . gy s i, ep __
(1 i {rot, ) + (L4 2 £ div v 4wl +~Q (P—--y)-azé = o.

Die Wirbelanderung der Storungsbewegung hédngt also teils mit
der Windénderung mit der Héhe (U', U"), teils mit der Erdrotation,
teils mit Schichtung und Zustandsédnderung zusammen. Im barotropen
Fall verschwindet dieser letzte Anteil. Ein Vergleich der Formel (13)
mit dem Bjerknes'schen Zirkulationssatz (V. Bjerknes 1921) ist
nicht ohne weiteres zuldssig, da ja in (13) 0 nur der Storungs-
betrag der Stréomungsgeschwindigkeit ist.

§ 3. Zuriickfuhrung auf gewohnliche Differentialgleichungen.

Vom mathematischen Standpunkt aus ist das wichtigste Resultat
der Einfuhrung des Storungsprinzips die Erlangung linearer,
homogener Differentialgleichungen. Das ganze System lautet, noch
einmal in Komponentendarstellung hingeschrieben, wobei (2, 5) und
(2, 6) etwas umgedandert sind,

D . 7
Py T 22)+ ik =

(s . D

A _ ! P _'.f. Y
'm*'Q"“‘i Dar TUI=
b du @
{2) q+Q[d:_ {- w) #Qw = o
I i I
(3) Q{-az+ "’J+ T —wetly = o.

Wir setzen am )

W= A(z)ef(nx—ﬁﬂ

w — C(z)ci{ﬂafnﬁn

p== D(g}eifna‘—ﬂ‘]

g = E(g}eitux—lst)‘

das ist eine léangs der £-Achse fortschreitende periodische Stoérung.
Die Amplituden A, C, D, E der StoérungsgroBen missen wir als
von z abhéngig ansehen, da die Koeffizienten des Differential-
gleichungssystems Funktionen von z sind, a und B sind Konstante,

und zwar ist a= -, E g2z T , wo I die Wellenlange, T die Perioden-

(1)

5

linge ist. v =£= p ist dic Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
WellenstGruy.
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Anschaulicher wére es gewesen, statt dere-Funktionen komplexen
Arg-umentes die trigonometrischen Funktionen zu wahlen, doch
werden die Rechnung-en dadurch weniger bequem. In den Ldsungen
ist wegen der bekannten Superpositionseigenschaft der linearen,
homogenen Differentialgleichungen fir die e-Funktionen eine lineare
reelle Kombination ihrer Real- und Imaginarteile zu setzen, oder
auch nur Real- oder Imaginéarteil, um die physikalische Diskussion
der LOsung durchzufuhren.

Durch Einsetzen von (4) in (1)—(3) erhalten wir folgendes
System von gewdhnlichen Differentialgleichungen zur Bestimmung*
der Stoérungsamplituden

—i(BallY A4 (T 29)C+ 5D =0

¢
, . »OE
—if-al) O 2, A 0 + 0 g=u (4a)

i alYEbiad Q4 Q€ gl'tiC=o0o
fte@A | QO dr(f «lND ¢3QC = u.
Daraus ergibt sich durch  weilere  RKlimination  als Diflecential-
wleichung fir ¢
o (g AT ally y (B - al])?
R L
\ 2y T
-+-{ Whr( WUF @y g7 2y
'y wdf” '
a |
9% atp g au 7 ()
yaf a)(U20y) |-py'gB allp
(- allp
2yatU (U2 Q) 2y (f alllgall’ | 0
e p(f- all® |
Hat man hieravs  bestimnt, so ist

a(l/ 20 ygB all) i ﬁ' all v
D=ir— g a0 a9 ©

oy WH20)(B—al) ag

&

4= pre Rt vy arp )
£ _ oar- ﬂU)(U'+29y)+9(r J)ﬂ' grl'(g- o)t
¢ F—al @ y (B -all}] ®
N U) t
4 i -—-y(ﬂ aU)'C
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Falls der Wind sich mit der Héhe nicht andert, lautet die Differential-
gleichang fir €

- (9('- ¥ (8- ;'%)'mij) C’+{—a'+?(ﬂ—ﬂUJ"—4Q§Y+

at--

r r— ,
(5) +z!Jyay;}’_--a-—ﬁ-i-y'-(—ﬁ;_;—{;ﬁﬂ’ 7'g-

2 fyatygp—all} , _
av, el (ﬁ—aU)}C_._

Die Differentialgleichung fir € 1alt sich in verschiedener Weise
wmformen, etwa su, dal das Glied mit € verschwindet, oder in
eine Differentialgleichung erster Ordoung, allerdings 2, Grades
{verallgemeinerte Riccatische Gleichung). Welche von diesen
Formen im Eiuzelfall bequemer zu behandeln ist, und ob man etwa
zweckmibigerweise durch andere Eliminationen die Differential-
gleichung fir cine andere Stérungsamplitude ableitet, mull ven
Fall zu Fall entschieden werden, Wir behalten iin folgenden die
obige Form bei und geben auch die verschiedenen Umformungen
bier micht wieder.

Um liber den weiteren Verlauf der Rechnung, insbesondere
die Verwendung der Greuzbedingungen zu orientieren, nehmen
wir fiir einen Augenblick an, dall eine einzige Flissigkeitsschicht
mit starrer unterer Grenze in ¢=o0 und freier, in ungestirten Zu-
stand horizontaler, Oberfliche in z==A gegeben sei. Aus Dif-
ferentialgleichung (5) sei € bestimmt in der Form

)] Cz) = K, C,(2)+ K, G, 2),
wo K, und K, vorderhand noch ganz willklirliche Konstanten sind,

Aus(z,11) folgt Verschwinden der Normalkomponente der Stérungs-
geschwindigkeit in #~=o0, alsc

Weme=10 oder K C (o) = K, Cio),
50 dab wir schreiben kdénnen
(10} Cla) = K[C,(0)C {8} — G () G (&)}

wo K eine neue Konstante ist.
Nach (8) ergibkt sich dann fiir die Druckamplitude

a I+ 28,)-7g(p—a U)] [ GO, G,{o)C,(;)] +

. K
{v1) ID = laL.?(ﬁ?aU}!“
' +Hp-a)| G,f0) Cite)- O, @ Gita]}.
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Der Druck der ungestérten Bewegung in der Umgebung- der freien
Oberflanhe st

P P= —-glf@dz de:I: -gj@ds. (12)7)

wo Ph, den Druck in der Héhe h, das ist an der ungestorten freien
Oberfléche, bezeichnet. Fir genligend kleine Entfernung von der
freien Oberflache gilt die Entwicklung

e =G+ (4 +. =
= [t Mag(z—R)] -+ Gilieder héherer Ordnung.

(13)

Also ergibt sich fir ::‘ in geniigend kleiner Umgebung der un-
gestorten freien Oberfliche

dP .
dz = g@==--glhly Faglz--bf. ‘ (.14)
Als Grenzbedingung an der freien Oherfliche ergibt sich nagl (2, 104)
2 § AP
(at AR -3.-":] Pr=pn + W=y it o.

Hieraus folgt nach Abspaltung des Periodenfaktors ef("®~#U uml

der Konstauten K

alll'+ 284} yug{f -all) B--ally)
(€, (o), (k) €, (o) Cy ()] { - 2O el D Rt
(f—aln?

~ Gla 7 (B -l LK) Cilh)—Culo) Gih)] = o

{r5)

Diese Gleichung- liefert eine Relation zwischen et und B, also zwischen
Wellenlange und Periodendauer. Wir werden siewie H. Solberg-1928
,Frequenzengleichung® nennen. Die Aufstellung- und Diskussion
dieser Gleichungen in den betrachteten Einzelféllen wird das Haupt-
ziel unserer Arbeit darstellen.

Die Integration der Gleichung- (5) ist nur in wenigen Fallen durch
elementare Funktionen méglich. Hier soll der Fall einer Flissig-
keit mit konstanter Grundstromung- und mit der Hohe exponentiell
abnehmender Dichte (Isothermie) behandelt werden, ferner der
- Fall einer homogenen Flissigkeit, deren Grundstromung eine lineare
Funktion der Hohe z ist. In diesen Féllen hat (5) konstante
Koeffizienten. Weiterhin werden wir das Problem im nachsten
Abschnitt noch dahin spezialisieren, da3 wir die Fllssigkeit zwar
geschichtet aber inkompressibel annehmen und von der Erdrotation
absehen.

') Die Indizes geben an, welcher Wert fir Z in die betreffende Verénderliche
einzusetzen ist.

2%
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Abgchnitt 11,
Wéllenbewegungen einer inkonipressiblen Fliissigkeit
mit exponentiell mit der Hohe abnehmender Dichte.
§ 4. Aufstellung der Bewegungsgleichungen.

Wir setzen nach den am SchluR des vorigen Paragraphen
gemachten Voraussetzungen fir den vorliegenden Fall in (3, 1—3)
Q, und y gleich Null und sehen U als konstant an. Ferner wollen

wir statt I" wieder schreiben —-I; -g. Dann erhaiten wir
. gl
1
Dreg prg—a
(@ D1 0@ = o,
0 et

Es sei noch besonders hervorgehoben, dal? g, die Stérungsgréle der
Dichte in einer inkonipressiblen Flissigkeit, nicht verschwindet bei
Eulerschen Behandlung des Problems, da man ja hier die einzelne
Stelle des Raumes betrachtet. Dagegen verschwindet natirlich
bei einer inkonipressiblen Flissigkeit die Stérungsdichte im Falle
Lagrangescher Behandlung des Problems, da dann das einzelne
Teilchen beobachtet wird. Hierin liegt einer der Vorteile der
Lagrangeschen Methode.
(3) legt die Einfiuhrung einer Stromfunktion nahe, so dai3

dy _ iy
Tt YT
Die Differentialgleichung der,, Amplitude" von'y>werden wir in diesem
Abschnitt zum Ausgang der Untersuchungen machen. Wir setzen
ahnlich wie fruher an

==

w= ¥ Slac-gn

(4) p = D"
7= E@e T,
also
4= —W(pd"=",

w == iaW(g)e "=
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Damit erhalten wir durch Einsetzen in (1)—(3) in bekannter Weise
as Differentialgleichung fir

a4 g g (ﬂ‘; u ),| Yo ®

Im Anschluf? an diese Gleichung” (5) &3t sich gleich eine Aussage
Uber die Rotationsbewegung machen. Es ist wegen der Konstanz
der Grundstrémung U die gesamte Rotationsgeschwindigkeit n

il

1y = %Z‘; %g = — (P a? Py,
Im Falle, da? Q' = o ist, da’ also eine homogene Flissigkeit
gegeben ist, verschwindet nach (5) I Da wir es dann mit einer
barotropen Flissigkeit zu tun haben, stellt dieser Sachverhalt einen
Speziafall des Bjerknes'sehen Zirkulationssatzes dar.

Nachdem aus (5) bestimmt ist, ergeben sich.

D= .¢ ﬁ___&u_f{ g, (0)
E= g @V )

Fuhren wir nun die Voraussetzung exponentiell abnehmender
Dichte ein durch den Ansatz

Q = Que. “'
wo Qp die Dichte in z— o, x eine Konstante ist, die, wie man
leicht einsieht, im Falle einer isothermen Atmosphére ist

= 9
¥ = RT.
mit R as Gaskonstante der Luft und T as Temperatur. Dann
ergibt sich as allgemeines Integral der Differentialgleichung (5)
W= oif (K, ¥4 K, YY) 8)
it " a .
a7 L —a
W=, ta 9”(ﬁ_-aff)
und K| uwud K, als willkiirliche Konstanten,

Im Fall N2=o0, d. L (E_“LU)’ = —FX _ hat die Stromfunktion

»t !
kot
nach bekannten Regeln die Foem
¥ = o7 (K, + K, 2.
Wir wollen aber im folgenden diesen Spezialfal, der fur lange

Wellen auf die doppelte Newtonsche Schallgeschwindigkeit fihrt,
nicht behandeln.
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Wichtig- ist dagegen, dal fir
(ﬂ;ﬂ)<£_.

« x! M
—d
4+

N?o0, aso N= iN' rein imagindr wird. Man kdnnte zwar angeben,
fir welche Werte von R bei Annahmen Uber die Wellenlédnge und
den Uichteaufbau des Mediums diese Bedingung- erfillt ist. Doch
hat das geringes Interesse, daja die Beziehungen zwischen B und a
erst aus der Frequenzgleichung bestimmt werden. Aber es ist
festzuhalten, da? N imagind werden kann. Somit konnen die
hyperbolischen Funktionen, die, wie wir sehen werden, in den
Frequenzengleichungen auftreten, in trigonometrische ubergehen.
Mit (8) ist zunéchst die Gleichung der Stromlinien

v = ¥(@)d"" "= const

bekannt. Die vorstehende Gleichung zeigt, da? (auch bei ganz be-
liebiger vertikaler Dichteverteilung) die Gestalt der Stromlinien
zeitlich unverandert blelbt und nur die ganze Konfiguration sich
mit der GeschW|nd|gke|t fortbewegt

Fur die ubrigen StorungsgroBen ergibt sich aus (8), (6) und (7)
w= [(’: +N]K19N‘+(1._.N)K,e lez T b

w=ia(K, ey'—i-Ke N"'}ea’ flax— i}

©) ,‘i——a s

-

( 4 N)K eN’—]-(z -N)K,e' ]e's'e“‘“’ #

a _ * o i
£ xR, B s 20

8 5. Eine Schicht mit freier Oberflache.

Nach (2, 11) muR an der starren unteren Grenzflache z =0
die Vertikalkomponente der Storundfsgfeschwindierkeit verschwinden,

also sein
= R (LR ]
a W,_o ia!f"=oe‘“ £y

Das gibt mit Beriicksichtigung von (4, 8)
' K
K‘ = —-‘K’ = -2—,

wo K eine peue Konstante ist.
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Die Gleichungen (4,9) verwandeln sich also, wenn wir zunschst
N als reell voraussetzen, in

Y= Kev* Sin Ne gita=—9
w—=—K(%@nNet NGof Ne) e+ oton- o

w = ia K ®tn Nz 63" gHles—0

9 ?_-:32 (’21 @in Ne+ NGuf Nz] AT

g=— ;‘,»—__,;ﬁx Qef'*K@in Nz gilaa—gn

Ist dagegen N = iN' imaginir, so lauten die Ausdricke fir die
Stérungsgrailen

p=i Keis sin N'z g'lex-80

=-—‘iK(:- sin N'z 4+ N cos N' )(,-z PUCESS [
w = —Kasin N'g ¢1° lea=g0 : (1)
p=—Q~t a GK(---—‘Jm Neg+Neow N )c:"ei!n.:---;st}

x Qs_ﬂ"ixsin N'z gtow-ih,

. [H
1= "F=al

Da Uber K zunéchst keine Vorschriften gemacht sind, kann man

zweckmé&Riger Weise in (la) iK als eine reelle Konstante ansehen.

Mit (1) bzw. (ia) sind die Stérungsgroflen bis auf eine willkurlich

bleibende Konstante K bestimmt. Im Fall (ia) treten unter Um-

sténden neben dem Knoten an der unteren Grenzflache noch andere

Knotenlinien auf, in denen die Vertikalkomponente der Bewegung
verschwindet.

AlsweitereRelation tritt die Oberfl&dchenbedingung hinzu. Diese

wird uns eine Beziehung zwischen den noch willkurlich gebliebenen

- GroRen B und a geben (Frequenzengleichung). Die Gleichung der

ungestérten Oberflache heilRe
z=h - 2

Fir den ungestorten Druck in einer genlgend kleinen Umgebung
dieser Flache gilt

P Fy= —g-?ﬂ[l—e‘ *@-W) oz g Gy (¢—A) + Glieder biherer Ordnung,
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wobei durch den Index h angedeutet wird, dal3 fur die betreffenden
GrolRen die Werte an der ungestorten Grenzflache eingesetzt werden
sollen. Schreibt man nun die Gleichung der freien Oberflache in
der friher erwdhnten Form

P+ Pz=h= const?),

so ergibt sich mit obigem Wert fir P und der 4. Gleichung (1)

{3) 24 Zetas—8 . const == o
mit "
(#) Zz-;- ﬁ—;gﬂ(:-@inl\'h+N@niN}a)ai".

Gleichung™ (3) ist die Gleichung" der schwingenden Oberflache, (4) der
Ausdruck fir ihre Amplitude. Wendet man auf (3) die Grenz-
flachenbedingung (2, 10) an, die jetzt lautet

g 2
(at' +U}):c)f"+w" =
so ergibt sich

(s) ¢ aUP(7+ NCNB) g =0,

Das ist die Frequenzengleichung zwischen R und a, die also tran-
szendent ist. Wir werden uns, wie schon gesagt, im folgenden meist
mit der Diskussion der Frequenzengleiehungen begnigen, da das
die GroRen sind, die sich in der Physik der Hydrosphére und
Atmosphére im allgemeinen am ehesten beobachten lassen. Hier
wollen wir aber zundchst noch die Bahnen der einzelnen Flussig-
keitsteilchen, die Orbitalbahnen, untersuchen.

Bezeichnen £ und £ die Koordinaten einer bestimmten Flissigkeits-

partikel, so ist dE at 2k
w=gr =% Vi
I

=g =% Vi

Dureh lntegration ergibt sich

= — 8 afo (% Bin Nz-|- N Cof Nz) c'z"e“”""“’ 4- const,
= — ﬁ_—na_U K&inNz T TR A + const,

! Dabei sei nochmals an die friihere Bemerkung' erinnert, da man nur Fehler
héherer Ordnung begeht, wenn man in den StérungsgroRen die Werte der Koordinaten
der ungestérten Grenzfléche einsetzt.
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Aug (4) und (5) folgt
L
. Y
1
K=g--" . — Ze7

L Ze _peal et
B-alU > EinNh+ NEof Nh a

o sz
Sin Nk
Setzt man das in die Ausdriicke fir £ und I win, so ergibt sich
schliellich, wenn man uur die Realteile der komplexen Ausdriicke
beibehilt,
2 &in Nz+N Gof Nz T

E- &= i EwNE e ¥ Zsin (nx— gt}
&in Nz .
SinNh

(0)
—L,= " x PP Zoon (mx- - i),
Die Gleichung der Orbitalbabnen lautet

SR it

- . _(C"'C:_r_)’____ A o
(%@inNs —i—N@uiNg)’ A Sind Nz

= wewni ¢ . P

Fir imagindre N sind in diesen Formeln wieder Uberall die hyper-
bolischen durch die trigonometrischen Funktionen zu ersetzen.
Fur x = o, d.i. homogene Schichtung®, geht (7) in eine entsprechende,
von Solberg abgeleitete Formel uber [cf. Solberg 1928, S. 42 (i0)J.
Die Orbitalbahnen sind Ellipsen, wenn man davon absieht, daf z
sich ja mit £ und £ &ndert, was aber nur Abweichungen hoherer
Ordnung nach sich zieht. Am gréRten sind die Stromungsellipsen,
wie man (7) ohne weiteres entnimmt, an der Oberfléche, was ja
auch aus der Theorie homogener Fllssigkeitswellen bekannt ist.
Am Boden sind die Orbitalbahnen, wie ebenfalls zu erwarten war,
horizontale Geraden. Die halbe kleine Achse ist an der freien Ober-
flache bei inhomogenen und homogenen Flissigkeiten gleich groR.

Nach diesen Bemerkungen uber die Bewegungen der einzelnen
Teilchen, fur deren Diskussion naturlich die Anwendung der
Lagrangeschen Gleichungen eigentlich zweckmaRiger ist, wenden
wir uns zur Frequenzgleichung (5). Da die Beriicksichtigung der
Grundstrémung hier nur auf Hinzufligung ‘einer Translations-
bewegung zur Bewegung des flussigen Systems hinauslauft, setzen
wir U=o0. Alle Angaben uber die Wellengeschwindigkeit beziehen
sich dann auf ein mit der Grundstromung starr mitbewegtes System
von Koordinanten.

) lu diesem Fall kann N — « nicht imaginar werden.
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Imm Falle einer homogenen Schicht (x =0) ergibt sich aus (5}
die in der Einleitung erwdhnte Formel

SR 17

o

wobei JE.=--3“1 die Wellenliinge bezeichnet. Da lim ¥g 2 =1, ergibt
X—¥ 00

sich, wenn die Wassertiefe grol gegen die Wellenlinge ist, die
bekannte Stokes'sche Formel L
(8u) ot — L

e .
Man spricht in diesem Falle bekanntlich von ,Weilen auf tiefem
Wasser”, was, wie in der Einleitung bemerki, etwas irrefiihrend
ist, da (8a) bereits bis aul 1%, Genanigkeit erfiillt ist; wenn A2 0,42
ist. Fiir geniigend kieine Werta von 2 n I ist weg‘en;iﬂhigz=xi...
(8b) R
Das ist die Lagrangesche Formel fir lange Wellen auf relativ
soichtenr Wasser. Damit (8%) bis auf cu. 19, richtig ist, wull un-
gefahr A2 o004 I sein,

[o ungerem Falle liept eine transzendente Gleichung fir v* vor,
da v* ja auch in N enthalten ist. Wir wollen {3} nicht ans{hrlich
diskutieren, aber doch wenigstens den Weg dazu andeaten, Wir
schreiben Nk
(53) Ty Nk = [

DL
und betrachten hierin neben den durch das spezielle Problem be-
stimmten Griben x, A auch »* als gegeben und suchen Nk und
dantit a, also die Wellenlinge, zu bestimmen. Dabel wird zunichst
7u untersuchen sein, ob unter dern gemachten Aunahmen Nk reell
oder imagindr seic mull, I letzteren Falle hat man statt (5a)

{5 tg N'h = -—-ﬂ—-—.
=
n¥t 2
wo wieder iN' =N gesetzt ist. L Falle {5a} mull wegen.
< TL
=T TS
gelten P

1 X
Pl S

© Aulerdem mub, da ja N reell sein soll..
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sein. Beide Bedingungen vereinigt ergeben

R
Fur sehr tiefe Flissigkeitsschichten g|bt das as Bedingung fir die
Wellenlinge Letn

=y

Durch eine ganz entsprechende Betrachtung ergibt sich as not-
wendige Bedingung fir den Anwendungsbereich von (5b)

L>A"
- ®

In der Atmosphéare hat x die GroRenordnung 10 Da wir hier,
so lange wir uns auf den Fall ,tiefen Wassers" beschranken,
Wellenldngen < 100 km voraussetzen werden, haben wir (5a) zu
verwenden.

Bei geringer Tiefe der Flussigkeitsschicht ist es gleichglltig,
ob (5a) oder (5b) verwendet werden muB, da fir kleine Argumente

x sowoll 2 als —!-"5’~—z- nahezu gleich 1 wird.

Né&her |st dleser Fall einer Flissigkeitsschicht, freilich ohne-
numerische Angaben, bei Love 1891 durchdiskutiert worden.

Hier wollen wir uns auf die beiden Félle beschrénken, die der
Stokes'schen (8a) und der Lagrangeschen (8b) Wellen-
geschwindigkeit entsprechen Ist zundchst h sehr grol3, so wird
aus (5) -
p¥= g_l: {9}

. 2R
Man erhdlt aso wieder die Stokes'sche Formel. Diese Tatsache,
dald in einer unendlich tiefen Flissigkeit, gleichgiltig, ob sie in-
homogen oder homogen ist, bei der gleichen Wellenlange Wellen
derselben Geschwindigkeit mdéglich sind, ist wie erwéhnt zuerst von

Poisson 1816 bemerkt worden. .
‘Ist die Wassertiefe genugend klein, so ergibt sich as Analogon
zur Lagrangeschen Formel wegen limo@tgx = ;, bzw. Eu; oty 3’:_;
aus (5) = -

—
v = _'_g'"_'_- : {10)

1+%fl

Die durch das Korrektionsglied ——_ hervorgerufenen Ab-
}/-+;k

weichungen vom homogenen Fall sind bei den in Frage kom-.

mendenr Werten der Dichteabnahme und Tiefe sebr gering.



28 Bernhard Haurwitz.

Habe z. B. in einer Schicht von 2 m Méchtigkeit die obere
freie Grenze die Dichte 105 die untere 118 so wird x—0,059.
Rechnen wir mit diesem Wert von x, trotzdem es sich hierbei
um die sehr extremen Verhdltnisse in der Oberflachenschicht des
warmen Sazsees von Maros-Torda in Ungarn handelt, so gibt
folgende kleine Tabelle ein Bild von den Abweichungen des in-
homogenen vom homogenen Falle.

Ticfe . .. .. 5m 1910 w0m
]/—gk ..... 7 m{fsec 1c m/sec 14 mfsec
e 0,5 8.7 . oo,

In weniger extremen Féllen sind die Abweichungen bei weitem
nicht so groli. Z. B. betragt im Philippinengraben die mittlere Ober-
flachendichte 1,0222, die Dichte in 9800 m Tiefe 1,07123 ' Daraus
folgt bei Annahme exponentieller Dichtezunahme x=0,478 ¢« 10"
Damit erhélt man as Geschwindigkeit sehr langer Wellen bei An-
nahme einer homogenen Wassermasse ... 310 mi/sec,
inhomogenen Wassermasse . . . 306 m/sec.
In einer Atmosphare von T = 273 ° Temperatur ist x — 1,249, 10
Nimmt man eine Luftschicht von h = 1000 m an, so ergibt sich
as Geschwindigkeit langer Wellen bei

konstanter Dichte . . . S ... 992 misec,
exponentiell abnehmender Dichte . . . 97,7 m/sec.
Also in beiden Féllen sehr geringe Abweichungen. Immer wirkt
das Vorhandensein einer Schichtung aber so, as ob die Hohe der
Atmosphare verkleinert wiirde. Wir konnen deshalb &hnlich wie
Bartels 1927 eine &quivalente Hohe h

= 2
l+-:-k

einfihren. Dann wird (10) wieder formal identisch mit (8b).
Schliefllich sei noch der Fall- stationarer Wellen, B = o,

erwadhnt. Als solche Gebilde sind z. B. die Wogenwolken anzusehen,

von denen noch die Rede sein wird. Die Frequenzgleichung (5)

verwandelt sich in diesem Falle in eine Gleichung zur Bestimmung"

von a bzw. L alein. Sie lautet

() o (.’2.‘.+N@:tgma) —g

) In dieser Dichtezunehme kommt 2m grolen Teil der Einflu’ der Kompres:
shilitat des Meawassrs zum Ausdruck. Wir wollen eber fir diese Uberstt
rechnung von der Kompressibilitét absehen und annehmen, del3 die gesamte Dichte-
anderung auf Anderutig der Zusammenssizung zuriickzufihren ist.
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Ist die Schicht homogen, so lautet die transzendente Gleichung zur
Bestimmung" von a g

aligak = ik
Daraus ergibt sich bei Annahme einer sehr tiefen Schicht (wegen
der- Bedeutung* dieser Aussage vergleiche oben)

g
“= T

oder L 2_;: - (i2)
Bei Annahme einer sehr flachen Schicht erhdlt man eine Relation
zwischen der Schichthéhe und der konvektiven Geschwindigkeit,
also keine stationaren Wellen.
Entsprechend liegen die Verhéltnisse im inhomogenen Kall. Fir
stationdre Wellen auf sehr tiefem Wasser ist die Wellenlénge
{2
L= n—'g—, {12)
wie im homogenen Falle. Fir Wellen auf seichtem Wasser liefert
(11) ebenfalls wie im homogenen Fall keine Bestimmungsgleichung
fur die Wellenléange L. Der allgemeinere Fall, wo das Verhéltnis
der Wassertiefe zur Wellenlange nicht mehr unendlich groR ist, soll
hier wegen seines geringen Interesses nicht ndher untersucht werden.
Uber die L&ngen stationarer Wellen in tiefem Wasser bei ver-
schiedenen Windgeschwindigkeiten gibt folgende kleine Tabelle
Auskunft.
Tabellel.
Zusammenhang zwischen Strémungsgeschwindigkeit und

{ 5 m/sec 10 m fsee I |n|.fsnc| 20 0 {4ee
L 1h m j 64 m 144 10 [ 256 m

8 6. Zwe Schichten zwischen starren Grenzflachen.

Die untere der beiden Schichten bezeichnen wir mit |, die
obere mit I1. Durch diese Indizes charakterisieren wir zugleich die
zu jeder Schicht gehdrenden GroRen. Die (untere) starre Grenze
der Schicht | habe die Gleichung z = - h', die (obere) starre Grenze
der Schicht Il liegt in z == h', die g-emeinsame Grenzflache habe
im ung-estérten Zustand die Gleichung- z = o,

An den beiden starren Grenzflachen mussen die Vertikal-
komponenten der Stérungsg-eschwindigkeit verschwinden, also muf}

auch geiten YL =0 und Py —o
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und, da die Konstanten fiir jedes System natiirlich zuniichst ver-
schieden sein kénnen,

_aTat 1,1
KleWh L Ele¥™ = o

und
Lip _ L gl
KllleN A +K,"e A — o,

Fihren wir fiir jede Schicht eine neue Konstante KT und XK' ein,
go mufl nach den vorstehenden Gleichungen golten

K { I,
= Klle‘N{“ = —Klg¥'h

und

K I, I I 510
— KWLM gl NI

2

Damit werden die Stﬁrungsg’rﬁﬂen fiir die beiden Systeme

= K'&inN'(e- k')eT' fluee- i

“I:_aa_vr:=— }e,‘eihtr Aty
Z

i o xl
wl—= = a K 1SN (z + AT " flee-5D

"Ql A= QU KI{ @ll‘lN'(z+h')+N1@DTN'(z-i h'}1e g Fghler B0
g = — 7= -;"ﬁf @K Sin Nz 4+ AL eu £ gitem— 1)

{1y , L
'P“: KIIGII‘I N}I (Z’—}(")e 7 eﬁ(nx--ﬂ)

Bl

n ! i [ PiNIL 5% e
" ='_Tz”=_"Kl - ~BIy 4 NGO NIz~ k)| &3 # gfmc-p

atp" . wli X
== b = 10KV Sin Nz ity g5 fgitam—pt0

_alJlt It
pll= — ﬂ_:U__ gu gt I"T Sin N1 {z___hu)+Nl:@°5j\rtl(g*htl}l v

*
e g 1 5 Sz

gl= — ﬂ UH QIIKH,‘.II@inNII(z h")eT' fla2-pn

Zur Aufstellung der Frequenzengleichung brauchen wir die Grenz-
flachenbedingung an der gemeinsamen Grenzflache beider Schichten.
Da die Grenzflache sich nur um geringe Betrége aus ihrer un-.
gestorten Lage z= o entfernt, gilt fur die Differenz der ungestorten



Zur Theorie der Wellenbewegungen in Luft und Wasser, 31

Drucke beiderseits der Grenzflache in einer solchen gestorten Lage
mit geniigender Genauigkeit

PPl = g (@ QM 2.
Die o==indizes deuten an, dal} es sich um Werte an der Stelle
# = o handelt?),
Denken wit uns nun die Gleichung der Grenzfliiche in der

FOI'[TI (2, 8) __Pn +p;,_u_P:[=o= a
geschrieben, so ergibt das mit Berficksichtigung von (1) nach kurzer
Rechnung £ — Zeieaz-An, (2}
wo Z div Amplitude der schwingenden Fliche ist
&= | % @i N'h1+N1@'uiN1k'I
- (-
-l oyl e g n HEAL
@ - KU — % @in NU AL N Go[ N R
- 92— QD o
Wendet man auf {2) die Grenzflichenbedingung (2, 7)

(&

8
(Z+ oo r_] fra ot 2 g
am, so ergibt sich K1 @in N B — — .3._9_[};1
/]
KNSy NUAN oo f—alll 4
a

Statt der zwei Konstanten K' und K' hat man jetzt in dem ganzen
System nur noch eine willkurliche Konstante Z, die Amplitude der
schwingenden Grenzflache, die'in die Gleichung (1) einzufiihren wére.

Setzen wir in die rechte Seite von (3) die gewonnenen Aus-
driicke fir K' und K" ein, so hebt sich Z fort, und .wir erhalten as
Frequenzgleichung:

2T (<)

a

=—¢f {(@) (Nn Gtg N hu — ’i:) +g}‘). @

') Z. B. bedeutet Q" die bevorzugte Dichte in der 2. Schicht, genommen an
der Schichtgrenze. :
%) Auch hier gilt wieder das frilher iiber das Komplexwerden der GréRen N

Gesagte.
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Sind die Flussigkeitsschichten in sich homogen, so vereinfacht
sich (4) in

(a) & [{ﬁ all! ) a@tgah! — g] - [(ﬂ—aU !) a Gty ah 4 g,

Auf einen wesentlichen Unterschied der Gleichungen (4) und (4a)
voneinander sei noch aufmerksam gemacht: Wenn der Dichte-
sprung’ verschwindet, Q' = Q", so fallt in (4a) g fort: es sind aso
keine Schwerewellen mehr mdglich, was ja auch klar ist. In (4)
dagegen tritt g noch in dem Ausdruck fir N auf. Es sind aso
auch bei verschwindendem Dichtesprung in einer inhomogenen
Flussigkeit noch Schwerewellen mdglich (vgl. § 16).

Mit dieser Feststellung erledigt sich auch der Einwand Kxners
gegen Defant 1926, wonach an der Stratosphérengrenze keine
Gravitationswellen auftreten sollen, weil es sich hier weniger um
einen Sprung der Temperatur as ihrer Anderung handelt. Wie
aus dem soeben Gesagten hervorgeht, sind auch bei sprunghafter
Anderung der vertikalen Temperatur- und damit der Dichte-
anderung Wellen moglich.

Aus (4) erh@lt man Ubrigens die Frequenzgleichung fiur die
Wellenbewegung" in einer Schicht mit freier Uberflache, indem man
Q' = 0 setzt.

Nimmt man an, daf sich beide Schichten nur durch den Expo-
nenten x der Dichteabnahme unterscheiden, aso da kein Ge-
schwindigkeits- und Dichtesprung vorhanden ist, so erhdlt man im
Fall unendlich tiefer Schichten aus (4) wieder die Stokes'sche

FForme! S E_‘E—
X

Im Fall sehr flacher Schichten sind im allgemeinen (berhaupt keine
Wellen mdglich, weil die Frequenzgleichung nur eine Relation
zwischen den vier GroRBen x und h liefert, v* aber unbestimmt |&R3t.
Ist unter gleichen Voraussetzung-en Schicht | unendlich tief,
Schicht Il sehr dinn, so folg't fir die Wellengeschwindigkeit:

. L
(5) vt = -é_xn"—‘leﬂ x11--- 21 1
S B TR ¥ o

Es gehen also Wellenlange und Schichtdicke h™ der diinnen Schicht
in die Formel fur die Wellengeschwindigkeit ein.

Genauer wollen wir noch den Fall zweier unendlich dicker

Schichten behandeln. In diesem Falle verwandelt sich (4) in

(49 Q{2 (2 4 ) g) = - (T (v L))
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Wir wollen aber diese Gleichung nicht direkt nach § oder e aui-
l8sen, was zwar mdglich, aber sebr uinstindlich wére, soudern nach
Lamb 1911 diskntieren. Auberdem selien wir der Einfachleit halber -
vom Windsprung ab, setzen also Ul= U1 = o.

Wir beschiftigen uns also mit der Wellenbewegung in zwei en-
endlich ausgedehnten horizontalen Schichten, deren Dichten in
beiden Schichten nach einem Exponentialgesetz sich #ndern und

an der gemeinsamen Grenzfliche einen Spruug aufweisern.

1 n
Da nach {4, 5) 3—4-N' und -%——N" Wurzeln der Gleichung

Ao nd — a'+gx ﬁ, =0 (&)
sind, wollen wir die Frequenzengieichung mit Lamb schreiben,
Q I
0 (BN —aty) = ¢ (ﬁ’}.“—a’g)
Hierin sind also 4! und i die beiden Wurzeln der eben erwibnten
quadratischen Gleichung in 4, wobei muan fir » dus eine Mal »f,

das andere Mal »% zu setzen hat. Weiter wollen wir annehmen,
dall wir es mit Gasen zy tun haben. Dann giit ja

P P
== 1;1” erz_zg_':f;'ﬂ_gix‘
unid aus der Frequenzgleichung folgt
o ($111— gat) == wll (P~ gy = o )
also s
# l #oLn g
D= Tt +"'ﬁ’3' und Al = o+

In die Gleichungen fiir 4 eingesctzt ergibt das folgende beiden
quadratischen Gleichungen fir g
'u‘.‘l‘ !‘L] + M =0
und ("
#B+PLII+ M = g,
worin bedeuten
L = Wl{zaig—f'xl),
MU = a%xl(n?g?— p4):

entsprechende Gleichungen geiten fir L' upd MY, Daraus folgt

M1 MM
. e 7 L
und eomit (M1 — By (L4 L) (LIMY— LMY — o. (9) .

LS a
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Nun ist Mi—MD = (a%g*— B a® (17— %013}
LI LN — 2qa%g (3] — w1l) — 8% (51 — x119)
MO rieyr u’(a’g’-—ﬁ‘) 2a’gx1x“(x“—— x‘]‘
Setzt man diese Ausdriicke in () ein, so ergibt sich zunidclist
1= ag

ader gf

Also nicht nur im Fall verschwindenden Dichtesprunges, sondern
auch bei endlichem Dichtesprung gibt es in einem System von
unendlich tiefen Flussigkeitsschichten Wellen, die sich mit der
Stokes'schen Geschwindigkeit fortbewegen in Ubereinstimmung mit
dem Poissonsehen Resultat. Daneben gibt es aber noch andere
Weilen, die eigentlichen Grenzflachenwellen, und diese interessieren
uns weit mehr. Aus (9) erhdlt man als Frequenzengleichung nach
Abspaltung der Stokes'schen Wellengesehwindig-keit

E’_)’_ B (ﬂ_’] _ (_’f‘ —355'_)’_
(19) (ag ? a{xl+xM\ag i) =
Die gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen (8) ist

VMU F1 A .. bl

e T T -‘?,‘[_}:_',;n :

Damit wird :

N ag ol au
(11) AT RN T

X ist der Koeffizient von z in der Exponentialfunktion, die die Ver-
anderung- der Amplituden der StérungsgréfRen mit der Héhe angibt.
Fir den Fall einer homogenen Flissigkeit vereinfacht sich X in a.
Insofern hat also die Angabe von A ein Interesse. Sie I&kt er-
kennen, um wieviel mehr oder wenider die Storung'samplituden mit
der Entfernung von der gemeinsamen Grenzflache in einer in-
homogenen Fliissigkeit abnehmen as in einer homogenen.

Sind beide Schichten homogen, so gilt, wie schon Stokes aus
gerechnet hat (vgl. z. B. Lamb, Hydrodynamik, S. 435, Leipzig und
Berlin 1907) und wie auch aus (4b) folgt, wenn man X' = x'=o setzt,

_ 1ot PO wl— gl
(12)%) ﬁ'=09%"g;£f=ﬂyﬁ;ﬁ=3ﬂ—% e

%) Hierin soll der Querstrich sich auf die Werte beziehen, die man bei Nicht-
berticksichtigung- der vertikalen Dichteduderung erhdlt.
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da ja
sl — 21T . Qﬁ* Q‘l’l Ut
wl g olt Q:‘I"le - it

. - I i
In (10) setzen wir jetzt zur Ablkiirzong x = J':-é, alsp

sl 3l TN sl 171
~ i+ st Gl
Den underen Wert fiir z, der sehr klsin ist, wollen wic nicht weiter
beachten, Ferner ist mit dieser Abkiirzung
a in 1 oal—gM
& “a T & Wal
Wir setzen nun, um bestimmte Zahlenwerte zu bekommen,
P . #m
wladl T
was unter normalen Verhiltnissen etwa einenmt Temperatursprung
5% 5 entspricht,. Nelimen wir als Mitteltemperatur etwa 274 % 50 wird

okl ao0oagos I
PR I = @ - A
a{xl{ «) ] 9t
Ferner ist - i >
ﬁ“ff’ — pvE. e g = e
SR

Mit diesen Angaben uber die Zahlenrechnung- wollen wir uns hier
begniigen. In der nachstehenden Tabelle Il (vgl. auch Figur 4, § 17)
geht aus Spalte 2 bzw. 5 und 6 hervor, da in Flussigkeitsschichten
mit nach oben abnehmender Dichte die Wellengeschwiudigkeit mit
der Wellenlénge viel starker zunimmt als in homogenen Schichten.
Spalte 3 zeigt, da mit wachsender Wellenlange die Stérung immer
groRere Schichten erfalt im Verhéltnis zu dem Stérungsbereich im
Falle homogener Schichten. Man sollte freilich erwarten, daf die
durch die Inhomogenitéat bewirkte stabilere Schichtung den Wirkungs-
bereich der Stérung verkleinert. Daf? das im vorliegenden Falle nicht
zutrifft, liegt darin begriundet, dal} wir von der Wellenlange as dem
urspriinglich gegebenen ausgegangen sind. Tatsachlich ist es o,
dald zu einer bestimmten Stérung im inhomogenen Fall eine kleinere
Wellenlange gehort als im homogenen Fall. Umgekehrt muf} natir-
lich dann eine und dieselbe Wellenlédnge im inhomogenen Fall von
einer groReren Stérung, d. h. einer solchen, die Gebiete in groRerer
Entfernung von der Grenzflache in Mitleidenschaft zieht, hervor-
gerufen sein as im homogenen Fall. Das bringt Spalte 3 von
Tabelle Il zum Ausdruck. Wir werden bei Behandlung der statio-
néren Wellen noch einmal kurz darauf zurtickkommen.

3
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Tabele I1. .
Wellengeschwindigkeiten an der Grenzflache zweier un-
endlich tiefer, geschichteter Fllssigkeiten bei einem Tem-

peratursprung von ca 5,5°.

t 2 3 4 5 6
L é LS T v %
8 [ (Periodenliinge) {Stokes)
7.0m| 1,003 0,994 21,2 8ec 0,33 mfsec| 0,33 mjsec
348 | 1017 0,968 46,4 . 075 w a4 .
69,2 .| to034 0935 b40d 107 . 104
200 L, I[,104 o822 102,8 1,94 o 77 .
436 | 1,233 | 0658 | 1355 322, | 261,
397 | 1323 o571 1480 403w 305 »
1048 .| 1,574 0404 1645 » 536, 495 .
1745 o 1032 0,268 1732 o 1005 . 522z
2288 1 2a8¢c 211 1760 13,0 " 508 .
2740 o A370 o178 1770 w  [155 " 6,55 o
jiso o] 2,534 0156 1780 177 " 7.04 .
4650 | 3,055 o107 1790 4 1260 853 .
6810 | 3,684 0,074 79,5 . 38,0 " 10,32 o
8450 .| 4099 o060 1800 , [470 wo s,
9840 .| 4424 o051 1800 |, 4. " 12,4 "
11020 .| 4,875 0,046 1800 61,3 " 13,1 "

Die auf den ersten Blick willkirlich verteilten Wellenl&ngen
wurden gewahlt, um den Vergleich mit Tabelle XII zu erleichtern,
bei der nicht von den Wellenldngen, sondern von einer HilfsgroRe
ausgegangen werden mufite.

§ 7. Vorlaufige Bemerkungen zur Theorie der stationdaren Wellen
(L uftwogen). -

Zur Anwendung der abgeleiteten Formeln auf die Theorie der
Luftwogen') haben wir nur B bzw. v* gleich o zu setzen, da diese
Vorgéange als stationare Wellen aufzufassen sind. Setzen wir in
(6, 4) =0, so erhalten wir als Bestimmungsgleichung fir a, d.h. fur
die Wellenléange

g (@~ @)+ @ (L + Nag im)

(1) 5l
+ QLI UIII(_T+NH Bty N1 },u) .

9 Vgl H.v.Ifeimholtz 1889 und 1890. Von meleorologischer Seite besonders
A Wegener 1506 und 1908,
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Im Falle, da die Schichtdicke sehr gefing* ist gegen die Wellenlange,
verwandelt sich (i), wie man leicht Ubersieht, in eine Gleichung, die
a gar nicht enthdlt. Dieser Fall ist uninteressant. Am wichtigsten,
weil den natlirlichen Verhdltnissen am besten entsprechend, ist der
Fall unendlich tiefer Schichten, weil die Dicken der atmosphéarischen
Schichten im algemeinen so grofR sind, da® man tg Nh— i setzen
kann, i

In diesem Falle zweier unendlich tiefer Schichten wird aua (1)

_‘_g(Ql ¢+ @ I,rn( :—i—Nl)—}- Q@ Uu*[}v"._i‘;-]) =0, (1a)

Nebmen wir zuniichst Homogenitit beider Schichten an (1! =xll=0),
&0 ergibt sich fiir die Wellenlznge die bekannte, bereits von Helm-
boltz 1890 abgeleitete Formel
) U|! 1 iz 1l ’
L‘—fj‘_"‘gii_u % : ()
) -

Im ["all.inhnmugener Schichten ergibt sich aus {1a) durch langere
i

Rechnung, wenn zur Abkfirzung gl—‘: =3 geselzt wird,
]

npE g g

al= lg(s‘") 3U“ +U“'“ [s'U1‘+/'"‘)’
s‘Ul'(’“ ”"I) - ["l";’]‘w gls-1)-Uns” +Uu="' .
D/ o 1 Rt ssnge (Ve )"n‘]' ")

t W galty  ixlt hy?
‘/la{s )=t L U“‘J(», Uu) (T"rﬁ')‘

Verschwindet etwa die Grundstromuong der oberen Schielit {1, so
vereinfacht sich (3} in

(g1 sUl’x' .

_ gl gsTts ”

Um den entsprechenden homogenen Fall zu erhalten, setzen wir

#'=q, Dann ist {wir bezeichnen fiir einen Augenblick den Fuli
homogener Schichtung duerch dberstrichene Buchstaben)

'&. L {s~1}
LT st
wie man auch direkt aus {2) fiudet. Wir kinnen also schreiben
L=l el o mit Ls=za b: & G
i It L)
N TS T

') Die Ableitungen aus den Stérungsgleichungen ist wohl erstmalig von
V. Bjerknes gegeben, aber nicht verdffentlicht worden.
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Eine (3b) vollkommen entsprechende Formel gilt auch, wenn die
Grundstromung in der unteren Schicht allein verschwindet. Natirlich
sind dann die Indizes | durch Il zu ersetzen.
Um ein Beispiel fur den EinfluR der Schichtung" auf die Wellen-
lange zu gewinnen, nehmen wir an
U= 5 mjsec M=o
Q! Tt 298

§o== o = = - = L0i83
Qr T ey

! = r1,2510"%

= I
T RT!
Damit ergibt sich im Falle homogener Schichtung L = 892 m

inhomogener Schichtung L = 534 m.
Wir sehen hieraus, und wir werden spéater aus einer ganzen Reihe
anderer Beispiele noch sehen, dal unter sonst gleichen Umsténden
im inhomogenen Fall die Wellenlénge kirzer ist as im Fall homo-
gener Flissigkeit. Das ist natlirlich auf die im ersten Falle stabilere
Schichtung zurlickzufihren.

Im allgemeinen Falle nicht verschwindender Grundstrémungen
in beiden Schichten liegen die Dinge in der Praxis, d. h. bei der
Beobachtung von Wogenwolken, gewdhnlich so, da3 man zwar den
Windsprung®) kennt, aber nicht die Teilbetrage U' und U™. Des-
halb hat A. Wegener 1906 angesetzt

L= U= | Ut = U,

d. h. er hat den beobachteten Geschwindigkeitssprung v gleich-
méaRig auf beide Schichten verteilt. Wir wollen in (3) aullerdem
noch X = X' = x ansetzen, da sich beide GroRen nur wenig von
eiriander unterscheiden. Damit wird (3)

,,‘:(y x)‘[si:_l)_" ¢ x?

ULy SR/ e
Hieraus ergibt sich zunichst
1 1
(5;13) LI:ZJ!—[}—=?—:;-Eg-'

d. h. die gleiche Wellenldnge wie im Fall stationdrer Oberfl&chen-
wellen auf einer unendlich tiefen Schicht. Man erhélt sie aus dem
allgemeinen Fall einer inneren Grenzschicht, indem man die Dichte

%) Hierbei ist noch zu beachten, daR die beiden Winde im allgemeinen einander
nicht parallel gehen. Infolgedessen kommt nicht der absolute Betrag der Wind-
differenz, sondern die geometrische Differenz in Frage. Senkrecht zu dieser werden
aach die Wogen aufgeworfen. A. Wegener 1906 gab eine tiberschlagige Formulierung
dieser Probleme. Eine genaue Behandlung soll anderwérts verdffentlicht werde.
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der oberen Schicht = i setzt. Diese Wellen sind, wie aus der
fruher gegebenen Zusammenstellung- hervorgeht, ziemlich kurz, doch
wére es vielleicht nicht ausgeschlossen, dal3 sehr kurzperiodische
Schwankungen durch sie hervorgerufen werden.

Die zweite mdgliche Wellenlange ist

L L
L= V T iR _.‘.;__._.1-—1'---!}-‘—_ = V x ey (@)
t+x g _{s:.l?{l_ 4 g) ]+§ (w17 [!__th 'y-}
Hierir hat I die oben angedeutete Bedeutung {(homogene Schichtung)
und ist mach (2)

= LI
L= Z g E=1’ (s)
Nachstehende Zusammenstellung, die mittels der Formeln (4) und (5)
berechnet ist, zeig't wieder die Verkleinerung der Wellen bei stabilerer
Schichtung.

Tabelle 111
Lange Helmholtzscher Luftwogen fir verschiedene Wind-
und Temperaturspriinge.

o omjeee z 4 & ] 0
it 273 L 70 m 225m | 6z2zo0m | rio5m {1730 m
™ 268 I 65 m 177m | 4o3m | boom | 790 m
T 280 L ) 3z m 140 1M 3igm shom | B8 m
Tt 230 L ‘ 34 m ‘ 130 M z7zm 4401 | bjom

Eine ausfiihrliche Zusammenstellung ist in Tabelle X111 (8§ 18)
gegeben. Man sieht aber schon aus vorstehender kurzer Ubersicht,
wie stark verkleinernd die Schichtung auf die Wellenlénge wirkt..

Es mag in diesem Zusammenhange daran erinnert werden, dai3’
A. Wegener 1906 bei Anwendung von (5), also Nichtberick-
sichtigung der stabilisierenden Wirkung der Schichtung, wesentlich
zu groRBe Wellenlangen der Luftwogen ausrechnete. Um richtige
Werte zu bekommen, nahm er deshalb 1912 eine Reduktion wdes
beobachteten, nicht vollkommen sprunghaften Uberganges auf  die
.ideale Inversion" vor, wodurch sich wesentlich grélRere Temper atur-
springe ergaben. Dadurch kam er natirlich auch zu kleineren
Wellenléangen, da bei groReren Temperaturspringen aucir/t». eine
groRere Energie zur Erzeugung gleich groRer Wellenlénger nétig
wére. Es erscheint aber doch fraglich, ob auf diese W: Ase die
kleineren Wellenladngen erklart werden. Denn der ausge echnete
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,ideale" Temperatursprung ist ja in Wirklichkeit nicht vorhanden
und kann deshalb- wohl auch nicht einen Mehrverbrauch an Energie
erfordern. Auch durch die Verteilung" des Temperatur-, Sprunges"”
auf eine Schicht von einiger Machtigkeit durfte ein groferer Energie-
verbrauch nicht hervorgerufen werden'). Es wird vielmehr durch
obige Ergebnisse nahegelegt, den Grund dafir, da die Wellen-
langen bei Wegener zu groR sind, darin zu suchen, da3 von ihm
die stabile Schichtung der Luft nicht mit beriicksichtigt ist. In
der Tat zeift ja unsere Zusammenstellung und die Tabelle |11 eine
betréchtliche Verkleinerung der Wellenléng-en unter sonst gleichen
Umstanden bei stabiler Schichtung'.

Wir wollen das noch an zwei Beispielen nach A. Wegen er 1906
belegen. Am 6. Dezember 1905 war v = 104 m/sec, T—22° (Ab-
stiegswert), die Wellenlange L —-1600 M bzw. 1920 m, Ohne Be-
ricksichtigung der Schichtung ergibt sich as theoretische Wellen-
lange L= 4300 m, mit Beriicksichtigung der Schichtung L— 908 m.
Am 19. Februar 1906 betrug- v = 25 m/sec, T=3,7°, die be
obachtete Wellenlange 175 in. Es ist unter der Voraussetzung
homogener Schichtung L —— 213 ra, bei Beriicksichtigung der
Schichtung- L — 166 m.

Aus beiden Beispielen?) sieht man, daR bei Beriicksichtigung
der Schichtung- die Wellenlange kleiner wird als die beobachtete.
Der Grund dafiir ist leicht einzusehen. Dadurch, daf wir zwar eine
Schichtung- voraussetzen, aber von der Kompressibilitat absehen,
nehmen wir eine viel stabilere Lagerung der Luftmassen an, als es
der Wirklichkeit entspricht. In der Tat werden wir in 8§ 18 sehen,
da bei Beriicksichtigung der Zustandséanderungen vertikal ver-
schobener Luftmassen die berechneten Wellenlangen zwischen die
eben ermittelten zu liegen kommen.

Schlieffllich sind natirlich im vorliegenden Fall auch dann noch
Luftwogen mdglich, wenn die Dichte selbst keine Unstetigkeit auf-
weist. Dann ergibt sich

ut UPp ffue a¥ 1
= sy oy TI* pap T
© rgw [ YRR yE
Ty Vv
—

Eine Untersuchung uber den Energieverbrauch der Luftwogen bei derartigen
'Scbichf“'r]g'en soll spéter angestellt werden.

%) eitere Beispiele gab Trey 1919 an. Aber es ist nicht ganz klar ersichtlich,

wie er 2u Huen registrierten Wellenlangen kam, und eine Prifung daher nicht moglich.
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wobei fir x' und X" wieder ein gemeinsamer Wert x gesetzt ist.
Setzen wir zur Orientierung in einer der beiden Schichten wieder
die Geschwindigkeit der Grundstr()mung* =0, so ergibt sich

{6a) L= 2x U_ == am --—-g/RT

Vox
da » = 'R%" ist. Die gleiche Formel folgt natiirlich auch aus (3u},
wenn s = i gesetzt wird.

NachstehendeTabelle gibt fur verschiedene Mitteltemperaturen T
und fur verschiedene Windgeschwindigkeiten U in der einen Schicht
die zugehdrigen Wellenléng-en in Metern.

Tabelle1V.

Lange stationdrer Wellen bei Unstetigkeit der Dichte-

anderung.

RU 1 H 3 4 § m/ses
255° 173 m 347 m 520 M 695 m 867 m
265° 177 » 354 0 530 . 710 4 885 o
275° 18a ,, 360, 540 4 730 4 goc

§ 8. Zwei Schichten mit unterer starrer Grenzflache und freier
Oberflache

In diesem Falle bleiben die StérungsgroRen fur die untere

Schicht die gleichen wie in (6, 1). Zur Bestimmung der Relation

zwischen den beiden Konstanten der oberen Schicht-ist jetzt natir-
lich die Oberflachenbedingung zu verwenden.

Es ist in gentigender Nahe der ungestdrten freien Oberflache
Pll___P‘él =g Q.:[ (e— hII}I

worin der Index 2 andeuten soll, da? die betreffenden Werte an

der Stelle z = h* zu nehmen sind. Als Gleichung der freien Ober-
flache ergibt sich nach (2,8a) und (4,9)

_ngl (z—hl— Qll f— “Uu [( +N") Knear“h“+

( —-N"} Kl —Nnh“] - ST ez 80 . ponst,

2 .
(1)

Bei Benntzung der (zrenzbedingung {2, 10a) ergibt.sich folgende
Relation zwischen «en Konstanten K¥ und K

R _yII,I
1 KlAh 2 Klg=F7N

Y T T )

x o K
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utd damit folgende Werte fiir dieStérungsgroilen in der oberenSchicht

= Ku{l(f* ~ell ") at et d-i (ﬂ aU% &) e N1
x e"n' 2 ez

ulla—Kll{[(xy—g—NlT’)(ﬁ il l) Al

ol SinAme py- gN“@mN“{z—h“}}x

A
xeT’ laz-ph

Gin Nz AV (ﬁ ol )Nﬂ@niN"{z—k“)}x

w”=iaKu{ (ﬁ-%U_")!xzn

-4

#11
PR -2 ei(r:z b

Pl g [#__—_:_:I_!_f“ Kl[{ {f‘lff_ﬁm) (E.‘;;U“)s_ x! g| Bin NU(z—p) -

— g NG N (2 ku)} ——-a RIC

" '--*”Q“ﬁ ( Kn{ ".(E.__?y” ]ginN”(z—h")—

a

(p’ cadT )N"Lufl\“' . Ja“}}e i—x TES Irm.

Die Ausdricke fiir die StorungsgréBen in der unteren Schicht waren
yl= K1 Gin N1{z+hl) gx:" REES s

wl=-~ K1 l - Sin Al{e + hf) + NUgof N1z + hl]l =, RN

(2R il= ja K1 gmi\”(z+hl}s —z glez—pn

Q,ﬂ al/!

{J. . 1 1 T z wu yild
glew ey Qﬂ U'K BinN (z+k)ss

iy @5"=N'<z+h’}+N1@umwz+w] S

i ferner wie friiher
pPropi_ —Q‘(Q‘l,— Ql'l}z

inder Nihe der gemeinsamen Grenzfliche £ = o, folgt als Gleichung
dlea.” Grenzfliche nach {2, 8)

g Qi Q“)z-{@'ﬁ -—-K‘l 61nN'k‘+N‘iEoiN’h‘]+

) —iﬁl —-—-—ﬂ_":U“Kn Kf’ an) (ﬁ_“'_;‘i")_; g] SiNUAT

1 @niN“h”} Glaw-gn o
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Wendet man auf diese Gleichung™ die Grenzflachenbedingungen (2, 9)
an, so kann man aus den entstehenden Gleichungen die Konstanten
K!' und K" eliminieren. Setzt man noch zur Abkiirzung-
L
g, =g, tr== o vy, o*— = olt,

s¢ erglbt sich als Frequenzgleichung

sl Ll
atollt g, pTPpHt (__ + Nl(gtgj_\nhl) (_2_ .t @thuk“) _
-—gquv“( Nlﬁth'k‘) a9, ull'( N”[ElgN“h”)—i— {4}

+'gp—1)=o.

Ist zundchst die Deckschicht unendlich tief, alle anderen Grof3en
beliebig®, so sind die St okes'schen Oberflachen wellen ym — 9.
wieder eine mogliche Form der Wellenbewegung'. Ahnlicn natfe
Solberg- 1928 (S. 45/46) gefunden, da3 im Falle zweier homogener
Schichten mit freier Oberflache, bei denen die obere Schicht un-
endlich tief ist, einmal Wellen von der Art moglich sind, wie wenn
die untere Schicht erstarrt ware (das sind die Oberflachenwellen),
zweitens «Wellen wie sie an der Grenze zweier Flissigkeitsschichten
zwischen starren Wanden auftreten. Wir werden diesen Zerlegungs-
moglichkeiten noch oft begegnen.

Die Frequenzengleichung ist also jetzt wesentlich komplizierter
as fur die Grenzflachenwellen eines Systems mit starrer oberer und
unterer Grenze. Zur Vereinfachung wollen wir zunéchst von dem Wind-
sprung absehen und 7' = 7! = o setzen, also vf = !l == v* = z
Dann mége die untere Schicht konstante Dichte haben, #! = o,
Nl= g, und sehr tief sein, so dal @ig NThl=— 1 ist, Die ubere Schicht

sei zundchst so flach, dab gesetzt werden kann @tg NUAT = }\Tltﬁ

Unter diesen Voraussetzung'en vereinfacht sich die Frequenz-
leichung in i

g g “+ hn + x_ 9‘(9'0_1)

pti_prt 8%

_I_ e e e
T ;.) aleta{5+ )]
Dal in (5) nur die gradzahligen Potenzen von v* auftreten, i
Folge der Annahme U'= U" = o.

Man entnimmt aus (5), da bei verschwindendem Dicht,
(go— 1) dieWellengeschwindigkeit sich wieder auf die Sto
reduziert. In der Tat ist das ja auch bereits von Poisson
beliebige Dichteverteilung bewiesen worden.
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Deswegen uberrascht auch nicht das weitere Ergebnis aus (5),
dal3 bei Dichtesprung gleichfalls Wellen mit der Stokes'schen Ge-
schwindigkeit moglich sind. Diese Wellen
gL

2n

v*:

gehen natiirlich von der freien Oberflache aus. Uns interessieren hier
die Grenzflachenwellen mehr. Deren Geschwindigkeit ergibt sich

ius (5) =z
() v*’_— (QI E )
» 1
+Qo( kﬂ)
Da die Wellenldnge groR gegen h' sein sollte, kénnen wir den
ersten Summanden des Nenners vernachldssig'en und erhalten
Qﬁ‘) -
@

(o) v* = gku(l “h“ .

Im Falle homogener oberer Schicht geht das in die bekannte
Formel iber

G

Es liegt nahe, wie Seite 28, eine &quivalente Hohe der oberen
Schicht einzufihren. Die folgende Tabelle V gibt unter Annahme
eines Dichtesprunges von 2. 10® und einer Dichteabnahme mit
x''=5-10"°— Werte, wie sie in der Ozeanographie angegeben
werden — die Geschwindigkeit fur verschiedene Hohen der oberen
Schicht h** im homogenen Fall ¥* und im inhomogenen Fall v* und
die aguivalente Hohe h'.

Tabelle V.-
Aquivalente Hohen und Wellengeschwindigkeiten an der
~ Grenzehomogenerundin homogener Flissigkeitsschichten.

hll 25 m som 100 m 200 M 300 0 joom

¥* lo,70 mfsecjo,99 mfsec| i.40 mfsec)1,98 m/sec|z,42 m{sec| 2,80 mfsec

R 240 m 49,4 m 97,5 m 190 M 180 m 303 m
v* lo,69 m/sec|o,08 mfsec|1,38 mfsec|1,93 mfseciz, 35 m/{sec|2,67 m/sec

Die Abweichungén im Falle einer Deckschicht mit verénderlicher
Dichte sind also, was die AusbreltungsgeschW|ndlgkelten der Wellen-’
storung anlangt, hur gering.
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Wir wollen nun annehmen, da® neben der oberen auch die
untere Schicht sehr flach ist. Dann lautet die Frequenzgleichung',
da wir SigNAl = —N—:? setzen kdnnen,

i
+ar s
fll .TIU L] o=
v*i—ggq, “;‘Txn"_— '*‘"’"‘“;“%Tm;rle— =o (7}
e I e

Im Nenner des zweiten und dritten Gliedes der linken Seite dieser
Gleichung koénnen wir das erste Glied wegen der eben gemachten
Voraussetzungen vernachléssigen. Auerdem wollen wir auch von
dem Dichtesprung absehen, also o=~ i setzen. Das gibt

RIS '_‘E Bl hu

LS o i ]

Py ®

Im Falle 'von Homogenitédt auch der oberen Schicht ergibt SICh
daraus die LatrranB-e'sche Formel

v*t= g (bl + 1)
fir die Geschwindigkeit langer Wellen auf seichtem Wasser. Setzen
wirh'=100m, h" =2 m, x — 0,059 (vgl. Seite 28), so ergibt sich
im Falle homogener Schichtung- v* = 31,6 m/sec, bei inhomogener
31,4 m/sec. Die Abweichungen sind also wieder ganz geringfigig.
Aus (5) ergibt sich bei Nichtberiicksichtigung der Dichte-
abnahme in der oberen Schicht die bekannte Formel

Py t
vrr=g g (- %;) ()
Sie geht tbrigens fir h' in (6a) tber. Aus (7) wirde man

bei Beriicksichtigung eines Dichtesprungfes ein Analogon fir den
Fall vertikal abnehmender Dichten finden, doch soll die Rechnung
hier weg'en ihres geringen Interesses nicht wiedergegeben werden.

SchlieBlich sei noch erganzend bemerkt, daR sich fir stationére
Wellen in zwei unendlich tiefen Schichten mit freier Oberfl&che
die gleichen Resultate ergeben, wie wenn auch die obere Grenz-
flache starr ist.

8 9. Drei Schichten zwischen starren Grenzen.

Die Lage der drei Schichten sei durch die umstehende Figur 1
erklart. Die unterste Schichtgrenze z—o sei starr, ebenso die oberste -
z=h"".  GroRen, deren Wert an diesen Stellen zu nehmen sind,
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seien durch die Indizes o bzw. 3 gekennzeichnet. Entsprechend sind
die GréRen an der Schichtgrenze z=h' (im ungestérten Zustand)
zwischen erster und zweiter Schicht durch 1, und zwischen zweiter
und dritter durch 2 charakterisiert.

3W&WWW&W!{W

Fig. 1. System von ddrei Selichien mil satrer oherar Gremo,

Ly an der uniersten und oborsten sturren (Grenze die Vertikal-
komponenten der Stirungsgeschwindigkeiten verschwinden miissen,

w

FET NI =

folgt lir die Integratinnskenstanten der ersten und dritten Schicht

1
KI4 K: =0 oder g s Kl o=~ K
2

und
Klm PRELY L +K§“ MW

oder

1
K - K{“s“’lll W g o N0
2 ]

Damit ergibt sich fiir die Storungsgrifion
L
W= K'Sin Nz g7%4 s
[
u‘»:-KI( @mNIz+N'@DfN‘z) R
xl
(1) w=igkK! &inNle ex? |(mr Aty

— I xl
p‘=—‘6—:g-QlK1("' emwlzmr@ouw) 4 gf (e

Pt QIS o3 o

a
f—all
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Die Stérungrausdriicke fiir die erste und dritte Schicht sind gleich
gebaut wie die in (6,1). Die Relation zwisehen K!¥ und XY, den
Konstanten der Storungsgribea in der 2, Schicht, ergeben sich aus
den Grenzbedingungen an den beiden heweglichen (Grenzfiichen 2
und 3.

Es ist ebenso wie friilher in einer geniigend kleinen Um-
gebung von = A

Pl Pl= —g(@ - Q) (x—d"),
in einer genigend kleinen Umgebung von 2= kY

P PY = —g(Q— @Yy -,
Daher ergibt sich aus (2,8) als Gleichung der beweglichen Grenz-
fliche 1 a1 —Z 8:’{«::..‘311 =o, (2)

WO

L U@ B (5 S NtAL Mol ) o
T g(&—gh
(!." U") Qlll( .NH] KHEN PR (xu_N“) K}'r Nllkli] e*sn"‘l
g {Ql - Q‘l o

(3)
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4o 1 q a‘“ QM+ el Qg +¢) 0,8 @
= "3z Ql:% Qu gl au_Q: QI gl gt - (T Q)T gt @21y
am QU L gl Qll{q +a)- G [y )2
(9) - 4,;' Q- Ql Qlt al gl Ql Our gl giIl 3 ghi QIIT gIT gIIT
______ &_.q ,;__-_.u.,_,, ——

T (@ QU Qi aT @M — 1 QM g T + (I (IB g1l aniny

Um die Diskussion dieser komplizierten Formel zu ermiglichen, filbren
wit ein s and s durely,

QF == QU (1 +31); QU = QT (- 1), QU = (),
4, = g Qs"; == g (1L

¢f und ¢ sind kleine Zallend), so dall wir die Glieder héherer
Ordnung in ' und sl vernachlassigen kénnea, AuBerdem wollen
wir der Einfachheit halber aile Schichten als gieich dick annchmen,

alsg

al=-all o= — @ = Blguh — a.

Dann ergibt sich dorch die Ver:mc!'.iéi.sxigung’eu
4]
(10), v*%== _g {a fl—_:_;a‘ i 1,a’ YR s R G 3a’)}
Aus (10) erhdlt man natiirlich fiir unendlicl dicke Schichten (@ = 1),
-von dureh die Vereinfachungen lereingebrachten Modifikationen
abgeseben, wieder (B). Bemerkenswert ist, dafl fiir Schichten end-
licher Dicke uicht win ibnliches Resultat wie dus durch (8) dar-
gestellte zu ormitteln ist. Abnliche Verhdltnisse treten nach Sol-
berg 1928 (3, 435/46) im Falle zweier lhomogener Flissigkeits-
schichten mit unterer statrer Grenzfliche und freier Oberfliche auf.
Wir kommen darauf in § 13 zurfick. Bei unendlicher Tiefe des (Fe-
samtsystems namlich ergibt sich dort eine Zerlegung der Frequenzen-
gleichung, aus der ersichtiich ist, daB in diesem Falle Wellen méglich
sind, wie sie an der Grenze zweier unendlich avsgedehnter Schichten
auftreten, und daneben Cberflichenwellen der oberen Schicht allein.
Im Falle endlicher Tiefe des Gesamtsystem ist jedoch eine solche
Zerlegung, wie auch in unserem Falle, nicht mehr mdéglich. Der
Grund fir das vabeeinflulite Neheneinanderbestehen beider Wellen-
systente in unendlich tiefen Schichten ist darin zu erblicken, dal
eben infolge der unendlichen Schichttiefe die Amplitude der einen
Welle bis zur anderen Grenzfliche schoa unendlich klein geworden

Y} Hat man z. B. in der Almosphiire einen T pring von 5% bel einer

t n 1t I
Milteltemperalur von 2709, wo wird de 9 Q"Q— = I J'Tl_z"_ ‘.T;E = 60185,
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ist und infolgedessen die an dieser Grenzflache gebildeten Wellen
nicht stort. Far Schichten endlicher Dicke gelten diese Uber-
legungen natirlich nicht mehr, wie auch alle unsere Formeln zeigen.
Bei den in der Natur vorkommenden Féllen in Atmosphire und
Hydrosphére wird es freilich héufig so sein, da3 man die Schichten
as unendlich tief und daher die Wellen der einzelnen Grenzflachen
as praktisch voneinander unbeeinfluf®t ansehen kann.

Als weiteren Spezialfall wollen wir annehmen, dal die Dichte
in den Schichten | und II[ konstant, in |l dagegen veréanderlich
ist. AuRerdem sollen die Dichtespriinge an den gemeinsamen
Grenzflachen i und 2 verschwinden, und sich statt dessen die Dichte
von der Schichtgrenze 1 durch die Schicht Il nach der Schicht-
grenze 2 stetig &ndern. Dieser Fall hat. natilrlich ein besonderes
praktisches Interesse insofern, as wir in der Atmosphare und Hydro-
sphare nie sprunghafte Anderungen, sondern immer mehr oder,
weniger machtige  Ubergangsschichten beobachten. Diesen Fall
hat auch Rayleigh 1883 bereits untersucht.

Aus (6) ergibt sich unter diesen Voraussetzungen, wenn auf3erdem
noch die Grundstrémung as fir das Problem unwesentlich gleich
Null angenommen wird,

- gl 2l xfl
(rx’——}-,—.z-)!f“-{-v“‘aa’( ____anNu)_,,,u“ealaluﬂ,u( y _|_a|1NI!)qam___,0(, &)
, 2

bol L2 Nur — aall R ist. Ware i atch xll ==
wobel o — = i - n* gesetnt ist. Wiire in (11) auch wlfl =0,
50 liefle sich #* nicht bestimmen: In einer inkomipressiblen homogenen
Fliissigkeit zwischen starren Winden sind keine Schwerewellen
méglich; was man auch daraus entnimmt, dabl g immer mit dem
Faktor »I' awftritt (vgl. Seite 32), Schicht [ und III mégen die
gleiche Michtigkeit & haben

al =— gl — Gtgah = a.
Die Dicke ! der Ubergangsuchicht sei schr klein, so daf

Al s —@tg NU L= - .
Dann wird n
p*i= . gx - (12)

a? (148" 27a

Kann man die Schichten I und III als sehe dick annehmen gegen-
iiber der Wellenlinge, was in vielen Fillen erlavbt sein wird, so

wird aus {12)
= I i {12a).

S

&
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Fur zwei unendliche Schichten mit Dichtesprung- war nach (6, 12)

= g Q"__Q.lll
a @4 g

Wieausder Tabelle VI und Figur 2 ersichtlichist, besteht die Wirkung-
einer Ubergangsschicht in einer VerkleinerungderWelleng-eschwindig-
keit. Diedritte Spalte dieser Tabellen enthélt die Wellengeschwindig-
keit fur den Fall eines scharfen Dichtesprunges, die folgenden Spalten
fir verschiedene Dicken der Ubergangsschicht, x ist natiirlich ver-

schieden fur die verschiedenen Schichtdicken. Es ist berechnet

nach der Formel v :! (In Ql— 10 @),

die ohne weiteres versténdlich sein durfte. « wird aso mit wachsen-
der Dicke der Ubergangsschicht bei gleichbleibenden Dichteunter-
schieden kleiner.

Die Abweichungen im Falle einer stetigen Dichteédnderung
gegen den Fall eines Dichtesprung-es sind aso nur klein. DaB fir
sehr kleine Ubergangsschichten die Werte nicht genau mit denen
fur einen Sprung Ubereinstimmen, ist naturlich auf die kleinen durch
die Vernachlassigungen begangenen Fehler zuruckzufihren.

Wenn auch die Uberg'angsschicht tief ist gegen die Wellen-

&t - o r3 a~ow!
Fig. 2. Abhangigkeit der Wellengeschwindigkeit von der Dicke der Ubergangs—
schicht (I) bei verschiedenen Wellenldngen (L). Dichtednderung 5.10°.




Wellengeschwindig-keit in

Tabelle VI.

Dichteénderung,
1. Dichtesprung 1. 10°.

unendlich tiefem Wasser bei Vorhandensein einer dinnen Schicht mit
stetiger

om 1 em 1m 3m 10m 23 m 50m 3 m 100 m
. f
o28msec o20msec 020 misec 023 msec 021 msen
Tebr o, abe 0,59 - 038 . 036 . 0,52 misec
087 a o83 o 083 5 083 o oBz I . O0FImfsec obymsec 0,69 misec
1,23 Liy o [FEL R 1,16 5 ’ LI¥ o RESLE L0, 107 5 1,01
- L7 . Lo R Led . 16y, 2 N N N L L
2,31 EIC- TR XX N 2,23 2,23 o 200 2IT p 2,03 oy 20
T 2,76 . 2,68 o 2,68 2,68 2,67 EX T 180 4 258 A 5T
2. Dichtesprung 3- 1073
om 1 cm Lm 5m 10 m 25 m som 3m toom
o2 m/eec  on2msec ofom’sec 0,33 ™ s8¢ 0,453 mMysec
1,38 . 38 L L37 . w34 = 1,30 o L2am sec 1,08 m sec
105 195 - 1,91 . 191 4 B0 L, 1,8 L,7e . . LGimjsec 1,33 msec
2,56 4 270y T 273 e 370 100 . Lib o T 1,36 o
E- LI B T - - ER.L N e, 382 o 375 = 365 XTI
- TL I3 w W13 » E1E I FI3E B - TLLE I FEXL I Y $88 - +53
618 5 [ B6 5 66 . BI§ 6,05 . bur g 606 5 603 5 38

ESEAL pun e w usfiunFemaquane py Iap duOA | INZ

vy
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Sind allgemeiner die oberste und unterste Schicht unendlich tief,
dagegen die mittlere Schicht beliebig, so 18Rt sich dhnlich wie bei
Rayleigh ein Na&herungsverfahren zur Bestimmung der Wellen-
geschwindigkeit angeben. Gleichung (u) verwandelt sich unter
diesen Umsténden, wenn die mittlere Schicht die Dicke | (aso
all = — iy N3 hat, in

L)
N‘--’i-—-f—zaNlﬁthI-}-a':c,

WO

war, und wo die Indizes 1l als unndtig jetzt weghleiben kinnen,
Dataus ergibt sich, wenn 2 NI = » gesetst wird,

x axl
P .5 S —
2 [
-t T‘H"-‘I)'
]
2 == g N = Paf gatiie 4'-?_:“1 .

Nun ist »! bei nicht zu groBen Wellenlingen klein gegon «l. In
der Atmosphire z B, ist » von der Griflenordnung 104 [st also

E
L von der Grillenorduung 10% so wird - T nar ca. %% von {xl)?
betragen, Wir wollen daher in dieser Naherungsrechnung (-’f;r
vernachidssigen gegen (el)t Damit wird also

l!
T = g 4:’"::_
und
] 2al
e L _ =
zg4 z z2al’

wie aus einer hekanaten Formel folgt. Da der hyperbolische Tangens
nie negativ werden kann, mul @ imagindr sein, x = i,

¢ zal
L= DAy
und - o 4gxl*

YL L
Bei gegebener Wellenlange und Schichtdicke kann die transzendente
Gleichung fir durch Versuche gelost werden — sie gibt
unendliche viele Werte —, und daraus kdnnen die zugehdrigen
Werte von v* berechnet werden. Derartige numerische Rechnungen
sollen hier nicht durchgefiihrt werden. |Ist al zunachst sehr klein,
d. h. die Wellenlénge gro3 im Vergleich zu |, so ist nach der ersten
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Relation fiir ¢ auch > tg » klein, also auch 2 (. B. uachJauhnke-

Emde, Fuuktionentafeln), und durch Reihenentwicklung des Taugens

erhalt man #%=fal, alao
' v 3 =
a 2

v

~eine Formel, die aus (12a) in der Tat fir sehr kleine al hervor-
geht. Waéchst al; so wachst auch , bis fur sehr groRe at, d. h.
sehr kleine Wellenlédngen,=2x wird. Wir werden sofort sehen,
dal3 al nicht wegen | sehr gro® werden darf. Das gibt

ISR Y L
4@ B4 4 22 '

oiter da das zweite Nennerglied gegen das erste kloin ist,

s __ 9%
oY = S,
al

Diese Approximationsformel gilt nur fiir kleine Schichttiefen.
Denn bei grofon 1 ist x‘:tf swar immer nach klein gepen ()%, so-
lange T den oben angegebenen Betrag nicht iberschreitet, aber
diese beiden Grillen sind night nrehr klein gegen »%  Daraus ist
auch die Abweichung der eben gewounnenen Formiel von der
Seite 32 wieder erbaltenen Stokes'schen zu erkliven, Deort handelt
es sich um den Grenzitbergang fiit I --» oo, hier o den fiir L -3 o0,
Da in der Atmosphire x = L ist, wird

_ 94/
V= I/RT’

Diese Formel steht in engem Zusammenhang mit der spéter
folgenden Formel (18), das ist die Formel fir die Lange stationarer
Wellen, die gegen die Schichtdicke sehr kurz sind. Sie &3t sich
Ubrigens auch direkt aus der vorstehenden Formel ableiten, wie
hier nicht néher ausgefuhrt werden braucht, da wir die Formel fur
“die Wellenlange der Wogenwolken allgemeiner ableiten wollen.
Mit den hier erhaltenen Formeln kann auch die in § 7 er0rterte
Frage weiter behandelt werden, ob das Vorhandensein einer Schicht
mit stetiger Dichtednderung erklaren kann, warum die Helm-
holtzscben Luftwogen kleiner sind, als im Fall eines Dichtesprung'es
die Theorie angibt. Wir wollen wieder die Schichten | und Il in
sich homogen und unendlich tief annehmen; die Ubergangsschicht I1
habe die geringe Mé&chtigkeit |. Dann folgt aus (6) zur Bestimmung,
der Wellenlange :
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gx \ LA
{13) (“._'Uni] Ot + D2 1%a (’ +T)+
1 St
I I TR g ( . ;—J —a,
also
gy UM U0 (U104 Gy
( T2 iy ghefm? F
14) e
l/lnu o {'I"’ "‘9)+"'(U12+U"”) gxiL{Jne
T L fhin T T e

Sind die Absolutbetrdge der Grundstrémuny in allen drei Schichien
gleich I, so vereinfacht sich {(14) in

am U1
(142) L= =0y

Der Wert von {14}, der sich bei der Wah! des negativen Wurrel-
vorzeichens ergibt, liefert eine negative Wellenlioge, kommt also
uicht in Frage. Nun war

xl=InQ—inQ=In &

Qm

oder dureli Reilienentwicklung, da Q' O nahezu gleich 1 ist,
G-

{15) PTE GF it

Setzt mwan das in (14a) ein, so wird man aul dic Formel (7,2)
wurlickgefibrt

L, Qi Qu
(7.2} L= ( Qi i
Niwmt mas an, dal} {71~ W= {7 ist, aber {7 verschwindet,
so ergibt sich aus (14) gx" .
&= hn Ty i
X
(z +TJ
1]
oder weilx_i— wesentiich kleiner nls—f— ist, mit greniigender Genauigkeit
ap U
(16) L= ':q'_ Wiy

Mit (15) erg'ibt das die entsprechende Formel (7,3b); Ubrigens auch
wenn man U'=o, U = UM o setzt.

Aus den Resultaten der Formeln (14a) und (16) geht hervor,
da die Erklarung des Unterschiedes zwischen berechneter und
beobachteter Wellenldnge bei den Helmholtzschen Wogenwolken
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wohl nicht in dem von A. Wegener angegebenen Umsténde (der
Schichtdicke) liegen kann, denn die dadurch hervorgerufenen Modi-
fikationen sind offenbar sehr gering. Natirlich handelt es sich in dem
hier diskutierten Falle immer nur um isotherme Schichtung, aber
es ist sicher erlaubt, daraus Schllisse auf-das Verhalten der Wellen
bei anderen Gesetzen der Dichteabnahme mit der Hohe zu ziehen.

Ist auch die Ubergang'sschicht dick im Verhdltnis zur Wellen-
lange, was freilich bei den Helmholtzschen Luftwogen nie zu-
treffen dirfte, so ist im Falle U"' =0 — der Einfachheit halber wollen
wir nur diesen Spezialfall behandeln —

1 I
(a’- g—;:—li) U“'—i—u(“'(’; +N")=u {17}

die aus (0) folgende Bestimmungsgleichuny fir « baw. L. (17) wibt
zundchst
L=
g
das sind dieselben Wellenlingen wie au der Oberllache einer un-
endlich tiefen Flissigkeit. erner ergeben sich Wellen der Linge

i 4 ._._..U -

Vort
Im Falle eines Systems von drei unendlich tiefen Schichten, deren
mittlere einen stetigen Dichtellbergang von der untersten zu der
obersten Schicht vermittelt, treten also nach (7,6a) Wellen der
gleichen Lange auf wie in einem System von zwei unendlich tiefen
Schichten, wenn hier die Dichte selbst eine stetige Funktion der
Hohe ist. In beiden Fallen ist angenommen, dal} die unterste oder
oberste Schicht ruht.

Eine Tabelle der Lange dieser Wellen ist auf Seite 41 angegeben.
Man koénnte vielleicht daran denken, die Formel (18) auf die am
19. Februar 1906 beobachtete Welle (vgl. Seite 40) anzuwenden, da
diese ziemlich kurz war. Mit den angegebenen Zahlenwerten erhélt
man aber L —237 m, also einen viel zu groRen Wert. Wir kommen
in 8 18 ausfuhrlicher auf die Erklarung der Wogenwolken zurick,

Lo - M.;f;/w-r. (18)

§ 10. Drei Schichten mit freier Oberflache.

Wir wollen nun ein dreifach geschichtetes System annehmen, das
sich von dem vorhergehenden dadurch unterscheidet, daR die obere -
Grenze der obersten Schicht eine freie Oberflache ist. Die Aus-
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driicke fir die Storungsgroflen der Schichten | und Il bleiben dann
dieselben wie in (9, 1), namlich
1
yl= K1&in Nl e‘:"e“”“m
u!_-KI( @i Nt + NG N2 )c! 2 gftee=b

o
w=igK! SinNiz o7° W H

fi-c aU

pl=- Q‘Kl( BinN1z+ N1 Eof N2 ] *, g pp

gl —xl .

xl
#- UJQ K'GinNlz eu‘u‘f‘”‘i""

It - ) -
= (K{[eN e, KJIS it z) &3 zcshw i
1 1l wll
E's 11 Fd NI -
(—-+N")K,"e" ‘+(--_-——N"]K,?‘s ¥ ‘]es * gftax- gt
2 2

wlle=

]I
. It LN >
!l 1“(_Kll Ntz K!l N -?) e i(r: a - gl

an’ tIU" ( N") K" Nl - (?‘~—N")K2]'r3 ,\'lel ;:!z!:ituuc- £l

f{ I _,ll. _Ui| Q[](Kll hl :+K" s ) -Hg i(nr ,m
f-a

In einer geniigend kleinen Umgebung von h"' gilt, wenn P\" den
bevorzugten Druck an der Stelle z= h"', d. h. in der Lage der un-
gestorten freien Oberflache angibt,

PHI PV g Qi (g— R,
Duan lautet die Gleichung der frefen Oberfliche in der Form (2, 8a)

P g QU s — py Qmﬂ “Um ("m \rm] Km ““"‘I"__L

{2)

!

i-—n'“ R

+("; NIII) Elig _Nm,.m] e

canat,
Die Grenzbedingung an der freien Oberflache (2, 10a) liefert folgende
Beziehung zwischen den beiden Konstanten K" und K" der
StérungsgrofRen der I11. Schicht
' _ _ 1 L
Rt o 21(111131\‘ - o 2K S
g~ gl
g
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Damit ergibt sich fur die dritte Schicht entsprechend (8, 2)
w[l!:K{lI[(u]![’ﬂ—.g) @ianu(g__km)_umleau,‘Nlll(g_.hnlj P
2

XlIL
seg gt gmT-N0

ulll__Kmﬂ(“: —-—NIII')vIll’----- yl Sin Nw (g — huty —
__gNm@,,iNul(z_hm)} —r Sez-gt

o ja](ul{(vmlf; ug) Sin Nt (z— i —

Kl {3}
— pt NurEpj Nlll(g_kllij.} eq e lmx-ph
P = Qmﬂann[{ (i‘“ﬁ — NII[!) {1} - E‘I‘EHI @ianll(z_hm)_
4
"gN"'GSofN”‘(z k'")} '——= gHlnT-gh
i »il )
P - T Km {(? t;mﬂ_.y) Sin N fz— oy —
. M.
— it N1t §of N (z_.hlll)} g5 ¥t Al
Hierin bedeutat i1 in Arnalogie zu fritheren Abkiirzungen —#_--‘:;q-l—]--[ .
Die (Gleickung der gemeiusamen Grenzfliche voo [ und II lautset
.!——-hl—wzle“““ -0 e (4}
mit
xl xlkl
—/@K! (; Sin Nthl4 N Gof Nw)ﬁ
2 =

P 0 .

il

Qllvn [( N“)K" N“h‘+( N")K" —N“al] e
7@ - "y

Al

und die Gleichung der Grenzflaichen zwischen Il und IIL Schicht

e—Ri— Z,d05 80 = o (6)
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mit

Q”tr'n( -I-N”)K“ I"““”.|_{:“:]I N"]K“ N“n!llg*?lm
GH=mmm ) ’ Q.LII) -+

(""'_ NHI‘?]UHI

}llll) 9}\'“"601 N (hll h"I}}

(7) {
xIH

e QPN 78

{ QII Q"I)

"

Rierin geben wic immer die oberen, eéiischen hudizes an, zu welcher
Schicht die betreffende Grolle gehdrt, die wateren, arabischen, an
welcher Schichtgrenze die spexicllen Werte zu wiihlen sind.

Wenden wir auf diese Grenzflichengleichungen dic Grenz-
bedingongen (2, 7) an, so ergeben sich folgende Relutionen zwischen
den zwei Amplituden Z, und Z, der inneren schwingenden Flachen
und den vier Konstanten KT Kl K, KW

sl
Kl Sipn NA = —1e™ 3 i ‘ZI
,,i: .
o~ . Al
B0 NGy — —ong s Mg
3] i ( —gunmy_g
(8 .
1l
il il 1% X
KN “-[—K:’e‘” D 54
11
11 xRt 1.- g . WEoam,
Kl e -I—K:,e = —pllg z.‘

Hier bedeutet "' wie friher Sig NWIRT- A Kbeuse flbren wir
wieder mit derselben Bedeutung wie in § o

al = Gitg N1&!, alt = Gig N(R" — 4N
wnd

= g{Qi~ Q:I}' T = y(QL]_ lelj

ein. Werden die Ausdriicke, die aus (8) fir K, K}, K, K™ folgen,
in (57 und (y) eingesetzt, so enthaften die beiden Gleichungen nur

noch das Verhiltnis der beiden Amplituden ?,‘ Eliminiert man
‘1

dieses aus den beiden Gleichungen, so erhilt wan als Irequenzen-
gleichung nach Potenzen der verschiedenen v geordnet (ubgeschen
davon, dal auech in den @ und N noch v vorkemmt)
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Wir wollen diese um stand liebe Gleichung- fir eine Reihe von ein-
facheren und interessanteren Spezialfallen diskutieren.

Ist zunachst jede einzelne Schicht in sich hoinog-en, ferner die
Grundstromung in allen drei Schichten gleich grof3, so da wir sie
g-leich Null setzen kdnnen, und schliellich die Dicke aller Schichten

gIB.‘ICh .,l. alsa alx —gll== — gl — @tgﬂh,

50 laotet die Frequenzengleichung
p*0 s EGIQIQ]IJF a4 anr!.{,aQuQm] —
— v 4atg (@ (G- Q) Q5+ 3 B Q QY+
..}.-v‘*qg"a[s QIQII__QHQIII_.Q!Q!” ...Q‘l'l'] -
—g(@— QN (@ Q) = o.

Sind speziell alie drei Schichten sehr tief im Verhdltnis aur Wellen-

ldnge, so vereinfacht sich {(10) weiter und alit sich in zerlegter Form

sclhireiben |
1 1 n_.
(au*t—g) ("W “93|+3u)( ¥ty 3l1_+ gll] =0, ()

{se)
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Ein Vergleich mit (9, 8) zeigt, da also im Fall dreier homogener,
Ubereinander geschichteter verschieden dichter Flissigkeiten mit
freier Oberflache neben den Wellen an den Grenzflachen noch Ober-
flachenwellen mit der Stokes*schen Fortpflanzungsgeschwindigkeit

Ry
20

. moglich sind. Die Zerlegung (11) ist auch hier nur fir den Fall
unendlich groRRer Tiefe aller Schichten mdglich. Dagegen ist bei
beliebiger Tiefe der beiden unteren Schichten die Stokes'sche
Wellengeschwindigkeit mdglich, wenn nur die obere Schicht im
Verhdltnis zur Wellenlange genligend tief ist. Das erkennt man
am leichtesten durch Einsetzen in die aus (9) folgende Gleichung

gt vigal—q Qe+ u g (@ - QU —g, @' +
(i2) +o*al[g QUL g Qi— g Q1 GNlatall+ g QL Qum— 1)) —
—t gt [-—a‘lal! QUL 4. ol (rEhn 4 (- QllQIHa][] — 0.

Ein gleiches Resultat hatte ja, wie bereits erwéhnt, Solberg 1928
fir zwei Schichten festgestellt, und auerdem steht diese Zerlegungs-
moglichkeit natlrlich im engen Zusammenhang- mit dem Ergebnis
Poissons 1816 uUber den Glltigkeitsbereich der Stokes'schen
Formel.

Wir wollen noch den Fall betrachten, da gar keine sprunghaften
Anderungen der Dichte stattfinden, aber in der mittleren Schicht
die Dichte mit der Hohe exponentiell abnimmt. Dann lautet die
aus (9) folgende Gleichung zur Bestimmung von v*

‘u”"[u'n‘am(-"-g-l—u"N“}—asal+aa[" (a’ yfw)-f a? (——+ all ¥ “)] +

(13)

a0 T T mf® o
+g|Nu ——Z-Jraa! e gIN U] —ptulell tag S e N =o.

Ist Ilf unendlick tief, die Tiefe der zweiten Schicht gleich {, so ergibt
sich aus (13)

I 1
(12) (g—av*® [Avllt__’f:_.+“al(§3_l__ HNH)+a’a‘-u(f:—+a“N1‘)l = a.

Das zweite Produkt der linken Seite dieser Gleichung fihrt auf
Gleichung (9,11) zuriick, wenn in dieser ebenfalls d'"—— 1 gesetzt
wird. Es gilt deshalb alles dort Gesagte auch hier: Die Anderung
der Welleng'eschwindigkeit bei nicht sprunghaftem Dichtetibergang
von einer Schicht zur anderen ist bedeutungslos, sofern die Wellen-
langen nicht sehr klein gegen die Schichtdickeia werden. Neben



Zur Theorie der Wellenbewegungen in Luft und Wasser. 63

diesen Wellen im Innern der FlUssigkeit treten, wie aus der
_ ersten Klammer von (14) hervorgeht, noch Obertidchenwellen vom
Stokes'schen Typus auf, ebenso wie vorher im Falle dreier
homogener Schichten.

Abschnitt [,

Wellenbewegung ener inkompressiblen Flussigkeit,
deren Grundstrémung sich linear mit der Hohe andert.

§ 11. Aufstellung der Rewegungsgleichungen.

Wir wollen in diesem Abschnitt annehmen, daf die betrachtete
inkompressible Flissigkeit in jeder Schicht eine konstante Dichte
habe, daf3 aber die Grundstromung eine lineare Funktion der Hohe ist.

U=Ug + bz, (1)

wobei U, den Betrag der Grundstrémung in der Héhe z-— o0 be-
zeichnet. Die GroReb ist in der Atmosphére in den unteren Schichten
natlrlich positiv wegen der Windzunahme mit der Héhe. Da wir
uns hier auf die Verhéltnisse in einer Vertikalebene beschranken,
kénnen wir den KinfluR der Winddrehung nicht mit untersuchen.
AuRerdem wére es natidrlich richtiger gewesen, das von Hessel-
berg und Sverdrup 1915 ermittelte Gesetz fur die vertikale Wind-
abndhme auch hier anzuwenden (vgl. Figur 3), doch wéren die dazu
notwendigen Rechnungen viel komplizierter geworden. Im Ubrigen
wird man aber auch aus dem Folgenden schon einen Uberblick Uber
die Einwirkung der vertikalen W|ndanderung auf die Wellen-
geschwindigkeit bekommen.

fﬂ
ik

Windgaschwindiy.
%
1

I S I U — —
o 200m 30wy - so0m
Hofte
Fig. 3. Vertikale Verteilung der Windgeschwindigkeit
(ausgezogen: uach Hesseiberg-Sverdrup, gestrichelt: hier angenommen).

L]
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Auch in diesem Abschnitt soll die Erdrotation unbericksichtigt
bleiben. Die Gleichungen (3,1—3) verwandeln sich in

Du 1 8p
pitivtygam =°
() I)_w 1 @p o
Tt TgmTo
[ 8
) 5: _6‘; =

(33) wird identisch erfillt. Wegen der Form von (3), der Konti-
nuitatsgleichung, fihren wir wieder die Stromfunktion  ein durch

Fil ]
L A
irz dx

Setzen wir wie in {4, 4]
(@) l g == Pz} gh e - A1)
¢ | p o Digefe o,
so ergibt sich als Differentialgleichung von ¥iz)
{5} P gt ¥ =0,
das ist dieselbe Gleichung-, die man auch erhalten hétte, wenn keine
Windanderung" vorhanden ist.

Durch die gleiche Betrachtung wie Seite 21 ergibt sich aus (5)
zungchst fir die Rotationsg-eschwindig'kcit

_ dle+ ) dw L
2:g_—az—-~-a-£——b dp =5

Die Rotation ist aso konstant und abgesehen von den Flachen-
wirbeln an Grenzflachen, nur auf die Windanderung" mit der Hohe
zurtickzufuhren.

Ist ¥ bestimmt, so wird die Amplitude des Storungsdruckes
gefunden aus

- Bally,
(0) D=-qlpw+ 22 w)
Aus (5} ergibt sich ¥ in der Form
@) V=K "+ K e ™

Die Konstanten K;, und K, bzw. ihr Verhéltnis wird wie friher
durch die speziellen Grenzbedingungen bestimmt.

Ks sei noch bemerkt, da die hier behandelten Probleme,
Flussigkeit mit exponentiell abnehmender Dichte und Flissigkeit
mit linearer Windabnahme die einzigen sind, die auf gewdhnliche
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Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten fiihren. Schon
im Falle der Kombination der beiden Félle, aso gleichzeitig- lineare
Windabnahme und exponentiell abnehmende Dichte, haben die
Differentialgleichungen Koeffizienten, die Funktionen der Hohe sind.

§ 12. Zwe Schichten zwischen starren Grenzen und eine Schicht
mit freier Oberflache.

Wir betrachten zunéchst wieder ein System von zwei Schichten
mit starren Wanden. Die ungestdrte gemeinsame Grenzfldche habe
die Gleichung- z = o, die Gleichung der starren Grenzflache der
unteren Schicht | heiRe z= — h', die der oberen Schicht Il z==h".

Wie in § 6 ergibt sich, da die Vertikalkomponenten der
Stérungsgeschwindigkeit an den starren Grenzen verschwinden
muissen,

= K1 Gt (2-}- Wiyt er 7

wh = — q K o er (2 4- &7y o7 1™ 30

we=ia K e (z4-ply e A

Pl QUET D Bin e {7 - BY) - (f— 7Y Gl e (2 DY) &7 0
gl = K Gina(z - ) &7 1

Wl = — a K1 Gof e (z —hM) e %Y
W = [a KV Sina(z— ity o ee 8

Pl = — QUKD @ina(z—hM-}- (- a W) Eoj afz—A)| giem=

L (1)

Da in der Nihe der (irenzfliche fir den bevorzugten Druck gilt
Pl_Pll — — g(@T— N 2,

lautet die Gleicbung der (irenzfliche nach (z, 8)

z4-Z et (2)
mit
4 QKB inak + (- U Goiak'] _
C g{Q'— ) 3
QKT (=" ina A 4 (f— o UL Gof kY]
B T ’

als Amplitude der schwingenden Fliche.
Y.r : 5



66 Bernhard Haurwitz.

Mit der Grenzbedingung

é BF
(2t ?) (ﬁ + Irﬁl' n )f!=ﬂ+ w.lt I; a =a
etgeben sich die beiden Gleichungen
L
getman — L% 7
® ]
E"@inahh = ﬂ f=eliy,

Setzt man aus (3} K' und KU in (3) ein, so erhdlt man als
Frequenzengleichung

AF Gty k! + QU Bta Y+ A2 (UL @tgahls U QU Btga kil +
(s) O QFmDN ] 4 (U (F Gtg el 4 T G Gt e k) -
~af' QU - QT UN- (@' - Q" = o.

Indem wir in dieser Gleichung QU= o sctzen, erhalten wir den Fall
einer Schicht mit freier Oberfliche. Die Frequenzengleichunp liefert
dann fir g die Formel (Indizes kdnnen fortblciben)

(6) f=all——- igﬂk’?'l/ Ig*ah l—r:gl‘lak

Diese Formel gilt zunfehst fir beliebige Sehichttiefen. Im Falic einer
gehr ticlen Schicht {diese Bedingung ist, wie wir schon friler Seite 1
sahen, bis auf ca. 1%, Fehler erfiillt, wenn & 7 0.4 L) reduziert sich (6) anf

: o
(7 f=aly ;‘ﬂ/--4—-.+ng,

vder wenn wir die Wellengeschwindigkeit ®erechnen wollen

i _ bL BLV gL
{7a) =, - 4 :"l/-( 45‘1) 4- S

Der Wert von b ist sehr klein,

U1,
z

=b

Nach Hesseiberg und Sverdrup 1915 herrscht in o Meter Hohe
Uber dem Anemometer durchschnittlich ein Wind von der Starke
66 m/sec, in 378 m Hohe 125 m/sec. Daraus berechnet sich
b = 00167 sec. Nach Hellmann 1915 herrscht am Erdboden ein
Wind von der Starke 135 m/sec, in 25111 Hoéhe lber dem, Boden
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5,33 ‘m/sec'). Daraus ergibt sich b = 0,159 sec". Doch ist dieser
extrem hohe Wert natirlich nur in Bodennéhe giltig.. Tabelle V11
ist mit ihm berechnet worden.

TabelleV]I.

Wellengeschwindigkeit bei Anderung- des Windes mit der

Héhe tir 37 = 0,1 59 xec™.

z gL l/ E'I.-:('P".'E)"' 3L
T am 4 e
5m 2,80 mfsec 2,80 m|sec 0,003 m[scc
10, 3qb 306 o120,
25 B,26 6,26, 0,310,
50 , 885 888 obz2
75 il 187 . 048
oo, i2,52 -,, 12,58 1,204 "
150 » 1532w 1545 » 1896 o,
200 ,, M . 1788, 2,518,

Sie gilt fur eine unendlich tiefe Schicht mit freier Oberfléache,
d. h. in praxi, wenn h 04 L. Spate 2 enthdlt die Weilen-
geschwindigkeit bei Nichtberlcksichtigung- der Windénderung mit
der Hohe, Spalte 3, wenn die Windénderung- mit beriicksichtigt wird.
Sie unterscheidet sich aso selbst bei dem auRerordentlich hoch
angenommenen Wert von b sehr wenig- von der Geschwindigkeit
bei Vernachlassigung der Windanderung. Etwas betrachtlicher ist
die Anderung der ,konvektiven"?) Geschwindigkeit, wie Spalte 4
erkennen |&3t. Das Wellensystem wird mit einer Art ,mittleren
konvektiven" Geschwindigkeit U,-—-E'i-‘- der ganzen Schicht fort-
bewegt. Bei Wellenbewegungen an der Oberflache einer Schicht hat
die vertikale Windénderung aso nur auf den konvektiven, nicht auf
den dynamischen Anteil derGeschwindigkeit einen merklichen Einfluf3.

Im Falle einer sehr flachen Schicht (d. h. bis auf 1% Fehler,
wenn h 005 L) ergibt sich aus (6)

RV L o pr e

Y Auch hier stellt die Annehme linearer Windzunahme mit der Hohe wie bei
den Werten von Hesseiberg und Sverdrup natlirlich nur ene grobe Annéherung
dar. In Wirklichkeit ist die Kurve komplizierter, wie as Hellmanns Arbeit
Zu entnehmen ist.
) Vgl. V. Bjerkiies 193
. . sll
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In (8) ist die konvektivc Geschwindigkeit die mittlere Geschwindig-
keit der Schicht, da (¥, Uy—bh)= Up— 2 ist. Daly hier genau
die mittlere Geschwindigkeit gleichzeitig die Rolle der konvektiven
Ubernimmt, erklart sich daraus, daf} die ganze flache Schicht von
der Wellenbewegung erfadt wird. Das dynamische Glied wird
wieder nur um einen zu vernachldssigenden Faktor modifiziert.
Wir gehen zu dem Fall zweier Schichten zwischen starren
Grenzflachen Uber. (5) laft sich ohne weiteres nach R aufldsen.

fm o SOtk QUUN Gtk

. B (i — Bl (!
Q@ @tg ahl 4 (U &ty a b 2 \J_Ltq ahl4- QI Ltq ufl"

1
* @Bk (1 Bty ek
fo}

< —u'r.nqnmgw@tgah“(rﬂ H"H«QTQ“(U‘ U“(Iﬂugnh"[

+ W Gt k) +ag (- QPN (P Etg k' |- @lﬁﬂh“),

(.l',l([u f,lIQll)s

Nehmen wir rundchst an, dall die Welleulingze klein im Verhiiltnis
zur Schichtticfe sel, so erpibt sich aus (g)

Ul'QI-JrUnQ” ' bl(‘l"-—-b“(}”
A==a - GRQUTTT T grygunT

{10}y +- ﬂ Qi ]/ - “Q‘Q"(Ua'ﬂ-Uo”’-'r-afJ‘Q“{b' RO = OO +

o QU + g (1t )

Die Abweichungen vom Falle konstanten Grundstroms sind also nicht
groR, da ja b' und b" kleine GréBen sind.

Sind beide Schichten sehr tief im Verhéltnis zur Wellenlange, ist
an der Schichtgrenze kein Windsprung- vorhanden {7} == {7} = Ir,
und findet eine Anderung der Strémungsgeschwindigkeit nur in der
oberen Schicht statt, so wird aus (10)

i B

Hat man es mit im Verhdltnis zur Wellenldnge sehr seichten
Schichten zu tun, so wird aus (9)
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ﬁIQU' Q“U P BQ-ngn

I

QI "Qit s Ql Qu ta Q[ Qn"‘
i) + 4 11

x'/- :::[ ?}[ (UI U"}’-’r- QIQ“ (h“ + hl)(Ul U") _+_
le[ anu
T Ty

=

(m

- (4 ‘,f.',)

Auf eine nahere Diskussion der Formeln (10) und (11) wollen wir
hier nicht eingehen.

Dagegen soll noch der EinfluR der vertikalen Windanderung*
auf die Luftwogen untersucht werden. Setzen wir in (5) B =.= o,
ferner die Schichtdicke sehr gro im Verhdltnis zur Wellenlé&nge,

so ergibt sich U‘:Q'bl— f;"an"b“ i— Qu
Lt ¢
vrgr U T uggy o

0= {12)
welche Formel zeigt, da3 die Abweichungen vom Helm holtzscheu
Kall, die durch Zunahme der Windstromung hereingebracht werden,
nur gering sind. Um beide Kélle bequem numerisch vergleichen
zu konnen, setzen wir

[{71] = O == U5 === h

Dann wird

2 -

Lo Lo—% o omit o= D it
e Qg (Y
[st .= 2689, TH— 273 also gi?:i = 108,2, 0 wird [ir ver-
schiedene Werte von 217 das ist der Geschwindigkeitssprung, und
b ==. 3.10%ec™, das ist ein an sich schon viel zu hoher Wert, die

Wellenlénge wie in Tabelle VIII angegeben.

Tabelle VIII.

Lange stationarer Wellen in Schichten mit konstanter und
veranderlicherGrundstrémung.

2 7 || 2 nec | 3 1 [ ‘ G mfsew i_a FEDT i 10 m f Hee
L 6g,3 m 278 m 624 m ! 1iag m 1730 m
L 0, 270, . 017 ‘ 1099 ,, 1700

Infolge der Windzunahme mit der Hohe wird also die Wellenlénge
etwas kleiner, aber die Anderung ist ganz g'ering und praktisch
bedeutungslos. Sie erreicht in der Tabelle nur 1% %.
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§ 13. Drei Schichten zwischen starren Grenzen'und zwei Schi'chten
mit freier Oberflache :

Auch diese beiden Félle wollen wir* der Kiurze halber wieder
gemeinsam behandeln. Die untere feste Grenze der untersten
Schicht liege wie in 8 9 in der Hohe z = o, die Dicke dieser Schicht
sei Al, aso liegt die Schichtgrenze zwischen der ersten und zweiten
Schicht in z= h', die Dicke der zweiten Schicht betrage h" —h',
aso ist ihre obere Grenze im ungestérten Zustand z — h'"', schlieR-
lich die Dicke der dritten Schicht h''—h", also ist ihre obere feste
Grenze z= h"'. Die Schichtgrenzen selbst seien wie in § 9 durch
die arabischen Ziffern o, 1, 2, 3 gekennzeichnet, wo aso o und 3
die untere und obere starre Grenzflache bezeichnen.

Um aus dem Fall dreier Schichten mit starrer oberer Grenze
den zweier Schichten mit freier Oberflache zu erhalten, brauchen
wir wie in § 12 nur Q"' =0 zu setzen.

Zur Vereinfachung wolleu wir annehmen, daf3 nur in der mittleren,
der Ubergangsschicht 11, die Strémung ihre Geschwindigkeit mit der
Hihe dndert, also IM = Ul 4-b(2—4"), da dieser Fall natiirlich von
besonderem Interesse ist fir die Untersuchung der Wellen an
Grenzschichten statt. Grenzfl&chen.

Wir beachten, da in Schicht | die Vertikalkomponente der
Stérungsgeschwindigkeit fir z= o, in 11 fir z= h"" verschwinden
mufR. Das gibt wie in (12, 1)
pl= KiGinaz ">
W= — g K1 Go] g e “Z Y
w = iaK1Binaz ¢ «*

Pr=— R (=l Efaz- o5 M

1‘}II —_ (KIII e"‘+ K,!Ie""‘) .' si fewal-- B

) wll— -—a(KPe“-—K;Is"“’)-e“““"m

L . iﬂ(K,”eM—-}-K," s‘“’) . B!tmr—p‘:;

Pl — QU+ p—aU™ K 6™ 4 (b tall") K6 " o R
il = KN Sin e (g— kUL citm—p‘t:

wW = g I @'Di a(s_km) . ei(nx-ﬁﬂ

wll = o K1 Gl o (z— Al - f (F7-30

P = — QUK (8 o T775) Gof g (# — B¥T) » F €2~ P8,
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Die Gleichung- der Grenzflache i lautet
P]—Pﬂ—l-p{wplliz o
g—MA Z T M= o (2}

gder

mit

Zl=

gl:Qi_Qt[) ________ L) (3)
wo V', V' wieder ihre frilhere Bedeutung- (Seite 43) haben, und die
bei V' unten angefiugten Indizes bedeuten, an welcher Stelle der
Schicht die Werte von v", aso von U" zu nehmen sind. Bei V' kann
" eine derartige Bezeichnung natirlich wegen der Konstanz von U!
unterbleiben.

Fur die zweite Grenzflache glilt analog’ .

Z- Rl +Z pllva —gth oo (4)

Q"[(b+r1v VED uh“_Hb avly Ky ak“l
g (=g
1 gl pitd L pul
_ QUENL oL Ep] (bl — B )
g (-Gt '
Mit den Grenzbedingungen (2, 7) ergeben sich aus (2}—{35) lolgende
Relativnen zwischen den Konstanten K und den Amplituden 2
K'Sinaht = 1 2,
.K‘[I‘jahl +K’]Ie-uh1 ——
Kfle“"“ +K}'c"“"” =z
KU Gin g (=R = N Z,,
Setzt man {0} in (3) und (5) ein, so ergeben sich zwei Gleichungen

mit

4y =

(3)

(6)

zur Bestimmung des Amplitudenverhaltnisses ;/," . Eliminiert man
aus diesen beiden Glelchunguu —2—. so vrhilt man eine von allen
willkiirlichen Konstanten freie Relution szwischen # und o, die
" Frequenzengleichung, Wir benuotzen reben den schom vben er-

wihnten wieder die Abkirzungen
' g = g (& —Q"): s = g (@M g3
= §tgahl; ol = @gaR'—AM; ot == Gty (AU AN,
Dann laotet die Gleichung
0 = g, gt o, @2l — g, QUBol - gy Haa’v " |- g, P e v 4
+ g, QTaa P + g, QU g el (FER il - |
+ QLM abaloMel — QM bal il 4 QP abatlyl ol + (Fa)
QU QP b gt I I ()T CJU8 8 108 g gLy (TR 0010
— QRIS R IR I (ECQE o gle gl Lt 100,
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Um zunéchst den Fall zweier Schichten mit freier Oberfléche zu
behandeln, setzen wir Q"' —o. Dann vereinfacht sich die Gleichung*
(bleibt aber immer noch eine algebraische Gleichung- 4. Grades
in f3) in

o= g+ g @bl — g, boll g Qladts? 4 g aallvi g, aalTolP~
8) - QII],’vIIIv;T_},Ql“bul”l’v}‘l_Q][ﬂbailwlllﬂv}lgl_i_ Q"uba"vlllv}}’---

— Jlat gyl Tl QN Pl plt,

Es lieg-t nahe, im Anschluf? an § 8 zu vermuten, da eine Zerlegung
dieser Gleichung in zwei Faktoren mdoglich ist, deren einer die
Oberflachenwellen der oberen Schicht allein, deren anderer die
Grenzflachenwellen liefert. Diese Zerlegung ist, wie ebenfalls zu
erwarten, nur moglich fir a''=—1, d.h. wenn die obere Schicht
sehr tief ist. Dann lautet (8) zerlegt:

(8a) [QUavl®+ Qraval- QUbsl~g{ Q- W] [a o)t bl — g] we 0,

Die zweite Klammer fur sich allein gleich Null gesetzt, fuhrt auf
(12, 7a), die Wellengeschwindigkeit der Oberflachenwellen, die erste
Klammer auf (12,5), naturlich mit entsprechend abgeénderten Be-
zeichnungen.

Nehmen wir noch speziell an, daf auch die untere Schicht sehr
tief ist und daB an der gemeinsamen Grenzfl&che kein Geschwindig-
keitssprung stattfindet, aso o' =v'=1w, so ergibt sich aus (8a),
bzw. auch aus (12,5) oder (12,9)

1 Qu (i B y QUi
O mmn g u~l/4 (Qlw'*T"E**a e
Genau wie bei der Diskussion jener Formel sieht man, daR auch hier
die Auderung der Grundstrémungsgeschwindigkeit mit der Hohe nur
fir das konvektive Glied eine gewisse Bedeutung hat, nicht aber
fur das dynamische, auf das ihr Kinflu? verschwindend klein ist.

Im Falle dreier Schichten zwischen starren Grenzen wird durch
die Ergebnisse von § 9 die Vermutung nahegelegt, da3 auch hier,
wenigstens bei unendlicher Tiefe des Systems, zwei mdgliche Wellen-
systeme vorhanden sind, die zu beiden gemeinsamen Grenzflachen
gehdren.

Bei der Untersuchung dieser Frage wollen wir der Einfachheit
halber annehmen, dal3 kein eigentlicher Windsprung vorhanden sei,
sondern die mittlere Schicht Il ein Gebiet stetigher Anderung der
Grundstromung darstelle. Es zeigt sich, da3 eine Zerlegung der
Frequenzengleichung in zwei F'aktoren méglich ist, wenn a' =— 1
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ist, also wenn die mittlere Schicht sehr tief ist, und zwar 1alt sich (7
schreiben, da o' = o} = v, und ol = """ = v, sein soilte,

| (QLal4-Qyot — b @ — g | [a( QU — QU &) i3 +v, b0 —g,] — 0. (1)

Man bestatigt am schnellsten durch Ausmultiplizieren, daf diese
Gleichung' mit den angegebenen Vereinfachungen mit (7) identisch
ist. Ubrigens gilt die Zerlegung auch fir Spriinge der Geschwindigkeit
der Grundstromung an den Grenzflachen, wie hier nicht néher aus
gefuhrt werden soll. Wegen der Geschwindigkeit der Grenzflachen-
wellen kann auf die Ergebnisse von § 12 verwiesen werden, wonach
die durch die Windanderung verursachten Modifikationen nur fir
das kinematische Glied eine gewisse Bedeutung haben.

Den Fall flacher mittlerer Schicht |1 wollen wir nur fir stationére
Wellen untersuchen. Wir nehmen dabei die oberste und unterste
Schicht sehr tief an, die zweite Schicht habe die geringe Tiefe |, aso
wltl e

1
al=1; P - -
# haben wir wic friher gleich Null zu setzem, o der gotersten
Schicht I herrsehe die koustante Grundsteémung £, in der mittleren L
dndere sie sichlinear bis Uy, wobei I == {7 .} Sl I sei div konstante
Grundstromung der [[L Schicht. Die Gesehwindigkoitsinderuny der
Grundstromung sei also wimder stetiy,  Weun man beachtet, dall

U-U,
b= L

erhalt man aus (7)
oo
A '3":“@" "'le 2 (Ql -+ QE) -+

(_{‘T}”: QU QU] + {11}

+a|—Q Uige— QM 75+ ¢

4 AL QTS = o

Wir waollen diese Formel hier vur fir zwei speziclle Fille diskustivren.
Sei U, == o, so wird

s

w== g (11a)
Sei U, = o, so wird
o z'(’r’%'@"‘ {11b)

Vergleich dieser beiden Formeln mit (7, 2) zeigt, da3 die Wellen-
lange wenigstens in diesen beiden Extremféllen die gleiche bleibt,
ganz gleich, ob ein Windsprung vorhanden ist (7, 2) oder ob sich
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- der Wind stetig- in einer dinnen Ubergangsschicht &ndert. Es
liegt deshalb nahe, anzunehmen, da3 auch im Fall, daB3 in Schicht |
und |1l gleichzeitig die Windgeschwindigkeiten nicht verschwinden,
die Wellenldnge durch das Bestehen einer kleinen stetigen Schicht
linearer') Windanderung” nicht wesentlich verandert wird.

§14 Dre Shichten mit freier Oberfliche

Das Flussigkeitssystem, das wir jetzt behandeln wollen, soll
sich von dem vorhergehenden nur dadurch unterscheiden, dal die
obere Grenze der obersten Schicht nicht mehr starr, sondern frei
beweglich ist. Die StérungsgréfRicn fir die untere und mittlere
Schicht sind dann von der gleichen Form wie (13, 1). Die Aus-
dricke fir die StorungsgrofRen der obersten Schicht sind, wie leicht
einzusehen ist, die gleichen wie fir die Schicht 11 in (10,3), wenn
dort noch x" = o und also N" = a gesetzt wird. Denn eine Wind-
anderung soll ja im vorliegenden Falle nur in der mittleren Schicht Il
stattfinden.

Die Stoérungsgréflen lauten also

wl = K1Sinuz et "

w = —a K1 Bofaz gHlas it
0l == fa K Sinaz T
PP=—Klav'Gofas gl it
(1) .
W= (K e BTy o o0
wll = —u (K] P KD 5y giem-h
- 1
w“""irx(K“ ﬂt+K|]_ —eu) ifew— g
== QU[(E 4 av™h Kll “'—{— (h—avly K} e_"zj g =gt

Fir die 1L, Schicht setzen wir zweckmélbiy jetzt - KO statt KW

it = KT [ ) Eof a (z— AH1) 4+ g &in a (z— h111Y] gl an

Wil == — g K [ et &in a (z— A1) L g Gof a (2~ hin)] ¢f = -840
Wit — i@ K10 [q p11ee §of (2 — ANT) + g Sin o (2 — A1) & O A0

Pl = — QUi uih KW oyl Sin a (2 AUT) + g Eofe (2 A1L)] g wz=ph

D) In Wirklichkeit wird natdrlich die’Anderung der Windgeschwindigkeit in einer
solchen Ubergangsschicht einem komplizierteren Gesetz gehorchen und die Schicht-
dicke selbst mit der Zeit zunehmen. Davon soll in einem anderen Zusammenhang
die Rede sein.
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Durch ‘dieselben Betrachtungen wie im vorhergehenden Paragraphen
erhé@lt man as Amplituden der beiden inneren Grenzfléchen

QKL v Gof aht— QP [(h 4 avlh) K e™ ¢ (b-avly Ko ™"

a7 g~ gm (2}
Q"[(b-i-uv"} K" wull F{h— av") K" nmll]
Z, = PrO g L
Qlil arlt K Biga (A— W) [aoti | g Gty (h'l fa"l)]
g (1—Q")

Wie ein Vergleich mit (14, 2) und (13, 3) zeigt, .stimmen beide
Ausdriicke fir die Amplitude der unteren inneren Grenzflache mit-
einander Uberein, was ja auch selbstverstandlich ist.
Die Relationen zwischen den K und den Z, wie sie sich aus
“den Grenzbedingungen (2, 7) erg-eben, lauten
K‘Ginahl = vlZ,
f M—i—K" S
Kl”clth -f"KJI B-rlh — U?’I& (4)

m & n__pil vl Z,
KW Gina(W—BY) = | it i (b1 — iy 4. g

Wir wollen der Einfachheit halber wieder bald annehmen, da3 keine
Windspriinge auftreten, so daR also

U'=US U= pm
und damit
ul=v’mv¥, t’s=ﬂ],]="—'1)”l

wird. Dann erhd@lt man mit den gleichen Abkilrzungen wie Seite 7 1

durch den im § 13 beschriebenen Rechenvorgang as Frequenz-

gfleichunqr

0= g9, 4, 90 2Q"v,~ g4, D@ v,—gg, a(W - at' Q)2+
+paa@ (@ -+ e} — Bty v, —alg, @al" v} +
+bag Q¥ (a1Q! — a QM) vl bag QM (@l + wiy, vi+
+ a’g‘(Qm—]—Q“a“am}v} + atgQU{QU—alag" ' —ala @l 4 {5)
+ allgt @iyl ba Qe vd+ b at QUal Qlal - QUa S v+
+ ba QUA( Gr gl gt QAN ), v +,,a(aan!_alQiQm+
+ QU QIQUI _ 47 T gl IOy 3yl
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Eine ausfihrliche Diskussion dieser Gleichung- 6. Grades in 3 ist hier
nicht beabsichtigt. Ohne Schwierigkeit sieht man aber, da im
Falle sehr groRer Tiefe der I11. (obersten) Schicht, d. h. a'' = —i,
die Gleichung eine Zerleg'ung g'estattet in

0 = (g —ev)[a, Gp 45 B bv — 4, QM Do— e (QTa1— Qlatt) ) +
+ gl Q- QU= QT u - Qe QB aabd, +
GO 4 Quab (a8 et QP ala — Qu—
— Q[Q]]Ial + QIIQIHQ[]J]_

In einem System von drei Schichten mit freier Oberfl&che und sehr
tiefer Deckschicht sind aso, wie aus der ersten Klammer er-
sichtlich, die St okes'schen Wellen auf tiefem Wasser moglich und
ferner die gleichen Wellen wie in drei Schichten zwischen starren
obersten und untersten Grenzflachen, was aus der Ubereinstimmung
zwischen der zweiten Klammer und der entsprechenden Frequenz-
gleichung (13,7) hervorgeht. Dabei muB in (13,7) noch dem Fehlen
der Windspriinge und der unendlichen Ausdehnung der obersten
Schicht Rechnung getragen werden, um sie mit (5a) zu vergleichen.
Ubrigens hétte sich die durch (5a) ausgedriickte Zerlegungsmoglich-
keit auch beim Vorhandensein von Windspringen und Wind-
anderung in den beiden anderen Schichten ergeben, wie hier nicht
naher ausgefiihrt werden soll. Die in § 13 gemachten Bemer-
kungen uber die Wellen an den inneren Grenzflachen, insbesondere
die weitere Zerlegungsmdglichkeit bei unendlich tiefer mittlerer
Schicht lassen sich also auch auf den Fall einer freien Oberfléche
Ubertragen.

Bei unendlicher Ausdehnung der beiden obersten Schichten
haben wir aso zundchst Wellen an der 1. Grenzflache, die sich so
verhalten, als ob die oberste Schicht |11 erstarrt wére, dann Wellen
an der 2. Grenzflache, die sich so verhalten, as ob die unterste
Schicht | uud die freie Oberflache erstarrt wéren, und schliefilich
drittens Oberfléachenwellen, die sich so verhalten, as ob die beiden
untersten Schichten erstarrt wéren. Die Modifikationen der Wellen-
geschwindigkeit infolge der linearen Anderung der Strémungs-
geschwindigkeit in der mittleren Schicht erreichen einen merk-
lichen Betrag wieder hochstens fur die konvektiven Glieder. In
die Oberflachenwellengeschwindigkeit gehen sie natiirlich Uberhaupt
nicht ein.

Alle drei Wellensysteme kdnnen sich superponieren, wobei auch
~verschiedene Wellenlédngen auftreten koénnen.
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Abschnitt V.

Wellenbewegungen eines isotherm geschichteten
Gases. :

§ 15. Allgemeine Bemerkungen iiber den Fall dnes isotherm
geschichteten Gasss

Neben den in den Abschnitten Il und |11 behandelten Fallen
wird (2, 5) noch zu einer Differentialgleichung mit konstanten Koef-
fizienten, wenn die betrachtete Flissigkeit, oder besser das Gas,
zwar nach einem beliebigen barotropen (iesetz kompressibel ist,
aber die Dichte exponentiell mit der Héhe abnimmt oder, was fir
ein (ideales) Gas auf dasselbe hinauslauft, wenn die Temperatur nicht
mit der Hohe verédnderlich ist. Schlieflich muR auch noch die
Geschwindigkeit der Grundstromung" konstant sein.

In einer Atmosphére mit der Uberall gleichen Temperatur T gilt
im ungestdrten Zustand (R== Gaskonstante)

1)

¢ =y
Daraus ergibt sich fur /', das sich, wie hier nochmals erwéhnt sei,
auf die geometrische Verteilung der Zustandsgrofen bezieht,
d i) H
TP = RT (©
['ist dso das reziproke Quadrat der New ton seilen Schallgeschwin-
digkeit.

Fur ein bestimmtes Teilchen sollen die Zustandsadnderungen
nach einer bestimmten Polytropen erfolgen, so dal3

I'=

Pt =re* (2)
mit [ i—;?:
e — €

Cp und c, sind die spezifischen Warmen bel konstantem Druck und
konstantem Volumen. ¢ ist die Warmekapazitat langs der be-
treffenden Polytrope. Hei den Aufgaben der Meteorologie wird

. . # . .
man im allgemeinen & = -L-P--z 1,40, also © == o setzen, . . adia-
o
batische Zustandsinderungen annehwmsan.
{2) konnen wir schreiben

1 i
g=PEpEQ.
Um y zu bestimmen, haben wir diese Gleichung nach  zu differen-
zieren. Da die Abweichungen vom Grundzustand nur klein sein
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sollen, kénnen wir den Differentialguotienten an der durch @

L1}
5
und P charakterizsierten Stelle wihlen, also setzen

)z (02 18 = pip - £
@ {dp oq VK *Q FP=FET = T
Es ist also neben J'aueh » im Falla lsothermer Zustanlsinderung
von der Héhe # unabhingig. ; ist, wie aus (3) ersichtlich, das reziproke
Quadrat der Laplaceschen Schallgeschwindigkeit.
Die Gleichung des Grundzustandes (z, 1) lautet
r dP »
) .Q—-d—z-_—g-ﬁ-z.Q,U_—g.
Dabei ist die Abweichung der fiktiven, durch die Coriolisbeschleu-
nigung verminderten Schwerebeschlevnigung g* von g, wie schon
frilher angegeben, sehr gering. Wir kdénnen also g*— g setzen.
Die Differentialgieichung der Vertikalamplitude lautet jetzt
C'—gIC'

(s) { a'+y (f—all)'+ (ﬂ' ;g‘;f (— x)gu-t-zQ,ﬁ”Czo.

~Als allgemeines Integral ergxht sich

(6) C=¢er : F(K, eNr 4+ K, e ¥9),
wobei in Analogie zu frilherem
o ng—2 8,8
(7 Ni= 94 t+a'—y(f—al)— ’fﬁ;nﬁa ( ‘)“9“9”’3]

ist. Dabej kann N dhnlich wie § 4 aveh komplex sein. Die Am-
plituden der {ibrigen Stérungsgrifen ergeben sich nach Bestimmung
von ( aus {3, 6—8)

_ i 20{p—all)—ay . ] .
(8 A =1y Sy (f—al) C+i 3 i—alV ¢

a1f—yg{f—all) f—all

(o) D=l—-—---m---am, Q0+ a'_}_@—a[fj’q ¢
E _, ap—al)18y1g(M=pa’—gyT(¢=al) o
oy 1 @ (F=aD) &y B—al)]
+‘ }’(ﬁ—aUJ
at—p{f—ally? "

Aus (8) folgt fiir das Verhdltnis der horizontalen zur vertikalen
Amplitude der Stﬁrung'sg'eschwindig'keit

() = sy B —al) e iy
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Im Falle (p;':'g)'= L, das ist bei Laplacescher Schallgeschwindig-
keit, ist also die Vertikalamplitude C unendlich klein im Verhaltnis
zu A. Die Schallwellen sind eben longitudinal. Je mehr sich die
Wellengeschwindigkeit der Laplaceschen Schallgeschwindigkeit
nahert, um so mehr (iberwiegt die Komponente in Richtung der
" Wellenausbreitung die dazu senkrechte C.

- § 16. Eine Schicht.

Wir nehmen zuerst die beiden Grénzen, sie mogen die Lage
e=o0 und z=h haben, as starr an. Dann folgt aus den Grenz-
bedingungen fir N?> > o

W,_, =0 und w,_, =0
K+K,=a
KK e =0
alzo, wenn dieses linsare homogene Gleichungssystem nicht nur die
triviale Nullésung fir X, und X haben soli,

~Nh o VR d. h. Ni=o

gl
Aber da dann (= ¢ ¥ *(K,+ K, #), erltitlt man aus (15,6 —10) auch
in diesem Fall fiir die Groflen der Stdrungsamplituden den Wert o.
Es sind also keine Wellenbewegungen von der gesuchten trans-
versalen Form zwischen starren Grenzen méglich, sofern nicht N
imaginar iat,
Fiir imaginires N = iN', wo N’ reell ist, wird aus
0= K, "+ K,e 77,
da auch X, und K als kowmplex angesehen werden kinnen,

C == K{cos Nz} K}sin Nz,
wo in bekannter Weise blol der Realteil von € genommen ist und
K{ und X, neue reeile Konstanten hedeuten. Aus den Grenz-
bedingungen ergibt sich
Cx_—_nﬂ O = K;
und Comn= 0 = Kisin N'h.
Da Kj sicht verschwinden soll, mul N'A == ## sein, um die Be.
dingung an der oberen starren Grenzlliche zu érfilllen. Daraus folgt
)
N = P
als Frequenzgleichung fiir diesen Fall. Links steht eine Relation
zwischen Wailengeschwindigkeit und Wellenlinge, so dal also zu

H=1I,2...
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jeder Wellenléange bei geg-ebenen &uReren Bedingungen eine unend-
liche Schar diskreter Wellengeschwindigkeiten gehort (Eigenwerte).
Wegen seines g-eringen meteorologischen Interesses wollen wir
diesen Fall aber nicht néher diskutieren. Es sei nur noch folgendes
bemerkt: im inkompressiblen inhomogenen Fall mu bei Vernach-
lassigung der Erdrotation im vorliegenden Falle wegen N<o

*2 o

[ g,—r—,—+a';

sein. Im kompressiblen Fall, lautet die Ungleichung bei Vernach-
lassifirungr der Erdrotation

Lpar(i—yor)

Solange man yv*? wesenthch kleiner as eins ansehen kann, ist
aso der Hochstwert vom v* im kompressiblen Fall aus dem im

inkompressiblen Fall durch Multiplikation it l/f?_}’. = 0,534 U
entnehmen. Mit dieser Annahme und T=273° ist die folgende
kleine Tabelle berechnet.
Tabelle 1 X.
Hochstwerte der Welleng'eschwindigkeit in einer Schicht
zwischen starren Grenzen.

L.....in Metern | 50 | wo | 35_0| (1N l 1000 2500

inkompressibel . . . . || 0,28 | 0506 ; 140 | 2,80 5,56 13,93 m/sec
kompressibei . . ... 0,15 | 030 | 975 | 150 | 2,97 7.45m/sec
L..... in Metern [y I 7500 | 10000 z;ma 5m.E. T loooon

‘inkompressibel , . . . [ 28,0

416 | 555 [ 135 | 231 | 395 m/sec
kompressibel . ., . . 15,0

22,2 | 297 | 72,2 | 134 | 211 mfsec

Da y v*2 im Nenner gegen eins vernachlassigt ist, ist die Abschatzung
in der unteren Reihe bei groRBeren Wellenlangen zu Unglnstig.

Der Vollstandigkeit halber sei darauf hingewiesen, da3 derartige
Wellen auch in einer nicht geschichteten inkompressiblen Flissig-
keit mit starren Grenzen mdglich sind, wenn die Wirkung der Erd-
rotation, freilich in vollstandigerer Weise as hier, mit in Betracht
gezogen wird. H. Solberg 1928 hat diesen von ihm as Tragheits-
wellen bezeichneten Typus entdeckt, und V. Bjerknes und H. Sol-
berg 1929 erblicken darin . eine Erkl&rungsmoglichkeit fur das -
Auftreten der Turbulenz.
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AuRer diesen Wellen sind natiirlich in einer Flissigkeitsschicht
zwischen starren Grenzen noch die longitudinalen méglich. Gehen
wir mit der Annahme C= o0, A4=0 in die Differentialgleichungen
(3,4a) ein, und erinnern wir uns, dal IT konstant sei sollte, so ergibt
sich das einfachere System

—ig-al) A+ G D=0

D E
—20yd+ ")—+Qr;$0 (n
—i{f—alNE+iaQAd =0
taQAd —ip(f—alND = a.
Da sich hieraws fiix A die beiden Ausdriicke

Awe P ri—all) 4,

M =

T /Y] af)
ergeben, folgt .
el l/_' (2)
" y

Das sind die Schallwellen, die sich mit Laplacescher Schallge-
schwindigkeit fortpflanzen. Wir wollen uns aber néher mit den
akustischen Problemen nicht befassen. Immerhin mag' dieser kurze
Hinweis zeigen, dal} die Stoérungstheorie der atmosphérischen Be-
wegungen auch zur Behandlung akustischer Probleme geeignet ist.
Wir gehen nunmehr zu dem meteorologisch viel interessanteren
Fall einer Schicht mit freier Oberflache Uber, obwohl natirlich
die Atmosphére keine scharfe obere Grenze haben kann. Die
Gleichung dieser freien Oberflache sei im ungestorten Zustand z = A,
so da aso h die mittlere Tiefe der ganzen Atmosphére ist. Fir
dieses System haben wir in (3, 15 die Frequenzgleichung schon
allgemein aufgestellt, und wir brauchen jetzt nur noch die parti-
kuléren Integrale.
) r

gl
N
Cl = g 2

gt

unid C=er ¥

der Differentialgleichung (13,5) einzusetzen. Das gibt, wenn zur

'd_'“"g = v* gesetzt wird,

g—2 Qyv*— (gr—i—N@gtNk) ¥ie o )

2

Abkirzung

Da v* auch in dem Ausdruck fir N vorkommt, liegt also wieder
eine transzendente Gleichung in v* vor. Auch hier gilt, was in
§ 4 Uber das Imagindrwerden von N gesagt wurde.

V.l ’ . 6
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Wir betrachten zunichst den Fall; dai3 die Wellenléngen sehr
groRR gegen die Schichttiefen sind. Dann ergibt sich ohne Beriick-
sich_tigung der Erdrotation

gh
4 =1/ — 7
| V

Das ist, wie ein Vergleich mit (5, 10) zeigt, die gleiche Formel wie
im inkompressiblen Fall. Bei langen Wellen auf seichtem Wasser
(vgl. dazu weiter unten) spielt also die Kompressibilitéat eine gering'e,
im Grenzfalle gar keine Rolle. Diese Tatsache steht auch im Ein-
klang mit gewissen allgemeinen Schilissen aus dem Helmholtzschen
Prinzip der geometrisch &hnlichen Bewegungen (Helmholtz 1889).

Tabelle X.
Geschwindigkeit langer Wellen an der Oberflache einer
isothermen Atmosphéare?).

N 2307 T o409 2507 2607
500 m 68,8 mfsec 68,8 mfsec | 68,9 mfsec | 69,0 mfsec
1000 ,, 96,0 gbo , | gb2 96,2,
2000 1310, 131,5 1320 1320
3000 ,, | 1550 . 156,z o 1568 1573 o
4000 ,, 174,7  » M50 ., 1758 1164 .
5000 |, G0, g8, ’l 192,0 1925
N 270° 280° |r 99° | Dichteabmabime
300 1m 69,0 mfsec 69,0 mjsec f9,0 mfsec 70,2 in,-‘sec
1000 o, 96,4 " 96,5 " 96,6 " 904 "
2000 , 32,0, 1330 n 1330 . 1402,
3000 157.7 " 158,2 " 158,6 " 171, "
4000 , | 1772, | 1780 1185, 1968.2
5000 , 193,8 " 14,3 n 1G5:4 " 2220 »

Tabelle X gibt fir verschiedene Temperaturen und fir ver-
schiedene Hohen der wirklichen Fliissigkeitsschicht die Wellen-
geschwindigkeiten in m/sec an. Man sieht, wie ja auch schon aus
den entsprechenden Betrachtungen von § 5 bekannt ist, daf die
Modifikationen der Wellengeschwindigkeit nur gering sind.

') Die Annahme" einer isothermen Atmosphare mit endlicher Hohe ist
selbstverstandlich nur eine zu Vergleichszwecken dienende ‘Fiktion.
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. Im Anschlu an diese Rechnungen ist noch eine Bemerkung-
notig- Uber dieGenauig-keit der zu Formel (4) fihrenden A pproximation.
Im Falle homog-ener FIUssig keit setzt man ja bei der Annahme
langer Wellen €igah = o M' was fir beliebig groRBe o immer nur
‘einen beliebig kleinen Fehler ausmacht, wenn a gentigend klein,
d. h. die Wellenlange genligend groBwird. Im vorliegenden Fall liegen
die Dinge aber komplizierter, weil an die Stelle von a der Ausdruck

N ‘/ 9?4-&’*-}' (B—a U]'—(‘r_"]""“(:Tg:fl."l_ﬁ)sl

tritt, wobei von der Erdrotation as unwesentlich abgesehen wird.
Wenn hierin a beliebig klein wird, bleibt der erste Summand unter "
der Wurzel konstant, etwa von der GréRenordnung- 108, der zweite
Summand wird sehr klein, der dritte und vierte Summand wirken
in einem flr unsere Zwecke ginstigen Sinne, weil sie den Betrag,
von.N herabdriicken. Immerhin miissen wir auch bei sehr langen
Wellen ungiinstigenfalls mit 10* als GréRenordnung fiir N rechnen.
‘Setzt man h — 5000 m, so sieht man durch eine Uberschlags-
rechnung, dal dabei unter Umstédnden schon Fehler bis 10% auf-
treten kénnen, wenn eben nicht die beiden Subtrahenden den Wert
von N verkleinern. Es mag hier g-eniigen, auf die Notwendigkeit
derartiger Fehlerabschatzungen hinzuweisen. Bei . praktischen Auf-
gaben wird man zweckmaRig Naherungsverfahren anwenden oder
die Fehler nach Verfahren abschétzen, die den speziellen Bedingungen
ang-epaldt sind.

Um die Wirkung der Erdrotation auf die Geschwindigkeit langer
Oberflachenwellen zu untersuchen, setzen wirin (3) &, o und wieder

g Nk = -1—" Dann erhilt man

g e vt Pl
gI‘k g‘j\g l+yu

Wir wilien Mgn?) 5= 108 Feroer iat ‘Mg'n_q— io! und als Héchst-
wert Mgn Q= 10-% Damit wird

) 2
Mgn‘/——gn- = 10t & Y 1079
gih gl
1+5 {]+ _:")y

yh
Mgn ¥ = 10t
14 2T

%y Mgn = Magnitudo, bedeutet die GroRenordnung der betreffenden GroRe,
aso hier,-da3 h von der GroRenordnung 1000 m sein soll.
6
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Unter der zweiten Wurzel ist aso das Glied von der GréRen-
ordnung 10° gegen das Glied von der GréRenordnung 10°zu ver-

nachlissigen,  Auch das Glied -ﬁ'(-}:% ist mindestens 1000mul

2
kleiner als das erste Glied. Also kénnen die Wirkungen der Erd-

rotation') gegeniber den anderen Faktoren vernachlassigt werden.
Jedoch sei darauf aufmerksam, gemacht, da nach (5) die Wirkung
der Erdrotation darin besteht, daR sich die Wellenstérung in beiden
Richtungen mit etwas verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzt.
Haben wir es mit Schichten zu tun, deren Tiefe sehr groB ist
im Verhdltnis zur Lange der betrachteten Wellen, so konnen wir
in (3) (5t} Nh = 1 setzen. Lassen wir den geringen EinfluR der Erd-
rotation unberlcksichtigt, so ergibt sich as Frequenzgleichung

*e__.L_ H_i’_ % .._.91._
{6} v yv a‘v*+?ﬂ“—o.

Da sich diese Gleichung schreiben lalit
(6a) (v*'— ! ) (v*’— g ) (t)“-;- _.E'_) = q,
oy “ “

so ergibt sich das Resultat, dal3 in einer sehr tiefen Schicht mit
freier Oberflache neben Schallwellen noch die Stokes'schen
Wellen auf sehr tiefem Wasser auftreten konnen. Da sich aus der
3. Klammer imaginare Werte fiir v* ergeben, aso komplexe fir B,
stellen diese Typen einen instabilen Fall dar. Denn der Perioden-
faktor e ®Y hat dann einen unperiodischen Anteil, der bewirkt,
daR die StérungsgroRen mit der Zeit (ber ale Grenzen wachsen?).
Uber die Giite der Approximation lim Sg Nh — 1 sei hier nur
bemerkt, daf sie mit zunehmender Tiefe der Schicht naturlich immer
besser wird. Nehmen wir wie Seite 83 an, da3 N von der GroRen-
ordnung 10™ ist, was, wie wir sahen, auch bei sehr langen Wellen
zutreffen kann, so mu3 Nh , 2,450 sein, damit unsere Approximation
Stg Nh= 1 bis auf 1 % richtig ist. Daraus folgt mit obigem Wert
fur Nh 245 km. Im Ubrigen wird man sich Uber ihre praktische
Brauchbarkeit wie im Falle langer Wellen auf seichtem Wasser
immer von Fall zu Fall orientieren.

') Es mag an dieser Stelle nochmals betont werden, daR wir durch unseren
Ansatz (Bewegung' in einer Vertikalebene) nur die eine horizontale Komponente der
Erdrotation berlicksichtigen.

2) Die Frage, wann die Wellen instabil werden, ist hier nicht mit behandelt worden.
Vorstehende Bemerkung zeigt, auf welche Weise die Stabilitatsuntersuchung vor
sich gehen kann, wie ja auch aus der Hydrodynamik bekannt ist.
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Wir wollen nun noch kurz die Bewegungen der Wasserteilchen
im Falle von Wellenbewegungen einer Schicht mit freier Ober-
flache diskutieren. Da an der starren Grenzfl&che z — o die Ver-
tikalkomponente der Stérungsgeschwindigkeit verschwinden muf,
folgt fiir die Konstanten

K ——k —X

>

und wenn wir diese neue Konstante K in die Ausdricke (1,50
und 8 10) einsetzen, ergibt sich fur die StérungsgréfRen, wenn wir
statt der Exponentialfunktion die Realteile benutze»,

wl
Kei'® r
- au;»(,s_aw{l )+ 22 (p-al)] SNzt
+ a NGof Nz} sin (aw — f)
vl
we K& i SinNecos(az—J6)

ol

KQe?

P =t g Gttt (G ) @mne v O

+(f-alf) Nliquz} sin{nx— 44

wi

_ . KQeTT g -

><@:mNH—Ny(ﬁ—nU)Lo)Ng}sin(am—ﬁt}.

N kann unter Umstinden imaginir werden, Wir setzen N=iN’,
wo also N reell sein soll. Da nun

GiniN'z = isinN'z und iNGofiN'eg = iN'cozN'z
ist, vertauschen in diesem Kalle in (7) sin {axz— #t} und cos{ax—Ai)
ihre Platze. Hs war bei AuBerachtlassung der Erdrotation naeh
(157 R . \

t_.gF - . _!9.,_"____.?_
Ni= 4 +et-y(—al)—ga {f e
Setzt man hierin fiir den Fall von Oberflichenwellen auf tiefem
Wasser
(..r‘q_?__“_q)ix 4. {15, 6a)
121 &
0 wird
N* (5'_":_&)’.
F

In diesem Falle ist also N reell,
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Der Betrag des Verhdltnisses der Horizontal- zur Vertikal-
amplitude ist nach (15,11), wenn wir wieder die Wirkung- der Erd-
rotation vernachléssigen, und fur seinen -aus (7) folgenden Wert

w

einsetzen
8 ‘%4=&T::75-@—,[9(§—?)+N@tg}\&].

Da Stg Nz mit wachsendem z abnimmt, sind die Bewegungen der
Teilchen in groReren Hohen immer weniger flach als am Erdboden,
was ja auch anschaulich sofort einleuchtet.

Wenn wir lang'e Wellen in flachen Schichten untersuchen, so
erhalten wir mit (4) aus (8)

2
© ‘A‘d L 1 [g(r y)_+1]

[} 24 gh (% —}') z t
Aus (9) geht hervor, da3 in ein und derselben Héhe bei léngeren
Wellen die horizontale Geschwindigkeitsamplitude in stérkerem
Male die vertikale Uberwiegt, as bei kirzeren Wellen. Haben wir
beispielsweise eine Luftschicht mit der konstanten Temperatur
T= 260°. Die Hohe der Schicht sei 3 km. (Vgl. dazu Seite 82,
FuBnote.) Dann ergeben sich fir die Wellenlange 50 km die in
Tabelle X1 angegebenen Werte des Amplitudenverhéltnisses [‘f?)
in verschiedenen Hohen z. Die zweite Zeile gibt das Verhaltnis
bei Berucksichtigung der Kompressibilitat, die dritte Zeile ohne
dies, die vierte Zeile fir eine homogene Flissigkeit.

Tabelle X 1.

Verhéltnis der Horizontal- zur Vertikalamplitude bei langen
Wellen.

z I 200 400 600 Sco | 1000 | (500 | 2000 | 2500 | jo0Cm

kompressibel | 519|258 [17,0 [ t2,7 10,1} 6,6 | 4,0 | 3.9 | 32
inhomogen ..} 40,3 | 20,4 {138 [105 | 85| 38 | 45 | 3.7 | M2
homogen....[308 | 10,0 | 133} 99| 80| 53 | 40 | 32 | 26

Im inhomogenen, inkompressiblen Falle uberwiegt die horizontale
Amplitude die vertikale mehr als im homogenen Fall. Darin macht
sich der Einflul3 der stabileren Schichtung geltend. Trotzdem aber
im kompressiblen” Fall die Schichtung weniger stabil ist as im in-
kompressiblen inhomogenen, nimmt A/C an Grofe zu. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dal die Kompressibilitat der Flissigkeit den Weilen.



Zur Theorie der Wellenbewegungen in Luft 'und Wasser. 87

vor allem einen mehr longitudinalen schallwellen&hnlichen Charakter
verleiht (% ist umgekehrt proportional l—yv*’).

Bei Wellen im tiefen Wasser haben wir, wenn wir von den
Schallwellen mit v*= l!‘ L ubsehen, in (8) v*1= -y-emzuset.zen

Dann erg‘:bt sich

\?[=GZ?E[9(§"’)+”‘“N’}' Gl
wobei .N=i2_L"_g__?

ist. Fiir grolle Werte von z ergibt sich, ebenso wie im homogenen, in-
kompressiblen Fall —g = 1. Awplitude der Horizontal- uind Vertikal-

geschwindigkeit sind dann gleich gro, Nehmen wir alle Zahlen-
werte wie im verigen Beispiel, nur L = 100 m, so ergibt sich fir

%— = 0,99 Bigo,06222—4,68 1074,

Dall diese Formel fiir grofle 2 nicht gleich : wird, ist eine Folge

A4
C'
praktisch gleick 1. Je groller die Wellenldnge ist, desto weniger
rasch nahert sich natiiclich it wachseuder Hobe das Amplituden-
verhiltnis der Einheit. Es sei hier nochmals betont, dal diese letzten
Uberlegungen auch fiir lange Wellen gelten, wenn die Schichttiefe
nur geniigend profl ist,
Die Differentialgleichung der Stronilinien lautet

der Abrundungsfehler. Im iibrigen ist schon fir z= 200 m ‘

da ¥ S
T w T d—y(f—al >
* [3
> {ag (é— —;v) +22yy{f—all)+aNCig Nz } ————-:IO[; Ez:_’;,%.
also integriert
{sin {az— ﬁt} [a( vr)e ey ] Sin Nz = conat. (11)

Bsi Schallgeschwindigkeit, v**= =, vereibfacht sich der von =z
abhingige Faktor zu der Konstante 1. Die Stromlinien werden
dann, wie zu erwarten war, lorizontale, parallele Geraden. Das gilt
natiirlich filr jede beliebige Form der Vertikalamplitude C,

Im allgemeinen Fall ist wegen &ino—o der Boden eine Strom-
linie. und zwar die einzige gradlinige horvizontale, wenn nicht N
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imagindr ist. Das ganze Stromliniensystem wird mit der Ge-
schwindigkeit % fortgetragen.

Die Bahnen der einzelnen Flussigkeitsteilchen kann man in
bekannter Weise aus den Geschwindigkeitskomponenten berechnen.

§ 17. Zwe unendlich tiefe Schichten zwischen starren Grenzen.

Wir betrachten nunmehr ein System von zwei Schichten, die
wir von vornherein, um die Rechnung zu vereinfachen, unendlich
tief annehmen wollen. Die gemeinsame Grenzfl&che beider Schichten
habe im ungestorten Zustand die Gleichung z = o, die untere Schicht
sei durch |, die obere durch Il bezeichnet. Es war

I
C(z)——Ke +)*+K )

Damit die Vertikalamplituden, und damit die ibrigen Stdrungs-
grollen, in der Schicht I nicht fir unendlich grolle negative 2 un-
endlich grof werden, mubl K£=o sein, also

¢ I
(1) Cle) = K'e (Fear)s
Eutsprechend mnf fir die Schicht IT gelten
gl
(1a) Cll(z) = K“e(_’__ﬂn):.

Daraus ergibt sich fiir dic Amplituden der Stérungsidrucke

e
IR Rt e

(2) (1

x{[z.Q,r:—;v glB—al/lV] (8- aU‘}( o N')}K‘

—+ Nl)

QII

D — ‘WW >

(za)

r “9‘._ NI])

x{[zQu Pg(f—all ]+ (f— aU")(———N“)}K"(

Da 1:‘1 Fie oTls und P' =< Pllg wFl ¥, ergibt sich fir die un-
westirten Drucke in geniigend kleiner Umgebung von 2 —o

(3 P =P (1—g1")
und

(31) PU= Bl (1—gI's),
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Die Gleichung der gestorten Grenzfléche lautet dann nach (2,8)

it - 28" _ (4)
mr
1 gl A
p ,,,._;;7_,,51,-{[2 Lya—gy* (f—all))+(f~all) ( z-s-’-l-Nl)}
=1 T - —_—
Qi 75— &) "
o {2 2 gtp- aU“n ity (2 i)
T (@i T

HMittels der Grenzlidchenbedingung (2, 7) ergeben sigh  die
Relationen
K= -i{g—alh Z s
El= —i(fi—-aU)Z | )

{6) in (5) eingesetzt gibt als Frequenggleichung

; Ut .
G- —-{FQT?TC;U)IJ‘{[Jﬂyu—;"g(ﬁ-ub"'ﬂ-} —nU' +NJ' l

Ull)
T i'ﬁp‘ i 2 Qg ol + ---—Nu
worin war
N"——v-—-—+n'—y(ﬁ Dy 4 Qly—ug20, VL _pa Lo

F=al 0 Gaty
Wir wollen diese recht kowplizierte Gleichung mnicht in dieser
¥orm behandeln, sondern von der Erdrotation und dem Windsprung
an der Schichtgrenze absehen. Danv kénnen wir If = o setzen.
Auch ae dem so vereinfachten Problem: 1alt sich illes wesentliche
erkennen. Die Gleichung (7) reduziert sich dunn auf die einfachere

Qgﬁ’( +_*:r2‘“ _ ﬂw(ﬂ‘;:fn;‘ ](s)

Man kann zundchst durch Probieren die naheliegenden Vermutungen
bastitigen, daf
L] 1

ﬁ’m af ﬁ’=_:_' ﬁ‘z';ﬂ

Y Da die gleiche Frequenzengleichung auch im Fall unendlich tiefer Schichten
mit freler Oberfléche gilt, wie in § 19 gezeigt werden wird, gelten die folgenden
Betrachtungen dieses und des néchsten Paragraphen auch fir diesen der Erd-
atmosphére besser darstellenden Fall.
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Losungen sind. Gerade diese Wellen, die uns schon wiederholt
begegnet sind (Stokes'sche und Schallwellen), interessieren uns
aber hier nicht. Um direkt nach 8 zu ordnen, ist ein groRer Auf-
wand an Rechenarbeit notwendig, da R auch unter den Wurzel-
ausdriicken N' und N'" vorkommt. Wir wollen deshalb (8) im
Anschluf? an Lamb 1912 etwas anders behandeln und verfahren,
dabei &hnlich wie in § 6. Wir setzen
r g[‘“ —n

gs I — I g~
2 + N pl und .

wo also 1 die Lésungen von

al= 0o

9 Pogli—ortypr g L2

sind [(9) ist die zur Differentialgleichung fiilr ({¢) gehbrige charak-
teristische Gleichung]. Die Frequenzengleichung lautet wegen

Q= RP,}I =P IN="Pyk uwd @gl= RI;“I = P = Py}
Aoty BT
(Ba) bk a'——‘ylﬂ’ =y Gs___?ﬁ["é'fg = .

Fiir it ond Y ergibt sieh daraus

a’ al af a?
= g(j_l—ﬁ,—l)—i—}ﬁg und A e #(}_ll'_ﬁ_iml)4_'5ig'
Betzt man diese beiden Werte in {g) ein, so erhilt man zwei

Gleichungen fiir g, die formal gieich sind bis auf die Indizes I und IL

Bedeutet
2adyl— ?Il.ﬁik

St =T

und ]
e
=t i
und zwei entsprechende Ausdriicke fiir ZX und M, so ist

p+Lpt M=o \

o @+ I+ M=o, |
Demnach witd
M. MU
i S5/ S

und

(1) (M7 — MAry (L2 — L) (MU T MY — o.
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Da

M— M“‘“(;Lf-t‘;-;:—*ﬁg?‘fyl_uﬂ.){a‘(r'+rni —Ay'y

T ,II
1_ Im_,_(?l“"?'.) P 1| I i ol ol
- (@ —y1 % (a"— :,uﬁn){’? ) ﬂ'k(? + 1) 4 Foky1pN)
2 a’g (g'a'—ﬁ‘) ?I it} (? _ :,ll)
LIMO_FupMT — ,
_ (@i~ 8% (—7y15Y
ergibt sich aus (:1) die Frequenzgleichung
(@ —F 0+ P — By U
— 29"y tat (20t VRGP + Ry TP = . f
Hierin sind die Faktoren, welche die Stokes’schon Oberflichen-
wellen und die Schallwellen liefern, bereits fortgelassen. Fithren

wir in {12) die flr die beiden Schichten charakteristischen Schall-
geschwindigkeiten ein

1. 1
t [ Y M =
et =7 ¢ =

g0 verwandelt sich (12} in
(B —atg?) [a? (e +- o) — P2 + | (120)
+ 29%a* [z 0t i cl— g8k (11410 + F4R] = o. |

Wir setzen hierin zur Abkiirzung wie Lawb 1412

ol? e gl == 2 p7, el - oI = 2 ¢,
wodurch
eI ell? o pt—yt
wird.,  Weiter setzen wir
_ ﬁl .v*’ .
z_?;'}.,.i:-ﬁ?, m._u.—?;—a—. {ra)
Damit ist also
L o o
= = 2R — nnd L= 2a-——pi
PV 1 g
Gleichung (rza) lautet mit diesen Abkiirzungen
. .
2¥r—2)V4- 'l I(z E—1)at—q(k— 1)9:—4%( = o, (14)

Hierin -ist iibrigens
rl el — emit ro_mt
P Erem < TR

Fiir sehr kleine x und o, d. h. filr sehr kleine Wellenlingen wird
{13) einfach .
44— @V == 0.
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Also ergibt aich P g TU_q

(15} T a i

Diese Formel hat bereits Stokes fur den Fall inkompressibler
Flussigkeitsschichten mit konstanter Dichte erhalten [statt der Tem-
peratur ist dann natiirlich die Dichte in Formel (15) einzusetzen]. DaR
im Falle sehr kleiner Dimensionen der Stérungen die Stokes'sche
Formel (15) eine gute Approximation an den inkompressiblen Fall
darstellt, war von vornherein zu erwarten. Wenn wir im folgenden
die sich aus der Stokes'sehen Formel ergebenden Werte fir R usw.
mit denen fur den kompressiblen Fall vergleichen wollen, werden
wir die ersteren durch einen Querstrich kennzeichnen. "

Nach der Definitionsgleichung fir x und w war

QU JVL [N — g

A= o¥plx = ax o

Also ergibt sich fir das Verhdltnis der Orbitalfrequenzen im kom-
pressiblen und inkompressiblen homogenen Fall

(16) ‘/Twii+jfff

Das Verhaltnis fiar dle Wellengeschwindigkeiten st oatlrlich das-
selbe wie in (16).
Fiir p hatten wir die Formel gefunden

Mi_ MU
= R oy
Dafiir [a8t sich unter Benutzung der Frequenzengleichung {1 r)schreiben
MM it 2ga?
o= I g T4V = ﬂs__-q'i('cls+ oty

Also ergibt sich fiir
B gy gt pr o T

o B Pafeito T 2-x
(17} ol ag At gt @ 2 %,-—:c
TR LAy T oz 2o

! und X" sind die Koeffizienten von z in der Exponential funktion,
die sich im inkompressiblen Fall auf a reduzieren. Die durch (17)
angegebenen Verhdltnisse lassen also erkennen, um wieviel mehr
oder weniger stark die Stérung mit Entfernung von der Grenzflache
in dem einen Falle abklingt as im anderen.

Aus (14) folgt
{18) ! — ol G2

An+ak— Dz h-nat
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Dasich die Diskussion von (1 2) sehr schwierig gestalten wirde —
es handelt sich um eine Gleichung- 4. Grades in &2 —, wollen wir
wie Lamb, nur viel ausfuhrlicher, statt dessen mittels (18) ein
Zahlenbeispiel durchrechnen, indem wir die Werte von w aus will-
kurlich angenommenen Werten von x berechnen und nachtréglich
die dazugehdrigen Zahlenwerte von o, B usw. ermitteln, welche
GroRen uns eigentlich interessieren.

Wir setzen r2 . FIL_

' P ten T T
Hei einer mittleren Temperatur von 273° mifte dann an der Grenz-
flache ein Temperatursprung von ca 54° herrschen. Dann ist
p == I/k'?f:'."::é = 332m, k= —:1"- = 1,4, und zur numerischen Be-
[

rechnung von w? crgibt sich aus {18)
BT Clouk.: W

o604 + 1,6 — 1822

Tabelle XITI,

Wellen an der Grenzlliche zweier isothermm geschichtrter
unendlieh tiefer Luftschivhten, deren Zustandsinderungen
adiabatiseh verlaufen.

IR i 1
FEAT = oo

i 2 3 4 ] b 7 4
e ™ _'8=V‘1_I:Vi i T o
8 ¥ .
o9 -4 1,000 1,70 | [,CHh Tl 21,2506 (n33 mlsec
51078 4,540 14 1,008 yE8 | 0,088 188 5| 40,8, | W74
105 008100 Lo 81 | on8o 89,3 5| 650 & | NS o
301078 2,8400 108 1,630 0,947 | 0045 | 3 LI | 182
7108 62000 11— 1,065 o850 (0,882 | 430 Hlised o | 2,78,
16-4| 0,845+ 10~ 1,088 o850 | o8| 597 wfifo 5 | 330 g
24 10~4 1,450 101 1,154 783 (w737 | 1B 222 5 | 472 4
410 4 gz 4¥0- 1 B 1,270 0,633 | 0608 | 1745 o362 5 [ DO
6-10-4] 3,250-10-1 1,360 0,558 | 0,526 | 2288 g3z 5 | 12,
8-to-4) 3,890-10-% 1,433 04505 4483 | 2740 41391 o | 942
10-9] 0,448+ 151 1,495 D470 | 0425 | 3160 301 g (IS0
z- 10— 0,666 101 1,735 0,367 | 0,300 | 4650 ,{313 g [T480
4:10-8] o970-10-1 2,030 o302 | 0,104 | 6810 334 5 (21,00 4
f+10- 8 12000001 2,240 0,264 | 0,142 | 8450 L1338 5 (25,70
ot ¥ qan. 101 2,190 0,245 | 0,105 | B4 (330 4 2o,
10 -8| 1,570- 10-1 2530 0,237 | 6,079 [[1020  ,|33F  n [33,20 o
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Die Ergebnisse dieser numerischen
m,.r" Berechnung sind in Tabelle X I | und,
i soweit sie die Wellengeschwindigkeit
{ betreffen, in Figur 4 eingetragen;
in der Figur sind zum Vergleich
I3 noch die Wellengeschwindigkeiten
7 fur den inkompressiblen, inhomo-
/ genen und homogenen Fall ange-
geben (vgl.Tabellel |, Seite 36). Die
/ rz;/ Unterschiede zwischen den Wellen-
K geschwindigkeiten sind *in den drei
/ verschiedenen' Fallen fir groRere
Wellenléngen recht betréchtlich und
| verstarken sich, je groRer die Wellen-
lange wird. Im Falle isothermer
Schichtung und adiabatischer Ande-
[ rungen liegen die Wellengeschwin-
digkeiten in der Mitte zwischen den
fir die beiden anderen Annahmen
gefundenen Werte. Das ist auch
verstandlich; denn der Fall inkom-
o wetensnge * pressibler Flussigkeiten, deren Dichte
Fig. 4. Wellengcsch windigkeit an mit der Hohe abnimmt, stellt eine
einer Grenzflache mitca 54° Tem-  gtahjlere Schichtung- dar, als der Fall
peratursprung; (1) bei |sothqmer K . . .
Schichtung, ohne Zustandsinde- ompressibler, inhomogener Flissig
rqeclig, g&.gggﬁagmgjignhgudrg keit, und diese §Chichtung ist wieder
' :jLTng, (3|’) bei konstanter Dichte stab!Ier: ?IS Uberemanderlagerung
in jeder Schicht. zweier in sich homogener, inkompres-

sibler Flissigkeiten. Ein Vergleich

von Spalte 4 und 5 der berechneten Tabelle zeigt, da? die
Storung -insbesondere bei grofen Wellenldngen nach oben weniger
schnell abnimmt as nach unten. Die Gegeniberstellung mit
Spalte 3 von Tabelle Il zeigt, da diese Abnahme aber bei gleichen
Wellenldngen im inkompressiblen, stabileren Fall langsamer
vor sich geht as im kompressiblen, und in beiden Féallen wieder
langsamer as im Falle inkompressibler, homogener Flussigkeits-
schichten. Die Erklarung fir dieses zunéchst scheinbar wider-
spruchsvolle Resultat wurde schon auf Seite 35 gegeben: Zu einer-
bestimmten Stérung (d.h. zu einer Stérung mit bestimmten Energie-
vorrat) gehort- in dem Fall stabilerer Schichtung eine kleinere
Wellenlange. Geht man aber umgekehrt, wie wir es bei den vor-
liegenden Rechnungen ‘taten, von der Wellenldnge as dem
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urspringlich gegebenen aus, so muR natirlich zu gleichen Wellen-
langen in Fallen stabilerer Schichtung die groRere, d. b. weiter
reichende Storung gehoren..

Der Versuch, das vorstehend behandelte Problem durch Mit-
beriicksichtigung der Erdrotation und vor alem der Wind-
diskontinuitdt an der Grenzflache zu erweitern, fihrt auf auRer-
ordentlich lange Formeln, auf deren Wiedergabe hier verzichtet
werden soll.

§ 18. Weitere Bemerkungen zur Theorie der gationdren Wellen
(L uftwogen).

Die Annahme verschiedener Windgeschwindigkeiten in beiden
Schichten ist notwendig, wenn man die stationdren Wellen unter-
suchen will. Wir gehen deshalb auf die Frequenzengleichung (17,7)
zuriick, in der wir nunmehr nur die Erdrotation vernachlassigen.
Ferner ist in der Theorie der stationdren Wellen von vornherein
B=o0 zu setzen. Wir fihren, wie in der Rechnung des vorigen

Paragraphen "
A= g_{_‘g\n und i — {)‘_F_ N1
2
ein, wotin jetzt freilich
=7 +al—ya' Ut gt FE:

ist; oder anders ausgedriickt, die beiden Werte fiir 4 sind Wurzeln
der Gleichung

Ll
1’—91‘1-{—%?(—?—1)—a‘(l—}'U’)m0, (r)
die in entsprechender Weise wie (17, 9) aus der charakteristischen
Gleichung von (15, 5) folgt. Die Freguenzengleichung wird somit
I ]_l' Ud—g QALuE_g

& yIUl_g_Qn m_.ﬂ (2}
Die weitera Rechnung' verlauft wieder wie im vorigen Paragraphen,
Es ist N 1—yt UI’.J..L
goe Tue
1 pIf [718 g
P
1 Qo™ + 7]
In (1) eingesetzt ergeben sich als die beiden Gleichungen fiir p
2 I — )
FOAG Lt # -+ M L] l (3)

WLt MY =0, |
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wohei
z.-fm
L= g Tryis o
und
g’—t‘l‘ i

sowie entsprechende Aunsdriicke fiir LYW und MT gesetzt sind. Wie
frither nehmen wir an, dall /1= — 71 = [7 ist, d. h, dal} die Wind-
geschwindigkeiten in beiden Schichten gleichen Betrag, aber ent-
gegengesetzte Riclitung haben, Diese Annahme erweist sich
bekanntlich auch fiir die praktische Berechnung der Wellen hiufig
als zweckmillig!), da man im allgemeinen zwar den Windsprung
aus den Beobachtungen kennt, aber nicht den Anteil jeder Schicht
an seinem Zustandekommen. Fiihren wir die Rechnung weiter wie
in § 17 durch, so erhalten wir folgende Relation fir a

"~ UY @'~ U@ (17" U~ @ = U+
@ L+ PO~ O~ UN) - UM AT (= T —
_ QJGIIﬂ[([ _Y[U’)H QEQ.EI[Z (Q}’— QD _ Ua(IwIQ‘l)l_ FIIQD]] =0,
Wie aus der ersten Klamwmer hervorgeht, sind zundchst Wellen
miglich, wie sie an der Oberfliche einer unendlich tiefen homogenen
inkompressiblen Flissigkeit vorkommen [vgl (5, 12)]. Diese inter-

essieren uns hier uicht weiter.
Es ist Py der Druck an der Grenzfliche. Dann gilt

1 L grpll, LI ! 't mh
(5) P= QRT = QR I ¥ L "'j;n_; ?’['u"'_—_'k""
und damit ergibt sich aus (4)
pe b U
kR TH 470

6y L= 70n I ] ———,
©) g '/n—z.k____ v, etk U0 (TH-TI)'
MR (TI + T“)’ + ki T1+ Tl + TII + TI

wofiir man mit weist ausreichender Genauigkeit setzen kann

6 ~ L="T0r-; 4l e —
g I/(TII_...TI)!+ %}_‘} U (TL4 11y

%) In anderen Fallen wird gerade der Extremfall auftreten, dai die eine, etwa
die untere kalte Schicht ruht und die obere warmere dartiber hin wegstreicht. Dann
miite man in (3) U'— o0 setzen und mit den so entstehenden Ausdriicken weiter-
rechnen. Emden 1897 hat einen derartigen Fall von Wogenbildung an der Ober-
flache eines ruhenden Kaltluftsees anlaRlich einer Ballonfahrt beobachtet.
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Setzt man in (4) y' =y = o, so erhilt man die Wellenldogn fir
den iukompressiblen inhomegenen Fall ius

L=2% A o

I/(Tu Ty 3“ (T + Tl[)
Diese Formel stinmt abgesehen von cinigen belanglosen Verein-
fachungen mit (7, 4} dberein.
Setzen wir in (4) T =p" =" = I'T = n, 50 erhalten wir den
Fall inkompressibler homogener Schiclten, . Dax gibt die wobll-

hekannte Formel T4

Lt AT )
Um die Unterschiede zu tbersehen, die sich in den drei ver-
schiedenen Fallen ergeben, ist <die umstehende Tabelle XUI fiic
verschicdene Windspringe (= 2{7) und Diclitespriinge berechnet
worden, Dabei ist gusetzt

E— " 4 R— 287

£y sec:j;‘r e 9.81mfsec®; T4 TM=2.270"

Dann ergeben sich aus (50}, (7) und (8) folgende numerische Formeln
zur Berechnung der labelle (alle Groflen in MTS- Kinleiten).

T

L = bgo,5 77— - {komprassibel, isotherns), (A}
Va0 O*+ 33 (AT ’
L= bao,5 17 === {inkomproessibel, isotherm), (74}
VR T AT
28
fo= 3459 7 (inkempressibel, homogen). (8a}

Wir sehen aus Tabelle XII und aus der danuch gezeichneten
Figur 5 {fiir einen bestimmten Temperutursprung), dafl die Wellen-
tingen bei gleichen Temperatur- und Windspriingen am gréliten
sind in inkompressiblen Flissigkeitsschichten mit konstanter Dichte,
also in dem Fail, der von allen drei betrachteten die kleinste Stabilitit
hat. Im Falle eines isotherm geschichteten (rases, dessen Zustands-
anderungen adiabatisch verlaufen, sind die Wellenlingen wesentlich
geringer, und in dem Falle inkompressibler Fliissigkeit und isothermer
Schichtung ist die Wellenldnge mn kleinsten, was zu erwarten wir,
da unter diesen Annahmen die Schichtung am stabilaten ist.

n § y wurde darauf hingewiesen, dall A, Wegeners Frklirung
der zu grofen berechneten Wellenlingen der Helmholtzschaen
Luftwogen zweifelhaft erscheint, und dafl der Unterschied zwischen
Beobachtung und Thecrie wohl eher in der Nichtberiicksichtigung
der Kompressibilitit der Luft gesucht werden mub. Beriicksichtigt

Y, o 7
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Tabelle XIII.

Lange stationarer Wellen an einer Grenzflache fir ver-
schiedene Wind- (2U) und Temperaturspringe (AT).

Mitteltemperatur = 270°.

1. Inkompressibel. Isotherme Schichtung*.

‘;Tff'..;mlrsec R A | 5 bl? | F [ !lom;sec
20 |:4,2mi316m o(:m|ﬁq| m 3?4m 'm:..;m 1232 mllqnm 1596 i 1776 m
$4 [ 7Tba 2480 (441, [635, 182, !n'l-t_,.lwhusfiuwsﬁﬁ P 748 g
6% 549, 194 im,. [§65 5 i 758, 950, L1140, 1330, [1520 ¢ 1704 4
ge 4205 156, (214, 4gb, [687, i WG, 11074 11208, 1460, | HUSU 4
1wt I8, 129, 1205, 1gd7, (620, Biz, ooz, 1198, (1392 0 1588,

|
I
L
[

Adiabatische Anderungen, isotherme Schichtung.

- . | o
o U hE mlsecj 2 0 3 4 i3 68 1 7 L8 1 g ||r>1nfsec
-l | : ; . ; , :
: — e | _
30 154 0479 m "S42m 120z m 153om! lgnsm:uaom R4 294mnl 3z80m
49 B4, 1306, Bray ' gEL, 1320, 1680, (3050, 3400, ]3760,,. 3120,
I
6 57w 218y '.1(:0,, 759,,|ann,,_1440,,'18t11,[2|6n,:2530,| 2890 ,,
ar 435 |Ib7,, 362, i m_:,,,, 907 » 113:: i1590, l1g20 , 'nao,,| 2640 5
1t Mo 135 (2975 . §1Zg 0 767, lubug IIS?“-J :*?"0 L2age o} 2400y

3 Inkompressibel. In jeder Schicht konstante Sehichtung.

. U[lm'suei 1 ! 3 ! P I
ar LY
3° [li73m Et’:qz nl!x;samiz?;inlnf-;,}zs mléz3om Bado m|t ro8o m
40§ Boy 3460 7y, (1384, (2060, 3115 14200, [ 5540, Bago ,
6h (L1 ,,! 518 | 92y ,,-14.40,.:0?0,, zsau,,. 3684 5| 4660, | 5764 4
§° 43 n 173,,‘ 390, | bog . |=;31,,,I|5r’:n EXETI z?:ru,.| 3510, | 4326 4
108 | 35, [3‘5».3”»!:54»!3°5n_|3453|[6969!“14n|’8'-‘4n 3459 5

B s L} imm,fsec

1

-
[ ;
1 .

i
|
i
I

14310 M| 17295 m

.
o

man nur die nach oben abnehmende Dichte, so ergeben sich, wie
im § 7 gezeigt, viel zu kleine Werte. Da die Werte fir die Wellen-
langen, die sich bei g-leichzeitiger Beriicksichtigung der adiabatischen
Zustandsanderung-en ergeben, in der Mitte zwischen den beiden
"extremen Fdllen liegen, soll gepruft werden, ob sich tatséchlich bei
Annahme- isothermer Schichtung und adiabatischer Zustandsénde--
rungen eine bessere Annaherung an die Wirklichkeit ergibt. In der
folgenden Tabelle sind nach A.Wegener 1906 fir drei Falle die
beobachteten Werte fir Temperatur- und Windsprung, Mittel-
temperatur, sowie die Wellenldnge, wie sie beobachtet wurde, an*



Zur Theorie der Wellenbewegungen in Luft und Wasser.

99

"'g-eg-eben, ferner die fiur den homog-enen inkompressiblen, fur den

inhomogenen inkompressiblen und fir den

siblen Fall berechneten.

inhomog*enen kompres-

Tr—
w )
- !
!
o
s f
i
!
!
i
s."“.‘."‘,‘
3
o
£ 20
-y
[
o
3
X 10
Fig. 5. Wellenlénge von Luftwogen -
bei einem Tetnperatursprung von 6°
und verschiedenen Windspriingen.
(1) in einer inkompressiblen unge- e
schichteten Atmosphére.
(2) in einer kompressiblen geschieh- > ‘
teten Atmosphare. P
(3) in einer inkompressiblen geschich- g 2 ¥ £ 8RR K E NN
teten Atmosphére. HWindsprang in mjsec.
TabelleX V.
Beobachtete und berechnete Werte der Lang-e stationarer
Weilen.
e L _ML .. PR
Dawm || AT | 2T | g= ZE | beob. | Fkom | feom | ko
# [ achtet homagen irllhumoge.n ishomogen
6. Dazember || 2,29 . r6oom | 4300m | ga8 m Téug m
. ]
o5 [laon |V I Gon0ml (agbom) | (86gm) | (400 m)
2. Februas || . g "}Egﬂ'"' o
190k 1 24272 Imisec (mvm)‘ tgam | 3470 44 m
t3. Februac . e H ! ] -
1906 A a7 2-273% g mfsec| 1vEm 5 213m 166m. 193 m
| 1 1

?‘
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In dem ersten Beispiel ist der nicht eingeklammerte Wert fir
den Temperatursprung der Abstiegswert; die nicht eingeklammerten
Werte fur die berechneten Wellenldngen sind mit diesem Wert
berechnet. Der eingeklammerte beobachtete Wert fur die Wellen-
lange ist aus der Zeitdauer der langsten Temperaturwelle allein von
A. Wegener berechnet und daher unwahrscheinlicher as der Wert
von 1600 m, der aus dem mittleren Wert berechnet wurde. Wie
man sieht, gibt die einfache Helmholtz-Wegenersche Formel
(6. Spalte) zu groRe Werte, 2360 m bzw. richtiger 4300 m, denn da
es sich bei der Wellenlange um eine Beobachtung beim Drachen-
abstieg handelt, ist die Wellenldange von 4300 m -(die sich aus
AT—_2,2° ergibt) die Richtigere. Wenn man nur die Schichtung
beruicksichtigt, ist die Wellenlange betréchtlich zu klein, wenn auch
nicht mehr um so viel, wie vorher zu gro. Beriicksichtigt man
schliefflich auch noch die Kompressibilitat der Luft, so erhdt man
sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung.
Am 12. Februar 1906 gibt” Wegener as beobachtete, d. h. aus
der Dauer der registrierten Temperaturoszillationen und der
herrschenden Windgeschwindigkeit berechneten Wellenldnge 1037 m.
Dabei ist ds Windgeschwindigkeit 11,8 m/sec angesetzt, offenbar
die ,mittlere"” Windgeschwindigkeit der ganzen Schicht. Dagegen
entnimmt man den Li ndenberger Berichten eine Windgeschwindig-
keit von 8 m/sec in 1000 m Hdéhe, d. i. in der Hohe der Sprung-
schicht. Dieser Wert ist zwar beim Aufstieg gemessen, aber da
sich derBodenwert der Windgeschwindigkeit bis zum Abstieg nicht ge-
andert hat, darf man wohl dasselbe auch von dem Wert in 1000 m Héhe
annehmen. Mit dieser Windgeschwindigkeit erg'ibt sich die Wellen-
lange zu 709 m. Da die Wogen ja der Sprungschicht ihre Ent-
stehung verdanken, ist die Annahme einer Windgeschwindigkeit
von 8 m/sec und damit einer Wellenlange von 709 m wohl plau-
sibler, so daR auch das zweite Beispiel und ebenso auch das dritte
zugunsten unserer Ansicht spricht, daf der Einflu} der Schichtung
und Kompressibilitdt mit zu beruicksichtigen ist, und da® man ohne
diese Korrektionen wie Wegener zu grolle Wellenlangen erhélt.
Ubrig ens darf hierbei nicht vergessen werden, daR ja unsere An-
nahmen, wenigstens soweit sie die Stabilitat der Schichtung betrafen,
noch nicht mit der Natur Ubereinstimmten. In Wirklichkeit herrscht
in der Troposphére, in der die Luftwogen beobachtet werden, doch
Temperaturabnahme nach oben, wahrend wir Isothermie annahmen,
also starkere Stabilitat der Schichtung voraussetzen, als tatsachlich
vorhanden ist. Auflerdem haben wir wie A. Wegener angenommen,
da3 obere und untere Schicht dem absoluten Betrag nach gleiche
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Windgeschwindigkeiten aufweisen, was bekanntlich betréchtliche
Abweichungen der Theorie von der Beobachtung bewirken kann.
SchlieRlich gehéren zu anderen Wellenformen andere Wellenlangen.
Trotzdem wird, wie ich hoffe, aus den Beispielen und der ganzen
Uberleg-ung hervorgehen, daR die entwickelten Formeln u. a. hier
ein brauchbares meteorologisches Anwendungsgebiet finden. Darum
allein, nicht um eine erschépfende Behandlung der Theorie der
Luftwogen, handelte es sich hier zunchst ').

§ 19. Zwe Schichten mit feser unterer Grenze und freier Ober-
flache.

Die feste untere Grenze des Systems liege in z = 0. Die
untere Schicht | habe die Dicke h' so daR aso die Gleichung der
ungestérten gemeinsamen Grenzflache z —W ist. Die obere
Schicht Il habe die Machtig-keit h'' h'; aso wird die Gleichung
der ungestorten freien Oberflache z — h'.

Da die Grenzbedingung an der unteren starren Grenzflache

lautat t

Wy = O,
wird
F1
O = K\ T Bin Nz ()
1
. K"
P s g ary (=)
< “;9,,« -1—_(;(1—,!- y‘)(ﬁ—aU‘) @in Nz (8- U N o] N's).

Wir wallen wahrend der folgenden Rechnung zur Abkiitzung setzen

Wy (f-all?= {(A—ulIHNI =1
|

20,049 (5 = ) el = m,

und drei entsprechende Grofen fir die zweite Schicht, wobei aso
Uberall an Stelle der Indizes 1 die Indizes Il treten. Fir die zweite
Schicht gilt zunadchst, solange die Oberflachenbedingung nicht
beriicksichtigt wird, nach § 15

_1.1_1_1, u, ¥l
P ) PR P &

') Eine Behandlung der Theorie der Luftwogen erscheint im Koppen bande -
von Gerlands Beitragen zur Geophysik.
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(@) DP= CL;IQH fn'fmlr (Eme ey B3 Y™ m( R ER Y],

Fir den ungestirten Druck in einer genligend Kleinen Umgebung
der freien Oberfliche gilt, wenp P:l den ungestdrten Druck in

2 = K bezeichnet, P Py g Mg R,
Die Gleichung der schwingenden freien Oberfliche lautet
Plipll=o,
und aus der Grenzbedingung der freten Oberfliche (2, 104) folgt
—i(f—al™) D g QIO = o,
In dieser Gleichuny deuten die unteren Indizes 2 wie gewibnlich
dorauf bin, daf in den hetreffenden Ausdriicken z = Al zu setzen

ist. Man erhilt daraus ais Relation zwischen den Konstanten K[!
und KI' resp, derch Einfihren einer neuen Kovstanten KM

K;IBNIIM[ . K‘;Ie_ﬁllhl'[ xu
Bl Gl =g =~ el i I
Damit wird aus (3} und (4)

l ' Rk
(3;1) = FUpy v
{[{ﬁ—aU”)m“——gc"]@iuN"{zwk”)—(ﬁ—aU“)E”@oiN"(z-}aﬂ)]
i ol
()4 D = -0y QUK (— Uy mitt— gLt (F— ) 1]
> Sin Nih{z— b0~ g I Eof N”(z—h“)}‘
Um die Freguenzengleichung aufzustellen, brauchen wir wieder
die Grenzbedingungen an der gemeinsamen Grenzflache beider
Schichten. In genlgend kleiner Umgebung dieser Grenzflache
(ungestort z--o0) ist
PL_pl- —g\[Q{— Q}‘}[z.-k’).
(Wir charakterisieren die auf diese Grenzflache bezogenen GréRRen
durch den Index i.) Die Gleichung der gestdrten Grenzfléche lautet

Pl PUyplpll=,

worin die angegebenen GréRen fir P—pP" und fur p', p" bzw.D',D"
einzusetzen sind. Anwendung der Grenzbedingung (2,9) gibt ein
ziemlich umsténdliches System von zwei linearen homogenen
Gleichungen fir K' und K'". Da natiirlich K' und K" nicht gleich
Null sein sollen, muR die Determinante des Systems gleich Null
sein. Das liefert die Frequenzengleichung
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{Qi‘“‘“”’ ("4 T Gtg N -9 (@~ @D) -

g R Q"'(ﬁ —a U (mu? - ju¥) - yC"[m"HH@:tgNu(kl-hn)]]_
—g(Q— QD {(B—a U™ [m"— 1 Sag N WA + @)
+Q}Q¥£_;Il-ﬂ—*;m' (mt 4+ B Gtg NV A <

< {(B- @ Um) (mied — 00y . g1 [t - Bt Gtg N1t (it~ W)} =

Wir werden uns aher weiterhin nicht mit der Frequenzengleichuug
in dieser allgemeinen Form beschéftigen, sondern voraussetzen, dul
der Wind an der Grenziliche keinen Sprung erleidet, so dall wir
setzen kdnnen Ul = [Pl = 0. Dann geht die Frequenzengieichung
iiber in

Q' (f—a'g") = T;% lg (a'— gﬁ") N1 Stg N hi )
\ (ﬁ_’lj_n )_.ﬂlNll Gl NU (A1 — Rt ] (6}

Wir nehmen zundchst an, da3 beide Schichten sehr tief sind im
Verhéltnis zur Wellenlange. (In § 16 sahen wir, daf3 diese Annahme
bei Wellen, wie wir sie hier betrachten, im allgemeinen gerecht-
fertigt ist.) Dann geht (6) in eine Gleichung Uber, die, wie man
leicht nachweist, mit (7, 8) identisch ist. Also lassen sich, wie schon
damals bemerkt, ale fur den Fall zweier unendlicher Schichten
zwischen starren Grenzen gezogenen Schlisse auf zwei unendlich
tiefe Schichten mit freier Oberflache Ubertragen.

Ist die Tiefe der unteren Schicht beliebig, die der oberen sehr
groB, was im allgemeinen auf die Atmosphére zutrifft, so be
statigt man ebenfalls durch Einsetzen, da Oberflachenwellen vom
Stokes'schen Typus BZ 99 gg

moglich sind, die ihren Sitz an der freien Oberfl&dche haben. Weiter
wollen wir diesen Fall hier nicht verfolgen.

"Desgleichen soll der Fall zweier sehr flacher Schichten hier
nicht behandelt werden. Die Durchrechnung zeigt im Ubrigen, dal
die Abweichungen der Wellengeschwindigkeit in einer kompressiblen
Flussigkeit von der Wellengeschwindigkeit in einer inkompressiblen
inhomogenen Flissigkeit, die in § S behandelt wurde, sehr klein sind.
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Schlufs,

Eine nochmalig'e Ubersicht iber die Resultate zu geben, er-
tbrigt sich mit Rucksicht auf die Einleitung*. Es mdgen hier nur
noch ein paar Punkte hervorgehoben werden, die die Fortfihrung
der Untersuchung" betreffen.

In der vorliegenden Arbeit ist durchweg allein der Fall exponen-
tiell abnehmender Dichte, d. h. isothermer Atmosphare, bzw. linearer
vertikaler Windabnahme oder -zundhme. behandelt worden, um
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu erhalten.
Das bringt natirlich eine Beschréankung in der Anwendbarkeit der
abg'eleiteten Formeln mit sich, obwohi® sich auch unter unseren
Annahmen, wie das Beispiel der Wogenwolken beweist, recht be-
friedigende Resultate ergaben. Es wird deshalb nétig- sein, auch
die Wirkungen linearer L—f'emperaturabnahme und anderer, den
naturlichen Verhéltnissen mehr angepafter, Windverteilungen auf
die Wellenbewegungen zu untérsuchen. Das kann einmal auf dem
hier eingeschlagenen Wege geschehen, wobei a priori keine Voraus-
setzungen Uber die Dimensionen der Wellen gemacht werden,
ferner aber, indem man die fur lange Wellen gultigen Unter-
suchungen von Bjerknes uber quasistatische Wellenbewegungen
auch auf den baroklinen Fall Ubertragt. Bei Mitberucksichtigung-
der Erdrotation haben ja im dbrigen gerade die langen Wellen
ein besonderes Interesse weg-en ihrer Bedeutung fur das Zyklonen-
problem.

Das Ziel vorliegender Arbeit ist, wie schon in der Einleitung
betont wurde, einen Uberblick dar[]belr zu erhalten, wie die bekannten
Wellentypen durch vertikale Dichteanderung- in den Ozeanen und
durch die Kompressibilitat in der Luft modifiziert werden. Derartige
Untersuchungen sind seitens der Geophysiker haufig mit unzu-
reichenden analytischen Hilfsmitteln unternommen worden. Viel-
leicht dient die vorliegende Untersuchung* dazu, auch etwas zur
Verbesserung der mathematischen Methoden beizutragen.

Von Anwendungen auf spezielle Naturerscheinungen sind hier
nur die stationaren Wellen (Luftwogen) behandelt worden. Weitere
Beispiele fur Anwendungsméoglichkeiten der entwickelten Formeln,
z. B. auf Schwingungen der Luft in einem Gebirgstale, auf
Schwingungen, wie sie Weickmann 1927 beim maritim-konti-
nentalen System festgestellt hat und anderes, sollen spéater folgen.
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