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INTRODUCTION

. Point matériel. — un a WSSMfk} point materiel un p0|nt
geometrlque en lequel on suppose "condensée do la matiére
obéissant aux lois habituelles do la nature. Nous considére-
rons les corps commedes assemblages do points matériels.

2. Mouvemenl! et repos. — On dit qu'un corps est en
mouvement quand il change do position par rapport a des
points fixes ou supposés fixes; il est dit an repos dans le cas
contraire.

Un point en mouvement sera appelé un mobile.

3. Principe de pinertie ; forces. — Une observation jour-
naliére nous apprend qu'un corps au repos y reste indéfmi-
ment si aucune cause extérieure n'intervient pour Ten
tirer ; plus généralement, nous admettrous, coinme un prin-
cipc régissant la matiére (principe de I'inertie), que |'état
de repos ou de mouvement des corps ne pent étre modifié
sans Fintervention de certaines causes extérieures qu'on
appelle des forces.

L'existence des forces n'a rien d'hypothétique ; elle nous
est revelee par une expérience de tous les instants : c'est
ainsi que nous avons le sentiment d'un effort & exercer soit
pour soul ever un fardeau, soit pour soutenir un corps que
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2 INTRODUCTION

nous avons a la main et I;empécher de tomber. Dans le pre-
mier cas, I'intervention d'une cause extérieure met le corps
en mouvement; dans le second cas, elle modifie le mouve-
ment que prend, sous Taction de son poids, tout corps
abandonné a lui-méme a la surface de la terre.

Il peut arriver toutefois que Taction d'une force sur un
corps ne modifie pas, du moins en apparence, son état de
repos ou de mouvement : c'est ainsi, par exemple, que Ton
peut exercer un effort sur un fardeau sans parvenir a le
soulever.

D'aprés cela, nous appellerons force toute cause qui
modifie ou qui lend a modifier I'état de repos ou de mouve-
ment des corps.

Ajoutons que les forces paraissent trés diverses par leur
nature : effort musculaire, pesanteur, force électrique, etc.

4. Objet et divisions de la mécanique. — La mécanique a
pour objet I'étude du mouvement et des forces qui le pro-
duisent. Pour cette étude, il n'est pas nécessaire de con-
naitre la nature intime des forces; il suffit qu'on puisse les
comparer entre elles, c'est-a-dire lesmesurer. Nous verrons
plus loin comment on y parvient.

On divise la mécanique en deux parties : la cinématique,
ou I'on soccupe du mouvement en faisant abstraction des
forces qui le produisent, et la dynamigue, ou I'on soccupe
du mouvement et des forces.

Comme cas particulier de la dynamique, on étudie celui
ou le corps reste au repos sous l'action des forces qui
agissent sur lui; la partie de la mécanique qui soccupe de
ce cas particulier, d'ailleurs trés important, porte le nom
de statique.

Avant d'aborder I'étude de la mécanique, nous allons
donner quelques notions sur les vecteurs.
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CHAPITRE UNIQUE

NOTIONS SUR LES VECTEURS

5. Définitions sur les segments. — Tout segment de droite
AB (fig.1) peut étre parcouru par un mobile se déplacant
de A vers B ou de B vers A;
lorsque le mobile part du point
A B A pour aboutir au point B,
Fig. 1 A sappelle I'origine et B I'ex-

. "tr émitédu segment.

Pour rappeler quelle est Porigine et quelle est I'extremité
d'un segment, on convient de le désigner par deux lettres,
en mettant au premier rang lalettre qui esta I'origine; par
exemple le segment AB (fig. 1) est un segment qui a pour
origine lepoint A et pour extremité le point B, tandis que
le segment BA (fig. 1) apour origine le point B et pour
extrémité le point A.

On appelle direction d'un segment la direction qui va de
I'origine a Pextrémité du segment.




4 PRELIMINAIRES

Lorsgu'une direction D (fig. 2) est rapportée & un triédre
(0. xy2), pour la définir
analytiqguement, on méne

z par I'origine la demi-droite

OD' parallélled ladirection
D et I'on prend un point

D’ quelconque A sur cette

/ demi-droite; ladirection D

est alorsla méme que celle

du segment OA. Si donc

a, b, c sontles coordonnées

du point A, parrapport au

triédre (O.xyz), la direc-
tion D et complétement
Fig. 2 définie par ce systéme de

trois quantités.

Quand plusieurs segments sont paralléles a une méme
droite, il y a avantage a affecter leurs longueurs du signe +
ou du signe — suivant gu'ils sont dirigés dans un sens
convenu ou dans l'autre; la longueur d'un segment ainsi
précédée du signe +- ou du signe — sera appelée la valeur
algébrique du segment; nous appellerons d'ailleurs direction
positive des segments la direction des segments dont la
longueur et affectée du signe +.

Si Ton rapporte un segment a trois axes de coordonnées
Ox, Oy, Oz, il est clair qu'on peut le définir analytique-
ment par les coordonnées X, y, z de son origine et par
s projections X, Y, Z sur les axes. Les coordonnées X,
y, z définissent I'origine et les projections X, Y, Z défi-
nissent et la direction et la grandeur du segment.

6. Vecteurs. — On appelle vecteur un segment de droite,
abstraction faite de sa position dans I'espace. Oncomprend,
d'aprés cela, ce qu'il faut entendre par origine, extrémité,
direction et valeur algébrique d'un vecteur. On termine
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génedralement un vecteur par une fléche qui en indique la
direction. _

De ladéfinition méme d'un vecteur, il suit qu'il y alieu
de considérer comme égaux deux vecteurs paralleles et dont
les valeurs algébriques sont égales. Nous dirons done que
deux vecteurs sont égaux quand ils ont méme direction et
méme valeur algébrique, et cela, quelle que soit leur posi-
tion dans I'espace, do sorte que I'on peut prendre pour ori-
gine d'un vecteur n'importe quel point; toutefois, dans
beaucoup de questions, il pourray avoir avantage a fixer
cette origine, et c'est ce que nous ferons toutes les fois que
nous | e jugerons opportun.

7. Vecteur resultant. — Eltant donné un systéme de vec-
teurs distribués d une maniére
quelconquo dans I'espace, con-
cevons qu'on les transporte pa-
rallvelementa eux-mémes de fagon
aleur donner la méme origine
A, B, 0; soient alors OA,, OA,,...0A,
les vecteurs aprés qu'ils ont été
ainsi transportés (fig. 3); on ap-
44 pelle véctenr resultant ou somme
géométrique du systéme de vec-
teurs considérés le vecteur obte-
nu d'aprés laregie suivante :

On méne le vecteur A,Mga au vecteur 04,, puis le
vecteur B,B; égal au vecteur OAj;, etc., enfin le vecteur
B, B, ega au vecteur OA,; par définition, |e vecteur résul-
tant est levecteur OB, et I'on appellevecteurs composants les
vecteurs OA,, OA,,... OA,. La ligne polygonale ainsi
obtenue porte le nom de polygone des vecteurs,

B,

Fig. 3

8. Composition desvecteurs. — On appelle composition
des vecteurs I'opération qui consiste a trouver, dapres la
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régle précédente, le vecteur résultant d'un systéme de
vecteurs.

9. REMARQUES. — 1° La régle de composition des vecteurs
revient a composer le premier avec le deuxieme, le vecteur
obtenu avec le troisiéme, et ainsi de suite.

2° Le vecteur résultant des deux autres est la diagonale
du parallélogramme construit sur les deux autres, et le
vecteur résultant de trois vecteurs non situés dans le méme
plan est la diagonale du parallélépipede construit sur les
vecteurs composants.

3° Tout vecteur dont les projections sur trois axes sont
X, Y, Z peut éidemment étreconsidéré comme le vecteur
résultant des trois vecteurs X, Y, Z de méme origine que
le premier; pour cette raison X, Y, Z sappellent les vec-
teurs composants du vecteur considéré suivant les axes.

4° On dit souvent résultantc et composanfe au lieu de
vecteur résultant et composant. -

5° La somme géométrique d'un systéme de vecteurs
coincide avec la somme ordinaire quand tous ces vecteurs
ont la méme direction; de let le nom de somme géomélrique.

6° La régie de composition des vecteurs n'indique pas
I'ordre & suivre pour effectuer cette composition; le théo-
réms suivant montre que la résultante est toujours la méme,
quel que soit I'ordre de composition adopté.

10. Théoréme. — La resultante d'un systéme de vecteurs
est inddpendante del'ordre de composition.

La proposition est édente pour deux vecteurs; car la
résultante est la diagonale du parallélogramme construit
sur ces deux vecteurs.

Je vais la démontrer pour trois vecteurs, OAs OA,, OA;
( fig. 4), et pour celgje vais montrer que Pextrémité duvec-
teur résuitantest laméme, quels que soient les deux vecteurs
par lesquels on commence la composition. Si Ton com-
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mence la composition par les deux vecteurs OA; et OA,,
Pextrémité du vecteur r--

A, sultant est le point M, ex-
L trémité du vecteur éga
’ a OA; et dont |'origine est
---------- - lepoint I, quatriéme som-
met du paraliélogramme

» construit sur OA; et sur
/0 7 OA.. Or, soit H le qua-
A trieme sommet du paral-
ielogramme construit sur
OA, et sur OAj3; lesdeux
vecteurs AoH et IM étant
égaux a OA;z sont égaux entre eux, par suite la figure
IA,HM est un paraliéiogramme; il en résulte que le vec-
teur HM est égal au vecteur A,l et par suite au vecteur
OA,; done, si Ton commence la composition par les vec-
teurs OA, et 0A,, ontrouveencorelaméme extrémité pour
le vecteur résultant, ce qui démontre la proposition pour
trois vecteurs.

Pour prouver que la proposition est générale, il suffit a
présent del'admettrepour n— 1 vecteurset deladémon-
trerpour n. Soit done V,, V,,... V.., V.., V, un sys
teme de n vecteurs; il suffit évidemment de prouver que la
résultante est la méme, quel que soit celui des vecteurs par
lequel on termine la composition.

Supposons donc que Ton termine d'abord par V,, puis
par V¥, ,; dans le premier cas on cherche d'abord la résul-
tante du s y V¥, V¥,... ¥,,, , comme l'ordre de
composition est arfritraire, par hypothése, on peut cons-
truire d'abord la résultante R des n—2 vecteurs V;,
Vis-.o ¥V, puisla résultante R, de R et de V, ;, et
enfin celle de R et de V,. En raisonnant de méme
dans le second cas on sera evidemment conduit & compo-
ser R avec Vs, puisla résultante obtenue avec V,_,; dans

Fig. 4
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les deux cas on voit que la résultante est la méme que
celle du systeéme des trois vecteurs R, V, 1 V,, ce qui dé-
montrelaproposition.

11. Corollaire. — Dans la composition des vecteurs on peut
remplacer deux ou plusieurs vecteurs par leur résultante.

On peut en effet commencer |'opération par les vecteurs
que I'on veut remplacer. '

12. Théoreme. — Laprojection surun axe da vecteur résul-
tant d'un systérne de vecteurs est égale a la somme algébrique
des projections des vecteurs composants.

Cette proposition étant démontrée dans tous les cours de
géométrie analytique, nous nous bornons & I'enoncer.

13. Théoréme. — La projection sur un plan du vecteur r--
sultant d'un systérne de vecteurs est égale a la résultante des
projections des vecteurs.

La démonstration de ce théoréme est évidente : il n'y a
gu'a.projeter le polygone de composition sur le plan.

14. Probteme |. — Plusieurs vecteurs étant donnés par leurs
composantessuivant trois axes, trouver lescomposantes du vec-
teur résultant suivant les mémes axes.

Soient Xi, Yi, Z les composantes de I'un quelconque
des vecteursdonnas ; X, Y, Z celles du vecteur résultant.
L 'application du théoréme numéro 12 donneimmeédiatement

X=X, Y =XY, Z=Xi.

15. Corollaire. — Pour que le vecteur résultant soit nul, il
faat, et il suffit, que la somme algebrique des projections des
Vecteurs composants sur trois axes de coordonnées soit nulle.

En d'autres termes, il faut et il suffit que Ton ait

¥Xi =0, Y =0, EZi =G
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16. Probleme | | . — Connaissant deux vecteurs et I'angle
guils forment, calculev
leur résultante.

Soient P et Q (fig. 5)
les, deux vecteurs, R
leur résultante et 0 leur

~angle; on a, dans le

- — triangle OPR,
4] P -_— g =y
Fig. 5 OR = 0P PR
-+ 90P . PRt cos 0 ;
d'onr

R? = P? 4 Q*-1-2PQ cos 0,
En parliculier si # estnul ou égald »,ona R =P 0.
17. REMAROUE. — Le méme triangle donne

OP PR OR
sin PRO _ sin POR _ sin OPR’
c’est-a-dire
P 0 R

sin{R.Q)  sn(P.R) _ sin(P.Q)

18. Produit géométrique de deux vecteurs. — On appelle
produit géométrique de deux vecteurs ® le produit de leurs
valeurs algébriques par le cosinus de I'un quelconque des
angles formes par leurs directions positives; nous dégne-
rons le produit géométrique de deux vecteurs a et b par le
symbole TO (a. b); c'est-a-dire que nous poserons symboli-
quement

o (a.b) = a.b. cos {7.5),

en désignant par le symbole (ﬂhn guelconque des an-
gles formés par les directions positives des deux vecteurs.

(1) REAL (Traité de cinématique pure, 1862, pege 64).
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19. REMARQUE. — En vertu de la définition, le produit
géométrique de deux vecteurs est nul :

1° Quand I'un gquelconque des vecteurs est nul;

2° Quand les deux vecteurs sont rectangulaires.

20. Théoreme. — Lorsque deux vecteurs a et b sont € gaux
chacun a la somme géométriquede plusieurs autres, le produit
géométriquede ces deux vecteurs est égal & la somme algé-
brique des produits géométrique des vecteurs qui composent
le premier par les vecteurs qui composent le second.

Soient u; Uy,... U, les vecteurs composants de a, et
Vi 'V,,... VK les vecteurs composants de b; il sagit de
prouver que Ton a

mlia. by = Xm(ui v5),

le signe X sétendant a tous les produits que Ton obtient
en donnant a i toutes les valeurs depuis 1jusqu'an, et a
j toutes lesvaleurs depuis 1 jusqu' aA. v

Pour cela, projetons orthogonalement les vecteurs v,
Vs viet leur résultante b sur le vecteur a; en appli-
quant le Théoréme es projections, on a

bcos(7.5) = v, cos (@0, ) +v,008 (&.0,) 4 -+ 4= tucos (@ vz)»
e, en mullipliant de part et d'autre par 4,
ola.d)=mw{a.v)4+o{a.v,)+ - +ofa.v)
Mais en vertu de cette égalité, on a aussi

wi{a. ) = w(u.v) +wluy. 0]+ o w(un.n),
B{a.vy) = w1, 0 4w U.0,) 4 - - 4 B vy),
w{a. ) = O{u 0k b © Uy k) + o = O {Ua. V)
il en résulle évidemment
mia.b) = Eov(u;.v;),

ce qui démontre la proposition,
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21.Corollaire. — Lorsqu'n vecteur est la somme géomé-
trique de plusieurs autres, le carve de ce vecteur est dgal a la
somme des carrés des vecteurs composants augmentée de deux
fois la somme des produits des vecteurs composants deux a
deux par le cosinus de I' angle qu'ils forwent.

En d'autres termes, supposons que le vecteur v soit la
somme géométrique des vecteurs svi, Va,.. .V, la proposi-
tion énoncée signifie que Ton a

v = Yo - 2¥ww; cos (vi.v;)

Pour obtenir ce résultat, il suffit de former le produit géo-
métrique du vecteur v par lui-méme.

22. Decomposition des vecteurs. — On appelle décompo-
sition d'un vecteur v en plusieurs autres I'opération qui
consiste a trouver un systéme de vecteurs admettant v
comme vecteur resultant. Je vais donner quelques exemples
de décomposition des vecteurs.

23. EXEMPLE | . — Connaissant les directions de deux vec-
teurs et leur réeultante, construire ces deux vecteurs.

En se reportant a la fig. 5, on voit que le probléme
revient a construire un parallélogramme connaissant la
diagonale et les directions des cotés; ou bien encore a
construire le triangle OPR connaissant un coté et deux
angles.

24. REMARQUE. — A tout probléme de construction du
triangle OPR, connaissant le coté OR, correspond un pro-
bléme de décomposition du vecteur OR en deux autres.

25. EXEMPLE |I. — Décomposer un vecteur en trois autres
de méme origine connaissant leurs directions non situées dans
le méme plan.
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Soient OR levecteur donné, Ox, Oy, Oz les directions

' desvecteurscomposants
cherchés (fig. 6). Le

probléme revient évi-

demment a la construc-

tion d'un parallélépi-

péde , connaissant la

P diagonale OR et les di-

0 I/ ®  rections des arétes ; en

contruisant le contour

OPQR onaen OP, PQ,

QR les longueurs des
vecteurs composants.

26. REMARQUE. — En général, la decomposition d'un vec-
teur en plusieurs autres, dont on donne les directions, est
une opération indéterminée. Cherchons, par exemple,
a décomposer un
vecteur OR (fig.1)
en quatre autres
ay ant des direc-
tions données 0Ox,
Oy, Oz, Ot. Soit
Rt; la paralléle a
Ot menée par R;
sur Ox je prends
un point quelcon-
que A €t je méne
par ce point la paralléle Ay; a Oy ; pour achever le poly-
gone des vecteurs il faudra mener une paralléle a Oz sap-
puyant sur Ay, et-sur R et Ton aura ainsi une premiére
solution du probléme, ou méme uneinfinité, si les droites
Ay, et Rt sont dans le mémeplan paralléle a Oz; en tous
cas, en faisant déplacer le point A sur Ox, on obtient
autant de solutions que Ton veut.

Fig. T
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CINEMATIQUE
DU POINT MATERIEL

CHAPITRE PREMIER

VITESSE ET ACCELERATION CONSDEREES COMME
GRANDEURS NUMERIQUES

27. Du temps. — La cinématique, dont I'objet a déja été
défini, est une science abstraite analogue a la géométrie et
ou, indépendamment des notions habituelles de la géomé-
trie, on fait usage d'une notion nouvelle qui e celle de la
durée ou du temps.

On alanotion d'une durée et I'on concoit I'égalité de deux
durées, d'ou il suit que le temps est une grandeur mesu-
rable. On prend habituellement pour unite de mesure la
seconde de temps moyen, parce qu'elle est liée au mouve-
ment des astres.

Dés que I'on sait mesurer une durée, on peut fixer un
instant quelconque | par rapport a un autre instant 0 pris
pour origine, au moyen du nombre d'unités de temps écou-
lées de I'un a l'autre, et en convenant d'affecter ce nombre
du signe + ou du signe — suivant que Pinstant | consi-
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déré est postérieur ou antérieur a Finstant origine. Il nous
paratt commode d'appeler abscisse de Finstant | ce nombre
ainsi affecté d'un signe ; de sorte que si Ton appelle t et t'
les abscisses de deux instants | et |', Tabscisse de Pinstant
V par rapport a | sera t'—t en grandeur et en signe.

28. Trajectoire. — On appelle trajectoire d'un point mo-
bile le lieu géométrique des positions successives occupées
par ce point dans Tespace. Ce lieu peut ére une ligne droite
ou une ligne courbe; dansle premier cas le mouvement est
dit rectiligne ; il est dit curviligne dans le second.

29. Equation du mouvement. — Soit T (fig. 8) la trajec-
toire d'un mobile; le mouvement du mobile est complete-
' merit défini s I'on connait a
chaque instant la position qu'il

/ T occupe sur sa trajectoire. Or,
prenons sur T un point fixe 0

0 et fixons un sens positif de par-
cours, par exemple le sens de la
fléche;  ¥ig. s appelons S I'are variable,

positif ou négatif, parcouru par
le mobile et compté a partir du point O; il est clair que l'on
connaitra a chague instant la position du point sur sa tra-
jectoire si I'on connait larelation qui lie S au temps. Cette
relation, que nous supposerons mise sous la forme

8= f(0),
sappelle I'equation du mouvement du point sur sa trajectoire
ou |la formate des espaces.

30. Mouvement uniforme et mouvement varie. — Faisant
pour un instant abstraction de la trajectoire, on concoit
qu'un mouvement soit plus ou moins simple, suivant que
I'dguation du mouvement est elleeméme plus ou moins
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simple ; d'aprés cela, le mouvement le plus simple est celui
dans lequel les espaces parcourus pendant des temps égaux
sont égaux: on Pappelle un mouvement uniforme.

Tout mouvement qui n'est pas uniforme et dit varié.

31. Vitesse dans le mouvement uniforme. — On appelle
vitesse dans un mouvement uniforme |'espace parcouru pen-
dant Punité de temps et mesuré a Paide d'une unité arbi-
traire, le metre par exemple. En vertu de ce qui précéde
(29), le nombre qui mesure la vitesse peut étre positif ou
négatif suivant que le mobile se déplace sur sa trajectoire
dans le sens adopté
comme sns positif,
ou en sens contraire.
Consid6rons, par
exemple, un mouve-
ment rectiligne et
uniforme suivant la droite x'x (fig. 9) et dans le sens de X'
vers x; soit A laposition du mobile a Pinstant t et A'
sa position aPinstant t+ 1; si Pon achoisi la direction
qui vade X' vers x comme direction positive, de parcours, la
vitesse est AA'; dansle cas contraire, lavitesse et — AA'".

Fig. 2

32. Formule des espaces dans le mouvement uniforme. —
Un mouvement uniforme est défini dés qu'on en connalt la
vitesse. Soit en effet

: S = f(t)
Péquation du mouvement et soit S, la valeur de S pour
t—0; la différence S--S, représente alors en gran-
deur et en signe Pespace parcouru par le mobile pendant le
temps t. D'autre part, si Pon appelle v le nombre positif
ou négatif qui mesure la vitesse, Pespace parcouru pendant
le temps t estaussi vt en grandeur et signe; on a donc

S _Sozvt
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ou bien
S = Sp+vt. )
Cette formule sappelle la formule desespaces dans le mou-
vement uniforme.

33. Conséquence. — Dela formule des espaces on déduit

-__S_'_SO

v . >

d'ou il suit que la vitesse dans |e mouvement uniforme est égale
au quotient de l'egpace parcouru par le temps employe a le
parcourir.

34. Vitesse moyenne dans lemouvement varié. — Lorsque
|e mouvement d'un mobile n'est pas uniforme, il et naturel
pour sen faire une idée, de le comparer a celui d'un autre
mobile animé d'un mouvement uniforme et qui parcourrait
le méme chemin pendant le méme temps.

Soit done S I'espace parcouru par un mobile sur satra-
jectoire pendant le temps t; si un second mobile parcourait
cet espace d'un mouvement uniforme pendant le méme

- . S .S
temps, sa vitesse, d'aprés ce qui précéde, serait t—; le quo-
tient ?— sappelle lavitesse moyenne du mobile pendant Uin-

tervalle de temps t.

Ainsi, on appelle vitesse moyenne d'un mouvement varie
pendant |' intervalle de temps t, le quotient de Pespace par-
couru pendant cet intervalle de temps par le temps employe a
le parcourir.

35. Vitesse a un instant donné. — Supposons que 1'on
considéere le mouvement pendant un intervalle de temps tres
courtde t & r+At, et soit AS pare trés petit parcouru ;
Pexpression de la vitesse moyenne pendant Pintervalle de
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i A
temps considéré est 8

v On appelle vitesse vraie du mobile

. - . A5
hl'instant t, lalimite de la vitesse moyenne IE’ lorsque At -

tend vers zéro.
Par défnition, la vitesse vraie a l'instant t est donc égale
a la dérivée de I'espace par rapport au temps; de sorte que

si
S = f(1)
est la formule des espaces, la formule des vitesses sera

ds ;
v:m:f(!}

36. Vitesse angulaire. — Supposons, par exemple, que la

traiectoire snit un cercle 0 (fig. 10) et adoptons comme sens
positiflesens direct. Soient

, M et M' les positions du
M mobile aux instants t et
M\ t + &¢ et soient

OA .OM = 0,
OM.OM' == A0,
A La vitesse moyenne pen-
dant Il'intervalle de temps
At est
arc MM’
Fig. 10 at

or, si Ton appelle r le
rayon du cercle, on a
arc MM’ = »rab,
et par suite Pexpression de la vitesse moyenne devient
AD
r_,...-
Al
La vitesse a l'instant t est done

8,
dr’

CINEMATIQUE t
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0 } . . S N
%t sappelle la vitesse angulaire du point M al'linstantt, ou

encore la vitesse angulaire du rayon OM mobile autour du
point 0. Engénéral, si 0 est|'angle, variable avec le temps,

) . . AD
gue fait un rayon mobile avec un rayon fi> Vi et la

vitesse angulaire moyenne du rayon pendant l'intervalle de
da . . pY - U

temps At, et ai est la vitesse angulaire a Pinstant t; clest

aussi lavitesse du point situé sur le rayon OM a I'unite de

distance du point O.

37. Vitesse aréolaire.— Quand la trajectoire d'un mobile
es une courbe plane AB (fig. 41),
si Pon appelle G un point fixe pris
dans le plan de la courbe, on et
souvent conduit en mécanique a
considérer les aires décrites par un
rayon allant du point C au point
mobile et comptées positivement
dans un sens convenu. Si A et
A+AA sont lesaires décrites pen-
dant lestemps t et r+Ar l'ex-

. AA . .
pression — s'appelle vitesse aréo-

Fig. t1 laire moyenne pendant le temps A/,
et lalimite de cette vitesse lorsque
. . dA . L
A tend vers zéro, c'est-a-dire - sappelle vitesse aréolaire
al'instant t. Lepoint C s'apbelle centre des aires.

38. La vitesse aréolaire d'un mobile & un instant donné
et liée & savitesse vraiepar une relation simple. Soient, en
effet, M et M' deux positionsinfiniment voisines du mobile
sur satrajectoire, correspondantaux temps t et t+At; la
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vitesse aréolaire moyenne et lalimite du rapport

secteur curviligne MCM’
It
lorsgque At tend vers zéro. Or, Paire du secteur curviligne
MCM' est un infiniment petit équivalent a Paire du triangle
MCM’; si donc on designe par Vv, la vitesse aréolaire et par
Cl laperpendiculaire abaissée du point C surlacorde MM,
ona

Cl corde MM’
_

ve =lim 5 - —
bi i Cl corde MM’ arc MM’
oubien Yo =AM 5 Tare MM at

. , . €l
Mais, lorsquo At tend vers zéro, le premier facteur £
a pour limite lamoitié de laperpendicul aire menéedu point
C surlatangente en M a latrajectoire; le second facteur

corde MM' .o
------------- a pour limite Pumté, et enfin le troisiéme facteur

arc MM’

a pour IlmlteIaV|tessevra1e v du mobile quand
At B i

il passe au point M ; donc :

La vitesse aréolaire a un instant donné est égale a la vitesse
vraie au méme instant multiplée par la moitié €' de la distance
du centre des aires a la tangente mende a ce mémeinstant a la
trajectowe

39. Voici une autre expron utile de la vitesse aréo-
laire:

Soit do I'angle infiniment petit de GM avec CM' et soit
CM =r; pare du secteur CMM' est un infiniment petit
équivalent a. Pairedu secteur circulaire CMM; de centre C

et de rayon r; or, Pexpression de Paire de ce secteur est

3

% di; ona '
o — 40
T2 A
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40. Mouvement uniformément varié; accélération. — Un
mouvement est dit uniformément varié lorsque la vitesse
varie de quantités égales en des temps égaux. On appelle
accélération dans un mouvement uniformément varié la
guantite constante, positive ou négative, dont saccroit la
vitesse quand on passe du temps t au temps t+1..

41. Formule de la vitesse dans le mouvement uniformé-
ment varie.— Si I'on appelle yPacceleration, vy la vitesse
au temps zéro ou vitesse initiate et v la vitesse au temps t,
en reprenant un raisonnement déja fait pour trouver la
formule des espaces dans le mouvement uniforme, on a

v o= ¢y 4+t

" De cette formule, appelée formule des vitesses, on déduit
v— o,
! x

d'ou il suit que dans |e mouvement uniformiment varié Vaccé-

juration est égale au quotient de la variation de la vitesse par
la variation correspondante du temps.

’Y:.

42. Acceleration dans un mouvement quelconque. — La
comparaison d'un mouvement varié a un mouvement uni-
forme nous a conduit & lanotion de la vitesse dans un mou-
vement guelconque ; pareillement, la comparaison d'un
mouvement quelconque a un mouvement uniformément
varié va nous conduire & une notion nouvelle: celle de
|" acélération dans un mouvement quelconque.

Appelonspour cela v et w4 av les vitesses d'un mo-
bileaux temps t et ?-+at; .il est naturel de comparer son
mouvement a celui d'un autre mobile qui parcourrait la
trajectoire d'un mouvement uniformement varié de maniére
a coincider aver le premier aux deux instants considérés
et a étre animé des vitesses respectives v et v-+4v  aux
v

mémes instants; Paccélération de ce mobile serait =i
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. Aw . .
Ce quotlelg s'appelle Y acceleration tangentielle moyenne

du premier mobile pendant Pintervalle de temps At. Nous en
verrons la raison plus loin.

Ainsi, on appelle accélération tangentielle moyenne, dans
un mouvement varié quelconque et pendant un intervalle
de temps donné, le quotient de lavariation de la vitesse
par lavariation du temps. v

On appelle accélération tangentielle a. Pinstant t lalimite
de Paccél ération tangentielle moyenne, lorsque At tend vers
zéro; en appelant y cettelimile et v lavitesse, on a

v
'T —_ E’
ce qui signifie que Paccélération tangentielle a un instant
donné est la dérivée de la vitesse par rapport au temps.

Comme, d'autre part, ds
T == —
di
on en conclut
a8
T = @ L]

donc, Paccélération tangentielle moyenne a un instant donné"
est la derivée seconde de Vespace par rapport au temps.

43. REMARQUE. — En résumé, on voit que s Pon connait
la formule des espaces

8 = [
en appelant v la vitesse et y Paccélération a un instant
guelconque, on a les formules

v = f(t),

7= [0,
qui résolvent le probléme suivant:

Connaissant la loi des espaces, en deduire laloi des vitesses
et la loi des accélerations.



22 CINEMATIQUE

Le probléme inverse comprend deux parties:

1° Passer delaloi desvitesses a celle des espaces;

2° Passer de (a loi des accéérations a celle des vitesses et &
celledesespaces.

La premiére partie se ranéne a Pévaluation d'une int--
grate définie : car s Ton appelle v la vitesse et si Ton a

v = f{t)
en appelant S I'espace parcouru on aura
ds
- = fl,
el par suite
i
(1) 8 =8, | (),
fo
So désignant une constante arbitraire introduite par PInt--

gration.

On a de méme a évaluer une intégrate definie pour passer
de la loi des accélérations a celle des vitesses. Appelons, en
effet, v et Y lavitesse et Pacceleration, et soit

) 1= %(8);
il en résulte

dy
7 = ¢,
el par suite
ot
(2) v=o,+ | o),

Vo désignant encore une constante arbitraire introduite par
Pintégration.

Il est clair, d'aprés cela, qu'il ne suffit pas de connaitre a
chague instant lavitesse pour déflnir complétement le mou-
vement d'un point; car, la formule (1) fait bien connaitre
lalongueur de Pare de trajectoire parcouru a partir d'un
instant initial t,, mais ne donne pas la position exacte du
mobile sur sa trajectoire. Pour achever de définir le mouve-
ment, il suffit d'ailleurs de se donner lavaleur S, de S au
temps t =/, Cest-a-dire la position du mobile sur sa
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trgjectoire a un instant donné, a partir duquel on com-
mence a observer son mouvement.

Pareillement, la loi des accélérations étant supposée
connue, cela ne sufft pas pour définir laloi des vitesses,
puisque la formule (2) renferme une constante arbitraire
Vo, il faut encore se donner lavitesse initiale vy du mobile
al'instant t =ty a partir duguel on commence a obser-
ver son mouvement. La constante vy une fois déterminée,
on en déduit la loi des espaces comme cela a été indiqué
plus haut.

44, Probléme. — Trouver la formule des espaces dans le
mouvement uniformément varié.

Soient vy lavitesse initialeet Y Pacceleration d'un mou-
vement uniformément varie ; nous avons vu que laformule
des vitesses est

3 o = n, + 7t
et, en vertu de la remarque précédente, |'espace parcouru
S sera déterminé par Péquation

o}
8 = §, + j (D, -+ yt)dL.
Ji,
Suppesons {, = 0; on aura pour laformule des espaces
1
8 = sﬂ+"n£ +5T£2. .

Celte formule cst de la forme
S=a-+btct?
et, réciproquement, {out mouvement dans lequel U'espace est lié
au temps par une relation de celle forme est un mouvement
uniformément varié ; car, si on calecule la vilesse v, on
obtient
v =&+ ci, .

formule qui devient identique 4 la formule (3} quand on y

fait
b=v, . Ze=y.
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45. Representation géométrique d'un mouvement; courbes
desepaces, desvitesseset desacceler ations. — Lesproblémes
dont nous nous sommes occupés dans les numéros préc--
dents peuvent étre résolus par une voie différente que nous
alonsindiquer.

Ileprenons d'abord la formule des espaces

8= f(1);

tragons dans un plan deux axes rectangulaires Of, OS
(fig. 12) et, aprés avoir choisi deux longueurs arbitrages
pour représenter 1'unité de temps et Punité de longueur,
portons sur Ot des longueurs proportionnellos aux temps,
et sur OS des longueurs proportionnellos aux espaces par-
courus, en choisissant, pour fixer les idées, Ot comme direc-
tion positive sur I'axe des temps et OS comme direction
positive sur Paxe des espaces ; en d'autres termes, consi-

] a
r '
A A
A
B; =)
0 B B’ t
Fig. 12

dérons, dans laformule des espaces, t comme Pabscisse et
S comme Pordonnée d'un point du plan rapporté aux deux
axes rectangulaires, Ot et OS; alors Péquation

S =71

représente une courbe qui, une fois tracée, peut servir &
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determiner toutes les circonstanccs du mouvement. Cette
courbe porte le nom de courbe des espaces parcé que son
ordonnée mesurée a Pechelle des longueurs fait connaitre
a chague instant I'espace parcouru par le mobile sur satra-
jectoire. Par exemple, si le mouvement est uniforme, la
courbe des espaces est une ligne droite ; c'est une parabole,
dans le cas d'un mouvement uniformément varié, etc.

On voit, daprés cela, .ce qu'il faut entendre par courbe
des vilesses ou desaccélérations, et comment on pourrait
construire ces courbes.

46. Proposons-nous de déterminer, au moyen de la courbe
des espaces, la grandeur de la vitesse a un instant donné t.
Soient A et A' deux points de cette courbe correspondant
aux abscisses t et ¢ -+ Af; menons les ordonnées AB,
A'B' de ces deux points, lacorde AA' et la parallele AB a
Paxe des temps; supposons enfin, pour fixer les idées, que
les ordonnées des points A et A' soient positives ainsi que
la valeur de Ar et que, de p 1 A'B' > AB; n aura
alors

as = A'B,,
at = AD,,
et Pexpression de la vitesse moyenne dans Pintervalle de
temps At sera donnée par le rapport
A'B,
AB,
dans lequel le numérateur est mesuré a Péchelle des lon-
gueurs, et le dénominateur a I'echelle des temps, de telle
sorte que ce rapport représente en réalité, non le rapport de
deux lignes, mais le rapport de deux nombres. Portons A3
égale a.Punité de temps et soit o' le point de rencontre de
AA' avec la parallélea OS menée par f3; les deux triangles
semblables AB,A’, ABs' donnent
A'B, B«

AB, ~ AB’
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et comme AP est égale a Punité, on voit que la vitesse
moyenne est representee par la longueur Bx' mesurée a
Péchelle des longueurs.

Cela posé, si Pon appelle x le point de rencontre de la
tangente en A a la courbe des espaees avec Pordonnée du
point E, lorsque At tend vers zero, fx' apour limite Pa,
de sorte que cetle ligne mesurée al'echelle des longueursre-
présente la grandeur de lavitesse au temps t. On peut voir
du reste sans aueune difficulté que, en toute hypothése, la
vitesse au temps t est la valeur algébrique du vecteur B=
mesuré a Péchelle des longueurs. Si, en particulier, Péchelle
des longueurs est la méme que celle des temps, la vitesse
et égde au coefficient angulaire de la tangente en A a la
courbe des espaees.

47. Quoi qu'il en soit, si Ton suppose tracée la courbe des
epaees, on peut obtenir & chague instant la vitesse, et par
suite en déduire la courbe des vitesses ; on peut méme sup-
poser les deux courbes rapportées aux mémes axes, et
alors, a tout point A de la courbe des espaees, correspond
un point A de la courbe des vitesses situe sur la méme pa-
ralléle a OS, qui serait, dans ce cas, aussi bien Paxe des
epaees que Paxe des vitesses ; Pordonnee du point Ai
serait lavaleur algébrique du vecteur pznesuré comme
cela adéjaétédil.

48. Par un procédé identique, on peut passer de la courbe
des vitesses a celle des accélérations en prenant encore OS
comme axe des accélérations.

49. Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier : 1° que
les points de rencontre de la courbe des vitesses avec Paxe
des temps sont les projections, sur cet axe, des points de la
courbe des egpaees en lesquels la tangente est parallélé a
Qt ; 2° que les points de rencontre de la courbe des accdlé-
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rations, avec le méme axe, sont les projections sur cet axe,
soit des points de la courbe des vitesses en lesquels la tan-
gente est paralldle & Ot, soit des points d'inflexion de la
colrbe des espaces.

50. Nous remarquerons enfin qu'il ne saurait y avoir, au
point de vue de laforme, aucune relation entre la courbe
des espaces et la trgjectoire du mobile.

51. Aprés avoir montré comment on peut déduire la
courbe des vitesses, et par suite celle des accélérations, dela
courbe des espaces, nous allons montrer comment on peut
resoldre les problémes inverses : Etant dunnee la courbe des

. vitesses, comtruire la courbe des espaces ; ou étant donnée la
courbe des accélérations, construire celle des vitesses et celle
_desespaces.

Pour abréger, nous nous bornerons au premier probléme.

Soit dnne

v =g(t)

laformule des vitesses et soit (V) (fig. 13) la courbe gi'elle
représente. Proposons-nous de chercher I'espace parcouru
par le mobile depuis le
temps ty correspondant
-~ a l'ordonnee A¢B, jus-
gu'au temps t corres-
BB pondant & I'ordonnée
B, AB ; pour cela, parta-
geons l'intervalle t—ty
(ﬂ/ en intervallesinliniment
petits dt et soit QQ
O] A, Q¢ A I'un quelconque de ces
Fig, 13 intervalles. Menons les
ordonées PQ, PQ' qui
représentent les vitesses v et v du mobile au com-
mencement et & la fin de l'intervalle ; on peut supposer

B P
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dt asez petit pour que, dans Pintervalle, lavitesse varie
toujours dans Ic méme sens, de sorte que Pespace parcouru
par le mobile pendant cet intervalle de temps dt sera com-
pris entre vdt et vidi. Or, si I'on construit le rectangle
inscrit PQP,'Q' et le rectangle circonscrit P,QPQ', on peut
regarder Pexpression vdt comme reprdsentant Paire du
premier de ces rectangles, et vdt comme représentant
Paire du second ; on sait, d'ailleurs, que la différence entre
les aires des deux rectangles est infiniment petite du second .
ordre. 11 enrésulte que Pespace total parcouru par le mo-
bile peut étre considéré soit comme lalimite de la somme
des aires des rectangles ins-
crits, soit comme la limite de
la somme des aires des rec-
tangles circonscrits; sa déter-
mination se trouve ainsi ra-
menée a celle de Paire com-
prise entre la courbe desvi -
tesses, Paxe des temps et les
deux ordonnées AgBg, AB, ce
qui n'est autre chose, comme
Pon sait, que Pévaluation de
Pinttterale définie, prise entre
les limites to et t, de la diffréntielle @(?)dt. Observons,
du reste, que Pon devra considérer comme positives les
aires qui sont soit a droite de Pordonnée initiale AoBo et
au-dessus de Paxe ot, soit a gauche de AyB, et au-dessous
de Ot ; comme négatives les autres. Dans lafig. 14, ona
ombré les aires qui doivent étre considérées comme néga-
tives.

Fig. 14
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VITESSE ET ACCELERATION CONSDEREES
COMME VECTEURS

52. Représentation de la vitesse par un vecteur. — Dans
le chapitre precédént nous avons étudié le mouvement d'un
point en faisant abstraction de la forme de sa trajectoire;
nous allons maintenant faire intervenir la forme de cette
ligne.

53. Considérons d'abord un mouvement rectiligne et uni-

forme sur la droite x'x (fig. 15) avec lavitesse v, et suppo-

sons que Pon prenne

commedirection po-

7 re I sitive des abscisses,

sur cette droite, la

direction qui va de

X' vers x. Soient A

et A' les positions du mobile aux temps t et t +1; en

vertu des conventions faites dans le chapitre précéddent, la

vitesse v seralalongueur AA' précédée du signe + ou du

signe — suivant que le mouvement seffectue dans le sens

de X' vers x (sens direct) ou en sens contraire (sens rétro-

grade). 11 suit de |3, que la vitesse du point mobile peut étre

représentee en grandeur et en signe par levecteur AA' dont

la valeur algébrique est la méme que celle de la vitesse, et
dont ladirection est la méme que celle du mouvement.

Fig. 18
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54. 11 y aavantage a étendre ce mode de représentation
aux mouvements variés, reclilignes on curvilignes, et voici
comment on y parvient:

Soit (G) (fig. 16) la trajectoirc sur laguelle on afixé, bien
enlendu, un senspositif de
parcours, et soient A et
A' les positions du mobile

J sursa trajectoire aax temps
A" (€) tet t + At Par défini-
tion, la vitesse moyenne
A Vm du mobile pendant Pin-
tervalle de temps At et la
Fig. 16

vitesse du mobile qui par-
courrait Pare A A' d'un
mouvement uniforme pendant le temps A4t elle a pour ex-

pression
arc AA’

At

W =

Or on a tdentiquement
arc AA”  arc AA > corde AA'
At corde AA’ af

d'ou il résulte que la limite du premier membreestla méme
que celle du facteur

corde AA',
ar
on suppose du reste que le sens positif sur la droite indé-
finie AA' soit choisi de telle sorte que corde AA' et arcAA'
soient de méme signe. D'autre part, si Pon appello v la
vitesse du mobile en M, on a, par definition,
v=limovy pour & =0,
c’est-d-dire
., corde AA
v = lim ————,
.Y
ce qui revient a considérer la vitesse au temps t comme la
limite de la vitesse d'un mouvement rectiligne et uniforme,
en vertu duquel le mobile parcourrait lacorde AA' pendant
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le temps At; mais, d'aprés la convention adoptée plushaut,
lavitesse de ce mouvement rectiligne est représentée par un
vecteur porté sur AA' a partir du point A dansle sens du
mouvement, et, lorsque A4r tend vers zero, la corde AA'
ayant pour limite la tangente en A a la trajectoire, la posi-
tion limite de ce vecteur sera un autre vecteur égal a v en
grandeur et porté sur latangente en A dansle sens du mou-
vement.

Nous conviendrom donc, a Pavenir, de représenter la
vitesse v d'un mobile au temps /, quand il pase au point
A de satrgjectoire, par un vecteur ayant méme valeur abso-
lue que la vitesse, et porté sur la tangenteen A & latrajec-
toire a partir du point A, dans le sens du mouvement, c'est-
a-dire, porté dans le sens direct ou dans le sens rétrograde,
suivant que la valeur algébrique de lavitesse est positive ou
négative.

La vitesse étant ainsi représentée par un vecteur, on con-
¢oit qu'on puisse la considérér comme la résultante de
plusieurs autres vecteurs que nous appellerons des vitesses
composantes.

55. Vitesse d'un point rapporlé a des coordonnées polaires.
— Supposons , par
exemple, que la trajec-
toire soit une courbe
plane (C) rapportée a des
coordonnées polaires p
et w) (fig. 17) et soient A et
A' deux positions intini-
ment voisines du mobile
aux temps t et t+dt.
Soit I le point de ren-
contre du rayon vecteur
Fig. 17 OA' avec la circonfé-

rence décrite du point
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0, comme centre, avec OA comme rayon; on a évidem-
ment
dy = vecteur 1A/,

le sens positif sur chague rayon issu du pole resultant d'ail-
leurs de la définition méme des coordonnées polaires.
On voit aors que le vecteur AA' peut étre considéré
comme la resultante des deux vecteurs Al et |A', d'ou
il suit que la vitesse au point A et la résultante des deux

vecteurs
tim 21 et lim
dt ' d
Or,ona
N = da,
et dautre part si on néglige des infiniment petits d'ordre
supérieur au premier, la corde Al se confond avec Pare Al,

de sorte que Pon peut poser
Al = pduw;

on en conclut que la vitesse et la résultante des deux vec--
teurs P g
w P
p-‘ﬂ- et &?
portés a partir du point A, le second sur le rayon vecteur
OA, le premier sur la perpendiculaire au rayon vecteur,
menée par A et dans les sens respectifs des accroissements
de p et de .
La valeur numérique de la vitesse a donc pour expression

\/ doy* ~ ,dw?
(cﬂ BT
dw

La premiére composante est lavitesse d'un mouve-

dt
ment circulaire sur uncerclederayon OA (36); on Pappelle,
pour cette raison, vitesse de circulation; la seconde, %Et e

la vitesse d'un mouvement rectiligne sur OA; on Pappelle
vitesse d'entrainement ou de glissement.
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56. Méthode de Roberval pour le tracé des tangentes. —
Ladirection de la vitesse, en chague point de latrajectoire,
étant la méme que celle de la tangente, toutes les fois que
Ton sait construire le vecteur quireprésente lavitesse, sans
avoir recours a latrajectoire, on saura par cela méme cons-
truire la tangente a cette courbe au point correspondant. 11
y aura avantage, dans ce but, a considérer la vitesse comme
la résultante d'autres vitesses composantes, convenablement
choisies, dont il suffit au besoin d'avoir les rapports. Cest
sur cette remarque qu'est basfe la méthode de Roberval
pour la construction des tangentes aux courbes.

Nous allons Pappliquer a quelques exemples :

57. Exemple|. — Construire la tangente en un point d'une
ellipse.

Soient F et F (fig. 18) les foyers d'une ellipse que nous
considérerons comme latrajectoire d'un mobile, et soit M la
position de ce mobile a
un instant donné; appe-
lons r et r' les rayons
vecteursde ce point,comp-
tés positivement sur les
directionsrespectives FM
et F'M. Si Pon prend le
point F comme pble, la

vitesse de glissement sui-
Fip. 18 dr
vant FM eslt a (59), pa-~

']

. . . : , dr
reillement, la vitesse de glissement suivant F'M est T;T Or,

si Pon désigne par 2a le grand axe de Pellipse, on a
e r=4 ' = 2a,
d’ou P'on tire
dr‘+tf_r' i
' de " dt

CINEMATIOUE 3
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et enfin
dr ar'

(2) rTR T

Il suit delaque si MA estlavitesseen M, lesprojections
de ce vecteur sur MF et sur MF' sont égales ; d'ailleurs, en
vertu del'equation (2), si I'une est dirigée suivant MF, Pautre
est dirigée suivant M, prolongement de FM ; il en résulte
gue latangente a Pellipse en un point M est la bissectrice
de Pangle I'Ms:.

58. REMARQUE. — On trouverait, d'une maniéere analogue,
la construction classique de la tangente en un point d'une
hyperbole.

59. Exemplc |l | . — Solent: Fy,, F»,. .. F, (fig- 19) plusieurs
points fixes; ry, ra,. .. V, lesvecteurs allant de ces points a un
méme point M. On suppose que le point M décrive une courbe
définie par Péquation

(1) f{v,yry... ra) =0

et Pon propose de construire la tangente en un point quelconque
M de cette courbe.

En prenant successivement les points Fy, F,, . .. F, comme
poles, on voit que les vi-
tesses deglissement suivant

M les vecteurs FiM, FoM. .. .
sont respectivement

dr, dr, dr,

// dt’ di’ dt
g ' d‘autr\e part Péguation de

Fa la colrbe donne

( ;‘_f._di’_ ,.,_*_gf.t_iﬁl:

13 >y dt dra dt
Fig. 19 Or s Pon appelle a |,

0.
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#,,.... @, |6 angles des vecteurs F M, F,M,.... avec
le vecteur qui représente la vitesse, et v cette vitesse, on a

Py
=P CO8 &,,

dt

dro
‘tft—' = ¥ CO8 Qn,

portant ces valeurs dans Péquation (2), il vient
(3) M il cos x; = 0.

i

. d . :
Mais un terme quelconque, f:{cos v, de cette equation
représente la projection, sur le vecteur qui représente la

vitesse, d'un vecteur égal a a‘jfsmtp apartirde M sur la

direction FiM, ou sur ladirection opposée, suivant qu'il estpositif ou négat
algébrlque des projections de ces vecteurs sur la tangente en M
est égale a zéro.
Il suit de la, que le vecteur résultant est normal en M ala
courbe définie par Péquation f{r, r,...rs} = 0, cequi donne
le moyen de construire la normale et par suite la tangente
en un point quelconque de cette courbe.
11 et a peine besoin de faire observer que la construction
de la tangente a Pellipse et la construction de la tangente a
Phyperbole sen déduisent cornme cas particuliers.

HO. REMARQUE. — Terminons ce qui et relatif ala vitesse
par une remarque sur la vitesse aréolaire.

Nous avonsvu (38) que si latrajectoire d'un mobile est une
courbe plane (C) (fig. 20), la vitesse aréolaire a un instant
donné, quand on prend un point 0 du plan de la courbe
comme centre des aires, est égale a lamoitié du produit
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de la vitesse vraie a cet instant par la distance du point 0
a la tangente a la trajectoire;
de sorle que si A est la posi-
tion du mobile sur sa traec-
toire Pinstant considéré, v sa
vitesse a cet instant, la vitesse
aréolaire au méme instant est

1
égale a 1/2 v.OP, OPdésignant

la perpendiculaire abaissée

du point O sur la tangente en

Fig. 20 A. Or, le produit v.OP sap-

pelle le moment du vecteur v

par rapport au point O ; donc la vitesse aréolaire, a un instant

donné, est égale au demi-moment de la vitesse vraie par rap-
port au centre des aires.

61. Accélération totalc. — Dans le chapitre précédcnt
nous avons défini (42) Paccélération comme la limite du
rapport de paccrois-
sement ‘de la vitesse
a Paccroissement du
temps, quand ce der-
nier  accroissement
tend vers zero. L'ac-
croissement de la vi-
tesse,considérée com-
me vecteur, va nous
permettre d'étendre
a Paccélération le
mode de représenta-
Fig. 21 ' tion donné pour lavi-

tesse.

Soient, pour ceia, (C) (fig. 21) la trajectoire plane ou
gauche d'un point mobile, AB et CD les vecteurs qui repré-
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sentent les vitesses do ce mobile aux. instants ¢ et ¢+A4z
Si nous transportons le vecteur CD en AD' parallélement a
lui-méme, Paccroissement de la vitesse quand on passe du
temps t au temps t +A4r, est représenté par le vecteur
BD'; car AD' est la somme géométrique de AB etde BD'.
Ce vecteur BD' sappelle Paccélération élémentaire moyenne
pendant Pintervalle detemps At.

62. On appelle accélération totale moyenne, pendant cet

. . pct BB .
intervalle de temps 4¢, lequotlw‘wT-— sidéré
comme un vecteur dont l'origine est le painti D et dont la

direction est la méme que ceile du vecteur BD', ou la di-
: vector'
rection opposée suivant le signe du quotient———

63. On appelle enfin accéleration totale a Pinstant t, la
limite de Paccélération totale moyenne quand ¢ tend vers
zéro, Remarquons, d'ailleurs, que si \t tend vers zéro, le
point D' se déplace et décritune trajectoire passant par B;
de sortequel adéfinition de Paccélération totale estidentique
aceiledelavitessedecepoint D' quand il vientcoincideravec
le point B ; dés lors, on peut la representor par un vecteur
porte, apartié du point B, surladirection limite du vecteur

4 'y !

By, Or, le vecteur 1};—:- et dtueg’ dans le plan BAD', et
d'autre part lorsque Az tend vers zéro, le plan BAD' apour ‘
limite le plan osculateur en A a latrajectoire; donc le vec-
teur, quireprésente Pacceleration totale du mobile al'instant
t, est situé dans leplan osculateur en A alatrajectoire. On
prend d'habitude le point A comme origine de ce vecteur.

En particulier, si la trajectoire et une courbe plane,

Paccélération totale est dans le plan de la courbe.

64. Decomposition de Paccél ération total e en accel eration
tangentielle et en accélération centrlpéte. — L'accélération
totale étant ainsi représentée par un vecteur, on peut se pro-
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poser de ladéfInir en grandeur et en direction. On pourrait
arriver ace résultaten cherchant les composantes du vecteur
qui iareprésente, suivant trois axes de coordonnées; maisil y
aavanlage ala considérer comme la résultante de ses projec-
tions sur la tangente et sur Fanormale principale en A a
latrajectoire ; la premiere de ces deux projections est appe-
|éela composante tangentielle de Paccél ération, et ladeuxiéme
la composante normale ou centripéie.

Cherchons les expressions de ces deux composanles. Pour
cela, appelons € 'angle de contingence en A (fig.21), c'est-
a-dire Pangle de latangente AB avec latangente infiniment
voisine, et soit s Pare de la trajectoire compté positivement
dansun sens convenu, a partir d'une originefixe; désignons
enfin par p le rayon de courbure de la trajectoire au point

A ; on sait que Pon a
ds

p = lim <
et comme p désigne une quantité essentiellement positive,
on volt que € er ds doivent toujours étre de méme signe.
Celapose, si Pon ménela perpendiculaire Bl sur AD', le

vecteur BD' qui et Paccélération élémentaire, peut étre
considéré comme la resultante des deux vecteurs Bl et |D'
dont les directions sont, ala limite, respectivement paral-
[élsalanormale principale et alatangente en A a latra-
jectoire; dés lors les vecteurs

Bl 1w

T

ont pour limites respectives la composante tangentielle et la
composante normale cherchées. Il y adu reste lieu, d'aprés
cela, de fixer une direction positive et une direction néga
tive sur lanormale principale et sur latangente en A; nous
prendrons comme direction positive sur la normale princi-
pale, ladirection qui va du point A versle centre de cour-
bure, c'est-a-dire la direction du vecteur Bl lorsqueAt est
positif; quant a la direction positive sur la tangente, elle
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résulte du sens adopté comme sens positif de parcours sur
latrajectoire. |l est asé a présent detrouver les expressions
des deux composantes ; il suffit pour cela de projeter le
contour BAD' successivement sur la direction Bl et sur la
direction AD'. On obtient ainsi

vectour Bl —= v sin &,

vecteur I = v+ 40— cos ¢,
t et v+ Av désignunt les vitesses respectives en A eten C.

8i done on appelle v; ¢t v, la composante tangentielie el
la composante normale, on a

v §in ¢ . AF ¢ sine
= limp. — . —- ’

= lim
LG At As =

sin*(_-; w)
= lim} 2w 27
T IYRRrT

et finalement

.u'i

l k '."u—“';"
1) @
Tt—"ﬁ

On voit donc que la valeur de la composante de Paccélé-
ration suivant la tangente est identique a celle de Paccdé
ration tangentielle détinie dans le chapitre précédent, ce
qui justifie d'ailleurs la denomination adoptée a ce propos.

65. REMARQUES. — | °L orquele rnouvement et rectiligne, p
est infini et Paccélération totale se réduit a Paccélération
il dv
tangentielle -
2° Lorsgue la trajectoire est curviligne et est parcourue
d'un rnouvement uniforme, Paccélération tangentielle est

nulie et Paccélération totale se réduit a Paccélération nor-
v? . . . . .
male F; si en particulier le rnouvement est circulaire et
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uniforme, Paccélération totale est constante et dirigée vers
le centre du cercle.

3° 1l résulte des formules (1) que Paccélération tangen-
tielle n'intervient dans le mouvement que pour modifier la
grandeur de la vitesse, tandis que Paccélération normale ne
produit que la courbure de la trgjectoire.

66. Déviation. — On peut donner de Paccélération totale
une autre definition basée sur Plntroduction d'un element
trés important & considérer dans Pétude du rnouvement.

Soient, pour cela, A (fig. 22) laposition d'un mobile a
I'instant t, sur sa tra-
jectoire et v sa vitesse
au méme instant. Gon-
cevons qu'a cet instant
la vitesse du mobile de-
vienne constante en
grandeur et direction;
son rnotvement devien-
dra aors rectiligne et
uniforme suivant latan-
genteen A, danslesens
_ de la vitesse et le che-
min parcouru dans un temps infiniment petit At sera repr--
senté par le vecteur

Fig, 22

AM, == val.

D'autre part, soit M la positionqu'i loccupeveéritablement
sur sa trajectoire a Pinstant r+At; de sorte que sila
vitesse était demeurée constante pendant Pintervalle de
temps At, le mobile serait allé de A en My, tandis que,
par suite de lavariation de vitesse en grandeur et direction,
il est alléde A en M ; cette variation de vitesse a done eu
pour effet de le dévier de la trajectoire rectiligne, de la

guantité M;M : pour cette raison M;M sappelle la dé
viation.
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Considérons cette déviation comme un vecteur d'ori-
gine M,, d'extrémité M, etcherchons ses composantes suli-
vant la tangente et suivant la normale principaleen A ; si
Pon méne MQ perpendiculair sur la tangente, ces compo-
santes sont respectivement M;Q = AQ— AM,;, e QM.
Evaluons d'abord M;Q ; pour cela, appelons s Pare de tra-
jectoire, fonction du temps, décrit par le mobile et compté a
partir du point A. En supposant que s ait été developpé en
série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de t,

on a
e ‘_1_1 d*s)-£2+ .
T 2 (d:ﬂ T
par suite, en négligeant les infiniment petits d'ordre supé
rieur au second, on peut poser
1 sdv
= p&f - — [ — | AR,
arc AM — vat |—2 (dt)

Mais si Ton appelle e Pangle infiniment petit de AQ avec

AM, ona
Al) = corde AM cos = ;

or, on sait que la difference entre Pare AM et la corde AM
est un infiniment petit du troisiéme ordre ; d'autre part,
cose ne differe de Punité que par un infiniment petit du
second ordre; donc, en négligeant des infiniment petits
d'ordre supérieur au second, on peut écrire

1 /du
AQ = arcAM:v.\!—i—Q (-&?) Al%;

et, puisque AM; — va¢, il en résulle
1 /dv
M0 =AQ—vst =g (ZE) NG

Evaluons maintenant MQ. Pour cela, imaginons le cercle
tangent en A & la trajectoire et passant par M; si p; est le
rayon de ce cercle, on a

corde AM' = QM.2,;
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mais il est clair que p; a pour limite le rayon du cercle os-
culateur en A, quand 4t tend vers zéro, c'est-a-dire quand
M tend vers A; ; en remplacant corde AM par Pexpression
déja trouvée et en négligeant encore les infiniment petits
d'ordre supérieur au second, on peut donc poser

. v?
OM = — Az,
2o

Les deux composantes cherchées sont done les produits
Agd
—

par -5

de la composante tangentielle et normale de Paccélé-
ration ; il en résulte que Pon pnlk‘:f ronsidérér Paccélération
aM ¥

comme la limite du vecte a2 rsque Af tend vers
ZET10.
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MOUVEMENTS PROETES ET EMPLOI DES COORDONNEES
RECTILIGNES POUR LETUDE DU MOUVEMENT D'UN POINT

67. Emplol des coordonnées rectilignes pour Péude du
mouvement d'un point. — La position d'un point M dans
Pespace et parfaitement définie par ses coordonnées X, Y, z

relativementatroisaxes
quelconques 0x, Oy, 0z

# (fig. 23). Si le point est
) en mouvement, X, VY, z
// sont des fonctions du
AP N M temps qui résultent de

la loi du mouvement.
Inversement, si Pon a
7 z les équations
g z = f(1),
) g y= 2t
= ${¢,
Fig. 2 dans lesquelles f(1),
o(t), ¥(t) sontdes fonc-
tions connues du temps t, a chaque valeur de t corres-
pond une position du point mobile; on peut done consi-
der les €quations (1) comme définissant complé&tement le
mouvement; elles déinissent aussi la trajectoire et permet-
tent de fixer a chaque instant la position du point sur cette
trajectoire. Pour cette raison, on les appelle les équations du
mouvement et Pon appelle en général équation du mouvement

t———t—_———
Ay
b
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(Tun point, toute equation ou tout systéi’ne d'équations défi-
nissant la tragjectoire et les divers éléments du mouvement :
vitesse, accélération, etc. ; nous verrons gue les équations (1)
remplissent bien ces conditions.

68. Chacune de ces équations prises individuellement
déflnit d'ailleurs la projection du mobile sur Pun des axes
des coordonnées; par exemple x = f{t) définit la projec-
tion sur Ox, et cette projection peut étre considérée a son
tour comme un nouveau mobile lié au premier, de sorte
gue le mouvement de celui-ci résulte en quelque sorte des
mouvements combines de trois autres mobiles.

Les mouvements de ceux-ci étant rectilignes, on congoit
qu'il puisse y avoir avantage a les étudier d'abord.

69. Si, au lieu de considérer une seule des équations (1),
onenprcnaitdeux, x=f(t) e y = o(f), parexemple,
on définirait la projection du point M sur Pun des plans
des coordonnées, le plan des xy dans le cas actucl ; le
mouvement du point M dans l'espace peut étre considéré
alors comme résultant des mouvements combinés de sa
projection sur le plan des xy et de sa projection sur Paxe
des z Il peutdonc y avoir avantage, d'aprés cela, a étudier
auss le mouvement de la projection du mobile sur un plan.

Le passage du mouvement dans Pespace au mouvement
projeté, ou inversement, sopére du reste au moyen de deux
propositions que nous alons établir.

70. Théoréine |. — Lorsqu'on .projette un mobile sur an
plan ou sur un axe, la vitesse da mobile projection est la
projection de la vitesse du mobile dans I'espace.

1° Projection sur un plan. — Soient P (fig. 24) le plan de
projection, (C) la trajectoire et (C') sa projection. Soient A
et B les positions du mobile sur sa trajectoire aux instants
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tet £ A, A’ et B leursprojections. Si nous appelons
M le mobile dans Pespace, M' le mobile projection, v la

1
|
1
t
i
I
|
|
|

Aﬁ'

P

Fig. 21

vitesse du premier a Pinstant t et v' la vitesse du second
au méme instant, v et V' désignant des vecteurs, on a,
pour At =0,

. AB
v == lim. vecteur —
at’?

‘nr

v' = lim. vecteur —.
v

or,

e

vecteur —— = proj. vect AB
Af - p ]' * '_ﬂ?’

par conséquent,
v = proj. v.
2° Projection sur an axe— Projetons maintenant sur un
axe Xx(fig. 24) et soient A; et Byles projections des points
A et B. Appelons, cornme dans le cas précédent, v la vi-
tesse du point M & Pinstant t et v, celle du point M, pro-
jection de M sur x'x. On aencore
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; AB
v = lim, vect —,
At
A
v, = lim. vect —’E!,
At

vect AB, roj vecl AD.
a o ol at’
on en conclut, comme plus hauot,

v, = proj. v.

71. REMARQUE. — Il résulte de la seconde partie do lapro-
position que si les équations du mouvement d'un point ou
de la tragjectoire de ce point sont

ze=f), oy, 3=,

par rapport a un triédre queleonque {0.ayz) (fig. 23), les
composantes de la vitesse suivant les arétes de ce triedre et
a un instant queleonque t seront

dr
dt
dy
dt
iz
dt

= f'(t),

= ¢},

R SOF

car Cgou f'(t) représcnte lavitesse de la projection du

mobile sur I'axe Ox, et par suite, d'aprds ce qui précéde, la
composante de la vitesse suivant le méme axe. On voit de
dy  dz ] : .
y7 et T sont les composantes de la vitesse sui-
vant les axes respectifs Oy et Oz
Si donc on appelle v la vitesse, a,B,y les angles des
axes, SuUpposés rectangulaires, et du vecleur qui la repré-

méme que
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sente, on a

dz U CH8
— T o
dt ’
& os B
=0

dt o8 2
ds b cos
—=x ¥,
dt ‘

72. Théoréme || . — Lorsqu'on projette un mobile sur un

plan on sur un axe,Paccélération du mobile projection est a
chaque instant la projection
de Paccélération du mobile
dans Pespace.

Soient, en effet, A et A’
(fig. 25) deux positions in-
finiment voisinos d'un mo-
bile sur satrajectoire; me-
nons les vecteurs AB et
A'B' qui representent ses
vilesses respcctives en A
eten A' et soit AB; levec-
teur égal & A'B' mené par A. Par definition, Paccélération
du mobile en A est la vitesse du point B; quand le point A’
se rapproche indéfInimént du point A ; la proposition ré-
sulte alors du théoreme 1.

Fig. %5

73. REMARQUE. — |1 suit de la que si
x = f{t), y = 2l 3= §{

sont les équations de la trajectoire, les projections de I'ac-
celeration sur les axes, c'est-a-dire ses composantes suivant
ces axes, sont

daw —_— K d!y P @i“: _— L
E i, i =4 )X i ().
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74. Application | . — Proposons-nous, commeapplication,
d'évaluer Paccélération du mouvement d'un point rapporté
a trois axes rectangulaires. Appelons, pour cela, =, 8, v les
cosinus directeurs de la vitesse v en A (fig. 25), a1, P, 11
ceux de ladirection de la normale principal e dirigdée vers le
centre de courbure. En vertu du théoréme |, on a

¢odr ”
L=,
\ dy
) DS =g,
ds .
y E! = vy

on en déduit
diz dv dz

) P TR
t d essi al Y poi ks i
et des expressions analogues po —= t PO Lz T, Si

Pon appelle s Pare de latrajectoire compté a partir d'une
origine fixe et p lerayon de courbure en A, on sait, d'aprés
une formule d'analyse bien connue, que Pon a

ooy
\ ds ¢
. d3
('3) , -d_s = %'
Poody 1
Vods T e
d'autrepart, on a identiquement
di _dn ds
dt — ds  dt
et par suite, en vertu des équations (3),
dx _a, ds

&=
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d'ailleurs, % = v: par consequent
dz 22
dt '
On trouverait de méme
48 v
a_i —= ISI :5’
vy v
a= Ny

et, en remplagant dans Péquation (2) et dans les équations
anal ogues, on ohtient finalement

/ dix _ dv v?
\ 'd—y' —_ T -a?—‘— ﬁl '.? 3
d2y do v?
@) f '&'{{—B-&?+pl?‘
| din ln it
Ve T T T

li en résulte évidemment que Paccélération est la résul-
3

tante des deux vecteurs Sg_: etpo‘rftésl respectivement
¢

sur lesdirections «, 8, ¥ et a, By, y,, Cest-a-dire suivantla
. tangente et suivant la normale principale en A.
Nous retrolivons ainsi, par un procédé purement analy-

tigue, la composante tangentielle et la composante normale
de Paccélération.

75. Application | | . — Comme autre application, cher
chons les composantes de la déviation suivant les axes.
Soient, pour cela,

z = f{th y = o{0) 2 =¥ (1)

les équations de la trajectoire, A et A' (fig. 26) les po-
sitions du mobile aux instants t et ¢-+4at; si Pon appelle
X, Yr Z les coordonnées du point A, x-+ sz, y-ay,

CINEMATIQUE. 4
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z+ a3 celles du point A', on a en particulier

&= f(t}s
-+ ax = f{t Al
ou bien encore

¢ {2
w+f&w=f(t>+“-:—f'(f)+f—; {8 A

en supposant, bien entendu, que

la fonction f(t) puisse étre dé-

Al veloppée suivant la formule de
Taylor.

D'autre pari, soit A; la posi-

tion qu'occuperait le mobile sur

A latangente en A s'il sedéplacait

sur cette tangente d'un mouve-

ment uniforme pendant le temps

Fig. 26 At ; en appelant  x,y,,z, les
coordonnées de ce point, on a en
particulier .

x, —x = proj. vect AA, sur Ox;
or, le vecteur AA; est égal a la vitesse multipliee par At ;

o . dr s s
donc sa projection sur Ox est égale a 7 .At, Cest-a-dire a

f(t)at, ct Pon a par suite
o = x4 f ()AL
Gda posé, la composante de la deviation suivant Qx,

composante qui n'est autre chose que la projection du vec-
teur A;A' sur Ox, a pour expression

(@ +Ar)—-x;

et, en se bornant aux infiniment petits du second ordre, on
voitqu'elleest égdea

LY
< [

" mais f"{t) est la composante de Paccélération suivant le
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méme axe; done la composante de la déviation suivant ox

est égale a la composante de Paccéléralion suivant le méme
3

o al . . R
axe, multipliée par 5 On évaluerait de méme les autres

composantes. On peut conclure de la ladéfinition, déadon-
nee (66), de Paccélération au moyen de la déviation.

76. Application IIl. —Comme derniére application, sup-
posons qu'un cercle O (fig. 27) soit parcouru par un mobile
d'un mouvement uni-
forme avec une Vi-
tesse angulaire w, de
sorte que la vitesse
vraie est ®R, R dési-
ghant le rayon du
cercle. L'accélération
du mouvement se ré-
duit a Paccélération

—or 11

21{2
normale 2

et est dirigée vers le
point 0 ; dailleurs
Fig. 27 la vitesse aréolaire,
guand on prend le

point 0 comme centre des aires, est constante.

Cela posg, projetons orthogonalement le mouvement sur
un plan P. Laprojection du cercle est une ellipse dont le
centre est le point 0' projection du centre du cercle et, si
M' est la projection du mobile M, les aires décrites par le
rayon vecteur r allant du point 0' au point M' sont pro-
portionnelles aux aires du cercle dont elles sont les projec-
tions ; il en résulte qu'elles sont proportionnelles aux temps
employés a les décrire, da sorte que, si Ton prend le point
0' comme centre des aires dans le plan P, la vitesse aréo-
laire du mouvement projeté est constante.
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Enfin Paccélération du point M' est la projection de Paccé-
lérationdu point M ; comme celle-ci et ®’R, celle-la est
o’ X proj. R, cest-adire w’, et elle est de plus dirigée
versle point 0', puisque Paccélération du point M est diri-
géevers le point 0.

11 suit de la que Peliipse peut étre considérée comme la
trajectoire d'un point mobile dont le mouvement satisfait
aux deux lois suivantes :

1° S I'on prend le centire del' ellipse comme centre des aires,
la vitessearéolaireest constante ;

2° L accélération dirigée vers le centre de I'dlipse est pro-
portionnelle au rayon vecteur qui va de ce point au mobile.

77. REMARQUE. — Soient
x = f(1), ¥ = o¢(t), 2 == {(f)

les équations de la trajectoire d'un point M (fig. 28) rap-
portée a trois axes
rectangulaires  OX,
Oy, Oz. Pour une
C méme valeur de t ces
trois équations défi-
nissent les projec-

/] tionsA, B,C dupoint

M surlesaxes. Consi-

o A ¥ dérons A,B,C comme

B lesextrémitésdetrois

: vecteurs varia-

Y _ bles OA, OB, OC ;
Fig. 28 alors le point M est

Pextrémité du vec-

teur résultant. Son mouvement résulte, ainsi que nous Pa-
vons du reste déja remarqué (67), des mouvements combi-
nés des points A, B, C extrémité des vecteurs composants
et que Pon peut appeler des mouvements composants. Les
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théorémes | et Il prouvent que la vitesse el Paccélération du
mouvement résultant sont |es sommes géométriques desvitesses
et desaccél érations des mouvements composants.

Plus généralement,imaginons un systéme de vecteurs va-
riables méme origine, 0A; OA,,... OA, (fig. 29) et leur
vecteur résultant OA. |l est
ai$ de voir que la vitesse et
Paccélération du point A sont
lessommes gémétriquesrespec-
tivesdesvitessesetdes accétéra-
tions despoints A; A,,... Aq.
Rapportons en effet tout le
systéme a trois axes Ox, Oy,
Oz et appelons :

Xiyi,zi les coordonnées
du point Ai;

X, Y, z cellesdu point A.

On a daprés le théoréme
des projections,

=X x

et Pon en déduit par differentiation
de _  dz,
dt ~ Tdl’

dir — Tdp

On aurait des équations analogues au moyen de y et
de z. Ces équations expriment la proposition énoncee.

Il'y alieu d'observer que les vecteurs OA;, OA,,... OA,
peuvent étre variables en grandeur et en direction ; la pro-
position ne cese pas d'étre vraie.
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DES MOUVEMENTS RELATIFS ET DE LA COMPOSTION

DES MOUVEMENTS

78. Systémesinvariables et mouvements relaffs. — On
dit qu'un systéme de points est invariable quand les distan-
ces mutuelles de ces points restent constantes; un cor'ps
solide est un systémeinvariable.

Soit S un systémeinvariable en mouvement et soit M un
point mobile dans le systéme. Le mouvement du point M
peutétre regardé, soit par un obserrvateur fixe dans Pespace,
soit par un observateur entrainé avec le systéme ; le mou-
vement regardé par le premier observateur sappelle un
mouvement absolu, et Pon appelle mouvement relatif celui qui
est regardé par le second observateur ; enfin, le mouvement
du systéme dans Pespace est appele mouvement d'entraine-
ment.

On peut concevoir, plus généralement, qu'unpoint M soit
mobile dans un premier systéme S;, mobile lui-méme dans
un second systéme S,..., le dernier systéme S, étant mobile
dans Pespace ; si Pon imagine alors plusieurs observateurs
entrainés respectivement avec les systémes S;S,,... S,
les mouvements observés par chacun d'eux sont des mou-
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vements relatifs, et le mouvement absolu du point M est
celui qui est observé par un observateur fixe dans Pespace.

79 Remarque 1. — Tous los mouvements observés ala
surface de la terre sont des mouvements relatifs, car la
terre est en mouvement dans Pespace ; nous n‘avons donc
pas, dans la nature, d'exemples de mouvements absolus,
mais Nous n'en concevons pas moins leur existence.

80. Remarque | | . —L a position, dans Pespace, d'un sys
teme invariable S est parfaitement définie quand on con-
nait los positions occupées par trois points du systéme non
situésen lignedroite.

Appelons en eflet S; une position du systémeet A; B, C;
los positions respectives correspondantes de trois de ses
points A, B, C non situés en ligne droite. Si on déplace le
systéme S de maniére que A vienne en A; et B en B; et
s on fixe alors ces points, les souls mouvements que puisse
prendre le systéme sont des mouvements de rotation au-
tour de Paxe A1B; ; de sorte que si on assujettit un point C
du systéme acoincider avec le point c;, laposition du sys-
téme tout entier en résulte, pourvu bien entendu que le
point C; ne soit pasen lignedroite avec les points A; et B;.
Il est clair d'ailleurs quo pour amener A, B, C a coineider
respectivement avec Ay, By, Cy, il est nécessaire et suffisant
que Pon ait AuB, = Al}, B,C, = BL, AG, = AG

81. Composition desmouvements.— Le probléme de la
composition des mouvements petit sénoncer ainsi :

Connaissant le mouvement d'un point M dans un premier
systéme S; celui du systéme S, dansun second sysléme S, et
ains de suite jusqu'a un systéme S, dont on suppose connu le
mouvement dans Pespace, trouver le mouvement absolu ; plus
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généralement, connaissanl tous ces mouvemenls, sauf un,
trouver celul-ci.

Montrons d'abord, en nous bornant au cas d'un seul

mouvement relatif, comment de la connaissance de ce

mouvement et du

mouvement d'entrai-

M nement on pent séle-

ver alaconnaissance

du mouvement ab-

solu. Soient pour cela

(oxy2) (fig. 30) un

trtédre trirectangie

fixe dans Pespace et

o / d (0.XYZ) un tredre

Y trirectangle fixe dans

le systéme mais en-

Fig. 30 tralné avec | ui. Appe-

lons: €1,C les coor-

donngéss du point O par rapport au triedre tixe; a,B,Y;

a,,B,,y, a,,B,,y, les cosinus directeurs des directions

respectives OX, QY, OZ rapportées au trieédre (0.xy2);

et enfin x,y,z, les coordonnées absolues d'un point M,

X, Y, Z s coordonnées relatives, c'est-a-dire ss coordon-

Nées prises respectivement par rapport aux axes ox, oy, 0z
et par rapport aux axes OX, OY, OZ.

On a

= {4 aX 4-2,Y S+ =7,
() y =%+ X + B Y+ .7,
g=C0 X +pY + 1,7

Puisgu'on connaitle mouvement d'entratnement, on con-
nattle mouvement du triédre (O.XY Z) par rapport autriedre
(o.xy2), ce qui signifie que &M, et les neuf cosinus sont
des fountions connues du temps #; si alors on connait le
mouvement par rapport au triedre (O.XYZ) du point M
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mobile dans le systéme, on peut supposer que X, Y, Z sont
des fonctions connues du temps ; par suite, les formules (1)
donnent les expressions des coordonnées absolues X, Y, z
en fonction de t et définissent, par consequent, le mouve-
ment absolu du point M.

Cdla posé, proposons-nous de trouver la vitesse et Paccé-
Iéralion du mouvement absolu connaissant celles du mou-
vement relatif et du mouvement d'entrainement.

82. Composition des vitesses. Théoréme. — La vitesse
du mouvement absolu est la somme géométrigiie de la vitesse
relative et de la vitesse d'entrainement,

Appelons en effet M un point mobile dans un systéme S
animé d'un mouvement d'entrainement et conservons les
mémes notations que dans le numéro précédent, de sorte
gue le mouvement absolu sera defini par les équations (1).
Dans ces équations regardons d'abord X, Y, Z comme des
guantités constantes ; alorsle point M serafixe dansle sys-
téme et ne participera qu'au mouvement d'entratnement;
par suite, les composantes suivant les axes fixes ox, oy, 0z,
de sa vitesse a Pinstant t auront pour expressions respec-
tives

_d§ dx dx, . da,
?)_.--ut'i—t'-?-Xa*{-Y-&}——i—ﬁ'BTs

_dn dp dg, d,
1_,_---——0—Xd£—FYd +Zdt
b B x Wy 40 gt

dt di dt dr'’

end'autrestermes, si Ponappelle;M le point du systémeaveclequellepo
les composantes suivant les axes fixes de la vitesse v du
point M a Pinstant t. C'est cette vitesse qui et ce qu'on
appelle lavitesse d'entrainement du point M a Pinstant t.

Supposons maintenant que X, Y, Z soient variables;
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alors le point M est en mouvement dans le systéme et les
composantes par rapport aux axes OX, OY, OZ de sa vitesse
v a Pinstant t ont pour expressions respectives

x

dt’ dr’ dt’
par suite, les composantes de cette vitesse par rapport aux
axes fixes, seront données par les égquations

dX dY e,

¥Vr—un I-l—ﬂil 3(.“
dY

V=t n Y n

oo UX dY L

At TR G Tiak LR

ce sont les composantes, suivant les mémes axes, de la
vitesserelativedu point M a Pinstant t.

Or, si Pon différentieles équations (1), on obtient
dr Lz da, 7 £ dX dY /¥4
Y XY 22 = e S
g oatt ot Ya Tt T Tt w T w
c'esl-a-dire

dz
9 — =,
(2) T = et \£

et des expressions anaogues pour il et pour —- dt maisle

premier membre de Péquation (2) representant laprojection
sur ox de la vitesse absolue du point M a Pinstant t, on
voit que cette projection est la somme algébrique des pro-
jections sur le méme axe de la vitesse relative et de la
vitesse d'entrainement au méme instant. It en résulle évi-
demment que le vecteur qui représente la vitesse absolue du
point M a Pinstant t, est la somme géométrique des vecteurs
qui représentent la vitesse relative et la vitesse d'entrainement
du point M au méme instant ; ce qui démontre la propo-
sition.
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83. Corollairel. — Lavitesserelative est |a somme géomé-
trique de la vilesse absolue
et de la vitesse d'entraine-

C ment prise en sens con-
B traire.

Gar, si OA, OB, OC (fig.

- 31) sont respectivement la

vitesse d'entrainement, la

vitesse relative et la vitesse

0 absolue du point M a Pins-

Fig. 31 tant t, dans le parallélo-

gramme OACB le vecteur

AG, qui représente la vitesse relative, est la somme géomé-

trique des deux vecteurs AO et OC, dontle premier repre-
sente la vitesse d'entrainement prise en sens contraire.

84. Corollairo Il. — Lavitesse d'entrainement est |a somme
géométrigue de la vitesse absolue et de la vitesse relative prise
€n sens contraire.

Méme raisonnement que pour le corollaire |.

85. REMARQUE | . L'opération qui a pour but de déter-
miner la vitesse absolue connaissant la vitesse relative et la
vitesse d'entrainement porte le nom de composition de ces
deux vitesses. On voit par la ce qu'il faut entendre plus gé-
néraiement par composition de plusieurs vitesses.

86. REMARQUE I|. —e | résulte du théoréme précédent que
la régle de composition de deux vitesses et la méme que
celle de la composition de deux vecteurs; des lors elle sé
tend naturellement d'elle-méme & un nombre quelconque
de vitesses.

D'aprés cela, appelons M un point mobile dans un sys
teme S;, mobile lui-méme dans un systéme S,, et ainsi de
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suite jusqgu'a un systéme S, mobile dans Pespace. A Pins-
tant t le point M coincide avec le point u, du systéme S;;
u, coincide avec un point u, du systéme S, et ainsi de
suite jusgu'a un point u, du systeme S,; soient :

v lavitesse du point M par rapport a un observateur en-
trainé avec S;;

vi la vitesse du point u, par rapport ah un observateur en-
trainé avec S, etc.;

Et enfin v, la vitesse du point u, par rapport a un obser-
vateur fixe dans Pespace.

Si Pon appelle V la vitesse du point M par rapport a ce
méme observateur, le vecteur V et la somme géomeétrique
desvecteurs v, Vi, Vo,... Vy, V et lavitesse résultante; v,
Vi,... Vp lesvitesses composantes, et Pon voit ainsi comment
il faut comprendre la proposition suivante :

La vitesse résultante de plusieurs mouvements est la somme
géométriquedesvitessesdetonsles mouvements.

En particular, si le mobile participe & deux mouvements,
lavitesse résultante est la diagonale du parallélogramme
construit sur les vitesses composantes ; c'est la diagonale du
parallélépipede construit sur les vitesses composantes dans
le cas de trois mouvements; elle est enfin égale & la somme

algébrique des vitesses composantes quand celles-ci sont
paralléles.

87. REMARQUE |l1.— La décomposition des vitesses suit les
mémes lois que la decomposition des vecteurs.

Nous renvoyons d'aileurs le lecteur au chapitre sur les
vecteurs pour tout ce qui atrait soit ala composition, soit a
la décomposition des vitesses.

88. Application. Tangente a la cycloide. — Lacycloide est
la courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sans
gllsser sur une droite fixe x'x (fig. 32). Cette définition équi-
vaut & lasuivante :
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Lacycloide est latrajectoire d'un point qui se déplace sur
un cercle d'un mou-
vement uniforme
avec une vitesse v,
pendant que tous les
M points du cercle se
E _ deplacent parallélé-
0 ment & une droite fixe
\ xX'X, d'un mouvement
uniforme et avec la
méme vitesse V.
D'apréscela,soient,
a un instant donné,
0 la position du cercle et M la position correspondante du
mobile. Indiquons par des fléches le sens du mouvement
d'entrainement et le sens du mouvement relatif, et soient a
Pinstant considéré ME et MR la vitesse d'entrainement et
lavitesse relative. On a, par hypothése, ME = MR; il en
résulte que la vitesse absolue est la bissectriee de Pangle
EMR. Cette bissectriee passe d'ailleurs par le point A' dia-

métralement oppose au point A oule cercletouche la droite
XX) donc :

r —— A I

Fig. 32

La tangenteen M a lacycloide sobtient en joignant le point

M au point A' diamétralement gppos® au point de contact du
cercle et de la droite,

89. REMARQUE. — On voit par cet exemple comment, a
Paide des mouvements relatifs, on peut étendre la méthode
de Roberval pour le tracé des tangentes a des cas auxquels,

au premier abord, elle semble ne pas pouvoir sappliquer
simplement.

90. Compositiondesaccélérations.— Laloi delacompo-
sition des accelerations est la méme que celle de la compo-
sition des vitesses, quand le mouvement d'entral nement est
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un mouvement de trandation ; elle est plus compliquée dans
le cas général ou le mouvement d'entrainement est quel-
conque. Ce dernier cas exige d'ailleurs des développements
qui sortiraient du cadre de cet ouvrage : auss nous borne-
rons-nous a examiner le cas oil le mouvement d'entraine-
ment est un mouvement de translation.

91. Definition. — Onditqu'un systémeinvariable et animé
d'un mouvement de trandation lorsqu'on peut Pamener
d'une position a une autre en faisant décrire a tous s
points, pendant le méme temps, des segments de droites
égaux et paralléles.

Un mouvement de translation peut étre rectiligne ou cur-
viligne selon que les divers points du corps décrivent des
droites ou des courbes; seulement, dans le second cas le
mouvement peut étre considéré comme une suite inin-
terrompue de mouvements de translation infiniment petits
et dont les directions changent d'un instant a Pinstant sui-
vant.

92. REMARQUE. — 11 suit en particulier de la définition
précédente que si le mouvement d'un systéme invariable
est un mouvement de translation, toute droite liée invaria-
blement au systéme se déplace paralléloment a elle-
méme.

93. Theoreme. — Quand le mouvement d'entainement est
un mouvement de trandation, Paccélération absolue est la
sommc géométrique de Paccélération relative et de Paccéléra-
tion d'entrainement.

Soient, en effet, (0 xyz) et (O.XYZ) (fig. 33)deux triédres
trirectangles fixes, le premier dans Pespace et le second
dans le systéme. Comrne le mouvement d'entrainement est
un mouvement de translation, les arétes du triedre (O.XY Z)
conservent des directions invariables dans Pespace, et par
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suite il est permis de supposer les deux triédres paralléles
et de méme sens. Appelons
alors: &€,1,C les coordon-
néss du point O par rap-
port au premier; X, Y, Z
les coordonnées du point
mobilerapportéau second ;
et enfin a, vy, z les coor-
données du méme point
rapporté an triédre fixe
{o.axyz). Ona

3
f

x=§+ X,
y=1x+Y,
i=4{+ 7

o

Fig. 33 (1)

et Pon en déduit par differentiation
diz o5 X
@ " de T
2 dy _ din | &Y
@ ( d¢ T de T de
diz  d¥% d*

1

At
a5 dm d¥g
de’ de’ de
posantes de Paccélération du point O suivant les axes iixes
Ox, oy, Oz, c'est-a-dire les composantes, suivant ces mémes
axes, de Paccéération d'entrainement.
D'autrepart d*_x’ ﬂ, ﬂ-représententles composantes,
Tdp ot de? '
suivant les axes mobiles OX, OY, OZ, de Paccélération du
point M par rapport a un observateur entrainé avec le sys-
téme ; c'est-a-dire les composantes, suivant les mémos axes,
de Paccélération relative. D'ailleurs les deux systemes d'axes
2X Y %

étant paralléles, e F’. T

Dansceséquati sententlescom-

sont aussi les composantes
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2
de Paccétération relative sulvant les axes fixes; enfin %,

diy  d% e

T sont les composantes de Paccélération absolue
suivant les mémes axes. Les équations (2) expriment alors
que la projection de Paccélération absolue sur Pun quel-
congue des axes Ox, Oy, Oz est la somme algébrique des
projections de Paccélération relative et de Paccélération

d'entraincment; de la résulte évidemment la proposition.

94. REMARQUE |.— La composition des accélérations dans
le cas de plusieurs mouvements de translation se fait d'a
prés les mémes régies que la composition des vitesses ; le
raisonnement est absolument le méme.

95. REMARQUE II. — Si dans les équations (1) on regarde
X, Y, Z comme des constantes, elles donnent les coordon-
nées absolues d'un point du systeme mobile, c'est-a-diie les
coordonnées d'un point du systeme mobile rapporté aux
axes fixes. On en déduit par differentiation

e ok
dt T d’
dre  d%
de ~ dp

et des formules analogues au moyen de y et de z. On con-
clut de la que si un systeme invariable est anime d'un moun-
ment de trandlation, tous les points du systéme ont a chaque
instant la méme vitesse et la méme accélération que le point O.
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ETUDE DE QUELQDES MOUVEMENTS ET APPLICATIONS

96. Probtéme |. — Etudier le mouvement d'un point sur
une droite x'x (fig. 34) sachant que P équation du mouvement
est

(1) x = a cos [xt + B).

Soit 0 Por|g| ne des abscisses et Ox la direction positive
sur la trajectoire.
Supposons,  pour
fixer les idées, a
et a positifset dif-
férentions deux
fois successivement les deux membres de Péquation (1);
nous obtenons ainsi deux nouvelles éguations

-
o

Fad ‘{r d

Fig.34

dx .

(2} T = — a= sin (x4 B),
dix )

(3) P/ Sk az? cos (al -+ B},

qui donnent a chaque instant la vitesse et Paccélération du
mobile.
Cela posé, remarquons que les trois éguations ne chan-

2n .
gent pasquand on y remplace t par t -+ —; en résulte

gue si, a un instant quelcongue, le mobile traverse un point
M de satrgjectoire avec la vitesse v et Paccélération v, a

CINEMATIQUE. 5
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. 2 . A . "
Pinstant . ¢ 4+ -;E il traversele méme point, dans le méme

sens, avec la méme vitesse et la méme accélération; pour
cette raison, le mouvement que nous étudions est dit pério-

@
digae, et ‘;—ﬂ sappelle Pamplitude de la période.

Il en réguite auss que pour faire Petude compléte du
mouvement, il suffit de faire varier t dans un intervalle

égal a :
11 y adailleurs avantage, pour simplifier cette étude, a
remplacer dans les trois équations t par ¢ — E, ce qui
-3

revient a changer Porigine des temps et a compter les
temps a partir de Pinstant dont Pabscisse par rapport a

la premiere origine e — E; s trois Oéquations devien-
*
nent ainsi

{4} r = a cos af,

5 e ax sin af

3) gy = aasinal.
L

(6) _ %:——M‘ cos «f .

Occupons-nous d'abord de Péquation (4), qui définit la
position du mobile sur sa trajectoire, et faisons varier t de

0a ? On voit sans difficulté que dans cet intervalle x est

nul pour

1]

et pour

™ 01
T2z g
il et maximum et a pour valeur a quand
t=—20

{
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et —
O
f— -
enfin il et minimum et éga i—a quand

L= -.

-3

Portons donc a partir du point 0, sur la trajectoire, les
longueurs OA et OA' éudes a a et faisons varier x succes
sivementde 0 & - > de = & =, de - & — -~ et enfin de

2 Dy % x  Ya o«

Tt . 2= . . .
—-+- 4 — . |le mobile se déplace aors .successivement
% 2

)

de A en 0, deOen A, et revient aprés de A'en O et de 0 en
A ; il oscille ensuiteindéfiniment entre A et A', A' et A.

Si nous passons maintenant a Pquation (5), qui définit la
vitesse, nous voyons que la vitesse, qui est nulle quand le .
mobile est en A, devient négative et décroit lorsqu'ii se
déplace de A en 0; elle est aors minimum, croit ensuite
jusqu'a, ce que le mobile soil en A', sannule de nouveau en
changcant de signe et continue a croitre quand le mobile
vade A' en 0; la elle et maximum et elle décroit ensuite
jusqu'a zéro quand le mobile se déplace de 0 en A. Ajou-
tons que lavaleur maximum est ax et lavaleur minimum
— ax,

Quant a laformule (6), qui donne Paccélération, on pent
Pécrire

d*x
de
sous cette forme on voit que Paccélération est proportion-
nelle a x et varie dans le méme sens que Pabscisse du point;

on voit en outre gu'elle et constamment dirigée vers le
point 0.

= —ax! x;

97. REMAKQUE. — Le mouvement que nous venons d'étu-
. ; . . 9r
dier porte le nom de mouvement vibratoire simple; — sap-
x
pelle ladurée delavibration et a en est Pamplitude.
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98. Probléme 1. — Etudier le mouvement d'un point sur
un ptan, sacliant que fes
mouvements de ses projec-

M tions sur deux axes reclan-
gulaires, situés dans ce

\ plan, sont des mouvements
vibratoiressimplesde méme
duréeet de méme amplitude
définis par les équations

X —a cos (at + f),
y = asin (at+ B).

¥

z’ 0 " &

it
Fyig. a3 Prenons ces deux axes
xXx et yy (fig. 35) comme
axes de coordonnées ; les équations du mouvement étant
alors
- @ = a cos(al+ ),
(%) Y = asin (af + f}
on voit tout de suite que la trajectoire est le cercle repre-
senté par I'¢quation
-y = a,
ainsi, le mouvement est circulaire.
Il est de plus uniforme, car les composantes de la vitesse
suivant les axes sont

dx .

5 = — @ sin {af -+ B},
(8) )

E.f_? = az cos (xf + B},

et montrent que si, pour fixer les idées, on suppose a et a
positifs, la valeur absolue de la vitesse est a a. Les formules
(7) ou (8) montrent en outre que le mouvement de la pro-
jection sur Ox, au début, est un mouvement rétrograde,
tandis que celui de la projection sur Oy est direct; d'ol il
résulte que le mouvement sur le cercle Seflectue lui-méme
dans le sens direct des arcs.
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Enfin les composantes de Paccélération sont

dir R
=
1

elles sont donc proportionnelles aux coordonnées du point
mobile, et par suite Paccélération est dirigée versle point 0
et est normale au cercle, ainsi que Ton devait Sy attendre

3
(63); savaleur et E:-

99. Probléme 111. — EIl tidier le mouvement d'un point
dans I'espace, sachant que, les mouvemenls des projections sur
trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz (fig. 36J sont des
mouvemenls vibratoires simples de méme durée. ’

Soient
@ == @ 0§ {wl-+-=},
() ¥ = b cos (wi-P),
z = ¢ cos {w—+1)
les équations des mouve-

) ¥ ments des projections, €est-a
dire les équations de la tra-

y jectoire.
Kig. 36 Cherchons d'abord, si e€est

possible, la nature de cette
courbe. Pour cela, commencons par mettre les équations
(9) sous laforme

= ¢os wl COS z— 5in wi sin «,

&R

w

(120 < == ¢0S wt ¢os § — sin w! sin B,

o~

= £O0S wi £0S ¥ — 8in wi sin vy,

AT
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et exprimons enstite cos wf et sin wf en fonction ration -
nelle d'un paramétre A au moyen des formules

cos wl = t-ﬂ
143
. 2
80 wf — '1'"*'__'-_—)} H

les expressions des coordonnées deviennent ainsi

(1 —2%) eos 2 — 9 sin =

T WY
Y o)
y = b“ #*) cos § — 2 sin 5:1,
1432
g (1 — %2 cos y — 2) sin v
T 1% ’

et il est manifesto alors qu'elles représentent une courbe du
second degré dont les points & Pinfini sont imaginaircs,
c'est-a-dire une ellipse.

Ains ,le mouvement que nous éludions est un mouvemcnt
eliptique.

On obtient aisément Péquation du plan de cette ellipse :
il suffit pour cela d'éliminer cos wt et sin wt entre les équa-
tions (10), ce qui conduit a Péguation

cos = sin «

e

cos 3 sin | =03

cosy  siny

[ I

d'ouil suit que le plan de la courbe passe par Porigine.
Etudions maintenant la vitesse du mobile sur sa trajec-
toire; elle est définie par les équations
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dx——a sin (et 4 a)
i tw § W R
dy .

'&"{' = — bw sin (mt-—}—ﬁ],
d::_ cw sin (wf 3
yri w gin (wf v}

71

qui permettent d'obtenir une propriété remarquable du
mouvement. Si on les rapproche en eflet des équations (9),

on en tire les trois nouvelles équations

dx .
\ dt _Jdt = sin {z — B),

(1) — 2% = in (5 — )

f J dt ot
\

- .r-—_ﬂsin(\fwz}.

d! 7{)

Nous alons interpreter ces trois équations. Prenons par

exemple la premiere ; si Ton pose

& =1cosh,

y =1 sin 0,
on en déduit
dx 056 dr 0d0
= cos T » sin Ty
dy . dr d6
;S —_ ) e
Tt sint § T -+ 7 cos dt’

et par suite
dy dz di

b riad ik
L'équation considérée peut donc sécrire

r"%}: sin {2 — B);

mais, sous cette forme, le premier membre représente le
double de lavitesse aréolaire de la projection du mobile sur
le plan des xy, Porigine étant le centre des aires. Les équa-
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tions (11) expriment done que les aires décrites parle rayon
vecteur qui va de Porigine a la projection du mobile sur
Tun quelconquedes plans coordonnés, sont proportionnelles
aux temps employés a les décrire. D'autre part, Paire d'une
figure plane et proportionnelle a celle de sa projection
orthogonale sur un plan. On conclut alors de la que, dans le
mouvement étudié, les aires décrites par le rayon vecteur
qui va de Porigine au point mobile sont proportionnelles
aux tempsemployl'originésalesdécrire.

11 nous reste a dire quelques mots de Paccélération : elle
est définie par les équations

d*z

i = - au?® €08 (vl -+ 2),
2

%-g = — bo? €0s (il - B),

diz

i == — cu? €05 (wf -+ ),

que Pon peut, en tenant compte des équations du mouve-
ment, écrire sous la forme plus simple

dix )
T = — wif,
d?

d—tij = — tuzy,
d’z ™
&t—’ —_ — w a.

Sous cette forme, on voit que les composantes de Paccélé-
ration sont proportionnelles a —x, —y, — z, cequiindique
que, si Pon désigne pax M la position du mobile sur sa tra-
jectoireaun instant quelconque t, Paccélération, au méme
instant, est proportionnelle au vecteur MO eta méme direc-
tion que lui.

On peut ajouter, ce qui est du reste bien évident sur les
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équations (9), que le mouvement est périodique et que
Pamplitude de la période est il
in

100. Applicationdelaconsidération de Paccélérationit la
détermination des rayons de courbure. — Dans la represen-
tation de Paccélération par un vecteur, nous avons vu gue
la composante normale de Paccélération, quand le mobile
occupe une position M sur sa trajectoire,s'exprimeen fonc-
tion de la vitesse et du rayon de courbure en M par la for-

mule
w?
T =7
Il suit dela, que si Pon connait la vitesse et Paccélération
du mobile a. un instant donné, quand le mobile traverse un
point quelconque M de sa trajectoire, on obtient le rayon
de courbure de cette courbe en M en divisant le carré de

la vitesse par la composante normale de Paccélération.

101. Exemple 1. — Rayon de courbure de la cycloide. —
Le mouvement d'un point sur une cycloide peut étre consi-
déré (108) comme résultant :

1° D'un mouvement de translation uniforme comrnun a
tous les points du cercle générateur :

2° D'un mouvement uniforme sur le cercle générateur,
avec une vitesse égale a celle du mouvement de translation.

Soient alors 0 (fig. 37) le cercle générateur & un instant

donné et M la position du

D point décrivant; en appe-

M AA lant A le point de contact
-~ C du cercle avec la droite x'x
0 sur laquelle il roule et A’

le point diamétralement
opposé au point A, MA'
A est la tangenteen M a la
Fig. 37 cycloide et MA est lanor-
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male au méme point. Nous appellerons R le rayon du cercle
et nous poserons
NA =L
Cela posé, puisque la vitesse de translation est constante,
Paccélération du point M est due uniquement au mouve-
ment de rotation sur le cercle ; si done w est la vitesse an-

gulaire de ce mouvement, comme sa vitesse est ®R, Paccé
P 2R3 L
|ération est i T 1Y et estdirigéesuivant le rayon MO.
i g y

Saprojection surlanormale estdone «?® X proj. R, €edt-
adire

d'autre part, ss MC et MD sont les deux vitesses compo-
santes, égales d'ailleurs a wR, dans le triangle isocéle MCD
ona

MI = MC cos CMA’
ou bien encore

o — !
MI = wll cos MAA = 5°

d'ou Pon tire
ML = wl.
Or, 2M1 et la vitesse absolue du point M, et si. Pon ap-
pelle p le rayon do courbure de la cycloi'de en ce point,
Pexpression de Paccélération normale est auss

mife
R
En comparant avec la premiere expression trouvée, on

obtient
wd3f? w3

et finalement
g = 2 = IMA.
Ainsi, lerayon de courbure de la cycloide est le double de la
normale limitée au point de contact du cercle O et de la drolte
X'X.
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102. Exemplel | . — Rayon de courbure de Phélice. — On
sait que Phélice est une courbe tracée sur un cylindre quel-
conque et qui coupe sous un angle constant toutes les g--
nératrices decette surface. Suppo-
sons-la décrite par un point M
(fig. 38),d'unmouvement uniforme,
et soit v =MA la vitesse de ce
mouvement. Menons par M la sec-
tion droite du cylindre, et décom-
posons la vitesse en deux autres,
MB et MC, dirigées respectivement
suivant la tangente en M a la sec-
tiondroite et suivant la généralrice
MG du cylindre. Si Pon appelle y
Tangle constant sous lequel Phé-
Fig. 3% lice coupe toutes les génératrices,

on a d'ailleurs

MB = » sin v,
MG —= »cos v.

Il résulte de la que Pon peut considérer le mouvement du
point M sur Phélice comme résultant:

1° D'un mouvement de translation de la section droite
parallélement aux génératrices et avec la vitesse constante
VCOSY ;

2° D'un mouvement uniforme sur la section droite avec la
vitesse v sin y.

Soit p' lerayon de courbureen M de la section droite; Pac-
célération totale provient uniqguement du mouvement sur la
section droite, et est, par suite, égale a Paccélération normale
v? sin® 7

')

de ce mouvement, puisqu'il est uniforme. Maisle

mouvement sur Thélice étant lui-méme uniforme, Paccélé-
ration totale est dirigée suivant la normale principale en M
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3

& Thélice, et et égde a %—. s 1designant le rayon de cour-

bure de Thélice. En égalant les deux expressions de Paccé
|ération totale, on obtient

oi’

P= S v

On voit, de plus, que Paccélération totale devant ére a la
fois normale principale a Thélice et normale a la section
droite au méme point, en chaque point dune hélice la nor-
male principale est confondue avec la normale a la section
droite ou, ce qui revient au méme, avec la normale au cylindre.
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1. Etablir, par la considération des produits géométriques de
vecteurs, laformule :
at = bt -2 — 2be cos A,

entre les cotés et Pangle A d'un triangle.

2. Dans un triangle ABC on désigne par h la hauteur issue
du sommet A et par B et vy les segments qu'elle détermine sur
le coté opposé ; prouver, au moyen des produits géométriques
de vecteurs, que Pon a :

i — By = becos A,

3. Etablir, par les mémes considérations de produits géom--
triques de vecteurs, la formule qui donne le carré de la distance
de deux points en géométric analytique a trois dimensions.

4. Plus généralement, prouver que Pon a
a? = X a? -+ 25 aij cos (aial),

a, a, . . ... a, désignant des vecteurs et a leur vecteur résul-

5. Trouver le cosinus de Pangle de deux directions connais-
sant leurs paramétres directeurs par rapport a trois axes de coor-
données.

6. Etablir la formule fondamentale de latrigonométrie sphe-

rique : . ]
Cos @ = ¢0s £ co3 ¢+ sin b sin ¢ cos A.

7. Trouver la loi des espaces, sachant que la courbe desvi-
tesses est une circonference ayant son centre a Porigine.

8. La vitesse d'un point matériel en mouvement est propor-
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tionnelle a la puissance m de Pespace; trouver la relation entre

1
Pespace et le temps. Casou 1 = 5"

9. Entre Paccélération Y etlavitesse v d'un point matériel en
mouvement, on a la relation

';-—-—g(1+£—);

constantes ; trouver la loi des vitesses et la

g et a designant des

loi des espaces.
10. Méme question en supposant

2
i _-‘,"(‘1 - a?) .

11. Mémo question en supposant
: g
T = t_t.-p—_

12. Etudier le mouvement dans lequel Paccélération est pro-
portionnelle a Pespace parcouru.

13. L'espace parcouru par un point matériel en mouvement
est lié au temps par la relation

S=all 4ot +d;

construire, par rapport aux mémes axes, la courbe des espaces,
la courbe des vitesses et la courbe des accélérations.

14. Prouver que Paccélération d'un point est égale au carré de
lavitessedivisé par lamoitiédelacorde déterminée par Paccél ération dansleecr

15. Un point matériel de poids p est en mouvement ; que doit
étre Paccélération pour que la trajectoire soit un cercle ayant
pour centre un point donné, et pour que le mouvement du point
matériel sur ce cercle soit uniforme et animé d'une vitesse angu-
laire o ? (RESAL.)

16. Un point M décrit une droite A d'un mouvement uni-
forme et avec une vitesse aw, pendant que la droite A tourne
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autour d'un point fixe avec une vitesse angulaire constante w ;
construire la tangente en un point quelconque de la trajectoire
du point (spirale d'Archiméde).

17. On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy et Pon consi-
dére un point mobile M, situé d'abord sur Ox, et qui se meutde
maniére gue son ordonnée et Pangle de son rayon vecteur avec Ox
croissent proportionnellement au temps, et de maniére que .le
mobile vienne sur Oy a une distance a de Porigine ; trouver la
trajectoire (Quadratrice de Dinostrate), la vitesse en chague
point, Paccélération et le rayon de courbure.

18. Construire la tangente a la conchoidede la droite.

19. Construire la tangente au lieu des points dont le rap-
port des distances a deux points fixes et égal a un rapport donné
(113

"

20. On donne deux droites fixes X et Y et un point 0 ; on
méne par ce point une sécante variable .rencontrant X et Y aux
points respectifs A et B, et Pon prend le point 1 tel que
Al m

B= ?‘: construire latangente au lieu décrit par le point I.

21. Trouver le rayon de courbure de la spirale d'Arebirnéde.

22. Un point matériel parcourt une ellipse d'un inouvement
dont Paccélération kr est proportionnelle a la distance r au
centre et dirigée vers ce point ; il part d'un point situé sur le
grand axe 2a, avec une vitesse v, = by, b désignant lepetit
axe ; trouver le rayon de courbure de Pellipse.

23. On suppose une ellipse parcourue par un mobile dont Pac-
célération dirigée vers un foyer, est en raison inverse du carré
de la distance ; en déduire le rayon de courbure de Pellipse.

24, Quelle est, parmi toutes les courbes passant par le méme
point A et comprises dans le méme plan vertical, celle pour la-
quelle un point pesant partant du repos en A parcourt un arc de
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longueur quclconque dans e méme temps qu'il mettrait adécrire
la corde correspondante ?

25. Prouver que le centro de courbure de la parabole se pro-
jette sur le prolongement du rayon vecteur en un point distant
du foyer d'une longueur égale a ce rayon. On supposera la para-
bole parcourue par un mobile d'un mouvement tel que la vitesse
aréolaire, par rapport au foyer pris comme centre des aires, soil
constante.

26. Un mobile parcourt une droite Ox dans le sens Ox, en
partant d'un point A de cetle droile, et sa vitesse, a chaque ins-
tant, est inversement proportionnelle a sa distance au point O ;
trouver Pespace, la vitesse et Paccélération en fonction du
temps.

27. Memo question en supposant que la vitesse soit propor-
tionnelle a la distance au point O.

28. U'n cercle de rayon r roule sans glisser sur une droite d'un
mouvement uniforme ; étudier le mouvement d'un point sur la
circonférence.

29. Une droite BB', de longueur donnée 2p, est touchée, a un
instant donné, en son milieu A, par un cercle donné 0. On sup-
pose que le point A se déplace sur la circonférence d'un mouve-
ment uniforme avecune vitesse angulaire w pendant que la droite
BB' tourne autour du point mobile d'un mouvement uniforme, dans

. . . . w .
le nienie sens et avec la vitesse angulaire —; udier |e mouve-

2
ment du point B.

30. Un cercle de rayon r tourne autour d'un de ses diamétres
avec une vitesse angulaire constante w. Un point se meut sur la
circonférence mobile avec la méme vitesse angulaire o ; trouver
les équations du mouvement et de la trajectoire, ainsi que lavi-
tesse et Paccél ération.

31. Le foyer d'une parabole étant pris comme centre des aires,
on suppose la courbe parcourue par un mobile avec une vitesse
aréolaire constante. On fait passer un cercle par le foyer, lesom-
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met et le point mobile ; étudier le mouvement du centre du cer-
cle. On comptera les aires a partir du rayon vecteur qui va du
foyer au sommet.

32. Un point matériel parcourt une lemniscate de Bernouilli
avec une vitesse constante ; trouver son accélération et en dé-
duire le centre de courbure en chaque point de la courbe.

(DE SAINT-GERMAIN.)

33. Soit ¢ lademi-distance focale d'une ellipse de centre ().
Un point décrit la podaire de cette ellipse par rapport au point 0

avec une vitesse aréolaire consta-2- ¢!, e point O étant pris

comme centre des aires ; trouver la vitesse, Paccélération et le
rayon de courhure. (DK SAINT-GERMAIN.)

34. On donne un point 0 et Pon considére un point M mobile
de maniére que sa vitesse soit proportionnelle ‘a la puissance
n—1 durayon vecteur OM; determiner |a trajectoire et I'accc-
leration du nnint M Flvnmimr les cas particuliers ou n a Pune

des valeurs 2, 3 g —1.

35. Une droite de longueur constante se meut de maniére que
s extremités A et B décrivent deux droites rectangulaires Ox
et Oy ; on sait de plus que le point A est animé d'un mouve-
ment uniforme de vitesse v. Déterminer a un instant quelconque
Paccélération d'un point M de la droite.

36. Les extrémités d'une droite de longueur constante glissent
Pune, A, sur un cercle O de rayon r, Pautre, B, sur un dia-
métre Ox de ce cercle. On suppose que le mouvement du point
A soit uniforme avec la vitesse angulaire @ et Pon demande
d'étudier le mouvement du point B.

37. Les données étant les mémes, on suppose que le mouve-
ment du point B soit uniforme et Pon propose de déterminer le
mouvement du point A.

38. On donne un point O et une droite D. Un cercle de
grandeur constante passe par le point O et tourne autour de ce

CINEMATIQUE. 6
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point d'un mouvement uniforme. Soit M le point de rencontre
avec D dune tangente au cercle perpendiculaire a D ; étudier le
mouvement du point M.

39. Un point M parcourt une courbe (C) d'un mouvement
quelconque ; sur la tangente en M a cette courbe on porte une
longueur constante MN. Prouver que la normale en N a la tra-
jectoire de ce point passe par le centre de courbure en M de la
courbe (C).

40. Un point M se meut d'un mouvement uniforme sur une
circonférence de centre 0, pendant que le point O décrit, en
sens contraire, sur une autre circonférence, des arcs d® méme
graduation ; étudier le mouvement du point M.

41. Un point parcourt une hélice d'un mouvement uniforme ;
étudier le mouvement de sa projection sur un plan passant par
I'axe du cylindre de revolution sur lequel rbélice est tracéc.

42. Un point décrit un diamétre AB d'un cercle avec une Vi-
tesse proportionnelle a I'ordonnée correspondanle ; étudier son
mouvement.

43. Un point se meut sur une courbe avec une vitesse cons-
tante ct de maniére que la composante de cette vitesse suivant
une droite donnée soil proportionnelle au temps ; trouver cette
courbe. (JULUKN.)



LIVRE 11

DYNAMIQUE

DU POINT MATERIEL

CHAPITRE PREMIER

LES PRINCIPES GENERAUX DE LA DYNAMIQUE

103. Objet de ladynamique. -- La dynamiquo a pour
objet Pétude du mouvement etdes forces qui le produisent.
Elle repose sur des principes qui nous sont fournis par
Pobservation des phénomeénes naturels. Ces principes ne
sont pas évidents a priori et leur vérification immédiate est
impossible ; mais leur exactitude est démontrée a posteriori
par Pexactitude de leurs conséquences, lis sont au nombre
de deux: le principe de linerlie et le principe des mouve-
merits relatifs.

104. Principe dePinertie.— 11 comprend deux parties :

1° I'éal dernouvement ou de repos dlun point matériel ne
peut étre modifié que par Pintervention d'une force ;

2° S un point matériel est en rnouvement sans gu'aucune
force agisse sur lui, le rnouvement est rectiligne et uniforme.

La premiére partie de ce principe est si bien connue
gu'elle paralt évidente ; pour la deuxiéme, nous donnerons
un exemple classique.
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105. EXEMPLE. — Une bhille, lancée sur un plan horizontal
parfaitement poli, se meut d'un mouvement uniforme. A la
longue, il est vrai, la vitesse finit par diminuer; mais cette
diminution est d'autant plus faible que le plan et la bille
sont plus parfaitement polis ; cela tient a ce que dans la
nature il et impossible d'éviter les frottements. On congoit
toutefois que si le plan et la bille étaient parfaitement polis
et si Pon pouvait supprimer la résistance de Fair, le mouve-
ment se continuerait indéfiniment suivant une ligne droite
et avec une vitesse constante.

106. Conséguences. — 1° L'effet dune force sur un point
matériel libre est de changer son etat de repos ou de mouve-
ment.

On dit qu'un point matériel et libre quand il peut se
déplacer dans toules les directions de Pespacc.

Cette définition étant donnée, imaginons gqu'a un instant
quelconque on fase agir une force sur un point matériel
libre. Son état de reposou de mouvement sera change ; car,
s'il n'était pas change, il serait le méme avec la force ou
sans la force; celle-ci serait équivalente a Pabsence de force,
eest-a-dire qu'elle n'existerait pas.

2° Concevons qu'un point matériel en mouvement sous
Taction d'une force décrive une courbe (C) (fig. 39). Sila
force cesed agir quand le point
et en A, sur sa trajectoire, en
vertu de la deuxiéme partie, le
mouvement se continue suivant
(€}  Jadirection de la vitesse en A,
g'est-a-dire suivant la tangente,
et avec une vitesse constante
égale acelle qu'il possede quand
il traverse le point A, au mo-

ment ou la force cese d'agir.

Fig. 39
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107. Direction (Tuneforce; point d'application. — Suppo-
sons qu'a un instant donné un point matériel M (fig. 40),
primitivement au repos, se mette en mouvement; nous pou-

vons dire, en vertu du principe de
Pinertie, gu'uneforce agit sur lui, et

nous dironsaussi quecette force est
A appliquée au point M.
M Au début de son mouvement, le

Fig, 40 point se déplace dans une cerlaine

directiontangente en M alatrajec-

toire qu'il décrit: cette direction sappelle ladirection de la

force. Par définition donc, la direction d'une force est la

direction du défacement qu'elle imprime au début du mou-
vement a un point matériel partant du repos.

108. Forces égales ; somme de deux ou de plusieurs
forces. —On dit que deux forces sont égales, lorsque, appli-
quées dans des directions opposées au méme point matériel
libre et en repos, elles le laissent en repos.

Quand un point matériel soumis a Paction de plusieurs
forces demeure en repos, on dit qu'il est en équilibreou que
les forces se font équilibre.

On dit qu'une force F est la somme de plusieurs autres
forces Fy,, Fa2,... Fn lorsgu'elle fait équilibre a toutes
ces forces appliquées en méme temps que F dans une
direction opposte a celle de F, au méme point matériel
libre et au repos.

109. Mesure des forces. — Ces définitions suffisent pour
effectuer la mesure des forces. On en deduit en effet, par
un procédé bien connu qui revient dans toutes les questions
relatives a la mesure des grandeurs, ladefinition d'uneforce
multiple ou sous-multiple d'une force donnée, ainsi que

celle d'une force égae ‘3 fois une autre force donnée, etc.
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On effectue d'ailleurs la comparaison des forces entre
elles, cest-a:dire leur mesure, au moyen d'une force arbi-
traire que I'on prend pour unité; la force généralement
prise pour unité est le kilogramme, c'est-a-dire le poids, a
Paris, d'un décimetre cube d'eau distillée a 4°,1. Quant ala
comparaison des forces au poids, elle se fait au moyen d'ins-
truments qu'on appelle des dynamométres et dont on trou-
vera la description dans tous les cours de physique.

110. Intensité d'une force. — On appelle intensité d'une
force le nombre qui mesure cette force au moyen de I'unité
choisie.

111. Représentation géométrique des forces. — On peut
représenter géométriquement une force par un vecteur
ayant pour origine et pour direction le point d'application
et la direction de laforce ; quant a la grandeur du vecteur,
on |'obtient en prenant une longueur arbitraire pour repré-
senter I'unité de force, et en portant sur la direction du
vecteur une longueur dont la mesure a l'aide de cette unité
soit égale a l'intensité de la force a représenter.

112. Force constante. — On dit qu'une force est constante
en grandeur et en direction, lorsqu'elle conserve constam-
ment la méme intensité et la méme direction.

En un méme lieu, le poids d'un corps, dont la définition
exacte sera donnée plus loin, est une force constante en
grandeur et en direction ; et c'est pour cette raison qu'on a
pris le kilogramme pour unité de force.

113. Principe des mouvements relatifs. — Lorsgu'un sys-
téme de points matériels libres est animé d'un mouvement de
translation quelconque, toute force agissant sur un point du
systéme, lui imprime le méme mouvement relatif que si le sys
téme était au repos.

Ce principe est di a Galilée.
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114. EXEMPLE. — Si on laisse tomber une bille dans un
wagon, le point de chute est toujours le méme, que le wagon
soit au repos ou en mouvement uniforme.

115. Conségquence. — S, parmi les forces qui agissent sur
un point matériel libre M, on considére en particulier une
force F constante ou variable, le mouvement du point sobtient
en composant, par les régles des mouvements relatifs .celui que
prendrait le point M partant du repos et soumis seulement a
la force F avec celui que prendrait ce point si I'on supprimait
la force F.

En effet, on peut considérer le point M comme faisant
partie d'un systéme qui aurait le méme mouvement de
translation que le point M quand la force F n'agit pas sur
lui; si aors on faitagir laforce F sur lepoint M seul, on se
trouve dans les conditions de la loi de Galilée, et le mouve-
ment relatif sera le méme que si le systéme était au repos.

Donc, pour avoir le mouvement absolu du point M, il suf-
fira de composer, au moyen des régles établies en cinéma-
tique, le mouvement qu'aurait le point, abstraction faite de
la force F, avec celui du point M dansle systeme si celui-cCi
était au repos et que la force F agisse seule.

116. REMARQUE. — Ce qu'on vientdedire contientlesdeux
lois suivantes, qu'on invoque souvent pour établir la dyna-
mique : _

1° Loi de Vindépcndance de I'effet des forces. —Lorsque
plusieurs forces agissent sur un point matériel libre, cha-
cune agit comme s elle était seule ; cest-adire qu'il
suffit, pour avoir le mouvement, de composer ceux que
produiraient séparément les différentes forces.

2° Loi del'indépendance entre les vitesses acquises et les vi-
tesses imprimées par les forces. — Lorsqu'un point matériel
libre en mouvement est animé d'une vitesse v, si Pon fait
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agir une force sur ce point, le mouvement que cette force
imprime au point est indépendant de la vitesse acquise v
et est le méme que si le point matériel partait du repos. Le
mouvement résultant s'obtient, par suite, en composant le
mouvement di a lavitesse acquise avec celui qu'imprime-
rait laforce si cette vitesse acquise n'existait pas. Le rai-
sonnement est le méme que celui du numéro précédent.
Voici maintenant une autre conséquence importante du
principe desmouvements relatifs et du principe de l'inertie.

117. Théoréme. — Lorsqu'un point matériel est en mouve-
ment sous faction d'une seule force constante ou variable,
celle-ci a, a chaque instant, la méme direction que P accéléra-
tion totale du mobile.

Soit en effet A (fig. 41) la position du mobile au temps t
et soit v sa vitesse, dirigée suivant la tangente en A ala
trgjectoire. Si a cet instant la
force cessait d'agir, en vertu
du principe de l'inertie, le
mouvement deviendrait recti-
ligne et uniforme suivant la
tangente en A et avec la vi-

A ' tesse v. Soit M; la position
gu'occuperait le mobile au
temps t + At en vertu de ce

Fig. 41 mouvement et soit M la posi-

tion qu'il occupe réellement

au mdme instant sur la trajectoire; cela signifie que AM
peut ére considéré comme le déplacement résultant de
deux mouvements: 1° le mouvement uniforme suivant la
tangente avec la vitesse v ; 2° le mouvement d( a Paction
de laforce. Or, AM est la somme géométrique de AM, et
de MM, et comme AM, est le déplacement d0 au mouve-
ment uniforme, il sensuit que M,M est le déplacement dO
al'action de laforce. D'autre part, le mouvement imprimé

M,
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par la force a un instant quelconque est le méme que si le
point partait du repos; donc MM représente le déplace-
ment que laforce imprimerait au point matériel pendant le
temps trés court et si lepoint partait du repos; il suit
de laAtet de la définition de ladirection d'une force, que MM
représente la direction de la force considérée pendant le
temps At. Mais la direction MM est la méme que celle
de I'accélération élémentaire, et sa [imite, quand At tend
vers z€ro, est celle del'accél ération totale; d'autre part, cette
limite est aussi la direction de la force a l'instant t, ce qui
démontrelaproposition.

118. Théoréme.— Une force constante en grandeur et di-
rection, agissant sur un point matériel qui part du repos ou qui
est animé d'un mouvement uniforme dans la direction de cette
force, donne a ce point un mouvement rectiligne et uniformé-
ment varié.

En effet, soit vy lavitesse initiale du pointou, si |I'on veut,
sa vitesse a un instant quelconque; si aucune force n'agis-
sait sur lui, la vitesse resterait vo ; d'autre part, si le point
partait du repos sous |'action delaforce constante F, agissant
dans la direction v, il aurait au bout du temps t une cer-
taine vitesse y. Lesdeux mouvements se composant d'aprés
la regle des mouvements relatifs, la vitesse réelle au bout
dutempst s el p,-4+.n s i ,auboutdutempst, quelle
que soit la vitesse vy, Ta vitesse du mobile s'accroit de y;
par conséquent, au bout d'un nouvel intervalle de temps t,
cette vitesse s'accroit encore de y, et ainsi de suite. La
vitesse s'accroit donc de quantités égales dans des temps
égaux, c'est-a-direquele mouvement est uniformément varié.

119. Théoréme. — Réciproquement, si un point matérid a
un mouvement rectiligne et uniformément varié, il est soumis
a une force constante ayant pour direction celle du mouvement
du point.
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1° Le point matériel est soumisauneforce, car autrement
e mouvement serait uniforme;

2° La force est constante en grandeur, car autrement les
accélérations ne seraient pas les mémes dans des temps
égaux ;

3° La force a pour direction celle du déplacement, car
autrement elle donnerait un déplacement dans une autre
direction, déplacement qui, compose avec lavitesse acquise,
ferait décrire au point une ligne différente de la droite qu'il
décrit.

120. EXEMPLE. — Lorsqu'un corps tombe dans le vide en
partant du repos, on reconnait que le mouvement est recti-
ligne et uniformément accéléré. L'accélération de ce mou-
vement en un méme lieu est la méme pour tous les corps;
on lareprésente par la lettre g, et elle est égale a 9,8088 a
Paris. 11 résulte alorsdu théoréme précédent, que tout corps
qui tombe dans le vide est soumis a l'action d'une force
constante en grandeur et direction : cette force est ce qu'on
appelle le poids du corps.



CHAPITRE |1
MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE

121. Nous allons, avant d'aller plus loin, appliquer les
résultats obtenus dans le chapitre précédent a I'étude du
mouvement des projectiles dans le vide. Un projectile est un
corps soumis a l'action de la pesanteur et lancé dans une
certaine direction avec une vitesse initiale donnée. Nous
supposerons le corps réduit a un point matériel et nous
négligerons la résistance de I'air; de sorte que la question
se rameéne al'étude du mouvement d'un point matériel sou-
mis a |'action d'uneforce constante en grandeur et en direc-
tion, et auquel on a imprimé une vitesse initiale donnée.
Nous appellerons g I'accélération imprimée par la pesanteur
a ce point matériel partant du repos et nous diviserons le
probléme en plusieurs autres.

122. Probléme 1. — Etudier le mouvement d'un point
matériel pesant abandonné a lui-méme sans vitesse initiale a
une certaine hauteur au-dessus du sol.

Appelons x le chemin parcouru par le mobile pendant
le temps t et compté a partir du point de départ. Le
point étant soumis a une force constante, son mouve-
ment est uniformément accéléré; si donc g est Paccéléra-
tion dirigée dans le mdme sens que la force, c'est-a-dire de
haut en bas, on a, en vertu des formules qui ont éé éa
blies en cinématique,

() ==z,
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et par suite
2 v = gt.
La premiere de ces deux formules donne Pespace parcouru

pendant le temps t, et la deuxiéme donne la vitesse au bout
du méme temps. Si on élimine t entre les deux, on obtient

»? = 2gx,

formule qui fait connaitre la vitesse en fonction de Pespace
parcouru.

123. APPLICATION. — Un point matériel pesant est aban-
donne a lui-méme sans vitesse initiate sur la verticale xx'
(fig. 42). /I occupe une position donnée A a un instant inconnu
et par court un chemin donné h pendant le temps e, a partir
de cet instant; trouver sa position initiate. '

Soit 0 la position initiale du mobile. Posons OA = X
et appelons t le temps employe a parcourir ce
chemin: on a en vertu de Péquation (1)

4

z T =g gl

O D'autre part, a la suite du chemin x et pen-
dant le tempse , le mobile parcourt le chemin #,
c'est-a-dire, qu'il parcourt le chemin x + h
pendant le temps t+e; la méme formule

A donne donc encore

s = kgl + O,

B Ces deux éguations font connaitre t et x.
z On en tire d'abord par soustraction
Fig. 42 ] 2h —993
250
et ensuite
— ghhe
e = Ch—g%)

802
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Pour gue le probléme soit possible il faut que t soit posi-

. L . 2
tif, ce qui exige que Pon ait # >%—-

124. Probléme | |. — Etudier le mouvement d'un point
matériel pesant lancé verticalement de haut en bas avec une
vitesse initiale vq.

Le mouvement du mobile est encore un mouvement uni-
formément accéléré et peut étre considéré comme résultant
de deux autres seffectuant de haut en bas suivant la verti-
cale :

1° Un mouvement uniforme avec la vitesse v, €t en vertu
duquel I'espace parcouru au bout du temps t est vgt;

2° Un mouvement uniformément accéléré qui est le méme
que si le point partait du repos, dont I'accélération et g,
et dont par suite le chemin parcouru pendant le temps t

est 1/2 gt?. Le chemin parcouru pendant le méme temps dans

le mouvement résultant sera donc

= t—+—1 e
(3) &','-—Un ég H
on tire de lala formute
(4) v=1u,-+gt¢

pour calculer la vitesse.

125. REMARQUE. — On aurait pu écrire les deux for-
mules (3) et (4) immédiatement, puisgqu'on sait que le mou-
vement est uniformément accéléré, que la vitesse initiale
est Vo et I'accélération g.

i26. Probléme | 11. — Etudier le mouvement d'un point
matériel pesant lancé vertitalement de bas en haut avec une
vitesse initiale v,.

Prenons comme direction positive sur la verticale Ox
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(fig. 43) ladirection contraire acelle de la pesanteur et soit
0 le point de départ du mobile. On peut encore
considérer le mouvement comme résultant de
deux autres :

1° Un mouvement uniforme suivant Ox avec
la vitesse initiale vy ; 2° un mouvement unifor-
mément varié suivant Ox' avec |'accélération g
™ que lapesanteur imprime au point matériel par-
tant du repos. En vertu du premier mouvement
['abscisse du mobile par rapport au point 0
et vt, au bout du temps t écoulé a partir de
TO0 I'instant ou le point a éé lancé ; en vertu du
second I'abscisse au bout du méme temps et

— %gt’ puisque le mouvement seffectue dansle

’
x sens des abscisses négatives. L'abscisse du point
Fig 42 dans le mouvement résultant sera donc
1

(5) r = uu{—ég.“.’;
on en déduit laformufe des vitesses

(6) b= n— g!:
et I'élimination de / entre les deux équations donne

@ v = v) — 3z

cette nouvelle formule donne I'expression de la vitesse en
fonction de I'abscisse.

Voici quelles sont les propriétés du mouvement déduites
des équations (5), (6) et (7) :

1° D'aprés|'équation (6) lavitesse diminue lorsque t aug-
mente; elle devient nulle pour ' ¢ = %ﬂ, de sorte que si

Pon fait croitre t de zéro é%‘l lavitesse décroft de Vo azéro.

En se reportant a I'éguation (5) on voit que pendant le
méme temps I'espace parcouru x est positif et croit, parce
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que dans le trinome du second degré qui figure au second

membre le coefficient de t? est négatif; d'ailleurs 7;—" est

égad a la demi-somme des racines, et par suite lorsgue

v . .
2 lavaleur de x est maximum : celte valeur maxi-
i . NH R

mum est égale a% et, en se reportant a la formule

=

v = y2¢gh du probleme I, on reconnait que la hauteur
maximum alaguelle sest devé le mobile est celle de laquelle
il faudrait lelaisser tomber, sans vitesse initiale, pour lui faire
acquérir la vitesse vy a la fin de sa chute.

2° Lorsgue t continue croitre a partir de %, la vitesse

)
devient négative, x diminue et le mobile descend d'un

mouvement uniformément accéléré ; x devient nul lorsque
t = 2—;9, d'ou il suit que le mobile met a descendis le méme
tempsqu’ui monter. Ajoutons, ce qui est évident sur I'équa-
tion (6), que sa vitesse quand il revient au point de départ
est égale a —0q, cest-a-dire a la vitesse au départ changée
de signe.

3° Il résulte du reste de I'équation (5) et des propriétés
du trinome du second degré qu'il y a deux valeurs de t
pour lesquelles I'abscisse x est la méme, pourvu qu'elle soit

C e N . v
inférieure a la valeur max i mn%; es deux valeurs de t

sont équidistantes de la demi-somme, —v°"/g, des racines. On

voit donc que le mobile passe deux fois par toute position M
située entre le sol et le point le plus éevé A; on voit de
plus que le temps qu'il emploie pour aller de M en A en
montant est égal au temps employé pour descendre de A
en M; onvoit enfin, en se reportant al'éguation (6), que les
vitesses du mobile au moment de ses deux passages en un
point M sont égales et de signes contraires, puisque les
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valeurs de t qui correspondent a ces deux passages sont

équidistantes de %’-

127. Probléme | V. — Etudier le mouvement d'un point ma-
tériel pesant lancé dans une direction donnée avec une vitesse
initiale donnée.

Soit 0 le point de départ (fig. 44) et OA ladirection
donnée ; appelons a 1'angle que cette direction fait avec sa
projection sur un plan horizontal et soit v, la vitesse ini-
tiale du mobile. Gomme la pesanteur agit dans le plan ver-
tical qui contient OA, le point matériel ne sortira pas de ce
plan vertical. Rapportons donc le mouvement a deux axes

¥
A
B

._CI’.
' A0 C\ &
s
yf
Fig. 44

rectangulaires situés dans ce plan, savoir : la verticale yOy'
et la perpendiculaire xOx'. Prenons du reste comme direc-
tion des abscisses positives celle qui fait I'angle aigu a avec
la direction OA, et pour direction positive des ordonnées la
direction de la verticale qui est dirigée vers le haut. Soit
enfin g I'accélération communiquée par la pesanteur au
point matériel.

Gela posé, le mouvement de ce point peut étre considéré
comme résulsant de deux mouvements : 1° un mouvement
uniforme suivant ladirection OA avec lavitesse vy; 2° un
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mouvement uniformément varié suivant laverticale sefl'ec-
tuant en sens contraire des ordonnées positives et par suite
avec |l'accélération —g.

En vertu du premier mouvement, I'espace parcouru par
le mobile sur OA serait, au bout du temps t,

Q) b= vl ;
en vertu du second, I'espace parcouru suivant la verticale
serait, au bout du méme temps.

1
2 ¥ = ~3 it

Puisque le mouvement résulte de la composition de ces
deux mouvements, la position du mobile au temps t sera
définie par les équations simultanées(1) et (2). Ces équations
donnent en réalité les coordonnées du mobile rapporté aLix
axes OA et Oy ; il en résulte que sss coordonnées par rap-
port aux axes Ox et Oy sont

; r=ylcose,

! . 1
(3) , i = v,l sin x—-égﬂ‘

L
Ces équations définissent la trajectoire et donnent toutes
les circonstances du mouvement.

Equation et forme de la trajectoire. — Cherchons d'abord
['équation et la nature de latrajectoire. L'équation s'ob-
tienten éliminant t entreles équations (3), ce qui donne

g,
T 20 cos’a’
d'ou il suit que latrajectoire est une parabole dont I'axe est
vertical et dirigé vers le bas, puisque le coefficient de x?
est négatif.

Vitesse en un point. — Etudions maintenant laloi des vi-
tesses. Les composantes de lavitesse a un instant donné t
sont, en vertu des équations (3),

(4) y:a:lga

{5) Uy == ¥, COS &,
{6) vy = v, sin & — g¢,

DYNAMIQUE 7
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vy et v, désignant les composantes respectives suivant Ox
et Oy. Il résulte de ces équations que la vitesse horizontale
est constante et que la vitesse verticale diminue quand le
temps augmente. Cette derniere composante est nulle
lorsque ¢ = u—"f;—u, et alors la vitesse se réduit a sa
composante horizontale, c'est-a-dire que la tangente a la
trajectoire est horizontale. La position correspondante du

p, sin 2

mobile s'obtient en remplagant t par dans les

équations (3), ce qui donne

nZ gin % COS 2
oo ee——
9
_ vjsinta
2
Ces éguations définissent évidemment le sommet B de la
parabole décrite par le point matériel ; elles montrent en
particulier que I'élévation y du sommet au-dessus du plan
horizontal est égale a la hauteur qu'atteint un mobile lancé
verticalement suivant Qy avec la vitesse initiale vy sin a
(126).
Revenant maintenant aux équations (5) et (6), on voit que
vy prend des valeurs égales et de signes contraires pour les
By 8N =

¥

(7

valeurs de t équidistantes d ; ¢ m e lacompo-

sante horizontale de lavitesse est constante, aux points cor-
respondants de la trajectoire les tangentes sont également
inclinées sur I'axe des x. Ces points sont symétriques par
rapport a Taxe de la parabole; car, en vertu de la deuxiéme
éguation (3), y prend des valeurs égales quand on donne
a1 des valeurs équidistantes de 2052,

Enfin le carré de la valeur numérique de la vitesse sob-
tient en faisant la somme des carrés des équations (5) et (6), -
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ce qui donne

) ! = v} — 2o, gf sin o+ g0,
c'est-a-dire, en comparant avec lavaleur de y fournie par
les équations (3),

Il en résulte que la vitesse est minimum lorsque y est
maximum, c'est-a-dire quand le point est au sommet de la
parabole ; la valeur minimum d'ailleurs déa obtenue est
Vo €0s a. Ainsi, quand le mobile se déplace depuis le point
G jusqu'au sommet B, lavitesse décroit depuis up jusqu'a
Vocosa ; elle croit ensuite et croitrait indéfiniment s le
mobile n'était pas arrété par le sol.

Amplitude du jet. — On appelle ainsi I'abscisse du point
C ou le projectile frappe le sol ; on |'obtient en faisant
y = 0 dansI'équation de la parabole, ce qui donne

B} sin 2=

On voit, ce qui était du reste évident a priori, qu'elle est
double de I'abscisse du sommet. Quand le mobile arrive en
C, savitesse et égale a lavitesse initiale vq.

L'amplitude du jet est proportionnelle au carré de la
vitesse et dépend en outre de I'angle a. Pour une méme
vitesse initiale elle est maximum lorsque sin2a= 1,

2
cest-adire lorsque a — 45°; elle est alors égale a 31

Enfin, elle reste évidemment la méme quand on donne a

a des valeurs complémentaires.

Direction suivant laquelle il faut lancer le projectile pour
atteindre un point donné. — Soient a et b les coordonnées
du point donné ; elles doivent vérifier I'équation (4), et par
suite les valeurs de a qui définissent la direction cherchée
sont fournies par |'éguation
ga?

=g kg 2t —-——
8% " Stcosta’
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gu'on ramene immédiatement a I'équation du second degré
entga

(8) ga® tg* a — 2av? lg x + g + Sl = 0.

Parabole de sireté. — Pour que les racines de cette équa-
tion soient réelles, il faut que la condition

v} — glga® + 2wl > 0

soit remplie; or, si Pony regarde a et b comme des coor-
données courantes, le premier membre de cette inégalité
égalé a zé&ro représente une parabole dont le sommet situé

sur l'axe des y a pour ordonnée %= dont le foyer et

I'origine et dont par suite le paramétre est :—;"- L'inéga-

lité signifie alors que le point donné doit étre situé a Tinté-
rieur de la parabole représentée par |I'équation
vt — g(ga® + 200y} = 0.

Cette parabole est appelée parabole de slreté.

Elle et évidemment I'enveloppe des trajectoires quand
on fait varier I'angle a, en laissant la vitesse initiale cons-
tante, et quand le point est sur la parabole de slreté
I'équation (8) a s racines égales, de sorte qu'il y aune
seule trajectoire passant par le point donné (a. b). 11y en a
deux quand ce point est a l'intérieur de la parabole de
sOreté, etil n'y en aaucune dans le cas contraire.

Lorsque le point est a l'intérieur de la parabole de
slreté, chacune des deux trajectoires qui passent par ce
point peut le rencontrer soit en montant soit en descendant.
Pour distinguer ces deux casl'un del'autre, il suffit de com-
parer |'abscisse a du point donné a celle du sommet de la
trajectoire, qui est donnée par la premiére équation (7).

Soit a' l'abscisse du sommet ; si Pon a a' < e, laren-
contre alieu en descendant; dans le cas contraire, la ren-
contre alieu en montant.




CHARPTRE 11

PROPORTIONNALITE DES FORCES EI' DES ACCELERATIONS;
MASSE

128. Théoréme. — Le rapport de deux forces constantes est
égal au rapport des accélérations qu'elles produisent séparé-
ment sur un méme point matériel partant du repos ou animeé
dune vitesse initiale dans la direction de la force.

Soient en effet F et F' deux forces constantes, Y et v'
les accélérations des mouvements rectilignes et uniformé-
ment variés qu'elles communiquent séparément a un méme
point matériel partant du repos. Supposons d'abord que les
deux forces aient une commune mesure f et soit

I = nf, M = w'f,
de sorte que
F n

Fa

La force f agissant seule sur le point matériel partant
du repos lui communique une certaine accélération ¢ ; sup-
posons alors que Pon fasse agir simultanément n forces
égades a f dans la méme direction, qui sera la direction de
lavitesseinitiale si le point est animé d'une vitesse'initial;
en vertu d'une remarque faite numéro 115, le mouvement
du point sous I'action simultanée de toutes ces forces sob-
tient en composant les mouvements produits par chacune
d'elles individuellement et, comme toutes les forces agis-
sent dans la méme direction, |'accélération du mouvement



102 DYNAMIQUE

résultant est égale ala somme des accélérations des mouve-
ments composants, c'est-a-dire a ng. On a donc

T == ng,

et Ton prouverait de mélpe:q:ug,lc'on a

SO |
on tire de la 10
;: b ﬂ’
et par suite
I* T
1) PR
li e

Supposons maintenant gque les deux forces n'aient pas de
commune mesure et soit f une force contenue un nombre
exact de fois dans "F ; supposons que cette force f soit
contenue m fois dans F mais n'y soit pas contenue
m+1 fois, de sorte que s elle est contenue p fois dans

m o -1

™, 7 et seront les valeurs approchées du rap-

portFI/_F' a ! prés par défaut et par exces.
r IJ

D'apres ce qui a été dit plus haut, si Pon appelle ¢ |'accé-
Iération du mouvement que prendrait le point matériel
partant du repos et soumis seulement a Faction de la force
f, ona

v =py;
d'autre part, en vertu aussi de ce qui aété dit plus haut, et
puisque laforce F est plus grande que m forces f mais
plus petite gque m+ 1 de ces forces, on a aussi

my < ¢ < (m -I-i}l?l.

. N 0 m—+1
Il suit de la que =~ et~
I

sOgrt aussi les valeurs

approchées du rapport % A -:; prés par défaut et par ex-

cés. Le raisonnement étant indépendant de la valeur du
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. F
- nombre p, on voit que les deux nombres _ et -3—:7 ont

Ff
toujours les mémes valeurs approchées a :—J prés, donc Us
sont égaux par délinition et Pon a
¥ v

Foy
429. REMARQUES. — 4° Le poids P d'un point matériel lui
imprime une accélération g ; si donc F est une force cons-
tante et vy |'accélération qu'elle imprime au méme point
partant du repos, on a
.

~
L

d'ou Pon tire
(2 1=y

Si Ton considére une mdme force F agissant sur divers
points matériels, g étant constant pour le méme lieu, P
et la seule variable du second membre de la formule (2) ;
cette formule montre aors que I'accélération produite par
une force est inversement proportionnelle au poids du point
matériel auquel elle est appliquée.

2° Si dans I'égalité (1) les deux membres ne représentent
pas seulement des rapports mais des quotients dont les ter-
mes sont les mesures des forces et des accélérations, on peut
changer les moyens de place et Ton a

O O

Nl

1 Y

d'ou il suit que si différentes forces agissent sur un méme
point matériel, le rapport de chaque force & Paccélération
correspondante est constant.

130. Définition de la masse. — On appelle masse d'un
point matériel le rapport constant des mesures d'une force
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constante et de |'accélération qu'elle produit sur ce point.
Il résulte en effet de la remarque précédente que si plusieurs
forces constantes F, F', F', produisent sur le méme
point matériel les accélérations respectives y, y', y', on a

@ R R

Lavaleur commune, m, de cesrapports est la masse du
point matériel. Si dailleurs la masse du point matériel et
I'accélération que lui imprime la force F sont connues on a

4 F = my,
en vertu méme de la définition de m.

131. Unité de masse. — L'unité de masse résulte de la
définition méme de la masse, des qu'on a choisi les unités
de longueur, de temps et de force. S en effet dans I'équa-
tion (4) on fat m=1, onF =+¢;: s lors 'unité de
masse est celle pour laquellelaforce a méme mesure que taccé-
|ération.

On aen particulier pour I'unité de masse

P=09,
P désignant le poids du point matériel demasse 1 ; donc s
Ton a pris pour unité de force le poids d'un décimétre cube
d'eau distillée a 4°,1 et a la latitude de Paris, I'unité de
masse est celle dont le poids a Paris est
g = 9%% 8088
ou la masse de 9,8088 litres d'eau distillée, etc.

132. REMARQUE. — || y a une remarque essentielle afaire,
a ce sujet. Par définition, la mase d'un point matériel dé-
pend de la force et de I'accélération ; celle-ci dépend & son
tour du temps et de l'espace parcouru, de sorte que la
mase dépend a la fois de |'unité de force, de I'unité de lon-
gueur et de l'unité de temps.

Les égalités (3) supposent toutes les forces évaluées avec
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la mbme unité de force et toutes les accélérations avec les
mémes unités de longueur et de temps ; le nombre obtenu
pour lamase m et I'unité de masse elle-méme dépendent
de ces unités.

Ainsi, supposons qu'une force de 3¢ produise une accé-
lération de 2 métres par seconde ; les unités étant le kil o-
gramme, le metre et la seconde, la masse est égale a

3
~= 15 Mais supposons maintenant que Pon prenne pour
2 .

unités, le gramme, le centimétre et la minute ; comme la
force de3%ou de 3000% produirait I'accélération de 200 cen-
timétres par seconde, elle produirait ['accélération
200 X 60°" par minute, et la masse avec les nouvelles uni-
tés serait '
' —3000-—- 1
200 X 60 4
Pour savoir quelle est I'unité de masse dans ce systeme,
jereprendslaformule P = g. L'accélération due ala pe-
santeur est le double de l'espace parcouru pendant 'unité
de temps, c'est-a-dire pendant 60 secondes ; cet espace et
égal a
9,8088 X 100 X 607
centimetres, et I'unité de mase est celle qui pese a Paris,
dans le vide,
9,8088 X 100 X 60°
grammes, c'est-a-dire la mase de
9,8088 X 100 X 60°

centimétres cubes d'eau distillée a 4°,1, ou enfin [a masse
d'un nombre de litres exprimé par

9,8088X 100X 60% 3533,165.. --

1000 133. Unitésabsolues; systémeC. G. S.— |l y ainconvé-
nient afaire dériver 'unité de masse de l'unité de force
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comme nous l'avons fait plus haut. En effet, ainsi que
Gauss Taremarqué le premier, si Pon prend le kilogramme
pour unité de force, le poids de cette unité n'est pas le
méme en tous les points de la terre; al'équateur par exem-
ple il est plus faible qu'au pbéle. Sur les plateaux d'une
balance, deux poids d'un kilogramme se font équilibre en
n'importe quel lieu de la terre, et par suite I'évaluation du
poids des corps au moyen des poids marqués ne sera pas
changée, mais l'effet du méme poids sur un dynamomeétre
ne serapas le méme d'un lieu a un autre. Il suit de la que
si Pon voulait, de cette maniére, rapporter les forces a une
unité invariable, il faudrait un poids-étalon pour chague
lieu.

Pour éviter cet inconvénient, au lieu de faire dériver
['unité de masse de I'unité de force, on fait l'inverse. A cet
effet, on observe que la masse d'un corps et la méme en
tous les points de la terre; car, s I'on appelle g et g' les
accélérations imprimées par la pesanteur au méme corps et
en deux lieux différentsou le corpspee P et P, on a

l} })"
- e =,
g

Un poids-étalon étant alors iixé en un lieu déterminé ala
surface de la terre, on pourra prendre la masse de ce corps
comme unité de masse ; |'unité de force sen déduira par la
formule

pro==my,
et sera égale a la force qui communique I'unité d'accélé-
ration al'unité de masse. _

Il est bon d'entrer ici dans quelques détails relativement
au choix des unités dans la mesure des grandeurs. L'éva-
luation d'une grandeur quelconque se fait au moyen d'une
autre grandeur de méme espéce qu'on appelle unité. Parmi
les grandeurs que |'on a a mesurer, il y en a dont on peut
faire dériver la mesure de celle d'autres grandeurs d'espéce
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différente : telles sont par exemple les aires et les volumes
en géomeétrie, dont la mesure dérive de celle des longueurs.
Pour cette raison, lesaires et les volumes sont appelés des
grandeurs dérivées, tandis que les longueurs sont appelées
grandeurs fondamentales.

En mécanigue on rencontre trois grandeurs fondamen-
tales, qui sont : les longueurs, les temps et les masses;
toutes les autres grandeurs, forces, vitesses, accélérations,
etc., peuvent étre considérées comme dérivées de celles-la
La mesure des grandeurs que Pon rencontre en mécanique
dépend donc du choix de trois unités fondamentales : unité
de longueur, unité de temps et unité de masse. Fixer ces
unités au moyen d'éléments naturels et autant que possible
invariables, c'est faire choix d'un systéme d'unités absolues.

Le systéme dunités absolues universellement adopté
maintenant est le systéme G. G. S. (centimétre-gramme-
seconde).

Dans ce systeme :

1° L'unité de longueur et le centimétre, c'est-a-dire, la cen-
tieme partie du metre-étalon déposé aux Archives natio-
nales et qui est & peu prés égal a la dix-millioniéme partie
du quart du méridien terrestre ;

2° L'unité de temps est la seconde sexagésimale de temps
solaire moyen ; elle dépend alafois du mouvement de la
terre sur elle-méme et de son mouvement de translation
autour du soleil ;

3° L'unité de masse est le gramme-masse, c'est-a-dire la
masse d'un centimeétre cube d'eau distillée a4°,1 et dont le
poids & Paris, dans le vide, est a peu présla milliéme partie
du kilogramme-étal on déposé aux Archives.

En vertu de ce qui a é&¢é dit plus haut, la force doit étre
considérée comme une grandeur dérivée, et nous avons
appelé unité de force celle qui communique I'unité d'accé-
[ération a |'unité de masse. L'unité de force sappelle la

dyne.
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Cherchons a exprimer en dynesle poids a Paris de I'unité
de masse. A cause du choix do I'unité de longueur, |'accélé-
ration due a la pesanteur a Paris est 980,86 ; la force sera
donc égae 980,86 dynes, de sorte que la dyne est a peu
prés la millieme partie du gramme-masse.

434. REMARQUE. — L'adoption de ces unités fondamen-
tales entraine I'usage fréguent et fastidieux de nombres trés
grands et treéspetits. Pour obvier a cet inconvénient, on trans-
porte la virgule dans chaque nombre immédiatement aprés
le premier chiffre significatif, en ayant soin de multiplier par
une puissance positive ou négative de 10, convenablement
choisie. Par exemple, si une force vaut 3.540.000 dynes, on
écrira : 10°.3,54 ; si elle vaut 0,43800 dynes, on écrira :
4.38.10-°, efc.



CHARPTRE IV

VALEUR D'UNE FORCE; DEFINITION DE LA RESULTANTE;
COMPOSTION ET DECOMPOSTION DES FORCES

135. Théoréme — Une force constante ou variable agissant
sur an point matériel est égale au produit de la masse de ce
point par I'accéération qu'elle lui imprime.

Supposons d'abord une force constante F agissant sur
un point matériel de masse m et lui imprimant une accélé-
ration Y ; d'apresla définition méme de la masse, on a

-=m, d'ou F = wy.
Y
Considérons maintenant une force, variable avec le temps.
agissant sur_ un point matériel de masse m. Si I'on appelle
v et v--4v les vitesses de ce point aux instants t et
i+ 4/, l'accélération moyenne pendant l'intervalle de
. A
temps apour expression ??: :
peut considérer la force comme constante dans cet inter-
valle, de sorte que savaleur, en vertu du premier cas, est
A . . .
mﬁ- 11 en résulte que s At tend vers zéro, la valeur de

fa force a l'instant t et égale a la limite du produit

maissi At est trés petit, on

u , .
m— ors Pon appelle F; et Y lesvaleurs respectives de
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laforce et de |'accélération al'instant t, on a

. ap
lim m — = my,,
al
et par suite
F, = my,

ce qui démontre la proposition.

136. Théoreme. — Lorsgu'un point matériel de masse m
est en mouvement sous I'action d'une force quelconque F, le
vecteur qui représente la force, et dont Porigine est la position
correspondante du point matériel, est égal, & chaque instant,
au produit par m du vecteur qui représente |'accélération
totale.

Ce théoréme, fondamental dans I'étude de la dynamique,
est une conséquence immeédiate des propositions numéros
117 et 133.

Soient, en effet, F et v, les vecteurs qui représentent la
force et I'accélération au temps t. En vertu de la proposi-
tion démontrée numéro 117, les deux vecteurs ont la méme
direction; en vertu du théoreme précédent, la grandeur du
vecteur F; et égale au produit par m de la grandeur du
vecteur 7, ; la proposition est alors évidente.

137. REMARQUE. — |1 suit de la que I'égalité
Fi==my,
n'est pas seulement une égalité numérique et qu'on peut la
considérer comme une égalité vectorielle entre les vecteurs

qui représentent la force et |'accélération multipliée par la
masse.

138. Définition de la résultante de plusieurs forces. —
Soient, a un instantdonné t, F;, F,... F, plusieurs forces
constantesou variables, et soit M un point matériel de masse
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m et que nous supposerons au re-
pos. Imaginons que toutes ces for-
ces soient appliquées au point M
pendant le temps infiniment petit
dt; elles lui communiqueront un
certain déplacement MM’ (figj. 43).
On congoit qu'il soit possible d'ob-
tenir le méme déplacement en fai-
sant agir sur lepoint M et pendant
le mdme temps une force F con-
Fig. 48 venablement choisie en grandeur
et direction : cette force F sap-
pelle la résultante a l'instant t du systéme des forces
F.F,,... Fn. Si dailleurs le déplacement MM" e rigou-
reusement nul, la résultante e nulle elle-méme et les for-
ces sont en équilibre. Quoi qu'il en soit, la définition de la
résultante se raméene a celle-ci :

La résultante d'un systéme de forces considérées a un instant
donné est |a force unique qui peut les remplacer toutes a cet
instant.

Dans cette définition, nous omettons volontairement une
condition qui semblerait devoiry rentrer, en vertu des con-
sidérations qui nous ont conduits a la définition de la résul-
tante. Nous avons supposé en effet que les forces agissent
sur un point partant du repos; maisil est aisé de voir que
s une force F peut remplacer I'ensemble des forces
Fa4, F2,... F, agissant sur le méme point M partant du re-
pos, elle peut également remplacer cet ensemble de forces
guand le point M est en mouvement. Nous remarquerons
pour cela que, si le point M est en mouvement, on peut le
considérer comme faisant partie d'un systéme invariable
animé du méme mouvement que lui, c'est-a-dire par suite
d'un mouvement de translation. Si alors, a l'instant t, on
fait agir les forces Fy, Fj,... Fp, le mouvement relatif
qu'ellesimpriment au point M dansle systéme est le méme
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gue si le systéme était au repos; dés lors ce mouvement re-
latif ne sera pas altéré si I'on remplace F;, F,,... F, par F.
Mais le mouvement absolu s'obtient en comparant le mou-
vement d'entrainement avec le mouvement relatif; laforce F
n'a évidemment aucune influence sur le mouvement d'en-
trainement; quant au mouvement relatif, nous venons de
dire qu'il n'est pas altéré si |'on substitue la force F au
systeme des forces F;, F,... F, ; donc le mouvement ab-
solu lui-méme n'est pas altéré quand on opére la méme
substitution. En particulier, si les forces Fy, Fy,... Fy ; se
font équilibre quand le point M est au repos, elles se feront
équilibre quand le point M sera en mouvement, c'est-a-dire
gue le mouvement du point M n'est pas altéré par l'intro-
duction de ces forces.

139. REMARQUE. — Lorsqu'une force F est la résultante de

plusieurs autres, F; F,,... Fy, la force F', égale et di-
rectement opposée ai F, fait équilibre a celle-ci et par suite
aux forces Fi, Fj,... Fy. Si en particulierFy,F,,... F, agis-

sent dans la méme direction et dans le méme sens, la force
F' est, par définition, égale a leur somme ; donc la résul-
tante de plusieurs forces appliquées au méme point matériel,
dans la méme direction et dans le méme sens, est égale a leur
somme et agit dans le méme sens qu'eles.

140. Théoreme. — Lorsque plusieurs forces agissent sur le
méme point matériel M en repos ou en mouvement, le vecteur
qui représente la résultante est la somme géométrique des vec-
teurs qui représentent les forces.

Démontrons d'abord laproposition dans le cas ou le point
M est au repos. Pour cela, rappelons que si un point de
masse m est en mouvement sous l'action d'une force @, en
appelant j le vecteur qui représente |'accélération totale a
un instant donné, on al'égalité vectorielle’

® = mj.
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Rappelons aussi que si plusieurs forcesF; F,,... F, agis-
sent sur le méme point matériel, le mouvement qu'elles lui
impriment (mouvement relatif si M est déja en mouvement,
mouvement absolu dans le cas contraire) s'obtient en com-
posant les mouvements que produiraient les forces F,,
F,,.. . si elles agissaient séparément sur le point partant du
repos.

Gela posé, appelons ¥,y Yzy: . -7n les accélérations des mou-
vements respectifs imprimés au point M partant du repos
par les forces F,, F,,...F,; on aural'égalité vectorielle

¥, = my;

pour toutes les valeurs 1,2,.. .n données a i. D'autre part,
soit Y I'accélération du mouvement imprimé par la force F
agissant toute seule dans les mémes conditions ; comme ce
mouvementestle mouvement résultant, le vecteur y, d'aprés
ce qui a été rappel é plus haut, est lasomme géométrique des
vecteurs v v, vy, Mais alors le vecteur my sera la somme
géométrique des vecteurs my,, my,,...Mm, Ce qui revient
a dire que le vecteur qui représente F est la somme géo-
métrique des vecteurs qui représentent Fy, Fj,. . .Fy,.

Le cas ou le point M est en mouvement se raméne au cas
précédent a l'aide du principe des mouvements relatifs. 1l
suffit en effet de supposer que le point M fasse partie d'un
systeme invariable de points matériels animés du moéme
mouvement que lui, c'est-a-dire par suite d'un mouvement
commun de translation. Si alors on applique a ce point les
forces Fy Fs.,,... Fy, €elleslui communiquent, dans le systéme,
un mouvement relatif qui est le mGme que si le point par-
tait du repos, et I'on est ainsi ramené au cas déja examiné.
On voit donc, en résumé, que si plusieurs forces constantes
ou variables agissent sur un point animé d'un mouvement
quelconque, la résultante de toutes ces forces est, a chaque
instant, égale a leur somme géométrique.

141. Composition et décomposition des forces. — Compo-

DYNAMIQUE. 8
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ser plusieurs forces, c'est trouver leur résultante; les forces
sappellent alors les composantes.

Décompose une force en plusieurs autres satisfaisant a
des conditions données, c'est construire un systéme de forces
satisfaisant a ces conditions et dont la résultante soit la
force donnée. Le théoréme précédent, qui est fondamental
dans |'étude des forces, nous montre que la composition et
la décomposition des forces sont des opérations équivalentes
a la composition et a la décomposition des vecteurs. Les
regles sont les mémes, et nous nous bornerons a 'y renvoyer
le lecteur. .

Observons seulement que si un point matériel libre est
soumis a l'action de plusieurs forces, et si X, Y, Z sont les
composantes de Tune quelconque de ces forces suivant trois
axes de coordonnées, pour que le point soit en équilibre il
faut et il suffit que l'on ait :

YN =0, XY == ), hy A |
car il faut et il suffit que le vecteur qui représente la résul-
tante soit nul.

142. Force tangentielle et force centripéte. — Dans la dé&
composition des vecteurs, nous avons vu que tout vecteur
peut étre considéré comme la résultante de deux autres
dont on donne les directions, situées dans le méme plan
avec celle du premier. Pareillement, une force peut étre dé-
composée en deux autres, de directions données, situées dans
le méme plan avec la direction de la force donnée. Considé-
rons d'aprés cela un point matériel en mouvement sous |'ac-
tion d'une force quelconque F; on avu quesi vy estle
vecteur qui représente I'accélération totale, on a I'égalité
vectorielle

F = my,
de sorte que la force est, comme |'accélération totale, située
dans le plan osculateur ala trajectoire du point matériel.
On peut, par suite, la considérer comme la résultante de



CHAPITRE IV 115

deux autres forces, dirigées respectivement suivant la tan-
gente et suivant la normale principale menées a la trajec-
toire par le point qui coincide avec le point matériel a l'ins-
tant ol on le considére. La premiére de ces deux compo-
santes sappelle la composante iangentielle de la force F ou
encore la force tangentielle ; la deuxieme sappelle compo-
sante centripete de la force F on force centripete. D'ailleurs si
Pon appelle F; et F, ces deux forces respectives, on a évi-
demment

Fr=mY,

Fc— my,,
Y, et Y, désignant les composantes tangentielle et normale
de l'accélération; en remplacant Y. et y par leurs valeurs
trouvées en cinématique (04), on a

dv
Fi=medvral
!

F,-m* vzvlup



CHAPITRE V

EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL
SOUMIS A DES FORCES CONNUES, APPLICATIONS

143. Nous avons étudié, dans le chapitre précédent, les
relations qui existent entre les forces qui agissent sur un
point matériel et le mouvement qu'elles impriment a ce
point; nous allons montrer, a présent, comment on peut
utiliser ces relations pour |'étude du mouvement.

Nous rapporterons pour cela le mouvement a un systéme
de coordonnées rectangulaires, et nous appellerons xy, z
les coordonnées, -fonctions du temps, du pointmatériel dans
I'une quelconque des positions qu'il occupe quand il se
meut sous Faction de plusieurs forces F1 F,... F,. Nous
avons montré que la résultante de ces forces est a chague
instant égale a leur somme géométrique; par conséquent, Si
I'on projette ohliqguement ou orthogonalement sur un axe
guelconque, la projection de la résultante et égale a la
somme al gébrique des projections des composantes. D'autre
part, si |'on appelle m la massedu point et 7 le vecteur qui
représente |'accélération totale, le vecteur qui représente
la résultante et m, de sorte que si |'on projette sur un
axe quelconque, la projection de la résultante est égale au
produit par my de la projection du vecteur 7. D'aprés cela,
les projections de la résultante sur les trois axes des coor-
données sont respectivement

d*r diy d%z

n — b —— —_
" an de’ e
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Si donc on désigne d'une maniére générale par (F))a la
projection de la force F,- sur un axe Oa, on aura les équa-
tions

d2r
m = X(Fe,
4
(1) < oom 2}5 = X\,
diz
m = R,

dans chacune desquelles il faut donner a i toutes les va-

leurs entiéres depuis 1 jusgu'a n. En appelant X, Y, Z les

seconds membres respectifs de ces équations, c'est-a-dire les

composantes de la résultante suivant les axes, on peut
encore écrire ces équations

2z )
{ m = X,
d*y
(2) ’ T F = Y.
dz
m e =7

Cest & l'aide de ces équations que Pon parvient arésou-
dre les deux problémes principaux qui se présentent en
dynamique : 1° un mouvement étant observé, trouve laforce
qui le produit ; 2° éant donné la force ou lesforces qui agis-
sent sur un mobile ainsi que Péat initial de ce mobile, c'est-a-
diresa position initiale et sa vitesse initiale, trouver le mou-
vement.

La détermination de laforce connaissant le mouvement
résulte immédiatement des équations (2), car si I'on connait
le mouvement on connait les premiers membres de ces
équations, et par suite on en déduit les composantes de la
force. En général on aplut6t arésoudre le second probléme :
connaissant la force, trouver le mouvement. Le cas le plus
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général est celui ou la force est une fonction connue du -
temps, des coordonnées du point et des composantes de la
vitesse ; de sorte que la forme la plus générale des équa-
tions (1) est '

! dex dr d!; dz

g " “f(f‘w”"’ G )
dxy da: dy ds

(3) df" =9 (‘1"! Y. 5, 4 FTA T ;f_-f) '
, tf’_z = LL(“ \ dz dl; dz

bap TR\ s L o dz)'

et s Pon appelle Xy Yo, 2z les coordonnées initiales du
mobile, (%l:)o, (ﬁ:) (E;—i)n les composantes de la vi-
tese initiale, c'est-a-dire les' valeurs de ces quantités pour
t =0, la détermination du mouvement revient a trouver
trois fonctions x, y, z de t satisfaisant aux équations (3)
et vérifiant les conditions

. do ‘d.r)

£ =, a}- = ('Jt-ru!
di ‘el

Y=y, 3 = (d_:>.

iy

ta

G (?g) = (a’t)’

pour t =0. Nous traiterons plus loin ce probleme dans
quelques cas simples.

444, REMARQUE. — Au lieu de projeter les forces et le
mouvement sur trois axes rectangulaires, on peut les proje-
ter sur la tangente et sur la normale principale a latrgec-
toire. En appelant F la force unique par laquelle on peut
remplacer toutes les autres, et a Pangle qu'elle fait avec la
tangente, on a ainsi les deux équations
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dn .
m — —F ¢cos 2,
dt

m A F sin =,
?

Pour obtenir la composante tangentielle F cos a et la
composante normale F sin a, on peut du reste procéder de
deux maniéres : ou bien projeter toutes les forces sur la
tangente et sur la normale principale, ou bien décomposer
chaque force en deux autres dirigées Tune suivant la tan-
gente et l'autre suivant une normale. La somme des corn-

posantes tangentielles est m dy/dt et la résultante des compo-

santésnormal esest mv2/P
Cedla posé, nous allons faire quelques applications.

145. Probléme |I. — Mouvement vertical ascendant d'u
point matériel pesant dans le vide.

Prenons pour axe des x la verticale passant par la posi-
tion initiale du mobile et dirigée vers le haut ; puisgue le
mouvement seffectue dans le sens des abscisses négatives,
son équation est

n i ity
it L I
di*
ou y

. iy

Supposons que Pon compte les temps a partir de I'instant
ou le mobile se met en mouvement, et soit vy la vitesse ini-
tiale. On déduit immédiatement de I'éguation (4)

dz ou P = {—+mn
dt A

el ensuite

1
£I = —--2'91[2 "+‘\vot+c.
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Si d'ailleurs on compte x a partir du point de départ du
mobile, la constante C doit étre nulle et il vient

x =yt — gt

Nous retrouvons ainsi |I'éguation du mouvement unifor-
mément retardé, et le probléme et ramené a un autre d§a
résolu (126).

146. Probléme | | . — Etudier le mouvement d'un point ma-
tériel de masse m attiré ou repousseé par un centre fixe propor-
tionnellement a la distance, et. en supposant que la vitesse ini-
tiale soit dirigée vers le point fixe.

Latrajectoire est évidemment une ligne droite et nous la
prendrons pour axe des x. Nous distinguerons d'ailleurs
deux cas, suivant que la force est attractive ou répulsive.

1°" CAS. Force attractive. — Soient 0 (fig. 46) le point
fixe, Mo la position initiale du mobile et v, la vitesse ini-
tiale. Le signe de laforce est évidemment contraire a celui
de l'abscisse ; I'éguation du mouvement est donc

(S) ) ?H-t-t—; = = kI,
1 désignant un coefficient de proportionnalité dont la va-

leur est supposée connue
et positive; nous poserons

0 Mo A 2 P _ e de sorte que
Fig. 46 nm
['équation (5) sécrira
d*x "
(F == - .‘"{2.}?.

- i .
En multipliant les deux membres par 2 d—":, le premier

b
membre devient la dérivée de (g}f) : de méme le second
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membre devient la dérivée de X% on adonc
de\?
=) = — k2?4 C.
(6) ( dt) z* 4G
On détermine la valeur de la constante G en exprimant
gu'au point My la vitesse et égale a vy, s donc xo et
|'abscisse de ce point, on devra avoir
v} == k%2 4,
d’otl
G o= v} 4+ i,
en portant dans |'équation (G), on obtient ainsi
dx\? . .
(7 (&}—) = v]+ A% (2] — °).
On voit alors que lavitesse est nulle si I'on a
vl -2 () — ) = 0,
et si Pon appelle a l'abscisse du point situé a droite du
point O et pour lequel lavitesse est nulle, on a
Pa* = v} -k,

par suile ’équation (7) prend la fortne plus sitnple

(d.-r)” == a’ié(uﬂ — ),

dt
d'olr b
- = 2k ku? =78
(8) T kya: —7

La vitesse n'est réelle que si x est compris entre —a
e + a.

Pour choisir le signe devant le radical, nous supposerons
gue Pon compte le temps a partir de l'instant ou  x-g;
comme lavitesse est nulle a cet instant et que, de plus, le
mobile se déplace de droite a gauche, la vitesse devient né-
gative et Ton doit par conséquent prendre le signe —. Dans
ces conditions |'équation (8) donne

dr

(9) kit = — ma



122 DYNAMIQUE

d'ou
)‘bt - J dlr .
N p——
Or,
[ g == arc cos- +C
vai — ot
et par suite
&
it = arc cos —,
a
d'ou enfin

x == a cos ki,

On voit ainsi que le mouvement que nous étudions et le
mouvement vibratoire simple dga étudié (96).

Remarquons d'ailleurs que si la limiteinférieure de I'inté-
grale n'était pas fixée, on aurait =z = acos (it-+{C),
C désignant une constante.

2° CAS. Force répulsive. — Dansce casla force est de méme
signe que l'abscisse du point et |'éguation du mouvement
et N

IRF = .'J..‘l'.’,

\x désignant encore un coefficient de proportionnalité, posi-
tif.

Posons encore = == f* et opérons comme dans le cas

m

précédent; il vient

dry? aon
(a) = k*x '{"“C.

Supposons tout de suite qu'au départ, quand le mobile
et en A adroite du point O, lavitesse soit nulle, et soit a
ladistance OA ; on aura

_ G = — ka?,
et par suite
v = kHa? — a®).

11 suit delaque v n'est réelle que s x> a. On déduit
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du reste de cette éguation

oz i
bria = kv a

équation dans laquelle on a pris le signe + parce que, au
début du mouvement, quand le mobile part du point A, la
vitesse est positive. On tire de la

e '
kit _-_] —_
J, vt =

el enlin

—ET TS
kt:L($+ﬁ a)'

Il est aisé de déduire de la la formule des espaces. On a
en effet

(10) & A4zt — ol = ad;
or, si I'on multiplie de part et d'autre par

2 — ot —ad,

on obtient L
a? == aet{x — Jat—a3),
et par suite
(11) x— Jat — af = aeH,

Les éguations (10) et (11) ajoutées membre a membre
donnent finalement

x = E(r:"'-)—e*"“).
2
On voit ainsi que la courbe des espaces (45; et une
chainette.

La vitesse sobtient en fonction du temps au moyen de la
formule

0= %(c‘"——e“"‘}.

147. Probléme |11 . — Etudier le mouvement d'un point
matériel partant du repos et attiré vers un centre fixe en rai-
son inverse du carré de la distance.
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Soit 0 (fig. 47)

DYNAMIQUE

le point fixe; la trajectoire sera encore

une droite Ox passant par le point O et par la position ini-

tiale du mobile. La force
étant attractive, sa direc-

Fig. 47

tion est celle des abscisses
négatives, de sorte que
si I'on désigne par m la

masse du point, par x son abscisse a un instant quelconque
et par 4 un coefficient de proportionnalité, I'équation du

mouvement est

uir s
"EE T TR
ou encore
i &
@ =T
p.
en posant = = k.
w
En multipliant les deux membres par 2&'?, « déduit
de cette équation
(d.::)*_ * .
dt] = "
c'est-a-dire
ak
v = — 4 C.
Or, si A ed la position initiale du mobile, pour x = a,
abscisse du point A, on doit avoir v = 0; il en résulte

et par suite, soit

soit
(12)

dx\2
(’EE) = 2

formules qui permettent d'étudier la loi de variation de la
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vitesse. Onvoitainsi que si I'onsuppose a>0, lavitesse
nest réelle que s x<a, Ccest-adire si le mobile et
compris entre 0 et A.

Il n'est pas possible ici d'exprimer x en fonction de t,
mais on peut faire I'inverse. De I'équation (12) on déduit en

effet
G-

et, comme au début du mouvement la vitesse est négative,

il faut prendre le signe —, ce qui donne
d-[: —‘—\/i{rv‘fﬁml‘
ou hien
. /2k (o dx ,
\f ad - o

et enfin

le temps étant compté a partir de I'instant ol le mobile et
en A,

Pour évaluer l'intégrale définie qui figure au second
membre, il faut d'abord évaluer I'intégrale indéfinie

A cet effet, on pose
& = acosdyp

clil vient
dr = — 2q sin p cos ¢ dp,
\/a y _Sine
@ T eosg

ce qui donne finalement
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I =-— (q;-J[—:Esin Qtp) + C.

D'ailleurspour x=a on peut prendre © =0, Cest-
a-dire que Ton a +==0 pour t=0, etil en résuite
c=0.

On exprimera donc le temps au moyen de ¢ par la for-
mule

(13, \ — = a(:g—[»—;-l)—sin 2:?)'

Sous cette forme |'équation est susceptible d'une inter-
prétation géométrique simple.

Imaginons en effet le cercle décrit sur OA comme dia-
metre (fig. 48) et soient, a un instant donné t, M la position
du mobile sur OA, M'un
point du cercle projeté en
M. Sil'on appelle@ I'angle
AOM, on a évidemment
z=ncos’y; dautre part
1*aire du secteur curviligne
AOM' a pour expression

@l

i,
I(?-{-—éslﬂ 2?)'

En comparant avec le

second membre de I'équa-

tion (13), on voit que cette équation exprime que le point M’

se déplace sur le cercle de maniére que Paire décrite par le

rayon vecte OM ari e proportionnellement au temps. |1

en résulte que Te mouvement que nous étudions peut étre

considéré comme le mouvement de la projection sur OA,

d'un point M' mobile sur la demi-circonférence, de maniére

gue les aires décrites par le rayon vecteur OM' varient pro-
portionnellement au temps.

Fig 48

148. REMARQUE. — Dans les exemples traités jusqu'ici, les
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mouvements étudiés étaient rectilignes ; nous alons don-
ner des exemples de mouvements curvilignes.

149. Probléme IV.— Mouvement produit par une force
tonstante en grandeur et direction.

Prenons pour axe des z ladirection de la force et soit
m la mase du point matériel ; les équations du mouve-

ment sont
diz

F désignant la valeur de la force constante.

Soit v;) la vitesse initiale que nous supposerons située
dans le plandes zx et soit a I'angle qu'elle fait avec Ox ; on
déduit des équations précédentes

L
~— == 1, COB 2,
¢

dy _

dt o
dz , .
Mo = F¢ +4-mo, sin =,
et enfin
x == v, cos 2+,
y =G,

4

1F
z = vyl sin az—}--éa N L o

La constante C est nécessairement nulle, puisque Pon
suppose que le plan des zx passe par la position initiale
du mobile. Quant aux constantes G et C" leurs valeurs dé-
pendent de cette position initiale; elles sont nulles elles-
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mémes si 1'on suppose que le mobile part de I'origine au
temps t =.0, et alors les éguations du mouvement de-
viennent
g i = p,f cOSa,

(1, y =20, .
= p,!sin u—i—é i 2.

L'élimination du temps entre ces équations conduit a une
équation du second degré représentant une parabole.

Donc, lorsqu'un point matériel est soumis a une force cons-
tante, la trajectoire qu'il décrit est une parabole.

Ceci résulte d'ailleurs de ce que les équations (14) de-
viennent identiques a celles du mouvement d'un point ma-
tériel pesant danslevide quand ony fait F = —mg. Cette
remarque nous dispense d'entrer dans d'autres détails rela-
tivement au probléme que nous traitons.

o
1]

450. REMARQUE. — Nous venons devoir que latrajectoire
d'un point matériel en mouvement sous I'action d'une force
constante est une parabole. Ce résultat sétend a un nombre
guelconque de forces constantes ; car larésultante de plu-
sieurs forces en grandeur et direction est elle-méme une
force constante en grandeur et direction; par suite, on peut
considérer le mouvement comme produit par une seule force
constante.

151. Probléme V. — Mouvement d'un point matérielattirépar
un centre fixe proportionnellement a, la distance, la vitesseini-
tiale n'éant pas dans la direction de la force.

Prenons le centre fixe pour origine des coordonnées et
appelons :

X, ¥, z les coordonnées du point a un instant quel-
conque;

m la masse de ce point ;
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r sa distance au centre d'attraction a |'instant ou ses coor-
données sont x, vy, z
Les cosinus directeurs de la dlrectlon de la force sont

Lo x % I. , .
évidemment —=, —2, — les équations du mou-
, - ;
vement seront donc
d2r x
ﬂl&?; —_—— =T,
dy Y
M—s == — > -7
di A
d2; 2
m "‘j’—g - — ”-;‘ sy

et, en posant \/.?% = w, elles deviennent
dix

d_i_'_ tw? L= 0
3

Ty =0,
1z

a—ﬂ 4+ iz =

Mais nous avons déja rencontré (146) une équation de la
forme

%—%ku.—qO

et nous en avonstiré
u = a cos (kt+ C),

a, k et G étant des constantes arbitraires.
Appliquant ce résultat aux équations précédentes, il

vient
z = a cos (w4 a),

y = b cos (wl+ B},
3 == COS (w{-7¥),
dans lesquelles «, &, ¢, =, ;3, ¥ sont des constantes que Ton

DYNAMIQUE. 9
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détermine d'aprés les données initiales du mouvement. On
reconnait dans ces équations celles qui ont éé obtenues nu-
méro 99. Nous pouvons donc en conclure que si un point
matériel est en mouvement sous |'action d'une force attrac-
tive émanant d'un centre fixe et proportionnelle a la dis-
tance :

1° La trajectoire est une ellipse ayant pour centre le point
fixe ;
2° Les aires décrites par le rayon qui va du centre de I'el-

lipse au point mobile sont proportionnelles aux temps employés
a les décrire.



CHAPITRE VI

TRAVAIL ET FORCE VIVE

152. Notion du travail des forces. — Lorsqu'on ééve un
fardeau, on travaille; on admet que le travail accompli est
proportionnel au poids et a I'élévation du fardeau, par suite
proportionnel au produit de ces éléments. Si, pour faciliter le
travail, au lieu d'éever verticalement le fardeau, on |'éléve a
la méme hauteur sur un plan incliné, on admet que le travail
ne change pas. De méme dans tous les travaux de manceuvre
ou des éléments étrangers, intelligence, insalubrité, etc.
n'interviennent pas, on paye le travail proportionnellement

au produit de la force surmontée par lechemin parcouru dans
la direction de cette force.

De la la définition suivante :

153. Définition du travail. — On appelle travail d'une force

constante en grandeur et direction, la valeur algébrique du pro-

duit de cette force par la pro-

jection, sur sa direction, du

4 déplacement de son point dap-
plication.

Soient, daprés cela, AF
(fig. 49) laforce, AA' ledépla-
cement de son point d'appli-
¥ig, 8 cation, et &' laprojectionde A'

sur ladirection de laforce; on
aura
Travail F = AF. Aad.
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Le produit AF. Aa' est d'ailleurs positif ou négatif selon
que les vecteurs AF et Aa sont de méme sens ou de sens
contraire. Dans le premier cas le travail est dit moteur; il
est dit résistant dans le second.

154. EXEMPLE. — Considérons un point matériel pesant, de
poids P; soient AB (fig. 50) la
trajectoire, zZz ladirection de lape-
santeur, que nous prendrons comme
direction positive des projections
sur laverticale. Si le point matériel
descend depuis le point A jusqu'au
point B, la projection du chemin
parcouru peut étre représentée en
grandeur et sens par le vecteur ab ;
le travail sera donc égal a P X vec-
Fig. 50 teur ab. Ici le vecteur ab est égal a

la distance verticale des points A et

zf
[

n

13 ; mais si le mobile,'au lieu d'avoir un mouvement des-
cendant, avait un mouvement ascendant, le vecteur ab
serait égal a cette mdme distance précédée du signe — .

Aing, le travail de la pesanteur est égal au poids multiplié
par la distance verticale positive ou négative du point de dé
part du mobile au point darrivée.

155. Unité detravail. — D'apres cela, si P est le poids
d'un point matériel et h la distance verticale positive ou
négative du point de départ au point-d'arrivée, et si Ton dé-
signe par Ct.P le travail du poids P, on a

G P =1, A
Si dans cette formule on fait P =1, h =1, il vient
. P =1

Si done on prend pour unité de force le kilogramme et
pour unité de Iongueur fe meétre, I'unité de travail estle
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travail de la pesanteur dans la chutede 1 meétre du poids de
1 kilogramme, ou, ce qui revient au mome, le travail qu'il
faut dépenser pour élever de 1 metre le poids de 1 Kilo-
gramme. Ce travail porte le nom de kilogrammetre, rappe-
lant les unités, kilogramme et metre. Par exemple, si
P=3kgs ¢ h—=4m, ona

Ct. P— 12 kilogrammétres.

Dansle systéme C. G. S. I'unité de travail sera, naturelle-
ment, le travail de l'unité de force pour un deplacement
égal al'unité de longueur, c'est-a-dire le travail d'une dyne
pour un déplacement de un centimétre. On |'appelle P erg.

156. Evaluation du kilogrammeétre en ergs. — Comme
exercice, proposons-nous d'évaluer le kilogrammetre en ergs.
Le poids dun gramme-masse est 980,86 dynes ou
0,8086 X 102 dynes; le poids du kilogrammétre est donc
9,8086 X 10° dynes. L'unité étant le centimeétre, pour avoir
la valeur du kilogrammeétre en ergs, il faudra multiplier
par 100 le poids exprimé en dynes, ce qui donne

9,8086 X 10 ergs.

On appelle megerg une unité secondaire de travail équi-
valente a 1000 000 d'ergs.

On voit donc que lekilogrammeétre vaut environ 100 meg-
ergs.

157. Expression algébrique du travail d'une force cons-
tante. — Nous avons vu que si AA' (fig. 49) est le déplace-
ment d'un point matériel sousl'action d'une force AF, ona

© Ta. I == AT. A4,
les facteurs qui entrent dans le second membre de cette

égalité devant étre considérés comme des vecteurs. Si Pon
meéne le vecteur AA', on a

veet. Ad' = vect. AA’ X cos (AA.AF),
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ou, en convenant une fois pour toutes d'écrire PQ au lieu
de vecteur - PQ,

Aad' = AA'. cos (m)
En portant dans |'égalité (1), on obtient
() ©r. F = AF.AA". cos (AA'.AF),
ce qui conduit aux nouvelles définitions suivantes du tra-
vail :
1° On appelle travail dune force constante en grandeur et

direction, le produit de la force par la corde du chemin par-
couru et par le cosinus de leur angle ;

2° On appelle travail d'une force constante, le produit de la
corde du chemin parcouru par la projection de la force sur
celte corde. :

Cette seconde définition résulte du reste de ce que Pon
peut écrire |'égalité (2) sous la forme

e F— AA’.AY. cas (AF.AA").

158. REMARQUES. — 1° Si I'on appelle D levecteur AA' et
F le vecteur qui représente la force, on voit que le travail de
la force F pour le déplacement D n'est autre chose que le
produit géométrique des deux vecteurs D et F; on a donc

G F = = (D.F).

2° Le travail est nul soit lorsque la force est nulle, soit
lorsque sa direction est normale au déplacement.

159. Extension aux forces variables de la notion du tra-
vail ; travail élémentaire. — Il est ais€ maintenant d'étendre
aux forces variables la notion du travail. Imaginons en effet
que le chemin parcouru ait été décomposé en éléments infi-
niment petits. On peut admettre que pendant que le point
d'application de la force parcourt I'un quelconque de ces
éléments, laforce demeure constante. Soit F la valeur cons-
tante de la force et soit dS le déplacement infiniment petit
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du point d'application exprimé en grandeur, direction et
sens; on aura, pour ce déplacement,
. F = F.dS. cos (Fd\b)
On appelle cetravail le travail éémentaire de laforce F
pour le déplacement dS.
L'expression du travail élémentaire peut étre écrite sous
I'une quelconque des deux formes
I*. 48, cos (E’ES),
d8.F. cos (F"-E'S).

qui conduisent & appeler travail élémentaire pour un déplace-
ment infiniment petit dS, soit le produit de la force par la
projection du déplacement sur la direction de cette force, soit
le produit du déplacement par la projection de la force sur la
direction du déplacement.

160. REMARQUE. — D'apreés cela, le travail élémentaire est
nul:

1° Si laforce et nulle;

2° Si le déplacement est nul ou normal a la direction de
laforce.

161. Travail total. — On appelle travail total d'une force
variable, quand son point d'application parcourt un arc S5
(fig. 51), la somme algébrique
des travaux élémentaires cor-
respondant aux divers éléments
infiniment petits en lesquels
l'arc a éé partagé.

D'aprés cela, si Ton appelle
V la force quand son point
d'application parcourt un élé
ment dS, a l'angle de la direc-
tiondelaforceavecladirection
du déplacement, et enfin s, et
Hg. S S1 les arcs de trajectoire comp-
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tés a partir d'une origine fixe, I'expression du travail total
sera

-y

‘ ' F cos 2.dS.

v e
Il ne faut d'ailleurs pas perdre de vue que dans cetle inté-
grale définie F, et S sont des fonctions du temps.

162. Cas particuliers. — 1° Appelons €. letravail total, et
supposons d'abord que la force F soit constante en grandeur
et direction ; on aura

,
@ =1 | "cosx.dS.

Y 5e

Or, cos o.dS représente la projection de I'élément dS sur
la direction de laforce ; le second membre représente donc
la projection du déplacement sur la mome direction. Dans
ce cas, le travail est donc éga au produit de la force par la
projection du déplacement sur sa direction. Nous retrouvons
ainsi, comme cela était a prévoir, la définition de laquelle
nous sommes partis.

2° Supposons en second lieu que la force soit constante
en grandeur et reste constamment tangente a latrajectoire ;
on a aors _ .

Oy, = F f dS = (s, —s,)F,
i
et le travail est éga au produit de la force par le chemin
parcouru.

3° Si l'angle a est constant ainsi que la grandeur de la

force F, on voit de mbme que

Cr, = (5, —35,)F cos a,
c'est-a-dire que dans ce cas le travail est égal au produit de

la force par le chemin parcouru et par le cosinus de |'an-
gle a

En particulier,si == g. c'est-a-dire si la force et cons-
tamment normale au déplacement, le travail total est nul.
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163. Théoreme |I. — Lorsgu'une force F est la résultante
de plusieurs autres forces Fi, Fy,... Fy, son travail élémen-
taire, pour un déplacement quelconque du point d'application,
est égal a la somme algébrique des travaux des composantes
pour le méme déplacement.

Il suffit évidemment de démontrer la proposition pour les
- travaux élémentaires, c'est-a-dire en supposant que le dépla-
cement soit infiniment petit. Soit donc dS un déplacement
infiniment petit quelconque et f fy, f,,... f, les valeurs res-
pectives des forces quand le point d'application parcourt
['élément d$ ; nous avons vu que Pon a en général

o, fi = w (fi.dS),

et il sagit alors de prouver que Pon a
w(f.d8) = Xw{f:.dS),

le signe ¥ sétendant a toutes les valeurs 1, 2,... n que
Pon peut donner a i Mais la proposition ramenée a ces
termes a éé démontrée au début (20) et résulte du reste
immédiatement du théoréeme des projections.

164. Théoremel | .— Quand on considére uneforce F comme
la somme géométrique de plusieurs autres forces Fy, F», .. .F,
et un déplacement comme résultant de plusieurs déplacements,
le travail de la force F, pour le déplacement résultant, est égal
a la somme algébrique des travaux des composantes pour les
déplacements composants.

Il suffit encore de démontrer la proposition en supposant
que le déplacement soit infiniment petit. Soit donc dS un
déplacement infiniment petit résultant de plusieurs autres
ds ds,, ...ds, etsoient f,f; ..f, lesvaleurs respectives
des forces quand le point d'application parcourt I'élément
dS. Tout revient aprouver que l'on a

a(f.dS) = Sw(fi.dS),

le signe S s‘étendant a touteslesvaleurs 1,2, ...n.quel'on
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peut donner a i etaj. Maisla proposition résulte alors de
ce que I'on-adémontré au début (20) sur les produits géomé-
triques.

165. Expression analytique du travail élémentaire. — D'a-
préscela, si Ton appelle X, Y, Z lescomposantesd'uneforce
et dx, dy, dz les composantes du déplacement du point d'ap-
plication, il est aisé d'avoir I'expression du travail élémen-
taire correspondant. Supposons en effet que les axes de
coordonnées soient rectangulaires, et remarquons que les
seuls travaux qui ne soient pas nuls sont ceux qui corres-
pondent aux déplacements de méme direction que lesforces
correspondantes ; nous obtenons ainsi pour le travail élémen-
taire I'expression

. == Xdr + Ydy 1 Zds.

On peut obtenir cette expression d'une autre maniére, en

artant de |'équation .
p eq . — R A9 rae (m\

Gi. = F.d3. cos (11"&3)

Onaeneffet Xz vau + sz
vz -+ Yd Zidz
cos (F.d8) = Xdz +F E;’;+ ,

et par suite Fa T AR ek 8 as e ren

T = Xdz 4 Yy + Zds.

166. REMARQUE. — || est bon d'observer que I'expression
analytique du travail, prise sous cette forme, n'est pas appli-
cable dans le cas des axes obliques.

167. Application aux forces émanées de centres fixes et
fonctions de la distance. — Supposons, par exemple, que
le point matériel soit en mouvement sous |'action d'une
force émanant d'un point fixe 0 et fonction de la distance
r du mobile a ce point.

Supposons, pour fixer lesidées, que cette force soit attrac-
tive et appelons-la ¢(r} ; puis, rapportons le mouvement a
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x trois axes rectangu-
My laires passant par le
point 0 (fig. 52). Si
M est la position du
point matériel a un
instant quelconque,
0 # X Y, z s coordon-

nées, a,B, Y les an-

gles de la direction

Y MO avec les axes,
Fig. 52
ona

M,

~ ok

T Y
cosa:-—;. cos i =—~2, CO§ 4 —= —
. ”

par suite, les projections orthogonales de la force sur les
axes, c'est-a-dire ses composantes suivant ces mémes axes,
seront respectivement

x
X = —";‘P("),
Y=o,
%= — ().

P

I1 en résulte, pour le travail élémentaire, I'expression

— ?%) (eede + yoly -+ zdz).
Or, on a
= a? -yl
et par suite rg{ =S xd"v—t— j?ﬁ«.. é,
d'ou rdr — xde + ydy <+ zdz ;
de sorte que I'expression du travail élémentaire devient
—plrjdr.

Si donc e mobile se déplace depuis le point My corres-
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pondant & lavaleur ry de r jusqu'au point M; correspon-
dant a la valeur ry,, on aura pour le travail total

N T

"y

Dans le cas des forces répulsives, il suffit de changer
o(r) en  —glr).

Plus généralement, supposons qu'il y ait n forces attrac-
tives ou répulsives émanant de centres fixes et fonctions

- des distances a ces centres.

Appelons ¢, (r,) la force émanée du centre C; et considé-
rée comme attractive ou répulsive suivant que @,(r) est né-
gative ou positive.

En vertu du théoréme | (163), le travail total sera donné
par I'équation

o, = la' 1 (r)dry 4---..- ’A] ‘:"“("")d"'"a
g “hae
en supposant, bien entendu, que le point matériel se déplace
depuis le point My, pour lequel les distances ry ra.,,... Iy
sont respectivement a,, B,,... %, jusqu'au point M, pour
lequel ces distances sont respectivement  a,,p,... k.

168. Cas particuliers. — Les cas particuliers les plus
remarquables sont ceux ol lafonction @(r) est, soit propor-
tionnelle ala distance, soit en raison inverse de cette dis-
tance, soit en raison inverse du carré de la distance.

Dans le premier cas on a

B = 5 (ri—r3)
dans le second
r
Oy, = ulo- 2
?’0

et dans le troisiéme
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Dans les trois cas, M désigne un coefficient de proportion-
nalité que Ton peut supposer positif dans le cas des forces
- répulsives et négatif dans le cas des forces attractives.

1G9. Surfaces de niveau et potentiel. — Dans les applica-
tions, il arrive fréguemment que les composantes X, Y, Z
delaforce qui agit sur un point matériel sont les dérivées
partielles d'une méme fonction U des coordonnées de ce
point, c'est-a-dire que Ton a

U ¥ Ju JU

- = T ¥

N T dy CT 0z
L'expression du travail élémentaire devient alors

aU o0 U

T dr + -‘—)}fdy -+ —(Ed,;. ;
elle est donc ladifférentielletotale de lafonction U(x, y, 2).
Or, si Ton suppose X, Y, Z et X, y, Z exprimées en fonc-
tion d'une mémevariable, le temps par exemple, le travail
total est donné par |'équation '

b
T, = [: (Xedw =+ Yy + Zdz),

en supposant que le point se déplace depuisle temps ty jus-
qu'au temps t.

Si donc on appelle xg Yo, Zo les coordonnées du point
au temps t,, XY,z s coordonnées au temps t, on
aura, dans le cas que nous examinons,

(3 Go. = Ulzys)— U@,1,5,)

Lorsgque les composantes de la force sont ainsi les déri-
vées partiellesd'une mémefonction U(.r, y, 2 des coordon-
nées du point matériel, on dit qu'il y a une fonction des
forces, et U(X, Yy, 2) sappelle lafonction des forces.

On appelle surfaces de niveau toutes les surfaces représen-
tées par I'équation

uxy, 2 =C,
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dans laquelle G représente une constante arbitraire. Ces
surfaces sont ainsi nommées parce que si le point matériel
se déplace de I'une a l'autre par n'importe quel chemin, le
travail total est toujours le méme : cela résulte de I'équa-
tion (3).

170. EXEMPLES. — 1° Supposons que le point matériel soit
soumis a l'action d'une force constante en grandeur et di-
rection, et soient A, B, G les composantes de cetteforce sui-
vant les axes ; on peut considérer A, B, C comme les déri-
vées partielles delafonction

Az + By + Gz;

lafonction des forces et Ax + By + CZ et les surfaces de
niveau sont des plans paralléles

Az +By+4+-Cs =D,

Ced ainsi que dans le cas de la pesanteur nous avons re-
connu (154) quele travail total ne dépend que de la distance
vertical e parcourue par e point d'application.

2° Supposons que le point se meuve sous Faction d'une
force attractive constante en grandeur, émanant de I'origine
des axes. Les cosinus directeurs de la direction de la force

z ) z at Yan o
x 1 F
sont —=, —¥, —-, etlona
r r r
ey 4l . 2.4
x:——-—-» Y_—""—'['—Jv /:"—"'——--—-9
avec r r

R [
X, Y, Z sont les dérfv%‘f)%rf‘f&le?d‘é" —p g -,
la fonction des forces est — p ya&!—4y* -2z, et les sur-
faces de niveau sont des sphéres représentées par |'équation

—paf Ly 2 =,
et ayant pour centre I'origine.
Le cas ou il existe une fonction des forces se présente
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surtout dans les recherches sur I'électricité et le magnétisme,
et on a I'habitude de désigner sous le nom de potentiel la
fonction des forces changée de signe ; les surfaces de ni-
veau sappellent alors des surfaces équipotentielles.

171. Définition. — On appelle force vive d'un point maté-
riel en mouvement, la moitié du produit de sa masse par
le carré de sa vitesse ; de sorte que s m est la masse du

point, v sa vitesse a un instant donné, la force vive a cet

1
instant et ynu®.

172. Théorémel || . — La différentielle de la force vive
pendant un temps infiniment petit dt, est égale au travail élé
mentaire de la résultante pendant ce temps, c'est-a-dire a la
somme des travaux éémentaires des composantes.

Soient en effet X, y, z les coordonnées, aun instant donné,
d'un point matériel de masse m rapporté a trois axes rec-
tangulaires. Si I'on appelle x, y, z les composantes, sui-
vant les axes, de la résultante des forces qui agissent sur le

point matériel, on avu (143 que les équations du mouve-
ment de ce point sont

4z

m F = X,
d*y

m&ig Y,
drz |
a =5

soient dx, dy, dz les composantes du déplacement pendant
un temps déterminé infiniment petit dt. Si Pon goute
ces équations membre a membre aprés les avoir multipliées
respectivement par dx, dy, dz, il vient

@) ( Tl S iy 2 dz) = Xdz + Ydy+7dz.
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Or, le second membre de cette équation représente le
travail élémentaire de la résultante (165) pendant le temps
dt ; d'autre part, en appelant v lavitesse, on a

()-8 (8

s _oldr dr diy dy dz ds
“”“ﬁ[ﬁ'a‘*aﬁ'zﬁ F'J]

el par suile

7

donc le premier membre de I'équation (4) est éga a
d(%mvﬂ). et l'on a

2
®) d - = Xdz + Ydy + 7dz,

4

ce qui démontre la proposition.

173. Corollaire.— La variation deforce vive d'un point
matériel pendant un temps quel congue est égale a la somme des
travaux des forces qui agissent sur ce point pendant le méme
temps.

Letravail de la résultante étant égal ala somme des tra-
vaux des composantes pendant le méme temps (163), il suffit
de démontrer que lavariation de force vive pendant un temps
quelconque est égale au travail de la résultante. Or, soit F
la résultante a un instant quelconque ; si dS est le déplace-
ment infiniment petit pendant le temps dt qui succede a
cet instant et a |'angle que fait la direction de la force avec
celle du déplacement, le travail élémentaire est

F cos'a.dS;

le travail total depuis le temps to pour lequel S = &, jus-
qu'au temps t pour lequel — s, e par suite

f:F.cos 2.dS.

D'autre part, en vertu du théoreme précedent, on a, pen-
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dant le temps considéré,
4
d (5:1102) = Feosz,d9;
donc ) '

el
(6) ;mv’ —-% mol = ‘ T cos =.d5,

= %y

Vo désignant la vitesse au temps t, et v la vitesse au
temps t. Cette équation exprime le théoréme énoncé.

174. REMARQUE. — La proposition précédente porte le
nom de théoréme des forces vives, et I'équation (6) ou, ce qui
revient au méme, I'équation (5) sappelle Péquation des
forces vives. On peut I'utiliser dans certains cas pour déter-
miner lavitesse a un instant. quelconque, sans qu'il soit né-
cessaire d'avoir I'équation de latrajectoire. Tel est le cas ol
il existe une fonction des forces ; car, S'il existe une fonc-
tion des forces, U(:r, y, 2), on peut évaluer |'intégrale définie
qui figure au second membre de I'équation (6), et I'on a

:—)mu“‘ —-—%mv;—l = Uz, y, 5Y— Ulz,, y,, 2,).

=

Faisons quelques applications.

475. Application . — Supposons d'abord gu'un point ma-
tériel de masse m se meuve dans le vide sous |'action de la
pesanteur. En supposant que I'axe des z soit vertical et que
ladirection positive soit opposée a celle de la pesanteur, la
fonction des forces est —mgz;, par suite |'éguation des
forces vives donne, quelle que soit la nature de la trgjec-
toire,

1
gl = —mg(s — 3,),
C'est-a-dire.
o= vl —2gls— ).
Il en résulte, ainsi que cela a déja éé remarqué (126, 2°)
que si le point part d'un plan horizontal pour revenir au
mome plan horizontal, la vitesse reprend la méme valeur.

DYNAMIQUE. 10
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176. Application | | . — Comme seconde application, sup-
posons qu'un point matériel de masse m soit attiré par une
droite fixe proportionnel-

lement a sa distance a la

% droite; supposons d'ail-
leurs la force normale a
~P cette droite.que nous pren-

" drons pour axe des z
M Soient Xx,y, z les coor-
données du point mobile
dans |'une quelcongque, M
0 (fig. 53), de ses positions
r et soit r sadistance MP a

7 P> Paxe; les cosinus direc-
Fig. 53

teurs de MP sont x/xr

y/r"et O; par suite, les composantes de la force suivant
.

les axes sont
X=— bx, Y — — uy, Z= 07
u désignant un coefficient de proportionnalité.
Si I'on observe que zds+4-ydy = rdr, D’équation des
forces vives est

w

%mua — %’”UE = — 'ujr., rdr,
et donne
%mv* *%mvﬁ = — 50t —ad),
Cest-a-dire
) v = vﬁ—{:—tii'i — ).
La fonction des forces est — :f;—'z, et les surfaces de

niveau sont des cylindres de révolution autour de Oz. On
voit sur I'équation (7) que si r =ry, Ccest-adireques le
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mobile part d'une surface de niveau pour aller a une autre
surface de niveau par n'importe quel chemin, la vitesse du
mobile est la méme dans les deux cas.

Ce résultat sétend & toutes les surfaces de niveau, pourvu
gu'elles ne se coupent pas.

Nous donnerons, dans les chapitres suivants, d'autres
applications du théoreme de la force vive ; nous alons ter-
miner ce chapitre par quelques remarques sur I'homogé-
néité des formules de la Mécanique. '

177. Remarques sur I'homogénéité des formules de la
mécanique. — On montre, en géométrie analytique, que si
une relation entre les lignes d'une figure a éé établie sans
que l'unité de longueur ait é&é lixée, cette relation est
homogene : c'est en cela que consiste le principe de ['homo-
généité. Ce principe, qui sert alavérification des formules,
se retrouve dans toute science basée sur les relations qui
existent entre des grandeurs d'espéces différentes. Telle est
la mécanique, dont I'étude fait intervenir trois especes de
grandeurs : longueurs, temps et masses. Toutes les formules
de la mécanique devront donc étre homogenes par rapport
aces trois especes de grandeurs, et il importe de pouvoir sen
assurer rapidement. On y parvient en fixant ce qu'on appelle
les dimensions des diverses quantités que nous avons rencon-
trées soit en cinématique, soit en dynamique. Les exemples
qui suivent feront comprendre ce qu'il faut entendre par la.

1° Lavitesse est le quotient d'une longueur par un temps;
on dit qu'elle est dedimension 1 par rapport aux longueurs
et de dimension —1 par rapport au temps. O par rapport
aux masses.

2° L'accélération et le quotient d'une vitesse par un
temps; elle sera donc de dimension 1 par rapport aux lon-
gueurs et de dimension — 2 par rapport aux temps, O par
rapport aux masses.

3° Laforce, dérivée de la masse, est égale au produit d'une
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masse par une accélération; elle sera donc de dimensions
respectives 1,1 et — 2, par rapport aux longueurs, aux
masses et aux temps.

4° Letravail, qui est le produit de la force par un dépla-
cement, sera de dimensions respectives 2, 1 et — 2 par
rapport aux longueurs, aux masses et aux temps.

5° Enfin la force vive ales mémes dimensions que le tra-
vail, ce qui doit étre, sans quoi I'éguation des forces vives
ne serait pas exacte.

Il est aisé, avec cela, de vérifier les formules de la méca-
nigue. Prenons par exemple laformule

z = vf — gt

du mouvement ascendant d'un point matériel pesant dans
levide; x est de dimensions respectives 1,0,0 par rapport
aux longueurs, aux temps et aux masses. Or, on constate
immédiatement, al'aide des remarques qui précédent, qu'il
en est de méme du second membre; par exemple v, est de
dimensions respectives 1, — 1,0 par rapport aux lon-
gueurs, aux temps et aux masses ; donc vit est de dimen-
sions respectives 1, 0, 0.



CHAPITRE VI
FCREES CENTRALES ET MOUVEMENT DES PLANETES

178. Définition. — On appelle forces centrales les forces
passant par un centre fixe. Nous alons indiquer quelques
propriétés du mouvement d'un point soumis a une force
centrale.

179. Théoréme des aires— Lorsguun point matériel est
en mouvement sous I'action d'une force passant par un point
fixe 0, la trajectoire est une courbe située dans un plan pas-
sant par ce point, et les aires décrites par le rayon vecteur qui
va du point fixe au mobile sont proportionnelles aux temps em-
ployés a les décrire.

Rapportons le mouvement a trois axes rectangulaires
passant par le point O etsoient, auninstant donné, X, Y, Z
les composantes dela force suivant les axes, X, y, z les coor-
données du point matériel, dont nous supposerons la masse
égde a m. On a, par hypothese,

. X_Y_2
et les équations du mouvement sont
dix dy dz
(2) md—ﬁ_x, m-a—t-i_Y, m&F_Z.
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Des equations (2) on deduit
diz d’y .
(3) m (y b dt’) = yZ4 —3Y

et deux autres équations analogues, par permutation circu-
laire des lettres; mais, en vertu des équations (1), le second
membre de I'équation (3) est nul, de sorte que cette équa-
tion se réduit a

diz diy
i -dt_‘_ - -d—tj‘ =0,
D'autre part, le premier membre de cette nouvelle équa-
. e dz d
tion estladérivée de ¥ 5 Ef}f, par rapport au temps;
o ds {
cette derivée étant nulle, | "ex pr y - (d_f: st
constante. On peut donc écrire
; ds dy
! —_——r = = ‘”
P TRRT s
dx iz .
4) 3 TR [
d?; da
TR T ¢

Or, si Pon gjoute ces équations membre a membre aprés
les avoir multipliées respectivement par X, y, z, il vient

Cw+ Cy+Cs =0,

ce qui démontre la premiére partie de la proposition.

La seconde partie résulte diune remarque déja faite en

cinématique (99) ; en effet, z% —y % et le double de la

vitesse aréolaire de la projection du mobile sur le plan xOy,
le centre des aires étant le point 0. Latroisieme équation
(4) exprime donc que cette vitesse aréolaire est constante
et, comme il en est de méme sur les plans yOz et zOx, on
en conclut que la vitesse aréolaire du mobile, quand on
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prend le point 0 comme centre des aires, est constante, ce
qui démontre la seconde partie.

180. Théoréme. — Réciproquement, si la trajectoire est une
courbe plane et s la vitesse aréolaire, quand on prend un point
0 de ce plan comme centre des aires, est constante, la. force
passe par le point 0.

Supposons encore le mouvement rapporté a un triedre
trirectangle passant par 0. La vitesse aréolaire étant cons-
tante, il en et de mbme des vitesses aréolaires des projec-
tions du mobile sur les plans yOz, zZOx et xQy, ce qui
sexprime au moyen des équations (4). En difiérentiant les
deux membres de chacune deces équations par rapport a t,
on obtient trois nouvelles équations

diz _diy

VgE g = O
2z diz

1 F — X ?Et-} = 0,
dly d*:}:_

v Y T g,

qui expriment que les composantes de I'accélération du
mobile sont proportionnelles a ss coordonnées ; d'autre
part, elles sont proportionnelles aux composantes de la force ;
donc on a

Y
ce qui démontre la proposition.

1

X Y Z
& <

181. REMARQUE. — Si Ton prend le plan de la trajectoire
pour plan des xy, les équations (4) se réduisent a I'éguation
unique

(8) -2 —y— =10,
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C sappelle la constante des aires et on la détermine d'apres
lesdonnéesinitiales. Soit en

. effet vy la vitesse initiale
et soit Py (fig. 54) la per-
pendiculaire abaissée du
centre des aires sur le vec-
teur vo. A cause de la
signification du premier
A membre de I'équation (5),
G représente le double de
lavitesse aréolaire ; d'autre
part on a vu en cinéma-
Fig. 54 tique que le double de la
vitesse aréolaire est égal a

¥ %

Ao

A

Voo ; on adonc
C= Vopo,

équation dans laquelle, il ne faut pas I'oublier, v, est afiec-
tée d'un signe fixé en méme temps que le sens du mouve-
ment du mobile sur sa trajectoire. Si I'on appelle ry la dis-
tance de la position initiale Ay du mobile au point O et ¢
I'angle du vecteur v, avec le rayon vecteur OA,, on a

) p, = I, sin €
et par suite

C= v,r,sin .

11 est bon d'ajouter que si A,V, prolongée pase par le
point O, laconstante G est nulle et le mouvement seffec-
tue suivant le rayon qui va du point 0 a la position ini-
tiale.

182. Expression de la vitesse. — Etudions les autres pro-
priétés du mouvement et cherchons d'abord la vitesse. Si
I'on suppose la trajectoire rapportée a des coordonnées
polaires, on a vu (55) que si Pon appelle v la vitesse a un
instant quelconque, r et o les coordonnées du point a cet
instant, on a
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©) ”3:(%){*”\§Y‘

11 est possible d'obtenir I'expression de la vitesse en fonc-
tion des coordonnées polaires du mobile seulement. En
effet, en coordonnées polaires, I'éguation (5), qui exprime
le principe des aires, s'écrit sous la forme simple

O
(7) dt !

et, si I'on élimine dt entre les équations (6) et (7), il vient

.’ l s
2 .. e — —_ .
vt =G st L 4

Cette équation résout le probléme; si donc I'éguation de
latrajectoire est

)

.
on a _
v = GO+ /20
Enfin, en vertu d'une remarque faite en cinématique et
rappelée numeéro 181, si I'on appelle v le vecteur qui repré-
sente la vitesse a un instant quelcongue et p la longueur de
la perpendiculaire menée a ce vecteur prolongé, par le

centre des aires, la vitesse aréolaire est égae anlz et par
suite, a cause du principe des aires, on a

vp = C.
Aingi, le produit de la vitesse a un instant quelconque, par
la perpendiculaire a cette vitesse menée du centre des aires est
constant.

183. Expression de laforce. — Considérons la force qui
agit sur le mobile comme positive quand elle est répulsive,
comme négative dans le cas contraire, et appelons F sa
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valeur algébrique. En vertu du théoréme des forces vives,

on a
mu?

d —-2—' = Fd?',
c'est-a-dire
F = m dor i
T3 d dr’

mais de I'éguation (8) on tire, toutes réductions faites,

1

2
dot o I:i d 1-:| dr
an T T LTl @

on en conclut

mC? | 1 r
© il v

Si donc on connait I'équation de la trajectoire, cette
équation fera connaitre laforce F, ou inversement, si F ne
dépend que de r etde 0, elle définira la trajectoire. En
particulier, si I'on considére le cas des coniques et si Pon a

p

1
* 14ecost’

['équation (9) donne
mis

F=———

’.2

ce qui montre que la force est aors en raison inverse du
carré de la distance.

184. REMARQUE. — On prouve en géométrie analytique
gue, si une courbe plane est rapportée a des coordonnées

o

polaires r et 0, l|'expression ;—o—dT: est négative ou

positive suivant que la courbe est concave ou convexe vers
le pble. Si I'on rapproche cette remarque de I'équation (9),
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on voit que la force est toujours dirigée du méme coté que
la concavité de la trajectoire.

185. Mouvement des planetes. — Nous supposerons les
planétes réduites a leurs centres de gravité, c'est-a-dire a
des points matériels. Les lois du mouvement sont les sui-
vantes : '

1° Les trajectoires des planétes autour du soleil sont des
courbes planes, et les aires décrites par les rayons vecteurs
allant du centre du soleil aux centres des planétes sont propor-
tionnelles aux temps employés a les décrire.

2° Les trajectoires sont des ellipses dont le centre du soleil
est un foyer.

3° Les carrés des temps des révolutions sidérales sont pro-
portionnels aux cubes des grands axes de ces ellipses.

Elles portent le nom de lois de Kéler, qui les a déduites
des observations de Tycho-Brahé. Newton en a déduit la
force qui produit le mouvement de la maniére suivante :

En vertu de la premiére loi, puisque la trajectoire est
plane et que le théoréeme des aires a lieu par rapport a un
point de ce plan, c'est que la force est centrale et passe par
ce point. D'autre part, en vertu de la seconde loi, la trajec-
toire est une ellipse dont le centre du soleil est un foyer;
or nous avons vu, numéro 183, que dans ce cas |'expression
de la force est

C désignant la constante des aires et p le parametre de la
conique. On voit donc que la force est en raison inverse du

carré de la distance au centre du soleil.
1

Posons {xz;; nous allons montrer, en nous basant

sur la troisieme loi, que la constante p est la méme pour
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toutes les planétes. En effet, soient T la durée dela révo-
lution sidérale, a et b les demi-axes de la trajectoire. Le
double de Taire décrite pendant le temps T, par le rayon
vecteur qui va du centre du soleil au centre de la planéte,
est

8ral,

et comme la vitesse aréolaire est constante, le double de

cette vitesse est 9-’,12; on adonc

2ral
C = o
et par suite
4=2atl?
= —'FI';—;
p = donce
or, p— ; H
Antqd

£

. N . a’
Mais, en vertu de la troisiéme loi, le rapport T est le

méme pour toutes les planétes; donc il en et de méme
de u, etl'expression de la force, pour toutes les planétes,
est
| D— me
3‘2

Tout se passe donc comme si le solell attirait les planétes
proportionnellement a leurs masses et en raison inverse du
carré de leurs distances au soleil. Telle est laloi de laquelle
Newton a déduit le principe de la gravitation universelle.

Aprés avoir montré comment on peut déduire la force de
['observation du mouvement/nous allons résoudre le pro-
bléme inverse.

186. Probléme. — Trouver la trajectoire d'un point maté-
riel de masse m attiré par un centrefixe en raison inverse du
carré de la distance.
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Rapportons le mouvement a un systéme de coordonnées
polaires, en prenant pour pble le centre fixe et pour axe
polaire une droite quelconque menée par ce point dans le
plan de la trajectoire ; on sait du reste, d'aprés ce qui a éé
dit sur les forces centrales, que la trajectoire est une courbe
plane. Soit

I'expression de la force ; on aura la trajectoire en rempla-
cant F par cette valeur dans I'équation (9), ce qui donne,
apressimplification,

. d! _1_
1 P

L} - , -— ey — -

o= G s

Posons alors
10 LR
(10 ST
I'équation précédente devient
. .
E-"_:'! 3= 0.

Mais nous avons dga rencontré une équation de cette
forme, numéro 146 ; et, en nous reportant a ce numéro,

nous voyons que |I'on a dans le cas actuel
F= A cos (0—=x),

A et a désignant deux constantes arbitraires que nous dé-
terminons a l'aide des données initiales du probleme. Rem-

placant € par la valeur trouvée dans I'équation (10), il vient
pour |'équation de |a traiectnire

(11) %:ﬁ-i-A c0s(9 — a).

C!

Cette éguation représente une conique rapportée a un
foyer ; donc la trajectoire est une conique ayant un foyer au
centre fixe.

Observons, du reste, que le calcul précédent, qui-a ééfait
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en supposant la force attractive, s'applique au cas d'une
force répulsive: il n'y a qu'a supposer << 0.

Gela posg, si nous appelons p le parametre de la tragjec-
toire, e son excentricité et a I'angle que 1'axe focal fait avec
Paxe polaire, |'équation de cette courbe peut encore s'écrire

1 1 e
12 - = -—+— cos{h — a).
(12) = g 00—
En identifiant les équations (11) et (12), on en tire
2 wi
p = -; b} A= m!

ce qui donne les valeurs de deux des constantes qui entrent
dans I'équation (11) au moyen des ééments de latrajec-
toire.

- Déterminons maintenant ces constantes al'aide des don-
nées initiales. Soient pour cela 0 (fig. 54) le centre fixe,
ro et 0, les coordonnées de la position initiale A, du mo-
bile, vy la vitesse initiale et ¢ I'angle que fait cette vitesse
initiale avec le rayon vecteur OA,. On a vu en cinématique
que les composantes de la vitesse suivant le rayon vecteur
et suivant la perpendiculaire a ce rayon, sont respective-
ment

dr db

7 et rc—ﬁ,
les composantes de la vitesse initiale suivant les mémes
directions sont donc

dr _ do
(m)u . (a)

D’autre part elies sont aussi
v, COS & et B, 8in £}

dr
0, C0S ¢ = (cﬁ\ ,

Fu

. an
Uy S]ns:?‘u(m) .
[

on a done
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Enfin, d'aprés e théoréme des aires,
dn G
T
de sorte que les deux équations précédentes peuvent auss
Sécrire
|
1Y F)
(13) vu COS g =z — '-} m; g N
. G
v, Sin ¢ = :;

Or, de I'équation dela trajectoire on déduit les équations

1
(d;
* LAR
—— ) = — w=sin (Y, —a},
.dﬁ \ o (o %)
o2

et e cos( —a) ez — —1,
My
qui donnent, en lenant compte des équalions (13),
vir, sin®e
@ COs (‘}0“ 5‘) el ..E..Q...._._..._
“
pir, sinecos ¢

1

esin (0, — 2) = p
"

on a du reste
C = u,r, sin s.
Ces trois équations définissent les constantes arbitraires
qui entrent dans |'éguation de la trajectoire; la derniére
détermine G et les deux premiéres donnent e et o sans

TJu'—‘-.—

ambiguité. On en tire
eirisin?er . 2u

o S oy ,

u

el —{ — m
o
d'ou il suit que latrajectoire sera *
2,
vi < =2,
r

une ellipse si
u
. 2
une hyperbolesi »2 = ==;
Ea
2u

UE.:—._

’.ﬂ

une parabolesi
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Il suit de la que la nature de la trajectoire ne dépend que
de lavitesse initiale et de la distance de la position initiale
du mobile au centrefixe ; elle est indépendante de la direc-
tion de lavitesse initiale, de sorte que si plusieurs mobiles
partent du méme point avec la méme vitesse initial e et dans
toutes les directions possibles, les trajectoires décrites sont
toutes de méme nature.

187. Vitesse en un point. — La vitesse du mobile en un
point sobtient soit en appliquant la formule

(%))
vt = G 5 d

obtenue numéro 182, soit en appliquant le théoréme des
forces vives, qui donne ici
2 \-).‘

-
8 o — 11,
-

188. Expression du temps. — 11 nous reste a trouver le
temps que met le mobile pour aller d'un point a un autre
de sa trajectoire. Supposons
pour cela que celle-ci soit
une €ellipse dont le grand axe
est AA' (fig. 55), et dont un
foyer, F, coincide avec le
centre attractif. Soient m une
position quelconque du mo-
bileet M le point correspon-
dant du cercle homographi-
gue; on sait que si a et b
sont lesdemi-axes de l'ellipse,
celle-ci peut étre considérée
comme la projection orthogonale du cercle homographique
dont on aurait fait tourner le plan d'un angle a tel que

Kig. 55
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b . .
cose = -, il en résulte que I'on a

secteur mFA = gsecteur MFA.

Or, si u désignel'angle AOM et ¢ la demi-distance focale,
ona
secteur MFA = secteur MOA — triangle MOF

donc, si I'on pose, comme d'habitude, E: e, ilvient

b
secteur mFA = ‘12. (u—esin ).

D'autre part, supposons que Ton compte le temps a partir
de I'instant ou le mobile passe au point A, et appelons G la
constante des aires; on aura

secleur mFA = -g t,

et par suite
ab{uy—esin u) = Cf ;
on met d'habitude cette équation sous la forme

% —e sin u = n,
C = nab,

et on I'appelle I'éguation de Képler. L'angle u qui figure
dans I'éguation de Képler sappelle I'anomalie excentrique,
et on donne le nom d'anomalie moyenne au second membre
de I'équation. Si d'ailleurs T est la durée de larévolution
compléte dela planéte, I'équation doitdonner t =T pour
u=2 ; onen conclut

en posant

d'ou

En résumé, pour calculer le temps on calcule d'abord
I'anomalie excentrique et I'on obtient ensuite le temps au

DYNAMIQUE. 11
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moyen de I'équation de Képler. Toutefois, comme I'obser-
vation fournit Pangle AFm = e, il est nécessaire démon-
trer comment de lavaleur de 6 on peut déduire celle de u.
Posons pour cela Fm = r et appelons x l'abscisse du
point m par rapport aux deux axes rectangulaires Ox et
Oy. On sait que

Fo=d —ob

or,
€T = it COS U,

donc

(14) r==a(l—ecos u).

D'autre part, I'éq . P Jse donne

T i+ecosh
' 4 a(l—ecosu)z—?—-.

et I'on en dédu L1 4-eccosh n (14),

En remplacant, dans cette derniére équation, E par %:
Cest-a-dire par 1 —c? onen tire
{—¢
14+-¢cosi
Enfin, en calculant le quotient
{1 —cosn

1—ecosu=

on obtient finalement
i 1 f
B3=Vi;'%s

On a dailleurs pris le signe + devant le radical parce

) : . .
que tg ; et tg 5 sont toujours de mdme signe.
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MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE
OU SUR UNE SURFACE HXES

189. Mouvement d'un point sur une courbe fixe. — Lors-
qu'un point matériel et assujetti a rester sur une courbe
fixe, on admet qu'il exerce sur la courbe une certaine action
et qu'il éprouve de la part de la courbe une réaction égae
et opposée. Ce principe a été énoncé par Newton sous le nom
de principe de Pégalité de Paction et de la réaction.

Quand le point matériel et en mouvement sur la courbe
et que le mouvement seffectue sans frottement, on admet
que I'action du point sur la courbe et que la réaction de la

courbe sur le point sont norma-
les alacourbe. Si donc M (fig. 56)
est la position du mobile a un
instant donné et N la réaction
M normale de la courbe, |'action
de celle-ci étant équivalente a la
réaction normale N, on pourra,
dans I'étude du mouvement du
fig-56 point M, faire abstraction de la
courbe et considérer le point M
comme libre dans I'espace, & lacondition de lui appliquer la
force F qui produit le mouvement et la réaction normale N.

Laforce F et dite la résultante des forces extérieures qui
agissent sur le point M.
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Cela posé, si Pon remarque que la position du point M
'sur la courbe fixe ne dépend que d'un seul paramétre, on
voit qu'il suffira d'une seule équation pour définir le mou-
vement. Pour obtenir cette équation, on applique le théo-
réme des forces vives en remarquant que laréaction N étant
constamment normale ala trajectoire, son travail est nul;
de sorte que si X, Y, Z sont les composantes de la force F
suivant les axes, m la masse du point matériel et u savi-
tesse a un instant quelconque, on aura simplement

Q) d%‘f = Xdz +Ydy + Zus.

Si d'ailleurs

@ fley =0 el elr,y, )
sont les équations de la courbe, on a les relations

) )
:)%d.r'—l-»(—[t[yhi—ﬂ dz =0,

hy oz
f):P ()‘.P e‘)cp .
Iz +@d?’+;f:'d"—0‘

définissant deux des différentielles dx, dy, dz qui figurent
dans I'équation des forces vives.

190. Calcul de laréaction. — Pour calculer laréaction, on
décompose cette force en deux autres dirigées suivant les
normales aux surfaces représentées par les équations (2) qui
définissent la courbe. Les cosinus directeurs de ces deux
normales étant proportionnels respectivement a

af af af

‘E! 7!’9- El
et a

d? ()5 f).?

PR A M

si Pon désigne par A et u deux facteurs convenablement
choisis, on pourra représenter les composantes de la réac-
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tion, suivant les axes, par

of dy af do Jf dp

l — —_—  — [T s T
f)..?:+ ® d.n‘ ) by +# dy o3 Rika iz ’

et ces composantes seront connues en méme temps que A
et u . Mais les équations du mouvement du point s'écrivent
alors

divc . ) f)f ():P
man =N e Ry
dﬂy | f)f f)QP
®) g = Yo e
23 ] 3
md——::Z+:\rf+.u”?

e Jz J;

Or, une fois que le mouvement est connu, on connait X,
y, z en fonction de t, et par suite les équations (3) donnent
A et M; ces équations se réduisent du reste adeux, car si on
les gjoute membre & membre aprés les avoir multipliées
respectivement par dx, dy, dz, on obtient I'équation des
forces vives, qui est indépendantede A et de M..

191. REMARQUE. — On peut diriger autrement le calcul de
la réaction. Imaginons en effet que Pon ait décomposé la
résultante F des forces extérieures en trois autres F, F,
et F, dirigées respectivement suivant la tangente, la nor-
male principale et la binormale en M ala trajectoire. Dé-
composons de méme la réaction N en deux forces N, et N,
dirigées également suivant la normale principale et suivant
la binormal e. Puisque le mouvement seffectue dans le plan
osculateur, les composantes suivant la binormale se détrui-
sent, et Pon a

4 F, +N, =0.

D'autre part, les autres composantes doivent donner la
force tangentielle et laforce centripéte; par suite on a aussi

dv

5) Fir=m vk
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3

(6) Fn+Nu = ?":E;'

L'éguation (5) est indépendante de la réaction et donne
le mouvement du point sur la courbe : c'est I'équation des
forces vives. Les équations (4) et (6) définissent alors les
composantes de la réaction.

Si, en particulier, il y a unefonction des forces, enla dési-

gnhant par U on a

mv?
— Uk,

-

h désignant une constante.De 1a on peut tirer V2, et en por-
tant dans I'équation (6) on pourra, au moyen de cette équa-
tion et de I'éguation (4), déterminer la réaction sans con-
naitre le mouvement.

192. Pendule simple. — Nous allons appliquer les consi-
dérations générales qui précedent au mouvement du pen-
dule simple dans le vide.

On appelle pendule simple un point matériel pesant mo-
bile sans frottement
sur une circonférence

z' située dans un plan
vertical.

Soient 0 (fig. 57)
et | le centre et le.
rayon de la circonfé-
rence, gue nous sup-

= poserons rapportée a
deux diametres rec-
tangulaires dont |'un
0oz es vertical. Pre-
nons comme Sens
positif, sur le cercle
O, le sens positif des
arcs trigonométri -
ques et supposons le
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mobile abandonné alui-méme, au point A, sans vitesse ini-
tiale. Si m est lamasse du point matériel, le travail élémen-
taire a pour expression mgdz et, par suite, le théoréme des

forces vives donne
my?
d 5= myds ;

d'ou, en désignant par C une constante,
vt = 29(0C+-3).
Nous déterminerons la constante en exprimant qu'au

point A pour lequel z=a la vitesse est nulle, ce qui
donne

= =0
et par suite

@) v == 293 — a).

La constante étant ainsi déterminée, laformule (7) montre
que la valeur numérique de la vitesse n'est réelle que si Ton
a z>a,; elle augmente & mesure que z croit, devient
maximum lorsque z devient égal a /, puis diminue et rede-
vient nulle lorsque z devient de nouveau égal a a. Ainsi, la
vitesse croit quand le mobile descend de A en G, diminue
ensuite et redevient nulle quand il monte du point G au
point B symétrique de A par rapporta OC. La, le mobile
se trouve dansles mémes conditionsqu'au départ du point A;
par conséquent il revient de B en A dans le méme temps
qu'il et alé de A en B, et la vitesse repasse par la méme
suite de valeurs dans Pordre inverse. |1 oscille ensuite indéfi-
niment entre A et B.

Cherchonsla durée d'une oscillation. Pour cela désignons
par a I'angle COA, compté positivement comme cela a été
dit plus haut, et appelons 0 I'angle variable, positif ou né-
gatif, que fait le rayon OC avec le rayon OM qui va du
point 0 au mobile, dans |'une quelconque de ses positions
M. On avisiblement

a=lecog z,

z=1lcosh,
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et par suite
v2 = 2g9l{cos 0 — cos o).
D'autre part,
ds db
2 — — I!
v (d:) (dt)
donc P
0 99
(R?) i (cos b —cos =) ;
d'ou I'on tire
T do

Pour choisir le signe dans le second membre il suffit de
remarquer qu'au départ lavitesse est négative puisque le
mouvement seffectue dans le sens négatif ; par conséquent

ona
ds do

‘U:-—-:—!-—-,

dt dt
et I'on devra prendre le signe —, de sorte que I'on aura

{ 0
dé=— \/9_9 vcos i —cos «
On en déduit

9 s
® =V [ e

On ne sait pas évaluer Pintégrale définie qui figure dans
le second membre de cette égalité, lorsque est un angle
guelconque; mais si 1'on suppose que a soit trés petit, il
en sera de mdme de O et I'on pourra poser approximati-
vement

Laformule (8) devient ainsi '
\/T dn
b=— \/m’-—ﬂ’

et, en intégrant,
T 9
t = \/-— arc cos—-
g -3
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En faisant e= 0, on aura le temps employé par le mobile
pour aller de A en G, c'est-a-dire la durée d'une demi-os-
cillation; cette durée est

:t\/"{
sV

donc ladurée T del'oscillation compléte sera

T
T:ﬂ\/a.

Onvoitdonc quesi Pamplitudede Poscillation esttrésfaible,
la durée de Poscillation est indépendante de Pangle d'écart.

Proposons-nous de calculer la réaction du cercle en
chague point traversé par le point matériel. Soit N cette
réaction, gue nous considérerons comme positive quand elle
est dirigée versle centre du cercle, et soit F, la compo-
sante normale de la pesanteur. Si I'on se reporte aux for-
mules (4) et (6), on voit que I'on a dans le cas actuel

muy#
Fuo+N = _;L;
on a d’ailleurs
. myz
I'n:—mgcosﬂ:——l—s
ct
v = g(z—a);
do sorte que
N = ng(z“a)_i_fig_:’

¢ {
ou bien

N = %‘?(33——-2@.

D'aprés cela, la réaction croit quand le point descend sur
le cercle et elle est maximum au point G; elle sannule et

. . 2a
change de signe aux points du cercle pour lesquels z = T
ce qui n'arrivejamais quand le point et abandonné en A
sans vitesse initiale, puisgue nous avons reconnu que z

doit étre, dans ce cas, toujours supérieur a a.
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193. REMARQUE. — Au lieu d'étudier le mouvement d'un
point sur une courbe en projetant sur trois axes comme nous
Pavons fait numéro 189, on peut projeter le mouvement sur
latangente et sur la normale principale a la courbe. De
cette facon le mouvement sera défini par |'équation (5) du
numéro 191, et la réaction par les formules (4) et (6) du
méme numéro.

Si Pon opére en particulier ainsi dans le cas du pen-
dule on a, pour définir le mouvement, I'éguation

dv .
9 m T —mg sin f.
D'ailleurs, ainsi que nous l'avons déja vu,
do
=—1I—,
: ? (1)
et I'éguation (9) sécrit
)
gﬁ == —?sin .

Il est aiseé de ramener cette éguation a I'équation (8).

- dy
Pour cela, multiplions les deux membres par 2 —. nous

e
obtenons
do  d®0 2 . db
L —-
4t dre 7
Sous cette forme le premier membre est la dérivée de

£ L 29 .
(a) et le second membre la dérivée de - wcose . Sidonc

désigne une constante, on a
‘dO\? 2
(?ﬂ) = (c.osll—cos a),
et par suite
T 0
dt = .—-\/..{_f _'dﬁ—
2g.]. Jeos 8 —cos o

194. Mouvement d'un point sur une surface fixe. — Soit
fxy,2 =o0
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|'équation de lasurface rapportée atrois axesrectangulaires.
Nous supposerons encore que le mouvement seffectue sans
frottement, de sorte que le point matériel sera soumis a
['action des forces extérieures, que |'on définit comme pré-
cédemment, et alaréaction de la surface, que I'on suppose
normale a cette surface. Soient X, Y, Z les composantes,
suivant les axes, de la résultante des forces extérieures ;
puisque la réaction est normale ala surface, on pourrare-
présenter ses composantes suivant les axes par
' of N of
‘er‘ BN d—‘-{!; A ()_.‘:’
A désignant un facteur convenablement choisi. Les équa-
tions du mouvement seront alors

dir af

f R , ——

w i X4 Oz

dy daf

(10) H -d—rs pucas Y + )\ @ ]
diz  _df
\ i1 —&-Ei = L4 A -J-; +

et ces trois équations, jointes a |'éguation de la surface, dé-
finissent les quatre inconnues ,X, y, z, A. On obtient facile-
ment au moyen des éguations (10) une éguation indépen-
dante de ; il suffit pour cela de les ajouter membre a
membre aprés les avoir multipliées respectivement par
dx, dy, dz, ce qui donne ’

mo?
2

(1) d == Xdx + Ydy + Zdz;

car, 4 cause de I'équalion de la surface, on a
of of Jf
— -— —_— = g =
dx d$+dy dy - s d
L'équation (11) ainsi obtenue n'est autre que I'éguation
des forces vives, et on aurait pu I'écrire immédiatement en
remarquant que le travail de laréaction est nul.
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En éliminant A d'une autre maniére entre les équations
(10) on aurait une deuxieme équation qui, jointe a I'équa-
tion (11), définirait le mouvement du point matériel sur la
surface, ce qui revient a dire qu'il faudrajoindre I'équation
de la surface aux deux équations précédentes. Connaissant
ainsi le mouvement, on connait x, y, z en fonction de t, et
par suite, I'une quelconque des équations (10) fait connaitre
X, c'est-a-dire permet de déterminer laréaction normale. 11
est bien entendu d'ailleurs que I'éguation (11) se simplifie
qguand il y a une fonction des forces. Mais nous nous bor-
nerons a ces quelques indications sur le mouvement d'un
point matériel assujetti a rester sur une surface fixe.

195. Equilibre d'un point matériel sur une courbe ou sur
une surface fixes. — Les conditions d'équilibre d'un point
matériel posé sur une courbe ou sur une surface fixes, ré-
sultent des développements qui précedent. On opére comme
si le point était libre et soumis seulement a l'action des
forces extérieures et de la réaction qui est normale, soit
ala courbe soit & la surface, quand il n'y a pas de frotte-
ment.

D'apres cela, les conditions d'équilibre d'un point sur une
courbe s'obtiendront en égalant a zéro les seconds mem-
bres des équations (3). Les trois équations ainsi obtenues,
jointes aux équations de la courbe, définissent la position
d'équilibre et laréaction normale correspondante. On opére
d'une maniére analogue pour trouver les conditions d'équi-
libre d'un point assujetti a rester sur une surface.

Enfin, au lieu de projeter les forces extérieures et la réac-
tion normale sur trois axes rectangulaires pour obtenir les
trois éguations de I'équilibre, on peut les projeter sur la
tangente et sur la normale principale, si le point est assu-
jetti a rester sur une courbe; sur la normale et sur deux
axes rectangulaires menés dans le plan tangent quand le
point est assujetti arester sur une surface.
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190. APPLICATION. — Un point matériel pesant, de poids p,
est assujetti a rester sur un cercle vertical OA (fig. 58) etestre-
poussé par le point A proportionnellement a la distance ;
trouver les positions d'équilibre.

Soit M une position d'équilibre. Prenons comme incon-
nue l'angle A'OM = x,
compté positivement dans
le sens de A' vers M, et
prenons comme sens posi-
tif sur latangente en M le
sens des arcs positifs. Le
point M est soumis a l'ac-
tion de trois forces : son
poids p, dirigé suivant la
verticale; la répulsion du
point A, dirigée suivant AM
fig.58 et que nous représenterons
par w.AM; et enfin la
réaction du cercle, dirigée vers le centre. Nous obtiendrons
la condition de I'équilibre, c'est-a-dire par suite la position
d'équilibre en écrivant que la somme algébrique des pro-
jections de ces trois forces sur latangente en M est nulle. Si
I'on appelle F cette somme, comptée positivement dans
le sens des arcs positifs, on obtient facilement

(12) F = p cos £— R sin =,

R désignant le rayon du cercle. La position d'équilibre sera
donc définie par I'équation

peos x — pRsinz = 0,
d'ou I'on tire
=2,
tgxr = i
11 y a deux valeurs de x comprises entre 0 et 2= satis
faisant a cette équation, et si I'on appelle a la plus petite,
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comprise entre 0 et ;_-;. I'autre est +A4 ; il en résulte

gu'il y adeux positions d'équilibre M et M' diamétrale-
ment opposées.

Supposons que le point matériel soit abandonné a lui-
méme en n'importe quel point du cercle ; la force tangen-
tielle qui produit le mouvement et donnée par I'équation
(12) et peut étre exprimée par Tune quelconque des éga
lités:

(13) I' = w B Cos & [tyz— ig2],

(19 F=yu R Cos xtg{nita)—1gx].

Supposons alors en premier lieu quele point matériel
soit trés voisin du point M, cest-&dire que a soit trés
voisin de a; I'équation (13) montre que si x est inférieur
aa F et positive, tandisque s x est supérieur a a, F
est négative. Il en résulte que si I'on écarte le point ma
tériel de saposition d'équilibre M, correspondant al'angle a,
la force F tend a I'y ramener. Pour cette raison on dit
que M est une position d'équilibre stable.

Supposons en second lieu que x soit trés voisin de +a,
c'est-a-dire que I'on écarte le point matériel de sa position
d'équilibre M' correspondant a l'angle + a. Comme le
premier facteur de I'équation (14) est aors négatif, on voit
que la force F est positive ou négative suivant que x est
supérieur ou inférieur a +a ;ilen résulte quedans ce cas la
force F tend aéloigner le point de sa position d'équilibre
quand on l'en écarte Iégérement; on dit aors que M’
est une une position d'équilibre instable.

Il nous reste a calculer la réaction du cercle ou, ce qui
revient au méme, la pression du point sur le cercle, pres
sion qui est égale et contraire a la réaction. Calculons la
réaction N comptée positivement vers le centre du cercle.
Pour cela, projetons les trois forces N, p et uw AM sur le
rayon MO ; il vient, en exprimant que la somme algébrique
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des projections et nulle,

N — psin x —2pR 003‘3 =0,

équation dans laquelle x est défini par la relation trouvée
plus haut :
P
fe = L.
8¥= LR
On en conclut successivement

N = p sin z -+ 2R cos? ;;
et o
N=ull \/}ﬁ -+ iR,

le signe + convenant au point M et le signe — au
point M".



EXERCICES SUR LE LIVRE Il

1. Etudier le mouvement d'un point matériel partant du re-
pos et attiré par un point fixe en raison inverse du cube de la
la distance.

(Licence, 1860.)

2. Etudier le mouvement d'un point matériel sollicité par une
force proportionnelle a la racine carrée de la vitesse, et agissant
dans la méme direction que cette vitesse.

3. Un point matériel en mouvement sur une droite est animé
d'une vitesse variable v ; montrer que si |'on appelle x son ab-
scisse par rapport a une origine fixe sur cette droite, son accélé-

v

ration est égle a w» = En déduire la solution du probléme

suivant :

Un point matériel est placé en un point duquel émane une
force répulsive proportionnelle a la puissance n de la distance.
Déterminer la vitesse dont le mobile est animé lorsqu'il a par-
couru un espace donné et le temps qu'il a mis a parcourir cet
espace. (JULLIEN.)

A. Un point matériel mobile sur une droite OX est attiré
parle point G en raison inverse de la puissance n de la distance.
Déterminer n par la condition que la vitesse acquise parle mo-
bile en venant versle centre, d'une distance infinie ala distance
a, soit égale a celle qu'il aurait acquise en venant de la distance a

a la distance E. (JULLIEN)

5. Un point matériel partant du repos est attiré par un point
G proportionnellement a la puissance n de la distance. On con-
nait la vitesse quand le mobile arrive a la distance a du centre
et I'on demande de trouver a quelle distance a du centre le mou-
vement a commencé.
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6. Un point matériel partant du repos est attiré par un centre
fixe en raison inverse du cube de la distance ; on connait le point
de départ et I'on demande le temps qu'il emploie pour arriver au
centre d'attraction.

7. On point matériel se meut sur une droite Ox et est attiré
par le point 0 en raison inverse du cube de la distance. On sup-
pose que le mobile arrive d'une distance infinie et I'on demande
sa vitesse quand il est a une distance donnée a du point O.

8. Un mobile placé sur une droite xXx est attiré par deux points
A et B de cette droite proportionnellement a la distance ; déter-
miner la position du mobile a un instant quelconque et la durée
d'une oscillation.

9. Mouvement vertical d'un point pesant abandonné sans vi-
tesse initiale et repoussé verticalement par une force proportion-
nelle a la vitesse.

10. Mouvement vertical d'un point pesant abandonné sans
vitesse initiale et repoussé verticalement par une force proportion-
nelle au carré de la vitesse.

11. Mouvement vertical d'un point pesant lancé de haut en
bas avec une vitesse v, et repoussé verticalement par une force
proportionnelle a la vitesse.

12. Méme question en supposant le point repoussé par une
force proportionnelle au carré de la vitesse.

13. Un projectile est lancé d'un point A avec une vitesse ini-
tiale vo faisant I'angle a avec I'horizon ; trouver le lieu des
sommets et le lieu des foyers des paraboles décrites quand I'an-
gle a varie.

14. Deux projectiles de méme poids placés sur une horizontale
a une distance d sont lancés simultanément dans le méme plan
vertical avec des vitesses a et @' dans des directions différentes;
trouver :

1° Lacondition pour qu'ils se rencontrent ;

DYNAMIQUE. 12
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2° Lepoint ou ilsse rencontrent et I'époque de leur rencontre ;
3° Le lieu dés points de rencontre quand les inclinaisons va-
rient.

15. Un point matériel pesant part d'un point donné A, dans
le vide et avec une vitesse initiale donnée, dirigée de haut en
bas ; il sapproche de I'horizon de quantités égales en des temps
égaux et décrit une courbe située dans un plan vertical. Trouver
I'équation de cette courbe.

16. Un point matériel pesant est lancé horizontalement d'un
point A avec une vitesse initiale 'ro; il décrit une courbe située
dans le plan vertical qui contient cette vitesse et qui est telle que
la projection horizontale de la vitesse reste constante et égale a
Vo. Trouver cette courbe.

17. On considére toutes les droites qui partent du méme point
A de Il'espace et dans toutes les directions. Chacune de ces droites
est parcourue par un point pesant, et |'on suppose que tous ces
points sont de méme poids et sont abandonnés simultanément
a eux-mémes au point A. Trouver, au méme instant, le lieu de
leurs positions.

18. Méme question en supposant que les mobiles, au lieu d'étre
pesants, sont attirés par le point A proportionnellement a la
distance, et partent au méme instant du point A sans vitesse
initiale.

19. On donne une circonférence verticale, de rayon r, et un
point A situé sur la partie de cette circonférence située au-dessus
du diametre horizontal. Un point pesant est abandonné a lui-
méme au point A et roule sur la partie convexe de la circonfé-
rence sous |l'action de la pesanteur. On demande :

1° Lepointou il quittelacirconférence;

2° L'équation de la parabole qu'il décrit apartir de I'instant ou
il quitte lacirconférence.

20. Méme question en supposant que le point soit lancé du
point le plus haut avec une vitesse initiale ro tangente au
cercle. '
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21. Une surface de révolution autour d'un axe vertical Oz est
définie par les équations de sa méridienne z = @), y = 0.
On place un point matériel pesant, de masse m, en un point M'
de la méridienne, et on lui donne, suivant la tangente au paral-
léle correspondant, une vitesse telle qu'il décrit indéfiniment le
paralléle. On demande :

1° L'expression de cette vitesse ;

2° Ce que doit ‘étre la surface de révolution pour que tous les
paralléles soient décrits avec la méme vitesse constante a;

3° Ce que doit étre cette surface pour que tous les paralléles
soient décrits dans le mdme temps.

22. Un point matériel, de poids |5, est attiré vers un point fixe
0 par une force constante F ; trouver les surfaces de niveau.

23. Un point matériel est sollicité par une force dont les com-
posantes suivant les axes sont respectivement ax+a, by+p,cz+y,
x, y et z désignant les coordonnées du point ; trouver
les surfaces de niveau.

24. Dans un plan vertical on donne une droite verticale Oz, et
I'on suppose qu'un point mobile dans ce plan soit repoussé par
0z proportionnellement & sa distance a cette droite ; trouver les
courbes de niveau.

25. Trouver la trajectoire d'un point attiré vers un centre fixe
proportionnellement a la distance, et trouver le lieu des trajec-
toires ainsi obtenues quand, la position et la vitesse initiale du
mobile restant les mémes, la direction de la vitesse initiale
change.

26. Un point matériel décrit une ellipse sous I'action d'une
force perpendiculaire au grand axe ; trouver l'expression de cette
force.

27. Un point matériel décrit une cycloide sous l'action d'une
force paralléle a la base ; trouver cette force.

28. Un point matériel est attiré par une droite Ox proportion-
nellement a la distance et savitesse initiale est paralléle a 0x;
trouver la position du mobile & un instant quelconque:
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29. Un mobile partant du repos est soumis a I'action de deux
forces : une force F, constante en grandeur et en direction, et
une force répulsive émanant d'un centre fixe et proportionnelle
a la distance ; trouver I'équation de la trajectoire.

30. Un projectile décrit une parabole ; trouver le lieu du point
de rencontre des tangentes a la trajectoire aux points ou les
vitesses ont un produit constant.

31.Soient r et O les coordonnées polaires d'un point prises par
rapport & un point O et aun axe polaire Ox; ce point décrit
une courbe dont I'équation est r=ae’, et le théoréme des
aires a lieu par rapport au point 0. Trouver la loi de la force.

32.Un point matériel est soumis a I'action d'une force éma-
nant d'un centre fixe, intersection de Taxe et de la directrice d'une
parabole ; sachant qu'il parcourt la parabole, trouver la force.

33. L'équation, en coordonnées polaires, d'une lemniscate de
Bernouilli est
r = a Jcos 20 ;
un point matériel décrit cette courbe sous |'action d'une force
dirigée vers le point double de la trajectoire. Trouver |'expression

de cette force et le temps employé a décrire une boucle de la
lemniscate.

34. L'équation d'une courbe en coordonnées polaires est
™ — amcosml;

un point matériel parcourt cette courbe sous I'action d'une force
émanant du pble ; trouver cette force.

Examiner les cas particuliers suivants: m= 1, m=—2 et
m= 2.

35. Un point matériel décrit une cissoide de Dioclés sous I'ac-
tion d'une force émanant du point double ; trouver cette force.

36. Un point matériel décrit une trajectoire sous I'action d'une
force émanant d'un centre flxe O et avec une vitesse inversement
proportionnelle a la distance a ce point; trouver la force et
I'équation de la trajectoire.
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37. Un point matériel décrit une hyperbole équilatére sous |'ac-
tion d'une force émanant du centre de la courbe ; trouver cette
force et la position du mobile sur sa trajectoire, a un instant
quelconque.

38. Un point matériel décrit une circonférence sous l'action
d'une force émanant d'un centre fixe placé sur la courbe ; trouver
les expressions de la force et de la vitesse.

39. Position d'équilibre d'un point matériel attiré par n points
fixes proportionnellement a la distance.

40. Position d'équilibre d'un point M, attiré vers les trois som-
mets d'un triangle par des forces constantes, proportionnelles aux
cOtés opposeés.

41. Un point pesant est placé sur une ellipse dont le petit axe
est vertical et exerce sur ce point une action répulsive horizontale
proportionnelle a la distance du point al'axe : position d'équilibre
et pression correspondante.

42. Position d'équilibre d'un point pesant assujetti a rester sur
une hélice dont Taxe est vertical ; un point de I'axe repousse le
mobile en raison inverse du carré de la distance.

43. Position d'équilibre d'un point pesant assujetti a rester sur
un ellipsoide dont Taxe est vertical. Le point est attiré vers une
extrémité de I'axe moyen par une force proportionnelle a la dis-
tance, et qui serait égale au poids du point s'il était au centre de
la surface.

(Ces derniers exercices sont extraits du Recueil d'exercices sur
la mécanique rationnelle, de M. A. de Saint-Germain.)






LIVRE 111

STATIQUE

DU SOLIDE INVARIABLE LIBRE

La statique du solide invariable est traitée, suivant l'es-
prit du programme, dans les Legcons de statique de M. Car-
vallo. Jy renvoie donc le lecteur et je me borne, ici, a
donner la détermination des centres de gravité, parce qu'elle
n'est pas traitée dans le livre de M Carvallo.



DETERMINATION DES CENTRES DE GRAVITE

CHAPITRE PREMIER
NOTIONS PRELIMINAIRES; THEOREMES GENERAUX

197. Centre de gravité d'un corps. — L'observation montre
que tout corps abandonné a lui-méme tombe suivant la ver-
ticale; il et donc sollicité par une force agissant suivant la
méme direction : cette force sappelle lapesanteur, et Pon dit
gu'un corps est pesant pour exprimer qu'il est soumis a l'ac--
tion de la pesanteur.

Cette action se manifeste d'ailleurs différemment suivant
les cas: par la chute du corps si celui-ci est libre; par la
tension du fil s'il est suspendu aun fil ; par lapression qu'il
exerce sur un autre corps quand il sappuie sur lui. Elle
sexerce enfin sur tous également, quelles que petites qu'en
soient les dimensions; car, si un corps est partagé en autant
de parties que Pon veut, toutes ces parties sont pesantes et
tombent également vite dans le vide.

On est ainsi conduit a considérer.un corps comme formé
d'une infinité de points matériels sur chacun desquels
sexerce une force verticale, son poids. Si ss dimensions
sont trés petites par rapport a la terre, toutes ces forces
verticales sont sensiblement paralléles et de méme sens;
dés lors elles ont une résultante unique appliquée au centre
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des forces paralléles. Celte résultante sappelle le poids du
corps et son point d'application le centre de gravité.

Le centre des forces paralléles est, comme on sait, indé-
pendant de la direction commune des forces; il ne dépend
que de leurspoints d'application et deleurs intensités; il ne
change pas quand on altere toutes les forces dans le méme
rapport. Dans le cas actuel, il est vrai, la direction des
forces est fixe; mais elle change avec I'orientation du corps
dans l'espace par rapport a un observateur qui serait
entrainé avec |ui, tandis que la position du centre de gra-
vité ne change pas. Ainsi, le centre de gravité est un point
fixe du corps quelle que soit son orientation. |l est fixe éga
lement quand on déplace le corps a la surface de la terre,
bien que les actions de la pesanteur sur ses diverses parties
changent avec la latitude ; car elles sont toutes altérées dans
le méme rapport.

Supposons le corps rapporté atrois axes de coordonnées,
et soient p, p.o, ... les poids des diverses parties de ce
corps, appliqués respectivement aux points A, A, . . ..
Appelons x; yi z lescoordonnéesdu point A,, xy,z celles
du centre de gravité G; puisquele point G est le centre
des forces paralléles p1, p2, ..., ona

Jpr; Ypay Epis

() 2=  u=gr -

e ~p: ~pi

Ces formules se réduisent a deux s tous les points
A, Ay, ... sont dans le mémeplan et sont rapportés a deux
axes de ce plan ; elles se réduisent a une si tous les points
sont en ligne droite, et si Ton prend cette droite pour axe
des abscisses. Prises individuellement, elles font connaitre
la distance du centre de gravité a un plan quelcongue
parallélement & une direction quelcongue. Rappelons enfin,
pour ne pas avoir ay revenir, qu'onles obtient en appliquant
le théoréme des moments par rapport & un plan au systeme
des forces paralléles p;, ps, ... et aleur résultante.
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198. Determlnatlon expérimentaledu centre de gravité.
Soit G (fig. 59) le corps; on le sus-
pend a un fil OA par un de s
points, A. Il est alors en équilibre
sous |'action de deux forces, son
poids P, appliqué au centre de
gravité G, etlatension du fil, dirigée
suivant AO; donc le prolongement
AB de OA pass par G. Imaginons
gu'on margue cette direction dans
le corps, puis suspendons-le par un
autre point A; : nous obtiendrons
une nouvelle direction A;B; pas
Fig. 5¢ sant également par le point G; ce
point sera ainsi défini par l'inter-
section de deux directions AB et A;B;, marquées dans le
corps.

199. REMARQUES — 1° Dans la pratique on ne peut pas
marquer les directions AB et A;B;dans le corps; mais
I'expérience précédente fournit en général des renseigne-
ments suffisants sur laposition du centre de gravité.

2° Dans tout ce qui suit on traitera du centre de gravité,
non des corps, mais des volumes, des surfaces et des lignes.

200. Définitions. — On dit qu'un corps est homogéne quand
les poids de sss différentes parties sont proportionnels a
leursvolumes. Tout corps qui ne satlsfalt pas a cette condi-
tion est dit hétérogéne.

On appelle centre de gravité d'un* volume celui d'un corps
homogéenequi remplirait cevolume;

Centre de gravité d'une surface, celui d'une couche d'é
paisseur constante et infiniment petite d'un corps homogene
répandu sur cette surface;

Centre de gravité d'une ligne, celui d'un corps homogéne
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ayant la forme d'un tuhe de section constante et infiniment
petite et qui aurait pour axe cette ligne.

Ainsi, pour concevoir le centre de gravité d'un volume,
d'une surface ou d'une ligne, on peut imaginer qu'a chagque
élément est appliqué un poids proportionnel a son volume,
sa surface ou sa longueur ; le point d'application de la ré-
sultante de tous ces poids est le centre de gravité du vo-
lume, de la surface ou de la ligne. Nous conviendrons d'ail-
leurs une fois pour toutes de mesurer ces poids par les
mémes nombres que les éléments auxquels ils se rappor-
tent.

Appelons X, Vi, z les coordonnées d'un éément de poids
pi: rapporté a trois axes de coordonnées ; les coordonnées du
centre de gravité sont données par les formules (1) du nu-
méro 197; de sorte que la détermination analytique de ce
point est ramenée au calcul de quatre intégrales définies,
dont I'une p; est toute déterminée si I'on sait mesurer le
volume, la surface ou la ligne dont on cherche le centre de
gravité.

201. Définitions. — Nous renverrons aux ouvrages de
géométrie élémentaire pour I'étude de deux figures symé
métriques par rapport a un point, & un axe ou a un plan ;
rappelons toutefois que, dans deux figures symétriques, les
lignes, les surfaces et les volumes correspondants ont des
mesureségales.

On dit qu'une figure est symétrique par rapport a un cen-
tre, @ un axe ou a un plan, lorsque ses points sont deux a
deux symétriques par rapport a ce point, cet axe ou ce
plan.

202. Théoreme. — S une figure quelconque, volume, sur-
face, ligne ou ensemble de points a un centre, un axe ou un
plan de symétrie, son centre de gravité est en ce centre, sur
cet axe ou dans ce plan.
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En effet, on peut décomposer la figure en éléments deux a
deux symétriques et équivalents; par suite, les poids de
deux éléments symétriques sont égaux et le point d'appli-
cation de leur résultante est au milieu de la droite qui les
joint, c'est-a-dire au centre, sur I'axe ou dans le plan de sy-
métrie. Le pointd'application de la résultante totale, c'est-
a-dire le centre de gravité, satisfait donc aussi a la méme
condition.

D'apres cela, le centre de gravité d'une portion de droite
est au milieu de cette portion de droite; celui d'un parallé-
logramme coincide avec le centre du parallélogramme, etc.

Pour généraliser ce théoréme, nous alons d'abord donner
guelques notions qui ne se trouvent pas habituellement
dans les cours de géométrie.

203. Définitions. — On dit gqu'une droite est un diametre
d'une ligure plane, si les points de cette figure peuvent étre
groupés deux a deux de maniére que les droites qui joignent
des points correspondants soient paralléles et coupées en
leurs milieux par ladroite.

On dit de méme qu'un plan est un plan diamétral d'une
figure, si les points de cette figure peuvent étre groupés deux
a deux de facon que les droites qui joignent des points cor-
respondants soient paralléles et coupées en leurs milieux
par le plan. '

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les deux
propositionssuivantes (1) :

1° S unefigure plane a un diamétre, des portions de surfaces
correspondantes sont équivalentes; '

2° 9 une figure a un plan diamétral, deux volumes corres-
pondants sont équivalents.

Ces deux propositions sont indispensables pour démontrer
en toute rigueur le théoréme suivant :

(1) Elles m'ont &é communiquées par M. Carvallo. On en trouvera
d'ailleurs la démongration dans une note placée a la fin de I'ouvrage.
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204. Théoréme. (Extension du théoréme numéro 202.) —
S une aire plane admet un diamétre, si un volume admet un
plandiamétral, le centredegravitéde cetteaire ou de ce volume
est sur le diamétre ou dans le plan diamétral.

En effet, I'aire plane, par exemple, peut étre décomposée
en ééments correspondants; les poids de deux ééments
correspondants étant égaux, le point d'application de leur
résultante est au milieu de la droite qui lesjoint, cest-a-dire
sur le diamétre; donc le point d'application delarésultante
totale, c'est-a-dire le centre de gravité de I'aire plane, et
auss sur ce diamétre.

On raisonnerait de méme dans le cas du plan diamétral.

205. REMARQUE |. — Le centre de gravité d'une ligne qui
a un diamétre n'est pas forcément sur ce diamétre, parce
que les éléments correspondants n'ayant pas en général
méme longueur, le raisonnement précédent est en défaut.
Ainsi on verra plus loin (212) que le centre de gravité de
['aire d'un triangle est sur une médiane parce qu'une mé-
diane es un diamétre de ce triangle, tandis que le centre
de gravité du périmétre n'y est pas (207).

De méme le centre de gravité d'une surface qui a un plan
diamétral n'est pas nécessairement dans ce plan.

206. REMARQUE I | . — Les deux propositions suivantes
peuvent étre regardées comme évidentes :

1° S tous les points d'une ligne ou d'une aire planes décri-
vent des droites égales et paralléles, le centre de gravité décrit
unedroite égale et parallele aux premieres;

2° Lescentresdegravité deslignesou desaires planes homo-
thétiques a une ligne ou a une aire données sont distribués
sur la méme droite passant par |e centre d'homothétie.
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CENTRES DE GRAVITE DE LIGNES

207. Contour d'un tri anale. — Théoréme. — Le centre de
gravité du contour d'un triangle est le point de rencontre des
bissectrices du triangle qui a pour sommets les milieux des

cotés du premier.

c’ B’

Soit le triangle ABC
(fig. 60) ; le centre de
gravité du contour de
ce triangle s'obtient en
composant trois for-
ces pardléles e de
méme sens, égaes aux
ctés a, b, c et appli-
guées respectivement en
leursmilieux A', B', C".
La résultante des deux
forces b et ¢ et une

force b + ¢ appliquée en un point | situé entre B' et C' et

tel que Ton ait

(_]3__{:

Iy
ou

CI_ AL

B~ A8

9A'C!
e AR’

Il suit de la que le point | est sur la bissectrice de I'an-
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gleB'A'C'; maisalors le centre de gravité, qui s'obtient en
composant les deux forces a et b+c, est lui-méme sur
cette bissectrice ; il en résulte qu'il est al'intersection des
trois bissectrices.

208. Corollaire. — Les hissectrices d'un triangle concou-
rent en un méme point. :

209. Contour polygonal régulier. — Théoreme. — Le
centre de gravité d'une ligne brisée réguliere convexe est sur le
rayon moyen, & une distance du centre égale a la quatrieme
proportionnelle entre le périmétre, la corde et Papothéme.

Soient A et M (fig. 61) les extrémités de la ligne brisée
réguliere de cen-
tre O et derayon H;
désignons par ¢ la
corde A M, par L le
périmeétre de laligne
brisée et soit Ox le
rayon moyen. Le
centre de gravité se
trouve évidemment
sur Ox (n°202), et on
['obtient en compo-
B/ B sant des forces paral-
léles, égales aux cotés
N I de la ligne brisée, et
/ appliquées en leurs
A milieux. Rapportons
Fig. ol alors la figure aux
deux axes rectangu-
laires Ox et Qy, et, par le milieu | d'un c6té quelconque,
AB par exemple, menons | | perpendiculaire a Ox.
En appelant x I'abscisse du centre de gravité, on a (197).

¥
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~_ SAB.IY NABI
TOUEAB T T L
Menons BB' et AB' respectivement paralléles a Ox et a
oy; lesdeux triangles semblables ABB', OH' donnent

AB AW

T T

d'ou

AB.IT' == AW ,0L;
or, Ol estl'apothéeme a de laligne brisée, AB' est la pro-
jection de AB sur Oy ; on aura donc

_ ¥ proj. AB
— “—H—‘—I—:—-—-—-— ,
mais d'autre part
¥ proj. AB =¢;
il vient donc finalement
.
W T e—
Il
210. Arc de cercle. Théoréme. — Le centre de gravité

d'un arc de cercle est sur le
rayon moyen, a une distance
24 M du centre égale a la qua-
triéme proportionnelle entre
l'arc, la corde et le rayon.

\ Soit I'arc de cercle AOM
(fig. 62) de centre O et de
rayon R, et soit
AOM = 2,.
Rapportons la figure au
rayon moyen Ox et ala
perpendiculaire 07/; le cen-
tre de gravité sera évidem-
A ment sur Ox. Pour obtenir
Fig. &2 son abscisse £ décompo-
sons l'aac AM =L en

L2 ]
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éléments infiniment petits dS dabscisse X on aura

‘L‘Lxds

FamO .

L

Or, soient m un point quelconque de I'are et 6 I'angle
xom, compté positivement dans le sens de lafléche; on a

z=—HRcosb et dS = Rdb;
donc
al, +-
j 2dS = R? cos0d6 — 2R* sin a,
o L 1
et par suite
g, Hesins
= T
mais si I'on appelle ¢ lalongueur de la corde AM, on a
¢ — 21 sin «;
donc enfin
£ — e

I

211. REMARQUE. — On aurait pu établir cette proposition
en considérant |I'are comme lalimite d'uneligne brisée régu-
liere inscrite dont on augmente indéfiniment le nombre des
cotés de maniére que chagque coté tende vers zéro.

STATIQUE. 13
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CENTRES DE GRAVITE DE SURFACES

212. Triangle. — Théoreme. — Le centre de gravité de

l'aire d'un triangle est au point
de concours des médianes.

Soitletriangle ABC (fig.63).

Une médiane quelconque, AD

par exemple, est un diamétre

S pour les cordes paralléles a

BC; donc le centre de gravité

B 7} C est sur cette médiane, et par

Fig. 63 suite il est a l'intersection des

médianes.

A

213. Corollaire. — Les (rois médianes d'un triangle concou-
rent en un méme point.

214. Théoréeme.— Le centre de gravité dun triangle est le
centre des moyennes distances de ses trois sommets.

Cherchons en effet le point d'application de la résultante
de trois poids égaux a P appliquésen A, B et C (fig. 63).
Il faut pour cela composer d'abord les poids appliqués en B
et G, cequi donne un poids 2P appliqué au point D; il
reste ensuite a composer ce poids 2P avec le poids P appli-
qué en A, ce qui montre que le point d'application de la
résultante, c'est-a-dire le centre des moyennes distances est
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situé sur la médiane AD; il est donc & l'intersection des
médianes et coincide avec le centre de gravité.

215. REMARQUE. — Soit G le centre de gravité; puisqu'il
est le point d'application de la résultante des poids 2P et P,
appliquésen D et A, on a

GD 1
Ga 2
d'ou
1
GD — = AD.
3

216. Corollaire. — Lesmédianesd'un triangle se coupent au
tiers de chacune d'elles a partir de la base.

217. Quadrilatéere. — Soit le quadrilatere ABCD (fig. 64).
En décomposant d'abord le quadrilatére en deux triangles

C
Fig. &4

ABC et ADC, on voit que le centre de gravité du quadrilatere
setrouve sur laligne GG, qui joint les centres de gravité
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de ces deux triangles. On voit de la méme maniere qu'il se
trouve sur laligne qui joint les centres de gravité des deux
triangles ABD et BCD; par conséquent, il est a I'intersec-
tion de ces deux lignes.

Autrement: soit G le centre de gravité cherché sur la
ligne G;G,. Représentonspar ABC lepoidsdutriangle ABC
et par ADC celui du triangle ADC ; on doit avoir

GG ADG
GG, ~ ABC’
]|

Mais le second rapport est évidemment égal a B S
donconprend BIl =DI, onaura DH =Bl et

G _ DI

GG, ~ 1D’
comme GG, estparallélea BD, il enrésulte quele point G
estal'intersectiondesdeux lignesEHetG ; G , .

218. Trapeze. - Soit le trapéze ABCD (fig. 65). En le
décomposant en deux triangles ABC et ADC on voit que le
centre de gravité cher-
ché est surlaligne Gy, G,,
qui joint les centres de
gravité de cesdeux trian-
gles; mais il se trouve
G Gy auss sur laligne EF qui
joint les milieux des cb-

E B tés paralléles, parce que
fig-65 cette ligne et un dia-

métre ‘pour les cordes
paralléles a ces cOtés ; il et donc a Fintersection G de ces
deux lignes.

219. REMARQUE T . — On pourrait, bien entendu, obtenir le
centre de gravité du trapéze en procédant comme pour un
quadrilatéere quelconque.
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220. REMARQUE Il — On peut aussi obtenir le centre de
gravité du trapéze en déterminant le rapport g‘ﬁ' Pour cela,

appelonsa et b lesbases AB et CD du trapéze et représen-
tons par ABC, ACD les poids destriangles ABC et ACD me-
surés par les surfaces des mémes triangles. Considérons
enfin le poids du trapéze appliqué en G comme la résul-
tante des poids des triangles ABC, ADC appliqués respec-
tivement en G; G ,, et appliquons a cestroisforces paral -
Iéles le théoreme des moments par rapport a un plan.
En prenant d'abord les moments parallélement a EF par
rapport a un plan passant par AB, on a
M QR
ABCD X GE = ABG X 5 +ADGX 2ot ;
en prenant ensuite les moments parallélement a la méme
direction par rapport a un plan passant par CD, on ade
méme
EF EF

ABCD X GF = ABC XT+ ADGC x 3

On en déduit par division

GE  ABC 4 2ADC
GF ~ 2ABC-+ ADG’
mais si Ton appelle h la hauteur du trapéze, on a
af bk
ABG:E, ADG=§-.
et I'égalité précédente peut sécrire
GE _Ala4+2b) a2
GF ~ h2a+8) 2a—+b
On déduit de la
H D F G une nouvelle manié-
re de déterminer le
point G. On porte
Bl =DC, DH= AB
A E B I (fig. 66) ; la droite
Fig. 86 IH rencontre EF au
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point G cherché. On a en effet

2b
GIE E[_% _ﬂ,—i—‘.’-b
6F = FH b %2+ b
a_.‘...—

2

221. Secteur polygonal régulier. — Théoréme. — Le centre
de gravité de l'aire d'un secteur polygonal régulier est sur le
rayon moyen, a une distance du centre égale aux deux tiers de
la quatriéme proportionnelle entre le périmetre, la corde et I'a-
pothéme.

Soit OABCD (fig. 67) le secteur polygonal régulier. Dé
composons-le en triangles AOB, BOC,... et construisons la
ligne brisée A'B'C'D' telle que

DA _ 0B _ o0 _ oD _ 2
OA_ OB ©OC 0D 3

Les poids des divers
triangles AOB, BOC,... qui
composent le secteur sont

D

évidemment proportion -
c ¢ nelsaux cotés A'B, B'C,.-.
et appliqués en leurs mi-
T I lieux. Le point d'applica-
. tion de leur résultante,
%L Cest-a-dire le centre de
N gravité cherché, coincide
donc avec celui de laligne
A brisée A'B'C'D".
Fg. 67 Soit aors Ox le rayon
moyen et 1' lemilieu d'un
coté, A'B' par exemple; en appelant |'abscisse du centre de
gravité sur le rayon moyen, on a (209)
corde A'DY
LJ'

F=0I"¥
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L' désignant le périmeétre de laligne brisée A'B'C'D' : mais
si I'on appelle a I'apothéme delaligne brisée ABCD, L son

périmétre et ¢ lacorde AD, on a

2 corde A'D

OIJ=§a et

donce
a.e

[
£ ==

LA o]

L

I
lllr l.l :

222. REMARQUE. — Le centre de gravité d'une aire poly-
gonale quelconque s'obtient en la décomposant en trian-

gles.

223. Secteur circulaire. — Théoreme. —Le centredegra-
vité d'un secteur circulaire est sur le rayon moyen, a une dis-
tance du centre égale aux deux tiers de la gquatrieme propor-
tionnelle entre I'arc, la corde et le rayon.

Soit le secteur circulaire AOB (fig. 68), de centre O et de

A
Fig. 68

rayon RI; soient Ox le
rayon moyen, c lacorde
AB et L I'arc AB. Pour
obtenir le centrede gra-
vité de ce secteur, dé-
composons-le en sec-
teurs infiniment petits
par desrayons OC, OD, ..
Un quelconque de ces
secteurs, COD par exem-
ple, peut étre assimilé a
un triangle, car on peut
considérer |'are CD
comme confondu avec
sa corde; son centre de
gravité sera donc sur la

bissectrice de Il'angle COD, a une distance du centre
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égale aux deux tiers du rayon ; son poids, qui est egal
a sa surface (200), est proportionnel a l'are CD, ou en-
core proportionnel a l'arc CD' de rayon R’:%R. [
suit évidemment de la que le centre de gravité du secteur
AOB coincide avec celui de I'arc A'B" de rayon R ; mais

celui-ci se trouve sur Ox, et son abscisse £ est donnée par
laformule

, corde A'DY
¢=R arc AR
On a donc
- 2 Re
T3 L
224. REMARQUE |. — On aurait pu obtenir le centre de gra-

vité du secteur circulaire en le considérant comme lalimite
d'un secteur polygonal régulier inscrit.

225. REMARQUE Il — Pour obtenir le centre de gravité
d'un segment de cercle AMB (fig. 68), on considére le poids
du secteur circulaire AOB comme la résultante des poids
du segment AMB et du triangle AOB ; puis on applique a
ces trois forces le théoréme des moments par rapport a un
plan, ou, ce qui revient au mdéme, lesformules (1) du nu-
méro 197.
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GENTRES DE GRAVITE DE VOLUMES

226. Prisme. — Théoréme. — Le centre de gravité dun
priSme triangulaire est au milieu de la ligne qui joint les
centres de gravité des bases.

Soit le prisme triangulaire ABCA'BC (fig. 69). Son cen-

c}'

Fig. 60

tre de gravité est évi-
demment dans le plan
A;B;C, équidistant des
deux bases, parce que
ce plan est un plan dia-
métral pour les cordes
paralléles aux arétes.
D'autre part, le plan qui
passe par |'aréte A A' et
par les milieux | et I'
des arétes BC, B'C' est
aussi un plan diamétral
pour les cordes paral-
leles & BC ; donc le
centre de gravité est
dans ce plan. On voit de
méme qu'il est dans les

deux autres plans médians et par suite qu'il est sur I'inter-
section de ces plans. Or, Al et AT étant les médianes des
bases, I'intersection des trois plans est la ligne qui joint les
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centres de gravité des deux bases ; donc enfin Ié centre de
gravité est au milieu de cette ligne.

227. Corollaire. — Soient g et g' les centres de gravité
des bases ; le point de rencontre de gg' avecle plan A;B;:C;
est le centre de gravité du triangle A;B;C; ; donc le centre
de gravité d'un prisme triangulaire coincide avec le centre de
de gravité de la section moyenne.

228. Théoreme. — Le centre de gravité d'un prisme quel-
conque est au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité
desbases.

Soit le prisme ABCDEA'B'C'D'E' (fig. 70). Décomposons-le
en prismestriangulaires
par des plans diagonaux
AA'CC', AA'DD', etc., et
soient g, g; etc., les
centres de gravité de
ces prismes situés (226)
dans le plan moyen
A;B,C;D;E;. Appliquons
aux points g; @, etc.,
des poids proportion-
nels a ceux des prismes
correspondants; on peut
considérer ces prismes
comme ayant méme hau-
teur et pour bases res-
pectives les triangles
AB.C; A;C,D;, cetc. ;
leurs poids sont donc
proportionnelsaux aires
de cestriangles. D'autre part, les points g; g, etc., sont
les centres de gravité des mémes triangles; il en résulte
quele centre de gravité cherché coincide avec celui du po-

Fig. 70
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lygone AB,C,D; E; C'est-a-dire avec le milieu de la ligne
qui joint les centres de gravité des bases.

229. Cylindre.— Théoréme. — Le centre de gravité d'un
cylindre est au milieu de la ligne qui joint les centres de gra-
vité des bases.

On peut, en effet, considérer le volume d'un cylindre comme
lalimite duvolume d'un prisme inscrit dont on augmente
indéfiniment le nombre des c6tés de |la base de maniére que
chaque c6té tende vers zéro.

230. Pyramide. — Théoreme. — Le centrede gravité d'un
tétraedre est a l'intersection des six plans déterminés par
chaque aréte et le milieu de

|'aréte opposée.

Soit le tétraédre ABCD
(fig. 72) ; le plan AI3M mené
par |'aréte AB et parle milieu
M de l'aréte opposte CD est
un plan diamétral pour les cor-
des parallélesa CD; lecentre
de gravité du tétragdre est
donc dansce plan, et par suite

C al'intersection G dessix plans
Fg. 71 déterminés par chague aréte
et lemilieu de |'aréte opposée.

B ——

231. REMARQUES. — 1° Les plans ABG, CDG passent tous
deux par le point G et par lesmilieux M et N des arbtes AB
et CD; lestroispoints M, N, G sont donc enligne droite.
Il en résulte que le centre de gravité du tétraédreestal'in-
tersection des lignes qui joignent les milieux des arétes
OppOoSsées.

2° Leplan ABM passe évidemment par le point a, centre
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de gravité du triangle BCD ; comme il passe auss par le
point A, on voit que le centre de gravité d'un tétraedre est
a l'intersection des lignes qui joignent les sommets aux cen-
tres de gravité des faces opposées.

232. Corollaire. — Les six plans menés par chaque aréte et
les milieux des arétes opposées, les trois droites qui joignent les
milieux des arétes opposeées et les quatre droitesjoignant les
sommets aux centres de gravité des faces opposées, concourent
en un méme point qui est le centre de gravité du tétraédre.

233. Théoreme. — Le centre de gravité d'un tétraedre coin-
cide avec le centre des moyennes distances des quatre sommets.

En effet, le centre des moyennes dislances des quatre
sommets est sur la droite Aa qui joint le point A au centre
des moyennes distances de la base BCD ; il est donc sur les
quatre droites joignant les sommets aux centres de gravité
des faces opposées; par suite, il coincide avec le point G.

234. REMARQUES. — 1° || suit du théoréme précédent que
I'on a

(a _ i
Ga 3
d'ou
Aa
Ga = "—4—‘ ]

donc le centre de gravité d'un tétraedre est sur la ligne qui
joint un sommet au centre de gravité de la face opposée et au
quart de cette ligne a partir de la base.

2° On peut considérer le point G comme |'intersection de
Aa avec le plan P paralléle a celui delaface BCD mené au
quart de la hauteur a partir de cette face; il coincide ainsi
avec le centre de gravité de la section de la pyramide par le
plan P.

Ce dernier résultat est généralisé dansle théoréme suivant.
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235. Théoréme. — Le centrede gravité d'une pyramide est

au centre de gravité de la

8 section faite dans la pxjra-

A mide par un plan paralléle

a la base et mené au quart

de la hauteur a partir de la
base.

~ Soit lapyramide SABCDE
(flg 72), et soit A.B,C,D;E;,
la section faite par le plan
paralléle a la base et mené
au quart de la hauteur a
partir de cette base. Dé
composons cette pyramide
en tétraédres par les plans
fig 72 diagonaux SAC, SAD, etc,;
les centres de gravité g;
g2 €tc. de ces tétraédres coincident (n° 234) avec ceux
des triangles A;B;C; A;C,D; etc. D'ailleurs les pyramides
ayant méme hauteur, leurs poids sont proportionnels aux
bases, et par suite aux aires des triangles A;B;C; A;C,D; €tc;
il suit évidemment de la que le centre de gravité de la py-
ramidecoincideavec celui du polygoneA;B;C; D; E;

236. REMARQUE.—Le centre de gravité d'un polyedre
s'obtient en décomposant le polyedre en tétraedres.

237. Céne. — Théoréme. — Le centre de gravité d'un cone
coincide avec le centime de la section faite dans le cone par un
plan paralléle a la base mené au quart de la hauteur a partir
delabase.

En effet, on peut considérer le volume du cbne comme la
limite du volume d'une pyramide inscrite dont on augmente
indéfiniment le nombre des cbtés de la base de maniére que
chaque cbté tende vers zéro.



CHAPITRE V

APPLICATIONS DES CENTRES DE GRAVITE; THEOREMES
DE GULDIN

238. Théoréme. — Le centre de gravité de la projection d'une
aireplane A sur un plan P coincide avec la projection du
centre de gravité de l'aire A.

Supposons d'abord les projections orthogonales, et soit A’
(fig. 73) la projection de
A surleplan P. Soient,
d'autre part, G le centre
de gravité de l'aire A,
G' celui de l'aire A'.
Nous allons montrer que
ces deux points sont a
|“ | P la méme distance d'un
N A plan quelconque Q per-
dy pendiculaire au plan P,
ce qui prouveraévidem-
Fig. 73 ment que le point G' est
-laprojectiondupointG;
Pour démontrer que les points G et G' sont a la méme
distance du plan Q, décompésons Taire A en élémentsin-
finiment petits dA projetés en dA' ; appelons x la distance
de I'élément dA au plan Q, € celle du point G au méme
plan. En appliquant les formules (1) du numéro 197, on a

) Ag = xdA;
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on aurait de méme pour A'
2 A = X axd),
£'désignant la distance du point G' au plan Q. Or, soit a

I'angle que fait le plan de l'aire A avec le plan P ; on sait

que
A= Acosa, dA' = dA. cos a;

I'égalité (2) peut donc Sécrire
A¥ cos u = cosa X xdA,
c'est-a-dire, en vertu de (1),
.{\E{ = J\E,

d'ou

!

At

—- £
==

Supposons maintenant les projections quelconques ; ap-
pelons toujours P le plan de projection, A l'aire projetée
et A' I'aire de la projection. Menons un plan quelconque P
perpendiculaire ala direction des projetantes et soient A la
projection commune de A etde A' surleplan P, G; le
centre de gravité de A ; envertu de la premiére partie du
raisonnement, les centresde gravité GetG' desaires A et A’
sont projetés orthogonalement en G; ; donc laligne GG
est paralléle & ladirection des projetantes, ce qui revient
dire que G' est laprojection de G sur le plan P.

2309. Corollaire.— Lescentresde gravité des sections planes
d'une surface prismatique ou cylindrique sont tous sur une
méme paralléle aux arétes.

Car on peut les considérer comme étant les projections
du méme point sur des plans différents parallélement a la
direction des arétes.

240. Théoréme. — Le volume d'un cylindre ou d'un prisme
tronqué est égal au produit de la section droite par la distance
des centres de gravité desbases.



208

Démontrons la proposition pour un cylindre tronqué

P ——

A
|

&
O

.
Y
L
LY
Y
Q
=

1

-

o -

Fig. 74

ABA'B' (fig. 74). Soit
A 1B, lasection détermi-
née par un plan P per-
pendiculaire aux arétes ;
en appelant Y levolume
total, on a
V =Vol. A;B; AB
+Vol.A{B;A'B".
Evaluons  d'abord
Vol.A;B;AB ; pour cela
supposons-le  décomposé
encylindrestronquésin-
finiment petits tels que
aa. Si l'on appelle z
la distance au plan P
du centre de gravité de
['élément de surface a,
le volume du cylindre

tronqué a;a est, aux infiniment petits d'ordre supérieur
pres, équivalent a celui du cylindre droit qui aurait pour
base & et pour hauteur z; on adonc
Vol. AB/AB = Lim aZ

D'autre part, I'élément de surface a; étant la projection
de I'élément a sur le plan P, s I'on appelle a 1'angle
que fait le plan de la base supérieure avec le plan P, on a
a; = acos aq,

et par suite

Vol. A,B,AB ==Lim Xaz cos 2= cos =. Lim Xas3;

or, soient G le centre de gravité de la base supérieure, A
Taire de cette base et T la distance du point G au plan P;

on a (197)
donc

AL = Lim Xaz;

Vol. A,BAB = fA cos x — A,
A, désignant |'aire de la section droite.
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En appelant ¢' la distance du p]an P au point G' centre

de gravité de la base inférieure, on a de méme
_ Yol. A, B A'D == AY,
et par suite
Vo AL+ 00,
de sorte que si I'on appelle Z ladistance GG' on a finde-
ment '
V =A.Z.
Le raisonnement serait le méme pour le prisme tronqué.

241. Corollaire. — Le volume d'un cylindre ou d'un prisme
tronqué est égal au produit de I'une des bases par la distance &
celle-ci du centre de gravité de I'autre.

Menons en effet par le point G' (fig. 74) la perpendicu-
laire GH sur le plan de la base supérieure ; l'angle de GH
avec GG étant égal al'angle a, on a

GT = G cos e = % cos 2,
et d'autre part
A]_ = A COS Qa,
donc

af

V=Acos=z. G
CO8 2

= A.GIL.

242. Théoréme.— Laire engendrée par une ligne plane
exécutant une révolution compléte autour d'un axe situé dans
son plan et ne la traversant pas, est égale au produit de la
longueur de cette ligne par la circonférence que décrit son cen-
y B tre de gravité.

D Prenons pour axe

C _ des x Taxe de révo-

A lution et pour axe
des y une perpendi-
culaire au premier
menée dans le plan
de lafigure. Soit alors
Fig. 75 - AB (fig. 75) la ligne

STATIQUE. 14
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que je suppose décomposée en €léments infiniment pe-
tits tels que CD =dS; l'aire infiniment petite engen-
drée par cet élément peut étre assimilée a l'aire latérale
d'un tronc de cbne, desorteques y et y +Ay sontles
ordonnées des points C et D, I'expression de I'aire engen-
drée et

e Y

La partie principale de cet infiniment petit est

azydS.

Comptons les arcs a partir du point A, positivement dans
le ssns de A vers B ; Taire totale engendrée A a pour ex-
pression

L
A= { yds;
L 13

raf,
mais l'intégrale définie ] ydS représente le moment de
A

I'are AB parallélement a Oy par rapport a un plan passant
par Ox; si donc L est lalongueur de I'are et Y Pordonnée
de son centre de gravité, on a
[.'hde = L.Y,
L)

et par suite
: A =2xY.L.

243, REMARQUE I. — La
¥ démonstration suppose

M B gu'une ordonnée quelcon-

N qué ne rencontre Pare AB

~* quen un seul point; tou-

A N tefois la proposition sap-
pligue atous lescas,pourvu

0 z bien entendu que Taxe de
Fig. 76 révolution ne traverse pas

la courbe. :
Pour le démontrer, considérons une ligne formée de deux
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arcs AMB, ANB (fig. 76), delongueursrespectives Ly, et L ,;
soient y, et y, les ordonnées de leurs centres de gravité,
A1, A, les aires engendrées par ces arcs, A |'aire totale; on
a, en vertu du numéro précédent,

Ai=2nLyy,, A, = 2rlgy,.

D'autre part.

A=A 4-A, = {Lyy 4+ Lyy);
or, si L estlalongueur totale desdeux arcs AMB, ANB, Y
['ordonnée du centre de gravité de |'ensemble de ces arcs,
on a aussi

Ly, + Ly, = LY;

A = 2=xY.L.

on en conclut

244. REMARQUE |I. — Si, au lieu de faire une révolution
compléte, la ligne ne tourne que d'un angle a, Paire engen-
drée A a pour expression

*
A = 2nY¥YL. 60"

245. Théoréme. — Le volume engendré par une aire plane
exécutant une révolution compléte autour d'un axe situé dans
son plan et ne latraversant pas, est égal au produit de cette
aire par la circonférence que décrit son centre de gravité.

Soit S (fig. 77) Taire plane;
prenons comme axe des X
I'axe de révolution et comme
axe des y une perpendiculaire
a Taxe des x dans le plan de
Taire. Décomposons celle-ci
en rectangles infiniment petits
par des paralléles aux axes de
coordonnées, et soit ABA'B'

Fg. 77 ['un quelconque de ces rectan-
gles, de dimensions AB =Ax,
AA'=4y. Appelons enfin y, Pordonnée du point A, y'; celle

¥
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du point A' et y celle du point g, centre du rectangle. Le
volume engendré par ce rectangle en tournant autour de Ox
est la différence des volumes de deux cylindres circulaires
droits et a évidemment pour expression

=y —yiae = =y, +yi)ay. oz;
or, il es clair que '

Yoy = 2y,
de sorte que |'expression de ce volume devient
Anyarhy,

Si donc V désigne fe walowmesiorab: 0N a
V = Zrn¥yArniy;
BryaxAy Ay est l'aire du petit rectangle ABA'B' ; donc
Swyaxay represente le moment de |'aire totale parallelement
a Oy par rapport a un plan passant par Ox ; par consé
guent, si Y est I'ordopnée du centre de gravité de Taire,

ona Syazay = Y.5,
et par suite
V= 2=Y.5,
246. REMARQUE | . — Si la figure tourne seulement de
I'angle a, on a
%
V=2rY.8. ;-
Y-8 2%
247. REMARQUE |I. — Les deux théoremes précédents

portent le nom de théoremes de Guldin ; ils sont exprimés
par les deux formules

@) A = 2xY.L,

@ ¥ = 2xY.8,
qui permettent de calculer A ou V quand on connaitle cen-
tre de gravité, L ou S.

Inversement, si Ton connait A ou V ainsi que L ou S,
on peut en déduire Y, c'est-a-dire une ordonnée du centre
de gravité, ce qui suffit dans certains cas pour déterminer
ce point. Nous alons appliquer a quelques exemples.
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248. Application |. — Surface et volumedu tore derévo-
lution. — On sait que I'on appelle tore de révolution le
volume engendré par un cer-
cle tournant autour d'un axe
situé dans son plan.

Soit 0" (fig, 78) le cercle de
rayon R et d la distance de
son centre a Taxe. Le centre
de gravité soit de lacirconfé-
rence, soit du cercle étantle
point 0, en appelant S la
surface et V levolume du tore, on a, en vertu des théorémes
de Guldin,

1
H

Fig. 78

S =2nh.2nd = 4='Id,
V = xR?, 2xd = 2nR2d.

249. Application || . — Centre de gravité d'un arc de

cercle. — Soit I'are AMB (fig. 79) de centre O et de rayon

R. Son centre de gravité G

est situé sur Taxe moyen

B Ox : soit x l'abscisse de

ce centre de gravité, et

soient enfin L e c les

M longueurs respectives de

l'arc et de la corde. En

0 z tournant autour de l'axe

Oy perpendiculaire a Ox,

I'are AMB engendre une

zone de hauteur c et

A dont Taire a pour expres-
Fig. 79 sion

L

2TTRC;
le premier théoréme de Guldin donne donc

2TTRc = 2TTXL,
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d'ou -
T = fic.
T L
250. Application| I | .— Centrede gravitédu secteurcir-

culaire. — Soitle secteur OAMB (fig. 79) ; désignons main-
tenant par x l'abscisse du centre de gravité du secteur
situé sur le rayon moyen, comme dans I'application précé-
dente, et gardons pour le reste les mbmes notations que
dans le numéro précédent, puis faisons tourner le secteur
autour de Oy ; il engendre alors un secteur sphérique dont
le volume a pour expression

)
gn[lgc.

Le deuxieme théoréme de Guldin donne alors
-

| éﬂR”c = %I—‘ .-

d'ou

Re

%

nous retrouvons ainsi les résultats déa obtenus numéros

210 et 223

Y —

wle

251. Travail de la pesanteur sur un systéme de points
matériels.— Letravail dela pesanteur sur un systeme de points
matériels qui subit un déplacement est égal au travail du poids
total supposé appliqué au centre de gravité du systéme.

Considérons en effet un systéme de n points matériels
A1, A,,... A, de poids respectifs p;, p2,... pn Appelons z
Z,,... Z, les cotes positives ou négatives de ces points par
rapport a un méme plan horizontal H, dans la position ini-
tiale du systeme; appelons de méme 7, Z,,... Z, leurs
cotes, par rapport au méme plan H, dans une seconde
position du systéeme.
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Le travail de lapesanteur sur un point quelconque A; et
guand le systéme passe de la premiére ala seconde posi-
tion, est égal api(z-— Z;). Si doncon appelle T la somme
de tous ces travaux,, on a

T = Ep,—(z;—';;),

lesigne  sétendant a toutes lesvaleurs 1, 2,... n données
a i .

Or, soient z et Z les cotes du centre de gravité du sys-
téme dans la premiére et dans la seconde position ; on
a(197)

Spi(3— %) = (5 — L) Ep:s
par conséguent si P est le poids total du systéme, on aura
T =(z-2)P,
ce qui démontrelaproposition.






EXERCICES SUR LE LIVRE IlI

1. Trouver le centre de gravité de la moitié d'une branche de
cycloide représentée par les équations
o = a[l — cos w),
¥ = at + sin w).

2. On donne la chainette représentée par |'équation

41

£z
¥ = §(e"+e “);

trouver le centre de gravité d'un arc de cette courbe compris
entre deux ordonnées équidistantes de I'axe des vy,

3. Trouver le centre de gravité de I'une des moitiés symétriques
de l'arc qui forme une boucle de la lemniscate de Bernouilli,
représentée, en coordonnées polaires, par I'équation

¥ == a2 cos 2,
4. Trouver le centre de gravité d'un arc d'hélice.

5. Trouver le-centre de gravité d'un segment de cercle.

6. Trouver le centre de gravité de I'aire comprise entre un arc
de parabole et sa corde.

7. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise entre la
cissoide de Dioclés et son asymptote.

8. Trouver le centre de gravité de I'aire comprise entre une
branche de cycloide et sa base.

9. Trouver le centre de gravité d'une boucle de la Ilemniscate.
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10. Trouver le centre de gravité d'une zone sphérique a une
base. :

11.Trouver le centre de gravité de la surface latérale d'un
conecirculairedroit.

12. Trouver le centre de gravité d'une tranche sphérique com-
prise entre deux plans paralléles.

13. Trouver le centre de gravité d'une tranche de paraboloidc
de révolution.

14. Trouver le centre de gravité du tétraedre tronqué.

15. Trouver le centre de gravité du tronc de cone circulaire
droit & bases paralléles.

16. Trouver le centre de gravité du segment de sphére a une
base.

17. Trouver le centre de gravité du volume engendré par la
révolution de I'aire comprise entre une parabole, son axe et une
ordonnée perpendiculaire, autour de la tangente au sommet de
la parabole. '

18. Trouver le centre de gravité de la portion d'hyperboloide
engendrée par I'hyperbole

B
¥ = = {@? 4- 2ar),

tournant autour de |'axe des x, et comprise entreles deux plans
XxX= 0 et x—c

19. Sur une droite et en des points également distants les uns
des autres, on applique n poids doat chacun est représenté par
un numéro d'ordre augmenté du poids précédent ; trouver la
résultante et le centre de gravité du systéme.

20. Dans n rondelles d'égale épaisseur et de rayons proportion-
nelsal, 3, 5,...0on découpe des secteurs ayant méme angle au
centre. On superpose ces secteurs dans leur ordre de grandeur et
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de fagon queleurs bords rectilignes soient situés dans deux plans
verticaux. Montrer que les distances a l'intersection des deux
plans, des centres de gravité de la pile ainsi formée et du premier
secteur sont entre elles dans le rapport
In(2n? — 1)
i —1

21. Dans un cone de révolution dont |'ouverture est 2a on ins-
crit n sphéres tangentes entre elles ; lerayon de lasphére la plus
rapprochée du sommet étant r, trouver la position du centre de
gravité de ce systeme de spheres.

22. Ondonne une série de circonférences ayant leurs centres
en ligne droile et tangentes entre elles extérieurement, de
maniére que chacune d'elles est tangente a celle qui laprécede et
a celle qui lasuit. On suppose que les rayons forment une pro-
gression géométrique décroissante et I'on demande le centre de
gravité du systéme prolongé a l'infini.

23. Un corps homogéne est formé d'une sphére ayant un vide
intérieur également sphérique. On connait les rayons des deux
sphéres et la distance des centres ; déterminer le centre de gra-
vité.

On suspend ce corps par un point A de sa surface extérieure
défini par I'angle du rayon OA avec la ligne des centres 00';
calculer I'angle du rayon OA avec la verticale.

24. Soient O le centre et ABCD la hase d'un cube de coté A ;
on enléve de ce cube la pyramide OABCD et I'on demande de
déterminer la position du centre de gravité du solide restant.

25. Deux boules sphériques pesantes A et A', de masses m et
m', sont liées|'une al'autre par unfil inextensible et sans masse,
de longueur | ; A peut glisser sans frottement dans une rainure
pratiquée sur un plan horizontal, et une fente pratiquée dans la
rainure laisse passer le fil AA'. On écarte la boule A' delaver-
ticale de maniére que le plan delarainure et de A' soit vertical,
et on abandonne A' & elle-méme sans vitesse initiale. Démon-
trer que le centre de gravité des deux boules décrit une verticale
et trouver latrajectoire de A'. -
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26. Trouver le volume du tronc de cbne circulaire droit en
appliquant le théoréeme de Guldin.

27. Lorsque des forces se font équilibre autour d'un méme
point O, ce point est le centre de gravité d'un systeme de points
également pesants placés aux extrémités des droites représenta-
tives de ces forces.

28. Lorsque n forces sont appliquées au méme point 0, leur
résultante passe par le centre de gravité G d'un systéme de n
poids égaux placés aux extrémités des forces, et elle est égale a
n X OG.

29. On considére un systeme de n points matériels pesants
A1 A,,... A, depoids respectifs py, piss... g, €t une droite A;
onmeénelesperpendida, Aws... Autud 1 A etlon
pose

8 = m"’ + ... F P A, oad

Soit A' la paralléle a A menée par le centre de gravité du sys-
téme des n points, et soient Ay a,... A, @, les perpendiculaires
abaissées de ces points sur A'.

On pose encore

So = M. A 1]2 + ...+ Pn AN a'-uss
et I'on désigne par d la distance des deux paralléles A et A';
prouver que Ton a

S=8+{m+pt+. o+ pld

30. Trouver le centre de gravité du secteur sphérique.

31. Un point matériel, de masse m, décrit une conique de
maniére que sa projection sur un axe est animée d'un mouve-
ment uniforme donné ; un autre point, de masse m', décrit uni-
formément une autre droite située dans le mdéme plan. Démon-
trer que le centre de gravité du systeme décrit une autre conique.

32. On donne un hexagone régulier ABCDEF, dectté AB =3,
et I'on en détache le triangle ABC formé par trois cotés consé-
cutifs. Déterminer le centre de gravité G de la surface pentago-
nale ACDEF.
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Trouver ensuite la résultante de cing forces appliquées en G et
représentées par les longueurs GA, GC, GD, GE, GF.

33. Un cercle matériel peut tourner librement autour de son
centre 0 supposé fixe. Sur la circonférence de ce cercle on
donne trois points A, B, C et on applique en A et B deux forces
F, et F, données en grandeur et direction ; on demande d'appli-
quer au point C une troisieme force F; telle que le systeme soit
en équilibre. Il y a une infinité de solutions; trouver la plus
petite force F; répondant a la question.

34. Etant donné un triangle ARC, on prend un point P sur le
cercle des neuf points et |'on suppose ce point soumis aux trois
forces représentées parles droites PA, PB, PC; trouverle lieu de
I'extrémité de la résultante de ces trois forces.

35. Soient A, B, C trois points en ligne droite et 0 un point
guelconque situé en dehors de cette droite. On suppose que OA,
BO et CO représentent trois forces en grandeur et en direction ;
montrer que leur résultante coupe ladroite ABC en un point D,
tel que AB = GD.

36. On donne une force F en grandeur et en position, et I'on
considere tous les points par rapport auxquels les moments de la
force sont égaux en grandeur ; trouver :

1° Le lieu de tous ces points dans I'espace ;

2° Lelieu de ces points dans un plan passant par la force ou
perpendiculaire acelle-ci ;

3° Le lieu des extrémités de ces moments.

37. On considére toutes les forces qui sont appliquées en un
point donné et qui ont un moment connu par rapport a un point
donné ; trouver :

1° Le lieu desextrémités de ces forces ;

2° Les pointsde ce lieu qui sont dans un plan.

38. Trouver le lieu des points de I'espace par rapport auxquels
les moments de deux forces données ont des grandeurs données.

39. Trouver un point par rapport auquel les momentsde deux
forces données soient donnés, |'un seulement en grandeur |'autre
en grandeur, direction et sens.
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40. Si quatre forces se font équilibre autour d'un solide inva-
riable, on peut considérer leurs directions comme des génératrices
d'un méme mode de génération d'un hyperboloide a une nappe.

41. Démontrer, en s'appuyant sur les six équations d'équilibre,
que si trois forces se font équilibre autour d'un solide invariable,
elles sont situées dans le méme plan.

42. Etant donné un polygone plan ABCDEA, on applique en A,
suivant AB, une force égae a AB; en B, suivant BC, une force
égdea BC; etainsi de suite jusqu'au point E, auquel on appli-
que, suivant EA, une force égale a EA; réduire toutes ces forces
a une résultante et aun couple et évaluer le moment du couple
résultant.

43. On donne dans un plan un contour polygonal ABCD ; aux
milieux des cotés et perpendiculairement a ces cotés on applique
des forces égales a ces mdmes cotés et dirigées toutes a droite du
contour, par rapport aun observateur qui marcherait le long de
laligne bristee ABCD dans le sens indiqué par |'ordre alphabéti-
que des lettres. Trouver la résultante des forces ainsi définies.

44. De quelque maniére qu'on réduise a deux toutes les forces
appliquées a un corps solide, le tétraedre construit sur les droites
qui représentent ces forces a un volume constant.

45. Quand un systéme de forces a une résultante unique, ou
peut se réduire a un couple unique, la somme algébrique des
tétraédres construits sur ces forces, prises deux a deux de toutes
les manieres possibles, est égale a zéro. On convient, d'ailleurs,
d'affecter le volume du tétraedre construit sur deux forces F et ¢
du signe + ou dusigne —, suivant que le moment de l'une de
ces forces par rapport aun axe coincidant avec l'autre, est positif
ou négatif.
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SUR DEUX THEOREMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE

Théoréme |. — S unefigure plane a un diamétre, des portions
de surfaces correspondantes sont équivalentes.

Soit D (flg. 80) le diamétre; je dis que les deux triangles cor-
respondants ABC, A'B'C sont équivalents. En effet, les cordes
AA', BB', CC' sont paralléles et coupées par D en leurs milieux

Fig. 80

ad, b, c. Dés lors deux trapézes correspondants quelconques abAB,
abA'B', par exemple, sont équivalents parce qu'ils ont méme hau-
teur et desbasesrespectivement égales, aA = aA' et bB = bB'.
Il en résulte que la somme algébrique

Surf. abAB + Surf. bcBC — Surf. acAC
est égale a la somme algébrique

Surf, abA'B'+ Surf. bcB'C' — Surf. acA'C'.:
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Mais la premiére somme représente la surface du triangle ABC,
tandis que la deuxieme représente celle du triangle A'B'C; on en
conclut

Surf. ABC = Surf. A'B'C.
Deux triangles correspondants étant équivalents, deux polygones
correspondants, décomposables en triangles équivalents, le sont
aussi, et par des considérations de limites on étendrait le théo-
réme au cas daires planes quelconques.

Théoréme Il. — S une figure a un plan diamétral, deux
volumes correspondants sont équivalents.

Par un raisonnement analogue au précédent, on voit qu'il suf-
fit de démontrer le théoréme pour deux tétraedres correspondants.
Soient donc P (fig. 81) le plan diamétral, ABCD, A'B'G'D" deux
tétraedres correspondants, c'est-a-dire tels que les droites AA',

Fig. 81

BB', CC', DD' sont paralléles et coupées par le plan P en leurs
milieux a, b, ¢, d. Considérons deux troncs de prismes correspon-
dants quelconques abcABC, abcA'B'C, par exemple.

On sait qu'ils sont équivalents chacun a la somme de trois
pyramides ; or, deux pyramides correspondantes abcA, abcA', par
exemple, ont méme base et des hauteurs égales ; donc elles sont
équivalentes, et par suite deux troncs de prismes correspondants
sont équivalents. Bornons-nous au cas de figure ou le point d
tombe al'intérieur du triangle abc et ou les points D et D' sont
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extérieurs au tronc de prisme ABCA'B'C ; alors la somme algé-
brique

Vol. abdABCD + Vol. bcdBCD + Vol. eaCAD -- Vol. abcABC
est égale & la somme algébrique
Vol. abdA'B'D' + Vol. bcdB'C'D' + Vol. cadC'A'D'— Vol.abcA'B'C.

Mais la premiere somme représente: le volume du tétraédre
ABCD, tandis que la deuxieme représente le volume du tétraédre
A'B'C'D'; on a donc

Vol. ABCD = Vol. A B'CD"

La démonstration serait la méme si la figure était disposée
autrement ; il n'v aurait de différence que dans le signe dont il
faudrait affecter le volume de chague tronc de prisme.

STATIQUE. 15
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CHAPITRE. -- Notions préliminaires : théoremes geuérax 184
CHAPITRE 11 Centres degravitéde lignes . . . . R 196
CHAPITER Il 1. Centres de gravité, de surfaces 194
CHAPITRE IV. -- Centres de gravité de volumes....201
CHAPITRE V. - Applications des Centres de gravité ; théoremes de Guldm. 206
Exercieicessur le. Livre 11 . . L. 217
Note. - Sur deux théomremes des géométrie élé nentaire. . 223
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Ouvrages pour les candidats au baccalauréat.

Annales des baccalauréats scientifiques; CLASSQUE (lettres-mathé-
matlgues),MODERNEgtettres-malhanUquuset lettres-sciences), chaque
année, depuis 189:;, vol. in-12 .~~~  2fr.75

Problemes de baccalauréat, par H. VUIBGRT et E. ROUANT :
Mathématiques, par H. VUIBRRT (3° édition). —Vol.in-8°. . . 5fr- »
Physique et Chimie, par E. BOUANT (3° édition). ~ Vol. in-8°. . 3fr. »

MANUEL DU BACCALAUREAT
volumes in-12 reliés toile :
Classe de Rhétorique. 5 Mathématiques (arithmétique, algebre, géo-
métrie, cosmographie), 3° édition . = To3fr o »
Classe de Rhétorique et de Seconde moderne.— Histoire et Géo-

graphie . . . . S S 2.
Classe de Philosophie et de Premiére-Lettres. — Philosonhie et

Histoire o o 4fr »
Classe de Philosophie. — Physique et Chimie, 2° édition . . 3fr. »

Glasse de Philosophie et de Premieéere (lettres et sciences). —
Histoire naturelle asauatomie_ et physiologie animales et végétales, et
paléontologie animale)- 4° édition .~ . T . 31V.50

Classe de Mathématiques élémentaires.— Mathématiques (arithmé-
tique, algebre et géométrie descriptive, géométrie, trigonométrie,
mecanique, cosmographie), 2° édition . . S . 5fr. »

Cevolume est aussi le Manuel rles candidats a I'école Navale et al'lns-
titut agronomique, puisque les deux programmes sont identiques a celui
de Mathématiques elémentaires.

Physique et Chimie, 2° édition . = = . o . 3fr. »
Classes de Mathématiques élémentaires et de Premiere
Sciences. — Philosophie et Histoire, 2° édition o 2fr. »

Les autres volumes sont en préparation.

Fprmulaireémathématiqu&s physique, chimie atom'quei, ° édition. Un
oli volume de-108 pages, format de poche (22°" x 12°M), avec tpagsec
lanches pour notes. — Br. 1 fr. ; cart. toile souple. . . . 1fr. 50
Cette nouvelle édition a été revue et remaniée dans certaines parties,

comme la mécanique, pour étre mise en compléete harmonie avec les pro-

grammes des baccalauréats.

Pour déférer & un désir souvent exprimé, on a ajouté a cette édition,
aprés chaque partie et a la fln du Formulaire, des pages blanches destinées
arecevoir les notes, formules, observationd que le lecteur peut tenir a
conserver et qu'il retrouvera la aisément.

Problémes de Mécanique, al'usage des candidats au baccalauréat et
aux écoles, par TH. CARONNET. — Un vol. in-8° . . 5fr. »
Partie Satique seule L . 2 fr. 5l

Problémes et épures de Géométrie descriptive, par N. CHARRWT.
%-SB%RI!E, a l'usage dés candidats aux écoles de Saint-Gyr et5r1favale,
.Sédition . o R . 5fr. »
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COURS DE MATHEMATIQUES
a I'usage des ééves des cdlasses de lettres.
Arithmétique a l'usage des classes de Rheétorique et de Troisiéme (Clas-
sique et moderne), par A. GREVY, ancien ééve de |'école nornnaie, Docteur

es sciences, professeur agrégé au chee Saint-Louis— Un vol. in-12, relié
toile . 2'fr. »

Algebre h Iusage des dases de Trorsreme Seconde et Rhetorrque par
GREVY. n vol. in-12, relié toile 2

Geometrre par A. GBEVY. — Un vol. in- 12 relié toile . . . 2fr 50
On vend separement
Geéométrie plane & I'usage des dasses de Quatrieme et de Troisiéme. —

Un vol. in-12, relié toile . . 1fr.50

GeometrredansCespaceaI usagede‘;damdeSecondeet de Rhétorique,

- Un vol. in-12, relié toile . . A1fr.25

Coslmographre (5~ édition), par A. GRIGNON. — Un vol. in- lZfreI;g
toile . . . r

Probléemes de baccaiauréat es lettres ?Malhemanqueﬁ Physrque
Chimie)-. Problémes, solutions, conserls par 'Abbé J. LOMDAN.
vol. in-12, relié toile . . . .2fr. »

TRAITES DE MATHEMATIQUES
a l'usage des déves de mathématiques élémentaires, des aspirants
au Baccalauréat et des candidats aux écoles (Voir au verso du titre).

Approximations numériques: Théorie et pratique des calculs appro-
Ch%s, par J. GJUESS, professeur agrégé au lycée Charlemagne. — LlJ? vol.
In- r. »

Complements ' Al%ebre et notrons de ‘Géométrie analytrque
par G. MAGIC DE LEPINAY, professeur agrégé au lycée Henri IV, 4% édition.
— Unval. in-8. . . 4fr.30

Géométrie dirigée: les angles dans un Ian ‘orienté avec des droites
dirigées et non drrrgees par G. FO TENE professeur au collége

Rollin. . 2fr. »
Lecons de Statrque par E. CAIWALLO, docteur es sciences. — In-8°,
2. édition. . 2fr. »

L econs de Statrque ar usage des candidats a I ecole polytechnrque par
X. ANTOMARI. docteur es sciences, proofeﬁeur agrégé au lycée Carnot. —
Un vol. in-8% .. ... 2fr. 50

Notions complementarressur les courbes usuelles, par P. BAKBARIN
Brochure in-8°. .

Théorie des Equatrons et des Inequatrons etude du’ second d r%
par A. TARTINVILLE, professeur agrégé au int-Louis. . 3fr

Théorie des proj ectrons par un ancrgn evedel Ecole polytechnrque
Brochure in-8. . ... ... . 60

Exécution des épures et lavis (Instructions et conseils). 7° édi-
tion. in-12 avec 28 figures dans le texte . ifr. »
Cette brochure, écrite par une sommitéde I' ensagnement du dessin, rendra les

plus grands services aux jeunes gens qui apprennent le dessn graphrque dle et

indispensable & ceux qui se destinent aux eéodles spéciales.

Recueil de calculs logarithmiques a I'usage des candidats aux écoles

du gouvernement, par P. BARBARIN. — Un vol. in-4°. . . . 3fr. 50
Relations entre les éléments d'un triangle: 273 formules avec leurs
démonstrations. — Un vol. in-8% . . _2fr. 50

Eléments de sténographie Prévost- Delaunay par A BOOTILLIBR
licencié en drortbpresrdent de I'Association sténographique unitaire. —
Un vol. in-12, 2° édition. . . . 0 fr. 80

Notions générales sur la stenographre Sesorrgrnes et son histoire,
a%serlvrcess son état actuel et son avenir s%prrncrp%et sesmetr}odezs

n vol. in- I fr.
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Vient de, paraitre ;

ELEMENTS

METHODOLOGIE MATHEMATIQUE

a l'usage de tous ceux qui soccupent de mathématiques élémentaires,
comprenant :
i° Des considérations générales sur les mathématiques élémentaires et leur
enseignement;
2°tUn résumé raisonné des théories arithmétiques, algébriques et géomé-
riques ;
3° Un exposé des méthodes et des procédés de démonstration et de résolution
des questions élémentaires de mathématiques ;
4° L'application de ces méthodes a plus de 500 questions.
par M. DAUZAT, INSPECTER D'ACADEME
Un beau volume in-8°, de 1100 pages, avec figures, br. 10 fr.
relié 12 chagrin, 12 fr.

Préface.

Cet ouvrage sadresse a tous ceux qui soccupent des mathématiques él é-
mentaires pour les apprendre, les enseigner ou sy perfectionner. Mais il
nous a élé inspiré par le désir d'étre tout particulierement utile aux jeunes
?ens,qm travaillent en vue d'obtenir un brevet de capacité ou un ‘bacca-
auréat scientifiqgue, comme a ceux qui aspirent a I'admission aux écoles
de Saint-Cloud ou de Kontenay, ou bien qui recherchent, un certificat d'apti-
lude a I'enseignement scientifique des écoles normales ou des établisse-
ments secondaires de jeunes filles. o ]

Dans nombre d'examens et concours ainsi que dans nos tournées d'ins-

ection, nous avons remarqué bien des fois que si les connaissances ne
ont pas défaut chez beaucqu de candidats, si €lles sont d'ordinaire éten-
dues et variées chez les maitres, €elles ne procedent pas toujours des idées
genérales qui devraient les synthétiser ; on ignore trop souvent les diffé-
rentes méthodes de raisonnement, les_divers procedés pour traiter les
questions mathématiques, la raison d'étre de I'enchainement des théories
ainsi que des éléments qui les composent; I'esprit scientifique manque de
base et de solidité, et le savoir ne montre pas toujours ce lien qui doit
en réunir logiquement les parties.

Je crains qu'une des raisons de cet état de choses ne tienne a ce qu'on

nelit pas avec asez de soin e. d'attention les livres de mathématiques; a
cequ'on pase trop_ vite sur certaines explications et sur beaucoup de
développements, toujours précieux cependant et genéralement indispensa-
bles pour |'entiere intelligence du texte et la faCile compréhension d'une
solution de probléeme ou d'une démonstration de théoréme ; qu'on laisse
parfois trop de choses de coté, pour ne suivre dans le sens de la hauteur
du livre que les relations entre les quantjtés sur lesquelles on rajsonne,
afin d'aller, en toute héte, par le chemin le plus court, sinon le plus
sr, au résultat de la recherche ou a la conclusion du raisonnement; que
dans |'étude dune question, proposition ou probléme, on ne voit pas tou-
jours au dela, on ne cherche pas arattacher I'objet de cette étude a ce qui
précéde et a ce qui suit pour former les ensembles théoriques qu'il sagit
en somme d'édifier dans notre esprit.
Il est certain qu'on néglige trop facilement de prendre connaissance des
introductions d'ouvrages, dés_considérations préliminaires des chapitres,
des remarques placées ala fin des démonstrations ou des solutions, des
notes consignées au bas des pagia etc., qui sont cependant des éclair-
cissements Indispensables ou_utiles, des traits de lumiére fort précieux,
dheureux rapprochements d'idées, d'mgenl,eus_es et fécondes comparaisons,
des aoer_gus synthétiques et des vues généralisatrices, des mises en relief
d'analogies remarquables ou tout au moins intéressantes, toutes choses qui
font comprendre et retenir, qui agrandissent I'horizon intellectuel et en
élévent le niveau.
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Par notre travail nous avons voulu tout spécialement appeler et retenir
I'attention de I'étudiant et du mafitre sur la philosophie des mathématiques
élémentaires, sur la Ioglgue et |'enchainement des théories qui les consti-
tuent, sur les méthodeS de recherche et de démonstration.

A cet effet, nous y avons établi trois divisions principales correspondant

respectivement a I'Arithmétique, & PAlyébre et a la Géométrie, et nous les
avons fait précéder d'une Introduction,’qui comprend des généralités sur
les mathématiques, un exposé des méthodes générales de raisonnements
et des conseils sur. renseignement mathématique. Chaque division com-
porte a son tour deux parties, |'une théorique, ou se trouve rapidement
exposée dans ce qu'elle a d'essentiel la matiére qui en fait |'objet, ‘arithmé-
tique, algébre ou géométrie; et |'autre pratique, comprenant f'etqde des
moyens propres & la démonstration des vérites qui se rapportent & cette
méme matiére, celle des procédés de résolution des problémes qui en
dépendent, enfin de nombreuses applications a lasuite.
_ Avec la partie théorique, ce n'est pas un cours que nous avons voulu
écrire, mais un résumé raisonné de chacune des trois branches fondamen-
tales des mathématiques pures, qui peut servir de mémento pour une revi-
sion de cours, et dans lequel nous avons essayé de faireressortir la raison
d'étre des choses, les rapports de dépendance des unes a |'égard des autres,
les liens_qui mettent de'l'unité laou il en est besoin, les cotés par lesquels
les théories des nombres et de réfendue se rapprochent, se touchent ou se
Pen_etrent et se prétent un mutuel appui. Et tout cela avec lesseules démons-
trations jndispensables, nous limjtant souvent a de sommaires indications,
a des vérités simplement énoncées.

Par son objet comme par sa forme, notre ouvrage est nouveau et nous
avons fait de notre mieux pour le mettre au courant des travaux les plus
récents sur les méthodes comme sur la science elle-méme; nous serions
trés heureux qu'il pat rendre quelques services.

LECONS DE PHYSIQUE

a l'usage des ééves de I|'enseignement secondaire, des aspirants aux
baccalauréats et des candidats aux Ecoles du gouvernement, par J. BASIN,
professeur agrégé au lycée de Lille.

On vend séparément :

TOME 1 : Pesanteur, Chaleur (139 édition). — Programme de Troisiéme
moderne, avec des compléments en petits caractéres. — Un vol. gr.
in-12, br. 2 fr. KO; relié toile . .~ . . T

TOME 11 : Acoustique, Optique, Electricité et Magnétisme (3° édi-
tion). — Programme de onda moderne, avec des compléments. — Un
vol.  gr. in-12, br, 3 fr.; relié toile . . ... 3fr.50

TOME : Compléments. — Programme de Premiére-Sciences. — Un
vol. gr. in-12. (Sous presse.)

LECONS DE CHIMIE

?ar J. BASIN. — Unvol, gr, in-12; br. 8 fr.; relié toile .. . . 9fr. o
OME I ; Métalloides (5 edltl_qn?,. programme de Troisiéme moderne. —
Vol. in-12, br. 2 fr. 50: relie toile ~. . . . . 3fr. »
TOME 11: M etaux 45° édition), Programme de Seconde moderne. — Vol.
in-12, br. 2 fr.; relié toile T 2fr. 50
TOME [I1: Chimie générale, Chimie organique, Analyse chimique
(Sle_ gdtltllon), programmede Premiére-Sciénces. — Vol. in-12, fr. iffr. 0;
relié toile” . 7 . o 4fr. »

Analyse chimique qualitative des sels dissous, a |'usage des éléves de
|'enSeignement primaire supérieur, de |'enseignement secondaire et des
candidats aux écoles, par J. FKECAUT, professeur a |'école J.-B. . —

_Un vol.1gr. in-12, br, 2 fr. 50; relié_ 23T »

Eludes (Toptique géométrique. Dioptres, Systémes centrés, lentilles,
instruments d'optique, par C.-M. GARIEL, membre de |'Académie de mé-
decine, professeur a la Faculté de médecine et a I'Ecole des ponts et
exhausées. — Un vol. gr. in-8°, avec figures . . . | 5fr. »
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COURS D'HISTOIRE NATURELLE

par E. CAUSTIEH,
agrégé des sciences naturelles, professeur au lycée de Versailles.

Anatomie et Physiologie animales et végétales a |'usage des
classes de Philosophie, Premiere (lettres et sciences) et Mathématiques
élémentaires. — Vol. in-16 relié toile avec 571 heures . . 3 fr.

Conférences de Géologie a I'usa?e des classes de Seconde classique et
de Troisieme moderne. — Unvol. gr. in-12, illustré, relié toile. 2 fr.

Géologie et Botanique a |'usage des classes de Cinquiéme (classique et
moderne). — Unvol. gr. in-12, illustré, reliétoile . . . . 2fr. 50

Notions de paléontologie a I'usa%e des clases de Philosophie, de

at
1

Premiére (sciences et lettres), Mathématiques élémentaires, — Vol.
in-16 o fr. »
Zoologie a l'usage des classes de Sixiéme (classique et moderne). —Un

vol. gr. in-12, illustré, relié toile 2 fr. 23
Annales de la licence es sciences (Srggthématiques, physiques, natu-
relles). — In-12. Chacune des anndes 1833 a 18% = . . 3fr.
Chacune des années de 1897 e 1898 {certificats d'études supériefures).
3fr. ».

Annales de |'agrégation des sciences mathématiques. — Années-
1876 « B8, 6fr. 50
Chacune des années de 1839 & 1898 . o . 0fr. 75
Annales de I'ag{séégation des sciences physiques. — Chacune des
annees 1889 a oo ofr. 75
Annales de |'agrégation des sciences naturelles. — Chacune des
années 1839 a . .. . Ofr. 75

Abrégé de la théoried.esv fdncvtio'ns'elvlip'tiqvue's, a l'usage des can-
didats & la |icence es sciences mathématiques, par Charles HENRY. mai-
tre de conférences & I'école pratique des limites Etudes. — Unfvol.
in-8° o o o 3fr. »
Ce ouv_rggg excessvement bien fait rend les plus grands services aux candi-

das a la licence.

Cours de Géométrie descriBtive al'usnge des candidats aux écoles
Centrale, Polytechnique, des Ponts, des Mines, par X. ANTOMARU, docteyy

€s sciences, é)rof&sseur agrégé au lycée Carnot. — Un vol. gr. in-8".
avec épures dans le texte™ ... .. . . ~10fr. »
Eléments de Géométrie analytique, par E. DESKNON, professeur
abrégeé au lycée Saint-Louis. — Un vol. in-8°, 2° édition 7 fr. 50

Introduction a |'étude de la Théorie des nombpres et del'Algébre
supérieure, par E. BOREL e J. DRACH, d'aprés des conférences l'dtes a
|'école normale par M. Jules TANNENT. —Un vol. gr. in-8°. . 10 fr. »

Lecons sur certaines questions de géométrie élémentaire.
Possibilité des constructions géométriques; les polygones réguliers ;
transcendance des nombres e et Isdemons:tran,on elémentaire), ﬁ@f
J. KLEIN, rédaction francaise par J. GRIESS, agrégé des sciences mathé-
matiques. — 1 vol. in-8° avec figures . . o 2fr. »

Lecons sur |a résolution algébrique des équations, par H, VOGT,
mofesseur a la Faculté des stiences de Nancy, avec une préface de

. Jules TANNERY, directeur des études scientifiques a I'école normale
supérieure. — Unvol. gr.in-8 . . . . 5fr. »

Lecons sur les coordonnées_tangentielles, dpar G, PAPE LIER, pro-
fesseur de mathématiques spécialesau lycée d'Orléans, avec une pré-
face de M. P. APPKLL, membre de I'Institut.— Géométrie plane, un vol.
5 fr. — Géométrie dans t'espace, un vol. . o . 5fr. »

Problémes de licence es sciences mathématiques donnés & la Sor-
bonne avec les Solutions développées par Th. CARONNET, docteur

es sciences, professeur au college Chaptal. — Unvol. in-8°. 2 fr. »
Problémes de Géométrie analytique a deux et trois dimension% rpar

E. MOSNAT, professeur a(];rege au lycée de Toulon. — Tome | r.

chacun des tomes Il et |IT. o o . o T fr.

)
»
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Questions d'Algebre, a I'usage les candidats aux écoles polytechnique,
normale, centrale, etc., par G. MAUPIN, licencié es sciences mathéma-
tiques et phyﬂgues, membre de la Société mathématique de France. —
Unvol. gr. In-8° . . e . 5fr. »

Les Exercices d'Algebre, du méme auteur, a l'usage des éléves de
1% année de Mathématiques spéciales se vendent 2 fr.~ .

Résumé de Géométrie analytique a deux et a trois dimensions, par
A. REMONP, professeur al'Ecolé preparatoire Sainte-Barbe. — Un vol.

in-8°, 2» édition . . 4fr. »

i i . . Vient de paraitre :
Eléments de Mathématiques supérieures, a l'usage des ingénieurs,

des physiciens, des chimistes, des jeunes gens qui se destinent & ces

carrieres et des élevés des facultés ‘des sciences, par H. VOGT. — Grand

in-8°, avec figures =~ . = .o 10fr »
. Cette partie du Cours de M. VOGT fait a I'Université de Nancy Sadresse’ aux
jeun38 gens qui sont simplement bacheliers et qui, désirant suivre des cours de
physique théorique ou Efpllquee, ou de chimie physique, d'éectrochimie, etc.,ne
pelvent pas consacrer toute une année & acquérir dans une classe de Mathématiques
spécides le peu qui leur est nécessaire, ne consacrer un temps auss précieux a
suivre dans une Faculté des cours besucoup trop complets de calcul différentiel
et de cacul intégral.

Pro grammes

Baccalauréat classique . 0 fr. 30 | Bourses des lycées et colleges de
— moderne .. O0fr. 30 l garcons et “de jeunes filles et
Plan détudes et programmes de

[ € Joursesde sgoura Pétr. O fr. 25
I'enseig. classique .~ . 1fr. » | Diplome d'éléve et des brevets de
Plan d'études programmes de capitaine de la marine mar-
Fenseig. moderne .~ . 1fr. » chande . . . 0fr. 50
Plan d'études de la classe de mathé | Bourses commerciales de sgour _a
matiques €lémentaires et de la I'étranger. . . . 0fr.30
classe supérieure de mathémati- | Connaissances exigées pour |'admis-
ques élémentaires . . 0 fr. 50 sion au grade de mécanicien
Plan d'études et programmes des théorique =~ . . . . Ofr.50
écoles primaires Sup. O fr. 60
Certificat d'études physiques, chi- Ecoles spéciales.
miques, naturelles . ofr. 30 - ’ )
Professorat industriel et professorat | Ecoled'Administration de lamarine
commercial. . . 0fr, 40 et Commissariat... 0fr. 30
Percepteur surnuméraire. 0 ic. 30 | Ecole coloniale d'Agriculture de
Commissariat de surveillance admi - Tunis 30

. . Ofr.
nistrative des ch. defer. Ofr. 30 | Ecoles nationales d'Agric. 0 fr. 30
Inspecteur particulier de I'exploita- | ticole spée. d'Archilect. 0 fr. 30
tion des chemins de fer 0 fr. 30 | Ecolespécialed'Architecture(progr.
Inspection départementale du tra- de renseignement) . . fr.”»
vail dans l'industrie (|n%3ecteur Ecoles nalionales d'Arts et Mé
etinspectrice). . . . Ofr. 30 tiers. e S Ofr. 30
Conditions d'admission dans les | Ecole Centrale des Arts et Manu-
différents services, du ministére factures L 0fr. 30
des finances: administration cen- .1 Ecole Centrale lyonnaise . 0 fr. 30
trale ; inspection des finances ; — de Céram. de Sevres. O fr. 30

Cour des comptes ; comptables du — nationalede Cluny . 0 fr. 30
Trésor ; administrations financié- | Ecole Colonide. . .~ . 0fr. 30
res (contributions directes et — Dentaire de Paris . 0 fr. 30
indirectes ; douanes ; enregistre- | — de Dessin du service géogra-
ment, Domaines et Timbre™; ma- phiquede I'armée. . . 0fr'. 20
nufactures de I'Etat ; monnaieset | Ecoled'Hort. de Versailles. 0fr. 30
meédailles) ; trésorerie d'Algérieet — d'Hydrog. de Dieppe. 0 fr. 30
de Cochinchine ; caissedesdépots | — supérieure d'industrie de Bor-
et consignations . Ofr. 501 deaux . . . .~ . 0fr.30
Commissariat de la marine gEcole | Institut agronomique et Ecole des
d'administ. delamarine).0fr. 30 1  Haras 0 fr.30

Personnel administratif secondaire { Institut électrotechnique de Gre-
delamarine. . , , Ofr. 50 | noble o 0fr.30
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Institut industriel du Nord de Ia
France . ofr.
Ecoles des. Mécaniciens dela flotte
(apprentis), et ééves mécani-
ciens . 0fr. 30
Ecole des Apprentls Mécaniciens de
la marine, au Havre. 0fr. 30
Ecole super, des Mines . 0 fr. 30
EcoledNS al\lllln@de St Etienne Offr 30
—de Notariat de Nantes. O fr. 30
d e Paris . 0 fr. 30

— Polytechnlque .. Ofr.
Ecole des Ponts et Chauss. O fr. 30
— Pratique de Commerce et de
Comptabilité . . 0ir. 50
Ecole professionnelle supérieure des
Postes et des Télégraphes et em-
plois dans I'Administrat. O fr. 50
Prytanée de la Fléche. 0fr. 30

Ecolemilitairede Saint-Cyr O fr. 30
Ecole militaire d'infanterie GSalnt-

Maixent). Ofr. 30
Ecole du service de Santé de la
marin r. 30
Ecole du service de Santé mili-
Ofr.30

Ecole d'application de cavalerie
a§’ 0fr. 50

Ecoles natlon Vétér. 0fr. 30

Ecoles supérieures
de commerce.

Ecole des Hautes Etudes Commer-

ciales, Supérieures de commerce
de Paris, Bordeaux , Dijon, Le
Havre, Lille, Lyon , Marseille
Montpelller Nancy, Nantes, Rouen,
Institut commercial :
Chague progr. Br.in-12. 0 fr. 30

Sujets de Concours et d'Examens

Annales du baccalauréat, chaque
année depuis 1895 . . 2 fr. 15

Bourses des lycées et coIIeges
(enseignement “classique, moderne
et secondaire des |eunes tllle%
(1890a1893) .o

Professorat des écoles normales
d'instituteurs (lettres), orliqlne a
4897

— |nst|tuteurs (scnences) origine a
1899 . s
— |nst|tutr|ces (Iettres) origine_a
1897 Ifr.
— |nst|tutr|ces (sciences), fl’flgll’%g
Profrat des classes élémentaires
jusgu'en 1899. .. 1fr.50
Surnumeér. des Douanes 0fr 75

SurnumCrarlat des Postes et des
élégraphes . 3fr. 25

Ecoles spéciales.
Ecoled Adm|n|strat|0n dela marlne

(1871
Ecols natl onalesd' Agrl culture (1889
a 18%9) .

Institut national Agronomlque(1888
a 1899 50

Ecoles nanonales d'Arts et Metlers
(JF1874 a 1899 , texte et Iago
Ecole Centrale des Arts et manufac-
tures (1880 21899 . . 6fr. »
Ecole Centrale des Arts et manufac-
tures (1890 4 1899), dess. 7 fr. 50
Ec. de Cluny (1891a1899) 2 fr. 50
Ecoles supef, de Gomm.” 5fr. »
Api)renns et Eléves-Mécaniciens
1897) . . 3fr.»

Ecole militaire de Saint - Maixent
1890 a 1fr. 50

Ecole navale(l a18991 5fr. »
Ecole normale supérieure (lettres et
sciences). Chague partie 1 fr. 25
Ecole normale secondaire de Sévres
(lettres). 1fr.75
Ecole normale de Fontenay aux-
Hoses (lettres).
Ecole normale de Saint- Cloud (Iet-
tres). . 50
Ecolle Poly‘t’j‘I (1880I ta 1893) Sa?ftrC »
col éciale militairede Sain r
(1880 & 189 51,

Ecolas Vétér. 21887a 1899) . 1. 78

Mathématiques et Mathématiciens, parA REBIERK.

de 566 pages, 3" édition
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Librairie NONY et c'®, Boulevard Saint-Gerraain, 63, PARIS, 5°.

LesFemmesdansla Science, par A, REBIERB. — Un vol. in-8° avec
portraits, fac-similé et autographes. 2. édition. . . . . fr. »

« Celivre est un intéressant monument élevé au génie des femmes ; les portraits
et les autographes ajoutés lui donnent un charme dé plus. » ) e,

. . Cet ouvrage vient a son heure, en un moment ou la question féministe se
pose et se discute avec la belle ardeur que I'on sait... fort avisé, Pauteur-y a
ajouté une gerbe de citations prises d'Orient comme d'Occident, de toute la térre
habitable, qui amuse, récrée, instruit, fait réfléchir et dont le prix est fort grand*
QueQuelesdamés veuillent posséder cet ouvrage, rien de plus naturel ; mais que les
hommes I'acquiérent, rien ne leur sera plus utile pour rendre au sexe faible une
justice que trop souvent ils lui refusent. »

La Vie et lesTravaux des Savants modernes, par A. REBIERE. —
Un beau vol. in-8° avec portraits 5 fr. »

« L'auteur étudie, dans cet ouvrage, 'al'aide de documents autorisés, les grands
noms, les grands faits et les grandes fons de la science. En une série d'intéressantes
notices, il~ donne, a la suite des résumés biographiques et bibliographiques ou
sont rappelées les oeuvres et les découvertes, les extraits académiques ou autres
les Pl us propres a. montrer chaque savant dans la triple manifestation de sa vie
intellectuelle, morale et physique. L'auteur sattache surtout a mettre en lumiére
les découvertes capitales, leS idees de génie

Ces extraits, de tons variés, tantdt fins et élégants, tant6t chauds et colorés,
sélevent parfois jusqu'a |'éloquence; ils comptent parmi les plus belles pages de
notre littérature scientifique. Et puis, a coté du mérite littéraire, quels beaux
exemples de travail, de modestie et de dévouement ! »

Pages choisies des Savants modernes, par A. REBIERE — Un fort
vol. in-8° avec portraits . 5fr. »

« || esttrés utile, pour ceux qui étudient les Sciences, cluel que soit d'ailleursle
but en vue duquel ils les étudient, de connaitre autrement que par leurs noms les
hommes qui_ont marqué a des titres divers dans I'histoire des Sciences. En lisant
ce que ceux-ci ont écrit, on se rend compte, mieux qu'en suivant un exposé syn-
thétique des résultats obtenus, de la fagcon dont chaque science sest constituée. " »

Récréations arithmétiques, par E. FOURREY. — Un beau vol. in-??; avec

figures, 2° édition 50

« On croirait qu'a notre époque on sest donné pour mission de rendre la
science mathématique (et surtout la premiere initiation a cette science) rebutante
et difficile ; ce défaut d'amabilité a eu pour résultat d'amener le découragement et
le dégolt chez beaucoup d'intelligences bien douées, et d'engendrer, en dehors du
monde spécial des mathématiciens de profession, une ignorance a peu pres géne-
rale, et plus profonde encore que générale en matiere mathématique. Pour mon
compte, Je voudrais, au contraire, voir l'introduction des récréations devenir sys-
tématique dans |'enseignement...

Je me borne, en terminant, & recommander la lecture du trés intéressant ou-
vrage de M. Fourrey a tous ceux qui slintéressent a la science des nombres, et
aux professeurs qui ne croient pas que, pour instruire les enfants, il soit exclusi-
vement indispensable de les ennuyer. »

{Revue générale des Sciences.)

A traversl|'Electricité, par Georges DARY. — Unvol. gr.in-4° (21x31),
illustré de 361 figures, br., 10 fr.; relié toile, fers spéciaux. 14 fr. »
Avant tout, ouvrage de vulgarisation scientifique, d'une lecture facile et atta-

chante en raison des merveillfes qui passent sous les yeux du lecteur, ce tres

beau livre est un guide précieux pour qui veut se faire une idée bien nette du
parti qu'on atiré de I'électricité.

Dans la méme collection :

L'Or, par H. Hausre, professeur a |'Université de Clermont. — Un VOI.
in-4°, magnifiquement illustré; broché, 10fr., relié toile, fers spéciaux.

14 fr. »
L'Or! Il n'est pas de sujet plus attrayant, plus rebattu, et cependant plus nou-
veau ; il n'en est pas de plus universel, puisqu'on ne saurait raconter I'histoire

d'une piece d'or sans toucher a |la chimie et a la physique, a la géologie et a la
minéralogie, a la métallurgie, a I'histoire de I'art et des sciences, a la géographie,
a |'économie politique, a la sociologie. Ce vaste sujet a rarement. été traité dans
son ensemble. Dans ce remarquable ouvrage, M. Hauser a tenté de n'en acrtfier
aucune partie-
























