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|. Lineare Gruppen in beliebigen Korpern.

Die Quelle fir die Theorie der linearen Gruppen in endlichen Kérpern
(Gaois-Feldern) ist heute noch das Buch von DICksoNY). Spéter hat
DICKSON selbst viele von seinen Ergebnissen auf unendliche Korper
Ubertragen; eine Gesamtdarstellung dieses Gebietes, die zugleich die
Beziehungen zur Theorie der kontinuierlichen Gruppen und zur projek-
tiven Geometrie klar hervortreten |83, steht aber noch aus. Aus diesem
Grunde Wird der Gegenstand hier unter Berlicksichtigung der neueren
Arbeiten noch einmal in seinen Grundziigen behandelt, wobei aber fur
viele Einzelheiten, insbesondere auch fir die Beweise der Einfachheit der
untersuchten Gruppen, auf das DICKSONsthe Buch verwiesen wird. Die
Isomorphismen der orthogonalen Gruppen in den singuldren Féllen
n=3 4,5, 6, dieeinen der reizvollsten Teile des DICKSONsthen Buches
ausmachen, werden hier unter Hervorhebung ihrer reichhaltigen geo-
metrischen und agebraischen Beziehungen von Grund aus neu her-
geleitet.

Die letzten Paragraphen behandeln, die Enzyklopédieberichte von
A.wiMAN und R. FRICKE durch Berlicksichtigung von neueren Unter-
suchungen erganzend, die diskreten Gruppen von linearen Transforma:
tionen mit komplexen Zahlenkoeffizienten.

§ 1. Lineare Transformationen?).

Unter einem n-dimensionalen Vektorraum E,(K) Uber einem Korper K
versteht man eine additive abelsche Gruppe (deren Elemente Vektoren
heiBen) mit K as Operatorenbereich, die (aul¥er den Axiomen einer abel-
schen Gruppe) den folgenden Axiomen gentigt (u, v, . . . sind Vektoren,
1,&, B, ... Elemente von K):

1. (w+ V) = o + vax
2. w4+ Bl =uaxtuf
3. w(af) = (ux)f

4. #1 =H.

D) L. E. DICKSON: Linear Groups, with an exposition of the Galois Field
theory. Leipzig 1901.

%) Die im folgenden nétigen Grundbegriffe der linearen Algebra sind in diesem
Paragraphen ganz kurz zusammengefaldt. Fir eine ausfihrlichere Darstellung
siehe etwa B. L. VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra I |, Berlin 1931» Kap. 15,
oder L. E. DICKSON: Modern algebraic theories. Chicago 1926.



2 I. Lineare Gruppen in beiebigen Korpern.

5. Esgibt n ,Basisvektoren" u; ... up, derart, dald jeder Vektor v
eindeutig as Linearkombination
v= 2’.' #, &,
1

geschrieben werden kann.

Zwei Vektorrdume sind dann und nur dann operatorisomorph Uber K,
wenn sie dieselbe Dimension (densdben linearen Rang) n haben. Daher
kann man einen beliebigen w-dimensionden Vektorraum as Modell fir
ale nehmen, indem man einen Vektor etwa ds eine Reihe von n Zahlen
&...., & oder auch ds ene Linearform ', £, in # Unbestimmten
Up ... U, definiert.

Die zuléssigen Untergruppen eines Vektorraumes % (in bezug auf
K as Operatorenbereich) heilfen lineare Unterréume oder Teilrdume
von ®. Die echten Teilrdume sind wieder Vektorrdume von einer Di-
mension = < %#. Daraus folgt, dal’ jede abnehmende oder zunehmende
Folge von Teilrdumen im Endlichen abbricht.

Die homomorphen Abbildungen eines Vektorraumes & in einen Vek-
torraum & heillen lineare Transformationen von % in ©. Eine lineare
Transformation ist aso eine solche Abbildung A von & in &, fir die gilt

Al + o) = Au+ Av

Alux) = (Au)x.

Nach Wahl beliebiger Basen (u; . . ., uy) und (vy . . ., Vi) fur & und
& wird ene lineare Transformation A, welche uy in

Au, = z_vjocj,:
Kl

Uberfuhrt, durch ihre Matrix A = {&,,} (f Z€ilen-, & Spaltenindex) voll-
standig gegeben: Se fihrt namlich dann den Vektor X, &, mit Kom-
ponenten £, zwangsaufig iber in den V. e F(Au)é, = v it
Komponenten

(1) &= Dok
Dem Produkt A B zweier linearer Transformationen entspricht dabei das
Produkt AB der Matrizes (vorausgesetzt natiirlich, dal3 das Produkt
einen Sinn hat, d.h. dal3 A gerade auf den Bildraum von B operiert).
Auf Grund der Formel (1) kann man jede lineare Transformation
auch ds ene lineare Substitution der Verdnderlichen &,, ..., &, auf-
fassen, welche &, ..., &, in &, ..., &, Uberfihrt. Diese Auffassungs
weise wird insbesondere dann héufig benutzt, wenn m — n, aso A eine
quadratische Matrix vom Grade n (d. h. mit n Reihen und Spalten) ist.
Fuhrt die Transformation A die n Basisvektoren uy, . . ., Uy in linear
abhangige Basisvektoren Uber, dso den Vektorraum R in einen Raum
von geringerer Dimension, so heif3t die Transformation singuldr. Eine
nichtsinguldre Transformation A bildet | eineindeutig auf einen gleich-



§ 1. Lineare Transformationen. 3

dimensionalen Bildraum ab und besitzt eine Inverse A™*, so dal
A"'A=AA '=1 (die Identitat) ist.

Die linearen Transformationen eines Vektorraumes E,(K) in sich
(oder ihre Matrices) bilden einen Ring: den vollen Matrixring vom Grade n
Uber K. Dieser Ring kann as hyperkomplexes System mit n? Basis-
elementen aufgefadt werden, fir die man z.B. die n? , Matrixeinheien"
Cik wahlen kann, die in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte eine Eins,
sonst Gberall Null haben. Diese Matrices Ciy geniigen den Rechnungs-

regein: CaCoy = Gt

Das Eins-Element des Ringes ist I =Cy; + Cog + + -+ -+ €y

Von nun an betrachten wir nur lineare Transformationen eines Vek-
torraumes R = E, (K)in sich und setzen dabei den Korper K als kommu-
tativ voraus.

Unter dem charakteristischen Polynom x(t) einer quadratischen
Matrix A versteht man die Determinante von tl — A. Die einzelnen
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms, insbesondere die Spur
$(4) = X a,, und die Norm oder Determinante |4] sind invariant bei
der Transformation TA T Die Nullstellen vonX'(t)' in einem passenden
Erweiterungskdrper von K heiRen die charakteristischen Wurzeln der
Matrix A.

Die Klassifikation der linearen Transformationen mit Hilfe ihrer
Elementarteiler gewinnt man am leichtesten, indem man den Vektor-
raum R, in dem eine gegebene lineare Transformation A stattfindet,
als additive abelsche Gruppe mit dem Polynombereich K[A] als Opera-
torenbereich auffat und den Hauptsatz von der Zerlegung abelscher
Gruppen in zyklische anwendet. 1ch gebe hier nur die Hauptergebnisse
kurz an und verweise fiir die Begriindung auf die Lehrbiicher?).

Das Minimalpolynom von A, d. h. dasjenige Polynom kleinsten Gra-
des g (t), fur welches ¢ {A) = 0 gilt, ist ein Teiler des charakteristischen
Polynoms der Matrix A. Zerfallt @(?) in Faktoren, die Potenzen von
Primpolynomen sind,

el =t} .. 08 Bl =)™,
so zerfallt der Raum R eindeutig in Teilrdume:
R=R,+R+---+ ],

(direkte Summe im Sinn der Gruppentheorie), wobei R von ¢ (A) an-
nulliert wird: @, (A}, = 0. Jeder Raum Rg zerfallt weiter in ,zy-
klische" Teilrdume r,, deren jeder von einem Vektor », und dessen
Transformierten Av, aufgespannt wird. Zu jedem ¥, gehort ein annulie-
rendes Polynom kleinsten Grades ¢, (f) = m,{}**. Diese Minimalpoly-
nome 4, sind die Elementarteiler der Matrix tt —A. Ihr Produkt ist
das charakteristische Polynom X(t).
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Jede Matrix A kann durch Transformation TAT auf eine Normal-
form gebracht werden, welche nur von den Elementarteilern abhangt;
dabei ist T ebenso wie A eine Matrix mit Koeffizienten aus K. Auf Grund
dieser Normalform (oder auf Grund der Uberlegungen, die zu ihr fiihren)
kann man die mit einer gegebenen linearen Transformation A vertausch-
baren linearen Transformationen aufstellen?).

Ein wichtiger Spezialfall der Elementarteilertheorie tritt dann ein,
wenn nach Adjunktion der charakteristischen Wurzeln zum Kérper K
alle Elementarteiler linear werden. In diesem Fall ist die Normalform
von A eine Diagonalmatrix, in deren Diagonale die charakteristischen
Wurzeln stehen. Dieser Fall tritt insbesondere dann ein, wenn A" = |
und h zur Charakteristik von K teilerfremd ist. Sind mehrere Matrices
mit linearen Elementarteilern untereinander vertauschbar, so kann man
sie gleichzeitig auf Diagonalform bringen.

Spezialfall: Im Korper der komplexen, oder der algebraischen Zahlen
|&Rt sich jede periodische lineare Transformation und ebenso jede endliche
abelsche Gruppe von linearen Transformationen auf Diagonalform trans-
formieren (mit Einheitswurzeln in der Diagonale).

Eine bisher nur wenig untersuchte Verallgemeinerung der linearen
Transformationen, die aber trotzdem an verschiedenen Stellen in der
Mathematik eine Rolle spielt, bilden die halblinearen Transformationen,
die man erhdlt, indem man die linearen Transformationen mit den
Automorphismen des Grundkorpers K kombiniert. Ist S ein solcher
Automorphismus, so definieren die Formeln

) =2 aat’

eine halblineare Transformation. Ist insbesondere K der Kdérper der
komplexen Zahlen und S der Ubergang zum konjugiert-komplexen, so
spricht man von einer antilinearen Transformation. Sind A und B halb-
lineare Transformationen, die zu den Automorphismen S und T gehéren
und im Ubrigen durch die Matrices A und B gegeben sind, so gehort
das Produkt AB zum Automorphismus ST und zur Matrix AB® wo
B® aus B durch Auslbung des Automorphismus S auf ale Matrixele-
mente von B entsteht. Insbesondere ist das Produkt zweier antilinearer
Transformationen eine lineare Transformation mit der Matrix AB.
Eine der Elementarteilertheorie entsprechende Klassifikation der
halblinearen oder auch nur speziell der antilinearen Transformationen
existiert anscheinend noch nicht. Nur fiir digjenigen antilinearen Trans-

% Eine lange Reihe von Arbeiten verschiedener Autoren, angefangen mit
G. FROBENIUS: J. reine angew. Math. 84 (1878) 1—63, behandelt dieses Thema.
Fir Literatur siehe C. C. MACDUFFEE: Theory of Matrices. Ergebn. d. Math. 2,
H. 5 (1933) 93. Ergénzend dazu seien die Arbeiten von O. SCHREIER und B. L.
VAN DER WAERDEN: Abh. Math. Inst. Hamburg 6 (1928) 308—310 und von
K. SHODA: Math. Z. 29 (1929) 696-712 erwéhnt.
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formationen, deren Quadrat eine Transformation AF ist, kennt man
Normalformen, in welche sich alle transformieren lassen®).

Der zu einem Vektorraum E, duale Raum besteht aus allen linearen
Funktionen eines Vektors (oder seiner Komponenten), deren Werte zum
gleichen Korper K gehdren. Ist # #Zu,f,. ein beliebiger Vektor, so

ist 1=£Z'§.

eine beliebige lineare Funktion vorll v. Ein Vektor des dualen Raumes
ist also durch n Komponenten 4%, ..., &® gegeben. Eine nichtsingulére
lineare Transformation des gegebenen Vektorraumes in sich induziert
zwangslaufig eine lineare Transformation des dualen Raumes, deren
Matrix die transponierte Inverse zur Matrix der gegebenen Transforma-
tion ist.

Eine nichtsinguldre lineare Transformation des Vektorraumes E,
in den dualen Raum hei8t eine Dualitdt. Sie ist durch die Formeln
(3) ’;{i =Z ailc S.l'
gegeben. Mit einer solchen Transformation des Raumes E, in den dualen
Raum ist zwangsldufig eine Transformation des dualen Raumes in den
urspringlichen R, verknipft, deren Matrix wieder die transponierte | n-
verse zur Matrix (8'%) der gegebenen Dualitét ist. Wir werden diese
beiden zusammengehdrigen Transformationen zusammen als eine Duali-
tat bezeichnen. Man kann jetzt Dualitaten und lineare Transformationen,
die dann ebenfalls mit ihren im dualen Raum induzierten linearen Trans-
formationen zusammengenommen werden miissen, beliebig miteinander
multiplizieren. Zusammensetzung zweier Dualitaten z. B. ergibt eine
lineare Transformation von E, in sich.

Setzt man die Dualitaten noch mit den Automorphismen S des Grund-
korpers K zusammen, so erhdlt man Dualitdten im weiteren Sinn:

(4) ’li :2 aik EES‘
Die nichtsinguléren halblinearen Transformationen und die Dualitéten
im weiteren Sinn bilden zusammen eine Gruppe.

8 2. Die allgemeine und die spezidle lineare Gruppe.

Die nichtsinguldren linearen Transformationen des Vektorraumes
En (K) in sich bilden eine Gruppe: die allgemeine lineare Gruppe GL (n, K)°®).
Setzen wir, wie immer im folgenden, den Kérper K as kommutativ

%) E. JACOBSTHAL: S.-B. Berl. math. Ges 33 (1934) 15-34.

%) Die Bezeichnungsweise lehnt sich an die der amerikanischen Schule, (vgl.
DICKSON: Linear Groups. Leipzig 1901) an; jedoch wurden einige Bezeichnungen
vereinfacht und andere systematischer gestaltet; so schreiben wir GL statt GLH
(= general linear homogeneous) und SL statt SLH.
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voraus, so bilden die Transformationen mit Determinante Eins ene
Untergruppe: die spezielle lineare Gruppe SL(nK). Fir =>4 ist
.(n, K) die Kommutatorgruppe von GL(n, K), ausgenommen in dem
ginen Fall n=2, K =GF(2)". Die Gruppe S (n, K) wird erzeugt durch
die Transformationen
B . { g:' = gr -+ lfa
nedt g =, fiir v 7.

Um GL(n, K) zu erzeugen, mufl man noch die Transformationen

(EI=1§1 (2+0)
E.=§, fiir v 1

hinzunehmen. Die definierenden Relationen der Gruppen S.(n, K) hat
L. E. DICKSON) aufgestellt.

Das Zentrum von GL (n, K) besteht aus den Transformationen 11,
wo | die ldentitét ist. Das Zentrum von SL (n, K) besteht aus den Trans-
formationen 4, wo 4 eine n-te Einheitswurzel ist. Die Faktorgruppe
von SL(n, K) nach dem Zentrum werden wir in 8 3 ausfihrlich be-
sprechen.

Diein § 1 besprochene Klassifikation der linearen Transformationen
nach ihren Elementarteilern liefert gleichzeitig die Einteilung der Ele-
mente der Gruppe GL(n, K) in Klassen konjugierter.

Ist K ein endlicher Kérper GF(q), g — p™so sind GL(n,K) und
S.(n, K) endliche Gruppen der Ordnungen

@—0E .. @ — Y (g=p"
baw. @ =0~ ... g — g gL

Diese Gruppen werden auch mit GL{n, $™) bzw. SL{m, ™ be
zeichnet. Die Gruppe SL(2, p) ist die , bindre Kongruenzgruppe" nach
dem Primzahlmodul p.

Die Untergruppen von S (2, p™) hat L. E. DICKSON®) bestimmt. Die
maximalen aufldsbaren Untergruppen der Gruppen GL (n, p) behandeln
C. JORDAN®) und G. BUCHT'). Andere wichtige Untergruppen werden
wirin §§ 4—6 kennenlernen. Fir den Fall des Kérpers der komplexen
Zahlen s. auch 88 7 und 8.

Erweiterungen der Gruppe GL (n, K) erhdt man durch Hinzunahme
der halblinearen Transformationen bzw. der Dualitéten (vgl. 8§ 1).

®) GF(q) bezeichnet hier und im folgenden immer ein Galois-Feld mit g-Ele-
menten. Vgl. B. L. VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra |, 831.

7 L.E.DICKSON: Bull. Amer. math. Soc. (2) 13 (1907) 386-389 - Quart.
J. Math. 38 (1907) 141-145.

8 L. E. DICKSON: Amer. J. Math. 33 (1911) 175-192.

9 C. JORDAN: J. de Math. (7) 3 (1917) 263-374.

%) G. BUCHT: Ark. Mat. Astron. Fys. 11 (1917) Nr 26.
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§ 3. Die projektive Gruppe.

Die Gesamtheit aller vom Anfangspunkt ausgehenden Strahlen oder
eindimensionalen Teilrdume des Vektorraumes E,(K) heif3t bekanntlich
der projektive Raum P,,_;(K). Die nichtsingulédren linearen Transforma-
tionen des E, in sich induzieren projektive Transformationen des P,_1(K).
Dabei ergeben die linearen Transformationen A und 2A, wo 4 eine Zahl
ist, immer dieselbe projektive Transformation.

Die Gesamtheit aller projektiven Transformationen des P,_;(K)
heiRt die n-dre projektive Gruppe PGL(n,K)').

Sie ist isomorph der Faktorgruppe der GL (n, K) nach der Unter-
gruppe der AI (dem Zentrum). Ebenso heiflt die Faktorgruppe der
SL (n, K) nach ihrem Zentrum die spezielle projektive Gruppe PSL {n, K)*?).

Im Fall eines endlichen Korpers GF(q) mit g — p™ Elementen ist
PSL(n, K) = PSL(n, q) eine endliche Gruppe der Ordnung

-Nigr—q..."—g"
dig—1) '
wo d die Anzahl der w-ten Einheitswurzelnin K bedeutet: d = (n, q — 1).
g —1
1

Da der projektive Raum in diesem F a n k t e enthélt, sind

PGL (n, q) und PSL (n, gq) Permutationsgruppen der Grade%t'-_':_-il. Im

Fall n — 2 handelt es sich insbesondere um Permutationsgruppen vom
x__

Grad g+ 1 und von der Ordrmng{g—d—i—)-g. Fir q =2 ist PSL (2, q)

die symmetrische Gruppe &g, fir g — 3, 4 die alternierende Gruppe %,
bzw. %s. In den beiden Fallen g = 2, 3 ist also PSL(2, q) keine ein-
fache Gruppe. Nun gilt aber der Satz:

Ist K ein Kérper von einer Charakteristik =2 ¢der ein vollkommener
Korper'®), und#>>1, 0 ist die Gruppe PSL(n, K) eine einfache Gruppe,
aulfer in den eben erwadhnten niedrigsten Féllen PSL (2, 2) und PSL (2, 3).

Fur den Beweis siehe L. E. DICKSON: Linear Groups (Leipzig 1901),
§ 104—105").

Fir K = GF(p") gewinnt man auf Grund dieses Satzes ein wichtiges
unendliches System von endlichen einfachen Gruppen. Die kleinsten

1) pGL — Projektiv generell linear.

12) PSL = Projektiv speziell linear. Die amerikanische Schule schreibt
LF = Linear fractional. Wir haben es vorgezogen, ganz systematisch uberall
den Ubergang von einer linearen Gruppe zur Faktorgruppe nach den in ihr ent-
haltenen Substitutionen A f durch ein vorgesetztes P kenntlich zu machen
(P = projektiv).

1% Fir diese Begriffe siehe E. STEINITZ: J. reine angew. Math. 137 (1910)
181 und 218 oder VAN DER WAERDEN®), § 25 und § 33-

% Um den Beweis auch fiur den Fall unendlicher Korper giiltig zu machen.
muB man auf S. 97 des DICKSON schen Buches oben % 4+ 7 durch 7,3 — 4!
ersetzen [vgl. L. E. DICKSON: Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901) 368].
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unter ihnen sind die bekannten einfachen Gruppen PSL (2,4) 2 PS. (2, 5)
und PSL (2,7) = P9 (3, 2) der Ordnungen 60 und 168.

Die Untergruppen der Gruppe PSL (2, ) haben E. H. MOORE und
A. wiMAN') aufgezéhlt. Die endlichen Untergruppen von P3(2K)
bei beliebigem Grundkérper K hat H. H. MITCHELL®) mit einer uber-
raschend einfachen Methode bestimmt. Dabei erhélt er natirlich als
Speziafélle die Ergebnisse von MOORE und WIMAN wieder, sowie fir
K = Korper der komplexen Zahlen einen bekannten Satz von KLEIN
(vgl. 88). Inderselben ArbeitbestimmtMITCHELL .dieendlichenUnter-
gruppen der Gruppe PSL (3, K) fur alle Korper mit Charakteristik = 2.
Die Untergruppen von PSL(3,2") hat R. W. HARTLEY'®) bestimmt.
Uber die Untergruppen von PSL (4, K) siehe H. H. MITCHELL'") sowie
die dort angegebene Literatur. Fir den Fall des Korpers der komplexen
Zahlen siehe auch § 8.

Aus der Liste der Untergruppen von PSL (2, q) entnimmt man die
Richtigkeit der von GALOIS zuerst ohne Beweis ausgesprochenen Be-
hauptung, dal die Gruppe PSL (2, q) keine Untergruppe von kleinerem
Index as q + 1 enthalt, also auch nicht as Permutationsgruppe von
weniger alsq + 1 Objekten dargestellt werden kann, auf3er in den Fallen
g=2,3,5 7,9 11, wo es Untergruppen vom Index 2, 3, 5, 7, 6, 11
gibt. Die zugehorigen Darstellungen as Permutationsgruppen von nur
g Elementen sind nur in den Féllen q = 2, 3 nicht 1-isomorph. Fir
g=5 und g=9 handelt es sich um die Darstellungen der Gruppen
PSL(2,0) as alternierende Gruppe von 5 bzw. 6 Objekten:

W PSL(2,5) = PSL{2,4) =9,
@) PSL{(2,9) = %,,*

fir g — 7 um eine Darstellung der bekannten einfachen Gruppe der
Ordnung 168 als Permutationsgruppe der 7 Punkte einer projektiven
Ebene:

) PSL(2,7)= PSL(3, 2).

Systeme von definierenden Relationen der Gruppen PSL (n, g) haben
L. E. DICKSON'®) und W. H. BUSSEY'®) aufgestellt. Im Spezialfall der

14) E. H. MOORE: Chicago decennial publ. 9 (1904) 141 —190. — A. WIMAN:
Handl. Svenska Vet.-Akad. 25 (1899) 1—47- Der fir die Theorie der Modul-
substitutionen wichtige Spezialfall q = p (Primzahl) wurde schon vorher von
GIERSTER: Math. Ann. 18 (1881) 319-325 erledigt.

) H.H.MITCHELL: Trans. Amer. math, Soc. 12 (1911) 208-211.

) R.W. HARTLEY: Ann. of Math. 27 (1925) 140-158.

) H. H.MITCHELL: Trans. Amer. math. Soc. 14 (1913) 123-142.

8) L. E.DICKSON: Linear Groups. Leipzig 1901. §278 — Proc. London
math. Soc. 35 (1903) 292-305, 306-319 u. 443-454.

) W. H. BUSSEY: Proc. London math. Soc. (2) 3 (1915) 296-315-
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Modulargruppe PSL (2, p), wo p eine ungerade Primzahl ist, lauten die
Relationen nach BUSSEY einfach s0”):

SP=T2= (ST} =1,
(STTS*T)® = 1 fiir o7 = 2 (modyp).

Die projektiven Transformationen sind nicht, wie man haufig meint,
die einzigen Transformationen des projektiven Raumes in sich, welche
Punkte in Punkte, Geraden in Geraden, Ebenen in Ebenen usw. trans-
formieren. Se sind wohl die einzigen, welche auf}erdem die Doppel-
verhdltnisse von vier Punkten invariant lassen. Es gibt aber daneben
noch solche Transformationen, welche die Doppelverhdtnisse einem
Automorphismus des Korpers K unterwerfen?*). Man erhalt sie, indem
man auf die Koordinaten & eine halblineare Transformation (8 1, For-
mel 2) anwendet. Die so erhaltenen Transformationen des projektiven
Raumes in sich wollen wir Kollineationen nennen. 1hnen zur Seite stehen
die Korrelationen, welche Punkte in Hyperebenen tberfiihren und welche
durch die Dualitaten im weiteren Sinn (8 1, Formel 4) induziert werden.
In solchen Korpern, welche, wie der der reellen Zahlen, keine Auto-
morphismen auf}er dem identischen besitzen, ist natirlich jede Kolli-
neation eine projektive Transformation.

Die Kollineationen und Korrelationen bilden zusammen eine Gruppe.
Diese Gruppe ist nach sCHREIEF und v. D. WAERDEN?) zugleich die
Automorphismengruppe der speziellen projektiven Gruppe PSL(n, K).
Das heif3t: Jeder Automorphismus der Gruppe PSL(n, K) hat die Form

X—~CXC1,
wo C eine Kollineation oder Korrelationist. Bei derselben Untersuchung
ergab sich auRerdem, dad die verschiedenen PSL(n, K) untereinander
keine anderen Isomorphismen aufweisen als diein (1) und (3) hingeschrie-
benen, und weiter, dal3 nur die folgenden unter den Gruppen PSL mit
alternierenden Gruppen ¥, isomorph sind:

PSL{2,3) = ¥,, PSL{2,9) =9,
PSL{2,5) = PSL{2,4) =%, PSL{4,2) 2 Y,.

Insbesondere sind die beiden einfachen Gruppen PSS (4, 2) und
PSL(3, 4) der Ordnung 4 - 8! nicht untereinander isomorph®).

8 4, Die Komplexgruppe.
Die Gruppe aler linearer Substitutionen der Variablen &, ..., &,
mit Koeffizienten aus K, welche, auf zwei kogrediente (d. h. gleich-

%) vgl. dazu auch H. FRASCH: Math. Ann. 108 (1933) 249-252. Andere
Relationen gab J. A. TODD: J. London Math. Soc. 7 (1932) 195-200.

202 vgl. F. LEVI: Geometrische Konfigurationen 1929, § 7-

21) Abh. Math. Sem. Hamburg 6 (1928) 303-322.

2) Vgl. auch J. M. SCHOTTENFELS: Bull. Amer. Math. Soc. (2) 8 (1902) 25— 26.
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transformierte) Variablenreihen &, n ausgefiihrt, eine aternierende
Form

1) g = $ (E3i-1 %2 — S2impioy)

invariant lassen, heiRt die Komplexgruppe C(2m, K)?). Sie wird auch
nach ABEL, der sie zuerst untersuchte, die ABELsche lineare Gruppe ge-
nannt, eine Bezeichnung, die wir aber vermeiden mdchten, weil die
Gruppe keineswegs abelsch ist. Die Beschrénkung auf die spezielle
Form (4) ist keine wesentliche Einschrankung, denn jede aternierende
Bilinearform ¢ = X e;, &m mit Determinle,| = 0.8t sich auf
die Gestalt (1) transformieren.
Offenbar ist fur m= 1

C(2,K) = SL(2,K).
Far 1 wird C(2m, K) erzeugt durch die Transformationen
Mi: 8oy = &pin &= —&p.,. Ubrige & =&
Ay i Eyoq = iy + A&y, dibrige &=
B3i-1 = &ai-1 + 48y
E;f—l = £2§+1 -+ 1525

Alle Transformationen von C (2 m, K) haben daher die Determinante 1.
Das folgt Ubrigens, auch aus der Tatsache, dal3 die Form (1) eine relative
Invariante besitzt, welche bei linearen Transformationen mit Determi-
nante 4 den Faktor A annirnmt®*), andererseits aber absolut invariant
bleibt, wenn die Form sdbst absolut invariant bleibt.

Ist K ein endlicher Korper GF(q), so ist die Ordnung von C(2m, K)
= C(2m, q) gleich

(@ — ) @@t — )@ — g

Im Fall g= p tritt die Gruppe C(2m;p) as GALOlsxche Gruppe
derzgleichung der p-Teilung der Perioden hyperelliptischer Funktionen
auf=).

Das Zentrum von C(2w,K) besteht aus den Transformationen |
und —/. Hat K die Charakteristik 2, soist I = —1I, d. h. das Zentrum
besteht aus / alein. Die Faktorgruppe nach dem Zentrum wird mit
PC(2m,K) bezeichnet®).

Ist K ein Kdrper von einer Charakteristik =2 oder ein vollkommener
Korper, soist PC (2m, K) eine einfache Gruppe, ausgenommen in den beiden

N”,l: R ﬁbl’igﬁ E;:=‘Ek-

2 |n der amerikanischen Literatur werden die Gruppen C und PC mit SA
(Special Abelian) und A (Abelian) bezeichnet.

2y setzt man gp= X eikbink, 50 1= Zliiy Cisiyr - - Binoodan . (Fifg-- %)
die erwahnte Invariante.

25) Siehe C. JORDAN: Traité des Substitutions. Paris 1870, 171—168 u.
354-369.
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schon in § 3 erwahnten Ausnahmeféllen PC (2, 2) und PC (2, 3) und in
einen neuen Ausnahmefall PC (4, 2) & &,.

Flr den Beweis siehe L . E. DICKSON, Linear Groups, §110—116,
oder J.-A. DE SEGUIER, J. Math, pures appl. (7) 2 (1916) 281—366.
Die kleinste neue einfache Gruppe, die in dem unendlichen System der
Gruppen PC(2m, q) enthalten ist, ist die Gruppe PC (4, 3) der Ordnung
25920, die beim Problem der 27 Geraden auf der kubischen Fléche als
GALOIssche Gruppe auftritt und als solche Gegenstand einer ausgedehn-
ten Literatur ist®®).

Die Klassen konjugierter Elemente in den Gruppen C(4,0) und
C(6,0) hat L. E. DICKkSON?) aufgestellt. Uber die Untergruppen der
Gruppen Cund PC siehe L. AUTONNE?®), H. H. MITCHELL?®) und C. JOR-
DAN®) sowie die dort angegebeneLiteratur. Die Elemente der Ordnung 2
in diesen und den in den folgenden Paragraphen zu besprechenden end-
lichen Gruppen hat J.-A. DE SEGUIER®!) untersucht.

Die Invariantentheorie und Darstellungstheorie der Komplexgruppe
hat vor allem H.WEYL®?) untersucht.

8 5. Die unitére Gruppe.

Es sei K ein Kdrper vom Grad 2 Uber einem Unterkdrper P (z. B.
K = GF{p®), P = GF(p?), oder auch: K der Koérper der komplexen,
P der der reellen Zahlen). Es bedeute = stetsdie zu o. konjugierte GréRe
in bezug auf P. (Im Fall GF{p®) kann man & = «*" setzen.) Die Gruppe
aller linearen Transformationen des Raumes E,(K), welche die Form

¢=élfl+é$§s+ "‘+En£ﬂ

invariant lassen, heif3t die unitére oder hyperorthogonale Gruppe U(n, P, K)
Die Untergruppe der Transformationen von der Determinante Eins in
U(n, P, K) heif3t die spezielle unitare Gruppe U(n, P, K). Die Faktor-
gruppe von SU nach der Untergruppe der Substitutionen i F{A"=1, 17=1)
wird wieder mit PSU(m, P, K) bezeichnet*®).

26y Siehe MILLER, BLICHFELDT U. DICKSON: Finite Groups. New York 1916,
Ch. X1 X, sowie die dort angefiihrte Literatur.

2"y L. E. DICKSON: Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901) 103-138 - Amer. J.
Math. 26 (1904) 243-318.

28) L. AUTONNE: J. Math, pures appl (5) 7 (1901) 351-394.

29) H. H.MITCHELL: Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914) 379-396.

30y C. JORDAN: J. de Math. (7) 3 (1917) 263-374.

31y J.-A. DE SEGUIER: Ann, Ecole norm. (3) 50 (1933) 217-243; (3) 51 (1934)
79-147.

) H.WEYL: Math. Z. 23 (1925) 271—309 und 24 (1925) 328—395; Nachr.
Ges. Wiss. Gottingen 1926, 235—243; Acta math. 48 (1926) 255—278: Math. Z.
35 (1932) 300—320.

%) In der amerikanischen Literatur wird die Gruppe PSU mit HO (Hyper-
Orthogonal) bezeichnet.
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Falls der Unterkorper P durch K eindeutig bestimmt wird [wie im
Fall enes GaloisFedes K = GF(p®), P = GF(pY], kann man das
Symbol P in der Klammer weglassen und schreiben

U(nK), SU(nK), PSU(n,K)
oder im Fall K = GF{*):
Ufn, p*9), SU(n, p*), PSU(n, $*9.
Im letzteren Fall kann man fir die Form @ auch schreiben
d):flﬂ‘+1+&'=?'+l+__,+é"y'+l'

Die Bedingung daflir, dald eine lineare Transformation A mit der
Matrix A zur Gruppe U gehort, heif}t

) AAY =1 oder A'= A-1 oder A'4 =1,
wo A" die transponierte konjugierte Matrix zu A ist. Ausgeschrieben

heit das
Z“ﬁ Xy = d;p  oder ZEU o == Oy -

Ist die Determinante von / + A von Null verschieden und die
Charakteristik des Korpers =2, so kann man zu A eine Matrix

? C={—-4){I+ 4"

definieren und umgekehrt A durch C ausdriicken:

() A=(I+4+01{-0.
Aus (1) und (2 folgt dann leicht

@ C=—Ch

umgekehrt folgt (1) aus (3) und (4). Wir haben aso eine eineindeutige
Beziehung zwischen den unitéren Matrices A und den , schief-hermite-
schen" Matrices C, von welcher nur digjenigen A, fir die \l + A\ =0,
sowie digjenigen C, fir die | + €] == 0 ist, ausgenommen sind®). Der
Ausnahmefall 183t sich nach A. LOEWY?®®) vermeiden, indem man statt
(3 schreibt

A=+ {IT-0C), {L=1.

Im Fall des Korpers der komplexen Zahlen ist jede unitére Matrix A
unitar-aquivalent einer Diagonalmatrix D = UAU™. Die Diagonal-
elemente sind die charakteristischen Wurzeln von A und haben den Be-
trag Eins. Die Aquivalenz gilt sogar innerhalb der speziellen unitéren
Gruppe®).

3 A.LOEWY: C. R. Acad. Sci., Paris 123 (1896) 171-

®) A.LOEWY: Nova Acta. Abh. Kaiser|. Leop.-Carol. Acad. 71 (1898) 379 bis
446. Math. Ann. 50 (1898) 557-576.

%) 0. TOEPLITZ: Math. Z. 2 (1918) 187 —197
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Die Ordnung der Gruppe PSU(np®) ist®)

L@ — (=N EP = (— ) P (g - 1)g
g=12"d=1{n,q¢+1)].
Wenn der Korper K eine Zahl p mit der Eigenschaft pg = ~14 so-
wie eine Zahl o mit den Eigenschaften g& = 4, & == & enthalt (beide

Voraussetzungen sind im Fall K = GF(p**) automatisch erfiillt), so kann
man die Summe & &, + &;&; durch die Substitution

Si=apn+n
& =olon, + 1)

§i&y+ &b = (0 — )7 — )

transformieren. Unter diesen Voraussetzungen ist also die unitére
Gruppe U(2m, P, K) isomorph zur hyperabelschen Gruppe H(2m, P, K),
welche die Form

Y- (Eiés - 5251) + - +(58m-1%2m - E!mgsm—l)

invariant 1aRt. Bei dieser Isomorphie entspricht der Untergruppe
SU (2m, P, K) die spezielle hyperabel sche Gruppe®) SH (2m, P, K) und der
Faktorgruppe PSU die projektive hyperabelsche Gruppe PSH(2m, P, K).
Die Einfachheit der Gruppen PSH(2m, P, K) flr s > 1 wurde von
L. E. DICKSON®?) fiir beliebige Kérper der Charakteristik = 2qsowie fir
endliche Korper beliebiger Charakteristik bewiesen; letzteres durch
Zuriickfiihrung auf PSU(2m, p®). Die Gruppe PSU(np®) ist nam-
lich fir m > 2 immer einfach*®), ausgenommen im Fall PSU(3, 2%), wo
es sich um eine auflésbare Gruppe der Ordnung 72 handelt. Der eben aul3er
Betracht gelassene Fall n — 2 ist aber, wenn man auf die isomorphe
Gruppe PSH(2,P, K) Ubergeht, trivial, denn die Invarianz von

¥=§§— &4
bei einer Substitution von der Determinante Eins bedeutet, daR &,, &,
genau so wie &, & transformiert werden oder daR die Transformation
(o;1) mit der konjugierten (&;;} identisch ist, also dem Korper P an-
gehort. Somitist SH(2, P, K) = SL (2, P) und PSH(2, P, K) = P (2, P).
An dieser Stelle mége noch auf die von DICKSON*!) gefundene Iso-

morphie der Gruppe PSU(4, 2°) zu der in § 4 schon erwahnten ein-
fachen Gruppe PC(4, 3) der Ordnung 25920 hingewiesen werden.

in

37) L. E. DICKSON: Linear Groups, § 146, 148.

38) Bei DICKSON mit HA bezeichnet. Die Gruppe wird hyperabelsch genannt
weil sie die Komplexgruppe oder ARELsche lineare Gruppe as Untergruppe enthalt

3 L.E.DICKSON: Proc. London Math. Soc. 34 (1901) 185-205.%°

4 L. E. DICKSON: Linear Groups, § 145— 151- — J-A. DE SEGUTER: J. Math
pures appl. (7) 2 (1916) 281-366.

“l) L. E. DICKSON: Linear Groups, § 270-277
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8 6. Die orthogonalen Gruppen.

Es sei zunachst K ein Korper mit Charakteristik 2. Die Gruppe
der linearen Transformationen des E.(K), welche eine nichtsingulére

uadratische Form
q @=2anéé

invariant lassen, moge die erweiterte orthogonale Gruppe heiBen. Ihre
Transformationen haben bekanntlich die Determinante -4-1. Die mit
Determinante -1 bilden die engere orthogonale Gruppe O{#, K, §}.
Ist insbesondere Q die Einheitsform &2, so haben wir die erste
orthogonale Gruppe Oy(n, K). Die Transformationen von 0,(n, K) bilden

eine rationale (:)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit mit der
Parameterdarstellung

A={I+C) "I -C); C=-C7
[vgl. Gleichung .(3), § 5], welche aber nur die Elemente der Mannigfaltig-
keit wirklich darstellt, fur welche |I + 4| = ¢ ist. Eine ausnahmslos
gilltige Parameterdarstellung hat R. LIPSCHITZ*) angegeben. Indem er

mit Hilfe der 2"' Basiselemente 18,0, 3gpeqr-+n (@ b, Co =1,2,...,1;
a& < b«<Cc...) eines bestimmten hyperkomplexen Systems die Ausdricke

X=81+ &b+ + iy,

Y=§81+ 8+ + 8,

A=2y + D hipien+ 2 hapcatapeat -

-"11 = iu "Zlab"aa +2‘1abed’.abcd e
bildet, wobei die 2"-' Koeffizienten iy, 435, Aqpeqs+. . rational von
(:)+1 unter ihnen abhangen, gelingt es ihm, jede orthogonale Trans-
formation X — ¥ durch die Formel

AX=Y4,

darzustellen. Dabei bilden die A4 eine Gruppe.
Im Fall des Korpers der reellen oder der komplexen Zahlen wird
die Gruppe O (n, K) nach KRONECKER*®) erzeugt durch die Substitutionen

& == c& — 8§
& =38 +ck (B sE=1).
iibrige .& = &,

Aus der im vorigen Paragraphen erwéhnten Diagonaltransformation
der unitéren Matrices folgt leicht, daB eine reelle orthogonale Matrix A

“) R. LIPSCHITZ: Untersuchungen (iber die Summen von Quadraten.
Bonn 1884.
) L. KRONECKER: S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1890 1063-1080.



§ 6. Die orthogonalen Gruppen. 15

sich durch Transfor mation mit einer ebensolchen M atrix auf eine Nor mal -
form BAB™ bringen laRt, bestehend aus langs der Diagonale anein-
andergereihten zweireihigen K dst g (" “H1iter4 s*=1 und evtl.
noch Zahlen 41 in der Diagonale.

Wir kehren nun zu beliebigen K6rpern K mit Charakteristik =$ 2
und beliebigen quadratischen Formen Q zurtick. Jede solche Form Q
lakt sich in K auf die Form

d) 2080

transformieren. st K algebraisch abgeschlossen, so konnen alle o
gleich Eins gewahlt werden. Ist K der Korper der reellen Zahlen, so
konnen alle &; = 414 gewdahlt werden; die Anzahl der negativen unter
ihnen hei3t die Signatur oder der Tragheitsindex der Form Q und ist
bei linearen Transformationen invariant. Ist K ein Galois-Feld GF(q),
so kénnen alle &#; = 1 gewahlt werden mit Ausnahme des letzten, der
dann gleich der Diskriminante D der Form Qist. Die Gruppe O(n, K, Q)
kann daher in diesem Fall auch mit Op(n, K) oder mit Op (n, ) bezeichnet
werden. Je nachdem, ob D ein Quadrat oder ein Nichtquadrat ist,
handelt es sich um die erste oder die zweite orthogonale Gruppe 0, (n, )
oder 0,(n, g). AlsIndex v kann ein beliebiges Nichtquadrat des Korpers
GF(g) benutzt werden. Fir ungerades n ist zwischen 0y(n,q) und
O, (n, q) kein Unterschied, dadann eine Form mit Diskriminante v durch
Multiplikation mit v in eine solche mit quadratischer Diskriminante
verwandelt werden kann.

Die Ordnungen der Gruppen 0Op(n,g) sind™) flr ungerade n

@t et — 1)y

und fir gerade n

(‘I"‘l - ’?E%) -1 —1)¢

“)

¢g—1

e=(—1) 2 ; n=1 fiir O)(n,q}; n=—1 fir 0,(x,¢).

Die Erzeugenden der Gruppe Op(n, ) sind bei DICKSON (Linear
Groups, § 173) angegeben. Die Gruppen ©(2,K, ) sind abelsch, also
nicht weiter interessant. Wir setzen daher fortan » >> 2 voraus. Die
maximalen auflésbaren Untergruppen der Gruppen 0(2, p, Q) hat
C. JORDAN®) studiert. Die abelschen Untergruppen der komplexen
orthogonalen Gruppen hat H. B. HEYWOOD*) aufgestellt.

Bildet man aus der Gruppe O(n, K,Q die Faktorgruppe nach den
Transformationen 21 {2 = -1, fir ungerade n nur 4 =1), so erhalt
man eine projektive Gruppe PO(nK,Q), welche eine quadratische

a4 E. DICKSON: Linear Groups, § 172.

) L.
%) C. JORDAN: J. de Math. (7) 3 (1917) 263-374.
“Y H.B.HEYWOOD: Messenger of Math. (2) 43 (1913) 14-21.
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Hyperflache Q — 0 invariant |&R8t. Fir ungerade n ist PO(n, K, Q) ein-
stufig isomorph zu 0(n, K, Q. Fir gerade n = 2m sind die Transforma-
tionen von PO(2tn, K,Q) unter den in weiterem Sinne orthogonalen
Transformationen dadurch ausgezeichnet, dal sie die beiden Scharen
von linearen Rdumen P, _;, welche (evtl. nach Erweiterung des Grund-
korpers K) auf der Hyperflache Q = 0 des Raumes P,,; angetroffen
werden, nicht miteinander vertauschen. Ist K der Kdorper der reellen
Zahlen und hat Q den Tragheitsindex 0 oder 1, so nennt man PO(n, K,Q)
eine nichteuklidische (elliptische oder hyperbolische) Bewegungsgruppe.

Im Fall eines endlichen Korpers K besitzt die Gruppe Op(n, K), wie
DE SEGUIER und JORDAN*') zuerst gezeigt haben, eine Untergruppe
O)p (%, K) vom Index 2, deren Erzeugende vorher DICKSON*) schon an-
gegeben hatte. Die Transformationen dieser Untergruppen sind dadurch
charakterisiert, daR sie die Punkte der Hyperflache Q = 1 des Raumes
E.(K) nach einer geraden Permutation untereinander transformieren.

Fir die Struktur der Gruppen PO(n, K,Q) spielt der Fall n — 4 eine
Ausnahmerolle, weil in diesem Fall die Gruppe im wesentlichen ein
direktes Produkt von zwei nichtabelschen einfachen Gruppen ist (siehe
§ 7). Fur# > 4 dagegen sind die Gruppen PO%{x, ¢}, die in POp(n, )
nur den Index 1 oder 2 haben, ale einfach*®). Dasselbe gilt auch fiir
n — 3, mit der einen Ausnahme PO’ (3, 3) o PSL(2,3) ~ %, (vgl.87).
Bei beliebigen Grundkdrpern K sind die Verhaltnisse noch nicht restlos
geklart. Nimmt man die Form Q in einer von den drei folgenden Ge-
stalten an

Q=&+ &+ - 4 Ea1by (N ungerade)
Q = E;Eg + 5354 4+ 4 En—l'fn (n gerade)
Q = ‘P(El, Es} + 5354 + - 4 En—lfn (n gerade),

so gibt es wieder eine Untergruppe PO' (n, K, Q) mit abelscher Faktor-
gruppe, deren Index man nicht allgemein angeben kann und die fur
n 4= 4 nach DICKSON®) einfach ist. Fir den Fall, daB K der Kérper
der reellen Zahlen ist, folgt aus der Theorie der kontinuierlichen Gruppen,
dal der kontinierlich mit der Identitdt zusammenh&ngende Teil von
PO(N,K,Q) fir » % 4 einfach ist®).

EinigermafRen anders als in den bisher betrachteten Fallen, wo die
Charakteristik 42 war, liegen die Verhaltnisse bei Korpern der Charak-

47) J.-A. DE SEGUIER: C. R. Acad. Sci., Paris 157 (1913) 430-432. - C. JOR-
DAN: J. Math, pures appl. (7) 2 (1916) 253-280.

48y L. E. DICKSON: Linear Groups, § 181.

49 L. E.DICKSON: Linear Groups, 8 191 —192. Vgl. auch J.-A. DE SEGUIER:
J. Math pures appl. (7) 2 (1916) 281-365.

) L. E.DICKSON: Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901) 363-394 - Proc.
London Math. Soc, 34 (1902) 185— 205

5y E. CARTAN: Ann. Ecole norm. 31 (1914) 263-355. — B. L. VAN DER
WAERDEN: Math. Z. 36 (1933) 780—786.
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teristik 2. Es sei also K ein vollkommener Korper der Charakteristik 2.
Jede quadratische Form in n Variablen mit Koeffizienten aus K, welche
nicht als Form in weniger als n Variablen geschrieben werden kann,
lakt sich dann auf eine der beiden Normalformen

Q=458+ &b+ - + &bt + & (n ungerade)
Q = 5153 SRR T NP Q’(fn-u Ea) (n gerade)

bringen®?), wo ¢ eine quadratische Formin &,_, und £, ist. Ist<pim
Korper K zerlegbar (erster Fall), so kann man ¢ == £, _,&, annehmen,
im anderen (zweiten) Fall kann man durch eine einfache Transformation

@ =fn-rbn+ A2 £ mit 140

erreichen. Der erste Fall ordnet sich dem zweiten fiur X = 0 unter. Fr
gerade n kann man also in jedem Fall setzen
Q = 51&2 + -+ En-a‘fu—? + Eﬂ—lf’l + ‘1{'5»—12 -+ 5“3) .
Diejenigen Transformationen, welche die Form Q invariant lassen,
bilden wieder die orthogonale Gruppe 0(n,K,Q). Fir ungerade n und Q
in der obigen Normalform kann man einfach O(n, K) schreiben. Fir

gerade n schreibe man G;{n, K). Jede Transformation von 0(n, K,Q)
lakt auch die Polarform von Q:

P= (&5, — &) + oo+ (ExceBu-1 — Eu-1fn-s}  (n ungerade)
P = (fl’ls - ‘527?1) + -+ (‘Eu-—l"}n - Euqﬂ—l) (n gerade)

invariant®). Wenn e dem, Strahl" §, = & =+.. =&, | = 0 angehort,
so wird, falls n ungerade, die Polarform P identisch Null in rj; also
missen unsere Transformationen auch diesen Strahl invariant lassen,
d. h. sie transformieren &,, ..., &_; nur untereinander, und zwar nach
einer Transformation der Komplexgruppe C(n— 1,K). Also ist die
Gruppe 0(n, K, Q) fur ungerades n auf die Komplexgruppe C(n — 1, K)
homomorph abgebildet. Untersucht man, welche Transformationen von
0(n, K, Q) bei dieser Abbildung die Identitat ergeben, so findet man,
da es sich um einen |-lsomorphismus handelt:

0Q@2m +1,Kye2 C(2m, K).

Fur gerades n — 2m ist die orthogonale Gruppe 0(n, K, Q) — @;(n,K)
eine echte Untergruppe der Komplexgruppe C(2m, K); sie wird daher
auch als eine hypoabelsche &ruppe bezeichnet (erste oder zweite hypo-
abelsche Gruppe, je nachdem, ob 4 =0 oder 4 & 0 ist).

Die Hyperflache Q = 0 des projektiven Raumes P,.,_; enthalt zwei
(,reelle" oder konjugierte) Scharen von linearen Rdumen Py _;, welche
durch die Gruppe 0(2mK,Q)' in sich oder ineinander transformiert
werden. Die Untergruppe, welche sie einzeln in sich transformiert, heif3t

2) Siehe etwa L. E. DICKSON: Linear Groups, § 199.
%) 1o — Egay ist dasselbe  w &ymy -+ Egmyg e n Charakteristik 2.
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die engere orthogonal e oder JORDANSCHE hypoabel sche Grupif; {2, K)t4).
Fir K = GF (q), q = 2, schreiben wir wieder J; (2m, ¢) statt 7, (2, K).
Die Ordnungen dieser Gruppen sind

{g" — (@™ — 1)@V (g-H — f)gr=-D (2 — 1),
wo £==1 flir =0 und &= —1 fiir 4 40,

Nach L. E. bickson®) sind die Gruppen J; (2m, K) fir 2m > 4 fur
vollkommene Korper K alle einfach. Im Ausnahmefall 2m =4 ist
Ji(2m, K) ein direktes Produkt (vgl. § 7). Fur 2m= 2 ist die Gruppe,
wie leicht ersichtlich, isomorph der multiplikativen Gruppe des Kor-
pers K, dso abelsch.

Im Fall des Korpers der komplexen Zahlen bilden die Gruppen
PSL (n, K), PC(n, K) und PO (n, K) drei unendliche Reihen von ein-
fachen kontinuierlichen Gruppen. AuRer diesen gibt es nach E. CARTAN %)
nur noch finf Typen von einfachen analytischen kontinuierlichen Grup-
pen, deren einfachste eine lineare Gruppe vom Grade 7 ist, deren Ele-
mente von 14 komplexen Parametern analytisch abhéngen. L. E. DICK-
SON*) hat ein Analogon dieser Gruppe fir beliebige Grundkorper K ge-
funden und den Einfachheitsbewels algemein geliefert.

8 7. Die Isomorphismen der orthogonalen Gruppen
in 3, 4, 5 und 6 Dimensionen.

Die orthogonalen Gruppen PO(n, K,Q) sind in den Félen n= 3
4, 5, 6 isomorph zu gewissen linearen Gruppen kleineren Grades. Es
handelt sich hier um ganz singuldre, einmalige Erscheinungen, die
kein Analogon fur beliebige Dimensionszahlen haben.

Fir den Fall des Korpers der komplexen Zahlen sowie fir einige
reclle Félle wurden diese 1somorphismen wohl zuerst von F. KLEIN®®)
angegeben. Der reelle dreidimensionale Fall: die Isomorphie der Gruppe
der gewohnlichen Kugeldrehungen zu einer Gruppe von gebrochen-
linearen Transformationen einer komplexen Veranderlichen, ist alge-
mein bekannt. Ein redller vierdimensionaler Fall steht bel GOURSAT®);

) DICKSON schreibt FH(2m, q) und SH{2m, q) fir K — GF(g) und i = o
bzw. 4 = u (First and second hypoabelian groups).

%) L. E.DICKSON: Linear Groups, § 209 DICKSON betrachtet zwar nur end-
liche Korper K; sein Beweis gilt aber ungedndert fiir alle vollkommenen Korper
von der Charakteristik 2.

%) E. CARTAN: These. Paris 1894 (2. Aufl. Paris 1933). Vgl. auch B. L. VAN
DER WAERDEN: Math. Z. 37 (1933) 446—462.

%) L. E.DICKSON: Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901) 383—391.

%) F. KLEIN: Math. Ann. 5 (1872) 256—277; 23 (1884) 539-578; 43 (1893)
63—100 (Erlanger Programm von 1871).

59)E. GOURSAT: Ann. Ecole norm. (3) 6 (1889) 9—102. Vgl. auch F. KLEIN:
Math. Ann. 37 (1890) 546—554 sowie E. STUDY: Amer. J. Math. 19 (1906) 116.
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ein anderer, ebenfdls zur Zeit KLEINS schon bekannter®®) Fall
spielt in der relativistischen Quantenmechanik ene groRe Rolle®).
Die redllen funf- und sechsdimensionalen Falle wurden von CARTAN®?),
STUDY®® und SCHOUTEN®) behandelt. Eine erschdpfende Diskussion
der Isomorphismen fir den Fall des Galois-Feldes gab L. E. DICKSON®®).
Wir werden se hier mit einer einheitlichen Methode fir beliebige
Korper herleiten.

|. Die Fdlle n=4 und n=6.

n= 4. Wir nehmen zunéchst an, die Form Q lesse sich durch

Transformation in K auf die Gestalt
Ql =51$z— 5054

bringen. Die quadratische Flache Q = 0 im projektiven Raum P
besitzt dann die Parameterdarstellung
) Gy, Ea=ldothy, Es=lipia, §y=lgpn.

Die geometrische Bedeutung der Parameter 4; und g, ist unmittel-
bar ersichtlich: 4; = konst. un g, = nst. sind die beiden Scharen
von Geraden auf der Flache, und die Verhdltnisse 4,: 4, und g, : g,
sind projektive Parameter in den Punktreihen, welche die Geraden
einer Schar auf einer Geraden der anderen Schar ausschneiden. Daraus
folgt aber sofort: Bei einer projektiven Transformation der Fléche
Q. = 0in sich, welche die beiden Scharen nicht vertauscht, werden die
beiden Parameterverhdltnisse 4,:3, und u,:#; (unabhangig von-
einander) projektiv transformiert:

3 b= 2a ki, php=2buyt-

Sind umgekehrt zwel projektive Transformationen der Parameter-
verhdtnisse 4,:4; und g, : gy gegeben, welche durch Formeln (3)
dargestellt werden kdnnen, so werden auf Grund der Transformation (3)

auch die Produkte 4, g, dso die Koordinaten der zugehtrigen Punkte
der Flache, linear transformiert:

@) A pe = 22“:’1 by

Diese Transformation der Flache kann man auf den ganzen Raum
ausdehnen, indem man die Koordinaten &; beliebiger Punkte genau so

60) Siehe etwa R. FRICKE-F. KLEIN: Vorlesungen iiber automorphe Funk-
tionen |. Braunschweig 1897.

61) Siehe etwa B. L. VAN DER WAERDEN: Die gruppentheoretische Methode
in der Quantenmechanik. Berlin 1932, § 20.

2 E. CARTAN: Ann. Ecole norm. 31 (1914) 353-355-

6% E. STUDY: Math. Z. 18 (1923) 55-86 u. 201-229; 21 (1924) 45-71 u.
174-194 - J. reine angew. Math. 157 (1927) 33— 59

¢ J. A. SCHOUTEN und J. HAANTJES: Konforme Feldtheorie | | . Erscheint
1935 in den Ann. Scuola norm. super. Pisa

%) L. E. DICKSON: Linear Groups. Leipzig 1902, § 178 — 208.
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linear transformiert wie die Koordinaten der Punkte der Flache nach (4).
Am bequemsten schreiben sich die Formeln dieser Transformation,
wenn man die & mit Doppelindizes bezeichnet:

b =wy, =05 &G=o,, §{=o0y.
Dann hat man einfach die Koordinaten e,; genau so zu transformieren
wie die Produkte A g nach (4):
6] wiy = 2 Xy, by w, ).
Diese Transformation transformiert nun die Flache in sich, und zwar
0, da3 die Parameterwerte 4;, g ihrer Punkte genau nach (3) trans
formiert werden. Damit ist bewiesen:

Die Gruppe der projektiven Transformationen des Raumes P3, welche
die beiden Ger adenscharen der Flache Q, = 0 einzeln in sich Uberfuhren,
ist isomorph dem direkten Produkt PGL(2,K) X PGL(2,K) der pro-
jektiven Gruppen der Parameierverhaltnisse i, : 2, und g, @ pi,.

Die Transformationen (5) transformieren zwar die Fléche Q, =0
in sich, aber de brauchen die Form

1 = Wy gy — W1y 0y
nicht absolut invariant zu lassen. Eine leichte Rechnung lehrt, dal3
diese Form bei der Transformation (5 mit dem Produkt aR der
Determinanten der Matrices A und B multipliziert wird. Damit nun
die Transformation (5) zur Gruppe O(n,K,Q;), aso die zugehtrige
projektive Transformation zu PO(n, K,Q;) gehdrt, muld se Q; absolut
invariant lassen, d.h. es mul «ff == 1 sein. Also:

Die Gruppe P0(4, K, Q) ist isomorph zur Gruppe der Paare von
binéren projektiven Transformationen, deren Determinanten das Produkt
Eins ergeben.

Eine Untergruppe (mit abelscher Faktorgruppe) erhdt man, wenn
man sich auf die Paare von bindren Transformationen mit Deter-
minanten gleich Eins beschrankt. Die so definierte Untergruppe von
PO(4,K,Q) wird mit PO"{4,K, @), die entsprechende lineare Gruppe
mit O'(4,K,Q) bezeichnet. Man hat nunmehr die Isomorphie:

©) PO’ (4,K, @) = PSL(2,K) x PSL{2,K).
Bemerkung. Nimmt man an Stelle von (3) zwe halblineare
Transformationen
A= th‘j 113’ = Zculzs
mit demselben S, so erhdt man statt (5 auch eine halblineare Trans-
formation der Flache @; = 0 in sich. Nimmt man statt (3) eine lineare

) Eigentlich miRte man, da es sich um ene projektive Transformation
handelt, rechts noch enen willkirlichen Faktor A hinzufiigen; aber diesen kann
man in die Matrix B hineinziehen.
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oder halblineare Transformation, welche die 4 in g’ und die g und i*
Uberfihrt, so erh@t man eine lineare oder halblineare Transformation
der @, welche die beiden Scharen von Geraden vertauscht.

n=6. Wir nehmen wieder an, dal die Form Q sich auf die Gestalt

(7) Ql = 5158 + {"3{" + 5560

bringen 1akt. Wir flihren die neuen Bezeichnungen

C)] “n=f1n “u—_-'fg, n13=§a. ﬂu=e‘, 3‘5“=§5, :‘I‘a=§°; M= —Ty;
ein, wodurch Q; in

9) Oy = T3 Ty + Tys Mgy + Ty g

Ubergeht. Die Bedingung Q; = 0 ist nun notwendig und hinreichend
dafir, daR die 7, wdie PLUCKERschen Koordinaten einer Geraden des
Raumes Py sind. Das heiflt, die Parameterdarstellung

(10) T = XV — X Wy

stellt die ganze Hyperflache Q;= 0 dar. Halt man in (10) die x kon-
stant, betrachtet also alle Geraden durch einen festen Punkt x des Pj,
so durchlauft der Punkt & mit Koordinaten #; eine Ebene, die ganz
auf der Hyperflache Q; — 0 liegt. In dieser Weise entspricht jedem
Punkte des Raumes P; eine Ebene der Hyperflache. Ebenso entspricht
jeder Ebene des Raumes P; eine Ebene der Hyperflache. So erhalt
man die beiden Scharen von Ebenen der Hyperflache. Sind ein Punkt
und eine Ebene in Pz inzident, so schneiden sich die ihnen entsprechenden
Ebenen auf der Hyperflache in einer Geraden, und umgekehrt.

Eine Kollineation des Raumes Ps, welche die Hyperflache Q; = 0
in sich transformiert und die beiden Scharen von Ebenen einzeln in
sich transformiert, induziert dadurch auch eine Transformation der
Punkte und Ebenen des Raumes P3;, welche die Inzidenz erhélt, also
eine Kollineation®’)

(12) % = brx,S.

Ebenso induziert eine Kollineation des Raumes Ps, welche die
Hyperflache in sich transformiert und die Ebenenscharen vertauscht,
in P; eine Transformation, welche Punkte in Ebenen und umgekehrt
Uberfihrt und die Inzidenz erhalt, also eine Korrelation
(12) st = d¥ xS,

Ist umgekehrt eine Kollineation (11) oder eine Korrelation (12)
gegeben, so induzieren diese je eine halblineare Transformation der
Linienkoordinaten:

(13 = bf btl";ss
bzw. ) )
(14) 1“Ql' — dljdﬂ nﬂs,

) Wir fithren jetzt hoch und tief gestellte Indizes ein und verabreden, dal
Uber jeden unten und oben vorkommenden variablen Index summiert wird.
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wobei ‘¥ die kontragedienten Linienkoordinaten sind, die mit den
kogredienten 7, durch die Formeln
(15) ‘ml==ny,, ‘AR =n,, ‘A=r1n, w=m,, ‘T=al,, aP=mn,
verbunden sind. Damit ist bewiesen:

Die Gruppe der Kollineationen des Raumes Ps, welche die Hyper-
flache Q; — O invariant lassen, ist isomorph der Gruppe der Kollineationen
und Korrelationen des Raumes P;  Dabei entsprechen die Kollineationen
von P; denjenigen Kollineationen von Ps, welche die beiden Ebenen-
scharen der Hyperflache nicht vertauschen, und insbesondere die pro-
jektiven  Transformationen (S = I) den projektiven. Die Gruppe der
die beiden Ebenenscharen nicht vertauschenden automorphen Kollinea-
tionen der Hyperflache Q, = 0 ist also isomorph der projektiven Gruppe

PGL(4,K).

Wir beschréanken uns jetzt auf die projektiven Transformationen,
nehmen aso S=1 an und figen in (13) rechts einen willkurlichen
Faktor g hinzu:

(16) e =oblb'm,S.

Bei der linearen Transformation (16) wird die Form (9) mit dem
Faktor g8 multipliziert, wo R die Determinante der Matrix B ist.
Damit diese lineare Transformation zur Gruppe O(6,K,Q;), also die
entsprechende projektive Transformation zu PO(6, k,Q:) gehért, mufR
e3f =1, aso
1 p=1rg*
ein Quadrat sein. Mithin:

Die Gruppe PO(6, K,Q;) ist isomorph zur Gruppe aller quaternéren
projektiven  Transformationen, deren Determinanten Quadrate sind.

Eine Untergruppe der letzteren (ndmlich ihre Kommutatorgruppe)
ist die spezielle projektive Gruppe PSL(4,K). Tlhr entspricht im
Isomorphismus eine Untergruppe PO'(6, K, Q,), die Kommutatorgruppe
von PO(6,K,Q;). Mithin gilt
(18) PO(6,K, Q)= PSL{4,K).

I'l. Bevor wir zu den noch verbleibenden Féllen n=3 und n= 5
Ubergehen, besprechen wir die Erweiterung der bisherigen Ergebnisse
auf diejenigen Formen Q, die sich nicht auf die Gestalten (1) bzw. (7)
bringen lassen. Wir fangen dabei mit dem lehrreichsten Fall n = 6 an.

Der Grundkérper mdége von nun an mit P bezeichnet werden.
Falls P nicht die Charakteristik 2 hat, &kt sich Q in P jedenfals auf
die Gestalt
(19) Q = 0‘1'512 + 0‘3'59,2 + -+ “efﬂg
bringen; hat aber P die Charakteristik 2, so nehmen wir nach § 6
(20) Q =§&&a+ Ef+ &8+ 1(552 + &%)
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ads Normaform an. Im Fall (19) kann man nach Adjunktion der
drei Quadratwurzeln

Xy &y . Xy
w1= —_—= ity =V—;—, Wy =) ——
3

schreiben: “1 ™
Q = ot (&, + w8 (6, — w1 da) + aglfs + wa b (&5 — w3y
+ (€ + weds) (55 — wydy) -

Im Fall (20) adjungiere man ebenso die Wurzeln 0, und O, der
Gleichung O+ A1+ 6% =0

und erhalt Q = Elfz + ESEI. + A(Ea - 0150} (sta - 6350) .

Man erhdlt so jedesmal einen separablen Erweiterungskorper K, in
welchem die Form Q sich auf die Normalgestalt (7) oder (9) bringen
laRt, wobei die in dieser Normalgestalt vorkommenden Variablen =,
lineare Funktionen der urspriinglichen & mit Koeffizienten aus K sind:
(21) me = e’ &,

Bemerkenswert ist dabei, dal} sowohl im Fall des Galois-Feldes
wie im Fall des Korpers der reellen Zahlen jedesma eine quadratische
Erweiterung K des Korpers P ausreicht.

Im Erweiterungskorper K gelten alle oben bewiesene Isomorphis-
men; insbesondere ist PO(6, K, @) o2 PO(6, K, @,) isomorph einer
Untergruppe von PGL(4, K). Gehen wir nun wieder von PO(6, K,Q)
zur Untergruppe PO(6, P,Q) Uber, so haben wir zu untersuchen,
welche Untergruppe von PGL(4, K) ihr im Isomorphismus entspricht.

Eine projektive Transformation T mit Koeffizienten K gehért dann
und nur dann zum Grundkorper P, wenn se mit allen Automorphis-
men S der GALOisschen Gruppe® von K/P, genauer mit allen Kollinea-
tionen
(22) & =& ($ in @)
vertauschbar ist®®). Diese Vertauschbarkeit bleibt bei dem isomorphen
Ubergang zu der Gruppe der Korrelationen und Kollineationen des Ps
erhalten. Der Korrelation (22), welche jedenfals die Hyperfléche
Q =0 invariant |&Rt, mdge eine Kollineation oder Korrelation Cs
des Raumes P; entsprechen. Dann folgt: Der Gruppe PO(6,P,Q)
entspricht im Isomorphismus die Untergruppe derjenigen Transforma-
tionen von PGL(4,K), deren Determinanten Quadrate sind, und welche
mit allen Korrelationen bzw. Korrelationen Cs, welche zu den Substitu-
tionen S der GALOIsschen Gruppe von K/P gehoren, vertauschbar sind.

) Zum Beweis bemerke man, daR man ein Matrixelement der projektiven
Transformation T immer gleich Eins wahlen kann. Ist dann T mit der Kollineation
(22) vertauschbar, so missen alle Matrixelemente die Substitutionen S gestatten
und daher, da K separabel Uber P ist, zu P gehoren.
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Je nach der Natur der C, fallen diese Bedingungen natilrlich ver-
schieden aus. Wenn C; eine Korrelation (12) ist, kann man die mit
ihr vertauschbaren Kollineationen auch charakterisieren als digjenigen,
welche die Form
(23) d"‘x;x;,s
bis auf einen Faktor invariant lassen.

Es sai z. B. P der Korper der reellen Zahlen und
(24) Q=51’+5:’+53'+E.’+E;'+$.’.

Die Substitution (21), die Q auf die Form (9) bringt, heift dann

Ryg == £1+"£:- ryy =&+, myy =&+ i&s,

g =& — 16y, W= E— 8, my =& — ik
Die Kollineation (22) fiihrt nun /.y in 7,5, 75 in 7,°, 7, in 7e® und
umgekehrt Uber, wobei 5 der Ubergang zum konjugiert Komplexen
ist. Ihr entspricht im Isomorphismus die Korrelation

w=xf,
aus der man die HERMITEsche Form
(25 2’ =2 n%

bilden kann. Wenn eine redlle projektive Transformation diese Form
bis auf einen Faktor invariant 1a3t, so muR? dieser Faktor positiv sein,
denn die Form (25) ist positiv-definit. Somit kann man den Faktor
auch gleich Eins wéhlen. Damit haben wir die Isomorphie

(26) PO, (6, P) o2 PU (4, K).
Diesdlben Uberlegungen gelten mit kleinen Modifikationen immer

dann, wenn die Form Q bei beliebigem Grundkorper P eine der beiden
Gestalten

@7 e = @ (&, §0) + s, E) + @(6s. &)

(29) Qs = (), &) + &b + &

hat, wo @ eine in P unzerlegbare quadratische Form ist. Die zugehdrige
Form (23) hat im ersten Fall (27) die Gestalt (25), im zweiten Fall (28)
die Gestalt

(29) Xy Ry — X By + X Ky — %3 By

Man erhélt aso bei Q, immer eine unitare Gruppe, bei Qs eine hyperabel-
sche Gruppe. Geht man zu derjenigen Untergruppe PSU bzw. PSH
Uber, deren Elemente die Form (25) bzw. (29) absolut-invariant lassen
und die Determinante Eins haben, so entspricht ihr in der Isomorphie
auch eine Untergruppe PO mit abelscher Faktorgruppe:

(30) PO'(6, P, Q) = PSU(4, K)
(31) PO'(6,P. Q) & PSH{4,K).



§ 7. Die Isomorphismen der orthogonalen Gruppen. 25

Ist K ein Galois-Feld, so sind die Gruppen PSU und PSH rechter
Hand nach 8 5 zu einander isomorph. Die Formen Q; und Q, (oder auch
Q: und Qs) mit Diskriminanten —1 und —#» erschopfen auch schon
ale Typen von quadratischen Formen Uber einem Gaois-Feld GF(q).
Dasselbe gilt auch fir vollkommene Korper der Charakteristik 2, wo
Q: und Qs zu den Gruppen J, und J, gehtren. Ist P der Korper der
reellen Zahlen, so haben die Formen Q. und Q; die Trégheitsindizes 0
und 2, die Form Q; den Index 3. Eine Form vom Trégheitsindex 1
kann mit derselben Methode behandelt werden: Man erhédlt die Gruppe
der projektiven Transformationen, die mit einer Antikollineation der
Gestalt

H=%, %Nm=—F H=+1% x=-5

vertausghbar sind. Nach sTuby®®) kann man diese Transformationen
sehr elegant durch Quaternionenmatrizes darstellen.

Genau analog ist der Fall n = 4. Auch hier bringt man durch Ein-
fihrung von neuen Verénderlichen

Wi = dy” €y
die Form Q auf die Gestalt
Q = Wy Wy — W1y,
sucht dann zur Kollineation
$:= Evs

eine entsprechende halblineare Transformation Cs der 4 und # und
bildet schliefflich die Gruppe der mit Cs vertauschbaren Paare von
projektiven Transformationen der Parameterverhdltnisse 4;:2, und

foy i B
' Es kommen aul}er (1) vor allem zwei Gestalten der Form Q in

Betracht:
32) Qe =é5 + 9l 54
(33 Qs = @lé1, &) + @5, £)).

Beim Korper der reellen Zahlen sind Q;, Q., Qs typische Formen
der Trégheitsindizes 2, i und 0. Beim Gaois-Feld GF(q) erschopfen
Q; und Q, schon die mdglichen Félle (Diskriminante ein Quadrat bzw.
Nichtquadrat).

Im Fall der Form Q, wird Cs die Transformation

Y =pu’ #=4"

L=u M= 45
Damit ein Paar von bindren projektiven Transformationen A, B mit
C, vertauschbar s, mul3 fur ihre Matrices gelten

B = QAS,
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wahrend A willkirlich bleibt. Statt des direkten Produktes PGL(2, K)
X PGL(2,K) in der zu Anfang dieses Paragraphen erwdhnten Iso-
morphie erh@t man asojetzt nur die eine Gruppe PGL (2, K). Die Unter-
gruppe PO (4, P,Q,) wird isomorph der Gruppe derjenigen Transfor-
mationen aus PGL(2,K), deren Determinanten a die Eigenschaft
oo = p~% = Quadrat in K

haben. Im Fall des Galois-Feldes oder des Korpers der reellen Zahlen
ist diese Bedingung automatisch erfillt; aso gilt in diesen beiden
Félen die Isomorphie

(34) PO4,P, Q) 22 PGL(2,K).

Im reellen Fall ist die Gruppe linker Hand im wesentlichen die
Lorentzgruppe der spezidlen Relativitétstheorie.
Im Fall Q3 wird Cgdie Transformation

{ A =48 M= py
h=—if  lu=—pm

Die Bedingung, dal3 das Paar (A, B) mit dieser Transformation ver-
tauschbar sein soll, liefert jetzt zwei getrennte Bedingungen fir A
und B. Die Bedingung fir A heit, daR (4%, —4,% bis auf enen
Faktor ebenso transformiert werden sollen w i, 4,1 e r da3 die
Form
(35 M A5+ A4S
bis auf einen Faktor invariant bleiben soll. Entsprechend lautet die Be-
dingung fir B. Wir haben es also mit zwei erweiterten unitaren Gruppen
zu tun. Durch Ubergang zur engeren unitdren Gruppe erhé@t man
eine Untergruppe mit abelscher Faktorgruppe:

(36) PO’'(4,P, 0y 22 PSU(2,P,K) X PSU(2,P,K).

Ist P der Kérper der reellen Zahlen, so kann (wie oben) der Faktor,
mit dem die Form (35) multipliziert wird, immer = 1 gewahlt werden;
in diesem Fall gilt dso

37) PO,(4,K) = PO(4,K,Qy) = PU(2,K) X PU(2,K).

Man kann die unitéren Transformationen in diesem Fall auch as
Quaternionen schreiben:

S Bt Jaty EEHH B A RTRANER
=ol 4+ ] +yK+ 5L

und erhdlt dann ohne Mihe die bekannte zweideutige Darstellung der
reellen vierdimensionalen Drehungen in der Form

X'= AXB,

8
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wo X = &1+ & F + &K + &,L eine variable Quaternion und A und
B' Quaternionen von der Norm Eins sind®®).

I'11. Wir kommen nun zu den Féllen n = 3 und n — 5. Sie werden
einfach dadurch behandelt, dal? die Gruppen 0(3, K, Q und 0(5, K, Q)
als Untergruppen von 0(4, K, Q) bzw. 0(6, K, Q) betrachtet werden.
Da nach § 6 der Fall der Charakteristik 2 bei ungeradem n nicht inter-
essant ist, so konnen wir die Form Q in den Fallen n=3 und h — 5
in der Gestalt
Q=052+ apde? + & bzw. Q=082 + o £* + o ® + o £ 2+ &P
annehmen. Man ergdnzt nun Q zu einer quaterndren bzw. sendren
Form Q* durch Hinzufligung eines Gliedes —§&,& bzw. —§&,2, Indem man
notigenfalls durch Adjunktion von V—;ﬂ und V—%’ den Grund-

1 3
korper P zu einem Korper K erweitert, kann man in K die Form g*
auf die Gestalt

* *
Q% = —y Wy + Wy  bzw. Q% = My + RyyWy + Mgy

bringen, wo

wyy = &3+ &, twy = &5 — &,

bzw. = & + &, oy = & — &

gewdhlt werden kann. O0(3,K,Q) ist nun diejenige Untergruppe von
04, KQ), die &, aso auch 2§, = @y, — @y invariant 1akt. Ebenso
ist 0(5, K, Q) diejenige Untergruppe von 0 (6, K, Q), die2&; = 7y, — g
invariant laBt. Sucht man zu diesen Untergruppen die ihnen isomorph
entsprechenden projektiven Gruppen, Untergruppen von P0O(4,K,Q)
bzw. PO(6,K,Q) und dazu vermoge der oben besprochenen Isomor-
phismen wieder die entsprechenden Untergruppen von PGL(2, K)
X PGL(2, K) bzw. von PGL(4, K), so findet man schliefflich im Fall
n = 3 die Gruppe derjenigen Paare von projektiven Transformationen
von 414, und g1 me, welche die Form

(39) Apty — Aoty

bis auf einen Faktor invariant lassen, im Fall n = 5 ebenso diejenige
quaterndre projektive Gruppe, welche die Form

(39) (130 — %a31) +(%aye — %g¥s)

bis auf Faktoren invariant |&aRt.

Die Invarianz der Form (38) besagt, daf} u;: u, genau so trans-
formiert werden soll wie 4,: 4;; es gilt also die Isomorphie

(40) 0(3,K, Q)= PGL(2,K).
«) A. CAYLEY: J. reine angew. Math. 50 (1885) 312—313. Vgl. auch F. KLEIN:

Math. Ann. 37 (1890) 546—554 sowie J. BOUMAN: Nieuw Arch. Wiskde (2) 17
(1932) 240-266.
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Man kann diese auch direkt aus der Parameterdarstellung des
Kegelschnittes Q = 0 entnehmen. Die projektiven Transformationen
des Kegelschnittes in sich induzieren némlich gebrochen-lineare Para-
metertransformationen und umgekehrt.

Die Bedingung der Invarianz von (39) bis auf einen Faktor definiert
eine Erweiterung der Komplexgruppe. Beschrankt man sich auf die-
jenigen Transformationen, welche die Form (39) absolut invariant
lassen, so erhdlt man einen Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe:

(4) 05, K, Q= PC4,K).

Die Riickkehr von dem Oberkdrper K zu einem Unterkorper P kann,
wenn nétig, nach dem unter 11 fir n =4 und n = 6 erklarten Verfahren
ausgefuihrt werden. Im Fall des Galois-Feldes ist der Ubergang nicht
nétig, ebensowenig im Fall der reellen ,hyperbolischen Bewegungs-

gruppe’- 0 =1 + £+ &,
Im Fall des Korpers der reellen Zahlen und der Form
Q =&t + &0+
erhdlt man die bekannte Isomorphie (vgl. den Anfang diesss Para-
graphen)
42) 0,(3,K) @ PSU{2,P,K).

8 8. Lineare Gruppen im komplexen Zahlkorper. Reduzibleund
irreduzible, primitive, imprimitive und monomiale Gruppen.

Die Gruppen linearer Substitutionen mit komplexen Zahlenkoeffi-
zienten, im folgenden kurz lineare Gruppen genannt, sind nur dann
einigermalien zu Ubersehen, wenn man sich auf abgeschlossene Gruppen
beschrénkt, d. h. auf solche Gruppen von Matrizes, welche ale ihre
Héufungselemente enthalten, soweit diese nicht singulér sind. Nach
einem Satz von J. v. NEUMANN™) ist jede abgeschlossene lineare Gruppe &
folgendermal3en  beschaffen: & enthélt eine r-gliedrige kontinuierliche
(LIEsche) Untergruppe §, Normalteiler. vo®, und die Nebenklassen
von g sind alle voneinander isoliert, d. h. keine enthalt Haufungselemente
der Vereinigungsmenge der anderen. Dieser Satz ist ein Speziafall eines
Satzes Uber abgeschlossene Untergruppen von LIEschen Gruppen, den
E. cARTAN™) sehr einfach bewiesen hat. Die beiden Extremfélle bei
den abgeschlossenen linearen Gruppen sind also: die kontinuierlichen
Gruppen, wo $ = ® ist, und die diskreten (oder diskontinuierlichen),
wo § nur aus dem Eins-Element | besteht. Eine Gruppe heif3t dem-
nach diskret, wenn das Eins-Element (und damit auch jedes andere

70) J.v. NEUMANN: Math. Z. 30 (1929) 3-42.
") E. CARTAN: Mém. Sci. math. 42 (1930), insbesondere §27.
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Gruppenelement) nicht Haufungselement von anderen Gruppenelemen-
ten ist’?).

Die Struktur der kontinuierlichen Gruppen wird in der LIEschen
Theorie untersucht, ber welche ein anderes Heft dieser Ergebnisse be-
richten wird. Wir begnugen uns daher hier mit dem Hinweis, da eine
r-gliedrige kontinuierliche lineare Gruppe durch r linear-unabhéangige
Matrices A; . .., A, die Matrices der ,infinitesimalen Erzeugenden"
in der Weise bestimmt wird, daR die r eingliedrigen Untergruppen,
die von den Matrices £4¢ ( =1,2,...,#) gebildet werden, wo t alle
reellen Zahlen durchléuft, zusammen die r-gliedrige Gruppe erzeugen.
Jedes Gruppenelement in der Umgebung der Eins |aRt sich , kanonisch”
durch ehdat - +ird,

darstellen. Dabei ist ¢4 durch die Exponentialreihe definiert. Die
Matrices Ay, ..., A, missen die Relationen

Ay — A Ay =2 e 4,

erfiillen, wobei die reellen Konstanten ¢;;f nur von der , Struktur" der
Gruppe abhéngen, d. h. dieselben sind fir zwei Gruppen, welche , im
kleinen stetig isomorph" sind’!). Besonders wichtig sind die halbein-
fachen kontinuierlichen Gruppen, d. h. die, welche keine auflésbaren
kontinuierlichen Normalteiler enthalten. Die Strukturen dieser Gruppen
hat E. CARTAN™) vollstandig aufgezahlt, und auch ihre Darstellungen
durch lineare Transformationen sind im Prinzip alle bekannt).

Eine diskrete lineare Gruppe mit beschrankten Matrixelementen ist
offenbar endlich; insbesondere ist also eine diskrete Gruppe von uni-
téren Transformationen immer endlich. Von diesem Satz gilt die fol-
gende Umkehrung:

Jede endliche lineare Gruppe |8t eine positiv-de.inite HERMITESCHE
Form > o, &,&, invariant. Zum Beweise braucht man nach R.L.MOORE °)
nur die Form X &;&; allen Transformationen der Gruppe zu unterwerfen
und die Summe zu bilden. Dieselbe Beweismethode gilt, wenn man nach
HURWITZ'®) die Summation durch eine geeignete Integration iiber die

Gruppe ersetzt, auch fir kompakte kontinuierliche Gruppen, sogar nach

) Es hat nur dann einen Sinn von einer diskreten Gruppe zu reden, wenn
eine Topologie in der Gruppe definiert ist (wie es bei linearen Gruppen ja der
Fall ist). Es hat keinen Sinn, eine abstrakte Gruppe diskret oder diskontinuierlich
ZUu nennen.

™) E. CARTAN: Thése. Paris 1894 (2. Aufl. Paris 1933) — Ann. Ecole norm.
31 (1914) 263— 355. Vgl. auch VAN DER WAERDEN: Math. Z. 37 (1933) 446— 462
u. W. LANDHERR: Abh. Math. Semin. Hamburg. Univ. 11 (1934) 41—64.

™ E. CARTAN: Bull Soc. Math. France 41 (1913) 53—96 — J. Math pures
appl. (6) 10 (1914) 149-186. - H. WEYL: Math. Z. 23 (1925) 271-309; 24 (1925)
328-395.

® R.L.MOORE: Math. Ann. 50 (1898) 213-214. Dort weitere Literatur.

) A.HURWITZ: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1897 71-90. Vgl. auchWEYL™).
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HAAR'®) fir beliebige kompakte Gruppen. Noch allgemeiner gilt: Wenn
die Matrixelemente einer linearen Gruppe & gleichmafig beschrankt sind,
s0 besitzt @ eine invariante positive HERMITESCHE Form. Einen direkten
Beweis gab H. AUERBACH'"). Man kann den Satz aber auch aus dem
obigen Satz Uber die Struktur der abgeschlossenen Gruppen herleiten,
indem man die (kompakte) abgeschlossene Hiille von & bildet, welche
danach einen kontinuierlichen Normalteiler § mit voneinander isolierten,
also wegen der Kompaktheit nur endlich vielen Nebenklassen besitzt.
Durch Integration Uber die Untergruppe $ und Summation tber die
Nebenklassen a3t sich dann der obige MOOREsche Beweis libertragen.

Daman jede positiv-definite HERMITEsche For m durch Einfihrung
von neuen Koordinaten leicht in die Form

) -

&

1
transformieren kann (der Beweis ist ganz analog dem bekannten fir
quadratische Formen), so kann man sich bei der Diskussion der end-
lichen (oder allgemeiner der beschrankten) linearen Gruppen immer auf
Gruppen von unitaren Transformationen beschranken. Bei reellen end-
lichen Gruppen kann man die HERMITEsche Form durch die ent-
sprechende quadratische ersetzen, also die Transformationen der Gruppe
als orthogonal annehmen.

Eine lineare Gruppe heif3t reduzibel (oder in einer mit Recht auler
Gebrauch geratenen Bezeichnung: intransitiv), wenn sie einen echten
linearen Teilraum E, des Vektorraumes E, {0 < m << a} invariant
laRt. Ausder Existenz einer invarianten HERMITEschen Form folgt un-
mittelbar der Satz von MASCHKE'®): Ist eine endliche (oder allgemeiner
eine beschréankte) lineare Gruppe reduzibel, so |4kt der Vektorraum E,
sich in zwe invariante Teilraume zerlegen: E, =E, + E,_ ™. E,_,.
ist namlich der zu E,, ,,total senkrechte" Raum bei der durch die HER-
MITEsche Form bestimmten Metrik.

Auf die allgemeinen Eigenschaften reduzibler und irreduzibler line-
arer Gruppen (in beliebigen K&rpern) kommen wir in 8 11 — 15 zur tick.
Eine irreduzible kontinuierliche lineare Gruppe ist nach E. CARTAN?®)
entweder halbeinfach oder Produkt eines halbeinfachen Normalteilers
mit einer abelschen kontinuierlichen Gruppe, bestehend ausVielfachen Xl
der Identitat. Da man die halbeinfachen linearen Gruppen im Prinzip
kennt (sehe oben), so sind auch alle irreduziblen kontinuierlichen
Gruppen im Prinzip bekannt.

762) A. HAAR: Ann. of Math., I. s 34 (1933) 147—169.

™ H. AUERBACH: C. R. Acad. Sci., Paris 195 (1932) 1367.

) H.MASCHKE: Math. Ann. 52 (1899) 363-368.

) + heifRt direkte Summe (im Sinne der additiven Gruppen).

%) E. CARTAN: Ann. Ecole norm. 26 (1909) 147-148 - Bull. Soc. Math
France 41 (1913) 53-96.
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Eine lineare Gruppe heifdt imprimitiv, wenn es eine Zerlegung des
Raumes E, in T e i | E,+E +---+E t , welche bei der
Gruppe nur untereinander permutiert werden; sonst primitiv, Ist die
Gruppe @ irreduzibel, aberimprimitiv,soist b = k=-++.=1. Ist ins-

besondere kA =% =+++» =28 =1, so heilst die Gruppe monomial.
Eineimprimitive Gruppe ® besitzt einen reduziblen Normalteiler §,
welcher die Raume E,, E,, ..., E; einzeln invariant | & R @/ st iso-

morph einer Permutationsgruppe. Ist & monomial, so ist § abelsch.
Besitzt umgekehrt eine lineare Gruppe @ irgendeinen abelschen
Normalteiler £, der nicht aus lauter A besteht, so ist imprimitiv.
Der Beweis ergibt sich leicht daraus, da man die Transformationen
von § alle gleichzeitig auf Diagonalform bringen kann. Es folgt: Eine
lineare Gruppe ist imprimitiv, wenn sie einen endlichen abelschen Normal-
teiler enthdlt, der nicht im Zentrum enthalten ist. Weitere Sétze Uber im-
primitive Gruppen und ihre Normalteiler haben H. F. BLICHFELDT®)
und K. SHODA®) aufgestellt.

Ausdem eben formulierten Kriterium fur Imprimitivitat folgert man
leicht, dal eine lineare Gruppe von Primzahlpotenzordnung stets mo-
nomial ist®®); ebenso, daR jede zweistufige (metabelsche) lineare Gruppe®)
und insbesondere jede lineare Gruppe von quadratfreier Ordnung mo-
nomial ist®®). Die Beweismethode ist immer dieselbe: Der triviale abel-
sche Fall wird vorweggenommen. Im nichtabelschen Fall existiert ein
abelscher Normalteiler, der nicht im Zentrum enthalten ist. Daraus
folgt die Imprimitivitat, also die Existenz einer invarianten Zerlegung
E,~E,+E,+ ... Beschrankt man sich dann auf die Untergruppe,
die E, invariant 18Rt, so ist diese aus demselben Grunde in E, wieder
imprimitiv; also kann man E, und entsprechend Ey,. . . weiter zerlegen,
bis man eine invariante Zerlegung in eindimensionale Teilrdume er-
halten hat.

Nach C. JORDAN®) besitzt jede endliche lineare Gruppe ® einen
abelschen Normalteiler §, dessen Index i eine nur von n abhangige
Schranke nicht Ubersteigt. Die Ordnung von @ ist also gleich der Ord-
nung h von &, multipliziert mit der beschrénkten Zahl i. Ist insheson-
dere @& primitiv, so besteht § nach den obigen S&tzen nur aus Viel-
fachen der ldentitat, also ist dann die Ordnung der & entsprechenden
projektiven Gruppe beschrénkt (namlich gleich i).

81) H. F. BLICHFELDT: Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903) 387-397; 5 (1904)
310-325.

82) K. SHODA: J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 2 (1931) 180-209

83) Siehe FuRnote ®'). Vgl. auch MILLER-BLICHFELDT-DICKSON: Theory and
applications of finite groups. New York 1916.

84y K. TAKETA: Proc. Imp. Acad. Tokyo 6 (1930) 31-33-

85) W . BURNSIDE: Messenger Math. (2) 35 (1906) 46-50.

86) C. JORDAN: J. reine angew. Math. 84 (1878) 89—215.
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L. BIEBERBACH®) hat einen einfacheren Beweis des eben genannten
Satzes von JORDAN mit expliziter Schrankenangabe gegeben, der von
G. FROBENIUS®®) vereinfacht und von A. SPEISER®) verscharft wurde.
Die erwahnten Beweise beruhen ale darauf, dald zwei Substitutionen in
einer endlichen linearen Gruppe, die der Einheit gentigend benachbart
sind, notwendig vertauschbar sind. FROBENIUS®) gab die scharfste
Fassung diesss , hinreichend benachbart": es geniigt, dal3 die charak-
teristischen Wurzeln der einen Substitution nicht ganz den sechsten
Teil und die der anderen nicht ganz die Halfte des Einheitskreises ein-
nehmen.

Scharfe Schranken fir die Ordnung einer primitiven unimodularen
linearen Gruppe und fir die darin aufgehenden Primzahlpotenzen hat
H. F. BLICHFELDT®) aufgestellt. Sene Methode beruht auf der arith-
metischen Diskussion ener algebraischen Gleichung, welche, wenn X
und T beliebige Elemente der Gruppen sind, die Spuren der Transforma-
tionen X, XT, ZTe, .., ZT" 1 und ZT*(r >= — 1) miteinander und
mit den charakteristischen Wurzeln von T verbindet. Dieselbe Methode
liefert auch einen anderen Beweis des obigen Satzes von JORDAN.

Die Sétze von MASCHKE und JORDAN sind von |. SCHUR®) auf un-
endliche Gruppen von periodischen linearen Substitutionen (d. h. von
linearen Substitutionen endlicher Ordnung) ibertragen worden. Uber
diese Gruppen siehe weiter W. BURNSIDE: Proc. London Math. Soc. (2) 3
(1905) 435—440. Fir eine andere Veralgemeinerung der endlichen
linearen Gruppen sehe A. LOEwWY: Math. Ann. 64 (1907), 264—272.

Mit arithmetischen Methoden hat |. SCHUR®) bewiesen, dal3 die
Ordnung einer endlichen Gruppe gegebenen Grades beschrénkt ist, so-
bald gegeben ist, welchem Kreiskorper die Spuren der Gruppenelemente
angehoren.

8 9. Endliche lineare Gruppen gegebenen Grades.

Bei der Aufstellung aller endlichen linearen Gruppen gegebenen
Grades (d. h. gegebener Dimensionszahl) (iber dem Korper der kom-
plexen Zahlen beschrénkt man sich zweckmafig auf lineare Transforma-
tionen mit Determinante 1 (oder evtl. 4 1). Diese Einschréankung werden
wir im folgenden stillschweigend machen. Auch werden wir die Trans-

8y L. BIEBERBACH: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1911 231—240.

%) G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1911 241—248.

) A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. Berlin
1927, § 68.

) S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1911 373-378.

) H. F. BLICHFELDT: Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903) 387-397; 5 (1904)
310-325; 12 (1911) 39-42.

) | SCHUR: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1911 619-627.

%) |. SCHUR: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1905 77-91.
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formationen gemaR 8§ 8 alle als unitar (bzw. bei reellen Gruppen als
orthogonal) annehmen.

Zu jeder linearen Gruppe ® gehort eine projektive Gruppe @&’: die
Faktorgruppe von @ nach der Untergruppe der Transformationen iF
in . Der Aufstellung der linearen Gruppen eines gegebenen Grades
geht meistens die Aufstellung der zugehdrigen projektiven Gruppen
voran. Zu jeder solchen projektiven Gruppe @' gibt es eine groRte zu-
gehdrige lineare Gruppe ®, bestehend aus allen linearen Substitutionen
mit Determinante 4, deren zugehdrige projektive Transformationen in
@&’ liegen. Diese Gruppe ist n-stufig homomorph auf @’ abgebildet, da
jeder projektiven Transformation n lineare mit Determinante 1 ent-
sprechen. Alle linearen Gruppen, denen dieselbe projektive Gruppe ®°
entspricht, sind in dieser einen Gruppe @ enthalten.

Die endlichen binaren projektiven Gruppen hat F. KLEIN®*) bestimmt,
indem er vermoge der in § 7 besprochenen Isomorphie @3, P) @ PU(2, K)
die bindren projektiven Gruppen auf terndre reelle Drehungsgruppen
zuriickfahrt. Er findet so die bekannten Typen: zyklische Gruppen,
Diedergruppen, Tetraedergruppe, Oktaedergruppe, |kosaedergruppe.
Eine sehr einfache direkte Herleitungdieser Typengab H.H.MITCHELLY).
Zu allen diesen projektiven Gruppen gehdren nach dem friiher Be-
merkten bindre lineare Gruppen von der doppelten Ordnung. Nur zu
den zyklischen und den Diedergruppen gehdren auch lineare Gruppen
derselben Ordnung. Andere endliche binadre lineare Gruppen mit De-
terminante 4 gibt es nicht.

Die endlichen ternaren projektiven Gruppen sind von C.JORDAN®®)
und H.VALENTINER®") unvollstandig, von H. F. BLICHFELDT®) voll-
standig aufgestellt worden [vgl. auch H.H.MITCHELL%)]. Dadieimpri-
mitiven Gruppen entweder reduzibel oder monomial, also relativ leicht
zu finden sind, genligt es, die primitiven Gruppen anzugeben. Diese sind:

1. die projektive ternare Ikosaedergruppe Ggo, die der reellen ortho-
gonalen |kosaedergruppe entspricht;

2. die von JORDAN so genannte ,HESSEsche Gruppe" Gji6, Welche
die Wendepunktskonfiguration einer ebenen Kurve dritter Ordnung in
sich tberfiihrt®);

3. ein Normalteiler G, von Gy *);

%) F. KLEIN: Math. Ann. 9 (1876) 183-208.
%) H. H . MITCHELL: Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911) 208 — 211.
96) C. JORDAN: J. reine angew. Math. 84 (1878) 89—215.

97y H. VALENTINER: Skr. Widensk-Selsk. Kopenhagen (6) 5 (1889) 64-235.

%) H. F.BLICHFELDT: Trans. Amer. Math. Soc. 5 (1904) 321-325 — Math.
Ann. 63 (1907) 552-572.

%) Fiir eine genauere Diskussion dieser Gruppen verweisen wir auf den
Encyklopadiebericht von A. WIMAN: Endliche Gruppen linearer Substitutionen.
Enc. math. Wiss. | B 3f. Vgl. auch K. ROSSLER: Cas. pest. Mat. a Fys. 60 (1931)
166-172.

©
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4. ein Normalteiler Gas von Gy6™%):

5. einevonKLEIN'®%) entdeckte, zu PSL (2, 7) isomorphe Gruppe Geg;

6. eine von VALENTINER®’) entdeckte, nach WIMAN?'®!) ZU der alter-
nierenden Gruppe ¥y isomorphe Gruppe Ggeo.

Diesen projektiven Gruppen entsprechen natirlich lineare Gruppen
von der dreifachen Ordnung, deren 3-homomorphe Bilder sie sind. Nur
zu den Gruppen Gigg Und Ggo gibt es i-isomorphe lineare Gruppen.

Die endlichen reellen (orthogonalen) quaternéren projektiven Grup-
pen hat E. GOURSAT!?) bestimmt. Auf Grund des in § 7 erérterten
I somorphismus

PO(4,P) = PU(2,K) X PU(2,K)

kommt die Bestimmung der endlichen reellen quaternéren Gruppen auf
die Bestimmung aller Gruppen von Paaren von binédren unitéaren Sub-
stitutionenhinaus. GOURSAT hat auch alle Erweiterungen der gefundenen
Gruppen mit orthogonalen Substitutionen von der Determinante — 1
angegeben. W.THRELFALL und H. SEIFERT!®) haben die orthogonalen
linearen Gruppen bestimmt, die zu denvon GOURSAT bestimmten ortho-
gonalen projektiven Gruppen mit der Determinante 1 gehéren. Unter
diesen Gruppen befinden sich naturlich auch die seit GOURSAT von
verschiedenen Autoren'®) von neuem aufgestellten Gruppen der Deck-
bewegungen der regelméfligen Polytope des R;.

Die komplexen quaternaren primitiven Gruppen hat H. F. BLICH-
FELDT'%) mit seinen in § 8 schon erwahnten arithmetischen Methoden
aufgestellt. Mit geometrischen Methoden haben G.BAGNERA und
H.H.MITCHELL'®) die Bestimmung wiederholt. Unter den Gruppen
sind bemerkenswert drei einfache Gruppen der Ordnungen 168, 2520
und 25 920'%"), eine von KLEIN®®) entdeckte Gruppe der Ordnung 16. 720
mit Normalteilern der Ordnungen 16.360 und 16, sowie zwei zu &g
resp. 9, isomorphe Gruppen und deren zu ¥g. &; und U, isomorphe
Untergruppen'®®). Eine Reihe von bemerkenswerten linearen Gruppen

100 F. KLEIN: Math. Ann. 14 (1879) 438.

101y A WIMAN: Math. Ann. 47 (1896) 531-556.

102) E. GOURSAT: Ann. Ecole norm. (3) 6 (1889) 9-102. Vgl. auch G. BAGNERA:
Rend. Circ. mat. Palermo 15 (1901) 161 — 309.

103) W. THRELFALL U. H. SEIFERT: Math. Ann. 104 (1931) 1-70.

104y v on den neueren seien nur erwahnt: D. E. LITTLEWOOD: Proc. London
Math. Soc. 32 (1930) 10-20. — J. A. TODD: Proc. Cambridge Philos. Soc. 27
(1931) 212-231.

195y H . F.BLICHFELDT: Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905) 230—236 — Math.
Ann. 60 (1905) 204-231.

108 G. BAGNERA: Rend. Circ. mat. Palermo 19 (1905) 1—56. — H. H. MITCHELL:
Trans. Amer. Math. Soc. 14 (1913) 123—142.

107y vgl. A.WITTING: Diss. Géttingen 1887; siche auch den Encyklopéadie-
bericht I B 3f von A.WIMAN, Nr 23.

108) Sighe H. MASCHKE: Math. Ann. 51 (1899) 253-298 sowie A.WIMAN:
Math. Ann. 52 (1899) 243-270.
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in mehr als vier Variablen haben W. BURNSIDE'®) und H. H. MITCHELL'?)
angegeben. Uber die Gruppen der reguldren Polytope (Simplex und
Hyperoktaeder) in # > 4 Dimensionen siehe unter ) und ).

Die auflésbaren linearen Gruppen von Primzahlgrad kann man nach
BURNSIDE*!'*) erschopfend bestimmen. Weitere Satze ber die Struktur
der endlichen Gruppen von Primzahlgrad findet man bei K. SHODA®?).

8 10. Unendliche diskrete Gruppen von gebrochen-linearen
Transformationen, insbesondere diskrete Bewegungsgruppen.

Fir die &ltere Literatur Uber diesen Gegenstand verweisen wir ein
fur allemal auf den Encyklopéadiebericht von FRICKE tber automorphe
Funktionen®?).

Eine Gruppe & von eineindeutigen stetigen Transformationen heift
in einem Raumgebiet D egentlich-diskontinuierlich, wenn jeder Punkt P
des Gebietes D eine Umgebung U besitzt, welche nur mit endlich
vielen Bildumgebungen SU (S aus & Punkte gemeinsam hat''®). Die
Gruppe ist dann offenbar diskret, jedoch ist nicht jede diskrete Gruppe
eigentlich-diskontinuierlich (Beispiele weiter unten).

Unter einem Fundamentalbereich oder Diskontinuitatsbereich einer in
D eigentlich-diskontinuierlichen Gruppe versteht man eine zu ihren
Bildmengen fremde offene Menge, welche im Innern oder auf ihrem
Rande zu jedem Punkt P von D einen aquivalenten Punkt SP enthalt.
Nach BAER und LEVI'") existiert stets dann ein Fundamentalbereich,
wenn man auBer der eigentlichen Diskontinuitéat der Gruppe noch
fordert, dal? es zu je zwei nicht aquivalenten Punkten P und Q Um-
gebungen U(P) und U(Q) gibt, so dal die Bilder von U(P) nicht in
U(Q) eindringen. Bei einer eigentlich-diskontinuierlichen Gruppe von
hyperbolischen, euklidischen oder elliptischen Bewegungen ist die
Gesamtheit der Punkte, die von einem festen Punkt Py in D einen

10% W . BURNSIDE: Proc. London Math. Soc. (2) 10 (1911) 284 — 308.

10 H.H.MITCHELL: Trans. Amer. Math. Soc. 16 (1914) 1—12.

"1y G. DE B. ROBERTSON: Proc. Cambridge Philos. Soc. 26 (1930) 94-98. —
D. M. Y. SOMMERVILLE: Proc. London Math. Soc. (2) 35 (1933) 101-115.

t1layw, BURNSIDE: Actamath. 27 (1903) 217 — 224.

H2) R. FRICKE: Enc. math. Wiss. |IB 4 (1913).

11%) Diese Definition, die ich aus dem Buch von FUBIN entnehme, ist
etwas scharfer als die urspriinglich von POINCARE'®) gegebene, welche nur ver-
langt, dal der Punkt P nicht Haufungspunkt seiner Bildpunkte SP ist.
Beispiel: Die projektiven Transformationen

3 0 O o 0 1
A=1{0 1 0| und B={0 1 ¢
o o 2 1 0 0

e

|117)

erzeugen eine Gruppe, die in der Umgebung des Punktes (1,1,0) im Sinne
von POINCARE, aber nicht im Sinne von FUBINI eigentlich diskontinuierlich ist.
114) R. BAER U. F. LEVI: Math. Z. 34 (1931) 110-130..
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kleineren Abstand haben wie von allen Bildpunkten von Py ein von
Hyperebenen begrenzter, normaler Fundamentalbereich. Eine eigentlich
diskontinuierliche Gruppe von gebrochen-linearen Substitutionen einer
komplexen Veranderlichen besitzt einen von Kreisen berandeten Fun-
damentalbereich®®).

P.J.MYRBERG®) hat mit Riicksicht auf die Theorie der automorphen
Funktionen von mehreren Veranderlichen eine Verscharfung des Be-
griffs der eigentlichen Diskontinuitat eingefihrt. Eine diskrete Trans-
formationsgruppe heifdt nach MYRBERG normal-diskontinuierlich in D,
wenn es in jeder unendlichen Folge von Transformationen der Gruppe
eine Teilfolge (S) gibt, die in jedem abgeschlossenen Teilbereich von D
gleichmaRig konvergiert. Die Grenztransformation, gegen welche die
Folge konvergiert, gehdrt nicht zur Gruppe und ist nicht einmal ein-
eindeutig, da songt §,718,_, gegen / konvergieren wiirde, was in einer
diskreten Gruppe unmdglich ist. Im Fall einer projektiven Gruppe sind
die Grenztransformationen singulare lineare Transformationen

§=aus mit jag|=0,

welche alle Punkte des Raumes P, mit Ausnahme der Punkte eines
linearen Unterraumes M,,_e (dessen Gleichungen lauten Zau-f,, = 0),
in die Punkte eines linearen Raumes M,_, Uberfihren, wo @ der Rang
der  Mati(x,,) ist. Die R & M, , und M,_,R e n das erste und
das zweite Grenzelement der Folge {S,). Wenn die inverse Folge (S,-%)
wieder konvergiert, so ist ihr erstes Grenzelement in M,, enthalten,
wahrend ihr zweites Grenzelement M,_, umfaft.

Eine diskrete Gruppe von projektiven Transformationen ist in D
nor mal-diskontinierlich, wenn die zweiten Grenzelemente M',,_Q der kon-
vergenten Folgen ($,) aus der Gruppe keinen Punkt von D enthalten.
Der Bereich der normalen Diskontinuitédt einer diskreten projektiven
Gruppe ist also die Gesamtheit der Punkte, die keinem ﬂn_e (und folg-
lich auch keinem M,_,} angehoren.

Fir n = 2, also fir den Fall der gebrochen-linearen Substitutionen
einer reellen oder komplexen Veranderlichen, fallt der Begriff der nor-
malen Diskontinuitat mit dem der eigentlichen Diskontinuitat zusammen.
Im allgemeinen Fall folgt aus der normalen Diskontinuitat die eigent-
liche, aber nicht umgekehrt: Der Bereich D der normalen Diskontinuitat
ist ein Tell des Bereiches der eigentlichen Diskontinuitat. Beweis: Ein
Punkt P von D hat eine Umgebung U, deren abgeschlossene Hlle noch
zu D gehort. Hatten unendlich viele Bilder SU noch Punkte mit U
gemeinsam, so kénnte man eine konvergente Folge (S) aus den S aus
wahlen. Da U vom zweiten Grenzelement M',._e dieser Folge getrennt

-

M5 H. POINCARE: Acta math. 3 (1883) 49 — 92. Einen sehr einfachen Beweis
gab R. L. FORD in seinem Buch Automorphic functions. New York 1929.

116) p. J. MYRBERG: Acta math. 46 (1925) 215—336. Vgl. auch Math. Ann.
93 (1924) 61-97 und Math. Z. 21 (1924) 224—253.
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liegt, streben die Bildmengen &,U nach M,_, hin; mithin kénnen doch
nicht alle §,UF Punkte mit U gemeinsam haben.

Genau analog beweist man, daf3 auch die oben zitierte BAER-LEVI-
sche Bedingung fir die Existenz eines Fundamentalbereichs bei nor mal-
diskontinuierlichen Gruppen immer erfillt ist.

Nach MYRBERG) ist eine diskrete projektive Gruppe unter anderem
dann normal-diskontinuierlich im Bereich D, wenn D bei der Gruppe
invariant bleibt und mit einem System von n nicht durch einen Punkt
gehenden Hyperflachen keine Punkte gemein hat. Letzteres ist ins
besondere dann der Fall, wenn der invariante Bereich D ganz im End-
lichen liegt.

Diereellen diskreten projektiven Gruppen, dieeineindefinite quadra-
tische Form vom Tragheitsindex 1 oder 2 invariant lassen, besitzen im
reellen P,_, ein Gebiet der normalen Diskontinuitéat. Insbesondere ist
eine diskrete Gruppe von hyperbolischen Bewegungen im ganzen Inneren
der quadratischen Fundamentalflache normal-diskontinuierlich). Ebenso
sind die komplexen diskreten projektiven Gruppen, die eine HERMITE-
sche Form

H= 3151 —+ Ezfg + -+ En—lfn—l - ;tnss

invariant lassen, im Gebiet H <2 0 (und fur n = 2 auch im Gebiet H = 0}
nor mal-diskontinuierlich. Man nennt diese Gruppen fir n = 2 fuchsche,
fir = > 2 hyperfuchssche Gruppen. Weitere Beispiele von normal-dis-
kontinuierlichen Gruppen, insbesondere auch von solchen, die keinen
Bereich D invariant lassen, findet man bei MYRBERG!'®). Ich fiige noch
hinzu, daR die diskreten Gruppen von reellen euklidischen Bewegungen

{s‘i =D aab + vy
‘EEI = éu

im Bereich des Endlichen (£, & 0) alle normal-diskontinuierlich sind. Eine
konvergente Folge von solchen Bewegungen konvergiert namlich immer
wieder gegen eine nichtsingulare Bewegung, es sei denn, dal einige ¥;
ins Unendliche wachsen, in welchem Fall nach Multiplikation mit
einem y,?‘, welches am starksten gegen Null strebt, eine Grenztrans-

formation {ﬂ = B¢,

=0
zustande kommt, deren Grenzelemente M,_,
endlichen liegen.

Eine reelle lineare Transformation von 4,,..., &, induziert ene
lineare Transformation der Koeffizienten z,, ..., zy einer quadratischen
Formin den & Ebensoinduziert eine komplexe lineare Transformation
von &, ..., &, eine reelle lineare Transformation der Real- und Ima-

{o;3) orthogonal

—, und M,_, beide im Un-

7y G.FUBINI: Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni
automorfe. Pisa 1908.
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ginarteile der Koeffizienten einer HERMITEschen Form, die wir wieder
mit z;; .. , zy bezeichnen. Dabei induzieren solche Paare von linearen
Transformationen, die sich nur um einen Paktor 4 unterscheiden, wieder
ebensolche Paare von Transformationen von , . . ., 2x; aso kann man
sagen, dal3 die regllen bzw. komplexen projektiven Transformationen
des Raumes P,_; im Raum Py in beiden Féllen redle projektive
Transformationen induzieren. InPy_; gibt es einen Teilbereich D, dessen
Punkte zu den definiten Formen gehdren. Dieser Teilbereich ist immer
zusammenhangend und wird von allen betrachteten Transformationen
insich transformiert. Nun gilt: Einer diskreten Gruppe von reellen bzw.
komplexen projektiven Transformationen entspricht in der obigen Zu-
ordnung eine diskrete Gruppe von reellen projektiven Transformationen
des Py.welche im Gebiet D normal-diskontinuierlich ist™).

Insbesondere entsprechen fir n = 2 den gebrochen-linearen Trans-
formationen einer komplexen Veranderlichen & = &, : &,:

§ = ad + 85 _al+f
@ G—yb+or, T YT te
reelle Transformationen des Raumes P;, dessen Koordinaten die Real-
und Imaginarteile z,, z,, 73,2, der Koeffizienten der HERMITEschen Form

766+ (5 + 2061 d + (B — iz) 6oy + 1bpbe
sind. Die definiten Formen sind* durch
Q=22+ 2,2 — 2,5, << 0.

gekennzeichnet; unsere Transformationen lassen adso das Innere der
Flache Q = O invariant und sind daher hyperbolische Bewegungen. So
entspricht jeder diskreten Gruppe von £-Substitutionen (1) eine normal-
diskontinuierliche Gruppe von dreidimensionalen hyperbolischen Be-
wegungen.

Am anschaulichsten wird der Zusammenhang zwischen den hyper-
bolischen Bewegungen und den {-Substitutionen (1), wenn man die
Flache Q in eine Kugel, die {-Kugel, Ubergefiihrt denkt, welche man
dann stereographisch auf die {-Ebene projizieren kann. Die hyper-
bolischen Bewegungen erzeugen konforme Abbildungen der -Kugel in
sich, welche nach der stereographischen Projektion gebrochen-lineare
¢-Substitutionen ergeben.

Je nachdem, ob die betrachtete diskrete Gruppe von hyperbolischen
Bewegungen einen Punkt innerhalb, auf oder auflerhalb der {-Kugel
oder keinen Punkt invariant 1&3t, unterscheidet man:

1. platonische Gruppen, das sind die in § 9 schon aufgezéhiten end-
lichen Drehungsgruppen oder bindren projektiven unitéaren Gruppen;

2. doppelt-periodische Gruppen, die einen Punkt der {-Kugel in-
variant lassen, flr welchen man zweckmaliig den Punkt § = ee wahit,
wodurch in der {-Ebene eine ebene euklidische Bewegungsgruppe entsteht;
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3. Hauptkreisgruppen, die einen Kreis auf der {-Kugel invariant
lassen, welche man zweckmafig bei der stereographischen Projektion
in die reelle {-Achse Uiberfiihrt, wodurch eine Gruppe von reellen §-Sub-
stitutionen (1) entsteht;

4. Nichtrotationsgruppen, die keinen Punkt des Raumes invariant
lassen.

Die diskreten Gruppen von ebenen euklidischen Bewegungen findet
man alle (mit Literaturangabe) bei A. SPEISER!?®),

Digjenigen Hauptkreisgruppen, welche die obere £-Halbebene in sich
transformieren, heil3en tuchssche Gruppen (s. oben). Da diese Gruppen eine
Ebene des z-Raumes invariant lassen, kann man sie auch als ebene hyper-
bolische Bewegungsgruppen betrachten. Sie haben als solche einen nor-
malen polygonalen Fundamentalbereich, dem in der oberen £-Halbebene
ein von Kreishdgen berandeter Fundamentalbereich entspricht. Man
kann ihre Erzeugenden und ihre definierenden Relationen aus den
Rander zuordnungen des Fundamentalbereich es ablesen. Fur die weitere
Diskussion und Klassifikation dieser Gruppen verweisen wir auf das
Buch von KLEIN-FRICKE!?).

Ein wichtiges Beispiel einer Hauntkreisgruppe bildet die Modul-
gruppe, die ausallen £-Substitutio :d nit ganzen rationalen Koeffi-
zienten und mit Determinante Eins besteht. Sie wird erzeugt durch
die beiden Substitutionen

5=(5 :) und Tz((: ';1).

Ihre definierenden Relationen lauten
T = (TS)? =1,

Unter ihren Untergruppen sind die Kongruenzuntergruppen m-tex Stufe
bemerkenswert, deren Matrices durch Kongruenzen modulo m ein-
geschrankt werden. Die Hauptkongruenzgruppe m-ter Stufe besteht aus
den Substitutionen (: 3) mit a=d=1,b=c¢c=0 (modm). Systeme
von Erzeugenden fir die Hauptkongruenzgruppe und andere Kon-
gruenzuntergruppen von Primzahlstufe haben H. RADEMACHER') und
H . FRASCH'?!) angegeben. Die Faktorgruppe der Modulgruppe nach der
Hauptkongruenzgruppe p-ter Stufe ist die Modulargruppe PSL(2,p),
deren Struktur und Untergruppen in 8 3 schon diskutiert wurden.

118 A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. Berlin
1927, §28 und §29.

% R. FRICKE U. F. KLEIN: Vorlesungen Uber die Theorie der automorphen
Funktionen 1. Braunschweig 1897.

120y H . RADEMACHER: Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 7 (1929) 134—148.

121y H. FRASCH: Math. Ann. 108 (1933) 229-252.
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Beispiele von Untergruppen der Modulgruppe, die nicht Kongruenz-
untergruppen sind, haben G. PICK und R. FRICKE'??) angegeben. Alle
mit der Modulgruppe isomorphen Gruppen von gebrochen-linearen
{-Substitutionen hat G. BOL'?®) bestimmt.

Die unter 1., 2., 3. oben klassifizierten Gruppen sind alle schon auf
der {-Kugel eigentlich-diskontinuierlich, die unter 4. nicht alle. Die-
jenigen Nichtrotationsgruppen, welche erst im Inneren der §-Kugel
eigentlich-diskontinuierlich werden, heiBen (nach der Gestalt ihres nor-
malen Fundamentalbereiches) Polyedergruppen. Ein Beispiel bildet die
PICARDsche Gruppe derjenigen Substitutionen (1) mit Determinante Eins,
bei denen «, 8, ¥, 8 ganze Zahlen der Form & - &4 sind. Man kann
nach BIANCHI''?) den Ansatz dadurch verallgemeinern, dal man fir
«, #, ¥, 8 ganze Zahlen aus einem imaginar-quadratischen Zahlkorper
k(Yy=r) nimmt. Auf Grund der Isomorphie (34), § 7, kann man die-
selbe Gruppe auch erhalten als Gruppe von quaterndren ganzzahligen
projektiven Transformationen mit Determinante Eins, welche eine
quadratische Form Q= &;&; + &2 + 752 invariant lassen. Eine
Hauptkreisgruppe erh@t man, wenn man sich auf diejenigen Substitu-
tionen (1) beschréankt, welche eine indefinite bindre HERMITEsche Form
invariant lassen. Noch allgemeinere arithmetisch definierte Gruppen
erhé@lt man durch Betrachtung der terndren ganzzahligen projektiven
Transformationen mit Koeffizienten aus einem vorgegebenen Korper,
welche eine terndre quadratische Form invariant lassen™).

Diskrete Gruppen von Cremonatransformationen fallen aus dem
Rahmen dieses Berichtes. Wir erwéhnen daher nur ganz kurz die hyper-
abelschen Gruppen, das sind diskrete Gruppen von reellen gebrochen-
linearen Substitutionen von n komplexen Veranderlichen:

@ t=2bFl p a8 —By>0, y=12... %

?lr+ 96,
Nach MYRBERG''®) sind diese Gruppen samtlich normal-diskontinuier-
lich im Bereich IEVIE) .. Iy +o0.

Beispiele bilden die von BLUMENTHAL''?) diskutierten héheren Modul-
gruppen, bei denen die Koeffizienten der Substitutionen (2) konjugierte
ganze algebraische Zahlen in n konjugierten reellen Zahlkérpern w-ten
Grades durchlaufen, wéahrend die Determinanten D, ein System kon-
jugierter Einheiten bilden.

Es gibt nach POLYA und NIGGLI'**) 17 affin-verschiedene diskrete
Gruppen von ebenen euklidischen Bewegungen und Umlegungen,

22y G. PICK: Math. Ann. 28 (1886) 119-124. - R. FRICKE: Ebenda 99-118.

125 G.BOL: Nieuw Arch. Wiskde 17 (1932) 55—61.

124y G. POLYA: Z. Kristallogr. 60 (1924) 278—282. — P.NIGGLI: Ebenda 282
bis 298.
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welche keinen Punkt und keine Gerade invariant lassen. Dazu kom-
men nach NIGGLI'***) noch 5 Gruppen, welche eine Gerade invariant
|assen.

Die dreidimensionalen diskreten Gruppen von euklidischen Bewegun-
gen und Umlegungen, welche keinen Punkt und keine Gerade oder Ebene
invariant lassen, haben A. SCHOENFLIES'®) sowie E. VON FEDOROW'%)
aufgestellt. Es gibt, wie beide Autoren ubereinstimmend gefunden
haben, 230 , Raumgruppen”, die sich auf 32 , Kristallklassen" verteilen'?’).
Damit ist folgendes gemeint. Zwei Raumgruppen werden as nicht ver-
schieden betrachtet, wenn sie sich durch eine affine Transformation in-
einander Uberfuhren lassen. Jede Raumgruppe & der betrachteten Art
enthélt drei linear-unabhéngige Translationen. Die Untergruppe aller
Translationen von @ erzeugt also, auf einen festen Ausgangspunkt O
angewandt, ein dreidimensionales Gitter I. Zerlegt man jede Bewegung
oder Umlegung aus & in eine Translation und eine Rotation oder Um-
legung mit dem festen Punkt 0, so bilden die rotativen Bestandteile fir
sich eine (zu & homomorphe) Gruppe $, welche die zu & gehdrige
» Punktgruppe" heifst und welche das Gitter I' mvariant 1aRkt. Wahlt
man die Gittervektoren als Koordinatenvektoren, sowird § eine end-
liche Gruppe von unimodularen ganzzahligen linearen Vektortransforma-
tionen, welche eine definite quadratische Form invariant [a’. Zwei solche
Punktgruppen werden zur gleichen Klasse gerechnet, wenn sie sich durch
eine lineare Transformation U ineinai der transformieren lassen. In
diesem Sinne gibt es 32 Klassen'?®). Man kann aber auch den Klassen-
begriff enger fassen, indem man verlangt, daf? auch U unimodular und
ganzzahlig sei'®).

C. HERMANN, L. WEBER sowie E. ALEXANDER und K. HERRMANN'®°)
haben die diskreten Gruppen von dreidimensionalen Bewegungen und
Umlegungen bestimmt, welche eine Ebene invariant lassen, ebenso
C. HERMANN und E. ALEXANDER'®!) diejenigen, welche eine Gerade fest

1248 p NIGGLI: Z. Kristallogr. 63 (1926) 255—272. Siehe auch **?)

125 A. SCHOENFLIES: Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig 1891.

129 E. VON FEDOROW: Z. Kristallogr. 20 (1892) 25— 75.

12) Vgl. dazu auch P. NIGGLI: Geometrische Kristallographie des Diskon-
tinuums. Leipzig 1919. — C. HERMANN: Z. Kristallogr. 69 (1928) 266—249- —
H. HEESCH: Z. Kristallogr. 72 (1929) 177—201. — E. SCHIEBOLD: Neue Herlei-
tung und Nomenklatur der 230 kristallographischen Raumgruppen. Leipzig 1929.
— R.W. G.WYCKOFF: The analytic expression of the results of the theory of
Space groups. Washington 1930.

128) Sieghe auch G. FROBENIUS: S.B. preuB, Akad. Wiss. 1911 681-691.

129 3. J. BURCKHARDT: Comment. math. helv. 6 (1933) 159—184.

130) C. HERMANN: Z. Kristallogr. 69 (1928) 250—270. — L. WEBER: Z. Kri-
stallogr. 70 (1929) 309—327. — E. ALEXANDER U. K. HERRMANN: ebenda
328-345 und 460.

131) C. HERMANN: Z. Kristallogr. 69 (1928) 250—270. — E. ALEXANDER: Z.
Kristallogr. 70 (1929) 367-382.
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lassen. Uber die vierdimensionalen Gruppen, welche einen R; invariant
lassen, siehe H . HEESCH'?!*), sowie J. J. BURCKHARDT!%),

L. BIEBERBACH™?) hat die diskreten euklidischen Bewegungsgr uppen
in n Dimensionen untersucht. Seine Hauptergebnisse sind:

1. Eine diskrete Bewegungsgruppe ist entweder zerlegbar, d. h. se
|aRt einen echten linearen Teilraum R, des R, invariant, oder se ent-
halt n linear unabhangige Translationen. (I m ersten Fall erstreckt sich
der Fundamentalbereich offenbar ins Unendliche, im zweiten Fall ist
er offenbar endlich.) Im unzerlegbaren Fall bilden die rotativen Be-
standteile der Bewegungen der Gruppe eine endliche Drehungsgruppe
von beschrankter Ordnung.

2. Es gibt (bis auf affine Transformationen) nur endlich viele ver-
schiedene diskrete Bewegungsgruppen mit n linear unabhangigen Trans-
lationen.

G. FROBENIUS™) hat 1. einfacher bewiesen und es auf Gruppen von
komplexen affinen Transformationen, deren homogene Bestandteile eine
definite HERMITESche Form invariant lassen, Gibertragen. Ein einfacher
Beweis von 2. findet sieh auch bei A. SPEISER'®"). J. J. BURCKHARDT!)
hat angegeben, wie man die BIEBERBACH-FROBENIussche Methode so
weit entwickeln kann, dal} se diewirkliche Bestimmung der Bewegungs-
gruppen ermdoglicht. Als Anwendung bestimmt er alle hexagonalen und
rhomboedrischen vierdimensionalen Gruppen, die einen dreidimensio-
nalen Raum invariant lassen.

COXETER™®) hat die diskreten Bewegungsgruppen des R, bestimmt,
deren Fundamentalbereiche Simplices sind. Im Anschlu? daran hat
er auch die diskreten Bewegungsgruppen, die von Spiegelungen erzeugt
werden, aufgezahlt und untersucht™).

IL Darstellungen von Ringen und Gruppen.

Wahrend im ersten Teil immer lineare Gruppen gegebenen Grades be-
trachtet wurden, lautet das Problem der Darstellungstheorie: alle line-
aren Gruppen gegebener Struktur, also alle zu einer gegebenen Gruppe
isomorphen oder allgemeiner homomorphen linearen Gruppen auf-

Bl3) H. HEESCH: Z. Kristallogr. 73 (1930) 325—346.

132)L. BIEBERBACH: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1910 75-84 — Math. Ann.
70 (1910) 297-336; 72 (1912) 400-412.

133) G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1911 654-665.

3% A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. Berlin
1927, 8 70.

135 . J. BURCKHARDT: Comment. math. helv. 6 (1934) 159—184. Siehe auch
F. SEITZ, Z. Kristallogr. 88 (1934) 433—459.

136)H. S M. COXETER: J. London Math. Soc. 6 (1931) 132-136 — Proc.
London Math. Soc, IL s. 84 (1932) 126-189.

B H.S.M.COXETER: Ann. of Math., IL s. 35 (1934) 588-621.
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zufinden. Diese Theorie wurde von G. FROBENIUS') geschaffen, von
W. BURNSIDE? und von |. sCHUR® neu begrindet und weiter aus-
gebaut. Wir geben hier im wesentlichen den Aufbau der Theorie nach
E. NOETHER* im organischen Zusammenhang mit der Darstellungs-
theorie der hyperkomplexen Systeme.

8 11. Darstellungen und Darstellungsmoduln.

Unter einer Darstellung % einer Gruppe g (durch lineare Transforma-
tionen) versteht man eine homomorphe Abbildung der Gruppe auf ein
System & von linearen Transformationen enes Vektorraumes R:

a—+A, b—B, ab—+AB,

Dassdbe gilt, wenn g nur eine Halbgruppe ist, d. h. wenn in g ale Pro-
dukte a « b definiert sind und dem Assoziativgesetz gentigen, nicht aber
die Existenz des Inversen gefordert wird.

Ist die Halbgruppe g speziell ds Ring gegeben, so wird von einer
Darstellung auch noch der additive Isomorphismus:

a+b—+A4B
verlangt, Ist g noch spezieller ein hyperkomplexes System (ber einem

Korper P, so verlangen wir auf¥erdem, dald P im Zentrum des Dar-
stellungskorpers K enthalten ist und dal3 gilt

ad— Al filr alle 1 aus P.

) G. FROBENIUS: Uber Gruppencharaktere. S. B. preuR. Akad. Wiss. 1896
985— 1021 — Uber die Primfaktoren der Gruppendeterminante. Ebenda 1896
1343—1382; 1903 401—409 — Uber die Darstellung der endlichen Gruppen
durch lineare Substitutionen. Ebenda 1897 994—1015; 1899 482—500 —
Uber die Komposition der Charaktere einer Gruppe. Ebenda 1899 330—339. —
G. FROBENIUS U. I. SCHUR: Uber die Aquivalenz der Gruppen linearer Sub-
stitutionen. Ebenda 1906 209—217 — Zur Entstehung der Darstellungstheorie
vgl. auch den Briefwechsel zwischen DEDEKIND und FROBENIUS in DEDEKINDS
Werken 2.

%) W. BURNSIDE: On the continuous group that is defined by any group of
finite order. Proc. London Math. Soc. 29 (1898) 207 — 224 und 546—565 — On
group-characteristics. Ebenda 33 (1901) 146—162 — On the compositum of group-
characteristics. Ebenda 34 (1901) 41—48 — On the representation of a group
of finite order as an irreducible group of linear substitutions and the direct
establishment of the relations between group-characteristics. Ebenda (2) 1 (1903)
117—123- — Theory of Groups. 2nd edition. Cambridge 1911.

%) 1. SCHUR: Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere. S. B.
preul. Akad. Wiss. 1905 406 — 432 — Arithmetische Untersuchungen Uber end-
liche, Gruppen linearer Substitutionen. Ebenda 1906 164— 184 — Uber die Dar-
stellung der endlichen Gruppen durch gebrochene lineare Substitutionen. J. reine
angew. Math. 127 (1904) 20-50; 132 (1907) 85-137.

%) E. NOETHER: Hyperkomplexe GroBen und Darstellungstheorie. Math. Z. 30
(1929) 641—692. - Vgl. auch TH. MOLIEN: Math. Ann. 41 (1892) 83—156. —
M. HERZBERGER: Uber Systeme hyperkomplexer GroRen. Diss. Berlin 1923,
sowie die ersten Arbeiten von FROBENIUS (FuRnote 1).
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Der Grad einer Darstellung ist die Dimension des Raumes m. Eine
Darstellung heifdt treu, wenn sie |-isomorph ist.

Es ist nun zweckmaRig, fur jedes a aus g und jedes u aus # ein
Produkt au zu definieren durch

(€] au = huy,

wo A die darstellende Transformation von a ist.
Es gelten dann die Regeln:

alu+v) = au 4 av
aiul) = (aw) 2
(#b)u = a(bw) fiir Gruppen und Halbgruppen;
dazu: (@ -+ b = au 4+ bu fir Ringe g
(@d)u = a(ul) = (au) A fir hyperkomplexe Systeme g.

Durch diese Schreibweise wird das Symbol A der darstellenden Trans-
formation Uberflissig gemacht (ein Vorteil namentlich dann, wenn
mehrere Darstellungen gleichzeitig betrachtet werden missen) und das
ganze Problem der Darstellungstheorie zurlckgefihrt auf die Unter-
suchung eines Moduls (d. h. einer additiven Gruppe) m mit zweierlei
Operatoren: den Elementen von K, welche rechts, und denen von g,
welche links geschrieben werden. Dieser Doppelmodul, der Darstellungs-
modul m, bestimmt vermdge (1) die Darstellung eindeutig.

Man kann den Vektorraum @t auch dann zu einem Doppelmodul
machen, wenn ein beliebiges System & von linearen Transformationen
von M in sich gegeben ist, indem man & as Operatorenbereich von
% annimmt oder, was dasselbe ist, indem man & als seine eigene Dar-
stellung betrachtet. Das Produkt Au hat ja einen Sinn fir ein belie-
biges A in @ und u in M und erfillt alle obigen Rechnungsregeln.

Wenden wir auf den Doppelmodul #& die Grundbegriffe der Gruppen-
theorie®) an, so ergeben sich folgende Begriffsbildungen:

1. Zulassige Untergruppen sind diejenigen linearen Teilraume von IR,
welche die Transformationen von g gestatten, d. h. durch diese Trans-
formationen in sich transformiert werden. Man nennt sie in diesem
Fall invariante Teilrdume von Mt (gegeniber g). Ist 3 ein solcher,
(Vi, . . ., Vm) eine Basis von M und {w,, ..., %, v;, ..., ¥,) eine Basis
far m, so sieht die Matrix von A, bezogen auf diese Basis, folgender-
maf3en aus:

@ A={g2)

%) Siehe etwa B. L. VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra |, Kap. 2 und 6,
oder das bald in dieser Sammlung erscheinende Heft von VAN DER WAERDEN und
LEVI Uber Gruppentheorie.
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Die Teilmatrix R gibt an, wie der Teilraum n durch A transformiert
wird; ebenso bestimmt P die Transformation des Faktormoduls IR/%:.

Ist der Modul m einfach, d. h. ist kein Untermodul vorhanden, der
alle Operatoren gestattet, so nennt man das System & oder die Dar-
stellung D oder auch den Raum m irreduzibel; ist dagegen ein invarianter
Teilraum vorhanden und kénnen daher die Transformationen A von &
alle gleichzeitig durch Matrices der Form (2) dargestellt werden, so
heiRen &, © und M reduzibel.

2.1st m direkte Summe von zwei zulassigen Untergruppen 3 =
(U1, .- e, V) UNd Mg = (1, ..., @), SO sagt man, der Modul M zer-
fallt in ®; und My, In den Matrices (2) wird dann @ =0, und man
sagt, das System dieser Matrices oder die Darstellung ® zerféllt in die
Systeme der Matrices P und R. Desgleichen bei einer direkten Summe
von mehr as zwei Summanden.

3. Bildet man fir ¥ eine Kompositionsreihe von invarianten Teil-
raumen

M= M2y ---2M, = (0},

derart, dal #,,; maximaler invarianter Teilraum in M, und daher
M,/ M, .., einfach (irreduzibel) ist, so kann man die darstellenden Ma-
trices A des Systems & bei passender Basiswahl auf die Form

A0 ... 0
Aay Ags 0
G) RO
AflArQ Arr

bringen, wo die ,Diagonalkastchen" 4,, die in den Faktormoduln
M,_/M, induzierten Transformationen darstellen. Da diese Faktor-
moduln einfach sind, so sind die Matrixsysteme (A,) irreduzibel. Man
nennt sie die irreduzblen Diagonalbestandteile des Matrixsystems &,
und man sagt, das System & sei in der Form (3) ausreduzert.

4. Ist der Modul m vollsténdig reduzibel, d. h. direkte Summe von
einfachen (oder irreduziblen) invarianten Teilrdumen, so stehen in der
Matrix (3) auRerhalb der Hauptdiagonale uberall Nullen, und man
nennt auch das System & (oder die Darstellung D) vollsténdig reduzibel
oder kurz vollreduzibel. Das System & zerféllt in seine irreduziblen Be-
standteile.

5. Ebenso wie den Begriff der Kompositionsreihe kann man auch
den der LOEWYSCHEN Kompositionsrethe*) Ubertragen. Die letzte Gruppe
dieser Reihe ist die Summe der minimalen zuléssigen Untermoduln
(der REMAKsche Sockel). Die Ubrigen Gruppen erhélt man sukzessiv

% W. KRULL: S-B. Heidelberg. Akad. Wiss. 1926, 1. Abh.
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durch Anwendung desselben Verfahrens auf die Faktorgruppen. Der
Sockel und ebenso die anderen Kompositionsfaktoren sind vollstandig
reduzibel. Man erhalt so eine Matrixgestalt dhnlich der unter 3. an-
gegebenen, bei der aber die Diagonalbestandteile A,, nicht irreduzibel,
sondern vollstéandig reduzibel sind: se sind die aufeinanderfolgenden
gréften vollstandig reduziblen Bestandteile der Darstellung’). Wir werden
von diesen Begriffen jedoch weiter keinen Gebrauch machen.

6. Ein Operatorhomomorphismus, welcher einen Modul M, in My
(mit denselben Operatorenbereichen g und K) abbildet, ist offenbar
nichts anderes als eine lineare Transformation T von &, in My mit
der Eigenschaft Taew = aTwv (fur jedes a und jedes v in I} oder, was
dasselbe ist,

(4 TA, = A,T fiir alle a in ¢,
wobei A; und A, die von a induzierten Transformationen in m; und
m, sind.

Sind insbesondere M; und M, 1-isomorph und ist T ein 1-1somor-
phismus, so kann man statt (4) auch schreiben

Ag == TA]T-l.

Die Darstellungen a - A, und a —+ A4 heilen in diesem Fall &quivalent.

Ist speziell My = M,, A; = Ay = A, sowird (2) TA =AT, also
Die Operatorautomorphismen des Darstellungsmoduls IR sind die mit allen
Transformationen der Darstellung vertauschbaren linearen Transforma-
tionen.

Nachdem so die Grundbegriffe der Gruppentheorie auf Darstellungs-
moduln bertragen sind, kénnen wir auch die wichtigsten Satze, die
sich auf Gruppen und ihre Homomor phismen beziehen, libertragen:

1. Der JORDAN-HOLDERsche Satz besagt fiir unseren Fall, daR die
in einer Kompositionsreihe von m auftretenden irreduziblen Diagonal-
bestandteile A,, (und insbesondere die irreduziblen Bestandteile einer
vollstandig reduziblen Darstellung) unabhéngig von der Willkir des
Ausreduzierens bis auf die Reihenfolge und bis auf Aquivalenz eindeutig
bestimmt sind. Ebenso sind die vollstandig reduziblen Bestandteile, die
bei einer LOEWYschen Kompositionsreihe auftreten, bis auf Aquivalenz
eindeutig bestimmt.

2. Der REMAK-SCHMIDTscheoder KRUL L-SCHMIDTsche Satz®) iiber
die Eindeutigkeit der direkt-unzerlegbaren Summanden einer Gruppe
mit Operatoren besagt in unserem Fall die Eindeutigkeit (bis auf Aqui-
valenz und Reihenfolge) der unzerfallbaren Bestandteile in einer Zer-
fallung eines Systems von linearen Transformationen®).

Y A. LOEWY: Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903) 171-177.

8 R. REMAK: J. reine angew. Math. 139 (1911) 293. — W. KRULL: Math.

Z. 23 (1925) 161-186. - O. SCHMIDT: Ebenda 29 (1929) 34—41.
9 Vgl. auch R. BRAUER U. | . SCHUR: S-B. preuR. Akad. Wiss. 1930 209—226.
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3. Ein Modul m ist dann und nur dann vollstéandig reduzibel, wenn
es zu jedem zul&ssigen Untermodul R eine Zerlegung M = | + N’ gibt.
R und R’ sind dann auch selber vollstandig reduzibel, und dasselbe gilt
wegen /N x> N’ fur den Faktormodul M/N, also fir jeden zu m homo-
morphen Modul.

4, Sind m; und m, zwei irreduzible Moduln und wird m; homo-
morph in m, abgebildet, so ist die Bildmenge entweder der Nullmodul
oder der ganze Modul m,.Ein Homomorphismus eines einfachen Mo-
duls m; ist aber, wenn er nicht der Nullhomomorphismus ist, stets ein
1-Isomorphismus, Ubersetzt man das in die Sprache der Darstellungs-
theorie/so ergibt sich, wenn @ = A; und a — A, die durch m; und m;
vermittelten irreduziblen Darstellungen sind: Jede lineare Transforma-
tion T von m; in m, mit der Eigenschaft

@ TAy = AT fibr alle a aus g

ist entweder die Nullabbildung oder nichtsinguldr; im letzteren Fall sind
die beiden gegebenen irreduziblen Darstellungen ¢ — A, und @ - A, aqui-
valent [Lemma von SCHUR')].

In derselben Weise beweist man die allgemeinere, ebenfals von
|'. SCHUR herriihrende Behauptung: Wenn es eine von Null verschiedene
Transformation T mit der Eigenschaft (4) gibt, so haben die Dar-
stellungen @ —+ A; und a— A; einige irreduzible Diagonalbestandteile
gemeinsam, deren Grade zusammen gleich dem Rang der Matrix T sind.

5. Die mit einer Darstellung D oder lberhaupt mit einem Systen
von linearen Transformationen vertauschbaren linearen Transforma-
tionen bilden einen Ring: den Automorphismenring des Darstellungs-
moduls. Die Theorie der Automorphismenringe beliebiger abelscher
Gruppen mit Operatoren hat H. FITTING!) entwickelt. Fir den Fall
eines vollstandig reduziblen Moduls m lautet das erste Hauptergebnis
dieser Theorie so'?): Faft man in der Zerlegung m= my + my + o ¢
jedesmal die &quivalenten irreduziblen Bestandteile zu einer Summe m;
zusammen, soda®m =m; + m, + ¢ ee wird, soist der Automorphis-

menring direkte Summe von Ringen Ry, R,, . . .. die man as Auto-
morphismenringe von my, m,, . . . auffassen-kann. (Jedes Element von
R; transformiert m; in sich und annulliert m,, ms, . ..) Zerfélt nun

m; in r &quivalente Bestandteile m; + my + ¢ ¢ ¢ + m, so ist R; iso-
morph einem vollen Matrixring r-ten Grades iiber einem Schiefkérper 4y,
dem Automorphismenkdrper von my, und analog fir jedes m;. Wahlt
man eine Basis des Darstellungsmoduls m;, welche der Zerlegung
My =my 4 -+ 4+ m, angepallt ist, wobei die Basen der einzelnen
(&4quivalenten) m; so gewahlt sind, dafd sie bei allen Transformationen

% |, SCHUR: S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1905 406-432.
M H. FITTING: Math. Ann. 107 (1932) 514-542.
2 Auch dargestellt bei B. L. VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra |1, § 117.
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der Darstellung gleich transformiert werden, so sieht die Matrix einer
solchen Transformation flr m; so aus:

4, 0
0 A,

i
und die Matrix einer mit dieser vertauschbaren Transformation aus dem
Automorphismenring R; so:

Ty Ty .. Ty,

(5) L

wo die Ty solche Matrices sind, die mit allen Matrices der irreduziblen,
durch my vermittelten Darstellung %, vertauschbar sind und unabhéngig
voneinander den Automorphismenkérper A, durchlaufen. Durch An-
einanderreihen der auf die einzelnen m; sich beziehenden Matrices (5)
erhdlt man die Matrix der allgemeinsten Transformation aus R.

6. Inshesondere ist der Automorphismenring eines irreduziblen Mo-
duls ein Schiefkorper. Also: Die mit allen Transformationen eines irre-
duziblen Systems vertauschbaren linearen Transformationen bilden einen
Schiefkorper  A,. Dasfolgt auch unmittbar aus dem SCHURschen Lemma.

Ist der Grundkorper, wie wir von jetzt an wieder annehmen wollen,
kommutativ, so enthalt der Schiefkérper A, in seinem Zentrum ins-
besondere die Transformationen 4. <, kann, als Matrixring, nur end-
lich viele linear unabhéngige Elemente in bezug auf K enthalten, ist
also ein Schiefkorper endlichen Ranges Uber K7. Jedes Element aus
A, geniigt einer irreduziblen algebraischen Gleichung mit Koeffizienten
aus KI. Ist insbesondere K algebraisch abgeschlossen, so muBR A, = K1
sein, d. h.: die Operatorautomorphismen eines irreduziblen Darstellungs-
moduls mit algebraisch abgeschlossenem Koeffizientenkérper K sind skalare
Vielfache 41 der Identitét 1'°). Dasselbe gilt bei beliebigem Grundkorper,
wenn die Darstellung absolut irreduzibel ist, d. h. irreduzibel bleibt bei
einer beliebigen algebraischen Erweiterung des Grundkorpers K.

7. Ein weiterer Satz von H. FITTING!) besagt: Ist der Darstellungs-
modul m vollstéandig reduzibel, so findet zwischen den invarianten Teil-
rdumen R von m und den Rechtsidealen r des Automorphismenringes u
ein eineindeutiges Entsprechen statt, wobei insbesondere jeder Zer-
legung von m in irreduzible Teilrdume eine Zerlegung von ¥ in mini-
male Rechtsideale (und umgekehrt) entspricht. Bei gegebenem r ist
R = r m, und bei gegebenem R besteht r aus denjenigen Homomorphis-
men, dieM in R abbilden.
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§ 12. Darstellungen hyperkomplexer Systeme. Halbgruppen
von linearen Transformationen.

Ein hyperkomplexes System oder ,eine Algebra® vom Rang h tber K
ist ein Ring, der zugleich ein A-dimensionaler Vektorraum in bezug auf
den kommutativen Korper K ist. Demnach ist ein hyperkomplexes
System gegeben durch eine Basis (uy, ..., uy) und durch eine Mul-

tiplikationstafel
P L =2"£ }’u‘ .

Jedes hyperkomplexe System & besitzt eine sofort angebbare Dar -
stellung: die reguldre Darstellung, welche man erhélt, indem man das
System & selbst als Dar stellungsmodul (mit & alsLinks- und K alsRechts-
multiplikatorenbereich) auffalt. Die darstellende Matrix einer Gréfe
2 %, in der reguldren Darstellung ist offenbar Xy, ¢, (I Zeilen-,
k Spaltenindex). Die invarianten Teilrdume des Darstellungsmoduls
sind die Linksideale, welche mit jedem Element a auch alle Vielfache
r-a (rin 8) und ai {4 in K) enthalten. Dieirreduziblen Teilraume sind
die minimalen Linksideale. Zwei operatorisomorphe Linksideale, welche
aquivalente Darstellungen vermitteln, nennen wir auch &aquivalent.

Hat das System & eine Eins, was wir im folgenden immer annehmen
werden, so ist die regulare Darstellung stets treu.

Die fur uns wichtigsten Gattungen hyperkomplexer Systeme sind:

1. Die Divisionsalgebren (Korper), in welchen jedes von Null ver-
schiedene Element ein Inverses besitzt und daher die Division unbe-
schrankt méglich ist.

2. Die einfachen Systeme oder vollen Matrixringe n-ten Grades Uber
einer Divisionsalgebra 4, die aus allen Matrices mit Elementen aus
bestehen. Ein solches System hat die Gestalt

& =ZZCJV4 =ZZACJ£'¢
wo die ¢y die in § 1 definierten ,,Matrixeinheiten" und mit jedem Ele-
ment von A vertauschbar sind.
3. Die halbeinfachen Systeme (oder Systeme ohne Radikal), welche
vollstandig in minimale Linksideale zerfallen. Jedes halbeinfache System

ist direkte Summe von vollen Matrixringen €, + €3+ --- + &,,,

welche sich gegenseitig annullieren®®):

(1) =226, =2, MA,; A, ene Divisionsalgebra.
* L 4

Ist n, der Grad desMatrixringes &,, so zerfallt &, in u, aquivalente
minimale Linksideale, wahrend die Linksideale aus verschiedenen &€ in-

% Die angefilhrten Sitze stammen von J. H. MACLAGAN-WEDDERBURN;
Proc. London Math. Soc. 6 (1907) 77 — 118. Fur einfache Beweise siehe B. L. VAN
DER WAERDEN: Moderne Algebra I, Kap. 16, oder H. FITTING: Math. Ann. 107
(1932) 514—542. Vgl. auch das Heft Uber Algebren von M. DEURING in dieser
Sammlung (4 Heft 1).
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aquivalent sind. Ist #, der Rangvon A,, soist der Rangvon & nach (1)
gleich B Snt,.

Zu ener Zerlegung eines halbeinfachen Systems & in Linksideale
R=L+L+-+]

gehdrt auch eine Zi 4 =¢g 4¢3+ --+ 4+ ¢, ite e:
e =¢; ee =0 fir 1 3 k.

Ein beliebiges hyperkomplexes System & besitzt ein Radikal, d. h.
ein maximales nilpotentes Linksideal «:
=20,

c istl zweisaitiges Ideal in €, und der Restklassenring &/fe ist halbein-
fach'«).

Die Darstellungstheorie der hyperkomplexen Systemewird nun durch
folgende Sdtze beherrscht:

Lemma. Jede Darstellung einer Halbgruppe mit Einselement zerfallt
in zwel Bestandteile (von denen auch einer fehlen kann): in dem einen wird
die Eins durch die Einheitsmatrix dargestellt, wahrend der andere aus lauter
Nullen besteht (Nulldarstellung).

Beweis. Ist e das Einselement der Halbgruppe und u ein beliebiges
Element des Darstellungsmodus, so gilt die Zerlegung

t=eu -+ (u—eun),

in welcher das erste Glied bei der Multiplikation mit ereproduziert, das
zweite Glied annulliert wird.

Erster Darstellungssatz. Jede Darstellung eines halbeinfachen hyper-
komplexen Systems & in seinem Grundkorper K ist vollstédndig reduzibel,
und die irreduziblen Bestandteile sind (soweit sie von der Nulldarstellung
verschieden sind) &quivalent den durch die minimalen Linksideale I, von
G, vermittelten Darstellungen D,, d. h. sie sind in der reguléren Dar-
stellung von & schon enthalten.

Beweis. Nach dem Lemmakann man sich auf den Fall beschrénken,
in dem das Einsdlement von & die identische Transformation im
Darstellungsmodul m induziert. Nun sei

e=hL+L+-+]

M= (ty,...,%,) =24 =‘2|:Ii“&r
Wo die durch 2 angedeutete Summe keine direkte zu sein braucht.
Jeder der Moduln Y%, ist vermoge der Zuordnung x -» x%, ein operator-

homomorphesBild von |, dso entweder der Nullmodul oder zu |; opera-
torisomorph und daher minimal. Jeder von ihnen hat somit entweder
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mit der Summe der vorangehenden nur die Null gemein oder ist ganz
darin enthalten. L &Rt man nun aus der Summe diejenigen Summanden
L4 weg, die schon in der Summe der vorangehenden enthalten sind,
so wird die Summe eine direkte.

Stellt man die vom Linksideal 1, = cy,'A, 4 €A, 4+« 46,74,
vermittelte irreduzible Darstellung D, wirklich auf, so ergeben sich fol-
gende Zusitze und Folgerungen™):

Die Darstellung D, des EIementesa-ZZc,,,"’a,,}" von & [vgl. (1)]

wird erhalten, indem man dieM atrix 4, —{a,,,"’) bildet und darin jedes
Element &, der Divisionsalgebd,ersetzt durch sdne darstellende
Matrix in der regularen Darstellung von A,. Im Falle 4, = K bilden
die A, selber schon die Darstellung ®,. Die irreduzible Darstellung D,
stellt demnach den Teilring &, [vgl. (1)] treu und die Ringe &, (¢ ¥ ¥)
durch Null dar. Sieist vom Grade #,#,, kommt n,-mal in der regularen
Darstellung vor und enthélt, weil se &, treu darstellt, #,3#, linear un-
abhangige Matrices. Der Kérper A, ist invers isomorph zu dem Kér-
per A, der mit der Darstellung ®, vertauschbaren Matrices.

Zweiter Darstellungssatz. Bel einer irreduziblen und daher auch bei
einer vollstédndig reduziblen Darstellung eines beliebigen hyperkomplexen
Systems & wird das Radikal ¢ durch Null dargestellt, d. h. die Darstellung
lalt sich als Darstellung des halbeinfachen Systems &/¢ auffassen.

Beweis. Sei m ein irreduzibler Darstellungsmodul. Ware nun
¢ =+ (0), so wire ¢ == M, also

Me=cM=c2M=...=0'M = (0),
was nicht geht.

Folgerungen. Eine vollstéandig reduzible Darstellung 2) enthalt
Zn,'f, linear unabhéngige Matrices, wobei die Summation sich auf die-
jenigen irreduziblen Darstellungen D, von &f¢ erstreckt, die in D als
Bestandteile mindestens einmal vorkommen. Die Darstellung D stellt
G/c dann und nur dann treu dar, wenn alle ®, mindestens einmal in
ihr vorkommen.

Aus beiden Darstellungssdtzen zusammen folgt: Eine treue Dar-
stellung eines hyperkomplexen Systems G ist dann und nur dann voll-
standig reduzibel, wenn das System G halbeinfach ist. Daraus weiter:
Eine Halbgruppe g aus linearen Transformationen ist dann und nur dann
vollstandig reduzibel, wenn das aus allen  Linearkombinationen ZApl,.
der Transformationen von g bestehende hyperkomplexe System (die , line-
are Hulle" von @) halbeinfach ist.

Aus einer beliebigen reduziblen Halbgruppe g von linearen Trans-
formationen erhdlt man ein homomorphes Bild ¢, indem man in den
Matricesvon g alle Matrixelemente auf3erhalb der irreduziblen Diagonal-

) Man findet die Uberlegungen ganz ausgefiihrt in der schon zitierten Mo-
dernen Algebra | |, § 121 und § 118.
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kastchen durch Null ersetzt. Man kann dabei, indem man nétigenfalls
wieder zur linearen Hulle Ubergeht, g as hyperkomplexes System an-
nehmen. Ist g vollstéandig reduzibel, so ist offenbar g auf g' I-isomorph
abgebildet; ist dagegen g nicht vollstandig reduzibel, so hat g ein Ra-
dikal, welches nach dem zweiten Darstellungssatz bei der Abbildung
auf g' in Null Ubergeht. Daraus folgt: Dann und nur dann ist die Halb-
gruppe g nicht vollstandig reduzibel, 'wenn unter den von Null verschiedenen
Linearkombinationen der Matrices von g solche vorkommen, die in allen
irreduziblen Diagonalkastchen lauter Nullen haben.  Diese Linearkombi-
nationen bilden das Radikal der linearen Hille von g.

Die Anzahl der linear unabhangigen Matrices in der Halbgruppe g
ist demnach im vollreduziblen Fall gleich, im anderen Fall groRer als
die Summe der Anzahlen der linear-unabhéngigen Matrices ihrer wesent-
lich verschiedenen irreduziblen Bestandteile®).

Eine Darstellung D, heifRt absolut-irreduzibel, wenn sie irreduzibel
bleibt bei Erweiterung des Grundkdrpers P zu einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper £2. Nach dem ersten Darstellungssatz (angewandt
auf den Grundkorper £2) ist in diesem Fall die Anzahl der linear un-
abhéngigen Matrices gleich dem Quadrat des Grades der Darstellung
(Satz von BURNSIDE). Daraus folgt:

fr.n,)2=7r.n? oder r,=1.

Dasselbe folgt auch daraus, daR nach 8§ 11,6 die mit der Darstellung
vertauschbaren Matrices skalare Vielfache der Einheitsmatrix sind. Die
Uberlegungen lassen sich leicht umkehren, und man findet:

Eine Darstellung D, st dann und nur dann absolut-irreduzibel, wenn
die Anzahl ihrer linear unabhé@ngigen Matrices gleich dem Quadrat des
Grades ist, oder wenn .A,= P ist, oder wenn alle mit der Darstellung
vertauschbaren Matrices skalare  Vielfache 41 der Einheitsmatrix | sind.

Unter dem allgemeinen Element eines hyperkomplexen Systems ver-
steht man eine Linearkombination der Basiselemente mit unbestimmten
Koeffizienten. Die Willkiir der Basiswahl driickt sich darin aus, daf
eine willkdrliche lineare Substitution der Unbestimmten zuléssig ist. Die
Systemmatrix einer Darstellung ist die darstellende Matrix des allgemeinen
Elementes. Bei der Berechnung der Systemmatrix setzen wir den Koeffi-
zientenbereich als algebraisch abgeschlossen, das System als halbeinfach
voraus (die anderen Féalle lassen sich leicht auf diesen Fall zuriick-
fuhren) und benutzen die durch (1) gegebene Basis (cﬂ(”). Das allgemeine
Element ist dann X ¢, &, wo £, Unbestimmte sind. Ist dann 4,
die Determinante |&,®{, soist die Systemdeterminante einer beliebigen
Darstellung, welche die irreduzible Darstellung €, etwa s,-mal enthélt,
gleich
@ 4= {IA,’V.

%) G. FROBENIUS U. | . SCHUR: S-B. preuR. Akad. Wiss. 1906 209-217-
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Insbesondere ist im Fall der reguldren Systemdeterminante (der reguléren
Darstellung) s, =#,. Die 4, sind offenbar verschiedene, irreduzible
Formen der Unbestimmten &4 und bleiben das auch nach einer linearen
Unbestimmtensubstitution.

Die Faktorzerlegung (2) der Systemdeterminante bildete bei FRO-
BENIUS!) den Ausgangspunkt der. Darstellungstheorie.

Aus den Sétzen dieses und des vorigen Paragraphen folgt der Satz
von RABINOWITSCH'®) :

Iss G ein die Identitdt enthaltendes halbeinfaches System (oder die
lineare Hulle einer vollstdndig reduziblen, die Identitét enthaltenden Halb-
gruppe) von linearen Transformationen eines Vektorraumes m in sich und
ist & das System der mit allen Transformationen von & vertauschbaren
linearen Transformationen, so ist umgekehrt & das System der mit allen
Transformationen  von ¥ vertauschbaren linearen  Transformationen.

8 13. Darstellungen endlicher Gruppen.

Die im vorangehenden bewiesenen allgemeinen Sétze Uber Halb-
gruppen linearer Substitutionen gelten natlrlich insbesondere fir die
Darstellungen von Gruppen. Fir endliche Gruppen gilt dariber hinaus
der folgende Satz von MASCHKE:

Jede Darstellung einer endlichen Gruppe g in einem Korper P, dessen
Charakteristik nicht in die Gruppenordnung h aufgeht, ist vollstdndig re-
duzibel.

Wie man im Fall eines Kdrpers aus komplexen Zahlen den Beweis
durch Konstruktion einer invarianten positiven HERMITEschen Form
fahren kann, haben wir in § 8 schon erwéhnt. Fur beliebige Korper ver-
wendet man einen Beweis von I. SCHUR, der (kurz zusammengefaldt) so
verlguft: Zundchst kann man auf Grund des Lemmas von § 12 stets
annehmen, dal? die Gruppeneins durch die Einheitsmatrix und daher
inverse Gruppenelemente s und s* auch durch inverse Matrices dar-
gestellt werden. Sind nun

Als) = (5({:]) R?s))

) Der Satz wurde mir vor einigen Jahren durch mindliche Mitteilung
bekannt. Vgl. auch die etwas spezielleren Satze Uber vertauschbare Unterringe
einfacher Systeme von R. BRAUER: J. reine angew. Math. 166 (1932) 245;
K. SHODA: Math. Ann. 107 (1932) 252—258 und E. NOETHER: Math. Z. 37 (1933)
514—541. BRAUER und SHODA setzen das Zentrum von K als vollkommen,
BRAUER und NOETHER das System & als einfach voraus. Diese Voraussetzungen
sind unnétig, denn man kann den halbeinfachen Fall auf den einfachen (von
NOETHER erledigten) zurtckfiihren durch eine Zerlegung von & in einfache
Systeme: @=X%8&,,welchedieZ er leg M=FM, nd T=2%, (R, =6, M;
g, = Automorphismenring von It} nach sich zieht, wobei die T, nach § 11
wieder einfache Systeme sind.
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die Matrices einer reduziblen Darstellung, so bildet man die Matrix

S = %Z.R(s)“(?(s).

aing

I o\fP{) o0\ _(P{h oyl o
(5 I) (Q(‘) Rm)'( 0 R(*)) (S I)’
mithin das Matrixsystem A (s) &quivalent einem zerfallenden System.

Das Darstellungsproblem der endlichen Gruppen 183t sich nunmehr
sofort auf das schon erledigte Darstellungsproblem hyperkomplexer
Systeme zurlickfihren, indem man aus der Gruppe g den Gruppenring SR
(oder Rg) bildet, d. h. dagenige hyperkomplexe System, dessen Basis-
elemente die Elemente s;, . . ., S, von g sind. Jede Darstellung

s+ A(s)
von g laft sich offensichtlich zu einer Darstellung
Shs 2 LA(s)
von SR erweitern. Umgekehrt liefert jede Darstellung von R auch eine
von g, da g in SR enthalten ist. Als Grundkérper des hyperkomplexen
Systems wahlt man natlrlich den Korper, in welchem g dargestellt
werden soll.

Inshesondere liefert die regulére Darstellung von R, bei der SR selbst
Darstellungsmodul ist, eine Darstellung h-ten Grades von g, die man
ebenfdls die reguldre Darstellung nennt. Die Matrixelemente von A (s)
sind in diesem Fall 4 fiir ss, = 5.

®ix(8) ={ B
0 sonst.

Dann ist

Da nach dem Satz von MASCHKE jede Darstellung von g vollsténdig
reduzibel ist, ist auch die reguldre Darstellung vollstéandig reduzibel,
d. h. SR zerfdllt vollstandig in irreduzible Linksideale: SR ist halbeinfach,
immer vorausgesetzt, dal? die Charakteristik von K nicht in h aufgeht.
Nach dem ersten Darstellungssatz (8 12) folgt daraus:

Alle irreduziblen Darstellungen von g sind schon in der reguldren ent-
halten und werden von den irreduziblen Linksidealen von SR erzeugt. Wenn
die irreduzible Darstellung D, etwa n,-mal in der reguldren enthalten i<t,
% ist ihr Grad ns,. Der Rang von SR ist

h =Z','n,‘ r,
1
bzw. im Fall absolut-irreduzibler Darstellungen {r, = 1}:
h =Z‘,'n.’.
1

Eine dhnliche weitere Relation erhdt man im absolut-irreduziblen
Fall aus der Abzdhlung des Ranges des Zentrums von SR (vgl. spéter,
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815). Dieser Rang ist einerseits gleich der Anzahl s der indquivalenteri
Darstellungen, andererseits gleich der Anzahl der Klassen konjugierter
Gruppenelemente. Mithin ist die Anzahl der indquivalenten absolut-
irr eduziblen Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen konjugierter
Gruppenelemente.

Denkt man sich den Grundkdrper K so erweitert, dal? alle Darstellun-
gen in absolut-irreduzible zerfallen, so wird der Gruppenring R direkte
Summe von vollen Matrixringen & Uber K mit Matrixeinheiten ¢,
und man hat fir jedes Gruppenelement s einen Ausdruck
@ s =2 2o s) e .

Y L7
Die o (s} sind nach § 12 genau die Matrixelemente der darstellenden
Matrix A,(S) von s in der Darstellung %,.

Bei den abelschen Gruppen sind die absol ut-irreduziblen Darstellungen
vom Grad 1, d.h. die Matrices haben nur ein Element, welches, as
Funktion des Gruppenelementes a aufgefaldt, ein Charakter x(a) heilt.
Die Charaktere einer abelschen Gruppe sind aso Funktionen x@ der
Gruppenelemente a mit der Eigenschaft

x(aby = x(a)- x (5.

Da eine endliche abelsche Gruppe direktes Produkt von zyklischen
Gruppen &,@&,...&, mit den Erzeugenden ¢,, ..., ¢ und den Ord-
nungen {,, ..., 1, ist, sind ihre Charaktere miihelos aufzustellen: man
ordne jedem ¢, eine beliebige I,-te Einheitswurzel £, zu und setze

x(cleac’e- - crEr) = ,:Ielgzea - C’er_

Das Produkt zweier Charaktere ist wieder ein Charakter. Die Charak-
tere einer endlichen abelschen Gruppe bilden eine zu der gegebenen
Gruppe isomorphe abelsche Gruppe €. Jeder Untergruppe h der ge-
gebenen Gruppe g entspricht eineindeutig eine Untergruppe Il der
Charakterengruppe, welche durch

Yl@g=1firain jh, yin U

gekennzeichnet ist. Dabel ist §/it & i und g/h o2 1, weil /11 die Cha
rakterengruppe von h und u die von df) ist.

In genau entsprechender Weise kann man auch bei beliebigen end-
lichen Gruppen g jeden Normalteiler h dadurch charakterisieren, daf3
den Elementen von h in einigen ganz bestimmten Darstellungen von g
die Einheitsmatrix entspricht oder, was im Fall eines Korpers von der
Charakteristik Null auf dasselbe hinauskommt, daf3 die Spuren der dar-
stellenden Matrices der Elementevon h gleich dem Grade der Darstellung
(oder der Spur der Einheitsmatrix) sind. Auf dieser Methode beruhen
gewisse Anwendungen der Darstellungstheorie, bei denen es sich darum
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handelt, die Existenz von Normalteilern aus den Eigenschaften der

Gruppencharaktere zu erschlieBen’).
Sind s —+ A4 (9 und s— B(s) zwei absolut-irreduzible Darstellungen
einer endlichen Gruppe g und ist C eine ganz beliebige Matrix, so ist

P=FAWHCBE Y
tlng

eine Matrix mit der Eigenschaft
A(s)P=PB(s).

Daraus folgt nach dem ScHURSchen Lemma, daB P = 0 ist, wenn
die Darstellungen A (s) und B(s) indquivalent sind; sind sie aber gleich,
so ist P= A& nach 8§11,6. Schreibt man die Matrixgleichungen P= 0
bzw. P — AI aus und beachtet, daB die Matrixelemente von C ganz
beliebig waren, so folgt

0, wenn A (s) in&q. B (s)
. -1 —
Zg"a"{t)ﬁ”( ) @ dy fur A9 =B(9).

Da fur &; = ﬁ‘, die linke Seite die Vertauschung (ik) (jl) gestattet,
so kann @ nur = wd; sein. Wir konnen daher unsere Relation auch
so schreiben:

flir » = i=1,i=k%
) wig-1y = | @ B, » 1
@ :Z g ) i (7) {0 sonst.

Setzt man j — k und summiert Uber k, so ergibt sich, wenn h die
Ordnung der Gruppe und #, der Grad der Darstellung ist:

-1 =mn0.
Ist h nicht durch die Charakteristik des Korpers teilbar, so kann
n, es auch nicht sein, und wir erhalten

m:-{‘-‘l.
n

Aus (2) folgt, indem man mi te,(s)ipliziertund iberisum-
miert, die allgemeinere Relation

6 Sepfeouer =

DieRelation (2) kann dazu benutzt werden, (1) nach c.-,(") aufzuldsen.
Multipliziert man (1) m -;Tn,or”")(s“‘) d summiert iber s; so be-
kommt man

@ e = ’—;32%3(') (s~Ys.
)

") Siehe etwa A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung,
2. Aufl., Berlin 1927, Kap. 13.

ways) fiir p=y, j=1
0 sonst.
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8 14. Beschrankte Darstellungen beliebiger Gruppen.

Die in § 13 entwickelte Darstellungstheorie der endlichen Gruppen
laRt sich nach J. VON NEUMANN?®) auf beschréankte Darstellungen be-
liebiger Gruppen & im Korper der komplexen Zahlen lbertragen, d. h.
auf solche Darstellungen, bei denen die Matrixelemente dy(x) der dar-
stellenden Matrices D (x) der Gruppenelemente x gleichmagig beschrankte
komplexwertige Funktionen von x sind.

An Stelle des in § 13 benutzten Gruppenringes tritt im allgemeinen
Fall der Ring der fastperiodischen Funktionen auf &. Eine fir alle x
aus & definierte komplexwertige Funktion f(x) heif3t fastperiodisch
(f.p.) auf ®, wenn man aus jeder Folge von Funktionen f(axh,) eine
gleichmé&Rig konvergente Teilfolge auswahlen kann)®.

Ein Mittelwert einer f.p. Funktion /(x) wird definiert als eine Kon-
stante A, die (als konstante Funktion auf @ betrachtet) gleichmafig
beliebig genau durch Funktionen der Gestalt

oy f (a2} + caf (“ijs) + -+ 6, fla,xb,)
mit ¢, + ++- + ¢, =4 approximiert werden kann. Man beweist, da
es einen und nur einen Mittelwert gibt, der eine lineare Funktion von
f(x) ist’®). Wir bezeichnen ihn mit Mf oder M,f (x), wenn die Variable x
angedeutet werden soll, in Beziehung auf die der Mittelwert gebildet ist.

Die Matrixelemente &,.{x) einer beschrénkten Darstellung sind f.p.
Funktionen von x, denn die.d;(4,25,) sind Linearkombinationen der
endlich vielen Funktionen &,;{#} mit beschrénkten Koeffizienten:

d;;(a,2d,) =§;d¢; (@) dy(¥)dy &).

Mit Hilfe der oben erklarten Mittelwerthildung beweist man genau wie

in § 8, daR jede beschrankte Darstellung von & eine positive HERMITE-

sche Form invariant 1aRt, also aquivalent einer unitéaren ist. Daraus

oder aus dem direkten Beweis von SCHUR (§ 13) folgt dann weiter, da

jede reduzible beschrankte Darstellung vollstandig reduzibel ist.
SchlieRlich beweist man wie in § 13 die Relationen

Mydig(xy=") dgly) = % &2 dyy (%)
M, d; (xy~Ydy(y) =0 fiir D iniquivalent I,

in denen d,;(x) die Matrixelemente einer irreduziblen Darstellung D
vom Grade n un g; i e einer anderen irreduziblen Darstellung D'
bedeuten.

) J. VON NEUMANN: Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934) 445-492.

%) Nach BOCHNER: Math. Ann. 96 (1927) 119-147 ist diese Definition in
dem Fall, dal @ die additive Gruppe der reellen Zahlen und f(x) eine stetige
Funktion ist, &quivalent der ursprunglichen BOHR schen. Siehe fur diese BOHR:
Ergeb. Math. I, 5 (1932).

(1)
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Das Produkt f X g zweier f.p. Funktionen wird durch
[ x glx) =M, (fixy~ ) = M, (/) gly~' 2))

def|n|ert Esbildet das Analogon zum Produkt zweier El emente-— )y
und + Zg(z)z des Gruppenringes Ry in 813, welches ja durch

( 21019)(5 Zews) = ,,2{ 210 et

Y=g

= TE[;Z!(?)g(y"x)}x

definiert wird. Die Produktbildung ist assoziativ und distributiv zur
gewohnlichen Addition f{x) + g(x), dso bilden die f.p. Funktionen
unter dieser Multiplikation und Addition einen Ring, den wir mit Rg
bezeichnen.

Mit Hilfe des Produktzeichens kann man fir (1) auch schreiben

P Idu X dyfx) = ,!l O dir(x),
di; X diglx) =0.

Diese Relationen besagen, dal3 die Funktionen

(3) ¢iy(x) = nd;y(x}

genau die Gleichungen erfillen, die fur die Matrixeinheiten eines vollen

Matrixringes Uber dem Korper K charakteristisch sind (vgl. § 12). Zu

jeder irreduziblen Darstellung D, gehdrt daher ein voller Matrixring &,

in Ry, wobei zu dquivalenten D der gleiche Matrixring gehdrt und wo-

bei zwel verschiedene &, sich nach (2) gegenseitig annullieren.

Die Darstellungen D lassen sich auch durch Darstellungsmoduln
erzeugen, die as Rechtsideale in Ry gewahlt werden konnen. Zu diesem
Zweck erklédren wir die Multiplikation einer Funktion f(x) mit einem
Gruppenelement a durch®)

4 af(x)=f(xa).
Dann gelten die Regeln
a(f + g = af +ag
aff x g) = | % ag
a(bf) = (ab)f.
Der Ring Sy ist dso ein @Modul. Wenn ein Untermodul endlichen
Ranges m = (gy, . .., g, die Multiplikation mit den Gruppenelementen

2 Um die Analogie mit den Formeln (4) § 13 zu wahren, hatten wir eigent-
lich statt (3) égy{#) == ndy{x—1 und statt (4) af{*) = f{a- 1%} schreiben missen.
Jedoch werden die Formeln einfacher, wenn man es so macht wie oben.
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gestattet, so vermittelt er eine Darstellung y - d,,(y} vermoge
©) y - 8l® = galxy) =262} (v).
Ein solcher Modul nt ist gleichzeitig 'auch Rechtsideal in Mg wegen
g X H{x) = Myge(xy N1 y) = My, 2 (0 ly 2/ () = Z a2} - B
mit Bor = M" {ds (y~Di)-
Zerlegt man m in irreduzible Darstellungsmoduln m, wobei m,

etwa die Darstellung %, erféhrt, so ist m, im Ring &, enthalten, denn
aus (5) folgt fur x =1 wegen (3

a0) = > &t dul) = D %Mo, ).

Umgekehrt vermittelt ein minimales Rechtsideal des Ringes &,, z. B.
das ldeal r, = (C11,C12, ..., Cin), genau die Darstellung D,, wie man
leicht nachrechnet.

Die irreduziblen Darstellungen von g werden al so genau entsprechend
8§ 14 durch die minimalen Rechtsideale der Ringe G, vermittelt.

Der Ring &, sdber ist auch ein -Modul, dso ein Rechts, aber
ebenso auch ein Linksideal in Ry.

Den Schiuf3stein der Theorie bildet der Nachweis der Vollsténdigkeit
des Funktionensystems dd;, -oder ¢,;;. Darunter wird folgendes verstanden.

Definiert man in Ry, das skalare Produkt zweier Funktionen f, g durch

(,8) = M f(gly) =g' X f1) = f x g'(1), wo gh(x) = g(z~),
und die Norm oder Lange durch
N() =V ) =YM, IO,

SO Wilfg dadurch zu einem verallgemeinerten HILBERTschen Raum?®),
in welchem man auf Grund der Definition der Entfernung durch N(f —g)
eine Topologie einfihren kann. Ein Funktionensystem fy, f,, . . . heif}
nun vollstandig, wenn die Linearkombinationen y,f, -+ ¥sfe + - -+ + ¥:f:
in g Uberall dicht liegen, d. h. jeder f.p. Funktion f beliebig nahe

kommen: Ninh+nht-+yh—N<e
fUr jedes & > 0 mit passenden ;.

J. V. NEUMANN betrachtet nach dem Vorbild von PETER und WEYL??)
zum Nachweis der Vollstandigkeit der g,(x) die ,,Integralgleichung”

fxftxp=ryyp.

Wir geben hier einen abgednderten Bewels, der in Anlehnung an
G. KOTHE?) mdglichst wenig von der Integralgleichungstheorie, dafiir
aber mehr agebraische Schliisse benutzt.

2) F. RELLICH: Math. Ann. 110 (1934) 342-356.

?) F. PETER U. H.WEYL: Math. Ann. 97 (1927) 737-755.
%) G. KOTHE: Math. Ann. 108 (1930) 545-572.
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DieFunktionen ¢, erzeugen denvollenMatrixring&,, dessen Eins-

element
€y = ZC"I'(')
ist. Aus der Unitaritdt der Darstellung ®, folgt leicht e, =e,.
Jede f.p. Funktion f kann nun zerlegt werden in eine Komponente
in &, und ene dazu orthogonale:
f=fxe,+{{—Fxe).
Man Uberzeugt sich leicht, dald das skalare Produkt von § — f x e, mit
einem Element ¢ x e, von®, sachlich Nullist:
{f'—fx i £ X 8r}=(f“'.fx g,) X 691. th(” N)
=fxe xgt{l) —fxe xe xgl(l) =0.
Die Komponente von fin &, kann auch in der Form e, x § geschrieben

werden. Danamlich e, x f und f x ¢, beide zu &, gehdren und da
¢, das Einselement von &, ist, hat man

fXe=¢eXfXe=2¢x].

Die Komponenten von f in verschiedenen &, sind gegenseitig ortho-
gonal. Essdennun &, &,,..., €,endlich viele &,. Wir bilden die
Summe

fu=IXe+ixea+ - +fXe.
Dann ist f — f, zu §, orthogonal, also
© N{)=N{)+N{—1J
ZN{f)=N{f xe) + NI X &g +---+ N(f x ¢,.

Aus (6) folgt, dal? htchstens eine beschrankte Anzahl n von Normen

N(f xe) 2:% sain kann. Indem man der Reihenachn=1,2,3,¢ ¢ ¢

setzt, folgt, daR die e, mit f x e, F 0, d. h.mit N(f x ¢,) >0 in ene
abzéhlbare Reihe gebracht werden kdnnen. Wir nennen Se e, &, €s,.. .
Aus (6) folgt nun, da3 die Reihe

@) N{fXe)+ Nif Xeg +---

konvergiert mit einer Summe = Nf (BESSELsthe Ungleichung). Die
Vollstandigkeit des Funktionensystems ¢, (" wird bewiesen sein, wenn
wir zeigen konnen, dal3 lim N (f, — /) = 0 ist.

Aus der Konvergenz der Reihe N{f x &) + N(f X &) + --- folgt
jedenfdlls, dal3 die Folge der §, die, cavcHy sche Konvergenzbedingung®

erfdllt:
N, — 1t =N{xeus+- ] xe)<e fir v2>p>nlE).
Wir bewelsen nun enen Hiltssatz:

2% Dabei wurde die Rechenregel (g x &' = &' x g' benutzt.
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Wenn die Folgen von f.p. Funktionen §, und g, beidedie CAUCHYSAe
Konvergenzbedingung erfillen, so konvergiert &,{x} = f, x g,(x) gleich-
méallig gegen eine f.p. Funktion h(x).

Beweis. Die obere Grenze von N{}) und ¥{g,} se M. Dann ist

[fy X g (%) — fu X gul@}| = Uy — fu) X & (=) |+ [£1 X {&s ~ 83|
éNUv"_.fp)'Ngv‘FN!p'N(gr"gy) < 2Me

fur » > g > n(e). Die Folge der &,{x) konvergiert adso gleichméfiig
gegen ene Grenzfunktion h(x). Ein gleichméaliger Limes von f.p.
Funktionen ist aber wieder eine f.p. Funktion, was aus der Definition
der f.p. Funktionen unmittelbar folgt.

Wir wenden den Hilfssatz an auf die Funktionenfolge f, — f und
die dazu ,adjungierte" f,t — ', wir setzen adso

kv=(fv_f) X {ivt_ﬂ)'
Dann ist kY= 4,2, dso gilt fur die Grenzfunktion h(x) ebenfals
B = k. Weiter ist h, zu dlen &, mit g =< » orthogonal:

g‘uxhrzg‘ux Ur—_ﬂ X (-‘(vt'_'ft):os

und dasselbe gilt fir ale die ¢,, die nicht in der Folge ey, &, . . . vor-
kommen. Daher ist auch h zu alen &, orthogonal:

) g, X b =0.

Schliefdlich ist %,(1) = N{f, — /), also A{1) =lm N(,— /). Wenn
N(f, — f nicht gegen Null streben wiirde, wére aso h(x) eine von Null
verschiedene, zu allen &, orthogonale f.p. Funktion. Wir werden zeigen,
dald das unmdglich ist.

Zu diesem Zweck betrachten wir das Eigenwertproblem
©) hxp=1ayp.

Mit den Methoden der E. SCHMIDTschen Theorie der Integralglei-
chungen kann man, wie bei Wey L und PETER?) sowie bei v. NEUMANN®®)
néher ausgefiihrt ist, beweisen, dald es mindestens einen von Null ver-
schiedenen Eigenwert und eine dazugehtrige Eigenfunktion gibt. Das-
sdbe folgt auch aus der algemeinen Theorie der vollstetigen linearen
Operatoren im verallgemeinerten HILBERTschen Raum?). Die zum
Eigenwert 2 gehdrigen Eigenfunktionen y bilden, wie in derselben Theo-
rie gezeigt wird, einen Modul m endlichen Ranges, welcher die Multipli-
kation mit den Elementen y von & gestattet; denn aus & x w— Ay folgt

X yp=yhXy)=yly=»Lyyp.

Nach unseren Sédtzen enthadlt der Modul m einen irreduziblen Unter-
modul m,, der in eéinem Rin &, thalten ist. Das heild, unter den

e

Eigenfunktionen  kommt ein Element y, von &, vor:
(40) hxy =4y, 240,9+0, v inE,.
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Das Einselement ¢, von &, annulliert die linke Seite von (10) wegen
(8), aber es annulliert die rechte Seite nicht. Dasist unméglich. — Also
strebt N (f, — 1) doch gegen Null.

Uber die Vollstandigkeit hinaus hat v. NEUMANN®) mit einer Me-
thode von N.WIENER die gleichmaRige Approximierbarkeit der f.p.
Funktionen durch Linearkombinationen der d;;{x) bewiesen.

Alle obigen Satze und Beweise bleiben wortlich gelten, wenn man
sich in einer topologischen Gruppe®) auf stetige f. p. Funktionen und
stetige Darstellungen beschrankt.

Es gibt kontinuierliche Gruppen, auf denen alle beschrankten Dar -
stellungen und daher auch alle f.p. Funktionen stetig sind®), namlich
die halbeinfachen kontinuierlichen Gruppen, deren Darstellungstheorie
CARTAN und WEYL?") entwickelt haben. Es gibt sogar Gruppen, die
auRBer der Einsdarstellung keine beschrankten Darstellungen besitzen
und auf denen daher die Konstanten die einzigen f.p. Funktionen sind.
Die reelle projektive Gruppe PSL (n, P) gehort dazu. Es gibt aber auch
Gruppen, auf denen alle stetigen Funktionen f.p. sind. Ersichtlich ist
das bei den kompakten topologischen Gruppen der Fall. Bei diesen
Gruppen gilt also der Vollstéandigkeitssatz sogar fur alle stetigen Funk-
tionen. Fir eine eingehendere Untersuchung dieser verschiedenen M dg-
lichkeiten verweisen wir auf v. NEUMANN®®).

Die absolut-irreduziblen beschréankten Darstellungen abelscher Grup-
pen @& sind durch einreihige Matrices, also durch komplexe Zahlen vom
Betrage Eins gegeben; diese heiflen wieder Charaktere X(a). Man erhalt
sie nach PALEY und WIENER?®) oder nach ALEXANDER?*®*), indem man
die Erzeugenden von & wohlordnet und den Wert eines Charakters X
fur jede Erzeugende a so bestimmt, dal} aus

at :H'ﬂva':
wo die a, dem a in der Wohlordnung vorangehen, folgt
2{at = Hyla).

Eine andere Methode, die von A. HAAR?®) fuir abzahlbare abelsche
Gruppen angegeben und von v. NEUMANN'®) auf separable, im kleinen
kompakte topologische abelsche Gruppen ausgedehnt wurde, liefert im
allgemeinen nicht alle Charaktere, sondern nur eine Schar von Charak-

%) Fur diesen Begriff siehe F. LEJA: Fundam. Math. 9 (1927) 37—44. —
R.BAER: J. reine angew. Math. 160 (1929) 208—226. — D.VANDANTZIG: Studien
over topologische algebra, Diss. (Groningen 1931.

%) B.L.VANDERWAERDEN: Math. Z. 36 (1933) 780—786.

27y Siehe FuBnoten 73 und 74 in I, § 8. Vgl. auch FuRnote 22.

28) N.WIENER U. R. E. A. C. PALEY: Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 19 (1933)
253-257.

2 J F.ALEXANDER: Ann. of Math., | 1.s. 35 (1934) 389— 395.

2%y A.HAAR: Math. Z. 33 (1931) 129-159.
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teren g{a, 4}, BAIREsche Funktionen enesreellen Parameted,die im
topologischen Fall auch stetige Funktionen von a sind, mit der Eigen-
schaft, daR aus limeg(a,,d) =t fur alle 1 folgt lime,=1. Ist & ab-
zéhlbar, so bilden die y{s,4) als Funktionen von 4 ein vollstéandiges
Orthogonalsystem in bezug auf eine monotone Belegungsfunktion?®).

Die stetigen Charaktere einer abelschen topologischen Gruppe bilden
wieder eine abelsche topologische Gruppe I, wenn Produkte und Limites

n Idureh . (@) = p(a) - 210)
limy, = x, wenn limy,(s) =x(e) fiir alle «

definiert werden. Ist ® diskret und abzshlbar, so ist I" ersichtlich
kompakt; ist andererseits @ kompakt, so ist I diskret und abzahl-
bar®®). Ist @ im kleinen kompakt und separabel, so ist I"es auch®®).
Die Gruppen & und I" bilden in allen diesen Fallen ein Gruppenpaar
im Sinne von L. PONTRJAGIN®®), d. h. zu jedem a aus® und % aus I"
ist ein Produkt x-a& = x{a) definiert, welches eine reelle Zahl vom
Betrage Eins ist, die stetig von % und a einzeln abhangt und die
distributiven Eigenschaften
xa-gb=yx-ab; ya-ga=yy-a

besitzt. Auflerdem ist das Gruppenpaar orthogonal, d. h. aus xa=1
fur ein x und alle a folgt % = 1, und aus %a= 1 fir ein a und alle x
folgt a= 1.

In dem Fall, daR & diskret-abzahlbar, also I" kompakt ist, ent-
spricht nach PONTRJAGIN®) jeder Untergruppe $ von @ eineindeutig
gine abgeschlossene Untergruppe @ von I,.so daR € besteht aus den x
mit xa=1 for alle a aus §, und dal umgekehrt § besteht aus den a
mit x a— 1 fur alle a aus ®. Weiter gilt: Bilden & und I" ein ortho-
gonales Gruppenpaar und ist & abzihlbar und I" kompakt, so ist I” die
Charakterengruppe von & und & die Gruppe der stetigen Charaktere von I,
Daraus folgt: Ist I" die Charakterengruppe von @&, so ist ® die Gruppe
der stetigen Charaktere von I", und umgekehrt.

E. R. VAN KAMPEN®%?) hat diese Sitze auf Paare von im kleinen
kompakten, separablen abelschen Gruppen Ubertragen.

8§ 15« Spuren und Charaktere.
1. Definition und allgemeine Eigensrhaften.
Tst eine Darstellung D einer Halbgruppe ¢ vorgelegt, so betrachten
wir die Spur der darstellenden Matrix A eines Elementes a als Funktion
von a und bezeichnen sie mit Sg{a} oder mit 5(a). Ist speziell g eine

30) L. PONTRJAGIN: Ann. of Math., I |.s 35 (1934) 361—388.

302y E. R. VAN KAMPEN: Proc. Nat. Acad. Sei. U.S. A. 20 (1934) 434-436. Eine
weitere Arbeit desselben Autors, in welcher die Charakterentheorie systematisch
entwickelt werden soll, erscheint in Ann. of Math. 36 (1935).
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Gruppe, so ist S{b~lad) = S5{a@) Die Spur hangt also nur von der
Klasse des Gruppenelementes a ab.

Die Spur einer Matrix enes reduziblen Systems ist die Summe der
Spuren der irreduziblen Bestandteile. Kommen also in einer Darstellung
einer Halbgruppe g die irreduziblen Darstellungen %, je &-mal als
Diagonalbestandteile vor, so ist

Sp(a) = 2k, 5g, ().

Ist g ein hyperkomplexes System, so sind die Spuren der Elemente
des Radikals stets Null,,da se in allen irreduziblen Darstellungen durch
Null dargestellt werden. Die Spur in der reguldren Darstellung heif3t
die regulére Spur.

Die Spur eines Elementes s einer endlichen Gruppe in der regularen
Darstellung ist Null fir s f=1 und gleich der Gruppenordnung h fur
s =1, wie man unmittelbar aus der Formel fiir die Matrixelemente der
regularen Darstellung (8 13) entnimmt.

In Kérpern mit der Charakteristik Null gilt der Satz:

Zwei vollreduzible Darstellungen %, ®' einer Halbgruppe g sind &qui-
valent, sobald ihre Spuren uUbereinstimmen®™).

Ohne die Voraussetzung der Charakteristik Null gilt der zitierte
Satz nicht allgemein, wohl aber fiir zwei irreduzible Darstellungen. Die
Spuren der absolut irreduziblen Darstellungen einer Halbgruppe heif3en
Charaktere und werden mit X (a) order %, (@) bezeichnet. Da man durch
Ubergang zum algebraisch abgeschlossenen Korper jede Darstellung ab-
solut ausreduzieren kann, so ist jede Spur Summe von Charakteren®).
Ebenso ist die Spur enes einzelnen Gruppenelementes Summe von
Charakteren einer zyklischen Gruppe, mithin im Fall einer endlichen
Gruppe Summe von Einheitswurzeln.

2. Die KRONECKERSe Produktdarstellung.

Sind zwei Darstellungen einer Halbgruppe g durch lineare Transfor-
mationen der Vektorraume (u,,.. .,u’) und (vy,..., ¥, gegeben, so
kann man die Basisvektoren #, ¥, als Unbestimmte auffassen und die
me n Produkte #,¥; bilden; diese werden bei der Gruppe g ebenfalls
linear transformiert. Sind 4 = {&;;) und B = {f;}} die darstellenden
Matrices eines Gruppenelementes s in den beiden gegebenen Darstellun-
gen, so ist ¥, = ®xBsu (i, | Zeilen-, k, ¢ Spaltenindices) die Matrix,
nach der die #;v, transformiert werden; man nennt sie die KRONECKER-
sche Produktmatrix A x B. Die Produkttransformationen bilden wieder
eine Darstellung von g: die Produktdarstellung. Die Spur der Produkt-
matrix ist gleich dem Produkt der Spuren der Matrices A und B.

31) Man bezeichnet eine beliebige ganzzahlige Linearkombination von Char ak-
teren und insbesondere die Spur einer beliebigen Darstellung auch als einen zu-
sammengesetzten Charakter.
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Bezeichnet man die irreduziblen Darstellungen einer Halbgruppe mit
Dy, Dg, .. ., UNd Nimmt man an, dal? die Produktdarstellung B, x By
den irreduziblen Bestandteil ®, etwa cj,mal enthédlt, so kann man

schreiben: D1 X D, =3¢, D,

Fur die Charaktere g, der Darstellungen ®, folgt daraus:
) 56 2,6 =2, 1,6

3. Die Systemdiskriminante und die Komplementérbasen.

Eine hinreichende Bedingung fir Halbeinfachheit eines hyper-
komplexen Systems ist das Nichtverschwinden der aus irgend zwei
Basen {w,...,%,) und (»,...,v,) des Systems gebildeten reguléren
Spurendeterminante oder reguldren Diskriminante:

3) D =|S(u,v,)|
oder, was auf dassdbe hinauskommt, die Existenz einer komplementéren
Basis (Wy,. .., W,) zu jeder Basis (#,,...,#,), mit der Eigenschaft

S{uaw,) = 8., (=0 oder 1).
DaR fur Systeme mit Radikal stets D = 0 ist, wird klar, indem man
u; im Radikal wéhlt, da dann ale §{u,v,) =0 werden.
Im Fall des Gruppenringes einer Gruppe mit nicht durch die Cha
rakteristik teilbarer Ordnung h ist stets D & 0, denn die Elemente

% s~1bilden eine komplementére Basis zur Basis der Gruppenelemente s.

Ret flir £ =35-1
0 fir tas?

Daraus folgt von neuem die Halbeinfachheit des Gruppenringes.
Drickt man die Spur in (4) durch die Charaktere aus, so erhdlt man

Al fiir f =351

oder, wenn man die M atri(cxﬁ"))ier absolut-irreduziblen Dar-
stellungen einfihrt,
k-l (t=s"Y

) SZmea@m0n ={0" G700

Die zur Basis {¢;*") komplementdre Basis ist (x;"¢;,®), wie man
leicht nachrechnet.

@) S{st) =

4, Die Relationen zwischen den Charakteren.
Aus Gleichung {3}, § 13, folgt, indem man & =4, & = setzt und
tber j und / summiert:
wyls) fir y=pu

© Sutonen={o0 LT
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Insbesondere erhélt man fir s= 1 die ,, Orthogonalitatsrelationen der
Charaktere'
het(v=p)
H 1) 2=
U Snoney={g 070

Die Orthogonalitétsrelationen kdnnen dazu benutzt werden, die Zer-
legung einer gegebenen Darstellung D in absolut-irreduzible durch blofe
Spurerirechnung ausfindig zu machen. Ist namlich

®) D=26D,, alo Sl = Zey, )
so folgt aus (7) 2. (579 Sa(s) = ke, 1.

Daraus bestimmen sich (im Fall der Charakteristik Null) die Zahlen c,.
Weiter folgt aus (7) und (8)

253557 = k261,

mithin: Eine Darstellung D in einem Korper von der Charakteristik Null
ist dann und nur dann absolut-irr eduzibel, wenn fiir ihre Spur gilt

> Sols) Spls™Y) = k1.

Die Spurenrelation (8) findet hdufig Anwendung in der Invarianten-
theorie, wenn es sich darum handelt, die Anzahl der linear unabhéngigen
Vektoren zu bestimmen, die bei-einer Darstellung D einer Gruppe ¢
invariant bleiben. Diese Anzahl ist ndmlich offenbar gleich dem Koeffi-
Zienten c¢; der Einsdarstellung Dy in der Zerlegung (8).

Wir nehmen nun an, dad der Grundkorper ein Zahlkérper ist. Die
Charaktere X sind dann, ds Summen von Einheitswurzeln, ganze age-
braische Zahlen, und zwar ist x(*%) konjugiert-komplex zu X(s). Aus
(6) (mit u =v) folgt nun in bekannter Weise, dal3 w, as Wurzel der

S&kulargleichung |2(s8°Y) — Buw| =0,

ebenfals eine ganze agebraische Zahl ist; daraus ergibt sich: Der Grad
einer absolut-irreduziblen Darstellung ist ein Teiler der Gruppenordnung.

5. Das Zentrum des Gruppenrings.

Das Zentrum eines halbeinfachen hyperkomplexen Systems & Uber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper bestent aus den Elementen z,
die mit alen Elementen von & vertauschbar sind, aso in jeder absolut-
irreduziblen Darstellung durch ein Vielfaches der Einheitsmatrix dar-
gestellt werden. Die fur jedes Element r von & gltige Formel

y = Z% “Ii(') (f) cﬂ,('l

reduziert sich dso fir r = z auf

) 2= ;“»(’};Cn‘ﬂ = Zcx, (@1,
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D I, =_2¢," d idempotente Zentrumselemente, namlich die
%

Einselemente der vollen Matrixringe &,, in die & zerféllt. Die «,{z} sind
die irreduziblen Darstellungen (1. Grades) des Zentrums. Zwischen den
Charalgin -—Zocn(”n d den «,(z) besteht offenbar die Be-
ziehung

(10) X (2) = n, x.(2).

Im Fall des Gruppenrlnges gehort z = X4,s dann und nur dann
zum Zentrum, wenn tzt' = z fir jedes Gruppenelement t, und das
kommt darauf hinaus, daR ale zu einem s konjugierten Elemente tst™
densdben Koeffizienten 4, haben. Setzt man aso %, gleich der Summe
aller verschiedenen EIemente tst” der Klasse von s, so erzeugen die &,
das Zentrum, und die Relation (9) wird zu

(11) ks =Z“v(ka)-rv =ZI—":—§'—) I, =2ni:z' (S)I,,,

wobei hg die Anzahl der Elemente der Klasse von s ist.
Die Auflésung diessr Formel nach |, ergibt sich aus (4) 8§ 13, indem
man dort / = k setzt und nach k summiert:

(1) L=2% 06y =" 3 1,k

In der letzten Summe 2 durchlauft s ein Représentantensystem
aler Klassen der Gruppe. Der Vergleich von (11) mit (12) ergibt, da

die Matrices {x,(s)} und ( x,{s'l)), wobel der Zeilen- bzw. Spalten-

index s ein Repréasentantensystem aler Klassen durchlduft, zueinander
invers sind. Dassdbe besagen auch die Orthogonalitétsrelationen (11).
Man kann es auch durch die Formel

fiir ¢ 4=g-1

(13) Srn0={3 o

ausdr iicken.

Das Produkt zweler Zentrumserzeugenden %,%, ist wieder ein Zen-
trumselement, aso eine (ganzzahlige) Linearkombination der Erzeugen-

den &,:
’ LA =Z§u"kp-

Die Tatsache, da3 die Funktionen o,(z) eine Darstellung des Zen-
trums bilden, driickt sich durch die Formel

oy (ke o6y () = 20 gd” o6y (Re)
aus, die sich nach Multiplikation mit #,% wegen (10) in
(14) B, (5) ) = 0 S0l o 1 0)

verwandelt (Summation Uber ein Reprasentantensysem der Klassen).



68 . Darstellungen von Ringen und Gruppen.

Durch die Formel (14) hat G. FROBENIUS®?) zuerst die Charaktere % ($)
definiert. Eine andere Begriindung der Charpkterentheorie, unabhangig
von der Darstellungstheorie, die auch fir gewisse unendliche Gruppen
gultig ist, hat A. HAAR®*)) gegeben.

Die meisten Formeln dieses Paragraphen sind nur unter der Voraus-
setzung hergeleitet, dal} die Gruppenordnung h nicht durch die Cha-
rakteristik des Kérpers teilbar, also dal? der Gruppenring halbeinfach
ist. Das gilt aber nicht fur die Formeln (2), (6), (7), (8), (10), (14)
welche allgemeine Gultigkeit haben.

8 16. Das Zerfallen der irreduziblen Darstellungen bei
Erweiterung des Grundkorpers.

Die Frage, wie eine irreduzible Halbgruppe von linearen Transfor-
mationen bei Erweiterung des Grundkorpers P zu einem kommutativen
Korper K zerfallt, 1&aRt sich sofort auf die Frage nach dem Verhalten
eines einfachen hyperkomplexen Systems & bei Erweiterung des Grund-
korpers zurtckfiihren. Ist namlich & die lineare Hille der vorgelegten
Halbgruppe &, so ist & ein einfaches hyperkomplexes System Uber P,
und die vorliegende Darstellung von & durch lineare Transformationen
wird durch ein Linksideal 1 von & vermittelt. Bei Erweiterung von P
zu K geht & Uber in ein hyperkomplexes System &y und tin ein Links-
ideal I¢ von &; es handelt sich nun einfach darum, wie dieses Linksideal
in &g in irreduzible Linksideale zerféllt. Da diese Frage in dem Heft
Uber Algebren dieser ,Ergebnisse” Band |V, Heft 1 mit aller Ausfihr-
lichkeit besprochen wird, so genlgt es hier die wichtigsten Ergebnisse
ohne Beweise kurz zusammenzufassen®). ® sd ein voller Matrixring
n-ten Grades Uber einer Divisionsalgebra A, Z sei das Zentrum von A,
‘D die vorgelegte Darstellung von & als irreduzible Halbgruppe von
linearen Substitutionen.

1. SindZ oder K oder beide separabel iber P, soist das System &y halb-
einfach, also jede Darstellungvon & in K vollstandig reduzibel. Insbeson-
dere: Bei einer separablen Erweiterung des Grundkoérpers bleibt jede ir-
reduzible oder vollreduzble Darstellung vollreduzibel.

Im folgenden setzen wir Z als separabel Uber P voraus.

2.Das | Tgalzerfallt in ebensoviel irreduzible Linksideale wie der
Ring Ag, nur von n-mal gréRerem Rang. Der Ring Ay zerfallt in ebenso-

®) G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1896 985— 1021.

%) A. HAAR: Acta Litt. Sci. Szeged 5 (1932) 172-186.

%) Die Sitze dieses Paragraphen stammen, soweit sie sich direkt auf die
Halbgruppe © beziehen, von | . SCHUR: S.-B. preuf3. Akad. Wiss. 1906 64—184;
Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909) 159—175; ihre hyperkomplexe Begriindung
und Verscharfungvon E. KOBTHER; Math. Z. 87 (1933) 514— 541. Zur historischen
Entwicklung: H. TABER: C. R. Acad. Sci., Paris 142 (1906) 948-951; L. E. DICK-
SON: Trans. Amer. Soc. 4 (1903) 434-436.
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viel einfache Systeme (z2weiseitige Ideale des Ringes) wie sein Zentrum ZK.
Jedes dieser einfachen Systeme kann nur in &aquivalente Linksideale
weiter zerfallen; die Linksideale verschiedener Systeme sind aber inaqui-
valent. Fir die Darstellung D besagt das, dal sie zunéchst in so viel
indquivalente Bestandteile zerfallt wie Z, ; diese Bestandteile kénnen
dann jeder fir sich weiter in &quivalente irreduzible Darstellungen zer-
fallen.

3. Ist insbesondere K galoissch, so sind die verschiedenen einfachen
Teilsysteme von Ay und daher auch die inaquivalenten Bestandteile der Dar-
stellung D konjugiert in bezug auf P, d. h. sie gehen durch die Automor-
phismen von K auseinander hervor.

Wenn man sich fir die absolut-irreduziblen Darstellungen D' inter-
essiert, in die D bei geniigend weiter (z. B. algebraisch abgeschlossener)
Erweiterung von P zerféllt, geniigt es nach 3. eine dieser Darstellungen
D' zu betrachten: die Ubrigen sind ja dazu konjugiert und kommen
gleich oft in D vor.

Ein Koérper K, in welchem sich eine absolut-irreduzible Darstellung
D' von D abspaltet, heilst ein Abspaltungskérper. Ein Kdrper, in wel-
chem D ganz in absolut-irreduzible Darstellungen zerfallt, heif3t ein
Zerféllungskorper. Die Zahl m, die angibt, wie oft die absolut-irreduzible
Darstellung ©’ in D vorkommt, heiRt der SCHURsche Index von &' oder
D in bezug auf den Kdrper P.

4. Jeder Abspaltungskorper K umfadt einen zu Z &quivalenten Korper
Zy. In Z; spaltet sich von der gegebenen Darstellung D ein in Z; irredu-
zibler Bestandtell D; ab, der sich in K weiter in m &quivalente Bestand-
teile B spaltet.

Der Kdrper Zywird, falls der Index mnicht durch die Charakteristik
des Korpers teilbar ist, von den Charakteren der absolut-irreduziblen
Darstellung @' erzeugt. Die Darstellung ® kann man auch erhalten,
indem man Z mit Z; identifiziert und @ as hyperkomplexes System
Uber Z, 1 as Darstellungsmodul in bezug auf Z auffalt. Die Auf-
fassung von Z = Z, statt P as Grundkorper vereinfacht die Unter-
suchung insofern, als G dadurch zu einem normalen einfachen System
wird, d. h. zu einem solchen, dessen Zentrum der Grundkdrper ist. In
bezug auf diesen Grundkorper fallen die Begriffe Zerfallungs- und Ab-
spaltungskorper zusammen.

5. Die Divisionsalgebra 4 hat in bezug auf Z den Rang 2. Der Grad
eines jeden Abspaltungskérpers K Uber Z ist durch m telbar. Die Ab-
spaltungskorper kleinsten Grades haben den Grad m und sind zu den maxi-
malen kommutativen Teilkérpern  von A isomorph.  Jeder Abspaltungs-
korper vom Grade mg ist isomorph einem maximalen kommutativen Teil-
korper des vollen Matrixringes grten Grades Uber A, und jeder solche maxi-
male kommutative Teilkorper von A, ist  Abspaltungskorper.
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Zum SchluB erwghnen wir einen Satz, der fir vollstandig reduzible
Darstellungen leicht zu beweisen ist, der aber auch fir beliebige Dar-
stellungen gilt:

Wenn zwei Darstellungen einer Halbgruppe @& durch lineare Trans
formationen im Korper P im Erweiterungskérper K &quivalent sind, so
sind sie auch im Grundkorper P &quivalent.

Beweis®®). Zunéchst habe der Grundkérper P unendlich viele oder
wenigstens mehr Elemente, as. der Grad der Darstellung betrégt. Die
Aquivalenz zweier Darstellungen @ ~» 4, und @ —+ 4, ist gleichbedeutend
mit der Losbarkeit eines Systems von linearen Gleichungen TA, = A,T
und einer Ungleichung |T'| = o fir die Elemente der Matrix T. Ist
ein solches System im Korper K l6sbar, so auch schon im Grund-
korper P, vorausgesetzt, dald P mehr Elemente enthdlt ds der Grad
der Ungleichung betréagt.

Zweitens habe P endlich viele Elemente. Sind zwei Darstellungen
in K aguivalent, so auch in einem endlichen Erweiterungskérper 2 von P
mit hinreichend vielen Elementen. Sind 3 = #,P 4+ .- 4+ %P und
N =v,P+---+ v,P die Darstellungsmoduln der Halbgruppe &, so
sind ihre Erweiterungsmoduln Mz = e, 2 -+ - - + 4 %, L und Ry = v, 2
+ o + v, als (8, Z)*Moduln und daher um so mehr ds (©, P)-Mo-
duln operatorisomorph. Ist n (oy,...,¢)1) e P-Bass von X, so
kann m; auch in der Form
() Mz = Mo, + -+ + Mo,
geschrieben werden. Der einzelne Summand ¥te; ist vermoge der Zu-
ordnung % — #g, mit m operatorisomorph. Denkt mansichm und m,
nach dem REMAK-SCHMIDTschen Satz (§11,4) als direkte Summen von
direkt unzerlegbaren Summanden geschrieben, so enthadlt s auf Grund
von (1) jeden Summanden genau g-ma so oft wie m. Wenn nun Mz
und Rz jeden direkt unzerlegbaren Summanden gleich oft enthalten,
so gilt das auch von m und R.

8 17. Faktorensysteme.

Es s D eine absolut-irreduzible Darstellung eines normalen ein-
fachen hyperkomplexen Systems & in einem endlichen separablen Er-
weiterungskdrper K == P (#) des Grundkorpers P. Durch die Kdrperiso-
morphismen I',, welche # =+, in saine konjugierten Gréen &, Uber-
fihren, moge D in D, Ubergehen. Da die Darstellungen D, alle aqui-
valent sind, so gibt es nichtsingulére Matrices P,z im Korper P(8,, #4),
welche ®; in D, transformieren:

) D, = PayDs Pij-

*) Der Beweis rithrt von E. NOETHER her und ist teilweise bei M. DEURING:
Math. Ann. 107 (1932) 144 dargestellt.
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Man kann die P, offenbar so wahlen, daf jeder Isomorphismus von
P(d,, B,), welcher 8,, #zineinkonjugiertesPaaf,, #s5rfuhrt, auch
Pa: in Prﬂ Gberfihrt: Man braucht zu dem Zweck nur aus jeder Klasse
von konjugierten Paaren ein Paar (#,, #} willkirlich auszuwahlen, dazu
ein Py zu bestimmen und die Gbrigen P,4 durch die betreffenden Iso-
morphismen aus Py, abzuleiten. Dabei kann man P,;=1 wahlen.

DieMatrix P,g Py, transformiert B, in D,; daher ist

PopPpy=apyPuy,

WO €,g, €ine von Null verschiedene Zahl iP(ﬁ,.ﬂ,,ﬂ,)t . Diese
Zahlen c,g, bilden das Faktorensystem der Darstellung D von & im
Korper K Uber P. Fir ein solches Faktorensystem sind die folgenden
Bedingungen charakteristisch®):

Loy =1,

2. Capylays = Lapatpqyas

3 Sc,p, = Curpry, wenn S ein Isomorphismus ist, d &,,8, 8, n
By, Bg, 9, Uberfihrt.

Ersetzt man P,gdurch &,4P, 4, wobei die Zahlck,z eselbenKon-
jugiertheitsbedingungen erfillen miissen wie die P,z, so gehen die c in
ein ,assoziiertes Faktorensystem”

Uber. Sieht man assoziierte Faktorensysteme als nicht verschieden an,
so ist das Faktorensystem €4z, durch das hyperkomplexe System &
und den Koérper ¥{#) eindeutig bestimmt. Zu gegebe €xgys/€lche
die Bedingungen 1., 2., 3. erfillen, erhdlt man ein hyperkomplexes
System G mit eben diesem Faktorensystem, indem man alle Matrices
der Gestalt

{exiihe) (X Zelien-, 4 Spaltenindex)

bildet, wo diel,.; alle Zahlen aus P {(#,, #) durchlaufen, welche dieselben
Konjugiertheitsbedingungen erfiillen wie oben die k,;. Die Gesamtheit
dieser Matrices ist absolut-irreduzibel und linear-abgeschlossen; also
stellt sie ein einfaches hyperkomplexes System & treu dar. Diese Dar-
stellung ist aquivalent einer in P{#) rationalen Darstellung mit dem
Faktorensystem ¢,z,%).

Der fundamentale Satz aus der Theorie der Faktorensysteme lautet:
Dann und nur dann ist & ein voller Matrixring Gber dem Grundkorper P,
wenn das Faktorensystem zum Einheitssystem ¢, g, = 1 assoziiert ist®).

%) Siehe R.BRAUER: Math. Z. 28 (1928) 677-698.

¥) R. BRAUER: Math. Z. 30 (1929) 90.

%) A. SPEISER: Math. Z. 5 (1919) 1—6; vgl. auch |.SCHUR: Math. Z. 5
(1919) 7— 10 und R. BRAUER: S.-B. preufs. Akad. Wiss. 1026 410—416.
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Zieht man noch die leicht zu beweisenden Tatsachen heran, daf}
zum Produkt & x & von zwei normalen einfachen hyperkomplexen
Systemen auch das Produkt der Faktorensysteme e,p, - dxgy Und zum
invers-isomorphen System S‘ das inverse Faktorensystem ¢z}, gehort,
so folgt, dal & x &' das Faktorensystem Eins hat, also ein voller
Matrixring tber Pist®®). Teilt man nun die Algebren & in Klassen ein,
indem man alle vollen Matrixringe uber der gleichenDivisionsalgebra A
zu einer Klasse rechnet, so bilden diese Klassen bei der Multiplikation
& x T eine Gruppe: die BRAUERsche Algebrenklassengruppe, in der die
Klasse von P die Rolle des Einselementes und die Klasse von &’ die
Rolle des inversen Elementes zur Klasse von & spielt. Die Algebren-
klassen mit festem Zerfallungskoérper K bilden eine Untergruppe der
Algebrengruppe, welche zur Gruppe ihrer Faktorensysteme homomorph,
und zwar auf Grund des obigen Hauptsatzes 1-isomorph ist. Daraus
folgt, daR jede Algebrenklasse mit gegebenem Zentrum P und Zerféllungs
korper K durch ihr  Faktorensystem¢, 4, eindeutig bestimmt wird; insbeson-
dere wird also eineDivisionsalgebra A bei gegebenem P und K durch ihr
Faktorensystem eindeutig bestimmt.

EinErweiterungskorper K'von K ist natiirlichmit K auch Zerfallungs-
koérper von ©; das zugehorige Faktorensystem bestimmt sich in nahe-
liegender Weise aus dem von K: eSist tg, = €4 g,, Wenn die somorphis-
men I, I'p'_, I', vonK', auf K angewandt, dielsomorphismen r,r,T,
ergeben.

Wahlt man insbesondere fir K’ einen galoisschen Korper 2 iiber P
und benutzt statt der Nummern «, #, % die Elemente der galois-
schen Gruppe 5, T, U,. . . as Indices, so kann man ein zu gegebenem
Faktorensystem gehoriges hyperkomplexes System & auch in folgender
Weise konstruieren: @ umfalt £, und zu jedem Automorphismus 5
von K gehort ein Basiselement us von & in bezug auf £, so daR

& =§.Qu3 =§ﬂ59

ist. Fir jedesw aus £2 ist
wig = ug(Sw)
gty = Usp L3, 8,1 -

G heiBt das zum Faktorensystem csyy gehorige verschrankte Produkt
des Korpers £2 mit seiner GALOlsschen Gruppe.

Fur die weitere Theorie der Faktorensysteme und der verschrankten
Produkte verweisen wir auf die einschlagige Literatur, insbesondere auf
das Heft iber Algebren von M. DEURING in dieser Sammlung (Band IV,
Heft 1).

%) Einen direkten Beweis fiir diesen Satz gab E. NOETHER: Math. Z. 37
(1933) 532.
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8 18. Ganzzahligkeitseigenschaften. Modulare Darstellungen.

W. BURNSIDE*®) hat bewiesen:

Eine Halbgruppe linearer Substitutionen, deren Matrixelemente ratio-
nale Zahlen mit beschrankten Nennern sind, ist &aquivalent einer ganz
zahligen  Halbgruppe.

Bei dem Beweis, der bei SPEISER*!) dargestellt ist, ergibt sich die
folgende Verallgemeinerung dieses Satzes:

Snd die Matrixelemente der Halbgruppe g Zahlen eines endlichen al-
gebraischen Zahlkorpers mit beschrankten Nennern, so ist in einem passen-
den Erweiterungskérper die Halbgruppe g é&quivalent einer Halbgruppe mit
ganzen algebraischen  Matrixelementen.

Insbesondere gelten die erwahnten Sdtze fir eine Darstellung einer
endlichen Gruppe (allgemeiner auch fur eine Darstellung einer ,,Ord-
nung" eines hyperkomplexen Systems) in einem algebraischen Zahl-
korper.

Zwei ganzzahlige Darstellungen A (s), B(s) einer Halbgruppe heifl3en
ganzzahlig-aquivalent, wenn sie sich durch Transformation mit einer uni-
modularen ganzzahligen Matrix ineinander Uberfuhren lassen oder, was
dasselbeist, wennihreganzzahligen Darstellungsmodul n operatorisomorph
sind. Fiir ganzzahlige Aquivalenzist die rationale Aquivalenz notwendig,
aber nicht hinreichend. Nach C. JORDAN zerfallen aber die ganzzahligen
Darstellungen einer Halbgruppe, die zu einer gegebenen rational-irredu-
ziblen Darstellung rational-&quivalent sind, nur in endlich viele Klassen
von untereinander ganzzahlig-aquivalenten Darstellungen®?).

Erweitert man die gegebene Darstellung zu einem halbeinfachen
hyperkomplexen System (3, so kann man als Darstellungsmodul fir
diese und alle zu ihr aquivalenten Darstellungen ein minimales Links-
ideal 1 von © wahlen. Die ganzzahligen Linearkombinationen der Ma-
trices der gegebenen Darstellung bilden eine ,,Ordnung” oin G, und die
ganzzahligen Darstellungen werden durch in | enthaltene o-Moduln ver-
mittelt. Indem man diese o-Moduln mit passenden natirrlichen Zahlen
multipliziert, kann man sie in ldeale des Ringes o verwandeln. Der
Satz von JORDAN ist dann gleichbedeutend mit dem anderen, daf es
nur endlich viele Klassen von untereinander isomorphen ldealen in o
gibt, welche in dem gegebenen Ideal | von G enthalten sind. Diese End-
lichkeit der ldealklassenzahl kann auch mit den Kklassischen ideal-
theoretischen Methoden bewiesen werden*®).

40y W. BURNSIDE: Proc. London Math. Soc. (2) 7 (1909) 8-13-

“y A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. Berlin
1927, § 65.

) C. JORDAN: J. Ecole polytechn. 48 (1880) 111 —150. — Andere Beweise
bei L. BIEBERBACH: Nachr. Akad. Wiss. Géttingen 1912 207 —216. — L. BIEBER-
BACH u. |. SCHUR: S.-B. preu. Akad. 1928 523-527.

®) C. G. LATIMER: Bull. Amer. Math. Soc. 40 (1934) 433-435.
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Unter modularen Darstellungen einer Gruppe versteht man die Dar-
stellungen in einem Korper der Charakteristik p oder insbesondere in
einen GaoisFeld GF(p). Wir untersuchen jetzt die Beziehungen
zwischen den modularen und den nichtmodularen Darstellungen.

Es 5 Dy, ..., D, ein vollstandiges System von indquivalenten
absolut-irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe g, welche in
einem passenden algebraischen Zahlkorper K ganz-algebraisch angenom-
men werden dirfen. Reduziert man nun diese Darstellungen modulo
einem Primideal p von K, so erhdlt man ebensoviel modulare Dar-
stellungen von g in GF(p). Wenn nun die Charakteristik p des GF nicht
in die Gruppenordnung h aufgeht, so bleiben die Darstellungen D, auch
modulo p irreduzibel und indquivalent, und sie erschopfen alle absolut-
irreduziblen Darstellungen von g in Kérpern der Charakteristik p.

Beweis. In dem Ausdruck fiir die Matrixeinheiten ¢;,* des Gruppen-
ringes als Linearkombinationen der Gruppenelemente s kommen nach
8 13, Formel (4) as Koeffizienten nur ganze adgebraische Zahlen vor,
dividiert durch die Gruppenordnung h. Also bleiben die Formeln sinn-
voll modfe. Die Rechnungsregeln ¢;,# ¢, = ¢ usw. sowie die Formeln
s = oM (s) - ;&) bleiben ebenfalls richtig. Diese Formeln definieren
aber auch in bezug auf GF {¢*) ds Grundkorper die Zerlegung des Grup-
penringes in volle Matrixringe; daher werden auch in GF die verschie-
denen absol ut-irreduziblen Darstellungen von g durch die Matrices o¢;z*?(s)
modp gegeben.

Die Darstellungen endlicher Gruppen g in solchen Kdrpern, deren
Charakteristik p in die Gruppenordnung h aufgeht, sind von DICK SON**)
untersucht worden. Im Extremfall # = #* ist die Einsdarstellung die
einzige irreduzible Darstellung; jede Darstellung 1a3t sich daher auf

die Form 1 0...0
gy 1 ... 0
By « .- 1

bringen* ) Daraus folgert DICKSON: Enthélt g eine S/Iowgruppe h der
Ordnung p°, so ist jede irreduzible Darstellung von g in einem Kérper von
der Charakteristik p enthalten in derjenigen Darstellung, die von der Eins-
dar Sellung der Sylowgruppe h induziert wird (vgl. § 19). Die regulére
Darstellung enthalt diese induzierte Darstellung genau p®-mal als Diagonal-
bestandteil, ist aber nicht vollsténdig reduzbel.

Fir einige Beispiele endlicher Gruppen hat L. E. DICKSON*®) mit
Hilfe der Formeln (6),815, die Charaktere der modularen Darstellungen

“) L. E.DICKSON: Trans. Amer. Math. Soc. 8 (1907) 389—398.

%) Einen anderen Beweis dafiir gab E. SPEISER: Theorie der Gruppen end-

licher Ordnung, 2. Aufl?, § 69.
%) L. E. DICKSON: Bull. Amer. Math. Soc. (2) 13 (1907) 477-488.
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berechnet. Das Beispiel ¥, o SL (4, 2) zeigt, da? es modulare Dar-
stellungen gibt, welche nicht aus ganz-algebraischen Darstellungen durch
Restklassenbildung modulo p entstehen kdnnen, denn die ¥ hat keine
ganze Darstellung vom Grade 2.

Herr R. BRAUER teilt mir mit, da3 die Anzahl der indquivalenten
absolut-irreduziblen modularen Darstellungen bei Charakteristik p
gleich der Anzahl derjenigen Klassen konjugierter Elemente ist, in denen
die Ordnung der Elemente zu p teilerfremd ist. Er wird dieses Ergebnis,
wie ich hoffe, demnéchst publizieren.

Schliefdlich s& hier noch ein Satz von MINKOWSKI*) erwahnt: Re-
duziert man eine treue ganze rationale Darstellung einer endlichen Gruppe
modulo einer ungeraden Primzahl, so entsteht eine treue modulare Dar-
stellung. Ist die Ordnung der Gruppe ungerade, so gilt dassdbe auch
modulo 2.

§ 19. Beziehungen zwischen den Darstellungen einer Gruppe
und denen ihrer Untergruppen. Imprimitive Darstellungen.

Es s& g eine endliche Gruppe und h eine Untergruppe von g. Dann
ergibt jede Darstellung von g auch eine Darstellung von h; insbesondere
ergibt eine absolut-irreduzible Darstellung ®,. von g eine Darstellung
von h, die mit D, () bezeichnet wird und folgendermalien in irreduzible
Darstellungen von h (in einem agebraisch-abgeschlossenen  Grund-
korper P) zerfallen mdge:

Dy (B) =2 vy o

Jede irreduzible Darstellung b, von 1) wird vermittelt durch ein
Linksideal 1, des Gruppenringes &, von h. Dieser kann aber ads Unter-
ring des Gruppenringes Ry aufgefal% werden; |, erzeugt daher ein Links-
ideal g, = ®,1, in ®,, welches eine D arstel | D(p,)v on gvermittelt.
Diese Darstellung ®(b,) heildt die von der Darstellung », vonh induzierte
(imprimitive) Darstelfung von g. Dal3 es sich in der Tat um ein imprimi-
tives System von linearen Transformationen im Sinne von § 8 handelt,
sieht man sofort ein, indem man g in Nebenklassen s, und damit auch
den Raum g, in Teilraume s,1, zerlegt, welche Teilrdume durch die
Elemente s von g nur untereinander permutiert werden.

Auch sient man leicht ein, daf jede imprimitive Darstellung einer
Gruppe g sich aus solchen von Untergruppen h induzierten Darstellungen
zusammensetzt. st ndmlich % == m, + my + .+ +» 4+ nt, eine gegenliber
g invariante Zerlegung eines imprimitiven Darstellungsraumes, so ver-
stehen wir unter h die Untergruppe von g, welche m; invariant 18f.
Nehmen wir an, dal3 m; gegentiber hirreduzibel ist und durch die Neben-

47) H.MINKOWSKI: J. reine angew. Math. 100 (1887) 449-458; 101 (1887)
196-202 — Ges. Abh. | 203-211 und 212-218.
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klassen sh in m, {(#=1,...,7) transformiert wird, und wé&hlen wir
aus my; beliebig ein u = 0 aus, so ist Ru=my und Ry U =my + « « »
4+ m, = M,. Zerlegt man nun Ry in Linksideale: Hy =2[,, SO ist
mindestens ein L, == 0 und daher I,u —m; und Hglx = Rym = MW,.
Die Zuordnung x —+ ##; (fir x in Ry) vermittelt dann einen Operator-
isomorphismus von £, zu m;. Ist aber m; gegeniber h reduzibel, so
kann man m; und damit auch m; in irreduzible Bestandteile von der
geschilderten Art zerlegen.

Besondere imprimitive Darstellungen sind die monomialen Dar-
stellungen, deren Matrices in jeder Reihe und in jeder Spalte je nur ein
von Null verschiedenes Element haben. Die monomialen Darstellungen
werden nach dem Obigen durch Darstellungen ersten Grades von Unter-
gruppen h induziert. (Insbesondere werden die Darstellungen von g als
transitive Permutationsgruppe von der Einsdarstellung der jeweiligen
Untergruppe h induziert.) Nun ist eine Darstellung ersten Grades einer
Gruppe h stets eine treue Darstellung einer zyklischen Faktorgruppe h/n.
Hat diese Faktorgruppe die Ordnung f und ist Zn eine erzeugende Rest-
klasse von h/n, welche durch eine f-te Einheitswurzel £ dargestellt wird,
ist schlieRlich £, die Summe der Elemente von n im Gruppenring von g,
so wird das Linksideal |, das die Darstellung ersten Grades vonfy ver-
mittelt, durch

=2, + {25 222+ - H YN

erzeugt. Man sieht ja ohne weiteres, daR Z# =#{ und H# =&
fur jedes H in n ist. Das von |, erzeugte Linksideal L, hat die Basis

‘5,9, 80, ..., g,

Wo s;. .., S; Repréasentanten der Restklassen von h in g sind. Mit
dieser Basis kann die monomiale Darstellung ohne weiteres angeschrieben
werden*®).

K. SHODA*) hat untersucht, unter welcher Bedingung eine mono-
miale Darstellung irreduzibel ist und unter welchen Bedingungen zwei
monomiale Darstellungen aquivalent sind. Eine durch §, n, Z, { de-
finierte monomiale Darstellung ist (in einem passenden Erweiterungs-
korper) dann und nur dann reduzibel, wenn es ein in h nicht enthaltenes
Element G gibt mit folgenden Eigenschaften:

InGrG1l=unGnG-?
=y (modf),

wobei B den Exponenten der frihesten Potenz von GZG! bedeutet,
dieinhm GG GnG~L, und zwar in Z'n GGt liegt. Zwei durch

“®) vgl. dazu etwa A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endl. Ordnung,
2. Aufl., §46. Dort findet man auch eine Reihe von Anwendungen der mono-
mialen Darstellungen auf endliche Gruppen.

“) K. SHODA: Proc. Phys.-Math. Soc. Jap. (3) 15 (1933) 249—257.
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oy, £y, 4y und B, my, Z,,  definierte irreduzible monomiale Dar-
stellungen sind dann und nur dann aquivalent, wenn esin g ein Element
G gibt mit den Eigenschaften:

B Gn G l=ym GG
§1£= C’?v

wobei 3 den Exponenten der frihesten Potenz von ¢Z,6-1 bedeutet,
die in [§gn 6H; G- Gy G, und zwar in Zgn, Gny G liegt.

Die monomialen Darstellungen konnen haufig zum Beweise von
Sitzen (iber endliche Gruppen benutzt werden®**).

Die Zerlegung einer imprimitiven Darstellung ®(b,) in absolut-
irreduzible Bestandteile wird durch folgenden Satz von FROBENIUS™)
beherrscht: Die Zahl ¢,,,, dieangibt, wieoft eineirreduzble Darstellung b,
von h in der DarstellL B, von genthaltenist, gibt gleichzeitigauch an,
wie oft die irreduzible Darstellt B, von gin der imprimitiven Darstellung
D(b,) enthaltenist.

J. LEVITZKI®Y) hat diesen Satz auf die halbeinfachen Unterringe von
halbeinfachen hyperkomplexen Systemen ausgedehnt und noch einige
andere Anzahlrelationen fur diesen Fall aufgestellt.

E. ARTIN®) hat bewiesen, daB jede rationale Darstellungsspur einer
endlichen Gruppe ene rationalzahlige Linearkombination von Spuren
solcher Darstellungen ist, die von den Einsdarstellungen der zyklischen
Untergruppen induziert werden.

A. KULAKOFF®) bewies: Ist h Normalteiler von g, o0 kommt die
Einsdarstellung von h in der Zerlegung von ®,,(b) entweder Uberhaupt
nicht vor, oder 9, {) ist ein Vielfaches der Einsdarstellung.

| . SCHUR® und R. BRAUER®®) haben die Beziehungen zwischen den
SCHURshen Indices der Darstellungen einer Halbgruppe g und der
Darstellungen ihrer Unterhalbgruppen h untersucht. Das Hauptergebnis
lautet; Ist D eine absolut-irreduzible Darstellung einer Halbgruppe g in
einem Korper endlichen Grades iber P und enthalt die Darstellung D, auf
eine Unterhal bgruppeh angewandt, eineabsolut-irreduzible Darstellung b
undihrekonjugierten Darstellungen insgesamt r-mal, soist der Indexm
von D ein Teiler von m'r, wo m' der Index von dist. Istinsbesondereb
rational in P, so ist m/r.

) W. BURNSIDE: Theory of Groups of finite order, 2nd ed., Cambridge
1911 '327. - W.K.TURKIN: Math. Z. 83 (1934) 301-305.

) G. FROBENIUS: S-B. preuB, Akad. Wiss. 1898 501-515-

) J. LEVITZKI: Math. Z. 88 (1931) 663-665-

) E.ARTIN: J. reine angew. Math. 164 (1931)-1— 11.

53) A. KULAKOFF: Rec. math. Soc. math. Moscou 86 (1928) 129-134.

) |. SCHUR: S-B. preuR. Akad. Wiss. 1906 164-184.

%) R.BRAUER: Math. Z. 81 (1929) 733-747 §3-
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Fur endliche Gruppen folgt dieser Satz sofort aus dem obigen Satz
von FROBENIUS und den definierenden Eigenschaften des ScHURschen
Index tn. Nitzliche Speziaféle erhé@lt man, wenn man fur b die Eins-
darstellung vonfy setzt™®) oder indem man fiir tj eine zyklische Gruppe
wahlt. Man erhdlt im letzteren Fall den Satz: Der Scuvusche Index
einer Darstellung 3) von 9 in bezug auf einen Korper P, der die Uten Ein-
heitswurzeln enthdlt, ist ein Teiler aller Zahlen ¢, die angeben, wie oft
die verschiedenen Uten Einheitswurzeli £, als charakteristische Wurzeln in
der darstellenden Matrix eines Gruppenelementes s von der Ordnung | vor-
kommen, Ist insbesondere der grofite gemeinsame Teiler aller dieser
Zahlen c,, fir verschiedene Gruppenelemente gleich Eins, so ist fir
einen passenden Kreiskorper ds Grundkorper ™, : =1, d. h. die Dar-
stellung Dy ist in diesem Kreiskorper realisierbar®’). Es genligt natiir-
lich, den Korper der A-ten Einheitswurzeln zugrunde zu legen, wo h die
Gruppenordnung ist.

Man vermutet, dal3 ale absolut-irreduziblen Darstellungen einer
GrupPe der Ordnung h im Korper der A-ten Einheitswurzeln realisierbar
sind®). Die Vermutung wurde von | . SCHUR mit den Methoden dieses
Paragraohen fur auflosbare Gruppen bewiesen™). H. HAssE hat gezeigt™),
dai? jedenfalls der Korper der A*-ten Einheitswurzeln (fir ein hinreichend
hohes ) ausreicht.

Wir erwdhnen in diesem Zusammenhang noch einen Satz von
A. sPEISER®), nach dem jede absoluUirreduzible Darstellung einer end-
lichen Gruppe ungerader Ordnung mit reellem Charakter schon im Kérper
der Charaktere realisierbar ist,

8 20. Darstellungen spezieller Gruppen.

Die Darstellungen der abelschen Gruppen haben wir in 8 13 schon
angegeben. Die Darstellungen der einfachsten nichtabelschen Gruppen:
der Diedergruppen, der Tetraedergruppe, der Quaternionengruppe, der
Ikosaedergruppe ¥, findet man z. B. in dem Buch von speiSErR®™), die
der Oktaedergruppe &, bei VAN DER WAERDEN®?).

Die dlgemeine Gestalt der treuen Darstellungen der Gruppen mit
lauter zyklischen Sylowgruppen (dso insbesondere der Gruppen von
quadratfreier Ordnung) hat W. BURNSIDE®®) angegeben. Diese Dar-

%y vgl. G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1903 328.

"y vgl. W. BURNSIDE: Proc. London Math. Soc. (2) 3 (1905) 239-252.

%) |. SCHUR: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1906 164-184.

%) R. BRAUER, H.HASSE U. E. NOETHER: J. reine angew. Math. 167 (1931)
399-404.

%) A. SPEISER: Math. Z. 5 (1919) 1-6.

1y A. SPEISER: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl., § 59

) B.L.VANDERWAERDEN: Moderne Algebra | |, § 125

) W. BURNSIDE: Messenger of Math. (2) 35 (1906) 46-50.
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Stellungen sind sémtlich monomial. Allgemeiner sind die Darstellungen
einer zweistufigen metabelschen Gruppe nach § 8 alle monomial, und
zwar werden die treuen irreduziblen Darstellungen einer solchen Gruppe
nach K. sHoDA® induziert durch die linearen Darstellungen derjenigen
maximalen abelschen Untergruppen, welche die Kommutatorgruppe um-
fassen.

Auch die Darstellungen der Gruppen der Ordnung p" sind samtlich
monomial (vgl. § 8) und daher in jedem konkreten Fall leicht auffindbar.

Bei den komplizierter gebauten Gruppen geht meistens die Be-
rechnung der Charaktere der wirklichen Aufstellung der Darstellungen
voran. Zur Berechnung der Charaktere bedient man sich hauptséchlich
zweier Methoden: der Methode des Aufsteigens und der Methode der
Komposition. Bei der Methode des Aufsteigens geht man von bekannten
Charakteren irgendeiner Untergruppe aus und berechnet aus ihnen die
Spuren der induzierten Darstellungen der Obergruppe. Gelegentlich
steigt man auch umgekehrt von einer Obergruppe zur Untergruppe
herunter. Bei der Methode der Komposition berechnet man die Spur
einer Produktdarstellung durch Multiplikation von zwei bekannten Cha-
rakteren. Um die durch diese Methoden erhaltenen zusammengesetzten
Charaktere in einfache zu zerlegen, bedient man sich der Orthogonalitéts-
relationen der Charaktere (§ 15). Mit diesen Methoden hat G. FROBE-
NIus die Charaktere der bindren Tetraeder-, Oktaeder- und lkosaeder-
gruppe®) sowie die der Modulargruppen PSL(2, p) berechnet®), ebenso
I. sCHUR®) und gleichzeitig H. E. JORDAN®®) die Charaktere der Gruppen
L (2p" und GL(2,p™), weiter 1.sCHUR®) die einer 2-isomorphen
Uberlagerungsgruppe von SL(2, p™. Die Charaktere der bindren Kon-
gruenzgruppe mod p? (bestehend aus den zweireihigen Matrices mod p?
mit Determinante 1) hat H. ROHRBACH®) bestimmt. Bildet man die
Faktorgruppe dieser Kongruenzgruppe nach den Matrices 41, so erhélt
man die Modulargruppe mod p°, deren Charaktere von H. W. PRAE-
TORIUS von neuem bestimmt worden sind™).

Ist eine Darstellung einer Gruppe as Permutationsgruppe vom
Grade n gegeben, so kann man diese stets auch ds eine Darstellung durch
lineare Transformationen auffassen. Da die Summe aller permutierten
Grof%en eine Invariante ist, spaltet sich die Einsdarstellung einmal ab.
Die Ubrigbleibende Darstellung vom Grade n — 1 ist dann und nur dann
irreduzibel, wenn die Permutationsgruppe zweifach transitiv ist. Dieser

®) K. SHODA: Proc. Phys.-Math. Soc. Jap. (3) 15 (1933) 249-257.

%) G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1899 330-339.

6?) G. FROBENIUS: S.-B. preuf. Akad. Wiss. 1896 1013— 1021.

67) |. SCHUR: J. reine angew. Math. 182 (1907) 85 — 137-

) H. E. JORDAN: Amer. J. Math. 29 (1907) 387-405-

%) H. ROHRBACH: Die Charaktere der bindren Kongruenzgruppen mod p2
Diss. Berlin 1932.

) H.W. PRAETORIUS: Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9 (1933) 365— 394.
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Satz ist der erste einer Reihe von &hnlichen Sétzen von FROBENIUS™)
Uber mehrfach transitive Gruppen. Mit Hilfe dieser Satze hat FROBE-
NIUS™) die Charaktere der beiden von MATHIEU entdeckten 5fach
transitiven Permutationsgruppen der Grade 12 und 24 (der Ordnungen
121110298 und 24+ 23+ 22+ 21+ 20+ 48) berechnet.

Die irreduziblen Darstellungen der Modulargruppe PSL (2, p) sind
fur die Theorie der Modulfunktionen von Wichtigkeit und daher zum
Teil mehrfach untersucht. Die Darstellung der PSL als Permututions-
gruppe der # 4+ 1 Punkte der projektiven Gerade ergibt zunéchst eine
irreduzible Darstellung vom Grade p (vgl. den vorigen Absatz). Zwei

Pl
konjugiert-komplexe Darstellungen vom Gradep':*’, Wo £==(—~1) 2 ,
sind seit F. KLEIN'?) bekannt. Weiter gibt as'b—'_“:_4 Darstellungen
vom Grade p + 1, die E. HECKE'®), un ‘W.el lungen vom

Grade p — 1, die B. SCHOENEBERG*) aufgestellt hat. Analog zu der
Darstellungvom Grade p + 4 ist nach H. W. PRAETORIUS™) eine Dar-
stellung vom Grad #(p <+ 1) der Modulargruppe modp’.

Am ausflhrlichsten sind die Darstellungen der symmetrischen und
alternierenden Gruppen untersucht worden Im Fall der symmetrischen
Gruppe hat G. FROBENIUS™) zunachst mit der Methode des Aufsteigens
die Charaktere berechnet, indem er von den Einsdarstellungen gewisser
Untergruppen $,, auf die wir spéter noch zuriickkommen, ausging.
Gestiitzt auf die Untersuchungen von A. YOUNG’®) hat G. FROBENIUS
sodann”’) die minimalen Linksideale des Gruppenringes, welche die ir-
reduziblen Darstellungen erzeugen, direkt angeben kénnen. Wir geben
im folgenden nur das Ergebnis an und verweisen fir die Beweise auf
B.L.VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra | | (1931) § 127.

Unter einem Tableau T, = T4, 4, ....as MOge eine Anordnung der
Nummern 1, 2, .. ., nin h Zeilen (h beliebig= n) verstanden werden,
bei der in der v-ten Reihe o, Nummern stehen und die Bedingungen

{aléasa---aahgo
al+as+ --'+0¢3=ﬂ

erfillt sind. Ist &, = 0, so darf «, aus der Indexreihe a, .., a, weg-
gelassen werden; wir konnen also stets &« =0 annehmen. Die Spalten

") G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1904 558—571.

72) F. KLEIN: Math. Ann. 15 (1879) 275-278. - W. BURNSIDE: Proc. Cam-
bridge Philos. Soc. 22 (1929) 779-787.

YE.HECKE: Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 6 (1928) 256-257.

™ B. SCHOENEBERG: Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9 (1932) 1—14.

) G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1900 516-534.

) A. YOUNG: Proc. London Math. Soc. 33 (1900) 97-146; 34 (1902)
361-397-

")y G. FROBENIUS: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1903 328-358.
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des Tableaus bestehen aus den ersten, zweiten, usw. Nummern aller
Zeilen.

Esbezeichne P, dieim Gruppenring o gebildete Summe aller der Per-
mutationen, welche nur die Nummern innerhalb der Zeilen der Tableaus
vertauschen, ebenso N, die alternierende Summe aller der Permuta-
tionen, welche nur die Nummern innerhalb der Spalten vertauschen,
wobei ungerade Permutationen mit dem Minuszeichen versehen werden.
Zu jeder Lésung (e, ..., &) von {1}, die kurz mit a bezeichnet wird,
wahlen wir willkiirlich ein Tableau T, aus; jene Lésungen a werden
lexikographisch angeordnet. Dann enthalt das von N, erzeugte Links-
ideal o N, einminimalesLinksideal 1, welches sicher noch in keinem
oNg mit B < & vorkommt. Dieses Linksideal /, wird von PN,
zeugt. P,N, ist bis auf einen Zahlenfaktor 1dempotent *):

{(PaNa)? =2, (P, Ny}

Somit gehort zu jeder ganzzahligen Lésung a des Gleichungssystems
(1) eine irreduzible Darstellung €., die von I, vermittelt wird. . In
dieser Weise erhdlt man auch alle irreduziblen Darstellungen, da die
Anzahl der Losungen von (1) offenbar mit der Anzahl der Klassen kon-
jugierter Gruppenelemente bereinstimmt. Die Summe aller 1 und ihrer
Transformierten sl,s~1 ist der ganze Gruppenring o.

Im vorangehenden kann man auch die Rollen von N, und P, ver-
tauschen: Das Linksideal o P, enthalt ein minimalesLinksideal I, das
in den pPg mit § > « nicht vorkommtundvonvon N_P_ erzeugt wird,
1, ist mit I, &quivalent, d. h. operatorisomorph.

Die Darstellungen sind alle rational. Besteht das Tableau T, nur
aus einer Zeile bzw. Spalte, soist die Darstellung %, die Einsdarstellung
bzw. digjenige Darstellung ersten Grades, bei der die geraden Permuta-
tionen durch 1, die ungeraden durch — 1 dargestellt werden. Zu jedem
Tableau gehort ein gespiegeltes Tableau (Vertauschung von Zeilen mit
Spalten); die dazugehdrige ,,assoziierte” Darstellung erhadlt man durch
Multiplikation der darstellenden Matrices der ungeraden Permutationen
mit —1.

A. YOUNG™) hat die Rechnung noch weiter durchgefiihrt, indem er
die zur Zerlegung von o in minimale Linksideal e gehdrigen |dempotenten
e sowie die ,Matrixeinheiten" ¢;?, ausgedriickt durch die Gruppen-
elemente s, wirklich angegeben hat; aus diesen Formeln ergeben sich
nach § 13, Gleichung (4) auch die irreduziblen Darstellungen in einer
expliziten Form, die mit einer von | . SCHUR®) angegebenen Matrix-
darstellung Ubereinstimmt.

®) Der Zahlenfaktora, ergibt sich leicht inz', wo #,: r Grad der Dar-
stellung B, ist.
79) A. Young: J. London Math. Soc. 3 (1928) 14—19 — Proc. London Math.
c.(?) 28 (1978) 255-292; 81 (1930) 253-272; 84 (1932) 196-230.
)| SCHUR: S.-B. preuB Akad. Wiss. 1908 664-678.

Ergebnisse der Mathematik. [V/2. Van der Waerden.
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Um die Charaktere der Darstellungen %, zu berechnen, verfahrt
FROBENIUS?®) folgendermal3en. Man berechne zuerst die Spur der durch
das Ideal oP, vermittelten Darstellung $,, welche D, einmal als Be-
standteil enthdlt. Da P, die Summe der Elemente derjenigen Gruppe §,
ist, welche die Zeilen des Tableaus T, invariant &, ist 3, die von der
Einsdarstellung von §, induzierte imprimitive Darstellung, aso ene
Darstellung durch Permutationen, deren Spuren leicht zu berechnen
sind. Das Ergebnis ist, dal3 die Spur einer Permutation s, die in Zyklen
der Langen yy, ¥e.... zerfélt, gleich dem Koeffizienten von x;%x,™
cee %™ im Produkt (x4 xgtt b e - - X)) (mPr e Fa)LL
ist. Aus diesen Spuren lassen sich nun durch Linearkombination die
Charaktere gewinnen, und zwar ist, wie FROBENIUS durch eine kunst-
volle Rechnung auf Grund der Orthogonalitétsrelationen beweist, X(9)
gleich dem Koeffizienten von z/ zg. .. £ im Polynom

v de(gn+xgn 4 - ) (a4 b)) Ll
mit
A";H(xpl_xv}; ﬁvﬁ“.-l-(k—-v).
By

Insbesondere findet man fir den Grad ns = x_ (1) die Formeln

A
Bo = 2 Ma oy, (@i~ s, .. 08

1
ne= gt d | e —8)-
=l

Andere Herleitungen der FROBENIusschen erzeugenden Funktion (2)
haben 1. SCHURY), H. WEYL") und A. YOUNG') gegeben. Die Her-
leitungen von SCHUR und WEYL benutzen den Zusammenhang mit den
Darstellungen der linearen Gruppe (vgl. § 22), wahrend A. YOUNG die
folgende bemerkenswerte Relation im Gruppenring herleitet:

(3) :_lfa =H (1 - 'Qn)sa-

<y
Darin bedeutet , das zur Darstellung B, gehorige idempotente Zen-
trumselement (vgl. 8§15, 5), S, die Summe aler verschiedenen P,,
welche durch Permutation der Nummern in einem Schema X, entstehen,
weiter £, eine Operation auf die Indices &,, .. ., &, welche darin be-
steht, dal3 der Index «, um 1 vermehrt und &, um 1 vermindert wird.

-,

8)) G. FROBENIUS: S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1900 516—534.

&) I. SCHUR: S.-B. preuR. Akad. Wiss. 1908-664-678; 1927 58-75 - Diss.
Berlin 1901, S. 31.

83)H.WEYL: Math. Z. 23 (1925) 271 — 309 — Gruppentheorie und Quanten-
mechanik, 2. Aufl. Leipzig 1931, Kap. 5.

84) A. YOUNG: Proc. London Math. Soc. 34 (1932) 196-230.
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Sind nach Ausfiihrung eines Produktes von Operationen £2,, die Be-
dingungen (1) verletzt, so ist das betreffende Glied in (3) gleich Null
zu setzen. Die Formel (3) gestattet auf Grund der Formel (16) 815"

!
o le=Dlrals™Ys

die Berechnung der Charaktere g, (s).

Andere Berechnungsweisen der Charaktere haben LITTLEWOOD und
RICHARDSON®) angegeben. | nihrer Arbeit findet man auch eine Tabelle
der Charaktere der &, fir dle n=9,

Darstellungen niedrigsten Gradesder &,. Aulier den beiden trivialen
linearen Darstellungen gibt es nur fir n = 4 noch ene untreue Dar-
stellung (vom Grade 2). Alle tbrigen Darstellungen haben mindestens
den Grad n — 1. Vom genauen Grad n — \ gibt es fir # 5 6 nur zwei
Darstellungen: die eine ergibt sich sofort aus der Darstellung der &,
as Permutationsgruppe n-ten Grades, und die andere ist dazu assoziiert.
Fir n = 6 kommen noch die beiden Darstellungen 5. Grades hinzu, die
aus den beiden eben genannten vermdge des bekannten Automorphismus
der Gruppe hervorgehen.

Die Darstellungen der alternierenden Gruppe lassen sich zum g;rdBten
Teil unmittelbar aus denen der symmetrischen Gruppe herleiten®). Aus
den Orthogonalitatsrelationen fiir die Charaktere folgt ndmlich leicht,
daB die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Gruppe &, auch
die alternierende %, irreduzibel darstellen, ausgenommen digjenigen,
deren Tableau bei Spiegelung in sich Ubergeht: diese zerfalen in je zwei
inaquivalente irreduzible Darstellungen der 9, die sich durch die Werte
einer irrationalen Quadratwurzel voneinander unterscheiden. lhre Cha
raktere hat G. FROBENIUS®) ausgerechnet. Der niedrigste Grad einer
treuen Darstellung ist auch jetzt n — 1, ausgenommen im Fall n = 5,
wo eine Darstellung 3. Grades existiert.

A. YOUNG®) hat auch den Gruppenring der Hyperoktaedergruppe,
d. h. der Gruppe der linearen Transformationen der n-dimensionalen
Verallgemeinerung des Oktaeders™) in derselben Weise untersucht wie
den der symmetrischen Gruppe. Er findet wieder explizite Formeln fir
die Matrixelemente und Charaktere der irreduziblen Darstellungen. Diese
sind, wie im Fall der symmetrischen Gruppe, rationale Zahlen. Dassdlbe
gilt von einer Untergruppe vom Index 2, welche A. YOUNG ebenfalls
untersucht hat.

% D. E.LITTLEWOOD and A. R. RICHARDSON: Philos. Trans. Roy. Soc.
London (A) 238 (1934) 99-141.

%) G. FROBENIUS: S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1901 303-315.

8) A. YOUNG: PTOC. London Math. Soc. (2) 31 (1930) 273-288.

%) Es handelt sich um die Gruppe der monomialen Substitutionen, deren
Matrices nur Elemente =1 und O enthalten.
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Die Hyperoktaedergruppe ist ein Speziadfal ener Gattung von
Gruppen der Ordnungen n!g®, deren Darstellungen W. SPECHT®) unter-
sucht hat. Auf eine von |. sCHUR betrachtete Reihe von Gruppen der
Ordnungen 2n! bzw. n! , welche ebenfalls die &, bzw. ¥, ads Faktor-
gruppe besitzen, kommen wir in § 21 zuriick.

8 21. Darstellungen von Gruppen durch projektive
Transfor mationen,

Eine homomorphe Darstellung einer Gruppe $ durch projektive Trans-
formationen, kurz eine projektive Darstellung von $ wird dadurch er-
halten, da3 den Elementen ab, ... von $ nichtsinguldre Matrices
A B, ... (oder lineare Transformationen A, B, . . .) derart zugeordnet
werden, dal3 dem Produkt ab die Matrix ¢, ,AB entspricht. Die von
Null verschiedenen Zahlen e, , bilden das Faktorensystem der Dar-
stellung. Zwei Darstellungen a =4 ura—~A’i [3 e n assoziert, wenn
stets 4 = 8,4’ ist (8, = 0); das bedeutet also, dal} es sich zwar um
verschiedene Matrices, aber um dieselben projektiven Transformationen
handelt. Ebenso nennt man die zugehdrigen Faktorensysteme e, , und
€, assoziiert; offenbar lautet die Bedingung dafr:

’ 3.8

Bap = 37 Cab+
Das Faktorensystem muf3 den Relationen

EnxboEbc = Ea,bEabye

genligen. Sind dle &, , — 1, so handelt es sich um eine Darstellung im
gewohnlichen Sinn oder, wie wir jetzt sagen werden, um eine ganze Dar-
stellung.

I'n seiner grundlegenden Arbeit™) hat |. ScHUR angegeben, wie man
fur endliche Gruppen $ das Problem der Auffindung aler projektiven
Darstellungen auf das schon frilher geléste Problem der Auffindung
aler ganzen Darstellungen zurtickfihren kann, indem man zu § eine
Uberlagerungsgruppe @& Kkonstruiert, deren ganze Darstellungen ge-
rade alle projektiven Darstellungenvon § vermitteln. Dabei ist $ o2 &/%
und der Normalteiler % im Zentrum von & enthalten. Zu diesem Er-
gebnis gelangt man auf folgendem Wege, wobei fur die genaue Durch-
fuhrung der Beweise auf die erwéhnte SCHURshe Arbeit verwiesen wird.

Jedes System von Zahlen e, ,, welches die Relationen (1) erfdllt, ist
Faktorensystem einer Darstellung, und zwar erhdlt man eine solche,

89) W. SPECHT: Eine Verallgemeinerung der symmetrischen Gruppe. Diss,
Berlin 1932.

) | . SCHUR: Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene
lineare Substitutionen. J. f. M. 127 (1904) 20-50.
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indem man as Vektorenraum den Gruppenring wéhlt und die dem
Gruppenelement a zugeordnete Transformation A durch

Ab= s,.bab

definiert™). Jede zum gleichen Faktorensystem gehdrige irreduzible Dar-
stellung ist einem Bestandteil dieser einen Darstellung aquivalent.

Die Ordnung der gegebenen Gruppe § heile h. Dann gibt es zu
jedem Faktorensystem ein assoziiertes, dessn Faktoren h-te Einheits-
wurzeln sind. Es gibt aso nur endlich viele wesentlich verschiedene
Faktorensysteme.

Das Produkt zweier Faktorensysteme ist wieder ein Faktorensystem.
Die Klassen assoziierter Faktorensysteme bilden daher eine abelsche
Gruppe m endlicher Ordnung m, die man den Multiplikator von &
nennt.

Ist @ eine Gruppe, deren Zentrum eine Untergruppe % enthalt der-
art, dald @/ o= § ist, so vermittelt jede absolut-irreduzible ganze Dar-
stellung von & eine irreduzible projektive Darstellung von $. Da ném-
lich die Zentrumselemente bei der Darstellung notwendig durch Viel-
fache AI der Einheitsmatrix dargestellt werden, so unterscheiden sich
die darstellenden Matrices der Elemente einer Restklasse nach # immer
nur um Zahlenfaktoren 1.

Eine solche Gruppe © heifdt eine durch die abelsche Gruppe A erganzte
Uberlagerung von§. Man beweist leicht: Alle projektiven Darstellungen
von D kénnen in der obigen Weise aus ganzen Darstellungen von durch
abelsche Gruppen erganzten Uberlagerungen von § erhalten werden.

Einehinreichend ergénzte Uberlagerung von § ist eine solche Gruppe @
der obigen Beschaffenheit, da’ jede irreduzible projektive Darstellung
von § durch ene ganze Darstellung von @& vermittelt wird. Dazu ist
notwendig und hinreichend, daf3 der Durchschnitt von 9t mit der Kom-
mutatorgruppe von & dieselbe Ordnung wie m hat.

Eine hinreichend erganzte Uberlagerungsgruppe kleinster Ordnung
heildt eine Darstellungsgruppe von $. @& ist ene Darstellungsgruppe,
wenn 9t in der Kommutatorgruppe von @ enthalten ist und dieselbe
Ordnung wie m hat. Dann ist auch R == 9, Damit ist ein Kriterium
fir eine Darstellungsgruppe gefunden, welches auch praktisch anwend-
bar ist, sobald man die Ordnung m von m kennt.

Nun wird eine Darstellungsgruppe & von der Ordnung mh folgender-
malen konstruiert®): Sind s,,...,s, die Erzeugenden von $ und
fals,} =1 =1,...,q) die definierenden Relationen, so wird zunachst
eine unendliche Gruppe @’ mit den erzeugenden Elementen @, ..., Q.
definiert durch die Relationen, die besagen, dal3 die Ausdriicke

h©Quw = 1)

) vgl. M. TAZAWA: Sci. Rep. Tohoku Univ., | . s 23 (1934) 76—88.

t91
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mit alen @, vertauschbar sein sollen. Diese J; erzeugen dann ene
abelsche Gruppe 8' im Zentrum von &', welche as direktes Produkt
einer zu m isomorphen Gruppe und einer unendlichen Gruppe mit genau
n Erzeugenden Z; . . ., Z, dargestellt werden kann. Nimmt man nun
noch die Relationen Z; = 1,. .., Z,= 1 zu den obigen definierenden
Relationen hinzu, so geht & in eine Darstellungsgruppe & und B' in
die zu m isomorphe Gruppe ¥ tber.

Es kann mehrere nichtisomorphe Darstellungsgruppen geben, aber
ihre Gruppen u sowie ihre Kommutatorgruppen R sind alle unterein-
ander isomorph. In einer bereits zitierten Arbeit®) gibt | . SCHUR
Schranken fir die Anzahl der wesentlich verschiedenen Darstellungs-
gruppen an.

Eine Gruppe § heil3t abgeschlossen, wenn seihre eigene Darstellungs-
gruppeist; in diesem Fall ist jede projektive Darstellung zu einer ganzen
Darstellung assoziiert. Aus der oben angegebenen Konstruktion folgt,
dal eine Gruppe abgeschlossen ist, wenn man die dort konstruierte
Gruppe 93 durch Hinzunahme von genau n weiteren Relationen If ;=1
auf die Einheitsgruppe reduzieren kann. Allgemeiner gilt: Wenn man
die Gruppe 83 durch Hinzunahme von genau n Relationen auf eine Gruppe
der Ordnung u reduzieren kann, so ist m = g,

Mit Hilfe dieser Sitze beweist man ohne weiteres, dal ale zyklischen
Gruppen sowie eine Reihe von Primzahlpotenzgruppen, darunter die
Quaternionengruppe, abgeschlossen sind. Weiter gilt: Sind ale Sylow-
gruppen von D abgeschlossen, so gilt dasslbe von $. Insbesondere
sind dso alle Gruppen von quadratfreier Ordnung abgeschlossen.

Ist @ eine durch 9 erganzte Uberlagerung von $, deren Kommutator-
gruppe % enthalt, so ist die Ordnung m des Multiplikators von § ein
Teiler des Produktes der Ordnungen von % und des Multiplikatorsvon
Q. Ist insbesondere § abgeschlossen, so ist £ eine Darstellungsgruppe
von .

In der zuletzt erwahnten Arbeit®) hat |. SCHUR fiir eine Reihe von
speziellen Gruppen, darunter die Gruppen S.(2,p™) und PGL(2,p")
die Darstellungsgruppen sowie deren Charaktere angegeben. Die Mul-
tiplikatorgruppen der endlichen abelschen Gruppen ergeben sich (ebenda
S. 113) aus einem algemeinen Satz, der den Multiplikator eines direkten
Produktes durch die Multiplikatoren der direkten Faktoren auszudriicken
gestattet. Die Darstellungsgruppen und die projektiven Darstellungen
der endlichen abelschen Gruppen hat R. FRUCHT®) vollsténdig be-
stimmt.

Fur die symmetrischen Gruppen &, und die aternierenden ¥, hat
%) scHUR®) die Darstellungsgruppen bestimmt, mit folgendem Ergebnis:

1. SCHUR: J. reine angew. Math. 182 (1907) 85-137.
®) R. FRUCHT: J. reine angew. Math. 166 (1931) 16—29.
%) |. SCHUR: J. reine angew. Math. 139 (1911) 155-250.
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Die Gruppen ¥, und &, sind ageschlossen. Fiur n> 3 hat die
Gruppe &, zwei Darstellungsgruppen &, und 5 von der Ordnung 2 « n!,
die zu &, zweistufig homomorph sind. Firn=4, n=5und s> 7
hat #, ene zu ¥, zweistufig homomorphe Darstellungsgruppe 8, von
der Ordnung n!, ndmlich die Kommutatorgruppe von Z,. Die Dar-
stellungsgruppen €, und €, v 0 %ei nd ®, haben dagegen die Ord-
nungen 3.61 bzw. 3 ¢ 7! und sind sechsstufig homomorph zu ug bzw. ,.

Um die projektiven Darstellungen von &, und ¥, zu finden, hat
man die ganzen Darstellungen der Gruppen &, 8B.. €,. &€, aufzufinden.
Diesss Problem hat |. sCHUR durch Berechnung der Charaktere im Prin-
zip gelost. Das Ergebnis ist das folgende: Sieht man von den ganzen

Darstellungen der &, bzw. ¥, ab, soist die Darstellung niedrigsten Grades

von g, ene Darstellung vom Grade 2%, wo ¢ = ’1;2“_1 gesetzt wird.

Diese wird auch explizit angegeben [1. ¢.*), Abschnitt V1] . Die tibrigen
irreduziblen Darstellungen von %, entsprechen den Zerlegungen der
Zahl n in lauter verschiedene Summanden:

=9, +f vt v > Dy, 0)
ihre Grade snd

Falls die zu zwei Zerlegungen # = », + . - - 4 #,, gehdrigen Schemata
durch Spiegelung (Vertauschung von Reihen und Spalten) ineinander
Ubergehen, unterscheiden sich die zugehorigen irreduziblen Darstellungen
von &, nur in den Vorzeichen der Matrices; Se sind also zueinander
assoziiert (d. h. projektiv gleichwertig).

Ist n — m ungerade, so ergeben die Darstellungen von &, auch ir-
reduzible Darstellungen der Untergruppe 8,. Ist n— mgerade, o zer-
fallen die Darstellungen fur 8, in zwel Darstellungen gleichen Grades.
Die Grade der durch g, vermittelten projektiven Darstellungen von &,
(n = 7) sind in folgender Tabelle angegeben. Diegjenigen, welche fir ¥,
injezwei Darstellungen zerfallen, sind unterstrichen. Vor dem Trennungs-
strich stehen die ganzen Darstellungen:

#=4: 4, 2, 5, 2, 4

” = 5: 1’ 4’ 5’ g! 5! 4! 6

” = 6: 1’ 5' S’ gl 10’ iéﬁ 4! 4! ﬁ’ 2_0

n=7: 1, 6, 14, 14, 15, 20, 24, 35, | 8 20, 20, 28 36.

Die Gruppen &, und §, besitzen je 31 bzw. 40 wesentlich verschiedene
irreduzible Darstellungen, darunter 9 bzw. 12 Paare konjugiert-kom-
plexer Darstellungen, welche nicht schon unter den Darstellungen von
s bzw. T, vorkommen. Die Grade der letzteren sind:

n==6 3 3 6 9 15 | 6 6 12, 12

n=7 6 15 15 21, 21, 24, 24, | 6, 6 24, 24, 36.
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Vor dem Strich stehen digjenigen Darstellungen, die schon durch eine
dreistufig homomorphe Uberlagerung von 9, vermittelt werden.

Die beiden projektiven Darstellungen dritten Grades der Gruppe ¥,
liefern ale beide die terndre Valentinergruppe (vgl. §89). Auch die
Ubrigenin § 9 erwéhnten, zu %5, &;, ¥y, S und %, isomorphen Gruppen
sind natirlich in unserer Tabelle vertreten; auRerdem ergibt sich, dal3
es keine anderen quaterndren projektiven Gruppen %, oder &, geben
kann®™). Die drei projektiven Darstellungen sechsten Grades der 91, hat
|. sCHUR explizit angegeben. Die Charaktere der anderen wurden durch
Komposition und Ausreduktiori gewonnen.

K. ASAN0™? hat die Darstellungen einer endlichen Gruppe durch
reelle projektive Transformationen untersucht.

§ 22. Die rationalen Darstellungen der allgemeinen linearen
Gruppe.

Die Darstellungstheorie der vollen linearen Gruppe GL(K), wo K
ein Korper der Charakteristik Null ist, 183t sich vollstandig mit algebra-
ischen Methoden erledigen, sobald man sich auf digjenigen Darstellungen
beschrénkt, bei denen die Elemente der darstellenden Matrices T(A)
ganze rationale Funktionen der Matrixelemente einer Transformation A
der GL(K) sind®).

Indem man zuerst das Zentrum der Gruppe G L (K) nadher betrachtet,
welches aus den Transformationen AT besteht, beweist man leicht, dal}
jede ganzrationale Darstellung vollsténdig zerféllt in solche, bei denen
die Elemente der darstellenden Matrices homogene Funktionen (etwa
w-ten Crades) der Matrixelemente a,; von A sind:

(l) dl’l =Z Cik, s, mmy By dm Bty by Bregdy - o - B A +

Die Zahl m wollen wir die Sufe der Darstellung nennen.

Eine besondere Darstellung ist die Tensordarstellung w-ter Stufe &,
die man as Produktdarstellung €, x €, % «-- x g, definieren kann,
wobei g, die Vektordarstellung ist, bei der die Transformation A durch
ihre eigene Matrix A dargestellt wird. Sind 4, . . ., «, die Basisvektoren
des n-dimensionalen Vektorraumes, ebenso »y,..., %, die eines zweiten
(kogredient transformierten) Vektorraumes usw., so sind die Produkte
%39, ...w, die Basstensoren des Tensorraumes mter Sufe, in dem

%) Vgl. H. MASCHKE: Math. Ann. 51 (1899) 253-294.

%) K.ASANO: Proc. Imp. Acad. Jap. 9 (1933) 574—576.

) Fir die Satze und Methoden dieses Paragraphen siehe | . SCHUR: Uber eine
Klasse von Matrices, die sich einer gegebenen Matrix zuordnen lassen. Diss.
Berlin 1901. - H. WEYL: Math. Z. 23 (1925) 271-300. - | . SCHUR: S.-B. preuB3.
Akad. Wiss. 1927 58—75. — H. WEYL: Gruppentheorie und Quantenmechanik,
2. Aufl. Leipzig 1931» Kap. V.
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die Tensordarstellung stattfindet; Tensoren sind also Ausdriicke der

Gestalt
l =Z‘1#...r“lvp el Wy,

welche durch n™ beliebige Tensorkomponenten ,,,,., bestimmt werden.
Die Matrices der Tensordarstellung sind offenbar:

? Aoy oo xmghy o dm 22 B3y Bagdy v« Brgy 2

Die lineare Hiille der Menge der Matrices (2) besteht, wie H. WEYL®")
auRerst einfach gezeigt hat, aus allen symmetrischen Transformationen,
d. h. aus denjenigen Transformationen des Tensorraumes in sich, deren
Matrixelemente a, . ... 4...2, D€ jeder auf die Reihenfolge der x und
gleichzeitig auf die Reihenfolge der A auszuiibenden Permutation Q in-
variant bleiben. Das System der symmetrischen Transformationen
heille €.

Alles weitere beruht nun auf dem fast selbstverstandlichen Satz:

Jede Darstellung mter Sufe (1) von GL(K) 1&BRt sich in eindeutiger
Weise zu einer Darstellung des hyperkomplexen  Systems & erweltern’,
dabel ergeben &quivalente bzw. reduzible bzw. zerfallende Darstellungen
von GL(K) wieder ebensolche Darstellungen von &.

Die verlangte Darstellung von & wird offenbar durch

(3) di.l-=Zcii,u‘...u,.,i,.__l,.ang...x..,l,...l.,.
geliefert.

Wir werden nun das System & noch etwas anders charakterisieren
und dann beweisen, dal es halbeinfach ist.

Der Tensor t mdge durch die auf die Stellen der Tensorindices
Ay, ..., A, ausgelibte Permutation Q in Qt Ubergehen. Die in dieser
Weise durch die Permutationen Q induzierten Transformationen bilden
ein System £ von linearen Transformationen des Tensorraumes m. Die
Definitionvon & lalt sich nun auch so wenden: Das System & besteht
aus den Transformationen von m in sich, die mit allen Transformationen
des Systems £ vertauschbar sind. Nun ist £} eine Darstellung der sym-
metrischen Gruppe &,,, somit vollstandig reduzibel, falls die Charakte-
ristik des Korpers K nicht in die Gruppenordnung m\ aufgeht, also ins-
besondere im Fall der Charakteristik Null. Daraus folgt nach § 11 un-
mittelbar, daB das System & eine direkte Summe von vollen Matrix-
ringen, also halbeinfach ist.

Aus der Halbeinfachheit von & folgt nach § 12 weiter, daf jede Dar-
stellung von & vollstéandig reduzibel ist und dal? die irreduziblen Dar-
stellungen schon in der reguléren Darstellung enthalten sind. Nun ist
© von vornherein as System von linearen Transformationen, also in
einer treuen Darstellung gegeben; in dieser Darstellung kommen alle
irreduziblen Darstellungen mindestens einmal vor (sonst wére sie nicht

“ H.WEYL: Ann. of Math. (2) 30 (1929) 499-516.
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treu). Also folgt: Jede ganzrationale Darstellung der allgemeinen linearen
Gruppe ist vollstandig reduzibel, und die irreduziblen Darstellungen m-ter
Sufe sind schon in der Tensor darstellung %, als Bestandteile enthalten.

Um die Vertauschbarkeitsrelation zwischen £ und & umkehren-zu
kénnen, missen wir nach dem Satz von RABINOWITSCH {§ 12)ZU £ alle
Linearkombinationen hinzunehmen. Das erreichen wir, indem wir die
Darstellung £ der Gruppe &, zu einer Darstellung #®* des Gruppen-
ringes SR der Gruppe &, erweitern (vgl. §13). Ist ¥ =ZlQQ ein Element
von R so haben wir, um die von r induzierte Transformation im Tensor-
raum zu finden,

(@ r =20t
zu setzen; die so erhaltenen Transformationen bilden die lineare Hille
H* von L.

Nach & 12ist nun auch ®* das System der mit allen Transformationen
von & vertauschbaren Transformationen. Nach § 11 entsprechen die
gegeniber & invarianten Teilrdume des Tensorraumes m eineindeutig
den Rechtsidealen t® des Ringes M*, wobei die Begriffe aquivalent, re-
duzibel und zerfallend sich lbertragen. Wird t* von dem Idempotent &*
erzeugt: 1 = *M* so ist M=r*M=¢*M, d. h.: Ein invarianter
Teilraum des Tensorraumes m besteht aus allen Tensoren der Gestalt e*{,
wo ¢* ein Idempotent des Ringes JR* der Operationen (4) ist und wo t alle
Tensoren  schlechthin  durchlauft.

Eine Zerlegung von #* in minimale Rechtsideale ergibt in dieser
Weise eine Zerlegung von m in irreduzible Teilraume gegentber &.

Im Falle # = m ist R* eine treue Darstellung von KR denn es gibt
dann einen Tensor t mit nur einer von Null verschiedener* Komponente
t,s...m+ Welcher mit seinen permutierten Tensoren Qt ein System von
linear unabhéngigen Tensoren bildet, welches System genau die regulére
(treue) Darstellung von SR erleidet. Man kann in diesem Fall in allen
obigen Satzen einfach ®* durch den Gruppenring R ersetzen.

Im Falle z < s dagegen ist | o M/MR,, wo R, ein zweiseitiges | deal
von SR ist, das durch R; m — 0 charakterisiert wird. Setzt man SR = R;
+ Ry, so ist R* ein treues Bild von EH,‘ Jeder invariante Teilraum R
von m kann also eindeutig in der Form

W=rtM=eM

erhalten werden, wo r = eR = eR, ein in R, enthaltenes Rechtsideal
ist. Die minimalen Linksideale von SR sind entweder in R; oder in R,
enthalten: nur die letzteren geben zu irreduziblen Rdumen R =rm
AnlaR, wahrend die ersteren immer r m = 0 ergeben.

Die Erzeugenden der minimalen Rechtsideale r von SR haben nach
§ 20 die Gestalt ey = i,P.N,, wo ¢, ein ldempotent ist und wo
& = {x,,...,,) ein Tableau T, bezeichnet. Nun sieht man leicht ein,
daB flr % = » der Operator N, und daher auch e, jeden Tensor 7 annul-
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liert. Man erhalt daher ein zur Zerlegung von m ausreichendes System
von irreduziblen Teilrdumen N = ¢, M = P, N, IR, indem man sich auf
digienigen Tableaus T, beschrankt, die hochstens n Zeilen enthalten. In-
dem man zu den a, evtl. einige Nullen hinzufugt, kann man h = n an-
nehmen. Jeder Indexkombination &, . . ., ®,, welche den Bedingungen
(1) 820 genlgt, entspricht daher eine irreduzible Darstellung m-tei
Stufe der Gruppe GL(K). Diese nennen wir §.

Den Charakter @, von g, in diesem Fall auch Charakteristik genannt,
haben |. scHUR mit agebraischen und H. weyL mit transzendenten
Methoden bestimmt®®). Sind =, . . ., w, die charakteristischen Wurzeln
der Matrix A und setzt man (wie in 820) 8, =&, + 2 —», SO ist
&, (A} ein Quotient von n-reihigen Determinanten®):

® D (4) = [wfe|:|w}]| °6).
Zwischen den Charakteren @, (A) von GL (K) und %, (@) von €, be-
stehen folgende Relationen:

®) SpSpy 0o = 2% (Q) P (4)
] P, (4) = %21# @) S $pe -

Dabel ist die Permutation d wieder ein Produkt von Zyklen der
Langen yi, ¥a,. . ., und s, bedeutet 5{4%) = wy + wy’ + - - + w,?.

Man beweist (6), indem man die Spur der Transformation ¢ - T, (A(
im vollen Tensorraum % auf zwei Weisen berechnet: einmal unter Zu-
grundelegung der Basisu;,, . . . w, (vgl. den Anfang dieses Paragraphen),
sodann durch Zerlegung von m in irreduzible Teilrdume in bezug auf
die beiden vertauschbaren Systeme D und G nach dem Schema von
811. (7) folgt aus (6) auf Grund der Orthogonalitétsrelationen der Cha
raktere. Man kann (7) nach | . sSCHUR sowohl zum Beweis von (5) as
auch zu einer neuen Herleitung der erzeugenden Funktion der Charak-
tere der symmetrischen Gruppe &,, (vgl. § 20) benutzen.

Ahnliche Untersuchungen wie die hier dargestellten (ber die Dar-
stellungen der Komplex- und Drehungsgruppe hat H. weyL®®) an-
gestellt.

) Einen gleichwertigen rationalen Ausdruck gab |. SCHUR: S.-B. preuR.
Akad. Wiss. 1927 71, Formeln (37 und (39).

®) H.WEYL: Nachr. Ges. Wiss. Goéttingen 1926 235-243 - Math. Z. 35
(1932) 300-320.
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