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Vorwort.

Wohlbeleibte Bicher sind heutzutage aus naheliegenden Griinden un-
beliebt. Ich versuche deshalb diese Vorlesung, die der geometrischen
Schonheit des Integralbegriffs gewidmet ist, ,stotternd" erscheinen zu
lassen. Dabei spielt auch die Hoffnung eine Rolle, weitere Mitarbeiter
an dem reizvollen Gegenstand zu gewinnen zumal unter meinen Zu-
horern, die diese Hefte neben der mindlichen Vorlesung benutzen. Wenn
die Grundlagen dieses Zweigs der Geometrie noch nicht allen berechtig-
ten Anforderungen an Allgemeinheit und Strenge geniigen, so wird das
hoffentlich nicht allzusehr den Reiz seiner saftigen Fruchte schmaélern.
Am anziehendsten an diesem Stoff ist vielleicht das neue Licht, das
hier auf Fragen fallt, die ich vor zwei Jahrzehnten in dem Biuchlein
,,Kreis und Kugel" behandelt habe.

Das vorliegende erste Heft betrifft die ebene Euklidische Geometrie,
das zweite, das ich jetzt vorbereite, die Geometrie auf der Kugelfl&che.
Zwei weitere sollen 1936 den Abschlufd bringen.

An Vorkenntnissen ist nur einiges wenige an Infinitesimalrechnung
und analytischer Geometrie erwinscht.

Das Schriftenverzeichnis am Schluf3 verdanke ich Herrn W. BURAU,
und bei der Korrektur haben mich die Herren K. HENKE, E. KAHLER
und P. WALBERER unterstitzt.

Auf Hvar, den 13. September 1935.
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Einleitung.

Die geometrischen Fragen, mit denen wir uns hier beschaftigen werden,
entstammen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Man spricht von , geo-
metrischen Wahrscheinlichkeiten", wenn die betrachteten Mdglichkeiten
von stetigen Veranderlichen abhéngen.

Das klassische Beispiel etwa aus der Zeit von 1760 ist das sogenannte
Nadelproblem von G. L. L. COMTE DE BUFFON. Auf einer wagerechten
Tafel sind in gleichen Abstanden parallele gerade Linien gezogen. Man
werfe nun auf diese Tafel eine Nadel und frage nach der Wahrschein-
lichkeit, daR sie in ihrer Ruhelage eineLinie trifft. Nimmt man an Stelle
der Nadel ein wenig allgemeiner eine konvexe Scheibe, so tritt in die
Rechnung das schon 1841 von A.CAUCHY betrachtete Integral

+ 7
Uf_fptw)dw

ein, das gleich dem Umfang der Scheibe ist, wenn p den Abstaed der
Tangente (Stutzgeraden) an die Scheibe in Richtung cp von einen sten
Punkt der Scheibe bedeutet. Durch dieses Integral CAUCHYS with ham-
lich in gewissem Sinn die ,,Anzahl" aller Geraden gemessen, die unsre
Scheibe treffen.

Im dreidimensionalen Raum Euklids treten neben dem Punktinhalt
von Figuren, der durch das Integral

14 =J1dx dydz

gemessen wird, zundchst noch zwei andere ,Mal¥' auf, das Ebenmal,
ein dreifaches Integral, und das Geradenmal3, ein vierfaches Integral. Bei
einem konvexen Koérper ist das Ebenmald gegeben durch das zuerst von
J. STEINER 1840 betrachtete Integral der mittleren Krimmung und das
Geradenmald durch die Oberflache. Als vielleicht wichtigstes Mal3 tritt
dazu das , Kinematische", ein gewisses sechsfaches Integral, das zuerst
1896 von H. POINCARE benutzt wurde.

Die merkwurdigen Wechselbeziehungen zwischen solchen Integralen,
zu denen man hier ganz notwendig gefuihrt wird, sollen den Gegenstand
dieser Vorlesung bilden, wahrend die Beziehungen zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung zuricktreten. Daher auch die Wahl des Titels.



2 Einleitung

Wahrend ich ein ausfuhrliches Schriftenverzeichnis auf das Ende ver-
schiebe, mdchte ich hier nur das fur uns Wichtigste hervorheben.

Grundlegend ist die besonders anziehende kurze Schrift von M. W.
CROFTON, On the theory of local probability .. ., Philosophical Trans-
actions of the Royal Society 158 (1868), S. 181 — 199. An lehrbuch-
artigen Darstellungen gibt es zwei, ndmlich E. czuBER, Geometrische
Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte, Leipzig bei Teubner 1834 und
R. DELTHEIL, Probabilités géométriques, Paris bei Gauthier-Villars 1926.
Inshesondere habe ich aber hier vielfach eine besonders schone Vorlesung
von G. HERGLOTZ Uber geometrische Wahrscheinlichkeiten benutzt, die
er in Gottingen im Sommerhalbjahr 1933 gehalten hat und von der mir
eine Ausarbeitung zuganglichist. I ch selbst habe im Winter 1934—35 und
im Sommer 1935 in Hamburg Uber diesen Gegenstand Vorlesung gehalten
und werde im Herbst 1935 in Sofia dartiber lesen und habe zusammen
mit Zuhorern von mir eine Reihe von Schriften unter dem Obertitel
, Integralgeometrie” zu veroffentlichen begonnen.

Mit dieser anspruchsvollen Benennung mochte ich auch andeuten, daf?
hier der , Differentialgeometrie” verwandt und gleichwertigeinjingerer
Sprol? der Geometrie zu wachsen begonnen hat, der mir wegen der Schon-
heit und Allgemeinheit seiner Ergebnisse und der Einfachheit seiner
Mittel der Beachtung wert erscheint.



| . Ebene Euklidische Geometrie.

8 1. Mehrfache Integrale.

Die von G. W. LEIBNIZ 1675 eingefuhrte Schreibweise flr Integrale

b
) J=[flz)de

hat den wesentlichen Vorteil, dal3 bei Einfuhrung einer neuen Inte-
grationsveranderlichen

(2) x = p(£),

wobei <p etwa monoton wachsend und stetig differentiierbar sein soll, ge-
wissermafien von sedbst das richtige Ergebnis herauskommt, namlich

3) J=f‘}(qv(f)) e HdE; plx)=a, () =5.

Man kann nun durch eine einfache Vereinbarung erreichen, dald dieser
Vorteil auch bei mehrfachen Integralen erhalten bleibt, indem man nam-.
lich fordert, daR die bei mehrfachen Integralen auftretenden formalen
Produkte von Differentialen alternierend sein sollen, das heil3t bei Ver-
tauschung zweier benachbarter das Vorzeichen andern sollen. Es se nam-
lich (wir schreitben auch bei mehrfachen Integralen im allgemeinen nur
ein Integralzeichen)

(4) J=J‘f(xl!x2! ey xn)dxldxg-..dx
und
(5) Xy = 2 (&1 oy - - s &n) @el,2, ..., %

Wir nehmen an, die Funktionen x; seien im Gebiet B* des f, Raumes mit
Einschlu3 des Randes von 93¢ stetig differentiierbar, ihre Funktional-
determinante

(6) D=|g]|+o

in 93* und dasAbbild von B* im x;-Raum sa das schlichte Integrations-
gebiet 93von J. Dannwird

(7) d; _Zaw‘dﬂ,

k=]l



4 Ebene Euklidische Geometrie

und wir finden, wenn wir die Produkte der 4§, als alternierend voraus-
setzen,

(8) dxldxs'°'dxn=1)d§1d52...dfn.

Somit ergibt sich auch hier nach unserer Vereinbarung Uber das Alter-
nieren der Produkte von Differentialen von selbst die richtige Substitu-
tionsvorschrift fir mehrfache Integrale, namlich

(9) J=ﬂff(:c1(£), s () DAE, ... dE,.

Da wir nur erste Differentiale brauchen, wird neben der LEIBNIzZ-
sehen Schreibweise hier auch zweckmaflig die an |. NEWTON angelehnte
verwendbar sein, die wir erhalten, wenn wir an Stelle von

(10) dmi —_ .’J&f
schreiben. Es wird aso im folgenden stets die Vereinbarung
(11) dx; da, = &, 0, = — &y,

gelten, die uns das Schreiben langer Determinanten ersparen wird.

Unsre Vereinbarung kann ausgebaut werden zu einem Rechen-
verfahren mit ,&uleren Ableitungen', das im Zusammenhang mit
Gedanken von H. GRASSMANNS , Ausdehnungslehre", insbesondere von
H. POINCARE und E. CARTAN ausgebildet wurde und auf das wir spéter
zuruckkommen werden. Hier in diesem ersten Teil wird die einfache Ver-
einbarung Uber das Alternieren ausreichen.?)

Neben dieser Schreibweise werden wir im folgenden noch den Satz tiber
die Vertauschbarkeit der Integrationen als wesentlichstes Beweismittel an-
zuwenden haben, der im einfachsten Fall so lautet:

b ¢ ¢ b b
@ [ fi1@apir=fift@ ni=[ 1=

Dies stimmt z. B. sicher, wenn der Integrand f stetig ist. Damit ist fast
alles erschopft, was im folgenden an mathematischem Handwerkszeug
benotigt wird. Es kommt dazu nur noch einiges wenige tber analytische
Geometrie.

1) Alternierende Produkte von Differentialen wurden fir die in diesem Buch
vorliegenden Ziele zuerst angewandt von E. CARTAN, Le principe de la dualité ...,
Bulletin dela Société Mathématique de France 24 (1896), S. 140—177. Eine moderne
DarsteUung dieser Rechenart bei E, KAHLER, Einfihrungin dieTheorie der Systeme
von Differentialgleichungen, Leipzig bei Teubner 1934.
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§ 2. Dichten fur Punkte und Geraden.

Eine Bewegung in der Euklidischen Ebene wird in rechtwinkligen
Punktkoordinaten x;, X, durch eine Substitution folgender Art dargestellt:

- %
& = Qo + @11 27 + ayp =¥,

13
() T3 = Ggo -+ Ggy Zf - G 27
mit
(14) hyy = 4 COB &, @y~ — 8N &,
@y = ~+ BIN &, dyp = 4 COB&X,

also

| tyy G
(15) l 11 12 :_1_1.

gy Ggg |

Dabei deuten wir die x; ,Xx» als Koordinaten eines Punktes £ und die
a* x* asKoordinaten in bezug auf dasselbe Achsenkreuz flr den ent-
sprechenden Punkt £*.

Wir suchen uhs als , Mal3' auf fir die Punkte unserer Ebene einintegral
(16) Jf (@1, Tq) &y &y,

das bei ,beliebiger" Wahl des Bereichs 8 gegeniber allen Bewegungen
(13) invariant ist. Aus (15) folgt

(17) £y By = AT a¥,

und somit ergibt unsere Invarianzforderung

(18) [ f ok, ) gy = J[ (@1, ) 5.
8

Da B beliebig gewdahlt werden kann, folgt daraus notwendig
flay, @) = f(af, x¢).

Durch geeignete Wahl der Konstanten r;, in (13) kann man einen festen
Punkt g in jede Lage bringen.') Man driickt das so aus, daR man sagt:
die Punkte der Euklidischen Ebene werden durch die Bewegungen
trangitiv vertauscht. Somit folgt aus (19) die ldentitat

(20) f(z,, ) = konstant.
Somit ist der Flacheninhalt
(1) F= J @,

(abgesehen von einem festen Faktor) das einzige invariante Punktmal® der
Euklidischen  Geometrie.

1) Schon die , Schiebungen" a== a, + X; reichen dazu aus.
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Wir nennen den Integranden einesinvarianten Mal3es eine Dichte und
bezeichnen se mit deutschen Buchstaben, also in unserem Fall

(22) B¥ =Y.

Wir werden also den Punkt (x;,X;) und seine Dichte x;x, mit demselben
Buchstaben bezeichnen.

Genau so wie fur Punkte konnen wir fur die Geraden in der Ebene
EUKLIDS (im wesentlichen, d. h. bis auf einen festen Faktor nur auf eine
Art) eine Dichte einfuhren.

Eine Gerade g konnen wir etwa festlegen durch einen ihrer Punkte

=%Xx1:'X») und durch einen Einheitsvektor

(23) b= (v, 15} =.(cosp, sing)

senkrecht zu g. Dann, behaupten wir, ist

(24) g = (&, cosp + &, 8ing) ¢

die gewlinschte Dichte. Dabei werden wir nachtraglich zu zeigen haben,
dal3 immer diesdlbe Dichte g entsteht, wie wir auch ¢ auf g wahlen
(Wahlinvarianz).

Um zunéchst nédmlich die Bewegungsinvarianz einzusehen, genugt es
zu beachten, dal3 beide Faktoren unseres alternierenden Produkts,
namlich
(25) &, Co8 @ -+ &, sing = & v, + v,

und @ einzeln gegeniber (13) erhalten bleiben.

Es ist ndmlich
2 2

(26) &, xkg sz a&f, v; =b.‘.§ @i Ve
und daraus

(27) _ v =t of.
Andrerseits konnen wir nach (13) setzen

(28) p=g@*+ x,

und darausfc  lurch Ableitung

(29) = p*.

An zweiter Stelle ist die Wahlinvarianz zu zeigen, dal3 namlich die
Dichte g nicht von der Wahl des Punktes ¢ auf der Geraden g abhangt.
Wir nehmen auf g einen anderen Punkt g:

:Elﬁxl"'rvls

(30) -
Ty=+ry
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undfinden

51=£1—"?.'v —"f‘i’a,
(31) S
Ty = Ty -+ TV + TV,
Daraus ist weiter

(32) zyt + Es”s = 0y + 230, — 7 (9 — V1)
oder, da nach (23)

(33) @ = U1V — 0

ist, folgt

(34) B0y + Ty = By + By — 1 P

und somit

(35) g = (-";’1'-’1 + -'Ee”s)‘i’ = (&0 + dp) @ = @.

Dabei ist zu beachten, da @¢p = 0 ist wegen des Alternierens unserer
Produkte. In (35) ist die behauptete Wahlinvarianz enthalten.

Die Behauptung, daf} die gefundene Geradendichte g bis auf einen
festen Faktor die einzige gegen (13) invariante ist, wird wie vorhin bei
der Punktdichte aus der Tatsache hergeleitet, dal3 die Bewegungen (13)
auch die Geraden transtiv vertauschen.

Wir geben noch weitere Ausdriicke fir die Geradendichte g.
Setzen wir
(36) T 0 + Xty = 2, COBQ + Xy 8ing = p,
wobei p den Abstand unserer Geraden vom Ursprung bedeutet, so finden
wir
(37) &, Co8p + Ty 8ing + (— 2, 8ingp + x; 008 @) p = p
und somit nach (24)

(38) g=1p¢

Fuhren wir zweitens den Fuf3punkt f§ des Lotes vom Ursprung auf
unsere Gerade g ein

(39) (%1s th) = (po1, P),
so finden wir ) .
Y= pu -+ piy,
Ys = DY + Py
und daraus wegen (33) und 9, t; = 0:

(40)

(41) h = this = PPty —0ty) = pP9.



3 Ebene Euklidische Geometrie
Danach ist aso auch

(42). g= % .

Unsere Gerade hat die Gleichung
(43) 70+ Bty =P

in den laufenden Koordinaten x;, . Ihre Schnittpunkte mit den Achsen
sind demnach fur wv, O:

(44) (a1 = ‘vl;, 0) und (0, ay = %';_)
Daraus folgt
(45) 9=+é1i’3=_&"2';)1 .

Schliel3lich noch eine weitere Formel fur die Geradendichte g, die den
Vorzug groRerer Symmetrie besitzt. Wir denken uns die Gerade durch
zwei ihrer Punkte mit dem Abstand t erkléart, so da® wir setzen kénnen

(46)

Daraus folgt fir die Ableitungen

5= —ising —tcosgp,
(47) Y1 1 ¢ . ‘P‘I"’

Uy = Eg+ L cosp —tsin o
und hieraus weiter

(48) 7 COB g + gy sing = (&, cosp + &, sing) — L.

Durch Multiplikation linker Hand mit x; cosg + x,sin ¢ ergibt sich
nach (24) die gewlnschte symmetrische Formel

(49) g=— (&, cos @ 4 &, 8in (P')E(‘??l_ cos @ + i, sing)

Dabei sind x; cos¢ + x, sin @, y, cos @ + y, sin ¢ die ,,Verruckungen" der
Punkte %, § normal zu g und t der Abstand dieser Punkte.

Es ist bemerkenswert, dald wir hier eigentlich immer gerichtete (— orien-
tierte) Geraden verwendet haben, da der Normalenvektor v;, v, und da-
mit ¢ mod 2 festgelegt wurde. In diesem Fall konnten wir auch p
mittels (36) eindeutig erklaren. Die Gleichungsform (43) unserer Geraden
wird als die ,Normalform HESSES" bezeichnet.

Die ,Orientierung® oder , Ausrichtung® einer Geraden in der Ebene
kann auf zwei Arten erfolgen. Entweder, wie wir dies hier bisher gemacht
haben, indem man dem Einheitsvektor b ihrer Normalen einen be-
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stimmten Sinn erteilt oder indem man den Einheitsvektor w auf der
Geraden festlegt. Den eindeutigen Zusammenhang dieser ,,inneren” mit
der friheren,, auReren” Ausrichtung unserer Geraden kann man dadurch
herstellen, dal3 man fordert

(50) VW, — vty = + 1,

d. h. die Einheitsvektoren b, m sollen ebenso aufeinanderfolgen wie die
Einheitsvektoren auf den Achsen. Wir sagen, b weist auf das rechte Ufer
der durch Angabe von h) gerichteten Geraden g (Fig. 1).
Erklaren wir den Abstand eines Punktes r von g durch
die Formel

(1) p—{(mv + ¥y} =p — (2, co89 + &, s_intp),

so ist dieser Abstand eindeutig erklart. Punkte auf dem
linken Ufer von g haben positiven Abstand von g. Die
gerichtete Gerade g dreht also um die Punkte, die von
ihr positiven Abstand haben, nach links, p ist der so
gemessene Abstand des Ursprungs von ¢g. Die Gesamtheit der (reellen)
Geraden der Euklidischen Ebene ist durch die der gerichteten Geraden
doppelt Uberdeckt.

Der Gedanke, neben den Punkten auch fir die Geraden eine Dichte
einzufihren, ist zuerst von M. W. crorToN in der zu Anfang genannten
Schrift von 1868 eingefihrt worden. Die im wesentlichen eindeutige
Bestimmtheit der Geradendichte durch ihre Invarianz gegenlber Be-
wegungen scheint zuerst von H. PoINCARE in seiner Vorlesung Uber
Wahrscheinlichkeitsrechnung von 1896 hervorgehoben zu sein und von
E. CARTAN in der in 8 1 genannten Arbeit aus demselben Jahre.

Wie Uberraschend fruchtbar croFTons Gedanke ist, wird sich in den
folgenden Abschnitten erweisen, von denen § 3—8 8 in der Hauptsache
VON CROFTON?Y) stammen.

8 3. Kurvenlange als Geradeninhalt.

Hat g diein § 2 (24) erklarte Bedeutung der Geradendichte, so kénnen
wir das Doppelintegral

(52) fs

erstreckt Uber eine Menge von Geraden as ,Mal?' oder nach crorFTon
vielleicht auch as , Anzahl" der Geraden dieser Menge uns verdeuttichen.

1) MORGAN WILLIAM CROFTON ist geboren in Dublin (Irland), von wo so her-
vorragende Geometer wie W. R. HamiLToN und G. saLMoN hervorgegangen sind,
am 27,6.1826 als Sohn des Reverend W. crorToN. Er war von 1870—84 Professor
fur Mathematik und Mechanik in der Militdrakademie London (Woolwich) und
starb am 13. 5. 1915.
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Wir gehen nun in diesem Sinne daran, die Anzahl aller Geraden abzuzéhlen,
die eine Kurve & treffen. Dabei wird die Geradendichte g immer positiv in
Rechnung zu stellen sein: g=|g|.'} & sei gegeben durch die Funktionen

(53) rn=u(), B==n), 0=t=1,

die wir etwa als stetig ableitbar nach t voraussetzen derart, dal} die
Ableitungen x;' (t), X' (t) nie gleichzeitig verschwinden. Ferner soll etwa
@ die Anzahl der Schnittpunkte von & mit einer be-
liebigen Geraden stets einer festen Zahl N sein.
Man nennt die kleinste Zahl N mit dieser Eigen-
schaft die , Ordnung" von & (wohl auch ,Realitats-
ordnung").

» Wir wollen uns die Geraden g zunachst gerichtet
¢  denken und nur die von einem Punkt r von & aus
gehenden betrachten, die aufs linke Ufer von &

g TP weisen, sobald man auf & in Richtung wachsender s

fortschreitet (Fig. 2). Dann haben wir, wenn s die Bogenlange von &
und ¢ den Winkel der Kurventangente mit der x- Achse bedeutet,

(54) xl'i=.§cosr,x,’i=ésint; r——-%gcpgr+-’25o
WennwirindasIntegral (52) dieVeranderlichen t, ¢ einfiihren, so wird
L e
(55) 6f“[‘(a:,[ cosp + x, sing)idp = [ ng,
n

P o——

wobei n die Anzahl der ,positiven" Schnittpunkte der gerichteten Ge-
raden g mit A ist, an denen g auf daslinke Ufer von A weist. Wir finden,
wenn wir sund <p als Integrationsverénderliche nehmen,

.

L
(56) fng -—_Of fcos(r-—qu)éfp,

wenn L die Lange von & bedeutet. Wegen

+Z

2 t+% s+%
67) f costr—glp=—I[sin(c~g)] —[ein(p—7)] =2
3 T by

1) Die Festsetzung, dal3 die Dichten positiv zunehmen, sind gilt im folgenden
durchweg. Erst bei feineren Untersuchungen wirden die Vorzeichen eine Rolle
spielen.
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erhalten wir aus (55)

Betrachten wir zwei gegensinnig zusammenfallende gerichtete Geraden
01, g2 und nyg, ny ihre im friheren Sinn , positiven' Schnittpunktzahlen
mit §&. Dann ist
(59) mtng=mn
die Gesamtzahl der Schnittpunkte der nicht gerichteten Geraden g, die

mit den g; zusammenfallt, mit &.
Damit finden wir CROFTONS Ergebnis:

Flr die ungerichteten Geraden g, die eine ebene Kurve A treffen, ergibt
sich

(58) Srng=2L|,

wenn n die Schnittpunktzahl von g mit § und L die Lange von & ist. Dabei
tritt in (58) rechts kein neuer Faktor 2 auf, da jede ungerichtete Ge-
rade genau zwei gerichtete tragt.

Bei dieser Uberlegung waren die Tangenten an A besonders zu behan-
deln. Aber die machen nichts aus, daihr Mal3 Null ist. Die Formel (58)
gilt fir jeden Kurvenbogen, der den Voraussetzungen (53) genugt. Der
Gultigkeitsbereich erweitert sich aber sofort auf jede , Kurve", die sich
in beliebiger Weise aus endlich vielen solchen Bbgen zusammensetzt.

Wenden wir uns insbesondere dem einfachen Sonderfall zu, dald A
eine Eilinie ist, d. h., wie man auch sagt, eine geschlossene konvexe
Kurve, also eine geschlossene Kurve der Ordnung 2. Fur Eilinien gilt
nach (58)

(60) fa=U},

wenn U den Umfang der Eilinie bedeutet und wenn wir wieder das
Integral Uber alle (ungerichteten) Geraden erstrecken, die die Eilinie
treffen. Insbesondere ist das Mal? aller Geraden, die eine Strecke treffen,
gleich ihrer doppelten Lénge, wie man aus (58) oder (60) folgert.

Von der Formel (60) von CROFTON ausgehend kommt man in ein-
facher Weise zu der eingangs erwahnten Formel von cAucHy fir den
Umfang einer Eilinie. Erinnern wir uns ndmlich an (38), dal3 g = pp war,
und erstrecken wir die Integration (etwa unter der Annahme, der Ursprung
liege im Innern der Eilinie) nach p von Null bis p(p), so finden wir

-

2n
(61) U =ﬁf () dg
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und das ist die Formel von CAUCHY.") Darin bedeutet p(p) die , Stz
funktion", die den Abstand der Tangente vom Ursprung in der Abhangig-
keit von ihrer Richtung angibt.

Wenn wir nun wieder eine , beliebige" offene oder geschlossene Linie &
betrachten, so folgt sofort, dafd das I ntegral

(62) fa=0
gR+40
ist. Dabei deutet g A den Durchschnitt von g mit A anund U den Umfang
der ,konvexen Hille" A von A, d. h. die Randlange des kleinsten Ei-
gebiets, das A enthalt (vgl. die Fig. 3). Die Begrenzung von A kann man
3 sich mechanisch als Lage eines geschlossenen
""""""""""""" elastischen Fadens vorstellen, der um A gespannt
p wird (in der Fig. 3 punktiert). Es trifft namlich
" jede Gerade, die A trifft, auch A, und es gibt
keine Gerade, die A trifft, ohne A zu treffen.
Diese Eigenschaft ist neben der Konvexitat
fur die konvexe Hulle kennzeichnend.

An diesem Beispiel sient man zum erstenmal, wie die Fragen der Inte-
gralgeometrie eng mit der Lehre von den konvexen Gebilden verknipft
sind, die seit ARCHIMEDES ein beliebtes Betatigungsfeld der Geometer
gebildet hat, das wir hier noch oft streifen werden und Uber das man sich
ineiner kirzlich (1934) von BONNESEN und FENCHEL erschienenen aus-
gezeichneten Schrift unterrichten kann.?)

W ir haben Uber die betrachteten Kurven erhebliche Einschrankungen
gemacht, die sich leicht abschwéchen lieRen, z. B. wenn man unter n die
Anzahl der getrennten Strecken betrachtet, aus denen der Durchschnitt
Ag besteht, wie das bei J. HJELMSLEV geschieht. Auch kdnnte man die
, Lange" einer Punktmenge A durch das Integral (56) einfihren, wie das
H.LEBESGUE und J. FAVARD getan haben. Wir wollen aber in diesem
Buchlein lieber enge Voraussetzungen in Kauf nehmen, um uns nicht
durch das Gestripp mengentheoretischen Kleinkrams den Aufstieg zu
»anschaulichen" Ergebnissen zu erschweren. Allerdingsist der Begriff der
»Anschaulichkeit" sehr unbestimmt, da die meisten Geometer i hr eigenes
Arbeitsgebiet (oder das des eigenen Volkes) als ,anschaulich" und das
der andern als , abstrakt" oder ,formal"” anzusehen pflegen. Immerhin
wére es aber doch wohl lohnend, die Grundlagen unserer Integralgeome-
triein zweckmagigerer Allgemeinheit zu kl&ren und auszubauen.

Fig. 8.

1) A. CAUCHY, Note sur divers théorémes relativs a la rectification ..., C.R.
Paris 13 (1841), S. 1060—®65.

2) T. BONNESEN und W .FENCHEL, Theorie der konvexen Korper, Ergebnisse
der Mathematik ..., 3, Berlin bei J. Springer 1934.
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Noch eine Bemerkung. Zahlt man die Schnittpunktszahl einer Offerten
gerichteten Kurve &{=;(t)}; 0 = ¢ < 1 mit dem Anfangspunkt x(0) und
dem Endpunkt x{lI) mit einer gerichteten Geraden g bei der Berechnung
vonnmit + 1 etwa, wenn g ins linke Ufer von A eintritt, und sonst mit

— 1, so ergdbe sich alsWert vorfng die doppelte Entfernung der Punkte
X(0) und x(I).

84. Ein Invarianzsatz der Optik.

Hier soll jetzt auf einen Zusammenhang unsrer Uberlegungen mit der
geometrischen Optik hingewiesen werden.

Nehmen wir in unserer Ebene eine feste Kurve &, deren Punkte g (S)
auf die Bogenléange s von & bezogen sind. Dann kdnnen wir (im Kleinen)
eine Gerade g der Ebene durch einen Schnittpunkt r mit &, also durch
Angabe des zugehorigen s und durch die Richtung p ihrer Normalen fest-
legen. Fir die Dichte g haben wir dann nach (56) ge-

funden &

(63) g=cos (v —¢)ép, 7

wenn ¢ die Tangentenrichtung in ¢ an & angibt. 8 T

Setzen wir (vgl. die Fig. 4) LU
2 +- % =¥,

(64) ﬂ )
T— g =7 Flg. 4.

woriny die Richtung der Geraden g und » die Richtung der Normalen
an & in r angibt, so haben wir

(65) B=y—rv=a—(t—9),

wenn & den ,Einfallswinkel”, d. h. den Winkel zwischen der Kurven-
normalen und g bedeutet. Somit ist

(66) g=—cosd ¢ |.
Fuhren wir auch noch die Krimmung von & in x ein, ndmlich
g

so kénnen wir (66) so umformen:
(68) g=4r -dsind -de.

Wir wollen nun annehmen, die ,,Strahlen" g sollen an der Kurve &
nach dem Brechungsgesetz von Shellius ,,gebrochen” werden. Mit anderen

Worten ohne physikalische Einkleidung: Jeder Geraden g, durch z(e)
Blaschk e Integralgeometrie 2
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mit dem Einfallswinkel # wird eine andre g, durch denselben Punkt
1(8) von R derart zugeordnet, daf
giné, ¢
(69) —in®, =c—:
festist. Die sind die Lichtgeschwindigkeiten an beiden Ufern von f.
Wir finden nach (63)
(70) 5 R N

da Cy
Das heil3t also: Bel Brechung ist unsre Dichte bis auf einen festen Faktor
invariant.
Lassen wir einen Strahl durch ein optisches Instrument (der ebenen
Optik) durchwandern, wobei der Strahl schlie3lich wieder in das Aus-
gangsmedium zurickkehrt, so haben wir wegen ¢; = ¢,

(71) I £ S
und finden:

Bel Durchgang durch en optisches Instrument ist die Srahlendichte,
abgesehen vom Vorzeichen, invariant.

Aus (70) ergibt sich insbesondere fir den Fall einer Spiegelung an einer
Kurve §

(72) & = — -

Das gefundene Ergebnis ist ein Sonderfall allgemeiner Sétze aus der
Optik (oder der Variationsrechnung), die am allgemeinsten von
LIOUVILLE, H. POINCARE und E. CARTAN gefaldt wurden und auf die ich
noch zuriickzukommen hoffe.

Eswaérevielleicht zu untersuchen, ob und wieweit sich , jede" Geraden-
transformation g, — ¢, in der Ebene unter geeigneten Regularitéts-
annahmen durch eine Folge von Spiegelungen an Kurven verwirklichen
|&Rt, wenn bei dieser Transformation die Dichte invariant ist.

8 5. Treffgeraden zweier Eilinien.

Wir kehren zum Gegenstand von § 3 zurlick und suchen nach CROFTON
die ,Anzahl" aler Geraden, die zwei Eilinien $;, &, gleichzeitig treffen.

Wir nehmen zunachst an, A; und
$, liegen getrennt, haben also zwei
.innere" Tangenten gemein, deren
b Schnittpunkt § heif3en soll (Fig. 5).
DiekonvexeHulle(§3) einer Punkt-
menge M soll I heillen, und wir
fuhren die Benennung

(73) R +8=8% ein.
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Wir betrachten die Summe der Treffgeraden von $¥ und derer von
f#, Sie enthdlt nur die Treffgeraden der Hiille ¥ + &% = ®, + &,,, und

zwar genau ale die Geraden doppelt, die sowohl §* wie &% treffen.
Somit gilt far die zugehdrigen Geradenanzahlen

(7) URH+U@H=U%,+8)+U,,,

wenn wir mit Uy, die gesuchte Anzahl der gemeinsamen Treffgeraden
von @, ®, oder, was dasselbe ist'), von §¥, @ bezeichnen. Somit folgt
(75) U= U(®H) + URH — UK+ ]

Da nach § 3 die Anzahl der Treffgeraden einer konvexen Punktmenge
gleich ihrem Umfang ist, finden wir das Ergebnis von CROFTON (Seil-
liniensatz) :

Die Anzahl Uy, der Geraden, die sowohl $, wie £, treffen, ist gleich
dem Umfang der gekreuzten Sallinie U ({%*) + U (§F), die &, und &, um-

Als Sllinien sind dabei die Gleichgewichtslagen geschlossen elasti-
scher Bander um die Eilinien $§; bezeichnet. In der Fig. 5 ist die glatte
Seillinie punktiert und die gekreuzte dick.

Wenn &, und &, sich schneiden, findet man ahnlich

(76) Uue = U7 (@1) + U (82) — U (@1_4:“9?2)

Bestimmen wir noch die Anzahl der Geraden, die zwischen §; und $,
laufen. Wir finden dafur
- (U (&) — U )} +{U @) —U®))
={U@®H+U@H —{U(&)+ T &)}
In Worten:

Die Anzahl der Geraden, die &, und &, trennen, ist gleich dem Umfang
der gekreuzten Sallinie um £, & weniger der Summe der Umfange
der $,.2)

Fir die Anzahl der Geraden, die die Hyperbel

IS yl
.a.i. + T,-s- = }
nicht treffen, findet CROFTON den Wert

are tg-g-

(78) & [ Varcosd —biami0 dd.
0

1) Das stimmt bis auf die Geraden durch |, und diese haben das Ma3 Null.
2) Diese Ergebnissein der Arbeit von CROFTON, Phil. Trans. 158 (1868), Nr. 5,6,7,
S 185—186.
2*
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Den Fall von drei und mehr Eilinien und ihren gemeinsamen Treff-
geraden hat CROFTONS Vorganger im Lehramt an der Militdrakademie
in Woolwich, der witzige und bewegliche Jude J. J. SYLVESTER behan-

delt.!) Es ergeben sich dabei schon bei drei Eilinien zahlreiche Fallunter-
scheidungen.

§ 6. Punktepaare, Geradenpaare.

Wir nehmen ein Paar von Punkten g, §j an, betrachten die zugehorigen
Punktdichten

(79) r= 4k, B = s
und wollen aus ihrem alternierenden Produkt ¢y die Dichte g ihrer Ver-

bindungsgeraden als Faktor herausziehen. Gibt (p die Normalenrichtung
zu gwiein 8§ 3, so haben wir

T = (& cosp 4 &, 8ing) (— & sing + %, cosgp),
h = (§;, cosp + ¥, sing) (— ¥, sing 4 g, cos p).
Fur das Produkt folgt dann mittels (49)

(80)

(81) Iy =+ tg({— & sing + &y cos @)} (—g, sing + 7, cos ).

oo mmnan P . Wahlen wir auf jeder Geraden g(u, v) einen
A SR Punkt p(u, v), wobei us v ,beliebige" Para-
P I v 8 meter bedeuten! Dann kénnen wir setzen
Flg- 61 (F|g 6)
2 =p,—rs8ing, y =p —ssing,
(82) 1= P ¢ h=D [/

Ty =Py + TCOBQ, Ys= Py -+ SCOS @
und finden daraus

— & 8ing + 430089 = — P, Sing + P, cOSP | 7,

(83) .. . . . )
— Y 8InQ 4 Y, co8p = — Py sing - p, cosp 4- 8.

Nun ist aber

(84) ap =8P =0,

denn g enthéalt den Faktor «® und pyist eineLinearkombinationvon 4, ».
Daher ergibt sich

(85) Iy =tgrs
oder
(86) th)=(s—r)grs

1) J. J. SYLVESTER, On a funicular Solution of Buffons ,Problem of the
needle ...", Acta Mathematica 14 (1890—91) S. 185—205. Dort zu Anfang und
zu Ende der Arbeit einige geschichtliche Angaben.
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DabeiisttdieEntfernungvong,, undr kbnnenwir alsDichtevon g in g,
s als Dichte von t) in g bezeichnen.

Leiten wir nun die entsprechenden Formeln fur Oeradenpaare her.
Nehmen wir zwei Geraden g, § durch denselben Punkt g mit den
Normalenrichtungeng, p, dann haben wir nach § 2 (24)

g = (&, cosg + 2, sing)p,

87 . .
(87) h = (&, cosy + &, 8in p) .

Wegen
(88)  (dycosp + dpsing)(d cosy + &, siny) = & & sin(y — ¢)

folgt daraus die gewilinschte Formel

(89) gh = rein (g —y) - gy

@, y kann man als Dichten von g, § um den Schnittpunkt ¢ bezeichnen.
Leiten wir uns nebenbei schliel3lich auch noch eine entsprechende
Formel fir ein Elementenpaar her, das aus einem Punkt ¢ und einer
Geraden g besteht. Wir setzen
2y =(p-+a)cosp —bsing,

(90) :
T, = (p-+a)sing + b cosp

und finden fir

(91) g = ’31-’*‘32?"?
den Ausdruck
(92) rg = abg.

I n &hnlicher Weise sind derartige Formeln von LEBESGUE hergeleitet
worden.?)

8 7. Formeln von Crofton fir Eilinien.
Mittels der Formeln von 86 ist es leicht, mehrere merkwirdige Er-
gebnisse CROFTON S herzuleiten.
Es sei & ein Eigebiet, d. h. ein beschranktes konvexes von einer Ei-

linie umschlossenes Gebiet unserer Ebene. Wir betrachten Paare von
Geraden g, h, von denen jede st trifft, so dal3 die Durchschnitte

(93) gf=+0, HR =0

sind, und wollen die , Anzahl" solcher Paare berechnen, die sich in &
schneiden:

(94) M= [ g9,
abh R0

1) H, LEBESGUE, Exposition d'un Memoire de M.W. Crofton, Nouvelles An-
naes... (4) 12 (1912), S. 481—502
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und solche, die sich auRerhalb von & schneiden:

(95) = [g9.
959-0

Man kann die folgende Integralformel leicht nachrechnen:

W

(%) bf:fl sin (p — )| § % = 2 (0 — 8in ).
1]

Zur Berechnung von Mi benutzen wir nun (89) und die letzte Integral-
formel (96) fur co =z und finden (gf) =z ))

(97) M= 2z [y =2aF,
<n

wenn F den Flacheninhalt von & bedeutet. Durch die entsprechende
Bechnung ergibt sich fiar M, der Ausdruck

(98) M,= 2_f(w — sinw)g.

LR
Dabei bedeutet x < &, dal ¢ zu & gehort und <4 & das Gegenteil.
Ferner co den Winkel, unter dem man S aus dem Punkte g sieht, mit
0 =co=x. Da der Integrand in M, positiv ist, genugt es zum Existenz-
bewels dieses uneigentlichen Integrals zu zeigen, dald es beschrankt ist. Dazu
geniligt zu bemerken

(99) Mo+ M= [g5= g [5=1
gf=0, bR=|=0 93#0 rm4=0

nach (60), wenn U der Umfang von $ ist. Hieraus folgt die behauptete
Beschranktheit M, < U2

Wegen (98) sagt CROFTON: (00 — sinco) ist die , Dichte® der Schnitt-
punkte der Treffgeradenpaare von ®. Setzt man (97), (98) in (99) ein,
so ergibt sich folgendes seltsame Ergebnis CROFTONS:

100 F 4 | (w—sinw)r = 4 U2].
(100) “:44 sinw)z =4

CROFTON ist Ubrigens zu seiner Formel fir die Dichte (co — sin c0) auf
anderem Wege gekommen, namlich durch Anwendung des Seillinien-
satzes von 8§ 5 auf & und einen kleinen Kreis an der Stelle g.

1) cL h. es soll ¢ der Schnittpunkt von g, h sein. Fir die zugehérigen Dichten
gilt die Formel nicht.
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8 8. Integrale der Sehnenpotenzen bei Eilinien.

Es sei s die Lange der , Sehne', d. h. der Strecke, die die Gerade g
mit dem Eibereich ® gemein hat (s 0). Dann werden wir die folgenden
zum Eibereich § gehorigen Integrale betrachten.

(101) 8, = | s*q

mit etwa ganzzahligem k. Sei andrerseits g, ¢’ ein Paar von Punkten
in & und t sein Abstand (t = 0). Dann bilden wir die Integrale

(102) T, =, f t*ry

Zwischen diesen Integralen S und Ty 4Rt sich mittels eines Ergeb-
nissesvon § 6 ein Zusammenhang herstellen. Nach (86) habenwir namlich

(103) T, = f g’
mit
(104) b= r—71.
Halten wir bei der Integration erst g fest und beachten wir fir k+1=0
) g ptik+1 - ,_____2 _ 3
(105) a/;flir r|+rr—(k+2)(k+3)8*+,
so finden wir den behaupteten Zusammenhang
2
(106) T, = TGS Skys |

Betrachten wir noch die niedrigsten Féalle. Fur Sy folgt aus dem Ergeb-
nis von § 3 (60) uber die Ubereinstimmung des Geradeninhalts mit dem
Umfang

(107) S=U.
Zur Berechnung von S; benutzen wir aus 8 7 (97):
(108) M, = [gh=2aF.
sh=T<R
Halten wir bei der Integration zuerst g fest, so folgt nach § 3 (58)
(109) f =28
0 =g R

die doppelte Sehnenlange von g&. Somit ist

(110) 8, =fsg = F
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Diese Formel (110), die mit dem hier vorgetragenen Beweisihre Gultig-
keit auch fir nicht konvexe Bereiche behéalt, soll spéater in 8 9 noch
einmal hergeleitet werden.

Nach (106) ist, wenn man darin fur k= — 1 setzt,

(111) 8, = -E-%l

Darin liegt die Existenz des uneigentlichen Integrals T ;, das man als
Newtons Selbstpotential von §& bezeichnet. Fir k = 0 ergibt sich aus (106)

und far k=1
Z. B. fur den Fall des Einheitskreises findet sich
2.4+ k
(%14) S, = T -+l g
fur gerades k und sonst
1.3.00 &
(114), Sy =41 (k+l) L9k, o2

§ 9. Die kinematische Dichte.

Wahrend das Bisherige eine Art Bericht Uber Ideen war, die in der
Hauptsache von CROFTON stammen, wollen wir jetzt zu einem neuen
Gegenstand Ubergehen, dessen Grundbegriff, die
kinematische Dichte, von H. POINCARE?") eingefihrt
wurde und dessen Verwertung man insbesondere
meinem catalanischen Mitarbeiter L. A. SANTALG?)
verdankt.

WirnehmenalsElementein Achsenkreuz X¥(x; v, W),
bestehend aus seinem Ursprung ¢ und zwei ortho-
gonalen Einheitsvektoren v und n mit viw, —w,v; = + 1. Wir setzen
(Fig. 7)

(115)

Fig. 7.

Vi = + COS¢, Vo = + Sing;

W= — Sirg, W, = + COosg
und betrachten nach POINCARE das alternierende Produkt

(116) E=28,9=1¢9 |

1) H.POINCARE, Calcul des Probabilités, Paris bei Gauthier-Villars1896, Chap. 7,8.
2) L.A. SANTALO, Geometria Integral 4, Sobre la medida cinemética en el
piano, Abhandlungen des Math. Seminars Hamburg 11 (1935) S. 222—236.
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Wir behaupten:

X ist die (im wesentlichen eindeutig bestimmte) gegentiber Euklidischen
Bewegungen invariante Dichte fir Achsenkreuze.

Tatsachlich sind die beiden Faktoren ¢ und ¢ einzeln gegeniiber Be-
wegungen invariant, und dieEinzigkeit folgt wiein § 2 aus der Tatsache,
da’ die Bewegungen die (gleichsinnigen) Achsenkreuze transitiv ver-
tauschen.

Die bewiesene Invarianz von X |83t sich so ausdriicken:

|. Bewegungsinvarianz. Die kinematische Dichte andert sich nicht, wenn
man in der festen Ebene an Selle des Achsenkreuzes X, ein neues X§ einfihrt.

Dazu tritt folgende zweite Invarianzeigenschaft:

1. Wahlinvarianz. Die kinematische Dichte andert sich nicht, wenn man
in der bewegten Ebene an Selle von X ein neues Achsenkreuz X* einfihrt.

Dabei wird also X* als mit X starr verbunden vorausgesetzt: Der
neue Ursprung ¢* hat also in bezug auf %, die Koordinaten
X¥1 = X + a CoOSp — & Sin ¢,
(117) * :
X¥2 = X + & SNg+ & CoSg
mit feten a;, und dazu kommt

(118) ¢* = ¢ + konst.
Wir finden daraus
L Sy 1
(119) i = & (mod 99,
7=,
und darin liegt die behauptete Wahlinvarianz
(120) &y dy @ == aF T g¥,

Schliefflich kommt noch hinzu die

I1'l. Umkehrinvarianz. Die kinematische Dichte ist (abgesehen vom Vor-
zeichen) invariant gegen die , Umkehr" der Bewegung.

Darunter Ist folgendes zu verstehen. Fir einen mit dem , bewegten”
Achsenkreuz ¥ starr verbundenen Beobachter beschreibt das ,feste"
X, die , umgekehrte Bewegung". Von X aus gesehen, hat der Ursprung g
von %, die Koordinaten

Y1 = — X1 COS@ — X, Sing,
(121) Vo= + X 8in g— Xb COS g
und dazu kommt fir den neuen Drehwinkel
(122) = P.

1) Diese Schreibweise bedeutet das Bestehen einer Gleich\ing x*s= x + a¢.
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Hieraus berechnen wir tatsachlich

(123) D=ththy=—Hdy=—%,
wie behauptet.

Geben wir fur die kinematische Dichte neben (116) noch einen anderen

Ausdruck. Ziehen wir durch g die Gerade g in der Richtung mw, so dai
ihre Dichte nach (24)

(124) g = (& cosp+ & sing) ¢

wird. Wir haben nach (116)

(125) & == & dyp = (&, cos @ + Zp8ing) (— 4, sing + &3 cosg) ¢
und daraus wegen (124)

(126) = — (— & sing + & cosp) g.

Flhren wir auf jeder Geraden g(u, v) einen beliebigen Anfangspunkt
p(u, v) ein, so gilt

H=p —tsinp,

(127)
Xy =Py + LcOBY
und
(128) — &, Sin @ + & CO8 @ = (— Py 8in @ + Py cos @) + L.

Da der erste Term rechts eine Linearkombination von (, v ist, ergibt
sich durch Multiplikation mit g aus (126)

(129) l%m—gil.

Wahrend in (116) als Ausgang ein Punkt ¢ der bewegten Ebene ge-
nommen war, habenwir jetztin (29) unseren Ausgang von einer Geraden g
der bewegten Ebene genommen. Als zweiter Faktor trat in (116) die
Dichte ¢ der Drehungen um g auf, wahrend in (129) die Dichte i der
Schiebungen langs g eingeht.

Berechnet man die ,,Anzahl" aller Achsenkreuze, deren Ursprung in
einem Bereich & liegt, das eine Mal mittels (116), das andere M al mittels
(129), so erhdlt man neuerdings die Formel (110). Dabei ist die Kon-
vexitat des Bereiches nicht erforderlich, s bedeutet die Gesamtlange
des Durchschnittes g,&.

Unsere kinematische Dichte tritt immer dann auf, wenn wir als; Ele-
ment eine Figur einfihren, die keine Bewegungsinvariante enthalt und
keine stetige Gruppe von Bewegungen in sich zul&t. Z. B. kdnnen wir
an Stelle eines Achsenkreuzes ein (gerichtetes) Linienelement verwenden,

d. h. den Inbegriff eines Punktes ¢ und einer mit ihm vereinten (gerich-
teten) Geraden g.
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§ 10. Eine Formel Poincarés.

Wirwollenfir diekinematische Dichte Z noch eine allgemeinere Formel
herleiten. Es sei ® eine Kurve in der Ebene des festen Achsenkreuzes
Xy, ® eine Kurve in der bewegten Ebene von %, ferner t) ein Schnittpunkt
von &, mit & und % der Schnittwinkel von & und ® inn, s und s die
Bogenlangen auf &, und & gezéhlt von be- .
liebigen Anfangspunkten auf diesen Kurven
bis zum Schnittpunkt n (Fig. 8). Dann, be- s v o.q
haupten wir, gilt ~ 0

D
(130) = —gépeinyl. Fig. 8.

Es seien y; {%), ¥2(%) die Koordinaten von n beziglich %, und
YIGAZN) die Koordinaten') von n beziiglich . Die Koordinaten x;
des Ursprungs g von X beziglich ¥, sind dann

=y —y,  cosp+ ¥, sing,
Ty = Yo — 4’ BinQ — y,’ cOSP.
Ferner haben wir fir die Richtungen

(131)

Y = 89 COBTy, Yo = 8¢ 8iNTy;

(132) ¥, = &cost , g =& sinrt ;
Y=T—T+ @.

Zur Berechnung der kinematischen Dichte X = &, &; ¢ finden wir

& == 4 — 9, cosg 4 1, sing, .
(133) P BT R ERETA T (mod ¢)
Ty == Yp— Yy SINP — Y, COBQP
oder mittels (132)
@, = 8§, cOBT, — 4 c08 (v + ¢}, .
(134) 1 0 - 0 . ( ?) (mod ¢)
&y = dg 8in7, — $ 8in (v + ¢@)..

Daraus ist

(135) X==ddy¢g=—8,8¢8iny,
Andererseits ist

(136) B8 § = dod(t — 7o+ §) = 4y ¢,
da

(137) &gty =8T=0

ist wegen 7, == to(8), T =7(8). In (135), (136) ist aber unsere Behaup-
tung (130) enthalten.

1) Die Striche bedeuten hier keine Ableitungen 1
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Nennen wir einen Schnittpunkt von $,, £ positiv, wenn & ins linke
Ufer von &, eintritt, so da3wir 0 < << z nehmen kdnnen. Dann halten
wir zunachst s, s fest und integrieren nach ¢ zwischen 0 und =:

(138) SE=fGidoosny =244

Lassen wir nun unsere Kurve & um jeden Punkt von &, und & durch
den Winkel n drehen, so bekommen wir durch Integration, wenn wir %,
Lo und L positiv in Rechnung stellen,

(139) [, & =2L,L.

Dabei ist n+ die Anzahl der positiven Schnittpunkte von § mit £. Genau
so findet sich (wenn man den Sinn von & umkehrt) fir die Anzahl n,
der negativen Schnittpunkte

(140) Sn E=2L,L
und durch Addition fur die Gesamtzahl
(141) n=mn, +n.

aller Schnittpunkte die Formel von Poincare

(142) [nE=4L,L|.

Die Integration ist dabel Uber alle Lagen von & zu erstrecken, die kine-
matische Dichte £ von & ist > 0 zu nehmen und Ly, L sind die Langen
von &, £.

Ein Unterschied gegen die Uberlegungen von § 3 ist hier der. Dreht
man den Sinn einer Kurve § um, so ist im allgemeinen die umgerichtete
Kurve nicht mehr zu & kongruent, wenn namlich & nicht bezlglich

eines seiner Punkte symmetrisch ist. Deshalb der eine Faktor zwei auf
der rechten Seite von (142).

Bemerkung. Es liegt der Gedanke nahe, den Beweis von POINCARES
Formel (142) auf folgendem Wege zu fiihren. 1. Man beweist (142) zu-
nachst unter der Voraussetzung, da3 &,, & Srecken sind. 2. Dann [&aR3t
sich die Gultigkeit von (142) leicht auf den Fall ausdehnen, dafl3 $,, &
geradlinige Vielecke sind. 3. Um den Nachweis von (142) dann allgemein
zu erbringen, hat man dann beliebige Kurven f,, & durch Vielecke
', § anzundhern. Dabei stellt sich aber die folgende Schwierigkeit ein:
Auch wenn & und & nahe an &, und & liegen, braucht die Schnitt-
punktzahl =’ von &', & nicht nahe der Schnittpunktzahl n von &,, &
zu sein. Entsprechendes gilt auch schon fir die Herleitung der Formel
§ 3 (58) von CROFTON.
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8 11. Isoperimetrie des Kreises nach Santalo.

Wir wollen nach SANTALO von der Formel (142) POINCARES eine An-
wendung machen zum Beweis der sogenannten ,,isoperimetrischen Eigen-
schaft* des Kreises, unter ,,allen" ebenen Kurven gegebenen Umfangs
groften Flacheninhalt zu umgrenzen. Dabei wollen wir uns den Weg
dadurch erleichtern, da3 wir zum Wettbewerb nur Eilinien zulassen.

Zur Anwendung von (142) nehmen wir fur £, eine Eilinie und fir &
einen Kreis vom Halbmesser r und dem Mittel punkt g. Die kinematische

Dichte von & ist gleich dem Flachenelement £ mal dem Drehwinkel ¢
um t, aso

(143) X=19,

und da alle solchen Kreise mit demselben Mittelpunkt zusammenfallen,
kdonnen wir eine Integration vorwegnehmen und entsprechend fir

(144) [&=2ar
setzen. Somit ergibt sich in unserem Fall aus (142)
(145) [ny=4rv,

wenn U der Umfang von &, ist. Natlrlich kénnte man diese Formel
auch leicht unmittelbar herleiten ohne Berufung auf die allgemeinere
(142), so wiewir das spater in § 15 in einem &hnlichen Fall tun werden.

Bezeichnen wir den Flacheninhalt des Gebiets der Mittelpunkte aller
Kreise vom Halbmesser r, die mit der Eilinie £, genau i Punkte gemein
haben, mit F; (F;= 0), soist

(146) Snp=2F, 4 4F 4 6F, ...

Der Flacheninhalt des Gebiets der Mittelpunkte aller Kreislinien £ vom
Halbmesser r, die die Eilinie §t, Uberhaupt treffen, soll Gheil3en. Dannist

(147) G=F,+ F,+Fg+ ---.
Somit folgt aus (145), (146), (147)
(148) 20U —Q@=F,+ 2Fg+ 3Fy 4+ - ..

Es sei r; der Inkreishalbmesser von ®,, d. h. der Halbmesser des grofiten
in §, enthaltenen Kreises, und r, sein Umkreishalbmesser, d. h. der Halb-
messer des kleinsten &, enthaltenden Kreises. Liegt dann r zwischen r,
und 7,,

(149) reSrsr,,
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so hat das Mittelpunktgebiet der $, treffenden Kreise & vom Halbmesser
r kein Loch, d, h. ist einfach zusammenhangend und wird von der
auReren Parallelkurve &, im Abstand r von &, umschlossen. Fir deren
Flacheninhalt, das ist genau unser G, gilt bekanntlich (nach J. STEINER),
und wie man leicht bestatigt (vgl. § 13)

(150) G e F + rU + r'.!:z’

wenn F, U Flache und Umfang von &, sind. Danach haben wir

(151) 200 =Gt —F —mr? = (U’u Fy—a(,, —1)"

4 2

Durch Vergleich mit (148) folgt die Gleichung von SANTALO

(152) ;;: . F) — = ( {:; . )2 . Fl 3 2}"‘“ 4 3 Fﬂ +oesn b

Beachten wir: Wenn von zwei Eilinien die eine die andere enthélt, so
hat die &uflere den grolleren Umfang. Das folgt z. B. sofort aus der
Deutung des Umfangs as Gcradeninhalt (83). Deshalb ist, da der Inkreis
in s liegt und der Umkreis & enthélt.

& e U
By (}, 2_;: —

(153) re 55 0,

und somit gibt es genau ein r, das der Vorschrift (149) gentigt und fir das

(154) 4e r=0

-y

ist. Das gibt folgenden Sonderfall von (152):
(155) e F B b 2F 4 3F
Darin bedeutet Fi den Flacheninhalt des Gebiets der Mittelpunkte aller
Kreise, die zu $, umfangsgleieh sind und mit &, genau i Punkte gemein
haben.

Aus (152) oder (155) folgt die , klassische" Ungleichheit

i’s
(156) 4y —F =0,

die die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises aussagt. Aber natdrlich
gibt die Gleichung (152) mehr. Z. B. lal3t sieh aus (152) sofort eine Formel
von T. BONNESEN (1921) gewinnen, die (156) verschérft. Es folgt nam-
lich fur» =r,, r, aus (152)

e " . 2

s Fza(y—n)

(157)
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Wegen der Beziehung

(158) 5 @+ 2 (21"
folgt aus (153), (157)

St

(159) e Fx T

Dies ist BONNESENS Verschérfung der klassischen Formel (150).%)

Aus (159) folgt sofort die Losung der , Einzigkeitsfrage”, namlich der
Frage, wann in (156) das Gleichheitszeichen gilt. Nach (159) muf} dann
ri = ry, d, h, Umkreisund Inkreis mussen zusammenfallen, was nur dann
eintritt, wenn ng selbst ein Kreis ist.

Das Hibsche an den Formeln (152), 155) ist, dal3 man es dabei nicht
mit Ungleichheiten, sondern mit Gleichungen zu tun hat, bei denen alle
vorkommenden Glieder eine einfache geometrische Bedeutung besitzen.
Die hier benutzte Formel von STEINER fiur den Flacheninhalt von Par-
allellinien werden wir spater 8 13 neu herleiten.

Einen zweiten, ebenfalls aus POINCARES Formel (142) entspringenden
und ebenfalls von SANTALO stammenden Beweis flr die Extremeigen-
schaft des Kreises werden wir spéter in 8§ 13 kennenlernen, einen dritten
in § 15.

8 12. Anzahl der Strecken gegebener Lange, die einen Eibereich treffen.

Es sa $, ein Eibereich und & eine gerichtete Strecke von der Lange |
auf der gerichteten Geraden g. Wir wollen die durch

(100) A=[¢€

R S24-0
(wobei € die kinematische Dichte von & bedeutet) gemessene ,,Anzahl”
aller Strecken der Lange | berechnen, die &, treffen. Wir verwenden fir &
die Formel (129), nadmlich

(161) €] =18t
und finden, wenn wir bei der Integration zunéchst 3 festhalten,
(162) [€- e+ 2hq.

£, E.’#ﬂ Klﬂ:'*-'"

1) Vgl. dariiber das Buch von T. BONNKSKN ,Les Problémes den |sopérime-
tres...". Pari« bel Gauthier-Villars 1929. S. 63 und T. BONNESEN und W. FENCHEL,
Theorie der konvexen Korper, Ergebninse der Math. .. 3, Berlin bei Springer
1934. Einen Nachruf auf den kuirzlich verstorbenen danischen Geometer und
Schauspieler T BONNESEN (27.3.1873—14.3.1935) von J. MOLLKRUP findet man
in der Matematisk Tidakrift B (1935), S. 16—24. Eine schwachere Ungleichheit
als (159) hat F. BERNSTEIN, Mathem- Annalen 60 (1905) angegeben. Auf diene
Schrift BERNSTEINS kommen wir spater zurick.
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Dabei bedeutet ¢ die Lange der ,Sehne" ®g. Unter Verwendung von
(110), (60) ergibt sch daraus

(163) [©=26F +10),
R &0

wenn F und U Flache und Umfang von K bedeuten. Fir nicht gerichtete
Strecken ergibt sich daraus

(164) (G=aF+iU
S+

Gehen wir zur Berechnung von A von der Formel (116) fir die kine-
matische Dichte aus, die wir jetzt so schreiben:

(165) ©=rto,

wenn g den Anfangspunkt von & und ¢ die Richtung von & bedeutet.
Haltenwir g fest, so ist

(166) So=2n

flr g < &, und wir nennen

(167) So=w

fur g 4 8. Dann ergibt sich

(168) (@ =2aF + [wr.
£.8+0 £

Darin heben wir durch den Pfeil hervor, dal} es sich um gerichtete
Strecken handelt. Durch Vergleich mit (163) findet sich folgendes Er -
gebnis von SANTALO:

(169) 20U = [w
t4 8

§ 13. Anzahl der Eibereiche vorgeschriebener Gestalt,
die einen festen treffen.

Wir wollen jetzt die Betrachtung von 8 12 dahin verallgemeinern, daf3
wir an Stelle der Strecke & einen Eibereich ftreten lassen und die Lagen
von & abzahlen, die den festen Eibereich $, treffen:

(170) A=| g

n.s'£1
Wir beziehen & auf einen , Aufpunkt”, der etwaim Innern von $£, liegen
soll, und finden zu ihm die Stutzfunktion pe(@}. Ebenso beziehen wir £
auf einen im Innern von & gelegenen Aufpunkt g und bezeichnen die
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Stutzfunktionvon & beziglich ¢ mit p(¢). Nennenwir & den Drehwinkel
von & um g, so haben wir fir die kinematische Dichte von &

(171) ® = b,

Halten wir zunachst # fest, so sehen wir: Der Aufpunkt ¢ durchléauft,
wenn & parallel verschobenwird, so dal3 esimmer §,trifft,einenEibereich
mit der Stutzfunktion

<172) P(p, ) = po(@} + (@ + = + ).

Dal’ (172) bei festem # wieder Stutzfunktion einer Eilinieist, sieht man
etwa daraus, dal} als Bedingung fur Stutzfunktionen (neben der Periodi-
zitat) sich

a:pP

ergibt, d. h. positiver Krimmungshalbmesser.!) Nun folgt aber aus (172)
(174) R=r+7r;7,20,r=0, R=0.

Die hier verwendete Linearkombination von Eilinien wird spater (§15)
naher erlautert.

1) Ist
(a) + x,co8¢ + 2ysing = pyp)
die Gleichung der Stiitzgeraden einer Eilinie, so ergibt sich ihr Berihrungspunkt
aus dieser und der daraus durch Teilableitung nach ¢ entstehenden Gleichung

(b) — z,8ing -} x,co89 = p’ (),
namlich
x, = pcosey — p'sing,

© 2, = psing -} p'cosp.
Daraus erhalt man durch Ableitung fir das ,,vektorielle Linienelement"

4 =—(p+ p")sing - p,

(@) =+ (p+ P cosg - .

Fir das Linienelement ergibt sich demnach als Projektion des vektoriellen
Linienelements auf die Tangente = — # sing 4 &,cosg, also der Ausdruck

(e) §=p@+p0"¢.

Daraus ist der Krimmungshalbmesser gleich
&
= = +p".
¢ P
Fur den Flacheninhalt F ergibt sieh aus (c), (d) die spater zu benutzende For mel

@ F=} [t —mni)=1[po+po

oder durch Integration nach Teilen

+x
(h) F=1[e—p9

Andererseitsergibt sich aus (e) durch Integrationwieder dieFormel (61) von CAUCHY.
Blasohke, Integralgeometrie 3
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Fir den Flacheninhalt F der Eilinie mit der Stutzfunktion p(g) er-
hélt man nach (h)

(175) F=3)p0+06=1f(rP— 099
Somit ergibt sich

+a +n
(176) 4= _;_;[_:[ (P (52) )69,
wobei
(177) P=1py(p)+ ple + )

gesetzt werden kann, indem wir statt = + £ wieder # einfihren. Danach
ist
A=3f [ (@+ 20,0+ 1) — B2+ 20/ 7 + ') 9
) =223 @— 9+ 1f (per— e
+[ [ opod— [ [0 099
Dabei ist beim zweiten Glied rechts statt der Integrationsveranderlichen
@ + ¥ wieder ¢ geschrieben. Fiihrt man im letzten Integral zuerst die

Integration nach # aus, das nur in p' auftritt, so ergibt sich Null, da p
die Periode 2x hat. Ferner ist nach CAUCHY (61)

(179) Sob=U, [peip="0,

und somit ergibt sich nach (175), (178), (179) die Formel von SANTALO

(180) SR =2a(Fs+ F)+ U,U
R0

Sie umfaidt die frihere (163). Auch laBt sie eine Umformung nach Art
von (169) zu.

Wir werden von (180) sofort zwei Anwendungen machen!
Es sei insbesondere & ein Kreis vom Halbmesser r. Dann folgt aus

(180) die Formel von J. STEINER fiur den Flacheninhalt F, der &uf3eren
Parallelkurve im Abstand r zu unserer Eilinie §,

(150%) F.=F,+rUy+ nr?,

wenn wir beachten, dal in unserem Falle U = 2ar und F == r d
und die Beziehung besteht

fﬁ = 2nkF,.
250
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SANTALO s Formel (180) ist also eine naturgeméale Verallgemeinerung
der Formel (150*) von J. STEINER.') Eine andere Verallgemeinerung
werden wir im folgenden § 15 (199) kennenlernen.

Wir wenden die Formel (180) von SANTALO jetzt insbesondere auf den
Fall an, daf3 die beiden Eibereiche &, und & kongruent sind. Dann haben
wir

(181) [®=4aF 4 U~

RFE0
Andererseits ist nach der Formel (142) von POINCARE
(182) _fn@=4U==2J,+4J‘+3Js_|_...,

wennJi = 0 dieAnzahl aller Lagen von & mif3t, fir die der Rand von &
mit dem von £, genau k Punkte gemein hat. Ebenso kénnen wir (181)
so schreiben:

(183) anF + Ut =Jy+ Jy+Jg+ -

Dabei ist Jo = 0, weil & sicher nicht innerhalb von &, Platz hat. Teilt
man (182) durch zwei und zieht davon (183) ab, so entsteht

(184) Ut —4gF =J, 4+ 2Jg+3Jg-+-.- |.

Dies ist der zweite Beweis und die zweite Verscharfung von SANTALO
fur die klassische isoperimetrische Ungleichheit U? —4mxF = 0. Wir
wiederholen: In (184) bedeutet Ji die ,Anzahl" der Lagen der zu &
kongruenten Eibereiche &, deren Rander mit dem von £, genau k
Punkte gemein haben. Der ,Einzigkeitsbeweis" scheint hier weniger
einfach als in § 11.

8 14. Weitere Ergebnisse Santal6s Uber starr bewegliche Linien.

Es sei &, ein fester Bereich, &, ein starr beweglicher, ¢ ein Punkt im
Durchschnitt &, %;,. Konvexitat ist dabei nicht erforderlich. Wir wollen
die Anzahl der M6glichkeiten durch folgendesintegral auswerten (Fig. 9):

(185) A, =18
T<RE,

1) Vielleicht tritt die Formel (150) schon friher als bei STEINER auf. Bei
J. STEINER, Uber parallele Flachen, Monatsbericht der Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin (1840) S. 114—118 = Werke 2 (1882) S. 171—176, ist die ent-
sprechende Formel fir die raumliche Geometrie hergeleitet, die in der Theorie
der konvexen Koérper eine wesentliche Rolle spielt und auf die wir spater mehr-
fach zurickkommen werden (vgl. auch § 15).

3*
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Dabei bedeutet g die Dichte des Punktes ¢ und ®; die kinematische
Dichte des beweglichen Bereichs &;. Halten wir bei der Integration
zuerst @, fest und bezeichnen wir den Flacheninhalt
des Schnittbereichs §, %, mit Fo; so erhalten wir

(186) A= f F, @

Halten wir andererseits zunachst ¢ in &, fest und
zahlen wir die Lagen von &; ab, die ¢ enthalten.
Wegen der Umkehrinvarianz der kinematischen
Dichte (89) stimmt diese Anzahl Uberein mit der Anzahl der Lagen
eines gerichteten Linienelements in §&,, ist aso gleich 2;xF;. Somit
entsteht

(187) Ay = [2aF g = 2aF,F,.
Durch Vergleich von (186), (187) folgt

Fig. 9.

(188) fFOIRlzannFl .

An zweiter Stelle nehmen wir neben dem festen Bereich &;, der wieder
nicht konvex zu sein braucht, eine (im allgemeinen offene) bewegliche

Kurve & mit der Lange L und eine bewegliche Gerade g. Wir berechnen
folgendes Integral:

(189) 4, = [n&g,

wobei n die Anzahl (im gewdhnlichen Sinn des Wortes) der Schnitt-
punkte von & mit g bedeutet, soweit siein & liegen. Halten wir zunachst

g % fest und bezeichnen wir die Lange des Durch-
7/

” ”/ I//// schnitts &, & mit ! (Fig. 10), so folgt nach CROFTONS
i

” Formel (58) von 8 3
I/// ////% (190) = §Aa=2fm.

Jetzt halten wir bel der Berechnung des Inte-
grals (189) zunéachst g fest. Sei s die Lange der
Sehne § 9. Dann ist nach der Formel (142) von POINCARE in 810

Fig. 10.

(191) Sn®=4dsL
und somit
(192 A, =4L [ sg.

Nach (110) ist schlieRlich
(193) A, = 4n LF,,
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und durch Vergleich mit (190) erhalten wir die folgende Formel von
SANTALO:

(194) fig=2aF,L|.

Erinnern wir nochmals an die Bedeutung der darin auftretenden
Zeichen: & war die kinematische Dichte fir die bewegliche Kurve,
| die Gesamtlange ihres Durchschnitts mit dem festen Bereich &, (ein
Durchschnitt, der natirlich wiein Fig. 10 nicht zusammenhangen muf3),
Fo der Flacheninhalt von §, und L die Lange von &)

8 15. Minkowskis Ungleichheil fur den gemischten Flacheninhalt.
Sind po(¢) und pi(g) Stutzfunktionen zweier Eilinien, so ist
(195) Plp) = CoPo(P) + 10 (g)

fir co= 0, c;= 0, wie wir schon in 8 13 bemerkt haben, wieder Stltz-
funktion einerEilinie &, und wir schreiben

(196) R - CO @n + cl @1 f

Man kann dies am besten so einsehen: Ist x, irgendein Punkt von &, und
I, irgendein Punkt von $&,, so durchlauft der Punkt e4x + ¢;£ %), wenn
%, und g, unabhéngig voneinander &, und &, beschreiben, das Gebiet &.
Dal? aber dieses Gebiet konvex ist, d. h. mit irgend zweien seiner Punkte
z, ¢’ auch deren Verbindungsstrecke enthalt, sient man aus der Formel

(197) 1—Hr+tr'=cf{(I —Dpe+in)+a{(l =05 +1in'}, 05t

Diese positive Linearkombination konvexer Bereiche ist von dem gedanken-
reichen Schweizer Geometer JAKOB STEINER (etwa 1840) und dem viel-
seitigen in Munchen lebenden Bibliothekar, Geometer und Romanisten
HERMANN BRUNN (etwa 1887) eingefuhrt und untersucht worden.
HERMANN MINKOWSKI hat dann etwa 1900 den wesentlichen Begriff
des , gemischten Flacheninhalts' eingefiihrt®), von dem hier gehandelt
werden soll.

1) Weitere verwandte Ergebnisse SANTALOS IM folgenden § 17, Nr. 7. Vgl. ferner
die dort folgenden Aufgaben 14—18 Uber Schwerpunkte.

2) Dies bedeutet flr die Koordinaten #;3 der Punkte t; die Linearkombination
Co Tog + C1 1 g

3) Wegen der Literaturangaben und Geschichte vgl. W. BLASCHKE, Kreis und
Kugel, Leipzig 1916, und T. BONNESEN und W.FENCHEL, Theorie der konvexen
Korper, Berlin 1934.
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Dazu kommt man durch Berechnung des Flacheninhalts F von &
etwa mittels der Formel (h) aus § 13, namlich

+n
(198) F = lrf(p* — 'Y ¢.

——rp
Das gibt namlich wegen (195)
(199) F=cFy+ 2¢ic, Fy + i F,,,
wobei

+n

(200) Fu=1% f (PiPx— P Pi) @

gesetzt ist. Nach (200) ist insbesondere Foo = Fq, F11 = F;. Wir haben
es in diesem gemischten Flacheninhalt Fix MINKOWSKIS mit einer Art
Polarenbildung des gewdhnlichen Flacheninhalts (198) zu tun.

Nimmt man co =1, ¢, = r und fur & den Einheitskreis um den Ur-
sprung, so wird &£, + »$, der auRere Parallelbereich im Abstand r von
®,. Durch Vergleich von (199) mit STEINERS Formel (150), (180) ergibt
sich in diesem Fall
(201) 2F01: Uo.

Dasselbe folgt wegen (61) auch aus (200), wenn man darin p; = po,
pxk — 1 setzt.
Durch Integration nach Teilen folgt aus (200)

(202) Fy= ét/-i(?’s + 2y = %L/H‘(’Pk + 2 B

oder, wenn man beachtet, da (p; + p;")¢ = & das Bogenelement ist
(val. 8 13 (¢)),

(203) Fy, = %“[‘éipk: ;'.fékp( .

Es gilt nun die folgende Ungleichheit MINKOWSKIS:

(204) F, — F,F, 0|

Nimmt man 8, als Einheitskreis, so geht (204) wegen (201) in die klas-
sische isoperimetrische Ungleichheit U — 4x Fy = 0 lber. Wir wollen
jetzt (204) nach dem Verfahren von § 11 beweisen.

Es handelt sich zun&chst darum, ein Gegenstiick zur Formel (142) von
POINCARE zu finden. Wir betrachten eine feste Kurve $:

(205) X = Xi(S); X1 = C0Sg, X' = Sing
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und eine zweite ®;:

(206) Yi= Y(l); ' = cost, y,’ =sinz,

Beide sollen auf ihre Bogenlangen bezogen sein. Wir wollen $, parallel
zu sich verschieben und als Dichte fir die Lagen von & die Dichte eines
mit &, verbundenen Aufpunktes s einfuhren:

(207) 2e=2,— Yy, §= Ha.
Dann finden wir
z, = § cosg — & cosz,

(208) c -

2, =8 8lng —{8InT,
(209) 3 =étsin (6 — 7).
Daraus folgt
(210) = [é|sin(@ — )],

wenn n die Anzahl der Schnittpunkte von & mit &, bedeutet.

Nehmen wir jetzt & und &, as Eilinien mit den Stutzfunktionen
Po(@) und pi(g), so finden wir aus (210) durch Ausfuhrung der Integra-
tion nach t, wobei sich die doppelte ,,Breite" von &, in Richtung ¢ ergibt,

(211) Srs=2[5{m(p) + mle + ).

Wir fihren die aus $, durch Spiegelung am Ursprung entstehende
Eilinie ®, mit der Stutzfunktion

(212) Palp) = pa(g + =)

ein. Dann ist nach (211) und (203)

(213) Jny = 4F s+ Fo)

oder, wenn wir

(214) Sng=2 My AM 4 6 M4
setzen,

(215) 2(Fo+ Fo) =My + 2My +3M -+ - -+

Es sei nun g, &, die grofte zu $, ahnlich liegende Eilinie, die so par-
allel verschoben werden kann, daf3 sie in 8 Platz hat, und g, 8, die
kleinste, die bei geeigneter Verschiebung &, enthdlt. Dann ist, wenn wir

(216) Q=0 =0
nehmen, an Stelle von (215)
(217) 20 Fop+ Fa) =My + 2M,+ 3My+- -,
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worin M; die ,Anzahl" der durch Verschiebung aus ¢ $ entstehenden
Eilinien bedeutet, die mit & genau i Punkte gemein haben. Andrerseits
erfallen die Aufpunkt 3 wegen (216) den Eibereich $54- ¢ &, der nach (199)
den Inhalt hat:

(218) Fot+20Fp+e*Fy=M;+ M, + Mg+ ---

Dabei ist F,, = Fy1, da dieEilinien & und ®; durch Spiegelung am Ur -
sprung auseinander entstehen. Aus (217), (218) folgt

(219) 2QF01——F“]_92F11:M4+2M5+3M8+...
und somit

2 8
(220) (F:-f—ﬁ'm) —F,, (F )go.

Darin steckt schon die Ungleichheit (204) von MINKOWSKI. Aber wir
koénnen auch hier eine Verscharfung wie in § 11 (159) herleiten. Wir
haben namlich

?n FNZFu (fﬂ'—‘gi)a
(221) F“ .
F:; Foo = Fu (Qu ::)
und daraus
(222) Fgl -_FGOFH. z iplzl (Qu - ei)a .

Aus dieser Formel'), die ebenfalls BONNESEN gefunden hat, folgt die
Einzigkeit:

Es gilt F: —F, F =

nur fir g;=p,, asonur, wen & 1 nd K ahnlich liegen.

8 16. Eine Formel im Stil von Crofton fir Punktetripel.

Kehren wir nochmals zum Gegenstand von 8 6 zurick und betrachten
anstatt wie dort zwei jetzt drei Punkte g, ={#y, 2} und ihredrei
Verbindungsgeraden ¢, derart, dal3 g; mit g, fur i< k vereinigt liegt
(i,k=1,2,3).

Dann haben wir wiein § 2 (36)

cos ¢y + sing, = 4, .
(223) T OOBPLT T BINPL= Py } und zyklisch.
%y COS@y + Ty sing = Py

1) Vgl. W. BLASCHKE, Hamburg. Abhandlungen 1 (1922), S. 206—20».
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Durch Ableitung folgt daraus

gy COB @y + g BiNQy = — 8n ¢y + Py,
iy COB Py + dpp BNy = — 8y 1 + Py
Darin ist zur Abklrzung gesetzt

(224) } und zyklisch.

(225) — Ty 8IN @ + Tyy cos @y = 841,
— &y 81N @y + Tyy CO8 @y = 8y

und die Bedeutung dieser Strecken ist aus unserer Fig. 11 zu ersehen.
Es ist namlich

} und zyklisch

(226) St — S = S und zyklisch

gleich den Dreiecksseiten unseres Dreiecks.
Wir multiplizieren nun die sechs Ausdriicke (224)

i‘ ! t

links in folgender Weise: Fig. 1L,
{2 3)) {@) (5)} {(6) (M)
und rechts so: {1 (@) {8) (4)) {(B) (8)}.
Dann erhalten wir
(227) T1 L2 Ls SING, SN0y 8ING5 = §; G2 @5 $19283-
Darin ist z. B.
(228) L= ke, =" §s— =7 — %
gesetzt.
Nun ist bekanntlich, und wie man leicht bestatigt, beim Dreieck
(229) M =D,

sin a;
dem Durchmesser des Umkreises. Deshalb schreibt sich unsere Formel
(228) auch so:

(230) hitts= D® 016:00-
Hieraus folgt z.B. flir einen Eibereich K aus CROFTONs Formel (60)

Llaly _
(231) ‘—D’;—' = U
<e

Damit ist auch das Vorhandensein (absolute Konvergenz) des uneigent-
lichen Integrals links gesichert (D = 0).

Die Herleitung von (227) gilt auch fir n-Ecke und gibt
(232) TiZg .+ o Ln SiDG, BINGg . . . BiNGG == @1 fg - - » Bn 8385 - « + 84.
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§ 17. Aufgaben und Lehrsatze.

In diesem Abschnitt soll kurz Uber einige Ergebnisse und Fragen be-
richtet werden, die in Zusammenhang mit den in diesem ersten Teil be-
handelten Gegenstanden stehen.

1, Zur Berechnung gewisser in der Integralgeometrie auftretender
Integrale erweist sich der folgende von G. HERGLOTZ in seiner Vor-
lesung von 1933 angegebene Satz als nitzlich. Es sei die Funktion

f(Z1, %2 - - -» s) @bhangig von n Punkten in der Ebene und sei 1. sym-
metrisch in diesen Punkten und 2. fur t>> 0 homogen von Grad p:
(233) flr, bt - s 1) = 8 f(Z, Loy -« - En)-

Dann gilt fur Integration Uber einen Eibereich §:

Jf(sn': ;?:Té'ff ®3,
(234) ff (tys L) Lila = :D—_%_I '/} (&> Za) 82>

3 .
ff(zn Lo La) Lalals == ;,—Jr—gff(s, L2 La) 825

Dabei wird immer eine Flachenintegration Uber & ersetzt durch eine
Integration tber den Rand von &, indem rechts s das Bogenelement an
der Stelle ¢ dieses Randes bedeutet. Derartige Integrale sind die in 8 8
mit Ty bezeichneten und im folgenden das Integral 0 in (249). Der Beweis

von HERGLOTZ arbeitet mit der Ersetzung der Randlinie durch eine be-
nachbarte Parallele.

2. Unter den Ergebnissen CROFTONS von 1868 mag noch das folgende
erwahnt werden. Es seien & und & zwei Eibereiche, von denen &, ganz
innerhalb von & liegt, so daB & — & = R ein Ringgebiet ist. @ sei der
Winkel, unter dem man von einem Punkt ¢ aus (auRerhalb &,) Kq sieht
O<o<m)

Dann ist

(235) ﬂtfa,;;==r..-(1fe—2z).

Dabei bedeutet R den Flacheninhalt von & und A die mittlere Flache,

die von den Tangenten in Richtung ¢ an &, von & abgeschnitten wird
(Fig. 12):

(236) Z:Lfﬁdtp.
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Man beweist dies, indem man die, Anzahl“ der Schnittpunkte be-
rechnet zwischen den Geraden, die &, treffen, und allen Geraden der
Ebene, soweit diese Schnittpunkte in % liegen.
Vergleiche auchR.DELTHEIL, Probabilités géométri-
ques, Paris 1926, S. 79. Nebenbei: Fir die Dichte
der Schnittpunkte zwischen den Geraden, die eine
Eilinie® schneiden und denen, die sie nicht schnei-
den, findet CROFTON den Ausdruck 2 sinaw.

3. Essei & ein fester Eibereich, € eine bewegliche
Strecke auf der beweglichen Geraden g von der festen Fla. 12
Léange |, 4 sei die Lénge der Strecke © & und s die Lange der Sehne g®
(Fig. 13). Dann besteht folgende Beziehung:

—1
(237) fl"@ = lSn - :+1 Sn+1'

Dabei bedeutet & die kinematische Dichte von & und S, das in § 8
eingefihrte Integral (101). Insbesondere ist

(239) ;ﬁp@=3(L—ﬂF%

wenn t den mittleren Abstand zweier Punkte
von & bedeutet, also nach (102):

o T,
@9) = p finn= g

££<s ,ﬁs Flg. 1.
Diese Formeln (237), (238) stammen von L. A. SANTALO 1935.

4. Es sei ® eine feste Eilinie, r eine Strecke = dem Durchmesser
von & (Durchmesser = grofRte Entfernung zweier Punkte von &). Um
jeden Punkt g aullerhalb st schlagen wir einen Kreis mit dem Halb-
messer r. Die (durch den Winkel gemessene) Anzahl aller Halbmesser
dieses Kreises, die mit der Eilinie genau einen Punkt gemein haben, sei
w,; die Anzahl derer, die genau zwei Punkte gemein
haben, sei w,(Fig. 14). Dann ist (nach SANTALO 1935)

(240) foyg=2xF,
(241) fng=2(U—aP).

Darin bedeuten F und U Flacheninhalt und Um-
fang von f.

5. Man nennt eine Eilinie & von konstanter Breite, wenn ihre Stiitz-
funktion der Bedingung

(242) 2(9) + plp + @) = konst.
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genligt, wenn also parallele Stutzgeraden feste Entfernung haben. Die
, Wahrscheinlichkeit*', dall zwei Schnittgeraden g und g v sich
unter einem Winkel @ = & treffen, ist (nach SANTALO 1935)

(243) w=2%

n

6. Den Invarianzsatz von 8§ 4 kann man von der Optik auf die Kine-
matik erweitern. Es s8 ®, eine feste und &, eine bewegliche Kurve.
Beide sollen sich in einem Punkt g treffen. Hier werde #, an der Tan-
gente in gz an & in eineKurve &, gespiegelt. Dann besteht zwischen den
kinematischen Dichten von §&;, &, die Beziehung

(244) &+ fu=0.
Vgl. (130) in § 10.

7.A.Es & & ein fester und. &, &, ..., & sgien n bewegliche Eibereiche,
F; der Flacheninhalt von &; und F der Flacheninhalt des Durchschnitts

aller Ki; 1=0,1,...n; endlich & die kinematische Dichte von &,
Dann ist
(245) JF88, ... 8= @) F,F,...F,

Es s2 ferner U der Umfang des Durchschnitts § &, ... ®,. Fir ihn
gilt
246) fU,8,... 8 = @0 (URF,. . F,+FUF,...F,
+ FoF\Uy...Fo+ FF,F,...U,}.
B. Betrachten wir alle Lagen £, ®s, ..., & derart, dal3 der Durch-
schnitt &, &, ... &, = 0ist, so finden wir

fﬁl@,...ﬁﬂx

(247) = @a(FyFy---Fot FoFyeo . Fotooo + FoFy .- F, )
-+ (2“)"-1(1-70 Ulpz‘“,Fn'i‘ UoFI Ua"'Fu + "'+F0F1“‘ Un-1Un)-

Konvexitat der Linien ist dabei nicht nétig.
C.Essa §ein fester Eibereich und 8,, £ bewegliche Linien und n die

2, Anzahl der Schnittpunkte & ®innerha & Fig. 15).
R Dann ist
(248) [ 1% 8 =8aF,U,U,
! Vgl.L.A.SANTALO, Hamburg. Abhandlungen 11 (1935),
" Fie. 15. S. 231ff.
8. Man stelle die zu (245)—(248) entsprechenden Formeln auf fir den
Fall, daR die & (i=1, 2, ..., n) nur parallel verschoben werden (vgl.

§15).
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9. Fragen von folgender Art scheinen ziemlich schwierig zu sein. Es
sei eine unendliche Folge von Zahlen S>0; k =0,1,2,... gegeben.
Welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafr,
dal es dazu einen Eibereich & gibt derart, daf3 die 8 die zugehorigen in
8 8 betrachteten Integrale der Sehnenpotenzen

(101) 8 =1 s*g

sind ? Falls zu vorgeschriebenen S, ein Eibereich & vorhanden ist, wie-
weit ist er durch die S¢ bestimmt? Teilergebnisse in § 11 (156).

10. Es sei & ein Eibereich und | p, by ps | die absolut genommene Drei-
ecksflache mit den Ecken p;. Fur das Integral

(249) G = [ P19aPa’ Pr Py
p<®

gelten die Beziehungen

(250) 4 0= 5 00985,

(251) 4< L —0333.. ..

Dabei gilt in (250) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn & von einer
Ellipse, undin (251), wenn & voneinem Dreieck berandetist. W.BLASCHKE,
Uber affine Geometrie 11. Losung des ,,Vierpunktproblems® von
SYLVESTER ..., Berichte der math.-phys. KIl., Leipzig 69 (1917),
S. 436—453 und W. BLASCHKE, Vorlesungen tber Differentialgeometrie 2
(1923), S. 55—57. Es ware winschenswert, diese Beweise umzugestalten
in der Art von SANTALO (8§11, § 13).

11.Es sei &, einfester Eibereich und & einvon zwei parallelen Geraden
im Abstand b begrenzter beweglicher Streifen. Als Dichte & von &
konnen wir die einer seiner Begrenzungsgeraden nehmen. f sei der
Flacheninhalt des Durchschnittes &,& und | die Lange seines Umfangs.
Dann hat saANTALO 1935 folgende Beziehungen entdeckt:

(252) [ie=nbF,,

(253) S18=22F, + 25U,

und fur die ,Gesamtzahl" der Streifen, die &, treffen,
(254) [ ®=Us+nb.

Darin bedeuten Fo und Ug Flache und Umfang von &,.

12. Die Lage eines Achsenkreuzes X in der Ebene kann man festlegen
durch Angabe von Drehpunkt 3 und Drehwinkel ¢ der Drehung, die ein
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festes Achsenkreuz X, nach £ bringt. Dann ergibt sich fur die kine-
matische Dichte

(255) X = 4 5in? 9’ “3P.
13. Ein Achsenkreuz ¥ in der Ebene gehe aus einem festen %, da-

durch hervor, dald man %, erst an einer Geraden g spiegelt und dann
langs g um die Strecke h verschiebt. Dann ist die kinematische Dichte

(256) £=2gh.
14. Es sei & eine feste Kurve und g eine bewegliche Gerade, die aus
® die nSchnittpunkte mit den Koordinaten Xy i=1, 2,...,n

ausschneidet. Dann sind

inkﬂ

(257) £, — ‘-“ : fz:z:
kE -ng 2L - ﬂ:g

die Schwerpunktskoordmaten der homogen mit Masse belegtenLinie .

15. Es sa IR, ein festes Gebiet und g eine bewegliche Gerade. Der
Durchschnitt gk, habe die Gesamtldnge s und homogen mit Masse
belegt den Schwerpunkt mit den Koordinaten §,. Dannist (vgl. (110))

(258) fse,,g = f 8£:0,

39

wenn F, der Flacheninhalt von 3%, und und n, die Schwerpunktkoordi-
naten des homogenen Gebiets M, sind.

16. Es sei & eine feste und & eine starr bewegliche Linie. X
=12, ..n k=1, 2 die Koordinaten der Schnittpunkte von &,, .
Dann gilt fur die Schwerpunktskoordinaten &, der homogenen Kurve &,

fjxuﬁ

n
259 fo= S = f . R,
( ) k ﬁﬁ 4LnL {_21 ik

wenn Lo, L die Langen von ®,, & bedeuten. Vgl. (142).

17. Es sei M, ein fester Bereich, ® eine starr bewegliche Linie, | die
Gesamtlange des Durchschnitts I, & und &, die Schwerpunktskoordi-
naten der homogenen Kurve M,®. Dann gilt fur die Schwerpunkts-
koordinaten n, des homogenen Bereichs %, (vgl.(194))

(260) m=ﬁe’* 2“& fzek
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18. Es 2 &, ein fester und &, ein starr beweglicher Bereich, Fq; der
Flacheninhalt ihres Durchschnitts & ®, und &, die Schwerpunktkoordi-
naten dieses homogen mit Masse belegten Durchschnitts & &,. Dann sind

B NN
(261) ?ik = —Ifﬁ——'—;}-n 2:[1;,0 ,fFﬂl Ek @1
01 ¥+

die Schwerpunktkoordinaten des homogenen Eibereichs &,.,V gl. (188).

19. Es &2 M, ein fester Bereich; &, &, zwei starr bewegliche Kurven
mit den Schnittpunktskoordinaten x;. i— 1, ... m;k =1, 2, Dann gilt
fur die Schwerpunktskoordinaten des homogenen Bereichs %,

_ " ‘f_}___,.__m ,,,,,,,

Die Bezeichnung ist dabel dieselbe wie in (248).

20. Ist (in der Bezeichnung von 8 13) fir eineKurve &, die,, Anzahl*®
Jy> 0, aber Jwi= 0 fur i> 0, so kénnte man n die , kinematische
Ordnung™ von &, nennen. Die Kreise sind dann unter den Eilinien
durch die kinematische Ordnung 2 gekennzeichnet. Was l&f3t sich tber
die Eilinien der kinematischen Ordnung 4 aussagen ?
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