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MECANIQUE CELESTE.

LIVRE IIL
DE LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

L. figure des corps célestes dépend de la loi de la pesantcur a
leur surface, et cettc pesanteur étant cllc-méme le résyltat des
attractions de toutcs leurs parties, clle dépend de leur figure; la
loi de la pesanteur & la surface des corps célestes, et lene figure ont
donc entre clles, unc liaison réciproque qui rend la connoissance
de P'une, nécessaire & la détermination de Pautre : leur rechercho
est ainsi trés-épineuse, et semble exiger une analyse toute parti-
culitre, Si les planétes étoicnt enticrement solides , clles pour-
roient avoir des figures quelconques; mais si, comme la terre,
elles sont recouvertes d’'un fluide ; toutes les partics de ce fluide
doivent se disposer de maniére qu’il soit en équilibre, et la figure
de sa surface extérieure dépend de celle du noyau qu'il recouvre,
et des forces qui Paniment. Nous supposerons généralement tous
les corps célestes recouverts d’un fluide , et dans cetté hypothese
Mecay. cin, Tome I1. A
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qui a lieu pour la terre, et qu'il paroit naturcl d’étendre aux autres
corps du systéme du monde, nous déterminerons leur figure et
la loi de la pesanteur & leur surfate. L’analyse dont nous ferons
usage, est une application singuli¢re du calcul aux différences’
partielles, qui par de simples différentiations, va nous conduire
a des résultats trés-étendus que on ne peut obtenir que diflicile-
ment par la voic des intégrations.
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CHAPITRE PREMIER.

Des attractions des sphéroides homogénes terminés par des
surfaces du second ordre.

1. Nous allons d’abord déterminer Pattraction des corps d’'une
figure donnée. Nous avons déja déterminé dans le second Livre,
n® 11, cette attraction relativement a la sphére , et & une couche
sphérique : considérons maintenant , l'attraction des sphéroides
terminés par des surfaces du second ordre.

Soient x, y, z, les trois coordonnées rectangles d’'une molécule
du sphéroide; en désignant par d M, cette molécule, et prenant
pour unité, la densité du sphéroide que nous supposerons homo-
géne, on aura

dM=dx.dy.dz
Soient @, b, ¢, les coordonnées reclangles du point attiré par le
sphéroide, et désignons par ., B, C, les attractions du sphd-
roide, sur ce point, décomposécs parallélement aux axes des x,
des et des z, et dirigées vers Porigine des coordonnées, 11 est
aisé de voir par le n® 11 du second Livre, que l'on a,

(a—x).dx.dy.dz
{(a=y +(b=yy + (=21 }*
B=fff (b—y).dx.dy.dz ;
{(a=z)*+ (b—y )+ (c=2)}*

(¢c=z).dx.dy.dz .
3
{(a=z P (b=y )+ (=2}
toutes ces triples intégrales devant étre étendues & la masse enticre
du sphéroide. Les intégrations offrent sous cette forme, de grandes

difficultés que Yon peut souvent applanir , en transformant d’une
A

A=[[f

.
’

C=/1T
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maniére convenable, les différentielles : voici le principe général
de ces transformations.

Considérons la fonction différenticlle P.dx.dy.dz, P étant unc
fonction quelconque de #, ¥, z. Nous pouvons supposer « fonc-
tion des variables y et z, et d’'une nouvelle variable p ¢ soit
o(¥, z, p), cetlefonction ; dans ce cas, on aura, en regardant y
et z comme constans, dvx=¢.dp, ¢ ¢tant fonction de y, z
ct p. La différentielle précédente deviendra ainsi, €.P.dp.dy.dz ;
ct pour lintégrer, il faudra substituer dans P, au licu de x, sa
valeur ¢(y, z, p).

Nous pouvons supposer pareillement, dans cette nouvelle diffé-
rentielle, ¥y =¢'(z, p, ¢), g étant unc nouvelle variable , et
¢'(z,p,q) étant une fonction quelconque des trois variables z, p
ct g. On aura, en regardant z et p comme constans, dy=¢.dg ,
¢’ ¢tant fonction de z, p, g5 la différenticlle précédente prendra
ainsi cette nouvelle forme, €¢'.P.dp.dg.dz, et pour lintégrer,
il faudra substituer dans ¢ P, au lieude y, sa valcur ¢'(z, p,¢).

Enfin, on peut supposer z égal & ¢”(p, ¢,7,) , r étant une nou-
velle variable, et ¢"(p, ¢, ) étant une fonction quelconque de
P>, Onaura, en regardantp ct ¢ comme constans, dz=¢".dr,
¢” ¢tant fonction de p, ¢, r; la différenticlle précédenie deviendra
aipsi, €.¢'.¢". P.dp.dg.dr, et pour Vintégrer, il faudra substituer
dans ¢€.¢'. P, au lieu de z, sa valeur ¢”.(p, g, r). La fonction diffé-~
renticlle proposée cst par-li, transformée dans unc autre rclative
a trois nouvelles variables p, ¢, r, qui sont liées aux précédentes,
par les équations

x=0(y,5p); y=¢(pq) ;s z=¢(P:q7)
11 nc s’agit plus que de tirer de ces équations , les valeurs de ¢, ¢',¢”,
Pour ccla, nous obscrverons qu'elles donnent x, y, z, cn fonc-
tions des variables p, ¢ et r; considérons doncles trois premicres
variables, comme fonclions des trois dernitres. ¢” étant le coefli-
cient de dr dans la différenticlle de z, prise cn regardant p et ¢
comme constans, on a
" dz
"=(—=)
dr

<" est le coeflicient de dg, dans la différenticlle de y, prise en
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regardant p et z comme constans ; on aura donc ¢, en différen-
tiant y, dans la supposition de p constant, et en éliminant dr, au
moyen de la différentielle de =, prise en supposant p constant, et
égalée & zéro; on aura ainsi, les denx équations,

d ' dy
dy= (d—{’).dq+(:i—r).dr ;
dz dz
0 :—_(z;).dq+(z_).dr;
oe qui donne

(«)

partant

Enfin, ¢est le coefficient de dp, dansla différentielle de x, prise
en regardant y et z, comme constans; ce qui donne les trois
¢quations suivantes :

dx
P dr
_ dy dy ; dy
o= <£>.dp+ (:{q>.dq + <E).dr,
dz dz dz
o= (;i;).dp+ (Z]) dg+ (Tr>.dr.

(@)(@)- &)
)

~——
e

u
Sk
~
~/~
B&
~—
P S
& &

>,
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on aura
¢.dp

OO-00
TOE-05

parlant, ¢.¢'.¢"=x, et la différenticlle P.dx.dy.dz est trans-
formée dans celle-ci, ¢. P.dp.dg.dr; P étantici ce que devient P,
lorsque Von y substitue pour x, 5, z, leurs valeursen p, ¢, r.
Tout se réduit donc & choisir les variables P> 9,7, ensorte que
les intégrations deviennent possibles.

"Transformons les coordonnées x, y, z, dans le rayon mené
du point attiré, & la molécule, ct dans les angles que ce rayon
forme avec des droites ou avec des plans donnés. Soit r, ce rayon ;
P Pangle qu'il forme avec une droite menée par I point attiré,
parallélement 4 Paxe des « ; soit ¢, Yangle que forme la projection
de cerayon sur le plan des y et des z, avec Paxe des ¥ ; on aura

dx =

ce qui donne

*=@—r.co8.p; y=b—r.sin.p.cos.g; z=c—r.sin.p.sin.g;
on trouvera, cela posé, ¢==—7*.sin,p; la différentielle dv.dy.ds
scra ainsi transformée dans —*.sin.p.dp.dg.dr: cest Pexpres-
sion de da molécule d M, et comme cette expression doit étre
positive, il faut, en considérant sin.p, dp, dg,dr, comme po-
sitifs , changer son signe, ce qui revient & changer celui de ¢, et &
supposer ¢=r*,sin p. Les expressions de ., B, Cdeviendront ainsi

A=[[fdr.dp.dg.sin.p.cos.p ;

8B = [ffdr.dp.dg.sin’p.cos.qs

C =///dr.dp.dg.sin*p.sin.g,
T est facile de parvenir dailleurs i ces expressions , en obser-
vant que la molécule d M peut étre supposée égale & un parallélé-
pipéde rectangle dont les irois dimensions sont dr , rdp, et
r.dg.sin.p, et en obscrvant ensuite que Pattraction de la molé~
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cule, parallelement aux irois axes des x, des y et des z, est
dM dM dM .
~r+C08.p ; —=-.8In.p.C0S. ¢, et —-sin.p.sin.q.

Les triples intégrales des expressions de «, B, C, doivent
g'élendre 4 la masse entiére du sphéroide : les intégrations relatives
i r, sont faciles ; mais elles sont différentes, suivant que le point
alliré est dans Yintérieur , ou au-dehors du sphérvide ; dans le
premier cas, la droite qui passant par le point attivé , traverse le
sphéroide, est divisée en deux parties, par ce point; et si 'on
nomme ret ' ces partics, on aura

A=[[(r+r).dp.dq.sin.p.cos.p ;
B =[[(r+r).dp.dgq.sinp.cos.q ,
C =//(r+r).dp.dg.sin’p.sin.g ;
les intégrales relatives & p ct & ¢, devant étre prises depuis p et ¢
égaux & zéro, jusqu’a p et g égaux i deux angles droits.
Dans le second cas, si 'on nomme r, le rayon & son entrée dans
le sphéroide, et ' ce méme rayon, #sa sortic, on aura
A=ff(r'—r).dp.dq.sin.p.cos.p ;
B =/ff(r'—r).dp.dgq.sin*p.cos.q ;
C =f[(r¥—r).dp.dg.sin’p.sin. ¢ ;
les limites des intégrales relatives a p et & ¢, devant &tre fixées anx
points ou lona ¥—r=o0, cest-a-dirc, ou le rayon r est tangent
& a surface du sphéroide.
2. Appliquons ces résultats , aux sphéroides terminés par des
surfaces du second ordre. L’équation générale de ces surfaces ,
rapportée & trois coordonnées orthogomales x, ¥, z, cst

o=A+Bx+Cy+Ez+Fa'+ Hxy+Ly*+Mxz+ Nyz+ 0.z%

Le changement de Poriginc des coordonndes introduit trois arbi-
traires ; puisque la position de cette nouvelle origine par rapport
ala premiére, dépend de trois coordonnées arbitraires. Le chan-
gement de la position des coordonnées autour de leur origine,
introduit trois angles arbitraires; en faisant donc changer a-la-fois,
dans Péguation précédente , les coordonnées d'origine et de posi-
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tion , on aura une nouvelle équation du second degré, dont les
coefficiens seront fonctions des précédens, et de six arbitraires,
Si lon égale ensuite & zéro, les premitres puissances des coor-
données, et de leurs produits deux & deux; on déterminera ces
arbitraires, et Péquation générale des surfaces du second ordre
prendra cette forme trés-simple,
*dmy'd+nzt=£;

c’est sous cette forme que nous allons la considérer.

Nous n’aurons égard, dans ces recherches, quaux solides ter-
minés par des surfaces finies, ce qui suppose m ct n positifs. Dans
ce cas, le solide est un ellipsoide dont les trois demi-axes sont ce
quc deviennent les varjables x, ¥, z, lorsque I'on suppose deux

. o k k
d’cntre elles, égales azéro ; on aura ainsi, £, T v pour ccs

trois demi-axes rspectivement parall¢les aux x, aux y et aux z. La
T.k3 . .

-—4-:_- , en désignant toujours par =,

5.v/mn

le rapport de la demi-circonférence au rayon.

Maintenant, si dans Péquation précédente, on subsfitue au lien
de x, ¥, z, leurs valeurs en p, g, r, données dans le n°. précé~
dent ; on aurg

solidité de Yellipsoide sera

r*. {cos.! p+m.sin’p.cos.* g+ n.sin.* p.sing}
~2r. {a.cos.p+mb.sin.p.cos.qg+nc.sin.p.sing } =£-a* mb*-nc*;
¢n sorte que si 'on suppose

1 = a.cos.p+mb.sin.p.cos.g+nc.sin,p.sin.q ;
L =cos’p+m.sin.*p.cos.* g+n.sin’p.sin,’g §

R=I+¢+ {L"——-a'.——mb’-—nc’} L;

on aura
I+ R
7 4

r=—7—

d’olt Yon tire 7, en prenant le radical en plus, et 7, en le prenant
en moins; on aura donc

a.l 2./ R
i'+l"=—‘,' P —y= ‘f

L B

ce
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ce qui donne relativement aux points intérieurs du sphéraide,
_ dp.dq.l.sin.p.cos.p
A == chf—————f—’*""—‘ 5
dp.dg.l.sin%p.cos g
B =2 _/‘/‘_&__L_____ ;
dp.dq.l.sin*p.sin.q
C =a. f f_"_i..i_"____ ;

ct relalivement aux points extéricurs,
dp.dq.sin.p.cos.p.i/ R
A= 9'./‘./‘ L . 4
dp.dq.sin.*p.cos.q./ R
B =a.f}- L d

C =fodp.dq.sin'.f'sin.q_ﬂ;

ces trois derniéres intégrales devant étre prises entre les deux
limites qui correspondent &4 R=o.

3. Les cxpressions relatives aux points intéricurs , étant les
plus simples ; nous commencerons par les considérer. Nous obser-
verons d’abord que le demi-axe % du sphéroide n’entre point dans
les valeurs de I et de L; lcs valeurs de .« , B, C, en sont, par
conséquent, indépendantes ; d’oit il suit que Pon peut augmenter
4 volonté, les couches du sphéroide , supéricures au point attiré ,
sans changer Vattraction du sphéroide sur ce point, pourvu que
les valeurs de m et de 7z, soient constantes, De-la résulte le théo-
réme suivant:

Un pint placé au-dedans d'une couche elliptique dont les sur-
faces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement
situdes, est également attiré de toutes parts.

Ce théoréme cst une extension de celui que nous avons démon-
tré dans le second Livre, n° 13, rclalivement & une couchc sphé-
rique.

Reprenons Ja valeur de 7. Si P'on y substitue au licu de Zet de L,
leurs valeurs; elle devient,

A= ffdp.dq.gin».p.coe.p. {a.cosp+m.b.sinp.cosgtn.c.sinp.sing}
=3 €08.p + m.sin.*p.cos.* g -+ n.sin.* p.sin.2q T

Mican. cit Tome I,
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Les mtégrales relatives & ap et & ¢, devant étre prises depuis p
et ¢ égaux & zéro, jusqwa p ct ¢ égaux & deux angles droils; il
est clair que on a généralement f/Pdp.cos.p =0, P étant une
fonction rationnelle de sin.p et de cos.* p ; parce que Ja valeur dep
étant prise & égale distance au-dessus et au-dessous de I'angle droit,
les valcurs correspondantes de P.cos.p sont égales, et de signe
conlraire ; on aura ainst

2 dp. llq sin.p.cos’p
= .ffos *p -+ m.sin.*p. cos. q-:i-n sin.?p.sin. q

Si on intégre par rapport i ¢, depuis g =0, jusqu’a ¢ égal a deux
angles droits, on trouvera

sar dp.sin.p.cos.’p

TR e T

lintégrale devant étre prise depuis cos.p=1,jusqu’a cos.p=—1.
Soit cos.p = x, et nommons M, la massc entiere du sphéroide;

x.k3 47 3 M
, et par conséquent ——= -3
\/m 7 k

on aura par le n’. 1, M=

mn
on anra done

3 a]l[ x*dx

7 f Al
(5 ) 0 () )
Pintégrale étant prise depuis ¥=0, jusqu’ A x=1.
In intégrant de la méme maniére, les expressions de B et de C,
on les réduiroit ade simplesintégrales ; mais il estplus facile de tirer

cesintégrules, de Pexpression précédente de - Pour cela, on obser~
vera que cette expression peut étre considérée comme une fonc-

tion de @, et des quarrés I:’ g et — " des demi-axes dusphéroide,

harall¢les aux coordonnées a b c,du omt attivé ; en nommant donc
thd R b
£”, le quarré de demi~axe paralléle a b, ct par conséquent, E*om,

2

.m . .
ol ———, les quarrés des deux autres demi-axcs ; B sera pareille

. , wm o - .
fonction de b, &%, &*.m, et &*.=; il faut ainsi, pour avoir B,
n
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. . 1
changer dans Pexpressionde ¢, aen b, % en ¥, ou —, mdans

7

n .
et n dans —; ce qui doune
m

s ot e ;
¢ f‘/{l+(m—-,1).x’}.{1+(.'",:_”).x,}

t
T VmtGi—me

Soit

on aura
3bM edt

L R
(e (5} ()}
Pintégrale relative 4 ¢, devant étre prise, comme Pintégrale relative

ax, depuis t=o, jusqu'a t=1; parce que ¥ =o, donne ¢==0,
et ¥x=1, donne £t =,

11 suit de-la, que si Pon suppose

—_ —_ )
1 "_'_:;\' P 1_'_1___)\ ; F= x'dx
m n ‘/(1__)\; ,)( +A" L!)
oIl aura
3bM [d.AF
B= k3 '( da )'

Silon change dans ceite expression, benc, aen A’ ct réciproque-
ment ; on aura la valeur de C. Les attractions ., B, C; du sph¢-

roide, parallélement & ses trois axes, sont ainsi données par les
formules suivantes,

M bM d.AF M (d.N'F
a=*Fr; B=YY =3 (L2E,
i da
On peut obscrver que ces expressions ayant lieu pour tous les
points intérieurs, et par conséquent , pour les points infiniment

voisins de la surface; clles ont lieu pour les points mémes dc la
surface.

La détermination des attractions du 'sphéroide, ne dépend ainsi
que de la valeur de F; mais quoique cette valeur nc soit qu’une
B2
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intégrale définie , elle a cependant toute la difficulté des intégrales
indéfinics , lorsque a et A’ sont indéterminées ; car si l'on repré-
sente celle inlégrale définic, prisc depuis x=o, jusqu’a =1,
par ¢(a% ") ; il est ais¢ de voir que Tintégrale indéfinie sera
a’.o (Ax? A"#) ; en sorte que la premiére étant donnée, la seconde
Pest parcillement. I’intégrale indéfinie n’est possible en elle-méme,
que lorsque Pune des quantités A et A’ est nulle, ou Jorsqu’clles
sont égales : dans ces deux cas, le sphéroide;est un ellipsoide de
révolulion, ct £ sera son demi-axe de révolution, si A et A’ sont
¢gaux. On a dans ce dernier cas,

xdx 1
F= T {r—ang.tang.A}.
, - ) da dA'F .
Pour en conclure les différences partielles - ) ¢l )

cnlrent dans les expressions de B etde C; on observera que

dx fd.a dx' fd.N'F dn  da’
(lF:-;‘—.(—dTr)ﬁ-T. (_c—i_r)—F. {T‘*"A—,} 3

or on a, lorsque A est égal a A,
d.AF\ _ fd.NF dr__dn
( ) \dn /)’ AT

(‘“ dr=31dF+Fudr= -.drF,

a )’

partant

En substituant au lieu de F, sa valeur; on aura
d.AF 1 A
(T == {ang.tang. A —— 1+A’} 3
on aura donc relativement aux ellipsoides de révolution, dont £
est le demi-axe de révolution,

3a.M
A= 35 {r—ang.tang.A} ;
__3bM lang.A A
= ~5|ang. lang. T s

__B3eM ¢ A A
= ;—,—(r)\g.{ang. ang.A — 1+A'}'



PREMIERE PARTIE,LIVRE IIL ™

4, Considérons présentement , l'attraction des sphéraides , sur
un point extérieur. Cette recherche présentc de plus grandes diffi-
cultés quela précédente, & cause du radical y/ R qui entre dans les
expressions différentielles, et qui rend sous cctte forme, les inté-
grations impossibles. On peut les rendre possibles , par une trans-
formation convenable des variables dont elles sont fonctions ; mais
au lieu de ce moyen , jai fait usage de la méthode suivante, uni-
quement fondée sur la différentiation des fonctions.

Si I'on désigne par #7, la somme de toutes les molécules du sphié-
rvide, divisées par leurs distances respectives au point atliré, ct
que Pon nomme x, y, z, les coordonnées de la moléeule d.M du
sphéroide, cta, b, ¢, cclles du poiut attiré; on aura

- dM ,

_f Via—a) Blh=yj+ (=2
En désignant ensuite; comme précédemment, par 4, B, C, lcs
attractions du sphéroide, parallélement aux axes des x, des y ot
des z, et dirigées vers leur origine; on aura

A= (a—x).dM . <d V)
./r;(n-—x)*—i— (b—y)“-*—(c._z)n}'} da

On aura parcillement,

d dv
p=—(3) s o=—(Z)s

d’oltil suit que silon connoit 2, il sera facile d’en conclure par la
scule différentiation , Pattraction du sphéroide parallelement a
une droite quelconque, en considérant cetle droite , comme une
des coordonndes rectangles du point attiré; remarque que nous
avons déja faite dans le second Livre, n° 11.

La valeur précédente de #, réduite en série, devient

{gax+ab‘y+acz—¢‘——y —z}

141

=T aM a* - b 4 c*
‘/u"-i-b“‘-i-c‘. + {zax-{- nby+ncz—a.’-—_y’—z,°“+&c‘

(aﬁ+ bA +_ cﬂ)ﬂ
Cette série est ascendante rclativement aux dimensions du sphé-
roide, et descendante relativement aux coordonnées dupointattiré,
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Si I'on n’a égard qu’a son premier terme, ce qui suffit, lorsque Ie
point attiré est & une trés-grande distance ; on aura
_ M
- verrre
M éant la masse entiere du sphéroide. Celte expression sera plus
exacte encore, sil’on place Iorigine des coordonnées au centre do
gravité du sphévoide; car on a par la propriété de cc centre,
Sy dM=o0; [fy.dM=o0; [z.dM=o;
en sorte que si Pon considére comme une trés-petite quanlité du
premier ordre, le rapport des dimensions du sphéroide , & sa
distance au point attiré ; 'équation
M
scra exacte aux quantités pres du troisieme ordre. Nous allons pré-

sentement chercher une expression rigourcuse de 2, relativement
aux sphéroides elliptiques.

V=

5. Silon adopie les dénominations du n®. 1, on aura

dM
V= ——-*-f_/'ful;.dp.r]q sinp =1/ (r*—1).dp.dg.sin. p.

En subslituant au licu de r et de 7, lenrs valeurs trouvées dans
len® 1, on aura

dp.dq.sin.p.1.,/ R
p=afledeinp Ve
Reprenons les valeurs de «, B, C, relulives aux points exté-
vicurs, et données dans le n®. 2,

"Jffdp .dq. slnp cos.p. ‘/R,
B :jffdp.dq.sm.:.cos.qA\//R;

C = 2ff dp.dq.sin.;‘p.sin.q.\/l/l’

Puisqu'aux limites des intégrales, on a ¢/ R=o, il est fucile de
voir qu’en prenant les premiéres différences de 7, #, B, C, par
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rapport & Pune quelconque des six quantités @, &, ¢, k, met n,
on peut se dispenser d’avoir égard aux variations des limites, en
sorte que Yon a, par exemple,

: IY/R
dv\ . d.-——
('d_E) = a.ffdp«dq.sm.p.g L g ;

da
dp.sin.p.I.\/ R

est, vers ces limites, & frés-peu

car Dintégrale / iﬂ
1 ) D
pres proportionnelle & R, ce qui rend nulle, sa différentielle & ces
limites. Cela posé, il est aisé de s'assurer par la différentiation,
que si pour abréger, on fait
a.A+b.B4yc.C=F;

on aura entre les quatre quantités B, C, F et 77, I'équation sui-
vante & ditférences particlles,

= () ()

e ()40
e (B
—L".(;n—-l).(i—ll—g)—k'.(n-—- 1)(—‘31')

On peut éliminer de cette équation, les quantités B, Cect F', an

le loux 1 dv dV ¢ dv 5 dv
moyen de leurs valeurs —{ - ), —( 7~ ),et—a. 71«—z>—)'<717)

—c. (3‘) ; on aura ainsi une équation aux différences particlles
c

en #” seul. Soit done

N
V= 4 —ww=M.v,
3.V mn
M étant par le n° 1, la masse du sphéroide elliptique ; et au licu

des variables 7 et 7, introduisons celles-ci, 8 et #, qui soient telles

que Lon ait
1—m 1-n
6= (———-).l-’ ; a= T).k“;

m
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0 sera la différence du quarré de axe du sphéroide, paralléle aux y,
au quarré de I'axe paralléle aux x ; & sera la différence du quarré
de l’axe des z, au quarré de Paxe des « ; en sorte que si Pon prend
pour 'axe des x, le plus petit des trois axes du sphéroide; /s ct /=
seront ses deux excentrjcités. On aura ainsi,

/L.(%): M.{aa.(d ) l-za.(d )+k( )-n—fw};
1) ()5
(@)= 5 (@)=

7 élant considéré dans Jes prentiers membres de ces équations,
comme fonctionde a, b, ¢, £, metn ; el v étant considéré dans
leurs seconds membres, comme fonction de a, b, ¢, 0, = et k

Si lon fait,
0=a(L)er(Z)re(2)

on aura F=—MQ, ctl'on aura les valcurs de £. (dk) (d'")

dF
(Ii?)’ cn changeant dans les valeurs précédentes de . ( lk)

4
G’%) et (ddV) v dans — Q. De plus, #” et F sont des fonctions
homogenes ena, b, ¢, k, /4 et /=, dela seconde dimension ;
car ¥ élant la somme des molécules du sphéroide , divisées par
leurs distances au point allivé, et chaque molécule étant de trois
dimensions; ¥ est nécessairement de deux dimensions, ainsi que &
qui a le méme nombre de dimensions que #7; v et Q sont dong dcs
fonctions homogénes des mémes quantités, de la dimension —1;
ainsi 'on anra par la nature des fonctions homogeéncs ,

e ()b 8) (o G () 11 ()=

¢quation que I'on peut mettre sous ceite forme,

at. (5 ram(72) +h(5) =—v—e

on
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On aura parcillement,

a.(’;—3)+b (dQ)+c (‘lQ)+ae ( Q)+2a (df)”‘ ( )—-——Q,

ccla posé ; si dans équation (1), on substitue au licu de #etde F,
et de leurs dillérences partielles, leurs valeurs précédentes; si de

. k* .
, au licu de m, et mau]wu den,

. k
plus, on y substitue ey

on aura

o=(@+t4e)[ v+ 10—t {a (D) 40.(39) +o.(3D)] ]

+0 (‘lQ +at (;f)——— —Q)+ (142).Q (2)

2

o0 (e (D1 () e (2)

6. Concevons la fonction ¢ réduite dans une séric ascendante
par rapport aux dimensions £, /4 et /=, du sphéroide, et par
conséquent , descendante relativement aux quantités a, b, ¢ : cette
suite sera de la forme suivante ,

p=UO+ UM+ U+ UD 4 &e.;

U, UM, UM, &e., étant des fonctions homogenes de a, b, ¢, £, /4
et /=, ct séparément homogénes relativement aux trois pre-
miéres, etaux trois derniéres de ces six quantités; les dimen-
sions relalives aux trois premiéres, allant toujours en diminuant,
et les dimensions relatives aux trois derniéres, croissant sans cesse.
Ces fonctions étant de la méme dimension que v, elles sont toutes
de la dimension —1,

Si I'on substitue dans Péquation (2), au licu de ¢, sa valeur
précédente en série; si Pon nomme s, la dimension de U en
k, /v et /=, et par conséquent — s—1 , sa dimensionen a,b,¢;
si Pon nomme pareilicment ', la dimension de U en %, /3
et /=, et par conséquent, —s'—1, sa dimension en a, b, c; si
Pon considére ensuite que par la nature des fonclions homogénes,
ona

Mican. ctr. Tome I1. ¢
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dUCH Y dU) dU) .
a.( o )+b.( T )+c.< o ):—(s+1).U(‘),'

dUG+n AU dU G+ .
’ i),
a~( - )+b.( = )+c.( — )-—(s+1).U( );

on aura, en rejetant les termes d’une dimension supérieure cn
£, et /=, a celle des termes que 'on conserve,

o) R () = ok 1) 0 (50)

; dUW s
U= __(s.m.w’-( U—>"(J—' (8+2).U9 p5  (3)

d=
—(s+2).00. () — (o4 em (52
'3
2 o)

Cette équation donne la valeur de U, au moyen de U® et de
ses dillérences particlles; orona

1

U®) = —_—;

(a*4b+ )

puisqu’en nayant égard qu'an premier terme de la série, nous

avons trouvé dans len®. 4,

Ve M .

(@bt e)
en substituant done cette valeur de U dans la formule précé-
dente , on auracelle de U ; au moyen de celle de UC), on aura
celle de U™, ct ainsi de suite. Mais il est remarquable qu’aucune de
ces quantités ne renferme £; car il est clair par la formule (3),
que U® ne renfermant point £, U ne le renfermera pas; que
U™ ne le renfermant point, U ne le renfermera pas, el ainsi
du reste ; en sorle que la série entiere UV +UM+ U 4 &e.,

. . . N dv
est indépendante de k, ou, ce qui revient au méme, %% ) =

. dv dy dv ) .
Los valeurs de p, — w)—\z)— ( o ) sont donc les mémes
{9

pour tous les sphéroides elliptiques semblablement situés, et qui
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ont les mémes excentricilés (/7 et /7 ; or —M .(:—:),—.M (%),
d . .
-1, (-d—:) expriment par le n° 4, les altractions du sphéroide

parallelement & ses trois axes; donc les attractions de différens
sphéroides elliptiques qui ont le méme centre, la méme position
des axcs , etles mémes excentricités, sur un point extérieur, sont
entre elles comme leurs masses.

11 est aisé de voir par la formule (3), que les dimensions de
U©, UM, U, &c., en /T ct /=, croissent de deux en deux
unités, en sorte que s=2i, s'=2i+3; on a d’ailleurs, par la
nature des fonctions homogtnes,

dUW" . (120}
Y v —g (2,
()i -o (25,

cette formule deviendra donc

27 AU
33 STY Gt WP | i
(2i41).0.(= s).( - ) (m+,).b9.( k )
. dUW . , .
—(Ql+%).cw.(~—d——>—%.(2z+1).{9+(2L+1).'”}.U(')
[
(i+1)-(2i45) (a+ b2+ )
On aura, au moyen de cette équation, la valeur de v, dans une
série qui sera trés-convergentc, toutes les fois que les excen-
tricités /9 et /=, scront fort petites, ou lorsque la distance

V@ ++¢ du point attiré au centre du sphéroide, sera fort
grande rclativement aux dimensions du sphéroide.

Si le sphéroide est une sphére, on aura 8 =o, ¢t #=o, ce qui
donne U=o0, U =0, &c.; partant
1

et

Varbr+eo
dot il suit que la valeur de 7~ est la méme que si toute la masse
de la sphére étoit réunie & son centre , et qu’ainsi, une sphére

atlire un point quelconque extérieur, comme si toute sa masse
Cu

;

HO)
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¢toit réunic & son centre; résullat auquel nous sommes déja par-
venus dans le second Livre, n". 12.

7. Lapropriétéde lafonction v, #¢treindépendante de £, fournit
un moyen de réduire sa valeur, a la forme la plus simple dontclle
est susceptible; car puisque P'on peut faire varier a volonté £, sans
changer cette valeur, pourvu que 'on conserve au sphcrmde, les
mémes excentricilés /7 ct /@ ; on peut supposer £ tel que le
sphéroide soit infiniment applati, ou tel que sa surface passe par le
point attiré. Dans ces deux cas, la recherche des attractions du
sphéroide sc simplifie ; mais comme nous avons déterminé pré-
cédemment, les attractions des sphéroides clliptiques, sur des points
placés a leur surface ; nous supposerons £ tel que la surface du
sphéroide passe par le point attiré

Si Pon nomme k', m’, #’ relalivement a ce nouveau sphéroide,
ce que nous avons nommé £, m, n, dansle n° 1, par rapport au
sphéroide que nous avons considéré jusqu’ici; la condition que
le point atliré est & sa surface, et quainsi, @, b, ¢, sont les
coordonnées d’'un point de cette surface, donnera

atm' 0 n et =k
et puisque Jon supposc que les excentricités /7 ct /=, restent
fes mémes, on aura

d'oli Pon tire

’ I"ﬁ ’ k'“
=vrid  "TEg
on aura donc pour déterminer &, Péquation
k'
a-}-k,_*_e b’+k e —.c=F; (5)

il est aisé d’en conclure quil i’y a qu'un sphéroide dont la sur-
face passe par le point attiré, § et @ restant les mémes. Car si
Pon suppose , ce quelon peut toujours faire, que 8 ¢t = soient posi-
tifs 5 il est clair qu'en faisant croitre dans I'équation précédente,
", 'une quantité quelconque, que nous pouvons considérer comme
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une partie aliquote de £, chacun dcs termes du premier membre
de cette équation , croitra dans un rapport moindre que £2; donc
si dans le premier état de 7 il y avoit égalité entre les deux
membres de cctte équation, cette dgalité ne subsistera plus dans
le second état; d’ou il suit que & n’est susceptible que d’une seule
valeur réclle et positive.

Maintenant, soit /' la masse du nouveau sphéroide; soient .77,
B’, C', ses atlractions parallélement aux axes des @, des & et des c;
si Yon fait

l—m' 1—n'
= ;

F f x*dx
Va1 .r‘)

on aura par le n°. 3,

., Ba.M'F , _3b.M' (dAF , g Bedr (daoF
A== B=m(ar)i O=T Tx‘)’

En changeant dans ces valeursde &', B, C';, M' en M ; on aura
par le n° précédent, les valeurs de A, B, C, relatives au pre-
mier sphéroide ; or les équations

(l—m) ’Er,_‘a ']-_,——"").:L‘”ZW,
m n

At= -3 A" =

donnent

.}o.
ia

)

-
L
o

&" étant donné par Pégquation (5), que Pon peut metire sous cette
forme,

0=K'-(a*+b*+c*-9-3) K= { (a4-c*) 0+ (a* +b*).a-b7 ) K% bz

on aura denc

3a M 30.M (d. 3¢.M (dO'F
a=""r,; B"“'T'u—'(‘&f)’ c_—k,,—.(-‘a;.).

Ces valeurs ont licu rclativement a tous les points extérieurs an
sphéroide ; et pour les étendre a ceux de Ja surface, et méme aux
points intéricurs, il suffit I’y changer &’ en £.
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Si le sphérpide est de révolution, en sorte que 6:== ; 'équa-
tion (5) donnera

2k =a' 40+ — 0+ V (@b " —0) +ha". 0 ;
ct Pon aura par le n°. 3,

3a.M
A= {r—ang.tang.2};
3b.M ( A
::m.lang.tang.x—-;——;j;
3c. M f A
C= e lang.tang.»\— 1+A,}.

Nous voila donc parvenus & une théoric compléte des attractions
des sphéroides clliptiques ; car la seule chose qui reste a desirer,
est Vintégration de Pexpression différenticlle de F) et cette inté-
gration dans le cas général , est impossible , non-seulement par les
méthodes connues, mais encore en elle-méme. La valeur de F'nc
peutpas étre exprimée cn termes finis, au moyen de quantités algé-
briques, logarithmiquecs ou circulaires, on ce qui revient au
méme, par une fonclion algébrique de quantités dont les exposans
soient constans, nuls on variables. Les fonctions de ce genre étant
les seules que I'on puisse exprimer indépendamment du signe /5
toutes les intdégrales qui ne peuvent pas élre ramenées a des fonc-
tions semblables , sont impossibles en termes finis.

Si le sphéroide elliptique n’est pas homogéne, et ¢’il est composé
de couches elliptiques variables de position, d’excentricités ct de
densité, suivant une loi quelconque; on aura lattraction d’une
de ses couches, en déterminant par ce qui précéde, la différence
des attractions de deux sphéroides elliptiques homogénes de méme
densité que cette couche, dont I'un auroit pour surface, la sur-
face extérieure de la couche, et dont Pautre auroit pour surface,
la surface intérieure de cette méme couche. En sommant ensuite
cette attraction différcpticlle, on aura Yattraction du sphéroide
entier,
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CHAPITRE IL

Du développement en série , des attractions des sphéroides
guelconques.

8. Consinfinons généralement lcs altractions des sphéroides
quclconques. Nous avons vu dans le n° 4, que 'expression &~
de la somme des molécules du sphéroide , divisées par leurs dis-
tances au point atliré, a Pavantage de donner par sa dilférentia-
tion, Yattraction de ce sphéroide paralltlement & une droite quel-
conque. Nous verrons d’ailleurs , en traitant de la figare des
planétes, que lattraction de leurs molécules se présente sous celte
forme, dans I'équation de leur équilibre ; nous allons ainsi, nous
occuper particulierement de la recherche de /7,
Reprenons 'équation du n®, 4.

. dM ;
ft/(a—-&/ Fo=yrtle—e)p
a, b, c, étant les coordonnées du pointattiré; x, y, z, étant celles
de la molécule M, du sphéroide; Porigine des-coordonnées étant
dans Yintéricur du sphéroide. Cette intégrale doit étre prise rela-
tivement aux variables x, ¥, z, et ses limites sont indépendantes
de a, b, ¢; on trouvera cela posé, par la différentiation,

=) (@) (i) 0

équation & laquelle nous sommes déja parvenus dans le second
Livre, n° 11.

Transformonsles coordonnées, en d’autres plus commodes. Pour
ccla, soit 7, la distance du point attiré, & Torigine des coordon-
nées ; 8 langle que le rayon r faitavecPaxe des a ; = Pangle quc le
plan formé par le rayon et par cct axe, [ait avecle plan des axes
des @ et des b; on aura

a=r.cos.d; b=re.sindecosim;  c=r.sin.f.sin. @,



pr MECANIQUE CELLESTEF,

Si Pon nomme pareillement R, 8’ ct #’, ce que deviennent 7, 8 ct 7,
relativement a la molécule d M du sphéroide ; on aura

x=DR.cos.0’; y=R.sin.0.cos.a’; z=R.sin.0.sin.v"

Dailleurs, la molécule d M du sphéroide csl égale & un parall¢lé-
pipede rectangle dont les dimensions sont d R, Rd¥, Rda'.sin.¢)
et par conséquent elle est égale & p. R dR.d¥ . d=".sin. ¥, p élant
sa densilé ; on aura ainsi,

;/-_f f p.R*.dR.db' .dw’ .sin.b’
V r—arR. {co;.oi?ds]'ﬁ:;in.a -sin.8".cos.(a'—w)} +Rz,

Yintégrale rclative & R devant éire prise depuis R =o, jusqu’a la
valeur de R, & lasurface du sphéroide; Pintégrale relative a ',
devant éire prise depuis @' =0, jusqu’a ' égal a la circonférence;
et l'intégrale relative & §', devant étre prisc depuis 8’ =0, jusqu’a ¢
égal a la demi - circonférence. En différentiant cette expression
de /7, on trouvera

(ddV)
ddV\ cost [dV dms dd.r V'
02(1“«)"' (Ea_ + +"( dr ) i ()

. . -
sin. 0 sin. 0

¢quation qui n’est que I'équation (1) transformée.
Si Yon fajt cos.8 =g, on peul lui donner cette forme,

ozgd.{n—m(% }§ +(‘f1ﬂ) () )

dp ) T i—uu

Noussommes déja parvenus i ces diverses équations, danslcsccond
Livre, n° 11.

Q. Supposons d’abordle point attiré, extérieur au sphéroide.
SiYon réduit 7 en série, clle doit étre dans ce cas, descendante
par rapport aux puissances de 7, et par conséquent de cette forme,

U Um U U®
V:. _1'—.+_7;_+_;3—+T-+ &e.
En substituant cette valeur de #” dans 1'équation (3) dun®. pré-
cédent, la comparaison des mémes puissances de r, donnera, quel

que soit £,
0=
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0=3 {(1-—##) (di(‘)}i_‘_(d:aw)“ (i41). U0,

du 11—

1+

11 est clair par la scule expression intégrale de #7, que UY)
est une fonclion rationnelle et cntiére de u, \/'1——_-7‘. sitl. @,
etV I—u".cos.=, dépendante de la nature du sphéroide. Lorsque
i==o0, cette fonction se réduit & une constante ; et dans le cas de
I=1, elle est de la forme
Hou+H' Vi@ sin.at H' V11— cos. > ;
H, H'; H" élant des constantes.
Pour déterminer généralement U9, nommons 7 le radical
1

V'r—2Rr. {cos.0.cos.8'Fsin. §.sin. 8 . cos. (7 = @) } 1 K ?
nous aurons

o=§“'{(“::)'(%§)}§ (% T) en (8T

r—pp
Cette équation subsisteroit encore, en y changeant 6 en ¢, = en o',

et réciproquement ; parce que 7" est une pareille fonction de 6 et
de =', que de 8 et de =.

Si I'on réduit 7', dans une suite descendante relativement a r;
on aura

Qm_;.Q(x) ~+Qw. __+Q(s> _+ &e. ;

QW étant, quel que soit i, assujéti & cette équation,,

ol ML ED e

et de plus, il est visible que Q¥ est une fonction rationnelle et
entiere de u, et V 1—pu*.cos. (@'—=) : Q) étant connu , on aurs
U®, au moyen de Péquation
U = fp. R**.dR.da'.d¥ .sin.¢'. QW
Supposons maintenant le point attiré, dans lintérieur du sphé-
Mican. ctu, Tome I1. D
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roide; il faut alors développer expression intégrale de #7, dans
une suile ascendante par rapport & r, ce qui denne pour #7, unc
série de cette forme,

F=vO 4 r. O+ o0 4P oo & s
# ¢tant une fonction rationnelle et entiére de ¢, V' 1—p*.sin. =,
et V 1—p*.cos.=, quisatisfait & la méme équation aux difllérences
partielles que UY, en sorte que l'on a

dv® ddv®
om{t{o=ew- (GO (F)
" + vy +i.(e41).00.

Pour déterminer ), on réduira le radical 7', dans une suile
ascendanle par rapport a r, ct 'on aura

O(O)-{-Q(').;%‘*’Q(k)'"r:

R R3
les quantités Q©), QM), QW, &c., étant les mémes que ci-dessus ;
on aura douc,

5
T = +Q(’.E+ &e.;

vm:f;.rin.rln’.(?o'.sin“'.Q(‘) )
R—1 >

Mais comme Pexpression précédente de Tyn’cst convergente, quau-
tant que R est égal on plus grand que r; la valeur précédente
- de &, nest relative qu’aux couches du sphéroide, qui enveloppent
le point attiré. Ce point étant extérieur par rapporl anx autres
couches; on déterminera la partie de #7, qui leur est relative, par
la premiére expression de #” en série.

10. Considérons d’abord les sphéroides trés-peu différens de la
sphére, et déterminons les fonclions U, UM UW, &e., 90,
v, o &e., relatives & ces sphéroides. Il existe une équation
différentielle en #7, qui a Jieu a leur surface, et qui esl remarquable,
en ce qu'clle donne le moyen de déterminer ces fonctions , sans
aucune intégration.

Supposons généralement, la pesanteur proportionnclle & une
puissance 7, de la distance; soil .M, une molécule du sphéroide,
et fsa distance au point attiré ; nommons &7, Viutégrale /. f ' .dM,
celte intégrale s'élendant A la masse entiere da sphéreide. Dans
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‘ . M i
Ic cas dc la natare, ot n =—uz, clle dev1ent/‘~f—., ct nous 'avons

pareillement exprimée par 77, dans les n°. précédens. La fone-
tion »”aTavantage de donner par sa différentiation, Vattraction
da sphéroide, paralltlement a une droite quelconque ; car en
considérant f, comme une fonction de irois coordonnées du point
altiré, perpendiculaires entre clles, ct dont I'une soit paralléle
a cette droite 5 si 'on nomme r, cette coordonnée ; Pattraction du

sphéroide suivant r, et dirigée versson origine, sera /- f. (d—{ ) dM;

, , L1 14 .
clle scra par conséquent égale & \ar) ce qui dans le cas de
n+1 r

. dv .
Ja nature, sc réduit & —-(W , conformément a ce que nous

avons trouvé précédemment.

Supposons maintenant que le sphéroide differe trés-peu d'une
spheérc du rayon a, dont lc centre soit sur le rayon r perpendi-
culaire 4 la surface du sphéroide, Porigine de ce rayon ¢tant sup-
posée arbitraire , mais trés-prés du centre de gravité du sphéroide;
supposons de plus que la sphére touche le sphéroide , et que le
point attiré soit au point de contact des deux surfaces. Le sphéroide
est égal & la spheéve plus & Pexcés du sphéroide sur la sphére;
or on peut concevoir cet excés, comme étant formé d’'un nombrs
infini de molécules répanducs sur la surface de la sphére, ces
molécules devant étre supposées négatives, par-tout ou la sphere
excéde le sphéroide ; on aura donc la valeur de #7, en délermi-
nant cette valeur, 1° relativement & la sphére ; 2°. relativement a
ces diverses molécules.

Par rapport & la sphére, #” est une fonction de @, que nous
désignerons par « : si 'on nomme ensuite dm, une des molé-
cules de Pexces du sphéroide sur la sphére, et f, sa distance an
point attiré; la valeur de #” relalive & cet excés, scra [.f**'.dm ;
onaura donc pour la valeur entiére de 2, rclative au sphéroide,

F=a+(. " .dm.
Concevons que le point attiré s’¢éléve de la quantité infiniment
petite dr, au-dessus de la surface du sphéroide et de Ja sphére,
D2



28 MECANIQUE CLELESTE,
sur le prolongement de r ou de @; la valeur de #” relative a cette
i . . . dv
nouvelle position du point attiré, deviendra 2~ +(7;>.lll‘ ;A
augmentera d’une quanlité proportionnelle 2 dr, et que nous
veprésenterons par 4 ’.dr. De plus, sil'on nomme 3, 'angle formé
par les deux rayons menés du centre de la sphére , an point attiré
ct & la molécule dm; la distance f de eette molécule au point
altiré,, scra dans la premitre position de ce point, égale &

Vi a*.(1—cos.3) ; dans la seconde position, ellc sera

V(a+dr)’—2a. (a+dr).cos.y-+at,
ou f. (1 + ;-17:) ; lintégrale /. *'.dm, deviendra ainsi,

{ 1+ n+l> }ff""".tlm'

ou aura donc

d
(l”) dr=_A".dr+ n+l) :r,f.f"'h.dm;
en substiluant au lieu de f/.f**'.dm, sa valeur #—, on aura
(dlf) 4 (n+:z) A+(n+1)‘V @)

dr 2a

Dans le cas de la nature , équation (1) devient

—a.(‘i'd_"_/-) ——ad'— ALV

La valeur de 7~ relative a la sphére du rayon «, est parlen®. 6,
47.a®

3

—a(‘f,’,’) L (9)

On doit observer ici, gue cette équatmn alieu, quelle que soitla
position de la droite », et dans le cas méme ou elle ne scroit pas
perpendiculaire & la surface du sphéroide , pourva gu’clle passe
fort pres de son centre de gravité; car il est facile de voir que
Pattraction du sphéroide, décomposée suivant ees droites, etqui,

, . 47.ad . 4Ta
égale a 4 , ce qui donne A= i A’:——g—; on aura

donc

R dv .
comme on Pa vu, est égale a —(HT)’ est, quelle que soitleur
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position, toujours la méme, aux quantités prés de Lordre du
quarré de excentricité du sphéroide.

11. Reprenons maintenant, Pexpression générale de #~ du
n° g, relative a un point attiré extérieur au sphéroide,

U® Uo ym
=—t—+t5+ &e.;

la fonction U® étant, quel que soit i, assujétic & Péguation aux
différences partielles,

dUW ] i
il CEON (550)
£ +XT L (i) U,

dy 1—up

On aura, en différentiant Ta valeur de #; par rapporta r,

dV UL .UM 3.0®
— (Tl?) = —'n— __;.f—+ T'!" &C.
Représentons par a.(1+42y), lc rayon mené de Povigine de »,
a la surface du sphéroide, « étant un trés-petit cocfficient cons~
tant, dont nous négligerons le quarré et les puissances supéricurcs,
ct v étant une fonction de ¢ ct de =, dépendante de Ia nature da

sphéroide. On aura aux quantités prés de Iordre «, &= f_.‘f’
3r
dott il suit que dans V'expression précédente de ;1 la quan-

T.0%

tité U est égale & 4 , plus & une trés-petite quantité de Yor-

dre «, et que nous désignerons par U’ 90, ey quantités U,
U™, &c., sont tres-petites de Pordre «. En substiluant a. (1 +ay),
au lieu de 7, dans les expressions précédentes de 27 et de -(517’:),
ar
et en négligeant les quantités de Pordre «*; on aura relativement
i an point attiré placé a la surface,
. U©  Um pgm
LV =3 n'.a’.(l—uy)+—;a—+————+ -+ &c.;

2a* 24’

ary_. o, U® 2 U0 3.0
a. ﬁ>—:‘"“-(1—2w)+-7;+ pr +*(;,,—+&c,;



50 MECANIQUE CELESTE,
Si l'on substituc ces valeurs, dansPéquation (2) dun®. précédent;
on aura

U'e 300 5.U® U™
e
a a a

bam.aty= + &c.;

Il suit de-14 que la fonction y est de cette forme,
y=YOLYOLYOLY O e

les quantités ¥, ¥ ), ¥ @, &c., étant ainsi que U, UM, U, &e.,
assujélics & cette équation aux différences particlles,

(O] i)
ela=—ew (G (50
o + i +i(i41). Y05

celte expression de y n'est donc point arbitraire, mais elle dérive
du dévcloppement en série, des atlractions des sphéroides. On
verra dans Je n°. suivant, que y ne peut se développer ainsi, que
d’une seule maniére; on aura donc généralement, en comparant
les fonctions semblables,
Uo=42T gin yo;
2i41
d’olt I'on tire, quel que soit r,
- T. 3 3
s i {Y(°>+:r.Y('>+:—r;.Y<’>+7ﬁr-3-.Y(3>+&c.};(5)
1 ne sagit donc plus, pour avoir #, que de réduire y, sous la
forme que nous venons de lui supposcr ; nous donnerons dans la
suite, une méthode fort simple pour cet objet.

Silon avoit y =Y @, la partie de # relative a Pexcés du sphé-
vuide sur la sphére dont le rayon esta, ou, ce qui revient au
méme, relative 4 une couche sphérique dont le rayon cst a, et
far. a3 YD
conséyuent, proportionnelle d y; et il est visible que cc nest que
dans ce cas, quc cette proportionalité peut avoir lieu.

12. On peut simplifier Yexpression Y+ Y M4 ¥4 &e.,
de y, ct en faire disparoitre les deux premiers lermes, en prenant
pour a, le rayon d’une spheére ¢gale en solidité, au sphéroide,

Pépaisscur aay, seroit 5 cette valeur scroit, par
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ct en fixant Vorigine arbitraire de », au centre de gravité da sphé-
roide. Pour le faire voir, nous observerons que la masse M dn
sphéroide supposé homogene, et d'une densité représentée par
Punité, est par len®. 8, égale a fR*.dR.du.d=, ou it t.fR" . du.d=,
R’ étant le rayon R prolongé jusqu’a la surface du sphéroide. En
substituant pour R/', sa valeur a.(1+4ay), on aura

3
M= 4#3:: +ed’. [y du.d=.

Tl ne sagit doncquede substituwer poury, savateur ¥ )4+ ¥ 4-&e.,
et d’effectuer ensuite les intégrations. Voici pour cet objet, un
théoréme général et fort utile dans cette analyse.

«Si Y¥ct Z© sont des fonctions rationnelles et enticres de g,
» YV 1—w.sing, ot ‘/1_——1?.005.’”, qui satisfont aux équations
suivantes ,

{ d Y ) dd Y
» 0= d'[(l—‘u#) ( du >} (zl_;—>
4+ Fi(iy). Y0,

<

du L — (4 lh
Az 1dZ¢Y
» 0o= d. {(l—-u[‘) ( du ))} (%{lv_.>
o ~(+ i +i (i) 21

=

on a généralement,

» [YO.Z dp. dv=0,
lorsque i et i’ sont des nombres entiers positifs différens entre
» eux; les intégrales étant prises depuis u =—1, jusqu'a p=1,
et depuis =0, jusqu'a ® =2, 27 étant la circonférence dont
le rayon est Yunité ».
Pour démontrer cc théoréme, nous ohserverons quien vertu de
la premiére des deux équations précédentes aux différences par-
ticlles, on a

=

a4

@S e (N
SYO.Z28) . du.dz. = ~—-—-fZ(‘ [ Tdre ) Sdud

du

' 7 (d(ly(‘))
~m | T e
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oron a, en intégrant par parties relalivement a .,
—a [T yo
sz {070 e (1=, ()27
—
4z
—(1—pp) Y O[S
(=kp). ( I‘)
[, (dzo\)
/Y0, d'l(l W)'(E;_)J Jd;

et il est clair quessi Fon prendlintégrale depuis o =—1, jusqu’
#=1, le sccond membre de celte équation se réduit & son der-
nier terme. On a parcillement, en intégrant par partics, relative-
ment & =,

()t 20 ) (20 )

ct ce second membre se réduit encore & son dernier terme, lors-
quel'intégrale est prise depuis == o, jusqu’a =27, parce que les

dYu , AL N
valeurs de Y©), ( ) 2% t( - ) sont les mémes & ces

deux limjles; on aura donc alnsi,

- gl (Z2)) (2
JY®.Zu ’-tl{t-d@=—m~fyb)-dﬂ-d'"- K }_('517") f

dy 1=pp

'oit Pon tire , en vertu de Ja seconde des deux équations précé-
dentes aux différences partielles,

SYO.Z0d, dw = z (; +l) j' Y9,29),dp.d=;
on a done
o= /ym, z(i'),,;,‘,d,,
lorsque 7 est différent de 7',

De-la, il est aisé de conclure que y ne peut se développer que
d'une seule maniére, dansune série de Ja forme Y©)4 Y4 Y ®)
4 &e.; car on a généralement,

Sy Z9.dude=[Y0,20,dy.du;
Bi
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si l'on pouvoit développer y dans une autre série, ¥, 4 Y )4
Y4+ &c., de la méme forme; on auroit

Sy ZO= YD, 20.du.dw;
partlant
YO.ZO . du.da=fYD,ZO, du.d=;
S,

or il est facile de voir que si Pon prend pour Z®, la fonction la
plus générale de son espece, Péquation précédente ne peut sub-
sister que dans le cas ot ¥,) = Y@ ; la fonction y ne peut donc se
développer ainsi, que d’unc seule maniére.

Si dans Pintégrale fydu.d=, on substitue pour y, sa valcur
Y©O4L Y4 Y4 &e.; on aura généralement, o =Y 9. dy. da,
i étant égal ou plus grand que Punité; car Lunité qui multiplie
du.dz,est com prise dansla forme Z), qui convient & toute quan-
tité constante, ou indépendante de x et de = Lintégrale fy.dp.do
se réduit donc & ¥ ©du.d=, ct par conséquent a 4=.Y ¢); ona
donc

M=4%na'+han.a’.¥YO;

ainsi, cn prenant pour @, le rayon de Ja sphére égale en solidité,
au sphéroide; onaura ¥)=o0, et le terme Y ©® disparoitra de
Pexpression de v,

La distance de lamolécule dM, ou R*.dR.du.d=, auplan du
méridien d’ott 'on compte Pangle 7, est égale & R.V 1—4*.sin. = 5
la distance du cenlre de gravité du sphérside & ce plan, scra
donc fR'dR.du.d=.V 1=y .sina;et en intégrant par rapport a R,
ellesera ./ R*.du.d=.V T—@*.sin. =, R étant le rayon R pro-
longé jusqui la surface du sphéroide. Pareillement, la distance
de la molécule dM , au plan du méridien pcrpcndlculmre au pré-
cédent, étant R.V 1—*.cos. = ; la distance du centre de gravite
du sphéroide, i ce plan,sera ;./R*.du.d=. Vi—@.cos.=. Enfin
la distance de la molécule d M, au plan de Péquateur, étant yu;
la distance du centre de gravité da sphéroide, & ce plan, sera

LS Rt u.du.da. Les fonctions uy V 1—g*sin. = , etV 1—, .08, 7,
Mican. ctr, Tome I1, E
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sont de la forme Z(*), Z®) élant assujéti a Péquation aux différences
partielles,

el )

du h) 1—p

Silon congoit R développé dans lasuite N+ N4 N M4 &e.,
N® étant une fonction rationnelle et entiére de u, V' 1—w.sin. =,
V1—*.cos.w, assujétie & Péquation aux différences particlles,

dN® dd NG
5"- fo—em (" )}§ (%)
( d[l. )+ — +l‘-(i+l)-N(‘),’

les distances du centre de gravité du sphéroide, aux trois plans
précédens, sevont cn vertu du théoréme général que nous venons
de démontrer,

LINO. dp.dw. V i—psina 5

L /NO.dp.dw.V 1—p*.cos. @ 5

1/ N u.dp.dw.

N® est par le n g, dc la forme &.u+ B. Vi—p. sin.w
+C.V1—i*.cos.w, 4, B, C étant des constantes; les distances

précédentes deviendront ainei, Z.B, -;: c, % . A. La position

du centre de gravité du sphéroide, ne dépend ainsi que de la
fonction N (); ce qui donne un moyen trés-simple pour la déter-
miner. Si Porigine du rayon R’ est ace centre ; celte origine étant
sur les trois plans précédens , les distances du centre de gravité &
ces plans, seront nulles, ce qui donne o =o, B=o0, C=o,
partant N =o.

Ccs résultats ont lieu, quel que soit le sphéroide : lorsqu’il est
trés-peu différent d’une sphére , on a R'=a.(1+4 ay), et
Ré=a'.(14+4ay); ainsi, y étantégal A YOI+ Y 4+ Y +&e.;
on a NM=4aat.Y"; la fonction ¥ disparoit donc de I'ex-
pression de 3, lorsque Fon fixe Yorigine de R, au centre de gra-
vité du sphéroide.
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13. Concevons maintenant le point attiré, dans I'intéricur dn
sphéroide : nous aurons par le n®. g,
V= O dr o0 2 o0 P oD e e,

. dR.da'.d¥ .sin.8". 0O
o pindzdr

T

Suapposons que cette valeur de 7 soit relative 4 une couche dont
lasurface intérieure soit sphérique et du rayon a, etdont le rayon
de la surface extérieure soita.(14-ay ) ; I'épaisseur de cette couche
sera aay. Sil’on désigne par y', ce que devient y, lorsque l'on y
change 0 et @, dans 8’ et #’; on pourra, en négligeant les quantités
de Tordre «*, changer ren @, et dR en «ay’, dans Dexpression
intégrale de ¢; on aura ainsi,

=" [y . da'.dV .sin.¥, QU
a3

Relativement & un point placé a extérieur du sphéroide, on a par
len®. g,
U® U U
t—t -+ &
r r r
U= fR**.dR.d3'.d¥.sin.0/. Q¥ ;
si on suppose “cette valeur de /7, relative & une couche dont le
rayon intérieur esta, et dontle rayon extérieur csta.(1+42y), on
aura

V =

UO=a.a*.fy.da'.d¥ .sin.0'. QW ;
partant

onaparlen® 11,
{ar.a 3. YO

() =
v 2i41 ’
donc
6 _4am YO
v T (ai41).a’

ce qui donne
r r
—4 s IO O WL <O A
I/_..Lur.a.{y +5 Y +ia Y +&c}

11 faut ajouter a celte valeur de #, celle qui est relative & la couche
L2
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sphérique, de Lépaisseur a—r, qui enveloppe le point attiré,
plus celle qui est relative & la sphére du rayon r, et qui est au-
dessons du méme point. Si on fait cos. '=4y/, on aura par rap-
port a la premiére de ces deux partics de 7

o pdR.ds.dy.QO

o) = f e

Pintégrale relative & ¢’ devant étre prisc depuis ¢ = —1, jusqu'a
p=1. Eninlégrant par rapport 4 R, depuis R=r, jusqu'a R=a,
on aura

p= 1, {‘_-_;} Jda' . Q0

ai—s r—a
or on a généralement, par le théoréme du n° précédent,
Jdo' . du' . Q¥=0, lorsque i est égal ou plus grand que Punité:
lorsque i=0, on aparlen® g, Q=13 de plus, I'intégration
relative & @'y doit étre prise depais ='=o0, jusqwa «'=37; on
aura done
v =gm.(a*—=r").
Cetle valenr de ¢ est la partie de 7 relative & la couche sphé-
P 3 it

rique de Pépaisseur a—r.

La partie de #7; relalive a la sphére dont Ie rayon est r, est
¢gale a la masse de cette sphere , divisée par la distance du point

- . . , 47t
allivé & son centre ; elle est par conséquent, égale a = En

véunissant ces diverses parties de 77, on aura pour sa valeur
entiére,
3 2 3 2 0 r 1 r 3 r3 3
V=ama' =37 r'+ber.a® { YO 4 — T f— YO 4 — Y4 &g, s (4
3a ba* 76 ?

Supposons le point attiré, placé au-dedans dune couche & trés-peu
pres sphérique, dont le rayon intérieur est
ataa {YOr Y4 Y04 &),
et dont le rayon exlérieur cst
atad (Y'O+Y'O4L Y04 &),

On peut comprendre les quantités ea. ¥, et 2a’. 7', dans
les quanlités a et a'; de plus, en fixant Porigine des coordon-
nées, au centre de gravité du sphérvide dont le rayon seroit
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ataa. {4 4&c.}, on fera disparoitre ¥, de Texpression
de ce rayon; et alors, le rayon intérieur de la couche, sera de
cette forme,

ataa {YO+ YO+ YW1 &},
ctle rayon extérienr sera de la forme,
d+ad (Y'O+Y O+ YO+ e},
On aura la valeur de 7, relative  celte couche, en prenant la diffé-
rence des valeurs de 7, relatives & deux sphéroides dont le plus
petit auroit ]a premiére quantité, pour rayon de sa surface, ct
dont le plus grand auroit la seconde quantité, pour rayon de sa
surface ; en nommant donc 4, #, ce que devient #; relativement
a cette couche, on aura
sV =am(d' =) e, {ii'.y'm,ﬁ. (Po—y®) +ﬁ.(ffi)~-y-”-’)+&c.‘.
3 5 7 \¢ a )
SiTon vent que le puint placé dans Pintéricur de la couche, soit
également attiré de loutes parts; il faut que 8./ se réduise & une
constante indépendante de r, 8 et #; car on a vu que les diffe-
rences particlles de o,/ prises par rapport a ces variables, expri-
ment les attraclions particlles de la couche, surle point atliré; on
adoncalors, Y’ =0, et généralement,

N a\is .
y'm:(*) YO
a

en sorte que le rayon de Ja surface intérieure, étant donné; on aura
celui de la surface extérieure.

Lorsque la surface intéricure est elliptique, on a ¥ *) =o,
Y=o, &c.; et par conséquent ¥'®==0, ¥'®=0; les rayons
des dew: surfaces intérieure et extérieure, sont done

a{142.Y} 5 d {14270},
ainsi, Pon voit que ces deux surfaces sont semblables ct semblable-
ment siluées ; ce qui est conforme & ce que nous avons trouvé
dans le n’. 3.
14, Les formules (3) ct (4) desn®. 11et13, embrassent tontc
la théorie des attractions des sphéraides homogénes trés-peu diffé-
rens de Ja sphére; il est facile d'en conclure celle des sphéroides



58 MECANIQUE CELESTE,
hétérogénes , quelle que soitla loi de la variation dcla figure, et de
Ja densité de leurs couches. Pour cela, soit 4.(142y), le rayon
d'une des couches d'un sphéroide hétérogéne, et supposons que y
soit sous cetle forme, ¥ 4+ Y 4+ YO+ ¥ O+ & ; les cocfliciens
qui entrent dans les quantités ¥, ¥, Y, &c., étant des fone-
tions de a, et par conséquent variables d’unc couche i lautre.
Si Yon différentie par rapport & @, Ja valeur de #” donnée par la
formule (3) dun® 11, et que 'on nommep, la densité de la couche
dont le rayon est a.(14ay), ¢ étant une fonction de a seul;la
valeur de /" correspondante & celte couche , sera pour un point
attiré extéricur,

4 44 at a’

ondat+—= {a’-Y(°3+—-Y(‘)+——.Y(’)+ &c.},-

3r 3r 5

cette valeur sera donc, relativement au sphéroide entier,

4 o Lyol® yor s yor s yo }
r=2 pda+h .ﬁ.d.{a.Y A YO Y O T O e 5(6)

les intégrales étant prises depuis a=o, jusqu’a la valeur de g,
qui a lieu 4 la surfuce dy sphéroide, et que nous désignerons
par a,

Pour avoir la partie de #” relative & un point aitiré intéricur
au sphéroide; on déterminera d’abord la partie de cette valeur,
relative & toutes les couches auxquelles ce point est extérieur.
Cette premicre partie est donnée par la formule (5), en pre-
nant lintégrale depuis a=n, jusqu'a e =a, a éant relatif a la
couche sur laquelle se trouve le point attiré, On déterminera
la seconde partie de /7, relative a toutes les couches dans Iin-
térieur desquelles ce point se trouve, en diférentiant Ja for~
mule (4) du n® précédent , par rapport aa ; en multipliant ensuite
celte diflérenticlle par ¢, et en prenant Vintégrale,, depuis a=a,
jusqu'a @ =a: la somme de ces deux parties de #” sera sa valeur
enti¢re relative & un point intéricur, et Pon aura pour cette
somme,

V=%zﬁ.d-a*+ﬁ,’-ﬁ {a YO+ rw+— <“+— "“f&“}

farfpodiaplom fpd. {a*.y<°>+?.y('>+? y(->+;, yw>+&c,}3 )
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les deux premiéres intégrales étant prises depuis a=o, jusqua
a=a, etles deux derniéres étant prises depuis a=a, jusqu’a
a=4; il faut de plus, aprés les intégrations, substituer @ au lieu

1—ay . 1
3, au lieu de = dans

dc ry dans les termres multipliés par , et "

le terme %.j‘p.d. a’

15. Considérons présentement , les sphéroides quelconques.
La recherche de leur attraction, se réduit par le n°. 9, a former
les quantités TUW et ¢ : on a par le méme n°.,

U =fp. R .dR.d¥ .da'. QD ;

les intégrales devant étre prises depuis R=o0, jusqu’a sa valeur
a la surface, depuis '=—1, jusqus & =1, et depuis »'=o,
jusqu’a @’'=2=. Pour déterminer celtc intégrale, il faut con-
noitre Q¥. Celte quantité peut se développer dans une fonction
finie de cosinus de Vangle @ —=', et de ses multiples. Soil
€.co8.n(#—a’), le terme de QY, dépendant de cos,n.(z—='),
¢étant une fonction de x et de ' : si 'on substitue au lieu de Q©,
sa valeur, dans I'équation aux différences particlles en Q¥ du
n°.g;on aura, en comuparant les termes multipliés par cos.z. (a-='),
cetle équation aux différences ordinaires,

d'{(l‘#!‘)-<g‘:‘>} ».e
o=__._d#___i‘.,_ — :J+i.(i+1).é',-
Q% étant le cocfficient de %, dans le développement du radical
1
Vo ahr e rv i VT oo () 2R
Le terme dépendant de cos. n.(=— '), dans le développement de

ce radical, ne peut résulter que des puissances de cos. (#—='),
égales a n, n+9, n+4, &c.; ainsi, cos. (#—=') ayant pour fac~

teur ¥V 1—u*, ¢ doit avoir pour facteur (1 —¢*)%. 1l est facile de
voir par la considération du dévcloppement du radical , que ¢est
de cette forme,

Ld . . s
(1—pp)s. (A @+ O W0 4O W Kol
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Si Pon substitue cette valeur dans Péquation différentielle en ¢,

la comparaison des puissances semblables de #, donnera

(i=~n—as+2).(i—n—as+41)
25.(3t—2541)

d'olt Lon tire, en faisant successivement s =1, s=2, &c., les

valeurs de 4, 4%, &e., et par conséquent,

A=

AU

i (t—n) (i=n=) ., | (i=n).(i=n=1).(i=n—2).( /l—n—o) e

-y (l-t‘)? Tafaim) B 2.4.(a1=1).(2i=3)
ma = {:—-n) (i~n=1).(imn—2). (L—n—-5) (i~n—4).(1i=n~5) e
2.4.6.(2i—1). (n;-?:) (2i=5)

A estune fonction de &' indépendante de g ; or ¢ et ¢’ cutrant de
la méme manicre dans le radical précédent, ils doivent entrer de
la méme maniére dans Pexpression de ¢ ; on a donc
» R (i=n).(i=n=1)
A=y 1=y i — ———-———. wE &ty
POy a2.(2i=—1) +

¥ élant un coeflicient indépendant de et de &' ; partant,

n -]l
(:y.(l—{[’)i, {‘,ﬁ'ﬂ (;"()“(::)l) ' e, } (1-#’) {(’-L-n (;"()ﬂ[l—“l)l) _"-.+ &e. }
On voit ainsi que ¢ se partage en trois facteurs ; le premier indé-
pendant de w ct de ¢'; le second, fonction de ' seul ; et le troi-
siéme, fonction semblable en . Il ne s'agit plus que de déterminery.
Pour cela, nous observerons que si i~—n est pair; on a, en
supposant ¢=0, et ¢'=o0,

y-{r.a5.....(i-n)}* _y- {135 fimn=1).1.3.5. (i4n=1))t
{n fouo(i=n).(21~r1). (a—?)) (;+u+|)}‘ {l 8.5....(si=1)) '

8i i~n est impair, on aura, en ne conservant que la premiére
puissance de u et de

yop' {195, (i-n)} _ et {1 BB(i=n) 1 5 5 (i40)}
{z G (ime=1) (21 ). (90 B o (i40+2)}* {13.5.....02i=1)}* '

Le radical précédent devient, en négligeant les quarrés de et

de ',

{r—aRr.cos.(=1') -l-R'}-% 4 Rropd {r*=arR.cos, (3=’ )+R‘}—% i (N
Si
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SiYon substitue, au licu de cos.(=—='), sa valeur en exponen-
tielles imaginaires, et si 'on nomme ¢, le nombre dont le loga-
rithme hyperbolique est 'unité ; la partie indépendante de pu
devient

{r—R.::'("’—'H,)‘/:l }*_ ’ {r—R.c_(”""')\/T—-l }—
[ (a—mn' )‘/-_—-1 ---71.(»:7.@').‘/*_,l
} , ou

Le cocllicient de =]

2

R¢ .
de ‘,T?,.T-C"s'”(”"’”l ), dans le développement de cette fonction,

est
2.1.3.5,...(i4n—1)1.3.5...  (i—=n—1) .

2.4.6....(i4n).2.4.6....(i—n) ’
cest la valeur de ¢, lorsque i—7 est pair. En la comparant i
celle que nous venons de tronver dans le méme cas , on aura
1.3.5....(2i=1) l(l—l) (i=n41)
y=2a 173'—2_) Trida)
Lorsque =0, il ne faut prendre que la moilié de ce cocflicicut,

clalorson a
(- 3.5.. l-—l a
1.2.3.. ’

R
Pareillement , lc coeflicient de — i icos.n (7 =—a'), dans Ja

fonction (f), est
2.1.3.5....(t4n).1.3.5....(i—n)
246 (i+n—1).2.4.6.. (imn—1)’
Cest le cocfficient de wy', dans la valeur de ¢, lorsque Pon néglige
les quarrés de ¢ et de i, et lorsque i—n est impair. Enle com-
parant a I'expression que nous venons de trouver pour ce coelli-
cient dans le mc‘mc cas, on aura

y=1. ( (“—l)) i(i=1)....(i=n1)

1.2.5....1' ‘(i) (it2).. ... (i4+n)’
expression qui est la méme que dans le cas de i—n pair. Sin=o,
on aura encore,

MicaN. ctr Tome Il i
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16. De ce qui précéde, nous pouvons conclure la forme
générale des fonctions Y de u, V 1—ut.sin. =, et V 1—*. cos, 7,
qui satisfont a Péquation aux diftérences pacticlles

ot ()

du 1=

+i(i+1). YO,

En désignant par ¢, e cocflicient de sin.z=, ou de cos.na, dans
Ia fonclion Y@; on aura

sfomr(E)] ae

o= Fi(i+1).0
de 1=y

€ cst égal & (1—;4;1); mulliplié par une fonction rationnelle ct
enticre de g, et dans ce cas, on a parlen’ précédent,
n | .

= ,4("').(1—14#)"‘.{14""' —Lg;(;—:jj—i.14i""’+ &c.} ,
A" ¢tant une arbilraive ; ainsi, lu partic de Y@ dépendante de
Yangle na, cst

(1—up):, {pi'“—(i%)(i:%:—:;i.yi'""+ &c.}.{d(”).sin.nw—{-B(“).cos.nr:},-
A" et B étant deux avbitraires. SiLon fait successivement dans
celle fonction, n==0, n=1, n=2.... n=i; la somme dec toutes
les fonclions qui en résulteront, sera lexpression généralede Y,
et celte expression renfermera 2 i+1 arbitraives BW), 40, B,
A", B, &c.

Considérons maintenant, une fonclion §, rationnelle et enti¢re
de Yordre s, des trois coordonnées orthogonales #,y, z. Si on
représente par R, la distance du point détermingé par ces coordon=
nées, a leur origine ; par 8, Pangle formé par R, et par Paxe des x;
ctpar @, Pangle que le plan des x et des y, forme avee le plan pas-
sant par K, ¢l par Paxe des x5 on aura

x=Rp; y:R.l/l—y’.cos.W,- z=R.V1—p sina,

Lin subslituant ces valeurs duns 8, et cn développant cetie fonc-
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tion, cn sinus et cosinus de Pangle = et de ses multiples; si Sest 1a
fonction la plus générale de Pordre s, alors sin.na ct cos.na,
seront multipliés par des fonctions de la forme

(I—MA)’:—. {A.w"+B.pw "+ Cos "+ &e. )
ainsi la partic de &, dépendante de Pangle nw, renfermera
2.(s—n+1) constantes indéterminées. La partie de &, dépen -
dante de Jangle @ et de ses multiples , renfermera donc s.(s+1)
indétermindes : la partie indépendante de @, en renfermera s+1;
&8 renfermera donc (s+1)* constantes indéterminées.

La fonction YO 4+YM4L¥®, .., + ¥ renferme pareillement
(s+1)* conslantes indéterminées, puisque la fonction ¥*9) cn
renferme 2i+41; on peut donc transformer ', dans une fonction
de cctte forme, et voici la maniére la plus simple d’exécuter cetle
transformation.

On prendra, par ce qui précéde, I'expression la plus générale
de Y ; on la retrancherade 8, et 'on déterminera les arbitraires
de Y, de manitre que les puissances et les produits de et de
7 —up, deYordre s, disparoissent dc la différence S—X; cette
différence deviendra ainsi une fonction de ordre s—1, que nous
désignerons par §'. On prendra Pexpression la plus générale de
Y™ ; onlaretranchera de §’, etl’on déterminera les arbitraires
de Y™, de maniére que les puissances et les produits de « et de
V1=, de Pordre s—1, disparoissent de la différence §'— Y ¢,
En continuant ainsi, on détermincra les fonctions Y, Y-,
Y ™) &c., dont la somme forme §.

7+ Reprenons maintenant , Péquation du n®, 15,
U® =fp.Ri+’.dR.(ly'.d'v'. Q.
Supposons R fonction de ', =’, et d'un paraméetre a, constant

pour toutes les couches de méme densité, et variable d’une couche
4 laatre. La différence d.R élant prise cn supposant ¢’ et @' cons-

dR
lans, on aura dR= (-E).da; partant,

[j(')—-,_‘l__3 JSre (dR )da.dy da'. QY.

F 2
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Concevons R** développé dans unc suite de cetle forme,

VAR AR ACR Y ADNS. I
Z'® étant, quel que soit i, unc fonction rationnelle ct entiére de i,

V1= .sin. o', el V 1—@*.cos. ', qui satisfait & Péquation aux
différences partielles,

d2'G) 'y
. ll.{(l —[4,’). T) ( Z
0= T £ 7+ +i.(i+1)Z'0,

La différence de Z'® prisc par rapport aa, satisfait encore 2 celle
équation, et par conséquent clle est de la méme forme; on ne
doit donc, en vertu du théoréme général dun®. 12, considérer
quc le terme Z'® dans le développement de R+, ct alors on a
o= S (‘l ze ’) da.di d'. QO.

Lorsque lesphéroide est homogene et peu différent d’une sphére,
on peut supposer p=1, ct R=a.(1+«%'); on aalors, cn inté-
grant par rapport a a,

O 7O Ju dw . OD
U ”i+3'/Z A odw L QV.

De plus, si P'on suppose y” développé dans une suite de la forme
Y4 _Y"(l)+ Y'®O4Y 4 &e. ,

Y’ satisfaisant & la méme équation aux différences partielles que
Z'®; on aura, en négligeant les quanlités de Yordre «*,
Z'D = (i+3).2.a*.Y'®; on aura donc

UD=ra.a"*.fY'D . di' da'. QY.
Silon désigne par ¥, ce que devient ¥, lorsque Pon y change
« ety dans pet = ; on a par len®. 11,
far. a3

)= (OB
U= pry YO,
on a done ce résullat remarquable,
47.YD
0 o da . OO =
SY'O . du.da'.Q T (1)

Celte équation ayant licu, quel que soit ¥'®, on doit en con-
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clure généralement que la double intégration de la fonction

[Z'D.dy . da'. QW, prise depuis ¢’ ==—1,jusqu’a ¢’ =1, et depuis
pA0)

' =0, jusqua ' =27, ne fait que transformer Z'®> dans %——,
TR

Z9 ¢tant ce que devient Z'¥, lorsque Yon 'y clmnge @ et &' dans

“etw; on adone

4 dZ(')
O 47T .
U=/ (G ) e

ct Ja triple intégration dont dépend U(’), se réduit-a une scule

intégration prise par rapport & a, depuis a=o0, jusqu'a sa valeur

i la surface du sphéroide.

L’équation (1) offre un moyen trés-simple d’intégrer la fonction
SYO . ZO dp.dw, depuis p=—1, jusqu’a p =1, et depuis s =o,
jusqu’a = =27. Ea cffet, la partic de ¥ dépendante de Pangle 73,
est, par ce qui précéde, de la forme a. { 4™ sin.na+ B, cos.na},
Aélant égal &

n [—=n).(l=—n1=—1 .
: { l—"_.(—‘) ( ).p.“""+ &c.},-

(1—up)s. 3k afeiza)

on aura donc
Y O=x,{AD.sin.na'+ BM.cos.na'};
A" étant ce que devient A, lorsque u se change en #". La partie de Q©
dépendante de Vangle na, est par le n°. précédent, y.an".cos.n(a-="),
ou .. {cos.n®@. cos.na’ + sin.nm.sin.ne'}; ainsi la partie de
Yintégrale [ Y. dw' . d='. Q¥ dépendante de Vangle na, scra
. sinna A2 dy . da' sinna’s { 4.sin. ne'+ B®. cos. na'}
+yn.cos.nm n o du o de’ ccosna’ s { AW sinns’ + B, cos.na'),

En exécutant les intégrations relatives a @', celte partie devient
yrar { AP sinna+ B cos.na} A dy';
mais en verta de Péquation (1), cettc méme partie est égale i
47
2i41

A fAM.sinna+ BP.cosna};

on a done

4

fAI’.(l‘u =mv
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Représentons maintenant, par A, { Z' . sin.na+B'™.cos.n=},
la partie de Z® dépendante de Pangle n 2. Cetlc partie doit seule
étre combinée avee la partic correspondante de ¥ ; parce que
les termes dépendans des sinus et cosinus de Pangle = et de scs
multiples , disparoissent par Pintégration , dans la fonction
SYO.ZO. dp.d=, intégrée depuis = =0, jusqu’d #=27; on aura
ainsi, en n’ayant égard qu’a la partie de Y dépendante de Pan-
gle n=,
JSYO ZO dp.dw =
S dpda, {A(")‘sin.nn-l-B‘"’.coe.nw} . {.4’("’ sin.na+B'".cos.n=)

=7 ADAP+BO.B VY N du=e—— { A A OB, B ).

( 2L+l) r
Yn supposant donc successivement dans le dernier membre, n=o,
n=1, n=2,....n=i; la somme dc tous ces termes, sera la
valeur de Vintégrale [Y.Z0, dp.da,

Sile sphéroide est de révolution , en sorte que I'axe avec lequel
lc rayon R forme Pangle =, soit 'axe méme de révolution; langle =
disparoitra de expression de Z%, qui devient alors de cette forme,

lﬂ_ﬂ__’) o f i B(=1) L i(i-1).(i-2).(i-3) -
rasa { Taaiyt Y i)t &c}’

A étant unc fonction de a. Nommons A?, Je coefficient de .7,
dans cctte fonction : le produit

1.3.5. ... (20 —1)\* i(im1) ]
( 1.2.3.....0 ){1 2(ai— )+&c.J,

. R
est par le n° précédent, lc coefficient de = dans le développe-
ment du radical ,

{r‘—-er{.uy’-}- Vi V1=, cos. (v—=')} +I{’}' "',-

lorsque 'on y suppose u et 4’ égaux & Punité. Ce coeflicient est alors
égal a1 ; on a douc

1.3.5.. o (3i=1) i.(i—1)
1,3.3,,..11 _'{1_9.(21'-—1)

+&c.}=1;



PREMIERE PARTIE,LIVRE IIL 4
cest-a-dire que A® se réduit a I'unité, lorsque »=1. On a cnsuite

. 4720 d 4O
i) —
Ve =Ts (a»+u“( )

Relativement & Yaxe de révolulion, p=1, ct par conséquent,
4‘r dA®
0 —.
U=t eyt ( ) das

donc si 'on suppose que relativement & un point placé sur le pro=
longement de cct axe, on a

)
e B )+£(_:_)_ Bm &

r ¥
on aura la valeur de # relative a un auntre point placé 4 la méme
distance de Porigine des coordonnées , mais sur un rayon qui fait
avec 'axe de révolulion, un angle dont x est le cosinus ; en mul-
tipliant lcs termes de ceite valeur, respectivement par a®, at),
A &e,-

Dans le cas ou le sphéroide n’est point de révolution, cette
méthode donnera la partie de #”indépendante de langle = : on
déterminera Pautre partie de cette manicre. Supposons , pour sim-
plifier, le sphéroide tel qu’il soit partagé en deux parties égales et
semblables, soit par Yéquateur, soit par le méridien oit Pon fixe
Porigine de Pangle =, soit par le méridien qui lui est perpendi-
culaire. Alors #” scra fonction de ¢*, sin.>w, et cos.*=, ou, ce
qui revient an méme, il scra fonction de u?, et des cosinus de
Pangle 2= et de ses multiples; U sera donc nul, lorsque i est
impair, et dans le cas ol il st pair, le terme dépendant de Pangle
ana,sera de la forme

(:—91:) (L—-zn—l)
a. (2:—-1)

€O, (1—pu)". {yi""‘ Wt 4 &e }.cos. 2nw,

Relativemenl & un point attiré, situé dans le plan de I'équatear
olt p=0, la partie de }7, dépendante de ce lerme, devient

)

= [%

ey (z+2n+l .

dott il suit qwayant développé &, dans une séric ordennée par

———,C08.2/2 7;
1—1)




48 MECANIQUE CELESTE,

rapport aux cosinus de l'angle 24, et de ses multiples, lorsque
le poinl attiré est situé dans le plan de 'équatenr; il suffira, pour
étendre cette valeur & um point quelconque atliré, de multiplier

les termes dépendans de ——2—"—~, par la fonction

{1 on). (L-9rl—l)

(31 ') i—an__ L~nn—s_ ]
(r—p)” { ey l-&c.J,

_])

on aura donc ainsi la valeur entiére de 77 lorsque ceite valeur
sera déterminde en série, pour les deux cas ou le point altiré est
situé sur le prolongement de I'axe du pdle, ct ot il est situé¢ dans
le plan de Péquateur; ce qui simplilie beaucoup la recherche de
celle valeur.

Le sphéroide que nous venons de considérer, comprend Pellip-
soide. Relativement a un point attiré situé sur 'axe du pole, que
nous supposerons ¢tre axc des #, on a parle n®. 2, b=o0,c=o,
ct alors Pexpression de #7du n°. 5, est intégrable par rapport & p.
Relativement & un point situé dans lc plan de Péquateur, on a
a=o0, ctlaméme expression de #~ devient encore parles méthodes
connues, intégrable par rapportd ¢ , en y faisant tang. g =¢. Dans
ces deux cas, I'intégrale étant prise par rapport a une de ces varia-
bles dans ses limites, elle devient ensuite possible par rapport a
Pautre, et Pon trouye que A éfani Ja masse du sphéroide, la valeur

==

de % est indépendante du demi-axe £ du sphéroide, perpendi-
culajre a Péquateur, ct ne dépend que des excentricités de Vellip~

.. o qs v 14
soide. En multipliant donc les différens termes des valcurs de 5
relatives a ces deux cas, et réduites en sérics ordonnées suivant les

. 1
puissances de ~ ) par les facteurs dont nous venons de parler, pour
avoir la yaleur de 7‘7 relative & un point quelconque attiré ; la
fonction qui en résultera , sera indépendante de £, et ne dépendra
que des excentricités; ce qui fournit une nouvelle démonstration

du théoréme que nous avons démontré dans le n®. 6.
S8i le point allix¢ est placé duns Vintérieur du syhéro'idc , Lat-.
traction
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traction qu’il éprouve, dépend, comme on I'a vu dans le n°. g,
de la fonction ¢, et Pon a par le n°. cité,

o fp .dR.du'.da'. QO

Ri~1 ’

équation que Pon peut mettre sous cette forme ,
,,(A)....__ fp- ( ) da.dy .da'. QO,
Supposons R*~ dévcloppé dans une suite de la forme
2O MDDt K
Z'® salisfaisant & Péquation aux différences particlles,

e R G

du’ 1—

Si de plus, on nomme z®, ce que devient z'® lorsque lon y
change ' enu, et %' en @ ; on aura par ce qui précéde,
ir dz®
vw:(ni-{-l).(a—-t} S ( ) da;

on aura donc ainsi , ’expression de #” relative a toutes les couches
du sphéroide qui enveloppent le point attiré. La valeur de #~
relative aux couches par rapport auxquelles il est extérieur, se
déterminera, comme on vient de le voir.

Mécan. ckx. Tome I1. G
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CHAPITRE IIL

De la figure d'une masse fluide homogéne en équilibre ,
et douée d’un mouyement de rotation.

18. Amu‘:s avoir exposé dans les deux Chapitres précédens,
la théorie des atlractions des sphéroides; nous allons considérer
la figure quils doivent prendre en vertu de Paction mutuclle de
leurs parties, et des autres forces qui les animent. Nous cherche-~
Tons d’abord la figure qui satisfait & 'équilibre d’une masse [luide
homogéne douée d’un mouvement de rotation , et nous donnerons
une solution rigourcusc de ce probléme.

Soient a, b, ¢, les coordonnées rectangles d’un point quelconque
de la surface de cette masse, et P, Q, R, les forces qui le solli-
citent parallélement a ces coordonnées, ces forces étant supposées
tendre a les diminuer. 11 résulte du n°. 34 du premicr Livre, que
pour Péquilibre de la masse fluide, il suffit que 'on ait

o=P.da+Q.db+R.dc;
pourvu que dans Iévaluation des forces P, Q, R, on ait égard & la
force centrifuge due au mouvement de rotation.

Pour évaluer ccs forces, nous supposerons que la figure de la
masse fluide , est celle d’un ellipsoide de révolution, dont Paxe de
rotation est I'axe méme de révolution. Si les forces P, Q, R, qui
résultent de cette hypothése, substituées dans Iéquation précé-
dente de équilibre , donnent 'équation différentielle de la surface
de Pellipsoide ; Ihypothése précédente est légitime, ct la figure
elliptique satisfuit a P'équilibre de la masse fluide.

Supposons que Paxe des a soit 'axe méme de révolution ; I'équa-
tion & la surface de Yellipsoide sera de cette forme,

a*+m. (b +c*) =4*;
Porigine des coordonnées a, b, ¢, étant au centre de Vellipsoide.
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£ sera le demi-axe de révolution, et si 'on nomme 2, la masse
de Pellipsoide, on aura parlen® 2,

p étant la densité du fluide. Si Ton fait, conue dans le n”. 3,
] —

1 1
—— =A%, Oon aura m=-, et par conséquent,
m 1422

=2 .04

équation qui donnera le demi-axe £, lorsque A sera déterminé.
Soit

.‘4,2414.(1-{-)\’)

a3

. {r—ang.tang.2};
B = %31 {(142*).ang. tang.x—1} ;
onaura par le n®. 3, en n’ayant égard qu’a l'attraction dc la masse
fluide,
P=A'a; Q=B'.b; R=B'.c
Si 'on nomme g, la force centrifuge a la distance 1 de Paxc de

rotation ; cette force a la distance V3*+¢*, du méme axe, scra

g VExc:enlha décomposant parallélement aux coordonnées b
et ¢, il enrésultcra dans Q, le terme —gb, et dans R, le terme
—gc; onauraainsi, en ayant égard & toutes les forces qui animent
les molécules de la surface,

P=Ada; Q=(B—g).b ; R=(B'—g).c;
Téquation précédente de I'équilibre deviendra donc
8 (bdbscde).

L’équation différentielle de la surface de Pellipsoide cst, en y subs-

o=ada+——=

tituant pour m, sa valeur —— + ol
b.db+4c.dc .
a7

o=ada+
G2
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en la comparant a la précédente, on aura
(1+2)(B'—g)=A'; (1)
si 'on substituc pour £’ ct B’ leurs valeurs, et sil’on fait %:q,—
on aura ’
9.A+2g.23
e o —ang.tang.a;  (2)
en déterminant donc A, par cette équation qui est indépendante
des coordonnées a, b, ¢, on fera coincider Péquation de P’équilibre,
avec celle de la surface de Pellipsoide ; d’ol il suit que la figure ellip-
tique satisfait & Iéquilibre, du moins, lorsque le mouvement de
rotation est tel que la valeur de A* n’est pas imaginaire , ou lors-
qu’étant négative , elle n’est pas égale ou plus grande que lunité.
Le cas de »* imaginaire donneroit un solide imaginaire ; celui de
A*=—1, donneroit un paraboloide, et celui de A* négatif et plus
grand que P'unité, donneroit un hyperboloide.
1Qg. Silon nomme p, la pesanteur & la surface de Pellipsoide;
on aura
p=VP QTR

Dans Yintéricur de Pellipsoide , les forces P, Q, R, sont propor-
tionnelles aux coordonnées a, b, ¢ ; car on a vu dans le n°. 3,
que les atlractions de Yellipsoide, parallélement & ces coordon-
nées, leur sent respectivement proportionnelles , ce qui a égale-
ment lieu pour la force centrifuge décomposée parallélement aux
mémes coordonnées. Il suit de-Ya, que les pesanteurs aux divers
points d’un rayon mené du centre de Vellipsoide & sa surface, ont
des directions paralleles, et sont proportionnelles aux distances
a ce centre ; en sorte que si Yon connoit la pesanteur & sa surface ,
on aura la pesanleur dans Pintérieur du sphéroide.

Si dans Pexpression de p, on substitue pour P, Q, R, leurs
valeurs données dans le n°. précédent, on aura

P =V 2", @+ (B'—g) ' (b*+c*);
d’'oli Pon tire, en vertu de Péquation (1) du n°. précédent ,

ba+cn
‘/ +(1 +)\a): H
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F— b4~ c?
mais Péquation de la surface de Vellipsoide donne - IA,

zk\__a:;

on aura donc
‘/ IR + A%a*

Vige
a est égale & & au pole, il est nul a Péquateur ; d’ott il suit que la

p=4".

pesanteur au pole, est a la pesanteur a équateur , comme V1 42
estalunité, et par conséquent, comme le diamétre de Péquateur
est & Paxe dua pole.

Nommons ¢, la perpendiculaire & la surface de I'ellipsoide , pro-
longée jusqu’a la rencontre de I'axe de révolution ; on aura

t=V0O+r) . (Frra);
partant
At
P=1153
ainsi la pesanteur est proportionnelle & ¢,
Soit 4 le complément de I'angle que ¢ fait avec I'axe de révolu-
tion ; + sera la latitude du point de la surface , que l'on considére ,
et I'on aura par la nature de I'cllipse,

(v 22).k
t=—— " 5
Vidatcos
on aura donc
Ak
P .

- Vitrcod
et en subslituant pour .¢’ sa valeur, on aura
47p.k.(142). {r—ang.tang.2}
p= ). [rang 5 (3)
Ay 14 Ahcos.® )
cette équation donne la relation entre la pesanteur et la latitude ;
mais il faut pour cela déterminer les constantes qu’elle renferme.
Soit T', 1e nombre de secondes que la masse fluide emploie &
tourner sur clle-méme; la force centrifuge g, & la distance 1 de

. . - ' *
Vaxe de rotation, sera par le n° g du premier Livre, égale a L

T’
on aura donc
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cequidonne 47p= ::—— Lerayonosculatcur duméridienelliptique,

(14»2).k -
—————— ; en nommant donc c, la grandeur du degré a la

(142*c0s.2) )
latitude 4, on aura

»).m.k
R I

(V422 cos.2L )*
Cette équation combinée avec la précédente, donne,
47p-(12%)F
‘/ 1+ cos. ».L

on aura ".lll]Sl,

est

=200.c. {1+A%cos.*}}. —:;

{»—ang.tang. A} 12.7

_p=2o0.c. {14+r*.cos.’4}. i o

SoitZ, lalongueur du pendule simple qui fait unc oscillation dans
) P pleq

une seconde de temps; il résulte du n®. 11 du premier Livre , que
p==".0; en comparant ces deux expressions de p, on aura

9400 c. {a—ang.tang.2} . {14-»*.cos. 4,}
7.0 Ta.A8 (4)

cclie équation et I'équation (2) dun’. précédent, feront connoitre
les valeurs de ¢ el de A, au moyen de la longueur Zdu pendule
a sccondes et de la grandeur ¢ du degré du méridien, observées
Tune ct Pautre, & la latitude 4.

Supposons + =50°, ccs équations donneront

__ 8o0.c 800.¢ &
1= v\siE + e

M=lg+4.¢"+ &c.;
les observations donnent, comme on le verra dans la suite,
c=100000™;  l=0™, 741608;
on ade plus T'=qg727; on aura ainsi,
g=0,00344957 ;  A*=o0,00868767.
Te rapport de Vaxe de Péquateur, & celui du pole, étant V1,
i) devient dans ce cas, 1,00433441 ; ces deux axes sont & fort peu
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prés dans le rapport de 331,7 & 230,7, et par ce qui précede, les
pesanteuars au pdle ct a équateur sont dans le méme rapport.

On aura le demi-axe £, du péle, au moyen de I'équation

1
200.c.(t4+.22)" 200.¢

b= ey e i e

ce qui donne
k=0552534m,

Pour avoir Pattraction d’une sphére du rayon k, et d’une densité
quelconque ; on observera qu'une spheére du rayon £ et de la den-
silé p, agit sur un point placé a sa surface, avecune force égale &
$7p.k, ct par conséquent, en verlu de l'équation (3), égalc &
Mop Vit
3.(14A%).(A—ang.tang.A)
0,098697.p, p étant la pesanteur sur le parallele de 50°. De-la
il est aisé de conclure la force attractive d’une sphere d’'un rayon
et d'unc densité quelconque, sur un point placé au-dehors ou
dans son intérieur.

youd p.{1—3.2* + &c. }, ou enfin &

20, Siléquation (2) du n°. 18 étoit susceplible de plusieurs
racines réelles ; plusieurs figures d’équilibre convicendroient au
méme mouvement de rotation; voyons donc si cette équation a
plusicurs racines réelles. Pour cela, nommons ¢, la fonction
9gr 4 2q.A8

9+3a
tion (2). 11 est facile de voir qu’en faisant croltre A, depuis zéro
jusqu’a Pinfini, Pexpression de ¢ commence et finit par étre posi-
tive;ainsi, en imaginant une courbe dont a soit Pabscisse, ct dont ¢
soit Pordonnée , cette courbe coupera son axe , lorsquc A=o0; les
ordonnées seront ensuite positives et croissantes; parvenues & leur
maximum , clles diminueront; la courbe coupera une seconde fois
son axe, aun point qui déterminera la valeur de A correspondante
alétat d’équilibre de la masse fluide ; les ordonnées seront ensuite
négalives, et puisqu’elles sont positives, lorsque a=-c0, il est
nécessaire que Ja courbe coupe une troisi¢me fois son axe, ce qui
détermine une seconde valeur de A qui satisfait & I'équilibre. On

— ang.tang.», dont l’éga]ilé a zéro, produit Iéqua--
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voit ainsi que pour une méme valeur de ¢, ou pour un mouve-
ment de rotation donné, il y a plusieurs figures avec lesquelles

Péquilibre peut subsister.
Pour déterminer le nombre de ces figures, nous obscrverons

que 'on a

do— 6rt.dr. {q.24+(109—6).A*+ g9}

= (3ritg)t-(1422) '

La supposition de d¢ =0, donno
o=gart+(10¢g—06). A +ggq;

o1 'on tire, en ne considérant que les valeurs positives de A,

A:‘/§—5=b‘/(§— 5)’—9.

q q .

Ces valeurs de A déterminent les maxima et les minima de 'or-
donnée ¢ il n’y a donc que deux ordonnées semblables, du c6té
des abscisses positives,, ce qui exige que delce coté, la courbe ne-
coupe son axe qu’en trois points, en y comprenant lorigine;
ainsi le nombre des figures q_ui satisfont a Péquilibre, se réduit
a deux,

La courbe, du cdté des abscisses négatives, étant exactement la
méme que du coté des abscisses positives, a la différence prés du
signe des ordonnées ; elle coupe son axe de chaque c6té, dans des
points correspondans équidistans de 'origine des coordonnées ; les
valeurs négatives de A qui satisfont a Iéquilibre, sont donc au
signe prés, les mémes que les valeurs positives ; ce qui donne
les mémes figures eclliptiques, puisque le quarré de A entre seul
dans la détermination de ces figures ; il est par conséquent inutile
de considérer la courbe, du coté des abscisses négatives.

Si Don suppose g fort petit, comme cela a lieu pour la terre;
on pourra satisfaire a Péquation (3) du n*. 18, dans les deux hypo-
théses de a* fort petit, et de »* fort grand. Dans Ja premiére , ona
par le n° précédent,

a=1g+H.¢"+ &
Pour avoir la valcur de A* dans la seconde hypothése ; nous obser-
verons qu'alors , ang,tang, A différe trés-peu de 7, en sorte que
si
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si 'on suppose A= %——a, « sera un trés-petit angle dont la tan-

1
*gente est — ; on aura donc
A

1 1 1

= T et Ee T

&e.;

et par conséquent,

ang. tang.a= — L
g-lang A= ——~ PTG

Péquation (2) du n° 18 deviendra ainsi,

9rtaq. A 1 1
PP s T

>y .
d’o"s 'on conclut par le retour des suites,

A=£—§-+ﬂ.{1—-§i}+&c.

4q T T 73

= 2,356195. :;—2,546479— 1,478885.¢ + &e.

On a vu dans le n°. précédent, que relativement & la terre,
¢ =0,00344957 ; cette valeur de ¢ substituée dans Pexpression
précédente , donne A= 680,49. Ainsi le rapport des deux axes de
Péquateur et du pdle, rapport qui est égal & V144, est dans le
cas du sphéroide trés-applati, égal & 680, 4gy.

La valeur de ¢ a une limite au~dela de laquelle Péquilibre est
impossible avec une figure elliptique. Supposons, en effet, que
la courbe ne coupe son axe qu’a son origine, et qu'elle ne fasse
que la toucher ailleurs ; on aura a ce point de contact, ¢ =o0, ct
d¢=o0; la valeur de ¢ ne sera donc jamais négative, du coté des
abscisses positives, les seules que nous considérons ici. La valeur
de ¢ déterminée par les deux équations ¢ =0, d¢ = o, sera donc
la limite .de celles avec lesquelles Péquilibre peut subsister, en
sorte qu’une plus grande valeur rend I'équilibre impossible; car ¢
étant supposé croitre de f, la fonction ¢ augmente du terme

3
5% ; ainsi Ja valeur de ¢ correspondante & g, n’étant jamais
négative, quel que soit A, la méme fonction correspondante i g+ /.
est constanment positive, et ne pent jamais devenir nulle ; équi-
Micax. cirn, Tome I, H
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libre cst donc alors impossible. Il résulte encore de celte analyse,

quil n’y a qu'une seule valeur réclle et positive de ¢, qui salis-

fasse aux deux équations ¢==o0, et dp=o0. Ces équations donnent

les suivantes, '

_ 620 .

T 42)(9+)’

o= 7234-30.03 4 27.2
(142)-(3-42).(9+*)

7

—ang.tang. 2,

La valcur de A qui satisfait & cette derniére équation , est A=2,5293;
doir Pon tire ¢=0,337007 ; la quantité V14, qui exprime
le rapport de Paxc de Péquateur & celui du péle, est dans ce cas,
égale a 2,7197.

La valeur de ¢ relativement & la terre, est égale a 0,00344957.
Cette valeur répond & une durée de rotation de oi,g9727; orona

g
énéralement ¢ =
& =5

méme densité, ¢ est proportionnel & la force centrifuge g du mou-
vement de rotation, et par conséquent en raison inverse du quarré
du temps de la rotation ; d’olt il suit que relativement & une masse
de méme densité que la terre, leiemps dela rotation qui répond &
¢ ==0,337007, cst de 0,10090. De-1a résultent ces deux théorémes :

« Toute masse fluide homogéne d’une densité égale & la moyenne
» densité de la terre , ne peut pas étre en équilibre avec une figure
» elliptique ; si le temps de sa rotation est moindre que o';,100q0.
» 8i ce temps est plus considérable; il y a toujours deux figurcs
» elliptiques et non davantage, qui satisfont & I'équilibre.

» Si la densité de la masse fluide est différente de celle de la
» terre ;on aurale temps de la rotation, dans lequel équilibre cesse
» d’étre possible avec une figureelliptique; en multipliant oi,100g0,
» par la racine quarrée du rapport de la densité moyenne de la
» terre, & celle de la masse fluide ».

Ainsi relalivement a une masse fluide dont la densité ne seroit
qu'un quartde celle de la terre, ce qui a licu a-peu-prés pour le
soleil , ce temps seroit de o/, 20184 et si la densilé de la terre
supposée iluide et homogene, étoit environ ¢8 fois moindre que

, en sorte que par rapport aux masses de
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sa densité actuelle, la figure qu’elle devroit prendre , pour satis-
faire a son mouvement actuel de rotation, seroit la limitc de toutes
des figures elliptiques avec lesquelles équilibre peut subsister. La
densité de Jupiter étant environ cing fois moindre que celle de
laterre, et la durée de sarotation étant de o', 41577; on voit que
cette durée est dans les limites de celles de Iéquilibre.

On pourroit croire que la limite de ¢, est celle ou le fluide
commenceroit & se dissiper, en vertu d’'un mouvement de rotation
trop rapide ; mais il est facile de se convaincre du contraire, en
observant que par le n°. 19, la pesanteur a 'équateur de Dellip-
soide, est & la pesanteur au pdle, dans le rapport de I'axe du pdle
& celui de Péquateur, rapport qui dans ce cas est celui de 1 a
2,7197 ; 'équilibre cesse donc d’étre possible, parce qu’avee un
mouvement de rotation plus rapide, il est impossible de donner
a la masse fluide, une figure elliptique , telle que la résultante de
son attraction et de la force centrifuge, soit perpendiculaire a la
surface.

Nous avons supposé jusqu'ici, A* positif, ce qui donne des sphé-
roides applatis vers les poles;examinons présentement si 'équilibre
peut subsister avec une figure allongée vers les pdles. Soit alors,
A*==—a"; A"* doit étre positif et moindre que 'unité, autrement,
Vellipsoide se changeroit en hyperboloide. La valeur précédente
de dp donne

_fA'.dA. {grM4(109—6).24-9q)
= (T A)(g+ 3] g
Pintégrale étant prise depuis A=o0. En substituant au lieu de ,

sa valeur == 2", V:, on aura
A dA' {q(1—=2").(g—A"")+ 6"
0=i.v—-l.f (q ,, 3 7™y }:'
(1—A"%).(9—3A"2)

or il est clair que les élémens de cette derniére intégrale sont tous
de méme signe, depuis A=0, jusqua A”=1; la fonction ¢ ne
peut donc jamais devenir nulle dans cet intervalle ; ainsi Iéqui-
libre ne peul subsister avec une figure allongée vers les poles.

21, Si le mouvement de rotation primitivement imprimé a
une masse fluide, est plus rapide que eclui qui convient a la limite
2
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de ¢,il ne faut pas cn conclure qu'elle ne peut pas étre en équilibre
avec unc figure elliptique ; car on congoit qu’en s’applatissant de
plus en plus, ellc prendra un mouvement de rotation , de moins
en moins rapide ; en supposant donc qu’il exisle, comme duns tous
les fluides connus , une force de ténacité entre ses molécules, cetle
massc aprés un grand nombre d'oscillations, pourra enfin par-
venir & un mouvement de rotation, compris dans les limites de
Téquilibre , et se fixer a cet état. Mais cette possibilité n’cst encore
qu'un appercu qu’il est intéressant de vérifier; il est ¢galement
intéressant de savoir s'il y a plusieurs états possibles d’équilibre;
car ce quc nous venons de démontrer sur la possibilité des deux
états d’équilibre , correspondans & un méme mouvement de rota-
tion, n’enlraine pas la possibilité de deux états d’équilibre cor-
respondans & une méme force primitive; puisque les deux états
d’équilibre relatifs & un méme mouvement de rotation, exigent
deux forces primitives différentes, ou différemment appliquées.

Considérons donc une masse fluide, agitée primitivement par
des forces quelconques, et ensuite abandonnée & elle~-méme, cl a
Yattraction matuclle de toutes ses parties. Si par le centre de gra-
vité de celtc masse supposée immobile, on congoit un plan par
rapport auquel Ja somme des aires décrites sur ce plan, par chaque
molécule , et multipliées respeetivement par les molécules corres~
pondantes, soit a Porigine du mouvement, un maximum ; ce plan
jouira constamment de cette propriété, par les n®. 21 ct 22 du
premicr Livre,quelle que soit ]a mani¢re dontlesmolécules agissent
les unes sur les autres, soit par leur ténacité, soit par leur attrac-
tion, ct leur choc muluel, dans le cas méme ot il y auroit des
pertes de mouvement , brusques et finies dans un instant; ainsi
lorsqu’aprés un grand nombre d’oscillations , Ia masse fluide pren-
dra un mouvement de rotatior uniforme, autour d’un axe fixc,
cct axe sera perpendiculaire au plan dont nous venons de parler,
qui sera celui de 'équateur, etle mouvement de rotation sera tel
que la somme des aires décrites pendant Vinstant d¢, par les molé-
cules projetées sur ce plan, sera laméime qu’a Yorigine du mouve-
ment 5 nous désignerons par E.d¢, cette derniére somme.

Nous observerons ici , que Yaxe dont il s'agit, est celui par
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rapport auquel la somme des momens des forces primitives du
systéme, éloit un maximum. 1l conserve cette propriété, pendant
<c mouvement du systéme, etdevient enfin 'axe de rotation ; car,
ce que nous avons démontré dans les n. cités du premier Livre,
sur le plan du maximum des aires projetées, s’applique a I'axe du
plus grand moment des forces ; puisque laire ¢lémentaire décrite
par la projeclion du rayon vecleur d’un corps sur un plan,
et mullipliée par sa masse, est évidemment proportionnelle au
moment de la force finie de ce corps, par rapport & I'axe perpen-
diculaire a ce plan.

Soit comme ci-dessus, g la force centrifuge due au mouvement
de rotation,  la distance 1 de I'axe ; /g sera la vitesse angulaire
de rotation ; nommons ensuite k, le demi-axe de rofation dc la
masse fluide, et k.V 1+, le demi-axe dc son équateur. Il est
facile de s'assurer que Ja somme des aires décrites pendant Pins-
tant d¢, par toutes les molécules projetées sur le plan de Péqua-
teur, ct multipliées respectivement par les molécules correspon-

dantes, est ( 142*)*.4%.dt./g; on aura donc

—T.(l +2)0 B,/ g=E.
En nommant ensuite M la masse fluide, on aura
7 p (1 +N) =M ;

la quantité ‘—g—- , que nous avons nommeée ¢, dans le n°.18, de-
i7TP
2
vient ainsi, ¢ -(1+4) 7, en désignant par ¢’ la fonction
25 E*. ("'F)

MY

. L’équation du méme n°. devient

o=92+2¢-A%.(1 +).')'%
9+3a
Cette équation déterminera A ; on aura ensuite £, au moyen de
Yexpression précédente de M.
Nommons ¢, la fonction
grt2q A% (14 A“)—%
Y

~ang.tang.

~—ang.lang.x,
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qui doit étre égale a zéro, par la condition de Péquilibre : cette

fonction commence par étre positive , lorsque » est trés-petit, et

finit par étre négative, lorsque A est infini; il existe donc entre

A= o0, et Ainfini, une valeur dec A, qui rend cette fonction nulle,

et par conséquent, il y a toujours, quel que soit ¢, une figure

elliptique , avec laquelle la masse fluide peut étre en équilibre.
On peut mettre la valeur de ¢, sous cetie forme intégrale,

At da. {———4—18g—{9 A48, (14+2%)7 }}

5
3

p=2.
(9+32).(r4+a)
Lorsqu’elle devient nulle, la fonction

'Z—,q'+l3q'— {g'A+ 18.(1+A')%},

a déj passé par zéro, pour devenir négative ; or dés instant ou
cctte fonction commence a étre négative, elle continuc de P'étre a
mesurc que A augmente; parce que la partie positive —Zi +18 7 ,
diminue , tandis que la partie négative , — {g'A*+18.(1 +A‘) }
augmente; la fonction ¢ nc peut donc pas devenir deux fois nulle;
d’ou il suit qu’il 1’y a qu’une seule valeur réelle ct positive de A
qui satisfasse a Péquation de Déquilibre, et par conséquent, le
fluide ne peut étre en équilibre, quwavec unc seule figure elliptique.
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CHAPITRE IV.

De la figure d’un sphéroide trés-peu différent d’une sphére
et recouvert d’une couche de fluide en équilibre.

29. Nous avons considéré dans le Chapitre précédent, I'équi-
libre d’une masse fluide homogéne, et nous avons trouvé que la
figure elliptique satisfait & cet équilibre; mais pour avoir une
solution compléte de ce probléme, il faudroit déterminer & priori ,
toutes les figures de I'équilibre, ou s’assurer que la figure ellipti-
que est la seule qui en remplisse les conditions ; d’ailleurs, il est
trés-probable que les corps célestes nc sont pas des masses homo-
génes, et qu'ils sont plus denses vers le centre, qu’a la surface;
on ne doit donc pas dans la recherche de leur figure, se borner
au cas de ’homogénéité : mais alors, cettc recherche présente de
grandes difficultés. Heureusement, clle se simplifie par la consi-
dération du peu de différence qui existe entre la figure sphéri-
que, et celles des planétes et des satellites; ce qui permet de négli-
ger le quarré de cette différence et des quantités dont elle dépend.
Malgré ces simplifications, Ja recherche de la figure des planétes
est encore trés-compliquée. Pour la traiter avee la plus grande
généralité, nous allons considérer Péquilibre d’une masse fluide
qui recouvre un corps formé de couches d’une densité variable,
doué d’un mouvement de rotation, et sollicité par Pattraction de
corps étrangers. Pour cela, nous allons rappeler les loix de I'équi-
libre des fluides , que nous avons démontrées dans le premier Livre.

Silon nomme p, la densité d’unc molécule fluide ; 11, la pression
quelle éprouve ; F, F', F', &c., les forces dont elle est animée;
df, df', df’, &e., les élémens des directions de ces forces ; 'équa-
tion générale de 'équilibre de la masse fluide, sera par le n°. 17dun
premier Livre,

'-gl=F.df+F’.df’+F”.df”+&c.
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Supposons que le second membre de cette équation , soit une dif-
férence exacte; en désignant par de, cette différence, p sera né-
cessairement fonction de T et de ¢ I'intégrale de cette équalion:
donnera ¢, en fonction de IT; on pourra donc réduire p, a n’étre
fonction que de 1, doit Ton tirera T en fonction de p ; ainsi,
relativement aux couches dc densité constante, on aura di=o,
et par conséquept,

o=F.df+F' . df' + F".df"+&c.;

équation qui indique que la force tangentielle a la surface de ces
couches, estnulle, et par conséquent, que la résultante de toutes
les forces F, F', F”, &c., est perpendiculaire & cette surface; en
sorte que ces couches sont en méme temps couches de niveau.

La pression T étant nulle & la surface extérieure, p doity étre
constant, et la résultante de toutes les forces qui animent chaque
molécule de cette surface , lui est perpendiculaire. Cette résultante
est ce que 'on nomme pesanteur.Les conditions de 'équilibred’une
masse fluide sont donc, 1° que la direction de la pesanteur soit
perpendiculaire & chaque point de la surface extérieurc; 2°. que
dans lintéricur de la masse, les directions de la pesantcur de
chaque molécule, soient perpendiculaires 4 la surface des couches
de densité constante. Comme on peut dans lintérieur d’'une masse
homogene, prendre telles couches que l'on veut, pour couches
de densité constante ; la seconde des deux conditions précédentes
de Véquilibre, est toujours satisfaite, et il suffit pour I¢quilibre,
que la premiére soit remplie ; c’est-a-dire que la résultante de
toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface exté-
rieure, soit perpendiculaire i cette surface,

23. Dans la théorie de la figure des corps célestes ; les forces
F, F', F’, &c., sontproduites par Pattraction de leurs molécules,
par la foroe centrifuge due & leur mouvement de rotation, et par
Pattraction des corps étrangers. Il est facile de s’assurer que la
différence F.df+ F'.df'+ &c., est alors cxacte ; mais on le verra
clairement par Ianalyse que nous allons faire de ces différentes
forces,cndélerminant la partiedel'intégrale /. (F.df + F'. df +&c.)
qui est relative & chacune d’elles,

Si
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Si Pon nomme d M, une molécule quelconque du sphéroide.,
et fsa distance a la molécule attirée ; son action sur cette derniére

dM T . a4 .
scra 7 En multipliant celte action, par 'élément de sa direc-
tion, quiest —4f, puisqu'clle tend & diminuer f, on aura rcla-
dM T
tivement & l'action de la molécule dAf, fFdf= T d’ou il suit

que la partie de Vintégrale [(F.df+F'.df + &c.) qui dépend
de Tattraction des molécules du sphéroide, est égale & la somme
de toutes ces molécules divisées par leurs distances respectives
ala molécule attirée. Nous représenterons cette somme par 7
commie nous 'avons fait précédemment.

On se propose, dans la théorie de la figure des planétes, de
déterminer les loix de Péquilibre de toutes leurs parties, autour
de leur centre commun de gravité; il faut donc transporter en
scns contraire, a la molécule attirée, toutes les forces dont ce
centre est animé en vertu de Paction réciproque de toutes les par-
ties du sphéroide ; mais on a vu dans le n°. 20 du premier Livrc,
que par la propriété de ce centre, la résultante de toutes ces ac-
tions sur ce point, est nulle; il n’y a donc rien  ajouter & 47,
pour avoir Veffct total de L'attraction du sphéroide sur la molécule
allirée. v

Pour déterminer Peffet de la force centrifuge ; nous supposcrons
la position de la molécule, déterminée par les trois coordonndes
rectangles &', 5, z', dont nous fixerons Yorigine, au centre de gra-
vité du sphéroide. Nous supposerons ensuite que Paxe des 2’ est
Yaxe de rotation, et que g exprime la force centrifuge due a la
vitesse de rotation, a la distance 1 de Paxe, Cette force sera
nulle dans le sens des «', et égale & gy’ et gz’ dans le sens des '
ct des z’; en multipliant donc ces deux derniéres forces, respec-
tivement par les élémens d ¥ et dz’ de leurs directions, on aura
18-(y*+2"), pour la partie de I'intégrale f(F.df+F'.df +&c.),
qui est due & la force centrifuge du mouvement de rotation.

Si I'on nomme comme ci-dessus , r la distance de la molécule
attirée , au centre de gravit¢ du sphéroide ; 8 Pangle que le rayon r
forme avec V'axe des #'; et = I'angle que forme le plan qui passe par

Mican, ckr. Tome I1,
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Paxe de o’ et par cette molécule, avec le plan des &’ et des »';
enfin, st Pon fait cos. 8 =p; on aura
d=ra; g =rV1—wcosm; Z=r.V I—@.sine;
d’oi1 Pon tire
18O +2") =1g.7.(1—4).
Nous meltrons cctte derniére quantité, sous la forme suivante,
58 —gegrt (W —3)
pour assimiler ses termes, & ceux de expression de 77, que nous
avons donnée dans le Chapitre IT; cest-a-dire, pour leur donner
la propriété de satisfaire a P'équalion aux différences particlles ,

dYy® ddY
0= d.{(l—#u).(--dT)} (_dr) . 76
; + pr +i(i+1).YO;

du -

dans laquelle Y® est unc fonclion rationnelle et enti¢re de ,
V 1—¢.cos.w, et VT——.;_‘.sin.w, du degré i ; car il est clair que
chacun des deux lermes g7 et — 1 gr*, (w>—1), satisfait pour ¥ @,
a I'équation précédente.

Il nous reste présentement a déterminer la partic de P'intégrale
S(F.df+F'.df"+ &c.) qui résulte de I'aclion des corps élrangers.
Soit §'1a masse ’un de ces corps, fsa distance i la molécule attirde,
ct s sa distance an centre de gravité du sphéroide. En multipliant
son action par Pélément —df de sa direction, et en Pintégrant

. S , . . T
ensuile, on aura T Ce n’cst pas la partie entitre de Pintégrale

S(F.df+ F'.df +&c.) due & Paction de §; il faut encore trans-
porter en sens contraire, ala molécule, Paction de cc corps, sur
le centre de gravité du sphéroide. Pour cela, nommons v Pungle
que s forme avee Laxe des ', et 4, Vangle que forme le plan qui
passe par cet asirc et par le corps §, avec le plan des x” et des y'.

SN | - .
Tlaclion — de ce corps, sur le centre de gravité du sphéroide,
§

décomposée parallélement aux axes des &', des y’ et des 2, pro-
duira les trois forces suivantes,

s s . S .o
oSy 5 —.sing.cos.d ; ;_—k-.sm.v.un.x!n
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En les transportant en sens contraire , & la moléeule attirée, ce qui
revient & les faire précéder du signe —, en les multipliant ensuite
par les élémens d«’, dy’, d z’, de leurs directions, ct en les inté-
grant; la somme de ces intégrales sera

N . . .
-5 {#'.cos. v+ 4 .sin.p.cosd + 2’ sin. v.sin. 4 } + constante;

la partie entiere de Pintégrale j(l‘.(1f+ F'.df + &ec.) duc 4
Paction du corps §', sera donc

N . . .
T -;ﬁ-. {#'.cos v+y'.sin.p.cos.d + 2’ sinp.sin.d} + constante ;

ct comme cetle quanltité doit ¢tre nulle, par rapport au centre
de gravité du sphéroide, que nous supposons immobile, et que
relativement & ce point, fdevient s, et &', 5', z’ sont nuls; on aura,

N
constante = — -
Maintenant, festégal &

{(s.c08.v — &' ) (s sitt pecos. 4= 9" )*+ (sosin. v sind—z')*} 5
ce qui donnce, en substitnant pour a', ¥, 3/, leurs valeurs précc-
dentes ,

N N

f V'A“—_zsr. {cos.v.cos.d + sin. v.sin, 9.cos‘('z—4)} +r"'

5i Pon réduit cctte fonclion, dans une snite descendante par rap-
port aux puissances de s, et que l'on rcpréscnte ainsi cette suite,

2. {p(v).,_ I,p(;>+ r p(a).i_ PO &e. },-
. s
on-aura généralement par les n. 15 et 17,
i (=) g (1) (im0)(i8) gy o
'{Jv 3.(21'-1)'” +9.4.(2£—x}.{2i-3)"‘“ &C'J"

& étant égal & cos. v. cos. 8+ sin.v.sin. 8. cos. (w—+); il est visible
dailleurs par le n° g, que Von a

el () (5

du

P(x) —

Fic(it1).P9;
I3
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en sorte que les termes de la série précédente , ont cette propriété
commune avec ceux,de 7. On aura, cela posé,

_;_ 5 _%,(x'.cos. v+y .sinv.cos+ 2. sin.p.sin.l)
$
=5, {P<=>+ Lpogl poy &c.}.
s s2

53

S'il y a d’autres corps, §', 8, &c.; en désignant par ', ¢, 3, P ;
sy vy 47, P'9, &ec., ce que nous avons nommé s, ¢, +, PO,
relativement au corps §’; on aura les parties de Dlintégrale
SF.df+ F’.df+ &c.), dues & leur action, en marquant d'un
trait, de deux traits, &c., lesletires s, v, 4 et P, dans Pexpres-
sion précédente de la partic de celte intégrale, due a laction
de §.

Si on rassemble maintenant, toutes les partics de cette inté-
grale, et si Pon fait

8
-3—_—_ d..Z(°) 5

s s’ .
?-.P(‘)+ ;—G.F(’)ﬁ- &e. —5. (W—3)=a.Z®;

s s’

= (3) (3) 16 = (3) .
54.1’ +$,¢.P + &e.=a.ZP;
&e.,

« étant un trés-petit coeflicient, parce que Ia condition d’un sphé-:
roide trés-peu différent de la sphére, exige que les forces qui
Pécartent de cetlc ligure, soient trés-petites; on aura

SAELf+F df 1 &¢e.} =F +ar' { ZO+ZO+r.ZO+r".Z )4 &e.);
Z satisfaisant, quel que soit 7, a Péquation aux différences par-

tielles ,
o[ (EN (222
= “ wt . g 5.
an + Py +i.(i+1).2%9;

L’équation générale de Péquilibre sera done

d
fT”: P aar {ZO4ZO4r 2O 4 Z0 4 &e). (1)
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Si les corps étrangers sont trés-éloignés du sphéroide, on pourra
négliger les quantités r*. Z®, rt. Z® | &e. ; parce que les différens
dermes de ces quantités, étant divisés respectivement par s*, §°, &e.,
8" &% &c., ces termes deviennent trés-pelits, lorsque s, ¢, &e.,
sont fort grands par rapport a r. Ce cas a lieu pour les planétes et
les satellites, & Pexception de Saturnce dont Panneau est trop prés
de sa surface , pour n’avoir pas égard aux termes précédens. 11 faut
donc, dans la théorie de la figure de cette planéte, prolonger le
second membre de I'équation (1), qui a V'avantage de former unc
série toujours convergente; et comme alors, le nombre des cor-
puscules extérienrs au sphéroide, est infini, les valeurs de Z¢,
Z™, &ec., sont données en intégrales définies, dépendantes de la
figure et de la constitution intérieure de Yanneaun de Saturne.

24. Le sphéroide peut étre entiérement fluide ; il peut étre
formé d’un noyau solide recouvert par un fluide. Dans ces deux
cas, Iéquation (1) du n° précédent, déterminera la figure des
couches de la partie fluide, en considérant que It devant étre une
fonction de ¢, le second membre de cette équation doit étre cons-
tant a la surface extérieure, et a celle de toutes les couches de
niveau, et qu’il ne peut varier que d’une couche 4 lautre.

Les deux cas précédens se réduisent & un scal, lorsque le sphé-
roide est homogene; ear il est indifférent ponr Péquilibre, quil
soit enticrement fluide, ou quiil renferme un noyau intérieur
solide. I suffit parlen®. 12, que Pon ait i la surface extéricure,

constante = F 4 ar’. {ZO+ 20+ 5. ZD 41 ZW 4 e ).

5i Ton substituc dans cette équation , au lieu de #7 sa valeur don-
née par la formule (3) du n° 11; et si Pon observe que par le
n° 13, Y disparoit, en prenant pour @, le rayon d'vne sphére
de mémre volame que le sphéroide, et que ¥ est nul, lorsque
VTon fixe Porigine des cooordonnées au centre de gravité du sphé-
roide ; on aura

743 2a’
const. 2‘?-——;— -l-l‘L‘i—(i

3y

3

e - 2 ]
. {; YO+ L YO Y0y &c.}
Far' (ZO4ZO b r D410 7D 4 Ke.].
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Ceest 'équation de la surface du sphéroide’, en y subslitnant au
lieu de r, sa valeur & la surface, 142y, ou
ataa{YO+YP YO 4 &},

ce qui donne

8aT.a® ‘

const. =47 a1 — S YO L YO4 LY O s e )
Q
teaa’ (ZO4+Z0+a. Z0.a* ZD + &e.).

On déterminera la constanle arbitraire du premier mdmbre de
gelie équation , au moyen de celle-ci,

const.=}{7.a*42a*. Z;
on aura ensuite, en comparant les fonctions semblables, c'est-a-
dire, ussujétics & la méme équation aux différences particlles,

3.(2141)

1/'(1): .
8.(t—1).7

N VALY
i ¢tant plus grand que Punité, L'équation précédente peut étre
mise sous la forme
)’(‘)r—:i.a"".Z(’)+——9 Srodr. Z9;
) 47 8am o
Fintégrale étant prise depuis r==o, jusquwa r=a. Le rayon

a.(1—zy) dc la surface du sphéroide, deviendra ainsi,

1+ %:- {294 a.ZO+a*. ZW+ &e.}
a.(142y)=a. " )
o fdr 294 r 2041 204 )

On peut mettre cette ¢quation sous uue forme finie, en consi-
dérant que P'on a par le n°, précédent,

. g .. . s S
2. {Z(’)+r. Z(s)"‘l oZ“)"'&C.}:—;.([‘ .-T)";I—‘-—.A_“;
s s

-—-——_——-—~7—-—-&c.'
rYs—asrdtn S ’

en sorte que Fintégrale fdr. {Z®+r.ZO 4 &c.} est facile a dé-
ternainer par les méthodes connues;
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25, Léquation (1) du n°. 23, a non-seulement Pavantage de
faire connoitre la figure du sphéroide , mais encore celui de don-
ner par la différentiation , la loi de la pesanteur & sa surface;
car il est visible que le second membre de celte équation étant
l’intégmlc de la somme de toutes les forces dont chaqae molécule
est animée , multipliées par les élémens de leurs directions res-
peclives ; on aura la partie de la résultante qui agit suivant lo
rayon r, en dilférentiant cc sccond membre par rapport & r; ainsi
en nommant p la force dont une molécule de la surface est solli-
citée vers le centre de gravité du sphéroide, on aura

Pz_(%?)—}llir'd' {(PZO4 . ZO P ZD 4 294 &e. ).

D . , . . 114
Si Yon substitue dans celte équation , an lieu de — o7 ) st va-
. X 4 . 0 . 0
leur a la surface, 3 #a+—, donnée par Péquation (2) du n® 10,
2a

et au licu de #7, sa valeur donnée par I'équation (1) dua u’. 235;
on aura

p=ira—1iaa. {(Z®4a. Z®+a*. ZD+ &e. }
— 2 d (P24 2O 2O 204 &) (3)

r devant étre changéen a, aprés les différentiations, dans le second
membre de cette équalion, qui par le n° précédent, peut tou-
jours se réduire & unc fonction finie.

p ne représente pas exactement la pesanteur , mais senlement la
partie de celte force, dirigéc versle centre de gravité du sphéroide,
en la supposant décomposée en deux , dont Punc soit perpendica-
laire au rayon r, et dont Yaulre p soit dirigée suivant ce rayon.
La premicre de ces deux forces est évidemment Lrés-pelite et de
Vordre « ; en la désignant donc par ), la pesantcur scra égale
a Vp'+«*y*, quantité qui en négligeant les termes de Tordre %
sc réduit & p. Nous pouvons ainsi, cousidérer p, comme expri-
mant la pesanteur a la surface du sphéroide, en sorte que les
équations (2) ct (5) du n°. précédent et de celui-ci, déterminant
et la figure des sphéroides homogeénes cn équilibre, et la loi de la



2 MECANIQUE CELESTE,
pesanteur & leur surface ; elles renferment la théoric compléte do
Péquilibre de ces sphéroides, dans la supposition ou ils diflérent
trés-peu de la sphere.

Si les corps étrangers §, §’, &c., sont nuls, et quainsi, le
sphéroide ne soit sollicité que par Vattraction de ses molécules,
ct par la force centrifuge de son mouvement de rotation, ce qui est
le cas dc la terre et des planétes premiéres, & Pexception de Satarne,
lorsque I'on n’a égard qu’a I'état permanent de leur figure ; alors,
cn désignant par «9, le rapport de la force centrifuge & la pesan-

teur & P'équatenr, rapport qui est a trés-pcu prés égal & 7%; y la
i

densité du sphéroide étant prise pour Punité ; on trouvera
Sao .
a.(1+ay)=a. { 1—--—4—.({4‘—-—3)},-
bzo
p=i=a. {1—§a¢+—7.(;4‘—§)} 3

le sphéraide est donc alors un ellipsoide de révolution, sur lequel
les accroissemens de la pesanteur, ct les diminutions des rayons,
en allant de Péquateur aux poles, sont & trés-peu prés propors
tionnels au quarré du sinus de la latitude, ¢ étant aux quantités
pres de Pordre «, égal & ce sinus.

@, par ce qui précede, est le rayon d’une sphére égale en solidité
au sphéroide ; la pesanteur & la surface de cette sphére, sexoit § 7a;
ainsi, P'on aura le point de la surface du sphéroide, ot Ja pesan-
leur est la méme gqn’ala surface de Ja sphére, en déterminant p,
par Yéquation

o= =it i (K —);
ce qui donne p=y/ 4.

26. Lanalyse précédente nous a conduits & la figure d’une
masse fluide homogéne en équilibre, sans employer d’autres hy-
potheéses que celle d’une figure trés-peu différente de la sphére
elle fait voir que la fignre elliptique qui, par le Chapitre précé-
dent, salisfait & cet équilibre, est la seule alors qui lui con-
vienne. Mais comme la réduction du rayon du sphéroide, dans une
série de la forme, a. {142 Y42 ¥4 &c.}, peut faire naitre

quelques
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quelques difficultés ; nous allons démontrer directement et ind4-
pendamment de cette réduction , que la figure elliptique est la
seule figure d’équilibre d'une masse fluide homogéne, douée d’un
mouvement de rotation; ce qui, en confirmant les résultats de
Panalyse précédente , servira en méme temps , a dissiper les doules
quel'on pourroit élever contre la généralité de cette analyse.

Supposons d’abord que le sphéroide soit de révolution, et que
son rayon soit @.(14ay), y étant une fonction de #, ou du cosi-
nus de langle 8 que ce rayon forme avec I'axe de révolution. Si
Ton nomme f, une droite quelconque menée de Vextrémité de ce
rayon, dans Pintérieur du sphéroide; p, le complément de I'angle
que forme cette droite , avec le plan qui passe par le rayon
a.(14ay) et par Paxe de révolution; ¢, 'angle formé par la pro-
jection de fsur ce plan, et par le rayon ; enfin, sil’on nomme #
la somme de toutes les molécules du sphéroide, divisées par leurs
distances & la molécule placée a I'extrémité du rayon a.(1+ay) ;
chaque molécule étant égale & f*df.dp.dq.sin.p, on aura

F==t.[.f"*.dp.dg.sinp,
J' étant ce que devient f & la sortie du sphéroide. Il faut main-
tcnant déterminer f* en fonction dep etde g.

Pour cela, nous observerons que si 'on nomme ¢, la valeur
de 0 relative a ce point de sortie, et @.(1+25"), le rayon cor-
respondant du sphéroide , 5 étant une pareille fonction de cos. ¢/,
ou de ¢, que y lest de w; il est facile de voir que le cosinus
de Yangle formé par les deux droites f' et a.(1+2y), est égal &
sin.p.cos.g; et quainsi, dans le triangle formé par les trois
droites f', a.(1+ay) et a.(1-+2y'), on 3

o (1tey' p=f"—aaf .(1+ay).sin.p.cos.g+a*.(1+2y)"
Cetteéquation donne pour f*, deux valeurs ; mais P'une d’elles étant
de Pordre «*, clle est nulle, lorsque P'on néglige les quantités de
cet ordre. L'autre devient,

fr=4a*.sin’p.cos  g.(1+3ay)thaa.(y'—y);
ce qui donne
V=2aa".fdp.dq.sin.p.{(1+32y).sin* p.cos.*g+a.(y'—y)}.
MtcaN. cfw, Tome I K
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11 est visible que les intégrales doivent étre prises depuis p=o0,
jusquwa p=u, et depuis ¢g=—3=, jusqu’a ¢ =%=; onaura ainsi,
V=4mra*—tar.a’.y+3aa.[dp.dg.y sin.p.

J' ¢lantfonction de cos. ¢/, il faut déterminer ce cosinus, en fonction
de p et de ¢ ; on pourra dans cette détermination , négliger lecs
quantités de Pordre «, puisque 5’ est déja mulliplié par « ; cela

posé, on trouvera facilement ,
a.cos. 8’ = (a— f'.sin. p.cos.g).cos.8 4 f".sin. p.sin. g.sin. 6 ;
d’ou l'on tire, en substituant pour f* sa valeur 2 a.sin.p.cos.q,
¥ = . 00s." p — sin.* p.cos.(2 g +8).
On doit observer ici, relativement & Yintégrale fy'dp.dg.sin.p,
prise par rapport & ¢, depuis 3¢ =—w, jusqua 2¢g=7, que le
vésullat seroit le méme, si lon prenoit cette intégrale depuis
2¢g=—10, jusqu’a 2¢g=237—0, parce que les valeurs de &/, et
par conséquent, cclles de y' sont les mémes depuis 2 g =—,
jusqu'a 2¢=~—10, que depuis 2¢=7, jusqua ag =27—0; en
supposant donc 2 ¢+ 0 = ¢, ce qui donne
@ =p.cos*p —sin.'p.cos. ¢’ ;
on aura
F=3nra"—4an.a’y+aa*. [y .dp.dq'.sin.p ;
les intégrales étant prises depuis p=o0, jusqu’a p=m=, et depuis
¢' =0, jusqu’a ¢' =3,

Maintenant, si Pon désigne par a*. NV, Vintégrale de toutes les’
forces étrangtres a Vattraction du sphéroide , et multipliées par les
¢élémens de leurs directions ; on aura par le n°, 24, dans le cas de
Véquilibre,

constante = " +a*. N ;
ct en substituant au lieu de #” sa valcur, on aura
constante=4a 7.y —a./y'.dp.dq .sin.p— N ;
équation qui n’est évidemment que l'équation de I'équilibre du
n’. 24, présentée sous une autre forme. Cetteéquation étant linéaire,
il en résulte que si un nombre quelconque ¢ de rayons a.(142y),

a.(14avy), &ec., y satisfont ; le rayon a. {1+¥.(y+v+ &c.)} y
salisfera pareillement.
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Supposons que les forces étrangéres se réduisent a la force cen-
trifuge due au mouvement de rotation du sphéroide, et nom-
@nous g, ceite force, a la distance 1, de l'axe de rotation ; nous

aurons par le n® 23, N=1g.(1—*); P’équation de 1’¢ qmllble
sera par conséquent,

const.=jar.y—a. [y .dp.dg . sinp—=ig.(1—p').
En la différentiant trois fois de suite, relativement a g, et cn ob-
servant que (%:«) =cos.”p, en vertu de Iéquation
# =pcos.’p—sinp.cos. ¢ ;

iy diy’
o=§~vr.(—>—fa’p dgq'.sin.p.cos.’p. ( }:3),

‘

on aura

orona fdp.dg.sin.p.cosf p= -71; on pourra donc meltre

Péqualion précédente sous cette forme,

. 4 2y’
o=/dp.dq .sin.p.cos.*p. { %(E*—Q ——-(d—:—3>}

Cette équation doit avoir lieu, quel que soit # ; oril est clair que
parmi toutes les valeurs comprises depuis ¢ = —1, jusqu’a =1,
il en existe une que nous désignerons par %, et qui est telle,

. . . a3
quabstraction faite du signe, aucune des valeurs de (Z%) ne sur-

passera pas celle qui est relative & %; en désignant donc par H,
celte derniére valeur, on aura

A3y’
o=/dp.dq'.sin.p.cos.’p. {% H—(T:?)}
La quantité } H —(d;‘r ) est évidemment du méme signe que H,

ct le facteur sin. p.cos.’p est constamment positif dans toute Péten-
due de Yintégrale ; les élémens de cette intégrale sont donc tous
du méme signe que H ; d’ou il suit que Pintégrale cntiére ne peut
étre nulle, a moins que H nc le soit Jui- méme, ce qui exige que

o, & \ . .
Ton ait généralement, o=(2%), d’ot1 lon tire en intégrant,

y=Il+m.ptnt;
!, m, n, étant des constantes arbitraires,
K ¢
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Silon fixe 'origine des rayons, au milieu de Paxe de révolution,
et que l'on prenne pour @, la moitié de cet axe, y seranul, lors-
que =1, etlorsque p=-—1, ce qui donne m=o0, et n=——1;
la valeur de y devient ainsi, .(1—u*) ; en la substituant dans
Péquation de P'équilibre

constante = } e 7.y ~a fy'dp.dq' sinp—1g.(1—p*);

15.
on trouvera al=—>&
16.7

fuge a la pesanteur a I'équateur, rapport qui est & trés-peu prés

=1 ap, 2p étant le rapport de la force centri~

. 3g ..
égal a :‘% : le ruyon du sphéroide sera done

bao

—_) s
4'(1 ®) s

Q. { 14+
d’ot1 il suit que ce sphéroide est un cllipsoide de révolution; ce qui
est conforme & ce qui précéde.

Nous voila ainsi parvenus a déterminer directement, et indé-
pendamment des suites, la figure d’'un sphéroide homogene de
révolution . qui tourne sur son axe, et a faire voir qu’elle ne peut
étre que celle d’un cllipsoide qui se réduit a une sphére, lorsque
¢==0; en sorte que la sphére est la seule figure de révolution qui
satisfasse & Iéquilibre d’une masse fluide homogéne immobile.

De-1a, on peut généralement conclure, que si la masse fluide est
sollicitée pir des forces quelconques trés-petites; il n’y a qu’unc
seule figure possible d’équilibre, ou ce qui revient au méme, il n'y
a qu'un scul rayon a.(14«y) qui puisse satisfaire a I'équation
de l'équilibre

constante =4 a7,y —ea.[y'dp.d g’ .sin.p—N;
o ¢étant une fonction de 0 et de la longitude =, et ' étant ce que
devient y, lorsque Pon y change 6 et = en ¢’ et #’. Supposons, en
effet, qu’il y ait deux rayons différens a. (1 +«y) eta.(1+ay +av)
qui satisfassent a celte équation ; on aura

constanle =4 a7, (¥ +v)—a. /(¥ ++').dp.dq’'.sin.p—N.
En retranchant Péquation précédente, de celle-ci, on aura

constante = $ 7wy~ /v .dp.dg .sin.p.
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Cette équation est visiblement celle d’'un sphéroide homogéne en
équilibre, dont le rayon est a.(1+4=2v), et qui n’est sollicilé par
-aucune force étrangére a Pattraction de ses molécules. L’angle =
disparoissant de lui-méme dans cette équation; lerayon a.(1-+eayp)
y satisferoit encore, en y changeant = successivement dans @ +d=
w+2dw, &c.; Qoli il suit que si 'on nomme v,, v,, &c., ce queo
devient v, en vertu de ces changemens; le rayon
a. {14+ap.dotay,.dotay,.dot &},

ou a.(1+e.fvd=) satisfera a 'équation précédente. Si I'on prend
Pintégrale fvd=, depuis #=0, jusqu’a ==27, lc rayon a.(1+«. fvd=)
devient celui d’un sphéroide de révolution, qui, par ce qui pré-
ctde, ne peut étre qu'une sphére; voyons la coudition qui en
résulte pour v.

Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gra-
vité du sphéroide dont le rayon est a.(1+4av), a lasurface, ct
fixons le pole, ou Yorigine de Vangle 8, a Pextrémité de @; v scra
nul au pdle, et positif, par-tout ailleurs ; il en sera de méme,
de linlégrale fy d=. Maintenant , puisque le centre de gravité du
sphéroide dont le rayon est a.(14a¢), est au centre de lasphere
dont le rayon est @; ce point sera pareillement le centre de gravité
du sphéroide dontle rayon est a.(1+«. fvd#); les différcns rayons
menés de ce centre, a la surface de ce dernier sphéroide, sont
done inégaux entre cux , si v west pas nul; il ne peut donc étre
une sphére que dans le cas de vy==0; ainsi, nous sommes assurés
qu’un sphéroide homogeéne sollicilé par des forces quelconques
trés-petites, ne peut étre en équilibre que d’une seule manicre.

27. Nous avons supposé que NV est indépendant dc la figure
du sphéroide; c’est ce qui a licu a trés-peu prés, lorsque les
forces étrangeéres & Paction des molécules fluides, sont dues a
la force centrifuge de son mouvement de rotation, et i Pattrac-
tion des corps extérieurs au sphéroide. Mais si I'on congoit au
centre du sphéroide , une force finie dépendante de la dis-
tance; son action sur les molécules placées a la surface du fluide,
dépendra de la nature de cette surface, et par conséquent, N dé-
pendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide homogene, qui
rccouvre une sphére d’une densité différente de celle du fluide;
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car on peut considérer cette sphére, comme étant de méme den-
sité que le fluide, et placer & son centre, une force réciproque
au quarré des distances; de manicre que si 'on nomme ¢, le rayon.
de la spheére, et ¢ sa densité, celle du fluide ¢lant prise pour unité;

(P

cette force, a la distance r, sera égale & ior.

hn la mul-
tipliant par Pélément —dr, de sa direction; l’mtégrnlc du pro-

. (p—
duit, sera j7.

, quanlité quil faut ajouter & «’N; ct

comme & la surface, on a r=a.(1+«y), il faudra dans P'équation
1) ¢

de l’ethbre du n°. précédent, ajouter a N, $ w.( (1—ay).

Cette équation deviendra,

consl~—45 {1+(p—1) }.y-—-u.fy’.dp.dq’.sile-—-M

Si Ton désigne par @.(142y+ev), une nouvelle expression du
rayon du sphérvide en équilibre; on aura pour déterminer v,
Péquation
const. =37, { 1 +(p—l) 1 .9—fv'.111).dg'.sin.p,-

équation qui est celle de lcqulhbre du sphéroide, en le supposant
immobile, et en faisant abstraction de toute force extéricure.

Sile sphéroide est de révolution, ¢ sera uniquement, fonction
de cos.8 ou de #; or on peut dans ce cas, le déterminer par I'ana-
Jyse du n°. précédent; car si Pon différentie cetle équation, ¢+1
fois de suite, relativement a ¢, on aura

di+r g dit, '
o= {1+(p—1) } (dw-) ~/ (,,W.)f'pdq sinp.cos*p;
mais on a

. s 47

JSdp.dq .sin.p.cos. i+ p= pranc
Péquation précédente peut done étre mise sous cette forme;
o=/dp.da’ sinp. _u~+.“f( +°)( - ) g\ _ (3

-/dp.dq’ sin.p.cos P (73 14 (p—1). G )\ §
On peut prendre , tel quabstraction faite du signe, on ait

| (gi-;5),{1+(p—1).2—;}>1,
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en supposant donc que i soit le plus petit nombre entier positif
qui rende cette quantité plus grande que I'unité, on s'assurcra,

«comme dans le n°, precédent, que cette équation ne peut étre satis-
d:-f-l .
faite, 4 moins que 'on ne suppose (m) =0; ce qui donne

yv=p4+ 4.4 4 B+ &e.
En substituant dans Péquation précédente de équilibre, au licn
de v, cette valeur, et au lieu de ¢/,

Wit A W 4B K,
#' ¢tant par le n°. précédent, égal & pacos.’p. —sin’p.cos. ¢’ on
trouvera d'abord

14( p—l) “:l 3

ce qui suppose ¢ égal ou momdre que Punité; ainsi, toutes les
fois que a, ¢ ct p ne seront pas tels que cette équation soit satis-
faite, i étant un nombre enticr positif, le fluide ne pourra étre
cn équilibre que d’une seule mani¢re. On aura cnsnite

1. (i=1) :
A =0 ; =iy &e.
en sorle que
P i. (1—1) _,+z (i—1). (L——92 (1—3) S — & ;

a.(ai— 1) 2.4.(2i~1). (91—3)
il ya donc généralement deux figures d’équilibre, puisque «v est
susceptible de deux valeurs dont I'une est donnée par la suppo-
sition de e=o0, et dont l'autre est donnéc par la supposition de v
€gal & la fonction précédente de u.

Si le sphéroide est sans mouvement de rotation, et n’est sollicité
par aucunc force étrangére & T'action de ses molécules; la pre-
miére de ces deux figurcs est une sphére, et la seconde a pour
méridien, une courbe de Pordre . Ces deux courbes sc confondent
dans le cas de =1, parce quele rayon a.(1+4ap) est celui d’une
spheve dans laquelle Yorigine des rayons est & la distance «, de
son cenlre; mais alors, il est aisé de voir que p=1, c’est-a-dire
que le sphéroide est homogene, ce qui est conforme au résultat-du
n® précédent.
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28. Lorsque Pon a les figures de révolution, qui satisfont i
Péquilibre ; il est facile d’en conclure cclles qui ne sont pas de
révolution, par la méthode suivante. Au licu de fixer Porigine
de Pangle 6, a Pextrémité de 'axe de révolution; supposons qu’eto
soit a une distance y de celte extrémité , etnommons 6’ la distance
i cette méme extrémité, du point de la surface dont 8 est la dis-
tance a la nouvelle origine de Pangle 6. Nommons de plus =—¢,
Tangle compris entre les deux arcs 8 ¢t 3 ; nous aurans

€0s. 0 = c0s. y.00s.0+3in. y.sin.f.cos (#—¢) ;
en désignant donc par r.(cos.8’) la fonction
i (i=—1)
3.(ait1)
le rayon du sphéroide immobile, en équilibre, que nous venons
de voir &tre égal & a. {14-aT.(co0s.6')}, sera

cost ' .cos. 0 0 4 &e.;

a+aa.T.{cos.y.cos.0+sin,y.sin.8.cos.(#—¢)};

ct quoiqu’il soit fonction de ’angle =, il appartient & un solide de
révolution, dans lequel Pangle 8 n’est point a I'extrémité de I'axe
de révolution.

Puisque cc rayon satisfait a ’équation de équilibre, quels que
soient a, € ct 3 ; il y satisfera encore, en changeant ces quantités
enda, € et 3 ; a” ¢ et 3", &c.; dour il suit que cette équation
étant linéaire, le rayon

a+aa.T. {cos.ycos. 8 +sin. y.sin.0.cos. (#—¢)}
+aa.t. {cos.y’cos, §+sin.y’.sin. 8. cos. (a—¢') }
+ &,
y satisfera parcillement. Le sphéroide auquel ce rayon appartient,
w'est plus de révolution; il est formé d’une sphére du rayon a,
et d’'un nombre quelconque de couches semblables a Pexcés du
sphéroide de révolution, dont le rayon est a.4«=.T(x), sur la
sphére dont le rayon est @, ces couches étant posées arbitraire~
ment les unes au-dessus des autres.
Si 'on compare expression deT. (cos. 8'), a cellede P dun®. 23;
on verra que ces deux fonctions sont semblables, et quelles ne
different
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different que par les quantités 3 et ¢, qui dans PV sont p et,
et par un facteur indépendant de et de = ; on a donc

o=§d'(“‘"/‘)- {d.r.{(lio& 6 )} (dd.r(.{(:fma')
— +
« T—pp

)+iA(£+1).l‘.(cos.6').

T} est facile d’en conclure, que si I'on représente par «¥'9, la
fonction

a.T. {cos.y.cos.§+sin.y.sin. 8. cos. (# —¢))}

+4'.T. {cos.3 . cos.04sin. 5’ sin. §. cos. (v—¢')}

+ &e.,
Y® sera une fonction rationnelle et entiére de x, V 1—p*.cos. =,
V1= .sina, qui satisfera 4 équalion aux différences partielles,

dY® dd Y
o)t | ‘—"“)'(777)} (Tfrr) .
! AT i (i) Y9

dp L—pp

en choisissant donc pour ¥, la fonction la plus générale de cette
nature; la fonction a.(142¥®) sera Uexpression Ja plus générale
du sphéroide immobile, en équilibre.

On peut parvenir au méme résultat, au moyen de Pexpression
de 7 en séries , du n® 11; car I'équation de Iéquilibre étant pay
le n°. précédent,

const,= P +a*.N;
si Pon suppose que toutes les forces étrangéres & Paction récipro~
que des molécules fluides, se réduisent a unc seule force attrac-

(p=1).¢ . -
= placée au centre du sphéroide; en mul-

tive égale a $7.
tipliant cette force, par I'élément —dr, de sa direction, et cn
Pintégrant ensuile , on aura

3
-;-w.(P—l).i

=a*' Ny

et comme & la surface , »=a.(1+2y), Iéqualion précédente de
Péquilibre deviendra .
Const.'—"y'i'%:z?.%,(l—?).y,

M.caN. citx. Tome 11, L



82 MECANIQUE CELESTE,

En substituant, dans celle équation , au lieu de 7, sa valenr
donnée par la formule (3) du n°. 11, dans Jaguclle on meitra
pour rysa valeur a. (14-2y), el en substituant poury, sa \’alcuxj

YO YO4Y 04 &e.;

on anra

o=! (1=p) C 1l YO+ (1) al youfa-y) f‘__n} e
= P i P \ g

............+{(1 p)‘— ( >} Y94 &c;

+

la constante a étant supposée telle que consl. = § 7.a” Celle équa-
tion donne ¥ =0, Y=2, Y¥=a, &e.; & moins que le
cocflicient de Pnne de ces quantités, de Y@ par exemple , ne soit
nul, ce qui donne

(=) =222,

¢ dtant un nombre en'ier posilif, ct dans ce cas, toutes ces quan-
1ités sont nulles, excepté Y9; on aura donc alors y =¥, ce qni
est conforme & ce que nous venons de trouver.

Gn voit aiusi, que les résultats oblenus par la réduction de 7
en séric, ont toule la géncralité possible, et quil west point &
craindre que quelque figare d’équilibre échappe 4 Fanalysc fon-
déesur cetle réduction 5 ce qui confirme ce que Yona vu @ priori,
par Panalyse du n® 11, dans lequel nous avons prouvé que la
forme que nous avons donnée au rayon des sphéraides, n’est point
arbitraire, ct découle de la nature méme de leurs attraclions.

29, Reprenons maintenant,, I'équation (1) du n®. 95. Si on y
substitue pour /7, sa valeur donnée par Ja formule (6) dun®. 14;
on aura relativement aux différentes couches fluides,

/-“-——-erj} d.a +/mr/p d. Ia Y(’+— Y()-i-—- Y(‘)+—— Y“)-}-&c}
4

+-- Jpedod' 4 ﬁ d. { ‘.Y‘°>+5.1/<'>+§,y<«)+ﬁ,y(3>+ &c,};(,)
+art .{Z‘“)+Z("+r.Z“+r’.Z(‘)+ &e.};
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les différentielles et les intégrales étant relatives i la variable @ :
les deux premiéres intégrales du second membre de'cette équa-
tion, doivent étre prises depuis a=a, jusqua a=1, a ¢tant
la valeur de e, relative & la couche fluide de¢ niveau, que Von
considére, et cette valeur & la surface, étant prise pour unité:
les deux derniéres intégrales doivent étre prises depuis a=o,
jusqu’a @=a: enlin, le rayon r doit étre changéen a.(1+ay),
aprés toutes les différentiations et les intégrations. Dans les termes
multipliés par «, il suffira de changer r en @ ; mais dans le terme

%.ﬁ.d.a’, il faudra substituer @.(14-«y), pour r; ce qui le

change dans celui-ci, :‘5—}.(1 —ey).fp.d.a’, ct par conséquent ,
dans le suivant,

47:'

3a ({1—a Yo YO —a . YO —&c.} . fp.d.a’

Cela posé ; si dans Péquation (1), on compare les fonctions sembla-~
bles, on aura d’abord

/“i'r_‘—_—g,.f,.d.aur4m.f,,.d(a’.yto))+ 2 frd.a

44"’ YO /‘P da 4______‘/‘P d(a’y("))ﬁ-da Z(Ly)

les deux premiéres intégrales du second membre de cette équation
étant prises depuis a=a, jusqu’a @a=13 les trois autres intégrales
de ce sccoud membre devant étre prises depuis a=o, jusqu’a
a=a. Cetto équation ne déterminant ni a, ni ¥, mais don-
nant seulement un rapport entre ces deux quantités ; on voit que
la valeur de ¥ (*) est arbitraire, et peut étre déterminée & volonté,
On aura ensuite, i étant égal ou plus grand que I'unité,

47 .a Y® 47 .
b _,_,yw, d.a’
2‘ 1 fP' (a(-g) fP d a

47 3, Y6 @ 5
(3i41).a Spd. (. YO)+d". 2 (2)
la premiére intégrale étant prise depuis a =a, jusqu'a e=1, et
les deux autres étant prises depuis @ =0, jusqu’a a =a. Celte
I.a
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équation donncera la valeur de Y %), relative a chaque couclie fluide,
lorsque la loi des densilés p sera connue.
Pour réduire ces différentes intégrales , dans les mémes limites ;
501t
e Srede ( )+z<‘J 2—:.‘%.2’“’,

Yintégrale étant prise depuis a=o0, jusqu’h a=1; Z'" sera unc
quantité indépendante de a, et Péquation (2) devwndm

o= (2i+1).d. Y“‘).fp.d.a’+3a'i+'.fp.d.(§‘;:-)
=3 p.d. (. YD) =3, Z'0);
toutes les intégrales ¢lant prises depuis a=o0, jusqu'a a =a.
On pourra faire disparoitre les signes d’mte gration , par des
diff¢érentiations relatives & @ etlon aura 'équation différentielle du
sccond ordre,

ddY(‘))_ L(i41) 6p.a YO 6.p.a® [dYD
da* —{ a* jp [p-d-a® _m' “da )

T’intégrale de cette équation donnera la valeur de ¥ avee deux
constantes arbitraires ; ces constantes sont des fonctions ralion-

nelles et entiéres de Pordre i, de u, V' 1—p*.sin. @, etV 1—p.cos. s,
telles qu'en les représentant par U®, elles satisfont a Péquation
aux différences partielles,

0=Y? {(I—W) ({Z")}E + (drlli:*ﬂ‘)>+, (i41). U9,

du 11—

L’une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonction Z/¢),
qui a disparu par les différentiations, et il est visible qu’elle sera
un multiple de cette fonction. Quant & 'autre fonction, si Pon
suppose que le fluide recouvre un noyau solide , clle se détermi-
nera au moyen de I'équation & Ja surface du noyau , en observant
que Ja valeur de Y@ relative & la couche fluide contigué a cette
surfuce, est la méme que celle de cette surface. Ainsi la figure
du sphéroide dépend ct de la figure du noyau intérieur, et des
forces qui sollicitent le fluide.
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30. Si le sphéroide est entitrement fluide, rien ne déter—
minant alors, une des constantes arbitraires ; il semble qu’il doit
¥ avoir une infinité de figures d’équilibre. Examinons particuli¢re-
ment ce cas d’autant plus intéressant, qu’il paroit avoir cu licu
primitivement, pour les corps célestes.

Nous observerons d’abord que les couches du sphéroide doivent
diminuer de densité , en allant du centre a la surface ; car il est clair
que si une couche plus densc étoit placée au-dessus d’une couche
moins dense, ses molécules pénétreroient dans celle-ci, de méme
qu’un corps pesant s’enfonce dans un fluide de moindre densité; Ie
sphéroide ne seroit donc point en équilibre. Mais quelle que soit sa
densité au centre , elle ne peut étre que finie; en réduisant donc
Pexpression de p, dans une suite ascendante par rapport aux puis-
sances de a, cetle suite sera de la forme ¢—y.a'— &e., ¢, 3 et n
¢tant positifs ; on aura ainsi ,

ap ny.a"
Trda = Tinys)e
ct Péquation différenticlle en Y@ deviendra

(‘11””) {(z—-z) (i43) + ——— bny.a — &c. } Yo

+ &e.;

da? (n+3). (n43).€ a*

6 ny.a dYy®
“‘E'{l e T b } ( da )

Pour intégrer cette équation , supposons que ¥ soit développé
dans une suite ascendante par rapport anx puissances de a, de cette
forme,

YO=g' . UY+a". U+ & ;

Péquation différenticlle précédente donnera

(s+i+3).(s-i4+2). @ UD+(s'+i+3).(s'-i+2)a" . U'D 4 &e.

6n) a $~3 (l) s/—2 /(i)

= (35 AGs+1).@ 2 U4 (s'+1).a" U+ &e. )5 (e)
En comparant les puissances semblables de a; on a d’abord
(s4i+3).(s—i+2)=o0; cequi donne s=i—2, et s =—i—3.

A chacune de ces valeurs de s, répond une série particuliére
qui étant mullipliée par une arbilraire, sera une intégrale de
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Iéquation différenticlle en Y} ; Ja somme de ces deux inté-
grales, en sera lintégrale compléte. Dans le cas présent, la
suite, qui répond & s=—i—3, doit étre rejetée ; car il en résulz
teroit pour ¢ Y, une valeur infinie, lorsque a seroit infiniment
petit, ce qui rendroit infinis, les rayons des couches infiniment
voisines du centre. Ainsi , des deux intégrales particuliéres de I'ex-
pression de Y, celle qui répond & s=i—z2, doit seule étre ad-
mise. Cetle expression ne renferme plus alors, qu’une arbitraire
qui sera déterminée par la fonction Z¢,

Z® étant nul par le n®, 25, Y est pareillement nul, en sorte
que le centre de gravité de chaque couche, est au centre de gravité
du sphéroide entier. En effet, Péquation différentielle en ¥'® du
1°. précédent, donne

dYON (2 Bea \ L Beeat (dVO)

“dat )T \@ frda)T T jdat\da f

NP . . 0}
On satisfait & cette équation, en faisant ¥()=—, U(") élant
a

indépendant de a. Cette valeur de Y est celle qui répond i Péqua-
tion s=i—3; clle est, par conséquent, la seule que Pon doive
admettre. En la subslituant dans équation (z) du n°. précédent
eteny supposant Z(V=o, la fonction U™ disparoit, et par con-
séquent, reste arbitraire; mais la condition que l'originedu rayon r,
est au centre de gravité du sphéroide terrestre, la rend nulle; car
on verra dans le n°, suivant, qu'alors Y est nul & la surface de
tout sphéroide recouvert d’une couche de fluide en équilibre ; on
aura dong dans le cas présent, U() =o; ainsi ¥ est nul relati~
vement & toutes les couches fluides qui forment le sphéroide.
Considérons maintenant 'équation générale,

YO=a' UO4a" U9+ &e.
§ élant, comme on vient de le voir, égal & i—2a, s est nul ou
positif, lorsque i est ¢gal ou plus grand que 2; de plus, les fonc-
tions U"9, U"4), &c., sont données en U®, par Péquation (2) de
ce n°.; ensorte qae I'on a
YO=hUD;
h étant une fonction de a, et U en étant indépendant. Si Yon
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substitue cette valeur de ¥ dans ’équation différentielle en ¥+
on aura

ddh 6s.a? ] h 6.0.a® dh
dav T { ()= -:;“7;7:1;3*'3

Le produit i.(i+1) est plus grand que ——— ,Iorsque iest égal

fd
fd

Punité; en effet, son dénominateur fp.d.a’ est égal & p.a’—/fa’. dp,
et la quantité —/a*.dp est posilive, puisque p diminue du cenlre
a la surface.

ou plus grand que 2; car la fraction ——— cst moindre que

. , dh -
11 suit de-la que / et — sont constamment positifs, du centre

& la surface. Pour le faire voir, supposons gue ces deux quantités
soient posilives, en partant du centre; d4 doit alors devenir
négatilavant &, et il est clair qu’il doit pour cela, passer par zéro;
mais dés Pinstant ol il est nul, ddA devient posilif, en verta de
Péquation précédentc, ct par conséquent di commence & croiire ;
il ne peut donc jamais devenir négatif; d’ou il suit que 4 et di
conservent constamment le méme signe, du centre a la surface.
Maintenant , ces deux quanlités sont positives en partant du
centre; car on a, en vertu de équation (¢), s'—2=s+n—2,
ce qui donne s'=i+n—3; on a ensuite,
S ramy e o 8n(s41).y UC
(s'+i43).(s=i+2). U= Tise T

d’onr 'om tire

W 8(=1) U0

(n+3).(2i4nt1).3 ;

on aura donc
h ::a‘"+———-6 (i—1)y-a2
(n13).(3itn+1).€

lh 6.(i=1).(i+n—s).3.at?

( (1—2) a,-3+ ( )(+

(n+3).(ai +n-rx) ¢

%, €eln élant positifs , on voit qu’au centre, & et d 4 sont positifs,
lorsque i est égal ou plus grand que 2; ils sout done constam-

ment positifs, du centre a la surface.

+&ec.
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Relativement & la Terre, & la Lune, & Jupiter, &c., Z% est
nul ou insensible, lorsque ¢ est égal ou plus grand que 3 ; 'équa~
tion (2) du n°. précédent, devient alors,

0—{5(:"*‘ JSid (_) (2i+1).ai.h.ﬁ,.d.a3+3.ﬁ.d.(am,h)}.uﬁ>;

la premiére intégrale étant prise depuis e =a, jusqu’a a=1, et
les deux autres élant prises depuis e =o0, jusqu’a a==a. A la sur-
face olt a=1, cette équation devient
o={—(2i+1).h.fp.d.a’+3.[p.d.(a*. 1)} . UO;
équation que 'on peut mettre sous cette forme,
o={—(2i—2).p.ht(2i+1).k.fa*.dp—35.[ a*h.dp} . U.

dp est négatif, du centre & la surface, et A croit dans le méme
intervalle ; la fonction (2i+1).k.fa’.dp—3.[/a"*h.dp est dono
négative dans le méme intervalle; ainsi dans Péquation précé-
dente, le coeflicient de UW est négatif, ct ne peutétre nul alasurface;
U® doit donc étre nul, ce qui donne ¥ =o0; lexpression du
rayon du sphéroide se réduit ainsi &, a+aa. {¥ )+ ¥ ®}; cest~
a-dire que la surface de chaque couche de niveau du sphéroide est
clliptique, et par conséquent, sa surface cxtéricure est elliptique.

Z®), par rapport & laTerre, est, parle n®. 23, égal:‘t—-a%-. (w—1);
Téquation (2) du n°. précédent donne ainsi;
o={ir.a".fp.dh- {nc*. k. fp.d.a* +47. [p.d(ah)}. U(‘)— a (*=3).
A la surface, la premiére intégrale fp.d% est nulle; on aura done
a cette surface ou ¢ =1,
— g (e —3)

U® = |
t7.h.fp.d.ad—%7.[p.d.(a%h)

Soit « ¢, le rapport de la force centrifuge 4 la pesanteur & équa-
teur ; Pexpression de la pesanteur étant aux quantités prés de
Pordre «, égale & §7./p.d.a’; on aura g=4rep./p.d.a’; partant
)= T2
v p—z1t: d(@h)’

2h S’ Iy a’da

n
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en comprenant donc dans la constante arbitraire @, quc nous avons
prise pour I'unité, la fonction

2O aho

54— 1.L0R)
Jp-a*da
le rayon du sphéroide terrestre & la surface , scra
1+ dh.’!.(l‘——fi")__.
2h— ?Majﬂ
. b.p.arda
Ce rayon est celui d’un ellipsoide de révolution, dont le demi-
petit axe est Punité, et dont le demi-grand axe est
ah.o
1 a.fp.d(a%h)
2h— 5./p‘a’daw
La figure de la terre supposée fluide, ne peut done étre que celle
d'un ellipsoide de révolution , dont toutes les couches de méme
densité, sont elliptiques et de révolution, et dans lequel les ellip-
ticités croissent, et les densités diminucnt du centre & la surface.
Le rapport des ellipticités aux densités , est donné par I'équation
différentielle du second ordre,
ddh __ 6h pad ap.a* dh
—&T—F.<l— 5.j'p.a’da)—jp.a’da'.d_a-'

Cette équation n’est intégrable par les méthodes connues, que dans
quelques suppositions particuli¢res sur les densités p; mais si la
loi des elliplicités étoit donnée, on auroit facilement celle des
densités correspondantes. On a vu que P'expression de A donnée
par Pintégrale de cette équation, ne renferme dans la question
présente,, qu’une arbitraire qui disparoit de la valeur précédente
du rayon du sphéroide ; il n’y a donc qu'une seule figure d’équi-
“libre trés - peu différente de la sphére, qui soit possible, et il est
facile de s’assurer que les limites de Papplatissement de cette ligure

“ .5 ‘s .
sont — et o ¢, dont la premiere répond au cas ot toute la masse

du sphéroide seroit réunie au centre, et dont la seconde répond au
gcas ou cctle masse seroit homogéne.
Les dircetions de la pesanteur, depuis un point quelconque de la
surface , jusqu’aw centre , ne forment point une ligne droite , mais
MiscanN, otin, Tome I, M
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une courbe dontles élémens sont perpendiculaires aux couches de
niveau qu’elle traverse : cette courbe est la trajectoire & angles
droits, de toutes les ellipses qui par leur révolution , forment ccg
couches. Pour détcrminer sa nature, prenons pour axe, le rayon
mené du centre au point de la surface, 8 étant Pangle que ce rayon
forme avec I'axe de révolution. On vient de voir que Pexpres-
sion générale du rayon d’une couche quelconque du sphéroide,
est a+ak.ah.(1—p'), £ étant indépendant de a : de-1a il est
facile de conclure, quc si Pon nomme ', Pordonnée abaissée d'un
point quelconque de la courbe sur son axe, on aura

. h.da
ey’ =aak.sin.ad. {c—- ——a-—-},

¢ étant la valeur entitre de I'intégrale f h-';li-a, prise depuis le cenlre
jusqu’a la surface.

31. Considérons présentement le cas général dans lequel le
sphéroide toujours fluide 4 sa surface , peut renfermer un noyau
solide d’'une figure quelconque peu différente de la sphérc. Le
rayon mené du centre de gravité du sphéroide a sa surface, et la loi
de la pesanteur & cette surface, ont quelques propriétés générales,
qu’il est d’autant plus essenticl de considérer, que ces propriétés
sont indépendantes de toute hypothése.

Lapremiére de ces propriétés est que dans D'état d’équilibre, la
partie fluide du sphéroide doit toujours se disposer de maniére
que la fonction Y disparoisse de Pexpression du rayon mené
du centre de gravité du sphéroide entier, & sa surface ; ¢n sorte
que le centre de gravité de cette surface, coincide avee celui du
sphéroide.

Pour le faire voir , nous observerons que R étant supposé repré-
senter le rayon mené du centre de gravité du sphéroide, & I'une
quelconque de ses molécules ; Pexpression de cette molécule sera
peR'.dR.dp.dw; ct P'onaurapar len’ 12, cn vertu des proprié-
1és du centre de gravité,

o=/p. R.dR.dp.dw.1u;
o=/p.R.dR.dp.d=.V1—p*.sin. = ;
o=/p.R.dR.dp.d=.V i—p*.cos. @ ;
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Concevons l'intégrale fp. R'.d R prise relativement 4 R, depuis
Porigine de R, jusqu’a la surface du sphéroide, et ensuitc deve-
-loppéc dans une série de la forme

N4 NO+ N4 NO 4 &e.
N© ¢tant, quel que soit i, assujéti a Péquation aux différences

particlles,
AN ddN
el (B ()
7 +
u 1—pp

dm
on aura par Ie n°. 12, lorsque i est différent de l'unité ,
0=/ND.udu.dz ; o=fNO.du.da.V 1—a.sin.=;

0o=fN®.du.d=. V 1—&*. cos. .

Les trois équations précédentes données par la nature du centre de

gravité, deviendront

o0=/Nududas ; o= N"du.dw.V1—u.sin.a;

o=fNW.du.dw.V 1—&* . cos. .

N est de la forme Hu+H'.V 11— sin. o+ H".V 1—@*.cos. w5
en substituant cctte valeur, dans ces trois équations, on aura
H=o0; H'=o0; H'=o;
partant N =0 c’est la condition nécessaire pour que Porigine

de R soit au centre de gravité du sphéraide.
Voyons maintcnant, ce que devient N¢) relativement aux
sphéroides peu dillérens de la sphére, et recouverts d’un fluide
en équilibre. On a dans ce cas, R=a.(1+ay), ct lintégrale
JSo-R.dR,devient 1fp.d. {a*.(1+4ay)}, la différenticlle et I'in-
tégrale étant relatives a la variable @, dont p est fonction. En
substituant pour y, sa valeur Y+ Y4 Y ®+ &ec., on aura
N =qa.fip.d(a*'.YM).
L’¢quation (2) dun®. ag, donne & la surface ot a==1, et en obser-
vant que Z®) est nul,
Sped (a8 Y) =Y. [p.d.a*,
la valeur de ¥ dans le second membre de ccite équation , étant
Ms

Fi.(i41) . NO;
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relative & la surface ; ainsi N étant nul, lorsque Porigine de R
est au centre de gravité du sphéroide, on a pareillement ¥ (V=o.

39. Létat pcrmanent de Péquilibre des corps célestes, noud
fait connoilre encore quelques propriétés de leurs rayons. Si les
planétes ne tournoient pas exactement , ou du moins, a trés-pea
prés, autour d’un de leurs trois axes principaux de rotation, il en
résulteroit dans la position dc leurs axes de rotation , des change-
mens qui seroient scnsibles , sur-tout pour la terre; et comme les
obscrvations les plus précises n’en font appercevoir aucun , nous
devons en conclure que depuis long-temps , toutes les partics des
corps célestes, et principalement les parties fluides de leurs sur-
faces, sesont disposées de maniére a rendre stables, leur état d’équi-
libre, et par conséquent, leurs axes de rotation. Ilesten clfet, trés-
naturel de penser quaprés un grand nombre d’oscillalions, elles
ont dd sc fixer & cel état, en vertu des résistances qu’elles éprou-
vent. Voyons maintenant, les conditions qui en résultent dans
Yexpression des rayons des corps célestes.

Silon nomme x, y, z, les coordonnées rectangles d’une molé-
cule dM du sphéroide, rapportées aux trois axes principaux,
Paxe des & étant Paxe de rolation du sphéroide ; on aura par les
propriétés de ces axes , démontrées dans le premier Livre,

o=/fxy.dM ; o=fxz.dM ; o=[yz.dM;
Ies intégrales devant s’étendre & la masse entiére du sphéroide.
R étant lc rayon mené de Porigine des coordonnées, i la molé-
cule dM ; § étant Pangle formé par R ct par Yaxe de rotation ;
et = étant Pangle que le plan formé par cet axe ct par R, fait avec
le plan formé par cct axe et par celui des deux axes principaux ,
qui est Vaxe des y; on aura

x=Ru; y=R. Vi—@.cosw ; z=R.V1i—@.sina;
dM=p.R*.dR.dup.d=.
Les trois ‘équations données par la nature des axes principaux de
rotation, deviendront ainsi,
o=/¢.R'."dR.dp.dw.u. V;:,:‘.cos.@ 3
o=/p.R'"dR.du.dv.u.V 1—p* sin. @ ;
o=/p.R*dR.dp.dw.(1~—y*).sin. 3 =.
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Concevons lintégrale /p. R*.d R, prisc par rapport & R, depuis
R =0, jusqu’ala valeur de R & lasurface du sphérvide, et déve-
soppée dans une suite de la forme U+ UM+ UG£ UMy Ke.;
U® ¢étant quel que soit 7, assujéti & I'équation aux différences
particlles,

o=3d'{(“‘““)'(§?tti—m>} §+ (€;§)+i.ﬁ+1)-m}-

du 1—pp
Oun aura par le théoréme du n®. 12, lorsque i est différent de 3, et

cn observant que les fonctions, u. v 1—p. co8.w, ©. 74 1—ptsin. @,
ct (1—u*).sin.2 =, sont comprises dans la forme U™ ;
0=/U9.dp.dw.pu.V 1—p.cos.v ;
o= U du.da.p.V1—p .sin. @ ;
o= UY.du.dw.(1—p*).sin. 2 =.

Les trois équations relatives a la nature des axes de rotalion,
deviendront ainsi,

o= U®.du.dz.u.V 1—p*. cos. = ;
o=UN.du.do.u.V1— . sin.w ;
o=/U".du.d=,(1—~u*).sin. 2.

Ceséquationsnedépendent donce que delavaleur de U®:cette valeur
est delaforme H.(pu*— g)+H’..u.\/:1:".sinﬁ+H".n.\/.1~—T;’.cos.w
+H".,(1—p*).sin.aw4+ H” . (1—p®).cos.2a : en la substituant
dans les trois équations précédentes , on aura
H=0; H'=o0; H"=o.
Clest & ces trois conditions que sc réduisent les conditions néces~
saires pour que les trois axes des x, des y et des z, soient de véri-
tables axes de rotation, et alors U sera de la forme
H.(@*~3)+H"”. (1—u").c08.2 =,
Lorsque le sphéroide est un solide peu diftérent de la sphére,
recouvert d’un fluide en équilibre; ona R=a.(14+ay), et par
couséquent,

SpeRVAR=1%.[p.d. {a*. (1 +Day)}.
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Si I’on substitue pour y, sa valeur ¥)4+ Y4 ¥4 &c.; on aura
U®=a.[p.d.(a*Y™).

L’équation (2) du n°. 29, donne & la surface du sphéroide ,

Y Jped (@ YO) =4m Y Ofpd @’ — 25

Y™ et Z® dans le second membre de cette équation , étant relatils

i la surface; on a donc

A
U‘”=»§¢.Y“).fp.d.a’—§a—;—.

La valeur de Z® est de la forme

-—E.(/x‘-%){-g’.y. V1—prsinatg.p. Vl—y‘.cos.a
+g" . (1—’).sin, 2w+ g7 . (1—*).€08.37 ;
et celle de Y est de la forme

—h (W= 1)+ H o VI sina b g V1= cos.w
4+ 0" .(1—p*).sin.a @+ A7 (1—p*).cos.2 7.

En subslituant dans 'équation précédente , ces valeurs, et
H.(w—1)+H"” . (1—y*).cos.2w, au lieu de U™; on aura

W=—2bt _ ; W= _ 8 ; K= &

47.[p.a*da 47 .[p.a*da 47.[p.a*da

Telles sont les conditions qui résultent de la supposition que le
sphéroide tourne autour d’un de ses axes principaux de rotation.
Cette supposition détermine les constantes A', A’y A", au moyen
des valeurs de g, g’ g”'; mais elle laisse indéterminées les quan
1ités & et A, ainsi que les fonctions Y, Y, &e.

Si les forces étrangeres a Pattraction des molécules du sphéroide,
se réduisent 4 la force centrifuge due & son mouvement de rota-
tion; on aura g'=o, g"=o0, g”=o0; partant A'=o, A"=o0,
A" =0, et Pexpression de ¥'*) sera de la forme

—h.(w*—3)+ b7 . (1—¢*).cos a7,

4 cy . .
53. Considérons Pexpression de la pesanteur , & la surface du
sphéroide. Nommons p cette force; il est aisé de voir, par le n°. 25,
que Von aura sa valeur, en différentiant le second membre de
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Péquation (1) du n° ag, par rapport a r, et en divisant sa diffé-
rentielle, par —dr; ce qui donne & la surface,

LRI 1y 2% 0 1. 3% po 2 yo
P=rfpda +—;:-.fp.d.{a SRR LU S +&c.}
—ar (3. 204 2. Z9+3r. ZO+4r* . ZW + &e. } 5
ces intégrales élant prises depuis @ =0, jusqua a=1. Le rayon r
ala surface, estégal a 142y, ou égal &
14a. (YO+ YL Y O4-&e.};
on aura ainsi,

P=%-fr-d.a’“§:—”{y(°>+ YO+ YW +&e}ofpod.a’

4 3q3 & ;
Fham fpod. {a’.Y(")+i;—-.Y(‘)+-—{;‘—.Y(')+f‘—:-. Yot &c.}
—a. {2. 2042, Z04-3. 204+ 4, ZW 4 &e. ).
On peut faire disparoitre les intégrales de cette expression, au
moyen de Yéquation (2) du n°. 29, qui devient a la surtace,
47 YD) =ty PO 3 70
ml.fp.d.(a XO) =47 YO fpdd?—2
en supposant donc,

P=imfpndia' =2 YO han fr.d. (4 ) 20,29

on aura
p=P+eP. (YO 12 ¥OL3, YO, .. 4 (i—1).YO4&e)
—a {5.ZD4n. Z®4q. ZW9,... .. +(2i41). 29+ &e.}.

Yest par I'observation des longueurs du pendule a secondes, que
Pon a reconnu la variation de la-pesanteur a la surface de la terre.
On a vu dans lc premier Livre,, que ces longueurs sont propor-
tionnelles a la pesanleur; soient donc Z et L, les longueurs du
pendule , correspondantes aux pesanteurs p et P ; I'équation pré-
cédente donnera

=Ll (YO b2 YOL5.X0.... o4 (im1).¥O)
L (52040 ZO+g 2. 4 (2i41).20),
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Relativementalaterre, «Z® se réduit parle n®. 23, & - g (e —=3),

ou, cequirevient au méme, a —?-P{y‘.—%), ap étant le rapas
port de la force centrifuge & la pesanteur  équateur; de plus,
Z®, ZW, &c., sont nuls; on a done
I=L+4e L {YO+2.YD+3.7, . +(i—1).YO}
+1ag-L.(utm)).
Le rayon osculateur du méridien d’un sphéroide gui a pour rayon
14ay, est

ey felem N,
“

en désignant donc par ¢, la grandeur du degré d’un cercle dont
le rayon est ce que nous avons pris pour lunité ; Pexpression du
degré du méridien du sphéroide , sera

d:
d. —_ 2
c.{14a. ( u‘y)+¢. d‘{(l ‘ul‘)'(d‘u )} .
du — dx
“
yestégala YO+ ¥4+ Y@ 4 &c.; on peut faire disparoitre ¥,
en le comprenant dans la constante arbitraire que nous avons prise
pour Yunité; et ¥, en fixant Porigine du rayon, au centre de
gravité du sphéroide entier. Ce rayon devient ainsi,
1+ {(YO+ YD ¥ D4 &}
8i'on observe ensuite que

dy® ddy®

(1—141‘) a4 J ( —
! =—i. (z+1)Y(‘) ——t;

V-l

Pexpression du degré du méridien deviendra,
c—ic {5.Y 4 11.YD,., .. 4 (i*+i—1) YO+ &e.}

dY®\  /dY®
+¢cp..{(—‘-i—)+(-d—-)+ &c.}
“ P
ddy(*) ddY (3
i( . )+(Tw )+ &c.}
ot Co .

Vgt
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SilTon compare ces expressions du rayon terrestre,dec la longueur
du pendule, et de la grandeur du degré du méridien; on voit que
le terme « Y dc Pexpression du rayon, est multiplié par i— 1,
dans P'expression de la longueur du pendule, et par 2*+i—1,dans
celle du degré ; d’ott il suit que pour peu que i—1 soit considé-~
rable, ce terme sera plus sensible dans les observations de la lon-
gueur du pendule, que dans celle dela parallaxe horizontale de la
lune, qui est proportionnelle au rayon terrestre; il sera plus sen-
sible encore dans les mesures des degrés, que dans les longueurs
du pendule. La raison en est, que les termes de Vexpression du
rayon terrestre subissent deux différentiations dans Pexpression
du degré du méridien; et chaque différentiation multiplic ces
termes par 'exposant correspondant de u, et les rend ainsi plus
considérables. Dans Pexpression de la variation de deux degrés
consécutifs du méridien, les termes du rayon terrestre subisssent
trois différentiations consécutives ; ceux qui écartent la figare dela
terre, de celle d’un ellipsoide, peuvent devenir par-1la, trés-
sensibles, et D'cllipticité conclue de cette variation , peut étre fort
différente de celle que donnent les longueurs observées du pendule.
Ces trois expressions ont I'avantage d’étre indépendantes de la
constitution intérieure de la terre, cest-a-dire, de la figure ct de
la densité de ses couches; en sorte que si I'on parvient a déter-
miner les fonctions ¥, ¥, &c., par les mesures des degrés
des méridiens et des parallaxes; on aura sur le champ, la lon-
gueur du pendule ; on pourra donc ainsi vérifier si la loi de la
pesanteur universelle s'accorde avec la figure de la terre, et avec
les variations observées, de la pesanteur a sa surface. Ces rela~
tions remarquables entre les expressions des degrés du méridien
et des longueurs du pendule, peuvent servir encore & vérifier les
hypotheses propres & représenter les mesures des degrés des méri~
diens : c’est ce qui va devenir sensible par Vapplicalion que nous
allons en faire & Phypothése proposée par Bouguer, pour repré-
senter les degrés mesurés au nord, en France et a Péquateur.

Supposons que P'expression du rayon terrestre spit 14«.Y®
+2.Y ™, et que Von ait,

YO=—d (w—1); YO===B, (ut =L+
Mican, civ, Tome 11, N

%)
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<

il est aisé de voir que ces fonctions de u satisfont aux équations
& différcnces partielles auxquelles ¥ et ¥ doivent satisfaire.
La variation des degrés du méridien sera, par ce qui précéde,

ac. {5.4—22.B}.u* +1bac. B.pt

Bouguer suppose cetle variation proportionnelle a la quatriéme
puissance du sinus de la latitude, ou ce qui revient a-peu-prés
an méme, aut; en faisant donc disparoitre de la fonction précé~
dente, le terme multiplié par #*, on aura

B=L.4;
ainsi dans ce cas , le rayon mené du centre de gravité de la terre a
sa surface , sera, en prenant pour unité, celui de I’équateur,

1— %.(4[4'+;4“).

Llexpression de la longueur Z du pendule, deviendra, en dési-
gnant par L, sa valeur a l’équateur,

2. AL
34

Lytap Lop*— (16,0 21.04).

Enfin, Pexpression du degré du méridien, sera, en nommant ¢
sa grandeur a ’équateur,
c+Plad.c.pb

Nous observerons ici que, conformément a ce que nous venons
de dire, le terme multiplié par p¢ est trois fois plus sensible dans
Pexpression de la longueur du pendule, que dans celle du rayon
terrestre, et cinq fois plus sensible dans 'expression de la gran-
deur du degré, que dans celle de la longueur du pendule; enfin sur
le paralléle moyen, il seroit quatre fois plus sensible dans Vexpres-
sion de la variation des degrés consécutifs, que dans celle du degré
méme. Suivant Bouguer, la différence des degrés du pdle et de
Péquatenr , divisée par le degré de Péquateur, est 2i3;; cest le
rapport quexigent dans son hypothése, les mesures des degrés de
Pello, de Paris, et de I'équateur. Ce rapport est égal & L. «; on
a donc

a4 = 0,0054717.
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En prenant pour unité, la longueur du pendule & Péquateur; la
variation de cette longueur dans un lieu quelconque, sera

—%{7—‘?— {16. ' f 21t} L ap.pt,

On apar le n°. 19, 2¢ =0,00545115; ce qui donne {2 =0,0086273,
et la formule précédente devient

0,0060529.* — 0, 0033796, uf,

A Pello o1 u=sin.74"22’, cette formule donne o,0027016, pour
la variation de la longueur du pendule. Suivant les observations,
celte variation est 0,0044625, et par conséquent, beaucoup plus
grande; ainsi Phypothése de Bougucr ne pouvant pas se concilier
avec les observations de la longueur du pendule, elle w'est pas
admissible.

34. Appliquons les résultats généraux gue nous venons de
trouver , au cas ol le sphéroide n’est point sollicité par des attrac-
tions étrangéres, et ou il est formé de couches elliptiques ayant
leur centre, au centre de gravité du sphércide. On a vu que ce cas
est celui de la terre supposée originairement fluide : il est cncore
celui de la terre, dans I'hypothése ot les figures de ses couches
seroient semblables. En effet, Péquation (2) du n°. 29, devient a la
surface ol a =1,

. . . pAO]
— ¥y . - +3_ Yl )y
o=Y®,[p.0*.da “.+l.fp.d.(a YO) res
Les couches étant supposées semblables, la valeur de ¥ est pour

chacune d’elles, la méme qu’a la surface ; elle est par conséquent,
indépendante de a, et 'on a

o fivada o) ) 2
Y .j]o.ada.{x (M._H).a }——4”.

Lorsque i est égal ou plus grand que 3, Z® est nal relativement &

. i+3 . "
la terre ; d’ailleurs, le facteur 1— (ﬁ—l).a‘ est toujours positif;

donc alors ¥ estnul. ¥ est encore nul, par le n° 31, lorsque
Ton fixe Porigine des rayons au centre de gravité du sphéroide;
N2
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enfin, on a par le n® 33, Z® égal & —;.(y.'— 1) bm fp.ada;
on a donc
Jp-a*da.(1—a*)

ainsi la terre est alors un cllipsoide de révolution. Considérons
donc généralement le cas ou la figure de la terre est elliptique
et de révolution.

On a dans ce cas, en fixant Porigine des rayons terrestres, au
centre de gravité de la terre,

YW=0; YV=0; YW=0; &
YO = —h(w—1),
k ¢tant une fonction de a ; on a de plus,
ZW=0; ZW=0; Z"=o0; &

]
,,Z(')=-—::.(;4‘—§).‘%W-.fp.d.a“,-

Iéquation (2) du n°. 29 donnera donc 4 la surface,
o0=06./p.d(a’h)+5.(p—2h).[p.d.a’. (1)

Cette équation renferme la loi qui doit exister pour I'équilibre,

entre les densités des couchies du sphéroide, et leurs cllipticités;

car le rayon d’une couche étant a. {14+2¥Y ) —ah.(k*—73)}; si

Yon suppose, comme cela est permis, ¥©)=—34%, ce rayon de-

vient a. {1—ah.px*}, et alors a4 est Pellipticité de Ja couche.

A la surface du sphéroide, le rayon est 1—a k. x*; d'ot1 Ton voit
que les diminutions des rayons, en allant de I’équateur aux pdles,
sont proportionnels a % et par conséquent, au quarré du sinus
de la latitude.

L’accroissement des degrés du méridien, de Péquateur aux poles,
est par le n° précédent , égal A Bakc.u®, c étant le degré de
Péquateur; il est donc encore proportionnel au quarré du sinus de
la latitude.

L’équation (1) nous montre que les densilés étant supposées
diminuer du centre & la surface , Vellipticité du sphéroide est
oindre que dans le cas de ’homogénéité, a moins que les ellipti-
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cités n'aillent en augmentant de la surface au centre, dans un plus

grand rapport que la raison inverse du quarré des djstances a ce

. u
cenire. En effet, sil'on suppose i= —, on aura
a

Sred(a’h) =fp.d(d*u) =u.fp.d.a’+[(du.[a’dp).
Si les cllipticités croissent dans un moindre rapport que ::;, % aug-

mente du centre a la surface, et par conséquent, du cst positif;

dailleurs, dp cst négatif, par la supposition que les densités dimi-

nuent du centre & la surface; ainsi f(du./fa'dp) est une quan-

1ilé négative, et en faisant a la surface,

Sred(a*h)=(h—f).[p.d.a°;
Jfscraune qhantité positive. Ccla posé, 'équation (1) donncra
59—6

h= S2—6f.

>

. bzo .
e/ sera donc moindre que ——, et par conséquent, il sera plus
A :

pelit que dans le cas de ’homogénéité ot dp étant nul, f est égal i

zéro.
11 suit de-la, que dans les hypothéses les plus vraisemblables,
ba

. .. . 0 .
Papplatissement du sphéroide est moindre que 5 car il est

naturel de penser que les couches du sphéroide sont plus denses
en approchant du centre, et que les ellipticités augmentent de la

. 1.
surface au centre, dans un moindre rapport que —o ¢e rapport

donnant un rayon infini, aux couches infiniment voisines du
centre, ce qui est absurde. Ces suppositions sont d’autant plus
vraisemblables, qu’elles deviennent nécessaires, dans le cas o le
sphéroide a été originairement fluide : alors, les couches les plus
denses sont, comme on I'a vu, les plus voisines du centre , ct les
ellipticités, loin d’augmenter en allant de la surface au centre,
vont, au contraire, en diminuant.

8i Y'on suppose que le sphéroide soit un ellipsoide de révolution,
recouvert d’'unc masse fluide homogéne d’une profondeur quel-
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conque ; en nommant a’, le demi-petit axc de I’ellipsoide solidc, et
«h' son ellipticité ; on aura i la surface du fluide ,
Srd(ah)=h—a® .k +fp.d.(a’L);
Yintégrale du second membre de cette équation, étant prise rela-
tivement 4 Pellipsoide intérieur, depuis son centre, jusqu’a sa
surface, et la densilé du fluide qui le recouvre, étant prise pour
T'unité. I’équation (1) donnera donc pour expression de Pellipti-
cité «h, du sphéroide terrestre,
5ap. {1—a+/p.d.a’}—6al .05+ 6a.fp.d. (aS}.)
4—10.a"%+10.fp.d.a?
les intégrales étant prises depuis @ =o, jusqu’a a=a'.
Considérons présentement, la loi de la pesanteur, ou, ce qui
revient au méme, celle de lalongueur du pendule , & la surface du
sphéroide elliplique en équilibre. La valeur de Z trouvée dans le
n°. précédent, devient dans ce cas,
I=L+eL-{io—h}.(vw—1);
en faisant donc L'=L— ja L.({ ¢ — %) ; on aura en négligeant
les quantités de Vordre o*,
=L+l .(fo—0).u;
équation d’ol il résulte que L' est la longueur du pendule &
secondes, & I’équateur, et que cettc longueur croit de Péquateur
aux pdles, proportionnellement au quarré du sinus de la latitude.
SiVon nomme as, Pexcés de la longueur du pendule au péle,
sur sa longueur a I'équateur, divisé par cette derniére longueur;
on aura ee==a.(ip—~=%), et par conséquent,

ah =

actah=F.ap;

¢quation remarquable entre Vellipticité de la terre, et la varia-
tion de la longucur du pendule, de Péquateur aux péles. Dans le
cas de ’homogénéité, ah =3« ; ainsi dans ce cas, «v=a k ; mais
i le sphéroide est hétérogéne , autant ah est au-dessus ou au-
dessous de L« , autant «« est au-dessous ou au-dessus de la méme
quantité.

35. Les planttes étant supposées recouvertes d’un fluide en
équilibre ; il est nécessaire dans le calcul de leurs attractions, de
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eonnoitre Pattraction des sphéroides dont la surface est fluide et
en équilibre : on peut Pexprimer fort simplement, de cette ma-
nié¢re. Reprenons 'équation (5) du n® 14; on en fefa disparoitre
les signes d’intégration, au moyen de 'équation (a) du n°. 29,
qui donne & la surface du sphéroide,

i+3_ Y ...._ (0] 3 Z0) s
2H_f,ad(a JO) = YfpaZ,
ainsi en fixant l'origine des rayons r, au centre de gravité da
sphéroide, ce qui fait disparoitre ¥V ; en observant ensuite que
Z™ est nul, et que Y(°) étant arbitraire,, on peut supposer
T
%—.Y(")—Z(")::o; Péquation (5) du n°. 14, donnera

f YO YW
———fp d.a’ +-—— Y()+~—— +—+ &c.}.fp d.a’

@ ZW
{z<’>+ .Z_—+_F-+ &c.};
expression dans laquelle on doit observer que %’—' /r.d.a’ exprime
lamasse du sphéroidc, puisque dans le cas de 7 infini, la valeur de 7~

est égale & la masse du sphéroide , divisée par r. Cela posé, at-

. .. , . av
traction du sphéroide parallélement & 7, sera — (d—r) ;5 lattrac-

tion perpendiculaire a ce rayon, dans le plan du méridien, sera
1—, (114
_ 4 ‘“M.( ) ; enfin lattraction perpendiculaire & ce méme

r d‘u. av
()

r.Vi—pu
de 7 devient, relativement a la terre supposée elliptique ,

M (feg—ah)
V——T'i"_ra——-

rayon dans le sens du paralléle, sera — . L’expression

M. (w—3);

M étant la masse de la terre.

36. Quoique la loi de Pattraction en raison inverse du quarré
de la distance , soit la scule qui nous intéresse ; ccpendant 'équa-
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tion (1) dun®. 10, offre une détermination si simple de la pesan-
teur & la surface des sphéroides homogénes en équilibre, quel que
soit exposant de la puissance de la distance, & laquelle Dattrac-
tion est proportionnelle ; que nous croyons pouvoir la présenter
ici. L attraction étant comme une puissance quelconque 7, de la
distance ; si Pon désigne par dm, une molécule du sphéroide ,
et par f, sa distance au point attiré ; Paction de dm sur ce point,
multiplié¢e par I'élément — df, de sa direction, scra —dm.f*.df.
dm.fr+1
n-1 ’
et Ja somme de ces intégrales, étendue au sphéroide entier, est

I’intégrale de celte quantité, prise par rapporta f, est —

14
—ar e supposant, comme dans le n% 10, 7 =/.f*".dm.

Si le sphéroide est fluide, homogéne, et doué d’'un mouvement
de rotation, et s'il n’est sollicilé par aucune attraction étrangére;
on aura & sa surface,, dans le cas de I'équilibre, par lc n". 23,

t t — V+|(r 3 3
conslanic = ey 18 r.(1—p*),

r étant le rayon mené du centre de gravité du sphéroide & sa sur-
face, et g ¢étant la force centrifuge, a la distance 1 de axe de
rotation.

La pesanteur p 4 la surface du sphéroide, est égalc a la diffé~
rentielle du second membre de cette équation, prise par rapport a7,
ct divisée par — dr; ce qui donne

1 av
rP= ——"+1 . (-(ﬁ) —gr. (1—-[,_5).
Reprenons maintenant, I'équation (1) du n® 10, qui est relative
i la surface,
(ﬂ) — ("+‘)'A+(ﬁ:l“)' V,.
dr 2a 2a
celtc ¢quation combinée gvee les précédentes, donne
T
p=constante+ {(—n—-—:—;)~ —1 } gro(1—u’).
A la surface, rcst & trés-peu pres égal 4 a; en faisant done pour
simplificr, a==1, on aura
—3
p = constante +(’—t?—) g+ (1—u*).
Soit



PREMIERE PARTIE, LIVRE IIT. 105

Soit P, la pesanteur & Péquateur du sphéroide, ct e¢, lc rapport
de la force centrifuge ala pesantenr & P'équateur-; on aura

p:P.{I+(5Zn).alo.y.’ };

dolt il snit que de Péguateur aux pdles, la pesanteur varie pro-
portiounellement au quarré du sinus de la latitude. Dans le cas do
la naturc ot n=—24, on a
p=P. {1+iap.};

ce qui est conforme & ce quec nous avons trouvé précédemment.
Mais il est remarquable, que sin=3, on a p=2"_; c'est-a-dire,
que si Pattraction est proportionnelle au cube de la distance, la
pesanteur & la surface des sphéroides homogénes, est par-tout la
méme, quel que soit leur mouvement de rotation.

57. Nous n’avons eu égard , dans la recherche de la figure
des corps célestes, quaux quantités de Pordre « ; mais il est facile
par Panalyse précédente, d’étendre les approXimations, aux quan-
tités de Pordre «*, et des ordres supérieurs. Considérons pour cela,
la figure d’une masse fluide homogéne cn équilibre, recouvrant un
sphéroide peu différent d’une sphere, et dou¢ d’'un mouvement
de rotation ; ce qui est lc cas de la terre et des planétes. La condi-
tion de P’équilibre & la surface, donne par le n°. 13, Péquation

constante = " — ‘;3:. r.(w—3).

La valeur de #”se compose 1°. de attraction du sphéroide recou-
vert par le luide, surla molécule de lasurface, déterminée par les
corvdonnées r, § ct = ; 2°. de Pattraction de la masse fluide sur cette
molécule; or la somme de ces deux attractions estla méme quela
somme des atlractions 1°. du sphéroide, en supposant la densité
de chacune de ses couches, diminuée de la densité du fluide ;
2°. dun sphéroide de méme densité que le fluide, et dont la sur-
face extérieure est la méme que celle du fluide. Soit &~ ’y la pre-
mi¢re de ces attractions, et & la seconde, en sorte que
P =)'+ "; onaura, ensupposant g de lordre « et égald « g’,

constante = F' 4 F = '.‘;5..,.«.(!,,-__ .
Mtcan, ctr. Tome I 0
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On a vu dans le n° g, que #” peut se développer dans une séric
de la forme

ON ORI /(O]

—t——+ 73 + &c.,

T r

U éant assujéti  Péquation aux différences particlles,

_ dUO\ «lif(_')_
o {(1 #:{f( )J +(liw ),H(H_,) Ui

et Pon peut par Panalyse dun®. 17, déterminer U®, avec toute la
précision desirable, lorsque la figure du sphiéroide est connue.

Parcillement, £ peal se développer dans une séric de la forme

U@ U0 U
-+ e + &e.
U® étant assujéli a la méme équation aux différences partielles ,
que U9, Sil'on prend pour unité de densité , celle du fluide, ona
parlen® 17,
e 4"z,
o (i43)(2i1) ’
7 élant supposé développé dans la suite,
ZO4 Z04 204 &e.,
dans laquelle Z© cst assujéti a la méme équation aux différences
particlles, que U®. L’équation de V'équilibre dcviendm douc,
constu‘xle=£;2+£{’(2+ S.— {U‘” +—
r r ey
—eglrt. (v —-,);
i dtant ¢gal ou plus grand que Punité.

Si la distance r de la molécule attivée , au centre du sphéroide,
¢toil infinie ; F7 seroit égal a la somme des masses du sphéroide et
du fluide, divisée par r; en nommant donc m , cette somme, on
aura U®)+ U =m. Ne portons Papproximation, que jusqu’aux
quanlilés de ordre «* : nous pouvons supposer

r=1taytaty's

(t)}
(,+3) (u+z)

cc qui donne ) )
+3 1+(i+5).¢y+£’i——2f'2;—+—3-)—.¢'.y’+(i+5).¢’.y'.
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Supposons
Yy =YO4YOLTO4L &e.;
9 =YL YOLY D4 &
=M+ MO+ M+ &e.;
YO, Y60 ct MO étant assujélis & la méme équation aux diffé-

rences partielles que U®; nous aurons

Z9= (i43).a Y<‘)+('+2) CHS) o MO4 (i 45).ar YO,

Nous observerons cnsuite que U @ est une quantité de Pordre «,
puisqu’elle seroit nulle, si le sphéroide étoit unc sphére; en ne
portantainsi, Papproximation que jusqu’aux termes de Pordre «*;
U® sera de celte forme, «U'® 42, U"®, En substituant done ccs
valeurs dans Péquation précédente de Véquilibre , et en y chan-
geant r, dans 1+ 2y +«’y’; on aura aux quantités prés de lordre o',

constante = m. {1 —ay +a*.y*—a*y'}
aU' ) 4o, UD—(i+1).2y U

K S N Sl e VR 2N 4“ ¥
+=. u+1 ¥ 341 s ¥ +
+ 4o T:(i+2)-M(i)
2i+41
+ax '
) )

En égalant séparément & zéro, les termes de Poxdre «, et ccux de
Tordre «*; on aura les deux équations,

2.(m-—ﬁ%).yﬁ)::S.U'(i)-—i.({&'—l) ;

i U"—(it1),yUO— il_(‘_"'_'z'yy(i)
2.(m— —),Y’(‘)=C'+2 gi41
201 +{m+41 (i {-Q)} MO
a.(2it1)

— gy (w—3);
C’ étant une constante arbitraire. La premi¢re de ces équations
détermine Y@, et par conséquent la valeur de y. En la substi-
0y
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tuant dans le second membre de la seconde équation, onle déve-

loppera par la méthode du n°. 16, dans une suite de la forme
NOLNOL NO4 &e.;

N® étant assujéti & la méme équation aux différences particlles,

que U®; etlon déterminera la constante C’, de maniére que N ¢

s0it nul; on aura ainsi,

K (O]
yio— N2

el par conséquent ,
N N®) NO
Y= + + + &e.

4 —~4 —%
M—3T m—37T m—3i7

T expression du rayon 7 de la surface fluide, sera ainsi déterminée
aux quantités pres de Pordre «*, et Ton pourra par le méme
procédé, porler Papproximalion aussi loin que Pon voudra. Nous
winsisterons pas davantage sur cet objet qui n’a de difficulté,
que la longuenr du caleul ; mais nous tircrons de I'analyse pré-
cédenle, celte conclusion importante , savoir que Yon peut affliv-
mer que Péquilibre est rigoureusement possible, quoique Pon ne
puisse pas assigner la figure rigourcuse qui y satisfait; car on
peut trouver une suite de figures qui substituées dans Péquation
de Péquilibre, Jaissent des restes successivement plus pelits, et
qui deviennent moindres qwaucune grandeur donnée.
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CHAPITRE V.
Comparaison de la théorie précédente , avec les obseryations.

38. Pour comparer aux obscrvations, la théorie que nous
venons d’exposer ; il faut connoitre Ja conrbe des méridiens ter-
restres, et celles que P'on trace par une suite dopérations géodé-
siques. Si par Paxe de rotation de la terre, el parle zénith d’un lien
de sa snrface, on imagine un plan prolongé jusqu’au ciel ; ce plan
y tracera Ja circonférence d’un grand cercle qui sera le méridien
de ce licu : tous les points de la sarface de la terre, qui auront leur
zénith sur cette ¢irconférence, scront sous le méme méridien
céleste, et ils formeront sur cette surface, une courbe qui sera Ic
méridien terrestre correspondant.

Pour déterminer cette conrbe , représentons par z=o, P'équa-
tion de la surface de la terre ; z étant une fonction des trois cooy-
données orthogonales x, ¥, z. Svient &', ', z'; lcs trois coordon-
nées de la verlicale qui passc par lelicu de la surface de la terre ,
déterminé par les coordonnées &, ¥, z: on aura par la théorie des
surfaces courbes, les deux équations snivantes,

du , du ,
OZ(E)le —(E).Jx 3

du , du s
o:((—l:).(lz —<E>'lh'

Eu ajoutant Ja premiére multipliée par Vindéterminde a, a la
secomde ; on cn tirera

du du

— Aol —

, dz + dy

dz =

du
(d kY )

Cette équation est celle d’un plan quelconque paralléle a 1a verti-
cale dont nous vesnons de parler : cette verticale prolongée a I'in-

’

dx'—ady'.
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fini, se réunissant au méridien céleslc, tandis que son pied n'est
éloigné que d’unc quantité finie, du plan de ce méridien, ellc peut
&tre censée paralltle & ce plan ; Péquation différentielle de ce plan,
peut donc coincider avee la précédente, en déterminant conve-
nablement lindélerminée a. Soit

! U ’
dz=qa.ds'+b.dy’,
Péquation du plan du méridien céleste ; cn la comparant a la pré-
cédenle, on en lirera

£)e ()b 0

Pour avoir les constantes @ et b, onsupposera connues, les coor-
données du pied de la verticale paralléle & Paxe de rotation de la
terre, et cclle d’un licu donné de sa surface. En substituant suc-
cessivement ces coordonnées dans Péquation précédente ; on aura
deux équations au moyen desquelles on délerminera a et &. L'équa-
tion précédente combinée avee celle de la surface, = o, donnera
la courbe du méridien terrestre qui passe par le lieu donné.

Si la terre étoit un ellipsoide quelconque, z seroit une fonction
rationnelle ct entiére du second degré en x, y, z; 'équation (a)
seroit donc alors celle d’un plan dont Pintersection avec la sur-
face de la terre, formeroit le méridien terrestre : dans le cas
général, ce méridien est une courbe a double courbure.

Dans ce cas, la ligne déterminée par les mesures géodésiques,
n’est pas celle du méridien terrestre. Pour tracer celle ligne,
on forme un premier trianglc horizontal dont un des angles a
pour sommet, Porigine de celle courbe , et dont les deux autres
angles ont pour sommets, deux objets quelconques visibles. On
détermine la direction du premier coté de la courbe, par rapport
aux cotés du triangle, et sa longueur jusqu’au point ou cllg ren-
contre le c6té qui jointles deux objets. On forme ensuite un second
triangle horizontal, avec ces objets et un troisi¢me plus ¢loigné
qu'eux, de Yorigine dé la courbe. Ce second Lriangle n’est pas dans
Ie plan du premier; il n’a de commun avec lui, que le ¢oté formé
par les deux premiers objets ; ainsi, le prolongement du premicr
¢6té de la courhe, s’éléve au-dessus du plan de ce sccond triangle;
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maisonle pliesur ceplan, de maniére qu’il forme toujoursles mémes
angles, avec lc coté commun aux deux triangles, ct il est aisé
de voir que pour cela, il doit étre plié suivant une verticale &
ce plan. Telle est donc la propriété caractéristique de la courbe
tracée par les opérations géodésiques. Son premier coté dont la
direction peut étre supposée quelconque, est tangent & la surface
de la terre; son second c6té est le prolongement de cette tangente,
plié suivant une verticale ; son troisieme coté est le prolongement
du sccond ¢6té, plié suivant une verticale, et ainsi de suite.

Si par le point de réunion de deux de ces cotés, on ménc dans
leplan tangent & la surface du sphéroide , une ligne perpendicu~
laire & I'un des c6lés; il est visible qu’clle sera perpendiculaire &
Taulre ¢té; d'ott il suit que la somme de ces cotés est la ligne
la plus courte que 'on puisse mener sur cette surface, entre leurs
points extrémes. Ainsi les lignes tracées par les mesures géods-
siques, ont la propriété d’étre les plus courtes que Pon puisse mener
sur la surface du sphéroide, entre deux de leurs points quelcon-
qucs; ct par ce que Pon a vu dans le n°. g du premicr Livre, ellcs
scroient décrites par un mobile mi uniformément dans cette sur-
face.

Soient «, y, z, les coordonnées rectangles d’un point quelcon-
que de la courbe ; #4+dx, y+dy, z+dz, scront les coordon-
nées d’un point infiniment voisin. Nommons d's Pélément de Ia
courbe, et supposons cet élément prolongé d’une quantité égale
ads; v+2dx, y+2dy, s+ 3dz scront les coordonnées de 'ex-
trémité de ce prolongement. En le pliant suivant une verticale,
les coordonnées de cette cxtrémité deviendront x + sdx + ddx,
Y+2dy+ddy, s+adz+dds; ainsi —ddx, —ddy, —ddz,
seront les coordonnées de la verticale, prises en partant de son
pied ; on aura donc par lanature de la verticale, eten supposant
que # =0, soit 'équation de la surface de la terre,

du du
o= (:{?)'dd]_<d_y')'ddx ;

du du
o= (H).da’z-—(dfz).ddx ;
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¢équations qui sont différentes de celles du méridien terrestre. Dans
ces équations, ds doit étre supposé constant ; car il est clair que
le prolongement de ds renconire le pied de la verticale suivant
laquelle on le plic, & un infiniment petit prés du quatriéme ordre.

Voyons quelles lumiéres peuventdonnersurla figurede la terre,
les mesures géodésiques faites , soit dans le sens des méridiens, soit
dans le sens perpendiculaire aux méridiens. On peut toujours con-
cevoir un cllipsoide, tangent & chague point de la surface terres-
ire, ct sur lequel les mesures géodésiques , les longitudes et les lati-
iudes & partir du point de contingence, dans une petite étendue,
scroient les mémes qu'a cetle surface. Si la surface entitre étoit
celle d’un cllipsoide; Vellipsoide tangent seroit par-tout le méme;
mais si, comme on a lieu de lc croire, la figure des méridicns
west pas clliptique; alors Pellipsoide tangent varie d’'un pays a
Paulre, et nc peut &étre déterminé que par des mesures géodési-
ques faites dans des sens différens. Il seroit trés-intéressant de
connoltre ainsi, les ellipsoides osculateurs d’un grand nombre de
licux sur la terre,

Soit 5= a*+y*+ z*—1—22u', I'équalion de lasurface du sphé-
roide que nous supposcrons différer trés-peu d’une sphere dont
le rayon est I'unité, en sortc que « cst un trés-petit coeflicient
dont nous négligerons le quarré. z' peut toujours étre considéré
comme forction des deux seules variables x et y ; car en le suppo-
sant fonction de x, ¥, %, on peut en éliminer z, au moyen de
Péquation z=V1—x—y" Ccla posé, les trois équations trou-
vées ci-dessus, rclativement a la ligne la plus courte sur la sur-
face de la terre, deviennent

rddy—ydds= a,( ) ddy——«..(——) ddx ;
sdds—zids = (32).dds ; (0)
ydds—zddy = u.( J) dd=.

Nous désignerons cefte ligne, sous le nom de ligne géodésique.

Nommons r, le rayon mené du centre de la terre a sa surface;
0
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8 Pangle que ce rayon fait avec Paxc de rotation que nous suppo-
serons étre cclui des z, ct ¢ Pangle quele plan formé par cet axeet
par r, faitavee le plan des x et des y ; on aura
v=r.sin.f.cos ¢ 3 y=r.sindesing ; z=r.cos.9;

d’ot1 lon tire,

r*sint l.do=xdy—ydx;

~r'dd=(xdz—zdx).cos.o+(ydz—zdy).sin.¢

ds*=dx*+dy'+dz*=dr+r’.di*+r*.de*.sin.*6.
En considérant ensuite #/, comme fonction de x et de y, ct dési-
gunant par 4,la latitude ; on peut supposer dans cette fonction, r=1,
et +=100°—1, ce qui donne

x =cos,4.co8.¢ ; ¥ =cos..sing;

'

on aura ainsi,

(e = () ()

maison a

<

x4yt =costy ; = =tange;

8

d’oui I'on tire,
xdx$yd dy—yd
(zdztydy) de = (zdy—ydz) yx.y I).cos.’h

di=— sin.}.cos.l
En substituant ces valeurs de d+ et de do, dans I'équation diffé-
rentielle précédente en ', et comparant séparément, les coefliciens
de dx et de dy, on aura

du cos.0 fdu sin.o /du
@) -5 E)-25(@)
du sin. ¢ /du cos.9 [du
(@)“"m(&)*ez:r(zz)'

ce qui donne .,
du' du (——
) ddy — ( y),ddx:-— e (sddy—yddz)

du"
-— ) {rddatyddy};

cos2l’

MtcAN. ckx, Tome I, P
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or en négligeant les quantités de Pordre «, on a xddy—yddx=o0;
de plus, les deux équations

xddz—zddx=o0, yddz—zddy=o,
donnent
2. (vddx+yddy) .
1y
et Péquation 2°+ 5" +2* =1, donne
xddx+yddy+zddz+ds*=o;
en substituant au licu de zddz, sa valeur précédente, on aura
addx+yddy =— (x*+y*).ds* = —ds*.cos.*4 ;

partant,
du u du' .
(d ) ddy — (dy).dtlx=(7;).tls.

La premiére des équations ( O) donnera ainsi en lintégrant,

. du'
r'do.sintd = cds+ads.fds.(5) ;5 (p)
¢ élant une constante arbitraire. '
La seconde des ¢équations ( O) donne

d.(xdz—zdx) =a. ( ) ddz ;

mais il est facile de voir par ce qui précéde, que l'ona
ddz= —ds*.sin.y ;

zddz=

on a done

dmﬁ—mw=_mL@ﬁmw,

on a parcillement,

d.(ydz—zdy) = —ads’ ( y).sm 345
on aura donc

r.di=c.ds.sin.o+c".ds.cos.p

—a.ds.cos.q>.fds.{( ).cos ¢+< ).sm ¢.tang. «L}
—-a.ds.sin.p.fds.{( ).sm c—( ).cos ¢.tang. “,(q)
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Considérons d’abord le cas dans lequel le premier coté de la
ligne géodésique est parallele au plan correspondant du méridicn
céleste. Dans ce cas, dg est de Pordre «, ainsi que dr; on a done
en négligeant les quantités de Pordre o*, ds =-—rd¥, I'arc s élant
supposé croitre de 'équateur aux poles. 4 exprimant la latitude, il

. . d .
est facile de voirquelon a §=100"—+ _(ET}) , ce qui donne

A= —dy—e.dy. (‘:1“)

do=ad. {1 +au +a.(d‘i‘:)}

Ainsi en nommant ¢, la différence en latitude, des deux points
extrémes de arc s ; on aura

v o ()55 () ()

u/ étant ici la valeur de »' A Porigine de s.

Lorsque la terre est un solide de révolution, la ligne géodésique
est toujours dans le plan d’un méme méridien ; elle s’en écarte, si
les paralléles ne sont pas des cercles; I'observation de cet écart
peut donc nous éclairer sur ce point important de la théorie de la
terre. Reprenons Péquation (p), et observons que dans le cas
présent, do et la constante ¢ de cette équation, sont de lordre «,
et que Pon peut y supposer r=1, ds=d et §=100°~—+ ; on
aura ainsi,

on a donc

de.costy=cdV+tea.d}.[/d. du)

Maintenant, si 'onnomme #, angle que fait le plan du méridien
céleste, avec celui des x et des ¥, d’olt on comple lorigine de
langle ¢ ; on aura, da'.tang. "=dy'; &', y', 2, étant lcs coor-
données de ce méridien dont on a vu dans le n°. précédent, que
Véquation différentiellc est

dz'=ads'+bdy'

En la comparant a la précédente, on voit que a et 4 sont infinis,
P
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et tels que — Z =tang. 7”; Péquation (a) du n°. précédent , donne

o~ (Eamer—(2):
d’ou l'on tire,

o=x.tang. V—y—a.(d ) tang V+a.(d;)

On peut supposer =g, dans les termes multipliés par « ; de

ensuite,

plus, L= tang.¢ ; ona donc
X

cos.}.cos, ¢, {tang. p—tang. 7" } =

du
. (T
Le premier c6té de la ligne géodésique, étant supposé paralltle au
plan du méridien céleste ; les différenticlles de Pangle 77, ct de la
distance (¢—#").cos.4 , de origine de la courbe, au plan du
niéridien céleste , doivent étre nulles a cette origine ; on a donc a
ce point,

cos.}.cos.0”
ce qui donne

p—F =

du’ .
“, (E)tang.«&
= (¢—F).tang. 4'-__—&».—’4, i

tl 4,

et par conséquent , Péquation (p) donne

du’
c= ac.(-(—l%).lang.n!.,,

u, et se rapportant & Porigine de l'arc s.

A Yextrémité de Parc mesuré, le coté de la courbe fait avec
Je plan du méridien céleste correspondant, un angle & trés-peu
pres égal & la diflérenticlle de (¢—#7).cos.4, diviséc par d+,
¥ étant supposé constant dans la différentiation; en désignant
donc cet angle par =, on aura

a———~.cos~} (o —¥#).sind ;
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. . d . e .
5i Y'on substitue pour :l—::— sa valeur tirée de 'équation (p ), et pour
# — ¥, sa valeur précédente; on aura

(e (ame o704 (2

l'inlcgrale étant prise depuis Porigine de 'arc mesuré, jusqu’a son
extrémité. Nommons ¢, la différence en latitude de ses deux points
exirémes; « étant supposé assez pelit, pour que Pon puisse négli-
ger son quarré; on aura

e¢.tang..l du ddu
= {(T»> H(dwu)}

les valeurs de +, (%) ct (‘%) devant se rapporter ici, pour
plus d’exactitude, au milicu de Parc mesuré. L’angle = doit &tre
supposé positif, lorsqu'il s'écarte du méridien, dans le sens des
accroissemens de o.

Pour avoir la dilférence en longitude, des deux méridiens cor-
respondans aux cxtrémités de Parc, nous observerons que ', 7~
4, ete,, ctant les valeurs de ', 75 4 ct ¢, &la premiére extrémité;

on a
“ (du") (rlu/)
== a{ —

o —=V,= cos2d, cosry

mais on a a fort peu prés, en négligeant le quarré de e,
c.e du;

°~¢’=C—OS—A;I, ; c=ua., —d—;-).tang.L;

on aura donce

a6 du ddu
rt= =g () e+ (5]

dolt résulte cette équation fort simple,

(F—VF)sind, == ;
ainsi 'on peut par 'observation scule, et indépendamment de la
connoissance de la figure dela terre, déterminer la différence en
longitude, des méridiens correspondans aux extrémités de arc
mesuré ; et si la valeur del'angle = ¢st telle que Yon ne puisse pas
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I'attribuer aux erreurs des obscrvations, on sera siur que la terre
n’est pas un sphéroide de révolution.

Considérons maintenant, le cas ol le premier c6té de la ligne
géodésique, est perpendiculaire au plan correspondant du méri~
dien céleste. Si I'on prend ce plan pour celui des x et des y 5 le
cosinus de Vangle formé par ce coté sur ce plan, seraﬁx——d—{’;
ainsi ce cosinus étant nul a l'origine, on a da=o0, dz="0, ce
qui donne

d.rsin.8.cos.o=0; d.rcos.8=o;
et par conséquent ,
r.dd=r.dp.sin.8.cos.f.tang. ¢ ;
mais on a, aux quantités prés de 'ordre «*, ds=r.d¢.sin.0 ; on
aura donc a lorigine,
do  tang.0.cos.f
&
La constante ¢” de équation (g), est égale a la valeur de xdz—zdx,
a Porigine; elle est donc nulle, et Péquation (¢) donne & Dorigine,
de ¢
z} = F. Sin. e 5
on a donc, en observant que ¢ estici de 'ordre « , et qu’ainsi, en
négligeant les quantités de 'ordre «*, on a sin.p=tang.¢ ;
d=r,cos.9,,
les quantités r, et 8, étant relatives a Porigine ; partant, si Pon
considére qu'a cette origine , Pangle ¢ est ce que nous avons nommé
précédemment, o, — #,, ct dont nous avons trouvé la valeur égale &
du/
« (%)

; on aura a ce point
cos2, ? P ’

ds,  fdu\ sind,
s = ‘(d_e “cos.2,
L’équation (g) donne ensuite ,

ddf,  cos.b, dy, du/
de ~ 7, cas \at )’

’
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mais on a

d’:_ 1 _ -y ° du

d:—m 3 r=1+uau, ; 8, =100 —'Jr-—u.(d;)

on aura donc
d(l

_(1—24u ‘). tang«1+a.< 4') tang*+,.

L’équanon ( p) donne, en observant qu’a lorigine,

de, 1 1 du
=y, m g e o () g 4.,
celle-ci,
c=r,s8in.4,;
dotr lon tire,

R du/ ds, p du’
{l(lp' _ Qa. s 2. —E:.COS . 7{’—[‘

ds® r,.sin. 8, r,.8in,%9, €082+,

b

et par conséquent ,

dds, ((lu ) (a—costdl,)
=—. —_—

dst de coa.4,
L’équation
o du’
=100 —"\L—d. ;z:r )

donne, cn ne conscrvant parmi les termes de Pordre s*, que ceux
qui sont indépendans de «,
d), |, dds, a8 ddu
=t = —s.-E_"s ‘ds _cos..;_l'(duhl,)’
partant,
as du ddu/

—, = — | == ) =15 A,
= cos., {( )tang\""{-“ (d°d¢) sttang.,
La différence des latitudes aux deux extrémités de arc mesuré,

fcra donc connoitre la fonction

as du, A 4, ddu }
“eos A, { g, + 4 dod .L)
il est remarquable, que pour le méme arc mesuré dans le sens du

méridien, cette fonction est, par cc qui précede, égale a a‘% ;
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elle pourra ainsi étre délerminée de ces deux maniéres, et 'on
pourra juger si les valeurs trouvées, soit de la différence des lati-
tudes, soit dc Pangle azimuthal =, sont dues aux erreurs des qh-~
servations, ou a 'excentricité des paralléles terrestres.

On a, cn ne conservant que la premiére puissance de s,

_ dpl_ )
¢—¢‘_s';l_;__c-o_s:1:'{ —a.u, +d'<d¢) tang. 4,,}.

¢—¢, n'est pas la diflérence en longitude, des deux cxtrémités de
Yarc s; cette différence est égalec 4 #— #7,; ar on a, par ce qui
précide,

ce qui donne,

(ddu, ) (ddu
as. as

- do.ds . de?
o=V —=(o~¥ )= cos*,  cos3),

(ddu,')
du/ “\an
[7) ).tang-'\":"""'d‘_g'

| s ‘ )
r—v,= cos.«}l'gl,—d.u’ +d'<d¢ C0s.%,

Pour plus d’exactitude, il faut ajouter a cette valeur de "— 77,

le terme dépendant de s°, et indépendant dc «, que I'on obtient

dans Phypothése de la terre sphérique ; ce terme est égal &
tanp.*4, .

—34&.—-—; ainsil'on a

03.4,

partant,

cos, c08.-4,

o ()
V—V,= ._'I. gl-a.ul'.{-a ( \L)tangxp ————~~;s'tang® 4.%

11 nous reste adéterminer 'angle azimuthala Pextrémité de Parc s.
Pour ccla, nommons ' ety’, les coordonnées x et y, rapporiées au
méridien de la derni¢re extrémité de Parc s; il est facile de yoir
Vdy ¥ dz
=
rapporte les coordonnées x et ¥, au plan du méridien correspon-

dant

que le cosinus de I'angle azimuthal est égal & . Si I'on
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dant & la premiére extrémité de l'arc; son premier colé élant sup-
posé perpendiculaire au plan de ce méridien, on aura

dx, dz, dy,
T=05 L =0 =L
partant, en ne conservant quc la premiére puissance de s,
dx ddx, ‘dz ddz,
-2—‘—_-47.7:—;,' T—s.d’ 5

orona
' ==x.c08.(F—F,) 4y sin(F—F");
ainsi #— 77, élant par ce qui préctde, de Pordre «, on aura
ds ddx d
-—d—:-—s. (=P 2
Maintenant, on a
& = r.sin. 8.cos.9 ; z=r.cos.0;

on aura donc, en négligeant les quantités de Pordre «*, et obser-

dd,, . db,
vant que ¢, , ct —= sont des quantités de Pordre «,

dst ds
dd.r,__ ddu’ 0 dds, 8 in.d do,?
—I;——a.-—d-;'.—-.ﬁln. ,+r,.—£_;.cos. == T,e51N, ,.?:;-i-.

On a ensuile,
ddu,’
ddu) _ (ddu\ de? du! dde, \de du, tang.d
e =al\Tn ey —t, ‘H’ _m——z :i—.[,_ .tang.,;
de plus, ds=r,.sin.0,.de,; on aura donc en substitnant pour
do, . ddb

s gy et —J—‘ leurs valeurs précédentes,

——=(1—a u) c“" ( 4’) tang.*.4, .sin. ¥,
ddu/ )
1 du, “de
—cos.¢'{1—uu,+u.(d ) tang«L} cas¢ =
On a, comume on vient de le voir, en négligeant les puissances
supéricures de s,
(ddu
dy )) .
cos. \L €03.24}, S ’
Mtcan. cén Tome I1. Q

r, 0

ddv

yr—r=

dy
1—au, +¢'(d+) tang. 4 ~
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d:
ct—L=1;onadonc

ds ’
i i inty,
=s(1-at)).~— +‘ (d 4) tang*y,.sin -es. (do‘) cos.*y,”

On trouvera semblablement,

&z du ddu sin.y
. — - . e 3
== (1-an/ ) sind - <d+) tang*y, °°s“f:+“<4;=) "cosy,’

Ie cosinus de I'angle azimuthal & lextrémité de Iarc s, sera ainsi,

(f}:'—')g,

s.lang.d .gx—w’-i-w.(d ) tang. ¥, — —

Ce cosinus étant fort petit, il peut étre pris pour le complément
de I'angle azimuthal qui, par conséquent, esl égal a
ddu/
(o)

cos.t Y,

du
100°— s, tang.,. gl—au,+a.( ) tang.d, —

11 faut, pour plus d’exactitude , ajouter a cet angle, la partie
dépendante de s°, et indépendante de «, que P'on obtient dans
Phypothése de la terre sphérique : cette partie est égale &
1.8".(+41ang*y,) . tang.4, ; ainsi 'angle azimuthal a Textrémité
delarc s, cstégala

N
100"—=s.tang. 4, l1—- au)+a. ( ) tang. 4, — ——,%—- 38" (i+tangy ) L.
Le rayon osculateur de la ligne géodésique formaut un angle
quelconque, avecle plan du méridien , est égala
ds
Viddz) £ (ddy) + (ddep’
ds étant supposé constant ; soit R ce rayon. L'équation &*+4y* 4 2*
==1+2a4/, donne
g.ddxty.ddy+z.dds ==—ds'+e.ddu’;
si Yon ajoute le quarré de cette équation , aux quarrés des équa-
tions (O); on aura, en négligeant les termes de 'ordre «*,

(2 4y +2*). {(ddx ) 4+ (ddy )+ (ddz)* } = ds'~ 2ads* . ddu’
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d'ott Von tire,

dd
R= 1+¢u’+a.d—':.
$

Dans le sens du méridien, on a
ddu' ddv'
“jﬁ?==“' 217 >

ddu
R=14at +a. (N‘)

partant,

123

Dans le sens perpendiculaire au méridien, on a par ce qui pré-

céde,

(ddu )

(lrlu det du

‘ds cos.2, - 1'(}1_!—)tmg‘ i
ddu/
Tdw

cos. ’4,

partant,

R=1+ay/—s. (duJ tang.4, +

Si dans l'expression précédente de #"— 7, on fait %: §;elle

prend cette forme trés-simple, relative A une sphére du rayon R,

s , .
V=V,= P {1—js" tang*4,}.
L'expression de Pangle azimuthal, devient

100°—4'.tang.{,. {1—1. 8" (t+1ang?d,)}.

Nommons A, Pangle que le premier coté de la ligne géodésique,
forme avec le plan correspondant du méridien céleste; on aura

fd\ dde | fdw\ ddy | fddi dn b\ dy 4l
(@) e @) 7 (@) e n) (&

Maijs dans 'hypothése de la sphére sphérique , on a

dp sinA dd.,_a.sin.)\.cos,k ¢ .
Pra cos.y, ? s T cony, AG: 5
dy, ddy, .

=08 A T;:—sm.‘h.tang.\l,;

Qs

ddu’
d,‘P

) e



134 MECANIQUE CELESTE,

partant,

' ’ r
%{}: ic:im el {(’f;’) tang., +( ;?‘Z+)}—Sitl.’.kiﬂllg «LI.((-(I;‘—;)
ddu\ sin2a ddu'
#(5 )y (g oo
Ie rayon osculateur R dans le sens de celte ligne géodésique , est
donc

sinA.cos [ /du du,
+ ’ —_— —_ —, . ', . : X -_,
et +au—20 {(d» ‘H'(d d+)} a.su"Atang “L'(do
ddu'\ sina ddu
a'(du’ 'cos.’¢,+ T ) s
Soit pour abréger,

(Jrlu")

a.[-=—

4 * > dd

K = 1+au,’——§a.tang.¢,.(%)+ <. ——d'——--f- T, ( % ) ;

cos.2¥, dy*

o du/ ddu/
A= cos. ¥, '{(d ) tang-4, '-(do d+)}
ddu,
;(W—) ddu
_ilam) e oy,

cos. 4, dis

B ==
2

on aura

R = K+4 A .sin. 224 B.cos.2A.
Les observations des angles azimuthaux, et de la différence des
latitudes aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées ,
Pune, dans le sens du méridien, I'autre, dans le sens perpendicu-
laire au méridien, feront connoitre, par ce qui précede, les valeurs
de A, B et K ; car ces obscrvations donnent les rayons osculateurs
dans ces deux sens. Soient R et R’ ces rayous; onaura
R:+ R”
K= 3
2
Rl— R”
B = 5
3

ct la valeur de .« sera déterminée, soit par azimuth de Pextré-
mité de Parc mesuré dans le sens du méridien, soit par la diffé-
rence en latitude, des deux extrémités de Pare mesuré dans le
sens perpendiculaire 2u méridien. On aura ainsi le rayon oscu-
lateur de la ligne géodésique dont le premier ¢6té forme un angle
quelconque, avec le plan dn méridien.
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SiPon nomme 2 E, un angle dont la tangente est %,- on aura
R=K+V A ¥ B*.cos.(ar—3E) ;

le plus grand rayon osculateur répond & a==F ; la ligne géod¢-

sique correspondante forme donc P'angle E, avec le plan du méri-

dien. Le plus petit rayon osculateur répond a A =100"+E ; soit r

ce plus petit rayon, et r' le plus grand; on aura
R=r+(r—r).cos*(r—L),

Ar—E étant Yangle que la ligne géodésique correspondante & R,

forme avec celle qui correspond a 7',

Nous avons déja observé qu’a chaque point de la surface de
la terre, on peut concevoir un ellipsoide osculateur sur lequel les
degrés dans tous les sens, sont sensiblement les mémes dans une
petite étendue autour du point d’osculation. Exprimons le rayon
de cet ellipsoide , par la fonction _

1—a.sintd. {1 +-A.cos. 2 (p+€)},
les longitudes ¢ étant comptées d’un méridien donné. L’expression
de P’arc terrestre mesuré dans le sens du méridien, scra par ce qui
précede,

|__u__:. {1+%.cos.2(o+6)}. {1+43.cos.24—3eusin. o4},

Si Parc mesuré est considérable, ct si 'on a observé, comme en
France, la latitude de quelques points intermédiaires cntre les
extrémes ; on aura par ces mesures, ct la grandeur du rayon pris
pour unité, et la valeur de «. {14+ %.c0s.2(¢+¢)}. On a ensuite
par ce qui précede,

tang.*+. (14 cos.?y)

T=—2 ah.u.—-—-—c—m}———w—.sm.z (e+€);

Pobservation des angles azimuthaux aux deux extrémités de Varc ,
fera donc connoitre «4.sin. 2 (¢4¢). Enfin, lc degré mesuré dans
le sens perpendiculaire au méridien, est

1 +1°%e{14h.cos. 2(p+6)} sind +4° ek tang. . c0s. 2 (94 €);
la mesure de ce degré donnera donc la valeur de «/.sin.a.(p+¢).
Ainsi Vellipsoide osculateur sera déterminé par ces diverses me-
sures : il seroit nécessaire, pour un aussi grand arc, d’avoir égard
au quarré de ¢ dans Pexpression de 'angle # ; sur-tout si, comme
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on 1'a observé en France, I'angle azimuthal ne varie pas propor-
tionnellement & 'arc mesuré : il faudroit méme alors ajouter a 'ex-
pression précédente du rayon de Pellipsoide, un terme de la forme
ak.sin.{.cos.d.sin. (p+¢’), pour avoir I'expression la plus géné-
rale de cc rayon,

59. La figure elliptique est la plus simple aprés celle de la
sphére : on a vu précédemment qu’elle doit étre cellc de la terre et
des planétes, en les supposant originairement fluides , si d’ailleurs
elles ont conservé, en se durcissant , leur figure primitive ; il étoit
donc naturel dc comparer a cette figure, les degrés mesurés des
méridiens ; mais cetle comparaison a donné pour la figure des
méridiens , des ellipses différentes, et qui s'éloignent trap dos
observations, pour pouvoir étre admises, Cependant, avant de
renoncer entiérement a la figure elliptique, il faut déterminer celle
dans laquelle le plus grand écart des degrés mesurés, est plus petit
que dans toute autre figure elliptique, ct voir si cet écart est dans
les limites des erreurs des observations, On y parviendra par la
méthode suivante.

Soient o, a®, o™, &ec., les degrés mesurés des méridiens
soicnt p), p®, p, &ec., les quarrés des sinus des latitudes cor-
respondantes : supposons que dans Pellipse cherchée, le degré du
méridien so0it exprimé par la formule z+py ; en nommant (),
2™, #'%, &c., les erreurs des ohservations, on aura les équations
suivantes , dans lesquelles nous suppaserons que pt, p®, p,
forment une progression croissante,

Al — z — p, g == &
al®) — z—p®),y = z
A — z—p,y = &® i (A)
") — z e p, g == 20,
n éiant le nombre des degrés mesurés,

On éliminera de ces équations, les deux inconnues z et ¥,
et'on aura n— 3 équations de condition , entre les n erreurs ¢,
#®, ... 4", ]l faut maintenant déterminer le systéme de ces
erreurs, dans lequel la plus grande est, abstraction faite du signe,
nioindre que dans tout aulre systéme,
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Supposons d'abord que P'on n’ait entre ces erreurs, qu’une seule
¢équation de condition, que nous pouvons représenter par celle-ci ,
a=ma+na®+p s+ &e.

a étant positif. On aura le systéme des valeurs de 4, 2@, &c.,
qui donne, abstraction faite du signe, la plus petite valeur, a la
plus grande; cn les supposant au signe prés, toutes égales entre
elles ct au quotient de a, divisé par la somme des coefliciens m, 7,
p» &c., pris positivement. Quant aa signe que chaque quantité
doit avoir, il doit étre le méme que celui du coefficient de cetle
quantité, dans 'équation proposée.

Sil'on a deux équations de condition entre ces erreurs; le sys-
téme qui donnera la plus petite valeur possible , & 1a plus grande,
scra tel, qu’abstraction faite du signe, toutes ces erreurs scront
égales entre elles, & P'exception d’une scule qui scra plus petite
que les autres, ou du moins, qui ne les surpassera pas. En suppo-
sant donc que ¢ soit cette erreur, on la déterminera en fonction de
&, &%, &c., au moyen de 'une des équations de condition, pro-
posées; en substituant ensuite cette valeur de x(, dans lantre
équation de condition , on en formera une entre £, 4, &c.:
représentons-la par la suivante,

a=maxV+ns®+ &,

a étant positif ; on aura, comme ci-dessus, les valeurs de 2,
&%, &c., en divisant @, par la somme des coefficiens m, n, &c.,
pris positivement, et en donnant successivement au quotient, les
signes de m, n, &c. Ces valeurs substituées dans Pexpression de
a® en &, &, &e. , donneront la valeur de x"; et si cette valeur,
abstraction faite du signe, n’est pas plus grande que celle de 2,
ce systéme de valeurs sera celui qu’il faut adopter ; mais si elle est
plus grande, alors la supposition que ) est la plus petite
crreur, n’est pas légitime, ct il faudra faire successivement la
méme supposition sur #*, 4, &c. , jusqu’a ce que Pon parvienne
aune erreur qui y satisfasse.

8il'ona trois équations de condition, entre ces erreurs; le sys-
téme qui donnera la plus petite valeur possible, & la plus grande,
sera tel, qu'abstraction faitc du signe, toutes ces erreurs seront
égales entre clles, & Pexception de deux, qui seront moindres que
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les autres. En supposant donc que x et 4, soient ces deux
crreurs, on les ¢liminera de la troisiéme des équations de condi-
tion, au moyen des deux autres équalions, et 'on aura une équa-
tionde condition entre les erreurs ® et &4, &c. : représentons-
la par la suivante,

‘a=msM4+ns®4 &e.,

a étant positif. On aura les valeurs dec £, 29, &c., en divisan?u
par la somme des coefficiens, m, r, &c., pris positivement, et en
donnant successivement au quotient, les signes de m, n, &c. Ces
valeurs substituées dans les expressions de x et de ™, en %),
2, &c., donneront les valeurs de x¢* et de &, et si ces der-
niéres valeurs, abstraction faite du signe , ne surpassent pas &,
on aura le systéme d’erreurs, qu'il faut adopter; mais si I'une de
ces valenrs surpasse x®, la supposition que 5 et 4 sont les plus
petites erreurs, n’est pas légitime, et il faudra fairc la méme sup-
position sur une autre combinaison des erreurs £, s®, ¥, &e.,
prises deux a deux, jusqu’a ce que P’on parvicnne & une combi~
naison dans laquelle ccite supposition soit légitime, Il est facile
d’étendre cette méthode, au cas our 'on auroit quatre ou un plus
grand nombre d’équations de condition , entre les erreurs 4", £,
2, &¢. Ces erreurs étant ainsi connues, il sera facile d’en conclure
les valeurs de z et de y,

La méthode que nous venons d’cxposer, s’applique a toutes les
questions du méme genre; ainsi, ayant un nombre » d’observa-
tions d’une cométe, on peut, & son moyen, déterminer Porbite
parabolique dans laquelle la plus grande erreur est, abstraction
faitc dn signe, moindre que dans toute autre orbite parabolique,
et reconnoitre par-la, si ’hypothése parabolique peut représenter
ces gbservations, Mais quand le nombre des observations est con-
sidérable, cette méthode conduit & de longs calculs, et Pon peut,
dans le probléme qui nous occupe, arriver facilement au systéme.
cherché des erreurs, par la méthode suivante,

Cancevons gne 4 soit, abstraction faite du signe, la plus grande
des erreurs #*, 2, &c,; nous obseryerons d’abord, qu’il doit
exister upe autre erreur x“ égale et de signe contraire a s

autrement,
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auntrement , on pourroit, en faisant varier z convenablement dans
I’équation
a® — z—pD.y =z,

diminuer Perreur 2%, en lui conservant la propriété d’étre Perrenr
extréme, ce qui est contre hypothése. Nous observerons ensuite,
que 8 et 3 étant les deux erreurs extrémes, Pune positive ct
Pautre négative, et qui doivent étre égales , comme on vient de le
voir; il doit exister une troisiéme erreur x”? égale, abstraction
faite du signe, 42, En effet, silon retranche I'équation corres~
pondante 3 42, de équation correspondante & % ; on aura

@ — g — [p® — pO} = g 5O,
Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe,
la somme des erreurs extrémes, et il est clair qu'en faisant varier
convenablement y, on peut la diminuer, en lui conservant la
propriété d’étre la plus grande des sommes que Yon peut obtenir
par laddition ou par la soustraction des erreurs ", 2, &c.,
prises deux & deux; pourvu qu’il n’y ait point une troisiéme erreur
x¢" égale, abstraction faite du signe, 44 ; or lasomme des erreurs
extrémes étant diminude, el ces erreurs étant rendues égales, au
moyen de la valeur de z, chacune de ces erreurs seroit diminudée ,
ce qui est contre 'hypothése. Il existe donc trois erreurs 4%, ¢,
%\, égales entre elles , abstraction faite du signe, et dont Pune
a un signe contraire a celui des deux autres.

Supposons que ce soit 7 ; alors le nombre i’ tombera entre les
deux nombres i et i’. Pour le faire voir, imaginons que cela ne
soit pas, et que i’ tombe en dega ou au-dela des nombres i et i’. En
retranchant1’é quauoncorrespondanteaz successivement des deux
équations correspondantes aieta’, onaura

@ — g {p® — P}y = 2O — 1)

A" @) (U = P} gy == £V g™,
Les seconds membres de ces équations sont égaux et deméme signe ;
ils sont encore , abstraction fuite du signe, la somme des erreurs
extrémes; or il est clair qu'en faisant varier convenablement y,
on peut diminuer chacune de ces sommes, puisque le coeflicient
de y, aleméme signe dans les deux premiers membres : on peut

Mécan, ctn, Tome 11, R
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dailleurs, en faisant varier z convenablement, conserver a £,
la méme valeur; &) et #“? seroient donc alors, abstraction faite
du signe, moindres que %7 qui deviendroit la plus grande des
erreurs , sans avoir d’égale; et dans ce cas, on peut, comme on
vient de le voir, diminuer Perreur extréme; ce qui est contre
Phypothése. Ainsi le nombre i’ doit tomber entre les nombres i
ot &

Déterminons maintenant, lesquelles des erreurs £, 2, 5, &e.,
sont les erreurs extrémes. Pour cela, on retranchera la premiére
des ¢quations (), successivement des suivantes, et ’on aura cette
snite d’équations,

AW — g —(p® — p),y = 2® — x®
a® — @ —(p® —pO).y = sM M ; (B)
A — g (P — p®) gy = 41O — 4
&e.
Supposons y infini; les premiers membres de ces équations seront
négatifs, et alorsla valeur de £ sera plus grande que #*, 2, &c.:
en diminuant continucllement y, on arrivera enfin a une valeur
qui rendra positif, un de ces premiers membres, qui avant d’ar-
river & cet état, deviendra nul. Pour connoitre celui de ces mem-
bres qui le premier devient égal & zéro, on formera les quantités,
a®— gt a®— g a®—al
pO—pm ¢ po—p ¥ PO—pm

&e.

Nominons ¢ ]a plus grande de ces quantilés, et supposons qu’elle
soit :',i_:';:_:;% : #'il y a plusieurs valeurs égales a €2, nous considé-
rerons celle qui correspond au nombre r, le plus grand. En subs-
tituant ¢ poury, dansla (r—1)"= des équations ( B) ; <" sera
¢gal 2 24, et en diminuant y, il Pemportera sur 2, le premier
membre de cette équation devenant alors positif. Par les diminu-
tions successives de y , cc membre croitra plus rapidement que les
premiers membres des équations qui la précedent; ainsi, puisqu’il
devient nul, lorsque les précédens sont encore négatifs , il est
visible que dans les diminutions successives de ¥, il sera toujours
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plus grand qu’eux, ce qui prouve que x¢” sera constamment plus
grand que £, 2® ... .2, lorsque ¥ sera moindre que ¢V,

Les premiers membres des équations (B) qui suivent la (-1 )ime
seront d’abord négatifs, et tant que cela aura lieu, 20+, 4+, &¢.,
seront moindres que «¢*), et par conséquent, moindres que x,
qui devient la plus grande de toutes les erreurs (", x®,, &™
lorsque y commence & devenir moindre que ¢¢*). Mais en conti-
nuant de diminuer y, on parvient i une valeur de cette variable ,
telle que quelques-uncs des erreurs x+", 2+ | &c., commen-
cent & Pemporter sur &,

Pour déterminer cette valeur de g, on retranchera la £t™ des
équations (), successivement des suivantes, et 'on aura

A GO (O — )y = D — 20
At g — {p(r-f-g)._p(')} = 20D g ;
&e.

On formera ensuite les quantités

al+1)— g al™2) . g()
: SR ; 5
p(+|)_p() P(+l)._.p()

&e.

Nommons ¢®, 1a plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle
., aN—a . . \
801t ————-:si plusieurs de ces quantités sont égales & ¢, nous
P — pd
! Q
supposerons que r’ est le plus grand des nombres auxquels elles
répondent, Cela posé, " sera la plus grande des erreurs 2",
x.... &", tant que y sera compris entre ¢ et ¢; mais lors-
quen diminuant y, on sera arrivé a ¢ ; alors %> commencera
a Pemporter sur 47, et & devenir la plus grande des erreurs.
Pour déterminer dans quelles limites, on formera les quantités
al'+1— gt al™ ) — (")
PIFT=ptn e i 8

&e.

Soit ¢ la plus grande de ces quantités, et supposons qu’elle soit
alr 1) gl

e si plusieurs de ces quantités sont égales & ¢, nous

sapposerons que r” est le plus grand des nombres auxquels elles

répondent. 2 sera la plus grande de toutes les erreurs depuis
R
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y=2¢® jusqua y =¢®. Lorsque y = ¢, alors 4" commence
a étre cette plus grande erreur. En continuant ainsi, on formera
les deux suites,

2 3 2 3 2" 3 (") S esiee ™)
o €My €Wy €O 5 60— 5 ()

T.a premitre indique les erreurs £V, &\, 2(), &ec., qui deviennent
successivement les plus grandes : la seconde suite formée de quan-
tités décroissantes , indique les limites de y, entre lesquelles ces
erreurs sont les plus grandes ; ainsi x(") est la plus grande crreur
depuis y =2, jusqua y = ¢); &) est la plus grande erreur depuis
y =€), jusqua y=¢®; al”") est la plus grande erreur dcpuis
y=2C¢W, jusqua y =€ ; ainsi de suite.

Reprenons inaintenant les équations (B), ct supposons y négas
1if et infini. Les premiers membres de ces équations seront posi-
1ifs; 2 sera donc ulors la plus petite des erreurs a9, &), &c.:
en augmentant continuellement y , quelques-uns de ces membres
deviendront négatifs, et alors a(") cessera d’étre la plus petite des
erreurs. Sil'on applique ici le raisonnement que nous venons de
faire pour le cas des plus grandes erreurs; on verra que si Pon
nomme A", la plus petite des quantités

a—q aMmq® a4)— g &
PO—po PO I PO C
alDe—q(1)
ct si V’on suppose qu’elle soit _,,_m , & étant le plus grand des

nombres auxquels répond A", si plusieurs de ces quantités sont
égales & A); &0 gera Ja plus petite des erreurs depuis y =—oo0,
jusqua y =, Pareillement, si 'on nomme A, la plus petite
des quantités

a1 —ql) ali+33— o)

p—pe 3 e ¢ &e.

) — gl
et que V'on suppose qu’elle soit T ; 5» & étantle plus grand des

nombres auxquels répond A®), si plusxeurs de ces quantités sont
égales & A®); & sera la plus petite des erveurs depuis y =al),
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jusqu’a y =a®) ; et ainsi du reste. On formera de cette maniére, les
" deux suites,
S O T SO R S S B SN

— A A A s e )\("'),- OO,‘(D)
La premiére indique les crreurs x, &9, &%?; &c., qui sont suc-
cessivement les plus petites, & mesure que P'on augmente y: la
seconde suitc formée de termes croissans, indique les limites des
valcurs de y, entre lesquelles chacune de ces erreurs est la plus
petite ; ainsi, (" cst la plus petite des erreurs, depuis y =—oo,
jusqu'a 3y = A ; x® estla plus petite des erreurs, depuis y==a®),
jusqu’h y =2®); el ainsi du reste, Cela posé,

La valear de y qui appartient & Dellipse cherchée , sera Pune des
quantités ¢, €, €M, &c.; A, AW, AN, &e. ; elle sera dans la
premiére suite, si les deux erreurs cxtu.mes de mémesigne, sont
positives. En effet, ces deux erreurs élant alors les plus grandes ,
elles sont dans la suite, at", 2, 20, &c.; et puisqu’une méme
valeur de y, les rend égales, elles doivent Ctre conséeutives, et la
valeur de y qui leur convient, né peut étrc qu’une des quantités
€, ¢t &c.; parce que deux de ces erreurs ne peuvent étre a-la-
fois, rendues égales et les plus grandes, que par 'une de ces quan-
tités. Voici maintenant, de quelle maniére on détcrmincra celle
des quantités £, ¢®, &ec., qui doit étre prise pour y.

Concevons , par excmple, que € soit cette valeur ; il doit alors
se trouver, par ce qui précéde, entre x(") et &), une erreur qui
sera le minimum de 1outes les erreurs, puisque 4" et &) seront
les maxima de ces erreurs ; ainsi, dans la suite 2, 20, 2, &e.,
quelqu’un des nombres s, §', &c., sera compris entre r’ et 7”. Sup=~
posons que cc soit s. Pour guc 2™ soit la plus petite des erreurs,
la valeur de y doit étre comprise depuis A" jusqu’a A®); donc si €9
est compris dans ces limites , il sera la valeur cherchée de y, et il
scra inutile d’en chercher d’autres. En effet, supposons que I'on
retranche celle des équations () qui répond a 2, successive-
ment des deux équations qui répondent a & et & 4); on aura

@ = G e [P p} g == ) e
@M= — {p"—pV} .y = ") — &)
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Tous les membres de ces équations étant positifs, en supposant
y==¢®; il est clair que si Lon augmente y, la quantité (") —x®
augmentera ; la somme des errcurs extrémes, prise positive-
ment, en sera donc augmentée. Si I'on diminue y, la quantité
&0 e—2x() en sera augmentée , et par conséquent aussi, la sommo
des erreurs extrémes; ¢ est donc la valeur de y qui donne la
plus petite de ces sommes ; d'ot il suit qu'elle est la seule qui satis-
fasse au probléme,

On essaiera de cette manitre, les valeurs de ¢(), ¢¢), ¢ &c,;
ce qui se fera trés-aisément par leur seule inspection ; et si I'on
arrive & une valeur qui remplisse les conditions précédentes, on
sera siir d’avoir Ja valeur cherchée de g,

Si aucune des valeurs de €, ne remplit ces conditions ; alors
cette valeur de ¥ sera quelqu’un des termes de la suite A), al),
A%, &e. Concevons, par exemple, que ce soit A*); Jes deux erreurs
extrémes &) et x*) seront alors négatives, et il y aura, par co
qui précéde , une erreur intermédiaire, qui sera un maximum , et
qui tombera, par conséquent, dans la suite #(), &), ("), &,
Supposons que ce s0it %7, r étant alors nécessairement compris
entre s et s’; A*) devra donc étre compris entre ¢() et ¢(*), Sj cela
est, ce sera une preuve que A®) est la valeur cherchée do y. On
essaiera donc ainsi, tous les termes de la suite A®), A1), A &e.,
jusqwa ce que Van arrive & un terme qui remplisse les conditions
précédentes,

Lorsque P'on aura ainsi déterminé la valeur de y ; on aura faci-
lement, celle de z. Pour cela, supposons que ¢ soit la valcur
de y, et que les trois errcurs extrémes soient #), 5, et 4); on

aura & =—g", et par conséquent,
aN—z—p.y=12";
40— g — py = —45;
d’our I'on tire
° ’ @a | p(r)+ P(‘)}
=T

on aura ensuite la plus grande erreur x('), au moyen deI’équation

. alN—ql) ($) e (1)
= ; +{p up }.y.
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4o. Llellipse déterminée dans le n°. précédent, sert & recon-~
noitre si I'hypothése d’'une figure elliptique est dans les limites des
crreurs des observations; mais clle n’est pas celle que les degrés
mesurés indiquent avec le plus de vraisemblance. Cette derniére
ellipse me paroit devoir remplir les conditions suivantes, savoir
1° que la somme des erreurs commises dans les mesures des arcs
entiers mesurés, soit nulle; 2° quela somme de ces erreurs prises
toutes positivement, soit un minimum. En considérant ainsi les
arcs entiers, au lieu des degrés qui en ont été conclus; on donne
& chacun de ces degrés, d’autant plus d’influence sur Pellipticité
qui en résulte pour la terre, que l'arc correspondant est plus con~
sidérable, comme cela doit étre. Voici'une méthode trés-simple
pour déterminer Pellipse qui satisfait a ces deux conditions.

Reprenons les équations () du n° 4o, et multiplions-les res-
pectivement par les nombres qui expriment combien les arcs
mesurés renferment de degrés, et que nous désignerons par i,
i, i, &e. Soit 4 la somme des quantités i£.a(", {).a), &e.,
divisée par la somme des nombres &V, i, i, &e.; soit pareille-
ment P, la somme des quantités i).p("), i, p®), &c., divisée
par la somme des nombres &V, i, i), &c.; la condition que la
somme des erreurs i?.&®, i, 2, &e., est nulle, donne

o=d—z—P.y.

Si 'on retranche cette équation , de chacune des équations ()
dun®, précédent; on aura de nouvelles équations de la forme sui-
vante:

B — g, gy = 50

() gD gy = )

zcs)_g(a)j = i(s) 5 (0)

&e. ’
OO N 16
les suivant leur ordre de grandeur, en commengant par les plus
grands; multiplions ensuite les équations (O) auxquelles ils répon-
dent, par les nombres correspondans i, i), &c.; disposons enfin
ces équations ainsi multiplides, dans le méme ordre que ces quo-

T'ormons la suite des quotiens &c., et disposons-
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tiens, Les premiers membres de ces équations disposées de cette
maniere, formerant une suite de termes de la forme

By —c® ;  hy—c®;  y—c® ; &c,; (P)

dans lesqucls nous supposerons A", A®), &c., positifs, en chan~
geant le signe des termes ol ¥ a un coefficient négatif. Ces termes
sont les erreurs des arcs mesurés, prises posilivement ou négati-
vement. Cela posé,

11 est clair qu'en faisant y infini, chaque terme de cctte suite,
devient infini; mais ils diminuent, & mesure que 'on diminuc y,
et finissent par devenir négatifs; d’abord, le premier, ensuite le
second , et ainsi des autres. En diminuant toujours y, les termes
une foxs parvenus a étrc négatifs, continuent de I'étre, et dimi-
nuent sans cesse. Pour avoir la valeur de ¥, qui rend la somme de
ces termes pris tous positivement, un minimum ; on ajoutera les
quantités A, A%, &ec., jusqu’a ce que leur somme commence &
surpasser la somme entiére de toutes ces quantités; ainsi, en nom-
mant F cette samme, an déterminera » de maniére que I'on ait

FOFROLED (iyas +HI>LF;
],(r)+],(’)+/,,(3). ceseesy S S <§F'
c”
A
ment au degré méme qui correspond a celle des ¢équatjons (O)
dont le premier membre égalé a zéro, donne cette valeur de g,
Pour le faire voir supposons que 'on augmente y , de la quan-

On aura alors ¥y =-—, en sorfe que l'erreur sera nulle, relatiye-

@ v d » =D o
tité dy, de maniére quc o) + 'y soit compris entre —— =5 et o
Les r—1 premiers termes de laséric (P) seront négatifs, comine

o) .
dans le cas de Y= 1353 mais en les prenant avec le signe 4+,

leur somme diminuera de la quantijté,

(KON 0y ees +50). 0y,

.

devien-
dra

Le ri*™ terme de cetle suite, qui est nul, Jorsque ,y- W ),
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dra positif et égal & A4y ; la somme de ce terme ct des suivans
qui sont tous posilifs, augmentera de Ja quantité

(R 4T+ &e). 8y 5
mais on a par la supposition ,
BT covew +AT) < BOB 4 &e
la somme entiére des termes de la suite (P) pris lous positive-
ment , sera donc augmentée, et comme clle cst égale & la somme
des erreurs .20, (.2, &e., des arcs entiers mesurés, prises
toutes avee le signe + ccttc derni¢re somme sera augmentée par

la supposition de y = + &y. Il est facile de sassurer de la méme

}(r)
maniére, quen augmentant y, en sorte qu'il soit compris entre
=D =) cr=2) =3 &e.: 1 J
PRt et k) ou entre =) ct wn e a somme des er-

6

reurs prises ave le signe + , sera plus grande que lorsquey = %

Diminuons présentement y de la quantité &y, en sorte que

) &« )
;—(7)- — d&y soit compris cntre ;— o et ol la somme des termes
négatifs de la série (P)augmentera en changeant leur signe, de la
quantité
(B4R, ees o +A) .8y 5
¢t Ja somme des termes positifs de la méme série, diminuera de lz
quantilé
(BRI LA &e} oAy 5
et puisque 'on a
QRN 1O NS >3 Sl Nl SR O

il est clair que la sonme entiére des erreurs prises avec le signe 4+,

sera augmentée. On verra de la méme maniére , quen dimi-
1 (1) cCr3) D)
nuant y, en sorte qu’il soit entre Ty et o—— G O entre ;—— =)
)
o+ 2

et &c.; la somme des erreurs prises avec le signo +, est

plus grande que lorsque y = ;:% ; cette valeur de y cst donc celle
qui rend cetle somme un minimaum.
La valcur de y, donne celle de z, au moyen de Péquation
z=.4—P.y.
% analyse précédente étant fondée sur la variation des degrés de
Mi:can. cin, Tome I1. S
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Péquateur aux poles, proportionnelle au quarrd du sinus de la
latitude, et cette Joi de variation ayant également licu pour la
pesanteur; il est clair qu'elle sapplique aux observations sur la
longueur du pendule & secondes.

41, Appliquons-la dabord aux degrés déja mesurés, des mé-
ridiens terrestres. Parmi ces degrés, je considérerai les sept sui~
vans, que j’évalucrai en parties de la régle a laquelle on a rapporté
Parc mesuré depuis Dunkerque jusqu’a Barcclonne, pour déter-
miner Punité fondamentale des poids et mesures. Je désignerai par
laleltre R, cette régle qui est le double de la toisc dont Bouguer
sest servi au Pérou. S’exposerai ensuite la maniére dont on a fixé
le rapport de cetie régle au métre.

Le premier de ces degrés est celui du Pérou , & zéro de latitude.
Sa longucur, suivant Bouguer, est de 25538%,45 ; l'arc total me-
suré d’out ce degré a été conclu, est de 3°, 4633.

Le second est eelui du Cap de Bonne-Espérance, mesuré par
la Caille, ct dont le milicu répond a la latitude de 37°,0093. Sa
longucur est de 256667%,65; V’arc total mesuré d’our cc degré a é1é
conclu, est de 1°,3572,

Le troisicme est celui de Pensylvanie, mesuré par Mason et
Dixon. Son milien répond a la latitude de 43°,5556; sa longueur
est de 2566997, 60; Tarc total mesuré est de 1°,6435.

Le quatriéme est celui d’Italic , mesuré par Boscovich ct le Maire.
Son milieu répond a Ja latitude de 47°,7963 ; sa longucur est de
25640%,55 ; Varc total mesuré est de 2°,4034.

Le cinquiéme degré est celui de France , mesuré nouvellement
par Delambre et Mechain. Son milien répond a la latitude de
51°,3327; sa longueur cst de 2566587, 29 ; Parc total mesuré est de
10°%, 7487.

Le sixi¢me est celui d’Autriche , mesuré par Liesganig. Son
milicurépondalalatitudede 53°,0926; salongueurestde 25683%,30;
Parc total mesuré cst de 3°,2734.

Le scpli¢me est celui de Laponie, mesuré par Clairaut, Mauper-
1uis, le Monnicr, &c. Son milieu répond & la latitude de 73°,7037
en prenant une moyenne entre les diverses suiles de triangles,
cten ayunt égard  Ja réfraction, dans Pévaluation de Yarc céleste
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je fixe sa longucur a 25832%,25 ; Yarc total mesuré est de 1°,0644.
Voici le tableau de ces degrés disposés suivant Pordre des lali-
tudes.
Latitudes. Longueurs des degrés.
0%,0000 eesveceaseosss 25538% 85
37,3000 cevieeenaenes 25666 ,65
43,5056 sevieveinans. 25599 ,60
47,7960 .o.iieeieeee. 25640 ,55
51,3327 iiiveieeees. 25655 ,28
55,0026 evieeevienaees 25683 ,30
73,7037 svieseseseess 3D832 ;25

Les équations (#) du n°. 3¢9, deviennent donc ici,
25538R, 85 — z — y.0,00000 = x(")
25666 ,65 — z — y.0,30156 = a®
25699 , 50 — z —y.0,39946 = &
25640 ,55 — z—y.0,465461 =20 (')
25658 , 28 — z — y.0,52043 = 2©
25683 , 30 — z — y.0,54850 = 29
25832 , 25—z — y.0,85887 = al)
Les deux suites (C) du méme n°. deviennent,

&, PO 0
© , 423,796, 308,203, —oo
ctles deux suites (D) deviennent
at), RO MON R )

—oo , 152,080, 483,087, big 176,
11 est facile d’en conclure, par le n®. cité, y =308%, 202, ce qui
donne 7 pour Dellipticité de la terre : on a ensuile
W =) = — 2= 48R 6o,

Ainsi , de quelque mani¢re que I'on combine les sept degrés pré-
cédens, quelque rapport que Pon choisisse, pour celui des axes de
la terre, il est impossible d’éviter dans Vellipse, une erreur de
48%,60, dans les mesures de quelques-uns des degrés précédens ;
et comme celte errcur étant la limite de celles qui peuvent étre
admises, cst, par cela méme, infiniment peu probable, il faudroit,

dans la supposition d’une figure elliptique, adiettre des erreurs
S a
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encore plus grandes que 48”,60. Or en examinant avcc attention,
les mesures de ces degrés, il paroit diflicile de supposer a-la-fois,
que dans chacun des degrés de Pensylvanie, du Cap de Bonne-
Espérance ct de Laponie, sur lesquels tombentles trois plus grandes
erreurs, il s'est gliss¢ une erreur de 48%,60; il semble donc résulter
des mcsures précédentes, que la variation des degrés des méri-
diens terrestres, s'écarte sensiblement de la loi du quarré des sinus
de Ja Jatitude, que donne I'hypothése des méridiens cllipliques.
Déterminons cependant, T'ellipsc la plus probable qui résulte
de ces mesures. Iin multipliant les équations (4" ) respectivement
par les nombres &, i, i, &c., de degrés que renferment les
arcs mesurés qui leur correspondent, et divisaut leur somme
par {404+ &c.; la condition que la somme des errcurs
I, 547, 4 4 &e. , est nulle, donne
0=25616%,80— z— y.0,43717;
les équations (O) du n’. précédent deviennent ainsi,
—~107%,95 +5.0,43717 = a")
19 ,85 4+ 5.0,15561 =
— 47 ,20+45.0,03771 = 2%
— 6 ,25—y.0,02824 = x¥ (0"
11 ,48—y.0,08376 = 1
36 ,50—y.0,11133 = x(®
185 ,45—y.0,40170 =a()
De-la il est facile de conclure que la suite des quantités A, ),

. i . b
A®), &e. , disposées suivant Poxdre de grandeur des quoticns ol
b

Fofl &e., cst

0,06198 ; 0,42757 ; 0,56443 ; 1,51405 ; 0,§oo31; 0,18405; 0,0678.

Les équations (O') leur correspondent dans Pordre 3,7,6,1,5,
2,4 la somme des trois premi¢res quantités est plus pelite que la
demi-somme de toutes ces quantités, et la somme des quatre pre-
micres la surpasse; on a done #")=o0, ce qui donne y = 246,93;
et par conséquent, z=25538%,86; en sorte que l'expression du
degré du méridien , est 25658%,85 + 246%,93.sin,"0, 0 étant la
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latitude ; d’ott résulte 31 pour Papplatissement de la terre. Cette
expression donne 867% 26 pour l'erreur du degré de Laponie,
erveur beaucoup trop grande, pour étre admise; ce qui confirme
ce que nous avons dit, savoir que la terre s'écarte sensiblement de
la figure elliptique.

Les opérations faites nouvellement par Delambre et Mechain,
pour la mesure de Parc du méridien terrestre compris entre Dun-
kerque et Barcelonne, ne laissent, vu leur grande précision,
aucun doute a cet égard. Voici les principaux résultats do ces
opérations.

Latitudes. Distances aw paralléle de

Montjoui,des paralléles de
Montjoui..oes.. 45°,958281 .
Carcassonne .... 48,016790 .... Carcassonne. 5274q%,48
FvauX evveeeees 51,309414 ... EBvaux .... 137194 ,03
Panthéon a Pavis. b4,274614 .... Panthéon.. 213519 ,97
Dunkerque «ovoo 56,70694% ... Dunkerque. 275792 ,36
Maintenant, soient @), a®, a® ¢t a®, ces distances; ¢V, §,
62, 9 4 les latitudes; et x¢), 2, 43, 4 43 e errcurs
dont ces latitudes sont susceptibles, et que l'on peut attribuer,
soit aux observations mémes dc la hauteur du péle, soit aux me-
sures géodésiques dont les erreurs influent sur les latitudes des
paralléles supposés distans de celui de Montjoui, des intervalles
a®,a®, &e. Llarc lerrestre compris entre léquatear et le paralléle
de Montjoui, esta trés—peu prés , par ce qui précede,
s {64 a—2p.sin. 2 6V},
s étant la grandeur du degré moyen, ct p étant Papplatissement de
la terre réduit en degrés. Llarc compris entre Péquatear ct le
paraliele de Carcassonne sera
so {042 —2p,sin, 267},
Parc compris entre les deux paralleles de Carcassonne et de Mont-
joui, sera donc, :
5o {0000 x ) — () — 2o, (5in.2 6 —sin. 20)].

En Yégalant & o, on aura

0 m B0 o 0) e 200 2 s, (6= 000) 8. (800 00)) = 20,
§
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Les paralleles des aulres lieux, comparés & celui de Montjoui,
donnent trois équations semblables. En substituant ensuilc, les
nombres correspondans, on aura les quatre équations suivantes :

53749748
s

2°,058509 + &— a()—p.0, 0046829 = 5

37174%,03
5%, 5361133+ &) 0= p. 0,0054036 == L1425

R ; (B)
8°,316333+4 20— 204 p.0,0007153 =£—3§?——'7—7;

275792k, 36
10° 748663 4 a®— &)+ p.0,01054g1 = J—Bs__
5i Pon applique & ces équations, la premiére méthode que nous
avons donnée au commencement du n° 39; on trouve que dans
Phypothése elliplique qui donne un minimum , pour la plus grande
erreur, on a &) =al) = — &l = — & =14",43 ; 2= 15",qg;

l'applatissement p= , etle degré correspondant au paralltle

1
150, 6
moyen égal & 256497, 8. Les obscrvations ont é16 faites avec tant
de précision , qu'clles ne sont pas susceptibles des erreurs précé-
dentes , quoique fort petites; il paroit donc que P'on doit les attri-
buer, au moins en partic, i des causes qui écartent la figure de la
terre de celle d’un ellipsoide. Mais ce qui le prouve incontestable-

ment, c’est Papplatissement que Pensemnble de ces errcurs

150,6
donne i la terre, applatissement qui ne peut subsister, ni avec les
phénoménes de la pesanteur, niavec ceux de la précession et de Ia
nutation ; car ces phénomeéncs ne permettent pas de supposer a la
terre, un applatissement plus grand que dans le cas de ’homo-
généité, ou au-dessus de 5.
Si dans les équations (B), on fuit p=13i3 ou en degrés,
¢ ==0°%376,91; et si 'on suppose,,
— 100000
- 1%y
elles donnent les suivantes,

;

0°,000000 = z ==y, 0°000000 = — &{*) ;
2°,067240 — z —y. 5°374948 = —a® ;
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5°340637 —~z — .13°717403 = — & ;
8°,3165631 — z — 5. 21°,351977 = — 20 ;
10%751583 — z — y.27°,679236 = — &) ;
Ces équations rentrent dans les équations () dun®. 3y, avecla
scule différence du signe des erreurs a®), 2, &c. En y appliquant
la seconde méthode exposée dans ce n°; les deux suites (C) du
méme n°., deviennent
—a®) ;) —_ )
0 ; 0°390002; 0°389981; 0°38y6gg; —0;
ctles deux suites (D) deviennent
—_—); —_ )
—x; 0°,389843 ; o
d'ol1 Von tire,
— ) = e 1) = 2 = — "8 ;
¥ =0,389843 ,
ct le degré sur le paralltle de 50°, égal & 25651%,33.

Une erreur de g”,g8 , est beaucoup trop grande, pour élve ad-
mise ; ainsi Papplatissement 5, et a plus forte raison, des appla-
tissemens moindres , ne peuvent pas se concilier avec les mesures
précédentes; il est donc bien prouvé que la terre s'éloigne treés-
sensiblement d’une figure elliptique. Mais il est trés-remarquable,
que les mesurcs faites nouvellement en France et en Angleterre ,
avee une grande précision , dans le sens des méridicns, et dans
le sens perpendiculaire aux méridiens, se réunissent i indiquer un
ellipsoide osculateur dont Pellipticilé est 1, et le degré moyen
est égal & 25649%,8.

Pour représenter avec ces données, les mesures des degrés entre
Dunkerque et le Panthéon , le Panthéon ct Livaux, Lvaux et Car-
cassonne, enfin Carcassonne et Montjoui; il ne faut qualtérer
d’environ 4",4 les latitudes observées. Le degré perpendiculaire au
méridien, & lalatitude de 56°, 514%, devient 256857%,6, ct par des
opérationsirés-cxactes faitesen Angleterre,onlatrouvéde 258332 4.
11 paroit donc par cet accord, que I'applatissement considérable de
Yellipsoide osculateur en France, ne dépend point des attractious
des Pyrénées, et des autres montagues situées au midi de la France:
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il tient & des attractions beaucoup plus élenducs, dont Veflet est
sensiblc au nord de la France, ct méme en Angleterre , comme en
Autriche ct en Ttalic ; car tous les degrés mesurés dans cette partie
de la surface de la terrc, sont & 8% ou g® prés, représentés par
Yellipsoide osculateur dont on vient de parler.

1l paroit encore, par les diverses observations azimuthales fallcs
sur Varc du méridien terrestre, depuis Dunkerque jusqu’a Mont-
joui, quelellipsoide osculateur n’est pas exactement un solide de
révolntion. En applignant & ces observations, les formules du
n° 38, et les méthodes précédentes ; on pourra déterminer ellip-
soide osculatcur qui satisfait a-la-fois aux observations des azi-
muths et des latitudes. Nous nous bornerons ici, & remarquer que
la mesure d’une perpendiculaire & la méridienne de PObserva-
toire, faite dans la plus grande largeur de la France,, par les moycens
que Pon vient d’employer dans la mesure de la méridienne , en
observant sur plusieurs points les azimuths et les latitudes, four-
niroit sur Pexcentricité de cet ellipsoide dans le sens des paral-
1¢les, des données beaucoup plus certaines, et qu’il est par con-
séquent & desirer, que on ajoute celte nouvelle mesure a la
précédente. Les observations azimuthales que Pon a déa faites,
prouvent que les méridiens ne sont point semblables , et si I'on
compare lc degré du Cap de Bonne-Espérance, aux degrés me-
surés dans Phémispheére boréal de la terre, il y a licu de croire
que les deux hémispheres boréal et austral sont différensentre eux.
La figure de Ja terre est donc trés-composée, comme il est naturel
de Ic penser, lorsque Pon fait attention aux grandes inégalités de sa
surface, 4 la différente densité des parties qui la recouvrent, et
aux irrégularités du contour ct de la profondeur des mers.

Pour conclure la grandeur du quart du méridien terrestre, de
Yarc compris entre Dunkerque et Montjoui, il faut adopter une
hypothése sur la figure de la terre, ct au milieu des irrégularités
que cetle figure présente, hypothése la plus naturelle et la plus
simple, est celle d’un ellipsoide de révolution. En partant de cette
hypothése, le quart du méridicn seroit & trés-peu prés égal a cent
fois Yarc mesuré entre Dunkerque etMontjoui, divisé parle nombre
de ses degrés, si son milicu correspondoit & 5o° de Jatitude ; mais

il
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il est un peu plus au nord : il en résulte dans la longueur du
quart du méridien, une petite correction qui dépend de Vap-
platissement de la terre. On a choisi Dellipticité que donnc la
comparaison de 'arc mesuré en France, avec larc mesuré a
Péquateur, et qui par sa position et son éloignement, par son éten-
due, et par les soins que plusieurs excellens observateurs ont
apportés a sa mesure, doit étre préféré pour cet objet. Llellipticité
quecelle comparaison donne, cst ;33 ; le quart du méridien conclu
de Tarc mesuré entre Dunkerque et Montjoui, est ainsi égal a
25653707, Le métre étant la dixmillioni¢me partic de cette lon-
gueur, est par conséquent, o%,256537, ou 0" ,513074%; la toise
¢étant celle qui a servi 4 la mesure de la terre au Pérou, rapportée
ala température de seize degrés et un quart du thermomeétre a
mercure divisé en cent degrés, depuis la température de la glace
fondante , jnsqu’a celle de 1'cau bouillante sous une pression équi~
valente a celle d’une colonne de mercure, de soixante et scize cen-
timétres de hauteur. Au moyen de celle valeur, il sera facile de
traduire en métres, toutes les mesures précédentes, et généralement
celles qui sont exprimées en toises.

Quclle que soit la figure de la terre ; on voit par les obser-
vations, que dans chaque hémispheére, les degrés vont en dimi-
nuant des poles a Péguateur , ce qui exige une augmentation cor-
respondante dans les rayons terrestres, et par conséquent, un
applatissement dans le sens des podles. Pour le faire voir, con-
cevons pour plus de simplicité, que la terre soit un sphéroide
de révolution : le rayon osculateur du méridien, au péle, sera
dirigé suivant 'axe de révolution ; ensuite, il diminuera sans
cesse, jusqu'a ce qu’il devienne perpendiculaire a I'axe, ct alors
il sera dans le plan de Péquateur. Ces divers rayons forment
par leur intersection commune, la développée du méridien ter~
vestre dont les deux tangentes extrémes sont, la premictre,
dans Vaxe du pdle , et la seconde , dans Vaxe de Péguateur,
Nommons a et @’ ces deux tangentes prises depuis Pintersection
de Paxe du pdle, avecle diamétre de Péquateur, intersection que
nous prendrons pour le centre de la terre. Nommons encore R
et R’ les rayons osculateurs du méridien , an podle boréal et a

Mctcax. cki. Tome 11, T
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Péquateur, ct r et 7', les rayons mends du centre de la terre a
ces deux points, Nous aurons évidemment r=R—a; =R +ad';
d’ou Yon tire,
r’—r=a+d—(R—R).

La développée est convexe vers Paxe du pdle, puisque les rayons
osculatcurs ct les degrés du méridien vont en diminuant des poles
a P'équatcur; de plus, larc entier de la développée est moindre
quela somme a+a’ de ses deux tangentes extrémes; or R— R’ cst
égal dcct arc; '—rest donc une quantité positive. Si 'on nomme r”
le rayon mené du centre de la terre,, au pole austral; on verra de
laméme manicre, que 7' —r” est positif; 2 ' est donc plus grand
que r+r”; cest-i-dive que le diamétre de Péquatcur est plus grand
que Paxe des poles; ou, ce qui revient au méme, la terre est
applalie dans le sens des poles.

S5i Y'on considére un arc infiniment petit du méridien, comme
un arc de cercle, et si I'on congoit tracée la circonférence dont
cet arc fait partic; Vextrémité de Vare, la plus voisine du péle,
-sera plus prés que Pautre extrémité, du point de la circonférence
lc plus voisin du centre de la terre; d’ou il cst facile de conclure
que le rayon terrestre meuné ala premiére extrémité, est moindre
que le rayon mené i Ja seconde extrémité ; c’est-a-dire, que les
rayons terrestres vont en augmentant des poles a I'équateur.

a+d’ cst moindre que 2(R—R’') ; ainsi —r est plus petit que
R—R’; la différence des rayons terrestres du pdle et de Péqua-
teur, cst donc moindre que la différence des rayons osculateurs
corrcspondans ; en sorte que les degrés des méridiens croissent de
Yéquateur aux poles, dans wn plus grand rapport que celui sui~
¥ant lequel les rayons terresires diminuent. I1 est facile d’étendre
les mémes raisonnemens au cas ol la terre ne seroit point un solide
de révolultion.

4 2. Considérons présentement les longucurs observées du pen-
dule & sccondes. Parmi ces longucurs, je choisirai les quinze sui-
vantes : les deux premiéres ont été déterminées par Bouguer, I'une
4 Véquateur au Pérou, lautre a Portobello ; la troisieme a été
déterminée par le Gentil & Pondichery ; la quatriéme a été con-
clue de celle de Londres , par la comparaison des oscillations d’un
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pendule invariable transporté de Londres & la Jamaique par Cam-
pell; la cinqui¢me a été déterminée par Bouguer, au petit Goave;
la sixi¢me , par la Caille au Cap de Bonne-Espérance ; la septiéme,
par Darquier 4 Toulouse; la huititme, par Liesganig & Vicnne
en Autriche; la neuviéme, & Paris, par Bouguer; la dixicme,
4 Gotha , par Zach ; la onziéme a é1é conclue de celle de Paris , par
la différence des oscillations d’un pendule invariable transporté de
Londres & Paris; la douzi¢me ct la quatorziéme ont été conclues de
la méme maniére de celle de Paris, parles observalions de Mallet,
i Pétersbourg et a Ponoi; la treiziéme a é1é semblablement con-
clue de celle de Paris, par Grischow , & Arensgberg; enfin, la
quinziéme a é1¢ déterminée suivant le méme procédé , par les Aca-
démiciens frangais qui ont mesuré le degré du méridien en Laponic.

Les neuf mesures absolues ont I'avantage d’avoir été faites sui-
vant la méme méthode qui consiste & observer les oscillations d’un
poids suspendu & Pextrémité inféricure d’un fil de pite trés-mince,
d’'un meétre environ de longueur, ct saisi par une pince, a son
extrémilé supéricure. Toutes ces mesures peuvent étre considé-
rées comme ayant été prises au niveau des mers. Jc les ai réduites
au vide et & Ja méme température; ainsi, dans le cas méme ot elles
laisseroient quelque incertitude sur la longueur absolue du pen-
dule a sccondes, Puniformité de la méthode doit donncr avee
précision , la loi des variations de cette longueur, I'un des princi-
paux objets & connoitre. Les huit autres mesures ont été conclues
par la comparaison d’'un pendule invariable observé & Paris, et
transporté dans les Jieux correspondans a ces mesures.

Cest & la Jongueur du pendule observée a Paris par Bouguer, ct
prise pour unité, que j’ai rapporté les autres qui expriment cucore
les rapports des poids d’'un méme corps transporlé successive-
ment dans ces divers lieux, & son poids & Paris, pris pour unité de
poids.

Latitudes. Longueurs du pendule & secondes.
S e
10,61 ceeceeieianaee 0,99689
13,25 ciiiiiiiiaas 099710
20 ,00 0,09745

T 2



148 MECANIQUE CELESTE,
Latitudes. * Tongueurs du pendule & secondes.
20,50 seeiiiiiieinns 09738

37,69 cevvrinnieiees 099877
8,4 viiieiiiiiiens 099950

55°57 viieieiiiniees 099987

54,96 siiiviviieeees 1,00000
56,65 viierns veesses 1,00000
57,92 ciiiiieiiians « 1,00018

64,72 veveerniiiiies 1,00074%
66,60 +iviieirianess 1500101
74,22 viieiisiiienns 1,00137
74,53 ciiieiiiiienen 1,00148
Les équations () du n°. 39, deviennent done ici,
0,99669 —2z—y.0,00000 = ")
0,09629—2z—y.0,02753 = a1
0,09710 —z—y.0,04270 = £*)
0,09745 —z—1y.0,0954q = #*)
0,09728 —z—y.0,10016 = &)
0,99877—z2—y.0,51142 = 1
0,99950 —z—y. 047551 =11
0,99987 —z—y.0,505596 =4  (A£")
1,00000 — z—.0,56672 = x()
1,00006 — z—y.0,57624 = £
1,00018 — z— y.0,61244 = 2"
1,00074 — z— y.0,72507 = &'
1,00101 — 2 —¥.0,74q0g = &9
1,00137 — z — . 0,84478 = 209
1,00148 — z — ¥.0,84829 = (')
Les deux suites (C) du méme n®., deviennent
A g® o) 29 209 209
® t0,0096019 +0,0006304 +0,0061151 +0,0051181 +0,0047570y0 ¢ s =~ ,
et les deux suites (D) deviennent
O 209 209

—®  +0,0066399  +0,05138g0s4s. +.
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11 est fucile d’en conclure par le n°. cité, que y = 0,0055399. On
trouve ensuite,

&%) = — (") = — (") = 0,00018 ;
z = 0,99687.

Ainsi, de quelque maniére que I'on combine les quinze mesures
précédentes ; on ne peut éviter unc erreur moindre que 0,00018,
dans Phypothése ol les variations de la pesanteur croissent de
Péquateur aux péles, proportionnellement au quarré du sinus de
la latitude. Cette erreur est dans les limites de celles dont ces me-
sures sont susceptibles, et l'on voit qu’elle est beaucoup moindre
que Verreur correspondante des mesures des degrés des méridiens;
ce qui confirme cc que la théorie nous a indiqué dans le n°. 33,
savoir que les termes de P'expression du rayon terrestre, qui écar-
tent la figure de la terre, de Phypothésc elliptique , sont beaucoup
moins sensibles dans la longueur du pendule a secondes, que dans
la grandeur des degrés des méridiens,

On a vu dans le n°. 34, qu’en partant de ’hypothése elliptique,
Pellipticité de la terre est égale a cing demi du rapport de la force
centrifuge & la pesanteur, moins la valeur de y - ce rapport est 11 ;

2892
Tellipticité est donc égale & 0,00865—y : en substituant pour y , sa

valeur précédente, on a pour Yellipticité de la terre, qui

1
3148
rend un minimum, la plus grande erreur des mesures précédentes.

Déterminons par la méthode dun®. 4o, Yellipse la plus vraiseni-
blable qui résulte de ces mesures. Si on ajoute les équations (.4"),
et que 'on divise leur somme par quinze, on aura

0 =0,99923 — z —¥.0,43539 ;
c’est Péquation de condition, nécessaire pour que la somme des
erreurs soit nulle. Les équations (O) du n°. 40, deviendront
ainsi,

—0,00254 + ¥.0,43529 = x("

- 0,00234 + y.040777 = &

—0,00213 + ¥.0,39259 = (")

—0,00178 + §.0,33980 = a¥J

— 0,00195 + ¥.0,33513 = (&*
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— 0,00046 + ¥.0,12387 = (9
0,00027 — ¥.0,04022 = x(")
0,06064 — y.0,12067 ==  (0")
0,00077 — ¥.0,13143 = 219
0,00083 — y.0,14095 = x(**)
0,00095 — y.0,17715 = 2(*))
0,00151 — ¥.0,28778 = at")
0,00178 — .0,51380 = x(*)
0,00214 — ¥.0,40949 = &9
0,00225 — y.0,41300 = (')

De-la il est facile de conclure, que la suite des quantités A", A,
A, &e., dun®. 4o, est

0,0067131;  0,0058886; 0,0058586; 0,0058552; 0,0058186;

0,0067385; 0,0056724; 0,0054479; 0,0064255; 0,0053627;

0,0063037; 0,0052471; 0,0052384; 0,0052260; 0,0037136.
Les équations (O”) leur correspondent dans P'oxdre 7, 10, 9,1, 5,
2,13,15,3%,11, 8,12,4,14, 6 ; ]a somme des six premiéres cst
plus petite que la demi~somme de toutes ces quantités, et la sommo
des sept premiéressurpasse cette demi-somme; la septiéme quantilé
répond & la treizieme des équations (£”); ona donc parle n°. 4o,
x')= o0, et par conséquent,

y =0,0056724 ;  z=0,99676;

ce qui donne —— 335 -g pour Pellipticité de la terre. Cela s’accorde

d’une mani¢re remarquable, avec Vellipticité conclue des mesurcs
de France ct de 'équateur. Il paroit donc par les observations du
pendule, quc la terre est beaucoup moins applatie que dans le cas de
Phomogénéité, et que le rapport de ses axes ne peut pas éire sup-
posé plus grand que celui de 330 & 331, qui donne les plus petites
erreurs dans les longueurs précédentes. Lellipse la plus vraisem-
blable qui résulte de ces observations, est celle dont les axcs sont
dans le rapport de 335 a 336 : lexpresslon de la longueur du pen-
dule, est alors, par ce qui précede,
0,99676+-0,0056724. sin.*{. ; (e)

4 ¢tant la latitude,
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Il ne s’agit plus que de multiplier cette expression, par la lon-
gueur absolue du pendule & I'équateur, pour avoir sa longueur
absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est 4. Bouguer a
trouvé cette longueur absolue a I'équateur, égale a 0,73y615;
mais il y a lieu de penser que sa méthode donne au pendule, une
trop grande longueur ; parce qu’a raison de 1'épaisseur du fil, et
de la petite résistance qu’il oppose a sa flexion , le centre des oscil-
lations doit étre un peu au-dessous du point de suspension. Borda
qui a déterminé par un moyen trés-précis, la longueur du pen—
dule & secondes & PObservatoire de Paris, I'a trouvée égale
0™,741887. Enla divisant par 0,99676+ 0,0056724.sin.*{, { étant
ici la latitude de I'Observatoire, on a o™,741905; c’est le facteur
par lequel on doit multiplier la formule (e), qui donne ainsi la
longueur absolue du pendule, dans un lieu quelconque, égale &
0™,739502 + 0™,004208. sin.* .

Nous remarquerons ici que les mémes anomalies que présentent
les divers degrés mesurés depuis Dunkerque jusqu'a Barcelonne, ct
dont la cause est sans doute I'irrégularité des parties de la terre, se
retrouvent dans les longueurs observées du pendule; car Gri-
schow a observé & Pétersbourg et a Arensgberg , sous des latitudes
trés-peu différentes entre elles, des variations dans ces longueurs,
sensiblement plus grandes que celles qui résultent de la loi pré=
cédente de la variation du pendule de Péquateur aux poles.

Ces anomalies de Ja variation de la pesanteur, disparoissent a
trés~peu prés, & de grandes distances, pour nc laisser appercevoir
que la Joi de varialion, proportionnclle au quarré du sinus de Ia
latitude. On a vu dans le n® 33, que Pexpression du rayon ter-
restre étant,

14a. {YOL YL YO &e
Pexpression de la longucur du pendule & secondes , est
LieL (Y42, YN43. YO+ &} +Lcap Lo (0 —3);

ainsi, les observations de la longucur du pendule, donnant cette
longueur, & trés-peu prés proportionnelle & &® ; ¥’ est it trés-pen
prés-égal & —h.(u*—7). La terre tournant autour d’un de scs
axes principaux, Y doit étre, par le n’. 32, de la forme
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—hk.(*—5)+h".(1—p*).cos.2w; les observations sur le pen-
dule, nous montrent donc que A~ est trés-petit relativement a / ;
elles nous apprennent encore, que Y™, ¥9, &c., sont trés-petits
parrapport & Y™, el qu'ainsi , on pent les négliger dans 'expres-
sion du rayon terrestre , et méme dans celles de la pesanteur et de
la parallaxe ; mais, en méme temps, les diverses mesures des
degrés des méridiens, indiquent que ces termes deviennent sensi-
bles dans I'expression de ces degrés, a raison de la grandeur des
coefficiens qui les multiplient dans cette expression.

43. Considérons présentement, Jupiter dont Papplatissement
trés-sensible a ¢été déterminé avec exactitude. Si I'on suppose
d’abord cette planéte homogéne, on déterminera son ellipticité,
par P'équation (3) dun’.18,

A 2q.A%
99 ::_ ;z.-}\— —ang.tang.a ;
V15" étant le rapport de Paxc de équateur & celui du pdle.
Pour conclure a de cette équation, il faut déterminer ¢ ; or en
nommant -D la distance du quatri¢me satellite de Jupiter & son
centre, et T'la durée de sa rotation exprimée en parties du jour;
la force centrifuge de cesatellite sera égale ala masse M de Jupiter,
divisée par D*. Mais cette force centrifuge est & la force centri-
fuge g, due a la rotation de Jupiter, et considérée & la distance 1

" D .
de Yaxe de rotation, comme Trestd —:; , t étant la durée de la

rotation de Jupiter, exprimée ep fraction de jour; on a donc
‘ S MT
B=%ps

On aparlen® 19, M=3#».£".(144*); parlant,

Nous supposerons avec Newton , d’aprés les mesures de Pound,
la distance du quatriéme satellite, égale a 26,65 demi-diamétres

, . . k. Vifa 1
de Yéquateur de la planéte, ce qui donne b =%’ on

8 ensuite, )
t=o"v,377 ;. T'=1668goa;
on
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on aura donc

¢=0,0861450.(1+1*)" %,
et 'équation en A devient,

3
o’l;ﬁ:f);—k—-—(9+5A’).ang.tang.».;
d’ot1 Pon tireA=0,481, et par conséquent, l'axe du péle étant pris
pour Punité, Paxe de I'équateur est 1,10067.

Suivant les observations de Pound, rapportées par Newton,
Taxe de Péquateur de Jupiter est 1,0771 : Short a trouvé par scs
observations , cet axe égal 41,0769 : enlin, par les mouvemens des
neeuds et des périjoves des satellites de Jupiter , on trouve 1,074y
pour ce méme axe qui, comme onle verra dans la théorie des satcl-
lites de Jupiter, est déterminé par ce moyen, avec beaucoup plus
de précision, que par les mesures directes. Ces divers résultats
concourent a faire voir que Jupiter est moins applati que dans
le cas de Fhomogénéité , et qu’ainsi sa densité croit comme celle de
la terre, de la surface au centre.

On a vu dans le n°. 50, que si les planétes ont été primitive-
ment fluides , comme il est naturel de le supposer; les limites do
leur ellipticité, sont fap et a ¢; en sorte que 'axe du péle étant 1,
Yaxe de Véquateur est compris entre 14-%2¢ et 14+3a2 ¢, la pre-
miére de ces limites répondant au cas de ’homogénéité ; et comme
cette limite est, par ce qui préctde, 1,10967, on a {29 =0, 10967,
ce qui donne 1,10967 et 1,04387, pour les deux limites entre les-
quelles Yaxe de I'équateur doit étre compris; or les axes préce-
dens, donnés, soit par les mesures directes, soit par le mouvement
des nceuds des orbes des satellites de Jupiter , sont renfermés dans
ces limites ; ainsi la théorie de la pesanteur est sur ce point, par-
faitement d’accord avec les observations.

11 suit encore du n®. 30, que si Jupiter et la Terre étant supposés
fluides , leurs densités respectives a des distances de leurs centres,
proportionnelles & leurs diamétres, sont dans un rapport constant,
1aloi de leurs ellipticités sera la méme ; et Pellipticité étantVexcés
de Yaxe de I’équateur sur celui du pdle pris pour unité, le rapport
des ellipticités de Jupiter et de la Terre, scra le méme, quelle que

MctcaN, ctn, Tome 11, v

o=9gAr+
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soit la loi des densités. Or dans le cas de ’homogénéité, les ellip-
ticités sont, par ce qui précéde, et par le n®. 19, comme o,10967
est & 0,00433441; cn supposant donc Pellipticité de Jupiter égale
40,0747, telle que la donne le mouvement des noeuds de ses satel-
1
338,72

lites, on aura pour Pellipticité de la terre, correspondante

& la méme loi de densité. Cette ellipticité seroit 3281,17
1oit Dellipticité de Jupiter, qui résulte des mesures de Pound. Ces
divers résultats sont d’accord avec ccux que nous ont donnés les
observations du pendule ; ainsi’analogie de Jupiter avec la Terre,
concourt avec ces observations, pour nous faire voir que Pappla-
tissement du sphéroide terrestre est au-dessous de 135, et méme au-
dessous de 35 : on verra dans le cinguiéme Livre, ce résultat con-
firmé par les phénoménes de la précession des équinoxes et de la
nutation de Paxe de la terre.

Nous traiterons de la figure de la lune, dans le cinqui¢me Livre,
en considérant les mouvemens du sphéroide lunaire, autour de
son centre de gravité, les seuls phénoménes qui nous donnent
quelques lumicres sur cette figure trop peu différente de la sphére,

pour qu’elle puisse étre déterminée par Pobservation directe.

)
,s1lon adop-
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CHAPITRE VI

De la figure de Panneau de Saturne.

44. Lraxwsav de Saturne st une couronne circnlaire d'une
trés-mince épaisseur, dont le centre est le méme que celui de la
planéte, et dont lalargeur paroit étre environ lc tiers du diamétre
de Saturne, la distance du bord intérieur, & la surface dc cette
planéte, étant a-peu-prés égale & cette largeur La surface de lan-
ncau est divisée en deux parties presqu'égales, par unc bande
obscure qui lui est concentrique, et qui prouve que I'anneau est
formé de deux anneaux concentriques, et méme d’un plus grand
nombre, si 'on s’en rapporte aux observations de Short qui assure
avoir appercu avec un fort télescope , la surface de Panneau
extérieur, diviséc par des bandes obscures qui lui sont concentri-
ques. Nous supposerons, comme dans les recherches précédentes,
qu'une couche infiniment mince de fluide, répandue sur la surface
de ces anneaux, y seroit en équilibre, en vertu des forces dont elle
seroit animée; il est, en cffet, contre toute vraisemblance, de
supposer que ces anneaux ne se soutiennent autour de Saturne,
que par I'adhérence de leurs molécules ; car alors leurs parties les
plus voisines de la planéte , sollicitées par Paction toujours renais-
sante de la pesantcur, se seroient a lalongue, détachées des anneaux
qui par une dégradation insensible, auroient fini par sc détrujre,
ainsi que tous les ouvrages de la nature, qui n’ont point opposé
des forces sullisantes , & action des causes étrangeres. C’est par les
conditions de I'équilibre de ce {luide, que nous allons déterminer
Ja figure des anneaux.

On peut concevoir chaque anneau, comme produit par la révo-
lution d’une figure fermdée, telle que Pellipse, mue perpendiculai-
rement & son plan, autour du centre de Saturne, placé sur le

A
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prolongement de Paxe de cetie figure. Nous supposerons cet axe
trés-pelit par rapport & la distance de son centre, a celui de la
planéte. On a vu dans le n° 11 du second Livre, que x, y, z, élant
les trois coordonnées orthogonales d’un point attiré par un sphé-
roide, et " étant la somme des molécules du sphéroide, divisces
par leurs distances & ce point, on a

_ (44PN, (447, (44V
o=\u=/)"\& )"\ /)
8i le sphéroide étant de révolution, Paxe des z est axe méme de
révolution, et si Pon fait r*==2*+y*; ¥ devient fonction de =

et de r, puisque celle fonction doit rester la méme, quand ret z
sont les mémes ; on a donc alors,

dd __y’ d xt [dd .
(z;f,)-*?(d—r +F°(&7 ;
ddv\ _ at dr’) ¥ :_l_d_V)
(“JFV)—’,?('E tw\ar )’

Péquation précédente deviendra ainsi,

1 dV\ | (ddV\ | (ddV
o= ::7)+ @ JY\aw )
Cest Péquation relative au sphéroide de révolution.

Si Yon fait 7= a+u, z étant la distance du centre de Saturne,
au centre de la figure génératrice de 'anneau; on aura

o=a(@ (@) (@) o

et si 'on suppose les coordonnées et z trés-petiles par rapport au
rayon, on aura & fort peu prés ,

o (F7 1 (47

“\du du s

Cest Péquation relative aux cylindres d’une longueur infinie de
chaque cdté de lorigine des z et des z; ctLon voit que ce cas est

a fort peu prés celui de Panneaw, quand le point attiré est voisin
de sa surface.
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Cette équation donne en lintégrant,

V=o(u+z./=1)+4:(s=2z.{/=1),

¢ (u) et 4 (u) étant des fonctions arbitraires de z. On peut mettre
cette expression de u, sous la forme suivante:

V=f.(uvtz.y=1)+y—1.F.(ut+z.1/=1)
+fi(u—z. ) =1)—y—1.F.(s—z.\/—1);

f(u) et F(u) étant des fonctions réelles de u. Sila figure géné-
ratrice du cylindre est formée de deux parties égales et semblables
de chaque c¢6té de Paxe des u ; alors Pexpression de 7 reste la
méme, en y changeantle signe de z ; ainsi, I'on a dans ce cas,

V=f.(utz./=1)+[.(u—z.\/=1).

Pour déterminer la fonction f(z), il suflit de connoltre 1a valear
de 77, lorsque z=0, ou lorsquc le point aitiré est sur le prolonge-
ment de Yaxe des z; et on verra bientdt, que la détermination
de cette fonction, se réduit aux quadratures des courbes.

La valeur de #” relative aux cylindres , ne doit étre considérée
que comme une approximation par rapport aux anneaux ; mais en
la substituant dans P’équation (1), il est facile d’en conclure des
valeurs de #; successivement plus approchées. Si on fait dans
celte équation,

Utz —1=s8; u—z.yY—1=4¢;

elle deviendra

dav 1 dv v
0=3I\T ds’)+aa+:+:" {(71?)4-(-@)}'

V=P'4+- 7"+ V"4 &e.;

Soit

. 1
on aura, en comparant les puissances semblables de -, les équa~
a

tions suivantes:
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ddv’
0o=2 -(ms—,) 5

davr\ | ([fav'\ , (dV
o=z o () (7))

ddv" . v’ ar” (s4s') ([aV’ dy’
e ) (B -2 ) ()
Ces équations donueront, en les intégrant, les valeurs de 77,
#7", &c. : pour en déterminer les fonctions arbitraires, nous sup-
poserons pour plus de simplicité , que la figure génératricc de
l'anneau, est égale et semblable de chaque coté de axe des u;
ce qui réduit & une seule, les fonctions arbitraires de chacune des
valeurs de 77/, 77, &c. Pour les obtenir, il suffira de connoitre
ces valeurs, lorsque le point atliré est placé sur le prolongement
de 'axe des u. Considérons une ligne circulaire paralléle au plan
qui passant par Paxe des u, est perpendiculaire & la figure généra-
trice ; supposons que le centre de cette circonférence soit sur la
droite qui passe par le centre de Saturne, perpendiculairement &
ce plan. Nommons y la hauteur de ce centre au-dessus de ce plan;
@+, le rayon de cette circonférence, et = angle que ce rayon
forme avec le plan de la figure génératrice qui passe par le paint
altiré : soit a4z, la distance de ce point, au centre de Saturne.

Cela posé, la somme des molécules de la circonférence, divisées
par leurs distances au point attir¢, sera

(atx).d=
fl/(a tu)—z.(atu).(atx).cos.w + (a+x)’+y
Yintégrale étant prise depuis =0, jusqu’a = égal & la circonfé-
rence. Il faut ensuite multiplicr celte intégrale par dy, ct Pinté-
grer depuis y =—s (), jusqu'a y=¢ (x); y*={o (%)} étant
Péquation de la figure génératrice de anneau: il faut enfin, pour
avoir la valeur de 2, multiplier cette nouvelle intégrale par dx,
et Pintégrer depuis ¥ =— &, jusqu’a x== &', —% et % étant lcs
limites des valeurs dex. Ces diverses intégrations sont inexécutables
rigoureusement ; on peut obtenir lears développemens en sérics,

. . 1 . .
suivant les puissances de o2 ¢¢ qui suffit dans la question pré-
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sente; mais comme #~ devient infini, dans la supposition de a

dv
infini, il faut au lieu de chercher #, déterminer ( ™ ) dont Ia
valeur 1’est jamais infinie. 1] est visible que I'expression de (g-i—/ )

d
donnera celle de ( V) ct par conséquent, on aura les attractions

de Vanneau, paralléles aux axes des « et des z.

Les dimensions de la figure génératrice des anneaux de Saturne,
sont assez petites relativement & leurs diamétres, pour que I'on
puisse négliger les termes divisés par a; or si Pon substitue dans
Pintégrale précédente, au lieu de cos.w, sa valeur en séric,
1—;#*+ &c., et si 'on suppose a s=t¢, elle devient, en négli-
geant lcs termes divisés par @,

S e
Sa différentielle prise par rapport a «, et divisée par du, est
(u—x).dt

{{u-'.r)'+y'+ p}%
I/intégrale rclative & @, devant étre prise depuis @ =o, jusqu'a
@=3aw, = ¢tantla demi-circonférence dont le rayon est lunit¢,
cllc est évidemment la méme que si on la prenoit depuis = =~ ,
jusqu’a ¥ =m; ce qui, dans le cas de a infini, revient a prendre
Pintégrale relative a ¢, depuis ¢==—-, jusqua {=o; et alors,
elle devient

2.(e—zx) R

T lu—zpty’

et par conséquent ,on a, lorsque le point attiré est sur P'axe des »,

( ) ff(u«ri)diydx_4/dx.ang tzmg( (x ))

Si Ton supposc que la figure génératrice de I'annean, est une
cllipse ; en représentant son équation par la suivante,

ANy =yt
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on trouvera
d 4 T ( A—1)
—(d {"—l/ }

dV o . .
La valeur de —-(—-) relative & un point quelconque attiré, est,

du
par ce qui précéde,
—fl(utz./=1) —f (u—z.\/—1);
S’ (u) étant la différentielle de f(u), divisée par du; en égalant

done ces deux valeurs de —(‘i—:) dans le cas de z=o0, on aura
celle de f'(z). La valeur de —(‘Z—Z), est
—V—1.f(utz./=1)+y=1.f (s—z./=—1);

dy dv . . ,
-\ et — 7!7) expriment les attractions de 'anneau, paral-
leles aux axes des z et des z, et dirigées vers le centre de la
figure génératrice ; d’ou il est facile de conclure, que dans lc cas ot
cette figure est une ellipse, ces attractions sont,
At —1
}\l
2

+"—z"f;l_l/("—z-;/_—1)"_1;*. AS—
am.y/ =1 u+z"/——l—l/(u+2-l/'—1)'—k'. A;l)
o—r —(u—=z. —1)+l/(u—-z. V=1)—k. ( - ,) .

8ilepoint attiréestalasurfacedu sphéroide, oul'ona u* 4 A*. 2* =%";
clles deviennent,

aT.A u+z'V:"1—l/(u+'z.f—1)’_k‘_

A‘—-l'

ct

47.u 47 .22

—— O t

A ? Al

45,
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435, Supposons maintenant, que 'anneau soit une masse fluide
homogeéne, et que sa figure génératrice soit une cllipse ; nom-
mons a, la distance du centre de cette cllipse, a celui de Saturne,
a étant supposé trés-grand par rapport aux dimensions de Uellipse.
Concevons que Panneau tourne dans son plan, autour de Saturne,
et nommons g, la force centrifuge due & ce mouvement de rota-
tion, & la distance 1 del’axe de rotation. Cette force, rclalivement
4 la molécule de Panneau dont les coordonnées sont z ct z, sera
(a+u).g;eten lamultipliant par 'élément de sa direction, le pro-~
duit sera (a4 u).gdu. Lattraction de Saturne, sur la méme molé-

cule, est §'étant lamasse de Saturne; enla multipliant

S
(a+4u)* +2° ’
parl’élément de sa direction, qui estégal & —d. Viatu) +z*, on
aura, en négligeantles quarrés de z etde z,

S.du aS.udu S.zdz

a* a3 a’

Les attractions que la méme molécule éprouve de la part de I'an-
neau, multiplies par les élémens —du, et —dz de leurs direc-
tions , donnent les produits

47r.udu 47.2dz

T a1 ? t— A1
Présentement, la condition générale de Péquilibre, est que lasomme
de tous ces produits soit nulle ; on a done
o= {%—ag}. du+ {%— %‘;—— }. udu - {%;_*_G_S‘} «zdz;

c’est Véquation différenticlle de la figure génératrice de anneau;;
mais nous avons supposé que cette figure est une ellipse dont
Péquation est z* 4 a*z*=£*, et dont I’équation différenticllc st par
conséquent, o=z du+2*sd % : en comparant cette équation diffé-
rentielle, ala précédente, on aura les deux suivantes,

N
g=7i
47 S
mte
47 35 =M
M@

Mt:caN. cix. Tome I, X
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La premiére de ces équations, détermine le mouvement de rota-
tion de Panncau: la seconde détermine Pellipticité de sa figure

S . , .
——; la seconde de ces équations

47.a

génératrice. Sil'on fuit e==
donne

A (r—1)
T4 ) (3 4)’
¢ élant posilif, on voit que A doit étre plus grand que I'unité.
J’axe de Yellipse , dirigé vers Saturnc, est égal & 2£, ct il mesure
la largeur de Panneau : I'axe qui lai est perpendiculaire, est égal

e

, ok . v s N .
) et il mesure I'épaisseur de l'anneau ; cette épaisseur est donc

moindre que la Jargeur.

On voit ensuilc, que e est nul , lorsque =1, ct lorsque r =0
dott il suit qu’a une méme valeur de e, répondent deux valeurs
différentes de » ; mais on peut choisir la plus grande qui donne
un anneau plus applati. La valeur de ¢est susceptible d’un maximum
qui répond a fort peuprésa a= 2,5g4. Dans ce cas, e=0,0545026;
cette valeur cst donc la plus grande dont e soit susceptible. En dé-
signant par &, le rayon du globe de Saturne, ct par p, sa moyenne
densité, celle de Panncau élant prise pour unité ; on aura

S=4myp.8;
cl par conséquent,
.R?
e—= P———- ;
3at
Ainsi, laplus grande valeur que on puisse supposer a p, est
al
0,1 629078.F
La difficulté d’avoir le vrai rapport de aa R, vula pelitesse de ces
grandeurs, et effet de Pirradiation, ne permet pas d’évaluer exac-
o a . .
tement lalimitede s : en supposant T= relativement a anncau

le plus intéricur, ce qui s'¢loigne peu de la vérité; on aura 13
environ, pour celle limite, ,
L'irradiation doit consid rablement augmenter la Jargeur appa-
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rente des anneaux dont la Jargeur réclle est conséquemment beau-
coup moindre : peut-étre méme , cette irradiation confond en un
senl, dans les meilleurs télescopes, plasieurs anneaux distincts,
de méme que les télescopes moins forts nous présentent 'ensemble
des anneaux de Saturne , comme ne formant qu’un seul anneau ; on
ne peut donc établir ricn de certain, sur la figare des anneaux
dont cette planéte est environnée. Nous nous contenterons d’ob-
server que la petitesse de leur largeur et de leur (paisseur, rela-
tivement & leurs distances & son centre , rend plus exacte, 'appli-
cation de la théorie précédente, aleur figure , et Pexplication que
nous venons de donner, de la maniére dont ces anneaux peuvent
se soutenir autour de Saturne , par les loix seules de ’équilibre des
fluides.

11 est facile de détcrminer la durée de la rotation de chaque
anncau, d’apres la distance a, du centre de la section génératrice,
au centre de Saturne ; car la [orce centrifugeg, duea son mou-

: , LS. .
vement de rotation, étant égale i — ; il est clair que ce mouve-
a

ment est le méme que celui d’un satellite placé 4 la distance @, du
centre de Saturne; d’ot il suit que la période de cc mouvement
doit étre d’environ oi**, 44 , relativement A I'anneau intéricur; ce
qui est conforme a l'obscrvalion.

46. La théorie précédente subsisteroit encore, dans le cas ou
Pellipse génératrice varieroit de grandeur et de position, dans
toute Pétenduc de la circonférence génératrice de Panncau qui
peut ainsi étre supposé d’une largeur inégale dans ses diverscs
parties; on peut méme lui supposer une double courbure, pourva
que toutes ces variations de grandeur et de position, ne soicnt
sensibles qu’a des distances d’un point quelconque donné sur sa

“surface, beaucoup plus grandes que le diamétre de la section géné-
ratrice passant par ce point. Ces inégalités sont indiquées par les
apparitions et les disparitions de I'anneau de Saturne, dans les-
quelles les deux bras de I'anncau ont présenté des phénomenes
différens. Pajoute que ces inégalités sont nécessaires pour mainte-
nir Panneau en équilibre autour de Saturne; car §'il étoit parfai~
tement semblable dans toules ses partics, son équilibre scroil

X 2
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troublé par la force la plus légére , telle que lattraction d’une
cométe ou d’un satellite, et P'anneau finiroit par se précipiter sur
la surface de Saturne. Pour le faire voir, imaginons que 'anneau
soit une ligne circulaire dont r soit le rayon, et dont le centre
soit & la distance z, du centre de Saturnc, supposé dans le plan
de Panneau. 11 cst clair que la résultante de Patlraction de Saturne,
sur cctte circonférence , sera dirigée suivant la droite z, qui joint
les denx centres. Silon nomme =, Vangle que le rayon r forme
avec le prolongement de z,

f S.d=
V¥ 2rz.cos® + 2 w+z’

sera Pattraclion de Saturne, sur élément rd= de Panncau, dé-
composée paralléelement & z ; Vintégrale étant prise depuis #=o,
jusqwd = égal & la circonférence, et la différenticlle étant prisc,
par rapport & z. Nommons . celte attraclion ; le centre de I'an-
ncau sera donc mu, comme si toute sa massc élant réunie a ce
point, il étoit sollicité par la force & dirigée vers le centre de
Saturne.

En désignant par ¢, le nombre dontle logarithme hyperbolique
est Punité, on a

1 1 .

(v‘-\-nrz.coe.fn-\-z’)é . {1+ ;‘ c'u.\/—-_—-x}% . {1+;. c——'w.‘/';l}_;_.

Soit
__.-_;——;——‘/—:—=l+a.;.cq.‘/;l+u'.%.cgq.‘/;l+&c.;
(1+—.c ' )‘
T
on aura
1 e e LR
(H." p—— \f—l> —1+¢. -.c +a:.:-c + &e.

Si I'on multiplie ces deux suites Pune par 'autre, et qu'aprés avoir
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multiplié leur produit par d=, on Vintégre depuis = =0, jusqu'a »
¢égal a la circonférence entiére représentée par a7 ; on aura

d ”{+“‘°+“ “ 4 &)
e ————— N I PR AR B
f\/ % 4-9rz.cos. w 422 r r? ré j ’

d’ou lon tire,

0 TSP |
.{a. +3a 'r“+&C'J'

Celte quantité est négative, qucl que soit z; ainsi le centre de
Saturne repousse celui de 'anneau, et quel que soit le mouvement
relatif de ce second centre autour du premier, la courbe qu'il dé-
crit par ce mouvement, est convexe vers Saturne; le centre de
I’anneau doit donc finir par s’éloigner de plus en plus, de celui de
Ia planéte, jusqu’a ce que sa circonférence vienne en toucher la
surface.

Unanneau parfaitement semblable dans toutes ses parties, seroit
composé d’une infinité de circonférences parcilles a cclle que nous
venons de considérer; le centre de Panneau seroit donc repoussé
par celui de Saturne, pour pcu que ces deux centres cessassent de
coincider, ct alors, 'annean finiroit par se joindre a Saturne.

Les divers anneaux qui entourent le globe de Salurne, sont
par conséquent , des solides irréguliers d’'une largenr inégale dans
les différens points de leurs circonférences, en sorte que leurs
centres de gravité ne coincident point avee leurs centres de figure.
Ces centres de gravité peuvent étre considérés comme aatant de
satellites qui se meuvent autour du centre de Saturne, & des dis-
tances dépendantes de I'inégalité des parties de chaque anncau,
avec des vitesses de rotation, égales & celles de leurs anneaux
respectifs.

Dans la recherche de leurs figures , nous avons fait abstraction
de leur action mutuclle ; ce qui suppose 'intervalle qui les sépare,
assez grand , pour que cette action n’ait pas une influence sensible
sur leur figure. Il seroit cependant facile d’y avoir égard, et 'on
peut s'assurer aisément, que la figure génératrice de chaque anneau
scroit encore elliptique, si les anneaux ¢toient fort applatis. Mais
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la stabilité de leur équilibre exigeant que leur figure soit irrégn-
liére, et ces anneaux doués de divers mouvemens de rolation,
changeant sans cesse leur position respeclive ; leur action réci-
proque doit étre extrémement variable, et elle ne doit point entrer
en considération , dans la recherche deleur figure permanente.
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CHAPITRE VIL

De la figure des atmosphéres des corps célestes.

4 7 Uy fluide rare, transparent, élastique ct compressible, sou-
tenu par un corps qu’il environne, et sur lequel il pése, est ce
que je nomme son atmosphére, Nous concevons autour de chaque
corps céleste, une pareille atmosphere dont 'existence vraisemn~
blable pour tous, est relativement au soleil, & la texre, et & plu-
sieurs planétes, indiquée par les observations. A mesurc quc le
{luide atmosphérique s’éléve au-dessus du corps , il devient de plus
en plus rare, en vertu de son ressort qui le dilate d’autant plus
qu’il est moins comprimé; mais si les parties de sa surface étoient
¢lastiques , il s’étendroit sans cesse, ct {iniroit par se dissiper dans
Pespace ; il est donc nécessaire que le ressort du Huide atmosphé-
rique diminue dans un plus grand rapport que le poids qui le
comprinme, et qu’il existe un état de rareté dans lequel ce fluide
soit sans ressort. C'est dans cet élat qu’il doit étre & la surface de
Patmospheére.

Toutes les couches atmosphériques doivent prendre 4 lalongue,
un méme mouvement de rotation, commun au corps qu’elles en-
vironnent; car le frottement de ces couches les unes contre les
autres, et contre la surface du corps, doit accélérer les mouve-
mens les plus lents, et rctarder les plus rapides , jusqu’a ce qu’il
y ait entre eux, une parfaite égalité.

A la surface de Patmosphére, le fluide n’est retenu que par sa
pesanteur, ct la figure de cette surface cst telle, que la résultante
de la force centrifuge et de la force attractive du corps, lui est
perpendiculaire ; car le peu de densité de I'atmosphére permet de
négliger Pattraction de ses molécules. Déterminons cette figure ,
ct pour cela, nommons & la somme des molécules du sphéroide
que Patmosphére recouvre, divisées par leurs distances respec-
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tives & une molécule quelconque dM de cette atmosphere. Soit r
Ia distance de cette molécule, au centre de gravité du sphéroide;
8 Pangle que 7 forme avee Paxe de rotation dusphéroide ; ct = Pangle
que le plan mené par cet axe, et par le rayon r, fait avec un mé-
ridien fixe sur la surface du sphéroide. Soit encore n, la vitesse
angulaire dc rotation du sphéroide ; la force centrifuge de la molé-
cule d.M sera n*r.sin.d. L/¢lément de sadirection, scra d. (r.sin.§);
ainsi , lintégrale de cette force multipliée par Délément de sa
direction, sera {n*r*.sin.*8 ; en nommant donc p, la densité de
la molécule dM, ct 1 la pression qu’elle éprouve; on aura par
le n°. 22,

in .
f’—— = constante + Z +in*.r*sintb; (1)
. )

11 étant une fonction de p.
Si le sphéroide est peu différent d’une sphére, Pexpression de 27~
est parles n®. 11 et 31, de cette forme,
m U® U®

‘;’+73—+7—+ &e. N

m étant la masse du sphéroide, et U® ¢étant une fonction ration~
nelle et entitre de &, V'1—u* .sin.@, et V1— u.cos. =, qui sa-
tisfait a 'équation aux différences partielles,

°=§d.{(1—w).(%f }2 +(g_g’<_'))

d=
du 1—pp

i (it1).UO;

# étant égal & cos. 8. Si 'on substitue pour 2, cette valeur, dans
Péquation (1); on aura Yéquation de toutes les couches de méme
densité de Patmospheére.

A la surface extéricure, M=o, ct si 'on néglige I'excentricité
du sphéroide, et que Yon désigne par «, le rapport de la force
centrifuge A la pesanteur a 'équateur et sur la surface du sphé-~
roide dont nous prendrons le rayon pour unité; Iéquation (1)
devient,,

a .
c —:--r+ur‘.sm.' 0.

Lu
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] 2
Fn nommant R le rayon du pole de 'atmospheére, on a c= '

partant,
a .
% = r—-l-u r*.sin,*6.
Pour avoir le rapport des deux axes de'atmosphére, nommons 2
le rayon de son équalcur : Péquation précédente donnera
. (R'—R)
3 __ (S .
aeR* =2, "
La plus grande valeur dont R’ soit susceptible, est celle qui s’étend
jusqu’au point ou la force centrifuge devient égale 4 la peaanleur

on a dans ce cas, — R’* ——=aR,ouaR"=1, et par conséquent R =1
Ce rapport de R’ & R est le plus grand qu’il est possible; car en
faisant o R” =1—2z, z étant nécessairement positif ou zéro, on
aura R——' - §:,
R 3
Le rayon le plus grand de Patmospheére, est celui de I'équateur;
en effet, équation de sa surface, donne en la différentiant ,

ar’.dd.sin.8.cos.0
dr=—

1—a7rd.sin2 @

Le dénominateur de cette fraction est constamment positif; car la
force centrifuge décomposéesuivantle rayon r,estégalciamr. sin. 4,

et elle doit éire moindre que la pesanteur qui est égale & L:f‘ ; r croit

donc avec 6, du pdle a Péquateur.
Donnons & I'équation de la surface de I'atmosphére, la forme
suivante ,

ar 2
r’—

Yy —_— =0
«R.5in%  asinf

Les valeurs de r, qui conviennent au probléme, doivent étre posi-
tives, et telles que 1— « 7°,sin.* § soit plus grand que zéro; or il ne
peut y avoir qu’une racine de cette nature ; car si ’'on nomme p,
p's p’y les trois valeurs de », données par I'équation précédente,

et si 'on suppose p et p’ positifs et moindres que —-—l—— —; 'équa-
« sin.*0

Mtcan. cin. Tome I1. Y
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. . n__ ’
tion en r, manquant de son second terme, cc qui donne p’=—p—p,

N . ’ . . a . o0
p" scroit négalif et moindre que I/_::” le produit —p.p'.p
a.sin.?

scroit done moindre que 4—5170 ; mais par la naturc des équa-
tions, cc produit doit ¢tre égal & cclte quantité; la supposition
précédente est donc impossible , et Péquation en 7, n’a qu’une
racine qui satisfait au probléme; c’est-a-dire que l'atmosphére n’a
qu’une ligure possible d’équilibre.

Si Pon applique ces résultats, & Patmosphére solaire ; on voit
1°. quelle ne peut sétendre que jusqu’a Vorbite d’une planéte qui
circuleroit dans un temps égal & celai de la rotation de cet astre,
clest-i~dire,, en vingt-cing jours ¢t demi; elle est donc fort loin
d’atteindre les orbes de Mercure et de Vénus, et Pon sait que la
lumiére zodiacale s’étend beaucoup au-deld. On voit 2°. que le
rapport du petit an grand axe de cette atmosphére, ne peut étre
moindre que }, et la lnmicre zodiacale paroit sous la forme d’une
lentillc fort applatie , dont le tranchant est dans le plan de I'équa-
teur solaire. Le fluide qui nous réfléchit la lumiére zodiacale, n’est
donc point Yatmospheére du soleil, ct puisqu’il environne cet astre,
il doit circuler autour de Jui, suivant les mémes loix que les pla-
nétes ; Cest peut-étre Ja cause pour laquelle il n’oppose gn’unc
résistance insensible, a lcurs mouvemens.



LIVRE IV.

DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE L’ ATMOSPHERE.

T acrion du soleil et de la lune sur la mer ét sur Patmosphére ,
excite dans ces deux masses fluides, des oscillations dont il est
intéressant de détermincr la loi. Les oscillations de la mer sont
connues sous le nom de flux et reflux ; elles sont trés - sensibles
dans nos ports : celles de I'atmosphére sont peu sensibles en elles-
mémes , et peuvent élre d’autant plus difficilement observées,
qu’clles sc confondent avec les vents irréguliers dont Patinosphere
est sans cesse agitée. Nous allons considérer dans ce Livre, ces
divers mouvemens.

CHAPITRE PREMIER.
Théorie du flux et du reflux de la mer.

1. REerrENons les équations générales du mouvement de la
mer , que nous avons données dans le dernier Chapitre du pre~
micr Livre. Si Pon prend pour unité, le demi-petit axe de la
terre, et que I'on représente par ¥ la profondeur de la mer, sup-
posée trés-petite par rapport a ce demi-axe, y étant une fonction
deOetde @, § étant le complément de la latitude d’une moléculedm,
de la surface de la mer, dans Pétat d’¢quilibre qu'elle prendroit
sans Paction du soleil et de la lune, et = étant Ja longitude de Ja
molécule dans cct état, cette longitude étant comptée d’un méri-
dien fixe sur la terre. Soit 2y, I'élévation de 1a molécule dm , au-
Y 2
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dessus de cette surface d’équilibre , dans Pétat de mouvement, ct
supposons que par cct élat, 8 se change dans 8-+2u, ct =, dans
@+ ap ; enfin, soit 7 £ le moyen mouvement de rotation de la terre,
ct g la pesanteur; on aura par le n° 36 du premier Livre,.les
deux équations suivantes,

_ d.yu d.yv 9u.cos.é .
J=— ( a8 >_(d_»w>_ sin.§ )
dd
0. {(dpu) an.(%:—).sin.ﬂ.cos.a}
+d=. {sm’o ( )+ n. (dt> sin.f.cos.0. }=—-8‘-d.7+dVl'.(i)

les différences dy et d#”', étant uniquement relatives aux varia-
bles § et =. La fonction «d?” exprime, comme on I'a vu dans le
n° 35 du premicr Livre, la sonmme des produits de toutes les
forces qui tronblent P'état d’équilibre de la molécule dm, par les
élémens de leurs directions, en ne conservant quc les diftéren-
ticlles d8 et d=@. Ces forces sont d’abord Paction du soleil et de
la Junc; on aura la partic de ed#”, relative a celte action, en
divisant respeclivement, la somme des masses du soleil et de la
lune, par leurs distances a la molécule dm, et en différentiant ces
quolicns, par rapport aux variables 8 et #; or sil'on nomme rla
distance d'un astre L, au centre de la terre, #” sa déclinaison ,
ct 4 son ascension droite; sa distance & la molécule dm , sera par
le n° 25 du troisiéme Livre, a trés-peu preés,

Vi—ar. {cos.9.sin. p+sin. 9. cos. . cos. (nt+a—4)}+1;

Tangle nt+= étant compté comme angle 4, de Péquinoxe du

printemps ; ainsi, pour avoir la partic de «d #” relative a Paction

de Yastre L, il faut différentier par rapport a § ct i =, la fonction
L

V/ri=ar. {cos. 8.sin. v+ sin. § .c0s. v.cos. (nt 4 a—1)} +|‘

Mais comme on suppose le centre de gravité de la terre immo-
bile , il faul transporter en sens contraire, & la molécule dm, la
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force dont ce centre est animé par Paction de L ; ctlon a vu dans
Je n° 23 du troisiéme Livre, que cela revient a retrancher de la
fonction précédente, celle-ci,

-:1+§. {cos.8.8in. p+sin. 8. cos. ¢ cos. (nt+a—)};

on aura donc la valeur de «d 77 dépendante de Paction de Z , en
différentiant par rapport i § et a =, la différence de ces deux fonc-
tions, différence qui, par le n® cité du troisicme Livre, peut se
développer dans une suite descendante par rapport aux puissances
de r, tclle qu’en la désignant par

aZ® aZ6) 420) 4 Z14)
CHYT T ke

r? rs 4 r®

Z® est une fonction rationnclle ct enticre de @, V:—-;A’.sin.w
et V' 1—p*.cos,w , du degré i, assujétic a équation aux différences
particlles,

dZ® 1420
o (z.{(l—uu).<_d7 } (‘__;7, ) o |
du + 1—pn i (it1).29;

w étant égal & cos. 0.

ad 7' se compose encore de altraction sur la moléenle dim, de
la couche aqueuse dont le rayon intéricur étant Punité, le rayon
extéricur est 142y, et il est facile de voir que pour la détermi-
ner, il faut diviser chacune des molécules de la couche, par sa
distance & la molécule dm, et différentier la somme de ces quo-
tiens , relativement & 8 et =, Il faut de plus, transporter en sens
contraire, & la molécule , P'action de cctte couche, sur le centre de
gravilé de la terre; mais il est visible que cc centre ne changeant
point par lattraction et par la pression des diverses parties de la
terre, cetle action doit étre ici négligée.

2. Considérons d’abord le cas dans lequel la terre n’auroit
point de mouvement de rotation, et ou 'on auroit par conséquent,
n=o0; supposons de plus, la terre sphérique, et la profondeur 3
do la mer, ¢égale & une constante Z; et déterminons les oscillations
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que doit y exciter Iaction du soleil ct de la lune. L'équation (1)
du n® précédent , devient, en y faisant cos.d =p et y=I,

y_ (d-(uy/ 1= LAY

T du dw/’
I'équation (2) devient,

ddv d)
a, ( )+dw (1— (—{#—):—g.((é)( )ds ( ').dm.
A [ du ar’
+(d ) (d') d9+(d1 ).llzr
du —_—

or on a (—d—e')r-—‘/l—[&’; on aura donc, en comparant les

coefliciens dc df et de d=,
ddu dy ST —
(@)= @) vi=r &) vi=r
dy\ [dV'
(‘l‘_lf)_. & da)+(:i:> .

de T—pp | —up’
partant,
ddi d dV'\))
(dl‘) V!—# . (l.{(1—-y’).(d—{>} d.{(l-—[q‘).(r)}l.
=g ! — 2 ;
] n du P j
J @) ddy\ [ddV
)60
de /TS T

Lexpression précédente de %’ , donne

()= 1§ GE) ::;-3_,_3(1.(%)%,.

de ( du dw

on aura donc,
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. (& (i
(ﬁ'«y)ﬂg- 3‘”1 ). (dﬂ ) 2 408 (d)

d# 1—p
——l.%d' {(‘—w).(%»% L (%;;I/") -
du —\— P—— 5 (3)

Pour intégrer cette équation , nous ferons
y=YOrYOLYOL Y4 &

Y©, Y0, Y™, &c., étant des fonctions rationnelles ct enticres

dep, Vi—@.sin@, et Vi—u.cos.w, tclle que Yon a généra-
lement ,

dYw ddY®
0= (l‘{(l—"“)( dp >} (d"" ) i (1 G
In + Y +i.(i4+1). YW,

Tapartiede Z’ relative ala couche sphérique fluide dont le rayon
intérieur est Punité, ct dont le rayon extériear est 1+«y, sera
par le n® 14 du troisiéme Livre, en prenant pour unité de densité,
Ja densité de la mer,

b (YOLLYOLL YO+ YO+ &e ),

« étant le rapport de la demi-circonférence an rayon. Nommons p
la moyenne densité de la terre enti¢re; nous aurons g=57p, ct
3

par conséquent, dr= -f.
11 résulte du n°. précédent, que la partic de « 7', relative &

Paction du soleil et de la lune, et généralement a Paction d’un

nombre quelconque d’astres attirans, peut sc développer dans une

suite de la forme

2 U4 a. U4 2. U4, U+ &e.;

U® ¢tant une fonction ralionnelle et entiére de ordre i, enx,
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V1 —p.sinw, el V1—p*.cos. 7, qui salisfait & Péquation aux
diflérences particlles,

o—g {(1-14;4) (d%—» (‘Ei_’f“)

tid(i41) UD;

+

du 1—pupa
ccla posé, si Pon substitue pour y et 7 ces valeurs dans 'équa~
tion (3); la comparaison des fonctions secmblables U® et Y?
donnera

(ldY(‘)) i.(i41).lg
( di (3i1)p

A2i41)p =3} YD =i, (i+1). U,

Supposons pour abréger,

i.(i41).lg L I
-(Ti:l:}?.{(zl-l—l).p-—-o}_)\,,

Péquation différentielle précédente donnera en Iintégrant,

YO =2.MO sin.at+2. ND, cos. At
1.(i41

l (;+1)

).l.am nt fUD.dt.cos.at

Jdocos gt fUO dtsina s

MO et NO ¢tant des fonctions rationnelles ct entitres do
Vi—p.sin @, et V 1—pu*.cos.w, qui satisfont aux équations &
différcnces partielles

P )

o=filoen-(GN, (o), oo

dp 1—p@
dN® ddN®
0=§ {(1—[45‘) f‘)}§+( das )+t (i-l-l)oN(").
( du ) a—pe !

L’équation
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Lquation différentielle en Y@ donne en y supposant i=0,

ddy ()
( ) =0 et par conséquent,
YO =1 MO t4 L. N© ;
Péquation

y= YO LYW+ YO+ &e.,
donnera donc,
y=0MO 4+ I NO+IL. M. sin. a2+2. N . cos. r ¢
+ .M sin. At 42 N ), cos. At
+l MO, sin.a e+ L. N<‘>.cos A t
+ &ec.

6. .
+-esin.a, t.SUMd¢t.cos. At
.
6! .
—oecos. A, t.fUCd . sin. A ¢
£}

. 4 e e s s e e s

l (1+1)

sin; 8 fUOd . cos, A
1.(z+ )

+ &c.
On déterminera les fonctions N©, N, N®), &c., an moyen de
la figure initiale du fluide, et les fonctions M©), M), M), &c.,
au moyen de sa vitesse initiale ; ainsi, Pexpression précédente dey
embrassant toules les figures ct toutes les vitesses dont le fluide est
susceptible, elle a toute la généralité que 'on peut desirer.

Si la quantité M (©) n’étoit pas constante, la valeur dey iroit en
croissant sans cesse, et I'équilibre ne seroit pas ferme, quel que fit
d’ailleurs le rapport de la densité du fluide, a cclle de la sphére
qu’il recouvre. Mais il est facile de s’assurer que les quantités M)
et N sont nulles, par cela seul que la masse fluide est constante.
Cette condition donne [ydu.d === o0, Pintégrale étant prise depuis
u=-—1, jusqwa p=1, et depuis #=0, jusqU'a #=27; or on
a généralement par le n° 12 du troisiéme Livre,

SYOUO . du.dw =0,
Meécan. cir. Tome I1. Z

——.cos. M 2. fUOD t.sina ¢
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lorsque Z et &’ sont des nombres différens ; on aura donc
Sydpdzs =47 YO =b4a, (M) t4+N©);

ainsi en dégalant cetle quantité & zéro, on aura M® =o, ct

N®=o,

T1 suit de-la , quelastabilité de 16 qmllbre du flnide, dépend du
signe des quantités A% 2,%, &ec. ; car si Pune de ces quantités, telle
que A7, est négalive , le sinus etle cosinus de Pangle A:¢, s¢ chan-
gent en exponenticlles, et ils se changent en arcs de cercle, si
a*=o0. Dans ces deux cas, la valeur de y cesse 'd’élre périodique,
condition nécessaire pour la stabilité de Péquilibre. a*; étant égal
y (i)
4

(2i41).p ]
dans le cas ot I'on a p>;i3+-—l, i élant un nombre entier posilif

{(2i+13).p—53},cetle quantité ne peut élre positive que

¢égal ou plus grand que Punité; il faut done pour la stabilité de
Péquilibre, que celle condition soit remplie pour toutes les valeurs
de i, et cela ne peul avoir lieu, quautant que Pon a p > 1, c’est-a-
dire que la densité du noyau doit surpasser celle du ﬂuide. Voila
donc la condition générale dc la stabilité de I’équilibre, condition
qui, si clle est remplie, rend Péquilibre ferme, quel que soit
Pébranlement primitif; mais qui, si elle ne L'est pas, fait dépendre
la stabilité de I'équilibre, de la nature de cet ébranlement.

Si par exemple , Pébranlement primitif est tel que le centre
de gravité du fluide coincide avec celui du noyau qu'’il recouvre,
cl ait aucun mouvement par rapport 4 lui, dansle premicr ins-

ay® Lo .
tant; aloxs YV et (77) seront nuls au premier instant, puis-

que celle coincidence ne dépend que de la valeur de YV, comme
onl’a vu dans le n°. 31 du troisi¢me Livre; celte valeur sera donc
nulle & tous les instans, et par conséquent, le centre de gravité du
fluide coincidera toujours avec celui du noyau. Dans ce cas, la
stabilit¢ de Péquilibre dépend du signe de 2,9, et pour que cette
quantité soit positive, il suffit que ]’on ait p > §

La valeur de y donne immédiatement celles de « et de ¢ ; en effet,

I'équation
ddu dy — av’ —_—
() =s{ ()=,
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donne

ddu —_— 3 Ay dUo
(F)zz"/‘_”"{g(‘ (=z+w)( ) (a,r)}’

le signe des intégrales finies =, se rapportant & toutes les valeurs
entiéres positives de i, en y comprenant la valeur i==0 ; mais on
apar ce qui précéde,

3 . . 1 ddY®
o p— YO U e - [EE Y
& {’ (si+n)-r} ¥o-vu i~(i+l)~l'< der )

partant, )
— ddyd
ddu__z ‘/1-—,/. d.( ‘d:: ) .
de (l+l) )i —dz ?

d’ou1 l'on tire,
_ VS (dYON
u=G+H.t—=x. (z+|)l ( ),

G et H étant des fouctions arbitraires de x ct de @. On trouvera de
la méme maniére,

YO
= & TR S — ( )
v= L=
K et L étant des fonctions de « et de =, dépendantes des fonctions
G et H : en effet, si dans équation
d.uy/ v —p? dy
y=1 {T}—z. E)’
on substitue au lieu de y, u et ¢, leurs valeurs précédentes; on

aura en comparant séparément les termes mullipliés par ¢, et ceux
qui en sont indépendans,,

om(EZ)-(2),

() (1),

en sorte qu'en vertu des valeurs u=G+H.t, vy=K+L.t, la

surface du fluide resteroit toujours sphérique. Pour concevoir les

mouvemens du fluide, dans cette hypothése; imaginons qu’il aitun

trés-petit mouvement de rotation , de P'ordre «, autour dePaxe du
Z 4
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sphéroide; la figuresphérique du fluide n’en sera altérée que d’une
quantité irés-petite du second ordre ; puisque lua force centrifuge
ne sera que de Yordre «* : dans cc cas, on aura z=o0, et
p=gt.V1— ¢ élant un cocfficient indépendant de u et de = :
mais on peut concevoir le fluide tournant antour de tout autre
axe, et de plus, ces mouvemens étant supposés fort petits, le
fluide mi en vertu d’un nombre quelconque de mouvemens sem-
blables , conservera toujours , aux quantités prés du second ordre,
sa figure sphérique. Tous ces mouvemens sont compris dans les
formules,
v=G+H.t ; v=K+L.t;

G, H, K, L, étant des fonctions de et de @, qui ont entre
elles, les relations précédentes. Ces mouvemens ne nuisent point a
la stabilité de I'équilibre; d’ailleurs , ils doivent étre bientét anéan-
1is par les frollemens et les résistances de tout genre , que le fluide
éprouve.

3. Considérons présentement le cas dela nature, dans lequel
le sphéroide qui recouvre la mer, a un mouvement de rotation.
L’équation (1) dun® 1, sc transforme dans celle-ci,

= (2T~ (42), o

L'équation (2) du méme n°. donne les deux suivantes :
ddu dv —_— dy — [dV’ —
Eﬂ—)-zn(ﬁ).y. Vi —g(-‘L) Vi _(_d;) Viw

dy dv’ ; (B
ddv du) w & (;;) (-d—;) i (B)
ron= ) ——=— 7/ + .
dp» dt 1% 1—u® 1—u® 1—u?

L’intégration générale de ces équations, présente beaucoup de
difficultés : nous nous bornerons ici, & un cas fort étendu, cclui
dans Jequel » est une fonction de u sans =, ¢t nous ferons
y=a.cos. (it+sate);

u="b.cos.(it+sw+¢);

v =c.sin. (it+sa+s¢);

y—%—:a’.cos. (itdsa+ts);
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a, b, c, a étant des fonctions rationnelles de ¢ et de V' 1—p",
ct s étant un nombre entier. En substituant ces valeurs dans les
équations () et (B), nous aurons,

(LI e,

du
. . — da  —
L'.b+2nzc.,u..\/1—[4’= —-g(E) Vi—p';
Pt anib.u :_-——ﬁi
Vice | =

Ces deux derniéres équations donnent

da'
bz_g'(ﬂ)'“_“ i
(ir—4nrp2). ¥ 1=
QiLg_(d ) w.(1—p*) —gsa'
(P—4n*p2). (1 —pp)

En substituant ces valcurs de & et de ¢, dans la premiére, et faisant
pour abréger,

P A
T ir—gnope?
on aura

e ()]
d )
angs.uz fans da’ s*.gz.a’. (*—4nou)
+ gt { Fra= () 0mw e SEZ T
.. . ons da' .
Nous observerons ici que si ek o'— (2:) «(1—p ) est divisible
par i*—4n'*; le second membre de cette équation n’aura point &
son dénominateur, la fonction i*— 4 n*u*
L’¢quation (4) renferme ce que nous avons démontré dans le
n°. précédent, surlecas de n= o0, et dey égal A une constante 7 ;

l . . .
car alors, ona z = 7o ce qui change cette équation dans la sui-
vante,
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da'
o e Cea €0 S e
- du +:E
Supposons que a.cos.(it+s=) satisfasse pour Y, a équation
aux différences partielles,

o= d. {1-##).(‘{2”)} R (ﬁl%:ﬁ)

du 1—pp

(1), 205

la partie de a'.cos.(it+s=), due & lattraction d’une couche
aqueuse dont le rayon intérieur est 1, et le rayon extérieur est

144y, sera par le n° précédent, — 4~ a.cos. (it

. AT G . w
’ 3a " (af+1)s Fem)s
ou _m.cos.(ﬂ-*-sw), & cause de g=14=.p. En suppo-
sant donc nulle, la partie de &' correspondante & Vaction des
asires , on aura

o= {1 3 } a
(af+1).p §°°7
or I'équation aux différences particlles en ¥*/) donne ,

dad
t{o-fE)}_ ow
du 1—pp
Péquation (5) donnera done

i‘=f.(f+1).lg.{1-—--(-;7.jTM-}.

Les nombres s et f étant arbitraires , il est clair que on aura la
partic de y, qui est indépendante de Daction des astres, en réu-
nissant toutes les valeurs de a.cos. (i¢+s=) correspondantes aux
diverses valeurs que Pon peut donner a ces nombres,

Pour avoir la partie de y, qui dépend de laction des astres,
nommons e.cos.(it+s#), un terme de Uexpression de # relatif
a cette action, et tel qu’il satisfasse pour Y(/), & Péquation précé-
dente aux différences partielles en ¥*/); on aura alors,

a =a (1.——5___) .
) (af +1).7 g

+(f+1)d';
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Péquation (5) donnera donc

3
i-.a::lg‘.f.(f-}-1).(l~m)~a—f-(f+1).lt’;
et par conséquent,
o= f(f+1).le
= = :
Ferro(—grig) =

on aura ainsi, la partie de  , qui dépend de P'action des astres,
et il est ais¢ de voir que ces résultats coincident avee ceux du
n°. précédent.

;

4, Liinlégration de Péquation (%) dans le cas général ot n
west pas nul, et ot la mer a une profondeur variable, surpasse
les forces de Ianalysc ; mais pour détermincr les oscillations de
Pocéan, il west pas nécessaire de Pintégrer généralement, il suflit
'y satisfaire ; car il est clair que la partie des oscillations, qui
dépend de Pétat primitif de Jamer, a di bientot disparoilre par
lcs résistances de tout genre, que les eaux de la mer éprouvent
dans leurs mouvemens ; en sorte que sans Paction du soleil ct de la
June, la mer seroit depuis long-temps parvenue & un état perma-
nent d’équilibre : Paction de ces deux astres, 'en écarte sans cesse,
ct il nous suffit de connoitre les oscillations qui en dépendent.

r élant la distance au centre de la terre, d’un astre L ; la partie
de 2 7' relalive & son action sur une molécule fluide, et déve-

. . 1 .
loppée suivant les puissances de 5 » serapar len’, 1, en négligeant

Ies quatricmes puissances,
3L . . .
R {[cos.9.sm.v+sm.6.cos.a.cos.(nt+w__¢)i’__}},.

ou
L . .
- {sinty—%.cos.’v} . {14+5.cos.28}
3L . .
-+ ;’—.sm.ﬂ.cos.9.sm.9.cos.v.cos.(nt41‘a—-4)
5L,
4 —.sin*0.c0os.’p.cos.3 (nt+a—A).
4r

Les quantités r, ¢ et 4 variantavec une grande lenteur , par rap-
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port au mouvement de rotation de la terre ; les trois termes précé-
dens donnent licu & trois espéces différentes d’oscillations. Les
périodes des oscillations de la premiére espéce sont fort longues ;
elles sont indépendantes du mouvement de rotation de la terre, et
ne dépendent que du mouvement de I'astre L dans son orbite. Les
périodes des oscillations de la seconde espéce, dépendent princi~
palement du mouvement de rotation n ¢, de la terre; elles sont d’un
jour a-pcu-pres : enfin, les périodes des oscillations de la troisi¢éme
espéce , dépendent principalement de Pangle 2nt; elles sont d’en-
viron un demi-jour. L’équation (4) du n°. précédent, étant diffé-
renticlle Jinéaire; il en résulte que ces trois espéces d’oscillations se
mélent sans se confondre ; nous pouvons doncles considérer sépa—~
rément.
Des oscillations de la premiére espéce.

5. Nous supposerons dans ces recherches, que le sphéroide
recouvert par la mer, est un ellipsoide de révolution, ce qui est
TYhypothése la plus naturelle et la plus simple que I'on puisse
adopter. Dans ce cas, I'expression » dc la profondeur de la mer,
est de la forme Z.(1—qu*), etl’ona

L(t—qu*)

2= —e n‘y'-.
Reprenons I'équation (4) du n°. 3. Les oscillations de la premiére
espece,, ne dépendant peint de 'angle =, on doit faire s =o0, dans
cette équation. Supposons que Pon ait

a=PO L PO+ POLPO, .., +P0O;

P®, PW, &c., élant des fonctions de w*, qui satisfont, quel que
soit f, & Péquation aux différences partielles,

dPGf)
d. {(‘—"')‘( e >}
o= 'y +af.(2f+1).PeN,
Lapartie de @' relative 4 y et a ’action de la couche aqueuse dont
Je rayon intérieur est Punité , et dont le rayon extérieur est 1+ «y,
sera par ce qui précéde,

3 3 3
Aoporgp(i—2) porg (1=2). Py (1——2). P,
(1 f)P +(1 5?) P +(l 7P)P +(1 (4f+1)-:-’)P
I.AQ




PREMIERE PARTIE,LIVRE 1V, 185

La partic de @’ relative & Paction des astres, ne produit que des
quantités de la forme P® ; car la fonction 1+43.cos.28, qui la
multiplie par le n° précédent, est égale & 6.(px*—3), et il ost
facile de voir que cette dernicre fonction est de la forme P,
Cela posé ; si Pon substilue au lieu de a et de 2’ leurs valeurs dans
Téquation (4) du n°. 3, et si I'on détermine les arbitraires de

. . [dd .
PO, P, &c., de maniére que la fonction (;i%) (1—pp) soit

divisible par i*—4n*#*, ce qui donne une équation de condition
entre ces arbitraires ; alors la puissance de ¢*, la plus élevée dans
chaque membre de cetie équation, sera u*/, et en comparant les
coefliciens des diverses puissances de #*, on aura f+1 équations de
condition, qui réunics & la précédente, formeront f+ 2 équations
de condition. Mais les arbitraires dcla fonction PC)4 P®. PO +&c.,
sont au nombre f41; en y joignant I'indéterminée ¢, on aura f4-2
indéterminées qui pourront satisfaire & ces ¢quations de condi-
tion; on pourra donc ainsi satisfaire & Péquation (4), pour une loi
déterminée de la profondeur de la mer. On aura cette loi, en ob-
servant que sil'on désigne par Q.u¥, le terme de a, lc plus ¢levé

. . da'
en u ; le cocfficient de »*/~' dans la fonction —-((i—) (1—pp),

divisée par i*—4n*w’, sera

3 .1 Q.
—f‘{‘"(4f+ 5 i
d’ott il suit que le coeflicient de #*/, dans le second membre de
Péquation (%), sera
s i B ) 0.0
f.(af-!-l).{; T '}'P}. o
En I'égalant au coefficient Q de «/ dans le premicr membre, on
aura
an®

_ﬂ(af+1).{1——(27_—{_il—)-;}.lg

en supposant donc la profondeur de la mer, égale & J moins le
produit de Ju* par cette valeur de ¢ ; on aura par Panalyse précé-
dente, les oscillations de la premiére cspece.

Mican. ctr, Tome II. Aa

;
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t;—:- est le rapport de la force centrifuge ala pesanlcur aléquateur,
rapport égal a 135. En prenant pour r un assez grand nombre, tel
que douze ou quatorze, le coefficient de #* sera assez petit, pour
pouvoir étre négligé, et alors la profondeur de la mer sera a trés<
peu prés constante ; on aura donc ainsi , d’'une maniére fort appro-
chée, les oscillations de la mer, dans le cas o sa profondeur est
par-tout la méme.

6. La valeur de ¢ du n®. 3, est trés-grande dans les oscillations
de la premiére espéce, a cause du diviseur ¢, qui affecte plusieurs
de ses termes. Si l'on développe la partie

2{;—’ {sin.*y —;.co8.*v. }.(1+3.cos.24),

de Taction de la lune, qui produit les oscillations de la premiére
espéce , en sinus et cosinus d’angles croissans proportionnellement
au temps; que I'on désigne par «£.(1+3.c0s.29).cos.(it+.4), un
terme quelconque de ce développement; k sera multiplié par la
tangente de l'inclinaison de P'orbe lunaire, & I’écliptique, danslc
lerme ou it sera le moyen mouvement des nocuds de orbite
lunaire ; mais & raison de la petitesse de Z, ce terme sera trés-consi-
dérable et le plus grand de tous ceux qui entrent dans 'expression
de c.

Nous devons cependant faire ici une observation importante.
Les résistances que les eaux de la mer éprouvent, doivent con-
sidérablement diminuer les oscillations de cette espéce, ct leur
laisser trés-peu d’étendue. Pour le faire voir, supposons la résis—
tance proportionnelle & la vitesse, et nommons ¢ le cocfficient de
cetle résistance. Les deux équations dans lesquelles sc partage
Téquation (2) du n°. 1, seront alors,

(Go)om(3)ev mre (5)=a (32 )‘/”‘,( Ve,
@) 2la), o () -20), (5,

de Vi de 1=t 1—pr

car il est claix que la résistance doit ajouter aux deux premiers
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. d d .
membres de ces équations, les termes ¢, (7“1) et ¢, (T;) I'équa-
tion (1) du n®. 1, subsistera toujours.

Nous ne considérerons ici, que les termes dépendans de an-
gle it, dans lesquels le coefficient i est trés-petit, et beaucoup

. ddu ddv R -
moindre que €. Dans ce cas, (W et (_J—:; peuvent étre négli-

d d
gés par rapport a C(d—:> et ¢.<d—:), et comme ces ternies sont

indépendans de langle =, la dernicre des éguations précédentes
donnera

()

onu.| — d

_..___i__ +¢€. v =o0;
Vi@ dt

et avant-derniére deviendra,

(S () (). = () Vimes ()

Cette équation doit étre combinée avec celle-ci,
_ d.yu.y/ 1—p*
=)
Si l'on néglige les quantités de 'ordre i, I'équation (f) donne

_ dy av’ .
o=5-(3)- (%)

ou
gy—¥F"=o0;
partant,
V'.du
u= j ——
gy-Vi—p

Cette valeur de © substituée dans Péquation (f), donnera une
valeur plus approchée de gy— ' ; mais on peut s'cn tenir a la
premitre approximation.

La partic de #7 relative a Paction de Vastre L, est de la forme
E.(145.cos.28).cos. (it+.4),oubk.(u*—3).cos (it+A). Soit
Q.(u*—}).cos.(it+.4),lapartie correspondante de y ; la partie
correspondante de 7', due a 'action de la couche aqucuse dont

Aa g
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le rayon intérieur étant 1, le rayon exléricur est 142y, sera
%.Q.(y’—-—%).cos. (it+A4); I'équation gy —F ' =o0, donnera
done

3 . 6k .y
o= (1= - Q=)= (10=1)
d'ou I'on tire,

6h

Q=—F—3%;
5 (=)
Gak.(p.’-—%).cos.{it-l—A)r

I!J/: 3
6(—=)

La somme de tous les termes ak.cos.(it+.4), étant égale &

ct par conséquent,

.

o {sin.*¢v—1.cos ¢} ; la valcur entitre de ay, relative aux

oscillations de la premiérc espéce, ducs & Paction de lastre L,
sera donc,
L. {sintv—1.cos.?v}.(14+3.cos.a0)

oY
. B 3
4y .g.(l SAP)

Cette valenr est celle qui auroit licu,, si v et s étoient rigoureuse-
ment constans, ct si le fluide prenoit & chaque instant la figure

. . - du dv

qui convient & Pétat d’¢équilibre ; car (Fi—t) et <§;) élant nuls
dans le cas de Péquilibre, les équations différentielles en » ct v,
sc réduisent & celle-ci, o=gy—F"; on pcut donc, lorsque les
variations de r et de ¢ sont trés-lentes, détermincr les oscillalions
de la premicre espice, comme si le fluide se mettoit & chaque
instant en équilibre, sous Paction de Vastre qui Pattire : Perrveur
est dautant moindre, que Pastre se meut avec plus de lenteur;
clle est par conséquent, insensible pour le soleil. Elle peut étre
sensible pour la lunc, a causc de la rapidité de son mouvement
dans son orbite ; mais comme les oscillations de la premiére espeee
sont trés-petites par les observations, on pourra employer pour
lalunc clle-méme, la valeur précédente de «y.
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Quoique nous soyons parvenus & ces résultats, dans la supposi-
tion d’une résistance proportionnelle a 1a vitesse, il est clair qu'ils
ontlieu, quelle que soit 1a loi de la résistance. En général, on peut
les adopter sans erreur sensible, toutes les fois quele fluide dérangs
de son étal d’équilibre, reviendroit en vertu de la résistance qu’il
éprouve, a cet état, dansun temps moindre que celui d’'une révo-
lution de I'astre.

.Des oscillations de la seconde espéce.

7. Ta partie de Paction de Pastre L, qui produit ces oscilla-
tious, est par le n° 4, égale &

3L . .
—-»sin.v.cos.y.sin. 8.cos.8.cos.(nt+a—).

Le développement de cette fonction , en sinus et cosinus d'an-
gles proportionnels au temps, donne une suite de termes de la
forme af.u.V 1=, cos.(it+5—_4), i étant fort peu différent
de n, & cause de la lenteur du mouvement de l'astre , par rapport
au mouvement de rotation de la terre. Reprenons maintenant,
Yéquation (4) du n’. 3, en y supposant s=1 et

Lv—qu)

P4

=

Pelbn®
supposons de plus, que a soit exprimé par la suite,
p V1= (POLPOL PO, ., PO/~ ;
PO, PY &, étant des fonctions de &, telles qu'en désignant
par Y0 la fonction u. ‘/1—-(4’.1’(’”, on ait, quel que soit £,
" o d Y(of)
o____gd.l(l ). “an

du

>}§ -—;Y—(_—a;—:);+ afo(2f+1). Y0,

La partie de @' relative & Paction de la couche aqueuse dont le
rayon intérieur étant I'unité, le rayon extérieur est 142y, sera
par ce qui précede,

5#‘/1—:_/::

LPOL L PO PE, L 4t Plrn |,
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. . . k —
la partie de ' relative a Paction de Y'astre L, est —5».14. V1 —u;

on aura donc,

3 3 3
-2 .P("’+( ——).P<".....+( -——.—).phf-ﬂ
a=nV i ( 0 5r) Y RS .

§
Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient cha-
cune des fonctions P, P®, &c., soienl telles que la fonction

—ﬂlf'-l.ya'— (%).(1-—(4’) soit divisible par *—4nr*s*, ce qui uc
demande qu’une seule équation de condition entre ces indétermi-
nées ; alors le second membre de Péquation (4) n'aura plus de
dénominateur ; car en ne considérant dans ce second membre,
que les termes qui ont V'1—p pour diviseur, et supposant
a'= Fu.V 1—4, F étant unc fonction rationnelle et entiére de ¢*;
les trois parties de ce second membre deviennent,
(un ) gz-u3F o (an ) gz.p3F  (P—fn*u*).gz.uF
~(—+1 )i m——t = —+1 . - — 5
12 V1=t i |2 ‘/1___[‘: ,a_‘/l__‘ua

ou gz.p. k. l/;:y—’ ; d’oltil suit que ce second membre n’a point
V1=, au dénominateur. En substituant donc dans cette équa-
tion, pour a et o’ lenrs valeurs, et en la divisant par w.V 1—u%
la comparaison des puissances semblables de ¢, donnera f équa-
tions de condition , qui réunies a la précédente, formeront f+1
équations de condition a satisfaire ; mais le nombre des indétermi-
nées,en y comprenant ¢, est f41; on aura donc autant d'indéter-
minées que d’équations.

Pour avoir la valeur de ¢, désignons par Q.u™". v/ 1— le
terme de Pexpression de a, le plus élevé en « ; le terme semblable
de Vexpression de o' sera

———

3
| 1———). @, —t,
. Q(l (4f+l)-9) Wi
ce qui donne

an?
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pour le terme semblable du second membre de I'équation (4): en
Pégalant au terme correspondant de ¢, on aura

ﬂn'

q‘lg'( T4t p) <2f+f+ )

ainsi la profondeur de la mer étant supposée égule a

an®. ut

(=) (ro+3)

on pourra déterminer par Yanalyse précédente, les oscillations de
la seconde espéce.

Cette loi de profondeur dépend de la valeur de i, et par consé-
quent, elle n’est pas la méme pour tous les termes dans lesquels
Paction de Dastre peut se développer; cependant cette identité est
indispensable pour qu’une loi de profondeur puisse étre admisc.
Mais on doit observer que i étant peu différent de =, on peut

l—

- L
supposer ici - =1, et alors la loi précédente de profondeur do

la mer, devient indépendante de i; elle est méme a trés-pen pres
égale a celle que nous avons trouvée dans le n°. précédent, pour les
oscillations de la premiére espece, si f est assez grand pour que

. . S
Yon puisse négliger 7 Vis-d-vis de 2f*+f.

8. La considération de i a fort pen prés égal & n, nous con -
duit & unc expression de a trés-simple et fort remarquable , en cc
quclle donne P'explication d’un des principaux phénomenes des
marées. Si lon fait i=n, on a

L(1—qw)
TR =)
Supposons maintenant, dans 'équation () dun”. 3, s=1,i=n
et a=Qu. Vize, Q ¢tant un coeflicient indépendant de ¢ on
aura par ce qui précede,

_l(l_«) Q—-}.u Visw;
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ce qui donne
, da e 5 I
Ef-#a - —) (r—pt) ==L : ).a;
le second membre de I'équation (4) se réduit ainsi, au terme
?-55—'5’—0-. En égalant celle quantité, au premier membre, ou a la
nl

valcur supposée pour @, on aura
2lgq 9lq
Tt n*

alqg.k

Q=—F" 00—
2lgg.(1-—g?)-—n’

Lapartiede ay,correspondanteauterme ¢£.sin.%.cos.8.cos.(it+a-.4)
scra donc,

d’oir Yon tire,

2lq.¢in. 0. cos.0

I 1——5->— :
2 gg-( 5[’ n

mais la somme des termes « £.cos. (it+w~ ) est, par ce qui
précede, le développement de la fonction

cakicos.(itt+ma—A);

3L .
5811 €03, ¥ COS. (nt+a—);

on aura donc pour la partie entiére de =y, relative aux oscillations
de la seconde espéce,

6L . .
—r,—.lq.sm. 8.co0s.6.3In, ¢.COS. ¥+ COS. (R E+ 7))

27, (1 _?_) o
g9" 5?, n

ct cette valeur a lieu généralement, quel que soit ¢, cest-a-dire,
quelle que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le
sphéroide quelle recouvre soit un ellipsoide de révolution.

La diflérence des deux marées d’'un méme jour, dépend des
oscillations de la seconde espece. En effet, lorsque Pastre £ passe
an méridien supérieur de la molécule, on a nt+#—=o0, ct
lorsquil passe au méridien inféricur , on a né+w-—4 = 200°;

ainsi

;



PREMIERE PARTIE,LIVRE 1V. 143
ainsi Pexceés de la marée dans le premier cas, sur la marée dans
le second cas, est

12.L . .
-'T.lq.sm.ﬂ.cos.ﬁ.sul.ycos.v

3 L]
algq.(l—s—P)—n
Les observations faites dans nos ports, nous montrent que cette
différence est trés-petite ; ce qui suppose /g trés-petit par rapport
A% cetto supposition donne ainsi, une explication fort simple
de ce phénoméne, Dans ce cas, le dénominateur de la fraction
précédente cst négatif, et si, comme les observations semblent
Pindiquer, la marée supérieure 'emporte sur la marée inférieure,
lg est une quantité négative, et la mer est un peu plus profonde
aux poles qua Péquateur. Mais cettc conséquence est subordonnée
‘& Phypothése d’un fluide répandu réguliérement sur la surface d’'un
ellipsoide de révolution , ce qui n’est point le cas de la nature.

Si V'on substitue pour Q, sa valeur dans Pexpression de 2’; on
aura

2
ﬂ.y. ‘/1-—1«’
g

2l (1——3-)—71’.
89 5,’

Cette valeur substituée dans les expressions de 4 et de ¢, du n® 3,
donne e¢n supposant s=1 et i=n,

-k
b=
algg.(l-—g;)—n
c= ke ;
{algq.(x-—%)—n‘}. Vl—,u"

d’ou il suit que la partie de «u , relative aux oscillations de 1a
" seconde espéce, est

'

a =

3L .
—5~+8in.y.cos. ¥, cos. (nt4a—4)

al, (1— —5-) —n'
gq' 5F
Mi:caN. ok, Tome I1. Bb
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¢t que la partie de « v, relative aux mémes oscillations, est

3L [}
2. 22 sin.v.cos. v.cos. (nt+a—y)

r3  sin.d
algg.{1 5) n*
67'( 5P

Des oscillations de la troisiéme espéce.

Q. La partie de Paction de P'astre L, qui produit ces oscilla-
tions , est par le n° 4, égale &

: S+sim*0.cos.* v108.3 (n b+ = —1L).
Le développement de cette fonction , en cosinus d’angles croissans
proportionnellement au temps, donne une suite de termes de la
torme «&.sin.*9.cos. (it+25— _A), i étant peu dilférent de 27.
Reprenons maintenant 'équation (4) dun®. 3, en y supposant
s==2, et
L(1—qr)
= i3 — 4 *

Supposons de plus que a soit exprimé par la suite,

(=) (P4 PO L. PY, .. 4+ PC Y5
P®), P K., étant des fonctions rationnelles et entitres de u?,
telles qu'en désignant par ¥, la fonction (1—u*). P~ on
ait,

dyes)
0—5 foo (- )}§ grer
+2f (2f+1).7¢N,
¢ o )y

Ta partie de o’ relative & Paction de la couche aqucusc dont le
rayon intéricur étant Yunité, le rayon extérieur est 144y, sera
par cc qui précede,

230 pegr po g P, .., +_1_,p<=f-s>}_

P ! ’ " 4ftr
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La partic de @' relative & Paclion de Pastre L, est —-, ( 1—x*); on
&

aura douc,

(1) (“g‘) P<o>+(l-——> PO, ( (4f+) )p(zf—a)}

8

Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient
chacune des fonctions P, P®, &c., soient telles que la fonc-

tion @.ya —(3—:—).(1—-;4‘) soit divisible par &#— 4n*x*, ce qui
ne dcmande qu’une seule équation de condition entre ces indé-
terminées ; alors le second membre de P'équation (4) n’aura plus
de dénommatcur de plus, il sera divisible par 1—y*, comme le
premier; car en supposant a' = (1—p*).F, et ne considérant que
les termes qui ne sont point divisibles par 1—*, les trois parlties
de ce second membre, deviennent

— gn—t) ut 4ng+(an+l) " g‘.’}.g'.'."F+ (i‘:é—nj-‘:).l&g'z F,

ou 4.(1—u*).gz F; et par conséquent leur somme est divisible
par 1—u* En subslituant pour a et ', leurs valeurs précédentcs
dans équation (4), et en la divisant par 1—#*; la comparaison
des coefficiens des puissances de x, donnera f équations,qui réunies
i la précédente, formeront f+1 équations de condition & satis-
faire : le nombre des indéterminées, en y comprenant g, cst pa-
veillement f+1; on aura donc autant d’indéterminées que d’équa-
tions.

Pour avoir la valcur de q, nommons Q.x*"*, le terme le plus
élevé en g, de P*~); le terme correspondant de o’ sera

(1=, Q'(l—(‘f_?-—l'z—lﬁ) ’

le terme correspondant du second membre de Péquation (4), sera

fi;g.(nf'+f+%‘).(1—m%), Q. (1—pt) ol ;
Bb 2
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en Pégalant au terme correspondant du premier membre, ou &
Q.(1—p*).u¥*, on aura

an?

9= 3 an\ ’
tg-(i— gy ) (o 41+5)

ainsi , en supposant la profondeur dc la mer égale &

ant.u*

I— 5
3 . 3n
o (1) (4 F+ )
on pourra déterminer par Ianalyse précédente, les oscillations de

la troisitme espéce. Cette expression est différente pour les diverses
valeurs dont i est susceptible ; mais on doit observer que i étant &

fort bs &gal & 2 t =1, etal a
or' pe\l pres ba axn, on PCu supposer T-——-l,e alors on

pour la profondeur de la mer, la méme expression que nous avons
trouvée dans le n°. 7, rclativement aux oscillations de la seconde
espéce; ce qui est nécessaire pour que cette loi de profondeur
puisse étre admise. On peut méme faire coincider cette profondeur
avec celle que nous avons trouvée dans le n° 5, relativement aux
oscillations de la premiére espéce, en supposant f assez grand pour
pouvoir négliger unité, eu égard a 2f*+f; mais nous avons
observé dans le n° 6, que les résistances éprouvées par la mer
dans ses mouvemens, rendent les osecillations de la premitre
espéce , indépendantes de la loi de profondeur dela mer ; en sorte
qu'il suffit de considérer les loix de profondeur, dans lesquelles on
peut déterminer a-la-fois, les oscillations de la seconde et dc la
troisiéme ecspéce.

10. Nous avons remarqué dans le n°. 8, que pour satisfaire
aux observations, il faut supposer la profondeur de la mer, afort
peu prés constante : nous allons déterminer dans cette hypothése,
les oscillations de la troisi¢me espéce. Nous supposerons de plus ,
que r, 4 et ¢ varient avec assez de lenteur , par rapport aux va-
riations de Yangle an¢, pour que Yon puisse les traiter comme

. .1 . .
constans. Nous négligerons encore, la fraction -, qui exprime le
P

rapport de la densité de la mer & la moyenne densité de la terre,



PREMIERE PARTIE,LIVRE IV. 197
rapport qui paroit assez petit, par les observations faites sur at-
traction des montagnes. Cela posé, en faisant

y=a.cos.(ant+aa—2a4),
on aura

3L
ed =ag—-——.(1=—p).C08.> v ;

4r.g
Péquation (4) du n°® 3, deviendra donc, en obscrvant que
L

=)’

4[“ ——.aa.(1-p* )’-—-u.( )(1 -2 ) +(6+2u2).a a—-—- (1-¢).cos.’v.

On peut donner & cette équation, une forme plus simple, en y
faisant 1—p*=x*, eten supposant da constant; on aura ainsi,

dda da 6L
o=x"(1-2").2 <di) xd(dx) 24a. {4-.70 —T:.x }+7E.x’.cos.'o.

D

Pour satisfaire & celte équation, nous ferons,
aa=_AN, 24+ A gt A, 2°+ &e.;

Cette valeur substituée dans I'équation difféventiclle précédente,
donnera d’abord, en comparant les coclficiens de x*,

. 3L
) =——-, co0s.'y.
A s €08. ¢

La comparaison des coefficiens de x*, donnera P'équation identique
0=0; enfin la comparaison des coelficiens de #*/*¢, fétant égal ou
plus grand que 'unité, donnera

0= AU, (af* 4 6f)m AL, (af* 45 f)+3é:.4<f).

On aura, au moyen de cette équation, les valeurs de £, 41, &c. ,
lorsque 4¢') et 4(*) seront connus. En la mettant sous cette
forme,
4nt
A Tz
AL

sy

aff— (af H6f). A
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on en lirera

A+ an*

AT

PP T
2f*+3 —E'(f +3f)

a.(f+1)’+5.(f+1)-‘ili§. (1) +5(f+1))
2.([+2)"+5(f+2)— &

cc qui donne en supposant f=1,

PO L)
lg

. .
2.1 +5.l———lg.(1 +3.1)

PR P L
2.2°4+3.,9— lg.(z +3.2)

2.543.5=3" 54 3.5)
lg

2.4 4 3.4—&ec.
.. n®
On aura ainsi 4%, au moyen de .#(): — est le rapport de la
g
force centrifuge a la pesanteur sous I'équateur ; ce rapport est 5,
. 2n* an* 2nt
en supposant donc successivement, — = i

] ekt B

lg

3
1

les profondeurs Z, correspondantes de la mer, seront 50 745"

;,-6:—25 , le rayon terrestre étant pris pour unité. Cela posé, on

01,

trouvera par Panalyse précédente, que les valeurs correspondantes

de aa sont,

1,0000420,1862. x* + 10,1164, x*

—13,1047.2°—15,4488. x"—7,4581. x*°

—2,1975.2'*—0,4501 . x'4—0,0687.4'® [’

—0,0082.%'*—0,0008. x*° —0,0001. x**

3L 1,0000+ 6,1960, £° + 3,2474. x*
aa=m.x'.cos.'v. +0,7238.x°40,0919. 2 4 0,0076.2'° 0 5
+0,0004.5'*

a 3L x*. cos.’y
af == =————a . s Ve
4r'.g
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{1,000«')-{»o,'750/l=.a:‘+c>,1566.a:t }

3L, B
= e %Y £ 0,01574. 5" 40,0009, 5°

4r%.g
1 1. Réunissons maintenant les diverses oscillations de Ia mer.
Celles de Ja premicre espéce, sont par le n° 6, en négligeant la
densité de la mer, eu égard a celle de la terre,
L .
——. {sinep—=%.cos.’} . (1+3.cos.29).
43.g
On a vu que les oscillations de la seconde espéce sont nulles ,
lorsque la profondeur de la mer est par-tout la méme ; enfin,
Ies oscillations de Ja troisiéme espéce , sont exprimées par
2a.cos.(2nt+27—2+). Lasomme de ces oscillations est la valeur
entiére de «y ; on aura donc,
ayrzﬁ—-g. {sin*v-1.cos.*v} . (143.c05.29) }-2a.cos.(2nt4 2w-21 ).
5i Pon suppose que L est le soleil, que r exprime sa moyenne
distance a la terrc, et que m¢ exprime son moyen mouvement
sydéral; on aura par la théoric des forces centrales,
3L 3n* m* 3
GPg g mt  {.a89.(366,36)
Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que nous avons
pris pour unité; en la multipliant donc par’lec nombre de métres
que ce rayon renferme, on aura
3L
irg
et il fandra faire varicr cette quantité, comme le cube du rapport
de lamoyenne distance du soleil a la terre, A sa distance actuclle.
Si Pon nomme e, le rapport de Jamasse de la lune, divisée par
le cube de sa moyenne distance & la terre, & Ja masse du soleil,
divisée par le cube de sa moyenne distance ; on aura pour la lune,
5L me 316 -
o = ¢.0™,123106;
ct il faudra faive varier ceite quantité, comme le cube du rapport de
la moyenne distanee de la lune a sa distance actuelle.
11 suit de-la, que si I'on désigne par ¢ et 4/, la déclinaison et
Pascension droite de lalune ; on auraen vertu de son aetion réunie

=o0"*,12316;
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i cclle da soleil, et lorsque Ja profondeur 7 de Ia mer est égalo
ﬁ.";, 0u & 5355 du rayon terrestre,

-

143.cos.at) . . .
oy =0"13516, {——3—} {sinty—5.cos'vte.sinty' = e.cos.'s'}

1,0000+30,1862.2*
+10,1164.24=13,1047 . 2°
Fom 516, J 14882 — 74582
—9,1975. 22— 0,4501. "
—0,0687. 2%~ 0,0082.'*
—0,0008. 2%~ 0,0001 . %

2. { contv.cos.(ant+aa-2{ JHe.cos' cos{ant+az-a ' )}

Nous verrons ci-aprés, que e=13, dans les moyennes distances
du soleil ct de la lune; en supposant donc ces deux astres a ccs
distances, et de plus en opposition , ou en conjonction dans le plan
de l'équateur; Ja haute et 1a basse mer répondront au cas o l'angle
ant+o—1{ seranul, ou égala 200°; on trouve ainsi 7,34 pourla
diffiérence de la haute  la basse mer sous Iéquateur ot » =1. Mais
par unc singularité remarquable , la basse mer a lieu, lorsque
les deux astres sont dans le méridien, tandis que la haute mer
arrive, Jorsqu'ils sont a horizon; en sorte que Pocéan s'abaisse &
Péquateur , sous Yastre qui I'attire, En avangant de Péquateur aux
poles, on trouve que, vers le dix-huitiéme degré de latitude tant
boréale qu'australe, la différence de la haute 4 la basse mer est
nulle ; d'ott il suit que dans toute la zone comprise entre les deux
paralléles de dix-huit degrés, Ja basse mer a lieu, lors du pas-
sage desastres au méridien, et qu'au-del de ces paralldles, la hante
meralieu & ce méme instant,

Dans Je cas de Zégal & ;‘—,';— , ou d’une profondeur de Ja mer,
L1 '
égale & Pt on trouye

3. cos.00
ay =0™,] 2516, { 0 3;“ ’
1,00004-6,1960 . x*
1324742440793 .2*
+0,0919.x*40,c076 .z
40,0004. 22

< {sinty—tocostvdesinty'~Le.cos’y'}
+om,13316.

at.{cos2y.con(ant¥aaw=a})pecosV'cos (antas—a{))};

et
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et P'on aura dans les mémes supposilions que ci-dessus, 117,05,
pour la différence de la haute & la basse mer sous I'équateur; mais
ici, linstant de Ja haute mer, est par-tout celui du passage des
astres au méridien,

Enfin dans le cas de l=-,§5.ng—l, ou d'une profondeur de la mer,

double dela précédente , on trouve

- 14 3.cos. 28 . .
ay =0™,12516. { 3 } {sin "y — 1,005, 0 4 ¢.sin''— Le.cosy'}

1,0000 40,7504 x*
+0m13316. { 0,1566..244-0,01574..58) .  con.*v.cos(anbaa-a pre.cosv' con(amt+aT-2{ ) |5
+0,0009.2°

¢t T'on aura dans les mémes suppositions que ci-dessus , 1™,go pour
la différence dela haute 4 la basse mer, & 'équateur.

Si 'on augmente la profondeur de la mer, la valeur de 2y
diminue ; mais cette diminution a unc limite, et la valeur de ea

o ags L
se réduit bientot & yro *.cos.*p; ontrouvcalors, lorsque les deux
8

astres sont en conjonction dans le plan de Péquateur, o™,y8528,
pour la différence de la haute & la basse mer, & I'équateur; cette
quantité est donc la limite de cette différence.

12. La limite que nous venons d’assigner, répond au cas olt
la mer prend & chaque instant, la figure d’équilibre qui convient
aux forces qui l'animent. Dans cette hypothise, la valeur de ay,
peut se déterntiner fort simplement, quelles que soient la loi de
profondeur et la densité de la mer. En effet, elle revient & supposcr
dans Péquation (2) du n® 1, que les mouvemens de l'astre et de la
rotation de la terre sont assez lents, pour que I'on puisse négliger
les quantités

ddu! du ddy dv
an y e ET y -d—t‘- ,ﬂ-(‘;t-),
et alors cette équation donne en lintégrant,
14

oY==

Mican. ctr. Tome II. Ce
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La partie de « 2’ dépendante de V'action de lastre L, est par le
n° 4, égale a

L .
o {sin*¢—1%.cos.'v}.(1+435.cos.286)
3L . .
+7-‘sm‘v.cos.u.sm. 8.cos.8.cos.(nt+w—)

3L .
+-4—r3.cos.'u.sm.‘9.cos. (2nt+37—34).
Supposons que la partie correspondante de <y, soit égale & cette
quanlité multipliée par une indéterminée Q; ce produit étant
de la forme Y®, ou satisfaisant pour ¥'®), & équation aux dif-
férences partielles,

oo () ()

du 1l

la partic de «#” correspondante. & I'action de la couche fluide
dont le rayon intérieur étant I'unité, le rayon extérieur est 1+ey,

sera par le n° g, 551.1’(‘), ou %.g.}’“),- I'équation 2gy=aF",
donnera donc,

L
ey = 5). {sin*y—1f.cos v} (1 +3.c0s.20)

3 ———
h4r .g.(l 5

3L
=75
r.g. (1—-3;)

_ 3L

+———————5—.cos.‘v.sin.’0.oos. {ent+am—2).
47".3-.(1—-5—)

Dans I'hypothése que nous considérons, sile soleil et Ja June sont

en conjonction avec la méme déclinaison ; alors, Iexcés de la

haute mer relative & midi, sur la basse mer qui la suit, sera
3L

2r’. g (1-——3-)
5¢

«8in. ¢, cos. v, sin. 8, cos. . cos. (nt+a~1)

«(14¢).8in.*0.cos* v, {14 2. tang.v.cot.l},
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et exces de la haute mer relative & minuit, sur la méme basse
mer, sera & trés-peu prés,

3L

ar'.g. (1——3)
5¢

ces deux exceés seroient donc entre eux, dans le rapport de
1+ 2.tang.v.cot.f & 1— 2.tang.v.cot.f; ainsi pour Brest ou
0 =46°26" a-peu-prés, si les deux astres ont 23° de déclinaison
boréale, ces deux excés seroient dans le rapport de 1,7953 &
0,2047 ; c’est-a-dire que le premier seroit environ huit fois plus
grand que le second. Suivant les observations, ces deux cxcets
sont peu différens D'un de l'autre; Ihypothése dont il s’agit, est
donc fort éloignée de représenter sur ce point, les observations,
et Yon voit qu’il est indispensable dans la théorie du flux et du
reflux de la mer, d’avoir égard au mouvement de rotation de la
terre, et a celui des astres attirans.

«(1+e).sin8.cos.’v. {1—2.lang.v.cot.8};

Cc 2
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CHAPITRE IL

De la stabilité de Déquilibre des mers.

13. Nous avons observé dans le n’. 2 , que si la terre n’ayant
point de mouvement de rotation, la profondeur de la mer est
constante ; 'équilibre est stable, toutes les fois que la densité
moyenne de la terre surpasse celle de la mer : nous allons géné-
raliser ce théoréme, ct faire voir qu’il a lieu , quels que soient la
loi de profondeur dec la mer, ct lc mouvement de rotation de la
terre.

Reprenonts les équations générales du mouvement de la mer,
données dans le n°. 36 du premicr Livre,

=) (E-(7) @
(F) o= (G)=6-(2) - Vi=Fs (6)

dd —_— /du dy
5 ”)+9ma.‘/1—y‘. T‘)=—-g- dy) i (7)

( 1--#’)-( m e
ces équations étant relatives & une molécule quelconque de linté~
ricur ou de la surface de Ja mer, déterminée par les coordonnées
btau, wtay et r+as; r+as étant le rayon mené du centre
de gravité de la terre, a la moléeule, et gy’ étant égal & gy—2"".
Si 'on intégre Péquation (5) depuis la surface du sphéroide
recouvert par la mer, jusqu’a celle de Ja mer; on aura

rhs—rts,=frdr. {(_d_.u\;;—#") _<Ed;‘:>} )

' et s’ étant relatifs a la surface de la mer, et r, et s, se rapportant
a la surface du sphéroide. En représentant par 3, la profondeur
trés-petite de la mer, on aura 7 =r,+%; ce qui donne,

P —rrs,=rr (s'—s)+ary s+ 5
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et par conséquent, le rayon moyen de la terre, ¢tant pris pour
unité, on aura a trés-peu prés,

12 1 8¢ — of 0
s’ —rls,=s'—s ;

- L gdr , fdr
es==aytau. FE +ay. i)
u' et v’ élant relatifs 4 la surface de la mer ; on a pareillement ,

dr, dr,
as, =al,. -‘70— +u.v,. E )

u, et v, étant relatifs & la surface du sphéroide ; on a done

i ) an () o (o )

dz

or on a

partant, on aura a trés-peu pres,

y=u. (%) Vl—(4°—ul. (j—;ﬁ Vg, (%)-(-pl, ({‘;—%)
- wan{(UEE)~(7) 9

Cette équation n’est pas restreinte , comme Péquation (1) dun®. 1,
ala condition que u et v soient les mémes pour toutes les molé-
cules situées sur leméme rayon: il est facile de voir qu'en remplis-
sant cette condition , ces deux équations coincident.

Maintenant , si l'on ajoute I'équation (6) multipliée par

dredue e (“ ) aTéquation (7) multiplice par dr.dx.da. (1)

on aura en lintégrant,
st )o (3 (8) )
=ffj‘dr.dy-cl@-{g-<%)-( ) Vi—w—g. )(j—,)} ()

Pour étendre les intégrales, ala masse entiére du fluide ; il faut les
prendre depuis r==r,, jusqua r=r', depuis u=—1, jusqu'a
#==1, et depuis #==0, jusqu'd ==2a7. En intégrant par rap-
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yort & ¢, et en observant que y' est indépendant de r, on aura

Sfdr.du. ( )(j’) Viee
=/ (d;;) dro V1= '—fy gdf( ) ‘/—Eg.dy-l-const.

Aux deux extrémités de Pintégrale, ot p=-—1ct p=1, 0n &

, [du
7. (dt) Vi—w=o0; donc

o=/y'. ( )dr. V1—¢* +constante;;

€t par conséquent ,

S de(5)- () Vimw=—p g”’ /(& )"""‘:7‘%.@,-

du

du
orona
<d.f<g_¢). - v:~> . {d. ((&).vi=s) }
du du
LN
partant,

Sffdr.du.da. ._-) (%) Viee

(@@ =)

i 6|

dp
Pareillement, sion intégre relativement & =, on a
dy
d (—).d
SSdr.da. (,{)( )—[7 ( )dr—/} { f dt r}dfn_*_const.
da

Aux dcux exirémilés de Yintégrale, olt #=o0, et w=27, la
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valeur de y'.(j—:), est la méme, puisquelle se rapporte & la

méme molécule ; on a donc

dv
Sy (d—‘).dr +constante =o;
partant,

s () () = (LGN

o(r;}a” “Y=rin (PN -(EHED:

donc,
raan((2)

= tran (Y ()~ (E}(E)erin (2}

¢t par conséquent,

vt () () e (5)(2)
BN G

=/Jiy"de.ds. (SN -fdr-{%—{(—);f }i (“’dd;')} |

Le second membre de cette équation, se réduit en vertu de Péqua-

tion (8), au terme —//gy'. ( ) du.dw ; Péquation (g) devient
done,

0 (D )+ ) (2 o)
=—f[du.du.gy'". ( :—f) (10)

Nous ferons abstraction ici de Paction des astres, pour ne con-
sidérer que l'action mutuelle des molécules de la mer, et du
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sphéroide terrestre. La valeur de /" est alors due & Tattraction
d’une couche aqueusc dont le rayon intéricar étant 7', le rayon
extérieur est ' +ay ; r' élant i trés-peu prés égal A Punité, Ona vu
danslen®. 2, quey étant supposé égal

YOLYOYOLY 04 YO 4 &
ona

= PO L YO O£ YO Ko
P

oron a généralement
SIYO Y, dudz =0,
lorsque i et ' sont des nombres dillérens ; ona donc

s
G A RN P

Parlen’. 2, ona Y® =o; Péquation (10) devient donc, enlin=
tégrant par rapport au temps ¢,

[ fir oo, {(d") (g;“)'.(:—m}
=M-gf/e d.‘l.d'l.{(l-;).y (‘)‘+(1-5—F) Y (')‘v(x— %)Y O&e, ]5(”)

M {tant une constante arbitraire. I1 est facile de voir que le pre-
mier membre de cette équation exprime a trés-peu prés, la force
vive dela masse fluide, en ne considérant que la vitesse relative de
ses molécules , sur le sphéroide terrestre,

M est une constante indépendante du temps £, ¢t qui dépend de
Pétat initisl du mouvement de la mer; elle est trés-pelite , lorsque
Ton supposc I'ébranlement primitif peu considérable.

Si p est plus grand que Punité, la fonction

—-g-/fdy.dw-{(1—3).Y""+(1—51) Yty &e. }

sera constamment négative ; elle sera moindre que M, puisque
le premier membre de l'équation précédente est nécessairement
positil; ¥, Y®, B, ne dojvent donc point contenir d’expo-

nentielles
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nentielles croissantes, ni d’arcs de cercle; d’oit il suit que Péqui-
libre de la mer est stable , si sa densite est moindre que la densité
moyenne de la terre.

14. Sila densité de la mer surpasse la moyenne densité de la
terre ; sa figure cessc d’éire stable dans un grand nombre de cas.
On a vu dans le n°. 2, que la terre n’ayant point de mouvement
de rotation , ct la profondeur dc la mer étant constante ; on peut,
si p est moindre que l'unité, ¢branler ce {luide de maniére que
Péquation de sa surface renferme le temps sous la forme d’expo-
nentielles croissantes ; ce qui est contraire a la stabilité de Péqui-
libre : Ja méme chose a généralement lieu dans le cas ot la terre
ayant un mouvement de rotation, le sphéroide que recouvre la
mer est un solide de révolution, quelle que soit d'ailleurs la loi de
la profondeur de lamer.

Reprenons I'équation (11) dans laquelle nous supposerons que
les valeurs de « et de v sont & trés-peu preés les mémes pour toutes
les moléeules situées sur le méme rayon. Supposons qu’a Porigine

. dy 7 du dv
du mouvement, on aiteu, y=hy, 2 )70 g )=o) =0

. . - < .

Le fluide abandonné ensuite & sa pesanteur et a Pattraction de ses

molécules, a di prendre un mouvement composé d'une infinité

doscillations simples, telles que Pon a pay leur réunion,
y=a.cos.(it+¢)+a,.cos.(it4¢,)+a,.cos (i,t+1,)+&e.;

a,a,,a,, &c., ttant des fonctions de w. Les constantes i, i, i,, &c.,
t, ¢, ¢, &c,, doiventdire telles qu’a l'origine du mouvement ol
t=o0, on ait eu,

a.cos.e+a,.cos.4,+a,.co8.t,+&c.= hu ;

ai.sin.e+a,i .sine, +a,i,.sin.e, + &c. =o.

YLes valcurs correspondantes de (;—'—:) et de (j:) sont par le n®. 3,
de la forme
—ib.sin.(il+4e) —i,b,.sin.(it+s) — & ;
ic.cos. (it+e)+ic, cos.(it+e,)+&e
et elles doivent se réduire i zéro, lorsque ¢ =o. Cela pos¢, si l'on
Meécan. ciin. Tome 11, Dd
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substitue les valeurs préoédentes, dans Péquation (11); elle de-
viendra, en Pintégrant par repporta r,

SR (1) 1) 4pddnsit (1)) cos it )

[y deidz.siii (6B 4 ce,(1=p) ) ccos. (itmit4-1—1,)
[y duida i {oe (1—u2)=bb, } ccos. (it+it+e4,)

=M- .ffd"'d’.s. {(1—1).1’("‘-}-(1—-5—>.P(“)'+&c.}

- ff‘k_";';

( )F“+(1——) (‘)‘+&c}.cos (2it43¢) (19)

—g[fduda.z. (1-—) P,(‘)+(1-5).P“ P +&c.].{cos.(zt—;,t+r-c, Jheos.(itki trett )},

[
==

o .dod

==

Ia caractéristique = des intégrales finics, s'étendant a toutes les
valeurs ,, , &e. ; P, P, &c. , sont les coefliciens de cos. (it +¢)
dans Y0, Y®, &e; PO, P &e., sont les coefficiens de
cos. (7,t++,) dans les mémes quantités, et ainsi de suite. La com=
paxaison des termes indépendans de ¢, dans celte équation, donne

(1-4)+8') M—gfj———z{(n-)l’"" (1-—) '+&°} (3)

on a ensuite

(¢ 1)b) =g, [ 22 {(1) ra{ieg) Porste s 00

car le fluide peut avoir séparément , chacune des oscillations sim~
ples relatives aux coefficiens i, i,, &c. , puisqw'en substituant pour

7 (%‘) et <%), leurs valeurs précédentes, dans Jes éqnations (f)

ct(B)dun®.3, les termes aflectés e sin. (it++) etde cos. (it+¢),
doivent s¢ détruire séparément ; or en ne considérant que Poscil-
Jation relative a Pangle i+, et supposant nuls tons les termes
relatifs anx autres angles ; 1'équation (12) donne, en comparant les
cocfficiens de cos.(3it+2¢), 'équation (14); ona donc en rassem-
blant toutes les équations semblables & cette derniére équation,

sl )
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5i Pon retranche cette équation , de équation (13); on aura
SSy.dpds.2.i% = M.
A Torigine da mouvement, on a par la supposition , y == ¥ (") = hy;

d d . .
(:l—.:) =0 (,T:) =o0; Péquation (11) donne ainsi,

o=M—}3 w.gh‘.(x-—/}) ,
partant ,

Sy duda. (8 +itb 4 &e)=13n g.(x— :)h

Si p est moindre que P'unité, ou, ce qui revient au méme, si
la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la terre, le
second membre de cette équation est négatif ; le premier membre
est donc pareillement négatif, ce qui est impossible, tant que &*, i,*,
7,%, &c., sont positifs : ainsi dans ce cas, quelqu’une de ces quan-
Lités cst négative , et par conséquent, expression de y renferme
des exponentielles, et Péquilibre n’est point stable.

Dd a
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CHAPITRE IIL

De la maniere d’avoir égard, dans la théorie du flux et du
reflux de la mer , aux diverses circonstances qui, dans

chaque port, influent sur les marées.

15. Nous avons supposé dans le premier Chapitre, que la terre
est un solide de révolution, et nous avons délerminé dans cetle
hypothése , les oscillations de la mer : rapprochons-nous de la
nature, en donnant a la terre, unc figure quelconque. Dans ce cas,
les inégalités de Ja premicre espéce, seront en vertu des résistances
que la mer éprouve, les mémes que nous avons détermindes dans
le n°. 7. Relativement aux inégalités de la seconde et de la treisitme
espece , la valeur dey scra formée d’une suite de sinus et de cosinus
d’angles proportionnels au temps ¢, ct en nommant £, un de ces
angles , on aura

y=2F~.cos.it+G.sin.it;

gy —F'=F'.cos.it+G .sin.it;

u=H.cos.it+K.sin.i¢;

v = P.cos.it+Q.sin. i t.
Ces valeurs substituées dans les équations (&) et (B) du n". 3,
Jdonneront les six équaltions suivantes , en comparant les coctliciens
des sinus’et des cosinus de i3,

—_— JdF" R
PCHA 2nip, l/l—[A’.Q = —-(-{-l;-). \/1—1.4‘;

it K —sniu.Vi—@.P =._( ) Vise;
b F
(1—#‘).i’.P—2ni.y.Vx-p.‘.K:(T)

1—w )t .Q+2m.y.\/1—y H = ( )
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(A H.V 8 d.yP
F=(RE) ()
G= d.)K.t/:[_ﬁ d. 7Q
- du da
11 cst facile d’en conclure,

A\ o am (dG
_<—‘HL->.V1—{£ ——l—.}l. (li—'ﬂ:>

He Vi—w ;
~—4n*pt
() v ()
du i w
_ Vi—w
K= i*— 4y 2 >

'Pk(ji) P (5

= 5

(1_5"’) (ll_4n: n)
dG’ dF’
(;l;)+2 (1=, (d#

Ky ey oy roy
ce qui donne,
ddF 1dF
yo(1—p). ( 7((:17';;/)
F=—=— .
g ntul T =) (=gt

(=) i) (9
L‘—4n w? i (‘IF) d-?:__' d=

du) (1 —p2) (P—4n’p?)

g M a (e
4 i \d= Rk 4G’ an “\iz— g 4G’

_4’.n‘ d[t -3 du ‘<(ﬁ :

En changeant dans cette équation, Fen G, F' en G' et récipro-~

quement, et en changcant le signe des termes multipliés par 2—" ;

on aura unc nouvelle équation entre @, G/, F', qui combmee
avee celle-ci, déterminera Fet G
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On peut au moyen de ces équations , déterminer généralement
1a loi de la profondcur de Ja mer, qui rend les oscillations de la
seconde espéce, nulles pour tous les licux de la terre. En cllct,
relativement a ces oscillations, ¢ étant trés-peu différent de n,
on peut supposer {=n, dans les équations précédentes. De plus ,
F et G ¢tant nuls par la supposition , les valeurs de F” et de G,
sontparlen® 7, M.pu. V:{F cos. 7, et —M.u. Vl_-:;‘.sin.'r;
JM étant une fonction de £, indépendante de u et de =. En subs-
1ituant ces valeurs , dans 'équation précédente entre F', F' et G';
on irouvera

" (9—7—) sin. =
o-cos.'w( ) Vi—a -—ﬂ‘———

View

L’¢quation entre G, G’ et F', donnera

dy
(d ) ol o5 )-cos.w
o=sin.=. Vl——p. —_— L,
d‘u Vl_"l

. d 1 . Ry
Qo 'on tire, (ﬁ) =o, (‘—%).—:o, et par conséquent, 3 égal a

d
unc constante. Les oscillations de la seconde espéce, ne peuvent
donc disparoitre pour toute la terre, que dans le seul cas ou la
profondcur de la mer est constante.

Si les oscillations de la troisiéme espéce sont nulles pour toute
laterre,, F et G sont nuls relativement a ces oscillations, et 'on a
parlen’ g,

=N.(1—p*).cos.2% ; G =—N.(1—p*).sinaw;
NV étant une fonction de ¢, indépendante de « et de . On peut de
plus, supposer & trés-peu prés, i=3zn; cela posé, I'équation
entre F', F' et G/, donncra

(14¢). )smsw

27.c08. 2% dy
TN ep———— o ‘cos.gw
° 1—p te (d#) + ﬂ-(l-#’) d

Véquation entre G, G’ et F', donnera

a7.sin.au+ dy .
o= — e P 2SI, 3T ~—

(1+¢). ( ) cos.a=
2. (1= pt)

3
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. R d
d'ott Pon tire (EZ;) =o,ct

1—pt? dp
Celle derniére équation donne en linlégrant
bt
“ ;

A tant une constante arbitraire, Suivant cette valeur de %, la
profondeur de la mer seroit infinie, lorsque p=0, ou & Péqua-
teur, ce qui ne peut pas étre admis; il n'y a donc aucune lot
admissible de profondeur de la mer, qui puisse rendre nulles pour
toule la terre , les oscillations de la troisi¢me espece.

La rapidité du mouvement angulaire de rotation de Ta terrc,
relativemtent au mouvement angulaire du soleil et de la lune, per-
mettant de sapposer i=n, dans les oscillations de Ja seconde
espoce, et i=2n, daus les oscillations de la troisiéme espéce; il
est facile de conclure de 'analyse précédente, et des n, 6,8 ct g,
que si on marque d’un trait, pour lalune, les quantités L, v,
4 et 7, que nous supposerons se rapporter au soleil; 'élévation ay,
d'une molécule de la surface de la mer, au-dessus de la surface
déquilibre qui auroit licu sans Paction de ces deux astres, est &
fort peu prés de la forme,

ay=— (143.cos. ;9) { (1=3.sin. V)+ (\‘S,Sm y)}
Bg.(l—-—)

A.{—r; siny co8.y.cos.(nt+a=y- c)+_ sin.¢’.cos. V-Cos.(nt+w-¢’-c)}

+B. {—r?' €08.°0.C08.2(nt+ w-d-2 )+ ?E.eos.'v’.cos.n( nt =y )} ;

A, B,Cetaétant des fonctions de w et de =, dépendantes de la loi
de la profondeur de Ja mer. La généralité de cette forme, embrasse
un grand nombre de variétés des phénoménes des marées , qui
peuvent avoir lien dans les différens ports, Lorsque la terre est un
solide de révolution,, il résulte des n. 7 et g, que Pinstant du
maximum ou du minimum des oscillations de la seconde et de la
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troisi¢tme espéce, est le méme que celui du passage de Pastre qui
les produit, au méridien; mais on voit par la formule précédente,
que dans le cas général d’une profondeur quelconque , ces instans
peuvent étre fort différens, ctles heures des marées peuvent étre
trés-variables d’un port a lautre, conformément & cc que Pon
observe.

Dans plusicurs ports, les oscillations de la scconde espéce, peu-
vent étre insensibles, tandis que dans d’autres ports, on ne remar-
quera point les oscillations de la troisiéme espéce. Mais suivant la
formule précédente, les maxima ou minima de ces oscillations,
suivroient d’un méme intervallc, los passages de leurs astres res-
pectifs,, au méridien, puisque les quantités € et A sont les mémes
relativement a chacun des deux astres; or nous verrons dans la
suite , que ce résultat est contraire aux observations; ainsi quel-
qu’étendue que soit la formule précédente, elle ne satisfait pas
encore & lous les phénoménes observés. L’irrégularité de la profon-
deur de Pocéan, la maniére dont il est répandu sur la terre, la
pusition et la pente des rivages, leurs rapports avec les cotes qui
les avoisinent , les courans, les résistances quc les eaux éprouvent,
toules ces causes qu'il est impossible de soumettre au calcul , mo-
difient les oscillations de cette grande masse fluide. Nous ne pou-
vons donc quanalyserles phénomenes généraux qui doivent résul-
ter des attractions du soleil et de Ja lune, ct tirer des observations,
les donndes dont la connoissance est indispensable , pour com-
pletter dans chaque port, la théorie du flux et du reflux de la
mer, et qui sont autant d’arbitraires dépendantes de I'étendue de
la mer, de sa profondeur, et des circonstances locales du port.

16. Envisageons sous ce point de vuc général , la théoric des
oscillations de Pocéan, et sa correspondance avec les observations.
On peut considérer la mer , comme un systéme d’une infinité de
molécules qui réagissent les unes sur les autres, soit par leur
pression , soit par leur altraction mutuelle, et qui de plus, sont
animdes par Ja pesanteur, et par les forces attractives du soleil ct
dclalune. Sans Paction de ces deux derniéres forces, la mer scroit
depuis long-temps en équilibre ; 1a loi de ces forces doit donc en
régler les mouvenens,

Your
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Pour avoir les forces attractives du soleil et de la lune, sur une
molécule de la surface de la mer, déterminée par les coordone
nées R, = et 8, R étant le rayon mené du centre de la terre a
la molécule; nommons « #”, la fonction
3L.R*

5 {[sin.v.cos.04-cos.v.sin. 8. cos. (nt+a—-r)]*—1}

3L'.Rs
+—;—- {[sin.v'.cos. 84 cos. ¢'.sin.b0.cos. (nt+7— )]"—1} 5

la somme des forces lunaire et solaire, décomposées suivant le

rayon terrestre , sera «. ( ) ou 2.7, en faisant R=1, aprés

dR
la différentiation. La somme de ces forces décomposées perpen-~
diculairement au rayon terrestre, et dans le plan du méridien de la

d
molécule, sera a..( v

57 ) enfin la somme des mémes forces décom-

(dV,)

“\a=

posées perpendiculairement au plan de ce méridien, sera —
sin.

Ces expressions sont trés-approchées pour le soleil, & cause de sa
grande distance & la terre,, qui rend insensibles, les termes mul-~

qs L . .
tipliés par e Elles sont moins exactes pour la lune ; mais les
phénoménes des marées , ne m’ont rien fait appercevoir qui puisse

L .
dépendre des forces de Pordre = peut-étre, des observations plus

exactes et plus nombreuses que celles qui ont été faites, rendront
sensibles , les effets de ces forces,

Ne considérons d’abord gue Vaction du soleil, et supposons qu'’il
se meuve dans le plan de I’équateur, uniformément ct toujours
la méme distance du centre de la terre : Jes trois forces précédentes
deviennent ,

L .. )
%. {sin.*0—3+sin.*8.cos. (2nt+2av—2a+)};

L

il'—a-.sin.e.cos.o.{l-}-cos. (ant+am=—23d)}; (A)

3L .
—a—r;.sm.O.sm.(znt+2n-—2¢).

MecaN, ctL. Tome I1. Le
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3L (sin20—3) et
En vertu des seules forces constantes, ——. {sin28—3%} e
3L . - .
—.sin.6.cos. 8, la mer finiroit par étre en équilibre ; ces forces
ar
ne font donc qualtérer un peu la figure permanente qu’elle prend
en vertu du mouvement de rotation. Mais les trois parties variables
des forces précédentes doivent exciter dans Pocéan , des oscilla-
tions dont nous allons détcrminer la nature.

Ces forces redeviennent les mémes & chaque intervalle d’an
demi-jour ; or on peut établir comme un principe général de
dynamique, que 2état d’un systéme de corps, dans lequel le:s'
conditions primitives du mouvement ont disparu par les résistances
qu’il éprouve , est périodique , comme les forces qui I’animent ;
Pétat de Pocéan doit donc redevenir le méme, a chaque intervalle
d’un demi~jour, en sorte qu’il doit y avoir un flux et un reflux
dans cct intervalle.

Pour le fairc voir par un raisonnement qui peut sappliquer &
tous les cas semblables, supposons qu’a uninstant quclconque a,
la hauteur de la mer dans un port ait été %, ct qu’elle soit redeve-
nue la méme, apreés les intervalles £, f&, FO....... fO, &c.,
comptés de Pinstant a; a+ f¥ est Vinstant out1a hauteur de la mer
€étoit /., aprés le nombre i de ces intervalles ; si Pon suppose i trés-
grand, cet instant ne dépendra point des conditions de mouve-
ment, qui ont eu lieu & Yinstant @ que nous prendrons pour celui
de Yoriginc du mouvement; car toutes ces’ conditions ont di
bientét dispuroitre par les frottemens et les résistances de tout
genre, que la mer éprouve dans ses oscillations ; en sorte que le
mouvement de la mer finissant par n’en plus dépendre, et par se
rapporter uniquement aux forces qui la sollicitent , il est impos-
sible de connojtre Pétac primitif de la mer, par son état présent.

Imaginons maintenant , qu’a Vinstant ¢ plus un demi-jour ,
toutes les conditions du mouvement de la mer aient été les mémes
qu’elles étoient dans le premicr cas, & Finstant a. Puisque les forces
solaires sont les mémes et varient de la méme maniére dans les
deux cas; il est clair que dans le second cas, les intervalles suc-
cessify apres lesquels la hauteur de la mer scra /2, en partant de
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Pinstant @ plus un demi-jour , scront comme dans le premier cas,
O, £, £, &e.; en sorte qu’a linstant a+ /% 4 un demi-jour, la
hauteur de la mer sera % ; mais puisque i étant fort grand , Pétat
actucl de la mer est indépendant de tout ce qui a rapport & Pori-
gine du mouvement; il est visible quc linstant a4 @+ un demi-
jour, doit coincider avee quelques-uns des instans ou la hauteur
de la mer est % dans le premicr cas; on doit donc avoir,

a+f9+ un demi-jour=qa+ fi*,
r étant un nombre enticr; partant

S — fO =un demi-jour;

d’ot il suit que I'état de la mer redevient le méme, aprés Uinter-
valle d’'un demijour.

11 est vraisemblable qu’en supposant la mer enti¢re ébranlée par
une causc quelconque, les résistances qu’elle éprouve, anéanti-
roicnt Peffet de cette cause, dans lintervalle de quelques mois,
de maniére qu’apres cct intervalle, les marées reprendroient leur
état naturel. On peut juger par-la, du peu d’influence des vents
qui, quelque violens qu’ils soient, ne sont que locaux et n’ébran-~
lent que la superficie dcs mers. Ainsi, en prenant les résultats
moyens d’'un grand nombre d’observations continuées pendant
plusicurs anndes, ces résultats représenteront a trés-peu prés,
V'cffet des forces réguliéres qui agissent sur 'océan.

Timaginons une droite dont les parties représentent le temps, et
sur cette droite , comme axe des abscisses, concevons une courbe
dont les ordonnées expriment les hauteurs de la mer; la partie de
la courbe, correspondante a 'abscisse qui représente un demijour,
déterminera la courbe entiére qui sera formée de cette partie
répétée a 'infini. Ainsi lintervalle entre deux pleines mers consé-
cutives,sera d’'un demi-jour, comme l'intervalle entre deux basses~
mers conséeutives.

« Déterminons cette courbe, et pour ce]a concevons un
second soleil L, parfaitement égal au premier, et mi de la méme
maniére, dans le plan de Péquateur, avec la seule différence qu’il
précéde le premier dans son orbite, de Yangle n't, n' étant égal

& n—m, et m étart égal a —i On aura les forces rclatives & ce
Ee a
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nouveau soleil , en changeant dans 'expression des forces varia-
bles qui agitent la mer , et que nous avons donnée dans le n°. pré-
cédent, 4 dans 4+ n'T. Ces nouvelles forces ajoutées aux précé-
dentes, produiront les suivantes,

z—%.sin.’ 8. {cos.(ant+2@—a) +cos. (ant+ 26—~24—2n'T)} ;

%. sin.f. cos.b. { cos.(ant+aw—a )+cos.(2nt + as—24—2n'T)} ;

3 . . .
—-;{;.smﬁ. {sin. (2nt+2a—24) +sin. (ant+25—g4—2n'T)}.

8i Yon fait L,= 2 L.cos.n'T ; ces trois forces se réduisent aux
suivantes ,

3L, .
ﬂ—r;.sm.‘ﬁ.cos. (2nt42a0—ad—n'T);

3L .
g—r;.sm.9.cos.9.cos.(ant+sw—2¢—n’T),

3L, . .
—-;—’—,’.sm.o. sin.(ant+35=—24—n'T).

Ces derniéres forces produisent un flux et un reflux semblable &

celui qu’exciteroit Vastre L, si sa masse se changeoiten L, et si

Ton diminuoitde ; T, le temps ¢, dans les forces du n°. précédent;

en nommant donc ” Pordonnée de la courbe des hauteurs de la
"

mer, correspondante a Pabscisse #—2T), on aura %‘y— , pour la

hauteur de la mer produite par les trois forces précédentes.

Cette hauteur est par la nature des oscillations trés-petites, la
somme des hauteurs de la mer, dues aux actions des deux solcils L;
car on sait que le mouvement total d’'un systéme agité par de trés-
petites forces, est la somme des mouvemens partiels que chaque
force lui et imprimés séparément : c’est ainsi que des ondes légeres
excitées dans un bassin, se superposent les unes aux aulres,
comme elles se seroicnt disposées séparément sur la surface de eau
tranquille. Cela résulte évidenmunent de ce que les oscillations trés-
petites sont dounées par des équations difiérentielles lindaires ,
dontles intégrales compliles sont la somme de toutes les intégrales
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partielles qui y satisfont. Soit donc y Pordonnée de la courbe des
hauteurs de la mer, correspondante au temps £, et 3’ ordonnée
correspondante au temps ¢t —T'; y 45" sera lasomme de ces hau-
teurs; on aura par conséquent,

; r+y'= J— ; ()

Maintenant, si 'on dcveloppe ¥’ et ", en séries ordonnées par
rapport aux puissances de T; on aura, en négligeant les puissances
supérieures au quarré,

dy T* d*

J’ ! =.y - T ) + di >
' T* d'y
y'=y=: T vy
On a de plus,
,=2L—L.n*T*;

ces valeurs subsuluées dans Péquation (o), donnent

d’out T'on tire en intégrant,
B.L
y= T.cos.(ant+nw—a4—nx).

B et A étant deux arbitraires dont la premiére dépend de la gran-
deur de la marée totale dans le port, et dont la seconde dépend de
Yheure de la marée , ou du temps dont elle suit le passage du soleil
au méridien. )

Cette expression de y donne la loi suivant laquelle la mer s'éleve
et s'abaisse. Concevons un cercle vertical dont la circonférence
représente un intervalle d’'un demi-jour, et dont le diamétre soit
égal & la marée totale, c’est-a-dire, a la différence des hauteurs
de la pleine et de la basse mer; supposons que les arcs de cette
circonférence, en partant du point le plus bas, expriment les temps
écoulés depuis la basse mer; les sinus verses de ces arcs , seront les
hauteurs de la mer, qui correspondent & ces temps.

Cetic loi s'observe exactement au milieu d’'une mer libre de tous
cotés ; mais dans nos ports, les circonstances locales en éloignent
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un peu les marées ; la mer y emploie un peu plus de temps & des-
cendre qu’a monter, et & Brest, la différence de ces deux temps est
d’environ dix minutes.

Plus une mer est vaste, plus les phénoménes des marées doivent
étre sensibles. Dans une masse fluide, les impressions que regoit
chaque molécule, sc communiquenta la masse entiére ; c’est par-la
que Dl'action du soleil , qui est insensible sur une molécule isolée,
produit sur Pocéan, des effets remarquables ; et c’est la raison pour
laquelle lc flux ct le reflux sont insensibles dans les lacs et dans
les petites mers , telles que la mer Noire et la mer Caspienne.

On a vu dans le n°. 10, la grande influence de la profondeur
de la mer, sur la hauteur des marées. Les circonstances locales de
chague port, peuvent faire varier considérablement ceite hauteur.
Les ondulations de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent
devenir fort grandes ; la réllexion des eaux par les cotes opposées,
peut les augmenter encore : c’est ainsi que les marées généralement
fort petites dans les isles de la mer dusud, sont trés-considérables
dans nos ports.

Si Pocéan recouvroit un sphéroide de révolution, ct s’il n’éprou-
voit point de résistance dans scs mouvemens ; 'instant de la pleine
mer seroit celui du passage du soleil au méridien supérieur ou
inférieur ; mais il n’en est pas ainsi dans la nature, et les circons~
tances locales font varier considérablement ’heure des marées dans
des ports méme fort voising, Pour avoir une juste idée de ces
variétés, imaginons un large canal communiquant avec la mer,
en s’avangant fort loin dans les terres. Il est visible que les ondula~
tions qui ont lieu & son embouchure, se propageront successive-
ment dans toute sa longueur, en sorte que la figure de sa surface
sera formée d’une suile de grandes ondes en mouvement, qui sc
renouvelleront sans cesse, et qui parcourrontleur longueur, dans
Pintervalle d’'un demi-jour. Ces ondes produiront a chaque point
du canal, un flux et un reflux qui suivront la loi précédente ;
mais les heures du flux retarderont & mesure que les points seront
plus éloignés de PYembouchure, Ce que nous disons d’un canal ,
peut s’appliquer au fleuves dont la surface s’élcve et g'abaisse par
des ondes semblables , malgré le mouvement contraire de leuys
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eaux. On observe ces ondes, dans toutes les rivitres, prés de
leur embouchure; elles se propagent fort loin, dans les grands
fleuves, ct au détroit du Pauxis, dans la riviére des Amazones,
i quatre-vingts myriamétres de distance a la mer, elles sont encore
scnsibles.

18. Cousidérons présentement Paction de JaJune, et supposons
que cet astre se meut uniformément dans lc plan de Péquateur. 11
est clair qu'il doit exciter dans Pocéan , un flux et un reflux sem-
blable & celui qui résulte de Paction du soleil : les deux flux par~
ticls produits par les actions de ccs astres, se combinent sans se
troubler mutuellement, et leur combinaison produit le flux com-
Posé qué nous observons dans nos ports. Cela posé, en marquant
d’un trait pour la lune, les quantités L, », 4, A, B, relatives &
T'action du soleil ; la hautcur de la mer duc & Paction de¢ la lune,
sera exprimée par la fonction

B.L

'3

.cos. (2nt+aw—ad —u'),

B’ ct A étant denx nouvelles arbitraires; Ia hautcur eutiére y dela
mer , due aux aclions réunies du soleil et delalune, sera donc,

’

B.L B.L
y==—.cos.(2nt+aw—24—21) + 57+ cos. (2nt+ 2a—24'—gz2’),
T

On voit par cette formule, que la hauteur des marées doit varier
considérablement avee les phases de la lune. Cette hauteur est
la plus grande, lorsque les deux cosinus de Yexpression de ¥

sont égaux a Punité, et alors, elle est la somme des quantités
B.L B.L' . .
- et ——. Elle est la plus petite , lorsque le cosinus affecté du

plus grand coefficient , étant 1, P'autre cosinus est —1; ct alors,

clle est égale & 1a différence des deux quantités précédentes, Si EJ—L
;

oy

surpassoit -7',3—-, le maximum et le minimum de cette hauteur ,

auroient lieu , lorsque le premier cosinus seroit 1; et par consé-~

Y]

. . . . . . . B.L
quent, ils arriveroient a la méme heure du jour. Mais si —
r

.. B.L . T
surpassoit —-—, la plus petitc marée auroit lieu, lorsque le pre-
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mier cosinus seroit —1, ou a linstant dc la basse mer solaire ;
Pheure de cette marée seroit donc a un quart du jour de distance de
Theure de la plus grande marée. Voila donc un moyen simple de

Y

., B.L
reconnoitre laquelle des deux quantités —— et , est la plus
T

r's
grande. Toutes les obscrvations faites dans nos ports , concourent
a faire voir que la seconde surpasse la premiére.

Les constantes arbitraires B, B', » et A’, donnent licu & plusicurs
remarques importantes. Si Pon avoit A=12', la plus grande marde
auroit lieu au moment de la pleine ou de la nouvelle lune, et
la plus petite marée arriveroit au moment de la quadrature. En
effet, au moment de la plus grande marée , les deux angles
g.(nt+m—+4—=n) et 2.(nt+a—' —2’) sont égaux a zéro, ou
a un multiple de la circonférence ; leur différence est pareillement
nulle, ou multiple de la circonférence; ce quidans le cas de a==»,
suppose la lune en conjonction ou en opposition au soleil. Suivant
les observations faites dans nos ports, la plus grande marée suit
d’environ unjour et demi, la nouvelle ou la pleine lune ; en sorte
que 4'—-} est positif et égal au mouvement synodique de la lune,
pendant un jour et demi; A'—a est donc négatif, et par consé-
quent A surpasse A',

On aura une juste idée de ce phénoméne, en imaginant , comme
ci-dessus, un large canal communiquant avec la mer, et s’avan-
cant fort loin dans les terres, sous le méridien de son embouchure.
Si Yon suppose qu’a celte embouchure, la pleine mer a licu a
Tinstant méme du passage de l'astrc au méridien , et qu’elle em-
ploie vingt et une heures & parvenir a son extrémité; il est visible
qu'a ce dernier point, la marée solaire suivra d’une heure, le
passage du soleil au méridien ; mais deux jours lunaires formant
219 070 solaires, le flux lunaire ne suivra que de 30’ le passage
de la lune au méridien, Dans ce cas , langle A est une heure
convertie en degrés, & raison de la circonférence enti¢re pour
un jour; ce qui donne A=40°. L’angle A’ est Vintervalle de 30’,
converti de la méme maniére en degrés, ce qui donne A" ==12°, Si
Pextrémité du canal est plus orientale que son embouchure, d’un
cexrtain nombre de degrés ; il faudra les ajouter aux valeurs pré-

cédentes
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‘cédentes de a et de A, pour avoir leurs véritables valeurs. Dans
Phypothése que nous considérons, B et B’ sont les mémes, et
Pangle A—2" est égal au mouvement synodique de la lunc, dans
Iintervalle de vingt et une heures ; la différence des valcurs de a
et de A, ne fait que reculer de vingt et une heures, les phénomenes
des marées qui ont licu & Pembouchure oi1 A==%, et il est clair que
ce résultat a également lieu pour un systéme quelconque d’astres
mus uniformément dans le plan de I'équatcur.

Imaginons préscntement, que le canal dont nous venous de par-

. ) d.) .
ler, ait deux embouchures: sil'on suppose ‘3,::’"’ la marée qui

a lieu & la premicre embouchure par laction de L, produira a
Pextrémité du canal , une marée dont la hautcur sera exprimée

B.L .
par —-—.cos. (2nt+ 2w—z4—amT), T étant Vintervalle de temps

que la marée emploie & se transmettre de la premicre embouchure,
& lextrémité du canal. Parcillement, la marée qui a lieu & la
scconde embouchure, produira a Yextrémité du canal , une marée

L.cos.(9/1t+2vn-—24--2mT').

, , C.

dont la hauteur sera représentée par —

. r

T’ étant Pintervalle de temps que cette marée emploie & se trans-

mettre de la seconde embouchure, & extrémité du canal, et le

cocflicient C dépendant de la hauteur de la marée a cette seconde

cmbouchure, La hauteur enti¢re y, de la marée a Pextrémité du
canal, produite par I'action de V'astre L, sera donc

B.L C.L .
y=T.cos.( 2nt+2a—a4—amT) +T.cos.( ant2o—2l—2mT’),
Si Von fait,

B=VB 1+ Ct2BC.cos.am{T—1T);
B.sin.om T+ C.sinnam T’
B 5

sin 2, =

on aura
B,.L
y= -‘;—.cos.(nnt+ae-—24-- 22,
On voit par-la, que B, dépend, ainsi que A,, de la valeur de m,

ou de la rapidité du mouvement de lastre dans son orbite ;
MecaN. cén. Tome I 1. Ve
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et il est clair que si le canal avoit trois ou un plus grand

nombre d’embouchures, les valeurs de B, et de A, seroient plus
_ . BL _B.I )
composées. Le rapport des cocfliciens —— et ——, donné par les
r r's

observations des marées, n’est donc point exactement cclui des

L L . \ . .
forces — et %35 il peut étre fort différent dans les différens ports,
7
el ce west quwen ayant égard 4 la différence des valeurs de B et
de B', que Pon peuat déterminer par les phénoménes des marées, le
rapport des forces du solcil et de la lune.

Si dans le cas o le canal que nous venons de considérer, n'a
que deux embouchures, Cest égala — B ; cest-a-dire, si la haute
mer a lieu & la premi¢re embouchure , 4 'instant ou la basse mer
alicu & la scconde embouchure; si, de plus, T'="T", ou, ce qui
revient au méme, si les deux marées emploient le méme temps a
parvenir a Pextrémité du canal ; on aura B,=o, et il n’y aura
point de flux et de reflux a celte extrémité, en vertu des oscil-
lations dont la période est d'un demi-jour. Ce cas singulicr a été
observé a Batsha, port du royaume de Tunquin, et dans quelques
autres licux.

La grande variété des circonstances locales qui, dans chaque
port, influent sur les marées, doit donc en produire dc considéra-
bles dans ces phénomenes, et il n’est probablement aucun cas pos-
sible qui n’ait lieu sur la terre. Mais puisque les constantes B et A
seroient les mémes pour le soleil et la lune, si les mouvemens de
ces astres ¢loient égaux; il est naturel de supposer que leurs dif-
férences sont proportionnelles aux différences de ces mouvemens ;
nous adoplerons donc celte hypothése, et nous verrons qu’clle
satisfait avec une précision remarquable , aux observations, Nous
ferons ainsi,

A=0—nmT;

B=P.(1—2mQ),

O, T, Pct Q, étant les mémes pour le soleil et la lune. Nous
donnerous dans la suite,, le moyen de déterminer ces constantes,
dans chaque port, par les observations.



PREMIERE PARTIE,LIVRFE IV.  aay

19. Voyons maintenant, ce qui doit arriver , lorsque le soleil
et la lune, toujours mus dans le plan de Péquateur, sont assujétis
& des inégalités dans leurs mouvemens et dans leurs distances. Les
forces partielles,

3L . 3L .
pyee) {sint0—1}, ct ;;.sln.ﬂ.cos.o,

trouvées dans le n°. 16, ne seront plus constantes; mais elles varie-
ront avec une grande lenteur, etla période de leur variation gera
une année. Sila durée de cette période éloit infinic, ces forces
n’auroient d’autre effet, que de changer la figure permanente de la
mer quiparviendroit bientota Pétat Iéquilibre. Mais quoique cette
durée soit finie, onavudans le n°. 6, qu’en vertu des résistances
que la mer éprouve, on peut la considérer comme étant & chaque
instant, en équilibre sous Paction de ces forces, et déterminer dans
cette hypothése, la hauteur correspondante des marées. On a vu
de plus, que quelle que soit la profondeur de la mer, la hautcur
des marées , duc & Paction de ces forces, est

{t+3.cos.a0} L

3 n*
g.(1—5)

Si dans les parties des forces solaires () du n°. 16, qui sont
multipliées par le sinus ct le cosinus de Pungle ané+2w~—23+, on
substitue au lieu de r et de 4, leurs valeurs; chacune de ces parties
se développera en sinus et cosinus d’angles de la forme 2né~agt+2+,
en sorte que I'on aura,

3L . ’
F.sm.‘ﬂ.cos.n(nt+a—~l—) =sint. 2. k.cos. 2 (nt—gqt+s) ;

3L . .
-a—'r—;.sm.ﬂ.cos.ﬂ.cos.n(nt-*-c—«!.)=s1n.9.cos.o.z.b.cos.a(nt—gt-l-t),-

3L . . . .
Tesin. f.sin. 2 (nt+a—d)=sin.0. 2. k.sin. 2 (nt —gt+e);

le signe = des intégrales finies servant ici & désigner la somme de
tous les termes de la forme %.cos.sin.a(nt—gt+¢), dans les-
quels le premier membre de chacune de ces équations peut se
décomposer.

) O
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Le plus considérable de ces termes, est celui qui dépend de Pangle
ant—amttaa, et qui produit le flux et le reflux de la mer,
dans le cas que nous avons examiné ci-dessus , ou le soleil seroit
mi uniformément dans le plan de Péquateur, en conservant tou-
jours la méme distance a la terre. Les aulres termes peuvent dre
considérés comme le résultat de Paction d’autant d’astres particu-
liers , mus uniformément dans le plan de Péquateur. Cest dec la
combinaison des flux et reflux particls dus & Paction de tous ces
astres, que sc compose le flux et le reflux total dét a Vaction du
soleil.

5i Pon nomme /, la masse de Vastre fictif dont 'action produit
Je terme dépendant de angle ant—2g¢+3¢, et a sa distance au
cenire de Ja terre; on aura

3L

—=£F, on
aa®

Ul

=§l‘.

On a vu dans Ie n® précédent, que le soleil étant supposé mit
uniformément dans le plan de Péquateur, avee un mouvement
angulaire égal & m¢, la partic de Pexpression de la hauteur de la
mer, dépendante de Pangle 2nt—2mit+27, est égale d

P.(1—2m Q).r%.cos. 2 (nt=mi+a—0+mT),

les constantes P, Q, O et T étant les mémes pour tous lcs astres,
quel que soit leur mouvement propre; la somme de toutes les
marées particlles dues aux actions de tous les astres Z, 7, 7, &e.,
scra donc, .

z.P.(1—2¢9Q). .cos.n(nt»—qt+i—-0+qT),
el par conséquent , clle sera

P
5 k.cos.2(nt-—gt+s— O+qT)

P
+250 Sksin(nt—qt+e—0+¢T),

la différenticlle étant prise en supposant nt, constant. Mais on a
par ce qui précede,

2.k.c08. 3 (nt=—glts—04gT) = L.cos.z(nt-l-'w-—~l--—'),
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le temps £ étant diminué de T, dans les variables ¢, 4 ¢t » du second
membre de cetle équation, et A élant égal 2 O —n T'; la partic de
la hauteur de la mer, due & laction du soleil, ct dépendante dc
Tangle 22¢425—2a4, est donc avec les conditions précédentes,

P.%.cos.Q(nt+at—«!»—A)+PQ.d—'i. {ré.sin‘s(nt-{-fn_\L_;\)}.

Si l'on transporte a la lune, ce que nous venons de dire du soleil;
on trouvera que la partic de la hauteur de la mer, duc a son action,
ct dépendante du mouvement de rotation de la terre, est

P. L.cos 2(nttm—d'—2r)+ PQ.— i {L .sin. Q(nt-,-rr:—q_-—x)}

le temps ¢ devant étre encore diminué de T, dans celte expression.
La partic indépendante du mouvement de rotation de la terre,
sera

(14+3.cos.28) L’

3\ ‘73
- (1—5,)

En réunissant tous les termes dus & action du soleil et de la lune,
on aura pour Pexpression approchée de la hauteur ay de la mer,

ay = e— —————{ —

+ P. { +COS. 2(nt+c—¢—x)+ —5+¢0s. 2(nt+fu—~L’—A)}

14-3.cos. 20 {L L

PQ { «sin., 2(nt+fw—4.-)\)+ ,s.sm 2(nt+a— "‘A)},

e temps ¢ devant &tre diminué de T, dans les termes multipliés
par P et par Q, ct la différentielle étant prise en faisant n¢
constant.

2.0. Examinonsenfin le cas dela nature, dans lequel le soleil
etlalune ne se meuvent pas dans le plan de’équateur. Nous avons
donné dans le n° 16, la maniére d’obtenir les forces solaires et
lunaires décomposées parallelement & trois droites perpendicu-
laires entre elles, ctil en résulte,
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1° Que ces forces décomposées paralléelement au rayon terrestre,
sont

{14+3.cos.24}

L N % . o
y {;3—.(1-—5.sm. v)+7;.(1—o.sxn. v)}
L
= .8in, ¥.Co8. 9. cos. (nt+s—+)
+ 6.sin.8. cos. 6.

+75' sin.¢’. cos,¢’.cos.(nt+a—4')

L
;;.cos.‘v.cos.a(nt-}-c—-\’,)

+ lesml0.00 ., NG
+73-.cos. v'.cos, 2 (nt+m—d')

2° que ces forces décomposées perpendiculairement au rayon ter-
restre , dans le plan du méridien, sont
. L . r .
3.sin. 20, {-'3.(1 —3.sm.’v)+’~,3.(1-—5.5111.’11’}

L .
—5 ¢Sl ¥.C08. 9. CO8. (né+a—1)
4 3.cos.af.

’

+’—,,.sin. v’ cos.¢’ cos.(nt4a—1y')

L
—+€08.* 9.C05.2 (N L4 = ==r].)
. ;

+F'c°s'. vi.cosa(nt+a—dy')

+}.sin.8.cos.f.

3° que ces forces décomposées perpendiculairement au plan dua
méridien , sont

L . .
75+ 8.9, COS.p. 5N, (nt+w-— 4)
«3,cos.8. ' ;

’

+;G.sin.v'.cos.v'.sin.(nt+ F—i')

L .
;.cos.‘o.sm‘ 2(nt4+a—-)
~3.6in. 0. , .

L .
+5-co8’ v isin 2 (nt+a—)



PREMIERE PARTIE,LIVRE IV. 2%

Les forces partielles ,
__(1+3.cos. 90) ]’L

4 e
f—,.sin.zé.{ .(1—3.sin? v)+ (1—5 sin. v)}

(1—o.sm. v)+ 2l (1—5 sin. u)s~

croissant avec une grande lenteur; on peut, comme on I'a vu dans
len®. précédent, supposer que la mer est & chaque instant, en équi-
libre sous Yaction de ces forces; et dans ce cas, la valeur de ay,

(143.cos.20)

8g.<1———5’%)

donnée par le n°. 6, représente la hauteur de la mer, due & I'action
de ces forces.

Les forces parliclles dépendantes de l'angle 2nt+274 &c.,
peuvent étre décomposées en différens termes multiplids par les
sinus et les cosinus d’angles de la forme 2nt—2gt+2¢ On s’as-
surera, comme dans le n°. précédent, qu’il en résulte dans I'ex-
pression de la hauteur de la mer, une quantité égale a

r .
. {%.(1— 3.sin.*p) +o5 (1“5'31“‘.",)}’

P. {L—?i—‘-'.cos 2(nt+w—¢—A)+ Y .cos. o(nt4z—| —-A)}

+PQ | sina(nta-dn) + 25 ina(ntt o) |,

Ie temps ¢ devant étre diminué de T, dans ces termes, el la diffé-
renticlle étant prise en faisant 7 ¢ constant.

Il nous reste a considérer la partie des forces précédentes, qui
“dépend de 'angle nt4#+ &c. Cette partie peut se développer en
termes multipliés par des sinus et cosinus d’angles de¢ la forme
nt—gt+e, g étant fort petit relativement & n. Chacun de ces
termes produit dans Pintervalle d’un jour a-peu-prés, un flux et
un reflux analogues & ceux que produisent les termes dépendans
delangle 2nt—2gt+2¢, avec lascule différence que le flux rela-
tif alangle nt—gt+¢, n'a lieu qu’une fois par jour, au lieu que
Ie {lux relatif a Pangle 27— 2 ¢ t+2¢, a lieu deux fois par jour.

Ou trouvera facilement, par Panalyse des n*. précédens, que la
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hauteur de Ja mer, duc aux forces dont la période est a-peu-prés
d’un jour, peut étre représentéc pur la formule,

- A {— $1.9.008.9.008.( b+ 7=~y )+— siny’.co8.¢'.cos.(nt+a-y- y)}
+B.~ { sin..cos.wsiL(nttm-d=y )+ e sing'.cos.sin.(ntta- -y)‘l,

A, Bety dant trois conslantes arbitraires que Pobscrvation peut
scule déterminer dans chaque port ; les difféxenticlles étant prises
en faisaut 2¢ constant, et le temps ¢ devant étre diminué d’une
constante T"y que Pobscrvation peut scule déterminer.

SiTon réunit maintenant toutes ces hauteurs partielles de la mer;
ou aura pour sa hauteur entiére oy,

(143.cos. )0)

iL (1=3.sin. v)+L (1—=5.sin. ¢)}

+4. {— $111.9.C08.9.€05. (nt+fn-¢-y)+—- sin.g’.cos.y .cos.(nt+4r-4'-y)}
d ( L. . L. / ' [

+BE’ 7 = 810.9.C08.p.5111.( nt+w—¢-7 )+ asinLycos.y sin.(ntta-y —7)}; (0)

+P. { .C08.9.COS. 2(nt+m-¢~x )+ .C08."9".c08. 2(nt+a-" -A)}

+PQ {—- 08. .91 2(nt+a~¢-x)+—- 0s.*¢’.sin.2(nt+a-y —A)}
cxpression dans laquelle on doit observer dc prendre les différen-
tielles, en supposant n ¢ constant, et de diminuer le temps ¢, d’'uno
constante T, dans les termes multipliés par o et B, et d'une
constante T, dans les termes multipliés par P et Q ; ces constantes

devant étre, ainsi que £, B, y, P, Q, A, déterminées dans
¢haque port,, par les observations.

CITAPITRE
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CHAPITRE IV.
Comparaison de la théorie précédente , aux obseryations.

21. D#vErorrons présentement les principaux phénoménes
des marées, qui résultent de Vexpression précédente de y, et
comparons-y Jes observations. Nous dislinguerons ces phénoménes
en deux classes, I'une relative aux hauteurs des marées, et 'antre
relative a leurs intervalles , et nous les considérerons a leur maxi-
mum vers les sysigies, et & leur minimum, vers les quadratures.

Des hauteurs des marées vers les sysigies.

Les instans de la pleine et de la basse mer sont déterminés par

. d R .
I'équation 2‘2—’:0; or on peut, en différentiant Pexpression pré-
cédente de ay, supposer les quantités ¢, ¢, r, 7', 4 et 4’ cons-
tantes, parce que ces quantités variant avec beaucoup de lenteur,
Peffet de leurs variations est insensible sur les hauteurs de la pleine
et de la basse mer; car on sait que vers ces deux points de maxi-
mum et de minimum , une petite erreur dans le temps ¢, est insen=
sible sur la valeur de y. On peut négliger pareillement sans erreur
sensible, le terme de I'expression de «y, multiplié par B ; car
les oscillations dépendantes de Pangle n ¢+, et dont la période
est dun demi-jour a-peu-prés, étant trés-petites dans nos ports;

il est fort vraisemblable que le cocficient B est insensible : nous
verrons méme dans la suite, que Q est trés~peu considérable; en
sorte que nous ferons d’abord , abstraction du terme qu'il multi-

s d .
plie. L'équation %:o, donnera ainsi,
A (L, , Lo ,
o=— ;-.sm.v.cos.v.sm.( nitt+a-d-y)+ 7 sin/.cos.y sin.(nt4a—|"-y)
L . r .
+ 5 cos'psin. a(nt+a—4=r)+ F,.cos.‘o'.sm. a(ntt+a—|'=2),

Mtcay, ok, Tome I, Gg
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.4 L L R
La fraction 7 cst trés-pelitedans nos ports, et I'on verra ci-apres,

qua Brest, clle est tont an plus 7% ; on peut donc la négliger sans
crainte d’erreur sensible. L'équation précédente donue ainsi,

L .

—.€08.}p. 5. 2 (4—{)
tang. o (nt+ #—f =) = pr———p ,
—.C08.*¢ +F.co&’v.cos. a(4—')

73

11 faut maintenant, substiluer dans Pexpression de y, la valeur de

nt+ s~ délerminée par cette équation, Soit () ce que devient
alors la fonction

L. r.,
. {F.sm.u.cos.v.cos.( ntw-d-y )+ Zsiny .cos.y’.cos (nt+ @—Jr’—y)} ;

on aura

(1+3.c0s.2")

oy = —-
3

8 & ( I— —S—P">

L s ol L I 2

=P, l/(;.cos.‘v) +%. CO8" 43¢ cosy’ cos. 2(4'—4) +(ﬁ.cos? v’) ;

le signe + ayant lieu pour la haute mer, et le signe — pour la
basse mer.

Supposons que cette expression se rapporte & Ia pleine mer du
matin ; on aura Yexpression de la hautear de la pleine mer du
soir,cn augmentant les quantités variables, de cc donl elles crois-
sent dans Lintervalle de ces deux marées ; il faut, par conséquent,
changer le signe de (£), parce que l'angle nt+e—J—y ,aug-
mente d'environ deux angles droits, dans cet intervalle ; Ia petite
différence pouvant étre négligée, a raison de la pelitesse de () ;
a.(A) cst done la différence des deux marées d'un méme jour.
Nommons présentement, ¥’ la demi-somme des hauteurs des ma-
rées du natin et du soir ; ¥’ sera ce que nous entendrons dans la
suite, par hauteur moyenne absolue de la marée d’un jour. On aura
a trés-peu prés,

. {é-(l—f’).sin.’ﬂ)“hl"—;' (“5’Sin'w,)} T4
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, 3.cos.24 L . ,
Yy = 'Q—.h—ci!—g—)-. {—3-.(1-5.sm.’v)+ %.(r—.’).siu.’v’)}
8g.( ) ! r

31
Su

Jo——

L Y T ) T A
+P. ‘/(r—s cos.’v> +-;;—.cos.'y.r,—j.cos.’v’.comﬂ —4)+(;,;. cos.’v) ;

toutes les variables de cette expression, étant relatives & Ja basse
mer intermédiaire entre les deux marées du matin ct du soir,
et devant par conséquent, se rapporter & un instant qui précede
de T, cette basse mer. Il cst trés-vraisemblable que la partic de
cette expression, qui n'est pas multipliée par P, se rapporte &
un instant différent ; mais cette partic est si petite par xapport &
Pautre, que Yon peut sans erreur sensible, les rapporter toutes
deux & Pinstant qui convient 4 Ja plus grande.

Si Pon nomme (') ce que devient (_4),  Pinstant de la basse
mer intermédiaire entre les deux marées du malin et du soir; la
hauteur de cette basse mer scra,

3.c08.4 !
— Lt B {5 (1—5.sin.‘v)+l,'—l.(1—5.sin.'a')} +(4)
8g.(1—g—> r
4

P
I .\ aL . T\
-P, l/(v;.cos. 0) +-,—,.cos.’v.ﬁ.cos. v’.cos‘2(¢'—~l.)+(ﬁ.cos. v )

En retranchant cette expression, de la hauteur moyenne absolue de
la marée du jour; on aura ce que nous nommerons marée totale,
qui n'est ainsi, que Pexcés de la demi-somme des deux marées d’un
jour, surlabasse mer intermédiaire. Représentons cet excés par y';
on aura

T 7 T O
y'=-(A4')taP. l/(;L,- cos.‘v) +Z;.cos.'v%.cos.’v'.cos.a( \U_"LH(H_"COS"V’) .

Enfin , la dillérence de deux basses mers consécutives , scra
().

Vers le maximum des marées, ou vers les sysigies, langle
4/~ est peu considérable, puisqu'il est nul au mazimum ; on
aura donc a-peu-prés, a Vinstant de la pleine mer, nt4a—y'=x
En substituant cette valeur dans la fonction (£); on aura dans

Gga
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la supposition ott le temps ¢ doit étre diminué de T', dans cetle
fonction, comme dans la fonction multipli¢e par P,

’

(A)=—A4. {—— sin.v.cos.v + - —+8in.v'. cos. y} cos.(A—7).

(A) étant trés-petit, Perreur de la supposition précédente doit
étre inscnsible. La fonction (') devient & trés-peu prés,

’

L
(A)=A4. { «sin.y.cos. v+ —+sin.¢'. cos. v} sin. (3 =2a)s

On peut méme, vu la petitesse de ces fonctions, y supposer A=1,
ce qui rend (') nul. Cela posé, si dans les termes mullipliés
par P, des expressions de 3’ et de ”, on néglige la quatri¢me puis-
sance de 4'—+; on aura vers les sysigies,

' 3.cos.28 !
y’=——(’—+—c—‘—”—§—)—. {—;.(1—5.sin.’ v)+£;.(1—5.sin.‘v’}
8g.(1——-—) r

L L
+P. {—.cos.’v+;;§. cos.* o’}

L
oaP.— .cos v.;—-.cos 74

- T I {‘LI—‘,’)"‘,'EYQ];

& costy+4 o cos.*y’

y' =2aP. { .cos.*y 4 L.cos.‘v’}
4P, Ir,; cos:*p, :i, +c08.*y’
- 17 A=) +59%);

L €08.*v +— . €05.%'
537+ €08 + 5. C0S.

¢ étant la variation de larc 4'—+, dans Pintervalle des deux
pleines mers consécutives. L’addition des termes qui en dépen-
dent, est fondée sur ce que la véritable valeur de +'—+ de Pex-
pression de y', est la demi-somme des quarrés (4'—+l)*, relatifs
aux deux pleines mers consécutives , et il est facile de voir que
cette demi-somme est égale & ('—+)*+ 5 ¢*, Parc 4'—4 se rappor-
‘tant ici & la basse mer intermédiaire, Ainsi les variables des deux
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formules précédentes, se rapportant & cette basse mer, le quarré
(+'—+)* doit pour plus d’exactitude, étre augmenté de }¢* dans
Pexpression de y'; et de §¢* dans celle de y”.

22. Développons les expressions de y’ et de y”, relatives aux
équinoxes et aux solstices, pour déterminer 'influence des décli-
naisons des astres sur les marées. Le terme

_ (r+3.cos 20) {L O

W)

de Yexpression de ', est trés-petit ; on peut done y supposer sans
erreur scnsible , que les variables r, v, 7, v' se rapportent a Pins-
tant méme de la sysigie. Lorsque 'on fait une somme des valeurs
dey, relatives a deux sysigies consécutives, on peut supposer
dans le terme précédent, 7’ égal a la moyenne distance de la lune &
la terre dans les sysigies ; car il est visible que si la lune est apogée
dans une sysigie, elle est a-peu-prés périgée dans la sysigie sui-
vante. 7 est a-peu-prés égal a la moyenne distance de la terre au
soleil, dans les sysigies des équinoxes; et si 'on considére autant
de sysigies vers les solstices d’hiver, que vers les solstices d’été,
on peut supposer encore 7 égal a cette distance moyenne.

. L .
5.sm.’v)+r—,;. (1-—5.sm.‘v’)},

[

L .
La partic P. { . COs. v+——. cos.*¢/ }del’expressmn dey’, change

sensiblement dans l’mtervalle de quelques jours, et comme elle
est considérable dans nos ports, il est nécessaire d’avoir égard &
sa variation. Pour cela, soit ¢ Pinclinaison de 1’orbe lunaire a
Péquateur, et I’ la distance de la lune au noeud ascendant de son
orbite sur I’équateur; on aura sin.y’'=sin,+.sin,I’, et par con-
séquent,

co8.*y = 1— L,8in.*/ 4 L.8in.*. cos.aT’.

Nommons ¢, le temps écoulé depuis le maximum de la marée,
jusqu’au moment d’une observation quelconque, ¢ étant négatit
relativement aux observations antérieures a ce maximum ; on aura,
en négligeant les puissances de #, supérieures au quarré, et en
supposant le mouvement de la June, dans son orbite, uniforme
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pendant le temps £, ce que I'on peut admetire sans errcur sensible;

o, . RA
€08.>v' =cos.*v' — £, T sin vsim 2T/ —2°, <—27) «8in.*¢', cos. 2T';

les valeurs de ¢/, de T" dans le second membre de celte équation , sc
rapportant a la sysigie. Dans les équinoxes et dans les solstices,
sin. 2 T’ est nul a-peu-preés; en ne considérant ainsiles sysigies, que
vers ccs points, le terme de Pexpression de cos.*¢', multiplic par la
premiére puissance de £, disparoit de la somme des valeurs de ¥/,
sur-tout si Pon en considére un assez grand nombre , pour que
les valeurs positives et négatives de sin. a1’ se détruisent mutuel-
lement; on aura donc alors,

’

dr'\s _ . .
€0s.’" == c08.’y'— 1%, (_JT) . {sin*'—2.sin.%'}.

Prenons pour unité de temps, Vintervalle des deux marées consé-
cutives du matin, ou du soir, vers les sysigies, intervalle d’envi-
ron 1°*1,0271.Soit v, le moyen mouvement synodique de la lune,
dans cet intervalle; on aura dans les sysigies, en ayant égard a
Pargument de la variation, qui vers ces points, angmente cons-
tamment le mouvement lunaire,

d '\*
(-E‘—> = 1,165.\",‘

cos.*p' = c08.%0'—1,165. £v*, {sin.*'—2.sin.v'}.

et par conséquent,

La variation de =3 beut étre négligée , lorsque 'on considére a-la~

fois, deux sysigies consécutives, On peut négliger pareillement,
. . 1 3 .
les varjations de & ct de sin’v, comme étant peu sensibles dans

Pintervalle d'un petit nombre de jours: elles se rapportent d’ail-
leurs, & Paction du soleil , que nous verrons ci-apres, étre trois
fois moindre que celle de la lune.
1 nous reste A considérer le terme
QP.%.COG.’V.%.COS.'V'
- - (H— 4

L
—';.oos.'v+ =;+C08,°¢'
re
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de l'expression de #'. Si l'on nomme « et T pour le soleil , ce que
nous avons nommé ¢ et T' pour lalune; on aura a fort peu prés,
en observant que + différe trés-peu do ¢, et que sin. (T'47) est
a-peu-prés nul dans les sysigics des équinoxes et des solstices,

0. 9.c08.¢ . (V'—1) = cos. (%‘-).(r’-r) ;

ce qui change le terme précédent ; dans celui-ci,

Lr cdd
3P.—.—.cos. (-i——).t’u'
o' 2

G

L
s 083"
r—’ +CO3, ”+1:,°°°9- v

Cela posé; si Pon nomme Y, la somme des valeurs de 5, corres-
pondantes & 27 sysigies des équinoxes , on aura
2i.(143.cos.28)
3
8g.(1—=
J ( 5¢

+2zP{ .cos’V+ .cos.’V'}.

Y =—— { +(1=3.sin, V)-}-’,, (1—5.&111.1/’)}

aL (R
— cos. ( - )
—QIP 7 (t’ .ﬁ)" 1 165 (sin '—ﬂSm.’V')+ ‘
“COS- Ve

. . (2
Dans cette expression, cos.'?, cos.’?”, sin*?” et cos.* (—+-—) ,
2

sont les valeurs moyennes entre toutes les valeurs correspon-
. etd . .
dantes de cos.’v, cos., sin.*s, et cos.* (T)’ relatives aux 2;

sysigies. La méme expression peut représenter encore la somme des
valeurs de ' dans 24 sysigies des solstices , dont la moitié se rap-
porie aux solstices d’hiver.

Considérons présentement Pexpression de y”. Le terme

’
.4.{ .sm.v.cos.v+-—.sm.v €08, ¢ }

est trés-pelit dans nos ports ; il est nul dans les sysigies des &qui-
noxes ; il disparoft encore, de la somume des valears de 5, si F'on
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considére deux sysigies consécutives, et autant de solstices d’hiver
que de solstices d’été. En nommant donc ¥ la somme des valeurs
de »”, correspondantes & 2: sysigies des équinoxes, on aura

Y.—4;P.{ —.Cos M +— .cos‘V'}
1.165., (sin.*¢—asin*#7")
aL ¢ -’
. n L —.cos.*( —
—4!P.’,—J.{t’+.—';).u‘. + 3 cos ( a ) 5

L L
—4C08.* F 4+ —,cos. '
I r3

cette expression représentc encore la somme des valeurs de y*
dans a2 sysigies des solstices.

‘Voyons maintenant ce que les termes dépendans de Q, et que
nous avons jusyw’ici négligés, ajoutent i ces expressions de ¥ et
de Y“. Pour cela, reprenons expression (O)de «y, dun® 20.

'd" est nul; on peut

négliger la différentielle de ;;— , divisée par dt, lorsque I'on con-

. . d.costv
Dans les équinoxes et dans les solstices,

sidére Pensemble de deux sysigies consécutives : nous négligerons’
encore,

PQ { .€03.*v.sin.* (nt+cr-—¢-;\)}

‘e L .
vu la lenteur des variations de ¢, 4 et r, et parce que — est trois

fois moindre que Le terme dépendant de Q, dansla fommle (0),

ajoutera ainsi, & l’expressmn de «y, la quantité

A
--3PQ.-‘-;—I;-.;G.cos.'v'.cos.a(nt+w—-+’~A).
Orona,

. dr’
—.c08.*¢ =—=.C08.¢' = m'. cos.’
dt dt !

m't étant le moyen mouvement de la lune; le terme précédent
devient ainsi,

—am'P Q.cos.v .L

7008 (ntvw—i'—2)

De-la
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De-la il est facile de conclure que dans les sysigies des équinoxes
ou cos.¢'==1 & fort peu prés, le terme dépendant de Q ne fait
que changer dans les expressions de «y, ¥’ et ¥, L' ‘en
L'.(1—2m'Q.cos.’), et que dans les solstices ou cos. v’ =cos.¢/,

L' se change en L’.(l—-%%) , en sorte que la différence des

valeurs de L' dans ces deux cas , peut servir a déterminer Q.

23, Comparons les formules précédentes, aux observations.
Au commencement de ce si¢cle, et sur Uinvitation de ’Académie
des Sciences, on fit dans nos ports , un grand nombre d’observa-
tions du flux et du reflux dela mer: elles furent continuées chaque
jour & Brest, pendant six années consécutives, et quoiqu’elles
laissent & desirer encore, elles forment par leur nombrc, ct par
la grandeur et la régularité des marées dans ce port, le recueil le
plus complet et le plus utile que nous ayons en ce genre. Cest
aux observations de ce recueil, que nous allons comparer nos
formules. Ces observations étant compliquées de beaucoup de cir-
constances étrangéres a 'action du solcil et de lalune, il faut cn
considérer un grand nombre, afin que les effets des causes pas-
sagtres venant a se détruire mutuellement, leur ensemble ne pré-
sente que Peffet des causes réguliéres; il faut de plus, par une
combinaison avantageuse des obscrvations, faire ressortir les phé-
noménes que 'on veut connoitre. C’est ainsi que dans la vue do
déterminer Veffet de la déclinaison des astres , nous avons consi-
déré a-la-fois , deux sysigies consécutives, dont 'ensemblc est
indépendant a-peu-prés , de la variation de la distance de la lune
4 la terre. Pour comparer sur ce point, les observations a la théo-
rie; j’ai pris dans le recucil cité, vingt-quatre sysigies vers les
équinoxes , et vingt-quatre sysigics vers les solstices, en consi-
dérant toujours denx sysigies consécutives, Voici les jours de ces
sysigics a Brest. ‘

Sysigies des équinoxes.

Anacées
1711, 28 aofit, 12 septembre, 26 septembre, 12 octobre.
1712. 1 septembre, 15 septembre.

Mican. cti. Tome I, Hh
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1714. 25aoit, 8 septembre, 23 septembre, 8 octobre.

1715. 18 février, 5 mars, 20 mary, 4 avril, a8 aolit, 13 sep~
tembre, 27 septembre, 12 octobre.

1716. 323 février, 8 mars, 23 mars, 6 avril, 1 seplembre, 15
septembre.

Sysigies des solstices.

Anndées

1711, 16juin, 3o juin, 25 novembre, g décembre.

1712, 1gjuin, 3 juillet, 28 novembre, 15 déccmbre.

1714. 29 mai, 12 juin, 27juin, 11juillet, 21 novembre, 7 dé-
cembre, 21 décembre.

1715, bjanvier, 17 juin, 1 juillet, 26 novembre, 10 décembre,
25 décembre.

1716, gjanvier, 5juin, 19 juin,

Dans chacunede ces sysigies, y’ai pris une moyenne entreles deux
hauteurs absolues des deux marées d'un méme jour , c’est-a-dire,
la hauteur moyenne absoluc de la mer; jai considéré le jour qui
précede la sysigic, et queje désigne par —1, le jour de la sysigic,
que je désigne par o, et les quatre jours qui la suivent, et que je
désigne par 1, 2, 3, 4. Plusieurs fois, on n’a observé qu’une seule
des marées de chaque jour; j’en ai conclu la hauteur moyenne
absolue, en lui ajoutant la moitié de son excés sur la marée non
obscrvée, excés quune premiére discussion des observations m’a
fait connoitre & trés-peu prés , tant dans les sysigies des équinoxcs,
que dans celles des solstices.

Plusieurs fois encore , la hauteur de la basse mer intermédiaire
entre les deux marées d’'un méme jour, n’a point été observée.
Pour avoir la marée totale, j’ai supposé, conformément & la théo-
rie, que la différence des marées totales, dans deux jours consé-
cutifs, est double & fort peu prés, de la différence des hauteurs
moyennes absolues correspondantes. Jai pris un résultat moyen
entre les marées totales conclues de cette supposition et des ob-
servations des deux jours entre lesquels étoit compris celui que je
considérois.
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Quelqucfois, la loi des basses mers observées, indiquoit évi-
demment une erreur de signe, dans une de ces hauteurs. Dans ce
cas, j’ai presque toujours regardé comme nulle, I'observation de la
basse mer, et j’ai conclu la marée totale, par la régle que je viens
d’exposer. Cest avec ces précautions , que jai formé le tablean
suivant, qui présente la somme des hauteurs moyennes absolues
et des marées totales, correspondantes i chacun des jours que jai
considérés dans les sysigies précédentes.

TABLE I

Sysigies des équinoxes.

Jours. Hauteurs moyennes absolues des marées. Marées totales.

=1 seeeae s 12970890 ... 128™,88
O vt 136 079 ...... ... 142 ,068
T 139 8610 ... 149 ,343
[ I cees 139 4962 L. 150 ,066
- J 137 5479 ..o 145 826
S ¥ 3 S 1 % TN . 131 ,770

Sysigies des solstices d’été.

—1 cieeeniaae. G2m™o0k ... . b8=0q7
S 63 ,014 ...... «... 63 ,003
SO 65 028 ...... ..., 64 ,095
2 s 65 b7 ... ... ..., 64 ,995
3 ... vl 64 4147 L0 0000, 63 425
T 4 T 1 59 ,186

Sysigies des solstices d’hiver.

=1 ceeeseeie. 6511 L. 617,098
T . 66 456 ..., ... 64 ,967
N . 67 ,ta1 .......... 67 ,202
2 ..eeiiee.. 66 426 .......... 67 500
5 .iiiieaa. 65 908 ... .. 66 ,187
& s.oavieen. 63 6574 L0, 61 j4ab

Hh 3
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24, Considérons d’abord F'ensemble dc ces observations. Ort
aura relativement aux 48 sysigics,

TABLE IL

Jours. Hauteurs moyennes abzolues. Marées totales.
2bsm10b L. vee. 248m,183
0 .. 208 idg ... ... ... 269 ,037

-1

1 o e 272 5000 ... ... ... 280 ,639
2 ..., o2 BAS Lol 283 561
3 e 267 024 . ... .. ..., 273 438
4 oo 2bp b oL 202 381

En considérant les variations des hauteurs absolues ct des marées
totales de cette table ; on voit que les plus grandes marées n’ont
point licu, le jour méme de la sysigic, mais du premier au'second
jour. Déterminons la distance de Vinstant du maximum des marées,
a la sysigie, dans les observations précédentes. Pour cela, prenons
pour unité , lintervalle de deux marées du matin ou du soir,
vers les sysigies, el pour époque, Pinstant de Ja basse mer inter—
médiaire entre les deux marées du jour qui précéde la sysigic. Soit
pour un jour quelconque voisin de celte phase , a+ bx—cx?, ex~
pression de la hautcur absolue d’une marée voisine de la sysigie,
« élant le nombre des inlervalles pris pour unité , dont cette marée
suit I'époque. Si cette formule se rapporte & unc marée du matin;
Pexpression de Ja marée du soir duméme jour, sera c+b.(x4+1)
—c.(x+3)", en ne considérant que les inégalités dont Ja période
cst a-peu-prés d’un jour, les scules auxquelles il soit nécessaire
d’avoir égard ici, parce que les effets des autres inégalilés se com~
pensent dans Jes observations de la table LL Si Pon ajoute les deux
expressions précédentes, la moiti¢ de leur somme sera ce que nous
avons nommé hauteur moyenne absolue de la marée ; Yexpression
de cctte hauteur est ainsi,
a—Hct b (x+7)—c.(x+3)%
L’expression de la basse mer intcrmédiaire , est , suivant notre
théorie, de la forme
a—~b.(x+5)tec.(x+1),
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x4+ étant le temps écoulé depuis I'époque, jusqu’a cette bassc
mer; en nommant donc ¢, ce tcmps, P'expression de la marée
totale , sera de la forme

a’42b.t—ac.t
. , . b
Le maximum de celte marée a lieu , lorsque t=—; cetic valeur

est pareillement la valeur de &, correspondante au maximum de
la fonction a+bx—c a*

. b . .
Pour déterminer T par les observations , on peut faire usage
c

des marées lotales de la table I1; mais les hautcurs moyennes abso-
lues de celte table , ayant été observées avec plus de soin, que
les marées totales, nous ferons usage de leur ensemble.

Soient donc f, f', f', f", f” et f7, les six sommes que l'on
oblient, en ajoutant la hauteur absolue, & la marée totale de chaque
jour, dans la table I L’expression analytique de ces sommes sera
dela forme & +ibt— ict’ et eny supposant successivement ¢ =o,
t=1, t=2,t=3, t=4, t=5, on aura les valeurs de f, f7,
55 fr; dou lon tirera,

1. dc=f"+f'—fr—f;
fr+frtf"—f'—f—=f
9 2

ib=>bic+

et par conséquent,
i — 1+2.(fr+fw+f»"_f//__fr_f).
2c * 5.(f"+f'~f—f)

En substituant pour f, f, &c., leurs valeurs numériques, on aura

b
== 2,68176.

L’intervalle dont le maximum de la marée totale, dans les sysigies
dc la table IT, a suiviVinstant de la basse mer intermédiaire entre
les deux marées du jour de la sysigie, estdonc 1,58176. On verra
ci-apreés, que lintervalle pris pour unité, est a fort peu prés,
1i°7,02705; en le multipliant donc par 1,568176, le produit 17,63455
exprimera Uintervalle dont le maximum de 1a marée totale a suivi
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Pinstant de la basse mer dumatin dujour de lasysigie. Cet instant
est ’heure moyenne entre les deux marées de ce jour, et on
trouve par un résultat moyen, qu’elle a été dans les observations
précédentes, 0,39657. On lrouve encore , par un résultat moyen,
que Theure de la sysigic dans les mémes observalions, a été a
Brest, o,45667, en sorte qu’clle a suivi la basse mer, dc 006010;
elle a donc précédé le maximum de la marée totale , de 17-,66445.
Mais comme une erreur de quelques métres dans ces observations,
peut influer sensiblement sur cet intervalle; il convient de dé-
terminer d’'une maniére plus précise, cet élément important de la
théoric des marées.

Pour cela, j’ai considéré les hauteurs absolues des marées du
second jour avant, et du cinquiéme jour aprés la sysigie; elles
sont a-pcu-prés a égale distance de part et d’autre du maeximum
des marées, et a cette distance, elles varient de Ja maniére la plus
sensible. J’aiajouté les hauteurs absolues des maréesdu matin et du
soir, du second jour avant chaque sysigie, et lorsque 'on n’a ob-
servé qu'une seule hauteur, dans unjour, jel’ai doublée. Le recueil
cité d’observations renferme cent sysigies dans lesquelles j’ai pu
me procurer des observations semblables. J’ai trouvé 10009™,470,
pour Ja somme des hauteurs absolues des marées des secondsjours
qui précedent les sysigies, et 1010™,886 , pour la somme des hau-
teurs absolues des marées des cinquiémes jours qui les suivent.
Mais parmi les hauteurs qui précédent les sysigics , 86 s¢ rap-
portent au matin, et 114 au soir; en prenant donc pour unité,
Pintervalle de la basse mer du second jour qui précéde la sysigie,
& la basse mer corrcspondante du jour suivant, I’heure moyenne
& laquelle se rapporte la premiére somme, suit celle de la basse
mer du second jour avant la sysigie, de x5, ou de 0,035 de cet
intervalle. Dans la seconde somme, il y a autant de hauteurs du
matin que du soir ; I'heure & laquelle elle se rapporte, est donc
celle de la basse mer du cinquiéme jour aprés la sysigie. Ainsi le
milieu de Vintervalle compris entre les instans auxquels ces sommes
se rapportent, n’est pas exactement le milieu de l'intervalle com=
pris entre Pheure de }a basse mer du matin, du second jour avant
la sysigie, et celle de la basse mer correspondante du cinquiéme-
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jour qui la suit; mais il se rapproche de cette seconde limite, de
0,0175.

Siles deux sommes 1009™,470, et 1010™,886 étoient égales, ce
milieu seroit I'instant du maximum des marées; mais la seconde
somme surpassant la premiére, de 1™,416, V'instant de ce maximum
est un peu plus prés de Pheure de la basse mer du cinquiéme jour
apres la sysigie. La hauteur absolue des marées de ce jour, et du
second jour avant la sysigie , varie 4 Brest, de 0™,14803, pendant
une moiti¢ de 'intervalle pris pour unité; en supposant donc que
Vinstant du maximum des marées sc rapproche d’un centiéme de
cet intervalle,, vers la seconde limite,, la somme des 200 hauteurs
relatives a la seconde limite , sera augmentée de o™,5g213, et la
somme des 200 hauteurs relatives & la premiére limite, sera dimi-
nuée de la méme quantité; en sorte que la dilférence de ces deux
sommies sera 1™°,18424; et puisque Pobscrvation donne 1™,416 pour
cette différence, le mawimum des marées doit étre rapproché par
cette considération, de 0,01196, de la seconde limite; en ajoutant
0,0175, & cette quantité, on aura 0,02g46 pour le tcmps dont le
maximum des marées sc rapproche plus de ’heurc de la bassc mer
du cinquitme jour aprés la sysigic, que le milieu de Pintervalle
compris entre cette basse mer et celle du second jour avant la
sysigie ; ce temps évalué en partics du jour, est a fort peu preés
0,03022.

Maintenant, le milicu de Vintervalle compris entre ces deux
basses mers, est le méme que le milieu compris entre la basse
mer du matin du jour de la sysigic, et la basse mer correspon-
dante dua troisi¢tme jour qui la suit; Vintervalle de deus basses
mers consécutives du matin, étant alors 1,02705, ce second
milicu est ¢loigné de 17,54058, de la basse mer du matin du jour
delasysigic. L'heure de cette basse mer peutétre supposée o/,39657,
comme dans les observations de la table II, parcc que Pheure
moyennc & Brest, des cent sysigies que j’ai considérées , a été de
0/,46013 a-peu-prés comme dans lcs observations de cette table;la
sysigie a donc suivi de 0/,06356, I’henre de la basse mer du matin,
et par conséquent elle a précédé de 147702, le milien de I'in~
tervalle compris entre les deux limites. En y ajoutant o',03033,
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on aura 1/,560724, pour Vintervalle dont le maximum de lamarée &
Brest, suit la sysigie. C'est la valeur que je supposerai dans la suite,
a cet intervalle.

25. Déterminons présentement la loi des variations des hau-
teurs moyennes absolues des marées, ct des marées totales de la
table II. Pour cela, prenons pour unité, Vintervalle des deux
mardées consécutives du matin ou du soir, vers les sysigies; et
nommons %, la quantité dont I'instant moyen du maximum des
marées suit le milien de I'intervalle compris entre les six jours
d’observation que nous avons considérés. Soit @ —b.#*, expres-
sion générale des hauteurs moyennes absolucs des marées de la
table II, ¢ étant Ja distance & Pinstant du maximum. Les hauteurs
moyennes absolues des marées correspondantes aux jours —1, o,
1,2, 3,4, seront,

a—b.(1+%); a—b.(2+k%) s a—b.(i+k)'; a—b.(t—k)*;
a—b.(t—k); a—b.(i—k)\

Si de la somme de la troisitme et de Ja quatritme, on retranche
la somme des extrémes, on aura 12.4 pour la différence. Les résul-
tats de la table II donnent 29™,2g7 pour cette différence, d’ott lon
tive b=2",4414.

Si l'on représente semblablement par a’—&'. £* les marées totales
de la table IT ; on trouvera de la mémne maniére,

b = 5™,2197.

Suivant la théorie exposée dans le n° 22, b=15', et par consé-
quent b= 2™,6098. La différence entre cctte valeur, et celle-ci,
2™,4414 que donnent les observations des hauteurs moyennes ab-
solues des marées , est dans les limites des errcurs des obscrvalions;
mais les hauteurs absolues ayant été observées avec plus de soin,
que les basses mers, nous prendrons pour b, Ic liers de lasomme des
deux valeurs de et de &', données par les observations, et pour &',
1c double de ce tiers; nous aurons ainsi,

b = 2™,5537 ; b’ = b™,1074
Pour déterminer a et a’, nous observerons que la somme des six

expressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des ma-
rées
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rées, est 6a—b. {1f+6.4}. Cetie forme cst par les observalions
de la table II, égale & 1591™,863; on a donc,

_ 1591™°,862 4 (12 4 6 k*). a®e 5537
= 5 .
On a de 1a méme maniére,

o= 1606™me,239 4 (2 + 6 k*).5m 1074 )
6

L’heure moyenne de lasysigie dc la table 1 a été 0/+,45667 ; eu lui
ajoutant 1750724, distance de la sysigic au mawimum de la marce,
on aura 1,96391 pour la distance de ce maximuwm , au minuit qui
précede la sysigie & Brest. L'instant moyen entre les deux marées
du jour de la sysigic , a ét¢ 0/,39657 ; en lui ajoutant 2 de linter-
valle pris pour unité, et qui est égal & 1%,02705, on aura 17,93715
pour la distance du milieu de Yintervalle compris entre les six
jours d’observation , au minuit qui précéde la sysigie. Sil'on retran-
che cette distance, de 17,6391 ; on aurala valeur de k cxprimée
en jours et égale 4 0,03676 ; en la divisant par 1,02705, on aura
en parties de lintervalle pris pour unité, £ = 0,026055 ; ce qui
donne,

a=272™60 ; a =282™,606;

ainsi Pexpression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes
absolues des marées de la table I, est

272%¢,760 — 2™,5537.8* ;
et Pexpression des nombres de Ja méme table, relatifs aux marées
totales, est

283™°,606 — 5™,1074.8°;
les valeurs de ¢, relatives a tous ces nombres, étant respective~
ment,

—2,526065 ; =—1,626055 ; =—0,526055 ; 0473945 ;3

3,473945 ; 2,473945;
En substituant ces valeurs, dans les deux formules précédentes,
et en comparant les résultats, aux nombres de la table II; on verra
que les erreurs sont trés-petites et dans les limites de celles dont les

observations sont susceptibles,
Meécan. cirn, Tome I1. Ti
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Comparons maintenant, ces formules données par 'observa=~
tion, aux formules du n°. 22 données par la théorie de la pesan-
teur. Soit e, la hauteur du zéro de P’échelle d’observation, av -
dessus du niveau d’équilibre, que la mer prendroit sans Yaction
du solcil et de la lune: soit de plus, 4 la somme des quarrés des
cosinus des déclinaisons du soleil , aux instans des phases dans les
sysigics de la table IT, et ' cette méme somme relativement & la
lane; on'aura par le n°. 22,

a=48o— 2LETc0al) {L (h=32)+ . (H— 52)}
Bg.(l—ﬁ—:)
+ P. {h 3L+ h'ﬂL’ }—liez. 272™,760;
d=2aP. {———+"'r” }—%:289'"',606.

e I; = 0™,12316. La latitude de Brest étant de
555685”, onaa trés—peu prés 3 8 = g28630”. En négligeant vis-a-

Ona va,n° 11,que

3
vis de lunité, la fraction 5 trés-petite, parce que la moyenne
P

densilé p dela terre , surpasse plusieurs fois celle de la mer; on

aura
(1+3.cos.20) L

3\'7r%
88"(“57)

Nous verrons ci-aprés, que dans les moyenues distances de la

=0™,02745.

. ! 3
lune a la terre, =
sysigies, est plus petite d’environ 1, que sa moyemne distance ,
i raison de argument de la variation, qui diminue constamment
123 L
T
J'ai trouvé que relativement aux 48 sysigies dc la table I, on a

h=44,13399 , A =44,50884;

; mais la distance de la lunc dans les

Iz
la distance lunaire sysigie;ainsi 'on a dansles sysigies, ==

on a donc
3.(1+43.cos.24)

y, { «(h—32 )+ s (h’—oa)} 4™,1666;
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et par conséquent,
48.e— 41666+ 3. 282,606 — ;5. 27,5537 = 272" 760 ;
waqui donne,

(2]
-

e =29™ 827,

. . L, . .
On a ensuite, en réduisant 3 la moyenne distance de la lune a
la terre,

aP.4. h.{'s r’3}+JP {h— .IL’}.—~289 *756;

la fraction 2 P. { “.h’} = elant fort petitc, on peut y sup-
poser,

on aura ainsi,
123 I L L’
a P {430+ 35k} - ) = 2827756 ;

d’ou lon tire ,

L L
2P{ '”} 67,240,

Clest Pexpression de la marée totale, qui auroit lieu a Brest, si
le soleil et la lune se mouvoient uniformément dans le plan de
Téquateur ; car on a vu dans le n°. 22, que L' dans les sysigies des
équinoxes, se change dans L'.(1—am’. Q.cos.v'), et que dans les

’

sysigies des solstices, il se change dans L’.(l—ac'::!'f), en sorte

que dans Pensemble des sysigies de la table I, L' doit étre changé
’ ! 1 .

dans L', {t m.Q.( co“,)}, orona

(sin. 3¢’ )4
cos. s’

cos.f’+—-l——;=2+4. ’
CO8. &

et ce dernier terme peut étre négligé par rapport au premier, &

cause de la petitesse de (sin.%¢')*; L' doit donc, relativemeut aux

sysigies de la table II, étre changé en L'.(1—3m’'.Q), comme

si la lune étoit en mouvement dans le plan méme de équateur.
Déterminons la variation des marées, pres de leur maximum ,

Iia
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qui résulle de la théorie de la pesanteur, Pour cela, reprenons
Yexpression de Y du n®. 22 : Pangle ¢ ayant varié sensiblement
dans Lintervalle des 48 sysigics dc la table 1I; il scra détermine
avec une exaclilude suflisante pour notre objet, en prenant pour
cos,* ¢, une moyenne cnlre les quarrés des cosinus des déclinaisons
de la lune, dans les vingl-quatre sysigics solsticiales de celte table;
soient donc p et p’ les sommes des quarrés des cosinus des décli-
naisons da soleil et de la June , dans les 24 sysigies des équinoxes,
et ¢, ¢', les mémes sommes dans les vingt-quatre sysigics des sols-
tices ; nous pourrons supposer a trés-peu pres,
—q efs’ '
sin.¢’ 4 ; cos.” (—t—> = q—+—‘—7-.
Tar 2 2
Le terme multiplié par £* dans Pexpression de Y, deviendra ainsi,
relativement aux vingt-quatre sysigies équinoxiales ,
L r _9tq 2p—q'—24
—48. P (S ) e, 1,165.( ———— ) ¢ ;
() L es (22220

et le méme terme relatif aux 24 sysigics solsticiales, sera

12 L L 2,9 + 1 24-—
—48. P, {ﬁm} £ { :"q 1,165.( - q)};

L
-5 s¢ rapportant ici & la moyenne distance de la lune 4 la terre.

Yai trouvé,

p=25,68196 ; p'= 23,75355 ; ¢=20,46203 ; ¢'=20,7552q.
v cst le moyen mouvement synodique de la lune, dans Pintervalle
de 1702705, et cc mouvement est de 141866", cn ayant égard a
Pargument de la variation qui augmente constamment cc mou-~
vement dansles sysigies. On aura ainsi —3"™,2040. £*, pour la valeur
du terme multiplié par #, dans ].’expiession de Y, relative aux
vingt-quatre sysigics équinoxiales, et —1™8977.¢* pour la valcur
du méme terme relatif aux vingt-quatre sysigies solsticiales; ce
terme relatif & Tensemble de toutes les sysigies, scra donc
—bm1017. ¢, Les observations nous ont donné, dans le n°. pré-
cédent, —5%,1074. £, pour ce méme terme ; ainsi elles 'accordent
parfaitement & cet égard, avee la théorie.
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26. Comparons séparément les observations des sysigies des
équinoxes , et celles des sysigies des solstices de la table 1. Si I’'on
cétermine par la méthode du n°. précédent, les expressions des
hauteurs absolues et des marées totalcs des sysigies des équinoxes
données par les observations de cette table; on trouvera
140™,432 — 1™,6811. 02,

pour Yexpression des hauteurs absolues des marées des équinoxes ;

ct 150,235 — 5°°,1623. ¢,

pour I'expression des marées totales. On trouvera scmblablement,
1327,328 — o™,9725.1*,

pour P'expression des hauteurs absolues des marées des solstices ct
132,571 — 1™,g451.¢*,

pour Pexpression des marées totales correspondantes.

On voitd’abord que les marées totales, en partant du maximum,
décroissent plus rapidement dans les sysigies des équinoxes, que
dans celles des solstices. Ce résultat de P'observation est entiére-
ment conforme & la théorie qui, comme on vient de le voir,
donne —3",20%0, et —1™,8977, pour les coefliciens de #*, qui
différent trés-peu des nombres —3™,1623, et =1,9451, donnés
par les observations.

Si P'on suppose £=o0 , dans les expressions précédentes ; on aura
8,104 pour Vexcts des hauteurs moyennes absolues des marées
des équinoxes, sur celles des solstices, et 17™,864 pour Pexcés des
marées totales correspondantes des équinoxes, sur cclles des sols-
tices. Ce second excés est un peu plus que double du premier. Par
le n°. 22, il doit surpasser le double du premier, de la quantité,

6.(1-43.cos.2¢) (L L _, |,
2048 i‘“%—)-{g-(p—q)ﬁ—;-,—,,w(p—y)},
3-(—,)

qui réduite cn nombres, est égale & a™,050. Les observations don-
nent 12,656, pour ccite méme quantité : la différence est dans les
limites des erreurs dont elles sont susceptibles,

Lexcls 17™,864 des marées totales des sysigies des équinoxcs,
sur celles des solstices, st Veffet des déclinaisons du soleil et de la
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lune, qui affoiblissent Vaction de ces astres sur la mer. Cet excés,
par le n° 22, est égal &

{ (p— q)-i-“o =+ (p (1—2m'. Q. cose')—-q[ Q])i,

COS. ¢

oua

P.{__I;_(p_g)+£.L,—;.(1—2m'.Q).(p'-—q')}

L
+aP.— 7 4

or on aparlen’ précédent ,

2am'. Q. (1—cos.¢'). (P"f'co, ,)

aP. { = (L—sm Q)}—G'"‘ 24qo ;

. 3 r .
de plus, on verra ci-aprés, que T (1—am'. Q) esta trés-peu prés

. 3L .. .
égal a - enfin, on peut supposer ici cos.e* = ;7—4 ;5 la fonction

précédente devient ainsi,

1 9"",494+ —QQ

En Pégalant a P'excés observé, 17™,864; on pourra déterminer
2m'.Q, et I'on trouvera,

167,953,

am'. Q =—0,10657.

Tl semble donc résulter des observations précédentes, que la rapi-
dité du mouvement de la lune dans son orbite , augmente a Brest,
d’environ 75, 'action de ]a lune pour soulever les eaux de la mer,
comme elle retarde d’un jour et demi, Vinstant du maximum des
marées; mais cet élément délicat doit étre déterminé par un plus
grand nombre d’'observations.

27. Comparons enfin, les marées des sysigies des solstices
@’hiver, & celles des sysigies des solstices d’té de la table I, pour
avoir l'effet de la variation des distances du soleil 4 la terre, sur
les marées. Si I'on sjoute ensemble, les marées totales des jours
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1 et 2, dans les solstices d’hiver de la table I'; on aura 134™702
pour leur somme. La méme somme dans les marées sysigies des
‘olsuces d’été est 129™,090, plus petite quelaprécédente, de 57,61a;
cé qui prouvc I'influence de la plus grande proximité du soleil, en
hiver quen é1é, sur les marées.

Pour comparer sur ce point, la théorie de la pesanteur, aux
observations; nommons Z, la somme des quarrés des cosinus des
déclinaisons du soleil dans les sysigies des solstices d’été de la
table I'; nommons /, la méme somme pour la lune. Considérons
ensuite, que le soleil est d’environ ¢ plus prés de nous, en hiver
que dans sa moyenne distance , ce qui augmente d’un vingti¢me, la

L
valeur de = qui, par la raison contraire, est diminuée d’un

vingtiéme en été. Cela posé , les formules du n°. 23, donnent
{ - 2l)+ ,3.(9'—31’)},

pour P'excés que les observations ont donné égal 4 5*,613; orona

L 3L L,
75:"—3— 5 2Pc;“=;-6m°,24905

jai trouvé de plus, 2= 10,16776; /' =10,34131; la fonction pré-
cédente devient ainsi, 4™,257; ce qui ne différe que de 14355, du
résultat de Pobservation.

28, Lieffet de la variation des distances 2 la terre, est beau-
coup plus sensible pour la lune, que pour le soleil. Afin de com-
parer sur ce point, la théorie aux observations; jai ajouté les
marées totales du premier et du second jour aprés celui de la sysi-
gie, dans douze sysigies ol1 le demi-diamétre de la lune, alors voi-
sine du périgée, surpassoit 30', et dans les douze sysigics voisines
et correspondantes ot le demi-diamétre de la lune, alors voisine de
son apogée, ¢toit au-dessous de 28';j’ai choisi ces deux jours, parce
qu’ils comprennent entre eux linstant du maximum des marées
dont ils sont trés-proches. La table suivante renferme les jours
de ces sysigies, et les marées totales qui leur correspondent,



256 MECANIQUE CELESTE,
TABLE IILIL

Jours de la sysigic.  Marées totales périgées.  Marées totales apogées.

1714. 16 janvier . . . . 13™,305
30 Janvicr « o ¢ ¢ 4 e v v 0 e 0w 0 .. 10™,65%
14 avril . 13,529
egavril « « ¢ v v v v i oo oo 10 4778
10A00L o o o o ¢ v o e e v e e o ... 10 ,453
2b aolit « « « « + 14 ,126
8Sept. « ¢ o v e s v v e et . 10 61k
23 sept. « « « « « 14 ,53g
BOC « ¢ et v vt e eeeeaee. 10 ,681
23 oct. .+ .+ . . 13 470
1715, 5 mars. . . . . 14 ,300
O MATS « ¢ ¢ o ¢ o s s o e s 00 s 10 ,985
Gavril . . . . . 14 ,061
18avril o o v e s vt i i v i i 10 ,372
123 0ct. . o o o o 14 415
7 0Ch « v v s s e v e a0 e e e 0. 10 41
1L NOV. o « « o« 13 711 _
26 NOV. « . . e 0. B I )
1716, B MAL o o ¢ o o 4 s o o s v e s s oo 10 ,244
21mai .+ . ... 13 ,186
Bjuin ¢ v o v v e et s s e e g ,bga
1gjuin « . . .« 13 479
4 juillet.
19 juillet.

.
.
.

c ettt 9,750
.« 13 235

On voit par cette table , que les marées totales correspondantes
aux demi-diamétres de la lune, plus grands que 30, sont cons-
tamment plus grandes que celles qui correspondent aux demi-
diamétres plus petits que 28'. Si I'on ajoute ensemble les marées
totales relatives aux plus grands demi-diamétres; on aura 164,256,
pour leur somme. Celle des marées totales relatives aux douze plus

petits
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petits demi-diamétres, est 124™,560. La différence de ces deux
sommes est 39™,6961. Voyons ce qu’elle doit étre par la théorie.
\Si I'on néglige, comme on Da fait dans Pexpression de »” du
n* 21, la quantité (') qui, dans le cas présent , est insensible,
soit par elle-méme, soit parce que les déclinaisons de la lune ont
¢été alternativement boréales et australes dansles observations de la
table III; il est visible par cette expression, que Pon aura la
partie de la différcnce demandée, relative aux termnes dépendans
de P, 1° en prenant le demi-diamétre moyen de la lune, dans
les vingt-quatre observations de la table, demi-diamétre que je
trouve égal & 2g17”; 2°. en multipliant dans chaque observation,
le quarré du cosinus de la déclinaison de la lune, par le cube du
rapport de son demi-diamétre, & 2917”; 3°. en faisant une somme
de ces produits relatifs aux douze observations dans lesquelles le
demi-diamétre de la lune surpasse 30/, somme que je trouve égale a
13,6846, et en cn retranchant la somme des mémes produits rela~
tifs aux douze observations dans lesquelles le demi-diamétre de
la lune a été au-dessous de 28', ct que je trouve égale & 9,3628;
4°. enfin en multipliant la différence 4,2218 de ces deux sommes,

par 4P.£

7 r' étant ici la distance moyenne sysigie de la lune,
L . .
ce qui donne 4P.—.4,2218, pour la partie de la différence de-
r
mandée, qui dépend de P.
Pour avoir la partie qui dépend de Q, nous observerons que

par le n°. 20, cette partie ajoute & Pexpression de y”, le terme

dy L' dl’ dar
—-QPQ.d—:.F.cos.‘v': on a par le n°. 91, %-cos.'v': Tt-.cos..',-

et si 'on prend pour unité, la moyenne distance de la lune a la

’

. . dr’' m' .
ferre, on a & trés-peu pres Friat le terme précédent devient
L ’, ’ A $ égal &
<7+ €08, ¢ ; cos.¢' pouvant étre supposé égal a

ainsi, —am’PQ.r

l/z-z, ¢’ étant la somune des quarrés des cosinus des déclinai-

sons de lalune dans les vingt-quatre sysigies de la table II, somme
qui par le n°. précédent, est égale & 90,7552g. On aura donc lapartic
Mican. cér. Tome L1, Kk
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de la différence cherchée, relative a Q, 1°. en faisant une somme
1 ’

des cinqui¢mes puissances du rapport du demi-diamétre de la lune

dans chaque observation périgée, & 2917”, et en en retranchar.

la méme somme relative aux observations apogdées ; 2°. en m.ul-

tipliant le rcsle, par —-8m'1’Q Vq On trouve ainsi

8m'PQ. o .6,8091, r' se rapportaut ici & la moyenne distance

sysigic de la lune.
En ajoutant les deux parties dépendantes de P et de Q, la diff¢-
rence demandée sera

8m PQ. 5. (1—am'. Q).3,6873

1—am'.Q

LI
4P.F.(1—sm’. Q) 42218 —

H
on a par le n°, 25
7 (1—nm Q)=T’ °,24q0,
la différence précédente devient ainsi,
am'.
fiom,56.— 7 QQ
En Pégalant & la différence observée 3gm,6961, on trouve
2m'Q =0,05425, valeur insensible et ’un signe contraire a celui
de la valeur déterminée dans le n®. précédent , par les phénomeénes
des marées , relatifs aux déclinaisons., On voit par la grandeur du
coefficient de 2m’'. Q, dans la différence précédente, que les phé-
noménes des marées , dépendans de la variation de la distance de la
lune ala terre, sont txés—propres a la déterminer, ct il en résulte
queam'.Q est trés-petit et méme insensible & Brest.

En vertu des inégalités de la seconde espéce, ou dont la période
est a-peu-prés d’un jour, les marées du soir surpassent a Brest,
celles du matin, dans les sysigies des solstices d’été; elles en sont
surpassées dans les sysigies des solstices d’hiver. Pour déterminer
Ja quantité de ce phénoméne, j’ai ajouté dans dix-sept sysigies
vers les solstices d’été, excés des marées du soir sur celles du
malin, le premicr et le second jour aprés la sysigie. Le maximum
des marées tombant 4 -peu-prés au milieu de ces deux jours
d’observation, la variation journali¢re de la hauteur des marées

.25me819.
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dues aux inégalités de la troisi¢me espéce, est presque insensible
dans le résultat qui ne doit par conséquent, renfermer que Pexces

Jgs marées du soir sur celles du matin, dd aux inégalités de la
sewonde espéce. La somme de ces excés dans les trente-quatre jours
d’observation, a été de 6™,131.

Tai ajouté parei]lcmcnt Pexcés des marées du matin sur celles
du soir, dans onzc sysigies vers les solstices d’hiver. La somme de
ces excés dans les vingt-deux jours d’observation, a été de 4™,10g.
En prenant un milicu entre ces deux résultats, Pexcés d’une ma-
rée du soir sur celle du matin, dans les sysigies des solstices d’¢té,
ou d’'une marée du matin sur celle du soir, dans les sysigics des

solstices d’hiver, en vertu des inégalités de la scconde espéce, est
de 0™,183.

Cet excés est, par le n®. 21, égal &

’

ad. { —.sin.y.cos. v+—-.smv cos. ¢/ }.cos.(a-—-y);

cette fonction est donc égale 0™2,183. 11 est probable que cos.(A—y )
differe peu de P'unité; une longue suite d’observations des basses
mers du matin et du soir, fera connoitre exactement sa valeur.

Des hauteurs des mardes vers les quadratures,

2.9. Pour déterminer ces hauteurs par la théorie, nous repren~
drons les expressions completes de y' et de »” du n° 21, et nous
observerons que si 'on change 4’ dans 100°++' ou dans 300° -+
suivant que la lune est vers son premier, ou vers son second quar-
tier; on aura, en réduisant y' et y” en séries, 4'—+ étant supposé
peu considérable, comme cela a lieu vers les quadratures, et en
négligeant les termes multipliés par Q,

Y= (148 con.28) { : (l-—-5.sin.’0)+l—'3.(1 —5.sin.‘v')}
8g. (1—-—-—) ! 4

+I’.{ .Cos. v—-r£-cos. v}

aP .cos ’l,',.cos.' ! .
Lr ‘(4‘,—'4’).5

* —.C08.%' L C0s.*y
f"‘ o ¥ ”c I-

Kk 2
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’

y”=.4. —.sing' cos.p'usin.(A=y )= A. .sm.y.cow 08, (A=)

+32P. { +C08. v—--I:.cos v}

L s
4I’.—r;.cos.'v.r,—,.cos.’v
+5 ri (V=)

—C08.*¢'— —. 05"y
7! r

le signe + ayant lieu vers le premier quartier de la lune, et le
signe —, vers son second quartier.

Llexces de la marée du soir sur celle du matin & Brest, dans les
quadratures des équinoxes, est en vertu des inégalités dela scconde
espeee,

—-1.4 .sing’,cos. ¢’  cos, (A=),

.,,

Il en résulte par le n°. précédent, qu'a Brest, la marée du soir
surpasse celle du matin, dans les quadratures des équinoxes du
printemps; elle en est surpassée dans les quadratures des équi-
noxes d'automne.

Si dans un nombre 2 de quadratures vers les équinoxes, on
considére les hauteurs absolues et les marées totales des jours
voisins de la quadrature; en nommant ¥” la somme des hauteurs
moyennes absolues, on trouvera par Panalyse suivant laquelle ¥
a ¢t déterminé dans le n°. 23,

ai.(143.cos.3)

Y=e——e

(-l

+2iP, { .cos‘V’—E,cos.V}

{ J(1=3, sm.V)+ (1—5.5m.V)}

L
v 2 costV
+2iP.— (#4-5). {T'-T.cos 7.cos.}*.{1,0611.5in. ¢+-——-—-——-—- ;
'} L
r,,.cos.‘V T-—.c05}F

¢ étant depuis le minimum de la hauteur moyenne absolne des ma-
rées, jusqu'a Vinstant que Lon considére, Je nombre des intervalles
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d’une marée, 2 la marée correspondante du jour suivant, vers les
quadratures des équinoxes ; T et T’ sont les mouvemens du soleil et
Ae la lune dans cet intervalle , en égard a Pargument de la varia-
tu.'], qui diminue constamment le mouvement lunaire, dans les
quadraturcs, ¢ et +' sont les inclinaisons des orbes de ces astres,

a Péquateur,

La valear de ¥” relative & 3 quadratures, dont i sont vers les
solstices d’hiver, et i vers les solstices d’été , est

2i.(143.cos.34)
' 3
te ()

+uP.{ .08.* —%.cos"V]

Y'=—

{ (1=3.sin. V)+ 5 (1=3. sm.’V’)}

oL cos.’ V"

L Ty NS
+2z[’.r,—).(t'+,—'6 .{r’.cos..’—:} . E,————-T—-—--l,oﬁu.tang.'-’ .
0s r,—,.cos.’V’—F.cos.’l(

Eanommant ¥”,les marées totales correspondantes & ¥'; on aura
dans les 2 quadratures des équinoxes,

Y'=4iP, { .cos’V’-—-E.cos'V}

sl
—cos'¥.
+luP. bt (t’ 7). {T'-T.cos. " .cos.¢ }*. {1,001 1.5n. ¢+
.cos. Vi — cos v
et dans les i quadratures des solstices,
L
Y'=4iP, { +€08." —-r;.cos.‘l’}
L
L . L o8tV
i 1 ' U
+4'P'F'(p+“ A{T.GOS.I—-&;}} ' L,——————-—-—- ,0611.4ang.*¢

L
€08} P "= —cos P
Y &

Enfin, on verra comme dans le n°. 23, que pour avoir égard aux

termes dépendans de Q, il suffitde changer L' dans L, (1- ——Q)
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dans les expressions relatives aux équinoxes ; et L' dans
L'.(1—2m'. Q.cos.¢'), dans les expressions relatives aux solstices.

30. Pour comparcr ces résultats aux observations, jai pri}
dans le recueil cité, les observations relatives a vingt-quatre sysi-
gics vers les équinoxes, et & vingt-quatre sysigies vers les sols-
tices , en considérant toujours deux quadratures consécutives.
Voici les jours de ces quadratures, a Brest.

Quadratures des équinoxes.

‘Années.

1711, b seplembre, 19 septembre, 4 octobre , 18 octobre.

1712. 15 mars, 29 mars, 24 aott, 8 septembre, 23 septembre,
7 octobre.

1714, 18 aolit, 1 septembre , 17 septembre , 30 septembre.

1715. 12 mars, 28 mars, 22 aoiit, 6 septembre.

1716. 1 mars, 15 mars, 30 wars, 14 avril, 8 septembre, 23 sep-
tcmbre.

Quadratures des solstices.

1711. 23 juin, 7 juillet.

1712, 27 mai, 12 juin, 25juin, 11 juillet.

1714 21 mai, 5 juin, 20 juin, 4 juillet, 14 décembre, 28 d¢é-
cembre,

1715, 26 mai, 8juin, 24juin, 8juillet, 18 novembre, 3 décembre,
17 décembre.

1716. 2janvier, 38 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet,

Yaurois desiré de considérer autantde quadratures vers les solstices
d’hiver, que vers les solstices d’6té ; mais le défaut d’observations
ne e l'a pas permis.

Dans chacune de ces quadratures, j’ai pris une moyenne entre
les hauteurs absolues de deux marées consécutives, pour former
ce que je nomme hauteur moyenne absolue des marédes. Y'ai consi-
déré d’abord les deux marées du jour de Ja quadrature ; ensuite les
deux marées suivanles , puis les deux marées qui les suivent; enfin
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lcs deux marées qui suivent ces derniéres; en sorte que souvent les
deux marées dont j’ai considéré 'ensemble, n’ont point eu lieule
méme jour. La marée totale est I'excés de la hauteur moyenne abso-
., sur la basse mer intermédiaire. Je désigne par o, 1, a, 5,
les numéros de ces marées, en commengant par celle du jour de la
quadrature. Plusieurs fois, la hauteur de la basse mer n’a point été
observée ; quelquefois méme, on n’a observé quune des deux
hauteurs de chaqne jour. Jai fait usage, pour suppléer a ce défaut
d’observations , de la méme méthode que j’ai employée pour les
marées sysigies. J’ai obtenu ainsi, les résultats suivans.

TABLE TV.
Quadratures des équinoxes.
Marées tolales,

N™. des marées. Hauteurs moyennes absolues.

O v v v v 99011 oo 69™835
1 o oo eese ok 283 ... .. 58,638
2 v 0o 96,00) 00 ... 62,385
O oo e eee 106,639 o000 81 ,342
Quadratures des solstices.
O o v oo o0 3067117 oo, Ba™244
1 v v e v e 102,097 « v o0 76,289
2 4 v e e e. 103 220 44 v . v .. 76 ,6bd
3 v 206 760 o000 8% Lig8

31. Considérons d’abord I'ensemble de ces observations. On
aura relativement aux quarante-huit quadratures, les résultals

suivans.
TABLE V.
N, des marées. Hauteurs moyennes absolues. Manrées totales,
o . . . .+ 205m,628 152,079
1. . .. 197 4379 . 134 ,gag
2 . . 109 ,279 . ‘59 ,037
5 . . 3212 999 . . . 165 ,8i0
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Prenons pour unité, Vintervalle de deux marées du matin ou du
soir, vers les quadratures, ctpour époque, l'instant moyen entre
les deux marées du jour de la quadrature & Brest. Soit pour unjour
quelconque voisin de cette phase, a— bx+ca*, Pexpression de.ia
hauteur absoluc de la marée; « étant le nombre des intervalles pris
pour unité , dont cette marée suit époque. Si cette expression se
rapporte & unc marée du matin , 'expression de la marée du soir
du méme jour, sera a—>b.(x+1)+c.(x+1)", en ne considérant
que lesinégalités dont la période est a-peu-prés d’'un demi-jour. En
ajoutant ces deux expressions, la moitié de leur somme sera la
hautcur moyenne absoluc de la mer ; Pexpression de cette hauteur
est ainsi,
at+Hxe—b.(x+)te.(x+n
Llexpression de la basse mer intermédiaire, estsuivant la théoric,
de la forme
a'4b.(x+3i)—ci(x+1);
en faisant donc x+;==¢, 'expression do la marée totalc scra de
la forme
m—2btf2ct’

. 5
Le minimum de ceite marée a lieu, lorsque ¢t = e cctte valeur
C

de ¢ est pareillement la valeur de , correspondante au minimum
de la formule a— bx+cx*.

. b .
Pour déterminer ;2 on peut faire usage des marées totales de
C

1a table V' ; mais les hauteurs absolues de ]a méme table, ayant été
observées avec plus de soin que les marées totales; nous ferons
usage de leur ensemble, Soientdonc f, 7, f*, £, les quatre sommes
que V'on obtient, en ajoutant la hauteur moyenne absolue, a Ja
marée totale qui lui correspond dans la table ; I'expression analy-
tique de ces sommes, sera de la forme £ — ibt+i.ct*. En supposant
successivementt =o, {=1, t =3, {=73, on aura les valeurs de
£y £ £y o Ton tigera
4ic=f'_.‘j‘/_r.f/l+fl/f ,.
" ), "
ib= 5i¢+f;.ﬂ;£:'f; ;
4
€l
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et par conséquent,

LA fH{—f"—f" _

sc 3.(f=f f”+f")
On verra ci-aprés, que Yintervalle pris pour unité, est 1,0531;
ainsi, Lintervalle depuis Pépoque jusqu’au minimum des marées ,
évalué en jours, est 1,3639. Dans ces observations, ’heure de
Pépoque a été i Brest,o0',6121, et ’heure moyenne de la quadrature
a été 04683 ; en sorte que la quadrature a précédé P’époque de
0,1438. En ajoutant cette quantité & 1/,363q, on a 15077 pour
Tiutervalle dont le minimum de la marée suit la quadrature; ce
qui différe trés-peu de Pintervalle 1750724, dont on a va dans le
1°. 24, que le maximum des mavées suit la sysigie : ces deux inter-
valles sont donc égaux, comme ils doivent étre par la théoric.
Nous les supposerons I'un et ’autre de 150724

Déterminons la loi des variations des hauteurs moyennes abso-
lues, et des marées totales, dans les quarante-hnit quadratures
précédentes. Pour cela, prenons pour unité, lintervalle de deux
marées consécutives du matin ou du soir vers les quadratures,
et nommons £, la quantité dont I'instant moyen du minimum des
marées a précédé le milieu de I'intervalle compris entre les quatre
jours d’observations. Soit a+ &#* Yexpression générale des hauteurs
moyennes absolues de la table 77, ¢ étant la distance & Pinstant
du minimum de ces hauteurs. Les hauteurs moyennes absolues
correspondantes aux n. o, 1, 2, 3, seront

atb.(3—k); atb.(3—k); a+b.(i+k)'; a+b.(3 + BN
Si de la somme des deux extrémes, on retranche la somme des
deux moyennes; on aura 44 pour la différence qui par la table V,
est égale & 217,469 ; d’ou 'on tire b= 5",367a.

Si I'on représente semblablement par o'+ 5'#*, les marées totales
de la table V, on trouvera de la méme manitre , 5 = 10,9887
Suivant la théorie b= &' = 5™,4943; la différence entre cette va-
leur de b et la précédente, est dans les limites des erreurs des ob-
servations.

Si I'on prend pour &, le tiers de la somme des deux valeurs de 5
et de &', et pour &' le double de ce tiers; on aura

b=5"4520 ; ¥ = 10™,goko.
Mican. ckn. Tome I, L1

= 1,2964.
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Pour déterminer a et o', nous observerons que lasomme des quatre
expressions précédentes des hauteurs absolues des marées , est
4a+b.(5+4.£*). Cette somme est par la table V, égale 4 814™,585;
on a donc,

8147585 — (5 + 4k*).5me, 4530
a= .
4
On trouvcra de la méme maniére ,
o = Bg1me,883 — (5 ;l— 4k*). 10'"’,9040.
Pour déterminer £, nous observerons que ’heure moyenne de la
quadrature & Brest, dans les quarante - huit quadratures de la
table V, a été 0/,46839; en lui ajoutant 1/,50724, distance de la
quadrature, au minimum des marées, on aura 1',97553 , pour la
distance de Pinstant du minimum des marées , au minuit qui pré-
céde la quadrature. L'instant moyen a Brest , entre les deux marées
du jour de la quadrature , a été dans les observations de la table V,
0",61215; en lui ajoutant  de intervalle pris pour unité, et qui
est égal 4 17,05207, on aura 27,1go25, pour la distance du minuit
qui précéde la quadrature, au milieu de lintervalle compris entre
les observations extrémes dela table. Sil'on en retranche 1',97553;
la différence o',21472 sera la valeur de k, exprimée en jours: en la
divisant par 17,05207, on aura 0,204093 pour cette valeur expri-
mée en parties de Vintervalle pris pour unité; d’oir 'on tire
a=196™,604 ; a’'=133"886;
ainsi Pexpression des nombres de la table V, relatifs aux hauteurs
absolues des marées , est
196™,604+ 5™,4520.¢* ;
et Pexpression des nombres de la méme table, relatifs aux marées
totales , est

153,886 4 10™¢,go4o. *.

Comparons maintenant ces formules données par 'observation,
aux formules du n°. ag, données par la théorie de la pesanteur.
Soit e la hauteur du zéro de P’échelle d’observation, au-dessus du
niveau d’équilibre que la mer prendroit sans I'action du soleil et de
lalune; soit de plus, A la somme des quarrés des cosinus des décli-
naisons du soleil , aux instans des phases , dans les quadratures de
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latable V, et 4’ cette méme somme relativement i la lune ; on aura
par le n® 29,

3.(143.cos.98)

3
88(“‘33

+P. {hlL hL}+,‘b—196'“’604

48.e— { (h—33)+ % = L (H— 52)}

on a relativement a Brest, par le n°. 25,

[}
(14 3.coe.38) £_0 ’02745

3\'F
8o (1 ——
o (%)

mais dans les quarante-huit quadratures que nous considérons,

L . :
la valeur de — Iest point exactement égale a sa valeur moyenne.

La table V comprend vingt-quatre quadratures des équinoxes,
dix-huit quadratures d’été et six quadratures d’hiver; oron avu

. L
dans le n°. 27, que dans les quadratures des solstices d’été, = est

diminué d’un vingtiéme, ct qu'il est augmenté d’un vingti¢me,
dans les quadratures des solstices d’hiver ; il faut donc multiplier

L
la valeur moyenne de — par 3 pour avoir sa valeur moyenne dans

r .
les quarante-huit quadratures : de plus, 5 est moindre d’'un qua-

ranti¢éme, dans les quadratures, que dans les moyennes distances,
a raison de argument de la variation ; et comme il est a trés-peu

prés égal & - dans les moyennes distances, il doit étre supposé

dans les quadratures, égal 4 L. 3. Enfinj’ai trouvé dans les qua-
dratures précédentes,
h = 44,6767 ; b = 44/45074 ;
ona, cela posé,
3.(143.cos. 20)

3
%G“ﬂ

{ (h—32)+ 7 (h—s,)} 3,080

Ll



68 ~MECANIQUE CELESTE,

Lexpression des marées totales de Ia table V, comparée aux for-
mules du n°. 29, donne

2P {Sm — bt b = 135wt

Cette équation a besoin d’une légére correction qui tient & ce que
dans les quadratures de la table V, il y a dix-huit quadratures
d’été, et six quadratures d’hiver; orla basse mer de ces quadra-
tures , correspond & la haute mer solaire du seir, qui, en été, sur-
passe a Brest , la haute marée solaire du matin , de o™,0457; il faut
donc augmenter 133,886, de six fois 0™,0457, pour le rendre indé-

pendant des inégalités dont la période est i-peu-prés d’'un jour, et
alors, on a

aP. {h—rsl'——}%}: 135,819 ;
dour Y'on tire,
e =a™,778.
Les obscrvations des sysigies, nous ont donné dans le n". 25,
e=2"827. La petite diflérence de ces deux valeurs , dépend-elle
des errcurs des observalions, ou de ce que la mer ne s'abaisse
pas enticrement a Brest, a la hauteur déterminée par la théorie
dans lcs grandes marées, comme je le présume? Clest ce qu’un plus
grand nombre d’observations fera connoitre.
Reprenons Iéqaation

aP. {h—r#— ’—1;1:} =133"819.

' , L L .
Pour réduire les valeurs de et de -3 Aux moyennes distances

du soleil et de Ja lune, il faut multiplier Ja somme des quarrés
des cosinus des déclinaisons du soleil dans les quadratures des sols-
tices de la table V' par 22, pour avoir égard au nombre plus grand
des solstices d’été que des solstices d’hiver ; en ajoutant ensuite le
produit, & la somme des quarrés des cosinus des déclinaisons du
soleil , dans les quadraturcs des équinoxcs , la somme sera la valeur
de % dont on ‘doit faire usage. Je trouve ainsi, % =43,6557.

L . AT
Dans les quadratures, la valeur de 7 doit étre diminuée d’un
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quarantiéme , i raison de Pargument de la variation, ce qui revient

& diminuer dans le méme rapport, &’ qui se réduit alors & 43,3395 ;
on a donc

P.{45,5595.f,—‘3 — 5, 6557.%}:155“',8;9,
7 et r étant les moyennes distances du soleil et de la lune ala
terre. On peut donner & cette équation, la forme suivante,

2 P. 43,355 {%_-ﬁ-} - aP.o,5169.r£, —155%,81g.

. L
Dans le petit terme 1P.o,3162.:, on peut supposer

L-—-' ’ L
roa\p T w)
on aura donc,

zP.‘zﬁ,lm.{;L,;_—fs.}mssm,sxg;

d’ou Yon tire,

3P, {L' L }: 3m,09g0.

Nous avons trouvé dans le n°. 25,

L L
2P, {7, + ~r—,}=6"“,24go;
ce qui donne

L E
7 =59617. 55

- ; L L _ .
ainsi I'on peut supposer & trés-peu prés, = triple de o Mais on

doit observer ici, que ce rapport n’est pas exactement eelui des
masses de la lune et du soleil, divisées respectivement par les cubes
de leurs moyennes distances a la terre. Il résulte dun®. 35, que L'
et L exprimant ces masses, et m't, m¢, exprimant les moyens
mouvemens de ces astres autour de la terre, le rapport trouvé ci-

dessus est celui de ('_r:m Q) L'{l_:,g mQ) ; il ne peut donc

L
étre pris pour celui de 3% —5» que dans le cas ot Q est nul ou
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iusensible, et I'on a vu précédemment que cela a lien & fort pen
prés dans le port de Brest.

Déterminons la variation des marées prés de leur minimum ,
qui résulte de la théorie. Pour cela, reprenons les valeurs de ¥
du n°. 29. Soient p et p’ les sommes des quarrés des cosinus des
déclinaisons du soleil et de la lune , dans les quadratures des équi-
noxes de la table V; soient ¢ et ¢ les mémes sommes dans les
quadratures des solstices de la méme table; on pourra supposer
dans ces expressions,

=1, not
cos.st= 25 cosdt=rog
le terme multiplié par #* dans I'expression de Y”, relative aux
vingt-quatre quadratures équinoxiales, devient ainsi,

a4 , L L

39 —
P 5P

L

, N 2P

L " r r —\"* 4— 4
48.P. .t .{r._;l—‘.l/qp} . 1,0611.(” P)+ !
' )

I’ et T étant les mouvemens de la lune et du soleil, dans les qua-
dratures , pendant Vintervalle pris pour unité, et qui dans les
quadratures équinoxiales, est égal 2 14057496 : on doit observer
que dans les quadratures, I’ est constamment diminué en vertu
de P'inégalité de la variation. :
Le terme multiplié par ¢* dans Vexpression de Y, relative aux
vingt-quatre quadratures solsticiales de la table V, devient cn di-

minuant — d’un quaranti¢me, parce qu’il y a dix-huit solstices

d’été sur six solstices d’hiver,

r) ag.L (234—p')
L r'— — 5 —1,0611.
:—%.48.?-;,—,.#. ‘/i . ?_L_Q__L ! P' ;
24 r'] ’)

T' et T étant les mouvemens de 1a lune et du soleil dans ces qua-
dratures, pendant Iintervalle pris pour unité, et qui relativement
aux quadratures des solstices, est égal & 1,046644.

-
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L L . . .
—et sontréduits dansces expressions, aux distances moyennes
;

ri
du soleil et de la lune & la terre, dans lesquelles on a
L' 3L L -
;‘T3=r_’- 5 QP-;,—) =-:—-6 ,2490.

Jai trouvé

p=123,68841 ; p'=20,69652 ; ¢=20,47926 ; ¢'=23,754a3;
on aura, cela posé, 7,819 pour le terme multiplié par #, dans
Yexpression de Y'*, relative aux vingt-quatre quadratures équi-
noxiales, et 27,794, pour le méme terme relatif aux vingt-quatre
quadratures solsticiales. La somme de ces deux termes est 10™,613,
ce qui différe trés-peu du résultat 10™,go4o, que donnent les ob-
servations de Ja table V.

3 2. Considérons séparément , les marées des quadratures des
équinuxes, et celles des quadratures des solstices. On trouvera par
la méthode du n°. précédent ,

94™,033 4 5™747. £*,

58,370 4-7m,4g5. ¢,
pour les expressions des hauteurs absolues et des marées totales
des équinoxes de la table IV: les expressions des mémes quantités
relatives aux marées solsticiales de la méme table, sont

102™,671 41,705, £*,

75™,517 +3™ bro. 12,

On voit d’abord que les marées croissent plus rapidement dans les
équinoxes que dans les solstices, ce qui est conforme a la théorie.
Suivant les observations, le coefficient de #*, relatif aux marées
tolales, est7™,495 dans les équinoxes, et 3,410 dans les solstices,
ct'on a va dans le n° précédent, que la théorie donne 77,819
et 3™,794, pour ces mémes coefficiens : la différence est dans les
limites des erreurs des observations et des ¢lémens employés dans
le calcul.

Si I'on retranche le premier terme de Pexpression des marées
totales des équinoxes, du premier terme de leur expression dans
les quadratures, la différence 19™147 sera Peffet des déclinaisons
des astres. Pour le rendre indépendant des marées dont la période
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est a-peu-prés d’un jour, il faut, comme on I'a vu dans le n° pré-

cédent, lui ajouter six fois o™,0457, et alors il devient 17™,421.
Suivant les formules dun®. 29, cet effet est égal &

bl { -(p— 7)+ R ((1-—-2m Q.cos.t'). q-—(l———).p')},
ou
'3—:'2P'{i,'(,P_q)+f,’—;'-(l—9nl’.Q).(q'—p')}

!:.nP. D (1—am'.Q).(1—cos.¢'). (9 +2 coal') l—_—’:;’m'—g—@-,

expression dans laquelle on peut supposer cos.s'= ‘/:—4, et qui
en observant que,

L L ,
5 (1—2m Q)—-—— 2P.{-f-,—+;—,.(1—nm.Q)}=6"",24go,

devient

18 861+-——%.:5 “015.

En Pégalant au résultat de 'observation, 17™,421, ona
2m'.Q=—0,1061,

résultat conforme & celui que les observations sysigies nous ont
donné dans le n°. 26, mais d’un signe contraire au résultat trouvé
dans le n° 27, par la comparaison des ohservations périgées et
apogées. Il suit de-14, que Pon peut négliger les termes dépendans
de Q, jusqu’a ce qu’un trés-grand nombre d’observations en ait
fixé la véritable valeur.

33. On a vu dans le n°. 29, que les marées du soir doivent
Pemporter a Brest, sur celles du matin, dans les quadratures de
Péquinoxe du printemps, et que le contraire a lieu dans les ma-
rées quadmtures de P’équinoxe d’antomne. Pour vérifier ce phé-
noméne, j’ai ajouté dans onze quadratures vers les équinoxes du
printemps , Yexcés des marées du soir, sur celles du matin, le
premier et le second jour aprés la quadrature. La somme de ces
exces a €16 de 3,143, Jai trouvé parcillement 3,385 pour la
somme des exces des marées du inatin sur celles du soir, dans treize

quadratures
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quadratures vers les équinoxes d’automne. Le milicu entre ces
observations, donnc 0™,138 pour I'excés d’une marée du soir sur
celle du matin , dans les quadratures de Péquinoxe duprintemps,
ou d’'une marée du matin sur celle du soir, dans les quadratures de
Péquinoxe dautomne.

Nous avons trouvé dans len®. 28, 0,183 pour I'excés des ma-
rées du soir sur celles du matin, dans les sysigies des solstices
d’été. Cet excés est' au précédent, suivant la théorie, dans le rap-

L . ] . . \
port de ) +r7; a '—5, oude 4 43; ce qui est a fort peu pres, le
rapport des nombres 0,183 et 0,138

Enfin, jai trouvé que l'influence de la variation de la distance
lunaire, se manifcste d’une manicre aussi sensible par les obser-
vations, dans les marées quadratures, que dans les marées sysigics.

Des heures et des intervalles des marées , vers les sysigies.

54, Reprenons équation trouvée dans le n®. a1,
f;.oos.'a.sin. a(4—+')

tang.2. (nt+4r——¢—A)—-L, 5
75+ €08, 2y +—.cos 0.009.2(4.—4.')

et donnons-lui cette forme,

L —5+c08r¢' isin.2 (4'—4)
tang.a(nt+a——r)=1 % .
.cos. v+—-.cosﬂv’.cos. YO

P

Y’angle 4'—+ étant peu considérable vers les sysigies, nous pou=
vons négliger sa troisitme puissance' nous aurons ainsi,

r,a.cos'o (V=)
nt+o——-.l,—a_L,

costy' + «I—'.cos ’v.
g e
Considérons l'instant moyen entre les deux pleines mers du méme
jour, instant quenous nommerons heure de la marée totale : V'équa~
MricaN. ctL, Tome I1. Mm
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tion précédente aura lieu encore pour cet instant, pourvu que les
variables, nt, 4 et 4’ 8’y rapportent; or nt+a—- est langle ho-
raire du soleil, et 4'—+ est nul au maximum de la marée totale;
en nommant donc T'’heure en temps vrai, de cec maximum,heure
vraie de la marée totale d’un jour quelconque, sera

’

L

F.COS.'V‘.(\LI—'\L)

+L' < 2. L 3 ,.
r,—s.co.m v+ ra.cos. v

le second terme de celte expression étant rédunit en temps, & raison
de la circonférence entiére pour un jour. Soit v, le mouvement
synodique de la lune dans les sysigies, pendant I'intervalle com-
pris entre deux marées consécutives du matin ou du soir vers les
sysigies, intervalle quenous prendrons pour unité; soit £, le nombre
de ces intervalles, depais Vinstant du maximum dans les sysigies
des équinoxes ; +'—+ sera égal a trés-peu prés & £.v.cos.t’y et 'on
pourra supposer cos.’s'=cos.’y; I'heure en temps vrai, dela marée,

sera donc,
!

=5 +tv.cos.e’
T

L + L

rs g
Dans les solstices, (' —+).cos.¢' est a trés-pen preés égal a tv,
et 'on peut supposer encore cos.*s’ =cos.’v ; Pheure vraic de la
marée sera donc,

T+

’

;J—’-fll

(L LI) I,.
—<4— }.cos,v
g

¢ dans ces formules, devant étre supposé négatif relativement aux
marées antérieures au maximum. Comparons-y les observations.

T+

35. Pour cela, jai déterminé les heures des marées totales de
la table I dans les jours, 0, 1, 2 et 3, en prenant le milieu entre
les heures des deux pleines mers qui se rapportent au méme jour,
ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. J’ai trouvé
les résultats suivans.
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TABLE VI

Slysigies des équinoxes.

Jours comptés de la Heure en temps vrai, de la marde
sysigie. totale a Brest.
o ., e e .+ . 039708
| e e e 0 ,42222
- . 0 ,44733
2 e ve e 0,47359

L L 0739606

1ot it e e o ,42592
2 e «eveee ... 0,45369
3..... e e eae.. 0,48186

Considérons d’abord I'ensemble de ces observations. En prenant
unc moyenne entre les heures des marées totales de cette tablé,
correspondantes au méme jour, dans les sysigies des équinoxes, et
dans celles des solstices ; on aura 0,59657 ; o'-,42407 ; oi,45051;
0477725, pour les heures vraies des marées totales correspon-
dantes aux jours, o, 1, 2, 3. Soit a+b#', Pexpression générale de
ces heures, ¢’ étant le nombre des inlervalles pris pour unité,
comptés de linstant de la marée totale du jour de la sysigie. En
retranchant ’heure de la quatriéme marée, de celle de la premiére,
1a différence sera égale a 35 ; d’ou I'on tire 5= 0",037053. Si de la
somme des quatre heures précédentes, on retranche 64, la diffé-
rence sera 4a, ce qui donne ¢=0",59664 } ainsi I'expression de
ces heures, est
0/,39664 + 0'",027053. ¢,
Pour en conclure la constante T' du n°. précédent , nous observe-
rons que quand la marée s’éloigne de 1,037503, de la sysigie, son
heure augmente de 0i,037052; or dans les sysigies de la table pré-
Mm 2
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cédente, ’heure de la sysigie 2 Brest a été par un milieu, & o*,45667;
en supposant donc que cctte heure soit 0'+,456667 — «, Pheure de la
marée totale sera 0/,3596644-0,027052. 2, et cettc derniére heure
suivra la sysigic, de 1,027053.% —0",06003 : maintenant, T est
Yheure de la marée totale correspondante au maximum , et par le
n° 24, cette mardée suit la sysigie de 1,50724 ; en égalant donc a
celle quantité,lafonction 1,027052 . —0',06003, on déterminera x,
et 'on trouvera

0/,39664+-0,027052. 2 = 0*,43793.

Clest Ja valcur de T'a Brest, et ce seroit dans ce port, Pheure de la
marée totale solaire, si le soleil agissoit seul sur la mer, en suppo-
sant cet astre mit uniformément dans le plan de 'équateur. Si 'on
en retranche un quart de jour; la différence 0/,18793 seroit dans.
ces suppositions, I'heure de la pleine mer solaire & Brest, comptée
du minuit ou du midi vrai.

Déterminons la valeur du coefficient de #, qui résulte de la loi
de la pesanteur. On a vu dans le n°. précédent, que ce coefficient,
dans les sysigics des équinoxes, est égal &

;},.u.cos.:'
e
7o
Pangle v est par le n°. 25, égal & 141866": en le divisant par 4,
pour le réduire en parties du jour; il devient 0/,0354655. On peut

supposer cos.+' égal & ‘/Z?’ ¢’ étant par len®. 25, égal & 20,75529;
o1 .« . . L L .
on a d'ailleurs dans les sysigies des équinoxcs, == 2, 55 mais
il faut diminuer cette valeur,d’un trenti¢me; parce que dans 'équa-
. d . L L .
tion =0, du n° 21, les expressions de — et de = sont multi-
de rd r's

plices respectivement par n—m, et n—m', mt et m't étant les
mouvemens du soleil et dé la lune; m'—m cst un trentiéme a-peu-
prés de n—m ; on trouvera ainsi 0",024679 pour le coefficient
de ¢ dans les sysigies des équinoxes, qui résulte de la théorie.
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Dans les sysigies des solstices , ce coefficient est par le n° pré-
cédent, égal a

L +L') cos 9’.
T A

Nous pouvons supposer cos.y’ = l/% ; ce qui donne 0/,028603
f 2

pour ce coeflicient. En 'ajoutant au préeédent , ct prenant la moitié
de la somme; on aura 0/,026641, égal au coeflicient de ¢ que donne
la théorie, relativement a I'ensemble des sysigies de la table VI; ce
qui différe peu du résultat oi-027052 donné par les observations.
Pour faire coincider les deux résullats des observations et de la

’

e . L, L .
théorice, il faudroit augmenter un peu le rapport de 7id 5 coqui

fournit un nouveau moyen de déterminer ce rapport. Mais on dé-
terminera cet élément important, avec exactitude, en employant
les différences des heures obscrvées des marées, a trois jours et
demi a-peu-pres de distance de part et d’autre, du maximum des
marées. Pour cela, jai cousidéré dans le recueil cité d’observa-
tions, 98 sysigies, et j’ai ajoulé les heures des pleines mers du matin
et du soir du second jour avant Ia sysigie , ces heures étant comp-
tées du minuit vrai, pour les marées du matin, ct du midi vrai,
pour les marées du soir : lorsque ’heure de la marée n’a été obser-
vée qu'unc fois dans un jour, je ai doublée ; ce qui m’a donné
196 observations. J’ai ajouté pareillement, les heures des pleines
mers du matin et du soir du cinquiéme jour aprés la sysigie. La
somme de ces heurcs a été 16/,9g7222 relativement au second jour
avant la sysigie, et 55°,386111 pour le cinquiéme jour aprés. Leur
différence divisée par 196, est égale & 07,195862: c’est le retard des
marées, dans Pintervalle de ces observations.
Reprenons P'équation du n’. précédent,
)
—+08."¢" sin, 2. (V'—4)
tang.n(nt-)—fw—u!,—-x).:l T .

7 +C08’w + —3.c08% 08,2 (V'—1)




278 MECANIQUE CELESTE,

Les g8 sysigies que jai considérées, ayant été prises indistincto-
ment vers les équinoxes et vers les solstices, on peut supposer
cos.*y' = cos.*v, et 4'—4 égal au mouvement synodique de la lune,
depuis Pinstant de Ja plus grande marée ; or cel instant a tombé &
fort peu prés, au milicu de Pintervalle compris entre les observa-
tions ; on peut donc supposer 2 (4'—+) égal au mouvement syno-
digue delalune, pendant cet intervalle. De plus, ’heure dela plus
grande marée cst déterminée par équation nt+e—4 —ar=o0;
a(nt+#—-4—a) est donc le retard de la marée , dans Pintervalle
compris entre les observations, ce retard étant évzlué en parties du
quart de cercle , a raison de la circonférence entiére pour un jour.
En le nommant ¢, aprés I'avoir ainsi évalué ; on aura

r
,Ta' . tang.

L 7 sina(y'—)—tang.p.cos.a (4 =)
’3

Les observations précédentes donnent «=1783448” ; mais parmi les
observations qui précédent la sysigie, 112 se rapporient au soir, et
parmi celles qui suivent lasysigie, 100 seulement se rapportent au
soir; d’ou il est aisé de conclure, que I'intervalle moyen des obser-
vations a ¢té de 7,165249. En supposant cet intervalle également
partagé par Vinstant du maximum de la pleine mer, et en ayant
égard a Pargument de la variation, on trouve g83284", pour le
mouvement synodique de la lunc dans cet intervalle; c’est la valeur
de 2.(¥—+) : on aura, cela posé,

L

r 73

Cette valeur se rapporte a la moyenne distance de la lune a la terre,
parce que P'inégalité de la variation, est nulle & fort peu prés, aux
limites de P'intervalle compris entre ces observations ; mais il faut,
comme on Ya vu, 'augmenter d’un trentiéme, ce qui donne

L

/ L
‘r—,s = 5,155.;,— 3

L
= 3,055. .

valeur trés-approchante de 3. Les observations des hautcurs ct des
intervalles des marées, concourent donc a faire voir qu’a Brest,
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Teffet deTaction de la lune sur les marées, est i trés-peu prés triple
de celui du soleil.

36. Considérons séparément les sysigies des équinoxes, et celles
des solstices dela table VI. En y appliquant la méthode du u°. pré-
cédent, on trouvera

0",39680 + 0/,025503. ¢,
pour Pexpression des heures des mnarées totales dans les sysigies des
équinoxes, et

0",39648 + o',028600.¢ ,

pour cette expression dans les sysigies des solstices.

L’heure moyenne de la sysigie & Brest, a été 051612, dans les
premiéres sysigies , et 0i,3g722 dans les derniéres ; ol Pon tire T
égal & 0',43725 par les observations des sysigies des équinoxes,
et T'égal & 0/,43841 par les observations des sysigies des solstices;
la différence de ces valeurs & celle-ci 0,43793 que Iensemble des
observations sysigics nous a donnée dans le n°. précédent, est dans
les limites des erreurs des observations.

11 résulte des expressions précédentes, que le coefficient de #,
ou ce qui revient au méme, le retard de la marée d’'un jour &
Tautre, vers les sysigies, cst plus pelit dans les équinoxes que dans
les solstices. Ce résultat des observations est conforme a la théorie
qui nous a donné dausle n°. précédent, 0/,03467¢ et 0/,028603,
pour ces coefficiens, qui différent peu des coefficiens o/,025503 et
0,028600, déterminés par les observations.

37. Le retard des marées d'un jour & Pautre, varie trés-sensi-
blement avec les distances de la lune a la terre. Pour comparer sur
ce point, la théorie aux observations ; j’ai ajouté dans les marées
périgées de la table ITI, les heures des pleines mers du matin et du
soir du jour méme de la sysigie, ces heures étant comptées du
minuit vrai, pour celles du matin, et du midi vrai, pour celles du
soir. Leur somme est 3',476389. Fai ajouté de la mdme maniére),
les heures des pleines mers du maltin et du soir du troisitme jour
apres la sysigie, et j’ai trouvé 5719444 pour leur somme. La dit-
féxence a',245055 divisée par 72, donne 0*,031164, pour le retard
des marées d’un jour a Pautre.
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Dans les marées apogées de la méme table, la somme des heures
des pleines mers du jour dc la sysigie, cst 3,642361, ct la sorhmie
des heures des pleines mers du troisiéme jour aprés la sysigie, est
5/-,220514. La différence 1/,587153, divisée par 72, donne o/,022044
pour le retard des marées d’un jour a Pautre. On wvoit ainsi que
ce retard est moindre dans I'apogée que dans le périgée de la lunc,
et en comparant les résultats précédens aux demi-diamétres de la
lune dans les observations de la table 11[, on trouve qua une
minute de variation dans ce demi-diamétre, répondent 258" de
variation dans le retard des pleincs mers d’un jour a l'autre.

Voyons ce que la théorie donne sur cet objet. Les observations
de la table ITI, ayant été prises indistinctement vers les équinoxes
et vers les solstices; on peut y supposer +'—+ égal au mouvement
synodique de la lane dans les sysigies, et cos.*s’ = cos.*s. Dans ce
cas, le retard des marées d’un jour & Pautre, vers les sysigies , est
parlen®. 34, égal a

Ll
7
r i’
s *t5 r
Mais v est plus considérable dans le périgée que dans I'apogée de la
lune : on a a fort peu prés dans ces deux points de Porbite,
r*v=r/*v,, r/ et v, se rapportant & la moycnne distance sysigic
de la lune ; Pexpression précédente devient ainsi,

L fr)\5

’-::,3- 7 oY,
L /N, L
) TR

L L ., .
On a vu précédemment que —, = 32, +75 5 mais cette valeur doit

oV

’ /

L
étre diminuée ici d’un trentieme, ce qui donne 1;-—9,9775 =3
;al trouvé d’ailleurs dans les sysigies peugées de 1a table I,
f =1,06057, et dans les sysigics apogées ——__0,95945 enfin on

a, en réduisant v, en temps, & raison de la circonférence pour un
jour,
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jour, v,=0",0354655 ; cela posé, la formule précédente donne
0,031125 pour le retard journalicr des marées sysigics périgées de
la table IIT; et 0022272 pour le relard journalier des marées sysi-
gies apogées, ce qui différe trés-peu des retards observés, 0/,031154
et 0/,022044.

Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures.

38. Si dans I'équation

L at s

5+ €08 sin. 2 (¥ —4)

tang. 2 (nt+w—d—nr) = T T ,
= €03’y + =3 c0s.’v’.cos.2 (¥'—+)

on change 4’ dans 100°++', ou dans 500°++', suivant que la lune
est vers son premier ou vers son dernicr quartier; et si 'on con~
sidére d’ailleurs que 4'—+ étant peu considérable vers ces points,
on pent négliger sa troisiéme puissance ; on aura

r
r—.cos.’v’.(«L'—— 4)

r L ’
7 —.cos.’v' — 5+C0s. ‘v

RtdTomo] m—r=

ennommantdonc T, heure vraie.du minimum de la marée totalc ;
I'heure vraic d’une marée voisine de la quadrature, sera

E-.cos.’v'. V=)
T4} 7 ;

L
-COS. 0—;-005 y

les angles 4 et 4’ étant co‘mptés de la quadrature.

+/.cos.¢’ est le mouvement de la lune dans son orbite, vers les
quadratures des équinoxes ; soit I’ ce mouvement, pendant Yin-
tervalle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les
quadratures, intervalle que nous prendrons ici pour unité ; soit
le nombre de ces intervalles depuis le minimum de la marée totale ,
jusqu’a celle que I'on considére ; on aura +'.cos.¢’ =T't. En nom-
mant I le mouvement du solel.l , pendant Vintervalle pris pour

MicaN. ctr Tome I, Nn
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unité, on aura~ =T ¢.cos. ¢ ; I’heure vraie de la marée totale sera
donc vers les quadratures des équinoxes,

, r
ﬁ.cos.‘v'. {;-—,—'r.cos.u}.t
8.¢

T+ % L .
3+ €08, 'Y ——-.CO8. "¢
T r
. ’ ! ! ._._.rt
Dans les quadratures des solstices, on a4’ =T'.2.cos.¢'; 4 = corw’

Pheure de Ja marée totale est donc alors,

] T
~,‘,.cos.’u’. {r'.cos. ¢ — —} .t
T CO8.y
T+p 2
r-,;.cos.‘v'——-;;.cos.’u

Comparons ces résultats aux observations,

3q. Pour cela, yai déterminé les heures des marées totales de
la table IV, correspondantes aux n®. o, 1, a et 3, en prenant le
milicu entre les heures des deux pleines mers qui se rapportent
anméme n°., ces heures étant comptées du minuit vrai précédent.
Jai trouvé les résultats suivans.

TABLE VIL

Quadratures des équinoxes.

N°'. des marées Heures en temps vrai, de la marée
totales. tolale & Brest,
L P o X 1Y 61
D s P Y3

B T T I £ Y1 8 1

N I UL

O B

Quadratures des solstices.

T ¢ UG X
e et e e ... 0,66311
Ceeereei e 0,70033
B Y 3 2113

R = O



PREMIERE PARTIE, LIVRE IV. 283

Considérons d’abord I’ensemble de ces observations. En prenant
une moyenne entre les heures des marées totales de cette table,
correspondantes au méme n°. dans les quadratures des équinoxes,
et dans celles des solstices ; on aura oi,61215, 0,66218; 0iy71672;
0/,76835 , pour les heures vraies des marées totales correspon-
dantes aux n®. 0, 1, 2, 3. En appliquant ici la méthode du n°. 35,
on trouvera pour 'expression de ces heures,
0#,6117540,052067. ¢,

¢ étant le nombre des intervalles pris pour unité, comptés de
Tinstant de la marée totale du jour de la quadrature. Pour en con-
clure la constante T des formules du n° précédent, nous obser-
verons que quand la marée s'éloigne de 1,052067, de la quadra-
ture, son heure augmente de 0/,052067 ; or dans les quadratures
de la table VII, Pheure de la quadrature & Brest, a été par un
milien , & 0,46828 ; cn supposant donc que cctte heure soit
0",46828 —x, 'heure delamaréctotale scra,0/,6117540,052067 . x,ct
cette derniereheure suivrala quadrature, de1,052067.44-0/,14547.
Maintenant , T est ’heurc de la marée totale correspondante au
minimum , et par le n° 24, cette heure suit la quadrature, de
17450724 ; en égalant donc a cette quantité, la fonction o/,61175
+0/,0562067.x, on déterminera x, ct 'on trouvera,

0',61175+07,052067 . £ = 0',67924.

Cest Yheure da minimum de la marée totale a Brest dans les qua-
dratures. Cette heure doit surpasser d'un quart de jour, I'heure du
maximum de la marée totale, que nous avons trouvée dans le
n°. 35, égale & 0',45793. Cependant la différence de ces heures
est que de 0",24131, plus petite d’environ 8%, qu’un quart de
jour. Cela paroit indiquerune anticipation dans ’heure dc la pleine
mer & Brest, & mesure qu’elle est plus petite : nous avons déja
observé un effet analogue, dans la hauteur du zéro de Déchelle
d’observation , au-dessus du niveau de la mer , déterminée par les
marées sysigies et par les marées quadratures, Ce sont vraisem-
blablement de 1égers écarts de la supposition dont nous sommes
partis, savoir que les deux flux particls, solaire et lunaire, se
superposent Pun & Pautre, comme ils se sexoient disposés séparé~
Nn 2
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ment, sur lasurface du niveau de la mer; ce qui n’a lieu que dans
Ic cas des ondulations infiniment petites.

Déterminons la valeur du cocflicient de £’ qui résulte de la loi de
la pesanteur. On a vu dans le n° précédent, que ce coefficient
dans les quadratures des équinoxes, est égal &

! rl
ﬂ.cos.’v’. {a;—,__ r.cos.s}
C08. v

7

L
-3 C0s.*p'— = €0s.’y

On peut supposer cos.’s’ = 75 p', et par lc n° 31, p’= 20,69652.

On a parcillement, cos.'y = ;5. p, et parle méme n°., p=23,68841;
’

L L e
de plus, —=4Z.—, dans lcs quadratures, et cette valeur doit étre
T r

diminuée d"un trentiéme: T’ est le moyen mouvement de la lune
vers les quadratures, dans Pintervalle de deux marées d’un jour &
Pautre , vers les quadratures des équinoxes, intervalle égal &
1,05750; et ce mouvement doit étre diminué & raison de Pargu-
ment de la variation : T est le moyen mouvement correspondant du
soleil ; enfin, on peut supposer cos.’t =3¢, et par le n° 31,
¢=10,47926. On trouvera, ccla posé, 0,06425, pour le coefficient
de ¢, donné par la théorie, dans les quadratures des équinoxes.
Dans les quadraturcs des solstices , le coefficient de Zest égal a

’

L r
—3+€08.%". { T, cos, ¢/ — }
r cos.v

; L
r,—3.cos. y—3- cos.* v

Ici cos.’v’ =3 ¢, et ¢’ == 23,75423; cos.’v =% ¢, et g=20,47926.
T et I’ sont les mouvemens du soleil et de la lune, dans linter~
valle de deux marées d’'un jour a 'autre vers les quadratures des
solstices, intervalle de 1704644 ; le mouvement de la lune devant
étre diminud & raison de Pargument de la variation : de plus,
P ,

r3
quadratures d’hiver, dans les observations de la table VII, la

L . . . . .
=2 += 5 mais comme il y a dix-huil quadratures d’été et six

L .., o e . .
valeur de — doit étre diminuée d’un quaranti¢éme ; enfin , il fant
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’

diminuer d’un trentiéme, ~35 on trouvera, ccla posé, oi04528,

pour le coefficient de ¢, donné par la théorie, dans les quadra-
tures des solstices. En réunissant les deux cocfliciens relatifs aux
équinoxes et aux solstices,, la moitié 0,05476 de leur somme, scra
le cocfficient de ¢, dans toutes les observations de la table ‘V[I. Ce
coeflicient est, suivant les observations , 0052067 ; la dillérence
est dans les limites des erreurs des observations et des ¢lémens
employés dans le calcul.

Considérons séparément les observalions des quadratures des
équinoxes, et celles des quadratures des solstices de la table V1I.
En y appliquantla méthode précédente , on trouvera pour Pheure
des mardes totales vers les quadratures des équinoxes ,

0',60605+0/,057493. ¢,
ct pourY'heure des marées tolales vers les quadratures des solstices,
o',61744+0",046643. ¢
L’heure moyenne de la quadrature & Brest, a été o/,44418 dans les
premiéres quadratures, et o',49239 dans les secondes; d’oi Pon
tire T égal & 067919, par les observations des quadratures des
équinoxes, et T' égal a 0/,67905 par lcs observations des quadra-
tures des solstices. La différence de ces valeurs i celle-ci o/-,67q24,
donnée par Yensemble des équinoxes et des solstices, est daus les
limites des erreurs des observations.

11 résulte des expressions précédentes, que les cocfficiens de #,
ou ce qui revient au méme, les retards de la marée dun jour &
Pautre, vers les quadratures, sont plus grands dans les équinoxes
que dans les solstices. Ce résultat des observations est conforme &
Ia théorie qui nous a donné 0,06425 et 07,04528, qui différent peu
des coefliciens 0/,057493 , et 0/,046643 , déterminés par les obser-
vations. La différence scroit plus petite encore, si 'on avoit égard
aux Lroisitmes puissances de +'—+, que nous avons négligées, et
qui deviennent sensibles, sur-tout vers les quadratures des équi-
noxcs.

40. Le retard des marées d’un jour d T'aulre , vers les quadra-
tures, augmente dans les marées périgées, et diminue dans les
marées apogées ; mais ce phénomene , di a 1a variation de la dis-
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tance lunaire, est moindre dans les marées quadratures que dans
les marées sysigies. Pour comparer sur ce point, la théorie aux
observations, j’ai ajouté dans onze quadratures dans lesquelles le
demi-diamétre de la luneétoit au-dessous de vingt-huit minutes, les
retards des marées, tant du matin que du soir, du jour méme de
la quadrature, jusqu’aux troisiémes marées correspondantes qui
les suivent, et jai trouvé 3+,26667 pour la somme de ces retards.
Jai ajouté pareillement dans les onze quadratures correspondantes
dans lesquelles le demi-diamétre de la lune surpassoit vingt-neuf
minutes ct demie, les retards des marées tant du matin que du
soir, depuis le jour méme de la quadrature , jusqu'aux troisiémes
marées correspondantes qui les suivent; etj’ai trouvé 3',39306,
pour la somme de ces retards. La somme des demi-diamétres
lunaires étoit de 30222”, dans les onze premiéres quadratures, ct
de 32728” dans les onze derniéres ; ainsi 2506” d’accroissement
dans la somme de ces demi-diamétres , ont produit o,1263g d’ac-
croissement, dans la somme dc ces retards ; d’ou il résulte qu’une
minute d’accroissement dans le demi-diamétre de la lune, produit
84", d’accroissement dans le rctard des marées d’un jour a lautre,
vers les quadratures, accroissement qui est & trés-peu prés le
tiers de celui qui correspond a la méme variation du demi-dia-
meétre lunaire dans les sysigies, ct qui par le n°. 57, est de 258",
Par le n°. cilé, le retard des marées d’un jour & Pautre vers les

sysigies , est
L [r'\*
;',T’-. r—, .V,
TNV L
)
(7))

en supposant ' =r/— &y, I'accroissement du retard des marées,
correspondant & la diminution — &7/, sera

sl 5L
P ks
T L

r,’3+7

R étant le retard moyen des marées d’un jour a Vautre, vers
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les sysigies. On trouvera de la méme maniére, par le n° 37,
, (2L’ 5L
Y “'{;ﬁ—r—z}

7

L L

v} r
pour laccroissement du retard des marées correspondant & —J'/,
dans les quadratures, R’ étant alors, le retard moyen des maréey
d’'un jour a l'autre. Maintenant, on peut supposer sans erreny

L 3L 11.R &7

sensible, — =— s dans ces expressions,ce qui les réduit a <5
T,

R &r
et—. P mais on a, par ce qui précéde, R=2705", R'=5207";

PE 1

' .

ainsile premicr retard étant supposé de 258", le second sera de go” :
les observaticns donnent 84’; Ja théorie sur ce point est donc d’ac-
cord avec elles.

41. Nous pouvons maintenant, réduire en nombres, Pex-
pression de la hauteur «y,de la mer, & un instant quelconque, au-
dessus de sa surface d’équilibre, expression que nous avons don-
née dans le n° 20. On a vu précédemment, que les termes de cette
expression , multipliés par B et par Q, sont insensibles a4 Brest.
On peut d’ailleurs, vu la petitesse de ., supposer sans erreur
sensible, dans le terme qu’il multiplie, » = A. La constante a est
Yintervalle dont la marée solaire suit & Brest, le passage du soleil
au méridien, cet intervalle étant réduit en degrés, a raison de 400°
pour un jour; or I'ensemble des observations des marées sysigies
nous a donné pour cet intervalle, 07,18793 , ct I'ensemble des ob-
servations des marées quadratures donne pour le méme intervalle,
o",17924: le milieu entre ces deux résultats, est 0",18558; en le
réduisant en degrés, on aura 7%°,432 ; c’est la valeur que nous assi~
guerons & A Cela posé, expression de 2y sera pour Brest,
ay =—0"%02745. {*. (1—3.sin *v)+3i%. (1—3.sin.%") }

+0™,07179. {i“ .sin, #+€08. /. COS. (v—13°452) }
+3i%.sin.v' . cos. v'. €08.(v 4 —+'—03%432)
i’.c0s.'v.c08.9 (v —75°433)
+3i°.c08.%" .05, 2 (v 4 —4'—1753°432) }
Dans cette formule, 1° v est Pangle horiire du soleil , c’est-i-dire,

+o"",78119.{
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Yangle qu'il a décrit par son mouvement diurne, depuis son passage
au méridien de Brest, jusqu’a Pinstant pour lequel on calcule;
2° vety' sont les déclinaisons du soleil et de la lune, les déclinai-
sons boréales élant supposées positives, etles déclinaisons australes,
négatives; 3° + et 4’ sont les ascensions droites du soleil ct de la
lune; 4°. i est le rapport de la moyenne distance du soleil, & sa
distance actuelle, et i’ cst 1a parallaxe actuelle de la lune, divisée
par la constante de cette parallaxe ; 5° enfin, les quantités v, ¢/,
4,4, i et i se rapportent & un instant qui préceéde de 1750724,
celui que Y'on consideére.

Les différentes causes qui modifient les oscillations de la mer
sur nos coles, ct probablement aussi, Perreur de ’hypothése des
oscillations infiniment petites, dont nous avons fait usage, écartent
un peu la formule précédente, des observations ; airsi, linstant
de la basse mer, déterminé par cette formule, différe de quelques
minutes, de I'instant observé ; parce que la mer, 4 Brest, emploie
un peu moins de temps & monter qu'a descendre. On a vu encore,
que par les mémes causes, le niveau de la mer est un peu plus
éleve dans les sysigies que dans les quadratures ; elles paroissent
encore retarder les marées, a raison de leur grandeur : malgré ces
Iégers écarts, on pourra employer la formule précédente, dans le
calcul des marées que les vents peuvent altérer d’une quantité
beaucoup plus sensible.

Cette formule offre un moyen simple de déterminer les plus
grandes marées qui doiventsuivre chaque sysigie. La connoissance
de ces phénoménes intéresse les travaux ct les mouvemens des
ports; elle est encore utile pour prévenir les accidens qui peuvent
résulter des inondatious produites par les grandes marées; il im-
porte donc qu'ils soient déterminés d’avance : on y parviendra de
cette maniére. La plus grande marée suit, comme on I'a vu, d’en-
viron un jour et demi, linstant de la pleine ou de la nouvelle
lune; etlorsqu’ellealieu, les angles v—73°432, etv 44 —4'~73432
sont nuls ou égaux a deux angles droits ; on a donc alors,

ay=—0"%02745. {&’. (1~3.5in.*y ) +5i". (1~3.5in.°»') }
+ o™,07179. { ==.sin.v.cos.y =37, sin.¢'. cos.¢' }
A4 o™y78113. {#.costv+3i.cos.v'},

On
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On peut dans cette expression , négliger les deux premiers termes
qui sont trés-petits par rapport au dernier, et qui d’ailleurs n’ont
d’influence sensible, que‘ vers les solstices ot les marées sont déja
sensiblement affoiblies par les déclinaisons des astres. Alors on a
ay ==0"%,78112. {’.cos.’v+3i".cos.*v'}.
Dans les sysigies des équinoxes, i=1 a fort peu prés ; ¢ et »" sont
nuls, et l4 valear moyenne de i’ est % ; en prenant donc pour unité,
Ja valeur moyenne de «y, vers les sysigics des équinoxes; sa
valeur pour une sysigie quelconque, sera
ay =5 {.cos2p+5i% cos.v'}.

Ainsi 'on aura par cette formule trés-simple , 1a hauteur de laplus
grande marée qui suit d’'un jour ou deux, chaque nouvelle ou
pleine lune, les quantités £, i, v, et v’ sc rapportant au moment
dc la sysigie. Cette formule déterminera encore le plus grand abais-
sement de la marée, au-dessous de la surface d’équilibre; car il
résulte de Vexpression générale de 2, que la mer s’abaisse a-peu-
prés autant au-dessous de cette surface, dans la basse mer, qu'clle
s'éléve au-dessus, dans la haute mer qui lui correspond. Quant a
la marée prise pour unité,on la déterminera par un grand nombre
de différences de la haute & la basse mer, observées un jour on
deux, aprés les sysigies voisines de Péquinoxe; la moitié de la
valeur moyennc de ces différences, sera trés-pcu-pres la marée
prise pour unité.

49, Ilnous reste, pour compléter cette théorie, & déterminer
par unc formule simple et facile & réduire en lable, Pheure de Ja
pleine mer. Reprenons I'équation du n°. 21,

L
—r;.cos.'o.sin.a(4—4’)
tang. 2 (né+ wmed'—a) = .
. L . ,
73+ C08%p +F.cos. p.cos.2(d—')

Cette équation renferme les sept variables 7, r', v, o', nt, 4 et J';
ainsi, sous celte forme, il seroit difficile de la réduire en table.
Muis on peut la simplifier, par la considération du peu de diffé-
rence qui existe entre les diamétres apparens du soleil et de la lune.

Soient H et H' les demi-diamétres apparens de ces astres, dans
MeoaN. cr. Tome 11, Qo
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. . . L' 3L,
lears moyennes distances a la terre, ou nous avons établi A=

soient & et &' leurs demi-diamétres actuels : on aura, en obser-
,
vant que dans la formule précédente, :,‘—3 doit étre diminué d’en-
viron un trentitme, ou plus cxactement , dans le rapport de
2,80841 4 35 .
L .c0s.2p.sin. 2 (+—+')

tang.o(nt4=-4'-r) = PR A% .
2,8¢841 .<E>.cos.’v’+(-ﬁ) .c08.p.c0s.2(4-4')

Pour faire usage de celle équation, on formera d’abord une table
des valeurs de la fonction
2,89841.H' + H) 3 -
e —— 1. 1—/cos.

{ 3,898%41 J 1—y/cosly (s
correspondantés & tous les degrés, depuis v=o0, jusqu’a y=>32°,
On corrigera les demi-diamétres s et 4’y du soleil et de 1a lune, dou-
nés par les éphémérides, en cn retranchant les quantités qui, dans
cette table, répondent aux déclinaisous de ces astres. On aura ainsi
a fort peu prés,

h 3
ﬁ) .8in. 2. (3 =4")
nt+ @—y'—a =] angtang. 3

2,89841. (%)3 + (%}a .cos.2(d—4')

h et A’ élant ici les demi-diamétres du soleil et de Ja lune, cor-
rigés par ce qui précéde. Par ce moyen, les déclinaisons du soleil
et de la lune, disparoissent de Pexpression de né+e—+'—ar A la
rigueur, il faudroit retrancher du demi -diamétre du soleil , la

quantité h.(n—- :/ M) ; mais cette quantité étant fort petite,
284841 . H'+ H
3,89841
tituer pour %, celte derni¢re quantité. La méme remarque s’ap-
plique & la correction du demi-diamétre de la lune; et comme
Pinfluence de cet astre sur Pheure des marées, est  celle dusoleil ,
dans le rapport de 2,89841 a Punité ; les demi-diametres H' et A

et la valeur de % différant peu de , on peut y subs-
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entrent suivant ce rapport, dans la fonction - % 92‘2‘) ;:l+ H .Sivon

HOHAK=L (o). (H-h)
considéreensuitequela différence dc P g et
et qu'elle peut éire négligée, vit la petitesse des deux facteurs
H—h, et ¥—h; onaura

sin.a.(4—4')
nt+a—{'—r=1.ang.tang. 2,80841. (H Fh'— 1> +e08.2 (4—d)0’

On peut facilement réduire en table, cette expression de 7t 4-w-'-2;
et en convertissant les angles en temps, a raison de la circonfé-
rence enticre pour unjour, on auralaloides retards des mardes, sur
Pinstant du passage de la lunc au méridien supéricur, ou infé-
rieur, instant déterminé par la condition de nt+=—4'=o0, ou
nt+a—-'= 200" Mais pour se servir de cclte table, il faut con-
noitre dans chaque port, le temps dont lc maximum de la maréc
suit la sysigic. On a vu qu’a Brest, ce temps est de 1/,5072%, et
suivant les observations, il est a-peu-prés le méme dans tous nos
ports de Pocéan ; en sorte que les valeurs de nt+4w—-'—a cor-
respondent aux valeurs de +—’ qui précédent de 17,50724, Dins-
tant pour lequel on calcule. Il faut, de plus, connoitre la cons—
tante A : celle constante réduite en temps, est Pheure de la pleine
mer qui suit la sysigie , de 1,50724; on pourra ainsi la déterminer
par un grand nombre d’observations de ’heure de la pleine mer du
sccond jour aprés la sysigic.

43, Rappelons en peu de mots, les principaux phénoménes
des marées, et lcurs rapports avec la loi dc la pesanteur univer-
selle. Nous avons principalement considéré ces phénoménes vers
leurs maxima ct vers leurs minima, et nous les avons partagés
en deux classes, 'une relative aux hauteurs des marées, lautre
relative aux heures des marées et a leurs intervalles : examinons
séparément ces deux classes de phénomeénes.

Les hauteurs des marées dans chaque port, & leur maximum
vers les sysigies, ct & leur minimum vers les quadratures, sont les
données de Pobservation, qui peuvent le micux faire connoitre le
rapport des actions du. soleil et de la lune sur les marces, et au

Oo 1
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moyen de ce rapport, les divers phénoménes des marées, qui
résultent de la théorie de la pesanteur universclle. L'un de ces phé-
noménes, trés-propre & vérifier cette théorie, est Ja loi de dimi-
nution des marées en partant du maximum, ct laloi de leur accrois-
sement en parlant du minimum. On a vu dans les n™.25 et 31, que
la théoric de la pesanteur s’accorde parfaitement sur ce point, avec
les observations.

Ces loix de diminution et d’accroissement des marées, varient
avee les déclinaisons du soleil et de la lune : on a va dansle n®. 26,
que leur diminution vers les sysigies des équinoxes, est & la dimi-
nution correspondante vers les sysigies des solslices, dans le rap-
port de 13 4 8, ct que ce résultat est conforme i la théoric de la
pesanteur. Parcillement, ona va dans len’. 32, que accroisse-
ment des mardes, en partantde leur minimum vers les quadratures
des équinoxes, est accroissement correspondant vers les qua-
dratures des solstices, comme 2 est & 1, et que la théorie de la
pesanteur donne & fort peu prés le méme rapport.

Suivant cette théorie, la hauteur des marées totales dans Teur
maximum , vers les sysigies des équinoxes, est & leur hauteur
correspondante vers les sysigics des solstices, d-peu-prés comme
le quarré du rayon est au quarré du cosinus dc la déclinaison des
astres vers les solstices, ct Pon a vu dans le n° 26, que cela
differe peu du résultat des observations. Par la méme théorie,
T'exces de lahauteur des marées totales dans leur minimum vers les
quadratares des solstices , sur leur hautcur correspondante vers
les quadratures des équinoxes , est le méme que Pexcés de la hau-
teur des marces totales dans lear maximum vers les sysigies des
¢équinoxes, sur lcur hauteur correspondante vers les sysigies des
solstices ; et Pon voit par les n®. 26 et 32, (ue ccla est exactement
conforme aux observations.

L'inlluence de la lune sur les marées, croit, pav le principe de la
pesanteur, comme le cube de sa parallaxe; ct par le n° 28, cela
st tellement daccord avec les observations, que Pon ell pu en
conclure exactement la loi de cette influence.

Les phénoméncs des intervalles des marées, ne saccordent pas
moins avee la théorie, que ceux de leurs hauteurs, Suivant celte
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théoric, le retard des marées d’un jour a Pautre , est environ deux
fois moindre & leur maximum vers les sysigies, qu'i lear minimum
vers les quadratures ; il est de 27" a-peu-pres dans le premier cas,
et de 55 dans le second. On a vu dans les n°*. 35 et 3y, que les ob-
servations s’éloignent fort peu de ces résultats de la théorie.

Le retard des marées varie avee les déclinaisons des astres; il
doit étre plus grand vers les sysigics des équinoxes que vers celles
des solstices, dans le rapport de 8 a 7; vers les quadratures des
équinoxcs, il doit étre plus grand que vers celles des solstices, dans
le rapport de 13 4 g. On a vu dans les n**. 56 et 39 , que les obser-
vations donnent a-peu-prés ces mémes rapports.

Les distances de la lune & la terre, influent sur le retard des m«e
rées. Suivant la théorie , une minute d’accroissement dans le demi-
diamétre de Ja lune, donne 251” d’accroissement dans ce retard
vers les sysigics, ct go” senlement vers les quadratuves ; et Poun a
vudans les n”. 37 et 40, que cela est d’accord avec les observations
qui conflirment ainsi , sous tous les rapports, la loi de la pesanteur
universelle.

Pai insisté sur le flux et le reflux de la mer ; parce qu'il est
de tous les résultats des attractions célestes , le plus prés de nous,
et que nous pouvons & chagque instant, en reconnoitre les loix.
Fespére que la théorie que je viens de présenter de ses phéno-
meénes , déterminera les observatcurs, a les suivre dans les ports
favorables & ce genre d’obscrvations, tels que celui de Brest. Des
observations cxactes et continuées pendant une période du mon-
vement des nceuds de lalune, fixeront avec précision les élémens
de la theorie da flux et du reflux de la mer, et peut-é&tre, feront
connoitre les petits flux partiels dépendans de la quatri¢me puis-
sance inverse dela distance de la lune & la terre, phénoméncs en-
veloppés jusqu’ici, dans les erreurs des observations,
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CHAPITRE 1V,

Des oscillations de I’atmosphére.

44, Daxs Pimpossibilité de soumettre & Panalyse, les mouve-
mens de Patmosphiere, diis aux variations de la chaleur du soleil
el & toutes les circonstances qui modifient ces mouvemens ; nous
nous bornerons & considérer les oscillations dépendantes des attrac-
tions du soleil et de la lune, en supposant & I'atmosphére, une
température uniforme, et une densité variable , proportionnelle
dans chaque point, & la force comprimante. En partant de ces hy-
pothéses, nous sommes parvenus dans le n°. 37 du premier Livre
dont je conserverai ici toutes les dénominations , aux deux équa-
tions suivantes:

, gy
.8, {((—i-‘{’i) —2a7,.8in. 9.cos.9.(—.—v—)}
de* dt

fdd d
+r.dem. {sin.’e. (_d—z;) +2n.sin.0.cos.0. (d_uc) } =g dy'-gdy;

by du' dv'\  u.cosd
=" { a0 * da + sin.0 )’
Si 'on suppose a la mer, une profondeur constante, égale & ', et

s1 I'on fait abstraction de sa densité, comme nous Pavons fait dans
lesn®. 10 et suivans; on aura par le n°, 36 du premier Livre,

ddu . dv
r.s. {(Ti‘—;)—- 2n.sm.9.cos.0.(d—‘)}
du

dd)
+rt.dm. {sin.'9.(21—:)-&2n.sin.0.cos.0.(z)}= M — gy

. l'{ du dv u.cos.§ .
y=-{(5)+ (@)
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Ia valeur de 7 étant la méme ici, que dans les équations précé-
dentes. En faisant donc,

(I—=1). v+ lu=1l";
(A=1) ' +lv=1";
(I=0)y'+iy=ly";
les quatre équations précédentes donneront celles-ci
ddu” dv”
*.d88.4| 5—)—2n.sin.8.cos.0.( —
.99 {(d:=> an.sin 8.cos.! <dt )}
. ddv"” . du” .
+ ' . {sm.’@.(—(é—)-l-nn.sm.ﬂ.cos.6.(-57)} =&V —g.dy";
du” dv” u’.cos.d
7 — f - —_— —_—
y'=—L l<d9)+(dzw)+ sin. 4 }
Ces deux équations sont évidemment celles des oscillations de 1a
mer, en lai supposant la profondeur Z, et dans cc cas, on peut dé-
terminer la valeur de y”, ainsi que celle de y , par le premier cha-
pitre de ce Livre ; on aura donc ainsi la valeur de 5, par 'analyse
exposée dans ce chapitre.
Nous avons observé dans le n°. 37 du premier Livre, que & étant
lIa hauteur du barométre dans l'état d’équilibre; ses oscillations
k. !
sont représentées par la formule :——(—Z‘:ﬂ—) , et par conséquent ,

par celle-ci,

ak. {ly"—1ly}

L(l=)

11 est facile de voir par le n° 37 du premier Livre, que Z est le
rapport de la hauteur de Patmosphére, au rayon terrestre, en
supposant la densité de lair et sa température , par-tout les mémes ;
or on trouve par expérience, qu’a la température de la glace
fondante, la densité du mcrcure est a celle de l'air, a-peu~pres
dans le rapport de 10320 & Punité; et comme la hauteur moyenne
dubarométre est d’environ 0™,76, il en résulte que /=5%. A des
“températures plus élevées, la valeur de Zaugmente. Pour avoir une
idée des oscillations du barométre ; nous supposerons la tempéra-

tare, telle que /= ;g—:-g—, ce qui est une des profondeurs de la mer,
i
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pour lesquelles nous avons déterminé dans le n’. 11, la valeur
de ay, qui sera dans ce cas, celle de ey’ ; nous supposerons de
plus, £'=2l, ce qui est encore une des profondeurs de la mer,
que nous avons considérées : Ja valeur de ay, sera celle qui est
relative & cette profondeur. En substituant donc pour Z, 7, ces
valeurs, et pour 2y et %", les quantités que nous avons trouvées
dans le n° 11; en considérant ensuite que £=0"y76, et que le
rayon ferrestre est égal 4 6366200 métres ; on aura pour détermi-
ner les oscillations du barométre,

k. (ly"l' k "
L) 2 g —y)

L=ty
. ~ (143.cos.2 s, . C o,
= 0%000010623. { —— {sinp-Leos v+esinv'-le.cos. v’}
1,0000
-4,6952.5in.'8
-2,0542.5in.t 01 . {cov.’v.cos.z(uklw»l)
=*. 0000 { .sinf, ;
#0™000010635 -0,6922.5in.° :!—e.cos.’v cos.a(ntta-y') }

-0,0899.5in."4
-0,0076.sin."8

St Pon suppose le soleil et la lunc, en conjonction ou en opposi-
tion, dans le plan de I'équaicur , et dans leurs moycnnes dis-
tances , otte=3 & fort peu prés; on aura & 'équateur, 0™,0006305,
pour la différence de la plus grande élévation a la plus grande
dépression du mercure dans le barométre. Cette quantité, quoique
trég-petite, peut étre déterminée par une longue suite dobserva-
tions barométriques failes entre les tropiques ot Ics variations du
barométre sont peu considérables : ce phénomene est digne de
P'attention des observateurs.

Llaction du soleil et de la lune, excite un vent correspondant
au flux et au reflux de la mer; déterminons la force de ce vent
& Péquateur, dans les suppositions précédentes. Pour cela, nous
veprendrons la premiére équation de ce n’., et nous y ferons

tos.)=0; elle donnera
ddv' dy' dy ay’
TETS (E) "8'(5) '*(,T.,> i

ur
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oronay'+y=ay—y"; deplus, onaparles n® 4et 11,

day’ ’
(ﬁ) =—1g.0",12316.{ cos.*v.sin.2(nt+7— ) +e.c0s.’" sin.2( ntta=3));

en subslituant donc pour y et y” leurs valeurs, on aura
,

ddy .

75 =—2g.1™,0369. {cos*v.sin. a(nt+a=4 ) +e.cos'y’ sin. o ntta=y)};
ce qui donne & fort peu prés en intégrant,

& =Hdt+ %.nclt.x’“,oSﬁg. {cos.*v.cos.a(nt+a—)+ecoss' cos.a(nt+a=+)}.

Si I'on suppose que d¢ représente une seconde, nd¢ sera a-peu-

prés la cent rilliéme partic de la circonférence ; de plus, ';-1 est o33

du rayon terrestre que nous désignerons par r; on aura ainsi,

rdy' = r Hdt+0™,01883. {c08.*v.cos.3(nt+a— ) +e.cos. 'y’ cosa(nt +a—) }.

Si la constante H n’étoit pas nulle; il en résulteroit a I'équateur,
un vent constant, et 'on pourroit expliquer ainsi, les vents alisés,
Mais la valeur de cette constante, dépend du mouvement initial do
Patmosphére, et nous avons déja observé dans le n°. 6, que tout ce
qui dépend de ce mouvement, a dii étre anéanti depuis long-temps,
par les résistances en tout genre,, que les molécules de l'air éprou-
vent en oscillant; d'ott Yon peut généralement conclure que les
vents alisés ne sont point dus a Pattraction du soleil et de la lune
sur Patmosphére,
Si I'on suppose ces deux astres en conjonction ou en opposition,
. dansléquateur, et e=3; on aurao™,0753a, pourleplus grand espace
qu'une molécule d’air parcourt dans lintervalle d’une secorde,
en vertu de leurs actions réunies ; or il paroit impossible de s’as-
surer par l'observation, de Vexistence d’'un vent aussi peu consi-
dérable, dans une atmosphére dailleurs trés-agitéc : mais il n'en
est pas ainsi des variations barométriques , vii, sur-tout, Pex-
tréme précision dont les observations du barométre sont suscep-~
tibles : ces variations qui, comme nous I'observons dans les hau-
teurs des marées, peuvent étre considérablement accrues par les
circonstances locales, méritent toute Uattention des observateurs.
Micav, civ. Tome II, Pp
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Nous ignorons jusqu’a quel point les petites oscillations que
Paction du soleil et de la lune excite dans 'atmosphére, peuvent
modifier les mouvemens produits par les causes diverses qui agitent
un fluide aussi mobile, et dans lequel , & raison de cette grande
mobilité, une cause trés-légére peut étre la source de changemens
considérables. L’'observation peut seule nous instruire a cet égard:
nous ob:erverons seulement, que si ’atmosphére recouvroit im-~
médiatement le noyau solide de la terre ; les équations différen-
ticlles de son mouvement , seroient, par ce qui précéde, les mémes
que celles de la mer, en lui supposant par-tout,, une méme pro-
fondcur ; or on a vu danslen®. 8, que les oscillations de la seconde
espece, les seules qui dépendent de la différence entre les décli-
naisons boréales et uustrales du solcil et de la June, disparoissent:
ces oscillations disparoissent encore, ou du moins, sont presque
insensibles, lorsque Patmosphére recouvre une mer dans laquelle
ces oscillations sont nulles ou trés-petites , ainsi que cela a licu
dans nos ports ; le signe de la déclinaison des deux astres n’a donc
pas d’influence sensible sur les modifications de Patmospheére.



LIVRE V.

DES MOUVEMENS DES CORPS CELESTES, AUTOUR
DE LEURS PROPRES CENTRES DE GRAVITE.

L &5 monvemens des corps célestes autour de leurs propres centres
de gravilé, ont une telle liaison avec leurs figures , et les oscilla-
tions des fluides qui les recouvrent; que nous croyons devoir en
présenter Vanalyse, immédiatement apreés les théories exposées
duns les deux Livres précédens. Nous ne considérerons parmi les
corps du systéme solaire, que la terre, la lune, et les anneaux de
Saturne, les seuls par rapport auxquels la théorie de la pesanteur
puisse étre comparée sous ce rapport, aux observations ; mais

Panalyse snivante peut s’étendre généralement & tous les corps
célestes,

CHAPITRE PREMIER.

Des mouvemens de la terre , autour de son centre de gravité.

1. Rarreronsiciles équations générales du mouvement d’'un
corps solide de figure quelconque, démontrées dans leChapitre VII
dua premier Livre. Sil’on conserve toutes les dénominations de ce
Chapitre; les équations (D) dan’. 26 du premierLivre, se réduisent
aux suivantes, en y substituant au lieu de p', ¢, ¥, leurs valeurs
Cp,A.qct B.r,

Ppu



00 MECANIQUE CELESTE,
(B=A4) dN dN’

dp+ .gr.dz—-—c—.cos 0—--2-.sm.6
- N.sin.8 ' cos.
dq+( ).rp.(lt {dn. -:a’N oot} .H——cosp, (D)
dN.sin84+dN'.cos.8 dN” |
dr+( C).pq.dtz {av '"';N o }.cos.p—T.sm.q).

11 faut présentement déterminer les momens d’inertie 4, B, C,
et les valeurs de N, dN' et dN”.

2. Considérons d’abord les momens d’inertie. Soit R le rayon
men¢ du centre de gravité de la terre, & sa molécule dm ; soit ¢, le
cosinus de Vangle que R forme avec Paxe de Iéquateur; soit en-
core @, Pangle que forme le plan qui passe par cet axe, et par le
rayon R,avec le plan qui passe par le méme axe, et par le premier
axe principal : R,V 1—(1—u*).c0s.’w , sera la distance de la mo-
lécule, au premier axe principal ; R. V1—(1—4*).sin "=, sera
Jadistance de la molécule, au second axe principal ; et R. t/1_-—_,u’,
sera sa distance au troisi¢me axe principal, ou a 'axe de Péqua~
teur. Ainsi, lce moment d’inertie d’'un corps rclativement & un de
ses axes, élant la somme des produits de chaque molécule du corps,
par le quarré de sa dislance a cet axe, et #, B, C étant par le
n°, 26 du premier Livre, les momens d’inertie de la terre, par
rapport au premicer, au second et au troisitme axe principal; on
aura

A=S8.R.dm.{1—(1—p*).cos8*w};
B =S8.Rdm.{1— (1—p).sin=};
C=8.R.dm. {1—p};
les intégrales devant s’étendre a la masse enticre de la terre.
Maintenant, on a
dm= R*.dR.du.d=;
si 'on observe ensuile que les intégrales doivent étre prises depuis
R=o0, jusqu’a la valcur de R alasurface, valeur que nous dési-
gnerons par R’; on aura
A =1%8.Rdu.ds. {1—(1—p*).cos.*z };
B = ‘.S R*.dp.da. {1—(1—u*).sin’7} 5
C =4#8. R dudw. {1—p*}.



PREMIERE PARTIE,LIVRE V. Jor
Supposons R* développé dans une séric de cette forme,
RP=UC) L UM+ U+ U+ &c.;
U © étant une fonction rationnellc et entiére de u, V' 1—g. sin. @,
et | 1—u*.cos. @, assujétic & Péquation aux différences partielles

AU dd )
o= d'{]—‘u#)'(—dﬂ )} ( dar )

” (). U,

La founction 1—(1—¢* ). cos.*» est égale & j+ {{ —(1—pp).cos.’z} 5
Ja constante } est comprise dans la forme U®), et la fonction
+—(1—pup).cos.* =, cst de la forme U, puisqu’elle satisfait pour
3 ’ puisq p
U®™, a Péquation précédente aux différences partiellcs. Pareille-
ment 1— (1—p*).sintw est égal i j4 {{ — (1—p*).sin’z}, et le
sccond terme de cette expression est de la forme U®. Enfin la
fonction 1—p* est égale a j4(;—p*), et la partic y—u® est de la
forme U™ ; on aura donc en vertu du théoréme que nous avons
démontré dans le troisitme Livre, n° 12;
A=1.8dp.dw (UK {—(1—).cos*a} UM}
B =:.8.dp.d=. {;. U4 {{— (1—p*).sinta}  UW};

C =1.8dudw. {;. U+ (3 — ) UM},
Les intégrales doivent étre prises depuis u = =1, jusqu’a u =1, et
depuis @ = o, jusqu’a # =27, ce qui donne,

A:%W.U(")-{-‘.S U®.dp.da. {§— (1—p*).costn};

B =Lr U+, 8. U duds. {5 — (1—u*).sinca}

C =Lz U+1.8.U.du.da. {; —u}.
La fonction U™ est de cette forme,

H. (=} +H w.Vi—psined+ H . u. Vi cos.

+H".(1—p*)sin 24 H'™ , (1—p*) . cos. 2 =.
La considération des axes principaux , donne par le n®. 51 du troi-
sitme Livre,
H =0, H':=0, H"=o.

Ces rois équations renferment toutes les conditions nécessaires
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pour gne les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi,

8

8 o,
g 1

=T o~
15

87 8 87
. (0) W N . mr
B——"‘—ls U -—-9———-‘5‘ H+ Al " ;

8§~ 167
= U0 4 2.
C = U +9.52 H.

Si l'on veut que les trois momens d’incrtie «Z, B, C, soient égaux
entre eux , on aura H=o0, H"" =o, et par conséquent U® =o;
cette derniére équation salisfait donc a-la-fois, aux conditions des
rois axes principaux, et & Iégalité des trois momens d’incrlie;
or on a vudans lc n° 27 du premier Livre, qu’alors les momens
d’inertie sont égaux par rapport & tous les axes; la sphére n’est
donc pas le scul solide qui jouisse de cette propriété. I analyse
précédente donne Péquation générale de tous les solides auxquels
clle appartient, équation que nous avons annoncée dans le n°. cité
du premier Livre. On doit observer ici, que ces résultats sont
indépendans de la supposition que lorigine de R’ passe par lc
centrede gravité du sphéroide, ct qu’ainsi, ilsont lieu,quel que soit
le¢ point ott Pon fixe celle origine dans son intérieur.

La terre étant supposée formée d’une infinité de couches varia-
bles du centre & la surface ; le rayon R d’une de ses couches peut
toujours étre exprimé de cette maniére,

R=a+2a. {YO4+ YO+ YO+ Y4 &a};
a ¢lant un trés- petit coeflicient constant , et ¥, ¥'®), &e., étant
des fonctions de la méme nature que U, U®), &c., c’est-a-dire,
qui peuvent satisfaire & la méme équation aux différences par-

ticlles, et qui, de plus , peuvent renfermer @, d’'une maniére quel-
conque. En négligeant les quantités de Pordre «*, on aura

R=a"+52a . {YO4 YW+ TN+ &e.};
partant, si Pon congoit un solide homogéne d’une densité repré-

sentée par l'unité, et dont le rayon de la surface soit celui de la
couche dont il g’agit ; on aura relativement  cc solide ,
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87.a8 . —_(1—
’ - ta.S.a°. Y. dp.d=. i—Q yy).c()s""},’
5
811; +a.8.0° FW.dp.da. (j—~(1—u).sin’ =} ;

87.a°

=T a8 Y Wdude (—i).

En différentiant ces valeurs par rapport i a, et en les multipliant
ensuite par la densité de la couche dont le rayou est R, densité que
nous représenterons par p, p étant une fonction quelconque de a ;
on aura les momens d’inertie de cette couche, €t pour avoir ceux
de la terre entiere, il suffira d’intégrer les momeus de la couche
par rapport 4 @, depuis @ =0, jusqu’a la valeur de a, relative a

la surface de la terrc, valeur que nous désigncrons par unité. On
aura ainsi,

_4=%.S.p.d.a‘+z.S.p.(l(asy(“)).ely.d»v. {;—C1~¢*).cos.’z} ;
8

B =—£.S.p.d.a5+a.6’.p.d(aﬂ’“’).dy.dsr. {(}=C1—p*).sinz} 5

C =-8-£-.S.p.d.a5+d..s.P.d(aﬁy(’)).d#.dc. 3—r};

la différence d. (@®Y ™) étant uniquement relative a la variable a.

11 résulte de Péquation (2) du n®. 29 du troisitme Livre, que si
Yon nomme ¢, le rapport de la force centrifuge & la pesantcur &
Péquateur, on a par la condition de Péquilibre des luides répan-
dus sur la terre,

8.p.d(a’Y W) =1 (YO 1o, (W —1)} .8 p.d.a?,

Ja valeur de ¥'® dans le second membre de cette &quation, étant
relative & la surface de la terre, et les intégrales étant prises depuis
a==0, jusqu’a @==1; on aura par conséquent ,

8 5, 427
=—.8.p.d. —.0.8.p.d. &
A= 8ep d.a*+ oy 0 opedea

£ 2.8 YO dudw (§— (1= 0052} . S.pod.a
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=8 sy 427 3
B = T .S.op.d.a’+ T7-.¢.S.p.d.a
+53—“.S..Y(’).d.u.dw. +—=(1—¢*).sin*w} .S.p.d.a’,
c =2 srda=2" 0540
15 a7
+%‘.s.y<').d,‘.d@.(;_,u).s.,.d.a’.

La fonction Y™ est de cette forme,
ho(3—w)+H.p. Vl—y’.sin.c+h".u.'t/1—14'.cos.w
+45" (1—p*)sing w4 A", (1—p* ). cos. 23
La considération des axes principaux donne par le n°. 32 du troi-
siéme Livre, )
K=o, K =0, k'=o,

et par conséquent,

YO =h.(i—)+r".(1~p*).cos. 27,
On a vu dans le troisiéme Livre, que la variation de la pesanteur
étant i trés-peu prés proportionnelle au quarré du sinus de la lati-
tude, la valeur de 2" doit étre trés-petite; elle seroit nulle en
effet, si la terre étoit un solide de révolution ; mais pour plus de

généralité , nous la conserverons dans les recherches suivantes ;
nous aurons ainsi,

A=22.8.pd—Yyar . (h—19). S-p.d @’ fam K S gy
=-8;g—.8.p.d.a°——%.¢w.(h—-;¢).S.p.d.a’+;.m.h”".S.p.d.a°,'
8
C =-;—5-.S.p.d.as+;—:.¢7r.(h—-}¢).S.p.d.a“.
3. Considérons présentement les valeurs de dN, dN', dN”
qui entrent dans les équations différentielles (D') dun®. 1. Soit L

Ja masse d’un astre qui agit sur la terre ; soient #, y, z, les coor-
données de son cenlre , rapportées au centre de gravité de la terre,
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et =V +y*+2*; nommons &', ', 7', les coordonnées d’une
molécule dm, du sphéroide terrestre ; supposons enfin,

V= {xr+y{+zz}+ g r - 5
7 V(x'—z)'+ (' —y)r+ (2 —2)

les forces attractives de L sur la molécule dm , décomposées pa-
rallélement aux axes des x, des y ct des z, en sens opposé &
leur origine, et diminuées des mémes forces attractives sur le
centre de gravité de la terre, que nous considérons ici comme

. . dv dv dv
immobile, seront (7&;)’ (-@7), ( = ) Ces forces sont celles que

nous avons désignées par P, Q, R, dans le n°. 25 du premier Livre;
on aura donc par ce méme n°, ,

=S (55) (&)
dN’ dv
:—S dm. {x.( ) z. d*,)}
" ar
'-Zﬁ-_- S.dm. {y ——-) -z '(dy’)}

Si Pon observe ensuite que 'on a

()= (@) = (@) —=(5)
b

2 an () ()
2 s [o()-o(2)
e an o (5 ()

Les coordonnées ', y', 2/, étant supposées trés-petites relativement

4 la distance r de 'astre L, au centre de gravité de la terre, on

peut développer 77, dans une suite fort convergente par rapport

aux puissances réciproques de 75 on aura ainsi & fort peu prés,
MecaN. cin, Tome I1. Qq
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dN
7‘—=??.S.dm.(xx'+‘y‘y'+zz’).(yx’—-xy'),'
dN, ’ ! ! U /
d—t—r_ Sdm.(x5'+yy 453 ) (25— x5);
dN’" 3 ’
E—:-)_—?.S.dm.(xx’+yy’+zz’).(zy’—yz).

On a vadans le n° 28 du premier Livre , que les valeurs de p, ¢, 7y
sont indépendantes de la position du plan des x et des y ; or si
nous prenons pour ce plan, I'équateur méme de la terre, on aura
0=0, et si nous prenons pour P'axe des «, le premicr axe prin-
cipal, nous aurons ¢=o0; nous aurons de plus par le n". 26 du
premier Livre,

S.dm.(y*+z")=A; S.dm.(s"+5")=B; S.dm.("+y")=C;
S.x:y'.dm =0 S.xzdm=o0 ; S-y'z'.dm=o ;

partant,
“%\’-:3—];-.(8—.4).::_}/;
3 (C—d)nz;
rfT,”:’F“(C_B)‘yZ"

les équations (D') dun’. 1, deviendront ainsi,

(B—A) _3Ldt (B—4) -
dp+—c—.9r.dt-— PE .——C-—-.xy,
(c 3L. d: C—B
dg+“op = 04 ()
(A C) 5L dt (A—C)

dr+ 9.dt= xZ;

rﬁ B

Ces équations supposent que r, est fort grand par rapport au rayon
du sphéroide terrestre, ce qui est vrai relativement au soleil et &
la lune; mais il est remarquable qu'elles scroicnt encore trés-
approchées, dans le cas ou lastre attirant étant fort prés de la
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terre, la figure de cette planéte seroit elliptique. Pour le fuire voir,
nous observerons que P'on a par le n°. 2,

¥=R.Vi—p.cosw; y=R.Vi—p*sina; z'=R.u:
si'on nomme v et A, ce que dcviennent par rapport a l'astre /i,
les quantités et @, relatives & la molécule diz du sphéroide ter-
restre, on aura

=r.Vi=v.cos.r; y=r, Vi—r.sinag; z=ry:
si Pon substitue ces valeurs dans la fonction 77, ct qu’ensuite on la
_ R .
développe par rapport aux puissances de — on aura une séric de
f
cettc forme,
—+——-«. U™ ———.U<3>+ &e.;
ct il est facile (]e s’ assurer, par le n°. 23 du troisitme Livre, que

les fonctions U™, U™, &c., sont des fonctions telles que P'on a
généralement ,

o % {1—-##)(dUw)}§+(d:g'(‘)> +i(i+1). U

du 1—pp
Reprenons maintenant Péquation,

s (D)D)

(@) =(F)=5 b () ()
b (@)= ()

+ &c.
Les différences partielles du second membre de celte ¢quation,
étant prises par rapport & des variables indépendantes de x et de @;

dUC)
si I'on désigne généralement par U'¢®), la fonclion y. (——_—;—)
dUy

—X —‘2;-) , Ol aura

ozgd {(1—#1“) (dU,(‘))%-l- d‘lUl())+t (i41). U'®;

dw 1
Qq 3
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en sorte que la fonction U’® est de la méme nature, que les fonc-
dN
ar
par ce que 'on a vu dans len’. 2, et en substituant pour dm, sa
valeur R'.dR.du.dw, el pour R, savaleur a+aa. { ¥ +Y+&ec.},

N L §.d (YD) U dudw
dt r?

tions Y et U®; Vexpression précédente de —— deviendra ainsi,

+5.8.d.(a'Y ). U O dpd
+ é(c.;
les différenticlles d.(@*Y®), d.(a®. Y ®), &c., élant relatives a

la variuble a; or 'équation (2) dun®. 29 du troisicme Livre, donne
généralement & la surface de la terre, et lorsque i surpasse 2,

S.p.d(a*.YH) = 21:1

). YO.8.p.d.a%

les intégrales étant prises depuis @=o, jusqu'a a=1, et ¥ dans
le second membre de cette équation, étant refatif a la surface de la
terre; on aura done

LS (@Y O)U O s = L SYOU O dinde. S,

Si la figure de la terre est celle d'un ellipsoide; ¥ est nul,
. dN . .
et alors Vexpression de T réduit & son premier terme , non-

sculement & cause de la grandeur de r,, mais parce que les valeurs
de YO, Y, &c., sont nulles. Quoique la figure elliptique ne
satisfasse pas exactement aux degrés mesurés des méridiens; cepen-
dant, Paceord des variations de la pesanteur avec cette figure, in-
diguc que Y ™, ¥, &e. , sont pen considérables par rapport i Y
on peut donc calculer les mouvemens de axe de la terre, en lui
sapposant une figare clliplique, sans craindre aucune erreur,

4. Rapportons maintenant, les coordonnées de Vastre L, i un
plan fixe jjue nous supposerons étre celui de Iécliptique & une épo-
que donnde; soient X, Y, Z, ces nouvelles coordonnées; axe des X
étant la ligne menée du centre de Ja terre, a Péquinoxe du prin-
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temps ; Paxe des ¥ étant Ja ligne menée du méme centre, au pre-
micr point du cancer, et la ligne des Z étant la ligne menée de
ce méme centre, au pole boréal de Pécliptique : on aura par le
n®. 91 du premier Livre,

2= X.cos. 0+ ¥.cos. 8.sin, o— Z.sin.f.sin. ¢ ;
y="Y.cos.0.c08.0—X.sin.g —Z.sin. 0. cos.¢;
z="Y.sin0+Z.cos. 1.

Les équations différentielles (#) du n’. précédent, deviendront
ainsi,

i +(B-A) ?Ilfl‘t(}}__—-,{) {{Y’ 008,204 Z"5in8-X*-2Y Z sin8.cos.9) sin. 2@]
? T grdi= ar8.C |+ {2XY.cos.9—2XZ sin0}.cos.20
(C-B) 3L, dt(C—B) ({(Y*-Z")sind.cos.84YZ (cos.*0-sin*0)} .cos. o}
dg+——=rp.dt=— . G
gt pd |- —{ XY sind+XZ.cosf}.sin.e (@)

dr+(_/4_;£)' 5L.df.(A-C} { { XY sind4 XZ cos.8} .cosp

P g'dt':—’r'ﬁfB_' +{(¥*-2°)sinb.cos4+Y 2. {cosd-sin. )} .sin.?}

Intégrons présentement ces équations. Si les deux momens d'iner-
ticA et B étoient égaux, ce qui auroit lieu dans le cas ot la terre
seroit un sphéroide de révolution ; la premicre de ces équations
donneroit dp=o, et par conséquent, p constant : lorsqu'il y a
une petite différence entre ces denx momens d'inertie, la valenr
de p renferme des inégalités périodiques,, mais clles sont insen-
sibles ; en effet, Vaxe instantané de rotation, s'¢loignant toujours
trés-peu du premier axe principal, ¢ et r sont de Lrés-petites
quzmtités, et Pon peut sans erveur sensible, négliger le terme
(B .rq .dt,dela premiére des équations ( G). Le sccond membre
de ]a méme équation se développe en sinus et cosinus d'angles
croissans avec rapidité , puisque ses termes sont multipliés par le
sinas ou le cosinus de 20 ; ces ternies doivent donc étre encore
insensibles aprés les intégrations : on peut ainsi supposer dans les
deux derniéres des équations (G), p=n, n étantla vitesse moyenne
angulaire de rotation de la terre autour de son troisicme axe prin-
cipal. Mais comme la discussion de la valeur de p est trés-impor-
tante, & cause de son influence sur la durée du jour ; nous revien-
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drons sur cet objet, aprés avoir déterminé les valeurs de g et de .
Faisons pour abréger,

_5_15; {(Y*—2Z*).sin.8.c08.0+ Y Z,(c0s.'8 —5in28)}=P;
S (XV.sind+XZocos.0)=P';
les deux dernitres équations ( G) deviendront,
— B,
dq+(—c———B).rp.dt (C )
(A C)

——.dt.{P.cos.o— P'.sin.¢};

(A C)

dr+ pg.dt=——.dt.{P'.cos.¢4 P.sin.¢}.

PetP peuvcnt éire dévcloppés cn sinus et cosinus d’angles crois-
‘'sans proportionnellement au temps. Soit k.cos. (i¢+4+), un terme
quelconque de P, et &'.sin. (it+¢) , 1e terme correspondant de P’ ;
on aura, en n’ayant égard qu’a ces termes,

(C—B)
A
(A 2]

dg+ ——rpdi="—-— (C B) At (BHE ) cos. (o4t )+ (£-F ).cos.(¢-it-1)) ;

dr + gdt_ '; ACEHE ) sin.(ptitte)+(R-E)sin(omit~+)).

Si l'on suppose dans ccs équations,
g = M.sin. (p+it+e)+ Nosin (pmmit—:);
r=M'.cos.(p+it+1)+N'.cos.(p—it—:);
on aura, en observant que d¢ est & trés-peu prés égal a ndt,
("*"’) (C—B).{n.(4+B—C)+iB)
STt AB—w.(A=C).(B—C) }
(’ﬂ).(c—A ). {n.(A+B—C)+i.A}
R ¥ 7y e R
(" ) (C—B). {n.(A+B—C)—iB)

2
2 H

(n—ij AB—m (A= C).(B=C)
(""") (Cmdl). {n.(A4+B—C)—i A}
(8 =3)* AB—p*.(4—C).(B—C) i

N

il

N'=
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Reprenons maintenant les équations du n’. 26 du premier Livre,

do—d.cos.8 =pdt;

d{.sin. 0.sin.p—df.cos.p =g d¢t;

d+.sin.8.cos.9 -+ df.sin. o =rdt.
Ces équations donnent,

di=rdt.sin.p— gdi.cos.¢;

on aura donc,

de M—=M\ .
EE—( " I).aln.(2¢+tl+e)+(

N4N'—M-M'
+ )

2

N'—

2

N).sin.(ap-—it—e)
osin. (id4e).

Nous pouvons négliger les deux premiers termes de celte expres-
. do . . . R
sion de -, parce qu'ils sont insensibles en eux-mémes, et que
dt

d’ailleurs, ils n’augmentent point par Uintégration. Il n’en est pas

ainsi du troisi¢tme terme que intégration peut rendre sensible, si i

est fort petit. Dans ce cas, on peut négliger i, relativement a z,

et Pon a a fort pcu pres,

%: (fi;"iTgf—).k'.sin. (it+e).

Les expressions précédentes de g d¢ et de rd ¢, donnent
dd.sind =rdt.cos.e+qdt.sin.g ;

d’ou Yon tire ,

d¢.sin.9=< 9 M).cos.(z¢+it+s)+(£—:—{’).co&(z¢— it—3)

MA+M4 N4 N ,
+H—+;——+———).cos. (it4+);
en négligeant les deux premiers termes de celte expression , qui
sont toujours insensibles , et en supposant i fort petit, on aura a
irés-peu-pres
. 2C~A—B .
d.sin. = (—W—).b.cos. (it4e).

Si l'on désigne par E.£.c08.(if+s), la somme des termes dans
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lesquels P peut se développer, et par z.k'.sin.(it+s+), la somme
des termes dans lesquels P’ peut se développer, = étant la caracté-
ristique des intégrales finics ; on aura

df A+B—aC

7;:(—5_3—_)' fosin.(it+4¢); (H)
dl 2aC—A—B o
—E.sm.ﬂ = (———M.c ).z.k.cos.(;t+c).

En intégrant ces équations , sans avoir égard aux constantes arbi-
traires ; on aura les parties de 8 etde 4 qui dépendent de P'action de
Yastre L. Pour avoir les valeurs complétes de ces variables, il faut
leur ajouter les quantités qui dépendent de Pétat initial du mou-
vement. Sil’on n’a égard qu’a cet état, les deux dernicres des équa-
tions (G) deviennent

dg+(C_B>.nr.dt=o H dr+(A—:—£>.nq.dt=o;

d’ol1 'on tire en intégrant,
g= G.sm (At4€);

r= (B TB=0)" +G.cos.(At4+€) ;

G et ¢ étant deux constantes arbitraires, et A étant égal a

l/(C—A) (P 5i Yon substitue pour ¢ et r, ces valeurs
dans équation

’ .
— = 7r.8IN.¢ = ¢.C08.¢ ;
) i m. ¢ q 8.2 3

on aura, aprés avoir intégré,

=yl {n.(B—C)—r4}
an.(n+2).(B— B—C)"

A +n.(B—C)
" an.(n—2).(B—C)
k élant une nouvelle arbitraire. Sila valeur de G étoit sensible ,
on la reconnoitroit par les variations journali¢res de Ja hauteur du
pole; et puisque les observations les plus précises n’y font remar-
quer aucune variation de ce genre, il en résulte que G est insen—
sible

.G.cos.(o+Art4C)

}.G.cos.(o-u-—:),-



PREMIERE PARTIE,LIVRE V. 513
sible, et qu’ainsi 'on peut négliger les parties de 9 et de 4, qui
dépendent de I'état initial du mouvement de la terre.

+ 5, Reprenons maintenant les équations () du n®. précé-
dent. La premi¢rc donne en Pintégrant, ct en obscrvant que
.8 vcos. (it+e), est le développement de la fonction P’,
A+B—2C

(A4+B—2C) JSPdL.

b=h+ an.C

Les seuls astres qui influent d’une maniére sensible, sur les mou~
vemens de Paxe de la terre , sont le solcil et la lune : considérons
d’abord , Paction du soleil. Soit » la longitude de cet astre , comptée
de 'éguinoxe mobile du printemps; soit encore 3 , Pinclinaison de
cette orbile, sur le plan fixe, ct A la longitude de son noeud ascen-
dant, les angles ¢ et A étant rapportés & Porbite méme du soleil ; on
aura

k4 sl Y
X = 7,+€08%. . €05 ¥+ r8in’. = c0s. (v —2 4) ;

Y . . Y .
Y = rl.cos“.-ﬂ—.sm. u—r,.sm’.;—.sm. (v—234A);
Z =r,sin. yosin. (v —4) ;
d'ott Pon tire,
L re Y . AN . LA .
XY =+.cos*.=.sin. 2v +Z.sm‘.y.sm.2/\—;-. sint. L. sin.(20—~4A )
%4 2 2

i
4

rpo. WY z
+—2—. sm.y.sm‘.;—. sin. (ap=34),

rr . Y . . .
XZ =-=usiny.cost sin.(2y—A ))—--.sin. 2y.sin, A

Wu Pextréme lenteur du mouvement des points équinoxiaux, on
peut supposer dv égal au mouvement angulaire du soleil, pendant
Vinstant d¢, etT'on a par les n™. 19 et 20 du second Livre,

rrdv=a'mdt.Vi—e;

mt étant le moyen mouvement du soleil , @ étant sa moyenne dis-

tance & la terre, et e étantle rapport de 'excentricité de son orbite,

it cette distance moyenne. On a de plus, par le n° 20 du méme
Mécan, ciéu Tome I1. Rr
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Livre, en négligeant les masses des planétes relativement a celle du

L
soleil, = =m?, etI'é équation a lellipse donne

a 14-e.cos. (v=—T)
r, 1—e* ’

T élant la Tongitade du périgée solaire; on aura donc relativement
au soleil;

Podg=2E2 {XY sin. 0+ X Z.cos.0}
= 3mdv {14 e.cos.(v—T)} { sin 9-[-—-.008.01
(1—ect)? 3

. . Xy XxZz .
SiTon substitue pour — ct —, leurs valeurs précédentes en vz

.
on verra dabord, aprés avoir développé P'dten sinus de angle ¢
ctde ses multiples , que les termes dépendans de Ja longitude T de
Papogée solaire , renferment Pangle v, et qu’ainsi, ils ne peavent
pas devenir sensibles par Pintégration. 1l n’en est pas de méme des

. . XZ
termes dépendans de la longitude du neeud : a fonction —5» intro-

. 3mdy . .
duit dans P'.dt, le terme — T sin.ay.cos.0.sin A, ¢t vula

Ienteur des variations de 3 et de A, ce termc peut devenir par
Yintégration , trés-sensible dans la valeur de 6. On aura ainsi &
trés-peu prés, en observant que e et 3 sont fort petits , et enne
conuservant parmi les termes multipliés par ccs quantités, que
ceux qui peuvent croitre considérablement par les intégrations,

3m Fm* .
SP'.dt =——--}.sm.9.cos.2v-—--—zi.cos. 0./ydt.sin. A,

%.sin. A estle produit de Pinclinaison de I'orbe solaire, par le sinus
de la longitude de son noeud ascendant, complée de Péquinoxe
mobile du printemps ; ct celle inclinaison ¢tant fort petite , on
peut prendre pour y, ou son sinus, ou sa tangente; or on a va
dans lc n° g du troisiéme Livre, que si Pon désigne par T, la
longitude du noeud ascendant de cet orbe , comptée d’un équinoxe
fixe; tang.y.sin.T est donné par un nombrc fini de termes de la
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forme c.sin.(g¢+¢), et quetang.y.cos.T, est donné par lc méme
nombre des termes correspondans c. cos. (g¢+¢) ; de plus, 4 ¢tant
le mouvement rétrograde des équinoxes, a partir de I'équinoxe
fixe, ona A=r++, ce qui donne

tang. y.sin, A =tang.y sin.T.cos.4 +tang.y.cos.T.sin. 4.

Ensubstituant ¢.sin.(g¢t4¢),aulicu detang.y . sin.T; et ¢. cos.(gé-+¢),
au licu de tang. y.cos.T; on aura
tang. y.sin. A =c.sin. (gt +¢+4).

On voit donc que pour avoir tang. y.sin.A, il suffit Paugmenter
les angles des différens termesde Iexpression de tang. 3.sin. T, de la
guantité 4. On peut méme, en négligeant les quantités de lordre ¢?,
substituer pour 4, le moyen mouvement des équinoxes ; ct alors,
tang.y.sin. A, sera composé d’un nombre fini de termes de la forme
c.sin(ft4¢), qui ne difftrent des termes de Pexpression de
tang. y.sin.T, qu’en ce que lcs angles g ¢, sontaugmentés du moyen
mouvement des équinoxes. On trouvera de la méme maniére, que
tang.y.cos. A sera composé du nombre correspondant des termes
de la forme c.cos. ( ft+¢); ainsi en désignant par . c.sin, (f£+¢),
la somme de tous les termes de l'expression de tang.y.sin. Aj;
Pexpression de tang, y.cos. A, scra £.c.cos( ft+€) ; et ces quan-
tités seront encore les expressions de y.sin. A, et de 3.cos.A. On
aura, cela posé, pour la partie de /P'd¢, dépendante de laclion
du soleil ,
3m* c

LCos. 8,.%. —
3 f
Considérons présentement Paction de la lune. En désignant par L',
sa masse, et par @', sa moyenne distance a la terre; cn nommant
de plus, relativement & cet astre, m/, ¢/, T, ¢/, A’ et 3/, ce que nous
avons nommé m, v, T, e, A,et 3, rclativement au solcil, et faisant

fP’dt:—-—z-‘-:-l-.sin.ﬂ.cos.zv+ .cos.( ft+¢).

-—7;-=)\.m’;

a
on trouvera par I'analyse précédente,

Fa.ms 3r.m*
JPdt=— 4":," .sin. 0. cos. 3 p'— -

.cos.8.[y'dt.sin. A",
Rr 2

3
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La fonction )-%! introduit encore dans l'intégrale fP'dt, lc lerme

?.sin.@.fy”dt.sin.n A
Ce terme croit beaucoup par Pintégration ; mais il est aisé de voir
que malgré cet accroissement , il reste encore insensible ; en sorte
que Jes scals termes sensibles que Paction de Ja lune introduit dans
Pintégrale /P'dt, et par conséguent dans la valeur de 8, sont ceux
auxquels nous avons eu égard. Quelques Astronomes ont intro-
duit dans cetle valeur, une petite inégalité dépendante de la lon~
gitude du périgée de Porbe lunaire; mais on voit par Panalyse
précédente , que celle inégalité n’a point lieu. Le moyen mouve-
ment du périgée lunaire , élant double a-peu-prés du moavement
des neeads de la June, un terme dépendant de Pangle 2 A'4-T' pour-
roit devenir sensible, quoique multiplié par €'y ; mais Panalyse
précédente nous montre qw'il n'existe point de terme semblable,
duns lintégrale f'P'dt.

Pour évaluer la fonclion /3'd¢.sin. A’, nous obscrverons que
dans tous les changemens qu’éprouve la position de Porbe solaire,
Pinclinaison moyenne dc Porbe lunaire sur son plan, reste tou~
jours la méme, comme on le verra dans la théoric de Ja lune; or
en supposant ce satellitc mi sur le plan méme de 'orbe solaire, on
a )=y, et A=A ; onadonc,eu égard aux variations de Porbe
solaire,

So dt.sin. A :—-z.j;—.cos- (ft+e).
Soit de plus, ¢, la tangente de Vinclinaison moyennc de 'orbe de
la lune, sur celui da soleil, et — f'£—¢’, la longitude de son
nceud ascendant sur cet orbe, comptée de I'équinoxe mobile du
printemps ; on aura en vertu de cette inclinaison ,

. ¢
JSY dtsin A = 77 cos. (ft+¢');
en réunissant donc ces deux termes, on aura relativement & Ia

lune,

fy’dt.sin.A':%.cos. (f’t+¢’)-z.%.cos. (ft+€);
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et 'on aura par les actions réunics du soleil ct de la lune,

.. am ,
L.sin.8.{ cos.ay+—.cos.2 v
m

0=h+%.(3—c:g——-£). —-(1+A)m.cos.9.2.—}.cos.(ft+€) .

+Lj:'—c-.cos.0.cos.(f/t+c’)

6. Déterminons présentement la valeur de 4, ct pour cela,
reprenons la seconde des équations (H) du n‘. 4, en lui donnant

cette forme, B
(aC—A—B)

an.C
on a par le n°, précédent , relativement au soleil ,

d{.sin.f = P.dt;

re AN
Y'—Z’=j. cos‘%. (1-cos.ao)-%. siny.{cos.2A—cos.(2v—2A)}

T, 2Ly
-——;.sm'.y. {1-cos.(2v-2A)} + - sm‘.;—. {1-cos (ap-4n)};

ro. o Y

YZ =~ .sin.2y.¢c08. A— . sin. 3. cos -7 cos. (2v—A)
2
e, LY -

+ —.sin. y.sm’.-;—.cos. (2v—23A);
on aura donc par 'analyse du méme n®., en négligeant les quarrés
de e et de 3, ct les quantités qui restent insensibles aprés Pinté-

> q

gration,

P.dt=%"L.dt.sin.e.cos.e—z—:l.sin. 8.cos.0.d.sin.ay
+o—:-l—.ydt.cos.z\. {cos.*8—sin0} 5

expression dans laquelle il faut substituer pour y.cos.A, sa valeur
z.c.cos. (ft+€),

On trouvera par la méme analysc, que l'on a relativement & la
lune,

Pdt=

3a.mr.dt 3a.m* .
.sin. 8.cos.§ — ye osin.f.cos.0.d.sin. 2 ¢’
m

3r.m?

+ < {cos.* —sin.*8} .x.c.cos.( ft+4¢)

Za.m?

2

+ «{cos 8 —sin8) .¢'.cos. (f't4¢) g
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on aura par conséquent,
(1+A).m.COS.9-wi.{d.sin.&vﬂ.d.sil).m)ll
adt m' |
{ cos.20—sin.2e
p] }.z.c.cos.(ft+4‘) .

“f—sin.%
{cos i :m }.c cos.(f't+¢')

dl 3m(2C—A—B)
" _4“.-——6——. +(142).m.

+am

Pour intégrer cette équation, nous observerons que la valeur dc 8
n'est pas constante , et que ses varialions séculaires deviennent
sensibles par Iintégration , dans le premier terme de celte expres-

d
sion de j' 5 or la seule partic de la valeur de 8, qui puisse acqué-

rir une valeur un peu grande , par la suite des siécles , est celle ci,
3m* (2C—A—
— | ———).(r ¥ 8.2.—.
e ( ¢ .(142). cos. ):fcos(ft-i-t:),
cest donc la seule i laquelle il soit nécessaive d’avoir égard : ainsi,
en faisant pour abréger,
3m* (2C—A—B)
4n " 9
. . d . .
le premier terme de Pexpression de —“—"—, deviendra en négligeant

).(1+A).cos.h=l;

les quantités de Pordre ¢*,
4 tang bz — f.cos (ft+e).

Il est inutile d’avoir égard & la variabilité de 8, dans les aulres
termes de cette expression qui donne aprés Iavoir intc’gréc ,
¢~1:+g+z.{(7-1) tang, h+cot.h} 5
123 . , 4 { cos.2h=sin.* h} o, , ,
- zm’.(l-}-)\)'sm'ﬂv +(1+A).f" sin.h.cos.h <sin(ft+¢);

¢ étant une constante arbitraire.

Llexpression de 6, du n° précédent, peut étre mise sous cette
forme,

lc 2N , " ,
6=h—-x.?-.cos. (ft+€)+m;.c «cos.(ft+¢’)

—osin(ft4¢)- Py +A).sm.2v.

l.tang.h

m ’
+m. {cos.2v+;.a.cos.2v }
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En réunissant ces valeurs de 4 et de §, avec celles-ci p=n;on
aura tout ce qui est nécessaire pour déterminer a chaque instant,
les mouvemens de la terre, autour de son centre de gravité.

7. Les valeurs de 4 et de § sont relatives & un plan fixe; pour
avoir ces valeurs par rapport & I'écliptique vraie, considérons le
triangle sphérique formé par éc hpllque fixe, par Pécliptique
vraie, et par I'équateur. Il estaisé de voir que la différence des
deux arcs interceptés entre I'équateur et le nocud ascendant de
Yorbe solairc, dans ce triangle, est & trés-peu preés égale au produit
de cot.d, par Pinclinaison de lorbe solaire & Pécliptique fixe, et
par le sinus de la longitude de son nocud ; cette différence est done
égale & cot.8.z.c.sin. ( ft4¢€) ; or si 'on nomme ', la distance
de lintersection de I'écliptique vraic et de I'équateur, a Porigine
invariable , d’ol1 'on compte angle 4 sur le plan fixe, on aura &
trés-peu prés, 4 —+' pour cette différence ; on aura donc

4= =col. 8, =.c.sin. (ft4¢€) ;
d’ou l'on tire,

V=1lt+{+=. {1+ —;—..tang.’ﬁ} .(ﬂ).cot.h.c.sin. (ft+¢)

In {cos.* h=~sin.*h}

l
+(1+")-f sin.h.cos.h «esin. (f/t+c)—‘__5m 2¢

am.(1+4)

2 . ,
—_—————, Sl 2 ¢
am'.(142)

Si on nomme ensuite, 0’ Pinclinaison de Vécliptique vraie sur

Péquateur ; on trouvera facilement , en considérant le triangle

sphérique précédent, et cn observant que 8" —9 est fort petit,
§'— 8 ==.c.cos (ft+€) ;

on aura par conséquent ,

- il , e

h+zx. (f ).c.cos ft+€)+(1+ )f.c.cos.(f1+6‘)
l.tang h { r.COS. 2 }
+m. COS.QV+ eAeCOS. 2¢ ¢

La partie z(f% .c.cos.( ft 4.€) dc cette expression , donne
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variation séculaire de Pobliquité de P'écliptique vraie, sur I'équa-
teur. Si la terre étoit sphérique, il n’y auroit point de précession
en vertu de Paction du soleil et de lalunc; on auroit ainsi /=0, et
la variation séculaire de Pobliquité de P’écliptique vraie, seroit
=.c.cos.( f1+¢). On voit donc que Paction du soleil et de 1a lune,
sur le sphéroide terrestre, change considérablement les loix de
celte variation qui deviendroit méme presque nulle, si le mou-
vement de précession dii & cette action, étoit trés-rapide relati-
vement au mouvement de Porbe solaire; car ce dernier mouve-
ment dépend par le n°. 5, des angles (f—2).t, dans lesquels les
coefliciens f—/, scroient alors trés-petits par rapporta Zet & f;

en sorteque la fonction’s (%—l-) «¢.c08.( ft4¢), deviendroit presque

insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les
masses des planétes, 'étenduc entiére de 1a varjation de Pobliquité
dc Pécliptique, est réduite par action du soleil et de 1a lune, sur
Ye sphéroide terrestre, a-peu-prés au quart de la valeur qu’clle au~
roit sans celte aclion ; mais cetle différence ge se manifeste qu’a-
prés deux ou irois siecles.

Pour le faire voir, développons la fonction =. (f;—_l)c.cos.( “ft+¢),

par rapport aux puissances du temps ; elle devient, en négligeant
les termes au-dela de sa premiére puissance,

E.(f?_—l-).c.cos.C-—t.z. f—1).c.sin.c.

Le coeflicient f— 1 est, comme on I'a vu, le méme pour la terre
supposée sphérique, que pour le cas ol elle différe de la sphere;
la variation séculaire de Pobliquité de ’écliptique, est donc Jaméme
pour ces deux cas, dans les temps voisins de 'époque,

La fonction x, {1+ }.-.tang h} (l—f).cot. h,c.cos.( ft+¢€),

de Pexpression de —i- donne la Jiminution de Yannée moyenne,

en réduisant cette foncuon en temps, a raison de Ja circonférence
entiére pour une année. La diminution gui auroit lieu par le seul
meuvement
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mouvement de Uécliptique, cten faxsant abstraction de I'action du
solcil et de la lune sur le sphéroide terrestre, serpit

z.(—f).cot.h.c.cos.(ft+€) ;
cctte action change donc encore 1’étendue de la variation de 'an-
née, et la réduit A-peu-prés au quart de la valeur qu'elle auroit
sans celle action.

8. Considérons présentement Pinfluence de cette action, sur
la durée du jour moyen. Nous observerons d’abord que axe ins-
tantané de rotation ne s’écarte jamais du troisiéme axe principal ,
que d’une quantité insensible : on a vu dans le n° 28 du premicr
Livre, que le sinus de I'angle formé par ces deux axes, est égal &

VFEr
Votin
insensibles, et qu'ils n’ont d’influcnce sensible sur les valeurs dc 8
ct de 4, que par les intégrations ; on peut donc toujours confondre
Taxe instantané de rotation de la terre, avec son troisiéme axe
principal ; et ses péles de rotation répondent toujours a trés-peu
prés, aux mémes points de sa surface.

Déterminons le mouvenient de rotation de la terre, autour de

son troisiéme axe principal. Il est aisé de voir que p étant égal a
dy d . . . .
T %.cos.e ; il exprime ce mouvement. Si dans les équations (G)

5 or il est visible par ce qui précéde, que g et 7 sont

du n°. 4, onsuppose .4 =B, cequi alicu, lorsquela terre est nn
sphéroide de révolution ; la premicre de ces équations donne
dp=o, et par conséquent p égal a une constante » : mais ces
équations n’étant qu’approchées relativement a ’action delastre L;
nous allons prouver que 'équation p=n, a encore lieu, cn ayant
égard & tous les termes dus a cette action.

Si, comme dans le n°. 2, on prend pour Jle plan des x ct desy,
celui de P'équateur ; la premicre des équations (D) da n® 1, de-
viendra,

dp.--— ;
etPonaparlen’. 3,

7 =s-dm{y ()~ (iy)}

MicaN. ciin Tome I Ss
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Soit
=S- L.dm ;
V(&' —a)t (y=y)*+ (¥ —=)*
on aura par len®. 3, en observant que par la nature du centre de
gravité, S.a'dm=o, S.y'dm=o0, S.7dm=o0;

N qdv av
—JT =Y. H —Xe Ty— o
27, étant le produit de L par la somme de toutes les molécules du

sphéroide terrestre, divisées respectivement par leurs distances
i L; il est clair que cesphéroide étant supposé de révolution, 77 est

!

le méme, lorsque z ct V' x* +4* sont les mémes ; 2 est done fonc-

. - . AN »
tion de ces dcux quanlités ; ce qui donne —; = ©» etpar conséquent

dp=o0, ou p=n. Voila donc un cas fort étendu dans lequel le
mouvement de rotation de la terre autour de son lroisitme axe,
est rigoureusement uniforme.

Dans lc cas général our les trois momens principaux d’inertie

B—
sontinégaux; le terme ( ) grdt,dclapremiére des équations (G)

4

du n®. &, est insensible , méme aprés sa double intégration', dans
l’expx ession de f/p d¢, qui représente le mouvement de rotation de
la terre, aprés un temps quelconque. En effet, on a vu dans le
n° 4, que les valeurs de ¢ et de r ne renferment point dc trés.
petits diviseurs qui ne sont introduits dans les expressions de 8 et
de 4, que par les intégrations ; ¢ et r sont donc de Pordre Zc, en

nayant égard qu’aux trés-petits angles depcndans des van.mous

B--
séculaires de Porbe terrestre; et le terme( ) .qr, est de Pordre
| . . ..
be. ( 7 ) La doublc intégration peut lui donner un diviseur de

Pordre 2*, et alors il sera de Y'ordre (——-) c*, et par conséquent,

insensible.

Si dans le second membre de Ia premicre des équations (G), on
substitue au lieu de 8, ¢ et 4, leurs valeurs données par une pre-
miére approximation ; il suffira de n’avoir égard qu’aux termes
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de ces valeurs, qui ont de trés-petits diviseurs , et qui sont de la
formeﬁ—j",-lc .2:)2: «(ft+¢), fétant un trés-petit coefficient du ménin
ordre que Z Mais ces termes substitués dans le second membre do
la premiére des équations (G ), 8’y trouvent multipliés par lesinus
ou le cosinus de 2¢, ct par Z; ainsi aprés leur double intégration
dans expression de fpd¢, ils restent encore inscnsibles. On voit
donc que dans le cas méme ot les trois momens #, B, C, sont
inégaux, le mouvement de rotation de la terre peut toujours étre
supposé uniforme, ou, ce qui revient au méme, p peut toujours
étre supposé égal A une constante 7.

Q. Cest ici le lieu de discuter les variations du jour que les
Astronomes nomment jour moyen. Le moyen mouvement sydéral
de la terre dans son orbite, est uniforme, comme nous 'avons
démontré dans le second Livre , n°. 54. Si I'on congoit sur cette
orbite, un second soleil dont le mouvement et 'époque soicnt les
mémes que le moyen mouvement et 'époque du moyen mouve-
ment du vrai soleil ; si 'on congoit de plus, dans le plan de I'équa-
teur, un troisiéme soleil, mit de maniére qu'il coincide avec le
second soleil, toutes les fois que celui-ci passe par I’équinoxe du
printemps, et que sa distance & cet équinoxe, soit toujours égale a
la longitude moyenne du soleil ; Pintervalle de deux retours con-
séeutifs de ce troisiéme soleil, au méridien, sera ce que on appcelle
Jjour moyen. Si le mouvement de 'équinoxe, sur ’écliptique vraie,
étoit uniforme, et si Yinclinaison de cette écliptique a I'équateur,
étoit constamte; le troisitme soleil se mouvroit toujours uniformé-
ment sur Péquateur : mais les variations séculaires du mouvement
des équinoxes et de P'obliquité de ’écliptique, introduisent dans le
mouvement de ce troisieme soleil, de petites inégalités séculaircs
que nous allons déterminer.

On a vu dans lc n° précédent, que la vitesse de rotation de la
terre, peut étre supposée égale a une constante z, et que son axe
instantané de rotation ne s’écarte jamais du troisiéme axe princi-
pal, que d'une quantité insensible. Soit donc s, la vitesse angu-
laire du troisiéme soleil que nous concevons mi dans le plan de
Péquateur, et v, sa distance & I'équinoxé du printemps, rapporté

Ss 2
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a Pécliptique fixe ; n—s sera la vitesse angulaire du premict axe
principal de la terre, relativement & ce soleil ; et on aura
do—dy=(n—s).dt.
Mais on a par le n°. 4,
de==ndt+d.cos.8;

on aura donc
dv=sdt+d.cos.b.

Soit ¢’ la distance angulaire du troisiéme soleil, & Péquinoxe réel,
cest-i-dire, a lintersection de I'équateur avec 'écliptique vraie.

(4— ~l—)

1} est aisé de voir par le n” 7, que p—1' est égal & ——, et

par conséquent égal 4 —— =7, e qui donne

dv'=sd+dd.cos b dp, L0148

Soit g¢, le mouvement sydéral du second soleil , sur Pécliptique
vraie; g+?4;- sera sa vilesse angulaire relativement a 'équinoxe
véel ; mais on a par len”. 7,

dy 44

-ET—E‘—COt 6.=. (,'fCOS (ft+c)’

velte vitesse est donc égalc a

d
g+—i —cot.f.z.c.focos. (ft+¢€):

av
elle doit étre égale & — 3; 7 onpourra donc, au moyen de cette éga-

lité, déterminer s, et Von aura

s:g+(1—405.0).(%-+(ﬂ).z.c.f.cos. (ft+¢).

sin. 8

En substituant pour d+ ct 8, leurs valeurs précédentes ; on aura
2
s-_—_g+l.(1-—-cos.h)—sin.h.>:.-f.cos.(ft+s’)
tx
+(1=—co0s.A4).x. {(T-—l). lang.h-l—l.cot.h} cc.cos. (ft+6)

1

—cos.h .
—.mT.z.cf.sm.(ft-[-e‘).
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Le temps exprimé en jours moyens, est égal a [sd¢ ; on aura dopc
pour équation de ce temps,

b.c

-—sin.h.z.F.sin. (ft+¢)

Bl ! )
+(1—cos.lz).2.{<Tz—-?—).tang.h+ —f—.cot.h}.c.sm.(ft+6)
+(~l—-—:i—:3;—'-h>.z.c.sin.(ft+é’).

Cette équation réduite en temps, & raison de la circonférence en-
titre pour un jour, ne s’élevant qu’a quelques minutes, dans une
période de plusieurs millions d’années; sa considération est inutile
aux Astronomes.

10. Lanalyse des n”. précédens , suppose la terre entiérement
solide : mais elle est recouverte en grande partie, d’'un Huide dont
Ies oscillations peuvent influcr sur les mouvemens de axe ter-
restre ; il importe donc d’examiner cette influence, et de voir si
les résultats que nous venons de trouver , n’en sont point altérés.
Pour ccla, il faut déterminer ce que I'action de 'océan sur le sphé-
roide qu’il recouvre , ajoute aux valeurs de ¥V, d N'et dN” du
n° 1. On a vu dans le n°. 25 du premier Livre, que P, Q, R étant
les forces dont la molécule dm du sphéroide terrestre est animée
parallelement aux axes des «”, des ' et des 2, et en sens contraire
de leur origine, ona

_‘l%=,g, {Q.&'—P.y'}.dm;
dN’ ’ ' .
_;l-z_= S. {R.x—-P.z}.dm,

dN”
Ti-t— = S- {R.y’—Q.z') .dm.

Voyons quelles sont les quantités que V'action de Pocéan introduit:
dans ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroide terrestre, par
sa pression et par son attraction; considérons séparément ces deux
effets. Nous supposerons pour plus de simplicité, que le plan des &/
et des ' est le plan méme de I’équateur, ainsi que nous Pavons
supposé dans le n°. 3.
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Dans I'état d’équilibre, la pression ctl'attraction de'océan , ne
produisent aucun mouvement dans I'axe de rotation de la terre; il
ne faut donc avoir égard qu'a I'action de Ja couche d’eau, qui par
les attractions du soleil ct de la lune, se dispose sur la surface
d’équilibre qui termineroit 'océan, sans ces attractions. Repré-
sentons par «y, Pépaisseur de celte couche, et prenons pour unité
de densité, celle de la mer, et pour unité de distance, le rayon
moyen du sphéroide terrestre : nous aurons ainsi a considérer
Paction d’une couche aqueuse dont le rayon intérieur est I'unité,
et dont le rayon extérieur est 1+2y. Si I'on nomme g, la pesan-
teur ; la pression d’une colonne de cette couche, sera le produit de
agy, par la base de cette colonne ; ce sera par le n° 36 du premier
Livre, Pexceés de la pression dans P’état du mouvement du fluide ,
sur sa pression dans l'état d’équilibre.

Soit R, le rayon mené du centre de gravité de Ja terre, au point
de la surface du sphéroide, que cette colonne presse; soit x le
cosinus de 'angle que le rayon R forme avecl'axe de rotation, et =
Pangle que le plan mené par cet axe, et par R, forme avec l'axe
des x', Soit enfin, =0, ’équation de la surface du sphéroide que
recouvre la mer, z étant fonction des coordonnées &/, 3/, z/, qui
déterminent la position du point dont il s’agit; on aura

&' =R. V;———;;.cos.fn-;

Y =R.VI—¢ .sin.=;

Z=R.u
La basc de la petite colonne que nous venons de considérer, peut
étre supposée égale & R*.du.d= ; la pression de cette colonne est
donc ag.y.R*.du.d s, Cette pression est perpendiculaire 4 la sur-
face du sphéroide; en la décomposant en trois forces paralléles aux
axes des #', des 5’ et des z/, et supposées tendre & augmenter ces
coordonnées ; on aura pour ces forces, par le n° 3 du premice
Livre,

-ug_y.R‘.dy.da (du) . agy.R*.du.dw (du
f\&)? T (217) g
agy.R*.dp.da (du

i -‘(E?) ;
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S élant égal & l/(%)’-}-(%u,)‘-*- (j—:-) L'équation & la sur-
face du sphéroide, est de cette forme,

Sty tat=14ag;
¢ étant une fonction trés-petite de #', , 2, dont nous négligerons
le quarré ; on a done

u=zx"4y*+2"—1—2q;

ce qui change les expressions des trois forces précédentes, dans
celles-ci,

asg.y.Rdpds ( , (dq\) s2gy.R.du.da , [dg
F @) -{’ &)
seg.y.R.duds [, (dg
T 7 T\
on aura ainsi, en n'ayant égard qu'a ces forces,
dN =g 2ag.y.R.du.dw d
= )=
dN’ 2rgy.Rdp.da ( ,
- S—————f .{x.(——,)-—z (
dN”_ ~ 2¢g.y.R.du.ds
e B

Rapportons les différences partielles (—) ( )

variables K, 1 et . Pour ccla, nous observerons qu

-

l

)
)}
}
(&

i‘li‘* &

B
-

|

7)

=

y aux

R z
=‘/x‘+}/‘+z‘,~ tang, = = i, E
ol il est facile de conclurc,

dq ‘/l—yy.ws 7 (dq) .._i_”:‘ :I_‘_I_ _f- \/l-(/.‘,cos w (lq
o aR)" Ry \dw g

(;q,) V i—pd sinm, (:;)_,. _ffs__:‘_ﬂ_’:.(_d_q')‘_f.‘/l—{p.sin = (dq) )
7 R ‘/‘—.“.“ da R dp

dq (1—upp) .
(d'?)"_"((m)"' R (d“>’
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dN dN' dN"
> de ?

on peut, en négligeant le quarré de ¢, supposer R—-x et f-.n,

dN d
T:S.agy.dp.dw.(——:—);

dN' - P dq p-sina fdq
- =S.agy.dp.d .{l/l 7 .cos.»a-.((}l—[&-)+‘/l_wl (dw)}

f’v_/=S.¢gy.d,u.dc.{l/l—y’.sin.c.(%:l p.cos.m (di)}

on aura ainsi, en observant que dans les valeurs de

de V =3 da
) ; dN dN' _ dN"
Déterminons présentement les valenrs de a0 ar e o @ rcla-

tives a laltraction de la couche aqueuse , sur le sphéroide terrestre,
11 est clair que si ce sphéroide et 'océan quile recouvre , formoient
une masse solide, il n’y auroit aucun mouvement dans cetle masse,
en vertu de Pattraction de toutes ses parties ; P'eflet de attraction
de la couche aqueuse sur 'océan , ajouté & Veffet de son attraction
sur le sphéroide terrestre, est donc égal et d’un signe contraire &
Yeffet de Yattraction de la terre entiére sur la couche aqueuse;
d’ot il suit que l'effet de lattraction de cette couche sur le sphé-
roide terrestre , est égal & la somme des effets de Pattraction de la
terre entjére sur la couche, et de Yattraction de la couche sur
Vocéan, cette somme étant prise avec un signe contraire.

La résultante de Vattraction de la terre entitre, sur la petite
colonne «y.du.d=, de la couche aqueuse, et de la force centri-
fuge, est perpendiculaire & la surface d’équilibre de la mer; on
aura donc Jattraction de la terre enti¢resur cette colonne, en la
concevant animée de cette résultante, et de la force centrifuge prise
avec un signe contraire. La premiére de ces deux forces est la pe-
santeur g, qui doit étye multipliée par la masse ay.du.d=, dela
molécule ; en supposant donc que 'équation de la surface d’équi-
libre de la mer soit,

I|+ylg+zl;= l+2q/;
dN dN'  dN” .
AR TR TR relatives
& cette force, en changeant dans les expressions précédentes de ces
quantilés,

on aura par ce qui précéde , les parties de ——
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quantités, g en ¢". Il faut de plus, comme on vient de le dire, les
prendre avec un signe contraire ; en les réunissant ainsi aux
expressjons précédentes , et observant que ¢'— ¢ cxprime la pro-
fondeur de Ja mer, que nous supposons trés.petitc, ct que nous
représenterons par 3, on aura

aN dy

'—dt—-——s-ugy-d[hd'ﬁ.((—i;);

dN' | pme dy pm.sina fdy
G =—Swegy-dude [V reone (2 )+ ()}
dN" —_— dy p.cos.m dy
7———«9.&&}1.(1[‘.({@.{‘/ 1= .sm.w.(;ip-) ‘/1_# (E}')}

N

11 faut maintenant considérer I'cffet de la force centrifuge prise
avec un signe contraire, et le retrancher de ces valeurs, ce qui
revient 4 leur ajouter Veffet de la foree centrifuge. Si I'on désigne
par n, la vitesse de rotation de la terre, la force centrifuge de la
petite colonne «y.du.d=, sera n'. ¥/ 1—*; en la mullipliant par
la masse de la colonne, on aura dn’y.d}t.d'n’.\/l———[;’, pour la
force entitre. Cette force est dirigée suivant le rayon du paralléle
terrestre ; en la décomposant en deux, I'une paralléle aux ', et
Yautre paralléle aux y', on aura en’y.du.d . v/ 1—#* . cos.= pour

la premiére, et an’y.du.d=. Vi .sinw, pour la seconde ; on
dN' (ZN”

. dN

aura donc pour les parties de a0 ar ¢t ar relatives & la force
centrifuge,

dN

ar

d —

-.-N— =—8.an’y.dp.da.p. Vl—y-‘.cos.a 3

o Y

dN" —

=" S.an'y.dp.da.p, Vl—,u‘.sm. @,

Il nous reste & déterminer Veffet de Vattraction de la couche

aquense, sur Pocéan. Pour cela, représentons par « U, la somme

des molécules de cette couche, divisées par leurs distances respec-
MtcaN, kv, Tome I, Tt
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tives & une molécule de Pocéan, déterminée, soit par les quanti-
’ P q

aU dU
tés R, uet®, soit par les coordonnées &', ', z'; «. (3; ), a.(l—[;)

dU .
et c..((T—,-) seront les attractions de la couche sur cette molécule,
2

parallélement & ces coordonnées, ces attractions tendantes & les

augmenteér. La masse de la molécule est R°d R.du.d= ; on aura

dN dN' dN” ,
T TR TR relatives a lattraction de

la couche aqueuse sur 'océan,

dU dU
S.acRid.R.dpt.da.{ <l—1y )-J/ '(dx’)}
S RdR.dp. dw.{ (‘i_)_.z (:g)}
S.aR*dR.dy.dw.{y’.(‘—;g)— (q)}

Pour intégrer ces fonctions relativement 4 R, nous observerons
que la profondeur de la mer étant supposée trés-petite, on peut
supposer R=1, et /R°"dR=1. Si, de plus, on change les diff¢-
. AU\ [dU dU , .
rences partielles (— ), (5— ) et (5— ) en d’autres relatives aux
iz )’ \dy dz

variables R, = et 4, les fonctions précédentes deviendront , en les
prenant avec un signe contraire,

donc pour les parties de ——

—8. ay.dy.d@.(é—g);
— d
—8.ay.du.dv., { ‘/1—{4'.005.@. (gg) + M—in—? ( U)}

Vi \d7
dU . €08, d
—S.¢7ody.dw.{V1—M Sin e ( ) e .(—E>}.
dp. ‘/ 1—4* da
. . . ) AN dN’
SiVon réunit ces valeurs,aux expressions partielles de - 4 e o

dN/I
~——, trouvées ci-dessus; on aura pour les expressions entiéres de

ces quanmés relatives a Pattraction et & la pression de I'océan sur
le sphéroide terrestre,
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dN

d dU
- = S.ag:y.dy.dr.(:l%)—S.a;«.dy.(h. (E) ;

dN’ —_ .sin. =
- = —S§.agy.du.da. { Vl—y'.cos.w.(gyl)+# oin. - (d_)

V l_‘“n d=
—_— dU .sin.
— S.ay.dud=. {l/l—#’.cos.w.(r —)-}-fﬂ.(d—-)
du Vi \dz

—_— S.anfy.dy.tlw.y. Vi1i—u*.cos.w ;

dN” ‘ —_— dy u.cos.w [dy }
T....—S.agy.dy.dw. {V 1—u 'Sln'q'(:i:)~‘7{__;ﬁ'(3;
— d .cos.
—S.ey.dud=m. {V1—y.'.sin.'r.(-£)—‘f‘—2:. dg)}
d[A V 1—ud d=

— S.an’y.du.de.p. Vi—.sina.

Les intégrales précédentes doivent étre prises depuis p=——1, jus-
qua u=1, et dcpuis #=o0, jusqu’a = égal & quatre angles droits.
En intégrant par rapport =, on a

d d;
S.agy. dq.(;i%) =agyy—C.agy.da. (c—l%)+constante H

or il est clair qu’aux deux limites de l'intégrale, ou #=o, et = est
égal 4 quatre angles droits, la fonction « gy est laméme, puisque
ces deux limites appartiennent au méme point de la surface du
sphéroide; on a donc «gyy 4+ constante =o, et par conséquent ,

d d
S"gy-d!‘-d'ﬂ-(;l%) = —S.mg.y.dy.d@.(:i%).
En intégrant par rapport a #, on a
— a— .d . H .
Sugyd,u(ﬂ) . ‘/ l—y'.sin.fw:ag.yy. V —y‘,sin,w.}_ s_ag:yyfi_‘i""
dp ) Vi

_S.agy.dy.(%ii) .V 1 sin.= 4 const.

L’intégrale doit étre prise depuis p =—1, jusqu'a g =1; ory ety
ne sont jamais infinis; ainsi le radical V' 1—4* étant nul a ces
limijtes, ona a ces mémes limites,

a8y Ve V 1—4*.sin. =+ constante=o0
Tt 2
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cl par conséquent,

S. agy.d/;.da.(%). V1= sin.z=8§. ag,y,,’im

Vimw
—S.agy.dp. dv( ) Vis.sine.

on {rouve encore, en intégrant par rapport a =,

pcose fdy\ . ®.cose fdy
Vi <d—;)——c5'.¢.gy.d1t.dr.‘/ (do)

S.ogy.dudw.-

.8in.e

+8.ag.yy.dp.ds. ;
Vi

on aura done

S.agy.du.dz, {V:E.sin.w.(g%)—’—l‘mﬁ.<d—7-)}

Vi \de
=—S.¢g}«.d{4.d‘y.{‘/;__#; sin. @ (.I,ll)_/f‘m" (dy)}
d(‘ Vl—[&’ de
On trouvera pareillement ,
— dy\ | w.sine (dy
8.agy.d .dn.{t/ o (_) ( )}

8 Gt 1—cos.a. | o0 +1/1—;u L
=8, agy. dudw., {1/1_!,, €087, (d)'>+l“ sina (dy)}’

Vi

dN dN'  dN"

Ies expressions précédentes de— et o deviendront ainsi,

aar

— e (e (1)=(7)) s
9 eV g (L)) o ) ()}

—Saen’y.dpodap. ‘/1—14 €08, 7 ;

bl b RN

—S.an_y.dy.(lw.[z.\/l—y sin.a,

11. Déterminons maintenant Pinfluence de ces quantités, sur
les mouvemens du sphéroide terrestre autour de son centre de
gravité. Pour cela, reprenons les équations (D') du n°. 1. i lon
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B~
néglige les quantités trés-petites ( ) gr.dt, ( ) rp.dt et

(——;— .pq.dt; side plus, on observe qu'ayant pris pour les axes

des a',des y'etdes z', les axes principaux, ona ¢=0, et §=o0,0n aura
dN dN” dN'
dp == ——C—- 5 dq ) dr = —E—.
On voit d’abord que les termes dépendans de trés-petits angles,
que contient d.V, peuvent par P'intégration , en produire de trés-
grands dans la valeur de p; il est donc nécessaire d’avoir égard a
ces termes.
On a vu dans le n°. 4, que

d’—-r in C08.05
—‘-2?——- «811. ¢ q.C08.95

dl . .
—d—t-.sm.6= r.cos.p4¢g.sin.o 5

en faisant donc
a4 ” d.sin. 8 »
dt = 3 dt —-.}’ ’
et observant que do est & trés-peu preés égal a nd¢, on aura
da"=dr.sin.p —dg.cos.o+ ny".dt;
dy"=dr.cos.p +dg.sin.o—nx".dt.

Si Yon substitue pour dg et dr, leurs valeurs précédentes dans
lesquelles on peut changer £ et Ben C, on aura

dx”:.—-——é——.sin.:p-— - ¢os. o+ny’.dt;

"

dN’
dy” =——gecos. °+ e .sin.p—na’.dt.

dN'.sinp4dN".cos.n
—
dN'.cos.9==dN".sin.»

e e e &

2

Soit H.dt.cos.(it+¢), un terme quelconque de

ct H'.d¢t.sin.(it+¢), le terme corrcspondant de

les termes correspondans de x” et de " seront,

( nH'—iH

«cos. (it4e); & —-(—— sin (it 4s).
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Les termes dépendans de trés-petits angles, ou dans lesquels i est
fort petit, sont encore peu sensibles dans les valeurs de 2" et de y”;
mais Pintégration les rend trés-sensibles dans les valeurs de 9 et
de ; et Pon a vu dans len®. 4, que la précession et la nutation
dépendent de termes semblables ; il est donc essentiel &’y avoir
égard. Ces termes sont produits par ceux de d N’ et de dN”, qui
dépendent d’angles trés-peu différens de n¢; car en les multipliant
par sin.p, et par cos., il en résulte des termes dépendans de trés-
petits angles ; ainsi Pon doit faire unc attention particulitre & ces
termes.

Les termes dans lesquels i cst trés-peu différent de 7, deviennent
fort grands dans les valeurs de &” et de 4, parce que le diviseur
i*—n*, est alors Lrés-petit. Ces termes résultent de ceux de d.N'
et de N " quirenferment de trés-petits angles , etauxquels il est
nécessaire pour cela, d'avoir égard. Tls peuvent encore étre pro-
duits par les termes de d.N' et de dN”, dépendans d’angles trés-
peu différens de ant ; en effet, si, par exemple, d N’ renferme le
terme L.dt.sin.(2nt+vt++), v étant trés-petit, il en résultcra

dN'.sin.¢4-dN” . cos. L
b @E—E?—-?, leterme ;E.dt.cos.( 2nt-ptytts),

dans Ja fonction

. dN'.cos.¢—dN".sin. L .
etdanslafonction i-fE—G—C——f]il—?-,lcterme ;E.dt.sm.( 2nt-ptptte).

Mais dans cc cas, H ' ¢tant égal & H, les expressions correspon-
dantes de y” et de &” perdent leur trés-petit diviseur i—n, et par
conséquent, sont insensibles. On verroit de méme, qu'un terme
de d N, de la forme L.d¢.cos.(ant+yt4+), ne produiroit dans
*" et ¥, que des quantités insensibles ; il ne faut donc avoir égard
dans les valeurs de d N, d N, et dN”, qu’aux termes dépendans
de trés-petits angles , ou d’angles trés-peu différens de n+,

Pour analyser ces différens termes, il est nécessaire de rappeler
les équations différentielles du mouvement de Pocéan. Considérons
une molécule desa surface , déterminée dans D'état d’équilibre, par
les coordonnées u et @ ; concevons que dans I'état de mouvement,
elle soit élevée de la quantité «y, au-dessus de la surface d’équi-
Jibre, que sa latitude soit diminuée de la quantité ez, et que
Pangle = soit augmenté de «v. Nommons encore v la déclinaison
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de I’astre L, T1 son ascension droite, et r, sa distance au centre de
gravité de la terre. Soit

3L . .
¢f=;'3. {cos.8.sin. v+sin. 8. cos.v.cos. (MT—p—=)}* ;

on aura par les n®. 3 et 4 du quatriéme Livre, les trois équations
suivantes,
—(dyu Vi )\ _ (dav,
d[l de ’

o= () ==le @HE) )

oy G-

de

Vi—eE 1—pt

Si 'on ne considére que les angles croissans avec une extréme len-
teur, ou indépendans de ¢; il est visible que lu partie de f relative
4 ces angles est indépendante de = ; les parties de y et de U, rela-
tives aux mémes angles seront donc elles-mémes indépendantes
dc @, en sorte qu'en ne considérant que ces termes, on aura

D= @)= @)

et par conséquent,

dN

=0

ﬂ.sm ¢+£—.cos ¢=8.2y.du.da. V 1= sin. (o4=). { ( ) (JU)}
de du du
dN'

N dy\ [dU
—7C089——- sin¢=8.ay.du.dw. Vime, COS(“‘”){ ((14 ('d‘;)}

On a vu dans le n°. 6 du quatri¢me Livre, que relativement aux
iermes croissans avec une extréme lenteur, on peut supposer 4

tres-peu pres,
dy dU df
o—g"< > (d#) (41*)

Cette équation est d’autant plus exacte, que ces termes varient
avec plus de lenteur, et qu'ils ont, par conséquent, plus d’influence
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sur les mouvemens de Vaxe dc la terre ; on a donc relativement &
ces termes,

I- i o ”‘ o Dy 3 d
dN' sin-9+dN". cos.9 =G8.ay.du,da.V 1—y'.sm.(¢+'r)-(a%) H

de
—dN" — d
:iiv__c%tl_sm ® = S.ay.du.da. V1—,u‘.cos.(¢+a).<—£-).
dN'
Congidérons présentement , les parties de T de , qui dé-

pendent d’angles trés-peu différens de nt. On a
".sin. . ds daU
M’Zf_”_c_‘ﬂ_s ay.duda,V 1-pesin.(o+=). { (y) (dl‘)}

Sty il (o+a). { (d’ d")}
w—0),a '7———005 7 -
¥-au. ‘/1—# 4 da

— S.an'y.du.ds.p. V1—@.sin.(o+3).
La premiére des équations () donne,

S.an*y.duda.u. l/1—,u’.sin.(¢+w)

—_— . 11—t d.

En intégrant depuis p=-—1, jusqu’a p==1, on a

S.udu.V 1-—(4“.(1'1—%1—_—#—.) =—S8.yudp.(1—2¢');

on a pareillement, en intégrant depuis = =0, jusqwa = égal &
quatre angles droits,

S.dm.sin(o+a). (———) =89 ¢.dw.cos.(¢+7) ;
partant,

San'y.dudap,V 1-p2sin.(p4w)==8.an* qu.du.ds.(1-20* )8in.(p+=)
+ S.an gv.dpdapV 11 c05.(¢+a),

On peut supposer yu développé dans une suite de termes de la
forme H.cos. (it4sa+¢), H étant fonction de u seul, et s étant
yn nombre entier positif ou négatif, ou zéro, les nombres frac-
tiopnaires étant exclus, parce que 3 » estle méme, lorsque #=o,

et
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et lorsque = est égal & quatre angles droits. Pareillement, 3¢ peut
étre supposé développé dans une suite correspondante de termes de
la forme M.sin.(it+s=+¢), M étant fonction de « seul. Soieut H'
et M’, lcs valeurs de H et de M, relatives au méme arc i¢, et qui
correspondent i s= 1. Le cocflicient i étant suppos¢ trés-peu dilfé-
rentde n, Vangle it—o 4, croit avec une lenteur extréme; en
ne conservant donc que les termes dépendans de cet angle ; on voit
que les termes de yu et de 3 v, dans lesquels s est différent de
Punité, renferment Pangle = dans les intégrales précédentes, eb
disparoissent ainsi par lintégration relatived = ; on a donc,

S.an'y.du.dz. gV 1—psin. (o + =)
= untmosin.(it+i—o).8udp. { (1—26*). H'$p. V1= . M'}.
Si Ponmultipliela seconde des équations (I), par ay.du.d@.sin.( o),
et qu’on Pajoute a la troisitme multipliée par

ey dp.dm.p. Y 1—p.cos. (p+3) 5
on aura

S.ay.du. dw.{(—).sm (¢4+3)+ anu. (: ) cos.(o+2)
+ ddv) .V 1-*.cos. (¢+c)-m( ) WV 1o sin. (H—a)}

de?

= S.ay.dp.dm. Vl—p'.sin.(¢+c). {g. (E)‘(Tl%)—(%} ;(0)

s (o (- (D)

En substituant pour yz et pour y#, I'ensemble de tous leurs
termes relatifs & Yangle i#, et observant que i est supposé trés-
peu différer de 7; le premier membre de cettc équation deviendra,

antz.sin. (it+s—0). S.dp. {(1—2u*) H' 4. Vi—uw'.M'};
on aura donc, en n'ayant égard qu'aux termes dans lesquels i est
& trés-peu prés égalan,
S.anty.du.dw.p. Vi—u.sin.(p+7)

=¢8.ay.dp.d=. V1—@.sin. (¢+fr) (d,‘) ( ) (3%}

oo {e @ -EHE)

MicaN. ciin. Tome I1.

—8.ay.dp.da.
\/

——S . d[l . d"’o
ay ‘/
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d’ot1 on tire,

dN '-Bf"'°‘;_ t".”____”'“"” =S.ay.duda. V T, sin. (o+w).(ﬂ)
—S.ay.dp.dm.——,cos. (o47). ( f)
Vi

On trouvera de la méme manicre,

IN'.cos.¢—dN" . sin. J— d
a Cowd sm—°=S.uy.dy.dw.Vl—y‘.cos.(¢+w).<—f)
i3 du

+S.u7.dy.dw.vl—'“:—;—..sin.@-i-a).(%).
Ces deux équations ont donc lieu , lorsque I'on n’a égard qu'aux
angles croissans avec beaucoup de lenteur, et on a vu précédem-
ment, que le premier terme du second membre de chacune d’elles,
renferme cncore tout ce qui se rapporte aux angles trés-peu dif-
férens de nt; en sorte qu'clles embrassent tout ce qui a rapport
& ces deux cspéces d’angles, les scules qui peuvent influer sen-
siblement sur les mouvemens de la terrc autour de son centre de
gravité. En réunissant ces équations, a I'équation :id—l-: =o0; on
aura ce qui est nécessaire pour déterminer linfluence de la mer
sur ces mouvemens,

Jobserve maintenant, que ces diverses équations sontles mémes
que si la mer formoit une masse solide avec la terre. Pour le faire
vouir, déterminons les valeurs de dNV, dN', dN’, relatives a la
mer, dans cette hypothésc. La valeur de 77 du n° 3, est égale

a trés-peu pres & -—+R‘ f'———3 ; ce qui donne par le méme n° s

ensubslltuant R’.th du.dw, pour dm,

et adde {5 () ()

TLa profondeur de la mer étant supposée trés-petite, etle rayon R

¢tant & trés-peu prés égal & 'unité, on a relativement a la mer,
SRdR=1y;

ct par conséquent,

dN d d
e =8.ay.dp.de. {x’. (-(—,—)%) —y'.(d-—x, }
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On trouvera de la méme manicére,

4 syt () (D)

de/ ,(d , (d
E—_S.u-y.dy da, {y .(—(%)—z. (@f—,)}

Entransformant par le n°. 10, les diff¢rences partielles, en d’autres
relatives aux variables R, u et @, on aura

—‘l&lz S.a‘y.d#.dw.({l—.’r);

dN’ sing [d
= =8-ay.du. dr.fl/l—# +C08. 7 ( += m—n:(i%}’
Vl—#’ \Ge
dN”__ _— df @.cosa (df .
= .a?-d{t.da.{‘/l——(l- .sxn.w.(‘-i—;)—vl__-f;(d—;)}:
ce qui donne
dN'.sin.2+dN".cos.0 b af
__l_h____._,_.S ay-di.da.V 1= . sin. (q>+'n)-((—h—;)
d
— S ay-du-d=. V .COS-(¢+”) ( f))
b
I. 03, -d l/. - . — . d
dN’.co ‘pd.t_N Smo=S.,;,.d‘u.d@.‘/1—(4’-005.(¢+@)- :{{)

+s.4y.dy-davl“

. d
——.sin. (¢+@)'(d-f);
—y a
14 )
et si 'on n’a égard qu'aux termes croissans avec une extréme len-

aN , .
teur, F=o Ces équations sont les mémes que nous avons trou-

vées ci-dessus; d'oui résulte ce théoréme remarquable, savoir que
les phénoménes de la précession des éguinoxes, et de la nutation de
Vaxe de la terre, sont exactement les mémes que si la mer formoit
une masse solide avec le sphéroide qu’elle recouvre. -

Il existe, cependant, un cas mathématiquement possible, dans
lequel ce théoréme cesse d’avoir lieu ; c’est le cas out le noyau ter-
restre recouvert par 'océan, seroit formé de couches sphériques.
11 est clair qu’alors, il n’y auroit aucun mouvement dans I'axe de

Vv
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rolation du noyau, en vertu des attractions du soleil et de lalune,
ct de Pattraction et de Ja pression de la mer ; puisque la résultante
de toutes ces forces passeroit par le centre du noyau. Voyons ce
qui empéche Panalyse précédente , de s’étendre A ce cas.

Les parties des expressions de ey, au et ay, qui influent sur
les mouvemens de Paxe terrestre, sont cclles qui dépendent des
sinus et cosinus d’angles de la forme i£+=, dans lesquels i est
trés-peu différent de 7; et 'on a vu dans le n°. 8 du quatriéme
Livre, queces parties sont relatives aux oscillations de la seconde
espece. Ces oscillations peuvent étre déterminées dans ce cas, par
le 0 cité : i dtant trés-pen différent de)n, les expressions de y,
uetp, relatives aYangle it+ =, sont de la forme

kg 1—w2
= alg:ku ;M «cos.(it+=);
2qu.(1~g;>—n‘
—k
u= 3 «cos. (it+=) ;
nlg9.<1—g;)—-n‘
k
v = Y ——

3 Vl l‘
PYA . —— | ——2 —4
)/gg (1 r,,) n

La profondeur de la mer cst Z.(1—gu*) ; or on apar len®. 54 du
troisitme Livre, pour la condition de Péquilibre,

Bnt.p
(10i—6).g °
ce qui rend infinies, les expressions précédentes de y, u ¢t v;
mais comme elles ne deviennent infinies, quc par la supposition
de i—n=o0, il en résulle qu'alors, ¥, u et v, sont de l'ordre

lg=

. Ainsi 'on ne peut plus supposer dans Iéquation (O), comme
—n

nous I'avons fait, i =7, en différentiant z et v, par rapport au
temps . 11 faut dans ces différentielles, avoir égard au facteur i—n
qui, multipliant les parties de © et de v, divisées par i—n, donne’
des produits indépendans de i—n. Ces produits rendent nulles, les
parties de dN' et de dN”, relatives a Patiraction et & la pression
de la mer sur le sphéroide terrestre,
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Nous observerons ici, que dans le cas précédent, les oscillations
de ]a mer, dépendantes de l'angle i+ =, sont trés-grandes, lors-
que i est trés-peu différent de 7 ; et C’est ce qui a lieu par rapport
aux termes dépendans du mouvement des nocuds de Porbe lunaire,
(i—n).t exprimant alors ce mouvement; mais une trés-légére
résistance de la part da sphéroide terrestre , suffit pour diminuer
considérablement ces oscillations. La mer, cn vertu de cette résis-
tance , agit horizontalement sur le sphéroide, et par cette action,
elle influe sur les mouvemens de son axe. On verra dansle n°. sui-
vant, que dans ce cas qui est celui de la nature, le théoréme pré-
cédent subsiste.

12, L’analyse précédentc, quoique trés - générale, suppose
cncore que la mer recouvre cn entier le sphéroide terrestre, que
sa profondeur est réguli¢re, et qu’ellc n’éprouve point de résistance
de la part du sphéroide qu’elle recouvre. Ces suppositions w’ayant
paslicu dans la nature, on peat douter que le théoréme précédent
s'applique exactement a la mer. Comme il est trés-important dans
la théoric des mouvemens de la terre; en voici une démonstration
générale, quelles que soient les irrégularités de la figure et de la
profondeur de la mer, et les résistances qu’elle éprouve. Pour
cela, je vais rappeler le principe de la conservation des aires , qui a
é1¢ démontré dans le chapitre V du premier Livre.

«Si P’on projette sur un plan fixe, chaque molécule d’un systéme
» de corps qui réagissent d'une maniére quelconque , les uns sur
» lcs autres ; si de plus, on méne de ces projections , & un point
» fixe pris sur le plan, des lignes que nous nommerons rayons
» vecteurs ; 1asomme des produits de chaque molécule, par Paire
» que décrit son rayon vecteur, est proportionnelle au temps,
» cn sorte que si I'on nomme #, cctte somme, ct?, le temps, on
» aara .4 = ht; & étant un coeflicient constant ».

Ce principe a, dans la question présente, le grand avantage détre
également vrai, dans le cas ou le systéme éprouve des changemens
brusques, comme cela a lieu pour la mer dont les oscillations sont
brusquement altérées par les frottemens et par la résistance des
rivages.

Si le systéme est soumis & Paction de forces étrangéres ; .4 ne
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sera plus proportionnel au temps ¢, et par conséquent , P'élément d¢
du temps étant supposé constant, lavaleur de d.4 ne sera plus cons-
tante. Pour déterminer sa variation, on considérera toutes les
molécules du systéme, comme étant en repos et isolées ; on fera
ensuite une somme de tous les produits de chaque molécule, par
Yaire que décriroit son rayon vecteur dans Vinstant d¢, en vertu
des forces étrangéres qui la sollicitent, et celte somme sera égale a
d’A4 ; car il résulte du principe que nous venons d’exposcr, quc la
réaction des différens corps du systéme ne doit rien changer a cetle
valeur de d’.4.

Concevons , cela posé, une masse en partie fluide , et qui tourne
autour d’'un axe quclconque ; supposons qu’elle vienne & étre sol-
licitée par des forces attractives trés-petites de Pordre «, et qui
laissent en repos, son centre de gravité. Si 'on fait passer par ce
centre, un plan fixe que nous prendrons pour plan de projection ,
et que 'on fasse partir de ce méme point , les rayons vecteurs des
différentes molécules ; la somme des produits de chaque molécule,
par laire quaura décrite son rayon vecteur, sera aux quantités
pres de Povdre o2 la méme que si la masse et été entiérement
solide. 11 suffit, pour le faire voir, de prouver que la valenr do
d*4 sera laméme dans la supposition de la masse en partie fluide,
et dans celle de la masse entiérement solide ; or si I’on considére
qu’aprés un temps quelconque, la figure de la masse, et la manicre
dont elle se présente a P'action des forces étrangéres, ne peuvent
différer dans ces deux hypotheses , que de quantités de Pordre « ;
8i V'on observe d’ailleurs, gue ces forces ne sont elles-mémes, que
de Vordre «; il est aisé d’en conclure que la différence des valeurs
de d*A, dans ces mémes hypothéses, ne peut étre que de Pordre %
et qu'ainsi, en négligeant les quantilés de cet ordre, on peut sup-
dA

a7 égales entre elles dans

poser les valeurs correspondantes de
ces deux hypothéses, )

Imaginons présentement, que Ja masse dont nous venons de
parler , soit la terre elle-méme, que nous regarderons d’abord
comme un sphéroide de révolution, trés-peu différent d’une sphére,
el recouverl d’un fluide de peu de profondeur. L'action du soleil ct
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de lalune, excitera des oscillations dansle fluide, et des mouve-
mens dans le sphéroide ; mais ces oscillations et ces mouvemens
doivent, par ce qui précede, étre combinés de mani¢re qu'aprés

d4 .
un temps quelconque, la valeur de i soit lamémeque sila terre
elit 66 entitrement solide. Cherchons d’abord cette valeur, dans
cette derniére supposition.

Soit i Porigine du mouvement, § Pinclinaison de 'équateur 4 un
plan fixe que nous supposerons étre cclui de Péeliptique & une
époque donnée ; 4 Yangle que forme Vintersection de ce plan ct de
Péquateur, avec unc droite invariable menée sur le plan de cetle
écliptique , par le centre de gravité de la terre;; soit de plus, ntle
mouvement de rotation de celte planéte. Il est clair que tous les
changemens qui surviennent dans le mouvement du systéme,
aprés le temps ¢, dépendent des variations de 8, + et z. Supposons
qu’aprés ce temps, 8 se change en 8+ad8, 4 en 4244, et zen
n+adn. Ona vu précédemment, que les seuls termes anxquels il
soit nécessaire d’avoir égard, sont ceux qui croissent proporlion-
nellement au temps, et ceux qui étant périodiques, sont multipliés
par des sinus et des'cosinus d’angles croissans trés-lentement, et
divisés par les coefficiens du temps ¢, dans ces angles; on peut
donc, en n’ayant égard qu’a ces termes, supposer 8, 4 et 7 cons-
tans, en différentiant la fonction .

Concevons maintenant, que le plan fixe sur lequel on projette
les mouvemens des wolécules de la terre, passe par son centre de
gravité, suppos¢ immobile, et forme l'angle  avec Pécliptique
fixe dont nous venons de parler; et que l'intersection de ces deux
plans, forme Vangle €, avec la droite invariable d’ott nous faisons
commencer I'angle 4 : on auraa Poriginc,

dA

@ =
M étant fonctionded, 4, 7, et des quantités y et ¢ qui déterminent
la position du plan de projection. Aprés un temps quelconque ¢,

dA
on anra —-, en changeant dans M, 8, ¢ et 2, en 0+ad0, J4ad

. d4 .. dA
et n4adn; en désignant donc par a..&.m«, la variation de T
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aprés ce temps, on aura en négligeant les quantités de Yordre «*,

dA d dN rdM
a.J‘.T‘- = 4.&0.(3—}:!) +a. J‘¢.(.‘i_rl> + a.dn. _d..'.'_),

Nommons C, la somme des produits de chaque molécule de la
terre, par le quarré de sa distance & I'axe de rotation, et # I'in-
clinaison du plan de projection, sur ’équateur terrestre ; il est aisé
de voir que 'on aura M =:nC.cos. 7 ; oron a
€08, 7= c0s.7.¢0s. § +8in.y.8in.0.cos. (¢—+) 5
on aura ainsi,
o4 —tanC. {J‘B. {sin..y.cos‘.O.cos"(é.'—«l.)—cos.y.sin.e} } ()
dt ~ * +.sin.y.sin. 0.8in, (€—4) g
+:C.8n. {cos. y.cos. 8 4sin. y.sin. . cos. (6—+)} 5
expression dans laquelle on peut, sans erreur sensible,, détermi-
ner C, comme si la terre étoit une sphére. Cherchons présente-
ment Pexpression de la méme quantité, dans le cas ou la terre est
un sphéroide recouvert d’'un fluide de peu dc profondcur.

Soient &8, &4’ et &7, les variations de 8, « et n, relativement
au sphéroide , cn ne conservant dans ces variations, que les termes
qu proportionnels au temps, ou multipliés par des sinus ou des
oosinusg d’angles croissaus trés-lentement, et divisés par les coeffi-
ciens du temps, dans ces angles, Il est clair, par ce qui précéde,

qu'il en résulte dans la valeur de :‘%{ » une variation a trés - psu
preés égale a

1anC. {M’. {sin.y.cos.8.cos, (¢—+) =~ cos. y.sin. 0} }

* 4 &' sin.y.8in. 8, sin. (€— )

‘dLaC.on'. {cos.y.cos. 0 4sin y.sin.0.00s (€ —)} ;

le peu de profondenr du fluide permettant de regarder ici C, comme
représentant encore le produit de chaque molécule dc la terre, par
le quarré de sa distance a I'axe de rotation. Pour avoir la variation

. d4 . . . - .
entitre de a0 il faut ajouter a la variation précédente, celle qui
résulte du mouvement du fluide , et que nous désignerons par «¢L;

‘L . a4 \
or on a vu que la variation entiére de 2 ot égale a celle que

donne
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donne 'équation (p), et qui auroit lieu, si le fluide qui recouvre
la terre, formoit une masse solide avec elle ; on aura donc en éga-
lant ces deux variations,

0=anC {(N—-M) {sin.y.cos.0. cos. (C—¢)-cos.y.51n.0}} (2)
"L (84'—24).sin.y.sin.0.5in (€—4) 7

+2C. {dn'—dn). {cos.y.cos.0+sin.y.sin.8.cos.(8—) } + 224 L.

Les seuls termes de P'expression de 24 L, anxquels il faut avoir
égard, sont ceux qui sont proportionnels au temps , ou qui ren-~
fermant les sinus ou cosinus d’angles croissans avec beaucoup de
lenteur, sont divisés par les cocfliciens du temps , dans ces angles.
On peut dans le calcal de ces termes , navoir point égard wux
variations du mouvement du sphéroide terrestre ; parce que I'in-
fluence de ces variations sur la valeur de «& L, est par rapport a
ces variations elles-mémes , du méme ordre qftc lc rapport de la
masse du fluide, & celle du sphéroide. On peut ensuite,, dans le
calcul des attractions du soleil et de la lune surla mer, négliger la
partie de ces attractions, dont la résultante passe par le centre dn
sphéroide, et qui tiendroit par conséquent, la terre cn équilibre
autour de ce centre, si la mer venoit & se consolider; car il est clair
, , . A .
quen vertu de cette force, la variation de 27 seroit nulle dauns
cette hypothése, ct par ce qui précéde, état de fluidité de la mer,
ne peat influer sur cette variation. Cette partic des attractions pro-
duit dans Pocéan , les oscillations de la premitre et de la troisi¢ine
espéce, que nous avons considérées dans les n*. 5, 6, g et 10 du
quatriéme Livre. Quant & 'autre partic des attractions lunaire et
solaire, on a vu dans les n®. 7 et 8 du quatrieéme Livre, quelle
produit les oscillations de la seconde espéce, dont dépend la diflé-
vence des deux marées d’'un méme jour; or sans étre cn état de
détermincer ces oscillations, pour toules les hypothéses de pro-
fondeur et de densité de Ja mer, on a va cependant dans les n®.,
cités, que les expressions de ces oscillations ne renferment ni
termes proportionnels au temps, ni sinus ou cosinus d’angles crois-
sans tres-lentement, divisés par les coefliciens du temps dans ces
MEcaN. ckr, Tome I1. Xx
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angles; en désignant donc par &/, ¥/, 7', les trois coordonnées rec-

tangles qui déterminent la position d’une molécule fluide que nous

représenterons par dm, relalivement au plan de projection ; &, ¥/
! (l_y' dz

a0 a0 @

blable, ct cela est encore vrai, de la différentielle

7', ainsi que —— , ne renfermeront aucun terme sem-~

Sdy—yd’
dt
) étenduc a toute la masse

et
dy' —y'd
dec son intégrale Sdin. (J—:-l-dii

. . dA
fluide : cettc intégrale représentant la partie de T qui est rela-

tive an {lnide, il en résnlle que sa variation « 4L, ne renferme
aacun terme de la nature de ceux dont il gagit ; on peut donc effa-
cer 22dL de I'équation (¢), ce qui la réduit a celle-ci,

o=n.(80'—389). {sin.y.cos.8.cos.(¢—+ )=—cos. y.sin.0}
+n. {84904} sin.y.sin. 0. 5in. (€ —4)
+(&n'—dn). {cos.p.cos.8 +sin.y.sin.b.cos.(¢—+)}.

Cette équation ayant lieu, quels que soient 3 et €; on peut y sup-
poser d’abord €=+, ct 7__9 ce qui donne o=4n'—Jn;Véqua-
tion précédente devient ainsi,

o= (#'—a4). {sin.y.cos.9.cos.(¢—+ ) — cos.y.sin. 8}
+ (&' — ). sin. y.sin. 0.8in. (6—4 ).

En supposant » =0, dans ccite équation, on aura o= §H'—27¢0,
et par constéquent aussi, o=4J4'—J ; on aura donc,

n'=4dn ; M'=40; M =48;

dotiil suit que les variations du mouvement du sphéroide terrestre
recouvert d’'un fluide, sout les mémes que si lu mer formoit une
massc solide avec la terre.

Mainlenant, il est facile d’étendre la démonstration précédente,
au cas de Ja nature, dans lequel la figure de la terre et la profon-
deur de la mer sont fort irrégunlicres, et les oscillations’ des eaux
sont altérées par un grand nombre d’obstacles; car tout se réduit &
faire voir que « 4L, ne renferme alors ni terme proportionnel au
temps, ni sinus ou cosinus d’angles croissans avec lenteur, divisés
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par le coeflicient du temps dans ces angles; or si I'on se rappelle ce
que nous avons dit dans les n°’. 14 ct suivans du quatriéme Livre,
on voitque les expressions des coordonnées des moléculesde Pocéan,
ne renferment point de termes semblables ; elles dépendent, a la
vérité, des élémens de Porbite de Vastre attirant, et ces ¢lémens
croissant avec lenteur, introduisent dans les expressions de ces
coordonnées, des termes semblables , mais sans étre divisés par de
trés-petits coefficicns. I1 est donc généralement vrai que de quelque
maniére que les eaux de la mer réagissent sur la terre, soit par
leur altraction, ou par leur pression, ou par leur frottement et les
diverses résistances qu’elles éprouvent , elles commuuiquent a
Paxe dela terre, un mouvement & trés-peu égal & celui qu’il "rece-
vroit de l'action du solcil et de lalunc sur la mer, si elle venoit a
former une masse solide avec la terre.

Nous avons fait voir (n° 8), que le moyen mouvement de
rotation de la terre est uniforme, dans la supposition ou cetle
plantte est entiérement solide, et 'on vient de voir que la fluidité
de la mer et de 'atmosphére ne doit point altérer ce résultat. Les
mouvemens que la chaleur du solcil excite dans Patmosphére, ct
d’olx naissent les vents alisés, scmblent devoir diminuer la rotation
de la terre : ces vents soufllent entre les tropiques, d’occident en
orient, et leur action continuclle sur la mer, sur les continens et
les montagnes qu’ils rencontrent, paroit devoir affoiblir insensi-
blement ce mouvement de rotation. Mais le principe de la conser-
vation des aires, nous montre que l'effet total de Patmosphére sur
ce mouvement, doit étre insensible ; car la chaleur solaire dilatant
également lair duns tous les sens, elle ne doit point altérer la
somme des aires décrites par les rayons vecteurs de chaque mo-
1écule de la terre et de Patmosphere, ct mullipliées respeclivement
par leurs molécules correspondantes; ce qui exige que le mouve~
ment de rotation ne soit point diminué. Nous sommes donc assu~
rés qu'en méme temps que les vents alisés diminuent ce mouve-
ment, les autres mouvemens de 'atmosphére qui ont licu au-dela
des tropiques, I'accélérent de la méme quantité. On peut appliquer
lc méme raisonncment aux tremblemens de terre, et en général,
# tout ce qui peut agiter la terreidans son intérieur et a sa surfacc.

Xx 2
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Tic déplacement de ses parties peut seul allérer ce mouvement; si,
par exemple, un corps placé an pole, éloit transporté & I'équa~
teur; la somme des aires devant toujours rester la méme, le mou-
vement de rotation de la terre en seroit un peu diminué; mais
pour que cela fiit sensible, il faudroit supposer de grands change-
mens dans la constitution de la lerre.

13, Comparons maintenant, la théorie précédente, aux ob-

servalions, el voyons les conséquences qui en résultent sur la
constilution du globe terrestre. Si dans Pexpression de 8 du n°. 6,

. le e ’
on réduit . —.cos. (ft4¢), dans unc séric ordonnée par rapport

!

aux puissances de ¢; on aura, en ne conscrvant que la premiére
puissance,

le le
To=. 008, (f1+C€)=3.—.c0s.6—I . Z.c.8in.C.

! !
Prenons pour plan fixe, celui de Pécliptique , au commencement
de 1750, oit nous fixerons Porigine du temps ¢ Le quarré de Pin-
clinaison de Pécliptique vraie sur ce plan, élant par le n°. 5,
Soewsin (ft+ )} 4 {z.c.cos.(ft+€)}? ona

s.e8in€=0;  .0.0086=0;

cc qui donne, en négligeant lc quarré de f%,
l le
—+C08.(ft 4-€) = =.—:.C08.€.
By ]

F retranchant ce terme, de /% ; on aura Pinclinaison moyenne de
) )
Téquateur & Yécliptique , au commencement de 1750 : mais 4
I ’
¢lant arbitraire, on peut supposer quil exprime celte inclinaison

. . le
moyenne, ¢t alors il fant augmenter la valeur de %, de =. ?.cos.c,

dans les autres termes de Pexpression de 0 ; mais vu Ja petitesse de
ccs termes, on pcut se dispenser de cetle opération, On aura ainsi,
.tang.h
0z g cOS.(fL €
o + GO
la valear de ¢/ du n°. 7 deviendra,

———.c08.(ft4¢ ) F———

oonatfpnconar
C0S.2¢4—.A.C08.2¢" [}
m J

I.tang.h

0'=h-tr.cfsin. H— am.(142)’

al
'_)) f {COS.SV-*‘ Q Ac05.29" j.
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Enfin, les valeurs de 4 et de 4’ des n°%. 6 et 7, deviennent, en
comprenant dans /, tout ce qui multiplie #;

I . m .
N =lt-—-—-————-—.{sm.29+;—,.A.sm.29'}

am.(142)
alac’
———.cot.ah.sin. (f't4+¢');
+(1+A).f' cot. ah.sin. (f +l ); ]
' 7y « s . m .si ’
N=1lt—t. ct;t h.x.cf.cos.€ s {sm.av+m,.A sm.2vj
+(I:_A)°f.cot.ah sin. (f't4¢').

Le terme —£. 2. cf.sin.€ de Yexpression de 8', exprime la diminu-
tion séculaire actuelle de I'obliquité de Pécliptique ; les observa-
tions laissent encore de Pincertitude sur cet objet. En prenant un
milicu entre leurs résultats, on peut fixer cette diminution a 154",
dans ce siécle; ainsi T représentant une année julienne, nous sup-

poserons
T.x.cf.sin.¢ =1",543.

Cette équation donne par la théoric des planctes, que nous expo-
scrons dans le Livre suivant,
T.z.cf.cos.6=0",24794.
Lesobservalions donnent a trés-peu prés la précession annuelle des
équinoxes dans ce si¢cle, égale a 154”,63, partant,
1T—0",2479/k. cot. = 154",65.

Lobliquité de Pécliptique en 1750, a été observée de 26°,0796 ; Cest
la valeur de %, d’ou lon tire,

IT =155"20.
L’inclinaison moycnne de Yorbe lunaire a Pécliptique, est de
5°,7188, ce qui donne, = tang, 57188
f'T cst le mouvement sydéral des noeuds de I'orbite lunaire ,
peudant unc année julienne, et les observations donnent

[T = 215063";

Pannée sydérale étant de 365,256384, on a

o 35

mT= %‘;—,% = 599"9930,
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Enfin, les observations donnent m'=m.0,07480, et les observa-
tions des marées nous ont donné dans le quatrieéme Livre, A=3;
cela posé, les valeurs précédentes de 4, ¢, 4 et 4/, deviendront

8 =26°,0796 4 31",036.cos. A’ +1”,341. 08,29 +0";100.€08. 29’ ;

8’ = 26°,0796-1.1",543+31%,0536.c08.A’+1",341.c08.2¢+0",100.c08.2¢';
J =i.155"20—57",g98.sin. A’ — 3",088.5in.3 v —0",331.5in.2¢';
3'=1.154",63 —b57",098.5in, A’—3",088.5in.2 y—0",231.5in,2¢".

i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commen-
cement de 1750, et A’ étant la longitude du nceud ascendant de
Porbitc lunaire.

Silon nomme v l'ascension droite d’une étoile, et s, sa déclinai -
son, s étant négatif, lorsque la déclinaison est australe; si 'on
désignc ensuite par 88, &8', &4, 4/, &v et s, des variations trés-
petites de 9, 8, 4, 4, v, s ; on trouvera par les formules différen~
tielles de la trigonométrie sphérique,

s =4Y.sin.0.cos, v+ 48.sin,v 5

. . i T
v == §.cos.0+ . sin.b.tang. s.sin.v—P0.tang. s.00s.v — s:_h z.cf.cos.C,
n,

On pourra, au moyen de ces formules, transporter les catalogues
d’étoiles , d’'une époque a une autre peu éloignée ; mais paur plus
d’exactitude, il faudra prendre pour 8, v ct s, les valeurs qui

correspondent au milieu de ]’intervalle de temps compris enlre ces
iT.2.c f cos.C

deux épaques. Le terme — est, par ce qui précede, égal

# §.0",62248 : ces valeurs de a‘.s' et de &v, donnent

&s.{ cas. 04-sin.0 .tang.s.sin.v } — { Jv4-i.0",62248} .sin. 0 .cos.v ;
cos. §.sin. v 4 sin. § . tang. s
&'s.tang. s.cos. v 4 (&v 4 i.0"/62248).sin.v
co8.4.6in. v +}- sin. 8 . tang.s

M=

M=

Les variations observées de I'ascension droite et de la déclinaison
des éloiles , feront ainsi connoitre celles de 8 et de 4, C’est de cetto
manicre que Bradley a reconnu Pinégalité principale de ¢, dési-
guée par le nom de nutation, et qui dépend de la longitude du

*
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noeud de Porbite lunaire. Ses observations lui ont donné 27”778,
pour le cocflicient de cos. A’y dans T'expression de 8 ; Maskelyne ,
par unc discussion plus exacte encore, des mémes observations,
a trouvé ce coeflicient égal & 29”,321, et nous avons trouvé parla
théorie, égal & 317,056 ; la petite différence est dans les limites des
erreurs des observations qui s’accordent autant qu’on doit le sou-
haiter, avec la loi de la pesantcur universelle. On les feroit coin-
cider exactement, en diminuant un peu la valeur de A, que nous
avons supposée égale & 3; on pourroit méme déterminer cette
valeur , par ces observations; mais les phénoménes des marées me
paroissant la donner avec plus d’exactitude, le coeflicient dont nous
venons de parler, doit trés-peu différer de 317,036.

Le mouvement rétrograde « des équinoxes, sur écliptique fixe,
est produit par le mouvement rétrograde du pole terrestre, sur un
cercle paralléle a cette écliptique; ce second mouvement est égal &

Inc cosah

rant avec les Astronomes, que la plus grande des inégalités pério~

4.sin%s, ou a lt.sin.h— .sin.A’, en ne considé-

diques de 4. Iinégalité ———.cos.A’, de 8, indique dans le pdle

(+)f

terrestre, un mouvement dans le sens du cercle de latitude qui
passe par ce pole. Ces deux mouvemens peuvent élre représentés
de cctte maniére. On congoit le péle de I'équateur, mi sur la cir-
conférence d’une petite ellipse tangente a la sphere céleste, et dont
le centre, que 'on peut regarder comme le péle moyen de I'équa-
teur, décrituniformément, chaque année, 155"20, du paralléle a
Pécliptique fixe, sur lequel il est situé. Le grand axe de cette ellipse,
toujours tangent au cercle de latitude, et dans le plan de ce grand
cercle, sous-lend un angle de 62”,1;le grand axe est au peu't axe,
comme le cosinus de Pobliquité de Pécliptique, est au cosinus du
double de cette obliquité ; ce petit axe sous-tend par conséquent
un angle de 46”,2. La situation du vrai pdle de Péquateur sur cette
ellipse, se détermine ainsi. On imagine sur le plan de Pellipse, un
petit cercle qui a le méme centre, et dont le diamétre est égal a son
grand axe; on congoit encove, un rayon de ce cercle, mi unifor-
mément, d’'un mouvement xétrograde, de maniére que ce rayon
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coincide avec la moitié du grand axe, la plus voisine de éclip-~
tique, toutes les fois que le nceud moyen ascendant de I'orbe lunaire
coincide avec ’équinoxe du printemps; enfin de extrémité de ce
rayon mobile, on abaisse une perpendiculaire sur le grand axe de
Yellipse ; le point ou cette perpendiculaire coupe la circontérence
de cette ellipse, est le lieu du vrai pole de I'équateur.

Jusqu'ici les Astronomes n’ont point eu égard aux inégalités
dépendantes de angle 2¢; mais va la précision des observations
modernes, ces inégalités ne doivent point étre négligées.

14. Reprenons la valeur de 2, trouvée dans le n°. 6, et pour
plus d’exactitude, conservons les quarrés des excentricités et des
inclinaisons des orbites ; on aura,

QC_A_B>.{ 1 +a {9.cos.‘y—sin.'7}}i

5 .

3
=-".mT.cos.h. T 3

4n (1—e*)* 2.(1—e'2)*
e étant 'excentricité de Yorbite solaire, e’ étant celle de I'orbile
lunaire, et  étant linclinaison de lorbite lunaire & 1’écliptique.
Les observations dannent,

¢=0,016814 5 €'=0,0560368;

!-:— est le rapport du jour sydéral a Pannée sydérale, et ce rapport

est égal & 0,00273033 ; on aura ainsi,

IT= (9 C_; = B). {142.0,992010} .7516",30.

On peut supposer sans erreur sensible, par le n°. précédent,
#T=155",20; on aura donc, en faisant A=3.(1+4¢),
aC—A—B _ 0,00519323
C T 1+46.0,74849%
On a & fort peu prés, parlen°. a,
2C—A—B- ga.(h—1%0).5.pa*.da
c Spat.da i

il est remarquable que la valeur de A" du méme n°., n’entre point

dans cette équation ; d’our il suit que les mouvemens de la terre

autour de son centre de gravité, sont les mémes que si elle étoit

un. ellipsoide de réyolution, dont « 4 seroit Pellipticité. ; ep étany
vgal




PREMIERE PARTIE,LIVRE V. 353

¢gal & 173, la comparaison des deux expressions précédentes de
aC—A4—B
— , donnera

0,00259661.5.0.atda
(146.0,748493) .S .p a*.da’
On doit supposer, conformément aux loix de ’hydrostatique, que
la densité des couches du sphéroide terrestre, diminue du centre &
la surface, ctdanscecas, §.p.a'da est plus petit que 2.8.pa*da;
en faisant donc ¢ =o, conformément aux observations dcs marées,
la valeur de a% sera moindre que 0,0032881, ou que ;3. Si la
terre est elliptique, =2 exprime son ellipticité; on ne peut done
Pas supposcr cette ellipticité plus grande que 5. Cette [raction, et
celle~ci 35, sont les limites de cette ellipticité, qui résultent des
phénomenes de la précession et de la nutation de axe terrestre.

On avu dans le troisitme Livre, que 2 A= { 2 p, dans hypothése
de Thomogénéité de la terre; ce qui donne en vertu de Péquation
précédente, 5¢ égal a fort peu prés & — £ et par conséquent, r =2,
Cette valeur est trop éloignée de satisfaire aux phénomeénes des
marées, pour pouvoir étre admise. Dans ce cas, la nutation ne
seroit que § de la précédente, et par conséquent de 24”1, ce qui
différe trop des observations astronomiques, pour étre admis ; ainsi,
ces observations et celles des mardes concourent a faire rejeter
Phypothése de la terre homogene. Déja, les observations de la lone
gueur du pendule & secondes, nous ont conduits & ce résultat , dans
le troisieme Livre: clles nous ont donné, 75 au plus, pour la valeur
de « A, Cette fraction étant moindre que 75; on voit que les obser-
vations de la longueur du pendule, se concilient trés-bien, avec

cclles de la nutation et de la précession , et avec les observations
des mardes.

«}=0,0017501+

Pour mieux saisir I'ensemble des phénoménes qui tiennent & la
figure de la terre, et leur accord avec le principe de la pesanteur
universelle ; rappelons les divers résultats auxquels nous sommes
parvenus sur la nature des rayons terrestres,

L’expression du rayon d’un sphéreide quelconque trés-peu dif-
férent d’'une sphire, peut étre mise sous cette forme ,

142 (YO YOL YO YO 4 &e.).
MicaN. ctn. Tome 11, Yy
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Si l'on fixe relativement i la terre, Porigine de ce rayon, au centre
de gravité de la plantte; on a vu dans le n°. 31 du troisiéme Livre,
que les conditions de I'équilibre de la mer, donnent ¥ () =o0; ce
qui réduit Pexpression du rayon terrestre, a cetle forme,

T4a. (YO L YOL YO &e.].

L’état permanent de 'équilibre de la mer, exige que Paxe de rota-
tionde laterre, soit un de ses axes principaux, et pour cela, il faut
par le n°. 32 du troisi¢me Livre, que ¥ ® soit de cette forme,

— k. (=) +E" . (1—p*).cos. 25 ;

het B, étant deux constantes arbitraires que Jobservation seule
peul déterminer, et qui dépendent de la constitution du globe
terrestre.

Ces résultats sont les seuls que fournit état permanent de équi-
libre de la terre; ils sont communs a tous les corps célestes que
recouvre un fluide en équilibre. Les observations sur la longueur
du pendule & secondes, ont donné de nouvelles lumiéres sur la
nature du rayon terrestre : elles nous ont appris que la constantc £
est 4 forl peu prés égale & — 0,002978, par le n°. 42 du troisieme
Livre ; que la constante 2" est insensible relativement & % ; que la
quantité ¥ ) 4 Y9 4 Kc. est pareillement, trés-petite relative-
ment 4 Y ®); qu’il en est de méme, de la premiére différence de cette
quantité, par rapport a celle de ' *); et qu’ainsi 'on peut, dans le
calcul du rayon terrestre et de sa premiére difféxence , lui supposer
sans erreur sensible, cette forme,

1-—0,002978. (1*—3).
Les mesures des degrés desméridiens font voir que celte supposition
ne doit pas s’étendre jusqu’aux secondes différences du rayon ter-
restre, et que la fonction ¥ + ¥ ) 4 &e.acquicrt par une seconde
différentiation , une valeur sensible.

Le phénoméne de la précession des équinoxes et de la nutation
de Paxe terrestre, ne dépend, comme on I'a vu, que de ¥ ®); il
ne détermine pas la valeur de %, mais il donne les limites entre
lesquelles cette valeur est comprise: ces limites sont 355 et 5355 la
valeur précédente qui résulte des observations sur la pesanteur,
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tombe dans ces limites;elle indique de plus, une diminution dans
la densité des couches dusphéroide terrestre, depuisle centrejusqu’a
la surface, sans nous instruire ccpendant, de la véritable loi de
cette diminution dont 'existence cst prouvée d’ailleurs, soit par la
stabilit¢ de 'équilibre des mers, soit par le peu d’action des mon-
tagnes surle fil A plomb, soit enfin, parles principes de 'hydros-
tatique, qui exigent que si la terrc a été primitivement fluide, les
parties voisines du centre, soient cn méme temps, les plus denses.

Ainsi, chaque phénomeénc dépendant de la figure de la terre,
nous éclaire sur la nature du rayon terrestre, ct P'on voit quils
sont tous, parfaitement d’accord entreux. I13 ne suffisent pas,a la
vérité, pour nous faire connoitre la constitution intérieure de la
terre ; mais ils indiquent ’hypothése la plus vraisemblable, celle
d’une densité décroissante du centre & la surface. La pesantcur
universelle est donc la vraie cause dec ces phénoménes ; et si elle ne
8’y manifeste pas d’'une maniére aussi précise , que dans les mouve-
mens planétaires ; cela vient de ce que les inégalités de la force
attractive des planétes, qui ticnnent aux petites irrégularités de
leur surface ou de Jeur intérieur, disparoissent & de grandes dis-
tances , et ne laissent appercevoir que le simple phénoméne de la
tendance mutuelle de ces corps, vers lcurs centres de gravité,

L’hypothese de Bouguer, que nousavons examinée danslen®. 33
du troisitmeLivre, donne = 0,0054717, ou 15, ce qui s’élorgne
trop delalimite 337, pour étre admissible; ainsi les phénomeénes de
la précession ct de la nutation concourcent avee les observations du
pendule, & faire rejeter cette hypothése.

Yy 3
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CHAPITRE 1L

Des mouyvemens de la lune , autour de son centre de gravité.

15. Lalune , en tournant autour de la terre,, nous présente tou-
jours a fort peu prés, la méme face; ce qui prouve que son moyen
mouvement de rotation , est exactement égal a son moyen mouve-
ment de révolution, et que son axe de rotation est presque perpen-
diculaire au plan de V'écliptique. Les observations du mouvement
des taches de la lune, conduisirent Dominique Cassini, a cc résultat
remarquable, savoir que V'dguateur lunaire est incliné denviron
278" au plan de Uécliptique, et que le nocud descendant de cet équa-
teur , coincide constamment avec le noeud ascendant de Dorbite
Iunaire. Tobie Maycr a confirmé depuis, ce résultat, par un grand
nombre d’observations qu’il a faites lui-méme vers le milicu de ce
si¢cle, et qu’il a discutées avec tout le soin possible : seulement, il
a trouvé linclinaison de Péquateur lunaire a écliptique , moindre
que Cassini ne Pavoit supposée, et de 165'; et pour détruire le
soupgon que cette inclinaison a pu diminuer depuis lc temps de ce
grand astronome, il assure avoir reconnu parles observations de
ce temps , qu’clle étoit laméme alors, gu’aujourd’hui , c’est-a-dire,
de 165'. Voyons maintenant ce qui doit résulter a cet égard , de
Paction de la terre et du soleil , sur le sphéroide lunaire.

16. Considérons d’abord Paction de la terre, et reprenons pour
cela, lcs équations (G ) du n®. & qui sappliquent évidemment a la
June, en observant qu’alors L représente la terre, r, son rayon
vecteur mené du centre de la lune, supposé immobile, et que
X, Y, Z sont les trois coordonnées de la terre, rapportées a une
écliptique fixe passant par le centre de la lune. L’angle 6 étant fort
petit, nous négligerons son carré et son produit par Z ; nous
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., (B—4
négligerons pareillement, le produit (T) rq, a cause de la pe-

. . B—4 . .
titesse des trois facteurs (-—C—-), ret g : les équations ( G ) devien-

dront ainsi,

S (10 () s X sl

3Ldt (C—B\ ({Y*.04YZ}.cos.p o
"7"(_‘)’ dt =3 '(T)'{—{XY.B+XZ}.sin.¢}’(G)

__3Ldt [4— {XY.0+XZ}.cos.o
d”f( 6) -pgdt= ‘—( EC)'{+ (Y*.0+YZ) .sin.e"}'
Sil’on nomme v, le mouvement vrai en longitude, de la terre vue
de la lunc, ce mouvement étant rapporté an neeud descendant de

Péquatcur Junaire ; onaura, en négligeant lc quarré de 'inclinaison
de Porbite lunaire a Pécliptique,

dp=

X=r,.co8y ; Y=r.siny;
la premiére des équations (G') devient ainsi,

3L.dt (B—A

dp= S —C-).sin.(w—-w).

Pour intégrer cette équation ; nous observerons que sil’on désigne
par m, la vitesse moyenne angulaire de la terre, autour de lalune;
son moyen mouvement sexa /md¢, et 'on aura
v= mdt+4+H.sin.Tl+ &c.;
H.sin.M4&c., exprimant les inégalités de v, ordonnées par rap-
port au moyen mouvement. Soit
vu=¢——fmdt;
on aura
av—32p=—2u+2 H.sin. 14 &ec.;
et par conséquent,
sin.(2¢9—2¢)=-—sin.au—2 H.cos. s u.sin.M—&e.;
SiTon néglige le quarré de 0, on a par le n°. 4,
dy—dil
= T——;
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partant,
dp__ ddu dm

- de T ar’
la premiére des équations (G’) prcndra donc cette forme,
ddu dm 3L (B—A) .

B—A
dt—-’—+7?——9—r,-" - .sm.ﬂu—r ( s )Hcos 2u.5in,1T — &ec.

Les observations nous ayant faitl connoitre que le moyen mouve-
ment de rotation de la lune est égal i son moyen mouvement de
révolution autour de la terre, 'angle « est toujours fort petit, en
sorte que I'on peut supposer sin. 2z =2u, et cos.2u=1; on a

. \ . L
d’ailleurs & fort peu pres, e =m*; on aura donc,

ddu B-A dm B—A '
— 2 — T e e . TH.sin T — .
d¢-+5m ( 3 ) u o 3m*. ( C ) H.sin &e

. dm _, , . , .
Lavaleur de — dépend de I’équation séculaire de la lune, et nons

verrons dans la théorie de la lune, que si m't est le moyen mouve-~
ment sydéral du soleil , et ¢’ Pexcentricité de son orbite, ona
dm  3w's.e'.de’
Tdr = Tmar
on aura donc a trés-peu prés, en intégrant I'équation précédente,
m's.d*. (¢ .de')

B—4
mt.di. ( c )
¢ de'

B—A\ “de
u= Q.sin. {mt.‘/S ( +F}
2y
. [B—-4 .sin, [1
+3m .<~—C->. T 5 . B—A -+ &C.,
'75)"‘ me\c
Q et F élant deux constantes arbitraires. Examinons les consé-
quences qui résultgnt de cette intégrale.

et en négligeant la quantité

, de
m e —t-
Nous observerons d’abord que le terme — de cette in~

(%)
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tégrale, est insensible, quoique divisé par la petite fraction E;—A 5

vu Pexcessive lenteur avec laquelle Pexcentricité e’ varie; on peut
donc négliger ce terme. Tous les autres termes de Pexpression de %
varient d’'une maniére beaucoup plus rapide ; mais cette expression
reste toujours fort petite, si Q est un petit coefficient. Présente-
ment, I'équation

dp_ ddu dm
TR T T

donne,
Spdt=u+fmdt;

Jpdt est par len®. 8, le mouvement de rotation de la lune autour
de son troisieme axe principal ; on voit donc que les deux moyens
mouvemens de rotation et de révolution de cet astre, sont parfai-
tement égaux entr’eux, et quc Paction de la terre sur le sphéroide
Junaire, fait participer le premier de ces deux mouvemens, aux
inégalités séculaires du second. 11 n’est point nécessaire pour cette
égalité parfaite, qu’a Yorigine, les deux mouvemens de rotation ct
de révolution aient été égaux, ce qui seroit infiniment peu vrai-
semblable; il suffit qu’a cette origine ot nous supposons ¢=o, la
vitesse p de rotation de la luneait été comprise dans les limites

3.(B—A 5.(8-4)
m+mQ. ‘/i(_f—')-+ &e., etm—mQ. I/__(T_).i. &c.;

limites dont Vétendue est arbitraire, a cause de Parbitraire Q.
Cetle étendue est, ala vérité, fort petite, a raison de la petitesse

de Q etde l/:o'-(-';;—A), mais clle suffit pour faire disparoitre

Pinvraisemblance qu'il y a, & supposer qu’a Porigine, les mouve-
mens ont été tels, que dans la suite, le moyen mouvement de
rotation de la lune, a constamment égalé son mouvement moyen
de révolution.

La valeur de z exprime la libration réelle de la lune, en lon-
gitude , libration qui w'est que Pexcés de son mouvement réel
de rotation, sur son moyen mouvement. Cetle valeur renferme
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. 3.(B—A4
d’abord argument Q. sm.{m t. l/——(——c—" + F}, dont Iétendne
est arbitraire; mais les observations ne I'ayant point fait recon-

qor ey oy (B=A
noitre, il doit étre peu considérable. Il en résulte que l/%%

cst un nombre réel ; car s'il étoit imaginaire , argument précédent
se changeroit en exponentielles ou en arcs de cercle, qui croissant
indéfiniment avec le temps , pourroient augmenter indéfiniment la
valeur de u, ce qui est contraire aux observations. A la vérité,
si B — A4 élant négatif, Q étoit nul, il n’y auroit dans I'expression
de x, niarcs de cercles, ni exponentielles ; mais la plus légére cause
pourroit les y introduire; ce seroit le cas d’un état d’équilibre sans
stabilit¢, cc qui ne peut étre admis. B— .« cst donc unc quantité
positive, Cest-a-dire quc le moment d’inertie .« de lalune, est plus
petit que le moment d’inertic B. Le premier dc ces momens , est
relatif & Paxe principal de Végunateur, dirigé vers la terre; car il se
rapporle au premier axe principal qui forme Pangle ¢ avecla ligne
des équinoxes lunaires , tandis que le rayon méme du centre de la
lune & cclui de la terre, forme Yangle v avec cetle méme ligne :
or ¢ — v cst toujours par ce qui précéde, un petit angle; ainsi le
premieraxe principal du sphéroide lunaire est toujours i-peu-prés
dirigé vers la terre. L’¢quateur lunaire étant alongé dans ce sens, en
vertu de laltraction terrestre; le moment d’inertie .# doit étre
moindre que le moment d’inertie B relatif au second axe principal
situé dans Péquateur.

La durée de la période de Pargument précédent , cst égale i un

mois sydéral, divisé par le coefficient I/ ZL(—%:'—Q 5 cc cocflicient
étantinconnu, il est impossible d’assigner cette durée. Nous verrons
bientét que dans le cas oti la lune seroit homogéne, cette durée
n’excéderoit pas sept années; et que dans le cas de la nature, la
différence des momens d’inertie de la lune, par rapport a ses trois
axes principaux , est probablement plus grande que dans le cas de

Thomogénéité. Cette remarque nous montre combicn le terme

m'.ede o ) _
—7B=A\ » quenousavons négligé ci-dessus, cst insensible,
m“. T)-dt

Par
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Parmi les termes de I'expression de %, il n’y a de sensibles, que
celui qui dépend de I'équation du centre de la lunc, 4 raison de sa
grandeur, et les termes qui ont un trés-petit diviscur, et dans les-

) di L ,
quels, par conséquent, - °st tréspetit. H.sinT4+ &c., est la

somme des termes périodiques du mouvement vrai de la lune;
et en supposant que H.sin.11, exprime’équation du centre, on a
H =70005"; T étant ici I'anomalie moyenne de la lune, on a
dIT\»
dt,
terme

=m*.0,98517; on aura donc, dans Pexpression de u, le

B—A .
5.( z ).70005”.sm.r1

0,98317 — 5(32—'4)

Si ce terme s’élevoit & un nombre i de secondes, on auroit

B-4 _i.03a773
C  it70005”
Puisque Pobservation n’a point fait reconnoitre le terme dont il

. . y B4 . .
s’agit, le nombre i ne doit pas excéder ==6000", et alors - doit

é&tre au-dessous de 0,030721.

Parmi les termes de Vexpression de z, qui ont de trés-petits
diviscurs, on ne voit que équation annuclle qui puisse produire
un terme sensible dans P'expression de © ; cette équation cst égale
4 2064”.sin. 11, II étant ici 'anomalie moyenne du soleil ; on a de

an din\»
plus, T m.0,0748 , et par conséquent, (ﬁ) =m*.0,0055¢5 ;
on aura donc, dans I’expression de #, Pargument

BA . .
3. (—C—-) .2064”.sin. 11

0,005595 — 3. (ng.‘)

Si cet argument g’élevoit au nombre i de secondes, on auroit
B-A i.0,001865
C T itacts?
Mcan. ctu Tome I Zz
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Cet argument doit étre peu considérable, puisqu’il n’a point été
reconnu par Pobservation ; nous supposerons ainsi que i n’excéde

B—4
pas ==6000". Dans le cas de i positif,, les deux limites de —; sont
0, ct 0,0013876 : ces limites sont 0,0028430 ct 0, dans le cas de i

. . B-A
négatif; et I'on vient de voir que - hepeut pas excéder 0,030721.

. B—A
Mais il est trés-vraisemblable que - est au- dessous de 0,0028430,

et quainsi i est positif.

. Considérons maintenant, la seconde et la troisiéme des
équations (G') du n° précédent. L’inclinaison 8 de I’équateur
lunaire & P'écliptique fixe, étant supposée trés-petite; nous trans-
formerons les variables ¢ et r, en dautres qui rendront Pintégra-
tion 'plus facile , ainsi que nous 'avons déja fait pour un cas sem-
blable, dans le n°. 30 du premier Livre; nous ferons donc,

f.sinp=s 5 6.cos.o=3s";
ce qui donne

ds dé +6
T —.simp .cos ¢35

’

! 2.2
5= 3, Coso— .sm ?.

Mais si 'on néglige le quarré de 8, on a parle n°. 4,

¢ .
—=7r.8i1.¢ —¢.COS8.¢ ;
7, = Fesine—g ¢

d» .
0.{—1—‘= 8.p+g.sin.p4r.cos.¢;

on aura donc,
§=p8’+r ; f:;—,=—ps—-9;
d’ou Von tire,
dds ds ,dp dr
__-_p'ﬁ =S mT @’

dds’ dp dg
dt“ +p. + Se d_t ‘ﬁ.
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. dr
En substituant ces valeurs de 7 et de —Z-Z , dans les deux der-

niéres des équations (G'); et observant que l'on peut supposer
p=m, dans les produits de p ct de sa différcuticlle, par les varia-
bles trés-petites s, &, et par leurs différences; on aura

dds ds (C-B 3L (FP— .
a—;-ﬂﬂ.z: (—A—').mr+r—'b~.(—A—‘-:)A {(Y’.a*YZ)‘COS.O-(XY.0+XZ).81]’1.¢} H
dds ds'  (C-A 3L (A—C .
= "G _(—B-) '—15-.(«3-—). {((XY9+XZ ).cos.o+(Y*8+Y Z ) sin0 ) .

Maintenant, on a

ds , ds
r=o—ms';  g=—-p—ms;
on a ensuite,
X=r.cosy ; Y=r,.siny;
de plus, y—opest toujours, par ce qui précéde, un Lrés-petit angle,
de maniére que Pon peut négliger son produit par les quantités 8
et Z ; les équations différentielles précédentes deviendront ainsi,

. . L
en y substituant m*, au lieude 5

dds' (AB=C\ ds L (PC\
w T )maTm\a )Y

dds _ (ALB—C\ a5 . 4O\ (5w (62
77?_( B )@ \B /)T \B )

z est la latitude de la terrc vue de la lune, au-dessus du plan fixe,

latitude qui est égale et de signe contraire & celle de la lune vue de
la terre; on aura donc par le n°. 5,
Z =csin(mt+gt+e)+Ecosin(mt—gt—<);

'

mt étant la longitude moyenne de la terre ; vue de la lune, relati-
vement & un éqainoxe fixe, et —g't—¢’, étant ici, par rapportau
méme ¢quinoxe, la longitude du neud ascendant de Porbite lunaire

sur Pécliptique mobile. La fonction z.c.:::'.( gt+¢) dépend du
© Zz 2
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déplacement de P'écliptique mobile, et le cocfficient g est extré-
mement petit relativement 4 m et & g’ Soicnt donc

s = Q.sin.(mt+g't+¢') ;
§'= Q' .cos.(mt+g't+¢') ;
Jes parties de s etde s', correspondantes au terme ¢, sin.(me +g't+¢),

. z
de Pexpression de P on aura

Q' m.(m+g').(A+B—C).Q
) (mtg ) Atm (B=C)’
et si Pon suppose,

E=m'.(m+g).{(A+B—C)—bA.(A—C)—B.(B—C)}
—(m+g' ) dB—bm*.(A—C).(B—C) ;
on aura ‘

3m*.(A—C).c' B N v
z_q.{_]::h )-c A(m+g ) A+m J(B—0)}.

Si l'on néglige le quarré de —'—i— et son produit par #/—C, B—C,

et 4—B , dans le numérateur et le dénominateur de cette expres-
sion de Q; on aura
3m.(A=—C).c

O=—FnA—Crrs4g’
on aura cnsuite, cn regardant g’ comme trés-pelit, Q'= Q.
Ilsuitdelaqueles valeurs de s et de s’ correspondantes 4 la valeur

Z . . . .
007, sont, en observant que g est insensible relativement &

5 C—A
Sm\T7)
3m.(A=C).c'.sin. (mt4g't4¢') .
T — - T.C.81N, —pt—=C);
s Sm.(A—C) +adx c.sin, (mt—gt—¢) ;
, 3m.(A—C).c .cos. (mt+gt+€’)

= — +€.CO8, —gt—C),
s 3m(A—C)+nAg —~—Z.c.C08, (Mmt=gt—=—=C)

Ces deux valeurs de s ct de s’ ne sont pas complétes; il faut encore
Icur ajouter celles qui auroient lieu dans le cas ot Z seroit nul; or
il est ais ¢ de voir que si 'on nomme Zet 7' les deux valeurs positives
dem 4+ &', dansVéquation E =0, on aura & trés-peu prés
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s=P.sin(It+I)+P.sin(I't+1');

s'=P.cos. (It+I)+2 P, l/;—:—g.cos. (U't+1'),

A— \/(A—C).(B—C)
—p el . [ R Sl
I=m ‘m.( AC), U'=2m. y s

P, P, Iet I dant quatre constantes arbitraires. En réunissant ces
valeurs de set des’, aux précédentes ; on aura les valeurs complétes
de ces variables.

Afin guc ces valeurs n'augmentent point indéfiniment, et pour
que Pinclinaison de Péquateur lunaire & Pécliptique, soit toujours
a-peu-prés constante,, conformément aux observations ; il est néces-
saire que le produit (.£~—C).(B ~ C) soit positif; c'est en effet,
ce qui a lieu dans Ja nature; car le moment d’inertie Cde la lune,
par rapport & son troisitme axe principal autour duquel clle
tourne, est plus grand que les momens d'inertie # et B, relatifs a
ses deux autres axcs principaux ; puisque la lune doit étre plus
applatie dans lc sens de scs poles de rotation, que dans tout autre
seus.

Pour rapporter les variables s et s’ & Pécliptique mobile ; nom-
mons 8, Pinclinaison de Péquateur lunaire, sur cette écliptique,
et¢,, la distance angulaire du premicr axe principal , au necud des-
cendant de 'équateur lunaire relativement i la méme écliptique;; il
est facile de voir que l'on aura

8,.5in. ¢, —~=.cusin. (gt+6) = l.sin. o ;
8,.cos.e,—S.c.co8.(gt €)= 0.c0s,9;
en faisant donc s, =0,.sin.9,; s/ =96 .cos. p, ; on aura
3m.(A=C).c' .sin.(mt+g't+-4)
3m.(A=C)+ ad.g

Sm(A-C)c'cos(mt +5t4+¢']
Sm.(A=C)tadg

s, = Psin(lt+ D)+ P'sin.(lt+1)—

s/=Fsin(it4I) ol l/%{—g.cos.(l't‘i'f)—

On voit ainsi que le mouvement de Péquateur lunaire, sur Péclip-
tique vraic, ou mobile, cst indépendant du mouvement de cette
écliptique, en sorte que l'inclinaison moyenne de cet équalcur sux
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Pécliptique vraic, reste toujours la méme, malgré le déplacement

de cette écliplique; Vattraction de la terre sur le sphéroide lunaire,
ramenant sans cessc, I'équateur de ce sphéroide, au méme degré
d'inclinaison,

Les deux valeurs de s, et de s, donnent
{Sm.(/{—C).c'.sill.(mt+g't+C') 1
—{3m.(A—C)+2.4g}. (P.sin(It+ 1)+ P.sin (I141)} S
35m.(/1—C).c'.cos.(mt+g’t+€’) i

—{5m.(4—C)+2/]g'}.{P.cos.(lt+I)+aP’. l/;_—_—i.cos.(l'&l')}

tang.p, =

Supposons d’abord P et P’ nuls; on aura
tang.¢, = tang. (mt+ g't+¢) ;
ce qui dorme P'unc ou T'autre de ces deux valeursdeog,
o, =mit+gt+€;
o, =7+mitgt+c; :

= éantla demi-circonférence, ou égal & deux angles droits, Pour
déterminer laquelle de ces deax valeurs, a licu dans la nature; nous
observerons que — g t—¢' est la longitude du neend ascendant de
Porbite lunaire sur I'écliptique vraie, et les observations nous
apprennent que cete longitude est la méme que celle du neud
descendant de cet éqnateur , sur cette écliptique ; or le mouvement
de rotation de la June étant égal & son moyen mouvement de révo-
lution, ct son premier axe principal étant toujours, a-peu-prés
dirigé vers la terre, on a v, plus la longitude du noeud descendant
de Péquateur lunaire, égal am £; on a done

o, =mttgtte.
Ainsi la premiére des deux valeurs de 9, doit seule étre admise;
Péquation s, = 4,.sin.¢, donnera par conséquent

Zm.(C—4).c
" adg=3m.(C=4)’

d’ot P'on tire

-4 oy,

AT Bm.(c'+4,)
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Mayer a trouvé par ses observations, 8, =165"; ona de plus
¢'=tang.5°7188; et g'=m.0,004019;

partant

C-A

- = 0,00059g.
Les résultats précédens n’ont lieu que dans le cas our les arbitraires
P et P’ sont nulles; examinons le cas dans lequel ces constantes,
sans étre nulles, sont trés-petites. On a généralement
tang. o, —tang. (mt 4 g't 4 ¢')

tang.(¢p—mt—g't—¢)= 1+ tang.9,.tang. (mt +g't +¢')°

en substituant dans le second membre de cette équation ,au lieu de
tang.¢, , sa valeur complete , et faisant pour abréger
—3m.(C—A4).¢
Q=7
24g~3m.(C—4)
on aura

Psin. (mt+g't4¢—1t—1I)

+P’.{ ’;%‘é+ ;}-sin~(mt+g’ff+"-l’t- I)
+P { G sin gt )
lang.(¢,-mt-g't-¢' )= Q—P.cos.(mt+gt+C—1t—1) ’

rare
P { B—g+§ } .cos.(mt+g t+6-I't-T')
4A-—C

— / ——
P.{ =

}}.cos. (mt+g't&'+Ut+I)

P'angle 9,—~~m t— g’ ¢~ ¢ n’atteindrajamais un angle droit, enplus
ou cn moins, si le dénominateur de cette fraction est constamment
du méme signe que Q, et ne devient jamais nul ; car il est visible
qucla tangente de angle droit étant infinie, cc dénominateur seroit
nul, au passage de 'angle ,—m t — g't — ¢’ par Pangle droit. Ré-
ciproquement , on voit que si ce dénominateur changeoit de signe,
il passcroit par zéro, ce qui rendroit infinie, la tangente de 'angle
dont il s’agit, qui deviendroit alors, un angle droit; ainsi les obser-
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vations faisant voir que ccla n’a jamais lieu, il en résulte que le
dénominateur précédent est constamment du méme signe que Q,

et quainsi Q cst plus grandque P+2P'. ‘/—— De plus Pangle

¢ —mt—g't—¢ étant toujours trés-petit, suivant les observa-
tions, il en résulte que les quantités P ct P’ sont trés-petites par
rapport & Q ; or linclinaison de Péquateur lunaire, a I'écliptique
vraie, est égale & V's 45, ; cette inclinaison est donc & trés-pen
prés constante ct égale & Q ; ainsi le phénomeéne de la coincidence
desneeuds de Péquateur et de Porbite lunaire, et celui de la cons-
tance de leur inclinaison mutuelle, sont liés un & Yautre, par la
théorie de la pesanteur,’et les observations qui les donnent simul-
tanément, confirment admirablement cettc théorie,

Nous avons observé dans le n® 4, que relativement a la terre, les
constantesarbitraires dépendantes de 'étatinitial de son mouvement
dc rotation, soninulles, ou du moinsinsensibles parles observations
les plus précises. On voit par ce qui précede, et parle n°. 15, quele
méme résullat a licu pour la lune, ct il est naturel de penser qu’il
g’étend & tous les corps célestes. On congpit , en effet, que sans les
attractions étrangeéres, toutes les parties de chacun de ces corps,
en vertu des froltemens et des résistances qu’clles opposent a leurs
mouvemens réciproques , auroient pris 4 la longue, un état cons-
tant d’équilibre, qui ne peut subsister qu’avec un mouvement
uniforme de rotation autour d’un axe invariable; les observations
ne doivent donc plus offrir que les résultats dis aux attractions
étrangéres,

18. Voyons ce qui résulte des recherches précédentes, relati-
vement & In figure de Jalune. -« et B, sont plus pelits que C; ona

B_A
vu dans le n°. 16, que B est plus grand que £, et que — et
compris entre Jes limites, o, t0,0013876; enfin nous avons trouvé
' c—4 R
dans lc n°. précédent, que —esté fort peu pres égal & 0,000599:

fcls sont les résultats des observations, relativement aux trois
momens dinertic .Z, B, C. Comparons-les & ceux de la théorie
de la figure du sphéroide lunaire,

En
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En substituant pour o, B, C, leurs valeurs données dans le
1’ 2;on aura,
B—A 152.8.p.d.(a5. Y(')) d/A d=. (x—u.’) cos.o 7

c 87.5.0.d.a° ’
C—A 152.5.p.d.(a3. Y).dp.da. {(1—p2).cos.2m—pus }
4 8§7.5.p.d.a®

T/attraction de la terre sur Ja lunc, influe sur la figure de ce satel-
lite, et Yalonge dans lc sens de Paxe dirigé vers cette planéte. En
supposant la lune recouverte d’un {luide en équilibre, et en obser-
vantque la terre peul étre supposée dans le plan de son équateur;
en prenant enfin pour le premier méridicn lunaire ou l'on fixe
Yorigine de 1’angle =, cclui qui passe par le premier et le troisicme
axe principal, et prenant pour unilé, le premier demi-axe; on
{rouvera par le n°, 29 du troisicme Livre,

4:7 8.5 d (Y W) =3ar. Y. Sup.d. 0"

+o (a-—,)—’ A(1=*).cos.tr—1};

g est la force centrifuge d’ un point de l’ ¢quateur lunaire ; cette force

a la distance r, du centre de la lune, cst égale a g7, et puisque le

mouvementde rotation delalune, est égal a son moyen mouvement

de révolution , on aura a trés-peu prés, gr,= -’L— Nommons A le

rapport de la masse L de la terre, a cellede la Ihnc; nous aurons
L=%a.x.8¢.d.0°;

on aura, cela posé, en observant que par le n°. 32, ¥'® est de la
forme —k.(w"—3)+ 4" . (1—¢*).cos.27,

a.S.p.d.(asY(’))-——»‘,-.{uh—--—-} (s —w},S8p.d.a (i)

‘t

{ al~ yr } (1—¢*).cos.27.8.p.d.&° ;
on aura donc

B—4_ { i g_x_} S.p.d.ad

c )

4r3)°s. p.ll.aS;
-4 m__ 34X S.p.d.a®
4 "{“’H"h T}'S.P.d.as'

M iicAN. ckrn. Tome 11. Aaa
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Dans le cas de la lune homogéne , 'équation (i) donne

« Y= -;-.(u z—F)(;—/A')H. {uh””——

en comparant cette expression , a celle-ci,

aYO=ah.(;—p)+ah"” . (1—p).cos.2 ;
on aura

3
F}.(l-—,u’).cos.a'v;

25.0 oy 1B ;

TR T R

on peut observer ici, que « 4 + « 4" exprime Pexcés du premier
demi-axe principal dirigé vers la terre , sur le demi-axe du péle,
et que 2 h—a A", exprime Pexceés du second demi-axe principal,

sur le demi-axe du péle; dans le cas de 'homogénéité, ces excés

10.A7
sont és—r‘ et 80 T le premier est donc quadruple du second. On

ahb=

a dans ce méme cas,
B—A bW c—4 5.

i Tl A R

1 C o .
- est le demi-diamétre apparent de la lune, dont nous avens pris
le demi-diamétre réel , pour unité ; et suivant les observations, ce

demi-diameétre est égala 2913”;ainsilon peutsupposer —-sm.ﬂm 2’
cc qui donne
B—4

C—4
— = 0.0000003618.2" ; - = 0,0000004824. A" 5

Ies conditions de # et de B, moindres que C, et de B plus grand
que 4 ,setrouvent alors remplies. Nous avons vu dans le quatri¢éme
Livre, que les phénoménes des marées donnent a-peu-prés »'= 5g,

. B-4 . =
et alors la condition de - plus petit que 0,0013564, est encore

remplie ; mais la condition de C_—_ égal & peu-prés a 0,0005gg est

bien loin de Pétre, et en supposant méme A'=1000, elle ne le

seroit pas ; d’on il suit que la lune n’est pas homogéne, ou qwelle

est ¢loignée d’avoir la figure qu'elle prendroit, si elle étoit fluide.
Dans le cas out la lune formée de couches de densités variables,
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auroit été primitivement fluide, et auroit conservé la figure d’équi-

libre qu’clle a dii prendre alors; il résulte du n°. 30 du troisi¢me

Livre, que le rayon du sphéroide lunaire est, comme dans le cas

de I’homogénéité, de la forme

14ah.(G—e*)+tah.(1—p*).cos.25 5

et alors, comme dans le cas de 'homogénéité, Pexces du demi-axe

principal dirigé vers la terre, sur le demi-axe da pdle, est qua-

druple ‘de Pexcés du second demi-axe principal , sur le demi-axe

du pole. L'équation (i) donne

«.§.p.d.(a%h)  Ba

ah—3 =
s S.p.d.a’ 4"‘3

On avudans le n°. cité, du troisieme Livre, que les valeurs de £

vont en augmentant du centre i la surface, tandis que les densités

vont en diminuant, cn sorte que on peut supposer & la surface,

S8.p.d.(ah) = (1—g).h.S.p.d.a";
g étant positif; on aura ainsi

’
s, 2
4 r 3

wh= S.0.d.a® ;

-3 —_— ————e
1—5-( q).s.p.d.a3

rr

Présentement on-a & 3k ; on aura donc
3 ¥ s s
B—A ;.73-.(1--q). pod.a

c

S.p.d.a*—=1%.(1—q).5.:.d.a® d
ax’
- 73-.(1——-q).6‘.p.(l.a5
A4~ S;.d.a=T(1—q)S.p.d.a%
Tlest facile de voir que le cas de Thomogénéité est celui dans lequel
C-A4 . T
la valeur de — - est la plus grande, puisque les densités diminuant

du centre a la surface, S.p.d.a’ est plus grand que §.p.d.a’;
or nous venons de voir, que la lune étant homogéne , la valeur de

C-4 c e . . .
—ost considérablement moindre que suivant les observations ;

Aaa 2
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la lune n’a donc point la figure d’équilibre qu'elle auroit prise, si
clle avoit été primitivement fluide.

On peut imaginer une infinité d’hypothéses dans lesquelles les
momens d’inertic 4, B, C, salisfont aux conditions précédentes:
sans doule, les hautes montagnes et les antres inégalités que Pon
observe a lasurface de lalune, ont surles différences de ccs momens
dinertic, une influence trés-sensible et d’autant plus grande, que
Papplatissement du sphéroide lunaire est fort petit, et sa masse,
peu considérable.

1Q. I reste & considérer Vinfluence de Vaction du soleil, sur
les mouvemens de I'équatcur lunaire ; mais sans entrer dans la
discussion de cclic action, il est facile de se convaincre qu'clle est
insensible. Car & exprimant la masse du soleil, et »' sa distance

. . . , s
moyennc & Jalune,ou i la terre, cette action cst de Pordre ol elle

est donc, par rapport a Vaction de la terre sur la lunc, dans le
> P PP ’

S . L . .
rapport de T ror 1a théorie des forces centrales donne ce rap-
l

port égal au quarré du temps de la révolution sydérale de la lune,
divisé par le quarré du temps de la révolution sydérale de la terre
c’est-a-dire, égal 4 45 environ ; on voit donc que l'action du soleil
sur le sphéroide lunaire peut étre négligée par rapport & Paction de
Ia terre sur le méme sphéroide.
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CHAPITRE IIL

Des mouyemens des anneaux de Saturne , autour de leurs

centres de gravité.

20. Extritantdela figure des anneaux de Saturne ; on a vu que
chaque anneau est un solide dont le centre de figure coincide a-peu-
prés avee celui de Saturne, mais dont le centre de gravité peat et
doit se trouver dans nu point diffévent. Ce centre tourne autour de
la planéte, dans 16 méme temps que Panneau;; et il est aisé de voir
que I'annean tourne autour de son centre de gravité, dans le méme
temps, qu'autour de Saturne. L’action du soleil et des satellites sur
ces anneaux, doit produire dans leurs plans, des mouvemens de
précession, analogues & ceux de Péquatenr de la terrc, et cetle
action étant différente pour chacun des anncaux, il semble que ces
mouvemens doivent étre dilférens, ot quainsi les anncaux doivent
4 la longue, cesser d’ctre i-peu-prés dans un méme plan, ce qui
paroit contraire aux observations : car quoiqu’il ne se soit pas
encore écoulé deux siecles , depuis leur découverte, cependant s'ils
wéloient pas assujétis & se mouvoir dans un méme plan, il faudroit
supposer qu’ils ont été découverts précisément & Pépoque oit leurs
plans coincidoient, ce qui est bien peu vraiscmblable ; il existe
donc trés-probablement, une cause qui les retient dans un méme
plan fixe ou variable. Mais quelle est cette cause ? sa recherche est
Yobjet de Panalyse suivante.

21. Nous pouvons encore ici faire usage des équations (D')
dun’. 1. Déterminons les valeurs de dN, d N' et d N”, rclalives
soit & Paclion de Saturne sur un anneau, soit i Paction d’un astre
éloign¢ L. Considérons d’abord Paction de Suturne, et nommons 2~ ,
la somme de toutes les molécules de Saturne, divisées par lears
distances respectives, & une molécule quelconque dm, de Vanncau;
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soit ' le rayon qui joint cette molécule au centre de Saturne, et #,
le cosinus de P'angle que ce rayon forme avec axe de rotation de
Saturne. Représentons par

142 Y042 YO 4 2Y O 4 &e.,
le rayon du sphéroide de Saturne, et par «¢', le rapport de la force
centrifuge a la pesanteur, a son équateur ; la masse de Saturnc étant
prise pour unité, on aura par le n°. 35 du troisi¢me Livre,

1 a{ YOO 1o (ui—} aY® YW@
[T bk 3 G L L S Y
celte valeur de 77, se réduit a-pcu-pres a ses deux premiers termes,
si 7' est un peu grand relativement au rayon du sphéroide de Sa~’
turne, pris ici, pour unité de distance. D’ailleurs, si cette planéte
est un sphéroide de révolution, comme il est naturel de le supposer,
onaY®=o0,Y"=o0,&ec;cequi rend exacte ,-la réduction de 7,
4 ses deux premiers termes ; on peut donc supposer

7=l 2 YO+ ia0”.(w—3)

r'd
La fonction Y'® se réduit, comme on I'a vu dans le n°. 2, & celte

forme,

YO =h.(;—p)+h" . (1—p*).cos. 27,
Si Saturne est un solide de révolution, 2" est nul ; mais dans le cas
méme ou cette quantité seroit comparable a 4, il est facile de
s'assurer que son influence sur les mouvemens de Panneau, est
insensible, & cause de la rapidité du mouvement de rotation de
Saturne. Nous supposerons donc %"’ = o, et par conséquent,

pay iy
r r

« b étant évidemment Vapplatissement de Saturne.
Maintenant, &', ', 2/, élant les coordonnées de la molécule dm,
relativement au centre de gravité de Panneau, on a parlen®. 3

dN , [(dV , (dV

m:&dm.{x-(@)—d’-(:ﬁj)};
dN' , (4V LAY
'E—S'd'”'{x’(_ﬂ>—z'<d—x;)j’.

N (,fdvr\ , (av
-‘F—-S.dm. ly(;T;)—z(-d—y—,)}
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Pour déterminer 77, nous ferons abstraction de la largeur de Pan-
neau que nous considérerons ainsi, comme une ligne circulaire
d’inégale densité dans les diverses parties de sa circonférence, et
dont le centre est & trés-peu prés, celui de Satarne. En désignant
par X, Y, Z, les coordonnées du centre dc gravité de 'anneau ,
rapportées au centre de Saturne ; X+, ¥ +5' ct Z 4 z’, seront les
coordonnées de la molécule dm, rapportées au méme centre. Si Pon
prend pour le plan des x’ et desy’, celui de Péquateur de Saturne,
que nous supposerons d’abord, invariable ; on aura

. — Z41z
F=VIXFS Oy I+ (24 4) 5 W=t

T

Nommonsx,, 5, z,,1es coordonnées du centre de la circonférence de
Panneau , rapportées au centre de Salurne; ces coordonnées étant
supposées assez petiles, pour que Pon puisse négliger leurs quarrés
et leurs produits par « ; on aura

x, (X+2 )4y, (Y+y)+3z.(Z+2)

T,

r = Tl'+

r, étant le rayon de la circonférence de Panneau; si 'on observe
ensuite, que I'on a par la nature du centre de gravité dc 'anncau,,
Jx dm=o0; y' dm =o0;f7 dm=o0;o0naura

dN o

de — 7’

N’ aw(h—2)

- =" rl,s—.fxz.dm,'
dN" aa.(h—1r') '
—dT._—-——r‘,b—.fyz.dm.

Concevons que Yinclinaison ¢ du plan de anneau sur le plan de
P’équateur, soit trés-petile, en sorte que I'on puisse négliger son
quarré, ce qui revient a supposer sin.8=10; cos.6 =1 ; prenons
ensuite pour l'axe des &, Vinlerscction méme du plan de 'anneau
avec celui de’équatcur de Saturne ; cela posé , les valeursde 4,5/, 5
du n°. 26 du premier Livre, deviendront

&' =a".cos.p—y".sin.9 ;

¥y =a".sin.p+y".cos. o+ 2".0;

7 =2z"—y".0.cos.90—4a".0.sin. 0.
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d’ott 'on tirera par le méme n°.

di—-—l—ﬁ:;-—— (B— A4).8.5in.20;

dN" ¢(h-'°) (A+B—2C).0— M(B A ).b.cos.2.

c1e dN dN' dN"

Considérons présentement les valeurs de - o T rela-
tives a action d’un astre quelconque L, ¢loigné de I'anneau. En
nommant X’, ¥’y Z", les trois coordonnées de cet astre , rappor-
tées au centre de gravité dc Ianncau, et paralléles & ses trois axes
principaux ; et 7, sa distance a ce point; on aura par le n®. 5, en
rapportant les valeurs de dN, d N’ et dN” aux mémes coordon-
nées,

dN

dt

dN' nepn
—E-—- s (C .A)XZ 5

dN”
dat

—_—f—,,’;—.(zz—z).x"yu

3L b
=27.(C—B).Y'Z".

Nous pouvons supposer sans erreur sensible, dans ces expressions,
que Porigine des coordonnées X”, ¥”, Z" est au centre méme deo
Saturne, ainsi que Porigine de 7”. Nommons X', Y, Z’, les coor-
données de Iastre L, rapportées au plan de Péquateur de Saturne,
Paxe des X’ étant la ligne d’interscction du plan de Yéquateur,
et de celui de Panneau; on aura entre X', Y’, Z2', X’, Y", Z", les
mémes relations que les précédentes entre &, ¥/, 2, x", 5", 5" 5 d'oit
Yon tire

X"=X'".cos.p + Y'.sin.p =— 02" .sin.0 5

Y"=Y'.cos.p —X'.sin.p—02'.cos.9;

le=zl+ey1i
¢t
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et par conséquent,

X”Y":”:—-_—x;).sin.n ¢4 X'Y’.cos.29

~0Z'.{Y'.sin. 30+ X .cos.2¢} ;
X"Z"=Z'Y"8inp+Z'X".cos.o+0. { (Y"*—Z" ).sine+ X 'Y ".cos.2} ;
Y'Z"=2Z"Y"cos.0—Z' X sine+0.{(Y"*—Z" ).cos.s—X'Y sine}.
Nommons v I'angle que le rayon r” forme avec la ligne d’intersec-
tion de I'orbite de L, et de Péquateur de Saturne; soit 4 Pangle que
Yintersection du plan de I'anneau et de Péquateur forme avec cette
intersection ; et ¢’ Vinclinaison de lorbite de L, sur le plan de
Péquateur de Saturne ; on aura

X'=1r".c0s.9.c08.4 —r’.sin.¢.cos. §'.sin.{ ;

Y' =¢".sinv.cos.8.cos. 4+ r'.cos.y.sin. 4} ;

Z'=r".sinv.sin. 8 ;
ce qui donne en négligeant les termes dépendans des sinus et cosinus

delangle v et de ses multiples, et ceux qui dépendent de 'angle 30,
tous ces termes restant indensibles par les intégrations,

X”Y”: O;

nepn r”. H ’ ! ot r”"' ap oot ’ .
zZ :—;—-.sm.ﬂ .c08.8".sin.(p==-) +—; - {cos.*8'— .8in.0"} .sin.p
a

_-%-.d.sin.'O'.sin.(v’—ﬁ\’-),‘

Y’Z”———Sm 8.cos.b0’.cos. (¢_4,)+___ {cos."¢'—1.5in.*0'}.cos.0

H/l
-—-2-.0 .8in* ¢, cos.(p—a4).

On aura donc par laction de Vastre L,

qr =0
dN’_ 3L (C-4). {smo .c08.8".8in.(p= )+ { cos.*8’- Lsin.*8' } A.sin., o}.
d are .8in.20 .sin. (¢ —23+)
dN" ﬂ._ (C-B). {smﬂ 1€03.8".c08.(p-4 )+{ cos.*0’- L.sin. 8’} Ocosv
s ard +8.sin.*0' . cos. (p—u+)

MiicaN. ckr. Tome I, Bbb
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. - dN'  dN
On doit observer ici que ces valeurs de = ¢t ;> se rapportent

au plan méme de Pannean , et & ses axes principaux, au lieu que
les valeurs précédentes , relatives i 'action de Saturne, se rappor-
tent an plan de 'équatear de Saturne; il faut donc, en substitnant
dans Péquation (B') du n°. 1, les expressions précédentes relatives
& Paction de Saturne, supposer dans celte équation, sin. § =4, et
cos. 8 =1,A causede la petitesse de § dont nous négligeons le quarré;
mais en substituant dans la méme équation, les valeurs précédentes

aN' o dNt o .
de e relatives & Paction de I'astre L, il faut supposer aupa-
ravant dans celte équation, sin. § =0, cos.8=1,sin.p=o0, et

c03.p=1; on aura donc, en réunissant toules ces valeurs,

b, (BA o
wt\ T )=

',{fl+(c_3>, L (h-;” ( B.cos.p
dt A

5L (C;B> (cos*8'—4sinl’).0.cos.o
oL iu.0' cos ' +Esin¥
o T | {sin.0'.cos.8.cos.(p—4 )- 1+ §.5in.*0'.cos.(p-24) ) ;

dr (A~ _2a(h=3y) A-C )
‘+<"E€)'M" r,;s—-——-.(T).G.sm@ »

L (A~ .
+L, (-—C> {cos.*'—1tusin'} Busin.e

ard \ B
L (4~ . ’ e )
8 ~ (%) {sim8'.cos.8'sin(p=4 )~ 1.8.5in*8" sin.(¢-24 )} .

ar

ret g étant supposés trés-pelits , nous pouvons négliger le produit

B—-A . dp
—).rg, cc quidonne Z=0 oup constant. Nous ferons en-

suite, comme dans len. 17,
0.sinp=9; f.cosp=5s;
ce qui donne par Je n°. cité

_ds , _ ds'
r_d-‘—ps H q—-—?}-—p&
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En substituant ces valeurs, dans les équations différentielles précé-
dentes, cn g et r, elles deviennent,

dds  [C_B—A\ _ ds | [C—A\ ,
re +(—T)-P-Tz:+(‘a—)" s
3L [d4— )
= ( C) {sin.8'.cos.0"sin.(¢- )- +.0.5in.*0".sin.(o-24) } 5

dds C—B—A ds (C-B\ .,
ar .p.J;+ T £ .8

B—
=7 ( C){SLn,e’,cos.e/ c0s.( g )- £.0.5in.8".cos. (¢-2~;)} ;

¢ dlant égal a

ae.(h—213')

P

*0'—1.sin '},

Les équations précédentes se simpliﬁent , en observant que dans le
cas présent, on a par le n° 26 du premier Livre, # + B=C, ce
qui réduit ccs équations, aux suivantes, en négligeant dans leurs
scconds membres, les termes multipliés par 8;

dds 3L i
TGates —-—n—r;;.sm.ﬂ’.cos. 0'.sin. (p=—+) z
dds’ 3

ey

5L . ’ ’
Jp TS _—m.sm.ﬁ «cos. 8’ .cos.(p—).

Bi l'on considére Yorbite de L, comme invariable ; on aura par
len 4
de—d} =pdt,
et par conséquent
¢—4=pt+lI,

I étant unc arbitraire ; les équations différentielles en s et s’ donne~
ront ainsi, en les intégrant,

8L

py —.sin. ¥, cos. ¢’

s =M.sin, (¢t+E)— ———— o8I (p—) 5

§*—p
L
3r,/ .sin. 8. cos.§’
§'=M'.cos (¢t+ B )= - —a .08, (p—) ;

Bbb 3
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M, E, M', E' étant quatre arbitraires. L’inclinaison du plan de

Fanneau a celui de I'équateur de Saturne, est égale & Vets;il
faut donc pour que cette inclinaison reste toujours trés-peute,

5 L
—sin.f’ .c0s.8’

que M et M’ soient trés-pelits, et que le coefficient 2 prs
soit peu considérable; or cela n’auroit pas lieu, si Saturne étoit
parfaitement sphérique; car alors, on auroit,
3L .
C—p'= Ll {cos.t’ — L.sin.28'} ;
sin. §'.cos. §'

etle cocfficient précédent deviendroit, —

—————— s il seroit par
cos.*0'—1.sin20"’ P

conséquent trés-sensible.

Si Saturne est applati, en vertu d’'un mouvement de xotation, ce
coefficient devient

3L .
—e8in. 6'.cos. 0
r

a(h—1,) 3L 3
2.0 « {co8.” '~ ;.5in." 0"}

1S MY ar's’
supposons que L soit le soleil, et que 7, soit la distance du centre
de Saturne, a son dernier satellite ; nommons T la durée d’unc
révolution sydérale de Saturne , et T cclle d’une révolution sydé-
vale de son dernier satellite ; la masse de Saturne étant prise pour
unité, on a par le n° 25 du second Livre

L 1 /T
=) s

ce qui change le coeflicient précédent, dans celui-ci,

3r's (T'\* .
F<_> .sin. 0. cos.t’

a.(/z-—-@)+4r3 (T )-{cos.’9’—;—.sin.‘9'}

les observations donnent, le demi-diamétre de Saturne, élant pris
pour unilé,

T = 1075gi"™"08 ;
T'=17g",3296 ;

r, = 59,154;

0 = 33,
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nous supposerons ensuite r, =3, ce qui différe peu de la vérité; on
aura ainsi, le coefficient dont il s’agit, réduit en secondes, égal a

0'",001727
a.(h—21") 4 0,0000000089834"

On voit que ce coefficient qui seroit trés-considérable, si a. (A—1¢')
étoit nul, devient trés-petit, et insensible, lorsque cette quantité
a unc valeur sensible. Alors, l'action de Saturne retient Panneau ,
toujours a-peu-prés dans le plan de son équateur ; ainsi les divers
anneaux de Saturnc, sont par-la, maintenus dans un méme plan,
Telle est donc la cause de ce phénoméne qui m’avoit fait recon-
noitre le mouvement de rotation de Saturne, avant que Pobserva«
tion de ses taches Vet fait appercevoir.

292. 11 est facile de voir par Vanalyse précédente, que Paction
du cinquiéme satellite de Saturne ne doit point sensiblement écarter
d’un méme plan, les divers anneaux de cette planéte. Quant a
Paction mutuelle des anneaux et a celle des satellites de Saturnc, '
qui se meuvent & trés-peu prés dans leur plan ; il est visible qu’elles
ne peuvent pas altérer leur coincidence.

Un anneau pouvant étre considéré comme une réunion de satel-
lites; on congoit que I'action de Péquateur de Saturne qui maintient
dans son plan, ceux de ses divers anneaux, doit par laméme raison,
maintenir dafs ce méme plan, les orbites des satellites , situées pri-
mitivement, dans ce plan. Réciproquement, si les divers satellites
d’une planéte, se mcuvent dans un méme plan fort incliné & celui
de son orbite ; on peut en conclure qu'ils y sont.maintenus par
Yaction de son équateur, et qu’ainsi cette planéte a un mouvement
de rotation, antour d’un axe a-peu-preés perpendiculaire au plan
des orbites de ses satellites. On peut donc affirmer que la planéte
Uranus dont tous les satellites se menvent dans un méme plan
presque perpendiculaire a Pécliptique, tournc sur elleméme autour
d’un axe trés-peu incliné a écliptique,

Les termes dePexpression de § qui dépendent des actions du soleil
et du dernier satellite de Saturne, étant insensibles, et les dimensions
de Panneau n’entrant point dans les autres termes ; il est clair quessi
plusieurs anneaux concentriques sont fixement attachés ensemble,
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&t se meuvent ii-peu-prés dans le plan de Péquateur de Saturne,
Paction du soleil et du dernier satellite ne les en écartera pas sensis
blement ; ainsi, ce résultat que nous avons trouvé pour un anneau,
en faisant abstraction de salargeur, a égalementlieu pour un anneaun
{’une Jargeur quelconque.

La seule partie de I'expression de 8, qui puisse étre sensible,
dépendant de coefficiens arbitraires, et étant indépendante de laposis
tion de T'équateur de Saturne, relativement & son orbite et a celle
de son dernier satellite; il en résulte que cet équateur dans le mou-
vement iresJent que Paclion du soleil et de ce satellite lui imprime,
cmporie aveclui, les plans de ses anneaux ct des orbites des satelli-
tes,, primitivement siluées dans cc plan. C'est ainsi que nous avons
vu dans le n°. 17, que le plan de Pécliplique dans son mouvement’
séculaire, entraine les plans de I’équateur et de Porbite lunaire, de
maniére & rendre constantes , Pinclinaison mutuelle de ces trois
plans, et la coincidence de leurs intersections.

FIN DU TOME SECOND ET DE LA PREMIERE PARTIE.
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