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112.

-

CALCUL INTEGRAL. — Sur les intégrales mu[lip/c.v.

C. R, L. XI, p. 1008 (21 décembre 18f0).

Parmi les méthodes qui peuvent étre employées a la détermination
des intégrales simples ou multiples, Pune des plus fécondes est celle
que jai appliquée i la détermination et i la transformation des inté-
grales simples dans la premiere Partie d’'un Mémoire présenté a I'Insti-
tut le 2 janvier 1815, Cette méthode consiste a remplacer, dans une
intégrale donnée, relative a certaines variables a, y, z, ..., un facteur
de la fonction sous le signe [ par une intégrale définie, choisie de ma-
nicre qu'apres ce remplacement les intégrations relatives aux variahles
X, ¥, 5, ... puissent étre facilement effectuées. On doit surtout remar-
quer le cas ot I'un des facteurs de la fonction sous le signe [ est une
puissance négative d’une autre fonction. Souvent alors, pour rendre
exécutables les intégrations relatives a a, y, 5, ..., il suftit de rem-
placer les puissances négatives dont il s’agit par une intégrale eulé-
rienne de premiére espece. Entrons a ce sujet dans quelques détails,
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Considérons une intégrale multiple 8 de la forme

. - ~ )
(1) S:'_:/bfl/---(-lj?dﬁdv}’(l:...,

P, Q ¢tant des fonctions réclles ou imaginaires des variables x, y,
3, ... ¢l s une constante positive, ou méme une constante imaginaire
dont la partic réelle soit positive. Désignons d’ailleurs par T'(s), avec
M. Legendre, Uintégrale culérienne de premiere espece

/ 5 Yetdl,

to

St la fonction Q, ou du moins sa partie réelle, reste toujours positive
entre les limites des intégrations relatives aux variables a, v, =, ...;

on aura

l l k3
e T (5-te QL
Q" l(s)./‘, T

el, par suite,

> N - l, : /..,, - s 1P Lo Qt . Y
() 5 - l‘w./././ /0 P O dedyds. . dl.

Concevons maintenant que, P, et Q, étant des fonetions de la seule va-
riable v, P, et Q, des fonctions de la seule variable y, P et Q  des fonce-

tions de la seule variable z, ..., on ait
(3) P -=prpeer,... cl Q—=0Q,-1-Q,+Q +....

Alors, en posant, pour abréger,

- / P e, Vo /l’”e &y, W = / P e Qutds, Cel,

on tirera de la formule (2)
I h :
1 Sz = sSAUVIL L L de.
1 l‘(s).,[, sTUVW. Lt

Done alors, si 'on peut obtenir en termes finis les valeurs de U, V,

W, ... considérés comme fonctions de ¢, la détermination de linté-
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grale multiple s se trouvera réduite & la détermination de U'intégrale

simple
[ eruvw. .

[
Si 'on supposait la fonction Q liée aux fonctions

O, Q. Q. ...

-~/

non plus par la seconde des équations (3), mais par la suivante

(H) Q =1 +Q,1-Q, +-Q ...,

7 il

alors, an lieu de la formule (4), on obtiendrait celle-ei

I > .
6 S - - SSLUVIW, L Le tde.
(H) S E(s) / UV e Lt

Premucre application. — Supposons

Polymgn L ereebyecs et Q -1y o & EyAys

{, myn, oo désignant des nombres entiers, eta, b, o ooy 7, G0

des constantes réelles ou imaginaires; en sorte gu'on ait

e by ez

VA 2! pregn .
(7 N - // ' . drdyds. ...
J J . (1o =0y by S ) :

Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, les intégrations relatives auy
variables e, v, z, ... effectuces par rapport i, i partic d'une certaine
origine a - - Z3 par rapport & v, a pavtiv de Forigine v -7 par rap-
port a =, a partir de lorigine = = Zo ... Enfin, concevons que, dans le

second membre de la formule (7), la fonction

I i-ar -

K

R

offre toujours une partie réelle positive; ce qui arrivera, par exemple.
si, les deax limites de chaque intégration étant des quantités positives,

chacunc des constantes =, 4, v, ... acquicrt, ou une valeur positive, ou
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une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive. On trouvera

ela—anx __ pla—al)f

U:D;f ela-a0z dp — 1), .
:

a—atl
et, par suite,
2 pla-anzx _ gla—-an)k o(b-80)y __ p(b—80)y,

§ 8§ — ! m '.'... - o . s—leg—t B
(8) 8 1'()" DD fo = s bttt

On se trouve ainsi amené i cette conclusion remarquable, que la fonc-

tions de @, y, 5, ..., représentée, en vertu de la formule (7), par une
intégrale multiple, peut étre réduite 4 une intégrale définie simple re-
lative & une nouvelle variable ¢, quelles que soient d’ailleurs les va-
leurs attribuées aux premieres variables a, y, 5, ... ou & leurs origines

o

% 0y 5y o.., pourvu que la somme
1+ax+68y4+ys5+...,
ou du moins sa partie réelle, reste positive entre les limites des inté-
grations,
Si, en attribuant aux constantes a, b, ¢, ... des valeurs négatives ou
du moins des valeurs dont la partie réelle fut négative, on supposait

chaque intégration effectuée, dans la formule (7), entre les limites o,
, on trouverait

»00 l“(l+ l)
— D/ (a-at)xr o] »n — D/ ! —_ A .
u D”j ¢ de =D, at—a _ (at—a)+t’ ’
et, par suite,
(9) 8= L+ lm+)l(n4-0... r° totetdt .
9) o= I'(s) A (at—-a)/‘“(et-'_'“[))"H""(hyt——-(')"'”..

Fnfin, si dans les formules (7) et (9) on remplace I, m, n, ... par
l—v,m—1,n—1,...,eta, b,e,...par —a, —b, —c, ..., elles
donncront

2 @ e® o -V g~ sn— 1, —aux p—0y p—cz
’I 0T eT M e e«
/ f / .. J . drdyds. .
NN/ A T+ ax +6.)'+7:+...)-‘ .
{

() T(m)(n).. f ts-tetdt
- IL(s) (a+at) (b +.61)"‘(c+}725;“.—.‘._““

(10)
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Cette derniere formule subsistera toujours, d’aprés ce qu'on vient de
dire, quand, /, m, n, ... étant des nombres entiers, a, b, c, ..., 2, 6,
v, ... désigneront des constantes positives ou méme des constantes
imaginaires dont les parties réelles seront positives. Ce n’est pas tout :
on verra dans un instant que la formule (10) peut étre étendue d des
cas ot les exposants /, m, n, ... ne représentent plus des nombres en-
tiers.

Deuxieme application. — Supposons, dans I'équation (r),

l) — ‘rl—~l",/u— l;nml .. .(,‘“""e"/’-"(f e, ot Q 4 o - 6), - ./ S,

[, m, n,...désignant des constantes positives ou méme des constantes
imaginaires dont les parties réelles soient positives; et prenons d’ail-
leurs pour limites des intégrations relatives & chacune des variables
Y, 5, ... les deux quantités

0, w,

en sorte que 'on ait

. o ®  x Ll ym—1 =n—=1 )AL o -bY o3
_ xlty sn=t e rethye s,
([ |) N == /\ /‘ / .o : : gy —= o dr ([) ds. ...
Jog do Sy (r-t-or + .)+/°~}N"')

On trouvera

U= /m.l""'e S val)r of g l‘(l)__ ,
(o —+ al)!

Jo
et, par suite, on tirera de la formule (6)

T rmyrny... o tte tdt

. 05 (@ 20V (b€ (e 705

“0

Done la formule (10) subsistera certainement, pour des valeurs réelles
ou imaginaires des constantes

L m, n, ..., a, b, ¢, ..., 2, €, Yy -es
toutes les fois que ces constantes ou leurs parties réelles seront posi-
tives.
Corollaire I. — Si, dans la formule (10), on réduit les variables x, v,
OEuvres de C. — S. 1. 1. VI, 2
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=, ... a une seule, et sil'on pose, de plus, @ =1, on trouvera

Jyo Utar) @ I J, (H—zt)’dl'

/“" xlte > T (7 s tet

Done, en écrivant r au lieu de /, et x au lieu de ¢, on aura

3 / ore dr—= rtens lr
(13) 1‘(,) (0 a)i = ), (any

Cette derniere formule, qui devient identique, dans le cas on U'on
prend s == r, est précisément U'une de celles auxquelles j’étais parvenu
par la méthode ci-dessus exposée dans le Mémoire du 2 janvier 1815,
On pourrait de cette formule en déduire plusienrs autres dignes de
remarque, en différentiant les deux membres une ou plusieurs fois de
suite par rapport i r. Les nouvelles intégrales, comprises dans les for-
mules ainsi obtenues, seraient les dérivées relatives a rdes intégrales
comprises dans la formule (13); et, pour passer des unes aux autres, il
suffirait de multiplier une ou plusicurs fois de suite la fonction sous
le signe [ par () ou par — 1(1 + a.x), la lettre caractéristique |
indiquant un logarithme népérien.

La formule (13), et celles que T'on en déduira par des différentia-
tions relatives 4 r, subsisteront certainement toutes les fois que les
constantes 7, s offrivont des valeurs positives, ou des valeurs imagi-

naires dont les parties réelles seront positives.

Corollatre I1. — Si, dans la formule (10), on réduit a zéro les con-

stantes a, b, ¢, ..., elle donnc "

! s al- I‘III-‘l-u—l ..
\ / f / e dr dy ds. ..
WA R ez R By ga )
(19 ‘
’ l'(l)l(m)l‘(n) . F(s—1l—m—n--...) I
—»l'(*.\‘)m e __6__1_/ .

Cette derniére équation subsistera certainement lorsque
s, 4omy, o on, o, a2, €, 0y,

seront, ou des constantes positives, ou des constantes imaginaires dont



EXTRAIT N~ 112, 1
la partie réelle sera positive, et que la partie positive de la constante s
surpassera la partie positive de chacune des constantes Lom, n, ... Si,
pour fixer les idées. on prend

1—.::6::}1::_,..:::“
on trouvera

" ® .,.l 1‘-m »1;n«|'
/ : L Sosdedyds. ..
(F - == Y- S ) )

»
FcHrmyUny.. . UCis--d—=m-—-n-- ...
I'(s)
L'équation (15) est 'une de celles auxquelles est arvivé M. Binet dans
son Mémoire sur les intégrales culériennes. Cette méme équation, de
taquelle on déduit aisément la valeur de I'intégrale

/‘m/’w /»-w dedyds. ..
(I R R M -

<o <o <y

ne differve pas au fond d'une formule que j'avais obtenue dans le temps
de mes premieres recherches sur les intégrales définies. Je Ta retronve
sous diverses formes, non seulement dans un cahier de cette époque,
mais ausst dans Pun de ceux sur lesquels jéerivais les Legons que jai
données au College de France. Jétais parvenu a transformer P'inté-
grale multiple qu'elle renferme en un produit d'intégrales culériennes
de seconde espece, ¢'est-i-dire de la forme

M T RS BPY S
A
en remarquant, par exemple, qu'il suffit de poser suceessivement

S (- a )W et REE=N E I S TN

pour établir I'équation
. /u © /-w /1"4 Ll‘/—-l.)'lll tan 1 f oy ([.)/ s
“0 NANA (184 V4 3)F

’ [u ® o t=1 iy e m=) (l" /" ® 2V dore .
.‘ - (l—:};‘_?'_)—} A (| _+_‘.).€~u.. (l - .l‘)’ m n?

o 0
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ot cette remarque m’avait fait d’abord espérer qu'on pourrait tirer de
la formule (15) des relations nouvelles entre les deux especes d’inté-
arales culériennes. Mais cette espérance ne s’est pas réalisée. Yai pu
sculement, en partant de la formule (15), arriver a des relations que
I'on sait exister entre les intégrales eulériennes de premicre et de
seconde espece. Ainsi, en particulier, si I'on réduit les variables
x,v, 5,... h une seule, et si I'on remplace la lettre / par la lettre r, on
reviendra de la formule (15) & I'équation déja connue

2 zxrtde  T(r)(s—7r)
(v ) I'(r)

Yo
(voir le résumé des Lecons données  I'Ecole Polytechnique sur le Cal-
cul infinitésimal, p. 131). Dans le cas ol 'on prend s =1, 'équa-
tion (16) se transforme, comme on le sait, en la formule

rra—r)y= T,

sinwr

que I'on peut encore écrire comme il suit :

wr
sinwr

(18) Fra+nrla—r)=
>
D’ailleurs ce que nous avons dit précédemment suffit pour prouver
que Pon peut, dans les équations (17) et (18), attribuer i 7, non seule-
“ment des valeurs positives, mais encore des valeurs imaginaires dont
les parties réelles soient positives.
Si, dans I’équation (18), on pose en particulier

ray—i,

« désignant une quantité réelle, cette équation donnera
[~ ® 12 - ® . ? ?,T.'(l
(19) l [) C—xCOS(alw)dﬁ] + lf c~*sin(alz) dx] = a g W
R Yo

Il est bon d’observer que, pour revenir de I'équation (15) a I'équa-
tion (14), il suffirait de remplacer « par ax, y par 6y, 5 parys, ....
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Jajouterai que des transformations semblables & celles qui nous ont
conduit a I'équation (16) fournissent, comme I'on sait, une formule de
M. Dirichlet, analogue & 'équation (15), et d’autres formules du meéme
genre, que divers géometres ont obtenues en prenant pour point de
départ celle de M. Dirichlet.

Troisieme application. — Supposons que, dans la formule (1;, on
prenne
P=o(x)7())¥(5).-. ct Q:['-—(al?+€)'+7;+...)\/—Fl_l,

%, 6, v, ... étant des constantes positives, etp(x), £(¥), ¥(3), ... des
fonctions rationnelles, réelles ou imaginaires, mais tellement choisies
que les produits

| ro(r), yu(y) s9(3)
s’évanouissent pour des valeurs infinies de x, y, 5, ... Si, dailleurs,
on suppose les intégrations effectuées par rapport i chacune des va-

riables ., v, z, ... entre les limites
— W, -+,

la valeur de lintégrale multiple 3, déterminée par la formule (1), de-
viendra

3 T o) 2 (¥) Y(s)...
20) 5= R P '-'——",-‘-;‘;.i‘.(l. vdvds ... .
" fwf--nfw Li—(ar+6y+ys+..)¢V=1] -

Mais alors, en adoptant les notations du calcul des résidus, on trouvera

® [

U [ oty T de=any =7 "L (gtr) i)

- ® 0

Done, si 'on nomme % le nombre des variables x. y, 5, ..., la for-
mule (6) donnera

ey =1 -y

(o 5= B [ " g ) (e

et, si dans I'équation (21) on effectue I'intégration relative i £, on tirera



1 | COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

de celte équation, jointe & la formule (20),

5 / / / R 9(r) 7 (y)vf(i—) e dedyds. ..
Jowd 2w [_1-~~(a-b+o_v+/~ Y —ll
(a2) ¢
om0 L (ele O psh
, B v ) =& m"’o ’Ll-—(a.L'+.€_)'-i—*:—+—...)\‘3—~|_‘

L'équation (22), comme toutes les équations imaginaires, se décom-
posera généralement en deux autres, qui fourniront les valeurs réelles

de deux intégrales multiples. Lorsque les fonctions

deviendront véelles, ainsi que 'exposant s, ces deux intégrales mul-

tiples seront les deux suivantes :

,\‘

/ / / o) 7 ) b(3) L cos[sarctang (a8 4y 3k )]'([‘1-(/_;0(/;__
[‘I-}-—(OLI‘-F&Y“Y‘/S—%—...\)"'I'“
el

/'” / / e ) $(E) L sinfsarc g (@ 48y - ys 0]

[[ +(a-l' -+ 6)'-%—‘/; .. )2‘

]

St on réduit les variables 2, v, 5, ... a une scule, Ia formule (22)
donnera simplement |

;40

gln)))
=y 1)

(23) / -_-i.(ﬂ;_w_ de =21\ — "y J/

Jow (1 =y

Lorsque la fonetion o () et la quantité s seront réelles, Péquation (23)

fournira en méme temps les valeurs des deux intégrales

/ 9 ) CO8 (llcldn"al) P /"”cp(.r)sin( dlctan )(/1'
, ] Lo,

“21.2).7 (14 a? rz)a

Si, pour fixer les dées, on prend
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la formule ( 23) donnera
b (I.I' . -

21) S T W
{34, oo (1) ey 1 ) (1 2)°

puis on en conclura, si 'exposant s est véel,

. /‘” cos(saretang z.r) =

(29) T

S — = ("i'z)s.

(r=a¥) (r -zt ?

Au reste, on prouverait aisément que la formule (24) n'est pas altérée
quand on y remplace le hinome 1 — 2y — 1 parle binome t--zvy 1
et cette remavque entraine dans tous les cas U'équation { 25). Cela pose,
rien n’empeéche d’atteibuer @ s dans la formule (25), anssi bien que
dans la formule (24), une valeur imaginairve dont la partie réelle soit
positive, ou méme nulle.

St, dans lTa formule (25), on pose
f J— ]‘\/-—:_l,

roétant une quantité réelle, on obtiendra deux nouvelles formules,

savolr,
.« 0
. . - r . dr
/ y (ETATCITRAL g rart gl ) 5 P(p-ote?) | e == meos|rlo oox
Jen” 2 B R IR S A
el
- W
et s . r L d.r .
/ 1(,;! arclargAx o - ravctazg ey gin |- l(‘ ’I*Z".l") — T.'S“ll/'“l o) I
ool D) 14

Si lon différentiait une ou plusicurs fois de suite les équations | 27,
(25), par rapport aux quantités =, s, on obtiendrait de nouvelles for-

mules, par exemple la suivante :

o
cos(sarctangx.r am (1 -+ 2)
/ l — ) 1(t+2*?) de = .i.-_(.'_... T

)

TR+ (1 +9:".1"-’)>:‘

On pourrait encore déduire du principe général rappelé au commen-
cement de cet article, les valeurs d'un grand nombre d’autres inte-
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grales définies simples ou multiples. Parmi ces intégrales, on doit
distinguer celles qui se trouvent déterminées dans le Mémoire déja
mentionné. 4

in terminant cet article, nous ferons une observation qui n’est pas
sans importance. Les formules auxquelles nous sommes parvenus
subsisteront généralement, sous la condition que les valeurs des inté-
grales qu’elles renferment demeurent finies et déterminées. Elles
pourront se modifier, si cette condition n’est pas remplie. Mais, pour
savoir ce qu’elles deviendront dans ce dernier cas, il suffira ordinaire-
ment de recourir aux principes que j'ai établis dans mes divers M¢-
moires sur la théorie des intégrales définies, par exemple, de réduire
les intégrales définies qui deviendront indéterminées a leurs valeurs
principales, et de remplacer les intégrales qui deviendront infinies par
d"autres intégrales du genre de celles que, dans le Mémoire du 2 jan-
vier 1815, et dans les Exercices de Mathématiques, j’ai désignées sous
le nom d'intégrales définies extraordinaires. (Voir le Volume 1 des
E.vercices de Mathématiques, p. 57.)

Micanioue ciLeste. — Methodes propres a simplifier le calcul des

inégalites periodiques et seculaires des mouvements des planetes.

C. R., t. XII, p. 84 (11 janvier 1841).

Le caleul des perturbations des mouvements planétaires dépend,
comme l'on sait, du développement d’une certaine fonction R, appe-
léc la fonction perturbatrice. Déja, dans les Mémoires publiés a Turin, .
en 1831 et 1832, ainsi que dans les Comptes rendus des séances de I’ Aca-
deémie des Sciences (voir les n® 11 et 12 du second semestre de 1840) ('),
j’ai donné des formules qui permettent d’obtenir directement le cocfti-

(V) Oluvres de Caucly, S. 1, t. V. — Extraits n** 93, 96, p. 288-311.
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cient d'un terme quelconque correspondant 2 une inégalité donnée,
dans le développement de la fonction R, en une série de sinus et de
cosinus d’arcs qui varient proportionnellement au temps. Mais la con-
vergence de cette série est assez lente; et comme, par suite, le nombre
des termes que 'on devra conserver dans le développement de la fone-
tion perturbatrice R est tres considérable, il importait de réduire Ia
détermination numérique des coefticients de ces mémes termes a la
recherche des développements de R ou d’autres fonctions en séries dont
la convergence fut plus rapide. Or, pour atteindre ce but, il suflit de
développer d’abord la partie de R qui correspond & deux planttes en
une série simple, ordonnée suivant les puissances négatives de la dis-
tance qui séparerait ces deux planetes, st les plans de leurs orbites
coincidaient et si le mouvement elliptique de chacune d'elles se ré-
duisait au mouvement circulaire; puis, de développer les coeflicients
des puissances négatives dont il s’agit en séries de sinus et de cosinus
d'ares proportionnels au temps. Apres ces deux opérations, la fone-
tion R se trouvera représentée par une série multiple dont les divers
termes seront précisément de la forme qu’a indiquée M. Lioaville dans
son beau Mémoire du 1 juillet 1836, en sorte qu’on pourra immédia-
tement faire servir les fonctions elliptiques au caleul des perturbations
planétaires. Ajoutons que de cette séric multiple on passera facile-
ment a celle qui représente le développement de R uniquement or-
donné suivant des sinus et cosinus d’ares proportionnels au temps,
attendu que le coefficient de chaque terme dans la seconde série se
trouvera exprimé par une fonction linéaire des coefticients de divers
termes de la premiere. On voit done combien il était i désirer que 'on
put disposer les calculs qui doivent conduire a la premiere série, de
maniere a les rendre facilement exécutables. Cette condition se trou-
vera effectivement remplie si 'on suit la marche que jexposerai ci-
apres.

OFuvres de C. — S. 1, t. VI. 3
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ANALYSE,
§ 1. — Considérations générales.
Soient
m, m' les masses des deux planetes;
r, ¥ leurs distances au centre du Soleil;

« leur distance mutuelle;
3 'angle sous lequel cette distance est vue du centre du Soleil.

Dans la fonction perturbatrice R, relative i la planete m, la partie cor-

respondante a la planéte m’ sera

m'r ~ om

Ty COSO — ——)

r T
en sorte que Pon aura

m'r . m'
(l) l{f:—,TT(:()SO"f—...—T—'...,
la valeur de « étant
1

(1) ' vz (rt—arr'cosa - r'?)3,

Soient d'ailleurs, dans les ellipses osculatrices des courbes décrites par

les planetes m, m/,

p» p’ les longitudes de ces planetes;
b, ¢ leurs anomalies cxcentriques;
7, 1" leurs anomalies moyennes;

a, @' les demi grands axes;

;, ¢ les exeentricités;

m, o les longitudes des périhélies;

=, = les instants des passages des planetes m, m’ par ces périhélies.
Enfin, M étant la masse du Soleil, posons

1 , 1

‘M -+ m\? , M- m'\2

¢ = (—-«—-—‘—« ) C I ( T .
a a

\
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Les anomalies moyennes 7', 77 seront liées au temps ¢ par les ¢quations
lin¢aires
T'=c(t—r1), "=c(t—"7");
et, si 'on pose encore

1 1
7z (1—g?)?, 7= (11— g't)?,

les équations du mouvement elliptique de chaque planete seront de la

forme
(3) r=a(1r—ecosy),
- . cosy —e . xsiny
, Cos(p—w) = —TI—— sin(p —wo) =
(1) (7 ”) I —ccosy’ (1 ) 1 —ecosd’

¢ étant une fonction implicite de 7, déterminée par la formule
(5) bo-esing =T,

Ajoutons que, si, en nommant I 'inclinaison mutuelle des plans des
deux orbites, on prend

I .
(L= cost - vy 8in%-,
2 )

on aura
(6) €088 = pcos(p —p -4 II) --vcos(p'+ p -+ D),

I, ¢ désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces
mémes plans.

Cela posé, pour déterminer les diverses inégalités périodigues ou
séeulaires, produites dans le mouvement de la planete m par Paction
de la planete », on devra développer, sutvant les puissances entieres
des exponentielles trigonométriques

ety 1

les deux termes qui sont proportionnels & m’ dans le second membre
de la formule (1), ¢’est-d-dire les deux expressions
m'r - m’

—5 €050, — —»
- |8 -
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ou, ce qui revient au méme, les deux fonctions

- oS0
/ ’Ji

| —

<«

D’ailleurs on tirera des équations (3) et (4)

I ro. .
;(505(1} — W) =Cosp g, =sin(p —w)=zsiny,
[24

» par suite,

r — L
~ ellINEL =08y e - g sin gy - 1,
(
(8) «

r — —
e (p ) I — ol P anc/ Ll
( p el V= COSY — & == zsiyy - 13

puis on conclura des formules (6) et (8)

’ I . JT . ST
rr! I el memy o (¢ Cosy - g' 42 smq/v—f'l}(vosvlb —e—zsindy--1)
——— CO81 -1
an’ T g 4- - (H-w+m)y—

"

Osg—---—/slIw\ l (Os‘;~el/s|n¢\ -1)

1

cos — ¢ 2 sind'yoo1) (cosy e —usindy )

e
Co| e (eos o sindo ) (cosh — ¢ czsindy 0

EIN N 8- ARSIV

infin, si, en apportant une légere modification aux notations ci-dessus
admises, afin de simplifier 'équation (g), on représente par

Ht+w -, b »m-w

les deux constantes jusqu'ict représentées par et @, les équations (6)

et (9) deviendront

(10) cosd =peos(p —w' —p--w+I)--veos(p' w'4p -w4-D)

et
rr’ AV (¢ cosy — ¢ -4 2 sin'd 1)((‘,054»———»& Czsingy -1
— 0080 = = 1) o
2 e W (cosy - &y sindy 1) (cost e singy- )
( i ePV-1 ((051’/“ ¢+ sind/\-- 1) (cosy — ¢+ zsindy— 1)
-y R
B ((osu — ¢ sindy/- )(cos¢—-s~zsin\bv’»—1)‘
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Or, cu ¢gard aux formules (20, (3) et (11), les quantités (7, dont la
premiere est égale au rapport

rr' cosn
- P |

IJ 3

pourront ¢étre immédiatement exprimées en fonction des anomalies

excentriques

et développées en séries qui soient ordonnées suivant les puissanees

entieres, positives ou négatives, des exponentielles trigonométriques

byl YV
e?y oYy Y

ou bien encore en séries qui soient ordonnées suivant les puissances

entieres, positives ou négatives, des exponentielles trigonométrignes

y——

'7;""'V7‘1' (;'/J‘ "l.

D’ailleurs, la recherche des développements de la seconde espece
pourra étre réduite au aleul de termes contenus dans d’autres déve-
loppements de la premiere espece, en vertu des (héoremes que nous

allons ¢énoncer :

TukoriMe I — Soit 3 une fonction de la variable ) lice a la variable T
par Uéquation (5) et n une quantité enticre positive o négative; le coeffi-
cient 2, de

e '1'\/_],

dans le developpernent de z en seric ordonnée suivant les puissances cn-

R TV <1 A
licres de 'V, sera en méme temps le coefficient de

e '}lv’-—'l_’
dans le developpement de I'un quelconque des deux produits

oy I e
(1 zcosb)yerssinW =i gnasinpy 1]y,
Il\/ -~ 1

en serie ordonnee suivant les puissances enticres de e ',
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e
[T

Démonstration. — En effet, si 'on pose
* 6 == zunen'f‘/ﬁ,
le signe X s’étendant i toutes les valears entieres positives, nulles ou
négatives de n, on en conclura

2T

I Y
—nTV=T g
we "IV 4T,

(1o g, —
12) " 27 J,

puis, en intégrant par parties,

) m—
.45-‘0

1 T I —
(13) By = = / ——c¢ "Tv-1D,edT.
ny—1

Si maintenant on a égard i la formule (5), les équations (12), (13) de-

viendront

‘ 2T
I o _
s = o (1-=ccos)nenesin¥yV=1e=nyv-1
A
oy )
(r4) Lo _ )
B T2 —— enssiny V-1 PDywe— V-l (gl
n \/ v
2TJy ny—1

et de ces dernieres, comparées.a la formule (12), on déduira immédia-
tement le théoreme I.

Au reste, le théoreme I qui se déduit aisément, comme on vient de
le voir, des propriétés d’intégrales définies déja employées par les géo-
metres dans les problemes d'Astronomie, pourrait se déduire encore
du théoreme de Lagrange sur le développement en série des fonctions
implicites.

Corollaire 1. — Sil'on pose en particulier n = o, les équations (12)
et (14) donneront

. 2T . 2
(13) 50:—-—f sdl — -—-—f (1—ecosy)sdi.
27 0 27 0

Cette derniere formule entraine évidemment la proposition suivante :

TukoriMe 1. — Le termne constant, c’est-a-dire indépendant de !'expo-

nentielle e, dans le développement de la fonction ¢ en série ordonnce
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sutvant les puissances enticres de cette exponentielle, sera aussi le terme

constant du déceloppement de la fonction

s(1— cos)
en serie ordonnee suivant les puissances entiéres de ¢¥v .
Des théoremes 1 et IT on déduit encore immédiatement ceux gue

nous allons ¢noncer:

’

Tuoriye I, — Sotent s une fonction des variables %, ' lices anr va-

1

riables T, T par les dewx equations

Lo—zsin) = T L sinl = 1,

et n, n' dewr quantites entiéres positives ou negatives. Le coefficient #,, . de
lexponentielle trigonométrique

ey, 1
4 v y

dans le developpement de la fonction z en série ordonneée suicant les puis-
sances entiéres de

Ty—1 1"y
eovTL, ety

sera en méme temps le coefficient de

on :/ 4- n"!/) ) =1

dans le deceloppement de Uune quelconque des quatre fonctions

([ — (:OS'.LI) (l . 5/ COS"'{/)HC’H“‘"‘{ \/_»-l('.‘llll-sln ‘;'\- l’

1 . . .
— (1 -t (505"';)(:"“”"9\/"(e"’='5'"'§" N |

v =

I -t 1 [y - . T
—r (1=l cos ) enssin gV L Hhin 1y,

/
ny —1

~ ; N2 sin'!ly/- '-l-cll’.‘i’sin ';/’\'vw-ﬁl ”';/ l)‘P %
nn'

en serie ordonnée suivant les puissances entieres de ¥V ', ¥V,

Tueonime 1V. — Les mémes choses étant posces que dans le theoreéme
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preécédent, le terme constant s,, du développement de la fonction s, cn

série ordonnée suivant les puissances enticres des exponenubl[es

JIV=T W10
eivTh, et vy,

sera aussi le terme constant dw développement de la fonction
a(1—ecosy) (1-—¢ cosd)
en serie ordonnée suivant les puissances enticres des eaponentielles

evv-i, eV Vel

€080
§ . — Développement de la fonction —,_,24- .

La fonction
7' COS9

e

pouvant étre présentée sous la forme

N
rr’ coso
T

1’3

il vésulte des formules (3) et (9) du § I, que 'on pourra immédia-
tement développer cette fonction suivant les puissances entieres de
¢ T e i Pon sait développer de la méme maniere un quelconque
des quatre produits compris dans la formule

cos’ — ¢z siny

08 —- g 3= - - ,
(cosy esindy-—1) - 5/(0\{)

ou, ce qui revient au méme, si P'on sait développer, suivant les puis-

TY=1

sances entieres de e , chacune des deux expressions

o Cosy - —e-fusinyy/—1
Cos'y - g 4-xsin r'\ -1, COS'y — &+ 1‘\
(1- FL‘OS‘J)‘

TR

desquelles on déduit immédiatement les deux suivantes

cosy — E"‘—/SIHTJ\/-‘I

oSty — ¢ — ?-Sillkl‘\/;“" (1—ecosb)?
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en changeant seulement le signe de y— 1. Or, si 'on pose d’abord
(n s = cos — ¢ = xsindy—1,

on trouvera

—-L- [).{, » =% COS'Y + siny \/:—T;

Ve

1odans le

ct, en vertu du théoreme I du §1, le coefficient g, de "™
développement de la fonction g, se réduira au coefficient de ¢"¥V * dans

le développement du produit

L : N b
P (% cosd -+ sind \/—-— 1 )c’“"“‘;’\/ 1

ou, ce qui revient au méme, au terme indépendant de e dans le dé-

veloppement de la fonction

Or, comme on a généralement
Gl V)
e'lasiu\'(\/j: \ (i’i{l!]#}/:')—’
1.2... A
le signe X s’étendant & toutes les valeurs enticres nulles ou positives
de £, si 'on désigne par
')t’l',j,/(

le terme indépendant de ¢¥V ' dans le développement du produit

A

eV-1(zcosh)/ (2 sindy/—1)",

ou, ce qui revient au méme, le terme indépendant de  dans le déve-
loppement du produit

xi(x ') (r— )k,
on aura

\ n

k-1
. ~ _ n 3
(’) By E !z(:)b«n,l‘/\‘x'*— ’)b—'l.*),k-i-l) L.2... /\<;) .

Il v aplus: les quantités entieres de la forme N, ; 4 sont évidemment
OFEuvres de . — S. 1, 1. VI. 4
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liées les unes aux autres par les équations

. 00, Wi, o, 7 04 oy o g
(3) |

DX, == Yorg, k1 — Woi o jkers
et, si Pon désigne a 'aide de la notation

| or
le coeflicient de .x dans le développement du binome

(1 A=)y
y . . )
¢’est-a-dire, si 'on pose

(0 (I)/‘-::I(l"”"-:)(lr-w./;.,,t—ll

on aura

hk—n+1
-—

“ DG ok =2 (—1)  F —(./" D)kt

9
. 2

(5)

hk—n +1

( Dt‘vn'l,/.- G 1,0,k 7 -')t’--u—-i,f),/‘ ';7(""l) : (/‘)/._n Fl (/')/. no-1

P 2

Ajoutons que, si Pon prend == o, la valeur de s, réduite iz, sera, en

’

verta du théoreme I du § 1, égale au terme qui reste indépendant de

‘¢

e =" dans le développement du produit

(1 —zcosd)a s (L—zcosd) (cosd —: - xsindy—1,

o bWV T e =T T ) eV T s e (e YV

de sorte qu’on aur

1~

“

(6) By n— !

Posons maintenant

cosy — s b xsindy —1
(1-—zcosd)?

(7) PR

Alors, en vertu du théoreme I du paragraphe précédent, le coefficient s,

de ¢"V=', dans le développement de la fonction g, se véduira au coef-
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ficient de ¢"¥¥=" dans le développement du rapport

cosy — ¢+ usindy'—1

PR ) :
( S) etEsingy «I'

2

(t-—-ccosd)
0

D’ailleurs, si 'on pose, pour abréger,

¢'est=i-dire, en d’autees termes, si lon désigne par « la tangente de la

moiti¢ de Pangle gui a pour sinus ¢, on (rouvera
Cosy - hsinbyoon - ST e WY

: Lot Lo
I~'-:(‘HS')’, ""——(l—w e rvol (- -r‘('#\‘l)‘
2T,

el, par suite,

cosh s osinby— oy Ly Lo e

(1 - cosb)? s
Done expression (8) deviendra

':—E (‘.!J\ . {( | 1, (l"/\/ji) : rad isiu"(\/ I

et le coefticient z, de ™ ' dans Ta fonetion s, se réduira au terme qui
restera indépendant de ¢ dans le développement du produit
e, e

— ] ,
(Q9) L ( by '(l.,, .,‘,;-h/ l,) 'l;'li.\lll‘:/\/ 1

’

de sorte que, en ayant égard i la formule

(1 e? \/‘7) RRES N/ PYPYE T

on trouvera
~ - n , T\ A
( lt)) “, *'_';Z(/l -t l) -)\,/‘ n4+1,0,A "l, *‘7, t+1 &—,) 3

le signe X s’étendant a toutes les valeurs entieres nulles ou positives
de A et de 4.
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Si, dans la formule (10), on réduit le nombre n A zéro, elle donnera

simplcment
(r1) _ ¥, = 0,

attendu que, pour n = o, le produit (9), réduit a la forme

2 1 Sy 22 g T 32y T )
—ne'l‘v '(1_—1‘3':'\/”') 2:.:__1l<e‘¥ﬂ/"'-+-2-r‘e‘2‘¥’\/"~}— .i-qfe“‘V"‘ﬁ-.,,ll,

s

ne renferme pas de terme indépendant de Pexponentielle e¥v=',

Lo
§ HI. — Sur le développement de la fonction —.
LS

En vertu de I'équation (2) du § 1, on a
(1 Gz e oy coso + 1
D'autre part, si lon réduit & zéro les exeentricités <, ¢, ainst que I'in-
clinaison mutuelle T des orbites décrites par les planetes m, m', on
tirera des formules (3), (1), (5) du §1,

ro=a, p--w =l =T,
el

!

,,I: (ll, l) . c._’,/ B '.'«IT: r/v/;

el, comme on aura
= I, V=0,

la formule (1o) du méme paragraphe donnera
coso =cos (7" — 7+ 1),
en sorte que 'équation (1) se trouvera réduite i
] :
(2) V= atl—aad cos(T' - T + 1) + .
Posons maintenant, pour abréger,
1/a  a
(3 e — e =) A
(5) v 2 <a a’ ’
la formule (2} deviendra

=aaa'[h--cos(7"— T-+ II)];
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et si, dans le cas olt chacune des quantités

differe de zéro, on pose
(M G=aad [h—cos (T T+ ) -4,

la quantité g restera généralement tres petite en méme témps que
e, ¢/, I Alors aussi 2aa’z veprésentera la différence entre les deux va-
leurs de «* que fournissent les équations (1) et (2, en sorte que 'on
aura

e} ] 12

sered w e a@t 't -d'r o arr'coso 4w cos( T - T 1 1,

el, par suite,

. L a /i v 't ° ror - e
(5) w - /(~; — ) S (—/;, |) — = cos9 =cos(1 7 M.
2 oal \ o 2 a \ ' ) “a

l)’i] utre pil rt, en pl)S;ln(, p()“l' H] l)l'("g(‘,l'.
- , !
(6) \ | 2r—cos(T" -T -1} 2.

on tirera de la formule (4)

: I , .',X‘ A D'
(7) . (raat) Z i a e \

le signe X s'étendant a toutes les valeurs enticres nulles ou positives
. . , . ; 9. . , . , I
de 1. Ov il suit de 'équation (7) qu'il deviendra facile de développer
en série ordonnce suivant les puissances entieres des exponentielles
ety 1 ety
des que P'on aura développé séparément en séries de cette espece les
deux fonctions

En effet, supposons d’un coté

(8) . A=A, entT-T+1y0
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et d’'un autre coté

(9) ' W= Sy e T TV

le signe X s’¢tendant a toutes les valeurs entieres de n, ou de net n';
on aura généralement

(10) A=A\,

et il est claiv que, dans le développement du produit

'AI I); ,f'\ .

le coefticient de

enr+-nr) VA

Setra
N Il VPR N SPR! D el
Ban l))ﬁ\U “t- Bt n-1 l)) Al ¢ v “tn, 202 l)) \3 ¢ v e
) ' 1 1 1 1
h . -7 th B o,
-t 5, 1,141 I)I Alc “\/ - NS n) ‘\2(‘ 2y e

Done ce coefticient pourra étre considére comme une fonetion lincaire
des quantités de la forme

th

By T

multiplices chacune par un facteur de la forme
U;‘ A ety

Il est méme important d’observer que les diverses valeurs de

b
“n—o-l..n' -k

veprésenteront les coefticients des diverses puissances de ¢ "V ' dans
une scule partie du développement de &' en série ordonnée suivant les

puissances entieres des deux exponenticlles

,.'1'.”':, e'r 'r)v’—i‘

savoir, dans la partie de ce développement qui sera proportionnelle &

I"exponentielle
(,(u+n')T""Ti.
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Cette remarque tres simple permet d'obtenir la somme (11) & I'aide du

ihéoreme que nous allons ¢noncer.

TutoreME. - Posons

(12) ’ a Ny, ety 1
144 l)[US g'("/l("’l'(l/(")l(’ll,
(13) Al ::Xn,(,“c""“ B

2, l 3, deésignant des fonctions de la seule exponentielle

AT Ty

Quand on voudra obtenir le cocfficient de

o Tv-n' 1T V’V 1

dans le developpement du produit & D)\, il suffira de chercher le coeffi-

cient de lexponentielle

Observons encore que du développement de la fonetion 2 on de-
duira aisément, par des multiplications successives, les développe-
ments de «2, 2%, ..., ¢ Done, des diverses valeurs de z,, supposces

H

connues, on pourra aisément déduire les diverses valeurs de ;'

En vertu de ce qu’on vient de dire, pour réduire la recherche du

. I . B . Yo
développement de - a celle du développement de =, 1l suftit de con-

8

naitee les valeurs numériques des facteurs de la forme

DAL

'
M. Le Verrier a done excécuté un travail fort utile pour ¥Astronomie
en construisant des Tables qui fournissent avee exactitude ces valeurs

numériques. Il est d’ailleurs généralement tres avantageux de substi-
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’ . 1 . . .
tuer au développement de la fonction - celui de Ia fonction », attendu

que des deux séries multiples, produites par ces développements, la
premiere converge tres lentement, tandis que la convergence de la
seconde est pour P'ovdinaire tres rapide. En raison de cette derniere
circonstance, on pourrait employer avec succes, pour développer # et
4! en séries, ou les formules d’interpolation connues, qui reposent sur
les propriétés des racines de 'unité, et que jai précédemment appli-
quées a des problemes de Mécanique céleste dans mon Mémoire de
1832, ou la nouvelle formule d’interpolation que j’ai donnée en 1835,
ou bien encore celle que M. Le Verrier a présentée récemment a I'Aca-
démie. Au reste, on pourra aussi développer facilement en série Ia
fonction #, en partant de la formule (55), et ayant recours aux théo-
remes établis dans le premier paragraphe. Déjh nous avons ainsi obtenu

le développement de la fonetion
cosy —e +xsindy/—1,

duquel on déduira immédiatement ceux des fonctions

cosy —eExsingy/—1, cosd — ' o sind/ /1,

déterminée par la formule (11) du § I1. Or, en effacant dans le dernier
développement la portion équivalente i cos (T’ — T+ II), et changeant
le signe du reste, on obtiendra la partie du développement de ¥ qui re-
présente le binome

ol

r N ,
— —— 050 + cos (7" — T+ 1),
aa

Pour étre eg état de calculer Pautre partie, ou le développement de la

ta /r 1 a /r®
—— = =1t )+ = = — —1
2 a' \a? 2 a \a? ’

somine
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il suffira de savoir développer I'expression

,2
R |

a?
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de ¢ ', Ov
il résulte immédiatement du théoreme I du § I que le coefficient de

Yl
[ SN

dans cette série, sera le terme indépendant de e¥V-', dans le dévelop-
pement du produit

\

— Yy -1 pnesinyy-1 D < )
n \/—l (8 e {

Done, puisque I'on a

a

r? .
l),;<~,§> =z Dy(1 —ecosd)t=ae(1 — e cosy)sin,
le coefficient dont il s’agit sera, pour n > o,
, v _ "/r 1 € k1
(14) -(Qb—r:,l,lu-l?-"")'Jrﬁu,o,ku)m <"> .

Ajoutons que le terme correspondant i n = o, ¢’est-d-dive le terme in-

1

dépendant de e’ ', dans le développement de la différence

.
rt

— =1
a? ’

sera, en vertu du théoreme 11 (§ 1), équivalent au terme indépendant
de e?V=' dans le développement du produit

(1—ecosdh)—(1—ccos)

- [ - i (e"{ \/:—l -4 (.—-“{ V:)- :‘__ _l — i ((’l‘;l\/——l -+ ()—qlJ:T)»
- 2 ' ) 2 ’

par conséquent a la quantité
322
9¢ -

Lorsqu’on se propose en particulier de trouver le terme indépendant
T )3 i i ) . . 1 . .
de e dans le développement de la fonction —» ou, ce qui revient au

OEuvres de C. — S. 1,1, VI. . A
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méme, le terme indépendant de e¥V-! dans le développement du rap-

port
I — & oSy
N ’

il est avantageux de remplacer les équations (4) et (5) par les deux

suivantes
Viezaaa [ — cos(Y —~ b+ 1) + 1],

2 1oy 2 !
ta [ 1 (1 17

foe— == =1 )= «\-1> — ——= 089 -+ cos (V' — -+ 1,
2 Q@ aa ! !

dont la seconde fournit une valeur de & qui renferme seulement les pre-

mitres et les secondes puissances des exponentielles
()‘:.'y \/‘T, c—‘;:'y \/---l-.

Alors aussi Uonpeutappliquer a larecherche des coefficients renfermes
B 1 . . .
dans le duveloppement de = une nouvelle méthode d'interpolation fon-
v

dée sur les propriétés des racines de certaines équations réciproques.

(Test au reste ce que je montreral plus en détail dans un autre article.

114.

MECANIQUE CELESTE. — Sur les variations seculaires des eléments
clliptiques, dans le mouvement des planétes.

C. R.. t. XII, p. :89 (25 janvier 1841).
Soient
m, m' les masses de deux planetes;
r, 1" les distances de ces planétes au centre du Soleil ;

« leur distance mutuelle;
3 'angle sous lequel la distance est vue du centre du Soleil.
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Svient encore, dans les ellipses osculatrices des courbes décrites par
les planetes m, m?',

p, P’ les longitudes de ces planetes;
4, Y leurs anomalies excentriques;
T, T’ leurs anomalies moyennes;
a, a les demi-grands axes;

:, ¢ les excentricités;

=, ' les longitudes des périhélies.

Si 'on nomme R la fonction perturbatrice velative i la planete »e',

on aura

m'rcoso m'
) R s i — e
- 1
la valeur de «* étant
(2) Wt e cosag i R

Cela posé, concevons que P'on se propose de.caleuler les variations
s¢eulaires des éléments elliptiques de la planete m, dues i Faction de
la planete »2'. Pour y parvenir, il faudra, dans les équations difléren-
tielles qui déterminent ces variations, substituer i la fonction R le pre-
mier terme du développement de

m'

3

en une série ordonnée suivant les puissances entieres des exponen-

tielles

Iy el 1,
¢'est-i-dire le terme de la série qui sera indépendant de ces exponen-
tielles. On n’aura point a s’occuper du développement de

m'r cosa

meose,

pE

puisque le premier terme de cet autre développement serait nul
[p. 27-28); et comme on a d’ailleurs

m'

— = T X =y
" 1S
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la question se réduira simplement 4 la recherche du premicr terme
de la série qui représente le développement du rapport

1

8
suivant les puissances enticres des exponentielles

elv=1, el'V=1,
Done, en vertu d’un théoreme précédemment établi (p. 22-24), la ques-

tion pourra encore s¢ réduire & la recherche du premier terme de Ia
série qui représentera le développement du produit

-1—(1 —ecosy) (1—¢ cosd')

suivant les puissances entieres des exponenticlles
W, WV

En nommant I 'inclinaison mutuelle des orbites des planetes m, w2,

et prenant
I .1
) = COS® —» v ==sin%-,
A 2
on a, comme nous 'avons remarqué (p. 20),
(3) coso=pcos(p—o'—p+w-+1ll)+vcos(p'— o' +p—w+ D),

I, & désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces
mémes plans. D’autre part, si, en raison de la petitesse des excentri-
cités et des inclinaisons, on pose, dans une premiere approximation,
v =0, r=a, r=ad, p—o =1, p—o =1V,
on verra, par suite, la formule (3) se réduire a

cosd == cos (P’ — & + 1),

et 'équation (2) a la suivante

v=2aa'[A —cos (Y — ¢ + II)],
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'
1/a a
2= — 4 — ).
2 « a

Donc, en posant, pour abréger,

la valeur de A étant

1

A=[h—cos(¥—¢+1ID] 2

on aura, dans une premiere approximation,

") %:(’),aa’)“".\.

Si, au contraire, on veut calculer avee exactitude la valeur du rapport
1

~> 0N pourra supposer

T

v=aaa' [A—cos(d — L+ 1)+ 8],
et on trouvera, par suite,

! s -3
== (2ad") *[h—cos(d -— L+ 1M)-+x] *,

-

ou, ce (ui revient au méme,

- 1 :
(5) - = (2aa") *?
T

le signe X s’étendant i toutes les valeurs entieres nulles ou positives
de 1. Alors # sera généralement une quantité tees petite, déterminée

par la formule

. 1 a r 1 a /rt? rr' N -
6) 8= - A = — = — 1) — —cosT 4 cos (L — L 1y
(6) : o (¢ =7 1

2 a' \a? 2 a \a?
¢t, comme on aura
(7) —-(x —ecosd) (1 —¢' cosd’) ~—E I(l —ecosy) (1—c¢'cost D, \,
la recherche du premier terme du développement du produit

5([ —ecosy) (1—¢'cosy’),
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en une sévie ordonnée suivant les puissances entieres des exponen-
tielles

GV VYT
se trouvera évidemment ramenée a la recherche du premier terme du

développement du produit

H'
lr--gcosd) (1 —& cosy) DA,

(%) RTINS

en une semblable série. Cette derniere question est celle dont nous
allons maintenant nous occuper.
La quantité R

1
2

\ o cos(Y - R I0] E
1 dé le la différence ' — sre presentoe sous la for
qui dépend de la différence 4" — 4, peut étre présentée sous la forme
(9 \ :,:f,\”(."’('f ':”"'1\"_—"

le signe X s’étendant i toutes les valeurs entieres, nulles ou positives
de n, etle coefficient A, désignant une fonction déterminée de n, %, qui
satisfait & la condition

. (“?) \ n—‘:‘\/l‘

Supposons maintenant que, le produit

L

To2...

i (1—ecosy) (1—:& cosy)

¢tant développé suivant les puissances entieres des exponentielles

c'? \/—‘-, e‘!"\/wll,
on nomme

o= (Y — )
la partie du développement qui dépendra uniquement de [angle
¢'— ¢ ou ¢ —{¢'. Le terme constant de la série double, qui représen-
tera le développement du produit (8) suivant les puissances entiéres
des mémes exponentielles, sera encore évidemment le terme constant
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de la série simple qui représentera le développement du produit
0 l)!/. \
suivant les puissances entitres de la scule exponentielle
PR TR
D'ailleurs, si, apris avoir développé la fonetion
s o«
en série ordonnée suivant les puissanees entieres des exponentielles
eyl ety
on désigne, dans le développement, par
a, " L oupar w, envy !

la somme des termes ot ces puissances oflriront des degrés dont Pad-

dition reproduira le nombre #, alors, des formules

, ; R
(1) g = Xn, ey !
el

R S LU
(12) B T i, O 7V

jointes i I'équation identique

(1--ccosd) (1 - cosp’y

s! 2 ¢! . I

, -vlil-i‘EL('OS("J—-”"{)*«(v—(f et T e ')-1-'; e v
(13 g ' 2 2 / 4
"T PR :’ . ' ::’

o Zev t aa Tl Y ) SR EE N
2 “ 4

on tirera

e’ v
vomrdy |1+ »‘A-(‘()S("\( — )

/ ! -~
cefE — & : 32 R T
—--n,e"ﬂ ! K——e"“'ﬂ“-r —e l> + ’A,.,,z,,.'?\ P X
2 2 i

et

T = z€ : I
—4.,e I(it"h oS-l l) N A AN AR AU
2 A 1

\
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el plus généralement
s "' ! i—-——cos (' — q;]

!
(rh) v T 1<% e“Pvfr’—i—-Z-e“'l"\/:)—i-a"’e’f*/ ‘/ eV
) A

.
’ —y" C’!’\/ -l ie"{\/’—1+ f.l eV g ¢ 2yl i C(;’“";’"/ 1 \
2 2 A

1

D’autre part, comme, en posant

1 1

v=(—), K=,
on aura dans la formule (6) (voir les pages 19 et 20)

W

r !
5 - I — S — =1—¢C j'“,
(1) Pt € cos Y, o = 1—gcosy
. [ VT (cosd! — ¢ -+ o' sind! 1) (cosy — & — wsindy=1)
—_ (iUS') -1
) w + e IV=T(cos/ — & — o sin 'y — 1) (cosy — ¢ +- zsindy/ 1)
(16) ) -
, ol eW=T (cosd — ¢ + 2’ sind'y— 1) (cosy — ¢ + zsingy/—1)
. —
P e W i (cosd — ¢ — ' sind'y— 1) (eosy -~ ¢ — nsindy/—1)

la formule (11) pourra étre réduite a
(17) B=d_, e W Ty oW o gy 4 8, e ¥ T - gy e,

les valeurs de
8—2: 8—1, 30: 31) 82

é¢tant déterminées par des équations de la forme

s’ B8 0k 8y g eV YN=L

(1R) N

{ 8 =¥, T 8By e--=1

‘ 8oy B ok By, eV VIWT g et dV-T,
(19) ( B =0 + W, VYW1 g | @9 V1

B e H L 6’“"""4”‘/_'4- B,y €AV -INTT)

et g, représentant généralement, dans le développement fini de la
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fonction %, le coefficient de I'exponentielle

e(m}/—f»n";/')\:’_l.
Or de cette définition de s, ,,, jointe aux formules (6), (15) et (16, il
résulte immédiatement que, si I'on pose, pour abréger,

(20) { b= pcosll+ vecosd, @ = pcosll — v cosd,
20 ‘

W — — psinll - ysind, = psinll — v sind,

on aura

! - I o - -
:;(K»E —‘—‘E *‘v/s. \“"|>Y 8l.0:;: (\""5’_513' @KE’V—---I'),
(zn)
— " N
! 1 a , .
= g — - Wy [ — e WA E e - EI R} ‘.’ )
Bo, ,( 3 e g-hy! ey l’ By,1 ‘)‘<.\ . - Whx ey, )
I<” SRR 1
Bo0 = 7 ' -2 ) — Aes
\ 0,0 /l pr o y
(22) ]
1 a |, t oo 2
Boao=Ho=g o€ M T, g e
! i - ——
s 3.4, = 7 | Mo —— Wz 4 (W' -+ Qy,)\/.,.-_ | I,
B o
(23)
l -
' 81,0 — 7| A @z (W2 - Su) 1 ]
\ o
tr e -
‘ B, 7'|~\' - @ — (Wt - Sx) 1 — eV 1]
(1)
l ’ T —_
' By, 7 |l @ - (W - )y — 1 e VT
.. 4

Les valeurs des coefficients
8_9. 81, LI 8y, By

ou les diverses valeurs de z,, ¢tant déterminées par les formules qui
précedent, on tirera aisément les diverses valeurs de

(2) 3 (%)
Bes, By, 8,0,

de I’équation (17), en ¢levant successivement les deux membres i la se-
OFuvres de C. — S. 1, t. V1. O
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conde, a la troisieme, & la quatrieme puissance.... On trouvera, par

cxempl(',
I I
2) — 2
= g\t = ARl TL I LIR?

4

-8 8,8 -+ 88

(2) . 2
=~ 8y ==~ 8+
.
ATRE S DAL S e Ve
S e S8t Bk S8 B BB B BBy,

................................................

Enfin, les diverses valeurs de ' étant ainsi oblenues, puis substitudes
dans le second membre de I'équation (14), il deviendra facile de trou-
ver la partie du produit

uD;A
qui représentera le premier terme du développement de ce produit sui-
vant les puissances enticres de 'exponentielle

ey—hy-1;

¢t 'on pourra employer utilement dans cette recherche les formules
connues d’interpolation, ou, ce qui revient au méme, celles que nous
indiquerons tout a I'heure.

Concevons, pour fixer les idées, que, les excentricités ¢, ¢ et U'incli-
naison I étant considérées comme des quantités tres petites du premier
ordre, on veuille négliger dans le développement de R les termes d’un
ordre supérieur au quatrieme. Comme on trouverait, en négligeant les
termes de second ordre,

v o0, =1, =1, 2=, Ao = @ = cosll, S=—w=sinll

et, par suite,
Bog,—1 =81 =84, =8, =0,
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-
w

il est clair que les quatre coefficients
Bog,—1» 8:,;, 81,1, 81,1
seront du second ordre, aussi bien que les coefficients
B_s0==82,0, Bg,0r Bp,-2"" o,
Donc, parsuite, en vertu des formules (19),
8.y, %oy Wi
seront du second ordre, tandis que
1y By
seront du premier ordre avee les coefticients «_, 4, 2, 814 %,.,. Cela
posé, faisons, pour plus de commodité,
(23) =0 i3,
les valeurs de 9 et de ¢ étant

o ;o S
- prae TV ety
(20)

\ )

Dou e oW 0y, m et

Les deux fonctions 5, ¢ seront, la premiere une quantité du premier
ordre, la seconde une quantité du second ordres; et les valeurs de cex
deux fonctions se réduiront a

(e C N cosih b el sind
= Aogtoee -8 COS'y -+ & #E Sih'y
@ !
’ !

a ! <! ! 1 [
“Rlabe— =& ) cosy H- bz e siny,
( '!7) ‘ "

!

I a a
$ = - ( —&cos 4- - 5’24'()s’~1‘4’> — e cos(b -4

‘2 [{

— (A cosbcosd - sind cosd 4+ Susind cosd -+ @ax sinY siny).
D’ailleurs, en négligeant les quantités d'un ordre supéricur au qua-
trieme, on tirera successivement de I'équation (25)

8= p* 4 2p¢ -+ §%,
8' = %+ 3p%g,

8= p';
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et, par suite, eu égard aux formules (13) et (26), on trouvera, pour

| =1, o :
V=8, l+s—f~j/(505(’¥/—“'1"‘)
(48) L il etV T g (o et bVT |
+ i/';' (32 et =¥IW-T 4y e('\“""w‘/"—‘);
pour | = 2,

{ 1, ) ee! ’
i ML LS [x + cos(Y — )| + 38,8 »
1y, =T ’ CTTY
(79) a - l_(uos, +8_, 32)<s+ eV W=1) 1 (8y8_| -+ 8,8 ) (e + ety YW ')I

e’ NI Wy
“+ b/‘ [82etb¥V Ty eb V=T |
pour I =3,

— 1 g2

V= ;8 182—*—‘803‘3_1 - 5318-2

(30)
I A W W gy

' —5313__1[31(3—{—5’6(;’ ' 1Y l)—}-g_l(g—{——g’c(l" by l)l;

pour | == 4,

: I
(31) = 788’
t

Des équations (28), (29), (30), (31), jointes aux formules (18) et (1g),
il résulte que, dans le cas ol I'on néglige les quantités d'un ordre
supérieur au quatrieme, » se réduit & une fonetion entiere de l'expo-
nentielle

etV—hv-1,
et méme a une fonction entiere qui renferme sculement les puissances
de cette exponentielle, dont les degrés sont représentés par les cing

quantités

On aura done alors

(32) vy eV Ty eh=dWoT Ly oy eV Ty ety T
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W ay U_ys gy e 9y désignant des coefficients constants; et, en vertu de
I’équation (32) jointe a la formule (9), le terme constant de la série
qui représente le développement du produit

u D)\,

7

suivant les puissances entieres de e -¥V=1 sera

33 \I Yo |)l; \o+ (’Jle' " V/:‘-~‘¥' v —1(3'( \/k-i‘) l)l) \
(33) '

- (vge MW Ty eV ) ply,,

D’autree part, si lon pose, pour plus de commodité,
b= (),

on tirera suceessivement de la formule (32)

A/NAEY N Looo a
f('IJ)?;:‘J ,e‘”’v Loy eVl -y +ue v uye T

f(y+m) - -_,_232%"—', Sy W T e W y,e T
par conséquent

— - ¥ V' — l" -
‘ U en Lpue VY = 1_(_{)___,‘;(‘?1_4_’) ,
(3%) ;
W e _ e 4-1eb -7,
-2 €77 T T T T

puis, en remplacant, dans la derniere des formules (34), ¥ pary + 7,

‘2

on trouvera

T:\' . ’ ‘,;7:\
r(y +——)+|<¢ +)
W KAy ' 2 * D)
= etV ey e TV L "/
) 9
et, par suite,
‘! f( f(y--7 (L 4 7’) _H'/.v +- 3_’_:\‘
(D) + (Y +-m) -+ 5 (1, : )
Vo= e =7,
4

(35) ¢

o ten iy e 8) oo

, Uy etWT oy et

/
A
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Donce, en remplagant ¢ par I et tenant compte de I'équation identique

3n bis
U+ 28 ) =10 — 2,
(o) =r(e=3)

on trouvera définitivement

l‘(ll)+f(II+T’) + <ll+ I) +"("— ;)

"""" 4
N

l(ll)~—— ('(l[% T’)

2

oy V=1 4oy, o1V T —

f(ID) + f(H + ) — (‘(II + E> _ [‘<][ o Z)
o L e WTT g e VT S A N R

et Pexpression (33), ou le terme constant de la série qui représente le
développement du produit
u DA

suivant les puissances enticres de e 9= sera égal i
| B
l(l[)l);(Ao~%tn\,-kl\2)~k H l(l[—F—n)l);(_\ﬂ——fh\ljk.\z)

il ) e o

in terminant cet article nous ferons observer que, dans les for-
mules (28), (29), (30), (31), on pourrait exprimer les coefficients

—] -

T \z)

(30) ‘
=

ooy, By, 8y, B, 8y
a l'aide des valeurs diverses des fonctions p et <. En effet, si I'on dé-
signe par

Pay S«

ce que deviennent les fonctions
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-1

-

quand on y remplace simultanément

par

on aura identiquement

N PN

et, par des raisonnements semblables 4 ceux qui ont fourni les équa-
tions (34), (35), on tirera de la premiere des formules (206)

Py /.y e i
Zo PV o e AN
W ) W 3
8, eW I — e 8 o,e IV ’
‘) R

et de la seconde

Wy el

2 4

N B TN S

De ces dernieres formules, jointes aux équations (28), (29), (30), (311,
on conclura, pour I =1,
3

P cos (Y — ‘b)|

. i .
FCy =) = (5t )
. 2,

- . .
— :_)‘lp(,(ecos','/ﬁ—s/cosq,/) ,,,,, ox (esiny +- E/S""v'“’)l
—.EE“ (S5 JE ~ (s -3 siin(, -4/
TR BTy eosty e (s amysin(e 4|
) T g ;

puis, en posant

ce qui réduira
Dos Pzr Sor Sm Sme S
4
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a des fonctions de ¢, on trouvera simplement, pour | =1,

ee’
<;o+ §E> 1+ —-cosay
,2 2

| , , .-
(3-) / —;l(e+s)p0cosvp—(a~—s)pfsmv,b

/
A

pour | = 2,

0| -

s f(i’,'\;)) —

1] ee! ’ ce”
r(f’:’P)—‘:-l’pﬁ—%p’ <|+(—(:os'2'\p> Fipt—pl _.l
LSRR AN (Fe )

[+

o - LT N o Ca-
(50 +-s_g) + IGKGO s;) ‘*’(Q_‘r_r Som) »

2 4

Ll =

(38) ¢ -— 'p(,(s-}—s’)c<)s¢——p_7_r(s~~e’)sill',';l<g0+;3\
2 I\ 2

-

po(e +-¢&') cos Y +pr(e --¢') sim,b] <g0 — s
2

el -

1] 3

po(e—¢') sing - pr(e +¢) cos',UJ ('g:,_r — Sim)s
2 L

N

oLl ~

pour | == 3,
o | a .
[(o) = g (Po -+ Pr) (€o+ °r)

C(39) - ‘ﬂo[(pr)( —sr) ey (35 )|

2 2 b,
— —' <p —+—pﬂ) [po(e +¢') cosy — pr (e —e’)sin'ﬂ;
2 .
pour 1 =4,

o, I
(10) f(fu'«)~-—1<po+9n)-

2/
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115.
Rapport sur une Note de M. Pavier (de Geneve), relative a un théoréme

dont le théoréme de Fermat ne serait qu'un cas particulier.

C. R., t. XII, p. 211 (25 janvier 1841).

L’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui
rendre compte d’une Note présentée par M. Paulet (de Geneve), et re-
lative & un théoreme qu'il n’a pas démontré. Nous nous serions bornés
probablement ivinviter Pauteur & retiver sa Note, si le théoreme dont
il s’agit ne se trouvait inséré textuellement dans le Compte rendu de la

séance du 11 janvier, olt il est ¢noncé dans les termes suivants :

Hors dw second degre, il n’existe aucune puissance qui puisse se par-
tager dans la somme d’un nombre quelconque de puissances du méme

degré, mais différentes entre elles.

Pour montrer aux personnes qui auraient lu cet énoneé qu’elles ne
doivent pas s’arréter a chercher la démonstration du nouveau théoreme,
il nous sullira de leur dire qu'il est inexact, et de le prouver par un
exemple. Effectivement, la somme des cubes de 3, 7 et 5 est égale au

cube de 6, puisqu’on a
210 == 27 4+ 64 + 123,

116,

ARITUMETIQUE. —  Rapport sur une méthode abrégee de multiplication,

presentée a U’ Académie par M. Thoyer.

C. R, t. XI, p. 292 (1 février 1811).

L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Sturm et moi, de lui
rendre compte d'un Mémoire, dans lequel M. Thoyer, employé a la
Banque de France, expose une méthode abrégée de multiplication,

OFuvres de €. — S.1,1. VI, 7
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propre a fournir la somme des produits que P'on peut former avee les
termes correspondants de deux suites composées, 'une de nombres
quelconques, autre de nombres entiers inférieurs a 100.

Avant d’examiner cette méthode, il ne sera pas inutile de dive en
peu de mots comment M. Thoyer a été conduit & 'imaginer. On sait
que la Banque de France escompte les effets jusqu’a trois mois de date,
au taux de 4 pour roo par an, ou plus exactement de 55 par jour. De
plus, chaque effet présenté a la Banque se trouve accompagné d’un
bordereau qui contient, entre autres indications, celle de 'escompte
que la Banque doit retenir. Ainsi, pour me servir de 'expression
recue, c'est le preésentateur qui caleule lui-méme la perte qu'il aura i
subir. Mais on sent combien il est nécessaire que la Banque puisse
vérifier i la fin de chaque journée si la somme des escomptes caleulés
par les présentateurs est bien celle qui lui est due pour Vescomptage
des effets admis. C'est pour obtenir une telle vérification que le contro-
leur de la Banque a prescrit la formation journaliere d’un Tableau com-
posé de trois colonnes, dont la premicre renferme, dans chaque ligne
horizontale, la somme des effets escomptés & une méme échéance,
tandis que la seconde colonne offre le nombre des jours produisant
intérét, et la troisieme les produits des nombres correspondants que
contiennent les deux premieres colonnes. La somme de ces produits,
divisée par gooo, donne évidemment pour quotient la somme des
escomptes acquis a la Banque dans le jour que I'on considere. Or,
comme I'échéance ne peut étre reculée au dela de trois mois, le nombre
des jours produtsant intérét ne s’éleve jamais, méme cu ¢gard aux
jours fériés, au dela de g3 ou g4. La question se réduit done i trouver
une somme des produits formés avec des multiplicandes quelconques,
mais avee des multiplicateurs entiers, dont le plus grand est inférieur
ou tout au plus égal & 94.

Pour résoudre facilement cette question, M. Thoyer écrit les multi-
plicandes dans une Table & double entrée, analogue & la Table de
Pythagore. Sculement les chiffres

o, I, 2 3’ {I, 2, O, 7 89 9,
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placés au-dessus ou en avant de la premiere colonne verticale ou hori-
zontale, au lieu de représenter les deux facteurs d’un produit, repré-
sentent d’une part les unités et d’autre part les dizaines des multi-
plicateurs. Or, comme le produit d’'un nombre quelconque par un
multiplicateur donné est la somme des produits du méme nombre par
les diverses parties de ce multiplicateur, on peut affirmer que la
somme totale cherchée devra résulter de Uaddition des nombres que

I'on obtiendra quand on multipliera, par 'un des multiplicateurs
o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 o,

la somme des multiplicandes renfermés dans Ia premiere, la seconde,
la troisieme, la quatrieme... colonne verticale, ou, par 'un des multi-
plicateurs

o, 10, 20, Jo, 4o, o, Go, 7o, 8o, 9o,

la somme des multiplicandes renfermés dans la premiere, la seconde,
la troisieme, la quatrieme... colonne horizontale. Done aux multipli-
andes donnés, dont le nombre peut s’¢lever @ 93 ou ¢4, la Table
imaginée par M. Thoyer substitue 20 autres multiplicandes dont les
1o derniers, décuplés, pourront étre immédiatement ajoutés aux ro pre-
miers. Alors on n"aura plus a considérer, avee M. Thoyer, que 1o mul-
tiplicandes artificiels, qui deveont sculement étre multipliés par 'an

des multiplicateurs

. . ’ ~ . - 2
o, L, 2, ‘;) b9, b, 3, Q.

On pourrait a la rigueur se dispenser de caleuler les multiplicandes
correspondants au multiplicateur zéro. Mais le calcul de ceux-ci, bien
loin d’étre inutile, fournit au contraire une preuve tres stre de 'exac-
titude des différentes sommes écrites au bas ou a ia suite de chaque
colonne verticale ou horizontale, puisque, é¢videmment, les sommes de
'une ou de l'autre espece, ajoutées séparément les unes aux autres,
doivent reproduire un scul et méme nombre. C'est ce qu’a fort bien
vemarqué M. Thoyer, et les seuls perfectionnements dont son Tableau
nous paraisse encore susceptible consisteraient : 1° a écrire les divers
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chiffres de chacun des multiplicandes donnés sur des lignes horizon-
tales distinctes, afin que I'addition des multiplicandes compris dans
unc méme colonne horizontale puisse s’effectuer aussi aisément que
'addition des multiplicandes compris dans une méme colonne verti-
cale; 2° & écrire pareillement sur diverses lignes horizontales les divers
chiffres de chaque somme et de chacun des dix multiplicandes artifi-
ciels, afin de pouvoir reconnaitre plus facilement si la somme de ces
dernicrs est égale, comme elle doit I'étre, & la somme faite du nombre
dont nous parlions tout & "heure et de cc méme nombre décuplé.

Quant & la somme des produits formés avee neuf des multiplicandes
artificiels et les multiplicateurs |

. / = N - 0
, 2, 3) by 9, 0, 7 8, 9

M. Thoyer I’a calculée en se servant de la méthode ordinaire de multi-
plication; mais on peut substituer avec avantage a 'emploi de cette
méthode la construction d'un second Tableau, dans lequel la méme
somme se déduirait simplement de 'addition. En effet, pour obtenir
lasomme dontil s’agit, il suffira d’ajouter le dernier des multiplicandes
artificiels & Pavant-dernier, la somme partielle des deux derniers au
précédent, ete., de continuer ainsi jusqu'au moment olt I'on aura
trouvé la somme partielle des neuf multiplicandes correspondants aux
multiplicateurs
) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, o;

puis de réunir toutes les sommes particlles obtenues. En effectuant la
méme opération sur les multiplicandes artificiels, pris dans un ordre
inverse, on obtiendra facilement la preuve de I'opération que nous
venons d’indiquer, et 'on pourra encore, par une seule addition, s’as-
surer qu'il n’y a pas d’erreurs dans le calcul de la 5755 partie de la
somme totale & laquelle on sera parvenu.

Dans un supplément a son Mémoire, M. Thoyer observe avec raison
que sa méthode abrégée peut étre étendue, avec de légeres modifica-
tions, au cas ou I'on emploie des multiplicateurs entiers supérieurs a
09, mais inférieurs 4 1000, de maniere a devenir applicable aux calculs
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qu'exigent les opérations des diverses banques, des maisons de
banque, des caisses d’épargne et des autres établissements financiers.
En des cas semblables, il pourrait étre avantageux de former, dans trois
Tableaux séparés, les sommes des multiplicandes correspondants
des chiffres donnés qui représenteraient des unités, ou des dizaines,
ou des centaines des nombres entiers pris pour multiplicateurs.

Quant & ce qui concerne la Banque de France en particulier, on ne
peut douter que laméthode imaginée et mise en pratique par M. Thoyer
n'offre de grands avantages, et ne rende plus sure et plus prompte la
vérification des escomptes des effets admis chaque jour, en réduisant
a une demi-heure environ le travail d'une demi-journée. La sireté et la .
promptitude dont il s’agit pourront encore étre augmentées a aide
des perfectionnements que nous avons indiqués, surtout si la Banque
fait lithographier des modeles de Tableaux semblables a ceux que nous
avons construits et qui seront joints a ce Rapport.

En résumé, nous pensons que la méthode imaginée par M. Thoyer,
poursimplifierle calcul des escomptes acquis journellement i la Banque
de France, et rendre plus certain le résultat de ce caleul, atteindra
parfaitement le but que Pauteur s’est proposé, et que cette méthode
mérite Papprobation de 'Académie.

117.

AritnmeTIQUE. — Addition au Rapport sur une méthode de caleul présentee
« I’ Acadeémie par M. Thoyer, employé i la Banque de France.

C. R., X, p.ogfr (27 mai 1841).

En rvendant compte d'un Mémoire présenté 4 [PAcadémie par
M. Thoyer, nous avons dit que, pour réduire a Paddition le calcul des
intéréts produits par divers capitaux, en des temps divers, par exemple
le calcul des escomptes journellement acquis & la Banque de France



5% COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

sur des sommes prétées par elle et dont le remboursement doit avoir
lieu a diverses échéances, il suftisait de construire deux Tableaux dont
les modeles seraient joints & notre Rapport. (Ces Tableaux n’ont pu
paraitre dans le Compte rendu de la séance ol avait ¢été lu le Rap-
port (*) : nous allons les donner ici, p. Go.) Pour les bien comprendre,
on devra se rappeler que chaque jour la Banque de France préte a
diverses personnes et au taux de 4 pour 100 par an, ou plus exactement
de 55 par jour, différentes sommes dont chacune doit étre remboursée
au plus tard au bout de trois mois. Donc, pour caleuler les escomptes
journellement acquis & la Banque de France, il suffirait de multiplier
le montant des capitaux qui doivent étre remboursés i une méme
¢ehéance par le nombre de jours qui doivent s’écouler jusqu’a 'époque
du remboursement; puis, d’ajouter les produits ainsi obtenus, et cor-
respondants aux diverses échéances; et enfin de diviser par gooo la
somme Lotale de ces produits. Mais, quelque simples que soient les
opérations que nous venons d’énoncer, elles peuvent étre remplacées
par dautres plus simples encore, que les deux Tableaux permettent
d’effectuer tres factlement. En effet, chaque capital étant prété par la
Banque pour trois mois au plus, le nombre des jours qui produiront
intérét se trouvera constamment exprimé par un ou deux chitfres. La
question sera done de caleuler la somme des produits formés avee des
multiplicandes quelconques qui représenteront les divers capitaux rem-
boursables & des échéances diverses, et avec des multiplicateurs dont
chacun sera un nombre composé généralement de deux chiffres, savoir,
de dizaines et d'unités, le chiffre des dizaines pouvant quelquelois se
véduive & zéro. Or, dans le premicer Tableau, qui ressemble & une Table
de multiplication, et qui a été imaginé par M. Thoyer, chacun des
multiplicandes donnés occupe une case comprise & la fois dans deux
colonnes, 'une horizontale, 'autre verticale, en avant ou au-dessus de
laquelle on lit le chiffre des dizaines ou le chiffre des unités du multi-
plicateur. Ainsi, en particulier, le multiplicande 79351, compris dans

(1) OFuvres de Cauchy, S. 1, t. V1. — Extrait n° 116, p. 49 et suiv.
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la colonne horizontale qui précede le chiffre 5, et dans la colonne ver-
ticale que surmonte le chiffre 2, représente un capital de 79 3517 préte
par la Banque pour 52 jours, c’est-i-dire : 1° pour 2 jours; a® pour
5 dizaines de jours. Pareillement, chacun des multiplicandes renfermés
dans la colonne verticale que surmonte Ie chiffre 2 représentera un
apital prété @ 10 pour 2 jours; 2° pour une ou plusieurs dizaines de
jours. Au contraive, chacun des multiplicandes renfermés dans la
colonne horizontale que précede le chiffee 5 représentera un capital
prété s 0 pour un certain nombre de jours inférieur a 1o, et par con-
séquent exprimé par un scul chiffre; 22 pour 5 dizaines de jours. Cela
posé, coneevons que Pon ajoute entre cux les multiplicandes renfermeés
dans une méme colonne verticale ou horizontale. La somme partielle
ainsi obtenue, par exemple, la somme 2791831 placée au bas de la
colonne verticale que surmonte le chiffre 2, ou la somme 13 55 pla-
cée a la suite de la colonne horizontale que précede le chiffre 5, repreé-
sentera, dans le premier cas, un capital prété pour 2 jours, dans le
second cas un capital prété pour 5 dizaines de jours. Done les vingl
sommes partielles, placées au bas ou i la suite des dix colonnes verti-
cales ou horizontales, représenteront, les dix premieres, des capitaux
preétés pour un nombre de jours inférieur i ro, par conséquent pour

un nombre de jours exprimé par un des chiffres

et les dix dernieres des capitaux prétés pour un nombre de dizaines de
jours qui sera encore exprimé par I'un de ces meémes chiffres. Mais
"intérét que produit un capital prété pour une seule dizaine de jours
est aussi intérét que produirait un eapital dix fois plus grand, préte
pour un seual jour. Done, dans les opérations qu'exige le caleul des
intéréts, on pourra remplacer le capital prété pour 5 dizaines de jours
par un capital dix fois plus considérable prété pour 5 jours seulement.
On pourra donc faire abstraction de la somme partielle 13 55¢, et gé-
néralement de toutes les sommes particlles placées i la suite des

colonnes horizontales, pourvu que 'on ajoute chacune de ces sommes,
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apres P'avoir décuplée, a la somme particlle placée au bas de la colonne
verticale de méme rang. Cette nouvelle addition produira dix multi-
plicandes artificiels qui, dans le premier Tableau, se trouvent écrits au
has des colonnes verticales correspondantes aux chiffres

.
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

et qui peuvent étre censés représenter des capitaux dont chacun serait
prété pour un nombre de jours exprimé par I'un de ces mémes chiffres.
1y a plus: la construction du premicr Tableau a précisément pour
objet de remplacer un grand nombre de multiplicandes, dont chacun
correspond & un multiplicateur de deux chiffres, par dix multipli-
candes artificiels, dont chacun correspond & un multiplicateur d’un
seul chiffre.

Avant de passer a 'explication du second Tableau, nous avons i
faire une remarque qui n’est pas sans importance. On pourrait se dis-
penser, i la rigueur, de calculer le multiplicande artificiel correspon-
dant au multiplicateur zéro; puisqu’il est bien évident qu'aucun intérét
n’est exigible, quand le nombre de jours, pour lesquels le capital est
préte, se réduit i zéro. Toutefois il est utile de conserver, dans le pre-
mier Tableau, le multiplicande dont il s’agit, ainsi que les sommes
particlles des capitaux renfermés dans les colonnes verticale et hori-
zontale que le chiffre zéro surmonte ou précede. En effet, il est clair
que la somme totale des multiplicandes donnés peut également résulter,
soit de 'addition des sommes partielles placées au bas des colonnes
verticales, soit de I'addition des sommes partielles placées & la suite
des colonnes horizontales. Or cette scule observation fournit un moyen
tres simple de vérifier, d’un seul coup, I'exactitude des sommes par-
tielles de I'une et de I'autre espece, dans le cas ol on les a toutes cal-
culées. Ce n’est pas tout : apres avoir trouvé la somme totale des
multiplicandes donnés, il suffira évidemment d’ajouter a clle-méme
cette somme décuplée, pour obtenir la somme totale des multiplicandes
artificiels. Cette dernicre somme, qui termine le premier Tableau,
sert donc & constater P'exactitude des multiplicandes artificiels, dans
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le cas ol on les a tous calculés, v compris celui qui répond au multi-
plicateur zéro.

Apres avoir construit le Tableau que nous venons d’expliquer et
calculé de cette maniere, a 'aide de quelques additions, les dix mul-
tiplicandes artificiels, M. Thoyer, laissant de coté le premier d'entre
eux, multipliait chacun des neuf autres par le multiplicateur corres-
pondant, puis cherchait la somme des neuf produits ainsi obtenus.
Nous lui avons indiqué un moven de réduire encove ces dernierves ope-
rations a de simples additions. Ce moyen, dont il fait maintenant usage,
consiste a construirve le second Tableau, qui offre dans son milieu une
ligne horizontale ot se trouvent écrits les neuf multiplicandes artifi-

ciels correspondants aux multiplicateurs
t, o2, 3. 4, O, 6, =, 8, .

Une ligne horvizontale, immédiatement inféricure et termincée par une
case vide, renferme aussi, dans son avant-derniere case, le dernier
multiplicande artiticiel. On ajoute celui-ci a avant-dernier multipli-
cande, placé immédiatement au-dessus; on reporte dans la case préce-
dente la somme obtenue que 'on ajoute elle-méme au multiplicande
situ¢ alors au-dessus d’clle, et 'on continue de la méme maniere,
jusqu’a ce que l'on obtienne une derniere somme dans laquelle entrent
¢videmment les neuf multiplicandes artificiels. Les huit sommes, for-
meées comme on vient de le dire, et successivement déduites des autres,
occupent, vers le bas du second Tableau, les huit premieres cases
d’une colonne horizontale. Nous les avons nommées sommes successives
des multiplicandes artificiels, attendu qu’elles peuvent étre conside-
rées comme résultant de Paddition des deux derniers multiplicandes
artificiels, puis des trois derniers, puis des quatre derniers, ..., puis
enfin, comme on I'a déja dit, des neuf multiplicandes correspondants
aux multiplicateurs

o2, 3, 4, D, 6, =, 8, 9.

La neuvieme case de la colonne horizontale dont nous venons de parler
OFuvres de C. — S. 1, t. VL. 8
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doit étre naturellement occupée par le dernier multiplicande artificiel,
qui se trouve seul écrit au-dessus de cette case dans les deux lignes
horizontales immédiatement supérieures a cette colonne; et, en ajou-
tant ce multiplicande aux huit sommes qui le précedent dans la méme
colonne, on obtient une somme totale qui renferme une seule fois le
premier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois le second, trois
fois le troisieme, ..., enfin ncuf fois le neuvieme. Cette somme totale,
que I'on <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>