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In der soeben erschienenen Abhandlung »Zur einheitlichen Feldtheorie«! hat
Hr. EINSTEIN die grundlegende Idee verwertet, da3 es moglich und zweck-
maiig ist, das gesamte System der 16 Feldgleichungen (welches aus seinen
beriihmten Graitationsgleichungen und den MAXwELLschen besteht) so geo-
metrisch zu deuten, dal3 es die Definition (und nur die Definition) eines in
der Raum-Zeit-Welt eingebetteten orthogonalen Vierbeins enthalt.

Es sollen umgekehrt die 16 Bestimmungsstiicke eines Vierbeins nicht nur
die RIEMANNshe Metrik des Raumes, was bekanntlich zwanglos geschieht,
sondern auch die elektromagnetischen Erscheinungen vollstéandig definieren.

Daflr hat der hervorragende Verfasser kovariante Ableitungen in bezug
auf das Vicrbcin eingefuihrt und Verknipfungen derselben vorgeschlagen, durch
die in erster Anndherung die verlangte Zuordnung geschieht.

Es scheint mir aber, dafd die von EINSTEIN gestellte prinzipielle Aufgabe
sich einfacher und allgemeiner l6sen 14aft, indem man einerseits nur ganz ge-
laufige Hilfsmittel des absoluten Kalkiils verwendet und anderseits alle friheren
Resultate streng beibehalt.

1. Geometrische und formale Vorbemerkungen?.

EsseienX (v=0, I, * * +, n—|) allgemeine K oordinaten eines RIEMANNSchen
Raumes R, ;X (I = 0,1, **+,n—1) die Parameter von n-Kongruenzen, die
ein Liniengitter in R, und in jedem Punkte ein n-Bein definieren.

Nach dem EINSTEINSchen Muster werde ich fir Koordinatenindizes (wie
z. B. v) griechische, dagegen fir Beinindizes (wie i) lateinische Buchstaben
gebrauchen. Summenzeichen in bezug auf griechische Indizes (insofern sie ein-
mal oben und einmal unten vorkommen) werde ich fortlassen, nicht aber
anderweitige X.

' Berliner Berichte 1, 1929, S. 1-8.
’ Vegl. insbesondere meinen Absoluten Differentialkalkiil (deutsche Ausgabe von
A. DUSCHEK), Berlin, Springer, 1928, Kap. IIl.

Stzungsber. phys-math. K 1. 1929, (2)
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Es seien, wie gewdhnlich, &, die zu a7 reziproke Elemente (normierte
Unterdeterminanten). Sie bilden fir jedesi ein kovariantes System (Momente
des betreffenden Beines). Durch Uberschiebung mit den 2;, &, entsteht aus
jedem gemischten Tensor der Stufe p+ g mit den Komponenten

gy ey

- (oo apirg, oy g =0y by e k= 1)

ein Beintensor, dessen Komponenten durch die Formeln

®) Aoty = AR R T Ry
definiert sind; und umgekehrt, indem diese Formeln in bezug auf die Koordi-
natenkomponenten auflésbar sind, unter der Form

LRLRL -
AL = A;
o

e Y

. N
PO A A by Pyt

Bty by plup 08y

Die Beinkomponenten eines Tensors sind reine Invarianten gegentber
Koordinaten-Transformationen; sie hangen wesentlich vom betrachteten n-Bein
ab;.sie besitzen aber, wie leicht zu bestdtigen, immer noch tensoriellen Charakter
beziiglich orthogonaler Transformationen, denen gleichzeitig die x; und die
Ak, unterworfen werden.

Setzt man
©) y‘_=2_}\;’_}.;|r, e, v=0, 0,y h=1)
so wird (im reellen (iebiete) eine definite Metrik
©) de = g, doda

im R, eingefiihrt, derart, dal} unser n-Bein orthogonal ausfélt. Ich werde
spéter (Nr. 3) die (unwesentlichen) Modifikationen angeben, die erforderlich sind.
um, immer im reellen Gebiete, die n-Beintheorie auf eine indefinite Metrik
(mit gegebenem Tréagheitsindex) zu Ubertragen.

Indessen denke ich mir die kovarianten Ableitungen der Momenten &;,
eingefiihrt, und, mit RICCI, die Drehungskoeffizienten

(4) Yot = Ao, ARG
Wegen der ldentitaten
(5) Yot Yeip = 0

(welche eine Folge der Relationen zwischen Parametern und Momenten sind)

nin—1)
2

hat man in den Riccisehen ¥, s Invarianten gegenuber Koordinaten-

Transformationen, welche selbstversténdlich vom gegebenen n-Beine wesent-
lich abhangen und alle seine geometrischen Differentialcharaktere erster Ordnung
notwendigerweise erschopfen. In bezug auf orthogonale Transformationen
mit konstanten Koeffizienten verhalten sich die y wie ein Tensor dritter
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Stufe.  Um die Beschrankung auf Transformationen mit konstanten Koeffi-
zienten zu betonen, werde ich solche Systeme as lokale Beintensoren
bezeichnen.  Echte Beintensoren verhalten sich invariant gegenilber allen
orthogonalen Transformationen, deren Koeffizienten irgendwie mit den x vari-
ieren konnen.

Es ist vielleicht nicht Uberflissig, zu erinnern, dad die expliziten Aus-
driicke der Drehungskoeffizienten y auch direkt durch gewdhnliche Deri-
vationen ohne vorlaufigen tibergang durch die kovarianten Ableitungen der
;. Sich berechnen lassen.

Dazu braucht man entweder die PivFFSchen Ausdriicke

¥, =, d
oder die Operatoren (Ableitungen einerF u n jfi«, ---, 2" ~'} n der Richtung
der Linien der Kongruenzen)
f o Af
e = &f= 2’ P

einzufuhren und die betreffenden bilinearen Kovarianten bzw. PoissoNSchen
Klammerausdriicke zu bilden, Ubrigens gelangt man noch schneller zum Ziele,
indem man (4) benutzt und beachtet, dald gemal3 der Definition der kovarianten
Ableitungen die Identitét.
. Ak,  dAy,
R = Hiler = N
bestent. Man erhadlt somit
"":‘l GFe . a?‘n F]
Vit~ Yite = 2,27\} ?~f{ r};\; - '(31!" }'

und diese Gleichungen in Verbindung mit (5) bestimmen alley eindeutig.
Die Gleichungen (4) lassen sieh in bezug auf die x, auflésen und ergeben

4 ;‘;'vg = 2[.,.7(;4 ?ﬂ.’\nh;

woraus man durch nochmalige kovariante Ableitung und Differenzenbildung
die Integrabilitétsbedingungen derselben (4) bekommt.
Dazu braucht man die Kommutationsformel

(6) Aoy —Pipee, = L 20

wo R,,,,, den RIEMANNschen Tensor bezeichnet.
Man erhdlt in dieser Weise

U] Vooae = R, CKINMAL
wenn man der Kirze halber

dy ri'y .
® Vig e = d:s ul 2 [¥ist (vrae — Yees) + Yeia Yis— Tra il
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setzt. Aus (7) entnimmt man, daf3 die Vier-Indizes-y einen (echten) Beintensor
bilden. Wegen der bekannten Identitéten, die von den REMANNshen Symbolen
erfillt sind, fuhren die Formeln (7) zu ahnlichen Identitaten fir die Vier-
Indizes+, und zwar

©)

{ Vi = —Yiiar = — Viseh = Vhe i
| Y ki b Vin, p ¥ Yir js = 0.
Nun zum EINSTEINSehen Tensor
i, =R, .4

Seine Komponenten G,.. in bezug auf die Zweibeine i, k des n-Beins,
haben nach (1) den Ausdruck
Go= U _»nar,
woraus gemal (7)

(10) by = 2:,‘ Yk Ak e
Die lineare (Koordinaten- und Bein-) Invariaute

N—i
G=ti, g =3 lin

nimmt folglich die Form an

(11) 0= OMTM.M-

Eine letzte Tatsache will ich noch hervorheben, namlich die, daR aus
Verjiingung von zwei Indizes in einem Beintensor en reduzierter Tensor
entsteht (m-2-ter Stufe, wenn der urspriingliche von m-ter Stufe war).

Wie schon bemerkt, bilden die y;; enen lokalen Beintensor dritter Stufe.
und zwar wegen (5) schiefsymmetrisch in bezug auf die zwei ersten Indizes
i,k. Dasdbe gilt fir die Differenzen vy —yn;s» welche fur i, k £ 1 Anor-
malitaten heien.

Wendet man auf die Elemente A, [wo (h) fir hih e« ¢ h, steht] enes

(lokalen oder echten) Beintensors den Differentialoperator an, o ent-
dAy
steht ein neuer lokaler Bentensor ds(). desen Stufe um eine Einheit
hoher als die der urspringlichen is. Speziell erzeugt man in diessr Weise
den lokalen Beintensor
A
s

vierter Stufe, welcher in bezug auf i und k schiefsymmetrisch ist. Durch
Verjlingung bekommt man

N—

- iy,
(12) =2

.
T ds,
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womit man augensoheinhich einen schiefsymmetrischen lokalen Beintensor E
zweiter Stufe erzeugt hat. Seine kovarianten bzw. kontravarianten Kompo-
nenten lauten:

A=~=T —
(13) E., -_—E"Eu-;\u.lu. s £ = " Eariiy
Es sei auflerdem erwdahnt, da die n. GréRen

#—

(14) =3 %

sich als mittlere Krimmungen der zum I|-Bein orthogonalen Stellung inter-
pretieren lassen. Nach dem Gesagten sind sie Bestimmungsstiicke eines
lokalen Beinvektors. Durch Verjiingung entsteht aus dem dreistufigen Tensor
Yrir—Y: und diesem Vektor ein neuer lokaler Beintensor zweiter Stufe,
namlich

N

(15) LI =2' 5 e Ve

der ebenfalls schiefsymmetrisch ist.

2. Diverg-eiizenbildung. Besonderer Fall n = 4.

Sind o die kontravarianten Komponenten eines Vektorsr, so istseine Diver-
genz durch die Invariante definiert
. Lot 3 (Y]g|m
(16) dive=r_= o
[/lgF g. d.

wo g, wie Ublich, die Determinante \\g,\\ bezeichnet, und ich habe \g\ (statt
einfach g) geschrieben, weil so die Formel ohne Anderung auch fir ein in-
definites (ds® gilt.

Kiir einen Tensor zweiter Stufe £ mit den kontravarianten KomponentenZ*"
bekommt man als Divergenz einen Vektor x mit den kontravarianten Kom-
ponenten

an %= Ay
Mit Hrn. v. LAIE' werden wir schlechthin schreiben
(17) y="DivE.

Ersetzt man darin die kovarianten Ableitungen E"‘H durch ihre explizi-
ten Werte, so bekommt man, im Falle eines schiefsymmetrischen Tensors
{Eu-_’_zu . 0}

v VS0 gt
N = Vlg_l 2“- 3.1" (Vlgl-. ]'

! Die Relativitatstheorie, Bd. Il (zweite Auflage, Hrauuscliweig, Vieweg, 1923), § 14.
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woraus, wegen (16),
] Ll 'd!
livy= .. % .. °. vy
(:8) X V]g| 20'.., darda Vlg) &)
Das zweite Glied verschwindet identisch wogen der Schiefsymmetrie
der £=*.
Man erhélt also, wenn man wieder koVariante Ableitungen benutzt, die
Identitat

b e Fur
x]-"‘": fru_n!

oder endlich, in tensorieller Schreibweise,
(i8") div Div §) = o.

d.h. in einem beliebigen RIEMAXNSchen Raume ist die Divergenz
der Divergenz eines schiefsymmetrischen Tensors zweiter Stufe
identisch Null.
Um die zweiten Glieder der (16) und (17) in Beinkompononteu auszu-
dricken, genugt es. auf die Definitionsformeln
b == 8T Ay,
£ = _i.'“"}\,-l_).‘.l,,
den Operator
of . f
= 7}

s, e

anzuwenden. Indem man rechts die gewdhnliche Ableitung durch die kOVa-
riante ersetzt (was erlaubt ist, da man mit Invarianten zu tun hat), bekommt
man

r-"t-'&. R
=t A A T A L A
s, IS ST
T
i vue . - . . .
iy, =% MRS I L LR Y1 T SN P P Y

woraus, wegen (4'), (16) und (17),

"—1 f!fk . Ll : L
(19) 2 e = dive + %“‘7‘.“. o
H—1 d%.‘ﬁ NTKI . .
(20) gi‘ dx = i+ 2",“_ (Yoas Zaet Yerr Zis)s

welche die Divergenzen divr und Div 8 von Heintensoren (erster bzw. zweiter
Stufe) direkt durch Beinkomponenten und Beinoperationcn darstellen.

Fir n = 4 hat man einen vierstufigen elementaren Tensor zur Verflgung,
namlich das bekannte RICCISehe e-System, dessen kovariante bzw. koutra-
variante Komponenten
b T

£, . g

g
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gleich Null sind, wenn die vier Indizes nicht alle verschieden sind. Die tbrigen
1
Vigi
mutation (u vc g) in beziig auf (0123) gerade oder ungerade ist.
Es sei wiederum E mit den kontravarianten Komponenten E’*
symmetrischer Tensor zweiter Stufe. Setzt man

Komponenten haben die Werte :I:V_fg} bzw. £ , je nachdem die Per-

ein schief-

.|
e

(21) P.=E. .z
was mit

(21) P
oder in der v. [LAUESEHEN Bezeichnung mit

0] p=Div'E

gleichbedeutend ist, so wird es berechtigt, den Vektor p mit den obigen
kovarianten bzw. kontravarianten Komponenten PIAFFSCHC Divergenz
von E zu nennen, weil die p” identisch verschwinden, dann und nur dann,
wenn die Z,, mit den Koeffizienten des bilinearen Kovarianten eines PFAFF-
schen Ausdruckes (f),d.x’ zusammenfallen. Dies ergibt, sich am einfachsten,
wenn man in (21') die kovarianten Ableitungen 2 durch ihre expliziten

ralr
Seal I

Werte ersetzt, und beachtet, dal wegen der Schiefsymmetrie der Z., nur
L Az
(21'") v= =, B I
"

bleibt. Offenbar verschwinden die zweiten Glieder, wenn die

(]zn‘b i".‘qji
dardas daraT
Indem man den Ausdruck (21'") der p' in die zweite Form (16) der

Divergenz eines Vektors einfuhrt, bekommt man ohne weiteres div p = o,
was mit Rucksicht auf (21")

@3 div Div § =6
geschrieben werden kann, d.h. die Divergenz der PFAFFsehen Diver-

genz eines schiersymmetrischen Tensors zweiter Stufe in R, ver-
sehwindet identiseh.

Ferner wollen wir den Vektor p (PFAFFSCHE Divergenz) direkt durch die
Beinkomponenten

(iE“
- durch
da

die Dilferenzen

E.‘.t- = £.. CPEAL

des gegebenen Tensors darstellen. Es empfiehlt sich, daflr von den soeben
geschriebenen Gleichungen in aufgeldster Form

AL

—— ot Ls - -
= }o,,“,:u-fw-"s-l:

-

auszugehen und die z,,.durch koVariante Ableitung des zweiten Gliedes zu
berechnen.
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Wegen
L4
Euu = 2! dE:‘ A

und (4) bekommt man

3 dE.
Er‘|f=2“_, d ?~§|.f.|| }v|.-+2 Eu"uf{')‘m Jl-’-}|g+}'m?‘ﬂ<)‘6|-=

FOR L SN b

EER LA

und folgl N )

=% g 'f’“+ > Ee (G Vase = i Ve
2in it ds, _,“l.,,u et Yaje Tt Bkt Yait
= {dEs .

= },‘m S g +2’,(7j§.‘;ﬂ'+'}_’;’£—.’éﬁj)}

Pta Fapn Fape Pugy
1 e P Papa P
(23) Eppy = €77 A;ju’ﬂ f:| f:p l I | i

V[f)‘l ?~;|.‘ }‘jlk ‘}'z[! ?~a|3
Pt Paln Prpa Ay
gesetzt hat. Diese ¢4,y sind somit Null, wenn zwei der vier Indizes unter-
einander gleich sind. Wenn dagegen ihkl eine Permutation der Zahlen
0123 darstellt, so hat e, den Wert =1, je nachdem die Klasse der Sub-
- LAkl .
stitution (; »g) gerade oder ungerade ist. Demzufolge erkennt man. daf3
in dem socben erhaltenen Ausdruck der p, die zwei letzten Glieder gleich
sind. So bekommt man schliefllich

a LI |
(24) B = z&“ mu{ (;” + 2 2}_'?;‘“2,1}'-

3. Umformungen fir eine indefinite Metrik.

Nach EISENHART! lassen sich ale Formeln der n-Beintheoric in sehr
tbersichtlicher Weise auf indefinite MaRbestimmungen (bertragen, ohne das
reelle Gebiet, s es nur vorldaufig, zu verlassen.

Fat man ein indefinites

det =y dz'da

ins Auge, so nennt man bekanntlich eine (reelle) Richtung d*" zeitartig
oder raumartig, je nachdem das entsprechende ds® > oder < o ausfallt; Null-
richtungen sind die 0o"~?, fir welche ds? = o wird.

! Ricmannian (Geomeiry, Princcton University Press, 1926, Cliap. 111
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Parameter einer eigentlichen (d. h. nicht Null-) Richtung nennt man
jedenfalls die Verhéltnisse

N L :
»o= U= - PO CERE Ty § ]
lrhl
Man hat somit
of s
A = =dx1 =
(25) Fu AR |d’q,t ! L)

indem man von jetzt an mit e die positive oder negative Einheit bezeichnet.
Als Momente einer gegebenen Richtung fuhrt man, wie im definiten
Falle, die kovarianten (irdRen

(26) A=yl
ein. so dall die pmdratische ldentitat (25) die Form

(27) AR =
annimmt.
Sind &Il =o0,1 .¢¢¢, n— 1) die Parameter eines orthogonalen /»-Beins,

welches aus lauter eigentlichen Richtungen besteht, so hat man wegen der
Orthogonalitat
Jip e = 0. G &K
und auBerdem, wegen (27),
}‘"l")‘;= i1 =r-.

Die Gesamtzahl der negativen (und folglich auch der ubrigbleibenden
positiven) «; ist fiir ein gegebenes ds’ stets gleich seinem Tragheitsindex und
somit immer dieselbe, welches auch das betrachtete (eigentliche) n-Bein sei.

Die zwei soeben geschriebenen Relationsgruppen zwischen Parametern
und Momenten eines n-Beins konnen mit der Ublichen Bezeichnung der
Symbole in die einzige Formel

(28) Mhgy, == by = ody,
zusammengefallt werden; oder, wegen », = t,
Aoy, = 8.

Wir entnehmen hieraus, dafll die reziproken Kiemente zu den Para-
metern A; nicht gerade die Momente 4;;, sind, sond #X;,. Ebenso sind
r;#; die reziproken Elemente der Momente ;,,. Wenn man die Gleichungen
(26) fur alle Beine geschrieben denkt, so hat man (indem man den Summen-
index mit & bezeichnet)

My =G X
Durch Multiplikation mit #4;|, und Summierung in bezug auf i bekommt man

=1

(2) yli= ziﬂiailnaﬂv!

n

welche die Formel (2) des definiten Falles ersetzt, usw.
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Nunmehr darf ich mich auf ganz kurze Hinweise beschrénken. Uber-
haupt werde ich nur die Formeln hinschreiben, die nicht durchaus unver-
andert bleiben. Sie werden mit * behaftet sein und dieselbe Nummer der
entsprechenden, sich auf eine defmite Metrik beziehenden, bekommen.

Erstens, Beinkomponenten irgendeines gegebenen Tensors und Rotations-
koeffizienten %;; sind jedenfalls durch die Definitionsgleichungen (*) und (4)
einzufihren; dagegen werden die aufgelosten Ausdricke der ; im allge-
meinen:

I=¢

4)* sap., = 2” Yigh £ 6 Aipe Py

Die kovarianten Gleichungen (6) sowie die Delinitionsgleichungen (7) der
Vier-Indizesy gelten unbedingt. Nur die Beintensorausdriekc der < 4z €r-
leiden eine kleine Modifikation. Ks ist namlich allgemein zu setzen:

= P _ M [N

8)* Yyar = ds, + 2! el Yot 1Yise = Yiea) = Yoir Yiie — Yees Voiel -
e f -

Selbstverstandlich sind diese GroRen zufolge der Gleichungen (7) immer
noch durch die Relationen (9) verknupft.

Wesentlich ist doch, zu beachten, daR der lokale Obergang von einem zu
einem anderen ro-Beinekeiner orthogonalen Transformation entspricht, sondern
einer pseudoorthogonalen, d. h. einer solchen, welche die quadratische Form

o

() = 2‘_ o

invariant laBt. Die Koeffizienten #;; einer solchen pscudn-nrthogonalen Trans-
formation erfullen somit die Bedingungen

Z,"‘x""x"’ = 2;”“““1& = diy..

Aus der Forderung, die Form Q{z) invariant zu lassen, folgt unmittelbar
der allgemeinste Ausdruck, welcher den Koeffizienten «, zukommt im Falle
infinitesimaler pseudoorthogonaler Transformationen. Man hat nur

2= 8,4+ 8,
zu setzen, und die R; als unendlich kleine GroéRen zu betrachten. Fihrt
man in Q die Substitution

(29) Fo 1 rz..*rz,-;.:‘.';. == .3':—-‘-",— g*ﬁi}:;

aus, und verlangt, daR Q{:’) die Formz_e,-z';‘ beibehdlt, so bekommt man

(wie im Falle von rein orthogonalen Substitutionen) gerade die Bedingung
der Sehiefsymmctrie:

(30)
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Die Bestimmungsstiicke eines Beintensors sind Zahlensysteme, welche
gegentiber pseudoorthogonalen Transformationen sieh wie Tensoren verhalten;
far lokale Beintensoren gilt dieses Verhalten nur gegeniber pseudoortho-
gonaler Transformationen mit konstanten Koeffizienten. Die Operatoren

df . =t af
e, = S = 2 Mo
verhalten sieh wie Bein Vektoren.

Wenn (i) und (k) irgendwelche Beinindizesgruppen bezeichnen und
Ay By zwei lokale Beintensoren, so wird die Verjingung in bezug auf
J. 7 durch die Formel definiert

2‘,‘} 4'11»'” ”lm .

Dementsprechend bekommt man statt (10) und (11)

(10 (i =2 faVos e

(11)* o= z”"‘,ﬁ CoNea, al

Weiter missen die Formeln (12), (14) und (15) durch

- Ll

12 ik —_ r

(12) ¥ e oty
"

(14) =
und
(15) iy = >:, et (Yo — Yo

ersetzt werden, wahrend die Ausdricke (13) von knvarinntcn und kontra-
Varianten Komponenten durch die Beinkomponenten %, aus der allgemein-
glltigen Definition (1) der Beinkomponenten eines Tensors zu entnehmen sind.
Sie werden folglieh

T3y

>N
(13) l L

PR e F—
= ST A F
-

w1
o - -
| . \;I:,—A.f‘-t‘,l.”«f.‘,ll_

Da die Verjingung von pseudoorthogonalen Beintensoren durch Hinzu-
fugung des Faktors e mit dem betreffenden Index geschieht, so ist es ohne
weiteres ersichtlich, dal die (19), (20) und (24) die. Forin annehmen
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. -1 d” L Xl |
(19) dive = 2,”0 af;_ 2"&":-')‘“101.
L * o

LEak | rzE‘*_I!—l

(20) Ui = 2;’* ds “f’ﬁ'f‘r{'?mfu-f' YearEin) s
o w o
2 ITEs 2 .

(24) .= 2“1"& Fiti€gig { f;‘:: +2 2’.'}"3'1&:5'.,?1- } -

Selbstverstandlich bleiben die Gleichungen (18') und (22), d. h. zusammen
(31) div Div 8 ) = o. div(Div*§ =o0.

welche invariante Eigenschaften ausdriicken, stets gultig.

4. (Gravitationsgleichimgen.

Die kuvarianten Komponenten des Knergietensors seien, wie ublich,
durch T,, bezeichnet. LaRt man Einwirkungen von irgendwelchem Ursprung
zu, so sind diese Ty, in zwei Anteile zerlegt zu denken, von denen der eine
r,. rein elektromagnetisch ist, und der andere T,, den etwaigen Rest dar-
stellt. Wir setzen somit

(32) T, =r.+T.,
wo r der bekannte MAXwELLsehe Tensor ist; ferner ist natlirlich T,y = 0 im
Vakuum.

Die EiINSTKiNsehen Gleichungen (ohne kosmologisches Glied) lauten be-
kanntlich
(,—tlg, = —nl._,

wo die Proportionalitatskonstante x sich durch die Gravitationskonstante f und
Sw.f‘)

die Lichtgeschwindigkeit e ausdricken laRt (x =
p

Fuhrt man gemalR den Formeln
== (1, 2527,
T = L a32] usw,
die entsprechenden Beintensoren ein, so hat man einerseits aus (32)
(32) Tp= v+ T,
und hauptsachlich die Gravitat ionsgleichungen in beintensorieller Form
o) the—48,60=—xT,, hk=0,1,2,3)
wo gemaR (10)* und (11)

5 k) L)
: iy Ny . ) — -
0 =2,ﬁ"‘n'l‘u.u; 8 --2",‘&(’.1-& -—z”"a't')‘ﬂ.u-
" o n

! Sie worden seit 1918 von CISOTTI (Rend. Acc. Lincei, Vol. XXVII. S 366--371) an-
gegeben, doch mit Beschrankung auf die (imaginare) Schreibweise (8), (10), (11).
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Da die zugrunde zu legende Kaum-Zeit-Mannigfaltigkeit der allgemeinen
Relativitatstheorie eineindefinite Metrik mit Trégheitsindex 3 besitzt, so ist genau.

(33) fo =1, == m—

ZU setzen.

Die %, n sind durch die Gleichungen (8 als Gitterdifferentialelemente
zweiter Ordnung eingefiihrt. lhre Kombinationen Gj haben Tensorcharakter
gegeniiber allen pseudoorthogonalen, d. h. im gegenwartigen Falle LORENTzschen,
Transformationen (auch wenn man die Koeffizienten irgendwie mit der Stelle
variieren |&Rt).

Die 10 Gleichungen (1) bevorzugen demnach, wie Ubrigens von vornherein
ersichtlich, in Rucksicht auf ihre urspriingliche Form, kein besonderes Vier-
bein. Sie gelten unter derselben Gestat, fir irgendwelche orthogonale Vier-
beine des relativistischen R, und dienen bekanntlich zur Festlegung ihrer
Metrik.

Da sie dochjedenfalls 10 Relationen zwischen den 16 Parametern ;liefern,
so braucht man nur dieselben durch 6 weiter«, verniinftig gewahlten Bedingungen
zu verbinden, um unter alen mdglichen Vierbeinen und zugehdrigen Gittern
ein spezielles, das Weltgitter zu charakterisieren.

Wir werden demnéchst (Nr. 6) diesen letzten Schritt ausfiihren, welcher
Ubrigens der einzige wesentliche ist. Indessen wird es angemessen sein, die
MA\WE!.LSchen Gleichungen in geeigneter Kleidung vorauszuschicken.

5. Elektromagnetische Gleichungen.

Es sden Fy, FY, Fy. die (bzw. kovarianten, kontravarianten Bein-) Kom-
ponenten des schiefsyminetrischen Tensors F, welcher das elektromagnetische
Feld in dar Raum-Zeit-Welt bestimmt: S (Vektor) der Viererstrom, S, usw.
seine Komponenten, wobe adles in sog. rationellen Einheiten gemessen zu
verstehen ist.

Die MAXWELLshen Gleichungen (wie de seit KIXSTKIX in der allgemeinen
Relativitatstheorie eingeblirgert sind) lauten dann:

39 Div F=S, Dix*F=o.

Jede Gruppe enthdlt vier Gleichungen, so dal3 auf den ersten Blick man
deren Anzahl as 8 erklaren wirde. Es ist aber notwendigerweise div S = o.
s0 dal3 nach (31) zwei identische Relationen bestehen, namlich das Verschwinden
der betreffenden Divergenzen. Zwei Gleichungen des Systems (34) kodnnen
somit (unter gehoérigen Nebenbedingungen) as Folge der 6 Ubrigen betrachtet
werden; und tatsachlich weil3 man, dal3, wenn man S as gegeben oder ander-
weitig mit dem Tensor F verbunden ansieht, dann die Gleichungen (34) nichts
anderes ds die eindeutige Bestimmung der sechs Komponenten von F fur
xd®  aus. ihren Werten fir ein gegebenes x° (und irgendwelche x*, 2, X3
enthalten.



16 Sitzung der physikai.sch-mathematischen Klasse vom 14. M&z 1929 [150]

Wir brauchen noch den symmetrischen Energiespannungstensor explizit
hinzuschreiben. Bekanntlich sind seine kovarianten Komponenten folgender-
malien definiert:

T,.=—g K F 40, K F,

Durch Uberschiebung mit #%x5 (indem man rechts g* durch 2,”*7‘?"’:

a

und F" durch z“:;,.rﬁ Fy2jn; ersetzt) erhalten wir die gewiinschte Beintensor-
a

formel:

3 ¥
(35) T = = E,".ﬂ Foka+ du EJ.A"_}'"& i

6. Deutung des elektromagnetischen Tensors im Weltgitter.
Rein geometrische Formulierung der Feldgleiehungen.

Wir dirfen a priori durchaus willkirlich die sechs Beinkomponenten Fi
des elektromagnetischen Feldes mit irgendwelchen geometrischen Eigenschaften
eines (daraus zu bestimmenden) Vierbeins des R, verknipfen. Am einfachsten
bewirkt man dies, indem man die Fi. proportional zu den entsprechenden
Elementen eines (diflercntialen) sehiefsyinmetrisehen |okalen Beintensors setzt.
z. B. zu den durch die Gleichungen

= ]“ JT;H’
(3) i —2; i o,
oder
(1§)- Y :Z!"f"rl'}'m- - Vi

der Nr. 3 definierten difterentialen Ausdriicken zweiter bzw. erster Ordnung.
Das zweckmaRigste ist, wie wir sehen werden, sieh an die erste Wahl
zu halten und dementsprechend

(A) *": —_V -E-‘k
Zu setzen, wo  eine Konstante bedeuten soll.

Dadie Riccischen Drehungskoeffizienten w;,, nichts anderes als Verhaltnisse
zwischen einem Winkel und einer Lénge sind, so besitzen die %, Dimensions-
formel 1~'2. Dagegen verhalten sich die Fi wie die Quadratwurzel einer Energie-
dichte. Folglich hat man

W=7t "me,

Der Proportionalitatsfaktor — hat dsher die Dimensionen

(36)

einer elektrischen Ladung e und mag dementsprechend unter der Form
(36) U= gr
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geschrieben werden, wo der Proportionalitétsfaktor § nunmehr eine reine Zahl
ist. Ubrigens ist es gleichfalls berechtigt, in (36), statt e, irgendeine andere
Grole, welche dieselben Dimensionen besitzt, erscheinen zu lassen: z.B. kann
man setzen

(36 v =3, Yhe,

wo h die PLANCKsshe Konstante, ¢ die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume
und 3, eine reine Zahl bezeichnen.

Die endgultigen geometrischen Gleichungen, die aus dem MAXxwELLseben
System (34) und unserem Ansatz (A) entspringen, lauten demnach

1) DivE= 'S, Div £=0,

wo unter 8 der lokale Beintensor (12)* zu verstehen ist. Schlief3lich ist
also die geometrische Bestimmung des zum Felde gehdrigen Vier-
beins (Weltgitters) aus den beiden Systemen (I) und (II) zu ent-
nehmen, die zusammen (anscheinend zwar 18, aber wesentlich nur) 16 Diffe-

rentialgleichungen (zweiter bzw. dritter Ordnung) in den 16 Beinpara-
metern &; bilden.

7. Fall des leeren Raumes — Abwesenheit eines
elektromagnetischen Feldes.

Im leeren Raume (Ty. = 0, S = 0) reduziert sieh (1) wegen (32) auf
die Form

(1) (o —30,6=—nrr,,
wo gemal (35) und (A) das zweite Glied den Wert

3 Kl

(35) T = —+" z' 1 S S Ay 2“'}"‘& Zh
hat. Das System (I1) wird seinerseits
(1)) DivE=0. Div £ =0.

Wenn nicht nur der &Rere Energietensor T, sondern auch das elektro-
magnetische Feld verschwindet, so sind nach dem fundamentalen Ansatze (A)
auch die sy., und mithin wegen (35') ebenfalls die T\k. gleich Null. Geschieht
das Uberall in der Raum-Zeit-Weit, so weiR man ! ,daR die Gleichungen (1),
welche einfacher Gjx = o werden, notwendigerweise nach sich ziehen, da
die Metrik des Raumes euklidisch oder richtiger pseudoeuklidisch ist.

Was ist nun in diesem Grenzfale die geometrische Bedeutung der
Abwesenheit von elektromagnetischen Erscheinungen, d. h. der Gleichungen

(37) fy=o0?

' Vgl. SERINI, REND. Aee Lincei, Vol. XXVII. 1918. S. 235-2,58.
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Sie besagen einfach, daR dasWeltgitter kartesisch oder richti-
ger pseudokartesisch ist.

Um den Beweis mdglichst rasch geben zu kénnen, werde ich nur Vier-
beine betrachten, die unendlich kleine Abweichungen von einem pseudo-
kartesischen Gitter aufweisen.

Wenn man speziell die x" als kartesische, sicli gerade auf diesem Gitter
beziehende Koordinaten auffalt, so hat man fur die Parameter des ent-
sprechenden Vierbeins

.ﬂ‘,"=é\‘

Es seien A! diejenigen irgendeines benachbarten Vierbeins. Da der Uber-
gang von den A zu den &; einer infinitesimalen pseudoorthogonalen Trans-
formation entspricht, so mussen nach (29) die & sich folgendermallen aus
drucken lassen:

Y

k]
(39 7%= b4, Budy, = 8, + i,

wo die Bjx. einen schiefsyminetrischen Beintensor bilden. Hieraus
kann man die reziproken Kiemente unmittelbar berechnen. In erster An-
naherung findet man

f\'A,ll _3 +r‘|,,'3,-!,.

und folglich durch Multiplikation mit
{38) = &3,

Andererseits, wenn man von unendlich kleinen GroRBen uberhaupt ab-
sieht, reduzieren sich die Operatoren

rf.\’i %

auf die einfache Form
d

'd .'!"

und die kovarianten Ableitungen auf die gewohnlichen.
Die Definition (4) der Drehungsinvarianten  gibt somit (bis auf unendlich
kleine GroRen zweiter Ordnung)
45,
Yirt = i At

und man bekommt weiter aus (12)*

powE
-.-.1 = .{2’: 0.y

0
Der leferentlaloperatorz .«*, ﬂ ist nichts anderes als der D'ALEMBERT-

”
(9 a'y:
Seche (oder LORENTzsche) »_.). D|e Gleichungen (37) nehmen daher die Form an
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und unter passenden Anfangs- und Grrenzbedingungen ergeben se genau
Bu=o,

d. h. den kartesischen (richtiger pseudokartesschen) Charakter des Welt-
gitters. Ich glaube, daR gerade dieser SchluR unseren Ansatz (A) recht-
fertigt. Hatten wir etwa

Fo=v, (v" = korng)

mit den Ausdriicken (15)* der #,,. gesetzt, so wirden wir nichts Befriedigendes
bekommen haben.

Ein allgemeinerer Ansatz, wie z. B.
F,= UE.‘:-""‘-'"h;-:

wiirde dagegen komplizierter, aber in logischer Hinsicht ebenso zuldssig wie(A)
sin. In erger Anndherung bekommt man sogar dassbe, weil die # von
héherer Ordnung als die Z sind.

Ausgegeben am 23. April.

Berlin. sedruekt in der- Reiehsdruekere.





















