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PREFACE TO AMERICAN EDITION

Gustav Doetsch’s world renowned monograph on the theory and prac-
tical applications of the Laplace Transformation is generally recognized
as the most useful and rigorous exposition of an operational method which
has become increasingly important for wartime research problems of the
mathematician and physicist.

The publishers are therefore gratified to make this work available to
the American scientist at less than 1/ of the former $14.50 price.

For greater convenience of American users corrections have been made
of all errors in the first edition noted by the editor. The German-English
glossary of technical terms peculiar to this volume has been compiled by
Dr. Sergei Feitelberg, physicist for Mt. Sinai Hospital.
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Vorwort.

Die Laplacesche Integraltransformation f et F(t)dt kann als das
kontinuierliche Analogon zur Dirichletschen Reihe X a, ¢~ A und zur
Potenzreihe X ¢,z" = Nc¢,e™ " betrachtet werden. \Wihrend jedoch
diese Reihen lingst zum Allgemeingut der Mathematiker gehéren und in
den verschiedensten Gebieten angewandt werden, ist die Laplace-Trans-
formation nur einem kleinen Kreis wirklich geldufig, was um so be-
dauerlicher ist, als sie an Verwendungsfihigkeit jene Reihen, die sie als
Spezialfille enthilt, noch weit iibertrifft. DaB die Laplace-Transfor-
mation, obwohl sie auf ein viel hoheres Alter als die Dirichletsche Reihe
zuriickblicken kann, sich bisher so wenig eingebiirgert hat, liegt in erster
Linie daran, daB bisher einc zusammenfassende Darstellung ihrer Theorie
fehlte. Das Material ist iiber die ganze Zeitschriftenliteratur verstreut
und oft in andere Untersuchungen eingebettet, wo man es kaum ver-
mutet; vieles steht in ilteren Jahrgidngen schwer zuginglicher Zeit-
schriften. Dazu kommt, daB manche grundlegende Sitze der Theorie
zwar den Kennern geldufig sind, sich aber nirgends explizit formuliert,
noch weniger bewiesen finden. Auch das explizit Ausgesprochene und
Bewiesene leidet hiufig darunter, daB die Beweise unzulinglich oder
nicht in wiinschenswertem Umfang gefiihrt sind. Alle diese Umstéinde
lieBen bei der wachsenden Bedeutung der Laplace-Transformation den
Wunsch nach einer Darstellung immer fithlbarer werden, die einerseits
die theoretischen Grundlagen der Transformation ausfiihrlich und ein-
heitlich zusammenstellt, und andererseits zeigt, in welchen Gebieten sie
bisher mit Erfolg angewandt worden ist.

Man kann heute innerhalb dessen, was zur Laplace-Transformation
zu rechnen ist, drei Richtungen unterscheiden. Die erste befaBt sich
mit dem Laplace-Integral im eigentlichen Sinn f e ' F(f)dt mit den
Grenzen 0 und oo bzw. — oo und oo, wovon das letztere mit der Mellin-
Transformation #quivalent ist — hier ist es vorteilhaft, das Integral
im Riemannschen und nicht im Lebesgueschen Sinn zu nehmen —;
die zweite mit dem Fourier-Integral f e "*F(x)dx, das zum Laplace-
Integral so steht, wie die Fourier-Reihe zur Potenzreihe, dessen Theorie
also auf das Studium des Randverhaltens hinauslauft -— hier steht das
Integral im Lebesgueschen Sinn im Vordergrund und zwar besonders
die quadratisch oder allgemeiner in einer Potenz > 1 integrabeln
Funktionen —; die dritte mit dem Laplace-Integral in Stieltjesscher
Gestalt f e *dd (), das in enger Beziehung zum Momentenproblem
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steht und sich auch vorzugsweise in dessen Bahnen entwickelt hat.
Das vorliegende Buch handelt von der ersten Richtung (wobei auch
die Mellin-Transformation ausfiihrlich zu Wort kommt) und spricht nur
gelegentlich von der zweiten, wo sich dies sachlich als notwendig erweist.

Wie das bei einer ersten zusammenfassenden Darstellung selbst-
verstindlich ist, konnte vieles in der Literatur Vorhandene stark ver-
einfacht und in neuen Zusammenhang gebracht werden, vieles muBte
aber auch neu aufgestellt oder zum erstenmal wirklich bewiesen werden,
ohne daB dies im einzelnen im Text zum Ausdruck gebracht ist. Wo
ich irgendwie eine Quelle zitieren konnte, habe ich es in den ausfiihrlichen
»Historischen Anmerkungen’ am SchluB des Buches getan. Dagegen
ist der Text vollig frei von Autorennamen gehalten worden, mit selbst-
verstindlicher Ausnahme der rein geschichtlichen Paragraphen und
solcher Dinge, wo es sich um klassische und althergebrachte Bezeich-
nungen wie Cauchyscher Satz, Abelsche Summabilitit u. dgl. handelt.
Die historischen Anmerkungen und das Literaturverzeichnis nehmen
nur Bezug auf die in die Theorie der Laplace-Transformation gehérige
und im Buche verwertete Literatur, die iibrigens bis Anfang 1937, dem
Zeitpunkt der Fertigstellung des Buches, beriicksichtigt ist. Hinweise
auf Arbeiten und Biicher aus anderen Gebieten, die nur beweistechnisch
gebraucht werden, finden sich in den FuBnoten.

Die Tendenz des Buches geht dahin, in der Sprache der Funktiona-
analysis zu schreiben und demgemiB die Funktionaltransformation
konsequent als Abbildung zweier Riume aufeinander aufzufassen. Das
ist nicht bloB eine AuBerlichkeit, die sich in der Anwendung eines
Funktionalzeichens an Stelle des Integrals ausdriickt, sondern trigt,
wie die Anwendungen bei Funktionalgleichungen und in der Asym-
ptotik hoffentlich zeigen, zur klaren Einsicht wesentlich bei.

Was die Einteilung des Buches angeht, so enthilt der I. Teil im
wesentlichen die Theorie, die Teile I bis V die Anwendungen, ohne daB
diese Teilung pedantisch durchgefiihrt worden wire, was zu einer Zer-
reiBung organisch zusammengehoriger Dinge gefiihrt hitte. So sind im
I. Teil schon viele Anwendungen besonders funktionentheoretischer Art
eingestreut, wihrend z. B. im III. Teil bei der Asymptotik die als
Grundlage dienenden Abelschen und Tauberschen Sitze untergebracht
sind, die man auch zur Theorie rechnen kénnte.

Beim Studium des I. Teils wird man merken, daB die eigentlich
funktionentheoretische Seite der Laplace-Transformation im Verhiltnis
zu den Kenntnissen iiber Potenzreihen noch ziemlich wenig durch-
forscht ist. Die Resultate iiber die im Unendlichen reguliren Laplace-
Transformierten (5. Kapitel), die das einzige voll abgerundete funktionen-
theoretische Gebiet innerhalb der Theorie der Laplace-Transformation
darstellen, sind bereits iiber 30 Jahre alt. Hier bleibt also noch
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sehr viel zu tun iibrig. Ahnlich steht es mit den Beziechungen zur Di-
richletschen Reihe, die auch als Laplace-Integral geschrieben werden
kann. An verschiedenen Stellen ist im Text darauf hingewiesen, daB
gewisse Sitze iiber Dirichletsche Reihen im Rahmen der Laplace-
Transformation ihre naturgemiBe Erklirung finden. Diese Beziehungen
lieBen sich noch wesentlich weiter ausbauen.

Von den Anwendungen auf Funktionalgleichungen habe ich die auf
Integral- und Differentialgleichungen gebracht, dagegen die auf Diffe-
renzengleichungen unterdriickt, da diese in dem in der gleichen Sammlung
erschienenen Werk von Norlund dargestellt sind. Daran liegt es auch,
daB ich auf die Zusammenhinge mit den Fakultitenreihen nicht ein-
gegangen bin. Da ich den Umfang des Buches nicht beliebig vergréBern
konnte, so schien es mir wichtiger, den zur Verfilgung stehenden Raum
fur solche Gebiete zu verwenden, die noch keine buchm#Bige Darstellung
erfahren haben, obwohl ich die Fakultitenreihen, die Differenzen-
rechnung und noch manches andere hierher Gehérige wie die Pincherle-
schen und Mellinschen Untersuchungen iiber den Zusammenhang
zwischen Differential- und Differenzengleichungen und zwischen Gamma-
und hypergeometrischen Funktionen gern unter den Aspekt der im
Buche behandelten Theorie gestellt hitte.

Im iibrigen hoffe ich aber von den Anwendungen soviel gebracht zu
haben, daB man einen Eindruck davon bekommt, wie weitschichtig
diese sind. Sie ziehen sich durch die Funktionentheorie (insbesondere
auch die Theorie der asymptotischen Entwicklungen), die analytische
Zahlentheorie (so wird z. B. der Primzahlsatz auf dem kiirzesten heute
erreichten Wege bewiesen und ein ziemlicher Teil der Theorie der Zeta-
funktion abgeleitet), iiber die Theorie der Funktionalgleichungen bis zu
Gebieten der Praxis des Physikers und Ingenieurs hin, so daB derjenige,
der das Buch durcharbeitet, ein gutes Stiick reelle und komplexe
Analysis kennenlernt.

Bei den gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen bin ich
besonders den Beziehungen zum symbolischen Heaviside-Kalkiil und
der sog. funktionentheoretischen Methode nachgegangen, die sich bei
den Ingenieuren, vornehmlich den Elektrotechnikern, groBer Beliebt-
heit erfreuen. Es besteht heute kein Grund mehr, diesen unsicheren
Kalkiil zu benutzen, da die Laplace-Transformation alles, was er (auf
illegitimen Wegen) leisten kann, véllig exakt und ebenso schnell, auBer-
dem aber noch sehr viel mehr leistet. Es war urspriinglich meine Ab-
sicht, dieses Gebiet noch ausfiihrlicher und zwar in einer Form darzu-
stellen, die an die gewohnten Vorstellungsweisen des Ingenieurs an-
kniipft. Doch hitte dies, abgesehen von einer untragbaren VergréBerung
des Umfangs, 2ur Heranziehung von vielen Dingen fithren milssen, die
dem Charakter des Buches als mathematischen Werkes fremd gewesen
wéren, und dem Ingenieur wire damit doch nicht voll und ganz gedient
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gewesen. Ich gedenke daher, der Anwendung von Funktionaltrans-
formationen auf Rand- und Anfangswertprobleme, wie sie die Technik
stellt, ein zweites Buch zu widmen, das ganz auf die Denk- und Vor-
stellungsweise des Ingenieurs zugeschnitten ist. Dieses kann dann von
allem Theoretischen dadurch entlastet werden, daB hierfiir auf das
vorliegende Buch verwiesen wird. Immerhin kann der Ingenieur schon
an den im V.Teil vorgefithrten Beispielen so viel lernen, daB er weitere
Probleme seines Faches mit derselben Methode angreifen kann. Ich
wiirde es begriien, wenn ich schon jetzt aus den Kreisen der Techniker
und besonders Elektroingenieure, die mir bereits bisher durch viele
Zuschriften ihr Interesse an der Methode bekundet haben, auf vor-
handene Arbeiten, ungeloste Probleme usw. aufmerksam gemacht
wiirde, wie ich auch jede Anregung und jeden Verbesserungsvorschlag
beziiglich des vorliegenden Buches, vor allem auch Sonderabdrucke
einschligiger Arbeiten dankbar aufnehmen und bei einer etwaigen
Neuauflage beriicksichtigen werde. Je schneller das Buch iiberholt ist,
um so besser hat es seinen Zweck, ein wirksames und heute noch wenig
genutztes Instrument der Mathematik populdr zu machen, erfiillt.

Danken mochte ich an dieser Stelle meinem fritheren Schiiler
Dr. Hans KnieB, der von meinem Manuskript eine Reinschrift, die als
Druckvorlage diente, angefertigt hat, sowie der Verlagsbuchhandlung
Julius Springer, die auf meine vielfachen Wiinsche stets bereitwillig
eingegangen ist.

Freiburg i. B., Oktober 1937

Riedbergstr. 8.

G. Doetsch.
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Abkiirzungen.

Die Kapitel zerfallen in Paragraphen, diese gelegentlich in Nummern.
Die Formeln und Sitze sind innerhalb jedes Paragraphen durch-
numeriert. Bei Hinweisen werden folgende Abkiirzungen benutzt:

4.5 fiir 4. Kapitel, §5;
5.3.1 ., 5. Kapitel, §3, Nr. 1;
6.9 (2) ,, Formel (2) in 6.9;

Satz 2 [3.7] ,, Satz 2 in 3.7.

Kleine hochgestellte Zahlen verweisen auf die historischen Anmer-
kungen am Schluf. Die Literatur wird dort mit dem Namen des Autors
und der Nummer der betreffenden Arbeit im Literaturverzeichnis (am
Ende des Buches) zitiert, z. B. MELLIN 3.

Ist eine beliebige, auch komplexe, Funktion f(x) und eine positive
Funktion g(x) fir x= x, definiert, so bedeuten die drei Symbole

Hx) =0(x), (%) =0.=x), [f(x)=o0(gx)
der Reihe nach folgendes:

f(x) =0(gx): |[F(x)| =Kg(x) fir x= x,;
Ho) =0ugm):  f1) =—Kglx) fur x=x,
o =o)L oo fiir % oo,

wo K eine positive Konstante ist. Dieselben Symbole werden auch
benutzt, wenn f(x) und g(x) in der Umgebung einer endlichen (reellen
oder komplexen) Stelle definiert sind und die Relationen in dieser Um-
gebung, bzw. bei Annidherung an diese Stelle gelten.



I. Teil

Allgemeine Theorie
der Laplace-Transformation.

1. Kapitel.

Grundbegriffe der Funktionalanalysis.

Der einfachste Funktionsbegriff ist der der reellen Funktion einer
reellen Variablen. Geometrisch bedeutet er die Zuordnung von Punkten
auf einer Geraden zu Punkten auf einer Geraden. In dieser geometrischen
Fassung dringt der Begriff von selbst zur Verallgemeinerung: Man
kann das ,,Argument’’ (die unabhingige Variable) oder den ,,Funktions-
wert'‘ (die abhingige Variable) oder auch beide in einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit (im komplexen Zahlgebiet) variieren lassen
und so weiter zu héheren Dimensionen aufsteigen. Von diesem Stand-
punkt aus ist es nicht mehr fernliegend, auch Rdume von wunendlich
vielen Dimensionen zugrunde zu legen, das sind solche, deren Elemente
durch unendlich viele (reelle oder komplexe) Zahlen, die ,, Koordinaten*,
festzulegen sind. Beispiele solcher Riume sind jedem bekannt. So ist

z. B. eine Potenzreihe E a, 2" bestimmt durch ihre unendlich vielen

Koeffizienten a,, a, .. kann also als Punkt in einem Raum von ab-
zdhlbar unendlich vielen Dimensionen angesehen werden, wihrend eine
Funktion f(x) im Dirichletschen Sinn ein Beispiel eines Punktes in einem
Raum liefert, dessen Dimensionszahl die Michtigkeit des Kontinuums
hat, da sie ja der Inbegriff der kontinuierlich vielen Werte f(x) ist.
Aber auch der Begriff des funktionalen Zusammenhangs zwischen Riumen
beliebiger Dimensionszahl ist der Mathematik sehr geldufig. Betrachtet
man z. B. die obere Grenze G von gewdhnlichen reellen Funktionen f(x)
im Definitionsintervall oder das bestimmte Integral zwischen festen
Grenzen, so liegt eine Zuordnung vor, bei der das Argument f in einem
Raum von unendlich vielen Dimensionen, der Wert G in einem eindimen-
sionalen Raum variiert. Ordnet man dagegen den differenzierbaren
Funktionen ihre Ableitungen zu, so liegt ein Zusammenhang zwischen
zwei unendlich vieldimensionalen Riumen vor. — Wir nehmen in der
Folge das ,,Argument‘‘ immer als unendlich vieldimensional an, und zwar
wird es meist konkret eine Funktion oder eine Folge sein; letztere ist
ein Sonderfall einer Funktion, denn sie stellt eine nur fiir die positiven
Doetsch, Laplace-Transformation.
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ganzen Werte der Variablen definierte Funktion dar. Ist der ,Wert*
eindimensional, also eine Zahl, so heiBt die Zuordnung ein Funktional.
Ist der Wert unendlich vieldimensional und sind sowohl Argument als
Wert speziell Funktionen, so nennt man die Zuordnung eine Funktional-
transformation oder Funktionaloperation, wobei man sich die Zuordnung
weniger als bestehenden Zustand denn als Akt der Uberfithrung der
einen Funktion in die andere, als eine ,,Abbildung’‘, vorstellt.: Diesen
Gesichtspunkt werden wir spiter immer stark in den Vordergrund stellen.
In Analogie zu der Bezeichnung , Punktfunktion* fiir die klassische
Funktion, die von den Punkten einer Geraden, Ebene usw. abhingt,
spricht man bei der von Funktionen abhingigen Funktionaloperation
manchmal von ,, Funktionfunkiton“, und wenn man sich das Argument
durch eine Kurve (Linie) resprisentiert denkt, von Linienfunkiton,
entsprechend der franzésischen Bezeichnung fonction de lignes und der
italienischen funzione de linee. Der Teil der Mathematik, der sich mit
diesen Gegenstinden beschiftigt, heiBt Funktionalanalysis.

Bedenkt man die Ausdehnung desjenigen mathematischen Zweiges,
der nur den niedersten Funktionsbegriff (reelle Funktion einer reellen
Variablen) behandelt, so bekommt man eine Vorstellung von der Weit-
schichtigkeit der Funktionalanalysis. - Der Wert dieser verhiltnismiBig
jungen Wissenschaft ist nun aber weniger darin zu erblicken, daB sich
in ihr ein Gebiet besonders allgemeiner und abstrakter Spekulation auftut,
als vielmehr in ihrer Fihigkeit, einerseits eine Fiille von bekannten
Problemen an der richtigen Stelle einordnen und dadurch einer sach-
gemiBen Behandlung zufithren zu kénnen, andererseits ganz von selbst
zu neuen ,verniinftigen, d.h. mit den friiheren in organischem Zu-
sammenhang stehenden Problemen hinzuleiten.

Um eine zu der iiblichen Funktionentheorie analoge Theorie im unend-
lich vieldimensionalen Raum aufzubauen, muB man zunichst iiber solche
Grundbegriffe wie Grenzwert, Stetigkeit usw., verfiigen. Der Grenzbegriff
ist dquivalent dem des Hiufungspunktes, letzterer 148t sich auf dem
der Umgebung aufbauen und dieser wiederum auf dem Begriff der Ent-
fernung (L#nge, Abstand)*. Ein Raum, in dem der Abstand je zweier
Elemente f,, f, definiert ist, heiBt ein metrischer Raum. Von diesem Ab-
stand d(f,f,) verlangen wir zwei Eigenschaften: 1. Notwendig und hin-
reichend fiir d(f,, f) =0 ist f,=/,. 2. Es gilt die sog. Dreiecksrelation:

d(fyty) =d(fufs) +d(fsls).
Den Grenzbegriff fiilhrt man nun zweckmiBig so ein: Eine Folge

von Elementen fy, f,, f5, ... heiBt konvergent, wenn lim d(f,f,) =0 ist.
D g->00
¢ Wir iibergehen hier die Mdglichkeit, eine Mengenlehre und Analysis zu ent-
wickeln, in der nur die Existenz eines limes-Begriffs (s. hierzu M. FRECHET: Sur quel-
ques points du calcul fonctionnel. Rend. Circ. Mat. Palermo 22 (1906) 1—74)
oder nur eines Umgebungsbegriffs (s. F. HAusDoRrFF: Mengenlehre, S. 94f. Berlin-
Leipzig 1927) postuliert wird.
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Diese Eigenschaft entspricht dem in der gewd6hnlichen Analysis bekannten
Cauchyschen inneren Konvergenzkriterium. In euklidischen Riumen
von endlich vielen Dimensionen ist es aber so, daB, wenn eine Folge
in diesem Sinne konvergent ist, sie gegen esnen bestimmien Punkt f des
Raumes konvergiert, d. h. es gibt einen Punkt f, so daB lim d(f,,f)=0

7 - 00
ist. Das braucht in einem allgemeinen metrischen Raum nicht der Fall

zu sein. (Die Stelle, gegen die die /, konvergieren sollen, ist gewisser-
maBen leer, gehort nicht zum Raum.) Trifft es doch zu, so heiBt f die
Grenze (der limes) der f,. Hat ein Raum die Eigenschaft, daB jede
konvergente Folge auch gegen einen Punkt komvergiert, so heiBit er
vollstindig. Liegt eine beliebige Menge von Elementen vor, so heiBt f
ein Haufungspunkt der Menge, wenn diese eine gegen f konvergierende
Teilfolge enthdlt. Wihrend nach dem Bolzano-WeierstraBschen Satz
jede unendliche Menge in einem euklidischen Raum von endlich vielen
Dimensionen mindestens einen Hiufungspunkt besitzt, ist dies in allge-
meinen metrischen Riumen nicht notwendig der Fall*. Hat eine
Menge aber die Eigenschaft, daB jede unendliche Teilmenge einen zu
der Ausgangsmenge gehérigen Hiufungspunkt besitzt, so heiBit sie
kompakt.

Wir betrachten einige Beispiele von Rédumen, die fiir Spéteres instruk-
tiv sind:

1. Der Raum bestehe aus der Gesamtheit der im abgeschlossenen
Intervall [0, 1] stetigen Funktionen. Wir metrisieren ihn durch die
Definition

d(fu )= Max |f,(x)—f(%)].
0sSxs1

Die von d verlangten Eigenschaften sind erfiillt, denn es ist
Max | f, (x)—f4 (%) I = I f1(%x0)— fa(%o) ]§ |1 (%0) — fa(%0) | + ]fz (%0)— f3(xq) l
=Max|f,(¥)— f5(x) | + Max|fy(x)—fs(x)],

wobei x, einen Punkt bedeutet, in dem f,(¥) —f;(%) sein’ Maximum
annimmit. Jede auf Grund des Cauchyschen inneren Konvergenz-
kriteriums konvergente Folge f,(x) konvergiert auch gegen eine Funk-
tion f(x). Da nun d({,, f)— 0 offenbar bedeutet, daB die Folge f, gleich-
miBig gegen f konvergiert, so ist f auch stetig, gehért daher zum Raum.
Dieser ist also vollstindig. Dagegen ist er nicht kompakt, denn z. B. die
Menge der Funktionen sinnz x hat offenbar keinen Hiufungspunkt
(H4ufungsfunktion).

* Hieraus erklart es sich, da8 in der Variationsrechnung, die ja nichts anderes
als die Behandlung des Extremumproblems in der Funktionalanalysis darstellt,
die Existenzfrage so schwierig ist. Vgl. hierzu L. ToNELLI: Fondamenti di calcolo
delle variazioni I, II. Bologna, ohne Jahr.

1‘
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2. Der Raum bestehe aus der Gesamtheit der reellen Funktionen,
deren Quadrat in [0, 1] im Lebesgueschen Sinn integrabel ist* (Hil-
bertscher Raum). Der Raum wird metrisiert durch die Definition:

1

1 =
d(fpfs) = (,o/|f1(x)-—f,(x) ]’dx) :

Die erste Eigenschaft von d ist erfiillt, wenn man Funktionen, die sich
nur auf einer Nullmenge unterscheiden, nicht als verschieden rechnet;
die zweite ist eine Folge der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1 1 1
(offx(x) f:(”)).éofﬂ(x)dx{f:(x)dx,

denn aus dieser ergibt sich:

1 1
1 1 3/ 1 5
—nenm=([rwas)’(famas)
oder durch Multxphkatlon mit 2 und beiderseitige Addition wvon
//’(x)dx+ff‘(x)dx

Jtu—tmpas= [(fl/’x‘(x)dx) + (fﬂ (x)dx)?]’,
0 o J

Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so steht die Dreiecksrelation
da fiir den Fall, daB der dritte ,, Eckpunkt’‘ der Punkt f = 0 ist. Hieraus
ergibt sie sich leicht allgemein.

Konvergenz einer Folge /, im oben festgelegten Sinn bedeutet sog.
Mittelkonvergenz (genauer: Konvergenz im quadratischen Mittel):

)

1
oflfp(x)—/q(x)l’dx—»o fif p, g oo.

Bekanntlich konvergiert eine mittelkonvergente Folge wieder gegen eine
quadratisch integrierbare Funktion f:

/If-(x)—f(xwx-»o fir #-o00,

so daB der Raum vollstindig ist. — Offenbar ist er nicht kompakt.

An diesen Beispielen erkennt man, daB ein bestimmter Konvergenz-
begriff (oben: gleichmiBige Konvergenz und Mittelkonvergenz) sich
dadurch als ganz naturgemiB einstellt, daB man der Gesamtheit der
betrachteten Funktionen eine Metrik aufprigt. Man sieht, daB der

* Wir benutzen spiter die Lebesguesche MaBtheorie nicht, ebensowenig den
gleich zu erwihnenden Begriff der Mittelkonvergenz. Wir wollen hier nur an
Beispielen zeigen, daB manche Dinge damit sehr viel einfacher werden und da8
wir bei Festhalten an dem Riemannschen Integral und dem klassischen Konvergenz-
begriff auf mancherlei Schwierigkeiten in der Funktionalanalysis gefaBt sein miissen.

4 erganze dx in den Integralen links.
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gewohnliche Konvergenzbegriff, der eine Folge f, von Funktionen kon-
vergent nennt, wenn die f,(x) an jeder einzelnen Stelle im klassischen
Sinn konvergieren, keiner Metrik entspricht. Das liegt daran, daB diese
Konvergenz im allgemeinen ungleichmiBig ist, so daB fiir ein » die Diffe-
renz | f,(x) — f(x) | an einer Stelle beliebig klein, an einer anderen beliebig
groB sein kann. Da nun aber der gewohnliche Konvergenzbegriff fiir
viele Probleme unentbehrlich ist, ergeben sich bei Verwendung funktional-
analytischer Methoden bei diesen Problemen allerlei komplizierte Vor-
kommnisse, die in metrisierbaren Riumen nicht auftreten.

Wir gehen nun dazu iiber, den Funktionsbegriff der Funktional-
analysis, und zwar speziell die Funktionaltransformation, niher zu be-
trachten und zu spezialisieren. Die Funktion F, auf die die Transforma-
tion ausgeiibt wird (das Argument) heit auch Objekifunktion, die zu-
geordnete f (der Wert) die Reswltatfunktion. Anschaulich kénnte man
auch von Original- und Bildfunktion sprechen. Wir schreiben in einer
an die klassische Bezeichnungsform eines gewdhnlichen funktionalen
Zusammenhangs erinnernden Schreibweise

| =Z{F}

und werden verschiedene Funktionaltransformationen durch verschiedene
Fraktur- (gotische) Buchstaben auseinanderhalten wie , § usw. Spiter
werden wir oft z. B. bei einer mit  bezeichneten Funktionaltransforma-
tion die Objektfunktion auch kiirzer L-Funktion, die Resultatfunktion
I-Funktion nennen, entsprechend bei Verwendung anderer Buchstaben.
Die Menge der Funktionen, fiir die T definiert ist, nennen wir den Objekt-
raum oder Objektbereich®, die Menge der durch ¥ entstehenden Funk-
tionen den Resultatraum oder Resultatbereich (spiter kiirzer z. B. L-
Bereich und /-Bereich).

Eine Funktionaltransformation ¥ heit an einer Stelle F, wo sie

definiert ist, sfetsg, wenn flir jede Folge F,, die gegen F konvergiert, gilt:

lim T (F,} = T{F} [= T{lim F,}).
Sie heiBt schlechthin stetsg, wenn sie an jeder Stelle stetig ist. Ist der
Objektraum und der Resultatraum metrisiert, so ist der limes-Begriff
im oben definierten Sinn zu verstehen. Ist er das nicht, so kénnen wir
unter limes irgendeinen Konvergenzbegriff, z. B. den gewéhnlichen,
verstehen. Wir werden spiter an Beispielen (vgl. 3.8) sehen, daB eine
Funktionaltransformation je nach Art des zugrunde gelegten limes-Be-
griffs stetig oder unstetig sein kann.

Die einfachsten Transformationen (Abbildungen) des n-dimensionalen
Raumes sind die linearen y=L (r) **. Man kann eine solche in der Gestalt

»

(1) yy=zlk”'x' ([‘=1,2,-.-,")
Y -
* In der Variationsrechnung ist der Name ,,Feld* iblich.

** Ein Punkt des #n-dimensionalen Raumes ist durch n-Koordinaten x,, ..., ¥»
oder durch den Vektor  mit #,,..., 54 als Komponenten festgelegt.
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darstellen, so daB sie durch die Matrix || £,, || gegeben ist, oder auch
dadurch charakterisieren, daB sie die distributive Eigenschaft

() L(ry+ 1) =L(t) + L(zg)

hat und stetig ist (dann hat sie nimlich nach Cauchy die obige Gestalt).
Beides kann man auf Funktionaltransformationen iibertragen, wobei
aber nicht gesagt ist, daB auch dort die beiden Begriffe dasselbe bedeuten.
(Die Eigenschaft (2) kann man auch auf Operationen, die in einem
abstrakten Raum definiert sind, iibertragen, wenn in dem Raum eine
Addition definiert ist.) Der Sprachgebrauch schwankt: Manchmal
werden Transformationen, die die Eigenschaft

3) T{h+h=T{h}+T{h}

haben, manchmal nur solche, die auBerdem stetig sind, als limear be-
zeichnet, wihrend dann die eventuell nichtstetigen distributiv (oder
additiv) genannt werden. Das Analogon zu (1) lautet

b
4) f(s)= f K(s,?) F (t) dt,

wobei a oder b oder beide auch 4 oo sein kénnen. Mit derartigen linearen
. Integraltransformationen’‘, die durch ihren ,,Kern'' * charakterisiert sind,
werden wir es spiter ausschlieBlich zu tun haben.

Eine in den Anwendungen hiufig vorkommende Frage ist die nach
der Umkehrung X! einer Funktionaltransformation. Fiir Transforma-
tionen der Gestalt (4) bedeutet dies die Auflosung einer linearen Integral-
gleichung erster Art und ist daher im allgemeinen mit groBen Schwierig-
keiten verbunden. Bei manchen derartigen Transformationen liBt sich,
wenigstens innerhalb gewisser Funktionsbereiche, die Umkehrung eben-
falls in der Form (4) darstellen. Beispiele dafiir werden wir in der Folge
kennenlernen.

2. Kapitel
Geschichtliches iiber die Laplace-Transformation.

Die Funktionaltransformation, mit der wir uns vorwiegend beschif-
tigen werden, ist die sog. Laplace-Transformation, die durch folgendes
Integral dargestellt wird:

@ f(s)=[e**F (t)adt.

Der Integrationsweg kann hierbei irgendeine offene oder geschlossene
Kurve in der komplexen ¢-Ebene sein. Im modernen Sprachgebrauch
hat es sich eingebiirgert, unter Laplace-Transformation den Fall zu

verstehen, daB der Integrationsweg die positive reelle Achse ist. — Diese
Transformation tritt in der Literatur noch in vielen anderen Gestalten

* Diese Bezeichnung stammt aus der Theorie der Integralgleichungen.
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auf, die durch Variablensubstitutionen aus ihr hervorgehen. Macht man

z. B. die Substitution

z2=¢"",

so erhdlt die Transformation, wenn man F (—Igz) =® (z) setzt, die
Gestalt:

(I1) fs)=—[2-1®(z) dz,
in der sie Mellin-Transformation genannt wird.

Spaltet man die Variable s in ihren reellen und imaginiren Bestandteil
auf: s =0+ 1y, so ergibt sich das Integral

(II1) flo+iy)=[e [ F(h)]at,

das man bei festem o als Fourier-Transformation (von e~° F (t)) be-
zeichnet. — Von diesen anderen Formen, von ihrem Zusammenhang mit
der Laplace-Transformation und von ihrer besonderen Bedeutung wird
spiter noch ausfiihrlich die Rede sein.

Die Benennung der Transformation (I) nach LAPLACE (1749—1827)
ist historisch nur teilweise gerechtfertigt. Integrale dieser Gestalt hat
schon EULER 1737 zur Integration von Differentialgleichungen benutzt?,
doch scheint das in der Folge ganz vergessen worden zu sein. Denn
Laplace, dem es auch um die Integration von Differential- und Diffe-
renzengleichungen zu tun war, kam zu den Integralen (I) und (II) auf
einem originellen, von Euler offenbar unabhingigen Weg. In seiner
beriihmten ,, Théorie analytique des probabilités“, deren 1. Auflage im
Jahre 1812 erschien* und die viele seiner fritheren Untersuchungen zu-
sammenfaB8t, entwickelt er in dem umfangreichen 1. Buch eine Methode
zur Integration von Differenzengleichungen, die folgenden Ursprung hat:
Fiir die Differenzen- und Differentialrechnung war ein formaler (sym-
bolischer) Kalkiil entwickelt worden, der bis auf LEIBNIZ zuriick-
geht. Wir nennen als Beispiel die von LAGRANGE stammende Formel

(D bedeutet Differentiation %):

dy=y(x+1)—y (@) =("—1)y,
die einen symbolischen Ausdruck fiir die Taylorsche Reihe darstellt.
»
Die rechte Seite ist nach Potenzen von D zu entwickeln und D* y ey

“dx
zu setzen. Mit solchen Ausdriicken versuchte man gerade so weiter-
zurechnen, als ob D nicht ein Operator, sondern eine Zahl wire. —
Laplace schenkt nun der mathematischen Wissenschaft eine neue,
iiberaus fruchtbare Idee, die ganz typisch der Funktionalanalysis angehért :
Die Differenzenrechnung bezieht sich auf Funktionen, die nur fiir diskrete,
dquidistante Argumente, z. B. fiir x=0, 1, 2, ... definiert sind, also

* Wir zitieren in der Folge nach der Ausgabe in den (Euvres complétes, siehe
das Literaturverzeichnis unter LAPLACE.
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auf Folgen y.=y(x). Einer solchen Folge y(x) als Objektfunktion
ordnet er nun als Resultatfunktion % (#) die Potenzreihe zu, die die y(x)
zu Koeffizienten hat:

O | wly=Zy e,

%(f) heiBt bei Laplace (und noch heute) die fonction génératrice fiir die
y(x): Sie ,,erzeugt’” bei der Potenzentwicklung die y(x) in Form von
Koeffizienten*. Die Funktion y(x) heiBt fomnction déterminantes.

L4Bt man in der die fonction génératrice definierenden Reihe den
Summationsbuchstaben x auch die negativen ganzen Zahlen durch-
laufen und setzt in den in Wahrheit nicht vorkommenden Gliedern den
Koeffizienten y (x) = 0, so gehort zu y (¥ 4+ 1) die fonction génératrice
“—‘-(‘) “, alsozud y =y (x + 1) — y (x) die fonction génératrice (——:——- 1) “.
Der ProzeB der Differenzenbildung an der fonction déterminante &duBert
sich also an der fonction génératrice in einem algebraischen Proze8,

ndmlich der Multiplikation mit ~:-— 1. Wie es Laplace (a. a. O.S. 42)

deutlich ausspricht, sah er hierin den realen Untergrund der Lagrange-
schen Formel, deren rechte Seite ja durch die Substitution e~?=t¢ in

(—:—-— 1 ) y iibergeht. Was die symbolische Methode rein formal und ohne

wirkliche Begriindung an der fonction déterminante ausfiihrt, das ge-
schieht effektiv und legitim an der fonction génératrice. Die formalen
Manipulationen im Bereich der fonction déterminante sind also solange

* Bei Laplace ist y(x) das Primare, u (/) das Sekundare. Heutzutage denkt
man sich, wenn man von ,,erzeugender Funktion’’ pder ,,erzeugender Gleichung*
spricht, eigentlich u(#) als primare Funktion, die die y () erst definiert. So pflegt
man z. B. die Bernoullischen Zahlen B, durch die erzeugende Gleichung zu
definieren:

o0
¢ ¢ Bg,
—— — —_— A 1 2
I-—c—‘_1+2+2( D (2n)! &=

"=l
1
(B‘=’. B‘=_2—, B’”_,,,‘ =0(”=1, 2,...)).

‘er Ausdruck ,.erzeugende Gleichung kommt bei Laplace auch vor (S. 62),
wdeutet dort aber etwas anderes, namlich das Bild einer Funktionalgleichung
r y(*) im Bereich des # (f). — Dieses Prinzip kann man auch zur Definition von
inktionsfolgen an Stelle von Zahlfolgen ausnutzen, indem man die erzeugende
nktion von zwei Variablen abhangen 1a8t. So lassen sich z. B. die Hermiteschen
lynome Hy (¥) definieren durch:

.~ H
st » (%) m
n!
N0 ‘
** Wiirde man immer nur Potenzen mit positiven Exponenten anschreiben,

riirde zu y (¥ 4 1) die fonction génératrice -'%(Q-——-Z-%Q)— gehdren.
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in Ordnung, als sich zu ihnen ein Gegenstlick im Bereich der fonction
génératrice findet. So entspricht z. B. der fonction déterminante

y (x + r), wo r eine ganze Zahl ist, die fonction génératrice ‘, ; ferner
wiederholter Differenzenbildung A4* y (x) offenbar einfach die Multi-

plikation von % (f) mit (%— 1)”, so da man symbolisch schreiben darf:
y=(—1)y

Genau dieser Gedankengang wird uns spéter bei Behandlung der sym-
bolischen Methoden begegnen: Symbolische Operationen an esner Funktion
bedeuten tn Wahrheit nichts anderes als effektive: Operationen an einer
anderen, zugeordneten Funktion.

Ist nun z. B. eine Differenzengleichung filr y(x) vorgelegt, so stellt
Laplace zunichst die entsprechende Gleichung fiir die zugehdrige fonction
génératrice #(t) auf und 1ost diese. Dann ist noch zu der gefundenen
fonction génératrice % (f) die zugehorige fonction déterminante y (x)
zu suchen. Manchmal erreicht man dies durch Entwickeln von %(¢)

in eine Reihe der Form 2 (~—1) %, (). Denn dieser fonction
" =0

génératnce 1iBt Laplace als fonction déterminante einfach die Reihe
2 ¢, 4™y, () entsprechen, und auf diese Weise gelingt es ihm, vielen frither

aufgestellten symbolischen Entwicklungen einen realen Untergrund zu
geben und erklirlich zu machen, warum die sukzessiven Differenzen
dabei immer in Analogie zu den sukzessiven Potenzen auftreten (vgl.
a. a. 0. S. 11). Natiirlich sind bei ihm in Wahrheit letzten Endes
die Resultate ebensowenig gesichert wie bei seinen Vorgingern, da er
sich weder um die Konvergenz seiner Reihen* kiimmert, noch um die
Vertauschbarkeit der Summe mit dem ProzeB der Generatrizenbildung.

Laplace bemiihte sich aber auch, y(x) durch u(t) allgemein explizt
darzustellen, was einfach auf die Frage hinausliuft, wie sich die Koeffi-
zienten einer Potenzreihe durch die Funktion ausdriicken. Nun war
ja damals die Cauchysche Koeffizientenformel (1831) noch nicht be-
kannt, aber man kannte bereits durch EULER den Ausdruck fiir die
Koeffizienten einer (spiter so genannten) Fourier-Reihe**, und so
verwandelt Laplace (a. a. O. S. 83) durch die Substitution &= ¢'*
zunichst seine Potenzreihe in die Fourier-Reihe # (¢/*) = U (w) =

00
< y(n)e**”, woraus er dann wie Euler die Koeffizienten dadurch

ne=0

* Eine exakte Definition der Konvergenz und Kriterien ftir sie wurden erst
von Borzano 1817 und CAucry 1821 aufgestelit,

*s Ubrigens hatten auch die ersten Arbeiten von FOURIER selbst schon 1807
der franzbsischen Akademie vorgelegen.
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gewinnt, daB er mit ¢~*** multipliziert und von — z bis + = gliedweise
integriert:

+n +=
() y(x)=;’;/U(w)e“"'dw:-z—’;fU(w) (cos x w—1 sin xw) dw

Dadurch hat er die Funktion y(x), die in seinen Untersuchungen immer
die Unbekannte ist, durch ein bestimmtes Integral ausgedriickt.
Natiirlich ist dieses Ergebnis rein formal, denn in unserer heutigen
Sprache integriert Laplace hier das # iiber den Einheitskreis, der gar
nicht mehr zum Konvergenzbereich der Reihe zu gehéren braucht.
Auch war der wahre Sinn einer komplexen Integration, der erst durch
CaucHY von 1814 an geklirt wurde, damals noch unbekannt, gar nicht
zu reden von der Rechtfertigung der gliedweisen Reihenintegration.
Trotzdem war dieses Ergebnis fiir die Weiterbildung der Laplace-
schen Theorie von gréBter Bedeutung. Denn unbefriedigt davon, da8
in seiner Formel imaginire GréBen vorkommen, setzt Laplace nun
gleich anschlieBend (a.a. O. S.84) zur Auflésung einer Differenzen-
gleichung ohne nihere Begriindung die Unbekannte in der Form eines
anderen Integrals an:
(3) y(x) = [T dt,
wo die Integrationsgrenzen noch festzulegen sind. Zweifellos hat er
in der gewonnenen Formel (2) w wieder durch t ersetzt und so das Inte-
) das ja gerade die Cauchy-

gral (3) bekommen <bis auf den Faktor -— ),

sche Koeffizientenformel darstellt. Unerklirlich wird ihm aber dabei
gewesen sein, daB die untere und obere Grenze fiir w, ndmlich — x und
+ 7, sich in dieselbe Zahl — 1 verwandelte, da er ja den Begriff einer
im Zweidimensionalen verlaufenden schleifenférmigen Integrationskurve
nicht kannte, und so gab er den Weg, auf dem er zu (2) kam, gar nicht
an und lieB auch die Integrationsgrenzen offen.

Dies ist die Genesis des Laplace-Integrals, das also zuerst in der
Gestalt (II) auftritt. Es sei nur noch bemerkt, daB Laplace in der
Folge (a.a. O. S. 85) die Gestalt
(4) y(%) = [t—*T(f) dt
bevorzugt, und daB er auch an dieser Formel, die den Zusammenhang
zwischen fonction génératrice und fonction déterminante in der um-
gekehrten Weise wie Formel (1) herstellt, seine friihere Regel, daB der
Differenzenbildung an y(x) eine Multiplikation bei T () entspricht,
bestitigt findet:

y (% + @) — y(x) =fz—*(7’;—1) T() dt.
Durch den Grenziibergang o — 0 findet er dibrigens
d
28~ [ (105 ) T a1,
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so daB also auch der ProzeB der Differentiation sich bei T () in einem
ganz elementaren Vorgang widerspiegelt, nimlich in der Multiplikation

mit log—:—. — Laplace scheint an der Darstellung seiner Unbekannten

y(x) durch ein Integral der Form (4) vor allem der Umstand angezogen
zu haben, daB sie sich praktisch so leicht niherungsweise berechnen 148t,
wenn man die von ihm erfundene beriihmte Methode zur Berechnung
von Integralen der Form / pu'w*...dx, wos,s,... groBe Zahlen
sind, anwendet (vgl. 12.3). Nachdem er die Darstellung durch einen
Exkurs iiber diese Methode unterbrochen hat (a.a.O. S.89—110),
kehrt er wieder zu den Differenzengleichungen zuriick und setzt jetzt
(a.a.0. S.112) die Unbekannte in der Gestalt (I): y(s) = f e o(x)dx
an, wozu ihn wohl die Form (2) angeregt hat, f’lrt aber den alten An-
satz (4), jetzt in der Gestalt f x*@(x) dx, immer noch mit.

Wir haben diese historische Schilderung etwas ausfiihrlicher gehalten,
weil es interessant ist zu wissen, wieviel von dem, was wir spiter in
methodischer Darstellung und moderner Gestalt kennenlernen werden,
schon bei der ersten Entwicklung der Theorie durch Laplace zutage
getreten ist.

Wir nennen hier noch N. H. ABEL, der sich um 1824, anscheinend in
Anlehnung an Laplace, mit unserer Transformation beschiftigt hat3.
Stehen zwei Funktionen von eventuell mehreren Variablen in dem Zu-
sammenhang

P(x, 9, 2,...)=[evtyotart f v p . )dudvdp...,
abgekiirzt
p=1/el{f},

so nennt Abel ¢ die fonction génératrice von f und / die fonction dé-
terminante von ¢. (Hier diirfte der letztere Ausdruck zum erstenmal
vorkommen.) Die Bezeichnungsweise ist also gerade umgekehrt wie
bei Laplace. Trotzdem liBt sie sich mit der Laplaceschen vereinbaren,
da auch die Umkehrung der Transformation, wie wir sehen werden,
manchmal durch ein Integral der obigen Gestalt darstellbar ist. Dadurch
erhellt aber auch zugleich, wie ungeeignet die Bezeichnungen fonction
génératrice und fonction déterminante sind, sobald man sich von dem La-
placeschen Ausgangspunkt (Potenzreihe — Koeffizienten) losgeldst hat und
die Integraltransformation fiir sich studiert, was schon Abel tat. Wir wer-
den daher diese Bezeichnungen auch gar nicht benutzen, sondern andere
einfithren. Abel hat bereits die grundlegenden Eigenschaften festgestellt :
o _dfeit(%)}

fetw o) = LU

fe{w="1)} = [*fg{{ ()} @x)",

fe{(e*4*— 1) ()} = A" fg {f ()},

fe{(e 4 —1)""f(u)} = Z*fg {f(w)}.
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Geschichtliches iiber die mit der Laplace-Transformation eng zu-
sammenhingende Fourier-Transformation, die aus einer ganz anderen
Quelle flieBt, siehe in 6.3.

3. Kapitel.

Definition und analytische Eigenschaften
der Laplace-Transformation.

§ 1. Der zugrunde gelegte Integralbegriff.

Die Integrale verstehen wir, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes
gesagt ist, im Riemannschen Sinne. Es wird sich meist um uneigentliche
Integrale handeln. Rein methodisch gesehen, gewinnt die Theorie der
Laplace- und Fourier f§ntegrale eine abgerundetere Gestalt, wenn man
den Umkreis der in Frage kommenden Funktionen einerseits dadurch
erweitert, daB man den Integralbegriff im Lebesgueschen Sinne nimmt,
und ihn andererseits durch die Forderung einschrinkt, daB das Quadrat
der Funktionen integrabel sein soll. Man kann dann den Konvergenz-
begriff und damit die Stetigkeit im Funktionenraum durch die Kon-
vergenz im Mittel erkldren (s. S. 4), und es stellt sich heraus, daB
die Laplace- bzw. Fourier- Transformation in diesem Sinne stetig ist.
Ferner bekommt man bei dieser Abgrenzung eine sehr glatte Antwort
auf die Frage nach der Umkehrung der Transformation. (Wir kommen
auf diese Dinge spiter zuriick.)

Abgesehen davon, daB wir vom Leser die Kenntnis der Lebesgue-
schen Theorie nicht voraussetzen wollen, wiirde fiir die Anwendungen,
die wir von der Laplace-Transformation machen werden, dieser Stand-
punkt nicht ausreichen, da wir es hiufig gerade mit Funktionen zu tun
haben werden, deren Quadrat nicht integrabel ist. Wir miissen daher
auch einen anderen Konvergenz- und Stetigkeitsbegriff zugrundelegen,
wobei sich die Laplace-Transformation als nichtstetig erweisen wird.
Das bringt zwar gewisse Komplikationen mit sich, wird aber gerade zu
interessanten Anwendungen Gelegenheit geben.

So wie wir hier den Definitionsbereich der Laplace-Transformation
abgrenzen werden, fillt sie also nicht unter die bisher in der allgemeinen
Funktionalanalysis ausschlieBlich betrachteten stetigen Funktional-
transformationen *, so daB also auch vom allgemein-theoretischen Stand-
punkt aus ihre gesonderte Betrachtung erforderlich und von Interesse
ist. Der Raum sowohl der Objekt- als der Resultatfunktionen ist auch
kein Hilbertscher Raum, wie das in all den allgemeinen Darstellungen
der Funktionaltransformationen, die von der Quantenmechanik beein-
fluBt sind**, immer vorausgesetzt ist.

* Vgl. St. BANAcH: Théorie des operations linéaires. Warszawa 1932.

** Siehe z. B. M. H. STONE: Linear transformations in Hilbert space and their

applications to analysis. (Amer. Math, Soc. Coll. Publ. XV.) New York 1932;
J. voN NEuMaNN: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Berlin 1932,
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Die I-Funktionen.

Eine bestimmte Klasse von Funktionen wird so hiufig vorkommen,
da8 wir ihr einen besonderen Namen geben wollen. Eine reelle oder
komplexe Funktion der reellen Variablen ¢ soll eine I-Funktion heiBen,
wenn sie

1. mindestens fiir > 0 definiert ist,

2. in jedem endlichen Intervall 0< T,=¢=7, im Riemannschen
Sinn eigentlich integrabel, also auch beschrinkt ist,

3. bis zum Nullpunkt absolut uneigentlich integrierbar ist, d.h.

T T
m.qu(t)|dt=o/|F(t)|dt

existiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB man zu jedem 4 >0
ein ¢ > 0 so wihlen kann, daB 4

/"|F(t){dt<6
fiir alle ¢, g mit 0 <¢ <g=e¢ ist.

T T
Es existiert dann auch lim [F(f)dt=/F(f)dt. Natirlich ist
e»0 & 0

T
hierin der Fall eingeschlossen, da8 F (¢) fiir ¢ = 0 definiert ist und [ F (t)d¢
0

als eigentliches Integral existiert.

Wir konnten geradesogut in den meisten Fillen (eigentlich nur mit
Ausnahme der sog. Faltungssitze) statt der einen Ausnahmestelle 0
auch endlich viele solche Stellen zulassen. Wir werden das spiter ge-
legentlich tun. In den eigentlichen Anwendungen kommen wir immer
mit dem obigen Fall aus.

§ 2. L-Funktionen und Laplace-Integral. Konvergenzeigenschaften,

Aus der Klasse der I-Funktionen greifen wir einen Teilbereich heraus.
Gibt es zu einer I-Funktion F (f) ein reelles oder komplexes s, derart,
da8 fiir ein festes T >0

im [e~%F(t)dt

>0 T

existiert, so heiBe F eine L-Funkfion. Dazu ist notwendig und hin-
reichend, daBl man zu jedem 4 >0 ein @ so wihlen kann, daB8

<4

fl— “F (1) dt

fir alle wy > @, = @ ist. — Die Gesamtheit aller L-Funktionen (fiir die
so nicht immer dasselbe zu sein braucht) heiBt der L-Raum oder L-Bereich
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Fir eine L-Funktion existiert folgender Zahlwert, das sog.
Laplace-Integral:

[ ] @
fe-'F(ydt=  lim  [e~**F(dt,
0 ¢>+0, 0500 &
wobei die Grenziiberginge ¢— 4+ 0 und - oo unabhingig von-
einander sind.
Beweis: Die Konvergenz fiir w - oo ist vorausgesetzt. — An der
unteren Grenze gilt:

8
. [|F@®)|at far Rs,=o,
fe“‘"F(t)dt’éfe"""°|F(t)|dt§ b
. ”n

L)

&

e~®uf|F(t)|dt fir Rs,<O0.
&

Wegen der Voraussetzung 3. iiber die I-Funktionen ist diese Abschitzung
fir alle hinreichend nahe an 0 gelegenen ¢, & beliebig klein.

Ein besonderer Fall ist der, daB das Laplace-Integral absolut kon-
vergiert. Wir nennen dann F(t) eine L,-Funkiion. Da die absolute
Konvergenz an der unteren Grenze aus der Voraussetzung 3. {iber die
I-Funktionen folgt, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB8 das
Integral an der oberen Grenze absolut konvergiert, d. h. daB man zu
jedem 8 >0 ein w so wihlen kann, daB

oy
[etBu|F(b)|dt<d

fir alle wg> oy =w ist.

Wir kénnen sofort eine ausgedehnte Klasse' von Funktionen angeben,
fiir die das Laplace-Integral absolut konvergiert, nimlich die deschrankten
I-Funktionen:

|F()|l=M fir ¢>0,
und zwar kann hier s, jede komplexe Zahl s mit ®s > 0 bedeuten. Es
ist dann in der Tat:

—anRs

Rs

@ o ©
[l Flat=M [ Ras=M [ Mat=m"
@, @ (%

und diese Schranke ist fiir alle hinreichend grofien w, (und w4 > @)
beliebig klein.

Fiir eine beschrinkte L-Funktion konvergiert also das Integral
(-
f ¢~ *F(t)dt absolut, wenn man den Parameter s in der (offenen)

0

Halbebene R s > 0 variieren 1i8t. (Es kann sogar fiir ein noch groBeres
s-Gebiet absolut konvergieren, z. B. konvergiert es bei F () =e~* fiir
R s>—1.) Esist leicht einzusehen, daB fedes in einem Punkt s, absolut
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konvergente Laplace-Integral ein #hnliches Verhalten zeigt, nimlich
in der abgeschlossenen Halbebene R s=Rs, absolut konvergiert. Dort
ist nidmlich:

f'|e-"F(t)|dt= _ﬁc" (e=s) o= 5! F (1)  d2,

=f;“"“"')|e“°‘F(t)]dtéf.le“‘“F(t)ldt.

Hieraus ergibt sich, daB hinsichtlich des Parameters s das Gebiet absoluter
Konvergenz des Laplace-Integrals eine Halbebene ist, die in die ganze
Ebene ausarten oder auch zu nichts zusammenschrumpfen kann. Denn
entweder ist das Integral mit absolut genommenem Integranden fiir jedes
reelle s (und damit auch fiir jedes komplexe s) oder fiir kein reelles s
(und damit fiir kein komplexes s) konvergent, oder es gibt mindestens
ein reelles s, fiir das es konvergiert, und ein reelles s, fiir das es divergiert.
In diesem Fall kann man alle reellen s restlos in zwei nichtleere Klassen
einteilen: K, enthdlt die reellen Divergenz-, K, die reellen Konvergenz-
punkte. Jedes s, aus K, liegt links von jedem s, aus K,, denn wire ein-
mal s; > s,, so wiirde nach dem oben Bewiesenen das Integral in s; kon-
vergieren, weil es schon in s, konvergiert. Die Einteilung ist also ein
Dedekindscher Schnitt und detiniert eine reelle Zahl « (die Konvergenz-
oder Divergenzpunkt sein kann). An jeder Stelle s mit R s < a divergiert
das Integral, denn es gibt ein s, aus K, mit Rs<s, <«, und aus der
Divergenz in s, folgt erst recht die in s; an jeder Stelle s mit Rs > a
konvergiert das Integral, denn es gibt ein s, aus K; mit a < s3< Rs,
und aus der Konvergenz in s; folgt die in s.

o heiBt die Abszisse absoluter Konvergenz. (In den ausgearteten Fillen
ist ® =—o0 bzw. = + oo zu setzen.) Von der durch sie bestimmten
(rechten) Halbebene absoluter Konmvergemz kann der Rand Rs=a nur
entweder ganz oder gar nicht dazugehéren. Eine teilweise Zugehorig-
keit gibt es nicht, da mit s, auch jeder Punkt mit Rs = R's, zum Gebiet
absoluter Konvergenz gehort.

Wir fragen nun, wie der Bereich von s-Werten aussieht, wo das
Laplace- Integral nicht notwendig absolut, sondern esnfach konvergiert®.
Dazu zeigen wir zunichst, daB fiir die einfache Konvergenz das Analoge
wie fiir die absolute gilt.

Satz 1. Konvergiert das Laplace-Integral fiir s,:
o0
[e*'F (tydt=f,,
0

* Wir sprechen von ,einfacher’ Konvergenz, wenn das Integral konvergiert,
eventuell auch absolut; von ,bedingter Konvergenz, wenn das Integral zwar
konvergiert, aber sicher mich? absolut.
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so konvergiert es auch fiir jedes s der (offenen) Halbebene Rs > Rsy*
Wird fiir t >0

fe"‘o'F(t)dr=¢(t)
0

gesetzt, so lapt sich fiir Rs > Rs, das Laplace-Integral durch folgendes
andere:

(s—50) 7&“ =2 (t)dt
0

darstellen, das sogar absolut konvergiertt.

Beweis: Definieren wir @ (0) = 0, so ist @ () fiir =0 stetig; auBer-
dem gilt: D(t) - f, fiir ¢ + co. Wenden wir auf das mit beliebigem kom-
plexen s gebildete Integral

[ Ft)dt= [emC—%t-e~n!F () at
die Regel der verallgemeinerten partiellen Integration ** an, so ergibt sich:
[er#F(t)dt=e"C-22D (w)—e=E =24 (g) + (s—s,) e~ =4 D (¢) dt.

Wird jetzt s auf das Gebiet Rs> Rs, beschrinkt, so hat jeder der rechts
stehenden Summanden einen Grenzwert, wenn unabhingig ¢+ 0 und
w00, Denn

e~ t=sed(w)>0-f,=0;

e=G-Wed(e) »1-0=0;
D (t) ist fir =0 stetig und hat fiir £—>oco einen Grenzwert, ist also

(o]
beschrénkt, so daB nach S.14 das Laplace-Integral [e~¢~%!g(f)dt
0

fir R (s—s,) > 0 konvergiert, und zwar sogar absolut.

Infolgedessen hat auch die linke Seite einen Grenzwert fiir ¢ 0,
@ —>o00, der sich in der behaupteten Weise ausdriickt.

Aus diesem Satz ergibt sich wortlich wie S. 15, daB der Konver-
genzbereich eines Laplace-Integrals eine Halbebene, die sog. Konver-
genzhalbebene ist, die in die ganze Ebene ausarten kann. (Den hier nicht

* Beachte hier das Zeichen > statt = bei der absoluten Konvergenz.
** Diese Regel lautet: Wird bei integrablem g (#) und A (¢)

t [
Gl®) =4+ [g(r)ydr, H(@) =B+ [h(r)dx
gesetzt, so gilt: ’ ’

w (] w
fGOhat=GHH® | — [glt) H(®dt.

[ & L

(Siehe z. B. G. KowaLEwsKIi: Grundziige der Differential- und Integralrechnung,
§ 159.) Sind speziell ¢ und k stetig, so ist g = G’, h = H’, und man fallt auf die

ubliche Form der partiellen Integration zuriick.
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in Betracht gezogenen und natiirlich auch bedeutungslosen Fall, daB das
Laplace-Integral fiir kein s konvergiert, konnen wir auch als eine Aus-
artung ansehen, wobei die Konvergenzhalbebene zu nichts zusammen-
geschrumpft ist.) Der Schnittpunkt ihrer Begrenzung, der sog. Konvergenz-
geraden, mit der reellen Achse heiBt die Konvergenzabszisse f des Laplace-
Integrals. (In den ausgearteten Fillen ist f = —oo bzw. = + o0.)
Die Gerade Rs=pg kann ganz oder teilweise oder gar nicht zum Kon-
vergenzgebiet gehoren.

Beispiele.
0 fir 0=t<1,

F(t)=
2) £ ‘”:? fir £2=1.

B=0; in allen Punkten der Geraden Rs=0 konvergiert das Laplace-
Integral (sogar absolut).

0 fir o=t<1,
b) F (t) =

+ fiir £=1.
p=0; im Punkte s=0 divigiert das Laplace-Integral, in allen anderen
Punkten mit Rs=0 konvergiert es (aber nicht absolut).

Denn fiir s =1y (y=0 reell) ist

o0 [>°] [+*] o]

J[erFga= [en g~ [SXa; [
° ) ! 1 1
c) F(t)=1.

p=0; in allen Punkten mit Rs=0 divergiert das Laplace-Integral.

Um die Abszissen einfacher und absoluter Konvergenz festzustellen,
kann man sich offenbar auf reelle s beschrinken. Natiirlich ist §= a.
In den drei Beispielen war 8 =a. Ist aber f < a, so existiert ein Streifen
bedingter Konvergenz, wo das Integral zwar konvergiert, aber nicht absolut.
Wir wollen nun durch Beispiele zeigen, daBl in der Relation

—o=f=a=x+ o0

tatsichlich alle denkbaren Fille* vorkommen kénnen.

1. —co=f=a< +oo.

F(t) = ¢~ *. Das Laplace-Integral konvergiert offenbar fiir jedes s,
und zwar absolut.

2. —oco=f<a< +oo.

Wir bilden eine Funktion F (f), indem wir ¢ jeweils an den Stellen

lglgn, n =3, 4, ..., kommutieren (» > ¢, also lgn >1 und lglg» > 0),

* Es sind deren 2* — 1 = 7, da das Gleichheitszeichen nicht an allen Stellen
zugleich vorliegen kann.

Doetsch, Laplace-Transformation. 2
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d.h. fir 0=t <lglg? sei F(f) = ¢, fiir lglg3 =¢ <Iglg 4 sei F(f) = —¢
usw. |F(¢)| ist dann einfach gleich ¢'.

0
a) f e~ *édt konvergiert fir s>1 und divergiert fiir s=1, also
0
ist @« =1.
b) Wir berechnen den absolutenn Betrag des Integrals lings einer
Strecke, wo F(#) konstantes Vorzeichen hat (unter Verwendung der
Substitution ¢ =Ilglg x, x = ¢):

Igig (w+1) n+1 P n4+1 i
= —st gy 1-5 %% _ [ _2%
L= [ evea=[ i in=[ g
Iglgn ” ”
Die Funktion 7 —= (1 rED nimmt fiir jedes reelle s von einer Stelle an monoton

gegen 0 ab, also ist I,— 0 fiir » - oo und von einem gewissen # an
I,>1I, ., Infolgedessen ist die alternierende Reihe

Iglgs
[ eteat—I,+ I —Ij+---
0

konvergent, d. h. ihre Partialsumme s, bis zum Glied + I, hat einen
Grenzwert. Ist nun IglgN=w <Iglg (N + 1), so gilt:

j e "F(t)dt—sy|<Iy.

Infolgedessen hat auch / e~ %F(t)dt bei jedem s fir w->oco einen
Grenzwert.

3. —c0o=fi<a=+o00.
1,
Wir erzeugen F () durch Kommutierung von T’ bei lglgn.

a) Offenbar ist a = + oo.

Iglg(n+1) n41 w41
3¢ pY dx dx
b) In= [ e ¥e* dt= [ 180’2 3+ = | ¥ v’

#* g a4
Iglgn

Weitere Argumentation wie unter 2b).

4. —oco<f=a< 4 oo.

Hierfir sind schon die drei Beispiele a) bis c) S.17 brauchbar.
Wir wollen hier noch ein Beispiel hinzufiigen, wo das Integral auf der

ganzen Konvergenzgeraden konvergiert, aber in keinem ihrer Punkte
absolut, und zwar F (f) = ¢*'. Das Integral

o0
j e—tt+ir gy
(1]
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ist fiir s > O sicher konvergent, sogar absolut, fiir s <0 aber divergent,
denn z. B. der Imaginirteil lautet (Substitution 2=u, t=|yu]):

o0 o

du
— 8t o tndt._ ~sY¥ i .
/ [4 sin = f (4 Sin % 2]/;
0 0

Auf der Konvergenzgeraden Rs=0 kénnen wir s=y¢ mit reellem y
setzen und erhalten:

00 o0

o0
yl’ . y L] yl'
,/6“"‘+“’dt=e—7'/e'('_?) dt=.e_—‘—’_/ L
2y/u

0 0

Dieses Integral konvergiert fiir jedes y. Dagegen ist unser Integral -
wegen |¢f(=7¢+#)| =1 nicht absolut konvergent.

5. —oco<f<a< 4 o0.

Wir gewinnen F(f) durch Kommutierung von ¢ an den Stellen
1gn (m=2). Offenbar ist « = 1. — Ferner ist fir n=1 (¢ = x):

Ig(n+1) n41 a n4+1
I, = f e eddt= / x""Tx-: / x~%dx.
Ign ” ”»

Fiir s >0 nimmt x~ ¢ monoton gegen 0 ab, alsoist I,—» 0 und I,>1, ,,.
o0

Die mit f e s'F (t) dt iibereinstimmende alternierende Reihe*
0

L—-L+IL;—+---
konvergiert also. — Fiir s = 0 dagegen ist I, = 1 und daher Reihe und
Integral divergent. — Folglich ist § = 0.
6. —oco<f<a= 4 oo.
Wir erzeugen F(f) durch Kommutierung von ¢ an den Stellen
lglgn (n=13). Natiirlich ist « = 4 co. — Ferner:

1glg(n +1) n+1 n+1
I,,=fe-"¢" dt=/(lgx)“‘xx‘f:x=/(lgx)“"‘”dx.
iglgn ” ”

Fir s >—1 fillt der Integrand mit wachsendem x monoton gegen O,
also ist wie unter 5. das Laplace-Integral konvergent. Fiir s =—1
dagegen ist I, =1, das Integral also divergent. Folglich ist § =—1.
7. —oco<f=a=+4o00.
F(t) = ¢". Das Laplace-Integral konvergiert offenbar fiir kein s.

Ign
* Das Integral f ist lim f fur stetig wachsendes w, die Reihe ist lim f fiir

ganzzahlig wachsendes ”. Bende Grenzwerte stimmen aber iiberein, vgl. 2b).
2‘
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Allgemeine Formel fiir die Konvergenzabszisse.
Satz 2. Ist die Konvergenzabszisse f=0, so ist®
log _?F (¢) d¢

0 I
® .

B = limsup

@ ->» 00
Beweis: 1. Wir setzen

[Fyat=¥ @), lmsupElX@l

@ -» 00

=4

und zeigen, daB f e~ A+t F(t)dt fiir jedes 6 > 0 konvergiert. Wie beim
0
Beweis von Satz 1 ist
[eG+tNF N dt=e~ G +taoP(y) 4 (A+0) [~ C+W()dt.
0 0

Von einer Stelle an gilt:

log | ¥ (w)| é
*———~—<l+—2‘,
also
8
w)|<e(1+?)m

’

so daB
)

Ie- (l+6)wtp(w)|<e—?w

ist. Hieraus folgt, daB ¢~ *+ 9« ¥(p) >0 ist und f e k“""?’(t)dt
0

fiir w —» oo einen Grenzwert hat, so daB das gleiche fiir f e~ AHOLE (Y dt
0
gilt. — Also ist
(1) p=A.
00
2. Es sei sg>0 und f e~ ' F (t)dt konvergent. Mit

¢(w fe“ WEF(¢)dt
ist
fe‘- e F(f)dt=e""P(w —-s.,fe‘°‘¢ t)dt.
Da & (w) fiir w - oo einen Grenzwert hat, so ist

|P(w)|<K fir w=0,
also (hier wird sy > 0 gebraucht): '

]‘I’(w)]éKe‘o‘”+Ksofmc‘-'dt=Ke’-°’+ K(®—1)<2Kew®
[1]
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und folglich von einer Stelle an* fiir § >0
|V (w)| < ert e,

Hieraus ergibt sich:

logH:”(w)I <sp+ 6
und damit A=s,+ 8 fiir jedes 4, also A=s, Ist die Konvergenz-
abszisse 8= 0, so kann s, jede Zahl > § bedeuten, und man erhilt: A=p.
Ist B <0, so kann s, jede Zahl > 0 bedeuten, so daB hier A=0 gilt. Es
ist also allgemein:

(2) A=Max (8, 0).
(1) und (2) zusammengenommen liefern Satz 2.

§ 3. Laplace-Transformation und l-Funktionen.

Ist F eine L-Funktion, so hat das Laplace-Integral in allen Punkten
einer komplexen Halbebene einen Sinn, definiert also dort eine Funktion

1(s): .
/(s)=fe“‘F(t)dt fir Rs>p.
0

Es liegt hier eine Funktionaltransformation vor mit F als Objekt- und
f als Resultatfunktion, die ,,Laplace-Transformation’ genannt wird und
fur die wir das Funktionalzeichen  einfithren wollen:

1 (s) = &{F}.
Gelegentlich kann es niitzlich sein, den Namen, den die Variable der
Resultatfunktion tragen soll, an dem Transformationszeichen zum Aus-
druck zu bringen, also hier: &, {F} oder auch & {F; s}.

Wir wollen, wenn nicht die Riicksicht auf historisch iiberkommene
Funktionszeichen es verbietet, nach Maglichkeit daran festhalten, eine
Objektfunktion mit einem groBen, die zugehorige Resultatfunktion mit
dem entsprechenden kleinen Buchstaben zu bezeichnen.

Jede Funktion, die bei der Laplace-Transformation als Resultat-
funktion auftreten kann, die also das ,,Bild‘ einer L-Funktion ist, soll
eine l-Funktion** heiBen. Die Gesamtheit aller /-Funktionen bildet den
l-Raum. Ist F eine L,-Funktion, so soll / als /,-Funktion bezeichnet
werden ¢,

* In Satz 1 [8.2] werden wir eine viel schirfere Abschitzung kennenlernen.

** In derLiteratur ist auBler der im 2. Kapitel erwihnten Bezeichnung ,,fonction
génératrice’’ auch der Name ,,Laplace-Transformierte’’ iiblich. Doch wird dieses
Wort auch noch in einem anderen Sinne gebraucht. Man versteht darunter hiufig
das durch die Laplace-Transformation oder eine ihr ahnliche Transformation
vermittelte Abbild einer Funktionalgleichung (meist einer Differentialgleichung),
also das, was Laplace die ,erzeugende Gleichung nennt (s. die FuBnote S. 8).

Vgl. L. ScHLesINGER: Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen
I, S.4071f. Leipzig 1895.
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Die Laplace-Transformation, zur Abkiirzung auch {-Transformation
genannt, liefert die Abbildung eines Raumes von Funktionen, die nur
fiir reelle ¢ > 0 definiert zu sein brauchen und gewisse Integrabilitits-
bedingungen erfiillen, auf einen Raum von Funktionen, die gleich in
einer Halbebene der komplexen Ebene definiert und, wie wir sehen
werden. sogar reguldr sind.

§ 4. Ausrechnung einiger Laplace-Transformationen.

Die folgenden Beispiele sollen einige Methoden illustrieren, nach
denen sich Laplace-Integrale oft ausrechnen lassen.

1. F(t) =1.
Das Integral j.:“‘dt ist fiir ®s > 0 konvergent, und zwar absolut,
fir Rs=0 diverogent. Es gilt:
L1}y =~ fir Rs>0.

0 fir 0==t<a

2. F() = 1 fiir t =a.
Es ist

eF =" fir Rs>o.
3. F(l) =t

Jeder Zweig von ¢ ist nur fiir Ra > —1 eine I-Funktion. Fiir diese
a-Werte ist ¢* aber auch eine L-Funktion, deren Laplace-Integral fiir
R s >0 konvergiert, und zwar absolut, wihrend es fir Rs< 0 diver-
giert. ¢* sei nun der Hauptzweig. Mit Hilfe der Substitution st =7+
erhalten wir:

00 $00

/e‘”t“dt: de,/e-*r«dr,
0 0

wobei s* der Hauptzweig ist und die obere Grenze s oo andeuten soll,
daB das Integral iiber den Strahl vom Nullpunkt der komplexen t-Ebene
durch den Punkt s zu erstrecken ist?. Fir jeden Integrationsstrahl in
der rechten Halbebene ist das Integral aber bekanntlich gleich I (« + 1),
also ergibt sich:

I'(x+41)

(e} = fir Ra>—1 bei Rs>0.

(Wenn man bereits wei, daB 8 {F} in der Konvergenzhalbebene regulir
ist, kann man sich darauf beschrinken, die Berechnung fir reelle s
durchzufiihren, denn wenn eine regulire Funktion sich im Reellen
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durch —1—1%1-1—1) darstellen 14Bt, so gilt diese Darstellung im ganzen

Regularititsbereich.)*
4. F () =
e*! ist fiir jedes komplexe a eine I-Funktion und auch eine L-Funk-

tion, deren Laplace-Integral fiir Rs > Ra konvergiert, sogar absolut,
wihrend es fir Rs=Ra divergiert. Es ist

S{e“‘}=s—_'_—a fir Rs>NRa.

Eine Anwendung dieser Formel s. S. 27.

5. F(t) =Qofct bzw. Sinct mit beliebigem komplexen c.
Es ist

ct —~ct
2 (Gofer) = 8{ ! }—- (s + ) = i
fiir Rs>

und

St
Sl{@inct}:ﬂ{ 2 ]==‘,__c, fir Rs>|Re|.

6. F (t) =cosbt bzw. sinb? mit beliebigem komplexen b.
Es ist

ot = i0t 1 s
S{COSbt}=Bl 2 ]z?(s—-{b +s+4b)=s‘+b’
fir ®s>Max (R ¢b), R(—b)) = Max (—Jb, Jb) = |Jb|.
Analog ergibt sich

L{sindt} = —;—Q—F fir Rs>|Ib|.

7. F(t) = = V_V_ mit reellem x (unter ]/t ist fir £ >0 der positive

Wert zu verstehen)

Das Laplace-Integral konvergiert bei jedem reellen x ftir Rs >0
und divergiert fir ®s < 0. Wir betrachten nur reelle s; dann ist:

o 0 +00
/a“" co;:/:/— dt = 6/3 ““cosxudu-——f e~ erivdy,
0 - 00

da

to o +00

/ e cosxudu==2_fa““'cosxudu und fe‘“"sinxudu.-—.o
-'00 0 -

* Aus der Formel ftr { {2} folgt, daB jede Funktion der Gestalt
1
F@#H=C (t—ﬁ+ W)—tﬁ—l) mit 0<NB<1 und MBIt —p) =1
der Gleichung F (s) = 4  {F} geniigt, also eine ,, Invariante’* der 8-Transformation

(eine Eigenfunktion des Kernes ¢—¢im Intervall 0 - - - co) ist. Man kann zeigen,
daB es keine weiteren gibt?.
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ist. Wir formen nun weiter folgendermaBen um (unter ]/3 (s >0) ist der
positive Wert zu verstehen):
+00
2 0 .
—1—3_7‘_ / (”—?V—-_) du=—1—e—H e_uj—?—
n = V; ’

wobei das Integral iiber die durch den Punkt — 2—% ¢ laufende horizontale

Gerade der komplexen v-Ebene zu erstrecken ist. Nun zeigt aber der
Cauchysche Satz, daB man es statt dessen auch iiber die reelle Achse
erstrecken kann. Es ist nidmlich (& beliebig positiv):

- 00

L2 %
BT te  -e Tap
[ evav= [+ [ + [
—_—— ;—V—‘: e -_— - W'_ )
Bei wachsendem a streben die zwei letzten Integrale gegen 0, da bei ihnen
Ie-v-] = ¢~ R — o~ Ro) (B0 < .~ a'+ :,
ist, wihrend die Linge des Integrationsweges konstant gleich 2l:7’L ist. —
S
Nun ist aber bekanntlich
00
e Vdy= ,
1 v
also®:
=
cos x Vit e 4¢
i R fir s>0

und damit (vgl. die Bemerkung unter 3.) fiir #s > 0. — Die erhaltene
Resultatfunktion spielt eine wichtige Rolle in der Wirmeleitungstheorie
und wird dort mit y (x, s) bezeichnet.

8 F(t)= 3‘—!—1——:—:—1/—‘_— mit reellem x.

Es ist

ofss V) s o

e & fir Rs>o0.
2yn s
Diese Formel kann auf analogem Wege wie die in 7. oder auch aus dieser
durch Differentiation nach x gewonnen werden. (DaB man unter dem
Laplace-Integral nach x differenzieren darf, muB natiirlich eigens be-
wiesen werden.) — Die erhaltene /-Funktion kommt ebenfalls in der
Theorie der Wirmeleitung vor und wird dort mit y (x, s) bezeichnet.
Ubrigens ist
plas) =—25
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9. Ft)=x(x,t) und F (t) =y (x,t) mit x>0.
Wir betrachten die in 7. und 8. erhaltenen /-Funktionen jetzt als
L-Funktionen 1. Die Substitution—:— = v (x> 0) liefert:

j.e_(%—“).du=/—:;e—(v—%)'dv;
0 0
also ist
2/e—(7_“)‘du = (1 +%) e‘("_“) du (————u—v gesetzt)
0

Damit haben wir die Grundformel:

. _ ;.._“ N 2 _.{f_._“ 3
]e 5= du = e ¥ )duzg (a>0)
0 ]
erhalten. — Der eine Teil dieser Formel liefert (x > 0):
Ly} = e—“———x———e CP TR I SRl (G Y
zft 21/77:
0 0
. zl/— 1 ]
x 2 —z)s ( ;"‘“) —xVs
(;—‘/_—‘——ugesetzt) = ﬁe ./e du=e
Aus dem anderen Teil der Grundformel ergibt sich:
_ -—st_L_ ——“L _ —zVs 1 - st——‘—'
S!{x}-/e . —¢ dt=e /]/;,76 ( 2}’7) dt
0 0
7 z)s 1 : —zxVs
N e S T
Va) Vs

Diese Formel gilt auch noch fiir x=0. — Fiir beliebiges reelles x kénnen
wir schreiben:

Sy (s =2re (v+0),

g
53{zc(x,t)}=———},3—-
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10. F (t) = Ig¢.
In dem Ausdruck fiir die J-Funktion

re =f°°e“‘t’"dt #>0)
kann unter dem Integral diff:renziert werden:

r'eg) = jwr' tt—1lgtdt,
da das entstehende Integral in0 jedem Intervall £<ﬁo§ B =p, gleich-

miBig konvergiert. Dies liefert speziell I''(1) = f e~'lgtdt. Setzt man
0

hierin ¢ =st, wo s> 0, so ergibt sich

- o0 ]
ra) =6/e'" (lgs+lgt)sd1=s1gsfe‘"dr+s [e*lgrdr
n 0
=lgs+sQ{lgt}.
Folglich ist

2{1gt}=_’."$)__1§i fir Rs>0.

—I'"(1) ist die Euler-Mascheronische Konstante 0,5772156649. .

In allen diesen Beispielen ergaben sich /-Funktionen, die durch das
Laplace-Integral in einer Halbebene dargestellt wurden, die aber als
analytische Funktionen betrachtet in gréBeren Gebieten existierten.
Im folgenden Beispiel wird die /-Funktion nicht iiber die Konvergenz-
halbebene hinaus fortsetzbar sein.

M.F(t)s—.:[—;/—i-]‘, dh F)=k fir 4B =t<4nd(k+ 1)t

(k=0,1,2,...).
Mir Rs>0ist

oo 4nt(h+1) o
L {F) =2 / a""kdt=%Zk(e"‘"""‘——e“"'(*"‘l)")
Am0 4m0p N=1
- -] [ -] 0
==.:.~ 2““""*"—-2(12-—1)3—""""]=—:—2e“""‘"
A=1 h=1 A=l

Nun ist die elliptische Thetafunktion @, (v, 7) so definiert:
(v, 1) =1+ Zse"”""cos:zkuv.
Also ist -
s{[-}’%]] =5 (0,(0,45)—1) fir Rs>0.
® Unter [#] wird die gréBte ganze Zahl = » verstanden.
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Diese Funktion ist bekanntlich iiber die Gerade Rs=0 hinaus nicht
analytisch fortsetzbar.

Anwendung:
Zerlegungeiner Funktionin nichtharmonischeSchwingungen.
Wir wollen eine Anwendung von der Formel & {¢*'} = — - machen.

Besteht eine Funktion aus der Uberlagerung von endhch v1elen har-
monischen Schwingungen, d. h. cos- und sin-Funktionen oder, was das-
selbe bedeutet, Exponentialfunktionen ¢** mit imaginirem a:

Fl)=cot et -+ o,
wo die «, ganzzahlige Multipla ein und derselben Zahl f¢ sind:
¢.=p,,8i, O0</<pa<ps<'' <pu,
so haben sie eine gemeinsame Periode

2z
T= a
wo d der gréBte gemeinsame Teiler von p,, p,, - - P, ist: p,=g¢,d.
F (t) hat dann ebenfalls diese Periode. Ist nun F(¢) bekannt, z. B. als
Resultat einer Messungsreihe, so kann man diese Periode T feststellen,
und F muBl dann wegen

a,=¢,df1= Qv_zf"i‘
die Gestalt

X PRLIT
F(t)=00+cle T +"'+C"6 T
haben. Die Komponenten, d. h. die ¢, und ¢, und damit die «, lassen
sich dann leicht auf Grund der Orthogonalititsbeziehung

T n .
1 (9v—q) == $t 1 fiir g=g4,
+ /7T = o e

(¢ = ganze Zahl) feststellen: Man bildet
T L X
1 —q it
r[Fwe T at
0

der Reihe nach fiir ¢=0,1, 2, ...; fiir ¢g=g¢, erhdlt man c,, sonst 0.

Dieses Verfahren versagt, wenn die Schwingungen nicht harmonisch,
die «, also nicht Multipla derselben imagindren Zahl sind. In diesem
Fall'konnte man versuchen, mit 27+ 1 herausgegriffenen Werten F (¢,)
aus den 27+ 1 Gleichungen

F(t') =C°+016““'+C,6“'"+' .. +c”‘¢'" (’z 1,2,. . o,2”+1)
die 2%+ 1 Unbekannten ¢y, ¢y, ...,y %;, g, - . ., %y Zu berechnen. Diese

Gleichungen sind aber transzendent, also praktisch nicht losbar, Ver-
mittels der S-Transformation kann man nun aber, wenn man die Anzahl
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der Glieder kennt, das Problem ,,algebraisieren‘‘ 11 Es sei sogar zugelassen,
daB F (¢) aperiodische Glieder enthilt, d. h. daB gewisse der « reell sind.

Es ist tasa
(7 c Co a Ay S+ ...a8,S"
FO)=8F) =2+ o+ T = e e
fiir R s>Max (Ra,). Berechnet man f(s) fiir 2» + 1 Werte s,, so erhilt
man, wenn man
S(s—ay) e (s—ay) =bys4 - Fb,s"+s*F1
setzt, die linearen algebraischen Gleichungen

(Bys,+ -+ PN f(s,) = ag+ a5, + rays) (r=1,...,2n41).
Hieraus wird man die #+1 Unbekannten a zunichst eliminieren und
n lineare Gleichungen fiir die Unbekannten b,, b,, ... b, behalten. Sind

diese bestimmt, so ergeben sich die «, als die Wurzeln der Gleichung
by+bys+ -+ b, "1+ s"=0.
Die ¢, kann man dann am einfachsten aus # + 1 Gleichungen der Gestalt

fe) =42+t

Sp— 0 Sy — Oy

berechnen 12,

§ 5. Die Dirichletsche Reihe als Laplace-Integral.

Das Laplace-Integral ist das kontinuierliche Analogon zur Dirichlet-
schen Rethe:

(1) p(s)=Fa,e ™ mit 0=sA<i<- - —>o0.
#e= (0
Diese zeigt bekanntlich genau dasselbe Konvergenzverhalten: einfache
und absolute Konvergenz je in einer Halbebene, beliebige Breite des
Streifens bedingter Konvergenz. Der Spezialfall 4,=n ist mit der
Potenzreshe dquivalent, denn durch die Transformation e~* =z ergibt
(-]

sich 3 a,2z". Bei dieser Abbildung der s- auf die z-Ebene entspricht

w0
einer Geraden Rs=o der Kreis |z| =7, also der Konvergenzhalb-
ebene der Dirichletschen Reihe der Konvergenzkreis der Potenzreihe.
Bei letzterer fallen die Kreise einfacher und absoluter Konvergenz stets
zusammen.

Jede Dirichletsche Reihe, die iiberhaupt ein Gebiet einfacher
Konvergenz besitzt, 148t sich, abgesehen von dem Faktor s, als ein sogar
absolut konvergentes Laplace-Integral darstellen, wodurch viele Sitze
iiber Dirichletsche Reihen ihre naturgemiBe Erklirung finden (vgl. 6.6).

Satz 1. Die Dirichletsche Reihe (1) habe die Konvergemzabszisse
7 <oo. Man definiere die Funktion A(t) folgendermafen®:

* A(t) ist eine Treppenfunktion, die an den Sprungstellen gleich dem Mittel-

wert der Stufenhbhen ist. Letztere Normierung spielt fir den Satz keine Rolle
und wird nur fir spitere Zwecke so gewahlt.
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a) A(t) =0 fiir 0==t< Ay, falls Ay>0; fiir Ag=0 soll a) wegfallen;
b) A(t) =X a, fir A, <t<Ay,1;

y=0
” -1
¢) A (k) =3, A(z,,)=20'a,+%~_,

1. Ist =0, so st

o0
Pp(s)=s f “StA ) dt fiir Rs>n=0.
0

2. Ist <0, so gilt fiir Rs >0 dieselbe Formel. Dagegen st
(=]
) =¢O) +s[eH[AD—g @]t fir Rs>q.
0

Die Laplace-Integrale konvergieren absoluts,

Beweis: Wir schicken die Abelsche Formel der partiellen Summation
voraus, die das Analogon zur partiellen Integration darstellt:

n—1 "
Sed =Cydy+ 3C,d,—dy,) mit Cy=2Ic (nz=1).
v re0 Y -0

Sie beruht auf folgender Umformung:

Xed, __codo+2(C —Cy_1)d, = Codo+ ZC,d,— X C,_1d,

r=0 v—l y=1
u-——l
_%Cd—zoc d,, 1 =Cnd, +zoc d,—d, 1)

1. =0. Die Abelsche Formel wenden wir zunichst bet beliebigem

d>0 an auf
c'=ave—‘1('1+¢’)’ d':eh(ﬂ‘f‘é)

und erhalten fiir n=1:

n—1
}.;a _an et ). phintd) = C ghlntd) | 3 voc (elv(ﬂ*'"")_elul(n +a)y,
P = ¥ mu ¥ =

”
Da. nach Voraussetzung C, = 3 a,e~*+9 fiir n—»>oo einen Grenz-

y=0
wert hat, so ist |C,|=C = const und infolgedessen
2 a, éceln(ﬂ+d)+(,‘2 |e"<'l+6)——e‘“1("+6)l
y=0

Wegen 7 + 6 > 0 kénnen wir dafiir schreiben:

” n—1
>a, éceln(n+6)+C2(ehn(n+6)_eh(n+6))
y=0 y=0
1) =2C e+t _Cehtn+d <2Cem0nt9  fiir n=A1.

Dies gilt auch fiir n =0, denn es war |Cy| = |goe~ b1+ =C.
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»
Nach dieser Abschitzung setzen wir X a, = 4, und wenden die

v=0
partielle Summation auf folgende Summe an:
tud n—1
(2) Sa e =AM+ T A, (=%t — e~ 2e10)
y=0 X))
#—1 lys+1
=dye s34, [ et
=0 "

An
=d e s [ et A dt.
0

Bei R s >7 hat die linke Seite fiir » - oo einen Grenzwert, also auch
die rechte. Da aus der Abschitzung (1) folgt:

Aje=™*—+0 fir n—+oo
A
(man wihle 0 < 8 < Rs—1), so strebt sf e~ ** A (t) dt fiir n > co gegen
0

00
den Grenzwert 3 a,e~**. Nun iiberlegt man sich leicht, daB
ym=0
An o 0o

im [e#A(t)dt=1lim [e"A@)dt= [e*A()at

n»o00 0 o>00 0 0
ist*. Das letzte Integral konvergiert absolut, da auf Grund unserer
Abschitzung (1)

Alt) =0(¢n+9)
ist.
2. < 0. Wir setzen in der Abelschen Formel

C,=a”+l+'e—l.,l,,(q+d), d'=gln+1,,(r;+d) (mgo)'

wo 8 > 0 so klein gewihlt sein soll, daB noch 7 + 8 < 0 ist, und erhalten:

2" a,,.+1+,=c,6"‘*1*"("+6)+ "}:‘IC'(e‘wu-lov('I+‘)__elm+!+'('l+6))‘
rm0 y=0
also, da die Dirichletsche Reihe fiir 7 + 4 konvergiert und folglich
|Ca]=C, ferner n + 8< 0 ist:

n—1
=Ceétmsren(nto) +C X (gl--olﬂv(')"‘d)_g‘m+l+v('l+‘))

ym=(

"
2 am+1+v

r=(

= Cetm+1+a(nt+9) + C(e‘-+1w+‘)_¢1a+l+n(ﬂ+6))
= CQ‘!QI(')"") ,

w
* Ganz selbstverstandlich ist das nicht, denn aus der Existenz von lim f bei

w->00 0

2
stetig wachsendem w folgt zwar sofort die Existenz von lim f bei unstetig wach-
#>00 0
sender oberer Grenze, aber nicht umgekehrt.
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unabhiingig von #», also auch

*® )
(3) 2“m+1+v = > a, =Celm+1in+d <(C Amintd)
r=0 p=m+1

(-] [\ ]
2 a, ist der Rest der wegen 7 < 0 konvergenten Reihe ¢ (0)= X 4,,
p=mt1 n=0

also gleich ¢ (0)— A4,,. Nun verwenden wir die Formel (2) und gestalten
sie so nun:

Saeht=(4,— ) +g0)—g 01— ™)
r=0 1
+ zo(Ar‘-Q(O)) (6—"'—6“714-1')

A
= (Ad,— @ (0)) e} -|—¢p(0)-——s‘/¢p(0) e~ *dt

n—1 Jys1

+s )% (AW —p)e*dt

2,
= (4a—@ @) e ™" +9(0) +5 [ (4 () —g(0)e~*de.

0
Hieraus ergibt sich unter Benutzung der Abschitzung (3) von 4, —¢(0)
bei Rs>n 4 4d fir n— oo:

Sa,e M =0(0)+s [(At)—@(0) e~ *dt,
0

y=0
wobei das Integral wegen
A(t)—@(0) =0(/1*9)
absolut konvergiert.

00
Wihlen wir Rs>0, so ist s [¢(0)e~**d¢ =g@(0) konvergent, so

0

daB wir durch Addition auf die unter 1. gefundene Formel zuriickfallen.
Es kann iibrigens sogar vorkommen, daB das Laplace-Integral in

esmer groferen Halbebene konvergiert als die Dirichletsche Reshe. So ist

z. B.

Pl = D11 (r+ ) emrisr = ST_ENT g gr-ng(sy),

-1
”==0 n=0 (”+1).

wo {(s) die Riemannsche Zetafunktion

1
£(s) —,,2{1 =

ist, nur fiir R s > 1 konvergent. Hier ist
» -+ 2

2
n+1

2
fir lgn+ 1) <t<lg(n +2).

(n gerade)
AR)=1—24+3— -+ (—1)"(n+1) =

(» ungerade)



32 3. Kap.: Analytische Eigenschaften der Laplace-Transformation.

2]
Offenbar konvergiert f e~*A(t)dt genau so weit wie die Reihe
0

oo lg(n+2)
e~**4 (t)dt. Es ist:
nm0 lg(n+1)
(5 1) ”+2( ! ! ) fiir gerades n
. —
Ig(w'+1) -7 (("-H)’_ (n+2)=) fiir ungerades =,

also

1 1 1 1 1 1 1 1
o) =1(5—5) =1 (3—%) +2(3—%)—2(e—%) +
(Die Darstellung durch das Laplace-Integral liuft also auf eine Um-

ordnung der urspriinglichen Reihe hinaus.) Da die Glieder gegen 0
streben, so wird durch Zusammenfassung von je zwei konsekutiven
(einem geraden # und ungeraden 7 + 1 entsprechenden) Gliedern in
einer Klammer der Konvergenzbereich nicht geindert. Der allgemeine
Ausdruck einer solchen Klammer lautet
n + 2 1 ” + 2 1

[(" +1)8 ("+2)‘] (”+2)‘ ("+3)‘]

1 1
= ‘”+ 23 (et + wiw) — o)
ist also positiv fiir s >0, da - konvex ist. Jede der beiden Klammern
[...] auf der linken Seite ist nach dem Mittelwertsatz gleich der ersten

Ableitung von ~;—, an je einer Zwischenstelle §,, &, ihre Differenz also

gleich dem Wert der zweiten Ableitung 2 S,T: ) an einer Stelle £ zwischen

n 4 1 und » + 3, multipliziert mit £, —§&,, was absolut genommen < 2

ist. Der ganze Ausdruck ist also sicher < -‘-’%&{-ﬂ die Reihe und
damit unser Laplace-Integral konvergiert daher fiir s >0 und damit

auch fiir Rs>0, allerdings fir 0 <R s=1 nicht mehr absolut.

Man kann sogar Beispiele angeben, wo das Laplace-Integral eine
Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, wihrend die zugehorige Dirichlet-
sche Reihe iiberall divergiert14,

§ 6. Die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation
(Mellin-Transformation).

Wir haben dem Laplace-Integral die Grenzen 0 und oo gegeben
und werden daran auch in der Folge, wenn wir von Laplace-Trans-
formation schlechtweg sprechen, festhalten. Wie wir in § 5 sahen, steht
dieses Integral in Analogie zur Dirichletschen Reihe und zur Potenz-

00
reihe X a,z*. Neben letzterer kommt nun aber in der Funktionen-
nw=0
theorie auch die Laurent-Reihe vor, bei der # von — oo bis + oo liuft.
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Ihr entspricht ein Laplace-Integral, dessen Grenzen —oo und -+ oo
sind. Wir bezeichnen die dadurch dargestellte Abbildung als zwessestig
unendliche Laj:lace-Trans/ormatton mit dem Funktionalzeichen y;:

fs) = / e~ * F () dt = 8y {F}.

Wollen wir gelegentlich deutlich zum Ausdruck bringen, daB wir nicht
€1, sondern die Transformation im fritheren Sinn meinen, so bezeichnen
wir letztere als einseitig unendliche Laplace-Transformation mit dem
Funktionalzeichen £;.

Ly ist definiert als lim _/ , wobei die Grenziiberginge w, —» oo,
@), 0> 0 — @,
o0

' -»oounabha.ngxgvonemandersmd So wie / in einer rechten Halbebene,
konvergiert natiirlich f in einer linken Halbebene Beide haben ent-

weder einen Streifen ﬁ, < R s < B, gemeinsam, oder sie schlieBen einander
vollstindig aus (dann existiert &;; iiberhaupt nicht), oder ihre Konvergenz-
geraden fallen zusammen; dann konvergieren beide auf der ganzen
Geraden oder in einigen Punkten oder nirgends. Das Konvergenzgebiet
von £ ist also entweder ein , Konvergenzstreifen' oder eine Gerade
oder ein Teil einer Geraden. Analoges gilt fiir das Gebiet absoluter
Konvergenz. — Die y;-Transformation kommt in der Literatur meist
in der Gestalt vor, die sie durch die Substitution

et=z2, F(—logz)=®P()
annimmt:

f(s)=f°oz‘—‘¢(z)dz.
0

In dieser Form heiBt sie Mellin-Transformation (Niheres in 6.8).

§ 7. Die Frage der Eineindeutigkeit der Abbildung des L-Raumes
auf den [-Raum.

)
Bei einer Potenzreihe ¢(z) = Zoa,,z" bestimmen die Koeffizienten

% =
eindeutig die dargestellte Funktion, letztere aber dank der Taylorschen

Formel a, = 'p(”)!(o) oder der Cauchyschen Formel a, = 2:' 3 ffi dz

auch eindeutig die Koeffizienten. Bei der Q-Transformation bestlmmt
die L-Funktion F (¢) wohl eindeutig die /-Funktion f(s), das Umgekehrte
gilt aber ganz offenkundig nicht. Andert man z. B. F(t) an einzelnen
Stellen ab, so ist das Laplace-Integral dagegen ganz unempfindlich,
und f(s) bleibt erhalten. Zu einem f(s) filhren mithin sicher unendlich
viele F(t) hin, also ist die Abbildung des /-Raumes auf den L-Raum

Doetsch, Laplace-Transformation. 3
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nicht eindeutig. Wir werden nun aber sehen, daB diese Vieldeutigkeit
sehr harmloser Natur und ganz leicht zu iiberschauen ist. Es wird sich
nimlich herausstellen, daB zwei zu derselben I-Funktion gehorige L-
Funktionen sich nur um eine Differenz N (f) unterscheiden koénnen,
deren bestimmtes Integral mit variabler oberer Grenze identisch ver-
schwindet :

/‘N(‘t)dTEO.
0

Eine solche Funktion wollen wir kurz eine Nullfunktion nennen. Da
jedes (eigentliche) Riemannsche Integral als Lebesguesches geschrieben
werden kann, so ergibt sich sofort, daB N (¢) hochstens auf einer Null-
menge (Menge .vom Lebesgueschen MaBe 0) von 0 verschieden sein
kann. Natiirlich kann bei uns (im Gegensatz zum Lebesgueschen
Integral) nicht jede Nullmenge als Ausnahmemenge auftreten, da ja
N(t) im Riemannschen Sinne integrierbar sein muB. — Kennt man
zu einer /-Funktion esne zugehorige L-Funktion, so kennt man auch
alle anderen; man erhilt sie durch Addition einer beliebigen Null-
funktion. Rechnen wir, wie das in der Lebesgueschen Theorie iiblich
ist, zwei Funktionen, deren Integrale identisch gleich sind, als nicht
verschieden, so ist die Abbildung durch die {-Transformation in beiden
Richtungen eindeutig.

Befindet sich unter den zu einer /-Funktion gehorigen L-Funktionen
eine durchweg sfetige, oder auch nur eine solche, die an jeder Stelle
einseitig stetig ist (nach derselben Seite), so ist sie die einzige dieser Art.
Denn die Differenz zweier zu derselben /-Funktion gehérigen stetigen
oder auch nur rechtsseitig stetigen L-Funktionen hitte dieselbe Eigen-
schaft und wire eine Nullfunktion. Dann mufB sie aber identisch ver-
schwinden; denn wire sie an einer Stelle ¢, von Null verschieden, z. B.
positiv, so wire sie gleich in einer ganzen, rechtsseitigen Umgebung
lo=t=t,+ d positiv, also

ly+ 0 to+6 te
[ N@dr=[ N@dr— [N{@)dr>o0,
to 0 0

was sich mit ihrer Eigenschaft als Nullfunktion nicht vertrigt.
Beispiel: Zu den beiden L-Funktionen

0 fir 0=t<1 0 fir 0=t=1
1 fir t=1 1 fiir £>1

—$

gehort dieselbe /-Funktion f—;— F, ist uberall nach rechts, F; iiberall

E @) =

-3
nach links stetig. So etwas ist also moglich. Dagegen kann man zu 5—3—-

keine andere L-Funktion finden, die iiberall nach rechts stetig wire,
als F,(2).
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Durch die Forderung, daB F stetig oder durchweg nach rechts oder
durchweg nach links stetig sein soll*, 14Bt sich, falls es {iberhaupt ein
solches F gibt, Eindeutigkeit im strengen Simn erzielen.

Beispiel: Die Funktion

0 fir =0
Fo) = sin3- fiir £>0
ist eine I-Funktion, denn sie besitzt nur die eine Unstetigkeitsstelle
t =0. AuBerdem ist sie eine L-Funktion, denn sie ist beschrinkt. Zu
ihrer /-Funktion kann es aber keine durchweg stetige und auch keine
nach rechts stetige L-Funktion F,(f) geben. Denn F (f)— Fy(f) wire
eine Nullfunktion und fiir £ >0 nach rechts stetig. Oben wurde aber
gezeigt, daB eine Nullfunktion an jeder Stelle, wo sie nach rechts stetig
ist, verschwinden muB. Also konnen sich F und F, nur an der Stelle
t = 0 unterscheiden. Nun ist es aber offenbar unméglich, F(f) durch
Abinderung des Wertes an der Stelle ¢ = 0 nach rechts stetig zu machen.

Die eingangs ausgesprochene Behauptung ergibt sich aus folgendem
Satz 1. Verschwindet eine I-Funktion f(s) in einer unendlichen Folge
von dquidistanten Punkten, die auf einer Parallelen zur reellen Achse
liegen:
s=S$y,+no
(so exn Konvergenzpunkt des Laplace-Integrals, 0 >0, n=1,2,...),
so st jede zugehorige L-Funktion F (t) eine Nullfunktion1s.

Bemerkungen: ’

1. Die Voraussetzung ist reichlich erfiillt, wenn f(s) in der ganzen
Konvergenzhalbebene oder auf dem darin liegenden Teil der reellen
Achse oder einer Parallelen dazu verschwindet.

2. Ist F(¢) eine Nullfunktion N (¢), so ergibt sich:

oo ¢ 00 oo t
Q{F}=[e"N@)dt=c"* [N(x)dr| +s [e*dt [N(x)dr =0.
0 0 0 0 0

Verschwindet also eine /-Funktion in der arithmetischen Folge s, + na,
so ist sie nach unserem Satze iiberhaupt = 0. In Wahrheit ist also
die Voraussetzung des Satzes nicht allgemeiner als die Voraussetzung
f=0. Wir werden aber beim Beweis nicht mehr brauchen. Vgl. S. 123.

3. Ist Q{F,;}=8{F;} im gemeinsamen Konvergenzgebiet oder
auch nur in einer horizontalen arithmetischen Folge, soist {F, — F;} =0,
also F, () —F4(t) = N(t). In dieser Form haben wir den Satz oben
benutzt.

4. Eine [-Funktion kann sehr wohl unendlich viele dquidistante,
auf einer Geraden liegende Nullstellen haben, ohne identisch zu

* Im letzteren Fall muB natirlich fir den Punkt ¢ = 0, wo die Linksstetigkeit
nicht zu erfilllen ist, Stetigkeit nach rechts verlangt werden.

3‘
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verschwinden, wenn nur die Gerade nicht der reellen Achse parallel ist.
So ist z. B. fiir
¢ fiir 0=st=2n

F(t)=! 0 fir t>2n

—2n(s—4) g —g—2ns

n
E{F}=/c-'(’“"dt= 1—e _
0

s—1 s—1
=0 fir s=—i1, + 214, +314, ...
Beweis von Satz 1: Nach Satz1 [3.2] ist fir Rs>Rs,:

Hs) = (s—so) fe ="t () dt
3 .
mit
H
0] =/e"~' F(r)dr.
0
Fiir s =5y +n0, n=1,2,...,ist f(s) =0, also

f(so +no) = nafme"""'d)(t) dt=0
0

oder
fe""”(b(t)dt=0.
Wir setzen °
% = x, t=—l-gd—x, 45(—1%1):'1’(76)
und érhalten: .
—;—f&"*l?l’(x)dx=0 fir n=1,2,...
oder ’

1
[ 2 (x)dx=0 fir p=0,1,2...,
0
d. h. simtliche ,,Momente* * der Funktion ¥ (x) im Intervall 0 =x=1
verschwinden.

Setzen wir
Y(1)=P(0) =0, Y(0)=1LmP({)=/[(sy),
t-» 00

so ist ¥(x) im Intervall 0=x=1 stetig. Wir wollen nun zeigen:

Satz 2. Verschwinden sdmiliche Momente einer stetigen Funktion ¥ (x)
in einem endlichen Intervall, so verschwindet die Funktion identisch.

* Denkt man sich die Strecke 0=<r==1 mit einer Masse von der Dichte ¥ (x)
belegt, so stellen die Integrale die aus der Physik bekannten Momente der Masse
in bezug auf den Nullpunkt dar.
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Bemerkungen:

1. Wir werden das hier fiir das Intervail 0= x =1 beweisen, woraus
es fiir jedes Intervall a=y=b folgt. Setzt man nimlich y=
a + (b—a) %, so ist das u'* Moment im Intervall a=y=b gleich einer
Summe aus den u ersten Momenten im Intervall 0=x=1. Aus dem
Verschwinden der y-Momente schlieBt man rekursiv auf das der x-Mo-
mente und damit auf das Verschwinden der Funktion.

2. In unserem Fall ist ¥ (x) im allgemeinen komplex, da F (f) und s,
komplex sein konnen. Da aber die Momentenbildung eine lineare Opera-
tion ist und daher der Zerlegung von ¥ in einen reellen und imaginéiren
Bestandteil die Zerlegung der Momente entspricht, so geniigt es, wenn
wir ¥ (x) als reell voraussetzen.

3. Der Satz besagt fir das sog. , Momentenproblem', das die
Frage nach der Bestimmbarkeit einer Funktion aus ihren Momenten
stellt, offenbar folgenden Eindeutigkeitssatz: ,,Das Momentenproblem
1st, wenn iiberhaupt, so nur durch eine stetige Funktion losbar.” Ohne das
Wort stetsg ist der Satz natiirlich falsch. Aber auch bei unendlichem
Intervall verliert er im allgemeinen seine Richtigkeit.

4. Man sieht jetzt, warum wir oben nicht gleich

f(so +no)= fwe' nat[e=%!F(t)]dt =0
0

geschrieben, sondern erst ®(f) eingefiihrt haben. e~*‘F(f) braucht
nimlich nicht stetig zu sein, wihrend @(¢) diese Eigenschaft hat.

Beweis von Satz 2: Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz
kann man bei beliebig vorgegebenem 4 >0 zu der stetigen Funktion
¥ (x) ein Polynom H,(x) finden, das sich von ihr durchweg um weniger
als é unterscheidet:

W(x)=H,(x) + 88(x), wo [|d(x)|<1.
Wir multiplizieren diese Gleichung mit ¥ (x) und integrieren von 0 bis 1:

1 1
[P n)dx = [Hy(x) ¥(x)dx + 6[119(x) Y(x)dx.
0 0 0

Das erste Glied auf der rechten Seite ist eine Summe von Momenten,
verschwindet also. Aus der iibrig bleibenden Gleichung folgt:

1 1
f?"(x)dxébfl?’(x)]dx.
0 0
Wire nun W (x) =0, so gibe es eine Stelle und wegen der Stetigkeit
1
eine ganze Umgebung, wo |¥(x)| >0 ist. Es wire also [|¥(x)|+0,

0
so daB man durch diese Zahl dividieren koénnte. Das ergibe die Relation

6§j‘!¥”(x)dx:j}]‘l’(x)|dx,
0 0
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die der Tatsache widerspricht, daB 4 ganz beliebig > 0 gewihlt werden
kann. — Es bleibt also nur die Moglichkeit ¥(x) = 0.
Im Fall des Satzes 1 bedeutet das, daB

D) = fe""F(r) dr=0
ist. Wir behaupten, daB dar;us folgt:
G(t) =fF(t)dTEO.
Durch verallgemeinerte partiell: Integration erhalten wir nimlich:

t t
0=P@) = "G)|+s,[e~*"G(r)dr,
0 0
3.1 $
50 Gl) + soe* [e=**Gx)dT =o0.
0

Der zweite Summand ist differenzierbar, weil G stetig ist, also auch der
erste. Die Differentiation ergibt:

G' () + so{soe‘"/e“"G(t) dt+G{t)} =o.
0

Nach der vorhergehenden Gleichung verschwindet die Funktion in {--},
so daB folgt: G’ (f) = 0, also G (¢) = const. Da aber G (0) = 0 ist, so ergibt
sich: G(t) =0.

Wir haben gesehen, daB F(f) eine Nullfunktion und infolgedessen
f(s) = 0 ist, wenn f(s) in einer horizontalen arithmetischen Folge, z. B.
in den ganzzahligen Punkten der reellen Achse, verschwindet. Es fragt
sich, ob man denselben SchluB auch fiir andere Punktfolgen machen
kann und wie dicht diese liegen miissen. Es gilt nun folgender

Satz 3. [f(s) verschwindet identisch, wenn es in umendlich vielen
recllen Punkten vy <v, <vy < - - - verschwindet, die so langsam gegen oo

00

wachsen, daf8 E' ;'— divergiert. (Ist einv,= 0, so ist es aus der Summe
”

” w0
wegzulassen.) 1

Diesen Satz kann man auf den vorigen zuriickfilhren. Es soll
o0 00
fow) =[e "' F(t)dt = [e~tn="[c="F ()] dt =0
0 0

sein (n=0,1, 2,...). Wir setzen ,—v, =y, Dann ist
[.‘o=0<[ll<,Ug<"'—*m,

("]
und 27’- divergiert. Ferner ergibt die Substitution ¢~!= x:
»

L

1
[am[a=1F(—1gx)]dx=0 fir n=0,1,2,...
0 .
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Nun gilt aber folgende Erweiterung des WeierstraBschen Approxi-

0o
mationssatzes*: Wenn E' -‘:—; divergiert, so kann man jede in 0==x=1

#oml
stetige Funktion ¢ (x) beliebig genau durch lineare Aggregate der Potenzen
xM =1, x#, x#, ... approximieren. — Hieraus ergibt sich sofort, daB

auch fiir jede stetige Funktion ¢ (%)

/199 (%) [x»~'F(—Igx)]dx =0
0

ist. Wenden wir dies speziell auf ¢(x) =2" (n=0,1,2,...) an, so
ergibt sich:

1 oo
[ar [~ F(—lgx))dx=[e- "+ F(t)dt=0  (n=0,1,...).
0 0

f(s) verschwindet demnach in der arithmetischen Punktreihe s = v, + #,
ist also = 0.

Es gilt auch das Analogon von Satz 1 fiir die {;;-Transformation.
Den Beweis konnen wir aber erst S. 52 erbringen.

§ 8. Die Laplace-Transformation als unstetige
Funktionaltransformation.

Beschrinkt man sich bei den L-Funktionen auf den Raum der Funk-
tionen, deren Absolutbetrag im Intervall (0, oo) quadratisch integrierbar
ist (im Lebesgueschen Sinn), oder allgemeiner auf den Raum der Funk-

tionen, fiir die
o0

[l F@)pat
0
bei einem festen reellen ¢ konvergiert, so kann man den Raum durch
die Definition
1

d(F, F) = ( f°° et |Fy()— Fy () dt) 2

metrisieren und den Konvergenzbegriff durch die Mittelkonvergenz
erkliren (vgl. 1. Kapitel, S. 4). Die zugehérigen /-Funktionen existieren
simtlich in der Halbebene R s > o, weil nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

(f] e“"F(t)ldt)2= (fm]e- ("‘")‘-e""‘F(t)Idt)z
0 0

© ©
§fe—s(ﬂa—c)tdtfe—sulF(t)|l dt
0 0

* Cr. H. MUNTz: Uber den Approximationssatz von WeierstraB. Schware-
Festschrift S. 303—312. Berlin 1914.
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ist. Versteht man nun im /-Raum den Konvergenzbegriff im gew&hn-
lichen Sinn, d.h. f,(s) = f(s) an jeder einzelnen Stelle s, so ist die Q-
Transformation stetig, denn es ist

@ —f@) = [ (R —F e
0

oo o0
= [e3®e=at gy [ o~ 29¢|F, (1) —F (1) dt
[1] 0

& (F,, F)
=2 (Rs—o) =0,
wenn F,, im Sinne der Mittelkonvergenz gegen F strebt, d.h. d (F,, F) -+ 0.—
Wir werden nun aber hidufig auf L-Funktionen stoSen, die nicht qua-
dratisch integrierbar sind, so daB8 die obige Metrisierung nicht anwendbar
ist, andererseits werden wir in wichtigen Anwendungen, z. B. bei Rand-
wertproblemen (vgl. 19. Kapitel) den Konvergenzbegriff garnicht anders
als im gewohnlichen Sinn, also jedenfalls nicht im Sinne der Mittel-
konvergenz verstehen kénnen. Dann ist die L-Transformation aber
gewiB keine stetige Funktionaltransformation, wie folgendes Beispiel
zeigt: Die L-Funktionenschar
al

EMt)=y(t)=—-—¢ a>0

L=yl =ty (@>0)
strebt fiir a0 gegen die Grenzfunktion F(f) =0. Die zugehdrigen
I-Funktionen (vgl. 3.4, Beispiel 9)

fuls) ="
streben aber nicht gegen {0} =0, sondern. gegen f(s) = 1.

Diese Unstetigkeit der -Transformation wird bei den Anwenduflgen
in der Theorie der Randwertprobleme eine wichtige Rolle spielen.

4. Kapitel.

Allgemeine funktionentheoretische Eigenschaften
der 1-Funktionen.

§ 1. Regularitit der ]-Funktion.

In 3.4 haben wir eine Anzahl von /-Funktionen berechnet, die samt-
lich in ihrer Konvergenzhalbebene regulir ausfielen. Wir werden jetzt
zeigen, daB dies eine ganz allgemeine Eigenschaft ist. Dazu schicken wir
einige Betrachtungen voraus.

1. Gleichm#4Bige Konvergenz des Laplace-Integrals.

Satz 1. Wenn das Integral an seiner unteren Grenze ein uneigentliches
ist, so konvergiert es in jeder Halbebene Rs=o hinsichilich dieser Grenze
gleschmdfsg.
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Denn dort ist (¢=0):
le—sil —_— e-—tﬂlée*d‘éeldl"
also
=elols [|F()|at,

[esF s

und dies kann, unabhingig von s, durch hinreichende Einschrinkung
von & und &, beliebig klein gemacht werden, weil F eine I-Funktion ist.

Beziiglich der oberen Integralgrenze behaupten wir:
Satz 2. Ist s, ein Konvergenzpunkt von L{F}, so konvergiert das
Laplace-Integral in jedem unendlichen Winkelraum
BW:  |arc(s—so) | =P < 3’2*
beziiglich seiner oberen Gremze gleichmdfig,

Ein solcher Winkelraum 28 entsteht, wenn man durch s, zwei Strahlen
zieht, die gegen den Horizontalstrahl nach rechts um weniger als einen
rechten Winkel geneigt sind. s, kann jeden inneren Punkt der Kon-
vergenzhalbebene bedeuten, aber auch jeden Punkt ihrer Randgeraden,
wo das Laplace-Integral konvergiert.

Beweis: Wir setzen
[e# F(r)dr="P().
t

Dann kann man zu jedem ¢>0 ein T =T (¢) so wihlen, daB
|P(@)|<e fir ¢=T
ist. Durch verallgemeinerte partielle Integration ergibt sich: -

[ F(t)dt=[et=t. e~ F (g at

=P | —(s—s,) [ 6 Wy dt,

W, w

also firr T = w, < wy:

/e“'F ® dt| = e RO | W(w,) |+ o= RE—2) | W (wy))|
+ is_so‘/é-m(‘_s'" !Y’(t)idt
<emaRE-wgp gmaRE-sg |5 |6 femRe-tay

—_ — g R (s — 80) —~ o, R(s—s) E:‘.“LL ~-Rs—s)o
cie o J-em M +m(s_so)e o) @13
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In dem Winkelraum 8 ist R (s—s,) =0, also
G_w'g‘('"",é‘l, e~ m.?l(s—s.)_§1'
ferner

[s—s| _ 1
R(s—sg) = cosd’

mithin

=(2+ o5

cos ¢

s .
f e=stF () dt
Aus dieser von s unabhingigen Abschitzung folgt die GleichmiBigkeit
der Konvergenz.

Satz 3. Q{F} konvergiert in jedem beschrinkten, ganz im Innern der
Konvergenzhalbebene gelegenen Bereich gleschmdfig (hinsichtlich der oberen
Grenze)V'.

Denn jeder solche Bereich kann in ein Rechteck im Innern der Kon-
vergenzhalbebene und dieses wiederum in einen Winkelraum % ein-
geschlossen werden.

Falls  {F} eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, 1aBt sich
der Satz in trivialer Weise verallgemeinern:

Fig. 1.

Satz 4. Ist Q{F} in s, absolut konvergent, so konvergiert es in der
Halbebene Rs=Rs, gleichmdfig (beziiglich der oberen Grenze).

Beweis: Folgt aus dem Beweis S. 15.

Im Falle a < oo ist also L {F} in jeder Halbebene R s = o > a gleich-
gleichmiBig konvergent.

Wir behaupten nun allgemein:

Satz 5. Ist Q{F} auf einer Geraden R s = o, gleichmdifig konvergent,
so ist es auch in der Halbebene R s = o, gleschmdifig konvergent.

Beweis: Fiir alle reellen y ist
et INFE () dt | <& fiir wy>wy >R ().

,

Nach dem zweiten Mittelwertsatz* ist fiir o > g,
])’e" CHINF () dt = f'e—(o-a.)te— (oot F (¢) dt
[ Wy ®
= e—(a—o.)w,f,—(a.wy)tp(t) dt,

* Ist /(x) integrabel und A (x) monoton, so gibt es ein §, a=§{=b, so daB

b I3 b
[z k(x)dx =k(a) [I(x)dx +k(b)!l(x)dz

-ist. Ist k() positiv und monoton abnehmend, so kann man k (b) = O setzen, weil
dadurch die Monotonie von R(x) nicht gestdrt wird.
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wo o einen gewissen Wert zwischen w, und w, bedeutet. Also ist fiir
0 >0, ¥ beliebig reell und wy; >w, >N2:

@y
fe‘("’””‘F t)dtj=c" W< g,
@y

Auf Grund dieses Satzes kann man die ,,Abszisse y gleschmdfiger
Konvergenz'* des Laplace-Integrals definieren von der Art, daB { {F}
fir R s=o0 >y gleichmiBig, fiir Rs=o0 (0 <y) aber nicht mehr gleich-
miBig (eventuell iiberhaupt nicht) konvergiert. (Gibt es keing Halb-
ebene, wo {{F} gleichmiBig konvergiert, so ist y = 4 oo zu setzen.)
Nach Satz 4 ist

f=y=a.

Die ,,Halbebene gleichmdfiger Komvergenz'* s>y hat einen anderen
Charakter als die frither definierten Halbebenen einfacher und absoluter
Konvergenz. Letztere stellten genau das Gebiet dar, in dem L{F}
einfach bzw. absolut konvergiert. Das ist bei der Halbebene Rs >y
im allgemeinen nicht der Fall. Ist nimlich 8 <y, so kann man an die
Halbebene Rs=o0 >y z. B. ein Rechteck aus dem Streifen f < Rs=<o
anhingen, worauf € {F} nach Satz 3 auch in dem vergroBerten Bereich
gleichmiBig konvergent ist.

Spezialfille, in denen eine Halbebene gleichmiBiger Konvergenz
existiert, s. S. 53.

2. Regularitdt der /-Funktion.

Satz 6. f(s) = Q{F} ist im Innern der Konvergenzhalbebene Rs > f
reguldr, d. h. an jeder Stelle im komplexen Sinne beliebig oft differenzierbar,
und zwar ist jede Ableitung wieder ein Laplace-Integral:

(o]
f®(s) = (—1)* [e=***F ($) dt,
0
das durch Differenzieren von & {F} unter dem Integralzeichen entsteht?®.

Wir geben fiir diesen wichtigen Satz mehrere Beweise.
Erster Beweis: Ist a eine beliebige reelle Zahl > 0, so ist die Funktion

nw—/rﬂF

in der ganzen Ebene regulir (dazu braucht F nicht einmal eine L-Funktion
zu sein, sondern es geniigt, daB F eine I-Funktion ist), und ihre Ableitung
lautet:

fa (s =—frWFw
Fir beliebiges komplexes s und h gilt namlich:

a

D(h)=’“‘s+"}“’“(‘)+fc-“tF(z)d¢=f -"(’ "——-+t)F(:)d:
0

0
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Nun aber ist
‘f_f;f..‘ +t‘=|ht’(—;-!——-;—:+h:;:—u~-)‘

. h|t 'hi3
é}h;t‘(1 +—ITIT—+-—5]—!—-+)

=lh|B2-el*' = |h|adetl®
Also gibt es zu jedem >0 ein 4, so daB

e My

h

+t.<e fir |hl<dé und O0=t=a

ist. Fiir diese A gilt
-]
D (h) | =e'®ilag [|F (t)]dt.
0'

Hieraus folgt D (k) -0 fiir A— 0.

Wendet man das Ergebnis auf f, (s) an, so ergibt sich, daB auch f(s)
in der ganzen Ebene regulir ist [dies folgt schon aus der Regularitit
von f, (s)] und daB

1 (s) =/ e '8 F (t) dt,
0
ebenso allgemein
O (5) = (—1)* fe=*' " F (1) dt
0

ist. Nach Satz 3 strebt f, (s) in jedem innerhalb der Konvergenzhalbebene
liegenden Rechteck R gleichmiBig gegen f(s). Wir wenden nun folgende
Erweiterung des WeierstraBschen Doppelreihensatzes* an: Der reelle
Parameter a wachse stetig oder unstetig gegen oo, jede der Funktionen
f« (s) sei regulir in einem Gebiet** @, die f, (s) sollen fiir « »oco in ®
gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion f(s) streben. Dann gilt:

1. f(s) ist in ® regulir;

2. die Ableitung f{(s) (n=1, 2, ...) strebt fiir « -o0 gegen eine
Grenzfunktion, und zwar gegen f™(s);

3. diese Konvergenz ist gleichmiBig in jedem in ® liegenden Bereich.

Nach diesem Satz ist f(s) im Rechteck R regulir, und /™ (s) hat den
in der Behauptung angegebenen Wert. Da sich jeder Punkt der Kon-
vergenzhalbebene in ein solches Rechteck einschlieBen 14Bt, ist der
Satz allgemein bewiesen.

* CH. J. DE LA VALLEE PoussiN: Sur les applications de la notion de con-
vergence uniforme dans la théorie des fonctions d’une variable complexe. Ann.
Soc. Scientif. Brux. 17, Teil 2 (1893) S. 324.

** Fine zusammenhingende, offene Punktmenge nennen wir ein Gebiet, die
aus einem Gebiet einschlieBlich Randpunkte bestehende abgeschlossene Punkt-
menge einen Bereich.
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Bemerkung: Fiir den Beweis der Regularitit von f(s) hitte auch der
gewohnliche WeierstraBsche Satz (x=1, 2, ...) ausgereicht, nicht aber
fir den Beweis der Formel fiir f® (s).

Zweiter Beweis (ohne Benutzung funktionentheoretischer Hilfsmittel):
Es sei s ein beliebiger Punkt im Innern der Konvergenzhalbebene, also
Rs>p. Wir setzen Rs—p=3¢ und bezeichnen den reellen Punkt
B+ & mit s,. Dann ist nach Satz 1[3.2] in der dortigen Bezeichnungsweise:

f(s) = (s—s,) f:“‘—’-)‘di () dt.
0

Wir werden zeigen, daB sich dieser Ausdruck unter dem Integralzeichen
differenzieren 14Bt:

oo o0
f (s) =fe‘("‘~)‘¢(t) dt — (s—s,) /e"(“‘-”td)(t) dt=gp(s).
Dazu wihlen wir einen Punkt s + A mlt |h[<£ ; dann ist

f(s+ k)= (s + h—sg) fc (s+h=s)igp (1) dt

und
D (h) = .f_(_s_i'__’f).—_./_(ﬂ —@(s)
kt
__f ==t (p=hi__ 1) D (2) d¢+/-<’ ’)' —-—~—+t)d>(t)dt

D(t) 1st beschrinkt: |®| < M (s. S. 16) die vorkommenden Integrale

sind daher absolut konvergent, und es lst
o0

Dy < [eretfembi 1[Mdt+]s—-so}/ ettt =t i M,
0
Im ersten Integral verwenden wir die Abschatzung
— hie h‘t‘ hit hi2e®
‘e hl____1|___l + 21 —3] l<|hl (1+|1" +|2Il + - ..)

|h|te|"“§|h|te“
im zweiten das Ergebnis von S. 44:
|5t < [h| o e <] et

Das liefert:
|D(h)|=|h| M [e=¢*tdt+ |h||s—s,| M [e=t'2dt,
0 0

woraus D (k) » 0 fiir |4 - 0 Tolgt.

Nun haben wir den Ausdruck fiir f'(s) noch auf den in unserem
Satz genannten zuriickzufithren. Da nach der Regel der verallgemeinerten
partlellen Integration

/[¢ (¥) +ve~ % F (v)]dr = j¢ (r)dr + [tP (D)), j¢ (v)dt =1t ()
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ist, so ergibt sich, wiederum nach dieser Regel:
[ ] o0 o0

)= [e- -t P(t)dtte =D (t) —[e=C=W* [D(t) e F (¢)]dt.
0 0 0

Weil wegen |®|<M und R(s—sy) >0
e~E—Witd(t) >0 fir (o0,
folgt das gewiinschte Resultat.
Da man hierbei gefunden hat, daB das Laplace-Integral

f'(s) = ~f°°e""tF(t) dt
0

fiir R s > B existiert, so kann man hierauf die gefundene obige Differen-
tiationsregel anwenden und gelangt damit zu den héheren Ableitungen.

Arnalog wie bei den Potenzreihen ist zu unterscheiden zwischen
dem Laplace-Integral und der dadurch dargestellten Funktion f(s). Es
kann, wie Beispiel 11 von 3.4 zeigte, vorkommen, daB die Konvergenz-
halbebene von {{F} der natiirliche Existenzbereich von f(s) ist.
f(s) kann aber wie in den Beispielen 1 — 10 auch noch iiber die Konvergenz-
halbebene hinaus reguldr sein. Wihrend jedoch bei Potenzreihen stets
mindestens ein singuldrer Punkt auf dem Rand des Konvergenzkreises
liegt, braucht bei Dirichletschen Reihen und Laplace-Integralen
weder auf der Konvergenzgeraden noch in beliebiger Nihe von ihr eine
singuldre Stelle vorzukommen, so daB f(s) in einer noch gréBeren Halb-
ebene oder sogar der ganzen Ebene reguldr ist?®.

Der Satz 6 zeigt, daB die 2-Transformation jede L-Funktion F(t),
die nur fiir reelle ¢t >0 definiert zu sein braucht und gewisse Inte-
grabilititseigenschaften hat, in eine reguldre Funktion f(s) iiberfiihrt,
d. h. in eine Funktion, die ganz scharfen Bedingungen geniigt und {iber
die- sich weitgehende Aussagen machen lassen. Diese Tatsache lift
sich zu vielen wichtigen Anwendungen ausnutzen, z. B. so: Wenn eine
regulire Funktion in einem Winkelraum gewissen Wachstumsbeschrin-
kungen unterliegt, so kann man schon auf ihr Verschwinden schlieBen
(Sdtze vom Phragmén-Lindelofschen Typ). Hat nun F eine Eigenschaft,
aus der jene Wachstumsbeschrinkung fiir f(s) folgt, so muB f(s) =0,
damit aber nach dem Eindeutigkeitssatz auch F(¢) =0 sein, wenn es
stetig ist. Beispiele dieser SchluBart werden wir spiter kennenlernen,
wenn uns noch weitere Hilfsmittel zur Verfiigung stehen (siehe 6.9)%.

§ 2. Verhalten bei Anniherung an einen Konvergenzpunkt.

Ist s, ein Punkt im Innern der Konvergenzhalbebene, so ist die
Funktion f(s) dort regulir, also stetig, so daB f(s) = f(s,) fiir zweidimen-
sionale Anndherung von s an s,. Liegt aber s, auf der Konvergenzgeraden,
so versagt diese SchluBweise, weil f(s) in s, nicht regulir zu sein braucht
und unter Umstinden nur in einer ,einseitigen” Umgebung von s,
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einen Sinn hat. Wir kénnen nun keineswegs zeigen, daB f(s) - f(s,),
wenn s aus dieser einseitigen Umgebung gegen s, wandert, sondern
erhalten in Analogie zu dem Abelschen Stetigkeitssatz fiir Potenzreihen
in seiner Stolzschen Verallgemeinerung* nur folgendes eingeschrinkte
Resultat:

Satz 1. Ist f(s) = Q{F} im Punkte s, konvergent, so strebt f(s)

gegen f(so), wenn s innerhald des Winkelraums B: |arc (s —sp)| =9 < —z—

zweidimensional gegen s, strebt.
Beweis: Nach Satz 2 [4.1] ist @ {F} in dem Winkelraum gleichmiBig

konvergent, man kann also zu ¢ >0 ein T >0 so bestimmen, daB fiir
alle s aus B

[+ ]

/e—"F(t)dt <

T

w| o

und auBerdem
(e <)

/ e—'F(t)dt| <

T

W o

T
ist. Ferner ist f e~ *F(t)dt eine ganze Funktion (s. S.43), also in s,

0
stetig, so daB man ein 4 > 0 so finden kann, daB
T

f e
0
ausfillt. Dann ist aber

|£(s) /(Sol_

T
=|[e=s'F(f) dt—fe“"‘F(t dt|+
0
fir alle s, die zuglelch in W und im Kreis |s—s,| < & liegen.

T
—stF (1) dt——fe“"'F(t) dt

<~§; fiir alle ‘s—so|<6

fe“"F dt——fe“°‘F(t dt+fe“‘F(t dt——fe“-‘F(t dt'

4

fe"’"F(t)dtl <e
T

fe‘“F t)dt'

Anwendungen.
(o] o0
1. Wenn f F(t)dt divergiert, so kann trotzdem [¢—** F(¢)dt fir
: 0

0

s >0 konvergieren und fiir s—> 0 einen Grenzwert ! haben. Hierauf
grindet sich eine Summabilititstheorie fiir divergente Integrale, die der
Abel-Poissonschen Summation von divergenten Reihen entspricht:

[« <]
* Diese lautet: Wenn eine Potenzreihe ¢ (z) = 3an2z® in einem Punkte z, des
"0
Konvergenzkreises konvergiert, so strebt ¢ (z) gegen ¢(z,), wenn z innerhalb des
zwischen zwei in z, endigenden Sehnen des Konvergenzkreises liegenden Winkelraums
gegen z, strebt.



48 4. Kap.: Funktionentheoretische Eigenschaften der /-Funktionen.

Wenn 3 S a, dxvetglert a,, z* aber fiir |z]<1 konvergiert und fiir

n-o
o0

z—> 1 den Grenzwert / hat, so sagt man, 3 4, sei nach Abel-Poisson
=0

zum Werte / summierbar. Analog wird man im obigen Fall f F(t)dt

summierbar nach Abel-Poisson nennen. Der Satz 1 liefert dann den
- sog. Konsistenz- oder Permanenzsatz dieses Verfahrens: Er sagt aus,

00
daB8, wenn f F (t) dt konvergiert, das Abel-Poissonsche Verfahren an-

0
wendbar ist und den alten Integralwert ergibt.
2. Wenn f F (t)dt konvergiert, so kommt es manchmal vor, daB
0 0
dieser Wert schwierig zu berechnen ist, daB dagegen lim / e F(t)dt

>0 0
ziemlich leicht erhalten' werden kann. Als Beispiel erwihnen wir den

Fall der Besselschen Funktion
o0
_ (__1)n t\2n
]o (t) “20' (n1)? (;) .
” .=
Wie wir spiter (12.4.2) zeigen werden, verhilt sich J; (¢) fiir groBe positive
[ ]
t wie V{T cos (t——%), also ist f Jo(t)dt konvergent. Durch gliedweises
0

Integrieren der Reihe 148t sich dieser Wert aber nicht erhalten. Dagegen
kann man, wie aus Hilfssatz 1 (Anhang) hervorgeht, Q{F}, wenigstens
fir s >1, durch gliedweise Anwendung bekommen:

L) =, $32Kﬁ1= ST (=" _(2n)!

ot (n!)’z”' sIntl ¢

Nun ist aber
L T TP
n!2" 2™ »l 2" 1-3-5 (2n—1)
1 3\...[(_2n—1 1
n! »
also
-3 1 .
AN T ) et L ey !
B{]o(t)}—SZ( " )(s 2)_5(1_}_3 2) 2-1/‘1—_*_—;5’

n =0

wobei unter der Wurzel der Hauptzweig zu verstehen ist. Dies ist zunichst
fiir s > 1 bewiesen, gilt aber wegen der Regularitit von £ {/,} im ganzen
Konvergenzgebiet Rs >0. Da 2{ J,} fiir s =0 konvergiert, kann man
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nach Satz1 den Wert durch den Grenziibergang s— 0 erhalten und
bekommt so:

f]o(t)dt-_—.a.
0

Dieselbe Methode ist bei den Besselschen Funktionen J,(f) anwendbar.
DaB Satz1 micht umkehrbar ist, d. h. daB aus der Existenz von
lim & {F} nicht die Existenz von L {F} fiir s, folgt, zeigt das Beispiel

S~> 5

F(t) =sint, f(s)=sz{F}=;,-}L—1 fiir Rs > 0.

limo f(s) existiert, aber {{sint} fiir s =0, d. h. fw sintd¢ existiert nicht.
L B dd 0
§ 3. Verhalten bei Annidherung an s = oo.

Satz 1. Ist sy esn Konvergenzpunkt, so strebt f(s) gleschmdifig gegen 0,
wenn s innerhalb des Winkelraums B: |arc (s—sp) | =9 < % gegen oo
strebt. Insbesondere komvergiert also f(s) gegen O auf jedem Strahl, der
mit der reellen Achse einen Winkel o mit |a | < -} bldet.

Beweis: Wir schreiben
Tl Tg o0
1(s) =fe=*'F(t)dt+ [e=*'F (t)dt+ [e=*'F (t) dt
0 T, T,

und wihlen T, so klein, daB (Satz1 [4.1))
T,
/e—”F(t)dt <% fir Re=Rsy;
(1}

T, so groB, daB (Satz 2 [4.1])
fe"‘F(t)dt < —§~ fir alle s in 2B;
T,
und schlieBlich ¢ >0 so groB, daB
Je F(t)dtlée o f—(
ist. Dann ist

F(t)|dt<-§— fir Rs=o¢

[f(s)|<e fiir alle s in ¥ mit Rs=o.
Satz 2. Ist S{F} fiir s = s, konvergent, so ist f(s) in jedem Winkel-
raum W |arc (s—-—so)|§t9<—’5'- beschrinkt.

Dies ergibt sich sofort aus dem vorigen Satz, kann aber auch so
bewiesen ‘werden:

Doetsch, Laplace-Transformation. 4
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Nach Satz 1 [3.2] ist fiir Rs>Rs,
00
1(5) = (s—so) fe= =D (r) at,
0

wo
P(t)=[e*'F(r)dr und |P()|<M
0

ist. Also ergibt sich:

=) e M
[f(s)]| < Is_sol/e—m(‘_.')‘Mdt=Mﬁ‘ts(s—-s:“)écosﬂ’
0

Fir ein Q{F}, das eine Halbebene gleichmiBiger Konvergenz
besitzt, 148t sich bedeutend mehr aussagen, nimlich daB f(s), grob
gesprochen, nicht bloB nach rechts, sondern auch nach oben und unten
gegen 0 strebt. Dazu schicken wir einen Satz voraus, der eine Erweiterung
des bekannten Riemannschen Lemmas darstellt. Wir beweisen ihn gleich
in einem Umfang, wie wir ihn spiter auch noch brauchen werden.

Satz 3. Die Funktion F (t) sei im Intervall 0 = Ty=t= T, eigentlich
tntegrabel, mit eventueller Ausnahme von endlich vielen Stellen, wo sie
unesgentlich absolut integrabel sei*. Dann strebt (x und y reell)

I(y) = fe= 74 == F (4] d
T,

fiir | y|->oo gegen 0, gleichmipig in x=oa, wo o beliebig ist.

Das Riemannsche Lemma entspricht dem Fall, daB x = 0, F eigent-
lich integrabel ist und y nur durch ganzzahlige Werte gegen oo strebt.
(Z(y) stellt dann die Fourier-Konstanten von F dar.)

Beweis: Es ist zu zeigen, daB I (y) fiir hinreichend groBe |y| beliebig
klein ist. Dabei lassen sich die Stellen uneigentlicher Integrabilitit
von vornherein dadurch unschidlich machen, daB man sie in so kleine
Intervalle 1,, ..., 1, einschlieBt, daB der auf diese beziigliche Integral-
anteil beliebig klein wird; das geht, denn es ist
/ e"‘”‘[e“‘F(t)]dt'é [ e *|F(t)dt=ele!™ [ |F()a,

RN W ;

R A ,, e

und die Schranke ist klein, wenn 4, 4 -+ + 1, klein ist.

Wir konnen also ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit F als
eigentlich integrabel und iiberdies als reell annehmen. Wir zerlegen das
Intervall Ty=t¢= T, in die Teilintervalle é,, ..., , und bezeichnen die
untere und obere Grenze von F(f) in 4, mit m, bzw. M,; im ganzen
Intervall sei |F(f)|=M. Da es nur auf die groBen y ankommt, setzen

* Das soll bedeuten, daB F in jedem abgeschlossenen Teilintervall, das keinen
der Ausnahmepunkte enthalt, eigentlich integrabel ist und daB f | F(#) | d¢ einen
limes hat, wenn eine Integralgrenze gegen einen der Ausnahmepunkte strebt.
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wir ¥y 0 voraus und erhalten:

Iy)= z” fe“(‘"‘"")‘ [m, + (F(t) —m,)) dt

1—16,
—('¢+¢y)t
~(x+int _
=S S 3 e e m

also fiir x=og¢:

=20 25 oo ST (0, —m,) 5,
r=1

wobei wir den Buchstaben ¢, gleich zur Bezeichnung der Linge von 4,
benutzt haben. Die vorkommende Summe ist (bis auf den Faktor -1—.1—_1_—1.;)

die ,,durchschnittliche Schwankung“ von F im Intervall (T, T;), die
man, da F im Riemannschen Sinn integrabel ist, durch hinlangliche
Verfeinerung der Intervallzerlegung beliebig klein machen kann. Wir
wihlen bei vorgegebenem ¢ >0 die Zerlegung so, daB

n

eloi T-Z (M, —m,)6,< 5.

vl
Dadurch liegt # fest, und man kann nun ein Y > 0 so bestimmen, daB
23|0| T, 23!01 T, €
P =Y TR S 2
fir [y|=Y ist. Dann ist unabhingig von x
[I(y)|<e fir |y|=Y.

Satz 4. Wenn L{{F} fiir Rs = o gleichmifig konvergiert*, so strebt
1(s) fiir | s|-»oo gleichmipig in Rs=o gegen 0, also insbesondere auf
jeder Vertikalgeraden R s = const nach oben und unten gegen O.

Beweis: Wegen der GleichmiBigkeit der Konvergenz hinsichtlich

der oberen Grenze koénnen wir 7, so bestimmen, daB
00

fe=stFat
T, |
ist. Setzen wir ferner s = x 4 ¢y, so kénnen wir nach Satz 3 ein Y so
festlegen, daB
T, !
[e=*1Fat|=
o |
ist. Dann ist

e .
<5 fir Rs=o .

| T

e~V e F(1)]dt|< > fir |y|=zY, x=0

(]

o0 i
/e—"F(t)dt]<e fir |y|=Y, r=0.
0

e Dann konvergiert es nach Satz § [4.1] auch fiir Rs = o gleichm#Big.
4‘
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Bemerkungen:

1. Satz und Beweis gelten offenbar auch, wenn die GleichmiBig-
keit der Konvergenz von {{F} fir Rs=o0 in endlich vielen Punkten
der Grenzgeraden R s = o gestort ist, d. h. wenn & {F} nur in der Halb-
ebene, aus der man beliebig kleine Umgebungen dieser Punkte heraus-
geschnitten hat, gleichmiBig konvergiert. Denn beim Beweis kann man
sich von vornherein auf die Punkte mit gréBerem Js = y beschrinken.

2. Satz 4 liefert, auf ein festes f} s = x angewandt, eine Ausdehnung
des Riemannschen Lemmas auf ein Integral mit unendlichem Intervall
fiir den Fall, daB dieses fiir alle ¥ oder auch nur fiir alle hinreichend
groBen y gleichmiBig konvergiert.

" Satz 5. Ist B die Konvergenzabszisse von L{F}, so ist, s=x+ 1y
geselzt, in jeder Halbebene x = B + ¢ (e > O beliebig klein) gleschmdifig in x:

Hs)=o(y|) fiér |y|->oo.
Beweis: Da, wenn wir s, =f + -2- setzen, in dem Winkelraum 8B:

n
—s5))| =2
arc (s— so)| = e

nur fiir den Restteil B der Halbebene x=pf + ¢ zu beweisen. Nach
Satz 1 [3.2] ist

sowieso f(s) - O gilt, so brauchen wir die Behauptung

16) = s—so) fe= 01 D) at,
0

wo das Integral fiir s =f + ¢ absolut, also fiir x=f 4 ¢ gleichmiBig
konvergiert (Satz 4 [4.1]). Nach Satz 4 ist dort gleichmiBig in x:

oo
j‘e—(s—:.)f¢(t)dt=o(1) fiir I:V | > o00;
0

ferner ist in B:

!yl P g 1
-sin o = —
|s—-:;.,]_s 6 2’

also
[s—so|=2]¥].
Folglich gilt in B, gleichmiBig in x:
fls)=o(y).
Bemerkung. Eine Vergroberung des Satzes lautet: Fir x=f + ¢
ist f(s) =o(|s|) fiir s—>o0.
Wir sind jetzt in der Lage, den Eindeutigkeitssatz fiir die zweiseitig
unendliche Laplace-Transformation zu beweisen.
Satz6. Wenn f(s) = Ly {F} indem Stresfen i< x <Py(s=x+1Y)
verschwindet, so ist F eine Nullfunktion.

Beweis: f, (s) = f e~* F(t)dt ist nach Satz 6 [4.1] fiir x > B, regulir

und nach Satz § i%t
h(s)=o(s]) fir x>p, +e.
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- 00
Ebenso ist fy(s) = / e~*'F(t)dt fiir x<p, regulir und
0

fals) =o(s|) fir x<p,—e.
Da in dem Streifen g, < x <,

f(s)=0, also f(s)=/s(s)
ist, so liBt sich f,(s) in die ganze Ebenc analytisch fortsetzen und ist
dort o(|s[). Nach der Cauchyschen Koeffizientenabschitzung ist dann

aber f,(s) =const und wegen f,(s)>0 fiir s—»> + oo (Satz1 [4.2])
fi(s) =0. Nach Satz 1 [3.7] folgt hieraus:

t
[F(r)dv=0 fir ¢>o0.
(1}
Analog ergibt sich fy(s) = 0 und hieraus

$
[F(®ydr=o0 fir t<o.
0

Fille, in denen eine Halbebene gleichmiaBiger Konvergenz
existiert.

1. Wenn L {F} eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, siehe
Satz 4 [4.1].

2. Wenn F positiv und fiir t=T monoton abnehmend ist. Strebt
dabei F gegen O fiir t - oo, so ist die Konvergenz von L {F} gleichmdifig
fiir R s = 0 mit eventueller Ausnahme eines beliebig kleinen Gebietes um s =0;
strebt F gegen einen Wert | >0, so ist sie es bei beliebig Rleinem o >0
fir Rs=o.

Beweis: Setzen wir s = x + 1 y, so ist, wenn von vornherein T =w, < w,
und x=0 angenommen wird, nach dem zweiten Mittelwertsatz der
Integralrechnung (s. FuBnote S. 42):

[e*F (tdt = [ e=* (cos y t—i sin y#) F (t) dt

=¢ **F () [cosytdt—ie~** F (w) [sinytdt,

wo o’ und o’ gewisse Werte zwischen w, und w, sind. Fiir |y|>0 ist
folglich:
[eFa

@,

2
éZe"“”'F(wl)—l—y—l—.

Strebt nun F (f) gegen 0 fiir ¢ + oo, so kann man fiir alle x =0 und alle
|y|=Y, wo Y eine beliebig kleine Zahl > 0 ist, diese Abschitzung gleich-
miBig beliebig klein machen, d.h. & {F} konvergiert in ‘den beiden
Viertelebenen x=0, |y|=Y gleichmiBig. In dem Streifen x=¢ >0,
|y| <Y konvergiert aber & {F} sicher gleichmidB8ig, da er in einen
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Winkelraum, der von einem Konvergenzpunkt ausstrahlt, eingefaBt
werden kann (Satz 2 [4.1]). Die GleichmiBigkeit der Konvergenz ist
also in der Halbebene Rs=0 mit Ausnahme einer beliebig kleinen
Umgebung von s = 0 gesichert. L {F} strebt also (s. Bemerkung 1 zu
Satz 4) fiir |Js| - oo gleichmiBig in R s = 0 gegen 0. — In s = 0 braucht

1—1?;. Ist aber
s = 0 ein Konvergenzpunkt, so ist & {F} fiir R s= 0 absolut, also gewi3
gleichmiBig konvergent. — Strebt dagegen F (¢) gegen einen Grenzwert

1>0, so ist F (w,) beschrinkt, und man kann die Abschitzung des

Q {F} iiberhaupt nicht zu konvergieren; Beispiel: F (f) =

Integrals f e~*'F (t) dt fiir alle x=0>0und alle |y| = Y >0 gleichmiBig

klein macilen. Der Streifen x =0, {y| < Y kann, da &{F} offenbar fiir
R s > 0 konvergiert, wie vorhin angefiigt werden.

3. Wenn F fiir t >0 differenzierbar ist und L{F’'} eine Halbebene
gleichmdfiger Konvergenz besitzt (also z. B. wenn es eine Halbebene
absoluter Konvergenz besitzt). Genauer: Es ser L{F'} fiir Rs=o0=0
glesichmiifig konvergent. Bei o > 0 ist dann L {F} fiir Rs=o gleichmdfig
konvergent. Strebt im Falle 0 = 0 die Funktion F (f) gegen O fiir ¢t — oo,
so tst L{F} fir Rs=0 mat eventucller Ausnahme einer beliebig kieinen
Umgebung von s = 0 gleschmdfig konvergent.

Beweis: Durch partielle Integration ergibt sich:

[erFwat

@y |

61 OF () — 6T U ()
§

++ [ e F @ at

[

f e=* F'(t) dt!l .

@, |

gl“:’lle‘”"“*lF(w.)i+e"“""|F(“’=”+

Fiir Rs=o0>0 ist also

[eF@a

(4]

e z
[ F @arl.
|

o |

é%{e—m |E ()| + =7 |F (wg)]| +

Nun werden wir in Satz 1 [8.3] zeigen, daB, wenn Q{F'} fir s=0>0
konvergiert, F(t) = o (¢°*) ist. Unsere Abschitzung 148t sich also fiir alle
hinreichend groBen w,, w, unabhingig von s beliebig klein machen. —
Ist dagegen o =0, so beschrinken wir uns auf |s|=p >0, Rs=0
und erhalten:

f e~ F (1) dt

@,

1
=
e

lF(‘”l)l + IF(wa)l +

/mle“‘F' () dt’.

Wegen der in diesem Fall zusdtzlich gemachten Voraussetzung F -+ 0
ergibt sich auch hier die Behauptung.
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Die GréBenordnung Dirichletscher Reihen.

Satz 7. Die Dirichletsche Reshe (1) von S. 28 habe die Konvergenz-
abszisse 9. Dann ist, s= x4+ 1y gesetzt, gleichmdfig in x=o > fir
wachsendes |y|:

pls)=o(y).

Beweis: Offenbar geniigt es anzunehmen, daB ¢(s) kein abso-
lutes Glied enthilt, also 4,>0 ist. Dann ist in der Bezeichnungs-
weise von S.29:

A@)=0 fir 0=t<l,
und folglich fiir s> Max (,0):

o0

@(s)=s[e* A (t)dt

A

dieses Integral ist absolut konvergent. Nun ist fiir R s =0, > Max (5, 0):

0 0

)/e“(‘“-"e"’-‘A(t)dt =e~i-alh [ oot 4(1)|dt,
1.

éfe"‘A t) dt|=

mithin
| (s)| = const |s| e~ Rz —ah,

Also ist z. B. in dem Winkelraum 2 von der Offnung — und mit

g, als Scheitel @ (s) - 0 (im allgemeinen Fall ¢ (s) - Absolutghed),
woraus folgt, daB ¢(s) in W beschrinkt ist.
(In der Theorie der Dirichletschen Reihen
schlieBt man das analog zu Satz 2 aus der
GleichmiBigkeit der Reihenkonvergenz in 8.)
Wir wihlen nun 5 < o < 0, und betrachten den
von der Halbebene ®s=o0 nach Wegnahme 7
von B iibrigbleibenden Teil B. Dort ist

—_——

p@)=s[e A ()dt fir n=o0,
0

Fig. 2.

) =@©) +sfe*[A@W)—pl)]dt fir n<0
0
und in beiden Fillen f -0 fiir |y|—>o0, gleichmiBig in x (Satz 4).
0

Ferner ist in B fiir alle hinreichend groBen |y|
|s|<lx[+|yl<2|y|+]y|=0(yD.
also ¢ (s) = o (| y|) gleichmiBig in x. Fiir innerhalb 8 wachsendes | y| ist

nach dem obigen ¢ (s) =0 (1), so daB fir alle x = o gleichmiBig die
Relation ¢ (s) = o (|y|) gilt.
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§ 4. Die Beschrinktheitshalbebene.

Wir betrachten die durch & {F} dargestellte Funktion f(s) in ihrem
gesamten Regularititsbereich, also nicht nur in der Halbebene R s > 8.
Es kann sein, daB f(s) in einer Halbebene R s = ¢ beschrinkt ist, z. B.
wenn o ein Punkt absoluter Konvergenz von Q{F} ist:

IFs)| = f ¢~ 6= ¢=9'F () dt|= f°° e-<‘-‘"—°ﬂr°'1F(t)|dt§fe-°‘|F(t)|dt.
(1} [ 0

Dasselbe gilt, wenn Q {F} fiir Rs=o gleichm#Big konvergiert, wie sich
sofort aus den Sitzen 1 [4.3] und 4 [4.3] ergibt. — Wir kénnen nun
allgemein die ,,Beschrdnkthestsabszisse’’ pu von f(s) als untere Grenze
der ¢ definieren, fiir die

lf(s)|<M=M() bei Rs=o

ist. Nach dem obigen ist
U=y=a.

Ist eine regulire Funktion auf dem Rand eines im Endlichen liegenden
Bereichs beschrinkt, so liegt sie bekanntlich im Innern unter derselben
Schranke. Erstreckt sich der Bereich aber ins Unendliche, so gilt der
Satz nicht (Beispiel: ¢’ in der Halbebene Rs=0). Wei man jedoch,
daB die Funktion bei wachsendem |s| nicht allzu stark ansteigt, dann ist
der SchluB wieder richtig. So lautet einer der in diesem Ideenkreis
fundamentalen Sitze von E. Phragmén und E. Lindel6f*:

Lemma 1. f(s) sei reguldr in einem Winkelraum der Offnung 2« < 2=
mit dem Scheitel s,. Auf den Begrenzungsgeraden sei |f (s)| =M, wihrend
im Innern bei wachsendem |s—sy| = r fiir jedes beliebig kleine ¢ > 0 die
Abschitzung

£(s) =0(c-"“‘)
bekannt sein soll. Dann ist in Wahrheit sogar im ganzen Winkelraum
1) =M.

Wir wollen nun aus diesem Satz einen anderen allgemein-funktionen-
theoretischen Satz ableiten, der sich denjenigen Funktionen f(s), die
durch analytische Fortsetzung aus einem & {F} entstanden sind und
fir die ja bekannt ist, daB sie in jedem Winkelraum 2 beschrinkt
bleiben (Satz 2 [4.3]), besonders gut anpaBt.

Lemma 2. Es werde s = x 4 1 y gesetzt. f(s) sei in der Halbebene
x=o0 regulir und erfiille dort folgende Bedingungen:

1. |[f(s)|=M auf x=o0.
2. f(s) =0(e?"") gleichmaBig in x>¢ mit k> 2.
* E. LINDELOF u. E. PHRAGMEN: Sur une extension d’un principe classique

de l'analyse et sur quelques propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage
d'un point singulier. Acta Math. 31 (1908) S. 381—406 [S. 385—387].
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3. |f(s)|=M, im Winkelraum %B:larc (s—o)|=%, wobei

A—2 = ® .
—,;—-—7<0<—2—sem soll.

Dann ist |f(s)|=M in der ganzen Halbebene x=o".

Beweis: Jeder der beiden Restwinkelriume, die durch Herausnahme
von B aus der Halbebene entstehen, hat einen Offnungswinkel %—0.
Auf den Schenkeln ist f(s) nach 1. und 3. beschrinkt, und zwar, da wir
M,=M annehmen diirfen, |f(s)|=M,; im Innern ist

1) =0(d"")=o(),
da |y|=r=|s—o] ist. Nach der Annahme unter 3. ist aber
t
n L
2o

k<

also fiir jedes noch so kleine positive ¢ von einer Stelle an
n

S

r<er®

mithin ”"
-0
f(s)=0(e"’ )

Nach Lemma 1 ist daher in beiden Restwinkelriumen |f(s)|=M,,
folglich f(s) in der ganzen Halbebene beschrinkt. Wenden wir nun
Lemma 1 nochmals und zwar auf die Halbebene x=o¢ an (es diirfte
dabei sogar f(s) = O (¢*") im Innern sein), so ergibt sich |f(s)|=M.

Diesen Satz wollen wir nun speziell fiir ein f(s) ausniitzen, das durch
analytische Fortsetzung aus einem £ {F} entstanden ist.

Satz 1. Q{F} habe die Konvergenzabszisse f. Die durch L {F}
definserte reguldre Funktion soll sich sm die Halbebene xzo (0 =p)
analytisch fortsetzen lassen und folgende Bedingungen erfiillen:

1. f(s)=M auf x=o,

2. f(s)= O(c"") gleschmdpig fiéir x > o, wobes k
eine feste, aber beliebig groPe Zahl ist*. Dann ist
lf(s)|=M in der ganzen Halbebene x=o.

Beweis: In jedem Winkelraum 8: |arc (s — o)

=¥< —Z—ist /(s) beschrinkt. Denn wihlen wir
ein reelles g, in der Konvergenzhalbebene und
einen Winkelraum |arc (s—a,)|=4%, wobei
f<fy< —’;- sein soll, so ist f(s) darin beschrinkt
(Satz 2 [4.3]), also erst recht in dem darin liegenden Teil von .
In dem endlichen Restbereich aber ist /(s) selbstverstindlich beschrinkt.

* Man kann sagen: f(s) ist in > ¢ beztiglich ¥ von endlicher Exponential-
ordnung.

Fig. s.
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Fir unser f(s) sind also die Voraussetzungen von Lemma 2 fiir jedes

#< -’21 erfiillt. "—Igdarf daher beliebig nahe an 1 liegen, d. h. % kann

beliebig groB sein.
Satz 2. Ist f(s) = Q{F} auf einer Vertikalen im Innern der Konver-
genzhalbebene beschrinkt, so liegt f (s) rechts davon unter derselben Schranke.

Der Beweis ergibt sich, indem man die durch Satz 5 [4.3] gelieferte
Abschitzung heranzieht und Satz 1 anwendet.

Konvexititseigenschaften.

In der Beschrinktsheitshalbebene kénnen wie auf f(s) den folgenden,
allgemein-funktionentheoretischen Satz anwenden:
Dreigeradensatz®. f(s) sei in dem Streifen o, = x = g, regulir und
beschrinkt. M (x) bezeichne die hiernach endliche obere Grenze von | f(s)|
auf der Geraden Rs=x. Ist dann o,=1x, < 2, < 23=o0,, so gilt
M (xg)" ™ = M (%)%~ " M (x9)"~ ™
oder (falls nicht f(s) identisch O ist):
% logM(x) 1
xg logM(x) 1|=0,
%y log M (xg) 1
d. h. log M (x) ist eine konvexe Funktion von x.
Satz 3. Fiir eine durch ein L {F} definierte Funktion f(s) ist in der
ganzen Beschrinktheitshalbebene log M (x) eine konvexe Funktion von x**.
Besitzt Q{F} eine Halbebene absoluter Konvergenz, so ist dort auf
der Geraden Rs=x

[e=*tF () dt
0

=[e*F (1) dt.
0

Da die rechte Seite fiir x —oco gegen 0 strebt, so gilt dasselbe fiir M (x).
~ Fiir eine /,-Funktion ist daher logM (x) > —oo fiir x >o00. logM (x) ist
also nicht nur konvex, sondern, wie man leicht sieht, auch monoton
abnehmend. Das gleiche gilt fiir M (x).

Satz 4. Ist F positiv, so ist in der Konvergenzhalbebene log f(x) fiir
reelle x eine komvexe Funktion*** B,

* G.DoetrscH: Uber die obere Grenze des absoluten Betrages einer ana-
lytischen Funktion auf Geraden. Math. Z. 8 (1920) S. 237—240.

** (Jbrigens ist dann M (x) selbst auch konvex, aber die Konvexitit von
log M () besagt viel mehr. So ist z. B. die Funktion #* konvex, log »? = 2 log | #|
aber nicht.

*** DaB im Falle F==0 die Funktion /() selbst konvex ist, ist trivial, denn
es ist

f/ (%) =fe=*tBF()dt=o0.
0
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Denn fiir Rs = x ist

|ﬂ,{F}|§/°°e-"F(t) dt = Q,{F},
(1}

also M (x) = f(x).
Besspiel: Nach S. 25 ist

x?
Ly (x.9)) =9, I.‘ :/J;I =1 (x> 0).

2Ynt

Die Funktion e~ */* ist konvex, aber sogar ihr Logarithmus: —x]/'s.

§ 5. Existenz einer Singularitit auf der Konvergenzgeraden
bei positiver L-Funktion.

Bei Potenzreihen zieht die Positivitit der Koeffizienten die Singu-
laritit des positiven Punktes des Konvergenzkreises nach sich?. Ganz
entsprechend gilt:

Satz 1. Ist von einer Stelle T=0 an
F(t)=
so st der reelle Punkt der Konvergenzgeraden, d. h. die Konvergenzabszisse
B (+ +o00) eine singulire Stelle der Funktion f(s) = Q{F}%.
Bemerkung Diese singulire Stelle kann eine isolierte sein, wie
bei {1} = —, oder eine nichtisolierte, wie im Beispiel 11 in 3.4; aber

auch eine Verzwexgungsstelle, wie bei € {y(x,?)} =e—*V3, oder eine Stelle,
bei der eine Verzweigung und eine Singularitit vorliegt, wie bei

TG g apmy ot
] - Vs
Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen,
daB F(t) durchweg =0 ist. Denn es ist

-3 T oo
[e**F(t)dt= [e=**F(t)dt +/e““F(t) dt,
0 0

und der erste Summand ist eine ganze Funktion (S. 43), kann also bei
Feststellung der Singularititen im Endlichen auBer Betracht bleiben,

S

wihrend im zweiten Summanden, der auch als f e F(t)dt mit F () =

0
fir 0=¢=T geschrieben werden kann, F (f)=0 ist. — Angenommen,
f(s) wire in s=pf regulir. Dann lieBe es sich an einer reellen Stelle
s=f+p(p>0) in eine Potenzreihe entwickeln:

/(s)-Z’ Cr2) (s—p—p),

" =0



60 4. Kap.: Funktionentheoretische Eigenschaften der /-Funktionen.

die noch in einer links von B, hinreichend nahe gelegenen Stelle
s = fB—gq (g > 0) konvergieren wiirde:

hd (m)
1B—gq) =0 TBED) (g g
n=0

Nun ist fir Rs>g:
00
f® (s) = (—1)* [ e~ ** e F () dt,
0
folglich

16—9) = 2 / e~ P+IHF (f) (g + p)*dt.
L X!
Alle vorkommenden Groé8en sind positiv, also kann man nach dem
Hilfssatz 1 (Anhang) Summe und Integral vertauschen:

f(B—q) = / (ﬂ+p)tF(t)2(¢(q+P)) dt

ne
o0

f ~(B+MF (1) 0+ 4t

=]

o0

f —(6-tF () dt.

¢ {F} wire also entgegen der Voraussetzung noch links von g konvergent.
Dieser Satz 148t sich leicht folgendermaBen verallgemeinern:

Satz 2. Ist F(t) komplex: F(t) = F,(t) + + Fo(t), und ist
F (t)=o,
haben ferner f(s) = Q{F} und f,(s) = QL{F,} dieselbe Konvergenzabszisse

B (= £ 00), so ist der reelle Punkt der Konvergenzgeraden eine singuldre
Stelle der Funktion f(s)*,.

Beweis: Ist f(s) in s=f reguldr, so gilt dasselbe fiir f,(s) [und auch
fir fy(s) =R {F,}, weil F, der Realteil von —1 F ist]. Denn ist fiir

s—p|<e:
1) = 20 (s—B), ¢,=c,+1tc’,
so ist fiir reelle s:

f(s) = R1(s) =33c: (s— By,

und diese Reihe konvergiert mindestens fiir |s— 8| < o; also stimmt /1 (s)
mit ihr in |s—B| < e iiberein und ist dort regulﬁr — Nach dem vorigen
Satz kann aber £, (s) in s = nicht reguldr sein. Also gilt dasselbe fir /(s).
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Eine leichte Folgerung hieraus ist der folgende

Satz 3. Gehoren die Werte von F (t) esnem Winkelraum der komplexen
Ebene mit einer Offnung <m an, so ist der reelle Punkt f der Konvergena-
geraden ein singuldrer Punkt von f(s) = Q{F}¥.

Beweis: Man kann annehmen, daB8 der Winkelraum die positive
reelle Achse zur Winkelhalbierenden hat, da man sonst diesen Fall durch
Multiplikation von F (f) mit einer komplexen Konstanten, wodurch an
den Singularititen von f(s) nichts geindert wird, erreichen kann. Wird
dann F = F, +1 F, gesetzt, so ist

F=o, 12l=M oder R=M|F,|.
Die Konvergenzabszisse von L{F,} ist demnach mindestens gleich der
von 2{|F,|} und also auch mindestens gleich der von S{F,}. Wenigstens
eine der Konvergenzabszissen von L{F,} und Q{F,} muB aber gleich f
sein, und keine kann gréBer als § ausfallen. Also hat {F,} die Konver-
genzabszisse #, und wir befinden uns in den Voraussetzungen des vorigen
Satzes.

5. Kapitel.
Die im Unendlichen regulidren 1-Funktionen.
§ 1. Die L-Funktionen vom Exponentialtypus 2,

Wendet man formal die Laplace-Transformation auf die Reihe

o0
Z%t", die dazu natiirlich fiir alle £ >0 konvergieren, also eine

» -0

ganze Funktion F () darstellen muB, gliedweise an, so erhilt man die
00

Reihe 2——;:1. Wenn diese wirklich irgendwo und damit im ganzen
n=0

AuBeren eines Kreises konvergiert, so stellt sie eine im Unendlichen
reguldre Funktion dar. Wir werden sehen, daB dies dann und nur dann
der Fall ist, wenn es zu der ganzen Funktion F (f) eine Konstante a>0
gibt, so daB F(f)e~*"l in der ganzen ¢-Ebene beschrinkt bleibt:
|F(t)| < AeM.
Da dann bei &> 0 fiir alle hinreichend groBen |¢|
|F(t)]| <e®taM
ist, so folgt, daB in der bekannten Pringsheimschen Terminologie* F (¢)
hochstens dem Normaltypus a der Ordnung 1 angehért. Statt dessen
sagen wir kiirzer, F (¢) sei vom Exponentialtypus .
Wir beweisen nun die obige Behauptung, ohne uns zunichst darum
zu kiimmern, ob wirklich f(s) = Q {F} ist%.

¢ A.PRINGSHEIM: Vorlesungen iiber Funktionenlehre II 2, S. 721. Leipzig
und Berlin 1932.
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Satz 1. Notwendig wnd hinreichend daﬁir, daf die Reshe

oo
— Gn
f(s) —2 w1
n=0
nicht fiir alle s divergiert, sondern einen endlichen Komvergemzradius o
besitzt, ist, daf die mit denselben Konstanten a, gebildete Reshe

F(t) =§’%t~
n=0

esne ganze Funktion vom Exponentialtypus darstellt. — Wird das Maximum
von |F (¢)] fiir |t| =7 mit M (r) bezeichnet, so ist

(1) lim Jog M() _
7> 00 4 ’

d.h. F ist genau vom Normaltypus g der Ordnung 1.

Beweis: a) Notwendigkeit. Hat 2 O ; den endlichen Konvergenz-
n=20
radius p, so ist nach der Cauchy-Hadamardschen Formel

limy/[a,] = e;
also gibt es zu € >0 ein N, so daB fir n >N

|aa| < (@ + )",
oder auch ein 4 >0, so daB fiir alle n

|aa| < A (e + &)

o0
ist. Dann wird aber E'-:l!t" majorisiert durch die Reihe

ne=0
oo
”
Pl

”=0
konvergiert also fiir alle ¢ und stellt eine ganze Funktion F(f) dar.
Ferner ist
(2) IF ()| =Aee+aM,
Mithin ist F (f) vom Exponentialtypus

b) Hinlinglichkeit. Es sei F (¢) ——2“" t* eine ganze Funktion und

F (t) |<A4e¥. Dann ist nach der Cauchyschen Koeffizienten-
abschitzung: lan| _ M(r)
nl = g "

Da bekanntlich der Wert M(r) von |F(f)| in einem Punkt der Peri-
pherie |¢| =7 angenommen wird, so ist M (r) <Ae*”, also

|a,.|<A i

"
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Hierin kann 7 jede beliebige positive Zahl bedeuten. Wir denken uns
zu jedem » ein bestimmtes r gewihlt, nimlich r = %. Dann erhalten wir

|a,| < 4 nla”

also
W= g eYnl
la,!l <a ]/A '—”-—— .
Der Logarithmus der rechten Seite ist
loga + —:TlogA +1+ —:‘—logn!——logn,

und auf Grund der trivialen Abschédtzung

logn! =mnlogn—n+ o(n)
weiter gleich

loga-}-%logA +o0(1) =loga+o(1).

¢ = limj/[a,| =a.
Nun beweisen wir noch die Formel (1). Aus der unter a) bewiesenen
Formel (2) folgt

Also ist

M{p)=Ace+ar
oder
logM(r) logA+o+e
also, da ¢ beliebig nahe an 0 gewihlt werden kann:
7 -» 00

Andererseits haben wir unter b) bewiesen, daB
e=a

ist, wo a jede Zahl > 0 bedeuten kann, die die Eigenschaft hat, daB
F(t) e~ " beschrinkt bleibt, oder, was dasselbe ist:

M) <Ade.

log M (r) logA

Wegen 28 ~+ aist die untere Grenze dieser a gleich lim ‘% 1:‘ ()

7-»00
Also muB
p=Tim 8 M)
7-»00
sein. Mit dem vorigen Ergebnis zusammen liefert das die behauptete
Gleichung.
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00
Satz 2. Ist F(f) =Z%}t" vom Expomentialtypus, hat also f(s) =

o0 n=0

E -;1:—1- etnen endlichen Konvergenzradius o, so ist fiir Rs>p:
§

n=0
f(s) = L{F} =ﬁ-"F(z)dt,
0

d.h. f(s) ldpt sich tn der Halbebene, deren Begrenzungsgerade den Kon-
vergenzRress rechts beriihrt, durch ein Integral darstellen. — Umgekehrt
lépt sich aber auch F (t), und zwar fiir jedes t, durch ein Integral diber f(s)
ausdyiicken:

F(t) = 5= [¢*1(5)ds,

wo der Integratiomsweg jeder im positiven Simnn durchlaufene Kreis
|s| =0+ e>0p (oder eine dquivalente Kurve) sein kann.

Bemerkung:

1. Im vorliegenden Fall 148t sich also die {-Transformation ,,um-
kehren’’ in dem Sinn, da man einen expliziten Ausdruck angeben kann,
der F aus f zu berechnen gestattet. Wir werden spiter sehen, daB die
Formel einen durch die Einfachheit der vorliegenden Verhiltnisse be
dingten Spezialfall einer allgemeineren Umkehrformel darstellt (6. Kapitel).

2. Man beachte, daB f(s) nicht jede beliebige im AuBeren eines Kreises
regulire Funktion sein darf, sondern daB wegen des Fehlens eines

00
absoluten Gliedes in der Reihe ZTa:‘f der Wert f(oo) gleich 0 sein muB.
S
0

Wir wissen ja in der Tat (Satz 1 [4.3]), daB jede /-Funktion fiir s - o0
in einem Winkelraum 2 gegen 0 strebt. Ist sie also im Unendlichen
regulidr, so muB f(oo) = 0 sein, und f(s) muB sogar bei beliebiger An-
niherung an s =oo gegen 0 streben.

3. In den beiden in Satz 2 auftretenden Klassen von Funktionen
F (t) bzw. f(s) haben wir zwei Teilbereiche des L- bzw. /-Raumes vor uns,
die einander genau entsprechen und von denen sich jeder einzeln durch
innere (funktionentheoretische) Eigenschaften charakterisieren 148t. Wir
werden spiter die Klasse der ganzen Funktionen F () vom Exponential-
typ als den L%Raum, die Klasse der im Unendlichen reguliren und dort
verschwindenden Funktionen als /°-Raum bezeichnen.

Beweis: a) Da nach Formel (2) im Beweis von Satz 1

Ip(t)|<A,(o+-)ltl '
ist, so konvergiert & {F} fiir ®s > g, und zwar ist nach dem Hilfssatz 1
(Anhang):
0 oo 00 (-] (=] 0
fc""F(t)dt_—:/e““Z%’;-t"dt =2%/r“t"dt = ;‘%
»=0 n=0

0 0 0 s=0
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b) Fiir den Integrationsweg |s|=gp+&>¢ ist bei beliebigem
komplexen ¢:

o0 [+ ] s
A [ s =_1 f:Z’“» ds = Z'a_’_ 2 __ds
2ni/é f(s)ds 2:::'_/6 os~+1 o "2mi ) A1
”» == ”» .-

weil die Reihe fiir f(s) lings des Weges gleichmiBig konvergiert. Nach

Cauchy ist
1 (AN a* (¢'*) s
2a1) #+10 wl| g o #!°

Aus Satz 1 und 2 folgt:

Satz 3. Notwendig und hinreichend dafiir, daf eine Funktion f(s)
fiir |s| > einschlieflich s =oo analytisch ist, auf |s|=go mindestens
eine Singularitit besitzt und in s = oo verschwindet, ist die Existenz einer
ganzen Funktion F (t) vom Normaltypus o der Ordnung 1, vermiltels deren
sich f(s) fiir Rs>p als Laplace-Integral

H(s) = [e*F(t)dt
0
darstellen lapt. F (t) erhdlt man aus f(s) durch das Integral
. 1 s
F) =57 [0 16)ds,

00 o0

erstreckt iiber |s| =p+¢e(e>0). Istf(s)= E _o:i”-?f' so ist F (t) = —S”Tt".
E : 2,
n==0 n=0

Kann speziell o beliebig klein sein, so ist f(s) iiberall auBer in s =0
analytisch. Der Satz lautet dann:

Satz 4. Notwendig und hinreichend dafiir, daf eine Funktion in der
ganzen Ebene etnschlieflich oo nur die eimzige Simgularitit s =0 hat
und in s = oo verschwindet, ist die Existenz einer ganzen Funktion F (t)
vom Minimaltypus der Ordnung 1:

|F(t)| < A e fiir jedes e >0,
vermittels deren sich f(s) fiir Rs >0 als Laplace-Integral darstellen lift.

Dieser Satz ist das Analogon zu dem bekannten Satz iiber Potenz-
reihen: Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Funktion f(z) in
der ganzen Ebene einschlieBlich co nur die einzige Singularitit z =1

hat (anders ausgedriickt: daB sie eine ganze Funktion von 1—1—‘ ist)

und fiir z = 0 verschwindet, ist, daB es zu den Koeffizienten ihrer Potenz-

reihe f(z) = X ¢, 2* eine ganze Funktion C(3) vom Minimaltypus der
n=1

Ordnung 1 gibt mit C(n) =c,(n=1,2,...) %,
Doetsch, Laplace-Transformation. 5
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§ 2. Analytische Fortsetzung der l-Funktion durch Drehung
des Integrationsweges in der t-Ebene.

Bisher war in @ {F} der Integrationsweg stets die reelle Achse von
0 bis co. Wir werden sehen, daB in dem jetzt behandelten Spezialfall
dieser Integrationsweg um den Nullpunkt der komplexen ¢-Ebene ge-
dreht werden kann, daB dabei die Konvergenzhalbebene in der s-Ebene
cbenfalls rotiert, und daB wir so die analytische Fortsetzung von f(s)
in dem groBten der Natur der Sache nach zu erwartenden Gebiet erhalten,
niamlich in dem Teil des Existenzbereiches, der durch Halbebenen aus-
gefegt werden kann.

Da F eine ganze Funktion ist, so ist jeder Strahl von 0 aus, der mit
der positiven reellen Achse einen Winkel ¢ bildet (kurz: Strahl in der
Richtung ¢), als Integrationsweg denkbar; es fragt sich nur, ob und
wo das so verallgemeinerte Q-Integral, das wir dann mit

o (¢)

Q@ (Fy = [e**F(t) dt
0

bezeichnen, konvergiert. In dieser Hinsicht beweisen wir vorldufig
folgenden Satz, den wir in § 3 auf seine bestmégliche Form bringen werden:

Satz 1. Das Integral & {F} konvergiert in einer Halbebene, deren
Begrenzungsgerade auf der Richtung — @ senkrecht steht, und zwar reicht
diese Halbebene mindestens bis an den Konvergemzkreis |s| =g von f(s)
heran. Das Integral stellt dort eine regulire Funktion, und zwar nichis
anderes als ein Element von f(s) dar.

Beweis: In dem Integral kénnen wir ¢ = r¢'? mit reellem » setzen

und erhalten
o0

LA (F} =e‘¢’/e"w"F (rete)dr.
0

Nach dem iiber L-Integrale mit reellem Integrationsweg Bekannten
konvergiert dies genau fiir die-

¢-Lhene s-Lbene P jenigen Zahlen ¢'? s, die eine
4 Halbebene mit vertikaler Begren-
/¢/' Pl zung ausmachen; die entspre-

chenden Zahlens gehen hieraus
durch Multiplikation mit e~*?,
d. h. durch eine Schwenkung
um — ¢, hervor. Da ferner

|F ()] < 4 ele+ o

ist, so konvergiert das Integral, sogar absolut, wenigstens fiir R (e!®s) >
0 + ¢, also, da &£ >0 beliebig klein sein kann, auch fiir

R (€'%s) > p.
Das ist eine Halbebene, deren Begrenzungsgerade den Kreis vom
Radius p beriihrt und senkrecht zur Richtung — ¢ steht.

Fig. 4.
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Jedes Integral Q@ {F} stellt eine regulire Funktion dar. Wir be-
trachten die Integrale iiber zwei verschiedene Richtungen ¢; und ¢,, fiir
welche die den Kreis |s| =g berithrenden Halbebenen §, und $,, wo
die Integrale sicher konvergieren, noch einen Teil gemeinsam haben, d.h.
0 < @;— @, <=, und behaupten, daB sie durch analytische Fortsetzung
zusammenhédngen. Sind T, und T, zwei Punkte auf den Integrations-
strahlen mit gleichem Abstand R von 0, so ist nach dem Cauchy-
schen Satz:

T, T, T,
[estF(tydt— [e~*'F(t) = [e~*'F(t) at
0 0 T,

wobei die Integrale links geradlinig, das rechts entlang dem Kreisbogen
vom Radius R zu erstrecken sind. Wir be-
trachten nun eine Punktmenge in der s-Ebene,
die sicher zu beiden Halbebenen $; und 9,
gehort, nimlich die Winkelhalbierende w ihrer
Begrenzungsgeraden. Fiir sie ist

arcs=———&_2t£'—,

‘Pl

>e-

Da auf dem Krelsbogen der t-Ebene vom
Radius R:t = R ¢'? mit p, =@ =g, ist, so gilt, wenn der Punkt s auf »
liegt, in dem Integral auf der rechten Seite:

: [Jal ]
R(st)= (|s]Re( : +¢))=§s}Rcos(¢p~—%z‘p’>§ |s|Rcos ¥~ 5 $.

|s |cos

Fig. s.

ferner ist

[F(t)] < Aeletak,

Somit ergibt sich:
T,

| /e"“F(t)dt

T,

— |s|Rcos T % A

=R(p,—q)Ade verak

R ([s'cos kL ;v' - o—.c)

=A(ps—@) Re
Fiir diejenigen s auf w, fiir die der Koeffizient von —R im Expo-
nenten positiv ist, strebt die rechte Seite mit wachsendem R gegen 0,
also ist

T,
Qe (F} = lim f = lim [=g®(F)
|Ty| = 00 |ITy| >00 0

fiir diese s und somit, da ¢ beheblg klein sein kann, fiir alle s auf w. —
Weil @) und 2@® auf einem Strahl iibereinstimmen, stellen sie die
Elemente einer und derselben Funktion und zwar offenbar von f(s) dar,
da dieses ja mit 2 iibereinstimmt 33,

s‘
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Anwendungen.

Satz 2. Ist die ganze Funktion F(t) vom Expomentialtypus:
|F (#)| < A e, und periodisch:

Fi+ w)=F() (w eine feste komplexe Zahl = 0),
so st F(t) ein Exponentialpolynom'

”21!“
F({t)= }.‘ tue ©
N —N
‘wobes N = [%’—]”.
Beweis: Wir bilden & {F} lings des Strahles durch w:
00 (arc w) o (t+lw © (A+la
fs)= / e"‘F(t)dt——)_‘, f “‘F(t)dt—-z [ e*F(t—tkw)dt.
R=0ro
Die Substltutlon t—kw = u ergibt: T
o0 [ o
1
£(s) =2e~*wja-“F(u)du=mje-'-F(u)du
k=0 0 0

J ist eine ganze Funktion (das ist in 4.1 nur fiir reelles @ bewiesen,
gilt aber offenbar auch fiir komplexes); 1 — e~ ®* hat die unendlich vielen
einfachen Nullstellen s = » 27 t,n=0,+1,..., also hat f(s) héchstens

diese Punkte zu einfachen Polen. Nun ist aber f(s) sicher auBerhalb des
Kreises vom Radius @ um s = 0 regulir (s. Beweis b) zu Satz 1 [5.1]),
kann also hdochstens die endlich vielen Pole

s=n%i, n=0 +1,...,+ N
besitzen, wo
v 22 =q
w
ist. Also ist N
f(s) = = tgls),
ZN s—-—n—z-wii

wo g(s) eine ganze Funktion ist (gewisse der c, konnen noch ver-
schwinden). Nun ist aber f(oo) =0, also |f(s)| <1 auBerhalb eines
N

hinreichend groBen Kreises. Ebenso ist | X |< 1 fiir alle hinreichend
#w=—N
groBen |s|. Also ist |g (s)| < 2 auBerhalb eines gewissen Kreises. Inner-
halb dieses Kreises ist g(s) gewiB beschrinkt, also ist es in der ganzen
Ebene beschrinkt. Folglich ist nach dem Liouvilleschen Satz g (s)
= const und zwar =0 wegen g(s) > 0 fiir |s|>o00. Aus
N

Ho) = Z s—:”-?-f-i

$m—N
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1
s—a

folgt aber die Behauptung, da zu
! gehort.
Aus diesem Satz ergibt sich leicht 34
Satz 3. Die einzigen ganzen Funktionen F (t) vom Exponentialtyp mit
Feé"() =0, Fe¥(1)=0 (n=0)
sind die endlichen sin-Polynome

die einzige reguldre L-Funktion

N
F(t)= 2 aysinnnt.
nw=l
Beweis: Schreibt man fiir F die Taylorentwicklung mit dem Mittel-
punkt ¢ =0 bzw. { =1 an, so erkennt man, daB F um O bzw. {1 herum
eine ungerade Funktion ist:

F(—t)=—F({t), F(1—t)=—F(@1 +1).
Ersetzen wir,in der zweiten Gleichung ¢ durch 1 +¢, so steht da:
F(—t) =—F(2+1#. Mit der ersten zusammengenommen, ergibt das:

F(2+t) =F(t). Die Funktion hat also die Periode 2, mithin nach dem
vorigen Satz die Gestalt

+N
F(t)= X c,e*™,

o —N
Addiert man hierzu die Gleichung
+N
Fl) =—F(—t)=— & cye-mmt,
#Nw—N

so folgt:

+N N
F)=¢ & cysinnnt=13 (c,—c_,)sinnnt.
no=—N 7ol

Analog beweist man
Satz 4. Die einzigen ganzen Funktionen F (t) vom Exponentialtyp mst

Fértl(0) =0, FE"(1)=0 (n=0)
sind die endlichen cos- Polynome
N
F(§) =) bycos 2n+1) S¢.

Die Verwendbarkeit von ¥ beim Beweis funktionentheoretischer
Sitze zeigen wir an folgendem Beispiel:

Satz 5. F(t) sei esme ganze Funktion und

|F(t)| < Cyetltl fiir ]arct|<a:<—=;i und jedes noch so kleine € >0,
IF ()| <Cy fiir as|arct| =n,
Dann ist F (t) esme Konstante.
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Beweis: f(s) = {F} ist auBerhalb |s|=¢ regulir, also, da ¢ be-
liebig klein sein kann, in der ganzen Ebene mit Ausnahme von s = 0,
und 148t sich durch

o (¢)

QO (F}= [ e~*'F(¢)at
0

berechnen fiir R(e%s) >0 (vgl. S.66). Wenn arcs =% gesetzt wird,
so kann ¢ so gewihlt werden:

14 Tt
—d—S <p<—9%+-,.
Ist nun a=|9|=z, so wihlen wir ¢ =—4%. Dann ist
o0
f(s) _—=fe“l"'F(re‘“’) dr,
0

also
- C
{/(S)I§C2/8_|Sl'd7= T:T
0
Ist dagegen |¢#|<a, so wihlen wir
p=—=>0-—a fir ¥¢=0,

g=—>9+a fir 9<0.
(Diese Werte sind erlaubt, denn es ist |p + | =a < g—; hier wird die

Voraussetzung a < % gebraucht.) Dann befinden wir uns wieder bei der

Integration in dem Gebiet der Beschrinktheit von F und bekommen:
(>

f(s):/e_Is"io':(“:‘xa)F(”g(—%¥a))dr

0
o (8 )
) /e_m”.(zw )F(n.-(_;n))dr'
[

% Cy cos /

;/(s)l:S/e""'cos(—g—?a)czdr: $

0

Mithin ist durchweg |/(s)| él—%
so ist s f(s) in der ganzen Ebene einschlieBlich oo aufler eventuell in
s = 0 regulir, und in der Umgebung dieses Punktes gilt: |sf(s)| =C,.
Dann ist aber nach dem Satz von Riemann sf(s) auch an der Stelle
s = 0 reguldr definierbar, so daB s /(s) in der ganzen Ebene einschlieB-
lich oo regulidr, mithin nach dem Satz von Liouville eine Konstante ¢

ist. Aus f(s) = % folgt aber F () =c.

also

. Da f(s) im Unendlichen verschwindet,
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Verallgemeinerung fiir L-Funktionen, die in einem
Winkelraum regulir sind.

Man erkennt unmittelbar, daB die Ergebnisse im Anfang dieses Para-
graphen auf Funktionen F (¢) verallgemeinert werden kénnen, die in einem
Winkelraum « < arct< # mit eventueller Ausnahme von ¢{=0 und
t = oo regulir sind, wenn F (¢) lings jedes Strahles nach { = 0O hinein
absolut integrabel ist und der Abschitzung

|F(t)|<Ae!l fiir |¢]>1 (a>0)

geniigt. f(s) = {{F} ist in |s|>a, a— -7;— <arcs<f + % reguldr
(dieses Gebiet kann, wenn f— a > x ist, auf einer Riemannschen Fliche
liegen) und wird durch

o0 (p) 00

f e ' F(l) dt=fe“"i¢'F(re"P) evdr x<p<p)
0

0

jeweils fiir R (s ¢'?) > a dargestellt. Alle diese Integrale sind analytische
Fortsetzungen voneinander .

Das Arbeiten mit diesem allgemeineren Fall kommt beim Beweise
des folgenden Satzes vor, in dem Satz § als Spezialfall enthalten ist.

Satz 6. D(z) sei eine ganze Funktion und geniige den Abschdtzungen:

|P(2)| < Cyet  fiir larcz|<a<m, wo k>0 und ka < % ist;
|P(2)| < Cy fiir a=|arcz|=un.

Dann ist P (2) eine Konstante 38,

Beweis: Wir wihlen %, > so, daB noch %« < —721 ist, und setzen

1 1
z2=1th, (D(tf-) =F().

Fiir ¢ denken wir die Riemannsche Fliche des Logarithmus zugrunde
gelegt. F(¢) ist auf ihr regulir und periodisch gegeniiber Anderung des
arc? um 2k, 7. Wir betrachten auf der Fliche nur den Winkelraum
]arct| =kn, der ein eineindeutiges Bild der z-Ebene darstellt, und
merken uns besonders, daB F (f) auf den beiden begrenzenden Schenkeln

dieselben Werte hat, und daB die Funktion auch iiber die Schenkel
hinaus analytisch ist. F(¢) erfiillt die Bedingungen:
]

|F(t)| < CyeM™ fiir |arct| < kya< z,

|F(t)| < Cy fir ka=l|arct|=*kn.
Wir betrachten nun
oo (¢)
fs) = [ e=*'F(t)at.
0
Da
]F(t)l<Ce"
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mit beliebig kleinem £ < 0 und passend gewihltem C ist, so konvergiert
das Integral in der Halbebene, deren Begrenzungsgerade durch s =0

geht und in der ]<p+0|<% ist (8 =arcs), und stellt bei Drehung

des Integrationsweges ein und dieselbe analytische Funktion dar. Wir
konnen z. B. immer ¢ = —¢ gewihlt denken, so daB

1(s) =f°°e‘|‘l'F(n“") dr
0

ist, woraus man sieht, daB f(s) ebenso wie F in dem Winkelraum
|arcs| =&, n analytisch ist, auf den Schenkeln dieselben Werte an-
nimmt und bei weiterer Fortsetzung periodisch wiederkehrt. Wir
schitzen nun f(s) ab und wihlen dazu ¢ immer so, daB der Integrations-
weg in das Gebiet der Beschrinktheit von F fillt. Fir kyja<|#|=kn
wihlen wir ¢ =—9@. Dann ist

|£(s)] .5_0/ e blrCodr = ICS!'

Fiir |#|=#*,« wihlen wir
¢=_kla bei 0;0,
¢= Rka beid<o.

Dann ist |¢p+0|§k,a<% und

1) =fc“ I‘l"0";”"“1:(75"‘:“),17,
0
also
[+
]/(s)lé/e‘l‘"cos(z?:{:k,a) Cpdr = Ea&‘if_";lf"l_” =&
0
folglich ist durchweg |£(s)| él_‘i-T.

Setzen wir nun s = #M, so ist, da f(s) in & die Periode 2 4, % hat,
f(#") = @() in der u-Ebene mit eventueller Ausnahme von % = 0 und
% = oo regulir und geniigt der Ungleichung

cl
T jup

+00
@(w) 14Bt sich in eine Laurent-Reihe X a4, 4" entwickeln mit

2 = — 00

= 1 [oH)
=2n7 / T du,
wobei das Integral tiber einen Kreis |#| =g >0 zu erstrecken ist.

Wegen der Ungleichung fiir ¢ (%) ist
|au| =%
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Fir n>—Fk, lassen wir g gegen oo, fiir n <—#k, gegen O streben und
sehen, daB 4, =0 ist. Es kann also nur a_, =0 sein, vorausgesetzt,
daB &, eine ganze Zahl ist, also

p) =Sk
Hieraus folgt
fs) = =2,
also
F (t) =a_ k,
und damit
¢(Z) = Q—y,.

Man kann die S. 71 genannten Voraussetzungen iiber F noch dahin
erweitern, daB man in dem Winkelraum Singularititen zuliBt. Wird
der Integrationsstrahl iiber diese weggedreht, so kommt ein Residuum
hinzu, so daB nicht mehr alle Integrale analytische Fortsetzungen ein
und derselben Funktion sind, sondern sich um gewisse additive Funk-
tionen unterscheiden 7.

§ 3. Bestimmung des Konvergenzgebietes von 2% {F}
durch die Singularititen von f(s).

Der Satz 1 [5.2] sagt nur, wie groB die Konvergenzhalbebene von {(#)
mindestens ist, er gibt sie nicht genau an. Wihrend nun bei einer Potenz-
reihe der Konvergenzkreis durch die dem Entwicklungsmittelpunkt
nichstgelegene Singularitit der dargestellten Funktion véllig bestimmt
ist, gilt fiir die Konvergenzgerade eines €-Integrales etwas Analoges im
allgemeinen nicht. Unser jetziger Fall macht aber hiervon eine Aus-
nahme: die 8@ konvergieren jeweils genau so weit, als f(s) in einer
Halbebene regulir ist. Dies wollen wir jetzt zeigen und damit den
Satz 1 [5.2] prézisieren.

1. Hilfsbetrachtung liber konvexe Bereiche.

Unter einem konvexen Bereich versteht man eine beschrinkte,
abgeschlossene Punktmenge, die mit zwei Punkten stets auch ihre Ver-
bindungsstrecke enthilt. Beispiele: Kreis, Ellipse, Dreieck, Quadrat
(gemeint ist jeweils Fliche einschlielich Rand), Strecke. — Ein einzelner
Punkt soll auch als konvexer Bereich gelten.

Durchlaufen die komplexen Zahlen z, und z, di¢ konvexen Bereiche &,
bzw. 8, so heiBt die von allen Kombinationen z, + z, durchlaufene Menge
der Summenbereich &, + & von &, und ®,. Er ist ebenfalls konvex. —
Ist € der Einheitskreis, so heiBt ® +d4 & der Parallelbereich von & im
Abstand d. Er entsteht dadurch, daB man die um die Randpunkte
geschlagenen Kreise vom Radius d mit & vereinigt.
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Der Durchschnitt von endlich oder unendlich vielen konvexen Be-
reichen ist wieder ein konvexer Bereich. — Eine beliebige beschrinkte
Menge M kann man auf unendlich viele Weisen in konvexe Bereiche
einbetten. Der Durchschnitt aller dieser Bereiche heiBt die konvexe
Hiille von . Man kann sie sich durch einen straff gespannten Faden
realisiert denken, der die (beispielsweise durch eingeschlagene Stifte
dargestellte) Menge fest umschlieBt.

Ist ein Strahl von O aus mit der Richtung ¢ gegeben, so erhilt man
den Punkt * des konvexen Bereiches &, der in der Richtung ¢ am weitesten
nach auBen liegt, indem man sich provisorisch diese Richtung als positive
reelle Achse denkt und das Maximum des Realteils aller Punkte aus &
sucht. Das bedeutet, daB man, auf die alte Achse bezogen, das Maxi-
mum k(@) von

R(ze '?) = xcosp + ysing

feststellt, wenn z = x + 1 y den Bereich ® durchliuft. k() kann positiv
oder negativ sein.

Die Gerade senkrecht zur Richtung ¢, die durch jenen duBersten Punkt
geht, hat in Hessescher Normalform die Gleichung

xcosp+ ysing—k(p) =0

und heiBt die Stiitzgerade von ® in der Normalenrichtung ¢. Sie ist
nimlich diejenige unter den zu ¢ senkrechten und ,,jenseits”* & liegenden
Geraden, gegen die ® sich anlehnt oder
stiitzt. — Man kann sich die Gesamt-
heit aller Stiitzgeraden dadurch reali-
siert denken, daB man eine Gerade
auf ® abrollen 14Bt.

Nach der Definition von & (g) ist fiir
jeden festen Punkt z= x+1iy von ®
xcosp + ysing—k (p) =0

. fir alle Werte von ¢.

Die Funktion %(¢) ist durch den konvexen Bereich & eindeutig
bestimmt, und sie bestimmt andererseits den Bereich eindeutig. Sie
heiBt die Stiitzfunktion von 8. — Die Stiitzfunktion des Parallelbereiches
von ® im Abstand d ist k(p) + d.

2. Die Singularititenhiille & von f(s).

Da die Funktion f(s) zum mindesten im AuBeren des Kreises |s|=e
reguldr ist, so ist die Menge ihrer Singularititen beschrinkt, besitzt also
eine konvexe Hiille &, die wir kurz die Ssngwlaritdtenhiille von f(s) nennen.
In dem Komplementirgebiet ist f(s) regulir. ® kann nicht leer sein

* Es kann mehrere, sogar unendlich viele solche Punkte geben.
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auBer in dem trivialen Fall f(s) = const =0. Offenbar gilt fiir die Stiitz-
funktion von K:
& (9)|=e.

Satz 1. Das Laplace-Integral L {F} mit der Integrationsrichtung ¢
konvergiert genau in der Halbebene, die von der Stiitzgeraden von R in der
Normalenrichtung —@ begrenzt wird (also so weit, wie es funktionentheoretisch
siberhaupt moglich ist), und zwar sogar absolut3®.

Beweis: In der Darstellung von F () S.64 kénnen wir als Integrations-
weg den Rand R eines Parallelbereiches von & im Abstand 4 nehmen.
Esgilt s=x+1y):
1

sz‘mwf(s)ds
R

|F(réie)| = = [etreme=yima|f(s) ds|.
R

Das Maximum von x cos ¢ — y sin @ = x cos (—¢) + y sin (—¢) ist, wenn
s auf R wandert, die Stiitzfunktion k(—¢) + 4 des Parallelbereiches.
Ist ferner L die Linge von R und M das Maximum von |f| auf ®, so
ergibt sich:

. ML
! k(—¢q)+4d
!F(re’“’),s 2 e( (=9 )'.

Da d > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, so konvergiert

Q@) (F} = ¢i9 [ ¢=%5 7 F (r &%) dy
0
fiir
R(e'®s) >k(—g),

sogar absolut. Weiter kann das Integral aber bestimmt nicht konver-
gieren, weil die dargestellte Funktion f(s) ja in der Konvergenzhalbebene
reguldr ist. Also begrenzt die Stiitzgerade von & in der Normalenrich-
tung — @ das genaue Konvergenzgebiet.

Dreht man den Integrationsstrahl und 148t ihn alle Richtungen von
0 bis 2 einnehmen, so fegen die Konvergenzhalbebenen gerade das
Komplementirgebiet von & aus, so daB man /(s) auBerhalb & durch das
L-Integral mit einer geeignet gewihlten Integrationsrichtung, und zwar
an jeder Stelle s auf unendlich viele Weisen darstellen kann..

§ 4 Der Indikator von F und der Zusammenhang zwischen dem
Anwachsen von F und den Singularititen von f.

In § 1 betrachteten wir das Maximum M (r) von F (¢) fiir |¢{=7 und
zeigten, daB
iim 1081:'1 " _ 0
7 —» 00
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ist. Wir verfeinern nun die Betrachtung, indem wir die einzelnen Strahlen
von O aus ins Auge fassen und fiir jedes feste ¢

lim l"_BlFSrc‘w)l = h(p)
bilden. Nach dem eben angefiihrten Resultat ist
h(g)=e-

h(p) kann natiirlich negativ sein; daB es auBer in dem trivialen Fall
F (t)=0 nicht — oo sein kann, wird sich sogleich ergeben. A4 (p) miBt
das Anwachsen von F entlang dem Strahl in der Richtung ¢ und heiBt
der Indikator von -F (t) 3,

Satz 1. Zwischen dem Indikator h(p) von F und der Stiitzfunktion k(p)
der Stmgularititenhiille von f besteht die Beziehung 40

h(@) =k(—9).
Das Anwachsen von F in der Richtung ¢ hingt also ab von der (den)

in der Richtung — ¢ ,,am weitesten auBen" liegenden Singularitit(en)
von f(s).

Beweis: Wire fiir ein ¢ die Funktion A(p) = — oo, so miiBte bei
beliebig groBem G fiir alle hinreichend groBen »

loglF (% a"”)l _
—'———7——< G)
d. h.
F(re'?) <e~ 6’

sein. Also wire L@ {F} fiir alle s konvergent, folglich /(s) in der ganzen
Ebene regulir und damit =0. Wir kénnen mithin h(p) als endlich
annehmen. Dann ist bei beliebig kleinem ¢ >0 fiir alle hinreichend
groBen 7:

§
g 0N < hig) +¢,

also
|F(res9)| < ebimr+e)r,
Folglich ist Q¥ {F} sicher konvergent fiir
R(2s) > h(p).
Da es aber andererseits genau fiir
R(e'?s) > k(—g)

k(@)= k(—g¢)
sein. Nun bewiesen wir S. 7§:

lF(rg‘?) | = llle('("ﬂ'!'d)'.
2n

konvergiert, so muB
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also .
fim SBIF ) g
Jim =2 =9+
oder, da d beliebig klein sein konnte:
h(p)=k(—g).
Folglich ist
h(@) =k(—g).

Der Indikator A(p) ist demnach auch als Stiitzfunktion eines kon-
vexen Bereiches brauchbar, und zwar liegt dieser offenbar spiegelbildlich
zu & hinsichtlich der reellen Achse. Er heiBt das Indikatordiagramm
von F(¢).

Wir kénnen unserem Ergebnis noch eine andere Wendung geben:
Die Funktion 4 (p) beschreibt das asymptotische Verhalten einer ganzen
Funktion F(f) vom Exponentialtypus bei Anniherung an f=o0c lings
Strahlen. Dieses Verhalten spiegelt sich wider in der Lage der Singu-
larititen der zugeordneten Bildfunktion f(s) und 14Bt sich bei Kenntnis
derselben vollstindig beherrschen. Wir werden spiter sehen, wie man
dieses Verhalten noch feiner beschreiben kann, wenn man nicht nur
iiber die Lage, sondern auch iiber den Charakter der Singularititen
von f(s) Bescheid weiB (s. 14.3) 4.

§ 5. Das Borelsche Summabilititspolygon, seine Erginzung
und Erweiterung.

In unseren Ergebnissen ist die Theorie des sog. Borelschen Summa-
bilitdtspolygons in erweitertem Umfang enthalten.

Uber die Summabilititstheorie, insbesondere die von Borel.

00
Wenn eine Reihe X ¢, nicht im iiblichen Sinn konvergiert, d. h.,

ne=0
wenn ihre Partialsummen s, keinen Grenzwert haben, so hat man auf
viele verschiedene Arten versucht, ihr einen ,,verallgemeinerten Summen-
wert” beizulegen, mit dem sich in gewissem Umfang so operieren 1Bt
wie mit dem gewéhnlichen Summenwert. Diese ,»Summierungsver-
fahren* laufen alle darauf hinaus, daB man der Folge der c, bzw. s, eine
andere Folge oder auch Funktion S(x) zuordnet, also auf sie im Sinne
des 1. Kapitels eine Funktionaltransformation ausiibt, und dann den
Grenzwert von S (x) bei Anndherung an eine geeignet gewihlte Stelle x,,
falls vorhanden, als ,verallgemeinerten Grenzwert* der s, definiert.
Gelingt dies tatsichlich, so sagt man, die Reihe sei nach dem betreffenden
Verfahren ,,summierbar’* oder ,,summabel”, bzw. die Folge der s, sei
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,Jimitierbar' *. Man legt die Methode natiirlich moglichst so an, daB sie,
wenn die Reihe X' ¢, wirklich konvergiert, den iiblichen Summenwert
liefert, daB sie, wie man sagt, ,,permanent’‘ oder , konsistent’ ist.

In der Funktionentheorie, wo es sich nicht um numerische Reihen,
sondern um Reihen von Funktionen handelt, sind derartige Gedanken-
ginge im Gewand der analytischen Fortsetzung sehr gelidufig, und es
haftet ihnen dort gar kein befremdlicher Charakter an. Denn daB es,
wenn eine Reihendarstellung einer Funktion an gewissen Stellen divergiert,
einen anderen, aus ihr durch geeignete Umformungen erhiltlichen Aus-
druck geben kann, der dort konvergiert, ist nichts weiter Merkwiirdiges.
Man denke z. B. an die Umordnung einer Potenzreihe in eine andere
oder in eine Reihe von Polynomen.

Eine der einfachsten Summabilititsmethoden ist die nach ABEL

[+ <]
benannte: Man ordnet den ¢, die Funktion S (x)= X ¢, " zu, falls diese
» =0

Reihe fiir | x| <1 konvergiert, und stellt fest, ob S(x) einen Grenzwert
hat, wenn x durch reelle Werte gegen 1 strebt. Der zugehorige Per-
manenzsatz wird hier durch den Abelschen Stetigkeitssatz geliefert.

An dieser Stelle interessiert uns hauptsichlich die Methode von BOREL.

”
Ist die ,,assoziierte’ Potenzreihe 2 ¢y~ = G (x) fiir alle x konvergent

nl
o 0
und existiert f e *G(x)dx =1, so heiBt ! die Borelsche Summe von
0
2 ¢,. (Eine andere Definition siehe S. 190.) Ist ¢, = a, 2", die gegebene

00
Reihe also eine Potenzreihe ¢ (z) = X'a,z", und hat diese einen von 0
0 [-S)

verschiedenen Konvergenzradius 7, so ist G(x) = 2“,. (“!) =@ (x2)

”

0
fir alle x und z konvergent, also eine ganze Funktion vom Expo-
nentialtypus (Satz 1 [5.1]), und der Ausdruck

00
B(2)= [e~*®(xz)dx
0

* Diese Ausdriicke sind wenig gliicklich gewahlt. Denn wenn einmal die Be-
griffe Summe und Limes festgelegt sind, so ist es eigentlich unsinnig, ausgerechnet
in dem Fall, wo sie nicht zutreffen, von summierbar und limitierbar zu reden.
Es wiirde zur Klarheit der Begriffe beitragen, wenn man eine Terminologie wihlen
wiirde, die deutlich anzeigt, daB es sich bei dem ,,verallgemeinerten Grenzwert'*
einer Folge (oder auch Funktion) um den echien Grenzwert einer zugeordneten Folge
oder Funktion handelt. — Der Gegenstand der Summabilitatstheorie ist, wie man
sieht, nur ein Spezialfall einer in der Funktionalanalysis auftretenden viel all-
gemeineren Theorie, die untersucht, wie sich bei einer Funktionaltransformation
das Verhalten der Objektfunktion an einer Stelle (oben des s, bei # = 0o) in dem
Verhalten der Resultatfunktion an einer gewissen Stelle widerspiegelt. Fir die
Laplace-Transformation werden wir diese Aufgabe noch ausfihrlich behandeln
(10. Kapitel).
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konvergiert (nach BoreL) im Innern4® und divergiert (nach PHRAGMEN)
im AuBeren® des sog. Borelschen Summabilititspolygons B, das durch
die Singularititen von ¢ folgendermaBen
bestimmt ist (es braucht kein gerad-
liniges Polygon zu sein und kann sich
ins Unendliche erstrecken):

A,;. Man ziehe durch die singuliren
Punkte von ¢ (2) senkrecht zu deren Ver-
bindungsstrecken mit dem Nullpunkt
Gerade. Dann ist 8 der Durchschnitt
von denjenigen der so entstehenden
Halbebenen, die den Nullpunkt ent-
halten. (Der Konvergenzkreis der Po-
tenzreihe ist ein Teil von B.) Da
jede Halbebene konvex ist, so ist B
ebenfalls ein konvexes Gebiet. —
Man kann ¥ auch als ,,Stern‘ defi-
nieren*:

B,. Auf jedem von 0 aus laufenden Strahl bestimme man die obere
Grenze derjenigen Strecken, welche die Eigenschaft haben, daB ¢(z)
in dem iiber der Strecke als Durchmesser stehenden Kreis noch
reguldr ist. 9B ist die Vereinigungsmenge jener Maximalstrecken. —
In dem Kreis q iber der Strecke von 0 nach einem Randpunkt
von B liegt also kein singulirer Punkt, aber mindestens einer auf seiner
Peripherie.

Wir wollen nun zeigen, daB diese Aussagen und noch viel mehr in
unseren Ergebnissen des 4. Kapitels enthalten sind.

* *
*

Wir legen die Annahmen und Bezeichnungsweisen von § 1—4
zugrunde. Wird & nur von endlich vielen singuliren Punkten S auf-
gespannt, so daB & ein geradliniges Polygon ist, so wollen wir das den
»typischen Fall” nennen. Dieser ist in den Figuren stets angenommen. —
Erstreckt man das @-Integral von F iiber einen Strahl der Richtung [
der #-Ebene, so konvergiert es in der s-Halbebene 9, die von der Stiitz-
geraden von & mit-der Normalenrichtung — ¢ begrenzt wird. Wir richten
nun unser Augenmerk auf die darin enthaltenen Punkte, die den in der
Halbebene liegenden Teil ¥ der Normalen & ausmachen, und schreiben
einmal vor, daB die Werte von f in diesen Punkten nur durch das

* Nach MiTTAG-LEFFLER bezeichnet man als Stern ein Gebiet, das aus lauter
von einem Punkt ausgehenden Strecken aufgebaut werden kann und dessen Rand

von jedem aus jenem Punkt kommenden Strahl in genau einem Punkt getroffen
wird.
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Q-Integral mit der Integrationsrichtung ¢ und durch kein anderes berech-
net werden sollen. Liegt O in ®, wie wir es vorldufig annehmen wollen,
so kann man das auch so ausdriicken: Wenn f(s) in einem bestimmten
Punkt s auszurechnen ist, so soll dazu gerade das Q-Integral iiber den
Strahl von der Richtung

—arcs = arcs™!

benutzt werden (,,gekoppelter”* Integrationsweg):

oo(arcs"l) sloo
(1) fs)= [ e *tF(t)dt, kiirzer [ e~*F(t)dt.
0 0

Fir alle s auf einem Strahl & von O aus ist dasselbe Integral
brauchbar, aber Konvergenz findet nur fiir die s statt, die auf dem
von der zu & senkrechten Stiitzgeraden abgeschnittenen Teil ¥ von &
liegen.

Die Gesamtheit der Punkte F, in denen die Stiitzgeraden von ihren
Normalen getroffen werden, nennen wir die Fufpunktkurve §f von K
beziiglich O. Im typischen Fall
besteht sie aus Bogen der Kreise ¢
iilber den OS als Durchmessern.
Die Bogen werden begrenzt durch
die FuBpunkte H der Lote von O
auf die Verbindungsgeraden der S.
Die Integrale (1) sind jeweils auf
den von der FuBpunktkurve nach
auBen liegenden Teilen ¥ der Strah-
len & konvergent. Den aus diesen
, Teilen aufgebauten Bereich nennen
wir §. Er ist ein Teil der Kom-
plementirmenge von K.

Dadurch, daB wir die Inte-
grationsrichtung des &-Integrals
von s abhingig machten, haben
wir also einen Teil des Konver-
genzgebietes eingebiiBt, dafiir aber
einen Vorteil in der Schreibweise

Fig. 8. errungen: Machen wir ndmlich die

Substitution st=x, was, da s=0

nicht zu § gehort, fiir alle s in § einen Sinn hat, so durchlduft jetzt x
die reellen Werte von 0 bis +o0o. In § ist also

A fn(
(2) /(s)-so/e F(s)dx.
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Machen wir nun die Transformation -’-— =2z, so geht

s/(s)-—-f,‘g in Ly(1)= ¢<z)=§'
0

0
F(X)= S a, <? in F(x2)=®P(x2)= (“)
(S) 207 »! 20,1
tiber, und (2) ergibt
() ®(2) =0fe_’¢(zx)dx.

Das Konvergenzgebiet § von (2) geht bei der Transformation* gerade
in das Borelsche Summabilitiispolygon B iiber: Die Kreise ¢ bilden sich
ab auf die in der Beschreibung A; genannten Geraden, die zu den Ver-
bindungsstrecken der Singularititen mit dem Nullpunkt senkrecht
stehen; die durch { abgeschnittenen Teile ¥ der Strahlen & auf die in B,
genannten Maximalstrecken ; die Halbebenen 9 auf die iiber diesen Maximal-
strecken als Durchmessern stehenden gréBten Kreise g, innerhalb deren ¢
noch regulir ist. (Umgekehrt kann man jetzt § direkt erhalten, indem
man iiber den Verbindungsstrecken der singuldren Punkte von f(s) mit O
als Durchmessern Kreise beschreibt und von deren AuBeren den Durch-
schnitt nimmt.) 4

Diese Beziehungen erfahren eine Modsfikation, wenn O (s =0) auBer-
halb von & liegt4. In diesem Fall geht die FuBpunktkurve durch O und
hat dort einen Doppelpunkt, der von den zwei Stiitzgeraden herriihrt,
die durch die Tangenten von O an den Rand von ® gebildet werden.
Wir wollen jetzt das mit & gekoppelte Integral durch

oo (&)
(4) [ e *F()at
[}
bezeichnen, um daran zu erinnern, daB es iiber den an der reellen Achse
gespiegelten Strahl der £-Ebene zu erstrecken ist. Wenn man auf jedem &
den Konvergenzbereich ¥ von (4) feststellt, d. h. den durch { abgeschnit-
tenen Teil bestimmt, so muB man gewisse © iiber O hinaus verlingern.
Dadurch zerfillt die FuBpunktkurve f in zwei Teile f;, und f;; {, ist der
Teil, wo die Stiitzgerade die Normale € im Innern trifft, bei f, trifft

1
¢ Die Transformation 5 =* besteht in einer Spiegelung am Einheitskreis

(Transformation durch reziproke Radien) und einer Spiegelung an der reellen
Achse. In den Figuren ist der Deutlichkeit halber nur die Spiegelung am Einheits-
kreis durchgefithrt, weil diese fiir das Gestaltliche allein entscheidend ist; die
Spiegelung an der reellen Achse kann leicht in Gedanken hinzugefiigt werden.
Wir zeichnen also mit anderen Worten das Bild in der Ebene der konjugiert kom-
plexen Zahlen z.

Doetsch, Laplace-Transformation. 6
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die Stiitzgerade die Normale erst in der Verlingerung. f, ist die FuB-
punktkurve des kleinsten konvexen Bereiches, der ® und O zugleich
umfaBt. Der Konvergenzbereich von (4) besteht aus zwei Teilen: Dem
AuBeren §, von f, und dem Innern J, von f,. Ist P ein laufender Punkt

Fig. 9.

auf dem Rand von R, so ist &, der Durchschnitt des AuBeren, &, der
Durchschnitt des Innern der Kreise iiber den O P als Durchmessern.
(Wenn O im Innern von ® liegt, so existiert eben , evidentermaBen
nicht.)

Macht man jetzt die Substitution s¢=x(s=+0), so bekommt man
etwas Verschiedenes, je nachdem s in {,; oder 3, liegt. Ist s ein Punkt
aus g, so wird der Integrationsweg &-! in die positive reelle x-Achse
ibergefithrt und man erhilt wie frither das Integral (2), das nun f(s)

nur in 3, darstellt. (2) geht durch die Transformation —:- =z in den

Borelschen Ausdruck (3) iiber, wihrend @, auf das iibliche Borel-
Polygon, es heiBe jetzt B,, abgebildet wird, das in diesem Fall den
Punkt co auf dem Rand enthilt.

Liegt s dagegen in J,, so wird & durch st = x (s%0) in die
negative reelle x-Achse iibergefiihrt, so daB wir das in §, konvergente
Integral '

(5) fo) =+ [ e=F(Z)ax
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erhalten. Bei der Transformation % =z geht es in den Ausdruck

() o) = [ e @) dx
0

tiber, der nun in dem Bilde B; von $, konvergiert. B, kann auf zweierlei
Arten beschrieben werden (durch Ubersetzung der betreffenden Eigen-
schaften von $,):

A,. Man errichte auf den Verbindungsstrecken der singuliren Punkte
von @(z) mit O die Lote und nehme den Durchschnitt derjenigen so
entstehenden Halbebenen, die den Nullpunkt nicht enthalten. (Ist %,
ein endlicher Bereich, so kann B, offenbar nicht existieren.)

B,;. Man bestimme auf jedem Strahl durch O die kleinste Strecke 0 Q,
so daB @(z) noch im AuBeren des Kreises iiber O Q als Durchmesser
reguldr ist. B, ist dann die Vereinigungsmenge der Verlingerungen
jener 0Q. (Aus dieser Definition sieht man deutlich, daB 9B, nur
existieren kann, wenn @ (2) im Unendlichen regulir ist, daB das aber
nicht hinreicht. An der Figur in der s-Ebene ist das evident.)

Damit haben wir der Borelschen Methode zunichst einmal eine
Erginzung gegeben, wodurch eine Liicke ausgefiillt wird, die nur durch
unsere vorhergehende Betrachtung in der s-Ebene aufgedeckt werden
konnte. Aber von unserem Standpunkt aus sind eigentlich beide Borel-
Methoden nur Verstiimmelungen einer allgemeineren Methode mit groBerem
Konvergenzbereich, die erst die in dem 2-Integral steckenden Méglich-
keiten voll ausnutzt. Man kann dazu auf zwei Wegen kommen:

I. Wir gehen aus von dem 2-Integral mit beliebigem Integrationsweg4:
o (g)

(7) I(s)—/ e~ *'F(t)dt,
setzen st = x:
o (p + arcs)
(8) )=+ [ e *F(£)dx
0

und dann s= ;— (also arcs = —arcz), [s/(s)]sg_{-——‘q)(z);.das ergibt

oo (¢ — arcs) *
(9) o2 = f e *F(zx)dx.

0
Wenn ¢ jeden Wert von 0 bis 2 n bedeuten darf, so konvergiert (9) ins-
gesamt in dem bei der Abbildung s = —:— der Singularititenhiille &
vonf(s) = [z¢(z)] 1 entsprechenden Bereich, den wir das Pincherlesche
rml
s

Kreispolygon B nennen wollen4”. Es ist einfach zusammenhingend und
liegt entweder ganz im Innern seiner Randkurve p (wenn O in R lag)
oder im AuBeren (wenn O auBerhalb ® lag). ® war konvex, f war seine

6‘
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FuBpunktkurve. Bei der Transformation s = % (bzw. bei der Spiegelung

am Einheitskreis) kehren sich die Verhiltnisse um®*: Aus { wird eine
bzw. zwei konvexe Kurven, je nachdem O innerhalb oder auBerhalb
R lag (der Rand des Borel-Polygons 8 bzw. die Rinder von B, und B,),
aus dem Rand von & wird die zugehérige FuBpunktkurve (der Rand p
des Pincherle-Polygons ). p ist also die FuBpunktkurve des konvexen
Bereiches 8, bzw. setzt sich zusammen aus den FuBpunktkurven von %8,
und B, und besteht im typischen Fall aus lauter Kreisbogen, die durch
je zwei an B bzw. B, und B, beteiligte Singularititen und den Nullpunkt
bestimmt sind. Nun kann ja das Konvergenzgebiet von (7) so definiert
werden : Man verschiebt, vom Unendlichen herkommend, eine Gerade senk-
recht zu einem festen Strahl, bis sie durch eine Singularitit von f(s) geht;
von den beiden durch sie begrenzten Halbebenen nimmt man diejenige,
wo f(s) reguldr ist, und bildet die Summe aller auf dieselbe Weise ge-
fundenen Halbebenen. In die z-Ebene iibertragen bedeutet das: Man
148t den Mittelpunkt eines Kreises, der stets durch z=0 geht, von 2=0
her auf einem festen Strahl wandern und den Kreis sich ausdehnen,
bis seine Peripherie durch eine Singularitit von ¢ (z) geht. (Im Innern
ist dann @(2) regulir.) Kann man den Kreis beliebig gro8 machen,
ohne an eine Singularitit zu kommen, und ist auch z = oo ein regulirer
Punkt, so muB man die Peripherie auch noch iiber z = oo weggleiten lassen
(so wie in der s-Ebene jene gleitende Gerade iiber s =0), d. h. man muB
(groBe) durch z=0 gehende Kreise betrachten, deren Mittelpunkte auf der
Verlingerung des Strahls nach der anderen Seite liegen, und ihre Radien
schrumpfen lassen, bis die Peripherie durch einen singuliren Punkt geht.
(p(2) ist dann im AuBeren des Kreises regulir.) Die Vereinigungsmenge
aller so erhaltenen Kreisinnern bzw. KreisiuBeren ** ist . Kiirzer, aber
schlechter zu iibersehen: Man betrachtet alle Kreise durch 2=0 und
behilt diejenigen bei, wo ¢(z) éntweder im Innern oder im AuBeren
reguldr ist. Die Regularititsinnern bzw. -4uBeren vereinigt man zu .

Fiir eine feste Richtung ¢ konvergiert (7) in einer Halbebene, deren
Begrenzung durch die Stiitzgerade mit der Normalenrichtung — ¢ ge-
bildet wird. Also konvergiert (9) innerhalb bzw. auBerhalb eines Kreises
durch z=0, dessen Mittelpunkt auf dem Strahl von der Richtung ¢
liegt und auf dessen Rand mindestens eine Singularitdt vorkommt,
wihrend @ (z) im Innern bzw. im AuBeren regulir ist. Das sind wieder die
Kreise, die bei der Beschreibung B, ; des Borel-Polygons 8 bzw. %,
und seiner Erginzung B, vorkamen.

* G.DoerscH: Konvexe Kurven und FuBSpunktkurven. Math. Z. 41 (1936)
S. 717—731 [Satz 5 und 6).

¢+ Es sind das die Kreise, die bei der Beschreibung B,, B, der Borel-Polygone
B,, B, vorkamen. B, kam durch Vereinigung der von O auslaufenden Durchmesser,
8, durch Vereinigung der nicht von O auslaufenden Verlangerungen dieser Durch-
messer zustande. B dagegen entsteht durch Vereinigung der Flachen selbst.
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Den urspriinglichen Borelschen Ausdruck erhdlt man aus (9), indem
man arcz =g setzt, d. h. er konvergiert nur auf dem Durchmesser
durch z=0, bzw., wenn B, existiert und (9) im AuBeren eines Kreises
konvergiert, auf der von z=0 auslaufenden Verlingerung des Durch-
messers; fiir die Punkte auf der anderen Verlingerung des Durchmessers
muB man arcz = @—=, also p—arcz=ux setzen, so daB das Integral
iiber die negative reelle Achse zu erstrecken ist, wodurch man auf den

Erginzungsausdruck f kommt.

[\]
II. Wir lassen in dem Borelschen Ausdruck beliebige Integrations-
wege zu‘s:
oo (@)
(10) q)(z)=fe”‘F(zx)dx,
0
1 1 1 o
Durch z= a4 (—s-) = f(s) und —:— =t ergibt sich:
00 (p — arcs)

(11) fe)= [ e-*Fat.

0

Bei beliebigem ¢ konvergiert (41) natiirlich insgesamt auBerhalb &,
(10) in P. Es ist aber interessant festzustellen, wo (11) und (10) fiir ein
festes @ konvergieren. Fiir alle s auf demselben Strahl & ist derselbe
Integrationsweg brauchbar. Das Integral konvergiert dann, wenn s
beliebig sein konnte, in der
Halbebene, die durch die
Stiitzgerade mit der Norma-
lenrichtung — (¢ — arc s) be-
stimmt ist. Hiervon kommt
aber nur der in der Halbebene

Fig. 10. Fig. 11.

liegende Teil von © in Betracht. Die Stiitzgerade schneidet & in
einem Punkt D unter dem Winkel «, und es ist

_=
a—?—«p.
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Wir werden also dazu gefiihrt, statt der FuBpunktkurve, die dem
Fall =0 entspricht, eine andere Kurve zu konstruieren: den geome-
trischen Ort der Punkte, wo die Strahlen von O aus durch die mit ihnen
den Winkel -72—'--—-<p bildenden Stiitzgeraden getroffen werden. Dieser
Strebenendkurve* e, entspricht in der z-Ebene eine Kurve b, die so erhalten
wird: Man betrachtet, mit kleinen Radien anfangend, die durch O gehen-
den Kreise, die mit einem Strahl S den Winkel 1;——:;) bilden, deren
Mittelpunkte also auf der Geraden liegen, die mit S den Winkel @ bildet.
Man 148t die Kreise sich ausdehnen, bis auf die Peripherie eine Singu-
laritit zu liegen kommt. Dieser Kreis schneidet &€ in D. Die Gesamtheit
aller D ist b,. Die Kurve b, begrenzt ein ,Borel-Polygon' 8B,. Nicht

alle 8, brauchen zu existieren. So existiert ja, wie wir wissen, das frither
mit B, bezeichnete B, nicht, wenn B, endlich ist. Ubrigens ist b, als Bild
der Strebenendkurve e, konvex, wihrend das Bild p des Randes des
konvexen Bereiches & die Strebenendkurve von b, fiir den Parameter
— @ darstellt **.

Im typischen Fall bgsteht e, in der s-Ebene wieder aus Kreisbogen
iiber O S, deren Peripheriewinkel gleich « ist. In der z-Ebene entsprechen

ihnen Gerade, die mit 0S, wo S das Bild von S ist, den Winkel

o= %——(p bilden. Man kann sich die verschiedenen Polygone stetig

* Dieser Name ist in.der’in FuBnote * S. 84 zitierten Arbeit eingefthrt und
soll darauf hinweisen, daB O D als eine gegen die Stiitzgerade gestellte Strebe
angesehen werden kann.

** Siehe die in FuBnote * S. 84 zitierte Arbeit, Satz 7 und 8.
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auseinander hervorgehend denken, indem man in den Punkten 'S Schar-
niire anbringt und die Begrenzungsgeraden jeweils im Winkel a gegen
0S einstellt.

Die beschriebenen Zusammenhinge konnen auch auf Grund der
Cauchyschen Integralformel abgeleitet werden 49,

6. Kapitel

Die komplexe Umkehrformel der
Laplace-Transformation.

- § 1. Analogie mit der Potenz- bzw. Fourier-Reihe.

Die Laplace-Transformation
(1) f(s) = [e **F(t)at
0

ist, wie schon in 3.5 betont, das kontinuierliche Analogon zur Potenz-
reihe

() o) = a2
0

Letztere transformiert die Folge a, in die Funktion ¢(z). Bei jeder
Funktionaltransformation ist es wiinschenswert, sie ,,umkehren’, d. h.
aus der Resultatfunktion die Objektfunktion zuriickgewinnen zu kdnnen.
Bei der Potenzreihe geht das, sogar auf ganz verschiedene Weise.

1. Es ist (Taylorsche Formel)

o™ (0)
n!

(2) ay =

Man beachte, dal man zur Anwendung dieser Formel @(z) nur in einer
beliebig kleinen Umgebung von z=0, ja sogar nur auf einem beliebig
kleinen von 0 ausgehenden Kurvenstiick, z. B. auf einem Stiick der
reellen Achse, zu kennen braucht.
2. Ein anderer Ausdruck fiir a, ist (Cauchysche Formel):
1 z
(3) % =2ni / »fr)ld

erstreckt z. B. iiber einen Kreis um den Nullpunkt. Nach Cauchy

ist zwar
" ! (2)
w( ) (C > / (’ w )”+1

Also (3) mit (2) dquivalent, aber trotzdem ist (3) ganz anders geartet:
Hier braucht man die Werte von ¢ im Komplexen auf einer den Null-
punkt umlaufenden Kurve.
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Wir werden in der Folge zuerst an (3) ankniipfen, dessen Analogon
fiir die Laplace-Transformation man leicht erraten kann, wenn man zu-
vor die Substitution z =¢"*, p(¢~*) = f(s) macht und schreibt:

s [ f)ds.

a, =
Es lautet:
3" F(t)= 2:“.'/e"/(s) ds,

wobei das Integral iiber eine vertikale Gerade der s-Ebene (die ja bei der
Abbildung z=e¢"* dem Kreis um z=0 entspricht) im Konvergenzgebiet
von }(s) zu erstrecken ist. Durch die Substitution s = x 4 ¢ y (¥ = const)
gewinnt (3') die Form

+ 00

6o F()=55 ¢ [ &7 1x+iy)dy

-00
(3") gilt aber keineswegs so unbeschrinkt fiir die in einer Halbebene
wie (3) fiir die in einem Kreis analytischen Funktionen, die Feststellung
von Giiltigkeitsbedingungen wird vielmehr unsere Hauptarbeit sein. Um
die richtige Einstellung zu der ganzen Frage zu bekommen, machen wir
gleich hier einige Vorbemerkungen.

(3) setzt die a, in Beziehung zu den Werten von f(z) auf einem Kreis
©0
o = const (z =pe'?). Dort ist aber X a, z* eigentlich eine Fourier-
0
Reihe
w 3
(10) 1) = Z apg eh,

und (3) ist ja auch, wenn man die Integrationsvariable z geméB z = ¢ v
durch @ ersetzt, nichts anderes als die Formel fiir die Fourier-Koeffi-
zienten von f(o¢'®):

+=n
30) e =55 | e Heendp
(vgl. die Erorterungen im 2. Kapitel). Wenn wir also fragen, ob
die Q-Transformation sich durch das Analogon (3o) zu (3,) umkehren
148t, so miissen wir darauf gefaBt sein, daB weniger eine Analogie
zu den so einfachen Potenzreihen als zu den wesentlich komplizier-
teren Fourier-Reihen vorliegt und daB infolgedessen die Frage von
derselben Schwierigkeit ist, wie das Problem, wann bei der durch eine
beliebige Koeffizientenserie @, definierten trigonometrischen Reihe (1)
sich die Koeffizienten vermége (3,) in Fourierscher Gestalt ausdriicken
lassen, mit anderen Worten, wann die trigonometrische Reihe (1)
eine Fourier-Reihe ist.
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Setzen wir (1,) in (3,) und (1) in der Gestalt
(10) fx+iy) = [e= (e~ *F®)dt
0

in (3o) ein, so kénnen wir das Problem so formulieren:
Wann ist

+n oo
1 . .
(4) =5, | g Z, e* (g’ a),
-n =0
bzw. + 00 oo
(4") cHF) =55 [ #ay / =377 (¢=** F(1)) d1?

— 0
Damit aber wird klar, daB unsere Frage hinsichtlich der Laplace-
Transformation identisch ist mit der nach der Giiltigkeit des Fourier-
schen Integraltheorems [fiir die Funktion e~ *'F (t)], das genau die Gestalt
(4’) hat, nur daB das Integral nach T von —oo bis + oo lduft statt von
0 bis oo. Auf diese Form wiren wir gekommen, wenn wir statt von der
einseitig unendlichen Laplace-Transformation von der zweiseitig unend-

400
lichen f e~ *' F (t) dt ausgegangen wiren. Dieser entspricht die Laurent-
-

+ oo
Reihe X a, 2", und die Koeffizientenformel lautet bei ihr genau wie (3);
-0

analog wird fiir die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation die
Umkehrformel dieselbe Gestalt wie (3') bzw. (3y) erhalten. Diese Er-
weiterung vermittelt uns erst die richtige Einsicht, wenigstens, wenn man
das Fouriersche Integraltheorem als Basis nimmt: Die Formel (3’) ist
eigentlich die Umkehrung der zweiseitig unendlichen Laplace-Trans-
formation. Die einseitig unendliche stellt eine Verstiimmelung dar: hier
ist F (t)=0 fir —oo <?< (. Das Umkehrintegral muB also, wenn man
es fiir ¢ < 0 bildet, verschwinden.

In der Literatur, die sich mit den Anwendungen der Laplace-Trans-
formation auf Differential- und Integralgleichungen beschiftigt, wird sehr
hiufig der Fehler gemacht, daB die Formel (3’) bzw. (3¢), falls das Inte-
gral iiberhaupt nur existiert, blindlings dazu benutzt wird, zu einer Funk-
tion f(s) die ihr angeblich vermoge der &;-Transformation entsprechende
Funktion F(¢) zu bestimmen. Wie leicht das zu falschen Resultaten
fihren kann, wollen wir an einem Beispiel zeigen®. Fiir die Funk-
tion f(s) = ¢ hat (3’) bzw. (3¢) mit x = R s = 0 einen Sinn und liefert:

. "
+$00 + 00 - 400

. . ‘4 - ii—«z
2:"_ —‘£ e“e"ds::?i’;—w 6“"'“"du=’2n —2’/; e (2 )d“

t
8 § —
_t -}-oo+o2

e ¢ o
=Za / e~vdv.

‘ ]
-“+’-i
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Nach dem Cauchyschen Satz ist dieses Integral gleich dem iiber die
reelle v-Achse erstreckten, weil die Integrale iiber die zwischen beiden
Wegen einzuschaltenden Vertikalstrecken in der Grenze verschwinden.
Wir erhalten also

" +00 T *
'y - Jy = -
e ! /e dv—z—]/—;'—e .
2n
- 00

Auf diese Funktion kann man zwar die {;-Transformation anwenden;
das liefert aber nicht ¢*, sondern (fiir jedes s)

P P S P

A | -u,"7 .__.i -ty _._‘_':. —ut

Py e e dt_zﬁ e dt_ﬁ/e du,

0 0 s

wobei das Integral {iber einen Horizontalstrahl von s nach rechts zu
erstrecken ist. Dies war schon deshalb vorauszusehen, weil ¢ fiir reell
wachsendes s nicht gegen O strebt, was es als @-Transformierte tun
miiBte. — Dagegen ist in der Tat

‘i

'\ I
e = ﬂn 2_‘/” 8 ,.
Denn fiir reelle s ist

+60 %0 g

‘l
_..1_. ~ 88 4 ——t __=__1__ ~8t, & t, €
2}/:?/‘! ¢ dt // 2}/—./ ¢ dt+/e‘e dt

R SNy

§ 2. Das Fouriersche Integraltheorem.

Bei der Behandlung der Umkehrformel 6.1 (3’) ist nach dem in 6.1
Gesagten das Fouriersche Integraltheorem ein uneiliBliches Hilfsmittel.
In der Gestalt 6.1 (4') 4Bt es allerdings eine voll befriedigende Behand-
lung, etwa in dem Sinne, daB man notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fiir seine Giiltigkeit angeben konnte, nicht zu. Wir werden damit
zufrieden sein miissen, hinreichende Bedingungen aufzustellen. Erst
durch gewisse Modifizierungen des Theorems (vgl. § 4) liBt sich eine
abgerundete Aussage erreichen. Es ist eben, wie man schon aus der
Theorie der Fourier-Reihen weiB, eine dem Problem nicht angemessene
Forderung, Konvergenz des Integrals und Darstellung der Funktxon im
gewdhnlichen Sinne zu verlangen.
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+00
Satz1. F(x) sei in jedem endlichen Intervall integrabel und [|F ()| dx
—00

konvergent. Ist F(x) in einer beliebig kleinen Umgebung von x von be-
schrdnkter Variation, so gilt fiir die Stelle x das F oun'ersche Integraltheorem:

+ 00

(1) F(”+O):‘F(‘—0) HW. - /e”‘ydy/ —'“F(f)df

wobei die Buchstaben H.W. andeuten sollen, daf das dufere Integral als
+Y

ein Cauchyscher Hauptwert, d. h. als lim f 2u verstehen istSl.

Y500 =Y
Bemerkung. Wenn F in der Umgebung von x von beschrinkter

Variation ist, so existieren die beiden Grenzwertelim F (x + &) = F (¥ + 0)
h—>+0
und lim F(x—h)=F(x—0). Ist F an der Stelle x obendrein stetig,

k-
so ist ¥ (x +0) + F(*=0) _ F(x). — Ist F in jedem endlichen Intervall

von beschrankter Variation (dann ist tibrigens F eo ipso integrabel), so
gilt die Formel durchweg.
Beweis: Das Integral

+o0
I(y)=[e7¢F(§)a¢
konvergiert gleichmiBig fiir alle reellen y, d. h. die ganzen Funktionen

fe“"" F (§)dé (vgl. 4.1) streben fiir & 0o gleichmiBigin —oco < y< 400

gegen I(y). Alsoist I(y) integrabel, und bei Integration iiber ein endliches
Intervall — Y = y =YY ist, auch nach Multiplikation mit der beschrinkten
Funktion ¢'*?, der Grenziibergang a—»oo mit dem Integral nach y
vertauschbar:

+Y +Y
21 /esxyl(y)dy__ /esxydyalin; /3 YR (8 d
-Y —V
+Y +a +a +Y

— lim --/e"’dyf ¢4 F (&) d¢ = lim —*fF(E de/e'ﬂ* o4yt

SYE—8_ ,—iY(s—8 1 smY(x—G)
/ Lkl e de“"_[‘,_—"“ F(§)d.

Wir zerlegen nun das Integral folgendermaBen:
+ 00 - X z-8 x40 /)_( )
=+ [+ [+ [+]
L=L+l+1+L
* Die Vertauschung der Integrationen ist leicht zu rechtfertigen: Das zwei-
dimensionale Integral der drei Faktoren ¢f*7, e—$¥¢, F(£) existiert, also auch das

ihres Produktes. Dieses Produktintegral kann aber auf die beiden obigen Arten
als iteriertes Integral geschrieben werden, da beide Integrale existieren.
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) -X
Dabeisei0<d<1, X >|x|+ 1. Dannistinfundfsicher|x—£]>1,
X — 00
ferner [sin Y (x—¢£)|=1, also fiir alle Y

ljlgj[p(e)ue wnd | [

-X

= [|F(§)|a¢.

/

Wir kénnen also weiterhin X bei gegebenem &< 0 so groB gewihlt
denken, daB fiir alle Y
1 m‘ &
=/ <3
X

|

ist. Ferner ist

X
/smY(‘—f)F(f)dE fF(‘ sinYudu,

x+46
also nach dem Riemannschen Lemma (Satz 3 [4.3]), angewendet auf die
Funktion F( *) in dem Intervall (¥»—X, —9), wo sie integrabel ist:
X
/>0 fir Yoo,
2+ 0
ebenso
x—6

/—»0 fir Y-oo.
-X

Fiir alle hinreichend groBen Y ist also

s [l

244

SchlieBlich ist

£+0
@ L [ Fa

1

E:

x~—0

nichts anderes als das aus der Theorie der Fourier-Reihen bekannte
Dirichletsche Integral, von dem dort folgendes gezeigt wird: Bildet
man fiir ein den Punkt x im Innern enthaltendes Intervall die Fourier-
Reihe von F(x), so konvergieren ihre Partialsummen dann und nur
dann gegen einen Wert /, wenn (2) fiir Y - oo gegen ! konvergiert, und
zwar kann dabei 4 jeden positiven Wert bedeuten, solange x—4§ ...x + 4
in jenem Intervall liegt. (Hieraus folgt der Riemannsche Lokalisations-
satz, daB das Verhalten der Fourier-Reihe an einer Stelle nur von dem
Verhalten der Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle
abhiingt.) Dadurch, da8 man unter geeigneten Voraussetzungen Kon-
vergenz von (2) erzwingt, erhilt man die bekannten hinreichenden
Konvergenzkriterien, von denen das handlichste lautet (Dirichletsche
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Bedingung): (2) konvergiert gegen ~*+9) :‘F(‘ ~9  wenn F in einer

beliebig kleinen Umgebung von x von beschrinkter Variation ist?5s.
Unter dieser Voraussetzung ist also fiir alle hinreichend groBen Y

x+0
1 sinY (5 —§) __F(x40)+ F(x—0) €
1 /., S FEae . <%
Insgesamt ergibt sich: Fiir alle hinreichend groBen Y ist
+Y
;_n/e;‘yl(y)dy_ F(I+O)-:F(x-0) <e.
Zy

|
Das ist unsere Behauptung.

Bemerkungen:

+ 00
1. Unter dem Ausdruck ,, f konvergiert' versteht man gewéhnlich:
-0

Y,
f hat, wenn unabhingig von einander Y; —»oco und Y, —+ —oo strebt,
Y, | vy
einen Grenzwert.” WeiB man nur, daB / fir Y - oo einen Grenzwert
-
besitzt, so sagt man: Es existiert der Cauchysche Hauptwert des
Integrals. Das Integral braucht dann im iiblichen Sinn nicht zu kon-

+00
vergieren. Beispiel: f ydy existiert als Cauchyscher Hauptwert und ist
— 00

gleich 0, wihrend es im iblichen Sinn divergiert.

2. Der Beweis bleibt auch richtig, wenn F an endlich vielen Stellen
nur uneigentlich absolut integrabel ist. Diese Stellen kénnen wir als in
den Intervallen (x 44, X) und (—X, x—4) liegend annehmen. Die
auf diese Intervalle beziiglichen Integrale streben dann immer noch
gegen 0, da das Riemannsche Lemma auch fiir solche Fille gilt (siehe
Satz 3 [4.3]).

3. Aus dem Beweis folgt, daB unter Voraussetzung der Existenz

+o00
von [ |F(x)|dx die Konvergenz des Fourier-Integrals an einer Stelle x
~00
nur von dem Verhalten der Funktion in einer beliebig kleinen Nachbar-

schaft von x abhingt.

4. Die Bedingung der beschrinkten Variation kann durch jede andere
fir die Konvergenz von Fourier-Reihen hinreichende Bedingung ersetzt
werden. Als besonders weittragend ist die von du Bois- Reymond
bekannt (die die Dirichletsche umfaBt): Wenn

t
w(t):%/(F(x—i—u) +F(x—wu)—2))du
0
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in einem rechts an ¢=0 anschlieBenden Intervall von beschrinkter
Variation ist, so konvergiert das Integral (2). Ist ! so gewihlt, daB
y(f) = 0 fiir £ > 0, so konvergiert (2) gegen /. Dieser Wert braucht natiir-
lich nicht F(x) zu sein.

5. Die rechte Seite in (1) steht in offenbarer Analogie zu der Fourier-

Reihe in komplexer Gestalt: —Ze"“ / F(§)etd¢g.

6. Man kann dem Fourier-Integral eine reelle Gestalt geben. Wir
vereinigen ¢'*? und e~ *?¢ und schreiben:

e?*=80 =cosy(x—&) +isiny (x—§&).
7;ny (x— &) F (&) d¢ ist eine ungerade Funktion von y, bei Integration
I_l;::h y von —oo bis 4 oo verschwindet also dieser Term. Dagegen ist
Z:osy (x—&)F (§) d¢ eine gerade Funktion von y, ihr Integral von

—oo bis + oo ist daher das Doppelte des Integrals von 0 bis co. Also
ergibt sich:

o) + oo
5) F(x+0)+F(*‘—0)=%fdy/cosy(x—§)F(5)d5

2

o °] + 00 + oo
(4) =%/|cos xy/F(f) cosy&d& + sin xy/F(E) sin yfdfldy
0 -~ 00 - 00
Diese Gestalt steht in Analogie zur reellen Fourier-Reihe
+n 00 +=n +=n
%/F(E)d&-{—;!—zlcosnfo(E)cosnEdf—f-sinnxfF(f) sinnEdEI.

Ist spez1ell F eine gerade Funktion, so fillt der zweite Bestandteil weg,
und wir konnen schreiben:

(5) F(x+0)~2}—F(x—O) /cos xydy/F(f)cosyEd§
0

Fiir ungerades F dagegen erhalten wir:

F(s+0)+F(x—0) _

(6) > /sm xydy/F(E)smyEdG
0

Da man sich eine in 0=2x <oo gegebene Funktlon stets als gerade
oder ungerade fortgesetzt denken kann, ohne daB die Integrabilitit
gestért wird, so darf man (5) und (6) fiir jede in 0 =< x < oo definierte,

in jedem endlichen Intervall integrable Funktion, bei der f |F(&)]d &
0
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existiert, an jeder Stelle x > 0, in deren Umgebung F von beschrinkter
Variation ist, in Anspruch nehmen.

Die Giiltigkeit von (1) konnten wir, dhnlich wie bei Fourier-Reihen,
nur unter einschneidenden Bedingungen fiir F (x) nachweisen. Nun kann
man aber bekanntlich eine Fourier-Reihe, auch wenn sie divergiert,
gliedweise integrieren und erhilt dadurch das Integral der Funktion.
Ganz analog gilt fiir das Fourier-Integral:

+ oo
Satz2. IstF(x)injedem endlichen Intervall integrabel und f |F(x)| dx

konvergent, so gilt:

7 /F(f =2L/+°;”f;' dy];"“F(f)df-

Beweis: Der Faktor "LT%L strebt gegen x fiir y —» 0, ist also beschrinkt,

) daB wir wie bet Satz 1 schlieBen kénnen:

1 :xy_1

[ _A“dy/e VEF (& 5———/F(£ d&/ 1 pmivegy,

Die Funktlon

Y é)
sy(x—&) __ —iyé
—-Y

ist fiir alle Y und & beschrinkt (x ist fest). Denn zerlegen wir das Integral
Y

in f + f und ersetzen in dem zweiten Summanden y durch —y, so
[ %

ergibt sich:

Y Y
iy(x—=$) —1y3 —iy(x—§) iyé
e — e e — e
wig,v)= [ 70 Y i LA
1y — 11y
0 0
Y Y(x—f)

:20f(siny(;‘5)+sinyy§) _2/ *———d +2[ smu
U

f sin du ist aber eine beschrinkte Funktion von U. Wir schreiben
0
nun fiir unseren obigen Ausdruck:

s _
%,JF(&)w(&Y)dEﬁ—,,_Z ;—Z /

Wegen der Beschranktheit von w und der Konvergenz von / \F(&)|d¢
)
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kénnen wir zu gegebenem £ >0 das X so groB, und zwar > |x| withlen,

daB fiir alle Y >0
-X [
1 1 e
a’;f+3—;xf <

ist. Ferner gilt
v

lim sin u _n
U—> +oo, % du = 2’
also
- LI Y R,
limy(j/ i)inu du— E'fur x>£ lim j sin % du____ —z‘fur £>O
Yoo ¥ ———’;ﬁir x<g Yol ——g—ﬁir é<0
und damit
0 fir (<0
lim w(£,Y)= 2xn fir O<é<x bei x>0,
Yoo 0 fir &>«

0 fir f<x

={—2x fir x<£&(<0 bei x < 0.

0 fiir £€>0

limw (§, Y)istalsoin—X={=<+ X integrabel,_ auBerdemist F (§)w(£,Y)

Y - 00

dort gleichmiBig beschrinkt, folglich ist nach dem Satz von Arzela*:
+X +X b's
lim L [F@)w(e,V)de = 5= [F@)limu(s, v)de = [F(e)ae.
Y—+o00 ,: X ﬂ_ X Y00 F
Fiir alle hinreichend groBen Y ist also

<L
2

+X x
2w [FOue Y)de— [Fo)ae
-X 0

und folglich

<E.

+ 00 x
i) FOwE VIas— [Fea
-— 00 0

Das beweist unsere Behauptung.

* Sind die Funktionen f,({) im Intervall #, = §{ =< #, im Riemannschen Sinn
integrierbar, ist |/, (£)| < M fir », =¢=#, und alle «, konvergieren ferner die
fa (§) fir « = oo gegen eine im Riemannschen Sinne integrable Grenzfunktion f(§),

X, Xy
so ist lim [ fo(8)d& = [ 1(6) dé.
£

a—> 00 %,
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Eine besonders einfache Gestalt bekommt der Satz in den zu (5)
und (6) analogen Formen

® / FOae =% [T 2ay [Focosye a
0 0 0

o) JF@ae =2 ["=227ay [F@sinys at (z=0).
0 0 0

§ 3. Zur Geschichte des Fourierschen Integraltheorems.
Das Fouriersche Integraltheorem hat ebenso wie die Fourier-Reihe

oo +=x

ole) =5+ /«p(e at+ L D) [cosniz—ople)ae

1 —=n

+=n
- Efifq;(f)df—i-%z(cosn x/q;(é)cosnfdf—{—sinnx /¢(E)sinn5d$>
g : _ g

bei den Zeitgenossen betrichtliches Aufsehen erregt. Gelang es doch
Fourier damit, Funktionen, die man frither gar nicht als solche im eigent-
lichen Sinn hatte gelten lassen wollen, wie z. B. Treppen- und Zacken-
funktionen, die in verschiedenen Intervallen ganz verschiedene analytische
Definitionen haben, durch einen einzigen analytischen Ausdruck dar-
zustellen. Das war natiirlich nur unter Zuhilfenahme von Grenzprozessen,
ndmlich unendlichen Reihen und Integralen, moglich,

Zur Fourier-Reihe gelangt FOURIER, was heutzutage wenig bekannt
ist, in seinem groBen zusammenfassenden Werk ,,Théorie analytique
de la chaleur, 1822 (Nr. 207 flg.)* nicht iiber die Orthogonalititseigen-
schaften des Funktionensystems cos # x, sin # x, sondern durch einen mit
divergenten Reihen arbeitenden und daher illegitimen, iibrigens duBerst
langwierigen ApproximationsprozeB. Er setzt eine ungerade Funktion
@ (%) einerseits als Potenzreihe

p(x) = Ax——Bx’+Cx‘ + .-
andererseits als Sinusreihe
@(x) =asinx+ bsin2x +csin3 x4 - -+

an, differenziert beide Darstellungen beliebig oft gliedweise und setzt
die Werte der Ableitungen fiir x = 0 gleich:

A=a+2b+3 c+ -

B=a+22b+ 3%+ -

C=a+28b+38c+ -

* Die Ergebnisse selbst wurden schon ab 1807 in den Pariser. Akademie-Be-
richten verdffentlicht.

Dostsch, Laplace-Transformation. 7
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(Die Reihen sind natiirlich im allgemeinen divergent.) Die so erhaltenen
unendlich vielen Gleichungen mit den unendlich vielen Unbekannten
a, b c, ... 16st Fourier nun in der Weise, daB er in den m ersten
Gleichungen nur die m ersten Unbekannten beriicksichtigt, eine Rekur-
sionsformel aufstellt und mit Hilfe auBerordentlich umfangreicher
Rechnungen durch Grenziibergang die 4, b, ¢, ... als unendliche
lineare Kombinationen der 4, B, C, ... erhdlt. Nachdem die Ab-
leitungen im Nullpunkt 4 =¢(0), B==—¢'"’(0), . . . durch die Ableitungen
an der Stelle & ersetzt sind, stellt sich heraus, daB der Koeffizient von
sin n x einer Differentialgleichung in der Variablen (l) = geniigt, so daB
er leicht als der bekannte Integralausdruck bestimmt werden kann.
DaB Fourier diesen phantastischen Umweg zu gehen und gar zu ver-
offentlichen fiir n6tig hielt, ist um so verwunderlicher, als EULER hereits
1793 die Koeffizienten direkt auf Grund der Orthogonalititseigenschaften
der sin-Funktionen zu berechnen gelehrt hatte (vgl. S.9) und Fourier
selbst diese Methode schlieBlich doch auch noch anfiihrt (Nr. 221).

Bei der Ableitung des Integraltheorems (Nr. 346) wird nun gleich diese
letztere Methode benutzt. Fourier geht von dem Problem aus (das
wir heute eine Integralgleichung nennen wiirden), die Funktion Q zu
gegebener gerader Funktion F so zu bestimmen, daB

F(x) = of°°@ (g) cosq xdg

ist. Indem er im Sinne seiner Zeit das Integral als unendliche Summe
von ,,unendlich kleinen* GréB8en Q,cosgq, xdq auffaBt, kann er durch
Multiplikation mit cos ¢, ¥ und Integration alle Q, bis auf eines eliminieren
und erhilt

Q@ = %/cosqu(x)dx.
0

Spiter (Nr. 355 flg.) gibt Fourier noch an, daB man von der trigono-
metrischen Reihe auch direkt durch einen Grenziibergang zum Integral-
theorem gelangen kann, ein Weg, der, wenn er auch zur Herleitung
exakter Giiltigkeitsbedingungen kaum gangbar ist, doch in der Folgezeit
der beliebteste blieb und auch heute noch gern in physikalisch aus-
gerichteten Darstellungen benutzt wird:

@ (x) habe die Periode 24; dann lautet die Fourier-Reihe:

o +a

+a
o) =5 [o@d+ 1D [o(E)cosnZ (x—8) dé
—-a 1 —-a

oder, % = h gesetzt:

+a ) +a
o) = 2 [p@dt+ L 'k [ 9@ cos (x—&) mhdg.
-a 1 -
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LaBt man @ +oo und A - 0 streben, so ergibt sich durch skrupellosen
+00
Grenziibergang (wenn f @(§) df existiert):
— o0

oo + oo
¢(x) =1 [dy [p(&) cos (x—¢&) yae,
0 — 00
d.i. das Integraltheorem.
Fourier selbst schreibt die Formel in der Gestalt (Nr. 361)

+ oo oo
(%) =1 [p(&) d¢ [cos (x—8) yay,
— 00 0

bei der das innere Integral nicht konvergent ist. In seiner ,,Théorie
mathématique de la chaleur’” von 1835 hat daher PoissonN (Nr. 103,
S. 207) bei einem direkten, von der Fourier-Reihe unabhingigen Beweis
in diesem Integral den konvergenzerzeugenden Faktor e=*?' verwendet und
dann ¢ — 0 gehen lassen. Was er beweist, ist eigentlich nicht die Giiltig-
keit des Fourierschen Integraltheorems, sondern (bei geeigneten Voraus-
setzungen) die Richtigkeit von

+ 0o oo

- 1 — g
?(x) = lim ?Zmdﬂofe ¥ cos (x— &) ydy,

bzw.
00 + oo

pl) =lm > [ e="dy [ o) cos(x—8) yas.
- 0 — 00

Giiltigkeitsgrenzen dieser Formel, die wir heute als , Abelsche’ oder

(da der Faktor ¢~**" und nicht e~*? ist) , WelerstraBsche Summation

der Fourierschen Formel bezeichnen wiirden, wurden 1891 von A. SoM-

MERFELD in seiner Dissertation ,,Uber die willkiirlichen Funktionen in

der mathematischen Physik‘‘ aufgestellt.

An einer sehr viel spiteren Stelle seines Werkes (Nr. 415, 416; vgl.
auch Nr. 423) kommt Fourier noch einmal auf sein Integraltheorem
zuriick und entwickelt hier einen selbstindigen Beweis, der, wenn auch
in unexakter Form, im wesentlichen mit dem unter Satz 1 [6.2] gebrachten
Beweis und den von DiricHLET 1837 hinsichtlich der Fourier-Reihe
und des Dirichletschen Integrals mit #uBerster Prizision gemachten
Ausfiihrungen iibereinstimmt. Es ist merkwiirdig, daB der hier von
Fourier gebrachte Beweis, der unter seinen verschiedenen Beweisen der
einzige auch vom modernen Standpunkt aus brauchbare ist, so voll-
stindig vergessen und in seiner Bedeutung verkannt werden konnte,
daB Poisson 1835 in seiner , Théorie analytique nebenher einen Z4hn-
lichen Beweis andeutet (S.209), ihn aber einem anscheinend friih ver-
storbenen Schiiler der Ecole normale namens Deflers zuschreibt, und
daB Dirichlet erst 1837 selbstindig wieder auf diesen Weg kam.

7.
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Der erste wirklich streng formulierte und bewiesene Satz iiber das
Fourier-Integral wurde, aufbauend auf den Dirichletschen Ergebnissen
iiber das Integral 6.2 (2), 1883 von C. JORDAN in der 1. Auflage seines
,,Cours d’analyse’‘ aufgestellt. Es ist das, abgesehen von der reellen
Form, im wesentlichen der obige Satz 1 [6.2].

Spater hat man andere Funktionsklassen gefunden, fiir die das
Theorem in der obigen oder in abgeédnderter Gestalt giiltig ist. Besonders
bemerkenswert und abgerundet sind auBer einigen Formulierungen, die

wir in § 4 angeben werden, die folgenden:
+ 00

1. Die Voraussetzung der Existenz von f | F(£)|d¢ kann ersetzt

IF(8)I

werden durch: f d¢ existiert und F(x) geht fiir | x| - o0

monoton gegen O 88
2. Schreibt man unter Verwendung Stieltjesscher Integrale die

Formel in der Gestalt

F(x)—l/ cosxyd®D(y) +sinxyd¥(y)
mit 0
+ o0 . +00
oo = [ Fe22ia wo)= [ FOITFa,

so ist sie an jeder Stelle x giiltig, in deren Umgebung eine fiir die Kon-
vergenz der Fourier-Reihe hinreichende Bedingung erfiillt ist, wenn

IF(E)I

auBerdem f dE konvergiert 5.

Es sei noch bemerkt, daB das Fouriersche Integraltheorem sich in
den allgemeinen Fragenkomplex der Darstellung von Funktionen durch
sog. ,,singulire Integrale'‘ einordnet, der uns hier nicht weiter interessiert .

§ 4. Die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung.

Ehe wir die erhaltenen Ergebnisse zur Umkehrung der Laplace-
Transformation verwenden, schalten wir die entsprechenden Betrach-
tungen iiber die sog. Fourier-Transformation ein. Die Integralformel

+ 00 + o0
F)=H- [ éay [ ei7¢F()as
— o0 - 00
148t sich auseinandernehmen und zunichst formal, ohne Angabe von
Giiltigkeitsbedingungen, so auffassen: Setzt man
+ oo

(1) f9)= [ e i7*F(x)dx,

- 00
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so ist
+ 00
(2) Fi)=5= [ ¢710ay.

(1) stellt eine Funktionaltransformation dar, die wir als ,, Fourier-
Transformation'’ bezeichnen und fiir die wir das Funktionalzeichen §
einfihren. (2) liefert ihre Umbkehrung, und zwar stimmt bemerkens-

werterweise die Umkehrformel bis auf den Faktor an formal mit der

Transformation iiberein®, nur ist der Kern e~ "‘_durch den konjugierten
Wert ¢**? zu ersetzen. ScRreibt man das Fouriersche Integraltheorem
in der Gestalt 6.2 (5) bzw. (6), so erhilt man folgende Transformationen,
die reelle Kerne besitzen und mit ihrer Umkehrung vollig identisch sind:

fly) = l/;z—— /mF(x)cosyxdx, F(x)=1/§-f/(y)cosxydy;
0 0

bzw

f(y):l/%wa(x)sinyxdx, F (x) ———-V% ff(y)sinxydy.
0 0

Sie heiBen ,,Fouriersche cos-Transformation“, bzw. , Fouriersche sin-
Transformation'’. Man nennt solche Transformationen, die mit ihrer
Umkehrung identisch sind, ,snvolutorische Transformationen'’ (in An-
lehnung an den entsprechenden Ausdruck in der projektiven Geometrie)
und dehnt diese Bezeichnung auch auf solche aus, bei denen der Kern
komplex ist und sich bei der Umkehrung in den konjugierten Wert
verwandelt.5¢

Aus Satz 1 [6.2] kénnen wir nun folgendes Ergebnis iiber die Fourier-
Transformation ableiten:

+ oo
Satzi. Ist F (x) injedem endlichen Intervall integrabel ** und f |F (x)|d %

konvergent, so existiert fiir alle reellen y die Fourier-Transformierte

+
(1) f0)= [ e *F(x)ax=F{F(2); y};
* Man kann (1) und (2) vollig gleichartig machen, indem man schreibt:
+ 00 + 00
= [ e Fax, F =L/"" dy.
f(» Vin e (x)dx (*) Via e f(y)dy

Wegen der spiteren Anwendung auf die Laplace-Transformation, wo der Faktor

—1_ nicht ablich ist, wahlen wir bei (1), (2) die obige Gestalt.

2%
*¢ Nach Bemerkung 2 zu Satz 1 [6.2] kann F(x) an endlich vielen Stellen
uneigentlich absolut integrabel sein.
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das Integral konvergiert absolut. An jeder Stelle x, in deren Umgebung F
von beschrdnkier Varsation ist, erhdlt man F (x) aus {(y) durch die Umkehr-
formel

+ 00

@ EEEOEFe=d gyt [y

)
Das Integral konvergiert als Cauchyscher Hauptwert, aber nicht notwendig
absolut.

Wir wollen die Funktionen, fiir die (1) konvergiert (nicht notwendig
absolut), als F-Funktionen bezeichnen. Die Tellklasse bei der (1) absolut
konvergiert, heiBe F,.

Aus Satz 1 folgt der Eindeutigkeitssatz:

Satz 2. Haben zwei F,-Funktionen F, und F;, die in jedem Intervall
von beschrinkter Variation und normiert sind, d. h.

F(x+0)+ F(x—0)
2 b

F(x) =

dieselbe Fourser-Transformierte, so sind ste identisch.

Beweis: F = F, —F, gehort auch zu F, und ist von beschrinkter
Variation und normiert. F hat die Fourier-Transformierte 0, also ist
nach (2) F(x) =

Aus Satz 2 [6.2] leiten wir ein weiteres Resultat iiber die Umkehrung
der Fourier-Transformation ab, bei dem man unter geringeren Voraus-
setzungen nicht die Funktion selbst, sondern ihr Integral zuriickerhilt:

Satz 3. Fiir jede F-Funktion F lipt sich aus der Fourier-Trans-
formierten | das Integral von F mach der Formel

+o0

6) of Feat=o [ = l10)dy

— 00

erhalten. An jeder Stetigkeitsstelle von F oder allgemeiner an jeder Stelle,

wo F die Ableitung des Integrals [F(£)d& ist, gilt also*
0

+oo
. Fo)= o= o [ St ) dy.

-~ 00

Hieraus ergibt sich der allgemeinere Eindeutigkeitssatz:

Satz 4. Haben zwes F,-Funktionen F, und F, dieselbe Fourier-
Transformierte, so ist

jﬁ(e) aE = jF.(e) at,

* Eine Riemann-integrable Funktion ist fast tiberall stetig. Also gilt (4)
fast aberall.
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d.h. F; und Fy stimmen fast #éberall (im Sinne der Lebesgueschen Map-
theorie) tiberein. Insbesondere sind sie an jeder gemeinsamen Stetigkests-
stelle identisch.

Die gewonnenen Umkehrsitze sind formal unbefriedigend. In Satz 1
sehen die Hin- und die Riicktransformation gleich aus, die Eigenschaften
von F und f sind aber ganz verschieden, und wihrend (1) absolut konver-
giert, braucht das bei (2) nicht der Fall zu sein. In Satz 3 haben sogar
die Transformation und ihre Umkehrung verschiedene Gestalt. Diese
Schonheitsfehler liegen darin begriindet, das wir zwar fiir F eine durch

+ 00
eine einfache Bedingung, ndmlich die Konvergenz von f |F (%) d%,

-0
wohlabgegrenzte Klasse zugrunde legen, daB ihr aber keine ebenso ein-

fach durch innere Eigenschaften zu charakterisierende Klasse von Funk-
tionen f(y) entspricht. Véllig abgerundete und formal befriedigende
Aussagen erhilt man, wenn man die Klasse L¥(— oo, 00)*, die aus den
in 3.1 angefithrten Griinden fiir uns allerdings nicht in Frage kommt,
zugrunde legt und die gewdohnliche Konvergenz durch Konvergenz im
quadratischen Mittel (vgl. S. 4) ersetzt. Zu jeder Funktion F aus
L3 (— oo, 00) existiert die verallgemeinerte Fourier-Transformierte **

Hy) =1im. 7“6“”1"(16) dx,

. a—>00 —a
die ebenfalls zu L? gehort, und jede Funktion f aus L3 148t sich auf diesem
Weg erhalten. Aus f(y) ergibt sich das zugehdrige F(x) vermdge der
Umkehrformel

+a

F(x)=1Lim. = f S5 (y)dy.
b 3
Die Zuordnung der F zu den f ist eineindeutig, wenn man Funktionen,
die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden (,#quivalent sind),
nicht als verschieden ansieht 7.
Es gilt auch eine zu Satz 3 analoge Aussage. Wir formulieren sie
der einfachen Gestalt halber fiir die Fouriersche cos-Transformation:

Zu jeder Funktion F aus L%(0, co) existiert eine durch
y )

/f(ﬂ)dﬂ=]/%(/sm,“1"(x)dx

0
* Das ist die Klasse der Funktionen F, die in jedem endlichen Intervall im

+ o0
Lebesgueschen Sinn integrabel sind und far die [ |F(x)|' dx existiert.
— 00
** 1. i. m. bedeutet ,limes in medio”. f(y) =1 i.m. f,(y) besagt, daB f,(y)
@« - 00

+00
im quadratischen Mittel gegen f(y) konvergiert, d. h. f fy) — tay))2dy—>0
far a - oo. et
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definierte Fourier-Transformierte f(y), die selbst wieder zu L? gehort
und aus der sich F nach der Formel

jF(E)dE=V§fs~i§flf(y)dy
(1] 0

zuriickgewinnen 14Bt.

§ 5. Die komplexe Umkehrformel fiir die zweiseitig und einseitig
unendliche Laplace-Transformation.

Setzt man s = x 41y, so sieht man, daB die zweiseitig unendliche
Laplace-Transformierte 2y {F}:

fs) = 7:—"1?(:) dt = 7:—”' [e-*F(t)]dt=f(x+1y),

wenn man sie auf der vertikalen Geraden x = const betrachtet, nichts
anderes ist als die Fourier-Transformierte von e~ *! F (f). Man kann also

unter den in Satz 1 [6.4] formulierten Voraussetzungen die Umkehr-

formel + 00

eHFO) =5 [ a+iy)dy
oder )

+ 00

Flo)= [ee+Nf(x+iy)dy

anschreiben. Explizit lauten die aus § 4 flieBenden Sitze:

Satz 1. F (i) sei bis auf endlich viele Ausnahmepunkte, wo es uneigent-
lich absolut integrabel sei, in jedem endlichen Intervall eigentlich integrabel.
Die zweisestig unendliche Laplace- Transformation f(s) = ;1 {F} kon-
vergiere fiir a; < x <oy (s = x 41 y) absolut, d. h.

+ 0o
[ e #|F(t)|at

existiere®. Ist F in der Umgebung der Stelle t von beschrinkter Variation,
so gilt tm Punkte t die Umkehrformel

+00

F(t+0)+F(t— . .

(1) CrI+FE-9 —pw. L [ eerint(ztiyay
1—0:+|'oo

) =HW._ / &5 f(s)ds (< x<ay).

Wie man sieht, ist der Wert der rechten Seite von x unabhingig.

Das kann man auch leicht unmittelbar beweisen. In dem Rechteck aus

+ 00 0
* Dazu geniigt die Konvergenz von f e d"‘IF(&) Idt und / Pl iF(t) Idl.
0 - 00
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den Vertikalen Rs = x,, Rs = z; mit oy < %, < 23 <, und den Hori-
zontalen J's = + y, einschlieBlich Rand ist f(s) und damit ¢**f(s) analy-
tisch, also ist f ¢*f(s)ds, erstreckt iiber den Rand, gleich 0. Auf den bei-
den horizontalen Stiicken ist |¢*| = ¢* (bei festem ?) gleichm#Big fiir be-
liebiges y, beschrinkt, wihrend f(s) > 0 fiir yo— o0, gleichmiBig in x.
Denn nach Satz 4 [4.3] gilt das fiir die beiden Bestandteile von f(s),

f und f ¢~ *'F (t)dt, einzeln wegen der absoluten und damit gleichm#Bigen

Konvergenz Die Weglinge der Integrale iiber die Horizontalstiicke ist
konstant, daher streben die Integrale selbst gegen 0 fiir y,—+o0o. Es
bleibt also iibrig:

H—$00 F+400

.+ [ =0
%, +400 % —1400

oder % 4500 %4600

X — 400 %y —$00

Wir haben damit die in §1 angekiindigte, zur Koeffizientenformel
fir Laurent-Reihen analoge Formel erhalten. Wie bei dieser das
Integral iiber jeden im Regularititsring liegenden Kreis erstreckt werden
kann, so bei der Laplace-Transformation iiber jede im Regularitits-
streifen verlaufende vertikale Gerade.

Handelt es sich um die einseitig unendliche Laplace-Transformation,
so 4ndert sich gar nichts, als daB das 2-Integral, wenn iiberhaupt irgend-
wo, so gleich in einer ganzen Halbebene absolut konvergent ist. Die
Gestalt der Umkehrformel als komplexes Integral fiber analytische
Funktionen macht sie geeignet fiir funktionentheoretische Uberlegungen,
wofiir wir spiter Beispiele kennenlernen werden.

Satz 2. F(t) sei fiér t >0 definiert und mit Ausnahme endlich vieler
Punkte, wo es unesgentlich absolut integrabel sei, in jedem endlichen Intervall
eigcntlich integrabel. [(s)= L {F} konvergiere fiir x >« absolut. Ist F (t)
sn der Umgebung von t von beschrinkier Variation, so gilt die Umkehrformel

X +4100
3) F(t+0)—;-F(t—0) =H.W.2:“. [d'/(s)ds (x>a).

Fir <0 ergibt das Umkehrintegral in diesem. Fall natiirlich 0,
so daB fiir ¢ = 0 die linke Seite als F—(‘;—'—?) zu schreiben ist 38,

Beispiel: Setzen wir F (t)=1 fiir £> 0, so ist f(s) = % und fiir x >0

sind alle Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt. Wir erhalten also die
Formel fiir den diskontinuierlichen Faktor:

5+é00 l 1 fir t>0
—ds = . =0 (x>0).
”» t<0

HwW. !

2ns
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Diese Formel findet vielfach, besonders in der analytischen Zahlen-

theorie, Verwendung. Auf Grund von & {*} = l‘i: j-li) (@ >—1) laBt

sie sich leicht verallgemeinern.
Aus Satz 3 [6.4] ergibt sich:
Satz3. Istf(s)= Q {F}firo, < x <oy, bzw. f(s) = {F} fiir x >«
absolut konvergent, so ist
t + 00

1 eﬂy .
[erFmar=5 [ i tinay,
0 -0
also an jeder Stetigkeitsstelle von F
+ o0
1 ., d Sy _ i
F(t):z;e‘w/ S Hatiy)dy

Den Sidtzen 1—3 ist gemeinsam, daB sie von e~ *! F (f) absolute In-
tegrabilitit verlangen, also das Verhalten im Unendlichen einer sehr
scharfen Einschrinkung unterwerfen. Wir wollen nun noch drei Um-
kehrsitze ableiten, bei denen & {F} keine Halbebene absoluter Konvergenz
zu besitzen braucht.

Satz 4. Ist & {F} fur s=s, (und damit fiir Rs>Rs,) einfach

konvergent, so gilt
t %+ t00

e ! £(s) o
e~ %*F(1)d T d———ds  (x beliebig >Rsy).

S§— $So

0 x — 300
Beweis: Setzt man

t
= [e=%*F(7)dr,
0
so ist nach Satz 1 [3.2] fir Rs >R s,:
L (8) = (s—sp) [~ 6=t D(2) dt,
0

wobei das Laplace-Integral absolut konvergiert. @ (¢) ist als Integral
fir £=0 stetig und in jedem endlichen Intervall von beschrinkter
Variation*, folglich ist nach Satz 2 fiir £ > 0:

¢
* Fir () = f Y(r)dr ist
o by i ty
@) — D, = ;,/ ¥Y(r)dt )étf Y@)|dr,
also, wenn a =<t <tp_y1< ity = b ist:

” b
EII(P(I,) — Bty |=[|¥w)|dr.
V= a
Hierbei darf ¥ auch absolut uneigentlich integrabel sein.
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x4+ 100
W) =gur [ & 245 (x> Rsy).
X — 100
Das ist die Behauptung.

Aus Satz 4 ergibt sich unmittelbar ein neuer Beweis fiir den Ein-
deutigkeitssatz (Satz 1 [3.7]) in der (wie wir wissen*, nur scheinbar)
abgeschwichten Gestalt: Wenn f (s) =0 ist, so muB F (f) eine Nullfunktion
sein.

In Satz 4 kann s, beliebig und x >R's, sein. Es gibt einen anderen
Umkehrungssatz, dessen Formel eleganter und einfacher ist, bei dem
aber x nicht bloB in der Konvergenzhalbebene liegen, sondern auch
positiv sein muB.

Satz 5. Ist {F} fiir ein reelles s4> 0 (und damit fiir Rs > s,) ein-
fach Romvergent, so gilt:

) x4+ 100
' [F@ar=smd[ eI a5 (x belicbig > 5> 0).
0

X — 400

t
Beweis: Nach Satz 1 [8.2] konvergiert & { f F(7) dt} fir Rs>s,
0

absolut und ist gleich L(:—) Ferner ist f F (r)dt stetig und in jedem

0
endlichen Intervall von beschrinkter Variation, so daB Satz 2 die obige
Behauptung liefert **.

Aus den Sitzen 4 und 5 kann man F (¢) an jeder Stetigkeitsstelle durch
Differentiation bekommen. Machen wir nun iiber f(s) noch eine passende
Voraussetzung, so kénnen wir in der Formel

H X 4400 f ( )
— % 1 t(s — so

[emFdr= = [ L - ds

0 x—100
die Differentiation rechts unter dem Integralzeichen ausfithren, womit
wir formal auf den gleichen Ausdruck wie in Satz 2 zuriickfallen. Dies
leistet der folgende

Satz 6. f(s) = {F} sei fiir s=s, einfach konvergent und F (t) fiir

t=T stetig. Langsder (einen) Geraden Rs = x > Rs, set f (s) so beschaffen,
daf das Integral

%4400 + 00

() o [ # e ds= et [ (a4 iy)dy

% —$00 — 00

* Siehe Bemerkung 2 zu Satz1 [3.7] und vor allem Satz § [6.9], SchluB-
bemerkung.

** Vgl. hierzu den Anfang von 7.2.
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fiir alle t =T konvergiert und zwar in jedem endlichen Teilintervall glesch-
mafig. Dann gilt fir t=T dic Umkehrformel ®:
£ +4$00
Fl)=507 [ 1) ds.
x—$00
Man beachte, daBl die Umkehrformel hier nur fiir ,,groBe ¢ behauptet
wird, fiir die auch die zusitzlichen Voraussetzungen gemacht wurden —
das macht den Satz z. B. beim Studium des asymptotischen Verhaltens
von F fiir { - oo brauchbar; ferner daB das Integral iiber die eine Gerade
R s= 2 zu nehmen ist, fiir die die Voraussetzung beziiglich (1) gemacht ist.
Beweis: Fiir T =¢=t, konvergiert (1) gleichmiBig, und zwar gegen
eine integrable (iibrigens sogar stetige) Funktion F*(f). Man kann
daher (1) nach Multiplikation mit der beschrinkten Funktion e~ ** unter
dem Integralzeichen integrieren'

ty z4+300 241900 '( \ T
o (s—80) — 4T (5—3
fr‘“F‘(t)dt:—'— / 1(s) ds/e‘("")dt—— f £ T AR = oTE f(s) ds.
r x—100 2 —~100

Nach Satz 4 ist also
je—-o'F*(t dt—-/e“'-'F(-c dr— fe"“F dz~fe-'°'F(r)dr

Dles gilt fir jedes to =T, also ist wegen der Stetxgkext von F und F*
fir t=T: F(t) =F*(¢).

§ 6. Anwendung der Umkehrformel:
Die Riemannsche Koeffizientenformel deér Dirichletschen Reihen.

Nach 3.5 14Bt sich jede Dirichletsche Reihe als absolut konvergentes
Laplace-Integral einer Funktion darstellen, die im wesentlichen die
Koeffizientensumme der Reihe und offenbar von beschrinkter Variation
ist. Infolgedessen kann man zur Umkehrung den Satz 2 [6.5] benutzen
und erhilt so eine Darstellung der Koeffizientensumme mittels der durch
die Reihe dargestellten Funktion ®.

Satz1. Die Dirichletsche Reihe

@(s) =”§oa..e“‘~’ 0=Ag<4...>00)

habe die Konvergenzabszisse . Dann lapt sich die Koeffizientensumme A (t)
(s. die Definition in 3.5) folgendermafen durch @(s) darstellen:
%4400
ImFallenz0: A() =5 /e" ?6) 4 (x>1),

3!&

imFall 1<0: A(f)—@(0) = /wl“—)—}’—’@‘zs (x>7).

2ns
£—~400
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Man beachte, daB die Integrationslinie im Streifen bedingter Konvergenz
verlaufen darf, ja daB die Dirichletsche Reihe iiberhaupt keine Halb-
ebene absoluter Konvergenz zu besitzen braucht.

§ 7. Die Umkehrung der zweiseitig unendlichen
Laplace-Transformation im Falle einer analytischen L-Funktion.

Bisher haben wir in diesem Kapitel liber die L-Funktion F keine
anderen Voraussetzungen gemacht, als sie reellen Funktionen angepaBt

+ 00
sind, wie beschrinkte Variation, Konvergenz des Integrals f |F(t)|at
-~ 00

und dergleichen. Nun haben wir schon frither (5. Kap.) bei der einsestig
unendlichen Laplace-Transformation den Fall betrachtet, daB die
L-Funktion F(t) eine analytische Funktion ist. Da wir dort den Inte-
grationsweg um den Nullpunkt rotieren lassen wollten, nahmen wir F
als in der ganzen Ebene regulir und zwar vom Exponentialtypus an,
um Konvergenz des Laplace-Integrals zu erzielen. Damals haben wir
auch eine Umkehrformel erhalten, die dieselbe Gestalt wie 6.5(3) hat,
nur daB der Integrationsweg statt einer vertikalen Geraden ein hin-
reichend groBer Kreis um O war. Das kommt daher, daB in diesem
Fall, der sich natiirlich dem Satz 2 [6.5] unterordnet, f(s) im Unendlichen
regulir und gleich 0 war, so da8 sich der im allgemeinen durch den
Punkt oo laufende Integrationsweg x —ioe -+ x + 400 zu einer im
Endlichen geschlossenen Kurve zusammenbiegen 148t.

Wir wollen nun bei der zweiseitsg unendlichen Laplace-Transformation
die Ly-Funktion F(f) als amalytisch voraussetzen, und zwar soll das
Regularititsgebiet ein Stresfen beiderseits der reellen Achse sein. Machen
wir dann noch eine Annahme iiber das Verhalten im Unendlichen, nimlich
daB F sich dhnlich wie eine Funktion vom Exponentialtypus durch eine
Exponentialfunktion majorisieren 14Bt, so erhalten wir bei Integration
lings einer beliebigen Horizontalen im Regularitéitsstreifen eine in
einem Streifen konvergierende Transformierte f(s), die ebenfalls eine
gewisse exponentielle Abschitzung gestattet, und aus der sich F (¢) ver-
mittels der komplexen Umkehrformel 6.5(1) zuriickgewinnen l48t.
Wir bekommen so ein dhnlich abgerundetes Resultat fiir die zweiseitig
unendliche Laplace-Transformation wie im 5. Kapitel fiir die einseitig
unendliche, nimlich zwei Klassen von analytischen Funktionen F(¢)
und f(s), die einander vermoge der y-Transformation liickenlos ent-
sprechen 81,

Satz 1. Wir setzen t =& + 17. F () set reguldr im Innern und auf
dem Rand des Horizontalstreifens |n| =nq und lasse sich dort so abschdtzen.:

) |F()|<Cient fir Ez0
|F)|<Cyent fir £<o,
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wobes x, < xg tst. Damn existiert (s=2x+ 1Y)
+oo+in

f&)= [ e F@ar* (|m|=70)

—~0041n
+ o0 + 00
= [esCtiMF(EtindE=ei" [ ¢F(E+in)dé

tn dem Vertikalstreifen x, < x < xq und stellt dort eine von n unabhdngige
analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streifen x, + 0 =x=x,—8
etner Abschitzung

(2) [F(s)| < C(8) eV
unterliegt.
[ X
Beweis: / e~ F(¢) dt konvergiert fiir x > x,, sogar absolut, denn
+1in

s
00 +1tn

/ e‘”F(t)dt, =
0419

fe_(5+iy)(5+iﬂ)F(£ -+ zn)déi
0

o )
) < [ e xE=yC enEaE = Cievn [ omemmt dE;
0tin ° 0
ebenso konvergiert f e~ *F(t)dt absolut fiir x < x;, denn
| O4in —w’+m 0 ) )
' / e-—stF(t)dt;: /e—(!+t}’)(€+iq)F(£+z‘n)d£t
—ooFin | —0
0 00
(4) </e—(ze~yn) C,e"ed5=Cge”"fe‘(’-")fdf,
’ - +004+1n 0
Da wir x, < x, annahmen, so konvergiert / e~ S F(f)dt fir x, < x < %4
—o0+in

absolut. DaB es dort bei festem % eine analytische Funktion darstellt,
wissen wir aus 3.6 in Verbindung mit 4.1. Der Wert ist aber von 7 un-
abhingig. Erstrecken wir nimlich das Integral iiber ein achsenparalleles
Rechteck in unserem Streifen mit den Abszissen £, < &, und den Ordinaten
M <7 (|M|=no. |ms|=mo), so ist sein Wert nach dem Cauchyschen
Satz gleich 0. Lassen wir jetzt &, gegen —oo und &, gegen + oo wandern,
so streben die auf die Vertikalseiten beziiglichen Integrale gegen 0, denn

& +in, s
e“‘F(t)dt':—_ [emetinering e 4 indn

KN

éit+in

<]Ie“("5n""') Cyentidn = C,e‘-"‘-"’]‘e""d n
und ™ N
& +in,
[ e stF(@)at

LHtin,

< ]'e“"‘a“"") Cientrdn=Ciehlx—% /'he"" dy.
N

KA

* Die Integrationsgrenzen sollen andeuten, da8 das Integral lings der Hori-
zontalen mit der Ordinate % zu erstrecken ist.
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Die Summe der Integrale iiber die Horizontalseiten allein strebt also
gegen 0, woraus unsere Behauptung folgt.

Schrinken wir nun s auf den Streifen x;, + d=x=x,— 4 ein, so
koénnen wir die beiden Integrale auf den rechten Seiten von (3) und (4)

o0
durch f e~ ad¢t =%— abschdtzen. Wir erhalten dann aus (3) und (4)
0

zusammen :
C C
: ]/(s)]<——-l—;‘—'e”".

Nunmehr nutzen wir zum erstenmal aus, daB F(¢) in einem Streifen
beiderseits der reellen Achse analytisch ist. Da namlich f(s) von 7@
unabhingig ist, so wahlen wir bei y >0 fiir # den kleinstmoglichen
Wert — 1, bei y <0 den gréBtmoglichen Wert -+ 7, und erhalten,

wenn wir noch -2 -% = C () setzen:

|f(s)| < C(8) e=mIv,

Bemerkungen:

1. Nach (2) strebt f(s), wenn s in einem Streifen x, + d=x=x,—4
nach oben oder unten wandert, gegen 0, und zwar exponentiell. Die
Abschitzung (2) fiir f(s) ist um so schirfer, je breiter der Regularitits-
streifen von F (¢) ist.

2. Ist speziell ;>0 und %, = — x,, so kénnen wir (1) zusammen-
fassend so schreiben:

|F(t)| < C e~ =i,
und Voraussetzung und Behauptung des Satzes 1 sind dann symmetrisch,
abgesehen davon, daB sich die Aussage iiber F auf einen Horizontal-
und die iiber f auf einen Vertikalstreifen bezieht. Die Symmetrie gilt
auch fiir die Gebiete der Abschitzung: Der Streifen |5| =7, ist ebenso
wie —x3 + d=x=x,— 48 ein Teilgebiet eines gréBeren Gebietes, wo
die Funktion noch regulir ist.

3. Natiirlich kénnte man den Satz auch in umgekehrter Weise,
nidmlich durch Verallgemeinerung, symmetrisch machen, indem man
F(f) als in einem Streifen 5, =% =%, reguldr voraussetzt, wobei man
fiir /(s), analog zu (1), zwei verschiedene Abschdtzungen erhilt, je nach-
dem y positiv oder negativ ist:

[f(s)| < Cy(8)em?  fiir y=0

|[f(s)| < Cy(B)em? fiir y<oO.
In den Anwendungen handelt es sich aber meist um den in Satz {
formulierten Fall.

Satz 2. Wir setzen s=x+1y. [(s) set im Innern und auf dem
Rand des Vertikalstreifens x, =< x < x4 reguldr und geniige der Ungleichung

[f(s)| < Cemi (170 > 0)-
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Dann existiert (t =& + i9)
Ft)=

x4+ 400
:”_ / e f(s)ds (m=x=1,)

x—100

2

+ 00

xt
= f &rf(x+iy)dy

-~ 00
sn dem Horizontalstreifen |n| <no wnd stellt dort eine von x unabhdngige
analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streifen |n|=ne—¢
(0< e< ) sich so abschitzen lagi:
|F()|<Cyile)e®® fir §=0.
|F(t)|<Csle) et  fir £<O.

Beweis: Dieser Satz liBt sich auf den vorigen zuriickfithren, wodurch
zugleich klar wird, daB die beiden Sitze gleichwertige Aussagen, nur
in verschiedener Bezeichnung, darstellen. Wir setzen:

s=it%, *=¢*4in* (also x=—n*, y=¢§%);
t=1is*, s*=zx*+iy* (also &E=—y*, n=2%).
Dann lautet die Voraussetzung von Satz 2: /(s ¢*) ist im Innern und auf
dem Rand des Horizontalstreifens x, <—#7* =%, d. h. — 23 =9*=—1x,,
regulir und geniigt der Ungleichung
|| <Ce—mi¥l
Das ist, abgesehen von der Bezeichnung, die Voraussetzung von Satz 1,
und zwar liegt beziiglich des Streifens die in Bemerkung 3. angefiihrte
Verallgemeinerung, beziiglich der Abschitzung der in Bemerkung 2.
erwihnte Spezialfall vor. Nach Satz 1 folgt also: Es existiert
+00+tn*
. 1 5918 4 (s
F(is%) == [ et At (— xS =— )
—00 +1tn*
in dem Vertikalstreifen —,< x* <7, und stellt dort eine von n* un-
abhingige analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streifen
—1¢ + &= x¥* =7,—¢ einer Abschitzung
|F(5s*)| < Cy(e) e~ ™" fiir y*>0
|F(5s*)| < Cy(e) e~ =" fir y*=0

unterliegt. Fithrt man wieder die Variablen s und ¢ ein, so steht die
Behauptung von Satz 2 da.
Satz 3. Erzeugt man unier dem Vorausselzungen und tn der Be-
zeichnungsweise von Satz 1 aus F () esne Funktion [(s):
+00+1n
(5) f)= [ e*FQat (1l =,

—00+6n
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so ergibt sich F (t) aus [(s) durch die Umkehrformel:
x 4100

(6) F) =5 [ #1094 (1< x< 1),

X —100

d.h. erzeugt man [(s) aus F(t) nach Satz 1 und wendet auf dieses f(s)
den Satz 2 an, so ist die erhaltene Funktion mit der Ausgangsfunktion
F (t) identisch®.

Beweis: Da f(s) von % unabhingig ist, konnen wir speziell y =0
setzen. Dann ist Satz 3 aber in Satz1 [6.5] enthalten.

Satz 4. Erzeugt man unier den Voraussetzungen und in der Bezeichnungs-
weise von Satz 2 aus [(s) esne Funktion F (t):

%4400
F() =50 f ¢ f(s)ds (m=x=1xy),
so ergibt sich f(s) aus F (t) durch die Umbkehrformel
+oo+in
te)= [ e"Fat (7} <o),
—00+4 189

d. h. erzeugt man F (t) aus [(s) nach Satz 2 und wendet auf dieses F (f)
den Satz1 am, so ist die erhaltene Funktion mit der Ausgangsfunktion
1(s) identisch.

Beweis: Wegen der im Beweis von Satz 2 erkannten Gleichwertigkeit
von Satz1 und Satz 2 folgt Satz 4 sofort aus Satz 3.
Betrachten wir jetzt folgende beiden Funktionsklassen:

Die Klasse L} der in einem Horizontalstreifen ** |7| =7, reguliren
Funktionen F (¢), die dort der Abschidtzung geniigen:

|F(t)| < Cyent fiir &=0

|F(t)| < Cqemt fiir £<0

die Klasse /fy der in einem Vertikalstreifen x,=x=x, reguliren
Funktionen f(s), die dort der Abschitzung geniigen:

|£(5)| < Ce=mb! (0> 0),

so kénnen wir Satz 1—4 dahin zusammenfassen, daB durch die Trans-
formation

(%< xg);

+oo+1n

(5) fs)= [ e *F(at (Im]=mn0)

—00+1in
* Man beachte, daB in der Formel fiir F (#) jetzt #;, < #< ¥y und nicht », =x=1=x,
wie in Satz 2 ist.
** %o %, %3 brauchen nicht fiir alle Funktionen dieselben zu sein.
Doetsch, Laplace-Transformation. 8
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jedem F (f) aus LY; ein f(s) aus J}; entspricht, aus dem man F durch die
Transformation
’ 2+i00

(6) Fi) =51 / ¢ f(s)ds (}< x< %)
X — 100

zuriickgewinnen kann, und daB umgekehrt durch die Transformation (6)

mit x,=x=2x, jedem f(s) aus /% ein F () aus LY} entspricht, aus dem

man f(s) durch die Transformation (5) mit |9| <, zuriickgewinnen

kann. Die beiden Transformationen (5), (6) bedeuten in Wahrheit,

abgesehen von der Bezeichnungsweise, ein und dieselbe Transformation.

§ 8. Die Mellin-Transformation und ihre Umkehrung.

Die reziproke Beziehung zwischen den in § 7 behandelten Klassen
LY und & tritt in der Literatur in etwas anderer Gestalt auf, bei der
allerdings ihre schéne Symmetrie verloren geht. Setzen wir

et =z=0¢?%, also e f=p, —p=9
und
t=—logz,
wobei unter log der Hauptzweig verstanden sei, so entspricht dem
Horizontalstreifen |n|=7, der Winkelraum |#|=7, ohne den Null-
punkt (fiir 5o == ist der Winkelraum als auf einer Riemannschen Fliche
liegend zu denken) und der Integrationsgeraden —oo 419 -+ + 00 + iy
der Strahl von O aus mit der Amplitude & = —», aber in umgekehrter
Richtung. Setzen wir F(—logz) =®(z), f(s) =@(s), so nimmt die
Transformation 6.7(5) die Gestalt an:
ccet?

(1) p@s)= [ 2" 1@(z)dz =M (P},
0

in der sie , Mellin-Transformation’ heiBt 2, wihrend die Umkéhmng

jetzt so aussieht:
x+400

2) D)= 1 / 7= g(s) ds.
£ —100
Dabei liegen fiir @ und ¢ jetzt folgende Klassen zugrunde:
die Klasse M° der in einem Winkelraum |#|=4%¥, mit eventuellem
AusschluB des Nullpunktes reguliren Funktionen @ (z),

die dort der Abschitzung geniigen:

|P(2)| < Cro~* fiir o=1

6) |P(z)| < Cao~* fiir p>1

die Klasse m® der in einem Vertikalstreifen x, = x = x, reguliren Funk-
tionen @(s), die dort der Abschitzung geniigen:

4) lp(s)| < Ce= 2 (% >0).

(%1 < %4);
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Das Ergebnis von § 7 lautet dann so:

Satz 1. Wendet man die Transformation (1) mit |8| =49, auf cine
Funktion @ (z) der Klasse M° mit den Konstanten 8, x,, x, an, so ist
die entstehende Funktion @ (s) von & unabhdngig und gehort in jedem Streifen
X+ O0=x=x,—0 zur Klasse m°:

|@(s)| < C(8) e~ %!

Wendet man die Transformation (2) mit x, = x = x, auf eine Funktion @ (s)
der Klasse m® mit den Konstanten x,, xo, ¥, an, so ist die entstehende
Funktion ®(2) vom x unabhingig und gehort in jedem Winkelraum
| =8,—¢ 2ur Klasse M°:

|P@)|<Cile)e~" fir p=1

|P(2)| < Cale)o=™ fiir o>1.
Hat man insbesondere @ (s) durch (1) aus P (z) erzeugt und wendet dann (2)
an, so erhdlt man D (z) zuriick; ebenso: ist D (2) durch (2) aus @(s) erzeugt,
so wird D (z) durch (1) wieder in @ (s) wbergefiihrt .

Natiirlich kann man die Transformationen (1) und (2) statt in den
Klassen M° m°® auch in den allgemeinsten Klassen M, m betrachten,
in denen sie iiberhaupt existieren. Dabei setzen wir in (1) in iiblicher
Weise 4 = 0, d. h. @(z) braucht nur auf der reellen Achse gegeben zu
sein. Bei (2) ist es iiblich, @ (s) als in einem Streifen regulidr anzunehmen
und x als variabel zu denken. Dann muB man eine Voraussetzung
hinzufiigen, die die Unabhingigkeit des Integralwertes von x garantiert.
Fiir diese allgemeineren Transformationen békommt man Umkehr-
formeln, indem man z. B. den Satz 1 [6.5] fiir die &} -Transformation
in die Mellinsche Bezeichnungsweise iibertrigt. Man erhilt:

Satz 2. D(z) sei bis auf endlich viele Ausnahmepunkte, wo es uneigent-

lich absolut integrierbar sei, 1n jedem endlichen Intervall eigentlich integrabel.
Die Mellin-Transformation

®(s) =f°°z‘“1¢(z)dz
0

konvergiere fiir oy < x <ag (s= x + 1 y) absolut. Ist D(z) in etner Um-
gebung der Stelle z von beschrinkter Variation, so gilt fiir dieses z die
Umbkehrformel:
®(z40) +P(:—0)
2

x4+ 800
1
=HW.5~ [ rpl)ds (m<r<a).
x—100
Satz 3. @(s) sei im Streifen x, < x < x5 reguldr und sirebe in jedem
schmaleren Streifen %, + 0=x=x,—0 fiir y—>oo gleichmifig n x

+ 00
gegen 0. / lp (x4 ¢y)|dy konvergiere fiir x, < x < x,. Dann existiert
- x4+ 100
D(z) = 2:“. / 2= p(s)ds (xa< x< %)
x—-100

8‘
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und ist von x wunabhdngig. Aus D(z) erhdlt man umgekehrt @ (s) vermilttels

der Formel: o

pls) = [ 21D (s) dz.
0

Wir ziehen es vor, diesen Satz in der auf die @p-Transformation
beziiglichen Gestalt in § 10 zu beweisen (Satz 1), wo wir ihm iibrigens
noch eine andere Wendung geben werden.

Anwendungsbeispiele.
1. @ (2) = e~*. Voraussetzung (3) ist in dem Winkelraum |#| é%——e
(e >0) mit x; =0, x3 >0 (beliebig groB) erfiillt. Das Integral

et ®
<p(s)=f - le%dz (|0|<—“5)

0
konvergiert demnach fiir x >0. Da ¢(s) von & unabhingig und fiir
& = 0 gleich I'(s) ist, so ist iiberhaupt ¢(s) =I'(s). Fiir I'(s) erhalten
wir nach Satz 1 die Abschitzung®:
IT(s)|<C@)e G-" for xz=sso.
Die Umkehrung (2) ergibt die bemerkenswerte Formel %:

x4+ 400
1
et =5 [z"I'(-s)ds (»>0),

die fiir |arcz|<—gi gilt.
2. Aus den beiden reziproken Formeln unter 1. leitet man durch eine
einfache Substitution die folgenden ab:

00
%f‘—)=fz'—1e—mdz (4, > 0),
24400 I'()
s 4 -5 2 \8)
e~ Mnf = YT 2z 3 ds.

z—400
Daraus ergibt sich, falls die Summation nach » und die Vertauschung
von Summe und Integral erlaubt ist, das fiir die Theorie der Dirichlet-
schen Reihen wichtige Formelpaar** ¢:

* Diese Abschdtzung ist sehr roh. Genauer ist

n 1
176 =¢ "y " TR to( )

** JIst speziell A4, =n, so liefern die Formeln einen Zusammenhang zwischen

00 (=]
der Dirichletschen Reihe 3 a,7n—* und der Potenzreihe 3 ay (e—*)". Anwendungen
"ol "=l
dieses und eines &hnlichen Zusammenhangs bei G. H. HArpY: The application
to Dirichlet’s series of Borel's exponential method of summation. Proc. Lond.
Math. Soc. (2) 8 (1910) S. 277—294.
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o0 (- [ ]
F(s)2%=/z"124,e“~'dz,
el 0 n=1
[-.*] £+400
3 1 z—*
Sweme [ wro S
1 z—i0c0 '

1
3. Ein einfaches Beispiel ist 4,, = 1, 4, = #. Hier ist 2 2 = 2 -
die Riemannsche {-Funktion und 1

-—
2'7 27 e 1
a, 8"""_ e ™ = — = - .
- 1 1—e e —1

Die Voraussetzung (3) ist fiir diese Funktion in || é%-—e mit x; =1

und x, > 1 (beliebig groB) erfiillt, und die obige Vertauschung von Summe
und Integral kann leicht legitimiert werden, so daB sich ergibt %¢:

(}0] —, x>1>

et d

I = [ #-1 ==
0

und (“ )l
-5 -6yl

IP(s)¢s)|<C@)e ** fir x>1+6.

Umgekehrt ist.

z+ 400
1 1

A=ar [ TOt@as (r<t, farez|<]).

X —100

4. Noch wichtiger und interessanter ist das Beispiel a,, = 1, 4, = nn?.

Hier ist
S-S =i
und T ' (
o £) =1

Za e~ nt —2 - Z (vgl. S. 26).

Setzen wir e~ ** = x, so ist 2 e— ™ — 2 ", und fiir x-> 0 verhilt sich

diese Reihe wie x, d. h. dle ursprunghche verhilt sich fir z—~oco wie
e~ ™%, und zwar fir ,’9'5‘{—8- Als x, der Voraussetzung (3) ist also

jede positive Zahl brauchbar. . Ferner ist nach der linearen Trans-
formationsformel der Thetafunktion (vgl. 9.1)

0 (0.2) =00 )= (1+237).
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Fir z—0 verhilt sich also 2 —2% in |0|5—-—s wie s0

1
2yz’

daB x, -_-% zu nehmen ist. Wir erhalten daher das Formelpaar®’:

wergtes =4 (o5 e ().
z 4100

—1,—(19,(0, %)—1)=—2—:—l—; ‘ 27 *n~*I(s) L (2s)ds (x>%,|arcz|<-’25).

Aus der ersten Formel ergibt sich sehr iibersichtlich die berithmte
Riemannsche Funktionalgleichung der {-Funktion. Wir setzen zur Ab-

kiirzung % (03 (O, —;—) — 1) =1(z) und verwenden in

00 1 00
n_%l"(%) C(s)=/ z%_lw(z) dz=f+/ (x>1)
0 0 1
bei f die obige Transformationsformel der #-Funktion, die sich so
schrgiben 1aBt:
e =2ty G) + ";‘(Z_%*O ;
das ergibt: .

[} 1 1

n";.l" (%)C(s) = i/'::“;‘_lwp(z) dz -}—B/zi—"‘_sw(%) dz +%0 (z’_?—-z%-l>dz

[ w(zdz+f d“+-‘(—’1_’)

=/(z"$+2_iz_)v(z)dz s(s1—1)
1

Wegen y(2) ~ e~ ™* fiir z->o00 konvergiert das Integral fiir alle s, die
links stehende Funktion 148t sich also in die ganze Ebene mit Ausnahme

der einfachen Pole s =0 und s =1 von TSLT analytisch fortsetzen.

]
Dan 2 iiberallundI” (—;—) bis auf die einfachen Pole s =—2n(n=0,1,2..)

regulir ist, so folgt hieraus, daB {(s) in der ganzen Ebene bis auf den
einfachen Pol s =1 analytischist und an den Stellens =—2n(n=1,2 ...)
Nullstellen besitzt, die,iibrigens einfach sind, da die rechte Seite fiir diese
Werte offenkundig positiv ist. Ferner dndert sich die rechte Seite bei
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Ersatz von s durch 1 —s iiberhaupt nicht, also auch die linke. Damit
haben wir die Riemannsche Funktionalgleichung erhalten:

- s ~lt 1—s
—_ I'(—z—){'(s)zn (i) —s  s+ou).
5. P(2) = (T—%?)?v— (w komplex und Rw > 0). In dem Winkelraum
|#|=m—e ist (3) mit x, =0, %, = Rw erfiillt. Das Integral

coet?

)= [ #-'(1+2)"dz (|| <)
0

konvergiert also fiir 0 < x < Rw. Es geniigt, seinen Wert fiir # = 0 zu
berechnen. Mit 1 + z = (1 —v)~! wird
1

1
1) =5/<1—v-v)’—1(1—v)“’(7‘_lt";)—. =0f A1 (1 — =1 dy

= B(s,w—s) = P(s)ﬁ(%;‘l .
Also hat (2) hier die Gestalt
coet®
I'(s)I'(w— -1
(S)I'(su“; s) ___0 _(T::-T-z)_w dz (?l<m 0<Rs<Ruw).

Wir erhalten nach Satz 1 die Abschitzung:

r(s);‘(%-s) <C(O) e~ =919 fiir 0<d=Rs=Rw—d.
Die Umkehrung (2) ergibt ®:
%4100
r
i _f';))w = 2:”. / 2= I(s)(w—s)ds (0< x < Ruw, |arcz| <m).

x =100
Wir werden spiter (17.2) diese Formel als Verstiimmelung einer anderen,
vollig symmetrischen verstehen lernen.

§ 9. Anwendung: Allgemeine funktionentheoretische Sitze iiber das
identische Verschwinden von Funktionen in einer Halbebene.

Mit den in § 8 entwickelten Hilfsmitteln 148t sich eine Reihe von
Sitzen der allgemeinen Funktionentheorie, die in den Phragmén-
Lindel6fschen Ideenkreis gehoren, auf sehr einfache und einheitliche
Art beweisen ®. Die Methode besteht darin, daB man einer Funktion ¢ (s),
die in einer Halbebene (also einem ausgearteten Streifen) einer exponen-
tiellen Abschitzung geniigt, vermittels der Umkehrung der Mellin-
Transformation eine Funktion & (z) zuordnet, die in einem Winkelraum
Majoranten der Form 6.8 (3) zuldBt. Aus der Art der Majoranten schlieBt
man leicht, daB & (z) identisch verschwindet, woraus dasselbe fiir f(s)
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folgt*. Das einfachste, aber zugleich grundlegende Beispiel ist der
folgende

Satz 1. Die Funktion @(s) ses in einer Halbebene x= x, analytisch
(s=x+1y) und geniige dort der Abschitzung:

|p(s)] < o (60> 0).
Dann 1ist sie identisch 0.

Beweis: ¢ (s) ist eine m®-Funktion, bei der x, beliebig groB sein kann.
Ihr entspricht eine im Winkelraum |8|<®, (2 =g ¢'?) analytische M?°-
Funktion @(z), die der Ungleichung

D(z) <Cqo~* fir p>1
geniigt. Da x, beliebig groB sein kann, muB @ (z) = O fiir ¢ > 1 und damit
iiberhaupt @ (z) = 0 sein. Nach Formel 6.8 (1) ist dann auch ¢(s) =0.

Aus Satz 1 ergibt sich rasch

Satz 2. Es gibt keine sn dem horizontalen Halbstreifen (w = u + s v)
4
>0, |v|<3
analytische Funktion F (w), die dort der Ungleichung
|F ()| > e (6> 0 belicbig klein)
geniigl.

Bemerkung: Eine regulire Funktion kann also in einem Halb-
streifen nicht beliebig stark anwachsen; bei.der Breite n ist schon
log log | F| > u + log ¢ unméglich.

Beweis: Setzen wir w =logs, so entspricht dem Halbstreifen der
w-Ebene die rechte Hilfte der s-Ebene, aus der der Einheitskreis heraus-
genommen ist. G#be es eine Funktion F mit den obigen Eigenschaften,
so wire die Funktion f(s) = F (log s) in der Halbebene x >1 (s =x + 1 y)
analytisch und erfiillte die Ungleichung

1£(5)] > €Wl
Fir die Funktion g(s) = 7 Ware dann

lp@s)|<e*l<e=®l in x>1,
so daB sich nach Satz 1 ergeben wiirde: ¢ (s) = 0. f und damit F konnen
also nicht existieren.

Bei Satz 1 ist ¢(s) in der ganzen Halbebene beschrinkt und nimmt
nach oben und unten gleichm48ig in x stark ab. Man kann die Voraus-
setzung dahin verallgemeinern, daB ¢(s) auf jeder einzelnen Vertikalen
nach oben und unten abnimmt, auf jeder Horizontalen nach rechts aber
stark zunimmt. Dazu wihlen wir ¢ (s) so, daB es zwar (in der Halbebene)

* Dieser Paragraph hat starke Berithrungspunkte mit dem III. Teil, wo auch

tiber das Verhalten einer Funktion durch das Verhalten ihrer bei einer Funktional-
transformation entstehenden Bildfunktion AufschluB erteilt wird.



§9. Allgemeine funktionentheoretische Sitze. 121

keine m°-Funktion mehr ist, daB aber doch das Integral 6.8 (2) noch
konvergiert und daB man an der Abschitzung fiir @ gerade noch den-
selben SchluB wie bei Satz 1, nimlich daB & in einem gewissen Gebiet
verschwindet, durchfiihren kann.

Satz 3. @(s) ‘ses in esner Halbebene x> x, (s = x 41 y) analytisch
und geniige dort der Ungleichung

|@(s)| < Cefx=tebsl (g=0, 9> 0).
Danniste(s) = 0.
Beweis: Das Integral
24400
D(2) = 2:“. / T tp(s)ds (%> %)

konvergiert genau wie in Satz 1 [6.8] im Winkelraum |#| < 8, absolut
und stellt dort eine analytische Funktion dar; sein Wert ist von x
unabhingig. (Man braucht sich bloB auf einen beliebig breiten Streifen
%, < X< %, zu beschrinken, um dieselben Voraussetzungen wie dort
zu haben.) Wegen (z=p¢'?)

Iz—tl — |¢-(lou+u)(s+&y)| — ,—xlou+9y
ist fiir |§|=8,—e (¢>0):

+ %0

|P(2) éf;cw““*'?/e""""'dy
-0
1 " o \*
é;;Ce“e"/e“"'dy=Cl(e) (—é-) .
—00

Damit haben wir fiir @ () eine Majorante gefunden, mit der wir einen
analogen SchluB wie bei Satz 1 durchfilhren kdnnen: Fiir |z| =9 >¢f
muB @ =0 sein, da x beliebig groB gewihlt werden kann. Also ist
iberhaupt @ (z) = 0. Beschrinkt man @(s) auf einen Streifen endlicher
Breite x, < x < x,, so ist ¢ eine m%-Funktion, es gilt also die Umkehr-
formel 6.8 (1), die zeigt, daB ¢(s) = 0 ist.

Aus Satz 3 ergibt sich ein Korollar, das fiir die Anwendungen oft
handlicher ist:

Satz 4. @(s) sei in esner Halbebene x > x, analytisch und geniige
dort der Ungleichung

|p(s)| < C etbi= el (Bo> g2 0).
Dann sst @(s) = 0.

Beweis: Fir x>0 ist
qls|—|y|=gq(x +|y)—Bo|y| = g x— Bs—q) ||

Also sind die Voraussetzungen von Satz 2 (mit #g—g¢ an Stelle von 9,)
fir x> Max (0, x,) erfiillt.
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Aus Satz 4 ergibt sich ein (im Prinzip sehr einfacher) Beweis fiir den
wichtigen
Satz 5. f(s) set analytisch in der Halbebene x > x, und geniige dort
der Ungleichung
[Hs)| < Cetlél (¢=0).
Verschwindet f(s) in esner horizontalen, dquidistanten Punkireihe

s-——so—}—n—g; Rsg>2%, n=0,1,2...)
und ist 9y>q, so ist f(s) =07,

Bemerkung. Der Satz setzt die Stirke des Anwachsens einer
Funktion in einer Halbebene mit der Dichte der Nullstellen in Beziehung.

Der Abstand g— dquidistanter Nullstellen muB %% sein, wenn die

0
Funktion nicht identisch verschwinden soll.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir s, =0
nehmen, weil eine Translation an der Form der Abschitzung nichts

indert, und —— < x, < 0 voraussetzen, indem wir eventuell die gegebene
Halbebene verklemem Dann ist die Funktion
_ 1)
pls) = sinfy s

in Rs>x, analytlsch wir behaupten, daB sie der Ungleichung des

Satzes 4 geniigt ™. Fiir groBe |y| verhilt sich |sind,s| wie %e"'ly»
Denn .
— 10,8

e .
=3 (1 — e 0.:) ,

1 . .
i = 1 (g0 —ifesy —
sindys = 7 (€% —e™ ') =—
also
| sin By s |

— 219,
%c"-y —“ e'.‘,'

Wegen | ?#%¢| = ¢~ 2% strebt die rechte Seite fiir positiv wachsendes y
gegen 1. Fiir negative y ist sin dy(x 4+ 1y) zu sin dy(x +¢|y|) konju-
giert, hat also denselben Absolutwert. — Wir konnen demnach gewiB
¥, >0 so wihlen, daB
| sin 0os|§%c"°‘”
in den beiden Viertelebenen x> x;, | y|> y, ist. Dann ist dort bereits
|@(s)| < 4Cetlsi=nlvl,

Den restierenden Streifen x> x,, |y|=4, teilen wir durch Vertikal-

. . 1 .
strecken mit den Abszissen ?%, -;—-3—';, ... in kongruente Rechtecke;

dasjenige, das den Punkt s,=n % zum Mittelpunkt hat, heiBe R,.
Ferner setzen wir

1) = (S—S,,) /,,(S).
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Ist s ein Punkt auf dem Rand von R,, so ist

. 1
e [s—s,,|=:—.Mm(yl,77:—o)=d1,

1\ »
!/..(s)lsiewlsdi:((”?)T-*")
‘Da eine analytische Funktion ihr Maximum auf dem Rand annimmt,
so gilt dieselbe Abschitzung auch im Innern. Da das kleinste |s| in
R, gleich (n-—%)-;— ist, so gilt erst recht in und auf R,:

[f"(s)lsc "(||+ )_—-_—~C1¢4|‘|.
Setzen wir nun noch
sinfys = (s—s,) y,(s),
so ist, wenn wir s auf R, beschrinken, !'l’n ] von » unabhingig, da
|sind,s| die Periode & 3 hat. Femner ist, da sin#,s in R, nur die eine

einfache Nullstelle s, hat ¥a(s) +0 in dem abgeschlossenen Bereich

R,, also lya(s)|=dy > 0.
In und auf R, ist daher
9 (s)| = llv:’” ((ss))ll = dl Al < 3’1 B Al =03l — C, ptlsl ~Oul3]

unabhingig von n. — @(s) geniigt also in der ganzen Halbebene x > x,
einer Abschitzung, wie sie in Satz 4 vorausgesetzt wird. Demnach ist
@(s) und damit auch f(s) identisch 0.

Aus Satz § folgt erneut, und zwar auf rein funktionentheoretischem
Wege, daB eine Laplace-Transformierte f(s) = Q; {F} identisch ver-
schwindet, sobald sie in einer dquidistanten Punkiveihe parallel zur reellen
Achse verschwindet (siehe 3.7). Denn aus der Formel

[
1) = (s—so) [ e~ 1D (9 at
(Satz 1 [3.2]), wo das Integral ﬁgr Rs>Rs, absolut konvergiert, also
fir s> MRs, + (6> 0) beschriankt ist, folgt:
[f(s)| < C|s|< Cgetet
fiir jedes ¢ > 0. Bei der Anwendung von Satz 5 darf also ¢, beliebig > 0,
der Nullstellenabstand —;L mithin véllig beliebig sein. — Dieser Beweis

zeigt zugleich, daB dre :rwd'hnte Etvgenschaft von f(s) gar nichts damit
2u tun hat, daf [(s) gerade eine Laplace-Transformierte ist.

§ 10. Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion
als Laplace-Integral.

Eine durch ein einseitig bzw. zweiseitig unendliches Laplace-
Integral darstellbare Funktion ist in einer Halbebene bzw. in einem
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Streifen analytisch, aber nicht jede Funktion mit dieser Eigenschaft

ist durch ein Laplace-Integral darstellbar, z. B. schon die Konstante

nicht: Wire +00

u{F}= [ e *F()at=1,
- 00

so wiirde durch Differenzieren folgen:
+00
— [ e*tF(dt=o0.
—00

Nach dem Eindeutigkeitssatz wire also {F(f) und damit F(f) eine
Nullfunktion, demnach &;; {F} =0. — Ebenso kann z. B. die ganze
Funktion sin s keine einseitig unendliche Laplace-Transformierte sein,
weil sie sonst wegen ihrer #quidistanten Nullstellenfolge #» # nach Satz 1
[3.7] identisch verschwinden miiBte.

Eine selbstindige funktionentheoretische Charakterisierung der in der
Gestalt ;{F} bzw. Ly {F} darstellbaren Funktionen ist bisher nicht
gefunden worden*. Wir werden uns darauf beschrinken miissen, flir
gewisse Klassen von analytischen Funktionen f(s) die Darstellbarkeit
nachzuweisen. Der Idealfall ist der, daB die dabei benutzten F (f) auch
wieder eine selbstindig charakterisierbare Klasse bilden, so da8 man
durch die 8-Transformation eine eineindeutige Abbildung der F-Klasse auf
die f-Klasse erhilt. Hierflir haben wir bereits zwei Beispsele kennen-
gelernt 3:

1. Jede Funktion der Klasse /9, d. h. im Unendlichen regulire und ver-
schwindende Funktion /(s) ist als &;-Transformierte einer Funktion der
Klasse L9, d. h. einer ganzen Funktion F (!) vom Exponentialtypus dar-
stellbar, und jede ganze Funktion F (f) vom Exponentialtypus liefert eine
im Unendlichen regulidre und verschwindende Funktion f(s) (siehe 5.1).

2. Jede Funktion der Klasse /f; ist als j-Transformierte einer
Funktion der Klasse Ly darstellbar, und jede Funktion aus Lf; gibt
Veranlassung zu einer Funktion aus /f; (siehe 6.7, Ende).

Im allgemeinen werden wir uns damit begniigen miissen, nur hin-
reichende, nicht notwendige Bedingungen fiir die Darstellbarkeit an-
zugeben 72,

Das Darstellungsproblem, das man auch als eine Integralgleichung mit
gegebenem f(s) und gesuchtem F(f) auffassen kann, steht in enger
Beziehung zum Umkehrproblem, und das ist der Grund, warum wir es
hier anschneiden. Wir wissen, daB fiir gewisse Funktionen F(f) und
f(s) zugleich

1) £(s) =_Z::"‘F(t)dt

* Bei den Dirichletschen Reihen, die ja ein Sonderfall des Laplace-Integrals
sind, ist eine solche Charakterisierung erst durch eine starke Verallgemeinerung
des Begriffs der Dirichletschen Reihe auf Grund der Bohrschen Theorie der
fastperiodischen Funktionen moglich gewesen.
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und

() Ft)=

%4 $00
1 ¢

. /‘ e f(s)ds

x— 100
gilt. Es gibt also sicher Funktionen f(s), die sich in der Gestalt (1)
darstellen lassen, wobei F () durch (2) definfert werden kann. Es handelt
sich nur darum, eine Klasse solcher f(s) durch innere Eigenschaften zu
charakterisieren. Beim Umkehrungsproblem kam es darauf an, fir
welche F sich (1) in (2) einsetzen 148t, d. h. wann

£4 400 + 00
F(t) = 2:”, fc“dsfc""F(r)dt
z—400 -0

ist. Beim Darstellungsproblem kommt es darauf an, fiir welche f(s)
sich (2) in (1) einsetzen 14Bt, d h. wann
x+i00
(3) fls) = —— f ~*dt / ¢°f(0)d
£—400

ist. Man sieht unmittelbar, daB genau wie bei der ersten Frage so auch
bei der zweiten das Problem der Giiltigkeit des Fourierschen Integral-
theorems vorliegt.

Wir schreiben fiir die Funktion f(s) = = f(% + 1 y), die wir bei festem x
als reine Funktion von y betrachten, das Fouriersche Integraltheorem
(6.2) an, wobei wir nur die Bezeichnung der Variablen ein wenig indern:

) +00
fe)=fx+iy) == 7 e~ dt f ¢ f(x+1iy)dy
_:.oo -0 oo
=2i_n /‘ = E+iNt g; f ¢EtNf(x+iy)dy
+°°—°° x+::
= [ etatgy [ #r9ds

f(s) erscheint hier tatsichlich in der gewiinschten Gestalt, héngt aber
noch von x ab, was nicht wundernimmt, da wir ja bisher f(s) gar nicht
als analytische Funktion in einem Gebiet, sondern nur auf der Geraden

R s = x betrachtet haben. Wir miissen also noch eine Voraussetzung
£+400

hihzufﬁgen, aus der folgt, daB f von x unabhingig ist. Wie in 6.5
x£—400

erkennt man auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes, daB hierzu

die Annahme geniigt, f(s) strebe fiir |y| - oo gleichmiBig in x gegen 0.

Betrachten wir nun die Bedingungen, unter denen wir in 6.2 die Giiltigkeit

des Fourierschen Integraltheorems erwiesen haben, so sehen wir, daB

die Bedingungen der Stetigkeit und beschrinkten Variation in y flir
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f als analytische und damit unbeschrinkt oft differenzierbare Funktion
von selbst erfiillt sind*. Wir erhalten also folgenden Satz:

Satz 1. f(s) sei in dem Streifen x, < x < x, analytisch und strebe
bes beliebig kleinem 6 > O fiir |y| - oo gleichmdfig in %, + 6 =x=1x,—
gegen 0. Ferner sei +o0

_[c |[Hx+iy)|dy (m<x<2x,),
konvergent. Dann ist {(s) als Qu-Transformierte
f(s) = HW. 7°°e“‘F(t) dt
der Funktion :_‘.m
FO) =5 [ ¢fs)ds (< < 1),

die von x unabhingig ist, darstellbar 4.

Beim Beweis des Satzes haben wir neben dem Fourierschen Integral-
theorem den Cauchyschen Integralsatz benutzt. Man kann bei diesem
und dhnlichen Sitzen infolge der Regularitit von f(s) und der scharfen
Voraussetzungen (wie absolute Integrabilitit) des Fourierschen Integral-
theorems véllig entraten und den Beweis ganz auf dem Cauchyschen
Integralsatz bzw. der Cauchyschen Integralformel, die den Wert von
f(s) durch ein Integral iiber eine s umschlieBende Kurve ausdriickt,
aufbauen. Wir zeigen diese Methode am Beispiel eines Satzes, der eine
Funktion als @;-Transformierte darzustellen lehrt.

Satz 2. a) f(s) set in der Halbebene Rs > o analytisch.

b) Fiir ein festes y > o und jedes reelle t=0 sei
v+ wi

[ e f(z)dz bei w—o0
y— ot
konvergent, und zwar gleichmdfig in jedem endlichen Intervall 0=t=T.
c) Das Integral v+ wi
11 (2)]
/ FEannd
v—wt

konvergiere fiir w— oo.
.d) Es ser
f(s)| <M fir Rs=y.
e) Es gelte
flo+ty)=>0 fir o—-oo’
gleichmdfig fiir alle y.
‘sela_.ayo<y, ‘< Yp—1< Y =>b. Dannist | /(x+¢y.)-—/(x+¢yv 1)|—
!(y. Vv —1) —L(x+m.)’mlt Yy —1<nw< ¥y, also le(x+ty~)—l(4'+1yr 1]

0
< M (b — a), wo M eine Schranke fiir % ist.



§ 10. Darstellbarkeit einer Funktion als Laplace-Integral. 127

Dann st .
fs)=[e-"F(t)dt fir Rs>vy,
0

wo F (t) die Funktion

y+o008

F(t) me/w/(z
y—0014

bedeutet ™.
Beweis: Wegen der in b) vorausgesetzten GleichmiBigkeit der Kon-
vergenz ist folgende Vertauschung erlaubt:
T T Y+ ws

[ Fpar=[eat Jim o2 L[ etia)a
0 ¢ y wi
Y+ ws
= f(2)dz [ e=C—ntat
i T
Y+ wi ( T
T 1 1—e ¥t
_-:l_l;nm 2mi f s—z f(z) dz.
y—wi

Nach c) konvergiert lim gleichmiBig fiir alle T>O wenn Rs>y

. w-» 00
ist, denn ) +ard . + 2“ )|
(-2 z
[P a2 A
Y —wt y— ot
")
¢4
= | T4 |az|
y—wi

fir alle hinreichend groBen w. Also kann der Grenziibergang T — oo
unter dem Integral vollzogen werden:

o] Y+of
[eF@ar=tm 5t [ 194, Rs>9).
0 w->00 y o

Um zu zeigen, daB die rechte Seite gleich f(s) ist, integrieren wir
1 e

277 s—7 entlang der Rechtecksperipherie mit den Ecken

y+wt, y—wi ow—oi, o+ ori,
was bei hinreichend groBem w nach der Cauchyschen Formel den Wert
f(s) liefert. Wihlen wir nun auf Grund der Voraussetzung e) ein festes £2
so groB, daB
lf(z)| <& fir Rz=Q
ist, so gilt fir w > &2 auf der rechten Vertikalen:

o+of

/ 1) dz|= 29
S§—2

=ty
w—wt
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auf dem Stiick der oberen Horizontalen zwischen Rz =2 und Rz =
Q+ ot

f()
f d Ly Ss
o+ of
auf dem Reststiick dieser Horizontalen nach d):
7+ of
1(5) Q—y
[ ras|=M
2+ of

Analoge Abschitzungen gelten fiir die Integrale iiber die Abschnitte der
unteren Horizontalen. Fiir alle hinreichend groBen w sind also die
Beitrige iiber die rechte, obere und untere Rechteckseite beliebig klein,
Fiir w - oo bleibt daher nur das Integral iiber die linke Vertikale {ibrig:
7+ of
_ k)
fHs) = @00 2m? _/;" s—2 dz.
Satz 3. f(s) set in der Halbebene Rs > a=0 analytisch und in der
Gestalt

1) =2+ 4%% (8>0)
darstellbar, wo u(s) beschrdnkt ist. Dann ist [(s) die Si-Transformierte
der Funktion £ 4i00

1
F) =HW. 5 [ ¢f(s)ds (%> )7

%~ 1400
Beweis: f(s) -—}c— erfiillt mit jedem x >a an Stelle von y die Voraus-

setzungen von Satz 2, ist also die &;-Transformierte von
24400

HW. 5 [ e“(/(s)—%)ds:F,(t).

£—100
-E— ist die Q;-Transformierte von ¢, und nach der Formel S. 105 ist mit
x>0

24 i00 ¢ fir t>0,

HW. —— f #rids={ 7 fir t=0
27 i 2 ’
¥otoo 0 fir t<o.

Foiglich ist f(s) die -Transformierte von F(f) + c.

7. Kapitel
Andere Umkehrformeln fiir die Laplace-Transformation.

§ 1. Berechnung der L-Funktion aus den Ableitungen der /-Funktion.

Die im 6. Kapitel zugrunde liegende Umkehrformel ist das genaue
Analogon zur Cauchyschen Koeffizientenformel fiir Potenzreihen
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e2)= 2 a,z". Man wird erwarten, daB es auch zu der Taylorschen
w‘ ()

liegen wird wie das Analogon zur Cauchyschen Formel, erhellt schon
daraus, daB man in der Taylorschen Formel im Gegensatz zur Cauchy-
schen den ganzzahligen Parameter # nicht ohne weiteres kontinuierlich
variieren lassen kann. Immerhin gibt es fiir die &;-Transformation eine
Umkehrformel, die insofern mit der Taylorschen Formel Ahnlichkeit
besitzt, als sie die Ablesitungen von f(s) benutzt, deren Werte man nur
in einer Umgebung der dem Punkte z = 0 entsprechenden Stelle s = o0
zu kennen braucht, ja sogar nur auf einem beliebig weit rechts anfangen-
den Stiick der reellen Achse. Wir wollen uns die zugrunde liegende
Idee zunichst an der Potenzreshe klarmachen, die wir vermége der
Substitution z =¢e"*, (e *) = f(s) in der Gestalt schreiben:

f6) = X anee.

n=p

Formel a, = ein Analogon gibt. DaB dieses nicht so auf der Hand

Bilden wir die Ableitungen
o0
¥ (s) = Xa, (—n)ke ",

n=0
so zeigt sich, daB wir den Koeffizienten a,, jetzt nicht mehr einfach
durch den Wert von ™ (s) an einer Stelle darstellen kénnen. Wir ver-
suchen daher den Koeffizienten 4, durch ein etwas komplizierteres
Verfahren aus den f® (s) herauszupriparieren. Wir setzen in f® (s) einmal
s= —'{:—- (m ganz > 0). Dann ist

R < k>
f® (-”7) =Za.. (—n)te "™,

n =0
und wir kénnen a,, isolieren, indem wir mit einem geelgneten Faktor
multiplizieren:

ot n\A
(— )k akl(h)< )——am+2a,.<—3‘——31‘7> .

ok

Nun ist aber, wie man der log-Kurve sofort ansieht, fiir positives a = 1:
o—loga>1, also 1—a + loga< 0

und
(1) ad <)
Fiir £ - oo strebt daher jedes Glied der rechts stehenden Summe gegen 0,
so daB man, wenn Summe und Grenziibergang vertauschbar sind, erhilt:

=1 M) fw .
n=lim =0 (7)1 57)
Eine ihnliche Formel, in der nur der konvergenzerzeugende Faktor

etwas anders aussieht, existiert nun auch fiir die Laplace-Transformation.
Doetsch, Laplace-Transformation. 9
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Satz 1. Wenn f(s) = & {F ()} eine Konvergenzhalbebene besitzt, so
ist an jeder Stetigheitsstelle t>0:

F(f) =lim (—;;)k ( g )’H'l/(h)(l: ) .

A—o00

Hat F an der Stelle t Grenzwerte von rechts und links, so ist F (t) durch
F(t+0)+F(t—0)
2

Beweis: Aus dem aus 4.1 bekannten Ausdruck fiir f* (s) folgt, wenn

k " . . .
— schon gréBer als die Konvergenzabszisse ist:

26 ersetzen 77,

(- <]

(3) = [t P

0
00

= (—1)* (%)Hl/ e'“u*F(tT“) du,

0

/w ~ "F( k)du.

“(—,;:)h<t)k+lf(h) (_"i)=0

Hieraus ergibt sich die Behauptung in der bei Ausdriicken der rechts
stehenden Art geldufigen Weise: Die Funktion % (x) = e~*#* (k > 1) hat,
wie man mit Hilfe von b’ () = e~ *u*—1! (k—u) feststellt, bei » =% das

einzige Maximum mit A (k) = e * i ~

also

(=]
[e *utdu
0

, das um so hoher ist, je

2nk
groBer £ Nach links und rechts werden die Werte rasch klein. Der

Hauptbetrag des Flicheninhaltes der Kurve, auch der mit F (t%)multi-
plizierten, riithrt also bei groBem % von der unmittelbaren Umgebung
der Stelle # = & her. Ist F in ¢ stetig, so sind die Werte von F (t—;-) in
dieser Umgebung wenig verschieden von dem Wert an der Stelle 4 = &,
d.h. von F(f). Im Zihler steht also im wesentlichen das F (¢)-fache
des Nenners. Fiir £ —oo strebt daher der Bruch gegen F (¢).

Ausfiihrlich: Wir konnen die Behauptung so schreiben:
’% / e"‘u‘[F (t%)——F(t)]du—r 0 fir k—+>oo0.
0
Wegen der Stetigkeit von F in ¢ kann man zu ¢ > 0 ein § > 0 so wihlen, daB

|F(t%)—F(t)‘<e fiir !%—1!«5, d.h. |u—k|<k8.
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Dann ist
= k(1 +9) 00
| ] e“‘u"[F(t%)—F(t)]du <e /c"‘u‘du:ekl,
L k(1=0) 0
ferner, da e~*«* von 0 bis k(1 —d) wichst:
k(1-96) k(1-9)
-4 - - u
R (s e
0 0

t(1—8)
= e—uk"(e"u—é))"'% / |F (v)| dv + |F ()| k(1— ) I
0

Nach (1) (man setze a =1—4§) ist

p=eL(1—90)<1.
Fiir alle hinreichend groBen % ist daher f* < k=1, also die rechte Seite
in der Abschitzung < Ce=*k*. Nach der Stirlingschen Formel* strebt
dies durch %! dividiert gegen 0. — SchlieBlich ist noch

o0 [ 00
1 ——E-v k \* k
fe-“u*[F(:-,;)—F(t)]du= [e ' (Tv) F(o) > dv—F (t fe‘“u"du
K1%9) TR k(1% 9)
abzuschitzen. Wir erledigen zuerst den Subtrahenden. Damit
0
% /e‘“u‘du—» 0,
k(1 +9)
geniigt es auf Grund der Stirlingschen Formel, daB folgender Aus-
druck gegen 0 strebt:

o0 o . o0
1 1 1
e*k’(”?) /e—uukdu=k‘? /e-(“—*)<%)'du=k? f(e-"’*”v)*dv.
k(1+9) ) 1

Die Funktion ¢(v) =¢' =Yy erreicht ihren Maximalwert 1 fiir v =1,
nach rechts nimmt sie monoton ab. Ander Stellev =1 + distp (14 90) =
e=%(1+4 8) < 1 und fiir alle hinreichend groBen &

p(149)
lp(t + O < 5"
Ist 0<n<1, so ist g* <7, also
(et + 01 <

Da alle Werte @(v) fiir v>1+ 8 von der Form n¢(1 + d) sind, so ist
fiir die obigen %
p(v)
o) <5 -

ne(1+9)
L

* Rl~V2n ettt

9‘
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Also ist

-] o
f(c"("""v)‘dv<% fe“""’vdv.
1+¢ 1+8

Folglich haben wir:

00
k% /(e“"“’v)'dv:O (k”%)—»o.
140

Es sei s = eine reelle Zahl, fiir die & {F} konvergiert. Dann schreiben
wir das jetzt noch ibrig bleibende Integral in der Gestalt:

O e Ol | P P

$(1+496) (1% 9)
1 b

Die Funktion y (v) =ve (7_7)” erreicht ihr Maximum an der Stelle

_ib—t' die fiir alle hinreichend groBen % links von ¢ (1 + d) liegt. Fiir

om0

diese # nimmt also y(v) im Integrationsintervall monoton ab, so daB
wir nach dem zweiten Mittelwertsatz* schreiben kénnen:

[ @

1 b

f(vc—(T_T)v).e_b"F(v)dv=(t(1+6)e~(l—%‘)(l+d))k fe-b”F(v)dv,

11+ 11+ 0)

wo o, eine (von ¢, 8, %, b, w und F abhingende) Zahl =¢(1+9) ist.
Wegen der Konvergenz von L{F} fiir s=2> ist fiir alle w,=¢(1+9)

[ e *F(v)dv
4 Y
so daB wir flir unser Integral die Abschétzung erhalten:

TN R [(1 4 8) O],

Da wegen (1) fiir alle hinreichend groBen & gilt: [(146)e=}< .,
so strebt dieser Ausdruck durch %! dividiert fiir Z—oo gegen 0. — Damit

ist Satz 1 im Falle der Stetigkeit von F in ¢ vollstindig bewiesen. Bei
Annahme der allgemeineren Voraussetzung braucht man nur das Inte-

<C,

A1+40) A k(1 +9)
gral f noch in _/ und f zu zerspalten. Man kann diesen Fall
r1'~0) M=) ¥

tibrigens auch auf den vorigen zuriickfiihren, indem man von F (f) eine
Funktion subtrahiert, die links von ¢ gleich 0 und rechts gleich der
Sprunghdhe F (¢ + 0)—F (t—0) ist™..

¢ Siehe die FuBnote S. 42.
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§ 2. Berechnung der L-Funktion aus Werten der l-Funktion in der
Umgebung von s = oo
Die Umkehrformel von Satz § [6.5] kann man von einer neuen Seite
verstehen lernen, wenn man unter skrupelloser Vertauschung der Inte-
grationen schreibt (x >0 und im Konvergenzgebiet von L {F}):

x£+100 x+400
1 I(S) -
EXH / @A = ,/ f "F () de
x—§oo z—t00
o0 ) 24400
1 . St=7
= | F(r)dt YT T ds.
0 x—§00
Nach S. 105 ist fir x>0
2+i00 1 fir t—7>0
ki L fir ¢
IIVV'E;T s ds = '; —T1=0
#—io0 0 fir t—r<o0,

t
so daB wir f F (r)dv erhalten.. (Hier wird auch klar, warum in der

Umkehrformoel x>0 sein muB.) Der tiefere Grund fiir das Bestehen der
Umkehrformel ist also das Eingehen des diskontinuierlichen Faktors.
Man kann diesen nun bekanntlich auf sehr viele Arten analytisch dar-
stellen, wodurch man gegebenenfalls weitere Umkehrformeln erhilt.
Als brauchbar erweist sich die folgende Darstellung 7:

1 fir «a>0
(1) lim (1 —e=¢™) = 1—+ fir a=0
e l 0 fir a<o,

wobei s durch reelle Werte gegen oo zu streben hat. Sie liegt folgendem
Satz zugrunde:

Satz 1. [(s)= S {F} Yesitze eine Halbebene absoluter Komvergens.
Dann sst

(__ )”+1
F(t)dr = lim A erst t>o08%,
/ (v) dr =»+w.§_: fins) et fiar

Beweis: Fiir hinreichend groBe positive s konvergiert wegen f (#s)—0
folgende Reihe:

2’ (—1 )”+l f(ns) Nt — 2 (— 1)”+1 euuf e~"**F(7)dv

el el

= _/F( )2(_1) M- de,

el
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Die Vertauschung ist gerechtfertigt (Hilfssatz 1, Anhang), da die Reihe
in der zweiten Zeile in jedem endlichen Intervall gleichmiBig konvergiert
und in der ersten Zeile Summe und Integral noch konvergent bleiben,

wenn man alle GréBen durch ihre Absolutbetrige ersetzt:
[+ <] o]

SVt [ ewre F (o).
Yt 0

Es ergibt sich:

Z‘ (= 1)"+1 ———f(ns) e = /F(‘t s(t_')) dr.

ne=1
Wenn man auf der rechten Seite den Grenziibergang R s— oo unter
dem Integralzeichen ausfiihren darf, steht wegen (1) die Behauptung da.
Wir schreiben (0<8<):

fF(‘r)(1—5—3:(1—1))d1_—_-/!}?(t)dz-._7;:(1) e—eS(t—r)d‘(—/!F(T) ICE
° t+o
e mol—e e e
Wegen ¢*¢~" >0 ist 0<e™® Y 01, also 0<i—e- ‘;(t—r)<1
Zu gegebenem s>0 konnen wir daher & so klein wihlen, daB
¢
fF( e~ ar|= [|F@)|de< g
t=

und .
t+6

/ F (1) (1 —-e“'“_t))

wird, unabhingig von s. In 0=7v=¢—4 ist (s>0)

0<e @ = eme

also fiir alle hinreichend groBen s

t—a
/ F(r) e Var|=
0

Weiter ist fiir alle hinreichend kleinen z > 0:

t+6
dr|= [ |F(v)|dr <+
/ :

t-06

e““/ [F(t)|dr<%-
0

! ]
0<1——e“=z(1———227+%—+"'><2z.
mithin, da bei t 4+ d=7<
el(f—t)ée—ﬂl'

also ¢/~ fiir groBe s gleichmiBig in 7 klein ist,

0<t—ee "V c2pt-9
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fir alle hinreichend groBen s. Fir diese ist demnach

o ) o [
M/;F('t)(i—-a‘ )d‘rs2e‘+'/;c

Ist s, (reell) ein Punkt, wo L {F} absolut konvergiert, so gilt fiir s > s,:

F(1)|dr.

/e""lF(‘t) |d't — /e‘ ""-"e“‘-‘]F(‘r) ldtée” (s ""’“""’f&"‘O'IF(t)Idt
1§o t3o 140
=0 t+9) fir s—o0.
Unser Integral ist also O (¢~ %) und folglich fiir alle hinreichend groBen s
kleiner als % . Damit haben wir gefunden: Fiir alle hinreichend groBen s ist

oo ]
fF(r) (1—e“’(t_') dt—/F(r)dr <e,
0 0
womit die Behauptung von Satz 1 bewiesen ist.
Aus Satz 1 ergibt sich ein weiterer Beweis des Eindeutigkeitssatzes:
Satz 2. Wenn f(s)= Q{F ()} in einer dquidistanten Punktreihe
parallel zur reellen Achse s=sy+vao(0>0,v=0/1,...) verschwindet,
so ist F (t) eine Nullfunktion und f(s) = 0.
Beweis: Nach Satz 1 [3.2] ist
Fis) = (s—so) [~ =D (¢) dt
0
mit t
D)= [e*"F (1)dr.
0

Fiir s = s¢+ vo is.
00
0=vo [e "' D (1) dt,
0

d. h. ¢(s) = {P} verschwindet fir s=vo(y=1,2,...). Da L{P}
absolut konvergiert, so ist nach Satz 1

[ #)dv =1im > (“’3:“ o 5) .
0

$-»00 a=1

Der Grenzwert fiir kontinuierlich laufendes s stimmt mit dem fiir eine
gegen oo strebende Folge iiberein. Wir setzen daher s = vo und lassen
dann » die Folge 1,2, ... durchlaufen. Nun ist aber ¢(ns) =

@ (nvo) =@ (u o) =0 (u = ganze Zahl), also ist die rechts stehende
Summe 0 und damit auch ihr Grenzwert. Wir erhalten daher

]
[P dr=o0,
0
woraus wegen der Stetigkeit von @ (¢) folgt: @ (f) = 08, Daraus ergibt
14
sich aber nach S.38, daB [F(r)d r=0 ist.
o
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§ 3. Entwicklung der L-Funktion nach Laguerreschen Polynomen.
Ist f(s) = 2{F} im Unendlichen reguliir, so wissen wir nach 5.1,

daB man aus der Darstellung f(s) =2 ++1 die Funktion F (¢) als be-

n=0
. . — Gn . .
stindig konvergente Potenzreihe F () = 2 1 [ ableiten kann. Diese
n=1

Umkehrung 148t formal an Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig, bei
praktischen Anwendungen kann aber einerseits die Reihe fiir f(s) schwer
herzustellen sein, andererseits die Reihe fiir F (f) bei groBen ¢ schlecht
konvergieren. In diesen Fillen ist manchmal der nachfolgende Satz
brauchbar, bei dem F(f) als Reihe nach Laguerreschen Polynomen

(1) L= ey =D (D)5 (n=0)

r=0

t
erscheint. Die Funktionen ¢ 2 L, (t) bilden bekanntlich ein vollstidndiges,
normiertes Orthogonalsystem im Intervall (0, o0) und kdnnen auch durch
eine erzeugende Funktion definiert werden :

tx

2) ZL O ="re 15 (%] <1)
”=0
oder auch [siehe 9.3 (29)] 83:
Z—nil—L,. () # =& Jo(2Y/70).
n=0

Satz 1. Es sei f(s) = L{F} sm Unendlichen reguldr. Man kann ein
r > 1 und ein reelles h so wdhlen, daf f(s) sm AuBeren des Kreises, dessen

Mittelpunkt auf der reellen Achse liegt und der durch die Punkte s, — — !

r—1
und s, = 1:’_21" geht, reguldr und infolgedessen dort in eine Reshe der Form

f(s)“s+h2 ()

entwickelbar ist. Dann ist 8
Ft)=e* 3 a,L,(t).

na=0

Beweis: DaBl man den genannten Kreis stets so groB wihlen kann,
daB f(s) auBerhalb regulir ist, ist klar; man braucht nur > 1 so nahe an
1 und A (eventuell negativ) so klein zu wihlen, daB s, hinreichend weit
links und s, hinreichend weit rechts liegt. Da f(s) notwendig im Un-
endlichen verschwindet, so ist auch (s 4+ A) f(s) im AuBeren jenes Kreises
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einschlieBlich s = oo regulir. Wie man leicht nachrechnet, wird das
AuBere des Kreises durch die lineare Transformation

_St+h—1

= s+ h
auf das Innere des Kreises |z| < abgebildet. Also ist (s + h)f (s) fiir
|z| <7 nach Potenzen von z entwickelbar:

o= o (Y

n=0

Nach der Cauchyschen Koeffizientenabschitzung ist

sth—t

Ht

la| < 4,
0

wo A eine gewisse Konstante ist und g jede positive Zahl < r sein kann.
Wir wihlen 1 <p<r. Nun ist
1(s—1\»
?( s ) '

L{L, ()} = 2 (—1) (’;)_:TQ{;-} — 2 (—1)’ (:) s'1+1

y=0 yw=0
und infolgedessen nach Gesetz I (S. 148):

h— ”
Q{e"“L,,(t)}= s-:—h (st_*_h 1)

oo
Die Reihe fiir f(s) entsteht also gerade, wenn man X a, L, () formal

"0
gliedweise der Laplace-Transformation unterwirft. Wir behaupten,
daB dieser Zusammenhang auch effektiv besteht. Nach Cauchy 1agt

sich der Koeffizient der fiir |x| < 1 konvergenten Potenzreihe 2 Cu X° =
¢(#) durch Max g (#) auf |#| =

dies auf die Reihe (2) an, so ergibt sich fiir positive ¢:

1 1 tMax ® —— >
|L,.(t)|§3”— T e 1-s (g<1),

Ia”L” (t)l§%.c_;_”iﬂ_gc.(¢),

wo C, und C, positive, von ¢ abhingige Konstanten sind. Wihlen wir
nun ¢ und ¢ so, daB pg > 1 ist, so stellt die rechte Seite das allgemeine
Glied einer konvergenten Reihe dar, dle sich fiir O:St:s T durch

AC,(g) ™o Z To”

majorisieren 1iBt. Also ist 2 aysL, () in jedem endlichen Intervall
0

? mit 0<g<1 abschitzen. Wendet man

also

0=¢=T gleichmiBig konvergent, und iiberdies ist
2 |anLy (t)|=Cye®.
0
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Folglich konverglert f le=*| |e=*] ): |a, L, (¢)|at fiir hinreichend
groBe reelle s, und deshalb gllt nach Hllfssatz 1 (Anhang)

o0

[ ""‘Za,,L (t dt—Z / (s+MiL, (0)d

0

(=]
Da wegen der gleichmiBigen Konvergenz e~** X a, L, () eine stetige
0

Funktion darstellt, so ist sie identisch mit der ganzen Funktion F (¢),
deren {-Transformierte gleich f(s) ist.

§ 4. Entwicklung der I-Funktion in eine Partialbruchreihe.

In § 1—3 gingen wir von Funktionen f(s) aus, von denen wir bereits
wuBten, daB sie die Gestalt Q{F} haben. Im folgenden werden wir das
von f(s) nicht vorauszusetzen brauchen, sondern mitbeweisen, so da8
wir damit gleichzeitig Darstellungssitze im Sinne von 6.10 erhalten.

Ist f(s) eine gebrochen rationale Funktion :( ) [p(s) und ¢(s) Poly-

nome], so liBt sie sich in Partialbriiche zerlegen, wodurch ihre Pole s,
(das sind die Stellen, wo ¢(s) von héherer Ordnung verschwindet als
$(s), also, wenn man sich gemeinsame Linearfaktoren in Zihler und
Nenner weggehoben denkt, die Nullstellen des Nenners) und deren
Vielfachheiten m, in Evidenz gesetzt werden:

L)) a2,
f(s) = Zo,’ (s_——_s— Tt _s'),,.,) +8(s),
wobei g(s) ein Polynom ist, das nur auftritt, wenn # (s) mindestens den
Grad von ¢(s) hat, und dessen Grad gleich der Differenz der Grade von
p(s) und ¢(s) ist. Die Koeffizienten a sind gewisse Residuen; af}) ist
das Residuum von f(s)(s—s,)*~! im Punkte s,:

af) = 57 [ 1) s—s) =1 ds,

erstreckt iiber einen kleinen Kreis um s,.

Damit f(s) eine !-Funktion ist, muB notwendig f(s) = 0 fiir s — oo,
also g(s) = O sein; das bedeutet, daB der Grad von $(s) kleiner als der
von ¢(s) ist. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, damit f(s)
eine /-Funktion darstellt, denn dann kann man zu f(s) sofort die L-Funk-
tion anschreiben (vgl. 8.1, Ende)'

Fi= 2(“"’ +ap g+ +al) '(3‘":?7) et

?w0
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Da iibrigens F vom Exponentialtypus und dementsprechend f(s) im
Unendlichen regulir ist, so 14Bt sich f(s) im AuBeren der konvexen
Hiille der Pole s,, das ist hier ein Polygon, als Laplace-Integral mit
komplexem Integrationsweg darstellen (siehe 5.3).

Ist nun allgemeiner f(s) eine meromorphe, d. h. in der ganzen Ebene
(ausschlieBlich oo) bis auf die Pole s, s,, ... regulire Funktion, so
braucht sie sich nicht notwendig als Partialbruchreihe

’(S)_;:(S—s TS )
darstellen zu lassen. Aber auch wenn das der Fall ist, braucht 1 (s) keine
I-Funktion zu sein, und ebensowenig braucht, wenn dies doch zutrifft,
die zugehorige L-Funktion durch gliedweise Transformation zu ent-
stehen. Nur unter sehr scharfen Einschrinkungen 1iB8t sich die Gewin-
nung von F auf diesem Wege sichern*.

Satz 1. f(s) sei eine meromorphe Funktion, deven Pole s, alle in
einer linken Halbebene Rs < o liegen, und in eine Partialbruchreihe

[+ <]

a” aft)
/(s)=2:(s_s Fok )
entwickelbar. Die Reihe
bt ”ly—l
F() =2(a<1')+a(;){T+~--+a§;1 e ) ZF ®
v =0 y=0

sei in jedem endlichen Intervall 0 <ty=t=T gleichmdfig konvergent.
Ferner konvergiere entweder

Jerot S 1E. 014

oder

o0 00
X [e ! |F, (1) at
»=0 0
Dann st f(s) eine l-Funktion und F (t) die zugehirige L-Funktion. Das
Laplace-Integral konvergiert fiir Rs=o.
Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 1 (Anhang).
Beispiel: Die Funktion
_ cos(20—1)]/—Ti __ Gof(2v— 1) Vs
Hos) =—— = = = Viemys
die noch den reellen Parameter v enthilt, ist eine meromorphe Funktion
von s. (Trotz der Mehrdeutigkeit von }/s ist f(v, s) eindeutig. Es ist

* Man vergleiche zu dem nachfolgenden Satz die asymptotische Darstellung
von F(t) in Satz 1 [13.2].



140 7. Kap.: Andere Umkehrformeln fir die Laplace-Transformation.

daher gleichgiiltig, welchen Zweig von ]/3 man zugrunde legt.) Den
Parameter v beschrinken wir auf das Intervall 0=v=1. Die Null-
stellen des Nenners sind einfach und liegen bei

s, =—vin? »=0,1,...).
Fiir diese hat der Z4hler den Wert cos (2v— 1) » x. Wir nehmen zunéichst
an, daB v nur solche Werte hat, daB cos (2v—1)»x <0 ist. Dann hat

f(v, s) die einfachen Pole s,, die simtlich in einer linken Halbebene
liegen. An einer Stelle s,, wo f, (s) + 0 ist, wéhrend fy(s) dort eine ein-

fache Nullstelle besitzt, ist das Residuum von hls) gleich s »

) 14 (s) fa (sy)
Also hat f(v,s) in s, fiir ¥+ 0 das Residuum
cos (2v—1) Vs =2cos2¥mv.
1 1 —
—- 7= (sinv——s+}/————scos]/:—§) o

Fiir v = 0 ist die Formel fiir die Ableitung von y(s) = ]/—-_s sin V:—s
nicht anwendbar, hier gehen wir so vor:
*(0) = lim v(E)—v 0 _ _ im E_ﬂl__:s —
N ( ) $->0 s s>0 ]/—-5 V'--S

Also ist das Residuum von f(v, s) in s, = 0 gleich 1. — Hat nun v einen
solchen Wert, daB cos (2v—1)»a = 0 fiir ein gewisses » ist, so besitzt
f(v,s) in s, keinen Pol, der oben als Residuum ausgerechnete Wert
2cos2» v ist aber auch 0. Es schadet also nichts, wenn wir den betr.
Term mitfiihren, da er in Wahrheit verschwindet. — Die zunichst
formal hingeschriebene Partialbruchreihe

[+ °]

1 cos2vnyv

s t2 21’ s+ At
konvergiert fiir jedes s+s, und zwar gleichmiBig in jedem endlichen
Bereich, wenn man die endlich vielen Glieder, die dort einen Pol haben,
wegliBt, stellt also eine meromorphe Funktion mit denselben Polen
und Residuen wie /(v, s) dar. Sie kann sich demnach von f(v, s) nur um
eine ganze Funktion unterscheiden. Der Beweis, da8 diese identisch
verschwindet, ist nicht ganz einfach und liuft auf einen Residuenkalkiil
hinaus, wie wir ihn spiter bei Satz 2 sowieso durchfiihren werden. (Man

| A A :
. 5;—'—’-/‘;-:-8; ds:-z—:z—‘:‘/‘ i f:(—sz s,/' (5) ds.” Definieren wir f’(s::i: %)

far s = s, durch f; (s,), so ist diese Funktion in einer Umgebung von s, (einschlie8-

lich s,) regular und in s, von 0 verschieden, da s, eine einfache Nullstelle von f,(s)

sein sollte. @ (s)=/,(s) ;fl-(s—l—:_—_%'—(—s—’-)— ist also in einer Umgebung von s, (ein-
14

schlieBlich s,) regulir, und das Integral liefert nach der Cauchyschen Integralformel

den Wert von @(s) an der Stelle s,.
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stellt f(v, s) durch ein Cauchysches Integral dar, zieht den Integrations-
weg nach und nach tiber die Pole hinweg, wodurch die Residuen auf-
treten, und muB dann zeigen, daB das Restintegral gegen 0 strebt.) Wir
unterdriicken daher diese Ableitung und nehmen die Entwicklung

cos (2v—1) Y—s cos2ymy
o) =——= ';sm}/ “‘+22 T
ywm 1

als bewiesen an*. Die durch formales gliedweises Bilden der L-Funk-
tion entstehende Reihe

o0
1423 cos2ynve "

yml

konvergiert in jedem Intervall 0 < ¢, =<¢=T gleichmiBig, da sie durch

(]
die Potenzreihe X (e~ *'*)" majorisiert wird (0 < e~ "*<1). Ferner ist

yaal

) . gy cos2vymv
Cos2yvmv|e dt = ———
E fe |cos2vmv] TP
=10 yml

fiir jedes o > 0 konvergent. Also gehért zu f(v, s) die durch gliedweise
Transformation gebildete Reihe, die nichts anderes als die Funktion
Oy (v, ?) ist (vgl. S. 26).

Wie man an diesem Beispiel sieht, ist es meist am schmengsten
fir eine gegebene meromorphe I-Funktion nachzuweisen, ob sie durch
die an Hand der Pole und Residuen gebildete Partialbruchreihe wirklich
dargestellt wird, wihrend doch nachher fiir die Bildung von F(f) die
alleinige Kenntnis der Pole und Residuen geniigt. Es ist daher wiinschens-
wert, einen Satz zu haben, der gar nicht erst die Entwickelbarkeit von
f(s) in eine Partialbruchreihe voraussetzt, sondern direkt von den Polen
von f(s) ausgeht und daraus F () aufbaut. Dabei liegt es in der Natur
der Sache, an die Darstellung von F durch ein komplexes, iiber ¢**f(s)
erstrecktes Integral (siehe 6.10) anzukniipfen und durch Verformung des
Integrationsweges iiber die Pole von f(s) hinweg den Integralausdruck
nach und nach in die Residuen von ¢*f(s) aufzuldsen, wobei sich natiirlich
Ausdriicke von der in Satz1 gefundenen Gestalt ergeben. Es wird
hier gewissermaBen das Umgekehrte wie in Satz 1 gemacht. Dort wurde
zuerst f(s) durch Residuenrechnung entwickelt und dann gliedweise
die Umkehrung der {-Transformation ausgefiihrt; hier wird erst diese
Umkehrung geschlossen bewerkstelligt und dann der erhaltene Ausdruck
durch Resxduenrechnung entwickelt. Ubrigens wird dabei das Verhalten
von f(s) in der ganzen Ebene ausgenutzt: Die Darstellbarkeit von F (f)
als komplexes Integral hingt von dem Verhalten von f(s) in der nach
rechts sicl erstreckenden Regularititshalbebene ab, die Aufspaltbarkeit

* Die Reihe stellt I(t'.v: $) nur fir 0==v==1 dar, wie man daran sieht, daB die
Reibe in v die Periode 1 hat, f(v, s) aber nicht.
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in Residuen von dem Verhalten in der die Pole enthaltenden, nach links
sich erstreckenden Halbebene.

Satz 2. f(s) sei in der ganzen Ebene bis auf die Pole s, der Ordnung
m(v=0,1,2...) reguldr, die Halbebene Rs=1y ses fres von Polen.

1(s) lasse sich als Q-Transformierte der Funktion
y+i00

= ;1
Fl) =HW. -1 f ¢5f(s)ds
y—io0
darstellen®. Gibt es ein festes k>0, so dap s*f (s) auf den inRs =y gelegenen
Bogen der Kreise |s| = ,(n =0,1,2,...; g,—00) beschrankt ist, so gilt:

Foy= (a(l->+a<2—>%+.--+ag;>,(_3_1_ﬁ)e " fiir £>0,
=0

wobei die af}) die Koeffizienten des Hauptleils der Laurent-Entwicklung
von f(s) in der Umgebung von s, sind:

1(s) = Z(s s)ﬂ+2b(')(s——s)"

u=0
Die Ausdriicke in der Rezhe fiir F(t), die den Polen zwischen zwei kon-
sekuliven Kreisen |s|=g,_, und |s|=p, entsprechen, sind zu einem
Glied zusammenzufassen 5,

Beweis: Das Residuum von e"f(s) im Pol s, ist
idud u—1
vt al”)
¢ 21 Eo(w— 1)l
n»=
Wir setzen s =pe'? und bezeichnen mit C, den Bogen des Kreises
@ = 0,, der links von der Geraden Rs =y liegt; der im Kreis liegende
Abschnitt dieser Geraden heiBe S,. Dann ist nach dem Cauchyschen
Re51duensatz wenn Ry d1e Anzahl der Pole innerhalb p < g, bedeutet:

Ze" 2 M(l‘ _— 27:1/8“ ds+——fc“f(s )ds,

w0be1 d1e aus S,. und C, gebxldete Kurve im posmven Sinn zu durch-
laufen ist. Das Integral iiber C, strebt fiir £ >0 mit wachsendem »
gegen 0. Denn wenn

| s* /(s) |<M auf den Bogen C,,
so gilt: ?.H
lc/“ dsISQ, [ de?|f(o,60|d
3T
-2-n+0,.
=oi—*M f daucosd gy,
1"_ou

2
* Dazu geniigt es, daB f(s) die Bedingungen von Satz 2 [6.10] erfillt.
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WO

#, = arcsin 1.
On

Fiir die gefundene Schranke kann man schreiben:

. b 2
G=20"*M /goncosod,9=29”—h-M /e-—-lp,,sinﬂdﬂ'
d '}

n
5~

2

Es sei zunidchst y=0. Da sind > 1:- fir 0<d< 3,} ist, so ergibt sich:

n

2
4
G—S—ze}.-hM /é""‘?nidﬂ:ﬂ(elo,,%ﬂ‘—e——lgni:-) .

o, tok
Wegen g, %, >y ist G0 fiir n>o0o. — Fir y >0 dagegen ist

? 0n
G=29,‘,"‘M(fe““'n"""dz?—{-/e"""“"dﬁ),
0 0

also wegen -2«<sin19<19 fir O<19<%:

n

K} ® 0,
G=20"*M ( [ a9 +/amw>
0 (1]

_2M

n
=l (1——2@:_‘0"T +e‘°~"")—>0 fiir n—»o0.
tgz

Das Integral iiber S, strebt nach Voraussetzung gegen F (f), womit
die Behauptung bewiesen ist.

§ 5. Entwicklung der J-Funktion in eine Reihe nach Potenzen von e Ve,
Da f(s) = Q{F} das Analogon zur Potenzreihe in der Gestalt
[+ ]
@ (e~ %) = X a, e~ ** darstellt, so liegt der Versuch nahe, f (s) auch in eine
0

Reihe nach Potenzen von e~* zu entwickeln. Zu e~"* gibt es aber keine
L-Funktion. Wire ndmlich e =** = Q{Q}, so wiirde durch Differenzieren
nach s folgen:

ne=" =Q{tQ}.
Nach dem Eindeutigkeitssatz miiBte also

iQn(‘) = Q(¢) + Nullfunktion,

mithin Q selbst eine Nullfunktion sein, was offenbar unmoglich ist. —
Dage_gen gelingt es oft, f(s) nach Potenzen von e~V* zu entwickeln. Zu
¢~"V* gehort als L-Funktion die Funktion y(n, t) [siehe 3.4, Beispiel 9];
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manchmal tritt statt dessen aich das Funktionenpaar -1—;—;-3"“‘/‘— und

x(«, t) [siche ebenda] auf. An Stelle eines allgemeinen Satzes wollen
wir ein spezielles Beispiel vorfiihren, und zwar kniipfen wir wieder an
die schon in § 4 behandelte ‘Funktion
fos) =— cos(zv—i)V—-—s____Go[(zv—n]/}
T Y—ssiny—s Vs &inys

an. Es ist
fo §= —1_6-—(2V~1)V?+0(2u—1)y?__1_‘—20}/}_’_82(0—1)}5
T s ay—’—c_ﬁ Vs 1___,—2}/3 ‘

Fiir SH/; >0, d. h. fiir alle s mit Ausnahme von s=0, kann man diese
Funktion in eine geometrische Reihe entwickeln:
00

(1) f(v,s)= —ls_— (e"‘ 2oYs 4 32(0-1)15)2 e 2nls

n=0

00 oo
=_‘_< E’pz(»wn?_,_ z'e—z(nuw)ﬁ)
s

" -0 ne=0

00 00
=1:_; (6-2vﬁ+,26—2(»+un’?+ 26-2(,.4)1/?).

=1 #=l

Beschrinken wir nun v auf das Intervall 0=v=1, so ist stets v=0,
n+v>0, n—v=0, also fiir die gliedweise Ubersetzung die Formel

2‘——1—: ' %} = ‘—-aj/s—
Vat Vs.

anwendbar, wodurch wir zunfchst formal auf

—i -] _(”+v)x oo _(,.__v)n
F(v.t)=—’—(e T e+ D )

(x=0)

T

gefiihrt werden. DaB tatsichlich L {F (v,?)} = f(v,s) fir Rs > 0 ist, sieht
man unmittelbar durch Anwendung von Hilfssatz 1 (Anhang) ein. Natiir-
lich erhalten wir wieder @94 (v, ¢), diesmal aber in transformierter Gestalt:

ne=1 n=1

. IO _wtw
o =—m D¢
” = — 00

In den beiden Ableitungen in § 4 und 5 haben wir da.nit zugleich einen
Beweis der grundlegenden limearen Transformationsformel der Theta-
Junktion 86:

X (utnp

2 [Oa(v.t)=]1+22¢os2vnve“"""=V:_E_‘ Ze '

]l % - 00
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Zusatz: Die Formel

__ cos(2v—1)y—s
S0 0.0} = —— =
ist bewiesen und gilt nur fiir 0O=v =1. Da &(v, #), wie man seinen beiden
Gestalten unmittelbar ansieht, in v die Periode 1 hat, so kann man

L {#} auch leicht fiir v auBerhalb des Intervalls 0=v=1 erhalten.
So muB z. B. fir —1=v=0

L{By(v, 1)} = L{By(v + 1,8} mit 0=v41=1
cos (2(w+1)—1)Y—s

Y—ssiny=s ’
also
LBy (v,8)} =— cos(z:::&f fir —1=<v=0
sein

§ 6. Weitere Umkehrformeln.

Es gibt noch eine Reihe von Umkehrformeln von einem ganz anderen
Typus. Wir nennen sie hier ohne Beweis, weil eine exakte Abgrenzung
ihrer Giiltigkeit und ein befriedigender Beweis nur im Raum der im
Lebesgueschen Sinn quadratisch integrierbaren Funktionen méglich ist.

1. Umkehrung der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation.

L ry -
e 2[c’dyfe 2 f(s)cosy (t+s)ds.
0

Fiir die Giiltigkeit dieser Formel, die ein zweifaches, aber ganz im Reellen
verlaufendes Integral benutzt, ist hinreichend, da8

(1)

+ 00 . + o0 + o0
[ Fetas, [ erpapas [ oy

mit
(y+s)
)

y(y)=l,;7 e * fls)ds

—~00

konvergieren. f(s) muB fiir die Anwendbarkeit dieser Formel insbesondere
nicht bloB in einem Streifen, sondern lings der ganzen reellen Achse und
damit in der ganzen Ebene existieren #.

2. Umkehrung der einseitig unendlichen Laplace-Transformation.

) F) = lim /f(s)ds/ "" ’W
3+i7)

Doetsch, Laplace-Transformation. 10
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Hinreichend fiir die Giiltigkeit dieser Formel ist, daB f(s) fiir ®s>0
analytisch ist und dort die Bedingung

[z +iypdy=M fir x>0

erfiillt, daB ferner lim existiert 8.

&-»00
Es sei bemerkt, daB man wie von der komplexen Umkehrformel

in 6.10 so auch von den iibrigen Umkehrformeln aus das Darstellungs-
problem angreifen kann #.

8. Kapitel

Die Abbildung der fundamentalen Operationen
an Funktionen.

In diesem Kapitel behandeln wir folgendes Problem: Von mehreren
L-Funktione. F,, F,, ... sind die zugehdrigen l-Funktionen f,, f,, ...
bekannt. Man iibe auf die L-Funktionen gewisse Operationen aus, z. B.
man bilde ihr Produkt. Wie 148t sich dessen /-Funktion aus den Funk-
tionen f,, /5, ... berechnen, mit anderen Worten, wie bildet sich die
Operation der Multiplikation von L-Funktionen im Raum der /-Funk-
tionen ab? Oder: Welche Operation an { entspricht der Ableitung von F,
d. h. wie 148t sich Q{F'} aus @{F} = f berechnen? Dasselbe Problem
148t sich auch in umgekehrter Richtung stellen: Wie sieht die zu f;-/;
oder die zu f* gehérige L-Funktion aus? Wir gelangen auf diesem Weg
zu den grundlegenden Abbildungseigenschaften der Funktionaltransfor-
mation Q{F}=/, die die vielseitige Verwendbarkeit der Laplace-
Transformation in den Anwendungen begriinden. Es wird sich nimlich
herausstellen, daB gewisse komplizierte Operationen in dem einen Raum
sich in ganz elementaren Operationen im anderen Raum widerspiegeln.
Das eroffnet die Moglichkeit, verwickelte und tiefe Zusammenhinge in
dem einen Raum an ihren viel leichter zu iibersehenden Bildern in dem
anderen Raum zu verfolgen und aufzukliren. Der ganze Inhalt des
IV. und V. Teiles wird in Anwendungen dieser Idee, von der schon im
2. Kapitel gesprochen wurde, bestehen. Es handelt sich also hier um einen
speziellen Fall des fiir die ganze Mathematik so wichtigen und fruchtbaren
Abbildungsprinzips, das besonders in der Geometrie und geometrischen
Funktionentheorie so sinnfillig und erfolgreich in Erscheinung tritt.
Um an ein bekanntes Beispiel zu erinnern: Die Zyklographie bildet die
Gesamtheit der orientierten (d.h. mit einem Umlaufsinn versehenen)
Kreise einer Ebene auf die Punkte des Raumes ab, indem sie einem
Kreis denjenigen Punkt zuordnet, der senkrecht iiber dem Mittelpunkt
liegt und dessen Abstand gleich dem Radius ist, wobei sich dessen Vor-
zeichen nach der Orientierung des Kreises richtet. Dem Satz, daB die
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duBeren Ahnlichkeitspunkte dreier Kreise auf einer Geraden liegen, ent-
spricht dann die Tatsache, daB die Verbindungsgeraden der die Kreise
(bei gleichsinniger Orientierung) reprisentierenden drei Raumpunkte
die Ebene der Kreise in Punkten (eben jenen Ahnlichkeitspunkten)
treffen, die auf der Schnittgeraden digser Ebene mit der durch jene drei
reprisentierenden Punkte gehenden Ebene liegen. So wird ein Zusammen-
hang, der in der Kreisgeometrie keineswegs auf der Hand liegt, bei der
Abbildung auf den Punktraum zu einer Selbstverstindlichkeit.

§ 1. Die Abbildung der linearen Substitution.

Wir beginnen bei den Operationen, deren Abbildung wir suchen, mit
einer ganz einfachen, nimlich der linearen Substitution an der Variablen ¢,
indem wir aue einer L-Funktion F (¢) die neue Funktion F; () =F (at—b)

. . b .
herstellen. Dabei soll a >0, b >0 sein. Fiir 0=t<—_ ist at—b<o,
und fiir negative Argumente braucht F nicht definiert zu sein. Wir

setzen aber nun fest, daB F (t) = O fiir £ < 0 sein soll. Dann ist (r =at—b,

T b
00
b s
1 ,f -5
b

r=T4 )
=%e‘7 fe . F(r)d

0

Q{F1}=fé F(at—b)dt

0

H

a a
0

Dieses Ergebnis konnen wir so formulieren*:
I.. Bildet man aus einer L-Funktion F(t) die neue Funktion

F(at—b) fir at—b=0
0 fiir at—b<0
so ist Fy eine L-Funktion und fiir ihre I-Funktion gilt:

b
1 —=s s
hs)=—e *° f(;)-
Die lineare Substitufion in F spiegelt sich also in einer linearen Sub-

stitution an f und Multiplikation mit einer Exponentialfunktion wider.
Wir merken die Spezialfdlle b= ¢ bzw. a =#1 besonders an:

I.. Zu F,(t) = F (af) (a > 0) gehort
he =51(5)-

* Wegen der groBen Bedeutung dieses Kapitels fiir die spAteren Anwendungen
sind die auf die einseitig unendliche Laplace-Transformation sich beziehenden
grundlegenden Gesetze mit rdmischen Ziffern bezeichnet. Der Index a deutet
an, daB der L-Raum, der Index b, daB der /-Raum der Ausgangspunkt ist.

10*

F () = (@a>0, b>0),
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I.. Zu
F(¢—b) fir t—b=0
0 fir t—b<0

his) 7= e~ f(s).
Wir machen jetzt das Analoge mit f(s), indem wir f,(s)=f(xs+p)
betrachten mit « > 0 und 8 beliebig (auch komplex), wodurch der Defi-
nitionsbereich fiir f,(s) eine Halbebene bleibt. Es ist

_ I R e e N P
W =fes+p = [eermrga=g [ &5 (2] ar

0
so daB wir das Ergebnis bekommen:
I,. Bildet man aus esner I-Funktion f(s) die neue Futhtion fy(s)=

flas+pB) (x>0, B beliebig komplex), so ist dsese eine I-Funkitson, und fiir
thre L-Funkiion gilt:

R = [ (6>0)

gehort

Rl=1 wF (%)

Auch hier spiegelt sich also die lineare Substitution in f in einer linearen
Substitution an F und Multiplikation mit einer Exponentialfunktion
wider. Wir merken die Spezialfdlle =0, a =1 an:

L. Zu f(s) = f(xs) (x> 0) gehort
1 ¢
O =5F(5)-
I . Zu f,(s) =f(s + B) (B beliebig komplex) gehort
F(t)=e"8F().
I} bedeutet natiirlich dasselbe wie I;. In den Anwendungen kommen

die Beziehungen I und I’ besonders hiufig vor.
Ein einfaches Beispiel: Nach 3.4, Beispiel 3§ ist

gy =TC+Y) i Ra>—1.

S¢+l

Also ist
_pn_ T@+1)
2 { e ‘} = mm .
§ 2. Die Abbildung des Integrierens.
1. Integration der L-Funktion.
Wenn F eine L-Funktion ist, so werden wir sehen, daB ihr Integral
auch wieder eine solche ist. Dagegen braucht die Ableitung F’ keine
1 3
zu sein, wie das Beispiel F(f)=¢ * zeigt, denn F’()=— —;-t_7 ist nicht
bis zum Nullpunkt integrabel.
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Satz 1. Wenn 53{¢} fiir ein reclles 64> 0 einfach konvergiert, so
konvergiert auch L l 6[ D7) dtl fiir so, und es ist

(1) 502{[¢(t)dt;so}=2{¢; so»
also auch
32{/‘45(1)(1':}=2{¢} fir Rs>sy>0.
Uberdies ist °
of¢(t)dt=o(e'-‘) fiir t—+oo,

s
so daf BI [P() dt} fiir Rs>s, sogar absolut komvergiert®.
0
Bemerkung: Die Voraussetzung, da8 s, reell und >0 sein soll, ist
wesentlich. Ist ndmlich s, reell, aber =0, oder komplex, so folgt aus.
¢
der Konvergenz von & {®; s,} nicht notwendig die von 2{ / &(r)dz; so}
0

Gegenbeispiele: a) Fiir die Funktion
1 fir o0=st<1 t {t fir 0=st<1

D) = . D (v)dt =
© I% fir t=1, of (r)dr 1

1
ist {P; 0} konvergent, 53! 6/ & (v)dr; 0} aber nicht.

b) Fiir die Funktion
I e T e
ist {P} in der ganzen Ebene konvergent, also z. B. fiir s, =—10,
S.!{ j D(7) dtl aber nur fiir So>0. Oder ein weniger triviales Beispiel:
e |

D) =c", 6/¢(t)dt=1——c“

8
ist € {P} fir sy>—1 konvergent, Sl{ f D (7) drI aber nur fiir s> 0.
¢) Fir die Funktion °
1 fir o=t<d{, ¢ ¢ fir 0si<1
m‘):l% fir ¢=1 /¢(’)d'=!1+logt fir t=1

is€ L{P} fiir sy=7+y,(y9=0) konvergent, 2‘ f D (v) dtl aber nicht.
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¢
Selbst wenn £ {®P; s,} und SEI f dD(r)dr; sol beide existieren, braucht
0

fiir s,=0 die Gleichung (1) nicht zu gelten, wofiir man leicht Beispiele
bilden kann. Dagegen gilt die Aussage iiber die absolute Konvergenz

s
von SBI f & (r)dr} auch noch im Falle s, = 0. Denn wenn 2{®P; 0} =
0

[ 1]
[ & (x) d existiert, so hat die Funktion [ & (r) d7 fiir ¢ -» co einen Grenz-

0 0
wert, ist also beschrinkt, so daB ihr Q-Integral fiir Rs> 0 absolut
konvergiert.

Beweis von Satz 1: Wir setzen

V(%) = f‘e"’-‘dtf‘di (v)dr
0 0

und wenden den Stolzschen Grenzwertsatz* an:
Wenn H (x) reell ist und fiir x - oo gegen oo strebt, G’(x) und H’(x)
fir x > x, existieren und H’(x) =0 ist, so ist

. G(») . G (%)
lim 1 = lim -,
x—»mH(x) £ — 00 H (x)
sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Mit
G(x) =e*¥(x), H(x)=e"*
ist H(x) >oo (hier wird s> 0 gebraucht) und

GI S % w wf ,
() _ e™F(so ¥+ ):_EQ(SOW+¥,).

H'(x) sgeh”*

t
(P’ existiert, da [ @ (r) dv stetig ist.) Explizit ist
0

x ¢ x
S V+ ¥ =s,[entat [P (r)dr+ e " [P (r)dr,
0 0 0

was sich durch verallgemeinerte partielle Integration (vglL S.16) o
umformen l48t:

] x x x ¥
—e [D@)dr| + [ D(@)dt+ e [P (r)dr=[e D (t)dt.
0 0 o 0 0

Da Q{®P; s,} konvergiert, so besitzt dieser Ausdruck fiir x - oo den

Grenzwert L{®P; s,}. Also hat %:Y’ den Grenzwert ;10—2{45; So}s

womit die erste der Behauptungen bewiesen ist.

Fiir jedes reelle s > s, trifft die Voraussetzung erst recht zu, so daB
die Gleichung auch fiir diese s gilt. Wegen der Regularitit der rechts
und links stehenden Funktionen dehnt sie sich auf Rs> s, aus.

¢ Einen besonders einfachen Beweis siche bei F. LRTTENMEYER: Uber die
sogenannte Hospitalsche Regel. J.f.d.reine u. angew.Math. 174 (1936) S.246—247.
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SchlieBlich folgt noch aus dem Resultat

2= 00 X - 00

daB
lim ¥’ = lim e“""f(b(t) dr =

2> 00 2900
was mit der letzten Behauptung glelchbedeutend ist.
Diesen Satz kénnen wir sofort auf iterierte Integration verallgemeinern
[vgl. 15.3 (21)]: ,
II,. Wenn Q{D} fiir ein reclles s,>0 einfach konvergiert, so konvergiert
auch die Q-Transformation des v-fach iten'crtm Integrals (v ganzzahlig> 0)

YY) = (/dr) ®(v) = 1),f(t 710 (1) dv

fiéir so, und es st
s3 8{¥; 50} = L{D; s},
also auch
s’ Q{P} = Q{DP} fiir Rs>s,>0.
Uberdies ist
Y)=o(e') fiir t->oo,
so daf L{W} fiir Rs>sy>0 sogar absolut konvergiert.

Die Formel 2 {¥} = -;1,— L {P} zeigt, daB der transzendenten Operation

des mehrfachen Integrierens der L-Funktionen im Gebiet der I-Funktionen
die ganz elementare Operation der Multiplikation mit einer Potenz

1 .
von - entspricht.

2. Integration der /-Funktion.
Wenn f(s) = Q{F} fir Rs>p ist, so gilt ebenda (s. Satz 6 [4.1]):
F(s) = ${—tF}.

F'@s) =g, —tF(t) =D ().
Da f(s)—+0 fir s—+ oo in einem Winkelraum 8 (Satz1 [4.3]), so ist,
wenn wir die Integration von der komplexen Stelle s lings der Hori-
zontalen nach rechts (oder lings irgendeiner Kurve, die von s aus nach
rechts ins Unendliche l4uft) erstrecken:

ﬁ'(a) da=]‘:p(a) do=—f(s)

f¢(a)da=ss[3}ﬁ}.

Wir setzen

oder
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Da mit f auch /' und umgekehrt mit ¢(s) auch f @ (0) do analytisch ist,
8
so konnen wir das Resultat so formulieren:

11h Ist @(s) fiir Rs>p analytisch und ist f(p (0)do (das Integral

lings eines Weges in einem Winkelraum B erstrcckt) eine |- Funktion,
so ist auch @(s) eine solche. Ist @ (s) = L{P}, so ist

'[o;(a)da=ss{%}.

Der transzendente ProzeB der Integration der /-Funktion spiegelt sich
also in dem elementaren ProzeB der Multiplikation mit —:— an der L-

Funktion wider, Die Verallgemeinerung auf mehrfache Integration ist
leicht ausfiihrbar.

. 1 1
Anwendung: Setzt man ¢(s) == i
logo—log (o + 1)];” =logs—':—1. Die Funktion log(1 + —:——) =%—~5—';,+
ist, wie man nach Satz 3 [6.10] sofort erkennt, eine I-Funktion; es ist
@ (s) = 2{1—e*}. Die Formel von II, ergibt:

2{’-_;4}: log(1 +%)

§ 3. Die Abbildung des Differenzierens.

1. Differentiation der L-Funktion.

Es sei F(t) fir t=0 definiert, fiir £ > 0 differenzierbar und in £ =0
nach rechts stetig. [Das kann man, was fiir spitere Anwendungen
praktisch ist, auch so ausdriicken: F(#) sei fiir £ > 0 differenzierbar und
habe fiir £— + 0 einen (zur Vereinfachung mit F(0) bezeichneten)
Grenzwert). Ferner sei F’(t) eine L-Funktion. Dann ist F’(¢) integrabel
und daher

(- -]
so ist _[(p(a)da=

F()=F(0) + jF'(‘t)d‘t.
0
Setzen wir nun in Satz 1 [8.2]

D) =F'(f), /!(D(t)d-r—F(t)—F(O),

so erhalten wir wegen L {F(0) } = F(o)

Satz1. Wenn F(t) fiir t>0 dz//armxiarbar tst und fiir t—+ 40
den Grenzwert F (0) hat, wenn ferner L{F'} fiir ein reelles sq> 0 esnfach
konvergiert, so konvergiert auch L{F} fiir s, und es ist

{F'; s} =50 8{F; s} —F(0),
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also auch
L{F'}=sQ{F}—F(0) fir Rs>s,>0.
Uberdses ist
F@t)=o(e),
so daf Q{F} fiir Rs>s, sogar absolut konvergiert®,
Diesen Satz kénnen wir sofort auf Ableitungen héherer Ordnung
verallgemeinern. Wenn F (¢) fiir ¢ >0 existiert (» > 1), hm Fe-1 ()

= F=1 (0) vorhanden ist und @ {F®} fir s> 0 konverglert so kon-
vergiert nach Satz 1, angewandt auf F*—1! an Stelle von F, auch
Q{F -1} fiir s, und es ist
Q{F®; 5o} = s Q{F"—Y; s} —F=1 (0),

PO=3 (0 = o),
also Q{F*"—1} fiir Rs>s, absolut konvergent. Wenn nun weiterhin

lim F*—% (§) = F*~% (0) existiert, so konvergiert auch £ {F"~ %} fiir s,),
1->+0
und es ist

ferner

SFE=D; 50} = 50 R {FC=9; 55} —F*=2(0),
ferner
F=1 (f) = o ()
und daher {F"-%} fir Rs>s, absolut konvergent. Hieraus folgt:
S{FN; 5o} = 5§ L{FT~2; 50} —F*= (0) sy—F=1 (0).

Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir folgendes Gesetz:

III,. Wenn F(t) fiir t>0 die Ableitungen F',F”,...,F" (v=1)
besitat und die Gremzwerte

lim F() =F(0), lim F'()=F'(0),..., lim F=Y ()= Ft-1q)
t->+0 t->+0 t->4+0

vorhanden sind, wemn ferner L{F®} fiir ein reelles sy >0 einfach hon-
vergiert, so komvergieren auch L{F}, L{F'},...R{F*~Y} fir s,
und es tst

L{F"); sg} = s, L{F; s¢}—F(0) ss~1—F’(0) s;"’—'“ «—Ftr=1(g),
also auch
L{F"} =5 Q{F}—F(0) s~ '—F'(0)s"~*—- .. —F-1 (q) fiir Rs > s,
Uberdses st

F(t)=o(e""), F'(t)=o(e",..., Fr-V (6) = o(e*) fiir t + 00,

so daf die Q-Integrale dieser Fsmktwnen fiir Rs> sy sogar absolut kon-
vergieren %,

Bemerkungen:

1. Nach Hilfssatz 3 (Anhang) sind die Ableitungen F’, F”, ..., F*=Y
im Punkte =0 nach rechts vorhanden und stetig. (Filr ¢ > 0 smd sie
sowieso sicher stetig, da sie dort differenzierbar sind.)
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2. Die Formel in III, kann auch so geschrieben werden:

o (Fv) = 2| F (9 [F(0)+ bt +F:',_l,),(.°)t’ “

Der Ausdruck in [---] ist der Anfang der Taylor-Reihe von F; die
Funktion F (f)— [ - -] hat die Eigenschaft, daB ihr Wert und der ihrer
v—1 ersten Ableitungen fiir £ =0 verschwindet.

3. Die Formel von III, ergibt sich auch aus der Taylorschen Formel
mit dem Laplaceschen Integralrestghed

F’ (0)

F%) Fr=1),

(R sy e R o P m/(t— *=1F¥ () dr,

wenn man bei der Q-Transformation des Restgliedes das Gesetz II,
anwendet.

Geht man im Raum der L-Funktionen zu den Ableitungen (voraus-
gesetzt, daB diese wieder L-Funktionen sind) iiber — ein transzendenter
ProzeB —, so bedeutet das im /-Raum die elementare Operation der
Multiplikation mit einer Potenz von s und Addition eines Polynoms,
dessen Koeffizienten von den ,,Anfangswerten’’ der Funktion F und ihrer
Ableitungen abhingen. Gerade die letztere Tatsache ist fiir die An-
wendungen auBerordentlich bedeutungsvoll. Sie hingt damit zusammen,
daB das Q-Integral von 0 an erstreckt ist, wie man sieht, wenn man die
Formel von Satz 1 unter Benutzung der oben bewiesenen Abschitzung
F(t) = o (e*') vermittels partieller Integration ableitet:

E@)=F(0) +

00 0
[t F'(ydt=e""F()[7+s e *F(f)dt fir s=s, und Rs>s,.
0 0

Bel der zweisestsig unendlichen Laplace-Transformation treten derartige
Zusatzglieder dementsprechend nicht auf, es gilt nidmlich

Satz 2. Wenn F fiir —oco<t< + oo definiert und differenzierbar
ist, wenn fermer Ly {F'} fiir die reellen Werte s, und s, > s, einfach (und
damit flir s, <Rs<s,) komvergiert, so konvergiert auch Ly {F} Hir s,
und Sy, und es 1ist

u{F'}=sQu{F} fiir s=s,, s=3s5 und s;<Rs<s,.
Uberdies ist
F=o(e"") fir t— o0,
F=o(e) flir t-»—oo,
so daf Lu{F} fir s, <Rs< s, absolut konvergiert.
Beweis: Setzen wir F(—f) = F;(t), so ist

0 00 )
/e""F'(t) dt __._/,MF’(..;) dt —_.--./e“("")‘ F, (¢4 at,
- 00 0 0



" §4. Uber die Faltung. 155

also nach Satz1:
0 00
[e#F (ydt=—|—s, [ e~ =% F (t)dt— F,(0)
—~00 (1]
0
=sy [e~**F(t)dt + F(0)
— 00
und
F)=o( ") far t-+oo,
d.h. .
Fit)=o(e"") fir ¢-+—oo.
Ebenso ist

0 0
[eF'(ydat=s [e*F(t)dt+F(0) fir Rs<s,.

Hierzu addieren wir die nach Satz 1 fir s=s, und Rs>s, giiltige
Gleichung

00 o0
[e*tF'(tydt=s [ e *'F(f)dt—F(0),
0 0
in der
F(t)y=o(e"") fir t—»o0
ist, wodurch sich die Behauptung ergibt.

2. Differentiation der /-Funktion,

Den einschligigen Satz haben wir bereits in 4.1 bewiesen.
III,. Wenn f(s) eine l-Funktion ist: f(s) = Q{F} fir Rs>p, so
sind auch alle Ablestungen l-Funktionen, und zwar ist
O (s) = L{(—t)"F} fiir Rs>p.

Differenzieren im /-Raum bedeutet also im L-Raum Multiplikation
mit einer Potenz.

§ 4. Uber die Faltung.

1. Das Analogon bei Potenzreihen.

Dem Produkt zweier Funktionen in dem einen Raum entspricht im
anderen Raum ein aus den zugeordneten Funktionen gebildeter Integral-
ausdruck, den wir als , Faltung’ bezeichnen werden. Allerdings gilt
das nicht allgemein, sondern wir miissen uns bei dem ausgesprochenen
Satz auf gewisse Unterklassen unserer L- und /-Funktionen beschrinken.
Das erhellt schon aus der Tatsache, daB das Produkt zweier L-Funktionen

gar keine L-Funktion zu sein braucht: so ist z. B. ¢~ ¥ eine L-Funktion,
¢=%.4=¥ =4~ aber nicht.
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Wir wollen uns die Zusammenhinge zunichst an dem viel einfacheren

(-]
Beispiel der Potenzreshen klarmachen. Zwei Potenzreihen ¢, (2) = X a, 2*
0

(- <]
@2(2) = 2 b, 2* seien fiir |z| <7 konvergent. Dann sind sie dort auch
0

absolut konvergent, konnen also gliedweise nach der Cauchyschen Regel
multipliziert werden:

®1(2) @a(2) = }.‘Ztkb = Xc,,

B0 yvm(
Das Produkt ist wieder eine Potenzreihe mit den Koeffizienten
(1) cn=aobu+albn—1+"'+anbo-

Schreibt man die Indizes 0, 1, ..., # auf einen Streifen Papier und faltet
ihn in der Mitte, so kommen gerade diejenigen Indizes zur Deckung,
deren Glieder miteinander zu multiplizieren sind. Daher nennen wir
eine derartige Bildung eine , Faltung'‘. Dem Produkt zweier Potenzreshen
(Resultatfunktionen) entspricht also bei denm Koeffizienten (Objekt-
funktionen) die Faltung.

Nun bilden wir umgekehrt aus den beiden Potenzreihen die neue

o) = X a,b,2.

" =0
(Die Reihe konvergiert sicher in einem Kreis, dessen Radius gleich dem
Produkt der Konvergenzradien g,, o, der Ausgangsreihen ist.) Wie man
leicht durch Ausmultiplizieren und gliedweises Integrieren (bei Potenz-
reihen erlaubte Operationen) feststellt, ist .

(2) o) =557 [m@m(F) F

wo z jede komplexe Zahl mit |2/ <g,p, bedeuten kann und die Inte-
gration lings eines Kreises (mit dem laufenden Punkt () auszufiihren
ist, auf dem

%]
a <lt<a
gilt .

Dem Produkibilden der Koeffizienten (Objektfunktionen) entspricht
somst sm Raum der Polenzreshen (Resultatfunktionen) die Bsldung des
Integrals @(z), das iibrigens durch die Substitutionen

g=c"" {=¢"7 @) =9(s), pa(e°) =1 (0), Ps(e™ %) = wp4(0),
die die Potenzreihe in eine dem L-Integral analoge Form {iberfithren,
die Gestalt annimmt:

y(s) = ——fvp;(a)v.(s—a)da,

2ns

integriert iiber eine gewisse Vertikalstrecke.
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Wir werden nun sehen, daB diese bei Potenzreihen r1snahmslos
giiltigen Zusammenhinge wenigstens bei gewissen Klassen von L- bzw:
I-Funktionen, nimlich L° und L}; bzw. /° und ;, ihre Analoga haben.
Zuerst aber behandeln wir die allgemeinere Klasse der absolut kon-
vergenten Laplace-Transformationen, fiir die wir allerdings nur die eine
Hilfte unserer Sitze, nimlich den auf die Multiplikation der /~-Funktionen
(nicht aber der L-Funktionen) bezfiglichen Teil beweisen werden. Wir

schicken eine Betrachtung {iber die dabei auftretende, zu (1) analoge
Integralbildung voraus.

2. Allgemeine Eigenschaften der Faltung.
Die zu (1) analoge Bildung bei Integralen lautet offenbar:

F(@) =f‘F1(t) F(t—1)dr.
0

Wir nennen sie ,,Faltungsintegral* oder kurz ,,Faltung" von F, und F,.
(Franzdsisch ,,composition*, englisch ,,convolution* oder ,,resultant*
Manche amerikanische Autoren gebrauchen auch das deutsche Wort

Faltung.) Wir schreiben F(f) symbolisch als Produkt, verwenden aber
als Malzeichen ein Sternchen:

G) ofo(f) F(t—r)dv=F s F,

Soll das Argument ¢ besonders zum Ausdruck gebracht werden, so
schreiben wir F, » F, (f). Diese Schreibweise wird sich als iiberaus praktisch
bewdhren, da die Faltung sich in vieler Hinsicht ganz wie ein Produkt
benimmt. Es liegt hier ein 4hnlicher Fall wie beim Prodwkt von Maiyizen
vor, zu dem die Faltung iibrigens ein Analogon darstellt. Unter dem
Produkt zweier n-reihigen Matrizen mit den Elementen a;, und b;, ver-
steht man die Matrix mit dem allgemeinen Element

”»
Cin =121 a;; b,

Die entsprechende Integralbildung sieht so aus: Man hat in einem Quadrat
a:=s % =b, a=1y=b zwei Funktionen zweier Variablen Fi(x,y), Fy(x, y)
und bildet aus ihnen die neue Funktion

]
me=[ﬂmaaw»a.

Diese in der Theorie der Integralgleichungen (, iterierte Kerne") auf-
tretende Bildung wurde von Volterra ,,Komposition zweiter Art* ge-
nannt. Ist speziell

P‘l.(x'y)'-:o fﬁr y>xv
F(x,y)=0 fir y>z,
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d. h. verschwinden die Funktionen oberhalb der Diagonalen von (a, a)
nach (b, b), so ergibt sich die Gestalt

me=JﬁwaA@wﬁ,

die von Volterra ,, Komposition erster Art’ genannt wurde und die bei

Integralgleichungen mit variablen Grenzen auftritt, so wie die Kompo-

sition zweiter Art bei solchen mit festen Grenzen. Hingen weiterhin

die beiden Funktionen F,, F; nur von der Differenz der Variablen ab:
. K(xy) = Fkiz—y), Kxy)="FKx—y),

so 1st

F(x,y) = /F(x &) F,(t—y)dt = 7F(x— —1) F, (1) d.

Das ist das Faltungsmtegral fir den Wert x—y™
Damit die Faltung fiir £ >0 existiert, genugt es, daB F, und F,
I-Funktionen sind (siehe 3.1). Sie ist dann zu definieren durch
t—g

lim [ F(v) F(t—1)dr.

86 —>0,>0 &

LiBt man zu, daB F, und F; noch an anderen Stellen als { = 0 un-
eigentlich integrabel sind, so braucht F, *# F, nicht zu existieren.
Beispiel: F, =t~ ¥, F,=|t—1| ™%, fiir = 1 existiert F,  F, nicht. —
Ein anderer naturgemiBer Bereich, in dem F, * F; immer existiert, ist
der der quadratisch integrablen Funktionen, der aber fiir uns aus friiher
dargelegten Griinden nicht die Bedeutung hat, wie der Bereich der
I-Funktionen, den wir im folgenden zugrunde legen.

Ist von den I-Funktionen F,, F, mindestens eine eigentlich integrabel,
z.B. F,, so ist lim F, « F; = 0, denn dann ist |F| < M, also

t—>0

f‘F,(t)F,(t—t)dr éM/IF,(r)Id‘t—’O
0 0

fir ¢ 0. Sind dagegen F, und F; beide uneigentlich integrabel, so
braucht das nicht zu gelten. Beispiel: F,(t) = F,(t) = % Hier ist
Tt

fir £>0, wie man leicht nachrechnet, F,* F; =1, also iiberhaupt
konstant.
Die Faltung erfiillt das kommutative und das assoziative Gesetz:

FisFy,=F+ F,
(Fis Fy)# Fy = Fi» (Fy» Fy).
Das erstere ergibt sich durch die Substitution {—17 = , fiir das letztere
werden wir in 8.5 einen sehr einfachen Beweis kennenlernen. Auf
Grund des assoziativen Gesetzes hat ein symbolisches Produkt
F « Fy»---x F, auch ohne weitere Angabe einen eindeutigen Sinn.
Fiir F = F schreiben wir kurz F*2, ebenso F *F s F = F *3 usw.



§4. Uber die Faltung. 159

Wichtig ist die folgende Eigenschaft der Faltung:
Satz’'1. Die Faltung zweier I-Funktionen ist fiir t >0 stetig.
Beweis: Wir haben zu zeigen: Die Differenz (¢ + 8 > 0)
D(t, 8 = s Fy(t+ 8)—Fy s Fy()
t48 t
= [ FE(® Rt+é—7)dr— [F(2) F(t—1)de
0 0

ist fiir alle hinreichend nahe an 0 gelegenen 8 absolut genommen beliebig
klein. Wir wihlen ¢, und &, so, daB 0 < g <{—e, < ist und zerlegen D
zunichst unter der Voraussetzung 4 >0 so:

D@8 = [ F() (F(t+ 6—7)— Fy(t—)]dv
0

t—8

+ [ FR(v) [FR(t+ 8—1)— F(t—1)) dt

+ [ R@) [F+6—1)—FK—1)]dz
e

t4+6

+ ,f Fr)FRt+é—vdr=I+IL+ I, +]1,.

Man sieht sehr leicht, daB die eventuell uneigentlichen Integrale [, I, I,
fiir alle positiven é < &, dadurch beliebig klein gemacht werden kénnen,
daB man ¢, und ¢, hinreichend klein, aber fest wihlt. Da dann F, auf
der Strecke ¢, ...,t—¢, beschrinkt ist: |F,(1)| <M, so ist

L =M [|Fyt+ 8—t)— Fy(t—1)|dr = M [ | Fy(u + ) — Fy(u) | du.

Nach Hilfssatz 4 (Anhang) ist dieser Ausdruck fiir alle hinreichend
kleinen § beliebig klein. — Analog verliuft der Beweis fiir é < 0.

Die Faltung ist im allgemeinen nicht differenzierbar, wie folgendes
Beispiel zeigt:
1
F 1 (t) =t 2
1
Fa(t) = ) fir O0<t=1
fir >1.

Hier ist
n fir Oo0<t=1

n—2arctg yt—1 fir ¢>1.
Fir £ =1 ist F,» F; nicht differenzierbar, da dort die Ableitung von

links gleich 0, die von rechts gleich —oo ist.

Dagegen gilt der

Satz 2. F(t), F;(t) und Fy(t) sesen I-Funktionen, F, habe fiir t » + 0
einen (mit F,(0) bezeichneten) Gremzwert. An jeder Stelle t, wo F,(l) die

FI*F’=‘
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[
Ableitung von rechts (links) von f F, (v) dz ist (also 2. B. an jeder Stetsg-
0

keitsstelle), ist D (t) = F, «Fy nach rechis (links) differenzierbar, und
zwar st
&' (1) = Fi» Fy + F,(0) Fy(l).

H
Ist F(0) = 0, so st die Voraussetzung Fy(t) = % / F; () driiberfliissig *98.
’ 0
Beweis: Unter unseren Voraussetzungen ist

o0 =/ F.(t—-r)l .,/ Fi(z)dx + E(O)Idt

[] T t
= [ Fy(t—1) dv [ Fi(x)dx + F,(0) [ Fy(r)dr.
() 0 0

Da F und F; an den eventuell vorhandenen Stellen uneigentlicher
Integrabilitdt absolut integrabel sind, so kann man das iterierte Integral
in ein Doppelintegral iiber das Dreieck 0= x =7t =1 der v x-Ebene ver-
wandeln** und dieses dann vermdge der Koordinatentransformation

t=—y+2z+4+t oder y=—t+2x+¢

X = b 4 Z = x

dberfithren in das Doppelintegral
J/Fi() F(y—2)dyaz,

erstreckt iiber das Dreieck 0=z=y=¢ der yz-Ebene. Dieses kann
wiederum als iteriertes Integral geschrieben werden (da das innere
Integral existiert), und man erhilt:

00 =/|/Fe Ry—nafay+ R [ B

]
* Schreibt man & (f)=[F, (¢ —1)Fy(1)d7, so stimmt die Formel fur ¢ mit

0
der bekannten Lklassischen Regel fiir die Ableitung eines Integrals nach einem
Parameter, der im Integranden und in den Grenzen vorkommt, iibérein:

g b e a)
Ta f fxa)ds= / S by () by ), @) — B} (@) £ (b (@), ).
M(x) b (@) '

Diese Regel ist aber hier w;egen der bei ihr uiblichen Voraussetzungen nicht an-
wendbar.

b d
*¢ Wenn das iterierte Integral [du [f(w, v)dv existiert, so braucht das
a ¢

b d
Doppelintegral f f f(, v) du dv nicht zu existieren. Im obigen Fall aber existiert
a c

das Doppelintegral sicher, da der Integrand das Produkt zweier Faktoren ist, von
denen jeder nur von einer Variablen abhingt.
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Hier kommt ¢ nur noch in der oberen Integralgrenze vor. Der erste
Integrand ist nach Satz 1 stetig, das erste Integral ist also differen-
zierbar und hat F. 1 » F; zur Ableitung; beim zweiten nutzen wir die Vor-
aussetzung iiber F, aus, es hat F, (f) zur Ableitung nach rechts (links).

Die durch (3) definierte Faltung wird uns in der Theorie der einseitig
unendlichen Laplace-Transformation begegnen. Bei der zwesseitig un-
endlichen Laplace-Transformation und der Fowrier-Transformation spielt
die Bildung

+ 00

(4) [ F@) Rt—r1dr

— 00

dieselbe Rolle*. Sie ist das Analogon zum Koeffizienten des Produkts
zweier Laurent-Reihen:

+ 00 + 00 + 00

2 a2 X b= 3 2"

”» = — 00 » = — 00 "= — 00
mit
+ 00
Cu = 2 a, bn—v-
¥ = — 00

Damit (4) fiir jedes ¢ existiert, ist hinreichend, daB F, und F; in jedem
endlichen Intervall eigentlich und in (— oo, 4 oo) absolut integrabel
sind. Verschwinden F, und F; fiir £<0, so geht (4) in (3) iiber.

§ 5. Der Faltungssatz fiir absolut konvergente Laplace-Integrale und
Verallgemeinerungen fiir bedingt konvergente Laplace-Integrale.

IVy. Sind L{F} und QL{F,} fir dasselbe s = s, absolut konvergent,
50 konvergsert auch L { Fy s F,} fiir s = sq absolut und ist glesch L { F,}-  { Fy}.

Das heiit : Beschrinkt man sich auf den Raum /, derjenigen f(s), die
durch absolut konvergente Q-Integrale darstellbar sind, so gehért das
Produkt zweier solcher Funktionen wieder zu diesem Raum, und im L,-
Raum entspricht ihm die Faltung?®:

(1) Q{F,sFy} = &{F,} - 2{F,}.
Wir nennen jeden Satz, der unter gewissen Voraussetzungen eine
Formel vom Typus (1) behauptet, einen Faltungssatz.

Beweis: Wegen der absoluten Konvergenz der Integrale sind folgende
Umformungen legitim:

/we—wFl(u)du-jme—'-"F,(v)dv=//e—‘°‘“+”‘F1(u)Fz(v)dudv»
0 0

* Um die verschiedenen Faltungsarten alle durch ein Sternchen symbolisieren
und doch unterscheiden zu k&nnen, setzt man, wenn Verwechslungen zu be-
furchten sind, die Integrationsgrenzen an den Stern, z. B.

t + 00
F, 317,, F, - F,.

Doetsch, Laplace-Transformation. 11
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wobei das Doppelintegral {iber die Viertelebene % > 0, v > 0 zu erstrecken
ist. Die Substitution

u+v=t
V=1

fiihrt es iiber in das Doppelintegral
[[ e %! F(t—1) Fy(v) dtdx,

erstreckt iiber die Achtelebene zwischen der #-Achse und der Geraden
T =1. Dies ist aber gleich dem iterierten, absolut konvergenten Integral

joe"" jFl(t—-'t) Fy(r)dzydt.
0 0

Aus IV, ergibi sich ein sehr einfacher Beweis® fiir das assoziative
Gesetz der Faltung. Sind drei I-Funktionen F,(t), F,(t), F;(t) gegeben,
so dndern wir sie fiit £> T >0 ab und setzen sie dort gleich 0. Dann
existieren ihre ¢-Transformierten fiir jedes s und konvergieren absolut.
Also konvergiert nach IV, auch Q{F;#* F;} absolut, und es ist aber-
mals nach IV,

L{(Fy+ Fy) » 3} = S{F * Fy} - 8{Fy} = S{F} - L{F,}- L{Fg}.
Dasselbe Resultat liefert aber auch {{F, = (Fy* Fy)}. Folglich ist
L{(Fy* Fy) » Iy} = L{Fy » (F;* F)}
und damit nach dem Eindeutigkeitssatz fiir 0 <t=T:
(Fy * Fy) » Fy = F, » (Fy » F) + Nullfunktion.
Weil aber beide Faltungen stetig sind, ist die Nullfunktion identisch 0.

Da T jede Zahl >0 bedeuten kann, ist die Behauptung allgemein
bewiesen.

Auf dieselbe Weise wie IV, ergibt sich
Satz 1. Sind &y {F} und Qu {P,} fiéir dasselbe s = sy absolut kon-

vergent, so konvergiert auch Ly / F (1) F(t—r1) d‘t} fiir s = sy absolut

und st gletch Qu {I’}} * 2" {F’} .
Ein Spezialfall hiervon ist

+ oo

+00

Satz 2. Wenn f | Fy(x)|dx und f | Fy(x)|dx existieren, also die
Founer-Transformatwnm T{F} und 5}{F,} fiir jedes reelle y absolut
konvergieren, so konvergiert auch %‘ f F, (&) F,(x—¢§)d ¢ } fiéir jedes

reelle y absolut und ist gleich §{F,}- %{F,}

Wir gehen nun darauf aus, andere Faltungssitze mit teilweise
schwicheren Voraussetzungen, dafiir aber auch teilweise schwicheren
Behauptungen aufzustellen .
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Fiir Potenzreihen gilt bekanntlich folgender, manchmal nach Abel
benannte Multiplikationssatz:
Sind die drei Reihen

00 00 oo
nA =20z @@=2Zb 9@=Zar
mit
C" = ‘2 a’ bn—-'
=0
fiir denselben Wert z = z, einfach konvergent, so ist @ (zo) = @, (2o) @3 (20)-

Der Beweis ist sehr einfach: Die Reihen fiir ¢, und g, sind fiir | z| < | z,|
absolut konvergent, also ist fiir diese z

?1(2) pal2) = @(2).
LiBt man in dieser Gleichung z (geradlinig) gegen z, streben, so ergibt
sich wegen der vorausgesetzten Konvergenz der drei Reihen fiir z, nach
dem Abelschen Stetigkeitssatz @, (z,) g (20) = @ (20)-

Ganz analog gilt fiir die Laplace-Transformation:

Satz 3. Sind Q{F}, Q{F,} und QL{F * F,} fir dasselbe s=s,
konvergent, so ist fir s =s,

L{F « Fy} = L{F}  S{F}.

Der Beweis id8t sich nicht unmittelbar so wie bei Potenzreihen fiihren,
da aus der Konvergenz eines {-Integrals fiir s = s, nicht die absolute
Konvergenz fiir Rs>Rs, folgt. Wir konnen aber nach Satz 1 [3.2]
jedes einfach konvergente Laplace-Integral in ein absolut konvergentes
umformen und dann denselben Gedankengang wie oben anwenden.
Den angefiihrten Satz kénnen wir in der Faltungssymbolik so schreiben:

Ist &{F} fiir s =s, einfach konvergent, so ist fir Rs>Rs,:
Q{F} = (s—s,) L{e**+F},
wobei das L-Integral auf der rechten Seite absolut konvergiert.
Wir setzen nun F = F; * F, und falten beiderseits zweimal mit e**:
el x (e F) = (e s F)) % (¢*' » Fy).
Da fir Rs>Rs, das LIntegral von ' und ‘nach dem obigen Satz
auch das aller drei Klammern absolut konvergiert, so ist nach IV,
fir Rs>Rs,:
L'} L{en' 2 F} = Q{e"' « F;}- L{e*'» Fy}.
Dies bedeutet, abermals nach dem benutzten Satz:
1 8{F} _ R{F) B{F}

’
S— 59 S— 5, §— 59 §— S,

also fir Rs>Rs,:
S{F}=S{ K} {F}.
Nach Satz 1 (4.2) folgt hieraus fiir s+ s, die Behauptung.
11*
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Weitere Faltungssitze fiir nicht notwendig absolut konvergente
Q-Integrale ergeben sich, indem man das Faltungsintegral, bevor man
es der Q-Transformation unterwirft, mit gewissen Hilfsfunktionen faltet
und es dadurch wieder reif zur Aufspaltung macht. Die Behauptung
wird dann allerdings nicht mehr fiir s,, sondern nur fir Rs > s, (reell)
ausgesprochen werden kénnen.

Satz 4. Wenn Q{F,} fir ein reelles sy=0 einfach und QL{Fg} fir
Rs > s, absolut konvergiert, so ist fiir Rs>s,:
1
{1+ F+ F} = S{R} {5},

wobes das Q-Integral auf der linken Seite absolut komvergiert.
Beweis: Setzen wir F = F, » F,, so ist
1«sF=(1+F)» F,.

[
1+ F, ist nichts anderes als f F, (r)dr. Ist nun zunichst sy>0, so

0
konvergiert nach Satz1{ [8.2] {1« F} fir Rs>s, absolut und ist
gleich —:— Q{F,}. Die Anwendung von IV, liefert also die Behauptung. —

Ist sy =0, so ist nach der Bemerkung zu Satz1 [8.2] Q{1 = F,} fir
R s> 0 absolut konvergent, so daB IV, ergibt:

L{1+F}=8{1+ F} &{F,},
wobei die linke Seite absolut konvergiert. Da nun £{1}, L{F} und
{1 +F,} fir Rs> 0 konvergieren, so ist nach Satz 3} fir Rs>0:
L{1*F)=2{1)- ¢{R} = &(F},

womit auch in diesem Fall die Behauptung bewiesen ist.

Bemerkung: Fiir sy< 0 ist der Satz im allgemeinen falsch. So ist
z. B. {e~*} fiir jedes s > —1 absolut konvergent, aber L{1 x ¢~ ' e~ *}
= Q{1 —e~*—te~*} konvergiert erst fiir s >0.

Satz 5. Wenn L{F,} wnd L{F,} fiir ein reelles sy=0 einfach
konvergieren, so ist fiir Rs> sy:
Q{1 Fys1+ R} = 5 8{F}- 8{(F},

wobes das L-Integral auf der linken Seite absolut Ronvergiert.

Da 11 =t ist, so ist die linke Seite gleich S {¢+ F » F;}.

Beweis: Wie bei Satz 4 zeigt man, daB L{1 s F} unde Q{1+ F;}
fir Rs > s, absolut konvergieren und gleich —:— L{F} bzw. 1? L{Fy}
sind. Die Anwendung von IV, liefert die Behauptung.

Aus IV, Satz 4 und 5 folgt

Satz 6. Werden die Abszissen der absoluten Konvergenz von L{F,}
und L{F;} mit a, bzw. ag, die der bedingten Konvergenz mit B, bzw. By
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bezeichnet, so gilt: Die Abszisse absoluter Komvergenz von

(a) L{F,= F;} ist = Max (o, ),
. . Max (ﬂl: C‘, 0)

(b) L{1+ F « F;} ist = Max (. B,, 0)

() L{1+F¢1+F} ist = Max(f,, B, 0).

In den Sitzen 4 und 5 wurde die Faltung so erweitert, daB ihr Q-
Integral sogar absolut konvergierte. Es gilt nun folgendes Seitenstiick
zu Satz 4, bei dem die Faltung in der urspriinglichen Gestalt F» F,
auftritt, dafir aber auch nur einfache Konvergenz des RL-Integrals
ausgesagt werden kann.

Satz 7. Wenn Q{F} fiir ein beliebiges s absolut und L{F,} fiir
dasselbe s esnfach konvergiert, so konvergiert L{F, ¢ F,} auch fiir s einfach,
und es ist ™

S{F + F} = 8{F} 8{F}.

Beweis: Die Funktione~*! F, (t) F; (t—7) ist in dem Dreieck 0<t<t< T
der ¢ z-Ebene zweidimensional integrabel, ihr Integral 148t sich durch
iterierte Integrale ausrechnen, da diese existieren:

L(T) = fTe"'dt f F,(x) F(t—7)dt = fTF,(t) dr /Te-“ F,(t—1)dt.
0 0 0 T

Durch die Substitution
t=14+u
erhdlt man rechts:

T T—<¢
L(T)= [e*"F(v)dt [ e~** F,(4) du.
0 0
Wir setzen nun:

SFEI=h0), RI=hE. [ Rwds=P0).

Dann ist:

T
L(T) = [e** Fy(v) [h(s)— ¥ (T—7))dx,
0

T ¢ T T
fe*tat [F(x) Fy(t—1)dr=fy(s) fe~** Fy(r)dv—[e~** F () ¥(T—1)dx.
0 ] 0 0
Offenbar geniigt es jetzt, nachzuweisen, da8
T
L(D=[e*"R@Y¥Y(T—1dr»0 fir T-oo.
0

Dazu zerlegen wir I;(T) folgendermaBen:
T

K} T
L= R@¥T—adr+ [ =L(T) +L(D).
) .
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Es ist
T
|I(T)|= Max |¥(v)|- f|e—"F(t)[dr
ISvST
Nun ist aber
lim ¥ (v) =0,
v ~» 00

so daB fiir T—oo der erste Faktor der Abschitzung gegen 0 strebt
wihrend der zweite wegen der vorausgesetzten absoluten Konvergenz
von L{F} einen endlichen Grenzwert hat. Also ist Ii(7)— 0 fiir
T +oo. Ferner ist

|L,(T)|= Max IY’(v)] f|e **Fy(7)|dx.

Hier ist der erste Faktor beschrﬁnkt (da ¥(v) fiir v = O stetig ist und fiir
v- oo einen Grenzwert hat), wihrend der zweite mit wachsendem T
gegen O strebt. Also ist I,(T) -0 fir T —o0.

* *
*

Im Falle bedingter Konvergenz von {{F,} und {{F,} kann man
zwar, wie Satz 5 zeigt, das Produkt aus % und den beiden {-Integralen

wieder als Q-Integral schreiben, aber nicht genommen iiber die Faltung.
Das Q-Integral der Faltung braucht nicht zu konvergieren. Das steht
in Analogie zu der Tatsache, daB das Cauchysche Produkt zweier (in
einem Punkt) bedingt konvergenter (Potenz-)Reihen nicht zu kon-
vergieren braucht. Diese Schwierigkeit wird durch die Cesarosche
Summabslititstheorie iiberwunden: Das Produkt ist wenigstens Cesiro-
summabel erster Ordnung, d. h. das arithmetische Mittel seiner Partial-
summen konvergiert. Allgemeiner ist das Cauchysche Produkt einer
(C, k;)-summablen und einer (C, ky)-summablen Reihe (%, und 2, >—1)
sicher (C, k, + k4 + 1)-summabel*. Eine analoge Theorie 18t sich fiir
das Q-Integral aufstellen: Anstatt die Konvergenz von

@ (T) =fTe"‘F(t) dt
0

fiir T — oo zu verlangen, untersucht man gewisse den arithmetischen
Mitteln nachgebildete Integralmittel der Funktion @ (T) [siehe S. 204].
Wenn das Mittel k-ter Ordnung konvergiert, so kann man sagen, es
existiere die verallgemeinerte Laplace-Transformierte * von F (fiir
den Wert s). Es gilt dann in Analogie zu dem Satz von Cesaro:

* Siehe z. B. K. Knorp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen,
S. 506. 3. Aufl,, Berlin 1931.



§6. Abbildung des Produktes im L'- bzw. ®-Raum. 167

Allgemeiner Faltungssatz. Wenn Q%) {(F} und QM {F,} mst
k=0, Ry=0 flir s=s, Ronvergieren und gleich f,(s,) bzw. fy(s,) sind,
so konvergiert Sh+tM+V(F « F} fiir s, und ist gleich f,(so) - f5(so):

Qh+b+DIE « F)} = Q&) (F}- QM) { F ) 100,
Ein niheres Eingehen auf diese Theorie wiirde hier zu weit fiihren.

§ 6. Abbildung des Produktes im L°- bzw. }°*-Raum
(einseitig unendliche Laplace-Transformation).
In diesem und dem folgenden Paragraphen beschiftigen wir uns mit
einem Spezialfall, wo das Produkt in jedem der beiden R4ume, dem L-Raum
und dem /-Raum, wieder dazugehdrt und als Abbild eine Faltung hat.

1. Produkt zweier L°-Funktionen.

F, und F; seien L°-Funktionen, d.h. ganze Funktionen, fiir deren
Maximum M, (r) bzw. M,(r) auf |¢| =r gilt (siehe 5.1):
Tim 1081:11(') =0y, Tm _}951"4.(') = 0.

700 7 ~>00

Die zugehorigen I%-Funktionen f, und f; sind dann genau auBlerhalb

des Kreises |s| =g, bzw. |s| =g, (und auBerhalb keines kleineren
Kreises) regular. Wir behaupten nun:
IV2. F(t) = F, () - Fy(¢) ¢st auch eine LO-Funktion, fiir die
o= Iim log I'W (r)
7-»00

=0+ 0

ist. Ihr entspricht eine mindestens fiir |s| > o, + pq reguldre I-Funktion,
die sich aus f, und f, durch die ,Romplexe Faltung''*

16) = 537 [ hs—2) h(2) dz

berechnet, wobei das Integral im positiven Simn iiber einem Kreis |z| = P
zu erstrecken ist, fir den gilt:

s <P<|s|—g 19,
Beweis: Da offenbar M (r) = M, (r) M,(r) ist, so ist
Im 1081:1(') = Iim (1°8M1(') + 1°8M|('))

7 ->»00 7 -» 00 4 r
é_'hE logJ:ll(r) + l—— log ,(r) — o0 +0s
- 00 r->»00

F (¢) ist also eine L%-Funktion und hat daher eine zugehorige /°-Funktion
f(s), die sich zundchst einmal fiir Rs > g, + o, so darstellen 148t:

00
f(s) =[e—='F, (t) Fy(¢) dt.
* * Faltet man die komplexe Ebene langs der Mittelsenkrechten zu der Strecke

0...s und dann nochmals langs 0...s selbst, so fallen die Punkte s und s — ¢
zusammen.
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Nun ist nach 5.1:
R() =57 [ ¢ hiddz,

wo das Integral iiber jeden Kreis |z| = P mit P> g, erstreckt werden

kann, also
[ -]

1
1) = 5 /e-"F,(z) dt [ e' f(2) dz.
0 3| =P

Wihlen wir nun noch P<Rs—p,, so ist
Ris—2)=Rs—P>pq,
und die Werte s—z gehoren also einem endlichen Bereich im Innern

[~ -]
der Konvergenzhalbebene von' £ {F} an, so daB [ e~ ¢~ F,(f) dt

0
gleichm4Big fiir |z| = P konvergiert und wir die Integrationsfolge
vertauschen kénnen:

[ ]

1
1) =557 [ h@dz [ee=F(fat
fs|=P 0
1
=5~ [ h@hs—2az.
|s|=P
Hier ist zunichst Rs>p, + 0, und g3 < P<Rs—p,. Wir konnen die
Formel aber ebenso fiir jedes s mit |s| >0, + 04 und dementsprechend
es< P<|s|—pg, beweisen, indem wir in der Darstellung von f(s) durch

ein L-Integral und analog in der von f, (s — z) nicht die positiv reelle Achse,
sondern einen beliebigen Strahl von O aus als Integrationsweg verwenden
(siehe 5.2), wodurch die Halbebene R s > g, + g, durch jede beliebige, den
Kreis |z| = g, + g, von auBen beriihrende Halbebene ersetzt werden kann.

2. Produkt zweier °-Funktionen.

Wenn f, und f; /°Funktionen, also F; und F, L°-Funktionen sind,
so sind & {F} und L {F;} iiberall, wo sie konvergieren, auch absolut
konvergent. Es gilt also fiir sie der Faltungssatz IV,. Man kann nun
aber diesen Satz, der sich nur auf reelle f und einen reellen Integrationsweg
im Faltungsintegral bezieht, fiir /°-Funktionen so verallgemeinern:

IVY. Sind f, und [y I-Funktionen, so ist auch [(s) = f,(s) fs(s)
eine I-Funktion. Die zu shr gehdrige LO-Funktion F(t) berechnet sich
aus F, und F; durch die verallgomcmerte Faltung

F(t) =fF,(r) F,(t—1)dr,
0

wo t jeden komplexen Wert bedeuten kann und das Integral lings der
Strecke 0...t oder einer beliebigen rektifizierbaren Kurve von O mach ¢
2u erstrecken 1ist.
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Beweis: Den Beweis kann man auf mehrere Arten fiihren. Am ein-
fachsten ist es, IV) auf IV, zuriickzufiihren, indem man, wenn
t=r-¢ ist, f, und f, in einem gewissen Teil ihres Existenzgebietes,
nimlich in einer Halbebene mit einer Begrenzungsgeraden senkrecht
zur Richtung —¢, durch

coei® 0o

hi)= [ e Fzdz= [ F(r &%) dodr,
0 0

oot ? o

fo6) = [ e ** F(2) dz=fe"'""F,(re") e'vdr
0 0

darstellt, was nach 5.2 moéglich ist, und
e? Fy(re'%) =D, (r), &% Fy(re'®) =D, (r)
setzt. Dann ist
ll(s) = Q{¢l; sc"}, fz(3)=ﬁ{¢:; se"},

wo diese {-Integrale im gewohnlichen Sinn, namlich lings der positiv
reellen Achse, zu nehmen sind, und die se*® eine Halbebene mit vertikaler
Begrenzung ausmachen. Da die Q-Integrale absolut konvergieren, weil
F, und F; vom Exponentialtypus sind, so ist IV, anwendbar und ergibt:
Zu f(s) = f,(s) f3(s) gehort eine Funktion @®(r), so daB

f(s) = &{D; se'*} = [ **D(r)dr
0
ist, und @ (r) berechnet sich so:

D(r) =o/¢1(9) Dy (r—p) do.

Setzen wir @ (r) = ¢'? F (r¢'%), so konnen wir das Resultat so schreiben:
Es gibt eine Funktion F(f) = F (r £'?), so daB

et ?

f(s) = 7:“"" E#PF(reé'%)dr= [ e *'F(f)dt = S{F}
0 0

ist, und F berechnet sich so:
&7 F (r'*) = [ % F (g %) &% Fy(r—@) %) do

0
oder

F() =f‘F,(r) F(t—1)dr.
0

Dabei ist das Integral lings der Strecke 0.../ zu nehmen, an deren
Stelle nach dem Cauchyschen Satz wegen der Regularitit von F, und
F; jederektifizierbare Kurve von 0 nach ¢ treten kann.
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Man kénnte den Beweis auch unabhingig von IV, in den Bahnen
des Beweises von IV{ fiihren, indem man zunichst F(f) durch ein
komplexes Integral ausdriickt:

F() =

2n

- [ he) o) ds,

c

f,(s) durch sein Laplace-Integral darstellt und dann die Reihenfolge
der Integrale vertauscht. Dabei kann man aber fiir C keinen Kreis
um den Nullpunkt verwenden, weil das 2-Integral fiir f4(s) nicht fiir alle s
auf C konvergieren wiirde. Man muB vielmehr die allgemeine Darstellung
nach Satz 2 [6.5] benutzen. Diese 148t sich fiir /%-Funktionen dahin
verallgemeinern, daB man als Integrationsweg eine beliebige Gerade
auBerhalb des Konvergenzkreises von f(s) benutzen kann. In dem
Q-Integral /,(s) = / e~ ** F, (r)dv wihlt man den Integrationsstrahl so,
daB es gerade fiir die s auf jener Geraden konvergiert. Vertauscht man
dann die Integrationsfolge, so erhilt man

/F,(t)dt;—;—i—/e(‘")’fl(s)ds.

Das innere Integral liefert F, (¢ —7) fir R((—7) >0 und 0 fir R (t — 1) <O,
so daB sich das gewiinschte Faltungsintegral ergibt.

Man kann den Satz IV? nicht auf Dirichletsche Reihen anwenden,
da in der Darstellung einer solchen als -Integral (siehe 3.5) die L-Funktion
keine regulire Funktion ist. Fiir Dirichletsche Reihen existiert aber
trotzdem ein in mancher Hinsicht analoger Satz, namlich 102:

Wenn

f(5) = X byes

n=1

fir s > «, bedingt, fiir s >a; 4 7, (r; > 0) absolut konvergiert,

g(S) =X c”e——l,,s

n=1
fiir s > a, bedingt, fir s > ay + 7, (t, > 0) absolut konvergiert und
B>a, y>a, ﬁ:a'+7:a'>1
1 2

ist, dann gilt:

@ - 00

00 + o

- : 1 . .
E byc,e= B4y = lim e / fB+ti)gly—ti)dt.
1 -

Wihrend bei der Anwendung von IV} fir F, und F, die Summen
der Koeffizienten b, bzw. ¢, zu setzen wiren, treten bei diesem
Satz die Koeffizienten selbst auf, dafiir ist aher die Faltung von f

und g nicht durch ein Integral, sondern einen Integralmittelwert zu
definieren.
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§ 7. Abbildung des Produktes im L}- bzw. If-Raum
(zweiseitig unendliche Laplace-Transformation).

1. Produkt zweier L{- Funktionen.

F,(t) und Fy(t) seien L§;-Funktionen, d.h. Funktionen, die in dem
Honzontalstrelfen |n|=n, reguldr sind ({ =&+ 47n) und dort der Ab-
n n

schitzung geniigen:

|Fy ()| < CPe ¢ bzw. |Fy(f)|<CPes™¢  fir £=o0,

|Fy())| <CP et bzw.  [Fp(t)l < CPe®”  fir &£<0
mit

x\‘lll < x;lﬁ bzw. (2) < x(2)

Die zugehérigen I/f;-Funktionen

+ootin +00+19 ‘
hy=_J e R@dt bow. ho)=_ [ RO (n]=n
— 0 +1y — 00 419

sind in den Vertikalstreifen (s = x4 1y)
AP <x<al  bzw. A <x<ald
regular und geniigen in jedem schmaleren Streifen
AV +d=x=ax"—0 bzw. AP+ d=x=ax}—0 (6> 0)
einer Abschidtzung
h(s)|<Cu@) e ™ baw.  [fy(5)] < Cy(d) e~
(siehe 6.7). Wir behaupten:

Satz 1. F(t) = F,(t) - Fy(l) ist in |n| =1, ebenfalls eine LY-Funktion.
Ihr entspricht eine mindestens in P+ 2¥ <Rs< 2y + x(g‘ reguldre
Bi-Funktion f (s), die sich tn diesem Strm/en aus f, und f, durch dze komplexe
Faltung

x+100

f6)=557 | his—0)f(o)do
berechnet, wo z—i00

AP < x< 2y, Rs—al'< x<Rs—a

24 wdhlen 1st*103,

Beweis: Da die iibrigen Behauptungen klar sind, so handelt es sich
nur um den Ausdruck fiir f(s). Fir 2V 4 2% <Rs< s’ + 2 ist

+ 00
f(s)=[e st F,(t) Fy () dt.
Nach Satz 3§ [6.7] ist -

x+wo
‘ﬂm=”,f & fa(s)ds (rF<x<xf),

* Diese Bedingungen sind vertraglich, da in unserem Streifen #*< s — 2",
Rs — 4P<2?, Rs— 2V <Rs — a4V ist.
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also

L4100

1= g7 / e F()at [ ¢°hy(o)do.
£—400
Wiihlen wir nun noch &Rs——x‘," <x<Rs—2P, d hsP<Rs—x< 2y,
so bleibt das iterierte Integral infolge der Schranken fiir F(f) und fy(3)
konvergent, wenn alle Funktionen durch ihre Absolutbetrige ersetzt
werden :

j le=**F, (t)]dtf |¢E+iNt (x+iy)|dy=

+ 00
éfc"‘“C‘,"c“:"‘dt/c“C,e"""’dy—i- _/G_R“C(,l)e’;m /J’C,c'"""dy
0 bl - 00 - 00
0

0o
=CP 2% fomtu-sp-ag 4 CP 2 [ oS ay.
0 L]
0

- 00
Wegen Rs— 2’ — x> 0 und x—Rs + x” > 0 konvergieren die Integrale.
Nach Hilfssatz 2 (Anhang) konnen wir also die Integrationsfolge ver-
tauschen:

x 4300 +00
f(s)= 2 / fz(ﬂ)dale—('—o)lpl(t)dt
i
=2:u' [/:(0)/1(8——a)da.

2. Produkt zweier /§;-Funktionen.

Wir konnen hier den Satz 1 [8.5], der sich nur auf reelle £ und reelle
Faltung bezieht, aufs Komplexe verallgemeinern. f, und f, seien fy-
Funktionen, d. h. Funktionen, die in dem Vertikalstreifen (s = x + ¢ y)
%, = ¥ = x, regulir sind und dort den Abschitzungen geniigen:

|h()]| < Cre~ %Pl (g°>0)  bzw. Ih(s)| < Cye= @V (®>0).
Die zugehérigen Lf;-Funktionen

24100 24400
Fy(t) =50 fe“l,(s)ds baw. Fy(t) = 5 /e“/,(s)ds

£ —400 £ —100
(m=zx=1x,)
sind in den Horizontalstreifen (f =¢ + %)
Inl<n®® bzw. [n]|<ng®
regulir und geniigen in jedem schmaleren Streifen
|n|=n’—e bzw. |n|=n—e (0<e<ny)
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einer Abschitzung
|Fit)| <CPE)emt  bzw  |FK(t)|<CP(e)ent fir §=0,
|Fi(t)|<CP(e) et baw. |F(f)|<CPe) et fir §<0
(siehe 6,7). Wir behaupten:

Satz 2. f(s) = f,(s) - f3(s) #st in %, = x = x4 ebenfalls eine I3-Funktion.
Ihr entspricht eine mindestens in |n| <nd + 0 regulire LY-Funktion
F(t), die sich in diesem Streifen aus F, und F, durch die veraligemeinerte
Faltung

+00+14n
Fity= [ F@ FR—r)dr
—00+in
berechnet, wo

Inl<ny’ und [St—n|<n
z4 wdhlen ist. (Die Bedingungen sind vertréglich.)
Beweis: F () 148t sich fir |J¢| <’ + 7P so darstellen:

x4 300
F) =557 [ ¢*hs)his)ds (<2< )
1 $+in +oo+in
= fc“/,(s)ds / e ** F(r)dt (In] <nd).
% —1400 —00+1n

(Das innere Integral konvergiert fiir x, < R s < x,, also fiir diejenigen s,
die in dem 4uBeren Integral gebraucht werden.) Wihlt man nun auBer-
dem |Jt—n|<n®, so bleibt das iterierte Integral, wie man analog
zum Beweis von Satz 1 nachrechnet, konvergent, wenn man die Funk-
tionen durch ihre Absolutbetrige ersetzt, so da8 man die Integrations-
folge vertauschen kann:

+ 00419 £ 4100
F)= [ FR@dr [ &="fy(s)ds
—00+1n £—100
+00+1in
= f F (v) Fy(t—1)d=.
—00+1n

Zusatz: Da die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation mit
der Mellin-Transformation iquivalent ist, so kann man Satz {1 und 2
auch fiir letztere aussprechen. Unterdriicken wir die ausfiihrlichen
Voraussetzungen, die leicht nachgeholt werden kénnen, so lauten die
entsprechenden Aussagen kurz so, daB dem Produkt zweier in demselben
Winkelraum reguliren M°Funktionen @, (z), ®P,(z) die Funktion

£+4400

o) =5 / @1 (s—4) py () du

£ —$00
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und dem Produkt zweier in demselben Streiten reguliren m%-Funktionen
@1(s), @g(s) die Funktion

coet @

o6 = [ %00 (F)F
entspricht. >

II. Teil.

Reihenentwicklungen.

Mit diesem Teil beginnen wir die Reihe der Anwendungen der Laplace-
Transformation. Sie gruppieren sich alle um die Idee, die Eigenschaften
von speziellen Funktionen oder ganzen Klassen von Funktionen dadurch
zu studieren, daB man sie vermoge einer Funktionaltransformation auf
andere Funktionen abbildet und nun untersucht, wie sich die Eigen-
schaften der Objektfunktion in denen der Resultatfunktion widerspiegeln
und umgekehrt. Man kann das als eine Art ,,Ubersetzung’ auffassen:
Eine in der ,,Sprache’ des einen Funktionsraumes ausgedriickte und
dort oft fast selbstverstindliche Tatsache gewinnt durch den Akt der
,,Ubersetzung“, d. h. der Funktionaltransformation, in der ,,Sprache*
des Bildraumes eine, hiufig einen tiefliegenden Sachverhalt ausdriickende
Gestalt* (vgl. auch das zu Beginn des 8. Kapitels Gesagte). Wir zeigen
die Verwirklichung dieser Idee zunichst an dem formal einfachsten
Anwendungsbeispiel, nimlich an Reihenentwicklungen.

9. Kapitel.
Die Ubertragung von Reihenentwicklungen.

Der Entwicklung der Objektfunktion in eine gewisse Reihe entspricht
eine bestimmte Reihenentwicklung der Resultatfunktion und um-
gekehrt. Von einem anderen Gesichtspunkt aus ist uns diese Beziehung
schon im 7. Kapitel iiber die Umkehrung der Laplace-Transformation
entgegengetreten. Dort wurden allgemeine Typen von Entwicklungen
betrachtet, die sich bei ganzen Klassen von Funktionen anwenden lassen.
Jetzt dagegen konzentriert sich das Interesse mehr auf spezielle Funktionen
mit gerade ihnen eigentiimlichen Reihendarstellungen. Es werden sich
dabei iiberraschende Zusammenhinge zwischen scheinbar sehr weit
auseinanderliegenden Reihenentwicklungen ergeben. Natiirlich kann es

* DaB der Sachverhalt in dem einen Raum tief, in dem anderen an der Ober-
flache liegen kann, erklart sich daraus, daB die Schwierigkeit nunmehr in den
Akt der Ubersetzung verlegt ist. Wenn in der Funktionentheorie z. B. der Picard-
sche Satz vermittels der elliptischen Modulfunktion auf den trivialen Liouville-
schen zuriickgefiilhrt werden kann, so liegt die ganze Schwierigkeit jetzt in der
Theorie der Modulfunktion.
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sich dabei nur um Vorfithrung einiger besonders schlagender Beispiele
handeln, die den Leser anregen mogen, dhnliche Zusammenhinge zwischen
anderen Entwicklungen aufzusuchen. — Es sei dabei generell bemerkt,
daB die gliedweise Anwendbarkeit der Laplace-Transformation stets
eigens, und zwar hiufig durch ziemlich umstandliche Betrachtungen be-
wiesen werden muB, da es keinen allgemeinen Satz gibt, der alle vor-
kommenden Fille deckt. In diese scharf umrissene Aufgabe ist damit
die etwaige Schwierigkeit der zu beweisenden Reihenentwicklung
verschoben. Die Schwierigkeit bleibt also in gewisser Weise bestehen;
aber der Vorteil des Abbildungsprinzips liegt darin, daB es eine in vielen
Fillen in genau gleicher Weise brauchbare Methode aufzeigt, bei der
Anfang, Ziel und Weg vollig klar tiberschaubar sind. Um nicht zu weit-
laufig zu werden und den Blick nur auf das Wesentliche zu lenken, lassen
wir die Legitimierung der gliedweisen Ubertragung allgemein fort und
geben nur einige gelegentliche Hinweise. — Vgl. zum 9. Kapitel auch den
SchluB des 11. Kapitels, wo die Ubertragung konvergenter Reihenentwick-
lungen als Spezialfall eines viel allgemeineren Prinzips erkannt wird.

§ 1. Ableitung der linearen Transformationsformel fiir 9, (o, )
aus einer Fourier-Entwicklung.

Wir haben bereits in 7.5 einen Beweis fiir die lineare Transformations-
formel der Funktion (v, t) kennengelernt, auf die wir im nichsten
Paragraphen zuriickkommen werden. Fiir die sog. Thetanullfunktion
%4 (0, t) wollen wir nun diese Formel auf einem anderen Wege ableiten 1%4.

In 3.4 (Beispiel 11) fanden wir durch eine einfache Rechnung:

(1) S{[}l/;“:.l_éeqnw

Nun 148t sich bekanntlich die Funktion

x x 1
St = 5% 5 + 1
die im Intervall 0=x < 2n gleich der linearen Funktion -3% + —;—
ist und die Periode 2 7 hat, in eine Fourier-Reihe entwickeln:
o0
1 sinnx
() S(x) = Z et
n=1

(An den Sprungstellen x =m-2x, m = 0, + 1, ..., stellt die Reihe aller-
dings nicht den Funktionswert —12-, sondern den Mittelwert 0 dar, was aber,

da wir S(x) integrieren werden, nicht stort.) Also besitzt unsere L-
Funktion die Reihenentwicklung:

1/—]_____+ Zsmn]/t

"l
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Da (siehe 3.4, Beispiel 8)
lsm..f " =
2ynst

ist, so fiihrt die gliedweise Anwendung* der Laplace-Transformation auf

(L]}, __+f,2'°’—

Setzt man diesen Ausdruck mit (1) gleich, so ergibt sich die Formel
00 o0

— —annny 1 1 ";;“
(3) (60,45 =) 1+2‘_21'a _zﬁ_s+z§2ﬁ_sa ,

die fiir 4s =17 in den Spezialfall v =0 der Formel 7.5 (2) iibergeht.
Die Formel fiir die Thetanullfunktion erweist sich so als ,,d4quivalent*‘
mit der ganz elementaren Fourier-Entwicklung (2), was besagen soll,
daB man sowohl (3) aus (2) als umgekehrt (2) aus (3) ableiten kann.
Ferner folgt aus dem Ergebnis in 7.4 und 7.5, daB sie auch mit

(_mjil/?::) <1+22 —z"r)=“+22s+ww

L DY ym=1
und aus 6.8 (unter Anwendungsbeispiel 4), daB sie mit der Riemann-
schen Funktionalgleichung der {-Funktion &dquivalent ist %, Weitere
dquivalente Formeln werden wir in § 2 kennenlernen (dort durch den
Index 0 an der Formelnummer gekennzeichnet).

§ 2. Die lineare Transformationsformel fiir 94 (v, t) und dquivalente
Relationen fiir die Besselschen Funktionen 18,

In 7.4 und 7.5 fanden wir, daB die Formel
00

(- ) (v+“)l
— —mindt 1
(1) (Oy0v, 8 =) 1+2~Z:e COS2MnRY = — i Zooe
durch die {-Transformation mit
_cos(:v—i)}f—_ 1 CosS2mmv
(, J—ssiny—s ) H”Z_I st
(2) =__l —-ZUVS__‘_ e—Z(n+u)V;+ e—2(n—-v)}/;

zusammenhingt 7. Wir wollen nun zeigen, daB die klassische und iiberaus
wichtige Formel (1) mit einer Formel von ganz anderem Typus fiir die

* Der Nachweis, daB diese erlaubt ist, st68t hiexj auf besondere Schwierig-
keiten. Leichter ist es, zu zeigen, da8 man vermittels der komplexen Umkehrformel
von der Entwicklung der /-Funktion zu der der L-Funktion gelangen kann.
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Besselsche Funktion J, 4quivalent ist. Die vermittelnde Transformation

wird wieder die {-Transformation sein; wihrend jedoch oben die Theta-
funktion als L-Funktion auftrat, wird sie jetzt als /-Funktion erscheinen.

Fir
L C

o+ v
(4o Y =<e

fiir S)Is >0 und alle reellen Werte von # 4 v, also*

i 2]0 n-{—v Vt)]—-~- S’o 3~L%L=2V~?-193(v,4s).

Nach (1 ) ist dies gleich

00
2V£(1 +2 3 e“‘"‘"‘"cosZmnv).
S m=1

Wenden wir auf B
1 4
o= 77} = V?

das Gesetz I, (S. 148) an, so erhalten wir: Zu der Funktion

gilt 108

0 fir 0=t=4min?
Do (t) = { V:;?n:’—?; fir  ¢>4mn?
gehort
LD, ()} = VZ:e“"'""’.
Also ist

g ): Jo((n+ ) ﬂ)}=29{¢o(t)+z éqb,, () cos2mmv

” = — 00

und folghch bis auf eine Nullfunktion

- 2 ]0 (n + v) W ¢o(t)+22¢,,.(t)c052’mnv.

" = — m =1
Auf der rechten Seite verschwinden aber bei festem ¢ alle Glieder bis
auf endlich viele, so daB man unter Verwendung der Substitution ¢ = x2
die erhaltene Formel auch so schreiben kann'

O 5 3mSR

"= — 00 me=1

* Die Vertauschbarkeit von Summe und 8-Integral 148t sich auch hier wieder
am leichtesten bei Benutzung der komplexen Umkehrformel zeigen.

Doetsch, Laplace-Transformation. 12



178 9. Kap.: Die Ubertragung von Reihenentwicklungen.

wo x positiv #=2mxn und p die groBte ganze Zahl mit der Eigenschaft
2pn< %, also ﬁ—[-——-] ist*. Was v anbetrifft, so kann man sich, da
beide Seiten die Periode 1 haben, auf das Intervall 0=v<1{ be-
schrinken 19, — Diese Formel ist insofern sehr bemerkenswert, als die
rechte Seite nur eine endliche, aber von x abhingende Gliederzahl
hat; je groBer x ist, um so mehr Glieder kommen vor. Mit vx=w
gewinnt die Formel die Gestalt

4 + 00 coszm"_ﬂ
?'.Z“].(nx-*_:n) +22 Vmg“’ (OéW<x).

Links werden die J,-Werte an den Aqmdlstanten Stellen w 4 % x summiert,
und die rechte Seite zeigt, daB diese Summe (bei festem x) mit w nach
Art einer endlichen Fourier-Reihe variiert. Fiir 0<x<2x ist die
Summe von v bzw. w ganz unabhingig, nidmlich gleich —‘1;.

Der Spezialfall v =0 unserer Formel ist natiirlich mit den in §1
aufgestellten Formeln Aquivalent und lautet 110

6% 3 2 ]o("x)—-+21o(nx) SVﬁT—F
=1

n= — 00
Aus der auf J, bezughchen Formel (3) kann man sofort eine analoge
Formel fiir die allgemeine Besselsche Funktion (v > 0)

= S (_ 1). _‘_ v+2h
) ghar(w+k+1)(z)
ableiten. Fiir ®s >0 und alle reellen n 4 v gilt 111:

__tll’.
efF L(m+uya) =0t

also, wenn wir wegen des auftretenden Nenners # + v, der fiir n = 0,
v = 0 sinnlos wiirde, v auf das Intervall 0 < v <1 beschrinken:

L ACE Y] IR~ ek
ﬂlz'tz 2’ b o l: - 2, :

=8 IZ’Jo(n+v>1t|

Beachtet man, daBB -
-
=2 I I‘iv)

* Die etwa hinzukommende Nullfunktion ist == 0. Denn die rechte Seite hat
offenbar nur in ¥= 2mx Unstetigkeiten; von der linken aber kann man auf Grund
der uymptotischen Abechétzung fiir J,, die wir in 12.4.2 kennenlernen werden,
zeigen, daB sie in jedem Inwvull 2ma+4d=x=2(m+1)n — 4 gleichmaBig

konvergent, also auch nur in ¥ = 2 m & unstetig ist. (An diesen Stellen dwergnert
die Reihe.)
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ist, und setzt fiir 3 Jo((» + v) yZ) den Wert aus (3) ein, so liefert* der
Faltungssatz IV),:

+oo
A S +v)98) cos2mmy
zi 2 oy F(v) ( +22Vt mw)

#=x — 00 m==1

Die Fultung auf der rechten Seite 148t sich ausrechnen. Ein einzelnes
Glied ist, abgesehen von einem Faktor, gleich

0 fir O=i=4mint
]

v —1 _ * _ y-1
r-led,(t) = B ) S fir ¢>4mdns.

Yr—4miad

it
Durch die Substitution .

T=4mnd+ (t—4mind)u
erhilt man fiir das Integral:

v~ TOIQ)

1
(t—4m’n’)'—%_/(1‘““)"1“_*‘“= (—dmial) " —Fory
0

Also ergibt sich schlieflich, wenn man noch ¢ = x? setzt:

+0 »
@) 2-tx Y Slntos) Va (x*"l-}-22(1’—4m’n’)'-*cos2mnv).

(4°)

S ()¢ T Tw+)

m=l

Hierin ist »> 0, x positiv=2ma, p—-{ ] und 0<v<{.

Den Fall ¥y = 0 muBiten wir bisher ausschlieBen, weil auf der linken
Seite das zu # = 0 gehorige Summationsglied fiir v = 0 sinnlos wiirde.
Man kann aber fiir diesen Fall durch dieselbe Rechnung wie oben die
Formel

m==l

s 1A . -4
2F(r+1)+2x§ v = p(:/:’_” (x’ l+22‘(Jc’ amin)

ableiten, die iibrigens aus (4) dadurch hervorgeht, daB man den Grenz-
iibergang v— 0 gliedweise vornimmt.

Im Spezialfall y= i ist J, eine elementare Funktion:

]*(x) V—smx

Die Formel (4) liefert hier wegen

sin(2p +1)nv
singv

4
142 cosama =

el

* Die Darstellung von ZJ,((%+0)y7) nach (3) zeigt, daB das Laplace-
Integral absolut konvergiert.

12¢



180 9. Kap.: Die Ubertragung von Reihenentwicklungen.

die besonders einfache Relation:

+00
1 sin(n+v)x _ sin(2p+1)mv
() r 2 nt+v sinmu ’
”=—00

WO 2+2mm, p= [2—":?] 0<v<1. Die rechte Seite ist als Fufiktion
von x stiickweise konstant, also eine Treppenfunktion; z. B. fir v=—

ist sie die Funktion (—1)?. — Aus (49) ergibt sich fiir y= % die bekannte
Entwicklung 9.1 (2).

Wir erhielten hier (5) auf dem Wege iiber (3) und (4) aus (1). Man
kann aber (1) und (5) auch direkt in Beziehung setzen, analog wie wir

das fiir den Fall v =0 in § 1 getan haben. Es ist ndmlich (siehe 3.4, Bei-

spiel 8) fiir ®s >0 und alle reellen # + v:
_oy

also vermoge (1) fiir 0<v<1'
-+ 00 — 1
‘l_ sin (n+v) }/l (”+v, 1 —dminds
nZ e 2‘/_ i 2 =< +22e cos2mamv
# = — 00 NSy m—o0 m=1

Definieren wir ¥,, (f) folgendermaBen:

0 fir 0=t=4mina
Wm(t)= . 2.3
1 fir (>4mdn (m>0),
5o ist
(W) = Lemtmins,
also

2 sm(:.:-;)) Wl |1+22‘!’ ) cos 2mm vy .

n--—oo "o ]
-Hieraus folgt die Identitit der L-Funktionen, was mit (5) gleich-
bedeutend ist.

Betrachten wir in (3) einmal x als konstant und v als variabel, so
ist die rechte Seite eine endliche Fourier-Reihe. Die (fiir einen Augen-
blick mit ¢(v) bezeichnete) linke Seite muB also dieselben Fourier-
Koeffizienten

1
[o(t)cos2mmvdy (m=0,1,...)
0
haben:
' "—;‘2_‘,_, fiir 0§m<ﬁ.
fz 7, ((n + 9) %) cos 2mmv dy = | VA—4mia?
0 #m=—00 0 ﬁir m>§;
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Links vertauschen wir Summe und Integral, formen das einzelne Glied
SO um:

1 LE D
[ Jo(n+v) %) cos2mmvdy = [ Jol x) cos2mm(u—n) du
0 ’ n

n+1

= / Jowx)cos2mnu du

und erhalten:
2

+m —
f Jo(xu)cos2muudu = Va'—amdn?
- 0 fiir m>5'%.

fir 0=m< X
2n

Dieser Formel geben wir eine iibersichtlichere Gestalt, indem wir links
x4 =z und dann 2%% — y setzen. Beachtet man noch, daB J, eine
gerade Funktion ist, so ergibt sich:

1

(6) [ Jo@)cosyzdz= Vi—»?
0 0 fir y>1.

fir 0=y<1

Diese Relation, die man auch in der Gestalt
+oo 2

[ Jo@)errdz={ Vi—»
—00 0 fir y>1

fir 0=y<1

schreiben kann, liefert die Fourier-Transformierte von Jo 113,

§ 3. Reihen nach Laguerreschen Polynomen.

Fir Reihen nach Laguerreschen Polynomen, die durch die er-
zeugende Gleichung

had tx
1 —

(19 DL, ar =1 e To7,

”=0
oder nach verallgemeinerten Laguerreschen Polynomen, die durch

had tx

1 —
(1) E LL"’(t)x":(—i:—;);.’_—le 1-x (¢>—1)
n=0

definiert sind, kann man hiufig auf dem Wege, den wir in diesem Kapitel
verfolgen, auf iiberaus einfache Weise die Summenwerte finden. Wir
geben einige Beispiele:
1. Die rechte Seite der Exponentialreihe
1 - 1 s—1\» &£ -2
;‘TfZ;T(”T) =are’

"0
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ist wegen

a )
S{“ ]a(kﬁ)}= s i 4 (a>—1, kreell)
fiir reelles x gleich
elers ¥ 48 1 yaD))
fir die linke Seite erhalten wir wegen13

2{#1.3«)(:)]= "‘“t;‘ti),sail(‘jﬂ)"
die Reihe
L&)
”Z_Zs{ta Tlatnt1) }
Also ist 114
SRR
(2 ) Ta+nth) A= (xt) ’].(21/'_) (@>—1).

Fir die gewéhnhchen hguen&hen Polynome lautet diese Formel:

@) SE0 4 oy,
n=0

Man kann (2) und (2°) als neue erzeugende Gleichungen fiir die
Laguerreschen Polynome ansehen. Wir wollen nun zeigen, daB sie
mit den erzeugenden Gleichungen (1) und (19) 4quivalent sind 8. Dazu
brauchen wir sie nimlich nur der {-Trahsformation zu unterwerfen,
diesmal aber hinsichtlich der Variablen x. Um die gewohnte Bezeich-
nungsweise zu_haben, schreiben wir (2) zunichst in der Gestalt

L@ (2)

a » « $ T JE—
, Tatatn) =¢(3)" hay).

Die Q-Transformierte der linken Seite ist

L(G) (2)
‘n+¢+l :
% =
Wenden wir auf die oben schon benutzte Transformationsformel fiir

J. das Gesetz I} an, so ergibt sich:
»

g [c‘ &y = 2T
]“( VE)}— 2&(5__1)¢+1¢ c
also fiir die Q-Transformierte der rechten Seite

1 __ s
—_— -1
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Ersetzt man noch s durch —;—, so hat sich ergeben:
4

-—

1

il-ff)(l)x“'“*'l—: (T'L)m‘ -‘--1,

N0
was mit (1) gleichbedeutend ist.
2. Wir geben noch ein Beispiel eines ganz anderen Entwicklungs-
typus, bei dem zwei Variable vorkommen und wo wir dementsprechend
die 8-Transformation zweimal, nimlich in bezug auf jede der beiden
Variablen anwenden. Es handelt sich also hier um die Funktional-
transformation (,,doppelte Laplace-Transformation‘)

f(s,0) =j°f°°e""‘"F(t,r) ditdr,
00

x

die in der Theorie der Funktionen von zwei Variablen dhnliche Dienste
leistet wie die gewéhnliche Laplace-Transformation bei Funktionen
von einer Variablen. Wir wollen folgende Formel beweisen 11¢:

00. ’
3 1 +.21[L. B —Lo1()] [La (1) —Ly_y (1)) = M9 (1, 7=0),
Transformiert man die linke Seite zunichst hinsichtlich der Variablen ¢,
so erhdlt man unter Beriicksichtigung von Q{L,} = T:— (s‘ ’)”:

(0 I )y AT SRR R
w1l

Transformiert man weiter hinsichtlich 7, so ergibt sich fiir Ro > ;—:
ot (S-S - ()
R

i

A
sa
LT
1 1 1 . s+o

s—10—1 so(s+oa—1)°
s c

Die rechte Seite von (3) ist explizit

¢ fir t=v
o) -
- ‘ e fir t>7,
also lautet ihre Q-Transformierte hinsichtlich ¢:

M e

oo
/e"“e‘dt+fe“"e’dt=‘ TS 1 +el"
0 T

-8T

<
RIS 4
Ts(t—s) 1—s -
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Transformiert man diese Funktion hinsichtlich 7, so ergibt sich:
1 1 _ s+o
s@—s)(e+s—1) (1—s)o sa(sto—1)’
also dieselbe Funktion wie links.
Speziell fiir ¢ = v liefert die Formel:

39 142 Lo — Ly (1 =
Ubrigens zeigt die explizite Formel 7.3 (1) fir L, (2):
L) —La_1() —-——-/L,. 1 (%) dx,

oo t
= (O/L,,_l(x)dx> =¢—1 fir {=o0.
w=1

§ 4. Reihen nach Hermiteschen Polynomen.

also ist

Die Hermiteschen Polynome H,(x) sind definiert durch
d”e‘;'

ax"
oder durch die erzeugende Gleichung

x ”
ZH" (x)%T =e VT

n=0
Sie spielen wegen des Auftretens von e~ * iiberall da eine Rolle, wo
diese Funktion wichtig ist, also in der Fehlertheorie, der Wirmeleitung
usw. Es ist117?

(1) 9’{m..({)} 1/— (2n)' (1—s)"

n+* ’

=H,(x)e *

(2) Q{112”4_1(1/t)}_~ ]/ (2n+1)! (1—s)" .

sttE
Der Vergleich mit der Formel fiir die Laguerreschen Polynome in 9.3
zeigt, daB
H ”(V_) 2 ) w2 -
b = Y et i g

‘Wegen

(2n)! _ (2n)! _ (2n)! 2" 4"”'

i+ m—Pe—b- L@ 1-3--@n—3)@n—1)Vax

erhalten wir zwischen den Laguerreschen und Hermiteschen Poly-
nomen den einfachen Zusammenhang118:

6) Hy, (i) = (—arm LI
und analog

(4) Hyn 11 (Y7) = (—yr +12tn 151 L)
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Wir summieren nun die Formeln (1) und (2) und erhalten!?:

11
Hza(y0) z 7—
- L
n=0 Rs > —.
H2n+1(}/_) = "% ':"l 2
Garnr (= Vms Ce

Nun ist aber, wie sich durch Relhenentwmklung ergibt:
{ (Soixyt}—s ’e“

2{—-— Sinx VYt }-—-—:— -

2
6“ .

o] co

Also erhalten wir, wenn wir noch 1/t = x setzen, fiir die beiden Reihen
folgende Werte 120:

< Hzq (%) 1
(5) 20——(2—”)(-—=T@0i2x,
©) ofgﬁ%’g=_;@an2x.

Multipliziert man die Formeln (1), (2) vor der Summation mit (— 1)",
so ergibt sich analog:

(7) 2(—1)”3%%7)—=e0052x
LX)
(8) 2( g’;f:m =—esin2x.

Die Kreis- und hyperbolischen Funktionen lassen sich also in Reihen
nach Hermiteschen Polynomen mit denselben Koeffizienten entwickeln,
die ihre Entwicklungen nach Potenzen aufweisen. Das ist kein Zufall,
sondern liegt daran, daB es eine Funktionaltransformation gibt, die die
cos- und sin-Funktion in sich, die Hermiteschen Polynome aber in die
Potenzen iiberfiihrt. Aus der erzeugenden Gleichung fiir die Hermite-
schen Polynome folgt ndmlich fiir ein festes u=0:
+ 00 + 00

f —x'ZH (x)H (x) > dx""/.e_(‘.’-y).Hﬂ(x)dx

- 00 ye=( - 00
Nun erfiillen die H, aber die Orthogonalititsrelationen:

T 0 fir u+v
_[o e~ H,(x)H,(x)dx = Va2 ul fir u=r.
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Also ergibt sich
+00
_ii;'__/g“(i"'?)'H”(x)dx:(Zy)ﬂ
- 00
oder auch
:
_/e—“—ﬂ'H,,(x)dx:(—zy)n.
}/;—oo

Die links stehende Transformation
+00
L [ et B(x)dx=9p(y)
V=

heiBt Gawup-Transformation®!. Sie bildet die Hermiteschen Polynome
auf die Potenzen ab. Femer sind fiir sie die Funktionen cos 2 x, sin 2 x
Eigenfunktionen oder Invarianten#:

+ o0 + 00
1 — (=9 =4 1 ~ (5= Mg =1
— | e cos2xdx=—cos2y, — [ e sin2xdx = —sin2y.
ﬁ/ TR A ¢ Sy
— 00 — 00

Durch Anwendung der GauB-Transformation gehen also (7) und (8)
in die bekannten Potenzreihen fiir cos 2 x, sin 2 x iiber.

IIL Teil
Asymptotisches Verhalten von Funktionen.

10. Kapitel.
Abelsche und Taubersche Sitze.
§ 1. Abelsche Sitze.
1. Asymptotisches Verhalten von f(s) bei s=0 oder
einer anderen endlichen Stelle.

Bereits in 4.2 haben wir das Analogon zum Abelschen Stetigkeits-
satz fiir Potenzreihen kennengelernt, das, wenn wir dort speziell s, = 0
setzen, so lautet:

Ist {F} = f(s) im Punkte 0 konvergent, so strebt f(s) gegen /(0),
wenn s innerhalb des Winkelraums %: |arcs|=#¢< % gegen O strebt.

In dieser Gestalt bedeutet der Satz eine Stetigkeitsbeziehung fiir
die Werte einer /-Funktion. Wir wollen ihm nun eine neue Wendung
geben, indem wir ihn in der Gestalt schreiben:

Hat das Integral einer L-Funktion die Esgenschaft:

¢
fF(r)dt-»l fiir t—+o00,
0
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so hat die zugehorige l-Funktion die Eigenschaft:
f(s)~1  fir s—0 innerhald B.
In dieser Form sagt der Satz aus, daB man aus dem Verhalten von F

bei Anniherung an ¢ = oo etwas fiber das Verhalten von f bei Annihe-
rung an s = 0 apssagen kann. Dle beiden Verhaltensweisen sind auBer-

ordentlich einfacher Natur: /F (r) dv strebt gegen einen Grenzwert [,

und f(s) strebt ebenfalls gegen einen Grenzwert, zufilligerweise den-
selben. Die Aussage, daB eine Funktion ¢(x) gegen eine Konstante [
strebt, kann man so schreiben:

p(x)—1->0
oder auch, wenn /=0 ist:

1.

(%)
i .

@ (x) wird hier in Vergleich gesetzt zu einer Konstanten. Es liegt nahe,

diese¢ durch eine beliebige ,,Vergleichsfunktion y(x) zu ersetzen und

Relationen der Gestalt

(1) ¢(x)—y(x) >0, d.h @(x)—y(x)=0(1)
bzw. ’
) %g;-—» A, dh :gg —A+0(1) (A= beliebige Konstante)

zu betrachten. Bei (2) miissen wir voraussetzen, daB y(x) in einer gewissen
Umgebung des Punktes x,, gegen den x strebt, von 0 verschieden ist.
Wir kénnen uns von dieser Einschrinkung befreien, indem wir schreiben:

(2) p(x) =4 +oM)yp(x)=Ayp(x) +olpx).
Die Verhaltensweisen (1) und (2) stehen nicht in der Beziehung zuein-
ander, daB die eine die andere fiir A =1 umfaBt. Vielmehr kann (1) richtig

: ]
sein (z. B. #*— x— 0 fiir x - 0), wihrend (2) nicht zutrifft (17 strebt

gegen O fiir x— 0 und nicht gegen 1), und umgekehrt kann (2) zutreffen

(z. B. —'H’——;lr—%i—ﬂ fir x—»oo), wihrend (1) falsch ist (¥ +logx—=x

strebt gegen oo und nicht gegen 0 fiir x —o0). Ist aber |p(x)| <M in
einer Umgebung von x,, so folgt (1) aus (2), denn dann ist o (y(x)) = o (1).
Ist umgekehrt |y(x)|>m >0, so folgt (2) aus (1), denn dann ist
o(1) = oy (1) *.
Wir werden in beiden Fillen sagen, daB das Verhalten von ¢(x) bei
Anniherung an x, asymptotisch durch y(x) beschrieben oder daB ¢(x)
* Man beachte, daB eine o- bzw. O-Aussage eine Abschatzung ist, also nur

in der Richtung von links nach rechts gelesen werden darf. So ist z. B. im letzten
Fall |@p(%) —y(+)|<e for hinreichend kleine | ¥ — x,| vorausgesetzt, woraus

:g:; 1| < —:—'— folgt, aber nicht umgekehrt.
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asymptotisch durch y(x) dargestellt wird. Geht aus dem Zusammenhang
nicht klar hervor, welche Art gemeint ist, so nennen wir die Darstellung
im Sinne von (1) differenzasymptotisch, wihrend wir die Darstellung
im Sinne von (2) bzw. (2') quotientenasymptotisch nennen und durch
¢(x) ~ Ap(2)
ausdriicken. Im Falle A =0 bedeutet das ¢(x) =o(p(%)).
Von diesem Gesichtspunkt aus kann man nun versuchen, den zu

¢
Anfang angefiihrten Satz dahin zu verallgemeinern, daB man fF (v)dr

oder auch F(t) selbst fiir {—oo als asymptotisch darstellb:r durch
beliebige Funktionen annimmt, um daraus Schliisse auf das asympto-
tische Verhalten von f(s) fiir s— 0 bzw. fiir Anndherung an eine be-
liebige Stelle s, zu ziehen. Dabei wird man sich durch das Verhalten
bekannter Funktionen leiten lassen. Die einfachsten Funktionen sind
die Potenzen, da ihnen wieder Potenzen zugeordnet sind: Zu F () =1*

(e >—1) gehort —r—%%ﬂ

I'(x+1)
s¢+1

Wir werden nun zunichst zeigen, daB

f(s) fir s >0 durch

wenn F sich fiir £—+o00 quotientenasymptotisch wie #* verhilt, so da8
sich also das Verhalten von F bei ¢ = oo, wenn es potenzartig ist, in dem
Verhalten von f(s) bei s = 0 widerspiegelt.

Sdtze von dieser Art, bei denen von dem asymptotischen Verhalten
der Objektfunktion an einer bestimmten Stelle auf das Verhalten der
Resultatfunktion an einer gewissen anderen Stelle geschlossen wird,
nennen wir, weil der grundlegende Satz in diesem Ideenbereich der Abel-
sche Stetigkeitssatz ist, ganz allgemein ,,Abelsche Sitze".

Satz 1. F(t) ses etne I-Funktion mit der asymptotischen Eigenschaft

F{) ~At* fir t—oc (A beliebig komplex, o >—1).
Dann existiert L{F} = f(s) fiéir Rs > 0 und tst asymptotisch so darstellbar:
fi5) ~ 4TEED

wenn s im Winkelraum B: |arcs| =9 < —7-2'- zweidimensional gegen 0 strebt 133,

Beweis: Es ist
Fty=At*+¢e@t)tr fir t=Ty>0,
wobei e(t)—*o fir ¢£—»o0, a.lso bei Rs> 0 fiir jedes T=T,:

/e—"F(t) dt + f e (AL +e(t) %) dt

quotientenasymptotisch dargestellt wird,

=fr"(F(t)—At¢)dt+/ et Ardi+ [ e *te() e
0 0 T

00 T
___Aﬁ%;tl_’l..i. f r"e(t)t“dt+/6‘“(F(l)—A‘°‘)d"
T (1]
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Wihlen wir zu gegebenem & > 0 ein festes T = T, so groB, daB |e(f) | =¢
fiir ¢=T ist, so ergibt sich:

_ y _ _ F'(e+1
/e ste(t) t*dt ée/e 9‘"t“dt<e/e m”tadt=£(ms)¢+1"
T
Ferner ist

T T
[ e Fn—4 t“)dt‘éf (Fo|+|4A|dt=K,
0 0

wo K eine von s unabhingige Konstante ist. Also erhalten wir:
f(s)s**? ‘ (_IS_I_)""f1 K +1
P(a—}-i)_A <&\ s +I’(a+1)!sla :
In B ist
|s 1
Rs = cosd
Ferner ist fiir alle hinreichend kleinen |s|, sagen wir |s|<g, wegen

o+1>0:

A

K
Tan s <e
also fiir alle s in ¥ mit Rs>0 und |s|<p:
/ (s) &t 1 ‘ 1
I'(x+1) —A|<e (1 T (cosﬂ)“’“)'
Da e beliebig klein sein kann, folgt hieraus. unsere Behauptung.

* *
*
Wir geben einige vorlaufige Beispiele fiir die Anwendbarkeit von Satz1.
1. In der Theorie der Randwertprobleme wird uns das Integral

¢(%) =0f y(x, ¥) P () du

begegnen, wo y(x, %) die S. 24 genannte Funktion und & () irgendeine
integrable Funktion ist, die das Integral ¢ (x) konvergent macht. Wir
behaupten: Wenn @ (4) 1n w = O nach rechis stetsg ist, so gilt:

p(x)>P0) fir x->40.

.. . A 1 .
Beweis: Setzen wir - =s, —- =1, so ist

o0

(x)—/ z e"%(b(ud ——VE -“w(%) dt
rm= 2 Ynu Jau=Y=J ¢ & '
0 0
Nun ist @ («) > P(0) fir «— + 0, also
1
P|—
~——(‘—§—‘->-~¢(O)t—* fir ¢-o0.
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Satz 1 liefert:
pa~}5o0 L8 —00

fir s> 0, d. h. x—~0.
- ]
2. Wir nannten frither (siehe 5.5) eine Reihe X ¢, Borel-summabel
)

0

oder kurz B-summabel zur Summe /, wenn G(x) = Zc,.;’;‘-; fiir alle x
0

[+ ]
konvergiert und f e~ *G(x)dx =1 existiert. BOREL hat urspriinglich
0
fir diese Methode eine andere Definition gegeben, die allerdings mit
0
der vorigen nicht véllig dquivalent ist: Eine Reihe zd heit B'-sum-

mabel zur Summe /, wenn, ¢, = Ed gesetzt, die Reihe Zq,, fﬁr
rm0
alle ¢ konvergiert und

lim ¢~* 2 %-l =1
t—> 00 n=0
ist. Der Zusammenhang zwischen beiden Methoden ist folgender:
Wenn die Reihe ¢y + ¢, + - - - B-summabel sst, so st 0+ co+ ¢, + - - -
B’-summabel zur gleichen Summe und umgekehrt®.
Beweis: Wir setzen ¢y + ¢, + -+ + ¢, =s, und zeigen, daB, wenn
00 00
eine der beiden Reihen Ec,,”i’ und ):s,._l-,%- konvergiert, das auch
0 1
fiir die andere der Fall ist und die Gleichung gilt:

¢ © . 0o P
-— —
aoje %c,-ﬁdx—?s,_l—”! :

a) G(x) = 2:‘ Cn :—’; konvergiere fiir alle x, d. h. sei eine ganze Funktion.
Dann gilt dasselbe fiir die auf der linken Seite stehende Funktion ¥(¢),
die demnach in eine bestindig konvergente Potenzreihe ?Y’"’ (0) %
entwickelbar sein muB. Wir haben:

* Es konnte verwunderlich erscheinen, daB hier ein Unterschied zwischen
den Reihen ¢y +¢, + -+ und 0 + ¢4 + ¢; + * - - gemacht wird. Aber die Borel-
summablen Reihen verhalten sich, wie man an Beispielen zeigen kann, keineswegs
so wie konvergente Reihen, bei denen man endlich viele Glieder wegnehmen darf,
ohne die Konvergenz zu stren. Vielmehr kann es vorkommen, daB 0 + ¢y + ¢, + **°
summabel ist, wihrend das fir die gleiche Methode bei cq + ¢, + - - nicht
zutrifft.
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P@)=¢[e*G(x)dx, also ¥(0)=0;
(1]

]
Pt)=¢fe*G(x)dx+GH) =¥ (O +G(t), also ¥'(0) =co=S%:
0

) =P'@+G (¢, also P'0)=s+c=s;

o O =Y*-0(@) + G-V, also PW(0)=¥*-D(0) +cu-
Ist schon bewiesen, daB ¥®~1(0) =s,_¢ ist, so folgt ¥™ (0) =s,_1.
Da es fiir =0, 1, 2 gilt, so ergibt es sich allgemein.

b) fs,_l% konvergiere fiir alle £. Dann gilt dasselbe fiir die

1
r

nl’

0 ‘“-1 o0
Ableitung s, —7 = 2 Sa
1 [)

n—1)! also auch fiir die Differenz

o - .
co + X (Su—Su—1) T 2_5:'7; . Nun kann man wie bei a) fortfahren.
1 ¢ (1}

Es ist also , o . o -
o/e“:‘,‘c,,;—!-dx=e“§s,,_,;-!-.
Ist o+ ¢, + - - - B-summabel, so hat die linke Seite fiir {—~oo einen Grenz-
wert, also auch die rechte, d. h. die Reihe mit den Partialsummen g, =0,
¢1="5¢» g9 =5, '+, d.i. die Rethe 0 +¢o+¢; + - - - ist B’-summabel.
Trifft umgekehrt das letztere zu, so hat die rechte Seite fiir £ —+o0
einen Grenzwert, also auch die linke, d. h. ¢y + ¢, + * - - ist B-summabel.
Eine der in der Summabilititstheorie interessierenden Fragen ist
die, wie sich die ,,Potenz d. h. die Summierungskraft eines Verfahrens
zu der eines anderen verhilt: Ist eine Reihe, die nach dem einen Ver-
fahren summiert werden kann, auch nach dem anderen summabel? In
dieser Richtung beweisen wir nun folgendes:

[ ]
Ist die Reshe X c, B'-summierbar zur Summe I, d. h.
0 [- ]

F(t)=e"‘2$,.—§‘——>l fiir t-o0,
0

o0 .
und ist I c, x® fiér | x| <1 konvergent (d.h. kann das Abelsche Verfahren*
0 oo

siberhaupt angesetzt werden), so ist X c, auch Abel-summicerbar zur Summe 1,

d.h. o

gx)=2eux" >l fir x->1.
0
Allgemesner:. Ist

F(i)~It* fiir t—-o0 (e >—1),
~ Il (a+1)
L g~ =T
* Seine Definition siehe S. 78.

so st
féir x> 118,
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(-]
Bemerkung: Wenn JX¢, 2" fiir |x|<1 konvergiert, so gilt das-
0

oo

00 oo
"
selbe fiir Zs, = -1—1—}— 2 ¢y x". Hieraus folgt aber, daB 2 S ¢
0 0

0
tiberall konvergiert, so daB diese fiir die Anwendbarkeit des B’-Ver-
fahrens notwendige Bedingung von selbst erfiillt ist.

Beweis: Q{F} existiert fiir s >0, und zwar ist
00

1(s) =ofe-"+1>'2 2 f —EDipmg = 2 (s+1),,+,,

wobei die Vertauschung von Summe und Integral nach Hilfssatz 1
(Anhang) gestattet ist. Aus F () ~ [ ¢* fiir £ —~o0 folgt nach Satz 1:

/(s)~l£s(:—‘%1-)— fir s-o0.
Setzen wir
s;_;=x, also s=1:x,
so steht da:
el 1
23 LI T (o + 1) (—-i;)a+
0
oder

o

oo 00
— " o ¥ 1) .. -
(1——x)23,,x"_02a,,x lI’(a+1)“_x)a (T—ap fir x->1.

Der Satz besagt, daB die ,,Abel-Transformierte’ g(x) einer Reihe
fir x - 1 in demselben MaBe gegen 0 (—1 < a < 0) bzw. gegen oo (« > 0)
strebt wie die ,,Borel-Transformierte’ F () fiir £ —oo.

Etne funktionentheoretische Anwendung: Das Funktionselement
00
Sa,x"= 23 a,c"?r habe den Konvergenzradius 1. Ist die dadurch
0

erzeugte Funktion in einem Punkte ¢'? des Einheitskreises regulir,
so ist die Potenzreihe dort sowohl nach Abel als nach Borel summierbar
(¢*? liegt dann im Innern des Borelschen Summabilititspolygons).
Ist der Punkt aber ein singulirer, so braucht weder das eine noch das
andere der Fall zu sein. Unser obiges Ergebnis zeigt nun: Ist die Potenz-
reihe in einem Punkt des Konvergenzkreises B’-summabel, so existiert
sicher der Abelsche radiale Grenzwert, d. h. wenn dieser nicht existiert,
so kann die Reihe auch nicht nach Borel summiert werden. Fiir Punkte
des Konvergenzkreises ist also die Abelsche Methode ,,potenter* als die
Borelsche 125,

* *
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In Satz 1 wurde etwas iiber das asymptotische Verhalten von F
vorausgesetzt. Wir wollen aus ihm nun einen Satz ableiten, der eine

t .
Annahme iiber das Verhalten von f F(tr)dr macht und dadurch eine
0
Verallgemeinerung des Analogons zum Abelschen Stetigkeitssatz dar-
stellt.
Satz 2. F(t) set eine I-Funktion und
t
D(t) = fF(r) dv ~CUt fiir t—>o0o0  (C beliebig komplex, y >—1).
0

.

Dann existiert L{F} = f(s) fiir Rs >0, und es gt

r'(y+1)
fls) ~ €10

)

wenn [(s) im Winkelraum B: |arcs' =9 < —T;— zwerdimensional gegen 0
strebt.

Beweis: Zunichst folgt durch verallgemeinerte partielle Inte-
gration:

/we—sfF(t)dt =e 0P (w)—e " D(e) + s/we‘“d‘(t)dt-

Wegen @ (t) = O (t*) streben bei Rs > 0 fiir ¢ > 0, w - oo die beiden ersten
Glieder gegen 0, wiahrend das letzte konvergiert, so daB auch die linke
Seite konvergiert und die Beziehung besteht:

[oo]

f(s) = sfe““di(t)dt.

0
Die Anwendung von Satz 1 auf dieses Integral fiihrt zu unserer Be-
hauptung 126,

Speziell fiir y = 0 erhalten wir das Analogon zum Abelschen Stetig-
keitssatz.

In Satz 1 stellten wir eine Beziehung zwischen ¢ o0 und s -0
her. Verhilt sich F () bei ¢ =oo nicht wie eine Potenz, sondern wie
eine Exponentialfunktion, multipliziert mit einer Potenz, so #uBert
sich das bei f(s) durch das Verhalten an einer von s = 0 verschiedenen
Stelle.

Satz 3. F(t) set eine I-Funktion und
F(l) ~Aei* fiir t »o0 (A und s, beliebig komplex, o >—1).
Dann existiert f(s) = Q{F} fiir Rs>NRs,, und es ist
Tla+1)
f(s)~ (s—so)“+l ’
wenn s im Winkelraum |arc (s —sp)| =9 < 7; zweidimensional gegen s,
strebt.

Doetsch, Laplace-Transformation. 13
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Beweis: Auf ¢~*'F und Q{e~**F}=f(s +s,) 14Bt sich Satz 1
anwenden und liefert:

fs+sg)~4 I’£¢++11) fir s-0
d. h
Ia+1 .
/(s)~A—(s—_-%.-)¢—l—, fir s->s,.

Die bisherigen Sitze bezogen sich auf quotientenasymptotische
Darstellung. Wir gehen nun zu Darstellungen iiber, die einen differenz-
asymptotischen Charakter haben.

Satz 4. F(t) sei eine I-Funktion und fiir t=1 in der Form

F(t)=Ae*t* 4 F,|(t) (A, so und a beliebig komplex)
darstellbar, wo t* den Hauptzweig bedeutet und L {F,} eine Konvergenz-
abszisse B, besitzt mit f; < Rs,. Dann existiert L{F} = f(s) in der Halb-
ebene Rs>Rs,, ldpt sich aber in die Halbebene Rs > P, fortsetzen und
dort so darstellen:

)a+l +g($) /uf a#—1

_(i’::—li)f!— (s—so)? ~tlog (s—so) +g(s) fiir a=—p,

wo p eine positive ganze Zahl und g(s) eine in Rs > B, regulire Funktion
bedeutet 137,

1
Beweis: Da Q{F;} fir Rs > B, regulir und fe““A et t*dt eine
0
ganze Funktion ist (vgl. 4.1), so brauchen wir bloB
[e At =at
1

zu betrachten. Dabci kénnen wir uns auf s, = 0 beschrinken, da die
Multiplikation der L-Funktion mit e’ nur den Ersatz von s durch
s—s, bedeutet. Es handelt sich also um

I(s, @) =/e““t°‘dt.
1
1. Ist Roe>—1, so ist
] 1
I(s,a) =fe"'t°‘dt—-fe“‘t“dt.

Das erste Integral konverglert firRs>0 und ist gleich ——( + 1)

(s.S.22),
das zweite ist eine ganze Funktion.

2. Es sei Ra=—1, aber a keine negative ganze Zahl. Dann folgt
fiir }s > 0 durch partielle Integration:

0o
Ch 2 [ eera
1 a4t ’
1

A+l
-— p— 8
I(s,a)=¢ fa+1
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Da i = ¢#'¢' den Hauptzweig bedeutet, also log1 =0 zu setzen ist,
so ist 12+!=1.und

I(s,0) =—

e"S

—a—_{:—r"*' ¢+1 I(S ¢+1)
Durch ¢g-malige Anwendung der partiellen Integration ergibt sich:

I(s,a)=—

-1
¢ (a+1+(a+1)(a+2)+ +(a+1) (a+q))

+(a+1) (a+q)1(s a+g).

(Da « keine negative ganze Zahl ist, so kann a + ¢ nie 0 werden.) Der
erste Summand ist eine ganze Funktion. Wir wihlen ¢ so groB, da8
Ra + ¢ >—1ist. Dann 1aBt sich auf I (s, « + ¢) das unter 1. gefundene
Resultat anwenden:

_r (a +q+1)

Also ist
q r -
I(s,a)= (a+1)- : ) (a+q) '(aat,qj‘; : + ganze Funktion
P(: j—l ) + ganze Funktion.

3. Es sei nun « eine negative ganze Zahl. Wir betrachten zunichst
den Fall a =—1:

[

-8t
1(s-1)—f“ at fir Rs>o0.
Es ist

s

I'(s,—1) =—/ -"dt—-———--—: ~+—'—:: :
also

I(s,—1)=—1logs +f "'Tf_ du.
1

— —u
Definiert man die Funktion ' —1; - fiir # = 0 durch ihren Grenzwert 1,

so ist sie in der ganzen Ebene regulir, ihr Integral also auch. Damit
ist unsere Behauptung fiir « = —1 bewiesen.

Ist nun @ = —p (p = 2 oder j oder . ..), so wahlen wir in der unter 2.
bewiesenen Formel ¢ = p—1 (das ist der duBerste Wert, fiir den wir
sie noch anwenden kénnen) und erhalten:

I(s.a)— _,-( 1 s S ) S
I P R T ) e L P | e ey A R B P e
- 1 s SP" s? l( ’)P 1
¢ ( pri T prg Y EpE T ,)+——(,,_--.—)...-, Tts.—

((p 3), s?~!log s + ganze Funktion.

13*

+q)

1)



196 10. Kap.: Abelsche und Taubersche Siatze.

In Satz 4 haben wir u. a. eine /-Funktion bekommen, die in s =,
eine Singularitit vom Charakter (s— sy)?log(s—s,) hat, aber nur fiir
¢=0,1,2,... Es fragt sich, ob man nicht auch /-Funktionen mit
diesem Verhalten fiir die iibrigen komplexen ¢ herstellen kann. Dariiber
gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 5. F(t) set eine I-Funktion und fiir t=1 in der Form

I'(a+41
Flt) = At s (logt—— r((a+ 1))) +F ()
(4, sy und o beliebig komplex, aber o +=—1,—2,...)

darstellbar, wo t* den Hauptzweig bedeutet und L { F,} eine Konvergenz-
abszisse B, besitzt mit f; < R's,. Dann existiert L{F} = [f(s) in der Halb-
ebene Rs>Rs,y, lift sich aber in die Halbebene Rs > B, fortsetzen und
dort so darstellen:

“f(s) =—4

Ts“_s—)a—rlog(s—so)-%h(s),

wo h(s) eime in Rs > P, regulire Funktion bedeutet'®8. (Fiir die hier aus-
geschlossenen Exponenten wird gerade durch Satz 4 die Erginzung
geliefert.)

Beweis: Fiir Ra >—1 fanden wir unter Satz 4 (Rs>0):
oo

1
/e“‘t"‘dt:M—/e““t“dt.
0

Sa+1
1
Diese Gleichung differenzieren wir nach «, wobei die Integrale unter
dem Integralzeichen differenziert werden kénnen, weil die resultierenden
Ausdriicke (bei festem Rs>0) in o gleichmidBig konvergieren:
1

e o]

/e“'t“logtdt _r (:: _ F(::i) logs—/e“‘t“logtdt.
1 * s 0
. L . (1) T . .
Subtrahieren wir hiervon die mit T+ multiplizierte vorige Gleichung,
so erhalten wir:
o0
/e“'t“ (logt— f‘(ﬁfi3) dt = ——Il%::——li—)logs

1 1

_ I (a+1)
— [ e “t“(logt——— dt.
A r
0/ (a+1))

Das letzte Integral ist eine ganze Funktion von s, womit unter Be;ﬁck-
sichtigung der Anfangsbemerkungen im Beweis von Satz 4 unsere Be-
hauptung bewiesen ist.

2. Asymptotisches Verhalten von f(s) bei s =o0.
Wie wir aus 4.3 wissen, strebt f(s) mit wachsendem |s| in jedem

Winkelraum |arc (s —so) | =4 < —Z— gleichmiBig gegen 0, falls s, ein
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Konvergenzpunkt ist. Das ist ein Satz von Abelschem Charakter,
denn die Konvergenz von & {F} fiir s = s, bedeutet eine Aussage iiber
das Verhalten: von F, und hieraus wird auf das Verhalten von f(s) fiir
s—oo geschlossen. Man kann nun, wenn man noch Genaueres iiber
das Verhalten von F(f) weiB, viel schirfere Aussagen iiber die Null-
strebigkeit von f(s) fiir s —oo machen. Wir erinnern zunichst an einen
Satz, der uns bereits bekannt ist und der die gleichmiBige Nullstrebigkeit
nicht nur fiir einen Winkelraum von der Offnung < 7, sondern fiir eine
Halbebene aussagt. Er entsteht durch Kombination der Sitze 1 [4.3]
und 4 [4.3].

Satz 6. L{F}=1/[(s) se: auf einer Geraden Rs=a gleichmifig
konvergent. Dann strebt f(s) in der Halbebene Rs=a fiir s~ oo gleich-
mdfig gegen 0.

Weill man das, was in diesem Satz iiber F vorausgesetzt wurde, von
seiner Ableitung, so kann man die Stirke des Verschwindens von f

sogar durch z abschitzen.

Satz 7. F(t) sei fiir t >0 differenzierbar und in t = 0 stetig. L{F'}
konvergiere in einem reellen Punkt o > 0 und sei fiir Rs > o beschrinkt.
(Dazu geniigt z. B., daf L {F'} fiir s = o absolut oder fiir Rs = o gleich-
mdfig konvergiert.) Dann ist

Q{F} = f(s) :—.0(“%) fir s— o0,
gleichmd‘ﬂig in der offencn Halbebene Rs>qg. — Ist L{F'} auf Rs =0

gleichmdfig konvergent und F (0) = 0, so ist sogar f(s) = o (T%T)

Beweis: Nach Satz 1 [8.3] ist fir Rs >0>0
L{F'} =s{F}—F(0),
also
Aus der Beschrinktheit von ¢ {F’} folgt die Behauptung. — Ist & {F'}
auf Rs = o gleichmiBig konvergent, so ist nach Satz 6: & {F'} =o(1).

Ist auBerdem F (0) =0, so ist f(s) =0 (Té—')

Satz 7 148t sich so verallgemeinern:

Satz8. Wenn F(t) fiir t=0 n—1-mal, fiir t > 0 n-mal differenzierbar
und FP=D(t) in t=0 stetig ist, wenn ferner L {F™} in einem reellen
Punkt o > 0 konvergiert und fiir Rs > o beschrankt ist, und wenn schlieflich

F(O)=F((0)=-=F"-2(0)=0
ist, so gilt:
QF}=f(s)=0 ( ! ) fiir  s->o0,

Is*
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gleschmdPsg in der offenen Halbebene Rs >o0. — Ist L{F™} fiir Rs =0
glesichmaPsg  komvergent und auch moch F®—1(0)=0, so ist sogar

=o-1
fo=e(c5)-

Beweis: Nach Gesetz III, in 8.3 ist fir Rs>e¢>0
Q{F(")}=s"Q{F}—F(O)s""l—-F'(O)S""z—‘"—-F(”~2)(0)S'—F(”-l)(o)-

Hieraus folgen sofort alle Behauptungen.

Satz 7 148t sich noch in anderer Richtung verallgemeinern. In den
Anwendungen kommt es manchmal vor, daB F’ nicht fiir > 0, sondern
erst von einer Stelle T an existiert, daB aber F zwischen 0 und T wenig-
stens von beschrinkter Variation ist. Um diesen Fall zu erfassen, schicken
wir eine Verschirfung des Riemannschen Lemmas (Satz 3 [4.3]) fiir solche
Funktionen voraus.

Lemma. Ist F(t) tn 0=t=T von beschrankter Variation, so ist
T
/e'“F(t)dt:O(I—:—l> fir s—o00
0

tn der abgeschlossenen Halbebene Rs=0.
Setzt man s=x + 1y, also

_[Te"‘F(t)dt =/Te“"’" [e=*'F(t)) dt,
6 0

so besagt dieser Satz fiir festes x, daB der , Fourier-Koeffizient* einer

Funktion von beschrinkter Variation O (ﬁ) ist, eine in der Theorie

der Fourier-Reihen oft benutzte Tatsache. *

Beweis: F (), das wir als reell voraussetzen konnen, kann in die Gestalt
F, (t) — F; (t) gesetzt werden, wo F; und F; monoton abnehmende Funk-
tionen sind. Es geniigt, die Behauptung fiir F; zu beweisen. Nach
dem zweiten Mittelwertsatz (siehe S. 42) ist fiir s < 0:

T 14
—st —st 1—e™ '

[ R@a=E@ [era=Fo =",
0 0
wo 7 einen gewissen (natiirlich von s abhingenden) Zwischenwert zwischen
0 und T bedeutet. Also ergibt sich tir Rs=0, s=0:

T
[erFaa
0
Nun konnen wir folgendes beweisen:

Satz 9. F(t) ses fiir t=T differenzierbar und fiir 0=t =T von be-

1+e~ R _ 2F()
[sl = Is| ~

=|F,(0)

0
schrdnkter Variation. f e~ F'(t)dt konvergiere fiir ein reelles s=a>0
T .
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und sei fiir Rs > o beschrinkt. Dann ist

1 .
f(s) = ( Sl) fiir s—>o0,
gleichmipig in Rs>o.
Beweis: In

T 00
f(s) = / e~*'F(t)dt + / e ' F(t)dt = f,(s) + £,(5)

ist f,(s) = ( ¥ ) fir ® s > 0 nach dem Lemma. Weiter ist fir Rs > o
nach Satz 1 [8. 37

./e"’F' (t)dt:e—ﬂfe—=fF'(T+r) dr=e-‘T[sfe'"F(TJrr)dr—F(T)
T 0

=s[e~S'F(t)dt—F(T)e*T.

T

Also ist fir Rs>o

|sf,(s){§’fe“‘F'(t)dt| + |F(T)|e~°T < const.
T

Wir gehen nun zu Sitzen iiber, die aus einer gewissen Voraussetzung
iiber das Verhalten von F(¢) in der Nihe von ¢ =0 die Art des Ver-
schwindens von f(s) fiir s—»oo scharf abschitzen. Wir schicken den
extremen Fall voraus, daB F (¢) auf einer Strecke rechts von ¢ = 0 identisch
0 ist.

Satz 10. Wenn Q {F} eine Halbebene bedingter Konvergenz besitzt und
F(t)=0 fir 0<t=a

ist, so gilt in jedem Winkelraum B : ]arcs;§19<—72i
f(s) =0(e*%*) fiir s—>oo.

Beweis: Wir wihlen einen reellen Punkt s, > 0, wo € {F} konvergiert.
Dann ist nach Satz1 [8.2] fir Rs>s,:

(s) =f°°e““F(t)dt =sioe“‘fF(1)dtdt
und ) ’ ’
f‘F(t)d-r:o(e‘") fir ¢—o0,
also ’

<Ceé* fiir t=a

/F(r) dr

und folglich

1) =|s|C f e~ Rs—s)t gy — C?)t_slﬁ_‘—(m—")'-
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In W ist fir Rs=2s5,

sl _ Isl _ 2
&Rs——so— 3Rs = cosH’
also
2Ce**
10| =2 e,

Fiigt man noch Voraussetzungen nach Art der von Satz 6 hinzu,
so kann O durch o und der Winkelraum % durch eine Halbebene ersetzt
werden:

Satz11. Wenn L {F}={f(s) fiir s=o0 (reell) absolut konvergiert
oder auf einer Geraden Rs = o gleichmdfig konvergiert, wenn ferner

Ft)y=0 fir O<t=a
ist, so gilt in der Halbebene Rs=o gleschmaipfig:

f(s)=o(°*%) fiir s—oo.
Beweis: f(s):foe"‘F(t) dt:e““fme*‘“F(a—}—u)du
4 0

Nun braucht man bloB auf e**f(s) den Satz 6 anzuwenden 12,

Wir gehen jetzt zu dem Fall iiber, daB F (¢) sich bei ¢ = 0 wie eine
Potenz von ¢ benimmt. Es wird sich dann herausstellen, daB f(s) wie eine
negative Potenz fiir s oo gegen 0 konvergiert, und zwar um so stirker,
je stdrker F fiir ¢ — 0 gegen 0 strebt. — Der folgende Satz sieht formal
genau wie Satz 1 aus, hat aber inhaltlich eine'ganz andere Bedeutung.

Satz 12. {{F} =f(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz,
und F (t) habe die Eigenschaft

F@t)y~Bt¥ ftir t->0 (B beliebig komplex, p>—1).
Dann gilt
f(s)~3—%l fir s->o00 in W: |arcs|_—‘51‘}<—’21,

und zwar gleichmdifig fiir alle s mit demselben R s 130,
oo 1 o0
Beweis: Wir setzen / e SF()dt = f + f . Das zweite Integral ist
0 0 1

nach Satz1oin 2 gleich O (¢~ %®¢), also o ——;—_H— , kann daher auBer
S

Betracht bleiben. Im ersten Integral f,(s) setzen wir
F(@t)=Bto +¢(t)tF
mit &(f) = 0 fir £> 0. Dann ist

1
his)=[e** (B + e ) dt
1]

-] 1 0
= [e "' Bfdt+ [e*e(t)tPdt— [e-* B at
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und folglich, wenn 0< T <1 ist:
h(s)s#*1—BI (B +1)

-___—_sp+1

T 1 oo
feste@)Pdt+ [ee(t)#dt—B [ o=t dr}.
0 T 1

Zu gegebenem & > 0 wihlen wir zunidchst T so klein, daB |e(f)|=e fir

0<t=T und folglich fiir Rs >0
PoT
Jerewpar
lo 0

ausfallt. Mit diesem festen T ist fiir Rs >0

©©

éa/e"“‘tﬂdt = em—féf);:l)

1
[e=ste(t) # dt
T

1

ée“”"’rﬂe(t)lt"dt=K,e‘9“r;
T

ferner ist fiir Rs>1:

/me““tﬂdt!=
1

o0
[e“‘*”‘e“tﬁdt
1

00
S0 [otpay g 90
1

Also erhalten wir fiir Rs>1:
! B+1 |8] \£+1
O —BI @+ 1)|=el B +1) ()
+Kle—msT|slﬂ+l+ BKﬂe_m‘|51p+l'

c 1 )
In W ist %’;—;écos 3 ferner bei wachsendem Rs:

emRsT|s)p+1 == %RsT (Rscosd)f+1 0, ¢~ Rs |s|f+1>0.
Also ist fiir alle hinreichend groBen s in B:
|f1(s) $P+1— BI'(B + 1) | = Kqe,
was unsere Behauptung beweist.

* *
*

Satz 12 kann dahin verallgemeinert werden, daB8 die Vergleichsfunk-

tion #* mit einer fiir ¢ > 0 stetigen, positiven Funktion L (¢) multipliziert
wird, die die Eigenschaft
I—‘I:(‘-(%;;—) -1 bei x>0 fir jedes »>0

hat. Analoges gilt fiir Satz 1, wo diese Eigenschaft von L (x) aber fiir
¥ -+ 00 zu verlangen ist. Funktionen dieser letzteren Art heiBen , Jangsam
wachsende Funktionen', gleichgiiltig ob sie wachsen oder fallen oder

oszillieren. (Ist die Eigenschaft fiir x — 0 erfiillt, so ist L (% eine langsam
wachsende Funktion.) Funktionen der Gestalt x* L(x) (x> 0) heiBen
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,,reguldr wachsende Funkiionen''. Man kann von den langsam wachsenden
Funktionen elementar folgendes zeigen*:
a) x’L(x) —+oo und ¥~ *L(x) =+ 0 fiir x >o0 und jedes ¢ > 0.

b) L )) strebt in jedem abgeschlossenen Intervall, das den Punkt

x = 0 nicht enthilt, gleichmiBig gegen 1.
Die Standardtypen der Funktionen L (x) sind
logx, loglogx, logloglogx,...
sowie ihre Produkte und Potenzen mit positiven und negativen Ex-
ponenten; so ist z. B.

log log # x = log (log x + log %)
1 \ 1
=log[10g x<1 + l::::)]:loglogx-}- log<1 + 12’;:)

also
log log «
log log »
Satz 13. L{F}=/[(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz,
und F () habe dic Eigenschaft
F(t)~BtL(t) fir t—>0 (B beliebig, >—1),
wo die positive, fiir x> 0 stetige Funktion L (x) die Bedingung
L (u x)
L ()
erfillt. Dann gilt:
gLE+1),

fls) ~ BTG () fir s (reeil) » oo

-1 fir x-o00.

+1 bet x>0 fiir jedes u>0

Beweis: Es geniigt, f e~s'F(t)dt=f,(s) zu betrachten, da nach
0
Satz 10 f =0 (e”°), also wegen der obigen Eigenschaft a) von L (x)

gleich o ( 7 L ( L)) ist. In f,(s) setzen wir
F(t)= B¢ L()F,(),
wo Fi ()= 1 fir -0, und erhalten (st = u):
1
h(s)=B [e**¢f L(t) F,(t)dt
0

§

ogtr() e ) )

: +(3)

* Siehe ]. KARAMATA: Sur un mode de croissance réguli¢re des fonctions.
Mathematica (Cluj, Rumanien) 4 (1930) S. 38—53 [Corollaire 2, S. 45].

L3
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Sperren wir die Punkte ¥ = 0 und % = s durch Teilintervalle ab, so strebt

. L l
auf Grund der obigen Eigenschaft b) die Funktion ——-—E—:—;— F, (—'si)
L=
K]
bei wachsendem s gleichmiBig gegen 1 und daher das ganze Inte-
gral gegen /c““u”du~=1"(ﬁ+ 1).
0

§ 2. Taybersche Sitze reeller Art.
Der Abelsche Stetigkeitssatz fiir Potenzreihen ist bekanntlich nicht

1—2z

[- -]
umkehrbar. So hat z.B. die Funktion ¢ (z) = — =22"([2|< 1)
0

fiir z—+—1 den Grenzwert —12- aber die Reihe konvergiert fiir z =—1

nicht. Als erster hat TAUBER eine nichttriviale, aber ziemlich an der
Oberfliche liegende Bedingung angegeben, unter der von der Existenz

oo
des lim X a, z* fiir reell gegen 1 strebendes z auf die Konvergenz von
0

0

< a, geschlossen werden kann, nidmlich a, = o(%), und daher nennt
0

man alle Sitze, die den Abelschen Stetigkeitssatz bzw. seine Verall-
gemeinerungen unter einer Zusatzvoraussetzung, insbesondere iiber a,,
umzukehren gestatten, Taubersche Sdtze. Wir werden hier fiir die
Laplace-Transformation gleich das Analogon zu dem wesentlich tiefer

liegenden Satz, der spiter gefunden worden ist und der a, = 0,_(-:'—) als

Zusatzvoraussetzung hat 138, beweisen. Bei Sitzen dieser Art wird auBer
der Existenz von lim f(s) fiir reell gegen O strebendes s eine einseitige
Beschrinktheitsvoraussetzung iiber F (f) zu fordern sein. Sowohl hin-
sichtlich f(s) wie F () bezieht sich die Betrachtung ganz auf reelle Werte
der Variablen. Wir werden die betreffenden Sitze daher ,,Taubersche
Sédtze reeller Art' nennen. Ihnen sind in neuester Zeit Sitze an die
Seite getreten, bei denen abgesehen von einer Beschrinkung fiir F
noch ein gewisses funktionentheoretisches Verhalten von f(s), z. B. bei
Anniherung an die Konvergenzgerade, gefordert, dafiir aber auch eine
sehr scharfe Folgerung hinsichtlich F(f) gezogen wird. Sitze dieser
Gattung werden wir als ,, Taubersche Sitze funktionentheoretischer Art"
bezeichnen (siehe 10.3).

DaB der Abelsche Satz 1 [10.1] nicht ohne weiteres umkehrbar
ist, wird drastisch durch folgende Betrachtung gezeigt:

Hat F fiir ¢t > oo einen Grenzwert A, so ist nach jenem Satz (x = 0)

f(s) ~ 1:— . Hat F keinen Grenzwert, so liegt es nahe, in Analogie zu den
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Cesaroschen Mitteln bei Folgen hier durch Integrale gebildete Mittel
zu betrachten:
t\ k
( /) F(r)dt
,l,,(t)zk!-“——T—— k=1,2,...),

£\ k
wo ( f ) ein k-fach iteriertes Integral bedeuten soll. In der Faltungs-

0
symbolik kénnen wir dafiir auch anschaulicher

Fat*®
ml) = Fii
schreiben. Hat y,(¢) fiir ¢ > oo einen Grenzwert 4, so sagen wir, F(f)

habe einen Mittelwert &' Ordnung fiir £—>o00138. In diesem Fall ist
k

F*1"‘~A1"’+‘=A%,
also nach Satz1 [10.1]:
A
F .k ~ f )
Q{F *x1*%} T ir s—0

Nach Gesetz I1, ist, wenn £ {F} existiert, die linke Seite gleich Q {F} —1-,; ,
N

so daB wir erhalten:
A

/(S) ~ fiir s—=>0.
Die /-Funktion ist also ganz unempfindlich dagegen, ob F(¢) fiir { > oo
einen Grenzwert oder nur einen Mittelwert hat. Man kann daher aus

f(s) ~ —;i fiir s > 0 unmdoglich auf F(f) ~ A fiir ¢t > oo schlieBen.

Wir werden nun eine Taubersche Umkehrung sowohl von Satz 1
bzw. 2 wie auch von Satz 12 bzw. 13 [10.1] beweisen, und zwar werden
beide aus folgendem Satz flieBen:

Satz 1. Es sei F(t)=0 und L {F} fiir s >0 konvergent. L (x) sei eine
filr x>0 stetige, positive Funktion mit der Eigenschaft*

Aus LL(?;)’)—M fiir jedes >0 bei x—->o00 (bzw. x> 0).
fe""F(t)dtNCs"’L (—}) bei s> 0 (bzw. s o0)
’ (C=0, y»=0)
folgt
Je g Fat~ C%L(%)J"_'q‘e"""”d‘ bei y>0
° CL(g_)q(a) bei =0

fiir s>0 (bzw. s-> o00)
* Vgl. hierzu S. 201.
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tiir jede in 0 =<x =1 definierte Funktion q(x), die dort stetig ist bis auf
hichstens eine im Innern liegende Stelle x,, wo sie einen Sprung aufweist 134,

Beweis: Ist #» (ganzzahlig) = 0, so strebt mit s auch (» + 1) s gegen 0
(bzw. 00), also ist

w0
/e"' et F(t)dt ~Cs=7(n+1)-7L (m) fiir s—0 (bzw. s—»00).
({)Vegen
1
L<'L_€x; x) -1 fiir x >oo (bzw. x - 0)
ist
L(E-_:—”—;)~L(ls) fiir s—0 (bzw. s —>00),
also
o0

/ e (e~ ) F(t)dt~Cs~7(n+1)"7L (%)

0o

s7Y 1 et gy — .
_ C___P(y)L(?>/e Ee~mer—tdt  (y>0)] fiir s—»0
. 0 (bzw. s — o0).
cL(4) (y=0)

Hieraus folgt aber fiir jedes Polynom p(x):
00 cs L(L)/ ~tp(e=)r—Ldt 0
() [epemF@ai~] TH\s) )P v>0)

0

CL(+)p() (r=0)

fir s—>0 (bzw. s >00).
Es sei nun ¢(x) eine Funktion, die in 0 = x =1 stetig ist mit Ausnahme
einer Stelle x, im Innern, 0 < x,< 1, wo sie einen Sprung, also von
links und rechts Grenzwerte, aber verschiedene, hat. Wir grenzen um
%, ein ganz zu (0, 1) gehoriges Intervall |x — xy| =6 ab und ersetzen
dort ¢(x) durch eine unterhalb ¢(x) verlaufende stetige Funktion*.
Die aus diesem Ersatzstiick und dem Restteil von ¢(x) bestehende,
in 0=x=1 stetige Funktion nennen wir ¢,(x). Analog konstruieren

* Z.B. dadurch, da8 wir im Falle ¢ (¥, — 0) >¢ (¥, + 0) den Punkt #,, ¢ (¥, + 0)
geradlinig mit dem Minimum von ¢ (¥) in (¥, — d, x,) verbinden. Wird dieses
zufallig in 7, (und nur in x,) angenommen, so verbinden wir zunichst x,, ¢ (¥, + 0)

0
mit dem Punkt x, — X g (%o — 0) geradlinig und dann diesen Punkt mit dem
Minimum in (xo — 0, xg— —g—) Wird dieses wieder am rechten Ende angenommen,

so verbinden wir zunichst mit », — % 6, q| xo— 5 | usw. Entweder bricht dieser

ProzeB ab, oder wir erhalten ein gegen x, — 6, ¢(x, — 6) konvergierendes Polygon
mit unendlich vielen Seiten.



206 10. Kap.: Abelsche und Taubersche Satze.

wir eine in |x— x,|=6 oberhalb ¢(x) verlaufende stetige Funktion
¢s(x). Dann ist
Q) =g(*)=q(x) in |r—x|=4
und
¢:(x) =¢q(x) =g4(x) im Rest des Intervalles [0,4].
Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz kann man zwei
Polynome #,(x) und p,(x) so bestimmen, da8
$1(%) =1 (%) = ¢5 (%) =5 ()
und
g (1) —p(x)=¢, pa(¥)—gs(x)=¢ In O0=x=1
ist, wo ¢ >0 beliebig, aber fest vorgegeben ist. Dann folgt, zunichst
im Falle y >0, weil F(f)=0 ist:

s? 3 s 3
A / g F Y dt= / e F ) dt
L(s)o L<S)° o

éLé)/r“p,(r")F(t)dt.

0
Nach (1) erhalten wir fiir s + 0 (bzw. s —+o0):
[~ <]

@ limint /e”"q(*")F(t é_("f—'ﬁx(e“‘)t"‘dt.
)

1]

Ganz analog finden wir:

(3) limsup (s/,) /e“‘q(e—“)F(t)dtéT-((;—)'/-e“p,(e“)t""ldt,
il

S

0 0

also
[+ <)

lim sup —lim inf = ~(—/ et [pale ) —pre~h]er—tat.

Fir je7'—xy|=6, d. h. t, = ——log (%o + 6) =t=—1log (xg— ) =1, ist
0=py(e™")—py(e”)=M,

wo M eine Konstante ist, die unabhingig von 4 und & gewihlt werden
kann (bei der oben angegebenen Konstruktion von ¢,(x) und gg(x) ist
¢:(%) = untere Grenze von ¢(x), ¢,(*)=obere Grenze von ¢(x), also
¢s— ¢, = Differenz dieser Grenzen. Hat man von vornherein &< 1
gewihlt, so ist p,— p, kleiner als eine Zahl, die um 2 groBer als diese
Differenz ist). In dem iibrigen Teil des Intervalls 0---oco ist

0=py(e™') —pr(e7") =2¢,
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also
3 M Iy
. . . . 28 —¢ -1 -t _1
limsup—Jliminf=C o) ofe tr-tdt+ C————P(y) ‘fe tr-tdt.

Denken wir von vornherein #;—¢, = log -%;—g—, d. h. 8 so klein ge-

wihlt, daB
by
M —t 4y —1
——-—P(y)‘/e r-ldt=e¢

ausfillt, so ergibt sich:
O=limsup—liminf=3Ce.

Da ¢ beliebig klein sein kann, so ist lim sup = lim inf, d. h. es existiert

[~ ]

lim :é—)fc"‘q(e"") F(t)dt.

v
In (3) kdnnen wir also lim sup durch lim ersetzen, woraus sich ergibt:

-] (-]

lim——LZ:)/e"‘q(e"‘)F(t)dt—~T%)fe“q(e“‘)t"ldt
S

0

=]

)
C

Tm/‘"'U’z(“')—q(r‘)]ﬂ*‘dt

]

=

ér—f;)—fe-*[p,(e—')-ﬁ,(e—')]ﬂ—ldtégce.
0

Damit ist die asymptotische Relation in unserer Behauptung fiir y > 1
bewiesen.

Ist y = 0, so wahlen wir zwei ganz beliebige Polynome p, (x), p,(x),
die nur den Bedingungen

Pi(x) =q(x) =p,(x),
Pi(1) =q(1) = p,(1)

zu geniigen brauchen. Dann ist wegen F(f)=0:

[ b PO at= e g Fyats [ e pye-y F g ar.
0 0 o

Fiir s >0 (bzw. s—>oo0) streben nach (1) die 4uBeren Integrale, durch
L (%) dividiert, gegen C #, (1) bzw. C p4(1), folglich beide gegen C ¢(1).
Dasselbe gilt also fiir das mittlere Integral.
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Bemerkung: Fiir y >0 und L =1 4Bt sich Satz 1, analog wie wir
das bei Satz 2 tun werden, dahin verallgemeinern, daB statt der Posi-
tivitit von F (f) vorausgesetzt wird: F (¢ =0 (¥ ).

Wir formulieren nun die Umkehrungen Tauberscher Art von Satz 1
bzw. 2 und 12 bzw. 13 [10.1]. ‘

Satz 2. Es sei F(t) reell und L {F} = [(s) fiir s >0 konvergent. L (x)
sei etme fiir x > O stetige, positive Funktion mit der Eigenschaft

LL(?;;)—M fiir jedes u >0 bei x—>oo (bzw. x—0).
Ist
/(s)~Cs"‘L(~:) (C=0, y=0) fir s—0 (bzw. s—o00)
und
Ft=o
so folgt

C
— v PR ) ' —_ . — 135.
= [F)ax For L) fir t>oo (brw. t0)
Wir beweisen die hierin steckenden zwei Sitze gemeinsam auf Grund
von Satz 1. Setzen wir dort
lOfﬁr O=x<e! 0fﬁrt>f:'
g(x) = d.h. g(e=*) =

-] 1 . . 1
—fir e l=x=1 et fir o=t=
x ' s

so sind alle Bedingungen erfiillt und es folgt:

1 s"'y /

s C—+re tr=1dt beiy >0 -

[F()ydt~ Tk f‘;r $>0

0 (bzw. s —>00).
CL(?> bei y =0

Nennen wir die Integrationsvariable v statt ¢ und setzen dann % ={,
so stehen die Behauptungen von Satz 2 da.

Bemerkung: Ist L =1, so kommt in Satz 2 mit der Voraussetzung
s—>oo fiir y =0 nur der Wert C =0 in Frage, da stets f(s) > 0 fir
s - oo gilt. Die Behauptung tiber @ (¢) ist in diesem Fall trivial, nimlich
() >0 fiir ¢ 0.

Zusatz zu Satz 2: Macht man die zusitzliche Voraussetzung, dal
F (t) mit t monoton zunimmt:

F(t)=F(, fur o<t =t,,

so kann man ¢n beiden Satztezlen fiir den Fall L(x) =1 nicht blof das

asymptotische Verhalten von f F(r) dv, sondern das von F(t) selbst
0
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beschreiben; es ist dann ndmlich*
~ C y -1 .
Das ergibt sich aus folgendem

Lemma: Wenn F (f) fiir ¢ > 0 monoton wichst und bis zum Nullpunkt
uneigentlich integrabel ist, wenn ferner

14
@)= [F(r)dv~ At” (A4 undy beliebig reell) fiir i oo (bzw. ¢ - 0)
¢

gilt, so ist
F({t)~Aytr—1 fir t>o0 (bzw. t— ()13,
Beweis: Aus der Monotonie von F folgt fiir £>0,0<® <1:

t
F@t) ¢—vt) = [Fr)dv=F () (t—951),
[
also
=T IRl = 5 [T D) — 1Y PBN] SV ().
Bei festem ¢ ist fiir £—>oo (bzw. ¢ 0):

trd(t) > A, (B)"rdBt)—~> A,
also (wenn lim sich immer entweder auf {—~ oo oder auf ¢ — 0 bezieht):

—9
1—49
In der rechten Hailfte dieser fiir jedes positive # < 1 giiltigen Ungleichung

ist die rechte Seite von ¥ unabhingig, die linke hat fiir # -1 den Grenz-
wert A y; also ist

limsup ¢~?+1F (8t) = A -—27 =liminf ¢~ 7+1F(f).

liminf :=*+1F (@)= Ay.
Die linke Hailfte der Ungleichung kann so geschrieben werden:
—p—?
limsup (1)~ 7+ F(@y) =—A 8 2",
Die linke Seite ist gleich limsup ¢t~7*+1F (), also von ¥ unabhingig,
die rechte hat fiir 4 -1 den Grenzwert A4 y; also ist
limsup t=**+1F(f)=<A4y.
Damit ist das Lemma bewiesen.
Der Satz 2 148t sich im Fall L (x) =1 fiir y > 0 dahin verallgemeinern,
daB die Voraussetzung der Positivitit von F () durch F(t) = O (¢ ~?)
ersetzt wird 1%,

* Wir schreiben fiir nicht

y 1 : o -
o +1) o) weil I' (y) fir y =0 nicht definiert

1 1
ist. Versteht man unter —-7— fiir y = 0 den Wert 0, so kann —-— geschrieben
o) v Ty ®
werden.
Doetsch, Lapl Transf tion 14
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Satz 3. Es.ses F(t) reell und S{F}=[(s) fiir s >0 konvergent. Ist
f(s)~Cs~7 (C belicbig, y>0) fiir s—0 (bzw. s—o0)
und
F({t)=0.("Y fir t>o0,
so folgt

¢
0) = [ Flydvm gyt fir t=o00 (bmw.t0).
J

Beweis: Wenn
F)=—ko! (k>0)
ist, so haben wir wegen y >0:
QUF +ktr "} =Q{F}+ k') s~ (C+ kL y)s™?
fiir s =0 bzw. s —+o0, also wegen
F4+ktr-1=0
nach Satz 2

¢
- C+ar .
f(F(t)+ktV 1)dt~——1-,—6’Ti(7)—')—t” fir t->o00 bzw.t—0,
0
woraus wegen

PR Al v/ ™

1
1. _ ¥, T
oszv dr=*h o

Y
der Satz 3 folgt.

Wir behaupten nun, daB die Hilfte des Satzes 3 mit s— 0, {>oo
auch noch fiir y = 0 gilt (fiir die andere Hilfte spielt nach der Bemerkung
zu Satz 2 der Fall y = 0 keine Rolle), d. h. daB folgender Satz besteht:

Satz 4. Es sei F(t) reell und Q{F} = f(s) fiir s >0 konvergeni. Ist
f(s)=~C fir s-»o0 (C belsebsg)
und
F(t) =0y (}) fiér t>0,

so konvergiert f F(t)dt und ist gleich C%,
0

Gerade dieser Satz ist besonders interessant, weil er das eigentliche
Analogon zu der O;-Umkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes fiir
Potenzreihen ist und eine auBerordentlich allgemeine Bedingung angibt,

oo
unter der man aus der Existenz von lim f e~**F(t)dt auf die Kon-
s—=+0 ¢

o
vergenz von f F(t)dt schlieBen kann. Offenbar ist Satz 4 nicht auf

0
demselben Wege wie Satz 3 erreichbar, er erfordert vielmehr eine ziem-
lich umstdndliche Reduktion auf den Fall y =1 des Satzes 3 und auf
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einen Satz, der aus Satz 4 durch Ersatz von Op durch o hervorgeht und
also das Analogon zu der urspriinglichen Tauberschen Umkehrung des
Abelschen Stetigkeitssatzes darstelit.
Die benétigten Beweismittel stellen wir in Form dreier Lemmata
zusammen.
Lemma 1. Es sei g(x) fiir 0 < x < x, reell und zweimal differenzier-
bar. Ferner sei
gx)~>4 fir x> +0
und
g’ (x)>—c fir 0<x<z, (c>0).
Dann ist
xg'(x)~0 fir x> 4 0.
Beweis: Es sei 0<x< %, und 0<# <1, also 0<Px< x.
1. Wir wenden den Taylorschen Satz auf g(x) mit #x als Entwick-
lungsmittelpunkt an:

’ ”(1 "")’ 7
gx)=g@2) +2x1—9) ¢ B2+ ——5—¢"(&) Prx<éy< ).
Es folgt

ﬂxg’(ﬂx)=—o¥,,(g(x) —gbx)— ———ﬂ ’g”(f.)
9)
,,(g(x)-—g(ﬂx))+———~ 6}
0) c

< ‘,T_‘;(g(x) g@n)+20=9 &
Lassen wir, bei festem &, x gegen O streben, so xst lim (g (x) —g (#x)) =0,
x>0

also

lim sup 19:\:g'(19x)§—"11%&l
x>0

und folglich
limsup x¢g' () =——F—" (1 6) .
20

Dies gilt fiir jedes positive # < 1. Da die linke Seite von & frei ist, so
ergibt sich fir 9> 1:

lim sup xg (x)=0.

2. Wir wenden den Taylorschen Satz auf g mit x als Entwicklungs-
mittelpunkt an:

g0x) =g(x) + x(3—1) g (x) + 8"(&) BPr<é<a).
Es folgt
xg/(z) = £ =80 | 'Z" g (6
> g(x)i-;ga(bx) _ 1-;‘0 x’é_
g(»)—¢g (B2) 1—4 c
> T3 P Hae

14*
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also

c(1—19) .

liminf xg' (x) =— Y

x>0
Fiir -+ 1 erhalten wir:

lim inf xg’(x)=0.
x>0

Dies mit dem Ergebnis unter 1. zusammen genommen fiihrt zu
lim xg’(x) = 0.

x>0
Lemma 2. Es sei F(¢) eine /-Funktion und

F(t) =o(%> fiir ¢ o0,
also f(s)= Q{F} fiir s >0 absolut konvergent. Aus f(s) -/ fiir s—>0

folgt dann, daB / F (t) dt konvergiert und gleich / ist.
0

¢
Beweis: Mit [ F(r)dt =®(t) ist fir © >0, s>0:
0

[+

D(w)—f(s) = f (1—6"‘)F(t)dt—-—fme‘“F(t)dt.
Da fiir s>0, t=0 ’

t
0=1—e % --—-sfe‘”dtést
0

ist, so erhalten wir:
00

](D(w)—f(s)lésft]F(t)w+w/e—“|F(t)|dt.

Da nach Voraussetzung ¢ | F ()| fiir oo gegen 0 strebt, so gilt fiir das
,,arithmetische Mittel“ erst recht:

% /tIF(t)ldt:—-el(w)-*O fir w —»oo.
0

Bezeichnet ferner &,(w) die obere Grenze von t|F (t)| fir = w, so ist
&(w) —~ 0 und
. 00

[e—='|F(t)[dt= f e‘”llF(t)ldtéﬂé—:‘ife“”dt=fﬁa—’)—,
0

t ws
(] ]

also
|0 () —(5) | = s wey (@) + 22

wSs

Fiir s = Ll Jist
w

|0 —1(4)|=a@ + ).
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Wegen
f(—(%) -l g(w)=0, ¢&w)—>0 fir w—oo
folgt:
D(w)—~>1.
Lemma 3. F(t) sei eine I-Funktion und f(s)= Q{F} fiir s>0
konvergent. Aus
f(s)=1 fir s—>0
und der Zusatzbedingung

¢
Y’(t):ftF(t)dr:o(t) fir t—» o0
folgt: 0‘
[ F(xydr—~1 fiir t->oco.
0
(Dieser Satz enthilt offenbar das Lemma 2, wird aber im folgenden

umgekehrt mit dessen Hilfe bewiesen.)
Beweis: Durch verallgemeinerte partielle Integration folgt fiir s > 0:

1) =0 )dt = lim |, (Y ]+ [e e dtl.

@ -»00 e

Wegen ¥ (w) = o(w) fiir o —>o0 und

1Y) =| [tF ) de
0

=ef|F(r)|dt=¢-0(1) fir £->0
folgt ’

oo o
fey=s [T ary [T gy
0 0
(Da die linke Seite und das erste Integral existieren, so existiert auch
das zweite.) Zu jedem 4 > 0 kann man T so bestimmen, daB
|P(@)|=0t fir t>T
ist, also

0

-t ¥() -
s/c -—T—dt =

sé/me—"d ]5« ‘)l dt+9.
; |

| 0

T
sfe"‘—wt(') dt‘-{—
0

Fiir s> 0 ergibt sich:
)
sé/e ——Tdt

lim sup =4.

s=>0

Da die linke Seite von § unabhingig ist und § beliebig klein sein kann,
so folgt: .

S/e"‘gt(—t)—dt»o fir s—0.
o
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Wegen f(s) -+ finden wir also:

o0
/e“‘gts—‘)-dt»l fir s—0.
0

Nun ist aber

z‘.(i)- =0 (i) fir t—o0,

!
also nach Lemma 2*

(-]

[Eat=1.

0
Durch verallgemeinerte partielle Integration:

/“Z‘.(‘—)dt= lim -—w—‘('llj+f—;—tF(t)dt
0 ¢

s->0
@00

=JF@&

ergibt sich die Behauptung.

Wir gehen nun zum Beweis von Satz 4 iiber. Es ist f(s) - C fiir
s—+0 und fiir s>0:

[ -] 00 &
)= [eoF@ar>—k [ ertar=—5,
0 0

¢ Eine Schwierigkeit ergibt sich daraus, daB wir in Lemma 2 die L-Funktion

als I-Funktion, also bei ¢ == 0 als absolus uneigentlich integrabel vorausgesetzt

haben, was wir von ?%i) nicht wissen. Dieser Schwierigkeit kann man dadurch

begegnen, daB man bei Lemma 3 zundchst die Funktion
F (0 _{0' for 0<¥I< 1
1 F( for t=1
betrachtet. Aus f(s) —+ 7 folgt

00 1 1
hie)= [ Fiat=1(s)—[e"" Fiyat>1—[Fodt for s>o,
dena 0 0 0
1 1
[Foai— [ Fnar
[ ] 0
Ferner ist

1 -
[a—e")F@at|=(1—6*) [|F(9]at>oturs—>o.
o n

¢
tAQ) -j'l’Fl(‘t) dr=off)
0
und !%9 = 0 fir 0< ¢S 1, also gewiB bei ¢ == 0 absolut integrabel. Unser obiger

Beweis ergibt also: .
00
[F 9 dt=1—[F(t)ds.
0 0

o0
Das ist aber gleichbedeutend mit [F(f) d¢ = .
0
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also nach Lemma 1:
-]
sf(s)=—s [e~**tF(f)dt—>0 fir s—0.
0

Da
tF(t) =0.(1)

ist, so folgt aus dem Fall y =1, C =0 des Satzes 3, angewendet auf
tF(t):
t
[rF(r)dr=0() fir t->oo.
0

Dies fithrt zusammen mit f(s) - C nach Lemma 3 zu
$
[F@®dr—>C fir t-—+oo.
0

Natiirlich kann man die Tauberschen Sitze im Sinne des Abel-
schen Satzes 3 [10.1] dahin erweitern, daB man das asymptotische
Verhalten von f(s) nicht bei s = 0 durch s~?, sondern bei einer beliebigen
Stelle s, durch (s—s,)~7 beschreibt und dann fiir die Funktion ¢=** F (f)
bzw. fiir ihr Integral als Vergleichsfunktion eine Potenz bekommt:

Satz 5. Es ses e~*'F(t) reell, {F}={(s) fiir Rs>Rs, konvergent
und L (x) eine langsam wachsende Funktion. Ist

1)~ Clo—so"L (525
und

) (€=0,y=0) fir s+s@s=9s)

e~ F()=0,
so folgt:

¢
/e"'"F(‘r) drv ~
0

Ist L =1, so kann die Voraussetzung der Positivitdt von e~ W F(b) ersetat
werden durch

Cc .
—f,—(mt”L(t) fiér t—+o00.

e EF(t) =0, fiér t—o0.

Wir geben noch Satz 3 bzw. 4 eine Form, die wir spiter bei gewissen
Anwendungen brauchen werden.

Satz 6. D(t) sei fiir ¢ > 0 differenzierbar und bei t = 0 stetig. L {P'}
existiere fiir s >0, also auch L{P}=gp(s). Ist

P(s)~Cs=+tD)  fiir s»0  (C beliebig, y=0)
und
D) =0 (=Y fiér t>0,

so folgt:

C
¢(‘)~m—iyﬂ f“f t—+>o00l¥,
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Zum Beweise setzen wir @’ (f) = F (¢). Dann ist zunichst fiir y >0
wegen L{P'} =sL{P}—P(0):
s*Q{F}=s"tlg(s)—P(0)s*—>C fir s~>0,
also nach Satz 3:

fir t +>o00,

t
7 [0 @) de=1-7(@0—B () +TG'C'¥'17
0

folglich auch

t—yd’(t)»—r—(ycﬁj,
Fiir y = 0 aber ist
LP'}=s¢(s)—P(0)>C—D(0) fiir s> 0,
also nach Satz 4:

fQ’(r)drzd)(t)—d)(O)—»C—-¢(O) fir ¢t o0,
0

d.h
D(t)~C.

§ 3. Taubersche Sitze funktionentheoretischer Art.

Bei den Tauberschen Sitzen des § 2 kam die Tatsache, daB f(s)
eine analytische Funktion ist, gar nicht vor. Von f(s) wurde ein ge-
wisses asymptotisches' Verhalten lediglich bei horizontaler, eindimen-
sionaler Anndherung an eine gewisse Stelle s =s, der Konvergenz-
geraden vorausgesetzt, wobei es ganz gleichgiiltig war, wie sich f(s)
im ibrigen in der Umgebung der betreffenden Stelle verhielt. Es
ist klar, daB man aus echt funktionentheoretischen Voraussetzungen
iiber f(s) eine wesentlich feinere Beschreibung des asymptotischen
Verhaltens von F(f) ableiten kann. Sitze dieser Art waren fiir den
Spezialfall, daB f(s) eine Dirichletsche Reihe ist, schon linger bekannt,
aber erst in neuester Zeit ist es gelungen, sie von iiberfliissigen Voraus-
setzungen zu befreien4® und zugleich auf Laplace-Integrale zu verall-
gemeinern. Wir fithren von den Sitzen, die seitdem bewiesen worden
sind, einen grundlegenden an, der schon so tief liegt, daB sich aus ihm
der berithmte Primzahlsatz unmittelbar ergibt, sobald man von der
Riemannschen (-Funktion nur einige wenige, leicht beweisbare Tat-
sachen kennt.

Satz 1. F(t) sei fiir t=0 positiv und monoton wachsend, d. h.
Fity=0, F@)=F(,) fir t,=t,.
f(s) = Q{F} set fiir Rs>1 konvergent. Wenn

g(s)=1(s)—~ i " (A eine gewisse Konstante = 0)

fiir Rs—>1 in jedem endlichen Intervall —a=3s=+a gleschmdipsg
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gegen eine Gremafunktion komvergiert (das ist z. B. sicher erfiillt, wenn
f(s), analytisch- fortgesetzt, in s=1 einen Pol erster Ordnung mit dem
Residuum A hat und im iibrigen iiber die Gerade Rs = 1 hinaus reguldr
ist), so gilt
F(ty~Aéd fiir t o0,
Zum Vergleich fithren wir an, daB sich nach Satz 5 [10.2] unter der
sehr viel geringeren Voraussetzung f (s) ~

ergeben wiirde:

fir s (reell) - 1 nur

¢
[e *F(rydr~At fiir t>o0.
0

Diese Aussage folgt natiirlich aus der vorigen, aber nicht umgekehrt.
Wie auBerordentlich sich die beiden Ergebnisse qualitativ unterscheiden,
wird sich bei den Anwendungen in der Zahlentheorie zeigen.

Zum Beweis* des obigen Satzes betrachten wir f(s) auf der Verti-
kalen s=14+¢+1y(>0):

f(s) =fm¢""’"e"“e“'F(t)dt
0

= [e et L) at,
0

WO wir
Li)=e"'F()
gesetzt haben. Wegen

[+ ¢}

B S LP T
s—1

ist fir s=14¢+44dy:
(1) gs) =h,(y) = [ e~ e " L(t)dt—A [ e~ 7ot dt,
0 0

Das erste Integral stellt eine stetige Funktion von y dar, also existiert,
wenn ¥ (y) eine in — 2 A= y = 2 A stetige Funktion bedeutet, das iterierte
Integral

+22

[ @) dyf e~te=t L(1)dt.

—22

* Der Beweis des reellen Taubersatzes 1 bzw. 2 [10. 2] beruhte auf der Idee,

aus dem gegebenen Integral f e~ 5T F (1) d T das gesuchte f F (1) d T dadurch heraus-

zupriparieren, da8 man dern Integranden einen Faktor belbnngt derfir0=rv=1
die Funktion e—$* neutralisiert und fir 7 > ¢ verschwindet. In dem folgenden
Beweis wird das F (f) so aus dem Integral herausgehoben, wie man es von den
sogenannten singuldren Integralen (typische Beispiele von solchen sind das Dirich-
letsche Integral 6.2 (2), das Fouriersche Doppelintegral, das S. 130 vorkommende
Integral und das Integral ¢ (x) von S. 189) her kennt. Vgl. auch die FuBnote S.219.
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Da das innere Integral fiir —2A=y=24 gleichmiBig konvergiert¥,
kann man die Reihenfolge der Integrationen vertauschen und erhilt:
oo +22
[e s Lyat [ e ¥(y)dy.
0 -22
Setzen wir speziell

q .
P = & (1= e,
wo 7 eine feste reelle Zahl bedeutet, so ist

+22 + 22
f ""Y’(y)dya—fe“"“”(1——|2!,1—|)dy
—~22 - 22

21
=2 [(1—2) costr—yyay

2 (1_ y \sin(p—f)y  cos(n—1)y |24__ 1—cos2(n—1)4

n 20) q—t T 2A(n—o fo T mA(p—1)t
2sin®(n—#)A
Fihren wir die Funktion
int 4
KA (C) = s:;l ;tc

ein, so erhalten wir, da das zweite Integral in (1) dem Sonderfall L = 1

des ersten entspricht:
+21

5 [®OIhG)dy= /Kl(n—-t) e~ L (1) dt—A/K‘(n f)e*tdt.
2
Nach Voraussetzung konvergiert A,(y) in —2 4 =<y = + 2 4 gleichmiBig
gegen eine (eo ipso stetige) Grenzfunktion A(y), also ist

+22 +24
AWMW@»/W y) h(y)dy fir e—>0;

ferner ist wegen der Konvergenz von ‘/ K, (n—?)dt nach dem Analogon
zum Abelschen Stetigkeitssatz (Satz 1 [4.2]):
sz(ﬂ—t) e“‘dt—»jon(n-—t) dt fir e~ 0.
Also besitzt :uch '
ﬁ_“ K, (g—1) L(t) dt
¢ Jedes Q-Integral konergiert in jedem beschrankten Teilbereich seiner
Konvergenzhalbebene gleichmdBig (Satz 3 [4.1]). Hier ist das Integral obendrein

absolut konvergent, da L (f) positiv ist, also ist es eo ipso fur alle y gleichmaBig
konvergent.
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fir e+ 0 einen Grenzwert C. Da aber K,(n—¢) L(t)=0 ist, so folgt
aus dem Spezialfall y =0, L =1 des Tauberschen Satzes 2 [10.2], daB

fK‘(n—t) L)dt

konverglert und gleich C 1st Damit haben wir gefunden
+22

/Ka(n—t)L(t)dt—- / ?f(y)h(y)dy+AfK,<n—t)dt
-2
Nun la.ssen wir 7 gegen oo streben. Nach dem Rxemannschen Lemma
(s. Satz 3 [4.3]) ist
+22 +22
1
[ eomay=2 [ évae)(1-2)ay-0 i 5o,

-22 -2

Ferner ist*

00 + oo

[Kin—tat= [ Ka@rat~ | Ky at

0 —:" + oo .’A;"" 1 too

sin sS1n® u
=H/ Cg d&-:;/ ) d“=1.
Also ergibt sich: - - -
(4 im [Ki(p—t)L(t)dt—~4,
00 0

eine Relation, die e;cplmt so geschrieben werden kann:
5 lim sint T dv=nA
) Jlim / (=35t av=a

sind und daB wir iiber die Zahl 4 >0 noch passend verfiigen konnen h
Es sei jetzt ein 6 >0 vorgegeben.

1. Ersetzt man 5 in (5) durch 5 + £ , so steht da:

o)

lim / ( —I)sm T ldv=nAd.

n=>00 _

* DaB der Grenzwert dieses Integrals fiir 77 —» oo gerade 1 ist, ist filr den Beweis
unerheblich. Es geniigt zu wissen, daB er eine von 4 unabhingige Konstante ist.
** Der links stehende Ausdruck ist ein sog. singulires Integral, der Kern
hat groSe Ahnlichkeit mit dem aus der Theorie der Fourier-Reihen bekannten

i 3
Fejérschen Kern ( Sls?n”vv ) . In der Theorie der singuliren Integrale wiirde man

aus dem Verhalten von L an der fiir den Integralwert ausschlaggebenden Stelle
v = 0 auf das Verhalten des Integrals schlieBen, was eine Aussage von Abelschem
Typus darstellt. Hier handelt es sich umgekehrt darum, in Tauberschem Sinn
vom Verhalten des Integrals auf das von L zu schlieSen, wenn dber L noch Posi-
tivitdt u. 4. bekannt ist.
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Fiir alle 9 >n,(d) ist also
An+V2

(17-{— —)smvd <n(A+ )
— 00
und wegen L=0 erst recht
-y
1 sin?y
(6) /L(ﬂ—f——ﬁ 7) dv<n(A+ )
-Vz
Nun ist aber F monoton (was hier zum erstenmal ausgenutzt wird), also
Lit)=L(t) e~ """ fir t,=1¢,
und daher
+Vi . +¥a _(_1___3:_) \
. . -~ o
7) f L (n+ﬁ—%) e dv= f Lape V' 2 ay
-Va —Va
2 +¥1 .
=Le " [ Sldv
(6) und (7) liefern ad
L S L -1
(8) L(n)<n(A+ ) Vi / S%l;ijdv fir n>n,.
-Vi
2 +Vr
Fiir A—oco konvergiert e¥* von oben gegen 1, f von unten gegen
=V
+00 +yi\ 1
f =, also / von oben gegen 1. Wegen 4 =0 kann man
- 00 __'/'1‘

= A, fest so gewihlt denken, daB die rechte Seite von (8) kleiner als
A + & ist. Damit finden wir:

9) Lin)<A+6 fir 9>mn(9).
2. Ersetzt man # in (5) durch n—{;—z, so hat man:
1
t-w)
lim / L(n—-ﬁ——;—) sintv —5—dv=mA.
N> _ o

n
Wir behaupten, daB f denselben Grenzwert fiir 7 —+ oo hat. Denn
—o0

nach dem Ergebnis unter 1. ist L(t) < A4 4 4§ fiir ¢ >#,. Fir 0=t=qx,
ist aber
Lit)y=etF(@t)=F(np).
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Also ist fiir alle t=0

L(t)< K=Max(4 + 8,Fp)).
Demnach gilt:

1 1
‘(q _ﬁ) 1 v\ sin®v l(ﬂ-_}/;.?). :
sin’ .

/ L(n—ﬁ——]—) m dv<K / dv->0 fir 9->o0.
14 Vn
Es ist also

Vn . .

v\ smn*v
im [Hlgp i)t de=na

(10 [L(r=T=5) Bt avsn(4—3).

Nun ist aber, wenn schon %> 1 ist:
Vi

V'I 1 [+
1 v sin*v T in? ‘K
(11) /L(;kﬁ—;) dvs/ dv+/L ‘f‘%idv+j Ky

§—2—I£+L(17) eﬁn.

(10) und (11) liefern:

2K P L= (4=2)
/i t+ae” Lipz=n{d—-
oder
2
- 0 2K
(12) Ln)=e 4 ((A—“;) B ﬂ) fiir 7 >ny = Max (1, 4).
Wihlt man A= 4; so, daB die rechte Seite von (12) gréBer als A — 4
ist, so erhilt man:
(13) Lip)>A—46 fir n>n,.
(9) und (13) zusammen beweisen unsere Behauptung.
Satz 1 zeigt, daB, wenn f(s) sich fir Rs=1 wie die analytische

Funktion sf verhilt, die Funktion F(t) sich fiir { »oco0 wie die zu

1

+ gehdrige L-Funktion 4 ¢! verhilt, sobald F als positiv und monoton
bekannt ist. Man kann den Satz leicht dahin verallgemeinern, daB die
und A% als Vergleichs-

. . A
einander entsprechenden Funktionen ——
funktionen benutzt werden.
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Satz 2. Die Funkiion e~ e~V F(t) (s, beliebig komplex) sei posstiv
und monoton wachsend. f(s) = L{F} ses fiir Rs>s, konvergent. Wenn

gls) =f(s)— sfs. (A eine gewisse Konstante = 0)

fiir Rs—Rsy in jedem endlichen Intervall —a =S s= + a gleichmdfig
gegen eine Grenzfunktion komvergiert (wemn also z. B. die analytische
Fortsetzung von f(s) tn s = s, esnen Pol erster Ordnung hat und im iibrigen
wber die Gerade Rs = Rs, hinaus reguldr ist), so gilt:
F()~Aée  fiir t >o0.
Bemerkung. Der Satz gilt auch, wenn e~ ¢ —1* F(f) negativ und
monoton abnehmend ist. A4 ist dann =0.
Beweis: Wir setzen
e -VF() =D().
Dann ist nach Gesetz I} :
L{P}=o(s) =f(s+s—1).

Ersetzen wir in g(s) die Variable s durch s 4 s,—1, so erhalten wir

g(s + so—1) = /(5 + So— 1) — st =p(s) — s

g(s) hat das oben bezeichnete Randverhalten fir Rs—-> Rs,, also
g(s +so—1) fir R(s + 50— 1) >Rs,, d. h. fir Rs—-1. Daher 148t
sich Satz 1 auf @ und ¢ anwenden und liefert:

Ot) = “—VF(t)~ A2,

d.h.
F() ~Aent  fiir t—o00.

11. Kapitel.

Ein allgemeines Prinzip
der asymptotischen Entwicklung
und die verschiedenen Arten von Asymptotik4,

Ist eine Funktion ¢(z) einer komplexen Variablen in der Umgebung
einer Stelle z, regulir, so verhilt sie sich dort sehr einfach und iiber-
sichtlich. Sie konvergiert bei zweidimensionaler Anniherung an die
Stelle z, gegen einen Grenzwert, und die Art des Verhaltens wird des
niheren beschrieben z. B. durch ihre Potenzreihenentwicklung, d.h.
(um den in 10.1 geprigten Begriff zu verwenden) man kann sie z. B.
durch deren Abschnittspolynome differenzasymptotisch darstellen:

) — 2, (z—2)=0(z—2z)* ') >0 fir z-z,.
y=0

An singuliren Stellen aber gibt es eine solche universelle Beschreibung
nicht. Hier muB man von Fall zu Fall brauchbare, in ihrem Verhalten
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bekannte Vergleichsfunktionen ausfindig machen, die differenz- oder
quotientenasymptotisch die vorliegende Funktion approximieren, wobei
die Vergleichsfunktionen im allgemeinen noch davon abhingig sind,
auf welchen Teil der Umgebung des singuliren Punktes man die Unter-
suchung erstreckt (Strahl oder andere Kurve, die in dem Punkt endet,
Winkelraum und dergleichen). W#hrend man die Approximation durch
eine einzelne Vergleichsfunktion eine ,,asymptotische Darstellung'* nennt,
spricht man in dem Falle, daB die Anzahl der Vergleichsfunktionen
sich unter gleichzeitiger Verfeinerung der Approximation beliebig ver-
mehren 14Bt, von einer ,asymptotischen Entwicklung”. Die Potenz-
und anderen Entwicklungen an reguliren Stellen fallen natiirlich nach-
tréglich auch unter diesen Begriff, ebenso kann man von asymptotischen
Entwicklungen bei Funktionen reden, auf die sich die Begriffe regulir
und singulir gar nicht anwenden lassen.

Im 10. Kapitel wurde nun festgestellt, daB zwischen dem asympto-
tischen Verhalten einer L-Funktion und dem ihrer -Funktion ein enger
Zusammenhang besteht, der Schliisse von dem einen Verhalten auf das
andere gestattet. Dies leitet uns auf ein ganz allgemeines Prinzip,
nach dem man eine asymptotische Entwicklung herstellen kann: Man
legt eine Funktionaltransformation zugrunde, bei der die betreffende Funk-
tion als eine der beidem zugeordnmeten Funktionen erscheint. Anstatt shr
eigenes asymptotisch.s Verhalten divekt zu uniersuchen, studiert man
das der zugeordneten Funktion und schlieft von diesem auf das Verhalten
der wrspriinglichen Funktion. Natiirlich ist dieses Prinzip praktisch nur
dann von Wert, wenn die zugeordnete Funktion von tibersichtlicherem
Charakter als die urspriingliche ist, so daB es kein mechanisch zu hand-
habendes Schema abgibt, sondern immer wieder die Losung der Auf-
gabe erfordert, gerade diejenige Funktionaltransformation ausfindig
zu machen, bei der die zugeordnete Funktion von hinreichend einfacher
Art ist.

Nun gibt es von vornherein wesensmiBig zwei verschiedeme Moig-
lichkeiten der Anwendung des allgemeinen Prinzips: man kann von der
Objektfunktion auf die Resultatfunktion schlieBen und umgekehrt.
Diese beiden Untersuchungsrichtungen sind aber prinzipiell voneinander
verschieden. Denn es ist nun einmal so, daB durch die Funktional-
transformation die Resultatfunktion in expliziter Abhingigkeit von der
Objektfunktion gegeben ist, aber nicht umgekehrt. Man muB also
leicht aus einer Eigenschaft der Objektfunktion eine Folgerung fiir die
Resultatfunktion ziehen, mit anderen Worten einen Satz von Abelscher
Art (siehe 10.1) oder wie wir kurz sagen werden, vom Typus 4 (O R)
ableiten konnen, wihrend das Umgekehrte von vornherein als schwieriger
erscheint. In der Tat gelang das in 10.2 und 10.3 fiir die Laplace-
Transformation erst mit viel komplizierteren Mitteln und nur unter
Hinzufigung einer Tauberschen Bedingung fiir die Objektfunktion.
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Derartige Sitze nennen wir allgemein Sitze vom Typus T (R —>0). —
Wir kénnen die beiden Auswirkungen unseres Prinzips folgendermafBen
formulieren:

I. Abelsche Asymptotik: Eine Aussage iiber das asymptotische
Verhalten einer Funktion f(s) erhilt man, indem man eine Funktional-
transformation zugrunde legt, bei der f(s) als Resultatfunktion erscheint,
und dann auf Grund eines fiir diese Transformation geltenden Satzes
vom Typus A4 (0~ R) vom asymptotischen Verhalten der zugehérigen
Objektfunktion F (f) auf das Verhalten von f(s) schlieBt.

II. Taubersche Asymptotik: Legt man eine Funktionaltrans-
formation zugrunde, bei der die zu untersuchende Funktion F(f) als
Objektfunktion erscheint, so kann man auf Grund eines Satzes vom
Typus T(R—0) von dem asymptotischen Verhalten der zugeordneten
Resultatfunktion f(s) und einer Zusatzvoraussetzung iiber F(¢) auf das
asymptotische Verhalten von F () schlieBen.

Unser allgemeines Prinzip 1iBt sich aber noch zu einem dritten
Ansatz ausnutzen. Der SchluB von der Resultat- auf die Objektfunktion
ist deshalb so schwierig, weil fiir die Umkehrung der Transformation
im allgemeinen keine explizite Formel zur Verfiigung steht. Nun haben
wir aber doch im 6. und 7. Kapitel eine Reihe von Fillen kennengelernt,
wo solche ,,Umkehrformeln‘ fiir die Laplace-Transformation existieren
(sogar verschiedene), und bei anderen Transformationen ¥ ist es ganz
dhnlich. Man kann nun fiirr diese Umkehrungstransformationen T-! Abel-
sche Sitze aufstellen, deren Typus wir mit A-1(R—0) bezeichnen,
und folgendermaBen ausnutzen:

IIT. Indirekte Abelsche Asymptotik: Soll eine Funktion F (f)
asymptotisch untersucht werden, so fithrt man sie zunichst durch
eine Transformation ¥ in eine Resultatfunktion f(s) iiber. Ist im vor-
liegenden Fall eine Umkehrformel F = -1 {f} anwendbar, so kann man
vermége eines Satzes vom Typus A-}(R-—>0) von dem Verhalten der
Funktion f(s) auf das der Funktion F (¢) schlieBen. — Die meisten der
bekannten asymptotischen Methoden gehéren in diese Kategorie.

Es ist zu beachten, daB hier gegeniiber der ,,direkten Abelschen
Asymptotik noch die weitere Voraussetzung hinzukommt, daB T-?
wirklich auf f anwendbar ist und genau die Objektfunktion F liefert,
aus der f durch ¥ hervorgegangen ist. Diese Bedingung ist deshalb
so wichtig, weil es, wie wir in 6.1 sahen, vorkommen kann, daB ¥ fiir
eine Funktion f einen Sinn hat, ohne daB I {f} die zu f gehérige Objekt-
funktion darstellt.

Dem Thema dieses Buches entsprechend werden wir bei der An-
wendung dieser Methoden zur asymptotischen Darstellung bzw. Ent-
wicklung von Funktionen in der Folge nur die Laplace-Transformation
benutzen.
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Die Brauchbarkeit der drei Methoden.

Wie man sieht, ist die (direkte) Abelsche Asymptotsk die bei weitem
einfachste Methode, so daB man ihr stets den Vorrang einriumen wird,
sobald sie anwendbar ist. Wir werden im 12.—14. Kapitel Gelegenheit
haben, an speziellen Beispielen, wo mehrere Methoden anwendbar sind,
die besonderen Vorziige der Abelschen Asymptotik kennenzulernen.
Sie zeichnet sich vor allem auch dadurch aus, daB sie in vielen Fillen
nur reelle Analysis und keine komplexe Funktionentheorie benutzt.

Bei der Anwendung Tauberscher Asymptotsk tritt die zu unter-
suchende Funktion als L-Funktion auf. Das bedeutet, daB der Kreis
der der Behandlung zuginglichen Funktionen viel groBer ist als bei der
Abelschen Asymptotik. Bei dieser ist die zu untersuchende Funktion
/(s) eine l-Funktion, also eo ipso regulir, auBerdem unterliegt sie sehr

scharfen Einschrinkungen, z. B. daB sie fiir s—oo in |arcs|=%¢ < —g—

gleichmiBig gegen O strebt. Bei der Tauberschen Asymptotik braucht
die zu untersuchende Funktion F (f) nur fiir positive reelle ¢ definiert
zu sein und fiir £— 0 und ¢—oo sich so zu verhalten, daB & {F} fiir
irgend ein s konvergiert. Dabei kann man hiufig noch die folgende
Bemerkung mit Nutzen verwerten: Sucht man das asymptotische Ver-
halten fiir £ —+o0, so ist es gleichgiiltig, wie F () sich bei # = 0 benimmt.
Sollte also z. B. F bei ¢ = 0 nicht integrabel sein, so kann man es in der
Umgebung von ¢ =0 durch eine andere Funktion, z. B. 0, ersetzen.
Fragt man andererseits nach dem Verhalten fiir ¢ -0, so kann man F
fir ¢t= 7T >0 beliebig abindern, um eventuell die Konvergenz von
Q {F} oder eine bequemere zugehérige I-Funktion zu erzielen. — Was
hier fiir die Taubersche Asymptotik gesagt ist, gilt auch fiir die indirekte
Abelsche Asymptotik. — Bei der Tauberschen Asymptotik tritt aber
der Umstand als sehr erschwerend hinzu, daB man von der zu unter-
suchenden Funktion von vornherein eine gewisse (einseitige) Beschrinkt-
heitseigenschaft kennen muB. AuBerdem kommen die indirekte Abel-
sche Asymptotik und die tieferen Teile der Tauberschen Asymptotik
nicht ohne komplexe Funktionentheorie aus.

* . *

In den meisten praktischen Anwendungen unseres Prinzips wird sich
die Anzahl der Vergleichsfunktionen beliebig steigern lassen, so daB
wir also asymptotische Entwicklungen erhalten. Das wird so zustande
kommen, da8 wir z. B. bei der Abelschen Asymptotik eine asympto-
tische Entwicklung fiir F (f) zugrunde legen und ihr dann Glied fiir Glied
eine asymptotische Entwicklung fiir f(s) zuordnen kénnen. Wie man
sieht, ist das nichts anderes als eine Verallgemeinerung des im II. Teil
angewandten Prinzips, konvergente Reihenentwicklungen in dem einen
Funktionenraum in konvergente Reihen im anderen .zu iibersetzen.

Doetsch, Laplace-Transformation. 15
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12. Kapitel.
Abelsche Asymptotik.

§ 1. Die singuléiren Stellen Dirichletscher Reihen in Abhingigkeit
vom asymptotischen Verhalten der Koeffizienten.

Wir beginnen die Ausfiihrungen iiber Abelsche Asymptotik mit
einem Beispiel, wo von dem asymptotischen Verhalten der L-Funktion
fiir ¢—+>o0c0 auf das Verhalten der /-Funktion an einer oder mehreren
Stellen im Endlichen geschlossen wird, und zwar betrachten wir eine
Anwendung auf Dirichletsche Reihen. .

Satz 1. Dse summalorische Funktion der Koeffszienten der Dirichlet-
schen Reihe

>}

pls)= D =

o=l
geniige der Bedingung '
(1) Ad,=a,+ -+ a, = A n* (logn)* + O (n*),
wo A, sy und o beliebige komplexe Zahlen bedeuten und o, eine reelle Zahl
mit Rsq— 1 <0y <Ny 1st. Dann ist die Reshe fiir Rs > R sy konvergent,
die Funktion @(s) aber in die Halbebene R s > o, mit Ausnahme der Stelle
Sy fortsetzbar, und zwar ist

¢M=AP@+H(

— gy
‘P(S)=A(Lp_-_l,)778(3—so)"‘log(s——so)+g(s) fir a=—p,

wo P eine positive ganze Zahl und g(s) eine in R s > o, regulire Funktion
bedeutet 143,

Beweis: Wir greifen auf die Erorterungen in 3.5 zuriick und bringen
den vorliegenden Fall dadurch am einfachsten mit den dortigen Be-
zeichnungen in Einklang, daB wir =0 und 4, =log# firn =1, 2,...
setzen. Dann ist nach 3.5 (2)

—s—_%)‘,ﬁ#-g(s) fir oa+—1,—2,...,
0.

" - n—1
2av i i=An '+ A, v —0v+1)7%.
y=1

yul
Wegen (1) ist
A,n~*>0 fir n>oco bei Rs>Rs,.
Ferner ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (0 <9 < 1)
v+ —rvi=—sp+8)*1,
also
I — (o 1)-1] = |s|y—%e-1 fir Rs=—1
v i=lb )= |s| @4 1)-%-1 fir Rs<—1.
Da wegen (1)
A, =0 (yEn+9)
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fiir jedes noch so kleine 4 > 0 ist, so folgt, daB X 4, (»=*— (v + 1))
ya=1

. 0o
und damit auch X q,v~* fiir Rs>Rs, konvergiert. ¢(s) ist also fiir

r=1
Rs>Rs, regulir. — Nach Satz 1 [3.5] kénnen wir iis—) fir Rs>
Max (Rs,, 0) als Q-Integral schreiben:

o0
pis)=s [e* A(t)dt
0
mit
Aft)=A,=An*(logn)*+0 (n*) fir logn<t<log(n-+1),
d. h. fiir n<é<n-+1. Wir wollen abschitzen, welchen Fehler wir

begehen, wenn wir in n* (log #)* den Wert log # durch ¢ ersetzen. Nach
dem Mittelwertsatz ist (0 <# < 1)

St *  glogn (log n)*
—_ a -1 v
t—logn = (sov* +av®™7) e® v=logn + O (¢ — logn).

Wegen v* =0 (%), v*~1 =0 (¢*Y) fiir jedes >0 und
t—logn<log (n + 1)-—logn=log(1 +%) =0(i)

n

ist
el t*—n* (logn)* =0 (J”_ e(Ree +‘)'°3"> =0 (nR*-1+0),
Denken wir also § so klein, daB Rs,—1 + d < o, ist, so wird dieser
Fehler von O (n%) verschluckt. Ebenso konnen wir O (#%) durch O (&)
ersetzen. Also ist
A@) =A et 4 0(e).

2 {A} konvergiert mithin fir Rs>Rs, Ist Rsy<0, so ist die Uber-
einstimmung mit ?—s(s)— zunichst nur fir ® s >0 bekannt, sie gilt aber

auch fiir das volle Gebiet Rs>Rs, da ¢(s) und & {4} dort beide
regulir sind*. Unser Satz ist nunmehr eine Folge von Satz 4 [10.1].

Bemerkung: Wenn man statt (1) nur die Beziehung
Ay~ An*(logn)* fir mn—->o0o (x>—1)
kennt, so kann man auf Grund von Satz 3 [10.1] nur schlieBen, daB8

(p(s)~AI‘(a+1)F:T':);;_T fir s-s,

im Winkelraum 2B, aber nicht in einer vollen Umgebung gilt.

P () auch in s = 0 regular, also ¢ (0) =0ist. Das stimmt

* Das involviert, da8 p

o0
in der Tat, denn es ist ¢(0) = X ay = lim 44, und dieser Grenzwert ist nach (1)
0

»-» 00
far R se< 0 gleich 0.
15*
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Ein Spezialfall: Bei der Riemannschen Zetafunktion ist A, = n,
also A =1, sp=1, a=0, 0<0gy<1. Unser Abelscher Satz liefert
daher das Resultat, daB {(s) mindestens in der Halbebene R s > 0 regulir
ist mit Ausnahme von s = 1, wo ein Pol erster Ordnung mit dem Resi-
duum 1 vorliegt.

Satz 1 148t sich leicht dahin verallgemeinern, daB man aus einer
Darstellung von 4, in der Gestalt
(2) A, = Byn*(logn)* + B, n*(logn)* + - - - + By n'*(log n)* + O (n°*)
mit Rsg>Rs; > >Ry >0, > Rs,—1 auf die Regularitit von ¢ (s)
in R s > o0y schlieBt mit Ausnahme der Punkte s,, s, . . ., 3, wo algebraische
oder logarithmische Singularititen vorliegen. LBt sich in (2) das % unbe-
grenzt vergroBern, so stellt (2) eine asymptotische Entwicklung fiir 4,, dar;
aus ihr folgt eine Darstellung von @ (s) in einer sich stindig vergrofernden
Halbebene, die thre dort vorhandenen Singularititen in Evidenz setzt.

§ 2. Asymptotische Reihen im Sinane von Poincare.
Ehe wir zu weiteren Beispielen Abelscher Asymptotik iibergehen,
fiihren wir einen neuen Begriff ein. Ist @(x) in einem Kreis |x| <7
um den Nullpunkt regulir, so liBt es sich dort durch eine Potenzreihe

darstellen: ¢ (x) = X a, 2. Es gilt dann
0

”»
(1) 'I’(x)—}:oa,x':x"“(a,,‘+1+a”+2x+...)
und infolgedessen, da Ia.+1+a,,+2x+ | <M fir |x|§0<’ ist,
fiir jedes feste n
(2) ¢p(x)—Za, x>0 fir x-0.
y=0

"
@(x) wird also durch s,(x) = X a, 2" fir x— 0 differenzasymptotisch
=0

dargestellt. Man kann hier nun aber bedeutend mehr aussagen. Aus (1)
folgt nidmlich sogar

3) EJL):;.&'__(&L_,O
oder auch
(4) i%%ﬂ»a,+l fir x-0,

d. h. die Differenz ¢ (x) —s,(x) strebt so stark gegen 0, daB sie, sogar
mit einem gewissen gegen unendlich strebenden Faktor multipliziert,
noch gegen 0 bzw. einen endlichen Wert a4, strebt. (3) und (4) sind
tibrigens vollig 4dquivalent, denn aus (4) folgt evidentermaBen (3), und
umgekehrt folgt aus (3):

P —sn—1(3)—ans" _ @(¥)— sw—1(%)

2~ a”

also (4), bloB fiir den Index n—1 statt n aufgeschrieben.

—a,.**O,
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Die Relationen (3) und (4) kann man auch quotientenasymptotisch
schreiben:
3) @ (%) —sa (%) = 0(»"),
(4) @ (%) —5u (%) ~ @y y1 4" *1.
Das 148t sich so ausdriicken: Der ,,Fehler' ¢(x)—s,(x) ist fiir kleine x
von der GroBenordnung des nichsten Gliedes a,,; ¥**+!.

Das Charakteristische an dem V erhdlinis von @ (x) und s, (x) ist folgendes:
1. Bei festem n ist ¢ (x) == 5, (x) fiir x==0, aber der Fehler ¢(x)—s, (%)
ist um so kleiner, je niher x an 0 liegt. 2. Der Fehler ist nicht bloB als
klein bekannt, sondern er ist quotientenasymptotisch gleich dem nichsten
Glied. 3. Diese Relation 14Bt sich nicht nur fiir ein #, sondern fir jedes #
anschreiben, d. h. man hat bei festem x unendlich viele Niherungen
fiir @(x) zur Verfiigung.

Diese Eigenschaften sind nun bei einer viel allgemeineren Klasse
von im allgemeinen nichtkonvergenten Reshen erfiillt, von denen die
bekannteste die Stirlingsche Reihe fiir die Gammafunktion ist, die wir
in § 4 kennenlernen werden. Derartige Reihen treten sehr hiufig in der
analytischen Mechanik, speziell bei astronomischen Problemen auf.
Versucht man z. B. eine Differentialgleichung formal durch eine Potenz-
reihe zu befriedigen, so bekommt man gewisse Relationen fiir die Koeffi-
zienten, aus denen man diese berechnen kann. Aber die damit gebildete
Reihe divergiert im allgemeinen, da sie ja nur dann konvergieren kann,
wenn x = 0 eine regulidre Stelle der Losungsfunktion ist. Trotzdem hat
man von jeher in der Astronomie mit solchen Reihen gearbeitet (hidufig
ohne iiberhaupt zu wissen, daB sie divergierten) und dabei numerisch
sehr brauchbare Resultate erzielt. Das kommt daher, daB die Ab-
schnitte dieser Reihen wenigstens asymptotisch fiir x -0 die Funktion
darstellen. — Den Reihen nach aufsteigenden Potenzen von x sind
natiirlich die nach absteigenden Potenzen an die Seite zu stellen, die
nur konvergieren, wenn die Funktion im Unendlichen reguldr ist, deren
Abschnitte aber unter Umstanden auch im Falle der Divergenz befihigt
sind, die Funktion fiir x -oco asymptotisch darzustellen.

Nach diesen Vorbereitungen wird folgende Definition ver-
stdndlich 144,

I. Gegeben sei eine fir 0<x< x, oder in einem Winkelraum
¥, <arcx <¥y, 0<|x|<g definierte Funktion ¢ (x) sowie eine unend-

o0
liche (im allgemeinen divergente) Reihe X a, x*», wo die 4, reelle, nicht
n=0

notwendig ganze Zahlen mit der Eigenschaft A< ;<A< -+ > 400
sind. Endlich viele von ihnen kdnnen also auch negativ sein. Wir nennen
die Reihe eine asymptotische Reshe fiir @(x) bet x =0 und schreiben

o(1) ~ 3 ay o,

"0
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wenn . .
= — X a0
P < @ (%) .‘.‘:oa )"
oder, was dasselbe bedeutet,

7‘};—1— (tp(x)—Za,x") 8y 41

r=0 _
ist, sobald x lings der reellen Achse eindimensional bzw. in dem Winkel-
raum zweidimensional gegen O strebt.
I1. Gegeben sei eine fiir x > x, oder in einem Winkelraum ¥, < arcx

<, |%|>p definierte Funktion ¢(x) sowie eine unendliche (im all-
]

gemeinen divergente) Reihe X a,x~*, wo die A, dieselbe Eigenschaft
n=0
wie unter I haben. Wir nennen die Reihe eine asymptotische Reihe fiir
@(x) bei x =00 und schreiben
‘ [ <]
P(r) v Ta,x2,

n=0
wenn

2 <(p(x)—£,‘a, x"") -0

y=0
oder, was dasselbe bedeutet,
baly (<P(x)—2a. x“') > a1

ist, sobald x lings der reellen Achse eindimensional bzw. in dem Winkel-
raum zweidimensional gegen oo strebt.

Die Erweiterung von I fiir den Fall, daB x = 0 durch einen anderen
Punkt ersetzt wird, ist selbstverstindlich.

[ <]
Bei einer asymptotischen Reihe X a, x™ ist

n=0
”»
p(x)—Xa,z7>0
r=0
und, was viel mehr besagt,
o) 4
”
Zoa, Pred
entsprechend' bei x >o0o0. Die Abschnitte der Reihe stellen also die
Funktion sowohl differenz- als auch quotientenasymptotisch dar.

fir x-0,

§ 3. Das Laplacesche Problem der Funktionen groBer Zahlen.
(Allgemeine Sétze iiber die asymptotische Darstellung
von f(s) fiir s—o0.)
Das unter diesem Namen in der Analysis und in den Anwendungs-
gebieten bekannte Problem verlangt die asymptotische Abschitzung
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einer Funktion der Gestalt
b
[o(®) [p(»)])dx (v(»)=0)

fiir groBe Werte von s. Da y(x) in der Gestalt ¢*:(® geschrieben werden

kann, so 148t sich die Funktion durch eine Variablensubstitution auf
die Gestalt

fe"“F(t) at

bringen. Es handelt sich also darum, von dem Verhalten von F(f) (es
geniigt dasjenige in der Nihe von ¢ = 0) auf das Verhalten von f(s) = 2{F}
fiir s » oo zu schlieBen, mithin um einen Fall Abelscher ‘Asymptotik,
wo der Punkt ¢ = 0 mit s = oo in Beziehung gebracht wird. Wir kénnen
diese Aufgabe auf Grund des véllig elementaren Satzes 12[10 1] mit den
denkbar einfachsten Mitteln erledlgen und zwar unter Voraussetzungen
die viel allgemeiner sind als sonst in der Literatur tiblich. Dabei nehmen
wir gleich den allgemeinsten Fall a = oo 45,

o0
Satz 1. f e~ *F(t)dt =[(s) besitze eine Halbebene bedingter Kon-
0
vergenz*, und F (t) gestatte bei t = 0 eine asymptotische Reshenentwicklung **

(1) F(t)w}i“;c,,t‘- (1 <Ag<h<--),
d.h.
@ Ai(Fo-Zar) o wr im0

Dann’ besitzt f(s) in dem Winkelraum %B: |arc s[§0<% fiér s—>o0
die asymptotische Reihenentwicklung ***

6) (O~ D)o i,
”n =0
d.h.
(@ ke (/(s)—Zc.f{—‘g,—’-’) > Gas1 Tl s1 + 1)
y=0

* Das ist z. B. sicher der Fall, wenn £ {F}, wie die meisten Autoren bei diesem

[
Problem annehmen, die Gestalt 6/ ¢~ %' F(f)d¢ hat. Dann ist f (s) sogar eine ganze
Funktion (vgl. 4.1).

** Natiirlich kénnen z. B. von einer Stelle an alle ¢, gleich 0 sein oder die Reihe
kann sogar konvergieren.

*** Sie ergibt sich aus der Reihe ftir F () durch formale gliedweise Anwendung
der Laplace-Transformation.
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oder

6 Ho= cf‘%zf——’bro(l-‘-’—;-) fir soo,

r=0

und zwar gilt das gleichmdpug fiir alle s mit demselben R s.
Beweis: Aus (2) folgt nach Satz12[10.1], da auch B{F tH—ZXe, t"}
y=0
eine Halbebene bedingter Konvergenz besitzt:
< S T+ 1) P{hir +1)
FU)—Z’CJ“’ =,(s)—20070:1_~cﬂ+1_ 5,1,,?,‘—;7—

r=0 r=0

g

gleichmiBig in W. Das ist unsere Behauptung.

Zusatz. f(s) ist in der Konvergenzhalbebene von & {F} eine ana-
lytische Funktion, besitzt also simtliche Ableitungen und kann beliebig
oft (von oo bis s) integriert werden. Wir behaupten, daB die Ablestungen
und im Fall 4, >0 auch das Integral durch die formal gliedweise ge-
bildetenr Ableitungen und das Integral der asymptotischen Reihe fiir
f (s) asymptotisch dargestellt werden 146, Nach Gesetz III, gehort nimlich
zu f®(s) die L-Funktion (—¢)"F(f). Aus (1) folgt aber

(=)' Ft)~ (— 1) Zcuthtr  fir t>0 (—1<i, +).
ne=0
Also ist nach Satz 1:
o)~ =1y Do, FEE I 5o oo,

sty 1l

n=0
Das ist aber genau die Reihe, die durch »-malige gliedweise Differentiation
aus (3) hervorgeht.
Ist ferner in (1) nicht bloB A, >—1, sondern 4,> 0, so konvergiert

auch £ {7} =p(s). Nach Gesetz ITI, ist (s) = £ {F} = effl -y,

also wegen f(s) -0 fiir s> o0, |arcs|<

¢(s)=[1(0)ds
(vgl. auch Gesetz II,). Nun ist aber

o0

F(t

—7(—)—m2c,,z*n—1 fir t—0,
n=0

also

[o°] o0

/f(cr)dam c,,-llg}ﬂ fir s—o0.
sl

s n=20

Diese Reihe entsteht aus (3) durch gliedweise Integration
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Ein in der Literatur und den Anwendungen besonders hiufiger
Spezialfall von Satz 1 ist folgender:

Satz 2. Q{F}=/{(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz
und F (t) habe in einem beliebig kleinen Intervall 0 =t =1, die n + 1 ersten

Ableitungen. F®+V (1) sei dort beschrinkt. Dann ist fiir jedes € >0 im
Winkelraum B

i (”(O) 1 B
1= o () wosooe
gleichmapig fiir alle s mit glevchem R s.

Beweis: Nach dem Taylorschen Satz ist

F(t)= 2' FQ,(O 4 F "'_‘f @Y ey

Wegen der Beschrankthelt von F*+1 jst fiir jedes noch so kleine & > 0:

(v)
F- 30 oot i)

v=0
also nach Satz12[10.1] (es liegt der Fall B =0 vor):

(v)
/(s)——Z F,f?) —o( H’z_,) fir s oco.

S
y=0

Abermals eine Spezialisierung stellt der folgende Satz dar.

Satz 3. Ist F(t) in einer beliebig kleinen Umgebung von t = 0 reguldr
und besitzt L{F} = [(s) eine Halbebene bedingter Konvergenz, so gilt bei
beliebigem € >0 tm Winkelraum B fiir jedes n=0,1, ...

"y F)
/(8)=Z“I‘:T}(1)“)+°('Sa+1§;.) fiir s =00,

v =10

o0
()
gleichmdpig fiir alle s mit demselben Rs. Die asymptotische Rerhe Z li; ;(1)
v=0
ist dann und nur dann fiir hinreichend grofe |s| komvergent, wenn F (t)

ewne ganze Funktion vom Exponentialtypus ist.
Beweis: Folgt aus Satz 2 und 5.1.
Wir verallgemeinern Satz 1 in einer Weise, die fiir die. Anwendungen,

wo es sich oft um analytische Funktionen handelt, von groBer Be-
deitung ist.

Satz 4. F(t) set in esnem Winkelraum o < arct < fB(f—a<mn) mit
eventueller Ausnahme von ¢t =0 und t = oo reguldr. Es sei darin
Fity=0(")  Fir |t|->o0 (a=0),

Fyw X, fiir |t|>0 (—1<dy<dh< )

L]
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tn dem Sinne, dafi auf jedem Strahl arct = const
1 2, .. N
m(F(t)—Lc,t")—»c,,“ fiir  t—0

y=0

gilt. (Es braucht nicht gleichmiifig 1m Winkelraum zu gelten.) Dann
besitzt die tm Winkelraum o — g <arcs<f + -’—25 durch

0 (¢)
f(5) =@ {F}= [ e **F()dt (x<p<§p)
0
(vgl. S. 66) definierte Funktion (die durch analytische Fortsetzung von
f(s) = Q{F} entsteht) die asymptotische Entwicklung

NZC”F(M fiir  s—o0,

An+1
" =0

und zwar gilt diese gleschmdfig in jedem Rleineren Winkelraum
a~-§+6<ares<ﬂ+%—6 (6>0).

Beweis: Fiir ein F der obigen Art sind alle 2@ {F} konvergent und
stellen Elemente einer und derselben Funktion f(s) dar (s. S. 71). In
der Halbebene R(se'?) > a ist

0 (@)
e~ F(t)dt =€'® [e 41 E (r 69) dr,
0
also, da

00
F(re'?) n Xc,ethn®rh
n=0
ist, nach Satz 1

p o I'(Ag+1 < T'(Ay+1 ..
/(s)me”z et ® (“('3;),‘_.,)1_= cﬂ%—h—) fir |s|—>o0.
0 0

In jeder verkleinerten Halbebene gilt das gleichmiBig. Zwei zu ver-
schiedenen ¢, die-nahe an « und f§ liegen, gehérige Halbebenen haben
wegen f—a <m einen Sektor gemein, also ist die GleichmaBigkeit im
oben angegebenen Winkelraum gesichert.

Eine andere bemerkenswerte Variante werden wir an unserem Ver-
fahren bei Gelegenheit der asymptotischen Entw1cklung der Bessel-
Funktionen anbringen.

Wir erweitern den Satz 1 noch auf andere Art, indem wir eine Ver-
allgemeinerung des Laplace-Integrals betrachten, die bei Fragen der
Asymptotik hidufig vorkommt.

o0
Satz 5. Das Integral ¢p(s)=f e~ P(r)dr, wo a>0, habe eine
0
Halbebene bedingter Komvergenz Rs> B, und D(t) besstze in der Ndihe
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von T =0 die asymptotische Reihendarstellung
o0
D)~ X ¢, (—1<dg<dy<:+9).

n=0
Dann gilt fiir @(s) in dem Winkelraum B: }arcsi§ﬂ<-g» fiir s—>oo0-
die asymptotische Rerhe

o0 (L.+1
vt 320
n=0 «

S

gleichmdfug fiir alle s mit demselben Rs1¥.

Beweis: Wegen 4, >—1 ist folgendes Integral fiir R s > Max (B, 0)
konvergent:

0 ” Ay l_l
—s7® ™ =1 [ e ) — Ltalta .
0-[8 '(D(t) "_0 c, ldt / l (t ) ’-Soc tott dt

Nach Voraussetzung ist
”
D) — X, ™~y Tt fiir 10,

¥ =0
also
1 ” b Ansy
di(t“)—zc,t“ ~Cpi bt fir t->0
y=0

und

1 /%) - St

- ¢(l — Ec,t t ~;c,,+,t a fir ¢t—o0.

y=0
Wegen A4, .1 +1>0 ist iL;‘—“L1——-1 >—1, also nach Satz;12[10.1]:
o P(Au+1+1)
/"" l(b(‘r) cr"'} r~—~c,‘+1___i____ fir s—o0,
Aneit1

0 y=0 P

gleichmidBig in W. Nun ist aber, zunichst fiir positive s(s7* = u):
oo oo Ay ( A +1 >

O/'e—u"r» dr=0fe"‘('?‘);7:?(%>_ e f’_‘“

und das gilt, da beide Seiten analytische Funktionen smd, nachtriglich
auch fiir s> 0. Also ist
r ( Awya1+1 )

» ( bt )
e D(r 'r-——- E ~L N * T g
./ )d z,+1 ~ g1 PR fiirs—»o0,
) 1—0 K a

was mit der Behauptung glelchbedeutend ist.
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Alle diese Sdtze* haben das Gemeinsame, daf sie die asymptotische
Abschitzung der /-Funktion auf allen Strahlen liefern, die mit der

positiven reellen Achse einen Winkel < -’21 bilden, auf vertikalen Strahlen

aber nicht. Fiir Abschitzungen in dieser Richtung konnte man Satz 4
[4.3] verwenden. Wir sehen von einer Weiterverfolgung dieser Idee an
dieser Stelle ab, da wir derartige Untersuchungen in anderem Gewand
im 14. Kapitel kennen lernen werden. [Auf einer Vertikalen der s-Ebene
ist das Laplace-Integral ein (einseitig unendliches) Fourier-Integral.
Die komplexe Umkehrformel ist auch ein (allerdings zweiseitig unendliches)
Fourier-Integral, und dessen asymptotischem Verhalten wird das 14. Ka-
pitel gewidmet sein.]

§ 4. Anwendungen.

1. Die Stirlingsche Reihe fiir log I'(s) 148
In den Anfangsgriinden der Analysis wird gezeigt, daB die Funktion

f(s)=1logl'(s)—slogs +%logs +s——%log2n

fiir ganzzahlig wachsendes s = n wie% gegen O strebt. Wir betrachten

die Funktion nun fiir komplexes s und behaupten, daB f(s) eine I-
Funktion ist. Man kann aus der Eulerschen Summenformel in ihrer
einfachsten Gestalt in wenigen Zeilen den in der ganzen s-Ebene mit
Ausnahme der negativ reellen Achse giiltigen Ausdruck herleiten**:

[ By (2
—— [ Z21%)
f(s)= f P dx,
]
wo B, (x) in 0=x<1 das erste Bernoullische Polynom x——%» ist

und im iibrigen aus den periodischen Wiederholungen dieser Funktion
besteht. Wir brauchen noch die weiteren Bernoullischen Polynome,
die in 0=x<1 durch

2 x 1 x 2

By¥)=7—%+1 BlW=%—%+5
definiert und periodisch fortzusetzen sind. Es ist

By =5+ [ Bi®dE, By = [ Bu(e)as.
0 0

1
(Die Integrationskonstanten sind so bestimmt, daB J B, (x)dx=0

ist, so daB beim Integrieren wieder periodische Funktionen entstehen.)

* Mit A_usna.hme von Satz 4.
** Siehe z. B. L. BieBERBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 306.
2. Aufl,, Leipzig und Berlin 1923.
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Durch verallgemeinerte partielle Integration erhalten wir:

o

B, (#) B, (0) 1 (%) B(0 B, (%)
flo) =~ /slxd 5 f(s+x>"’ =" “thsl(;)*d
0
Setzt man

Max|By(x)| =M, s=reé?, x=r¢,

so ergibt sich:
— j‘iﬁ.x /
T Is + 23 = leie + £

[ By (%)
0

Das letzte Integral hat fiir || <« einen Sinn und héngt stetig von @

ab, ist also fiir |g| é-} beschrankt. Demnach hat f(s) fir Rs >0 die
Gestalt
1) =155 + 58

12s

wo u (s) beschrinkt ist, stellt also nach Satz 3 [6.10] eine /-Funktion dar.
Anstatt die zugehorige L-Funktion durch ein komplexes Integral
oder durch Umformung:

00 o0 00 o0 [+ ]
fis)=— f?Bﬁ_%)“dx=—/Bl(x)dx/e“‘“"dt:—/e“‘dt/e"‘B x)dx
0 0 0 0 0

auszurechnen, gehen wir eleganter so vor: Nach der Definition von
f(s) ist:
fs)= f,,((:)) —logs + 2-1S~ oder Il((:—) =f(s) + logs— i?k
Nun ergibt sich aber aus
I'(s+1)=sI(s)
durch logarithmische Differentiation:

I"(s+1) _ I'(s)
I(s+1) T

~

1
+ 5
Folglich ist
f'(s+1)+log(s+1)— 2(s+1 l(s)+logs——?;+
oder
1 1
Plo+t)—r ) ——log Tt (14 L),

Auf Grund der Gesetze III,, I’ und der Formeln*

s

+1
g=1 s - o) g

* Die letzte rechnet man am einfachsten durch Reihenentwicklung aus. Auf
anderem Wege wurde sie S. 152 abgeleitet.
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entspricht dieser Differenzengleichung fiir f(s) die folgende algebraische
Gleichung fiir die zugehdrige L-Funktion F(¢):
' —a—t
—te ' F) +tF@)) =—"—— + 5 (1 + ¢,
aus der folgt:

Fo=(Z=——3)-

1—e
Damit erhalten wir fiir ®s> 0 die bekannte fundamentale Binetsche
Formel

(-]
(1) logI"(s)=slogs—%logs—s+%10g2,,+/6_,:_:_( 1_‘ “%—%)dt.
0

1—e

Weil F () fiir |arct| < 5 regular (auf $t¢=0 hat es die Pole t = 2 ki)

und F (f) =0<%) =0 (e*) fiir jedes £> 0 ist, so ist das Binetsche Integral
durch Drehung des Integrationsweges in die ganze Ebene mit Ausnahme
der negativ reellen Achse fortsetzbar (vgl. S.74). Da es sich um
lauter analytische Funktionen handelt, gilt Gleichung (1) mit passend
gewihltem Integrationsweg also in der ganzen Ebene mit Ausnahme
der negativ reellen Achse.

Die Funktion F (¢) ist fiir |¢| < 2 reguldr, also in eine Potenzreihe
entwickelbar, und zwar ist sie gerade die erzeugende Funktion fiir die
Bernoullischen Zahlen (vgl. S.8):

Bsn 5(n—
Pl =3t o eh.

ol

Satz 4 [12.3] liefert daher fiir das Restintegral in |arcs| < n:

Byy (21— 2)!
1) NZ(— e B

womit wir die sog. Sttrlmgsche asymptotische Rethe
logI'(s) s slog s——% logs—s+ —;—log 2n

oo .
"— Byu 1 N
+2:(—1) 1(2”_’1)2” 31 fir s—oo0
erhalten, die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der negativ reellen
Achse, in jedem Winkelraum |arcs|=%#<n sogar gleichmiBig gilt 4.
(Konvergieren kann die Reihe nirgends, weil F (f) keine ganze Funktion
ist.) Die ersten Bernoullischen Zahlen lauten:

1 1

1
Ba=?’ Bc="33: Bc=2‘§" By= 5 30;
5 691 7 3617
Blo='6?:' Blt=2_730’ Bu"—"g’ Bu=_5,0 .
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2. Die asymptotische Entwicklung der Besselschen
Funktionen1%,

Die Besselsche Funktion J,(x) (vgl. 9.2) 14Bt sich fiir alle komplexen
Werte von x durch ein endliches Fourier-Integral darstellen:

+1

Jolx)= 1 [t 2L

=1 (1—2’):}
Man kommt auf diese Form, wenn man die Besselsche Differential-

gleichung nach der bekannten Laplaceschen Methode, die Losung als
komplexes Integral anzusetzen, integriert. Setzt man

x=1s, z2=1t—1,
so erhilt man:

Jo(@s) = %/e‘“ [t(2——t)]_‘!“dt.
0

Die Funktion J,(¢s) wird mit I,(s) bezeichnet. Da I (s) die {-Trans-
formierte einer Funktion ist, die in der Umgebung des Nullpunktes
nach gebrochenen Potenzen von ¢ entwickelt werden kann, erhalten wir
nach Satz 1 [12.3] zunichst die asymptotische Entwicklung von I(s)
fir Rs >0, also die von Jy(s) fir Is>0. Da Jo(—s) = Jo(s) ist, so
beherrscht man damit Jy(s) fiir alle nichireellen Argumente. Die reellen
Argumente werden wir anschlieBend erledigen. Es ist

te— =y (1- 4 F m e () (— )

n=0
und
(—i)z (=4 (= !’)'L‘__f_”'i—”‘*' 1)
= (— 1) r—HE—3) -84 @) _ (= 1)" I'(n+4)
W T @) N TR
also

. —1—: 1 - P(n—}-}) n—%
[t2—t)]"® Vﬂg U

Die Reihe stellt die Funktion nicht blo8 asymptotisch dar, sondern

konvergiert. Die Anwendung von Satz 1 [12.3] ergibt: In |arcs
ist gleichmiBig

nt
§19<?

ST
2" n! RS

fiir s—>o0.

(1) me™® Jo(is) ~ 1/;3:""

-0
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Um die Entwicklung fiir J,(x) zu bekommen, haben wir x =15, s =—1x

zu substituieren. Da of der Hauptzweig ist, so ist bei der Bestimmung
1

.5
von (—i)® zu setzen: —i=¢ %, Das ergibt:
In 0<éd<arcx<m—3 sst gleschmdpig
—a(x—i) > p( 1)\ wil
Jo(2) & = ‘2( ""*“2‘)): L
o\¥) & nY2nx a=0 2" n! 2
Hierin kann man noch (vgl. S. 184)
1 (2n)!
F("+?)=ﬁ 22
AN « L3+n)
(I’(n+—2—)) =m(—1) T({y——n)
setzen, wodurch man auf den iiblichen Ausdruck
. n 1 %
‘—-l(t—-—“) o I"(_Z__}_”) e-—nl-é— .
]0(x) - ‘/2—;"—; ”Zo _IT(_;__n> Myt ;_n‘

fiir x->o0.

oder auch

kommt.

Um die asymptotische Entwicklung fiir reelle x zu erhalten, bringen
wir an dem Verfahren von §1 eine wichtige Variante an, der ganz all-
gemeine Bedeutung zukommt, die wir aber schon véllig klar an diesem
speziellen Beispiel erldutern kénnen. Wire unsere L-Funktion in einem
sich ins Unendliche erstreckenden Winkelraum regulir und von Ex-
ponentialordnung, so konnten wir wie unter Nr. 1 bei der Stirlingschen
Reihe den Integrationsweg drehen und so bei der Entwicklung von
Jo(is) iiber die imaginire Achse hiniibergreifen. Im vorliegenden Fall
ist die L-Funktion fiir £ > 2 gleich 0 zu setzen, und nicht einmal auf der
reellen Achse, geschweige denn in einem Winkelraum regulir. Trotzdem
konnen wir eine Schwenkung des Integrationsweges vornehmen, wenn
auch nicht so einfach wie in Satz 4 [12.3]. Wir wihlen in der komplexen
t-Ebene den Punkt v=1 47 und ersetzen auf Grund des Cauchy-
schen Satzes das Integral von 0 nach 2 durch das iiber die geraden
Strecken 0---v und 7---2 erstreckte Integral*

2

me* J(is) =0/e"“ t2—n) ¥ +frﬂ[t(z-t)]‘*d:

= f1(s) + /a(s).
Das Integral f,(s) kénnen wir genau so behandeln wie in Satz 4 [12.3]
das Integral mit komplexem Integrationsweg. Wir erhalten seine
* Der Integrand ist zwar nicht im Innern und auf dem Rand des Dreiecks
2 24
O--+2---7 regular. Aber o/ ist ja als lim | zu verstehen, und auf das Dreieck

6—>0
6--+2—0:--1 ist der Cauchysche Satz anwendbar.
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asymptotische Entwicklung in der Halbebene R (se'**) >0, d. h. in

Tt 44
—Z—arcr<arcs < +Z 7 —arcr, also (arc T=4 ) auch auf der nega-

tiven imagindren Achse, und sie sieht formal genau so aus wie bei dem
von 0 bis 2 erstreckten Integral, d. h. fir f, (s) bekommen wir einfach die
Entwicklung (1), bloB mit anderem Giiltigkeitsbereich. Nun brauchen
wir bloB noch f, (s) auf die Gestalt eines von 0 an erstreckten L-Integrals
zu bringen. Dazu setzen wir { =2 + #. Dann ergibt sich*:

0 -2
~1 o _4
f2(s):/e"‘(2+“’[—(2+u)uj P e 2 e‘z‘f e % u(24+u)] *du.
T—2 0

Mit T—2=i—1=Re®, u=re®(p=2n) ergibt sich hierfir das

Integral mit reellem Integrationsweg
R

LAY i . S
/2(s)=—~e(¢+'2) e““_/ eS¢ qj'[re'“’(2-+~re“")] *dr.
0
Nun ist fiir hinreichend kleine »
_L Y N L
[re?(2+re?)] * = (2769 * (1 + ;e'”’) =
J— < — n
:(27’8'“’) 2-2( ,f) (%) emne
n=0
ST W TeD ied)e a-}
_V_27§( 0 T
also nach Satz 1 [12.3]:

o R ta 1 YT D) ie-d)e Tt )
his) = —¢ e _VE";:( )= ot
= 2( P(”-{—‘}))z L fir s—>o0

]/21;5 n =0 s”

. 3 3 n
in larcse“”[_—<:19<§, d. h. —1?—4—n§arcs§z9—~i—n, 19<72, also

jedenfalls auf der- negativ imagindren Achse. Insgesamt erhalten wir
also, wenn wir s auf letztere beschrinken:

o0
6= 1 2' Tn+4)* 1
me Jolts) ~ 1/27:5 - 2" n! s"
00
— _2_i —2s _ niﬂﬁiwf_mf-.
€r e Z:( 1) 2" n! s"
” =

* Es 1st: k-— u)"‘} = (—1)" 3 «~ ¥ Damit unter (— u) i und u"* beidemal

—n4
’

der Hauptzweig verstanden werden kann, ist —1=¢ —1)" = *3 zu setzen.

Doetsch, Laplace-Transformation. 16
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n.,
oder, indem wir x =145, s=—ix=¢ ¢ x setzen, wo ¥ nun positiv
reell ist:
Zi - nli
4 2
e I'in L ;
Jo () ————= 2( ”+W rek 2
ay2nzln=0 2*n! P
00 n ., 1
n, 2 r : '
_e+ El (_1)” ( (ﬁ+4)) é e"‘ .
"=0 2" nl P

Mit —(—1)* =¢~ ®+17 in der zweiten Summe ergibt das:

1

]o (x) ~ 1 S (I'tn +!};))’ {e(»%+—4"-——x)i+ e(—n%—%+x)i}:;

nVann_o 2" n
1 l/—z—ZwY (F(n+——)) cos (x———n 72'—)
Ton ;‘—;n.—_‘o“ 2" n! 2"

fiéir positiv reelles x.

Auf demselben einfachen Wege erhilt man aus
+1

1
y— =
2

et’x:“ __zz) dz

($v>—i2) die asymptotische Entwicklung von J,(x)15.

3. Die asymptotische Entwicklung der GauBschen
Fehlerfunktion1s2

o0

. Nach S. 90 ist fiir alle s, wenn f iiber einen Horizontalstrahl

s

von s nach rechts erstreckt wird:
00

c"f e~ du =9

Die L-Funktion ist eine ganze Funktion, aber nicht vom Exponential-
typ, die /-Funktion also im Unendlichen nicht reguldr. (Das folgt auch
daraus, daB sie fiir alle s existiert, also eine ganze Funktion ist.) Sie

1 -7

2
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hat folglich keine konvergente, aber eine asymptotische Potenzentwick‘-
1
lung nach — . Aus
SN sen
2 4" n|
”n=0
und
e t=o0(1) fir ]arct|§a<:'}
folgt nach Satz 4 [12.3]:
; 1~ (— 1)"* (27)! R (—1)"I’'(n+ )
1 _“ad I - A - L
' ;/6 ‘ LA . Al 2T 2‘/;”:0 Zn+1

”n=

fiir ]arcsl_:f-19<%n.
Wegen

00

/e" “du = ~12— 23
0
ergibt sich fiir die GauBsche Fehlerfunktion* bei reellem s:

2 [ 2N (=) Tt
*l/‘;—b/‘e dum1—ne & EIFS fir s— 4oo.
13. Kapitel.

Taubersche Asymptotik.

§ 1. Anwendung der reellen Tauber-Sétze:
Asymptotische Potenzentwicklungen fiir F'(t) bei ¢t =0 und ¢t =o0.
1. Entwicklung bei ¢ = 0.

Satz 1. F(t) ses fiir 0<t=T reell definiert, in jedem Intervall rechts
von O eigentlich und bis zum Nullpunkt absolut uneigentlich integrabel.
F (t) werde fiir t > T so erginzt, daff L{F} = [(s) fir ein s konvergiert.
Bestitzt dann f(s) fiir s—+oo eine asymptotische Potenzemtwicklung

00
f(s)  Za,s=#n mit O<puy<pg<-:-,
n=1

so gilt bei t = 0 die asymptotische Darstellung

¢ 00
thn
!F(‘C)d'l’ ’N\‘Z: a"—fm,
vorausgesetzt, daf
y -1

’I’..(t)=F(t)—2a.§@y—)=0L(tﬂm—l) fir t>0 (n=1,2,...)

y=1

* Die Fﬁnktion heiBt auch Krampsche Transzendente. Im Englischen wird
sie oft mit Erfs (Error function) bezeichnet.

16*
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ist. Sind die W, (t) in der Ndhe von t =0 monoton, so gilt sogar

)
tl‘n“l .
Ft)mza,,m fir t—0.

n=1

Beweis: Nach Voraussetzung ist

”

. = 1
F() ‘“21 % T (u)

Y=

”

:f(s)__ E avs“l‘v,\,a"+ls—l‘)n+l

y=1

QP,}=¢

fiir s >oo und

V() =017,
also nach Satz 3 [10.2]:

tl‘v tl‘u+1 .
/Yj dT—/F dt— Z ”P([t ) Kt ,,+1T—(‘””T-_T_—1—) fir {—>o00.

Ist Y, (t) obendrein monoton wachsend, so wendet man das Lemma
S. 209 an.
Ist f(s) im Unendlichen regulir und gleich 0, also in eine fur hin-

reichend groBe |s| konvergente Reihe
o]

1) =2
”om 1
entwickelbar, so ist nach 5.1 F (f) eine ganze Funktion und ohne weitere
Beschrinktheits- und Monotonievoraussetzung

n—1
F () =Z a, ~(”'t_~l){ fir alle ¢

2. Entwicklung bei ¢~ 00

Wir bringen als Beispiel einen Satz, der bci der Behandlung von
Randwertproblemen zweiter Ordnung (s. V. Teil) gebraucht werden kann.
Bei ihm setzen wir voraus, daB f(s) in der Nahe von s = 0 in eine kon-

vergente Reihe nach Potenzen von s¥ entwickelbar ist. Der Satz ist
dadurch merkwiirdig, daB die Glieder mit ganzzahligen Exponenten
= 0, die in ihrer Gesamtheit eine bei s = 0 regulidre Funktion darstellen,
bei der Ubertragung auf F (¢) vollig wegfallen. (Der Satz stellt eine der
Heavisideschen Regeln dar, wie sie in der Operatorenrechnung ohne
hinreichende Voraussetzungen benutzt zu werden pflegen, vgl. 18.3 und
insbesondere das 24. Kapitel.)

Satz 2. Die reelle Funktion F (t) ses fir t > 0 differenzierbar und in
t=0 sterg. L{F'} existiere fiir s >0, also auch L{F}=f(s). Ist f(s)
in einer beliebig kleinen Umgebung von s = 0 durch die konvergente Resihe

() F() =+ (ag+ bost +ays + byt + agsr 4 byst 4 -+ 1)
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darstellbar, so ist

i t (n+4)
(2) F(t)~a0+2b,,l,( n-H)fW t>o00,
d.h. =

o

_ ey Tty
Flt)~ay+ —— W 2( )by i fiir 100,

vorausgesetzt, daf fiir n=0,1,2,.

—(r+%
(3) dt[:ﬂﬂ(}«‘(t)—ao va v+,)]=OL(t—%) fiir >0

n—1
ist. (Fiir n=0so0l X=0 sein.>153

v=0
Beweis: Der Beweis basiert auf dem Tauberschen Satz 6 [10.2].

Es lige nahe, F—a, und dementsprechend f(s)—%'l zu betrachten
und aus der Potenzreihe zu entnehmen: f(s) — v‘—:°—~bo st Hierauf

kénnte man aber Satz 6 [10.2] nicht anwenden, weil y = — ; wire.

Es ist also ein neuer Kunstgriff nétig, und dieser besteht darin, daB wir
die Funktion

Fi(t) = t(F () — ay)
betrachten. Nach Gesetz III, ist
L{F1} = fi(s) = —/'(s) —ays2
Aus (1) folgt
, i 1 4 3 %
f'(s) =—ays —b“'9a+o+b125 2+“2'+b2'§32+"'

(man beachte, daB8 der Koeffizient a, ausfallt), also

by -1
/,.(s)~~'2‘-'—s ¥ fir s-o0.

Wegen der aus (3) folgenden Abschitzung Fy (f) = O, (t" %) ergibt sich
nach Satz 6 [10.2]:
b o

F)=t(F ) —ag) ~ 5 p

fir t—»o00.
oder

bo _}.__ b9_ L
FO—a~srmt = ryt®

Nunmehr betrachten wir die Funktion

Fy(t) = <F—a0—— bo r%),
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zu der nach Gesetz III, die /-Funktion
» b
) =1"()—28 52— s T(5)s7H
= () — 20y — S by 5
gehort. Es ist

/u(s)=2aos~°+—— s¥io0— _21__;_8 biop3ht -

T
(man beachte das Wegfallen von ay), also

his)~—2s™F fir s—o.
Auf Grund von (3) ist F, () =0, (t‘%), also nach Satz 6 [10.2]:

F,(t):tz(F_ao__ﬁ_,—%)N_h A

Y 4 T
also wegen I‘(%) = —l,—(— —;—)I‘(—- 1?)
F(t)—ao——bo%r\u blP—t(—__-—;)— fiir ¢ —>o00.

Das Bildungsgesetz der Entwicklung wird damit schon hinreichend
deutlich: Man hat in der Darstellung fiir f(s) alle Glieder mit ganz-

zahligem Exponenten mit Ausnahme des ersten 3} zu streichen. An

dessen Stelle tritt bei der asymptotischen Entwicklung fiir F(¢) seine

L-Funktion a4,. In den Gliedern mit gebrochenem Exponenten ist
—B-1

jeweils s? durch ——%- T=h (ﬂ —~~;—, —;—, % . ) zu ersetzen. Man braucht

also bei der gliedweisen Ubertragung nur so zu tun, als ob diese fiir

B < 0 richtige Zuordnung von /- und L-Funktion auch fiir > 0 giiltig

wire.

Man iibersieht unmittelbar, daB sich ein analoger Satz fiir den Fall
aufstellen 148t, daB f(s) durch eine Potenzreihe nach beliebigen auf-
steigenden Potenzen effektiv oder sogar nur asymptotisch dargestellt
wird, vorausgesetzt, daB die asymptotische Darstellung der Ableitungen
durch gliedweises Differenzieren gewonnen werden kann*154,

Einen Beweis der durch Satz 2 dargestellten Entwicklungsfegel
unter ginzlich anderen Voraussetzungen werden wir in 14.3 kennen-
lernen.

* DaB nicht jede asymptotische Entwicklung gliedweise differenznerbar ist,
1 1
sicht man an dem Beispiel f(x) =1 + xsin—1— f'(x) = sm-— -——-COS—— Hier
ist f~ 1, aber nicht f'~ 0 fiir x> 0.
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§ 2. Anwendung der funktionentheoretischen Tauber-Sitze:
Asymptotische Exponentialentwicklung fiir F (t) bei ¢t = oc.

Besteht f(s) aus endlich vielen Partialbriichen:

o) = 2

y=0
(s, beliebig komplex, A, nicht notwendig ganz), so ist F(f) (abgesehen

von einer Nullfunktion) ein Ausdruck der Form:

o1
F, ()= ;07 6o e iy

Auf Grund der funktionentheoretischen Tauber-Sitze sind wir in der
Lage, das Verhalten von F(f) durch einen Ausdruck der Form F,(¢)
wenigstens fiir {—oco asymptotisch zu beschreiben, wenn f(s) sich in
einer Halbebene wie eine Funktion f,(s) verhilt. Wir erhalten damit
die prazise Formulierung eines Satzes, der in der Operatorenrechnung
hiufig unter ungeniigenden Voraussetzungen als ,,Heavisidescher Ent-
wicklungssatz‘‘ benutzt wird (vgl. 24. Kapitel). — Wir beschrinken uns
dabei auf den in den Anwendungen hiufigsten Fall A, =1, d. h. auf
Pole erster Ordnung bei f(s).

Satz 1. F(t) ses fiir t >0 reell. L{F} = f(s) habe eine Konvergenz-
halbebene und lasse sich in esne Halbebene R s > o (die auch die Vollebene
sesn kann) so fortsetzen, daf sie dort als einzige Singularititen die einfachen
reellen Pole (in endlicher oder unendlicher Anzahl) sy > s, > s3>+ -+ mit

den Residuen c,, c,, cg, . . . besttzt. (Da f(s) fiir reelle s reell ist, so sind die
¢y = lim f(s) (s—s,) auch reell.) Die Funktionen*
5S> 8y "—1
(1) D, (t)=F(@t)— X c, et n=0,1,2,:..)
r=0

mogen die Eigenschaften haben:

(2a) sign D, (t) = signc,,
(2b) e~ =1t (t)| wdchst monoton.
Ferner ses L{D,} = @, (s) fiir Rs>s, konvergent. Dann ist
e <]
(3) Fit)e X cpe  fiir t>o00
no=0
in dem Sinne, daf **
n—1
(4) Ft)— X c, e ~c e,
d. h, =0
n—-1
e"n“F(t)—— > c,e’"}-» Cp fibr t—>o0.
y=0
n—1
* Fir » =0 soll 3 =0 sein.
y= 0

** Es handelt sich hier um eine Veraligemeinerung des Begriffs der asym-
ptotischen Reihe von Potenzen auf beliebige Funktionen.



248 13. Kap.: Taubersche Asymptotik.

Bemerkungen:
1. Die Voraussetzung iiber f(s) ist z. B. erfiillt, wenn f(s) in eine
oo

Partialbruchreihe 2 S i"s, entwickelbar ist, die nach AusschluB der
7n=0

s, durch kleine Kreise in jedem endlichen Teil der Ebene gleichmiBig

konvergiert und bei der s, > —oo ist.

2. Man vergleiche mit Satz 1 die Erorterungen in 7.4, wo es sich
um konvergente Entwicklungen von f(s) und F () desselben Typs wie
oben handelt. Fiir die Konvergenz spielt die GréBenordnung der ¢,
eine wesentliche Rolle. Bei der asymptotischen Darstellung sind die
¢, dagegen durch die Bedingungen (2a, b) eingeschrinkt. Wir wollen
uns den Sinn von (2a) klarmachen. Nach (4) ist

n—1
F(l) e—s.t___zcv e~ (So— $)t C,,&“ (s,,—s,,)t,
v=0
also
n—1
F(t)e st —co— X, e o=t =0 (e~ Co— ) fiir {->o00.
y=1

Die linke Seite strebt also wie e~ (e~ gegen 0. Da sie gleich @, (t) e~ **
ist und diese Funktion dasselbe Vorzeichen wie @,(¢) hat, so besagt
(2a), daB @, (t)e~** nicht bloB schlechtweg gegen O strebt, sondern
sogar nur von einer Seite her, die durch das Vorzeichen von ¢, bestimmt
ist, mit anderen Worten, daB8 das Vorzeichen der in der Behauptung
gewonnenen , Fehlerabschitzung’ c, e~ o~ ¢ bereits in der Voraus-
setzung gegeben ist. Natiirlich ist, damit iiberhaupt die Relation (4)
bestehen kann, das Erfiilltsein von (2a) fiir groBe ¢ notwendig. Das
Zusiatzliche besteht in dem Erfiilltsein fiir alle > 0.
3. Im Falle, daB s, > —o0 ist und die Reihe konvergiert, ist

[ °]
"% F(t) = X c,e (ot

n=0
eine Dirichletsche Reihe. Satz 1 kann also dahin aufgefaBt werden,
daBl er eine Funktion nicht in eine Dirichletsche Reihe zu entwickeln,
sondern durch eine verallgemeinerte Dirichletsche Reihe (verallge-
meinert, weil s, - — 1> —oo sein kann) asymptotisch darzustellen lehrt.
Beweis: Die Funktion ¢~ =1 F (¢) ist fiir ¢, > 0 positiv und monoton
wachsend, fir ¢,<0 negativ und monoton fallend. ¢, (s) = {®D,}

ist fiir R s>s, konvergent und
”

gn(s)=¢n(s)—s_j”5” = (S)-—-Z sivs,,

v =0
ist fir Rs=s, (d. h. ein Stick iiber Rs =s, hinaus) regulir. Nach
Satz 2 [10.3] (man beachte auch die dortige Bemerkung) ist also
D,(t) ~c,ett  fir t->oo0.
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§ 3. Anwendung der funktionentheoretischen Tauber-Sétze:
Der Primzahlsatz.

GAuss scheint als erster 1792 die Vermutung aufgestellt zu haben
(ohne sie zu publizieren), daB die Anzahl n(x) der Primzahlen, die =x

sind, sich asymptotisch durch % darstellen 148t:

l(x—)—ﬂ oder n(x)~l—oj—;7 fir x-o0.

log »
Bewiesen wurde diese Behauptung, der sog. Primzahisatz, nach vielen
vergeblichen Anstrengungen anderer Forscher erst 100 Jahre spiter,
nimlich 1896 gleichzeitig durch HADAMARD und DE LA VALLEE PoussiN.
Seitdem sind eine Reihe wesentlich einfacherer Beweise bekanntgeworden,
von denen der nachfolgende der einfachste ist. Er stiitzt sich auf den
funktionentheoretischen Tauber-Satz 1 [10.3]1%, Die in diesem Satz
mit f(s) bezeichnete /-Funktion wird bei unserer Anwendung die Funk-

. 1L(s) . e _ oo__i_ .
tion — - (5 Sem, wo (s) die fir Rs>1 durch {(s) -12 = definierte

Riemannsche Zetafunktion ist. Von dieser brauchen wir einige funk-
tionentheoretische Eigenschaften, die wir als Lemmata zusammenstellen.

Lemma 1. {(s)— 5_11 ist fir R s> 0 regulir.

Das bewiesen wir als Spezialfall des (Abelschen) Satzes 1 [12.1].
Wir fithren die zahlentheoretische Funktion A(#) durch folgende
Definition ein:
log p fiir n = ™, wo p eine Primzahl und m > 0 ganz;
0 fiir alle anderen ganzen n >0

An) =

und behaupten
Lemma 2. Fir Rs>1 ist

— () =29 DA

7"l
(e o)
Beweis: E —1;»- konvergiert bei jedem ¢ >0 fiir Rs=1 + ¢ gleich-
n
n=1
mibig, da 1 1
]~ e < I¥s

und 2—1—1_;7 konvergiert. Nach dem WeierstraBschen Doppelreihen-
n

DY

satz kann also {’'(s) durch gliedweise Differentiation gewonnen werden:

~ 1
DV EE fir Rs>1.

”

&'(s)

"ol
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Da fiir R s > 1 die Reihe fiir {(s) und wegen 0=/ (n) =logn die Reihe

2 () absolut konvergiert, so kénnen sie beliebig gliedweise, also z. B.

Noml

nach der Dirichletschen Regel multipliziert werden:

ra Z’ R Z‘ksZAw

n=1 nu=l nlk
wo das Symbol n/k bedeutet, daB iiber alle # summiert werden soll,
die Teiler von % sind. Lautet nun die Primfaktorenzerlegung von %
folgendermaBen:

k= pr-p3 ... pF,
so kommen als Teiler » von k, fiir die A (n) =0 ist, nur die folgenden
in Frage:
Publ . PP Dubh PR o Dubh. B
Fiir die erste Gruppe ist A(n) = logp,, fir die zweite A (n) = log p,,
usw., also

fA(”) = aylog py + aglogpy + - - - + a, log p, = log (5 . . .- p7) = log k.
Demnach ist das obige Produkt gleich

DI =)

k=1

Lemma 3. Fir Rs>1 ist {(s)=+0.
]
Beweis:Z—/%ﬂ ist bei jedem &> 0 fiir Rs=1 + ¢ gleichmaBig
"ol
konvergent, also fir Rs>1 regulir. Hitte {(s) in s, (Rsy>1) eine
Nullstelle x*** Ordnung (1= 1), so hitte {’(s) in s, eine Nullstelle u — 1'**
Ordnung (das bedeutet im Falle 4 = 1: keine Nullstelle). Nach der
Gleichung von Lemma 2 hitte es aber eine Nullstelle von mindestens
p' Ordnung.

Lemma 4. Fir Rs>1 ist
_Te) 1AM
{(s) -~ n

Das folgt aus Lemma 2 und 3

Die Dirichletsche Reihe 2 A(") 2A(n —slogn k6nnen wir als

L-Integral schreiben, indem W1r deﬁmeren (s. Satz 1 [3.5]):
A(t) = ):A(v) fir logn=t<log(n+1), d.h. firn=¢&<n+ 1.

ym0
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Dann ist
o0

A‘”’ =s [ea@ar  fir Rs>1.
0

p=l
Mit der in der Zahlentheorie iiblichen Bezeichnung
p(x)= X A@¥) fir =x=0
ist "
A =y(),
also gilt
Lemma 5. Fiir Rs>1 ist

— 58— [ ey as
0

Lemma 6. Fir Rs=1(s=+1) ist {(s)+0.

Beweis: Wir setzen s =1+ yi, y=0, i((:)) =@(s). Fir e>0 ist

nach Lemma 4:
3e(1+e)+4Rp(1 +e+y1) + Rp(1 + e+ 2 y14)

- _—2 Af(:l. {(3+4Rn=7 4 Ru=27},
el
Wegen
n=Y% = e~ *719%8" — cos(y log n) — 1 sin (y log n)
ist

{***}=2+ 4cos(ylogn) + [1 + cos(2 ylogn)]
= 2 [1 + 2cos(ylogn) + cos?(ylogn)]
= 2[1 + cos(ylogn)J3,
also
31 +¢e) +4Rp(1 +e+ 1) + Ro(1 +e+2y1)=
Aus Lemma 1 folgt, daB

2(s) = 2L,

. h )
==+ KO

also

wo h(s) in einer Umgebung von s = 1 reguldr und 4 (1) # 0 ist. Demnach
hat

gs) _ k' (s)

TG~ s—1 + h(s)

in s =1 einen einfachen Pol mit dem Residuum —1, und es ist

. o)
lim (s—1) gy =—1,
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also
Jlimegp(1 46 =—1.

>0

Hat ferner ¢ (s) in s, eine u-fache Nullstelle (= 0), was im Falle u = 0
bedeuten soll, daB keine Nullstelle vorliegt, so ist

£(s) = (s—so)* k(s),
wo k(s) in einer Umgebung von s, reguldr und %(s,) 3= 0 ist, also
§'(s) = p(s—so)* "1 R(s) + (s— so)* ' (s)

UG _ m
¢6) =7 = s=s T Fe

und

also
(s—so)p(s)>u fir s—s,.
Angenommen, {(s) hitte in 1 + y¢ eine (wirkliche) Nullstelle u,'* Ord-
nung (4, =1); in 1 + 2 y7 hat es eine Nullstelle oder nicht, wir sagen
eine Nullstelle u,'*" Ordnung, wobei uy=0. Dann ist
HEmegp (1 + yi + &) =u,, limep (1 4+ 2yt + &) = u,.

8>0 e>0
Da ¢ und y,, u, reell sind, so gilt das auch fiir Rg an Stelle von g. Also ist

lime3p(1+&) +4Rp(1+e+yi)+Rp (1 + &+ 2y1)]

=0 =3+ 4m+u=1.
Nach dem obigen Ergebnis kann ((1ieser Grenzwert aber nur =0 sein.
¢ (s)
()
Stelle s = 1, wo sie einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat, regular.
(Regulir filr Rs=1 ist eine Abkiirzung fiir: reguldr fiir #s>1 und in
asiner kleinen Umgebung jedes Punktes mit s =1.)

Lemma 7. Die Funktion — ist fiir | s =1 mit Ausnahme der

Beweis: Wir wissen bereits, z. B. durch Lemma 3, da8 CC,((:)) fiir

Rs>1 regulir ist. Ferner bewiesen wir schon bei Lemma 6, daB
——--%—I%l in s = 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat. Wir
¢ (s)
, ¢ (s)
jedes Punktes s =1 + y i, ¥y =0, regulir ist. Da {(s) nach Lemma 1
fir ® s > 0 auBer in s = 1 regulir ist, so geniigt es, daB {(s)=%0 fiir
1+ y¢, ¥y=0; denn dann ist {(s) auch in einer kleinen Umgebung

= 0, also %’(%)~ dort regulir. Nach Lemma 6 ist das aber der Fall.

haben also bloB noch zu zeigen, daB in einer kleinen Umgebung

Nunmehr ergibt sich sofort ein Satz, der mit dem Primzahlsatz
dquivalent ist, namlich
Satz 1. Fir dic summatorische Funktion y(x) = X A (v) gilt:

vS$x
p(¥)~x fiir x-—>oo0.
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Beweis: Wegen A (v) = 0 ist y(x) fiir x=1 positiv und monoton zu-
nehmend, also auch p(¢) fir t>0 Q {;‘p (¢)} ist nach Lemma 5 fiir
& (s)

Rs>1 konvergent und gleich ——-s——;(?)— Diese Funktion ist nach

Lemma 7 iiber R s = 1 hinaus reguldr mit Ausnahme der Stelle s =1,
wo sie einen einfachen Pol mit dem Residunm 1 hat*. Also ist nach
dem funktionentheoretischen Tauber-Satz 1 [10.3]:

p(e) ~e fir t—>o0.
Das ist mit unserer Behauptung gleichbedeutend.
Aus Satz 1 folgt nun elementar:
Satz 2 (Primzahlsatz). Fiir die Anzahl (x) der Primzahlen = x gilt:

X

logx ’

7T (%) ~

Beweis: Im folgenden wird log log x vorkommen. Damit diese Zahl
positiv ist, wihlen wir von vornherein x >e. — In p(x) = X A(») sind
Sz

nur die Summanden + 0, fiir die » die Gestalt p™ (p = Primzahl) hat.
Fiir ein festes p kommen die Potenzen

p.p% ... p"
in Frage, wo « die gro8te ganze Zahl mit der Eigenschaft
p*=x oder alogp=logx

ist,d. h.a = [lo p] Diese Potenzen tragen zu y(x) den Wert [log p] lo
bei. Also ist
log »
= 2[10”]1081’
Das schitzen wir so ab:
log » . _
x) épg Tog p log p = log xﬁg 1 =mn(x)logx
und erhalten - B
(1) 1 =22
Nun ist fir 1<w< x:
log log p
AR =) + D 1=n@+ D b <alw)+ e
wo<pSx w<pSx w<psSx

1
=w+4 foga ¥ (x).
Aus dieser sehr rohen Abschitzung entnehmen wir:
n(x)logx wlogx
v < e T

* Hat f(s) in s = s, das Residuum » und ist g(s) in s = s, regular und 5 0,
so hat f(s) g(s) in s, das Residuum #g(s,).

log »
logw *
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Wir wollen nun w so wihlen, daB der erste Summand rechts fiir x - co
gegen 0 und der zweite gegen 1 strebt. Dies erreichen wir z. B. mit
w = _longx' Dann ist nimlich nach Satz 1:

o log » x 1

v(x)  vy(xlgr " Togx ~0

und -
llggzzlogx—l—ogl‘;glogx_>1 fuir x¥—>oo.
Also ist ’—'—!-'?{%‘—f kleiner als eine Funktion von x, die mit wachsendem x
gegen 1 strebt. Mit (1) zusammen fiihrt das zu
d. h.
(%) ~ ;’;;xl "'TEE? fir x—>o0.

*® *
*

Wie bei Satz 1 [10.3] bemerkt, wiirde der reelle Tauber-Satz § [10.2],
¢ (s) 1

bei dem man allerdings nur — RNy fiir s (reell) » 1 (und keine

Monotonie von y) zu wissen brauchte, statt zu Satz 1 nur zu

]
fe"y:(e’)dt ~t fir ¢-o00,
0
d. h.

fV’(f)%.éNlogx fir x->o00
i
fihren. Durch eine leichte Umformung erhilt man hieraus:

ZM——MNIOg X.
or v x

Nach der obigen Abschitzung (1) gilt:

-v—’%én—,(‘,ﬂlogx.

Da nun ganz elementar zu beweisen ist*:

® (x .

—i—)- -0 fir x-o00,
so erhalten wir:

L‘;—)- = o(log x)

* Vgl. E. Lanpau: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
Bd.I, §15, S.69. Leipzig und Berlin 1909.
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und damit A )
2 — lOg x.

vyS=x
Diese bekannte Relation ist an sich interessant, reicht aber bei weitem
nicht zum Beweis des Primzahlsatzes aus2%é.

Satz 1 lieBe sich auch vermittels der im nichsten Kapitel geschilderten
indirekten Abelschen Asymptotik ableiten. Hierbei miite man aber
auBler den oben benutzten Eigenschaften von {(s) noch mehr iiber das
asymptotische Verhalten von {(s) auf Rs=1 fir Js—>oco wissen.
Von diesem Typus waren die dlteren Beweise, wihrend die ersten Be-
weise von Hadamard und de la Vallée Poussin sogar das Verhalten
von {(s) im ,kritischen Streifen” 0<Rs<1 benutzten. DaB der
Taubersche Satz 1 [10.3] so rasch zum Ziel fiihrt, liegt daran, daB er
die sehr starken Voraussetzungen: ,,F (¢) positiv und monoton wachsend*
macht, die fiir y(¢/) trivialerweise erfiillt sind. Diese Zufilligkeit erlaubt,
fir p(¢) leicht das erste Glied ¢ einer asymptotischen Entwicklung
zu finden. Wollte man auf diesem Wege im Sinne des Satzes 1 [13.2]
zu hoéheren Gliedern vordringen, so miiBte man etwas iiber das Vor-
zeichen von y (¢) — ¢ wissen, was fiir sich allein schon eine sehr schwierige
Aufgabe darstellt. Bei den héheren Entwicklungsgliedern und bei
Funktionen, die nicht der Zahlentheorie entstammen und bei denen
man das Verhalten im groBen nicht so leicht iiberblicken kann, fithren
die Methoden des nichsten Kapitels viel weiter.

14. Kapitel.

Indirekte Abelsche Asymptotik.

§ 1. Asymptotik der Mellin-Transformation
bzw. der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation
im Falle analytischer Funktionen.

Die indirekte Abelsche Asymptotik beruht darauf, daB in gewissen
Fillen, nachdem die zu untersuchende Objektfunktion in eine Resultat-
funktion transformiert ist, umgekehrt die Objektfunktion aus der
Resultatfunktion wieder explizit durch eine Integraltransformation ge-
wonnen werden kann. Das asymptotische Verhalten der Objektfunktion
erhilt man dann durch Anwendung eines fiir das Umkehrintegral giiltigen
Abelschen Satzes. Das Schwierigste an dieser Methode ist meist der
Nachweis, daB die betreffende Umkehrformel wirklich angewandt
werden kann. Wir behandeln daher zunichst einen Fall, bei dem wir
von vornherein sicher sind, daB das zutrifft, nimlich die zweiseitig
unendliche Laplace-Transformation fiir analytische Funktionen der
Klasse L}; oder, was dasselbe ist, die Mellin-Transformation fiir ana-
lytische Funktionen der Klasse M° (s. die Definitionen und Bezeichnungs-
weisen in 6.7 und 6.8). Wie wir wissen, ist f 1iese Funktionen die
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- bzw. M-Transformation

+00+1n coet?
(1a) f(s)= [ e **F()ydt bzw. (1b) ¢(s)= fz‘ 1 (2)dz
—00+in
stets durch das komplexe Integral 2! bzw. M1
£+ 500 x+i00
(2a) F(t)_sze'*/(s)ds bow. (2B) D)= 557 [ #p(o)ds

umkehrbar. Die indirekte Abelsche Asymptotik fiir die Transformation
(1a, b) mit F(¢) bzw. P (z) als Objekt- und f(s) bzw. @(s) als Resultat-
funktion ist hier offenbar véllig gleichbedeutend mit der direkten Abel-
schen Asymptotik fiir die Transformation (2a,b) mit f(s) bzw. ¢(s)
als Objekt- und F (t) bzw. @ (z) als Resultatfunktion, und wir hitten
diesen Fall daher schon im 12, Kapitel bringen kénnen. Wir behandeln
ihn aber deshalb hier, weil man in sehr vielen Fillen doch urspriinglich
nicht von der Darstellung einer Funktion F (f) bzw. @ (z) vermittels (2a, b)
ausgeht, sondern auf diese Formel erst durch Umkehrung einer voraus-
gegangenen Transformation (1a, b) kommt, und weil ferner die Erorte-
rungen dieses Paragraphen eine gute Vorbereitung auf die indirekte
Abelsche Asymptotik bei der ¢;-Transformation bilden 57,

1. Eine Korrespondenz zwischen meromorphen Funktionen
undasymptotischen (verallgemeinerten) Potenzreihen (Mellin-
Transformation) bzw. asymptotischen Exponentialreihen
(zweiseitig unendliche Laplace-Transformation)1,

Eine Funktion @®(z) sei in einem Winkelraum |#|=4#, (§=arcz)
regulir mit eventueller Ausnahme von z=0 und z=o00 und sei fir
z—>oo asymptotisch durch eine Potenzreihe verallgemeinerter Art
darstellbar:

(3) D)~ X [+ aMlogz+ - + a* (log z)™] 2=

y=0

(g>0). Das soll bedeuten, daB in dem Winkelraum fiir z — oo
(4) P(2)— E [ +aMlogz 4 - - +a™ ( logz) W]z =0 (|2 -1+ 1 +9)

fiir jedes 6 > 0 ist. (Fallen die Logarithmen alle weg, so handelt es sich
um eine gewdhnliche asymptotische Potenzreihe in z79) Ferner soll
fiir 2> 0 gelten:

(5)- @ () =0(z|~*)
mit einem gewissen x,<gq. Aus (4) folgt fiir » =0, daB fiir z—~o0
D () = af’ + af’log 2+ - - + af (log 2 + O (2]~ 7+9)
=0(|z|~@-") '

fiir jedes ¢ >0 ist. P (2) lst also eine M°-Funktion mit den Konstanten
Dy, %y, %y = g—e¢, wobei wir x>, d.h. ¢<q— x, wihlen kénnen.
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Die Funktion -
6) pls)=[ #-1d(3)dz
[1]

gehort also in jedem Streifen x,+ d=x=¢—48(s=x+1y,6>0) zur
Klasse m® d.h. sie ist dort regulir und erfiillt die Ungleichung
lp(s)| < C(8) e ®.

Sie 148t sich nun folgendermaBen analytisch fortsetzen: Es ist, wenn
”

wir 3 in (4) durch S,(z) bezeichnen:

y=0

®(s) =flz“1¢(z)dz +fz"‘1¢(z)dz
o

1 0 00
=[21®@dz+ [ 21D @) —S,2)dz+ [ £-1S, () dz.
0 1 1

Wegen (5) ist das erste Integral fir Rs > x,, wegen (4) das zweite fiir
Rs<qg(n+1) konvergent und regulir. Das dritte Integral 14Bt sich

explizit ausrechnen: Fiir Rs < qv ist (z=¢'):
0o

/ s—l(logz)dz quz__/ ~lgr—s)ty gy M

(qv_s)m+l ’

a.lso fur Rs<0

”

P(1 I Ik, +
) / 718, de = (0 4 B e )

D1e rechts stehende Funktion ist in der ganzen Ebene regulir bis auf die
k, + 1-fachen Pole s =¢v»(»=0,1, ..., n). ZusammengefaBt ergibt sich
also, daB ¢(s) in dem Streifen x;, <R s < g(n + 1) meromorph ist und
die Punkte s =g¢»(» =0,...,n) zu Polen hat. (Ist x, >0, so fillt der
Punkt s = 0 aus.) Da aber # beliebig groB ist, so folgt, daB g(s) in der
ganzen rechten Halbebene R s> x, meromorph ist und dort die arith-
metische reelle Polreihe (0,) ¢, 2¢,... hat. — Dabei haben wir noch
gar nicht benutzt, daB @ (z) in einem Winkelraum regulir ist. Das Er-
gebnis iiber das funktionentheoretische Verhalten von ¢ (s) gilt also auch,
wenn @ (2) nur auf der reellen Achse definiert und dort asymptotisch
durch (3) darstellbar ist. Ist nun aber @(z) im Winkelraum |#|=4%,
regulir und dort fiir z—~o0o durch (3) darstellbar, wihrend fiir z—0
die Abschitzung (5) gilt, so kann man nach 6.8 das Integral (6) auch

tiber jede Gerade arcz =@ erstrecken, ohne daB sein Wert sich indert:
0 t?

[ #2-1P(2)dz = e'0=/g=—lq>(ge*0)dg
1

= ¢iPs /es—l¢(eec0 d9+fes—l(¢(ggno)__S"(eeiﬂ))dg
1

0

y=0

+ [0S, (0% doy.
1

Doetsch, Laplace-Transformation. 17
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Auf Grund von (5) ist* fir Rs=x, + 6 (6>0):

fle"‘d’(ee"")de =0 (/le”“"“"’de) =0(/le"“de) =0(%)
0 0 0

und auf Grund von (4) fir Rs=q(n +1)—4:

Py P Re—logrin+ 3
f93~1(¢(eei0)ﬂsn(eei0)) de =0 (/Q q 2 de)
i i

—0 (fg“l”‘g'dg> =o(%).

Das dritte Integral 14Bt sich wieder explizit ausrechnen. Wegen log (o¢*?)
=logg ++9 ergibt a® 4 a'logz + - - - + al* (logz)*, wenn man die
Potenzen nach dem binomischen Lehrsatz ausrechnet und das Ganze
nach Potenzen von log ¢ ordnet, einen Ausdruck der Gestalt

b0 + b log + - - - + b (log g)*,
so daB man erhilt:

Salee'?) = X e 100 (0" + b logg + - - - + b{™ (log )™) 0~ 7"
y =0

Das dritte Integral liefert also wie oben bei (7) eine gebrochen rationale
Funktion in Partialbruchzerlegung. Eine solche Funktion strebt fiir
s—»oo gegen 0. Da schlieflich noch

|ei0s| = |ef0lx+in| — (=07

ist, so erhalten wir insgesamt: In dem Streifen x, + d=x=¢q(n +1)—4
ist
lp(s)|<Ce=®r fiir |y|—>o0,

- wobel natiirlich C von 4, » und ¢ abhingt. & konnte dabei irgendwie
zwischen — 9, und + &, einschlieflich gewihlt werden. Das nutzen
wir nun in der Weise aus, daB wir # = &, bei positivem y und 4 = —19,
bei negativem y wihlen. Dann ist

lp(s)| < C(8,n)e~ % fiir |y|—>oo0.

Wir bringen an unseren Voraussetzungen noch eine kleine Verall-
gemeinerung an: Fiigen wir. der Entwicklung fiir @ (2) einen Faktor
2% (« beliebig komplex) an, so bedeutet das den Ubergang von g(s)
zu p(s—a). Hat ¢(s) die Pole ¢», so hat ¢ (s—a) die Pole « 4 ¢, die
wieder eine arithmetische Reihe bilden, aber bei der komplexen Zahl «
anfangen. Die Multiplizititen und Residuen bleiben erhalten.

Nun konnen wir unsere Ergebnisse so zusammenfassen:

* Im folgenden kénnen wir das Ergebnis von 6.8 nicht unmittelbar verwenden,
die Abschatzungen laufen aber teilweise denen in 6.7 parallel.
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Satz 1. Die Funktion ®(z) mit z =g e'® sei im Winkelraum |9|=9,
reguldr mit eventueller Ausnahme von z=0 und z=o00 und dort fiir
3—>00 asymptotisch so darstellbar:

(8 P2~ X [a® +aPlogz + -+ - + a* (log 2)] 2= 2~ 9"

y=0
(o belsebig Romplex, q > 6)
in dem Sinmne, aaf

©) PE)— T[40+ aPloga+ -+ af¥) log 2] ==t = 0| Na-vr+1+9
=0

fiir |z| o0 bei jedem 8> 0 ist. Ferner sei

(10) D) =0(z]=) fir 20 (x,<g).

Dann 1st @ eine MO-Funktion. Ihre hiernach existierende Mellin-Trans-
formierte @ (s) = M (D} ist in der ganzen rechien Halbebene R s > x, reguldr
bis auf die wn die Halbebene fallenden Pole s =a + qv(v=0,1,2,...),
die eine arithmetische, horizontal laufende Folge bilden. Der zu w + qv
gehorige Hauptieil lautet:

(0) 1 ey _‘_,-1_!____..__ —_ .o
T T latqn W (s— (x+qv)? T
(11) ...+(_1)kf+la£k') k"

(s—(@+gn)h+t’
Die Funktion @ (s) unteriiegt in jedem Streifen endlicher Breste (s = x + 1 y)
-t 0=x=Ra+qgn+4+1)—34

einer Beschrinkung der Form

(12) |p(s)| < C(8, n)e=Hl?],

wenn man die endlich vielen in dem Streifen liegenden Pole durch kileine
Kreise ausschnerdet.

Wir werden nun das Reziproke beweisen, und das wird von dem
Standpunkt, den wir in diesem Teil des Buches einnehmen, der inter-
essantere Satz sein, denn bei ihm wird von dem funktionentheoretischen
Verhalten von ¢ (s) auf das asymptotische Verhalten von @ (¢) geschlossen.

Satz 2. Die Funktion @(s) mit s=x -+ 1y ses tn der rechten Halb-
ebene R s = x, bis auf die Pole o + gv (v =0,1,2,...) reguldr (« beliebig
komplex mit Ra> %, ¢>0). Der zu a + qv gehorige Hauptteil habe
die Gestalt (11). In jedem Streifen x=x=Ra + q(n + 1) se: @(s) nach
Ausschuf der darin liegenden Pole durch kletne Kreise vom Charakter
einer mO-Funkiion, d. h. @(s) erfiille die Ungleichung

(13) lp(s)| < C(m)em2lv.

Ihre hiernach existierende Transformierte @ (z) = M~ {p} (z = p¢'?) ist
dann in jedem Winkelraum || =90,—e(e>0) reguldr und fiir z->o00
durch die Reihe (8) asymptotisch darstellbar.

17¢
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Beweis: In dem Streifen x;, = x=Ra— 4§ ist ¢(s) reguldr und geniigt
der Abschitzung ¢(s) <C(0)e~%!?!, ist also eine m®-Funktion, zu
der nach 6.8 eine in |#|=9¢,—¢ regulire M°-Funktion ®(z) gehort,
die den Abschitzungen

|®(2)| < Cyle) g™ fir p=1,
|P(z)| < Cyle) o~ ®2—9  fir o>1
geniigt. Sie 1Bt sich so darstellen:
% +t00
/ 27 %gp(s)ds (H=r=Ra—3J).

x—100

D(z) =

2ni

Wegen der Abschitzung (13) kann der Integrationsweg beliebig weit

nach rechts verschoben werden, wenn man nur jeweils die Residuen

Zeioe  a'siee der dabei iiberschrittenen Pole in Abrechnung bringt:

Wir schlieBen den dem urspriinglichen Integrations-

/A weg x—100 - - x + too rechts benachbarten Pol a in
ein Rechteck ABCD ein und schreiben:

x+100
1 1 1
Pl) = 2ni ,/ + 27 _/ T 2ami /
£ —1$00 ABCDA ABCDA

Die beiden ersten Integrale vereinigen sich zu dem Inte-
_ . gral iber denWeg x —toc0o>A—>B—->C—>D—> x+ 100,
"'"“; e “"‘ “t=  das wegen der Abschitzung (13) nach dem Cauchyschen

o Satz gleich dem Integral von x* —7 oo bis x* 4 1 00 ist,
wo x* die Abszisse von B und C bedeutet. (Vgl. die analogen Beweise
im 6. Kapitel.) Also ist

Re

x* 4100
?(z) = — {Residuum von z~*g@(s) in a}+—2—:ﬁ / 7S @(s)ds.

2* — 500

In analoger Weise verfihrt man mit den weiter rechts gelegenen Polen
und erhilt:

” x+100
D)= —2 {Residuum vonz~°*g(s)ina + ¢»} + 2:”. / =@ (s) ds
r=0 .

X —100

mit
Ra +gn<x<Ra+qgn+1).
Die Residuen lassen sich berechnen, indem man z~¢ in eine Reihe nach

Potenzen von s— (x + gv) entwickelt:
2= % = g~ SloBs — o—(a+gqv)logs o— (s — (x + ¢gv))logs

00
1
— ga—gr g (—1)? ,(.‘s_'__%;t—q—m— (log2)*,
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mit der Laurent-Entwicklung von ¢(s), die mit den durch (11) ge-
gebenen negativen Potenzen beginnt gliedweise multipliziert und die

Koeffizienten der Glieder mit Py gy + o einsammelt. Das ergibt gerade

das allgemeine Glied von (8) Da ferner ¢(s) in dem Streifen
atgn+d<zr<a+qm+1)—a6
eine m%-Funktion mit der Abschitzung (13) ist, so ergibt sich nach 6.8,

24400
daB das Restglied 5 / =% p(s) ds in jedem Winkelraum |#| =8, —e
reguldr ist und fiir |2 |>1 einer Beschrarkung C (¢, n) |z|~R2-e(+1)+4

unterliegt.

Satz1 und 2 zusammen ergeben die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB eine Funktion @ (z) fiir 2 oo eine asymptotische
Entwicklung der Gestalt (8) besitzt, nimlich daB ihre Mellin-Trans-
formierte @(s) den in Satz 2 ausgesprochenen funktionentheoretischen
Charakter hat. — Man kann hieraus sofort die Bedingung fiir die asympto-
tische Entwickelbarkeit von @ (z) fiir z - 0 ableiten. Ist nimlich & (z) eine

M°-Funktion mit den Konstanten 8, ¥,, x,, so ist offenbar @ (%) eine

M°-Funktion mit den Konstanten &, — x,, — x,. Wegen (z = %)
o0 o0
/z’“‘@(z)dz=/u"“"¢(%>du
0 0
gehort zu @ (%> die m®Funktion ¢(—s). Aus Satz{ und 2 ergeben

sich also folgende Sitze:

Satz 3. Die Funktion @ (2) sei im Winkelraum |9| =8, reguldr mit
eventueller Ausnahme von z=0 und z=o00 und dort fiir z-0 asym-
ptotisch so darstellbar

(14 P~ 2 (@0 4 a®logz + - -+ 4 ™ (log 2)M] 2 +9”

(« beliebig komplex, g > 0)
wn dem Sinme, daf

D) — [ ]2t = 0(|z|9ta+q(n t0-9  fiy 220
y=0
bes jedem 6> 0 1st. Ferner ser
(15) P(z) =0(z%) fir z2-+00 (H<q).
Dann ist @ eine MO-Funktion. Ihre hiernach existierende Mellin-
Transformierie ¢ (s) = M (P} ist in der ganzen linken Halbebene Rs < — x,

reguldr bis auf die in die Halbebene fallenden Pole aus der arithmetischen
Rethe —a—qv(v=0,1,. ) Der 2u —a—qv gehorige Hauptiesl lautet

—a® S L
(16) —af’ s+a+qv+ v (s+a+99)i —+ +(—1)h'+1a£k)(s+a+'qr)"v+1'
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Die Funktion @(s) unterliegt in jedem Streifen
—Ra—qr+1)+0=xr=—x—96
einer Beschrinkung der Form
(s)| < C (8, m) e~ Bul7l,
wenn man die endlich vielen in dem Streifen liegenden Pole durch kleine
Kreise ausschneidet.

Satz 4. Die Funktion @(s) set in der linken Halbebene Rs =— x,
bis auf die Pole —a—qv (v =0,1,2,...) regulir (« beliebig komplex
mit R (—a) <—x,, ¢>0). Der zu —a—qv gehorige Hauptteil habe die
Gestalt (16). In jedem Streifen —Ra—q (n+1)=x=—2x, sei @(s)
nach Ausschluf der darin liegenden Pole durch kleine Kreise vom C harakter
einer mO-Funktion, d. h. @ (s) erfiille die Ungleichung | (s)| < C (n) e~ %171,
IThre hiernach existierende Transformierte @ (z) = M- 1 {(p} zst damz n
jedem Winkelraum |3 |=30,— & regulir und fiir z—~ O durch die Reihe (14)
asymptotisch darstellbar.

Besitzt @ (z) sowohl fiir z—+o00 wie fiir z— 0 asymptotische Dar-
stellungen der Form (8) bzw. (14) (die « und ¢ in (8) und (14) brauchen
nicht notwendig dieselben zu sein) und ist, damit die Bedingungen (10)
und (15) erfiillt sind, das —R o = —Ra, in (14) kleiner als das ¢ = ¢,
in (8) und das —Ra =—Re, in (8) kleiner als das ¢ =g, in (14), so
ist ¢(s) in den beiden Halbebenen Rs>—Ra, und Rs<Ra,, also,
wenn —Ray<Ra; ist, in der ganzen Ebene meromorph und nach
AusschluB der Pole in jedem Streifen endlicher Breite vom Charakter
einer m%-Funktion; ferner gilt das Umgekehrte.

Unsere Ergebnisse lassen sich leicht in die Sprache der zwersestsig
unendlichen Laplace-Transformation f(s) = @y {F} durch die Substi-
tution z = e~! iibersetzen. An den Aussagen iiber f(s) = ¢(s) dndert
sich iiberhaupt nichts, die asymptotische Entwicklung von F () erhilt
fiir t > — oo die Gestalt ‘

F(t) ~ “ [a(o) + a(l) (— t) 44 a'("‘r) (_ t)hv] 3(a-H')’,
Y= 0
wihrend in der Entwicklung fiir £ > 4 0o e~ @+9"¢ an Stelle des letzten

Faktors steht. Man vergleiche hiermit die konvergenten Reihenentwick-
lungen bei der einseitig unendlichen Lap]ace-Transfonnation in 7.4.

Auf Grund der Tatsache, daB der Faltung & (z / D, () d),( )d;

zweier M%Funktionen @,, ®, das Produkt ¢(s) = ¢, (s) @y (s) ihrer mo-
Funktionen entspricht (s. SchluB von 8.7) und das Produkt zweier
meromorphen Funktionen wieder diesen Charakter hat, kann man aus
den asymptotischen Entwicklungen von @, und &, eine asymptotische
Darstellung fiir @ ableiten8,

Wir wollen das an einem wichtigen Beispiel.zeigen:
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2. Asymptotik der Stieltjes-Transformation1é®

Ist speziell ®,(z) = -;—-l~, so ist

z

F o F o
¢(z)=/—-1(cl % =/ 28 4t
145
0 ¢ 0

P, ist eine M -Funktion mit den Konstanten z—e¢, 0, 1, ihre m°-Funk-
tion g, (s) ist also in dem Streifen 0 < R's < 1 reguldr. Da @, bei z =0
und z = oo nicht bloB asymptotische, sondern sogar konvergente Potenz-
entwicklungen besitzt:
o0
Dy(z2) =F2z7'"" bei z=o00 (@, =1,¢q,=1),

y=0
Dy(z) =27 bei z2=0 (g =10,g3=1),

=0
und da —Ray<g, (ndmlich 0<1) und —Ra, < g, (némlich —1 < 1)
ist, so ist g,(s) fiir Rs>0 und Rs <1, mithin in der ganzen Ebene
meromorph, und die Pole sind alle einfach, weil die Entwicklungen
logarithmenfrei sind. Ubrigens ist explizit (zunichst fir 0 < Rs < 1)*:

P d
—_ —-1_*2_.___3__
qv,(s)_fz‘ 14+2 sinms’
0

und diese Funktion ist in der Tat in der ganzen Ebene bis auf die ein-
fachen Pole 2= +u(u=0,1,...) mit den Residuen (—1)* regulir.
Nehmen wir nun an, um einen méglichst einfachen Fall zu bekommen,

daB &,(z) in einem Winkelraum |arc|z=1, regulir ist und den Ab-
schiatzungen geniigt:

|Py(2)| < Cy|z]~¢ fiir z-0 (0 beliebig klein)
und

|®y(2)| < Cg|z|~ fiir z>00  (w beliebig groB).
Dann ist @,(z) eine M°-Funktion mit den Konstanten 8, 4,00 (man
kann sagen, daB @, fir z—o0o eine identisch verschwindende asym-
ptotische Potenzentwicklung hat), und ihre m%-Funktion g, (s) ist in der

* Das ergibt sich so (¥ =vz):

.2 (o] [+ °] (o <]
I's)I'(1 —s) =fe’“u"‘1du~fe‘”v"dv =fe“"v“‘[fc‘“u‘“1du]dv
0 0 0 0
[~ (s ] 00 00
=fe v [ (waF~Lvdzdy =[[e vt s-1444,
0 0

00
-] o

)

= -1 —o(l+44) = -1 1

/:‘ d:/e dv /:’ 1_‘_zdz.
1] 0 0

Die links stehende Funktion ist aber bekanntlich gleich

]
sings '
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Halbebene Rs >0 regulir. Die zu ®(z) gehérige m®-Funktion ¢(s) =
@1(5) @a(s) hat also in der Halbebene ® s> 0 dieselben Pole wie g,(s),
dh. s=14»(»=0,1,...), aber mit den Residuen (—1)"+1 ¢, (v + 1).
(Ist @,(» + 1) =0, so ist 1 +» in Wahrheit kein Pol.) Da ¢(s) nach
AusschluB der Pole vom Charakter einer m%Funktion (da das fiir ¢,
und @, gilt) und zwar O(e~*—*+%1%) ist, so kann man Satz 2 an-
wenden und erhilt*:
Satz 5. In der , Stieltjes- ransformation“

(9.0,
EET

ses die Objektfunktion @, (z) in |arcz|§0° reguldr mit eventueller Aus-
nahme von 0 und oo und erfiille fiir jedes beliebig kleine 6 > 0 und beliebig
grofe w die Ungleichungen.:

|®y(2)| < Cy|2|~¢ fiir 20,

|Py(2)| < Cy|2|~“ fiir z—>o00.
Dann ist die Resultatfunktion ®(z) tn dem (auf einer Riemannschen
Fliche liegenden) Winkelraum |arcz|=n + $y—¢ (e >0 beliebig klein)
reguldr und hat fiir z oo die asymptotische Entwicklung

¢(Z)N2'(—1) g+ 12777

=0
wo

)= [210,(2)dz
ist, so daf die Zahlen °

pb+ 1) = [70,(2)dz

die Momente von D, (z) bedeuten.

Unter geeigneten Voraussetzungen iiber @, (z) erhilt man mit der-
selben Methode unter Benutzung von Satz 4 eine asymptotische Ent-
wicklung von @ (2) fiir z—» 0161,

Ein hiibsches Anwendungsbeispiel fiir Satz § wird durch die Funk-
tion (Dl( z) = e~* geliefert, die die Voraussetzungen unseres Satzes mit

0, < -2— erfillt. Ihre Stieltjes-Transformierte fiihrt bis auf den Faktor e*
den Namen Integrallogarithmus1®® von e~*, abgekiirzt Li(e™*):

00 2400

. et £
e Li(e )=/—z—+—€—d{‘=/ T au,
0

3

also 3400

Li(e?) =/ “

2

* Wir mtssen o w1, — al” = (— 1)’ +1g (v + 1), ¢ = 1 setzen.
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wobei das Integral horizontal zu erstrecken ist. z darf in dieser Dar-
stellung alle komplexen Werte auBer z=0 annehmen. Nach Satz$
148t sich e*Li(e~*) in das Gebiet |arcz|< —Z—n (ausschlieBlich 0 und oo)
fortsetzen und hat dort wegen

fz"e“dz=]'(v+ 1) =»!
0

fiir z—~ oo die asymptotische Entwicklung

fLile )~ D (—1)'%.

ye0

§ 2. Indirekte Abelsche Asymptotik
der einseitig unendlichen Laplace-Transformation.

Eine indirekte Abelsche Asymptotik bei der ;-Transformation
kommt dadurch zustande, daB man eine Aussage von Abelscher Art
iiber eine ihrer Umkehrformeln heranzieht. Als besonders aussichtsreich
fiir diesen Zweck erscheint die Umkehrformel in 7.2, weil sie nur die
Werte von f(s) fiir groBe s benutzt und daher fiir asymptotische Unter-
suchungen wie geschaffen ist. Die Asymptotik dieser Formel ist aber
bisher nicht untersucht worden, ebensowenig wie die der anderen Umkehr-
formeln — mit Ausnahme der komplexen Integralformel

£+ 400
(1a) F(t)=2_1m,. / e'*f(s) ds
+00
(1b) =—51;t—e“/e"”f(x+iy)dy.

Fiir diese kennen wir einen Satz Abelscher Art (und iibrigens nur einen),
nimlich die Erweiterung des Riemannschen Lemmas auf Integrale mit
unendlichem Integrationsintervall (Satz? [4.3]). Dieser Satz sagt aus,
daB das Integral in (1b), wenn es gleichmiBig fiir = T = 0 konvergiert,
mit wachsendem ¢ gegen O strebt, so daB F (f) = o (¢**) ist*. Wir brauchen
nun F bzw. f nur noch solche Bedingungen aufzuerlegen, daB F(f) aus
seiner {-Transformierten f(s) tatsichlich durch (1a) gewonnen werden
kann. Am passendsten sind fiir den gegenwirtigen Zweck die in Satz 6
(6.5] genannten Bedingungen, weil dort gleichmiBige Konvergenz von
(1a), aber nur fiir jedes endliche Teilintervall von ¢= T gefordert wird,

* Diesem Satz fiir das Umkehrintegral (1a) entspricht beim Mellin-Integral
(e—*=z) die Aussage P (z) = o(z—*). — Das Riemannsche Lemma spielt fir das
komplexe Umkehrintegral dieselbe fundamentale Rolle wie die Tatsache: f(s) —» O
fir s » oo fir das Laplace-Integral.
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so daB die gleichm#Bige Konvergenz des Integrals in (1b) geniigt und
der Faktor ¢* nicht stért. Das fiihrt zu folgendem

Satz 1. F (¢) sevfiér t > O definiert und fiirt = T, wo T eine feste Zahl = 0
ist, stetig. f(s) = Q{F} sei fiir ein reelles s = o einfach konvergent. Bei
einem x>0 sei das Integral

+00
Jéfx+iy)dy

fiir t=T gleichmdpBig konvergent. Dann ist
F()=o(e) fir t—oo.

Selbstverstindlich liefert der Satz eine um so schirfere Abschitzung
je kleiner man x wihlen kann. Im giinstigsten Fall kann man dafiir
die Konvergenzabszisse bzw. eine beliebig nahe an ihr liegende Zahl
brauchen. Wir wollen aber jetzt noch weitere Bedingungen hinzunehmen,
die es gestatten, die Konvergenzgerade zu iiberschreiten und in die
Regularstitshalbebene, die ja groBer als die Konvergenzhalbebene sein
kann, vorzudringen, ja sogar bis zu deren Begrenzungsgeraden, nachdem,
ganz wie im vorigen Paragraphen, die durch die dort liegenden Singu-
larititen verursachten Funktionsbestandteile (Hauptteile von Polen
usw.) subtrahiert sind. Gerade diese Erweiterung wird wie in §1 erst
zu asymptotischen Entwicklungen, d.h. zur Heranziehung beliebig
vieler Vergleichsfunktionen fithren kénnen 193,

Die erste Station auf diesem Wege ist eine Gerade in der Regularit4ts-
halbebene. Wir nehmen eine Bedingung hinzu, die die Verschiebung
des Integrationsweges in (1a) bis zu einer solchen gestattet.

Satz 2. a) F(t) sei fiir t > O definiert und fiir t= T (T fest =0) stetsg,
f(s) = &{F) ses fiir ein reelles s = a einfach konvergent. Bei esnem gewissen

x>0 ses das Integral
+ 00

[ érfx+iy)dy

- 00
fiir t=T gleichmdpig konvergent. b) Westerhin ses f(s), als reguldre Funk-
tion betrachtet, in der Halbebene Rs > a(a =o) analytisch und besitze fiir
Rs—+a Randwerte (die wir mit f(a + 1y) bezeichnen) in dem Sinne,
dap die durch diese Randwerte kompletierte Funktion f(s) in Rs=a zwei-
dimensional stetig ist. Das Integral

+ 00
[ ¢ fa+iydy

sei fiir t=T gleichmdfig konvergent. c) Schiieflich sollen die Integrale
2+io 1

[ erp0yds, [ erfis)ds

a+fw a—fw
bei t=T ftiér w—oco gegen O streben. Dann ist
F(t)=o(*) fiir t->o0.
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Beweis: f(s) ist im Innern des Rechtecks mit den Ecken
a—iw, X—iow, 2+iw, a+itow
reguldr und einschlieBlich Rand stetig, also ist nach dem auch fiir diesen
Fall giiltigen Cauchyschen Satz* das Integral von rT e f(s), erstreckt

iiber den Rechtecksrand, gleich 0. L#Bt man o gegen oo streben, so
verschwinden wegen c) die Beitrige der horizontalen Seiten, und es
bleibt iibrig:

a+ 100 ¥ +i00
o [ e tds=5m [ ) ds.
1% (6.5] x =100
Wegen a) ist nach Satz 1 die rechte Seite gleich F (¢), also auch die linke:
a+100 + o0
Fly=3m [ &'10)ds=-¢ [ 1@ +iy)dy.

Auf Grund von b) liefert Satz 4 [4.3] die Behauptung.

Bemerkung. Wer die oben benutzte Erweiterung des Cauchyschen
Integralsatzes nicht kennt, setze voraus, daB f(s) in jedem endlichen
y-Intervall gleichmiBig gegen eine (auf Grund der Regularitit von f(s)
eo ipso stetige) Randfunktion f(a + ¢ y) strebt, wende den Cauchyschen
Satz auf ein Rechteck an, dessen linke Seite die Abszisse a + ¢ hat und
lasse ¢ > 0 streben. — Statt dessen kann man auch voraussetzen, daB
in jedem festen y-Intervall f(a + ¢+ ¢y) fir alle ¢ >0 gleichmaBig
beschrankt ist und fiir ¢ > 0 einer integrablen Grenzfunktion zustrebt.
Dann hat man bei dem an dem Cauchyschen Satz vorgenommenen
Grenziibergang ¢—> 0 den Satz von Arzeld (S.96) anzuwenden.

Macht man iiber die Randfunktion f(a + 7 y) Differenzierbarkeits-
voraussetzungen, so kann man die Aussage von Satz 2 noch verschirfen.

Satz 3. AupBer den Voraussetzungen a), b)**, c) von Satz 2 ses noch
folgende Bedingung erfillt: d) Die Randfunktion f(a + 1vy) besttze n
Ableitungen nach y: f'(a+1y),..., ™ (a+1y). Die Funktionen

fla+iy), f@a+iy),..., [ Va+iy)

mogen fiir y—> + oo den Grenzwert O haben. [™(a 4 ty) sei in jedem
endlichen Intervall sntegrabel und

+ o
J &M atiy)dy

he Zuetst_von PoLLARD 1923 bewiesen; einfacher Beweis bei H. HEILBRONN:
Zu dem Integralsatz von Cauchy. Math. Z. 37 (1933) S. 37—38.

+00
** Die Voraussetzung, da8 f ¢Y f(a + iy) dy fiirt = T gleichmaBig konvergiert,
-0

ist jetzt zu streichen.
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konvergiere fiir t =T gleichmdfig. Dann ist
F()=o(t"e") fiir t—oo.
Beweis: Nach Satz 2 ist
+o0 ‘
e F(t) = f etfa+iy)dy.

Da die Funktionen f'(@a+1y),..., f®(@++¢y) in jedem endlichen
Intervall integrabel sind, so gelten folgende Gleichungen:

+00 o
[ é7f@+iy)dy=lim [ fa+iy)dy

>0 —w

+ o
=1im|7’;e“y/(a+iy)|f:—7't— e f' (@ +1iy)dy
>0 )
+ o0

—— [ éf@a+iydy,

+ 00 - +
; . 1 ' " o

ff”fw+4wdy=—7;/V“U(a+twd%
— 00 -— 00
+ 00 + oo
feityf(n—l) (a+zy) dy=-‘:, /eit}'f(n)(a.*_iy)dy.

(Die Existenz des letzten Integrals rechter Hand ist hiermit bewiesen.)
Hieraus folgt
+o00
2me ' F(t) = (—%>” / etViM@a+iy)dy,
also auf Grund von Satz 4 [4.3] die Behauptung.
Wir geben nun unserer asymptotischen Methode eine neue Wendung:

Haben wir es mit einer Funktion f(s) zu tun, die fiir s > a regular
ist, auf s = a aber eine Singularitit im Punkte s, besitzt, so werden
wir versuchen, eine moglichst einfache Funktion @ (f) zu finden, deren
L-Transformierte ¢ (s) dieselbe Singularitit wie f(s) (und keine weitere)
auf Rs =a hat. Erfillt dann die Differenz f(s) —@(s), die nun in s,
keine Singularitit mehr hat, die Bedingungen von Satz 3, so erhalten
wir eine Relation der Form

re*(Fit)—P®)>0 fir t->oo,

d. h. F(¢) wird durch ®@(f) differenzasymptotisch dargestellt, und zwar
ist der ,,Fehler o (¢~ " ¢*!). — Wir werden nun gewisse Typen von Singu-
larstaten, namlich algebraische (unter denen auch die Pole enthalten sind)
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und logarithmische, vollstindig diskutieren*. Es soll sich dabei um
folgende Typen handeln:
_(s—-i——s:)F' wo f# komplex +0,—1,—2,... ist

(die ausgeschlossenen Werte entsprechen den Fillen der Regularitit
und kommen daher nicht in Frage);

log (s — so)

(s — so)ﬂ ’
L-Funktionen, deren [-Funktionen im Endlichen iiberhaupt keine
anderen als Singularititen dieses Typus haben, sind uns schon bekannt.
Aus den Beweisen der Sitze 4 und 5 [10.1] ergibt sich ndmlich: Zu

wo f beliebig komplex ist.

D () =7 ,,(ﬁ) g e ! ®RB>0)
gehort .
@1 (s) =G
Zu
0 fir 0=¢t<1
&b, (t) = o1 g e RB=0, B+0,—1,—2,...)
_P(ﬂ) et fir t=1
gehort .
Pa(s) = W + ganze Funktion.
Zu
0 fir 0=t<1
q)a(t):!—-(—ﬂ"k! Stt-k-1 fir p=1 (k=01,2...)
gehort
@3 (5) = (s— so)* log (s —so) + ganze Funktion.
Zu
B (t) = firo=t<1 "
W(l) = ot 48 —1 I'B)\ . +0,—1,—2,...)
P(ﬁ)e‘ ¢ (logt—r(ﬂ)) firt=1
gehort
Pqls) = w + ganze Funktion.
0

Wir formulieren nun folgenden
Satz 4. a) F(t) ses fiir t > O definiert und fiir t =T (T fest=0) stetsg.
f(s) = &{F} sei fiir ein reelles s = o einfach konpergent. Bei einem ge-
wissen x > o ses das Integral
A
[ ez +iy)dy
— — - 00
* Handelt es sich um Singularititen, in deren Umgebung die Funktion f(s)
eindeutig ist, so ist es viel einfacher und der funktionentheoretischen Einstellung
der Untersuchung angepaBter, statt @(s) zu subtrahieren, den Integrationsweg
iber die Singularititen hinwegzuschieben und die Residuen dafiir in ‘Rechnung
zu stellen. In der Umgebung der im folgenden betrachteten Singularitten ist
aber /(s) im allgemeinen logarithmisch verzweigt.
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fiir t=T gleichmdfig konvergent. b) f(s) ses, als regulire Funktion be-
trachtet, in der offenen Halbebene Rs > a(a=o, analylisch. In der ab-
geschlossenen Halbebene Rs=a lasse sie sich so darstellen, wobes s, ein
Punkt der Geraden Rs = a ist:

1. f(s) = (S_‘%),, +9(s) (RB>0)

oder
f(s)—-'——'—)p-{—tp(s) Rp=0,840,—1,—2,...)

oder
3. F(s) ==c (s — sq)* log (s — sp) + w (s) (k=0,1,2,...)

oder
4.f() =¢ l‘zg(s"s)f,°’+ (s) B+£0,—1,—2,...).

Hier sei y(s) jeweils eine in Rs=a stetige (fiir Rs > a eo ipso regulire)
Funktion, deren Randwerte y(a + 1y) n-mal differenzierbar sind (n=0).
v™ (a + 1y) sei in jedem endlichen Intervall integrabel. c) Die Integrale

f+itw T—io
[ ef(s)ds, Il
at+iw a—-tw

sollen bei t=T fur w - oo gegen O streben. d) Nack den Voraussetzungen
wber y(s) unter b) existiert die Randfunktion f(a + iy) auper fiir y =J s,
und ist n-mal differenzierbar. Die Funktionen

f@a+iy), f@+iy),.... " V@a+iy)
mogen fiir y— +o0o den Grenzwert O haben. Die beiden Integrale
Jerim@trivay,  [érim@tindy,
— 00 Ys

wo y, und y, zwer feste Zahlen mit y, < J sy < yy sind, sollen fiir t=T
gleichmdfig konvergierem. Dann ist

in den Fdllen 1 und 2: lim e %¢ [F(t) et th- ’] =0,
00 F(ﬂ)
im Falle 3: limfe* [F(t) +c(—1)*kl et %11 =0,
t—> 00
~ : - - I (B) ]
. ” at e s.t p—-1 L.\ _
im Falle 4:  limpre [F(t) + gy e 0= (1ogt— el )| = 0.

Bemerkung: Liegen auf Rs =a endlich viele Singularititen der
betrachteten Art, so gilt eine sinnentsprechende Verallgemeinerung.
Beweis: Wir wollen den Satz3 auf F, () = F (t)—cD,(t) (v =1,2,3,4)
anwenden. Die £-Transformierte dieser Funktion ist f, (s) = f(s) —c g, (s).
Setzt man den expliziten Ausdruck von ¢, (s) ein, so ergibt sich, daB
f,(s) = y(s) + ganze Funktion ist. Geht man nun die Voraussetzungen



§ 2. Indirekte Abelsche Asymptotik der Laplace-Transformation. 274

von Satz 3 durch, so sieht man, daB abgesehen von den evidentermaBen
erfiillten Bedingungen noch folgendes gelten muB:

+00
I. Mit dem x der Voraussetzung a) ist f etV f, (x +iy)dy fir

t=T gleichmiBig konvergent. e

r+io z—tw
IL [ ¢f (s)ds und [ ¢*f,(s)ds streben bei t=T fiir @ oo
a+iw a—-iw
gegen O.
I 9@ +iy)>0 fir y>+oo bei »r=0,1,...,n—1, und

+00

f ¢’ {* (a + 1 y) dy konvergiert fiir t= T gleichmaBig.

—00

Dazu geniigt es, folgendes zu beweisen:

+ 00
I'. Bei jedem x>aist [ Vg, (x +iy)dy fir t=T gleichmiBig
konvergent. -
T4+t r—iw
IU. [ e¢q(s)dsund [ & ¢,(s)ds streben bei = T fiir w— oo
a+iw a—iw
gegen 0.

IIT'. Fir jedes n=0,1,2,... ist ™ (@ +1y)>0 fir y—>foo
¥
f”y ™ (2 +iy)dy sowxe/e"" o™ (a + i) dy fir t= T gleich-

maBlg konvergent.

Ehe wir diese Bedingungen der Reihe nach in allen vier Fillen des
Satzes verifizieren, schicken wir folgende Hilfssitze voraus:

0o
Lemma 1. Ist /|<p(x+iy)|dy konvergent, d.h. ¢ (¥ +iy) bei

y = oo absolut integrabel, 'so konverglert f eV (x +1y)dy fir alle
»
N
reellen ¢ gleichmdBig. Analoges gilt fiir f

Dieser Satz ist selbstverstindlich.
Lemma 2. Ist ¢'(x+¢y) bei v= 4 oo absolut integrabel und
lim @(x+1y) =0, so konvergiert fe“"cp(x +1y)dy fur t=T>0

y-> 00 Vs
gleichmidBig. Analoges gilt bei y = —o0.
Beweis: Durch partielle Integration folgt:

Wy

/e"’w(x+ty)dy—*e"’w(x+ty)| —-—/ eV (x4 1y)dy,
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also fir ¢t=T:

by
fe“’w(x+iy)dy
Auf Grund der Voraussetzungen ist diese Abschitzung fiir alle hin-
reichend groBen w, und w, beliebig klein.

wy

é% <|¢(x+iwl)|+ |¢p(x+iw,)!+/]¢’(x+iy)ldy) )

i34
Lemma 3. Fiir die Funktion ¢(y) = x:—iy ist [eYg(y)dy bei
y = too fiir alle =0 gleichmiBig konvergent (x ist beliebig reell).
Beweis: Durch partielle Integration ergibt sich:

./u‘" ity ’o'y s(1+8)y ws 1 o~ s(l+1)y
€ x+iydy:i(1+t)(x+iy)m,+1+t (x—{—:y)’ Y
w, wy
also fiir t=0:
Wy

/e“yx—l-ty dy _|x+1w1|+{z+1w,| +/[x+zy|’

wy

Diese Abschitzung ist, wenn |w;| und |w,| oberhalb einer hinreichend
groBen Zahl liegen, beliebig klein.
1
Fall1. = e .
all 4 Al = ®p>0)
Fiir festes Rs = x ist, sp=a + 1y, gesetzt:
1

x—a+tily—y)?’

(x+1 — b
# = (F—atily =yt

Nach Lemma 2 ist I’ erfiillt, ebenso der auf » = 0 beziigliche Teil von
III". Die iibrigen Bedingungen sind offenkundig erfiillt.

00
Fall 2. %(s):riﬂ/e“(’“"”t"“dt (RB=0, f=0,—1,—2,...).
0
Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich fir Rs> Rsy=a:

‘Pl(x-f'i}’):(

also

00

°°_|_ »8_'1 /e—(s—s.)ttﬂ—2dt

1 s — So

(s — so)t p—1

I'B)ga(s) = i—_;-_—sjt

o0
R I [,—(s—s.)t p-t ’oo +_E_:_2_/¢—-(a-s.)t 8344
(

s — 5, s — 5o | — (s — o) 1 5—501

1

= +(ﬂ_ )(s s)’+ (S—So)'

§—So

e O B NC=D) [ sy,
1
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I’ ist fiir den ersten Summanden nach Lemma 3, fiir den zweiten nach
Lemma 1 erfiillt. Der dritte 148t sich fiir s =x 4 ¢y, wo x sogar =a
sein kann, so abschéitzen:

(ﬁ_i)(ﬁ 2) (x—a)tltﬂ 3[dt< _1)(ﬂ—'2 /ltﬂ 3ldt
1

T s—s, B |s—-s|'

da das letzte Integral wegen R =0 konvergiert. I’ ist also fiir diesen
Summanden nach Lemma 1 erfiillt. Zugleich sieht man, daB IT’ befriedigt
ist. Ferner ist der urspriingliche Ausdruck fiir g, (s) auch noch fiir alle s
auf der Geraden Rs = Rs,=a konvergent, denn fiir RB < 0 ist das
Integral sogar absolut konvergent, fir Rs= 0 wenigstens bedingt
konvergent, wie man sich leicht iiberlegt. Nach Satz 1 [4.2] sind die
Randwerte von ¢, (s), die als Grenzwerte von g, (s) fiir R s > a definiert
sind, gleich den Werten des Integrals fir Rs =a*:

oo

gala+1y) = P(ﬂ)fe—“y-m‘ #-14¢.

Durch # -+ 1-malige partielle Integration erhilt man:

r ) [,—i(y—y.) ] e~ =)
Oesletin =[5y TV o=
1 —2)..' ﬂ_n e"“()’"]’a) ]
+B—1) 6 Wﬁ
+(ﬂ-1)(ﬁ""2) (ﬂl—”_i) e— S =yt yf— n-244
(v —yo)* :
c o= (¥ = %)
Bei der Differentiation eines Ausdrucks der Gestalt _(L(—W nach y
t(Y—1Y,

entstehen zwei Terme gleicher Bauart, der eine mit dem Exponenten »,
der andere mit dem Exponenten v + 1. Durch #-malige Differentiation
(n=0) der eckigen Klammer entstehen also lauter Ausdriicke dieser
Bauart, und zwar mit Exponenten »=1. Fiir alle diese Glieder ist nach
Lemma 3 (fir » =1) und Lemma 1 (» > 1) die gleichmiBige Konver-
genz der Integrale in III’ gesichert. — Den zweiten Summanden in
I'(B) ¢ («x + ¢ y) differenzieren wir nach der Regel

”

k1) Z(") d" Tk (y) di(y)

dy” ‘ 7 dy —j dy’
mit i=0
_ (b= (B=n—1) [ ymitr—vat gp—n—z
k(y) - (i (y — y))”+1 ’ l(y) —/8 t dt.

1

* Dieser Punkt bedarf, je nach der Art, wie der Begriff ,,Randwert’’ definiert
ist (s. Satz 2 und die Bemerkung am SchluB8) noch einer mehr oder weniger aus-
fihrlichen Betrachtung, die auch die Stetigkeit der Randfunktion, die aus dem
folgenden hervorgeht, beriicksichtigen muB.

Doetsch, Laplace-Transformation. 18
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Die Ableitungen von % ergeben Avusdriicke der gleichen Gestalt nit den
Exponenten # + 1, #+ 2,... im Nenner. Die n ersten Ableitungen
von / konnen durch Differentiation unter dem Integral gebildet werden,
weil die entstehenden Integrale in y gleichmiBig konvergieren:

. (-

) _ —1) /e“"“”"t”‘””‘zdt (G1=0,...,n).
ay .
1

Alle diese Integrale sind absolut konvergent und in y beschrinkt. Die

n'® Ableitung von k(y) I(y) besteht also aus lauter Summanden, die im

Zihler eine beschrinkte Funktion und im Nenner mindestens die Potenz

(y—9yo)"** (#=0,1, ...) haben. Nach Lemma 3 und 1 sind daher die

Integrale in III' gleichmiBig konvergent. Zugleich sieht man, daB

M (a+1iy)—>0 fir y > +o0.
o0
Fall3.  ggls) = (— 1) T1R! femG-sti-A=14t (k=0,1,2,...).
1

Durch n + 1 malige partielle Integration (» =0,1,...) erhilt man:

(_1)k+1 —(s— s.) e (530 R )]
)= ) g A ) )
— (1) ““&:f:..tf“) /e““-‘-“r*-"—zdt.

Hieran liest man genau wie im Fall 2 das Erfiilltsein aller Bedingungen ab.
Fall 4.

°° r
¢,(s)=_ﬁxe-«s—=->ttﬂ—l(1ogt—7(‘g)’)dt B+0,—1,—2,...).

Ist R B> 0, so betrachtet man einfacher das von 0 an erstreckte Integral
(was nur die Addition einer ganzen Funktion bedeutet). Es ist

—(s—s)tgf—1] tdt—~— (s—st -1 gy — a TI(p
6/‘8 % ﬂ i ap (s —so)?
_ P'(ﬂ) T —
(s—s,,)ﬁ (5— 5o log (s —s,),
also
[ et e r'()
(s—s0)t 481 - —
ofe ¢ (log 7@ )dt_ (—s)? log (s —sg) .

Lemma 2 zeigt, daB die Integrale in I’ und III' gleichmiBig konvergieren.
Die Ableitung des letzten Ausdrucks ist

_TB+1) I')
(s—-so)""'l (s-so)ﬂ"'l )

Die iibrigen Bedingungen sind offenbar erfiillt.

log (s—s0) —
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Ist =0, B+0,—1,..., so geniigt es, das Integral
/qoe‘(’“")‘tﬁ‘“logtdt
zu betrachten, da man :p‘ (s) hieraus durch Kombination mit Fall 2

erhilt. Durch partielle Integration ergibt sich

(=]

[eemat(g—nP-2logt + -2 dt.

S§— S

Das Glied

oo

U [eumnnp-ry

S— $So

braucht man nicht zu beriicksichtigen, da es schon durch Fall 2 erledigt

ist. Das restierende Glied
o0

-1 fe“""')‘ t#-%logtdt

S— So

behandelt man in gleicher Weise weiter und sieht, da8 man durch hin-
reichend oftmalige Wiederholung dieses Prozesses eine Gestalt erreichen
kann, an der sich genau wie in den obigen Fillen fiir die Funktion und
ihre Ableitungen alles Erforderliche ablesen la8t.

Fall 4 lieBe sich iibrigens (in Analogie zu dem am SchluB3 von 14. 1.1

Gesagten) auch so behandeln, daB man log (s = o) multiplikativ aus

1

log (s —s,), das ist Fall 3 mit 2=0, und P das ist Fall 1 und 2,
§—So

zusammensetzt. Dem entspricht die Faltung der L-Funktionen, und
diese 14Bt sich ziemlich leicht diskutieren 184,

§ 3. Anwendungen.

1. Das asymptotische Verhalten der ganzen Funktionen
vom Exponentialtypus. (Beispiel: Besselsche Funktion.)

Wie wir aus dem §. Kapitel wissen, ist die /-Funktion f(s) einer ganzen
Funktion F(f) vom Exponentialtypus im Unendlichen regulir und
gleich 0, d. h. von der Form f(s) = 2

"0
kann man in & {F} als Integrationsweg jeden Strahl mit der Richtung
@ von 0 nach co wihlen und erhilt Konvergenz in der durch die Stiitz-
gerade der Singularititenhiille  von f(s) senkrecht zur Richtung — ¢
begrenzten Halbebene. (Konvergenz- und Regularititshalbebene sind
hier identisch.) Die Ergebnisse von §2 lassen sich. natiirlich sofort

18*

:,%f. Bei einem solchen F (f)
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auf 2® {F} (mit beliebiger Integrationsrichtung ¢) iibertragen. Liegen
auf der Stiitzgeraden von ® nur endlich viele Singularititen der in §2
betrachteten Art, so ist Satz 4 mit @ = k(— ¢) anwendbar, wo % in der
Bezeichnungsweise von 5.3 die Stiitzfunktion von & ist. Denn f(s) ist
-~ mit Ausnahme jener Singularititen sogar iiber die Stiitzgerade hinaus
regulir und verschwindet im Unendlichen von mindestens erster, seine
Ableitungen von mindestens zweiter Ordnung. Die Voraussetzungen
von Satz 4 hinsichtlich f sind also (unter Zuhilfenahme von Lemma 2)
sofort zu verifizieren, so daB bloB noch die Restfunktion y(s) daraufhin
zu untersuchen ist, wie oft sie differenzierbar ist. Die Aussagen liefern
bedeutend mehr als did frither in 5.4 gefundene, sehr summarische
Abschitzung

— i
i log|F(re'?)|

7 -» 00

=k(—9),
d. h.

e~ M= |F(re'?)| < e” fiir alle 7> 7,(e),

e~ k=97 |F(re*?)| > e~ fiir unendlich viele » (¢>0).
Das liegt daran, daB jetzt nicht nur die Lage der Singularitdten beriick-

sichtigt wird, die sich in der Gr6Be k(— ¢) ausdriickt, sondern auch ihr
Charakter.

Als Beispiel sei die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funk-
tion J,(t) erwihnt (vgl. 12.4.2) 185, Hier ist

1 1 1
== =i

Die einzigen singuliren Stellen sind s = 4 ¢, die algebraische Singulari-

titen — —;—ter Ordnung sind. Fiir ¢ = 0 und ¢ = x liegen beide auf der

Stiitzgeraden der Singularititenhiille (die hier einfach die Verbindungs-
strecke — -+ ¢ ist), fir jede andere Richtung nur eine. Hiermit
klirt sich von einem anderen Gesichtspunkt als frither (12.4.2) auf,
warum die asymptotische Entwicklung von J, fiir reelle ¢ komplizierter
ist (zwei Reihen) als fiir komplexe (eine Reihe). In der Umgebung von
s=1 ist
. L i\ y
19 =6—i it s—mn =i -0 (T (5)

y=0

=mwﬁi§oqyrw+ﬂ@_ﬁh*.

v! (24)"

Analog gilt in der Umgebung von s =—1:
f(s) = (—2’) *2 (=1) re+4 (s +’) *.

! (— 24)"
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Die Differenz

At v
__(29) (=)' I'v4+3) -3
1) 1/; v!(24)" (s— )

v(s) =

=

§
_(—2i) (=1 P(v-H -3
1/7¢ g vl (— ( + l)

beginnt mit den Potenzen (s — )”+* bzw. (s + t)"+%, ist also auf
der Geraden R s = 0 stetig und #-mal differenzierbar, und die n'* Ab-
leitung ist in jedem endlichen Intervall integrabel. Nach Satz 4 (Fall 1
und 2) ist also fiir reell gegen oo wanderndes ¢ (p = 0):

limt”[]o(i)—(Zi)—§ CAOTO+D ot

“i>e0 Vo & T~ v'(zz)
(=297} (A To+d) -]
Vn s I'(h—9) v!(—24)" ’

was auf denselben Ausdruck wie S. 242 fithrt. Ebenso ergibt sich die
Entwicklung fiir die anderen Richtungen ¢.

In 12.4.2 erreichten wir diese Resultate durch direkte Abelsche
Asymptotik auf methodisch sehr viel einfacherem Wege.

2. Asymptotische Potenzentwicklung fiir F(f) bei t =00

In 13.1.2 leiteten wir unter gewissen Tauberschen Bedingungen
aus einer Entwicklung von f(s) nach ganzen und gebrochenen Potenzen
in der Umgebung von s = 0 eine asymptotische Entwicklung fiir F (¢)
bei ¢t = oo ab, die durch das Wegfallen der ganzzahligen Potenzen merk-
wiirdig war. Formal dieselbe Regel 148t sich unter ganz anderen Be-
dingungen vermittels der Methode in 14.2 ableiten 1%,

Satz 1. F(t) sei fiir t >0 definiert und fiir t=T (T fest=0) stetig
f(s) = &{F} ses fiir ein reelles s =0 >0 einfach konvergent. Bei einem
gewissen x> g sev das Integral

+ 00
[ e fx+iy)dy

fiir t=T gleichmdfrg konvergent. f(s) ses, als reguldre Funktion betrachtet,
fiir R s =0 analytisch (also esn Stiick iiber R's = 0 hinaus), mit Ausnahme
der Stelle s =0, in deren Umgebung sich [(s) so darstellen lift:

/(S):is-(ao"-bos*--{,-als_*_bls% +a282+bzs%+...).

In dem Streifen 0 =Rs=<x strebe f(s) gleichmifrg in Rs gegen 0 fiir
| s| >oo. Die Ablestungen ' (1y),...,[™ (5y) sollen fiir |y| oo gegen
0 streben (n=1) und [f*+V ({y) bei y= 4 oo absolut integrabel sein.
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Dann ist
lim ¢* | F () —a,— 2( 1) b, I"(v+}) = 0.

t->00

Bemerkung: Der Satz ist selbstverstindlich auch anwendbar,
wenn alle a von vornherein verschwinden.

Beweis: Die Voraussetzungen von Satz 4 [14.2] hinsichlich f sind
N oo
erfiillt. (Wegen der gleichmiBigen Konvergenz von f und [ f™ (iy) dy
— 00 y

fiir = T beachte man Lemma 2 in 14.2; die Voraussetzungen von Satz 1
sind so formuliert, wie sie in den Anwendungen bei Differentialgleichungen
meist erfilllt sind.) Setzen wir

so ist g(s) fiir R s =0 regulir mit Ausnahme der Stelle s = 0, in deren
Umgebung es die Gestalt

p(s) =(a+ags + -+~ ) —}—b,,+ls”+*+--'

hat. Die Randwerte y(:y) sind daher #-mal differenzierbar, und p®™ (i)’
ist in jedem endlichen Intervall integrabel. Also ist nach Satz 4, Fall 1

und 2:
o v}
lim ¢ t)-ao~—2—r ;—v—:;t =0.
Wegen
I"(___,,_*__L)::_ _____7!_.___
2 (=1 T+ 4)

ist das die Behauptung.

Bemerkungen: 1. Man beachte, da8 wir in 13.1 etwas mehr bewiesen
haben. Dort wiirde der vor der eckigen Klammer stehende Faktor

nicht #*, sondern ¢ +¥ Jauten. Der Faktor * entspricht nicht genau dem,
was wir asymptotische Darstellung im Sinne von Poincaré (12.2)
genannt haben.

2. Man sieht hier deutlich, warum die in der Operatorenrechnung
(vgl: 24.1) ibliche skrupellose Ubersetzung der Entwicklung von f(s)
in der Umgebung von s = 0 nach gebrochenen Potenzen, ohne Hin-
zunahme von Voraussetzungen, im allgemeinen nicht richtig sein kann.
Denn abgesehen von einer ganzen Reihe weiterer Bedingungen muB
dazu vor allem s =0 die einzige Singularitit auf Rs =0 sein. Ist
das nicht der Fall, so werden bei der Ubersetzung der Entwicklung
bei s = 0 die anderen Singularititen iiberhaupt nicht beriicksichtigt 17.

t [14.2]
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IV. Teil.
Integralgleichungen.

15. Kapitel.
Integralgleichungen vom reellen Faltungstypus.

§ 1. Die lineare Integralgleichung.

Wir beginnen jetzt mit der Behandlung von Funktionalgleichungen
vermittels der R{-Transformation, und zwar zunichst von gewissen
Integralgleichungen. Eine Integralgleichung besteht in der Forderung,
eine Funktion zu finden, fiir die eine vermittels Integralen gebildete
Funktionaltransformation einen vorgeschriecbenen Wert hat. Das ein-
fachste Beispiel liefern die sog. linearen Integralgleichungen

G(¢) =fbK (¢, 7)F(zr)de (1. Art)

Fit)=G () + f K(t, 1) F(r)dr (2. Art),

wo G -und K gegebene Funktionen sind, wihrend F(f) gesucht wird.
Ist die obere Grenze b im Integral konstant, so heift die Gleichung vom
Fredholmschen Typ, wird sie durch die Variable ¢ ersetzt, so heiBt
sie vom Volterraschen Typ. Es liegt hier eine vermittels eines Integrals
gebildete Funktionaltransformation vor:

T {F} EfbK(t,‘r)F(t) dr—G(t)
bzw. ’
b
T{F}=F()— [K(t7)F(r)dr—G(),

und verlangt wird, die Funktion F (f) zu bestimmen, fiir die T{F} =0
ist. Die Theorie der linearen Integralgleichungen ist durch die Arbeiten
von VOLTERRA, FREDHOLM, HILBERT, E. SCHMIDT und vielen anderen in
voller Allgemeinheit durchforscht. Uber nichtlineare Integralgleichungen
ist dagegen nur verhiltnismiBig wenig bekannt. Wir werden uns hier
mit Gleichungen beschiftigen, die eine ganz spezielle Bauart haben,
aber keineswegs linear zu sein brauchen. Es soll sich nimlich um solche
Gleichungen handeln, bei denen die vorkommenden Integrale als Fal-
tungen (8.4) aufgefaBt werden kénnen. Derartige Gleichungen nennen
wir Integralgleichungen vom Faltungstypus. Durch Anwendung der
Q-Transformation gehen die Faltungen der L-Funktionen in einfache
Produkte der entsprechenden /-Funktionen iiber. Im /-Bereich ent-
spricht der Integralgleichung eine algebraische Gleichung, die ein unver-
gleichlich einfacheres Problem darstellt. Aus ihrer Lésung erhilt man
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durch Aufsuchen der entsprechenden L-Funktion die Losung der Integral-
gleichung. Damit stoen wir zum erstenmal auf eine Methode, die
wir in der Folge unausgesetzt anwenden werden: Liegt im Objektbereich
eine komplizierte Funktionalgleschung (z. B. Integralgleichung oder
Differentialgleichung oder Differenzengleichung u. 4.) vor, so versuchen
wir, sie durch eine Funktionaltransformation wie z. B. die Q-Transforma-
tion in ewn einfacheres Problem im Resultatbereich zu ,,iibersetzen’’ LaBt
sich dieses 16sen, so braucht man nur noch die Lésung in den Objekt-
bereich zuriickzuiibersetzen. Das Schema dieser Methode sieht also so
aus:

Schema.

Objektbereich: Kompliziertes Problem —— ———————— — Lésung

+g Funktional-Transformation
Umkehrung der
Funktional-Transformation

I
. . M
Resultatbereich: Einfaches Problem ——— - —— ——— Lésu

=4

8

Anstatt die Losung in dem vorliegenden Bereich unmittelbar vorzu-
nehmen, macht man den durch die drei Pfeile im Schema bezeichneten
Umweg iiber einen zugeordneten Bereich. In den folgenden Kapiteln
werden wir sehen, wie dadurch viele Probleme eine iiberaus durchsichtige
Losung erfahren. Im einzelnen stellen sich dabei natiirlich noch mancher-
lei Schwierigkeiten ein.

Wir erldutern das Gesagte zunachst am Beispiel der linearen Integral-
gleichung 198,

1. Die lineare Integralgleichung zweiter Art.

Es sei die lineare Integralgleichung zweiter Art vom Volterraschen Typ
¢
(1) Ft)y=G(®) + [K(t—1)F(x)dt =G () + K+F
0

vorgelegt, bei der also der Kern K (¢, t) nur von der Differenz t—+
abhingt, so daB das Integral eine Faltung darstellt. Wir setzen zunichst
voraus, daBl G und K L-Funktionen sind und daB & {K} irgendwo absolut
konvergiert, daB also K eine L,-Funktion ist (s.3.2). Gibt es nun eine
Lésung F, die eine L-Funktion ist, deren Q-Integral aber nicht absolut
zu konvergieren braucht, so gilt nach Satz 7 [8.5] fiir die zugehérige
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l-Funktion in einer Halbebene, wo & {F}, 8 {G} einfach und L{K}
absolut konvergieren, die Gleichung

(2) 1(s) =g(s) + k(s) £ (s).

Das ist eine lineare algebraische Gleichung, die sich sofort 16sen 14Bt:
g (s)

3) IS =1"%w

Damit (1) eine L-Funktion zur Lésung hat, ist also notwendig, dal
—1.5(:) © in einer gewissen Halbebene eine I-Funktion darstellt. Eine
spezielle der unendlich vielen zugehérigen L-Funktionen heiBe F,. Aus
(3) folgt (2) und hieraus nach Satz 1 [3.7]:

F () =G() + jK(t——r)F(t) dv + N, (f),
0

wo N,(f) eine gewisse Nullfunktion ist. (f(s) —g(s) —k(s)f(s) ist iden-
tisch 0, jede zugehérige L-Funktion, z. B. also auch F t)—G@t)—K=«F
ist daher eine Nullfunktion.) Die Funktion F (&) = Fy(t) — No(t) ist
also Losung von (1), so daB die obige Bedingung auch hinreichend ist.
Man findet F(f) folgendermaBen: Ist G (f) stetig, so muB wegen der
Stetigkeit von K *F auch F (f) stetig sein. Man hat also aus den zu
/(s) gehorigen L-Funktionen, die einzige (nach dem vorigen sicher vor-
handene) stetige auszusuchen. Ist G(f) nicht durchweg stetig, so muBl
F(t) dieselben Unstetigkeiten wie G () haben, d.h. F () —G () stetig
sein. Wir erhalten damit:

Satz 1. In der Integralgleichung mit der Unbekannten F (®
t
(1) F(t):G(t)+0[K(t—r)F(r)dr

set G eine L-Funktion und K eine L,-Funktion. Notwendig und hinreichend
dafiir, daf (1) eine L-Funktion zur Lisung hat, ist, daf 351;)@ mit
g(s) = L{G}, k(s) = Q{K} eine 1-Funktion darstellt. Unter den unend-
lich vielen zuihrgehorigen L-Funktionen ist als Lésung F diejenige aus-
zuwdhlen, die die Differenz F (t)— G (t) zu einer stetigen Funktion macht.

Es sei darauf hingewiesen, daB hierbei die gesuchte und die gegebenen
Funktionen nicht wie in der klassischen Theorie meist iiblich, als eigent-
lich integrabel oder quadratisch integrabel vorausgesetzt zu werden
brauchen, sondern daB sie beim Nullpunkt absolut uneigentlich inte-
grabel sein konnen, so daB die Integralgleichung nach dem klassischen
Sprachgebrauch eine ,,singulidre’* sein kann.

Unser Resultat 148t sich nun nach verschiedenen Richtungen ver-
bessern. Wir schreiben (3) in der Gestalt

(4) fs) = g(s) +g(s) r.’f_i,?(;j-
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Hieraus sieht man, daB unter unseren Voraussetzungen f(s) sicher eine
l-Funktion ist, sobald
k(s)

(5) 96)=T5m

eine /,-Funktion (siehe 3.3) darstellt, denn zu g-g gehort dann nach
Satz 7 [8.5] z. B. die L-Funktion Q*G, wo L{Q}=gq ist. (Welches
unter den moglichen Q genommen wird, ist gleichgiiltig.) Setzen wir

Fl)=G{)+Q+G=6() + [ 0¢—1) G(r)dr,
0

so ist automatisch F — G stetig und daher F eine Ldsung.
Damit erhalten wir:
Satz 2. Ist G eine L-Funktion und K eine L,-Funktion, so ist, damal

(1) eine L-Funktion als Losung hat, hinreichend, daf q(s) = 7—%
etne l-Funktion darstellt. Vermittels threr zugehorigen L, -Funktion Q (f)

1Bt sich die Losung so darstellen:
3
(6) F)=G6+ [ Q¢t—7) G dr.
0

Damit ergibt sich die auch aus der klassischen Theorie der allgemeinen
linearen Integralgleichung bekannte Form der Losung vermittels des
sog. reziproken Kerns Q. Die beiden Gleichungen (1) und (6) sind zu-
einander vollig reziprok. (6) kann als Integralgleichung fiir G mit dem
Kern —Q aufgefaBt werden, deren Losung durch (1) gegeben wird.
Nach (5) gilt:

g(s)—k(s) = (s) ¢ (s),
also

Q) —K() _—_O[K(t-r)Q(r)dr.

Das ist die ebenfalls in der allgemeinen Theorie bekannte Relation
zwischen den beiden Kernen K und Q, die zeigt, daB jeder sich aus dem
anderen durch Losung einer Integralgleichung ergibt.

" Die Bedingung, daB ¢(s) = Tf_—‘;’(s—) in einer Halbebene Rs=o

eine /,-Funktion darstellt, wobei %(s) in R s=o selber eine /,-Funktion
ist, ist schon erfiillt, sobald nur ¢(s) in Rs=c iberhaupt einen Sinn
hat, d. h. wenn dort k(s)==1 ist1%®, Wir beweisen das hier aber nicht,
weil der Beweis bisher nur mit Hilfsmitteln aus der modernen Theorie
des Fourier-Integrals durchgefiilhrt worden ist. Es wire wiinschens-
wert, hierfiir einen im Bereich der in diesem Buch entwickelten Theorie
verbleibenden Beweis zu haben. (Vgl. den Beweis am SchluB dieses
Abschnitts S. 287 fiir ein auBerhalb eines endlichen Intervalls ver-
schwindendes K (¢).)



§1. Die lineare Integralgleichung. 283

Als Beispiel betrachten wir die folgende, in der Theorie der Wirme-

leitung in einer Kugel auftretende Integralgleichung 17
(=]

F(t):G(t)JrT/%/,e—"'F(t—ui,")du
1

Ve
oder gleich die allgemeine 17

F()=G({t)— /an,,e‘”'“' (t——->d

n=1

l
wobei

A<)=1+z°°w

"1

fiir |x| <1 als konvergent vorausgesetzt wird. Die spezielle Gleichung
-1
entspricht dem Fall A(x) =1—x. Durch die Substitution % =1 *

geht die Gleichung iiber in

F(t) = ———-/2nl,,r ;"e”:“F(z—z)dr

- G(t)——F(l)t): Inyp(2m,t),

n=1
wo p die aus 3.4 bekannte Funktion ist. Nach Hilfssatz 1 (Anhang) und
der in 3.4, Beispiel 9, gefundenen Formel ist

1) = g(s) —(s) X Aye=2n1¥

”n=1
also

(s)
fis) = —=° -
1+ 3 Ao 2nVs

n=1

Alx) =1 + 2 A, x* ist in der Umgebung von x = 0 von 0O verschieden,

also ist T (x) fiir ]x[ <& in eine Potenzreihe entwickelbar:

7%;=1+2ﬂ..x”

n=1

Folglich ist fiir |e"2‘/‘_|<0 d.h. ER]/;>———--1‘log'¢9'

o0
1+ 21,,6 ne=1 n=1
#e=1

1

und

10 =e0) +e0) 2| E mynl,
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woraus sich ergibt:
Ft)=G@t)+G(t)» 21#,.1/’(2", ).
In dem Spezialfall A(x) =1 —x ist

1 ”
i(x)=1+§x’

*

also u,, =1.

*

*

Da k(s) in seiner Halbebene absoluter Konvergenz fiir s - oo gleich-
miBig gegen O strebt, so 1aBt sich fiir alle s mit hinreichend groBem
Realteil ¢(s) in die geometrische Reihe entwickeln:

9() = T (s).
Zu einem einzelnen Glied A" gehért die L-Funktion K*" (n==2). Wenn

00
also X' K** fiir £>0 konvergiert und das Q-Integral sich mit der Summe

"==2

vertauschen liBt, so ist
(7) Q@) =K(t) + T K**.
”n=2

Damit erhalten wir fiir Q die in der allgemeinen Theorie bekannte, aus
der Methode der sukzessiven Approximationen erwachsende ,,Neumann-
sche Rethe”. Der Bereich, in dem die Lésung (6) mit dem durch (7)
definierten Q giiltig ist, ist nun sehr viel gréBer, als es bei dieser Her-
leitung von (7) den Anschein hat. Ist niamlich K(f) in dem endlichen
Intervall 0=¢=T beschrankt: |K(!)|=M, so ist die Reihe (7) dort
konvergent, und zwar sogar gleichmiBig. Denn es ist

|K*2| =

jK(t) K(i—‘t)dt(éM’t

|K*3| = iofKH(z) K(—m) dtiéM’ftdr:M“éll
| 0

.. P . . . ‘~ . .
|K**| =[/K*”"‘(1)K(t—r)dr éM»/({?:!)Td,=M et
. 0 0

also

w. ;-1
!K(t)l+2|K*"{§M+M2t to M
”=2
”—1
_S.M(1+MT+...+(T":__T__)_1_)!_+...)=M8MT

Aus dieser Majorisierung folgt die gleichmaBige Konvergenz in 0 <¢= 7.
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Ist G(!) in 0=t=T beschrinkt, so kann man das Integral Q*G
gliedweise ausfiithren:

Q*G:K*G—-{'—ZK*”*G,

und die resultierende Reihe ist wieder gleichmiBig konvergent. Wir
definieren nun eine Funktion F(f) durch (6), wobei Q durch (7) defi-
niert ist:

(8) Flt)=G(t) + %K*"*G.

Dann ist wegen der Beschrinktheit von K und der gleichmiBigen Kon-
vergenz der Reihe in (8) fir 0=¢=T:

KxF=K*«xG+XK**t'xG=K*"»G

n=1 n=1
=Fl)—G(),
d. h. F(f) befriedigt die Integralgleichung (1) im Intervall 0 =t¢=T.

So erhalten wir ein Resultat, das auf die &-Transformation gar nicht
mehr Bezug nimmt und auch nicht davon ausgeht, daB die Integral-

gleichung fiir alle ¢ > 0 erfiillt sein soll, sondern nur in einem endlichen
Intervall.

Satz 3. G(t) und K(t) seten im Intervall 0=t =T eigentlich inte-
grabel*. Eine Losung der Integralgleichung (1) wird dann gegeben durch

Ft)=G®) + [ Q(t—1)G(r)dr,

wo

o) =K+ ZK*
also

Fl)=G(t) + S K*"+G
ist. "

Wir haben hier ein allgemeines Prinzip benutzt, das fiir die ganze
Behandlung von Funktionalgleichungen vermittels der Laplace-Trans-
formation fundamental ist: Es gibt zweifellos L,-Kerne K, fiir die die
durch (7) definierte Reihe in ¢ > 0 konvergiert und fiir die

00} = LK} + D LK) = D K ) = =g = 406

7o 2 =1

ist, wobei € {Q} sogar absolut konvergiert, so daB Satz 2 anwendbar

* Dann ist die oben geforderte Beschrinktheit gewahrleistet.
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wird, was dann auf die in Satz 3 angegebene Losung fiihrt*. Diese
Losung, wenn sie einmal gefunden ist, hat aber, wie wir oben zeigten,
einen viel groBeren Geltungsbereich, den man nun ganz unabhingig
von der Art der Herleitung der Losungsformel abgrenzen kann. Dieses
Prinzip lduft also darauf hinaus, die Gesamtheit aller als gegebem und
gesucht moglichen Funktionen als esmen Raum aufzufassen und sich zu-
ndchst esnmal auf einen Teilraum zu beschrdnken, wo eime bestimmie
Losungsmethode anwendbar ist; dann lift man die Methode ganz beiseste
und sieht zu, in welchem groferen Teslraum die gefundene Losung awuch
noch einen Sinn hat (Fortsetzungsprinzip).

Das ist ein Prinzip, das auch sonst in der Mathematik auftritt. Es
sei z. B. daran erinnert, daB die erste Randwertaufgabe der Potential-
theorie fiir den Kreis durch das Poissonsche Integral gelost wird. Dieses
kann man dadurch erhalten, daB man sich zunichst auf solche harmoni-
schen Funktionen beschrinkt, die mit ihrer konjugierten zusammen den
Real- und Imaginirteil einer komplexen Funktion definieren, die auch
noch iiber den Kreis hinaus analytisch ist. Fiir diese gilt die Cauchysche
Integralformel, aus der man leicht das Poissonsche Integral durch Ab-
trennen des Realteils erhilt. Nachtriglich verifiziert man aber, daB dieses
Integral fiir jede beliebige stetige Randfunktion eine harmonische Funk-
tion mit den vorgeschriebenen Randwerten darstellt. — Wir werden dieses
Prinzip vor allem bei den Differentialgleichungen auch wieder benutzen.

Wir kénnen dem obigen Gedankengang bei unserer linearen Integral-
gleichung noch eine andere Wendung geben derart, daB wir innerhalb
der Methode der Q-Transformation bleiben. Da in (1) fiir 0<¢=T
sowohl von den gegebenen wie von der gesuchten Funktion nur die Werte
fir Argumente zwischen 0 und T vorkommen, kann F (f) nur von diesen
Werten abhingen. Es muB also fiir die Losung in 0 <t=T gleich-
giiltig sein, wie man die Werte fiir ¢ > T definiert. Setzen wir nun

K()=0 fir¢t>T,
Fit)=0 firt>T,
so lautet (1) folgendermaBen:

Fi)=6G() +_/‘K(t—r)F(r)dr in 0<t=T,
0

T
0=G@#)+ [ K¢t—1)F(r)drin T<t<2T,
t—-T

0=G(t) int=2T.
‘n—l
* Z.B. der Kern K (f) =¢—* hat diese Eigenschaft. Bei ihm ist K*" = a—‘-—————("_ 1)1

(was man am einfachsten durch Ubergang in den /,-Bereich verifiziert), also die Reihe

0 o0
" — 1
QU=K@) + D) K*n= ot 21'-(,:—__—1)—!=1
" ==

n=2

far ¢=0 konvergent und L{X K*#} = ¥ L{K*#}, vgl. Hilfssatz 1 (Anhang).
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Wir bekommen also im ersten Intervall 0<¢=T die alte Integral-
gleichung; im zweiten Intervall T <¢< 2T miissen -wir G(f) so defi-
nieren, wie es die obige Gleichung vorschreibt, wobei von F () nur Werte
aus dem ersten Intervall gebraucht werden; im dritten Intervall t=2T
miissen wir G (f) = 0 setzen. Jetzt sind & {F}, & {G} und & {K} sicher
fiir alle s absolut konvergent, wenn G und K nur I-Funktionen, also
erst recht, wenn sie in 0=¢=T eigentlich integrabel sind. Wie oben

o0
sieht man, daB dann die Reihe K + 3 K** in jedem endlichen Intervall

"=
)

gleichmiBig konvergiert und |K**| < M (———m— ist, weil ja jetzt K =0

fiir £> T ist und daher in jedem Intervall unter derselben Schranke M
wie in 0=¢=T liegt. Man kann also nach Hilfssatz 1 (Anhang) die
Q-Transformation fiir Rs>M gliedweise vornehmen, da dann

2/ _mulK*”ldt.(ZM”/ ?Rst - )!dt:Z‘T;:ls—’;ﬂ

konvergiert, womit die S. 284 ausgesprochene Bedingung fiir das Be-
stehen von (7) erfiillt ist. — Fiir einen auBerhalb eines endlichen Inter-

k (s)

valls verschwindenden Kern K (t) existiert also zu ¢(s) = TR immer

eine L-Funktion Q(f) in der Gestalt (7). Vgl. dazu die allgemeinere
Behauptung S. 282172,

2. Die lineare Integralgleichung erster Art.

Spezielle Gleichungen erster Art werden wir in § 3 behandeln. Hier
sei nur kurz auf zwei Behandlungsweisen hingewiesen, zunichst auf
eine Moglichkeit, die Gleichung auf eine einfachere Hilfsgleichung zuriick-
zufiihren. In der Gleichung

K+»F=G(t)

sei G fiir £ > 0 differenzierbar und in ¢ = 0 stetig, K, G und G’ seien
L, -Funktionen. Damit es eine L-Funktion F als Lésung gibt, ist not-
wendig und hinreichend, daB

k(s)1(s) =g(s),

also % = f(s) eine /-Funktion ist. Angenommen, die Gleichung

K*® =1
sei durch eine L-Funktion @ lésbar. Dann ist
k() pls) =5

also
1) =sg(s)p(s) = [sg(s)—G(0)]p(s) + G (0) p(s)
= 8{C'}p(s) + G(0) p(s)
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nach Satz 1 [8.3]. Da £{G’} nach Voraussetzung absolut konvergiert,
so ist f(s) eine /-Funktion, und zwar gehért dazu als L-Funktion:

Ft)=G*xDP+G0)D(?).
Die Voraussetzungen iiber die Funktionen im Unendlichen, d. h. iiber
die Existenz threr ¢-Transformierten, sind natiirlich wieder iiberfliissig,
und man kann dieselbe Lésung auch ganz ohne Anwendung der* &-Trans-
formation finden: Aus K« F = G folgt:
K«Fx®=G=*D.

Ist K«® =1, so steht da:
Fx1=Gx»®.

F erhilt man hieraus durch Differentiation gemaB Satz 2 [8.4] 178, —
Man sieht sofort, daB man auch die Hilfsgleichung

K»® = ¢!
benutzen kann. Dann erhilt man
Fre =G«

oder
t

[e**F(r)dt=e = (G* ),
0
woraus sich wieder F (f) durch Differentiation berechnen 14a8t.
Die zu K *F = G im [-Bereich gehorige Gleichung k(s) f(s) = g(s)
ist zwar sofort losbar: f(s) = i—g—, es ist aber nicht mdglich, die zuge-
horige L-Funktion allgemein anzugeben. Der Faltungssatz ist nicht

anwendbar, da 7;27) sicher keine I-Funktion ist*. Manchmal fiihrt aber
folgender Kunstgriff zum Ziel: Setzen wir

¢(t)=jF(r)dr=F*1,

so ist, wenn F eine L-Funktion ist:

() =1(5) .
so dal

wird. Es kann nun sein, daB eine J,-Funktion: ;fz;f = ¢{¥}

sk (s)
t

D)= [Fr)dr=G*Y.

0

ist. Dann erhilt man:

1 ‘
* Das folgt schon daraus, daB k(s) —» O fiir s —» oo, also 'k—(s)—-—» 0.
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Hat die Funktion G * ¥ eine integrierbare Ableitung, so koénnen wir
F gleich dieser setzen. — Diese Methode liuft darauf hinaus, die gegebene
Integralgleichung durch
KxFx1=Gx*1
zu ersetzen. Offenbar kann man sie dadurch erweitern, daB man
D)y =F=*1"" n=2,3,...)
setzt, wodurch man
__80)
(S) - S” k ( S)
erhdlt. Wenn auch 71@7 keine /-Funktion ist, so kann doch -, ;()
N N
eine solche sein; dann l4Bt sich wieder der Faltungssatz anwenden. —
Ein Beispiel fiir diese Methoden werden in § 3 kennenlernen 174,

§ 2. Allgemeine Integral- und Integrodifferentialgleichungen
vom Faltungstypus.

Nach derselben Methode wie in §1 kann man Integralgleichungen
behandeln, in denen Faltungen beliebig hoher Ordnung vorkommen.
Dabei nehmen wir im Hinblick auf spitere Anwendungen gleich noch
eine Verallgemeinerung vor, indem wir zulassen, daB die gesuchte Funk-
tion vor der Faltung mit einem Polynom multipliziert werden darf!?s.

Es sei @ (x5, %y,..., %4; ¥1,...,¥,) eine ganze rationale Funktion
von n + p + 1 Variablen. Sind G, (¢), ..., G, () gegebene L,-Funktionen,
F (t) eine beliebige Funktion, so ersetzen wir in @ die Variable x, durch
" F(t), y, durch G,(¢) und alle Multiplikationen auBer denen mit Kon-
stanten durch Faltungen, also das Glied

Axpap. . ayh. by
durch
AF % *x(tF) ®x--. * (" F)*onw G;ﬂ. *e ek G;ﬂp .

Dann ist in leicht verstindlicher Bezeichnungsweise
(1) DOF* tP* ..., " H)*; G},....GH =0
eine Integralgleichung vom Faltungstypus fiir F.
Angenommen, die Gleichung (1) habe eine Lésung F, die eine L,-

Funktion ist. Dann sind auch ¢F,..., *F L,-Funktionen, und nach
den Gesetzen IV, und III, gilt:
(2) ¢(fr'—f’r""(—“1)”/(");glr“"gﬁ)=0’

wo f, g, ..., g die [,-Funktionen zu F, G,, .. ., G, sind. f(s) erfiillt also
eine algebraische Differentialgleichung n*** Ordnung, im Falle n =0
eine gewéhnliche algebraische Gleichung. Ubrigens sind die Koeffi-
zienten analytisch in einer Halbebene, und f(s) ist selbst auch in einer
Halbebene analytisch. — Ist umgekehrt eine Lésung f(s) von (2) eine

Doetsch, Laplace-Transformation. 19
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l,-Funktion und ist F(¢) eine ihrer L,-Funktionen, so bringt diese zwar
im allgemeinen die linke Seite von (1) nicht identisch zum Verschwinden,
macht sie jedoch identisch gleich einer Nullfunktion. Denn dann ist

D(Q{F}, &{tF},..., 8{t"F}; &{G,;}..., L{G,}) =0
oder

S{P(F*, ER)*, ..., " F)*; G}, ...,G)} =0,

also

D(F*, ¢F)*, ..., " F)*; G}, ..., G}) = Nullfunktion.

Hat die Integralgleichung (1) L,-Funktionen zu Lésungen, so kann
man diese demnach so finden:

1. Man transformiere die Gleichung (1) in die entsprechende Diffe-
rentialgleichung bzw. algebraische Gleichung (2) und suche diejenigen
Losungen, die in einer Halbebene analytisch sind.

2. Man lese unter diesen diejenigen aus, die /,-Funktionen sind.

3. Man wihle unter den ihnen entsprechenden L,-Funktionen die-
jenigen aus, die die linke Seite von (1) nicht bloB zu einer Nullfunktion,
sondern identisch zu 0 machen. — Ist das von F freie Glied der Glei-
chung (1) stetig und kommt F auch nichtintegriert vor, so kann F nur
stetig sein, da alle Faltungsintegrale stetig sind.

Mit dieser Methode lassen sich noch wesentlich allgemeinere Funk-
tionalgleichungen losen. Man kann z. B. zulassen, daB F noch von
einem Parameter « abhingt und daB nach diesem differenziert wird,
da unter geeigneten Voraussetzungen

OF (¢, o 2
ol 2 o)
ist; dann erhélt man im /-Bereich eine partielle Differentialgleichung.
Oder man kann zulassen, daB Ableitungen von F nach ¢ vorkommen,
die sich gemaB Gesetz III, transformieren. (Dann liBt sich allerdings
die Gleichung auch auf eine von dem zuerst behandelten Typ zuriick-
fihren, indem man die hichste vorkommende Ableitung F™(f) gleich
einer neuen Unbekannten ¥ () und F¢ -1 (¢) = WP (¢) x4 4 F*=1(0), usw.
setzt. Es stellte sich aber schon in §1 (Ende) heraus, daB es gerade
zweckmiBig sein kann, die Ableitungen stehen zu lassen bzw. sogar

einzufithren.) Beide Typen wiaren als Integrodifferentialgleichungen zu
bezeichnen.

Beispiel: Wir illustrieren die Methode an der quadratischen Integral-
gleichung * 176
FsF +F%1—2tF(t)—1=0.
* Man sieht ihr sofort an, daB keine Lésung fiir #— 0 beschrinkt bleiben kann.

Denn dann wiirde F # F —» 0,/F * 1 > 0, ¢ F (f) - 0 fiir £ 0 sein, was der Integral-
gleichung widerspricht.
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Thr entspricht die Differentialgleichung
pe)+ 1) 4 ap—L—o.
Setzt man s = x? und f(x%) = y(x), also %'(x) =f(x?) 2%, d. h.
f(x®) = 2; y'(x), so geht sie iiber in
(xy)?*+y+=xy' —1=0.
Durch die Substitution xy =z, also xy’ + y = 2’ erhidlt man:
2 =1—22

Die allgemeine Loésung lautet

/ = /dx

also

1 +

Slogr—=x+¢
oder

e?.(x +c)__ 1
ST
Hieraus ergibt sich
1 1
1 2(i1jc)‘1 ‘swﬂ—‘—(’&“) 1 @m(s}-i-c)

mit beliebigem komplexen c¢. Zur Berechnung von F(f) benutzen wir

die Methode der Reihenentwicklung aus 7.5. Die GréBe st kann bei
reellem positiven s das positive oder negative Vorzeichen haben. Ist

zunichst s? negativ, so ist 2(35' +¢) fiir hinreichend groBe s negativ,

(4 +0)
2
also ‘eg’ +¢

<1, so daB wir schreiben kénnen:

f(S) — S_* (82(3§+c)__1) 2 (_ 1),;82”(3*.,.1:)
__s—*IZ(___1)ne2(n+l)($\}+t)_2(_1)ne2»(s§+c)|
n=0

n=0
:——s_%{1 + 22(——1)"82"(‘&*‘) .
n=1

1 2»:‘} . 1 . .
Zu 3¢ gehort, wenn s* das negative Vorzeichen hat, d. h. wenn
S

ezn}/s — __.L_ —2»(V:|

& ElN
19*
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die L-Funktion —x (2 n, ) (s. S.25), so daB, da nach Hilfssatz 1 (Anhang)
das Q-Integral mit der Summe vertauschbar ist, F (¢) eine L,-Funktion
darstellt mit folgender Entwicklung:

F(t)=x(0,t)+2§(— 1)" ey (2n, 1)

n=1
me-2|
1+2?&r‘ '
n=1 l
wo 1/ t positiv zu nehmen ist. Ersetzen wir ¢ durch — ¢ + —;E 7, so kénnen

wir schreiben:
1 it —2nc— -’fl
FM=—71+2Ee uzU@W

. i ! .
Bei Wahl des positiven Wertes fiir s2 formen wir f(s) so um:

() = __1,—_"2(f+ )
S% 1 +8_2( j}+c)

und konnen nun wieder in eine geometrische Reihe entwickeln, was auf
denselben Wert fiir F fithrt. — Aus der Integralgleichung folgt, da8 jede
Losung stetig sein muB. Da dies von U (c, ¢) erfiillt ist, so stellt es wirklich
Losungen dar. Die Konstante ¢ kann jede komplexe Zahl bedeuten.

Damit haben wir gezeigt, daB die Integralgleichung unendlich viele
Losungen hat und daB diejenigen, die L,-Funktionen sind, durch die
obige Reihe dargestellt werden. Diese hat den Charakter einer Theta-
funktion; fiir c =0 bzw. ¢ = %i erhilt man die Funktionen 9,(0, )

bzw. 94 (0, t). U (c, ?) existiert offenbar fiir R ¢ > 0, ist aber nach bekannten
funktionentheoretischen Sédtzen nicht i{iber die imaginire Achse fort~

1/_
Fiir diese Funktion zerfillt iibrigens die Integralgleichung: Hier ist
schon einzeln F*F —1 =0 und F*«1—2tF(l) =

In derselben Weise wie wir hier Integralgleichungen vom Faltungs-

setzbar. Eine Ausnahme macht nur der Grenzfall U (oo, )

typus F, . F,= f F, () F, (t— ) d T durch die ;- Transformation erledlgt
haben kann man Integralglelchungen, in denen die Integrale vom Typus

F * F2 f F (v) Fo(¢(—1)dr (vgl. S. 161) sind, vermittels der {p-
- 00
Transformatlon oder besser, da dazu weniger Voraussetzungen nétig

sind, mit der Fourier-Transformation angreifen. Vgl. dazu die Sitze 1
und 2 [8.5]17,
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§ 3. Die Abelsche Integralgleichung
und die Differentiation und Integration nichtganzer Ordnung.

1. Die Abelsche Integralgleichung.

Wir wollen als Beispiel unserer Theorie eine bekannte, von Abel 178
geloste lineare Integralgleichung erster Art etwas ausfiihrlicher behandeln,
weil sie in vielen Gebieten der Analysis eine fundamentale Rolle spielt.
Sie lautet:

t
1) 6oy=[t—nZEDdr=r=F fir t>0mito<a<t,
0

wo G gegeben und F gesucht ist. Wir ersetzen mit Absicht die Ableitung
F’ nicht durch eine andere Funktion, weil gerade der Ansatz der Un-
bekannten als Ableitung die Losung erméglichen wird (vgl. § 1, Ende).
G () sei eine L-Funktion und fiir ¢ > O stetig, denn diese Bedingung muB
aotwendig erfiillt sein, damit eine Losung existiert. Wir suchen solche
Losungen F, die in ¢ = O stetig sind und deren Ableitung eine L-Funktion
ist. Wenn es solche gibt, so muB, da 2{t~*} absolut konvergiert, nach
Satz 7 [8.5] und Gesetz III, im /-Bereich die Gleichung gelten:

I —
e gl) = 452 610 —F ).
(Dies wiirde sogar fiir a < 1 richtig sein.) Ihre Losung lautet:
Fo 1
6) fo) =224 ).

T(1—a)s
Die hierzu gehérigen L-Funktionen kann man sofort angeben (erst hier
wird die Voraussetzung a > 0 gebraucht):

F(t) =F(0) + 'F(T:JW(E)‘ t#=14 G (t) + Nullfunktion.

Da F(¢) differenzierbar, also stetig sein muB}, so kommt nur

1
(4) FO)=FO + =gt '*6¢®
in Frage. Wenn diese Funktion differenzierbar und F’ eine L-Funktion
ist, so stellt (4) tatsichlich eine Losung von (1) dar, denn aus (4) folgt (3)
und (2) und hieraus auf Grund unserer Voraussetzungen schlieBlich (1).
Wenn G (¢) in ¢ = 0 stetig ist und G’ () fiir £> 0 existiert und eine L-
Funktion ist, so ist F(f) nach Satz 2 [8.4] sicher differenzierbar und

F'(t) = rmru Ty 71 G+GO) )

offenbar eine L-Funktion. Benutzen wir noch den sog. Erginzungs-
satz der I™-Funktion:

© 1 ~_sinaxn

reyr¢—e) ~ =«
so erhalten wir das Ergebnis:
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Satz 1. G(t) ses fiir t >0 differenzierbar und in t =0 stetig, G’ (t)
sei esme L-Funktion. Dann hat die Integralgleichung (1) die einzige L-
Funktion

sinan

F(t):F(O)-{-Tta—l*G(t)

als Losung, und es tst
(5) F)="22 16+ 6O 7Y
ebenfalls eine L-Funktion.

Nach dem in §1 ausgesprochenen Fortsetzungsprinzip kann man
nun aber unmittelbar verifizieren, daB (5) auch ohne Voraussetzungen
iiber das Verhalten der Funktionen im Unendlichen eine Lésung von (1)
ist. Es ist nidmlich

e 1=T()'(1—a),
also

reaF =300 ey a1y G 4 G (0) £ Y
=G"*1+G(0)=G().
Damit erhalten wir:

Satz 2. G(f) ses fisr t >0 differenzierbar und in t =0 stetig, G'(t)
set eine I-Funktion. Dann hat die Integralgleichung (1) die Losung (4)
bzw. (5). F' ist eine I-Funktion und fiir ¢t >0 stetig.

Es kann iibrigens (abgesehen von der trivialen Addition von Null-
funktionen) keine weitere I-Funktion als Losung F’ geben, denn wenn
t*xF,=G() und ¢~ *xF, =G()

ist, so hat man
t—*«(Ff—F)=0,
also
te-tat=(F,—F) =T l(1—a) 1% —F)=0

oder
t

[ (Fi) — Fy (m)dzr =0.
0
F, — F, ist also eine Nullfunktion.

Wir kénnen das Ergebnis auch so formulieren:

Satz 3. G(t) sed fiir t > O differenzierbar und in t = O stetig, G’ (t) ses
esne I-Funktion. Die einzige I-Funktion P (t), die der Integralgleichung

(6) Git)=t"*sD O<a<1)
geniigt, ist die stetige Funktion
(7) ¢(t)= Slnuun (ta—l‘G"i"G&O)ta_l),

wenn man von der trivialen Moglichkest, zu @ Nullfunktionen z2u addieren,
absieht.
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Unter zusitzlichen Voraussetzungen kann man der Lésung noch
eine Form geben, die filr spitere Zwecke instruktiv ist. Sind G und
& L-Funktionen, so entspricht der Gleichung (6) im J-Bereich:

gl == g(9),

also

___.___1_.__.__. (s)

ri—u)s*? g

Wir nehmen nun an, daB G’(f),..., G® () fir t=0, G"+V(¢) fiir >0
existiert und G” (¢) in ¢ = 0 stetig, daB ferner G* *9 (t) eine L-Funktion
ist. Aus der Umformung

G (0) n G’ (01) . 6™ (0)
¢+' ﬂ+'

@(s) =

pls) = I"(1-—a)l
5 [ g —G(0) ¥ —G (0)5" ! ----—G(’)(on}

folgt nach Gesetz III;:

+v—1
‘a+v—1
+G(,+l)(t).m .

Man sieht wiederum, daB diese Lésung!?™auch ohne die Voraussetzungen
iiber G**V(¢) und @ (¢) im Unendlichen richtig ist. Denn wegen

Pt = P(I“,;jgff:)'”t“”“ (a>—1,b>—1)

gilt fir das gewonnene D(t):

D)t~ 2= {G _1_1_(1_(7)_.). +G'(0) P(;’(z_)a) f4oee

+G(V( ) T +‘:; tv+G(v+l)(t).%1_+.Ttv

=GO +G(0) 4y + 7+ + G (0) 5 + G »

ToFT

Das ist die Taylorsche Entwicklung von G(f) mit Integralrestglied.
Es ergibt sich also:

Satz 4. G(t) ses fiir t=0 v-mal, filr t >0 v 4+ 1-mal differenzierbar
(»=0); G (t) ses 1m t = O stetig, G**+ 1) (¢) eine I-Funktion. Dann hat die
Integralgleichung*

‘—'a

Q Gt = Frr—g * P

* Wir ersetzen wegen der spiteren Anwendungen G(#) durch I'(1 — &) G(2),
so daB die oben gefundene Funktion @ (f) jetzt mit I" (1 — &) 2u multiplizieren ist.
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nur eine I-Funktion als Losung (abgesehen von der trivialen Addition von
Nullfunktionen), nimlich die fiir t > 0 stetige Funktion:

e BT a GO BT
9) d(t)=G(0) 7,'(&)—+G(0) Ta¥n T +G7(0) T(x+»)
ta+v—1
TN pry

Bisher war immer 0 <a < 1. Fir =1 hat die Abelsche Integral-
gleichung iiberhaupt keinen Sinn, da ¢~% nicht integrabel ist. Dagegen

wollen wir sie jetzt fiir « =0 behandeln, schreiben aber besser o« = —f
und betrachten 180
(10) Git)=t»P(t) mit B=o0.

Damit die Gleichung iiberhaupt I-Funktionen zur Losung hat, mul
notwendig G (f) fiir £=0 stetig und G(0) = 0 sein.
t

Der Fall =0, d.h. G(f) = [®D(r)dv 1aBt sich sofort erledigen.

Eine notwendige und hinreichende0 Bedingung datiir, daB eine Funktion
G (¢) ein Integral ist, 14Bt sich nur bei Lebesgueschen Integralen angeben.
Bei Riemannschen Integralen miissen wir uns mit der hinreichenden
Bedingung begniigen: G (¢) hat eine integrable Ableitung. Ist dies erfiillt,
so ist D(t) = G’ (¢t).

Ist nun § >0, so muB nach Satz 2 [8.4] G(¢) fir ¢ > 0 differenzier-
bar und .

G'{t)=BtP"1»D(l)

sein. Hieraus folgt, daB G’ (¢) fiir ¢ > 0 stetig ist. Ist =1, so ist G’ (¢)
nach Hilfssatz 3 (Anhang) auch in ¢=0 vorhanden und stetig und
G'(0)=o0.

Ist f>1, so ist abermals nach Satz 2 [8.4] G'(¢t) fiir £ > 0 differen-
zierbar und

G"(t)=BB—1)¥F " xD(),

also G" (¢) fiir ¢ > O stetig, und bei f= 2 ist G'' (0) = 0; usw., allgemein:

fir B>n: G™ (t) in t = 0 stetig, G™ (0) = 0, G"*+V (¢) fiir £ > 0 vor-
handen und stetig;

fir f=mn+1: auBerdem G*+V(f) in £ =0 vorhanden und stetig
und G*+1(0) =0.

Dies konnen wir so ausdriicken:

Satz 5. Damit die Integralgleichung (10) eine I-Funktion zur Losung
haben kann, muf G(t) noiwendig folgende Eigenschaften haben: Ist
n=f<n+1 n=0,1,2,...), so ist G'(¢),..., G™(¢) fiir t=0 vor-
handen und stetig, G(0) =G'(0) = ---=G™(0)=0. Firn<f<n-+1
ist sogar G™+V(8) fiir t >0 vorhanden und stetig, und es gilt:

GV =B(B—1),...,(B—n)tF-""1sd().
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Fiir B =n 1st
GM(t)y=pl12D(l).

Diese beiden Gleichungen sind mit der urspriinglichen #quivalent,
da man aus ihnen durch wiederholte Integration, d. h. Faltungen mit 1
die urspriingliche Gleichung zuriickgewinnen kann. Man hat dazu nur
qrn+1 T ’1 ) und die oben angegebene Formel fiir £ ¢® zu beachten.

Da fiir n<f <n+ 1 der Exponent §—»n—1 zwischen — 1 und 0
ausschlieBlich liegt, so ist in diesem Fall durch Satz 5 die Integral-
gleichung (10) auf die Gleichung (6), im Falle 8 = » auf die vorab erledigte
Gleichung (10) mit 8 = 0 zuriickgefiihrt. Wenden wir Satz 4 an, so
ergibt sich:

Satz 6. Vorgelegt ist die Integralgleichung

B
(11) G(t):—f(—;jr—”mcb(t) mit  B=0.

Die Funktion G (t) erfiille die in Satz 5 genannten notwendigen Bedingungen.
Ist B eine ganze Zahl n = 0,1, 2, ..., so ist die Gleichung dguivalent mit

(12) G (¢ f & (v)dr;
ist G+ 1(t) vorhanden und eine I-Funktton, so ist
(13) D) =G*+N(.
Ist n<fp<n+1 (n=0,1,2,...), so ist die Gleichung dquivalent mit
tﬁ—n-—l
» 41 — .
(14) G 1Y) = gy + @)

1st G(t) fiir t=0 n+ v+ 1-mal (v=0), fiir t >0 n+ v + 2-mal differen-
zierbar, G+ (8) dn t = O stetig und G™+*+9 (t) eine I-Funktion, so hat (11),
abgesehen von additiven Nullfunktionen, nur eine I-Funktion als Losung,
ndmlich die fiir t> 0 stetige Funktion

(n+l) t” B - poB+1
(15) PO =G""00) piy =g+ " VO przpig T
. it R Mm—Bty
TR0 F gy T O rap
Setzt man in Satz4 a=—48, so ist —1 < B < 0, und man erkennt,

daB die dortige Formel (9) mit (15) iibereinstimmt, wenn man in (15)
n = —1 setzt. Daher gilt Satz 6 auch fiir. f>—1.

Wir fassen nun die Sitze 4, 5 und 6 zusammen und setzen g =u—1,
wodurch sich ergibt:

Satz 7. Damit die I ntegralgleichung
-1

(16) G(t) = P( y sD(t) mit u>0
eine I-Funkiion zur Losung hat, muf G(t) folgende Bedingung erfiillen:
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O<p<i: G(t) fir t>0 stetig;

n=u<n+1(m=1 ganz): G'(t),...,G"= V() fiir t=0 vorhanden
und stetig, G(0) =G’ (0) =---=G"~1(0) =0;

n<u<n-+1: auPerdem G™ () fiir t >0 vorhanden und stetig.

Ist u eine ganze Zahl n =1, 2, ..., so ist die Losung von (16) identisch
mit der von

t
(17) G-V () = [P (1) dr;
0
ist daher G™ (f) vorhanden und eine I-Funktion, so ist
(18) D(t) = G™(¢).

Iss n<u<n+1(n=0,1,2,...), so ist (16) dann und nur dann lisbar,

wenn
u—n—1

(19) GO = Frmy * PO (—t<p—n—1<0)

eine Losung hat; ist G(t) fiirt =0 n + v-mal (v=0), fiirt >0 n + v + 1-mal
differenzierbar, G*+* (t) in t = 0 stetig und G®+”+(t) eine I-Funktion,
so hat (16), abgesehen von additiven Nullfunktionen, nur eine I-Funktion
als Losung, ndmlich die fiir t > 0 stetige Funktion

Pl Mmoo 1

¢(t) G(»( )P(n ”+1)+G(n+l)(0)m+...
t"—#+" t”—‘“+v
(20) _+_(‘(n +v) (0) - ﬂ%ﬁ]_)+6("+v+n(t)*1ﬁ—(;:7+7;—r)'

2. Integration und Differentiation nichtganzer Ordnung.

Dieses Ergebnis 148t nun eine sehr anschauliche Deutung zu, wenn
man den Begriff der (reellen) Integration und Differentiation nicht-
ganzer Ordnung einfiihrt 2! Wir bemerken schon hier und werden es im
24. Kapitel deutlich sehen, daB es keine eindeutige und universelle Weise
der Definition dieser Begriffe geben kann, sondern da8 dabei immer
ein gewisser Punkt der reellen Achse, z. B. ¢ =0 oder ¢t =—o0, all-
gemein ¢ ={, ausgezeichnet werden muB und die Definition sich dann
~ nur auf > ¢, bezieht. Bei der Verwendung der verallgemeinerten Inte-

gration und Differentiation in der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen entspricht dem die Tatsache, daB dort das Problem stets
fir ein bestimmtes Intervall, z. B. >0 oder alle ¢, gestellt wird. Die
Definition, die wir hier im AnschluB an die Abelsche Gleichung ein-
fiihren, beruht auf der Awuszeichnung des Punktes 0 (vgl. 24.1).

Dazu gehen wir aus von der u-fachen Iteration (u=1 ganz) der
Integration einer I-Funktion @(f) von 0 bis ¢ > 0:

¢ T, T,
WG = [d,... dv, [dr, [D(r)dr,.
0 0 0
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Vermittels der Faltungssymbolik kénnen wir einfach schreiben:

INP =Pl s1%-- %1 =Px1s,
t—l 1 2 “

I'(u)
einfaches ausdriicken:

Nun ist aber 1% =

, also 148t sich das u-fache Integral durch ein

1

t
1 -
Tm=mJ¢(T) (t—7)#~tdr.

In dieser neuen Gestalt steht aber nichts im Wege, 4 auch nicht ganz-
zahlig, und zwar beliebig > 0 zu wihlen (u konnte sogar komplex
mit R u >0 sein). Wir definieren daher das u-fach iterierte Integral
IW@ von @, jeweils von 0 bis >0 erstreckt, fir x>0 durch die
Gleichung (21)182,

(21) IWD =0

Aus
® h-l Al & pta-1
*TW*TH =" *Tu+)
folgt
(I) IN{IW @}y = JW {JW @} = [w+Ngp,

Zu einer entsprechenden Verallgemeinerung des Begriffs der Ableitung
kommt man nun so: Ist x ganz = 1 und I @ = G (¢), so ist nach Satz 7

D) =G6W(),

falls GW (¢) vorhanden und integrabel und G (0) = G’ (0) = - - - = G~V (0) =0
ist. Es liegt also nahe zu definieren: Unter der u'" Derivierten DW G
(u>0)* einer fir ¢t=0 definierten Funktion G(f) versteht man die
Losung der Integralgleichung

p—1
(22) I(“)dizdi*%—(E:G(t),
falls sie existiert. Fiir ganzzahlige u bedeutet das teilweise eine Ein-
schrinkung — denn eine im klassischen Sinn vorhandene, aber nicht

integrable Ableitung wird jetzt nicht mehr als Derivierte gerechnet —,
teilweise eine Erweiterung — denn es kann z. B. vorkommen, daB die
Gleichung @ *1 = G eine Losung besitzt, ohne daB G im klassischen
Sinn differenzierbar ist**. Fiir nichtganzes u stellt die Definition eine

* Wir nennen von jetzt an die neu definierten Ableitungen ,,Derivierte' und
bezeichnen sie durch das Operatorenzeichen D(#), wahrend wir fiir die klassische
Ableitung die Kennzeichnung durch einen oberen Suffix, z. B. G(#), festhalten.

** So ist z. B. fir
0 fiur 0 <t=1

1 fur 2>1
die Funktion G (¢) an der Stelle ¢ = 1 nicht differenzierbar:
0 firo=t=1
s 0, ozt

d,(t) ={

t—1 fir ¢t >1.
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Neuschépfung dar, die aber auf einer Auszeichnung des Punktes 0 beruht
(als Anfangspunkt des Integrationsintervalls) und daher keine universelle

Bedeutung beanspruchen kann. — Nach Definition ist
(I1) IW{DWG}=G.
u—1
Ferner folgt aus der Gleichung I G =G t‘f@—)—:
(111 DW {IW G} =G.
Nach Satz 7 ist D® G bei nichtganzem p mit n<u <# + 1 dann
und nur dann vorhanden, wenn G’, G”,..., G*~1 fiir t=0, G™ fir

t>0 im klassischen Sinn vorhanden und stetig, G(0) =G'(0) =...
=G"=1 (0) = 0 und die Gleichung (19) 16sbar ist. Letzteres heiBt aber
in unserer jetzigen Sprache: wenn D®—" G® () existiert. Wir erhalten
also: Es ist
(Iv) DWG=DW-"GM () fir n<u<n-+1,
entweder wenn D® G existiert oder wenn D®-" G® existiert und
G(0)=G'(0) =---=G"*=1(0) =0 ist.

Aus (I) und (III) folgt: Es ist stets
(V) D) {I(u+1) G}=1WG,

Wenn D®+4 G existiert, so ist nach (I):

G(t) = I#+P{DW+A G} = ¥ {I(u) (D +4 (;}}.

Das bedeutet: Es ist
(VI) I {De+N G} = DV G,
falls D +3 G existiert.

Aus (II) folgt durch Anwendung von I®W:

IW { IW{DW G} = IV G,

also nach (I):
(VII) I6+A (DWW G} = IN G,
falls DW G existiert.

Das kénnen wir auch so lesen: Es ist
(VIII) DB+ (WG} = DW G,
falls D G existiert.

Aus (VI) folgt: Es ist
(IX) DWW {DWG} = DW+M G,
falls D»+% G existiert.

Wir bemerken noch, daB sich aus (VI) speziell ergibt: Wenn D®) G
(v > 0) existiert, so existiert auch D? G fiir jedes 0 <A <.

Aus den abgeleiteten Regeln folgt, daB die Indizes der Operationen
I und D™ sich bei Aufeinanderfolge mehrerer Operationen additiv
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(wenn es Operationen derselben Art) und subtraktiv (wenn es solche
verschiedener Art sind) verhalten. Man kann die beiden Scharen I®
und D®) daher auch zu einer einzigen vereinigen und die Differentiationen
als Integrationen mit negativem Index oder umgekehrt ansehen:
IWG=D-mWG,
DWG =I-mgG.

Dann kann man simtliche Regeln in die eine zusammenfassen:
IWING =Tw+HG bzw. DWDAG =DE+AG (u=0, AZ0).

Dabei ist I® G= DY G = G zu setzen. Allerdings hat man je-
weils die in den einzelnen Regeln ausgesprochenen Voraussetzungen
zu beachten.

Wir wollen nun feststellen, wie unsere neuen Begriffe tm Lichte der
Laplace-Transformation aussehen, und betrachten zunichst wieder die
Integrale. Ist @ eine L-Funktion, so gilt nach Satz 7 [8.5] fiir I® @
dasselbe, und es ist

s:{l(y)qb}_zlqs* l——s ~1 Q (P} (1t >0).

Dies ist uns fiir ganzzahlige ;¢ von frither her bekannt:

53{(15*1#1*-“*1}:53{45}(_1__)".
T 3 W s

Durch die neue Definition wird die Schar s=# &{®} fir nichtganze
1 >0 interpoliert.

Ist weiterhin D" G = @ vorhanden (u >0) und eine L-Funktion,
so ist
L{P}s~* = Q{G},
also
L{DW G} = s* Q{G}.

Erinnern wir uns nun daran (Satz 7), daB D® G mit n=pu<n +1
nur existieren kann, wenn G(0) =G’ (0) = -+ = G"~1(0) = 0 ist, so
stimmt diese Formel mit der durch Gesetz 1II, bekannten fiir ganz-
zahlige u = n iberein:

L{GM} =" 2{G}—G(0) "' —G' (0) s"~2—~ -+ — G =1 (0).

Unsere Definition stellt also vom Standpunkt der Q-Transformation
aus die sachgemiBe Interpolation dar!#.

Aus Satz 7 kann man noch eine instruktive Darstellung von D G
durch die Formel (20) entnehmen im Falle, daB G Ableitungen ganz-
zahliger Ordnung > 7 (n <u < n + 1) besitzt. Diese Formel kann man
so deuten: Ist G(¢) fiir =0 » + »-mal (»=0), fir >0 n + » 4 1-mal
differenzierbar, G+ (¢) in ¢t = 0 stetig und G+ +1 (¢) eine I-Funktion,
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so ist nach dem Taylorschen Satz mit Integralrestglied, wenn, wie in

unserem Fall, G(0) =G'(0) = -+ = G®*—1(0) = 0 ist:
" p+l
G () =G(”)(O)p(n +1) + G +? ( )p("+2) + -
l"+' tn+v
s Gt (O)W+ Gm+r+1) (®) ‘m‘

Die Formel (20) ergibt sich nun hieraus einfach dadurch, daB man die
fir ganzzahlige 4 <« 41 bekannte Formel
I+ 1)

e _
(23) —p=ale—1)l@—p )= gy

auch fir nichtganze u <« + 1 in Anspruch nimmt* und die Taylor-
Entwicklung gliedweise »#-mal differenziert.
Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB unsere Definition von
DW G micht die allgemein iibliche ist. Gewdhnlich definiert man:
i+l
(24) DWG = T

[—ntD G (n=p<n+1),

wobei I®*—#+1 dasselbe wie bei uns bedeutet [vgl. hiermit Regel (IV)].
Wenn dies auch manchmal, z. B. fiir #* mit 4 <« + 1 dasselbe wie oben
liefert, so bestehen doch wesentliche Unterschiede:

1. Unsere Operation D™ ist nicht die Umkehrung der Integration
schlechthin, d. h. des unbestimmten Integrals im Sinne der primitiven
Funktion, sondern der pu-fach iterierten bestimmten Integration von 0
an. Beide Operationen, Integration und Differentiation, sind eindeutig
und im strengen Sinn invers [s. Regel (II) und (III)]. Bei der Defini-

tion (24) dagegen kommt die klassische Ableitung vor, deren

dr+1
Umkehrung (ndmlich das klassische Integral im Smne der primitiven
Funktion) nicht eindeutig ist: Sucht man zu gegebenem D® G das G,
so ist dieses nur bis auf ein Polynom %" Grades bestimmt. So ist

nach (24) z. B. D®) 2 — 0 und die zugehorige primitive Funktion gleich
o+t

2. Damit hidngt es zusammen, daB bei uns stets G(0) = G'(0)
- = +++=G""Y (0) sein muB. Denn nach Regel (IV) kann unser D®
auch vermittels der klassischen Ableitung G™ definiert werden, wiirde
also ohne jene Einschrinkung auch eine mehrdeutige Umkehrung haben.

3. Fir uns kommen als Derivierte nur integrable Funktionen in
Frage, da man ja von ihnen durch iterierte bestimmte Integration wieder

* Diese Formel ist iibrigens auch nach der neuen Definition von D) ¢ (o > — 1,
o< u< a + 1) richtig. Denn es ist
7w I'(x+1) Pt I'(x+1) Abap—l_p
I(a—p+1) I(a—p+1) I (u) '
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zur Ausgangsfunktion muB zuriickkehren koénnen. Deshalb kénnen wir
z. B. D® ¢ nur fiir u <« + 1 bilden. Die durch (24) definierten Deri-
vierten konnen nichtintegrabel sein; so ist z. B.

@1 r{) a2 r4 s

DB = Za 8 0 1 }—dt‘ T =l et

4. Ist G'(¢),...,G™(¢) fur ¢=o0, G"*V (1) fir ¢>0 vorhanden,

G™ (¢) in ¢ = 0 stetig und G®*V (f) eine I-Funktion, so kann man die

durch (24) definierte Derivierte nach Satz 2 [8.4] fiir { > 0 ausrechnen:
e R T

J I'n—p+1) I'(n--p+1)
—HB

7516 i | =6 T OO pu— )+ 60 1

i { e } )y " G (g) ot t
ap i | O T ) = O P OO )
tn—p—l t*—#-{-l L

+G"‘"”(0) ro—m Tt CO T 6O

(Dabel ist I"( = =0 fiir p=0,1, 2,... zu setzen, was nur fiir ganz-

zahliges u in Frage kommt.) Istnun G(0) = G'(0) =-+- = G"~1(0) =0,

so ist dieser Wert gleich dem durch unsere Definition gelieferten, denn
dann stimmt er mit (20) fiir den Fall » = 0 iiberein. — Was die beiden
Definitionen unterscheidet, ist also die nichtintegrable Funktion
G ! G ikl Gin=1) ot
O puwgny OO Py T Oy
Um diese zu bekommen, braucht man nur die Definition von D
nach (24) auf den Ausdruck
n—1

Paal) =G6(0) + G'(0) 4+ 6" 70(0) 1,

der bei uns gewissermaBen abgezogen war, um zu erreichen, daB die
Funktion mit ihren #—1 ersten Ableitungen in ¢=0 verschwindet,
anzuwenden. Denn nach dieser Definition ist fiir & >—1:

ar+1 { s art! I(x+1)
() & — = .
Drt= arr+1 £ Fn—p+1)] agpt! I'et+n—p+2)
0 fir pg—a =ganze Zahl>0
I'(a+1)
F'ie—p+1)
(Das ist formal derselbe Ausdruck (23), der nach unserer Definition
fir u <o +1 gilt.)
5. Was uns veranlaBt hat, die Definition (22) und nicht (24) zu
verwenden, ist auBer der groBeren formalen Schmiegsamkeit und der

)

ta+n—p+1

*—# in allen anderen Fillen.

Pl il . " p-—1
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Eigenschaft, sich dem Begriff des iterierten Integrals konsequenter
einzupassen, vor allem die Tatsache, daB es dieser Begriff der Derivierten
ist, der in der Behandlung von Randwertproblemen vermittels der
Q-Transformation und damit bei der sog. symbolischen (Heavisideschen)
Methode gebraucht wird (siehe 24.1).

Nachdem der Begriff der Ableitung beliebiger Ordnung eingefiihrt
ist, kann man auch Differentialgleichungen bilden, die solche verall-
gemeinerte Ableitungen enthalten. In Wahrheit sind das natiirlich
nichts anderes als Integrodifferentialgleichungen und zwar Verall-
gemeinerungen der Abelschen Gleichung. Wir wollen hier nur an einem
Beispiel 18 zeigen, wie man solche Probleme mit der Q-Transformation

erledigt. Es bedeute D'%) den durch (24) (also nicht' in unserem
Sinn) definierten Operator, und es sei die ,,verallgemeinerte Differential-
gleichung*

DY FEw +AF) =G

vorgelegt, die explizit so lautet:

{F*—%}—)} +AF () =G ().

Sind die drei einzelnen Terme dieser Gleichung L-Funktionen und ist

d
dt

t .
F*mea fir ¢—0,

so ergibt die Ubersetzung in den I-Bereich nach Gesetz III,:

-4
se{F bl —a+ 210 =g

oder

sf(s)fra +Af(s) =g(s),

woraus folgt:
g(s) a
S) = -'I'- .
/ sfva o st

Nun ist aber
B /1 2

1
s§+}. st s—-}.’+ s’}(s——).’)’

wozu die L-Funktion

g B
Vit VYt
gehért. Man kann also die L-Funktion zu f(s) explizit anschreiben:

— Gl (et A gty M
F(t)—.('(t)*(ﬁ? X.e"“+1/77u-e'“)+a(],’W le“+‘/;;te‘>.
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Die verallgemeinerte Differentialgleichung hat also unendlich viele

Losungen, weil a jeden komplexen Wert bedeuten kann. Da V;t— * —1/3!;

-4

TG

fir - 0. Die Losung F(f) selbst verhilt sich fir ¢t >0 wie G *r
nt

+ V——— Ist also G in der Umgebung von ¢ = 0 beschriankt, so verhilt
nt

= 1 ist, so verifiziert man sofort, daB, wie oben verlangt, F (¢) *

a
Vat’
16. Kapitel.

Funktionalrelationen mit Faltungsintegralen,
insbesondere transzendente Additionstheoreme.

Im vorigen Kapitel haben wir den Faltungssatz dazu benutzt, um
Integralgleichungen zu l6sen, indem wir Faltungen, in denen eine
unbekannte Funktion vorkam, vermittels der Q-Transformation in
Produkte iibersetzten. Natiirlich kann man ganz analog, wenn es sich
nur um bekannte Funktionen handelt, diese Ubersetzung vornehmen.
Hier wird man aber im allgemeinen den umgekehrten Weg gehen: Wenn
eine L-Funktion F eine einfache /-Funktion f hat, so wird man oft fiir
diese eine elementare algebraische Relation leicht finden koénnen. Dieser
entspricht dann kraft des Faltungssatzes eine aus Faltungsintegralen
bestehende, also transzendenie Relation fiir die L-Funktion. Besonderes
Interesse verdient der Fall, daB8 F und folglich auch f noch von einem
Parameter abhingt und die elementare Relation fiir f in einem alge-
braischen Additionstheorem hinsichtlich dieses Parameters besteht:

O, /B9, f@+pB,9;H6),....1h()) =0,

wo O ein Polynom ist. IThm entspricht dann ein transzendentes Additions-
theorem fir F:

OF @ t)*, FB H* F@+B,t)* F )%, ..., F, (t)*) = Nullfunktion.
Die auf diese Weise erhaltenen Funktionalrelationen sind oft aus der
gewohnlichen Theorie der betreffenden Funktionen heraus kaum auf-
findbar, ja sogar ihre rein rechnerische Bestétigung wire ohne Anwendung
einer Funktionaltransformation manchmal iiberaus langwierig und
beschwerlich 188, Ist. der skizzierte Weg der Herleitung einmal erkannt, so
ist es natiirlich leicht, ihn auf beliebig viele Funktionen und Funktions-
klassen anzuwenden*. Wir begniigen uns mit der Vorfiihrung einiger
typischer Beispiele, bei denen es sich um bekannte und wichtige Funk-
tionen und um formal sehr einfache, friiher groBtenteils unbekannte

* Es liegt hier etwas Analoges wie bei den Reihenentwicklungen im 9. Kapitel
vor, wo man auch die Anzahl der Beispiele beliebig vermehren kénnte.

Doetsch, Laplace-Transformation. 20
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Relationen handelt. Wir werden iibrigens spiter in der Theorie der
Randwertprobleme noch einen zweiten Zugang zu den Faltungsrelationen
herstellen und dabei den Zusammenhang zwischen den beiden scheinbar
so weit auseinanderliegenden Wegen kliren (25. Kapitel).

§ 1. Thetafunktionen.

Sucht man zunichst einmal ein mdglichst einfaches und schlag-
kriftiges Beispiel, so muB es sich offenbar um eine elementare /-Funktion
mit einer besonders durchsichtigen multiplikativen Eigenschaft handeln.
Der denkbar einfachste Fall wire der, daB f(s) noch von einem Para-
meter x abhidngt: f(x, s), und das algebraische Additionstheorem

H(xy, 8) [ (%2, 8) = (%, + %y, 5)

besitzt. Bei stetiger Abhingigkeit von x hat diese Funktionalgleichung
bekanntlich nur die Lésung

fx,s) = e %20,
wo nun ¢(s) analytisch sein muB. Fiir die nichstliegende Wahl ¢(s) = s
ergibt sich keine /-Funktion (vgl. S.143). Dagegen liefert g¢(s) —st
eine [-Funktion, und zwar ist (s. S. 25)
Ly (x, )} =V (x>0).
Aus dem algebraischen Additionstheorem

e_xl}/; e~ 31}/5 — e~ (%1 4+ xy) V;
entspringt sofort das transzendente Additionstheorem der y-Funktion:

(1) P (%1, 8) (%, 8) = (%1 + %, 8) (%> 0, %3, >0).

(Die eventuell zu addierende Nullfunktion ist wegen der Stetigkeit beider
Seiten identisch 0.) 186

Die Funktion v ist eine Ausartung einer Thetafunktion, was besonders
in der Theorie der Wirmeleitung deutlich wird (vgl. 20.2.3); es ist
namlich [Definition von ¥; siehe 7.5 (2)]:

¥ ¢
907
T Y

fir /->o00 bei festem x und ¢£>0. Wir werden dadurch veranlaBt,
unsere Methode auf die Thetafunktionen und verwandte Funktionen
anzuwenden. Dazu kniipfen wir zunidchst an die allgemeine Losung
U(c, t) der S. 290 behandelten quadratischen Integralgleichung an:

U(c,t);v:_'—_‘—l1 + 22(—1)":“_”7},

n=1
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die die Funktionen ¥;(0, ) und 9,(0, ¢) als Spezialfille enthdlt. Es ist
e’*"'”——a_ (’h‘ ’) 1 sin (V=s+ic)

1
2 U ) ¢ = -7 = — ———
Weak st & ey, —(s*+c) V—s cos(1/—s+ic)
== SO e,
Aus
. %(f¥$+idtg<%:?+4c_p%) .
u(c,s)u(c—{-i?,s): , — =-
folgt:
2) U(c,t)*U(c—}-i%,t):L
Fiir ¢ = 0 ergibt das die Thetarelation 18
3) 9,(0,2) *3,(0, £) =1.

(0, ¢) und 94 (0, ¢) sind also hinsichtlich der symbolischen Faltungsmulti-
plikation ,,reziprok*. Man kann daher in jeder Relation, wo die eine
auftritt, diese durch Faltung mit der anderen entfernen. So ist z. B.,
da d,; unter den Losungen der Integralgleichung von S. 290 vorkommt:
193(0, t)*z + 03(0, t) * 1 —21193(0, t)_‘1 - 0,
also nach Faltung mit 4,(0, ¢) in abgekiirzter Schreibweise:
DyxDgwDy + FgePyx1—2(td) «P—Fyx1 =0
oder
198* 1 + t———2(t193) ‘198—02* 1 == 0
Wir gehen nun zu den allgemeinen Thetafunktionen selbst iiber und stellen
zunichst einmal ihre Q-Transformierten zusammen, die man auf dieselbe
Weise wie fir #4(v, ) in 7.4 und 7.5 erhilt188:

1 S ("+_1"+”)’ cos2vyY—s
0°(v’t)=1/T? Ze r\"ty , fo(v,s):—vm
(~2=v=+3);
+ 00 1 1
ny =t Sioape b7, g gl

Fy(v, t) = -'7;;_-‘:" +2°°(_ e : (v+n)" L) = su:/ (_2- ::051})[1/:3
(0=v=1);

= 1 ] N

(v, t) = 7’%”2:—7(”») , f(os) = — co‘s/ﬁ_z_:;la}_l/s—s
(0=v=1).

20*
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Aus .
2 . __costy—s 1 1
f3(0,9) =1 (0. 5) = —ssin?'Y—s —ssin?y—s S
ergibt sich:
4) #5(0, £)**— 3o (0, £)*2 =1
oder

{95(0,2) + 99(0, )} * {B5(0, 1) =B (0, 1)} =1,
so daB die Funktionen ¥ + ¥, und J;—3, auch ein Paar , reziproker
Funktionen‘ bilden.
Aus
hi(vy, $) fo (v, 5) + fo(v1, ) f1(vg, 9)
sin 20, J/— sc0s 203}/ — s + €05 29, Y/ — ssin 2v, Y/ —s

B —ssiny/—scosY—s

. sinz(vl—{—v,)V—-s- —1 .

- /— s cos V:"_s ]/:?sin ‘/—_S - fl (vl + Vs, S) fo (0' S)
folgt das Additionstheorem, das die Funktionen #, und &, verkniipft:
(5) (v, t) % By (va, 1) + B (vr, 8) * Dy (v, ) = T (vy + vg, 2) % F4(0, 8)

. 1 1
fiir — 5 =0, 0, vl—{—vzé-{»z-

Ebenso erhilt man aus
I3 (vy, 8) fo (vg, 5) —f3 (v, $) f1(vg, )
__ sin(2y;— 1) Y—scos2vg Y —s + cos (2v; — 1) Y—ssin 204 Y —s
- — ssin)/—scos Y—s

N~ b0

das die simtlichen Thetafunktionen verkniipfende Theorem:
(6)  Pa(vy,2) g (vy, £) — Dy (vy, 8) By (vg, £) = By (vg + v, £) # 34 (0, 9)
fir 0=v,=1, ——%év,é + %, 0=v, +vy=1.
Besonders glatte Relationen erhilt man, wenn man den klassischen
Thetafunktionen ¥, und ¥; andere gegeniiberstellt, die sich von ihnen
dadurch unterscheiden, da8 die den negativen Summationsindizes ent-

sprechenden Glieder mit — 1 multipliziert sind; wir fiigen sogleich die
leicht zu berechnenden /-Funktionen bei:

had 1 1 * - 00 1 1 :
Bofv, 1) = = 26__[(”?“) _ Z;T("*?*‘”) l’

n=0 M= —1

n . sin2v)—s 1 1
fov, §) = —4 ———"—"— (—;évé-l-;);

Y—ssiny/—s
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a ke —-l—(t;+n)’ = —l(v+n)'
0,(v,t)=—1—— Ze ! ———Ze ! )

n=0 #e=—1
. sin(2v—1Y—s

v, s)=—1 —=2=
Auf demselben Weg wie oben ergibt sich dann:

() Balon ) #B(o0 8) + D008+ By (o0, 8) = B4+ va— 3. 1) #84(5.)

(0=v=1).

fir 0=uy=1, 0=u=1, ;=0 +0,=3;
(8)  Bo(v1, 1) ¥ B0 (va, &) + Do (v, £) * Do (v, £) = By (1, + vy, 2) x D (0, )
fiir — ;_vl,v,,v1+v,~—+%;

(9) Dy (v, £)*2— By (v, £)*2 = B, (0, £)** = 93 (0, /**— 1 (unabhéingig von v)
fiir 0==v=118,

Zu einem ebenfalls sehr einfachen Typ von Relationen kommt man
durch Einfilhrung des Integrals der Thetafunktionen hinsichtlich v,
wofiir folgendes Beispiel angefithrt sei: Indem man fiir groBe bzw.
kleine ¢ die erste bzw. zweite Darstellungsform von (v, ¢) in 7.5 (2)

benutzt, sieht man, daB 9{0,( )} fir 0=x=§=1 gleichmaBig
konvergiert, so da man erhalt:

ol fos)oe]= [l ee=— [ st

sin (¥ — 1) 1/;_5_
ssiny—s

Andererseits ist

(0.9 (5. 5)=h(5 s k(559

—cos]/-—s —cos(x—1)‘/vsb —1 —cosx)Y—s

\/—s sin l/— 1/—— ssin ]/— 1/_._5 sin ]/:.} ‘/:'; sin 1/‘—‘
=—— 1/.._4 {cos % }/—scos?)/—s +sin x }/—~ssm1/——scos V———cosx Y—s }
== V: l—- cosx Vzgsin 1/———3—-{_ sinx l/:;cos -‘/:;} sin ]/———_s
_sin(x—1)y—s

ssin Y—s
Daraus ergibt sich fiir 0= x =11%:

(10) fﬂs (%J)d6=z93(o, t)*ﬂ,(%—,t)—-ﬂa(—;—,t) .08<—’—‘;-"-,:> .
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Fiir x = 0 geht (10) iibrigens in (4) iiber, da ¥, (%, t) =1, (0, ) und,
1

wie man leicht nachrechnet, / ¥ (% t) d ¢ = 1 (unabhingig von ) ist.

0
Die Formel (10) stellt eine eigentiimliche Verbindung zwischen dem
Integral von d nach v und dem Integral eines quadratischen Aus-
drucks in d; nach ¢ her.

§ 2. Hermitesche und Laguerresche Polynome, Besselsche Funktionen.

Die in der Uberschrift genannten Funktionsklassen gehéren insofern
zusammen, als sie als Sonderfille der Whittakerschen konfluenten hyper-

geométrischen Funktionen aufgefaBt werden konnen, die durch
1

M, ()=t S P 2 Fl<m+ k,2m+1;t>

definiert sind, wobei
a(@+1) 4

Filae )_1+ t+2'9(9+1)t+
ein Grenzfall der GauBschen hypergeometrxschen Reihe ist1®l. Es ist
nimlich

1 3
. _P(2M+1) ”'+'2 3 r(em
Mm+n+%,m(t)_n. Tamintd) e *Ly™ (),

w1t )
M”_*_i_._i_(t) =('—1) (2")' t4 2H2"(Vt)’
! 1 _t
MH_%,J;(t) (—1)n+12(mt P 2H2”+1(Vt)’
Mo, (?) =22m8_T‘F(M+1)t%]m<i-;),

wo L™ das verallgemeinerte Laguerresche (9.3), H, das Hermitesche
Polynom (9.4) und J, die Bessel-Funktion (9.2) bezeichnet. Es ist192
k—m—4

b=9_
= k+
(s+4)

Das Produkt zweier verschiedener solcher /-Funktionen ist wieder eine
I-Funktion derselben Art:

h—m—} K—m =}
(s —4) (s—4 _ s—4)
(s +.*)h+m+w} ($+*)h +m'+4 (s+*)(k+h)+(m+m H+4

also ergibt sich fir M, , das Additionstheorem%3

T YA
"Tem+1)

Q fir 2m-+1>0 Rs>%.

B+ k)= (m+m +§) -}

""’* m—.} tm+m
1"(2m+1)M""' }{I’(Zm+1)M"' m (t)1 = T I'(2m+m'+1) k+k’m+m‘+§()
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das zum Ausdruck bringt, daB die M-Funktionen hinsichtlich der Faltung
eine Gruppe bilden. Man sieht sofort, daB die auf Besselsche Funk-
tionen und verallgemeinerte Laguerresche Polynome fithrenden M-
Funktionen schon fiir sich die Gruppeneigenschaft haben. Das Addi-
tionstheorem fiir Laguerresche Polynome gewinnt eine besonders
pragnante Gestalt, wenn man

n!

Taiwl W0 =A@n

setzt. Es lautet dann (x>0, §> 0)1%:
(2 A, mt) s AB,n,t) =A(x+ B, m+n,i).

Dagegen bilden die speziellen Laguerreschen Polynome (a = 0)
und die Hermiteschen Polynome fiir sich offensichtlich keine Unter-
gruppen. Additionstheoreme innerhalb dieser Klassen konnen also

nicht in (2) enthalten sein. Wir bekommen solche, indem wir auf die
Q-Transformierten dieser Funktionen zuriickgreifen. Aus (siehe 7.3)

S{Ly =" ()

folgt
3) L) # L(t) = Ly 4 n(8) % Lo(t) (= Ly 10 () %1) 195,
Benutzt man die Formel 9.4 (1):
1 - —(@2n)! 1 [1—s\»
SZ{WH"( t)}z 1/7:—”1—{/‘5( p > ,
in der man noch (vgl. S. 184)

setzen kann, so ergibt sich fiir die Funktion

(1) ) = I{Z” (Ki)__

" Tint+ Ve
das Additionstheorem 198

1
@ 20+ 580 = 82 n0 0500 (- o).
Ebenso ergibt sich aus 9.4 (2):

S {Haa (Vi) = — ya @2 F 0L (1)

n! 3 s
S
worin man
(2n +1)! 2 3
setzen kann, fiir die Funktion
@ _ Hant1(V1)
" I'in+4)

das Additionstheorem

(5) o) * SR () = 9P 4. () * 9P ().
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Es ist nun interessant, daB sich diesen Additionstheoremen fiir die
Funktionen H, (y¢) andere gegeniiberstellen lassen, in denen das reziproke
Argument vorkommt. Dazu gehen wir aus von der durch S.24 be-
kannten Funktion

L N
x(%,0)= V;Ye
und bilden (vgl. die Definition von H, S. 184)
6"+lx(x,t) 1 g+l .+ 2z\" 11
Zv(x,t)E— axv-{—l Z*I/;i azv+l ‘=_}_ é—;
373
1 x -z
E—_— - S . P TS
Yot ,+1(2]/t-)8
Ym 2" t1e?
Da, wie man leicht nachweist (L{y} s. S. 25),
o+l ot o+l —zV5 v4+1 — —xys
Q{ ax'*"{} EES! L{x} = y+1.'/ e = (—1) s¥e

ist, so ergibt sich:

{x, (%, 1)} =(—1)"s?e~xvs_ (x>0, v=—1).
Hieraus folgt die Relation:

©6) 2u(x)*2,»0)=xu+,(x+ 1) fir g,v,u+r=—1; x,9,t>0,
die wie (1) ein Additionstheorem mit zwe: additiven Parametern dar-
stellt. (Denkt man daran, daB auBerdem bei expliziter Schreibweise
links die Argumente v und {—7, rechts nur ihre Summe ¢ vorkommt,
so kann man sogar von einem Additionstheorem in drei Parametern spre-
chen.) Setzt man » =0, so ergibt sich:

7 2E)*x 200 ) =y (x+ 9,0 fir pu=—1; %,9,t>0,
woraus man (6) wieder durch Differentiation nach y ableiten kénnte 197,
Setzt man auch noch u =0, so ergibt sich wegen (s. S. 24)

Xo (x,8) = v(%,7)
die frither gefundene Relation 16.1 (1). Ubrigens zeigt (6), daB

xy(x» t) *XV(y: t) = xv(x' t) *Xu (y’ t)

ist. — Explizit durch Integrale und Hermitesche Polynome ausgedriickt,
haben die Relationen (6) und (7) eine ziemlich komplizierte Gestalt.
Wir werden sie spiter dhnlich wie die Thetarelationen von §1 als Aus-
driicke fiir gewisse physikalische Sachverhalte kennenlernen (25. Kapitel).

Faltungsintegrale spielen vor allem in der Theorie der Bessel-
Funktionen eine groBe Rolle, so daB unsere Methode gestattet, viele
der dort bekannten Relationen einheitlich und iiberaus einfach abzu-
leiten. Die obige Formel (1) liefert fiir den Spezialfall X = 0 nur eine
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ganz spezielle, iiberdies auf Bessel-Funktionen mit imaginirem Argu-
ment beziigliche Relation. Man bekommt eine Fillle von teilweise sehr
wichtigen Beziehungen, wenn man von folgenden {-Transformationen
ausgeht 198:

ad —
@ ss{f.(at)}=ﬂ’7};,fs_,_——f—;j—’—— Ry >—1),
(b gfhlen) Oie— R >0),
(2a) '+ }) 1

() Ur Ly == (Ro>—1),
@ 7 @YD) = 5ore @ Ry > —1).
Wir erinnern noch an die Formel (s. 3.4, Beispiel 6):

(e) Q{sint} = ST’;T

Der Faltungssatz liefert unmittelbar folgende Relationen, die als
Typen aus einer groBen Reihe ausgewihlt sind 199:

®) L= (Rp>0,%»>—1),
9) J,*J_,=sint —1<Rv< 1),
(10) Tk (L) dere Rp>0,Rv>0),
11 { Ly } { e P ey
(1) B0 INTO+ ™ Vo Twr+ )

(?R,u>—- mv>-—1—)

0 (3 {t’]. (@yi}=1"

nir

Jow (899 @u>0Rv>—1)*,

ol y+0
2
(13) = Ju(a V‘I l (8 V‘)I W]H.(V(a%b’ )l
R, Ry, R(p +9) >—1).
* Diese Formel kann als u-fache Integration gedeutet werden, vgl. 15.3.2:

[ i

1 e} =1 L e

bzw.
B+

@l ¥ m.um]—-:* Jy @V

Man kann also aus einer Bessel-Funktion, z. B. aus J i () = -,—?-‘— sin ¢, durch

Integration und Differentiation alle ibrigen in formal tiberaus einfacher Weiss
erhalten.
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Die Relation (13) kann man fiir =0 auch in differenzierter Gestalt
schreiben, indem man Satz 1 [8.3] auf Formel (d) anwendet und

. |1 firy=0
LO=1 6 far >0
beachtet. Dann ergibt sich:
T 5 ok i
o) %17 (e W)} djodbt{ (Va't+b’) AUCELY t)*:_" Iulayt)
(u>—1),
: T A
(14) ‘ = L) *;—,l;—. AL l/t_)l=(7ﬁﬁ,r+; Juar (V1@ 4 51)
(u>—1,v>0).
17. Kapitel.

Integralgleichungen und Funktionalrelationen
vom komplexen Faltungstypus.

§ 1. Der komplexe Faltungstypus im Bereich der I°-Funktionen.

Die Ergebnisse des 15. und 16. Kapitels beruhten darauf, daB die
Q-Transformation die reelle Faltung zweier L,-Funktionen bzw. einer
L- und einer L,-Funktion in das Produkt der zugehérigen /-Funktionen
iiberfithrt. Da nun nach 8.6 die komplexe Faltung

1) =557 [ his—2)f)dz
| =P
zweier [%-Funktionen (das Integral im positiven Sinn erstreckt) durch
die Umkehrung der &-Transformation in das Produkt der zugehérigen
LO-Funktionen iibergeht, so kann man im Bereich der /%-Funktionen
eine analoge Theorie der Integralgleichungen und Funktionalrelationen
vom komplexen Faltungstypus aufbauen, die dadurch noch einfacher
als die frithere Theorie ist, daB die Korrespondenz zwischen °-Funk-
tionen, d. h. den im Unendlichen reguliren und verschwindenden Funk-
tionen, und L°Funktionen, d. h. den ganzen Funktionen vom Expo-
nentialtypus, eine liickenlose und eineindeutige ist.
Als Beispiel betrachten wir die komplexe lineare Integralgleichung
erster Art

(1) e [ =t di=¢g(s),
|5 = P

wo k(s) und g(s) gegeben, f(s) gesucht ist. Damit das Gesetz IV? an-
wendbar ist, sollen %, g und f I°-Funktionen sein. k(s) sei fiir |s| > g, =0,
g(s) fir |s|> gz, regulir. Als Losungen f(s) kommen solche J-Funk-
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tionen in Betracht, die fiir |s| > g, mit gy =0 —p, reguldr sind. s kann
jeden komplexen Wert mit |s| > g, + o, bedeuten. Der Radius P des
Integrationsweges ist dann so zu wihlen, daB

o< P<|s|—g,
ist. Da nach Gesetz IV] die Integralgleichung (1) véllig #quivalent
mit der algebraischen Gleichung

(2) KOF@#)=G()
fiir die entsprechenden L°-Funktionen ist, so erhalten wir:

Satz 1. Notwendig wnd hinreichend dafiir, dap die Integralgleichung (1),

in der k(s) und g(s) I%Funktionen sind, eine P-Funktion zur Losung hat,
1st, daf %—((% eine LO-Funktion darstellt.

Dazu ist vor allem erforderlich, daB8 die Nullstellen von K (f) unter
denen von G (f) vorkommen und keine héhere Vielfachheit haben, daB
also G durch K ,,teilbar’ ist 200,

Es ist von Interesse, daB man das Integralgleichungsproblem (1)
in ganz anderen Gestalten erscheinen lassen kann. Als /°-Funktion hat

k(s) eine Entwicklung der Gestalt

(]
27 ky
k(s)= S'+“)
=0

die fiir |s|> g, konvergiert, so daB

limsup [k, |=¢,
ist. Damit ergibt sich

- .
1 ‘ v 1 f(2)
2m’Hf k(5~z)/(z)d2=2\—1) “k»mllf'(‘zjs)w’ldz,
3| =P y= g|=P

wobei das Integral im positiven Sinn zu erstrecken ist. Soll f(z) auBer-
halb eines Kreises mit g, < P regulir und im Unendlichen gleich 0 sein,
so stellt, da wegen |s|> P + g, der Punkt s auBerhalb des Kreises mit
1 f (2)

27”.'1 - +7 4%, im negativen Sinn durch-
laufen, ;11— f® (s) dar*. Die ntegralgleichung (1) ist also dquivalent mit

P liegt, das Integral

* Man sieht das leicht ein, wenn man das iiber einen Kreis [z| = Fy>|s| im
positiven Sinn erstreckte Integral und die iiber ein radiales Verbindungsstiick
zwischen beiden Kreisen hin und zuriick laufenden Integrale hinzufiigt. Die Ge-

|
samtsumme ist ;—lf(’) (s). Das Integral itber |z| = Fy verschwindet aber, da es ab-

solut genommen kleiner als
,  Max 17|
— %" 25k
27 (Py— |s|)"+!
ist; denn F, kann beliebig groB sein, und Max lf(z)[ strebt wegen der Voraus-

= P
setzung f(00) = 0 gegen O fiir F) - oco. Is1=F,



316 17. Kap.: Integralgleichungen vom komplexen Faltungstypus.

der linearen Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

[+ ]
k
() D=y =gl
vy =0
Wir kénnen also Satz 1 auch so aussprechen:
Satz 2. Notwendig und hinreichend dafiir, daf die Differentialgleichung

(3) von unendlich hoher Ordnung, in der g (s) esne I0-Funktion und lim sup V’
endlich ist, eine 19-Funktton zur Losung hat, ist, daf 7{—(:—)— eine LO-F unktton
darstellt. Daber st

[> <] k'
K@= 5r und G(H)=28"{g0)}
y=0
Wir gehen in der Umformung von (1) noch einen Schritt weiter.

Es ist fir |z]=P<]|s]:
e () ()

1 1 (V+1)
(s —z)r+? R 1_?

=s~31§:(‘§”)(é)"
also (-+7= %
i 3 3 1) (2 - gmzkpm

Setzen wir fiir f(z) auch seine Potenzrexhenentwmklung E pr +1

ein, so erhalten wir u=0
00
f
st [ ro-nteras= 3ty [ Sh(3)# S e
x=-0 4=0

Nach Ausmultiplizieren ergeben nur die Glieder mit dem Faktor %

ein Residuum, das sind diejenigen, wo u +1—A =1, mithin g =24
ist. Es kommt also heraus

> 353 (3 kst

x=0
Dies soll gleich g(s), das eine Potenzreihenentwicklung der Form
=<}

8x
s’¢+1
n=0

@ befot () herhit (5 ) heosht o hoh=e.

erfiillt sein. Satz 1 kann also auch in folgende Gestalt gesetzt werden:

hat, sein. Dann miissen aber die Gleichungen
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Satz 3. Das aus unendlich vielen linearen Gleichungen mit unendlich
vielen Unbekannten [, bestechende System (4), in dem

lim sup i/m und  lim sup 'i/]g—,‘l
endlich seien, hat dann und nur dann ein Losungssystem mit endlichem

lim sup ]/ ]__, wenn °K (t) eine ganze Funktion vom Exponentiallypus
darstellt, wo

x = ve=0
15¢201,
Ist speziell
!

k(s) = (— 1)";%,:‘1‘ (n ganz>=*0) ,
also kg=Fky=- =Ry 1=0. ky=(—1)"nl, b, 1 =k, o="=0,
so ist

K@) = (=",
und F ()= Ci% ist dann und nur dann eine, L°-Funktion, wenn die

L°-Funktion G(t) in ¢= 0 eine Nullstelle mindestens #'** Ordnung
besitzt:
G0)=G'(0)="---=G"D(0) =0,
d. h.
Eo=8&=""=§gu-1=0.
Aus
G(t) = (=" F ()
folgt nach Gesetz III:
g(s) =1"1(s).
Auf diese Gleichung reduziert sich in diesem Fall die Differentialgleichung

(3)- Sie besagt natiirlich nichts anderes als die (S. 315 benutzte)
Cauchysche Formel

— 1) n! 2
fos) = 22:’ / /())h“?f dz

Isl=P
fir |s|>P und ein im Unendlichen regulires und verschwindendes
f(z), wenn der Kreis |z| = P im positiven Sinn durchlaufen wird. —
Das lineare Gleichungssystem (4) reduziert sich hier auf

<’¢in> (—1)"n!fy _n=g fir x=n.

Explizit ist
_ ” 11gn+1 2lgn+2
1) = (=1) (n's+(n 1)ls’+(n+2)!s'+ )
Die Losung ist eindeutig, obwohl die Gleichung f® (s) = g(s) eine Mehr-

deutngkelt zuzulassen scheint, weil f(s) und erst recht seine Ableitungen
im Unendlichen verschwinden miissen 23,
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§ 2. Der komplexe Faltungstypus im Bereich der m®-Funktionen.

Im vorigen Paragraphen handelte es sich um Gleichungen fiir /°-Funk-
tionen, in denen komplexe Faltungsintegrale mit geschlossenem, end-
lichem Integrationsweg vorkamen. Man kann auf dieselbe Weise (fiir
allgemeinere /-Funktionen) Faltungsintegrale behandeln, bei denen der
Integrationsweg eine vertikale Gerade ist 2%, doch sind die Ergebnisse nicht
so glatt, weil sich nicht auf einfache Weise eine Klasse von /-Funktionen
abgrenzen liBt, fiir die dem Faltungsintegral das Produkt der L-Funk-
tionen entspricht. Dies gelingt dagegen leicht, wenn man statt der ein-
seitigen die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation und die
Klasse &% zugrunde legt, wie ja iiberhaupt alles, was mit der komplexen
Umkehrformel zusammenhingt, eigentlich auf die &;-Transformation
zugeschnitten ist. Im Hinblick auf die in der Literatur aufgetretenen
Anwendungen ersetzen wir die ;-Transformation durch die ihr 4dqui-
valente Mellin-Transformation und die Klassen & und LY durch die
Klassen m® und M°. Die Grundlage fiir das folgende bildet Satz 1 [8.7]
in der Gestalt des Zusatzes S.173.

Ein besonders einfaches Beispiel, das vollig analog zu dem im
Anfang von 16.1 behandelten ist, erhalten wir, wenn wir von der
MO-Funktion ®(z) =e**(Ra>0) ausgehen. Ihr entspricht die m?®-
Funktion

[o ] a 00

<p(s)=/z‘ tmargy = L [p-1p-ugy = L1

o’ oS
0 0

die in der Halbebene ®s >0 reguldr ist (¥, =0, x>0 beliebig groB
in der Terminologie von 6.8). Nun ist

e~ ou,e-—ﬂx — e—-(a+ﬂ)z,

also
t "7 rs—0) re re)
§—0 o S
Z”i,_;fm N do-( Y O<x<Rs,Ra>0,Rp>0).

Allgemeiner ist 3™

% +100 £, + 100

(2’“) / I’ss—;r‘,—-..._ap) I(0) ---'F(::)da,...dapz I'(s)

R
ah

% =100 X, —100 1 aP (a0+a1++lp?
O< 5+ + 1< RS, Ritg>0, Riy>0,..., Ry >0).

Einen interessanten Spezialfall von (1) erhilt man, wenn man
a=1,B=1215=4,0=s setzt (vgl. hierzu 6.8, Ende):

x 4100

: - ()
) Miﬂ/ﬂz rera—s4s = -,

0<x<®RARz>0).



§ 2. Der komplexe Faltungstypus im Bereich der mf-Funktionen. 319

Diese Formel besagt, daB zu der m°-Funktion I'(s) I'(A—s) die Mo-

(111?)1 gehort, so daB die entsprechende Formel

mmf}ﬂu+@—uz=rwr@—q O<Rs<RA
0

Funktion

gilt. Diese Formel ist mit der Integraldarstellung der Eulerschen

. . . 1 . .
B-Funktion &quivalent, denn mit 1 4 z = —— kann sie so geschrieben

1
werden:
1

B(s A ) P(S)P(A:Tf_/zs_l ),dz__/us——l(,l_u)l—s——ld’“
0
(1) ist ein transzendentes Additionstheorem fiir die Funktion C&(gs—)— .

Wir stellen uns die Aufgabe, alle m°Funktionen ¢(s, «) zu bestimmen,
die ein Additionstheorem dieser Gestalt haben:
. x+100
1
) 7 | P—0x)g0.p)do=plsuatp),

X —100

und die ebenso wie die zugehdrigen M°-Funktionen @ (z,«) von (dem
jetzt zunichst reell > 0 angenommenen) Parameter « stetig abhingen 205,
Die @ (z,«) miissen dem algebraischen Additionstheorem

(5) P(z0)P(zp) =P(z,a+p)
geniigen. Dann muB aber @ die Form* haben:
D(z,0) = 26 ®,

Demnach ergibt sich als Losung von (4) die Funktionenmenge
00
pls,a) = [~ 1e26W 3y,
0

wo G(z) jede Funktion bedeuten kann, die e*¢® zu einer M-Funktion
macht.

Natiirlich gibt es auch noch andere als /°-Funktionen, die der Glei-
chung (4) geniigen. Solche kann man dadurch erhalten, daB man fiir
D(z, a) mchtana.lytlsche Funktionen wihlt. Die Funktionalgleichung (5)
wird durch ¢*¢® ja auch erfiillt, wenn G(z) irgendeine Funktion, also

* Es folgt namlich
log [P (z, a) | + log | P (2, B) | = log | D (2, & + B) |,
und dieser Funktionalgleichung geniigt nach Cauchy bei stetiger Abhingigkeit
von o nur
1og | @ (z, @) | =G, (z)

so daB sich ergibt:

1Pz a)| = P
wo G, (z) eine reelle Funktion ist. Folglich ist

Dz, q) = OO HIGE) _ oGl
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z. B. lings einer oder mehrerer Strecken gleich — oo ist, was bedeutet, daB
& (z, «) in diesen Intervallen gleich 0 ist. Wir kénnen also versuchsweise

pls ) = fzs-ieaG(:)dz
.13

setzen, wo die Menge IR und die Funktion G(z) so gewihlt sind, da8
das Integral konvergiert. Wihlen wir
G(z) =1, M= (0=z2=1),
so wird 1
‘a
g0 = [#-terdz=" fir Rs>o.
0

Diese Funktion ist keine m%Funktion (da die Abschitzung 6.8 (4)
nicht erfiillt ist), trotzdem ist (auch fiir komplexe a, f)

£ 4100 s
o a« + B
2:”. Sf_a iq—da:—‘—-;-~ (0<x<Rs),
X — 400

wie man durch Residuenrechnung feststellen kann.

Wihlen wir dagegen

Giz)=1, M=(@1=2),

so wird o

qa(s,a):/z’“e“dz:———s— fir Rs<oO.

1

Wollen wir diese Funktion in die Gleichung (4) einsetzen, so miissen
wir dafiir sorgen, daB

Ro<0, R(s—o)<O,

d.h. R®s< x < 0ist. Auch hier kann man leicht das Erfiilltsein von (4)
konstatieren.
Wihlt man
G(z) =—logz, M=(0=z=1),
so erhdlt man:

1
s —

fir Rs>Ra.

1
o(s, ) =/z‘“z‘°‘dz=

In (4) muB also
Ro>Ra, R(s—o)>RB,
d. h.
Ra<x<R(s—p)

sein. — Wihlt man bei demselben G (z) fiir MM die Menge 1 = z, so ergibt
sich:

1
§— o

fir Rs<Ra.

@(s, @) =/z‘“z"‘“dz=-—-
1

Jedesmal kann man verifizieren, daB (4) erfiillt ist.
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V. Teil.
Differentialgleichungen.

18. Kapitel.
Gewohnliche Differentialgleichungen.

§ 1. Die lineare Differentialgleichung n'* Ordnung
mit konstanten Koeffizienten und beliebiger Stérungsfunktion.

Die beim gegenwirtigen Stand der Theorie wohl wichtigste An-
wendungsmoéglichkeit der Laplace-Transformation liegt im Gebiete der
gewohnlichen und vor allem partiellen Differentialgleichungen. Der
Ansatzpunkt hierfiir ist Gesetz III,, das aussagt, daB dem transzendenten
ProzeB der Differentiation im L-Bereich im wesentlichen der elementare
ProzeB der Multiplikation mit einer Potenz der Variablen im {-Bereich
entspricht. Die Anwendung der {-Transformation auf eine Differential-
gleichung bedeutet also eine ,,Algebraisierung’* des Problems. Von
groBer Bedeutung ist dabei der Umstand, daB bei der Ubersetzung
von F® (#) in den I-Bereich die Werte F (0), F'(0), . .., F* =1 (0), die man
in der Theorie der Differentialgleichungen die Anfangswerte der Funktion
nennt, auftreten, so daB die Methode, die wir entwickeln werden, gerade
den sog. Anfangswertproblemen angepaBt ist. Wie jede Methode hat
natiirlich auch diese gewisse Grenzen der Brauchbarkeit; sie besitzt aber
jedenfalls den Vorzug, daB sie groBe Klassen von Differentialgleichungen,
fiir die man sonst ganz verschiedene Theorien entwickeln muBte, in
vollig einheitlicher,und ohne ad hoc ersonnene Kunstgriffe zu bewiltigen
gestattet. Wir fiihren die Methode zunichst an dem einfachsten Beispiel,
der gewdhnlichen linearen Differentialgleichung n'** Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten, aber beliebigem, als stetig vorausgesetzten Absolut-
glied* vor:

(1) YO 4 1 YO-D g o4 Y 4 Y =F(),

bei der natiirlich gegeniiber der klassischen Theorie, abgesehen von der
groBeren Ubersichtlichkeit, nichts Neues herauskommen kann, wo aber
schon einige Charakteristika der Methode deutlich in Erscheinung treten#s,

Schreibt man (1) in der leicht verstindlichen Form

” -1
<£;+%-1§,’.Tf+"'+cx‘%+co) Y=F(@)
oder auch
D'+ ey 1D 4ot D4c) Y =F(f),
so kann man kiirzer .
ey 12 b x g =p(x)

* In den physikalischen Anwendungen pflegt man dieses die ,, Stérungsfunktion'’
(&uBere, Kraft) zu nennen.

Doetsch, Laplace-Transformation. 21
Weise
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setzen und schreiben:
d
#(5)Y=pD)Y=F.

Angenommen, es gebe fiir #=0 eine Losung Y (), und F{f) sowie
Y®(#) [und damit auch Y"*-1(),..., Y'(t), Y (f)] seien L-Funktionen.
Wir setzen {Y}=y(s), L{F}=/(s). Dann gilt nach Gesetz I11,
fir y die Relation*

P y—[Y(0)" 1 Y (0)5" 2 oo 4 YOI ()]

F o {s" Ty = [Y(0) " T2+ YV (0) "3 4 -+ + Y- ()]}

...........................

+6{sy—Y(0)}
+coy =[(s)
oder
2 PO YO =FE)+ Y () (" Pt ea1s" 24+ o5+ 0y
+ Y (0) " 4 epy 7 o )

+ YO=9(0) (s + ¢y _1)
+ Y= 1Y0),

die eine lineare algebraische Gleichung fiir y(s) darstellt** und daher
sofort lGsbar ist:

__ 1) 5"“1+cﬁ—15”*2+-~-;};_6a5+94
Y =% T YO 8]
) s”‘2+c,._1s”"3+"‘+‘2 »—2) S+cn—1
(3) +Y'(0) - p(s) R (0) P (s)
n—1) L
+Y (0) 76
Diese Funktion ist sicher eine /-Funktion. Denn L und die Koeffi-

#(s)
zienten der Y™ (0) sind gebrochen rationale Funktionen, bei denen der

Grad des Nenners gréBer als der des Zihlers ist. Zur Berechnung der
zugehérigen L-Funktion behandeln wir zweckmiBig das erste Glied
einerseits und alle anderen Glieder zusammen andererseits fiir sich,

* Man beachte, daB fir die Anwendung von Gesetz I1I, die Differential-
gleichung fiir # = 0 nicht erfullt zu sein und Y™ fiir ¢ = 0 nicht zu existieren braucht .
Es muB nur Y® ™ () fir # = 0 nach rechts stetig sein.

** Die Koeffizienten von Y (0), Y’(0), ... sind gerade die Zwischenstadien bei
der Berechnung des Polynoms p(s) nach dem Hornerschen Schema:

(s +em-1)s+en_2)s+cn3)s+ )5 +c,.
Setzt man &)-Ts—?&) =d4p(s), A Ap(s)) =A3p(s) usw., so sind die Koeffi-
zienten gleich A p(s), 43p(s),..., A*—=1p(s), AW p(s) =1.
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was darauf hinauslduft, daB wir einmal die inhomogene Differential-
gleichung (F == 0, daher f==0) mit verschwindenden (also speziellen)
Anfangsbedingungen, das andere Mal die homogene Differentialgleichung
(F =0, daher f=0) mit beliebigen Anfangsbedingungen betrachten,
und dann die beiden Losungen superponieren.

1.Dieinhomogene Differentialgleichungmit verschwindenden
Anfangsbedingungen.

Es sei also zunichst Y(0) =Y'(0)=---=Y"-Y(0) =0, d. h.

y(s) = ;(( )) Es kommt nur darauf an, die L-Funktion Q (f) zu ¢ (s) = p_1(55
1)

zu finden, da die zu 70) sich dann nach dem Faltungssatz ergibt. Zu
diesem Zweck zerlegen wir p(s) in seine Linearfaktoren*:

pls) =(s—a)... (s—a).

Dann ist

also
Q@) =entmemtu-- . xemmt,
Eine iibersichtlichere Gestalt erhalten wir bei Verwendung der Partial-
bruchzerlegung. Dazu unterscheiden wir zwei Fille:
a) Die «, sind simtlich verschieden.
Dann hat die charakteristische Gleichung nur einfache Wurzeln,

d. h. ¢’ («,) # 0, und die Partialbruchzerlegung von hat die Gestalt:

1
P (s)
1 a,
1) =3~ 5=
pu=1
Die a, lassen sich vermittels des Cauchyschen Satzes bestimmen (S,
sei ein kleiner Kreis um o,, der alle anderen Wurzeln ausschlieBt):

L 1 ds 1 1 ds
v 2mi -/-p(s)_2ni -/P(Otv) +P (O’-v)( — ) 4 - $ T %

Ky Ky

=1
P’ (“v)
oder elementar:

o _t—_d,_ . . 1 — 1
o= lim Sy =M S e @

s—a,

* Dazu miissen die (im allgemeinen komplexen) Wurzeln der Gleichung p (s) =0
aufgesucht werden. Genau dasselbe geschieht auch in der klassischen Theorie,
denn die Gleichung p(s) =0 ist die sog. ,,charakteristische Gleichung", auf
die man gefithrt wird, wenn man die homogene Gleichung durch den willkiirlichen
Ansatz Y () = e%! zu befriedigen sucht.

21*
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Zu q(s) = p() gehort also die L-Funktion

) o) =.27};;,—ew.

und da dies eine L, (%
die L-Funktion

(5) Yt)=F@#)* Q) =F(t) S 7”,_“(:_:’7

Y=

t
Pladd

i) /e‘“"F(r)dt.

Wenn es also iiberhaupt eine L-Funktion gibt, die (1) geniigt und die
Anfangswerte 0 hat, so muB es die durch (5) gegebene sein. Wir machen
nun von dem S. 286 formulierten ,,Fortsetzungsprinzip'‘ Gebrauch und
zeigen, daB die durch (5) dargestellte Funktion Y (¢) fiir ¢ > 0 die Diffe-
rentialgleichung befriedigt und fiir £~ 0 die geforderten Anfangs-

bedingungen in der Gestalt imY () =lmY'(f) = -+ - =lm Y"1 (0) =0
t> 40 t>+0 t>+0
erfilllt*, sobald nur F(f) eine I-Funktion und fir ¢> 0 stetig

y=1

¢
(oder allgemeiner: die Ableitung seines Integrals f F(r) dr) ist. Dazu
0
beweisen wir zunichst:

(6) Q) =@ (0)=---Q""9(0) =0, Q"~1(0)=1.

Im Rahmen der Theorie der 2-Transformation ergibt sich das am
schnellsten so: Da offenbar Q (¢) eine L°-Funktion und ¢ (s) eine /°-Funktion
ist, so bekommt man aus der Potenzentwicklung von Q(¢#):

X )
o= e

v =0

die von ¢(s) (vgl. Satz 2 [5.1]):

Q(’) (0
v +1 °
y=0
Andererseits ist aber, da $ (s) ein Polynom #*" Grades mit dem hdchsten
Koeffizienten 1 ist:
1 k B
(=3 =7t o tam T

S

* Diese allgemeinere, von der iiblichen abweichende Formulierung des Anfangs-
wertproblems wihlen wir mit Absicht im Hinblick auf die spater bei partiellen
Differentialgleichungen auftretenden Verhiltnisse.
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Der Koeffizientenvergleich ergibt die Behauptung. — Funktionentheore-
tisch sind die Identit4ten (6) evident, wenn man sie in der expliziten Gestalt
!

!

schreibt: Denn die linke Seite ist die Summe der Residuen von —FS(S) im

Endlichen (das stimmt auch, wenn unter den «, die Zahl 0 vorkommt),
also gleich

0 fiir 0=<l=n—2,
1 fiir l=n—1

1 st
i s
erstreckt iiber einen Kreis vom Radius R um den Nullpunkt, der alle
Nullstellen von #(s) einschlieBt. Ist 0=!=mn—2, so siecht man in be-
kannter Weise, indem man das Integral abschitzt und R gegen oo
wandern 1dBt, daB der Wert gleich 0 ist. Im Falle ¢ = n—1 aber fiigen
wir zu dem Integral eine lineare Kombination der als verschwindend
erkannten Integrale mit /=0,1,...,#—2 hinzu und schreiben:

1 st 11 " lcy y(n—1)s" " o g 25 4 g
2ni _—(S‘)—dsz-’TZﬂi/‘ Sty ST s ds

n—1 1 +‘:0
1 1 P (s
=i ) 5es

Dieser Ausdruck ist aber bekanntlich gleich dem n'®® Teil der Null-
stellenanzahl von #(s), also gleich 1207,

Nun bilden wir unter Benutzung von Satz 2 [8.4] die Ableitungen
von Y (f):

74

YO (1) = F () » Q=1 (¢)

YO =F@*Q"@+F(.
Aus diesen Gleichungen ersieht man zunichst, daB die Anfangswerte
von Y verschwinden. Ferner ist

YO gy YO Uit Y =F(0) #{Q™4 ¢y 1 Q*~ V- 4 ¢, 0} + F (1)

=F()* D s @+ el ™ 4 o + F ()
v=1
=F(),

da ol +eprol gy = p() =0 ist. Damit ist unsere Be-
hauptung bewiesen.

Wir heben noch den Spezialfall F(f) =1 hervor, bei dem f(s) !

=

ist. Bezeichnen wir die Losung in diesem Fall mit Y, (¢), so gilt fiir die

zugehorige [-Funktion .
}'o(s) = SP(S) :
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Ist nun von den (als einfach vorausgesetzten) Nullstellen «, von $(s)
keine gleich 0, so hat s p(s) die einfachen Nullstellen 0, «, . . ., &,, und
die Partialbruchzerlegung ergibt'

Resid. von #_ Resid. von L (s) in a,
Yols) = s + 2, s—a,
ye=l
RS
_r0O S P (%)
s + s—o,
yv=1l

so daB man erhilt:

1 c Pl
® Y°(‘)=p_(o—)+Z: (@)

Natiirlich wiirde man auch auf diesen Ausdruck kommen, wenn
man’ (5) mit F =1 explizit ausrechnet.

Den Fall eines beliebigen F kann man auf diesen Spezialfall reduzieren.
Es ist nimlich, wenn wir wieder voriibergehend F(f) als L-Funktion

annehmen:
y() =53 =515 300

Zu f(s) ¥,(s) gehort, da Y, () eine L,-Funktion ist, die Funktion F*Y,,.
Diese ist nach Satz 2 [8.4] differenzierbar (man beachte Y,(0) = 0):

L [FxY=F»Ys,
und Q{F » Y} existiert, da Y; eine L,-Funktion ist (Satz7 [8.5]).
Also ist nach Satz1 [8.3]:
S{Fx Yo} =s 8{F» Yo} =s(f(5) %0(9).

Damit ergibt sich die allgemeine Lésung Y aus der speziellen Y, folgender-
maBen (und dies gilt wieder fiir jede stetige I-Funktion F)208:

d ,
(9) Y({t)= 7 [F*Y=F»Y,.
Der Vergleich mit (5) zeigt, dal
(10) Yo®) =0Q@
sein muB, was ja auch leicht aus (5) direkt folgt, denn mit F(f) =
ergibt (5):

Yo(t)=1+00),

woraus (10) folgt.

b) Gewisse a, sind gleich.
Wir bezeichnen die wirklich verschiedenen Wurzeln von p(s) mit
&y, - - ., Oy, Sie mogen beziehungsweise die Vielfachheiten &y, . . ., &, haben
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(ky + - -+ k, =mn" Die Partialbruchzerlegung von 171(—5—) hat dann die
Gestalt:
”»
_ 1 _ _G8y1 vk,
“ﬁ”PM"2?<P- t +@_aw%

und die’ q,, lassen sich als Residuen berechnen:
(11 4, =L [l==r, —1,...,k

) t 2 271 P(s) $ (‘ll,—— 1 vty v);

wobei das Integral iiber einen Kreis um o, zu erstrecken ist, der die iibrigen
« ausschlieBt.
Zu q(s) gehort die L-Funktion

»m L, —1
10 Q0= (an+aatr+ -+ aon oy e

Pl

und die Losung der Differentialgleichung (1) lautet wieder:
Y(t)=F()«Q().

YO)=F@) =Y, (),

wo Y, die Losung fir F =1, weil Y,y () =1#*Q(f), also Q(t) = Y, (?)
ist. Die Verifikation, da8 Y (¢) wirklich Losung ist, vollzieht sich genau
so einfach wie unter a), denn zunichst ergeben sich wieder die Glei-
chungen (6), wenn man den ersten der oben angegebenen Beweise benutzt.
Hieraus folgen die Gleichungen (7). Weitérhin ergibt sich nach Gesetz II1,:

Q{Q"} =" {Q} fir »=0,1,...,n—1
2{O"} =s"2{Q}—1, .

Auch hier ist

(13)

also

S{OM +ca1 QP Y 4 460} =8{Q} (" + cpy 71+ ) —
— () pls)—1=0.

Hieraus folgt aber wegen der Stetigkeit, daB*

Q)+ ey, QPN 4 460 =0
und damit wie unter a), daB
Y® 4, YO-D Lo p Y =F(f)
ist.
Wir bemerken noch, daB hiernach Q(¢) die homogene Differential-
gleichung # (D) Q = 0 mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Q' (0) = -
=Q"=2(0)=0, Q”~1 (0)=1 befriedigt. DaB man vermittels dieser

* Den Nachweis, daB p(D)Q = 0 ist, haben wir so auf dem Weg iiber den
l-Bereich und damit besonders einfach gefithrt. Das geht, weil Q eine wohlbekannte
Funktion ist, deren /-Funktion existiert. Fiir Y, in dem die beliebige Funktion F
vorkommt, 148t sich das nicht machen.
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Funktion die Lésung der inhomogenen Gleichung mit verschwindenden
Anfangsbedingungen in der Gestalt Y (f) =F(¢) * Q(¢f) darstellen kann,
ist auch a priori klar, denn das zeigen sofort die Gleichungen (7).

2. Die homogene Differentialgleichung mit beliebigen
Anfangsbedingungen.
Wir betrachten ein einzelnes Glied in (3):

A o s S R T
P (s)
Nach (13) gehort hierzu die L-Funktion
(149 U@ =0""#"00) 4 e Q" #70() + - +¢,4,00),
wo Q(t) durch (4) bzw. (12) gegeben ist. U, (f) geniigt der homogenen
Differentialgleichung (1), denn Q(¢) tut es nach,der obigen Bemerkung,

also auch seine Ableitungen, folglich jede lineare Kombination von solchen.
Weiterhin ergibt sich aus (6):

U, 0)=o0, U,)=0,..., U¥-M0)=o0, UHW(@O)=1.
Fiir die hoheren Ableitungen benutzen wir die Differentialgleichung
0" @) + 1@ V() + -+ Q' () + Q) =0,
aus der durch Differenzier.n folgt:
QPHI() +eua @)+ +a Q" () +6 Q' () =0,
QPR + 1 QP V() 4+ Q7 () + 60 Q" () =0,
usw. Fiir =0 ergibt sich unter Beachtung von (6):
Q" (0) +ey-1=0,
Q" +0(0) + ¢4 10" (0) +en_2=0,
Q" *+3(0) + cp 10" 0(0) + 620" (0) + 643 =0,
usw. Diese Gleichungen sind aber gleichbedeutend mit
Ur+tho)=o0, Ur*t»0)=0,..., Ur"1(0)=0.
Hieraus folgt, daB die Funktion

(k=0,1,..., n—1).

n—1 n—1
S YW(0) U, 0= 20 Yo (0) (Q* 1) + cpmr Q" #7200 + - +¢,41Q (1)
":

p=0
der homogenen Differentialgleichung (1) gentigt und die Anfangswerte
Y®W(0)(u=0,1,...,n—1) hat.

Addiert man (5) und (15), wobei Q durch (4) bzw. (12) definiert ist,
so erhdlt man die Losung der inhomogenen Gleichung mit beliebigen
Anfangsbedingungen.

Verallgemeinerung: Die Koeffizienten der Differentialgleichung
setzten wir, abgesehen von dem Stdrungsglied, als konstant voraus.
Ist nun allgemeiner eine Ableitung Y™ mit einer Potenz # multipliziert,
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so entspricht diesem Glied vermége Gesetz 111, im I-Bereich der Ausdruck
(— 1)"';’"7 'y (=Y (0) s 1—Y'(0) "2 —- - - — Y1),

Bei der Ausfithrung der Differentiation treten die Ableitungen von y(s)
bis zur m'" auf, die Koeffizienten sind Potenzen. Daraus folgt: Einer
linearen Differentialgleichung »'** Ordnung im L-Bereich, deren Koeffi-
zienten Polynome bis zum m'*® Grad sind, entspricht im I-Bereich eine
Differentialgleichung ' Ordnung, deren Koeffizienten auch Polynome
sind.. Ist m < #n, so ist damit das Problem auf ein einfacheres reduziert.
Die Differentialgleichung im /-Bereich hat unendlich viele Lésungen,
in Frage kommen aber nur solche, die /-Funktionen sind; das gleiche
gilt dann von den Ableitungen. Also hat man die Anfangsbedingungen
y(400) =9’ (4 00) =+ - - = 0 zu beachten, die unter Umst4nden eine
Losung aussondern. Wir verfolgen dies hier nicht weiter, weil sich fiir
den allgemeinen Fall nicht viel aussagen 14Bt.

Bemerkung: Ist die Storungsfunktion eine Konstante oder all-
gemeiner eine L%Funktion, so gilt offenbar das gleiche fiir die Lésung
Y (t), da Q eine L%-Funktionist. Alsohat Y (t) eine bestindig konvergierende
Entwicklung nach aufsteigenden Potenzen von t, ebenso wie y(s) die
entsprechende auBerhalb eines gewissen Kreises konvergente Entwick-
lung nach absteigenden Potenzen von s besitzt (Satz 2[5.1]). Dagegen
gibt es keine konvergente Entwicklung fiir Y (¢) nach absteigenden
Potenzen von ¢, wohl aber asymptotische Entwicklungen in der Um-
gebung von t{=o0, die nach den in 14.3 aufgestellten Sitzen zu
finden sind, sobald F(f) als L-Funktion gegeben ist.

§ 2. Ein System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten und beliebigen Stérungsfunktionen.
Unter p,4(D) verstehen wir einen linearen Differentialoperator nter
Ordnung:
Pup(D) = 2P D" + 38 D*~1 .o 4 (2B D 4 2B,
wobei wir die Moglichkeit offen lassen, da3 gewisse von den ¢ verschwinden,
daB also z. B. der Operator in Wahrheit von niedrigerer Ordnung als »
ist.  Y;(¢),..., Y,(t) seien unbekannte, F,(f),..., F,(!) bekannte, fiir
¢t > 0 stetige Funktionen. Dann betrachten wir das System von Diffe-
rentialgleichungen
$11(D) Y1+ p12 (D) Yy + -+ + £1,(D) Y, = Fy (¢)
pr1(D) Yy +252(D) Yy + -+ + ?.+(D) Y, =F,(t).
Der Ubersichtlichkeit halber nehmen wir an, daB der in allen physi-
kalischen Anwendungen realisierte Fall #» = 2 vorliegt, und schreiben
kiirzer:
Paﬁ(D) = aaﬁD' + baﬂD + Cap-
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Wir setzen zunichst voraus, daB die F, L-Funktionen sind und da8 es
Lésungen Y,(f) mit vorgeschriebenen Anfangswerten Y,(0), Y, (0)
gibt, deren zweite Ableitungen L-Funktionen sind. Dann entspricht
dem differentiellen Gleichungssystem (1) im l-Bereich das algebraische

)+ 4 b1 () = () + _2'1<a1.s +8) %0+ £a, V.0

(2)
Pt 2 ()1 =16) + Z (4,5 +8,) Y, (0) + Za,,Y,(0).

y=1

Wie in § 1 zerlegen wir das Problem zweckmiBig in zwei Teile:

1. Inhomogenes System mit verschwindenden
Anfangsbedingungen.

Das System (2) hat hier die Gestalt:
Pu(s) 2% i o plr(s) = fx (3)
()
1’,1(3) yl + + pn(s) y' - /' (S)

Bezeichnen wir die Determinante der p,g(s) mit 4(s), das algebraische
Komplement zu p,4(s) mit 4,5(s), so ergibt sich in bekannter Weise:

@) 4(s) ns) -——g'lAu(s) 1) (=1,2...7).

Dabei sind 4 (s) und 4,,(s) Polynome von héchstens 271 bzw. 2 (r — 1)
Grad. Wir behandeln nun folgende Fille:
a) Normalfall: A(s) hat den Grad 2.
Dann ist
Au(S)

4 (5)
k=1

Ay (s)

und die — sind gebrochen rationale Funktionen, deren Zihler von
niedrigerem Grad als der Nenner sind. Durch Partialbruchzerlegung

A1 (s) SIER . dy by
4(s) ~21’1(“‘°‘~+ +($—a.)"’)’

Y=

wo die o, die wirklich verschiedenen Wurzeln von A4(s) mit den Viel-
fachheiten %, sind, erhilt man leicht die zugehdrigen L-Funktionen

Qn (0): 4
2{On (1)} = j’(s(;) ,

und damit die Losungen in der Gestalt

(5) A *kf‘leu(t) «Fy(0).
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DaB diese Funktionen, auch wenn die F, (f) keine L-Funktionen, sondern
nur fiir £>0 stetige I-Funktionen sind, wirklich ein Ldsungssystem
von (1) mit den Anfangsbedingungen Y;(0)=Y; (0) =0 darstellen,
verifiziert man genau wie in § 1. Denn in —f’z;’(gl ist der Grad des Nenners
um mindestens 2 gréBer als der des Zihlers, in der Potenzentwicklung

éLh(zs()S) _ Qus(O) T kaz‘(o) e
ist also Qy; (0) =0. Es ist daher
(6) v/ (t) =1.:Q;“(t) «Fy (1)
(7) v () =:.2 1(‘);‘,’ (t) * Fy () +k§1 k1 (0) Fy (1).

Aus (5) und (6) ersieht man das Verschwinden von Y;(0) und Y; (0).
Um das Erfiilltsein des Systems (3) zu zeigen, bemerken wir zweierlei:

1. Es ist
S,y Anl) [t fir k=i
(8) g””(s) () _{0 fiir i,
also wegen
A 14 Q 14
ZP; “ 2(“ $24-biys + ;z)( ulo ) 2 25 041(0)
=1 I=1
7 ’ 1 fur k='l
i 0) = .
©) z:‘:lalQ“() {0 fir k1.
2. Bei festem £ erfiillen die Funktionen Q,,,..., 0, das homogene

System (1), bei dem also rechts alle F verschwinden. Denn es ist
Bit (D) Qus () = @y Qi) + by Ohr () + €1 Qns 8),
also nach Gesetz III, wegen Q;;(0) = 0:
L{2:1(D) Qn1(0)} = a1 [* 2{ Qns ()} —Qhs (0) ]+ b5 s L{ Qs () }-+c1 £ { Ons (1))
=pals) A“ S) — ;0 (0)
und daher wegen (8) und (9)'

2 ZPiz(D) Qri (&) 21’. A"’“I‘ "2“.’1@21(0) =0,

le==1
also auch

(10) zp (D) Qu. () =



332 18. Kap.: Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Nunmehr ergibt sich das Erfiilltsein von (1) durch die Y;(f). Aus
(5), (6) und (7) folgt:

Z2pu0) Yi=Z 2 (a0} FO+E TauhiOFO

I=1

=k§'l E, () *12'11)“ (D) Q1 (2) +k§'1Fk (t) 2' a;1 Qr1 (0)

1=1
= F; ()
wegen (9) und (10).
b) Extremfall: A(s) =0.

In diesem Fall hat die Matrix ||p,4 (s)|| einen Rang v <7. Zwischen
den linken Seiten der Gleichungen (3) bestehen dann r—v lineare
Relationen. Damit das System (3) losbar ist, miissen notwendig
dieselben Relationen zwischen den rechten Seiten f;(s) und damit
zwischen den F, () bestehen. Das Bestehen dieser Relationen ist aber
auch hinreichend dafiir, daB Losungen, und zwar unendlich viele,
existieren. Denn dann kann man r—v Gleichungen als iiberfliissig
streichen und in den v iibrigen gewisse » — v Funktionen y,(s), die so
auszusuchen sind, daB die Koeffizientendeterminante der iibrigen von 0
verschieden ist, beliebig wihlen.

Die iibrigen Fille, die méglich sind, lohnt es sich nicht allgemein
durchzudiskutieren, da die Diskussion wegen .der vielen Sonderfille zu
uniibersichtlich wird. Es wire dabei zu beriicksichtigen, daB 4 (s) ein
Polynom von jedem Grad =27 sein kann, sei es, daB durch spezielle
Wabhl der Koeffizienten a, 4, b, 4, ¢, 5 die htheren Potenzen sich wegheben,
sei es, daB manche von den Operatoren p, 5 garnicht von zweiter Ordnung,
sondern von einer niedrigeren sind. Dabei wire wiederum zu erwigen,
bei welchen Funktionen Y; () gar nicht zwei, sondern weniger Anfangs-
bedingungen vorgeschrieben werden kénnen. In jedem einzelnen Spezial-
fall ist die Diskussion natiirlich ohne prinzipielle Schwierigkeiten durch-
fithrbar.

2. Homogenes System mit beliebigen Anfangsbedingungen.
Das System (2) hat in diesem Fall die Gestalt:

14

pll(s) N+ +}51y(3) Yy = Z(alvs + bl,)Y,(O) + E'alev, (0)

ye=1 y=1

(11)

r

Prl(s) e i —}—P,,(S) Yy = 2(4,,8 + brv) Y,(O) + 2' ayy Yy’ (0)

y=1 p=1
(Ist ein Operator p,5 von geringerer als zweiter Ordnung, so fallen die
durch ihn scheinbar hereingebrachten Anfangsbedingungen in Wahrheit
aus.) Auch hier sind dieselben Fallunterscheidungen hinsichtlich des
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Verhaltens von A4 (s) zu machen wie unter 1. Beschrinken wir uns auf
den dortigen Normalfall a), so erhalten wir:

o) =_ nl Z(a,.s+b,,. 0+ ey

= Y=l

Dazu gehort d1e L-Funktxon
12) Y )=3 Y,(0) X (ar, Qhs 0 + by, Quith) + ¥ 0) X ay, Qur ().

=1

Denn wendet man hierauf die {-Transformation an, so tritt nach Ge-
setz III, zwar noch das Glied

21 Y, (O)k}:l gy Q1 (0)
auf; dieses verschwindet aber wegen (Q;;(0) =0 (s. S. 331).

Die Funktionen (12) bilden wirklich Ldsungen des homogenen
Gleichungssystems (1) mit den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen.
Denn nach S. 331 befriedigen die Q,; und damit auch die Qj, bei festem &

1 4
das homogene System, also auch die linearen Kombinationen X a,, 0, (f)
k=1

usw. (v fest, /=1, 2,...,7), und folglich auch die hieraus durch lineare
Kombination entstehenden Funktionen Y;(f).

Um die Anfangsbedingungen zu verifizieren, bilden wir zunichst
das Analogon zu (8):

_A_ﬂfl_ 1 fir v=I
(13) gf’*' () {0 fir vl.
Nun ist aber

r

(0) Qw0
Zpk’ A;Es()s z(akvs + bkvs + kv) (le ) + —k_:a( ) +' : ')
k=1

=DV a1, 00 0) + + D(ay, 041 0) + by, 0k 0) +
k=1 k=1

also muB gelten:

1 fir v=1I
(14) Zah Qri(0) = {O fir yal,
(15) kz (@x, Qk1 (0) + by, 04y (0) = 0.

Beachtet man noch Q,;(0) = 0, so sieht man, daB die rechte Seite von
(12) bzw. ihre Ableitung fiir ¢ = 0 liefert:

z'Y.(o>éa.,Q;,(o>=m0).

EY (O)E(a,..Q{.’; (0) +b..Qu<0))+2Y <0)2:a,..Qu(0> Y, (0.

youl y=1
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Bemerkung: Hinsichtlich Ronvergemter und asymptotischer Ent-
wicklungen fiir ein Losungssystem gilt sinngemidB das am Ende von
§1 Gesagte.

§ 3. Die Beziehung der Methode der Laplace-Transformation
zur symbolischen Methode (Heavisidekalkiil).

Wie im 2. Kapitel erwihnt wurde, hat schon LAPLACE erkannt, daB
durch das nach ihm benannte Integral eine brauchbare Basis zur Be-
griindung der zu seinen Zeiten und schon frither iiblichen symbolischen
Methoden der Differentialrechnung geschaffen wird. Da die symbolische
Methode bis zum heutigen Tag in der technischen Literatur eine groBe
Rolle spielt, wollen wir sie hier auseinandersetzen und ihre Beziehung
zu der in § 1 und 2 dargestellten Theorie untersuchen.

Die schon in § 1 erwihnte symbolische Schreibweise der dortigen
Differentialgleichung

(1) pD)Y=F

verfiihrt dazu, das Symbol (D) als Faktor anzusehen und demgemil

die Losung in der Formel
1
Y=7o17

zu suchen. Real steckt hinter dieser zunichst gar nichts besagenden
Formel folgendes: (D) ist ein Differentialoperator, eine Verallgemeine-
rung des Grundoperators D. Man weiB, daB durch Ausiibung dieses
Operators aus Y eine bekannte Funktion F, wird. So wie nun die ein-
fachste derartige Gleichung DY = F dadurch gelést wird, daB man
die ,,Umkehrung’‘ der Differentiation, nidmlich die Integration, erfindet,
so wird auch die Lésung von (1) damit gleichbedeutend sein, daB man
den Operator p(D) ,,umkehrt, d. h. einen anderen Operator J erfindet
derart, daB J {p (D)} einfach die Identitit ist, kurz

Jp(D)=1.
Will man dieser ,, Inversen’ zu (D) das Zeichen ;—(lﬁ)— geben, so ist das

recht suggestiv, besagt aber iiber diese Operation selbst noch garnichts.
Nun wiirde iiber die , Losung’ von (1) durch (2) wohl nie ein Wort
verloren worden sein, wenn man nicht durch unentwegtes Weiterverfolgen
dieses kithnen Weges offenbare Erfolge erzielt hitte. Wir erliutern das
am allereinfachsten Fall, daB p(x) = x + ¢ und die St6érungsfunktion
konstant gleich b ist, also die Differentialgleichung

Y+cY=boder (D+¢c)Y =10
vorliegt. Nachdem man
1
(3) Y=p1,0
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hingeschrieben hatte, sagte man sich: Ist ¢ =0, so bedeutet o die
Inverse zu D, also Integration, belsplelswelse von 0 an:

Y=fbd-r=bt.
0

Das ist vollig richtig, wenn Y (0) = 0 als Anfangsbedingung gestellt
wird; darum sei dies in der Folge vorausgesetzt. Ist nun ¢==0, so kann
man dadurch in die Bahn des Spezialfalls kommen, daB man (3) nach

Potenzen von —é— entwickelt:
1 1
(4) =D . ¢ —plpbetpbl—+--

Da ‘Ii)— Integration von 0 an bedeutete, so liegt es nahe, unter —Di; n-fach

iterierte Integration von O an zu verstehen, was beziiglich der Kon-
stanten 1 liefert:

¢ 1 P

_——1 —t; Dz 1=F,..., F"::;i-'__. .
Damit ergibt (4):
1 s b
(5) Y=bt~bc—5!—+bc2—§—_+...:7(1_6—“).

Das ist nun in der Tat eine Losung der Differentialgleichung (1), deren
allgemeine Losung ja lautet:

Y(t) =2 (1—e ) + Y (0) e,

und zwar ist es gerade die mit der Anfangsbedingung Y (0) =0, die
ja auch oben vorausgesetzt wurde. Damit hat diese Methode, bei der
jeder Schritt vollig in der Luft hiingt, einen zweifellosen Erfolg errungen.

Im Sinne dieser Behandlungsart wire nun auch noch ein anderer
Weg denkbar. Wenn man (3) schon nach Potenzen von D entwickelt,
so kann man es auch nach aufsteigenden Potenzen entwickeln:

b 1 b 1 1
(6) Y:-c--1+£=—c—(1—D—c-+D2—c;—+---).
(4

Da D Differentiation bedeutet, so wird man unter D2, D3, - - - wieder-
holte Differentiation verstehen miissen, was auf

b
(7) Y=-—
fihrt. Damit erhalten wir zwar nicht die Losung (5), aber doch wenig-

stens den Wert, dem sie asymptotisch [wie iibrigens alle L&sungen
von (1)] zustrebt.

Hat nun diese ,,experimentierende’ Methode einen wirklichen mathe-
matischen Sinn, beruht das Ergebnis nur auf Zufall oder lassen sich
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damit auch die allgemeinsten Differentialgleichungen angreifen bzw.
kann man Grenzen abstecken, innerhalb deren die Methode erfolgreich
ist? Alle diese Fragen lassen sich auf Grund der Kenntnis von § 1 véllig
erledigen, man wird aber auch ohne diese Kenntnis ganz .zwangsldufig
auf die Methode von § 1 gefithrt. Dazu braucht man sich nimlich nur
von dem Gedanken freizumachen (dieser hat der Klirung des Sym-
bolismus lange im Wege gestanden), daB die betrachteten Funktionen
dieselben blieben, wenn man eine so einschneidende Handlung vornimmt
wie den Ersatz eines Operators D durch eine rein algebraisch zu hand-
habende Gr6Be. Vielmehr kann es sich hier um gar nichts anderes
handeln, als um den Ubergang von dem Bereich der dem Operator
unterworfenen Funktionen zu einem zugeordneten anderen, in dem sich
jener Operator als eine algebraische Multiplikation widerspiegelt, also
um .eine Funktionaltransformation. Einen solchen Ubergang bewerk-
stelligt aber gerade die Laplace-Transformation, wobei wir es dahin-
gestellt sein lassen, ob es auch noch andere derartige Funktionaltrans-
formationen gibt2°®. Dabei wird nun zunichst einmal klar, warum die
symbolische Methode, wenn sie iiberhaupt funktioniert, gerade diejenige
Losung liefert, deren Anfangswert Y (0) verschwindet*. Denn wenn

man in der Bezeichnungsweise der symbolischen Methode 7% Y durch

D-Y, d.h. in der Sprache der {-Transformation durch s-y ersetzt,
so bedeutet das, daB man Y (0) = 0 voraussetzt, denn andernfalls miite
sy—Y (0) geschrieben werden. Weiterhin wird im Symbolismus die
rechts stehende Konstante b unverindert gelassen, wihrend bei der

Q-Transformation dafiir % eintritt. Das bedingt einen durchgingigen
Unterschied der Formeln um den Faktor 1? , der in der Folge zu beachten
. . b .

ist. Die Frage, was B——’_F? b bzw. T—1F7 ~ bedeutet, braucht nun nicht
durch vage Vermutungen, iiber deren Richtigkeit erst der Erfolg ent-
scheidet, gelost zu werden, sondern bedeutet jetzt nichts anderes, als
den Schritt von vorhin zuriickzutun, nimlich von einer gewissen Funktion
des zugeordneten Bereichs zur Originalfunktion zuriickzugehen. DaB

b eine Originalfunktion entspricht, ist klar.
s+c¢ s
Ihre Berechnung bzw. analytische Darstellung ist eine sekundire An-

gelegenheit, sie kann auf die verschiedensten Arten erfolgen. Wir kénnen

der Funktion y =

* Irgendeinen , Anfangspunkt” braucht die symbolische Methode auf alle
Fille, da sie ja Integrale von einer bestimmten Stelle an bildet, die den Operatoren

_D17 entsprechen. Das braucht nicht gerade der Punkt ¢ = 0 zu sein, es konnte auch
irgend ein anderer Punkt ¢ = ¢, sein. Dann wiirde man als Funktionaltransformation
o0
das Integral f e—3tF(t) d¢ benutzen.
!
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dafiir Y = ¢~ » b schreiben (was der Symbolismus nicht kennt), wir

b
kénnen die Partialbruchzerlegung y = - (—:— — _:_c

dementsprechend Y = — (1 —e~*) setzen, wir konnen auch y in eine

konvergente Reihe nach absteigenden Potenzen von s entwickeln:

b 1 b be

bc?
y=wiiEa e ta

) vornehmen und

was der Entwicklung (4) entspricht und erhalten hierzu natiirlich die
Entwicklung (5). Wir kénnen y auch nach aufsteigenden Potenzen von s

entwickeln: '
b

2
y=-—2(1—2 +5—+),

wissen dann aber, daB ihr keine konvergente Entwicklung von Y (f)
entsprechen kann (s. die SchluBbemerkung von §1), sondern daB wir
aus ihr unter gewissen einschneidenden Voraussetzungen, die hier iibrigens
erfiillt sind, nach den Sitzen von 13.1.2 und 14.3.2 eine asymptotische
Entwicklung fiir £—>o00 bekommen, die so lautet (nach jenen Sitzen
fallen alle Glieder mit positivéen ganzen Exponenten weg):

lim £ (Y(z)—%) =0 fiir jedes n=0.

t>o00
Das ist das Ergebnis (7) in wesentlich verschirfter Gestalt.

Man sieht, daB die symbolische Methode sich ganz allgemein auf
gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und
konstanter rechter Seite in genau gleicher Weise anwenden liBt, weil
das ja nur auf eine Imitation der Losung in §1 hinausliuft. Dazu ist
im einzelnen noch zu bemerken:

1. Die der Partialbruchzerlegung entsprechende Formel 18.1 (8), die
den Spezialfall F =1 von 18.1 (5) darstellt, ist im Symbolismus unter
dem Namen , Heavisidescher Entwicklungssatz* (Expansion theorem)*
bekannt und pflegt dort mit einem mystischen Schimmer umwoben zu
werden. Heaviside (1850—1925), ein englischer Elektroingenieur #!°, war
Autodidakt und ein leidenschaftlicher Verfechter der , Experimental-
methode’ in der Mathematik, von der wir oben eine Probe gegeben haben.
Durch ihn ist die in Wahrheit schon lange vor ihm bestehende symbolische
Methode der Differentialoperatoren in der technischen Literatur popular
geworden, so daB sie vielfach auch als ,,Heavisidekalkiil’* bezeichnet
wird.” Wie Heaviside selbst zu dem »Expansion theorem' gekommen
ist, ist nicht ganz klar, wahrscheinlich aus physikalischen Erwigungen
heraus®!. Die Formel selbst war natiirlich in der reinen Mathematik
schon lange bekannt 12,

* Gemeint ist: Entwicklung nach den Eigenfunktionen der Differential-
gleichung, d. h. nach den L&sungen e der homogenen Gleichung.
Doetsch, Laplace-Transformation. 22
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2. Die Ableitung der ,effektiven’* Formel (5) aus der ,,symbolischen‘’
Formel (4) kann in die einfache Anweisung gekleidet werden*: Man

"
ersetze in der unendlichen Reihe (4) das 517 durch —:z—, (das entspricht der

”

t . "
Zuordnung von —: fizu 7,—) DaB dies zum richtigen Resultat fiihrt,
s !

liegt an zwei Zufilligkeiten, namlich einmal daran, daB die rechte Seite
der Differentialgleichung eine Konstante war, so da8 sich das von der

1 . 1, .
herrithrende -—- mit dem von der rechten Seite
s+c¢ s

. 1
herrithrenden 5

Entwicklung von
— 31 vereinigt (im allgemeinen Fall wiirde dafiir
N

1 . . . .
-— [ (s) stehen), zum anderen daran, daB hier (wo es sich speziell um eine
S

L% bzw. I°-Funktion handelt) die gliedweise Anwendung der {-Trans-
formation auf die unendliche Reihe sicher legitim ist. — Die Formel (5)
wird von den Symbolikern meist die Heavisidesche Potenzreithenlosung
genannt, obwohl sie ja nichts anderes ist, als die ganz selbstverstandliche
Potenzentwicklung einer ganzen Funktion. Sie hat eigentlich gar nichts
damit zu tun, daB Y (¢) die Losung einer Differentialgleichung ist.

3. DaB die (auch bei Heaviside vorkommende) Entwicklung (6)
und die entsprechenden Entwicklungen in allgemeineren Fillen nach
aufsteigenden Potenzen von D keine konvergenten, sondern asymptotische
Darstellungen von Y (¢) liefern, ist auch von den Symbolikern mehrfach
bemerkt worden. Bei partiellen Differentialgleichungen, die wir im
24. Kapitel behandeln, schreiten diese Entwicklungen oft nach ge-

1 3

brochenen Potenzen von D fort, z. B. D2, D!, D% D2, ... Es zeigte sich
insbesondere, daB die Potenzen mit positiven ganzen Exponenten wie
oben bei (6) vollig gestrichen werden miissen, wenn man tberhaupt
etwas Brauchbares bekommen will. Alle Versuche der Symboliker, diesem
Verfahren eine mathematische Grundlage zu geben, sind als gescheitert
anzusehen. Der Grund wird im Lichte der {-Transformation klar: Wie
schon oben bemerkt, liegen dem Verfahren in Wahrheit Sitze vom
Charakter der in 13.1.2 und 14.3.2 aufgestellten zugrunde (die ibrigens
wieder mit der Tatsache, daB Y (¢) einer Differentialgleichung geniigen
soll, gar nichts zu tun haben). Diese Satze schlieBen aus der Entwicklung
von y nach aufsteigenden Potenzen von s gar nicht bedingungslos auf
eine asymptotische Entwicklung von Y bei ¢{=o0, sondern machen
eine Reihe von schwerwiegenden Voraussetzungen und benétigen zudem
zu ihrem Beweis ein betrichtliches Quantum von mathematischer
Theorie. Jene asymptotische Heavisidesche Regel gilt also gar nicht
in dem Umfang, wie sie von den Symbolikern in Anspruch genommen

* Es sei hier erwahnt, daB die orthodoxen Heavisideianer den Buchstaben D
durch p ersetzen und diesem Ritus eine besondere Weihekraft beimessen.
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wird, noch weniger 148t sie sich mit so diirftigen mathematischen Hilfs-
mitteln, wie sie die Symboliker gewdhnlich aufwenden, beweisen 213,

Es sei noch erwihnt, daB das einzige wirklich in die Theorie der
Differentialgleichungen Gehorige an der symbolischen Methode, nimlich
das ,,Expansion theorem‘, sich fiir gewshnliche Differentialgleichungen
auch ohne 8-Transformation einwandfrei im Rahmen eines mathe-
matisch sinnvoll und konsequent durchgefiihrten Symbolismus begriinden
148t 214, Fiir partielle Differentialgleichungen dagegen ist es, obwohl es
auch hierfiir von den Symbolikern in Anspruch genommen wird, im
allgemeinen gar nicht richtig, und zur Abgrenzung von Fillen, wo es
giiltig ist, ist die Theorie der Q-Transformation unerlaBlich. Wir kommen
darauf im 24. Kapitel zuriick.

19. Kapitel.

Allgemeines iiber die Behandlung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen durch Funktionaltransformationen.

§ 1. Rand- bzw. Anfangswertprobleme und der Sinn
der Randbedingungen.

Wird fiir eine Funktion U, die von mehreren Variablen %, 7y, ...
abhingt, eine Funktionalgleichung vorgegeben, dic auier der Funktion
noch gewisse partielle Ableitungen nach jenen Variablen enthilt, so
heiBt die Gleichung eine partielle Differentialgleichung. Wihrend es
bei gewéhnlichen Differentialgleichungen leicht ist, die Zusatzbedingungen
anzugeben, die unter den unendlich vielen Lésungen der Gleichung
eine bestimmte charakterisieren, ist dies bei partiellen Differential-
gleichungen eine im allgemeinen schwierige Aufgabe, die bis jetzt nur
fir wenige Klassen von Differentialgleichungen gelést ist. Da die
partiellen Differentialgleichungen eine groBe Rolle in der mathematischen
Physik spielen, so kann man sich dabei oft von physikalischen Erwigungen
leiten lassen. Die folgenden Erorterungen sind daher an physikalische
Probleme angelehnt. Genau wie bei den gewohnlichen Differential-
gleichungen ist zunichst das Grundgebiet des xy----Raumes fest-
zulegen, in dem die Differentialgleichung integriert werden soll. Wenn
z. B. U ein Geschwindigkeitspotential darstellt, so ist dieses Gebiet
im allgemeinen endlich, und es ist physikalisch einleuchtend, da8 U
im Innern festliegt, wenn man seinen Wert auf der Begrenzung (dem
Rand) vorgibt. Statt dessen kann man auch die Komponente der Ge-
schwindigkeit senkrecht zum Rand, d.i. die Normalableitung von U
vorgeben. In solchen Fillen, wo die Werte der Funktion oder gewisser
Ableitungen oder beides auf dem Rand zur Festlegung der Lésung
dienen sollen, spricht man von einem Randweriproblem. Bei einem
anderen Problemtyp zerfallen die Variablen in zwei nach ihrer physi-
kalischen Bedeutung voéllig verschiedene Klassen: die einen, etwa x, v, z,

22*
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stellen Raumkoordinaten dar, eine andere Variable, ¢, bedeutet die Zeit.
Handelt es sich um ein Ausbreitungsphinomen, wie etwa die Schall-
oder Lichtfortpflanzung, so konnen oft die x, y,z im ganzen Raum
variieren (d. h. jede Variable zwischen — oo und + o0), wihrend zeitlich
der Vorgang erst von einem gewissen Moment, etwa ¢ = 0, an beobachtet
wird, so daB ¢{=0 zu nehmen ist. Im Anfang des Experiments werden
z. B. beim Schall die Molekiile der Luft aus ihrer Ruhelage herausbewegt
und mit gewissen Geschwindigkeiten versehen, und es soll nun die
Erregung U an jeder Stelle des Raumes zu jeder spiteren Zeit berechnet
werden. Hier ist also das Grundgebiet unendlich, und es sind die ,,An-
fangswerte’” von U und seiner Ableitung nach der Zeit fiir /=0 als
charakterisierende Zusatzbedingungen gegeben. Eine solche Aufgabe
heiBt ein Anfangswertproblem*. (Natiirlich ist ein solches nichts anderes
als eine besondere Art von Randwertproblem, die Bezeichnung nimmt
eigentlich nur Bezug auf die eigenartige Rolle und Bedeutung der
Variablen ¢ als Zeit). — Die beiden Problemtypen kommen auch kom-
biniert vor. Ist beim Schall der Raum nicht unbegrenzt, sondern handelt
es sich nur um ein endliches Stiick, z. B. im Eindimensionalen um eine
Saite endlicher Linge, so miissen nicht nur die Anfangswerte, sondern
auch fiir alle Zeiten die Randwerte (im Beispiel die Ausschlige an den
beiden Enden, statt dessen etwa auch die Randwerte der riaumlichen
Ableitung oder etwas Ahnliches) gegeben sein. Man kann dann die
,»Randwerte’ und die ,,Anfangswerte’‘ des Problems unterscheiden.
Die Unterscheidung in Randwertprobleme und Anfangswertprobleme
kennt man ja auch in der Theorie der gewéhnlichen Differential-
gleichungen: man kann eine Losung beispielsweise einer linearen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung festlegen durchdenWert der Funktionund
ihrer ersten Ableitung in einem bestimmten Punkt (Anfangswertproblem)
oder durch die Werte der Funktion in zwei verschiedenen Punkten
(Randwertproblem). Dabei ist es dann so, daB diese in den geliufigen
Fillen, in denen man die Losung explizit anschreiben kann, die vor-
geschriebenen Werte wirklich darstellt, wenn man die betreffenden Punkte
in sie einsetzt, ein Umstand, der sich dort so selbstverstindlich einstellt,
daB man ihn gar nicht besonders hervorhebt. Das ist nun bei partiellen
Differentialgleichungen ganz anders. Man hat schon frith bemerkt, daB
die Loésung einer partiellen Differentialgleichung die Rand- bzw. An-
fangswerte selbst nicht darzustellen braucht, da sie fiir Punkte des Randes
oft {iberhaupt keinen Sinn hat. Schon in den einfachsten Fillen, z. B.
bei dem bekannten Poissonschen Integral, das die Potentialgleichung
bei gegebenen Randwerten fiir den Kreis als Grundgebiet 16st, tritt dies
ein. Das einzige, was man verlangen kann, ist, daB U im offenen Innern

* In der Elektrotechnik nennt man einen im Moment ¢ = 0 einsetzenden und
von da an betrachteten Zustand einen ,,Einschaltvorgang‘‘, wihrend man von
einem ,,Beharrungszustand‘’ spricht, wenn # von — oo bis + oo betrachtet wird.
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des Gebietes der Differentialgleichung geniigt und gegen den vor-
geschriebenen Randwert konvergiert, wenn der Punkt sich einem Rand-
punkt nihert. Diese Konvergenz kann man aber i¢n ganz verschiedener
Weise verstehen, und wir miissen diese Moglichkeiten etwas ausfiihrlicher
diskutieren, einmal weil in den iiblichen Darstellungen der Theorie diese
Fragen pnicht weiter behandelt werden, zum anderen weil sie fiir die
Methode der Funktionaltransformationen von entscheidender Bedeutung
sind. Wir wollen dabei, um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben,
U als Funktion zweier Variablen x, y annehmen 5,

1. Vom mathematischen Standpunkt aus wird man an eine zwes-
dimensionale Konvergenz denken, d. h. wenn in einem Randpunkt
(%9, ¥o) der Randwert U, vorgegeben ist, so soll sich zu jedem & > 0 ein
3 > 0 so bestimmen lassen, daBl

|U(x, y)— Up| <
ausfillt fir alle zu dem Integrationsgebiet gehorigen (x, y), fiir die
[x— 202+ | y—90[2< 6

ist. Setzt man im Innern des Gebietes U sowieso als (zweidimensional)
stetig voraus und sind die Randwerte selbst in sich stetig, so kann man
auch sagen: Die durch U(x, y) im Innern und durch die Werte U, auf
dem Rand definierte Funktion soll in dem aus , Inneres plus Rand*
gebildeten abgeschlossenen Bereich stetig sein. — In diesem Sinn wird
der AnschluB an die Randwerte in rein mathematischen Bearbeitungen
durchweg verstanden.

2. Diese Auffassung ist nun aber vom physikalischen Standpunkt
aus sicher viel zu eng, und es liegt hier der interessante Fall vor, daB
die Physik eine allgemeinere Auffassung verlangt als vom Standpunkt
der Mathematik aus nahezuliegen scheint. Ist z. B. U(x, y) die Tem-
peratur eines eindimensionalen Korpers (Stab) mit der Raumkoordinate
x(0==x=Il) zur Zeit y(y=0), so ist das Grundgebiet ein Halbstreifen,
und die Randwerte bestehen aus der ,,Anfangstemperatur* U (x, 0)= Uy(x)
und den Randtemperaturen U (0, y) = Aq(y) und U(, y) = 4,(y).
Sollen gemidB der Auffassung 1. die Randwerte in sich stetig sein, so
muB z B. in der Ecke x =0, y =0 gelten: U,(0) = 4,(0). In der
Praxis wird fast immer genau das Gegenteil vorliegen, denn es miite
ja geradezu ein Zufall sein, wenn die die Randtemperatur A4(y) er-
zeugende Wirmequelle (etwa eine Flamme) dieselbe Temperatur wie die
erwirmte Stelle x =0 zu. Beginn des Experiments hitte. Charak-
teristischerweise sind auch schon bei dem allerersten Problem, das
Fourier in seinem klassischen Werk ,,Théorie analytique de la chaleur”
16st, und das die stationire Temperaturverteilung in einer halbstreifen-
féormigen Platte zum Gegenstand hat, die Randwerte nicht stetig; auf
dem endlichen Begrenzungsstiick sind sie gleich 1, auf den Halbgeraden
gleich 0. Von zweidimensionaler Stetigkeit der Funktion , Lésung plus
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Randwerte'* kann also keine Rede sein. Nun ist ja physikalisch bei dem
obigen Temperaturproblem klar, wie der AnschluB an die Randwerte
zu verstehen ist*: Wenn man zu einem bestimmten Zeitpunkt y von
innen her gegen ein Stabende, z. B. x = 0, vorgeht, so muB man dort
die angelegte Randtemperatur 4,(y) antreffen, und wenn man an einer
bestimmten inneren Stelle x des Stabes von einer Zeit y > 0 ausgehend
die Temperatur zeitlich zuriickverfolgt, so muB man auf die in x vorhanden
gewesene Anfangstemperatur U,(x) stoBen. Das bedeutet in der x y-
Ebene, daB man den stetigen AnschluB an die Randwerte nur bei senk-
rechtem, eindimensionalem Vorgehen gegen den Rand fordert**. (Ana-
loges gilt fiir etwaige Ableitungen.) Bei dieser Auffassung sind Unstetig-
keiten wie oben im Fall U,(0) 3 A4,(0) durchaus sinnvoll: Die Ecken
(0, 0) und (Z, 0) des halbstreifenférmigen Grundgebiets sind bei normaler
Anniherung von innen heraus iiberhaupt nicht erreichbar.

Wir wollen die unter 1. geschilderte Problemstellung die spezielle,
die unter 2. die allgemeine nennen. Beide haben je nach dem Interessen-
gebiet des Bearbeiters ihren Sinn und ihre Berechtigung und stellen
eben zwei verschiedene Aufgabengebiete in der Theorie der Randwert-
probleme dar. Jedenfalls ist es aber notwendig, sich dariiber zu ver-
stindigen, welche Problemstellung gemeint ist und was vielleicht auch
sonst noch von der Losung verlangt wird, wie z. B. Existenz und eventuell
Stetigkeit gewisser Ableitungen, manchmal auch solcher, die gar nicht
in der Gleichung selbst vorkommen, weil sonst der Begriff , Lésung
einer partiellen Differentialgleichung unter Randbedingungen’’ iiber-
haupt keinen eindeutigen Sinn hat.

§ 2. Die zu einem Rand- bzw. Anfangswertproblem
passende Funktionaltransformation.

Schon bei den gewdhnlichen Differentialgleichungen haben wir
davon Gebrauch gemacht, daB die {-Transformation den ProzeB des
Differenzierens in den des Multiplizierens mit der Variablen verwandelt.
Diese Eigenschaft 1aBt sich natiirlich auch bei partiellen Differential-
gleichungen verwenden und fiihrt hier zu ungleich wertvolleren und wich-
tigeren Resultaten. Da eine solche Gleichung aber mehrere Variable

* Nicht bei allen Problemen ist dieselbe Interpretation am Platze. Die Deutung,
die wir hier den Randbedingungen geben, hingt aufs engste damit zusammen,
daB die Warmeleitung mit unendlicher Geschwindigkeit vor sich geht (wenigstens
theoretisch). Bei Vorgiangen, die sich mit endlicher Geschwindigkeit fortpflanzen,
ist eine ganz andere Deutung sinnvoll: Der die Randbedingung konstatierende
Beobachter muB sich mit geringerer Geschwindigkeit gegen den Rand bewegen
als der betreffende Vorgang. Siehe hierzu 21.2.1.

** Vgl. Enzyklopadie der math. Wissenschaften II 3, Heft 8, § 6, S. 1245, wo
auf eine dhnliche Formulierung der Randbedingungen hingewiesen wird mit dem
Zusatz: ,,Gerade diese der Natur des Problems angepafBite Fragestellung ist bisher
in der Literatur verhiltnismaB8ig wenig behandelt.”
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enthilt, die auBerdem in Intervallen sehr verschiedenen Charakters
variieren konnen, so ist zunichst eine Erérterung dariiber am Platze,
in bezug auf welche Variable die Transformation ausgeiibt werden soll
und welche Transformation iiberhaupt benutzbar ist2!8, Es ist klar, daB
das Integrationsintervall der Transformation mit dem Intervall, in dem
die betreffende Variable in der Differentialgleichung variiert, iiberein-
stimmen muB. Man wird daher die &-Transformation auf eine Variable ¢
dann anwenden, wenn diese im Intervall £=0 variiert. So etwas kommt
nun gerade bei den Anfangswertproblemen vor, und es stellen sich hier
einige sehr giinstige Umstidnde ein: Bei der Transfonnation der Ab-

leitung d’ treten im /-Bereich die Werte von U, —— a T firt =0, also

gerade dle Anfangswerte auf, und zwar in dem Sinne von Grenzwerten

der Funktionen U, Z?a_ltj ,... fiir - + 0 bei Festhaltung der iibrigen

Variablen *, so daB die Methode gerade der ,,allgemeinen Problemstellung**
angepaBt lSt auBerdem laufen die Anfangswerte jetzt nicht mehr neben
der Differentialgleichung her, sondern treten durch die Transformation
in die neue Funktionalgleichung ein, so daB sie dort automatisch be-
riicksichtigt sind, wie wir das schon bei den gewohnlichen Differential-
_gleichungen erlebt haben. Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob dabei
nicht vielleicht mehr oder auch weniger Anfangsbedingungen erfordert
werden, als in Wahrheit zur Verfiigung stehen. Diese Frage stellen wir
bis zur konkreten Behandlung gewisser Typen einstweilen zuriick.
Variiert eine Variable x im Intervall —oo < x < + 00, so wird man
entsprechend an die p-Transformation denken, die auch die Differen-
tiation in eine Multiplikation verwandelt, aber ohne daB8 Anfangswerte
auftreten (s. Satz 2 [8.3]), die ja hier auch gar nicht gegeben wiren.
Nun ist dabei aber zu bedenken, da8 diese Methode zu ihrer Anwendung
zunichst einmal voraussetzt (wenn man dann auch spédter vermittels
des Fortsetzungsprinzips davon absehen kann), daB die Funktion U
in Abhéngigkeit von der Variablen x iiberhaupt eine &;;-Transformierte
besitzt. Das bedeutet eine sehr scharfe Einschrinkung hinsichtlich
des Verhaltens fiir x—+ 4 oo, da der Transformationskern ¢~** fiir
Rs>0 bei x>—o0, fiir Rs < 0 bei x—+ + oo sehr stark wichst. Nun
wiirde hier aber, wie man leicht sieht, die Fourier-Transformation
(vgl. 6.4) dieselben Dienste tun und dabei sehr viel weniger Anforde-
rungen an das Verhalten der Funktion im Unendlichen stellen. Es
kommt das darauf hinaus, daB man die ;-Transformation nur auf
der Vertikalen Rs =0 betrachtet und dadurch eine Funktion einer
reellen Variablen bekommt, die nicht wie die gp-Transformierte in
einem Vertikalstreifen analytisch zu sein braucht 37. — Man kénnte glau-
ben, daB es analog bei einem Anfangswertproblem vorteilhafter wire, die

* Siehe Gesetz III,.
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einseitig unendliche Fourier-Transformation zu verwenden, Das wire
aber unsinnig, denn wenn die einseitig unendliche Laplace-Transforma-
tion iiberhaupt irgendwo konvergiert, so konvergiert sie gleich in einer
Halbebene und stellt dort eine analytische Funktion dar, wihrend es
vorkommen kann, daB die {y-Transformierte nur auf einer Geraden
(als Fourier-Transformierte) existiert und sonst nirgends. Man wiirde
sich also ganz iiberfliissigerweise einer der vorteilhaftesten Eigenschaften
der Transformation berauben, wenn man beim Anfangswertproblem -
die Fourier-Transformation verwenden wollte?8, — Ist schlieBlich das
Intervall einer Variablen endlich, etwa — /= x = 4- ], so ist die passende
Transformation die ,,endliche’ Fourier-Transformation 219
+1
u(n) =fe‘”7‘ U(x)dx,
=1
wo # die ganzen Zahlen 0, 41, 4-2,... durchliduft, so daB hier die
Resultatfunktion eine Folge ist, die {ibrigens nichts anderes als die
(komplexen) Fourier-Koeffizienten von U(x) darstellt. Statt dessen
kann man gelegentlich, nimlich wenn nur Ableitungen gerader Ordnung
auftreten, im Intervall 0=x=! die ,,endliche cos- bzw. sin-Trans-
formation*
! 1
u(n)=/cosu%xU(x)dx bzw. u(n)=fsmn xU(x)dx
0 0
verwenden. Auf jeden Fall bewirkt die Anwendung einer solchen
Transformation, daB die Differentiation nach einer der Variablen weg-
fallt, so daB das Problem erheblich reduziert wird. (Bei gew6hnlichen
Differentialgleichungen fiel die Differentiation vollstindig weg, und wir
behielten eine algebraische Gleichung.) — Da wir es in diesem Buch
hauptsichlich mit der einseitig unendlichen Laplace-Transformation zu
tun haben, so behandeln wir nur den Fall, daB die zu transformierende
Variable ¢ das Intervall {=0 durchlduft, d. h. daB ein Anfangswert-
problem vorliegt, das aber im Sinne von § 1 mit einem Randwert-
problem kombiniert sein kann.

Was den Gleichungstyp selbst anlangt, so muB, damit die Trans-
formation moglich ist, die partielle Differentialgleichung linear sein
und die Koeffizienten, abgesehen vom Absolutglied, diirfen von der zu
transformierenden Variablen t nicht abhdngen, so daB sie, wenn U etwa
die Variablen x, y, z, ¢ enthilt, die Gestalt hat:

g tmtmtryy
ZAllll‘ll‘i' x y'z) axp‘ay“.a‘“‘at’ B(x) y,Z,t)-

Um zu wirklich greifbaren Resultaten zu kommen, miissen wir natiirlich
viel speziellere Typen betrachten, die uns aber in Anbetracht der
Schwierigkeiten der partiellen Differentialgleichungen und der eng
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begrenzten Kenntnisse iiber sie noch geniigend interessante Resultate
vermitteln werden. Wir orientieren uns dabei an den Erfordernissen
der mathematischen Physik und wihlen einen Typus, der die grund-
legenden der dort auftretenden Probleme umfaBt.

§ 3. Aligemeine Richtlinien
fiir die Behandlung des Anfangswertproblems eines speziellen Typs
von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
fiir die unbekannte Funktion U (x, v, z, ¢)

AU oU
(1) AU +A4,(x,y,2) 55~ +A1(%,9,2) 57 + 4o(x,9,2) U= B(x,9,2,1),

wobei 4 den Laplaceschen Operator aa;, + aa;, + aa:, bedeutet. x,y,z

mogen in einem gewissen Gebiet @ des x, y, z-Raumes, den wir uns
als physischen Raum vorstellen, mit der Berandung R, die Variable ¢,
die meist die Zeit bedeuten wird, im Intervall = 0.variieren. Hinsicht-
lich der Variablen #, y, z mag eine lineare Randbedingung vorgegeben

. . . . oU
sein, d. h. auf R seien die Werte von U oder der Normalableitung o
oder eine lineare Kombination der beiden fiir alle £ > 0 vorgeschrieben:

G(x,v,2) U+ H(x, y,z)%—f—:K(x, y,2,1) auf R,

wo G und H stetige Funktionen seien. Hinsichtlich ¢ seien gewisse
Anfangsbedingungen vorgeschrieben, z. B.*

U(x,9,20)=Uyx,9,2) oder Ux,v,20) =U(x,v,2)

oder auch beide; wir werden sehen, daB die Anzahl der méglichen An-
fangsbedingungen von den Koeffizienten der Gleichung abhingt. Mit
Riicksicht auf die Ausfilhrungen in §1 miissen wir aber prizis sagen,
in welchem Sinne wir die Rand- und Anfangsbedingen meinen. Wir
sahen schon, daB unsere Methode genau der ,,allgemeinen Problem-
stellung'‘ angepaBt ist, die wir hier so formulieren:

Randbedingung: Wenn bei festem ¢ der Punkt (x, y, z) gegen einen
Randpunkt (x,, y,, 2,) von & strebt (wobei wir es offen lassen wollen,
ob dieses Streben drei- oder zwei- oder eindimensional vor sich geht),
so sei

() G (%0, Yo, 20) im U (x, ¥, 2,t) + H (%0, Yo, 20) lim Uy (%, ¥, 2,7)
= lim K (x, ¥, 2, t).
Anfangsbedingung: Wenn bei festem (x, y, z) die Variable ¢ von der
positiven Seite her gegen 0 strebt, so sei
(3) LmU(x, 9,2t = Uy(x,y,2), lim U,y 21t = U(x19,2).

* U; bedeutet %g Ebenso schreiben wir U, fiir Z—U usw,



346 19. Kap.: Partielle Differentialgleichungen und Funktionaltransformationen.

Ist ® nur zweidimensional, so ist das Integrationsgebiet ein Zylinder
des xy¢-Raumes mit ® als Grundfliche, und (2) und (3) verlangen,
daB die vorgeschriebenen Grenzwerte herauskommen, wenn man sich
parallel zur Grundfliche dem Mantel oder parallel zu den Mantellinien
der Grundfliche nihert.

Hat A, in @ konstantes Vorzeichen, so heiBt die Gleichung (1) vom
elliptischen, hyperbolischen oder parabolischen Typ, je nachdem A >0,
A <0 oder 4 =0 ist.

Wollen wir auf (1) hinsichtlich ¢ die {-Transformation anwenden,

so miissen wir wie im vorigen Kapitel zunichst einmal annehmen, daB

a; s+ (und damit auch wTh und U) sowie B in Abhingigkeit von ¢ L-Funk-

tionen sind, wovon wir uns dann eventuell im Endresultat vermége des
Fortsetzungsprinzips wieder befreien konnen. Dariiber hinaus miissen
wir aber zwei wettere Voraussetzungen machen, die uns in der Folge noch
die Briicke zu wichtigen Erkenntnissen schlagen werden und die wir
mit ¥; und V, bezeichnen wollen.

V,. Wir setzen voraus, daB die 2-Transformation mit dem Operator 4
vertauschbar ist:

L{AU}y=48{U}.
Mit dieser Voraussetzung entspricht der Gleichung (1), wenn wir
LU (%, 9,2, t)} =u(x,9,2,5), L{B(%,7, z, B} =b(x,7v25)

setzen, nach Gesetz III, unter Beriicksichtigung von (3) die Gleichung

(4) Au—+ [Ag(x,y,2) 2+ Ay (x,9,2) s + Ag(x, y,2)] 4
=b(%,9,2,5)+[4:(%,,2) s+ 4:1(%,%,2) ] Uy (%, y,2) + 45 (%, ,2) Uy (%, ,2).
Man sieht, daB zur Ableitung dieser Gleichung die Anfangsbedingungen
gerade nur in dem Sinn, in dem wir sie formuliert haben, d. h. im Sinne
der allgemeinen Problemstellung gebraucht werden. — Wir haben damit

als ,,Bild“ von (1) eine elliptische Differentialgleichung in drei Variablen

%, ¥, 2 bekommen, die noch einen Parameter s enthilt und die Gestalt hat:
Au+a(x,y,2s)u=c(x,79z2s).

- Unsere Anfangsbedingungen sind dabei in die neue Differentialgleichung

eingetreten und werden also jetzt automatisch beriicksichtigt. Wir

miissen nun noch die Randbedingungen fiir (1) in solche fiir (4) um-

setzen. Das gelingt, wenn wir die weitere Voraussetzung machen:

V, Die Q-Transformation sei mit dem Grenziibergang, der in der
Konvergenz des Punktes (x, y,2) gegen einen Randpunkt (%, ¥, 2o)
von @ besteht, sowie mit der Differentiation in Richtung der Normalen
von R vertauschbar:

LUMmU (x,9,2,8)} =lim{U(x, 9,2} =limu(x,9y,25),
L{lim U,(%,9,2,¢)} =lLm Q{U, (%, ¥,2,8)} =limu,(x,y,25),
L{limK(x,y,2,t)} =limQ{K(x,v,21t} =limk(x,v,2,5).
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Dann liefert die Anwendung der {-Transformation auf (2) die Rand-
bedingung fiir Annidherung von (x,y,2) an R:

(5) G(%q,90,20) limu(x,y,2,5) + H (x4, Vo, 20) limu,, (%, y,2,5) =limk(x, y, 2,s)
oder in kurzer, aber miBverstindlicher Schreibweise:
G(x,y,2)u(x,9,2,5) +H(x 9, 2) (%, 9,2,5) =k(x,9,25) auf R.

DaB es Losungen gibt, die zwar eine Laplace-Transformierte besitzen,
aber die Voraussetzung V, oder V, oder beide nicht erfiillen, werden
wir spater (20.5) sehen. Diese Losungen werden vor allem fiir die Frage
der Eindeutigkeit wichtig sein.

Das urspriingliche Problem ist also jetzt reduziert auf die Integration
der Differentialgleichung (4) unter der Randbedingung (5). Ist die
Loésung u(x, v, 2, s) gefunden, so haben wir die zugehdrige L-Funktion
U (x, v, 2, t) zu bestimmen (vorausgesetzt, daB sie existiert) und erhalten
dann eine Losung des urspriinglichen Problems. Wir kénnen die Methode
durch das Schema symbolisieren:

Schema.

L-Bereich: Rand- und Anfangswertproblem ——————— — Losung U (#, -+ )

g 1a

.2 L

s w | S
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E £\

% R

: |

£ it
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A =¥

b a

- -
l-Bereich: Randwertproblem - —-—- -+ s Losung u (%,---,s)

Die Methode setzt natiirlich voraus, daB es iiberhaupt Ldésungen
gibt, auf die sie sich anwenden 148t und fiir die insbesondere auch V,
und V, erfiillt sind, so daB also einerseits die Existenz einer Losung
von (4), sogar einer /-Funktion, noch nicht mit Sicherheit auf eine Losung
von (1) fihren muB*, sondern das Erfiilltsein von (1) durch U noch
zu verifizieren ist, andererseits, wenn sich wirklich eine Ldsung ergibt,
sehr wohl noch andere existieren konnen, fiir die eben die Voraussetzungen
der Methode nicht erfiillt sind und die sich daher auf diesem Wege iiber-
haupt nicht finden lassen. Wir werden spiter in der Tat an Beispielen
zeigen, daB es Losungen U von (1) geben kann, die wohl L-Funktionen

* Wir kénnen nur schlieBen: Wenn eine Lésung U existiert, die allen Voraus-
setzungen der Methode geniigt, so kann es nur diejenige sein, deren L-Transformierte
durch Lésung von (4) und (5) bestimmt ist. Aber es braucht ja iiberhaupt kein
solches U zu existieren.
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sind und fiir deren Transformierte » die Gleichung (4) gilt, wihrend die
Randbedingung (5) von % nicht erfiillt wird (Verletzung von V,), und
daB8 es weiterhin Losungen U geben kann, fiir die V) nicht stimmt, ja
sogar solche, fiir deren Transformierte # der Operator4 gar nicht existiert.

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des durch (4), (5) formu-
lierten ,,7eduzierten’* Problems und kommen dabei auf die oben offen-
gelassene Frage zuriick, wieviel Anfangsbedingungen man fiir U vor-
schreiben kann. Das reduzierte Problem kann je nach Lage der Dinge
noch sehr verschiedenen Charakter haben: Die Gleichung (4) ist im all-
gemeinen inhomogen, sie kann aber auch dadurch, daB gewisse der
Koeffizientenfunktionen A4,, 4,, A,, B oder der Anfangsbedingungen
U,, U, verschwinden, auch homogen sein. Ebenso kann die Rand-
bedingung (5), die als inhomogen erscheint, homogen sein, wenn
R(x, v, 2, s) auf R verschwindet. Vor allem aber ist zu beachten, daB (4)
einen Parameter s enthilt, so daB also die Theorie der Eigenwerte eine
Rolle spielen wird, das sind diejenigen Parameterwerte, fiir die das
homogene Problem* eine von 0 verschiedene (nichttriviale) Losung hat,
wihrend das inhomogene Problem im allgemeinen keine Losung besitzt.
Uber ein so allgemeines Problem wie das durch (4), (5) dargestellte sind
Resultate in dieser Richtung nicht bekannt. In Spezialfillen, z. B. wenn
die Funktionen 4 Konstante sind, so daB die Gleichung (4) im homo-
genen Fall die Gestalt

(6) Au+iu=0
mit
(7) A=Ayt 4 A s+ A4,

hat, liegt der Fall so, daB es eine abzihlbar unendliche Folge von Werten
A (Eigenwerte) gibt, fiir die das homogene Problem eine oder mehrere
nichttriviale Losungen (Eigenfunktionen) besitzt. Fiir diese Eigen-
werte hat das inhomogene Problem im allgemeinen keine Lésung, auBer
wenn die rechten Seiten von (4) und (5) gewisse, mit Hilfe der Eigen-
funktionen gebildete Relationen erfiillen. (Auf Einzelheiten gehen wir
hier noch nicht ein, es kommt uns nur auf das Qualitative an.) Nun
soll aber doch die Losung # eine !-Funktion sein, sie muBl also zum
mindesten fiir alle s mit hinreichend groBem Realteil existieren. Ver-
halten sich rnun die Eigenwerte 4 und die Koeffizienten 4,, 4,, 4, so,
daB die Gleichungen (7) Losungen s mit beliebig groBem Realteil haben,
so kann das inhomogene Problem nur dann eine /-Funktion zur Losung
haben, wenn jene Relationen fiir die rechten Seiten von (4) und (5)
erfilllt sind. Da die rechte Seite von (4) die Anfangsbedingungen U,
und U, enthilt, so bedeutet das, daB zwischen U, und U, eine Beziehung
bestehen muB. Man kann sie also nicht unabhingig voneinander vor-

* Ein Problem heiBt homogen, wenn sowohl die Differentialgleichung wie
die Randbedingung homogen ist; inhomogen, wenn mindestens eines von beiden
nicht zutrifft.



20. Kap.: § 1. Das allgemeine Problem mit Randbedingungen dritter Art. 349

geben, sondern wenn z. B. U, gegeben wird, so ist U, schon bestimmt. —
Uberschreiten dagegen die Realteile der Losungen s der Gleichung (7)
eine gewisse Schranke nach oben nicht, so tritt, wenn s in der entsprechen-
den rechten Halbebene variiert, in (6) iiberhaupt kein Eigenwert A auf.
In diesem Fall besteht also keine Bindung zwischen U, und U,. — Wir
bemerken noch, daB im parabolischen Fall 4, =0 der Anfangswert U,
in Gleichung (4) sowieso iiberhaupt nicht vorkommt. — Die nihere
Ausfiilhrung dieser Zusammenhinge verschieben wir auf die konkreten
Fille, die wir behandeln werden 2%,

Uber die Gewinnung von U auf Grund von % und die explizite Dar-
stellung der Losung U ist noch ein Wort zu sagen. In gewissen ein-
fachen Fillen ist auf den ersten Blick zu sehen, daB # eine /-Funktion
ist und wie ihre L-Funktion lautet. Man kennt ja eine groBe Zahl der-
artiger zusammengehoériger Funktionenpaare. Gute Dienste leistet hier
eine Art Worterbuch, in dem die bekannten L-Funktionen mit ihren
l-Funktionen aufgefiihrt sind, so daB man rasch die ,,Ubersetzung" von
dem einen in den anderen Bereich findet (s. Anhang). In vielen Fillen
fiihren auch Reihenentwicklungen nach Art der in 7.3 bis 7.5 angegebenen
zum Ziel. Ist die Aufgabe auf diesem Wege nicht zu 16sen, so wird man
nach den Sitzen von 6.10 greifen, die in sehr allgemeinen Fillen zu ent-
scheiden gestatten, ob # eine /-Funktion ist, und die U in Form eines
komplexen Integrals liefern. Dieses bietet dann die Méglichkeit, durch
Residuenrechnung wieder eine Reshen- oder asymptotische Darstellung fiir
U zu finden (vgl. 7.4). Auf diese Darstellung der Lésung U durch ein kom-
plexes Integral kommen wir im 24. Kapitel noch ausfiihrlicher zuriick,
da sie mit gewissen anderen Theorien in engem Zusammenhang steht.

In den nichsten Kapiteln behandeln wir nun nach der dargelegten
Methode die partielle Differentialgleichung (1) im Falle konstanter
Koeffizienten, und zwar rechnen wir je ein Beispiel des parabolischen,
hyperbolischen und elliptischen Typs explizit bis zur vollstindigen
Lésung durch. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall einer raumlichen
Dimension, damit wir mdoglichst wenig aus der Theorie der Differential-
gleichung (4), auf die das Problem reduziert wird und die dann eine
gewohnliche Differentialgleichung ist, vorauszusetzen brauchen, und damit
das Wesentliche an der Methode deutlich hervortritt. Der Fall zweier
oder dreier rdumlicher Dimensionen ist in prinzipiell gleicher Weise
zu erledigen. — Im 23. Kapitel geben wir dann Proben von Gleichungen
mit variablen Koeffizienten.

20. Kapitel

Die Wirmeleitungsgleichung (parabolischer Typ).

§ 1. Das allgemeine Problem mit Randbedingungen dritter Art.

Ein homogener Stab von verschwindender Dicke und der Linge !
habe bei der Abszisse x (0= x=1) zur Zeit ¢ die Temperatur U (x, ¢).
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Im Innern mégen Wirmequellen der Stirke @ (x, ¢), die also ortlich und
zeitlich variabel sein konnen, vorliegen. Dann geniigt U, wenn keine
seitliche Wirmeausstrahlung stattfindet, der linearen Wirmeleitungs-
gleichung *

A2U ou
1) 54— 3 =—Px.1).
Die Anfangstemperatur zur Zeit ¢ =0 sei Uy(x), d. h.
(2) lim U(x ) = Uy(x) Dbei festem x mit 0< x</.

t->+0

An den Enden ¥ = 0 und x = / sei je eine lineare Randbedingung zwischen

ou .
U und — vorgeschrieben** (x, fy, «;, f; konstant):

() lim [a Uz, ) +fo Us(x, )] = 4,(t),

2>+0
4) lim [a, U(x,8) + B, Uy(x,8)] = A,(t) bei festem ¢>0.

2>1-0
Physikalisch ist —g—g— = U, proportional zur Wirmeabgabe an der be-

treffenden Stelle. — Wie wir durch die Schreibweise von (2) bis (4) deut-
lich gemacht haben, ist die Aufgabe im Sinne der ,,allgemeinen Problem-
stellung‘* (siehe 19.1) gemeint. Ist also z. B. ;= f; = 0. so daB die Werte
von U auf dem Rand des Streifens 0= x =/, {=0 vorgeschrieben sind,
so braucht nicht 4,(0) = U,(0), 4,(0) =U,(}) zu sein.

Nehmen wir zunichst an, daB alle in 19.3 formulierten Voraus-
setzungen *** erfiillt sind, und setzen wir

L{U (x,8)} = u(x,s), LD ()} =@(x,5),

{4o(t)} = ay(s), 2{4:(t)} = a.(s),
so wird durch die {-Transformation das Problem reduziert auf die
Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

(5) B su=—g(x,5)—Uy(x),

3
fia_U_ hat eigentlich den Faktor ;— wo k die Leitfahigkeit, ¢ die Dichte, ¢ die
spezifischu Wirme ist. Da wir den Faktor als konstant ansehen, so kénnen wir

ihn durch passende Wahl der Lingen- oder Zeiteinheit zu 1 machen.

** Da der Rand R des raumlichen Grundgebiets nur aus zwei Punkten besteht,
so reduzieren sich die unendlich vielen Gleichungen 19.3 (2) hier auf zwei. Ubrigens
wird natiirlich a2 + 240, a? 4 B2 4 0 vorausgesetzt.

**+* Die Voraussetzung V, besagt hier, daB

¢{ lim U(x 1)} = hm B{U(x 9} =u(0,s),
2>40
gl 1m 20} —im -—B{U} =z (0, 5)
>+00% ,_,+03x
sein soll, entsprechend an dem Rand # =1.
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die s nur als Parameter enthilt, mit den Randbedingungen

(6) g %(0, ) + Bou, (0, 5) = a,(s),

(7) xull, ) + B uy(l, s) = as).

(Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung kénnen wir uns dieser
einfacheren Schreibweise bedienen.) Es handelt sich also bei dem Problem

im [-Bereich um ein Randwertproblem fiir eine gewihnliche Differential-
gleichung der Form

® o+ Au=p()

mit sog. Randbedingungen dritter Art, die die Gestalt
9) g (0) + Bou’ (0) = a,,

(10) qul) +pu'(l) =a

haben. Wir stellen die wohlbekannten Ergebnisse hinsichtlich dieser
Aufgabe zusammen, die wir auch in den folgenden Paragraphen ge-
brauchen werden 22!:

Ist sowohl die Gleichung (8) wie die Randbedingungen (9), (10)
homogen, d. h. ist (%) =0, @, = 4, = 0, so heiBt das Problem homogen,
im anderen Fall inhomogen. Das homogene Problem hat stets die
triviale Losung # (x) = 0, die wir iiberhaupt nicht als Lésung mitrechnen
wollen. Fiir die homogene Gleichung (8) (y(x) == 0) bilden die Funktionen

%, (%) = cos 1/1 %, #y(x) =sin ]/l %

ein Fundamentalsystem von Losungen, vermittels deren sich alle iibrigen
in der Gestalt

(11) u (%) = ¢y 1y (%) + ¢5 4y (%)

darstellen lassen. Das homogene Problem* hat im allgemeinen keine
Lésung. Nur fiir abzdhlbar unendlich viele reelle Werte A = 4, mit
<k <ly<---—>o0o0, die Eigenwerte, hat es Losungen. Diese A,
bestimmen sich als Wurzeln der Gleichung

(12) oo %y (0) 4 Bo %1 (0) ot #y(0) + Bo 15 (0) f
o % () + ﬂlull(l) o Uy (l) + 51“;(1) i
= (oo fr— 1 Bo) VA cos VAL + (ag oy + Bo By A) sin YA L = 0.

Bezeichnet man eine der zu A, gehdrigen Losungen mit , , so haben
alle anderen die Gestalt:

U (x) = cuy (x) (c = beliebige Konstante).

Fiir 4, kann man wihlen:
%y, (%) =P, ]/}: cos 1/}.—,, % — g Sin ]/A,, x.

* Man achte auf die Unterscheidung zwischen ,»Gleichung’‘ und ,,Problem"’.
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Die u, sind paarweise orthogonal im Intervall (0,7) und heiBen die
Eigenfunktionen des Problems. Ist das homogene Problem nicht l6sbar,
d.h. A== 4,, so hat das 4nkomogene Problem genau eine Losung. Ist
das homogene Problem lésbar, d. h. A= 4,, so hat das inhomogene im
allgemeinen keine Lésung; notwendig und hinreichend fiir die Losbar-
keit des inhomogenen Problems ist dann bei homogenen Randbedingungen,
d. h. ay = a, = 0 das Bestehen der Gleichung
1

(13) 0f«p(x) 0, (x)dx =0,

d. h. y muB zu #,;, orthogonal sein; sind die Randwerte von % gegeben
(Randbedingungen erster Art), d. h. ¢y =0, =1, By = f; = 0, so lautet
die Bedingung der Losbarkeit:

' i 1
(14) /w(x) %, (x)dx— il'i / (ao(l— %) + ay x]u; (x)dx = 0.
0 0

Es gibt dann sogar unendlich viele Losungen, die sich aus einer von
ihnen, #*(x), so ergeben:

u(x) = u*(x) + cu, (%) (c = beliebige Konstante).

Im Falle der Gleichung (5) ist s =—A. Beschrianken wir also s auf
die Halbebene Rs>—4,, so hat das Problem (5), (6), (7) im homo-
genen Fall stets nur die triviale Losung # = 0; das bedeutet, daB die
einzige Losung des urspriinglichen Problems (1) bis (4) mit @(x,t) =0,
Up(x) =0, Ay(t)=0, A4,(¢)=0, die alle Voraussetzungen unserer
Methode erfiillt, die triviale Losung U (x,?) =0 ist. Das inhomogene
Problem (5), (6), (7) hat stets eine und nur eine Losung, die man leicht
bestimmen kann, etwa in der iiblichen Art und Weise so, daB man einer-
seits die homogene Gleichung (5) bei beliebigem &, und a, in (6), (7),
andererseits die inhomogene Gleichung (5) bei ¢y,=4, =0 in (6), (7)
16st und dann die allgemeine Losung durch Superponieren dieser beiden
erhilt. Die erstere Losung bekommt man sofort aus (11) durch passende
Bestimmung der Konstanten ¢,, ¢,, die zweite pflegt man mit Hilfe der
zu dem Problem gehérigen Greenschen Funktion anzuschreiben. Wir
wollen das fiir drei Fille explizit durchfithren: 1. die Randbedingungen
(6), (7) sind ,,von erster Art*, d. h. ay = a; = 1, o = f, = 0 (das bedeutet,
daB im urspriinglichen Problem die Werte von U an den Rdndern x = 0
und x =/ gegeben sind); 2. die Randbedingungen sind ,,von zweiter

Art“, d. h. ¢y =a; = 0, f, = B, = 1 (die Werte von %—g— an den Rindern
sind gegeben); 3. es handelt sich um spezielle Randbedingungen dritter Art :

ag=1, fp=0, g =0, f; =1 (am linken Rand ist U, am rechten %
gegeben).
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§ 2. Randbedingungen erster Art: Gegebene Randtemperaturen.
Die Randbedingungen 20.1 (3) und (4) lauten hier:
(1) lim U(x,t) = Ay(t), lim U(x,t) = A,(?),

2> +0 x->l—-0

die Gleichungen 20.1 (6) und (7):
@ u(0,5) = a5(s), () =als).

1. Der Wirmeleiter ohne innere Quellen und mit
verschwindender Anfangstemperatur?2,

Wir setzen zunidchst @(x,¢) =0, Uy(x) =0, dagegen A,(f) und
A, (¢) als beliebig voraus, so daB es sich bei dem reduzierten Problem
um die homogene Gleichung

d*u
3) a4 Su=0
handelt. Die Eigenwerte bestimmen sich gemaB 20.1 (12) als Wurzeln
n? I
der Gleichung sin /Al =0, so daB l,,_—f (n=0,,...) ist. Fir

Rs >0 ist also das durch (3) und (2) gegebene Problem ausnahmslos
l6sbar. Als Fundamentallsungssystem wihlt man praktischerweise
ATV AV sin(i—x) Y= _ Gin(—x)Vs

o (%, 5) = HVs _p—tVs = sinl J/—s T GmiyYs

Vs xS sinxy—s Ginx Vs
U (%, 5) = BT A e W

SVs _—1Ys sinly/—s - Giniys ’

das die Randbedingungen
%5(0,8) =1, #,(l,s) =0;
1

#(0,5) =0, w(s) =
erfiilllt. Die Losung, die den Bedingungen (2) geniigt, lautet:
(4) (%, 8) = ay(s) g (%, 5) + a1 (s) #y (%, 5).

Die zugehérige L-Funktion U (x, ) kann man auf Grund des Faltungs-
satzes sofort angeben, wenn man die L-Funktionen Uj(x, {) und U, (x, ¢)
zu #%gy(x, s) und #,(x, s) kennt. Nun ist in der Bezeichnungsweise von
S.307:

]
Uy (%, 5) = — ; 3].(;vl s)] fir o=x=2I,
%, (%,8) =— > [6/’(v'1 s)] _, fir —l=2x=l.

2
Doetsch, Laplace-Transformation. 23
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Da, wie man leicht nachweist, die {-Transformation im Innern des
Intervalls 0 <v<1 mit der Differentiation nach v vertauschbar ist*,
so erhilt man nach Gesetz Iy:

t\] t
1 60,(11.,—,) aﬂ’(zl l’) )
Uo( t) | o ‘=——l‘~'——a—;’—-‘ fir O0<x<?2l,
.Jg_é_l
azav,,<u,i,)W aa,(’“—”, ')
1 I 1 21 '8
Ul(x,t).-:———;l; N P t—z=7 PR fir —l<x<l.

Da U, und U, L,-Funktionen sind, so gehért nach Satz 7 [8.5] zu u(x, s)
die L-Funktion (U muB hinsichtlich ¢ differenzierbar, also stetig sein,
so daB eine additive Nullfunktion nicht in Frage kommt):

t l—x ¢
30’(21 l‘) w"(Tf’ﬁ) )
U(x, t)=———A O —57—+7 A ()% -——7;— fir 0<x<!
oo} 1 o0 n?
=Z;T” (Ao(t)* Znsinn %xe_" vt Al(t)tZ(—ﬂ"nsinn?xe—” ‘_">.
?oml n=l

Wir machen nun von dem Fortsetzungsprinzip Gebrauch und zeigen,
daB U (x, t) unter sehr weiten Voraussetzungen, die nicht viel mehr als
die Existenz der vorkommenden Integrale verlangen, der homogenen
Differentialgleichung ?%—%ltj— = 0 geniigt und die Randwerte U, (x) =0,
Aqy(t), A,(t) besitzt. Dabei kénnen wir uns auf den Bestandteil
A, (t) * Uy(#, ?) beschrianken, d. h. 4; = 0 setzen, da U, (x,t) = U, (l — x, 1)
ist, und zeigen, daB dieser den linken Randwert 4,, den rechten 4, =0
hat. Dazu schicken wir eine Eigenschaft der Funktion U(x,¢) voraus,
die wir auch spiter noch brauchen werden.

Lemma. Die Funktion Uj(x,¢?) strebt bei festem ¢ >0 fiir x—~ 40
und x - /—0 gegen 0, ferner bei festem x (0 < x < /) fiir ¢ > 4 0 gegen 0.
Das gleiche gilt fiir alle Ableitungen nach ¢.

Beweis: Es ist explizit

00

(6) Uo(x,t)=%¥“2ne—".7ﬂsinn%x.

?el

* An den Enden ist dies sicher nicht der Fall, denn fiir v =0 und v = 1 ist

00
0
rr By(v, 1) = — E 4npsin2nmoe
#=l
gleich 0, die zugehérige /-Funktion also auch, wihrend

sin (20— 1) {/—s

sin /—s.

j
Py fs(v,s) =2
gleich — 2 bzw. + 2 ist.
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Diese Reihe ist bei festem ¢ >0 gleichmiBig in x konvergent, und da
fir x— 0 und x—1 jedes einzelne Glied gegen 0 strebt, so strebt auch
die Reihe gegen 0, iibrigens sogar gleichiniBig in t=¢,> 0.

Wihlen wir fiir 4 die auf —:— transformierte Gestalt [vgl. 7.5 (2)], so ist

1 _(x+211_)’
(7)  Up(x,t) = 2y=d _200; (x+2nl)e #
~:_: Joo nlx4ntd
= :1/_1’: E (x4+2nle ¢

Die hier vorkommende Reihe konvergiert gleichmiBig fir 0 < t={,,
und das allgemeine Glied mit einem Index » =0 strebt fiir ¢ - 0 gegen 0.
Infolgedessen nihert sich die Reihe dem Wert x und die Funktion

‘.
U, (%, t) wegen des Faktors ¢ 4 fiir ¥ >0 dem Wert 0. - TFiir die Ab-
leitungen liuft der Beweis ganz analog.

Wir behaupten nun folgendes:

Satz 1. A,(¢) sei esne I-Funktion. Dann gili: a) Die Funktion U (x, t)

=Ao() *Uy(x,8) geniigt im offenen Halbstreifen 0< x <l t>0 der

homogenen Differentialgleichung %:;(—{ %lt] = 0. b) Bei festem x (0 < x <)

ast U(x,l) >0 fiir t—-0. c) An jeder Stetigkestsstelle® t,>0 von A,(t)
ist U(x,ty) > Aq(ty) fiir x— + 0. d) Fiir jedes feste t >0 ist U(x,t) >0
fiir t—>1—0

Beweis: a) In dem Ausdruck U (x,¢) / Ag(t—1)Uy(x,7)d t darf

im Intervall 0 < x </ nach dem Parameter x unter dem Integralzeichen
differenziert ‘werden. Denn ist 7, ein Wert zwischen 0 und ¢, so ist:

U(x+ 421 —U(x?) (r+A4x7)—Uy(x.7)
a4x _/A (t—7 Ax v

~/A P 8U0(x+0Ax,t)d +/A P an(x;iAﬁI_;dr,

To

wo ¢ eine noch von t abhingige Zahl zwischen 0 und 1 ist. Nun iiber-

zeugt man sich leicht, daB g_g%(;s,*z) bei 0<§, =¢=¢, <! einerseits

fir T— 0 gleichmiBig in £ gegen O strebt, also beschrinkt, andererseits
an der Stelle £ stetig ist, und zwar gleichmaBig in 7 in dem Inter-
wall 0<7t,=7=¢. Man kann also zunichst 7, so klein wihlen, daB
das erste Integral beliebig klein wird, und dann Ax auf einen so

* Es geniigt Stetigkeit nach links.
23*
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kleinen Spielraum beschrinken, daB das zweite Integral sich von

:
/ Ao(t—1) ﬂ"é(xit—) d t beliebig wenig unterscheidet. Unser Differenzen-

"
¢
quotient strebt mithin fiir 4 x - 0 gegen / Ao(t—7) i—q"a—%—T—) dv. Analog
0
beweist man die abermalige Differenzierbarkeit *. Es ist also einerseits

AU (%9 /A P 8’Uo(x't)d

T

andererseits nach Satz 2 [8.4], wenn man beriicksichtigt, da nach dem
Lemma Uj(x, 0) = 0 zu setzen ist:
t

U (x, 20U, (», T
25D = [ag—n T2 as.
0
Nun geniigt aber, wie man durch offensichtlich erlaubtes gliedweises
Differenzieren von (6) feststellt, die Funktion U,(x, ¢) der Differential-
gleichung
P2 U, (¢ 0Uq (%, ¢

® e i
Damit ist die Behauptung a) bewiesen.

b) Diese Tatsache ergibt sich ganz leicht aus der entsprechenden
fir Uy(x, t), siehe Lemma.

c) Unter Verwendung von (7) kénnen wir U(x,¢,) in der Gestalt
schreiben:

U(x.t‘,):/'Ao(to——r) Sk

0

2;/7_”%

by

oo (2nl+z)’ _(2nl—x£
1 B (2nl+x)a 4 —(2nl—x)e bt
+—_2V5/A°(to 7) Z’ a dr.
0

D]

Das erste Integral geht in das S.189 behandelte iiber, wenn man dort
Ay(ty—1) fir 0=71< ¢
¢ (T) —_ 0( 0 ) ) 0
0 fir T=1¢,
setzt. Ist A, in ¢, nach links stetig, so @(t) in 0 nach rechts. Nach S. 189
strebt also das erste Integral fiir x— + 0 gegen @ (0) = 4,(f,). Das
zweite Integral verschwindet bei diesem Grenziibergang. Denn die in
* Man kann die Differentiation unter dem Integralzeichen auch damit recht-
fertigen, daB das entstehende Integral in der Nahe einer Stelle 0< 2 </, t>0

gleichmaBig konvergiert; vgl. DE LA VALLEE PoussiN: Cours d’analyse infini-
tésimale II. 5¢ éd. Louvain-Paris 1925, S. 30.
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ihm vorkommende Reihe konvergiert gleichmibig fiir 0 <7=¢, und

0=x=Il. Fiir x>0 streben die einzelnen Glieder gegen 0, also strebt

auch der Summenwert gleichmiBig in 7 gegen 0, folglich auch das Integral.
d) Wir schreiben U (x,?) in der Gestalt:

0 _(2nlta)t _ 2ni42l—x)t

v _ = ir
_ | 4y(t—v) D) 2nitAe e i,
]/" n=0 T

Ux,t)=

Die Relhe konverglert gleichmidBig fir 0<r=¢ und 0=x=/, fiir
% -1 streben die Glieder gegen 0, folglich nihert sich die Summe gleich-
miBig in v dem Wert 0 und damit auch das Integral.

2. Der Wirmeleiter mit verschwindenden
Randtemperaturen 3,

Wir nehmen jetzt 4,(f) =0, 4,(t) =0, dagegen U,(x) und P (¥, ?)
beliebig an. Dann handelt es sich bei dem reduzierten Problem um die
inhomogene Gleichung

du .
2 —S#=yp(%) mit p(x) =—e(z,5)— Uy(x)
unter den Randbedingungen
%#(0,5) =0, wu(l,s)=0.

Die Loésung l4Bt sich vermittels der zu den Randbedingungen gehérigen
Greenschen Funktion*
sin (} — &) V—ssinxy—s

(x,£:5) 1/—ssml]/-—s fiar x=¢

X,6,8) = —

14 sin (} — %) Y= ssin € Y—s fir x=¢
Y—ssinly—s =

in der eleganten Form darstellen:

]
©)  w(ms)=—[y(x&s) p(E)dE

0

1
= [y(x&9U Q) d£+fyx£ (£ ) dE.
0

* Siehe z. B. D. HILBERT: Grundztige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen. Leipzig u. Berlin 1912, S. 39f., insbesondere S. 52 u. Satz 11,

S. 46. Dort ist / = 1; man hat also »# durch % und A durch —* s zu ersetzen, um

auf unsere Gleichung nebst Randbedingungen zuriickzufallen. Damit die Ableitung
der Greenschen Funktion bei ¥ =¢ wieder den Sprung 1 habe, ist sie mit / zu
multiplizieren. — A. a. O. wird von g Stetigkeit und demgem4B8 von der Losung u
zweimalige stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Wir konnen das vorlaufig
auch tun und werden dann erst bei der Endldsung U zusehen, wie weit man die
Voraussetzungen tiber y fassen kann.
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Wir haben jetzt vor allem die L-Funktion zu ¢ zu berechnen und zer-
segen dazu y so:

__cos(x—E-{-l)]/————s cos(x +E—1)Y=s

(x & s) = 2]/-:;sin11/:—§ + 2]/:sinl]/::§ (xéf)
y(x, &)= _ cos (¥ —&—1)Y—=s cos (v +&— N Y=s i
2y=ssinly—s 2Y—ssinly—s x=§).

Die in y auftretenden Funktionen sind die /-Funktionen zu gewissen
?y-Funktionen, wobei noch folgende Wertbereiche zu beachten sind:

Fir 0=x=£=1 ist —-;—f x2,£< 0, 0= +E=1,
. —_7 —-§ _1 z+£
fir 0=¢f=x=1 ist o=> 2T =7 0=—7 =1,

da die ¥#5-Funktion in verschiedenen v-Intervallen verschiedene /-Funk-
tionen besitzt (siehe S. 145) Unter Beachtung von Gesetz Iy, ergibt sich:

I(x,&t) =7 [’93( 20 )12) 29s<x-+-e’—lt’—>]

2 - . 41 . 41
=T e ™ & smn—l—xsman
”"e=1
. +Z°°, ( _ (x—E+2al? B (x+e+2nz)'>
_ € 4t —_— € 4t B
2}/.711”5_*00

Wenn nun die -Transformation mit dem Integral nach & vertauschbar
ist, so gehort zu (9) folgende L-Funktion (dem Produkt y¢ im zweiten
Integral entspricht die Faltung I'+®):

! 1 ¢
(10) U(x, )= [I(x &8 Uy(@)dé+ [dE [T(x,&t—1) D& 1) d
0 0 0

Das zweite Integral kann man, wenn @ (x, t) zweidimensional und ein-
dimensional integrabel ist, auch als Doppelintegral, erstreckt iiber das
Rechteck 0 =& =1/, 0=t =t oder als iteriertes Integral mit umgekehrter
Integrationsfolge schreiben.

Man kann nun wieder zeigen, daB (10) unter sehr weiten Voraus-
setzungen, die nicht auf die Q-Transformation Bezug nehmen, eine
Losung des Problems ist.

Satz 2. Die Funktion U,(x) set in jedem Teilintervall von 0 < x <!
eigentlich, bis 2u x = 0 und x = | uneigentlich absolut integrabel. P (x, t)
sei in dem abgeschlossenen Halbstreifen 0=x=I, t=0 zweidimensional
stetig*. Dann gilt: a) Die Funktion (10) geniigt im offenen Halbstreifen
0<x<l!, t>0 der Differentialgleichung 201 (1). b). An einer festen
Stelle x (0< x <), fiir die U, (x) stetsg ist, gilt U (x,t) - U, (x) fiir t - + 0.
¢) Bei festem t>0 ist U(x,t)—>0 fiir x> +0 und x—-1—0.

* Diese Voraussetzung kénnte noch sehr gemildert werden.
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Beweis: Zundchst ist es eine bekannte Tatsache*, daB an einer
Stetigkeitsstelle von Uj(x) fiir den ersten Bestandteil von U (x, ?) gilt:
!
[(x, &)U (8)dé>Uy(x) fir t-o0.

0
Hieraus folgt unter unseren Voraussetzungen iiber ®(x,t) weiter, daB
' 1

in dem zweiten Bestandteil von U (¥, ¢) dasIntegral f I'(x,&;t—1)D (£, 1)dE
0
in der Umgebung des einzigen kritischen Wertes 7 = ¢ sich wie & (x, )
t 1
verhilt, so daB [dz [I'(x,&;¢t—7)® (£ 7)d¢ fiir t—~0 gegen O strebt.

(1} 0
DaB beide Bestandteile bei festem ¢>0 fiir x—+0 und ¥+ gegen 0
streben, ergibt sich daraus, daB die Funktion I'(x, £; ¢) dieselbe Eigen-

schaft hat, und zwar gleichmiBig in &. Ferner erfiillt der erste Bestand-

teil die homogene Differentialgleichung %’;tij“— U _ 0, weil I' diese

Eigenschaft hat und der erste Bestandteil fiir 0 < x < l, t > 0 unter dem
Integralzeichen differenziert werden darf, was man wie S. 355 beweist.

t i
Der zweite Bestandteil f dt f I'(x,é;t—1)D (§,1)d¢ erfiillt die in-

6 0
homogene Gleichung 20.1 (1). Denn die Differentiation nach x ist
wieder unter dem Tntegralzeichen erlaubt und liefert

fd fa'I‘(xéﬁ't T)di(f,)

wihrend die Differentlatlon beziiglich ¢ nach der Differentiationsregel fiir
ein Integral, das die Variable in der oberen Grenze und im Integranden
enthalt (vgl die FuBnote S. 160), auszufﬁhren ist:

/d f"’”’"“ Lo, >ds+1un/r(xet—r)¢(e 7)de.

>t

* Das wurde zuerst von WEIERsTRAss: Uber die analytische Darstellbarkeit so-
genannter willkirlicher Functionen reeller Argumente (1885). Werke$8, S.1—37exakt
bewiesen und bildet ein grundlegendes Resultat in der Theorie der ,,singuliren

+1
x— ¢
Integrale.”” Um das bei WeierstraB stehende / 0, (—2—1§- ) _IT) & (§) d& zu erhalten,

-1
braucht man nur @ (£) in das Intervall — /< ¢ < 0 als ungerade Funktion fort-
I 0

t — ¢
zusetzen und zu schreiben: —/0, f—-t-é, - | P (&) d6=f0, Z—*—f.—— D) de.
21 1 21 '
0 -1
Der WeierstraBsche Beweis bleibt auch unter unseren weitergefaBten Voraus-

setzungen {iber P (£) giltig. — Die Annsherung ist Uibrigens eine gleichmiBige in
jedem Stetigkeitsintervall.
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Der hier vorkommende limes ist aber nach einer schon oben gemachten
Bemerkung gleich @(x,#), so daB, weil I" die homogene Differential-
gleichung befriedigt, der zweite Bestandteil die inhomogene erfiillt.

Die Losung des allgemeinen Randwertproblems erster Art fiir die
inhomogene Wéirmeleitungsgleichung erhdlt man nun durch Super-
position der beiden Losungen (5) und (10). — Als besonders bemerkens-
wert fiir unsere Methode heben wir noch hervor, da8 die fiir die inneren
Wirmequellen charakteristische Funktion @(x,¢) und die Anfangs-
temperatur U, (x) gleichwertig auftreten: die inhomogene Wirmeleitungs-
gleichung zu l6sen ist nicht schwieriger als die homogene mit nicht ver-
schwindender Anfangstemperatur.

3. Der unendlich lange Wirmeleiter.

Ist I =o0, erstreckt sich also der Leiter von x =0 an nach einer
Seite ins Unendliche, so erheben sich einige Fragen, die bisher in der
Literatur noch nicht behandelt sind und auf die wir daher hinweisen
wollen. Man kann versuchen, in unseren Losungsformeln den Grenz-
iibergang /—-oo zu machen. Das braucht nicht zur richtigen Losung
fiir / = oo zu fithren, denn es ist nicht a priori sicher, daB die Lésung
eines Grenzfalls der Grenzfall der Losung ist. Bei unserem Problem
erhalten wir allerdings dabei sowohl irn L- wie im I-Bereich sinnvolle
Losungen: u,(x, s) strebt gegen e~ *¥*, u,(x, s) gegen 0, so daB (4) die
Gestalt

u(x,s) = ay(s) e Vs
erhdlt, wozu die L-Funktion (vgl. S.25)
(11) U(x,t) = Ay(t) *p(x,1)
gehort. Dieselbe Funktion wiirde sich herausstellen, wenn man den
Grenziibergang an (5) ausfithren wiirde, wobei U,(x,?) gegen y(¥,?)
strebt. Driickt man weiterhin y(x, &; s) durch Exponentialfunktionen

. —x—&|Vs _ ,—|x+¢&|Vs
aus, so sieht man, daB es gegen ¢ 1/_’
S

die zugehoérige L-Funktion (vgl. S. 25) —12— x(x—&8H)—x(x+&1¢)] und
die Lésung (10) gegen

, I'(x, &;t) gegen

(12 Ut =5 [le—&0—x(x+&0] Uy ()¢

0
+5[aE [ar—gt—0—y(x + £ 1—1D 1) de
0 0

strebt, wenn iiber Uj(x) und @ (¥, ¢) in Unendlichen gewisse Konvergenz-
voraussetzungen gemacht werden. Man kann wie oben verifizieren,
daB (11) und (12) Losungen mit den vorgeschriebenen Bedingungen
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sind. Nun ist doch sehr merkwiirdig, daii bei (11) die zweite Rand-
bedingung vollig weggefallen ist, wihrend man erwarten miiBte, daB
fiir x =00 noch eine Bedingung gegeben werden kann. Physikalisch
erklirt sich der Wegfall der zweiten Randbedingung dadurch, daB es
fiir einen Punkt x in endlicher Entfernung gleichgiiltig ist, welche Tempe-
ratur an den unendlich weit entfernten rechten Rand angelegt ist, weil
diese an die Stelle x keine Erwirmung entsenden kann. Das ist aber
kein mathematischer Beweis. — Weiterhin fragt es sich, wie die Losung
aussieht, wenn die Funktionen U,(x) und @ (x, f) sich im Unendlichen
so verhalten, daB die Integrale in (12) nicht existieren. Diese Fragen
sind bisher noch nicht geklirt.

§ 3. Randbedingungen zweiter Art: Ausstrahlung am Rand gegeben.

Wegen der spiteren Anwendungen wollen wir noch zwei weitere
Randwertprobleme 16sen, und zwar seien zundchst die Randbedingungen
20.1 (3) und (4) spezialisiert zu

. oU . oU
& Jm 5 =B0, im0
Die Eigenwerte im /-Bereich sind hier dieselben wie in § 2| Wir be-
schrinken uns auf die Durchfithrung des Falles

Up(x) =0, P(x,8=0.

Wir brauchen die Rechnung nicht nochmals in allen Einzelheiten durch-
zufithren, sondern sehen sofort, daB

2) Ulx ) =—+ B0+ (2. 7)

eine Losung ist, denn U erfiillt die homogene Wirmeleitungsgleichung,
X

weil J, (ﬁ’ l—t,)es tut (vgl. 20.2.1); U strebt fiir - 0 gegen 0, weil 193(5%, 7‘,)
fiir 0 < x <! in ¢ beschrinkt ist; schlieBlich ist
x t
2%y (Tt' F)
ox ¢

und von diesem Ausdruck wissen wir aus 20.2.1, daB er fiir x - 0 gegen
B (t), fir x—1/ gegen O strebt.

ouU 1

X

§ 4. Eine spezielle Randwertaufgabe dritter Art: Temperatur an dem
einen und Ausstrahlung an dem anderen Rand gegeben?®,

Wir betrachten zum SchluB noch die Randwertaufgabe dritter Art:
(1) lim Ux, ) =A4,(), lim 32 =B,

x++0 x-»1—-0
mit
Ug(x) =0, P(x,¢ =0.
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Die Eigenwerte von 20.1(8) sind hier die Wurzeln der spezialisierten

Gleichung 20.1 (12)
VacosYAl=0
bestimmen sich also zu
2n+1 )' L
l!

A=0 und A= ( 2

Fiir Rs>0 ist daher im Il-Bereich die homogene Gleichung 20.2(3)

mit den den Bedingungen (1) entsprechenden inhomogenen Randwerten
M(O, S) =Gy (S), Uy (l, S) = bl (S)

l6sbar. Als Fundamentalsystem benutzen wir die Funktionen

= 0Vs - #—=nVs __cos(l—x)Y—s

Ao o=tV T cosly=s

1 eFVs_ A sinx)/—s

]/s AV g irs V—_scoslV—_s’

die die Randbedingungen

%,(0,s) =1,

Uy (x, 5) =

)

ug(x, s) =

8u, (l S)
3u,

(0,5 =0, G2 @9)=
erfiillen, und erhalten:

(%, 5) = ag(s) g (%, 8) + by (5) 1y (%, ).

t
1 ”’(21 z=> f
l ox

Nach S. 307 ist

Uy(%,t) =—~ ir o<x<22l,

zg(x,t)=170,(5;—[‘,{,—) fir —l<x<l.
Also ergibt sich:

t
01,
U(x,t)=—%Ao(t)*—(—2£—l—z—)+ B,(f)+ ,( =L, ‘,)fﬁro<x<z.

. DaB dies, wenn A,(¢) und B, () stetige I-Funktionen sind, eine Lsung
des Problems darstellt, beweist man wie in 20.2.1.

§ 5. Die Ein- oder Vieldeutigkeit der Lésung.

Fiir die behandelten Probleme haben wir jeweils eine Lésung erhalten;
es fragt sich, ob es die einzig mogliche ist. Fiir die spezielle Problem-
stellung gibt es einen Eindeutigkeitsbeweis, der zeigt, daB es nur eine

" - ou . .
Losung gibt, wenn man noch voraussetzt, daB —5[71 im Innern des Streifens

stetig ist 225, Manche andere Eindeutigkeitsbeweise scheinen, oberflichlich
betrachtet, auf die allgemeine Problemstellung anwendbar zu sein.
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Bei niherem Zusehen aber erweisen sie sich nicht einmal fiir die spezielle
Problemstellung als stichhaltig bzw. nur dann als richtig, wenn man
eine groBere Anzahl von zusitzlichen Voraussetzungen iiber die Losung
macht, die in den betreffenden Darstellungen nicht formuliert werden
und mit dem Wesen der Aufgabe gar nichts zu tun haben 226, Es liegt daher
der Verdacht nahe, daB die Losung des ,,allgemeinen’* Problems bei nicht
zu engen Voraussetzungen gar nicht eindeutig ist. Und so ist es in der
Tat! Dazu geniigt es, Losungen der homogenen Warmeleitungsgleichung
anzugeben, deren Randwerte (seien es bei einem Randwertproblem
erster Art die Randwerte der Funktion, bei einem solchen zweiter Art
diejenigen der Ableitung usw.) verschwinden, denn eine solche Ldsung
kann man, noch mit einer beliebigen Konstanten multipliziert, zu der
in § 2—4 bereits gefundenen Losung (der homogenen oder inhomogenen
Gleichung) addieren, ohne die Randwerte zu dndern. Die Beispiele,
die wir angeben werden, sind die oben zur Darstellung der Losung be-
nutzten Funktionen Uj(x, ¢) usw., die man auch als Greensche Funk-
tionen des betreffenden Problems bezeichnen kann, bzw. aus ihnen
abgeleitete Funktionen. Wir wollen jede Lésung mit den Randwerten 0
eine singuldre Losung nennen 227. Auf solche werden wir ganz naturgemiB
gefithrt, wenn wir noch einmal an die oben benutzte Methode der -
Transformation ankniipfen, und zwar an die dort gemachte Voraus-
setzung V,. Diese besagt z. B. im Falle des Randwertproblems erster Art,
daB am linken Rand x =0
{ lim U}= lim ¢{U},
x>+4+0 x> +4+0
also

(1) L{4o(t)} = ao(s) =u(0, 9)

ist. Am rechten Ende wollen wir zur Vereinfachung 4, (f) = 0, a,(s) =0
voraussetzen. Die Gleichung (1) besagt, daBl die Q-Transformation auf
der Schar von L-Funktionen U (x,?) an der ,,Stelle” U(0, ) = A,(t)
stetig sein soll. Nun haben wir schon in 3.8 bemerkt, da die Y-
Transformation die Eigenschaft der Stetigkeit im allgemeinen nicht *»t.
Ist sie auf U (x, #) unstetig, so liegt im /-Bereich eine neue Rar:dfunktion
a(s) == L {A,} vor, so daB hier die Losung lautet: % (x, s) = a(s) uy(x. s).
Ist u(x, s) eine /-Funktion, so gibt diese Veranlassung zu cine= and! e
Lésung U (x, t) im L-Bereich, also zu einer Mehrdeutigkeit dc. $.0sung.
Wire nun a(s) eine l-Funktion mit der L-Funktion A (f). so wire
U (x, t) =A()*Uy(x,¢), und diese Funktion hat nach Satz1 [20.2]
den Randwert 4 (f) und nicht 4,(¢). Es bleibt aber noch die Méglichkeit,
daB zwar u(x, s) = a(s) #,(x, s) eine l-Funktion ist, a(s) aber nicht.
Wiahlen wir z. B. a(s) = 1, so ist das keine /-Funktion, wohl aber #(x, s)
= #y(x, s). Zu dieser /-Funktion gehért die L-Funktion

U(x, t) = Uy(x, 1),
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und das ist nun tatsichlich eine L('isung der homogenen Wirmeleitungs-
gleichung, bei der die Randwerte im L- und l-Bereich einander nicht
entsprechen. U, (x, t) geniigt nimlich nach Formel 20.2 (8) der Diffe-
rentialgleichung und hat nach dem Lemma in 20.2.1 an allen Begrenzungen
des Halbstreifens die Randwerte 0. (Es ist also eine ,,singulire Losung®.)
Dagegen hat die zugehdorige I-Funktion den linken Randwert 1 und nicht
g{o}=o.

Wihlt man a(s) = s", so ist das wieder keine /-Funktion, dagegen
ist #(x, s) = s" 4,y (x, s) eine solche, und zwar gehdrt zu ihr

U(x,t) = 6”U_.,£x,t_)_,
ot
was nach Gesetz III, sofort daraus folgt, daB nach dem Lemma in
-1
20.2.1 die Ableitungen a; » _Lll" s ag" und U, fiir ¢~ 0 gegen 0 streben.

Auch alle Ableitungen von U, nach ¢ sind singulire Losungen.

Einen anderen Typus von singuliren Loisungen erhilt man durch

a(s) = e~ **(ty> 0). Dies fithrt nach Gesetz I, auf

0 fir o0<i={,
Up(x, t—t,) fiir >4,
(Die Funktionswerte Uy(x, ?) sind um £, nach oben verschoben, in dem
leeren Rechteck wird U durch 0 definiert.) Man verifiziert sofort, daB
diese Funktion eine singulire Losung ist, daB sie insonderheit auch
auf der Strecke ¢ = ¢, die Differentialgleichung erfiillt.

Im Fall des einseitig unendlich langen Leiters spielt die Funktion
y(x,?) und die nach obigen Beispielen aus ibhr abgeleiteten Funktionen
dieselbe Rolle.

Die hier angegebenen singuliren Losungen gehéren zur Randwert-
aufgabe erster Art. Man kann aber nach demselben Schema auch
singuldre Losungen fiir die anderen Randwertprobleme finden. So ist

Ij(x, t) =

die Funktion 15‘s< T l’) aus 20.3 eine Losung, die fiir £—~ 0 in 0<x <!
gegen O strebt, wihrend ihre Ableitung nach x fir x>0 und x->!

bei £>0 gegen O geht; und die Funktion 19, ( 27" ;,) aus 20.4 hat

links und unten, ihre Ableitung nach x rechts den Randwert 0.

Auf die angegebenen singuliren Losungen und damit auf die un-
endliche Vieldeutigkeit der Losung sind wir dadurch gekommen, daB
wir Losungen konstruierten, die die Voraussetzung V, verletzten. Es
gibt nun einen weiteren Typ von singuliren Losungen, bei dem die
Voraussetzung V; nicht erfiillt ist. Wir betrachten, wenn / die Linge

des Wirmeleiters ist, zunichst die zu dem Intervall 0 =x= —,—nl— (m = posi-

tive ganze Zahl) gehorige Greensche Funktion U,, die wir mit U (x, ¢)
bezeichnen wollen. Diese Funktion setzen wir nun in der x-Richtung
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analytisch fort und nennen die entstehende Funktion U*(x,f). Der
expliziten Darstellung 20.2 (6) sieht man an, daB U* so definiert ist:

Uy (%, 7) fiir 0§x§%
4 " ! 1
U*(x,t): _U:(ZTn—_x,t) fur ;‘éxéz—""—

! " I I
U:(x—Z;, t) fiir 2 =x=3-

Auf Grund der in 20.2.1 bewiesenen Eigenschaften von Up sieht man
leicht, daB U* in dem Streifen 0 < x </, ¢t > 0, insbesondere auch auf
1 . oU* oU* AU* .. .
den Geraden x=v _, mitsamt ——, —-—, 55 stetig ist und die homogene
Wirmeleitungsgleichung erfiillt, daB ferner U* bei normaler Anniherung
an die Rinder gegen O strebt, also eine singulire Losung darstellt. (Fir
m = 2 ist, wie man nachrechnet, U* nur eine Linearkombination be-
reits bekannter singuldrer Losungen, namlich gleich U, (x, t) — U, (! — x, ¢),
fiir m > 2 aber nicht.) Wir betrachten nun z. B. fiir m = 3 die zugehoérige
I-Funktion «*(x,s), die aus u3(x,s), d.i. die /-Funktion zu Uy, die

. l .. .
zunichst in 0=x= 5 definiert ist, so entsteht:

4
ug (, s) fir 0<z<3
u*(x,s) = ——u"‘(z—l-—x s) fiir L<x<zi
! ° 3 ! 3 3
l i
* —_) i —_
uo<x 23,s) fir 23<x<l.
Da
: 4
ug(x,s)>1 fir x—>+0, ug (x,8) >0 fiir x>,

so strebt u*(x,s) fir x—>2—~;———0 gegen —1, fiir x - 2% + 0 gegen 0,

ist also an der Stelle x = 2—;— nicht einmal stetig, geschweige denn diffe-

renzierbar. Von einer Erfiilllung der Voraussetzung V; kann also keine
Rede sein. — Auf analoge Art kann man aus den anderen obengenannten
Funktionen U singulire Losungen dieses Typs gewinnen.

Wie vorauszusehen, zeigen die singuliren Losungen in der Nihe
der Ecken (x =0, t =0), (x =1, ¢t = 0) des Halbstreifens ein besonders
kompliziertes Verhalten. Sie sind dort nicht zweidimensional stetig,
haben, wenn man auf Kurven in den Eckpunkt einriickt, ganz ver-
schiedene Grenzwerte oder auch gar keinen Grenzwert und sind beliebig
groBer und beliebig kleiner Werte fihig. Denn z. B. Uj(x,¢) verhilt
sich in der Umgebung von (x = 0, ¢t = 0) offenbar wie das dem Summa-
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tionsindex 0 in der Entwicklung 20.2 (7) entsprechende Glied, also wie
2

xe 42

2yndd’

und dieser Funktion sieht man das gekennzeichnete Verhalten unmittelbar

'/"(x’ t) =

an.. Denn etwa lings der Kurve th: = const verhilt sich y wie —:~, strebt
N #? S I
also gegen oo, lings Vi = const wie T , strebt also gegen 0.
£

Man wird geneigt sein, den singuliren Losungen eine physikalische
Bedeutung abzusprechen. Gleichwohl 1iBt sich mit ihnen ein guter
Sinn verbinden. Legt man an das rechte Ende des Leiters die konstante
Temperatur 0 an, wihrend das linke eine kurze Zeitspanne f, lang auf
der positiven Temperatur 4 (), von da an auf der Temperatur 0 gehalten
wird, so lautet die klassische Ldsung 20.2 (5): '

to
Ux t)=[A@) Uy(x, t—1)dr fir t=¢,
0

1

Uy, t— b1ty [A @) dv
0

(0 =9 =1) nach dem 1. Mittelwertsatz. Lassen wir nun die Zeitspanne ¢,
immer kleiner, die angelegte Temperatur A aber immer gréB8er werden,

fo
derart, daB die gesamte aufgewendete Wirmemenge f A (t) d T dieselbe,

sagen wir gleich 1, bleibt, so strebt der Temperaturgustand U (%, t) der
Grenze Uj(x,t) zu. Diese Funktion gibt also die Temperaturverteilung
an, wenn dem Ende x = 0 eines Stabes von der Anfangstemperatur O
die Wiarmemenge 1 in verschwindend kurzer Zeit (was unendlich hohe
Temperatur bedingt) mitgeteilt wird. Wir konnen eine solche Erschei-
nung physikalisch als ,,Wdarmeexplosion'* deuten. Analoge Deutungen
ergeben sich fiir die anderen singuliren Losungen 228,

21. Kapitel.

Die Telegraphengleichung und die Wellengleichung
(hyperbolischer Typ).

§ 1. Die Problemstellung.

Eine elektrische Freileitung* habe die Kapazitit K, die Induktivi-
tit L, den Ohmschen Widerstand R, die Ableitung (Leitwert der Iso-
lation) I pro Lingeneinheit. (Diese GréB8en werden als unabhingig

* Wir sprechen von Freileitung, damit simtliche physikalische Konstanten in
Erscheinung treten. Bei Kabeln kann man die Induktivitit gleich 0 setzen. Die
Telegraphengleichung reduziert sich in diesem Fall auf eine parabolische Gleichung,
es ist dann nimlich in der unten folgenden Gleichung (3) der Koeffizient 4 = 0.
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von Ort und Zeit, d. h. als konstant angesehen.) Die Ortskoordinate
der Leitung bezeichnen wir mit x, die Leitung reiche von x =0 bis
x=1; t sei die Zeit. Die Stromstirke i(x, ¢) und die Spannung p (x, f)
geniigen gemiB den Gesetzen von Ohm und Faraday dem System von
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:

0 . 01
(1) — 35 =Ri+ Ly

o1 0
() —'3;=1¢’+K‘at;'

. . . . 01
Differenziert man die erste Gleichung nach x und setzt 5% aus der
zweiten ein, so erhilt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir p.
Differenziert man die zweite Gleichung nach x und setzt —z% aus der

ersten ein, so ergibt sich genau dieselbe Gleichung fiir 7. Benutzt man
fir » und ¢ gemeinsam den Buchstaben U, so lautet die Gleichung:

kU 02U ouU
(3) axa_A atz“‘B 5 —CU=0,

wobei wir zur Abkiirzung
(4) LK=A, RK+LI=B, RI=C

gesetzt haben. Da L und K positiv, also 4 =0 ist, so ist die Gleichung
im allgemeinen vom hyperbolischen, nur in dem Spezialfall 4 = 0 vom
parabolischen Typ. (Letzteres tritt bei lingeren Leitungen oder Kabeln,
in denen K =0 ist, nur dann ein, wenn die Induktivitit vernachlissigt,
d.h. L =0 gesetzt werden kann.) Wir setzen hier 4 >0 voraus, weil
der Fall 4 =0 im wesentlichen im 20. Kapitel erledigt worden ist.
Gleichung (3) heiBt die Telegraphengleichung; sie enthilt fir B=C =0
die sog. Schwingungs- oder Wellengleichung als Spezialfall.

Die Anfangsbedingungen: Zur Zeit ¢ = 0 ist die Stromstirke ¢ und
die Spannung p gegeben. Man kann dann (%):—o und (%):—o ver-
mittels der Gleichungen (1), (2) ausrechnen, verfiigt also, gleichgiiltig
ob U die Stromstirke oder die Spannung bezeichnet, iiber

ouU

(5) lim U(x,t) = Uy(¥) und lim 7 = Ui(x) (0x=x<]).
t>0 t>0

Die Randbedingungen: In x = 0 und x =/ sei der Wert von U (x, t)
fiir ¢> 0 gegeben:

(6) lim U(x,f) = 4,(), lim U(x,t)=4,() (¢>0).
2->+0 x>1-0
Die transformierte Gleichung 19.3 (4) lautet hier:
d3u

(7) Ta— A2+ Bs+Cu=—(As+ B)Uy(x)— A U, (%),
vorgeschrieben sind fiir sie die Randbedingungen
(8) “(0,5) =ay(s), u(l,s)=ay(s).
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Wir erhalten also wieder eine Gleichung der Gestalt 20.1 (8), und zwar
ist

A=—(A4s*+ Bs+C)
Da wie in 20.2.1 die Eigenwerte 4, glelch (n =0,1,2,...) sind,

so ist wegen A > 0 fiir hinreichend groBe Rs der Parameter 4 von allen
Eigenwerten verschieden. Das homogene Problem hat also nur die
triviale Lésung #(x, s) =0, das inhomogene genau eine Ldsung. Man
kann die allgemeine Losung wieder wie im 20. Kapitel durch Super-
position der beiden speziellen Losungen, die den Annahmen Uy(x) =0,
U,(x) =0 bzw. A4,(f) =0, 4,(t) =0 entsprechen, gewinnen.

§ 2. Die anfinglich strom- und spannungslose Leitung
bei gegebener Randerregung %,
Ist zur Zeit ¢ = 0 der Strom 7 und die Spannung p gleich 0, befindet
sich die Leltung also anﬁmghch im Ruhezustand, so folgt aus 21.1 (1) und

(2), daB auch -+ 3 ; > und P fiir £ = 0 verschwinden. Wir haben also

Uo(x) =0, U (x) =

zu setzen, und die Gleichung 21.1(7) ist homogen:

(1) A+ Bs+C)u=o.

Bei den Randbedingungen konnen wir uns auf den Fall A4,(¢)$0,
A, (t) = 0 beschrinken, da die Losung fiir 4,(f) =0, 4,(f) 0 aus der
fir den vorigen Fall durch den Ersatz von x durch /— x hervorgeht
und der allgemeine Fall 4,(t)==0, 4,(f)=*=0 die Superposition der
beiden Spezialfille darstellt. — Es ist also in der Folge

@ a0(s) 0, 4(s) =0,

Setzen wir zur Abkiirzung
As”+Bs+C=Q'(s),
so lautet die Losung von (1) unter der Randbedingung (2) (vgl. 20.2.4):

MN=V0 _ .~ -2Y0
(3) u(,5) =a,(s) Ve~ = @y (5) 4y (%, 5) .

Dabei verstehen wir unter ]/_Q den Hauptzweig, der fiir reelles positives
Q selbst positiv ist. Zur Berechnung der dem u,(#, s) entsprechenden
L-Funktion Uj,(x,?) entwickeln wir #, in eine Reihe:

[+ <

-xY0_ —~@i-5YQ
o (%, 5) = — ° T —.:(e"‘VC’__‘e—(“—#)}’(—))Z’e“z””/a
—e ”=0
oder . o
(4) U (%,5) = e Emi+NV0_ 3 —Emi-0)Q,

" =0 LT
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Fiir hinfeichend groBe positive s ist }/Q positiv, mithin 0 <¢~2//% <1
und folglich die Konvergenz gesichert. Der Behandlung des allgemeinen
Falles schicken wir zwei Spezialfille voraus.

1. Die verlustfreie Leitung (Reine Wellengleichung).

Wir betrachten zunichst den Fall, daB B = C = 0 ist, d. h. daB es
sich um die reine Schwingungsgleichung

02U *U
(5) a =A5a (4 >0,

wie sie z. B. den Schwingungen einer Saite zugrunde liegt, handelt.
Nach 21.1(4) ist dann
RK+LI=0, RI=0,
folglich entweder R=0, I=#0, woraus L =0 folgt;
oder I=0, R+0, woraus K =0 folgt;
oder I=0, R=0, dann sind L und K beliebig.
Da A = L K0 sein soll, so sind die beiden ersten Moglichkeiten aus-
zuschlieBen. Elektrotechnisch liegt also der Fall vor, daB Ableitung und
Widerstand zu vernachlissigen sind, d. h. daB die Leitung verlustfres ist.
Es ist jetzt 1/Q=1/As(y4>0), das einzelne Glied in u, (%, s)
hat also die Gestalt e~ *¢. Thm entspricht keine L-Funktion (siehe S.143),
wohl aber dem Produkt a, (s) e~ **, ndmlich nach Gesetz I.’ die Funktion 230
0 fir i=a
' Ao(t—a) fir t>a.
Definieren wir die Funktion 4, (¢), die bisher nur fiir ¢ > 0 definiert war,
fir =0 gleich 0, so kénnen wir kiirzer sagen, daB zu a,(s) e~ ** die
L-Funktion 4y(!—a«) gehort. Setzen wir (4) in (3) ein und transfor-
mieren gliedweise, so erhalten wir:

6) Umt)= T A,(t—ml+xyA)— X Ay(t— 2nyl—2) VA)
", =0 n,=1

[Ag(r) =0 fir r=0].
Fiir ein festes Wertepaar (x,?) stehen in Wahrheit nur die endlich
vielen Glieder da, deren Argumente >0 sind*:

t—2ml+2)YAd>0, t—(2nl—2x)YA4>0,

t—x 1/2 t4+2V4
C21y4 < 214
Bei festem x sind mit wachsendem ¢ immer mehr Glieder zu beriick-
sichtigen.

Wir sehen nun gemiB dem Fortsetzungsprinzip ganz davon ab,
wann der Ubergang von (3) zu (6) oder umgekehrt gliedweise ausgefiihrt

* Eine Reihe ahnlicher Art ist uns schon einmal in 9.2 begegnet.
Doetsch, Laplace-Transformation. 24

d. h.

ny <
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werden darf, setzen 4,(f) auch gar nicht als L-Funktion voraus; sondern
zeigen, unter welchen Bedingungen die Funktion (6) eine Losung unseres
Problems ist. Zuvor aber wollen wir (6) noch physikalisch deuten. Diese
Funktion stellt eine nach Art einer fortschreitenden Welle vor sich
gehende Fortpflanzung der Randerregung A4, ins Innere des Leiters

mit der Geschwindigkeit ¢ = —1: unter fortwahrender Reflexion an

den Enden dar, wobei jedesmal das Vorzeichen der Welle umgekehrt
wird. Man sieht das am einfachsten dadurch ein, daB man einmal den
Weg eines bestimmien Randwertes A, (t,) verfolgt. Er tritt in allen ,,Welt-
punkten’ (x,t), fiir die

t—(2n,l+ %) 1/2 = {, ist, mit positivem Vorzeichen,
- ng-2 t—(2nyl —x) ]/Z = ¢, ist, mit negativem Vorzeichen
<~ auf. Diese Gleichungen stellen Gerade dar mit dem
. SteigungsmaB }/4 bzw. — J/4 [es sind das iibrigens

- Rg-1 die sog. Charakteristiken der partiellen Differential-
2V .-~ gleichung (5)], die den_Rand ¥ =0 in den Ab-
stinden t=1¢,+4 2nl ]/A, den Rand =1/ in t=
-1 to+ (2m +1)1Y/A bzw. b=ty + (2n,—1) 1Y/4

Fig. 14. schneiden. Die fiir uns allein in Frage kommenden,
in dem Streifen 0 =x=/ hegenden Stiicke schlieBen
sich zu einer aufwirtssteigenden Zickzacklinie zusammen, die den ,,Welt-
weg'’ der Randerregung A,(¢,) darstellt * (Fig. 14). An einer festen
Stelle x erscheint also diese Randerregung immer wieder, und zwar mit
(xt) abwechselndem Vorzeichen. Die Geschwindigkeit,
mit der sie fortschreitet, ist konstant, und zwar
dx 1
-
auf eime feste Stelle x zu einer bestimmien Zeit t, so
superponieren sich dort alle Randerregungen, die
von den durch (x, #) gehenden beiden Zickzacklinien
a, b (Fig. 15) herangetragen werden; die auf Stiicken
von a herangewanderten mit positivem Vorzeichen
~<~.--1 (sie sind eine gerade Anzahl von Malen reflektiert
- worden), die auf b ankommenden (ungeradzahlig oft
reflektierten) mit negativem Vorzeichen. Es sind
das diejenigen Randerregungen, die Zeit gehabt haben, sich direkt

= ¢. — Richten wir unser Augenmerk
nz'1
n1"7

Fig. 15.

oder durch Reflexion mit der Geschwindigkeit ¢ = ~17 bis zur Stelle

x fortzupflanzen, und gerade im Moment ¢ dort eintreffen. Je groBer ¢
fst, um so mehr Randerregungen superponieren sich, im Einklang damit,
daB dann in (6) die Anzahl der wirklich vorhandenen Glieder steigt.

* Es sind das die Weltpunkte (#, ), die mit (0, #,), wie man sagt, in Welle sind.
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Bemerkenswerterweise findet eine Dimpfung ebensowenig statt wie
eine Diffusion, d. h. eine Randerregung zerstreut sich nicht iiber die
Leitung, sondern macht sich geballt nur immer dann bemerkbar, wenn
die Welle sie iiber den betreffenden Punkt hinwegtrigt.

Der partiellen Differentialgleichung (5) genligt die Funktion (6) nur
dann, wenn A,(f) zweimal differenzierbar ist. Ist 4,(f) an einer Stelle
nicht zweimal differenzierbar, so wird (6) lings der ganzen von da aus-
strahlenden Zickzacklinie die' Differentialgleichung (5) nicht im strengen
Sinn erfiillen (Irregularititen auf dem Rand pflanzen

sich aiso lings der Charakteristiken ins Innere fort). — )
Die Anfangsbedingungen Uy(x) = U,(x) =0 sind immer + 3
erfiillt, denn solange ¢ < x ]/;1 ist, enthdlt die Summe (6) a
itberhaupt kein Glied, U und damit % ist also dort 0 _

+ ~
und folglich auch der Grenzwert fiir £~ 0. — Bei den IS
Randbedingungen beschrinken wir uns auf Betrachtung =
des linken Randes x = 0, da fiir x =/ ganz Analoges Fig. e

gilt. LaBt man in Fig. 15 den Punkt (x,{) gegen den
linken Rand (senkrecht) wandern, so sieht man, daB die Randstellen,
von denen die superponierten Erregungen herrithren, abgesehen von
der dem Summationsindex #, = 0 entsprechenden, paar-
weise zusammenriicken (Fig.16). Da sie jeweils mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen zu nehmen sind, so werden
sie sich beim Grenziibergang aufheben, wenn die Funk-
tion A4 () stetig ist. Es bleibt also nur 4,(¢) tibrig. Eine
Ausnahme tritt nur dann ein, wenn ¢ ein Multiplum

von 2! ]/A ist, d. h. wenn (0, #) auf dem von (0, 0) aus-
strahlenden Zickzackwege liegt (Fig. 17). In diesem Fall "
kommt am Ende der Zickzackwege kein Paar zustande, Fig.17.
da b wohl noch positive, a aber schon negative ¢ trifft. Ist 4,(f) auch
in £=0 noch stetig, so strebt daher U (x, f) in diesem Fall fiir x>0
gegen A, (f) — Ay(0). Dieses unerwiinschte Auftreten von
—A(0) 1aBt sich nun aber durch eine Modiftkation des
- Stnnes der Randbedingung eliminieren, wodurch zugleich
erhellt, daB der Grenziibergang bei einer Randbedingung
je nach Art des vorliegenden Problems einmal so, ein-
mal anders verstanden werden muB. Wandert nimlich
der Punkt (x, #) nicht auf einer Normalen zum Rand,
sondern lings eines Strahles innerhalb des in Fig. 18
gekennzeichneten Sektors o, so endigen beide von (x, ?)
ausgehenden Zickzackwege a, b bei negativen ¢, es kommt
also das in der Ndhe von ¢= 0 endigende Stiick von b geradesowenig
in Frage wie vorher das von a. Diese Art von Grenziibergang, bei der
sich wirklich 4,(#) als Randwert ergibt, dringt sich daher ‘hier als die

24*

Fig. 18.
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sachgemiBe auf, und sie hat ihren guten physikalischen Sinn: Lings
eines Strahles in ¢ ist %’:—! < —1717 = ¢, d. h. der das Erfiilltsein der Rand-

bedingung feststellende Beobachter bewegt sich mit geringerer Ge-
schwindigkeit als die Welle. Bewegt er sich dagegen mit gréBerer Ge-
schwindigkeit (lings der Normalen ist seine Geschwindigkeit sogar
unendlich), so fingt er den Sto8 —A,(f) gerade noch ein.

2. Die verzerrungsfreie Leitung.

* Der vorige Fall lieB sich deshalb so einfach erledigen, weil Q das
Quadrat einer linearen Funktion von s war. Allgemein trifft das dann
und nur dann zu, wenn die Diskriminante von Q:

p=dac—(3)

verschwindet. Das bedeutet fiir die Leitungskonstanten:
LKRI—5 (RE+LIp=—~(RK—LI=0,

also
RK=LI.

Eine solche Leitung heiBt verzerrungsfres*. Wegen
B\? B\t
( @=ds+Bs+C=7[(4s+2)+(ac—(%) )l
ist im Falle D = 0:
B
Vo=v4s+ 2/’
so daB (3) und (4) ergeben:

00 B
- — (2,1 + %) _
u (x,5) = Z;e 2y4 ay(s)e (@m0 + 5V
n, =0
o B
- 2n,d— %)
_ Z"’ 7 aq () e-—(2n,l—x)ﬁs.
ny=1

* Bei ihr fehlt namlich die, wie wir sehen werden, im allgemeinen Fall auf-
tretende, besonders in der Telegraphie und Telephonie sehr stérende und eine
Verzerrung der Signale bewirkende Diffusion. Es ist das Verdienst von O. HEA-
VISIDE, als erster erkannt zu haben, daB die Ubertragung nicht dadurch verbessert
wird, daB man gewisse Konstanten, z. B. die Selbstinduktion, zu 0 macht, sondern
daB man alle in ein bestimmtes Verhaltnis setzt. Diese damals nicht anerkannte
Forderung wurde dann spiter durch PupIN vermittels der nach ihm benannten

Spule verwirklicht. — In der Praxis ist die Grb8e -% — —{2- bei Starkstrom- und

dickeren Fernsprechkabeln bis herab zu 1,2 mm Durchmesser etwa 0,0014 bis 0,06.
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Die gliedweise Ubersetzung in den L-Bereich ergibt wie in der vorigen
Nummer:

00 B
- 29,1+ %) —
(8) U(x,t) = Z'e 2¥4 Ag(t—2ml+ %) Y4)
m =0
e B
—— (25,3 _
— Z;e 2V4 Ao (t— 2nyl— %) YA)
=1

mit Ay(r) =0 fiir 7v=0.
(8) bedeutet wie (6), daB jede Randerregung A, (¢) mit der Geschwindig-
keit —1'7 sich fortpflanzt und immer wieder unter Umkehrung des
Vorzeichens an den Enden reflektiert wird; nur wird sie jetzt geddmpft
(fir B > 0), mit wachsender Reflexionszahl wird die Dimpfung immer
groBer. Verfolgen wir einen Randwert lings eines Zickzackweges in
Fig. 14, d. h. lassen wir bei wachsendem ¢ das x in dem Glied mit #, = 0

von 0 bis / wachsen, dann in dem Glied mit #, = 1 von / bis 0 abnehmen,
dann in dem Glied mit #, = 1 wieder von 0 bis / wachsen usw., so steigt

B
2y4 b
dann von diesem Wert auf -5—37 21 usw. — Hinsichtlich der Erfiillung

das logarithmische Dekrement det Diampfung stetig von 0 auf

der Differentialgleichung und der Randbedingungen gilt dasselbe wie
unter Nr. 1.

3. Der allgemeine Fall.

Es kommt darauf an, zu dem allgemeinen Glied der Reihe (4), das
die Gestalt e~ *'? hat, die L-Funktion zu finden. Zu diesem Zweck
gehen wir aus von der Formel 23!

o0 : ‘__Q) c-—a}/m

—atT w2 —_ > iahi
afc Jo (kY2 —a?)dx Wy (x=0, ¢ > 0, % beliebig)
bzw. von der aus ihr durch Differentiation nach « entstehenden

Jo@=—1 (z);]o:
ka/.e_gr _‘]L(_k_l/_i‘?_?’)_d ‘t’—-—e‘"“ — -—-e"“’/tmi,

Yo —aof
-1
wo J, die S.178 definierte Besselsche Funktion ist. Setzen wir hierin
pu— B D "
0=VAS+;V7’ k2=7, ]/;lf=t,

so erhalten wir:

_a_B_ B D r ..._B_ng(L‘;-P_V”—A“’) -
e tV4 c‘“V"—aV—— e~ste 24 e dt =e-2V0,
4 s VyA—A4at
a
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Diese Formel besagt: ¢~ Y% zerfillt in einen ersten Summanden, der
die Gestalt der in Nr. 2 vorkommenden Funktion hat und keine /-Funk-
tion ist, und in einen zweiten Summanden, der die /-Funktion zu folgender
L-Funktion ist*:

fiir O<t<a]/;1

9 Vo= _ 2 1l 1/:' id
l—azl/3 'l/" = ) fiir téa]/;l.

Benutzen wir diese Darstellung von ¢~*¥? in (4) und (3} und transfor-
mieren gliedweise, so miissen wir jeweils bei dem ersten Summanden
wie unter Nr. 1 das Gesetz I.', bei dem zweiten den Faltungssatz an-

wenden und erhalten:
00

@n, i+
1) Umh=e a Ay (t— @l + ) YA)
# =0
d B
- — (28,0 — x) -
—-26 2y4 Ao(t—(znzl—x)]/A)
ny=1

' Y .
_.V 221111-}- /A (t-t)e_—r]l( mMHﬂ)dr

“, Yor— A (2n 1+ #)

@n, 1+ 1) V4
t
5 —_ .
_if .’1 (1/ ‘[’—-—A(27l,l*“x)’)
34 4
+“/~ SI(anl— x) on(t—T)e Y VT‘—A (2”,1-‘2’)’ dt)
By = (2n, 1—x)V4

wobei in den Suglmen nur die Glieder wirklich vorkommen, in denen
t> (2ml+4x) YA bzw. t> (2myl—2x))/A ist. Es ergibt sich also
zunichst derselbe gedimpfte reine Fortpflanzungs- und Reflexions-
vorgang wie bei der verzerrungsfreien Leitung; diesem iiberlagert sich
aber eine durch die Integrale dargestellte ,,Verzerrung'‘, an der simtliche
Randerregungen, die bis zu der fraglichen Zeit sich an der betreffenden
Stelle bemerkbar machen konnten, beteiligt sind. Im allgemeinen Fall
liegt mithin sowohl wellenartige Fortpflanzung als Diffusion vor. — Man
kann auch hier zeigen, daB (10) tatsichlich die Differentialgleichung

* Ist D =0, so ist ¥V = 0; das ist der Fall von Nr. 2. Ist D<o, was z. B
vorkommt, wenn die Ableitung zu vernachlissigen ist (I = 0, also C = 0), so ist
das Argument von J, rein imaginir. Nun ist aber

( )2m+l
J‘(”)_‘Zm'(m-fq)' ,

also ]/1—) J1 (1 z) wieder reell.
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und die Randbedingungen befriedigt, wenn A,(f) zweimal differenzier-
bar ist, doch ist der Beweis ziemlich umstindlich und sei daher hier
unterdriickt.

Es 14Bt sich iibrigens nachweisen, daB es auch bei der Telegraphen-
gleichung ebenso wie bei der Warmeleitungsgleichung nicht identisch
verschwindende Losungen gibt, fir die alle Rand- und Anfangswerte
Ay, Ay, Uy, U, verschwinden (singulire Losungen), so daB die allgemeine
‘Losung micht eindeutig ist 232, Das leistet, wie man leicht nachrechnet,
z. B. die ,,Greensche Funktion des Ausdrucks (10):

Gx,t)=2V({E2nl+x—XV({E2nl—2),
n =0 ng=1

wo V die durch (9) definierte Funktion ist; ferner auch %Cti, %“;,G—, cey
sowie

0 fir ¢<¢,
G(x,t—t,) fir t=¢,
genau wie bei der Wirmeleitungsgleichung. Ein Unterschied gegen
damals ist jedoch bemerkenswert: Die in 20.5 mit Uy(x, f) bezeichnete
fundamentale singulire Losung ist in der Umgebung des Eckpunktes
% =0, ¢t =0 beliebig groBer und kleiner Werte fihig, wahrend G (x, ?),
das in der Nihe dieses Punktes mit dem ersten Reihenglied V (¢, x)
identisch ist, unterhalb der Geraden { = x ]/A verschwindet und ober-
halb wegen des Faktors x in hinreichender Nihe des Eckpunktes be-
liebig wenig von 0 abweicht*.

G*(x,1) = (tg>0),

§ 3. Beliebige Anfangsbedingungen in einem Spezialfall.

Wir behandeln nun den Fall, daB die Randwerte 4,(#) und 4, (f) ver-
schwinden, daB aber beliebige Anfangswerte U, (x) und U, (x) vorgegeben
sind. (Praktisch entspricht das dem Ausschwingen einer Leitung, die im
Moment ¢ = 0 abgeschaltet wird.) Die Losung hat sich in den Bahnen
von 20.2.2 zu bewegen: der dortigen Differentialgleichung im I/-Bereich
entspricht jetzt die Gleichung 21.1 (7), so daB wir in der Lésung 20.2(9)
s durch Q(s) und y(x) durch — (4 s 4+ B) U, (x) — A U, (%) zu ersetzen
haben, Das ergibt:

i
u(x,s) = [y(x & s) [(As+ B) Uy (&) + 4 Uy (§)] d¢
0

mit
sin (1 — &) V=0 (s) sin Y= Q(s) fir x=¢§
y (%, &;5) = V—0(5)sin1V=0(s)
sin(—A)V—Q@)sinéV—00) 5 ,op
- V=0 (5)sin? =0 (s)
» ﬁ(;ki)_ hat ftir - 0 den Grenzwert —’;—, so daB der andere Faktor beschrinkt ist.
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Hierzu kann man durch Reihenentwicklungen in der Art der von § 2
die entsprechenden L-Funktionen bestimmen. Statt diese umfang-
reichen Rechnungen durchzufithren, wollen wir nur den Spezialfall
der verzerrungsfreien Leitung betrachten und dabei annehmen, daB die
Leitung sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt (— oo < x.< 00).
Dann kénnen keine Reflexionen an den Enden zustande kommen, und
die Reihen reduzieren sich auf je ein Glied.

Die transformierte Gleichung lautet, wenn wir zur Abkiirzung
—(As+ B)U, (x) — AU, (x) =7(x)
setzen:
ddu

1) =00 u=r(2);
ihre allgemeine Lésung liBt sich, wenn 7(x) stetig ist, so darstellen:
u(x,s) =cle’Vm+ cge *V00)

V() d ; V0w f
£ [ —¢Vew de—L2 [ £V0® d
(2) +- 70, 7 (€)= [ 1007 (g ae.

Randbedingungen sind hier nicht vorhanden, dJe Frage, in welchem
Umfang solche gestellt werden kénnen, ist nicht gekliart (vgl. 20.2.3).
Bei physikalischen Betrachtungen wird immer angenommen, daB U (x, ¢)
fiir x - 4 oo gegen 0 streben miisse. Machen wir uns diese Forderung
zu eigen und iibertragen sie auch in den /-Bereich, so muB fir x - oo

der Faktor von ¢*¥? und fiir x > —oo der von e~ *'° verschwinden.
Das ergibt:

- 00

/eemr(f)

- L)
o1 2m6/e ¢ r(§)dé, Cy=

und

21/9()

[+

u(x,s)=—21/Q_(s)/“5VQ(‘) r(&)dE— 21/_—)/0“/077(5)

. t t .
oder, wenn wir £ —x = —— bzw. x—¢ = 7: substituieren:

VA
sV (e )

®) us)=—3 WG)

RV o
“—r—a—z‘)/ VE, (=)

Fiir D=0 ist Q(s) = 711— <As +—?—)’. Setzen wir ferner fiir » () seinen



§ 3. Beliebige Anfangsbedingungen in einem Spezialfall. 377

expliziten Ausdruck ein, so ergibt sich:

(4) “(x'3)=-£j%r'5f6 (‘+:‘) Uo(x+-i;—j)dt

2({As+—
=)
B
+——A v/‘e-(w“)‘l/}(x-l—-—a—)dt
(As+7)
0 o0
As+B [ —(s+57)e ot
* (As+g)fe - U°(x ﬁ)dt
0

S [ e

Den ersten Summanden kénnen wir so schreiben:
00

B
1. — 8¢, _ﬁ‘ __l_ B
26/e e Uo(x—i- Vz)d,

o]

+—F2 LS (a4 ) at
——3 ete o(x —7) .

0

B
. . . . 1 —55t t

Das erste Glied ist die I-Funktion zu — ¢ *4 U, (x + —ﬁ) , das

zweite ist das Produkt der /-Funktion zu B e EZ und der /-Funk-

44
B

tion zu ¢ 4" Uy | + 1/2) also nach dem Faltungssatz die /-Funk-

tion der Faltung dieser beiden Funktionen. Verfihrt man bei den.
iibrigen Summanden analog, so erhilt man zu (4) die L-Funktion

¢

) U(x,z)=%e‘%’luo(x+#)+ B on(x+V_)dz
0

s ufem ) i o)
0

¢ t
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=3l ) ()

t ¢

x+——-
"y
_B_ \
+ 57 /’ Up (¢ dE—t—VAf AGERS
x—-}a— z-——ﬁ»

Physikalisch bedeutet dieser Ausdruck, daB jede Anfangserregung
Uy (é), U, (§) sich mit der Geschwindigkeit ——%« nach beiden Seiten fort-

pflanzt, wobei aber gewisse durch die Integrale dargestellte Riickstinde
bleiben. Der Vorgang ist zeitlich gedampft, gleichmiBig in x. Ist B =0
und damit wegen D = Q auch C = 0, so liegt die reine Wellengleichung
vor, und man erhilt die bekannte d’Alembertsche Losung.

22. Kapitel.

~ Die Potentialgleichung (elliptischer Typ).
§ 1. Losbarkeitsbedingungen.

Wir betrachten in dem Halbstreifen o =<x =/, t=o0 die Laplacesche

oder Potentialgleichung
*2U at

(1) Tt =0,
die das fundamentale Beispiel einer Gleichung von elliptischem Typ
darstellt. Ist das Integrationsgebiet endlich, so kann man bekanntlich
entweder die Randwerte der Funktion (erste Randwertaufgabe oder
Dirichletsches Problem) oder die der Normalableitung (zweite Randwert-
aufgabe oder Neumannsches Problem) ,,beliebig*‘, d. h. nur durch gewisse
Stetigkeits- oder Integrabilititsvoraussetzungen eingeschrinkt, vor-
geben. Dasselbe wird sich im wesentlichen auch fiir das obige unendlich
ausgedehnte Gebiet ergeben, wenigstens wenn man sich auf Lésungen

beschrinkt, bei denen unsere Methode anwendbar ist. Benutzen wir
die Bezeichnungen

(2 lim U (x,8) =4,(), lim U(x,t)=A4,();
x> +0 x->1—-0
3) lIim U (x4 = Uy(x), lim aa‘j' = U, (%),
t->0
so entspricht der Gleichung (1) die transfomuerte Gleichung
a2
“) St stu=U,(x) s+ U (%)

mit den Randbedingungen
(5) #(0,5) = ay(s) = L{A4o}, u(l,s) =a,(s) = L{4,}.
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Es hat zunichst den Anschein, als ob man nicht nur die Randwerte von
U, sondern am unteren Rand ¢= 0 auch noch die von aa,U brauchte,

und als ob man sie simtlich beliebig vorgeben kénnte. Nun spxelen aber
in diesem Fall zum erstenmal die Esgenwerte von (4) wirklich eine Rolle.
(4) hat die Gestalt der Gleichung 20.1 (8), beziiglich der Randbedingungen
(5) liegt, derselbe Spezialfall wie in 20.2.1 vor, die Elgenwerte lauten

daher 4, = n’ » die Eigenfunktionen u, =sin /4, x = sin nZx(n=

1,2,...). Das mhomogene Problem (4), (5), bei dem also mcht gleich-
zeitig Ug(x)s + Uy(x) =0 [d.h. Uy(x) =0, U,(x)=0], ao(s)=0,
ay(s) =0 [d. h. 44(t) =0, A,() =0] ist, hat also fiir s = + n—’;—(n=
1,2,...) im allgemeinen keine Losung % (x, s) [siehe den in 20.1 ange-
fihrten Satz]. Nun muB aber doch %(x, s) als I-Funktion in einer Halb-
ebene existieren. Beschrinken wir uns auf Lésungen U (x, #), die nicht
nur die bisherigen Voraussetzungen unserer Methode, also insbesondere
die Bedingungen ¥; und V, von 19.3 erfiillen, sondern deren /-Funktionen

%(x,s) auch noch speziell fir Rs> 0 existieren (Voraussetzung V),
so kann es solche nur geben, wenn das Problem (4), (5) auch fiir s = #» Jli
(n=1,2,...) losbar ist. Dann muB aber die Bedingungsgleichung
20.1(14), die im vorliegenden Fall die Gestalt

!

(6) [v@sinnTeas+nZ[(—1)u®—u(0) =
0
hat, fir n =1, 2,... erfiillt sein, d. h. es muB gelten 233:
(7) n % [ Uy (@sinnT e d5+/rfl<s)sinn-§“s dt
0
i (o) e (0] o
fiir n =1,2,... oder explizit
. !

1
n T [Us@)sinn T & de+ [U, @ sinn e at
0 0
® —n«’;t
fak [ =y A - @] dt=0
0
Bei Losungen U(x,¢), die die Voraussetzungen V;, V,, V; erfiillen,
konnen also die Randwerte U, U,, 4,, 4, nicht beliebig vorgegeben werden,

sondern wenn beispielsweise U, (%), 4,(¢), 4,(f) gegeben sind, so sind
dadurch die Fourierkoeffizienten

o= [Ui)sinnT ¢
0
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von U, (x) bestimmt, aus denen sich U, (¥) in gewissen Fillen vermittels
der Fourierreihe * ©
U, (x)=—:;—26,.sinn%x
=l
vollstindig berechnen 148t. Ebenso kann man U,, ‘4, 4, vorgeben
und U, berechnen, oder aus gegebenen U, U,, 4, das 4, berechnen**.
(Wenn es tiberhaupt eine L-Funktion A4, () gibt, deren /-Funktion die

vorgeschriebenen Werte a, (ni;—) hat, so gibt es, abgesehen von addi-
tiven Nullfunktionen, nur eine, denn zwei /-Funktionen, die in der
dquidistanten Punktreihe %’—ﬁbereinstimmen, sind bis auf Nullfunktionen

identisch.) Immerhin bleibt die Frage offen, wieweit die vierte Funktion
durch die drei iibrigen bestimmt ist, wenn z. B. die Fourierreihe fiir
U, (x) nicht konvergiert (im gewdhnlichen Sinn oder im Sinn der Mittel-

konvergenz), oder wenn sich fiir die 4, (n %) Werte ergeben, die nicht

die Werte einer /-Funktion an den Stellen » % sein konnen. Bemerkens-

wert bleibt aber, daB wmsere Methode wie hier so auch in den anderen
Fillen ganz von selbst die Randbedingungen, die man stellen kann und muf,
sn Erschesnung treten lift und so einen Beitrag liefert zu der sehr heiklen
Frage, wann ein Randwertproblem ,richtig gestellt” ist, die fiir allgemei-
nere Typen von Problemen noch lange nicht als erledigt gelten kann.

§ 2. Losung der ersten Randwertaufgabe fiir den Halbstreifen.

Wie man aus 20.2.4 und 20.2.2 unmittelbar entnehmen kann (der
dortige Faktor —s in der transformierten Differentialgleichung ist ein-
fach durch +s? zu ersetzen), hat die Gleichung 22.1(4) fiir s >0 und

s=§=n3;— (n=1,2,...) die Losung:

sin(}— %) s sin s

]
u(6,9) =— [ Y589 (U@ + U @148+ o) iyl + gy (s) Smr*
0 .

mit

sin(J— #)s sinés
ssinls

(2) Y€)= sin(}— &) s sinxs

ssinls

Ist die Bedingung 22.1 (7) erfillt, so hat 22.1(4) auch fir s =n 3

(n=1,2,...) eine Losung, die iibrigens aus (1) durch Grenziibergang

fir 0=s¢=x«

fir r=t=I.

* Man beachte, daB im Intervall (0,/) schon die Funktionen sinn—’;—x allein
(ohne die cos) ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden.
** Zur Berechnung vou 4, (f) aus den a, (ﬂ ’.;.) eignet sich die Formel in 7.2.
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s=>n 11 hervorgeht*. Wir brauchen sie also nicht eigens hinzuschreiben.

Um die zugehdrige L-Funktion zu gewinnen, schreiben wir y in Gestalt
einer Partialbruchreihe beziiglich der Variablen s:
+0  ginn ™ ysin nEE

3) y(xl&;s)_—_——-——;— 2 ___”l_(___l_)___ fir 0ssx=l, 0=¢=l,

s-nZ
l

wobei der Akzent am Summenzeichen andeuten soll, daB das Glied mit
n = 0 fehlt **. Bei der als Faktor von U, (¢) in (1) auftretenden Funktion

sy(#,&;s) fehlt in der Partialbruchentwicklung der Nenner # —7;— Weiter-

hin nehmen wir an, daB die Funktionen a,(s) und 4,(s) in der ganzen
Ebene existieren (das lauft darauf hinaus, daB 4,(f) und 4, (¢) fiir wach-
sendes ¢ stark abnehmen) und daB der zweite und dritte Summand in
(1) durch Partialbruchentwicklungen darstellbar sind:

”=— 00 nT

49 o (n®) sin—n)nl + ) nn
sin{l— %) s , %0 (” l)sm(l x)nl 1 w/ a',(n’)smn ¥
> 3l

sinls n =7 p s
oo (=1 (s—n~1—> . 00 s—n
* Man kann auch umgekehrt die Bedingung 22.1(7) dadurch ableiten, da8

% einen Sinn, d. h. far diesen Wert, fiir den

der Nenner sin /s verschwindet, verschwinde auch der Zihler.

man verlangt, (1) habe auch fiir s =n

** (%, ¢, s) hat die Nullstellenn% (m=+1,+2,...) von sin / s zu einfachen

Polen; n = 0 liefert keinen Pol, weil fiir s = 0 Zahler und Nenner in y von gleicher

Ordnung verschwinden. Das Residuum von y in s = n-’—;— ist gleich

. n % N I

sm(l—x)n—rsmfn-i- ismnszmn—l—E
Zi—y Lo il ’
nll( 1) L

da die Ableitung von ssinls an der Stelle s= n% gleich n %I(——ﬁ" ist (vgl.

die FuBinote S. 140). Natirlich folgt hieraus noch nicht, daB die diese Pole und
Residuen in Evidenz setzende Partialbruchreihe wirklich y darstellt. (3) 146t
sich aber durch Residuenrechnung feststellen oder noch éleganter aus der Theorie
der Integralgleichungen entnehmen, siche D. HILBERT, Grundziige einer allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen, S. 52. Leipzig und Berlin 1912, Hier ist

=1, s= Ya. 1y ist die lésende Funktion zum Kern

_[(1—2)¢ fur o=¢=~
K{xd)= (1=8 fur »=¢=1,
der die Eigenwerte Ay=#37%, die normierten Eigenfunktionen }2sinn » hat,
[+ ]
also bekanntlich in der Gestalt 22 33;”;‘:?_—11:-{ darstellbar, was mit’ (3) aqui-
el
valent ist, wenn man dort die Glieder mit +# und — » vereinigt.
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n\ n z\ . =
a, (s sinxys f’ a; ("T) sin x n - 1 f’ (—1)" & (”T)sm”"i'x
1) Sty = T 1”(s_n,,> =7 o
7= — Q0 - ) T # == — 00 I
+N

wobei die Summen eventuell im Sinne von lim 2 zu nehmen sind.
Na>oon=-—N
Vertauscht man im ersten Summanden in (1) noch Summe und Integral,

so ergibt sich:
[

+o sinn 2y
u(x,s)=—;— 2’ ln /UG(E)sinn—’liﬁdﬁ

7 = — 00 s—n l

]

t= [(G@snnTEdta(s])+ - 1ra(sF)

l
0

Wegen der Bedingungsgleichung 22.1(7) verschwinden alle Glieder mit
positivem #. Fiir negativen = —» (v =1,2,...) dagegen ist sin % %=
T
—swnv3 % und
1 1

(... =—/Uo(g)sim—’,'—5d§+~—‘; U, (&) sin» T £d¢

T

(o )+ ey al(—ov%)

oder, wenn wir den Wert des Integrals iiber U, (£) aus 22.1(7) einsetzen:

{...}=——2/ Uo(s)sinv%edé—(—ﬁ’a:(v-?) +a ("?)

—a(=vT) + =1y (—v»’;).

Also ist endgiiltig:
® sinn 1 x

(4)  (x, s) =~-~11-— 2
n=1 5+”‘l—

S A U T P B )|

Ubersetzen wir diese I-Funktion gliedweise in den L-Bereich, so entsteht:

(5) U(x,t):}ze“»,'Sinnf‘,-x{zjuo(g)sinn%e d¢
0

ne=1

o= (2T} o fa(on )= (03]

{2/ Uy (€)sinn & dé
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Explizit ist

o0

) B ey P

o 0
=2 on(t) Sinn Y rdr,
0

also
o) 2 I
—nt .
(6) U(x,t)=—f» E e ! smn-?;\x!/ Uo(f)smnilt-g ag
n=1

+ f [4o (@)~ (—1)" 4, (v)] @innllt—t dr}.

Fiar 4y(f) =0, 4,() =0 ist das ein klassisches Resultat?3. Natiirlich
miiBte jetzt analog zu den fritheren Kapiteln untersucht werden, unter

welchen Voraussetzungen iiber U, 4,, 4, die Funktion (6) wirklich
eine Losung darstellt.

23. Kapitel,

Gleichungen mit variablen Koeffizienten.

Wie wir in 19.3 sahen, ist unsere Methode auch auf Gleichungen
anwendbar, deren Koeffizienten Funktionen derjenigen Variablen sind,
die nicht transformiert werden. Prinzipiell andert sich nichts gegeniiber
dem oben behandelten Fall konstanter Koeffizienten, nur ist die trans-
formierte Gleichung komplizierter und nicht immer explizit losbar,
so daB man etwas tiefere Theorien heranziehen mug.

Wir wollen das an folgendem Beispiel zeigen, das der Theorie der
Wirmeleitung entstammt 238, Die Temperatur U einer Kugel vom Radius
R sei zentrisch symmetrisch verteilt, d. h. nur abhingig (auBer von der
Zeit t) vom Abstand r vom Mittelpunkt. A (r) sei das Produkt aus spezi-
fischer Warme und Dichte, K(r) die Warmeleitfahigkeit, @ (7, t) die
pro Zeit- und Volumeinheit im Inneren durch radioaktive Umwandlung
erzeugte Warmemenge, ¢ die ,,4uBere Leitfihigkeit' (Wirmeaustausch-
koeffizient zwischen Kugel und umgebendem Medium). Die Anfangs-
temperatur der Kugel sei Uy(r), die Temperatur des umgebenden
Mediums sei 0. Dann geniigt U (, #) der partiellen Differentialgleichung

1 0 ou ou
(1) 7;3;—(73K(r)——37)——A(r)—-3—;=—-(D(r,t)
unter den Bedingungen
(2 Nm U (r,t) = U, (r),
>0
() Y —0 farr=o,

@) %-‘;j—+aU=o firr = R.



384 23. Kap.: Gleichungen mit variablen Koeffizienten.

Die Anwendung der {-Transformation ergibt eine Funktion u(r,s) =
L{U(r,t)}, die der Differentialgleichung

6) 2 (PKO) G )—srAn K =—r A0\ U ()~ o 0.9)

mit @(r,s) = L{P(r,?)} geniigt, wobei die Randbedingungen zu erfiillen
sind:

(6) —‘;—:—=0 fir r =0,
(7) —‘fi—“'—-}-au-:o fir r=R.

Wir bemerken vorab, daB diese Randbedingungen homogen sind. Das
durch (5), (6), (7) formulierte Problem fillt unter die Sturm-Liouville-
schen Randwertprobleme, fiir die folgender allgemeiner Satz* gilt:

Die gewohnliche Differentialgleichung

sei im Intervall 0 =<7 = R unter homogenen Randbedingungen vorgelegt.
$, 7', qundy seien stetig, ferner sei
p(r)>0, po(r)>o0.

Fiir eine abzdhlbare, gegen + oo wandernde Folge von positiven Zahlen
Ay, die Eigenwerte, hat die homogene Differentialgleichung [d. h. mit
v (7 =0] je eine Losung u,(r), die nicht identisch verschwindet; die
%, (r) heiBen die Eigenfunktionen unter den vorgegebenen Randbe-
dingungen. Sie bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem, das normiert
gedacht werden kann:

3 0 fir ik

Jermomar={7 (o T
o .

Fir A= A, hat die inhomogene Gleichung (y(x)=0) im allgemeinen
keine Losung. Fiir jedes A+ A, hat sie genau eine Losung, die so ent-
wickelt werden kann**:

0o R
u(r)=2—j—_§”—gu,,(r) mit c,,=/1p(x)u.,(x)dx.
el 0

Auch jede andere zweimal stetig differenzierbare Funktion ist in Fou-
rierscher Weise in eine absolut und gleichmiBig konvergente Reihe nach
den Eigenfunktionen «, () entwickelbar.

Dieser Satz ist auf unseren Fall anwendbar, weil K(r) und A4(r)
als physikalische Gré8en positiv sind. Bei uns ist A =—s. Betrachten
wir die /-Funktion #(r, s) in einer Halbebene mit positiver Abszisse,

¢ Siehe z. B. R.CoURANT u. D. HiLBERT: Methoden der mathematischen
Physik I, V. Kapitel, § 14, Nr. 1—3. 2. Auflage, Berlin 1931.

*+ Statt durch die Eigenfunktionen kann man % (r) auch vermittels der Green-
schen Funktion des Problems darstellen, sieche COURANT-HILBERT, a.a. O.
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so kann s keinen Eigenwert annehmen, wir erhalten also immer eine
und genau eine Losung:

u(r,s)=—2?£”—ln—u,,(r)
”=1
mit
R
=--[2[4(x) Uy (4) + 9 (x,9)] 4a(#) dx,
0
also
(8) u(r,s) 2“»(’) 2A(x dx+2u,, /x2u (x) _;A"(p(x,s)dx.

Nl

Durch gliedweise Ubersetzung und Anwendung des Faltungssatzes
filhrt das zu:

R R t
[x24 (%) Uo(x)u,,(x)dx—{—fx’u,,(x)dxfe‘"’(b(x,r)dt}.
0 0 0

Sind die Funktionen U, (#) und ®(r, {) zweimal nach # stetig differenzier-

bar, so zeigt die letzte Aussage des oben zitierten Satzes, daB (9) die
Differentialgleichung und die Randbedingungen befriedigt. — Natiir-

lich ist die Losung solange rein formal, als man nicht die Eigenl6sungen
#, (7) explizit berechnen kann.

(9) Ulrt)= E‘ e~ My, (r)

n=1

Wie an den Beispielen im 20.—23. Kapitel klar geworden ist, be-
steht eine Hauptschwierigkeit bei unserer (wie iiberhaupt bei jeder)
Methode darin, von der auf Grund einer groéBeren Anzahl von Voraus-
setzungen erhaltenen Funktion nachzuweisen, daB sie wirklich eine
Lisung ist, und unter welchen weitesten Bedingungen sie diese Eigen-
schaft hat. Diese Aufgabe ist deshalb so schwierig, weil die Losung in
einem reichlich komplizierten Ausdruck besteht, namlich durchweg
durch ,singuldre” Integrale dargestellt wird. Dagegen hat die zuge-
horige Losung im J-Bereich als Losung einer Differentialgleichung mit
weniger Variablen stets einen unvergleichlich einfacheren Charakter.
Es liegt also nahe, das Erfiilltsesn der Bedingungen durch die L-Funktion
direkt aus dem Charakter der I-Funktion 2u erschitefen, z. B. dadurch,
daB man sich auf Fille beschrinkt, wo die L-Funktion verm