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PREKFACE

Dans la préface de la premiére partie de cet ouvrage, jannoncais
un nouveau volume traitant des applications de 'analyse vectoriclle
a la physique mathématique. D’autres charges m’ont empéché de le
terminer plus tot, et c’est seulement apres deux ans que je puis tenir
ma promesse. Je m’en excuse, et cela avec d’autant plus de sincérité
que je n’ignore pas que I'exposé trés formel que j’ai donné de Panalyse
vectorielle ne peut &tre assimilé par la plupart des lecteurs que lors-
qu'ils en voient des applications plus concrétes que celles que fournit
la géométrie. En particulier, les formules de calcul intégral qui lermi-
nent cette premiére partie peuvent paraitre trés belles, mais d’une
beauté froide et distante, & ceux qui étudient le calcul vectoriel, non
pour son élégance mathématique, mais pour son utilité en physique et
en technique. Jespére qu’ils trouveront, dans cette deuxiéme partie,
assez d’applications conerétes pour étre récompensés et de leur zéle et
de leur patience.

On trouvera donc dans ce nouveau livre de nombreuses applications
de I'analyse vectorielle & la physique, singulitrement aux théories sui-
vantes : potentiel newtonien (et par suite coulombien aussi), hydro-
dynamique, électromagnétisme, propagation de la chaleur. M’adres-
sanl, dans ces lecons, a des éléves ingénieurs, qui, dans des cours de
physique générale et de mécanique, étudient ces théories du point de
vue de 'expérimentateur, il m’a paru, qu’en partant des faits connus
les plus généraux : lois d’action & distance, équations du mouvement,
théoréme de l'induction, il était utile de décrire la structure des prin-
cipales théories de la physique classique afin de les rendre plus immé-
diatement assimilables & qui veul ensuite les utiliser. Le calcul vectoriel
s’y préte & merveille, d’abord par la facilité et I'élégance avec lesquelles
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il permet de décrire tels ou tels phénomeénes — qu’on pense aux tourbil-
lons, par exemple — mais surtout par la rapidité avec laquelle il permet
de déduire les équations différentielles, expressions parfaites de la théorie
des champs, 4 partir des lois d’action & distance ou des lois intégrales,
grace aux formules convenablement interprétées d’Ostrogradzky, de
Green et d’Ampére-Stokes.

Mais mon but n’est pas sculement d’obtenir les équations aux déri-
vées partielles de la physique mathématique par des calculs intrinsé-
ques, ni de faire de I’art pour l'art, c’est-2-dire de I'analyse vectorielle
pour elle-inéme. Par la maniére méme dont ces équations aux dérivées
partielles sont obtenues, il se pose immédiatement des problémes rela-
tifs 2 Pexistence de leurs solutions dans telles ou telles circonstances
et J’ai cherché & construire quelques-unes de ces solutions, ou i démon-
trer l'existence de quelques autres.

A propos de I'équation de Laplace et de l'équation de d’Alembert,
jai montré comment se résolvent les problémes de Dirichlet, de Neu-
mann, les problemes miixtes et celui de Cauchy. II a fallu, pour les
premiers, forger la méthode mathématique qui, se fondant sur les
propriétés des potentiels de simple couche et de double couche, sur
Iéquation intégrale de Neumann, aboutit, grace d la découverte de
Fredholin que jai exposée d’aprés le mémoire de I'auteur, aux théo-
rémes d’existence qu’il nest plus permis &4 un ingémeur d’ignorer. Ces
développements montrent, sur des exemnples précis, comment se justi-
fient rigoureusement les procédés intuitifs imaginés par les physiciens
ou les ingénieurs pour résoudre les problémes que posent leur science
ou leur art.

Reprenant la solution obtenue pour le probléme de Dirichlet dans
le plan, je I'ai appliquée & la représentation conforme des aires planes
simplement connexes grice a laquelle j’ai pu faire des incursions dans
la théorie de la résistance des fluides, si importante en aérodynami-
que.

Cependant, la méthode de Fredholm ne s’appliquant aux problémes
de Dirichlet et de Neumann que lorsque les domaines n’ont pas de
pointes, j’ai dii montrer comment, par son aide et grace aux fonctions
surharmoniques, on arrive a étendre le théoréme d’existence a des
domaines plus généraux. Je n’al pas voulu cependant montrer tous les
aspects du probléme de Dirichlet et des solutions qu’en ont données
MM. Lebesgue, Bouligand, Wiener et Kellogg ; je me suis borné &
utiliser la notion de fonction barriére et & montrer ses applications
dans les cas ot la frontiére du domaine-est formée d’un nombre fini de
courbes ou de surfaces analytiques et réguliéres ; la méthode est beau-
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coup plus puissante et le lecteur, non seulement le devinera bien, mais
il sera capable de faire des applications & des cas plus généraux.

La théorie de la représentation conforme que j’ai exposée au moyen
des fonctions harmoniques peut I’étre directement au moyen de la
théorie des fonctions d’une variable complexe ; il m’a paru cependant
que l'ancienne méthode qui n’aboutit qu’au théoréme de Riemann,
moins complet que le théoréme de M. Carathéodory, présente de grands
avantages dans un exposé comme celui-ci, d’abord parce qu’elle se fonde
sur les propriétés des fonctions harmoniques dont elle est une applica-
tion intéressante en sol, et parce qu’elle utilise la solution du probléme
de Dirichlet, établie dans 'ouvrage.

De la théorie des fonctions d’une variable complexe, je n’ai utilisé
que ce qui est nécessaire pour le mouvement plan et le probléme de
Riemann. Cependant, il m’a paru utile de donner, en appendice, un
exposé rapide de cette théorie dont I'ingénieur fait un usage de plus
en plus grand.

Des problémes assez nombreux donnent au lecteur P'occasion d’ap-
pliquer les théories exposées dans le cours de I'ouvrage et lui offrent
parfois la possibilité d’en étendre la portée ; dans certains cas méme,
les exercices proposés ont pour but de faire connailre des méthodes
différentes de celles du texte.

Pour rédig,;er ce cours, )’al recouru 4 de nombreux mémoires origi-
naux et aux principaux traités sur les questions exposées. II m’est
impossible d’énumérer toutes mes sources, mais je tiens & citer en tout
premier lieu le Traité d’ Analyse de M. E. Picard et le Cours d’ Analyse
mathématique de M. E. Goursat dans lesquels tous les mathématiciens
de notre temps ont appris I’analyse. L’ouvrage de M. O. D). Kellogg, le
regretté professeur d’Harvard, Foundations of Potential Theory, m’a
été fort utile en ce qui concerne la théorie des fonctions surharmoniques
et lexistence de la solution du probléme de Dirichlet pour des domaines
dont les frontiéres ont des pointes. En hydrodynamique, les traités
essentiels ou j’ai puisé sont ceux de M. Appell : Traité de Mécanique
rationnelle, vol. 111 et de M. H. Villat : Mécanique des fluides. Les ouvra-
ges de M. L. Bloch : Précis d’ Electricité théorique, de M. H. F. Biggs : The
Electromagnetic Field ainsi que les exposés de MM, H. Weyl et P. Lan-
gevin dans leurs livres ou leurs cours sur la relativité m’ont parfois
inspiré pour I’exposé de la théorie de Maxwell. Le mémoire de Fredholm
que j’ai suivi fidélement au chapitre IV, est paru aux Acta Mathema-
tica, tome 27 (1903), il a pour titre : Sur une classe d’équations fonc-
tionnelles.

MM. M. Gex et G. de Rham m’ont encore donné leur collaboration



pour la correction des épreuves et la confection des figures de ce livre ;
M. C. Blanc s’est joint & eux et il a revu aveec soin les calculs et les
formules. Je tiens & leur dire ict mon affectueuse reconnaissance.
La librairie Rouge S. A., malgré les circonstances économiques dif-
ficiles, a tenu a ce que Pimpression de ce second volume soit aussi
soignée que celle du premer. En s’adressant a I'Imprimerie La Con-
corde, elle est parvenue a ses fins. Aux imprimeurs et aux éditeurs, tout
particulierement & M. Paul Feissly, jyexprime mes remerciements les

plus vifs.

LLausanne, décembre 1934.
G. Juver.



CHAPITRE PREMIER

Attraction et potentiels newtoniens.

Masses ponctuelles.

1. Considérons un point matériel fixe de masse M que nous suppo-
serons placé en O, origine des vecteurs au moyen desquels on fixe la
position des points P de espace euclidien. Soit comme de coutume

— >

OP == r.
Sien P se trouve une masse ponctuelle m, la physique newlonienne nous
apprend qu’elle subit de la part de la masse M une force attractive F,
portée par la droite OP, proportionnelle au produit des masses et in-
versement proportionnelle au carré de la distance r:

-

- Mmr Mm —

Fao ol — | 227,
r2 »r r

{ étant une constante universelle dont la valeur dans le systéme
C. G. S. est 6,6568.10 % em3.g. ~'sec 2,

On appelle champ au point P, créé par la masse M, la force qui agit
sur une masse unité placée en P; on la représentera encore par F. Le
champ en P est donc ‘

= M~
F=——=r
3
2. Supposons que la masse m = 1 se déplace sur une courbe I et

—_
proposons-nous de calculer le travail de F dans ce déplacement. Il est

Z)':/VF-(E,
i-

manifestement
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ou il est entendu que I' est parcourue dans un sens déterminé. Or :
L e R L d<fM)
r3 r
Le travail élémentaire du champ est donc une -différentielle totale,
le champ dérive de la fonction de forces ou du potentiel
vwp) =M,
r
le travail total le long de toute courbe I' qui joint A & B ne dépend
pas de I, mais de A et B seulement.

M M

9 T= — e ——,

B ra
Si I'on imagine que 'origine de I' est a P'infini, le travail du champ
est alors o Le potentiel en P, U = ﬂ—Tw, est donc le travail qu’il
faut fournir pour éloigner la masse m = 1 de P a l'infini.

3. Le champ scalaire U(P) ayant une différentielle en tout point de
I’espace, sauf en O, aura un gradient (I, §59):

_— — X . > -
dU = grad U-dr mais aussi = F.dr
donc
F=grad U, ou F=7%U,

dans tout l'espace, sauf en O.
—_
4. 11 convient aussi de calculer le flux total de F' & travers une sur-
face fermée X. Le flux élémentaire est
- = M- —
F.ds =——~I——— r-ds,
3
mais (I, §64)
—
r - ) .
- ds = angle solide sous lequel de O on voit d7,
donc :

flux total du champ a travers X —“/]‘_"- do = — fM x (angle so-
lide sous lequel de O on voit X).

Et Pon peut énoncer les résultats suivants :

s1 O est dans X, ce flux vaut — 4nfM,
s1 O est hors de X, ce flux est nul,

1 Ici dr n’est pas lt.f:!, c’est la différentielle de la distance r; il y a la une légére
incohérence dans la notation, qui n’est pas dangereuse d’ailleurs.
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si O est sur X, bien que le champ n’ait pas de sens en 0, I'intégrale
peut en avoir un : si O est un point ordinaire de X, le flux est — 2nfM;
il vaut — af M, si O est un point conique d’angle solide «. Ce théo-
réme est dii & Gauss.

5. Soit P un point distinct de O ; entourons-le d’une surface X himi-

—
tant un volume 7 ; on sait que la divergence de F est

P
/fdc-lf'

hm ———;

7 tendant vers zéro, il arrivera un moment ot O ne sera pas dans 7,
(on peut méme supposer qu’il n’y soit jamais), I'intégrale du numéra-
teur est.dés lors nulle et 'on voit que

- -

divF=0 ou V.F= 0,
dans tout l'espace, sauf en O. Ou encore
div grad U=0, ou V2U =0;

ce qu’on écrit aussi

lap U = 0.

Le laplacien du potentiel newtonien est nul dans tout Uespace sauf au
point attirant. L’équation du second ordre

VU =0
s’appelle ’équation de Laplace.

6. Si, au lieu d’une seule masse ponctuelle attirante, on en considére
n, M,, M,,... My, placées aux points fixes Oy, O,, ... On, le champ
en P sera

j?==.ii'+‘l% 4‘ ...‘F ;i :::S ﬁt
=1

avec

F¢=—-—: r; (_r: =—OT—P.)'

. . = =
Le travail élémentaire est F'. dr; or

ii'a;:= deh,
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par la définition méme du produit scalaire ; par suite
g (M . [M;
0% = Sk dr, = Sa(2) = gy s
L Y
—>
Le champ total F dérive d'un potentiel U qui est la somme des poten-
tiels créés par chacun des points attirants. Si on éloigne la masse unité

de P i linfini, le travail qu’il faut fournir est toujours égal au poten-
tiel U (P). On a encore

‘.'> >
I = grad U.

Le flux élémentaire £+ ds est égal & la somme des flux élémentaires
- —

partiels F;.ds. Le flux total & travers une surface fermée X sera
donc égal au produit de -— 4Arf par la somme des masses attirantes
contenues dans X.

Il serait facile d’examiner les cas ot X passe par 'un ou lautre des
points O;.

. - . el

Le calcul de la divergence de I/ en un point P différent des Oy est

. . A= e . .
bien simple ; on doit calculer // F'. d7 pour une surface X évanouis-

e

sante, enfourant P ; cette intégrale est nulle si X est assez petite et
des lors
-
div F =10
ou encore

lap U = 0.

Le potentiel newtonien de plusieurs masses ponctuelles satisfait a
I'équation de Laplace en tout point de Uespace distinct des masses atti-
rantes.

Masses continues.

7. Les masses conlinues que nous aurons a examiner dans la suile
occuperont soit des volumes, soit des surfaces, soit des courbes. En
chaque point P de ces ensembles, on s¢ donne une densité ; c’est une
grandeur scalaire positive qui est, par définition, la limite du rapport
de la masse d’une petite région entourant P a la mesure du volume,
de la surface ou de l'arc de ladite région, lorsque cette région devient
infiniment petite dans toutes ses dimensions. On aura donc affaire
des densités de volume (P), & des densités superficielles 11(P) et &
des densités linéaires g(P). On supposera que ces fonctions sont conti-
nues & lintérieur des masses. Dans certains problémes, la densité
pourra &tre discontinue : sur des surfaces pour les densités de volumes,

3.
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sur des courbes pour les densités superficielles, en des points pour les
densités linéaires ; si ce cas se présentait, nous le dirions explicitement.
Dans la suite, nous admettrons que p, 11, o sont des fonctions conti-

nues dans les régions ou se trouvent des masses attirantes, et ces masses
seront fixes.

8. Pour commencer, on traitera de masses occupant un volume
V et I'on cherchera le champ qu’elles créent en un point de 'espace.

En un point P, hors de V, la force agissant sur une masse unité,
c’est-a-dire le champ, est, par définition, l’intégrale triple

- [

. . - —> e
ou M est un point variable dans V, r= MP, d:,, un élément de volume
contenant M Dorénavant on choisit 'unité de masse de maniére

que f == 1. F est la limite de la somme des champs créés par des masses
ponctuelles en des points M;, dont la valeur est égale & la masse Am;
située dans un des volumes Az, en lesquels on décompose V, lorsque
les Ar; tendent vers zéro dans toutes leurs dimensions. Soit N le
nombre de volumes partiels & un moment donné. On a
=N
F(I_;) = hm \ Am,

N=oo z:l i

Soit Fy la somme en question ; on a évidemment, pour un déplace-
. ->
ment élémentaire dr de P,

i=N

Fy. dr—-dZ‘Am‘

1=1

cette derniére somme a pour limite la fonction

P) zﬂ“ p(M)

A-t-on le droit d’écrire encore

F(P) = grad U(P) ?

p(M) _ p(M)
r opP”’°
r, a un gradient continu en tout pomt P hors de V, donc (I, §69)

@’U:/f 7, <A°(‘i”)>d:u=—ff P(rjy)'r’dr,, — B(P).

Oui, car la fonction considérée comme fonction de
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Dés lors, en partant de U(P) considérée comme la limite de 2 _n__u’

, . . 7
on démontre immédiatement que i=1

lap U =0

en dehors de V ; il suffit pour le voir de calculer ./.f F, N-d—;.
pX

Le potentiel créé par la masse répartie dans V satisfait a Uéquation
de Laplace en tout point qui n’est pas dans V.

Intégrales uniformément convergentes.

g . . , » ,
9. L’étude du champ F en un point P intérieur au volume V pré-
sente quelques difficultés provenant de ce que

r=PM

s’annule lorsque le point courant M est en P. Il convient d’introduire
ici une notion qui nous permettra de traiter de nombreux cas sem-
blables, celle d’intégrale uniformément convergente.

Soit

g (P) =fﬂ<P, 0) d e

une intégrale étendue & une région D (courbe, surface ou volume) dont
I’élément a pour mesure d ; F (P, Q) est une fonction continue de P et
de Q sauf lorsque P et Q sont confondus, auquel cas elle est infinie.
L’intégrale peut donc cesser d’avoir un sens si P est dans D. Supposons
cependant que g(P) existe si P est un point @, de D. g(P) qui est une
fonction continue de P pour P extérieur & D peut cependant &tre dis-
continue en Q,. Un cas important ot la continuité est assurée dans tout
Pespace se présente si I'intégrale proposée est uniformément conver-
gente.

On dit que g(P) est uniformément convergente en Q, si, ¢ étant donné
arbitrairement, on peut trouver sur D un domaine D’ contenant Q,,
et un nombre positif , tels que pour tout point P pris & l'intérieur
d’une sphére Sy, de rayon » et de centre Q,, la valeur absolue de I'in-
tégrale étendue a D', soit

| [Fe.0 i

puisse étre rendue inférieure & & Cela revient a dire que, lintégrale

’
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g(P) ayant un sens, la contribution.de 'élément en lequel F devient
infini, non seulement est bornée, mais qu’elle est infiniment petite avec
I’élément, pour tout P. Dés lors, lmtegrale g(P) est continue en Q,,
car si PQ,<v et si D=D"+D":

(P)— g(Q) = [ F(P, Q)dtq — f F(Qnr Q)dtq +

n/
+/ (P, QdCQ*[FQo, 0) dze.

D ”

On peut supposer que D" est & l'extérieur de Sy ; de plus, on peut
s’arranger pour que l'on ait

| [F® 0z — [T, Qe

si P est suffisamment voisin de Qs car si P est dans Sy, 5, assez petit,

Q sur D",
F(P, Q) — F(Q,, Q)

peut étre rendu aussi petit que I'on veut. Enfin, chacune des intégra-

les sur D’ est inférieure & ¢ si ’hypothése de la convergence uniforme
est vérifiée et 'on a

<s

| 8(P)—8(Q)| << 3¢
PQo<7/;

g(P) est donc continue en Q,. Si Uintégrale est uniformément conver-
gente en tout point de D, elle est continue dans tout Uespace.

si

Champ intérieur auz masses. Equation de Poisson.

10. Lorsque P est un point de V, les deux intégrales

fvf e g, f/ ‘pgl)—; i

conservent un sens, car si on les évalue en prenant des coordonnées
polaires spatiales d’origine P, r = PM, on aura

dry = r¥sin § drdjdy
et les éléments différentiels sont

o (M) rsin6drdsdy, o(M)r, singdrdsdy
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—

. —> 4 r : k] '] : M
ou r, est le vecteur unité - ; il n’y a pas d’éléments infinis et les deux
r

intégrales ont donc un sens.
Elles sont uniformément convergentes. Soit, en effet, un point M,
dans V, P étant intérieur a la sphére Sy centrée en M, et de rayon v,

| ol =[] e

S;f étant une sphére centrée en P et de rayon v’ =y + M,P, S;'r
contient Sy. Si K est une borne supéricure de p(M) dans V, I'intégrale
sur 7, est inférieure a

K /ff rsing drds dy = 2Kmn?,

ce qui est aussl petit que 'on veut s1 P est assez voisin de M,. De méme

jf MP3 ‘éfme =K [[[sm@drd@ d) = 4Knx'.

Donc

on aura

et

Fipy=— f/fﬁ 03

sont deux fonctions de P définies et continues dans tout [’espace.

11. A-t-on aussi
F=3U
a l'intérieur de V ?
Pour faire voir qu’il en est bien ainsi encore, divisons le volume Ven
deux volumes V; et V,; V, étant une sphére centrée en P, V; le reste
de V lorsqu’on a enlevé V,. La masse M, contenue dans V,, crée en

P un champ
M)~
LA

et I'on a, puisque P est hors de V,

- - M -
m:yga%ﬁmﬁwm.
V'
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Soit maintenant P’ dans V, et posons
PP =As.s

- .,
s étanl un vecteur unité. Formons

2 (P) ff eM g, (¥ = MP),
fff p(M (r = MP),

chacune de ces intégrales a un sens. On a ensuite

TRy

_|r—~r'| |r—7r'| /1 1 |As| /1 1\
- = 2 17'5+r2 = 2 .r—'z+_r§ ’

par conséquent,

U, (P') -——U "o (M)d:

LI AT ([ e
Vs

et chacunc de ces intégrales peut étre rendue aussi petite que l'on
veut ; elles sont, en effet, inférieures a4 4nKd, d étant le diamétre de V.
Dés lors

dryy,

mais

1
7

1
>

i Uz(P)“Uz(P)lZO’
d=0 AS
donc
im 2Y2 o, lim VU, =0,
d=0 9 d=0

et par suite,

On a donc, puisque FZ—» 0

-

= YU

en tout point de l’espace.

4 b= ’ :
12. Le calcul du flux total de F & travers une surface fermée X qui
ne contient aucune portion de V est bien facile ; ce flux est nul parce
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P2

que le flux de Fy est toujours nul dans ce cas quel que soit IV; a la
limite, il est donc nul.

Supposons que X traverse V, le champ F est défini et continu dans

V, donc la contribution é\ f F.d qui provient de la partie de X con-

tenue dans V est finie et bien déterminée. Nous savons, d’autre part,
que

I' == hmFN
]VZOO

Si, dans la division de V en N parties et dans la distribution des Am;
en masses ponctuelles dans chaque élément Az, on s’arrange pour
qu’aucune de ces masses ne soit sur X, le flux total de FN A travers X
sera — 4nX¥’Am;, ot X’ indique que la sommation ne s’étend qu’a ces
masses Am; qui sont intéricures a X. Si, d’autre part, on a effectué la
division de V de maniére que, dans I'intérieur de X, il n’y ait que des
éléments Az; complets et si 'on continue la division de V avec N
croissant au deld de toute limite de maniére qu’il en soit toujours
ainsi, la somme X’Am,; est alors toujours égale a4 la masse contenue
dans X et, a la limite, pour N = oo, le flux total est toujours égal &
— 4n¥'Am, c’est-a-dire en fait a

—in / ,/f‘°(M) dey,

ou V' est la portion de V situé dans X. Le théoréme de Gauss est donc
général et s’applique ausst dans le cas de massés attractives continues.

On peut s’affranchir, dans la démonstration, de I’hypothése que
nous avons faite relative aux éléments Arz; complets ; X pourrait
partager des éléments Am; et certains des points en lesquels on a
concentré les masses Am; pourraient se trouver sur X. Il |[faudrait
tenir compte, si chaque point de X est régulier, 2 chaque stade de la
subdivision de V, d’une contribution de la forme — 2nX”Am; od X"
indique une sommation sur les masses ponctuelles Amy; situées sur
la surface X, mais il est facile de voir, si X est une surface réguliére
(ou méme une surface n’ayant qu’un nombre fini de lignes de points
multiples) que cette contribution finit par atre aussi petite que l'on
veut et la conclusion du théoréme de Gauss se déduit sans plus d’un
passage a la limite évident.
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13. En tenant compte du fait que p = 0 dans l'espace hors de V,
on- peut écrire le théoréme de Gauss sous une forme intéressante et

immédiate :
ffﬁ.£=—4zﬂ nd= (1)

hX r

ou T désigne le volume limité par X. Or s1 F a une divergence, on sait

o fj Fods = fff div F d= ; 2)

hX

mais les deux équations devant avoir lieu quel que soit 7, on en déduit
_> . . " . ’
que F a une divergence qui est précisément — 4rp. Donc

. 7
div F = — bmp
ou encore

lap U = — 4ne. (3)

On a vu que le potentiel a un laplacien nul en tout Iespace sauf
aux points attirants lorsque 'on ne considére que des masses ponc-
tuelles. L’équation (3) nous apprend qu’il en est encore ainsi pour le
laplacien du potentiel créé par des masses continues, et de plus nous
voyons que ce laplacien a un sens méme a 'intérieur des masses, ou il
est proportionnel a la densité.

L’équation (3) est Uéquation de Poisson, elle est vérifice par le potentiel
newtonien de masses continues quelconques.

14. Nous avons supposé que o est une fonction continue dans V.
Les résultats précédents subsistent si p présente des discontinuités
telles qu’il soit possible de décomposer V en un nombre fini de régions
Vi — pouvant d’ailleurs empiéter — a I'intérieur desquelles on puisse
définir une densité p; continue, de maniére que si P est un point
appartenant aux régions V., Vi, Vi, par exemple, p(P) soit égale a
pe(P) + pi(P) + pm(P). Comme le champ et le potentiel sont des
expressions additives, disons mieux linéaires en p(P), le champ total et
le potentigl total seront respectivement égdux aux sommes des
champs et des potentiels dus aux distributions partielles. L’équation
de Poisson sera donc encore valable ; en un point Q ou p est discon-
tinue il faudra entendre que

lim lap U = — 4r limp(P).
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Potentiel de simple couche.

15. Soit une surface X, fermée ou non, formée d’un nombre fini de
portions de surfaces réguliéres ; imaginons qu’elle soit couverte d’une
couche de matiére de densité superficielle continue p(M), c’est-a-dire
que la masse d’un élément de surface en M soit

dm = p (M) doy ;

cette couche crée un champ de gravitation dans I'espace et il est facile
de voir que ce champ dérive d’un potentiel W (P) défini, si 'on pose
— — . ,

MP = r, par I'intégrale :

» (P) :t/fMMszM.
X

Cette intégrale est uniformément convergente dans le domaine de tout
point M, de X. En effet, soit en M,, supposé point régulier de X, le
plan IT tangent & ¥ ; projetons les points M de X voisins de M, sur II,
soit M’ la projection de M et soit aussi P’ la projection de P. La pro-
jection de ds est un élément de I1:

r - >
ds’ == dsn. n,

7 et Z, étant les normales unités de X et II.

Supposons maintenant que p(M) soit borné par le nombre K,
imaginons une sphére Sy de rayon v, centrée en M,, et choisissons P
a D'intérieur de Sy. La surface étant réguliére en M,, il n’y a qu’un
point M qui corresponde & un point M’ de IT si » est assez petit.
Si M est un point quelconque de X intérieur & Sy on aura

PM>P'M'

sera borné par un nombre £ La contribution &  (P) de la

n.n,

portion de ¥ contenue dans Sy sera inférieure &

ds’'
K [
S’

* étant la portion de I intérieure & Sy. Cette derniére intégrale est

inférieure a
_da’
P’M’
s’l
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ou S” est le cercle centré en P’ de rayon R =y + P'M,. Au moyen
de coordonnées polaires planes d’origine P’, on trouve que cette inté-
grale vaut 2rR ; or R<2y, et Puniformité de la convergence est démon-
trée.

Si M, n’est pas un point régulier, on fait, s’1l y a lieu, le méme calcal
pour les petites régions de nappes réguliéres se coupant en M,, situées
dans Sy ; pour un point conique, le résultat est le méme ; on supposera
cependant que le cone tangent n’est pas infiniment débé.

Le potentiel de simple couche V (P) est donc continu dans tout Uespace.

Il n’en est plus de méme du champ

- —
I = /.

D’abord, 1] est facile de voir que cette derniére formule est vraie pour
tout point P qui n’est pas sur X. Ensuite, on peut constater que 'inté-

- (M)~
i) = [ e,

v

grale

a encore un sens si P est sur X, mais la valeur de cette intégrale, dans
ce cas, n’est pas la limite de la valeur qu’elle a lorsque P tend vers un
point de X. Cela provient de ce que T(P) n’est pas uniformément conver-
gente ; qu’elle ait un sens, la cause en est due a4 la compensation des
directions variables de r et la démonstration la plus simple qu’on en
puisse donner revient a considérer le potentiel de simple couche comme
un cas limite d’un potentiel de volume lorsque la région V contenant
des masses attirantes est limitée par deux surfaces paralleles X; et X,
qui se rapprochent de plus en plus et finissent par coincider avec X,
la densité de volume o étant supposée la méme en chaque point d’une
normale commune. Si v est la portion de normale commune interceptée
par X, et X,, on supposcra que dans ce passage a la simple couche, le
produit yp soit toujours égal & p (M). L’intégrale qui donne le champ
di au volume en un point intérieur est

Po (M)
“ﬂ F(r3 ) rd‘!'u;
12

s1 v est infiniment petit, on peut Iécrire :

— | &5 as,
pX
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expression quia toujours un sens ; sa limite en est bien — ‘——-'—3—
P étant sur X.

I1 est clair cependant qu’on n’a plus F =%V sur 3.

16. On se rend compte le mieux du monde de ces faits nouveaux en
considérant l’exemple du potentiel de simple couche créé par une
densité superficielle uniforme étendue sur une sphére de rayon R.
Supposons que ¢ = 1; on aura

__f/ dO’M
MP3
On va montrer que cette derniére intégrale est nulle bi P est inté-

OP3 lOP c’est-

a-dire que 'effet de la couche sur un point extérieur est le méme que
celui d’'une masse ponctuelle égale 3 la masse totale placée au centre

rieur & X, alors que, si P est extérieur & X, elle vaut —

- . . -
de la sphére. Dés lors, le champ F est discontinu en X :

im F=0 (P intérieur)
P->M
. - hyr —— .
hm /= — = OM (P extérieur).
R
P->M

On verra enfin que

? dO'M T ___—27" —
"ﬂ[/ g MM = — 5 0
)

«) P intérieur & X. Décomposons X en éléments au moyen de pyra-
mnides de sommet P de telle maniére qu’a une pyramide découpant un
élément ds, en M, corresponde toujours une pyramide dont la surface
latérale soit formée par les mémes plans que la surface latérale de la
précédente ; soit dg, 1’élément qu’elle découpe en M,. Le champ élé-
mentaire créé par ds, est

dF, = 2L pif,,
PM;
celul qui est créé par ds, est
dﬁ; == E I_’—Mz;
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or les angles solides sous lesquels on voit, de P, ds, et ds, sont égaux
entre eux et respectivement égaux a

— cosgp, et — E‘, COS Qg ;
PM1 : PM,
de plus,
PM, _ _ PH, .
m = — m—z et Cos @; = COs @y,
donc dﬁ—’; -+ dl—"; = 0, ce qui démontre I'assertion formulée plus

haut ; dés lors (P) = constante, si P est intérieur.

) P est extérieur & X. Par raison de symétrie, la force en P est
dirigée vers O et son intensité ne dépend que de la distance OP et non

de la direction OP. Le flux total & travers une sphére S de centre O et
de rayon r = OP est

-> —
/[F-da=~4w-4n:—16n2, (EM = 47)

e/
N

- 5 - . e i : ,
mais F . dg = — F ds, ou I’ est 'intensité de I en P, qui est laméme

en tout point de S, donc
F /‘[dc = 1612,

4
1(' = :E
72
. . , A 4 .
et notre seconde assertion est démontrée. Donc W (P) = — si P est

extérieur. !

7) P est sur ¥. On peut évaluer l’int_égrale F (M,) en remarquant
que, par raison de symétrie, le vecteur F(M,) est dirigé vers O et que
son intensité est indépendante de M,. On décomposera X en zones
elementalres par des cones de sommet M,, on évaluera la contribution
dF de chaque zone, mais on ne tiendra compte que de la projection
de dF sur M,0. Le calcul trés simple, que nous laissons au lecteur le
soin de faire, donne pour F precxsement 2n. Mais on peut aussi apph-
quer ici le théoréme de Gauss. On imagine un élément ds de X ; le
flux total a travers X de la masse élémentaire p.(M)ds = do est — 2n do.
La somme de ces flux est — 4n2R%. En raisonnant comme dans le
2r
R

cas «), on trouve F =
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17. Le potentiel de simple couche satisfait & Uéquation de Laplace
lap ¥ =0

en tout point de Vespace qui n’est pas sur X. V(P) est continue dans tout
l'espace, mais F(P) ne lest que dans toute région qui ne contient
aucun point de X. En particulier, si X est une surface non fermée, le
champ varie continuement le long de toute courbe qui ne traverse
pas X. Si l'on imagine une courbe I' partant d’un point P, situé d’un
c6té de X et aboutissant au point P’ situé de I'autre coté de X, P et P’
étant infiniment voisins, le champ en P’ n’est pas le méme que le champ
en P, mais 'on imagine bien facilement que la différence ne doit dé-
pendre que de la densité y au point M de X infinimént voisin de P et
P'. On étudiera plus loin quelques-unes des circonstances en question.

Potentiel de double couche.

18. Considérons deux surfaces paralleles X; et X, distantes de v ; les
normales communes établissent entre X; et X, une correspondance
ponctuelle P, 2P, ; soient dg; et dsy deux éléments correspondants.
Imaginons de plus que sur chacune de ces deux surfaces, on ait étalé
une densité superficielle 1y (M) et py(M,), de maniére que I'on ait

uy d71 = Ve dd’z.

La différence des potentiels de simple couche sera en un point P :

/. ngdgz /‘/.Uldﬂ'l . [/‘Ul<—— _ —>d71
l\l.

29
avee ry = M,P, r, = M,P. Faisons tendre v vers zéro et augmentons
py au dela de toutes limites, mais de fagon que v reste toujours égal
4 une fonction donnée de M;, soit u(M,). La différence des potentiels
de simple couche tendra vers une intégrale 20(P), étenduc a X, = X,
que l'on appelle le potentiel de double couche de la surface X, n (M) en
esl encore appelée la densité. Posons v = dn, et orientons la normale &
Y =%, de X, vers X, ; on voit que
rl——r2=dncoscp

ol ¢ est angle que forment les deux directions MDP et n, et dés lors

()dau
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On voit sans peine que le potentiel de double couche est une fonction
continue dans toute région de U'espace qui ne contient aucun point de X,
et on a partout, sauf en X,

lap 2 == 0.

Fig. 1.

Si P est en M, sur X, 'intégrale

Q0 (M,) ff )OS 4o (r, = MM,

a un sens, car si p'(M) << K

0| < K [

©

cos

(P ds, = aK

0

I4s

ol « est I’angle solide sous lequel de M, on voit la surface X

19. La fonction 20(P) est discontinue en chaque point de X. On le
voit tout d’abord si . = 1; car le potentiel 20(P) est alors I'angle solide
sous lequel de P on voit X, cet angle ayant un signe qui dépend du
choix du sens de n. En particulier, si X est fermée, et si n est la normale
extérieure, pour un point intérieur, ce potentiel de double couche par-
ticulier vaudra — 4nr, il sera zéro pour un point extérieur, et si P est
en M,, il sera — z.

Il faut donc s’attendre & devoir considérer les trois valeurs distinctes
suivantes :

W(M,) = W,

lim Q0 (P) = W+  si P tend vers M, du cdté positif de X
P->M, '

lm Q0 (P) =0~ si P tend vers M, du cdté négatif de X
P->M,
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Nous calculerons les différences de ces valeurs dans I’hypothése ou
X est une surface fermée. Soit p, le nombre p (M,). L’intégrale

1P) = [ 1a00) — ) 5F a5

est uniformément convergente dans le domaine de M,. En effet, si on
prend une région X’ de X, entourant M, de facon que

| (M) — o | <&,

et si P est dans la sphére de centre M, el de rayon v, I’angle solide
sous lequel de P on verra X’ est borné ; soit ) la borne supérieure de
la valeur absolue de cet angle, alors

| [ 1wt) — w1 52 s
f’

< ¢,

r

ce qui peut étre rendu aussi petit que 'on veut. La fonction I (P) est
donc continue en M, ; mais

I(P) = 02{’(1)) _'_'.U‘o fc?:ch d’]’
b

donc, si I’on choisit comme normale positive la normale extérieure

%j‘ = “2(’;}‘ -}~ 41:{;,0 = %o -+ Ao

En particulier, si M, est un point régulier

W, = W, —2rp,
WF = W, + 21 p,.

Retour au potentiel de simple couche.

20. 11 est utile de connaitre les discontinuités de (::6) %, n étant la
normale & la surface X sur laquelle est étalée la densité qui crée le po-
tentiel de simple couche 9, lorsque X est une surface fermée.

Nous les calculerons pour un point M, régulier de X, et méme nous
supposerons que les sections planes de X, passant par M,, ont toutes
en M, une courbure bien déterminée, cela revient & dire que si ’on



— 31 —

ind ~ . .
développe r(u, ¢), représentant X, dans le voisinage de M, (u,, ¢,),
—

v ar Fr A Fro : ,
T’ I’ T2 Jude’ It existent en M,. Prenons sur X, pour représen-
ter le voisinage de M,, les valeurs u et v des coordonnées rectangulaires
sur le plan tangent IT, & X en M, de la projection de M, et supposons,
par exemple, que les axes, , Passant par M,, solent tangents aux lignes

—
de courbure. En posant M, M = 74, ON aura

;:: ;u+-l;>¢+-c—>u2+j"2+;(uﬂ’)3

_g>(u, y) étant un vecteur dont la grandeur est de l'ordre de u?;
1 1 .
a=b=1,c= IR, d= IR, R, et R, étant les deuxrayons de cour-

bure principaux en M,.

Nous allons voir tout d’abord que la dérivée normale de VY existe en
tout point P voisin de M,, et pour cela nous allons lui donner une
forme qui fait intervenir un élément géométrique utile & considérer. Soit
P un point de I'espace et P’ un point voisin, PP’ = Als.

et Ll P
d‘%) ff <>dcu,

. r 1 . , . . — >
mais —— = —; cos ¢, ot ¢ est 'angle des deux directions PM et s. S1 P
ds r

. . - . ’

tend vers un point M, de la surface, s tendant vers la normale exté-
. - d% .. s, . oY\ +
rieure n,, 75- aura peut-étre une valeur hmite qu'on ecrira —d— ,
e/ 0

- d%

. . -
tandis que si P tend vers M,, s vers n,, -, dura peut-étre une valeur
s

limite que nous désignerons par <%2—)>_ Cependant si ¢, est 'angle de
e/ o

%2
M,M avec la normale extérieure en M,, il conviendra d’étudier la
valeur de I'intégrale

= /f{i (M) C(?:,Sz% daar (;': = MM,).
&2 (4

Je dis qu’elle existe ; si M est en M,, r, = 0, mais cos {, = 0 aussi,
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ce qui est déja un indice. Pour démontrer rigoureusement l'existence
de J(M,), il suffit de calculer cos {,, lorsque M est voisin de M,. Soit
¥, une région de ¥ entourant M, et se projetant sur le plan II, & I'in-

Fig. 2.

térieur d’un cercle C; de rayon g. Si dsy se projette en dsyr, on peut
trouver un nombre fini ) tel que

dry é 2d3hy

pour tout élément de X, ; de plus p << K sur X, ; enfin si r,, = M,M’,

1

1
— = —, et dés lors

To™ To cos L[a
| A[ | 4 I f/‘ dq’ M-

D’autre part

- =
ro|cos go | =1|r,-n|,
et
- - — —> — — - -
> ry X (@+ 2cu+ g) x (6+ 2dv + g))
n = = =71 = - —> =
lr,,Xr,,l |r,,><rv

- - - -
=n,+eu—+fv -+ h(uv)
—>
h étant du second ordre en u et ¢. Donc

r,,]coswl——[n,,—f—eu—kfv—}—huv][au-{—hv—{—cuz ],

I - . .
maisa -n, = b-n, = 0, car n,, est perpendiculaire a II,, donc

ro | cos Y, | = Au? 4 2Buy + Co® + D (u, v),
D étant du troisiéme ordre. On a de plus
r2 = A'u® + B'v® + D' (u, )

et
d?fw = dudy
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2 2 :
Il est visible dés lors que ﬂ w? 4 2Buy + Co* + D(u,av) dudy a
[A'u? 4 B'v% + D'(u, v)]3

un sens.

21. Pour étudier les discontinuités de o °n va considérer I'in-
. n
tégrale suivante

—j] (0§~P Ua r2(P:l doy

- PM .5 - ) -
r= MP, cos { = e étant la normale extérieure en M, & X,

po est u(M,) et o est I'angle de ne avec MP. Cette intégrale est unifor-
mément convergente dans le vommafre de M,. Soit, en eflet, en M

le trledre dont les arétes sont MP e et la paralléle a 5. Soxt § 'angle
de n, et de s Q le dledre d’aréte ne, Pangle de MP avec s est m— -,
soit @ celul de MP avec ne, on aura donc :

cos (m — ) = cosh cos ¢ + sinf singp cos Q

et
508 . sinf d
P)= T[/.[U(M) cos G—p‘o] L(;ZCP dcuwf/.y(M)smzp cos Q ?l{l_ﬁi‘;
b z

la premiére intégrale est uniformément convergente, elle est du type

de I(P) (§19) avec une densité égale a p cosf, car lim p cos§ = p,,
M—> Mo

Fig. 3.

puisque lim § = 0 ; la seconde intégrale l'est aussi car [[S___lnﬂday

M), re
I'est, comme le montrerait immédiatement un calcul analogue a celui
qui a été fait pour J(P). On aurait sinf = au + 3¢ + (termes du se-

! On s’en rend compte en changeant de variables: u = pcosh, v = psing.

3
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cond ordre) et en passant & dg)y exprimé en coordonnées polaires
dans II,, on verrait que pour X, suffisamment petit et pour P aussi
voisin de X, qu'on le veut, cette intégrale est aussi petite en valeur
absolue qu’on le veut.
L(P) est continue, elle est la somme d’un potentiel de double cou-
che et d’une expression qui aura toujours un sens quand P tend vers

. . [dV\T ) O
M, et qui est soit <§ﬁ—> , soit <d ) . D’autre part, si P est en M,,
e o

0 dne
L(M,) a aussi un sens. A cause de la continuité, on pourra écrire,
M, étant un point réguler,

A\ + v\~ |
(217)0 - (33) — hmp, = J (M,) — 2y, ;

Q) —
B e e
e/o (b, = angle de M,M

(5) avec la normale ex-

G + )
(j%) = — 2y, + /] COb‘b ds,, térieure & ¥ en M,.)
e/ o

donc :

Nous laissons comme exercice au lecteur le soin de démontrer que
les dérivées de @ dans une direction tangente & X sont toujours con-
tinues aux points réguliers.

Théorémes de la moyenne.

22. Gaus: a formulé deux trés beaux théorémes dont le premier est
un cas particulier d'une proposition générale sur les fonctions harmo-
niques que nous retrouverons plus tard [§ 73], 'autre nous sera trés
utile pour la démonstration d’un théoréme sur les fonctions surhar-
moniques [§ 111]. IIs sont fondés tous les deux sur le fait suivant : le
potentiel en P d’une masse unité placée en Q est égal au potentiel en Q
d’une masse unité placée en P 1.

Remarquons que le potentiel d’une couche sphérique X homogene,
centrée en 0, de masse totale égale & 'unité en un point P extérieur

vaut % (r=0OP) et (1—1 si P est intérieur (a = rayon de la couche).

1 Nous suivons ici la démonstration donnée par M. Kellogg dans son livre sur
le potentiel (loc. cit. p. 82).
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On a cependant pour tout F :
1 ds
/ T e —
V{P) = Tma? ﬂ i
D

c’est la moyenne sur ¥ du potentiel créé par une masse unité placée
en O, donc:

1° la moyenne sur une sphére du potentiel créé par un point matériel
de masse unité situé hors de la sphére est égale 4 la valeur de ce potentiel

1
au centre de la sphére, soit - ;
r

20 la moyenne sur une sphére du potenticl créé par un point matériel
de masse unité situé A Pintérieur de la sphére est indépendante de la
position de ce point intérieur ; elle est égale a la valeur du potentiel,

.en un point quelconque de la sphére, créé par le point matériel placé
au centre, soit —,
a

Si, au lieu d’un seul point matériel, on en a plusieurs et méme si au
lieu de points, on considére une distribution continue, et si 'on rappelle
que la valeur moyenne d’une somme de fonctions est égale a la somme
des valeurs moyennes de ces fonctions, on peut formuler les deux
théoréemes de Gauss :

La moyenne sur la surface d’une sphére du potentiel de masses exté-
rieures & cette sphére est égale & la valeur de ce potentiel au centre de la
sphére. '

La moyenne sur la surface d’'une sphére du potentiel de masses situées
toutes & U'intérieur de la sphére est indépendante de leur distribution
et elle est égale & leur somme multiplide par Uinverse du rayon de la sphére.

FExercices.

1. Trouver le potentiel et le champ newtoniens d’un cylindre de
révolution homogéne, en un point de son axe.

2. Trouver I’attraction newtonienne au foyer d’'un segment de para-
boloide de révolution, déterminé par une section perpendiculaire &
Paxe.

3. Le mouvement d’un point matériel laché sans vitesse & l'extré-
mité d’un tunnel percé le long d’un diamétre de la terre, supposée homo-
géne et sphérique, est un mouvement harmonique simple.
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4., Les surfaces équipotentielles d’une barre homogéne sont des
ellipsoides de révolution dont les foyers sont aux extrémités de la
barre ; les lignes de forces sont des hyperboles de mémes foyers.

5. L’attraction d’une couche homogeéne, limitée par deux ellip-
soides homothétiques, sur un point intérieur, est nulle.

6. Etudier la variation du potentiel newtonien créé par un solide
homogene ‘limité par deux sphéres concentriques. Examiner le cas ou
les frontiéres sphériques ne sont plus concentriques.

7. La densité en chaque point d’un corps sphérique est une fonction
p(r) de la distance r au centre. Calculer le potentiel en un point inté-
rieur ; montrer directement par le calcul que ce potentiel vérifie I'équa-
tion de Poisson.

8. On donne une sphére de rayon I? ; en un point M de cette sphere,
la densité J est donnée par la formule

—*—a-*—:lZ
.

a et b étant des constantes et 2 la distance OM. Calculer Pattraction
de la sphére sur un point P de masse unité, situé a la distance d du
centre (Licence, Paris, juillet 1914).

9. L’attraction a lorigine du solide homogéne limité par la sphére
a,2_+_y2_+_zz___a2
et le cone

1/ —-z22=0

T
et pour les points duquel z > 0, a pour intensité
e
(F+ 22 (1 + 4%
10. Si U (z, y, z) est harmonique, la fonction

(Kellogg)

| U x y z
Vet +2 \@F@E+2 FLy 2 Ly
Pest aussi (Lord Kelvin ; ¢f. Goursat, III, p. 243).
11. Si X est une surface équipotentielle d’un certain systéme atti-
rant, montrer que le potentiel hors de X est le méme que celui d’'une

simple couche, étalée sur X, de densité 23; n. Vet que la masse totale

de cette couche est égale a la masse du systéme qui est contenue dans X
(Weatherburn).



CHAPITRE 11

Dynamique des fluides parfaits.

Equations générales de Uéquilibre.

23. Les fluides sont des mulieux matériels continus déformables ; ils
sont en équilibre si chacun de leurs éléments de volume est en équi-
libre. Il est bien évident cependant que 'on obtient des conditions
nécessaires de I’équilibre en écrivant que tout le fluide donné est soumis
a des forces extérieures dont la résultante générale et le moment résul-
tant sont nuls.

Les forces extéricures sont de deux sortes :

10 les forces de volume, comme le poids, dont on se donne en
chaque point P du fluide, et pour chaque élément de volume dz, la
résultante sous la forme

Fig. 4.

—
F étant la force extérieure agissant sur le fluide en P, rapportée & I'unité
de masse ; ¢(P) est la densité du fluide en P.
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90 les forces de surface, c¢’est-a-dire les forces agissant sur chacun
des éléments ds de la surface qui limite le fluide et qui sont données
sous la forme

Tda H

T est I’effort agissant sur ds rapporté a I'unité d’aire. Si T fait un angle
aigu avec la normale extérieure, I'effort est une traction ; si I'angle est
obtus, c’est une pression.

Repérons les points P du fluide au moyen d’un vecteur 7. Les con-
ditions générales de I’équilibre s’écrivent, si V est le volume occupé
par le fluide et X la surface qui le limite :

ff ﬁ'ﬂodr+ffi’da=0 (1)
l.lV i
f[f?x F‘od?—}—/f—;x Fds = 0. 2)
lll l.v

Mais ces conditions ne nous assurent pas qu’il y ait équilibre inté-
rieur. Il convient de faire une analyse plus détaillée du fluide, et, en
particulier, il convient d’écrire, suivant les principes de la statique
des systémes déformables, qu’une portion quelconque V', limitée par
une surface X', est en équilibre. Mais, pour ce faire, il convient d’ana-
lyser les actions que le reste du fluide exerce sur la portion qu’on consi-
dére. Les forces extérieures de volume ne sont pas modifiées lorsqu’on
imagine que dans I'état d’équilibre on enléve la portion du fluide hors
de V'. On admet ensuite que 'action sur V' du reste du fluide est repré-
sentable par un systéme de forces de surface ! agissant sur les éléments
ds de la surface X’ ; soit deés lors.T dz Peffort exercé sur do.

Les équations (1) et (2) ou V' remplace V et ¥’ remplace X devront
étre satisfaites, dans I’état d’équilibre, et cela quelle que soit la portion
considérée V' du fluide.

Définition du fluide parfait.

24. Un fluide est un milieu continu dont la cohésion est nulle, c’est-
a-dire que deux éléments contigus du fluide n’opposent aucune résis-
tance & des forces extérieures tendant & les séparer. Dés lors, les efforts
intérieurs sont des pressions, jamais des tractions.

1 Dans certains problémes de mécanique céleste, oi I'on tient compte de l'at-

traction des diverses parties du fluide les unes sur les autres, il faut modifier cette
hypothése.
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Un fluide est parfait si les efforts intérieurs sont toujours normaux
aux éléments de surface sur lesquels ils s’exercent, ce qui revient a dire
que si des forces extérieures tendent a faire glisser deux éléments d’un
fluide parfait le long d’une surface mitoyenne, ces éléments n’opposent
aucune résistance a ce glissement ; ce que 1’on exprime encore en disant
que la viscosité d’un fluide parfait est nulle.

Il s’ensuit que, dans un fluide parfait, le{fort Tds est normal a
lélément ds ; 1l a donc méme support que do‘ mais comme c’est une
pression, il faudra, dans les équations (1) et (2), remplacer

Fdo par —~pd_;

puisque nous avons I’habitude de prendre comme normale positive -r:,
celle qui est extérieure aux régions considérées. Par conséquent, nous
dirons que leﬂ'ort agissant sur la face positive d’un élément ds est
égal & — pdc, ol p est une fonction positive du point du fluide ot 'on
considére 'élément do ; ; elle ne dépend que de ce point et pas de 'orien-

. ->
tation de ds.
Les équations (1) et (2) s’écrivent dés lors :

/ﬂ[‘pd? ———/]pdc =0 (1"
f[f?xﬁodr~f/p?x£=0. 2")
L(“,Il. 2‘:-’

Le théoréme du gradient (I, § 72) permet d’écrire

P/]‘pd—o* =/I/gradpdr
P . v’

car (1) permet précisément d’affirmer que p a un gradient, et celui du
rotationnel (I, § 72) donne

/]pr)( -;—————-‘[/‘ rotprd"

Or mp;*:protr—?X grad p,
grad r

, on a rotr =0 (I, § 74) ; donc

fprxda—/“/]‘rxgﬁﬁpdr.
zl

et comme r =
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1l faut done, pour I’équilibre, qu’on ait quel que soit V':

/] (Fp»—gradp)dr::

I/V,
[ff7x;fp~g;13pgd,:o,
‘V’

ce qui entraine la seule équation vectorielle d’équilibre
—> ———
pl'-—grad p = 0. (3)

On voit donc que I'hypothése d’apreés laquelle 'effort est normal a pour
effet de réduire le nombre des conditions d’équilibre.
A la condition (3) qui doit étre satisfaite en tous les points du fluide,

1l faut ajouter la condition
P 0.

Equation du mouyement.

25. On peut traiter formellement le probleme le plus général de la
dynamique des systémes comme un probléme de statique. 1l suflit,
comme on le sait, d’ajouter aux forces données les forces d’inertie. Ce
sont, bien entendu, des forces de volume, car seul un élément de masse
du fluide peut étre doué d’inertie. Si I'on désigne par J le vecteur
accélération, défini relativement & un solide au repos par rapport aux
étoiles fixes, de I'élément du fluide en P, a I'instant ¢, la force d’inertie
de cet élément sera

— 0 fdr

et comme a chaque instant, le systéme des forces donngées et des forces
d’inertie agissant sur le volume V doit étre équivalent i zéro, les équa-
tions (1) et (2), ou 'on a remplacé

F par F— 17,

doivent &tre vérifiées. On trouve alors sans difficulté, en passant par
une région V' quelconque du fluide, que les équations vectorielles se
réduisent & une seule :
—> — ——
p(.l' -— J) —grad p =0
ou cncore

T=F -—.:. grad p, (4)

i

qui est Véquation du mouvement.



— i —

11 convient de remarquer cependant que 17, p et 7 ne sont pas seu-
lement des fonctions du point P dans le fluide, mais qu’elles dépendent
aussi du temps ¢. On aura dés lors & considérer des fonctions scalaires
f(P ;1) et des fonctions vectorielles —’(P ;t) ot ¢ figure comme para-
métre & c6té de Pargument P. Les considérations qui suivent ont pour
but c!;analyser cette dépendance et de définir rigourcusement le vec-

teur J.

Variables de Lagrange et variables d’Euler.

26. La description du mouvement d’un fluide peut se¢ faire par une
méthode due & Lagrange. On admet qu’il est possible de suivre, dans
leur mouvement, par la pensée tout au moins, les divers éléments que
nous appellerons dorénavant les particules du fluide. Si I'on suppose
que le hiquide ou le gaz considéré a une structure moléculaire, cette
méthode ne souléve conceptuellement aucune dilliculté, mais alors le
fluidde n’est pas un milieu continu ; et d’ailleurs la trajectoire d’une
telle molécule est extrémement compliquée (mouvement brownien) ;
s1, au contraire, on conserve la notion de milieu continu, il semble dif-
ficile de concevoir une particule individualisée ¢t de la suivre dans
son mouvement. Nous nous figurerons que 'on peut suivre les vicissi-
tudes d’un élément de volume el ce que 'on nommera sa trajectoire
sera celle de son centre de gravilté ; nous parlerons aussi malgré tout
de la trajectoire d’'une particule, et ce langage n’entraine aucun in-
convénient 1.

Soit P, la position a I'instant initial ¢, de la particule considérée, et
P sa position a l'instant ¢ Tl est clair que si1 Pon connait le vecteur
7= 0D, a chaque instant du temps et pour chaque particule du fluide,
le mouvement de tout le fluide sera parfaitement connu. 7 sera done
une fonction vectorielle de P, et de t

- -

re=r (P;0); (5)

lorsque P, parcourra tous les points du fluide a Pinstant initial, équa-
tion précédente permettra de connaitre la position du fluide & I'instant

1 On sait que la théorie cinétique qui postule la discontinuité des gaz et des
liquides aboutit, par des raisonnements statistiques, aux mémes résultats que la
théorie des fluides continus en ce qui concerne la conduite des phénoménes a 1'échelle
macroscopique. Il faut cependant admettre que les éléments de volume considérés
par la théorie des fluides contiennent un trés grand nombre d’atomes ou de molé-
cules lorsqu’on veut établir une correspondance utile entre les deux conceptions.
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t. Si P, est fixe, Péquation (5) donne la trajectoire de la particule issue

de P,. Dés lors, sa vitesse a I'instant ¢ sera

> Jr(P(, )
D . — ’ .
W(P,;t —
el son accélération
PrP, it IW(P, ;1)
e - Jt ’

(&) P

TP, ;1) =

(t.)

Fig. 5.

P, et t, ou les coordonnées de P, et t, sont les variables de Lagrange.

27. On peut décrire le mouvement d’une autre maniére. On consi-
dére lespace fixe dans lequel se meut le fluide, et, & I'instant ¢, on ima-
gme que l'on connaisse en chaque point P de lespace la vitesse
W(P t) de la particule de fluide qui y passe. Cest W qui est la variable
vectorielle d’Euler ; les composantes de W sont dites aussi les variables
d’Euler.

Ce champ vectoriel permet de décrire I’état de mouvement du fluide
a chaque instant, mais ne donne pas sans plus, comme le font immé-
diatement les variables de Lagrange, la possibilité de décrire le mou-
vement des particules du fluide. Pour y arrlver, il suffit évidemment
de retrouver 7—«7(P t) lorsqu’on connait W(P t), ce qui revient a
intégrer ’équation

r =

9= = W(P ;¢

. ind . , .

et 4 en trouver la solution r(P,; t) qui pour t =, définit le vecteur
- — —
r,=0P,=r(P,;t,).

On ne peut bien saisir le sens de ce probléme qu’aprés avoir défimi
I’accélération au moyen des variables d’Euler et plus généralement la
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. - -> . .
dérivée des fonctions f(P ;t) et g(P ; t) relative & une particule passant
en P a linstant t.

28. Soit une particule qui, 4 l'instant ¢, est en Pet, a I'instant ¢/, est
en P’. Les vitesses de cette particule sont respectivement

V—{’(P ;t) et V—V>(P'; t');

Fig. 6.

I'accroissement dVT’ que subit cette vitesse, si 'on admet que t'—t=dt,
peut s’écrire :
—> —> — — —>
dW = W (P';t") — W (P';t) + W (P';t) — W (P ;)
et 'on a [I, §68, formule (1)]

aiv — W (PsY

S dt + () w (P ;0).

—>
Il s’ensuit que ’'accélération J de la particule considérée est

-j:dW oW

> >\ =
=5+ (W)W,
r —
car-‘-i—Z=W.

La définition de J est relative a la trajectoire suivie par une parti-
cule et & la maniére dont cette trajectoire est parcourue, c’est pourquoi,
lorsqu’on emploie la méthode eulérienne, il faut suivre le mouvement
de la particule et ne pas se borner a étudier la variation avec le temps
du champ de vitesses Wen P. 11 y a donc lieu de bien distinguer les
deux especes de dérivées 4 et 4 , dont la premiére mesure un taux

It dt

de variation en un point de l’espace et dont la deuxiéme mesure un
taux de variation le long d’une trajectoire d’une particule. Par exem-
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ple, considérons la pression p(P ;t) dans le fluide. On peut se proposer
de chercher la variation de p le long d’une trajectoire, comme on peut
étudier aussi la variation de p en un point de 'espace occupé par le
fluide. La premiére permettra de définir une dérivée totale qu’on écrira

dp

L % .
T et la seconde une dérivée partielle -7};, et 'on aura comme ci-dessus
o

PO 5 )= p(P50) = p(P5 ) p(P' 500+ (I 28)—p(P ;1)
d’ou

2 -
dp == % dt + (d—;V) P

dp Jp >
—_ = — 4 (W ).
e Jt + V)I
. - a . .
De méme pour un champ vectoriel w(P;t) défimssant dans le {luide
une grandeur vectorielle attachée aux particules :
¥

l—> )—>
du  Ju >\ =
— = V) u.
dt Jt ( )
. , L e oD
Il faut faire trés attention & ne pas confondre la dérivée partielle 7 en
[Z

un point d’un champ défini en fonction de P et de ¢, avec la dérivée

. J . . '
particlle i d’un champ défim1 au moyen des variables de Lagrange.

29. Pour revenir 4 I’équation différentielle qui permet de passer des
variables d’Euler aux variables de Lagrange, il faut remarquer que
I’équation d’une trajectoire

- -
r

==r (P ; t)

s’écrira, dans le cas ou les conditions d’analyticité sont satisfaites :

- -
r:ro+a(t'—‘to)+3(,"‘to)z_Jr‘é(t-—'to)S"*‘...
et 'on a bien évidemment
ro == 1 (Po s 1,) - OB,



- dt? t=1t, dt | p=r,
t=1t,
—
- Br (P, 5 t) dJ
C == e —_—
I =1, dt ) r=r,
t=1o

de sorte que la maniére de passer des variables lagrangicnnes aux varia-

bles eulériennes est formellement bien précisée.

Equation de continuité.

30. Considérons un élément de volume dz, en P, & linstant ¢, et
imaginons que le fluide qu’il contient occupe, & U'instant ¢, un élément

de volume dr en P ; on sait que
——— —
OP =r(P,;t);

de plus, imaginons qu’on connaisse la densité p au point P a l'instant ¢

en fonction des variables de Lagrange:

p=p(P ;).
Le principe de la conservation de la masse nous permettra d’écrire

p(Posty) d=y = o (P t) dr

ou pour simplifier
o dr, = pd?.
—
La connaissance de la fonction r(P, ; t) permettra de calculer le rap-

D@ ys) o
)’ e )

dr ‘ , .
port D == — | quiest en coordonnées cartésiennes -
dro D (2o, Yo, 2o
étant les coordonnées de P et (2o, Yo, ) celles de P,. On aura donc

Pl) = fo 5
c’est la 'équation dite de continuité en variables de Lagrange.

31. En variables d’Euler, la densité p est donnée par une fonction
£(P;t) du point P de l'espace et du temps t. La masse de fluide située
a l'intérieur d’une surface fize ¥ limitant un volume V est une fonction

du temps :
M(t) = /f pd‘!‘,
[ % .'V
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cette masse varie dans I'intervalle de temps (2, t + dt) de

_dt_dz/f 2 4. (6)

Mais, d’autre part, pendant le méme temps, on peut mesurer la
masse de fluide qui sort de X lorsqu’on connait, & I'instant ¢, la vitesse

W(P ; t) du fluide en chaque point de I'espace. En effet, a4 travers un
élément ci;, il s’écoule un volume de fluide qui est bien évidemment égal
au \olume d'un cylindre dont la base est ds et dont les génératrices
sont Wdt c’est-a-dire égal a

dr = Wdtds cos z,

s o4
« étant I’angle de la normale extérieure avec W, on a donc
— >
dr = W.ds dt.

La masse qui sort pendant le temps considéré de la surface X est donc

—> -
dtf W ds,
b

ce qui, en vertu du théoréme d’Ostrogradzky (I, § 72), est égal a

dt f /] div (W (7)
y

les deux expressions (6) et (7) sont opposées car 'une mesure 1’accrois-
sement de masse dans le volume V pendant le temps dt et la seconde
la perte de masse pendant le méme temps. Comme de plus le volume V
est quelconque, on en déduit la relation

o | o (
o+ div (W) = 0

valable en chaque point de fluide, & chaque mstant C’est ’équation de
continuité en variables eulériennes.
Elle s’écrit aussi

—§+W.gmp+PdivW=
ou
% (W) + p div W =0
c’est-a-dire (§ 28) :

d
J'E-{—Pde——O
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L’équation de continuité, qui doit étre vérifiée quelles que soient les
forces agissant sur le fluide, figurera toujours a c6té de I'équation du
mouvement avec laquelle elle servira & déterminer les fonctions
W(p ;t), p(P;t) et p(P;t). Cependant, une équation vectorielle —
celle du mouvement — une équation scalaire — celle de continuité —
ne suflisent pas pour calculer une fonction vectorielle et deux fone-
tions scalaires.

Equation caractéristique.

32. Les liquides et les gaz réels ne sont pas parfaits, quelques liquides
sont méme trés visqueux, de sorte que les équations que nous avons
écrites plus haut ne donnent souvent qu’une trés grossiére approxima-
tian de la réalité physique. D’autre part, a c¢6té de la pression et de la
densité, 1l faut considérer la température dont la définition ne ressortit
pas & la mécanique mais a la thermodynamique. Cette derniére science
nous apprend encore que les fluides réels qui se rapprochent le plus des
fluides parfaits se distinguent les uns des autres par leur équation
d’état, c’esl-a-dire par une relation entre la pression p, la densité p et
la température T en chacun de leurs points :

F(o, p, T)= 0.

Cette relation, dite équation caractéristique ou encore équation d’état,
vérifiée en tout point du fluide qu’elle caractérise, ne contient pas le
temps ¢, ce qui veul dire qu’au cours du mouvement, il y a toujours
en chaque point du fluide la méme relation entre g, p et 7.

Nous ne nous occuperons pas dans la suite des effets de la tempéra-
ture! et nous ne traiterons que des fluides dont I’état est indifférent aux
variations de température, ou que des fluides & température constante
et uniforme. Les approximations de la réalité physique que nous ob-
tiendrons ainsi seront utiles dans les cas ou les variations de tempéra-
ture ne sont pas considérables et dans les cas ol leurs effets ne sont pas
appréciables.

Nous considérerons des équations d’état de la forme

F(p,p)=0
el nous supposerons que 1’on peut les résoudre par rapport & o
o= 1(p)
ou f(p) est une fonction uniforme de p.

! Sauf au § 41.
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Un cas particulier qui nous arrétera longuement a la {in de notre
étude est celui des liquides incompressibles ; ils sont caractérisés par
une densité uniforme et constante ; elle ne dépend pas de la pression
et I’équation d’état est alors

0 == L.
i l

Equations ndéfinies, conditions initiales, conditions aux limzites.

33. Les équations que nous avons écrites jusqu’ici sont valables en
tous les points du fluide ; elles sont indépendantes des circonstances
particuliéres qui distinguent les divers mouvements que le fluide peut
prendre. Nous les récrivons :

s e o AW OW s = 2P(Pi0)
= — _ ad T e— o —— 4 / . ::———-——-U—/- \
J =1 ; grad p, <J el + (WY)W ou J 2 ) (8)
37 + div (W) =0, )
o= 1p); (10}

elles sont censées devoir déterminer les fonctions W, ps o de P et de t.
Cependant, tout comme dans n’importe quel probleme de dynamique,
il convient de se donner les conditions initiales dans lesquelles se trouve
le fluide. A D'instant &, il faut se donner une description du fluide qui
corresponde aux positions initiales et aux vitesses initiales qu’on se
donne lorsqu’on étudie le mouvement d’un systéme & un nombre fini
de degrés de liberté. 1)’abord, il faut connaitre la région de 'espace oc-
cupée par-le fluide a l'instant & ; ce sera 'ensemble des points P, qui
entrent dans I'expression 7(P,, ; t) ; on devra connaitre I’état initial des
Ir(Poit)]
(/t ]t:——-to,
enfin on se donnera p, (Po) = p (P, ; t,) et po (Po) sera définie par (10).

. * “ - . . —>
vitesses, ¢’est-a-dire la fonction vectorielle W(P, ; t,) ou [

34. Ces conditions initiales ne suffisent pas en général i déterminer tel
mouvement réel. Le fluide peut étre soumis & des liaisons dont il faut
tenir compte 4 chaque instant et qu’il n’est pas aisé d’éliminer par un
choix de parameétres, comme on le fait pour les systémes & un nombre
fini de degrés de liberté. En effet, ces conditions ne réduisent guére les
degrés de liberté qui restent en nombre infini. Par exemple, le fluide est
dans un récipient dont les parois sont données, fixes ou mobiles, par des

équations du type
m(P 1ty =0:
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la vitesse W aux points d’une telle surface ne peut étre que tan-
gente a la surface. On écrira que

do >
5+ (WV)e =0,

pour ¢ = 0 et quel que soit ¢; si la paroi est fixe, ¢ ne dépend pas de
t et 'équation précédente se réduit i

W-\—:qo =: 0
pour g == 0.
Il se peut que le fluide ait une surface libre — dans ce cas c¢’est un
liquide — sur laquelle la pression a une valeur donnée, par exemple

zéro ou une constante, ou méme une fonction donnée du lieu et du
temps. Par exemple, sur la surface

g (P) =0,
la pression est
p=49(P;);
on aura donc
W.Vg =0
et
p=14(P;50

pour tous les points P, tels que ¢ (P) = 0.

De telles conditions sont dites conditions aux limites.

Il est en général trés difficile de résoudre de tels problémes, c’est-a-
dire de trouver un mouvement correspondant a des conditions initiales
et a des conditions aux limites données. Ce n’est que dans des cas trés
particuliers qu’on obtient une solution explicite ; dans plusieurs pro-
blémes, on se contente méme de savoir qu’il existe une solution.

Définition du tourbillon.

35. Soit W(P ; 1) le champ des vitesses dans un fluide. On nomme

. = . . . ’ .
tourbillon le vecteur T qui, en chaque point du fluide, est défini par la
relation

! ——

§XW=3rotW,

p4]

TP ;1) =

O] =

pour autant, bien entendu, que ce rotationnel existe.
On sait que, dans un corps solide, la distribution des vitesses est
telle que son rotationnel est égal, en chaque point, & un moment donné,

4
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au double du vecteur qui représente la vitesse instantanée de rotation
du solide [I, p. 103, exercice 1], ce qui montre que le moment cinétique
du solide est égal & son moment d’inertie relativement a I'axe instan-
tané, multiplié par le demi-rotationnel du champ des vitesses.

Il est possible de donner au tourbillon dans un fluide une significa-
tion analogue. Soit une sphére X infiniment petite de centre P, nous
allons voir que le moment cinétique total de la masse contenue dans X
relativement & P a comme partic principale le vecteur I':f, I étant le
moment d’inertie de cetle masse, supposée homogene et rigide, rela-
tivement & un diamétre. En effet, ce moment cinétique est, pour une
sphére finie,

Prenons des coordonnées polaires et écrivons

dr = d7-dr
%
D 215
Fig. 7.

ds étant 1'élément d’aire de la sphére X’ de rayon r = PP’ ; or
—, — -> - , - . , . .
PP’ = r = rn ou n est la normale extérieure & £’. La contribution a
9 de la couche sphérique d’épaisseur dr est

Prdr[/.dqx w

car nds = da mais [I, §72],

[ =[] < e

- >

Il faut prendre V X W en un point générique de V' ; ce vecteur différe
. . . . . ->

de ce qu’il est en P d’une quantité infiniment petite » de l'ordre de

= T = .

PP’ si 'on admet que W est analytique, par exemple.
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Donce
R R
= [prdr - T x W ks dry e &
= [ prdr « V X g + prry « 5w,

de méme p(P') = p(P)+ ¢, ¢ étant de l'ordre de PP’. En consi-
dérant R comme infiniment petit, on voit que la partie principale de
M est

4

I 71'101256 X W — %ﬂpﬂsf

Or le moment d’inertie d’une sphére solide de rayon R et de densité Ps
) .- N L 8 5 >
rclativement 4 un de ses diameétres, est précisément -1—, npR®. Done T
1o
. N . . . -
joue pour cette sphére infiniment petite le role que joue le vecteur o
dans la dynamique du solide.

Stokes a donné une autre signification dynamique & 7' en utilisant le
principe dit de solidification et la théorie des percussions ; si 'on
imagine qu’on solidifie dans le fluide en mouvement une sphére infi-
niment petite S de centre P et qu’on supprime du méme coup tout le
fluide extérieur a S, on montre, en supposant que les seules percussions
appliquées & la petite sphére solide sont intérieures, que sa vitesse de
rotation apres la solidification est justement représentée par le vecteur
—

T.

Enfin, la théorie des déformations montre que le mouvement infini-

ment petit du fluide revient pour chaque élément de volume & une

— . 1 , [
translation Wdt, suivie d’'une rotation T'dt, le tout étant suivi d’une
déformation.

Transformations des équations du mouvement. Potentiel.

36. On a trouvé et posé :

;gradp=1'~(WV)W———(7t—, (1)
3—‘: + div (W) = 0, ou E g‘; +diviW =0, (IT)

o= 1) (1)

On peut transformer ces équations en introduisant le tourbillon.
Pour cela, calculons le gradient de W2, On a (I, § 70, 4°).

VW= (W . W) =W x 1ot W+ W x rot W + (WY)W + (WV) W,



c’est-a-dire :

1«7;;31) — grad ad V2 —+ 2W X 'F~— (7;:/ ()

)
I

- . . “ .
Imaginons que /' dérive d’une fonction de forces, c’est-a-dire que
—

- . . ’ . . . .
F.dr soit une différentielle totale exacte. On exprime ce fait en disant
qu’il existe une fonction U de P et peut-étre de ¢

U(P ;e

qu’on appelle le potentiel ou la fonction potentielle ou encore justement
la fonction de forces et telle que :

- _—
F = grad U.

_ fap _ [ap
) fp ~J T

Posons de plus !

ce qui entraine

p=.Gp="0_dVp
P P
d’ou
e grad p = grad P.
P
Enfin introduisons la fonction
2
H = -w)i +P—U;
I’équation (1) dcvient
%vtz—:sz T = — grad H. (1)

Equation d’Helmholtz.

37. On va transformer encore (1”) de maniére 4 obtenir une équa-
tion générale d’ou tous les éléments dyndmlques, sauf la densne ps
solent éliminés et ou il ne reste que la vitesse W et le tourbillon T'. Le

1 Nous employons ici une notation trés courante; il n'y a pas de confusion a
craindre avec le point P,
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second membre de (1”) étant un gradient, on ’élimine en prenant le
rotationnel des deux membres, car (I, § 74)

rot grad H =\ x VH == 0.
ID)’autre part,

= W D= oy Do
V X —— ==V X W)= Q12T
Jit N ( ) J ( )’
A e, .
car, dans la dérivation 5 ¢t est. un parameétre imndépendant de P qui est
[¢

—

seul intéressé par Popération ' X ; ensuite (I, §70, 6°)
— > — —> —> > e =S e\ 7 —>—>\ —>
Tx WxT)=WI.T—TV. W+ (TO)W- - (WI)T,
. g o m
mais, d’apreés la défimtion de T et en tenant compte de (I, § 74) :

1 > —

V- T=5V.VxW=0;

et d’aprés la seconde forme de Péquation (11):

Vo L
IZ dt
Dés lors (1”) devient aprés division par 2 :
— =L T — TV )W wv )T = 0.
2 pth (T7)w + (W)

On voit apparaitre ici

ar T

L (WO)T
dt ot (W) T
done, aprés division par ¢ :
\dT  Tdy (T =2\
______ — o\ W .
p dt pPdt (p ) ’
d’ou Péquation vectorielle d’Helmholtz :
a(B)=E)w (1)
di \ p p

Théoréme de Lagrange.
38. L’équation d’Helmholtz permet de suivre la variation de la
—

. T . ) .
fonction — des divers points du fluide dans leur mouvement lorsqu’on

P
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—>
connait le champ W a chaque instant. Il est clair cependant que cette
variation s’étudierait plus aisément encore sans passer par (I”) si l'on

- —

L. = . . V X W . .
connaissait W (P ;t) ; 1l suffirait de calculer —5 Mais I’équation
P —
(I") est fort utile dans un cas particulier important, celui ou 7, et

—

. T . C1 . .
par suite —, est nul dans une portion du fluide & un instant donné,
7
{ = N . . .
Nous allons montrer que 7" est nul & tout instant dans ladite portion,
—
Considérons une particule de fluide a I'instant ¢, et supposons que —
n
i

soit nul en cet instant pour cette particule, 'équation (I”) montre
—

., T . . .
que la dérivée par rapport a ¢t de — , prise en suivant la particule, est
A . P
nulle au méme instant. Calculons

— — d-;l)‘
d? [T\ d[[(T=\= = |la T
— —_ ) = — —_— = —= X — 9
i () =al (577 7 )7 g

ol on a écrit 2 pour une expression assez compliquée qu’il n’est pas

nécessaire d’expliciter. Cette équation montre que la dérivée seconde

—
lg Al

a P'instant ¢, de— est encore nulle. Ce procédé montre que toutes les

T
n Al

dérivées — de — sont nulles & I'instant ¢,.
e P

—>
al

Or, si ’on considére la fonction — au cours du temps en suivant la

particule, elle peut se développer en série de Taylor

- d.g - dz-g
;Z(T>o+(‘“‘o> ) T \we ) T

—

et dans les conditions initiales admises on voit que la fonction — est
toujours nulle. Donc :

Dans un fluide parfait en mouvement, le champ F dérivant d’une
fonction de forces et la densité étant fonction de la pression seulement, si,
G un instant donné, le tourbillon est nul. dans une portion dudit fluide,
il est nul en tout autre instant dans cette méme portion.

Ce théoréme, di & Lagrange, est d’une grande importance. Il montre
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que les particules d’un fluide parfait ne peuvent acquérir de moment
cinétique au cours du mouvement lorsqu’elles en sont dépourvues a
I'instant initial.

Potentiel des vitesses.

—_

39. Le cas ou T = 0 présente donc un vif intérét, puisqu’on est
certain de sa réalisation & tout instant quand il est réalisé & P'instant
initial. Nous allons I’étudier plus particuliérement, en conservant les

hypothéses du § 36 sur F et sur p. On posera

P
RP;t)y=U—P=U— @,
P
Yo
et I'on admettra que T = 0, ce qui veut dire :
TxW=0.
On déduit de la [I, §75] que W.dr est une différentielle totale
exacte do(P ;t) & chaque instant, c’est-a-dire que
Wl = Do

ou
—

W = Erjla’cp.

On exprime ce fait en disant qu’il existe & chaque instant un potentiel
des vitesses p, ou que le mouvement est irrotationnel.
L’équation (I) qui s’écrit

QW + (WV)W— grad R

devient

grad + (V(p V)ch = grad R;
r (I, § 70, 4° avec w=p= 6@) :
({7‘?6)69 =V <§7J’.2_Yﬁ> -—-V’cpx(\?’x {/‘)? =

_ g grad qz) gr_(i W=
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et par suite :
— [)q; w2
grad [27 + 5 R] = 0.

La fonction entre crochets qui est

o
1+ 5

a un gradient nul, ¢’est-ii-dire que sa différentielle, & temps constant,
, . . % .
est nulle. Cela revient & dire que H + :)C—f ne dépend pas de P, mais
de t seulement :
Jy
. H + L —= ().
+ v
D’ailleurs ¢ n'est définie qu’a une fonction de ¢ prés, car
. >
grad g = W

ne détermine pas complétement ¢ (P ;t), on peut toujours lui ajouter
une fonction arbitraire de ¢ ; prenons justement pour ¢ la fonction

. J , . .
de P et de ¢ qui annule /{ + % Les équations du mouvement devien-

N
nent alors
Y4
1 (—+ v  Jy _ _/’ dp
Py
()4 . ——
L+ div(pgradg) = 0, (1)

¢ = 1(p)- _ (C)
On les et obtenues plus rapidement encore en partant de
o
IW

e 2T X W = — grad H ;
Jdt

si T = 0, W = é};gq et
grad [H + %] -0,
- Jt

ILes équations (A), (B), (C) qui sont valables quand il y a un potentiel
des vitesses el une fonction de forces remplacent la détermination de
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W, p, p par celle de o, p, o ; ce sont des équations scalaires ; (I) est
devenue (A) grace a I'intégrale premiére

)
n+2 - .
T

40. Si le fluide est un liquide incompressible,

— 4
o7 Loy (C)

ce qui remplace (C) ; (B) devient
G div gma)@ — 0,
¢’est-a-dire
lap ¢ = 0 (B")
et (A) s’écrit
% (grad «)® + %f U+ P oo (A7)
2 Ji Do
I suflira de connaitre g pour trouver p grace & (A’). Le calcul de ¢
se fait en sachant que son laplacien est nul et en tenant compte des
conditions aux limites. Par exemple, le long des parois du vase conte-
nant le liquide, la vitesse leur est tangente, ce qui veut dire que le gra-
dient de g est langent aux parois ou encore que la dérivée de @ suivant
la normale & la paroi en chaque point est nulle :

sur les parois du vase.

S’il y a une surface libre, inconnue par exemple, on devra écrive qu’elle
est déterminée par la méme condition

% _y

dn ’

a laquelle s’ajouteront peut-étre des conditions relatives a la pression,
par exemple,
P = Po, ¢n chaque point de la surface libre,

et I'on voit encore que le probléme, malgré les simplifications appor-
tées par les hypothéses successives que I'on a formulées, reste difficile.

Petits mouvements. Fiquation du son.

41. Les équations A, B, C du § 39 se simplifient dans le cas ot P'on
imagine que les particules du fluide ont des vitesses assez petites pour
qu’on puisse négliger leurs carrés. De plus, admettons que les forces
extérieures soient négligeables et que I'équation d’état soit

p = ag?
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ol a est une constante, ainsi que 7. C’est, en particulier, ’équation
d’état d’'un gaz dont les diverses particules ne peuvent échanger de
I’énergie entre elles : le gaz est en régime adiabatique. (Cf. note p. 47).

Admettons enfin que la densité p différe trés peu de la densité a
'état d’équilibre , et posons

P:Po(l%';‘)’

) étant un petit nombre, qu'on peut appeler la condensation, variable
en chaque point avec le temps, dont nous négligerons le carré, son pro-
duit avec W et le produit de son gradient par w.

Ces hypothéses impliquent que

di N dt Jt
car
dq . (7(P e .4 L ()@ 2
75—(-7,—*- (WV)?MW#—W
et
de _ P (%) ,;
- = == 'V ) ol
dt é)z+(w\)ﬂ’”

le dernier terme étant en eflet négligeable d’aprés nos hypothéses.
Puisque U = 0, les équations A, BB, C s’écrivent alors

e, [l

N 2 ’
1 ()p . —— , N
- = + div grad ¢ = 0, (¢f. éq. 11, § 36)
P Jt i
p = ao’.
. . dp
On va les transformer et, pour cela, il convient de calculer | —.
On a: P P
. dp Y s
dp = ay o/~ dp, -}— =ayp/—*dp

4

3 |
dp T ay .
Lo apl—2d, = /—1 .onst.
f{’ ./ ayp - 7—“'1 2 -+ cons
Po ‘00

Mais
ap? 1= ap, /=1 (1 + 1)1 =1 = ap,/— (1 +7— 1)) = Pe1 +,=12)
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donc :
/_ = const. + /Il,,
Po
Or I'équation de dimensions-de y Po est celle du carré d’une vitesse.
Do

En effet, 7 est un nombre pur,

(po) = ML-1T-: (force par umté d’aire)

[‘oo] = ML,
d’ou
Po .
Posons v, Py e
Po

1
Il vient alors

CP <+ V2) = const.
%

1 o
o ()

+ lap g =

Rappelons que ¢ n’est définie qu’a une fonction du temps prés, puisque
c’est une fonction définie par son gradient; on peut modifier ¢ de ma-
niére que la constante soit nulle dans la premiére équation. D’autre
part,

) Jlogp_ﬁlogp,,+é)log(1+}.).

1
o ot

-

mais g, est indépendant de ¢ et log(1 -+ 7) =) & I'approximation
admise, dés lors :

Jp 25 .
%—}— V2 =0,

).
-(}—t—i—lap:p-—().

On élimine ). et ’on trouve

1 02
lap 9 — e dt;? = 0.

Cette équation, dite de d’Alembert, est ’équation de propagation des
ondes sonores, comme on s’en rendra compte dans le dernier chapitre
de ce livre. Ces ondes se propagent avec la vitesse V.
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Si, au lieu d’imaginer que le régime du gaz est adiabatique, on et
supposé que les petits mouvements se fissent isothermiquement, la

vitesse de propagation elt été Po qu lieu de s o On sait que y

po Po

est e rapport des chaleurs spécifiques du gaz

chaleur spécifique & pression constante

/ chaleur spécifique a volume constant

Si P'on sait intégrer I'équation de d’Alembert, et 'on verra pour
quelles conditions aux himiles 1l convient d’en chercher une intégrale,
on tire immédiatement

7 — T
puis
Y e 1 Jdo
(i —17—2 ()-—t_ )

d’oti ¢ en chaque point, a chaque instant.

Mouyement permanent.

42. Nous dirons que le mouvement d’un fluide est permanent s’il
—_
est tel que le champ vectoriel W, les champs scalaires ¢ et p ne dépen-
dent pas du temps :

., . J .
Les dérivées partielles w de ces trois grandeurs sont nulles.

S1 Pon considére une particule en P & 'instant ¢, elle sera en P’ au
temps ¢+ dt = t', et une nouvelle particule sera en P ; celle-ci, au
temps t' + dt, sera de nouveau en P’ alors que la premiére est en P’
une troisiéme sera en P & cet instant ¢’ + dt = t". Au temps t" + dt,
la premiére particule sera en P”, la seconde en P” et la troisiéme
en P’ et ainsi de suite. On voit que les trajectoires de deux particules
qui passent en un point a deux instants quelconques sont les mémes,
lorsque le mouvement est permanent.

51, dans un mouvement quelconque, on appelle lignes de courant a

)

un instant ¢, les lignes qui sont en chacun de leurs points tangentes i

—
la vitesse W en ce point, a cet Instant, on voit que, dans le cas du
mouvement permanent, les lignes de courant ne changent pas avec
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le temps. Leur équation différentielle vectorielle est dr x VT/(P) = (),

Les lignes de courant, issues des points d’un petit élément plan placé
dans un fluide, en mouvement permanent, forment ce qu’on appelle
un filet flutde. Dans un fluide réel, en mouvement permanent, on peut
mettre en évidence les filets fluides au moyen de poussiéres en suspen-
sion. Les filets fluides transportent de la matiére exactement comine
si elle était contenue dans un tube fixe. Dans le cas d’'un mouvement
non-permanent, les particules ne s’avancent pas les unes derriére les
autres comme elles le font dans un mouvement permanent, mais, en
général, une particule en un point P est remplacée par une particule
dont la vitesse a changé, et de grandeur, et de direction.

Théoreme de Bernoull:.
43. Considérons un mouvement permanent et supposons que
™ )
F = grad U (P),
p= f(p)’

el posons comme plus haut

P ((Ii’)
R(P)=U®P)— [ %P
P

?o

L’équation (I) du § 36 s’écrit :
> >\ —> e
(WV W = grad R.
Considérons alors une ligne de courant I',
-> -

r=r(s)

ou s est I’arc compté & partir d’une certaine origine ; on a

_ dr
W - W(Y‘;"
. dr ., )
ol - est la tangente unité a la ligne I" (I, § 29).
Dés lors
— — d_;—-> — dW —
WHW=w (LT \Ww=wZ_ =R,
ds ds
d’ou
AW dr dr-
Wi a=a v



et encore
~ dW _ dR
W=
et par suite
d [W?
sl —r=o
La dérivée dans la direction _;, c’est-a-dire la dérivée par rapport a
. Wz . ~
I’arc s, de la fonction -5 R est nulle ; on en déduit que le long de I',

c’est-a-dire le long d’une ligne de courant, et nous répétons que nous
avons fait Phypothése de la permanence du mouvement, on a
we
2

“

— R == const.

C’est cette équation qui exprime le théoréme de Bernoullr.

44. On sait que le potentiel changé de signe représente 1’énergie
potentielle dans la dynamique des systémes & un nombre fini de degrés
de liberté, et I'on voit bien qu’avec la définition

— —
F=vU,
U représente effectivement une énergie rapportée 4 I'unité de masse, car
de = et dr.dr

est le travail élémentaire de la force agissant sur I’élément de fluide dr
—
dans le déplacement dr.
Or on a

dG = pd’: dU

et par suite dU — et donc U — a pour équation de dimensions celle
d’un travail divisée par ML—3 . L3, soit par M. U est donc bien
une énergie rapportée & 'unité de masse.

D’autre part

est homogeéne & dU ; c’est au signe prés le travail élémentaire, rap-
porté & I'unité de masse, de la pression lorsque le mouvement d’une
particule a pour effet de modifier p de dp.

2

Enfin - est une énergie cinétique rapportée a 'unité de masse.

- Le théoréme de Bernoulli affirme donc que, évaluée en ergs par
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gramme de fluide, 'énergie cinétique, plus Uénergie potentielle, plus
Uénergie interne acquise sous Ueffet de 'augmentation de pression, forme une

quantité constante le long d’une ligne de courant. Ou encore, si I'on
appelle énergie totale d’un élément de masse la quantité

p
“Wwe .
& d- lT — U —f—ffi_p],
) -
Py

le théoréme de Bernoulli aflirme que I’énergie totale d’un élément de
masse fluide reste constante pendant toute la durée d’'un mouvement
permanent.

45. Soit un liquide incompressible en mouvement permanent. Sup-
— — . .
posons que [" == VU ; le théoréme de Bernoulli affirme que
we . .
— — U + P — const. le long d’une ligne de courant.
2 ¢
Or p> 0, on voit que W2 ne peut croitre au dela d’une certaine
limite sans que le liquide ne se divise. Pour qu’il reste toujours en
une seule masse, 1l faut que

W2 22U + h)

Théoréme de Torricelli.

46. Imaginons une grande masse de liquide incompressible et pesant
contenue dans un réservoir. En un point de la paroi situé a une dis-
tance assez grande de la surface libre, détachons de ladite paroi une
petite surface. On peut admettre que le fluide s’écoulant, il s’établit au
bout d’un certain temps un régime constant dans le liquide dont le
mouvement devient ainsi permanent. Il y a donc un filet fluide § dont
Porifice est une section. La force F dérive de la fonction

s1 h désigne la hauteur de P au-dessus d’un plan horizontal choisi
comme plan de base.
Le théoréme de Bernoulli s’écrit. :

W2 Po
2 + gho + ?9

P
—_— gh—-{»—_:
P

ou l'indice zéro est relatif 4 un point origine quelconque sur le filet
fluide §. Prenons cette origine au point de la surface libre d’ou part
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le filet. Si Pon admet que la surface libre X est trés grande vis-a-vis
de celle de Dorifice, 'abaissement de ¥ est pratiquement nul et des
lors W, = 0 ; de plus admettons que la pression du fluide & Porifice est
sensiblement égale a la pression atmosphérique p, qui régne sur la
‘surface libre. L’équation précédente permet de trouver la vitesse du
fluide a la sortie du réservorir, elle est

W = \2ge

ou e est la profondeur de l'orifice & partir de la surface libre. On voit
que cette vitesse est celle d'un projectile qui tombe verticalement de
la hauteur e dans le vide.

L’expérience confirme bien I'approximation ci-dessus due a Torri-
celli. Si Dorifice est percé dans une paroi verticale, la vitesse est un
peu plus grande que celle que donne la formule précédente ; si au
contraire lorifice est percé dans le fond horizontal du réservoir, la
vitesse est un peu plus petite. Dans les deux cas, on constate que la
veine liquide est légérement contractée un peu apreés la sortie du réser-
voir.

Mouvement permanent irrotationnel.

47. Les équations (A) et (B) du mouvement irrotationnel se simpli-

. . P
fient si 'on sait encore que le mouvement est permanent, car % =
J,
et o,
VA

Ainsi dong, si un fluide est soumis a des forces dérivant d’un poten-
tiel, et si 'on sait qu’il est le siége d’un mouvement irrotationnel et
permanent, le potentiel des vitesses g(P), la densité p(P) et la pres-
sion p(P) sont définies par les équations

1>y o — iﬂ ,
5 (grad 9)* — R =0, <R U . [ P(p)> (A")
div (o grad 9) == 0, (B')
p = [(p). (C")

. . we .
On voit donc que la fonction — — R, dont on savait que dans un

2
mouvement permanent clle est constante le long d’une ligne de courant,
se trouve étre constante dans tout le fluide, c’est-a-dire qu’elle est la méme
pour toutes les lignes de courant, si le mouvement est en plus irrota-



— 65 -

tionnel. Cette constante peut-étre prise égale & zéro, car U n’est définie
qu’a une constante prés.

Si, & toutes ces hypothéses, on ajoute celle de I'incompressibilité du
fluide, on trouve

lap 9 =0,
(g—;—r_a_c[ cp)z_ -U + g = (.

i

DO =

48. 1l est intéressant de voir ce qui distingue, dans les mouvements
permanents, ceux ou le tourbillon n’est pas nul de ceux ou il est nul,
c’est-a-dire ce qui distingue les mouvements tourbillonnaires perma-
nents des mouvements irrotationnels permanents.

Supposons donc qu’il y ait une fonction de forces et que le mouve-
ment soit permanent. L’équation (I”) du § 36 s’écrit alors :

grad H = 2W x T (1)

ou II est I’énergie totale rapportée a l'unité de masse du fluide au
point P. H est donc un champ scalaire dont on connait le gradient.
Or,si T = 0, I est constant dans tout le fluide, c’est-a-dire que la
constante du théoréme de Bernoulli est la méme pour toutes les lignes
de courant. Ce cas se produit encore si les lignes de courant sont en
chacun de leurs points tangentes au tourbillon T‘, car alors W x T = 0.
On peut d’ailleurs retrouver, si % T# 0, le théoréme de Ber-

—_—
. - . dr
noulli en multipliant scalairement les deux membres de (I,) par I
s
—>
. > - . . , . . r
ou r = r(s) est 'équation d’une ligne de courant ; puisque —— est

ds

- . . ,
paralléle 2 W, le second membre donne un produit mixte nul et I'on
obtient

aH _ o

- =

H est un champ constant sur une ligne de courant. Donc les lignes de
courant sont tracées sur les surfaces de niveau du champ scalaire H.

Théorie des tourbillons.

49. 1l est utile de faire une théorie plus approfondie du champ du

. = . .
tourbillon 7', son caractére de permanence dans les fluides parfaits
soumis & une force dérivant d’un potentiel et ou la densité est fonction

5
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de la seule pression lui confére une grande importance. D’autre part, il
est agréable d’en faire un exposé au moyen de I'analyse vectorielle
qui est particuliérement apte & en dérouler la suite des formules.
Prenons les variables de Lagrange et soit P la position au temps ¢
d’une particule de fluide qui, au temps ¢, était en P,; la position de P
est déterminée par ’équation

r=r(P,;t)

> 4
»Pr  — T dp
(—);2 = brad R, (.R == U "0—(—p)-> .

Po

et I'on a

On va étudier le mouvement des particules qui se trouvent au méme
instant sur une ligne ou sur une surface ; nous admettrons qu’au cours
du mouvement les particules ne cessent pas d’étre sur une ligne ou
sur une surface. Nous supposons donc que le mouvement n’arrache
pas les particules qui sont accolées, ou, plus précisément, nous suppo-
sons que le mouvement établit, entre les points d’unfluide & un instant
et les points occupés par les mémes particules & un autre instant, une
correspondance topologique. On nomme ligne fluide et surface fluide
des ensembles de particules fluides situés sur une ligne ou sur une sur-
face a un instant donné ; ce que nous venons de dire revient a affirmer
qu’au cours du mouvement une ligne fluide reste une ligne fluide, une
surface fluide reste une surface fluide.

50. Soit dés lors une courbe fermée ', tracée dans le fluide a I'ins-
tant ¢, et considérons-la comme une ligne fluide. A I'instant ¢ elle sera
encore une ligne fluide fermée I' et I'on peut établir entre les points
P, deT, et les points P de I' une correspondance par I’équation

- -
=r(P,;1). ()

Je dis que la circulation du vecteur W, ou tout simplement la circula-

tion ci, sur I', est la méme que sur T, c’est-a-dire

1—/ droﬂjW-J;

quelle que soit ', et pour autant que le champ R est uniforme dans
Pespace occupé par le fluide.
On peut se donner I', par une équation vectorielle de la forme

- -
ry = ‘po (0'
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« étant un paramétre variant de o; & a,. I' est alors donnée par une

équation o

r=(a;t),

qui provient de (5) en tenant compte de ce que P, décrit I',
Sur I', on aura

“2 }——>
1 == / ‘/Va i—r“"dix
“1
et sur I’
ir
cl = /W ar do s
dci ) Jr
s —
calculons —‘—E, en remarquant que t intervient dans W et dans 7-':
ga
seulement ; cette dérivation se fait en suivant les particules :
dei (AW I =2 =
[ C1 Wy = ol
— = — L 4+ W
di / <dt g T >d“
0 B
r - - —
W N _ N Fp_IR
t = ' da
et N
X ,
> Jdt = IW Jd (W2
W= =W = = (-
o dx da< 2 >’
done,  ug
dci W2 w2

(51 “1

car o, redonne sur I' le méme point que «, et 'on suppose que R est
uniforme. On a donc le théoréme :
La circulation le long d’une ligne fluide fermée est constante durant

tout le mouyvement.

51. Le théoréme d’Ampére-Stokes (I, §73) permet de transformer
I'énoncé que nous venons d’obtenir. Soit une surface fluide X limitée

par I', on a
i[85 = [T W),
T o
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ou ds est dirigé comme 1l a été dit lors de la démonstration du théo-
réeme d’Ampére-Stokes. De plus

57’><I7V)::2T
done

ci == double du flux a travers X du champ 7.

On appellera intensité tourbillonnaire de X le flux de T a travers X.
On peut donc dire que 'tntensité tourbillonnaire d’une surface fluide est
constante durant le mouyvement.

L’intensité tourbillonnaire d’une surface fluide fermée est nulle, car
st ¥ est fermée, le théoréme d’Ostrogradzky permet d’écrire

// (i:- (6 X W) = /j//‘\_/)(Y-; pe V_‘;)dt*—*(),
LL:. tl[ .

(%

- = gl . .
car V.V X W est identiquement nul,

52. De méme qu’on a appelé lignes de courant les lignes Langentes
au champ ﬁ)/', on appellera lignes de tourbillons les lignes dont la tan-
gente en chacun de leurs points portent le vecteur —7_"; leur équation
différentielle vectorielle s’écrit

—> —
dr X T =0,

et Pon appellera surfaces de tourbillons des surfaces dont le plan tangent
—

en chacun de leurs points contient 7" ; les surfaces de tourbillons sont
bien évidemment engendrées par une ligne de tourbillons dont un
point décrit une courbe quelconque (qui n’est pas ligne de tourbillons).
En vertu de la définition méme, par un point de Pespace, il passe une
ligne de tourbillon et une seule. Helmholtz a démontré le théoréme
suivant :

53. Les lignes de tourbillons et les surfaces de tourbillons se conservent
dans le mouvement ; c’est-a-dire que si I" est une ligne de tourbillons,
elle reste ligne de tourbillons ; de méme la surface fluide ¥ qui est une
surface de tourbillons reste une surface fluide de tourbillons dans tout
le cours du mouvement.

La démonstration est immédiate pour les surfaces de tourbillons.
Soit X, et X deux positions d’une surface fluide, en ¢, et en ¢; tragons
sur X une courbe fermée quelconque I, il y correspond sur X, une
courbe fermée I',. Si X, est une surface de tourbillons, la circulation le
long de I', est nulle puisqu’elle est égale a I'intensité tourbillonnaire de
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la portion de X, enclose_dans I',, et cette intensité tourbillonnaire est
nulle, T étant tangent & X,. La circulation le long de I" est donc nulle,
c’est-d-dire que l'intensité tourbillonnaire de toute portion de X est
nulle, le tourbillon a donec un flux nul & travers toute portion de X, il
est tangent & X. X est donc une surface de tourbillons.

Soit maintenant une ligne de tourbillons ; on peut la considérer
comme l'intersection de deux surfaces de tourbillons. La ligne fluide
correspondante reste U'intersection des deux surfaces tluides correspon-
dantes, celles-c1 restent des surfaces de tourbillons et leur intersection
reste donc tangente au lourbillon qui est situé dans deux plans tan-
gents & la fois, done & leur intersection. Le théoréme d’Helmholtz est
complétement démontré.

54. Nous avons vu que lorsque
T g
W o« T =0,

H est constant dans tout le fluide si le mouvement est permanent, les
hypothéses habituelles sur F et sur p étant faites.

Considérons un filet fluide ayant une section normale d7, en général
variable. Dans un temps dt, il passe a4 travers ds une masse de fluide
égale 2

2 W ds dt,

mais cette quantité est indépendante de I'endroit ou, sur le filet, on a
mené la section normale, car le fluide ne sortant pas du filet et le mou-
vement étant permanent, la masse qui passe i travers une surface ds
est égale a celle qui passe au méme instant & travers une autre section;
puisqu’il est impossible que des variations de la densité aient lieu
avee le temps en un point quelconque du fluide. D’autre part, consi-
dérons ds comme une surface fluide, son intensité tourbillonnaire est

T ds,

- | — = .
car T est perpendiculaire & d7, puisque W X T = 0. A un autre ins-
tant, I'intensité tourbillonnaire n’aura pas changé el, comme le mou-
vement est permanent, on en déduit que l'intensité tourbillonnaire

. . > ->
de toute section normale du filet est la méme. Et par suite, st W X T'==0,

Al

et si le mouvement est permanent, le rapport — est proportionnel a la

w
densité p du fluide.

Ce théoréme intéressant est di 4 Beltramau.
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55. Un probléme trés important est celui qui consiste & déterminer
le champ w lorsqu’on connait le champ T. Nous supposerons, pour
simplifier, que le fluide est incompressible.

On doit donc avoir

- —> —>
V X W =2T

—> = i . ..,
vV.W =0 (équation de continuité)

¢t certaines conditions aux limites, par exemple

—>

W.n=0,

—_—
sur les parois du vase contenant le fluide, n étant la normale en un
point quelconque de la paroi.

Voyons & quelles formes d’équations conduit ce probléme, que
nous ne résoudrons pas ici.
—> —_
Cherchons a prendre pour W le rotationnel d’un champ C & déter-
miner ; en effet s
-~
X C

<

—
W =
I'équation

- >
V.W =
est automatiquement vérifiéc. Il suffit de résoudre I’équation
- — — —
Vx(V xC)=2T

¢’est-a-dire :

6’(606) ___v26__: 2?.

A C e .
Comme div T doit &tre nulle on peut essayer d’assujettir C' 4 avoir une
divergence nulle ; il suffira ensuite de résoudre ’équation

lapC?:——Z?;

¢’est-a-dire que chaque composante de C vérifie une certaine équation
du type de celle de Poisson.

Si notre hypothése simplificatrice div C = 0, assez plausible, n’est
pas contradictoire, on retrouve une forme d’équations tout a fait iden-
tique & celle qu’on a trouvée dans la théorie du potentiel ; mais I’électro-
magnétisme posant un probléme semblable, on en verra la solution

au chapitre IX, §152.



Potentiels multiformes.

56. La démonstration qui nous assure de la constance de la circu-
lation le long d’une ligne fluide se simplifie lorsqu’on sait que le fluide
est animé d’un mouvement irrotationnel, ou lorsqu’on considére une
ligne dans une partie du fluide ol le tourbillon est nul. On sait que,

. . e o T = .
avec les hypothéses admises jusqu’ici, I'= VU, 5 = f(p), ladite
partie du fluide reste sans tourbillon durant tout le mouvement.

Soit précisément

A —> >
ci= | W.dr;
9
i
s'll n’y a pas de tourbillon, ¢’est que
— —— 5 —> >
W =grado(P;t); W.dr = (dg) ;

t constant
et deés lors,

¢i == variation de ¢ le long de I'.

Il y a donc & distinguer les cas :

10 g est, quel que soit ¢, une fonction uniforme de P, alors ci= 0

20 ¢ est, pour certains instants du temps ¢, ou pour toute la durée
du mouvement, une fonction multiforme de P, alors la circulation le
long de I'" peut n’&tre pas nulle ; elle est égale & I'une ou lautre des
périodes de g, ou plus rigoureusement 4 'un ou 'autre des modules de
périodicité de o

Un exemple bien connu déja par la mécanique du point permet de
préciser ce fait. Soit, par exemple,

P =),

7. étant Pangle d’'un demi-plan origine avec le demi-plan qui passe
par un axe fixe A et le point P. Si I" est une courbe qui ne s’enroule
pas autour de A, ci= 0; si I" s’enroule autour de A, ci = 2nr, n
étant le nombre de tours que fait autour de A le demi-plan limité
par A et passant par P, lorsque P décrit I'.

On peut obtenir un résultat général au moyen duquel il est facile
de se rendre compte des raisons pour lesquelles ¢ est multiforme.

On a vu que
ci=fv'17.$=2ff5"-d?,
T s
-

Y étant une surface limitée par I'. Si I'on peut trouver une surface X
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tout entiére située dans la portion du fluide ou le mouvement est irro-
tationnel, 7= 0, ci = 0. Or l’existence de ¥ prouve qu’on peut, par
déformation continue, réduire I' A un point sans que jamais I" ne passe
par un point du fluide ou T cesse d’dtre défini et nul ; 11 suffit, en eflet,
de faire cette déformation en laissant I" sur X.

Mais s’il est impossible de trouver une surface X limitée par I" et
tout entiére dans la portion du fluide ou T est défini et nul, on n’est
plus assuré que ci = 0, et il est aussi impossible de réduire I' & un
point par déformalion continue sans passer par un ou plusieurs points
situés hors de la région ou T est défini et nul.

Or on dit qu’une région est simplement connexe si toute courbe fermée
qui y est tracée peut se réduire par déformation continue & un point
sans cesser d’étre entiérement dans la région.

On a donc ce théoréme :

Si la portion R du fluide ow le tourbillon est défini et nul est simple-
ment connexe, la circulation le long de toute courbe fermée située entiére-
ment dans R est nulle.

La raison, dés lors, pour laquelle le potentiel ¢ peut étre multiforme
provient de ce que le mouvement irrotationnel a lieu dans une région
qui n’est pas simplement connexe : par exemple, le récipient est un
tore, ou bien le fluide circule dans un canal au fond duquel est fixé un
obstacle qui dépasse la surface libre.

L’exemple donné ci-dessus avec

o=
est intéressant ; remarquons que ) n’est pas défini pour les points de
PPaxe A ; de plus, en coordonnées cartésiennes, ’axe des z étant A, on a

y
¢ = arc tg ot
au pomnt P (x, y, z), et
- —y - z
W=—a—"1+4+5—7;
PRI +$2—|—-y2'l’
. - ’ . —> .
on voit alors que T n’est pas défini en o =y = 0, W et ses dérivées
par rapport & x et a y perdent tout sens sur A. On dit parfois que
le tourbillon est infini sur A.

57. Lorsque le mouvement est irrotationnel dans une région qui
n’est pas simplement connexe, la formule

a:/v‘ﬁﬂ:z/jﬁd}’
T ¥
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montre que la circulation est la méme pour toutes les courbes fermées I
qui peuvent se réduire les unes aux autres par déformation continue
sans passer par des points ou T cesse d’8tre défini et nul,

On peut voir, et nous prions le lecteur de faire la démonstration
comme exercice, que la circulation le long d’une courbe I" quelconque
qui se trouve dans une région R du fluide ou T est défini et nul, est
égale & une combinaison linéaire a coeflicients entiers

nCy 4+ nyCo 4 ... + niCr

des circulations Cy, ..., C¢ le long de k courbes 'y, I',. ..., 'z irré-
1 s} B 2: ’

ductibles les unes aux autres par déformation continue dans une

région ou le tourbillon est nul. Le potentiel ¢ a alors les k modules de

périodicité L .
(,»1, (/2, s ey Ck

et Vordre de connexion de R est un nombre entier dont la définition
est semblable & celle qui est donnée pour une aire plane dans 'appen-
dice (§ 28) ; cet ordre est au moins égal & k + 1.

Mousgement plan.

58. On a vu que ce n'est qu'en faisanl des hypolheses Lrés restric-
tives qu’on a pu tirer des équations générales de ’hydrodynamique
quelques précisions sur les circonstances communes a certains mouve-
ments. Ces hypothéses avaient trait & la nature des forces, ou & la nature
des champs de vitesses (permancnce, irrotationnalité) mais jusqu’icl nous
n’avons pas fait d’hypothéses particuliéres sur les conditions initiales
ou sur les conditions aux limites. Il est possible cependant de les 1ma-
giner telles que les intégrations soient trés simplifiées grace a la sup-
pression d’une coordonnée d’espace.

Supposons, en cffet, que le [luide que nous considérons soit contenu
dans un canal de largeur constante et de profondeur si grande que
leffet du fond, supposé plan, ne se fasse guére sentir dans les parties
supérieures du canal et supposons que les forces extérieures soient
paralleles au fond et constantes sur les droites perpendiculaires au
fond ; dés lors les particules du fluide qui se trouvent sur une méme
droite perpendiculaire au fond ont la méme vitesse 4 un instant donné,
s1 elles ont la méme vitesse 4 'instant initial, el cette vitesse est paral-
lele au fond, si elle I'est initialement ; il suflit de connaitre I'état du
champ W dans un plan paralléle au fond pour avoir ce champ jusqu’a
la profondeur ou I'cffet du fond commence a se faire sentir.
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Plus précisément, nous supposerons maintenant que le fluide a un
mouvement tel que le champ W soit rigoureusement le méme en tous
les points de toute droite paralléle a4 une direction fixe, et qu’il soit
perpendiculaire & cette direction. On dit alors que le mouvement est

plan.

\1 \zi

N\
\sk‘s,

Fig. 8.

S1, deés lors, on prend des axes de coordonnées rcctanwulau‘eb pour

lesquels k est parallele a ladite direction, le champ W en un point
P (z,y, z) & un instant ¢ sera un vecteur de la forme :

—> > g
W= u y;t)i+ ¢ y;t)],

la fonction de forces U, la I)I‘LSSIOII p ct la densité p seront des fonc-
tions de z, y et ¢, et le tourbillon 7% qui ne dependra aussl que de z, y

et t sera parallele & k, puisque :

- — —
l ] k
T 1 d J Al 1  du 7
T2 Jx Jy dz| — 2\dx  Idy) "’
u(z, y;t) v, y;t) 0

et rien n’empéche alors de le considérer dans le plan (z, y) comme un
scalaire au méme titre que p et .

59. Ecrivons alors en cartésien les équations du mouvement dans
I’hypotheése ou :
10 le mouvement est plan,
20 F dérive d’une fonction de forces,
3¢ le fluide est incompressible,
40 le tourbillon est nul,
50 le mouvement est permanent.



On a donc

= Ay
( ) v?( ) Jr t Jy /7
c’est-a-dire :
o (x, o (z,
u(x) ) ‘—(?((")rxy)’ < ’ ) (?g@ z/)

L’équation de continuité
o . —>
=+ div (W) =0

devient

Ju )
b

7T
ce qui prouve qu’on peut trouver une fonction J\(z, y) telle que

— vdx 4 udy = d{ (v, y).
Puisque

2
= (€)

ox’

%
o fg_z
on voit que ¢ et ¢ satisfont & P'équation

Py | Py
P2

c’est-a-dire & I’équation de Laplace dans le plan, et qu’on peut aussi
affirmer que ¢ et | sont respectivement les parties réelles et imaginaires
d’une fonction monogéne de la variable complexe

z=x+ 1y,

puisque les équations (C) de Cauchy sont vérifiées (cf. Appendice, § 47).

On a
o2, y) + W(r, y) = f(z + i),

Z=X+4iY=o9+if:
Z = {(2).

. . —
Si I'on représente la vitesse W par le nombre complexe

W = u -+ w,

ou si
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on voit que
. ()qp 'cp N
ot + dy  dx g 1)
Si 'on reprend la premiére des équations du mouvement, elle s’écrit
dans le cas particulier qui nous intéresse [§ 40, (A")]

1T /Jo\ 2 Jo\ 2 \ ,
Z[<()T(£> + <(—(P> ]-~~U(x, g+ 228 g (11)

(}1/ Po
ce qui permet de calculer p lorsque 7 est connu.
La détermination de @, puis de J, revient alors & la résolution de
problémes classiques de la théoric des fonctions dont il sera question

plus loin.

60. Les deux fonctions g et § permettent de décrire avec précision
le champ W. Tout &’ abord, comme le montre la théorie des fonctions,
mais comme on le vérifie griace i 'équation

Jdy Y (7cp W
drdv ' Jydy

conséquence de (C), les courbes
e (v, y) = const.
sont orthogonales aux courbes

(2, y) = const.,

ce qui revient & dire que les lignes de courant qui sont perpendiculaires
aux surfaces (ici aux courbes) de niveau du potenticl g, sont justement
les courbes ¢ = const. La fonction {(z, y) s’appelle la fonction de cou-
rant.

Les deux fonctions : le potentiel des vitesses et la fonction de courant
satisfaisant & ’équation de Laplace, sont harmoniques, elles sont conju-
guées Pune de 'autre au sens que la théorie des fonctions d’une variable
complexe donne a ce mot ; la détermination de 'une entraine la déter-
mination de Pautre & une constante additive prés. (Appendice § 8.)

Flux et circulation.

61. On peut donc représenter le mouvement plan permanent et
irrotationnel d’un liquide par le moyen d’une fonction de la variable
complexe



et on a
W = f(z) = u + 1v.

51 f(z) est donnée, on aura un mouvement bien déterminé en varia-
bles d’Euler. Calculons la circulation le long d’une courbe fermée ; c’est

5@ udz + vdy — R f f(2) da.

C

Le flux se calcule cu faisant remarquer que I’élément ds est i rem-
placer dans le mouvement plan par le vecteur — idz, dz étant le nombre
complexe qui représente le vecteur élémentaire de longueur ds porté
par la tangente &4 C dans le sens du parcours de C, qu’on suppose Lou-
jours étre le sens positif de la théorie des fonctions. On a

dz = dzx + udy.
Le flux élémentaire W.ds est done - udz + ¢dy et le flux total a
travers C est
f-lw vdr + udy = — S}ff’(z)dz.
C C

Si, dés lors, on introduit un nombre complexe A dont la partie
réelle soit la circulation le long d’une courbe fermée et la partie 1ma-
ginaire le flux & travers la méme courbe fermée, on aura

A ::ff'(z) dz.

Par conséquent, si la fonction f(z) est uniforme et holomorphe & I'in-
térieur de C et sur C, f'(z) sera aussi holomorphe et uniforme et A = 0.
Ce résultat ne doit pas nous étonner car le flux doit &tre nul, puisque
dans C la masse totale ne change pas, le fluide étant incompressible, ct
la circulation le long de C est nulle aussi puisque le tourbillon est nul
a I'intérieur de C.

Puits et sources.

62. Considérons le cas ou f(z) = A log z, A étant un nombre com-

plexe o 4 i3. Si C est une courbe n’entourant pas l'origine, A =0,
mais si C entoure 1’origine une seule fois :

ff’(z) dz = A X variation de log z le long de C = A X 2ru.
. ‘



— 78

et N\ = —27f + 2na,
N = -2n5—2nar
le flux vaut — 27z et la circulation — 2xf.

Il est clair que, dans cet exemple, I'origine z = 0 est un point singulier
= . . ’ .
pour le champ W. En ce point le tourbillon n’est pas défin.
Suivant que « est négatif ou positif, on dit que Dorigine est une
source ou un puits, et, par la, il faut entendre que du liquide jaillit ou
y . ,- ., . o .
est absorbé A l'origine : I'intensité de la source ou du puits est I—)——l Si
AJTr
30, le tourbillon est nul partout sauf & l'origine ou l'on dit que

B

son intensité est — o= et qu’il crée une circulation dans le fluide.
2m
P ’ A A ,
On a évidemment f'(z) = —; 2= 0 est un poéle de résidu A pour
z
f'(2).

Supposons alors que f'(z) soit une fonction présentant a Pintérieur
de C.des singularités polaires aq, @y ... ax. On a évidemment

A\ = 2rt X X résidus de f'(z) & Pintérieur de C,

ce qui permet d’écrire que le flux total a travers C est la somme algé-
brique des flux dus aux sources ou aux puits intérieurs a C et que la
circulation le long de C est la somme des circulations autour des points
singuliers. On voit facilement de plus que

f(z) = XA®, log (z — a;) + fonction uniforme dans C,

ce qui prouve bien que dans un champ W uniforme, les sources, les
puits et les circulations proviennent des singularités logarithmiques
de f(z). En aucune maniére, une fonction f(z) uniforme ne saurait
représenter un mouvement avec sources, puits ou circulation quelles
que fussent ses singularités : poles ou points essentiels.

Doublets.
63. Imaginons un puits et une source placés aux points z = a et
z = — a et supposons que
résidu f'(z) = a,
z=ua

résidu f'(z) = — a.
z=—a
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On aura, pour tout point z tel que |z| > |a|:

2
log(z+a)=logz<1—}—g>:=logz+g~—2£—z2+--.
a a a?
]Og(z——'a) =10gz <] — ;> = ]OgZ“—“:‘ —Q—Z—Q — -
et
+a 2a 243
logz—-arf. :-+§-;’§+. .

La partie multiforme de f(z) sera done, au signe preés :

9 3

L

9
alog(z —a) -—alog (z + «) = —:‘3 -+ :%Z_ e

imaginons que a tende vers zéro et « vers I'infini de fagon que

lim 20a = S,
f(z) deviendra, dans le voisinage de z = 0, au signe pres :

— + fonction holomorphe.

~

y

On dit que le fluide contient au point z = 0, un doublet de moment -
In

Considérons le cas particulier o

x— 1y

1
f(z):E:m,

les hignes de courant sont les lignes

et les lignes de niveau du potenticl des vitesses sont les lignes :

9 = ;2——_%?2 = const.

Ce sont deux faisceaux de cercles orthogonaux, 'un. dont tous les
cercles sont tangents & 1’axe réel a I'origine, I’autre dont tous les cercles
sont tangents & 1’axe imaginaire & 1’origine aussi. Les lignes de courant
semblent se déverser dans le puits O, qui fonctionne aussi comme une
source d’ou les lignes de courant repartent.
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64. Un cas fort intéressant est celui ou & un doublet s’ajoute une
circulation. On aura

A . . . .
f(z) = = + 5 log z -+ fonction uniforme et réguliére.

Prenons, pour fixer les 1dées, et aussi & cause de son importance

L . .
[(z) == A <z + - )4-15log s (A réel et positif, 3 réel).
On verra sans peine que le cercle | z| = | est une ligne de courant, c’est

celle pour laquelle J(z, y) = 0. Puisque
, 1 i
re = a(1— )+ 2,

on voit qu’a I'infim le nombre complexe qui représente la vitesse est A,
c’est-a-dire que cette vitesse est parallele &4 Paxe des . Les lignes de
courant paralleles & 'axe des « & 'infini arrivent dans les régions acces-
sibles du plan et contournent le cercle I' : |z| = 1. Il y a trois cas a
considérer pour les lignes ¢ = @ > 0. Nous les décrivons briévement,
et nous prions le lecteur de faire lui-méme la figure et les calculs.

| 5] << 24, une ligne de courant arrive en un point P, deI” et repart
d’un point P, symétrique de P; par rapport & Oy. Celle ligne partage
les lignes de courant en deux groupes. Les unes contournent I™ en pas-
sant en dessus, les autres en passant en dessous. En Py et Py, W = 0.

|B| = 2A; Pyel Py sont confondus sur axe imaginaire, Pallure des
aulres hgnes qui se partagent en deux groupes est la méme que ci-dessus.

|3|>2A; unc ligne de courant tourne autour de I', se recoupe et
divise le plan en trois régions : la boucle qu’elle forme et quicontient I'
a I'intérieur de laquelle les lignes de courant entourent I'; la région
opposée par le sommet de la dite boucle ou les lignes de courant s’in-
fléchissent en venant de l'infini ¢t en y repartant ; enfin le reste du
plan, ou les lignes de courant contournent I" sans se couper.

Les lignes ) = a <C 0 sont intérieures & I", nous n’avons pas a les
considérer car, dans les applications, I" est le profil d’un obstacle contre
lequel le courant plan arrive de I'infini.

On retrouvera ce mouvement au chapitre VIII ol sont traitées des
applications de la théorie du mouvement plan que nous venons d’expo-
ser.
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Exercices.

1. Un liquide pesant de densité p est animé d’un mouvement de
rotation uniforme, de vilesse angulaire » autour d’un axe vertical
fixe. Peut-il prendre un état d’équilibre relatif ? Si oui quelle sera sa
surface libre ?

2. Trouver la variation de la pression atinosphérique avec altitude ;
on supposera que l'air est un gaz parfait satisfaisant & I’équation de
Gay-Lussac. On tiendra compte de la variation de g avec laltitude.

3. En tout point d’une masse tluide en mouvement, il y a au moins
un élément de surface fluide dont le plan reste parallele a lui-méme
pendant le temps dt ; il peut en exister trois (Bertrand ; ¢f. Appell, III,
p. 321).

4. Etudier le mouvement d’un fluide incompressible dans hypothese
d’une symétrie autour d’un axe A ; cela signifie que le champ de vitesses
W ne dépend que de la distance & I'axe et de la cole relativement a4 un
plan perpendiculaire au dit axe. Soil s la composante de W suivant le
rayon vecteur r (du systéme de coordonnées cylindriques) et soit w,
la composante paralléle a 'axe A ; montrer qu’il existe une fonction
telle que

N A
rev = =L rs = -— =0,
ar Iz

Particulariser encore en supposant qu’il existe un potentiel des vitesses

(Appell).

- . - N ’1 . . q
5. Soit J (P ;t) le chamnp d’accélération dans un fluide. Le vecteur

G=g 7 x 7
2

s’appelle I'accélération rotatoire. Démontrer que la dérivée de la circu-
lation le long d’une courbe fermée est égale au flux de 'accélération
rotatoire a travers une surface dont la courbe est la frontiére.

Si ds est un élément superficiel fluide en mouvement, et s’il existe
un potentiel des accélérations (_f= 2 (P t)) montrer que 'intensité
tourbillonnaire de d7 est constante (Appell).

6. Pour que les lignes de tourbillons soient des lignes fluides dans un
- =g .
mouvement, il faut et il suflit que I'accélération rotatoire Q' soit con-

6
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fondue en direction avec le tourbillon 7. Pour que 'intensité tourbil-
lonnaire d’un élément superficiel fluide normal & 7' ne change pas avec

. . . =2 .
le temps, il faut et il suffit que 7" et Q soient rectangulaires (Appell).

7. Montrer que l'é¢tude du mouvement plan d’un liquide coulant
entre deux parois paralleles et infiniment minces et débouchant dans
un espace ouverl revient & I'étude de la fonction w(z) définie par équa-

tion
2= w -} e". (Lamb).

3. Etudier le mouvement plan d’un liquide sachant que
g+ 1) = Az A constante réelle.

On montrera que la ligne de courant |}, = 0 est formée de deux droites ;
le mouvement en question est celui d’un hquide qui contourne un
obstacle limité par deux parois planes.

9. Méthode des images. Dans un liquide indéfini, admettons qu'on
puisse tracer une surface S continue, fixe, séparant Pune de Paulre
deux régions Ry et Ity de telle fagon que, dans les mouvements des
deux portions du liquide, aucun élément de R ne traverse S ni
aucun élément de Ry 5 on dit d’aprés Lord Kelvin que le mouvement de
R, est 'image du mouvement de I?, par rapporl & S et inversement.

On peut done, sans changer le mouvement de Ry, supprimer le iquide
de R, i condition de réaliser matériellement la surface S sous forme de
clotson.

Exemples : 19 Image d’une source par rapport & un plan. Une source

A

O crée un potentiel des vitesses ¢ = — —, r == OP. Montrer que si le
r .

point 0" symétrique de O par rapport & un plan est une source créant

) A, , .
le potentiel — = (r' = O'P), le mouvement du fluide résultant des
,

deux sources est tel que d’un ¢6té du plan, 1l est 'image de ce qu’il
est de lautre coté. On peut ainsi résoudre le probléme :

Trouver le mouvement irrotationnel d’un liquide indéfini remplissant
tout 'espace situé d’un ¢dté d’un plan fixe, sachanl que la vitesse est
nulle & Uinfini et qu’il y a une source dans le liquide (Appell).

20 LEcoulement permanent irrotationnel d’un liquide par le fond
d’un vase indéfini limité par deux plans paralléles.

On considére un vase indéfini limité par les trois plans z =a, 2= — .,
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z= 0. On perce en O le fond du vase d’un petit trou circulaire ; O
est alors une source négative et on suppose le mouvement permanent
établi. On trouve le mouvement ¢n considérant les symétriques de O
par rapport aux parois, puis les symétriques de ces symétriques, ete.

Le potentiel des vitesses dans le vase doit étre de la forme

A
g TP

 (P) vérifiant Péquation de Laplace. Si on considére tous les symétri-
ques qu’on aformés ci-dessus, soient les points == 2na sur P'axe des 2, la
fonction
o0 -
A 3\ 1 |

0= = NV ]
Y r + A."I.J “\/(a:—~2na)2 + y? 4 22 '.Zna‘ F

o0
' [
AN | — !
* ‘TJ I_\/(T + 2na)? + y2 + 72 2na

esl convergente et dans le vase elle représente le mouvement cherché

(Appell).



CHAPITRE III

Fonctions harmoniques dans I’espace et dans le plan.
Potentiels logarithmiques.

Définitions (fonctions harmoniques, domaines, frontiéres).

65. L’équation de Laplace, nous 'avons vu, joue un role important
dans la physique mathématique ; il convient d’étudier d’une maniére
particuliére les fonctions qui y satisfont.

Nous dirons que le champ scalaire / (P), défini dans un domaine D
de Iespace, y est harmonique, ou que la fonction f (P) est harmonique
dans ce domaine, si, dans D, [ (P) a un gradient vf, s1 (Z\T/’) {7)]‘ existe

dans D, quelle que soit la direction a, enfin si
lap f=0

dans ). Si on exprime f(P) en coordonnées cartésiennes: f(P) =
F (z, y, z), I secra harmonique dans D si, dans ce domaine, les dérivées
IF  JF JF
RF  RF  PRF RF PF PF . .
T M’ Tid’ W’ ()y-—d-;, =] existent, et si1
) ) (R

wt T 0.

66. 11 faut préciser un peu ce qu’il faut entendre par domaine D. C’est
un ensemble de points de 'espace qui est connexe, c’est-a-dire tel que
I'on puisse joindre deux quelconques de ses points par une courbe dont
tous les points appartiennent 4 I’ensemble. Un point de 'espace est dit
intérieur au domaine sil’on peut décrire autour de ce point comme centre

existent, sont continues, s1 les dérivées secondes
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une sphére: de rayon fini — qui pourrait d’ailleurs étre trés petit —
ne contenant i son intérieur et sur sa surface que des points de I’en-
semble. Un point est extérieur au domaine, si 'on peut décrire autour
de lui comme centre une sphére de rayon fini — parfois trés petit —
ne contenant & son intérieur et sur la surface que des points qui ne
font pas partie de I'ensemble . Enfin, un point est frontiére si dans
toute sphére dont il est le centre, il y a des points de D et des points ne
faisant pas partie de D. L’ensemble des points frontitres est la fron-
tiere de D.

Un domaine peut avoir une frontiére trés compliquée. Nous ne nous
occuperons que des cas ou elle est formée d’un nombre fini de surfaces
fermées, chacune de ces surfaces étant formée elle-méme d’un nombre
fini de morceaux de surfaces analytiques et réguliéres [1, § 461, De mméme,
les courbes dont il s’agit dans la définition de la connexion et dont i1l
s’agira dans la suite seront formées d’un nombre fini d’ares analytiques

et réguliers [I, § 27].

Problémes fondamentauz (de Dirichlet, de Neumann, miztes).

67. Rappelons la formule de Green

L] e ] ] L2l d (1,’
J[/ (blapg — o lap ) d: “:'Z/ <1’J d—: — T;) ds,
V ¥ :

ot ¢ et b sont deux scalaires délinis dans une région de 'espace con-
tenant le domaine V dont X est la frontiére ; la dérivée normale est
prise suivant la normale extérieure & X (I, § 76).

Il convient de faire ici une remarque : il peut arriver parfois que
I'on doive appliquer la formule de Green, ou telle autre formule qui
en dérive, & tout le domaine V ou les fonctions qui y figurent sont
définies. La dérivée suivant la normale extérieure n’est pas définie hors
de V. Elle est sur X la limite de la dérivée, en un point P qui s’ap-
proche de X, de la fonction considérée suivant la direction de la nor-
male extérieure au point vers lequel P tend ; c’est donc aussi la dérivée
changée de signe, suivant la normale intérieure 2 ¥ au point considéré.

Appliquons la formule de Green a la fonction ¢ (P) et a la fonction

¢=1;o0na
o d
.[[ lap § dr =‘/f2% do,
|4 pX

ce qui n’est pas autre chose que la formule d’Ostrogradzky appliquée
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e . . . . .,
au champ grad . Mais si  est harmonique dans V, ces deux intégrales
sont nulles et en particulier :

f Y 45— 0. (1)

=

Ce qui revient a dire que le fluz, a travers une surface X a U'intérieur de
laguelle une fonction est harmonique, du gradient de cette fonction est nul,
el, de plus, si cette propriété est vraie quelle que soit ¥ dans un certain
domaine, alors

lap 4 = 0

dans ce domaine.

68. La formule de Green résultait d’une transformation opérée sur

///‘\A/:b ‘?@dr "‘}"‘///’L]a])?d?://r#‘%(lq
e U (i: e .l" L& lE
(I, § 76] ; posons ¢ == ) = fonction harmonique dans V, alors :

.—>‘ » 1(’
L@t [
T >

On tire de la les conséquences sulvantes :

Pidentité :

I. Si ¢ == 0 sur X et harmonique a 'intérieur, on aura
—
V=0
en toul point de V, donc ) = const. == 0.

11. Soient §; et $p deux fonctions harmoniques dans V' qui prennent
sur X les mémes valeurs : ¢ — Jp = ¢ = 0 sur X,

Donc, d’apres I, J; = ¢p en tout point de V. On a le théoréme trés
1mportant :

Il 'y a pas deux fonctions harmoniques dans un domaine V et prenant
des valeurs données sur la frontiére X de V.

S1 le probléme, dit de Dirichlet, qui counsiste a déterminer une fonc-
tion harmonique & Uintérieur d’'un domaine limité par la frontiére X,
sachant que sur X, elle a des valeurs données, est résoluble, il n’admet
qu’une solution.

1 d'P =0 X

sur X et ¢ harmonique a I'intérieur, alors § = const. &
lmteneur si donc, on se donne sur X les valeurs de la dérivée normale
d’une foncllon ¢ harmonique & lintérieur de X, cette fonction ¢ ne
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peul &tre déterminée par cette donnée qu’a une constante additive pres.
Si le probléme, dit de Neumann, qui consiste i déterminer une fonc-
tion harmonique a Uintérieur d'un domaine limité par la frontiére X, sa-
chant que sur X sa dérivée normale a des valeurs données est résoluble, il
admet une infinité de solutions différant deua @ deux d’une constante.

. . d.
IV. Supposons que sur X, au licu de connaitre § ou y , on sache que

dn
A
z—f{, + b} =g,
ou A et gsont deux fonctions du point courant M de X, dont la premiere
n’est jamais négative, el supposons que ¢ soit harmonique dans V ;v
a-t-il plusieurs fonctions ¢ jouissant de ces propriétés, et qui sont dés
lors solutions de ce qu’on appelle un probléme mivte ?
S’il y en avait deux, leur différence » serait harmonique et Pon
aurait sur X
dy

dn

/1/]‘({7/)2 dr = —// hy2ds,
JI ¥

ce qui est impossible & moins que y = 0, car A 0.

by

dés lors

Le probléme mixte n’a done qu’une seule solution, s’il est résoluble.

Propagation de la chaleur.
Signification intuitive des problémes de Dirichlet et de Neumann.

69. Il sera particulierement simple de se figurer la signification des
probléemes dont nous venons de voir les énoncés lorsque nous aurons
établi I’équation de propagation de la chaleur ¢t celle de Péquilibre
thermique.

Dans un conducteur, la chaleur passe des parties ou la température
est élevée a celles o elle est basse. On peut se figurer la chaleur comme
un fluide et représenter ses déplacements, ses mouvements, par un
champ de vecteurs w (P;t). Comme la quantité de chaleur qui entre
dans un volume en un temps dt est égale & la quantité qui en sort,
augmentée de ce dont s’est accrue la quantité qui y était primitivg;
ment 1, on pourra obtenir une équation de continuité du champ W
analogue a I’équation de continuité de ’hydrodynamique.

! Pour autant que le milieu en question est le siége de phénoménes uniquement
calorifiques.
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Soit alors @ la quantité de chaleur contenue dans un volume quel-
conque V, limité par une surface X. Soit 7" la température absolue en
un point P a Pnstant ¢ La quantité de chaleur contenue dans V est

0= [f/ Tud:

ou ¢ est la chaleur spécitique de la substance conductrice remplissant
V et , sa densité. Or, dans le temps dt, @ varie de dQ par suite du
mouvement du [luide calorifique, el 'on a

: "1 IT
dQ = dtt/‘//k-;)—t— codr.
“

Mais la quantité de chaleur perdue par V est, si 'on a recours & I’hy-

d0 - di [/ W.d

/// o s = _U W.dr = /// div W-,
A

a cause du théoréme d’Ostrogradzky. Par conséquent :

pothése d’un champ W

donc :

. ’ Yo ’ 7N ’
Or, Fourier a montré que le champ W est représenté & un facteur néga-
tif prés par le gradient de la fonction 7' :

W= —k gﬁi T

ou k est le coefficient de conductibilité. Cette relation veut dire simple-

ment que la quantité de chaleur qui passe dans le temps dt a travers
ar

un élément de surface ds quelconque, tracé dans V, est —k = ds dt,
a

a étant la normale a ds, et c’est au fond cette loi élémentaire qui

justifie & la fois hypothése de I'existence d’un courant de chaleur 74

dans un conducteur isotrope et son expression précédente.

Supposons que le conducteur considéré soit homogéne, on aura

div W = — k div grad T = — klap T.
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L’équation fondamentale de la propagation de la chaleur s’écrit donc

aT . c‘o>
v7t-—«lap1"~0, <~, - )

S1 des conditions favorables a I'établissement d'un régime stationnaire
ont été assurées autour du conducteur, ¢’est-d-dire, si Pon peut étre certain

e

JT

que le mouvement de la chaleur est permanent, - = 0, et lap 7" = 0.
[

La température a Uintérieur d’ un conducteur homogeéne et isotrope en

régime permanent est une fonction harmonique.

70. Soit dés lors ¢ la fonction harmonique qui représente la solution
de J'un ou Pautre des problémes que nous nous sommes posés plus haut
(Dirichlet, Neumann, mixte). Imaginons que § est la température en
chaque point du domaine considéré, supposé occupé par un conducteur
homogéne et 1sotrope, en régime thermique permanent.

Si on connait la température en chaque point de X (probléme de
Dirichlet), elle est univoquement déterminée a I'intérieur ; st P'on con-

R , dl . .
nait le flux de chaleur sur la surface Y (probléeme de Neumann), la
température cst déterminée & I'intéricur & une constante prés.

En effet, dans le premier cas, s’il y avait deux solutions §; et Jy, la
différence J) — {p serail une température stationnaire, nulle sur X, et
physiquement, il est bien clair que cetle température §; — Jp doit étre
nulle & 'intérieur de X. Dans le second cas, la différence de deux solu-
tions serait une température stationnaire dont la dérivée normale serail
nulle sur ¥, c’est-a-dire que le volume serait isolé thermiquement ;
mais un conducteur homogéne isolé thermiquement ne peut avoir une
température stationnaire que si clle est constante, donc Ly~ -y ==
const.

Pour le probléeme mixte, la signification calorifique des données est
un peu plus compliquée ; nous laissons au lecteur le soin de la trouver.

Formule fondamentale.
71. Appliquons la formule de Green aux deux fonctions, § harmonique
1 , .
dans V, et g = =, avec r = PM, M étant le point courant dans V, et P,
r

un point de I'espace. Si P est hors de V, la formule ne donne rien de
particuliérement intéressant. St P est intérieur, elle est inapplicable.
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Cependant, si I'on enléve de V Pintérieur d’une sphére S, centrée en P
et de rayon p, on pourra appliquer la formule de Green au domaine V' res-

. . 1
tant, limité par la frontiére formée de X et S. Dans V', lap § = lap == 0,
1 . . . .
car -~ est un potentiel newtonien dont le laplacien est nul en tout point
r

différent de P. Dés lors :

la dérivée normale étant prise suivant la normale extérieure & V' ; en

particulier, le long de S, c’est la dérivée suivant la normale intérieure & S.
Or, sur S:

I

d -

r 1 dr I

dn r2 dn 2

// 11ii( ;-;./’/’%d’j:o’

.
hi

el

comme le montre I'équation (1).

Done,
1

| e d
21'2// & // <Flj—;*‘4’dn> ds,

et

4

mais le second membre est indépendant de o ; le premier doit I'étre
aussi. Or sur S

bo=d(P) + =

¢ tendant vers zéro lorsque p tend vers zéro, on a donc :

1A P 1 3,0
- // Yz = A (P) + // eds,
i s ‘S { e A::

et la derniére intégrale, pouvant étre rendue aussi petite que I'on veut
puisque, si |¢| <, elle est inférieure & 4my, est nulle.
On a la formule trés importante :
- 1
L1 dy d r
p___// S D) as 92
( ) T r dn v dn ’ ( )

LS

tse
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qui prouve que la valeur d’une fonction harmonique en un point du
domaine V est connue, si 'on connait ses valeurs et les valeurs de sa
dérivée normale sur la frontiére X de V.

Mais il y a plus. Si 'on considére les deux fonctions sur ¥ :

o1 dy

v(M) = — ,—‘P—
v
comme deux densités superficielles, |} (P) se trouve étre égale a la
somme de deux potentiels 'un de simple couche, Pautre de double
couche, étalées sur X.

Remarquons cependant que 1 el v ne sont pas forcément positives,
mais rien n’empéche d’étendre le sens du terme « potentiel newtonien»
au cas de «masses» et de «densités » négatives. L’électrostatique en
donne une image physique simple, et tous les raisonnements du cha-
pitre 1 s’appliquent mmédiatement aux cas ou les densités ont un
signe quelconque.

On a donc le théoréme suivant :

Toute fonction harmonique dans un domaine V est la somme d’un po-
tentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche dus & des den-
sités étalées sur la surface frontiére de V.

Equation de Poisson.
72. Si  n’est pas une fonction harmonique, Papplication de fa for-
1 . .
mule de Green & J et & 9 == - donne immédiatement
r

!

|

X

ce qui prouve que toute fonction y dont le laplacien est défint dans quel-
que région de l'espace est la somme de trois potentiels : 'un dit & une
densité de volume, les deux autres étant respectivement de simple couche
et de double couche.

Dans cette représentation, le volume V en les points duquel on cal-
cule J peut étre quelconque (a cela prés que lap J doit y étre défini
partout). Supposons qu’on calcule § (P) avec un certain choix de V et
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de ¥ ; réduisons le volume a un volume intérieur ¥V’ limité par X', la
formule change, mais ¢ (P) ne doit pas changer. On voit donc que les
intégrales de surface représentent en quelque maniére 'action de mas-
ses continues réparties hors des frontiéres du volume.

Plus précisément, imaginons unc distribution de matiére créant dans
I'espace un certain potentiel 1. On sait que ¢ n’est pas harmonique
mais qu’on a

lap ) = —4mp
p étant la densité de la distribution.
On sait, d’autre part, qu'un tel potentiel est donné en tout point de

L(P) = /// M)y r=PM) (3)

/e

Pespace par la formule

ot W représente un volume contenant toute la matiére attirante. Cette
fonction satisfait & I’équation de Poisson.
Si on considére maintenant un volume V intérieur & W, et limité par

X, on pourra écrire en P, intérieur a V :

ver= [ o [ G va) o

Vv M
P

el Pon voil bien maintenant que l'intégrale de surface représente 'ac-
tion de la matiére extérieure a V.

Entre les deux représentations de ) (P), il y a une différence fon-
damentale. L’une donne ¢ (P) dans tout l'espace, 'autre seulement dans
V. On est str que ces deux représentations sont identiques dans V

. d. .
pourvu qu’on définisse J et zl—% sur ¥ au moyen de (3) ; cette remarque
n

permettra de préciser les conditions d’existence des solutions de I'équa-
tion de Poisson.

L’équation de Poisson admet la solution (3). Si le volume W est tout
entier & distance finie, on voit que (P) tend vers zéro lorsque P s’éloigne
indéfiniment dans n’importe quelle direction. Il en est ainsi d’ailleurs
de tout potentiel newtonien dit & des masses attirantes placées & dis-
tance finie. Toute autre solution de I'équation de Poisson est évidem-
ment égale 4 la précédente augmentée d’une fonction harmonique.

Si donc 'on cherche les solutions de I’équation de Poisson, continues
dans tout Iespace et nulles a I'infini, il faut ajouter'a J/(P), donnée par

! 11 faut remarquer que cette matiére est entiérement a distance finie,
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(3), une fonction harmonique dans tout l'espace et nulle a l'infini.
Une telle fonction est nulle partout comme le montre le théordme de la
moyenne qu’on va démontrer au prochain paragraphe. Dés lors, il n'y
a qu’une solution de U'équation de Poisson, continue dans tout Uespace et
nulle a Uinfini,

Théoréme de la moyenne.

73. La formule (2), qui donne la valeur de la fonction harmonique
(P) en un point quelconque intérieur & V, donne dans le cas parti-
culier ot V est intérieur & une sphére S et ou P est le centre O de cette

sphére :
1
40 = 1 [ | 4o
d -
(A ro 1 -
car —[—{./. = 0 et TR Done :
S

La valeur d’une fonction harmonique en un point est la moyenne des
valeurs que cette fonction prend sur toute sphére centrée au point consideéré.
Il est bien entendu que la sphére doit étre située dans la région ou
la fonction est harmonique ; & cela prés, son rayon est quelconque.

Il s’ensuit qu’a Pintéricur de tout domaine ou une fonction est har-
monique, elle n’y admet ni maximum, ni minimum. Car, si en P, |} était
maximum, J(P) ne pourrait &tre la moyenne des valeurs de <) sur une
sphére, centrée en P, de rayon assez pelit puisque, en chaque point
M de sa surface, on aurait $(M) < |(P).

On en déduit immédiatement une autre démonstration de ce que
le probléme de Dirichlet n’a qu’une solution. Soit en effet X la frontiére
de D ; on se donne (M) sur X et on cherche (P) harmonique dans V
prenant sur ¥ les valeurs J(M). 8’il y a deux solutions de ce probléme,
leur différence est une fonction harmonique dans V, nulle sur X ; elle
est nulle alors dans V, sinon elle y aurait un maximum ou un minimum,
ce qui est impossible.

Solution du probléme de Dirichlet pour la sphere.

74. La formule
1

(I @
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représente la fonction ) harmonique a I'intérieur de X, si 'on connait ¢

dy 8 \ , . ,
el — sur Y. Il y a la une donnée superflue st 'on veut résoudre le
probléme de Dirichlet ; on doit se donner seulement ¢ et non (—li’ sur X,
) vore dl ., . L. n v
Il est possible d’éliminer T d’une maniére trés sunple lorsque X est
. dn
une sphere.
On imroduit le point Py, inverse de P par rapport i la sphére S, c’est-

a-dire tel que P et P vérifient la relation
oP.0oP, = R?,

O étant le centre de la sphere, R le rayon, P et Py sont alignés avec O.
La sphere S est le lieu des points M dont le rapport des distances aux
deux points P et Py est constant :

MP 0P
MP, R

Iig. 9.

D’autre part, Papplication de la formule de Green a la fonction {(Q)

. : . 1
et A la fonction harmonique dans S: ¢ (Q) = —, avec r; = P,(), donne
r

1
1
d—
1 ) 1 ddﬂ ’ rl)
0= — Sl S | .
) hm (/(/ (r1 dn ¥ dn | 7 )
On élimine :—;’—4; en remarquant que
1 R 1
;=7 =0 (1= 0P)

: . R ,
c’est-a-dire qu’on multiplie les deux membres de (5) par — 7 et quon
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ajoute 'équation obtenue membre & membre a (2). 1 vient:

Loy R - 'i?
L(P) — — 5(A oo
b (P) bt ././ bAM) |_l dn dn] 7y

Or, on a
dr dr,
— = CO0Ss — =2 CON
dn ’ dn f1

— —
avec ¢ = PMO, ¢ = PMO; d'autre part :
B=HR?+ r®»—2Rrcosg, [=R*+ri—2Rr cosgpg; (L= 0P,) (b)

r ~~Bd‘ w R
7--[— ou : ‘~~T,71————l‘.

Des lors, le facteur de (M) dans Pintégrale ci-dessus s’écrit, en rem-
plagant cos @ et cos gy par leurs valeurs tirées de (6) :

et rappelons que ll; = R?,

Rl LR (Gl ol St Ll et
B A AR ST TTTIRE
2R
2 - —
- R? -+ 2 2 RE 422 - 242 R
- L, I SRy 7 S
U5
R4 2 R P
TSR T TR
Par suite :
1 R
b (P) = R L/'/ 3 b(M)dsy s (7).

N
I'intégrale du second membre est dite intégrale de Poisson.
el

75. Vérifions que les transformations que nous avons fait subir &
Pintégrale (2) ne lui ont pas fait perdre sa propriété d’étre harmonique
et démontrons que lorsque P tend vers un poin. M, de S, §(P) tend
vers | (M,).

Comme
R? — 2 = 2Rr cos ¢ — 1%,

on voit que

cosr 1 ?
=L | ﬂ I
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C’est la différence de deux fonctions harmoniques : un potentiel de
double couche et un potentiel de simple couche.

Lorsque P tend vers M,, le potentiel de siiple couche, qui est con-
tinu, tend vers

i i

/r-B / /

D’autre part, la densité du potentiel de double couche, si I'on prend
les notations du § 19, est

(ro = Wo)

wii) = — 220

car g dans (8) est le supplément du o des §§ 18 et 19. Or

W, = W, — 2z o
donc :
. 1 0
hm 37- // Cos?d’IM = // COSCP dry + 4 (M,),
P->M,! <7

T . . ’
~=, et la limite précédente est :

2R
, 1 L (M)
V(M,) + oz // dsy -

mais cos @, =

Enfin

o 1 M) WMy
Iiilhfo(l))—#(M"H’mB.,/;/ o, G B // =4 ()

La formule (7) résoud bien le probléme de Dirichlet pour Pintérieur
de la sphére.

Potentiel logarithmique.

76. Sil'on considére dans l'espace les fonctions § (P) dont les valeurs
ne changent pas lorsque P décrit une droite paralléle & une méme direc-
tion 9, il revient au méme de ne s’occuper que des fonctions d’un point
variable P dans un plan IT perpendiculaire a cette direction.

Les théorémes du chapitre V s’appliquent & ces fonctions, mais ils
prennent une forme simple si les volumes qu’on utilise pour les inté-

|

grales triples sont des cylindres droits & génératrices paralleles a 3,

de hauteur unité. On aura, en effet,

ds = ds



— 97 —-

et les intégrales sur la surface latérale deviendront des intégrales curvi-
lignes prises sur la section droite du cylindre par II. Les intégrales sur
les bases s’entre-détruiront, les fonctions prenant des valeurs égales
en des points situés sur une parallele a 9, et les ds y étant opposés,
ainsi que les dérivées normales qui pourraient v figurer.

La formule de Green en particulier s’écrira, pour deux fonctions
¢ (P) ¢t @(P) définies dans un domaine D) du plan et sur sa frontiére C':

/[ (blap o —oglap ) ds = / (44 CPZ;PL)

le sens de parcours sur C laisse 'aire 1) & droite, la dérivée normale
est prise suivant la normale extéricure & D. D’ailleurs on peut tirer
aussi cette formule de la formule de Riemann (I, § 73] :

/ Xdx + Ydy = // <()¥ %) dxdy.

. o1 :
77. Le role joué dans Pespace par la fonction - est joué dans le plan
r

par la fonction log —. On considére un point O attirant suivant une
r

. N . . . - i

orce proportionnelle & I'inverse de la distance ; soit P, tel que OP = r

f proport lle & 1 ; , q ,

et I'on prend

— r
Fe— s (9)
on a
- - ? - dr 1
n-’:::[fw. TS ke e — — T ) P o= y -,
a6 dr 3 < dr . dlog r = d log ;

Les expressions
i=n 1 . 1
‘ — —_
E m; log - // p.(M) log = d7 (ri =0 P, r = NIP)
i1 Lo
sont des potentiels logarithmiques de masses ponctuelles placées en
O,..., Oy, et de masses continues repartleq sur D suivant la densité p (M).

On en déduit les champs analogues a F en en prenant le gradient.
On démontre sans peine que le flux total du champ (9) & travers
une courbe fermée est égal &

— 27 X somme des masses contenues dans C,

-
— T r - * cos
/.I nds == — —2n.ds:: ¢ ds
r r
[ 5 L%
¢ C

car

[
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- —— N
ot ¢ est 'angle de n avec OM, M étant le point courant sur C.

cos . , . s212
Or ¢ ds est, au signe pres, I'angle sous lequel on voit de O I'élément
r
ds. L'intégrale précédente vaut donc

- 277.» 07 -, I

suivant que O est dans C, hors de C, sur C en un point régulier, sur C
en un point anguleux ou les tangentes font I’angle a.

Les potentiels logarithmiques que nous venons de considérer véri-
fient I’