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LR

LA LIBRATION DE LA LUNE,

DANS LESQUELLES ON TACHE DE RRSOUDRR

LA QUESTION PROPOSER PAR I'ACADEMIE ROYALE DES SCIENCFS
POUR LE PRIX DK L'ANNEE 1764 (*).

(Prix de I'Académic Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1764.)

Cet écrit a pour objet d’examiner les différents mouvements, appa-
rents ou réels, que la Lune peut avoir autour de son centre. Je suppose
d’abord que cette Planete a une figure quelconque: et je cherche le
mouvement ¢u'elle doit recevoir de Paction de la Terre et du Soleil.
Quoiqu’un tres-grand Géometre ait déja donné des méthodes et des for-

(*) Dans ce premier travail sur la bbration de la Lune, Lagrange donne une explication
satisfaisante du phénomeéne de I'égalité entre les mouvements moyens de translation et de
rotation de la Lunc : mais il n'est pas aussi heureux a I'égard du phénomene de I'égalité entre
le mouvement des nieuds de 1'équateur lunaire ot celui des neuds de Vorbite de Ja Lune sur
I"deliptique.

1l fallait de nouveaux efforts pour ebtenir une solution compléte du Probléme du mouvement
de I'axe lunaire. Lillustre Auteur y a consacré assurément de longues méditations, car ce n'est
que seize années plus tard qu'il présenta a I'Académie de Berlin sa célebre Théorie de lu
libration de la Lune. (OEucres de Lagrange, t.V, p.1.) ( Note de I’ Editeur.)
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mules générales, qui peuvent aisément s’appliquer a la recherche dont
il s’agit ici, néanmoins il m’a paru plus commode de reprendre la ques-
tion en entier, et de la résoudre par une méthode que je crois nouvelle
A plusieurs égards et qui est d’'un usage simple et général pour tous les
Problemes de Dynamique. Cette méthode me conduit naturellement a
trois équations générales, qui reviennent au méme, pour le fond, que
celles qu'on trouve daus les Memotres de I’ Académie de 1754, pages 424
et 4255 et, pour en faciliter la comparaison a ceux qui voudront
prendre la peine de la faire, j"expose en peu de mots les principales dif-
ferences qu’il y a-entre elles par rapport a la diversité des dénomina-
tions. D’apres ces équations, j’'examine quels changements I'action de la
Terre et du Soleil doit produire dans la rotation de la Lune et dans la
position de son axe. Apres avoir prouvé que Paction du Soleil est pres-
que ingensible par rapport a celle de la Terre, je trouve qu’en supposant,
avee M. Newton, que la Lune est un sphéroide allongé vers la Terre,
cette Planete doit faire autour de son axe une espece de balancement ou
de libFation, par lequel sa vitesse de rotation est tantot accélérée, tantot
retardée; et Jexplique alors avee facilité pourquoi la Lune doit nous
montrer toujours i peu pres la méme face, quoiqu’elle n'ait point recu
d’abord, comme il est tres-naturel de 'imaginer, une rotation exacte-
ment égale & son mouvement moyen autour de la Terre. Je fais voir en-
suite que 'axe de cette Planete doit étre sujet & un mouvement semblable
a gelui de la Terre, comme M. &’ Alembert 'a déja démontré dans la sup-
position que la Lune soit un sphéroide homogene et elliptique dans tous
les sens; mais je differe essentiellement de lui sur la quantité de la pre-
cession et de la nutation- qui doit avoir lieu dans cette hypothese; je
donne la raison de la différence qui se trouve entre nos résultats, en fai-
sant voir que les formules qui sont vraies pour la Terre ne s’appliquent
pas indistinctement i la Lune, comme le-suppose cet Auteur. Je fais voir
de plus que la figure de la Lune pourrait aussi étre telle que la préces-
sion de ses points équinoxiaux fut exactement, ou a trés-peu pres, égale
au mouvement des neeuds de la Lune, comme I’a trouvé M. Cassini; et
dans ce cas je démontre qu'il ne doit plus y avoir de nutation sensible
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dans I'axe de cette Plandte. Au reste, c¢’est aux Astronomes seuls i nous
instruire pleinement la-dessus; mais, pour les mettre plus a portée de
connaitre ces différents mouvements, je propose des méthodes que je
crois assez simples pour déterminer, par le moyen des observations des
taches de la Lune, la position de son axe de rotation et la quantité de sa
libration tant apparente que réelle.

Tels sont, en abrégé, les points principaux de la Dissertation sui-
vante. L’ Académie Royale des Sciences ayant proposé pour le sujet du
Prix de I'année prochaine : « Si I'on peut expliquer par quelque raison
» physique pourquoi la Lune nous présente toujours a peu pres la méme
» face; et comment on peut déterminer par les observations et par Ia
» théoriesi 'axe de cette Plantte est sujet a quelque mouvement propre,
» semblable a celui qu’on connait dans I'axe de la Terre, et qui produit
» la précession des équinoxes et la nutation »; j'ose lui présenter le
fruit de mon travail sur cette importante matiere. S'il ne répond pas en-
titrement aux vues de cette savante Compagnie, au moins servira-t-il i
jeter de nouvelles lumiéres sur un des principaux phénomenes célestes,

II.

Comme il n’est question ici que du mouvement que la Lune doit avoir
autour de son centre de gravité, en vertu de 'action du Soleil et de la
Terre, il est évident qu'on peut regarder le centre de la Lune comme
immobile par rapport a la Terre et au Soleil, en transportant i ces deux
Plandtes en sens contraire le mouvement que la Lune a réellement autour
d’elles, ¢’est-a-dire en imaginant que la Terre et le Soleil se meuvent au-
tour du centre de la Lune, supposé tixe, comme les verrait un observa-
teur placé dans ce centre.

Cela posé, j'imagine par le centre de la Lune un plan parallele i
I’écliptique, auquel je rapporte la position des centres de la Terre et du
Soleil, comme aussi celle de tous les points de la masse de ka Lune. Pour
cela, ayant mené du centre de cette Planete dans le plan dont je parle
une ligne fixe et dirigée vers le premier point d'Ares. laquelle sert
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d’axe commun & toutes les abscisses : soient x I'abscisse et y 'ordonnée
rectangle qui répondent a la projection du centre de la Terre sur ce
plan, et soit z I'autre coordonnée rectangle qui exprime la distance du
centre de la Terre au point qui en est la projection; soient aussi ', y’, 2’
les coordonnées semblables pour la position du centre du Soleil; enfin
soient X U'abscisse, et Y, Z les deux ordonnées correspondantes a un
point quelconque « de la masse de la Lune.

Il est visible :

1° Que la distance de ce point au centre de la Terre sera exprimée par

J.l‘-—- _}'—'Y Z—Z)’,

quantité que j'appelle R, pour abréger;
2° Que la distance du méme point au centre du Soleil sera exprimée
de méme par la quantite

Ve =X+ (7 =Y+ (=L,
que j'appelle R'.
Done, si 'on nomme T la masse de la Terre et S celle du Soleil, chaque
point « de la Lune sera tiré par deux forces, I'une dans la direction de

S .
R
De plus, si 'on prend I'élément du temps de pour constant, on aura

X d'Y 1 RPN . _—
prrt 71?\"(" =i bour les forces accélératrices dont le point « est sollicité

suivant la direction des espaces dX, dY, dZ, qu'il parcourt dans I'in-
stant dt, et il faudra, par le principe général de la Dynamique, que ces

la ligne R, égale & ., I'autre suivant la ligne R’, égale &

’

. . L S ..
forces prises en sens contraire et combinées avec les forces o js uen-

R
nent le systeme de tous les points «, c’est-d-dire la masse entiere de la

Lune, en équilibre autour de son centre de gravité supposé fixe.

1l

C'est un principe généralement vrai en Statique que, si un systeme
quelconque de tant de corps ou de points que I'on veut, tirés chacun
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par des puissances quelconques, est en équilibre, et qu'on donne i ce
systeme un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point
parcoure un espace infiniment petit, la somme des puissances, multi-
plices chacune par Pespace que le point ou elle est appliquée parcourt
suivant la direction de cetle méme puissance, sera toujours égale i zéro.

Dans la question présente, si 'on imagine que les lignes X, Y, Z, R, R’
deviennent, en variant infiniment peu la position de la Lune autour de
son centre,

X +0X, Y+a¥, Z+dZ, R+6R R + 3R,

il est facile de voir que les differences

aX, oY, o7, oR, SR’
exprimeront les espaces parcourus en méme temps par le point « dans
des directions opposées a celles des puissances

X X TS
e P Tae? R e

24

(qui sont censées agiv sur ce points on aura done, pour les conditions de

Péquilibre, I'équation générale
/.

savoir, en changeant les signes,

212X 27 !
aﬂ(—«&X)-&—ai—X —aY )+ 'Ij AT f -~ o)+ a

5 on =
i dr i i AR B

R

aoli b/arm

(A L {1 A*X0X + 'Y oY + d*1.67) + T / .
de | R R

Les quantités 8X, 8Y, oZ, oR, dR’ ne sontautre chose que les différen-
tielles des lignes X, Y, Z prises a lordinaire et affectées de la caractéris-
tique 9 au lieu de la commune d, pour les distinguer des autres différen-
tielles des mémes lignes qui ont rapport au mouvement réel du corps.

Quant au signe d’intégration /, il est mis pour marquer la somme

de toutes les formules semblables qui répondent i tous les L"(‘ﬂ)(‘nl% u

de la masse de la Lune.
VL
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Iv.

Scorik. — Le principe de Statique que je viens d’exposer n’est, dans
le fond, qu’une généralisation de celui qu’on nomme communément le
principe des vitesses virtuelles, et qui est reconnu depuis longlemps par
les Géométres pour le principe fondamental de I'équilibre. M. Jean Ber-
noulli est le premier, que je sache, qui ait envisagé ce principe sous un
point de vue général et applicable a toutes les questions de Statique,
comme on le peut voir dans la Section IX de la nouvelle Mécanique de
M. Varignon, oi cet habile Géometre, apres avoir rapporté d’apres
M. Bernoulli le principe dont il s’agit, fait voir, par différentes appli-
cations, qu'il conduit aux mémes conclusions que celui de la oomposi'-
tion des forees.

(Vest aussi ce méme principe qui sert de base a celui que M. de Mau-
pertuis a donné dans les Mémoires de I’ Académie de 1740, sous le nom
de lot du repos, et que M. Euler a développé ensuite et rendu trés-ge-
neral dans les Mémotres de I” Académie de Berlin pour année 1751.

Enfin ¢’est de ce principe que dépend eelui de la conservation des
forces vives, comme M. d’Alembert Pa remarqué le premier & la fin de
sa Dynamigue; ce qui peut d'ailleurs se démontrer généralement ainsi.

Soit un systeme quelconque de tant de corps qu’on voudra m, m',
m’, ..., (qui pesent, on (qui soient attirés vers des centres par des forces
queleonques; soient P, Q, R,... les forces qui agissent sur le corps m,
et p, g, r,... les distanees respectives de ce corps aux centres de ces
forces; soient aussi P, Q', Ry ..., P, Q7, R", ... les forces des corps
mm’yetp, g, rie, ply g’y r’,. . lears distanees aux centres des
forees; si I'on imagine que tous ces corps se meuvent, durant un instant
quelconque de, pavles espaces ds, ds', ds”,... avec les vitesses o, o', ¢",...,
il faudea, par le principe général de la Dynamique, que le systeme des
corps mom’', m’,..., animés chacun des forces

mdv m' v’ m"dv”
TN dr at

gy
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dans la direction méme des espaces ds. ds’, ds”,..., soit en équilibre avee
les forces

mP, mQ, mR,...., wm'P, Q, WR,...., m"P, m’Q", m"R",...,....
Or, si Pon considere le systeme pendant que les corps changent infini-
ment peu de position en parcourant les espaces ds, ds', ds’, ..., il est

clair que
dp, dy, dry.... dp', dy'. dr'soo, dpts dgt,odrr o

exprimeront les espaces parcourus par chacun des corps, dans des divec-
tions contraires a celles des forees P, Q, R,.... P, Q, R'. .. ...i onaura

done, par le principe de Péquilibre dont nous parlons,

’ m dv N . !
- ds ~ mP — dpy + mQ(— dg), + mR(— dr; + ..

m'dv' . ,
— g eds P dp' o+ ' dg' + m'R dr’ .

(ll " . 0

m'de” , . : .
e ds P —dp” Q- dg - m R - dr
. dt

. ds ds' ds" .
Mettant, au lieu de dt, ses valeurs —» =-» s--o el intégrant, on
¢ v v”
aura
M A= o A e e em Ve VT N

— zrozfs’l'(lp + Qdg +~ Rdr +...,

—m’ /r Pdp' + Qdq + Rdr' + ...

.
-9 ,'l” /( l’”([l)”+Q”(l(l”+ “Illlr“+ R

V, V', V7. étant les valeurs primitives de v, ¢, ¢7,...5 el celle équation
renferme, comme on le voit, la conservation des forces vives prise dans

toute son étendue.

2.
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Au reste le prineipe de Statique que je viens d’exposer, étant combiné
avec le principe de Dynamique donné par M. d’Alembert, constitue une
espece de formule générale qui renferme la solution de tous les Pro-
blemes qui regardent le mouvement des corps. Car on aura toujours une
équation semblable 4 I'équation (A) (Article précédent), et toute la dif-
ficulté ne consistera plus qu’a trouver expression analytique des forces
qu’on suppose agir sur les corps et des lignes suivant lesquelles ces
forces agissent, en n’employant dans ces expressions que le plus petit
nombre possible de variables indéterminées, de maniere que leurs diffé-
rentielles désignées par le 0 soient entierement indépendantes les unes
des autres; apres quoi, faisant séparément ¢gaux a zéro les termes ui
setrouveront multipliés par chacune des différenticlles dont je parle,
on aura tout d’'un coup autant d’équations particulieres qu'il en fautra
pour la solution du Probleme, comme on le verra dans les Articles qui
suivent,

\Y
Solent présmllcmcm :

a Pinclinaison du plan de 'équatenr lunaire par rapport a celui de
Pécliptique;

: la longitude du neeud descendant de Péquateur lunaire, ¢’est-i-dire
Pangle que I'intersection de eel équateur avee l’(e(:lipli(iue, ou avee
le plan parallele a Téeliptique et passant par le centre de la Lune,
fait avee Paxe des abscisses (Article 1)

w la distance d’un méridien lunaire pris 2 volonté sur la surface de la
Lune, et qu’on appellera dorénavant le premier méridien, au neeud
descendant de I'équateur, cette distance é¢tant comptée a ordinaire

sur 'équateur et selon la suite des signes.

Il est aisé de voir que ces trois variables suffiront pour déterminer, a
chaque instant, la situation de la Lune par rapport & son centre, qui est
censé immobile; aussi ce seront les seules qu'il faudra faire varier dans
les différentielles des lignes X, Y, Z, R, R'.
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Soient de plus :

r le rayon ou la distance d’un point quelconque « au centre de gravité
de la Lune;

P I'angle que ce rayon fait avec le plan de I'équateur, ou la distance du
point a & 'équateur comptée sur le méridien qui passe par ce point;

Q Pangle que le méridien passant par le point « fait avec le premier mé-
ridien, ¢’est-a-dire la distance entre ces deux méridiens comptée
sur I'équateur en allant d’occident en orient.

Il est visible que ces trois nouvelles indéterminées ne dépendent nul-
lement de la position de-la Lune sur son centre, mais seulement de la si-
tuation particuliere de chacun de ces points « par rapport a tous les
autres. Ainsi ces quantités r, P, Q ne seront variables dans nos formules
que relativement aux intégrations indiquées par le signe [dans Iéqua-
tion (A).

Au reste il est bon de remarquer d’avance que, comme on suppose que

le centre de rotation de la Lune soit dans son centre méme de gravité, on
aura, par la propriété connue de ce centre, les trois conditions suivantes

» »
B farsinl’:o, /arcosl’sinQ =o0, Jaerusl’CosQ:o;

VI

Maintenant, pour avoir les valeurs des coordonnées X, Y, Z exprimées
enr, P, Q, w, ¢ 7, je considere que I'angle P peut étre regardé comme
exprimant la déclinaison du point « vu du centre de la Lune, et rapporté
a I'équateur lunaire; et que, dans cette supposition, Pangle Q + o, que
je nommerai Q', pour abréger, sera I'ascension droite du méme point
comptée a P'ordinaire depuis le necud descendant de I'équateur. Done,
en rapportant le point « au plan de ’écliptique lunaire (j’appelle ainsi le
plan que nous avons imaginé parallele a I'écliptique et passant par le
centre de la Lune ), lequel est incliné & I'équateur de 'angle =, on trou-
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vera facilement, par les formules de la Trigonométrie, sa latitude que
j’appellerai p et sa longitude que je nommerai ¢'; car on aura, comme il
est aisé de le démontrer,

| sinp :=sinP cos® — cosPsinQ’sinm,

*

sing’' = — —————

(G cosp

cos P cosQ)

g e
| cosq'==

Mais il est clair d’autre part que I'angle p n’est autre chose que 'angle
fait parle rayon ravec le plan des X et Y; et que 4'+ ¢, que je nomme ¢,
est I'angle que la projection de r sur ce plan fait avee 'axe des X; on
aura done, comme il est facile de le concevoir méme sans figure,

7 .= rsinp,
(h) Y =rcosp sing .= rcosp cosq’ sine + rcosp sing’cose,

X == rcosp cosq -z rcosp cosq’cose — rcosp sing’sine,
el, substituant pour sinp, pour sing’ et cosq’ leur valeurs ci-devant,

s X =zreosP cosQ'cose — reosPsinQ’sine cost — rsinP sinesinr,
(E) ‘ Y =rcosP cosQ’sine + rcosP sinQ'cose cosn + rsinPecosesing,

7 =rsinP cost — rcosP sinQ’sinr,

ot 'on se resouviendra que Q' =Q + n.

VIL

On différentiera d’abord ces valeurs de X, Y, Z, en faisant varier seu-
lement w, €, # (Article V), et en mettant la caractéristique ¢ au lieu de
lad, pour avoir celles de 0X, dY, 0Z; on difféventiera ensuite les mémes
valeurs X, Y, Z deux fois a 'ordinaire, pour avoir les diflérentio-difléren-
ticlles d*X, d*Y, d*Z; apres quoi on fera les produits d2X 0X, d2Y oY,
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d*L oZ; et, apres avoir effacé ce qui se détruit, et mis pour

sinQ'cosQ’, sin*Q’, cos'(Q)’
leurs valeurs
ysin2Q, §—jcos2Q, 1+ cos2Q,

on aura

*X X + d*Y oY + d*Z 47,
- ricos?Pd(do + cosm de) + 4 sin2Q'tsin'n der— dnt) + cos2Q' sinmdr de) ’

= <'+ r*sinP cosP[sin Q' sinmd?e + 2 cosm dr de) ) ><

+ cosQ' (d*r — sinz cosw de?)

rteos'P [(l(('osrr do+ de— 3 sin'z de) — sin2 Q' [sinndo de+; disinm dm)|

+ cos2Q'[$d(sin*nde) — sinw dw llﬂ]l

-+ +risinP cosl’[sinQ’[_sinnd’m + d(sinande) | )X e

+ cosQ'[sinm do’+ sin2w dedo + di cosndr)] l
+ risin? P d(sin'nde) |
ricos’P[sintdnde + jsint cosmde’+ d*n+sin2 Q' (do dr — (sinw d*e)
3 . * "
—cos2Q'(sintdode + Lsinm cosmde + | d'n |

+ 4+ risinP cosP[ — sinQ'12 cosw dw de + cosam ds* + duw?) < om.

+ cosQ' (d'e + cosm e ]

'+ risin’P| d*n — sinm cosw de?

On multipliera cette quantité par «, et U'on en prendra I'intégrale en
faisant varier seulement r, P, Q {Article V,; on aura ainsi la valeur de

j 2(d'X 3X + dtY Y + 737,

qu'll faudra substituer dans I'équation (A ), Article 11
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VIII.

Remarque. — Il'y a plusieurs moyens d’abréger le calcul de la va-
leur de

d'X X + d*Y oY + d'Z 07
en voici un qui quoique indirect est néanmoins préférable par sa simpli-
cité et sa généralité. On commencera par chercher la valeur de

dX? 4+ dY? + dZ3;

et pour ce j'observerai, dans la supposition présente, que la valeur de X
devient celle de Y, en mettant simplement — cosz & la place de sine, et
sine & la place de cose, ¢’est-a-dire en augmentant 'angle < de go degrés;
ce qui aura par conséquent lieu aussi dans les valeurs de dX? et de dY?;
dour il s’ensuit que, des que Uon aura la valeur de dX, on en pourra tirer
tout de suite celle de dX*+-dY?, en négligeant simplement dans le earve
de dX tous les termes qui renfermeraient sinecose, et effacant dans les
autres les carvés sin’c et cos?e; apres cela il 0’y aura plus qu'a faire le
arré de dZ, et on aura, apres quelques réductions,

dX? 4+ dY? + dZ:

= r1cos’P[du + 2 cosw dm de + de? — | sin'r de? + | dr:

+ 3 ¢0s2Q'isin’nde* — dn*) — sin2Q'sinn dr de |

+ 2rtsinP cosP| sinQ’(sinx dw de + sinz cosr de?)

“+ cosQ'(dwdr + cosm dedr))
+ r?sin?P [sin*r de? + dr? ).
Je différentic & présent cette équation par 3, ¢'est-i-dire en affectant

les différentielles de d au lieu de d; j’wurai, apres avoir divise par 2,
|

dX8dX + dY ddY + dZddl

= r1cos*P[dw ddw + cosmdeddo + cosmdwdde—sinm do dedn+...]+. ...

Je ne mets pas cette différentielle en entier parce que je ne veux' que
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donner une idée de la méthode que je propose. Maintenant je considere
que 3dX est la méme chose que 40X, comme il est aisé de s’en convain-
cre en considérant Ia nature du Caleul différentiel; il en est de méme des
autres différences affectées de dd; on peut done mettre partout dd au
lieu de od, et 'on aura

dX d3X + dY ddY + dZdJdZ

= r?cos*P(dw ddo + cosndeddn + cosndn dde — sinndwdedn. . .)+. ...

On prendra P'intégrale de cette équation, et, regardant les différences
affectées de & comme de simples variables, on fera disparaitre leurs dif-
féventielles par I'opération assez connue des intégrations par partie; ce
qui donnera

AX X + dYSY + dZ47 ~~f((l‘X3X + Y Y + *L0Z)

= r2cos P (dw 6w + cosmdsdo + cosmdorde +...) +. ..

——-/ [/"(X)s’l’[d’mr?m + d{cosmde)dw + d(cosmdn)ds + sintdwdedr +...] + .. I

Or il est aisé de comprendre que cette équation doit étre identique et
que par conséquent il faut que la partie algébrique du premier membre
soit égale a la partie algébrique du second, et la partie intégrale a la par-
tie intégrale; done, n’ayant égard qu'a la partie intégrale de I'un et de

I'autre membre, et otant le signe f, on aura sur-le-champ

X 3IX + d'YoY « & L7

== r2cQs’ P[0 do + d(cosm de) dm + d(CO8T dw) 3 + SN dwelsdr ... ] + .. ..
On peut remarquer encore que cette valeur ne differe de celle de
dX odX + dY 3dY + dZ 3dY,

qu'en ce que la lettre d qui était apres la ¢ dans les différentielles atfec-
tées de dd se trouve maintenant devant les quantités mémes qui multi-

plient ces différentielles, et que les autres termes, qui ne renferment
VI. 3
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point de semblables différentielles, ont des signes contraires. Ainsi, ayant
la valeur de
dX’® 4+ dY* + dZ¢,
on aura facilement celle de

A X oX + &Y 3Y + *1 dZ,

dont on a besoin dans la solution de tous les Problemes de Dynamique
(u’on voudra traiter suivant notre méthode.

IX.

Jusqu'ici la position de I'axe de rotation, autour duquel nous suppo-
sons (ue la Lune tourne en décrivant d’occident en orient 'angle w, est
absolument arbitraire, et nous pourrons prendre telle ligne qu’il nous
plaira pourvu qu’elle passe par le centre de gravité; mais le calcul sera
beaucoup simplifié si 'on suppose qu’abstraction faite des forces étran-
geres, la rotation de la Lune doive étre uniforme, et son axe une ligne
fixe et invariable. Voyons donc les conditions qui vésultent de ces suppo-
sitions; pour cela il n’y a qu’a faire

T==0, S=o
dans Péquation (A), ce qui la réduit a

T / 2(d*X X + d*Y 8Y + d*Z 0Z) == o;

et il faudra que cette équation soit vraie en faisant
dw=0, de=o0, drn=o;
or, dans ce cas, on aura (Article VII)

d*X X + d*Y Y + d*Z49Z

= r*sin P cosP cosQ’sinn dw?d¢ — r*sinP cosP sin Q' dwdn;
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donc I'équation & vérifier sera

Ei_ﬂ.” doy? 65f dw?dn

ap | @risinPcosPcosQ — ——d—t,—-fazr’sinl’cosl’sinQ’zu,

laquelle donne séparément les deux suivantes (Article IV, a la tin)

(F) /ar’sinl’cosl’cosQ’-_—.o, /ar'sinPcosPsinQ’: o.

[}

Telles sont les conditions nécessaires pour que la Lune puisse d’elle-
méme tourner uniformément autour d’un axe fixe; par conséquent si I'on
suppose, comme les observations de la libration paraissent le démontrer,
que ces conditions aient lieu dans la rotation de la Lune, il faudra négli-
ger, dans la valeur (Aﬂicle VII) de

d*X 0X + d*Y 8Y + 797,

tous les termes ou se trouvent sinP cosPcosQ’ et sinPcosPsinQ’; et
pour avoir 'intégrale

fa(d’XdX + d*Y 3Y + 707,

il 0’y aura plus qu’a mettre au lieu de Q' sa valeur Q + w; ce qui donne

c052Q' = c052Q cos2m — sin2Q sin2m,

sin2.Q’ = cos2Q sin2m <+ sin2Q cos2m.

En supposant, pour abréger,

‘f«r’cos’[’:ll, far’sin’ =K,

(G)
far'cos’P c082Q =M, [ar' cos’Psin2Q = N,

\

on trouvera pour la valeur de

(7'[— a(dX X + d*Y &Y + d*Z.57)
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une expression de cette forme

Qdw + Ede + Il dm,

dans laquelle

Q= Hdo +cosnde) y |, sin'mde — du? (Msin2e + Ncos2m)

dt adt

sinm drde

+ —g (M cos2w — Nsinaa),

__d(cosmdw + de) d(sin’n ds¢) .
E = dr H+ T (K — H)

sin*ndw ds + +d(sinndn)
d?:

yd(sin’m de) — sinm dw dr
-+
de

(Msin2w + Ncos2w)

(M cos2m — Nsin2w),

I — sinm dw de H 4+ flir_r (LH + K)I+

sinteosnde |,
de dr (;H—K

de : )
dodn — }sinnd’e

7 (Msin2w + Ncos2n)

sintdw de + Ld'n + Lsinm cosn de? .
—_— T - (Mcos2e — Nsinam). -

X.

Scorie I. — On aurait tort de croire que les conditions

fa r*sinP cosP cosQ' = o, [a r*sinP cosPsinQ'= o
rendissent notre solution moins générale; car je vais démontrer que,
dans quelque corps que ce soit, on peut toujours trouver trois axes qui
passent par le centre de gravité, par rapport & chacun desquels ces deux
¢quations aient lieu en méme temps.

Pour cela, imaginons pour un moment que la position de la Lune,
que je considérerai ici comme un corps quelconque, soit tixe par rap-
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port au plan de son écliptique; et cherchons la position du plan de
I’équateur de manigre que I'on ait

far’ sinP cosP cosQ’ - o, jar’ sinP cosPsinQ'=o;

on aura d’abord, en combinant les formules (C) de I'Article VI,

sinP ==sinn cosp sing’ + cosn sinp,

.

cosP sinQ’ == cosw cosp sing’ — sinn sinp,

cosP cosQ’' = cosp cosq’;

done

sinP cosP sinQ' = sinw cosm(cos’p sin’g’ — sin’p) + (cos’s — sin?x) cosp sinp sing',

sinP cosP cos (Y = sinw cos’ psing’cosq’' +- cosm sinp cosp cosy’,

et, en mettant pour ¢’ sa valeur ¢ — ¢ afin que I'angle ¢’ ait une origine

fixe,

sinP cosP sinQ’
= sinw cosm (cos’p sin’ ¢ cos’ e -~ 2¢0s’p 8iny Cos ¢ Sine cOse + Cos’p cos’y sin’s — sin’p)

+ (cos*m — sin’ ) (cosp siny sing cos: — cosp sinp cosy sine ),

sinPcosP cosQ’
== sinw cos’p sing o8¢ (cos’s — sin’¢) + sin m sin¢ cos« (cos’ psin’y — cos’p cos’y)

~+ cos(sinp cosp sing sine + 8inp cosp o8y cose ).

Done si 'on fait, pour abréger,

/au" cos’psin’g = A, /ar’ cos?p cos’'q = B,

L% (%

I aricos’psing cosq = (, j aricospsinpsing =),

[ar’sin’p =F,

1%

fazr’ cosp sinp cosq = E,
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on aura

2]
ja/" sinP cosPsinQ’
== sinw cosm (A co8*e -- 2( sine coss + Bsin’e — F) <+ (cos’w — sin’x) (D coss— Esine) = o,

1]

/au" sinPcosPcosQ’

=. sinw[(A — B) sinecose + C(cos’e — sin’¢) ] + cosw (D sine + Ecose) == o,

deux équations d’ou on tirera les valeurs de ¢ et 7.
La premiere nous donne

tangmr Esine — D cose

et la seconde nous donne aussi

— Dsine — E cose )
(A — B)sine cose + C(cos?e — sin%e)’

langn =

done, chassant tangn et faisant sine = x, on aura, apres les réductions,
une équation de cette forme -

ar + bz’ + (f+ gat) 1= 2= 0o,

dans laquelle

@~ CDK + EHK — CE — 2CHD + 2 'E — B,

b. —2CDK — EHK + 3CDH + 2C’E — 3D°E + B,

f = CEK — (2D + E?D,

g == DHK — 2CEK — CEH + 2C?) + D® — H*D — 3E*D),

K étant =A —F et H=A —B. Celte équation, étant dégagée des
signes radicaux, devient celle-ci

+zab+2,fg—g’x‘+a‘+f“~—2_/'g , S

POyt Y=,

ba+g: b:+g2 ’ b1+g:

laquelle, ayant son dernier terme négatif, et ne renfermant aucune puis-
sance impaire de @, aura nécessairement, comme on sait, au moins deux



SUR LA LIBRATION DE LA LUNE. 23

racines réelles et égales, I'une positive et I'autre négative; done, puisque

ange—  E o frg=
M= AT T ax b

on aura au moins une valeur de tange, et par conséquent de Pangle <;
et cette valeur étant substituée dans I'expression de tangn ci-dessus, on
aura Pangle n correspondant. Ayant les angles ¢ et &, on aura, comme
on le voit, la position du plan cherché de I'équateur par rapport au plan
donné de P'écliptique. Si D = o et E = o, alors tangn = o, et le plan
cherché tomberait dans le plan donné, ce qui est évident, parce que les
deux équations

fa rteospsinpsing =: o, fa ricosp sinp cosq = o
sont analogues aux équations de condition

®
[al" cosPsinP sinQ’' = o, fa rrcosPsinP cosQ'==o;

mais, ¢n reprenant les équations qui résultent immédiatement de ces
deux derniéres équations et ¥y mettant D = o et E = o, on trouve

sinm cosn(A cos’e — 2(Csine cose + Bsin’e — F) - o,
sinm| (A — B) singcose + C(cos’e — sinc1 | -~ o,

¢quations qui, outre la racine n = o, donnent encore
cost=uo0, (A —B)sinecose+ C(ros’e —sinte) —a;

savoir, en faisant tange =¢,

B— A
4 i t—1=0,
dont les deux racines sont nécessairement réelles, a cause du dernier
terme négatif; de-la il s'ensuit que si, apres avoir trouvé par les équa-
tions ci-dessus la position du plan cherché, on regarde maintenant ce
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plan comme donné, on trouvera encore deux autres plans qui auront la
méme propriété, et dont la position par rapport a celui-la sera détermi-
née par les équations

cosT=o0, '+ -l}%-—A {—1=o0,
Done : 1° ces deux derniers plans couperont le premier a angles droits;
2" ils se couperont I'un 'autre avec un angle égal a la différence des
angles qui ont pour tangentes les deux racines de I'équation en ¢; c’est-
a-dire qu’en nommant ¢ et ¢” ces racines, la tangente de I'angle en ques-
tion sera, a cause de ¢'¢'= —1,

i+ T 0

XI.

Scori: II. — A 'égard des quantités H, K, M, N de I'Article IX [équa-
tions (G) |, il est clair que leur valeur dépend entierement de la figure et
de la constitution intéricure de la Lune; car, soit D la densité d'une
particule quelconque 2, on trouvera aisément

2=Dr'cosPdQdPd,
et Pon aura

0= /l)r‘drcos’[’(ll’dQ, k - fbr‘drsin’l’ cosP dPdQ,
M [Dr‘(lrcos’l'(ll’ c0s2QdQ, N wfl)r‘(lroosal’dp sin2QdQ;

et, pour avoir la valeur complete de ces intégrales, il faudra, apres avoir
substitué pour D sa valeur en r, P et Q, intégrer : 1° en faisant varier r
el en metlant, apres l'intégration, sa valeur en P et en Q, qui dépend
de la figure de la Lune; 2° en faisant varier Q et en mettant, apres I'in-
tégration Q = ¢, ¢ étant la circonférence d’un cercle dont le rayon = 1;

. - . s qee . ¢
3 en faisant varier P el en mettant, apres lintégration, P = 7 el dou-
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blant les termes. Comme la figure de la Lune estsensiblement sphérique.
on ne s’éloignera pas de la vérité en la regardant comme formée de dif-
férentes couches a peu pres sphériques et dont chacune soit partout de
la méme densité; soit done (1 + e&) le rayon variable d’une couche
quelconque de densité uniforme, r* étant le rayon de cette couche, qui
est perpendiculaire au plan de I'équateur, e une quantite constante trs-
petite, et £ une fonction quelconque de 7, P et Q, qui soit nulle, lorsque
P = go°. On remarquera : 1° que la quantité D sera une fonetion de 7’
seulement; 2° que, si 'on néglige les carrés et les puissances plus
hautes de e, on aura, en faisant, pour abréger, 1%,—5,& =X,

’ [ (l( ,JSE.’ ’ ’ 1 ’
redr=r'dr' + € Ar' = r'*dr’ + eX di';
‘ .

'

~d’oir il suit qu'on aura

"H :/l)r“dr’ cos’PdPdQ + e / DX dr' cos*P dP dQ,

K - ~fl) r'tdr' sin?lP cosPdPdQ + efnx dr'sintP cosPdP dQ, -
(H) . '
M- - /l) r'‘dr’ cos*P cos2Q dP dQ +- efl)x dr' ¢cos*P cos2.QdP dQ,
N /Dr"dr’cos’l’(ll’ sin2Q dQ + efl)x dr' cos' P dP sin2Q d().
Soit
fl)l"‘([l" = F;
01l aura

[Dl‘“(ll" cos?PdPdQ =F Afcos3 PdPdQ = cF fcos' PdP = cF:
on trouvera (](‘ la méme maniere
fl) r’vdr'sin*P cosPdP dQ == *cF,

fDr"dr’ cos*PdP cos2QdQ = o, fl)r"(lr’ cos*PdP sin2Q dQ = o;
VL 4
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on aura donc

H:%oF-&-efDXdr’cos'PdeQ H=tcF,
. a trés-peu prés
K:ch+ejnx(zr'smzpcospdpdo K = 20F;

M :;efDXdr’ cos*P dP cos2QdqQ,

N :efl)Xdr'cos’PdPsiandQ.

D’ou Pon voit : 1° que les quantités H et K sont des quantités finies;
2° que les quantités M et N sont des quantités trés-petites par rapport
a HetK, étant de 'ordre de e; 3° que la quantité K — LH est aussi une
(quantité trés-petite du méme ordre, étant égale &

efDXdr'(sin’P—~ ycos’P) cosPdP dQ.

Quant a la masse de la Lune, on la tfouve en intégrant I'expression
de «; savoir, dans la supposition présente,

DridrcosPdP dQ = Dr*dr' cosPdPdQ + ¢DX'dr' cosP dP dQ,

et son intégrale sera .

20 [ Drtdr + e J DX'dr’ cos PdP d),

s X d(rk)
en prenant ici X’ pour la valeur de —=-

Done, nommant cette masse L, on aura, aux quantités de Pordre de e
.pres,’

4

’ 1
L=2c] Dr*de, dou fl) rrdr = 2
%¢

Or, quoique sans connaitre la valeur de D on ne puisse déterminer le

rapport de F ou de f Dri‘dr’ a f Dr'?dr', on peut néanmoins trouver
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des limites entre lesquelles ce rapport doit nécessairement demeurer.
Il est clair : 1° que, si fexprime la valeur de r* & la surface,

} /‘Dr"dr’</”fl)r"dr’.

parce que r'* est toujours < f*r*; de plus on a

[l.n-'wzr' it fr'@d[), /'nr'u/.-': o — ;fr"dD;
ce qui donne

31 /‘l)r’"d:"—S /‘Dr"dr' = fr"(r” — fHdD

égale & une quantité positive si dD est négatif, et a une quantité néga-
tive si dD est positif, parce que r'* < f*; donc, 2° si la densité diminue
du centre a la circonférence,

/.Dr"(lr’< :f’j Drivdr’;
mais si elle augmente,
[l)r"dr’> S ('l)r"‘dr’;

ainsi, dans ce dernier cas, la valeur de F sera contenue entfe les limites

Lo, 3L
2¢C 5 2c¢

~

Si la densité était partout la méme, on aurait alors

g 3L
Y

XII.

Scotik IIl. — On peut au reste déterminer la figure de la Lune par la
Théorie, en supposant qu’elle ait été originairement fluide, et qu'elle ait
conservé, en se¢ durcissant, la forme qu’elle aurait du prendre, en vertu
de.la gravitation mutuelle de ses parties, combinée avec la force centri-

4.
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fuge et avec I'attraction de la Terre. Pour cela, nous supposerons que le
premier méridien de la Lune, d’ou I'on commence i compter les angles Q,
soit celui (ui passe par la Terre, lorsque le lieu moyen de cette Planéte
est égal & son lieu vrai, et nous regarderons I'attraction de la Terve
comme agissant dans le sens du diametre de 'équateur qui se trouve
dans le premier méridien; ce qui est veai i trés-peu pres, & cause que la
Lune nous présente toujours sensiblement ta méme face. Or soient 4 le
rapport de Ia foree centrifuge & Ia pesanteur sous I'équateur de la Lune
et p la distance moyenne du centre de la Lune a la Terre; on trouvera
généralement pour la figure de chaque couche '

£ = A cos*P + B cos?P cos?Q,

et les deux quantités A et B seront déterminées par les deux équations
suivantes

1 SLors 5Lr2A " ,

p —fﬂf“— - +‘[l)(1(1\l )+ I 5<@ —./‘I)(IA> -0

1 3 l, Qe "le,'fl_g /[)([(Rp < - [l)(/B ‘0,
Ve 2pt ac 2¢ .

{5 ela étant égales i ce que deviennent /D(IA etj DdB, lorsque r'==

e

la démonstration de ces formules est facile a trouver par les principes
ctablis par MM. Clairaut et d’Alembert; je ne la donne point ici, pour
ne pas m’éearter trop de mon objet principal. On aura done dans cette

hypothese

d(rsgy _d(Ary o dBrn
= -'-(-h-',-— = ——T_—,—— cos*P + gy €08 P cos*Q;

el par conséquent on trouvera

[l)xm-'eos»pdw [Dd Ar)+ ,,c/l)d(lh
fl)Xdr'sinrpcospdp(/Q—---cfnd Arm) 4 fn(/ By,

fl)X dr' cos*PdP cos2QdQ = ﬁch(l(Br"),
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et
[I)X dr' cos*PdPsin2QdQ =o.

Par 13 on aura

‘ M= 4_e£ [Dd(lh"*), N o,

( K— = ‘Pc[l)d Ar) 2¢ /D(/ Br).

Si 'on suppose D = 1, on aura alors

M- 4ecf°B N

4 5

jec
o, K== ¥ gy,

[ B¢
en prenant A’ et B pour les valeurs de A et B, lorsque 7= /. Mais, si
Pon veut avoir égard aux gonditions de I'équilibre, on aura; par les
équations (l\), quelle que soit 'ailleurs la densité D,

» ~ ’ I3 2 » ’ AR 4
/ Dd(Ars) = 1}'{—2—&' — —J—[;-c?'/:g / DAd(Br?) = \-)-!“-f‘-l} i}; ),
v 2¢ gee . 2 20’ 2ce’

en mettant 7 = £ Si Pon supposait de plus la densité constante et égale

20"

ir, onaurait, & cause de L == == dans cette hypothese,
5L ST 15T f*
\e — YLy =3y, Be= / S L
ol —jef* 2t (5L —2¢f* ~ fLg’

Du reste on remarquera que e( A’ + B') sera dans ce cas Pellipticité du
premier méridien, et eA” celle du méridien qui est i go degres de li;
ot il suit que les deux demi-axes de I'équateur seront f (14 eA'+ eB’)
el f(1+eA’), et que son ellipticité sera, a tres-peu pres, eB'.

XIIL

adR’
Il reste encore i trouver la valeur des deux tvrmes/ it l/ R de

I’équation (A). Pour cela, soient

o le rayon de P'orbite de la Terve autour de la Lune, projeté sur le plan
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de Pécliptique lunaire; ou, ce qui revient au méme, le rayon de
I’orbite de la Lune autour de la Terre, réduit a I’écliptique;

v la longitude de la Terre, vue du centre de la Lune, ce qui est.la méme
chose que la longitude de la Lune vue du centre de la Terre et
augmentée de 180 degrés;

X la tangente de la latitude de la Terre, vue de la Lune, et supposée au-
dessus de 'écliptique lunaire, laquelle est égale, mais de signe
contraire a celle de la Lune vue de la Terre.

On aura, comme il est trés-facile de le concevoir,
x=tpcosv, y=psiny, 3z=ph;
et, si § exprime la longitude du neeud ascendant de la Lune et ¢ la tan-

gente de Pinclinaison de I'orbite, la valeur de A sera, suivant les déno-
minations qu’on vient de poser,

A= —isin(v—180° — &) =z isiniv —&).
Soient aussi

p' le rayon de I'orbite apparente du Soleil autour de la Terre,
v' sa longitude.

Il est visible qu’on aura

x'—zx=p'cosv, » —ry=psin, z' =z,
savolr

2'==p'cosV 4+ pcosy, y'=p'sinv' +psinv, '=z=pl

On fera donc toutes ces substitutions dans I'expression de R et de R’
(Article II), et l'on aura, aprés quelques réductions fort simples, en
substituant pour X, Y, Z leurs valeurs [Article VI, équations (E )4, et
réduisant,

R=p(1+¥)—2p(Xcosv+ Ysinv+Z1 + X+ Y + 22
= p"i1+ N) —2prsinP[sin(v—e¢isinw + A cosn ]

—2prcosPsinQ [sin(v—e¢) cosk —Asinm]—~ 2prcosPcosQ cosiv— g+,
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On aura de méme

R'*=0p""+ 2p'p cos(v' —v) + p*(1 + A*) — 2ap'(X cosv’ + Y sinu')

—2p(Xcosu+Ysinu+Z2) + X'+ Y' + 22

—p'?+2p'pcos(v —v) +p(1+A*) —2p'rsinPsin (v —¢) sinn
—2p'reosPsinQ’sin(v' —e¢)cosm — 2p'rcosP cosQ’ cos(v' —¢)
— 2prsinP[sin(v — ¢)sinw + Acosn]

—2prcosPsinQ’[sin(v—¢) cosn—Asinn]—2prcosP cosQ’' cosw—e)+ 12,

Substituant au lien de Q' sa valeur Q + w, et faisant, pour abréger,
apres avoir développé les sinus et les cosinus de Q + w,

i T =sin(v—¢)sint + A cosm,

A = sinmsin{v—¢) QST + cOS® COS\vu — §) — Asinmsinm,
A-:cosmsin v-—e)cost — sinmcos(v—¢e) — Acosmsinm,
I" == sin(v' —¢) sinm,

A’--sinwsin(v’ - - €) cosT + cosm cos v — ¢),

I A’ _cosmsin(v —e¢)cosw — sinm cos(v —e),

on aura

Ri—:p1+ 2 ) —2prsinP XT —2prcosPeosQ > A —a2prcosPsinQ x A+,

R'*:p 4 ap'peos(v —v)+p'(1 + 1) —2rsinP X (o' 1" +pl')

—arcosPcosQ X (A" +pA ), —2rcosPsSinQ X< (p’A"+oA) + r4

XIV.

Je différentie maintenant la valeur de R? qu'on vient de trouver, en
faisant varier seulement w, ¢, 7, et en écrivant 0 au lieu de &; j'aurai, en
retenant les lettres I', A, A, et divisant par 2,

ROR = — pr(sinP3I <+ cosP cosQ3A + cosPsinQdA ),
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On a de plus, en négligeant les carrés et les autres puissances de 7 vis-
a-vis de p,
I 1 3or
O o
plr+ ) pr(r+2)

(TsinP + A cosP cosQ -+ A cosPsinQ).

e

.y Lo
On multipliera donc ensemble ces valeurs de RoR et de i en ayant

attention de rejeter tous les termes qui renfermeraient
rsinP, rcosPsinQ, rcosPcosQ, risinPcosPcosQ, risinPcosPsinQ,

par la raison que P'intégrale de ces termes, apres avoir été multipliés
par «, est égale a o [Article V, (B); Article IX, (F)]; on multipliera en-
suite chaque termg du produit par «, et 'on en prendra I'intégrale, en

se souvenant que 'on a [Article IX, (G) ]
/‘au"cos‘l’—_r H, far’ cos?Pcos2Q - M,

fau-’ sin?P =k, fa:r’ cos’Psin2Q N,
(%
ce (ui donne

{ artcos'P cos!Q == J (I + M), / artcos?Psin?Q = (H — M),

o (%

. .
/ aricos’PsinQcosQ =4 N.

L

Par ¢ce moyen, on aura

v 2 3'! .
f%_&_:_ P _[KT4T+tH(ASA + AGA,

. P (14 21)?
+ :MiAdA — AdA) + ;N{(ASA + ASA].

Or on trouve, par la différentiation de T', A, A (Article précédent),
8l == — cos(v — ¢) sinmde + [sin(v — ¢) cosm — Asinx ]dr,

8d = [cosmsin(v — €) cosT — sinm cos(v — €) — 2 cosm sinz Jdu
— [sinw cos(v — €) cosw — cosm sin(v — €)]de

— [sinw sin{v — ¢ sinw + 2 sinw cosw ]ér;
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savoir, comme il est facile de le voir, par la seule inspection des for-
mules (M), Article précédent,

0A == Adw + (A cosm + I coswsinm)de — I' sinw dm.
On a de méme

0A = — Adw — A cosn + Psinw sinw) de — I' cosn on;
done
AdA + AdA=T(Acosw — A sinwsintde — I'(Asinm + A cosm)or,

AJA — AJA =2AA0m + 2AA cosnde + I'(A cosw + A sinw)sinmde

—TI'(Asineo — A cosw)dr,

AdA + AdA == (A? — A%)dw + (A* — A?) cosm de + L A cosw — Asinw) sinwae

— T (Asinw + Acosm)or.

Done, si 'on fait, pour abréger,

A 2
f%dﬁ = 2P (0w E'de T ),

oll aura

Q' =MAA+ N A —A",

E={—K+ ,H)Tcos(v—e¢)sint+ ;M[2AAcost + T (A cosw+ Asinw)sinr|

+3N[(A*— A?)cosm + I' (A cosm — Asinw) sint],

II'= (K — {H)T'[sin(v—¢)cosm — Asinz] — | MI'(A sinw — A cosm)

— iNI'(Asine + A cosm).

On remarquera que dans ces formules j’ai mis pour A cosw — A sinw
sa valeur cos(v —¢), et pour Asinw + .\ cosw, sin(v — ¢) cosw — Asinnw;
mais j’ai conservé dans les autres termes les lettres ', A, A, tant pour
rendre les expressions moins composées que pour les raisons qu’on verra

plus bas.
VL. 5
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XV.
©, . adR’

On cherchera d’une maniere semblable la valeur de | =53 et pour
cela il suffira dé remarquer : 1° que, dans Pexpression de R (Ar-
ticle XIII), on peut négliger les termes pT, pA, pA vis-d-vi®de oI,
p’A’, p’A’, parce que le rayon p’ de Forbite du Soleil est incomparable-
ment plus grand qué’le rayon o de Porbite de la Lune; 2° que la valeur
de R ne différera, apres cela, de celle de R?, qu’en ce qu'il v aura,
au lieu de p*(1 +)2),

o4 op'peosiv — v) +ptr 4+ A,

quantité qu’on peut réduire par la méme raison i ¢ et au lieu des
(M AV A, petd), (T, &, A, g et zéro); d'oin il s'ensuit que, si on fait
pareillement

/'aan'~ 3

R T g

) )

" dm 4 E”de¢ -+ lI”dm),

on trouvera aussi

QO MAA 4+ IN(AT— A",

E = (-~ K-+iHMeos(w' —eisint + ;M[2A' N cosm + 1(A'cosm—+ A'sine sinz ]

+ 3 N[(A? — A"*)cosm + I'(A cosw — A'sinm ) sinm],

W (K— ) Isin(v' —e¢) cosm — $ MT'(A"sinm — A cosm)
—~ NI A’sinm + A’ cosm),

XVL

Revaroue. — La valeur de R de ' Article X1I'nous fournit un moyen
commode et simple de trouver la position du centre apparent de la Lune
par rapport a son équateur et-i son premier méridien. Car, comme la
quantité R exprime la distance de chaque point « de la Lune au centre
de la Terre, il est évident qu’elle sera la plus petite, lorsque le rayon r
sera dans la ligne qui joint les centres de la Lune et de la Terre, ¢’est-
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a-dire qui passe par le centre apparent de la Lune; done si I'on fait : la
distance du centre apparent de la Lune au plan de I'équateur lunaire = ¢;
la distance du méridien qui passe par le centre apparent au premier me-
ridien =0, il 0’y aura qua mettre, dans Pexpression de R, ¢ au lieu
de P, et 0 au licu de Q, et faire ensuite sa différentielle égale a zéro, en

regardant ¢ et 5 comme variables; ce qui donnera

—2pr(l'cosy — Acosl sing — A sinf sing)dy
~+2pr(Acosy sind — Acosy cosfidf - o

d’ou Pon tire séparément les deux équations
I'cosy — AcosOsing — Asinfsing - -0, Acosysing — Acosycosf = o]

la derniere donne d’abord

sinfl A
cosf A’
d’ou
A
Sil]e -= ’Tf‘_‘é\,,, ) ('()SOZ o =3
vA 4+ A VAT + A

ensuite la premiere nous donnera

sing r
cosy  AcosO+ Asing’
R
et, en substituant pour sing et cos? les valeurs qu’on vient de trouver,

sing U
cosy \/L\'ﬁ',\?’
d’ott 'on tire
. 2 2
sing = - r cosy - —7'-‘-/4"_*— A

VI Av o AY yI? - A7 4 A
mais on a par les valeurs de I, A, A [ Article X1 (M),
T2 4 A2+ A7 =1+ 2%

donc, substituant cette valeur, on aura

U=singyi+ 0, Ja + AT = cos 1+ A,
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et par la
A=cosfcosy 1+, A=sinfcosy i+ 1.

Ainsi 'on aura les valeurs de T', A, A exprimées par les angles 6 et ¢,
et vice versd on aura ces angles exprimés par les quantités T', A, A,
c’est-a-dire par les angles w, ¢, 7 et v.

On trouvera de Ia méme maniére, en changeant simplement I, A, A
en 17, A, A’, et faisant 2 = o, les angles ¢ et ¢’ qui donnent le centre
apparent de la Lune vue du Soleil, ¢’est-a-dire du centre de 'hémisphere
¢clairé; et, combinant ces angles avec les angles 6 et ¢, il sevait aisé de
déterminer généralement les phases de cette Planéte.

XVIIL

CororrAtre GENERAL. — Il faut maintenant substituer dans I'équa-
tion (A) les valeurs que nous avons trouvées (Articles 1X, XIV et XV);
ce qui fa ehangera en celle-ci

o- 30 o BoNsa (- 3L _p i:k>oe
o1+ 1) e @i+ n) e

+ (M- ___.3_1._—711'——%“” 0m = 0,
o (14 A’ e

laquelle devant étre vraie, quelles que soient les valeurs des différen-
ticlles 9w, e, 0 (Articles 11E et IV), nous fournit les trois suivantes

() g 31 .&2’——%9":0,
PP (1 + A7)? P

(2) E————~3—r—;E'~—§7‘?—E”:o,
e (1 + A7) e

(3) no 3T _w_Bp_,
' p'\l-{-)\’)z e

La premiére de cs équations servira a déterminer les lois de la rota-



SUR LA LIBRATION DE LA LUNE. 37

tion de la Lune autour de son axe, la seconde & déterminer la nutation,
et la troisieme a déterminer la précession.

XVIilL. ' '

Scorie. — Les équations (1), (2), (3), que nous venons de trouver,
répondent exactement aux équations (G), (H), (K) données par M. d’A-
lembert, dans les Mémoires de I’ Academie de Pannée 1954, pages 124
et 425, pour la précession des équinoxes et la nutation de Paxe de la
Terre, en vertu de I'action du Soleil et de la Lune.

Pour en faire la comparaison, on remarquera :

1° Que les angles P, ¢, &, dans les formules de M. d’Alembert, vépon-
dent dans les notres aux compléments des angles w, ¢, 73

2° Que les lignes fet @ — b dans celles-la ont dans celles-ci pour va-
leurs rcosP et rsinP, et que les angles X” sont la méme chose que les
compléments des angles Q';

3 Que les angles V', X', V, X répondent aux compléments des angles
¢—180°% Q — G, ¢ — 180°, Q —0';

1° Que les angles v’ et v répondent ici aux angles v - - (€ + 270,
v — (e 4+ 270°).

Enfin on mettra dans les formules eitées T au lieu de L, et g, p' et -~ 2.
au lien de o/, wetp.

XIX.

Resolution de l'équation (1)

o g Be,
o1+ N)? ‘

Vobserverai d’abord qu’en regardant la Lune comme peu différente
d’un globe, ainsi qu’elle 'est en effet, les quantités M, N sont incompa-
ablement plus petites que les quantités H, K “Article XI5 d’odi il suil
que, dans I'expression de Q (Article IX), on peut négliger les termes qui
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renferment M et N vis a vis de ceux qui renfermment H; ce qui la réduit a

d(dw + cosnde)

7 H.

. .
Fobserve ensuite qu’au lieu de I'angle », qui représente le mouvement
de rotation de la Lune, il est beaucoup plus commode d’employer 'angle 5
(Article XVI), lequel est toujours nécessairement tris-petit, a cause que
la Lune montre toujours & peu pres la méme face a la Terve. Or, pour
trouver la valeur de o en 6, on aura recours aux formules de UArticle
cité, et 'on remarquera :

1° Que
Asinm +A cosm =1+ 4 cosY(cos O sinm+sin0 cosm) = 1+ A cos sin:m-+0),

el que de méme

Acoso — A sine =1+ M cosd cos(w + 0);
2° Qu’en substituant pour A et pour A leurs valeurs [Article XIV, (M)],
Asine + A cosm = sin(v —¢)cosm — Asinmr,
et que, par les mémes substitutions,
Acosw — Asinm = CoS(v —€);
d’otr il s'ensuit que 'on aura

sin(w +

0) _sin(u—e¢)cost —2sinz
cos(w +8§)

Cos(v —¢) >
ou bien
tang(o +0) = tang(v — €) cosw — Asinwséc(v — ¢)

LT . .
= tang(u — ¢) — 2 sin’ - tang (v — ¢) — hsinmséc(v — ¢),

parce que, comme I'on sait,

. ,T __ 1—COoSTm
sm’;:—— . )
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3° Que la quantité X, qui dénote la tangente de la I.mtude de la Lune
(Article XIIT), est toujours une quantité assez petite, puisque sa plus
grande valeur est d’environ tang5°¢’;

° Que I'angle =, qui représente inclinaison de I'équateur lunaive i
écliptique (Article V), est aussi tres-petit; car, suivant les observations
de M. Cassini, on a = = 2°30', et, suivant celles de M. Mayer, on a seu-
lement 7==1°29g'.

D’oiv il s'ensuit qu’on aura i tres-peu pres

t;mg(m + 0) = tang(v — ¢),

et par conséquent
w4+ 0=v—5s,

ou, si Pon veut faire le caleul plus exactement, en ne négligeant que les
quantités de Pordre sin*z et de A*sin*n

2 sin?~ tangiv — ¢)
2 ).smrsfc\u—-n

m+0G=—v—e— -
1+ tang*{v —e¢) 1+ tang! (v — ¢

LT . .
;u—e—sun’-,—suuzu——zs\—)\sm'r:cosw—e\.

Mais nous nous contenterons ici de prendre simplement v — : ponr la
valeur de w + 0, ce qui nous donnera

wuv—e—0, dn du—de— di
el

. T
doy +cosmde=-dv-- 1 —cosm)de — df = dy — rsin* =de — d0 — dv - 0,
2.

en négligeant, comme on vient de le faire, les termes de Pordre de
. T . . . .
sin? = Faisant donc cette substitution dans la valeur de Q ci-dessus, on
aura

dv —d'o

Soit maintenant Vle mouvement moyen de la Lune autour de la Terve,
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on aura, en regardant I'orbite de cette Planéte comme circulaire,

av_ T
dt‘ {)’(l-’-}’)?

(il faudrait mettre a la vérité T+ L au lieu de T, mais la différence qui
en résulte est trop petite pour qu’il soit nécessaire d’en tenir compte ici).

Done
3T 3dVr o 3dV:

T ey v

P+ A?)

en négligeant le carré de la quantité tres-petite 2.
On trouvera de méme, en nommant V'le mouvement moyen de la Terre

autour du Soleil,
3

S 3dV?
2

de

. v oo . . .
mais on remarquera que V'= 7377 @ (res-peu pres, el par conséquent
B

3dvV* 1 3dV?

———— = ——— —-—  CNVIron;
de 180 dp !

/12

.. . ‘ . - . . 3dV .
(’ouril s’ensuit que I'on peutnégliger entierementle terme Q" venant
de

. 3dv ., . . ..
de action du Soleil, vis-a-vis du terme == Q" qui vient de action de
la Terre, de sorte que P'équation (1) deviendra simplement, apres avoir

]

' . . ., e, at
fait les substitutions précédentes et divisé par e

3dV?

m Q':=o.

(4) —d'0 + d'v—
Or, par I'Artiele XIV, on a
Q= MAA + IN (A — &%),
et, par I’Article XVI,

A=cosfcosgyi+A, A=sinfcosyyr—+ A}
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donc, puisque
sinf cosf = ;sin26, et sin*6 — cos'6 — — cos26,

on aura .
Q' = feos*Y (1+ 1) (Msin20 — N cos20);

mais on a (Articles XVI et XIII)
sing y1 + A =T ==sin{v — ¢)sinn + Acosm,

d’ou l'on tire

cosh T4 N = V1 + Msin't — 2k sinw cosTsin(v — ) — sinwsini(v —e =1,
en négligeant, comme nous I'avons fait jusqu’ici, les termes ol se trou-
vent les quantités tres-petites X et sinw formant des produits de deux ou
de plusieurs dimensions.

De plus, si Pon suppose, ce qui est permis, que le premier méridien
de Ia Lune soit celui qui passe par la Terre, lorsque le lieu vrai de cette
Planite est égal 3 son licu moyen, il est clair que I'angle 6, qui représente
la distance du méridien qui passe par le centre apparent de la Lune i
son premier méridien (XVI), sera toujours trés-petit; car, suivant les ob-
servations de la libration, cet angle ne va guére au dela de 8 degrés;
par conséquent on aura a tres-peu pres, et avee une exactitude suffisante

pour notre objet, sin24 = 2§ et cos29 = 1. Done enfin
0= — !N+ M.

Il ne reste plus qu'a trouver la valeur de d*v; pour cela, on remar-
quera que v — 18o°est la longitude vraie de la Lune ( Article XIIIj; par
conséquent, si 'on appelle m le rapport du mouvement de Panomalie
movenne de la Lune 4 son mouvement moyen, et qu’on n'ait égard qu’a
sa premiere inégalité, on aura

v — 180° = long. moy. € — asinmV,
VI 6
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a étant, suivant M. Clairaut, 6°19/, et 2 un nombre tres-peu différent
de Punité; d'oti 'on tire

d'v = m*asinmV dV?.

Faisant donc ces substitutions dans I'équation (4) ci-dessus, on la
changera en celle-ci

— d*6 — E—M— 8dV?+ -3—1-\{- dV* 4+ mrasinmV dV*= o,
H 2 H

d’ou 'on aura, par lés méthodes connues,

3M N 3M mla
5 — —_— —_ — 0 Pt e &}
(5) 6 -ACsin<V\/ i >+ .Y [: cos(V m >] 3N sinmV.

H

Cest'une des deux constantes indéterminées introduites par la double
intégration, I'autre ayant été supposée tetle que I'angle ¢ soit nul lors-
que V=o, ¢’est-d-dire lorsque le licu vrai de la Lune est le méme que
son lieu moyen.

De Ia il est facile de voir que, si Pon veut tenir compte des autres iné-
galités du mouvement vrai de la Lune, et qu’on suppose pour cela

v — 180" = long. moy. @ — asinmV — bsinaV — ¢sinpV — ..,

on trouvera pareillement

P 3M N 3M
O_Csm<V\/-h—> + oM [l-—- cos(V\/—lT>]

m*a umV n*b
- N sinm ™

H S T

sinnV—....

XX.

Conséquences qui résultent de la formule precédente par rapport
a la libration de la Lune et a sa rotation.

Comme P'équateur lunaire n’est que trés-peu incliné a I'écliptique, il
est elair que I'angle § représentera, sans erreur sensible, la libration de
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la Lune en longitude; d’ol I'on voit que cette libration différera un peu
de celle qui a été supposée jusqu’a présent par les Astronomes. Pour en
faive la comparaison avec plus de facilité, on mettra Pexpression de 5
sous la forme suivante |

} L 3M a . ., 3M b . _
9—_—a.smm\/—bsmn\/——...———-n—,r’-‘2 »—Qismm\-—“—;»—j.—'i@smnv

H H

MY N (o /3],
+(;blll<V\/—l—i—>+;—b—f|:l'-COb<v T{-')],

et 'on remarquera qu’elle comprend, pour ainsi dire, trois sortes de li-
brations.

La premiere est représentée par les termes
~-asinmV —bsinnV —. ..,

qui expriment la différence entre le mouvement vrai et le mouvement
moven de la Lune; ainsi cette libration est purement optique, et ¢’est la
seule qu’on ait observée jusqu'ici.

La seconde est contenue dans les termes
IM a ) . 3M b .
TR sinmV — T OSW sinnV —. ..,

m N "

et vient en partie de Pirrégularité du mouvement de la Lune et en partie
de la non-sphéricité de cette Planete; mais elle sera presque insensible,
en supposant, comme on I'a fait au commencement de I'Article préed-
dent, M incomparablement plus petite que H, et cela doit en effet étre
ainsi; autrement il serait impossible que les Astronomes ne s’en fussent
pas encore apereus.

La troisieme enfin est celle qui est représentée par les termes

o (. /3N N (o /3M
Lsm(\ —ir>+mll—(os<V\/-i—l~)],
et qui ne dépend aucunement du mouvement de la Lune autour de la
6.
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Terre, mais simplement de sa figure non sphérique. Elle sera la plus
grande, lorsque

3M 2CM
tang A" —H- —_ — ——N——’
et alors sa valeur sera
N+ YN+ 4C: M2
2M ?

le signe + a licu lorsque la libration se fait dans le sens de la rotation
de la Lune, ¢’est-i-dire d’occident en orient par rapport au centre de la
Lune, et d’orient en occident par rapport a la Terre; et le signe — est
pour la libration du coté opposé, d’ou Pon voit que ces deux librations
ne seronl jamais égales, excepté si N = o, auquel cas elles seront en-
tierement analogues aux oscillations d'un pendule simple de la lon-

H Coa e o T
gueur s qui déerirait des ares égaux i 2C.
Au reste, soit que N =o, ou non, la durée d’une libration entiere com-
posée d’'une allée et d'un retour, sera toujours égale & la durée d’une
oscillation totale du méme pendule, ou bien elle sera au temps pério-
. 3M
dique de la Lune comme 1: \/—]i -

A Pégard de la rotation de la Lune, comme on a trouvé dans I Ar-
ticle XIX

m—+0=v—g¢ atrés-peu pres,
on aura, en substituant les valeurs de v et de 0,

. . 3M  a oy, M
= long. moy. @ + 180 —t+p ) EEMllnr\ + i

2

-«b—a M sinnV—...

n?

I n

(o AWM\ N o /3M
——Lsin(V\/Tl—>~—;—N—I-|:l-—(o.s(V\/T>]~

D’ol I'on voit :
1° Que la rotation moyenne de la Lune est égale & son mouvement
moyen autour de la Terre, moins le mouvement moyen de ses points
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équinoxiaux; condition nécessaire pour que cette Planite nous présente
toujours & peu pres la méme face;
2° Que la vitesse de la rotation vraie de la Lune est variable; cette
ue la vilesse de la rotation vraie de la Lune est varable; cette
vitesse étant  celle du mouvement moyen autour de la Terre dans le
apport de dw i dV, c’est-d-dive de-
de  3M  ma IM b

cosmV + — -

_ ;I—‘—[ -+ i ')'12—'-—3——51 il "*‘ibl cosnV +...

2

TH "W
LN (o AN\ N AN (o /3W
——(‘\/—H—(‘()5<V\/—ﬂ~>—--;—M—\/~l-l—slll(v —l—l->

Ansi, faisant V=o, on a .

at.

de N 3IM ma N 3&! nb 0 3M
A [T TR | UL B VA | I

T ST

pour la valeur de la vitesse primitive de rotation, qui aura di étre impri-
mée a la Lune au commencement de son mouvement. Done, a cause de
Pindéterminée C, il est clair que cette vitesse aura pu étre quelconque,
pourvu qu'elle différat trés-peu de 1, ¢’est-t-dire de la vitesse du mouve-
ment moven, et que d’ailleurs la valeur de M ne soit pas nulle, ni ne-
gative.

XXL

RemarQue. — Jusqu'ici les Astronomes avaient toujours supposé que
la Lune tournait autour de son centre d'un mouvement parfaitement
uniforme, etils avaient été obligés, en conséquence, pour sauver le phé-
nomene de la non-rotation apparente de cette Planete, d'imaginer qu’elle
eut recu d’abord une vitesse de rotation exactement égale a celle de son
mouvement moyen autour de la Terre, ou plutot de celui de ses points
équinoxiaux; ce qui était néanmoins tres-diflicile a comprendre. 11 me
semble que la Théorie précédente fournit un dénouement tout simple de
ce paradoxe, ou, pour mieux dire, ce paradoxe n'a point lieu dans la
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Théorie que je viens de donner de la rotation de la Lune. Ainsi je puis, a
cet égard, me flatter d’avoir pleinement satisfait a la premiere partie de
la question proposée par I’Académie.

XXIIL

Scorik. — Si 'on suppose la Lune homogene, et que sa tigure soit
celle ’'un sphéroide dont I'équateur et les méridiens seraient des el-

lipses, comme dans I’Article XII, on trouvera (Articles XI et XII), en fai-
sant D =1,

T

I[:;-CF:: 4——:"§5, NI:_4E'f[‘55eB N::();

. M . e e, , , o
d’ou 'on aura i = el = a lellipticité de I'équateur, ¢’est-a-dire i la

quantité dont le demi-axc de 'équateur, qui est a peu pres dans la méme
ligne que le centre de la Terre, surpasse 'autre demi-axe, cette quantité
étant supposée divisée par le rayon de la Lune; done, suivant I'Ar-
ticle XX, la Lune fera réellement autour de son axe, en vertu de 'action
de la Terre, des oscillations exprimées par la formule

Csin(Vy3el').
Si 'on veut que Pallongement de la Lune vers la Terre ait été produit

par action méme de la Terre sur cette Planete supposée fluide, alors on
aura (Article XII)

Q

=

t

I
&
2

Pour évaluer cette expression, nous ferons, avec M. Clairaut,

ll-‘ :(ij,
et avee M. de Lalande

S _ 3

Fen
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(/" est le rayon de la Terre); ensuite nous prendrons

p="060f",
ce qui donnera

_ll)((io;

S 3
-

- de la je trouve
236

—_—
10 000 000

e /
eR = V3eB = _84d

1 000 00()-
Done le temps d’une oscillation totale sera de

1000000 . . Lo :
“Bih mois périodiques = environ 3 848 jours.

On peut regarder au reste tout ce que nous venons de dire sur la libra-
tion de la Lune comme un commentaire de la Proposition XXXVIII,
Livre III des Principes Mathematiques.

XXIIIL.

Resolution de I équation ( 2)

E— ———3—1——-—; E — é—;— E"==0.
o1+ a)? P

On aura d’abord, en négligeant dans la valeur de E (Article 1X) les
termes (ui renferment les quantités trés-petites M, N et K — ;H,

dicosm dwn + d;)_

l'L = “‘AMA_I]?Z H,

expression qu’on peut mettre sous cette forme

cosn d(dw + cosn de) sinz dr do sin*w d?e + sinm cosx dn de
de de de

1,
.
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ou simplement, & cause de sinn trés-petit, et de dr et de trés-petits aussi
par rapport & dw, comme on le verra dans la suite,
cosmd(dw + cosm de) sinm dn dw

dr H— dr H,

¢’est-d-dire (Article XIX)

sinm dr do
E=Qcost — —ar H,

En second lieu, on aura (Article XIV)

V=—(K— H)T'cos(v—e¢)sint+ MAA cosm + ; MT' (A cosw + A sinw) sinz

+ +N(A* — A*)cosnm + ; NT'(A cosw — Asinw) sinm,
¢’est-a-dire, en substituant pour A et pour A (Article XVI) les expressions
cosfcosyy/1+ 32, sinfcosdy1+ &,
et mettant Q' a la place de MAA +4N(A? — A?) (Article XIV ),

E'=Qcosm+Tsinm[ (11 —K)cosiv—e¢)+Mcosy 1+ ¥ cosim— 6)

— £N cosy 1+ 2 sin(m —0)].

On mettra ici, comme dans I'Article XIX, 1 au lieu de cosgy'1 + 2% et
v —e—0Gau lieu de w, c’est-i-dire v — e — 25 au lieu de w — 0, ou bien
simplement v — ¢, & cause que I'angle 6 est toujours tres-petit, et 'on

daura

E'—Qcosn + I'sinz| (1H —K + ;M)cos(v —e)— | Nsin(v —¢,].

On substituera done ces valeurs dans I'équation proposée (2), et, otant

. . , . \ .. 3dVe
ce qui se detruit en vertu de I'équation (1), on aura, apres avoir mis I

\

. 31 o . . 38
au lieu de ———— et effacé les termes qui contiennent =; comme dans
po i1+ A3 P
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I'Article XIX, I'équation

- 3 H— o
6. —(lﬂu'n—~———r~)l:\ M pcos(u— &, dvi+ 5’ﬁrsin<u—-e)dv::.o

Or (Article XIII)

I' = sinfu — ¢)sinm + Acos
t (Article eité
= isin(v—{);

done
Feos(v—e)=-3sini2u— e sinm+ ;i sin(av—e—&) cosm—}isin({—e¢) cosm,

Isin(v—e) == {1 — cos(av — 26 |sinm— jicos(2v — ¢ — L) cosm

+ . I(‘OS(;.—G (‘051

De plus

w=iy—e—0 et dp=dv—de—db 1+ u)dV, a wés-peu pres,

i étant le rapport de la précession moyenne des points équinoxiaux lu-
naires au mouvement moyen V; en faisant ces substitutions, on remar-
quera que les termes qui renferment les angles £ - @ deviendront, par
P'intégration, beaucoup plus grands que les autres, parce qu'ils auront
alors pour diviseur la quantité trés-petite p — p, p exprimant le rapport
du mouvement rétrograde moyen des noeuds de la Lune & son mouve-
ment moyen V; done, n'ayant égard qu'aux termes dont nous parlons,
on changera I'équation (6) en celle-ci”
(l——)K—f—\i)u,o-.r . 'Jl\'u'os.-. 0s(C )V 3Nsinz dV.

(7) dr== - (|+u.\ll sin(Z—e&)dV+ - T )“ = E "’-j(l‘+.u.)||‘

D’ou I'on tire, en prenant = pour la valeur moyenne de =, lorsque V=o,

8 _ 3(H - ‘K——F—M—){UNHCO‘K + 3N/ cosw in(z- ¢ '_"i_f\a_mn_
8w T = i ST T Y AT

V1. 7
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Et, en supposant que #', §', ¢ soient les valeurs de =, §, ¢ lorsque V=o,
on aura

., 3H=—2K+M)icosw . 3Nicosw 'y
BT T e (e —pH oS =)~ (e — P»“Sl =

XXIV.
Résolution de U équation (3)

n——2 B,
p’(l—+—7\’)7 P

1° La valeur de II est, par Article IX, en négligeant les termes mul-
tipliés par les constantes tres-petites M, N, (5 H —K),

sinwt do de d'n
———dt—,———H—i dt“’H+K)

2° La valeur de T1 est, par I'Article X1V [en mettant sin(v —¢) au lieu
de Asinw — A cosw, et cos(v — &) au lieu de A sinw -+ Acosw, comme
dans I'Article précédent, et négligeant de plus la quantité infiniment pe-
tite du second ordre Asinz, comme on I'a fait toujours],

[((K—+tH)cosm — ;M]I'sin(v —¢) — ;NI cos(v —¢
32 On mettra, comme dans ’Article précédent, Lsinw+Licos(§—¢jcosn
au licu de I'sin(v—e¢), —Lisin(§-—~¢)cosn au lieu de TI'cos(v—e),

. 3T .
au lien de ————; on eflacera le
g (1 + A*)°
s, . L, . ..
terme ?;H , par les raisons alléguées (Article XIX), et, divisant toute

. 3dV?
(14 1.)dV au lieu de duw, et -(if—

t‘)

) . ; sinm do
I'équation (3) par ™ Jp— [ onaura

H+2K  d'n 3'\‘.!K-—H)(‘OSTE-—M

de =z — a(t+u)H sintdV + 4r+u)H

dv

. (2 K—H)cosm—M cosnicos(& AV 43— Nicosw

4(' +{J~)H SinTC 4“_’_# H\llﬂer' SIIl!Z.-—g’)(lv.
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Ce qui donne, en intégrant, apres avoir mis = au lieu de = (*),

_,_ H+2K dn +3(:1K—H)cosn_s__—_y
‘ 2(1+p) H sinwdV 4+l
9)

(o K—H)cosm—M cos® . in(— Nicosw R
f+wip—p/H sing' BRI p—pHsing '

7 ¢lant égal i

K—H
E,_3(2 H)cosw—M coswm €05 sin(t'—¢)— 3 N"'O“W - cos(Z'—-¢).

f0+p)(u—pH sing - {0+p (p—p Hsing

On remarquera que la valeur (le U pcul étre négligée, parce qu'elle

ne contiendra pas le diviseur p.— p qui se trouve dans les autres termes.

XXV.

Conséquences qui résultent des formules precedentes (8), (g), par rapport

a la precession des équinoxes et a la nutation de {'axe de la Lune.
Si I'on fait, ce qui est permis,

H—2K+M-—=h cos g, N:tlzsing,
savoir
e — N
h=y(H—2K+Mp+ N, tangg TR TR

et qu'on mette 1 au lieu de cosw, on aura, en négligeant p. vis-a-vis de 1,

Jhi 3Nsinm

T= -—mcos(t;—e+g/+ 7 Vv,
. 3(11-—'2K+M) i 3h: o)t
E_n—--———————m———-w—-v— W::i)—)_ﬂsmmsm(c €+ )\ jeo

(*) Le procédé d'intégration employé ici par Lagrange est tout & fait défectueux; la substi-
tution de = & =, avant l'intégration, ne saurait effectivement étre regardée comme légitime.
(Note de UEditeur.)
(**) I ya, dans le texte primitif, plusieurs fautes de signes qui ont peu d’importance ; nous
avons cru devoir toutefois les faire disparaitre. (Note de I’Editeur.,)

7.
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D’ou I'on voit :

1° Que, si N n’est pas = o, I'inclinaison de I'équateur sera sujette a
une diminution ou augmentation constante selon que N sera positive ou
négative;

2° Que la valeur de 1, ¢’est-d-dire la précession moyenne des équi-
noxes, sera

3 H—2K+M)

VA B
3° Que le pole de I'¢quateur de la Lune décrira, pendant une révolu-
tion des neeuds de Porbite par rapport aux neeuds de I'équateur, un petit

cercle dont le rayon sera

3hi
flv.—pH

Mais, si @ ==p, ¢'est-d-dire si le mouvement des points équinoxiaux
de la Lune est ¢gal au mouvement des naeuds de orbite, comme 'a
trouvé M. Cassini, les formules précédentes ne serviront plus; mais il

faudra mettre d’abord au licu de & sa valeur

T e 3hi cos(g' —¢e + g
Glp—pym " g
et au lieu de % sa valeur
g+ Shi sin(Z" - ¢+ g
e —p)Hsing 7 LA
A .

-

on mettra ensuite ¢ - nVau lieu de ¢, et —pV au leu de &5 apres
quoi, regardant (1. — p)V comme une quantité infiniment petite, on aura

cos(E—e+g) =cos(d—e+ g —(u—=p)VsinZ —¢+ g,

sin(f— e+ g)==sin’' — e+ g)+{n—=p'Veos(Z—¢ + g
et les valeurs de ¢ et de = deviendront les suivantes

, 3Nsine 30

T | —— s — e+ g |V
A1 A I CH

o l!]‘.::?__'ﬁf_“@ 4 3
¢ iH 4Hsine
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D’ou il s’ensuit que

3 M —aK4+ M) 3k
#s 0 T {lsine

cos(g' — &+ g,

et qu'il n’y aura plus de nutation sensible dans 'axe de la Lune,

XXVL

RemarQue. — Il est bon de remarquer que, st Pon voulait appliquer
a la Terre regardée comme un sphérvoide quelconque les formules (8)
et (), il faudrait eflacer partout les lettres M et N. La raison de cela est
que, Pangle 0 n’étant plus alors tres-petit par rapport i v, il ne serait
plus permis de mettre, comme nous 'avons fait, sinfv —¢) et cos(v — s
au licu de Asinm — A cosm et de A sinm + A cosm dans les expressions
de B et de 1173 mais il fandreait substituer pour A et pour A leurs valeurs
[Article XHI (M) |5 cependant, comme les termes venant de ces substitu-
tions seraient tous multipliés par sin2s ou cos24, et que » serait dans
ce cas beaucoup plus grand que V, étant i trés-peu pres dans le rapport
de 27 41, il est elair que ces termes pourraient étre négligés enticrement
comme devant étre, apres Uintégration, considérablement plus petits
que les autres. M. d’Alemberta fait le premier cette importante obser-
vation, sans laquelle il eut été comme impossible de résoudre le Pro-
bleme de la précession des équinoxes dans Ta Terve considérée comme
un sphérvoide a méridiens dissemblables; mais elle w’a plus liew i Pégard
de la Lune, dans laquelle » =V a peu pres; et ’est ce qui fait que nos
résultats different un peu de ceux de ce grand Géometre, comme on va
le voir.

XXVII.

Scorie . — En supposant la Lune homogene et de figure elliptique,
comme dans I'Article XXII, on aura (Avticle XII;

.

Lef?
eB, N_-o K-— H o= —’Ig’,—{,- ‘e N+ el

S

T AR T
H= e, M= 2%
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done (Article XXV)

g=o, /c:-_H~2K+M--8{‘(A’+eB'), h:zeA’+zeB’;

i
done
T= — ?_"_(__eA +eb) cos(& —e),
((/,—P)
' . AI / A l
e=n—pV— Stieh’+ eB') sin(—e¢), p= ?.ﬁ_’}_i"—‘

2(p—p)sing 2

o I'on remarquera que ¢A’+ eB’ représente Pellipticité du premier
éridien, c’est-a-dire Uallongement de la Lune (dans le sens de la ligne
qui joint le centre de la Lune et de la Terre a trés-peu pres), par rapport
au demi-axe de la Lune; et que par conséquent le mouvement de I'axe
de cette Plangte dépend en ce cas uniquement de la quantité de cet
allongement.

Par la théorie de la figure de la Lune, on a (Articles XII et XXII)

15T 236

e = ,
4p* L 10 000 000

eB = et eA'=139;

or ¢ exprime le rapport de la force centrifuge i la pesanteur sous I'équa-
teur de la Lune; donc, si I'on nomme 9’ ce méme rapport sous I'équa-
teur de la Terre, /" le rayon de la Terre, ¢, ¢ les temps de la rotation de la
Lune et de la Terre, on voit facilement qu’on aura

ce qui donne

AL
L e

mettant . au licu de ¢, 2 au lieu deff,, 67 au lieu de - -—, el — au

288

’

: v,
lieu de - je trouve

‘,_

/v

6326

~ 1000000000’
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d’ou
eA’: ——-—-———79 ’
10 000 000
et par conséquent
RIT)
e+ e = ———
10 000 000
done
A
7 10000 000

et, multipliant ce nombre par 360 degrés, on aura, en secondes, 617 pour
la précession moyenne des points équinoxiaux lunaires dans un mois
périodique. |
Pour avoir la nutation, il faut multiplier u par g,’_"i“,,’ ou bien par ;-'
simplement, i cause de u. extrémement petit,
Or, en prenant pour la tangente ¢ de I'inclinaison de Uorbite lunaire
tang5°¢’, et pour le rapport p du mouvement moyen des nauds au mou-

L

U T 1220”4 . . .
vement périodique de la Lune — "=, je trouve la nutation de 'axe

360
= 3'39"; e, divisant ce nombre par sinm (en prenant pour =, 2 degreés,
valeur moyenne entre celles de M. Cassini et de M. Maver), j'ai 1°44115"
pour la plus grande équation de la précession.

Selon M. d"Alembert {vovez le dernier Mémoire de ses Opusculesj, 1a
précession moyenne des équinoxes dans Uhypothese présente est seule-

3(eA’+ jeB’) . S .
ment de © 75255 et lanutation est aussi diminuée d proportion;;

¢’est ce qui fait que nos résultats ne s'accordent point; mais j'ai donné
. . ] . gy .
ci-dessus (Article XVII) la raison de cette différence entre les formules

de ce grand Géometre et les miennes.

XXVIII.

Scorie I, — Voyons maintenant quelle devrait étre la valeur de
eA’+ eB’, pour que la précession movenne des équinoxes lunaires [l
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égale au mouvement des neeuds de la Lune; dans ce cas, on aura (Ar-
ticle XXV)
o — JH—2K+ M) . 3hi cos(l — ¢+
B P= 4H 4H sinw &
i .
=3(eA + eB’)| 14 ——— €08 —¢€) |:,
SIng
done
eN el oo T
31+ ———cos(g —¢)
sinw _
Done, si 'on veut, avee M. de Cassini, que le neud descendant de
I'équateur lunaire soit toujours au méme point que le neeud ascendant
de Porbite de la Lune, on fera ¢ = &', et 'on aura

, "/
A el ==. P T

R { \ 1000000’
M+ —
sinw

el, dans ce cas, il 0’y aura plus de nutation sensible dans I'axe.

XXIX.
Scorie [Il. — Au reste, quelle que soit Ia valeur de e A’+-eB’, pourvu

4
qu'elle surpasse — 147

» je dis que le mouvement des équinoxes lu-
[ 000 000

naires deviendra toujours de lui-méme égal au mouvement des neeuds
de la Lune; caril est claiv qu’on pourra toujours trouver un angle 2'— ¢

tel, que I'on ait

done lorsque les neeuds de I'équateur et de orbite, a force de s’éloigner,
seront parvenus a la distance J'— ¢ entre eux, le nceud de I'équateur
recevea un mouvement égal a celui de lorbite.

Il est vrai que I'inclinaison de I'axe sera sujette & une augmentation
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ou diminulion constante, selon que ¢ > &’ ou < &', en vertu de laquelle
la valeur sinw changera un peu, et I'équation

eA'+eB = - - e
3[|‘+ = COS(E — ')
sinw

cessera d’étre vraie: mais elle se rétablira ensuite par la variation de la
distance &' — ¢'. Peut-étre poprrait-on démontrer, par ce raisonnement,
que les neeuds de I'équateur lunaire devront enfin coincider pour tou-
jours avec ceux de 'orbite.

\XX.

Scorie IV, — Un moyen de déterminer si le mouvement des neeuds
de I'équateur lunaire est exactement égal a celui des noeuds de Porbite,
oe serait d’observer pendant une longue suite de révolutions de la Lune
la quantité de sa plus grande libration en latitude. Car il est clair que
_cette libration peut étre représentée sans erreur sensible par angle que
nous avons nommé ¢ (Article XVI), & cause que U'inclinaison de P'équa-
teur a ’écliptique est extrémement petite; or (Articles XVI et X1}

I sin(u—eg)sinm+2Acost _ sin(v—e)sinm+isinw—1Y)cosn

sing

iR ViEn - Vi sin(y—7)

[en mettant pour A sa valeur ¢sin(v— &) |. Done, st &= ¢, on aura

. sin(v — %) o .

siny = —————~--" —— isinw + 1 cos7),
2 Qindiy, — 7

Vi ?sintiy — %

et comme (Article XIII)
v long. @ +180° et Z=long. Q),
lorsque la Lune sera dans ses plus grandes latitudes boréales, on aura
v — 180 — £ = go",
savoir
v—{=270° et sinyv—7%;: . —1;

on trouvera de méme sin(v — &) =1 pour les plus grandes latitudes
V1. ' 8



58 RECHERCHES

méridionales; donc la libration totale en latitude sera

. 0 . e . -
ce quiva d ¢ environ du rayon de la Lune. Soit maintenant ¢ > ou <¢,

il est évident qu'apres quelques vévolutions de la Lune, on devra avoir
e== &+ 180° et alors sing sera égal a

) sinfv — &)
Vi—+isini (v —¢)

(—sinm + ¢ cosm),

et la libration totale égale a

—sinm + icosT 1
2 ——_ -~ : = sculement du rayon de la Lune. -
Vi+ e 9

XXXI.

Scouie V. — Je finirai ces recherches par exposer une méthode par
laquelle, ayant trois observations d’une méme tache de la Lune, on
pourra connaitre la position de Péquateur de cette Planete par rapport i
I’écliptique. Soient, comme dans I'Avticle XII, v — 180° la longitude du
centre de la Lune et ) sa latitude supposée australe, U - 180° la longi-
tude de la tache et A — 7 la tangente de la latitude, dans une observa-
tion queleonques il est facile de voir, en conservant les suppositions et
les noms de I'Article 11, que Pon aura

x x )y ' ‘ 2

Tz T == T COS Y, = 3L — SillU, St ez T b - }.:
vri+yr P vri4yr P VE o e
et de meme
—Y . z—171 N
- r;:,—:r—:—i-}-.:'r I LR T Sin U, P e S Y A /3
V/(.I'—“X)“F(]"'Y)‘ V’(Z‘—X)‘—F(‘)'—YV
[ ]

or

(=XV+=Yr=a'+y'—2gX —2)Y=p— 22X~ 20 Y,
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a tres-peu pres; donc, en négligeant les carrés et les puissances plus
hautes de X, Y, aussi bien que leurs produits, on aura

roY _.’:_X+£r_’£+_p.¥_: siny + cosy XSV~ Yeosy,

VE—Xp+(r—Yi p P @ p
on meltant sinv et cosv au lieu de % %; par conséquent, si I'on fait
sinU = sinyv — S,

on aura I'équation

S .
1) 22— Y cosu— Xsinu.
CoSv

On trouvera de la méme maniere

ce qui donnera

(2) *Z-:l—ﬁl-:Xcosu-stinu.
Il faut tirer de ces deux équations les valeurs de X, Y, Z; et pour cela

on remarquera que, r étant le rayon de la Lune, on aura
Xt Y+ 220,
el que
(Y cosv — Xsinv)? + (X cosv + Ysinu) — X2+ Yi=r? — 2%
on aura donc

(Z_pl)z P:s:

r* — Z: —
A cos*y
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d’oi1 'on tire
_pl+h

g N

en faisant, pour abréger,

g -
— 2 1 — n2]2
h_\/(l+)\)<r cos’u) p*l2.

Ayant [a valeur de Z, on trouvera aussitot celte de X et de Y par les
équations (1), {2), car ’

X = Z—lpl cosv — pStangu, == Z———;-—l— sinv + ¢S,

On fera le méme calcul pour chacune des deux autres observations,
et Uon appellera X', Y', 2'; X", Y”, Z” les valeurs corvespondantes de
x' Y, Zo .

Maintenant on a [Article VI, (D) ]

Z=rsinp, Y =rcospsing, X =rcospcosq;

de plus, en combinant les deux premieres formules (C),

sinP = sinp cosm + cosp sing’ sinw

= sinp cosm - cosp sing cose sinm — cosp cos¢ sine sin,
en mettant, au lieu de ¢', ¢ — ¢; donc, substituant pour sinp, cospsing,
Z Y X
cosp cosq leurs valeurs -» —» =+ on aura
r.r r
(3) - rsinP =7 cosnt + Y cosesint — X sinesinz

et de méme pour les deux autres observations

4 rsinP = 7' cosn + Y' cosesinn -- X' sinesinm,
(5) rsinP =12Z"cosm + Y"cosesinm — X”sinesin,

en supposant que la position de 'équateur demeure la méme,
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Retranchant Péquation (4) de I'équation (3) et Péquation (5. de
P’équation (4), on aura deux nouvelles équations

(6 (Z—=2")cosm+ Y —Y')cosesint — (X — X')sinesinm - o,
(7) (Z'—Z" eosm + (Y —Y") cosesinm — (X' — X")sinesinm = o,

d’ou lon tire

(X—=X"sine - (Y —=Y')cose cosm (X' — X"isine— (Y — Y cose

7—7 T sinr 72— 1

|

et par conséquent

T e M
Be=\z7 =7 " T=7 (z—z" 77-—’77)'

Connaissant ¢, on trouvera z par la formule

VANA

langn ~=- (x__X')sine—(Y-—V')""“.
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RECHERCHES

SUR LES

INEGALITES DES SATELLITES DE JUPITER

GCAUSKES PAR LEUR ATTRACTION MUTUELLE.

Multiim adhue restat operis.
SEN., Epise. 64,

(Prix de I'Académic Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1766.)

CHAPITRE PREMIER.

FORMULES GENERALES POUR LE MOUVEMENT DES SATELLITES DE JUPITER.

Soient nommés :
r le vayon vecteur de orbite d’un satellite quelconque projetée sur le
plan de P'orbite de Jupiter;
p la tangente de la latitude du satellite par rapport i ce méme plan;
I la force que Jupiter exerce sur le satellite i la distanee 1.
On aura la distance du satellite au plan de Porbite de Jupiter égale a rp.
Done la distance du satellite au centre de Jupiter sera 71+ p2.
Par conséquent la force par laquelle le satellite est poussé vers Jupi-
ter sera — - ...
i+ pr
Cette force peut étre regardée comme composée de deux autres : I'une
9-
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. . A F Co
parallele au rayon vecteur et égale 8 ————; Iautre perpendiculaire
ri(n+ p*)’

T

3
2

au plan de Porbite de Jupiter et égale i
r*(e—+ p*)

Or on peut, en général, réduire les forces perturbatrices du satellite
a trois forces uniques, dont :

La premiere, que j'appelle R, soit parallele au rayon 7;

La seconde, que jappelle Q, soit perpendiculaire au rayon vecteur,
et parallele au plan de 'ovbite de Jupiter;

La troisibme, que j'appelle P, soit perpendiculaire & ce méme plan.

Done le satellite sera sollicite, dans les directions dont nous parlons,
par les forees

B Y M R

ri(n 4 pt)? r’(l—!—p");

dont les deux premieres déterminent le mouvement que le satellite doit
avoir dans le plan de Porbite de Jupiter, ou pour mieux dire, parallele-
- ment a ce plan.
11.

Cela posé, soient :

¢ le temps éconlé depuis le commencement du mouvement;;
» Pangle décrit par le rayon r durant ce temps;
Pélément du temps de constant, ¢’est-i-dirve, ddt = o.

On aura pour la vitssse circulatoire du satellite, parallelement au plan

. . rdy o, . . rrdet  rde?
de Torbite de Jupiter, —-2» d’ot résulte la force centrifuge —% = -
priers Uge i de:’
, . F .
laquelle ¢tant retranchée de la force ———— + R, on aura la véritable

. ri(1+p*)’
force qui tend & diminuer le rayon r.

Done, par le principe des forees accélératrices, on aura

dir F rde?

—ar =T 3R

(A) 3 de
r?(l_{_Pﬂ)’
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Maintenant on sait que, si la force perpendiculaire Q ¢tait nulle, le
rayon r décrirait des aires proportionnelles aux temps, de sorte que I'on

aurait, a cause de dt constant,

d(”?i’) = 0;

mais la force Q fait parcourir perpendiculaivement i r Pespace Q dr?
rrdy .
pendant le temps dz; done le secteur == croitra pendant ee temps de

Qrdr , .. .
=05 par consequent on aura I'équation

Ia quantité
d(r:dg)  Qrde,
dont U'intégrale. en ajoutant cdt, est

ridy -~ cdt + dt [Q rdt;

don 'on tire
(/(? C + /1(;)"(11

B .
[ dt r

Entin on aura, en vertu de la force perpendiculaire au plan de For-

bite de Jupiter,

A (pr Fp -
- —JI_J — _,Mﬁl,___‘ - P,
dt? . .
rH A+ P
ou bien
?p adp dr 2 r F P
pooodpde pdr o Fp
dr rde rdt Yoo
P+ p*)
v ({""
d’ett, en mettant pour - ;- sa valeur
rdt
de? F R
de > !

tirge de I'équation (A ), et effagant ce qui se détruit, on aura 'équation
suivante '

\ d’p do*  odpdr P —Rp
v ae TPaE T ear T
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1.

Les équations (A), (B), (C) donneront 7, 7 ¢t p en ¢, ce qui suffira
pour faire connaitre le lieu du satellite & chaque instant. Que si on
voulait connaitre la figure méme de Porbite qu’il décrit, il faudrait éli-
miner des équations (A ), (C) élément dr. Or de I'équation (B) on tire,
apres quelques réductions fort simples,

done, st 'on substitue cette valeur dans (A), (C), et qu’on fasse pour

. o e, 0
plus de simplicite 5 = W, onaura, en prenant dy constant,

P p)t v Rt
, d*u Fr-pot v+ Ry +Q(1<P .
) R e T =0,
s ¢t + 2 /‘Q r3dy
m(p— praQi2
dip P dy
le) P e T ng,
dg ¢ 2 [Qridy

Supposons pour un moment que les forees perturbatrices P, Q, R
soient nulles; on aura par 'équation (¢)

&p

—=-- 1) 0
2 I ’
dy

dont I'intégrale est, comme on sait,

P ="Gsing + Mcosg,
ou bien
p=Asin(y —e¢),
) el ¢ étant deux constantes arbitraires. Cette derniere expression de p
tait voir que orbite est toute dans un plan fixe, dont la position dépend
des quantités X, ¢, qui expriment, la premiere, la tangente de Pincli-
naison, et la seconde, la longitude du neeud. Retenons maintenant cette
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méme expression de p, et supposons, & cause des forces perturbatrices,
M.et e variables; on aura

dp: d)sin(g - §)+7Acos(qo—4 e)(dy - de).

Or, afin que le corps puisse étre regardé comme se mouvant réellement
dans le plan déterminé par X et ¢, il faut que la valeur de dp soit la méme

que si ces quantités demeuraient constantes, ¢’est-a-dire, que

dp = Acos(9 —e)do;
done
drsin(@ - &) =Acos(p — =) de;

par conséquent, a cause de d constant,

(lzp - . )\(’5
o TR

et
d*p . Ade
d¢? P= sin(¢ —¢)do’

On réduira ainsi ’équation (¢) ci-dessus a deux équations du premier
degré, qui donneront X et ¢ en ¢; d’olt ’on connaitra la variation de I'in-
clinaison de I'orbite et le mouvement de la ligne des neeuds. Cest ainsi
que la plupart des Géometres en ont usé jusqu’ici dans la recherche des
orbites des Planétes; mais il nous parait plus court de chercher directe-
ment la latitude p par une seule équation, d’autant plus que les quan-
tités X et e s’en déduiront plus aisément; car, puisque

p =:Asin(g —¢), dp -Acos(g - ¢),
dy
on aura

Py,
+ —~—, tang(g —e) =
\/P “dp
On pourrait faire une pareille transformation sur I'équation (a); ce
qui réduirait Porbite 4 une ellipse dont excentricité et la position de Ia
ligne des apsides seraient variables, ainsi que M. Newton I'a pratiqué



72 RECHERCHES SUR LES INEGALITES

par vapport a la Lune. En effet, si 'on suppose d’abord
Q=o0, R=o0, p=o,

I’équation (a) devient
d*u F

— —=o,

do T

dont I'intégrale, étant mise sous cette forme

h

w— = =pcos(o — a),

. c! . \ o,
donne une ellipse dans laquelle  est le demi-paramétre, f}—, Uexcen-

tricité, et « la longitude de Papside inférieure. Qu'on rvegarde mainte-
nant p et o comme variables, et qu’on suppose, par une raison analogue

a celle que nous avons expliquée ci-dessus,

du - - -psinfly —a)dy,
on trouveri

dpcosly o +4-psin(g —alda o,

dtu F

diw P«/a
dv?

¢ cos(o—a)dy

Ainsi Péquation (@) se véduira i deux équations du premier degré, d'oir
Pon tivera aisément o et 2.

IV.

Les observations nous apprennent que les inégalités des mouvements
des satellites de Jupiter sont tres-petites, aussi bien que les inelinaisons

de leurs orbites, par rapport a l'orbite de cette Planete: d'on il suit que,

s . . : . dy
si 'on nomme a la valeur movenne de r, 1 la valeur movenne de —/7’
. N (

¢’est-a-dire la vitesse angulaire moyenne, et qu’on dénote par n un coef-
ficient trés-petit, et par &, v, s des quantités variables, on aura les ex-

pressions suivantes

r=a(r+na), 9=uplt-+ny, p=nz,
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\ dy . : .
ol I'on remarquera que les valeurs de x et de ?I% ne doivent contenir

aucun terme constant; autrement @ et p. ne seraient plus les valeurs

d N ‘ .
moyennes de r et de 7;;, ce qui est contre Phypothese.

V.

Substituons maintenant ces expressions de r, ¢, p dans les équations
de I'Article IT, et négligeons les termes qui se trouveraient multipliés
par des puissances de 2 plus hautes (que »?, parce qu'une plus grande
exactitude serait superflue dans le sujet que nous traitons; nous chan-
gerons d’abord I'équation (A) en celle-ci

d*x F

—na = == — {1 —oanx -+ 3nfxt) (- ezt + R
dt: «@

( / - (/‘. o ([VJ R
— a(l -{ nx we-t- 20 - n'——
L (‘ o dr )’

ou bien

I K ) 21 ) ko L dy
na—— + — — api—nl- - +av)r 4-n - (3x'- ;2" — 2nam—=-
de o : e : « S,

. dy L ody?
— antanx—— — na-— + R — o,
T dt de

Si n était = o, on aurait

.
- — a4+ R = o;
a H ’

donc, n étant tres-petite, la quantité
A
- o—apr+ R
a’ [L

devra I'étre aussi; de sorte qu'on pourra supposer

L —ap'+ R= n-l;‘ X.
a a

VI. 10
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Cette substitution faite, on divisera toute I’équation par na, et Pon

~

aura, en mettant pour plus de simplicité f au lieu de 5;,

(:;p (2f + p?) x'“?f’d +fX+nf(3x’——~z)—2n;,L‘z(5V n% 0.

VI.

L’équation (B) deviendra, par les mémes substitutions,

dy [c fQ(l-i—nx)dt
a2

p— e — 2nx ; 2 .’1\.
pone = + @ J(l 2nx + 3Intx?)

Si n était = o, on aurait

C
dt - ap — =;
.[Q - z’
supposons done

fQ |+lzx)(lt_a;1—~+nLY,
a @

on aura, apres les réductions,

— = —apx+fY+ 3npxt —onfaY.

VIL.
Enfin I'équation (C) se changera en celle-¢i

. iz + nz - . dy o dz dx y P- alkz
—— 12 AN —— AN~ = e e —m—e— =T 0
dt ¢ Y de at+nx)

et Pon prouvera ici, comme on a fait ci-dessus, quil faut que la quan-
tite P soit tres-petite de Vordre n; ¢’est pouirquoi nous supposerons

P—n l{z F,
—— =n-—14,
1+ nx a?

d’oit nous aurons I'équation

iz dy dz dx
o T2 +fL+ 2RI g 2 =
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VIIL

Voila les formules par lesquelles on pourra déterminer les inégalités
des satellites de Jupiter, dis qu’on aura trouvé les valeurs des quantités
X, Y, Z qui résultent de leur action mutuelle.

Pour rendre ces formules encore plus commades pour le calcul, nous

. . dy . .
substituerons dans celles des Articles Vet VI la valeur de = tirée de

dt
I’ Article VI.
De cette maniere, on aura, en négligeant toujours les termes affectes

3

de n*, n*,...,

(/7‘1' 3 YW
- — Yt — o : -7 AN — 20
(m ‘ de + B fiE X Sy .0,

—n(6pr—3f) 2 — infzt+ 6npfxY - nf Y

dy , ) .

(K 77? +apx — fY —3npzt+ onfzY o,
p . L
d*z dzdx

F —= gtz a4 FL o fnpizax +on———— +onuvfzY —o.

( ) ,/12 f/ } / -4 { ([t" / ‘/‘

. _ dy . .
Nous avons dit que bes valeurs de x et =7 e doivent renfermer aucun
(

terme constant; on remplira ces deux conditions par le moyen des con-

stantes fet e,

CHAPITRE 11.

DETERMINATION DES FORCES PERTURBATRICES DES SATELLITES DE JUPITER.

1X.
Soient :
L la masse de Jupiter,
@, la masse du premier satellite,
€, la masse du second satellite,
@, la masse du troisieme satellite,
G, la masse du quatrieme satellite.

10
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Supposons de plus que toutes les quantités que nous avons nommeées
r, p, 9. F, R, Q, P,..., dans le Chapitre précédent, soient désignées ici,
relativement au premier satellite, par

iy Piy @y F, R, Q, P,.

relativement au second satellite, par

Ty P2y Qo FJ, Rn Qh P?,- .

-e

relativement au troisieme, par

i Pay @30 Fao Ry, Quy Py
et relativement au quutribmc, par

ry Po 96 Fo Ry Qp, Pyt

En général, nous conserverons toujours dans la suite les noms donnés
dans les Articles précédents, avee cette seule différence que nous mar-
querons les lettres d’un trait pour le premier satellite, de deux (raits
pour le second satellite, ete. (*).

Enfin nous dénoterons, pour plus de simplicité, la distance entre deux
satellites quelconques, ¢’est-d-dire, laligne droite qui joint leurs centres,
par A(r, r); r, r étant les rayons vecteurs des deux satellites; ainsi la
distance entre le premier et le second satellite sera désignée par A(ry, ry),
la distance entre le premier et le troisieme par A(r,, ry), et ainsi des
autres.,

X.

Cela posé, il est visible :

1° Que le satellite @, est attiré vers Jupiter avee une force
7

Al

(*) Il nous a paru indispensable, au point de vue de l'exécution typographique, de rem-
placer les traits par des‘indices en chiffres arabes. (Note de I’ FEditeur. )
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et qu'en méme temps Jupiter est attiré lui-méme vers le satellite avee
une force

_€&

riv+p)’
d’oti il suit que la force totale qui tend a rapprocher le satellite de Ju-
piter est

Cette expression doit étre comparée avee Pexpression de la force centrale
F

. s ) -
TV ) (Article I), ¢’est-i-dire, en la rapportant au premier satellite,

F .
avee ————» ce qui donne d’abord
ri(r+py)

F =7+ @G.
2° Que le satellite @, est attiré vers le satellite €, avee une force

_ G‘
Alr, r,)'-"

Iaquelle peut se décomposer en deux autres : Pune dans la direction du

ayon mené du satellite @, a Jupiter, qui sera

@.riy1+pl
A[ "n r, ,‘3

Pautre parallele au rayon mené du satellite @, i Jupiter, et qui sera

G, v"l_-t; P
Ary, i
De plus le méme satellite @, doit étre regardé comme attiré par une
foree égale, et en sens contraire, & celle avee laquelle Jupiter est attive
par le satellite @ ,, ¢’est-d-dire par une force
@,

i+ pi)’

et dirigée parallelement au rayon mené de ce dernier satellite a Jupiter.
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L
Done Paction du satellite €, produit dans le satellite €, deux forees :

lune

@;1’1\/"‘?“7

A(I‘., r)?

dirigée vers Jupiter, Pautre

@I: 1 _r,\/Tikm]

ry(t=+p3) A(ryr)

dans une direction parallele i celle qui va du satellite €, & Jupiter.
30 Or la foree
C.riyi1+ p?

Al{ryry)?

se décompose en deux autres : 'une perpendiculaire au plan de l'orbite

de Jupiter
Canp

Alr, "'1)3’

autre parallele au méme plan dans la divection du ravon r,, qui sera

G

A{r,r.p?

N P VT+_7§
@‘[r:(l+-p3) Atry ) ]

se change en deux autres forces : 'une perpendiculaive an plan de I'or-

P np
@2[ I-7([_|._ ? 71 A(""“)JJ,
oy Pi)

Parcillement la foree

bite de Jupiter

et 'autre parallele a ce plan, dans la direction du rayon r,,

1 r,
e. [“"'—‘:‘z - 37“"»]

Enfin cette derniere force se décompose encore en deux autres : I'une

dans la direction du rayon r,, avec le rayon r, fait angle 4,—g¢,; autre
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perpendiculaire  cette direction; la premiére scra exprimée par

1 r.
@TJ S — . j CoS( g — @),
2 .- A(r,nm)
Pt +p3) .
la seconde par
@|-—-— — —-«Q-J sin(g, — q.),
3 242 Ay, r)
| i (1+ p3) }

.

et tendra a diminuer Pangle 7., au lien que nous avons supposé
(Article 1) que la force perpendiculaive Q tendait & augmenter
'angle 2: ¢’est pourquoi il faudra la prendre négativement.

4° Comparant done toutes ces forees avee les forces R, Q, P (Article 1,
ou bien Ry, Q,, P, (Article IX), on aura en conséquence de Paction du

satellite @, les expressions suivantes

[P, —— 1, coS(9;, — ¢,
|{l:_@2 Sy <1Jf BRAN

A(ryr)

[y sin (@, — o))

=@, -
Ql ) Al Py 1y )

—@ | np e
p=al P

3

L ooste ] ,
ryr+pi)?

_sinfes —91) '],

rin+ pi)t

N .
+ P
| r:(l—+—[;§)’

On trouvera de la méme maniere les expressions des forces R, Q,, P,
en tant qu'elles résultent de Paction des satellites €, et @, etil est elair
qUC l'()n aura I(ES n]éln(‘,h' I‘()I'lnlll(‘,s (lll(? ("l-(l(‘.\'h'lls, el Ill:ll'(llllllll S(‘lll“ln(‘l"
de trois traits ou de quatre traits les lettres qui sont marquées de deux
traits (7).

XI.
.

Si l'on veut avoir égard aussi 4 action du Soleil sur le satellite @ ,,
on nommera : '
©® la masse du Soleil,

3, la distance du satellite @, au Soleil,
o, le rayon vecteur de Uorbite du Soleil autour de Jupiter,
¢ la longitude du Soleil vu du centre de Z':

(*) ¥oir la Note de la page 76.
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et il n’y aura qu’a mettre, dans les expressions de R,, Q,, P, de I'Ar-
ticle X, © au lieu de @,, 9, ad lieu de A(r,, r,), p, au lieu de r,, ¢ au

lieu de 9,5, et supposer p, = o. De cette maniére on aura, en vertu de
action du Soleil,

S [r Tpeosly — ), Cos(b — o )]
. 0, [
Q|:®Ip'5m cp.)_smup q))]
P

rep
p,=o .
r

XII.

Done, en joignant ensemble les forces qui proviennent de 'action des
trois satellites @ ,, €,, € ,, et du Soleil sur le satellite €, on aura les
valeurs completes de R,, Q,, P, exprimées de la manitre suivante

R -G, 'A”USS%*M 4. Losign = @)
o P pi)t

[ =1 €05(9a —91) | €OS(9— 1)
+@3 A(’|”J/ + ,-:!-

[ 1 — r cos(9, — o) Cos (¢ — 91)
+ @t A('”'#I + 2

Lo e C(;W_:‘EQ 4 £os($—91) |

_ o [rsinig—9)  sin(¢:—¢1)]
Q‘ =@, A("l) ry)? 2 2 ;_
| r;(r+pi)°

+ @, [7ssin(gs — @) sin(gs — CP:)-

L A(I",l'sfs "§(1+P§F-
[resin(@e— ) sin(g,— i)
+ G, A(r, "4)37 :

i ri(t+ph)*

rr‘sin(q/—q).) Sin(ql-—CPl)—
+e 5 T T g
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pl = @2

+ G,

A
L ri(i+p)tl
[(npi=nps P ]
A("n";l,l3 l‘;(l—i—l)g) ]

[ rop— rip + P

A(ry, re)? , :
O gy

Slet

rp, )

6 .

)
t

XII.

81

Telles sont les expressions des forces perturbatrices du satellite @
ot il est facile de déduire celles des trois autres satellites G ,, @,, G ,.
En effet, un peu de réflexion saffit pour faire voir que les quantités R,
Q,, P, deviendront R,, Q,, P,, en marquant sculement de deux traits les
lettres qui sont mavquées d’un trait, et véciproquement (“); ainsi Pon

aura pour les forces perturbatrices du sccond satellite les expressions

suivantes
I{ - @ 1

+ @,

+ @,

+ O

+ @,

+ ©

[, — 1, ('()S(Q| - (P_') 4 EPE&EPLM pall
| A(ry, ryy ,.':(l_*_l,f)? |
_."‘-' — ('OS(QJ _ <P1) + COS{ 9y — @3) -
A T T T
| AU P i
(12— rcos(@i—¢u) | OS(0— G,
| Al Pl pt)t |
TSP — ) | €O (Y 9
I i, pi
[risin(g —qa)  sin(g, — ¢:)
e 1 )3 p
i Atry 1) rie+pl)t
[r.sinig,—¢.)  sin(gs— 9,)
Atry 1P i
i 15 rii+pi) ]
[rsin (@ —9.) SN g — 9,
Alry 1) .
| A
psin =g sin{y =0 |
0, {’7' Ny

(*) Foir la Note de la page 76.

VI.
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p_@glfrp=rp P
11— 3 3
AT e
—rzpz—‘rn]_)_a Ps )
+ @’ A(I‘;, "3)3 * 2 2 :
- r.’l([+pd) =
[ 122 — 1 ps Ps
+ @, . ) B
| AUt iy
‘ + & C’.P_’.,

%

On aura pareillement les expressions de R,, Q,, Py, et de R,, Q,, P,,
en marquant successivement de trois et de quatre traits les lettres qui
ne sont marquées que d’un seul trait dans les expressions de R,, Q,, P,,
et réciproquement ().

XIV.

Il reste a chercher les valeurs des quantités A(ry, ry), A7, ry),-. .y
qui expriment les distances entre le premier satellite et le second, entre
le premicr ct le troisieme, ete. (Article IX). Or il est facile de trouver
qu’on aura

A(ry mpP=(rpr—rp )+ rsin(g.— @) + [ r.— r.cos(g, — ¢)
=ri{t+pl)—arn[cos(¢g:— @)+ p p. ]+ ri(t+pi);

done, tirant la racine carrée,

Alryn) = yri(i+ph—arr[cos(g:— ¢,) 4+ p, pa] + ri(i+ p).

On trowvera pareillement

A(ryr) = Vri(t+ pYy—2r n[€os(gs— 9,) + pps | + rii+ pi).
et ainsi des autres. On voit par la que
Alr, r) = A(I", ri,

car Pexpression de cette derniere quantité demeure la méme, en chan-

geant r, p,, 9, €N Iy, Py, 9y, et réciproquement; ce qui est d’ailleurs
évident.

(*) #oir la Note de la page 76.
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XV.

Pour avoir maintenant la valeur de 9,, il n’y aura qu’a changer, dans
celle de A(r,, ry}, r, en gy, 2, en §, et effacer la quantité p, (Article XI);
on aura done ainsi

O Jri(i4pl)— orp cosi$—q,)+pl;

on trouvera pareillement

O, = \ri(1 i pi)—2rp cos(y — i)+ p?,
el ainsi des autres.

XVIL

Nous avons supposé (Article X) que attraction de Jupiter sur les sa-
tellites était exactement en raison inverse du carré des distances; ¢’esl
ce qui n'est rigoureusement vral qu’en regardant Jupiter comme un
globe de densité uniforme.

Or on saiy par les observations et par la Théorie que eette Planete est
considérablement aplatie; de plus il peut se faire qu’elle ne soit pas par-
tout de la méme densité : deux circonstances qui peuvent aussi influer
sur le mouvement des satellites, et auxquelles il est bon par conséquent
d’avoir égard ici. Pour cela nous supposerons : 1© que la figure de Ju-
piter soit celle d’un sphéroide elliptique peu différent d’une sphere;
2° que ce sphéroide soit formé d’une infinité de couches toutes sphe-
roidiques, et de densités différentes; 3° que Péquateur de Jupiter soil
dans le plan de Porbite de cette Planete.

Cette derniere supposition n’est pas tout & fait exacte; car on sait que
I’équateur de Jupiter est incliné d’environ 3 degrés sur le plan de son
orbite; mais I'erreur qui en résulte est si petite qu'il serait superflu d’en
lenir compte.

Cela posé : soient A le demi-axe d'une couche quelconque, E son ellip-
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ticité et D sa densité; on trouvera par les Théorémes de la figure de la
Terve de M. Clairaut (§§ XXVI et XLVI, seconde Partie) que I'attraction
de Jupiter sur un satellite quelconque produit deux forces : Uune, dirigée
au centre de Jupiter, égale a

2o ‘ [DAvdA +3 [Dd AE ] -“’—(—‘lz—i’;—’fl)d(mr:);
' P Ly . P’ .

5r¢(1 +

I'autre, perpendiculaire & cette direction dans le plan d’un méridien,

égale A
/mp fDd (A*E)
(t +p*)?

(= dénote ici la périphérie d’un cercle dont le rayon est égal a 1). La

partie
=2 [[DA’¢IA+ fl)(l (AR ‘
I+ p’ 3

de la premiere de ces deux forces, étant réciproquement proportionnelle

(4
au carré de la distance, doit étre comparée avee la force ST
(Artiele X); ol 'on aura

7 = zm[ fDA’(lA -+ %fD(l(z\”E)J-

L'autre partie de la méme force

25 (1 —

Brii+p) +p* fDd\A&b

aussi bien que la force perpendiculaire

_ﬁ__m)__)_sfl)d(AsE}’

S5ri(r+ p?

devront étre regardées comme des forces perturbatrices, et par consé-
quent décomposées suivant les directions de R, Q, P; cette décomposi-
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tion étant faite, on aura les deux forces suivantes

2w 1 4p? fl)l ACE)
5rt
(1 + p)?
dans la direction de la force R, el
3p —
;E: 2P ~«?p Dd(AE
(14 p*) &

dans la direction de la force P; done, si 'on suppose

[Dd(AE)
| fON AN+ [Dd(AE)|
les forces perturbatrices R et P, qui résultent de aplatissement de Ju-
7

piter et de hétérogénéité de ses couches, seront, en général,

R__:VA’ l——4p p N ‘L 3/)——?;}‘)

51‘(1+;)’) Jl‘(l—l—p")‘
d’ott Pon tire : par rapport au premier satellite,

R - AEO=dph) o VA 75(31)' 2P,

5ri(v+ pi? l-+—p2"

par rapport au second satellite,

Rpo MO bpa oy N TGP = 2p),
7
Sry(v+pi)? Sry(1-t-p3)?

el ainsi des autres.
Il 0’y aura done qu'a ajouter ces valeurs a celles des Articles NIl
et XIII. Au rveste, comme Paplatissement de Jupiter n’est que d’environ

1 . . ' . . . .
7 suivant les dernieres observations, la quantité E sera fort petite,
4

aussi bien que la quantité v; de plus le rapport de A* it r* sera toujours
exprimé pav une fraction fort petite; de sorte que les forces perturba-
trices dont nous venons de parler seront nécessairement tres-petites.
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Si I'on suppose D constante, on aura

_ 3E
~ 1+2E

En général, quelle que soit D, on aura, par les conditions de I'équilibre,
f])d (A'E) == SAYE — 3€) [ DAvaA

8 étant le rapport de la force centrifuge 4 la pesanteur,.sous I’équa-
Pl

teur); donc
| v=—5E — 1§

a tres-peu pres.
XVIIL.

Il faut maintenant développer les expressions des forces perturba-
trices P, Q, R, en employant les suppositions de Partiele V. Pour cela
nous remarquerons d’abord que nous pouvens négliger dans ce calcul
tous les termes de Pordre n*, parce que les quantités P, Q, R sont déja
elles-mémes de 'ordre n, comme nous le verrons plus bas. Done, met-
tant premierement dans la valeur de A(r,, r,) [Article XIV], au lieu de r,,
'a.(x + nax,), au lieu de p,, nz,; et de méme, au lieu de ry, @y(1+ na,),
et au licu de p,, n3,, suivant ce que nous avons dit a 'Article IX, on aura

r,r) =V (1+2nx) —2a,a,(1+ n.r, + nz,) cos(y, — g,) + @i (14 2n.1,)

= \/‘17 — 2a,a, Co8 (q’z - (PI) + (l§ + 2-” (’l? £+ (I‘: ""7) —2naa, (‘E1 -+ "72) COS(% = 'i‘n) ’
Poul’ : AT ag
d’ott I'on tire, par les séries,
NP [az 20,4, COS( - % +a2] :
.3
—3n[alz,+air,—a a,(2,+z,) cos(y,—¢)] [@}—2a,a,c08(y,—g,) + 3] *+

On trouvera de méme

3
. — )" %
A(,.”Ia = [a] —2a,a,c08(9,—9,) + a3}

—3nlale +alr,— a a,(x,+ z,) cos( —'?,)] [ai—2a,a,cos(y,— 4, +a,] iy
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Et pareillement

1 -3
m = [a? —2a,a,cos{y, — %)+ ajl’

_s
_3”[a=‘zn+a:"“4_alaa (x‘+1“)008(?‘-?|)] [“7"3“.“&03(?‘* ?u)"'“” T+
et ainsi des autres.

XVIII.

Mais il se présente ici une difficulté, par rapport aux quantités

-
- _ b
2

Lat —2a,a:co8(9.— @) + a3 ] ?, [al —2a,a:c05(9:— @) +al] %, .,

o)

¢’est de pouvoir les réduire a une forme rationnelle, condition absolu-
ment nécessaire pour U'intégration des ¢quations des satellites.

Pour résoudre cette difficulté, on écrira d’abord les radicaux proposes
ainsi

R} b
2

4 2a al? . 2a,
a;’ '~TCOS(<P’—(P‘)+F y  a;’ 1—-71—cos(<p,—-<p.)+

a, 3 3

RIR

et la question se réduira & changer en une fonction rationnelle une
quantité de cette forme

(1 —2¢qcosf + ¢*)
dans laquelle ¢ est un nombre moindre que I'unité.
Pour y parvenir, je remarque que la quantité 1 — 2gcosl + ¢* est
égale au produit de ces deux quantités

1 —g(cos6 +sinfy—1), et 1—gq(cosd—sinfy—1);

je les éleve donc I'une et I'autre & la puissance -4, en écrivant au lieu

du carré de cosf = sinfy—1, cos26 = sin2fy— 1, et ainsi de suite;
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Jai

v - glcosB=singy—1)]™ =1+ Ag(cos6 =+ sinf y=1)
AMA+1)

+ =9 2(cos20:k:sin20y—1,

4 AA+1)A+2) ¢*(cos30sin36 =1 )+...

2.3
Soit, pour abréger,
1+ Ag cos0 + M)‘—?t-l—) ¢t 0820 -- A +;)glt-?—) ¢*cos30 4-...= M,
Agsinf + ﬂ;ﬂ g*sin20 + )\()‘+2‘ g)\+ 2) ¢*sin30 +...=N;

on aura
[1— q(cosO + sing ¢;T)]"1 =M+N/—1,

[1—q(cost—sin0y—1)] " =M —=Ny=1;
done
(t—oqcosl +q*)~" = M-+-N\/._1) M'—Nv‘—l)mM’ N2

Or, si l'on fait les carrés des deux séries M et N, qu’on ajoute ensemble
les termes qui ont le méme coellicient, et qu’on remarque que

cosmb < cosnf + sinm0 < sinnf = cos(m — n )0,
m el n élant des nombres quelconques, on trouvera
(1—2qcosf+ ¢ ) =A +Bcosl + Ccos20 + Decos30+. ...

Et les coellicients A, B, C,... scront exprimés de la maniere suivante

A1+ )\?qz -+ ?f()\_....“..;r 1) Q'+ - ( ':I):g_)\ -t‘, ¢ +...,
SR LSS I ERE T ETlE Pty

2 2.3

AA+1)(A+2) MA+1)(A+2)(A+3
2.3 2.3.4

q’—+~...,

C;-:z)‘_(«l;_,l)_ ()2+ 9)‘)\(;\1—%}___‘:?) g+

et ainsi de suite.
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Au reste il ne sera nécessaire que de connaitre les deux premiers coef-

ficients A, B, pour avoir tous les autres C, D,...; car on trouvera par les

formules de I'Article XXVI de la*Piéce sur le mousement de Saturne
"Priz 748 (*)

o \ITmgih— 24
(2 — g ’
p— 21+ gtt—u+digh
(3 —2 q
g S gD — 242 gt
T (4 —)S(I K
et ainsi de suite. ’
XIX.

Tout consiste done a déterminer les valeurs de A et B. Or, dans la
Théorie des satellites de Jupiter, la plus grande valeur de ¢ est d'envi-
ron %, comme on le verra plus bas; done ¢* sera tovjours moindre que 4
done, si Pon fait 2 =%, les suites A et B seront assez convergentes pour
qu’on puisse se contenter d’un petit nombre de termes. Ces suites seront

représentées, en général, par celles-ei

~

I PO N PR B [
A=+ 4414-4 I(iq+4 T B aEE
| 3 9 5 s 9 25 T
PYREES Il B ARTHAN TS I

dont les coelficients numériques sont tres-aisés i caleuler.

Voici les logarithmes de ces coeflicients pour les différentes puissances
de ¢ qui entrent dans les deux séries dont il sagits les logarithmes qui
répondent aux puissances paires de ¢ sont ceux des coeflicients des ter-

mes de la série A, et les logarithmes qui répondent aux puissances im-
. : . .. B
paires de ¢ sont ceux des coefficients des termes de Ja série —-

(*) La piece dont il est ici question est le Mémoire d’Euler inséré dans le tome Vi des
Prix de U Académie Ronvale des Sciences. (Note de UEditewr,)

VI1. 12
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T T - — R
o 0, 176091 q'° 1,047096 ¢ 1,315612
— — —_ - ,_—._A‘ ———— - .»_— B § e e —
7 0,352182 | ¢" 1,070577 9 1,328976
S (R __,}Aﬁ_ SN D | - —
| ¢ 0,449092 l q" 1,094058 | q*° 1,341565
i
' ¢ 0, 545600, i q" 1, 115247 7 1,354154
¢ 0,612949 q° 1,136436 7 1,366053
¢ 0,679896 ™ ' 1,155741 , 7" 1,377952
q" 0,731049 ¢* 1,175046 ¥ 1,380233
S I | ! N
I
¢" 0,782202 ¢ 1,192775 ¢l ¢ 1,400514
- S ST | U I | R D A
- - |
¢ i 0,823505 q* 1,210504 ! ¢" 1,411238
| i
S S — —— e
| |
q" | 0,864988 q* 1,226895 .l q* 1,4219062
q" 0,899750 ¢ 1,243286 q" 1,432181
- |- — — -
q" 0,934512 q" 1,25856 | 4" 1,442400
SR T | R R N
L 0,964 475 e 173766 || 4® 1452160
q" 0,994438 q’ 1,288007 q" 1,461920
q" 1,020767 | 7 1,302248

Il ne s’agira done plus que d’ajouter & chacun de ces logarithmes celui

de la puissance correspondante de ¢, et de chercher ensuite le nombre

qui répond a chaque somme; on aura ainsi les valeurs d’autant de termes

" B . .
des deux séries A et — qu’on voudra; d"ol Von pourra tirer pour A et B
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des valeurs aussi approchées qu’on le croira nécessaire. Pour juger de la
quantité de Papproximation, on remarquera que les différences des lo-
garithmes de la Table précédente forment une progression décroissante:
d'ott il suit que, si aprés avoir pris la somme d'un nombre quelconque

o B ‘ .
de termes de la série A ou - on regarde le reste de la série comme une

propression géométrique, 'erreur sera toujours moindre que la somme
de cette progression. Au reste, dans le cas méme oil q sera la plus grande

a, 900 .
2= comme on le verra dans la suite )

(ce cas est celui ol ¢ == = -
. A, 14

(
38
i suflir , T . B .
il suflira de prendre les dix premiers termes des séries A et - pour avoir
les valeurs de ces coefficients en milliemes, ¢’ est-a-dire aux dix-milliemes
pres, et en prenant encore (rois ou uatre termes, on poussera exacti-
tude jusqu’aux dix-milliemes et au deli.

XX.

Ayant ainsi les valenrs des coefficients A, B, C,... de la suite qui ve-
présente

(1 2qcosl+4q" %,
on trouvera aisément ceux de la suite qui exprime

2

(1 — 2q cosl + q‘“v H
car, dénotant ces derniers par (A ), (B), (C),..., il faudra que lasérie
() + (BYeosO + (Creosn6 +. ..,

étant multipliée par
124 c0s0 + ¢,

devienne égale a la série

A4 Beosh 4+ Cceos206 +....
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La multiplication faite, on trouvera, en comparant les deux premiers
termes,
A (14 ¢)(A)—q(B),

B (¢ (B)—2q(A)—q(C).

Ov (C) est donné en (A) et (B) de la méme maniére que G est donné en A
et By il suffira pour cela de mettre dans Pexpression de C, Article XVIII,
(A) au lien de A, (B)au licu de B, (C) au lieu de C, et X +1 au lieu de ):
ce qui donnera
(= g*) (B) — 2 (A +1)g (A)
Cy=s - : e
(G (1=1%)q

done, si on substitue cette valeur de (C), on aura deux équations en A,
B, (A), (B), @oli 'on tivera

A) B T

Connaissant (A) et (B), on connaitra tous les suivants (Article XVII).

XXI.
De ce qu’on vient de démontrer, il suit qu’on peut supposér

1
[ —2¢ay 00809, — 9 )+ aj] *
=1, @) + Tila,a,cos(g, — ¢,)
+ Tula, @) cos219. -~ g1+ Ty(a, @) o83 (g — o) +.. .,

A

[@}—2a,a,c08(9,~ ¢, +a}] *
=A(a,a;)+ Aa,a,) cos 9, —9,)

+ A(a, a)cosa(g, — v,) + Ay(ag, @) 083 (0, — @

Pentends par

U(a,a,), Tia,a), Tila,a),...; Ala,a), Aa,a), Ala,a,),...
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des fonctions données de a,, a,, dont on trouvera la valeur par les me-
thodes des Articles précédents.

Done, si Pon fait ces substitutions dans la quantité A A
1y "2

cle XVILj, et que Pon développe les produits des sinus et des eosinus, on
trouvera
1
Ao =a,a) + Ti(a, a) cos(0, — 9) + Dh(a, @) cosa 9. — @)
A(r, ) ‘
+ I's(a, a,) cos3(g, — ) +...

) [ A (a,, a,)
—3nx, | alA (a, a) — a,a, Alan @)

2A(a, a,) + Aya, a
—3nx | alA(a, @) — aa (@, &)+ Aulds, o)

, I (‘()S(C‘ﬂ - ?1)

i
A(a, a4 A(a, ay)
—3nz, | a? Ay (a, @) — a,ay - o

COS2tG, i)

......................................................

\ Ala, a
—3nx,| @A (a, a) — a,a, — ;'——ﬁ

2A(a, a,) + As\a,, a,
— 3nax, L(t}A.(a.,(l:)—a.(l: 20l ‘);——23-'—3 ) COS (G~ 4y
) Ala, a) + Ay(a, a.
—3nxz,| al A (ay, a) — aja, ——— ; \s(a, a.) Co82(y, — ¢,

...................................................

XXII.
Soit fait, pour plus de simpliciteé,

(llll:Al((lngfl‘{)___‘ Qaf Ala,, a,)

l] (a|, a;): _______ —
2

a,a.\.(a, a,) — 5’-(13 A (@yy 1y) + 2a,a. N a,, a,)
I, (a, @) = R ~ LT T

aa. N a, ) — 20> A, @)+ A L@, @)
ﬂz(auaz):’- - > — e ’

aa; A (a,, a,) — ".ﬂ?Ax((Il, a, + a,a, A, a,, a,)
I, (au aw) = . - B L




9% RECHERCHES SUR LES INEGALITES

Soit aussi

a,a, A (a, ay) — 2a;Aa, a,),
2

Y (a, a) =

W (a, @)= aa;As(ay, a;) — 243 A(ay as) + 2aa:A (ay, f‘ﬁ',

2
\Y'l(an a;) = .q’ (hA’(a” az) -._ ?‘a;Ai(al’ (l,) + alaQA‘(a" ai),
2
W(a, a) - DM@ @) —2aM(a, @) +as (e, a)
2
., 1 . ’ .y .
On aura la quantite Alp, i CXPTIME de la maniére suivante
1 I i
! Al
Alr, rp I(a, a:) + L', a,) €059, — 1) + T (ay, @2) coso(g— o) +. ..
1y 72

+3nzx,[ll(a, a)+11, a,,a) cos(g,—q,)+I1I, (a,, d;) cOS2(9.—, )+ ... |

+3nx,|Wia, a)+ V¥ (a4, a:) €0s(9—¢,)+ V. (@), @) o8 2(9—¢, )+ |.

On trouvera de méme, en changeant simplement r, en ry, a, en a,,

¢, €N g, et T,y en xy,

1 ;
AN = T(a, a;) + T\ (a, a;)co8(¢; — ¢,) + La(a, @, cos2(0; — ) +. ..
+3nx | (a, a)+11, (@, a;) cos(9—q+1ILa, a,) cos2(g;—¢, + ... |

+3nzy| Vi, a)+Vi(a, a) cos 93—+ Yi(ay, ay) cos2 g, —9)+...];

et pareillement

A(},'};)—, =T(a, a,) +Ti(a,a;)cos(g, — ¢,) + L:(a, a)) cosa(o, — ¢,) +. ..
+3nz,[l(a, a)+1ia, a) cos(9i—9,)+ I (a, a)) cos2(¢,—o, +... |

+3nz ¥, a)+¥(a,a)cos(oi—9,)+Va(a, a,) cos2 (¢, 9, +...].
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XXIII
Cela posé, on aura

oo alr+nxy)
Alry, ) o A(n, r)

Ta|[l‘(a|, (lz)+r,(a,,a;)cos(q}g )+f, lll,(l,)(‘ob?( ?) '

+nz,a [3H(al, a)+T(a,, )+ [31(a,, @) +T\(a,, ] cos(@.—-,)
+ [3“;((11, a, + I‘i(a.,a.,)] Cosa(Q - @)+ .. l

+3nma | ¥Y(a, @)+ VY (a,a)cos(g— 4 )+ V.(a, @) cos2(g.-- g0 +
On trouvera de la méme maniere

A(,r,' P =a[Tla,a)+Tla,a)cos(g- o) +Ti(a,a,c082(9,- 9)+...]

+ 3nx,a2[II(a,,a,)+I[ (@, @) cos(9,— )+ Iifa, @) cos2i ¢, - ¢ +...
“+nxd, [3‘[’((1‘, az)+l‘(a1, a,)+ [3 l{fl (ay, a2)+r| ((l‘, al_)] COS\,%“"
+[3Y¥a(a, @) +Ta(a, ay) | cos2( g, — ?.}-&—4..].

On aura ensuite

1
ey = = (I—= 20X 4 )
(1+p3)
Done
r 1
— - + S
A(";, I‘,\A’ “'

ri(v+p3)’
1 : , , ,
T alla, a)—aUilay, @) cos (9, — )~ mlila, @) cos2 g, — 1) o
2
—3nz,a; (W@, @) + 11 (@, @) €08 (92 — 9 + Il (@, @) cos2(¢, — g+ ]
2,
] +3a,V(a, ) + &.T(a, a)

2

+ [3a¥\(a, & + T\ @y @) ] cosi g — 9,1

+ [3@¥s(ay @) + a:To(a, @) ] cos2 (0 — o1 +
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9%
Cette quantité étant multipliée par cos(g, — 9, ), on aura

rC0Sig—91) | COS(p:— )
Alry,n) 2 zl
ry(r+p3i
al)a, a,) I.(a, a.) +2a,T(a, a)
_wliay a4 — c0S(g: — ¢)
2. 2
c052(9. —9,) —

a, [y a, a,) + .l a, (11)
2

IL,(a,, «.) + 21l(a,, a:)
CcoS(Q, — @)

II(a, a,
— nzx 3(19—-'-——'—’——'—-+-3a2 e
2 2
) II (a a + M (a,a)
+3a, " ) — hia, ’)nnszwz—,f?.)-k...
l‘3a» Vi(a,, a;) + a.T\ a,, a)
— na,| — - e .
2
Y,(a ((+7q(1 a, l‘na a+9[‘aa 2
+(3a-,~*»" b A o J+-)ms(gp,~o.
2 o : -
[ Yia, a4+ Yi(a,a) ya, @) +Thia, a
+k3a’ 3\ %y a,‘i)' I( 1y bz 4a- ( 1y 2) 1 Hn_’_) (‘032&’\9-,»*- ’?l) 4. .. \
s 2.
' — @), On aura

Enfin, multipliant la méme quantité par — sin (¢,

3

rsin{@,— @) sin.g, —g,

Atry )y P+ pty
:_Ia’F(<t.,ai_—tg£§izng_L)+_l? sin{o: — 9u]
2 a,
I‘s(an’la I, (11, a,)
p T —=sin2( g, — ¢,) —
2 1 )—2 (a 2> .
—nxr, 3”2“—1(9’(11 > ()H(a”a Sln((Pl"—(Pl)
L(a,a)—1(a,a)
sin2(¢, — ¢,) +

+ 3a,
P
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., Wia,a) - oYV (a,a) \ — )
Sna, (‘,a’ _‘(,_'.’_2_)*__*, (_" @) -I- a, !1(_(1," azL ZF’W!_’ a_’,_) - ,?7) sini 9 9)
2 2 a?.
\lf::/a“ (ll) - ‘lrl'\,aly a,) I‘](a'.'s a, ) - l‘(\:an (11) . ,
+ {3ty L 4 ) Sin2ig, — @ b
2 2

XXIV.

Soit maintenant

@ u, If.(a., w)—2ra T (a, a,

I'ia, a) - ,

2

T (a, @) aala,a)— 20T {a,a) + 20t a, V(a, @) d}
\dy @) : B -

'R

2 @

N (tf a r:‘(a" (l,y\,l - ‘).(l: l‘i(an a‘t.J -+ (l: a, I‘I((ll» a,
l'.'(\(ln (l')) - S e s ,

2

@ a; Ugla, a)) — 24 Tyla, a.) + al a; Tyl ay

I‘,x‘\(‘u @) - )

s all(a, a)--2al ll{a, w)
3 e b G2l oT

2

lI; a,,y 4y

' la,a,,

) aa I(ay, @) —2a 1 (a, @)+ 2a* @, L a, a) " ,
a,w«) 3 ! R - LT S w Ve ag,

. : va, L (a,a,)--2a" (a, a)) +aa; lia, a, .
ll,.(a,,aﬂ;;.’if.‘{‘._l!J by @) -~ 2a; I a, @) P Na
o 2

A‘af a, I]/,‘a.,q,) —;")._uﬂ!,((fl.v,‘ a;) +flfa,‘,"""” a,

, . . \
Wiy as) a by a,, @),
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V¥ (a,a)—2a¥(a,a,) N ata,l(a, a)
X Py .

2

‘lj‘ (m !l,) =3

2

W s aW,a,a)—2aV¥ (a, a)+2aa, Vi, a)
Vicd,y ay) == 3 =4 L2 70 20 20 . -
2

et
) a;

ala, Volay, a) +2aa;X(a,a:) 2a;

St ¥ila,a) - 202 ¥y(a, a +ata,Vi(a, )
2

Wola, a,) = 32227 .

aa, L (a, &)+ ata,Vila, a)
Oy @ La(yy () == @ @2 1 ,
2

S Via, a))—oal Wyla, ;) +a*a. Wi, a)

Vila, ay) = 3 U
' 2

aiella,a)+alal(a, a)

- T

.....................

On aura

3

ry(r=+p;)t

Airg, )

. P 1 0080 — @) COS(©, — 9. )
e AR LA (L

22 @y @) + (@) 008 (93 = 911+ Uy dy s 008209, — 400
— N, X ) W, a)+ L (a, @) cos(g.— 9+ 1hia, a) cos2 9, — o). J
] .

@: 17 ¢ ' \i/
s [ Wiay a) -+ Wila, a,)cos(o—o0+ Vi, ) cos2i0,— ¢,)...].
! :

- R

(Cest la partie de Ia forece R, qui résulte de Paction du satellite @,

(Article X).
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Soit de plus
|
Cianan @i Uaa,ayy —oaa, Ui a,, a;
R - - S e
2, o’
r (o at)) - - @, o, Uyla,, an — aia, Uita, an
1 l Yoo -
, : 2
2 N ~
) @ Viiay, a, - & a, Uyla,, «
Lyia,, a,) T T ';’l,,’,&,,‘,‘ o,
D,
- (t «, ll iy iy — o2, Wiy, a,
Mo, a)=3 R e AR
3
Saia, Wyian, @y — ata, ta,, a,
l[)((h, {1-1\‘ -1-5 S ’ o ! ! ' o )
D,
- Sialia, a,i - a arllmu a.
., (a,a, -3+ "0" 70 L
2
. ata, Vy(a, a;) — 2@’ a, Wia,, a . 7N
Via,a,) . -3 ' (et di) — " + ., 30,
2 o
_ \} 2 \}”
L a l (@) —a a,\Wiia,, a .
Wola,, @) -=3 ' Ly @] T 4-Tray, a,,
2
- aia, Wela, a,y — a*a. My oa,, a, .
\I[‘:)(al’(l:‘l-'5 \ B g LS ’}"l:x oy, d.
2
On aur:
G l,sln 9. sln( - y,,
: «-\ ’u'z) 2 2
‘l’r‘l)J
@2 fe . . 3 .
= — S [Titan @) sin g — o)+ Tata ) sine g = g+
1
2 3 . , . . H
—n [, a)sinig,— 90+ W a,a, sine o, — o 4.
a
1
2 o I . ™ .:
—n=x [WViaya sin'e,— o 4 Wala, a,,sino g, — g0+ ...
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(Vest la valeur de la force Q,, en tant qu’elle vient de Paction du sa-

tellite @.,.
XXVI.

Enfin on trouvera

s [rpe—rpe o p
(11,> A(',”,.”n * \2 _ 2): I

ry(r--p;
G, .
SR L Ty, a)-+ai T (ay, aa) €0S (9.~ 90)+a; Valety ay) co8 210y 4) 4.0
1
2 |, w « -
— =2, & Ty ) - = 4@l a. Ui, a)cosio, — o)
a a: '
' +ala Thla, @) cos2(9,— ¢) + ...

Clest la partie de foree Py, qui vient de I'action du méme satellite G ,.

On changera maintenant dans les expressions préeédentes les quan-
tites @, @y, 72, @y, 35 en @y, ay, 79y, @y, 54, ct en @, @, Diy Xy,
suceessivement, ¢t Pon aura les valeurs de R,, Q,, P,, dues i Paction
des satellites € ,, € ,.

Il ne restera done plus qu’a chercher les valeurs de ces meémes forees,
en tant qu’elles viennent de Iaction du Soleil,

Pour ecla nous remarquerons d’abord que le rayon o, de Uovhite de
Jupiter est considérablement plus grand que le rayon 7 de Porbite d’un
satellite queleonque; dot il suit que la valear de 9, qui est exprimée
généralement (Article XV) par

Vo g OsTE - 0T r (it

se réduira en une suite tees-convergente, dont il sufliva de prendre les

premiers termes; on aura done

1 I Jrecos(y —c¢
Lo Sreesty—o)
o P e,
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done
picos(y—g) cos(P - o) 3r
e T + A~~—~P;: T~ "P.‘.[l 4 cos2d - o),
sin(d — ¢ sin(¢ — ¢ 3r
e _‘Jf, ?) .,._(~q/.z_4._?) - ".' sina(d - o),
0 ol 20, '
el
r !
3 p
XXVIIL.

Soient a présent « la valeur movenne de o, et me L valear moyenne

dy L : . :
de ar ¢ est-a=dive la vitesse angulaire movenne de Tupiter autonr du

Soleil.

On supposera, a Pimitation de ee que nous avons fait tAvticle 1V,

o z-alt4-nk, b mt 4 nl.

Dans ces formules, rE représente Péquation de Ta distanee de Jupiter
au Soleil, et nd Péquation du centre de Jupiter; lesquelles sont coifnues
par la théorie de cette Planete. En eflet, en n’ayant égard qu'aux equa-
tions elliptiques, et supposant que ne soit Pexeentrieite et U Panomahe

movenne, on a i lres-peu pres

foecosU, b o oesinli
On aura done
! ¢ -1 (1-=3nk “ 1 na nz
IS RN T NG I V) R A T R L
AL Sy
donc entin
re-p cos(Y—o,;  cos(db — g
o [_, peosty oy | Y T
9, 7,
«® . @ T PO
'.).?/a"['+5"US"N{“‘9H]—"T,,'zs'\r'"31.""‘““ Jeosy g -
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o slll L]J»W_@l L fiﬁ_(_‘!iff_‘f‘)

6]

9, P
Sll,@ |® oY K
S sina( -~ g -+ rL~—;a-wzl -3&)sina (Y — .,
I QO
@'-{l; / I'J S e
Ol “l

Ce sont les valeurs des forces R,, Q,, P,, qui viennent de Paction du

Soleil (Article XT).
XXVIII.

En joignantensemble toutes ces différentes valeurs, on aura les valeurs

completes des forees Ry, Q,, Py exprimées de la manivre suivante

G, 7= .
R - A T, @)+ Filag a)cosio— o) —+...]

4 |
G, 7,

My @) + Uay, a4y eos(g, — o) .
g |
G, 7

— g S Tiag a4-Uay, a) CoS(Q, — o) +...|
‘ [
(ll: @ %‘ll + (.“\) ‘H O )]
T Y T LT . ]
PA AN (A

PN 7 - [
- g/ -(-(-;.rﬁll(a.,uﬂ—k i {a, a)cos(g.— @) —+...|

L !
n ¢, x [Wia, a1, @) cos (93 — @) +. . . |
a’

7

(N

s [l#[(a‘, )+ 11, a, a,) cos( o, — ) + .. J

T
al @ ¥

n o}:s_ ’/ ._.’L|_—-i*f;('05f’.‘;l\b—@[)

— N

G 7 -
T “,'-.r«l"?[‘l‘ (@ @i+ W, @) cos(9, — @)+ ... |
¢ 1

n %‘ %‘1'°[llj-(a"("“ + Wi, ay)cos(g,— ) +.. .|
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G, 7
- n~72,-5 P x,[‘p((l., a) + ¥, (a,, a,)cos e Y
1
a, ¥ z
+n-—r o —E[3+2cos2(d— 9],
@ @ a L ¥ — 9]
@2 Z:‘ ™ . i
- T‘ ;"‘_.I‘ll|(\(l|,(l-))sl"',?‘_"_‘~P|,"+‘...J
G, ¥ ,
k’lz'l ey (Vi@ a)sin(o, — ¢, +...]
]
-
(,?:f- »(;{ [T (@, aisintoo— o, +...|
‘ \
a, @ L .
- ?;, *%—, —5 X sin2{y — ¢,
1 .
62, X L Ga, ansin (g, —9) + .
- 1
_ n%ﬁ -fé,—xl(ﬁ‘(a\, ) sin(o, — @) -+. . .|
«a;
[P/
._n—,lé,—‘ oo I (@, @) sin(y, — @) 4. . .|
G A
+n——§—%,—;;r.>< sin2 (¢ — 91)
1
-—n%} & s Woan, ay siny. -0, ..
«
- n %ﬁ !/i x Wita, ay)sint g, - g9y AL
-»-n%—' 7{ TV ra, @ sini g, — )
i
a, @ T X
-~ n ';5’7[1 (‘1 _X—Slll"" — D1
% %:z[al(a.,ay-kal C@, (i COS Gy -y
1
G,

4+ N —
v a?

(A -
(@ T (a, a) +aTi(d, a1 08 95 = 3,

103
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G, 7

4-n P4 z2[a;T(a,a)+ ail (@, a)cos(g, — @) -+...]
al
o a, @ U
A L T
@ U«
¢, 7T | . «? ,
-t T, a) — - 4@t T(a, @) cos(9, — ¢) +
¥ oa «}
@1 7[‘ [ al
. T _ [ 2 ; ( R
—n- e ;t{ 2, 7a| a, Ula, ay) — “—; atay Tilay, a,) cos(0; — @+ .. 3
4’16'”"27., «@ \ y ‘
g prid ‘(t, alia,a) — pr 4-ata. T\ (a,a)cos(g, -~ ¢ )4...

[l ne reste plus qu'a substituer pour 4,, 2,5, 75, 9, et ¢ leurs valeurs
Myl =Ny Pl Ny, gl +NYy;, Dl+nYy, et mt+nl; ce qui esl
tris-facile, car il 0’y aura qu'a chawger o,, 2., 24, 2, ¥ en p, 2, .
iy l, Uy, me, el ajouter ensuite aux expressions de R, et Q, les quan-

lités suivantes .
G, 7 - . =
n ',/L,Q w (¥ n) [llf(h, @) sin{py, — p )t +alila, @) +. . J
i
G 7 5 . = :
+n -,”1- L -y [ Bi(ay agysingpy — p) €+ 2 Dalay ap) +. .|
1
@ L .
+- u—,lf s (re-=) [I‘.(a., a)sin(pg - )= o Ula, ag) + .. J
“ |
O : .
s o (=) X3sinalm -
v @ ¢ :
el
G 7
n) pr (ya—n) T (@) cos Uy ) b+ 2 La(tyy @) + . |
1
G, 7 = .
- n"‘; ;l? (‘)"3 - }"l)lrl(an ay) COS(HN - ,le)t + ‘212‘“1, - .. J
“ 1
G, T . =
—n —%—,5 pri (9 -—«-y.}“‘.w., ag)cosimg — u )t o a, @) + .. N
t
e r
+ n-&.—;%—, a:-(J—].)x%os') (m—up,)t.

‘

Pour trouver les valeurs de Ry, Q., P, il ne faudra qu'ajouter un trait
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aux lettres ‘qui n’en ont qu'un, et en dter un i celles qui en ont deux; et
ainsi des autres quantités Ry, Q,, Py, Ry, Q,, P, [Article XIII| (7).

A P'égard des forces perturbatrices qui viennent de Ia non-sphéricité
de Jupiter, on trouvera, en négligeant dans les formules de I'Artiele XVI
ce qu’on y doit négliger, qu’il faut ajouter aux valeurs de R, et P, les
(quantités suivantes

A ZL (1 — 4nay) ct n3V—AI L,
5a1 a? 1 "’ ’ 58 a*”"

et de méme aux valeurs de Ry, P, les quantités

vAr U IvAr T
— (1 —4nx, et n ~ .,

ha, a? ha, «

ot ainsi de suite.

CITAPITRE 1.

CALCUL DES PERTURBATIONS DES SATELLITES bE JUPITER.

XNIX.

Nous nous contenterons ici de chercher les formules qui déterminent
le mouvement du premier satellite, paree que les autres s'en déduiront
aisément par les remarques des Articles IX et X1

Pour appliquer au mouvement du premicr satellite les équations ge-
nérales de UArticle VIIL il est visible qu'il ne faut que marquer les let-
tres d'un trait (7, et substituer ensuite pour X, . Y, Z, leurs valeurs tivées
de celles de Ry, Q,, P, (Article préccdent). Mais, avant que de faire cetie
substitution, nous remarquerons que les équations CArticles Vet VI

K | c I

A L]
R4 - —au=n-—X\X, /Q 1+na dt =au 4-n- -y
w? ' « «

[

(*) Foir la Note de la page 76.

VI 4
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ne peuvent subsister dans I'hypothese de n trés-petit, & moins que les
quanlités constantes —F —ap?, ap. - ‘1, et les. quantités variables R

et Q ne soient chacunc tres-petites de Pordre n.
Or, en examinant les valeurs de R et Q (Article précédent), il est fa-
cile de voir qu’elles ne sauraient étre supposées tres-petites qu’en regar-

. @& ?
dant comme telles les quantités const: 7 ety o
Soit done, en général,
€} @@ !
7 a3i;:nK’ Vg =R
Soit, de plus,
C
2 o= @
P — %— sing, e = nll
Nous aurons, a cause dcf— (Article V),
" asz +nl)(/[
X g+ 1 | BT e
5 P F n ’

¢’est-a-dire, d cause de F= 7"+ @ (Article X),

2 2 [Qu+nax)dt
Kepo & Ry gy e Qe
n(r+ny) L n(t+ny)

A I'égard de la quantité Z, elle sera déterminée par I'équation (Ar-

ticle VIT)

B
| nRu__ K A

I-I—n.l

laquelle se réduit a
, @ P--nRz
A {1+ ny) (1 + nx)’

ot on remarquera que P est déja toute multipliée par n (Article XXVII).
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XXX.

Appliquons maintenant ces formules au premier satellite. Nous au-
rons "abord en substituant la valeur de R, (Article XXIX)

X, =8 - '1)%7 [Tla,a,) + Ve, a)eos(p, -p )i T,(a, a)cosa(u, —u)t o ... |
— l_.;’('l‘_l;l [Ty, a,)+ T (@, a)cos(m,— p,) 0+ T, (a. a)cosa(y, w)ti.. |
— |_—+—7/-/T[| a, )+, (a,, aeos(v,  p )T (a, a)cosa (w0 |
_ l'm}, [+ Ycos(m—yp,)1]
— T:_;Z;;Trl[ﬁ( 0" )+l| (et a1,) €08, —‘ul)t+'l'l'1(u“nl)cosv.(‘vt_, P+ .
_T—.:ifl‘/‘ r[ a,,na,) ) 411 Ne,, .,')COS({l‘“—U“)[-f—ﬁl((ll,llx)(‘()S'L("Jl. RIS .

ny . M .
- ”‘/—| £ [n (a,a,)+1 (@, a)cos(p,—p e+ (a a)cosa(p, p)4...
_nK,

—_— - 108 —
ol e — )]

ny., T ” q oo
- /::'"_ ".z[ ‘l/((l’, (Iz) -+ W: (”n (l._,) COS(»’“: - i'"l), +- z(”(' a, ) CU‘“A(!"I =)
I+ ”ZI

LY S5 1"[\‘17"((/“1!’) +illl((II,(1‘)0()5({/“——-}/,‘)1 —f»‘T’I(II.J’,.) cos2(y —p )0 ..

t+ny,

- 2L -.!fi[‘r’((l”/lf)+“l’|({l”ui)(‘,(ls({l.;--:/I)I-f-i{_,(ll“(l;)('()"'l({" HIU'), toees

V- ny,
. nk, 5[;+3c()52(“"“[’1)’|
LAy,
- e (0, = ) [, ) sin (- )0+ 20 (0, a,) sina(p,  p,)f el
+n/, '
nt., = Gin 2l <ina §
,.TI‘EZ(.»:,_y.)[l.m.,m)amw,Aﬂm' bl asinaepr |
n r si 2! S o ;
-1 |-;_“%7'(.Ys—J'l)[lg(llnﬂ‘)ﬁlﬂ(llq'_!",)’-&‘ l.'_,(”p”ﬁ)i‘m"(f"i ‘LL')' ]
ﬂ__ﬂﬁ_l‘___(.]_)) 3sin2 (m — v )t
1 +y,

-+ (4= tnx).
1- -r—ll/l
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XXXI.
Multipliant la valeur de Q, par 1 + na,, et faisant, pour abréger,

ﬁ.(al, a,) = ﬁl(“ly a,) + fl(als a,),
ﬁg(a” a,) i ﬁg(au ag) -+ f:(aly ai))

(a, a) —: ﬁs(an a,) + ’I\‘:(au a,),

on aura, apres l'intégration et la substitution,

P [Tlewa) o Blaea) '
Y = ”'+1 ol Ry cos (g, — i)t + )(."';-__75 Coso (p, —— )0+ ..
7, -I:I (a,ya,) U (e, a) N ’
veny L -, 008 (py = )¢+ )(U"__?;—)c g = )+ |
| Nl a) Uy, ) _ '
t ol ey CoS (@, — i, )2 + Tm— I}ms)(y‘ @)+ |
oK 3 cos2 (m — p, )t
Vg h(m—p) o
ny, (] @ o .
#'"*‘{'Z. .[ 1 (a,, a,)sin{p,— )t+Il,(n“a.,)alllz(y,«-;/,l)t+...](lt
—— l—{—fl‘zfx l-lml (@, a,)sin(p, —p, )t+in (@, a)sina(p, — y,)t+...]dt
‘- HQ—Zir—fx‘l‘lwll(n”a,)sin(‘u‘—H|)t+ﬁ,(al,a|)sinz(y‘ ’—:I.|)t+...JII!
b=y,
nK
o ”/Ifr X 3sina(m - p )ede
nv, = . ¥ . -
MT-—O-_{I_Z 'ru[qf (”H”J)\m(f"a_f"l)’ (”lvnz)eml)'(.”‘:'- .u'l)’ '*‘"'J(h
- .rJ[‘T(a a,)sln(p, — lu.)r—o-q"(n,,n.,') sinz(y‘—y.)t—o—...]dt
Vo ny, o :
. .'i!‘__f [\l’ (@, a,) sin( )t + ~(a a)sina(p, — )t ] e
|+"/' " Bl of " By — )l e
nK
H_”/IfEx sino.(m —p )t dt
ny,

"’ ]T',‘;{f(.yz—.yl)[.ﬁ(”n ,)GOS(H,—P-,]’-%— zl:,(al,az) cos"(}‘:—.“t)"""']([’
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I f (7, =) [T\ (0, @) cos (i, — ) £ + 2T, (@, ) cosa (p,— p)e+... e
% .

ny - . —~ )

Y fu. — 7 ) [T, (@, @) cos(p,— )t 2T, (a, 0) cosa(p,— ) e+ .. |de
nk, )

e [ =) <3 cosalm— e

XXXII.
Enfin, si 'on fait

0 -
T'(a,a) &V (a,a)+T(a,a),

o
Ta,a)—a Tla,a)+ Lia, ),

f,(_a., ) — & Tyla,, @) + Talay, @),

: , «
I'ia,a,) a*aTl (a,a)— —
2
2 Y
Fl(aly a,) = afa,[“(an a),
) , .
ri(al’az) a|ailn(“|,(l”,
et ainsi de suite, on trouvera
Iy a - . ) ,
(B "‘*‘)’(:Xn 3 [l ((ll,(la) + ll(”l’al) COb(}L.,—IU-,)t +l7(”u a,) cos2(p, —I.‘)t-f-..._l
ny a f . P ,
T*:”‘Y z,[ (a, a)+ T (a,a,)cos(p, —p)t+1,(a, ) cos2(p, — v, )l +.. J
- ] i n
- "—/‘—«zl[l‘(n”a‘) + 1 (a,a)cos(p,— )+ 1 (a, a)cos2(p, — u )t +.. J
1+ 1y,
nk, s s
- = [ - Y cos2(m— )t
+ Fny, |[1 3 €os2 ) J
AL, 1z
[

ny. o 2 i /
—_ 31[[‘((’11 al) + l‘|(l7|, ”1) COS‘}L, - |U'|)t + lz(aﬂ (l.‘)COS‘).(‘U-, - y'l)’ +. ‘J
i+ ”ZI

. o -] e . .
D za[I‘(a‘, a)+ T (a,a)cos(u, — gt +1y(a, a,)cos2(w, — g )t +J
A ny,

-] o Q’
—_— T [l'((l., a) + Ir(a, a,) cos(p, —u )t +1 YOS a,) cos2(p, — ut+.. J‘
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XXXII.

Kt le mouvement du satellite @, sera déterming par les équations sui-
anles (Artiele VIII)

P ) . . . . } . v v
v {(/’,' =(3ut—af )+ N = ap [ Y —n(62--3] )2 - yuf 3t+6np /0 Y —n 3Y] -0,
Y v \ -
’ ;ﬁ +2‘U‘|.l‘| *‘/l\l - dll[}'l'rl - 2”.’|"“|\| =0,
iz \ . = dr, -
3 ([f”! + iz + L — fupls a4 an (7'[,_ Yanp f3Y, 50,

. . dy . .
On se souviendra que les quantités @, et =, e doivent renfermer

aucun terme constant, suivant la remarque de UArticle 1V,

XXXIV.

Il ne s’agit done plus que dintégrer les équations que nous venons
de donner; pour cela, on commencera par rejeter tous les termes allectés
de n, et Pon cherchera par Pintégration les valeurs de @,, y,, 5,5 on sub-
stituera ensuite ces valeurs dans les termes qu’on avait négliges, et I'on
en tirera de nouvelles valeurs de @, y,, 3, plus approchées que les pre-
micres. On opérerait ainsi de suite, si nous avions eu égard aux termes
affectés de n?, n*,.... Par ce moyen, 'intégration de la premiere et de la
troisieme équation de ' Article préeédent se réduira i celle d’une équa-
tion de cette forme

E(]—;’l: + M2+ 7T -0,
T étant une fonction composcée de sinus et de cosinus d’angles multiples

de ¢; or intégrale de cette équation est, comme I'on sait,

) cosM tj"l‘ sinM¢dt — sinM¢ /I cosM¢dt
u—GsinM¢+HcosMt + —— 4 . J .

) ’
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de sorte qu’en supposant
T=A+Beospt + bsinpt -+ Ceosqt + esingt 1 ...

01 aura

\ B %

[——— N’F -t (li —+- M’; —- I)—{V::,Nl" — ;l—";:,i?’ - ) cos M
+ <(‘ S LR in W/
TTMIp M T Mg W ) "
‘ 4**-'B‘“ 0SSt b i {
])2 —“N" cospt + })-"'—_1—“; .\ll]])
G

c .
s COSql+ ’ i, Singl 4
— g7 — M

\ (/’(
H et G sont les valeurs de w et de
M dt

-
On voit de la que, pour avoir la valeur de a, il 0y a qu'a diviser cha-

lorsque 2=+ o,

cun des sinus et des cosinus qui enteent dans T par p* — M?, p étant le
coellicient de ¢, et v ajouter encore deux autres tevmes, qui renferment
sinM ¢ et cos M avee des coellicients arbitraives.

Il ne peut vy avoir de difliculté que dans le cas oie p serait égal a M

car alors le diviseur p* M2 seva nul, et les termes

— P BB cosM/ ¢ /;“'7"' - cospt,

aussi bien que les termes

o ph ; ) 7.IL,~ )
V- M sin M7 - p Al sinpt

deviendraient — o, 4 % : ce qui ne fait rien connaitre.
Pour résoudre cette difficulté, on supposera que p ne soil pas tout a
fait égale & M, mais quelle en differe d'une quantité infiniment petite;
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et Pon trouvera que les deux premiers termes se réduisent a

Bt |
— — sinM¢,
ap

et les deux autres i

ﬁ cosM¢;
2])

d’out 'on voit que la valeur de « contiendra des termes multipliés par
I"angle ¢.

Au reste, si dans la quantité T il se trouve des termes de cette torme
cospt ou sinpt, p étant égal a M + nb, il est visible que ces termes aug-
menteront beaucoup par Uintégration, puisqu’ils se trouveront divisés
par la quantité tres-petite p* -- M* = nb(2M + nb).

Done, si ces sortes de termes ont des coeflicients finis dans I'équation
différentielle, ils deviendront comme infinis dans Pintégrale; et, s’ils
nont que des coeflicients tres-petits de 'ordre n dans la différentielle,
ils deviendront finis dans intégrale, et appartiendront a la premiere

valeur de w.

S L. — Premueres fornudes du mouvement des satellites

de Jupiter antour de cette Planete.

XXXV.

Si I'on substitue dans les trois équations de I'Article XXXIHI les va-
leurs X,, Y, et Z,, qu'on rejette d’abord tous les termes affectés de n, et
que P'on fasse, pour abréger,

Li=—g - 2uH — v, a) — T ia,a - x‘l;(a., a;"v — 3K+,

Mi=3pl—2f, Ni= 1
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on trouvera les trois équations suivantes

20

da‘.

drr

dy‘
dt

+ M!z, +fL

....x$,ﬁ[rl(a1yaz -1 h«‘l'}af.{a., H;)J COS(‘UQ — ‘U.\)[
2 My

_X:fl {Tz(au a;) + -- -»ﬂf:‘.m. .)- f'z(a,, llg)J CoS2(p; — p )l +. ..

......................................................

......................................................

— S (f.(a,, a;) + 20 T T (a,,a,) ‘ COS(prg— po it

Pa— 14
[ 2, -
= x i Vr2(anya4)+ 2((1-;}1/;6.) I‘z((l,,as)_ €os2(p, -

..................................................

-K.fi r%-w 3 Jcoszz(m — )t

b2 2, '“Jlll/l:
- -f -1 (a); az)(()s' " 'U 1 ll((ll’ al) .08 2! ’Jz" U/‘,["(-.,,-
Gl P T =) ‘ )
— A I.(a,,as) COS s — Uy l+ T,(a,,a;,) TCOSA sy L,
fJ """[/1 HJ HI
Fl(an a4) Fl( N !
- —— — Yem Uy Lot
1t o COS(p— )t (u‘——‘u, 0082 U~ 1,
+ K, ﬂ*if-‘—-‘) cos2(m — {J.()l
M

dz,
de?
\Z 8 15

4 N, 2, == o.

113



t1h RECHERCHES SUR LES INEGALITES

XXXVI.

La premiere équation étant intégrée par la méthode de I'Ar-
ticle XXX1V, on trouvera que la valeur de x, renferme premiérement

le terme constant — {,, s lequel devant étre nul (Article XXXIIT), on

aura I'équation L, = o.

Ensuite la valeur de x, renfermera deux termes, tels que sinM¢ et
cosM, ¢, avee des coefficients arbitraires, lesquels pourront se réduire i
un seul terme veprésenté par g cos(M -1 m, )5 ¢, w, étant pareillement
des constantes arbitrairves.

De cette maniere, st on fait

— - "y :
Soag i) | a, w) + U (a, @ —_— ./{,;, .
) P — fhy (pa—w,)*—M
— iy’ ‘:)’,J_ . . o
Zana) | Dy a) - 22 Ty, ) | 5 - '!L— 5
% g — 1) Gva— vt — M2
= 21, f.
=s(ay, ay} 13((11‘(1')+ B —— Fﬂ((., >) — !">2-'-—2$
3ty — ) Ol — u)t — M|
et de méme
: o ,
Zoana) = | Tila, @) + =25 cUag, a) | ——— Joo 5
U — Uy (U ==y ) — M?
2y 3 /;
a,, d, I‘ a, a,; -+ - Tooay, a, ‘
( 19 J l( (K] l/ 2(‘11,3——U|'1 2 (G (0 (waul‘,i MT’
e e e e e e e ,




DES SATELLITES DE JUPITER. 15

on aura

r,=¢ cos(M, ¢+ n,)
o= . -
| vy, an COS{s = L+ 20, @) 0082 (e il 4. ]
L[ Evan dicosip o u) S ay, @) coson, w4 N
- " — ; p—
AL E ey d) oSty = p ) E e, dy 0080, f AL |

— KBy cosom — .

XXXVILI.

Ayant trouveé la valear x,, on aura Uexpression du rayon veeteur r,
de P'orbite du premier satellite rapportée au plan de Porbite de Jupiter,
par la formule 7, == a, (v + na,j [Article 1V .

Or, en examinant cette cxprvssinn de ry on reconnaitea aisément que
le terme na,z, cos(M ¢ +- o, ) représente Péquation elliptigue qui vient
de excentricité de Porbite, de sorte que ng, exprimera la valeur de
Pexcentrieité, et M, 2w, sera anomalie moyenne; dour Fon voit que
le mouvement de ectte anomalie sera au mouvement moyen du satellite
comme M, & 1, par conséquent le mouvement moyen de Ia ligne des
apsides sera au mouvement moyen du satellite comme py - M, i, Nous
verrons plus bas (Article XLV), qu’en négligeant les quantités de
Pordre n, on a M =1y, de sorte que la ligne des apsides sera fixe, au
Moins par cetle premiere approximation.

A Pégard de wy, on le déterminera par le moyen d'une époque quel-
conque donnée de Panomalie moyenne; ainsi les quantités ¢, et m, deé-
pendent enticrement des observations.

Les autres termes de La valeur de 7y expriment les inégalités qui vien-
nent de action des trois satellites @,, €4, €, et du Soleil sur le sa-

tellite @ ,.
XXXVIIL
On substituera maintenant la valeur de 2z, dans la seconde équation

de 'Avticle XXXV, et Pon tirera par Vintégration la valeur de y,, mais

~
1.
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on aura attention de faire évanouir auparavant (Article XXXHI) le terme
constant £, 1,5 ce qui donnera H, = o.

Soit, pour abréger,

b, (a, a,) = {122%{‘( = (a, a) + (—L_J.——f—‘p.—)_’. Tl(an a,),
- % T
(pg((h, a,) =z 2.(}*22?: (ul) E,(al, (lz) —+ Z'(‘;;'f_;—_—p—)’ T‘,(a., a,),
by(a, a,) 3@—?& ) Zy(a, @)+ 9(‘1&;'{:— [w)li,(a.,a,),
et parcillement
b, (a, a,) = dal = (a, a) + 'fl ,f‘l(alyaU’
[f3 — A (s == )
24 _ 1 =

D@, ay) = —

et ainsi de suite.

Soit de plus
th B 3fl

Ayt S TR

on trounvera

P — E"—g—q"ﬂsin(M‘t~f—m,)

+ o[ D@y, @) sin(uy — w12 - Dyl @) sino py, — p )t +.. ]
s Ol @) sin(py — -+ Oy (@, @) sin2(py — ot + ..
+ %[ Pila,, @) sin(pg— )t + Dyla, a) sino(pg— w0+ N

+ Kiyisina(m — )t

XXXIX.

Puisque 9, =, ¢t + ny, (Article IV), on aura, en connaissant 7,,
I’expression du mouvement vrai du premier satellite par son mouvement

nmoyen.
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. 2R . ) Lo
Lée terme M sin(M, 2+ w,) représentera I'équation du centre

qui vient de la figure elliptique de Porbite, et les termes suivants expri-
meront les inégalités causées par Paction des trois autres satellites et du
Soleil.

XL.
Entin Péquation
d2z,

—(7;,1— +Nfz,—:,n

donnera
3 Asin(N{ 1o,

A, ety étant des quantités arbitraires; car il est visible que cette eXpres-
ston GsinN, ¢+ HcosN, ¢, laquelle représente génévalement la valeor
de z, (Article XXXIV), peut se réduirve i celle-ci: X, sin(N, 2 + ¢, ).

XLIL
On aura done, a cause de p, = nz, (Article 1V,

P ndsin(N 41,0

=: tangente de la latitude du satellite par rapportau plan de Porbite de Jupiter:

d’ott Pon voit que Porbite véelle du satellite sera toute dans un plan pas-
sant par le centee de Jupiter, et dont on connaitea la position en vemar-
quant : 1° que »),, étant la plus grande valeur de pg, exprimera la tan-
gente de Uinelinaisons 20 que N ¢+ 4, seva la distance du satellite au
neeud ascendant, comptée sur Porbite de Jupiter, faquelle ¢tant vetran-
chée de la longitude moyenne u, ¢, onauva (p, - Nyt -4, pour la fon-

gitude moyenne du neeud.

dunceud sera nul, et sa longitude moyenne sera —u,, ou plutot 360° - 4,,
quantité qui dépend des observations; mais il faut se souvenir que ce ré-

sultat n’est exact qu'aux quantités de 'ordre n pres.
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XLIL
On trouvera de méme, pour le second satellite, les formules suivantes

2,7 € cos( Mot + omy)

— X[ Ei(@y @) cosip, — p) b4 Za(ay, @) COS2(py — py L +...]
s [E @, as) cos(py — pa) b+ Eg(day @y) COS2 (g — pa) b+ ...
— s [Zi(dey @) COS (114 — pa) b + E"( Ay, @) COS2(phy — Unj L+ .. ]

— K. B.cos2(m — p,) ¢

Ju=s - [;;1 ! bil](M-,l -t fyy)
-+ x.[(b.taz, @) Sin{m, -— )t - ®,( @y a,) sin 2y — ) L ]
+ s [ Dl @) sin(py — ) 0+ Oylay, ag)sino (uy - pa) (...

+ o P, @) sin(py — pai b+ Oolan, @) sinap, - ) (4]

4+ Ky yasino(m - ) £
Sy = )\2 Sill(p:’ -+ '/12).
Kt Pon aura ensuite
Py @ (1 4 NZy)y oo Ul )y Py TS RS

Quant aux quantités marquées par = el @, on aura

Tel ) -
:-l(“zy(i.): ll(“u“n)‘*— ¢ r.\aull‘) _—""”AT"—"T’
Ly — Uy ) — ey = M
— Sy 21, N i f)
iy, a) = Tiay,a)+ -5 U.(a,, a) ¢ ’
(X, I) [ i\ Uy 1) "\‘U,l——U 1\ Uy & /(U|——.U~,)2—M:
................ P
Y7 P f:
‘I’.(a,, a.)_:f #a g, dy) + - A T(a,a«),
P = Mo (s — Wa)
Ly} . =
i@, a) = —— o By, @) + ,«—-l'——-—: I (a, a,),
2(p — Ma) Gl — pa)?
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Outre cela, on aura

L, = & — 2#1“1 - le(au a,) 'T‘Xsi;(ah ) —X‘F((lu a)— ;K + L Ko
M =3p—2fs

T O ..j,;_,-‘-&__
B = ’(\l m——-yq> (m - pyr — MY’
}1 — {,J_'.... pa— __..,.,3',ﬁ
T m— B(m — )

Enfin on trouvera les deux conditions L, = o et Hy = - 0, qui serviront
a déterminer les deux constantes f, et ¢, (Article XIX .

On aura des formules analogues pour le troisieme et le quatrieme
satellite, que nous nous dispenserons de rappeler ici, parce qu'elles se
déduisent a Ueeil de celles que nous venons de donner.

AL — Faleurs nwumériques des coefficients des formades
\ { ) .
/)/'(‘('(7(&'/1{('.5'.

XLII.

Soit, en géncéral, suivant I'Article XVIII,

3

(11— 2¢c0sh + ¢ *== A+ BeosO+ Ceosnb+Deos3f 4 ..,
, N . . . . . . o,
¢ étant une fraction moindre que Funmités on aura, en faisant ¢ .
L
el 9 s ?2 o <P|,
(@i — 2a,a,c08(9— 9,) + aij]""' a, |\ +Beosiy,—oi4-Ceosr g.—a )4 ... |5

done (Article XXI)

, \ . B . (X
Tia,a,) - ;a-, I'a,a, ~v:;;:‘, Ioay, ap i}j"'
On trouvera de méme, en faisant successivement
a, a, a. a, . a,
DL - 12— iD= Ty Ty
9 a;’ 9 a;’ q a, 4 as / a,
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on trouvera, dis-je,

T'(a, a;) = a

r(a|,a‘)::7 (-lj‘, rl(al,a‘): (7}‘""7

I(a, (la)”f;A,’
s

et ainsi de suite.

A l'égard des quantités T'(a,, a,), I'(a,, a,),..., il est évident qu'elles
doivent étre égales a leurs réciproques I'(a,, a,), I'(a,, a,),..., car les
fonctions

al —o2da a,c08(9,— @) +a;, a; —2a,ac089;— )+ aj,...
demeurent les mémes, en changeant a, en a, et a, en a,. ou bien a,
ena, el a, en agy....

XLIV.

De Ta on trouvera (Article XXIV), ¢ étant égal a 2'7

L(a, @) = TB—20A,
2.
I'(a, a) = gt '“.?.qfq!i +2¢*A ,
~ 2 —_ 9, 5(-: 2
rz(au a,) = -qD q2 +qB’

CCE-2¢°D + ¢'C

F;((ﬁ, (l,) ) N

............................

Et, par I’Article XXV, on aura

fn(al, a,) o ‘L(‘_'_‘?’jlfé + (]’,
~ :D — ¢*B

rz(a., a.") — gm_?g__ ,

-~ TP

r!(al’ a:) = g...E___?. q C ,
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et ces mémes formules serviront aussi pour les quantités

3

[ ~~ e —

r(a., a;), l‘(a., a;), r((l;, a;),..., F((IU ag), f(an ai)q f(an as)v---»

en faisant successivement

a, Qa, a,
(1;..-——, (1::—--, q::' — g e

a; a;

Mais, pour les quantités réciproques I'(a,, a,), T'(a,, a,),..., on aura
les formules suivantes

L(a,a) - g8 — QA.,
2
T (a,a)= gl - 2B +2gA »'z,
2 q
L., a) == 4D — 20+ ‘1[},
2
(@, a)) = qE — 7‘_0,D +4C
I'(aya)= 4C —24A _'_2,
2 q
iwl(ah @)= fl"n—t-qu
2
o Tiaya: qE;q‘

lesquelles auront lieu pareillement pour les quantités 1'(ay, ay).

—

. N . a,
I'(a,, a,),... en faisant comme ci-devant g = —=»..

3

XLV.

On formera ensuite les quantités marquées par Z et par ¢ (Arti-
cles XXXIV et XXXVIII), ce qui n'aura aucune difficulté. On remar-
VL. 16
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quera sculemeent que, a cause de 1— ’ch—’ = ng (Article XXI1X), on aura,
en négligeant la quantité ng qui est de 'ordre n,

f',;y’, ct de la .ﬁ-—_—-“:’ﬁ:#;’ ﬁ‘—’#g, .ﬁ::y':;
par conséquent (Article XXXV)

M, =, et pareillement M,-:p,, M; o, M= p.

Donc, supposant s = iﬂ, on aura

_ R 2 ¥ o

E(a,a)=|T(a,a)+ s —1 Li(a, “”J (s — 1) —1 ’

— . "'i o d _ "4. ) I .

.__,(a.,a,.) = [ ol @)+ 2(8 —1) Filan, a:) l fls -
ay a) - | Ty > T L

=s(a, a; s(a, @) + 3*(;—::— (@, ) (§— 17 1

q’,((l., (l;) —= ;:__l 51((1” a;) -+ G I l|(a|, dy ),
(l) a,., a 2 = l) ! ii .
A ay, 7)——2(5__"‘—-1(“”(1 +4<S Y 2y ),
2 _ -
(D,(a._, ) = 3(s -0 (e, a,) + kS‘ e Ui(a, a,),
[
s

De méme, en faisant s = ;f’ on aura
1
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Pareillement on trouvera, s étant égal & Ll

= (a a — | Fra _2 '
—“(a" a‘) [rl(ah al) -+ s—1 r(a'), (l.)- (s _ |)3_..|

et ainst des autres.

XLVL

Cela posé, on remarquera :

t* Que les quantités i, (g, 23, s expriment les vitesses angulaires
moyennes des satellites @, @,, @,, @, autour de Jupiter (Articles IV
et IX); d’otr il suit que ces quantités sont réciproquement proportion-
nelles aux temps périodiques des mémes satellites.

Or on a, par les observations, en négligeant les secondes,

Révolutions périodiques.

G, G, G, OF

18" ?.7m’ 3) |3h l:‘;'", 7] 3h49'm’ 160 160 3om.

Done, réduisant ces quantités en minutes, on aura

I 1 1
ot R Y by T 9 gy - a )y --- DY
M= 05 BT B3 P 0300 1032

2" .Que 'on a généralement (Article X1V
)=
. . l: . N N rys it .
c'est-d-dire, & cause de f= - (Article Vy et de F- 77+ G (Article X)

=L(1+ny) =1,

10,
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et par conséquent

"ol Pon voit que les quantités a,, a,, a,, a, sont entre elles comme les

1 . ey
» —5 ainsi 'on trouvera les valeurs de ces quan-

2
3 -
4

) I I
(uantites —» —>
B B
M .I A .
tités, ou plutdt de leurs rapports, qui sont les seules dont nous ayons

besoin ici.

Au reste, comme ces valeurs ne sont exactes qu'aux quantités de
Pordre n pres, nous emploierons, pour les distances moyennes des sa-
tellites, les déterminations que M. Cassini a tirées des observations, les-
quelles ne s’¢cartent d’ailleurs que tres-peu de la loi de Kepler; on
aura done, en prenant le demi-diametre de Jupiter pour I'unité,

a, = 567; a,—=qg,00; a, -14,38; a, -:25,30.
XLVIIL.

Par le moyen de ces valeurs numériques et des formules des Arti-
cles XVIII et XIX, j’ai trouvé les déterminations suivantes

— : -1
A A e _ 4 Y U
17 a, 1 a, 1= a, 9= a, 1= a, 1= a,
| — S . - . ___:
| E
A 3,029 1,456 1,122 2,973 1,342 ‘ 2,362 }
B 4,947 1,024 0,740 4,811 1,376 ‘ 3,563 4
| G 3,760 0,780 0,204 3,542 0,660 I 2,410 |
- 1 S P
D 2,869 0,341 0,041 ; 2,475 0,493 | 1,539
E 2,368 0,107 0,009 1,640 0,197 f 0,924
o - .
F 2,311 0,046 0,002 1,308 0,077 ! 0,478
- -_— I . - )
.................... ‘l R « v 0 0.
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Et de la (Article XLIV)

125

. ' - — |
|
b ! .
(ary @) (a, as) (ai, a)) (g, as) ! (@, a,) (a, a,» :
* B I R R
3+ | | :
1 0,224 0’§ 0,007 | oo} | 0,07 o.1f2 |
F: 0,313 0,032 0,003 ! 0,286 i 0,021 0,175 |
I i I el R
r, 0,611 0,104 0,017 | o, )5() | o, 088 0,382 N
i", 0,499 0,048 0,005 i 0,415 o 03; o. u’)
F‘ 0,436 0,022 0,001 ! 0,334 | 0,027 o, 15() |
f‘l —0,059 —o0,010 ~—0,001 : —0,078 ; —0,000 —0,050
’l\“) —0,412 * —0,099 —o0,017 i —0,457 |0 )h -0, %27
~— Tt T ‘ l'__ R A —>7<—--"
A —0,276 —0,052 —0,005 | —0,3()5 ] —0.029 —o,200 |
P - i e - i
T, —0,T1I1I —0,024 —o0,001 | —o0 93’ —0,020 —0.179. i
EERERE BN SERTETRRE B R R ERTERREE i
? | -
(@) ' (a ) © (a,«) (W @) | (@ ) fayy 43)
; :
R B SR i _ e e
g , —1,471 ! —1,130 t — 1,039 ‘ ;()7 -~ 1 097 —1,349
T —4,373 i —7,328 } —20.375 --.,39) { —8 08, | — 4,631
S b e e
T, —1,298 l -0,393 | = 0,116 | —1,202 ,~—~i),3)8ﬂ~——o~,‘gfm 1
T T | {"“'"""—'———"'”"" T —.Z . i
T, | —o0,938 } —o0,166 | T o7 —0.853 —0,341 —0,592
i T, | —0,736 i —0,031 f — 0,004 ! -~-o.4(m —0.096 0,351
! i I N T
y T T T '_", - T !
j | e i ___,_!... e e T eeeeen
i T 1,796 ‘ 6,012 | 19, 681 1,802 775“ 2,438
‘ T, | —o0,65 3 —0,253 | — 0,053 | —o 731 —0 l»7 —0,575
i ﬁ | —o0,438 j —0,133 + — 0,022 | —0.595 —o, oSz -0,422
i N—EV ﬁ_MM;-—”—_——_‘ Y -
1' f, | —o,175 | —o0,058 | — 0,00§ | —0.365 : —0.074 —:——0,301
! i i 1 {--
I eeeen . R | R I
' | | | |
i L
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Dot enfin (Article XLV)
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(a,, a,) (a, a;) (ay, ay) (as a) (azy as) (@ ay)
et v | e | i b i s . e—
I —0,739 : —o0,133 —0,025 —57*43 — 0,815 —0,058
| e : - —

z, 179,000 J 0,187 0,016 — 0,637 91,562 0,539
z 0,682 i 0,023 0,001 — 0,152 0,698 0,012
SR - | _ -
z 0,180 | 0,004 0,000 — 0,054 0,184 0,004

! ——
......... N
R S , I —_
¢ 2,705 | 0,337 0,054 —112,714 2,028 0,147
—— \__ —_— —— . - ———
T . | . . .
¢ ; —356,982 ’ —0,202 —0,023 — 0,763 | —182,1069 —0,908
I PUNSRE R - — —————— s —
& : —1,025 | —o0,029 —0,001 — 0,148 | — 1,081 | —o0,015
'
¢, S—0,200 ; —0,005 —0,000 — 0,003 — 0,240 — 0,005
——— e e N R —
......... N
: { ! |
.
IR S — —- — ——— — —
’ (s, a)) | (@, @) (dyy dy) (a;, a) (g @) (@, ay)
|
I T A N o o
Z -—0,.f09 —31,500 —0,518 —0,224 —0,363 —1,243
z, —o0,013 — 0,635 2,338 —0,000 —0.007 —u.,0064
— T o T T o
I, —0,002 — 0,150 0,275 —0,000 —0,003 | —0,053 |
Z, | —o0,000 — 0,041 | —o0,066 —0,000 —0,000 —0,017
| N R R B R P _|_ e
@, j 0,380 — 60,322 | ’1,659' 0,224 0,354 | —o0,492 i
PR — f— | -
¢, —0,011 — 0,803 | —4.338 0,000 : —0,00} —0,129
i . -~
> | !
®, | —o0,002 | = 0,163 | —o0,400 | 0,000 i —0,001 —0,052
— ‘ : I !
e, } 0,000 — 0,041 i —0,089 | 0,000 | —0,000 | —0,017
R _— -l ! _
| ! i | .
[ N B R | e { ....... P
! | I !
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En consultant cette derniere Table, on voit qu’il v a des quantités dont
les valeurs numériques sont fort grandes; telles sont les quantités

-
e,
-

h—’ﬂ(al’aZ)y E|(a2, (ll), E'_!((t“ (l';), E.!(l“ o, ,
et leurs correspondantes
(Di((‘n("))y (p((a‘n al)’ ([)i((l‘n ((3\1 (l)l((l]g o,

La raison pour laquelle ces quantités ont des valeurs si considérables,
[) ‘ L . X .
c’est que le diviseur 4(s-—1)* -1 se trouve fort petit dans le cas ob

14 Pa, . .. ” .
c—-{J et $= s et que pareillement le diviseur (s--1)*- 1 est fort
1 4.2
petit lorsque s == % et s ::%, comme il est facile de s’en assuver. an
42 Ly

moyen des valeurs de p,, 1y, 1y données ci-dessus.

Cette remarque est d’autant plus essentielle qu’elle sert i expliquer
pourquot les ¢quations empiriques des satellites de Jupiter sont en effel
les seules qui puissent étre bien sensibles (vorr plus bas Articles LVHI et

suivants).

XLVIII.

Il ne reste plus maintenant qu’a chercher les valeurs des quantites 3
ety (Articles XXXVI et XXXV . ’

Pour cela, on remarquera que la quanlllv m, «||u n'pu-wnu- Ia vitesse
angulaire moyenne du Soleil autour de Jupiter Avticle XXVIL), est
extrémement pel.lle par rapport aux (|uanlr|es s vitesses moyennes des
satellites; d’ott il suit qu'elle pourra étre négligée vis-i-vis de ces der-

nieres quantités; or on a généralement (Articles cités)

P U S S Mg M
P=1 <l m — y.) Glm =M 1= m - 2 s 8(m -~ v
¢’est-d-dire, a cause de f=p* et M = u. ( Article XLV),

L ut 3w’
ﬁ:}_ I — .___.SL{____ —— et - * el S 3 [ MaS——
: m—p) 4(m—pr - u? m — 8m -t
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done, en négligeant la quantité m, on aura

B=1, y=—1—§=-—4.

A I'égard des quantités g et ¢ qui doivent étre déterminées par les
équations L = o et H = o (Articles XXIX, XXXV et suivants), il est inu-
tile d’en chercher la valeur, puisqu’elles ne se trouvent point dans
Pexpression des coefficients de nos formules.

§ Wl — Formules des rayons wvecteurs et des longitudes
wraies des satellites de Jupiter par rapport au plan de
Uorbite de cette Planéte.

XLIX.

Dans les formules suivantes, j’ai remis, au liew de ny,, ny,, nys, 1y,

€ @G, G,

les quantités —= ¢ VT T T (Article XXIX); et j’ai- substitué pour
aQ
nK,, nK,, nK,, nK, leurs valcurs en nomlnes- car, puisque nK == 77T

o

(Article cité) el que —Z; = (1.' (Article XLVI), et par consequonl aussi

© ,
—. = m?*, on aura nK = —; donc
ad )
.
m? m!
nK =+, nkK,= 5,
"p'l .'2

Or, m étant la vitesse moyenne angulaire du Soleil autour de Jupiter
et u les vitesses moyennes angulaires des satellites, on aura

m - vihegm o 33h3r o gieghi3m  om 663

_4559112“ o p,  4332015020" T [332i12b20" b 43320120 0B

d’oti 'on tire & tres-peu pres

m? )
nK, = —-=o0,0000002, nK;-" 0,0000007, nK;-:0,0000027, nK,=o0,0000148.
!
|
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Outre cela, au lieu de p., ¢, Laly Py ly Pyl eLmt, qui représentent les va-
leurs moyennes des angles Y0 Y a0 9y eLg, Cest-d-dire des longitudes
moyennes des quatre satellites et du Soleil vus de Jupiter, ¢t rapportes
au plan de son orbite, J"ai mis les lettres w,, w,, u,, u, et v.

De méme, au licu de Myz+a,, Myt -y, Myz - ny. My 1w, ano-
malies moycnnes des satellites, j"ai substitué, pour plus de simplicite,
Vi, Vo, vy, Vo

Enfin "at exprimé les vayons veeteurs en demi-diaimétees de Jupiter,
ctles longitudes en minutes. De cette maniire j’ai trouve

Rayon vectewr du premier satellite,
ry 25,67(14nzcosV,)

- %l[/;,lgcos(u,--ul) —1014,93 cosa (1) —3,87 Co83(u,— 1) —~vo0co8 (0, -uy

-

N'A

Hogheos(i, —u)  vobcosafn, —u)-—o003c083 (u, —u ) 0020085 (1w

/7

+% Hoy14cos(w, —u) —o0gcos2(u, —u) —o00co83(w, -u) -oo00cosgu, -u)..|
.,

— 0,0000009 CCS2 (0 —1, ).

Rayon vectewr du deuzxiéme satellite,
=900 (1+nz, cosY,)

1 —%;'[518,78 Cos (1, —1,) 4+ 5,73 o820, —— i) 4+ 1,36 Cu8S 1 -1, ) 0,49 cos f(a, u ).
%l?ﬂﬁcos(u“——ug) —82f,07¢082 (0, —u,) ~Gagcos3(n -wy ~1,66c08 flu -uy.]

4+ fc——‘[o,f)z cos(n, -u,)—4,85¢c082(w,—w,) -0 01083 {1 -~ w,] —0.0§C05] (e, =-1y...
” )

~-0,0000060 €032 (¢ — u, ).

VI, 17
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Rayon vecteur du troisieme satellite.
r=:14,38(1+ne,cosV,)

+ -%—'[5,88 o8 (i, — 1) + 0,19 €082 (1, — it,) + 0,03 €08 3 (1, — 1¢,) + 0,00 €084 (1, -~ ,)...]

L 20452,08 008(1, 1) + 9,13 0082 (1, 1)+ 2,16.0083 (1, 10) +0,50 008 § 1, 1)...]

+ 57(7‘[7,46 cos(w, —u,) — 33,62 cos2 (1, — u,) — 3,95 €083 (u,— 1) + 0,95 cos § (u,—u)...]
4
—0,0000392 C052 (¢ — 1, ).
Rayon vecteur du quatridmne satellite.
re=25,30(1 -+ ne,cosV,)
! -%—'[5,66005(u|——u‘) + 0,01 0082 (2, — 1) 4+ 0,00c083 (1, -u,) - 0,00¢08 (1, —1,)...]
. %[9,18005(1{2 ——u,) 0,17 0082 (11, — 1,) + 0,07 083 {1t,— 1, ) + 0,00008 4 (10, —u,)...]
4—%;—‘[31 5508 (1, — 1) -+ 1,62c082 (1w, —u) +1,35c083 (1, —u)+0,43cos j (0, —u,)...|
— 0,0003755 cos2(¢—u,).
LI
Longitude vraie du premier satellite.
9= u,—(114°35")ne sinV,
+ %/_—"[9500'sin (1t,— ) — 122721 §'sin2 (i, — 1) -=3526" sin 3(u,— ) — 705" s { (1, — u,)... |
+ k%[l 158 sin (i, — ur,) — 1007'sin2 (u, ~u,) — ror'sin3 (w, —u, )= 18"sin f(w,—u,)...]
4 -%‘»[188' sin(u, — u,) — 8t sin2(w, — w,) — 3 sin3(w, - w;) — o' sinf(w, —w,)...]

—o"0f7sin2(v —u,).
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Longitude vraie du deuxiéme satellite.
v, = 1, —(114°35" Yne, sinV,

_*.,.—g—-‘-

7 387482'sin («,— 1,) —2727'sin 2 (,— 1)) — 509'sin 3 (1, —w ) —12'sin § (1, ).}

+—%[|0067’sin(u“—- 1) = 626246 sin2 (1, — ) — 3717'8in3(u,—w,) - 825'sing (0, —n,).. ]
+%[50(§’ sin(w,— n,) — 3193 sin2 (v, —w,) — 52" sin3(u, — w,) 17’ sinfle, —u,)...]
—o",1go sin2 (v —u,).

Longitude vraie du troisieme satellite.
v=uy— (114035 )z, sinV,
~+ %'[130(3’ sin(u, — w,) — 38" sina(w, —u ) - 8 sin3(u, - ) — vsing (o, - )|
+%3[—207375'Sin(u.1—-u.‘) —ozGo'sina(w,— ) — 559'sin3(w,—w ) —vf2'sinflu, 0 ).
+%[570'5’sin(u,—-l(,) —tfort'sing (e, — ) — 1376'sin3 (w0, — ) — Job'sin j {u,—u )|
— 0", 977 sin{v — 1)
Longitude vraie du quatriéme satellite.
9=, — (114°35" ) e sinV,
—+—icz~'[7(')8'sin(uI — u,) — o sina(u, —u,) — o'sin3(u, — w) —o'sing(u, —uj...|
—+——%—"’[mxg sin(w, — 1)) — 15 'sina(u, — ) — 3'sin3(u, —u;)—o0 sin g (o, - ).
—+—-%§[—— 1601 sin (1, — w,) — 444 sin2(w,— ) —~ 180'sin 3 (s, — w,) — 59'sin g (u,— w,)...] -

— 4", 208 sin2 (v — u,).

17,
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S IV. — Or Uon donne les inégalités des satellites qui dépendent

de leurs configurations, et qui ont liew au temps des éclipses.

LI

I est visible que les éclipses des satellites, ¢’est-d-dire leurs conjone-
tions avee Jupiter, avriventlorsque lenrs longitudes » different de 180 de-
grés de la longitude ¢ du Soleil vu de Jupiter; de sorte qu’on aura géne-
alement Péquation

v — ¥ =180,
- ou bien, en mettant ponr 4 et b leurs valeurs « + nv et v + nl,

w— ¢ =180° 4 nl - ny,

olt n] exprime Péquation de Jupiter, ny I'équation, ou plutot la somme
des équations du satellite, et w—¢ la distance, ou bien I'élongation
“moyenne du satellite; done, pour avoir la conjonetion vraie, il 0’y aura
qui ajouter au temps de la conjouction moyenne la quantité nl — ny
convertic en temps, i raison du mouvement moyen du satellite au Soleil,
conversion qu’on fera aisément en maltipliant Ia quantité proposée par
o, 179 pourle premicrsatellite, par o,2369 pourle deuxieme, paro,4771
pour le troisieme et par 1, 1169 pour le quatrieme; et changeant ensuite
les degreés en heares, les minutes de degré en minutes de temps, ete.; ces
nombres se¢ teouvent, en divisant les durées des révolutions synodigues

des satellites, lesquelles sont de
ta8ho8m 360, 3ia3hism S, 2130 5gm 360, 16118t e

par 360 degrés, apres avoit véduit fe tout en secondes.

L.

Nous allons done donner ict les équations des conjonetions des satel-
lites; mais nous ferons abstraction de celles qui viennent de 'excentri-

cité de Jupiter, et des excentricités particulieres des satellites, paree que
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les unes sont assez connues des Astronomes, et que les autres ne sont pas
assez exactes pour qu'on puisse s’y fier.

LIV.

Equation du premier satellite.

L{—1097™8in(u, »-t()+144800‘“$nu(u —it )+4|b"‘su|3(u —u,) +83"sin4(u,—vn)...]

ﬂlﬂ a}ﬁ

! [—137"sin (w,— 0,) + 119" sina(w,— w,) + 12" sin3(w, — n G—vmsing (e, — e ). .. ]

A

t[— 22" sin(, — #,) + g™ sina (w4, — w,) +0" sin3(w, — «,) + o™ sing («, — #,)...].

Tr

LV.
E‘quation du deuxieéme satellite. .

! [g1810™sin(w, — i, ) + 646™ sin2(u, — w,) +121"8in 3 (2, — u,) + ™ sin. i (u, —n, o]
3 [— 23857 sin (u,—u,)+148383™ sin 2 (11, —1,)+881™sin 3 (1, —+1,) 4 195" sin 4 (u,~11,). . .]

L [— 119@sin(w, — u,) + 740" sin2 (w, — ) + 12" sin3 (=) + 4" sin g (w0, —w,). .. ].

+
@lﬁ §lﬁ Qlﬁ

LVL

Equation du troisiéme satellite.
,Q_[__ 624" sin(n, — ) + 18" sina(w, — w,) + §°sin3(w, — u;) + o"sinf(w, —u,).. ]
< [99075™ sin (it, — t,) +1319™ sina (i, — ) + 267™ sin (1, — u) -+ 68" sin:i (e, — :l,?: .
< [—2725" sin (n,—10,) + 7124 s'n 2 (n,— 1) + 627" sin3 (w,—u,) +146™sin§ (u,—u,). . .|
LVIL
Equation du quatriéme satellite.
%‘-[-—- 858" Sin (1, — u,) +o"sinaju, —u)...]
Sa[_. 1362 sin (10, — w,) ~+ 18" sina (w, — 1) + " sin3 (u, — i,) — o™ sin j(u, - w)...]

2 [1888™ sin (1, — 1) + 496" sina (i, — #,) + 201" 8in 3 {w, — w,) + 66" sin g (u, —u) ]
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Jai négligé dans ces formules les termes dus & P'action du Soleil, el
qui sont de la forme de sin2(¢ — «), parce que ces termes deviennent
nuls an temps des.conjonetions ou 'on o u — ¢ = 180°.

§ V. — Comparaison des formules précédentes avee les observa-
lions, et ('()N‘S‘(-/([I((’II('(’A' (/ni en resultent P rapport ax iwasses
des satellites.

LVIII.

Nous nous contenterons ici de comparer nos formules avec les Tables
de M. Wargentin, qui sont, comme Pon sait, le résultat d’un. grand
nombre d’observations; mais, avant d’entreprendre ce parallele, il est
bon davertiv que les Tables de ee grand Astronome sont dressées de ma-
niere qu'il 0’y a aucune équation soustractive, quoique les équations
quil a employées soient de nature & étre tantot additives et tantot sous-
tractives; cela vient de ce que 'Auteur a retranché, par avance des épo-
ques, chacune des plus grandes équations sousteactives; de sorte que les
¢quations des Tables se trouvent nulles dans le eas on elles auraient été
les plus grandes & soustraire, et que leur plus grande valeur est double
de ce qu’elle aurait da étre.

LIX.

En examinant les différents termes de la formule de 'Arvticle L1V, on
voit qu’il y en a un dont e coeflicient numérique est tres-grand, et vis-
a-vis duquel tous les autres termes ne sont presque d’aucune considéra-
tion; c’cg*t le terme

o

l/ 144 800™ sin 2 (1, — w,),

d'oft vésulte une équation qui a pour argument 2(w, — w, }, savoir le
double de la distance moyenne du second satellite au premiev, au temps
dew coujonetions de celui-ci, et dont la plus grande valeur est de
¢
1
ecHe e Jupiter.

. Q. . o
v 14800™, g CXprimant le rapport de la masse du second satellite a
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Pour mieux connaitre la nature de cette inégalité qui doit avoir hieu
dans les conjonctions du premier satellite, il faut chercher sa période,
laquelle dépend du rapport des révolutions synodigques des deux pre-
miers satellites. Or, suivant M. Wargentin, on a pour la durée de L re-

volution synodique du premier
v 8l a8m 354 56 581,

et pour celle du second
3)‘311 l""' /rl.-q;

9y \ bl .. .
doit Pon trouve, en additionnant successivement ces nombres, e
247 révolutions du premier font

137330 43m 5¢p 31,
et que 123 révolutions du second font
437030 v agts
ainsi, pendant que le premier fait une révolution par vapportau Soleil,
.. 123, . , . . . .
le second ne fait que b d'une paveille vévolutions doi il suit que la
247

distance w, — u, du s'v('oml satellite au premier angmente, dans Pinter-
1 tal

(o8

{

R o ‘
valle d'une conjonetion a autre, de ( 1) 360°s pour aveir wne
247

exactitude plus grande, on additiomera “de nouveau les péviodes du
premicr et du sceond satellite que nous venous de trouver, jusqua ee
qu'ils fassent des sommes @ peu pres egales, et Ton trouvera que

119538 vévolutions du premier font
=561y 13 28" 8 2,
et que 223860 révolations du second font
2956141 13" 32 1y o'
“est pourquoi on aura, au lieu de la fraction 23 cello-ci heauconp

e
223860
plus exaete 7—s=g-
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Soit maintenant 4 la distance du second satellite au premier au temps
d’une conjonetion de celui-ci, cette distance deviendra, apres n révo-

lutions (),
223860 \ 2p o
0 n ([‘465—3‘8 -—'l) 360 = U, — U

done on aura

N o 447720 . 1818 -
V ly - 1) 2§+ n <449ﬁ-‘—8 - '2) 300" == 26--n (-/i—/“gs’gs -+ 1 ) 360°,
el
. . o 1818 o
sin2, — u, ;== sin (9.9 --n H?’ﬁ 360 );

doue, pour que cetle quantité redevienne sin 29, il faut gue

BB e qui don _ o538
s q e = S

7/
"o
- 247,2703

¢'est le nombre des révolutions du premier satellite qui exprime la pé-
riode de I'équation sin2(u, — u,).

Or 247 révolutions font a tres-peu pres
_/‘37| 3"44'“()‘,
27 , . . 1 v .
et = de révolution font i 28" 7%; done La période cherchée sera de

4%71 l5h | om 7~.

L.X.

Voyons & présent quelle doit étre la marche de cette équation; pour
cela, nous supposerons § = o, Cest-i-dive que les deux satellites se
trouvent a la fois en conjonction, et nous aurons, apres un nombre
quelconque n de révolutions du premier satellite,

-

in2i, —uw) in|n 1815 36 |
SIN2( Wy, — W) ==— S =55 obo"
o sin (1 g5 )’

(*) Lalettre 2 a é1¢ affectée plus haut a un autre usage; le double emploi que nous croyons
devoir signaler n'a ici aucun inconvénient. (Note de I’ Editenr.)
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449538
1818

lutions qui forment la période de I'équation

ou hlen en faisant, pour abréger, p = égal au nombre des révo-

. Lono,
sina(u;, — u,) == — sin — 360",
)

De Ia on voit que I'équation sin2(w, —u,) sera nulle au commence-
ment de la période, qu'ensuite elle deviendra soustractive, et quelle

3 . . ) <
sera la plus grande & soustraire lorsque n = I/T’ ¢’est-i-dire, au quart de

la période; apres quoi elle redeviendra nulle A la moitié de la période,
ensuite se changera en additive croissante jusqu’aux trois quarts de la
période, ou clle sera la plus grande, et enfin décroitra pendant le der-
nier quart, pour se retrouver nulle au commencement de la période

suivante.

LXL

Je dis maintenant que Péquation que nous venons d’examiner est la
méme que celle qui se trouve dans les Tables du premier satellite, dési-
gnée par la lettre G, et qui est Ta seule que les observations aient fail
connaitre jusqu’ici. En cffet : 1° la période de cette équation est, selon
M. Wargentin, de 437919"41™ environ, ce qui s'accorde admirablement
bien avec ce que nous avons trouvé dans PArticle LIX; car la différence
de 4"28™, quis’y trouve, n’est d’aucune considération par rapport a un
intervalle de 437 jours; 2°si I'on examine I'équation C, on verra qu’en
otant toujours 3™ 30° (moitié de la plus grande valeur de cette équation,
selon la remarque de I'Article LVIII), et établissant le commencement
de la période (qui est divisée en rooo parties) 1w nombre 750, on verra,
dis-je, que la marche de cette équation est la méme que celle de I'équa-
tion sin2(w; — «,) de I'Article précédent. De plus on trouvera, pav les
Tables du premier et du second satellite, que, dans les conjonetions du
premier, satellite qui répondent exactement au nombre 750, I'élonga-
tion du second satellite est nulle. Donc, ete.

VI
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LXII.

De la il suit que les nombres C des Tables du premier satellite ne sont
autre chose que les distances, c’est-a-dire, les élongations du second sa-
tellite au premier, au temps des conjonctions de celui-ci, le cercle étant
supposé divisé en 1ooo parties, de sorte que le nombre 750 réponde
aux conjonctions des deux satellites et 250 & leurs oppositions. Cette
remarque fournit un moyen de rectifier les époques de ces nombres, si
elles en avaient hesoin, et de les prolonger autant qu’on voudra, sans
craindre de s’égarer.

LXIIL

La plus grande valeur de I'équation € du premier satellite est de 7%,
dont il ne faut prendre que la moitié¢ (Article LVIII); donc¢, comparant
cette valeur avec le coefficient de I'équation sina(u, — u,), lequel est

%; 144800™, on aura

% 144800 = %’
d’ou I'on tive

€ _ 1 _ 0,00002417 = 3 peu pres;
7 ~ 28gboo ' 40000 U pros;

¢’est le rapport de la masse du second satellite a celle de Jupiter. Si on
prend la masse de la Terre pour I'unité, on a

7 = 363,9,
ce qui donne

11 . \
@, = 0,008704 = ——~ a peu pres.
P ) 794 1250 1} I

L)

Supposons que la densité de ce satellite soit la méme que celle de
Jupiter, ou au moins qu’elle n’en differe que tres-peu, ce qui est tres-
naturel, on trouvera, en prenant le demi-diametre de Jupiter pour

ooy . , . . L. ) {
Iunité, que celui du satellite est 0,028, c’est-a-dire, environ o ce

qui donnerait pour le temps que le satellite doit employer & entrer dans
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Pombre de Jupiter 57147, ce qui est  peu pres le milieu entre les résul-
tats des observations de M. Maraldi et de M. Whiston (Mémoires de I’ Aca-
démie, 1734).

LXIV.

Il serait tout & fait inutile d’examiner les autres termes de la formule
de I'Article LIV; car il est clair qu'il n’en pourrait résulter que des
équations extrémement peltites, et par cons¢quent insensibles, i moins
qu’on ne voulut supposer les masses du troisicme et du quatrieme satel-
lite énormément grandes par rapport a celle du second, ce qui ne parait
guere naturel; d’ailleurs I'équation que nous avons examinée est la
seule qu’on ait jusqu’ici déduite des observations.

LXV.

Passons donc a la formule de I'Article LV, qui renferme les équations
des conjonctions du second satellite. Parmi tous les termes dont cette
formule est composée, j'en distingue d’abord deux qui sont beaucouyp
plus considérables que les autres par les coeflicients numériques dont
ils sont affectés, savoir

€ . @, .

7’ gi8ro™ sin(w, — ) + —ZZ} 148383" sin2(u, — u,);
dont I'un vient de I'action du premier satellite, et Pautre de "action du
troisieme. Ces deux termes produisent, comme F'on voit, deux équations
dont les arguments sont u, — u,, distance moyenne du premier satellite
au second, et 2(u; — u,), double de la distance moyenne du troisieme
satellite au second au temps des conjonctions de celui-ci.

Je remarque maintenant que la durée de la révolution synodique du

troisieme satellite est de
71 3h 5gm 350 55231,

selon M. Wargentin; ce qui donne, pour 61 révolutions,

437138 35m 3118,
18.
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ef, pour 111021 révolutions,
7956191 13" 2g™ 19 55¢;
or nous avons déja trouvé que 449538 révolutions du premier sont
795614) 131 2882 26,
et que 223860 révolutions du second sont (Article LIX)
7956191 131 32 19° fot;

done les mouvements des trois premiers satellites au Soleil sont entre
cux comme les nombres 449538, 223860, 111021, et les différences
entre les mouvements des deux premiers et les mouvements du second
et du woisieme sont au mouvement du sccond comme les nombres
225678, 112839 au nombre 223860; done, pendant que le second
achéve une révolution au Soleil, les angles u, —u, et w,—u, croissent

225678 . 112839 4. ) .. )

de — 300 et — —== 360°; done Pangle - diminue i

TN 360° et YT 360°; done Uangle 2(u; — u,) diminu

chaque révolution du second de la méme quantit¢ dont 'angle u, — «,
225678

augmente, savoir de - 360°; donc la quantité

223860
Uy — Uy~ 2( Uy — Uy)

est tonjours la méme dans les conjonetions du second satellite.

Examinons donc une conjonction quelconque de ce satellite, ¢t voyons
quelles sont les ¢longations du premier et du troisicme, ¢’est-a-dire, les
valeurs de u, — u, et de u; — u,; je prends pour exemple la premiere
conjonction de I'année 1760, laquelle est marquée dans les Tables &
213"42™50°, 4 quoi ajoutant la moitié des plus grandes équations, sa-
voir, 1"35™6° (Article LVIII), on a

23 150 1™ 560

pour le temps moyen de la conjonction moyenne du second satellite; je
trouve de la méme maniére que les premiéres conjonctions moyennes
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du premier et du troisieme satellite ont di arviver i
Uioh48m48°  etd 3i5h54m 560
de temps moyen; d'oli je conclus qu’au temps de la conjonetion «u
second satellite, le premier était plus avancé de 4" 29™, ce qui fait
241°24', et que le troisitme était en arviere de 14 39", ee qui vaul
30°27’; done

w — u,=241°24" et uy— u,=z —30°27';
par conséquent
w — Uy + 2(1; — ;) = 180° 30’ = 180° & trés-peu pros.
On aura done, en général,
2( Uy — Uy =z 180° — (1, — Uty) - etoosin2 (g — ,) = sin u, — u,;;

ainsi les deux termes

148383™ sin 2 (w, — u;)

¢ 18romsin(u, — u @
z 9 B

peuvent se réduire i un terme unique, tel que

(€ (e .
(7471 g181o™ + —%,—3- r48383"‘> sin(u, — u,),
lequel ne donne qu’une équation dépendante de 'élongation du premier

| 8 I
satellite au second.

LXVI.

Soit, dans une conjonction du second satellite, w«, —uy =06, on aura,
par ce que nous avons démontré dans I'Article précédent, apres 2 révo-
lutions de ce méme satellite,

2 25678

53560 360°,

u, —-ug::9+

et par conséquent

. L 225 78 A 1818 818 .
sin(u, — u,)-.sm<0+n 3860 3b)) sm<9 - 386 3bo )
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d’out l'on voit que cette quantité ne peut redevenir sing, 2 moins que

'on n’ait nQ—;g%o =1, ce qui donne
223860
n = W == 123,135,

’est le nombre des révolutions du second satellite qui forment la pe-
riode de I’équation sin(u, — u,), et 'on trouvera que cette période est
la méme que celle de I'équation du premier satellite, savoir (Article LIX)

4373 15h 12m 93,

223860
— -y nous aurons

Mettons p au lieu du nombre =g

. . no..
mMuc—m):sm<0+-—&mﬂ;

P
donc, supposant au commencement de la période 6 =o, c’est-a-dire, les
deux premiers satellites en conjonction a la fois, et faisant successi-

vement n=o, n= 141, n= f, n= -3411 et n= p, on trouvera que I'é-'
quation dont il s’agit est nulle au commencement de la période, qu'en-
suite elle augmente jusqu’au quart de la période, o elle est la plus
grande; que de la elle diminue et redevient nulle a la moitié de la pé-

riode, apres quoi elle se change ¢n négative, ete.

LXVII.

Si I'on compare maintenant la marche de cette équation avec celle de
I’équation C des Tables du second satellite, on verra qu’elles s’accordent
parfaitement, pourvu que I'on ait attention d’oter constamment de cette
derniere équation 16™ 30® moitié de sa plus grande valeur, et qu’on fixe
le commencement de la période au nombre 250. Ainsi les nombres C.
des Tables du second satellite indiquent les élongations du premier au
temps des conjonctions du second, de sorte que le nombre 250 répond

aux conjonetions des deux satellites, et le nombre 750 a leurs opposi-



DES SATELLITES DE JUPITER. 143

tions. (Voyes la-dessus la dissertation de M. Wargentin qui est & la téte
des observations du second satellite, dans les Mémoires de la Société
d’Upsal pour I'année 1743.)

LXVIIL

Il ne reste done plus qu’a égaler le coeflicient de I'équation sin (u, —u,)
a la plus grande valeur de I'équation C des Tables, ce qui donne

% 91810 + % 148383 = ?-,
de sorte qu’en supposant €, =m @€ ,, on aura
@, 23 @, 33m

=g~ ppnp - €l mr == o - e
7 " 183620 + 296766 m 7~ 183620 + 296766m
Soit par exemple m=1, ¢’est-a-dire, les masses du premier et du troi-
sieme satellite égales entre elles, on aura
€ @, 33 '

z‘ = —z‘— = m = 0,00006869 = 145'(—)(")‘ 1,‘"Vi|'0n;

d’otr, en supposant les densités des satellites égales i celles de Jupiter,
on tire leurs demi-diametres = 0,040 = environ —},; de celui de Jupiter;
ce qui donne pour le temps que le premier devrait employer i entrer
dans Pombre 5m51%, et pour le temps que devrait employer le troi-
sieme g™ 21°.

Au reste, quel que soit le nombre m, comme il ne saurait étre ni infini

. . . L @ &w . ’ . M
ni nul, il est clair que les quantités TL’ —,]L,—‘ sont toujours nécessaire-

ment moindres gue la fraction 2 —0,000111, Cest-i-dire, en
2067066

prenant la masse de la Terre pour 'unité,

3 -

G, et @,<0,0}04..., environ
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LXIX.

A I'égard des autres termes de la formule de ’Article LV, il est facile
de voir qu’ils ne donnent que des équations extrémement petites, et qui
peuvent par conséquent étre négligées; en cffet, le terme qui a le plus
arand coefficient numérique, apres ceux que nous venons d’examiner,
est

% [— 2385™sin(u, — s

. 4 U ) . @‘1 ~ . q e
Or NOUS avons trouvé que = < 0,000111. . . done la plus grande équa-
tion sera < 16%
LXX.
[’équation

w, —-uy + 2y — Uy, = 180°30',

trouvee dans I’Article LXV, et d’oll nous avons tiré
sin2(u; — ;) = sin(u, — u,) & trés-peu pres,

est une suite du rapport que nous avons établi entre les révolutions sy-
nodiques des trois premicrs satellites: ce rapport n’est pas exact a la ri-
gueur, mais il ne s'écarte de la vérité que d’une quantité infiniment pe-
tite, de sorte qu’au bout de rooo ans I'erreur qui en pourra résulter sera
encore presque insensible.

En effet, on trouve qu'il faudrait environ 1317900 ans pour que I'é-
quation dont nous parlons devint

U, — Uy + 2 (1, — uy) = 360°,

pourvu que les moyens mouvements des satellites fussent assez exacts
pour pouvoir étre employés dans une si longue suite de siecles. (Voves
I'Ouvrage de M. Wargentin cité ci-dessus.)

LXXIL.

La formule de I'Article LVI, qui renferme les équations du troisieme
satellite, ne nous présente qu'un terme qui puisse étre de quelque con-



DES SATELLITES DE JUPITER. 145
sidération : c’est le terme

%3 99075™ sin (1, — uy),

dont P'argument est I'¢longation du second satellite au troisieme au
temps des conjonctions de celui-ci.

Avant d’entrer dans le détail de I'inégalité qui en résulte, voyons si
elle est assez considérable pour qu’on doive en tenir compte. Pour cela

. . (€ .. .
on substituera, au lieu de 7’, sa valeur trouvée ci-dessus (Article LXIII),

$avoir —L—; et ’on trouvera
28g6oo
%‘ 99075™ = 224,

de sorte que I'inégalité dont il s’agit montera & 4™48%, i cause que
'équation sin (u, — u,) est tantot additive, tantot soustractive.
Maintenant on sait que les mouvements moyens du second et du troi-
sieme satellite sont entre eux comme les nombres 233860 et 111021 (Ar-
ticle LXV), d’ou il suit que, pendant que le troisieme acheve une révo-

112839 o, ..
-I) 360°; de sorte

lution au Soleil, la distance u, — u, augmente de
B 11102

que, si 'on appelle 6 'élongation du second satellite au troisieme au
temps d’une conjonction quelconque de ce dernier, on aura, apres n ré-

volutions,
112839 , .
,—u,=04n 2 360°,
111021
et de la
112839 . . .l 1818 .
sin(u; — uy) = sin (0 +p 22 3()o"> —sir [0+ n—n i()o") :
\ 111021 \ 111021

di S L 1t » 1O I‘ Ly l d . . . l* 111021 " -
ou I'on voit : 1° que la période de cetle equation sera d¢ —z=o= rEVO

lutions du troisieme satellite, ce qui revient au méme que celles du pre-

mier et du second satellite (Articles LIX et LXVI); 2° que si I'on prend

pour le commencement de la période une conjonction du troisieme sa-
V1. 19
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tellite dans laquelle § = o, c’est-a-dire, que le second satellite soit aussi
en conjonction, on trouvera que la marche de I'équation dont il s’agit
sera entierement analogue A celle de I'équation du second satellite (Ar-
ticle LXVI).

LXXIL.

L’équation que nous venons d’examiner ne se trouve point dans les
Tables du troisizme satellite; M. Wargentin s’est contenté de I'indiquer
dans la Préface de ses Tables ( Mémoires de la Société d’Upsal, pour I’an-
née 1741), ol il dit : Multe etiam observationes satis manifeste indicant
tertium cequatione alia indigere cujus fere eadem est quantitas et natura
cum aquatione nova primi; sed quoniam observationes non paucas habeam
qua eam vel minorem, vel nullam arguant, hyjus equationis in Tabulis
nullam habere rationem satius judicavi; ct ailleurs (dans la Dissertation
(qui est & la téte des observations du second satellite) : In motibus tertir
satellitis deprehenditur inequalitas quedam quee tndicat eum esse retar-
datum in conjunctionibus, sed acceleratum in oppositionibus secundi; et
plus bas : st etiam heec inequalitas terui similis inequalitati supra de-
scriptee secundi; ce qui s’accorde parfaitement avec ce que nous avons
trouvé dans I’Article précédent. Il est vrai que cette équation a paru a
M. Wargentin de la méme quantité que celle du premier satellite, au
lieu qu’elle n’en est qu’environ les deux tiers, suivant notre Théorie;
mais ce savant Astronome avoue lui-méme qu’il ne regarde pas son ré-
sultat comme fort exact, I'ayant trouvé quelquefois moindre, et méme
nul, et que ¢’est pour cette raison qu’il a cru devoir s’abstenir ’en faire
usage dans ses Tables.

LXXIII.

Avant de quitter la formule de ’Article LVI, nous dirons deux mots
des termes qui dépendent de u, — u,, élongation du quatrieme satellite
au troisieme, et dont le plus considérable est celui-ci

e 7124"sin2(u, — uy).

v
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Supposons d’abord que I’équation qui en provient soit, lorsqu’elle est
la plus grande, de m minutes; on aura

%7124=m;

donc
@4 m

7&':712

= 0,000140m;

d’ol I'on voit que, pour que m soit au moins = 1, il faut que la masse
du quatrieme satellite surpasse de beaucoup celles des trois premiers.

Si ’on veut que la densité de ce satellite soit la méme que celle de Ju-
piter, on trouvera son diametre =o0,0519ym de cclui de Jupiter; et
par conséquent le temps qu'il doit employer d entrer dans I'ombre
= (15“’46’){5}5; ce qui, en faisant m =1, est assez conforme au ré-
sultat des observations de M. Maraldi.

Cette équation, au reste, supposé qu’elle montat 4 quelques minutes,
ce qui ne serait nullement impossible, mériterait d’autant plus I'atten-
tion des Astronomes qu’elle varie beaucoup d’une conjonction i I'autre;
en effet, les révolutions synodiques du troisieme et du quatrieme satellite
étant de 619176° et 1447507%%, on trouve que I'angle u, — u, doit aug-

. . . ey 619176 .
menter pendant une révolution du troisieme de <-,ﬂ7—- — 1) 360°,
A 1447507
, . qe . . 828331 ..
¢’est-a-dire, diminuer de ———- 360°; donc¢, nommant G 'angle u,—u,
1447507

dans le temps d’une conjonction quelconque de ce satellite, on aura,
apres n révolutions,

— 0 828331 3600 ot — 20 16566_6_2_3(. .
U —uy, = —LW 0° et 2(U—Uy) =2 —n——1447507 60,

d’ ot

. s 209155 L\
sin2(u, — u,) == sin <20 n ——-—-—l447507 36o>,
. o oa , . . 14475075 .
par conséquent la période de cette équation ne sera que de x5 ré-

volutions, ¢’est-a-dire, de 6,920 révolutions, ce qui fait 49/ 14" 12™ 4 peu

19,
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pres. Ne serait-ce point la la source de ces inégalités qu’on observe dans
les conjonctions du troisizme satellite, et qui font des sauts considéra-
bles d’'une conjonction a I'autre? C'est une vue que nous proposons aux
Astronomes qui s’occupent de la Théorie des satellites.

LXXIV.~

Il ne resterait plus qu’a examiner les équations des conjonctions du
quatrieme satellite, contenues dans la formule de I’Article LVIII; mais
avant déja trouvé (Articles LXIII et LXVIII)

@,=o0,000024117, @, et @, < o,000111%,

on verra aisément que les coefficients de ces équations ne s’étendent
point au deld d’un petit nombre de secondes; ce qui est trop peu de
chose pour qu’on doive en tenir compte dans le mouvement de ce sa-
tellite, surtout vu Pimperfection qui regne encore dans les Tables de
Jupiter.

CHAPITRE 1V.

SUITE DU CALCGUL DES PERTURBATIONS DES SATELLITES DE JUPITER.

LXXV.

Ayant trouvé les premieres valeurs de x, y, z (Articles XXXVI et sui-
vants ), on reprendra les équations de I’Article XXXII; et apres y avoir
mis au lieu de X, Y, Z leurs expressions (Articles XXX et suivants), sans
négliger les termes de 'ordre 7, on substituera dans tous les termes de
cet ordre les valeurs trouvées de , y, z, et 'on aura de nouvelles équa-
tions en x, y, 5 plus exactes que celles de I’Article XXXV, et qui s'inté-
greront encore par la méme méthode.



DES SATELLITES DE JUPITER. 149

LXXVI.

Soit pour le premier satellite (ces formules s'appliquent également
aux trois autres, suivant les remarques des Articles IX et XIII)

T‘(a.,a‘)

X3 ¥ Xs ,
ny, Ia, @) — 1+ ny, Tia,a)— 1+ ny,

M:=3p!—of — nf [pll(a, &) + x4, a) + ¢ (a, a) + 1K, + (2],

N!=p?+nf, [x:i"(a., a,) + xaf‘(al, a,) + x;f‘(a.,a‘) + 2K, + %x.] +oanu fill,.

Supposons de plus (Articles XXXVI et XXXVIII)

—_ X =, ( _
6, = ™ [E(a, ;) cos(pa — p )t + Es(a, @y) COS2(pa— )t +. .. |

—Z,_S___ [El(a” a;;)COS(p.g— “l)t -+ Ez(a” ag) COSZ([U.S—[.L.)I -+.. .]

- 1+ ny,
,;_:_X*nx._' (@, @) Cos(py — )t + Ey(ai, @) cos2 (g — )t +. .. |
K,
~ T Bicos2(m — w,) ¢,
3= |+XnX1 [(I)l a,, a;)sm( P2 — 4 )t + @, a, a;)smz({; p,l)t +'_.]

T;X"—:;‘x‘: [(I).(a., a;) Sin(Ha - f/ﬂ)l -+ (Dz(aly a:l) Sin2((J.3 0 )+ . ]

l-!-x‘nx( [(I’l(au a‘)sin(Ho - P'\)t -+ (1)1((119 a‘)sinz(g. — ."‘L)t “+.. ]

+ — v, sin2(m —
|+n.y' ( )b

et faisons @, =6, + x,, y, = 2, + Y, (nous verrons bientot la raison de
ces substitutions). Les équations de I'Article XXXIII se changeront en



150 RECHERCHES SUR LES INEGALITES

celles-ci, dans lesquelles nous avons négligé les termes affectés de n?,

(G) (,li::' +Mix,+ fiLi— n(6p} —3f) 2! —tnfizi —nfiY]

-— nx: 1 21 [III al, al) -+ [T“% A|(a|, a:)J COS(y.z - Hl)t

— nysfiz [flz(al, a;) + -2—(—{%*_—_'—;‘—5 f‘,(a., a,)J coS2 (s — p)t

------------------------------------------------------

—nyfiz [ﬁ.(a,,ag) + ZH'H f‘l(a,,a,)] oS (py — pu )t

. mfz(al,ag)J COSZ((L,—-p.l)t

------------------------------------------------------

_nx.f..‘l‘. [ﬁ](a” ad) -+ ; ?‘Au’l)u i‘|(a|, a;)J COS(H-; — {.h)t
{ Nannn [}

—

“"nXCﬁxl {ﬁ?(aly a()+ ——2"8—"—‘—1‘:((1” a()l COS‘I( -—-(}.l)

2(pe — )

......................................................

) 3, ;
__nK‘j}x‘[%-— ;—(—’;l——“_—_—m cosz(m—y,)t‘l

—nxmx,[W(a‘,a,)+ (p.| ((11, a:) COS( {J—z—"Uq)t-."yz(a” az) COSQ(H;—PM)[*—..

—nx\f\x;[\p(a”a,)—k W} (an ag) COS(#;{—[‘M)“‘*‘\‘F?((I“ ag) ('«OSZ(‘L(:,'—}M)[-F

—nx,f.x.[qf(a‘,an+ ¥, (a,a,) COS([J.‘-—-p..)t-O-(F;(a“(l¢)6052(y‘—[4.)l+...

+nK, fif[$ + $cos2(m — p,)¢]

+ nx:f [F] (a|, a:) Sln(‘uj—yq ) t + 2?1(‘1” az )Sinz([t;-—u.,)l—

+nXaﬁ(]’a“]'t)[f1(an aa)Sin(#r—Hl)t—*— 2f,(a., a,)sinz(y,—-y,)t-—...

+ nXAf; (J"l -5 ) [Tc (@, a,) Siﬂ({h—(ll e+ 2?1((11, a;) Siﬂ2({.h-—-f£.)t—-

[W——



dy,
dt

DES SATELLITES DE JUPITER.

+nK,fi(J —y) X 3sina(m — p )¢t

-+ 2anf: Flfxi [ﬁ| (a.,a,) Sin(yz—y,) t+ ﬁ,(a.,a,) Sinz({.&,——[.&')l-i-...] dit

+2ny,fi {hfx. [fI. (@1y @) Sin (s —p) t + ﬁ,(a,,a,)sin 2(y,—p,)t+...] dt

+anyfim | 2 [, (ary @) sin(ui—p.) t+1L:(ai, a))sin2 (t— )t +...] dt

——an.pr.fx.X 3sin2(m — p,)tdt

'-" 2”x;ﬁ p‘fx; [@.‘(a.,aﬂ Sin(yz_“#|)t+fp1(a‘,ax) Sinz((.l.r—-‘u.)l—k... ' dt

+ znx,f,y.fz, [‘F.(a‘,a,) sin(pz,--y.')t+@,(a.,a,)sinz(y,—y.)t+ j dt

+2ny.fi ,u.fm (¥, (a, a)sin (p--p) t+Wa(a, ) sin 2 (u—w )t +...| dt

+2nK'f.;.c.fEX%sinz(m——yl)ldt

+ 20 fip f(ya—y.)[f. (@1y @) COS (pr—pa1) t+2Ts(a, a) coS 2 (pa—p )t +..

+2nxfi f (7= [T (@, @) cos(ps—p) t+2Ts(@r, @) cO8 2 (sty—pua) € +

+2nx‘f,y.f(y‘——y.)[f.(a‘,a‘)cos(Iu‘—y.)t+zfz(a,,a‘)cosz(p‘—y.)t+...

—an.,ﬁa:.[(J—-y,)chosz(m— pi)tdt =o,

+2u X —fil, — 3npx]

“+ 2anyfiz, [r_‘(_ai_’_g_’) COS(py— )8 +

+znx.f.x.[r'(a"a’) oS (py— i) +
s — Pt

+2nXAﬁxt[M COS({Jq‘—flq)t*—
e =

I\(ay, a,)

2 — )

Ty(a,, a5)
2( s — 1)

fz(a" a‘)
2( e — )

—= COS2(tha— 4 ) E~+...

cos2(ps— )t +...

COS2(phy— ) E+...

151

Jde
o]t

Jdt
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—2nK, fiz, X 3 < cos2(m— )t
' G(m — )
+ nyafi a:.[I"I.'(a.,a.)sin(y.—pl)t+fl,(a.,a,)sinz(y,—p.)t+...]dt
+nx;ﬁ xl[ﬁl(a” a,)Sin((uL,—‘U.,)t-F ﬁg(a.,a,)Sil’l2(‘U.3—[.L.)t+...]dl

7 @»

+nyfi | % [II.(a., ay) sin(pe— ) t+ y(ay, ay) sin2(p—p ) 4... | dt

+nK.f |2 X 3sina(m— p,)tdt
“+ nysfi x,["l".(a.,a,) sin(p,——,u.)l-&—‘F,(a,,a,)sinz(y,—,u.)t+...J di
+ nyafi | 2 [‘Tf‘(a.,a,)sin(y,—,.a.)t—t- @z(dl,aaiSin2(p.,—yl)t+-..Jdt

+nyfi | x [‘Tf.(al,al) sin((x,—y.)t-kqu(_a.,a,)sinz(g.—y.)t+...}dl

+nK‘f.f£><%5in2(m—y,)tdt
+ nx:/:f(yz‘—_)"l) [fu (al’ av) COS(#:—#.)I+2f:(a',az) CO-SZ({M—‘IJ.‘)I—O-...J([I
+ nx,,ﬁf(ys-—y.)[f'(a.,as) cos(py— w)t +2T(a,, ay) OS2 (ps— )t +...] dt

+ nx‘f‘f(y‘ - [f‘, (@, a;) cOS (py— )t + aT1(a,, a) cos 2| pa— )+ dt

—nK.fi f(J—y.) X 3cos2(m—p)t=o,

'K) %+Nf—-4ngfz.x.+zn

dz,dz,

de

+nxgﬁz1[f‘.(al, a) + —{I—z—;“-—#— f.(a.,a,)J COS (s — )t

+ nX1f‘|5| [f:(a., a,) + ;‘(";2—#_:‘7.) I.(a,, a,)>] 2C0$([l-z —u)t. ..

---------------------------------------------------------
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+ ny fi3 f‘.(a.,a,)_,_ 2#1} l‘.(a.,aa)] COS(py — )l

+nysfiz| L(a, as) + Tz(a.,a,)J coS2(us — i),

2( My — )

.........................................................

+nyfiz ] Lia,a) + H—Q—”——l‘.(a.,a‘)]cos( «— )t

+ nyfi 3, Im‘z(a;,at + 2 f‘,(_al, a‘)l COS2 (s — i)t

........................................................

+nK,f.z.[-',j-— ———— | cosa(m — u,)¢

—-ny,fzz[ a|,a,)+I‘,(a,,a,)cos( .,—-‘u.)l+I:‘,(a,,a,) cosz(pt,——y.)t...]
—nxafbal: a.,a3)+I‘.(a,,aq)cos(/x,—pt, t+i (@, @) cOS2(ps— p..)t...J

— nx‘fl z, [i‘(a., a)+ i‘.(a,, a,) COS( fry—phy) t+i‘, (@i, a) cosz(y,—y‘)t...j =o.

LXXVIL

Si 'on rejette dans les équations (G) et (H) tous les termes affectés
de n, comme aussi tous les termes constants qui doivent étre nuls par
les conditions de I’ Article XXXII, on a

d*x,

2 — dy' —_
v + Mix, =o, Jp TrmXi=o.

D’ol 'on tire

X, =ecos(Mit+o,), y=-— -M— esin(M ¢ + o),

ce qui donne pour x, et y, les m¢mes valeurs que nous avons déja trou-

«vées (Article LXXV).

La quantité — 27‘:-‘ g, sin(M, 2+ o,) n’est que le premier terme de I’é-

V1. 20
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quation du centre calculée dans une ellipse mobile (Article XXXVIII);
si on voulait avoir le terme suivant, c’est-d-dire celui qui contient le
carré de I'excentricité, il n’y aurait qu’a mettre au lieu de x, dans les
termes — n(6p, — 3 f,)2? et — 3np,x} des équations (G), (H), la
valeur de x, qu’on vient de trouver.

On aurait done, en négligeant toujours les termes constants,

d*x, e

v +Mix, —n6pl — 3f.);cos2(M.t+m.)=o,
dy,

ar +')y.x.—-3ny.—c05?(M t+o).) 0.

La premigre de ces équations donne (Article XXXIV)

X\ = ¢ (‘OS(\'I t—+—m,)—n(h[/ —3ﬁ E COSZ(%‘M&‘—% (Jh)’

’est-a-dire, en mettant au lieu de f, et de M? leurs valeurs appro-
chées p? (Article XLV),

EZ
X, 2=¢ cos(M, ¢ + o) —n;’ cos2 (M, t + o).

Done, substituant cette valeur de x, dans la seconde, et I'intégrant
ensuite, on aura

— S -
Yy = M. & sin(M, ¢ + o) + n/M' € smz(M.t—+ o)

Ce qui s’accorde avec ce que I'on sait d’ailleurs; mais nous verrons plus
bas qu’il y a dans Péquation (G) d’autres termes qui influent considéras
blement sur I’équation du centre, et qui empéchent qu’on ne puisse re-
garder Pexpression précédente comme assez exacte, méme dans le cas
ot 'on néglige les quantités de 'ordre n

Il en faut dire autant de 'expression de la latitude que nous avons
déja trouvée (Article XL); mais avant que d’entrer dans cette discus-
sion, il est hon de voir ce que donnent les nouvelles valeurs de M et de N
(Article précédent) pour le mouvement des apsides et des noeuds.
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§ 1. — Premieres waleurs du mouvement des apsides et des mr’m/ 3
des sat('llz{('s

LXXVIII.
Nous avons trouvé (Article LXXVI)
M} =3p?—2f, — nf, [x,ﬁ(n., @) + a0l (@, @) + g0l (ay @) + LK, + Da s

or, on a généralement (Article XXIX)

2
1— ;? = ng,
d’ou
f= ,_’J’ng = @ (1 + ng),

et par conséquent
j; =i+ ng);

done, négligeant les termes affectés de n, on aura
M= ! [1 —2ng — 'LXQT[(([” a,) — nx;,r[(a., a,) — nx.ﬁ(a‘, a,)— 'K, — %nn.J.
Maintenant on a par 'équation L, = g, —... de P Article LXXVI

1 : [ X = Cw . .
g=L +2p’H + T—T-—;zz f/,I‘(a.,ct,)+x3I‘(a., ay) + o Dy a0 + LK — 3, |5 ‘

done

M? = i [n ——ru,[ﬁ(al, a,)+ f(al, a,)] — nxa[ﬂ(ll., a;)+2 [a,, )]

- nx‘ (ﬁ(al, a‘)‘*“?‘rga‘, (u)J _ ':‘nKr—‘%n)h _ 2nL|—“4n!£| |l| ],

les quantités L,, H, devant étre déterminées par la condition que les
équations (G), (H) ne renferment aucun terme constant.

20.
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Pour remplir ces deux conditions, on supposera que (x3) soit la quan-
tité constante qui entre dans la valeur de x?; car la valeur de z, étant
composée de sinus et de cosinus, il est évident que le carré 2 contien-
dra nécessairement des termes constants, quoique x, n’en contienne
point; de méme, soient (32), (Y2) les quantités constantes qui entreront
dans les valeurs de z2, Y?; on aura done

Sl —n(6p] —3f)) (2]) — infi(z]) —nf1(Y]) =0, —fill,—3np(2])=0;
@’oit Pon tirera L, et H,, qui seront de ordre de n; ¢’est pourquoi on

peut négliger dans la valeur de M} les quantités 2nL, et 4rp, H,, qui
seraient de P'ordre n?.

LXXIX.

Donc, si Pon fait, pour abréger,

6 = X:[ﬁ((ln a,) + 2T (a, an) ] + x,[ﬁ(a., Uy) + zf(a,, a,)|

+y[H(a,a) +2F(ay a)] + 1K, + Ix,
el de méme ( Article IX)

8= [ﬁ(a,, a,) + ')T(a,, a.)] + x,[ﬁ(a,, a) + 2i"(a,, a;)_]

+ X [1(a, a) + 2T (@ a,) | + 2K, + 2x,,

= ~

.= {Ivl(aa, a,) + zf(a,, a..)J -+ % [H(as, ;) + 2T (ay, a,')[

-+ X([ﬁ(dg, (t‘)+ ZT(a,, a‘)J + ;K’ + ‘:-l,,

&=y [l(asa)+ 2F(aya)] + 1 [[M(a, &) + 2T(a, )]

<+ xa[ﬁ(au a,) + ZT(a.,a.)] -+ %K‘ + %l.,
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on aura .
M} =pi(1—n8), M, =pu(1—{né),

M:=pi(1—né), 1= pa(1— 3n8);
et ainsi des autres.

Or le mouvement de la ligne des apsides étant au mouvement moyen
comme 1 — M & p. (Article XXXVII), cette ligne avancera pendant une

’ . n6 vy \ A .
révolution de — 360°, d’oli I'on connaitra le mouvement des apsides

de tous les satellites.

LXXX.

Pour évaluer en nombres les quantités §, il faut commeneer par cher-
cher les valeurs des quantités 11 (a,, a,),..., lesquelles dépendent des
quantités A(a,, a,),..., c’est-d-dire des coeflicients de la série qui repré-

‘ _5 .
sente la quantité radicale (1— 2¢0 + ¢*) * (Articles XX et suivants).
Soit done, comme dans cet Article,

-3
fJ—

(1—o2qgcosf+¢q*) "=(A)+ (B)cosf+ (C)cos26 +. ..,

U a
on aura, en faisant ¢ = ;' el 6=09,— 0,
H

5
2

|a:—2a,a cos(<p,—-go.)-+-a;]~ =a;*[(A)+(B)cos(¢a—¢,)+(C) cos2(g—¢\)+... |;

donc (Article XXI)

Ala, a)) =a;7%(A), Ala,a)==a;%B),..
De méme, en faisant ¢ = =, = Z,..., on aura
a, a,

A(a,, as) =a7*A), Ala,a)= a;*B),...,

et ainsi de suite; ot 'on remarquera que les quantités réciproques
A(ay, @), A(as, a,),... sont les mémes que les quantités A(a,, a,),
A(ay, as),... (Article XLII).
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wl. . . . igal y &
Cela posé, on trouvera (Article XXII), ¢ étant égal a 2’

__g(B)—2q*(A)

I(a, a) = vy

b |

Hl(al’ a7): q(C) — 2q2(B)+ 2q(A)

2a;}

?

I.(a, a;)= q(D) — 23:53(:) + q(B),

et de la, en faisant, pour abréger,

———— 2 -9

p,— ¢g(C)—2¢*(B) + 2q(A)’

on aura par I'Article XXIV

i(a, @)= 3"_1’1"_‘;{‘12' _ A,
ﬁl(an a2)=3q2P2_2q2Pl+2q P ——any
ﬁ’(a|, (13)23933_—_—_____2(1;1)’_&21?' .__q!(:’

.....................................

On trouvera des expressions semblables pour les fonctions IT de (a,, a,),
a, a,

== — g

(@2, @3),-.., en faisant g ==, ==
3 ]
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De la méme maniére on trouvera que I'on a, g étant encore égal a %,
2

H(a, a) = g—(]—;—)-#,

q(C) —2(B) + 2¢(A)

“1 (ax, a.) = 2(13 Vo

_q(D)—2(C)+¢q(B)
2a;

o, en faisant

0, 10 = 2(C)+ 4(B)

on tire

(g a) =392 =29

’
2

M(aya)=3 @_’:_?‘.?'_f_?_‘/.g — B,

expressions qui serviront aussi pour les quantités 11 (ay, a,), 11(ay, a,),....

V. . a a, e
en faisant successivement g == % g = ;...
3 3
LXXXI.

Ayant donc fait le calcul de ces différentes quantités, j’ai trouvé les
valeurs suivantes :
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_a _a _a A _a _4

q_a, q—a3 q—a‘ 7 a, (/—a, 1 a,

(A) 14,494 2,654 1,366 13,856 2,198 8,288
(B) 27,331 4,095 1,399 26,083 3,179 15,144
() 23,754 2,544 . 0,550 22,646 1,850 12,400
(D) 19,323 1,151 0,515 17,547 1,185 9,402
P 2,856 0,395 0,099 2,734 0,287 1,627
Pl 5’767 0,912 07298 5’539 0,709 3’342
P, 5,268 0,639 0,186 4,783 0,541 2,972
Q — 5,887 — 1,847 - 1,109 — 5,692 — 1,633 — 3,985
Q, —10,717 — 2,547 — 1,031 —10,335 — 2,008 — 6,909

[ ]

Q, — 9,089 | — 1,510 — 0,336 | — 8,903 | — 1,075 | — 5,423
((IU az.) /(‘n ”3) ((l‘, (1‘) ((l” (’s) (aav ”4) (”;n ll‘)

T 0,534 0,050 0,008 0,514 0,036 0,389
(ay a,) (ay, a) (a, a,) (ay, a,) (@, a,) (a,, a,)

It 4,504 2,579 2,128 4,401 2,454 3,837
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- LXXXIL
A Pégard des valeurs de f(a., a,),..., nous les avons données ci-
dessus (Article XLVII), aussi bien que celles de nK,, nK,,... (Ar-
ticle XLIX); et pour ce qui est des quantités nx =y -2;2 (Article XXIX)

on aura, en faisant A, demi-diametre de Jupiter, é¢gal & 1, et mettant
pour a,, a,,... leurs valeurs (Article XLVI), on aura, dis-je,

nx, =o,03110y, nx, =o0,01234v, nx;=0,00484v, nx, = 0,00156v,

la quantité v dépendant de la figure et de la constitution intérieure de
Jupiter, comme on I'a vu (Article XVI).

LXXXIII.

Toutes ces substitutions faites, on aura, apres avoir remis au lieu de

les o @ @
nyyy NYas..., €S quantites 7 T

e G, G .
né, = 0,982 — + 0,124 _Z'— + 0,022 o + 0,012440 v -+ 0,0000003,

(4 v

G . G (€ .
né, = 1,569 —'IZ'_‘ ~+ 0,940 —5- -+ 0,090 —5 + 0,004936 vy + 0,0000010,

(4 v

né, = 0,307 % + 1,467 —%—,ﬁ + 0,673 % ~+ 0,001936 v + 0,0000040,

@, . @, €} .
n8, = 0,050 -5 + 0,260 — + 1,139 7/,—3 + 0,000624 v + 0,0000229.,
)

r r

LXXXIV.

Passons maintenant aux formules qui donnent le mouvement des
neeuds, et nous trouvons d’abord pour le premier satellite (Article LXXYV)

N =p! + nf, [P, @)+ xslm‘(a., a) + X (@, a) + 1K+ 3u] +2np fiH;

¢ est-d-dire, en mettant 122 au lieu de f;, et négligeant le terme 2np., fiH,
VI. ' 21
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qui est du second ordre, a cause que H, est déja de 'ordre de n (Ar-
tiele LXXVII),

N:zzp? [t 4 nyaT(a, @) + nT (@, @) + nygl (@ a) + 20K + 10w, |
done si Pon fait, pour abréger,
@ =Y, a) 4 y_ﬂ‘(a., a,) + X (a, a) + 1K, + $x,

de méme
n

W, = x.f‘(a;, )+ Zﬂlm‘(a,, a,) + i I'(a, a) + Ko+ Pn,

2] 0 N
o=, a0+ Ui, @) + g Uia, a0) + K+ 1,

1

2 « 2
[oN) :X|F("u )+ 'Xgr(au a,) + 711 (ay, ay) + ‘;‘Ks + %M‘.
- On aura pour tous les quatre satellites

v Nf~ [J.f(l +nw), N, = (1 + snw,),

Ni=pit+nm), No=mia+ jnw),

Pour tirer de la le mouvement des neeuds, on remarquera que
(. — N)t— exprime, en général, la longitude moyenne du neeud
ascendant (Article XLI); d’oii il suit que le mouvement de la ligne des

nceuds sera an mouvement moyen comme p.—N a w, ¢’est-d-dire, comme
ne . , , ) . . .
— — & 1; par conséquent les noeuds reculeront a chaque révolution

de Lnm x 360°.

LXXXV.
. v . . . a,
Or, on trouve par I'Article XXXII, en faisant successivement ¢ = =
— al —
q — (ls, b

/]

Tla,a) ¢A+T(a,a,

f‘(a., ay) == ¢*A +T(a,, ay),

............ DR R N R N )
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ensuite,
f‘(a,, a)=A+ F(aa’ a ),
Ta,a)=A+ay,a,
c¢e qui donne (Article XLVII
R ! _ _—
(@, ar) | (ai, @) (a,, a;) (ay, ay) ., a,) (a,, a,
i ‘ . I T . _
[k 0,981 R P4 0,018 0,942 0,087 0,576
i ! | o ___L___: s
]. S U S o S—
I (ay, @) (dyy @) (A, @) (as, dy) (g, ay) (@ @)
R R B - — -
i \ 1,558 i 0. 320 0.083 1,506 a.245 1,013
| ‘
LXXXVI.

Done, faisant ces substitutions, et remettant %—

RYfys Nfgseoy O allra

G .G (€)
nwy, = 0,481 - "2 0,126 77 -+ 0,018

q.

.- au hew

- + 0,018000y + 0,0000003,

[/ 7z (A
€ G, G.
nw, = 1,558 .Zf‘i + 0,942 = + 0,087 = -+ 0,007404v +- 0,0000010,

- @ ~ g @‘_’ - @4
nwy = 0,320 -2+ 1,500 == + 0,576 2= + 0,002904v 4- 0,00000}0,

(3 (A

(€3 Q.
nay, . 0,083 7[' 0,245 T Z

4+ 1,013 2 4+ 0,000036y -i- 0,0000222.

21,

(I(!
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§ Il — Od Uon montre la nécessité d’avoir égard, dans les
calculs de Uéquation du centre et de la latitude, a quelques

termes de Uordre n des équations (H) et (K).

LXXXVII.
Nous avons trouvé (Article LXXVII)
. 211-1 ..
X, == g cos(M, ¢ + o), yi=-— W sin(M, ¢ + o,)

on trouvera de méme

2 .
X2 === € COS( Myt + ), y,:-——h%s,sm(M,l—km,);
, 2 .

et ainst des autres. Cela posé, si 'on reprend U'équation (G) de I'Ar-
ticle LXXVI, et qu’on substitue dans le terme

nx1ﬁ X, {Ifl(al, a‘;) COS({-Lz _— P")t’

au licu de @, sa valeur x,+0,, on verra que la quantité x, cos(p,—1.,)¢
renfermera un terme de cette forme

) n
cos[ (M, — pa+ py ) £+ on] = cos [([I.. — —?é y,) t+ m,J (")s
lequel étant intégré deviendra

[ (= ) oo
COS |\ — == the L+ o0

_n& N[, _mE
il > Pw) - (#n“ TH-)

ainsi le terme

nyafi Vi@, @)z, cos (. — )t

(") Les formules qui suivent sont, dans le texte primitif, entachées d’erreurs provenant de ce

: 6 . J

que I'Auteur a employé¢, par inadvertance, la formule M= p — -';—, au licude M == p (1 ~ i-)

Q

(Article LXXIX); nous avons cru devoir faire subir aux formules la rectification nécessaire.
' (DNote de I’Editeur.)
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de I'équation différentielle donnera dans la valeur de z, le terme suivant

| n€: 6
é nX2f| a9a1 0s <{l“1 H:) t 1] _-e_! X'f‘ lu'a,,a!) ('OSI (# - no, )t+(,) I’
1 2 hatd L

2 ( né, )’ ( né, )’ T2 i (Bip— Brpa)

[h""";"'{ia [A——‘*—P.

lequel appartient, comme on voit, 4 la premiere valeur de x,. Pareille-
ment le terme
nx,fx, (ayyas) Cos(ps — i)t

donnera dans la valeur de x, le terme

is?(s,ﬁfpl(aua:) ( ____6_3 . . J
> p__—.‘(é‘p.,—é,{;,) coS I H) -+ )

et il en sera de méme de quelques autres termes de 'équation (G) dont
nous parlerons plus bas.
On trouvera de la méme maniere dans la valeur de x, les termes

& xfi¥i(an @) l _n8, ) l
; [M(&H:—&H‘l) cos <(~/-2 > #l‘ t+b)|> )

EsXLﬂ______.a”a’) [(__{;é >[+ I
2 H‘(e‘/‘“ 63#3) €08 ‘P" o s ’h. )

lesquels étant de nouveau substitués dans le terme
nx:ﬁ \\F|(a|, ax)z‘gCOS(;L; —_ ;}.|) {

de I'équation (G), en donneront deux autres de cette forme

_ sl el (08 |
nx;fw a|,a: 2 F.,(G,[J., GlH)COS[ \ll‘l > ‘fll t+ o, |

ea x’f; a!, a: 3 ‘ — -’@ ) 17 ' .
—nX1f‘| al’ a’) 2 #2(6,#2 6,[“(, cos l;(yq > lJ' {+ M |
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. . . né
le premier de ces deux termes produira [a cause de p. (1 - —2-> =M]

dans la valeur de x, un terme qui sera multiplié par I'angle ¢ (Article
XXXIV); ce qui donnera des arcs de cercle dang’le rayon vecteur de
Porbite; le second y produira le terme

I /‘zlﬁ q/[fan a,) & X:sﬁ l{’a(auy ay ) ( _ ng, ) I
> [1:(63‘11.3— GIP-n) ; [J‘z(&[h_ Z) coS el > Ms) &+ oy |

qui est de la méme forme que celui que nous avons déja trouvé.

Ces termes en reproduiront d’autres dans la valeur de x,, de la méme
forme que ceux que nous venons d’examiner, d’ol il renaitra encore
dans la valeur de x d’aatres termes de méme espece que les précédents,
ot ainsi de suite i infini.

LXXXVIIIL.

De la je tire ces deux conséquences fort importantes : 1° que les
termes dont il s’agit, quoique de 'ordre n dans I'équation différentielle,
apparticnnent cependant & la premigére approximation et ne doivent
point étre négligés dans les premieres valeurs de z, y; 2° que la mé-
thode ordinaire d’approximation, suivant laquelle on emploie a chaque
nouvelle correction les valeurs trouvées dans la correction précédente,
est absolument insuffisante pour calculer ces sortes de termes.

On appliquera le méme raisonnement a Péquation (K) et Pon en tirera
des conclusions analogues par rapport a la valeur de z.

LXXXIX.

Il est done nécessaire d’avoir une méthode particuliere pour intégrer
les équations (G), (K); on verra dans le paragraphe suivant comment je
W’y suis pris pour arriver a ce but; mais il faut commencer ici par voir
quels sont les termes de ces équations, auxquels on doit avoir égard.

Pour peu qu’on examine I'équation (G), on reconnaitra aisément (ue
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les termes dont il s’agit viennent uniquement des termes qui renferment

Z1COS(pta— ) b, X3 COS(Us — i) t, Z,COS(uq— )L,

]':Sin({/-z—'{h)t’ }"aSin([J-a — )l ¥ Si"([-l'l —ud,

/x,sin(y, — ) tdt, /‘x,sin(y3 — ) tdt, /‘x. sintu, - o tdt,

f]'-, C‘OS((I., -— {1.) tdt, f_}’; COS([LLS — th) tdi, /}‘, COS{ v, — p, tdt,

en‘tant qu’'on y substitue X,, X5, X435 Va, Ys» Yoo @ la place de vy, 2y a0y

%

Y2 ¥3» Yas de sorte qu’on pourra réduire cette équation i celle-ci

d*x,

(L i

+ Mix,

— nfia V(@ @) X, €08 (pa -~ i)

— nfixs V(@i @) Xs cos (s~ 1)

—nfixa W@, @) Xocos(p, — )t

+ nfiga Ti(ay @) yasin(pa — p) ¢

+ nfix: Ti(ay, as) yssin(ps — pu)

+ nf % Ti(a, @)y sin(p-—p)t

+ onf, paya i@, @) [x, sintp, — p) tdt

~+- Znﬁy.ng\’P](an ag) (x;sill(ps — Fl)t'lt
+ 2.nf, y.Xd"I\".(a., a,) [x‘sin({.c‘ — w,) 2dt
+ 2nf 1, x,f.(a., a,) /‘y,cos(p.,—yl-)tdl

+2nfi o Ti(ay, a,) /‘yscosma-—#-)‘d‘

-+ 2nfu e Xe fl(aii at)fyl COS(P" - ) tdt =o.
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A I'égard de 'équation (K), on trouvera qu'elle se réduit de méme 2
celle-ci

dz,

dr +Niz

(N)
_nfxﬁf a.,a,) ZICOS(P-;—‘MJI
- n;f‘l :/‘8 fl(al, aa) 23 COS(#, -— [£|)t

— n;ﬂ ya i‘l(an a,) z, COS(HA —m)t=o.

XC.

Comme notre dessein n’est pas d’avoir égard dans les valeurs de x, v
et z aux termes de 'ordre n, mais seulement a ceux qui ont des coeffi-
cients finis, nous pourrons négliger dans les équations (L) et (N) tous
les termes qui se trouveront affectés de n?, parce que ces termes seront
encore de 'ordre 2 apres I'intégration.

Or les équations (G) et (H) donnent, en rejetant les termes affectés
de n,

d'x, T dy,

-+ Xy = 05
dt 20 ’

d’ou 'on tire
dy, 2p d'x,
——— — S—— —— O,

dt M dr

ct, intégrans,
’ 2 dx, o
Yy ar T

il ne faut point ici de constanle, ce qui est évident par la nature de nos
formules; on trouvera de méme

21y dX 21y dx, 21 dX,
y’"iﬁ&;d—t‘:o’ Jo M#'S @ T M#z dr =%
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done, substituant ces valeurs de v,, y,, y, dans Péquation (L) de I'Ar-
ticle précédent, on changera les termes

nfi o L (a, @)y Sintuy, — )t
+nf)(. (@) yssin(p, — )t

+nf, )(.4 r (ctry @) yysin(pg — )t
en ceux-cl

anf . ﬁi, e, a,) (f[);? Sin(pa — w1t
2 .

. P dxy .
+anfiy. I\ﬁl\‘ I'(a, a,) (lt'J sin(u, — w1/

’i

Xy
(a, a sin(py—-pt,
M‘ h /

N (
-+ ')'n./l Yi X153 DE [t
et les termes

2nfi Y T\ (a, a.) /y COS( e — 1) Lt

+ anfipoa Lia, ay) /yﬁ coS (py — p, ) tdl

“+ onfi ll (e, aq) /y4 Cos(py — ) tdt

en cenx-el -

Uy o dx, , ved
Anfirg Mi T (a,, @) 7 COSi s — ptdt
2 e

T {
-+ |nfp. % M' (l.,(t;,) (([x;- COS (s ---—H.)Il/t

PSS *dx,
'f'-in'f:{l«|11 'N(Jl.‘? I“((l” (u) *(17‘ COS(HGW(U-I)tdly
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que I'on peut encore changer en ceux-ci
|ﬂ/|IJ ye M, I‘ aq, a;)x;('OS(IJ. - U-l),

4 fnfimy, o2 Tila, a)x, costp, — uit

3

. Uy =
A gn gy -M‘; T (a, )X, coSn, — 11 1
k] .
\ U ( thy — 1) = c, ,
-+ 1/1,./.;1..'/,, ‘»—-Ef-ﬁ;-—‘——‘-) T a,, ay) / Xg SNy -— 1y L dt
YR 2 0
\ sl fra == Uy} A L
+Anfimy, ’;12 Ly, dy / Xasin(m, - wytdt
: 3 0

. U\ s — 1) = .
+Anfimy P T, a /‘xm‘mﬁ e - il dt,
! [y

Par ce moyen, Péquation (L) ne contiendra plus que des termes de la
forme de

dx, . .
'(/l] Sln(y,——y.)l ot / X, Sin o p, — /,L.‘[l/l.

N OSU -

Je reprends maintenant Péquation

1/"(.
”2 -+ M? VX =0,
laquelle, étant rapportée au second satellite, devient

d*x
(”‘ + Mo 03
je multiplie cette derniere par sin(wm, — u, jtde; je Uintegre, j'ai

‘dix, . .
(—lt—z—‘ sin{p, — u, tdt + M} /yx,sm(‘u, —u)tdt o

je change I'expression

/ (ll‘t2 sm( pt.)tdt
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en son équivalente

dx,

(”» SNy — @yl — (p— W)X, COS(py — wy)

et il me vient équation
(IXg .
—— Sl
dt S g

d’ot je tive

3

/\(«,sin(p.:~ poldt -

=)l (e 1 X COS = ) 4| N2~

) ax,
CUy = g ) Xe CONC Ly — gl — -
' . « (/,

Je trouve, de la meme maniere,

[ X, Sin(uy — p,otdt ==

.«

/\ sin(pg — potde -

(Po — 141X, CO8" Uy —

(g — 1) Xy COS( s

DE JUPITER.

— ]In\m

- ([-11 b {J-l_,'"

M

p dx,
— )l - —t
) dt
M2y —

t 11‘4
il - -
: dt

M T

L )

l“(y-1~H|)2/Xusil|({£;

-t dt

sinfp, -

Sin( .,

171

,'/..\.IIII,

TIo;

7N

- sintu, — !

)l

On fera toutes ces substitutions dans 'équation (L), moyennant gnoi

elle w’aura plus que des termes de la forme de

X.COosiu,

il

el

\CIL

Done si Pon fait, pour abreéger,

2 . W, -
W, (a,,a,) =N I(ul,u,)mé‘\‘l'_fl RUNTRES
:r I |U'I [J". Y .
voa.a) =Y (¢,a)—4 E 1 (a,a) -
.
- 2

‘i"l (a, a) =Y (@, a,)—4

dx. | ( ;
sin(w, — .
dt o o
oo, L ]
g2 ) (B
Ve o .
X\l.f ] ! 2
/u,‘(u.f- v c )
I R T
1
a) - J"u‘(‘u"'n Y01 a,)
s (L) - PR RS R}
' M:

U{}. R

R N H/ )

moty -
[ B

AMY

l.l.*—‘)

) “-l—(.l —~n \’

22.
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et de plus -

S INEGALITES

; - op, ™ mat— ) | *
“ _——t2 | ; \y / 2 2 v/ | y I -
Aayoa,) W Na,a,)+ ‘z Na,a,) -+ W Na,, a )J M:— (g, u')za
— I v, — )5 ] N
W a,.,a () +|a¥ 44 voUI_ Ty , . e
(a, ) Mz ey ag) |( x) | 2 |(ﬂ( ”I)— Mi-—(y, ) ’
] I AT i 2y
ia. T2 2y g et ' (a,, NV o
aca)) W e a4 _1 Nl JoE M l(n‘,u,). T ER P
on aura; pour le premier satellite, I’équation
d2x,
(M) }lf' + Mix,
—nf ._.“f‘(m,(ux,(‘os‘u.g» ut--nf ,.l;l.(a.,a, —— Sin(ty— )t
Ji 7, ! ! VAVA It ! !
i/ /Xu .
- n/y, (dyyay X, (‘os(u‘——u.xt—n/hl[. ay, @) i sin(u,  u)t
- ‘ y C dx, . . o
cnfiWilan ao g cos e unt—nfy, ”,f(lu(t.)-‘ﬁ' Sin{ue—- u)t- o
p . .
ctde meéme pour les trois autres satellites
X,
(M. My,
(/1
- uj;x, ‘if.w,,u,)x. cosipi—u)t—nf.y, I, a, a) _Z/}‘l Sinip— )t
p . S (ng .
—nfays Wil @) x, cos s —u)t - nfiy, ll.,a,,aa)-(ﬁ Sin (py— o) ¢
. -
dx,
Rll‘f;)(‘ V(e @)X, COS ( u‘—[ut—njnx‘ V@) - ph - Sin{ p— ) t = o,
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. A /
njax.‘if a,.a.)x cos(m—ms)t - nfiy, Moa,a,

DE JUPITER.

dt
. dx.
nfiga L a, a J—l'

- dx,
- H/,‘/‘a "t(”‘n’li l[,

dz
M.y © 2 2
(M) ip T+ Mix
—-n/;x;‘i’ (@3 @2) X, COS (g - prs) L -
~—rzf)(“i (A3y @)X COS (- 1)1
| x \
\‘\l," I/NI_', 4 Mix,

— N d
—nfon Vi, a)x cos (p— vt — nfiy, ll.uu.((.)-(-
nfiy \;’ (@4, @)Xy COS i 1)

: n/‘x; i.\a‘,a, ) X COS (W 1y

1t

. dx,
-nfondla,a) i

Xo .
~ singm, o

dx., .
iy ll gy ) a7 sin(u,—

Xy . .
S SH - u )
SI0{ y— 1!

sincu,— st

Jt

ul

ol

0,

Pareillement on aura, par rapport aux variables z, ces quatre equa-

tions (Article LXXXIX)

—nfipl a,a

3, COS{ g — i

—nfigs Uiy @) 2,008y — 1yt

(!\I) At -1 N.w
—nfiy I
d*z
(Ns) d,’+N’z,

(W dyi 3, COS(Ug— 1y L 20,

~nfix Uiy a3 08 (0 — mai

- "f,/1

(@yy @y 2,008 Py — Ua)

2
~ nfyxLila, a;) 2008 p— 1)t = o,
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-—nfax'

aa, Uy ) 3, COS( 4 — uy)

— nfyya Ly ay) 2. 008ty — py) 8

""”fsb (as, a4 2, (‘Ob(Lh—[J,) —= 0,
dz,
N, — + Njz
( l) (lt.l 4 4
— nfip Uy a2, c08(p, — gt
—nf, x, (@gy @2) 3, COS(py — thg) L
--nf, /11 Ay, @) 3, COS .y — U ) L 0
§ UL — Ow lon donne une nowvelle méthode ponr

les équations précédentes.

Je fars .

XCIL

X3 COS( Uy~ 1yt =P,

Xs COS( g — i) !

—Q,

X COS(ug — u )l = R,

d’ob je tire

Lsin{p, —

dx,
e

X sin
@ . —
dt e

dx,

TI_t“ sSin (g —

vt - =

Hl)t

pot -

X; 5i||(H2 =)t
X sin(py — @)t -y,

Xosin(py — w )t o,

:/p
g TP
dy
“dr T — ) Q
dr

I/If(‘g'/ el
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Je substitue ces valeurs dans I'équation (M,), ce qui la change en
celle-ci

(IZX|

s + MIx,

- ”’f y&! [-li/ au a) — ({JJ "H-n\,ﬁc((l”(l,‘J | (e II,.ﬂ'X‘2 ﬁ\t\a“ a,) .l.;_.lt)
3 [4

-

= nfiys [‘I.(a,,ll;u—— (M — p) M, (et 0ty) ] Q—nfy. moa, ”")%'(,l

- | ' r
iy (W @) — (e o0 iy a0 )R- nfiy Ma, @i g o

CCest Péquation qu'il sagit maintenant d'intégrer, en regardant les
guantites P, Q, R, p, ¢, r. chacune comme une variable particuliere.
Pour y parvenir, voici comment je m’y prends.

XCIHI.
Je reprends I‘cs formules
%sm(yz ut = i%' o (= o P
%sinwmwy.)l: ij—;] = (= 0 Q
%gin(p-‘ —m= :;‘:‘ Tl

dx, N —ud dpP —ulp
E72 P
dx, o dQ

g COStTIETg i
41.‘. COS | \¥ 4 d__..li ~+ —_ )
(tt P. f.lq, =< d‘ (-’-I 28
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De Ia je tire, par la différentiation, les formules suivantes

d*x, d? P ,
T sin( {J, pa)t - —(—/l}; — 2y — ) e — (s — )P,
dx, cos!| - ~d*p Cdp .p
dp COS\ W — gl b e A= 2y — ) I — (2 —p P,
dix, g - dQ ,
o sin (g — ) { _7’72~—2\[4,——V..);ZF—(;Ls«y‘)q,
(l".‘(g , l/ Q ([
o COS(ps — py) - i =+ 2y — ) '(/A(tl. (s = - P 2Q,
a*x, Y dir dR y

5 My — [ gy T 2 ) oy Vot
At S, P T (4 M) 77 (1 ot
(/"(4 o - Ll‘l{— + o df = (pa—w *R
der St M) de Mk ) dt Pomm

Cela posé, je multiplie d’abord I'équation (M,) par sin(p, — )2, jai

d*x,
T Sl n{

JiE Por — ) L= M e sin(p, — it

(@, a)) X, Sin 2 phy = i t

—fw
n E dx,
i ey a) n [— 1+ cosaiu, — v, t]

- ~f,y, (@ @) Xa [ SIN(py — ) — SIN(py — 20, + py) ]

iy

—— ]‘})/,I[l dyy dy) [—— COS{ Uy — 1)l = COS{py — 200+ w0 1|

@) X [ Sin(pe — po £ — sin sy — 20, + ) 2]

~ L

— —)‘,X.I[, (tta, ) [-—cos<u,—u.)l+<os< — 2y )] ol

Je ne conserve dans cette équation que les termes analogues a ceux de
I'équation (M,), ¢’est-d-dire les termes qui, en faisant pour x,, x,,... les
substitutions de I'Article LXXXVII, en donneraient d’autres ot le coef-
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ficient de ¢ serait presque égal & p.,, et qui sont les seuls auxquels nous

devions avoir égard dans I'intégration de I’équation de I'Article XCII.
Jaurai done simplement

2 Y

: Ix,
7]72—-5[[1(# _Ml)t+M x;sm\y — M)t + _f,x‘,ﬂl a,, al)(x

dt

- —ﬁ,(a‘i’ (@ @) Xy SIN ppy— )+ —f,x,ll.(a,,na l;: COS(py — ) !

7 .
- ;.ﬁ/a\if (@ @)Xy SiN(py — p) =+ - ﬁX£“| s,y a,) [: COS(pe — pi) 0.
Je substitue au licu de
= Sin(py — ) Ly Xa COS(thy — ) Ly ..
a7 sin(p. u)l,  XaCOS(u uy)

leurs valeurs en P, p,...; Jai

(1°)

L dx,
(d,l: 2(pa— I.M (po — )] p+ -j 2 (@, @) I

>

s ‘ n B dQ
- "‘ﬁX:ﬂ[ (@ a,) — (py— ) (@ a3) ¢ + ;f‘iXJ 1L (a,, ’lu)"'ﬁ”

dR
L - --f v [ Wi (s @) — (e — g 1, (@ ag]r+ 2 = fits I,y a,)— TS

Je multiplie en second lieu la méme équation (M,) par cos(p, -~ p,) 5
jai
% o L+ M2x,co8 (. — )l
‘JF‘COS(HZ”‘,U«) » Xz € 25 2
- gﬁXI \i/| (day a,) ‘u[.l -+ COS‘Z(‘[J., —_ ‘U..)tl
dx,
+ -f %t I, a) — o SiN2(pe— )t

- gﬁ %3 ¥, (a: as) %, [cos(pms — pi) t + cOS(ps — 24 + wo)t|

< X ¢ . \
- gﬁx: I {a, a,)fft—_ [sin (ps — @) £+ 8in(ps — 242 + pa) L]

Vl. 23
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- --jzy.‘if (@2, as) Xy [COS (pta— i)t + €COS(pty — 22 + ) ]
- —ﬁwﬁ (as, ay) [sm — )t +sin(p —2p+ w) t]=o,

équation que je réduis, par la raison que j’ai dite tantot, a celle-ci

I:x, ,
"(/‘;“ ('OS(P.-_»“‘ {ll)[ 4= M; X, COS(FL t -— "ﬁXl au al

d
’“‘“f?/s Wy @) X3 €08 (g — ) l——~fy,IL s, @) [x sin(p, — it

¢

d
..f/‘ i’ (L (1) X5 COS (P — ) & — ~f)@ lL (tay a;) dXT sint gy — u )t 20,

laquelle me donne, apres les substitutions,

(2°)

d:p dp \ \
Tl‘["’ '+"’4([J~2_,U»|)'(‘Ilt'+[M3 [h*ul _IP* "ﬁXx 1[ (dqy Ay ) X,

- ‘fa% ( i (@ ay) -~ ({J-a — fh)ﬁlkllh (l])J Q-- ’;lf:)(a ':l|(a1, ll:af'(TI;tl

B n 5 dr !
o "‘j 2 Y 4 ( if dz, a,) — ({M - [il) “I(a'h as)J R - ;‘/27,‘ “1\(12; ﬂa)ﬁ; IO
En troisieme lieu, je multiplie 'équation (My) par sin(py — w,)¢:
Jaurai, apres les véductions et les substitutions,

(3)

d¢ (IQ - \ n : dx,
‘(7;;1"-‘2({.1_; +[M - {-’-l)]q"' ;f:ﬁx!lll(ah (h)"gt“‘

’ | dp.
— g-ﬂx:[‘p.(au ) — ([U‘l—.'lu")ﬁ (s, a’)]P+ _ﬁx‘n' @ i) dT

dR

gﬁx. (W@ a) — (pu— p) (@ a)] r + ;-lf;)@fl."as, @) -
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En quatrieme lieu, je multiplie la méme équation par cos(pn, — ) ¢,

et je trouve

(4°)

aQ d S i
e +2(f*s“#')',#+lMS = 1Q= 2 fip Hilan adx,

— -f;Xz[ Vi, a. —(py— u) (@, )| P — f—:_f;x,lc].(aﬁ, a,)%’i)

—_ ;‘llﬂx“ [@l(aa, d;) — H —_ II (l;, aUJ R"‘ - /J L " (h, a,) :l =0,

°

in cinquieme lien, je multiplie Péquation (M,) par sin(i,-—p,) 5 jai

(5°)
d?r ([[{ dx,
T~ 2 ) + [ M} — (= wm) |r+ f,x‘. ay @) —— i
dPp

- g—,ﬁ)@[li['(”“a’)—w’*P M (agy @) | p+ -f 711 (a,, a,) 5

/Q

- -ftxaqu (o) — py— )ﬁ1 Ay, (le‘I + - /“Xi Il’l (@i, a, i =0,

En sixieme et dernier lieu, je multiplie la méme équation par

cos ([, — pa) ¢, et je trouve

(6°)
2 d
a:iTI}-*-z(#‘ ) (/:+[M (g — PR = 2fopWilay @) x

. d,
____ﬁx,( Vg, ay) — .;-—[J..)1|(a4, a,)Jp—'g_/aXz"l(au ai)(TI")'

N d
8 o Wt ) = (o — ) Tl )] @ = 2 fop Bl ) G =
23.
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Voila, comme on voit, six équations différentielles de la méme nature
que Péquation de I'Article XCII, et qui, étant combinées avece cette der-
niere équation, suffiront pour déterminer les sept variables x,, P, p, Q,
q. R, r.

XCIV.

Pour cet effet, je multiplie 'équation de I’ Article XCH par "', I'équa-
tion (1°) de I'Article précédent par a,e"‘de, I'équation (2°) par
Ae"'de, 'équation (3°) par f,e"'dt, I'équation (4°) par B,e"'dt,
Péquation (5°) par 7, e"'dt, équation (6°) par C,e"'dt (a, B, 7., Ay
B,, C, et V, sont des constantes indéterminées), et apres en avoir fait
une somme, j’en prends 'intégrale; j’ai

/ d*x, Y o? P (1 p dr] (l Q . R C &’r Mty
T g A b BegE g+ G m) “
n el ot .2 dx,
: 4, f, 71“| "n”n l'njs X1”| (am”l) + 9 f« Xl"l(a“al) Z’

»/
N {
+ ("'”//1”| a,a, )+2‘\ ( f‘l)“"B /;erll ay z)"'g(‘l fin " (“w”))) %

e

n . dP
;‘6( ./JX7”1((I3' ?) + 7| /( X?'II (’1" a?))

d
f73“| (ay @) _261(1‘3"5"1) /n fax.x l(”u" )) /?

7
2

<

n . o . n.,, o 4
+(_”/ X3“| ”w”a)—;Al.,nxslll(an)au)+2B|<V‘3'—f"l)—;‘(‘1./413”1(”w”4)):“f%l
G
+(—”/ K|“| "I'ﬂ ——‘\ fxl”l((lﬂ(l‘)—-';—fnhﬁ‘x1l:1‘((l”(l‘>+'ICI‘V-‘—‘U-I))Z

n ° n > dR7) v
+ <;°‘.sz”. (”zva4) -+ ;" k@|f1 Xsul w;v “i) + 27, (f“A - H)) _’i'-J L'hI‘”

/[(Mlﬁ'—A izXn l(”na|)—,§B|f;X| ((lnal)_—(’ 1411 (”na ))x

o

+<“| [M:_(Pn'—f‘l)’] - {:':ﬁn stn [\i/‘ (a,,a,) — (P’i_y'l)l! (“v”x)J

- Zf'l'. f‘( Xz [\fr‘ (aya,) ~ (g, — I"|)ﬁ|(au”1)] )I’
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(i i) — (- 0 (00,
A= (g ] = 2B i [F (00 a) (o, =) (0,0
~ 3l =, p)a,e) ) b
(=B T8 (=) ) [+ 08 (0, )

n . ° 5
T2 71./4 X l—wl (@ d,)—(p,— p )l (a,,a) J ) q

5‘- Q I :
\ll(al’ ”3) - (f".s—f"’\) HI (alvas)J

+(~”./2 v
n . . °
- A,,f,}(,‘[\r'(u), a)—(w,—p), (a, u.,)J +B,[MI -, — g, )
— gclji Xa [§f|((‘41”3) a ( Yy {J-,)ﬁ‘ ((I“N,)J ) Q

2

'< gz’ oty "‘i'. (@ @) — (=) 1T, (a,,a‘)J

n » < Q ., ,
- ;pu./JXA hf« (aua.)—(f‘t"f‘n) I, (a,,a,) l +"I'|[M: ()’ l) r

*'( - ”fn X4 l-\;u (a,a,) — (1, '"'f“l)ﬁl(”n”s”

o g AileA [“V‘ (”:7” ) - By (J-l)ﬁl ((l”(I‘) J

- ',;‘ B'flxi "i'| (“.U ”l) Y .u't)ﬁ| (an (‘«) J +(“| [Mf - f"’l“]) HJ('V'II/I - const.

XCV.
Cela fait, je transforme les expressions intégrales
d*x vt (1’1) V¢
——e ' dt — e dt,. ..
f de ’ f drr ¢ 0
en leurs équivalentes

dx. Vot ,/' Vit <£1£__ V¢ ,[' Vot
(W—V.x.)e 4—V,~ X&' dt, i V.p)e +V,. pe 'dt,..
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De méme je change les expressions

dx, v, [dp Vit
'(—1‘,‘ e (lt, . az'e dt,.. B

en celles-¢i

xe' -V, / xie''dt, pe'—V, [Pev”(lf, e

Par ce moyen, I'équation se trouve composée de deux parties, 'une
finie et Pautre indéfinie, laquelle renferme les quantités intégrales

/xe\"’(lt, /[)ev"r/t, ‘/ Pe'''c /‘qe “dt, / Vit dt, [rev‘((ll, [I{ev"(/l
Je fais les coefticients de ces quantités chacun égal a zéro, ce qui me

donne sept équations entre les sept inconnues «,, £, 7,, A,, B,, C, et V,,

savolr

(1°)
VT—‘ :')E [al_f;xtl;ll((l‘lv a, + ﬁl.f;%ll;[l<afh a, )+}'|_ﬁxlﬂl tay, a, )J Vv,

\11--1\ Ffor Vil a) — —B fuWVias,a - —(uﬁ;g s a) =

(2°)
a.Vf—i—[nf.X:fI.(a.,a,)—zA.(}h——y.,H—g&f;x:ﬁ.(a;,az)—%SC..ﬂleil.(a.,a,) VI
+a.[M§~— Por — 1) ]— “‘ﬁ_}(sﬁ[ (as, a;) — (m 1“‘#|)ﬁl(aasa7)J

- ‘YﬁXaf (i ar) — (0 — p,)fl.(a‘,a,)J =o.
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(3°)
A,Vf»—[--za.(y — ) + 2 ﬁf,x,ll. ay a,) + y /2/. (ag, a:) |V,
—nfoga (Vi@ @) — (pa—p) T (@ @]+ AIME (o )
~g{3.‘ﬁx,[‘i’.((z,, @) — (pa g,)fh(aa, a,) |

- _( f;x:[qj (a, a) M2 - |U-|\];[.((l‘,ll,)| 0.

(4°)
(31\.‘*‘ nf‘xxﬁl(auaa)‘FgAl.f)xaﬁ\((lzyaa)—"i’znl({i.\‘ syl gcnj;Xsl;lu((lna(ln‘ \
— = a./ 7/4[ (@ a3} — ( a—p..)lo[.(a,,m)i + B Mi— vy - m

~ Z:Y|ﬁx:j[qf.((l” a;) -- ‘[Ji_ (l.)]cl.((t“ ’lg)i = 0.

(5°)
B.V;’—rg a.'f;xglbl,uh, a,) ~ 2B (s — @) + ;—l )/.,/'.x;,lch(a., a) |V,
— )Jlxa[‘p.e @y @y) ~— (P —— U (@, @
—-;A.f,x,f‘if yy ) — (L — u.,fl (day g |+ B M- w0

=
. —(,.f/g' i (ay ay. — vy - vollila, a0 )= o

(6)
) ) n \ T n e , . .
7|V:+ nan#ﬂn(anax)"*‘; A1J1X4ll|(a1y4‘A,? -+ ;l’IﬁXI]llul.n’““"2(”(.’}-1”!}'!:’ \z

- ": “l'f;XA [\i,f' (dyy @y — My — ) ﬁ:‘ sy ) Jt

ey ﬂ st& [\.if a,, a,) — (s = o )IcL(as. a()J -+- 7.[“:—— (- )"I:_u,
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(7°)
C.Vf-wlga.,ﬁx‘ﬁ.(a,, a,) + g ﬁ.ﬁx‘ﬁ.(aa, @) — 29 (p— y.)v V.
— 2 fon[ W@y @) = (g — ), )

—-'—A f;yA[qf az,a,g) ( ;—Fl)ﬁl(a'l)al)J

- ‘Bfaxt [lif a'n a;) — ( 4—{J-|)I°I|(asyas)J+C![M:—(#4-H|)’]=0-

Ensuite j’ai I'équation intégrale

dt +e vdr vdr +C

dx, dp dP dy dQ dr dR
(P) [—* A +bg B g G

n,o.
- "“lfi/u (a, ”l)‘*‘;?’l]nb“l (a,,a)+ "/1 ~7|“| 1))

"("’llvn—”j;xzﬂl((’1’(’z)+2Ar(.“7“ )— B rn/a“n("w 1)'_‘(4 lez“ a "2)>/)
.+.

Alvl— la U.) ,21(7' «f.:IXZHI({‘ (l + - /I /i/1n| ((l a?))

+( BV, )(Jh(ﬂ.»u)——A Fo i)+ 9B (=) = €, fo 0 ))/

[RAN)

+

F( BY,+= «Jm (a, a;,)—z{‘».(.ua—m)+,:-'71.f;x3ﬁ,(rwe)>0

Vi=nf, gl fa,0) =2, £z, “.(ﬂ.,"‘)—gB.fxx.ﬁ.(a.vﬂ.\HC.M-#,))"

+ (—- CV + -Su‘f, Y IGIl (@, a) + g B, fal‘[eh (aya)+ 27 (g y‘)) R]ev"ﬁ const,
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XCVI.

Qu’on multiplie I’ equatnon (2°) par =y--1, et qu'on y ajoute I'équa-
tion (3°), on aura

Q) [M2— (g — = VW= (A 0 y=1)
— nfi % V.(a, az)—(,un-—‘u.i‘V‘\/:T)I:L(a.,a,)}

—2 fin V(@ @) — (e p A Viy 1) (g, @) (B, £,y 77)
— Z‘f‘ o [ Wi (ay @) — (p— 2V Y =1) (a0, @) (G gy =1) =

De méme, en multipliant I'équation (4°) par =y —1, et y ajoutant
I'équation (5°), on aura

(R) M — (s — e =Viy=1)" ) (B, 228, y—1)
— nf 5 [V (@ ) — (ps— = Voy=1) L (a), @) |

—",fiX;s[qf az,aa)"‘(fis—[il——t'vl\/——l)ﬁu(ah aJ)J(Alial\/:T)
———fs)(,a[ (aq a;)— (y,——‘u.i\’,\/:-l)f[,(a“an)i((l,iy.‘/:—f):o.

Enfin, multipliant Péquation (6°) par =%y — 1, et y ajoutant I'é¢qua-
tion (7°), on aura

() [Mi—(p—pmEVy=1)](CEyy=)
—_ nf As (li/ a., a, | — (H‘—[quVl\/:;)ﬁl(an al)i

"‘“"‘szA{if (@y, a,) — ( 4—-{.1.,:tV.\/:—l—)fl|(ag, a.)J(A.ia;;/:)

*—_ﬁ)u W.(ay a) — (p—p =V, y=1) (@, @) (B, =B y—T1)=o0.

Chacune de ces trois équalions en vaut deux, comme on voit, a cause
de I’'ambiguité du signe de y— 1.
VL. 24



186 RECHERCHES SUR LES INEGALITES
Maintenant, il est visible par I'équation (1°) que, si n était=o0, on
aurait
Vie M=o,
¢’est-a-dire, a cause de M2 = p? (1 — n€,) (Article LXXIX),
Vitpui=o0 et Vi=—upul.
Supposons done, en général,

Vi=—pi{t—n),

et I'équation dont nous parlons se changera en celle-ci
(T) wl(v, — 6 -——f,x,[‘if (as a) A+ I (@ @) a, V. |

~ = fon[ Vi@, @) B+ (a @) B V.|

|

- if‘Xl [‘if (a" al)(-il -+ Hl(au a|)}’| V,' = 0,

XCVIIL

L’équation
Vi=—pllt—nn)

donne

Vl:‘u,<|*'§u.>\/"—7; done V,J—1=—pu (1—4n0);

done, substituant cette valeur dans I'équation (Q), aussi bien que celle
de M2, qui est p.2 (1 — n6€,) (Article XXIX), on aura
[#i(1=n8) = [t — = p(t— jne) ] (A @ y—1)

— nﬁ Az [“ifu(au a;) —[#z'— i T P (I — %’l":)] ﬁ.(a., aa)J

—_ %nf,x: [liil(a” az)"‘[[y‘-n""filifl- (1— nv, ] n' (@s, al)J (Bliﬁl \/:'—')

— inf x,[‘i’l(a., @) — [ pa — T pu (1 — $10,) ].lIl (@ a,)] Gty y=1)=o0.
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Done :

19 Si 'on prend le signe supérieur, et qu'on néglige les termes affec-
tés de n, on aura

(e — (pa—2m)7] (A + a \/:-‘_l) =0;

ce qui donne )
A +ayfy—1=0 et a.\/:_l.:-—« AL

2 Si 'on prend le signe inféricur, et qu'apres avoir 0té ce qui se de-
truit on divise toute I'équation par n, on aura, en négligeant toujours
les termes affectés de n,

(V) (‘-;—' v — 2) (Av— any—1) — figal Wil @) = paXliia, @)
— 3 fs L,[‘i’ a;,a;)——-p,lh(as,u\} B, “’5‘\/"')
/}x,[ (s @) — 124 W(aga)| (Co—ypy-1) o

On tirera de méme de équation (R)

piy—1=—H8

c
=

(’; 2 ~6> (B, —Biy—1) = fita[ Wity @) = paTliia, |
—tfors [ Vitan a) — pa T (a @) | (A — @y =)
—3fits N"(an a,) — ps lclu‘a‘,aa)] (C—yiy—1) -0
et de I'équation (8
yoy—1=—¢
el
(W) .u,( o 6>(C — 7% \/—l)——f'x.[‘gif (@, dy)— y‘ﬁ((a', a,) |
— tfin[Wilan @) — wlli(a, )] (A —ay—1)

- L:fs X4[‘if»(a3’ a,)— H‘ﬁl(as’ ai)] (Bl - p‘ Vl‘_‘ji ) = 0.
24.
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XCVIII.
Soit fait, pour plus de simplicité,

(1, 2) = ‘pt(an a,) "'Hzﬁl(an az),

(1, 3)= ‘i’.(a., as) — Hsﬁn(au ay),
(2, 1) == ¥\ (a a) —-;A.fl.(az, a);
et ainsi des autres.
Soit de plus p = 1, 0,.
On aura, en faisant ces substitutions dans les équations (V), (U), (W),
et mettant a la place de «, \/—[, B, V—r1, 7 V—1 leurs valeurs --A,,
—B,, — C,, les équations suivantes

Z["L; <[J.£ - 6">A' &ﬁ XalT, 2)—stz(3’ 2>Bl—j4 XiK-/l) 2)( — o,

(x) 2/“': <ZIE‘ - 6\) B| "“/; X;(l, 3 fﬁx‘g( 2 " 1\1 / X‘;; 4, (‘| - (),

2t (£ = 6) 6 —fiin = Fi DA L3 0B o

d’ot Pon tirera facilement les valeurs de A, B,, C,.
Or, en négligeant les termes aﬂ'ectés' der,ona V,=p,y—1 (Article

précédent); done, puisque «,= ‘/- —— onaura a,V, = — u, A,; et de
—1I
meéme B,V, = — ., B,, 7,V = — u,(,. Done Iéquation (T) de I'Ar-

ticle XCVI deviendra, apres toutes les substitutions,

]

(V) ap (#ﬁ - 6.> (2 ) A — fis (3 1) By — fi (4 1) Co= 0

¢’est I'équation qui donnera la valeur de p.
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XCIX.
Soit, pour abréger,

£_ 8
[ - — L2
K|:732-{f-‘—_, K,:zﬁl.

X| o (*)s

et ainsi des autres; les équations (X) donneront, apres avoir mis au licu
de £, fi,... leurs valeurs approchées 3, 12, ... (Article XLV),

A._-[l 2 K3K‘ 3,4)(4,3)+ (1,3)(3,2) K,
,4 4,2 + (1,4)(3, 2) 4,3+1,4(4,2)K-.]Z%,
B.==[(1,3) K. K, + (1, 4) (4, 3) K. + (1, 2) (2, 3) K,
(5 4)(2,3) () + (1,2) (2,6) (4 3) — (1,3) (2, 4) (s 21| 2,
Co=[(,4) K. K, +(1,3)(3,4) Ky — (1, 4)( 1(3, 2) -
+<r,z><z,s><3,4i+<x.3><z,4><\,z>+<n,z>M K] L.

2
| l

Chacune de ces quantités ¢tant divisée par
K. K. K, —~f34 (2,L)(3 2) K,
34 4 2 2’4)(3 2)(4,3) - ’4 497')K
Ces valeurs étant ensuite substituées dans 'équation (Y), on aura, apres
les réductions,

(20 KKKK 3,44 3Kk —(2,4) (4 2)KiKi—(2,3)(3,2) KK,
(4, 1) (1, §) K: Ky — (3, 1) (1, 3) l\, c—(2, 1) (1, 2) K, K,
_[(213)(3’[&>(4v") -+ (2, 4)(3, S)JK'

- [(3’ ")("4)(/{13) *‘(!h ') (314)]1‘7
—[ (2, 1)(1, $) 4y 2) 4+ (4 (1, 2) (2, 4) ] K,
~[(2v 1)1, 3)(3,2) 4+ (3, 1)1 (2,3)JK.
+(2, 0)(1,2)(3,4)14,3)- (2, ')U 3)(3,4) 4, 2)
(2, 1)(1,4)(3,2)(4,3) <5 1) (1, 4)(2,3) (4 2)
(3, 1) (1,2)(2,4) (4,3) -+ ( s 1)1, 3) (2, 4) (4, 2)
+(4, 1) (1,4)12,3)(3,2) — 41 1) (1, 2)(2,3)(3,4)
4 1N (1,3)2,4)(3,2)= 0,

(*) Lagrange emploie, dans ce paragraphe et dans les suivants, diverses lettres telles que
K, x,... qui ont été précédemment affectées a un autre usage, mais il n'y a pas évidemment
de confusnon a redouter. (Note de UEditeur.)
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équation qui, en remettant au lieu de K,, K,,... leurs valeurs, et ordon-
nant les termes par rapport a p, montera au quatrieme degré, et donnera
par conséquent quatre valeurs de p, que nous dénoterons par p’, p”, p”, p".

C.

Les calculs que nous venons de faire dans ce paragraphe n’appartien-
nent proprement qu’au premier satellite; mais il est aisé de les appli-
quer a chacun des trois autres, suivant les remarques faites ailleurs. En
effet, pour les appliquer, par exemple, au second satellite, il n’y aura qu’a
marquer de deux traits toutes les lettres qui ne sont marquées que d’un
seul, et réciproquement oter un trait & celles qui en ont deux, et ainsi
de suite (*); ainsi, dans Péquation (Z), il ne faudra qu’échanger entre
elles les lettres K, K,, et les nombres 1, 2. Or on verra aisément que
cette permutation ne produira aucun changement dans I'équation; d’ou
il s’ensuit que les valeurs de p seront les mémes pour le second satellite
que pour le premier. On ¢n dira autant par rapport au troisieme et au
quatrieme, de sorte que I'équation (Z) servira pour tous les quatre satel-
lites, et c’est ce qui fait que cette équation monte au quatrieme degré.

CL.

e
Reprenons maintenant 'équation (P) de I'Article XCV, et substi-
tuons-y, au licu de «,, B, 7., leurs valeurs A, y—1, B,y—1, C,y—1
(Article XCVII), et au lieu de V, sa valeur (1 —4no,)y—1 (Article
XCVIL), ¢'est--dire, (;J.. — §P> V=1, 4 cause de 1,0, =p (Article XCVIII),
on aura, en négligeant partout les termes affectés de n, excepté dans "/,
ox, dy? dp dQ (1«/ dR dr : —
[7[+A'(7E+EF>+B F) ((—{E-+Ht-\/:—l)—-y,x,‘/—1
+A|("f‘z_f‘l)(P'P\/—__] + B, (2{/.3 ('] Q\/:T
C, (2p4 —p,) (r —RY=1) ] ("‘_— )tﬁ=const.,

(*) #oirla Note de la page 76.
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c’'est-a-dire, en mettant au lieu de e("'~£"e)"/:

cos(py —gnp) e+ sin(p, — dnp)t < y—1,

[‘%+A<d;: +(2p,— H-)I’) B<l0 (wrw)'/)

sa valeur

[ (% + b P) = B (L — o)) _
—C, (’i’- —(2p—p,) n)] sm(y,_- p>l
+[‘fl’: A (d,l: + (2, )//) +B, ((—@er-v.)'/

d
”‘[f"lxl—"\l (;[I;""(')'f"z'—«”'l)l)> B ar ("l‘.;‘—lﬁ)Q

'"Cx <:-$:—.—('L}L"—[J~.)“>] 008(}1' )IXV-‘I “eonst .

équation qui, & cause du radical y— 1, lequel peut avoir indifférem-
ment les signes + ou - -, se déecompose en ces deux-ci

) |G a (G mm ) b (G s )

» . [dR ) n
+L‘( 7[7+(3V1-f‘|)" CU5<P’|~;3” !
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D, et E, étant deux constantes arbitraires que nous déterminerons dans

un moment.
On aura donc par la

(1) wx—A4 (g’f—(wz—m)l’> —B, (j—’,’—(zm—#.)Q) -G (%-(m—v.)@

=D!sin(y,—gp>t—E‘ cos(y,-—gp)t,

équation qui suffira pour trouver la valeur de x,, comme on le verra
cl-apres.
CIIL.

Soit, lorsque ¢ = o,

X, = Xl, Xy = Xz, X; = X3| Xi = xu

dx, o dx,
'(_['t"——-‘n W’—Yh

dx, dx,
=Y @ =

Y¢-
On aura (Article XCII)
P=X,, Q=X,, R=X,, p==0, ¢g=o0, r=o;

ensuite
dPp
7T = Yo

d d dr ,
L= X P=m—p X F=m—pX "

Donc, substituant ces valeurs dans les équations (o) et (f3), et faisant
t=o0, On aura

D|=Y|+A|Y2+B1 Y3+C|Y5,
E|:—((J~|X| +Ax[J~zX1+B1 [J.gx;+(:| [J.‘X4).

CIIL.
Soit maintenant, pour abréger,

%l;) —(2pa—p)P=(P), %—3 — (2t —p)Q=(Q), % —(2pa—p)R=(R);



DES SATELLITES DE JUPITER. 193
’équation (7) deviendra

#nX.—A.(P)—-Bn(Q)——C.( )= “Slﬂ( ~—~>C—E<os( —-—-p)

Substituons successivement, dans cette équation, au lien de p, ses
quatre valeurs o', p”, p”, " (Article XCIX), on aura

) n
t—E cos -3 )¢
A Y

pxi— A(P)— B (Q)—C, (R)-=.D, <m< )
X — A (P)— BT (Q) — CT(R) =D 'all]( - p )t—b mq ﬁp"-) t,

P

mi X — AT(P) —BY(Q) —CV(R) = DVsin{p -' p’” t— K¢ ()s [J. {-: p”‘) t,

pa Xi —AY(P) — BY(Q) — CY(R) == DV sin (p. - ,l, p" t - l"‘(()s( — ~~p"') {

ALB,,C LD, B AL B, G, Dy, Bl étant ce que deviennent
les quantités A,, B,, C,, D,, E, lorsque p devient p’, p”,

Done, éliminant de ces quatre équations les trois inconnues (P), (Q).
(R), on aura la valeur de x,.

CIV.

Pour cet effet, je multiplic la seconde équation par «,, la troisicme
par 3,, la quatrieme parv<y, («,, (3,, 7, étant de nouvelles indéterminées);
apres quoi je les ajoute toutes quatre ensemble, et je fais évanouir sépa-
rément chacun des coellicients de (P), (Q), (R); jai

( A'l -+ o A': -+ ﬁ. A,:' + A','::,: 0

(9) B + a, B + B. By + 7. BY =o,

L C 4+, C) + R CY + 9, Cy=o,
VI. 25
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Xy = ——l-- s'n( LAY
T m A+ By ! #'_';p) -

a|D” '
+ L sin
U«I(l+al+ﬁl +}‘,

by
it oy =+ By 9,

( B L T
p (T4 =+ B+
)III
+ - B! s‘in(pu
U|(l+a|+|~)l+7|

‘ u.(l+a.+(3,—+—y"

PR oty s

o, Ef

},'Iuv

cos

On peut simplifier cette expression de x, en supposant, en général,

D, — 4 sinm,

ce qui donne

& —yD+ K7,

Savoir

D,
Langm, == -

E| = - a| COS(J)l;

E ?

=Y+ AN+ B Y, 4+ C Yo+ (o X+ A Xo + By Xo + Gy X 7,

Y, +AY,+B Y, +0Y,

tangm, = -

Par ce moven, on aura

D, sin (p.. gp)t-— l‘,.(os<. ——~p)

et de la

et ainsi de suite.

X+ A e X

B Xo 4 G Xe

d, COS

N
F
|
NS

NS

A(u E’p L+ o I,
x N '

p’> 4w |,
n " 1/\ "
—;p>tr-8,cos[<pl-» p)l—f—m,

.
Y
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Donc, si I'on fait, pour plus de simplicité,

’__ a’l o 6”

”
= T I RTTTI €T

per (1 -+ & + B, +y.)

m_ 7 ﬁl am

y(l+a.+ﬁ.+7., .

v %alv
{J,‘( +a.+ﬁ'+'y. g u‘(1+al+{3 +y|

on aura

— n ,‘ ’ ”
X, =¢€, COS (J.,—;p L+, | +¢ cos

X . ’!’ U ‘ "
A\ ) e

’l ) /IIV ,L
(H' - ',;P" ), + o I + & C()S[(p. - p'”) L+t I

GVLL

+ ¢} cos

Scorie. — A P'égard des valeurs de «,, 3, 4,, on les trouvera aisé-
ment par résolution des ¢quations (9); mais on pourrait cncore se servir
d’une autre méthode assez simple, que jexposerai ici en peu de mots.

Qu’on multiplie la seconde de ces équations par b et la troisieme
par ¢ (b et ¢ ¢tant deux indéterminées), et quon les ajoute toutes en-
semble, on aura

A+ 0B +cC+ A+ OB+ ¢C))a, + (AT+ OB+ ¢CY) f,
+ (AY+OBY+ )y, o,
- Or, pour avoir la valeur de «,, on fera
A" bB =0, AV+bBY 4= o,

et 'on aura

N+ b B + ¢l

\” -+ /)B”+ c(

Les quantités b et ¢ doivent done étre telles, que I'on ait

A+ 0B 4+ ¢,

en mettant successivement, au lieu de g p" et o,
25.
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Or I'équation
AI -+ an +CC|:0,

si 'on y substitue les valeurs de A,, B,, C, (Article XCIX) et qu’on Por-
donne par rapport a p, sera de cette forme

p’—Mp+N=o,

4

dont les racines devront étre p” et p'; ¢’est pourquoi on aura M = p"—+p"
et N==p"p", d’olt 'on tirera b et c; on trouvera de la méme maniere les
valeurs de 3, et de 7.

CVII.

Ayant trouvé la valeur de x,, on trouvera celle de y, par I’équation (H)
de I’Article LXX VL ‘
On aura done, en négligeant les termes affectés de n (*),

Y == — 2¢ sin[(y. — ;p’)t + o' ] — 2.¢} sin [(y, — ;—lp”>t+ o) ]

) n y . T n ’
- 25',"51n[<pl — = p’”>t + c.)"'J — 9.5',”51[1[((1. — ;p”) l+ m',"J .

CVHI.

On aura des expressions semblables pour les valeurs de x,, y,,...
(voyez la remarque de I’Article C).

CIX.

Pour peu qu’on examine ces valeurs de x et de y, on verra aisément
qu’elles renferment, pour ainsi dire, quatre équations du centre prises
dans des ellipses mobiles, dont les excentricités seraient n¢', ne’, ne”,

~(*) Lagrange rejette en outre les termes constants qui doivent disparaitre par les condi-
tions de I'Article XXXII. (Note de I’Editeur. )
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nev, et les anomalies moyennes -

n / / n 4 " n LA U4 n (34 1Y,
y.——z-p t+ o, H.—--z-p t+ o, p——;p t+ w", p.—-;p .)l+m H

d’ou 'on voit que les mouvements de ces anomalies seront au mouve-

. n U ’l 4 'L " n "
ment moyen du satellite comme 1— = &,y BB, BE  RED
2 1< pd 1z 2. 2

= !'D

a 1; par conséquent les apsides avanceront de

e. 360°, te. 360°, ze. 360°, !
I 2P

-~

v
e 3600
78

w2 |

a chaque révolution du satellite.

On pourrait, par la méthode de U Artiele 1T, réduire ces quatre équa-
tions & une scule, dans laquelle I'excentricité serait variable et le mou-
vement des apsides non uniforme; mais je crois qu’il est plus commode
de les laisser sous leur forme natuvelle.

cX.

On suivra une méthode analogue pour trouver la valeur de s, au
moyen des équations (N, ), (N;),... de Article XCI. Mais, sans entrer
dans de nouveaux calculs a cet égard, il sullira de remarquer que les
équations dont nous parlons peuvent se déduire des équations (M,),
(M,),..., en changeant x en z, M en N, ¥ en I', et supposant nulles

toutes les quantités marquées par la lettre lal; d’ol il s'ensuit :
1° Que si 'on fait (Article XCVIII)

2 (=] .
(,2)=T\(a, @), (1,3)=Ta,a), (2,1)="(a,a),...;

ensuite

7 T
—_ — T — — T

K|=—2L—’ K]:_lz‘,‘i‘_ —— %y

K . X2

on aura pour A,, B,, C, les mémes expressions que dans I'Article XCIX,
et la valeur de o devra se déterminer au moyen de I'équation (Z).
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2° Que si I'on suppose, lorsque ¢ = o,

2 by 22— Ly z3=12, 3 =1L,

dz, . dz, dz, dz,

=V =V gV g =Ve

el qu’on fasse

EIAT AN+ BV GV u..L|+A.[ullz-+—l5 [..Lata-l—-(,.y‘L,),

V.+AV.+ BV, + (Y,

cotn, — U'£| +1\ u;Lg+B|[lalJa+‘u[J-4L4
ensuite
o Nm_umm_w
' U.|l+d|+ﬁ|+)’| : (+a|+ﬁ'+7‘
)‘”1’ L {3 / . AV 4 7'

- BN e .
{Al\|-+a(+i)('f—'/\' l Ml(l+al+ﬁ +7|

les quantités a,, 3y, ), ¢tant déterminées par les équations (9 de I'Ar-
ticle CIV, on aura

o no,; . v | n_, "
Skosinf (o + ;)—a)l+~n, + A sin| (v + ~¢” | L+
I ) L " o . n )
- /..sm[<u -+ ;r-”’)l—Fn,J+A'|VSIII|:<[i.+;a"v)l+'(,',VJ,

et ainsi des autres quantités z,, 3,4, z,,.

CXI1.

Cette expression de 5, estcomposée, comme I'on voit, de quatre termes,
chacun analogue d I'expression de z,, trouvée dans I’Article XL, laquelle
donne un plan mobile dont I'inclinaison est constante; donc, pour trou-
ver la position de P'orbite d’un satellite quelconque, il n’y aura qu’a ima-
giner quatre plans passant par le centre de Jupiter, dont le premier se
meuve sur celui de Porbite de cette Planete, en gardant toujours avec lui
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la méme inclinaison; le second se meuve de Ia méme maniére sur le pre-
mier; le troisieme sur le second, et enfin le quatrieme, qui sera celui de
Uorbite du satellite, se meuve parcillement sur le troisieme. Ainsi les
quantités n)’, n}”, n)”, n)¥ seront les tangentes des inclinaisons du pre-
mier plan sur celui de Jupiter, du second sur le premier, du troisieme
sur le second et du quatrieme sur le troisieme, ct les angles

n n no
(144— ;a’>t+n’, (y+—o->t+n, <,u+;7’”>t+'n”’, (;A-+~;o°")f+n'"

seront les distances du satellite aux neeuds du premier plan avee celui
de 77, du second avee le premier, du troisicme avee le second et du qua-
trieme avec le troisieme; d’out 'on voit que les nauds de ces quatre
plans rétrograderont pendant une révolution du satellite de

! 4 ] M

- na oyt n N
— . 360°, - — 360", — - 3600,
[ % 2

v
« 3b0°.

E AR

g
"

Si I'on voulait connaitre directement la position du plan de I'orbite du
satellite par rapport a celui de orbite de Jupiter, on'y parviendrait par
la méthode de I'Article II; ear, nommant 27 la tangente de 'inclinaison
et ¢ la distance du satellite au noeud ascendant, on aurait

- ‘4/- IlZl/J
o= 13t -+ g angy = -1
" \/ e o tang g = niz
savoir, i cause de 9 = .t + ny,
/o dsz? zdt

d’ou 'on tire, par les logarithmes,

; dz o (s T
L‘P:; . lOS(;&.('H- FZ\/”‘) —«l();,(u(;,[ - Zy—‘l) |’

2y —1

expression dans laquelle les imaginaires se détruiront mutuellement,
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mais qu'il sera difficile, peut-étre impossible, de réduire & une forme finie.
Ainsi je crois qu'il vaudra mieux s’en tenir 4 la formule de I’Article CIX.

CXII.

Telles sont les premieres valeurs des variables x, y, z dans lesquelles
on a négligé les quantités de I'ordre de . Sil'on veut y avoir égard, il
n’y a qu'a substituer ces mémes valeurs dans les équations de I’Ar-
ticle LXXVI, et les intégrer ensuite par la méthode ordinaire (Ar-
ticle XXXIV). '

" Nous n’entrerons point dans ce détail, qui n’a d’autre difficulté que la
longueur du caleul, et qui d’ailleurs ne parait guere nécessaire dans la
Théorie des satellites.

Il'y a cependant encore quelques termes des équations (G) et (K) de
I’Article LXXVI auxquels il ne serait peut-étre pas inutile d’avoir égard;
ce sont ceux qui viennent de action du Soleil, et qui renferment les
quantités x,, y,, 5., multipliées par cos2(m— )¢, ou par sin2(m—p, )¢;
car, en substituant au lieu de ces quantités leurs valeurs trouvees ci-
dessus, on aura, a cause de m tres-petit (Article XLVITI), des termes qui
augmenteront beaucoup par Pintégration, et qui appartiendront aussi
en quelque maniere & la premicre approximation; je dis en quelque ma-
niere, parce que ces termes, quoique fort augmentés par I'intégration,
se trouveront encore assez pelils par rapport & ceux que nous avons
trouvés jusqu’ici.

2

En effet les termes dont il s’agit étant tous multipliés par nK = S—-

:
(Article XLIX), et devant étre divisés par des quantités de 'ordre de m
et de n, scront encore apres Uintégration de Pordre de m et par consé-
quent trés-petits. C'est la la raison pour laquelle nous n’avons point eu
d’égard & ces sortes de termes dans les caleuls précédents; d’autant plus
que notre objet principal est de déterminer les inégalités des satellites
causées par leur action mutuelle, conformément au Programme de I’ Aca-
démie. Je pourrai peut-étre dans une autre occasion reprendre plus au
long ces recherches.
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CXIIIL

Remarque I. — Nous avons vu que les quantités p et 5 dépendent de
deux équations du quatrieme degré (Articles XCIX et CX). Or il peut
arriver deux cas qu'il est bon d’examiner. Le premier est celui ol ces
équations auraient des racines égales; le second, celui ot elles auraient
des racines imaginaires.

Voyons donc ce qu'il faudra faire dans ces deux cas :

1° Supposons que deux quelconques des valeurs de o soient égales
entre elles, par exemple g == p”. On fera p¥ = p” -1, ¢ étant une quantité
évanouissante, et I'on aura (Article XCIX)

AY= A" Fi, BY=—B"4 Gi, v G+ 11,

"

F, G, H étant les coeflicients de dp” dans les différentielles de A7,

" ~m
Bi ') (‘1 .
Done les équations (9) de I'Article CIV deviendront, en faisant
fo+yi=bet y,i=c,
N 4+ aA + A"+ ¢F =o,
B: -+ (ZB:I -+ ’)R’I”-'r clh = o,

A\

C +aCl+ b0+ cll:= o,

d’ou 'on tivera «,, b et c.
On aura de méme (Article CIV)

V= §" 4 Al et o= o+ Qi

A et Q étant pareillement les coeflicients de dpy dans la différentiation
de 37 et .
Donc

cos[(y.—— ;P">t+°"l'J
= cos[(p.— g p”’) t+ m’:’J +1 (; t— Q) sin[ (p.. — gp’”) [+ o l

VI. 26
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Done les termes

m A n 4 " 1y ) n v v
€/COS| (fh— —p t+ w, | +€Ycos o P t + o)

de la valeur de x, (Article CIV) se changeront en

" ' - .(n .
(€7 + e',")cos[(p. — Zp”’) l+ ) ] + €\ (;{——Q) sin

n ’”\t+(”"
) :‘"“';P) l)‘,

g (BiFy)OT Ay oV eA
BT = v(+a+Bi+7) wi+a+b)

Or

‘ m
vyl edV

(4o +Bi4+7)  mi+a +0b)

vy —
el -

Done la valeur de x, deviendra
- n - . n v
X =€, COS| | 1 — ;p t+o, | +e cos| |- :{J L4 o,
bd"+ cA n ,
AA__,L,, COS[ <"J,| - ; p'II> t + o)l: I

(14, +b)
B n ”
(Hl - ;p”/>l+&)lJ-

c':SIIII
Par conséquent celle de y, sera (Article CVII), en négligeant les termes

+ ﬁt—&) sin
(o, +b) \2 -

de 'ordre de n,

yioo — 26 Sin[<”‘_ gp'> t+m'|J — '25"' 5inl<y.— %lP”)"*‘“”:J
., {)6’[” + CA— ) ‘irl .- B ’E " t + . "
a1+ d‘|+l))b __(M' 2P h

cay <n ‘ ' no,
—2 e =t — Q) cos| (i — = ")t + 07|
H.(l-{—-a.-i-[)) 2 ) [<‘l ?P) o
De la on voit que les valeurs de x, et de y, contiendront dans ce cas
un terme multiplié par 'angle ¢, lequel donnera par conséquent une
équation dont la valeur ira toujours en augmentant.
On résoudra de la méme maniere le cas de trois racines égales, et I'on
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trouvera pour lors dans les valeurs de x, et de y, des termes qui contien-
dront I’angle ¢ avec son carré #2; et ainsi de suite, s'il y avait quatre
racines égales. ,

2° Soient maintcnant p” et p imaginaires; on les mettra d’abord (ce
qui est toujours possible comme on sait) sous cette forme

Pr=p V=, e p —qV--,

p et g élant des quantités réelles; moyennant quoi les quantités A7,

~ \ N .
BT, C7, AV, BY, G se rameneront i la forme suivante

AT P +Qy—r, AY P —Qy-
BY=R+8y—1, BY_R—8 /-1,
Cr=T Vg, T — VT

Faisant ces substitutions dans les équations (0) et supposant
By + 3 =20, B,=2c V—1, les imaginaires disparaitront, de sorte
qu'on aura pour «,, b, ¢ des valeurs réelles; donce les quantités f3,, 7,

seront encore de cette forme

Bi= b+c \/——Tl , ¢ \/_—WI .

v, = b

De plus, on verra par P'Article ClI que les quantités DY, ET, DY, EY
seront aussi de la forme

D" —F+Gy=r1, Dy -F

/II; f+sr~/—__

Done on aura aussi

L
w1+ a+ B+ 7))
B'E: - /I+l\/:7,

y.\l+a¢.+ rﬂ.-b—/“

By S gyt

7D e H—LJ—%
i =
e e BRI

( 1+ o+ pn;)/:
26.

-
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Or .

ﬁi"[ﬁ-—g(i'iqg)]!

_sm(u.—-—p>t><cos—qt,/—l+(‘os< - —p)thm—qbv—l,

el de méme

- Cos (y, — ;—Lp) t XX cos :-)L qt J—1 = sin (y., - ’;Lp> £ sin ~ qt V—r1.

Done les termes

- B'Dm———siﬂ< — Ly BEY cos LY

U 1o+ B+ P gF > g (1 B+ 71) s )
Y sm( _’_‘P-v)t.- K --~<—cos</1.l—’—Lp">t

u.(l+a(+ﬁ.+7. 2 !’L‘( +d+;3+7|) 2

de o valeur de x, (Article CIV) se changeront en
. n . n n J—
D) | H sin <pt, -3 1)) { — hcos <[/, -3 p) t] cos S qty—

[ n . n .on —— —
— [L oS (.u. -3 p) t+ [ sin (;}.. ;p) tl sin 5 qt \/_l < v/_l ,

N . . n ;T . n e
c’est-i-dire, en metlant au lieu de cos gty — v et sin=gey—T leurs
2

_.;—'(/( :—'4/1 ;—'1/1 py
A . e et ¢ — et
valeurs exponentielles —— ——~ - = — 7|
B o, /__l
L] ' V
—5 / n no\
2 s ah ' ‘ .
e [([l — ljsin (\‘u.. — ;p) t -+ L+h)cos <‘u.,— ;p) tJ

+e"’" [(H + {)sin ([J.l—- —p)t-—— (L -——,l)COS( — ‘p> tJ’ .
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expressions qui peuvent encore se changer en celles-ci
n n
~ g4 n » —~ =7yt n -
te cos|(p—=plt+o|+ce ? cos[(u.——p}t-{—&il,
2 ' 2
en faisant
H—{l=—7%sin%, L+h=%¢cos®, H4+l=—7¢sinm, h—1L _ ¢coso.

On mettra done ces termes au licu des termes

n ) n
€7 cos Uy. — = {/’) L+ o I + ¢ cos [ (y., - p“’) L+
2 2

—

de la valeur de x, de ' Article CIV, et Pon aura

" n p "
‘j.l — ’)- P -+ m,

Y n N T ) n )
+ee cosp{p—p t+o|+ee cosfli—=plt+aol,
2 2

X, = ' n /\ /“ " .
X =€ oS | \pu— =0 ) t+o, | +E cos

’ou Pon tire (Article XC)

1 n [ n .
yi o= — 2€, sin [ (;h - = p') Y ] — g’ sm[(g. - -p”) [+ m) ,
9 )

")) e
Iy =- =P .
=5

Ainsi, dans ce cas, les valeurs de x et de v contiendront deux termes,

.

L Far n ) g,
— €€ sin Uy — =pll4m|—rce sin
! 2

" p
I'un multiphié par e, et lautre par et lesquels donneront dans le
mouvement des satellites deux équations, dont Pune iva toujours en
augmentant et lautre ira en diminuant.

Si les valeurs de p étaient toutes quatre imaginaires, on ferait sur les
deux premiers termes de Uexpression de x 7 Avticle CHIj les mémes rai-
sonnements et les mémes réductions que nous venons de faire sur les
deux autres.

Ou en dira autant des valeurs de s, lesquelles sont entierement ana-
logues a celles de x (Article CIX); de sorte que, si I'équation en 5 avait
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des racines égales ou imaginaires, les latitudes des satellites se trouve-
raient sujettes a des variations qui augmenteraient de plus en plus.

CX1V.

RemarQue Il — A P'égard des quantités ¢, ¢{,..., o\, o),...,
ths €9s..., il faudra les déterminer par le moyen des observations;
mais 1l y a la-dessus une remarque importante a faire : c’est que,
comme il 0’y a proprement que les huit quantités X,, Y,, X, Y,, X,,
Y., X, Y, qui soicnt absolument arbitraires (Article CII), et que les
quantités dont nous parlons sont au nombre de 32, on aura 24 condi-
tions & vérifier.

Il en est de méme des quantités X\, 27 ,..., 0\, w7, My, Ay,
0y, 0y,... (Article CX).

CXV.

Scovie. — Nous avons déja donné les valeurs de §,, §,, &;, &, (Article
LXXXIH) ausst bien que celles de =, =, =,, =, (Article LXXXVI).

Ainsi, pour avoir les valeurs de p et de g, il ne s’agira plus que de
trouver les valeurs numériques des coeflicients de I'équation (Z) (Ar-
ticle XCIX) dans les deux cas {Articles XCVIII, CIX).

PrEMIER Cas.
Suivant les formules de I’Article XCVIII, on a

r < N
(1, 2) = ‘T’.(a,,an—;.'.,ll.(a,,am

done, faisant les substitutions de I’Article XCI, et mettant partout p., au
lieu de M,, on aura

(l) 2):. lpl(anaz)+2r|<a|,ag}""451?‘“(1“(12)
2

(21[[‘ (@, @) + 4 2 —"— rq(d;, a:)) {J"{;Ll‘ S‘(F::z "‘[:’lt))
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ce qui se réduit i
(r,2) = tp'(a" a;) + 2r«(au a,) — Z\Ft(au a,) - 41“.&0., @i,

On trouvera de méme

(1,3)= QT‘(a., a,) + 21‘-(‘11, a;) — gqfl(a" as) -- -'irs(an ay),
(2, 1) = ‘ff.(a,, a,) -+ zT.(ctz, a,) - 2‘17,(a,, a,) -~ 41 {ay, a,)
et ainsi des autres.
Or nous avons déja donné les valeurs des quantités T', et I', (Ar-
ticle XLVI1); il ne reste plus qu’a chercher celles de W, et de V.
Pour cela, il faut auparavant chercher les valeurs des quantités v, v,
. . a . N
et W,. Or, en faisant ¢ = = on trouve (Article XXII), & cause de
2

Aay, a) = a@;* (A), A,(a,, ay) = a;® (B),... (Article LXXX),

Yia, a,) = qi—}—;.).:__‘i(i\_),
2a)

9(C) = 2(B) + 2q(A)

qf,(a,,a,): 2!
2

D)—a2(C) (B
qu(an a,) = q( )._, 1(—J~+q - )9
2al

et de méme, i cause de A(ay, a,) = \(a,, ay),...,

Y (a, a)= gt ) qj—(Aj,
y &y ?(l,
‘{f(a a) - (1 (J;”2q( +?(](A
29y [N B )a2
Y, (a, a _Hq(l))—:».q'( )+gﬂli_
2\ W2y I)*—" 9.(1

Done (Article LXXX)

Via,a)=1(aya, WYi(a,a)=lI(wa)...,

V(aya)=M(a,a) Yi(a,a)=I(a,a)...,

c’est-h-dire, que les quantités ¥ sont les raciproques des quantités 11.
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On aura done (Article XXI1V)

tpﬂa” az)T 39&’

expression qui servira aussi pour les quantités analogues ¥, (a,, ¢,),

\i}a (aav a, )»

Ensuite on aura, pour les quantités réciproques,

V. (ay a,) = 3g_.u T

et ainsi des autres.

— ?q Q' +gq~.9 -+

—'"2[)(

)ql’

..., en faisant successivement

2

Pareillement on trouvera (Article XXV)

‘T’,ut., a,)

Y (aya) -

et ainsi des autres.
De 12 on tire, en employant les valeurs de la Table de I’ Article LXXXI,

_37°Q—2¢°Q
— :

3940 —29Q 5

I'(a;,a)—

Rl

-+ i‘(“u a,)

’C+2qA

Lqtt2gA 2

RECHERCHES SUR LES INEGALITES

+?q

27

q

—_— qu’

3
q_;'a

- - - .
(@, @) (@i, as) (@, ai) (ay a;) | (@ ai) (@ ai)
WI — 1,708 — 0,181 — 0,008 — 1,733 — 0,132 — 0,887
(17' 0,366 0,068 0,003 0,153 | 0,036 0,214
: = = = E - = = l = = =
(@, a,) (as, al) (an a,) (ay, a,) * (@, a)) (as, ay)
‘T’l 1,203 11,0699 29,330 1,580 ‘ 14,871 3.489
1
@I — 6,181 —13,371 —40,052 — 6,500 —16,188 — 7,089
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ensuite
(1,2) (1, 3) (1, 4) (2,3) (2, 4) (3, 4)
— 1,578 — 0,213 — 0,004 — 1,155 — 0,162 — 0,765
(2, 1) (3, 1) (4, 1) (3, 2) (4, 2) (4, 3)
— 2,365 — 0,363 —10,040 — 1,414 — 0,289 — 1,331
Donc I'équation (Z) de I'Article XCIX deviendra
(€) K, K, K, K, —2,532K, K, — 0,468K, K, — 1,633K, K,

— 0,040 K, K; — 0,077K; K, — 3,732 K, K,
-+ 1,013K, + 1,641 K; + 2,593 K, + 1,373 K, — 5,599 - o,

ot il n’y aura plus qu’a substituer au lieu de K,, K,, K;, K, leurs valeurs

Seconp Cas.

On aura ici (Article CX)

(-]

(1,2):i‘.(a.u,), (1,3):%,(a,,a,),..., (2y1) =T (aya),....

Donc, faisant successivement ¢ = f—:—', q= Zi,---, on aura (Articles
2 3
XXXII et XLII) ‘

(1,2)=¢'B, (1,3)=¢B,...;

_ensuite
(2,1)=¢B, (3,1)=g¢qB,....

VI. 27
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Donc, en employant les valeurs de B données dans I’Article XLVII,

on trouvera

(1, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 3) (2, 4) (3, zli)
— 1,963 — 0,252 — 0,037 — 1,884 — 0,174 — 1,151
(2, 1) (3,1) (4, 1) (3, 2) (4,2) (4,3)
— 3,116 — 0,640 — 0,166 — 3,011 — 0,489 — 2,025
et I'équation (Z) se changera en celle-ci
(&) K K:K; K, — 2,331 K, K, — 0,085K, K; — 5,675K, K,

— 0,006K,K; — 0,161 K, K, — 6,120K, K,
+ 2,124 K, + 0,096 K, + 0,114 K; + 4,738 K, + 11,972 =0,

dans laquelle

II resterait maintenant & tirer de ces équations les valeurs de p et o,
d’ou dépendent les principales inégalités de I'équation du centre et de
la latitude des satellites de Jupiter; mais comme nous touchons au terme
fixé par I’ Académic pour I’admission des Pieces, nous nous contenterons
ici d’avoir donné la méthode et les principes nécessaires pour déterminer
ces sortes d’inégalités, et nous remettrons ce travail & un autre temps,
oul nous nous proposons de suivre et de discuter avec attention ces points
importants de la Théorie des satellites.
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§IV. — Sur les inégalités des satellites de Jupiter qui dépendent

de la période de 12 ans.

CXVI.

Les Tables du premier et du second satellite ne renferment que les
équations qui dépendent de I'anomalie de Jupiter avec celles qui dé-
pendent de la période de 437 jours dont nous avons parlé au long dans le
§ V du Chapitre précédent; cependant, il est facile de se convaincre, et
M. Wargentin I'avoue lui-méme dans les dissertations qu’il a mises a la
téte des observations de ces deux satellites (Mémoires de la Société d’ Up-
sal, années 1742 et 1743), que les équations attribuées 4 'inégalité du
mouvement de Jupiter ne s’accordent pas entierement avee I'équation
du centre de cette Planete; d’ou il s'ensuit qu'il doit y avoir dans le
mouvement de ces deux satellites des inégalités particulieres qui, ayant
des périodes & tres-peu pres égales & la révolution de Jupiter, se trouvent
pour ainsi dire fondues dans la grande inégalité qui vient de exeentri-
cité de cette Planete; c’est ce que la Théorie confirme d’ailleurs, car on
a vu que les équations du centre des satellites (Article CVII) doivent ren-
fermer quatre termes tels que

. n
2ME SIn [(y -3 p) t+ m]',

or, dans le temps des éclipses, on a u — ¢ = 180° & trés-peu pres (Ar-
ticle LIT); done u = p.¢ = 180° + ¢, donc

sin[(p—§p> t+w]:sin l(x— g{%) (180° + v) —+-o)J
:—sin[(x——- E\) o+ w— 2P 180"];
oW 2 i

d’ol 'on voit que les équations provenant de ces termes auront des pé-
. , s . . .  n , .
riodes égales a la révolution de Jupiter, plus & ;IE de cette révolution.

27.
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Aureste on ne doit pas se flatter de pouvoir jamais déterminer ces sortes
d’inégalités par la simple Théorie; car les valeurs de p (Article CXV)
dépendent des quantités x, c’est-d-dire des masses des satellites, dont
la plupart sont encore inconnues. Ainsi, ce n’est que par des observa-
tions multipliées et réitérées qu'on peut espérer de perfectionner a cet
égard la Théorie des deux premiers satellites.

CXVII.

On a apercu de pareilles inégalités dans le mouvement du troisieme
et du quatrieme satellite; ce sont celles qui, dans les Tables de M. War-
gentin, répondent aux arguments E et G.

En consultant ces Tables (voyes les Tables des satellites imprimées
parmi celles des Planétes de M. Halley), on trouve : 1° que le nombre E
acheve huit périodes exactes dans P'intervalle de cent années juliennes,
ol il s’ensuit que chaque période est de douze ans et demi; 2° que
dans le méme espace de temps le nombre G acheve 8 2% périodes, ce
qui donne 12*™,130 pour la durée de chaque période; mais ce dernier
élément a été réformé dans les nouvelles Tables du quatricme satellite
imprimées & la fin de la Connaissance des Mouvements celestes pour I'an-
née prochaine : suivant ces Tables, le nombre C, qui fait ici le méme
effet que le nombre G dans les premieres, achéve 8 &% périodes en
cent années juliennes; d’ott 'on tire pour la durée de chaque période
12°™ 115 environ.

Or, si I'on imagine que chacune de ces deux équations soit représen-
tée par un seul terme tel que

sin [(l e ¢+ o — 23) 180°J,
2. 2u

(c’est le cas ol 'orbite serait une ellipse mobile), on trouvera aisément

uantite ™2 ser: isieme satellite. = 11 —
que la quantité 2p SeTa, pour le troisieme satellite, = R 0,0870,

. 103 ° . .
et, pour le quatrieme, = 3% = 0,0237. On pourrait trouver de méme

33
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les valeurs des quantités » qui dépendent des époques des arguments E
et C, aussi bien que les coefficients ne qui expriment les plus grandes
équations; mais, pour que toutes ces déterminations fussent exactes, il
faudrait que les autres termes qui doivent entrer dans les équations du
centre fussent nuls & la fois, ce qui parait assez difficile; d’ailleurs les
incertitudes et les variétés qu'on trouve lorsqu’on compare les observa-
tions de ces deux satellites, et qu’on veut fixer les quantités et les pé-
riodes des équations dont nous parlons, donnent tout lieu de croire que
ces équations sont plutot des résultats de différentes ¢quations particu-
lieres qui, ayant & peu pres les mémes périodes, se confondent ensemble,
comme nous I'avons déjh observé par rapport aux deux premiers satel-
lites.

CXVIHIL

Je finirai ces remarques par donner un léger essai de calcul sur les va-
leurs des quantités p, et, pour plus de simplicité, je supposerai que les
masses du premier ¢t du quatrieme satellite soient considérablement
plus petites que celles du sccond ct du troisieme; hypothese qui n’a
d’ailleurs rien de choquant.

Donc, puisque ¥, et x, sont des quantités fort petites, K, ¢t K, seront
fort grandes, par conséquent I'équation (&) de I'Article CXV se réduira a
trées-peu pres a celle-ci

K KK, K, —1,633K K, = o,

d’ou 'on tire
K, =o0, ou bien K,=o, ou bien K,K;— 1,633 =o.

On aura de plus par les formules de I’Article LXXXVI, en mettant
: e @, o
RYus RYa»--- aU licu de Zz» 7>--o> et ne conservant que les termes qui

renferment y, et x;,-on aura, dis-je,

8, = 0,982 + 0,124%,, & =00,40y:, 6 = 1,467%:, & = 0,260y, + 1,139
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Done, puisque
ﬁ - 6| "p— e 61

Kl=2‘&—‘—" K;=2
Xt X2

on a, pour les quatre valeurs de p, les équations suivantes

.u.g — 0,260 — l,l39X3 )
—o,940x £ —1,467%
..... s B —- — 0,408 = o,
X2 Xa

d’ou I'on tire & peu pres

p = 0,731 X + 0,470 pia 13 = V{0,731 praiga + 0,470 e xs) + 0,408 o s g 0o+

Ainsi 'on aura les quatre valeurs de p, qui donneront pour chaque

. , . , e n ,
satellite quatre équations, dont les périodes seront de 1+ 2—p révolu-

tions de Jupiter.

§ V. — Des durées des éclipses des satellites de Jupiter.

CXIX.

La durée d'une éclipse dépend de quatre éléments : de la largeur de
I’ombre de Jupiter, de la vitesse du satellite, de sa latitude, et de I'incli-
naison de sa route, laquelle peut étre prise pour rectiligne pendant tout
le temps de I'éclipse.

Soit done « I'angle que le demi-diametre de la section de 'ombre sous-
tend au centre de Jupiter; cet angle est donné par les observations pour
chacun des quatre satellites.

Supposons de plus que ¢ dénote la longitude du satellite, et p la tan-
gente de sa latitude, an moment de la conjonction
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Enfin soit ¢ — ¢ la longitude du satellite au moment de son entrée
dans 'ombre; de sorte que ¢ exprime I’angle qu’il parcourt sur le plan
de Jupiter depuis I'immersion jusqu’a la conjonction.

On aura, pour la valeur de p qui y répond, p — -‘-1~ ¢ a peu pres.

Cela posé, supposons, pour plus d'exactitude, que la section de
I'ombre soit une ellipse semblable & celle des méridiens de Jupiter; il
est visible qu’on aura

Demi-grand axe de l'ellipse..................cooooiiiiil, v,
Demi-petit axe (E étant V'ellipticité comme dans I’Article XVI). va(1—E),
Abscisse prise depuis le centre . .. .... e vy,
Appliquée correspondante........... ..., ( dq) ¢>

Donc, par la nature de Pellipse,
LIy T dp (p — 2
at — 2 ( do 4)) =1:(1—E)p?

équation d’ou1 ’on tirera ¢.
On aura donc

P4,
a’(l—-—E)’——&};’(l— )z_p (qu

dcp 4,2

(1 ¢?

d’ou I’on tire, apres les réductions,

Le signe + donne la valeur ¢ pour Pimmer<ion, comme nous I'avons
supposé, et le signe — donne au contraire la valeur de ¢ pour I'émersion.

CXX.

Substituons maintenant p.z + ny au lieu de 9, nz au lieu de p, et de
méme nd au lieu de o (car il est évident que la quantité « doit étre du
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méme ordre que la quantité p); on aura, en ne négligeant que les termes
affectés de n®,

n zdz

$=k—p Jm-;-( By pdi’

CXXIL.

Pour convertir cette expression en temps, on la divisera par la vitesse

angulaire qui est ili =p+n (it ; ce qui donnera, en négligeant tou-

jours les n®,

o SR —g _____L 5dz __‘_1]_‘ 11— R)— zJ.
S V=B =+ [Hdt (=) L VB
Donc I'intervalle entre I'immersion et la conjonction sera

—-‘_“-‘2 n? zdz d]' KT TIC
VI g = g e

et I'intervalle entre la conjonction et I'émersion sera

" SG—Ei—g n_[2ds Ay SR
=K Vor(1—Ep—zt — H(‘_E);[.P‘d; +(1—E) wdi Vor(1—E) —zJ.
Par conséquent la demi-durée sera

n’

T \/5’0 IRy ey #a't

{L(l——E

CXXII.

Il parait que les Astronomes ont toujours supposé jusqu’a présent que
. o . ’ . A .

les durées des éclipses des satellites étaient les mémes avant et aprés la
conjonction; ce qui n’est pas vrai a la rigueur, la différence étant de

n zdz s s pdp
Gi—Ep pdi’ c’est-a-dire de Fi—Epdi Eydi’

d’ol1 I'on voit que ces durées ne peuvent étre égales que dans deux cas :
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1° lorsque p = o, c’est-d-dire lorsque la latitude du satellite est nulle,
et que par conséquent I'éclipse est centrale; 2° lorsque dp = o, savoir
lorsque la latitude est la plus grande, ou bien que le satellite est dans
les limites.

CXXIII.

Supposons maintenant qu’on ait observé la demi-durée d’une éclipse
de satellite, laquelle soit de A secondes; on aura, en remettant pour nd
etnz, azetp,

dy
L — 0~

4 2y R 2
= ‘LL(I——E) va(l—-h} P

ott il faudra prendre, pour p, 360 degrés divisés par le temps périodique
réduit en secondes; ou bien on convertira immédiatement la durée A en
degrés, et I’'on aura simplement

dy
TG
A= ; _-_-»{i‘;-— Jat(1 — E)? — p?,

d’ou Pon tire

¢’est la tangente de la latitude du satellite au moment de la conjonetion.

CXXIV.

Ayant ainsi la latitude, et connaissant d’ailleurs le lieu du neeud par
les observations des plus grandes durées, on trouvera aisément Pineli-
naison de Porbite; il n’y aura pour cela qu’a diviser la tangente de la
latitude trouvée par le sinus de I'élongation de Jupiter, vu du Soleil, au
neeud du satellite; le quotient sera la tangente de 'inclinaison de orbite.

(’est ainsi que tous les Astronomes en ont us¢ jusqu’ici pour déter-
miner la position des plans des orbites des satellites.

Mais, si I'on pouvait connaitre avec assez de précision par la Théorie

VI. 28
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le moment de la conjonction, on pourrait trouver immédiatement I'in-
clinaison de la route du satellite dans I'ombre par les observations des
immersions et des émersions; car nous avons vu que la différence entre
les durées avant et apres la conjonction doit étre

_ pap
w1 — Eyde?

{

done, divisant cette différence par ﬁ]l"ﬁj;’ on aura

dp  dp

i~ tangente de 'inclinaison de la route du satellite.
pdt — dy

Mais, outre que cette méthode exigerait dans les Tables des satellites
un degré de précision dont elles sont encore bien éloignées, elle serait
encore le plus souvent impraticable, a cause qu’on ne peut pas toujours
observer a la fois les immersions et les émersions.

Je finirai ces recherches par dire un mot des variations qu’on a aper-
¢ues jusqu’ici dans les positions des orbites des satellites.

§ VI. — Des inclinaisons et des nceuds des satellites.

CXXV.

Le premier satellite est le seul dont Porbite paraisse a peu pres fixe;
son inclinaison est, selon les Tables, de 3°18/, et le lien du neeud, i 10,
14°30’; du moins les demi-durées observées cadrent assez bien avee ces
¢léments.

Le nceud du second parait aussi fixe, mais son inclinaison est sujette
a un changement considérable, dont la période est de 31 ans; la plus
grande inclinaison est de 3°47'27", et la plus petite de 2°29’2”, de sorte
que la variation est de 1°18’ 25", ou bien de 39’ 12", tantdt en plus, tantot

. . . . 1 . . . *
en moins, ce qui fait environ = de I'inclinaison moyenne.
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CXXVI.

Un changement si considérable ne saurait s’expliquer que par les for-
mules de I’Article CIX. En effet, supposons que la valeur de z” ne ren-
ferme que deux termes, ou au moins que les deux autres soient assez
petits pour pouvoir étre négligés, de sorte qu’on ait simplement

" n, ’" "3 ' n ” "
2, = A, sin et 0 Ly -+ A, sin pat o) L+ |

On aura, en nommant n7, la tangente de Uinclinaison de Porbite et ¢,
la distance du satellite au nceud ascendant (Article CXI),

N
T, = 3+ —— ‘dl2

3 (.L,dt

tang . = dsz,

savoir, en négligeant les termes de Pordre de n,

(a——a' )t—+—n,——'nf,'J,

o \/A" )\”‘+9)\ 7\" cos
A, Sin[(pt,—{»- >t+n J+7\,blrl[<y,+—c)t+an

tangg,— -
7\(05[(#1 ~c>l+n ]+)\”cos[(pta+—c)l+n ]

Done la plus grande valeur de 7, sera ==X, -1, et la plus petite
’ " .
=X, — Ay; done

4

n(M, 4 A = tang3 47 27" et n(X,— A;) = tangs°29'2";

par conséquent
N+, tang3°4q'29"

/ /I

), — A T tang2°2q’2 1,927

d’ou I'on tire
A 0,52 . 1
2 = 02927 _ 0,208 = environ -
A, 2,527 5
28.
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Maintenant il est elair que la valeur de 1, redeviendra la méme lorsque
I’angle S(c’- ¢”)t se trouvera augmenté ou diminué de 360 degrés pris

une ou plusieurs fois; donc, puisque la longitude moyenne du second
satellite est exprimée par 1,2, la période de la variation de 7, sera de

—+ !
n
2=
2#2(0 )

révolutions de ce méme satellite. Or cette période est, selon les obser-
vations, de 31 ans, ce qui répond a peu pres a 3189 révolutions du se-
cond satellite; done il faudra que

n I

_|._ / AN —_— .

=+ —2514 (¢'—¢")= 318, = 0,0003136
CXXVII.

, I . .0 .
Ayant trouvé A = % A, , on pourra simplifier les expressions de 7, et

de tang g, et 'on aura a (rés-peu pres

?,:)\[!—F—COS( (a'—a' t+n,—'n J

n ’
tang ¢, = tang[(p.,—&—; a’> t+n, ] ,
’ cos[ pat o >t+n;]
n 1 " 2 n / !
lcosl—<y,—+- ;a>t+n,J51n[<p,+;a>t+m]

5 n )
cos? P2t c>t+n,]

¢z=<ya+’;‘za”>t+n; +q,

~

Soit fait

¢ étant une quantité fort petite, on aura

] ) n , q
tangy —= tang | ( .+ S0 )t |+ o
cos“[(y,-i—;a’)t—f— n'.,]
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a peu pres; donc
_l 3 n 1 " \ n / ’
g=gsin| (p+ 0o t+n; | cos pz+;a t+n'
—1cs‘ + 2y t-+—-”' sin + 2\t "
5 0 2 20‘ N, ‘ a ;"O' +n,-

I . n ' "
— 5 sin [-2- (¢/— o”)t+n,-—n',]:,

done

n ) | . n ’ "
= (Ha""‘ 5 a’>t+n',—— % sm[; (¢! — 6" )t +n; —"'n_,].

) . ne' ,
Dot I'on voit : 1 que le mouvement du neeud sera de 3, bar révo-
% (L2

lution; 2° que ce mouvement sera sujet & une équation analogue i celle

T . 5701 )
de 'inclinaison, laquelle montera a - ‘5 T = 11097,

Ces derniers résultats ne s’accordent pas a la vérité avee les observa-

7

tions des demi-durées, par lesquelles il parait que les neeuds sont i tres-
peu pres fixes; mais jobserve : 1° que la quantité ¢’ peut étre nulle, au-
quel cas le nceud n’aura plus qu'un mouvement d’oscillation; 2° qu'il
est impossible que Pattraction produise un changement dans Pinclinai-
son sans produive en méme temps un changement analogue dans le lieu
du neeud (voyez plus bas, Article CXXX).

CXXVIIL.

Voyons maintenant comment on pourrait satisfaire a ces deux condi-
tions, savoir

>

n .
*+ — (¢'— ¢") = 0,0003136 ¢t o'=o.
2 M

Pour cela, nous conserverons ici les hypotheses de I’Article CXVIII,
moyennant quoi I’équation () de I’ Article CXV se réduira a celle-ci

K| Ka K&K‘ —_— 5,675 K| K‘ = 0,
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laquelle donne

K.=o, oubien K,=o, oubien K,K,—5675=:0;

cette derniere équation se réduit a celle-ci

(5*43)(3- __m)_?.z@l? —o0
P 2 s 3 4 X2 X3 = 0,
ou hien

¢! — (P? o, + +3 w;)o -+ a2 [J's W W; — 1,419[J., s Y2 Yo = O,
Or, suivant les mémes hypotheses, on a (Article LXXXVI)

@2= 0,942y, €l wy=-1,5007y, & peu prés;
done
W = 0,042 X 1,500 %2 % - 1,419 xaxss
done, faisant pour plus de simplicité y, =my,, et mettant 0,496p., au
lieu de gy, on aura P'équation

0 — (0,942m + 0,747 ) a2 Y2 @ =2 03
d’ot 'on tire
g=-0 el o=(0,942m + 0,747 pa 2.
Donc on satisfera & nos conditions en prenant pour ¢’ la premiere de
ces deux racines et pour ¢” la seconde, et supposant

;—l (0,942m + 0,747 )%= - 0,0003136,

ce qui donne, a cause de n y, == 3 == 0,00002417 (Article LXIII ),

m:-- 27 a trés-peu pres.

Il est vrai que cette détermination ne s’accorde point avec ce que nous
avons trouvé dans I’Article LXVIII; mais cela n’est point surprenant vu
le grand nombre des quantités que nous avons négligées dans ce calcul :
aussi ne l'ai-je donné ici que comme un essai, me réservant de le re-
prendre dans quelque autre occasion.
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CXXIX.

La position de orbite du troisieme satellite est aussi sujette i des va-
riations fort remarquables; son inclinaison parait avoir été la plus petite
en 1697, ol elle n’était que d’environ 3 degrés, et depuis lors elle a 1ou-
jours été en augmentant, de Sorte qu’en 1763 on I'a trouvée de 3°27',
ce qui fait 27" en 66 ans, et par conséquent environ 26” par an.

Quoiqu’on ne connaisse pas encore le terme de cette augmentation, il
y a cependant tout lieu de croire qu’elle est périodique comme celle du
second satellite; car, suivant la comparaison que M. Maraldi a faite d'un
tres-grand nombre d’observations des demi-durées depuis 1671 jus-
qu’en 1763, I'inclinaison se trouve a tres-peu pres la méme i intervalles
¢gaux avant et apres 1697.

ATégard du nceud, les Tables de M. Wargentin le supposent tixe, i 1o,
16°3’, mais M. Maraldi trouve qu’il doit avoir un mouvement direct ’en-
viron 3 minutes par an; selon ce savant Astronome, il était, & 10%, 1952’
en 1697, et, a 10% 17°¢’ en 1763.

Ces variations peuvent s’expliquer de la méme maniere que celle du
second satellite, pourvu qu’on suppose que la période de I'inclinaison
soit beaucoup plus longue; faisons-la de r révolutions du troisieme sa-
tellite; il faudra que I'on ait

£ (g

1
-
2 s r

"

prenons pour ¢’ la méme racine que ci-dessus, et pour ¢ une des
deux autres racine$, par exemple celle qui résulte de Péquation (Arti-
cle LXXXVI)

K,=o, savoir o = w® = u (0,981 + 0,120 )3

mettons, au lieu de p,, 4,044 11,; au lieu de x5, my,, et au lieu de

€
Ry, = 76‘1 sa valeur 0,00002417, on aura

ne” . . 1
Pyl 0,00004796 + 0,00000615 m = =
s '
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si m =10, on aurail environ r=10000, ce qui donnerait a peu pres
195 ans pour la durée de la période.

Maintenant, si I'on dénote par n7, la tangente de I'inclinaison et par ¢,
la distance au nceud, et qu’on suppose A3 = v}y, v étant une fraction
assez petite, on aura comme dans I’Article CXXVI

A n ,
T :l,[x—&—vcos(;(c’—~c”)t+n3—n§ ls
n , . In .
2= (P-s‘*‘ ;o’>t+n3—usm|>; (¢'— a”)t+n3——r,;'],

ou bien (a cause de o'=o et de pyz= i la longitude moyenne du sa-

tellite que nous dénoterons par u, )

’ ,I'a” ’ ”
=M 1+veos| - —ug—un, 4+, )|
: 213 /.

, . (ng” , "
w,— $,= —n, —vsin A Uy — 0, +1% )
ol uy — ¢4 est la longitude du necud.
Supposons, ce qui est permis, que la longitude moyenne g soit comp-
tée depuis le point ot se trouvait le satellite au moment de la plus petite

inclinaison de son orbite, on aura
cos(—n+mn;) = —1, donc —n' +n)=180"

par conséquent les formules précédentes deviendront

7
- Us.
2 s

, neg’ , . nag
= Ay {1 — v cos — 1y — Y, = — 4+ vsin -—
2 .

Donc la vitesse du nceud sera i la vitesse moyenne du satellite comme

ne’

2 s

n'w’” N 9’ Iy . ) .
v ¢0s—— 15 & 1; "ot Pon voit que le mouvement du neeud sera di-
s

n a_//

2% s

rect tant que cos — ug sera positif, c’est-d-dire, tant que I'inclinaison

sera au-dessous de la moyenne.
Au reste, si je donne ici ces formules, ce n’est pas que je les regarde
comme fort exactes et conformes au mouvement du troisieme satellite;
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mon objet est simplement de donner une idée de la maniére dont on pour-
rait rendre raison de I"augmentation d’inclinaison et du mouvement di-
rect des nceuds de ce satellite, phénomenes qui paraissent assez difficiles
a expliquer.

CXXX.

Le quatrieme satellite est aussi dans le méme cas que le troisieme a
I’égard du mouvement des neeuds. M. Maraldi ’a trouvé d’environ 533"
par an suivant 'ordre des signes; mais M. Wargentin ne le fait que d’en-
viron 4.’2/4” dans ses nouvelles Tables.

Quant a P'inclinaison, ils la supposent constante ct de 2°36; mais il y
a tout lieu de croire que cette détermination n’est pas tout a fait exacte;
car il parait difficile que les noeuds aient un mouvement direct, tandis
que Pinclinaison demeure la méme. D’ailleurs, M. Wargentin remarque
que les nceuds ont du étre stationnaires vers la fin du siecle dernier, ce
qui prouve, ce me semble, qu’ils ¢taient auparavant rétrogrades, et que
leur mouvement n’est qu’une espece d’oscillation, comme nous I'avons
déja supposé, a I'égard du troisieme satellite; or je dis qu’un tel mouve-
ment ne saurait avoir lieu dans le neeud, sans qu’il ait, dans I'inclinaison,
une variation analogue; c’est de quoi il est facile de se convaincre en je-
tant les yeux sur la formule de I'Article 11

disin(o —e)=2cos(p — ¢)de,

laquelle exprime la relation qu’il doit y avoir en général entre le mou-
vement du noeud et la variation de I'inclinaison.

Je fais cette remarque, moins pour faire naitre des doutes sur les ré-
sultats de ces deux savants Astronomes, que pour les engager a sc rendre
de plus en plus attentifs a la détermination d’éléments si délicats et si
difficiles.

Au reste, quand on sera bien assuré de I'exactitude de ces éléments,
on pourra alors se servir de nos formules pour donner a la Théorie du
quatrieme satellite de nouveaux degrés de perfection.

VI. 29
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ESSAI

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

Juvat integros accedere fontes.

LucR.

(Prix de ’Académie Royale des Sciences de Paris, tome 1X, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps, différente de toutes celles qui ont été données jusqu’a
présent. Elle consiste 2 wemployer dans la détermination de Uorbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trois Corps,
¢’est-d-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport 4 un plan fixe
quelconque. On verra, dans le premier Chapitre, comment je m'y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ee Chapitre, je ras-
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semble les principales formules que j’ai trouvées, et qui renferment la
solution du Probleme des trois Corps pris dans toute sa généralité.

Le deuxieme chapitre a pour objet d’examiner comment et dans quels
cas les trois Corps pourraient se mouvoir en sorte que‘ leurs distances
fussent toujours constantes, ou gardassent au moins entre elles des rap-
ports constants. Je trouve que ces conditions ne peuvent avoir lieu que
dans deux cas : I'un, lorsque les trois Corps sont rangés dans une méme
ligne droite, et 'autre, lorsqu’ils forment un triangle équilatéral; alors
chacun des trois Corps décrit autour des deux autres des cercles ou des
sections coniques, comme s'il 0’y avait que deux Corps. Cette recherche
n’est & la vérité que de pure curiosité; mais j'ai cru qu’elle ne serait pas
déplacée dans un Ouvrage qui roule principalement sur le Probleme des
trois Corps, envisagé dans toute son étendue.

Dans le troisicme Chapitre, je suppose que la distance de 'un des trois
Corps aux deux autres soit fort grande, et j"applique la solution générale
du Chapitre premier a cette hypothese, qui est, comme Pon sait, celle
de la Terve, de la Lune et du Soleil.

Enfin, dans le quatrieme Chapitre, je traite en particulier de la Théo-
rie de la Lune; j’y donne les formules qui renferment cette Théorie, et
je fais voir, par un léger essai de caleul, comment on doit se servir de
ces formules pour en déduire les inégalités du mouvement de la Lune
autour de la Terre.

Le défaut de temps et d’autres occupations indispensables ne m’ont
pas permis d’entrer la-dessus dans tout le détail nécessaire pour répondre
d’une maniere convenable aux principaux points de la question proposée
par 'Académie : aussi ai-je d’abord hésité si je lui présenterais ces Re-
cherches pour le Concours, et je ne m’y suis déterminé que par I'espé-
rance que cette illustre Compagnie trouvera peut-étre ma Méthode pour
résoudre le Probleme des trois Corps digne de quelque attention, tant
par sa nouveauté et sa singularité que par les difficultés considérables
de calcul qu’elle renferme. .

Si I’Académie daigne honorer mon travail de son suffrage, ce sera un
puissant motif pour m’engager a le perfectionner, et je ne désespere pas
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de pouvoir tirer de ma Méthode une Théorie de la Lune aussi compléte
qu'on puisse le demander dans I'état d’imperfection ou est encore
I’Analyse.

CHAPITRE PREMIER.

FORMULES GENERALES POUR LA SOLUTION DU PROBLEME DES TROIS CORPS,

Soient A, B, C les masses des trois Corps qui s’attirent mutuellement
en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances:
soient nommées de plus , y, 3 les coordonnées rectangles de 'orbite du
Corps B autour du Corps A, o', y’, 3’ les coordonnées rectangles de I'or-
bite du Corps C autour du méme Corps A, coordonnées qu’on suppose
toujours paralleles & trois lignes fixes et perpendiculaires entre elles;
enfin soient r, r', r” les distances entre les Corps A et B, A et C, Bet (,
en sorte que 'on ait

S ,

r=yxt4 iz, o ;:in’+‘}"’—i-2/“, r”::wx»’"—.i‘)’:&-(_‘7"—_7")’+(z’—¥.-z)’.

On aura, comme on sait, en prenant I’élément du temps d¢ constant,
les six équations suivantes

d*z (A—t— B O\ c(L 1 ,
TI’—F+ ) +-m C+4(F~*'—;—;" x o,
b diy A+B G L 1y,
(A) —d—t;+<-—’-:r—+;7-) )‘+L<r—,5—~;-,;-;)] =0,
(_12—:7 + _Hil,;‘ —+ _C__ 2+ C 1 - ! 4
‘\ dt’ ( r ,.//3 4 (rlg r" 3 2203
d*z' ‘A+C B\ , 1 1
—dﬂ -+ (\-—-—r-;’—— —+ F;,—a x'+ B ”‘; — ;,,—’ X = 0,
d*y’ A+ G B , 1 1
(B) PrE + ( i 775)}' + B(r—, - 7’7?> y =o,
d*z' A+ C B\ , 1 1
a0 -+ ( 3 -+ ;,,:) 3+ B(F — ;7’> 3 =o0;
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a ’aide desquelles on pourra déterminer les orbites relatives des Corps B
et C autour du Corps A.
Si I’on fait encore

z — .Z':.T”, ],/__‘r_____‘r//, 3 — 73— 3”,

en sorte que z”, y”, z” soient les coordonnées rectangles de I'orbite du
Corps C autour de B, on aura

P’ = \Jx" 4y 4 3"

et, retranchant respectivement les trois premieres équations des trois
derniéres, on aura ces trois-ci

d*x" B+€C A\ , I ty
-+ +~';;.1: + A i,—-—-—)m:o,

de P o =
< dry” B+ C A\ . . ,
v de - (\ r’ + )y +A(;"_’ o F) y'=o,
d*z” B+ C A . . . , |
de + I F) d+A T )P T

qui exprimeront le mouvement relatif du Corps C autour du Corps B.

Il est bon de remarquer Panalogie qu’il y a entre ces neuf équations
(A), (B), (C); c’est que les équations (A) se changent en les équations (B)
en y changeant seulement Ben C, x en &', yen y’, s en z, renr’, et ré-
ciproquement; et que de méme ces équations se changent en les équa-
tions (C) en y changeant A en C,x ena”, yen y”, zen z”, renr’, et
vice versa; et la méme analogie aura lieu dans toutes les formules que
nous trouverons par la suite.

I1.

Qu’on multiplie la premiere des équations (A) par y et la seconde
par x, et qu’ensuite on les retranche I'une de I’autre, on aura

rdx—xdy | ( 1

I
P (5 - ) v — =
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Combinant de méme les deux premidres des équations (B) et les deux
premieres des équations (C), on aura ces deux-ci

1 o2 o gt !
rda —zdy (L _ ;'_> (zp! — ya') =

de r
y'dix" —x"dy 1 I y
= dr “+ A ;"_’ —_ ;.—a .Z‘]’ )’".’L‘ ) =o.
Mais
' mx—x, y'=y"—y;
done

xl‘y‘//_'rt‘zﬂ:x.].l__‘}/,xl;

donc, en ajoutant ensemble les trois équations précédentes, apres avoir
divisé la premiere par (, la seconde par B et la troisieme par A, on aura
celle-ci

Jdl‘z —_ .Z'([’]' - .7‘Id2xl - x’(l’_r’ N _7'”(1".2‘” _ x,,(],‘y‘,,
Cde Bde Adt

On trouvera de la méme maniere ces deux autres équations

zdix —xdiz Zdix — x'd* 7’ 2'dix” — a"d* 3"

cde + Bdt o Ade =

sdy —ydiz Ay —y d*E Ay — v dr
Cde T Bdre * Ade O

De sorte qu’on aura, ¢n intégrant,
(ydz—zdy y'dx'—x'dy’ | y'dx" — z"dy”

cai Bdt TR T

b zdx —zxds + Zdx’ — x'd3' + 2"dx" — x"dz"”
) Cdr Bdt Adt =
zdy—ydz  gdy’'— y'ds’ | 2dy” — y"dz" ¢

Cdt + Bdt + Adt

a, b, c étant des constantes arbitraires.

De plus, si 'on multiplie la premiere des équations (A ) par févx, la pre-

. , . dx'
miere des équations (B) par < et la premiere des équations (C) par

% 30
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”

'—1;4, et qu’ensuile on les ajoute ensemble, on aura, i cause de "= 2'—x,

flxd’x 4 dx' d*x’ . dx” d‘_.z_":
Cde Bder ~  Ade

o« o f[xdxr 2dx x2"dx”
+ (A+B + () (Cr’ -+ By -+ N ):—.o.

On trouvera de méme

Cder Bde " T Ade Crs "B T ORe

dzd*z dz’ d*z’ dz” d* 3"

O /2 7/ v

drdy | e dy” | dy Ayt gy (L'fl.r ydy  y'dy ) =20,

[ ’ 1 ! I/d ”
+ (A+ B+ () (z,('_za + ZB(ri- -+ ZAHZB ) =,

Done, ajoutant ensemble ces trois équations et mettant

rdr Adlaplacede z dz + y dy + 3 dz,

a la place de X' dx’' + y'dy’ + 2z'dz’,
I Jyoay

ala place de  2"dz"+ y"dy"+ 3"dz",

on aura une ¢quation intégrable dont 'intégrale sera

WA dyt4-ddt dx+dy - d3? da" - dy - 3" A 1 1 ,
) Cae T T B T T T ""(‘\"'[H”(‘)<1Tr'F l??'+;§r_">"-’ ‘
J étant une constante arbitraire.

Ce sont la les seules intégrales exactes qu’on ait pu trouver jusqu’a
présent; or, comme il y a en tout six variables z, y, z, «', ¥, 3/, il est
clair que, si Pon pouvait trouver encore deux autres intégrales, le pro-
bleme serait réduit aux premieres différences; mais on ne saurait guere
se flatter @’y parvenir dans I'état d’imperfection ou est encore I’ Analyse.

11
Supposons, pour abréger,

_dx'+dyr'+dz

u =

’

de
Az + dy" + d3”
= dr ’
i dx"? + dy"* +- dz"

- de ’
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en sorte que u, u', u” expriment les vitesses relatives des Corps B, C au-
tour de A, et de C autour de B; il est clair qu’on aura

d(r) zdz+ydy+izds
2df ar e

’

a*(r*) x’la".r' +y'd*y' + 3 d*s

—_— == ~ ~+ u'’?
2dt? dr ’

@(rn) w2 @2y dy 4 2,
odp? de

Donc, mettant dans ces équations au lieu de

da Ly dzo bz
de’ de” drt aEt

leurs valeurs tirées des équations (A), (B), (C), el faisant attention que

R A Al N AR L e L L S A e

et
Pt p't—
xx' +yy' + 28 = — Sy
X ”
/2 W72 2
/ 2 ; Pt
22+ oy 2y =+ Y4+ — (x4 Yy +2'2) = e ey

2
on aura, apres avoir fait passer tous les termes du méme coté,

d*r?) (A +B G Gl 1 ) , .
+ -‘*~+—~>f“+~ =) (PP A" — - - o,

2dt* rd P o \Pr3 "
di(r) A+C By . B . | |
(F) zde T\ +r—”~‘) e PR ”FJ (r'* +r*—r") —u't _o,
([2("”2) B + C I\ " A I I | Iz " ")
odie T\ s T E)TE 7’3—"}3>("‘+r’—— rto—u"t--o.

Donc, si 'on peut avoir les valeurs de u?, «'?, " exprimées en r, 7',
r” seulement, on aura trois équations entre ces trois dernieres variables
et le temps ¢, a I'aide desquelles on pourra 4 chaque instant déterminer

la position relative des Corps.
3o.
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IV.

Or on a, en différentiant les valeurs de u?, u'?, u"?,

wdu — ded'z +~dyd*y + dzd'z :
de

o du — dz' d*z’ + dyd;i:y' + dz’ d’z‘_’

u”du”‘—_ dx// d;x” -+ d.r//dzy.// -+ (]zl/ (lgz/t
o de

lonc, si I'on fait ici les mémes substitutions que ci-dessus, et qu’on sup-
pose pour un moment '
dV =z'dx +y'dy +7'dz,
dV' == zdz’ +ydy' + zdz’,
AV'=z'dx" +y'dy" + z'ds",
A cause de
xdx" 4+ y ' dy" + 2"de" = rdr,

rdr+ydy+zdz=rdr, x'de'+y'dy'+2'ds' = r'dr’,

on aura
A+B C
wdu = — <—j—+ -,,—5> rdr — C < — '.',—3> dv,

udu = — <‘§i;i + —B—-> r'dr’— B (—l— - %) dv’,
r r \rS r 3
A

wdu' = — (B —f,; ¢ + = ) rdr’— A <—l,—1 — ~—> dv”.
r r re r?




et 'on aura
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= 2(A+B)_

CR,
r
u’3: ?...(_.é'__-;:_(:_). pa— BR”
r
um: 2(B -+ C) - ARII;

rll

de sorte que les équations (F) deviendront

d*(r') A+B
+

Y, ¢
da(,./z A+C

(@) 20',7)"“,./ +B
d(r) B+ C
adp i HA

rd 2 r/l 3

et il ne restera plus qu’a trouver les valeurs de

Pour cela, je fais

dp=x'dx + y'dy + 3'dz — xdx’ — ydy' — zdz,

et comme l'on a

on aura, en différentiant,

dv, dV’', dV’.

, , , r? 4 ,.11 —p
xx +‘]] + 33 = - - -

2

r? 1 (1 I '
n 2 W2 Ny
—,—,;—4—;(;%—,—;,—3)(:-4-1 —r") 4+ R

r’ 1 f1 I
i, 7 ety ’
it (r’ r,,’> (rr-+r* "+ R

r't 1 1 ,
— 4+ = <— — ——) (r'*+r" —r2) 4+ R

237

= o,

i § 3

rde' +ydy + zds’' + 2 dx 4 y'dy + 3" dz = rdr + 1 dr'— " dr";

done

rdr+r'dr’ —»r"dr" +

(/V = -- e —————

dVv’'—

et ensuite

R

2

dV’ == r'dr' — dV,

rdr=r'dr' — r"dr" - dp
: A
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savoir

ayr—. dr+rrde’ —rdr —dp
2

Tout se réduit donc maintenant & avoir {a valeur de dp; pour y par-

venir, je différentie, et j’ai

dp =2 dx +y dy+3dz—azdz — ydiy' — z2d°3';

je substitue & la place de d?x, d*y, d*z, ... les valeurs tirées des équa-
tions (A) et (B), et faisant les autres substitutions convenables, je

trouve
o? 1/A+B C A+C B , , 1 1 1 1
=i e ) = 6 () B
ou bien

2(1’0 1 1 1 1 . 1 I
<2 72 2 V2 2 M Al 2 2 L]
_'{72_" +A (;5—-77‘>(’ +r'? 1).4,-1} <F _ﬁ:.‘ (P2—rmr ‘)+(J Fl—:—,_.'—d (, —r?—r")

V.

Supposons, pour mettre nos formules sous une forme plus simple,

r’ “4- I‘”’ —_r? P - p’r— p'? , ria4-plt— r’? ,
————— =Py, s s =P e e ==

2 2 2
I 1 I I T

- —e — e = e e e gt — — !

;7; T q, o P q, 77 ol q=q q,
ui4-u"t— S T T y W+ u't— u” "

e T ) - - e = - e T

5 ’ 2 ’ 2 ’

et Pon aura d’abord, pour la détermination de dp, cette équation
' & /ot " 1
(H) T +Cpy —Bpg' — Ap'g = o.
On aura ensuite

dV — iii’.”_:.‘ilf, dV' = ‘iplzlflf, dV" — ﬂl_’_;‘_‘ﬁ,

2
,
r') ’

= 0.
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d’olr

R = 3{—‘?* + qdp"+dp),
) !d ’
dR’ — l:'_‘,,.,.’_r + ql(dpu__ dP),
” 2rl/({r/l .
dR" = = +4 (dp —dp).
Mais
;;,-3 == ;l; —q'y ordr:dp + dp”;

done

w240 dp):

on trouvera de méme

?";‘ dr’ = 2 g(dp -+ dp"),

"3 P2

ar’dr” 2dr”

—- == A q(dp’ - dp);

,./’2

rs
de sorte qu’en substituant ces valeurs, et faisant pour plus de simphicite

(dQ = -q'dp'— q"dp" — qdp,
5 dQ'- g¢dp + ¢"dp" + ¢'dp,
dQ"= — qdp — ¢'dp'-+- q"dp,

01 aurd

R=—2-Q N2 —Q, Ko = -0,

etde I

gw,%t§+w+m,
\J) ) u'r = ?_(_f.\, -E,P»T—(:z -+ Bqu
! W ’);( [_\, j—,"? -+ (.4) + AQ”-
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Maintenant on aura
r? 1
;_/7; - ; _ql(pl+pll)’
11 I ,
;(-,—,; - —) (r? = rt— ) = qp";

2

donc, ajoutant ces deux équations, et mettant ¢” a la place de ¢ — ¢', on
aura

r 1/ I I

;‘—/75 + 5("'_,,_ . ;7/_5_> (I'2+ rl;_ r//g):;_ _p/q/+l)l/q//;

on trouvera de méme

"o

r'toa i , r w1
sl o) (=)= 5 —pg —piq,

2
r”? 1/ 1 A I
- —_— — —_ v "3 ___ p2 e ! g’
r3+:z<1"3 "3)(;z+r :)_r,,+pq+pq,

done, faisant toutes ces subslitutions dans les équations (G) ou (F) des
Articles précédents, elles deviendront celles-ci

12 ¢ A+B+‘; N ! ’ " W
a(r) = = CG(p'¢ —p¢"+ Q)=o0,

EY r

&) A+B+C
2dt r

"B\P‘I ‘*‘P”‘I”"‘ Q'):O,

d*(r*) A+ B+C /o "
Y 7 —A(=-pqg—p'¢g +Q") —o.

Ainsi 'on pourra, a 'aide de ces trois équations, déterminer les trois
rayons r, r' et r” en ¢, ce qui donnera pour chaque instant la position
relative des Corps entre eux.

Il est bon de remarquer que, si on divise la premiere de ces équations
par C, la seconde par B et la troisieme par A, et qu’ensuite on les ajoute
ensemble, on aura (i cause de dQ + dQ’'+ dQ” = o, et par conséquent
Q + Q'+ Q" = const.) celle-ci

d(r’) d*(r'?) + d?(r")
( 2Cder 7 2Bde 2Adt

A I r\
-—-(A+B+L>(-C’,:+‘B—r;+'m) —=const.,

laquelle pourra tenir lieu d’'une quelconque des trois équations (K).
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VL.

On peut encore mettre les mémes équations (K) sous une autre forme
que voici. '

Je multiplie.]la premiere de ces équations par d(r?), et je I'integre en-
suite pour avoir

ﬁzg—MA+B+Cw—C/@W-WW”Mﬂ%4JbW“%+LZW

L étant une constante arbitraire.
Or
fedtr)=ar— [rao;

dQ =q'dp' — q"dp" — qdp;

mais

de plus, a cause de r*=p’'+ p”, on aura

(plqr__pﬂq//) d( r:) - r,<q!(lpl_qn(lpu)

" !

== (Pg— ') (dp'+dp")+(p'+p ) (g'dp'~ ¢"dp") = ¢ (p"dp'— p'dp");
de sorte que si I'on fait, pour abréger,
dP = q(p"dp’ — p'dp" — rdp),

on aura, en négligeant la constante L qui peut étre censée contenue
dans P, et divisant toute I'équation par r?,

dri a(A+B+C) (P B
;l_t;—“——_r_— +C<F"“Q>-——O.

Faisant de méme
dP' =q' (p"dp — pdp" + r'*dp),

dP'=q"(pdp’ — p'dp + r"*dp),
VI. 3
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on trouvera par des opérations semblables aux précédentes

dr'* 2(A+B+ () P AN
de r +B(F_Q)—O’

dr’*  2(A+B+0() | ,
de T T Al o) =

Et, si I'on retranche ces équations respectivement des équations (K)

trouvées ci-dessus, qu’ensuite on divise les équations restantes par r, r’,

r”, on aura ces trois-ci

d*r A+B+C  (p¢—p"q P) _
ar - ‘“( F T E)=
o) drr A+l’3+(l__B<pq+lpq +"P7')=0’
de r' r r’’
- =0,

"y

d’r” 1\+B+C*A<:qu_”_plql+ﬂ>

\ de + r’? r

VII.

Nous avons donc réduit les six équations primitives (A), (B) qui ren-
ferment la solution du Probleme des trois Corps pris dans toute sa géné-
ralité & trois autres équations entre les trois distances r, r’, r” et le
temps ¢. 1l est vrai que ces réduites renferment chacunc deux signes
d’intégration (ce qui est évident en substituant les valeurs de Q, Q', Q”,
ou de P, P’, P" et de dp), et qu’a cet égard elles sont moins simples que
les équations primitives; mais, d'un autre coté, elles ont 'avantage de
ne renfermer aucun radical, ce qui me parait d’'une grande importance
dans ces sortes de Problemes.

Supposons donc qu’on ait déterminé par les équations (K) ou (M) les
trois variables r, 7, 7" en ¢; on ne connaitra encore par Ia que la posi-
tion relative des Corps, c’est-a-dire, le triangle que les trois Corps forment
a chaque instant; ainsi il reste 2 voir comment on pourra déterminer
eénsuite I'orbite méme de chaque Corps, c’est-a-dire, les six variables x,

Y5 x,y, 5.
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VIII.

Pour cet effet, nous remarquerons d’abord qu’en connaissant r, r', r”
on connaitra aussi « u', u’, et dV, dV’, dV” par les formules de I’Ar-

. 2 2 __ 2
ticle V. De sorte qu’on aura (en mettant p” a la place de rhri=r’

. 2 Y-
et v a la place de f‘—ﬂ——f—-)

les dix équations suivantes
x4y 4 2 =r?,

2yt 2 =1r",

zx' + yy'+ 23’ =p”,

zdz + ydy + zdz =rdr,

z'dx’' +y'dy’ + z'ds' = r'dr,

2'dx +y'dy + 2'dz =dV,
zdx'+ydy'+ zds’'=dV,

dz* + dy* + dz' = urdes,

dz'* + dy'* + dz’* = u* dt,

dzdz’ + dy dy' + dzdz’ = v" do’.

Or, en regardant les quantités x, y, z, o', y', 7/, d=, dy, dz, dx', dy’,
dz' comme autant d’inconnues, il est clair que les équations précédentes
ne suffisent pas pour les déterminer, puisqu’on aurait douze inconnues,
et seulement dix équations; mais, si I'on joint & ces équations les trois
équations (D) de I’Article I1, on aura alors une équation de plus qu’il n’y
a d’inconnues, et la difficulté ne consistera qu’a résoudre ces équations.

IX.

Vobserve, a I'égard des équations de I'Article précédent, qu’elles ne
peuvent tenir lieu que de neuf équations, parce que, en éliminant quel-
ques-unes des inconnues, il arrive que les autres s’en vont d’elles-mémes,

31.
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de sorte qu’on tombe par ce moyen dans une équation ol il n’entre plus’
que les quantités r?, r', p’,.... Pour le prouver de la maniére la plus
simple qu’il est possible, je prends d’abord les trois équations

zdzx + ydy + zdz =rdr,
z'dx + y'dy + 3'dz =dV,
dz'dx +dy'dy +dz'dz = v"d?,
et j’en tire par les régles ordinaires de I'élimination les valeurs de dr,
dy, dz: y’aurai, en faisant, pour abréger,
a=y'ds —3dy', «=zdy'—ydi, o"'=yz —y's,
B=73'dx' —x'ds, B =uxds'—zdzx', ("=3z2 —73'z,
y=2dy' —ydz', y'=yde—zdy’, y'=xy'—yz,
0=z (y'dz’ — g'dy') — y(2'ds’ — 3'dz’) + z(2'dy’ — y'dx’),

jaurai, dis-je,
do — ardr+a'dV + o"v"dt?

w -

(o]

dy = @rdﬁiﬂ@’daV—k@ v (li"
dzs — yrdr +y'dV + y"v"de
= LELTrESs e,
Or je remarque que P'on a

al + B+ P = (2 + "+ 20 (de +dy + de"?) — (x'dx + y'dy’ + 3 ds )

= r?udr — (r'dr' ),

@t + B+ Y = (24 + 3) (dx' + dy" 4+ d2"t) — (xdz’ + ydy’ + z2d7' )
= rtu?dt*— dV',

@A By = (2 2?) (2 I+ 3 — (2 4y + 35 )

—= ptplt — p//z,
aa' + ' +yy=(x'dx' + y'dy’ + 3'dz’) (z;dx’ +ydy' + zd3')

— (z2' +yy' + 22') (dx"* + dy'* + d3'?)
=r'dr'dV' — p"u'*de,
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aa” + B’ + vy =(2'dx’ + y'dy’ + 5'd3’ ) (x2’ + yy' + 33')
~ (xdz' + ydy’ + 3d3') (x" + y'* + 3%)
— p”l"dl" _ rrgdvl,

az’a”-i- Blﬁ/l_'_ y'y’-’:.(xdx’+y‘dy'+ ZdZ’) (xxl +},.},.l+ zzl)
— (2'dz’ + y'dy’ + 3'd3’) (27 + y? + 2?)
=p"dV' — rirdr’;

de sorte que, si 'on carce les trois équations précédentes, ct qu’on les
ajoute ensuite ensemble, on aura, apres avoir multiplié par 02, et fait les
substitutions convenables,

8 (dx'+dy*+dz*) = (rdr)[r?u*de— (r' dr' P ] + dV(r u*dt — dV")
~+ (" de ) (rrr' — p") - 2rdrdV (r'dr'dV'—p'u't de)
+ordro'd(p'r'dr'—rdV" ) 4+2dVo"de (p"dV' —rr'dr').

De méme, si 'on prend les trois équations

x4+ ¥y + 2z =r,
x4+ y'y + z'z =,

zdz'+ydy'+zdz' == dV',

et qu'on en tire les valeurs de , y et 3, il est facile de voir qu'on aura
pour z, y, z les mémes expressions que I'on a trouvées plus haut pour
dx, dy, dz, en y changeant seulement rdren r*, dV en p”et v"de? en dV';
done, faisant les mémes opérations et les mémes substitutions que ci-
dessus, on aura cette autre équation

O a4 yr4- ) = [P urde — (r'dr' ]+ ph (e de — dV'
+ dV' (e’ —p"t) o rip” (r'dr'dV' — plurde)
+2rdV (p"r'dr' — r?dV') 4 2p"dV' (p"dV' — rir'dr’).

Or on a
dz*+dyt + dza?=wdt’, et 2+ y'4z'=r
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donc on aura les deux équations suivantes

Swde = (rdrp(r*urder — r'dr'’*) +dVi(ru'*de — dV")
+(v*de) (rir'r — p") + ardrdV(rdr' dV' — p’ u'*dt?)
+ardro*de(p?r'dr — r*dV') 4+ ad V' de(p’dV' — rir'dr’),
Srr=rt(r2uw?de — r*dr') 4 p"*(riu*de — dV’?)
+dV'(rir't — p")y 4 arp?(r'dr'dV — p’ u'*de)
+a2rdV' (p'r'dr'—r*dV') +2p"dV' (p"dV' — rir'dr').

D’ou, chassant 9%, on aura une équation entre les seules quantités
connues r?, r'*,....

X.

Si I'on tire de la derniére équation la valeur de 02, on aura, en rédui-
sant et effagant ce qui se détruit,

S =r""(r*u*de — rdr'* — dV"”?) 4+ 2p” ' dr'dV' — p" urdr;
et, cette valeur de 92 étant substituée dans I’autre équation, on aura

r3(r*ude — rrdr’t — dV?)wder + (2p” r'dr’ dV' — p"ut dt? ) di?
= (rdr)(r'*u*de — r'*dr'*) + dV*(r*v'*dtt — d V")
+ (v"dt)p (r2r'? — p”*) + 2ardrdV (r'dr'dV' — p"u"de)
+ (2rdrv”dt’(p”r’dr’—- rdV') +2dVo'de(p"dV' — rir'dr');

ou bien, en ordonnant les termes,

(rr'*—p") (ww?—v"?)dt* + (rdr.r'dr' — dVdV'y
—[r(r'dr' ) —a2p”r'dr'dV' + r'*dV"*]uwdr
—[r?*(rdr)*—2p"rdrdV + r*dV*]u"de:
—a[p’(rdr.r'dr'+dVdV')— rir'dr'dV — r*rdrdV']v"di =o.
Or (Article V)

dV:éEf_.:-_dB, et dV’:.‘!E’:-._ip;
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de plus on a, par les formules du méme Article,
'.2=pl+pll’ 'Jg:p +pll’ rllj=p+Pl’

et de méme
wW=v+v, W=v+V, Wr=v+;

done, si P'on fait ces substitutions, et qu'on suppose pour plus de sim-
plicité

o (2rd\t o (dpr\e L dp\t (L dp dp"\dp | (do\:
2= p (5] o () () e - T )E @)
wi__ g [2rdr\} dp’\* ,(dp\’ odp _dp’ dp dp\*
““”( di ) +p<dt ") 2w P ot dt)’
o af2ridr'\T L (dp\? dp'\* dp dp\dp . [do\}
vep () oo ) o Ch) (o5 = ) i ()

’ . . . ) . et . [ ]6
I'équation suivante deviendra, apres avoir été multipliée par T

(N) 16(pp'+ pp"+ p'p") (' 00"+ 0'0") — 4( o+ 20"+ X" )+ (dl} prdpdy :i: dp’dp +’l°1)‘ = 0.

II faut donc que cette équation ait lieu en méme temps que les trois
équations (K) de I’Article V; de sorte que, comme elle ne contient d’ail-
leurs que les mémes variables que les équations (K), et qu’elle est d'un
ordre moins élevé d’une unité que celle-ci, on pourra la regarder comme
une intégrale de ces mémes équations (K), mais intégrale particuliere &
cause qu’elle ne renferme aucune nouvelle constante; ainsi, si I'on in-
tegre les équations (K) en y ajoutant les constantes nécessaires, ces con-
stantes devront étre telles qu’elles satisfassent a I'équation (N). De sorte
que, si I'on ne veut pas se servir de cette derniére équation i la place de
I'une des équations (K), il faudra néanmoins y avoir égard dans la dé-
termination des constantes; mais pour cela il suffira d’y supposer par-
tout z=o.

Au reste nous ferons toujours usage de cetle équation pour détermi-

ner la constante qui doit entrer dans la valeur de Z—-‘:, résultante de l'inté-

gration de I'équation (H) de I'Article V.



%8 ESSAI SUR LE PROBLEME

XI.

Reprenons maintenant les équations (D) de I’Article II, et faisant,
pour abréger,

A=ydr —zdy, ¥=p'de'—2'dy’, V=p"dz"—2"dy’,
p=zdx —zdz, p=1z3dr'—2z2'ds, p'=3"dz"—z2"dz’,

v=zdy —ydz, V=2z'dy'—y'ds, v =3"dy" —y"dz’,

on aura, apres avoir multiplié par dt,

P S U

C + 3 + X:ad”
(0) fé+%+%=bdt,

v AT

C +—;-+TA‘“C(1[.

Or je trouve, comme plus haut,
M iyt = (2 + ¥+ 2 (A2 + dy* + d2*) — (xdx + ydy + sdz) = rurdt — (rdr),

et par analogie
Vi 2= r2u de— (r'dr'),

Ay ey = e — ()
je trouve de méme
W ppp! 4w = (224 35"+ 38) (de de'+ dydy'+ dzde’)— (2'de+ y'dy + 2'de) (x da'+ y dy'+ 2.d2')

"y 2 2

et par analogie

a

o~
ue)

W+ pp +w' =pvde— (%)2 -+ (

)
)’.

o |

d

n+)

d

3\ ’, " ol — 2 QEZ
NY 4w +vV'= podt (2 -+
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Donc, si I'on fait, pour plus de simplicité,

, rdr\?
H-—-Ilt’-—(—(?;'>’

et

en sorte que Pon ait

Mot 4y =11de, WA+ pp Y =Y de,
V2 pt ey = de, W+ pp” + v =Yde,

Vi p ey =M"de, W + pp +w =V"de,
on aura, en carrant les trois équations (O) et les ajoutant ensemble,

(" E-+——I!':~4~-I-I”-4~ ‘F-+- \FI+—WI:—a’+b’+c2

¢ ooB A AB BC
équation qui est aussi, comme I'on voit, d’'un ordre moins élevé d’une
unité que les équations (K); et comme elle renferme la constante arbi-
traire a® + b* +c* qui ne se trouve point dans les équations (K), on
peut la regarder comme une intégrale complete de ces mémes équa-

tions.

XII. .

On pourrait croire que I'équation (E) que nous avons trouvée dans
I’Article IT pourrait ainsi, en y substituant les valeurs de u, «’ et «”, don-
ner une nouvelle intégrale, mais il est facile de voir qu’il n’en résulterait

VI. 32
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qu’'une équation identique, car I'équation dont il s’agit se réduit d’a-
bord a

L HPINE Y L. =f;

T AP0 (G g+ ) =

et, mettant pour u, «’ et «” leurs valeurs tirées des formules (J), on aura,
en rejetant ce qui se détruit,

Q+QI+QI/=f"

ce qui ne renferme aucune nouvelle condition, car les quantités Q, Q’,
Q" sont déja d’elles-mémes telles que dQ + dQ' + dQ”=o (Article V).
Au reste, si I'on combine I'équation

Q+QI+QI/=f

avec les équations (N) et (P), apres y avoir substitué les valeurs de «,
W' et u’, on pourra, par le moyen de ces trois équations, déterminer les
trois quantités Q, Q' et Q”, lesquelles ne renfermeront par conséquent
que les variables finies r, 7', r” et leurs différentielles premieres dr, dr’,

d,
dr” avec la quantité dﬁ’ ainsi, substituant ces valeurs dans les équa-
tions (K), on aura trois équations du second ordre entre les variables r,

r’ et 7, dans lesquelles il n’y aura plus qu'a substituer la valeur de - W'

d
Donc, si a I'aide d’une de ces équations on élimine la quantlte P des

deux autres, on aura d’abord deux équations purement du second ordre
entre les variables r, r', r” et t; ensuite, si ’on différentie la valeur de

fllp’ et qu’on mette la valeur de? 1—12 ® dans I'équation (), on aura une troi-

sieme équation entre les mémes variables, qui ne sera que du troisieme
ordre. De sorte que I’on aura, par ce moyen, pour la détermination des
variables r, 7 et ”, deux équations différentielles du second ordre et une
du troisieme; et ces équations suffiront, comme on le verra dans un
moment, pour la solution compléte du Probleme des trois Corps.

Nous croyons cependant qu’il est encore plus simple et plus commode
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pour le calcul de substituer dans les équations (K) les valeurs de Q, Q'
et Q” tirées des équations (J); car, quoique les équations résultantes
puissent monter 4 des ordres plus élevés que le second, elles auront
toujours ce grand avantage que les variables sy trouveront peu mélées
entre elles, et que I'analogie quiy régne facilitera beaucoup leur réso-
lution.

XIIL.

Des dix équations de I'Article VIII il n’en reste donc plus que neuf,
et des trois équations (D) de I'Article 11, ou (0) de I'Article XI, il n’en
reste plus que deux; de sorte qu’on n’aura en tout que onze équations
pour la détermination des six variables @, y; z, @/, ¥, 2’ et de leurs diffé-
renticlles dz, dy,...; d’oti on voit qu’il est impossible de déterminer ces
variables directement et par les seules opérations de I’Algebre; mais on
pourra en venir i bout au moyen d'une intégration, comme on va le voir.

Je suppose que I'on veuille connaitre les valeurs de x, y, z; on aura
d’abord I’équation

Q) 24y =12

Ensuite, multipliant les trois équations (O) de I’Article XI respecti-
vement par A, p, v, et les ajoutant ensemble, on aura

A+ p." +v A+ ppl 4w . W+ pp +

C B i =(ah+ bp <+ cv)dt;

ou bien, en faisant les substitutions du méme Article,

\{f” ’

I
(R) (—-+ -+

C )dt:a(ydx—x(ly)+b(zdx—-xdz)+c(zdy—y‘dz).

Enfin, multipliant les mémes équations (O) respectivement par z,
—y, , et les ajoutant ensemble, on aura

Ae—py+vae  Nz—py+vae Vz—py+vz
C * B * A

=(az—by +cx)dt.

Or il est aisé de voir que l'on a Az —py+vax=o0, et que
3a.



22 ESSAI SUR LE PROBLEME

— Nz + p'y — vz est la méme quantité que nous avons désignée plus
haut par 0 (Article IX); done, puisqu’on a déja trouvé (Article X))

or== (11"t — p" ) urdt* — rir’*dr'* 4 2p" r' dr' dV' — r'*d V",

on aura, en faisant les substitutions du méme Article X,

ZI
(;\,Z _— #I].+ V’x)’: F(PPI-"'PP”",—PIP”)\I“”_ Z]dtz’

et par analogie

r 2//
!/\)\”Z _ H”]"*' v”.x)’ — L(PP”*‘PP”‘*'P'P”)“””‘ _4_](1[2.

De sorte que I'équation ci-dessus deviendra

N AN o 12”_2/- t fLI N VNN T Y4
) VBB Y Y e byren.

Ainsi on aura trois équations (Q), (R) et (S), a l'aide desquelles on
pourra déterminer facilement les valeurs de «, y, z, dés qu’on connaitra
cellesde r, r'et r”.

On peut trouver de semblables formules pour la détermination de 2/,
y'» &'; et méme, sans faire un nouveau calcul, il suffira de changer dans
les précédentes B en C et C en B, d’accentuer les lettres qui n’ont point
d’accent et d’effacer I'accent de celles qui en ont un, sans toucher a
celles ui ont deux accents. Il faut seulement observer que la quantité dp
ne change point de valeur, mais seulement de signe, lorsqu’on change
entre elles les masses A, B, C et les lettres accentuées, ce qui se voit
clairement par I’équation (H) de I’Article V.

XIV.
Supposons, pour abréger,
v

T=%+ l{f-—,

7 \Lé(ﬂﬂl_‘_ppﬂ_l_pypﬂ)u/g_zf . “4(’)[”+pP”+P,P”)u”2_2”’
- 2B 2A
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et I'on aura ces trois équations

24yt =r,
az—by+cx=1,
a(ydxr — zdy)+ b(zdx — 2dz) + ¢ (zdy — ydz)="Tdt.

Comme les constantes a, b, ¢ sont arbitraires (Article II) et ne dé-
pendent que de la position du plan de projection des orbites des Corps B
et C autour du Corps A, il est facile de voir qu'on peut prendre ce plan
de maniere que I'on ait b =0 et c=o0; car pour cela il suffira qu’on ait
b=o0 etc=o0 au commencement du mouvement, c’est-a-dire, lorsque
t=o.

Supposant donc b =o0 et c =o0, on aura

az=12, alydx—xdy)="Tdt;

done

et, a cause de x* + y* + 3*=r*, on aura

72
ey L
done ‘
ydx — zdy aTdet
xz_{_y: :azrz__zz’
de sorte qu’en faisant
do — aTdt
99 - a’r? — Z:’
on aura
% = tangg,
et de la

_..z . — 2 Zi' ‘ — 3 z’
2=y y=\/r'—5sing’ r=\/r'— —cose.
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XV.

Mais si I'on ne veut pas s’astreindre & la supposition de b=o et c=o,
ce qui oblige de prendre le plan de projection d’une maniére détermi-
née, voici comment on pourra déterminer les quantités x, y, z avec
toute la généralité possible.

Soient
lz—my+nzx=X, AM—py+ve=Y,

l, m, n, X, , v étant des coefficients indéterminés, et X, Y deux nou-
velles variables; on aura

YdX — XdY = (mv—np) (y de — zdy) + (Rh— 1) (2 dz — x dz) + (lp — m)) (zdy —y d2);
done, faisant
my —np=ka, nA—Ilyv==hd, Ilp—mdr=kc,
on aura I'équation (Article XIV)
YdX —XdY =FkTdt.
Supposons maintenant que I’on ait
S(X2+Y?) +gZ'=x’T+-y’+ 23,

substituant les valeurs de X, Y et Z en «, y et z, et comparant ensuite
les termes qui contiennent les mémes puissances de x, y et z, on aura
ces six équations

Sf2 +8)+gar=1, f(lm + )+ gab=o,

J(mi4+-p?) +gbi=1, f(In + W)+ gac=o,

S +1?)+ge*=1, f(mn+ u)+ ghe=o,

lesquelles, étant combinées avec les trois précédentes, serviront a dé-
terminer les neuf inconnues !, m, n, ), u, v, £, g, £.
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XVIL.

Cela fait, on aura donc, 4 cause de x*+ y*+ z2=r?, I'équation

f(X4+Y?) 4+ gli=r,

d’olr ~
fX2+Y)=r'— g’
done
YdX —XdY _ fkTde
TXiRYr T =gl
Done, si ’on fait
_ fkrde
— pri gzz ?

on aura

2 _ (,-Za ,.3___ ”‘Z’
Y=\/r 9" sin X:\/———P—cos .
f D) f ¥

Ainsi 'on connaitra les trois quantités X, Y, Z, & I'aide desquelles on
pourra déterminer x, y, .
Pour cela, on prendra les trois équations

lz—my+nx=X, I—py+vx=Y, az—by+cxr=1,

et on les ajoutera ensemble apres les avoir multipliées respectivement :
1° par f1, f}, ga; 2° par fm, fp., gb; 3° par fn, fv, gc; on aura sur-le-
champ, en vertu des équations de I’Article précédent,

s=f(UX+2Y)+gal, y=—f(mX+uY)—gbZ, z=f(nX+vY)+gcZ.

XVII.

Maihtenant, comme on a supposé
B4+ +2=f(X+Y)+ g2,

on aura, en substituant les valeurs de «, y, z qu’on vient de trouver, et
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comparant les termes homogenes,

f(l +~m+n) =1, I +mp+ nv=o,
SB 4+ p?+ ) =1, la + mb + nc = o,

gla+ b+ ¢)=1, Aa+ub +vec =o,

et ces équations devront étre identiques avec les six qu’on a trouvées ci-
dessus (Article XV), et pourront par conséquent étre employées a la
place de celles-1a pour la détermination des inconnues /, m,....

Or, comme il faut satisfaire en méme temps & ces trois autres équa-
tions (Article XV)

my —nu=ka, nh—1lv—=Fkb, lu— mk-=hke,

je remarque que, si on ajoute ensemble ces dernieres équations apres
les avoir multipliées respectivement : 1° par £, m, n; 2° par 2, u, v, on
aura ces deux-ci

kla+mb+nc)=o0, k{ka+uvb-+ve)=o,

lesquelles s'accordent avec la cinquieme et la sixieme des précédentes;
ainsi I'on peut déja réduire a une seule les trois équations dont il s’agit,
et on y satisfera par la détermination de I'inconnue 4. Or, si 'on ajoute
ensemble les carrés de ces équations, on aura
lat+ 0+ ¢t) =(my —np) + (nh —ly)?* + (lu. — mh)y?
1
=(l+m+n ) (R+p+v) —(h+mp+nv) = 7

en vertu des six équations ci-dessus; de sorte qu’on aura

b=

T fya@ b
Done il n’y aura plus qu’a satisfaire aux six équations trouvées plus
haut: ¢’est ce qu'on pourra exécuter de plusieurs manieres i cause qu'il
v a plus d’indéterminées que d’équations.
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On aura d’abord
1
= Fxbro

ensuite, si I’on chasse A des deux équations

A +mp+nv=o0, Aa+pb+vec=o,

on aura
(am — bl)p. + (an — ¢l)v = o,

et, chassant y, on aura de méme
(bl —am) A + (bn — em)v = o,
d’ou je conclus qu'on aura
A=(cm —bn)d, p=(an—cl)d, v=(bl—amJ,
d étant une inconnue qu’on déterminera par I'équation

R+ pr+vt) =1,

laquelle donnera
fo(em — bn)? + (an — cl)! + (bl — am *| =1;
mais on a
(em—bnrY+ (an—cl)*+ (bl—am)* = (a*+-b*+¢*) (P +m*+n?)— (al+bm+cn;‘=;—g-,
a cause de

I 1
at + b+ c*::-é, l’+m“+n':].—, al4+bm+cn=o

par les équations ci-dessus; donc on aura

YL 33
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et il ne restera qu’a satisfaire & ces deux équations
f(l+m+n)=yx, la+ mb+ nc=o.
Supposons, pour plus de simplicité,

a=hcosa, b= hsinacose, c¢=~hsinasine;
on aura
— I
6—- \/g——ir
de sorte que
h = \/a* + b* + ¢,

et la seconde des deux équations précédentes deviendra

lcosa + sina(m cose + nsineg) = o;

soit donce
{ =sinasinn,

et I'on aura, en faisant pour plus de simplicité f =1,
sintasin®y +m? + n? =1, coOSasinn + mcose + nsine = o.

Done
mcose + nsing = — cosa sinn;

done
m?+ n?— (m coSe—+ nsine)*=(m sine—n cos ;)’

=1 — 8in*& sin?y — cos?a sin*n == 1— sin’n == CoS*»;
et, tirant la racine carrée,

m sSine — n CoSe = cOSn;

de sorte qu’on aura
m = sine cosn — cosa cosesiny,

n = — COSECOSN — COSaSinesiny;

et de I on trouvera les valeurs de X, 1, v par les formules précédentes.
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On aura de cette maniére

{ = sinasiny,
m =sinecosn — cosa cose sinn,
n = — COSt COSn — COSe Sinesiny,
A =sina cosy,
p. = — sine siny — cosa COSe COSM,

v = CcOose sinn — cosaSine cosn.

Si I'on substitue ces valeurs dans les expressions de z, y et z de I'Ar-
ticle XVI, il est facile de voir que les quantités X, Y et % ne sont autre

chose que les coordonnées rectangles de la méme courbe, qui est repré-
sentée par les coordonnées x, y, z, mais rapportée a un autre plan de pro-
jection, dont la position dépend des angles «, ¢ et . En effet, si I’on consi-
dere lesdeux plansdescoordonnéesx, y, et descoordonnées X, Y, 'angle «
sera celui de I'inclinaison de ces deux plans, 'angle » sera celui que la
ligne d’interjection de ces plans fait avec 'axe des abscisses «, et 'angle <
sera celui que I'axe des abscisses X comprend avee la méme ligne d’in-

. . , Z
tersection. Or, comme 'expression des coordonnées X, Y et = est plus
h I

simple que celle des coordonnées x, y, z, il est clair que le plan de pro-
C . Lo Z
jection auquel appartiennent les coordonnées X, Y et 7 est plus propre

que tout autre plan pour y rapporter les mouvements des trois Corps, ou
plutot le mouvement relatif de deux de ces Corps autour du troisieme.

On voit donc que la position du plan de projection n’est point du tout
indifférente, et que, parmi tous les plans possibles qu’on peut faire passer
par le Corps A, il y en a un qui doit étre choisi de préférence, parce que
les mouvements des Corps B et C autour de A sont par rapport a ce plan
les plus simples qu’il est possible.

Cette remarque, qui me parait de quelque importance dans le Pro-
bleme des trois Corps, n’avait pas encore été faite, parce que personne,
que je sache, n’avait jusqu’'a présent envisagé ce Probleme d’une ma-
niére aussi générale que nous venons de le faire.

33.
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XVIII.

Nous prendrons donc, a la place des coordonnées =, y, 3, celles-ci X,

Z .
Y, 7> pour représenter le mouvement du Corps B autour de A; et comme

PPon a, & cause de A = — (Article XV),

g

X2 4+ Y2+ <%>’:x,+yz+z!=r2,

AU RN

Y= \/r — (7:) sing, X = \/: — (Z) cos g,

il est clair que ¢ sera I'angle décrit par le Corps B autour de A dans le
plan de projection, c’est-a-dire, la longitude du Corps B dans ce méme

plan; et que 7%7 sera le sinus de la latitude. Ainsi on aura (Article XVI),

a cause de f=1,

i 1 1
L e ————
Ve +b+c¢ h
Pour le Corps B :
Rayon recteur de orbite. .. .......... r,
Longitude..........oouviviuonns. ~——1:il£—7—-2—,
‘ o[- (5]
. . Z
Sinus de la latitude. . ..... ...l T
Pour le Corps C :
Rayon recteur de I'orbite. :............ r,
Longitude............. ... ..ol Tdt T
' AN
|-G ]
!
Sinus de la latitude................... 17
hr

Les valeurs de T et de Z sont données par les formules de I’Article XIV, .
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et pour avoir celles de T’ et Z' il n’y aura qu’a changer dans oelles-la
I’accent zéro en ' et ' en zéro, et ensuite B en C et C en B.

Quant & la quantité 4, c’est une constante arbitraire qui dépend du
mouvement initial des Corps; mais il faudra la prendre telle, qu’elle
s'accorde avec U'équation (P) de I'Article XI, dans laquelle le second
membre est

@+ b+ = I
de sorte qu’il 0’y aura qu’a prendre pour £ la racine carrte de la valeur
du premier membre de cette équation lorsqu’on y fait £ = o.

XIX.

Les formules que nous venons de trouver servent 4 délerminer les
orbites des Corps B et i autour du Corps A par rapport & un plan fixe
passant par ce méme Corps; mais il faut voir encore comment on peut
déterminer, par leur moyen, la position mutuelle de ces orbites. Pour
cela, nous commencerons par remarquer que si I'on considere le triangle
formé a chaque instant par les trois Corps A, B, G, et dont les trois cotés
sontr, r' et r’, et qu'on nomme &, &', &” les trois angles opposés a ces
cOtés, on aura, comme on le sait, par la Géométrie ¢lémentaire,

r't 4 l R

oS4 = — —
N ar’r” ret’
2 M2 pl2 U
cost - NP
- "r"" r W
Pt p't —p” ¥
cos g’ =— o —— = -I—)——,

Or on a (Article VIII)
p=xx 4 yy 4+ 373
done
cosg’: - xfj:l]. ki
rr!
¢” étant 'angle formé au centre du Corps A par les rayons recteurs r et r’

des deux autres corps B et C.
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Qu’on imagine maintenant deux plans passant, I'un par le Corps A
et par les deux points infiniment proches dans lesquels s’est trouvé le
Corps B au commencement et 4 la fin du temps infiniment petit dt, et
Pautre par le méme Corps A, et par les deux points infiniment proches
olt le Corps C était au commencement et & la fin du méme temps d¢; ces
deux plans seront ceux des orbites des Corps B et C autour de A, et ils se
couperont nécessairement dans une ligne droite passant par le Corps A,
laquelle sera donc la ligne des neeuds des deux orbites.

Soit w I'inclinaison de ces deux plans I'un & l'autre, £ la distance du
Corps B a I'intersection des deux plans ou a la ligne des nceuds, c¢’est-a-
dire, I’angle compris entre le rayon r et la ligne des nceuds, et & la distance
du Corps C & la méme ligne des nceuds, c’est-a-dire, I'angle formé par le
rayon r’ et laligne des nceuds; si I'on imagine une sphere décrite autour
de A comme centre, et que par les points ol les deux rayons r, ' et la
ligne des nceuds traversent la surface de cette sphere, dont nous suppo-
serons le rayon égal a 1, on mene des arcs de grands cercles, on aura
un triangle sphérique dont les trois cotés seront &, & ct £, et dont
Pangle opposé au coté £” sera w; de sorte qu’on aura, par les formules

connues,
c0os&” == cosE cosE +sinksiné cosm;

done
xx' +yy' + 23

cosEcosE +sinEsing cosw = =

Supposons maintenant que pendant le temps dt le Corps B décrive au-
tour de A I'angle infiniment petit 46, et que le Corps C décrive ’angle 7',
il est clair que, tandis que les lignes x, y, z, r croissent de leurs diffé-
rentielles dr, dy, dz, dr, 'angle £ croitra de d9, et I'angle » demeurera
le méme, parce qu’on suppose que la position des plans des orbites des
Corps B et C est la méme au commencement et a la fin de I'instant d¢; de
méme, en faisant croitre les lignes «’, ¥/, 7', r’ de leurs différentielles dx’,
dy',dz',dr’, il n’y aura que I'angle &' qui variera en croissant de d¢'. Or,
comme I'équation précédente doit étre identique et indépendante de la
loi des mouvements des Corps B et C, il est clair qu’on pourra y faire va-
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rier les quantités x, y, z, r et £ qui appartiennent au Corps B itdépen-
damment des quantités &/, ¥, z', r’ et Z' qui appartiennent au Corps C,
et vice versd celles-ci indépendamment de celles-13; d’ou il suit qu’en
faisant varier d’abord @, y, z, ret&, ensuite &', y/, &', r’ el &', enfin les
unes et les autres en méme temps, on tirera de I'équation dont il s’agit
les trois suivantes
(xz'+yy'+32")dr N z'de+y'dy+3'ds ,

(—sin§ cost + cosEsin¥' cosw)df —— pe —

(xx'+yy +33")dr LZ dz’ +ydy +zdz’
b

(—cosEsin +sink cosE cosw)df' =— oy o

(sinEsin&’ + cos& cost’ cosw)do dy’

(zx' 4+ yy' + 22" )drdr’  (2'dx +y dy + 3'dz)dy
rip’s - rr’

(zdz' + ydy' + zd3z')dr 4 dzdx' + dy dy’ + dz dz'
rir’ rr’ N

Donc, si 'on fait dans toutes ces équations les substitutions de I'Ar-
ticle VIII, on aura ces quatre-ci

7
cos § cost’'+ sing sinf' cosw = r’;r, )

i ; "dr + rdV
— sinf cost’ + cosE sin¥’ cose = — pértray,

rip' (10
“dr'+ r'dV’
. : —_par=ray
cos sing’ + sin cost’ cosm = wido
c b e by / prdrdr'—dV.rdr'—dV'.r'dr+ r'v'dt
sing sing’ + cos§ cosk' cosw = e de dy .

Or il est facile de concevoir que le carré du petit espace que parcourt
le"Corps B dans le temps dt est exprimé également par du®+ dy?+ dz?
et par r?dG* + dr?, de sorte qu’'on aura

rdf = Jdz*+ dy* + dz* — dr?

et par conséquent (Articles VIII et XI)

_Vwdt—dr _ dtyll
df =" - =

r)

k)
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et de méme

r'

Jo — Ve —dr® _ deyTr
r’ - )

Ainsi les seconds membres des quatre équations précédentes seront
tous donnés, dés qu’on connaitra r, 7 et r” en ¢ (Article cité); de sorte
qu’on aura quatre équations entre les trois inconnues &, & et w, par les-
quelles on pourra non-seulement déterminer ces trois inconnues, mais
encore avoir une équation entre les quantités r, r', r’, u, u,..., et cette
équation sera la méme que celle qu'on a déja trouvée plus haut (Ar-
ticle X) par une voie bien différente.

XX.

Supposons, pour abréger, que les équations précédentes soient repré-

sentées ainsi
c0s¢ cost + sin sinf cosm = A,

sinf cosZ — cosk sing cosm = u,

cosE sing’ — sing cosg cosm = v,

sinf sinf’ + cos cosg cosw - — @,
en faisant *
p’ pldr—+rdV pldr'+r'dV’
hes ke pem ey V= e
rr rir'dg rr'idf

_ —pldrdr'+dN.rdr'+dV'.r'dr—rr'v"de
= rir'2dodg ’

il est facile de réduire ces quatre équations a ces deux-ci
cos(EEE) (1 coswi=ixwm,

sin(Ex¢) (13- cosw) =p v,

lesquelles, & cause de ambiguité des signes, équivalent réellement a
quatre équations. Elevant ces deux équations au carré, et ensuite les
ajoutant ensemble, on a

(1meosw) = (A o)+ (pv),
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d’oll, a cause de 'ambiguité des signes, on tire
—COSw =AW + pv, I+ COS’0) =N+ p?+ '+ w’;
de sorte qu’éliminant' COSw on aura
1+ (As + w)* = P+ p' 4+ + o

Si l'on substitue dans cette équation les valeurs de A, ., v, &, comme
aussi celles de d0 et de d0’, on aura une équation qui sera la méme que
I'équation (N) de I’Article X; ce qui peut servir a confirmer la bonté de
nos calculs.

L’équation

— €OSt =A@ + pv

donnera
prde — dvdv. W

OSO=TTadeds T jinn

ce qui fera connaitre I'inclinaison » des deux orbites.
Connaissant o, on connaitra aisément £ et £’; car, en multipliant les

deux équations
cos(£+ &) (1—cosw) =1+,

cos(E —&)(1+cosw) =L —®
I’'une par I’autre, on aura celle-ci
1(cos2k + cos2t )sin’ew = 1* — &*;
et de méme les deux autres équations
sin(§ +&)(1—cosw)=pm+v, sin(§—E&)(1+cosw)=u—yv,
étant multipliées ensemble, donneront

— 1(cos2§ — cos2E')sin*e = p?—v?,
d’ott 'on tire

Zz_mz_#z+v2 )\2—6374-[1-2—142
sin‘w sin‘w
VI 34

cos2§f = y cos2f = ’
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ou bien, en mettant  la place de &* sa valeur
1+ cOS% » — A?— p?— v?,

tivée de l'équation trouvée ci-dessus, on aura, & cause de cos*w=1—sin’w,

cosaf—14

d’ou l'on tire

1 — A2— 2 11— A — 23
Sy sing \/ ¥,
sino sinw

¢’est-a-dire, en substituant les valeurs de A, ., v, et faisant attention
que r*di* = uwldi* — dr? et r'*d§’* = u'*de* — dr',

(, ,Iz l/z) uudta ( Idr ) _|__ o ( /J,/)dvl__’.nd\?fz
—p Y p(rdr ,
rr'*sine d6’

SII’IE =

v(l l“"-f p”’) u’(lt’ —_— rrdri+ "p”(rdr) (lV —r (lV2

siné' =
: r'rsine d

ou bien (Article XIIT)

vh(pp +pp +pp ) u =¥

sing —
2ryI'sinw

sing - Vilpr +pp+ppw—2
2r (M sinn

XXI.

Si 'on veut que les trois Corps se meuvent dans un méme plan, on
aura alors » = o, et par conséquent cosw =1 et sinw = o; done

= 4(pp'+pp" +pprw, T=4(pp'+pp"+ p'p)u"

et par analogie ]
S — 4(Ppl+Ppr/+p/P”) uw”.

De sorte que les quantités Z et Z' (Article XIV) seront nulles, et par
conséquent les mouvements des trois Corps s’exécuteront dans le méme
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plan que nous avons pris pour le plan de projection (Article XVIII). Or,
si 'on substitue les valeurs de u?, u'?, u” tirées des équations précé-

dentes dans I'équation (P) de I’Article XI, on aura unc équation en r, r',

v . dr o dr' dp _ . . T
ret gr g gp bar laquelle on pourra déterminer cette derniere

dp
dt

on aura les valeurs de u?, «?, u"? expriméesen r, ', r’ et

.. d . . C Nt
quantité E?; substituant ensuite la valeur de == dans celles de 2, ¥/, X7,

”

dr dr'  dr
de’ dt’ dr
seulement; ainsi, mettant ces valeurs de w?, w?, u? dans les équa-
tions (F) de Article lII, on aura enfin trois équations en r, r', r” et ¢,
lesquelles seront simplement différentielles du second ordre, au lieu que
les équations générales (K) de I’Article V montent au quatrieme ordre,
lorsqu’on les délivre des signes d’intégration.

Au reste je crois que, dans le cas méme dont il s'agit, ces dernieres
équations seront toujours préférables, parce qu’elles ont ’avantage sin-
gulier'de ne renfermer aucun radical, ce qui n’aurait point lieu dans les
équations ou 'on emploicrait les valeurs de «, «/, w’ déterminées par
les équations ci-dessus, valeurs qui renfermeraient nécessairement des
radicaux carrés.

RECAPITULATION.

XXII.

Pour résumer ce qui vient d’étre démontré dans ce-Chapitre, soient
nommées: A, B, C les masses des trois Corps; 7, 7/, r” les distances entre
les Corps A et B, A et C, B et C; et supposant, pour abréger,

,,IZ + './/2 — r‘l , r: + ’,llg —_ ',/2 . 1'2 + ‘.12 _ r;/2
= —————) = — —=- 9 = - - - ey
P 2 P 2. P 2
1 1 1 I 1 1
—_— I_____.-_____ ll_______-_.___ — ’
9= r's ,.//3’ 9= r ,."s’ T pls r q q,

34.
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on aura, en prenant I'élément du temps d¢ pour constant,
(") 1{.,.8_;_(‘ —Bp'a’'— Ap’qg" = o:
T+ Cpg—Bp'g'— Ap'q"=o;
(IQ — ql di.)r — qlldpl/_ qu’

(I dQ' = ¢dp + q"dp”"+ q'dp,
dQ'=—gqdp—gq'dp’ + q"dp;

&ir) A+B+C
Cade r -

C(plq/ __p//q//+ Ql —o0,

. Vd*ryy A+ B4C
(K) adtr r’

—B(pg +p"¢"+Q ) =0,

d2(p") _ A+B+C
adt? r”

—Al=pg—pq+Q =0

Ces équations serviront i déterminer les valeurs des distances r, ', r”
en ¢; apres quoi on pourra trouver dircctement et sans aucune inté-
gration les valeurs de tous les autres éléments, d’olt dépend la détermi-
nation des orbites des Corps B et C autour du Corps A.

En effet, si 'on nomme

u, B, A,
', ) la vitesse du Corps { C, autour de { A,
w’, C, B,

on aura d’abord

w = "(J‘_,""_B"'_” + CQ,
(J) u”:q;'————A(A-tJB +C) + BQ',
wr=2AT B0 g,

Si I'on nomme ensuite

¢ l'angle parcouru par le Corps B autour de A dans un plan supposé
fixe et passant par A, c’est-d-dire, la longitude de B,
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¢ Tangle de la latitude de B par rapport a ce méme plan,
¢’ la longitude de C,
¢’ sa latitude,

et qu’on fasse, pour abréger,

P :ppl+PpI’+p’p’I"" r,r/,_Pﬂg____L(z ,,1 I-;+ 2,‘2rl/2+ 2,.11,.//2_ rl —_ '.N_'

== r+r ) (e =) (= ") (= — "),

)
- (r?) p”\? : . dp’ dp”
2o (SR () () (-

o (dlr") . dp\? dp'\* dp' ,dp
o 4o G Y-

"= r"y’ — (Ci(_:‘l_i_) z’
_ dp
Vi=po— (‘m

en supposant

Ui u"—u , W+ ur—ut g WA ur—u"
V= — ’ v = T = )

2 2 2

on aura sur-le-champ

II [VI q/'//

I 7 57 1 "y __ SV — — —
oy BV E VRS gy TR R
sing = eh T T @ T T hrecosiy

o (ANt dpr\r (dp )\ L dy dp'\dp
¥ = (T ) () () < i - (1’1)7““(-

’
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el :
1 55— U o7 o . L 4 _‘_F_,_I
PR LU SRR S
- 2hr’ Y de T T hrcosty

Il faut remarquer que ces formules renferment deux constantes qui
ne sont pas arbitraires, mais qui doivent étre déterminées par des équa-
tions particuliéres; ce sont : I'une la constante 4, et 'autre la constante

. . PR dp 1,4 )’ .
(ui peut étre ajoutée a la valeur de E"te déduite de I'équation (H) par la
voie de I'intégration.

Voici donc les équations qui serviront a déterminer ces constantes

N) 16PU— 430+ ¥ v+ 30+ (

\
\

de

dpdp'+dpdp”+ dp'dp’ tf?e’.) —o,

en supposant

"3

U= 40"+ o'V =wu' — v == L 203U + 207U + 200" — u' — /' — ")

et

n mw 1w vy gy
2 BC

(P) GtE Tt H+E+--)::/l'.

On pourrait, si 'on voulait, employer ces équations a la place de
deux quelconques des équations (K); mais, comme elles sont assez com-
pliquées, il vaudra mieux ne s’en servir que dans la détermination des
constantes dont il s’agit; et pour cela il est clair qu'on y pourra sup-
poser partout ¢ = o.

Or si, pour plus de simplicité, on suppose que, lorsque ¢= o, on ait
dr dr’
i =% dr
Pangle §” compris entre ces rayons (Article XIX) soit nul, ce qui est

= o, et que de plus les rayons r, 7' coincident, en sorte que

toujours permis lorsque cet angle est variable, on aura, a cause de
r’* =r?+4r'* — arr'cosg” (Article cité),

r'*=(r'—rp? ——=o;

done
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de sorte que I’équation (N) deviendra

- dp L
mais & cause de r"*= (r'—r)? on aura P=o; donc aussi 7; = 0. Ainsi

il faudra prendre la valeur de ZIL: » ensorte qu’elle devienne nulle lorsque
t=o0 (')

L’équation (P) se simplifiera aussi beaucoup par les mémes supposi-
tions, et elle deviendra

o

rrwd o or'u't rMe”? pe  pv o p
(p e e
(P h ity iy vain ks (AB+ e T Be >,

ot il faudra prendre pour r, 7', r”, u, @', u’ les valeurs qui répondent
at=o.

Quant aux constantes qui pourront entrer dans les valeurs de Q, Q’
et Q’, elles seront entierement arbitraires et ne dépendront que des
valeurs initiales de , &/, u’, qui sont & volonté. '

Enfin, si I'on nomme encore

d5 Pangle élémentaire décrit par le Corps B autour du Corps A dans
Pinstant dz,

d9' I'angle correspondant décrit par le corps C autour de A,

» I'inclinaison mutuelle des orbites des Corps B et C autour de A,

£ la distance du Corps B au nceud de ces deux orbites,

¢ ladistance du Corps C au méme neeud,

on aura
do_ymo do (O
dt — r’ dt —
coSe = —l-l—f_-”—_- $inf — @EX ing = ,\LZ__P.,{"_’T_E_.
oo’ " 2rsinw \/II’ 2r' sinw Y11

(*) I faut remarquer que, dans le cas dont il s'agit ici, 'équation (N) est encore satisfaite

dP 9 ” , ,3

(Note de UEditeur.)
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CHAPITRE II.

SOLUTION DU PROBLEME DES TROIS CORPS DANS DIFFERENTS CAS,

XXIIL

Nous allons examiner dans ce Chapitre quelques cas particuliers, o
le Probleme des trois Corps se simplifie beaucoup et admet une solution
exacte ou presque exacte; quoique ces cas n’aient pas lieu dans le Sys-
teme du monde, nous croyons cependant qu’ils méritent I’attention des
Géometres, parce qu’il en peut résulter des lumieres pour la solution
générale du Probleme des trois Corps.

XXIV.

L.e premier cas qui se présente est celui ou les trois distances r, 7/, r”
seraient constantes, en sorte que le triangle formé par ces Corps demeu-
rat toujours le méme et ne fit que changer de position.

On aura dans ce cas

dr=o0, dr'=o, dr’'=o,
et par conséquent aussi
dp=o, dp'=o, dp"=o;

done les trois équations (K) deviendront

A+B+C
+r +C(prq/_pr/qu+ Q) —o, .
A+B C \/n /
(a) ST 4B+ Y +Q) =0,
A+B+C

~ +A(—=pg—p¢+Q")=o;

r

d’ot 'on voit que les quantités Q, Q', Q" seront pareillement con-
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stantes, en sorte qu’on aura |
dQ=o0, dQ'=o, dQ’'=o,
moyennant quoi les équations (I) se réduiront a celles-ci
qdp=o0, g'dp=o0, ¢'dp=o,
lesquelles donneront ou ¢ =0, ¢'=0, ¢"=0, ou dp =o. Examinons
séparément ces deux cas. ‘

XXV.
Soit d’abord

done

de sorte que le triangle formé par les trois Corps sera équilatere; les
équations (a) donneront done

CQ=BQ =AQ" = — ﬁ‘_"_B_i'_(‘,

r

et, ces valeurs étant substituées dans les formules (J), on aura

w=ut=u"*= A+B+ C-
‘7 r
Maintenant on aura
r2 " u2
p:p’:p":;, v=v=uv ==
donce
3rt 3ut
P = -4——, = -—4——;
9 . d’P ,
de plus I'équation (H) donnera —— = o, par conséquent
p q dti p q
d
e

a étant une constante arbitraire qui doit satisfaire a ’équation (N).

Or on trouve
2=23=3=ria

VL. 35
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de sorte que I'équation dont nous parlons deviendra -

griuv' — 6ruwta’+ o' =o,

¢’est-a-dire,
(3r*w? — a?)*=o,

d’ob
a=3rw=3(A+B+C)r
Ainsi 'on aura satisfait a toutes les ¢quations du Probleme; de sorte
que la valeur de r demcurera indéterminée; d’oti il s’ensuit que le sys-
teme des trois Corps peut s¢ mouvoir de maniere que les trois Corps
forment toujours un triangle quelconque équilatéral.

Ayant trouvé

on aura

done
sing==0, siny’'=o;
d’oit on voit que les trois Corps seront toujours nécessairement dans

un méme plan.

On trouve ensuite
|| EEEE | U | GRS Ry 7L

. . ol roe 3riud
L U (A A= py + -4— = —-4— + o riut
4

done, i cause de b ==0 ¢t ¢'= o0, on aura

do _d' (L' L\¥,
dt *‘W“‘(c A u) h-

mais 'équation (P) donnera

h = -I— -+ L - L ~+- 2 -+ 2 + i) r}e
C* B A*  AB  AC  BC, ’

ou bien
1 1 1\?
Nt == ('C' -+ —B~ -+ 7\-) riu?,
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par conséquent

Iz:(%+-11\-+ %)ru;
done

139 (lcp A-t—B—%—L

dt dt S

S|

Ainsi les Corps B et C ne feront que tourner autour du Corps A avee

une vitesse angulaire constante et égale a { / ———-—-=-

XXVIL.
N . . N ) \ (l.O ' " :
Examinons maintenant autre cas, ou 77 = O sans que g, ¢, ¢" sorent
nuls, et substituons d’abord dans les équations (J) les valeurs de CQ,
BQ" et AQ” tirées des équations (a) ci-dessus; on aura

\ A+B+C "y
w? == T Cp'g —p'q")
(b oy +lf+h "y,
r
A+B+C
W= 2522 A (— pg— P

d’ou Pon voit que les vitesses relatives des Corps seront aussi con-
stantes, mais non pas égales entre elles comme dans le cas précédent.

S 1, . ),
Or, puisqu’il faut que (3’3 =o0, on aura donc aussi 177? =0, etl’équa-

tion (H) deviendra

I gV

(€) Cpy —Bp'q—Ap"q"=o.

Ensuite I'¢quation (N) deviendra (i cause de dr = o, dr' == o, dr"—=o,
et dp =0, dp'_—: o, (lp": o, d{i =o0)

16PU=o,

savoir
=0, ou U:=o;

35.



276 ' ESSAI SUR LE PROBLEME

ainsi, en combinant 'une ou 'autre de ces équations avec I’équation

précédente (c), on pourra, par leur moyen, déterminer deux quelcon-

ques des trois indéterminées r, 7', r”, et le Probleme sera résolu.
Supposons d’abord P=o0, on aura

(r+r'+r)yir+r—r"y(r—r=+r")(r—r'—r")=o;

done, puisque 7, ¥, r” sont supposées positives, on aura ces équations

14

r+r—r"=o0, o0 r—r'+r’=o, ou r—r —r’=o,

d’ou 'on tire

r=r+1r, ou rr=r+r’, ou r=1r+4r";

¢'est-a-dire, (que I'une des trois distances doit étre égale a la somme des
deux autres, ce qui montre que les trois Corps doivent étre toujours
angés dans une méme ligne droite.

Imaginons que les trois Corps A, B, C soient rangés de suite dans la
méme direction, en sorte que I'on ait

r'=r'—r,
et, faisant pour plus de simplicité r'= mr, il 0’y aura qu’a substituer
dans I'équation (c) mr a la place de 7', et (m —1)r a la place de r";
'inconnue r s’en ira, et ’on aura une équation qui servira a détermi-

ner m. On trouvera done

_om+(m—1)—1

D = - rr=m—m)r?
I . ( ),
1+ (m—12—m?*
p= ( ) r’=(—mr,
2
1+m*—(m—1)?
kM
2
1 1 1 Im*—3m+1 1
|y =|—--———-mmm-—=— - =
1 m* (m—ap)r m{m—1p rd

I ]l m—3m*~+3m
-

rd (m—1p® r

e (L VL tom o
- - 3!

/e m?
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et, ces substitutions étant faites dans I’équation (¢), elle deviendra, apres
avoir été multipliée par m?(m —1)?r,

(d) C(—3m*+ 35n—-1) +Bm*m*—3m+3)—A(m—1)(1—m*)=o,

laquelle étant ordonnée par rapport & r» montera au cinquieme degre,
et aura par conséquent toujours une racine réelle.

Ilestbon de remarquerici que, quoique nous ayons supposé r'=r'—r,
la solution n’en renfermera pas moins tous les cas possibles, a cause que
les distances r, r', r”, étant prises sur une méme ligne droite, peuvent
étre positives ou négatives, suivant la différente position des Corps.

Maintenant, & cause de

dr=o, dr'=o, dr'=o, dp=o,
on aura .
2=o0, Y=o, 2'=o0;
de sorte que, comme on a déja P = o, on aura

siny =o, sin{’=o,

ce qui montre que les trois Corps doivent se mouvoir dans un plan fixe.

XXVIL

Supposons maintenant ’autre facteur U égal & zéro, on aura
U=+ v + Vv =wu'?— v'*=o,

Or les équations (b) donnent

] A

" (“ ! 4 7" 1 B ”o,."”
-=—(A+B+C)gq —»;;(pq—p q )+;721pq—+-p )y

1N

|

w?
%} 2

-~
~

d’olt, en multipliant par 7%, et mettant a la place de r? et r'* leurs
valeurs p'+ p” et p + p”, on aura, i cause de ¢"=¢ —¢’,

r*ut—ru=(—Cq+Bq'— Aq")P + (Cpg —Bp'q'— Ap"¢")p;
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mais

Cpg—Bp'qg —Ap°q"=o
par I'équation (c¢); donc on aura simplement

rtut —rtut o= (— Cg + Bg'— Ag)P,
ctP'on trouvera de méme par analogie

’\”2

W — "= (Cg + Bg'— A¢")P,
ritut—r "= (Gqg + By + A¢" 1 P.
d’ou il est facile de tirer
Pl == — CgP, prut— i - - Bq'P,
et par cons¢quent

., prwe+CygP prur+Bq' P
[ Ut SURINE R S s e T H

r 1

done

v PP P(Bg w4 Cqa'ti + BCqg' P
(4 - e m——— - e e e— - —— - - - -

rir’?
et de I, a cause de P =r%® —p"2,

U= wu?— v = 1—7‘;75 [wiw?—p"(Bq w + Cqu'?y — BCqq'P|

— i [(w — qu”)(u"‘ — By'p")— BCrir'iqq' |

Mais les mémes équations (&) donnent

, — A +B ¢
w — ‘A(IP — | ———— ___) ,.2’

rd ,./'3

u: — iiq’/)"-_i- (i—-—'_—(‘ -+ l}_) r't;

s "3

done, ¢n substituant ces valeurs aussi bien que celles de ¢ et ¢’, on aura

A+ C\/A+C B 1 1 I 1
U= (52 5m) (5 ) e () (5 - ) )

r r r’s
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ou bien

Az 2 2 N ~
o A e e ) ) B2

‘ra,.'s rip”s ,Js,‘”a rd \p's r ,.la rs r rs '3

D’ot I'on voit que I'équation U = o ne peut donner que celle-ci P = o,
Pautre facteur de U ne pouvant jamais devenir nul, & cause que les
rayons r, r’, r” et les masses A, B, C sont des quantités positives.

XXVIIIL

L’équation P = o étant done la seule qui puisse satisfaire au cas que
nous examinons, ce cas n'aura lieu, comme nous Pavons vu plus haut,
que lorsque les trois Corps seront rangés dans une méme ligne droite,
et que leurs distances seront dans le rapport exprimé par I'équation (d ;.

Or nous avons déja trouvé que les trois Corps doivent se mouvoir
dans un plan fixe; de sorte que, connaissant la vitesse u du Corps B au-
tour de A, il 0’y aura qu’a la diviser par r pour avoir la vitesse angu-
laire des Corps B et C; mais, si 'on veut faire usage des formules gé-
nérales de I'Article XX1I, on remarquera qu’a cause de P=o0 on a
(Article XXVII)

mais les équations (b) donnent

u w' u"

e 1 Ly
'(':-—1‘""}‘—!" —K-n-(ATBJf (J(;-{”;“;‘F*“),

done, substituant les valeurs précédentes de w'? et w”, et faisant, pour

abréger, )
o 1 1
A+B+C) |-+ 5+ =
r r r’
b= —- “‘“,;‘5‘_*’_‘ ';./T'_;' P
C B A ‘

on aura
W=k, wr==kr?, ut=hkr",
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donc aussi ‘
v=kp, V/=kp, v'=kp".

Ainsi on aura (Article XXII)

O=kry, W=kr¢, NM"=kr",
V=kp, Y=kp? Y'=kp

mais, a cause de P=o, on a

pr=rir", pt=rr", p"=rir
done :
VY="Fkrir, W=krr?, Y'=Fkr):

donc I'équation (P) deviendra

d’ou
r: r’ r’\ -
b= (g 5+ 5)VF
ensuite, a cause de y =o et'y'=o,

dy do' __k(r  r® "\ 7
A=w=5(g+5+%) =

XXIX.

Nous avons supposé ci-dessus que les rayons r, 7', r” étaient constants,
et nous avons vu que cela ne peut avoir lieu que dans deux cas, savoir:
lorsque ces trois rayons sont égaux entre eux, et lorsque I'un d’eux est -
égal & la somme des deux autres. Supposons maintenant que ces trois
rayons soient seulement dans un rapport constant entre eux, et voyons
dans quel cas cette condition pourra avoir lieu. Soit done

r=mr, r"=nr,
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met n étant des quantités constantes, et ’on aura d’abord (Article XXII)

p=pry, p=piey pr=yie,

__.m I____m I/__m
1= 4 =m =5
en faisant, pour abréger,

m:+ n? —1 ,__1+n—m s 14+m—n

= ——y = Y = )
2 2 2

— ! I (A I " . 1 —_— ’

m_.-’—nT—-’?7 m——l—za’ m—;n—s—l_m——m.

Donc¢ I’équation (H) deviendra

dp  Cpo—Bp'e' —Ap's”
dr r

- == 0,

ou bien, en faisant

/-

l=Cuw—Bp'n'—Ap"o",

pour abréger,
dp

A
— + - =o0,
de r

et intégrant
- do A il_t
(7? —_x — )

, G, . d
o étant une constante arbitraire égale a la valeur de -(ﬁ lorsque ¢ = o.

Ensuite on aura
_ s Ar dt\ dt
dQ =2(p'e —p'e") 5 —® (“'—A/‘T)F’

dQ'= 2(—pw — p' ) (rl_: +“’”<“ - [d71> %;
VI. : 36
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done, en intégrant,

Ny YT
V= R [ EY Oy,

0= 2B L [ ()2

k. k' et £ étant des constantes arbitraires.
Faisant toutes ces substitutions dans les équations (K), et divisant
ensuite la seconde par m? et la troisieme par n?, elles deviendront

celles-ci

diirty A+B+Clr— o'+ p'o") . dt\ dt . ‘
- & + U <d—-Z ry ‘r—s——(,lt = o,

2dt? r

di(r® \+( +B[l-— ym—l—p’/m”)m] /’( )\/’dt) d_ _ B/ Y
'n1 "3 -

EY 2 mer m?

d*(r'y B+ C+A[1+(po+p'e’)n]  Aw” /’( 7\Af(ll> dt Ak" -

—_—— =0
2dt: nér ’

y

lesquelles devront étre identiques; de sorte qu’on aura ces conditions a
remplir :

A+ C+B[1—(pw + p"&")m|

10 A+B+Ch—ue' +u'a") =
m3
_B+C+A +(ptw+-y’m’)nj
= 5
; / Alu .
2° (3652-]—13,-:— -r:-—, ou bien a=o0 et }=o;
m n
! ”
30 Ch = }—3—1{—:‘\1'
m? n’

Ces deux dernieres conditions peuvent toujours se remplir par le
moyen des constantes indéterminées £, £’ et £”; ainsi la difficulté ne con-
siste qu’a satisfaire a celles des groupes 1° et 2°.

Or, si I’on fait, pour abréger,

6_{;[4 +pp ==+ m+n) 0 +m—n)(1—m+ n)(1—m — n),
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on pourra réduire les deux équations du groupe 1° a celles-ci, par des
transformations analogues & celles de I’Article XXVII,

() (~Cw-+Bw —Aw')d+p'k=o0, (Cw-+Bw'—Aw")d—ui=o.

Ainsi il n’y aura qu'a combiner ces deux équations avec celles du
groupe 2°, savoir
Bm'  Awn”

o =T T ou bien a=o et A=o;

Co=—

ce qui fait deux cas que nous allons examiner séparément.

XXX.
Soit d’abord
. Bw’ Aw”
lo=— 5 ==
done
, mCw " o
= - B ) et —_— A )
mais on a ( Article XXIX)
v—o —v =o;
done
+m"C+n’C —0
Wl B A — 0,
savolir
1_*_m’_._n2 —0
P\CTT )T

. .. «, ., m1 n!
Or il est visible que la quantité 5 + & +

A
venir nulle, 4 cause que les masses A, B, C sont des quantités positives;
ainsi il faudra que I'on ait == o, et par conséquent aussi ='=o, 5"=o:
or, dans ce cas, on aura A =o, et les deux équations (e) ci-dessus auront
lieu d’elles-mémes; de sorte que toutes les conditions se trouveront
remplies, et le Probleme des trois Corps sera résoluble exactement dans
I'hypothese de

ne saurait jamais de-

36.
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ce qui donnera
n—m=—i,

et par conséquent
r=r=r"
c’est-a-dire, les distances entre les Corps égales entre elles, comme dans
le cas de I'Article XIV; mais avec cette différence, que dans le cas pré-
sent'elles peuvent étre variables. '
Pour connaitre le mouvement des Corps dans ce cas, on reprendra les
équations différentielles de I'Article XXIX, lesquelles, en faisant

f=Ck =Bk =AlkK,

se réduisent a cette équation unique

d’(r’)_A+B+C
2.dt? r

Multipliant par d(r?), et intégrant ensuite, on aura

d(r?)

?(”-l—? A+B+C)r—fri=

H étant une constante arbitraire; et de Ia

rdr
\/ll+2 A+B+C +fr’

moyennant (uoi on connaitra ¢ en r, et vice versd, r en t.
Maintenant, puisque ==o0, z’'=o0, 5”"=o0, on aura
. Q — k, Qr — I‘./, Q// — A.Il;

done (Article XXII)

2(A+ B+ ()
r

wW=ur=u"=

+/
De plus, ayant A = o, on aura

dp
dt

= a,
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et cette constante a devra étre déterminée en sorte qu’elle satisfasse a
Péquation (N); on peut donner pour cela & ¢ telle valeur qu’on voudra;
mais, en ne faisant aucune supposition particuliére, I'équation (N) devra
étre identique avec celle que nous avons trouvée ci-dessus pour la déter-
mination de r, et leur comparaison donnera la valeur de «.

En effet, & cause de r =r'=r", on aura

/ " ri
done
3,.‘
P-—-'—'4—:,

/ 1 u,
V=V =9 :—;
2
done
3ut
U_._—Z'——,
ensuite
C o n_ T [2rdr\? , rdr P d(r(lr .
2—2—2~~;(T)+r<-ﬁ>+’1-—31 —(l—t— -+ riat,

et ’équation (N) deviendra
3r <r_dd;r_> + l"a’.‘ + [_3 <r7;lt_r> + a’r: o,

v () ==

griut —6u

ou bien

d’ot1 'on tire

\ rdr\*
3riu —3(71_> —a’=o.
Or on a déja trowvé
2(A+B+0(C)

w=20T
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“donc, substituant cette valeur et résolvant I’équation, il viendra

rdr

dt = , . .
2
\/__% +2(A+B+C)r+fr

Comparant donc cette équation avec la précédente, on aura

a?
H=— 3

et par conséquent
a=\/— 3H;
d’olr Pon voit que H doit étre nécessairement une quantité négative.
On aura ensuite

H == ﬂ': n”: riu? — (I‘d!‘)’:_ «

) T3

et

g W rdr\? a\* o at  at
VoW = Y _.__4,__(9_;[2> +<;> A §

donce 'équation (P) deviendra

a._., .'_ ! l.z__hz
3 (:+—B+K>_ ’
d’ou Ion tire
== ‘_+L+l).
“\/3 C B A

Or, puisqu’on a déja trouvé

3=3=23=3r (-';—a;'-‘)‘-i- ria?,
et que
2
Irruw—3 (ﬁddT") —at=o0,
on aura

2=2=2"=3ru;
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d’ailleurs on a
4P=13r, el u=—u=u";

done on aura
4Pw—2=o0, 4Pu*— 3 =0, 4{Pu"?—3 =o;

et par conséquent
siny ==o, siny’=o,

¢’est-a-dire,

ce qui montre que les Corps B et C doivent se mouvoir dans un méme
plan fixe passant par le Corps A

. . . . d do'
Maintenant, si I’on substitue dans les expressions de ﬁ et —(ﬁ les va-

lears de T, 1", ¥, W/, W” et de A trouvées ci-dessus, on aura

de _d¢' _ a
de — dt — ra\/g’

el par conséquent, en substituant la valeur ci-dessus de dt,

dr
do = ——. B ,(, 3~_; )
\/__ Sia! _T_>,+l«

a
qui est 'équation polaire d’une section conique rapportée au foyer, et

2(A+B+0C)

dans laquelle ——F est le grand axe et le parametre.

o
3(A+B+C)

Ainsi les Corps B et C décriront dans ce cas autour du Corps A deux
sections coniques semblables et égales, dont I’espece et la forme dépen-
dront des quantités arbitraires fet «, lesquelles pourront se déterminer

par les équations

rdr , 2(A+B+0)
a’—3r’u’—3<dt>, f:u——g——r———-—-’

. dr ' . : ..
en donnant & u, r et - les valeurs qui conviennent au premier instant.
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XXXI.

Reste 4 examiner le cas ol @=o0 et A=o0; or la supposition de A =0
réduit d’abord les équations (e) a celles-ci

(—Co+Bo'— Aw")d=0, (Co+Bw' —Awn")d=o,

lesquelles donnent ou
d=o,

ou bien
Co+Bo'— Ap"=o0, et Co+ Bo' — A" —o,

¢'est-d-dire,
Co=o0 et B —Awn"=o.

Or j’observe d’abord que ces deux derniéres équations sont inutiles;
car on aurait d’abord = = o, ensuite, i cause de "= — %', on au-
rait "= —o'; de sorte que 'équation Bo’' — Az"=o0 deviendrait
(B+A)w'=o0, ce qui donnerait '=o0; on aurait donc = =s'=s"=o,
ce qui rentre dans le cas que nous avons examiné ci-dessus.

Il faut donc faire & =o, de sorte que la solution du Probleme sera

renfermée dans ces trois équations

d=o0, A=20, a=o.

L.a premiere donnera (Article XXIX)
(1+m-+n)(t+m—n)(1—m-+n)(1t—m—n)=o0;

done
1IEm=*tn=o

’

et par conséquent
rt=r xr"=o,
c’est-a-dire, que I'une des trois distances r, r', r” doit étre égale a la
somme des deux autres, et conséquemment que les trois Corps doivent
étre toujours rangés dans une méme ligne droite.
Ce cas est donc analogue a celui de I'Article XXVI, mais il est plus
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général, en ce que les distances entre les Corps peuvent étre variables,
pourvu que leurs rapports soient constants.

© On déterminera ces rapports par I'équation A = o, et pour cela on
pourra supposer, comme dans I’Article cité, que les trois Corps A, B, C
soient disposés de suite dans une méme ligne droite, en sorte que
r'=r'—r, ce qui donnera » =m — 1; on substituera donc cette valeur
de n dans I'expression de X de I’Article XXIX, et 'on aura une équation’
en m qui sera la méme que I'équation (d) de I’Article XXVI. Mais il
faut voir encore si la condition de « =o0 peut avoir lieu; et comme la
constante « doit étre déterminée par I'équation (N), tout se réduit a
savoir si cette équation peut subsister en y faisant « = o, c’est-a-dire,

;l—? = o0, a cause de gf;- =o— )f‘f—t (Article XXIX) et de 2 =o.
(]P . Y g’ 1 ' 2N T
Or, en supposant L= et substituant pour r', " et p, p', p” leurs

valeurs (Article cité), on aura

l, "

P = (pp/+ pp" - p'p") 1t

1] N 2
S=(p+ppr+ pﬂw),.,<2:1¢th> ,

vdr\?

2= (pmt A ) (%;—f) )

Y4 " / 13 2 2"(]" !

2= (p nt 4 p pt 4 pe)r ( . >,
dpdp' + dpdp” + dp'dp” + dg* v o [2rde\E
R = (g o+ g )<7TF>’

mais, par la nature des quantités ., ', p”, on a
wep=1, ppl=mt, o p =l
de plus, on a, en vertu de I'équation 8 =o,

p! A g =0
donc on aura aussi

poAp a4 gt =0, p'm'+ ppt+ pwi=o0, pn'4p'pi+pp=o;
VL 37
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de sorte que toutes les quantités précédentes P, X,... seront nulles, et
conséquemment I'équation (N) se trouvera vérifiée d’elle-méme.

XXXII.

Maintenant il est clair qu’a cause de « =0 et A = o les trois équa-
tions différentielles de I'Article XXIX se réduiront i celle-ci

d*(r) F
Sar =0

en faisant, pour abréger,

F=A+B+C(1— e+ v'e"),

PR TV

m? n?

Cette équation étant done multipliée par d(r*), et ensuite intégrée,
donnera -
rdr\? . \
<_(Tz“) —oFr—fri=H,

H étant une constante arbitraire; d’ou ’on tire

T HxaFr+fr

moyennant quoi on déterminera £ en r, et par conséquent 7 en Z.

De plus, si dans les équations (J) de I’ Article XXII on substitue les
valeurs de Q, Q', Q" de I’Article XXIX, on aura, en vertu des équations
du groupe 1° du méme Article,

2 F a2m'F

w="—4+f, u'= + mf, u”‘—-——-—2n”l‘~+n’f'
o ’ —or ! o 7

done

~ IR ) ”
V-’—-—££+p-f, v':.%%—l‘-+p.'f, o — 2FrF+F'”f'
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De la on trouvera

0 =»sFr+fr— (-‘———‘)2: —H,

m= m‘lrzFr + fri— <L%'-)2J = — Hlm,

"= —Hn,

¥ = [opr o (2 ] e

V' = —Hp'*=—Hn,
V= — Hp" = — Hm,
a cause de
p A pp” 4 wpt = o,

et par conséquent

pr=mn}, plr=n, p"t=m.
Donc, si 'on substitue ces valeurs dans I'équation (P), elle deviendra

= -1 (é-%— m Z)a

BA
d’ou

1 m:  n\ —=
h = <(—;+i+x) \/—H,

d’ou I'on voit que H doit étre une quantité négative.
Or, acause de P=o et de 2 ==0, ¥'==0, =0, on aura

sing==o0 et siny'=:o,

ce qui montre que les deux Corps B et C doivent se mouvoir dans un
méme plan fixe passant par le Corps A, et 'on trouvera ensuite pour les
angles de rotation

do _dy¢' _ _u<, m'+g’> _vy—H

AT \CTB A i
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Et, si I'on substitue la valeur de dt, trouvée ci-dessus, on aura

?

d(p: dr
r\/—-l+£—r+ —Lr’
—H —H
équation polaire d’une section conique, rapportée au foyer, dans la-

quelle }—F sera le grand axe et — EFE le parameétre.

XXXIII.

Nous venons donc de voir que le Probleme des trois Corps est réso-
luble exactement, soit que les distances entre les trois Corps soient con-
stantes, ou qu’elles gardent seulement entre elles des rapports constants,
et cela dans deux cas, savoir : lorsque les trois distances sont égales entre
elles, en sorte que les trois Corps forment toujours un triangle équilatere,
et lorsque I'une des distances est égale a la somme ou 2 la différence des
deux autres, en sorte que les trois Corps se trouvent toujours rangés en
ligne droite.

Or, si 'on suppose que les distances r, 1, r” soient variables, mais de
maniere que leurs valeurs ne s’écartent que tres-peu de celles qu’elles
devraient avoir pour que I'un des cas précédents et lieu, il est clair que
le Probleme sera résoluble & trés-peu pres, et par les méthodes connues
d’approximation; mais nous n’entrerons pas ici dans ce détail, qui nous
é¢carterait trop de notre objet principal. '

Javoue, au reste, qu'on pourrait résoudre les Problemes précédents
d’une maniére plus simple par les formules ordinaires du Probleme des
trois Corps entre les rayons vecteurs et les angles décrits par ces rayons,
si 'on voulait se borner d’abord a I'hypothese que les Corps se meuvent
dans un méme plan fixe; mais il ne serait pas ais¢, ce me semble, d’en
venir 4 bout par les mémes formules, si I'on supposait, comme nous
I’avons fait, que les Corps pussent sc mouvoir dans des plans différents.
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CHAPITRE IIL.

MODIFICATION DES FORMULES DU CHAPITRE PREMIER, POUR LE CAS 0oU L'ON
SUPPOSE QUE L'UN DES TROIS CORPS SOIT KELOIGNE DES DEUX AUTRES.

XXXIV.

Le cas que nous allons examiner a lieu dans le Systtme du monde, par
_ rapport a ces trois Planétes, le Soleil, la Terre et la Lune, dont les deux
dernigres sont beaucoup plus éloignées de la premiere qu’elles ne le sont
'une de 'autre; mais nous ne considérons ici le cas dont il s’agit que
d’une maniére générale, et seulement pour voir quelles modifications
cette supposition doit apporter aux formules générales de I’Article XXII.
Supposons donc que le Corps C soit beaucoup plus éloigné des Corps A
et B que ceux-ci ne le sont entre cux, en sorte que les quantités ' et r”
soient fort grandes par rapport a la quantité r; pour cela nous prendrons
une quantité z, que nous supposerons constante et tres-petite, et nous
ferons
,_ kR, R

r0= -y 1=y

l

en sorte que R et R’ soient des quantités finies et comparables a r. Or, si
I’on nomme, comme dans I'Article XIX, §” angle formé au centre du
Corps A par les rayons vecteurs r et " des Corps B et C, on aura

cos C”_—; ?.2 4 pr— pm2

ar'r ’
d’ol
"= 't —ar'reost’ + ri,
ou bien
R*=R*—2iRrcos "+ i*r2.
Done, si 'on fait .

z=rcost’,

on aura
R:=R?— 2:Rz + 2/
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done
. 2 2
r”=E-e r =§-—2~[—{1+r’
3 X !
De la on aura
! __i
7R
t & (2Rz—1ir)  30(2Rz—ir»  5i(2Rz—irp
e Y s8R T w6
i + ‘iE 4 #(322 — r?) N (522 —3zr?) -
TRTR aR? 2 R T
i
TR
a8 N 3i'(2Rz—ir N 150(aRz — ir?)? . 350(2Re—irp
TR 2R 8w 16R°
_v + ?.EE N (1527 — 3r7) N 1#(352° —152r?)
TRTTRC T TR 2R

Done (Article XXII)

R: Rz R:z , Rz

IID e e p/:'—-l-‘+rz$ I)—‘"“’

iz (b — 3r) 1(352° —15zr?)

R 2 R® 2Re e

,_ bV B 3itn p(sr—3r)  #(352 —151r)
LI TR ( Y CHE AR T
[ _’_ -+ E.-
=75

et de la
L3tz (g —3rt)  fi2or—r2art)

P R 2R 2R¢ B

e, Rz 1 2 P@2—r) (1522—griz) (351‘—3oz’r’+3:)

PO=—m* it o 7T oR T TTTuR T
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Or, comme pg est une quantité tres-petite de 'ordre de 2, et que p'q’,

P"q" sont des quantités fort grandes de Pordre de %, il est clair qu'en

substituant les valéurs de ces quantités dans I'équation (H) les termes
Cpg, Bp'q', Ap’q” ne pourront étre homogenes, & moins que la masse (.

e v e I o .
ne soit infiniment grande de. 'ovdre 5 Vis-d-vis des deux autres.

Supposons donc C = 1.2, et 'équation (H) de I’ Article XXH deviendra,
apres les substitutions,

dp +1[(A+B)R 3D B D(9—3r) iD(2022—12217)

T I i e - — —...=0;
dee i r [TC 2 R X ’
\ . oo 1
d’ol 'on voit que la quantité 7[{") est de I'ordre de -, de sorte que la
.. d . \
quantité £ sera aussi du méme ordre.

Done, si I'on fait, pour abréger,

do _[(A+B)R_ 3D (B 3DBz—r) .[D(r022—6zr?)
D= i R
on aura
do_ ¢
dt i

et il faudra prendre la valeur de o telle, qu’elle soit nulle lorsque ¢ = o.

XXXV.
62zdR  B3[(1522 — 3r")dR — 3z2d(Rz)]
qd[):__ TE - - R " — ...y
o d(Rz adr  *d(Rz) 2[3zd(Rz)— Rd(r?)
#[(1522 — 3r*)d(Rz) — 6Rzd(r")]
-+
2 R#
#[(3522 —152r*) d(Rz) — (1522 — 3r7)Rd(r?)]
-+ T - ceey

i d(Rz) #d(Rz)
== T
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De sorte que les valeurs de dQ, dQ' et dQ” deviendront

dr . d(rt)  3z[d(Rz)—cdt
dQ:"lr—,’-w[— ulpn dl R;{‘ ¢ ]]

i [ 32d(r’) (1522 —3r*) [d(Rz) — o dt]
R 2R J

[ (1522 —3r1)d(r) (351‘-—1511" J[d(R ——adt]]+

+ls_~ 2R® ) 2R
g =—1 d(Rz)+a-dt]+i’[—61dl{+d([{z)+q£ .
i i
s 1[d(Rz)+ odt odr . [—62dR + d(Rz)+ odt
e 4

Done, faisant toutes ces substitutions dans les équations (K), elles

deviendront

idxrt) A+B 3= { d(r 32| d(Rz) —adt]
2dr’ "T"D[" R ( R 7 R )l

1522 —9gri 3zd(r*) (b1 — 31)[(l\l{z;-—a(lt]
N

—-z’D[BSz‘— 3oz?r 13’
2 R¢

+ f <_ Sz—3rdut | (352151 ."_’)_lfﬁl"ﬁ:‘?‘/ﬂ.) '_.,,:(.o.m,,

2R* B 2R¢
@R [ /‘d (Rz) +adt] i(A+B — const
20de ’l{ R T ?

d*(R*)  d*(Rz) + di{r) _ _D_
avde  idb adt? 2R

—;—[%;-FA +Adez +adl]

— ..=const.,

D@3z —r) A .[D(5z‘—32r’) - A+BJ
T T aR T r 2R R
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dont les deux dernieres se réduisent a celles-ci

1 R?) ) . 3
o (R _D [1_(’;+fd<lm)r;+ad:]__z=(:\+m ... cODSL,

2d R R

de R

B D3z —p) dir) | 3a[d(te) — ads]
I[r TR +Df<— R! >]

| 52 — 3z 3zdr?)  (1522—3r%)[d(Rz) —adt] o
D[ R '+f(_ R T H—..._const.

d’(l{z) Dz A+ B[l{z /’dl!z)+a¢l!J

,._
-~
~

Ainsi I'on aura, a la place des équations (K) de I'Article XXII, les trois
équations (g), (A) et (¢), dans lesquelles on n’a négligé que les quan-
tités tres-petites de 'ordre de 2 et des ordres suivants, et ces équations
serviront a trouver les valcurs de r, R et z en ¢; moyennant quoi le Pro-
bleme sera résolu dans toute sa généralité, puisqu’il ne s’agira plus en-
suite que de substituer ces valeurs dans les formules qui donnent les
latitudes ct les longitudes des Corps B et C (Article XXII). Or, comme
la supposition de ¢ tres-petit simplifie aussi beaucoup les substitutions
dont il sagit, nous allons donner encore les valeurs de siny, siny’ et

dy'
de &2 R W’ exprimées en r, R et z; mais nous ne pousserons pas la pré-

cision au dela des quantités de I'ordre de ¢.

]

XXXVL

Pour cela nous commencerons par chercher les valeurs des vitesses «,
o', u'; or, si dans les équations (J) on substitue, i la place des quantités
€Q, BQ', AQ", leurs valeurs tirées des équations (K), on a, en général,

d(r) A+B+C

w=gr T e
L, d(r A+B+C v
W= 2dﬁ)+ . —B\pq+pq )

s @) A+B+C N .
T o dt? -+ P - \—Pq“P‘I)'

VI. 38
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Donc, faisant ici les mémes substitutions que ci-dessus, et supposant,
pour abréger,

2 ’ 1 p2
Lo d*(r?) +A+B_D(31 r?)

2dt? r R? ’
) __ di(R?) D
(F) (M= g Y w
. d(Rz) (A+B)Rz Dz
| N= di? + ) - R
On aura
. D5 —9grz)
w == L — —-——‘—z—iF—'——-— o uey
4 — o~ 4 EISZ
TR T e ’
w M BRz ) B 3D@z—1r)
“ F+?<r’ —N [_L P TToR J+
Or on a
4+ pp = p'p = pri4p/ ”—!{—2(—’-":—&'
PP PP PP =) re B 5
done
, LR (r—2)  D(r—2)1 5¢—qgri)
pu -_——- - l-: R 2—11{2 Ov-’
. MRY(rP—2)  BRz(r—z)
pu :::*‘-—l.‘_“""“*-————l.?;—a———*‘ e ey
Put— MR’():“—Z’) + BRuz(r: —2)  NR*(r’— ) L

Iz 1?3 rs I

De plus, en faisant, pour abréger,

l‘::!f‘:[d ]+t [d( |{;t;| —2Rzd(Rz) d (1) ) )GLRZJUCH—':L{(RI)J+r’o"-',

A — R[dRz) I+ r2[d(R) ] — 2Rz d(Rz) d(R?) za[R‘ (Rz) —Rzd(R?

(R)) o, ;
ar d: +HRo

Rz[d(R’ _+__[d(Rz)]] Rz)d(l{’l’ _s[Rdn) = d(RY)]

. . — Ry
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on aura

Z:E’ Z/_A z”:—':%'*"?‘fj\' l{.

- 3 =2,
1K i ?

donc, substituant ces valeurs dans les expressions de sin¢ et sing’
(Article XXII), et faisant encore

ki1 1
h=7(x+5)
). — R’(I"——-Z’) (M+ ER_Z> —_ é,
4
p.= R(r* —22 )N+ %—a
on aura, aux quantités de 'ordre ¢* pres,

sing = AVI+BYT= 4

k(A+B)r
() B\/l‘""_‘
l — i
sing’= "TFA+DBR’
ou bien
I siny = ﬁ — Bp
s “kr ah(A+B)ryi

. iByA
Lm¢‘lu+sm

la quantité % étant une constante qu’on déterminera par I'équation (P’),
comme on le verra ci-dessous.
Ainsi I'on connaitra par ces formules les latitudes ¢ et ¢ des Corps B
et C par rapport & un plan fixe passant par A.
On voit par la qu’on aura a trés-peu pres
siny’ _ iBr Br

= - 9

sing ~ (A+B)R~ (A+B)/r

ce qui donne un rapport bien simple et trés-remarquable entre les lati-
tudes des Corps B et C.
38.
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XXXVIL

On trouvera ensuite

I =Lr— <d("’) D52 —griz)
2([‘ 2Rl ey

T d(R)\ 2
I __F[MR’—<2dt ) ]+

= g [ ("(“’))'J + 5 (Tt — N —aMRe 4 LRGAREY

2dt AN de

et, 3 cause de

— -

M 1<BRz N>
+ = +

eI\ r 2
N B 3D(3z? — ry)
‘u._—2.+L-— - AT .
,,__BI__'__BL 3ID(32* — r?) 4
T2l ar 4R R
on aura de méme (Article XXII)
af d(R?)\? 1[BRz  NR d(R*)d(Rz)
O P LS TEY
, _ 1[ NRz d(Rz)\* o
v=;| 5" - (Sa) + 7
[ B 3D(32— 1) Nr:  d(Rz)d(r)
*7[ <L—2r+——4ﬁ’_——> R"‘_z‘*_—'{F‘—J"'""

o[ () ) - 2

) . . . de . dy
Donc, si ’on substitue ces valeurs dans les expressions de =% et-Zt-.
P dt
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et que I'on fasse, pour abréger,

..__NRz _ (d(Rz) ’+ a?
=3 2dt ) 5’
__BRz  3D(3z—r)z
* =2 R,
_ Nrt  d(Rz)d(r?)
n=—LRi— =2
e (4R
p=MR “(7‘7)
N NR* d(R*)d(Rz)
v —=—MRz — T -+ *—-——2-‘(-1?;———7

on aura

+ie+-——]—3——>
© ( A+B"

T

dg _ "~ \ A
dt = kricos'y

{B (BB‘Z )
<4y

dy’ P+ EXEB\ P
dr kR cos*y’
XXXVIII.

Voyons maintenant comment on doit déterminer la constante £ et les
autres constantes du Probleme. Pour cela, on supposera, comme dans
I’Article XXII, que, lorsque t=o0, on ait

dr dr'

i =0, 7 =90, {"=o;

par conséquent
dr dR dz

—_—=0 — T i=r -_— =0
a=% T = v odt

.

a cause de z =r cosg”; et I'équation (P’) de I’Article cité donnera

(n) . k= MR* + iB (Irﬁ - —————’Mﬁ’:BNR') ,
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d’olt I'on tirera aisément la valeur de £, en ayant soin de rapporter les
valeurs de R, r et de M, N au point ol = o.

De plus on se souviendra que la valeur de o doit étre prise en sorte
qu’elle soit nulle lorsque ¢ = o.

XXXIX.

Au reste il est bon de remarquer que, des que I'on aura trouvé les la-
titudes ¢ et ¢/, on pourra avoir aisément les valeurs des vitesses en lon-

gitude % et (f“](P? par le moyen des vitesses réelles u et u'.

En effet, nommant 45 I’angle décrit par le rayon r dans le temps di,
on aura, comme nous 'avons vu dans I’Article XIX,

wdtt = rdf* + dr;
or il est facile de voir que

d0* = cos*y do* + dy?*;

done
wdt* = r* cos*y do*+ r*dy* + dr?,
done
\/u’ ;_ (lql
de Y r < ) (rdt
dt — cos i
(m') ({ et de méme
\/ WP dy'\* [ dr\?
do' _ r (711') o (r_’ift) )
dt cosy/’ ’

donc, en substituant les valeurs de u?® et «'*, on aura

dy r de T \rdt 2Rér?

dt cosy

\/M dy" _[dR\7 Bz
i VE— 3~ (i) "

dt cos ¢’

/L d{? ( dr ) _ D152 —griz)

]
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Ces formules peuvent quelquefois étre plus commodes que les précé-
dentes, surtout lorsque les quantités r, R varient trés-peu, el que les
latitudes §, ¢’ sont fort petites.

CHAPITRE 1V.

DE LA THEORIE DE LA LUNE.

§ L. — Application des formules die Chapitre précédent

\ ’ i
a cette Théorie.

XL.

Pour faire cette application, il n’y a qu’a imaginer que le Corps A, que
nous avons regardé comme immobile et auquel nous avons rapporté les
mouvements des deux autres, soit la Terre, que le Corps B soit la Lune,
et que le Corps C, que nous avons suppos¢ beaucoup plus éloigné du
Corps A que ne I'est le Corps B, soit le Soleil, dont la distance a la Terrve
esten effet tres-grande par rapport a la distance entre la Terre et la Lune.
Ainsi rsera le rayon vecteur de Uorbite de la Lune autour de la Terre,
r'le rayon vecteur de 'orbite apparente du Soleil, et 7” sera la distance
rectiligne entre le Soleil et la Lune.

De plus ¢ représentera la latitude de la Lune par rapport a un plan
fixe que nous prendrons pour I'écliptique, et ' représentera la latitude
du Soleil; ¢ sera la longitude de la Lune et 2’ celle du Soleil, comptées
a 'ordinaire dans I’écliptique.. '

Pour savoir quel est ce plan que nous prenons ici pour I'écliptique,
et que nous avons vu dans le Chapitre I étre celui par rapport auquel
les mouvements des Corps B et C sont les plus simples qu’il est possible,
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nous remarquerons que, d’apres les suppositions de I'Article XXXVIII, -
on trouve, lorsque z=o,

A=o0, p=o0, v=o0;
de sorte qu’on aura aussi [Article XXXVI, formule (¢)]

Y=o, Y'=o;
done, puisqu’on a en méme temps (Article XXXVIII)

dr dr’

— =0, —— =0 "=

dt Codt y =0
il s’ensuit que le plan dont il s’agit est celui dans lequel le Soleil et Ia
Lune se trouvent en méme temps, lorsqu’ils sont & la fois en conjonction
et dans leurs apsides.

Maintenant, puisque nous avons fait (Article XXXIV)

R

ro== -
)

o1 aurd
!

s
PR
de sorte que, si I'on suppose (ce qui est permis) que les valeurs moyennes

de r et de R soicut égales i I'unité, on aura ¢ égal a la valeur moyenne

r N .
de = ¢’est-d-dire,

_ panallL©@
" parall. moy. @

or, en prenant 57"3o0” pour la parallaxe horizontale moyenne de la Lune -

383
I’on voit que la quantité i sera en cflet tres-petite.

. . . l N \ \ L] \
et 9" pour celle du Soleil, on aurait 1= 5;5—0 = ;o=  trés-peu pres; d'ol

Or, comme les observations nous apprennent que les orbites de la Lune
et du Soleil sont presque circulaires, il est clair que les variations des
quantités r et R devront étre fort petites; de sorte que, si I'on fait

r=i1+x, R=r1+X,
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x el X devront étre des quantités assez petites par rapport a I'unité; et
de plus elles ne devront contenir aucun terme constant; autrement les
valeurs moyennes de r et R ne scraient plus égales a 1, contre Phypothese.

. . . w? N -
Donc le carré de la vitesse angulaire de la Lune —5 Sera a peu pres égal

a L, ouégal i
A+ B -——l)(372~—~ 1),

'
et le carré de la vitesse angulaire du Soleil autour de la Terre -:i,; sera
a peu preés égal & M, ou égal 4 D (Article XXXVI).

Mais on sait que la vitesse angulaire de la Lune est A celle du Soleil
environ comme 134 1, de sorte que leurs carrés sont & peu pres entre eux
comme 169 a 1; ot 'on voit que la quantité D doit étre beaucoup plus
petite que la quantité A + B, et cela dans une raison peu différente de
1 4 169. Done, si 'on suppose, ce qui est permis,

1\ -+ B =1,
et que I'on fasse
D == a2,
I . , . . ’
Onaura ¢ = —z environ, et «* sera presque égal & 2¢5 en sorte que 'on

pourra regarder les quantités ¢ et «* comme du méme ordre,
De plus on a, comme on sait,

g = 36,

le nombre § étant, par la Théorie de la précession des équinoxes de

7

3> et par celle des marées de M. Daniel

M. d’Alembert, égal a environ

x
Bernoulli égal a 3:—; donc, puisque (Article XXXIV)

€@ =B, @:C:%a

V1. 39



306 "ESSAI SUR LE PROBLEME

on aura ~
B=6D =8«
ainsi les quantités B et D seront & peu prés du méme ordre i.

Au reste, pour ce qui regarde la vraie valeur de «, il faudra la déter-
miner par le rapport connu entre le mouvement moyen du Soleil et celui
de la Lune, rapport qui est, suivant les nouvelles Tables de M. Mayer, de

3 \ v Q I

11829°45'40”,7 A lbo”9°23’5”;
Quant au coeflicient &, qui est encore assez incertain, comme il se trouve
partout multiplié par les coeflicients tres-petits «? et ¢, il suffira de le con-
naitre & peu pres, puisque 'crreur qui en pourrait résulter ne serait

que de Pordre de 2.

XLI.

On fera done toutes ces substitutions dans les formules (f), (g),
(k), (¢) du Chapitre précédent, et, mettant pour plus de simplicité v a
la place de Rz, on aura

() ;5—:':-“.\'(1+x)~%~—3x’\'(|+X)—%’.

(14x) (1 + X) ]

-

-3
F)

wla

— I'oz*l_é(l +x)-’+%)v’(l+X) -

v

-1 -
2

F— oY+ x) (1 + X)

wje

— i’} [IO\'”(I + X))

d*x -
(q) ;.-;m--f.l-t-x)

‘3w<:+x>“'&"—<u +x)(x +x>‘3"

« -3 -t
?—f(l%—’() ’(lx+3f\'(t+X) “(dy — 7 dt)

1—5- Y} (1 —}—X)-;——gY(l-i—x)(l—i—X)-%

—ia ——3fY(l+X)-%([x+lzéf\"(l—{-X)—‘%((l\'—— adt)

-3
2

_gf(:+x)(l+X) (dv—eadt)
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ulu-

§—2§v‘(|+X)'§—15v‘(x+x)(x+X)'%-i-g(l+ x(1+X)?

—-Lsfv’(|+X)-%dx+%f(x+x)(l+X)‘:dx
— it { ' )

-—f\‘ 1+ X) T(dy— adt)

[u

--2— Y(1+x)(14+X) (dv—o'dt)

T e e e e e e e = const.,
. dX !
\I') ;a—t;—'a,(l-f-X)
+ia36 [Y(l+x)—?+f(l+x)~:}(di'+0'dt)J +.. =consL.,
d*y
(s) -Tt-;-i—Y(l-l—x +f 1+x) ((1\+a'(lt)
+ o y(1+X) o
6(l+x)-%+—j-v'(l+X) : %(l+x)(l+X)_i
—ia? , ‘ .
—f(l+X)—T(1X+3fY(I+ ) I(dy — adt)
5\"(1+X)-;——3Y(l+x)(l+X)_;— )
._iuax(—3\/‘Y(I+X)-;(lx+1§ v+ X) *(dy —odt)
3 -
—;f(|+x)(x+X) (dy — gdt)
R I R I I T TPl 0 1) | 1] 8

Or, comme les quantités x et X sont assez pelites, on aura assez exac-

tement
1+x) = 2 8 10 128
-3 §x + 15x? _ §Ex_’
(1+x) f=1= > + 3 16 ’
X -1 X 3X? _ 5X3 - 35X¢ _
(t+R) "=1— 2 +—b_ 16 12§ "

39.



308 ESSAI SUR LE PROBLEME

-3 3X 15X 35X
X)) e e e
- 5X  35X* 105X3
’I+X) :l——;:— —-8-—'— IG'- ,
’l+x')-’—:l—?—z—( (3-%)-(—2_ ,

(|+X)—7’ i 9X | 99X

De sorte qu’en substituant ces valeurs dans les équations précédentes,
et mettant de plus dans les trois dernieres la valeur de ¢ tirée de la pre-
miere par I'intégration, on aura trois ¢quations en x, X, v et ¢, qui seront
intégrables, du moins par approximation, par les méthodes connues,
puisque les variables v seront toutes sous une forme rationnelle et

entiere.

XLIIL.

Ensuite on aura (Article XXXVI)

I o ([’X . _—; n[% V2 \' -i" ( ‘,‘A‘I‘]
l«m—%—ul-f-\) — 2V + N ) T - (14X (1 4+ X)) s
X -1
2 2
M s +X) 7,
dry -3 -3
N = W—{* \‘"l—}—X) 1—5(2\'fl+X) 1,

ot de la

L=M[1+x (I+X)~—\"‘|—"%(I+X)<;Il—: +a~>2—|-;')~v(—([-l-)[-( (:—;: +a>—.;‘a|+x'%

, ",? |
_u’:N[(I-FX)(‘I—FX)—-YZ]—%(0’24- ((l‘t’ — f{}(—;{;&)

1 dx [dy 1, dX [ dvy )
-—;(l-*—x,;/; ('(TI-—FG')—;(\I—FX)—(E((—[;——G),

e,

-1 -
-+-1'612[v<\l+x) T+ X) = v+ x
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moyennant quoi on aura

(¢) ¢
’sinxy’ lezi(l*}fx)“qla
enfin les formules de 1’ Article XXXIX donneront !
o TR AT - R
:_5 :(‘_-OISE L{t+x)"—(1+x) ’;—%—,—(—{{,——za’ l)— Y1+ x) (l+ X) —g\'(l—i-X) “ )

dy' ,dXt d) ¢ -3
P LO‘-”\/hll+\ 1+X) T ”,-{-lzv(l—e—‘{) (1+x) %

et quant & la constante £, on la déterminera par I'équation
(2) hr=MOu+ X—2/a8Y) + ia?8(1 4+ X)[(l +x) Ty NJ,

en 'y faisant £ =o.
On se souviendra au reste que les valeurs de x, X et v doivent étre

dX dv .
= soient nulles lorsque £ = o, et que v de-

. dx
sorte que —-y ——s
prises en sorte que -y —y o

vienne alors
] 1
Rr=(+x)" 1+ X)%

de plus il faudra aussi que la valeur de ¢ tirée par intégration de I'é-
quation (p) soit telle, qu'elle s'évanouisse lorsque ¢ = o.

§ 1. — De Uintégration des équations qui donnent les mowvements

de la Lune et du Soleil.

XLIIL

Le Probleme des mouvements de la Lune et du Soleil se véduit i la
recherche des quantités x, X et v, lesquelles dépendent de I'intégration
des équations (¢), (r), (s) de I'Article XLI, & quoi il faut joindre I'équa-
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tion (p) comme subsidiaire. Si les variables x, X, v ne se trouvaient
dans les équations que sous la forme linéaire, I'intégration serait facile
par les méthodes connues; or il est aisé de voir que les termes ou ces
variables se trouvent multipliées entre elles sont tous fort petits, & cause
que les coefficients «* et i sont tres-petits et que les variables x et X sont
aussi supposées fort petites; ainsi I'on pourra d’abord négliger les termes
dont nous venons de parler, pour pouvoir trouver les premiéres valeurs
approchées des variables, et ces valeurs serviront ensuite & en trouver
@’autres plus exactes, et ainsi de suite.

Pour donner un essai du caleul qu’il faudra faire pour cet objet, nous
rejetterons d’abord dans les équations du paragraphe précédent tous les
termes multipliés par i, et qui dépendent de la parallaxe du Soleil; I'er-
reur sera d’autant plus petite que ces termes sont en méme temps mul-
tipliés par la quantité tres-petite o*.

De cette maniere, les équations (p), (¢), (7), (s) deviendront

, ds -3
@) = Y(1+X)

».]:_.-

-3y (1+ X)

d*x -1
\ﬁ) -(-1-2—7-—-2((‘}'.‘) !

3){’(14—X)-”—-(l-i—x)(l—+—X,-:7

— 200

__f(|+X)_;(1x+3[\'\1+X)—;(dv——c(lt),

et e ettt e e = const.,

.

darX -
7) qr 20’ (1+ X) *=const.,

3 -3 23
() -(‘71‘;+Y(I+X}’+at’\' +X) ’+[ 14 X) dv+a'dl) const. ,

otvil 0’y aura plus qu’a réduire en série les puissances de 1 +x et 1 +X.
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XLIV.

Négligeons encore les produits de deux ou de plusieurs dimensions

de x et X, on aura, & la place des équations précédentes, celles-ci

de [ . 3x | ga’X
(L PR £ 31
i B
T+ (1+ 4a?) x—T
-
— 2! [3\(’(1-— 5—‘—) i} + 3f< —_ %)v((lv — cr(lt)J == const.,
d*X

P a’X == const.,

2 2
by +v(x+a’—i§—— 32 X> +f<1—§—§>(dv+adt)::consl.,
dr 2 2 2

lesquelles, en substituant la valeur de g, se réduisent  ces trois-ci

1*X
(€) (}Tt‘_ + a?X == const.,

[ d?x ) 3x?
de #)X— ==

¢

(5Y’—1)X+5[Xv(lv+g)a’[\'dt /VX dt
+ 3a? * ¢ ) = const.,
—5(1—3a’)/‘XYdtf\'t{t
d*y

a0 +(2+z’)r+u—-3a’)fdt'/vdl

—S[n +fxd\' +fdt [YX(I!+(:—3a1) fxdtfw[tl

32

Bl (Xv — 3[dtvadt> = const.

— Sa’[3y’~—(l—— 3a?) < /.Yllt)’-i— 3 [vdtfvxdll
3 o ' '

(n) {
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XLYV.

Comme les variables x et X sont supposées fort petites vis-a-vis de la
variable ¥ qui est finie, on peut d’abord négliger dans I'équation (v) les
termes qui renferment x et X; on aura ainsi cette premiere équation
approchée

d*y . ,
D + (24 a®)y+ (1—3a?) | dt | vdt = const.,
laquelle étant différentiée deux fois devient

d*y . . d*y
-(-1"[1- (2+a¢ ) (lt)

+(l——3a‘,Y LT 0,

qui est intégrable par les méthodes connues.
Pour en trouver l'intégrale, il n’y a qu’a supposer v == fcos(pt + a),

. S, dv . R X
ou hien, puisqu'on veut que — = o lorsque ¢=o, on fera simplement

Yy = f'cos pt,
et 'on aura, apres les substitutions, cetle équation en p

pr—+aip+i1—3a 0,

\ -
74

+oa \/l -+ —
10

ou bien, en négligeant les puissances de « plus hautes que la seconde,

d’o l'on tire

P+

0| R

2

pP=r1toa+ —
2

et
. o’
p-::.lia— —-

Donc, dénotant par p Pune de ces valeurs et par g 'autre, on aura
Yy =fcospt + gcosqt,

S et g étant des constantes indéterminées qui doivent étre telles, que
lorsque ¢ = o on ait y =Rr=1; ce qui donne f+ g =1.
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Cherchons maintenant, d’apres cette premiere valeur approchée de v,
celle de siny par les formules (z) de I'Article XLII; on aura M = &,
en négligeant les quantités x et X; donc aussi #* =, et k=«
[équation («)]; donc

A=t by 1(& + )
\ 1<|—Y)""4<dt 0')
et
sing = V2.
Or
% = — pfsinpt — qgsingt,
7 -:.:fy dt = f_b_l_ﬂ[)ﬁ -+ gSl_n.q_t’
P q

done

%} 7= i(l?—,:]):) sinpt + g_(l_;:g’_) singl = a2a( fsinpt — gsingt),

en négligeant les puissances supéricures de «; done
A=a?[1— (fcospt + gcosqt) — (fsinpt — gsingt)*|
— a[1— f*— g*— 2fg(cospt cosqt — sinplsingt )]

=1 — f'— gt —2facos(p +¢)t];

mais
f+g=n
donc
l:_—f’+g’+2fg,
done

h=roa'fg[1—cos(p + q)t] =4 fg sin’ ('I«’jl t) ’
donc enfin

2

V1. 4o

sing = 2 \/fg sin (E——tq t).
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Or, comme on doit avoir f+ g =1, on peut supposer

A I\?
S= (cos -2-) y 8= <sin ;) ’

et on aura
sing = sin/sin (’i—:—‘-—q t) ,

'angle / étant arbitraire et dépendant de I'inclinaison primitive de l'or-
bite de Ia Lune : en effet, il est clair que la plus grande valeur de sin¢
sera sin/, de sorte que / exprimera la plus grande latitude, ¢’est-d-dirve,
Pinclinaison de Porbite; done, puisqu’on sait par les observations (ue
Finelinaison de Porbite lunaire est assez petite, et d’environ 5°8’, la
constante g sera toujours tres-petite et la constante f presque égale a

Punités car on aura peu pres

. . 1
o — (sin2°34’')? == environ —;
o] ( 4 ) 5003

de sorte que la quantité g est encore plus petite que la quantité ¢, qui
exprime le rapport des parallaxes de la Lune et du Soleil; d’ou il s’ensuit
que Uon pourra négliger sans scrupule les termes qui se trouveront mul-
tipliés par le carré et les puissances plus hautes de g.

XIAVII

1l est facile de voir, par expression de sin¢ qu’on vient de trouver,

-+ .
que angle li_z_q, n’est autre chose que la distance de la Lune au neeud,

¢’est-d-dire, I'argument de latitude; d’oli il s’ensuit que, si I'on retranche
cet angle de la longitude de la Lune dans son orbite, on aura la longi-
tude du nceud. Donc, si &z dénote la longitude moyenne de la Lune, on

aura <lz — B—i——q>t pour la longitude moyenne du nceud; or, les longi-
2 . .

tudes moyennes étant a peu pres les mémes dans les orbites des planétes
et dans I'écliptique, At sera la valeur moyenne de ¢, et 4 sera par consé-
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. a1 . de |
quent égale a ce qu’il doit y avoir de constant dans la valeur de Zl% Or

les formules de I’Article XL1I donnent, en rejetant x et ¢,

dp  ~ TR T
a,—t_\/L_\/l—a(va 1),

et, & cause de vy = fcospt, on aura

3f . at \
/1_—_-\/1— <—‘2f——1 a"_:l——z- a peu pres.

Mais on a aussi
“2
I— =

2 4

=
+
Y

d’ot 'on voit que la position du neeud est fixe, du moins par cette pre-
miere approximation; ce qui ne doit pas paraitre surprenant, vu que les
valeurs de p et ¢ ne peuvent tout au plus étre censées exactes (u’aux
quantités de 'ordre de «? pres.
Pour savoir maintenant laquelle des deux valeurs
a?
1o — —

4
doit étre prise pour p, on remarquera qu'en supposant inclinaison de
I'orbite nulle on a

v=fcospt = cospt;

mais on a (Articles XXXIV et XLI)

Yy=Rz=Rrcost" = cost";

done
cospt =cost” et pt=~C{"=¢9—¢,

puisque &” n’est autre chose que ’angle compris entre les deux rayons r
et 7’5 done
p=h—~H,

en nommant A¢ et A'¢ les valeurs moyennes de ¢ et de ¢’; or on a déji

Y . 7, . ) dy’
trouvé h =1 7 L pour avoir 2, on prendra la partie constante de — -

4o.
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qui est = yM = «; de sorte que A’ = «, et par conséquent

al
]):l—-a——,

done
?

o
qt-.x+a—~—~

4

Ainsi il faudra toujours avoir soin dans la suite de prendre pour p une
valeur telle, que ses deux premiers termes soient 1 — «, et pour g une va-
leur dont les deux premiers termes soient 1 + «; cette remarque est
’autant plus importante que les quantités p et ¢ seront données doréna-
vant par des équations particulieres dont chacune montera cependant au
quatrieme degré, comme on le verra ci-apres.

XLVIL

Ayant trouvé la premiere valeur approchée de v, on la substituera
dans P'équation (&) qui donne la valeur de x, en y négligeant d’abord les
termes olt x et v sont mélés; ce qui la réduit d celle-ci

'((I;‘;T + (1 + fa?)x — *[g¥* — 3( fydt)] = const.;

or, puisque
v = fcospt + gcosqt,

on aura, en négligeant les g?,
vl freosipt + o fgcospt cosqt

= éf’(' + cosapt) + fglcos(p + q)t + cos(p—q)t],

et
fvdt Ssinpt L §singt
e p q
( [v dt>,~ f-sm pt + = 2fg sinpt sinqt
. P4
fz

_—_—-— (1— cos2pt) — 5[cos(p+q)t—cos(‘p—-q)t];
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donc, substituant ces valeurs, et rejetant tous les termes constants, i
cause qu'il ne doit y en avoir aucun dans la valeur de x par I'hypothése,
on aura

'x + (1 + fo?)x = 3a’f’ Sp +1)

cos2pt
at ‘ 2P P

fg[ (3pg +1)cos(p+q)t+(3pg —1)cos(p —q)t]=o.

Ainsi la valeur de x sera de cette forme
x =acosmt + a*f?4 cosapt +a*fg[Bcos(p+q)t+ B.cos(p —gq)t],
et, la substitution faite, on aura

acosmt.(— m*+ 1+ fa?)

+anfzcoszpt[/1(_4pz+l+4a,)_ i%;-_g)_‘l
*“’fgcos(l’“ﬂ‘[B[—<p+q>=+l+4a=]__3&%%1%

+a’fgcos(l"“”t['b’:[—(l’—‘I)’—H+4az]_ ‘P‘I —1) l_"

Donc, égalant a zéro les coelficients de chaque cosinus, on aura les
équations suivantes

—m+1+4a*=o,

. (3p* +1)
14[ 4P +l+4a]—————;—P————-— o,
B[—(p+q)+1+ 4] — —Eﬁlj—lqii) o,
3(3pg—1)

B[—(p—q)r+1+fa’] —

:(),

Pq
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d’ot1 'on tire

m= 1+ 4a,

_ 3(3p*+1) L N
4= P (—bp+i+ba) a peu pres,
3(3pg +1)
B= —
Pel—(p+q)P+1+4a] 4
3(3pg —1) N

IRV TRy 0

L.a constante a, qui est demeurée indéterminée, dépend de 'excentri-
cité de I'orbite lunaire, et doit par conséquent étre fixée par les obser-
vations.

Ainsi 'angle m¢ représentera I'anomalic moyenné de la Lune, ¢’est-
a-dire, sa distance a 'apogée; de sorte que (A — m)t sera la longitude
moyenne de 'apogée, Az étant, comme plus haut, celle du lieu de la Lune;
mais, comme nous avons négligé dans I'équation (&) des termes ou x se
trouve multiplié par a?, on doit s’attendre & ce que la valeur de m ne sera
exacte qu'aux quantités de ordre de a* pres; ¢’est pourquoi on aura
dans cette premiére approximation m =1 et m — hA=o, enrejetant les «*;
ce qui donnerait les apsides fixes.

Venons maintenant a I'équation (e) qui donne la valeur de X; et comme
cette quantité ne doit contenir aucun terme tout constant, il est clair

(qu’on aura simplement

—(f-—l-\— + a*X = o,

de
et que la valeur de X sera de cette forme
X = b cosnt,
@’ot I'on trouvera, par la substitution,
—n4a'=0, nNn=a.

Le coefficient indéterminé b dépend de I'excentricité de I'orbite du
Soleil, et nt est par conséquent 'angle de 'anomalie moyenne: de sorte
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que (n — k') sera la longitude de I'apogée du Soleil, qui est ici nulle &

cause que
V=a n=a.

XLVIII.

Puisque I'on connait d¢ja 1a forme des premiers termes des valeurs v, x
el X, on pourra aisément trouver les suivants et rectifier cn méme temps
les coellicients de ccux qu’on a déja trouvés; pour cela, il n’y aura qu’a
substituer dans les termes négligés des équations proposées les valeurs

.qu’on vient de trouver, et 'on aura la forme des termes qu'il faudra in-
troduire dans les nouvelles valeurs de v, x et X; on donnera & tous les
termes des coefficients indétermings, et, la substitution faite, on fera
égaux i zéro les termes analogues, ¢’est-a-dire, ceux qui renferment les
meémes cosinus; on aura par la autant d’équations qu’il en faudra pour
la détermination de tous les coelficients.

Ainsi, reprenant I'équation (n) et substituant dans les termes qui ren-
ferment x et X les valeurs de x, X et v trouvées ci-dessus, il viendra des
termes de la forme

af cos(p =m)t, agcos(qxm)t,
@ frcos(aptp)t, Zf'geos(apq)t,
afigeos(pqgxpit, xf'geos(ptqgtq)t

bf cos(p=£n)t, bgcos(gEn)t;
un supposera done

v=fcospt + gcosqt + afPcos(p +m)l +af P, cos(p—m)t

+agQcos(q+m)t+agQ cos(g—m)t+...,

et, prenant pour x et X les expressions de I’Article XLVII, on aura I'é-
quation suivante, dans laquelle j’ai négligé les quantités affectées de a?,
de aa® etde o', i cause que I'on a négligé dans I'équation () les termes
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ol x se trouvait & la seconde dimension,

1—3a"\ 32°f°4 1 1—3d
wspe] f{—p'+2+a*— -)— <l—l—-——.;+ - >]
(Osp[f( p+a+a I ; 5 ;

Y —— ——

4

-+ cOSqt[g (—q’+z+a’— 7 y

7 1 1

+cos(p+m)t afP(—~(p+m)’+2+a -

1— 34 ) 3af .

1—3a?
(p+m) p+m p+m plp+m)j

apa 23N 3L (L 13
p—-/z I o-tal— l’ ) 4 p—m (,;-—m p(p——m

T 7
(472

1—34 >~ (/g( 1—3a
(

+Cos{q-+m)¢ ng()( (q+m) +z+x—

NI ]
(q-+m) 4 q+m l/+m) q q—+m)
1—3a g 1—3a

+cos(q—m) n g Q. —(g—m)+2+a’— "1)>—T l+'[_m =y (/—"l)’>d+'

On égalcra done a zéro les coefficients de ces différents cosinus, et
I'on aura :

° —p+o+at— ~—P~ =o,

équation d’olt 'on tirera la méme valeur de p que ci-dessus (Article XLV),
de sorte qu’on aura

p:l—a—z7

et I'on sera maintenant assuré que cette valeur est exacte jusqu’aux
quantités de I'ordre de o inclusivement;

] i 03

2" —q'+a+ad—

1—3a*  34f*(B+B) 1\ 32/ (B—B,) pr—1+ 3’
¢ ('~7+

or, comme nous négligeons les quantités de 'ordre de o, on aura (en
mettant pour p et ¢ leurs valeurs approchées)

pP—1+3a
Pq

w2,

l——3a">__3a’f’gﬂ<l_]_)_i+l——31”)_3a’f’gé|([+p 1 1—3a

=0,



DES TROIS CORPS. 321

de sorte que, i cause de B = — 4 et B, = 6 (Article XLVII), I'équation
précédente se réduira &

-~q’—l—z-&—a¢“-—i—j(;?g‘-2 - éfgﬁ(x— é;) +15fa*= o,

ou bien

2

q‘-—(:!—l—a“— Saf” +l5f“a“> ¢*+1— 3t — 30:'/:::0;

d’ot Pon tire d’abord, aux quantités de 'ordre «® pres, en ayant égard
a la remarque de I’Article XLVI,

57

q2:|+;’;-——~4—'+za\/n+——z—

af  3aif? - 15f%a

et de la

H 3 2 2 2 2 3 2
g=r+ar L3020 A2, S
4 2 8 4 2
on aura done ici
2 2.2
p+q_, _ & 3f«
2 4

par conséquent le mouvement moyen du neeud qui ‘est représente par

(Iz — B—l:—f> ¢t (Article XLVI) sera = — -3—44'5— ¢, ce qui s'accorde avec

les observations;

. nl 1—3a2 ] 3 p I 1—3a |
. 3 P[*(p+m)’+2+a’- -——-——-——-(l)+m)2J—-/; .+p+lll.—(p+’)l>z })Tl.)n-&-‘;;]-“ =u;

VL. 41
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o ] . — —Lﬂ _é[ p — 1 —_ l-—gazJ_ .
4 I.l (p—mp+2+a? (p—-m)’] H-p-—m G=m  pp—m) =o;

XLIX.

On repassera présentement a 'équation (&) pour trouver une valeur
de x plus exacte que celle de I'Article XLVIL.
- Pour cet effet, on commencera par substituer dans les termes de cette
derniére équation qui suivent les deux premiers, & la place de x, X et v,
lears valeurs trouvées dans les Articles précédents, et négligeant les
quantités de 'ordre de g*, aussi bien que celles qui seraient affectées
de « multipliée par a?, au?, b%, ba® el «', i cause que nous avons rejeté
“dans la méme équation les termes de 'ordre «* dans lesquels x et X
pouvaient former ensemble des produits de deux dimensions, on aura
par ces substitutions des termes de la forme

2f*cosapt, Zfgeoslpgit, aafrcos(ptmztpt,

dagfeos(ptm=q)t, «f'cosgpt, a‘figeos(3ptq)t,
2*bf*cos(ap 2= n)t, ath cosnt, abgfeosiptqgtnit;

¢’est pourquoi on supposera

Xz acosml + a f24 cosapt
+ @fgBeosip+ q)t + a’fgBicos(p — )¢
+ 22af*Ceosiap +m)t + « af*C cos(2p — m)!

+ atagfDcos(p + ¢ + m)t + a*agfcos(p + g — m)!
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et substituant cette valeur de x aussi bien que celles de v et X des

Articles précédents, on aura, en négligeant ce qu’on doit négliger,

. ! 243 -
(1(':05”[![—' m’+l+4a’—i:{-—-—9ﬂﬂ(}>+1’).1_&[_. ._£_.,+.__£_'._ —
2(pt—m?) P \p+m p—m .

-+ 1""0052,11[]"".4( 4/)+1+4a-— 94 f" ) of’ gul—\’—f—'ﬁ".]

2(p! = iy 2 2 ‘
+27f',os(p+r/)t[lf;g]}< (it g _Al/}3:4(’)117)_‘])_3a.’f’f,/1;,wgfg 3{,,;(;_;;‘ ),
2 e0s(p - g [b < (p—g) 14§ 2 W{)_«(’,/f’_q)q)_31’,/?43_9/;%3_ ;q‘(_n};}:z/~'; .
+aucos(2p+m r[f‘(" [=(@p+m)+1-+427]— 3:%’ —g [P /)(31)/_:_1;) +- [(A/)—?/r:‘:.)’(‘;p# "
+ 2 acens (2 p—m) l[f’ = (2p—m) +|+/g]_3_f_/:l_ 1P, _M.}%;;") + i );/:})f(ill ]

Ainsi il n'y aura plus qu'a égaler i zérvo les coeflicients de ees difleé-
rents cosinus, pour déterminer les inconnues m, A, B, 8, C,, C, ... ..
Le coefficient de cosme donnera la valeur de m exacte jusqu'any

quantités de Uordre de «* inclusivement, et 'on aura, i cause de

| 3
P = — el Py= (Arllclc préecdent), Péquation
I

4
_gaf? SEV A 9af? gt/

2 1 P - -
mt el 2 p —m) plp+mi +4p (p—m) ” >

Jalf? gatf?
—m 41+ /;a’—— «—f—— ;)___f" ~1 0,
I (p+m) 2

ou bien

d’oir, en mettant pour £, p et m leurs valeurs approchées r, on tire
m=1—122" el m=1—o%

30 .
- -1, 4
]

de sorte que le mouvement de Papogée (A — m) ¢ deviendra

2

a
cause de A=1— T

Comme notre dessein n’est point de donner ici une Théorie compléte
de la Lune, nous nous contenterons de ce léger essai, qui peut sullire
pour donner une idée de la méthode qu’il faudra suivre dans Pintégra-

;fl.
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tion des équations différentielles de I'Article XLI, auxquelles nous avons
réduit le Probleme des mouvements de la Lune et du Soleil autoyr de la
Terre.

Quand on aura trouvé les valeurs de x, X et v en¢, c’est-h-dire, de r,
r' et r”, on aura d’abord les latitudes ¢ et ¢’ par les formules (¢) de I’Ar-
ticle XLII, et ensuite on aura les longitudes ¢ et ¢’ par les formules («)
du méme Article; ou bien, comme v = RrcosZ’, en connaissant v, r

et R, on connaitra
Y

roset= Vi +x)( +X_)3

or & est I'angle qui exprime la distance de la Lune au Soleil, de sorte
que, comme la latitude du Soleil est tres-petite et peut par conséquent
¢tre négligée, on aura, par la propriété connue des triangles sphériques
rectangles, cosg” = cosy cos(o — ¢’), et par conséquent
Y

(‘OS(({/ — Cp’) == - - T T ot

cosy 1+ x+X+xX
Ainsi I'on aura par ce moyen la distance 7 — ¢ de la Lune au Soleil
comptée sur Pécliptique; mais la longitude ¢’ du Soleil est assez connue
par la loi de Kepler, que cet astre suit assez exactement, puisque les dé-
rangements que la Lune pourrait y produire ne seraient que de I'ordre
de B ou de ta*a, comme on le voit par I'équation (r) de I’Artiele XLI;
done, en ajoutant cette longitude a la distance ¢ — 9" des deux astres, on
aura la longitude 4 de la Lune comptée a Pordinaire dans Pécliptique.

Le Chapitre premier du Mémoire qu'on vient de lire mérite d’dtre compté parmi les travaux
les plus importants de Uillustre Auteur. Les dquations différentielles du Probléme des trois
Corps, lorsqu'on ne considére, co (ui est permis, que des mouvements relatifs, constituent
un systeme du douziéme ordre, et la solution compléte exige, en conséquence, douze intégra-
tions; les seules intégrales connues étaient celle des forces »ives et les trois que fournit le
principe des aires il en restait donc Auit & découvrir, En réduisant & sepr le nombre des
intégrations nécessaires pour I'achévement de la solution, Lagrange a fait faire & la question
un pas considérable, et les géométres qui se sont occupés aprés lui du Probi¢me des trois
Corps ne sont pas allés an deld. Leurs efforts, cependant, n’ont pas ¢té inutiles : des méthodes
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nouvelles et ingénieuses ont été proposées, comme, par exemple, celle que Jacobi a développée
dans son célébre Mémoire sur Uélimination des neeuds dans le Probléme des trois Corps ;
mais ces méthodes, comme celle de Lagrange, font dépendre la solution du Probleme de sepr
intégrations. ,

La méthode de Lagrango est des plus remarquables; elle montre que la solution complite
du Probléme exige seulement que 'on connaisso & chaque instant les cdtés du triangle formé
par los trois Corps; les coordonnées de chaque Corps se déterminent cffectivement ensuite
sans aucune difficulté. Quant & la recherche du trianglo des trois Corps, elle dépend de trois
équations différentielles, parmi lesquelles deux sont du dewaiéme ordre et la troisieme du ¢roi-
siéme ordre ; ces équations renferment deux constantes arbitraires introduites, I'une par le
principe des forces vives, 'autre par celui des aires, en sorto que les distances des Corps sont
des fonctions du temps et de neuf constantes arbitraires seulement. Parmi les douze arbitraires
que I'intégration compléte doit introduire, il y en a donc ¢rois qui no figurent pas dans les
expressions des distances, circonstance (ue 'examen des conditions du Probleme permet d’ail-
leurs de mettre en évidence @ priori.

Préoccupé assurément de Papplication qu’il voulait faire de sa nouvelle méthode & la Zhéorie
de la Lune, application qui fait 'objet du Chapitre 1V de son Mmoire, Lagrange a néglizé
d’introduire dans ses formules la symétrie que comportait son analyse, symétrie qu'un trés-
léger changement dans les notations permet de rétablir, Les masses des trois Corps étant
représentées par A, B, C, Lagrange étudie les mouvements relatifs de B et C autour de A, et il
est bientdt amené & introduire en outre, dans ses formules, les quantités qui se rapportent au
mouvement relatif du Corps C autoar de B. Unc telle direction des caleuls est incontestable-
ment défectucuse, au point de vue de 'élégance mathématique, en ce sens que les coordonnées
des trois orbites relatives considérées ne figurent pas symétricqquement dans les formules ; mais,
pour éviter cet inconvénient, il suffit, comme nous venons de le dire, d’une simple modification
daps les notations de l'illustre Auteur, et cette modification revient a introduire, au licu des
mouvements considérés : 1° le mouvement relatif du Corps B autour de C; 2” celui de € autour
de A; 3° celui de A autour de B. )

Un habile géométre allemand, M. Otto Hesse, a repris récemment I'analyse de Lagrange en
se placant au point de vue que nous venons d'indiquer, et il a publié son travail duns le
tome LXXIV du Jowrnal de Crelle (imprimé a Berlin en 1872). M. Hesse ne considére (ue
ce quil nomme le Probléme restreint, c'est-d-dire, celui qui a pour objet de déterminer i
chaque instant le triangle des treis Corps; c’est-a ce Probleme restreint que Lagrange a ramené
d’ailleurs, comme nous I'avons dit plus haut, le Probleme général. M. Hesse, malgré son incon-
testable talent, n’a pas réussi a perfectionner P'analyse rigoureuse que nous devons & Lagrangze,
car une inadvertance I'a fait tomber dans une erreur grave, que nous indiquerons plus loin, et
qui infirme absolument sa conclusion. Ajoutons que la notation particuliére dont le géometre
allemand fait usage, pour abréger I'écriture des formules, ne, parait pas préférable a celle de
son illustre devancier.

Pour justifier Jes remarques qui précedent, il est nécessaire d’entrer dans quelques détails;
nous le ferons d’une mani¢re succincte, en introduisant dans 'analyse de Lagrange les modifica-
tions nécessaires pour rétablir la symétric des formules, et en dégageant la solution de tout co
qui n'est qu’accessoire.

1. Soient z, ¥, z les coordonndes rectangles du Corps B par rapport a C; &', ¥', 2’ celles du
Corps C par rapport & A; z', y", 2" celles de A par rapport & B; on aura

(1) r+x' +x"=0, y4+r'+y"'=o0, z++3=o.
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Soient aussi

(2) r':VF—!—)’”—&—z’, ’,I=‘/x‘ “+]"+Z", ’.n='("ri/:+‘r»§+;ﬁ.

Les équations différentielles du mouvement forment Lrois groupes dont I'un est

d*xz A+B+C < x' .z"’)
— ey —A + — =0,

de? r r

3 d’x' A+B+C B(Z "\

" T B mm ) =o
d*’z” A+B+C , c(= A
T T = mrmem) =

ot dont les deax autres se ddéduisent du précédent en changeant = en y et en z. A cause des
formules (1), les équations de chaque groupe peuvent étre réduites & deux distinctes; ces
equations coincideraient avge les équations (A), (B), (C) de Lagrange, si 'on y faisait le simple
changement de x, v, z, 2", »", 3" en — 2", —y", —=3", — 2, —y, — 2.

Du groupe (3) et des deux groupes analogues on déduit

Py —yd’a iy —y'dPy 2y —yd T

Ad L 77 R Y 0P/ R

equation qui subsiste quand on exéeute la substitution circulaire (., y, 2) et qu'on répete cette
substitution. On conclut de la les trois intégrales des aires, savoir

ydz --zdy  ¥'dz' -3y yda— 2y

—_— + = a.
Adt Bt Cdt :
s zdr — xds  Fdr' — r'dd . 2"dr" — "z )
P — e o — - T f,
A Adt B e Cde
ady —ydr  Xdyv'—y'de' o'y’ —y"de"
— et e = -— =
Ndr "7 Bt T Gt ’
a, b, ¢ étant trois constantes arbitraires.
Ensuite, i 'on fait
N ) @+ dy* + d2? dz* n__ AL = dy” +dz” i A2 - )" d2
15) u 5 PN TR LA 7 M= e
e de? dt

et que Uon ajoute ensemble les dyuations du groupe (3) et des deux analogues, apres avoir
multiplié ces équations respectivement par

sdr adr'  adre'  ady  ady'  2dy"  2dz  adz  adi
: U et B v :

B0 A B C

N ——y —— —_—

N B’ ¢ A
on aura

L wooont o . dr dr' dr” )
“)) !l(x»r--ﬁ- )—7-2 A-PB*()(A" —’-,—.‘+h-r—,,5>~0.
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ce qui donne, par l'intégration, I'équation des forces vives, savoir

(7) (%+%+%>—2(A+B+C)(—A'—;_+B'7+C%,)=f,
[ étant une constante arbitraire.
2. Posons
(8) X2"+y'y"+3d"=—p, Tr+y'y+2z=—) ax +'_y_y'-+ 23 = —
ou, ce qui revient au méme,
r't4 "t —p? r" 4 pt—rh riq4rt—rm
(9) — = =P =
on aura
(10) rr=p'+p, rt=p"wp, MM =p+ ]:’;
faisons en outre
(1) momsh w5
ce qui donnera
(12) 7/ 't ¢" = ¢, 4,4
{1 +q¢+4 =0, »” + ,.13+F53—°

Si I'on différentie deux fois la premidre équation (2), aprés I'avoir élevée au carré, on aura

T —

L A Y e -
de v d? de?

™

~

&
..

2(,2 1, 2, 2
1d (r.):< d’x d% d z)+u",

et cette formule subsiste quand on y remplace .z, », 2, 7, w par &', ¥', 2', ', 1’ ou par 2", y*, 2",
r", 1", Si donc on multiplie les équations (3) par z, 2', 2" respectivement, et qu’on ajoute
ensuite chacune des équations résultantes avec celles qu'on en dé:luit par le changement de .«
en y et en z, on aura, en vertu de la formule précédente,

1 d*(r') A+B+C C
ST T AWy

) — u* =o,

1d3(r") A+B+C "o n__
LEUD) A Dl By ) - <o,

(13)

2(, 12
%(ld(‘l; ) A+’I?’+C +‘C(I”/ _../;’4/’)—11“::0.

Ces formules (13) répondent aux formules (F) de Lagrange, ou, ce qui revienl au méme, aux
formules (K), en tenant compte des formules (J) de I'Auteur.
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Ajoutons les quatre équations (13) et (7), aprés avoir divisé les trois premiéres par A, B, C
respectivement ; on aura

v A e ey 1 dA (e 1 1\,
(14) [;’x PPy R Y ] (“B*C)(Ar*ﬁ?*m)“-"

Cette équation coincide avec I'équation (L) de Lagrange, quand on y permute les lettres »
et r”; c'est uno transformée de I'intégrale des forces vives; elle ne renferme que les seules
distances », r', r".

3. D'aprés les formules (1), les trois quantités
(2'dx"+ y'dy"+ 3'dz") — (2"dz’ + y"dy'+ z"dz'),
("de+ y"dy + 3"dz) — (z dz" +y dy" + 2 dz"),
(wdz' +ydy'+zds')— (2'dx +y'dy +z'ds)

sont égales entre elles. Si U'on désigno par g leur valeur, on aura, par le moyen des for-
mules (8),
\' 2+ y'dy"+ 2 d2"= [(—dp +pdt), £'de' 4y dy'+ 2y =L (— dp —pdt),
]

5)  2'dr+y'dy +-2'dz = {(—dp'+pdt), zde"+ydy" +zds"=(—dp'—pdt),
' rde' +ydy' +zds' = (—dp'+pdt), Xdr-ry'dy +3'da=14(~ dp'--pdt).

La quantité auxiliaire p que nous introduisons n’est autre chose que celle qui est désignée
par — —f dans le Mémoirc de Lagrange; il est évident que cetto quantité pout étre exprimée

en fonctlon des vitesses «, «', u”, dos distances r, 7/, 7 ¢t do leurs différentielles or, dr', dr".
En effet, considérons quatre directions respectivement paralléles a celles des rayons r, r’ et
des vitesses «, «’; soient L, M, N les cosinus des angles formés par la direction de ' avec les
directions de «, «', r; L, M, N, les cosinus des angles formés par les directions de u'et r. de «
et r.de u et «'. On aura entre ces six cosinus la relation connue

P~ (L2 M2+ N* - L2 4+ M2 4 N?) + (L2 -+ M2M? + N*N?)

16
(16) +2(LMN+MNL+ N LM+ L MN,)— 2(LL MM, + MM NN, +NN,LL,)=o.

On a d’ailleurs, par les formules précédentes,

N

_P dt +dp’ M dr'

= — N=—--L2_
L arwde w'de’ rr'’
('7 ) " 2 1} L]
L= pt—dp _dr N WH+u'—u
S ard'dt | ' ude’ T 21’
Faisons, pour abréger, avec Lagrange,
' 0" —u? W4t —u? B d?—u"
(18) ———— =, = ="

2 2 2
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(19) W=0o'40", W=0"40, M=o+

Jdpt L dp N AT AN d{r)\’
r=r (B ) e (3o () o (459

’ " l l" Ul l !

dp' dp dp'\’ dp\* ,[d(r")\*
E”zzr”’p’—z(p —(57——/)' i—)p-kp (-{%) +p’(—€—) +p ( (dt ) )

I'équation (16) deviendra, apres la substitution dos valeurs (17),

U ’ U N
(a1) (P,+ rg)dp—ulpdrllfa +dp"dp

b
) — 420+ 3" 16 (pp' + PP P ) (04 0 o) 0

c'est précisément I'équation (N) de Lagrange. Si 'on suppose que #?, «%, ™ y soient rem-
placées par leurs valeurs tirées des équations (12), la quantité auxiliaire p ne dépendra que
des distances r, 7', r” et de leurs différentielles du premier ot du deuxiéme ordre.
f. Puisque I'on a
(zde'— z'dx) + (ydr'— ry'dy) + (2dz' — 3'dz) = pdl,
il g'ensuit, par la diftérentiation,
(xdiz'— 2'dz) + (yd?y'— y'd’y) + (2d?2 — 2 d*z) = dplt,

et, si I'on élimine los différentielles secondes des coordonndes au moyen des équations (3) et
de celles qui s'en déduisent par le changement de » cn y et en z, on aura

(22) %’ + Apg+Bp'q'+Cp'q" = o;

cetto équation n'est autre que I'équation (H) de Lagrange, en tenant compte du changement
de notation.

3. Revenons maintenant aux dquations (4) : on a identiquement
(rdz—zdy) (y'ded —zdy') +(zde—xdz)(2da' — 2'dd') + (wdy—y dz) (2'dy' —y'd')
= (xx'+y)'+22') (de de'+dydy'+ deds') — (wdr'+y dy'+ zd2' ) (2 de + y' dy + 2'd3),

et cette formule subsiste quand on écrit &', ¥, 2’ ou &”, ¥’, 2" au lieu de 2, ¥, z, ou bien
2", y" 2" ou a, ¥, z au lieu de 2, y', 2'. D’aprés cela, si I'on fait
' ' Yy

@ D et =AY

VL. 42
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et que I'on ajoute les équations (4 ), aprés les avoir élevées au carré, on aura, en faisant usage
de la précédente formule, ainsi que des formules (a), (5), (15) et (18), :

e R ey

(23)
dp ” dp'\* 2 [, (1/)")’ 2 A+B+C ,
Bc[”‘ 4( )] m[” 4(4:” A—[’“ 4(4: =F-=T8c "

ce qui est I'équation (P) de Lagrange.

Si maintenant on suppose que «*, ", u"* soient remplacés partout par les valeurs tirées
des formules (13), et que, par lo moyen de I'équation (21), o soit élimind des équations (22)
et (23), celles-ci ne contiendront plus que les distances r, 7', r"; la premiére sera du troisiéme °
ordre et I'autre du deuxiéme; en les joignant & I'équation (14), on obtiendra le systéme diffé-
rentiol indiqué par Lagrange. Ce qui précéde résume la partie cssentielle du Mémoire de
I’Auteur.,

6. Différentions les équations (5) et remplagons ensuite les différentielles secondes par les
valeurs tirdes des quations (3) et des analogues : on aura, en faisant usage des formules
précédentes,

/[——

d{u*) dp'
) _, (A+B+(“)——+A(q P _ ,£>+Aq9_o,
(24) d(u?) 45 ' dp
7 —A(A+B+()———-+B</ dt_'/717>+BqP=°’
d(l( ?) d'[_" dp p
(” —-2(A+B+C) L(/—{—i’- q-—l—>+C(/P"‘O

Ces formules coincident avec les équations (I) de Lagrange, quand on tient compto des équa-
tions (J) de 'Auteur. M, Hesse leur substitue les trois combinaisons obtenues quand -on les

1 . 1
) pus par 'A—sy

ajoute entre elles, aprés les avoir multiplides respectivement par i’ -]I;; C

1 1 . . . ,
=—=) -+ puis enfin par p, p', p’. La premiére combinaison n’est autre chose que 1'équa-
g5 Gt P par p, p, f p

tion (6); la deuxidme combinaison donne, en se servant des formules (12),

l’-— —

A+B+C n A+B+C\ | A+B+C
d\u -2 l ,1<“nz_2__’_,_._

R RS _..4__...___..+ — ¥ e e L — ISP g

1
(25) sK‘ i dt Br® dt T de

(L dp dy’ (1])
— 1L 3 1 n3 -
(I/ a T T ) o
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enfin la derniére combinaison, qui seule contient p, est, en faisant usage de 'dquation (2a),

d(u“—nA+B+C> ( A+B+L) d(u"’—nA-‘-f,,_’-C)
r "
b=, de tp dt

dp! 2 dp ,,(1/)”__ (i[_) (lﬁ_)
~ap(s% '1(1,)+B/'('1w 1Z)+cr (1% -9

Supposons que I'on différentie I'équation (23) ce qui fera disparaitre I'arbitraire &, et que

deléquauon résultante on tire la valeur de p 7 pour la substituer dans I’ équauon (26). Alors,

comme «?, " représentent les valeurs fournies par los équations (13), les équations (6),
(25) et (26) qu1 sont toules du troisiéme ordre et ne renferment aucune arbitraire, constl-
tuegont, d’aprés M. Hesse, le sysu‘-)me différentiel duquel dépendent les distances r, r’, r"
quand on ne fail pas intervenir les principes des forces vives et des aires. Enfin, si des méme<
équations (6), (25) et (26) on tire les valeurs de d(«*), d(«), d(«"™), pour les porter dans
'une des équations (24), celle-ci donnera, d’aprés le méme géomeétre, une valeur de p qui
sera seulement du deuxidme ordre; en portant cette valeur dans I'équation (23) et en joignant
ensuite cette équation aux équatlons (14) et (26), on obtiendra un systéme composé de deux
équations du deuxiéme ordre ot d’une du troisitme ordre, dans lequel figureront les deux
constantes arbitraires f et 4.

Telle est la solution que M. Hesse propose dans son Mémoiro. Celte solution parait, 3 premidre
vue, beaucoup plus simple que celle de Lagrange, mais il n’est pas difficile de reconnaitre I'in-
exactitude de la conclusion de M. Hesse. Effectivement I'équation (26), aprés qu’on en a éliminé

P:‘j‘g par I'équation (23) différentiée, n’est pas autre chose quo I'équation (6) multipliée par le

.r? "o . . . . .
facteur ITE T les trois équations du troisiéme ordre qui composent le premier sys-

téme de M. Hesse no sont donc pas distinctes. Le deuxiéme systéme du méme géométre ne
saurait, en conséquence, avoir d’existence réelle, puisque les équations du premier systéme
sont impropres a fournir les valeurs des différentielles du troisiéme ordre, ou, ce qui revient
au méme, les valeurs des différentielles (u?), d(«”), d(«"). On ne saurait se dispenser,
dans la recherche dont nous nous occupons, de tenir compte de I’équation (21), comme Lagrange
a eu soin de le faire.

(Note de I’Editeur.)
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SUR

L'EQUATION SECULAIRE DE LA LUNE"

Nec cum fiduciA inveniendi, nec sine spe.
SENEC., Nat., quast. vil, 29.

| Mémoires de 1'Académie Royale des Sciences de Paris, Savants étrangers,
t. VII; 1773. (Prix pour Pannée 1774.)]

La question proposée par I’Académie Royale des Sciences pour le
sujet du Prix de I'année 1774 est double et renferme, & proprement
parler, deux questions différentes.

Dans la premiere, on demande par quel moyen on peut s’assurer qu’il
ne résultera aucune erreur sensible des quantités qu’on aura négligées
dans le calcul des mouvements de la Lune.

Et, dans la seconde, on demande si, en ayant égard non-seulement a
I’action du Soleil et de la Terre sur la Lune, mais encore, s’il est néces-

(*) Ce premier essai de Lagrange sur !’ Equation séculaire de la Lune, qui a obtenu le Prix de
1’Académie Royale des Sciences, pour 1774, est antérieur de dix-huit années au Mémoire sur lo
méme sujet que I’Auteur présenta a I'’Académie de Berlin ( OFuvres de Lagrange, t.V, p. 687 ).

C'est en 1787 que Laplace fit connaitre sa mémorable découverte de la cause qui produit
I’équation séculaire de la Lune ; mais, dés 1783, Lagrange avait reconnu que les moyens mou-
vements des plandtes pouvaicnt 8tre sujels a des variations séculaires dépendant des excen-
tricités et des inclinaisons; il avait méme fait I'application & Jupiter et & Saturne, ce qui ne lui
avait fourni que des variations presque insensibles ( OEueres de Lagrange, t.V, p. 381). Les
formules qui se rapportent aux planétes sont applicables au cas de la Lune ; mais ce ne fut que
plus tard, en 1792, que Lagrange s'occupa de cetto importante application.

(Note de U Editeur.)
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saire, & 'action des autres planétes sur cc satellite, et méme & la figure
non sphérique de la Lune et de la Terre, on peut expliquer, par la seule
Théorie de la gravitation, pourquoi la Lune parait avoir une équation
séculaire, sans que la Terre en ait une sensible.

Le Mémoire suivant est destiné uniquement a répondre A la seconde
de ces deux questions. On y verra : 1° que I’équation séculaire de la
Lune ne saurait étre expliquée par la seule Théorie de la gravitation, du
moins en prenant cette équation telle que les astronomes ’ont adoptée
d’apres feu M. Mayer; 2° que les preuves que I'on a de I’existence de cette
méme équation ne sont pas, a beaucoup prés, aussi solides et aussi con-
vaincantes qu’on pourrait le désirer. Je serai suflisamment récompensé
de mon travail si I'illustre Compagnie, & qui j'ai P'honneur de le présen-
ter, daigne ’honorer de quelque attention, et surtout s’il peut exciter
d’autres plus habiles que moi a le pousser plus loin, et & décider irrévo-
cablement 'importante question de I'équation séculaire de la Lune.

Quant a la premiere question, j’avoue que, apres y avoir médité long-
temps et avec toute l'attention dont je suis capable, je n’ai rien trouvé
qui pat me satisfaire, ou qu’on pit du moins ajouter & ce que M. d’Alem-
bert a déja dit sur ce sujet dans les derniers volumes de ses Opuscules.
Fai done cru pouvoir me dispenser de traiter cetle question, et je me
flatte que I’Académie voudra bien ne pas m’en savoir mauvais gré; en
récompense, j’ai tiché de m’étendre d’autant plus sur 'autre question,
et d’entrer dans des détails astronomiques que cette illustre Compagnie
n’a pas demandés, mais que j’ai crus indispensables dans la matiere dont

il sagit.

1. Quoique la Théorie de la gravitation universelle ait jusqu’ici par-
faitement rendu raison des inégalités périodiques qu’on observe dans les
mouvements des Corps célestes et surtout de la Lune, elle n’a cependant
pas encore fourni d’explication de I'équation séculaire de cette planéte.
M. Halley est le premier qui ail soupconné une accélération dans le
moyen mouvement de la Lune, comme on le voit par ce passage de la
seconde édition des Principes mathématiques : Et collatis quidem obser-
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vationibus eclipsium babylonicis cum iis Albategnii et cum hodiernis, Hal-
leyus noster motum medium Lune cum motu diurno Terre collatum paula-
um accelerart, primus omnium, quod sciam, deprehendit, page 481. Mais,
soit que ce grand Astronome n’ait pas cru pouvoir entizrement compter
sur I’exactitude des observations qui lui avaient donné I'accélération de
la Lune, soit qu'il ait regardé cette accélération comme trop peu sen-
sible pour qu’on dut en tenir compte dans le calcul du lieu de cctte pla-
nete, il est certain qu’il n’y a eu aucun égard dans les Tables qu’il en a
publiées depuis. Cependant la remarque de M. Halley n’est pas demeurée
infructueuse : deux savants Astronomes, MM. Dunthorne et Mayer, ayant
entrepris d’examiner de nouveau ce point important de la Théorie de la
Lune, ont non-seulement reconnu existence de I’équation séculaire de
cette planete, ils en ont de plus déterminé la quantité : le premier I'a
fixée a 10 secondes pour le premier sitele, et le second a 7 secondes dans
ses premicres Tables, et ensuite & ¢ secondes dans les dernieres; et
comme les Tables de la Lune de M. Mayer ont été généralement adoptées
par les Astronomes, I'accélération du mouvement de la Lune est main-
tenant regardée comme un fait dont il semble qu’il ne soit presque pas
permis de douter.

M. de la Lande a néanmoins remarqué, dans son Astronomie, qu’il
crestait encore quelque incertitude sur les observations qui ont servi &
déterminer ce nouvel élément de la Théorie de la Lune, et qui se rédui-
sent a deux éclipses de Soleil observées en 977 et 978 prés du Caire, par
Ibn Jonis, Astronome du calife d'Egypte Aziz; comme ces observations
sont les seules que nous ayons pour servir de terme de comparaison
entre les anciennes observations des Babyloniens et celles de ces derniers
temps, il faut avouer que, st 'on était obligé de les rejeter, on perdrait
les principales et méme les uniques preuves décisives que I'on ait de
P’accélération du moyen mouvement de la Lune; car je ne puis croire,
avec M. Mayer, que cette question puisse se décider par la simple com-
paraison des observations du siecle passé avec celles de ce siecle, les va-
riations qui peuvent se trouver dans le mouvement moyen de la Lune,
dans le court espace d’un siécle, étant nécessairement trop petites pour

VL 43
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pouvoir étre attribuées & d’autres causes qu’aux erreurs des observations
et & I'incertitude qui a encore lieu dans quelques-unes des équations de
la Lune.

Quoi qu'il en soit, en attendant que le temps et les recherches des
astronomes nous apportent de nouvelles lumiéres, la Théorie est, ce me
semble, le seul moyen que nous ayons pour décider un point d’Astro-
nomie si important. Il s’agit donc d’examiner, le plus soigneusement
qu’il est possible, si la gravitation universelle peut produire, dans le
mouvement moyen de la Lune, une altération sensible et conforme aux
observations; c’est la question que je me propose de traiter dans ces
Recherches.

2. Pour que le moyen mouvement de la Lune soit assujetti & une alté-
ration croissanle comme le carré du temps, ainsi qu'on le suppose dans
les Tables, il faut que la formule générale du lieu vrai de cette planéte
renferme, outre le terme Z qui représente le mouvement moyen, encore
un terme de la forme ¢Z?, 7 étant un coefficient positif et tres-petit; ce
dernier terme représentera donc I’équation séculaire, qui sera toujours
additive au mouvement moyen avant et apres I’époque qu’on aura fixée
pour le commencement de cette équation, et qui, dans les Tables de
Mayer, tombe au commencement de ce siécle. Donc, nommant = le rap-
port de la circonférence au rayon, on aura iw > 360° pour la valeur de
I’équation dont il s’agit au bout d’une révolution de la Lune; et, nom-
mant ensuite v le rapport du mouvement moyen de la Lune & celui du
Soleil, on aura imv? X 360° pour la quantité de la méme équation au bout
de la premiere année apres I'époque; enfin, multipliant cette quantité
par 10000, on aura la quantité de I’équation pour le premier siecle,
laquelle étant, suivant M. Mayer, de g secondes, on aura cette équation

10000 {5v* X 360° =¢’,
¢’est-a-dire, en réduisant aussi les degrés en secondes,

10000. 360. 3600 iwV* = g;
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d’ou l'on tire

! = 16000, 360. 3600 w1’
OF 0D a & trés-peu prés = = 6 et v? = 178; donc on aura environ

. 1
=3 537920000000

3. Telle doit donc étre la valeur du coefficient ¢ de ’équation sécu-
laire, dans ’hypothese que cette équation soit réelle et croisse constam-
ment comme le carré du temps; mais, comme il peut se faire aussi qu’elle
ne soit qu’apparente, et que ce ne soit dans le fond qu'une équation pé-
riodique, mais dont la période soit tres-longue, il est bon de voir en
particulier quelle devrait étre sa valeur dans ce cas; car, quoique I'effet
de I’équation séculaire puisse étre sensiblement le méme dans I'un et
dans 'autre cas, pendant un intervalle de temps peu considérable, il
deviendra cependant fort différent au bout d’un grand espace de temps;
de sorte que, si cette équation, au lieu d’étre réelle, n’est qu’apparente,
elle devra nécessairement avoir une tout autre valeur que celle que
nous venons de trouver, pour pouvoir répondre a la fois aux observations
babyloniennes et arabes qui ont servi de données dans la détermination
de cet élément. Mais pour cela il est nécessaire de commencer par exami-
ner, en peu de mots, comment on peut accorder ces observations par
I'introduction d’une équation séculaire réelle; ensuite nous verrons ce
qui doit en résulter dans 'hypotheése que I'équation séculaire ne soit
qu’apparente.

4. Comme les observations les plus distantes entre elles sont celles
qui peuvent fournir les déterminations les plus exactes des mouvements
moyens des planétes, on a employé dans la détermination de celui de la
Lune la plus ancienne éclipse dont la mémoire nous ait été conservée,
et qui est celle que Ptolémée rapporte avoir été observée 4 Babylone le
19 mars 720 avant J.-C. (Almageste, Livre 1V, Chapitre VI). M. Cassini

ayant comparé cette observation avec celle d’une éclipse de I'année 1717,
43.
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ol la Lune s’est trouvée a peu pres dans les mémes circonstances, a trouvé
le mouvement séculaire de la Lune de 10°7°4g’'52”; or, si le mouvement
moyen de la Lune était tout a fait uniforme, il est clair qu’on devrait
toujours trouver le méme résultat en comparant ensemble d’autres
observations; mais on a reconnu dans ces derniers temps que les obser-
vations arabes, dont on a parlé ci-dessus, comparées avec les observa-
tions de ce siecle, donnent environ 2'36”% de plus pour le mouvement
séculaire de la Lune. M. de la Lande, dans les Mémoires de I’ Academie,
année 1757, trouve (u’en employant le mouvement moyen qui résulte
des observdtions arabes, la longitude de la Lune dans I'éclipse de 720
avant J.-C. est moindre de 1°27" que I’observation ne I'a donnée; or,
comme M. de la Lande suppose le milieu de cette éclipse 47 minutes
plus tdt que M. Cassini, il s’ensuit qu’il faut oter de 1°27' le mouvement
relatif de la Lune au Soleil pendant 47 minutes, lequel est de 23'52";
ainsi 'on aura 1°3'8”, qui, étant partagés en 24+, nombre des siecles
écoulés entre 'observation dont il s’agit et 1700, donne 2'36"%, dont
le mouvement moyen séculaire est plus grand, parce que, comme en
remontant on avance contre I'ordre des signes, une longitude moindre
indique un plus grand espace parcouru. C’est ce qui a engagé les Astro-
nomes a appliquer au mouvement moyen une équation séculaire propre
a sauver cette différence.

5. En effet, soit « le mouvement séculaire moyen dont la marche est
uniforme, et y I'équation séculaire, que nous supposerons d’abord pro-
portionnelle au carré du temps; et, prenant le commencement de ce
siecle pour époque, on aura, aprés m siecles, le mouvement moyen
=mx + m*y; par conséquent, en faisant m négatif, on aura, pour
m siecles comptés en arriere, le mouvement moyen = — mx + m?y.
Soit maintenant « le mouvement séculaire moyen trouvé par M. Cassini
d’apres I'éclipse de 720 avant J.-C. et « + (8 le mouvement séculaire
moyen trouvé d’apres les observations arabes de 977 et g78; et comme,
entre les années 720 avant J.-C. et 1700, il s’est écoulé 24+ siecles, et
que, entre les années 978 et 1700, il s’est écoulé environ 7 £ sitcles, on
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aura — (244)a et — (74{) (x+ ) pour les mouvements moyens qui se
rapportent aux années 720 avant J.-C. et 978 : donc, si 'on veut que
la formule — ma + m?y satisfasse 4 la fois aux observations de ces
années, il n’y aura qu’a supposer successivement m = 24+, =74, et
former ensuite les équations

— (245 + (241 )0y = — (247) &,

—(1x+(71ryr=—(173(a+B)
¢’est-a-dire,

z—(245)y=a z—(13)y=a+f;

d’ot 'on tire
y=-— zx=—=a+ (24%))#:«4—(24%)%-

Or on a trouvé a=10%7°4¢'52" et 8 = 2'36"%; donc on aura
y=9"2, ctdela x=10%7°5334",64;

ce qui s’accorde i trés-peu pres avec les éléments que M. Mayer a em-
ployés dans ses dernieres Tables, ou il fait le mouvement séculaire
moyen de 10°7°53'35”, et I'équation séculaire de g secondes pour le
premier siecle, a compter depuis 1700.

6. Supposons maintenant que I'équation séculaire ne soit pas con-
stamment proportionnelle au carré du temps, mais qu’elle dépende du
sinus d’un angle qui varie peu, en sorte qu’elle ne suive la loi du carré
que pendant un certain espace de temps; soit A + p.Z cet angle, Z étant,
comme ci-dessus, le mouvement moyen de la Lune, et p étant un coeffi-
cient trés-petit, de maniere que I’angle pnZ demeure encore trés-petit
vis-a-vis de 1’angle fini; et comptant A au bout d’'un grand nombre de
révolutions de la Lune, on aura pendant cet intervalle de temps

172
sin(A + uZ) = sinA + p.Z cosA — ﬁ} sinA

a trés-peu pres; d’oui 'on tire

2ZcosA  2[sinA —sin(A + uZ)]
—— + —— ;
p-sinA sinA

=
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de sorte que I’équation séculaire apparente ¢Z* sbra véritablement re-
présentée par la formule

al
4 SinA

’

[Z cosA + sinA —sin(A + pLZ)]

et par conséquent s’éloignera a la longue de la loi du carré du temps.

7. Voyons donc quelle doit étre, dans cette hypothese, la valeur du
coefficient ¢, pour satisfaire aux mémes données du n° 4. Soit ¢ la quan-
tité de l’aﬂgle pZ au bout d’un siécle, on aura au bout de m siécles
p=mb; donc

mé

1 =—;

I
ainsi I'équation séculaire sera, pour m siecles,

;,-:i'n—A[me cosA + sinA —sin(A + m6)];

lorsque m =1, cette quantité devient (i cause de @ trés-petit) 5;1672’ qui
sera donc la quantité de I’équation séculaire pour le premier siecle.
Nommons donc, comme ci-dessus, y cette valeur de 'équation sécu-
laire et « le mouvement séculaire moyen; on aura, aprées m siecles, le
mouvement moyen égal a

mx + T%IJ;TX [m6 cosA + sinA — sin(A + m8)].

6's

Faisant donc successivement m = — 241 et = — 7%, pour avoir les
mouvements moyens qui répondent aux années 720 avant J.-C. et 978,
on formera ces deux équations

— (24 Yz + ﬁ-x [— (24) 6 cosA+sin A—sin[A—(243) 6]] =—(24%)a,

ll

—( ghz+ r;%&[—( 746 cos A+ sinA—sin[A—( 74) 9]] —( (B
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c’est-d-dire, en changeant les signes,

x— %Z [— cotA + 4'% (x - Sin[AS-i'n(:“) 6]>:| =a,
B A

d’ol1 I'on tirera aisément et y quand on connaitra A et §; ensuite on
aura, comme dans le n° 2

100007 ®1* X 360° =y,

d’ou l'on tirera
i= J .
10000 V! X 360°

8. Supposons, par exemple, que 'angle A+uZ soit égal au double
de la longitude de I’apogée du Soleil (on verra plus bas, aux n° 30
et suivants, pourquoi nous choisissons cette hypothese); on aura done,
en prenant toujours le commencement de ce siécle pour époque, A égal
au double de la longitude de I'apogée du Soleil en 1700, et § au double
du mouvement séculaire de cet apogée; ainsi I'on aura, par les nou-
velles Tables de Mayer,

A =06815°25 12", et 0 =3°4o’ = (en parties du rayon) 0,063994.

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, on aura
27— couf.)"25’-+.- : 1+ sing3 19\ ] =
ST 88°44 sinibeay ) | T %

_2r_ 0 o K/ I sin10°59'\ 7 _
x 3“40'[ cot15°25' + 26° 24’ (l + sin 15"25’)] =a+b

¢’est-a-dire,

2y 4,60336
"~ 0,06399 ( 3,62636 + 54%) =%

L2 36636+”7‘6"°) +B;
* 99( ? foo77) =2 P
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ou bien, en réduisant,

1,30788 2 198684

Tt o ob399Y =% % 506399

y:a-i—ﬁ;

d’ou
__0,06399 . 1, 30788
~ 150656 T=%* 556560

et, a cause de a =10%7°49'52” et B = 2'32” (n°5),
z =1087°52'4", y=—6",456;

d’ol I'on voit que la valeur de y doit étre négative ct égale a environ
deux tiers de la valeur qu’elle doit avoir dans le cas de I’équation con-
stamment proportionnelle au carré du temps; quant au mouvement sé-
culaire moyen, il ne differe que de 1’ 24" de celui qu'on a trouvé dans le
cas dont nous venons de parler.

Dans I'hypothese présente, on aurait donc pour I'équation séculaire,
(qui devra étre ajoutée au mouvement moyen au bout de m siecles comp-
tés depuis 1700,

N () ’ o /
— 3’21”,775[m cot15°25' + 15,627 <1 _ sin(15025 +m < 34o )>];

sin 15225’

et, pour les siecles qui précedent 1700, il n’y aura qu’a prendre m né-

gatif.
Et la valeur du coefficient ¢ sera
6 = ! environ
"~ 10000.360.3600@¥* 2306880000000 ’

9. On trouverait des résultats différents si 'on adoptait d’autres
hypotheses & I'égard de I'angle A + pZ, et il est clair que, tant qu’il ne
s'agira que de-satisfaire aux données du n® 4, on sera le maitre de don-
ner telles valeurs qu’on voudra a A et & u; de sorte que le Probléme de
I'équation séculaire de la Lune, envisagé sous ce point de vue, est entie-



DE LA LUNE, 348

rement indéterminé et ne peut étre résolu par le secours des observations
seules. Il est vrai que les Astronomes supposent communément que les
équations séculaires des planétes ne peuvent étre que proportionnelles
aux carrés des temps; mais il parait que la simplicité et la facilité de
cette hypotheése sont les seuls motifs qu’ils aient de I’embrasser.

Ce n’est donc que par la Théoric qu’on peut se flatter de déterminer
la forme de I'équation séculaire des planetes et de la Lune en particu-
lier; et la question cst de savoir si, parmi les inégalités qui résultent de
Pattraction mutuelle des Corps célestes, il doit y en avoir de 'espece de
celles que nous avons supposées ci-dessus dans le mouvement de la
Lune, et dont I'effet ne doit étre sensible qu’au bout de plusicurs siteles;
or, pour ce qui regarde la Lune, quoiqu’il soit démontré que ses inéga-
lités périodiques sont entierement et uniquement dues a action du
Soleil combinée avec celle de la Terre, cependant il parait tres-difficile et
presque impossible de déduire de la méme cause 'inégalité séculaire de
cette planete; du moins aucun de ceux qui ont travaillé jusqu’a présent
a la solution du Probleme des trois Corps n’a pu trouver dans la formule
du licu de la Lune des termes propres i produire une altération vraie ou
méme seulement apparente dans son mouvement moyen; sur quoi on
peut voir surtout les judicicuses et fines remarques de M. d’Alembert
dans les volumes V et VI de ses Opuscules.

Mais il y a une circonstance & laquelle on n’a point encore fait atten-
tion jusqu’ici dans les calculs des mouvements de la Lune : ¢’est la non-
sphéricité de la Terre, laquelle produit une petite altération dans la force
qui pousse la Lune vers la Terve, en sorte qu’il en résulte une nouvelle
force perturbatrice de orbite de la Lune, laquelle, étant combinée avee
celle qui vient de I'action du Soleil, pourrait peut-étre produire des
termes (ui donneraient I’équation séculaire de la Lune. Ce point mérite
done d’étre discuté soigneusement; c’est ce que nous allons faire avec
tout le détail que la difficulté et 'importance de la matiére exigent.

10. Soit « le rayon vecteur de l'orbite qu'un Corps déerit dans un
plan fixe en vertu de deux forces, 'une ¥ dirigée vers le centre des
VL 44
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rayons vecteurs, et I'autre IT toujours perpendiculaire & ces rayons;
nommant ¢ I'angle parcouru pendant le temps ¢, on aura, comme I'on
sait, les deux équations

d'z  zdy?

I @~ ap TY=o
d(x*dg) _
Il. T—xﬂ_—o.

La seconde, étant multipliée par 224?dy et ensuite intégrée, donne

x*do\?
<_dt—(£) —2fx’II(lcp:k’,

k étant la valeur de 2%, lorsque fw“ﬂdcp est nul; et de la on tire

dt
dabord
. x'ld»c‘ph .
\//r“-f— 2 [z 1 dg

111. dt

Ensuite, substituant cette valeur dans la premiere équation et pre-
nant dg constant, on aura
1 Nxda
d = Va0

1v. =4+ L _ B S
dy? x 4+ 2 / Mz dy

. . M .
Done, si la force ¥ est composée d’une force — et d'une force pertur-

. v e I
hatrice ®, on aura, en faisant z =u,

diu M
V. 85;4_“_7{'—{—&2—0’
ou
NMxdz 2M
x4 _d-CP— —_ -I;:T'[ansd(p'

Q=
I+ zfllx’dcp
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Et, si les forces perturbatrices IT et @ sont trés-petites par rapport a la

. . M e o
force principale ;77’ on aura i tres-peu pres

d*u I ® oM (lIde Wdu\
v R AURE R ol b AR
dy Mdy

Ces formules sont assez connues, mais nous avons cru devoir les rap-
peler ici pour épargner i nos lecteurs la peine de les aller chercher
ailleurs.

11. Pour appliquer maintenant ces formules au mouvement de la
Lune, nous.supposerons d’abord que cette planete se meuve dans 1¢é-
cliptique, c’est-d-dire, que nous ferons abstraction de inclinaison de
son orbite, qu'on sait toujours étre fort petite; il sera ensuite aisé 'y
avoir égard si on le juge a propos. Dans cette supposition done, si 'on
nomme ¢ le rayon vecteur de Porbite du Soleil, S sa masse et 4 Ia dis-
tance ou I’élongation de la Lunce au Soleil, on trouve que Paction du
Soleil sur la Lune produit deux forces perturbatrices, 'une dans la
direction du rayon vecteur & de Uorbite de la Lune autour de la Terre,

9 "z I )
h §~+—a' ;,-— OT") C0Sn

Pautre perpendiculaire au méme rayon vecteur, et qui est

- 1 I .
So <-G'_‘ —_ g) siny,

d étant la distance rectiligne entre Ia Lune et te Soleil, en sorte que

laquelle est

’

o“:-\/c’—— 207 COSn + 23,

Or, comme ¢ est environ quatre cents fois plus grand que @, on aura, avee
une approximation suffisante,

1 1 3xcosn (3 —15cos'n)x?
= + -+ 5
0 o o 2.g% ?
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done, substituant cette valeur, et faisant attention que

14 C0S27 3 cosn + cos3n
cos*N = ————» oS’y = 1 ’
2 4
. sinay ) sinyn =+ sin3n
€0Sy Sinn = y CcoS'ypsin—m ————

4

on aura, par 'action du Soleil sur la Lune : -

Force perturbatrice dans la direction du rayon,

8 S <gcosn

—;‘—3(1+3coszn)x——ﬁ +15cos3n) x?;

Force perturbatrice perpendiculaire au rayon,

v

— % sinan X x — Q%T(Ssinn +15sin39) 22,

12. A ces forces provenant de Pattraction du Soleil, il faut mainte-
nant ajouter celles qui viennent de I'attraction de la Terre; ct comme
on veut avoir égard a la non-sphéricité de sa figure, il est nécessaire de
considérer en particulier Pattraction de chaque particule de la Terre sur
la Lune et d’en chercher les forces résultantes.

Pour faciliter cette recherche, nous commencerons par établir cette
proposition préliminaire, qui est assez facile a démontrer et qui peut
étre aussi utile dans d’autres occasions :

Si un point A attire un autre point B avec une force quelconque ¥, et
qu’on propose de décomposer cette force suivant trois directions données
perpendiculaires entre elles ; soit A la distance entre les deux Corps, et soit
dA 'accroissement de cette distance en supposant que le Corps attiré B par-
coure, suwant 'une des directions dont il s’agit, I'espace infiniment petit

dz, on aura —F % pour la partie de la force F qui agit suivant cette
méme direction.

De la il s’ensuit que, si 'on détermine la position du point B, par rap-
port au point A, par trois variables «, B8, y, dont les différentielles da,
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df, dy soient dans les directions suivant lesquelles il s’agit de décom-
poser la force F, en sorte que la distance A soit une fonction de «, f,
dA dA dA
da’ dB’ dy
cients de du, df8, dy dans la différentielle de A, on aura

7s--+» €t qu’on dénote, comme A I'ordinaire, par les coelfi-

:-‘;%, —rd2 p 98

-F g’ T dy

pour les trois forces résultantes de la force F.

Si F est proportionnelle a BL” ce qui est le cas de I'attraction célesle,

on aura

. dA I

par conséquent, les trois forces dont il s’agit pourront se représenter par
. e . I .
les coefficients de da, df, dy dans la différenticlle de 13 en sorte qu’il

I . ) . ’
suffira de trouver la valeur de A et de la différentier par les méthodes

ordinaires.
Si le point B est attiré en méme temps vers différents points A, A/,
A’,..., dont les distances a B soient A, A’, A”,..., et dont les at(ractions

soient
M M M~
Z‘;’ ZT;’ A_”z’ .

vy

il est visible qu’il n’y aura qu’a chercher la valeur de la quantité

LI
AN A
et la différentier suivant a, 8, v; les coefficients de da, dB, dy dans cette
différentielle donneront immédiatement les forces cherchées. Done, en
général, si le point B est attiré par un Corps de figure quelconque et
dont la masse soit M, en considérant chaque élément dM de ce Corps
comme un point attirant, il faudra prendre d’abord la somme de tous

les iAM-, en faisant varier uniquement les quantités qui se rapportent aux



350 SUR L’EQUATION SECULAIRE

éléments dM, et regardant les a, 8, y comme constantes; dénotant cette
somme par 3, on y fera varier ensuite les quantités «, 8, v relatives a la
position du point B, et I'on aura

dX  d3  dr

da’ dB’ dy
pour les trois forces suivant da, d8, dy auxquelles se réduira I'effet de
Pattraction totale du Corps M sur le point B.

13. Cela posé, pour pouvoir appliquer avec facilité cette méthode a
la recherche des forces qui résultent de attraction de toutes les parties
de la Terre sur la Lune, nous considérerons le centre de la Terre, ainsi
que le plan de son équateur, comme fixes; et nous y rapporterons, tant
la position de chaque particule dM de la Terre que celle du centre de
la Lune, cn ayant attention d’employer, pour déterminer la position de
ce centre des lignes variables, dont les différentielles aient les mémes
directions qu'on veut donner aux forces résultantes de I'attraction totale
de la Terre sur la Lune.

Nous supposerons de plus que Paxe de la Terve soit un de ses trois
axes naturels de rotation, et que, par conséquent, les deux autres se
trouvent dans le plan de I'équateur; car, quelle que soit Ia figure de la
Terre et la disposition intérieure de ses parties, la rotation constante et
uniforme qu’elle a autour de son axe suflit pour nous convaincre que
cet axe est nécessairement un de ses axes naturels de rotation; de sorte
que, comme les deux autres doivent étre perpendiculaires i celui-ld, ils
ne peuvent étre placés que dans le plan de I'équateur.

Done, si 'on nomme / la distance d’une particule quelconque dM de
la Terre au plan de I'équateur, et m, nles distances de cette méme par-
ticule aux plans des méridiens qui passent par le deuxieme el par le troi-
sieme axe naturel de rotation de la Terre, on aura d’abord, par les pro-
priétés du centre de gravité,

fldM:o, fmdM:o, fndM:o,
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et, par les propriétés des axes naturels de rotation, on aura en méme

temps ,
flmdM:o, flndM:o, fmndM:o.

14. Dans le cas ol les deux hémispheres de la Terre sont supposés
semblables et de densité uniforme, il est facile de voir qu’on aura de

fl?l' dM =o,

p élant un nombre impair quelconque, et P une fonction quelconque

plus, en général,

de m et de n; et, si la Terre est un sphéroide de révolution, on aura
» L]
/nPQdM::o, /mPRdM::o,

Q étant une fonction quelconque de / et n, et R une fonction quel-
conque de / et m; mais ces quantités ne seront plus nulles dés qu’on
voudra abandonner ces hypothéses et regarder la Terre comme ayant
une figure quelconque.

15. Soient maintenant  Pobliquité de I'écliptique, z la longitude de
la Lune comptée depuis I'équinoxe du printemps, et y sa latitude; nom-
mant ¢ son ascension droite et p sa déclinaison, on aura par la Trigono-
métrie ces deux équations

COSp CO0Sq = €O0S)" COS Z,

sinp = cosw siny + sinw cosy sinz,
d’ou il est facile de tirer
Cosp sing = — sine siny -+ coso cosy sinz.

De plus, il est aisé de voir que, si 'on nomme p le rayon de P'orbite
lunaire, et que A soit la distance de la Lune au plan de 'équateur, p. sa
distance au plan passant par le colure des équinoxes, et v celle au plan
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qui passe par le colure des solstices, il est aisé de- voir, dis-je, que I'on

aura
A=psinp, p=pcospsing, v=pcosp cosq,

et par conséquent

A =p(cosw siny + sinw cosy sinz),
= --p(sinm siny — cosm cosy sinz),

Y =D COS)y COS3.

Ainsi I'on connaitra les coordonnées rectangles 1, 1., v de la Lune, rap-
portées au plan de I'équateur.

16. Or il est clair que Pordonnée A est toujours parallele & I'ordon-
née I, mais les autres ordonnées p. el v ne peuvent étre paralleles aux or-
donnéesm et n, que dans le cas ot le deuxieme axe de rotation de la Terre
passerait par les équinoxes; ainsi il faudra encore changer les coordon-
nées p. et v en deux autres qui soicnt toujours paralleles aux coordon-
nées mel n, ou bien on changera ces dernieres en deux autres paralleles
a celles-1a; ce qui est d’ailleurs plus convenable, & cause que la ligne
des équinoxes est & peu pres fixe, au lieu que le deuxieme et le troisieme
axe naturel de rotation de la Terre changent continuellement de position,
a cause de sa révolution diurne autour du premicr axe.

Soitdonc ¢ I'angle que le deuxieme axe de rotation de la Terre fait avec
la ligne des équinoxes, c’est-a-dire, la distance du premier méridien &
'équinoxe, en nommant, ce qui est permis, premier méridien celui qui
passe par ce méme axe, et qui est, par conséquent, fixe sur la surface de
la Terre; on verra aisément que, si 'on désigne par m’ et n’ les nouvelles
coordonnées dont I'une serait perpendiculaire et I'autre parallele a la
ligne des équinoxes dans le plan de I'équateur, on aura

m =mcosy + nsiny, n'=ncosy — msiny.

Et, comme les coordonnées /, m', »’ qui répondent 2 la particule M de
la Terre sont respectivement paralleles aux coordonnées 2, 1, v qui-ré-
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pondent au centre de la Lune, il est clair que la distance A de cette par-
ticule & la Lune sera exprimée par la formule

\/(i-— )+ (p—m')?+ (v—n').

17. Soit, pour abréger, I> + m? + n*=r? (r étant la distance de la
particule dM au centre de la Terre); on aura aussi [ +m'? +n'? =r?;

et, comme on a déja A*+ u?+ v?=p?, on aura, en substituant les valeurs
de A, 1, v et développant les termes,

A*=p?— 2pl(cosw siny =+ sinw cosy sinz)
+ 2pm’(sin siny — cosw cosy sinz)

— 2pn/ cOSy €08z + r?,

ou I'on remarquera que le rayon p de Porbite de la Lune est infiniment

plus grand que les quantités /, m, n, r; en sorte qu’on pourra exprimer

. I , .
commodément la valeur de 3 par une série fort convergente.
Pour cela je suppose

p=I(coswsiny+sinw cosy sinz) —m/(sinw siny— cosw cosy sinz)+n'cos) 0sz;
ou bien, en substituant les valeurs de m’ et r’,
p = l(coswsiny + sinw cosy sinz)

—m[(sinem siny — cosw cosy sinz) cosy + cosy cosz siny|
— n[(sinw siny — cosx cosy sinz) siny — cosy cosz cosy],
en sorte que I'on ait

A=\p—2pp+r

et, regardant les quantités p et 7 comme tres-petites du méme ordre vis-
a-vis de p, on aura

1.3 \ 1.3.5 "
)+m(—2pp+l )’—m(—2pp+r) +-..,

¢’est-a-dire, en ordonnant les termes par rapport aux puissances de g, et
VL. 45
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ne poussant la précision que jusqu’aux infiniment petits du troisieme
ordre,

2 __ p2 a__ .2
3p r+5p 3pr .o

I P
A +p'+ 20 2 p*

1
P
18. Faisons encore, pour abréger,

P = cosw siny' + sinw cosy" sinz,
Q== — (sinw sinj’ — cosw cos)' sinz) cosy — cosy cosz siny,

R = — (sinw siny — cosw cosy sin z) siny + cos) cosz cosy,

de maniere que la valeur de p soit représentée par /P + mQ + rR, et,
substituant cette quantité i la place de p dans I'expression précédente

I N y
de K> On aura,  cause de r* =102+ m?*+ n?,

1 (P4+mQ+nR
- + ———— -
3o

2
[
P

N 2B —1) +m* (30 — 1) + #*(3R? —1) + 6 ({mPQ + l”mf:‘:ﬁ"’QR)
2P3 o ——— - _———m
L LR =3P+ w5 —30) + #* (5 3R)
2p*

- 3(2mQ+2nR) (5P —1) +3(m*(P+4-m*nR)(5Q—1) + 3 (n*/P+#'mQ) (5R*—1) ")
2p° '

Donc, multipliant cette quantité par dM, et intégrant en ne faisant

. . *dM :
varier que les quantités /, m, n, on aura la valeur de/—a- ou de X

(n° 12); ainsi, en faisant attention que (n° 13)

fldM —=o, fmdM =0, ﬁsz == 0,
flmdM: o, flndM s:o, fmndM = o0,

. // . .
(*) Lagrange a omis ici le terme -'—5—-'%:—'!91-‘, qui est du méme ordre que les derniers

termes conserves. .
(Note de I’Editenr.)
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et supposant, pour plus de simplicité,
fl’(lM = a’M, fm’dM = M, ndM =M,
f M =M, [imad = oM, f I dM = frdM,

fm“dM: gM, fml’dM: g*M, fmn‘dM == g"sM,

fn"(lM =M, jnl’dM = I'*M, nm?dM = "M,

on aura
s M 4 (3P —1) + b'(3Q:-— 1)+ ¢2(3R*—1) M
P 20
— \] 3F£13PpK50? — ” P

4 5P —3P)+3f P\‘,)Q‘ —1) +3f"P(5R —1) M
2p

N g (5Q°—3Q) +3g"Q(5P—1)+ 3g"Q(5R*—1) M
2.p4

I3 (5R* — 3R) + 3R (5P*— 1) + 3" R(5Q*—1)
RS FRRE AN w;é‘ z M.

19. Or, comme p est la distance du centre de la Lune au centre de la
Terre, et que z, y sont deux angles dont 'un représente la longitude de
la Lune sur I'écliptique et 'autre sa latitude, il est clair qu’en faisant
varier ces trois quantités i la fois on aura — dp, p cosydz et pdy pour
les trois petits espaces que le centre de la Lune parcourva suivant la di-
rection du rayon p et suivant deux autres directions perpendiculaires i
celle-ci, dont I'une parallele au plan de I'écliptique et I'autre dans un
plan perpendiculaire a I’écliptique. Ainsi, prenant ces trois quantités
pour les différences da, df3, dy (n° 12), on aura

a3 1 dx
dp’ pcosy dz’ p dy’

pour les expressions des forces résultantes de I'attraction de toutes les

45.
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parties de la Terre sur la Lune, et dont les directions seront les mémes
que celles des petits espaces — dp, p cosy ds, pdy.

Si, au lieu du rayon p de I'orbite réelle de la Lune, on introduisait le
rayon @ de son orbite projetée sur I'écliptique, et qu’au lieu de la lati-
tude y on introduisit la distance perpendiculaire de la Lune au plan de
I’écliptique ¢, ce qui ne demande que de mettre partout, dans I'expres-

sion de 2,
vz + ¢’

i la place de p, et —Z Z__ 2 la place de siny ct cosy, alors, en

P e Fig Vorg P Y Y
faisant varier les trois quantités x, z, ¢, et prenant — dw, xdz et dy
pour du, df8, dy, on aurait les trois forces

_d}l 1 d2 d2
;Z;" ; C—lz, —d-q-,

qui seraient équivalentes aux précédentes, mais dont la premigre agirait
suivant la direction du rayon x, la seconde perpendiculairement a ce
rayon et parallelement & I'écliptique, la troisieme perpendiculairement
i ces deux-la.

Comme cette dernicre maniere d’envisager les forces qui proviennent
de Paction de la Terre sur la Lune est beaucoup plus convenable, lors-
quon ne veut pas considérer 'orbite réelle de la Lune, mais son orbite
projetée sur I'écliptique, ainsi que nous I'avons fait plus haut, nous
nous y tiendrons dans la recherche présente, et nous remarquerons
d’abord qu’on peut faive abstraction de la latitude de la Lune y, qui
étant toujours assez petite, et étant d’ailleurs tantot positive, tantot né-
sative, ne saurait influer que trés-peu sur son mouvement moyen; c’est
pourquoi on pourra simplifier nos formules en y supposant d’avance
vy=o0 et p=a, ce qui donnera

P =sin»sinz,
Q= coswsinz cosy — cosz siny,

R = coswsinz siny + coszcosy;
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et I’on n’aura plus qu’a considérer les deux forces
_dX  1dz

dz’ z ds’

paralléles a I'écliptique et dirigées, la premiere suivant le rayon @, et la
seconde perpendiculairement & ce rayon; de sorte que si I'on fait, pour
abréger,

, . dp
P’ =sinw cosz = —»
dz

o d
Q'=cosw cosz cosy + sinz siny = d_(z)’
' . . R
R'= cosw cosz siny — sinz cos¢ = T

on aura, pour la force qui agit suivant la divection du rayon @, cette ex-
pression

% L3 @BP N+ PEQ -+ B3R —1)

22!
L, (6P —3P) + 3f'=1)(i?2— 1)+ 3 PR —1)
+ ,8050°—30)+ 3g”Q(i§”— D+3g7Q(5 R —1)

— 3 l"z__ " 4 2 ___
o M5B —3R) + 34 n<;? N+ 3RPR(5Q—1)

et, pour celle qui agit perpendiculairement au rayon, celle-ci

3 a*PP'+ »QQ’'+ c*RR’

M
x‘
+3f'(5P’-|) P+ f[(5Q*—1) P+10PQQ ]+ [(5R*—1) P'+-10 PRR']M
: 2zt .

+ 3g’(5Q’—-1)Q'-+-g”[(5 P2—1)Q + 10QPP' ]+ g [(6R*—1)Q'+10QRR'] M
2.x*

+3 B (SR —1)R'+A"* [(5P*—1) R+ 10RPP'] +h”’[(50’—l)R’+10RQQ']M
2z '

La premiére de ces deux forces sera donc celle qui pousse la Lune
vers le centre de la Terre, en vertu de I'attraction de toutes les parties
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de la Terre; et il est visible que le premier terme ;M, de I'expression de

cette force représentera I'attraction de la Terre sur la Lune, lorsqu’on
n’a point d’égard A sa figure et qu'on la suppose toute concentrée dans
un point; de sorte que les autres termes de la méme formule exprime-
vront la force perturbatrice de la Lune, dans la direction du rayon vec-
teur, provenant de la non-sphéricité de la Terre; ainsi, joignant cette
force & celle qu'on a trouvée plus haut (0 11) suivant la méme direc-
tion, on aura la valeur de la force totale perturbatrice ¢ (n° 10).

La seconde des forces trouvées ci-dessus, agissant perpendiculaire-
ment au rayon vecteur de Porbite de la Lune, devra étre pareillement
ajoutée a celle qu'on a trouvée suivant la méme direction, en vertu de
I'action du Soleil, et Uon aura la valeur de P'autre force perturbatrice Il
(numeéros cités).

20. Sila Terre était sphérique et composée de couches concentriques
de densité uniforme, il est facile de voir qu’on aurait nécessairement

(n° 18)
@=0=c, et fo=o, fP=o0, [=o, g'=o0,...;
par conséquent les deux forces ci-dessus se réduiraient a

3u( PP + QQ' + RR’)

1-[

M N 3a* (P4 Q' 4-R?—1)

x? 22!

M, M;

mais on a

Pr Q'+ Ri==1, PP+ QQ' +RR'=o,
comme on peut s’en convaincere par les valeurs de P, Q, R, P',...; donc
la premiere des deux forces précédentes, celle qui agit dans la direction

du rayon vecteur, se réduira & —, c’est-d-dive, & ce qu’elle serait si la

Terre était concentrée dans un point; et la seconde deviendra entiere-
ment nulle, ce qui s’accorde avec ce que I’on sait d’ailleurs.
Au reste les conditions de

-

a=0b=¢c etde fi=o, f”:o,...
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peuvent avoir lieu d’une infinité de maniéres différentes, et sans que le
Corps soit sphérique et de densité uniforme dans chaque couche; mais,
quoique ces conditions suffisent pour rendre nulles les forees perturba-
trices que nous venons de trouver, cependant, comme les expressions
précédentes ne sont qu’approchées, il est clair que les forces perturba-
trices ne seront réellement nulles que lorsque tous les autres termes
qu’on a négligés s’évanouiront aussi en méme temps. Il n'y a peut-étre
que le seul cas oit le Corps est sphérique, et de densité uniforme dans
chaque couche, dans lequel les forces perturbatrices soient exactement
et rigoureusement nulles; mais c'est ce qui parait assez difficile d dé-
montrer.

Si 'on suppose que la Terre soit un solide quelconque de révolution,
en sorte que tous ses méridiens aient la méme figure, et que de plus
toutes les parties de méme densité y soient distribuées de maniere
qu’elles forment des couches semblables, supposition qui parait la plus
naturelle et la plus générale qu’on puisse faire, du moins, en tant qu’on
regarde la Terre comme ayant été originairement fluide, on aura, dans
cette hypothese,

b'=c, fl'=f", el gi=o, g*=o, g"=o0, =0, M=o, M=o,
comme il est facile de s’en convainere avee un peu de réflexion; ainsi, &
cause de

PP+ Q*+R=1, et PP+ QQ + RR =o,

les deux forces perturbatrices provenant de la non-sphéricité de la Terre
deviendront

3(@— 0*) (3P —1)

LTI T 1

2.2 xz
3@ — 6P\ 3L =3 (SR
x 2 2 ’

dont la premiére agira suivant le rayon vecteur x, et I'autre perpendi-
culairement a ce rayon.
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En supposant que la Terre soit un sphéroide elliptique et homogene,
on aura, en nommant « le demi-axe et 8 le demi-diamétre de I'équateur,

at = 2‘5—’, b’:%:;

et le rapport de f3 & « est, par la Théorie de la figure de la Terre, égal &

{ + ——» et par les observations égal & 1+ —.
230 1178

En géncral, quels que soient la figure de la Terre et 'arrangement in-
térieur de ses parties, pourva que b*=c?, on trouve, par la Théorie de la
précession des ¢quinoxes, que la précession moyenne annuelle des équi-
noxes, en vertu de 'action combinée du Soleil et de la Lune, est expri-

mee par
P 3(b* — a?)

46°

(1 + gv?) cosm X mouv, diurne @,

5 étant le rapport de la masse de la Lune i celle de la Terre, v le rapport
du mouvement de la Lune & celui du Seleil, et » Pobliquité de I'éclip-
tique. Or, par les observations, on sait que la précession moyenne est de
50"; done, exprimant aussi en secondes le mouvement diurne du Soleil,

. ) « 'H
qui est de 5¢’'8”=3548", on aura, & cause de cosw = c0s23°29'= .97)5/6

el v? =178,

b — a? 200000

1
b* T 9760548 (1+1780) T 48,80274 (1+178¢)’

. I o . .
done, s1 ¢ est 7 suivant M. Daniel Bernoulli, on aura

b:___ a2

_ 7 _ 1 .
B T §,880274.248 173 o PeU Pres:

21. Ayant donc trouvé les valeurs des forces perturbatrices ® et II,
tant en vertu de 'action du Soleil que de celle de la Terre regardée
comme non sphérique, il ne faudra plus que les substituer dans les
équations VI et VII du n° 10, pour pouvoir déterminer les inégalités de
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la Lune, qui résultent de ces deux causes; mais, comme les effets de la
premiere ont déja été suffisamment examinés par les géometres qui ont
travaillé sur la Théorie de la Lune, et que notre objet n’est que de re-
chercher si la non-sphéricité de la Terre peut servir a expliquer I'équa-
tion séculaire de la Lunc, il suffira d’avoir égard, dans les équations
dont nous’ venons de parler, aux termes provenant de P'action de la
Terre, soit seule, soit combinée avee celle du Soleil, et méme, parmi ces
termes, a ceux-la seuls qui paraitront pouvoir produire une altération
dans le mouvement moyen. Nous ferons, pour cet effet, les remarques
suivantes.

22. Nous avons déja vu que, pour que la Lunc ait une équation sécu-
laire réelle, il faut que 'angle du mouvement vrai ¢ renferme, outre
I’angle du mouvement moyen Z, qui est proportionnel au temps ¢, en-
core le terme ¢Z* (n° 2); et si I'équation séeulaire n’est qu’apparente,
alors, au lieu du terme ¢Z2, il faudra qu’il y en ait un de cette forme

2.1
1 sin A

(Z cosA -+ SinA — sn;l(A —+ [;.L_))’

1 étant un coefficient trés-petit (n°® 6); donc on aura dans le premicr
cas, abstraction faite des autres in¢galités,

o=Z+ 17,
d’ol I'on tire & tres-peu pres
Z= ?— ic?"’
et, supposant dt = ndZ,

dt .
%zn(l—- 219).

Dans le second cas, on aura

o=1-+ 9z [ZcosA+smA_sm(A+Hl) ,
wSinA | 73

VL. 46
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d’ott 'on tire de méme

sinA — sin(A + (Mp)]
9

21
7l = -——————[ 0SA 4+
2V m

et de la

[ i 26 oo e e o]
o sinA p

Or I'équation VII donne

m:%<.h®)

done on aura dans le premier cas

. "dy
nut(t —219)= ;; Vi uf

et, différentiant, on trouvera .

I onude, - L
T dg (1—219)+ 2w u*;

1 . YRR

or, comme —» rayon vecteur de Iorbite de la Lune, est une quantité a
\ \ o . I . .

trés-peu pres constante, il s’ensuit que la valeur de = contiendra néces-

sairement un terme tout constant, qui sera exprimé par 2unk®7?, o
étant le terme tout constant de la valeur de u?.
Dans P'autre cas, on aura I’équation

nuzl‘[_ 21 cosA—cos(A+ycp)] i IMdy

n == 55—
sinA @ A I

d’ou I'on tire

I onudu| 20 cosA —cos(A +pup) . Sin(A4-pg)
uw do [l_ sinA p J+zmu’ sinA "’
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: . II .
de sorte que dans ce cas il faudra que la valeur de — contienne un

terme de la forme
,Sin(A —+—_pc<p)
sin A

20nk*y
i étant un coefficient extrémement petit.
On peut conclure de I, en général, que I'équation séculaire de la

C i . oo 1 .
Lune ne peut avoir lieu & moins que la quantité o ne contienne ou un

tB

terme tout constant, ou un terme qui renferme le sinus d’un angle qui
varie infiniment peu, et qui soit par conséquent & tres-peu pres constant,
au moins pendant un grand nombre de révolutions; dans le premier cas,
I’équation séeulaire de la Lune sera réelle et ira en augmentant comme
les carrés des temps; dans le second, elle ne sera qu’apparente et ne dif-
férera des autres ¢quations du mouvement de la Lune que par la lon-
gueur de sa période.

23. Tout se réduit done & examiner si la quantité :—}; peut contenir
des termes de I'espece de ceux dont nous venons de parler, et pour cela
il n’y aura qu’a considérer les différents angles dont les sinus ou cosinus
entreront dans la valeur de ,Itl—a’ et 2 voir s'il y a quelque combinaison
de ces angles qui puisse donner un angle censtant ou a peu pres con-
stant; alors on n’aura égard qu’aux termes qui pourront donner de
telles combinaisons dans les équations VI et VII, et il sera facile d’en
déduirve I’équation séeulaire cherchée.

Je remarque donc d’abord que les forces perturbatrices de la Lune,

qui dépendent de I'action du Soleil, ne renferment que les sinus ou co-
- ) . . 1
sinus de ["angle = et de ses multiples, avec les deux variables z ou — et g,

et que celles qui viennent de la non-sphéricité de la Terre ne contiennent
que les sinus ou cosinus des angles 5 et ¢ avec la variable z; car, pour
ce qui regarde I'angle », qui exprime I'obliquité de I'écliptique, on doit
le considérer comme une quantité constante.

46.
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Je remarque en second lieu que, ¢ étant le rayon vecteur de 'orbite du
Soleil, on aura, comme I'on sait,

I 1+ €coSE

- —)
c A

A étant la distance moyenne, ¢ I'excentricité et & I'anomalie vraie; de

méme, 2 étant le rayon vecteur de 'orbite de la Lune, on aurait, sans les

forces perturbatrices,
I+ € CcoSs

1
—_— == —,
x l

/ étant la distance moyenne de la Lune, e 'excentricité de son orbite, et
s lanomalie vraie; mais, & cause des forces perturbatrices, on aura
1 1+ eCcoSs—+ v

—_—— U=

x ) ’

¢ étant une variable tres-petite et dépendant uniquement de ces forees.
De la il est facile de conclure que les inégalités du mouvement de la
Lune, abstraction faite de I'inclinaison de 'orbite, mais en ayant égard
a la non-sphéricité de la Terre, ne pourront dépendre que de ces cing
angles &, s, v, s et &; etil est facile de se convaincere, en particulier, que

II Ly e .
la valeur de 5 8¢ réduira 2 une suite de termes de la forme
Asin(mg+ns+pn+qz+ryg),

m, n, p, q, r étant des coefficients indéterminés exprimeés par des nom-
bres entiers positifs ou négatifs, en y comprenant zéro et I'unité; or, si
I’on se rappelle que I'on a

¢ = anomalie du Soleil,
anomalie de la Lune,

I

n = distance de la Lune au Soleil,
z == longitude de la Lune comptée depuis I'équinoxe,
¢ = distance du premier méridien de la Terre au colure des équinoxes,

et qu'on examine les rapports de ces angles entre eux, lesquels sont a
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tres-peu pres connus par les observations, on verra aisément qu’il n’y a
(ue cette combinaison z —& —u et ses multiples qui puissent former des
angles presque constarits; en ellet, il est clair que z — & sera égal a la
longitude de la Lune moins celle du Soleil, plus la longitude de ’apogée
du Soleil, c¢’est-d-dire, égal & la distance de la Lune au Soleil plus la
longitude de 'apogée du Soleil; par conséquent, nommant o la longi-
tude de I'apogée du Soleil, on aura

done
3—t—n—a.

Or on sait que a est une quantité presque constante, qui ne varie que
de 1°50" par siecle, suivant les Tables de Mayer, de sorte que Pangle
3 — & —y ot ses multiples seront dans le cas dont il s’agit; ainsi, dans la
recherche de I'équation séculaire de la Lune, il suffira de tenir compte
des termes qui renfermeront les trois angles z, &, n; d’ou je conclus
d’abord que, dans les expressions des forces perturbatrices provenant de
la non-sphéricité de la Terre, on pourra rejeter les termes qui contien-
dront les sinus ou cosinus de 'angle ¢; ce qui servira beaucoup a sim-
plifier ces expressions.

24. De cette maniere on aura done, d’apres les formules du n° 19,

sin®*m (1 — c0s2.3
P = . ):

a

2 — sin*w (1 — c0s22)

Q’: R? =

4 ’
sin*w (3sinz — sin32z)
ps— 2oL y ,
PQ*=PR: = (4 — 3sin’w)sinwsinz +sin‘wsin3z

8

et toutes les autres quantités Q*, QP?,... seront nulles.
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Et comme

,_dP . dQ ., dR
p--E, Q-—E’ R—-J'z‘,

on aura, par la différentiation,

sino smoz

Py — = " )
2
- in’m sin
QQ = ki = — ¥ N2
4
pip — SN0 )sz— c0s3z)

— 3sin’m) si > + 3sin*m cos3z
QP+ 2PQQ == R'P —+ o PRI — 381N sino "g’”f—ﬁ'r”i’ cos3z

toutes les autres quantités Q*Q’, R2R’,... étant nulles.
“Faisant donc ces substitutions dans les formules du n° 19, et suppo-

sant, pour abréger,

B ( - by ( _ *__)

3IM . 5 .
D:"——~ (2f—3f"s — 3f”°)<smm--4—sm"m),

2

v‘!

E- 2" .)fa__ af*— 3f") sin*w,

on aura, a cause de la non-sphéricité de la Terre :

Force perturbatrice dans la direction du rayon,

3B+ C c082.3 l)snru—&—h»m&z

—_— e )

o, ! xt

Furce perturbatrice perpendiculaire au rayon,

Csinaz Dcosz +3Ecos3z

xt 2x*
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25. 1l faut maintenant reprendre les expressions des forces pertur-
batrices résultant de 'action du Soleil (n° 11) et y substituer a la

A . , . -
place de o sa valeur ;+ v~ E’ mais il ne sera pas nécessaire de fairve

cette substitution en entier; car, par ce que nous venons de remarquer
dans le numéro précédent, il est visible qu’il suflira d’avoir égard aux
termes qui contiendront des sinus ou des cosinus de Pangle &+ % ou de
ses multiples. Or la valeur précédente de o donne celles-ci

3¢’ 3é
1 i+—';._ v¢+_4- 3t ¢
v -+ A-——bO\E+—;\—CO§A"+T(,O 3¢,
14 3e’+£ 3e? +—:
4s+3. 2 &
o= -———-.;f—--— + o SE+ COszE+A—c<)s3E+ é—-;wmii

donc, substituant ces valeurs et rejetant tous les termes qui contien-
draient d’autres angles que & + 0, on aura, par 'action du Soleil :

Force perturbatrice dans la direction du rayon,

S 3e? g¢ .
— 2—;\3<r+ > + T cosz(g—}-n)) z,

— 4%\—‘ <%(4s+ 3e*)cos(E+mn) + i¥i0053(5+n)> x?

Force perturbatrice perpendiculaire au rayon,

23;<4 sin2(& + ) >

B—S}— (3 he+ 3¢e)sin(E + )

Joignant donc ces forces a celles du numéro précédent, on aura les
valeurs des quantités 41) et IT, lesquelles, en mettant pour plus de sim-

plmnte - & la place de > se trouveront exprimées de la maniere sui-
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vante

_ 1 3¢ g¢
(D_.——;;-,<1+—£—+—Z-cosz(5+n)>
5

3B+ Ccos2z Dsinz 4+ Esin3z
p—— x‘ ——2 ,;5 P

[

R L
1= 8v251|1..(‘2_+n)x

3 2 . ’ K2 .
d [<x+345>5111(£_+n)+£sirx3<g+n) 2?

T 4vh 4
(sinoz Dcosz +3Ecos3z
x! 2 b '

26. On substituera maintenant ces valeurs de @ et de II dans I'équa-
tion VI de I'orbite de la Lune, laquelle deviendra par la, & cause de

d*u 1 . +3e2 9e' r N
-— —F+2—v,7m .: ; 4+ o= cos2(E + )n

4

2

+ m‘%m [(3 -+ 9;) cos(&+ )+ -J—;—.cos?)(i +'n)]

+ %(B+Ccoszz) + -:;[—Lf— (Dsinz + Esin32z)

ge? fsin2(£+n)dcp__ 9¢ sin2(£+n)(lm.

R ut 8y} u'de
3¢ 3¢ sin(& +n) 5¢* (*sin3(£+ 7)
B
3¢ [ -+ _3_5_’>Sin(i+n__)_fl_'l_t__ 5e iin3(2+n)dul
2hvA | 4 utdy A urdo

3

+ -2—<C usin2z do — £)fu’cosz do — 3k u’cos3zd<o)
It 2 ' 2

4+ — — e —
h?

1 ( sin2z.udu D cosz.itdu 3E'00532..u’du>
C " —
dy 2 do 2 do
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Jai supposé, dans cette équation, la masse M de la Terre égalé a
I'unité; de sorte que, si I'on suppose aussi (ce qui est également permis)
que la distance moyenne / de la Lune a la Terre soit =1, on aura

7= = 1; par conséquent, comme on a, par les Théoremes de Huyghens,

\/’ : \/_ égal au rapport du temps penodlque de la Lune au temps

périodique de la Terre, ou (ce qui est la méme chose) au rapport du

I
S
»
bien v, exprimera le rapport du mouvement moyen de la Lune & celui

du Soleil, lequel est environ de 13 :1, ou plus exactement \/1782‘% g

>—’]u;

mouvement moyen de la Terre a celui de la Lune, la quantité » ou

27. De plus on aura, a cause de [ =1 (n° 23),

U=—1+4 ecass +v,

et il faudra que la quantité ¢ ne contienne ni aucun terme tout constant,
ni aucun terme affecté de coss; ainsi, apres avoir substitué cette valeur
dans I'équation précédente, on y fera disparaitre tous les termes qui
renfermeront coss, ainsi que ceux qui ne contiendront aucun sinus ou
cosinus; ce qui donnera deux équations dont I'une servira & déterminer

le rapport ds qu1 est suppo»e constant, et ’autre servira a déterminer la

constante /c, mais, comme I équation VII n’est pas exacte, a cause des
différents termes qu’on y a négligés comme inutiles dans la recherche de
I’équation séculaire, on ne pourra déterminer de cette maniere les deux
quantités dont il s’agit; ainsi I'on se contentera de rejeter les termes en
question sans faire attention aux conditions nécessaires pour la destruc-
tion rigoureuse de ces termes, et I’on pourra prendre, sans erreur sen-

sible, pour £ sa valeur approchée 1, et pour ;—l—; sa valeur donnée par les

observations.

dé'Hl” 'z:r dz ensorte
e ' dy =9 ¢

Vi. 47

Supposons donc —d—§ =p, et soient de plus —
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que p—1 désigne le rapport du mouvement de I’apogée de la Lune & son
mouvement moyen en longitude, = — 1 le rapport du mouvement de
I’apogée du Soleil au mouvement moyen de la Lune, et ¢g—1 le rapport
du mouvement des points équinoxiaux i ce méme mouvement moyen
(n° 23); il est facile de voir que I'équation VII deviendra de cette forme

d*v

a?+MU+Q:o,
ol
3¢
'+ 6B

n=1—3— + 5+
2y' i K’

et & sera composéce de différents termes de la forme A cos(a + «9); et
I’on sait que chacun de ces termes donnera dans la valeur de ¢ le terme

correspondant cos(a+ ap); de sorte qu’on aura facilement par

at—n?

ce moyen la valeur compléte de o.

28. Pour avoir les termes qui doivent composer la valeur de , il n’y
aura qu’'a substituer dans les termes de 'équation VII, qui sont affectés
de quelques sinus ou cosinus, 1+ecoss & la place de u, parce qu’on
peut négliger dans la premiére approximation la quantité tres-petite ¢;
on pourrait méme négliger aussi le terme ecoss, qui est fort petit vis-
a-vis de 1, la valeur de e étant environ 5&; mais comme on sait que, dans
la Théorie de la Lune, il se rencontre dcs termes qui augmentent heau-
coup par l'intégration, il faut voir si de pareils termes ne peuvent pas
venir du terme ecoss; or, comme les coeflicients p, =, g et n diflerent
peu de I'unité, il est d’abord clair que les deux termes qui conticnnent

sin(&+n) et sinz sous le signef, étant multipliés par coss, en donne-

ront deux autres qui contiendront sin (& +»n — s) et sin(z — s), et qui,
étant multipliés par dp et intégrés ensuite, se trouveront augmentés

dans les raisons de 1 &

I . I . .
et de 1 & ——; ainsi il sera bon de conser-
w—n . g—n

ver ces termes.
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De plus, les termes qui contiennent des sinus ou cosinus de 2(& + )
et de 2z, étant multipliés par coss, en donneront d’autres qui contien-
dront des sinus ou cosinus de 2 (€ +n)—s et de 2z — s; et ces sortes
de termes augmenteront beaucoup dans la valeur de ¢, puisqu’ils devront
étre divisés par les quantités tres-petites (25 —p)*—n? et (29—p)*—n?;
il faudra donc aussi avoir recours aux termes de cette espece.

A Texception des termes dont nous venons de parler, on pourra
mettre partout ailleurs 1 & la place de u, ct 'on trouvera, toutes réduc-
tions faites,

Q= Lcos2(§+n)+Mcos(E+n)+Ncos3(E+n)+Pcos2z+Qsinz +Rsin3z

+Scos[2(E+n)—s]+Tcos(E+n—s) +Vecos(2z—s)+ Xsin(z—s),

ot les coeflicients L, M,... auront les valeurs suivantes

_ _9¢ 9¢’
L= 8y + 8vik'e

M:95<1+3—4€—2) +3e(1+3—4€—2>

Y

4vi kA 20k '\w
N = 15¢ - 5e
=8k " 8vkaw
3C C
b= F "y
21 D
Q - F - 'ir-‘—q’
2E E
R == 7;? - m’
__27¢e 9¢le . 9¢elep
§ = 165 2vh 2w —p) 6w’
15¢ <l -+ ie_’) e
T -—_ - ————-‘-——-—4—————,
- 4vk'Mw—p)
vV — 3Ce _ e _ Cpe
T ok' T k'(2g—p) 2k
2De
Xe—= —
k‘(g—p)
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Et de I3 on trouvera

o Lcosa(E +n) + Mcos(§ +n) + Ncos3(E+mn)
fwi—n - o' —n 9w’ — n?

Pcos2z Qsinz = Rsin3z  Scos[2(E+n)—s]
4q:__nz qz_na 9()’-——"’ (2m_p)2_n2

Tcos({+n—s) Vcos(2z—s) Xsin(z —s)
+ .
(@—p)p—n (2¢g—p)p—n*  (@g—p)—n

29. Il ne s’agit plus maintenant que de substituer a la place de u sa

valeur 1+ ecoss+ ¢, dans la quantité —f—a, c’est-d-dire (n° 25), dans

35<|+i4£-2>

celle-ci (a: étant = 1)
u

9¢

By sina(§ +n)— hviiu sin(§ +n)
15 . . D2 3E B
- msm?’(i—i— n) 4+ Cusin2z ———C0sz — — u*cos3z,

et de tenir compte uniquement des termes qui contiendront des sinus ou
cosinus de I'angle £+ v — z ou de ses multiples quelconques (n°23);
nous allons pour cela examiner séparément chacun des termes de la quan-
tité dont il s'agit, et nous supposerons, pour abréger, I'angle & +n — z
égal a «, ainsi qu’on I’a déja fait plus haut. Et :

1° Il est clair que le terme

L sin2(& + n)

8yrut

pourra donner un terme de la forme sin2«, pourvu que la quantité ;17
en contienne un de la forme cos2z; or
. .
;_—:1—4(ecoss+v)+lo(ecoss+v)’—...;

' 1
ansi I’on aura d’abord dans la valeur de —&® en vertu du terme — 4v,
celui-ci :

4P

- m C0S23;
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ensuite on trouvera, en vertu du terme 10.2¢€ coss.y, cet autre-ci

10eV
; C0S23;
n

(2q —p)—

de sorte que le terme dont il s’agit donnera le suivant

ge? 2P 5eV .
37:("' hg—nm + (2q——p)’—-n’> sin2a.
2° Le terme
3¢
35<1+ -——)
——-—-————4——sin(E+n)

4vihu
donnera un terme de cette forme sin« ou cosa, pourvu que la quantité

I . .
- en contienne de la forme cosz ou sinz; or

) {
— =1—>5(ecoss + v) +15(ecoss +v¢)'—...;
u

et il est visible que le terme — 5¢ donnera d’abord celui-ci

50

ql_nl

sin z,

et que le terme 15.2ecoss.¢ donnera celui-ci

15eX .
— —sinz;
n’

(g—pr—

ainsi le terme en question donnera le suivant

sofis 3¢ |
. =(!4 - ) T’ S P

3° Le terme

15¢ .
- m Slﬂ3(£+’ﬂ)

donnera un terme de la forme sin3« ou cos3«, pourvu que la quantité
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l . . .
— cn contienne de la forme cos3z ou sin3z; mais
—=1—5(ecoss+v)+15(ecoss+v)...,

et 'on trouvera que le terme — 5¢ produira celui-ci

5R .
— ——sin33,
9q¢°—n

et que les autres termes n’en produiront aucun de cette espece; donc le
terme dont il s’agit donnera simplement celui-ci

15¢? 5R

677 3(9¢" — ) cos3a.

4° Le terme Cusin2z en donnera un de la forme sinaa, si « ou v en
contient un de la forme cos2(€ + 4); or le terme de cette forme qui esl
contenu dans ¢ est

L
m cos2(&E+10);
ainsi I'on aura, pour le terme dont il s’agit, celui-ci

-——-——C sin2
2(4m, _ n') He
5° Le terme

D
— — U*C0S23
2

en donnera de la forme cosa, si u? en contient de la forme cos(& + n);

mais
U=1+4 2085+ 2v + (€ COSs + )3,

et 'on trouve que 2¢ contient d’abord le terme

—— cos(& + ),
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et que 2ecoss.y contiendra le terme

T
(m—epm cos(&+m);

donc on aura, pour le terme en question, celui-ci

D < M eT )
— ’; -+ ;5 ] cOsa.

o'—n  2[(w—p)—n']

Enfin le terme

3E
— —ucos3z
2
donnera un terme de la forme cos3«, si «? en contient de la forme
¢0s3(& +n): or on trouve (ue 2¢ contient celui-ci

2N cos3( + 1)
9w —nt

et que les autres termes de la valeur de »? n’en contiennent aucun de
~ celte espece; ainsi I'on aura simplement le terme

3E N

Rassemblant dounc tous les termes qu’on vient de trouver, on aura les

trois suivants

e [ 2P 5eV | CL ‘ sina
IW (— ¢ —n' (2q—p)’——n’) VT e
‘3 32 ’
. s(l+_4‘>< 5Q _15eX >__Il M + eT s
__“ T8y q'— n:-w__p)z_nz P (mz__nz 2[(57_[7)2—' n.,~|> osa,
( 15¢ 5R 3E N >
. —— ——— ] c0s 3 &,
J16v*A 2(9q? — n?) 2 9w —n

. nn . ,
qui seront contenus dans la valeur de 7=, et qui pourront par conséquent

donner une équation séculaire; ct il est facile de se convainere, avec un
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peu de réflexion, que ces termes-seront effectivement les seuls de cette
\ . I . ‘
espéce qui pourront entrer dans la valeur de —» du moins dans la pre-

miére approximation; ainsi il n’y aura qu’a voir si I'équation séculaire
qui en résulte est conforme ou non aux observations.

30. Jobserve d’abord que, si I'on suppose que les deux hémispheres
de la Terre soient semblables, supposition a laquelle il n’est presque pas
permis de renoncer, du moins sans les raisons les plus fortes et les plus
décisives, on aura (n° 14 et 18) '

f=o, fl=o, f'=0; g=o, g'=0, g'=0; h=o0, K=o, I =o0;

donc (n° 24)
D=o, E=o,

et de 1a (n° 28)
Q=0, R=o0, X=o0;

d’ott il s’ensuit que, dans ce cas, les trois termes ci-dessus se réduiront
a celui-ci unique

sinax;

[95’ < 2P Se\f ) CL

B\ T hg = T g pr—w) T alfw — )

de sorte que, comme a exprime la longitude de I’apogée du Soleil (n°23),

on aura une équation séculaire apparente et analogue a celle que nous

avons examinée dans le n® 8; ainsi il n’y aura plus qu’a voir si le coef-

ficient de cette équation est tel qu’il faut pour répondre aux observa-

tions. ]
Pour cela, je remarque que, suivant les observations, on a

= 6I4lll _ —1 -
P=1'=""31035 = g’

ce qui, & cause de v* =178, ne ditfere pas beaucoup de —-; ensuite on
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a aussi par les observations

_ 16” . . 50" . .
365103°1035) O 1T T T35 (13°10357)

W— 1=

d’oti 'on voit que les quantités = et ¢ sont presque égales a 'unité; du
moins la différence en est si petite qu'il serait inutile d’en tenir compte
dans les coefficients.

De plus on a déja observé que la constante £ est aussi a trés-peu prés
égale a 'unité; du moins la différence ne peut étre que de 'ordre de ¢

1 ’ . .
et de S c¢’est pourquoi on aura, sans errcur sensible (n® 27),
C .
L=+—, P= ;9 V=o;

et, falsant ces substitutions dans le coeflicient du terme sin2« trouvé
ci-dessus, on verra que tout se détruira, en sorte que ce coefficient de-

viendra nul de lui-méme.

31. Siles deux termes

g —oP + CL
8v* f¢*—n'  2(fw*—n?)

.

L . . e2C
ne se détruisaient pas, on aurait une quantité de ordre de —=; de

méme, si les différents termes de la valeur de V ne se détruisaient pas
entre eux, cette quantilé serait de I'ordre de Ce, et par conséquent, a

cause de

. 3\* 3 ——9 _
(2]’_9)”‘”-—('”;3)”"‘-;,—:_6[;_ ay? 68,

le terme
9¢e! 5eV
8y (29 —p)—n
serait de 'ordre ¢*€2C, c’est-a-dire, du méme ordre que les autres termes,

a cause que ;‘; et ¢? sont & peu pres des quantités du méme ordre.
VL 48
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. . . . . ’ II .
Ainsi le coefficient de sinaa, dans la quantité —;» serait de I'ordre

Al

G <y (
de 5”—; c’est-a-dire, de ’ordre de 667

s , . L
oV 180’ a cause de ¢ égal environ a —

6o
et de v? égal environ & 180.
Dénotons, pour plus de simplicité, ce coeflicient par 3, en sorte que

o Il . .
la quantité -5 renferme le terme fsina«; et, si 'on regarde Pangle «

comme constant, on aura

/e
II;‘% g Bsinoa.q;

done (équation VII)
Al '{l_(p _ [Bsinna

hut ™ har ¢ d9,

et, & cause que le terme tout constant de «? est a tres-peu pres égal i 1,

et que & est aussi presque ¢gal i 1, on aura, en intégrant,

-
sin»
t ou Z=o—" mﬁ(p’

T Py

(Z étant angle du mouvement moyen répondant & Pangle du mouve-

ment vrai »); d’ou
Bsinaa .

v—=74++ BVAR
donc (n® 2)
Bsinae . 9 -
2 77 lonoo. 360. 3600 . myt ¢
et de la
18

8=

7 10000.360.300v. @y} sin2 e’

¢’est la valeur que doit avoir le coefficient 3 pour pouvoir répondre aux
observations. Or nous avons vu ci-dessus que, si les termes qui com-
posent la valeur de ce cocflicient ne se détruisaient pas entre eux, du

A}

. \ \ ) . M (J . .
moins a trés-peu pres, ce coefficient serait de 'ovdre de —————-: d'ou il
(6v)*. 180

(*) La lettre @, qui vient d’étrc employée pour un autre usage, désigne ici, comme au n® 2.
le rapport de la circonférence au rayon. (Note de UIditeur.)
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s'ensuil que I'on devrait avoir alors pour la valeur de C une quantité de

I'ordre -—-—, '8

— : Y panran e onvie : '
(To0)' 360 @ sinag’ OV bien (a cause de @ = environ 6) de 'ordre

1 .
<5 mais on a (n° 2%)

(100)?.120.5in 2

.3 b + 2\ .

L=~ (a’ — —~~) sintem;

2 % /
| . . . N by 4+ ¢* L. ,
done il faudrait que la quantité¢ @* — — fat de Pordre de
1

{100)%. 180.sin2x.sin%e

Si Pon suppose la Terve elliptique et homogene, on a (n° 20), & cause

que, la distance de la Lune & la Terre ayant ¢éL¢é supposée égale ar, le

r . , N 1 . .
rayon de la Terre est envivon égal a Govona, dis-je,

@t — ”_h[__, | ¢ — ,‘ __-L___ 1+ I 2.
(6o 2’ T T 5 (o) 230/’
donc on aura a trés-peu pres, dans cette hypothese,

I 1

o b+ e 1
N 1113 TR TY S (DR
or il est visible que cette quantité est & peu pres du méme ordre que la
précédente, a cause de (100 )% 9o = qo0000, et (60)*.575 = 2070000;
d’olt 'on peut d’abord conclure que, si les principaux termes du coefti-
cient de sin2z ne se détruisaient pas, ce coefficient serait a peine suffi-
sant pour donner une équation séeulaive conforme aux observations.
En général, quelle que soit la figure de la Terre, pourvu qu’elle soit
un solide de révolution, on a, par la Théorie de la précession des équi-
noxes,

I . \
——i—— == —z @ pCu pres;

or il est bien aisé de se convaincre que la quantité b* est nécessairement
I
oy {
48.

a

moindre que le carré du rayon de I'équateur, c’est-d-dire, <<
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distance de la Lune a la Terre étant prise pour I'unité); de sorte qu’on
aura (b* étant égal a ¢?)

b+ ¢? 1 1
— < B
2 = 173.(60)? < 522800

D’un autre coté, on a trouvé que, pour que le coefficient de sin2«
répondit aux observations dans I'hypothese ol les principaux termes de
ce cocfficient ne se détruiraient pas, il faudrait que la méme quantité
b+ ¢ !

100 . 180.sin2a.sin’w

» ¢’est-d-dire (2 cause

—a*fat de Uordre de :

que o est 'obliquité de Pécliptique et o la longitude de Papogée du
1 I

(100 180.sin(15° 1) (sin23°1) 7648

de beaucoup plus grande que la précédente; d’ol il s’ensuit que, méme

Soleil), de l'ordre 7’ quantité qui est

dans cette hypothese, on aurait peine a expliquer 'équation séculaire
de la Lune, par le moyen du terme dont il s’agit.
Mais, puisque nous avons trouvé que le coefficient de ce terme est a

\ . I 1 \
peu pres nul, du moins aux quantités de Uordre de — pres (car les va-

leurs de p et de £, que nous avons prises égales a 'unité, n’en different
réellement que par des quantités de ce méme ordre), il est clair que la

. o , . ec
vraie valeur de ce coefficient sera nécessairement de I'ordre de —: par

conséquent, le terme dont nous parlons sera tout a fait insuffisant pour
produire 'équation séculaire de la Lune, telle que les Tables de Mayer
la donnent.

On trouvera i peu pres le méme résultat, si 'on a égard a la variabilité
de I'angle «, auquel cas I'équation séculaire ne sera qu'apparente et
devra avoir la valeur déterminée dans le n° 8.

On conclura donc de la que I'équation séculaire dont il s’agit ne sau-
rait venir de la non-sphéricité de la Terre, tant qu’on y suppose les deux
hémispheres semblables; mais, avant de prononcer sur I'impossibilité
d’expliquer cette équation par lattraction de la Terre supposée non
sphérique, il est & propos de voir ce que la dissimilitude des hémi-
spheres peut donner sur ce point.
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32. Pour cela, il ne s’agit que d’examiner 'effet des autres termes
de la formule du n° 29, c¢’est-a-dire, de ceux qui contiennent cos« et
cos3a, et que nous avons vus devoir disparaitre lorsque les deux hé-
mispheres de la Terre sont semblables. Or on a (n® 27), aux infiniment
petits de I'ordre ¢* pres,

Mzz‘%, N:%, Q=D, R=E,
- ihee _ 2De
ST T

) T . , . 3
ol I'on remarquera que 1 — p est une quantité tres-petite, égale h —
2y

environ (n° 30). Substituant done ces valeurs dans les deux termes
dont nous venons de parler, ils se réduiront (en y négligeant ce qu’on
doit y négliger) a celui-ci

3¢ 5D D 15¢ ) o
8vA 1—nt 2 4v’l(l—n’)J 08

lequel, comme I’on voit, disparait de lui-méme.

Il arrive donc de nouveau, par une fatalité singuliere, que les deux
principaux termes du coeflicient de cosa se-détruisent. Si cela n’était

. . - . eD
pas, il est clair que ce coeflicient serait de Pordre de ————» ¢’est-
VIA(1 — n?)

NPT 3., . eD
a-dire, & cause de n® =1 — — trés-peu pres (n°27), de ordre de ~
or }, distance du Soleil a la Terre, est environ égale & 400 ("), puisque

: IR 1
celle de la Lune a la Terre est supposée égale & 15 donc 3 sera de I'ordre

2

de yi; de plus il est facile de voir que les quantités D et E (n® 24,

doivent étre, généralement parlant, plus petites que la quantité C dans

(*) Le texte primitif porte 200 au lieu de 400; c'est assurément une simple erreur typogra-
phique que nous avions le devoir de faire disparaitre; car, a I'époque ou Lagrange publia son
Mémoire, la parallaxe du Soleil était déja connue avec une certaine précision.

(Note de I’ Editewr.)
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la raison du rayon de la Terre a la distance de la Lune, c’est-a-dire,
dans la raison de 160, parce que les quantités a?, b?, c* ne sont que de
deux dimensions, au lieu que les quantités f*, /7%, f”® sont de Lrois

. .. . eD
‘n° 18). Ainsi on peut regarder les quantités de Pordre de - comme
I 8 q )

du méme ordre que celles de I'ordre -E;T, d’ou il s’ensuit que, si les prin-
cipaux termes du cocfficient de cosa ne se détruisaient pas, ce coeffi-
cient serait du méme ordre que celui de sin 2, dans le cas ou les termes
de celui-ci ne se détruiraient pas (n° 31); ainsi on pourra faire ici
le méme raisonnement que nous avons fait dans le numéro précédent, et
en tirer des conclusions semblables. 11 est vrai que, comme les quan-
tités £3, /%, f"* sont indéterminces, on pourrait les prendre telles, que
les cocfticients de cosa et de cos3« eussent la valeur requise pour don-
ner 'équation séeulaire de Mayer; mais il est facile de se convainere
qu’il faudrait, pour cela, supposer aux deux hémispheres de la Terre des
figures trop dissemblables pour qu’on pat les aceorder avec les mesures
des degreés et la Théorie de la précession des équinoxes et de la nutation
de 'axe de la Terre.

33. Comme, dans les calculs précédents, nous avons toujours fait
abstraction de I'inclinaison de Porbite lunaire 4 I'égard de I'écliptique,
on pourrait peut-¢tre douter, au premier aspect, si cette circonstance ne
doit pas apporter quelque changement a nos résultats; mais, pour lever
ce doute s il suftit de remarquer que I'inclinaison de I'orbite ne peut
avoir d’autre influence dans nos caleuls que d’introduire un sixieme
angle & égal a la distance de la Lune au noeud, lequel se combinerait
avec les cing autres que nous avons considérés dans le n° 23; or, comme
le mouvement des neeuds est assez prompt, étant a celui du Soleil dans
la raisom de 1:18, il est facile de se convaincre que cet angle § ne sau-
rait donner aucune nouvelle combinaison qui puisse servir a expliquer
I'équation séculaire; de sorte qu’'on est, ce me semble, bien en droit de
conclure que cette équation, si elle est réelle, ne peut étre 'effet de la
figure non sphérique de la Terre.
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34. Apres avoir examiné I'effet de I'action de la Terre sur la Lune,
eu égard & la non-sphéricité de la Terre, il conviendrait aussi d’entrer
dans un pareil examen, relativement & la figure non sphérique de la
Lune; car il est clair qu'il doit résulter aussi de cette circonstance de
nouvelles forces perturbatrices de 'ovbite de la Lune, et il pourrait ar-
river que ces forces, combinées avee celles qui viennent de Paction du
Soleil, pussent servir a expliquer I'équation séculaire. Aussi I’ Académie
demande-t-elle expressément, dans son Programme, qu’on ait égard ala
figure non sphérique tant de la Terre que de la Lune. D'ailleurs 'examen
dont il s’agit ne peut avoir de difficulté apres ce que nous avons démon-
tré jusqu’ici, puisqu’il doit étre aisé d’appliquer a la Lune les formules
que nous avons trouvées pour la Terre; mais il ne sera pas méme néces-
saire d’entreprendre un nouveau caleul sur cet objet, pour décider la
question de P'équation séculaire, et 'on pourra s’en dispenser par les
considérations suivantes. |

Il est clair que, pour avoir les forces perturbatrices de I'orbite de la
Lune, provenant de la non-sphéricité de cette planete, il n’y aura qu’a
prendre les formules des n® 19 et suivants en sens contraire, en appli-
quant a la Lune les quantités qui, dans ces formules, se rapportent a la
Terre.

Ainsi » sera U'inclinaison de I'équateur lunaire sur Pécliptique, la-
quelle est d’cnviron 2 degrés; z sera la longitude de la Terre vue de la
Lune, et comptée depuis le noeud de son équateur; de sorte que, comme
on sait par les observations que les neeuds de I'équateur lunairg coincis
dent toujours, du moins & tres-peu pres, avee ceux de Porbite de Ia
Lune, I'angle z sera égal a la distance de la Lune au neeud de son orbite,
angle que nous avons dé¢ja nommé ¢ ci-dessus (n® 33); & sera la distance
du premier méridien de la Lune au nceud de son équateur; et puisque
la Lune présente toujours a la Terre la méme face, & la libration pres,
qui est trés-petite et périodique, si I'on prend, ce qui est permis, pour
premier méridien celui qui est dirigé vers le centre de la Terre, lors-
que la libration est nulle, et qu'on nomme A I'angle de la libration,
on aura ¢ =&+ A. Enfin la quantité y exprimera la latitude de la Terre
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vue de la Lune, et aura par conséquent la méme valeur que dans les for-
mules cilées, ou elle dénote la latitude de la Lune vue de la Terre;
de sorte qu’on aura, en nommant y l'inclinaison de I'orbite lunaire,
tangy = langy sing, ou, & trées-peu pres, 4 cause de y trés-petit,
¥ = xsing. Quant a la quantité A, qui exprime la libration de la Lune,
clle doit étre proportionnelle a I'équation du centre de la Lune ou, plus
exactement, i la somme de toutes les équations qui affectent le mouve-
ment moyen de cette planete; il pourrait, a la vérité, s’y joindre encore
une équation provenant de la libration physique, supposé qu’elle ait vé-
ritablement lieu; mais, comme il n’y a encore ricn de bien constaté sur
ce point, ni par la Théorie, ni par les observations, on pourra se dispen-
ser d’y avoir égard; et d’ailleurs, quand on en voudrait tenir compte, on
trouverait aisément qu’il n’en pourrait rien résulter pour I'équation sé-
culaire de la Lune, & moins de faire des suppositions trop forcées et trop
peu admissibles sur la figure de cette plancte.

On voit donc par Ia que Pexpression des forces perturbatrices de la
Lune, provenant de la non-sphéricité de sa figure, ne pourra ren-
fermer que les mémes angles qui composent les arguments des iné-
galités de la Lune, produites par I'action du Soleil, ¢’est-a-dire, les
angles &, s, v, § (n°* 23 et 33); oril n’y a aucune combinaison de ces
angles ni de leurs multiples qui puisse donner un angle constant, ou a
trées-peu pres constant, & moins d’admettre des multiples fort grands,
auquel cas le coefficient, qui affecterait le sinus ou le cosinus d’un tel
angle, s¢rait d’autant plus petit, et par conséquent insuffisant pour P'ex-
plication de I'équation séculaire (sur quoi voir le VI® volume des Opus-
cules de M. d’Alembert); ainsi on peut étre assuré d’avance que la non-
sphéricité de la Lune ne peut étre d’aucune utilité dans la recherche de

cette équation.

35. Je n’entreprendrai pas maintenant d’examiner si I’équation sécu-
laire de la Lune peut étre I'effet de P'action des autres planétes : cette
discussion nous menerait trop loin et demanderait méme un Ouvrage
particulier, auquel le défaut de témps et mes occupations actuelles
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m’cmpéchent de me livrer; mais il ne parait pas impossible de pouvoir
décider la question & priori, par des considérations analogues a celles du
numéro précédent. En effet, il est facile de voir que les expressions des
forces perturbatrices de la Lune, produites par I'action d’une planéte
quelconque, ne peuvent dépendre que des angles s, v, & relatifs i la
Lune, et des angles analogues s', v’, &' relatifs a la planéte (s’ étant I'ano-
malie de la planéte, »’ son élongation a la Terre, et §’ sa distance au
neeud); de sorte que ces expressions ne renfermeront que des sinus ou
cosinus d’angles formés par la combinaison de ceux-ci et de leurs mul-

tiples; et I’on prouvera aisément que la quantité 5 e pourra etre formée

que de pareils sinus ou cosinus; et si I'on veut avoir égard en méme
temps a I'action du Soleil, il se joindra encore a ces six angles celui de
I’anomalie du Soleil, qu’on a nommé ci-dessus &. Tout se réduira donc &
examiner si Pon peut trouver une combinaison des sept angles s, =, &,
s'y ', &', & et de leurs multiples, laquelle donne un angle tout a fait, ou du
moins & trés-peu pres, constant; or, d’apres les valeurs connues des rap-
ports de ces angles, on pourra s’assurer aisément qu’il n’est guere pos-
sible de former de telles combinaisons, sans employer des multiples assez
grands; d’ou I'on peut conclure que les termes qui pourront produire
une équation séculaire ne se présenteront qu’apres plusieurs correc-
tions de Vorbite, et seront par conséquent d’un ordre beaucoup trop
petit pour pouvoir donner une équation sensible et conforme aux obser-

vations.

36. Puis donc que I'équation séculaire de la Lunc, telle que les Tables
de Mayer la donnent, ne peut étre effet de la non-sphéricité de la Terre,
ni de celle de la Lune, ni de I'action des autres planetes sur la Lane, et
par conséquent ne saurait étre expliquée par le secours de la gravitation
seule, il faut que, si cette équation est réelle, clle provienne de quelque
autre cause, comme de la résistance que la Lune éprouverait de la part
de quelque fluide tres-rare, dans lequel elle serait mue; mais comme,
d’un autre coté, Phypothese d’un fluide trés-subtil, dont la résistance
altérerait sensiblement le mouvement des Corps célestes, n’est pas encore

VI 49
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bien ¢onfirmée par Iés observitions des autres planetes, que mén'fe elle
parait étre contrédite par celles de Saturne, dont le mouvement va eh’
se ralentissant au liet de s'accélérer, comme cela’ deviait étre en vertu
de la résistance de I'éther, il m¢ semble qu’on ne doit pas admettre cetle
hypothese uniquement dans la vue d’expliquer par son moyén‘l’éqiiét'ion
séculaire dont il s'agit.

Je dis : si cette équation est réelle; car il me parait que les preuves que
'on en a JUSqu a prcsent l]L QODL pas bien decmves plllS(]ll ’elles sont
fondées uniquement sur quelques observations faites dans des siccles

fort éloignés, et sur I'exactitude desquelles on ne saurait guere compter.

37. M. Dunthorn, le premier apres M. Halley qui ait adopté 'hypo-
these de I'accélération de la Lune, et le seul, ce me semble, qui soit
entré la-dessus dans quelques détails, ne s’en est pas tenu i la simple
comparaison des observations des années 720 avant J.-C. et 977, 978
apres J.-C. avec les modernes, pour prouver la nécessité de cette aceé-
lération; il a aussi discuté, dans le méme objet, quelques autres obser-
vations faites dans les siecles intermédiaives (voir le volume XLVI des
Transactions philosophiques); mais, quoique ces observations paraissent
confirmer en gros I'accélération du mouvement moyﬁn de la Lune, elles
ne s’accordent cependant pas entre elles, a beaucoup pres, ni sur la
quantité de 'accélération séculaire, ni méme sur la loi de cette accélé-
ration; c’est ce que je vais faire voir en empruntant les résultats des
caleuls de ce savant Astronome.

Les observations qu'il a examinées sont, en les rangeant par ordre
chronologique :

1° Uné éclipse de Lune observée a Babylone le g mars 720 avant J.-C.
et rapportée par Ptolémée dans le IV® Livre de son Almageste, Cha-
pitre VI: On ne sait d’autres circonstances de cette éclipse, sinon qu’elle
a commencé plus d’une heure apres le lever de la Lune, ét quelle a été
totale. M. Dunthorn, ayant fait A cette observation les réductions con-
venables, a trouvé que le commencement a di étre & 6*46™; ensuite,
I’ayant calculée par ses propres Tables, qui n’ont jamais été publiées,
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que je sache, il a trouvé que le commencement aurait da étre. a 8" 32™;
ce qui donne une anticipation de 1"46™ de I'observation sur les Tables,
et par conséquent une erreur de 54 minutes sur la longitude calculée.

2° Une éclipse de Lune observée 4 Babylone le 23 décempre 382
avant J.-C. (il faut _remarquer que M. Dunthorn rapporte faussement
cette ochpse A année 312). Le commencement en a ¢té abservé, au
rapport de Ptolémée, une demi-heure avant la fin de la nuit; d’olr
M. Dunthorn dit que ce commencement a été a 6*42™ du matin, tandis
que les Tables ne le lui donnent qu’a 8"r5™; ce qui fait une anticipation
de 1"53"‘, et par conséquent une erreur de 47'15” sur la longitude
calculée.

3° Une éclipse de Lune observée 2 Alexandrie le 22 septembre 200
avant J.-C., et rapportée par Ptolémée d’apres Hipparque. Cette éclipse
a di commencer unc demi-heure avant le lever de la Lune, ce qui re-
vient, suivant M. Dunthorn, a 6*32™, tandis que les Tables ne lui don-
nent que 6" 12™; ce qui fait une anticipation de 4o minules, et par cons¢é-
quent une erreur de 20'20” sur la longitude calculée.

4° Une éclipse de Soleil observée par Théon, a Alexandrie, le 16 juin
364 apres J.-C., et rapportée dans son Commentaire sur I’ Almageste. Lc
commencement en a été a 3"18™; d’oit M. Dunthorn conclut la distance
de la Lune au Soleil de 39'41”, tandis que les Tables ne la lui donnent
que de 35'25"; ce qui fait une différence de 416", qui est Perreur des
Tables au temps de 'observation.

5° Une éclipse de Soleil observée au Caire le 13 déeembre 977, et
dont le commencement est arrivé lorsque le Soleil était haut de 15°43’,
et la fin lorsque la hauteur du Soleil était de 334 degrés. M. Dunthorn
conclut de 1a que le commencement de cette éclipse a da étre a 8257, et
la fin & ro*45™ du matin; et il trouve que I'erreur de ses Tables sur la
longitude de la Lune est de 7°36”, dont la Lune s’est trouvée plus
avancée.

6° Une éclipse de Soleil obseryée dans le méme endroit le 8 juin 978,
et qui a commencé lorsque le Soleil était haut de 56 degrés, et fini
lorsqu'il était haut de 26 degrés. M. Dunthorn trouve que le commen-

49-
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cement de cette éclipse a di étre & 2*31™, et la fin & 4*50™; d’ol il con-
clut 'erreur de ses Tables sur la longitude de 8'45” dont la Lune était
plus avancée.

Ces deux observations se trouvent dans I’Histoire celeste de Tycho et
sont tirées d’un manuscrit arabe, qui renferme les observations de Ibn
Jonis et qui sc trouve dans la Bibliotheque de Leyde; ce sont celles
dont nous avons parlé au commencement de ces Recherches.

Enfin une éclipse de Soleil observée a Nuremberg par Walter, le
ag juillet 1478, laquelle donne une erreur de ro minutes sur la longitude
calculée; mais, comme il en résulte aussi une erreur en latitude de
g'12”, M. Dunthorn croit cette observation trop inexacte pour qu’on
puisse s’y fixer.

Rassemblant maintenant ces résultats, on aura les éléments suivants :

ANNEES ) ERREURS
des des
observations. Tables de Dunthorn.

720avant J.-Cooo ool e —-—54'. 0o
382 D e —47.15
200 D IR —20.20
364 apresJ-Coeee ool — 4.16
977 D ettt + 7. 36
978 D e + 8.45
1478 » e +10.29

38. 1l parait, en général, par cette Table, que le mouvement de la
Lune a di s’accélérer continuellement depuis I'année 720 avant J.-C.
jusqu’a présent; voyons donc quelles doivent étre la quantité et-la loi de
cetle accélération, pour répondre aux observations que nous venons de
rapporter.

Pour cela, je remarque qu’entre la premiére et la troisieme observa-
tion il y a un intervalle de 520 ans; qu’entre celle-ci et la quatrieme il
y aun intervalle de 563 ans; qu’entre la quatrieme et la cinquidme il y a
un intervalle de 613 ans; qu’enfin entre la cinquieme et la septieme il
y a un intervalle de 500 ans; d’ou1 I'on voit que ces intervalles ne sont
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pas fort différents entre eux, en sorte qu’on pourra, sans craindre de
grandes erveurs, les prendre et les traiter comme égaux.

De cette maniere donc les erreurs des Tables de Dunthoern seront a
peu pres, dans des intervalles de temps égaux,

— 54, —20, —§, +8, +10;

et, si on suppose que ces erreurs soient dues & une équation qui
augmente comme les carrés des temps, et qu’il faille de plus changer
I’époque et le mouvement moyen des Tables, il est clair que les diffé-
rences secondes seront éonstantes, et que la moitié de la valeur de cette
différence constante prise négativement sera I'équation séculaire pour
un espace de temps égal a U'intervalle d’'une observation i 'autre; or je
trouve, en prenant successivement les différences,

Erreurs des Tables............ — 54 ‘ — 20 — 4 ’ + 8 + 10
Premicres différences........... — 34 — 16 I — 12 — 2
Secondes aifférences .......... . — 18 — 4 l — 10

et comme les différences secondes sont trop inégales entre elles, je crois
pouvoir en conclure qu’on ne saurait sauver les errcurs des Tables par
un simple changement de ’époque et du mouvement moyen combiné
avec une équation séculaire qui augmente comme les carrés des temps.

39. Mais voyons encore si I'on pourrait concilier les observations
avec les Tables, en introduisant dans celles-ci une équation séculaire
apparente, qui dépende du sinus d’un certain angle qui croisse ou dé-
croisse uniformément.

Soient p le changement qu’il faudrait faire 4 I'époque des Tables pour
Pobservation de 720 avant J.-C.; ¢ le changement qu’il faudrait faire au
mouvement moyen pour 550 ans environ, ce qui est 'intervalle moyen
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entre les observations; « I'argument de 1’équation séculaire pour U'ob-
servation de 720 avant J.-C.; o le mouvement ou la variation dé cet'argu-
ment pour 550 ans, et £ le coefficient ou la plus grande valeur de I'équa-
tion: on aura donc pour les erreurs des Tables dans‘les cinq observations
dont il s’agit, supposées équidistantes, les quantités |

p+fsina,

p—+ q +fsin(a+¢),
p+2q + fsin(a+29),
p+3q+fsin(a+3¢),
P +bdq+fsin(e+49);

done ,
p +fsine = —54,

p+ q +fsin(a+ ¢) = — 20,
p+2¢+fsin(x+29)=—4,
p+3q—+fsin(a-+39)=8,

P+ b4q+fsin(a+49)-=10,

équations par lesquelles on pourra déterminer les cing inconnues p, ¢,
/s =, 9. Pour cela, j’ajoute la premiere et la troisiéme : jai

2(p+q)+f[sine+ sin(e+ 2¢9)] = — 58;
mais '

sina + sin(a + 2¢) =2cos¢ sin(a + ¢);

donc on aura, en divisant par 2,

P+ q -+ fcosgsin(a—+ @)= — 2,
et de la
. __9,9—!»-/)4—(/_
Ssin(a+¢)= _lcosqo ;

or la seconde équation donne

Ssin(a+9)=—20—p—¢;

P
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done, comparant ces deux valeurs, on aura

20 + p +
—L—Lg:2()+p+q;
oS 9

d’ou

20005@—9.9

pP+9= I—C0SQ

391

De méme, ¢n ajoutant la seconde et la quatrieme équation, on aura

2(p + 2q) + f[sin(a+ ¢) + sin(a + 3¢)] = —12,

savoir, i cause de sin(« + @) + sin (« + 3¢) = 2cosgsin («a + 29,

p—+2q—+ feosgsin(a+2¢9) =— 6;
d’ot I'on tire
. 6+ p+agq
Sin _ ——
fsin(a+29) cosg ;

et, comme la troisieme équation donne
Ssin(a+29)=—4—p—2gq,

on aura, par la comparaison de ces valeurs,

6+p+29 .
——E@__4+P+2q'
et de la
__4cosg—6
P+29= 1— CO0SQ

On comparera de méme entre elles les trois dernieres équations; et
comme M. Dunthorn regarde I’observation de Walter, qui a donné 10 mi-
nutes d’erreur, comme un peu suspecte, nous prendrons, en général, 2m

pour l'erreur de cetle observation; ainsi I'on aura d’abord, en ajoutant

la troisieme et la cinquieme équation,

2(p+3q)+f[sin(a+29)+sin(a+ 4¢)]=2m — §,

et, & cause de sin(a + 2¢) + sin(a + §¢) = 2cosg sin (« + 3¢,

p +3q+fcosgsin(a+ 30)=m — 2;
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d’ou
Sfsin(a+3¢)="" 2 P71,

mais la quatrieme équation donne

Ssin(a+3¢)=8—p—3¢;
done
m—z2—p—3q.

8—p—3¢g= cos6 :

d’on
m—2—8cos¢
I— COSQ

p+3q=

On a donc maintenant les trois équations.

__ 20089 — 29

P+ 9= I— COSQ
__4cose—6
P 2= eose

1— COS¢

d’ou 'on tire d’abord celles-ci

__ —16cose+23  m+4—120089
T 1—cos¢g  1—cos¢

et par conséquent
—16c089 + 23 =m+ 4 —12C08¢;
d’ou

cosg = 19_4_'"-

On voit donc que cette équation ne saurait subsister, en adoptant
1o minutes pour ’erreur des Tables sur I'observation de Walter; car on
aurait alors 2m = 10 et m =5, ce qui donnerait

CosQ = -lzé = 31.
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En général, comme coso doit étre nécessairement <1, il faudra que
19— m

’on ait T <r1; done 19 — m << 4 et m>15; donc 2m > 30; en

sorte que l'erreur des Tables au temps de 'observation dont il s’agit,
loin d’étre moindre que celle que M. Dunthorn a trouvée, devrait étre
au contraire trois fois plus grande; ce qui ne saurait étre admis, puis-
qu’il faudrait que Walter se [t trompé d’environ une heure sur le temps
de I'éclipse qu’il a observée.

40. Sil'on désigne par — 20, —2b, — 2¢, — 2d, — 2e les erreurs
— 54, — 20,... en sorte que I'on ait les équations

P -+—fsinac£:——a.a,
p+ q+fsin(a+ ¢)=—2b,
p+2q+fsin(a+29)=—2c,

p + 3¢+ fsin(a+3¢) = — 2d,
P+ hq+fsin(a+49)=—ae,

on trouvera ces trois-ci

2broso —a—c

P+ 9= 1 — COSQ
pr2g= 1—COSQ
p+3q:2dcoscp——c—e;

I—CO5¢

d’ot1 I'on tire sur-le-champ

_2(e—b)coso+a—b+ec—d 2d—c)cosp+b—c+d—e

1 1— cosg T 1—Ccos9 ’

et de la

z(c—éz)cosqo+a—b+c—d:z(d—c)coscp+b—c+d——e,

savoir
a—a2b+2c—2d+e
2(b—2¢+d)

VI. 50

cosp =
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connaissant I’angle ¢, on connaitra p et ¢, et ensuite fet « par les équa-
tions ci-dessus; cette solution peut étre utile dans d’autres occasions, et
c’est ce qui nous a engagé a la rapporter ici.

M. Au reste, comme M. Dunthorn n'a point publié ses Tables de la
Lune, et que par conséquent on ne peut savoir quel degré de confiance
elles méritent; que d’ailleurs les Astronomes paraissent étre convenus de
regarder celles de Mayer comme les meilleures, j’ai cru qu’il était impor-
tant de voir ce que ces dernieres donneraient, et j’ai pri¢ en conséquence
un trés-habile Astronome (M. B***) de vouloir bien calculer les lieux de
la Lune, au temps des observations rapportées ci-dessus d’apres les
Tables de Mayer, pour en déduire les errcurs de ces Tables; je I'ai méme
engagé a entreprendre ce travail deux fois, premicrement en adoptant
’époque ct le mouvement moyen de la Lune de Cassini, et y appliquant
les équations données par les Tables de Mayer, ct ensuite en faisant le
calcul uniquement d’apres ces dernieres Tables; car, comme la différence
de 342", qui est entre les mouvements moyens séculaires de la Lune
suivant Cassini et suivant Mayer, tient principalement a ’équation sécu-
laire introduite par ce dernier, ainsi qu’on I'a vu au commencement de
ce Mémoire, si 'on veut faire abstraction de cette équation, il parait
naturel qu’on rétablisse le mouvement moyen tel que Cassini I’a trouvé;
or il ne sera pas inutile, dans notre regherche, de connaitre les erreurs
des Tables dans<ette hypothese, et de les comparer a celles qui ont lieu
dans 'hypothese de I'équation séculaire.

Voici les résultats de ces calculs; I'Auteur m’a assuré les avoir faits et
revus avec beaucoup de soin, et de maniére & pouvoir compter entiere-
ment sur leur exactitude.
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ERREURS ERREURS
LIEUX DATE des des
des observati . . Tables de Mayer Tables de Mayer
es observations. des éclipses observées. avee sans
Véquation séculaire.| ’équation séculaire.
Babylone.. ...... 720 avant J.-C. Mars 19 — a24.55" — 23.30"
Babylone........ 382 Déc. 22 — 26. — 11.30
Alexandrie .. .... 200.. 00000, Sept. 22 — 17. — 1.15
Alexandrie ... ... 364 aprés J.-C. Juin 16 — 12.40 + 12.12
Caire......... ol 977 .iiiiii.. Dée. 12 — 1.22 + 20.42
Caire........... 978 . ivint.. Juin 8 + 0.18 + 16.35

Il faut remarquer, a I'égard des deux premicres observations de cette
Table, qu’on a supposé dans le caleul, d’apres M. de la Lande (Mémotres
de I’ Académie, année 1757), que la différence des méridiens entre Paris et
Babylone n’est que de 2"32™, tandis que M. Dunthorn la fait de 2"41™%,
a cause que, suivant Ptolémée, Babylone est plus a I'orient qu’Alexandrie
- de 50 minutes, et que la différence des méridicens entre cette derniere
ville et Paris est fixée a ("51m3,

Si l'on voulaitadopter la détermination de Dunthorn, alors les erreurs
des Tables au lefnps des deux premieres observations, ¢’est-a-dire, en 720
et 382 avant J.-C., deviendraient d’environ 5 minutes plus grandes.

42. Sil'on prend les erreurs contenues dans la derniere colonne de
la Table précédente, mais en omettant celle de 'année 382, et substituant
a la place des deux dernieres la valeur moyenue 18’4, on a cette suite de
nombres — 23, —14, +124, +18%, dont les différences premieres
sont 22§, 124, 6, et dont les différences secondes sont — g%, — 65,
lesquelles sont trop inégales pour qu’on en puisse rien conclure direc-
tement pour la loi de I'équation séculaire (n° 38); on pourrait cepen-
dant, en changeant seulement de quelques minutes les erreurs dont

il ’agit, rendre leurs différences secondes constantes et égales  la va-
5.
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leur moyenne — 8 des précédentes; alors on aurait 4 minutes pour la
quantité de I’équation séculaire dans I'espace d’environ 550 ans, ce qui
donnerait i peu prés 8 secondes pour I'équation séculaire au hout du
premier siecle; mais nous ne nous arréterons pas davantage la-dessus,
et nous passerons & examiner les erreurs des Tables mémes de Mayer,
qu’on voit dans la pénultieme colonne.

Il est d’abord évident que le but de ce savant Astronome a été princi-
palement de faire cadrer ses Tables avec les obscrvations arabes de 977
et 978; mais on doit, cc me semble, étre un peu surpris de ce que ses
Tables ne représentent pas mieux 1'observation de 720 avant J.-C., qui
a toujours servi de base dans la détermination des moyens mouvements
de la Lune; cependant, si 'on fait attention que le calcul a été fait en
prenant avec M. de la Lande 6" 11™ pour le temps de I'opposition, tandis
que suivant M. Cassini elle a di arriver i 6*58"™, on verra que cette diffé-
rence de 47 minutes en produira une d’environ 24 minutes dans le licu
de la Lune (n° 4 ci-dessus), ce qui réduira I'erreur des Tables de Mayer,
a environ — 1 minute. '

Il parait donc tres-probable que cet Astronome a suivi le calcul de

*M. Cassini pour la détermination du lieu de la Lune dans I'éclipse de 720

avant J.-C., et qu'il a par conséquent tiché d’y accommoder ses Tables
au moyen de I'équation séeulaire qu’il a appliquée au mouvement moyen.
Mais si la correction que M. de la Lande a faite au calcul de M. Cassini,
et dont il rend raison dans son Memoire sur les équations séculaires
(Mémoires de I’ Academie, année 1757), est fondée, il est clair que le mou-
vement moyen et I'équation séculaire de Mayer devront élre un peu al-
térés pour que ses Tables puissent représenter également I'observation
de 720 avant J.-C. et celles de 977 et 978 apres J.-C.

Soit 2 le nombre de minutes dont il faudrait augmenter le mouvement
séculaire de Mayer, et y celui dont il faudrait augmenter son équation
séculaire pour le premier siecle, 2 compter depuis 17005 il est clair que,
en gardant I’époque du lieu moyen pour 1700, le lieu moyen pour 978 se
trouvera plus avancé de — 7ix + (74)%y, et pour 720 avant J.-C. de
— 24Lzx 4+ (241)*y; or, comme I'erreur des Tables de Mayer est presque
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nulle pour I'observation de 978, il faudra faire d’abord
=732+ (13)r=0,
pour que le lieu moyen ne change pas en 978; et I'on aura par la
=135

ensuite, pour détruire Perreur de — 24’55” que les Tables donnent pour
I’ohservation de 720 avant J.-C., on fera

— 242+ (23)y =244,
ce qui, & cause de x =71y, donne i trés-peu pres

y=-5=23"% cl x=25H";

en sorte que I'équation séculaire devrait étre, pour le premier siecle,

[P

de 12”4, et le mouvement séculaire moyen de 10°7°54'0”.

43. Ce changement dans I’équation séculaire et dans le mouvement
moyen diminuerait aussi beaucoup les erreurs des Tables dans les obser-
vations intermédiaires; car le lieu moyen se trouverait plus avancé
d’environ 13 minutes pour 'observation de 382 avant J.-C., d’environ
17 minutes pour celle de 200 avant J.-C., ¢t d’environ 5 minutes pour
I'observation de 364 apres J.-C., de sorte que les erreurs trouvées dans
la derniére colonne de notre Table précédente en seraient diminuées
d’autant.

Il est vrai qu’en changeant le lieu moyen les valeurs des équations doi-
vent aussi changer un peu; mais on peut icinégliger ces variations qui ne
peuvent monter qu’a quelques secondes: en effet, il est clair qu’il n’y aura
que les trois principales équations de la Lune, savoir I'équation du centre,
I'évection et la variation, qui puissent recevoir un changement tant soit
peu sensible, tandis que le lieu moyen augmente ou diminue de quel-,
ques minutes; or, i cause que dans les observations dont il s’agit la
distance de la Lune au Soleil est o ou 180 degrés, la variation sera nulle,
et ’évection aura pour argument la simple anomalie de la Lune; de plus,
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comme toutes les éclipses rapportées dans notre Table ci-dessus, a I'ex-
ception des deux derniéres, sont arrivées, la Lune étant assez éloignée de
ses apsides, on trouvera aisément que la différence produite par le chan-
gement des équations dont nous venons de parler ne pourra guére mon-
ter & 1 minute.

Il n’en serait pas de méme pour les deux éclipses de 977 et 978, qui
sont arrivées fort pres des apsides de la Lune, ol un degré de différence
dans I'anomalie peut donner jusqu’a 7’4 de variation dans I’équation du
centre; mais, puisque nous avons fait en sorte que les changements du
mouvement moyen et de I'équation séculaire se compensent mutuelle-
ment au temps de ces éclipses, le liecu moyen de la Lune n’a point été
altéré par ces changements. .

44. Aureste, comme les observations qui nous ont été transmises par
Ptolémée ne sont rapportées que d’une maniere fort vague, et que d’ail-
leurs on -sait qu’il est tres-difficile de fixer le commencement ou la fin
d’une éclipse de Lune, a cause de la pénombre et de atmosphere de la
Terre, qui en rendent les phases douteuses et qui font que nos meil-
leurs Astronomes s’y trompent quelquefois de plusieurs minutes, malgreé
’exactitude de nos instruments et les soins scrupuleux qu’on a coutume
d’apporter a ces sortes d’observations, il s’ensuit qu’il y a tres-peu de
fond a faire sur les observations que nous venons de discuter ci-dessus
pour en déduire I'équation séculaire de la Lune; et si 'on joint a cette
remarque celle que M. de la Lande a déja faite sur I'incertitude des deux
observations arabes de 977 et 978, au sujet desqnelles feu M. Bevis, sa-
vant Astronome anglais, qui avait entre les mains une traduction du
manuscrit arabe d’ou elles sont tirées, lui dit qu’il avait de fortes raisons
de douter si c’étaient de véritables observations ou de simples calculs
(Astronomie, Article 1485), on conviendra sans peine que I'existence
de cette prétendue équation séculaire est cncore tres-douteuse; de sorte
que, comme la Théorie y parait en méme temps contraire, le meilleur
parti qu’il y aurait & prendre, du moins jusqu'a ce que le temps nous
apporte la-dessus de nouvelles lumiéres, serait peut-étre de rejeter entie-
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rement cette équation, en conservant néanmoins le mouvement moyen,
tel que Mayer I’a établi, lequel parait assez bien d’accord avec les ob-
servations de ces deux derniers siecles, pour lesquelles I’équation sécu-
laire est d’ailleurs presque insensible.

En effet le savant Astronome dont j’ai parlé ci-dessus, ayant comparé
avec les Tables de Mayer les observations de quelques éclipses de Lune
du x1v® et du xvi° siecle, rapportées par Riccioli dans son Almageste, a
trouvé les résultats suivants

TEMPS MOYFN, A PARIS, ERREURS
des oppositions observées. des Tables de Mayer.
h m -
1457 3 septembre  tor10......... —1
1464 21 avril 1230......... + 1
1500 5 novembre 1259......... “+ 2
1573 8 décembre 700 — 1

La premiere de ces quatre éclipses a été observée & Mellicum, en Au-
triche, par Purbach et Regiomontanus, la seconde 4 Padoue par Regio-
montanus, la troisieme a Rome par Copernic, et la quatrieme a Urani-
hourg par Tycho.

On voit d’abord que les erreurs des Tables de Mayer sont tres-petites,
et que, de plus, elles sont les unes positives et les autres négatives; ce
qui prouve que 'époque et le moyen mouvement sont assez bien établis;
il n'y a que I'observation de 1500 pour laquelle Uerreur des Tables est
un peu sensible; mais je crois qu'il faut la rejeter plutot sur I'observa-
tion méme, qui n’est rapportée par Copernic (De Revolutionibus orbium
calestium, Livre 1V, Chapitre IV) que d’une maniere un peu vague, d’au-
tant plus que, cette éclipse n’ayant pas été totale comme les autres, il
lui aura été difficile d’en fixer le temps du milieu.
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SUR LA

THEORIE DES PERTURBATIONS

QUE LES COMETES PEUVENT EPROUVER PAR L'ACTION DES PLANKETES.

(Mémoires des Savants étrangers, L. X, 1785, Prix de I’Académie pour 1778.)

Ces Recherches sont divisées en quatre Sections, que je vais pavcourir
sommairement.

Dans la premiére Section, je donne d’abord les équations générales
du mouvement d’une comete autour du Soleil, en ayant égard aux per-
turbations qu’elle peut éprouver par Paction d’une ou de plusieurs pla-
nétes, et en rapportant les licux tant de la comete que des planetes a des
coordonnées rectangles. Je simplifie ensuite ces équations en parta-
geant chacune d’elles en deux, dont I'une appartienne & Uorbite non
altérée et dont I'autre renferme I'cflet des perturbations, et je fais voir
(qu’en négligeant, a I'exemple des grands Géometres qui ont déja traité
la Théorie des comeétes, les carrés et les produits des forces perturba-
trices, on peut considérer a part 'action de chaque planete, et prendre
la somme des effets de leurs différentes actions pour Ieffet total de leurs
actions réunies. Enfin je montre comment on peut satisfaire aux équa-
tions différentielles des perturbations, dans le cas ol la cométe serait &

51.
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une distance du Soleil infiniment grande par rapport a la distance de la
planéte au Soleil : d’ou résulte naturellement une transformation de ees
mémes équations, laquelle en facilite beaucoup I'intégration relative-
ment i la partie supérieure de I'orbite de la comete. Cette transforma-
tion tient lieu des méthodes synthétiques proposées jusqu’ici pour
simplifier le calcul des perturbations dans les régions supérieures de
'orbite, et clle a en méme temps I'avantage de conserver 'uniformité
dans la marche du caleul.

La deuxieme Section est destinée uniquement a Uintégration des équa-
tions différentielles de I'orbite non altérée, et contient une solution
complete du fameux Probleme que Newton a résolu le premier, et une
foule d’Auteurs apres lui. Je me flatte que mon analyse pourra paraitre
encore digne de Iattention des Géometres par sa simplicité et par sa gé-
néralité; elle est d’ailleurs nécessaire pour les calculs de la Section sui-
vante, et fournit différentes formules qui sont d’un grand usage dans
tout le cours de cet Ouvrage.

Dans la troisieme Section, je m’occupe de I'intégration des équations
différentielles des perturbations. Je fais voir comment leurs intégrales se
déduisent naturellement de celles des équations de P'orbite non altérée,
en y faisant varier les constantes arbitraires qui représentent les éléments
de U'orbite : ce qui conduit directement a exprimer Ieffet des perturba-
tions par la variation des éléments de I'orbite considérée comme ellip-
tique; et ces variations se trouvent déterminées par des formules différen-
lielles assez simples, dont chacune ne demande qu’une seule intégration.
Je fais ensuite usage des transformations proposées dans la premieére
Section pour les parties supérieures de 'orbite; les formules différen-
tielles dont il s’agit deviennent par la composées d’une partie absolu-
ment intégrable et d’une partie non intégrable, mais qui est toujours
d’autant plus petite que la comete est plus éloignée du Soleil, en sorte
qu’elle devient insensible lorsque la cométe est 2 une trés-grande dis-
tance du Soleil. Je termine cette Section par les formules générales qui
expriment I'altération de la durée des révolutions anomalistiques et pé-
riodiques de la comete.
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La quatrieme Section contient application des méthodes et des for-
mules données dans les Sections précédentes aux perturbations des co-
metes, et en particulier a celles de la comete de 1532 et de 1661. Toute
la difficulté de cette application consiste dans I'intégration des formules
différentielles qui déterminent les variations des éléments de I’orbite.
Apres avoir mis ces formules sous une forme plus simple ¢t plus com-
mode pour le caleul, je montre les obstacles qui s’opposent a leur inté-
gration générale, et qui obligent d’avoir recours aux quadratures des
courbes mécaniques. Comme la méthode de ces quadratures est assez
connue par les Ouvrages de Cotes et de Stirling, je n’entre la-dessus dans
aucun détail; mais je remarque qu'il y a des cas ou 'usage de cette mé-
thode cesse d’étre légitime : c’est lorsque la distance entre la comete el
la planete perturbatrice est fort petite et approche de son minimum. Je
donne pour ces sortes de cas une méthode particuliere, qui réduit 'inté-
gration aux logarithmes ou aux arcs de cercles, et ne peut jamais étre
sujette a aucun inconvénient. Tout ce que nous venons de dire ne regarde
que la partie inférieure de 'orbite de la comeéte; car, pour la partie supe-
rieure de cette orbite, dans laquelle la distance de la cométe au Soleil
sera beaucoup plus grande que la distance de la planete au Soleil, je fais
voir que la partie des formules différentielles qu’il reste & enregistrer se
partage de nouveau en deux partics : 'une indépendante du lieu de {a
planéte, et qui est absolument intégrable; autre qui contient les sinus
ou cosinus de 'angle du moyen mouvement de la planete, et qui n’est
intégrable par aucune méthode connue, mais dont je démontre que I'in-
tégrale est nécessairement beaucoup plus petite que celle de la premiere
partie, ¢n sorte qu'on peut la négliger entierement; et, au cas qu’on
voulit pousser I'exactitude plus loin, je donne un moyen d’approcher
de plus en plus de la vraie valeur de cette intégrale. D’ou il s’ensuit que,
dans les régions supérieures de 'orbite des cometes, on peut déterminer
leurs perturbations par des formules analytiques, qui ne demandent que
des substitutions numériques pour donner les résultats cherchés, comme
dans le cas des planetes. Je considere enfin la cométe des années 1532 et
1661, que les Astronomes attendent vers 1789 ou 1790, et je déduis des
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éléments de cette comete toutes les données nécessaires pour le calcul
de ses perturbations. Comme, dans le Programme de 1778, on n’exige pas
que les concurrents donnent les résultats numériques de ce calcul, je
m’abstiens d’entrer dans aucun détail a cet égard; mais je me flatte qu’il
n’y aura point de calculateur tant soit peu intelligent qui ne sofit en état
d’appliquer & la comete dont il s’agit la Théorie exposée dans cet Ou-
vrage.

Tels sont les principaux objets du travail que je soumets au jugement
de I’Académie; j’en serai suffisamment récompensé si cette illustre Com-
pagnie daigne 'honorer de quelque attention.

SECTION PREMIKRE.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT D'UNE COMETE AUTOUR DU SOLEIL,
EN AYANT EGARD AUX PERTURBATIONS QU‘HLLE PEUT EPROUVER PAR L'ACTION

DES PLANETES.

1. Je prends la masse du Soleil pour I'unité, et je nomme m la masse
de L comete, p, 1t/,... les masses des planétes perturbatrices. 11 est clair
que ces quantités m, u, 1, ... doivent étre des fractions tres-petites,
puisqu’elles expriment les rapports des masses de la comete et des pla-
netes i la masse du Soleil; en effet on sait que Jupiter, la plus grosse de
toutes les planctes, a environ mille fois moins de masse que le Soleil; et
quant aux masses des cometes, quoiqu’elles soient inconnues, on ne
peut guere les supposer plus grandes que celle de Jupiter, autrement il
pourrait résulter de leur attraction des dérangements sensibles dans les
orbites des planetes; ce que les observations n’ont pas encore fait con-
naitre, et ce qu’on ne suppose pas d’ailleurs qui arrive dans le Probleme
des cometes, tel qu’on I’a envisagé jusqu’a présent.

Nous regarderons donc dans la suite et nous traiterons les quantités
m, 11, u,... comme des quantités tres-petites, dont il sera permis de né-
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gliger les puissances et les produits de deux ou de plusieurs dimensions.
Cette supposition est conforme a ce que les Géometres ont pratiqué jus-
qu'ici dans la Théorie des planétes principales et dans celle des comctes,
et une plus grande exactitude ne serait peut-étre d’ancune utilité.

2. Je rapporte les orbites que la comete et les plandtes décrivent au-
tour du Soleil a des coordonnées rectangles, prises du centre de cet
astre, et paralleles a trois droites fixes et perpendiculaires entre elles.

Et je nomme ces coordonnées x, y, 5 pour Porbite de la comete; &, 0,
¢ pour l'orbite de la planete r; &, v, &’ pourorbite de la planete p/, ete.

Je nomme de plus 7 la distance de la comete au Soleil, ou le rayon
vecteur de son orbite; p le rayon vecteur de lorbite de la planete p1; o' le
rayon vecteur de I’orbite de la planete p, ete.

Enfin je désigne par R la distance de la planéte p. & la comete; par R’
la distance de la planete p’ 4 la comete, ete.

Il est clair qu’on aura

r=yriyi+s, pm=yBan'+ 0, plem BTt

R=y(z—Ep+(r—n)+ =0y, R=\z—EF+(r—a)+rG—0r,..

. ’ , . . . . -

3. Cela posé, si I’on décompose, suivant les directions des trois coor-
données rectangles x, y, z, toutes les forces qui agissent sur la cométe
pour lui faire décrire son orbite autour du Soleil, savoir: les attractions
1 ! . . s \

- -ﬁ—‘;, [%, -+. exercées par le Soleil et par les planétes sur la comete, et
. m , s .
les attractions —» £, ﬁ,—,, -+ exercées par la comete et par les planétes
re e
sur le Soleil, et qui doivent étre transportées a la comete en sens con-

traire; et qu'on égale la somme de toutes les forces qui agissent suivant

d*x
——, lasomme de

la ligne @ et qui tendent & diminuer cette lignea — —=

.. . d*y
toutes les forces qui agissent suivant y & — 77: et la somme de toutes

C . . dz , 1
les forces qui agissent suivant z 4 — —= de étant les éléments du temps
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supposés constants, on aura ces trois équations

ﬂ—&-(——————l—km)x—k ’x——E-*__E_ ~+ ! z—£,+£’ + )
de SRR K BT TR p”) 7
dy  (xmy y—n_ 1 Ayr—n -

717;+ 2 +F-< T8 +P—:')+}L<T+—,;>+—~O,
illf (l+m)z+ (z—c+£ . Z_Z;,_i_i, .
de r? ¢ R3 & P R p,, —=o,

lesquelles, d’apres les principes connus de la Dynamique, serviront a
déterminer le mouvement de la comete par rapport au Soleil regardé
comme immobile.

4. On aura des équations semblables pour le mouvement de la pla- -
nete p. autour du Soleil, en tant qu’elle est dérangée par I'action de la
comele et des autres planetes; pour cela, il n’y aura qu’a changer, dans
les équations précédentes, les quantités m, x, y, s, r, appartenant i
I'orbite de la comete, dans les quantités analogues p, &, v, £, p, appar-
tenant a 'orbite de la planete, et vice versd, celles-ci en celles-la.

Mais il faut considérer que pour notre objet il n’est pas nécessaire de
tenir compte des termes affectés des quantités tres-petites m, ., 1, ...
dans les équations de la planete, parce que les quantités &, «, § dépen-
dant de ces équations ne se trouvent dans les équations de la comete
que dans des termes déja affectés de la quantité trés-petite p.

On peut donc réduire les équations de la planéte p. aux deux premiers
lermes, savoir

d* N (r+pw)

dr p =
din  (t+p)n

ar " p“_—o’
g (+p)g
et T T T

ct 'on réduira, par des raisons semblables, les équations du mouvement
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de la planete ' a celles-ci

d*E () ¥

(lt;' + P/3 — O’
d'z.n/ (l + Hl)_ﬂl _

dt + P =0
er w8
de p'? 7

et ainsi pour les autres planetes perturbatrices.

Ces réductions sont fondées, comme I'on voit, sur la supposition que,
dans le calcul des perturbations des cometes, on néglige les perturba-
tions des planetes perturbatrices. Si cette supposition n’est pas rigoureu-
sement exacte, elle est du moins permise dans la premiere approxima-
tion, a laquelle nous nous contenterons ici de horner nos Recherches, a
I’exemple des grands Géometres qui ont traité avant nous lesProbleme
des cometes.

5. En considérant les expressions des quantités r, p, p,..., R, R',...,
il est aisé de voir qu’on peut mettre les équations précédentes sous une
forme plus simple que voici :

Pour la cométe,

I I 1
I ;A

a(% - )
. \p l{+

dl‘—:(l+"l)jar_ + [ 7E + @ a7 ,
DS S ik B ok
di? h dn o da ey
! I T I 1

dt d<~ . a3 )
iﬂ—z:(l—kin)——--{— P , R) + 4 : R ‘.
dt‘ (IG [lgl

Pour la planéte p.,
I 1 S
't tl—p d*r d; dit d-.

di = = (1+p) T dp ——(l+{l-)dn, I =1+ p &
VI. ‘ 52
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Pour la planeéte ¥/,

1 1 1
d— d— d—
(IQEI . , pl d:.n/ . , P’ dz'cl . , pl )
=g g =g g =g

el ainst des autres.
1 1
d; d;
Dans ces formules, les expressions 5— ,--- dénotent, suivant la
dz’ dy
notation recue parmi les Géoméetres, les coefficients de d, dy,... dans

e . I . . .
la différentielle de o et ainsi des autres expressions semblables.
6. Si 'on suppose que dans le mouvement de la comete on fasse
abstraction des forces perturbatrices, il faudra rejeter, dans les équa-

tions de la comeéte, les termes affectés de p, p’,...; on aura ainsi

Pour lorbite non altérée de la comete,

1 1 I
dx --—(1—4—1)1)(/; d:')'——n—k m)d; -{Ilz-—u—km (1;
a7 dz dr & de T

Nous pouvons supposer que les quantités x, y, = se rapportent i l’or-
hite non altérée, et sont par conséquent déterminées par les équations
précédentes; dans cette supposition, il est clair que les vraies valeurs
des quantités x, y, z, dans orbite troublée, ne peuvent différer des pré-
cédentes que par des quantités trés-petites de Uordre de ., p,.... qu'on
peut désigner, pour plus de simplicité, par la caractéristique 0, a Ia
maniere des différences ordinaires; et la recherche des perturbations de
la comete se réduira & déterminer les valeurs des différences dx, dy, 9z.

7. Dorénavant donc les quantités @, y, z, r appartiendront toujours
a l'orbite non altérée de la comete, et devront par conséquent se déter-
miner par les équations du numéro précédent. Dans l'orbite troubléc,
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ces quantités deviendront « + dz, y +dy, 2+ dz, r+ or, et devront
étre déterminées par les équations du n® 5, en mettant dans ces équa-
tions ces nouvelles quantités a la place des premieres x, y, 3, r. Or,
comme les différences dx, dy, 0z sont trés-petites de ovdre P (seeny
suffira de conserver, dans cette substitution, les premieres dimensions
de ces différences (par I'hypothese du n® 1), dans les termes non affectés
de w, p',...; et, dans les termes affectés de ces quantités, on pourra né-
gliger tout & fait les différences dont il s’agit.

dzx
Ainsi donc le terme —= de la premitre équation dun® 5 deviendra

dix N d'ox
dn dar’
1

d
r o . . .
de la méme équation deviendra

le terme (14 m) -

.

dt d’ - d -
L riiam) 6x+———£~6"+ oz)
(14 ”l)(lx -+ 1 2 dx df ([Z‘(/Z ,

et les autres termes demeureront les mémes.

On transformera de méme la deuxicme et la troisieme équation du
mouvement de 1a comete, et, eflagant ensuite les termes qui se détruisent
en vertu des équations du n® 6, on aura ces trois-ci, qui serviront a deé-
terminer les valeurs des quantités oz, dy, 0z, dues aux perturbations
de la comete :

Pour les perturbations de la coméle,

L el gl 1 Lt
d*dx d r d ro. & ro. (l(.p l{) ,(1<p' l{’.)
—=(1+m)\ 5 dz+ P oy + 02 | 4-p— o A p e 4

de: dz*"" " dxd dxds dk i
O I T e B e
dr =(l+m)\dydxax+a?0)"-+“ d]‘(/z OZ' +u & + @ &

1 1 | r 1) 1 '
dz,‘)‘z_— d dz- 5 dz;a d(E—ﬁ) ’d<?—-w>
-71;-~(|+m) P d ox+d d] ]+a—z-,- 2 )+ Pl + @ i +....
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(Vest donc de I'intégration de ces ¢quations que dépend la solution du
Probleme des perturbations des cometes. Nous allons nous en occuper,
apres avoir fait quelques remarques générales sur la nature de ces

équations.

8. J'observe d’abord que, comme ces équations ne renferment que
les premieres dimensions des variables dx, dy, 9z, on peut chercher a
part les valeurs de ces variables pour les différents termes affectés des
quantités g, 1/,..., et qui viennent de I'action des différentes planetes
dont ces quantités sont les masses; car il est visible que, si Pon réunit
ensuite ces différentes valeurs, on aura les valeurs completes des va-
riables da, dy, 0z, qui satisfont aux équations proposécs.

En général, il est facile de coneevoir que, lorsqu’on néglige, ainsi que
nous 'avons fait, les carrés et les produits des forces perturbatrices,
I'effet total de ces forces doit étre égal i Ta somme des effets que chacune

en particulier produirait si elle était seule.

9. Je remarque ensuite que les termes multipliés par les masses p,
u'y... des planétes perturbatrices deviennent d’autant plus petits que
les quantités a, y, s sont plus petites, ¢'est-a-dirve, que la comete est plus
pres du Soleil. En ellet, en supposant &, y, z des quantités tres-petites

vis-a-vis de &, 0, §, on a & trés-peu pres (n° 2)

a2l R
—_—r — .__‘0_ —_ _E Z
P PR A

R o

. . oLl 1 . .« pe e,
d’ou P'on voit que la quantité 5 R Ainsi que ses différences divisées
par d&, dn, dg, seront du méme ordre de petitesse que les quantités z,
¥, 5. Par conséquent, si I'on suppose que ces quantités soient devenues
de ordre des quantités 1, p/,..., il est clair que les termes dont il s’agit
seront pour lors de 'ordre de u?, up’,...; de sorte qu’on pourra les né-

. o s 1 .
gliger, d’autant plus que, dans ce cas, la quantité ~ devient d’autant
L 4
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plus grande. Ces termes disparaissant, il est visible qu’on pourra satis-
faire aux équations proposées par la supposition de dz =0, dy =o,
3z =o. Ainsi 'on peut.regarder ces valeurs comme les limites des va-
riables 0z, dy, 9z, du coté du Soleil.

10. Voyons maintenant quelles sont les limites des mémes variables
du edté epposé.

Supposons donc les quantités x, y, z infiniment grandes vis-a-vis de &,
0, §; on aura ici (n° 2)

d’1 (ll1 dl l(l’l (l’1 drl 02 rl’l (l’
ol T T L TR I
Ry //‘tE (I)"1 AR 2 dr* K= ¢ rl,r,(l_rE dr rl‘,"C dy rlz

Jai poussé ici I'approximation jusqu’a la seconde dimension des quan-
lités &, «, &, parce que la différentiation par dg, dn, ¢ fait disparaitre
une dimension de ces quantités.

On aura donc

AL 4l el &t &l
_l_{——.__,_.;. lf+_.,' -.+._____.r 4
dt T dx dz = dxdy "l ds
d~ @l bl P
R ) r - r y
dn dy ~ dzdy dy* " dydz ™
(l—l- (ll (17 l (l'-' _l. dl _l.
L SO L
dz 7 ds Tz dz g+ dy dz K dzt ™

Qu'on substitue ces valeurs dans les équations du n° 7, en n’ayant
égard qu’aux termes affectés de w, par la remarque ci-dessus (n° 8), on
aura les équations suivantes

o¥E

B [w ! @ ) & ) J <,1 G
T r p, _ _r _ _t __-
7w = (+m) e (r)‘z— 1+ ) rlr:(y<a‘r 1+m n) * drdy (é‘z 1+m C) s i
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[ ! drt dr! ] 1 (dl

ddy r M rf. B r L ) P
dr T (14-m) LEZEZ(O‘JW +m E) +dz(1_r <87 T +m n) T (th T iwm) T\

Or on a, par les équations de la planéte . (n° 5),

1
P - S A 13

TR A & iR dn T iipdn

il

faisant ces substitutions dans les pénultiemes termes des équations pre-
cédentes, on verra incontinent que, si les derniers termes

al 4l 4l
Lo, Lt
i eyt P

n’existaient pas, el que 'on edt 1. =m, on satisferait exactement 2 ces

équations, en faisant

o= Loy =ty -

Supposons done

de= L pia

I+P.
62-—‘—";:—;2;"'7,

si I'on substitue ces valeurs, et quon rejette les termes qui auraient

wellici ¢ __p(m—p)
pour coefficient T l_’:m (x+y)(x+ 7 s d’aprés I'hypothese éta-

) r ¢ p 7 p ‘ ¢ W <(1‘% dé)
) AN Y _r ok LAY ¥ Y I
T =(1+m) kdyd.z(ar 1+m E>+ dy? <JY 1+m n>+ dyds (6‘7, 1+m ) AV’ /)’
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blie dans le n° 1, on aura ces nouvelles équations

> dr e di - d=
—a=(1+m) L a4 —t B+ ’ + s
de dx? dz dy dzds ! S dx

et @l &t dt
P am g oL By ) u )
der = I\dydz* T Ay ddz ') T

> &2 & - dr= d=
——7:(I+m) e — B+ ry +u—r
de dz dx dz dy dz’ dz

Vobserve qu'on peut satisfaire a ces équations en faisant a == Ka,
=Ky, y= l\z, K étant un coeflicient constant; car elles deviennent
par la

s L 2! 2L !

Kd]x— 1+ —dr + o+ dr z>K+ dr
de =+ m) dzr a’xdy" dx dz bz’
d*- s = dr - d=

I\El—,—"—‘_(-km) ot Ly L ) Kot
arr dydx’ dy? Y bds Eay’

. . d = di~ di = d~
(L2 . _r .
l\ﬁt_’—“*—m) dzdz”* dzd U P K+p z

Mais les équations de 'orbite non altérée (n° 6) donnent

1 1 1
(l’x_ 1~ d; dy “(x+m\d—E ﬁ~(l+m'i/j
e =TT e UM I T 'z

N A Lo . . \
Ensuite je remarque que la quantité ~ est une fonction homogene de
1 1
d~ d- d-

. . , . " ' . ’ N ’ r
z p —_ a1n¢ ) ntites —, —— aussi
Y,z de la dimension 1, qu ainsi les qua t Iz’ dr ' dE sonl au
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des fonctions homogenes de x, y, z, mais de la dimension — 2. Done,
par le Théoreme connu concernant ces sortes de fonctions, on aura

dl L &l dl
r r r r
dxz? dxz dy Y+ dxds 24z’
dl d«l dzl dl
r ”
dy dx o dv’ r+ (lrdz 2 dy’
& s &= d s d-=
B ML iy ¥ z=—2-—.
dz dx dz dy dz? dsz

(’est de quoi on peut d’ailleurs s’assurer par la différentiation actuelle.
Ces substitutions faites, on verra d’abord que, pour satisfaire aux trojs
équations dont il s’agit, il sullit de satisfaire & celle-ci

K(i+m)=—a2(1+m)K +-p,
laquelle donne
K= 3(1 4+ m)

Donc enfin on aura

Py p
1+ p 3(r+m)””’
or=—L_n4 £ N2

Ce sont les limites cherchées, dont les quantités dz, dy, dz s’appro-
chent diautant plus que la comete s’éloigne davantage du Soleil.
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t1. De la il s’ensuit que si I'on suppose, en général,

A _ d ) E ’
Ox*“<3(|+m)+ l+#>+6x,

. y n )
6'7_“(3(1«{-m) + l+5£> +

(u’on substitue ces valeurs dans les équations du n® 7 et qu’on y fasse
les réductions enseignées ci-dessus, on aura, en n’ayant égard qu’aux
termes affectés de p, et faisant, pour abréger,

i _em(97, 9 d%)
_—— e e\ — _ -7
ST r 1+up dacs_kdy'm_i_dz'5 ’

on aura, dis-je, ces transformées

! ¥ 1 [
.y R R T <s R)
.__..:(|+nz) -;-O.Z' +(—1;—(7;6y +~-——z-62 —p

de dz? dzd dx
I I 1 I I
, d- di di d("’ )
d—zai-——(H-m) e 82 4 o Oy =32 | —p 5 _R/,
de, dyd dy? dy dz dy
.y = a2 d+ d<i‘—l‘>
g-6.i=(!-l—m) D &'+ =37 | — S R/,
dt dzdx dz l dz* dz
de di d

R

Dans ces équations, j’ai mis a la place des quantités riAN leurs

1

ig  If
= T A

I

d -

équivalentes — —d—:i, pour mettre plus d’uniformité dans

les formules.
V1. 53
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12. On peut aussi donner une forme semhlable aux équations primi-
tives du n° 7. En effet, si 'on fait

d- d’ dl
_’_:l l+'—PT+ ’
¢ P dE IC

et que I'on fasse abstraction des termes affectés de p’, on aura
2 2 ! 1_'_ _—— _l_
didx (d oz d r 3r d > d(@ y,!{_>
—(—['l“,'— =1+ m) (l d —+ d d L dv ’

[ 1 . 1 I 1
13y - i d <‘ B li)
.‘_l_fl:(|+/)()(———i—6x+——iay-+__';az _.#___‘7_;_,_,_,

de dy dx dy? ™ dy dz dy

S )1 1\ 1 1
doz 1+ m) ——-—d; ox d‘ ) (12;6)— d._____—<;*|{).
dr UM\ T @ d U e T

. oo 1 . M
13. On voit que la quantité - contient les deux premiers termes de
. ’ I ’ ’ . . .
la quantité T développée en suite ascendante par rapport aux puissances
ey I . .
de z, y, z; comme la quantité g contient les deux premiers termes de la

A e 0 I ’ ’ . .
méme quanlité développée en suite ascendante par rapport aux puis-

sances de &, v, £, en négligeant (ce qui est permis ici) la diflérence infi-

. . m [ 3 .
niment petite entre et I'unité : d’oli résultent naturellefent les

conclusions que noys avons trouvées plus haut (n 10, 11).

Il s'ensuit aussi de la que, tant que r <p, il est plus simple de se ser-
vir des formules du n° 12, et qu’au contraire, lorsque > p, il est plus
avantageux d’employer celles du n® 11; d’autant plus que dans celles-ci
les termes affectés de p, et qui sont I'effet des forces perturbatrices, de-
viennent presque nuls lorsque la comete est & une grande distance du
Soleil.
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SECTION DEUXIEME.

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE I'ORBITE NON ALTEREE.

14. Ayant décomposé les équations générales du mouvement de la
comeéte en équations de 'orbite non troublée (n° 6) et en équations des
perturbations (n° 7), nous allons nous occuper, dans cette Section, de
I'intégration des premieres. Nous pourrions, & la vérité, nous en dis-
penser, puisqu’on sait d’avance, par les Théoremes de Newton, que,
sans les forces perturbatrices, la comete doit décrire autour du Soleil
une section conique dont cet astre occupe le foyer, ct que le temps doit
étre proportionnel a P'aire parcourue, divisée par la racine carrée du
parametre. Mais, comme nous avons besoin de connaitre les intégrales
memes des équations dont il s’agit, il est beaucoup plus court et en
méme temps plus direct de chercher ces intégrales par I'intégration
effective que de les déduire des propriétés des sections coniques.

Les équations qu’il s’agit d’intégrer sont celles-ci, en mettant pour
d= d- dl

L, Ly = leurs valeurs — =, — L, — 2,
z

STy = >
dx (l‘)" (1 r3 r. e

diz (1+m)z

dr " =%

'y  (4+m)yy
T re -
dz (14+m)z
dtn + rs

On peut intégrer ces équations par différentes méthodes; celle dont
je vais faire usage m’a paru une des plus simples.

Je remarque d’abord que, en supposant les deux premieres équations,
on peut satisfaire 2 la troisieme en faisant

(A) i=bx+cy,
53.
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b et c étant deux constantes arbitraires; et il est visible que cette valeur
de z est en méme temps I'intégrale compléte de la troisieme équation,
puisqu’elle renferme deux constantes arbitraires.

Je multiplie maintenant la premicre des trois équations différentielles
proposées par 2dx, la seconde par 2dy, la troisitme par 2dz; ensuite
je les ajoute ensemble, et j"integre : jai

dz* + dy* + dz*

(B) ar —2(14+m) (%——é):o,

a élant une constante arbitraire.
Je multiplic ensuite les mémes équations par x, y, z, et J’ajoute a
leur somme I'équation précédente : jai, a cause de r? = & + y? + 3%,

\ 1 ,
(C) > ar — (14 m) (%-—2):0.

Cette équation étant multipliée par d(r?), et ensuite intégrée, donne
celle-ci

(D) —2(1+m) (r—%’—-/z)—:.o,

A étant une nouvelle constante arbitraire. Or

1 1

2
;d’(r’) =rdir+dr et [; (l(r")] = ridr?;
donc, si I'on divise I'équation (D) par r?, et qu’on la retranche de I'é-
quation (C), on aura, apres avoir divisé par r,

(_l’_r
de

équation qui, en faisant 2& — r = p, prend cette forme

d*p

“p P _
de +(l+m)r'—"0’

qui est, comme I’on voit, semblable aux équations primitives.
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Cest pourquoi on aura sur-le-champ cette intégrale p = fx + gy, ou
bien '

(E) 2h—r=fz+gy,

Sfet g étant deux nouvelles constantes arbitraires, en sorte que I'intégrale
est complete.

Les équations (A) et (E) offrent déja, comme Pon voit, deux inté-
grales finies. On trouvera la troisieme au moyen de I'équation (D),
laquelle se réduit a

rdr R —
—— = dt2 1+ m,

'-2
r—"
a

dont I'intégrale est

————‘7.2—““ T
2 r———h o r—— —h e
a a \/a(l—f—m] .
: - - e =0 —_ -
; Va

(F) arcsin

a .

i étant encore une constante arbitraire.

Cette équation détermine ren ¢, et les équations (A) ¢t (E), combinécs
avec celle-ci r* = x? + y* + z?, servent i déterminer x, y, s en r; ainsi
on aura x, y, z en ¢. Mais ces valeurs, pour étre compleétes, doivent
renfermer six constantes, parce que les équations différenticlles propo-
sées sont chacune du second ordre. Or 'équation (A) renferme deux
constantes arbitraires b ct ¢; I'équation (E) en renferme trois /, g ct &,
et I'équation (F) en renferme encore deux autresa et i. Il y en a done
en tout sept, et par conséquent une de plus qu’il ne faut,

En examinant la chose de plus pres, il est aisé de s’apercevoir que
cela vient de ce que la constante a a été introduite par U'intégration qui
a donné I’équation (B), équation dont nous n’avons point tenu compte
dans la suite du calcul comme d’une équation intégrale. 11 est done neé-
cessaire d’avoir égard a cette équation, et il en doit résulter une équa-
tion de condition entre les constantes; en sorte qu'il n’en restera plus
que six d’arbitraires, comme le Probleme le demande
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15. Commencons par déterminer z, y, z en r. Les équations (A) et (E)
donnent, en retenant p a la place de 24 — r,

_gimp _fizbp.
Tbg—of T f—tg

substituant ces valeurs dans x?+ y*+ z?=r*, et ordonnant par rap-
porta z, ona

[(ef—bgr+fr+g* st —2(bf + cg)ps + (b*+ ) p*— (¢f — bgrri= o,

d’olt I'on tirera z, et ensuite x et y.
Si I'on fait, pour plus de simplicité,

g=V[(ef—bgy+f +g r—(+b+c)p,

on trouvera
|f+e¢: of —bg) Jp— «rq
(¢f —bg)r+f'+g*

G) ,_Ig—bJ—%JP+M
‘ ' ‘ (ef —=bg)r+f'+ g’

(bf +cgip+(cf —bg)q

3 = —_ —

(ef — bg)+[*+g

X =

16. Maintenant I’équation ( ) donne, en chassant dt, par le moyen
de I’équation (D),
"Ta
dz* + dy* + d* = ——

; dr?;
r———h
a

mais les équations précédentes donnent

(14 b+ ¢*)dp*+ dg*
(cf —bgr+fr+g* "’

dx*+ dy*+ dz’=

il faut donc que ces deux expressions de dx?+ dy®+ dz* deviennent
identiques apres qu’on aura substitué dans la derniére les valeurs de p
etgenr.
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Ces substitutions faites, on verra que I'identité aura lieu en effet, en
faisant

(H) bh_  _ef—bgy+ g,
a 1+ 6%+ ¢

('est I'équation de condition cherchée,

Si, dans Pexpression de ¢ du numéro précédent, on substitue la valeur
de (¢f — bg)* +/*+ g* donnée par I'équation (G), que nous venons
de trouver, et qu'on y mette de plus pour p sa valeur 24 —r, elle
deviendra

g =2V FT =D b

17. Pour pouvoir appliquer les formules précédentes au mouvement
des cometes, il faut connaitre les valeurs des constantes que ces formules
renferment.

Pour cet effet, je remarque d’abord que I’équation (A) est celle d’un
plan dont la position, & I'égard du plan des coordonnées x et y, dépend
des constantes b et ¢. Ce plan sera done celui de I'orbite de la cométe, et
qui est déterminé par les observations.

Soient w I'angle que I'intersection des deux plans, ¢’est-a-dire, la ligne
des neeuds de P'orbite sur le plan des x et y, fait avec axe des @, et
¢ linclinaison de 'orbite sur ce dernicr plan; il est facile de prouver

qu’on aura .
¢ =1tangy cosw, b= — tangysino.

L’équation (E) servira ensuite a déterminer la figure de I'orbite; et il
est aisé de conelure de la forme méme de cette équation que I'orbite ne
peut étre qu’une section conique, ayant le foyer dans I'origine des coor-
données, en sorte que r sera le rayon vecteur de I'orbite.

. . . dr
Les deux apsides seront donc aux points oi — = o; or, dans ce cas,
I'équation (D) donne

r—LZ —h=o,
a
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équation dont les deux racines sont

ax & —fah
2

La somme de ces deux racines sera le grand axe, et leur différence,
divisée par la somme, sera I'excentricité. Donc le grand axe de P'orbite

C A C o . .
sera a, et I'excentricité sera \/1 — 47, que je désignerai dans la suite
par e.

Puis donc que

on aura
a1 —e*= /4 ha = au petit axe de l'orbite;

par conséquent, 44 sera le parametre du grand axe.

Or on sait que le rayon vecteur qui répond a go degrés d’anomalie,
¢’est-a-dire, qui est perpendiculaire au grand axe, est égal au demi-pa-
rametre. Done on aura & go degrés d’anomalie » = 24, et I'équation (E)

P

donnera fx + gy = o; d’ou 'on tire i—: — "=, égal par conséquent a
o
la tangente de I'angle que fait avec I'axe des a, dans le plan des x et y,
la projection du rayon vecteur qui répond A go degrés d’anomalie dans
I'orbite.
. > .

Soit cet angle =qgo°+¢, on aura donc 5}- = tange; done, faisant
l=\/f*+ g, on aura g =/Isine, f=1cose; ces valeurs étant substi-
tuées dans I’équation (H) du n° 16, ainsi que celles de b et ¢ trouvées

. . h .
ci-dessus, et mettant ¢ a la place de 1 — 47, elle deviendra

_p! + tang*y cos?*(w — ¢)
- 1+ tang*y

= I*[1 —sin* sin*(0 —¢)];

d’ou 'on tire
e

l=-_.= S .
y1—siny sin’(m—s)’
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de sorte qu’on aura

_ e cose esine
f= = » 8= = '
V1 —sin? sin?(o — ¢) Vi—sin*d sin? (o — )

18. Sil’on fait coincider le plan de I'orbite avec celui de x et y, on
aura ¢ = o, et 'angle ¢ sera évidemment celui que le grand axe de Ior-
bite fait avee I'axe des a. Done, si 'on suppose de plus que ces deux
axes coincident, on aura aussi e =o0; de sorte que, dans cette hypothese,
b=o0,c=o0, f=e, g =0, ¢t les formules (G) du n° 15 donneront

X =

£ r=

savoir

= 9 -

[

_2h—r 2;//&\/r_%f_h.
Or il est visible que, dans ce cas, « et y deviennent les coordonnées de
P’orbite dans le plan méme de cette orbite; et comme ces coordonnées doi-
vent étre indépendantes de la-position du plan de P'orbite, il s’ensuit que
les valeurs précédentes de x et y exprimeront toujours, 'une Iabscisse
prise dans le grand axe depuis le foyer, et autre lordonnée rectangle
dans le plan méme de orbite, quelle que soit d’ailleurs Ia position de
ce plan.

Done, si 'on nomme ¢ I'angle du rayon vecteur r avee le grand axe,
on aura, dans la supposition précédente, .

X =rcosg, y=rsing;
savoir’

sh—r . 2\/h rt
rcosq:—e—, rsmgo:T r———h;

d’ol1 I'on tire

2N r? e\hising
r——m——— \/r——-—-/l:-—————\ ¥

) .
1+ €eC059 « I+ erosg

cette expression de rfait voir que ¢ est 'anomalie vraie de P'orbite,
comptée de son périhélie.
VI.

Lok

-
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On aura donc, en général,

ersing

p=ercosp, q= cos} !

s

et I'on pourra, par ces substitutions, dans les formules (F) et (G), avoir
les valeurs de ¢, x, y, z exprimées par la seule anomalie ¢.

19. Dans le neeud, on a z = o; donc (équation G)
(bf +cg)p+ (¢f— bg) g =o,
savoir, en substituant les valeurs précédentes de p et ¢,

sing Y
cosy 7’

(bf + cg)cosg + (cf — bg)

ot 4 est I'anomalie qui répond au neeud.
Dénotons cette anomalie par «, on aura done

{bf + cg) cosacosy + (c¢f — bg)sina =0}

d’ou I'on tire

g __ csina+ bcosy cosa
f ~ bsina—ccosy cosa’

et, en metlant pour b et ¢ leurs valeurs (n° 17),

g _ — Coswsina + cosy sinw cosa
S sinmsina + cos{y cose cosa

] A O g M . ’ 9. .
mais on a trouvé plus haut (n”17) & = tange; ainsi I'on aura équation

f

— cosw sina + cos Y sino cosa_
sinw sina + cosy coso cosa

tange —
d’ou il est aisé de tirer

. — coswsina + cosy sinw cosa sino sina + cosy coso cosa
sine = y COSE= ;

Vi — sin?¢ cos’a V1 —sin*y cos’a
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et, en substituant ces valeurs dans les expressions de fet g dun® 17, on
trouvera

.

cosw sina

cosrl) ;

sino sina
cosy

f:e(cosmcow-l— >, g:e(sinmcosa——

par la, et par les valeurs de b et ¢, on aura

etangy sina
—_——

of —bg=elangycosa, bf+cg=— cosy

e(cosm cosa + sinm sina cosy)
Sf+elef—bg)= o5y ¥,

2

e(sinw cosa—cosw sinacosy) ) . e
5~ blef —bg)= e B, (op gy =
de sorte que, a cause de p=-ercosy, ¢ = ezj::f les formules (G) du

n° 15 deviendront

x =r[cosmcos(¢ —a)— sinw sin(¢ — a)cos¢],
y=r[sinw cos(¢ — a) + cosw sin(¢ — o) cosy],

z=r sin{ sin(¢ — a),

dans lesquelles ¢ — a est ce qu'on nomme I'argumend de latitude.

20. Si I’on fait

+i=0,

r1
2\/!‘-———‘1——/: 2(1+m)
R A Y

C Ja— 4k @

4h

et qu’on se souvienne que \/1— — =e(n°17), il est clair que I'équa-
tion (F) du n° 15 prendra cette forme trées-simple
u—esine—20,

dans laquelle u sera évidemment ce que 'on nomme, d’apres Kepler,
Panomalie excentrique, mais comptée du périhélie, et o 6 sera, par
conséquent, ’anomalie moyenne.

5.
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Donc, comme § =1 lorsque z=o0, on voit que la constante i n’est
autre chose que I’époque de I'anomalie moyenne.
Enappliquant les formules au mouvement de la Terre autour du Soleil,

. a W R 1
et prenant la distance moyenne = pour I'unité, on aura, en négligeant

t + { = 0 =I'anomalie moyenne du Soleil;

d’olt il s’ensuit que ¢, exprimé en angles, représentera proprement le
mouvement moyen du Soleil pendant le temps écoulé depuis I’époque
d’ott Uon part; et qu’ainsi, en divisant la valeur de ¢ par 360 degrés, ou
bien, si ¢ est exprimé en nombres (la distance moyenne du Soleil étant
I'unité), en divisant la valeur de z par le rapport de la circonférence au
rayon, on aura le temps exprimé en années sidérales, puisque nous pou-
vons faire abstraction ici du mouvement de 'apogée du Soleil.
Or, puisque

il est clair qu’on aura

1— — =—ecosu;
«

done

a
r=- (v— ecosu),

et comme (n>* 13 et 16)

2

p=oh—r, qzz\//t(1+b’+c‘)\/r—%——h,

. a1 — et
on aura, a cause de A = « 7 ),

ae
p=—(cosu—e),

ae , - -
§=—yu—e)u+ b*+ ¢*)sinu.

De sorte que, en substituant ces valeurs dans les formules (G), on aura

aussi @, ¥, 5 exprimées en u.
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Danslaparabole, le grand axe @ devient infini, par conséquent I'angle u
estinfiniment petit. Dans les ellipses tres-allongées, telles que sont les or-
bites des cométes, la quantité a est seulement tres-grande; donce I'angle «
sera trés-petit, du moins tant que 7 n’est pas fort grand
Dans ce cas donc on aura

. . 1, 3 . 5
u=smu+—<sm’u+~—sm‘u+msm’u+...,

6 4o
et 'équation entre § et u deviendra
. L. 3 . 5 .
= (1—e)sinu + = sinu + — sin*u + — sin’u +.. .
o 4o 112
mais .

1—e*  4h
T 14e  ali+e)

. . . ) (la
on aura, apres avoir tout multiplié par \/§’

2h I 3
W4 =4+ —w+ w4+,

t~/'+m+~’= 1+ e 0 20d 28?

ou w sera une quantité finie, puisqu’on aura

f\/r————-h \/2\/——-———11
=

H

. r , . .
et, substituant pour \/r—- ——h sa valeur en ¢ trouvée ci-dessus, il

b
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viendra

w— V2hsing
1+ ecosg

Pour la parabole, on fera a =, et I'on aura
j— . w?
tyr+m+j=hw+ 5’
olt (a cause de e=1)
w=y2(r—h)=y2h langg;
et & sera pour lors ¢gal a la distance périhélie.

21. Nous remarquerons encore ue, si, dans I'équation différentielle

—
entre dr et dt du n° 15, on substitue pour dr et pour \/r — % — h leurs

valeurs en ¢ (n° 18), on trouve

————
J— 2 .
di = \/2/1(1 Tm de;

et, si I'on différentie I'équation qui donne la relation entre ¢ et  (n° 20),

ar . .
et qu'on y mette — pour 1 — e cosu, 1l vient
q y z P ’

dt = \/_a___ rdu;
2(t+m)

dans la premiére formule, ¢ est ’anomalie vraie, et dans la seconde « est

'anomalie excentrique.

SECTION TROISIEME.

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES PERTURBATIONS.

22. Nous avons vu, dans la premiere Section, que z, y, z étant les
coordonnées de I'orbite non altérée, et  + dz, y + dy, z + &z celles
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de Iorbite troublée par I'action d’une plantte p, on a pour la détermi-
nation des quantités dx, Jy, 0z les équations suivantes

P drl @l
d*dx | ros r s ro. X
g =\ g x+dxdy Y dedz 2 ) T
d____’@]‘_(!_'_m) —-—-dj% oxr + d;;— 6'+————d2% ) Y
v = dy dw dy VT yd ) e

di oz i o ¢
—— =0+ m)\ —= 0+ 5—=-0y+ - 02 | —ul,
dr dz dx dz dy dz’

en faisant, pour abréger (n° 12),

23. Cest donc de I'intégration de ces équations que dépend la re-
cherche des perturbations causées par 'action d’une planéte quelconque
sur la comete. Or cette intégration dépend, comme I’on sait, de celle du
cas o il n’y aurait aucun terme tout connu, i cause que les variables
inconnues dx, Oy, 0z ne paraissent que sous la forme linéaire. Ainsi
toute la difficulté se réduit a intégrer des équations de la forme suivante

e d -l— a L d’l'
—0}1;:(1-4—171,) L 8x+—r—6}'+——-'——6z ,
de . dz? dx dy ™ dz dz

d - d = o
LALTApp R VT LA
drr dydz dyt ¥ ’

dy dz

i b3 @3 @ & >
=M\ GEE T T VY T )

24. Si I'on se rappelle les calculs du n° 7, on doit voir que les équa-
lions précédentes résultent des équations de I'orbite non altérée, en y
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faisant varier les quantités @, y, z, des différences dx, dy, 0z regardées
comme infiniment petites. Donc les intégrales des équations dont il sagit
doivent résulter aussi des intégrales des mémes équations de I'orbite non
altérée, en y faisant varier non-seulement ces mémes quantités, mais
encore les constantes arbitraires introduites par les différentes intégra-
tions, et qui, n’existant point dans les équations différentielles, peu-
vent, & leur égard, étre aussi regardécs comme variables.

Ainsi donc, pour avoir les intégrales des trois équations différentielles
du numéro précédent, il n’y aura qu’a différenticr i ordinaire les inté-
grales de Porbite non altérée, trouvées dans la seconde Section, en y re-
gardant les trois indéterminées @, y, z et les six arbitraires a, b, ¢, f,
& i, comme variables a la fois, et marquant leurs différences par la ca-
ractéristique 0 [a I'égard de &, elle doit aussi étre traitée comme variable,
parce que c¢’est une fonction de @, b, ¢, f, g, donnée par I'équation (H)
du n° 16]; les différences de ces arbitraires seront ¢lles-mémes les nou-
velles constantes arbitraires que les intégrales cherchées doivent eon-

tenir pour étre completes.

25. Comme les formules (G) du n® 15 donnent x, y, z enr, et que la
formule (F) du n®14 donne ren ¢, on pourra tirer directement de la diffé-
rentiation des premieres les valeurs de o, dy, 0z en or; ensuite on aura
or par la différentiation de la derniere; mais, & la place de r, il sera plus
simple d’introduire 'angle #, au moyen des formules du n°® 20; et, pour
donner a notre calcul toute la simplicité dontil est susceptible, nous re-
marquerons de plus que, la position du plan des x et y, auquel nous avons
jusqu’ici rapporté 'orbite de la comete, ¢lant arbitraire, on peut, sans
nuire & la généralité du Probleme, supposer que ce plan coincide avec
celui de U'orbite non altérée de la comete; et 'on peut, par la méme rai-
son, supposer aussi que I'axe des 2 coincide avec le grand axe de la méme
orbite, en sorte que les abscisses @ soient prises depuis le foyer et soient
positives en allant vers I'apside inférieure.

Ces deux suppositions donneront (n** 17 et 19)

=0, a=w; donc b=o, ¢=o, f=e g=o,
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ce qui simpliffera beaucoup les expressions finies de «, y, z; mais, comme

les différences db, dc, dg ne sont pas nulles, il ne faudra pas faire dispa-

raitre entierement les quantités b, ¢, g; mais il en faudra conserver les

premieres dimensions dans les expressions de , y, z, afin de pouvoir en
_tirer par la différentiation les valeurs complétes de oz, dy, .

26. De cette maniere, on aura done (n° 15, formule G)

o IP—84, sp+fe, ,_bp+eq

A T A

et par les formules du n° 20 on aura, a cause de e =/,

P“—‘ajf(

af

cosu — f), __——-\/1-—~f’smu,

de sorte qu’en substituant il viendra

x:g(cosu—f) /vl—f’smu

ay

T — fisi as _
vi—/f smu—+—ﬁf,(cosu 1)

<
l
®IA

3= t—l} (cosu —f) + (? vI—f*sina.

Différentiant donc suivant la caractéristique 9, en faisant tout vafier, el
supposant ensuite les constantes b, ¢, g nulles, on aura

dr = 925—{;-:—'—[‘611 Bf f f sinu og—- - smu ou,

=\/x_ff’ . af sinu@f-#a(msu_f) ayi—f*

sinuda — T 2 f og + > cosudu,
oz =M_S:____;Q 3y + M{—[—’ sinu dc.

Mais, par le n° 20, on a, en mettant fa la place de e,

u—fsinu=e=2z\/’_“—2:-'"_) +i;
VI. y 55
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donc, faisant varier £, a, ¢ et u, on en tirera la valeur de ou; *laquelle sera

2(1+m) 3
— 3¢ \/__AN.__ -—+5muof+ di

1— fcosu

Substituant donc cette valeur de du dans les expressions précédentes
de dx, dy, 3z, on aura les valeurs cherchées. lesquelles seront évidem-
ment de cette forme

dx = Ada + Bof + Cog + Dai,
8y =Eda + Fof + Gg + Hoi,
z =Kdb + Loe,

en supposant, pour abréger,

A= oL B frem s

2, 2 @ it — f cosu’
a/ sinzu
B:—-Kl—l— -‘——'.—"—->’
2 1 — fcosu
\ a T —f . .
GC=— —5/7»» f~ sinu,
of
a inu
D— 2 S
2 l—f(‘osu
? 3¢ T4+m) yi-- [ cosu
 — ‘f siny — — \ v ] -,
2 a 1 — feosne
a ) ayr— I sinucosu
F=——~-l,,.: sinu + Vi
21— f3 2, l—/(‘mu

= ;%(cosu—f),

ayi1— [ cosu
H="-" - ’
2 1 — fcosu
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Telles sont les valeurs completes des quantités oz, dy, 0z, en tant
qw’elles résultent des trois équations différentielles du n° 23; et les quan-
tités da, 90, de, d3f, dg, 3¢ sont les six constantes arbitraires que ces va-
leurs doivent contenir & raison des six intégrations qu’elles supposent.

27. Voyons maintenant comment on doit déterminer ces nouvelles
avbitraires: il est clair qu’elles dépendent des valeurs des quantités

dé oz ddy diz .
[t (”—7 ’d't"" pOUl un

instant quelconque donné. 1l faudra donce différentier les expressions

Sz, 3y, 03, et de leurs différences premicres

de 0z, dy, 9z trouvées ci-dessus, en y regardant les arbitraires da,
3b, dec, df, 8g, di comme constantes, c¢’est-d-dire, en y faisant varier seu-
lement les quantités qui sont des fonctions du temps ¢, pour avoir les va-

(18x doy doz
dv ) de D de
les formules suivantes

leurs de - » lesquelles seront représentées, en géncral, par

(le AN S+ B . d(_ . (12
ar dt PR T

or,

d&y dE dF | dG dy ..
TR A ik i Saal ke
doz _dK 5b +d, Se.

dt dt dt

Ces trois équatiens étant combinées avec les trois du numéro précédent,
on en tirera, par la méthode ordinaire d’élimination, les valeurs des six
inconnues da, 0b, dc, of, g, 9¢; et il est aisé de voir que ces valeurs se-
ront de la forme suivante

, , . ddx ddy
Ba_A6x+B6y+( g + 1 'E",
, dix ,déy

of =K déx +Fdy + - + H T
ddzx day

o"g_A”oz+B”6) + —(—1—‘—+D T
55.
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.- ” » ,,d&.z ,d 3y
0i = E"dx + F"dy + G o + 1 Vi
b = K 85 + L 192
O = N\ ¥4 4 (1t 2

W //daz
oc = K 0z + L dt-,

les quantités A, B, C,... étant des fonctlons rationnelles de A, B, C,...

clA dB

el de (ll ’

28. Quoique la détermination de ces quantités A’, B,... ne soit pas
difficile, elle pourrait néanmoins entrainer dans des caleuls trés-longs,
st on I'entreprenait par la méthode ordinaire; voici un moyen de la sim-
plitier beaucoup. ’

(e moyen consiste a chercher d’abord les valeurs des constantes a, b,

Iz' dy dz
de’ di’ dr

par le moyen des- formules du n® 14; ensuite a différentier ces valeurs

e, f g ,enx, v, 3, 4 eten » & uoi on parviendra facilement

relativement a la caractéristique @, c¢’est-a-dire, en faisant varier seule-

dx (IV ([_z
LA ac ar

marquant les variations par ¢; et comme les différentiations relallves

ment les constantes dont il s’agit et les indétermincées x, y,

aux deux caractéristiques différentes d et 0 sont totalement indépen-
dantes entre elles, on voit aisément que 0d sera la méme chose que 4,
de sorte qu’on aura aiusi directement les valeurs de da, 00, dc,... en oz,

(—ll—(jf9 !}y,....

Nous allons donner ici les résultats de ce caleul, parce qu'ils nous se-
ront utiles dans la suite.

29. On voit d’abord (n° 14) que I’équation (B) donnera la valeur de a,
et que I'équation (D) donnera celle de %; ensuite I'équation finie (E),
combinée avec sa différentielle, donnera les valeurs de fet g; et de méme
I’équation (A), combinée avec sa différentielle, donnera celle de b et c;
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enfin I'équation (F) donnera la valeur de 7; on aura done d’abord

L da? + dy? + dz? h—r r (driyp
a r 2(1+m)de "’ - 2 B+m)de’
ensuite on trouvera
f=(2/t—r)d7~4:'r(lr’ o (2h—r)dz+ zdr
zdy —ydx 5™ ydzx — xdy
_zdy—yds _3dx—zxds
T xdy —ydx’ ¢= rdx —zdy’

. . I
or, st dans la valeur de A on substitue celle de —s et quon y melte
2lxdx + ydy + zdz) i la place de dr?, on a

r}(dx* + dy* + dz*) — (z dzx + ydy + zdz)

h= 2(1+ m)de

ce qui, & cause de r* =x? + y* + 22, peut se réduire i cette forme

po @dy—ydrp+ (ady—ydz) + (zds —zdz)
T 2(1+ m)dt ’

mais on vient de trouver
zdy —ydi=b(xdy —ydz), zdz—zdr=c(xdy—ydr);

donc, faisant ces substitutions, extrayant la racine carrée et supposant,

pour abréger,
h
1+ b0+ ¢

Ol aura

dtv') 1+m)

et les autres formules deviendront, étant multiplices par K,

(2h — r)dy + ydr (2h —r)dzx + xdr
Kf= e Kg=— ————
4 dt\/2(1+ m) » 8 dty/2(1+ m)

Kb____z_dr—__rdz Kem — - sdzx —axds

dty/2(1 dt\/:) l+m)
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Enfin on aura (formule F),

,-'I rﬂ
— o\/r———h a\/r———h
A 2(1+m; a a
= —ot —— .
a’ .

~+ are sin -—- ——=—— -

va—4h Va

30. En différentiant ces équations par rapport a la cavactéristique 9,
et changeant partout 04 en d0, on trouvera les formules suivantes

(61' dzx dozx + dy d oy + ds d63>
da = a' + : )
r (14 m)de

dr6x—~dt 07 +zxzddy—» dpz:

oK = e

dt\/zkl-i-/n)
o = dy(20h —dr) 4+ drdy + (2h — r)ddy +yddor _ fiK
T Kdtya(t+m; Kk
3 _dx(20h —dr)+drox + (2h —nddxr +addr gk

P ————— - b]

&= Kdty2a+m) h
b — dy&z——dz67+zrloy~«yr/oz_ bok

K dty21+4 m) Kk

se ___(11'63-(/3 6x+zd83:—x(l(3z _ ¢ oK
- K dtyo1+ m) K

oh =2 (14 6>+ ¢*) KSK + 2K?*(b¢cd + cdc),
dans lesquelles il faudra substituer pour dr sa valeur

xox -+ ¥ oy + 203
"
r

et pour dor

zddz + yddy + 2 dd%

r

a’ 6x+(l]dy+d 92.

Quant 2 la valeur de 3¢, pour la trouver plus aisément, on supposera

r h 2o —vi—n
-=v, = =n, —\/—-*_._—-:V,

a vi—i4gn
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ce qui réduira la valeur de ¢ a cette forme

. 2(r+m
t—_——z‘t\/ L = : )+arcsmV—V\/l—4n,

de sorte qu'on aura, en différentiant suivant § et faisant tout varier,
excepté 7,

8i:3t\/—2“—+@§-fl——r— \_—\/l 4ndV —NayT - 4n;

Ik a

or’

- l—-)(’
\«[—\/“"—— B

\/l—-/lll

done, substituant cette valeur, ainsi que celles de Vet de 9V, et rédui-

sant, il viendra
20n
201+ m) da 2000 + 1 47 (¢ = 2n)
5i:$t\/—-—_—-—+—.—- _______ ,
a

a yeoovi—n

- N rh
ot il n’y aura plus qu'a remettre pour ¢ et 2 leurs valeurs =, =, et par

. ... adr —rda adh—hda
conséquent pour 3¢ et dn les quantités ——— et

Apres avoir trouvé cette expression de 9z, j'al remarqué qu’elle avail

I'inconvénient de contenir au dénominateur le radical yo — ¢ — n,
savoir

lequel, comme on I'a va dans le n° 17, devient nul dans les deux apsides
de 'orbite; de sorte que, comme J¢ ne saurait devenir infini, il faut né-
cessairement que le numérateur soit alors pareillement nul; d’oti il s’en-
suit que la formule sera en défaut dans ces deux points.

Pour éviter cet inconvénient, il faut ticher de donner une autre forme
a la valeur de 01, et qui soit telle, qu’il n’y ait aucune fonction des va-
viables au dénominateur; voici comment je suis parvenu a ce but.
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Je considére que la quantité
oV

11— V?

est la méme chose que celle-ci
yi— VoV —=V3d/i—V2,

et qu’ainsi on peut réduire la premiere expression de 07 a celle-ci

ol = 3¢ \/2(1+nm %‘*’ (\/I—V’—¢1—4n)6V—V&(\/'l—V’+\/l—4n);

a
r2
v_z\/v—v’——n_z.\/r_-z—b
- Vi—he o Vai=in

et, par le n° 16 et i cause de & = na,

b}

= J —-—V’:—l;.::i—-v.;
v ay’|—4nv’n(1+b’+c’)’ v Vi—4n
par conséquent (n° 14)
——  4n—2v 4h—2r 2p
_Vz_—. —_— _ = — == —_—
v Vi dn Vi—4n afi—4n  ayi—4n
\/I—V’+;/l—-4n=———_2—-l—,—:—.+2\/x—4n;
ayir—4n

done, faisant ces substitutions dans I'équation précédente, et effagant
les termes qui viendront de la différentiation de la quantité

ayi—in,

laquelle divise p et ¢, parce que ces termes se détruisent mutuellement,
on aura '

V2(i+m) da

0! =3¢ :
a a

2 q q
+ ) — dp —2adn)|-
a’(l—4n)[P ya(r =+ b1+ ¢*) \/n(1+b’+c’)( p 2 n)]
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Or les formules (G) du n°® 15 donnent

p=Jfx+gr

g=[f+clef=bg)]y—[g—blcf—bgi];

done, substituant ces valeurs, on aura pour 87 une expression toute ra-

tionnelle et entiere, et qui ne sera par conséquent sujette a aucun incon-

vénient. .

On remarquera encore, a Pégard de df, dg, 00, dc, qu'on peut aussi
les exprimer d’une maniere plus simple et plus commode 4 quelques
égards, en les déduisant directement des équations (A) et (E), différen-
tiées d’abord relativement i la caractéristique 9, et ensuite par rapport

a la caractéristique ordinaire d; ce qui, dans le fond, revient au méme

que si on les différentic d’abord par rapport & cette derniere caractéris-

tique, et ensuite par rapport a la premiére, ainsi que nous en avons usé

plus haut.

De cette maniere, Péquation (E) donnera ces deux-ci
28h— dr==adf+y g+ for+giy, —ddr=dxdf-+dydg+fdde+giddy;

@’ou Uon tire, en mettant pour xdy — vdx sa valeur Kdeya (i + m),

3 dy(20h —or) + ydor — f(dydx — ydox) — g(dydy — yddy)
- s S ,

0] = o=l
' Kdt\/2(r+m)
sy = — dr20h—0r)+ xddr — fidwdz — z ddz) — g(dzdy —xddy),
8 Kdeys (i m)

De méme Péquation (A) donnera ces deux-ci
02 =xdb+ ydc+box + c¢dj, ddz:=dxdb+ dydc+ bdox + cddy;

d’olt 'on tire

. ob— dydz —yddz —b(dydx — yddzx) — c(dy&y—ydéy)’
Kdt2(1+ m)
S — dx&z——xdgz—b(dx&.?_‘—_.vz‘ic{éi.vr)—c(dx&f—-xdéj_j)

Kdt 21+ m)
VI 56
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ce sont les formules que nous emploierons dans la suite, par préférence
aux autres trouvées ci-dessus.
~ /l N .
Enfin on observera que, comme n = —» on aura, par la formule 'H)
dun® 16,

cf—-bg +f’+g
I+ b1+ ¢?

de sorte que, en différentiant suivant &, on aura la valeur de dn expri-
mée a volonté par d4 et da, ou par 3, dg, 30, de.

31. Les formules précédentes ont toute la généralité possible; mais,
pour les appliquer & notre cas, il y faut supposer (n* 25)

b=o0, c¢=o, g=o,

ce qui donn¢ [équation (G)]

i dz
3 0, ({l =0,
par conséquent
dE=.(Bdr—ydziy )y xdy - rdz),
r r r r
donc
— —rda),
e xéx-}—-y&y, dor— x ddx + 'y'rdaw N L, y o.r)E.z dy —ydx
. r r r
de plus on aura
K=y K= 0,
2yh

donc, faisant ces différentes réductions dans les formules ci-dessus,
elles deviendront

dy 8z — dx dy + rdéy -_ d&x
dey2 hai+m)

e — (x6x+ ror  drddxr+ dyd&y‘) ’

oh=2h

r + (1+m)de
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AN dy dx — yddx
of = zdy —yd <'+f> _,Z'________L__
fo g @ty —yim) = (f+3 dtyahii £ m)

_ ¥ dydy—yddy - 2dy 8h
rdtyah(x+m) dt\/2/1(1—+-n7),

ar-‘—fma(r—"axur(fﬁu >—————d’”6’”‘”‘”’
d g ST dt\J2h(1 +m
L dx oy -—xd&y . 9dx_§£z_-
"dt\/vlz 1+ m) (lt\/o/t———i——;[)
b — dy 62—7(102
dl\/z/z x+m)
—dxdz 4+ rddz
dc

(1[,/71(1 +m) ’

PY ,”‘/ 2(1+ m) 0a 2pdg—qdp)  q(p —4an)dn
— 7 3' b}
@ a a‘ (1 —4n) yn @(1— bn)n

mais, a cause de b=o0, c=o0, g==0, onaura

p=fx, q=/fr, op=—fox+xdf+ydg, 0o¢=[3d +yof— xdg;

done
pog —qop =[xy —ydx)— (2 +y!)fog;
de plus
— f2 A
n:,_’—_-_'__i, an;__ffL
a 4 2
done la dernicre formule deviendra
' 2 (x /) r— I o%
aiwat\/q"‘*"'?’_)'3“+ N S y(fz—4hidf
@ « va'h 2 Jah?
\ . /i
K1 Pon remarquera que, a cause de = (—: et de on=— Lf, on aura

encore cette équation entre 0a, 04 et df, savoir

afaf

adh — hda +
56.
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laquelle pourra tenir lieu d’une quelconque des trois premieres for-
mules.
Telles sont donc les valeurs des quantités 04, da, df, dg, 0b. dc, di

en 0z, dy, d, %‘ij, ("{(,T“jr’ (%i—z-; par conséquent, si I’on met dans ces for-

mules les valeurs de x, y, dx, dy et dt en u et du, savoir

a
2

(S I

x==(cosu—f), y==yi—[*cosu,

et (n°21)

dt = \/——,—i_—\ rdu =12 \/—— a (1— feosu) du,
21+ m) 2 21+ m)

a cause de e=f, elles doivent devenir identiques avec celles du n® 27;

de sorte qu’on pourra trouver, par la comparaison des coefficients de
dx, Oy, 0z, ddx,... dans les expressions de da, of. ..., les valeurs des
quantités A’, B’, (/,... des formules de ce numéro; lesquelles valeurs
sevont nécessaircment les mémes que si on les avait déduites des for-

mules du n°® 26, au moyen de I’élimination.

32. Revenons maintenant aux expressions de da, dy, 93, trouvées
dans le numéro que nous venons de citer; comme ces expressions satis-
font aux équations différentielles du n° 23, les quantités da, 0b, dc, df,
3g, Ot demeurant constantes et indéterminées, il s'ensuit que, par la
substitution de ces valeurs de oz, dy, 0z dans les mémes équations, tous
les termes doivent se détruire d’cux-mémes, indépendamment des quan-
tités da, db,...; donc, en général, les termes qui renfermeront les quan-
tités finies da, 0b,... se détruiront toujours dans les équations dont il
s'agit, soil que ces quantités soient constantes ou non.

Done, si I'on suppose, ce qui est permis, que les mémes expressions
de dx, dy, dz satisfassent aux équations du n® 22 (lesquelles ne dif-
ferent, comme I'on voit, de celles du n°23 que par les termes — p.X,
— 1Y, — pZ ajoutés a leurs seconds membres), mais en y regardant
les six quantités da, 0b, dc, df, dg, 0¢ comme des variables indétermi-
nées, et qu’on en fasse la substitution, il est visible que les termes qui
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renfermeront ces variables finies s’en iront aussi, et que les équations
résultantes seront (n° 26)

Ad*da+Bddf+Cdrog + l)d’él (IAdoa+dB¢16f—+— dc dig+ dDddi

S i =N
Ed'da + Fd'df+ Gd*dg+Hd*di N (ll]d&f+dFd6f+ dGddg+dHddr _ v
di: o e -4

Kd*db+ Ld*dc+2(dKddb+dLddc :

e ::—y./..

33. Comme il y a icisix variables indéterminées, et qu’il 0’y a que
trois équations pour la détermination de ces variables, il est clair qu’on
peut supposer a volonté trois autres équations entre ces mémes varia-
bles, et il sera & propos de prendre ces équations en sorte que les diffe-
rences secondes des variables da, 0b,... disparaissent d’elles-mémes:
¢’est de uoi on viendra i bout en supposant

Ndda+Bdif+ Cddog+Ddai

[ =0,

dt

Edda +Fdif + Gdog +Hdd Y
dt '

Kddb+ L ((o(
Cdt

car, en retranchant respectivement des équations précédentes les dillé-
rences de celles-ci, on aura

dA dda + (IB (10] + dC tIOg + ¢ dU(lOl

e . .dl,;— S - L \,
dEdda+dFdof+dGdig+dHddi _ o
at? Y
dK déb + dL doc ,
= — ul.

dr

Ayanl ainsi six équations entre les six quantités

déa dof dog d6l (l@b ddc

PR TR T T A [
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on déterminera, par I'élimination, 1a valeur de chacune de ces quan-
lités; ensuite il n’y aura plus qu'a multiplier ces différentes valeurs
par dt, et les intégrer; on aura de cetle maniere les valeurs des variables
da, db, dc, df, dg, 9i qu'il faudra substituer dans les expressions de dz,
dy, 93; et les équations du n° 22, qui expriment les perturbations de la
comete, seront résolues.

34. 1l est important de remarquer que, si Pon différentic les expres-
sions de d.r, dy, ds, on aura, en vertu des équations supposées ci-dessus,

ddzx =d\ da + dBof + dCdg + dD 4,
ddy =dBda + dF of + dG og + dH 4/,

doz =dKdb 4+ dLdc,

précisément comme si les quantités da, df, dg, d¢, &b, dc étaient con-
stantes, parce que les termes dépendant des variations de ces quantités
sont précisément ceux qui forment les équations supposées. D’otr il est
facile de conclure que, si les équations différentielles du n° 22 conte-
naient aussi les différences premieres de dx, dy; 9z, elles s’intégreraient
également par la méthode du numéro précédent, et 'on parviendrait
aux mémes résultats.

Il'y a plus, et c’est ici le point esseatiel, dans Porbite non altérée on
a pour coordonnées @, y, 3, fonctions du temps ¢ et des six constantes
arbitraires a, f, g, i, b, ¢, lesquelles déterminent les six éléments de
I'orbite, savoir, le grand axe, excentricité, la position du périhélie,
I'époque du passage par le périhélie, le lieu du neeud et Pinclinaison
(n** 17, 19, 20). Dans I'orbite troublée, les coordonnées sont x + dx,
Y+ 0y, 5+ 03, les quantités dz, dy, 95 n'étant autre chose que les va-
riations de x, y, 5 provenant des variations da, df, dg, o, b, dc des
six constantes a, f, g, t, b, ¢, comme on I'a vu ci-dessus. Ainsi, dans
Porbite troublée, les coordonmées sout exprimées de fa méme maniere
que dans 'orbite non troublée, c’est-a-dire, qu’elles sont les mémes
fonctions de ¢ et de a + da, f+ Of, g + 0g, { + &%, b+ 0b, ¢+ de,
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qu'elles le sont de ¢, a, f, g, i, b, ¢ dans orbite non troublée. Par con-
séquent on peut & chaque instant regarder I'orbite troublée comme
étant de la méme forme que I'orbite non troublée, mais dont les élé-
ments dépendent des quantités a + da, f+ df, g+ dg, i+ 0f, b+ b,
¢ + de, lesquelles étant variables, il s’cnsuit que les ¢léments de P'or-
bite troublée seront variables aussi, et que les quantités da, 9f, dg, d,
0b, dc serviront & déterminer leurs variations, Or, comme nous venons
de voir que les valeurs de ces quantités sont telles, que les différences
prem’eres de dx, dy, 0z sont les mémes que si ces quantités Gtaient
constantes, il est ais¢ d’en conclure que les ¢léments de 'orbite
troublée, quoique essenticllement variables, peuvent néanmoins étre
regardés et traités comme constants pendant un instant, et qu'ainsi
non-seulement le lieu de la comete dans orbite troublée, mais encore
son mouvement instantané, c¢’est-a-dire, sa vitesse et sa direction, seront
dans chaque instant les mémes que I'on trouverait en les déterminant i
ordinaire dans une orbite fixe dont les ¢léments seraient ceux qui ré-
pondent i ce méme instant.

35. La difficulté est done reduite a déterminer les valeurs des quan-
lités da, of, dg, 01, b, dc au moyen des six équations du n® 33.
Or, en examinant ces équations el en les comparant avec les formules

. .o dor ddy
qui donnent les valeurs de dz, dy, dz et de leurs différences—-— =

dt
ddz
dt
peuvent se déduire de ces mémes formules en y changeant seulement les

. C oy dou dof do
quantités da, df, dg.... en leurs différences - —(“'-f, "dTg""’ eleny

(n** 26, 27), il est aisé de voir qu’elles sont semblables, ¢t qu’elles

supposant en méme temps

N N N dox ddy . ddz ,
0 =0, dy=o, 9z=0, v uX, vk uY, o= pl.

Done, en faisant ces mémes suppositions dans les expressions de da, Jf,

ddx . s . dda
dg,... en dz, o dy,..., on aura les valeurs des différences TR




448 RECHERCHES SUR LA THEORIE

fi{-};—[’m; ainsi I'on aura (n°® 23)

doa _ y ) dof v ,
- = —p(C"X +D'Y), Tt = —p(G X+.H.Y,
dog - Y doi w Y

d ob .. dic v

o = oelh ar T el

36. En général, il est visible que les équations du n° 33 ne sont autre
chose que les différentielles de celles qui donnent les valeurs de oz,

——» 9y,... en da, 0f, dg,..., en y faisant varier seulement ces dernieres
., . A . ddéxr doy ddz

quantités, ainsi que les différences premieres ——, —=, - =, et met-

Juantites, que le p T d Car €t met
s . d*ox oy (l’

tant & la place des dilférences secondes —-=, (U;y, 7 les quantités

—p X, —pY, —pZ; de sorte qu’en faisant les mémes opérations sur

les équations qui donnent directement les valeurs de da, df,... en dux,

4/6.1' . . o dda dof
By,..., on aura sur-le-champ les valeurs cherchées de & i T

~—2,.... C’est ce qu’on peut aussi démontrer a prior: par le raisonnement

suivant.

Soit, en général,
A=0

une quelconque des équations dont il s’agit, A étanL une des six con-
stantes arbitraires da, df, dg, d%, 0b, dc, et @ la fonction de ¢ et de dx,

dox ddy doz
9%, g0 T d

considérée en elle-méme n’est autre chose qu’une intégrale premiere,
ou du premier ordre, des équations du n° 23, dans laquelle A est la con-
stante arbitraire introduite par I'intégration; donc, en différentiant, on

qui lui est égale, il est clair que cette équation

aura cette équation du second ordre

dd =o,
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laquelle, ne contenant plus de constantes arbitraires, devra étre iden-
tique, ¢’est-h-dire, avoir lieu en méme temps que les équations du nu-
méro cité; de sorte que la différentielle d® devra étre telle que, si I'on

d*dx oy d*dz
de’ Tde de
valeurs données par ces mémes équalions, tous ses termes se détruisent

y substitue & la place des différences secondes leurs

d’eux-mémes; c’est aussi de quoi on pourra se convainere & posterior
par le calcul.

Or, comme les équations du n° 22 ne different de celles du n® 23 que
’Ox d*dy d*dz
de’ e de
— pZ de plus, il s’ensuit que si, au licu de substituer dans Pexpression
ddx d*oy d*o
e de e
on y substituait les valeurs de ces mémes quantités, déduites des ¢qua-

parce que les valeurs de ° ont les termes —pX, —pY,

de d® les valeurs de 2, déduites des ¢quations du n° 23,

tions du n° 22, on aurait nécessairement le méme résultat que si 'on y

3z oy
substituait simplement — X, —pY, —pZ a la jlace de (—h—,—, T
d*dz

— et qu'on y effacit en méme temps tous les autres termes. Soit da

*

ce que devient alors la valeur de d® (A étant ici regardée comme va-
riable); on aura donc, pour les équations du n° 22,

db = dA, etdelda ©=A,

comme pour celles du n® 23, mais avee cette différence, que A ne sera
plus ici constante, mais une fonction donnée de ¢; et cetle équation
® =A sera par consé¢quent aussi une intégrale premiere des équations
du n° 22.

D’ou il est aisé¢ de conclure, en général, que, pour trouver les inté-
grales de ces dernieres équations, qui sont proprement celles qui déter-
minent les perturbations de la cométe, il n’y aura qu'a dilférentier cha-
cune des formules A = @ trouvées plus haut (n®* 30, 31), en 'y faisant

déx dor diz

varier que la constante A et les différences premieres —7-» —p= —-»
1'éx  d*9 1’0‘,
et y substituer ensuite i la place de ~= T d dzzr —— les quantités — 1.\,

\ | 57

‘
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— .Y, — pZ; on aura par ce moyen la valeur de dA, dont I'intégrale
sera celle de A,

Ayant déterminé ainsi les valeurs des différentes quantités A qui
élaient auparavant conslantes, et qui sont devenues maintenant des
fonctions de ¢, on aura des intégrales premieres de la méme forme
(qu'auparavant; par conséquent les intégrales sccondes ou finies qui
résulteront de celles-Ia par 1'élimination des différences premicres

ddx ddy ddz
dt’ A’ dr

tant ces différences que les variables finies dx, dy, 9z seront aussi de

seront encore de la méme forme; d’otr il s’ensuit que

la méme forme, ¢’est-a-dire, les mémes fonctions de ¢ et des différentes
quantités A que dans le cas our ces quantilés seraient constantes.

Et il est facile de se convainere qu’il n’est pas nécessaire, pour Pexac-
titude de cette méthode, que les différentes constantes A soient dégagées
tout & fait des variables dans les intégrales premitres des équations du
n® 23, ainsi que nous I'avons supposé : il sullit de les imaginer déga-
gées, ce qui est toujours possible, et de les traiter comme tontes va-
riables & la fois dans la différentiation des mémes équations intégrales;
on ¢liminera ensuite successivement les différenticlles de ces différentes
quantités A, pour avoir la valeur de chacune de ces différentielles.

Voila, comme 'on voit, un moyen aussi simple que direct pour dé-
duire les intégrales des équations du n® 22 de celles des équations plus
simples du n° 23, et, en général, pour intégrer toutes sortes d’équations
linéaires, cit supposant qu’on sache déja intégrer ces mémes équations

dans le cas ou elles ne contiendraient aucun terme tout connu.

37. Qu'on différentic done, d’apres la méthode précédente, les for-
mules du n° 31, en y faisant varier sculement les quantités o4, da, Jf,

déz ddoy daz

2, 0, Ob, de, ainsi que les trois différences premivres =r-, ==L, =22,
dg » Ob, dc, I ois différences premitres —=» —=» —
) NP ey d*dz  d*dy
et qu'on y mette ensuite, 2 la place des différences secondes —2-> —2=»
)

g \es quantités —uX, —uY, —pZ, c'est-d-dive, —pXdt, —pYd,
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—wpZde a la place de ddsr 4 4or i =2, a,:loz, on aura les équations sui-
vantes

doh = —p 0 oy X,

1+ m
(IBa:-—-l—_f”; a*(Xdz + Ydy
dof — pydt [<f+ 1:> X 4 YJ N ady dh
/ = — e — ]/ o T
V?/z( 1+m)lL r r dtyahit+m)

dog —  padt L(f"‘ _z:) X & LYJ ___2dxddh
V2hin+m) r r dty2h(v+m) +my

dob = — "V g,
v2h(n+m)
ddc == — —‘"‘Zﬁim Zdt,
voh(it+m)
doi ;;St\/a(l—f-ll' dou ),_ng"—k /x——4/z)(/6f
a « fyah 2 Ja/z

et I'équation entre da, ok, df, élant différentiée aussi, donnera

« f dof

addéh — hdoa+ —

qui servira a déterminer, si Uon veut, ddf, en connaissant ddk et dda.
Or je remarque qu’on a cetle combinaison

wddf+ ydoge=n-20 VYT gk —adeh;
dty2h(r + m)

de sorte qu’on aura
2ddh— xdof

ddg -
ainsi, comme
d3f = 2(h «/oig—}a do/l_),
on aura
dog = -f— [ (af + x) (lolz-—x/zJ (lja

valeurs que I'on pourra employer i la place des précédentes.
57.
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Telles sont les formules par I'intégration desquelles il faudra déter-
miner les valeurs des quantités 04, da, 3, dc, df, dg, di; et il est visible
que ces intégrations ne demandent que de simples quadratures, puisque
les quantités =, y et X, Y, Z sont censées données en ¢ d’apres les mou-
vements supposés connus de la cométe dans I'orbite non altérée, et de la
planete perturbatrice dans son orbite.

38. Connaissant ces différentes quantités, on aura les éléments de
Porbite troublée, au moyen desquels on pourra calculer, par les mé-
thodes ordinaires, tant le licu que la vitesse et la direction de 1a comete
dans un instant queleconque, ainsi que nous I'avons démontré plus
haut (n° 34).

Pour cet effet, on se ressouviendra que @ est le grand axe de Porbite

. . A
non altérée, 44 le parametre du grand axe, et e= \/I — -4(-[ I'excen-
(ricité (n® 17).
Ainsi @ + da sera le grand axe de Porbite troublée, 44 + 40 le pa-

hoa — aoh

rametre de cetle orbite, et e +de=e¢+ 2 --- e excentricite.

Ensuite, en différentiant suivant o les valeurs de b et de ¢ de ce méme

n° 17, et faisant, suivant 'hypothese du n® 25, ¢ = o, on aura
0b = —sinw Y, dc=coswd;

ainsi 0¢ sera I'inclinaison du plan de I'orbite troublée sur le plan de
Porbite non troublée, et w sera 'angle que la ligne des nocuds de ces
deux plans fait avec I'axe des x, lequel est en méme temps le grand axe
de Porbite non altérée (n° 25); de sorte que » sera proprement la longi-
tude du neeud ascendant de I'orbite troublée, comptée sur le plan de
I'orbite non troublée depuis le périhélie de cette derniére orbite.

En différentiant de méme les valeurs de fet de g du n® 17, et faisant,
’apres le n® 23, & =o et e= 0, on aura

()\.f:: 58, Bg:eée;

et il est clair, par les dénominations du n° 13, que go® = ¢ sera la lon-
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gitude du point de I'orbite troublée qui est a go degrés du périhélie,
comptée sur le plan de I'orbite non troublée, depuis le périhélie de
celle-ci; mais, & cause que ces deux orbites ne font entre elles qu'un
tres-petit angle d¢, et que nous négligeons ici les 042, il est tres-facile
de prouver que d: sera la longitude méme du périhélie de Uorbite trou-
blée, la projection d’un arc de go degrés ne pouvant différer de go de-
grés que par des quantités de ordre de 9¢*. Ainsi le petit angle de
exprimera proprement le mouvement du périhélic en longitude, en
vertu des perturbations.

Enfin on se rappellera que 7 est I'époque de 'anomalie moyenne dans
I’orbite non troublée, ¢'est-d-dire, Ia valeur de cette anomalie lorsque
t=o0(n°20); donc i+ d¢sera aussi 'époque de la méme anomalie dans
Porbite troublée; en sorte qu'ajoutant i cette époque le mouvement
moyen pendant le temps ¢, dans une orbite dont le grand axe serait
a-+ da, on aura 'anomalie moyenne qui servira d déterminer le lieu de
la comete dans I'orbite troublée.

g==ary/20EM)
aa

étant (numéro cité) 'anomalie moyenne dans I'orbite non troublée, on

Ainsi

aura 6 + 09 pour 'anomalie moyenne dans I'orbite troublée, et I'on
trouvera la valeur de 89 par la différentiation de ’équation précédente,

en y faisant varier a et ¢ seulement, en sorte qu’on aura

R , ai+m)da ..
00 == — 3¢ \/( R T
at a
Comme da ct 3¢ sont ici des quantités variables, si Pon différentie &
I'ordinaire cette valeur de 90, on aura

d30 =—3dt \/.——__2“*”" 2. 3:\/-——"“+”" i’(_"’i’ +di;

at a o

et substituant pour d 97 sa valeur trouvée dans le numéro précédent,
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on aura

ds0=—3dr\2Ur 0 d_ardly | ylaf =40 dY,
@ a  fyah 2"/— s

dont l'intégrale donnera directement la valeur de 09, qui est Paltération
de 'anomalie moyenne causée par les perturbations.

39. Nous avons donné, dans la premieére Section (n* 10, 11), une
maniere de transformer les équations générales des perturbations, en
sorte que les forces perturbatrices deviennent tres-petites lorsque la
comete est & une grande distance du Soleil; com e cette transformation
est d'une grande utilité pour le caleul des perturbations dans la partie
supérieure de 'orbite, il faut voir maintenant comment clle peut s’appli-
quer aussi aux formules que nous venons de trouver.

La transformation dont il s'agit consiste en ce que, si I'on fait

7 7
0z = . “~~—+—'—>+6z’.
o ‘,(3(|+m I+,
et de plus o S
11\ [ I 1 P
; d (g—" ‘ﬁ') - ,,(I ::—-—R Yo , (I<§—T{.)
XN= %y Y= =y L= — -
dxi o : dp: -0 az

on aura entre dz’, 9y’, 0z et X', Y', Z” les mémes équations qu’entre dz,
dy, dz et X, Y, Z, ¢’est-a-dire, des.équatjons de la méme forme que celles

'

du n° 22, en y marquant soulemout les quantités &T, dy. 8z X,Y, Z,
chacune d'un trait. 1 STt

On peut done appliquer a ces équations les mémes raisonnements et
les mémes opérations que nous venons de faire dans cette Section sur les
équations du n° 22, et en tirer des conclusions semblables. Ainsi, si 'on
dénote par da’, 3, dc', df', dg’, Sk, &' des quantités analogues aux
quantités da, 0b, dc,..., on aura des formules semblables a celles des
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n° 31.et 37 ci-dessus, en y marquant d’un trait les quantités da, 0, dc,
df, 0g, Ok, 31, dx, dy, 8z, X, Y, Z. Par les premieres, on aura les valeurs
de da’, o', ... en dx', —— d() ——> 0y,..., et par les autres les valeurs de d da’

dob,..enX', Y, 7.

Supposons maintenant qu’on substitue dans les formules du n° 31 les
valeurs précédentes de da, dy, 0z; il est aisé de voir (i cause que ces quan-
tités n’entrent dans les mémes formules que sous une forme linéaire) que
les valeurs des quantités 04, da, df,... deviendront

oh - pIl + ok,
ja—=pA + dd,
of = pF + of",
dg — pt +adg’,
ob — p.B +ob,
de = p.C + ac’,

ol = pl +af,

en dénotant par uH, p A, pF,... les valeurs de 04, da, df,... provenant

3 ) a la place de dz, de

de la simple substitution de p. + —
3(1+m) -

polz=te = ==} ala place de dy, et de <——-z»- +-Val
3aa4+m: 1 +m 3(i+m) | 1+4m
place de 0z.

De sorte qu’en faisant

et mettant i la place de dy — y da sa valeur dey 2A(1-+m) (n*29, 31),
on aura

. 4h 2l §d7—~ r:/z—&—zdn—ydé
3(v+m) 1 +np (11\/7/1 (14 m)
_ @ 1 dx 4+ dy: @ [(xE+yn  dxdi+dydn
'\~3(l+m) <F+(|+m)dl"> l+p.( PO (14 m)de )’



436 RECHERCHES SUR LA THEORIE

S+E Len—ry) <f+f> Edy —ydg)+

N

nd} —ydn.

_ e e
3(1+m) +p (l+y.)dt\/2/l(l+ln)

dth/l 1+m\

oH (Ir

I eyt (f+,§)<g(/x—xdg)+{<-f,dx-xdm
CTTEE e T T T e pdiyahi e
po o Sdr—edl

(l+[J.)(1[V°/l(l+m)
C— ;:/C—ftlx

(14 p)dty 2k |+m)

s friim,

| = ) e
a a Varh 2\a*h

(.r'n —re &)
1+ f +]'(f.1’—4/l)[“.

(It\/zh l+m

De plus on aura, par les formules du n® 37, en 'y marquant d"un teait

les quantités ok, da,..., X, Y, Z,

dol =—p i(xY‘ —rX'dt,

déa =— a(X'dz +Y'dy),

1+m

It z Yo,
do /='—$l,< +'—'> X'+'—Y'J+
o v2h(i+m) L f r r dthh Fm)

dig'= 7~‘f"r(”ﬂ_- <f+f) X'+'1Y'J

y2h(t+m) r r dt\9hu+m)
dob = —P__za,

Vzll L+ m)
dic =— —LZ__ pat,

Vah(r+m)

dsi =3 \/z(l-&-m) déa’  2r'ddg’ . yife—G4hdof"

a a /‘W 2\al?

Done, si l'on différentie les valeurs de 94, da,... données ci-dessus, et
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qu'on y substitue ensuite les valeurs précédentes de d ok, dda’, ..., il
viendra

d6/l-—y.dH——p. o (Y — rX')dt,

m

a (X' dz + Y'dy),

daf:#dF___P'_x_(.i_f___[< + = )X'—l—-] Y,] 2([](1()/)

V2h(i+m) dty2h +m)
ddg= udG + _&?fj'__[<f+ f) X' 4 J_‘Y,] _ adzdol
' V2h(1+m) r r divah(i+m)
d56=y(lB+——-—L——-[’(lt
V2h(t+m)
l1dc=un dC — adad — 7 l't
foe=e Va2h(t +m) ‘
2(1+m) dda’ 2_/"(16”’ y(fr—4h, dof

déi=p dl + 3¢

@ a fyah 2 \/a’h3

formules qu’on pourra employer a la place de celles du n° 37, avec les-
quelles elles sont identiques dans le fond.

40. En comparant les formules précédentes avec celles du n° 37, il
est aisé d’en tirer cette conclusion générale, qu'il est permis de changer
dans ces dernieres les quantités X, Y, Z en X', Y’, Z’, pourvu qu’on
ajoute en méme temps aux valeurs de ddk, dda, ddf,... les quantités
wdH, ndA, ndF,....

De la il s’ensuit que, soit, par exemple, .IT d¢ la valeur de d % dans
les formules du n° 37, on aura, en intégrant,

3h =f,m dt,

cette intégrale étant supposée commencer au point ou ¢4 = o. Suppo-

sons maintenant qu’a commencer d’un point donné de I’orbite on veuille

employer les quantités X', Y', Z' a la place des X, Y, Z, et qu’on dénote
VI 58
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par 8k la valeur de 94 pour ce point, c’est-a-dire, la valeur de I'inté-
gralefpn dt étendue jusqu'a ce point; soit I' ce que devient I en y

changeantX, Y, Zen X', Y, Z': on aura, en général, par les formules du

numéro précédent,
d8h = p.dH + pIl'dt;

done, intégrant,
éh=pH +fyIl’dt + const.

Soit H' la valeur de H dans le méme point de I'orbite, et supposons que
I’intégralcfp.l]’dt commence aussi i ce point dans lequel on a supposé

que finit Uintégrale fp.ﬂ dt; on aura donc dans ce point

3l = ull' + const., donc const. =o' — pH';
donc on aura, cn général,

3h = pll — uH’ + o' + / uIl dt,

savoir
oh =pH — lull’—l—fp‘ll dt + [{/.Il’d‘l.

Supposons cnsuite que, dans un autre point quelconque de l'orbite, on
veuille changer de nouveau les quantités X', Y', Z"en X, Y, Z, et soient
dénotées par 32" et par H” les valeurs de 9% et de H pour ce second point;
on aura donc dans ce point

6/&”:yll”—y.ﬂ'+fptlla’l —4—} pIl'dt,

l’inlégralefp.ll'dt étant supposée étendue jusqu’a ce second point. Or,

lorsqu’on emploie les quantités X, Y, Z, on a, en général,

déh=pll dt, donc oh —.:prIdH-consl.;
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supposons que l’intégralefp.ll dt commence 3 ce second point dans le-

quel ¢4 devient d4”, et I'on aura 84" = const.; donc, en général.
o= [l d+ o,

et, substituant la valeur de 4",

f?/l:‘uﬂ”—(u[l’+fp.ﬂ(1t +—j y.Il’tlt—I-[ul[dt;

daus cette formule, la premitre intégrale f‘uﬂ dt est supposée com-

mencer au point de I'orbite ol 04 est nul et s’étendre seulement jusqu’au
point ol les quantités X, Y, Z se changent en X', Y', Z'; la seconde inté-

grale | uuI1'dt est supposée commencer a ce point et s’étendre jusqu’a
autre point o les quantités X', Y', Z' redeviennent X, Y, Z; enfin la
troisieme inlégralefp.l'[ dt commence a ce dernier point et s’étend indé-

finiment; de sorte que ces différentes intégrales ne forment proprement
qu'une seule intégrale, qui commence au point ou d4 est nal et qui
s'élend indéfiniment, mais avec cette condition que la quahtité 1l se
change en II' dans une certaine étendue.

On voit par 1a que, dans I'intégration de la valeur de dd4 du n° 37,
on peut changer a volonté les quantités X, Y, Z en leurs analogues X',
Y', Z, et rétablir ensuite celles-1a a la place de celles-ci, pourvu qu’on
ajoute en méme temps & la valeur finie de 0% la quantité pH” — pH', qui
est la différence des deux valeurs de p.H, dont 'une pH’ se rapporte au
point ou X, Y, Z se chdngent en X', Y', Z', et dont I'autre p.H” se rap-
porte au point ou X', Y’, Z’ redevicnnent X, Y, Z.

On fera le méme raisonnement sur chacune des autres formules du
n°® 37, et I'on tirera des conclusions semblables. Ainsi, dans I'intégration
de la valeur de dda, on pourra, pour un certain espace i volonté, chan-
ger X, Y, Z en X', Y', Z', pourvu qu’on ajoute ensuite a la valeur finie

58.
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de da I'excés de la valeur de n A qui répond a la fin de cet espace sur la
valeur de nA qui répond au commencement du méme espace, etc.

Et, si I'on voulait substituer a plusieurs reprises les quantités X',
Y’, 2’ & la place de X, Y, Z, on ferait la méme opération pour chaque

nouvelle substitution.

41. Une des déterminations les plus importantes de la Théorie des
perturbations des cométes est celle de I’altération du temps périodique.
Rien n’est plus facile que de trouver cette altération par le moyen de la
formule que nous avons donnée (n° 38) pour 'anomalie moyenne dans
Porbite troublée. En effet, 0 exprimant, en général, 'anomalie moyenne
dans 'orbite non altérée, et 6 + 06 'anomalie moyenne qui a lieu en
méme temps dans I'orbite troublée, on aura, pour P'instant du périhélie
dans l'orbite troublée, 6§ + 0 =o0; d’out 6 =— 06, ou (ce qui revient au
méme), 0 = 360°— d6. D’ou I'on voit que, lorsque la comete passera au
périhélie dans son orbite troublée, une comete fictive, qu'on suppose-
rait sc mouvoir dans ’orbite non altérée, serait encore éloignée de son
périhélie de la quantité qui répond a 'anomalie moyenne 0G dans cette
méme orbite. Donc, comme on a, en général (n° 20),

6=2t\/2—(-(-_+_—:—n—1—)+i,
a

¢ étant une constante dans I'orbite non altérée, si 'on dénote par d¢ le
temps qui répoird a I'anomalie &% dans cette orbite, on aura

)
35 =23ty /2,
a

. a .
of = \/S(I ~+ n) 90;
L

c’est le temps dont le passage au périhélie de I'orbite troublée précé-
dera le passage au périhélie de I'orbite non altérée, ce temps étant ex-
primé par le mouvement moyen du Soleil qui y répond (numéro cité).

done
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Dénotons par 06’ et 89" les valeurs de 36 qui répondent & deux péri-
hélies consécutifs, et par d¢, d¢' les valeurs correspondantes de 0z, en
sorte que I’on ait

; ;

3= S—(I"Tm_)ae', o= Wf‘-{_—m—)aeﬂ;
soient de plus ¢ et ¢” les temps des passages par les deux périhélies con-
séculifs dans 'orbite non altérée : on aura, pour les temps de ces pas-
sages dans I'orbite troublée, #'— ¢, ¢'— d¢’; done la différence de ces
temps, ¢’est-d-dire, I'intervalle de temps cntre deux passages consécu-
tifs au périhélie de 'orbite troublée, sera ¢"— '+ &' — o¢", ou ¢'— ¢
est le méme intervalle pour I'orbite non altérée. D’out il s’ensuit que la
durée de la révolution anomalistique dans 'orbite troublée surpassera

la méme durée, dans I'orbite non altérée, du temps exprimé par

ot — o,

a / /AW

c’est 'altération produite par les perturbations.
Il faut remarquer que, pour avoir les valeurs de d9" et 36", il fau-

ou par

drait a la rigueur supposer, dans 86, ¢ =1¢— 93¢, ¢t =1¢'—d¢’; mais,
comme nous négligeons les carrés et les produits des forces perturba-
trices, et par conséquent aussi de toutes les quantités résultant de ces
forces, il suffira d'y faire ¢ = 1" et t="1¢".

Nous venons de déterminer I'altération de la révolution anomalis-
tique de la comete; si I'on voulait avoir I'altération de sa révolution
périodique, il faudrait défalquer de I'altération précédente le temps di
au changement du périhélie. Or nous avons vu (n° 38) que le périhélie
de I'orbite troublée est plus avancé que celui de I'orbite non altérée de

I'angle 65:%‘5 donc, si I'on dénote par 3¢ et d¢” les valeurs de d¢ qui

répondent 3 ¢ =1 et ¢ = ¢’, on aura d¢’ — d¢' pour I'angle dont le péri-
hélie de I'orbite troublée aura avancé pendant une révolution; ainsi la
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quantité a défalquer de l'altération de la révolution anomalistique,
pour avoir celle de la révolution périodique, sera le temps qui répond &

!

I’angle ou 4 I'anomalie vraie d¢” — d¢'.
Pour trouver ce temps, on pourra employer la formule différen-

tielle (n° 21,
ridy

dt = ——-T
V2h(x+m)

en faisant dy = d¢" — 0¢’ et r égal a la distance périhélic dans 'orbite
non altérée, laquelle est

a— ae a air— e?) 2h

e — N B

2 2 T oli+4e;  1+e

de sorte qu’on aura, pour le temps cherché, la quantité

< 2l >’ de” — o¢’
t+e) yoh(t+m)

Donc la durée de la révolution périodique de la cométe dans Porbite

troublée, c¢’est-a-dire, le temps qu’elle mettra a faire une révolution
entiere depuis son départ du périhélie jusqu’a ce qu'elle revienne sur
la ligne du méme périhélie, surpassera le temps de la révolution entiere,
dans I'orbite non altérée, de la quantité

[T i)‘/ 2 Sl Nt
\/ e (85— 807 — ( ! ) Lo T,
8(14m; L+ ) yahin+m)

laquelle, en substituant pour 80" et 86" leurs valeurs déduites de la for-

mule du n° 38, et dénotant par da’, 0" et par da’, 0" les valeurs de
da, 07, qui répondent d t=1¢ et ¢=1", se véduit a celle-ci

3(t"0a" — t’&aj¥ \/ « (o“i" 611) ( ah \? e" — ¢ -
2a S{1-+m) 1+e) \/2/,(,"_;',,7; _
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SECTION QUATRIEME.

APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES AU CALCUL DRS PERTURBATIONS DEs
COMRTES, ET EN PARTICULIER AU CALCUL DES PERTURBATIONS DE LA COMETE
DE 1532 ET DE 1661.

42. Cette application se présente d’clle-méme; il ne s’agit que de trou-
ver les valeurs des quantités o4, da, df, dg, 0b, dc, %, par 'intégration
des formules du n° 37, et 'on aura immédiatement les altérations des
éléments de I'orbite de la cométe dues aux perturbations (n° 38): mais
la grande difficulté consiste dans ces intégrations, lesquelles, i cause de
la grande excentricité de I'orbite des cometes, ne peuvent s’exécuter,
en général, par aucune méthode connue et demandent nécessairement
des quadratures de courbes mécaniques.

Nous allons proposer les moyens qui nous paraissent les plus propres
pour arriver i ce but. )

Je commence par substituer, dans les équations du n° 37, les valeurs
de X, Y, Z (n° 22), lesquelles, en effectuant les différentiations indi-
(uées, deviennent

E  x—¢& n o y—n . &t 53—
X=S+—> Y=+ L=+

je substitue de plus, a la place des quantités x, y, z, r, dt, leurs valeurs
exprimées par I'anomalie excentrique u, parce que Pemploi de cette
anomalie rend tout a la fois les formules plus simples et plus faciles a
calculer; ces valeurs sont (en faisant b =o0, c =o, f=¢, g =0, par

Uhypothése du n® 25)

a — . .
x:;(cosu—f}, ry=\ahsinu, z=o0 (n°26),

a «
= - (] — = — - r ine 20, 21).
r 2(1 fcosu), dt \/zu-o-m)”[u ne 20, 21)

Ces substitutions faites, si I'on suppose, pour plus de simplicité,

1 1 ¥
II:E—T{-;, G=‘ﬁ;’
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on aura des équations de la forme suivante
ddh = ;—:“;[(H)H-e—(h)m]du,
dda= l—_f_”—m-[(A)II + (a) w] du,
di3f = l—_{—m-[(F)n + (f)w] du,
dig=—L—[(G)I + (g)w] du,

ddb =H_Lm[<3)n + (b) w] du,

O
d60_1+m[((“)II+ ) w] de,

e
déi = l_}{_m[(l)ll + (i) »] du,

dans lesquelles on aura les valeurs suivantes des quantités (H), (4).

(A), (a),...

(H)=\/z77(}”5—xn)", (/l)zoy
(A)=a? (Z—Esinu-—-\/mncosu), (a) =— -—s‘—frsmu,

(F)=— \/Zaﬁ [(fr+z)E+yn]y +2\ah(yE—zn)cosu, (f)=— Jahry,

(G)= \/4%; [(fr-t—x)g+yn]x+a(y5—'xn)sinu, (g) =Vahraz,

_ 2(1+m) .\ 2r'(G) y(fr— 4/1
(l)_.3t\/———-—a. (A) f\/z’_/;+ —m (F),

(i) =36/ (g) ’f’;zfﬁ L4 (g,
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Dans ces expressions, j’ai conservé, pour plus de simplicité, les lettres
x,y, r a la place de leurs valeurs en sinu et cosu; il est facile de les 'y

substituer si on le juge a propos.

43. 1l est visible, par les formules précédentes, que les quantités (H),
(k), (A), (a),... sont toutes exprimées par des fonctions rationnelles et
entieres de sinu, cosu, & », §; de sorte que, si 'on pouvait exprimer

N [ I I . .
de méme les quantités &, », &, 5 et g par des fonctions rationnelles et

entieres de sinu et cosu, 'intégration des équations differentielles dont
il s’agit n’aurait aucune difficulté. Voyons quels sont les obstacles qui
s'opposent a cette réduction dans la Théorie des cométes.

On se rappellera d’abord que les quantités &, v, & sont les trois coor-
données rectangles du lieu de la planete perturbatrice, dont la masse
est 1., que p est son rayon vecteur, ct R la distance rectiligne entre le
lieu de la planete et le lieu de la comete dans l'orbite non altéree
(n** 2, 7); on se rappellera ensuite que nous prenons pour le plan de
projection celui de I'orbite non altérée de la comete, et pour I'axe des
abscisses la ligne du périhélie de cette orbite (n° 25).

Nommons ¥ l'inclinaison du plan de Uorbite de la planéte sur le plan
de P'orbite non altérée de la cométe, et Q la longitude du neeud ascen-
dant de 'orbite de la planete, comptée sur le plan de 'orbite de la co-
mete depuis le périhélie de cette orbite.

Soit, de plus, X 'argument de latitude de la planete, ¢’est-d-dire, la
longitude dans son orbite, moins la longitude de son neeud avec 'orbite
de la comete.

Il est facile de comprendre que 'on aura pour &, , § des expressions
semblables & celles de @, y, z du n° 19, en y changeant r en p, w en L,
yen ¥eto —aenl; on aura donc ainsi

£ =p(cosQ cos) — sinQ cos ¥ sin}),

n=p(8inQ cosA + cosQ cos'¥ sin}),

{=psin¥ sinA.
vl ' . 59
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Or on sait que dans les orbites des planetes, a cause de la petitesse de
leur excentricité, on peut exprimer tant 'équation du centre que le
ayon vecteur par des suites tres-convergentes, qui procedent suivant
les sinus et cosinus de I'anomalie moyenne et de ses multiples (on trouve
ces suites développées d’apres les principales Tables astronomiques,
dans le premier volume du Recueil des Tables, publié par I'Académie de
Berlin); on pourra done représenter par de semblables séries les valeurs

1} y ? l » i I3 * : b} M 4 ro¢ Ve < ,“ I.
de & 0, S et de > pow chaque planete, et il n'y aura plus qu’a expri-

mer I'anomalic moyenne de la plantte par 'anomalie exeentrique u de
la comete.

Pour faire cette réduction, soient « le grand axe de 'orbite de la pla-
nete, et M son anomalie moyenne comptée a I'ordinaire depuis I"aphé-
lie; soit, de plus, T la valeur de I'anomalie moyenne 6 de la cométe pour
I'instant du passage de la planete par Uaphélies il est visible que M et
¢ —T seront les anomalies contemporaines de la planéte et de la cométe,
lesquelles doivent étre entre elles en raison réciproque de la durée de
leurs révolutions, et par conséquent, par les Théorenes connus, en raison
de ya* : «*; d’oit il suit qu’on aura

@

M=(6—-T)/%,

ol il n’y aura plus qu’a substituer pour 6 sa valeur u — esinu (n° 20).

Comme, dans l'orbite des cometes, 'excentricité e est peu différente
de I'unité, il est clair que les sinus et cosinus de M et de ses multiples ne
sauraient s’exprimer par de simples sinus et cosinus de « et de ses mul-
tiples; par conséquent, il est impossiple d’exprimer, en général, &, », ¢
et 13'; par des fonclions rationnelles et entiéres de sinu et de cosu. Cest
la premiere difficulté qui s'oppose a I'intégration des équations du nu-
méro précédent.

La seconde difficulté vient du dénominateur irrationnel R?; en effet il
est d’abord impossible, par la raison précédente, de réduire I'expression
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rationnelle de R?, laquelle est (n° 2), z étant = o,
R'=rt—o(xf+1rn)+p),

a une fonction rationnelle de sinu et cosu; a plus forte raison le sera-t-il

, . . . I
'y réduire la quantité irrationnelle et rompue e

4%. On est done foreé, dans la Théorie des cometes, de renoncer a
avantage de parvenir a des formules analytiques qui expriment les iné-
galités de leur mouvement poar un temps queleonque, telles que celles
que 'on trouve pour les inégalités des planetes, et la seule ressource
qui reste est de déterminer ces inégalités par parties, en partageant
Porbite de la comete en différentes.portions, et calculant séparément

Peffet des perturbations pour chacune de ces portions.
- @
En effet, tant que P'angle 0\/; ne sera pas (rop grand, on pourra

exprimer son sinus et son cosinus par les séries connues qui procedent
suivant les puissances de are, et par la on remédiera au premier incon-
vénient.

Ensuite on observera que, tant que le rayon 7 de la comete sera heau-
coup moindre que le rayon p de la planete perturbatrice, ct que, par
conséquent, z el y seront moindres que p, on pourra réduire la quan-

IO ;. 1 .
tité — en une séri¢e convergente, ¢n prenant - p()lll' |(‘ [)l‘(!lnl(ﬁl‘ terme.
Rs a) pJ

De cette maniere, on pourra donc intégrer les valeurs de dok, dda....

du n° 42, depuis le périhélie de Porbite de la comeste jusqu’a un point

. P roo. .
de cette orbite dans lequel 4 \/Z‘—1 el 5 soient des quantités encore
assez pelites.
Soit maintenant «’ "'anomalie excentrique qui répond a ce point; on
fera, en général, & = '+ v, et, tant que Pangle v sera assez petit, on

pourra mettre les quantités a intégrer sous la forme rationnelle

(L+My+ Ny +... dy;
59.
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on intégrera donc derechef depuis « =’ jusqu’a u=u", en supposant
Pare «” — w' assez petit, et ainsi de suite.

&5. On peut faciliter beaucoup ce caleul par la méthode connue des
courbes paraboliques; mais, pour pouvoir employer cette méthode en
toute sareté, il faut que les quantités qu’on veut exprimer par des for-
mules paraboliques ne souffrent pas de trop grandes ni de trop fré-
(uentes irrégularités; autrement il arriverait que, parmi les coefficients
de la série parabolique, il s’en trouverait de tres-grands, ce qui dimi-
nuerait la convergence de la série et obligerait & la pousser & un grand
nombre de termes. Il est donc nécessaire d’examiner & priord la nature
des quantités auxquelles on veut appliquer la méthode des courbes pa-
raboliques.

De ce que nous avons dit dans le n° 43, il s'ensuit que les différentes

quantités (H), (A), (A), (a),..., ainsi que les quantités é et R*, peuvent

¢tre exprimées par des fonctions rationnelles et entieres de sinus et de

3

. a N . . .
cosinus des angles u et 0 - cest-a-dire, de 'anomalic excentrique

3

de la cométe et du mouvement moyen correspondant de la planéte;
donc, si 'on suppose que ces deux angles varient en méme temps des
angles contemporains f3 et 77, chacune des quantités dont il s’agit pourra
élre représentée, pendant ces variations, par une formule algébrique de

la forme
L+MB+Ny+0B+PBy+Qp+...,

dans laquelle les quantités L, M, N,... seront toutes aussi des fonctions

rationnelles et entieres de sinu, cosu, sinf \/Z;i’ cosf \/;—a- Or

6 = u — esinu; donc, faisant croitre u de B et 0 de y \/Z*’ on aura

| :_—_\/;:-—:[(x—-ecosu)ﬁ+ fi;—n—up’+...].

Si donc on substitue cette valeur de 7y dans la formule précédente, elle
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prendra cette forme plus simple
L+MB+N@ +...,
dans laquelle les quantités L, M, N,... seront pareillement des fonctions

. . . . a @
toutes rationnelles et entieres de sinu, cosu, sinf§ \/; .« cosl \/;:

en sorte que ces quantités ne pourront jamais augmenter au dela d’un
certain terme. Et il est clair que la formule précédente, n’étant poussée
(que jusqu’au second degré, sera exacte, aux quantités pres des ordres de
B et de +°.

Il semble qu’il faudrait faire une exception & I'égard des quantités (I)
et (¢) qui contiennent des termes multipliés par z, et qui par conséquent

ne sont pas uniquement des fonctions de sinus et cosinus de u et de 0 \/;—a,

mais renferment aussi 'angle méme u; mais il est facile de se convainere
que cette circonstance ne peut apporter aucun changement a la conclu-
sion précédente. ‘

Si done on dénote, en général, par V une quelconque des quantités
dont il s’agit, et que V,, V,, V, soicnt les valeurs de V qui répondent &

U=U,y, U=U=U+B, t=u=u+f3,

il résulte de ce que nous venons de démontrer que, pour u =u, + nf3
(n étant un nombre quelconque compris entre zéro et 1), on aura, aux
quantités pres des ordres de 3* et de °,

V:V| +V',n+V”,n‘,

formule qui pourra servir aussi par la méme raison, en faisant n négatif
depuis zéro jusqu’a — 1.
Or, comme V=V, lorsque n=—1, et V=V, lorsque n =1, on aura
Vo=V, =V, +V|, V,=V,+V,+V};
d’oti 'on tire

v,|=v’—Vo, v,,l:v,—2V|+v0

2 2

6. Cela posé, séparons, dans les équations différentielles du n° 42,
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les termes divisés par R® des autres, et représentons, en général, cha-
cune de ces équations par

dA = —*_ (v + —U—> du,
I+m RT

R étant égal & R?, A étant une des quantités 04, da,..., V étant respec-

fivement %'J (A .., et Uétant (h) — (H), (a) — (A),....

3
Qu’on caleule les valeurs des quantités V, U et R pour trois anomalies
excentriques u = u,, u,, u,, dont la commune différence soit 3, et qu'on
marque ces valeurs respectivement par Vo, Uy, By V,, Uy, Ry5 Yy, Uy, Ry;
qu’on en déduise ensuite, par les dernieres formules du numéro préce-
dent, les valeurs de V', V', ainsi que celles de U, U, R, R, et qu’on
substitue partout dans I'équation précédente u, + B a la place de «,

on aura donc, en regardant maintenant » comme variable, la trans-

Tormeée .
L U+Un+Un
dA = ; :_@”-; Vi+Vin+Vin+ — - —— \dn,
' (R, + K, n+ R n?)?
qni, ¢tant intégrée depuis n = — 1 jusqu’a n =1, donnera, aux quan-

tités pris de Pordre de pf3* et de p.y?, la valeur de A ou plutot I'acerois-
sement de A, depuis 'anomalie excentrique u, jusqu’a Panomalie
uy=u, + 2[3; en sorte que, désignant par A, et A, les valeurs de A qui
répondent & ces deux anomalies, on aura A, — A, égale & 'intégrale du
second membre de cette équation, prise depuis n=—1 jusqu'a n=1.

L’intégration de la partie '

(Vi+V n+Vin)dn
n’a aucune difficulté, et I'on trouve sur-le-champ pour I'intégrale totale
2V, + 2V,
A I'égard de l'autre partie

U+Un+Um

3
2

(R + K n+ K, r*
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elle dépend de la quadrature de Phyperbole ou du cercle, suivant que

R, est une quantité positive ou négative.
Pour en trouver I'intégrale, on supposera cette différentielle égale i

~ K+Ln Y ‘Mdn
JR+R'u+h‘n’ VR-+—R’n+R"n’

et 'on trouvera par la comparaison des termes, apres avoir réduit au

méme dénominateur,

_f: U. h’ U H M
K= —— AR
= KK =iR?
UK — U R — U (R — f—)
L 2K,
= RK = ’
UII
M= I

or I'intégrale de la premiere partie est évidemment

K+ Ln
9
VR + K, n+ K n

. . VR +R.n+R n
et celle de la seconde est, en faisant, pour abréger, ¥ KR T N,

si R, est positif; mais si R, est négatif, cette intégrale devient

—— arctang(Ny— R).
2y - Iy

On fera maintenant dans ces formules n=1 et n =—1, et 'on retran-
cherala seconde valeur de la premiere pour avoir'intégrale complete; or,

en faisant n =1, la quantité sous le signe y devient R,+R,+ R, =R,,

et, en faisant n =— 1, elle devient R,— K, + R, = R,. Donc la valeur
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compléte de I'intégrale de la différentielle dont il s’agit sera représentée
par

K+L K-—L M
—— — —— + ——-_P,
\/R: ¢Ro ZVi.RI:
en faisant
P—log iR, +R'+ VR K,  log R+ K, +¢Rah
‘R, + K — VR, LR + R, — /RK,
st I, est positif, ou bien
e —_—
_ V- KRR y— R K
P —arc tang [y arc tang fyy

si K, est négatif.
Done enfin on aura, aux quantités pres des ordres de p.3° et uy*,

D
Az—Ao:*—[_g V'+ V +K+L—h**L+"-L £_—_ .
o VA, VR 2yER,

7. 1l n’y a que deux cas o la formule précédente ne puisse pas
servir : 'un est celui de R, =o, et Pautre celui de B, R, — 1R ?*=o.

. e L, R .

Soit : 1° R =03 on aura a intégrer cette différentielle

Ut Unt U,

el, supposant son intégrale de la forme

K+Ln -+ Mn’

on trouvera par la différentiation et par la comparaison des termes

4U,R 16U R

K=—% R T 3R
L — 2U, 8U',R.
R, 3R}’
: 2 U,
M“sm'

Complétant donc cette intégrale de la maniére que nous I'avons dit,
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on aura, & la place de la derniére équation du numéro précédent, celle-ci

A — = 2P <zv. LIV 4

K+L+M_K—L+M )
I+ m R

VR VR,

Soit : 2° R, R, — L+ R'® = o; dans ce cas, la quantité i, + K, n + K\ n*
L 3 y .o, . . .
deviendra (—R#ilfli'n—), et 'on aura i intégrer cette différentielle ration-
nelle

3
(U, +U,n+ U\ n*) R}
(R + LK, ny

qu’on supposera ¢gale a

ki ‘I(R.+T;i/f'.n>'f R FIRa

"—‘< K+ Ln Mdn >

ce qui donnera, en réduisant au méme dénominateur et comparant les

termes,
K — — _ﬂ 2U, R, 12U7* R,
SR TR TR
U 8U" R,
L=— g+ Tﬁ
4 '
M=t

Intégrant donc et complétant dament 'intégrale, ou trouvera, pour le
cas dont il s’agit, I'équation
K+L K-—L MR’ R

A B [ 2y _ o bt
B — b= LB _zv.+,\,+( R, - ) R+ - log

48. Ayant trouvé ainsi la valeur de A,— A, pour une portion d’ano-
malie excentrique u, — u,, on trouvera de méme la valeur de A, — A,
pour une portion suivante d’anomalie u, — u,, et ainsi de suite; et ces
différentes valeurs seront exactes, aux quantités pres de I'ordre de p.f3*

et uy?, B étant = = : o, & — %, ..., ety étant la partie correspon-

dante de I'anomalie moyenne de la planéte. Ajoutant donc successive-
Vi An
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ment ces valeurs ensemble, on aura la valeur totale de Ay — A, répon-
dant 3 une anomalie excentrique quelconque wu;— u,; et, faisant
uy — u, = 360° on aura la valeur de Ay — A,, c¢’est-d-dire, I'accroisse-
ment de la quantité A pour une révolution entiere de la comete.

Au reste il est bon de¢ remarquer que les formules précédentes ne
doivent proprement étre employées que pour les parties de 'anomalie
excentrique relativement auxquelles la quantité R sera assez petite et
du méme ordre que les différences finies R', R”, ce qui arrivera vers les
minimum de distance entre la cométe et la planete; dans ces cas, les
formules dont il s’agit ne sont sujettes a aucun inconvénient, et résol-
vent le Probleme avee toute 'exactitude qu’on peut désirer; au lieu que
la méthode ordinaire des quadratures par les lignes paraboliques serait
U

3

R1

trop inexacte, a cause que les valeurs de scront fort grandes et que

leurs différences seront fort inégales.

Dans tout autre cas, ¢'est-d-dire, lorsque la distance entre la comete
et la planete sera assex grande et que les variations de cette distance
scront fort régulieres, on emploiera avee succes la méthode ordinaire,
tant pour intégrer la partie Vdu que pour intégrer Uautre partie UJ{—L-‘:

. 2
¢t, comme cette méthode est treés-connue et tres en usage parmi les
Géometres, nous ne croyons pas devoir nous arréter ici a I'expliquer;
les Ouvrages de Cotes et de Stirling renferment tout ce que I'on peut
désirer sur ce sujet.

49. Quoiqu’on puisse, au moyen de ces différentes méthodes, calculer
les variations des quantités A pour telles portions de I’orbite qu’on vou-
dra, il ne sera cependant nécessaire de les employer que pour la partie
inférieure de l'orbite, dans laquelle la distance de la comete au Soleil
sera moindre ou ne sera pas beaucoup plus grande que la distance de la
planete au Soleil; car pour la partie supérieure de I'orbite, dans laquelle
la distance de la comete au Soleil surpassera de beaucoup la distance de
la plandte au Soleil, il sera bien plus avantageux d’employer la méthode
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des n°* 39 et suivants, laquelle abrége et simplifie considérablement le
calcul des perturbations dans cette partie.

Pour faire usage de cette méthode, il ne s’agit que de substituer dans
les équations du n°-37, & la place des valeurs de X, Y, Z qu’on a em-
ployées dans le n° 42, celles de X', Y, Z' (n® 39); or nous avons déjh

, e o 1
remarqué dans le n° 13 que la quantité g West autre chose que les deux

. PP | ’ . , e
premiers lermes de la quantité  Méduite en série ascendante par rap-

port aux quantités &, », §; donc, comme (n° 2)

Ri=r'—2(xf +yn+28) +p,
p® étant égal & &% + 4* + &%, on aura, par la formule connue,

xE b+t o F3(-1-‘_51‘)"7*‘3';),_3(-’35*‘.7"7*‘5:)9“_‘_5(*’«'5:*::7’7+'_~?§)_]+

— sy

’ art ar® ar’

I
= - 4 7
r r ar

= =

donc
1

or sarna

I
r r

et par conséquent

L 3(.Z"£+]"ﬂ+zc.)“+3(x£+.‘y'n+zg)p’_5(1‘E+J‘nvt§§)}+

ST R ar ors ors : a2

On différentiera maintenant cette quantité en faisant varier seule-
ment x, y, z, et les coeflicients de dz, dy, dz seront les valeurs de X',

Y', Z'; donc, en supposant, pour abréger,

_ 3p N 15 +yn+32L0) _ 158+ rn+38)p! + 35(xE+yn+3l)

ceey
2r? e 2r 2r or?

o=

3(xE+yn + 38) + 3 15(xE 4+ yn + 38) +
" 2r 2r?

sy

= —

on t{rouvera

X=Wit+w'z, Y=U'n+oy, Z=W{+wv's
6e.
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En comparant ces expressions de X', Y/, Z' avec celles de X, Y, Z du
n° 42, il est visible qu’elles n’en different qu’en ce que les quantités I
et & se trouvent changées en IT" et ', D’otn il est aisé¢ de conclure que,
par la substitution dont il s’agit, on aura les mémes ¢quations différen-
tielles que dans le n° 42, en y changeant seulement IT et & en 11" et o'

Il n’y aura donc qu’a employer dans les équations du n° 42, i la place
de IT et =, les quantités I1" et »'; et Pon pourra continuer a les employer
pour telle portion de Vorbite qu’on voudra et reprendre ensuite les pre-
mieres quantités, pourvu qu’on ajoute aux valeurs totales de 04, da,...
les quantités respectives p.(H” — H'), (A" — A7),...5 B, A',... élant les
aleurs de H, A,... du n® 39 qui répondent au point de I'orbite ou I'on
change 11, m en 11, &’; et H”, A”,... étant les valcurs des mémes quan-
tités pour le point ot Pon reprendra 11 et = & la place de II' et =" (n° 40).

50. Le grand avantage de la transformation préeédente consiste en
ce que les quantités 11" et », qu’on substitue & la place de II et =, de-
viennent tres-petites lorsque la distance r de la comete au Soleil est
heaucoup plus grande que la distance p de la plancte au Soleil, ce qui est
visible par les expressions des quantités 11" et = (numéro précédent);
tandis que la valeur de 1T (n° 42) demeure toujours finie, quel que soit

’ . \ \ l . ’
I’éloignement de la comete, a cause du terme = qui ne dépend que de
2]

la distance de la planete au Soleil, et qui est I'effet de I'action de la pla-
nete sur le Soleil. '
Or, si I'on considere que I'on a, en général,

X4y 420 (B 0+ B

=(xE+yn+ 207+ (2n—yEP + (28 — 3E) + ()'C‘— zn),

et que, par conséquent, &+ yn + z& est toujours nécessairement ren-
fermé entre 4 rp et —rp, on verra que le premier terme de la quan-

tité 11’ sera de I'ordre de -E, et les deux autres de I'ordre de %-, et que

2
les deux premiers termes de =’ seront de I'ordre de %, et les deux sui-
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.
vants de P'ordre de %, et ainsi de suite. Donc, lorsque r est assez grand
ey . ) S, 1 ’s )
vis-a-vis de p, en sorte que 1o differe peu de —» le rapport de 11" & I sera .
4 2
de 'ordre de %, et celui de =’ & = de I'ordre de %, la quantité @ étant

XX ” N . I
déja elle-méme trés-petite de 'ordre de -

P ! I .

Done, lorsque -~ sera devenu 3 ou 7 on pourra, du moins dans la
premicre approximation, négliger les quantités 1I' et =" comme nulles;
ou, si Pon veut absolument y avoir égard, il suffira d’y tenir compte des
premiers termes. Dans ce cas, on pourra en toute sureté¢ employer la
méthode ordinaire des quadratures mécaniques pour intégrer les quan-
tités ddh, doa,...; mais on pourra aussi les intégrer analytiquement,
du moins par approximation; ¢'est ¢ce que nous allons faire voir.

51. Pour cet effet, on commencera par remettre dans les expressions
des quantités (H), (2), (A), (a),... du n® 42, a la place de cosu et sinu,
leurs valeurs en @ et y, savoir

cosu= 2= +f, sinu= A
a Vah
moyennant quoi ces quantités deviendront des fonctions rationnelles el
entieres de x, y, r et de &, v, &, dans lesquelles les quantités o, y, r ne
passeront pas la seconde dimension, excepté les expressions de (I) et
de (i), ou ces quantités monteront  la quatritme dimension; mais je
remarque, 3 I’égard de I'expression de (I), qu'on y peut réduire les
dimensions de x, y, r a la troisieme. En effet il est visible que les termes
qui, dans cette expression, peuvent donner des dimensions d¢ z, y, r
plus hautes que la troisieme, sont ceux-ci

26y + LIZ (),

T rah D ek

autant que les valeurs de (F) et (G) contiennent x, y, r, élevées a la
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seconde dimension. Or, en faisant, pour un moment,

\/41/1 [(fr+2)E+yn)]=E, ypi—an=Y,

(F)=—Zy+ (4.1- \/g +2f\/;z—/7> Y, (G)=Ex+ \/%J'Y;

donc les termes en question seront

(2 Lomyz s (22 a
fyah  2\jal® , .

on a

Maintenant, A cause que nous prenons le grand axe de I'orbite pour
celui des abscisses x, et que e=f (n° 25), on aura (n" 18)

x:yr'-r’ V___gl/r/f ,.__..r_?—/l;
7 . a

donc, substituant cette valeur de y dans le coefficient de Z, il deviendra

Sak

r———

Fuwn g\

arix ox r ) _2x(r—h)

et, substituant la valeur de x? dans le coeflicient de Y, il deviendra

arty ary  8(h—r)y  8li—nry

~ fah + Jah R Ju - Ju

Done, puisque Z et Y ne contiennent que la premiere dimension
de z, y, r, il s’ensuit que les termes dont il s’agit de 'expression de (I),
lesquels paraissent, au premier aspect, devoir contenir la quatrieme
dimension de ces quantités, n’en contiendront réellement que la troi-
sieme.

Cela supposé, on mettra, tant dans les expressions de (H), (&), (A),
(@),... du numéro cité que dans celles de II' et =" du n° 48, & la place
de x et y. les valeurs 7 cosy, rsing (n° 18), ¢ étant 'anomalie vraie de
la comete dans son orbite non altérée; on verra :

1° Que les expressions de (H), (%), (A), (a),... deviendront des fonc-
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tions rationnelles et entiéres de &, v, § et de sing, cosg et r, dans les-
quelles r ne montera au plus qu'au second degré, 3 I'exception des
quantités (I) et (¢), dont la premiere contiendra r®, et dont la seconde
contiendra r';

2° Que les expressions de I1' et =’ deviendront, a cause de z = o,

e B(Ecowr-:-nsinq;) . 3P2_2(Ec(i‘sf+nsin?)z .

o = —3p*+ 15(Ecosy -1-nsing ) - —15(Ecosy - % sing) p*+ 35(Ecosy + nsin?)’+
' = = TR

On substituera maintenant ces valeurs de (H), (4), (A), (a),... dans les
expressions des différenticlles d 04, d da, ddf,... du n°® 42, et’on y met-
tra, a la place de IT et », les valeurs précédentes de II' et =5 enfin on

mettra pour du sa valeur '—d—;P déduite de I'équation (n° 21)

ah
vl —

(lt - "7::—__‘:(_.4:_7: - \/———-—(.Iu.——- rdu.
voh(t+m) 2(1+m)

52. 1l est ais¢ de voir que, par ces différentes substitutions, les va-
leurs des difféventiclles d 0%, dda, ddY,... du n°® 42 se trouveront com-
posées de différents termes de la forme

re
m, n, p étant des nombres entiers positifs ou zéro, ¢t X étant une fonc-
tion rationnelle et entiere de &, », §: j’en excepte seulement les termes
de lavaleur de d 0z, qui seront multipliés par angle ¢, et que nous exami-
nerons plus bas. Et il n’est pas difficile de prouver que m + n + p ne
sera pas > 5 pour les premiers termes de =’ et 11, ni > 7 pour les termes

suivants, et ainsi du reste.
Or (n°18)

A cause de e =/ donc, si I'on substitue cette valeur dans la formule
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précédente, on n’aura dans les valeurs de ddk, dda, ddf,... que des
termes de cette forme 3 cos*psin*dp, p. et v étant des nombres entiers
positifs, tels que w+v non > 5 pour les premiers termes de Il' et @',
ni > 7 pour les termes suivants; j’excepte toujours les termes affectés
de ¢ dans la valeur de d d¢ (vour ci-apres le n® 56).

Qu’on substitue maintenant dans 3,  la place de &, v, &, leurs valeurs

en sinus et cosinus de ¢ \/;—3 (n° 43); et pour cela on remarquera que,

a cause de la petitesse des quantités I et »’, on peut sans scrupule né-
gliger I'effet de I'excentricité de la planete, et faire simplement

3
p=2 h=M-— A:(O—T)\/;—:;—A,
en dénotant par A P'anomalie vraie de la planete qui répond au neeud
ascendant de son orbite sur 'orbite non altérée de la comele; mais, si
'on voulait absolument avoir égard a 'excentricité de orbite de la pla-
nete, il n’y aurait qu’h ajouter aux valeurs moyennes de g et de ) les iné-
galités du rayon vecteur et de la longitude de la planete, inégalités dont
les premicres sont représentées par une suite tres-convergente de termes
qui procedent suivant les cosinus de M, 2M,..., et dont les autres sont
représentées par une semblable suite, mais qui procede suivant les
sinus des mémes angles. (Voir les pages 6 et 8 des Tables astronomiques
de Berlin, ou a dénote 'anomalie moyenne que nous désignons ici
parM.)
Ces substitutions rendront la quantité X de la forme

A 4+ Bsinv + Ccosv + Dsin2v +. ..,

les coefficients A, B, C,... étant constants, et 'angle v élant = § \/g-

Ainsi les valeurs des difféventielles 4, dda,... se trouveront com-
posées de deux sortes de termes: les uns indépendants de I’angle v, c’est-
a-dire, du mouvement moyen de la planete, les autres affectés des sinus
ou cosinus de cet angle ou de ses multiples.
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53. A I'égard des termes de la premiere espece, il est clair qu'ils se-
ront de la forme
cos* ¢ sin’g dg,
et par conséquent tous intégrables, . et v étant, par 'hypothese, des
nombres entiers positifs.
Quant a ceux de Pautre espece, ils seront ¢videmment de la forme

cos*¢ sin"g sinNv do, ou cos*¢sin‘g cosNv dg,

N étant un nombre entier. Ces termes ne sont intégrables par aucune
méthode connue; mais nous allons faire voir que, dans la partie supé-
rieure de P'orbite de la comete, a laquelle est destinée la méthode que
nous exposons, ces termes seront considérablement plus petits que les
précédents; en sorte qu’on pourra le plus souvent les négliger sans
serupule.

Pour cet effet, je remarque que

mais (n° 20

(6 = §(1—:/n) 1,
et (n° 21
(lt: ,-A..._,:ii‘f___.
V2hin+ )
donc -
3
dv = :),r’llfp’ etde la do= fﬁi\/f /l-
Vash ar

Si I'on substituc cette valeur de dp dans les termes dont il s’agit, et
qu’on fasse, pour abréger,

—— costo sin’g

Verh 2Nre =,

ils deviendront
. . — ®dcosNv, PdsinNy,

dont I'intégrale est

— ®cosNv +fcosNud<I>, @sinNu——fsinNudd).
VI. 61
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L]
Les expressions/ cosNv d® et fsinNu d® représentent, comme I'on

voit, les aires des courbes qui auraient @ pour abscisse et cosNv ou
sinNu pour ordonnée; et il est facile de concevoir que I'aire totale de
chacune de ces courbes sera toujours moindre (abstraction faite du signe)
que le produit de I'abscisse totale par la plus grande ordonnée, laquelle
est égale & 15 de sorte que, dénotant par () cette abscisse totale, on
aura == (@) pour les deux limites cntre lesquelles seront nécessairement

renfermées les aires [cosNu do el fsin Nuv do.

v

Or, dans la partie supérienre de I'orbite, la distance r de la comete au
N M ’ o [~ 4
Soleil est supposée beaucoup plus grande que la distance moyenne  de

. . . L 2h R
la planete au Soleil; de plus la distance périhélie —— égale a Ad trés-

peu pres, est dans la plupart des cometes, et surtout dans celles dont on
attend le retour, moindre que P'unité, distance moyenne de la Terre au
oy .o oth , . . ,

Soleil; de sorte que la quantité SN2 ST néeessairement fort petite. Par

conséquent les quantités ¢ et (©) seront beaucoup plus petites, généra-
lement parlant, que la valeur dcfcos“;o sin"¢ dy.

Il faut remarquer au reste que, pour avoir la valeur de () pour toute
la partie supérieure de Uorbite, ¢’est-a-dive, la valeur totale de 'intégrale
de d® pour cet espace, il faut prendre les éléments d® (oujours avee le
méme signe. Si done dans tout cet espace la quantité @ n’a ni maximum
ni minimum, on prendra I'intégrale & la maniere ordinaire, et I'on aura
pour (®) la différence entre les deux valeurs extrémes de ®. Mais si entre
ces valeurs extrémes il se trouve des maximum et des minimum, alors
la valeur exacte de (®) sera égale au double de la différence entre la
somme de toutes les plus grandes valeurs de @ et la somme de toutes les
plus petites, en regardant les maximum négatifs comme des minimum et
les minimum négatifs comme des maximum, et comptant les dcux valeurs
extrémes de ® parmi les maximum ou minimum, suivant que ¢ va en
diminuant ou en augmentant, mais en ne prenant que la moitié¢ de cha-
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cune de ces valeurs. C’est de quoi 'on peut se convaincre aisément par
I'inspection d’une figure parabolique quelconque qui aurait différents
maximum et minimum.

Or je dis que, si r > (2 + p)A, la quantité @ n’aura ni maximum ni
minimum lorsque v sera impair, et qu’elle aura un seul minimum au
périhélie ol » = 180° lorsque u sera pair. En effet, & cause de

‘

2h
= ———")
1+ feosy
on aura
1 [2h
('OS({):/; -—r——l .

en sorte que, si 7> (2 + 1) A, cosy sera négatil et ne changera point de
signe, mais sing sera positif en dega de Paphélie et deviendra négatif au
dela. Or
® = ok costo sin‘g ‘/aﬁ'/z (l_ 3-{"“)1‘- sin'y
2Nr? (— f#2N r

"1

mais la quantité

diminue 4 mesure que r augmente, et vice versd, du moins tant que

r> (u + 2)h, puisque sa différentielle est

r r

: a/z)‘*"'l (/J.+9.)/z](/r
—_— 2 (l-——- [ — = i | —

done, si r est impair, la quantité

ah\*sinvy
l_ — —
r r?

tra ¢n diminuant jusqu’a Paphélie ou elle sera nulle, et continuera i
diminuer au dela de P'aphélie ou elle sera négative; mais, si v est pair,
la méme quantité, apres avoir diminué jusqu’a I'aphélie, augmentera
de nouveau au dela de I'aphélie, en demeurant toujours positive.

Donc, si 'on suppose que la partie supérieure de I'orbite commence
| 61.
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au point ol ¢ =79', r="r'y4et finisse au point semblablement situé au
dela de I'aphélie o ¢ =360° — ¢’ et r=r’, on aura, pourvu que
r'> (2 +up)h,

() = ol LTI

si v est impair, el

D)= Ja*h cos*¢’'sin"g’  cos* 180°sin*180°
- Nr': - (a(x+e)"'
M

2

+ €)

. .oafn , e
si v est pair, ——— étant la valeur de 7 dans I'aphélic.

A Pégard de la condition de r'> (2 + 12)h, comme nous avons vu
(n® 51) que p. ne peut étre > 5 pour les premiers termes de 11" et =,
auxquels il suffira le plus souvent d’avoir égard, il est clair que cette
condition aura toujours licu dans la partic supéricure de 'orbite ot 'on
suppose 7 beaucoup plus grand que f—f, puisque pour Jupiter et Saturne,

qui sont les seules planétes qu’on ait a considérer dans la Théorie des

|-

. . \ \ [~4
perturbations des cométes, ona i peu pres ~ =5 ou g

54. Siles limites == (@) n’étaient pas assez petites, en sorte qu’on ne
erat pas pouvoir négliger les quantités renfermées entre ces limiles, on
pourrait les resserrer davantage de la manitre suivante.

Les deux différentielles

cosNvd®P, sinNvdd,

étant mises sous la forme

o db

7o cosNv dy, s sinNwv do,
. . V 3 . . .

se changent, par la substitution de M a dp, et par la supposition de

2r
NEY

Y= 2 =¢, en celles-ci
2Nr? do '

- O dcosNu, P'dsinNv,
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dont 'intégrale est

— ®cosNv + / cosNuvdd', &d’'sinNv — fsinNudtD';

0 0

et on pourra appliquer aux quantités

[cosN vdd, / sinNv dq’

les mémes raisonnements que nous avons faits dans le numéro précé-
dent; ainsi, dénotant par (') la valeur totale de I'intégrale de d4’, prise
comme nous 'avons dit dans ce numéro, on aura de nouveau = (¢') pour
les limites entre lesquelles seront renfermées les valeurs des quantités
dont il s’agit.

Or il est facile de se convainere que la quantité ¢ est nécessairement
beaucoup plus petite que la quantité ¢ lorsque r? est assez grand vis-a-vis
de Va®Z; ainsi, en négligeant les intégrales renfermées entre ces der-
nieres limites, on commettra une erreur bien plus petite que celle qui
pourrait résulter de 'omission des intégrales renfermées dans les limites
du numéro précédent.

On voit par Id comment on pourrait s’y prendre pour pousser cette
approximation plus loin, et diminuer & volonté I'erreur résultant des
intégrales qu’on négligerait; mais il suflira, dans la plupart des cas, de
s’en tenir & approximation du numéro précédent.

55. 1l nous reste encore i examiner les termes multipliés par angle ¢
dans la différentielle d 04, termes que nous avons expressément excep-
tés (n° 51). Or on voit, par la valeur générale de ddi du n° 37 (Section
précédente), que les termes dont il s’agit ne peivent venir que du

:,)t\/_z_(x—t—m) doa;
a’ a

il suffit donc de considérer ce terme et d’en chercher I'intégrale, en sup-

terme

posant que I’on mette dans la valeur de dda les quantités X', Y/, Z’ a la
place des quantités X, Y, Z (n° 48).
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Je reprends pour cela expression générale de la différentielle d da du
méme n° 37, laquelle est

\
déa=— Lt a(Xdx +Ydy),
1-+-m *

et, pour embrasser en méme temps toute la généralité possible, je re-

. . , dz .
marque que, si I'on n’avait pas supposé z=o et = =o, et qu'on et

par conséquent employé dans les calculs de ee numéro la valeur compléte
de da du n° 30 i la place de celle du n® 31, on eit trouvé cette expres-
sion plus générale de dda, savoir

|2
I+m

dda = — a(Xdx +Ydy+1dz).
Qu’on change maintenant, dans cette expression, les quantités X, Y, Z
en X', Y, Z', et qu'on vy substitue ensuite, & la place de ces dernieres

antités, leurs valeurs, lesquelles (en fais: ‘abréger, g — = =P
quantites, teurs valeurs, lesquelics { en laisant, poura reger, g — g =

sont exprimées ainsi (n°® 39

_dr

_dpy . dP
—dz’ dy dz

X —d)" S

Yl

il est visible que la différentielle
X'dx+Ydy+12dz

ne sera autre chose que la différence de P prise en faisant varier seule-
ment les quantités x, y, z, qui appartiennent a ’orbite de la comete, et
en regardant comme constantes les coordonnées &, », § de I'orbite de la
planéte. :

De sorte que, si I'on désigne par la caractéristique D cette différence
partielle, on aura, en général,

déa= — — app.
1+ m
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Or on a, par le n° 48,

p:_P_’__3(xE+J‘YI+Z?S)’+3(xE+,V*n+ZC)p‘_5(x5+_7"n+z§)'+

2r 2rs 2rs “ar?

Et si I'on substitue, dans cette expression de P, les valeurs de &, ». §, ¢
en sinus et cosinus de v (n° 51), il est visible qu’elle deviendra de cette

forme
R + Rsinv 4+ Scosv + Tsin2v + Veosav +...,

dans laquelle R, R, S,... seront des fonctions rationnelles et entieres
de x, y, 3, et dont chaque terme sera de plus divisé par une puissance
de r, dont 'exposant surpassera de trois unités ou davantage la somme
des dimensions de z, y, z dans le numérateur.

Or, comme I'angle v dépend uniquement des quantités &, v, 2 qui
doivent étre regardées comme constantes dans la différence partielle DP,
et qu’au contraire les quantités R, R, S,... dépendent uniquement des
(uanlités @, v, z qui sont les seules variables daus cette différentielle, il
est clair qu’on aura

DP = dR + sinv dR + cosu dS + sin2v dT + cosavdV +. ..,

dR, dR, dS,... étant des différences ordinaires et totales des quantités R,
R, S, LR
Donc on aura, en général,

v.a? -
déa=— - (dR + sinvdR + cosudS + sin2vdl +...);
1+ m

et cette valeur de d da, en y faisant & = rcosy, y =rsing, et 5 = o, de-
viendra identique avec celle du n° 50, mais elle sera tonjours d’une forme
plus simple et plus commode pour P'intégration.

56. En effet on voit d’abord, par I'expression précédente de d da, que
la partie indépendante de 'angle v est intégrable, son intégrale étant

pal
I+m

R, ol R est la partie indépendante de v dans la valeur de P,
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laquelle sera par conséquent une fonction rationnelle et entiere de siny
et cosp, en faisant

2h

X =rcos = rsin 2=0, Pr— ——p——--
By L& ’ 1+ fcoso

De la on tire cette conclusion importante, que la valeur de da, c’est-
a-dire, 'altération du grand axe de I'orbite de la cométe, en tant qu’elle
vient des perturbations de la partie supérieure de I'orbite, ne contient
aucun terme proportionnel a I'angle ¢, et qui puisse par conséquent aug-
menter continuellement.

A Pégard des autres termes de la valeur de dda, il est clair qu’apres
la substitution des valeurs de @, y, r en ¢ ils deviendront de la forme

costgsingsinNvdg, ou cos*osin'g cosNv dy,

¢t pourront étre traités par la méthode des n® 52 et suivants.
57. Venons maintenant au terme
o m) dda
3¢ \/3_1+ ) dda
@ a

de la valeur de ddi. En y substituant d’abord pour dda la quantité

— —2 _4*dR indépendante de v, on aura la différentielle

1+ m
o
— 3¢ \/&(I-Fm) tdR,

—3,;\/;2’:;—-) (tlf—-fkdt).

ride

dont l'intégrale est

Oron a (n°21)

dl = ——T=-

\/’/2 /I(l “+ m)
done, comme dans I'expression de R les exposants négatifs de r surpas-
sent de trois unités ou davantage la somme des exposants positifs de z,
Y, % (n° 54), il est visible qu’en mettant dans Rr?, pour x et y, rcosy
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et rsing (z étant égal & zéro), la quantité r ne s’y trouvera encore qu’au

dénominateur; en sorte que, substituant ensuite pour r, la

2
1+ fcosg
quantité Rr* deviendra une fonction rationnelle et entiere de sing et
cosg; d’ou il s’ensuit que

Rridey

Rdt= e
2h(1+m)

sera tout & fait intégrable.
Quant & Pautre partie de la valeur de dda, elle sera composée, comme
nous I’avons vu ci-dessus, de termes de la forme

a? . . a?
£ cost¢ sin"gsinNvdy, ou — £
-+ m I+ m

costg sin"g cosNu dy;

donc les termes qui en résulteront dans la valeur de d 8¢ seront de la
forme

2 sy . 2 03 Iinvem o .
—Sp\/a(l _Hn—)lcosl ¢sin*gsinNvdg, ou —By\/au +m)tcos‘ ¢ singpcosNvdy.
Ainsi il suffira de considérer les différentielles

tcost¢sin'gsinNudy et fcostgsin’g cosNude.

A P'imitation de ce qu’on a fait plus haut (n° 52), on substituera, dans

duyah

ces différentielles, ——— aulieu de dp, et faisant, pourabréger (h cause

__T_
(le dt = \/m dJ) N
sinNv

. . a’
V:ftsmNu.Nduﬂ——tcosNu—k \/8(l+m) N

' 28 cosNv
szgcosNu.Ndu: tsinNv — \/8(1+m) N’

on aura ces transformées ®dV et ®dW, en conservant la valeur de @ du
numéro cité.
VI. 62
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Intégrant par parties, on aura
oV—[Vao e oW [Was,

et ’on démontrera, par un raisonnement analogue a celui de ce numéro,
que les valeurs des intégrales ded) ethdd) seront renfermées entre

les limites == (V) (®) et = (W )(®), en désignant par (V) et (W) les plus
grandes valeurs de (V) et (W) dans la partie supérieure de 'orbite, et
conservant la vaieur de (®) de 'endroit cité. Or les maximum de V et W
ayant licu lorsque dV =0 ou dW = o, ¢’est-d-dire, lorsque sinNv=o0
ou cosNv = o, il g'ensuit que les plus grandes valeurs des quantités V
et W seront égales & ¢ (abstraction faite du signe). Si donc on désigne
par (¢) la valeur de ¢ qui répond & toute la partie supérieure de I'orbite,
¢'est-a-dire, la valeur de ¢ pour le point ot finit cette partie de 'orbite, on

aura (V) =(2) et (W) =(t); etles valeurs des intégralestrl(D, [W(l(b,

pour toute la partie supérieure de 'orbite, seront renfermées entre ces
limites == (¢) (®).

58. Si I'on ne jugeait pas les limites assez approchées, surtout i cause
que la valeur de (z) peut étre assez considérable, on pourrait les res-
serrer davantage par une méthode analogue a celle du n® 53.

Ln effet, en conservant la valeur de @ de ce numéro, et faisant, pour
abréger, '

ol cosNv

v —f VNdv=—W-— \/’3717) N
—|w a sinNv
W'—f Ndv= V—\/8(1+m) N’

on transformera les différentielles Vd® et Wd® en celles-ci ®'dV, et
¢'dW,, dont I'intégrale, prise par parties, sera

'V, —fv.dcb' el @’\V.-—fW.d@';
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et 'on démontrera de la méme maniere que, si (V,) et (W,) sont les
plus grandes valeurs de V, et de W, dans la partie supérieure de I’orbite,

on aura, pour les valeurs des intégralesfv. do’ etj W, dd’ dans cette

partie, les limites == (V,) (®') et == (W,)(®'). Or, sans chercher les vaieurs
exactes de (V,) et (W), il sulfira de considérer que, les plus grandes va-
leurs de V et W étant égales a ¢ (abstraction faite du signe), ct les plus
grandes valeurs de sinNv et cosNv étant 1, les plus grandes valeurs de V,

aa

81+ m); en

et de W, ne pourront jamais étre plus grandes que ¢ + 'I:T \/

sorte qu'on pourra prendre dans les limites précédentes (V,) et (W,)
3 . ’ ’ .
égales d () + NE\/S—(I_fF—In—) Et comme la quantité @’ est nécessairement

moindre que ® dans la partie supérieure de orbite, il est clair que ces
nouvelles limites seront plus approchées que les premieres, et quainsi

I’erreur qu’on commettraiten négligeantlesintégrales [V,dCD'et fW.dtl"
sera beaucoup moindre que celle qui résulterait de 'omission des pre-

mieres intégralestd(D, fWa’(D; et ainsi de suite.

59. De ce que nous venons de démontrer depuis le n® 48 jusqu’ici, il
est ais¢ de conclure que les perturbations que la comete doit éprouver
dans la partie supérieure de spn orbite peuvent étre déterminées analy-
tiguement sans avoir recours aux quadratures mécaniques, sinon par
des formules rigoureuses, du moins par des formules trés-approchées ct
dont on peut pousser Papproximation aussi loin que 'on veut. Si ce Mé-
moire n’était peut-étre pas déja trop long, je présenterais ici ces formules
toutes développées, en sorte qu’il v’y eat plus que les substitutions nu-
mériques a faire; mais, comme cela ne demande plus qu’un travail mé-
canique et de calcul, nous croyons pouvoir nous en dispenser et nous
contenter d’avoir exposé les principes de cette analyse avec tout le détail
et la clarté nécessaires.

Nous allons donner maintenant une idée de la maniere dont on doit
faire usage des Théories précédentes, en montrant comment on doit les

02.
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appliquer 2 la cométe des années 1532 et 1661, que les Astronomes atten-
dent vers 1789 ou 179o0. '

60. La comete de 'année 1532 a été observée par Appien, ct calculée
par Halley; ses éléments sont (la distance moyenne du © étant =1):

Temps moyen du périhélie, a Paris, 19 octobre...... 22h2g™ 0"
Longitude du périhélie......... ... il 3821°7'0”
Distance périhélie. ..o 0,50910
Longitude du nceud ascendant.. ...l 2820° 37’ 0”
Inclinaison de Yorbite. ..ot 32036'0”
Sens du mouvement................ e e direct.

Celle de 'année 1661 a été observée par Hevelius et caleulée par
Halley; ses éléments sont :

Temps moyen du périhélie, a Paris, 26 janvier...... 23 fom o
Longitude du périhélie........ooo ool 3825758 4o”
Distance périhélie. ... il ceienn 0,44851
Longitude du nceud ascendant......... ..o .l 2892°30' 30”
Inclinaison de Porbite...oooovviooiiiio L, 32035’ 50"
Sens du mouvemente, .o direct.

Comme les éléments de ces deux cometes sont & tres-peu pres les
mémes, on est fondé a prendre ces astres pour une méme comete, dont
la révolution serait d’environ 128 ans, elyqui devrait, par conséquent,
reparaitre en 178g. Dans cette hypothese, on peut attribuer les diffé-
renees qui se trouvent entre les éléments de 1532 et de 1661 en partie
a I'inexactitude des obscrvations, du moins de celles de 1532, et en
partie a I'effet des perturbations que la comete a du éprouver pendant
la révolution de 1532 & 1661 par 'action des planetes; et 'on ne saurait
fixer au juste le retour de cette combte qu'en calculant d’avance I'effet
des perturbations qu’elle doit éprouver dans la révolution de 1661 &

1789. .

61. Comme les observations de 1661 ont été faites par Hevelius, on
peut les prendre pour exactes, ainsi que les éléments que Halley en a



DES PERTURBATIONS DES COMETES. 493

déduits. On peut supposer de plus que ces éléments soient ceux de 'orbite
non altérée, puisque, en faisant abstraction des perturbations qui ont
précédé et suivi Papparition de cette comete en 1661, elle aurait du se
mouvoir toujours dans le méme plan et avoir le périhélie placé dans le
méme lieu du ciel.

Nous prendrons donc, pour plus de simplicité, le temps du passage
par le périhélie en 1661, c’est-d-dire, le 21 janvier 23"50™, temps moyen
de Paris, pour I'époque du temps ¢, en supposant ¢ positif apres cette
époque et négatif avant elle, et en se souvenant que ¢ exprime Pangle
du mouvement moyen du Soleil (n° 20).

Nous prendrons de plus le plan qui coupe I'écliptique 3 2%22°30'32”,
el sous un angle égal & 32°35'50” (cet angle doit étre du coté du Nord
et sur la pavtic de Décliptique comprise entre 2°22°30"32” et
8%22°30'32”) pour le plan fixe des coordonnées « et y; et nous pren-
drons I'axe des  dans la ligne menée du Soleil au point de ce plan qui
répond a 3%25°58 40" de longitude comptée depuis le licu de I’équinoxe
en 1661. Nous rapporterons ensuite 4 cc méme plan et & ce méme axe
les lieux des planetes perturbatrices au moyen des coordonnées rectan-
gles &, v, . Ces déterminations s’accordent avee les suppositions des
n* 2 et 25.

62. Cela posé, soient, comme dans la Section deuxieme, @ le grand axe
de 'orbite non altérée, 44 le parametre de ce grand axe, et e 'excentri-

cité de I'orbite, égale & \/1 — %—h; la distance périhélic sera

. _a(1—e) 2k
2 2 T a2(1+4+e) 1+e

Or, par les observations de 1661, on a conclu la distance périhélie
=0,44851 (la distance moyenne du Soleil & la Terre étant =1); on

aura donce
2h

I+e

= 0,44851.

Mais j’observe que, comme les éléments de 1661 ont été calculés dans
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’hypothése de orbite parabolique, il parait naturel d’adopter aussi
cette hypothese dans la détermination de 4; or, dans la parabole, on a
a=o, donc e =1, par conséquent A= o0,44851.

Au reste, nous verrons ci-apres que cette valeur de A ne serait tout
au plus diminuée que d’un centieme, si 'on voulait la déterminer dans
I'hypothese elliptique (n° 64 ).

63. Il faut déterminer maintenant le grand axe a; ce qu’on fera par
le principe connu que, dans les orbites elliptiques décrites par une
méme force tendant au foyer et variant dans la raison inverse des carrés
des distances, les temps des révolutions sont comme les racines carrées
des cubes des moyennes distances. Or 'intervalle entre le passage par
le périhélie en 1532 et le passage par le périhélie en 1661 est de
128 années ggi 1" 21™; mais il faut remarquer que, comme en 1582 on a
retranché 10 jours, il faut aussi les retrancher du nombre précédent, ce
qui réduira le vrai intervalle entre les deux passages par le périhélie a
128 années 8gi 121, parmi lesquelles années il y en a 32 de bissextiles.

Réduisant ce temps en jours et en décimales de jour, on aura donc,
pour 'intervalle dont il s’agit, 468413, 05625.

Si les deux périhélies étaient placés dans le méme lieu du ciel, il est
clair que Pintervalle qu’on vient de trouver serait en méme temps la
durée de la révolution de la comete; mais, comme les lieux des deux
périhélies different un peu entre eux, il faut défalquer de I'intervalle
trouvé le temps que la comete a mis a aller du lieu du périhélie de 1532
a celui du périhélie de 1661.

Pour cela, j'observe que le périhélie de 1661 est plus avancé en lon-
gitude que celui de 1532 de 3°51'40”; mais I'équinoxe a reculé, dans
I’espace de 128289}, de 1°45'36"; done, retranchant cette quantité de la
précédente, on aura 2°41°42” pour le vrai espace dont le périhélie de
1661 élait plus avancé par rapport aux étoiles fixes que celui de 1532;
done la comete, apres avoir atteint en 1532 son périhélie, a du parcou-
rir encore autour du Soleil un angle de 2°41’ 4" pour arriver au lieu du
périhélie de 1661, parce que le mouvement de cette cométe se fait sui-
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vant I'ordre des signes; ce serait le contraire si la comete était rétro-
grade.

Il faut donc chercher le temps qui répond i 'anomalie vraie 2°41'4”
dans une parabole dont la distance périhélie est 0,50910. Or, dans la
Table générale du mouvement des comeétes (cette Table, calculée d’abord
par Halley, rendue ensuite plus commode par abbé de la Caille, a été
é¢tendue davantage dans le Recueil des Tables publié paf I’Académie de
Berlin, t. IlI, p. 2 et suiv.), on trouve que pour l'orbite, dont la dis-
tance périhélie serait 1, ce temps serait de 13, 93; il faut done multiplier
ce nombre par la racine carrée du cube de o,50910, et 'on aura
ol,70107 pour le nombre qu'il faudra retrancher du nombre de jours
trouvé plus haut, pour avoir la durée de la révolution de la cométe par
rapport aux étoiles fixes, laquelle durée sera done 468403, 35515.

Or la durée de la révolution périodique de la Terre, c’est-a-dire,
I’année sidérale, est de 36516"g™10%, ou, en décimales de jour, de
3651, 25636. Donc, puisque la distance moyenne de la Terre au Soleil

. o . \ a
est prise pour I'unité, et que la distance moyenne de la.comete est ~»
on fera cette proportion

e

365,25636 : {6840,35515 =1: (g\ ’

/
d’olr I'on tire
4

a <4(3840, 35515

2\ 365,25636

3
) =25,43013.

Cest la distance moyenne ou le demi-grand axe de I'orbite elliptique
de la comete.

64. 11 est aisé de conclure de I'équation précédente que, si le temps
périodique de la comeéte était plus long ou plus court d'un petit
. ¢« 1 . a . ’
nombre n d’années sidérales, la distance moyenne - serait augmentce
ou diminuée a tres-peu pres de la quantité

2n

= 0,13220n;

vl
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de sorte qu'il faudrait que n fat plus grand que 7, pour que la distance
moyenne fut changée d’une unité.

Or, quoique les observations de 1532 faites par Appien ne soient peut-
étre pas tout a fait exactes, eependant, comme la comete dont il s'agit
n’a été observée que pendant un mois, dans lequel temps elle a passé par
le périhélie, il est visible qu’on ne saurait admettre une erreur de 15 jours
dans le passage au périhélie, et qu’ainsi, a cet égard, on est assuré que

a . .
la valeur de - est exacte & 0,05 pres.

]

Mais il y a une autre source d’erreur qui est bien plus considérable:
je veux parler de I'effet des perturbations que la cométe a du éprouver
dans la période de 1532 4 1661, et qui ont pu allonger ou diminuer cette
période de quelques années. En eflet, la détermination précédente du
grand axe élant fondée sur I'hypothese que la comete a décrit une orbite
réguliere autour du Soleil en vertu de la scule attraction de cet astre,
cetle détermination cesse d’étre exacte des qu'on admet P'action des pla-
netes sur la comete; dans ce cas, il est clair qu’on ne saurait chercher le
grand axe de la véritable orbite décrite par la comete, puisque cette or-
bite n’est plus une ellipse; mais on doit chercher plutot le grand axe
de Porbite que la comeéte aurait décrite sans les perturbations, et que
nous avons nommee, dans le cours de ce Mémoire, orbite non alterée; et
pour cela il est visible qu'on nc doit pas employer la durée observééd de
la révolution, mais cette durée corrigée de 'effet des perturbations.

Supposons que cet effet consiste a allonger ou & raccourcir le temps
périodique de 'orbite non altérée d’un petit nombre » d’annces sidérales
pendant la période de 1532 2 16613 il est clair que ce temps périodique
sera plus court ou plus long de » années que la durée obscrvée de la
révolution de la comete; par conséquent la distance moyenne de I'orbite
non altérée sera a trés-peu pres 25,43013 5= 0,13220n.

Or on ne peut déterminer la valeur de » que par le caleul méme des
perturbations, calcul dans lequel la quantité a entre comme élément;
mais, comme la valeur de n ne peut étre que de quelques unités, il sera
permis de prendre pour la valeur de a-la quantité 25,43013 qui aurait
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lieu sans les perturbations, du moins dans le calcul de ces perturbations.
L’erreur qu’on pourra commettre par cette supposilion ne sera que de
Pordre des carrés des forces perturbatrices, quantités que nous avons
toujours supposées qu’on néglige dans la Théorie des perturbations des
cometes.

65. En faisant donc g: 25,43013, ct prenant pour A la valeur dé-

terminée ci-dessus (n° 62), savoir 2 =0,44851, on trouvera d’abord
I’excentricité (n° 25)

e—= \/1— % =0,98222 =f.

Employant cette valeur de e dans I’équation

2/

p = 0,44851

du numéro cité, on trouvera A =o0,44452 : ¢’est la valeur de A dans la
supposition que la distance périhélie, déduite des observalions, soit la
véritable distance périhélie dans Icllipse; et 'on voit que cette valeur

differe a peine de 4 ge celle que donne la supposition de I'orbite pa-
1000

rabolique; c’est pourquoi on pourra sans crainte employer la premiere
valeur de % dans le calcul des perturbations.

Comme le demi-petit axe de Iellipse est yak, on trouvera pour ce
demi-petit axe 4,77612.

Et, sil’on cherche I’angle dont le cosinus sera ¢, on trouvera 10°49'10”:
c’est la valeur de 'anomalie excentrique qui répond a go degrés d’ano-
malie vraie, & compter du périhélie, et c’est aussi la valeur de 'ano-
malie vraie comptée de I'aphélie pour les points de la distance moyenne.

Enfin, comme nous prenons le périhélie de 1661 pour I'époque d'ou
I'on doit compter le temps ¢, et que nous supposons que, dans ce péri-
hélie, I'orbite troublée coincide avec I’orbite non troublée (n° 60), il
s’ensuit qu’on aura non-seulement e=o, ¢ = o, {=0, mais aussi de = o,
3¢ = o, 3i= o, et de plus 34 = o dans le méme périhélie (n° 38); donc

VL ' 63
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les cinq variables A, dg, 08, dc, di devront étre nulles lorsque ¢ = o,
de sorte que, en faisant commencer dans ce point les intégrations des dif-
férentielles d ¢4, ddg, ddb, ddc et ddi (n° 42),.il n’y aura point de
constantes a y ajouter.

Nous remarquerons encore que, i cause de { =o0, on aura simple-
ment (n° 20)

6= 2t\/2—“—-¥n—), cL par conséquent = 6\/8(I + ml,
a

a!

etlesangles ¢, 6, u, ¢ seront tous nuls & la fois dans le périhélie de 1661;
ils seront positifs apres ce périhélie, et négatifs avant.
A I'égard de la quantité oa, elle devrait aussi étre nulle lorsque ¢=o,
si la valeur de a était exactement égale au grand axe de I'orbite non
. \ . : L. a .
altérée de la comete; mais, ayant supposé ci-dessus — = 25,43013, on

aura (n° 63), pour la vraie distance moyenne de I'orbite non altérée,
25,43013 7= 0,13220n,

laquelle doit étre, par 'hypothese, la méme que celle de I'orbite trou-
blée dans le périhélie de 1661, ot ¢ = o. Or le grand axe de I'orbite trou-
blée étant, en général, a + da (n° 38), on aura donc, lorsque ¢ = o,

a-: da =25.43013 F 0,13220n;

donc

da
"y = o0,13220n.

D’ol1 I’on voit que cette valeur de da dépend du nombre » qui est I'effet
des perturbations dans la période précédente.

66. Considérons maintenant le retour de la cométe au périhélie; il
est visible que, en faisant abstraction des perturbations, il n’y aura
qu'a ajouter l'intervalle trouvé ci-dessus (n° 62) de 128*8gir®ar™, 2
I’époque du passage par le périhélie de 1661, pour avoir le temps du re-
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tour au périhélie; et il viendra (en se souvenant que I'année 1700 n’a
pas été bissextile) le 26 avril 1789 1" 1 1™, temps moyen au méridien de
Paris. Mais, pour avoir exactement le temps du retour de la comete au
périhélie dans 'orbite elliptique dont le demi-grand axe serait 25,43013,
tel qu'on I'a déterminé dans le numéro cité, il faudra retrancher du
temps qu’on vient de trouver o, 70107, c'est-a-dire, 16*4g™ %, par la
raison expliquée dans ce méme numéro, ce qui donnera le 25 avril 1789
gharmi.

Cette détermination serait entierement exacte, méme en ayant égard
aux perturbations, si les deux révolutions consécutives de 1532 4 1661,
etde 1661 a 1789, étaient parfaitement égales, et par conséquent si Ueffet
des perturbations était le méme dans ces deux périodes. Done, si I'alté-
ration de ces deux périodes n’est pas la méme, il est clair qu’il ne faudra
qu’ajouter, au lemps déterminé ci-dessus, I'exces de I'altération de la
seconde période sur I’altération de la premiere.

Or nous avons donné, dans le n° 41, la formule qui exprime, en gé-
néral, I'altération de la révolution périodique de la comete; appliquant
donc ici cette formule, et marquant par un, deux, trois traits les quan-
tités qui répondent aux trois périhélies consécutifs de 1532, 1661, 1789,
on aura cette quantité, dans laquelle j’ai substitué au lieu de J¢ sa va-

leur 8_§ (n° 38),

3(¢"8a" — 20"8a"+ t'da’ P . .. i 2h \?0¢"— 20"+ 0g’
(¢£"da 2t 0a ) — e (08" — 208" + 0i') — & _.____g g—i
2a 8(1+m) t+¢/ eyah(t+m)

c’est la correction du temps, c’est-a-dire, le temps qu’il faudra ajouter
au 25 avril 1789 8"21™% pour avoir I'instant du passage de la comete
par la ligne du périhélie de 1661, dont la longitude était alors de
3%25°58'40", et sera, en 1789 (A cause de la précession des équinoxes),
de 3°27°46'16".

Il est bon de remarquer que la derniere partie de la quantité précé-
dente, celle qui contient les quantités dg’, dg”, dg”, dépend uniquement

du déplacement du périhélie, comme on peut le voir par le n° 41; de
63.
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sorle qu’en rejetant cette partie la quantité restante sera la correction
du temps pour le passage de la comete par le vrai périhélie de 1789;
mais il faudra alors ajouter cette correction au 26 avril 1789 r* 117,
temps du passage par le périhélie, dans le cas ot la révolution anoma-
listique de 1661 a 1789 serait égale a celle de 15324 1661.

Pour réduire ces quantités en temps, on se souviendra que nous expri-
mons le temps par le mouvement moyen du Soleil (n° 20); de sorte
que, si la quantité a réduire en temps est exprimée en angles, en la
divisant par 3Go degrés, on aura des années sidérales de 3654, 25636;
et, si elle est exprimée en nombres absolus (la moyenne distance du
Soleil étant I'unité), il faudra la diviser par le rapport de la circonfé-
rence au rayon, ¢’est-a-dire, par 6,283185..., pour la réduire de méme
en années sidérales.

67. La formule précédente est générale; mais, dans notre cas, on
aura, par ce qu’on a établi dans le n° 64,

o W/ Y. .
t'=o0, d"=o0, dg"=o0;

de plus, a cause de ¢ =10 \/ (0 étant Panomalic moyenne de

la comete), on aura

1" = 360° ———(is——, t' = — 360° _“ .
8(1t+m) 8(1+m)’

de sorte que la premiere partie de la formule dont il s’agit se réduira a

a!
8(1+m

3.360° a
4 2(1+m)

(6&’”-— 6al)’

ol 0a” sera I'intégrale totale de la différentielle dda pour la période
entiére de 1661 a 1789, en faisant ¢ positif, et ou da’ sera de méme I'in-
tégrale totale de d da pour la période de 1661 & 1532, en faisant ¢ néga-
tif; de sorte que, comme il n’y a que la différence de ces deux intégrales
qui entre en ligne de compte, il n’y aura point de constantes a y ajou-
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ter, et 'on pourra prendre chaque intégrale en sorte qu’elle commence
au périhélie de 1661, ol 2= o.

Les deux autres parties de la méme formule deviendront

@ L + So™ 3o
s o = (3 }6%%7;
o (& cause de d¢"=o et dg” = o) il faudra prendre pour 3" et dg” les
intégrales des quantités ddi et ddg depuis le périhélie de 1661 jusqu’a
celul de 1789, et pour dv' et dg’ les intégrales des mémes quantités,
mais depuis le périhélie de 1661 jusqu’a celui de 1532, en supposant
¢ négatif.

L’altération du temps périodique est celle qu’il est le plus important
de déterminer dans la Théorie des perturbations des cometes.

Quant aux altérations des autres ¢léments de I’orbite, on les détermi-
nera directement par I'intégration des quantités ddk, dda, ddg, dob,
ddc (n* 38, 42 et suivants), en faisant commencer les intégrales au pé-
rihélie de 1661, et les étendant jusqu’au périhélie de 1789 ou de 1532,
suivant qu’on voudra déterminer ces altérations pour la derniere pé-
riode de la cométe ou pour la période précédente.

68. Voila toutes les données et les formules nécessaires pour calculer .
les perturbations causées a 'orbite de la comete dont il s’agit par Paction
des planétes. Or, parmi toutes les planetes, il n’y a que Jupiter et Sa-
turne dont I'action sur la comete puisse étre sensible, tant parce que les
masses des autres planétes sont trop petiles, que parce qu’elles sont
trop proches du Soleil. Ainsi I'on prendra successivement Jupiter et
Saturne pour la planéte perturbatrice dont on a supposé la masse ., el
dont le rayon vecteur est p, et les coordonnées rectangles &, », £. Les
Tables astronomiques de Halley donneront toutes les valeurs des quan-
tités qui dépendent des lieux de ces planétes dans un temps quelconque;
etnous ne croyons pas qu’il soit nécessaire d’entrer la-dessus dans aucun
détail.

Comme la distance de Jupiter au Soleil est environ 5, et celle de Sa-
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turne environ 94, il est clair que, si I'on fait commencer la partie supé-
rieure de l'orbite de la comeéte aux points de la moyenne distance, c’est-
a-dire, aux extrémités du petit axe, alors r sera toujours beaucoup plus
grand que p, et la méthode des n> 48 et suivants aura toute 'exactitude
qu’on peut désirer, en négligeant méme tout i fait les termes qui dé-
pendent du mouvement moyen de la planéte perturbatrice dans les for-
mules des quantités différenticlles d 04, dda,..., et en ne tenant compte
que des termes indépendants de I'angle v, que nous avons vus étre tou-
jours intégrables (n° 52 et 56).

Il'y aura encore un autre avantage 3 prendre ainsi la moitié supeé-
rieure de l'orbite pour ce que nous appelons la partie supérieure, car
on aura alors, pour le commencement de cetie partie, u = == go, et,
pour la fin, u = = 270: de sorte que, 4 cause de

(1—ecosu), dt= \/——-—a——~ rdu

2(14m)

R

a 7 0
r=-(cosu—e), y= vahsinu, r=

(u étant 'anomalie excentrique comptée depuis le périhélic), on aura,
pour le commencement de la partie supérieure,

ae T “
¥=—— y=dyah, r=7
da aliem) dy o dr (e
—_— . 7 _:i e
di +\/ T AT TN T
et pour la fin
ae ah 2
z=— " y=Fyah, r=-,

dx 2(1+m) dr dr 2(14m)
_ = —_— - = —-— = _
dt——\/‘ « At =" dt“"’e\/ a

(les signes supérieurs étant pour le cas ou I'on prendra les angles ¢ et u
positifs, c’est-a-dire, pour la période qui suit le périhélie de 1661, et les
signes inférieurs étant pour le cas ou ¢ et u seront négatifs, c’est-a-dire,
pour la période qui précede ce périhélie), ce qui simplifiera beaucoup
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les valeurs des quantités H', H’, A", A", ..., c'est-a-dire, les valeurs de
H, A,... pour le commencement et pour la fin de la partie supérieure
de Porbite (n° 48).

Quant a la masse m de la comete, que nous avons conservée, pour plus
d’exactitude et de généralité, dans les formules de ce Mémoire, elle est
inconnue, et rien ne saurait conduire a la déterminer; mais il est natu-
rel de la supposer trés-petite vis-a-vis de la masse du Soleil; de sorte
qu’on pourra négliger partout la quantité m vis-a-vis de P'unité,
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(Mémoires de '’Académie Royale des Sciences de Paris, année 17792.)

On s’occupe depuis longtemps a rechercher a priori les inégalités des
mouvements des planetes d’apres les principes de la gravitation univer-
selle; mais personne, que je sache, n’a encore entrepris de donner des
méthodes directes et générales pour trouver ces mémes inégalités a pos-
teriori, c’est-d-dire, d’apres les observations seules. C'est a remplir ce
dernier objet dans toute son étendue qu’est destiné le Mémoire que j’ai
’honneur de présenter & I'Académie Royale des Sciences; heureux si
cette illustre Compagnie daigne recevoir avec indulgence ce fruit de mon
travail sur une matiere qui a, a la vérité, plus d’utilité que de difficulté,
mais qui ne me parait par la que plus digne de son attention.

HYPOTHESE.

1. Les inégalités des mouvements des planetes peuvent étre représen-
tées par une suite de termes de la forme A sing, A étant un coefficient
constant, et ¢ un angle qui augmente uniformément.

64.
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REMaRrQuUE .

2. (Cest sur ce principe que sont fondées toutes les Tables des pla-
netes; chaque terme tel que A sing s’appelle une équation, dont A est le
cocflicient ou la plus grande valeur, et o I'argument.

Les Anciens, qui ne voulaient admettre dans le Systeme du monde
(que des mouvements circulaires et uniformes, représentaient toutes les
irrégularités des mouvements des Corps célestes par des cereles excen-
triques et par des épicycles; or il est facile de prouver que, tant que I'ex-
centricité est assez petite et que les rayons des épicycles sont aussi assez
petits par rapport a celui du cercle principal, les irrégularités que P'on
trouve par ce moyen peuvent toujours s’exprimer par une suite de termes
de la forme A sing.

En effet, si 'on considere un cercle dont le rayon soit a, et qui soit
chargé d’un épicycle dont le rayon soit ma, et qu’on suppose que, tan-
dis que le centre de cet épicycle se meut sur la circonférence du cercle
principal en décrivant autour de son centre I'angle ¢, un corps se meuve
sur la circonférence de I'épicycle en décrivant autour de son centre
I'angle 9, on trouvera que ce corps déerira autour du centre du cerele
principal un angle ¢+ @, o x sera Lel que

msing
tangr = -- L,
1+ mcose

en sorte que I'angle x exprimera I'inégalité du mouvement provenant
de I’épicyele. Or, si 'on suppose le rayon ma fort petit par rapport au
rayon a, on aura pour /. une fraction fort petite, et I'on aura par les

séries
tangz = msing (1 — m cos¢ + m?cos’e —...);
mais
tang®x
x =tlangx — f

Done, substituant la valeur de tanga, et véduisant les puissances et les
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produits de sing et de cosg en sinus et cosinus d’angles multiples de o,
on aura pour x cette série assez simple

m*sinao m?sin3 m'sin
=+ - ®_ 4(’9-4—..

2 3 4

Zr=msing —

Si 'on imaginait un second ¢picyele dont le rayon fut ra, et dont le
centre déerivit la circonférence du premier épicycele, tandis que le mo-
bile décrit la circonférence de ce second épicycle, en parcourant autour
de son centre des angles ¢ dans le méme temps que sont parcourus les
angles ¢ et @, on trouverait que 'angle parcouru par le mobile autour
du cercle principal serait £+ a, ol 'angle x, qui représente I'inégalité
du mouvement, sera tel que

_msing 4+ nsin(¢ + ¢)
1+ mcosg+n cos(p+ )

tangxr =

d’oti, en supposant m et n fort petits, il est facile de tirer la valeur de x
exprimée par une suite de sinus.

S’il y avait un troisieme épicycle dont le rayon fit pa, et sur la cir-
conférence duquel le mobile fut mu en parcourant autour de son centre
des angles &, on trouverait que I'inégalité x serait déterminée par I¢é-

(uation
msing + nsin(¢ + ¢) + psin(¢ + ¢ + &) ’
I+ mcoso + ncos(¢+ ¢)+ pcos(¢+ ¢ +&)

langxr =

et ainsi de suite.

Si I'on suppose un cercle excentrique dont le rayon soit a et 'excen-
tricité ma, on trouvera que, tandis que le mobile parcourt autour du
centre du cercle ’angle ¢, il parcourra autour du point qui est pris pour
le centre du mouvement apparent un angle ¢+ @, en sorte que

m sint

angr = ———
8 1+ m cost

d’ott I'on voit que c’est la méme chose que si le cercle était supposé
homocentrique, et qu'il portat un épicycle dont le rayon fat ma, et dont
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la circonférence fat parcourue par le mobile d'un mouvetent angulaire
égal a celui dont le centre de cel épicycle parcourt la circonférence du
cercle principal; c’est ce qui a déja été remarqué par Ptolémée.

De 14 on voit aussi que le cas d’un épicycle porté par un excentrique
sera le méme que celui d’un homocentrique qui portera deux épicycles,
et ainsi de suite.

RemarQue II.

3. Dans I’ Astronomie moderne, on explique les principales inégalités
des planetes par la figure elliptique de leurs orbites et par la loi des
aires proportionnelles au temps, d’our résulte U'inégalité qu’on appelle

équation du centre, et qui esl, comme 'on sait, exprimée par la série

. Ger . e . 13e® . .
—zesmqo—\\-—/rsmz@—i—zsmcp— > sin3¢ +. ..,

e ¢tant Uexcentricite, et ¢ Pangle de Panomalie moyenne qui est pro-
portionnelle au temps. La loi de cette série n’est pas facile a trouver,
surtout en employant la méthode ordinaire, suivant laquelle on cherche
d’abord 'anomalie moyenne par la vraie, et ensuite on déduit celle-ci
de celle-la par le retour de la séric; mais on peut y parvenir par la mé-
thode que j’ai donnée ailleurs [ Mémoires de Berlin, 1769 (*)].

Quant aux autres inégalités des planetes, ¢’est par le principe de la
gravitation universelle qu’on tache de les déterminer, et les caleuls faits
d’apres ce principe donnent toujours des ¢quations dont les arguments
dépendent des lieux moyens des planetes, de ceux de leurs aphélies et
de leurs nceuds.

En général, 1a figure presque circulaire des orbites des planetes fait
que les forces perturbatrices qui viennent de leur attraction réciproque
peuvent étre exprimces par des séries plus ou moins convergentes et
composées uniquement de sinus ou cosinus; circonstance sans laquelle
il serait comme impossible de déterminer d’une maniere générale I'effet
de ces perturbations.

('t OLuvres de Lagrange, t. I, p. 113.
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RemarqQue 1.

4. 11 y a cependant une espece d’inégalités qui parait faire une excep-
tion & la regle générale : je parle des inégalités séculaires qui aug-
mentent comme les carrés des temps; mais, d’un ¢oté, il parait trées-pro-
bable que ces sortes d'inégalités ne sont qu’apparentes et ne viennent
que de quelques équations dont les argume'nls ne varient que trés-peu,
en sorte que leur période est tres-longue; de Pautre, elles ne sont, 3
proprement parler, que des cas particuliers de la formule générale,
comme nous le ferons voir dans la suite de ce Mémoire. D'ailleurs il est
toujours possible de se débarrasser d’avance de ces sortes d'inégalités,
et nous fournirons pour cela des moyens aussi simples que commodes.

PROPOSITION I

TiEorEME.
5. Toute série dont un terme quelconque est represente par la formule
Asin(a+ maY + Bsin (b +mpB)+ Csin(c +my)+.. .,

m étant le nombre des termes precédents, est une serie récurrente dont

Iéchelle de relation dépend uniquement des angles «, 3, 7, .. ..
Dénotons, en général, par
T, T, T/, T%,..., T®™, T,
les termes de la série proposée, en sorte que I'on ait
T™ =Asin(a+ ma)+Bsin(b +mpB) + Csin(c+my)+.. .,
et examinons la nature de la suite infinie

T4+ Ta+Tx+ T2+ ...+ T gm 4 T gmer
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On sait que
erV—! — =tV
S A

sing = —
¥ 2¢y/—1

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est ’unité; done,
faisant, pour abréger,

Ke ——) L=———+) p:e“\./:;, q_—_-e"“\/:l,

on aura

de méme, si I'on fait

M:Bei‘_‘, N_—_——Be_fi:, r=eV-l, s=etI,
2y —1 2y/—1

P__—C—(-gj_:/:—’ Q=—Ce—c‘/—la t=eV=', u=e-W-'
2y/—1 2y/—1

0n aura
Bsin(b+ mB)=Mrm+ Ns»,

Csin(c +my) =Pt" + Qu~,

et le terme général T™ prendra cette forme
T =Kp"+ Lg"+Mr*+ Ns"+ Pt"+ Qum+. . ..
D’ou 'on voit que la suite
T+ Tz +Ta2+T2+. ..

n’est autre chose que la somme de plusieurs séries géométriques, dont
les premiers termes sont K, L, M,... et dont les raisons sont pz, g,
rz,..., de sorte qu’en sommant chacune de ces séries géométriques on
aura la valeur de toute la série

T+Tx+Tx4+T'2+. ...
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On aura donc de cette maniere ’équation illentique

I N
T+ Tzxz+T 2+ T2+ T 24 +...= K + L + M + e
I—px 1—qx 1—rx 1—s§x

et il est clair qu'en réduisant au méme dénominateur les fractions qui
composent le second membre de cette équation, et dont nous suppose-
rons que le nombre soit n, ce second membre se transformera en une
fraction unique de la forme

[o]+[1]z+[2]x+[3]2*+ ... +[n—1]a"
(o) +(1)x+(2)2x2+(3)x*+... +(n)2"

]

ou les nombres o, 1, 2, 3,..., renfermés dans des crochets carrés ou
ronds, désignent des coelficients différents qui dépendent des quantités
K,L, M, N,..., p, ¢, r,s,.... Et, comme le dénominateur de cette frac-
tion doit étre égal au produit des n dénominateurs 1 —pa, 1-- ¢,
V—ra, 1—s,..., il est d’abord évident qu’on aura

(o)=1,
()=—p—q—r—s—...,
(2)=pg+pr+ps+...4+qr+yqs+.. .,

(3)=—pqr—pys—qrs —...,

de sorte que les coefficients (o), (1), (2), (3),... du dénominateur de la
fraction dont il s’agit seront donnés uniquement par les quantités p, ¢,
Ty Syenas ‘

Ainsi la série proposée sera égale a cette derniere fraction, que nous
appellerons par conséquent fraction génératrice de la série; d’ou il est
facile de conclure que la méme série sera du genre de celles qu’on
nomme récurrentes, et dont la propriété est qu’un terme quelconque se
forme de I'addition d’un certain nombre de termes précédents, multi-
pliés chacun par un coefficient donné; car, en multipliant la série

T+Tx+Tx+...
VI. 65
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par le dénominateur
1+ (1)z +(2)2* +...+(n) 2",
et comparant les termes du produit avec le numérateur
[o]+[1]xz+[2]x*+...+[n—1]2",
on a les équations
T =[o],
T=—()T +[1],

T"=—()T —(2)T +[2],
T"=—(1)T"—(2)T'—(3)T + [3],

T =— (1) T — (2) T — ... — (n — )T+ [n — 1],
T® =— (1) T —(2) T —. .. —(n)T,
Te) =— (1) T® —(2) T —.. . —(n)T,

et, en général,
Tm = — (1) T — (2) Tm=1) — . . — (n) T,
ot les coefficients
(), =) —@)..., —(n)
forment ce qu’on appelle, d'aprés M. Moivre, [’échelle de la série recur-
rente. '

CororrAIRE I.

6. Puisque p = V=", ¢ = e~*Y=", on aura

p+qg=eV=i 4 e~V-=acosa, pg=1;

de méme
r+s=2cosB, rs=i,

t+u=2c0sy, tu=t,
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et ainsi de suite; donc on aura

(1—pzx)(1—qx)=1—22cC0Sa + x¢,
(1—rz)(1— sx)=1—2x cosP + a?,
(1— tz)(1—ux)=1—2xcosy + z3,

Par conséquent le dénominateur

1+ 1)z + (2)x*+(3)2* +. ..+ (n)2"
sera le produit de ces ’;l facteurs doubles

1— 22 COSa + x7,
1—2xcosf + x7,
I— 22 CcoSy + 27,

D’ou il est facile de conclure qu’on aura nécessairement

(M=1, (r—1)=(@1) (2—2)=(2)...,

c’est-a-dire, que les coeflicients des termes extrémes, ainsi que ceux des
termes équidistants des extrémes, seront les mémes : ce qui est la pro-
priété des polynomes qu’on appelle réciproques.

Or, pour trouver facilement les valeurs des coefficients

n

(1), (2), (3),-.. (—) en cosa, cosf3, cosy,...,

2

on mettra le polynome en question sous la forme suivante, en faisant,
pour plus de simplicité, n= 2v,

(14+2?)+ 1)z (1+272) + (2) 22 (1 +2774) + ..+ (V)2
ensuite on supposera

14+ 2*=2x3,
65.
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et I’on remarquera que

(1+ 2 =14 22"+ 2' = 272, d'ot 1+ 2'=2' (3" —12),

(I+2P =142 +321 +2*) =22, dou 1+ 2°=2z(2*— 33),

et, en général,

1+x’»:a‘#[zl‘_yz»~—’+ Mz#—‘— “(#—j)gy—& z*‘—"+...J,
2 .

en ne confinuant cette série que tant que I'on aura des puissances posi-
tives de z.

On fera donc ces substitutions, et, divisant ensuite tous les termes
par 2", il viendra un polyndme en z de la forme

2+ [(D]z +[(2)]22 +[(3)]a— +. ..+ [(v)],
ou I'on aura
[(’)] :(l)’
[(2)] :(’)'— v,
[B)]=B)—(v—1)(1),

[(4)] = (4) — (v - 2) (2) + 22 =3)

2

9

[B)]=(5) - (v —3)(3)+ L= =B

..........................................

De méme, si I'on substitue xz a la place de 1 + &* dans le produit
des v trinomes

I—2zcoSa+ 2, 1 —a2xcosP+ 2%...
et qu’on divise ce produit par «”, on aura celui-ci
(2 —2cosa)(z—2cosP)(z—2cosy)...,

lequel devant étre identique avec le polynéme précédent, on en conclura
aisément les valeurs des coefficients [(1)], [(2)], [(3)],..., et de Ia celles
des coefficients (1), (2), (3),.... '
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Quoique les formules précédentes soient connues depuis longtemps,
j'ai cru devoir les donner ici, parce que j'aurai occasion d’en faire usage
dans la suite. |

Quant aux coefficients [o], [t], [2],... du numérateur, il est trés-
facile de les déterminer par le moyen des équations trouvées dans le nu-
méro précédent, lesquelles donnent

[o]=T,

[]=T+ (T,
[2]=T"+(1)T"+ (2)T,
[3]=T"+(1)T"+ (2)T'+ (3)T,

Corovrraire Il.

7. On voit, par I'analyse du Probleme précédent, que non-seulement
toute suite composée de sinus d’angles qui croissent en progression
arithmétique, mais, en général, toute suite composée de termes qui
procedent en progression géométrique, est récurrente d’un ordre égal
au nombre de ces termes.

1l est facile de prouver de méme que toute suite algébrique qui a des
différences constantes d’un ordre quelconque, multipliée, si 'on veut,
terme a terme par une série géométrique quelconque, est une suite ré-
‘currente d’un ordre supérieur d’une unité; et qu’en général toute suite
formée par ’addition de deux ou de plusieurs suites de cette espice sera
pareillement récurrente d’un ordre égal & la somme de ceux de chaque
suite particuliere.

En effet, on sait que la somme d’une suite infinie, dont le terme gé-

, ) ., I .
néral sera (m + 1)p™2™, est exprimée par Ty due celle dont le

(m=+1)(m+2)

. oy I
terme général sera pra™ est exprimee par G—pap’ Q¢

(m=+1)(m=+2)(m+3)
2.3

celle dont le terme général sera pra™ est expri-
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mée par ———» el ainsi de suite; donc la somme de la suite qui aura
(r—pz)

le terme général

(m—=1)(m+2) (ma4-1)(m~+2)(m~+3)

[K.+K|(m+l)+K2 +K! 2 3
(m+l)(m+2)('"'*:'{’_)---("1’*‘{/-“")] m
+ K- 2.3.. . (p—1) P
sera égale a
KO K| K? Kl"_‘

1—px + (1— px)? + (1—px) +eet (x—px)*"
¢'est-a-dire, a la fraction simple

Ki(1—px)~+ K (1—pzyp+ K —px)pr2+.. .+ K,
(r—pa) ’

d’ou il s’ensuit que, si I'on a une série dont le terme général soit repré-
senté par la formule

K+Km+Km+K'm+. ..+ Ke=me—1)pnzm,
P

il n’y aura qu’a chercher les quantités K,, K,, K,,..., K,_,, en sorte que
I’on ait I’équation identique

(m=+1)(m—+2)

K+Km+K'nm+4...+Ke-m— =K, +K,(m+1)+K, ,

(m+1)(m—+2)...(m+p—1)
t.3...(p—1)

K, (m+1)(m~+2)(m+ 3)

+ 2.3

+...+ K

L]

et 'on aura, pour la somme de la série, la fraction ci-dessus, dont le
numérateur est, comme |'on voit, un polynome du degré . — 1 et dont
le dénominateur est la puissance p*"* du bindme 1+ — pa; de sorte que
la série proposée sera une série récurrente de I"ordre p, et dont Péchelle
de relation sera

plp—1) plp—1)(p—2)

 Pis — =P -+ 53 P —..., Ep.
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Quant aux coefficients K,, K,, K,,..., il est facile de les trouver de la
maniére suivante. Qu’on suppose, en général,

K+Km+Km+K'n+... .4 Ke=)mp— =§,

et qu'on dénote par §', 8", §”,... les valeurs de S lorsque m = —1, —a,
— 3, ..; on aura donc, en vertu de I'équation supposée,

§ =K,

§" =K, — K,

§" =K, — 2K, + K,,
S'"'=K, — 3K, + 3K, — K;,

d’ol1 Pon tire
Ko == S,,

— Kl — S” - SI’
]’(2 — Sm —_ ZS”+ SI'
— K, =8"— 38"+ 38— §,

en sorte que les coefficients K,, K,, K,, Kj,... ne seront autre chose (ue
les différences successives des quantités §', §”, S”,... prises alternative-
ment en — et en +. :

Enfin il est clair que, si la suite proposée est composée de plusieurs
suites de la forme précédente, il n’y aura qu’a ajouter ensemble les
fractions qui expriment la somme de chacune de ces suites continuées a
infini, et 'on aura une fraction unique qui sera égale a la série pro-
posée, et dont le dénominateur sera de la forme

(1—pxp(1—gqzx)y....
De sorte que cette série sera récurrente de I’ordre

pHv+.,

ayant pour échelle les coefficients pris négativement des puissances x,
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x*, 2*,... du polynéme qui résultera du développement de la formule
(1 —-p.i}“(l —qx)....
En général, si I'on a une suite récurrente quelconque
T+Tae+T 2+ T2+ Tva + T +. . .,

et qu'en dénotant par ¢ une fonction rationnelle, et sans diviseur, d’une
ou de plusieurs quantités, on forme les nouvelles séries

o(T)+ (T + o(T")2? + ¢(T") 2> +. . .,
(T, T') + o(T', ")z + 9(T", T") 2" + o (T*, T} +.. .,
o(T, T, T") + (T, T", T")2 + o(T", T%, T*")2? +. . .,

et ainsi de suite, toutes ces séries seront pareillement récurrentes, et
P’on pourra en trouver I'échelle de relation, dés qu'on en aura formé le
terme général 3 I'aide de celui de la série proposée; et ces nouvelles
échelles pourront toujours s’exprimer par les seuls termes de ’échelle
de la proposée; car la difficulté ne consistera qu’a chercher les coeffi-
cients d’'une équation dont les racines dépendent de celles d’une équa-
tion donnée, Probleme dont I’Algebre fournit plusieurs solutions.

De plus, si dans la série proposée on ne prend les termes que de deux
en deux, ou de trois en trois,..., les séries résultantes

T+ T2 +Tva +Trrxd 4. ..,

T+ T2 4+ Tvra® + Trxad +. . .,

seront aussi récurrentes et du méme ordre que la proposée ; et il est fa-
cile de voir que, si I'échelle de relation de celle-ci est représentée par
le polynome

(1—px)r(1—qzp...,
celles des séries dont il s’agit le seront par les polynomes

(1—pr2i (1 — g*z?). ..,

(1—p2 (1 — g2y, ..,
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ainsi, mettant «  la place de 22, ou 2°,..., les séries

T+T'x +TV 2+ T2t +...,

T+ T2+ Tz + T2 ...,

seront récurrentes et auront pour échelles de relation les polynomes

(I—p’.z‘}“(l—-—q"x)“... ,
(t—=prxp(r—qgx)y.. .,

Enfin, si Pon a différentes séries réeurrentes, telles que

T+Tx+A T 22+T"2+T 2 +...,

V4 Va4 Vg2 Vi - Viv gt L,

X+ Xaox+ X2+ X2+ X"Vt ...,

et que I'on en compose une nouvelle de la forme
O(T, V, X,...) +o(T, V, X',..)z +o(T", V', X').. )2 +. ..,

celle-ci sera encore récurrente, et son ¢chelle dépendra uniquement
de celles des séries particulieres d’oit elle est formée; et la dilliculté de
trouver cette échelle ne consistera qu'a trouver I'équation dont les va-
cines seront des fonctions données de celles de quelques équations don-
nées, Probleme toujours résoluble par les méthodes connues.

Cororrare II.

8. De méme que, lorsqu’on connait le terme général d’une séric récur-
rente, on peut trouver la fraction génératrice de la série, de méme, en
connaissant cette fraction, on pourra en déduire I'expression du terme
général; car il n'y aura d’abord qu’a chercher tous les facteurs du déno-

minateur, et & décomposer ensuite, par les méthodes connues, la frac-
VI, 66
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tion proposée en autant de fractions partielles qu’il y a de facteurs, et
dont chacune ait un de ces factcurs pour dénominateur, en observant
cependant que, s'il y a des facteurs doubles ou triples, ..., ou po#'*,
chacun de ces facteurs donnera p fractions partielles, dont les dénomi-
nateurs seront successivement la premiere, la deuxieme, la troisieme,...,
la p'"¢ puissance du méme facteur.

De cctte maniere, la fraction dont il s’agit se trouvera décomposée en

. . H . .
autant de fractions simples de la forme e due le dénominateur

(t—=p
aura de facteurs, et chacune de ces fractions donnera une série dont le
terme général sera

(1) im+a)im3).. (e hmt) g,
12.3...(A—1)
de sorte que, en ajoutant ensemble tous ces différents termes, on aura la
valeur du terme général cherché. Tout cela est trop connu pour que je
doive m’y arréter davantage; je crois cependant qu’on me permettra de
donner ici une formule générale et fort simple, pour trouver tout d’un
coup, a Paide du Caleul différentiel, la partie du terme général qui
vient d’un facteur multiple queleconque du dénominateur de la fraction
donnée.

Soit (1 — pa)* ce facteur, ct dénotons par X la fraction proposée,
apres en avoir retranché par la division le méme facteur, en sorte que

T =7 soit égale a la fraction donnée; on cherchera, en faisant varier x

et regardant do comme constante, la valeur de la quantité

x* dy.—-l (xx—m—l )

f.2.3. (g —1) (= dz)

ensuite on y mettra}% a la place de x, et la quantité résultante sera le

coefficient de x™ dans le terme général de la série provenant du facteur
en question.

Je supprime la démonstration de ce Théoreme, parce qu’elle n’est pas
difficile a trouver d’apreés les principes connus.
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CoroLrLaAIRE ]V,

9. Concluons de Ia que chaque facteur simple du dénominateur de
la fraction génératrice proposée, tel que 1 — pa, donnera, dans ’expres-
sion du terme général de la série, le terme Kp™ 2™, et que chaque facteur
multiple, tel que (1 — px)*, y donnera les termes

(K+Km+K'm +K'm" +...+ Ke-me—)pmam,

Si p est imaginaire, il sera réductible a la forme £ + uy—1, et il y aura
nécessairement un facteur correspondant 1 — g, ou ¢ sera de la forme

t—uy—1; de la on trouvera que les coeflicients K, K’, K”,... seront
chacun de la forme

h+1y=1, K+Vy=1, M+U')—1, ..,

et les quantités correspondantes, provenant de I'autre facteur 1 — g,
seront de la forme

h—ty=1, KF=UJ=1, =V y=1,....
Or soient
ve+uw=r, ;-‘ = tanga,

’

Vi + b=, [ tanga, A" +T1=f", —l-, =tangd/,...;

h h
on aura
p =r(cosa +sinay—1),
pr= ro(cosma + sinmay—1),
K =f (cosa + sina y—1),
K'=f"(cosa' + sina’y—1),....
Done

Kpr= fim [cos(a + ma) + sin(a + ma)y—1],

K'pm :f’r'"[cos(a’+ ma) +sin(@'+ ma)y—1],...,
66.
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el les quantités correspondantes ne différeront de celles-ci que par le

signe du radical y— 1; de sorte qu’en rassemblant toutes ces quantités
on trouvera que les facteurs multiples imaginaires (1 — pa)¥, (1 — g )*
donneront, dans 'expression du terme général de la série, les termes

suivants

[feos(a+ ma)+ f'mcos(a' + ma) + f"m* cos(a” + ma) +...]r"z",

el chaque aultre couple de facteurs imaginaives donnera des termnes sem-
blables.

Quoique toutes ces choses soient assez connues, j'ai cru devoir les
rappeler a mes lecteurs, parce qu'elles donnent licu a des conséquences
importantes dans la matiere qui fait 'objet de ce Mémoive. Unc des prin-
cipales, ¢’est que, quelque dérangement que les Corps célestes puissent
éprouver en vertu de leur action muatuelle, et méme de la vésistance d’un
fluide tres-rave dans lequel ils nageraient, leurs mouvements en temps
égaux seront toujours représentés par des séries du genre des récur-
rentes; car les termes les plus compliqués que la Théorie puisse jamais
donner dans 'expression du mouvement vrai d’une planéte quelconque

seront de la forme
Kg"escos(a + by),

o étant Pare du mouvement moyen et a, b, ¢, m, n, K des coeflicients
constants quelconques; or il est clair, par ce qu’'on a vu ci-dessus, que
toute séric qui naitra de cette formule ou de la somme de plusieurs for-
mules semblables, en donnant successivement & ¢ des valeurs qui aug-
mentent en progression arithmétique, sera toujours récurrente.

Done, si Pon a une suite d’observations d’une planete quelconque,
faites & des intervalles de temps égaux, on est en droit de regarder lcs
résullats de ces observations comme formant une suite réeurrente d’un
ordre quelconque, et toute la difficulté se réduira & trouver la loi de la
série; c’est 'objet du Probleme suivant.
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PROPOSITION 1I.

PROBLEME.

10. Etant donnée une suite de termes dont les valeurs soient connues,
trouyer si cette suite est recurrente, et déterminer dans ce cas la forme

generale de ses termes.

Soient les termes donnés et connus
T, T, T, T,
on en formera la série
T+T2+T2+T"22+TV2 +...,

que je supposerai égale & s, pour abréger; etiln’y aura qu’a chercher si
cette série peut résulter du développement d’une fonction rationnelle
quelconque, ou la plus haute puissance de o dans le numérateur soit
moindre que dans le dénominateur.

Supposons d’abord que la séric proposée soit récurrente du premier
ordre; on aura, dans ce cas,

/

a

$ T ——————
a+ bz

done

I a+ bx
-=— = p + ¢z,

s a

d’our il s’ensuit que, si 'on divise 'unité par le polynome s, en ordon-
nant dans Popération les termes suivant les puissances de «, on trouvera
nécessairement un quotient fini de deux termes p + ga.

Supposons ensuite que la série proposée soit récurrente du second
ordre; on aura, dans ce cas,

a+ba
§—————
a+bx + cx*
donce
1 _a+br+cx?,
s d+bz
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qu’on divise le numérateur trindme a + bx + cx? par le dénominateur
binéme a’ 4- &', on aura un quotient bindme p + g et un reste a”’x?*;
done

L p gz + 28
s P74 a+bz’

d’ou je conclus d’abord que, si I'on divise 'unité par le polyndme s, et
qu'on pousse la division jusqu’a ce que I'on ait dans le quotient deux
termes tels que p + ga, ce qui ne demande que deux opérations, on
aura un reste qui sera nécessairement divisible par z* et que je repré-
senterai par s’ 2?, s’ étant une nouvelle série de la forme

V4+ Va4V Vigs 4, ...

Donc

! pn2 "

! +qx + +qx + az
- = —_ = x —— |
s P14 s P+4q a+bz’

par conséquent
’ Y

s a

s d+bzx’
et de la

a+bx

s __I+I
T e P

I

Donc, si I’on divise le polyndme s par le polyndme s', on aura nécessai-
rement un quotient fini de deux termes tels que p'+ ¢'x.

Supposons que la série proposée soit récurrente du troisieme ordre,

on aura alors
s— 9+ bx+cx*
T a+bx+cxt+ dz’

donce ‘
it a+br+cr'+da
s a+brx+ca

qu’on divise le numérateur de cette fraction par son dénominateur, on

aura un quotient de la forme p + g« et un reste de la forme a”2* + b"2*;
done




D’APRES LES OBSERVATIONS. 527

De la il s’ensuit aussi que, si I'on divise 'unité par le polynéme s, et
qu’on continue la division jusqu’a ce qu'on ait dans le quotient deux
termes tels que p + ga, le reste sera tout divisible par #? et pourra étre
représenté par s'x*, s’ étant une série de la forme

V4 Vae4+ Va4 Vi 4. ..,

On aura donc

[ s x? a’x' + b" x?
=P+ T+ —— =P+ T+ —— e
s P14 s P49 a+0x+ca?

done

=

s d+bx+
A
et de la
s d+b0x+ca
e e

Or, en divisant le numérateur de cette fraction par le dénominateur, il
est clair qu’on aura un reste de la forme a"2?, en sorte que

alll xg

s
v TrT

; =p +q¢xr+
Done, si I'on divise le polynome s par le polyndéme s', et qu'on pousse
la division jusqu’a ce qu’on ait dans le quotient deux termes tels que
P + q'x, le reste sera nécessairement divisible par 2* et pourra étre re-
présenté par s”x*, s” étant une nouvelle série de la forme

X+Xz+ X2+ X"2+....

Ainsi on aura

",
" xz a 2

2
u f—:p’+(1’x+—;,——=p’+q’x+

SI a// + b01.7

d’otr .
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et de la

:
;; = gi-_-%,b—/“z =p"+q"x.

D’our il s’ensuit qu’en divisant le polynome s’ par le polynome s”, on aura

nécessairement un quotient fini, tel que p”"+ ¢".

Si la série proposée était récurrente d’un ordre quelconque supérieur,
on y pourrait faire des raisonnements et des opérations semblables. De
la je conclus, en général, que, pour reconnaitre si la série proposée s
estrécurrente d’un ordre quelconque, il n’y a qu’a diviser d’abord P'unité
par s jusqu’a ce qu’on ait dans le quotient deux termes tels que p + g,
et, dénotant le reste par 5’22, on divisera ensuite s par s’ jusqu’a ce que
'on ait aussi dans le quotient deux termes comme p’' + ¢'x; dénotant
de méme le reste par s”a?, on divisera encore s” par s” jusqu’a ce que 'on
ait dans le quotient deux termes comme p” + ga”; et ainsi de suite. Si
la séric s est véritablement récurrente d’un ordve quelconque », 'opé-
ration se terminera néeessairement i la n™™€ division; en sorte que le
reste s a? sera nul; sinon I'opération ira & U'infini.

Lors done qu’on sera parvenu a une division qui ne laissera aucun
reste, on scra d’abord assuré que la série proposée est récurrente d’un
ordre ¢gal au quantieme de cette division; ct, de plus, les quotients
trouveés donneront la fraction méme d’ou la série tire son origine.

Car on a les équations suivantes

I p2

- =p+gr +—:
§ , , s x?
;;:p +qx+ ’ D
! v

— " n sz
Pl Al Bt
"
$ !VxT
's_’”_Plll+qI”x+_T_,
Ceeeaean iy
§(7—2)

:'l)(""‘) -+ q("—')x;

S("—l)
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d’on
X
§ = s’ [
p+ qxr + Y x?
s . 1
s, , s” 2’
s’ 1
P PLE
p+q'x+ 7 x?
e R
s(n—1) I
st=1) T pln=1) 4 qm—nx'
Done
_ 1]
$§= —— p
p+qr+ =
pq e+ - ;
x
P/I+ qllx +

p'+q"x +. ‘ -

s p(""') -+ q("-‘)g'.

Ainsi il n’y aura plus qu’a réduire cette fraction continue en une frac-
tion ordinaire, qui sera par conséquent la fraction cherchée; et il est
clair que cette fraction aura pour numérateur un polynome du degré
n —1, et pour dénominateur un polynome du degré n, dont les coef-
ficients donneront I’échelle de relation de la série.

Ayant trouvé ainsi la fraction génératrice de la série, on en déduira
aisément I'expression du terme général de la série par les méthodes
connues.

COROLLAIRE.

11. Pour faire avec facilité la réduction dont il s’agit, il n’y aura qu'a
considérer la suite des quotients '

P+ 4z, P’ -+ q’x,. “ey p("’—l) + g~ Dz,
VI. 6;
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et les disposer a rebours, de cette manigre
p("-‘) -+ q(ﬂ- ')x, p(’l—ﬂ) ~+ q("-i)x, P("—') + q(ﬂ—S)x, vy pHgE;
ensuite on formera par leur moyen les quantités suivantes
E =1,
sl — P(n—l) -+ q(n—l)x’
f=(pn 4 g ) E 4 2,
B = (pm=9) + g3 x| £+ a7E

Erves (pin=d) 4 gln—) ) E¥ 4 x’E,.”,

g(n): (p -+ qx)'a(n—l) -+ xlE(n—:’},

(n=) S fets g
et Ton aura * pour la fraction génératrice de la série récurrente.

g(u)

Exempre [.

12. Etant proposée la suite des nombres
1, 2, 3, 3, 7, 5, 15, 9, 31, 17, 63, 33, 127, 65,...,

dont on ignore la loi, on demande si cette suite est récurrente, et quelle est,

dans ce cas, l'expression de son terme genéral.

Ayant formé la série

s=i1422+ 327+ Jx'+ q2' + 52t +152° + g’

+ 312 +192° + 632" + 332" + 1292t 4 652 4. . .,

on divisera, par la méthode ordinaire, I'unité par cette série, et I'on
trouvera le quotient 1 — 22 et le reste x*+ 3a° — x* +..., qui est,
comme I’on voit, teut divisible par #*; on divisera donc ce reste par z?,

et 'on aura la nouvelle série
S=1+3x— 2+ 92’ — 52' + 212° — 132°

+ 452" — 292 +932* — 61" + 182" + ...,
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par laquelle il faudra maintenant diviser la série s; la division faite, on
aura le quotient 1 — @ et le reste 7a* — 7a* + 212* +..., lequel, étant
divisé par x?, donnera la série

S'=9—qx+218— 212+ f9gx'— f9r* +1052° — 10527 + 2172 — 217 2° +...;

on continuera donc 'opération en divisant 'avant-derniére série par s”,

bfx

. I . . .
et Pon trouvera le quotient 5 53 comme ensuite il ne reste rien, ce

sera une marque que Popération est terminée, et que la suite proposée
est effectivement récurrente du troisieme ordre.

Pour en trouver maintenant la fraction génératrice, on considérera
les trois quotlients qu’on vient de trouver, et on les rangera ainsi par

ordre, en commengant du dernier,

1
-t =y I—x, 1—2Z;

7

ensuite on en formera les quantités &, €, £”,... de cette maniere

E=r1,
1 4z
t— 4 X2
=ity
E=(i— o)y +op= 23T,
— _— 3
(i) +wrpm EET 2O

7

et la fraction génératrice de la série s sera g sav oir

1+ 32+ 32
1+x — 22— 22"’

d’ou1 I'on voit d’abord que I'échelle de relation est

— I, +.2, “+ 2,
67.



532 FORMATION DES TABLES DES PLANETES

en sorte que, si ¢, ¢, ¢, ¢” sont quatre termes consécutifs quelconques
de la série proposée, on aura

"= — "+ 21 + 2.

Pour trouver maintenant I'expression du terme général, on cherchera
d’abord les facteurs du quadrinome

1+ 2 — 22— 223,

lesquels sont
14z, 1+zxy2, 1—ax\2,

et 'on décomposera ensuite la fraction

1+ 3x + 32° _

(1+2)(14+2y2) (1—2y3)

en ces trois-ci
Yo
I— — l+
1 242 22
- + oy + _—
I+ y4zf2 1—ay2

d’ou I'on tirera sur-le-champ le terme général
[— H(—1)"+ (:-— —L;) (— Va2 )"+ (l,+ ——'=> (\/5)"’] zm.
2y/2 2y/2

RemarqQue I.

13. Dans P’analyse du Prebleme précédent, nous avons observé que
les restes des différentes divisions devaient étre nécessairement divisibles
par 2%, ce qui suit de la nature méme de la division, et nous avons pres-
crit de diviser chacun de ces restes par x* pour avoir les polynomes s’,
s”y..., qui doivent servir de diviseurs a leur tour. Or il peut arriver que
quelqu’un de ces restes soit divisible par une puissance de x plus haute
que le carré, auquel cas, apres la division par ?, on aura un polynome
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dont le premier terme contiendra encore «; en sorte que dans la division
suivante il viendra des puissances négatives de x au quotient, ce qui
pourrait causer quelque embarras; mais il sera aisé¢ de U'éviter en divi-
sant le reste dont il s’agit par la plus haute puissance de x dont il est
divisible, et mettant ensuite cette puissance a la place de 2? dans les for-
mules du n° 2.
En général, soient
rlxt U L
L e A L T

A S A Al ST

pla—t) po -+ t(n«»~l)xd‘+l+ ceey

les restes provenant de la premiere, de la deuxieme, de la troisieme,...,
de la (n — 1)%me division; on divisera d’abord, pour plus de facilité, cha-
cun de ces restes par les premiers termes

m

r'zr, r'zt, "a,..., reeOge,
pour avoir des polynomes dont les premicrs termes soient I'unité, et, ces
polynomes étant nommeés
DR N
on continuera 'opération comme on I’a enseigné dans le n° 10.

De cetlc maniere, on trouvera la série s exprimée par la fraction
continue

p// + q”x —+ rz
T A
p +q .Z'+ rin—1) g°

P gz’

et, pour la réduire & une fraction ordinaire, on cherchera les valeurs



534 FORMATION DES TABLES DES PLANETES

des quantités £, &, £”,..., & de la maniére suivante

E =1,

E o= p=t 4 g,

E = (poD) + =D 2)E + rin 2,
B = (P9 4 g ) ' ) e

El': (p(n—‘) -+ q(u—l)x)glll_*_ ’,(n._:;‘)xwzu,

E(n)_—_— (p -+ qx)E(n—l) + '.kaz(n_;);

(a=1)
ensuite de quoi on aura Eg pour la fraction génératrice de la série,

out il est bon de remarquer que le polynome £” sera du degreé
n+(c—2)+(p—2)+(m—2)+...+ (2 —2),

en sorte que Uordre de la série récurrente sera aussi marqué par ce
méme nombre.
Exempre 1.
14. Soit proposée la série des nombres

1, 1, I, 2, 4, 6, 7, 7, 7, 8, 10, 12, 13, 13, 13, 14, 16,...,

dont la lot est assez claire; on demande si cette série est du genre des re-
currentes, et quelle doit étre, en ce cas, I’ expression de son terme géneral.

On formera pour cela la série
S=I+Z 4+ 2+ 228+ 42+ 62 + 2 + 72+ q2* + 82 +. ..,
et 'on divisera d’abord 1 pars, ce qui donnera le quotient 1 — x et le
reste
— =3 — 2 — 2k — 2 — 22" — 22" — TV A — 2 —
qu’on divise ce reste par le premier terme — x*, et 'on aura le polynome

Sl 2T 4+ 224 Dkt + 2227+ 220+ 2k X+,
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par lequel on divisera maintenant le polynome s, ce qui donnera le quo-
tient 1 — x et le reste

'+ 32+ 52+ 62462+ 627+ 20+ 920+ 11 20+ 122 122+ 122+

on divisera donc ce reste par le premier terme x? pour avoir le po-
lynéme

'=1432 4+ 524+ 62+ 61 + 62+ 20+ g2’ + 112t + 1320 122" + . .,

et ensuite on divisera le polynome s' par le dernier polynome s”, ce qui
donnera le quotient 1 — 2 ¢t un reste nul; d’ott 'on conclura d’abord
que la séric proposée est eflectivement récurrente.

Pour en trouver maintenant la fraction génératrice, il n’y aura qu'a .
considérer les quotients 1 — @, 1 — @, 1 — @, et les premiers termes des
restes — x*, x?; et, prenant tant les uns que les autres i rebours, on en

formera les quantités suivantes

T
P =1z,
=1 —2)tf — 2t =1— 22 + 227,

= (1 —z)f'— =1 3x + f2'— 32° + 2!,

"

dont les deux dernieres donneront la fraction cherchée %;, savoir

1—ax + 228
1— 32 + fa*— 323 + 2

D’ouI’on voit que la série proposée est récurrente du quatrieme ordre,
ayant pour échelle de relation les coefficients 3, — 4, 3, — 1. Or, comme

le dénominateur
1— 3z + 42— 32°+ z*

se résout dans les facteurs

(1—x), 1—x+ 2
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et que ce dernier se résout encore dans ces deux facteurs imaginaires
1 — 3 — 3
1——<—+\/ >x, 1-—( —-" 3>x,
2 2

!
2 2
t — (cos60° + y—1sin60®)z, 1— (cos60® — /1 sinbo°)z,

ou bien

ou, ce qui revient au méme,
1— V=g, [ =i
on pourra décomposer la fraction génératrice en ces quatre-ci

K K, L M

- -+ -+ — ==
I—2 (1= eV, | 60V,

et 'on trouvera

K=—1, K =1,
60°. V1 __ 30°.V T __ , -30°.V/ 21
L—_° .. NN e
eV __ g0 VI VT _ bV
) — 30°. V1
— "V ¢ 1! — ¢ ,
e V-1 e—30 V= 2 COs 30°
et de méme
B e—su'.\/:.
T 2cos30°’

de Ia on trouvera le terme général
[K + (m 4+ 1)K, + Lem @ V=1 4 Me-m V= | gn

¢’est-a-dire, en substituant les valeurs des coefficients K, K,, L, M et
réduisant,

[ cos(30° + m.60°)J
m -+ x”,
cos 30°
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Remarque II.

15. Au reste il serait peut-étre encore plus simple et plus commode
d’employer dans le calcul les restes tels qu’ils se trouvent, sans les di-
viser par leurs premiers termes, comme nous Pavons dit ci-dessus; il
est vrai que, de cette maniere, les quotients renfermeront nécessaire-
ment des puissances négatives de a; mais il n’y aura alors qu’a faire
(=)

gm" en

disparaitre les puissances négatives de la fraction génératrice

multipliant le haut et le bas par la plus haute puissance négative qui s’y
trouvera.

Ainsi I'on peut réduire la solution du Probleme précédent i cette regl:
fort simple :

Divisez l'unité par la série proposée s, et continuez la division jusqu’a ce
qu'il y ait dans le quotient deux termes qui renferment deux puissances
consécutives de x, comme px* + qu**'; divises ensuite la série s par le reste
de cette division, et avec les mémes conditions; divisez, apres cela, le second
reste par le premier, et continuez ainst en divisant le nouveau reste par le
précédent, de maniére qu'ily ait toujours dans chaque quotient deux termes
de la forme précédente ; si la serie s est récurrente, on parviendra nécessai-

rement ¢ une division exacte; et alors, nommant
Pxx -+ qx“", p’x*‘ —+ q/xy.-q.), Puxv + qn .v+|’_ . P(u-—n)xa + q(n~-|)xu+|
les quotients trouves dans les n divisions, on aura

§ =

A A1
px +q.1 -+ ;

pat+q art +

prE4q T+ .

-+ p(""')x’ -+ q(n——l)xn—l '
VI. 68
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Donc, faisant.
£ =,
E= p(rz° + g—Va+,
£ = (Pt zt 4 gD g+ ¥ 4 £,
= (P("—a) z" + q(n_'” 2™+ ) g+ 2’9
.......................... o
En= (pa* + g2+ )= + £,
on aura ()
-
o= ég(_")_.

Exemere .

16. Pour confirmer laregle précédente par un Exemple, soit proposée
Ia série

1, 4, 10, 19, 31, 46, 64, 85, 109, 136, 166, 199,.. .,
on en formera la série

¢ =1+ {2 + 102" + 192" + 312t -+ 607 + 642° + 8527 + 1092® +1362%+ 166 .0'°+. . .,

et 'on fera "opération suivante, qui est analogue a celle qui sert i trou-
ver le plus grand commun diviseur de deux quantités. Divisant d’abord
1 pars, on trouvera le quotient 1 — 4, et le reste

§ =627+ 212+ 452 + 782 +1202° +1712" + 2312° + 3002° +. . ..
.« . . . 1 I
Divisant ensuite s par s, on a le quotient =— + ——; et le reste
62 122

"

32 ga®  gx* 1S5zt 452° 6327 ‘
— -+ : +‘—;- -+ -+ + 2120+ 29274 ..

4 4 2 4 4
continuant ainsi a diviser s’ par s”, on aura le quotient 8 + 4, et comme
il ne reste rien de cette division, I'opération sera terminée; en sorte qu’on

sera assuré que la série proposée est véritablement récurrente.
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Or, puisque les quotients trouvés sont

1 1
1— 4z, Rt 8 + 4z,

122
on fera
E =,
E'=8+41‘,
S SR N NS S SN
-E'_<6x’+12x>g+£ﬁﬁ+3x+§’
. L 1 4 4 41‘
gﬂ "."1

et 'on aura ;> c’est-a-dire, en multipliant le haut et le bas par T

T&W,

1+ x + &t
9
1— 32 + 32 — 2!

pour la fraction génératrice de la série proposée. On voil par la que,
comme le dénominateur de cette fraction est le cube de 1 — x, la série
ne peut étre autre chose qu’une série algébrique du second ordre; cest
aussi ce que 'on aurait pu reconnaitre d’abord, puisque les différences
secondes sont constdntes.

Remarque HI.

E(n-—l)

17. Quoique, généralement parlant, dans la fraction génératrice RO

le dénominateur doive étre un polynome d’un degré plus grand que
celui du numérateur, cependant il peut arriver que quelques-unes des
plus hautes puissances de x s’év‘anoui.ssent dans le dénominateur, en
sorte qu’il se trouve abaissé par la & un degré égal ou moindre que celui
du numérateur; dans ce cas, la série récurrente qui en résultera sera
aussi d’'un ordre moindre qu’elle n’aurait da étre; mais elle contiendra
au commencement un certain nombre de termes irréguliers, apres les-

quels seulement elle commencera a étre véritablement récurrente. Ainsi
68.
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notre régle sert également, soit que la série soit récurrente dés son com-
mencement, ou qu’elle contienne d’abord quelques termes irréguliers.
Eclaircissons ceci par un Exemple.

Exempre V.
18. Sout proposée la serie
1, 1, 3, 7, 18, 47, 123, 322, 843, 2207, 5778,.. ;
on en formera d’abord celle-ci
S=1+4 2+ 327+ 72+ 182" + 47x° + 1232° + 32207+ 8432° +. . .,

et Uon procédera comme dans I’'Exemple précédent. Divisant donc

1 par s, on a le quotient 1 — z, et le reste

§=—2x'— {2 — 112" — 292" — 762* —1992" — 212 —. . ;

.. . , . I ‘1
divisant ensuite s par s', on a le quotient — — + —» et le reste
22! 4 2%

divisant encore s par s”, on trouve le quotient 4 — 8z, et le reste

= —5z' —15x*— foxt— 1052 —. . ;

» o . , " . I I . .
enfin, divisant s” par s”, on a le quotient — + —— et il ne reste rien;
I0x 1ox

d’ou il s’ensuit que la série proposée est nécessairement récurrente.
Ayant donc trouvé les quatre quotients
L]
1 I 1 1

1— %, — —— 4 — —8z, — + —>
’ 22 o2x -4 ’ rox* 102
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on en formera les quantités suivantes
. L

£ =1,

El:lolx* Yol_x
;f'=<4—8x>a'+a=5—”;,—5—25+§,
A A
= (= ) B = g —

dont les deux derniéres donnent la fraction génératrice

g 1—2x + 2 — 28
YT =3z 42

or, comme x est élevé 4 une puissance plus haute dans le numérateur
que dans le dénominateur, il s’ensuit qu’en divisant celui-1a par celui-ci,
jusqu’a ce qu’on arrive & un reste ou 'exposant de « soit moindre que a,
qui est le plus grand exposant du dénominateur, la fraction se réduira a

” 3—nx
xr—2 4+ ——t
1— 3z + z*’

d’ol1 I'on voit que la série s n’est autre chose qu'une suite récurrente
- provenant de la fraction

3—nx
1— 32 + 2

a laquelle on a ajouté au commencement les deux termes arbitraires
—2, —x;
de sorte qu'en retranchant ces deux termes de Ia série s on aura celle-ci

3422+ 32+ g2 +182'+. .,
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qui sera récurrente des le commencement; ou bien on pourra diviser le
numérateur
1—2x + 2 — 2*

par le dénominateur
' 1— 3x + 2%,

en commengant par le terme 1, et, continuant la division jusqu’a ce
que Pon arrive & un reste qui renferme un nombre de termes moindre
d’une unité que le diviseur, on aura ainsi le quotient 1 + x et le reste
3x* — 22°; en sorte que la fraction deviendra

3 —ax
1+ 2+
1—3z + 2!
d’ou il est facile de conclure qu’en retranchant de la série s les deux
premiers termes 1 + x, et divisant les autres par ?, on aura une série
récurrente réguliere, dont la fraction génératrice sera

Remarque IV.

19. La solution du Probleme précédent n’est, comme 'on voit,
qu’une simple application de la Théor<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>