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tielles des élémens du mouvement elliptique, qui font disparoitre ces

LOIIIICS: v o o « o o o o o o o o o o o s o s o s o o s oo ¢ «m%AH3

Si Uon n’a égard qu’a la premiere puissance de la force perturbatrice, les
moyens mouvemens des planétes sont uniformes, et les grands axes de
lears orhites, Sont cONSIaNS. « o o o o o o o0 o oo o0 oo oo N%O%

Développement des équations différentielles relatives aux excentricilés et
& la position des périhélies, dans un systéme quelconque d’orbites pea
excenlriques et peu inclindes entr’elles. « « o v o v o o o v o 1% 55

Intégration de ces équalions, et détermination par les observations, des
arbitraives de leursintggrales, « o v v o v v o v oo v v e b n°. 56

Le systéme des orhes des planétes et des satellites, ‘est stable relativement
aux excenlricités, c'esl-a-dire que ces excentricilés restent toujours
fort petites, ctle systéme ne fait qu’osciller autour d'an état moyen
Qellipticitt, dont il s'égarle petly o v o o o o v o 0 o o0 o oy 0% 07
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Expressions différentielles des variations séculaires de l'excentricilé et de
la position du périhélie. « v v v v v v w v v e e uu e e o .. %58
Intégration des équations différentielles relatives aux noeuds et aux incli-
naisons des orhites. Dans le mouvement d’un systéme d’orbites trés-
peu inclinées entr’elles , leurs inclinaisons mutuelles restent toujours
AES-PELILES. o o o o o o ¢ o o v s ot v 0 v e u e w0 e oo NoBg
Expressions différentielles des variations séculaires des noeuds et des incli~
naisons des orbiles; 1° par rapport & un plan fixe; 2° par rapport &
Porbite mobile d’un des corps dusystéme, . . . ... . .. . . n%6o0
Relations générales entre les élémens elliptiques d’un systéme d’ovbites,
quelles que soient leurs excentricités, el leurs inclinaisons respec-
L A 131
Recherche du plan invariable ou sur lequel la somme des masses des corps
du systéme , multipliées respectivement par les projections des aires
décerites par leurs rayons vecteurs, dans un tewps donné, est un
maximum. Détermination du mouvement de deux orbites inclindes
P'une & lautre, d’un angle quelconque. + + v v v v v v o v v . 1% 62

CHAP. VIII. Seconde méthode d’approximation des mouyemens

COlOSEES. v v v v e e e e e e e e e i e e e DaL

Cette méthode est fondée sur les variations que les ¢lémens dumouvement
supposé elliptique, éprouvent en vertu des inégalités périodiques et sécu-
laires. Méthode générale pour déterminer ces variations. Les équations
finies du mouvement elliptique, ct leurs premicres différentielles, sont
les mémes dans lellipse variable, que dans T'ellipse invariable. n°. 63

Expressions des élémens du mouvement elliptique, danslorbite troublée,
quelles que soient son excentricilé el son inclinaison au plan des orbites
des masses perturbatrices. « o v v v o 00 0 e e oo 0o .n®% 65

Développement de ces expressions, dans le cas des orbites peu excen-
triques el peu inclinées les unes aux autres. En considérant d’abord les
moyens mouvemens et les grands axes 3 on prouve que si 'on néglige
les quarrés et les produits des forces perturbatrices, ces deux élémens
ne sont assujétis qu’a des inégalités périodiques, dépendantes de la
configuration des corps du systéme, Si les moyens mouvemens de deux
planétes approchent beaucoup d’étre commensurables entr’eux ; il peut
en résulter dans leur longitude moyenne, deux inégalités trés-seu-
sibles , affectées de signes contraires, et réciproques aux produails des

.masses des corps, par les racines quarrées des grands axes de leurs
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orbites. C'est & de semblables inégalités que sont diis 'accélération
du monvement de Jupiter et le ralentissement de celui de Salurne.
Expressions de ces inégalités, et de celles que le méme rapport des
moyens mouvemeuns , peut rendre scusibles dans les termes dépendans
de la seconde puissance des masses perturbatrices. .« . . . . . n’ 65

Examen du cas ot les inégalités les plus sensibles du moyen mouvement,
ne se rencontrent que pavmi les termes de ordre du quarré des masses
perturhatrices. Celte circonstance trés-remarquable a lieu dans le sys-
téme des satellites de Jupiter, et 'on en déduit ces deux théorémes:

Le moyen mouvement du premier satellite , moins trois fois celui du
second , plus deux fois celui dutroisieme , est exactement et constarmment
égal d zéro.

La longitude moyenne du premier satellite , moins trois fois celle du
second , plus deux fois celle du troisicine , est constamment égale @ deux
angles droits.

Ces théorémes subsistent malgré Paltération que les moyens mouvemens
des satellites peuvenl recevoir, soit par une cause semblable a celle qui
altére le moyen mouvement de Ja lune, soit par la résistance d’un
milien trés-rare. Ces théorémes donnent naissance i une inégalité
arbitraire qui nc différe pour chacun des trois satellites que par son
coeflicient , et qui par les observaltions, est insensible. . . . . . n°. 66

Equations différentielles qui déterminent les variations des excentricilés
et des périhélies. . . . . ..o o et oo o0 o 0% 67

Développement de ces ¢quations, Les valeurs de ces élémens sont formées
de deux parties, I'une dépendante de la configuration mutuelle des
corps du sysléme, et qui conlient les variations périodiques ; I'autre
indépendante de cetle configuration, et qui renferme les varialions
séculaires. Cette seconde partie est donnée par les mémes équations
différentielles que 'on a considérées précédemment. « « . . . n° 68

Moyen trés-simple d’obtenir les variations qui résultent du rapport
presque commensurable des moyens mouvemens, dans les excentri—
cités et les périhélies des orbites : elles sont liées & celles du moyen
mouvement, qui y correspondent. Llles peuvent produire dans les
expressions séculaires des excentricités et de la longitude des périhé-
lies , des termes scnsibles dépendang des quarrés et des produits dcs
forces perturbatrices. Détermination de ces termes. . . . . . n° 69

Des varialions des neeuds et des inclinaisons des orbites. Equations qui
déterminent leurs valeurs périodiques el séculaires. « . . . . n°% 7o

Moyen facile d’obtenir les inégalités qui résultent dans ces élémens, du

rapport



DE LA PREMIERE PARTIE. xvij
rapport presque commensurable des moyens mouvemens: elles sont
lides aux inégalités analogues du moyen mouvement. . . . . n° 71

Recherche de la variation qu’éprouve la longitude de I’époque. C’est do
cette variation, que dépend I’équation séculaire de la lune. . n° g2
Réflexions sur les avantages que la méthode précédente fondée sur la
variation des paramétres des orbites, présente dans plusieurs circons-
tances : moyen d’en conclure les variations de la longitude, de la lati-
tude etdurayon vecteur. « « « o v e « v e v v e v v . o4 1%}

TOME SECOND:.
LIVRE IIL

De la figure des corps célestes. . .. . . .. .. . .page1

CHAP. L. Des attractions des sphéroides homogénes termincs
par des surfaces du second ordre. . . . . ... ... .....3

Méthode générale pour transformer une différentielle triple, dans une
autrerelative 4 trois nouvelles variables: application de celte méthode
aux altractions des sphiéroides. . . . . . . . . ... ... .. .n%1

Formules des attractions des sphéroides homogenes terminés par des
surfaces du second ordre. « v « v o v et o o v v i e .. an%2

Des attractions de ces sphéroides, lorsque le point attiré est placé dans
leur intérieur ou i leur surface : véduction de ces attractions, aux qua-
dratures qui, lorsque le sphéroide est de révolulion, se changent en
expressions finies. Un point silué au-dedans d’une couche elliptique
dont les surfaces intérieure et extérieurc sont semblables ct sembla-
blement situces, est également attiré de toutes parts. . . . . n°% 3

Des attractions d’un sphéroide elliptique, sur un point extérieur:
équation remarquable aux différences partielles, qui a lieu entre ces
attractions. Si l’on fail. passer par le point attiré, un second ellipsoide
qui ait le méme centre , la méme position des axes et les mémes
exdentricités que le premier les attractions des deux ellipsoides seront
dans le rapport de leurs masses. . . . . . ... ... 0% 4%,5¢€et6

Réduction des attractions du sphéroide, aux quadratures qui se chan-
gent cn expressions finies, lorsque le sphéroide est de révolution. . n°. 7

MEcAaN. clin. Tome 1. c
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CHAP. 11. Développement en séries, des attractions des sphé-
roides quelconques. . . . ... i i i e i e e e e 2D

Diverses transformations de équation aux différences partielles, des
altractions des sphéroides. « v v v v v v v v v v v v v o v v %3
Développement de ces atlractions, en séries ordonnées par rapport anx
puissances de la distance du centre des sphéroides, an poinl attivé. n®. g
Application aux sphéroides trés- peu différens de la sphére : équation
singuli¢re qui a licu entre leurs atlraclions & la surface. . . . n°10
Rapport trés-simple qui en résulte, entre Pexpression en série, de leur
allraction sur un point exlérieur, et leur rayon développé dans une
snite de fonctions d’un genre particulier, dounées par la nature méme
des allractions, et qui sont du plus grand usage dans la théorie de la
figare et des mouvemens des sphéroides, et dans celle des oscillations
des fluides qui les recouvrenle o o o v v v v v o v o v v o . 0% 1L
Théoréme général sur Pintégration définie des différentielles doubles qui
sont le produit de deax de ces [onctions 3 simplification des expres-
sions du rayon du sphéroide et de son attraction, lorsque l'on fixe
T'origine du rayon, au cenlre de gravité du sphéroide. . . . . n° 12
Des atteactions des sphéroides sur un point placé dans lear intéricur,
¢t d’une couche, sur un point situé au-dedans. Conditions pour que
le point soit également attiré de toutes parts. « o« o o o . . . 1% 13
Des attractions des sphéroides trés-peu différens de la sphére, et formeés
de couches variables suivant des loix quelconques. « . . . . . n°%14
Uxtension des recherches précédentes, aux sphéroides quclconques ;
réduction de leurs attractions, en séries d’une forme {rés - simple
solution nouvelle qui en résulte, du problétme des altractions des
sphéroides elliptiques. « « v v v o v oo v oo oo n™ab, 16t 17

CHAP. 1LL De la figure d’une masse fluide homogcne en équi-
libre, ot douée d’un mouvement de rotation. ... ..... 5o

/

Bquation généraie de sa surface dans Pétat d’¢quilibre : ellipsoide satis-
fait & celle ¢quation. Détermination de cet ellipsoide. Les pesantenrs
an pole et & Péquateur sont dans le rapport du diametre de I'équaleur
a axe des poles. Deux figures elliptiques et non davantage . saMefont
a4 un mouvement angulaire de rotation, donné; et relativement a la
terre supposée homogene , le diamétre de Péquateur est a I'axe des
poles, comme 680,49 est & I'onité, dans 'ellipsoide le plus applati; et
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comme 231,7 est & 230,7 , dans D'ellipsoide le moins applati. Une
masse fluide homogene ne peut étre en équilibre avec une figure cllip-
tique, que dans le cas ot la durée de sa rotation surpasse le produit
de 01009, par la racine quarrde du rapport de la moyenne densité de
la terre,dcelledelamasse. « . . v v o o v ., .. 18,19t 20
8i la durée primitive de rotation est moindre que cette limites elle ang-
mente par applatissement de la masse fluides et quelles que soient les
forces primitivement imprimées , le fluide, en vertu de la ténacité de
ses parties, se fixe & lalongue, & une figure clliptique permanente, qui
est unique et déterminée par la nature de ces forces. L’axe de rolation
est celui qui passant par le centre de gravité, étoit  origine , 'axe du
plus grand moment des forces. « « ¢ o ¢« v o 4 v 0 p s 0o .o n’ 21

CHAP. IV. Delafigure d’un sphéroide trés-peu différent d’une
sphére , et recouvert d'une couche de fluide en équilibre, . . . 63

Lquation générale de 'équilibre.s ¢ « o v o a0 ¢ ¢ ¢ ¢ o s o o N% 22
Développement de cette équation , lorsque les forces dont le fluide est
animé, sont dues & la force centrifuge du mouvement de rotation,
aux attractions du fluide et du sphéroide, et & des attractions exté-
TIEUIES: « o o s o o o o o s s o s s e s s s aooseesoeassn’s 23
Lquation de I’équilibre, lorsque le sphéroide et le fluide sont homogeénes
et de méme densité. Expression du rayon du sphéroide et de la pesan-
teur, a la surface. 8’il n’y a point d’attractions étrangéres, cette surface
est clliptique, et Dellipticité est { du rapport de la force centrifuge a la
pesanteur : la diminution du rayon du sphéroide, de Péquateur aux
poles, est proportionnelle au quarré du sinus de la latitude, et si 'on
prend, pour unités, le rayon et la pesanteur aux poles; l'accroisse~
ment de la pesanteur est égale 4 la diminution du rayon. . n*. 24 et 25
Démonstration directe et indépendante des séries, que la figure elliptique
est alors la seule qui convient & Péquilibre. « ., , « v o o . . . n°% 26
Dans quelques cas, une masse flnide homogéne qui recouvre une sphére,
peut avoir une_infinité de figures différentes d’équilibre. Détermination
decesfigures. « « o ¢ o v s oo v e v v vt v e a. o n”27et28
Equation générale de I’équilibre des couches fluides de densités variables ,
qui reconvrent un sphéroide. . . . . ... ... ... 0% 29
Examen du cas ou le sphéroide est enti¢rement fluide. §%il n’y a point
d’attractions étrangéres , le sphéroide est alors un ellipsoide de révolu-
tion : les densités vont en diminuant , et les ellipticités vont en aug-~
c2
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mentant, du centre 4 la surface. Les limites de I'applatissement sont
% et ; du rapport de la force centrifuge 4 la pesanteur. Liquation de la
courhe dont les élémens sont dansla direction dela pesanteur, du centre
alasurface. « v o v v vt v i v et er e aeee..n’% Jo
Simplification de Pexpression des rayons d’un sphéroide recouvert d’un
fluide en équilibre, lorsque 'on fixe Porigine de ces rayons, au centre
de gravité de la masse entitre que I’on suppose tourner autour d’un de
8€5 AXES PrinCiPauXe e o o o o o e s s o0 v o soseeassn31etla
Rapports trés-simples de la pesanteur, de la longueur du pendule et des
degrés sur le sphéroide , 4 I'expression de son rayon. Moyen facile qui
en résulte, de vérifier par Pobservation, les hypothéses que ’on peut
imaginer sur les loix de la varialion des degrés et de la pesanteur.
L’hypothése de Bouguer, suivant laquelle la variation des degrés de
Péquateur aux pbles, est proportionnelle 4 la quatri¢me puissance du
sinus de la latitude, est incompatible avec les observations du pendule.
Raison pour laquelle les aberrations de la figure elliptique, sont beau-
coup plus sensibles dans les degrés du méridien, que dans les longueurs
dupendule. o oo v vt it i e e e e e e e .o 35
Lies couches du sphéroide étant supposées ellipliques; la figure du fluide
qui lerecouvre , est pareillement elliptique: les variations des rayons ter-
restres, des degrés du méridien et de la pesanteur,sontalors proportion~
nelles au quarré du sinus de la Jatitude : la variation totale de la pesan-
teur, de I'équatcur aux pdles, divisée par la pesanteur, est autant au-
dessus ou au-dessous de § du rapport de la force centrifuge a la pesan-
teur, & I'équateur, que Dellipticilé esl au-dessous ou au-dessus de la
méme quantités « « ¢ v v s b et e e o e e e e .. 1o 3k
Expressions de 'atlraction des sphéroides elliptiques, sur un poinl exté-
TIEUT: o o v v v v s v o v o e oot s seassssesssess n’ 35
De la loi de la pesanteur a la surface d’un sphéroide fluide homogene ,
Tattraction étant comme une puissance de la distance. . . . . . n° 36
Moyen d’avoir égard dans la recherche de la figure des sphéroides recoun-
verls d'un fluide en équilibre, aux termes dépendans du quarré et des
puissances supérieures dela foree centrifuge. On peut assurer que I'équi-
libre du fluide, est rigoureusement possible 3 quoique 1’on ne puisse en
assigner lafigure, que par des approximations successives. . . . n° 57

CHAP. V. Comparaison de la théorie précédente , avec les obser-
PALONS. « © v 4 v v v e v s s e s e e e, 109

Equations de la courbe des méridiens terrestres , et de celle que I'on trace
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par les opérations géodésiques. Expressions de la longitude, dela lati-
tude et de I'angle azimuthal , correspondans aux extrémités d’une ligne
géodésique tracée sur la terre, soit parallélement, soit perpendiculaire-
ment au plan du méridien céleste. Expression générale du rayon oscu-
lateur d’une ligne géodésique. Parmi toules les lignes géodésiques qui
partent ’'un méme point, il en existe deux perpendiculaires entr’elles,
et auxquelles correspondent le plus grand et le plus petit rayon oscula-
teur. Ces rayons étant donnés, ainsi que la position de ces lignes; il
est facile d’en conclure le rayon osculateur d’une ligne géodésique quel-
conque, passant par le méme point. On peut toujours concevoir un
ellipsoide osculateur, & un point quelconque de la surface de la terre:
moyen de le déterminer. . « « v v v v it vt e ... n%38

Méthodes pour déterminer la tigare clliptique dans laquellele plus grand
écart des degrés mesurés, est, abstraction faite du signe, le plus petit
quil est possible. « v« v v o v i i i e i e oo 39

M¢éthode pour déterminer la figure elliptique dans laquelle 1°. la somme
des erreurs des arcs mesurés, est nulles 2°. la somme des errears prises
toutes posilivement, est un munimum. .. . « v v v o « « .. 0% %0

Application de ces méthodes , aux degrés des méridiens, mesurésan Pérou,
au Cap de Bonne-Espérance, en Pensylvanie, en Italie, en France,
en Autriche et en Laponic. Dans I'hypothése elliptique, on ne peut
pas éviter une erreur de 189 métres , sur quelques-uns de ces degrés:
Pellipticité qui correspond & ce minimum d’erreur, est 5. La figure
elliptique dans laquelle la somme des erreurs des arcs mesurés, est
nulle, et la somme des erreurs prises positivement est un minimum ,
a pour ellipticité , ;7;. Cetle figure donne 336 métres d’erveur, dans le
degré mesuré en Pensylvanie. Résultats principaux des opérations
faites nouvellement en France , par Delambre et Mechain : il suffit
d'altérer de 4”,4 les latitudes observées, pour concilier ces mesures
avec une figure elliptique. L/ellipticité correspondante & ce minimum
d’erreur, esl ;75, et le degré du méridien, conpé également parle paral-
lele moyen, est de ggg84 métr=,8. Cet ellipsoide que I'on peut regarder
comme Dellipsoide osculateur de la France, satisfait encore & trés-peu
prés aux mesures faites en Angleterre, en Italie et dans 'Autriche, et
méme 4 celles de Pensylvanie et de Laponie. L’arc mesuré nouvelle-
ment en France, comparé i celui du Pérou, donne ;3; pour lellipticité
de la terre: longucur du métre, conclue de ces mesures. Quelle que
soit la figure de la terre, par cela seul que les degrés des méridicns
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diminuent des poles & I’équateur; les rayons terrestres augmentent, et
la terre cst applatic A ses pdles. « v v v o o v v o0 o0 ..o n% AL
Application des méthodes des n®. 39 et 40, & quinze observations de la
longucur du pendule 4 secondes. On peut concilier toutes ces observa-~
tions, avee unc figure elliptique, en n’y admetiant qu’une crreur de
dix-huit cent millitmes de cotte longueur: ellipticité de la figure cor-
respondanted ce minimum d’erveur, est ;17 Détermination de la figure
elliptique la plus vraisemblable que ces ohservations donnent & la terre:
Pellipticité de cette figure est ;7. Expression générale de la longueur
du pendule d secondes. « o v v 4 e v 4 h e et e e w e o 0% 42
De la figure de Jupiter: son applatissement observé est dans les limites que
lui assigne la théorie de la pesanteur. . . . . . .. . v .. .. 0%43

CHAP. VY. De la figure de Uanneau de Saturne. . . . .. 155

Lxpression généraledol’atiraction des anneaux, quelle quesoit leur figure
génératrice. Application au cas ol celle figure est une ellipse. . « n“ 4
Un anncau étant supposé fluide el homogene, ’équilibre peut subsister
avee unc figure génératrice elliplique: détermination de cette figure.
La durée de la rotation de I'anneau est la méme que celle de la vévolu~
tion d’un satellite qui circuleroil autour de la planéte, & une distance
égalea celle du centre dela figure génératrice: cette durée est d’environ
01,44 pour 'anneau intérieur de Saturne. . « « o o ¢ v o ¢, . 0% 45
Pour la stabilité de I’équilibre des anneaux, il est nécessaire qu’ils soient
des solides irréguliers dont le centre de gravité ne coincide point avee

leur centre de figure. « « « v ¢ v ¢ v o i e e s v e o0 .. 40

CHAP. VII. De la figure des atmospléres des corps célestes. 167

Equation générale de ccite figure, L’atmosphére solaire ne peut pas
s’étendre jusqu'd Porbe de Mercure: elle n’a pas la forme lenticulaire
que paroit avoir la lumiére zodiacale, et dans le cas de son plus grand
applatissement, Paxe du pole est & celui de I’équateur, dans le rapport
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Des oscillations de la mer et de Patmosphére. . . . . 171

CHAP. 1. Théorie du flux et du reflux de la mer. . . . . . ibid.

Equations différentielles du mouvement de la mer sollicitée par les forces
attractives du soleiletdela lune. « v v v . e v i oo o %L
Application de ces équations au cas ot la terre n'ayanl point de mou-~
vement de rotation, la profondeur de la mer est constante. Expression
générale de la hauteur de la mer et de ses mouvemens dans celte
hypothése. L’équilibre de la mer n’est alors stable, quen supposant
sa densité moindre que la moyenne densité de la terre. . . . . n°% 2
Aypplication des mémes équations, au cas on la terre ayant un mouve-
ment de rotation , sa profondeur est une fonction quelconque de la
latitude. Equation différentielle des oscillalions de la mer, dans celle
hypothese : il n’est pas nécessaire de l'inlégrer rigoureusement s il
suffit d’y satisfaire. I’action du soleil et de la lune donne licu & trois
especes différentes d’oscillations 5 dans la premicre, la période des
oscillations est indépendante du mouvement de rotation de la terre ;
dans la seconde , cette période est d’environ, un jours; et dans la
troisiéme, elle est & pea prés d’'un demi-jour. . . . . . . n®. 5 et 4
Examen des oscillations de la premiéve espéce , en supposant la terre un
ellipsoide de révolution. Détermination de ces oscillations, lorsque la
profondeur de la mer est & trés-peu prés constante. La partie de ces
oscillations, qui dépend du mouvement des neeuds de 1'orbe lunaire,
peut étre tres-considérable 5 mais ces grandes oscillations sont anéan-
ties par les résistances que la mer éprouve dans son mouvement. En
vertu de ces résistances, ces oscillalions sont 4 fort peun prés, les
mémes que si la mer se mettoit & chaque instanten équilibre sous astre
quilattire. « « v v v v v et e vt i i v oo™ bet6
Des oscillations de la seconde espéce. Déterminalion de ces oscillations,
lorsque la profondeur de la mer est & trés-pen prés constante.. . n°. g
Expression trés-simple des mémes oscillations, lorsque la terre est un
ellipsoide quelconque de révolution. La différence des deux marées
d’'un méme jour, dépend de ces oscillations. Cette différence est nulle,
lorsque la profondeur de la mer cst par~tout laméme.. . . . . . n~ 8
Des oscillations de la troisitme espéce. Déterminalion de ces oscillations,
lorsque la profondeur de la mer est & trés-pen-prés conslante. * u°. g
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Iixpression numérique de ces oscillations, et du flux et reflux de la mer,
dans diverscs supposilions sur sa profondeur supposée par-tout la
méme. En augmentant cette profondeur, les oscillations de la troisitme
espéce, approchent trés-rapidement d’¢tre les mémes que si la mer se
mettoitd chaque instanten équilibre sous’astre qui attire. n*s. 10 et 11

Détermination du flux et du reflux de la mer, dans cette derniére hypo-
these. Les deux marées d’un méme jour , seroient alors trés-différentes
a Brest, dans les grandes déclinaisons du soleil et de lalunes ce qui étant
contraire aux observations, rend Phypothése dont il s’agit, inadmis-

Y1) s (L &

CIIAP. 11. De la stabilité de Véquilibre des mers. . . . . . 204

Premier théoréme. Léquilibre de la mer est stable, si sa densité est
moindre que la densité moyennede la terre. + ... oo . . o m% 13
Deuxiéme théoréme. La terre élant supposée un solide de révolution,
I'équilibre de la mer n’est pas stable, si sa densilé égale ou surpasse la

moycnne densité de la terve. « o v v oo vt . 0o e oo n% 1

CHAP. I11. Declamaniére d’avoir égard dans la théorie du flux
et du reflux de la mer, aux diverses circonstances qui, dans
chaque port, influent sur lesmarées. . . . . . . ... ... 212

Tiquations de la hauteur et des mouvemens de la mer, quelle que soit la
loi de sa profondeur. Les oscillations de la seconde espéce , deviennent
nulles , lorsque la profondeur de la mer est constante : elles ne peuvent
devenir uunlles pour toule la terre, que dans cette hypothése. Aucune
loi de profondenr ne peut rendre nulles pour toute la terre, les oscil-
Tations de la troisiénie espéce.s « o o o v v v v v v s 0 v 0 v .. n®% 1)

Dec la théorie des oscillations de Ja mer, en ayant égard & toutes les cir-
couslances locales qui peuvent les modifier dans chaque port. Cette
théorie dépend des deux principes suivans :

L'état d'un systeme de corps, dans lequel les conditions primitives du
mouvement ont disparu. par les résistances qu'il éprouve , est pério-
dique , comme les forces qui l'animent.

Le mouvement total d'un systéme agité par de trés-petites forces, est la
somme des mouvemens partiels que chaque force lui eit imprimés ,
separément.

Expression de la hauteur de la mer , qui en résulte, dans le cas ot le soleil
et la lune sc meuvent uniformément dauns le plan de I’équateur. Les

circonslances
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circonstances locales peuvent rendre nulles dans un port, les oscilla~
tions de la troisicme espéce: elles peuvent faire encore que les deux
flux lunaire et solaire , ne soient pas proportionnels aux forces respec-
tives du soleil et de la lune j enfin, il peut arriver que les plus grandes
etles plus petites marées suivent d’un intervalle quelconque, les sysi-
gies ou les quadratures. Expression de la hauteur des mavées, qui
embrasse ces diflérenscas.. . v « o v oo v v ... . n% 16,1718
Expression des marées, en supposant variables, les mouvemens du soleil
et de la lune, et leurs distances a la terre. On peut alors réduire Vaction
de chacun de ces astres, & celle de plusieurs astres mits uniformément
dansle plandePéquateur. « o o v« v v v v v b v v v oy .. 1% 19
Expression générale des marées, dans le cas de la nature , o le soleil et
la lune se meuvent dans des orbites inclinées a I'’équateur, ce qui donne
lieu aux oscillations de la seconde espéce, « v v o o v o o o v . 0% 20

CHAP. IV. Comparaisor de la théorie précédente , aux observa—
BIOMS. '« v v v e i it i e e e e e . . 23D

Des hauteurs des marées vers les sysigies. La hauteur moyenne absolue
de la marée d’un jour , est la demi-somme des hauteurs des marées du
matin et du soir. La marée totale est excés de cette demi-somme, sur
la basse mer intermédiaire. Expression de la hautear moyenne absolue
de la marée d’un jour quelconque voisin de la sysigie. Expression de
la marée totaledu méme jour. v o ¢ o oy v v v e v e 0. . 0% 21

Développement de ces expressions, vers les équinoxes et vers les sols-
LICESse o o o o o o s s ote s o 0 o s s o s n'a s s o oo s e N% 22

Table I des hauleurs moyennes absolues el des marées tolales observées a
Brest pendant les années 1711, 1712, 1714, 1715 el 1716, un jour
avant la sysigie, le jour méme de la sysigie, et les qualre jours sui-
vans, dans vingt-quatre sysigics vers les ¢quinoxes, douze sysigies vers
les solstices d’été, et douze sysigies vers les solstices d’hiver, . . n°, 23

Expressions qui résultent de linterpolation de ces hauteurs, dans I'en-

"~ semble de toules les sysigies. Détermination de l'intervalle dont I'ins-
tant du maximum des marées, suit la sysigie. Cet intervalle & Brest,
estde 10950724, « v v v e e u s e et e s e e s 0. .ok

La marée tolale qui auroit lien & Brest, si le soleil et la lune se mouvoient
uniformément dans le plan de ’équateur, seroit dans son mawimum,
égale & 6, 24g0. L'intervalle de deux marées consécutives du matin
ou du soir, vers les sysigies , étant pris pour unité; la diminution de la

MEcaN, cEL, Zome 1. d
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marée totale en parlant du maximum , est par les observations, égale
au quarré du temps, multiplié par o™,1064. La théorie de la pesan-
teur donne le méme coélficient. . « . « v ¢ oo o .. ... n% 25
Suivant les observations, ce coéllieient est 0™°,1519 dans les sysigies des
équinoxes, et o™, 0811 dans les sysigies des solstices, le méme, d-peu-
prés, que snivant la théorie. Les marces des solstices sont plus petites
que celles des ¢quinoxes, a-peu-prés dans le rapport du quarré du
cosinus de la déclinaison des astres & l'unité, conformément a la
théorie : la petite différence i cet égard peut déterminer Vinfluence des
circonstances locales, sur le rapport des actions du soleil et de la
L T | L1
Jaa variation des distances du soleil & 1a terre, a une petite influence sur
les marées; et sur ce point, les observations sont conformes a la
théorie. « v v v o v v v i i it s it e e e e e s %27
L’eflet de la variation des distances de la lune, est trés sensible sur les
marées. Table Il des marées totales dans douze sysigies ou la lune
éloit pcérigée , et dans douze sysigies ou elle éloit apogée. L’exces des
marces lotales périgées sur les marées totales apogées, est exactement le
méme par les observations comme par la théorie. Cel excés est tris-
propre a faire connoitre Pinfluénce des circonstances loeales sur le rap-
port des actions du soleil et de la lune, et il en résulte qu’a Brest, cette
influence est insensible. Les inégalités de la seconde espéce sont pen
considérables & Brest, et ne s’y ¢lévent qu’a o™,183. . . ... n° 28
Iixpressions des hauteurs moyennes absolues des marées, et des mardes
tolales , vers les quadratures. Développement de ces expressions, dans
les quadratures des équinoxes et dessolstices. « . . . .. . .. n% 29
Table 1V des hauteurs moyennes absolues et des marées totales obser-
vées & Brest, pendant les années 1711, 1712, 1714, 1715 et 1716, Ie
jour de la quadralure, et les trois jours suivans, dans vingt-quatre
quadratures vers les ¢quinoxes, et dans vingl-qualre quadratures vers
les solSlicess o v o v o v vt v st e v eoeentaanseassan® 30

Lixpressions qui résultent de Pinterpolation de ces hauteurs, dans I'en-
semble de ces quadratures. Le munimum des marées tolales suit la qua-
drature, du méme intervalle dont leur maximum suit la sysigie. Si le
soleil el Ja lune se mouvoient uniformément dans le plan de I’équateurs
la grandeur de la marée tolale dans son minimum sevoit de 5™¢,09go.
La comparaison de cette marée, & celle méme marée dans son maxi-
mum , donne l'action de la lune, & Lrés-peu prés triple de celle du
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soleil, dans les moyennes distances. L’intervalle de deux mavées con=
sécutives du matin ou du soir vers les quadratures, étant pris pour
unité 3 Paccroissement de la marée totale prés des quadratures, &
partiv du minimum, est égal au quarré du temps, multiplié par le
coéflicient o™, 2272 | suivant les observations : il est & trés-peu prés
méme parla théorie. « « v v v v oo v v v veevassesssn® 51
Dans les quadratures des équinoxes, ce coéflicient est 051233 il est
o™ ,1421, dans les quadratures des solstices : la théorie donne a fort
peu preés, les mémes résultats. L’effet des déclinaisons du soleil et de
la lune, est trés-sensible dans les marées vers les quadratures; il est
conformealathéorie. « « o v v v oo e v o s v s v v awe. 0% 52
Les marées du soir ’emportent i Brest, sur celles du matin , vers les qua-
dratures de I’équinoxe du printemps; le contraire a lieu vers les qua-
dratures de 'équinoxe d’automme, conformément a ce qui doit &tre en
vertu des inégalités de la seconde espéce.. « « v o o o o o o+ o 0% 3D
Expression des heures et des intervalles des marées vers lessysigies. n°. 34
"I'able des heures des marées tolales de la Table 1, le jour méme de la
sysigie, et dans les trois jours qui la suivent. Expression de ces heures
ct deleurs retards d’un jour & Vautre, prés dn mawximum. Ce retard est
par les observations, ¢gal 4 o0i,027052. In le comparant & la théorie,
il donne l'action de la lune, & fort peu prés triple de celle du soleil.
Confirmation de ce résultat, par un grand nombre de marées totales
observées loin des sysigies. « « v v v v it i u e e o .. n% DS
Le retard des marées d’un jour & 'autre, est d’un huitiéme environ plus
grand dans les sysigies des solstices que dans celles des équinoxes; ce
qui est d-peu-prés conforme a la théorie. . . ., . .« ... + 1% 56
Leretard des marées d’un jour i autre, vers les sysigies, vario trés-sen-
siblement avec les distances de la lune a la terre : une minute de varia-
tion dansle demi-diamétre apparent delalune, donne 258" de variation
dans ce retard. Ce résultat est enliérement conforme 4 la théorie. n" 57
Expression des heures et des intervalles des marées vers les quadra-
LUTESs e o o s » s s s s s o o o o s s o s o oaorooesssss n38
Table des heures des marces totales de la Table IV, relatives aux quadra-
tures. Expression de ces heures et de leur retard d’un jour i l'autre,
prés du minimum des marées. Ce retard, suivant les observations, est
égal & 0/,05267; il est & 1rés-peu prés le méme, par la théorie. Ce
retard est plus grand dans les quadratures des équinoxes que dans
celles des solstices, dans le rapport de 15 & g, suivant la théorie; ce
fqui est a-peu-prés conforme aux observations. + o+ « o o 4 o 4« 0% 39
dz
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Suivant la théorie, le retard des marées dans les quadratures varie avee
la distance de la lune & la terre, mais trois fois moins que dans les sysi-
gics; ce que les observations confirment. . « . . ... ... .. 0% 40O

Expression numérique de la hauteur des marées & Brest. Formule pour
déterminer les plus grandes marces totales qui doivent avoir lieu dans
MOSPOFISes o o v o o o o oo oo o s o v o a o oo oo o oo D% 4E

Formule simple et facile & réduire en table, pour déterminer I’heure de
Japleinemer.. © o0 v i v i i i it e e s e e e e e e e D% 42

Récapitulation des principaux phénomeénes des marées, et de leuraccord
avec la théorie de la pesanteur universelle. « . . . o . . . . . n% 43

CIIAP. IV. Des oscillations de atmosphére. . . . . . % . 294

Equations géuérales de ces oscillations, Leur détermination se réduit a
celle des oscillations de la mer, dans le cas d’une profondeur constante.
Expression numérique de ces oscillations, dans une hypothése sufli-
samment approchée de la nature , pour donner ume idée jusle de
Faction du soleil et de la lune sur atmosphere. Cette action peut se
manifester par un graud nombre d’observations trés-préeises du baro-
melre, entre les Lropiques. Llle ne peut pas produire les vents aliscs.
Le signe de la déclinaison des deux astres, ne paroit pas devoir influer

sensiblement sur les modifications de I'atmosphére, « « « « « o 0% 44

LIVRE V.

Des mouvemens des corps célestes , autour de leurs propres
centres de grapité, . . ... ... ... ... ... 209

CIIAP. I. Des mouvemens de la terre , autour de son centre de
Gravile.. o « v v i i i e i e e e e dbid

Equations diflérentielles de ces mouvemens. « « v v v v v o « o o 1% 1
Recherche des momens d’inertie de la terrve, relativement a ses trois
axes principaux. La sphére n’est pas le seul solide dans lequel tous les
momeuns d’inerlie soient égaux 3 équation générale du solide qui jouit
de celle Proprictés « v v v v v v v v b e e e e e e N 2
Développement en séries, des forces perturbatrices du mouvement de la
terre autour de son centre de gravité, Ces séries se réduisent & leur
premier lerme, si la surface de la terre est elliptique; et 'on peut tou-
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jours déterminer son mouvement dans cette hypothése, sans craindre
uneerrenrsensible. . .« . v 0 e i i it it i e e e e o3
Expressions difféventielles trés-approchées du mouvement des équinoxes
et de la nutation de I'axe terrestre , rapportés & un plan fixe. . . n°, 4
Développement el intégration de ces expressions, en ayant égard 4 la
mobilité des orbes dusoleiletdelalune. « v v v v as v v v v um® b
Expressions du mouvement des équinoxes ct de I'inclinaison de l'axe de
la terre, sur U'écliptique vraie. L’action du soleil et de la lune, sur le
sphéroide terrestre , change considérablement les variationsde 'obli-
quité de I'écliptique et de la longuear de Pannée, qui auroient lieu en
vertu du scul (léplaéetnffﬂl de Lorbe solaire, el les véduit d-peu-pres,
au quart de leur valeur; ces différences ne sont sensibles qu'aprés deux
ou lrois sitcles, & partiv d’une époque donnée.. o v v v v v v o 0% 7
Les variations du mouvement de rotation de la terre, sont insensibles,
et ce mouvement peut étre supposé uniforme, « oo o000 8
Les variations du jour moyen , sont pareillement insensibles, et sa durce
peut étre supposée constante. « v e v v v vt i i i e s ooy
Examen de I'influence des oscillations de la mer, sur les mouvemens du
sphéroide terrestre autour de son centre de gravité, L’analyse conduit
a ce théoréme remarquable : Les pliénomeénes de la précession et de
la nutation , sont exactement les memes que si la mer formoit une masse
solide avec le sphéroide qu'elle recouvre. o « o v v oo o 1% 10 et 1t
Ce théoréme a lieu, quelles que soient les u'rwulautes de'la profondeur
de Ja mer, et les résistances qu'elle eplouvo dans ses oscillations. Les
courans de la mer, les fleaves, les tremblemens de terre et les vents,
n’altérent point la rolation de la terres v oo v v v v v v 12
Lxpressions .numériques de l'inclinaison de l'axe de la terve, et de la
position des équinoxes, sur un plan fixe, et sur I'ovbite lerrestre : fore
mules de la variation des ¢loiles en ascension droite et en déclinai-
SOMe e o o o e o oo o s o oo s s o o oo s o ve aneueaeen® 1)
Conséquences qui résultent des phénomenes de la précession et de la
nutation, sur la constitution de la terre. Ces phénomeénes sont les
mémes que si la terre étoit un ellipsoide de révolution ; 'applatissement
de cet ellipsoide est compris daus les limites 5 et 53;. Développement
des phénomeénes qui tiennent & la figure de la terre, et de leur accord
avec la théorie de la pesanteur. « « o v e v v v o v v o 006 0o 1% 14



XXX TABLE DES MATIERES, et

CHAP. I1. Des mouvemens de la lune, autour de son centre de

L 1 1 10

Théorie astronomique de Ja libration réelle dela lune. . « . . . . n°% 15
Equations différentielles du mouvement de la lune autour de son centre
de gravité. Expression finie de sa libration réelle. Le moyen mouve-
ment de rotation de la lune est exactement égal a son moyen mou-
vemenl de révolution autour de la terre, etil participe aux mémes
inégalités séculaires , en vertu de Patiractlion lerrcstre sur le sphéroide
Tunaires oo s o o v o s s s s s o s v os s s o r sas vas s sn’% 16
Expressions du mouvemenl des neeuds et de I'inclinaison de Péquatenr
lunaire, sur I’écliptique vraie, Le moyen monvement de ces necuds
est égal i celui des noeuds de Porbite lunaire, et le nocud descendant do
Péquateur lunaire coincide toujoursavec le nocud ascendant de l'orbite:
Pinclinaison moyenne de I’équateur lunaire i I'écliplique vraie, st
constante. Les mouvemens séculaires de Pécliptique n’altérent point
ces TOsullalse 4 oo v o a v e s e v s e e e s ee e e . N%1Y
Conséquences qui résultent de la libration réelle de la lune, sur la figure
et la constitution du sphéroide lunaire. La différence entre ses momens
d'inertic, relatifs & ses axes principaux, est plus grande que dans le
cas de 1'homogénéilé, et dans celui o elle auroit ét¢ primitivement
FUIdCe « 0 v ¢ 9 o o 0 v o0 o v oo st s s e e e a e .. n% 18
L action du soleil sur le sphéroide lunaire , n’influe pas sensiblement sur
les mouvemens de ce sphéroide autour de son centre de gravité, n°. 19,

CHAP. I11. Des mouvemens des anneaux de Saturne autour de
leurs centres de gravité. ..o . ..o v v v v v e .. D73

Equations diflérentielles de ces mouvemens ; intégration de ces équations,
Sans la rotation et Vapplatissement de Saturne, les anneaux , en vertu
de Pattraction du soleil et du dernier satellite de Saturne, cesseroient
d’Stre dans un méme plan : Paction de Saturne les maintient toujours
4 fort peu pros dans le plan de son équateur, ainsi que les orbes des six
premiers satellites, Les satellitgs d’Uranus, circulant dans un méme
plan; il en résulte que ce plan est celui de I'équateur de cette planéte,
ct qu’elle tourne rapidement sur elle-méme, 4 « . +» 1% 20, 21 et 22,
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ERRATA DU TOME PREMIER.

. ¢
Pice 26, ligne 4, en remontant, au lieu de € ; lisez —.

Page 53, ligne 10, en remontant ; changez le signe — en --.
Page 54, ligne 7 ; changez le dernier — en +-.
Page 5g, ligne 8, en remontant, au lieu de —z.sin.0 . cos. ; lisez —z.sin.0.cos.9.
Paze 72, ligne 4; changez les/ en §S.
Page 73, ligne 10, au lieu de Pangle ; lisez le complément de Pangle.
Page 75, ligne 6, en remontant, au lieu de tang. 9 ; lisez L tang. 24.
Page 79, ligne 19, 4 la fin ; ajoutez =o.
Page 83, ligne 13, en remontant, au lieu de cosinus ; lisez sinus,
2

. . 3R
Page 85, ligne 13, en remontant, au licu de §, lisez 5
Page &q, ligne 13; changez les {'en . :
Page g5, ligne 8, multipliez par dt, le premier terme.

Page 96, ligne 14 ; ajoutez _2r au second membre de I’équation.

ds' dy’
Page 105, ligne 6, en remontant, au lieu de (ds‘-); lisez (-dic )

Page 124, ligne g; changez 'exposant { en £.

Page 130, ligne 3, au lieu de partiellement ; lisez pareillement.
Page 141, lignes 4 et 8, multipliez par df.

Page 147, ligne g, au lieu de cos. 8 ; lisez r.cos. 8.

Pagoe 150, ligne dernidre, au lieu de 4 v; lisez + 5.

Page 152, ligne 11, au lieu de (gg)sin.(nt—*-s); lisez (Z—g).sin. (ntte).
Yy

Page 160, ligne g, en remontant mettez V/ # devant Ie radical.

Page 182, ligne g, en remontant , au lien de cos 6.(v—¢); lisez sin. 6.(v—=—C),
Page 185, ligne 11, en remontant , au liea de T ; lisez ¢.

Page 192, ligne 3, au lieu de = ; lisez | =.

1bid. ligne 14, en remontant, comme les ; lisez réciproques aux, et ligne 12, en

. 3 D)
remontant, au lieu de l/: ; lisez U. ‘/;
dp

Page 207, ligne 3, au lieu de p ; lisez T
Page 209, ligne 5, au lien de P_; lisez -—P—,——-.
° ’ ’ cos.?8’ cos.?

Page 216, ligne g, en remontant, au lien de Cp* ; lisez Cp.
Page 226, ligne 7, en remontant, géocentrique ,; lisez héliocentrique.
Page 291, ligne derni¢re, au lieu de 2sin. ¢ ; lisez 24.sin. ¢.

. . . 3a
Page 292, ligne 10, en remontant, au lieu de 3a; lisez —.

Page 354, ligne 11, en remontant, aulieu dem'.an ; lisez ~m’an.

ERRATA DU TOME SECON D,

. . hr. bGor B3
Page 10, ligne 14, au lien de — ; lisez —— _I:__
v/ mn 3.V mn

. . n—=1 ., —1
Page 15, ligne 14, au lieu de - lisez —.
]
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Page 33, Kigne g, en remontant ; observez que 'a.masse M est prise pnur unité.

Page 35, ligne 4, en remontant, au lieude 4a7.Y ; lisez 427, Y,

Page 47, ligne 2, en remontant, au hicu de 2. (i {-2n+1) (itant2)....(20—1);
lisez (i+ an+1) (i4an+3). ... (2i—1)

Page 48, ligne 5; supprimez le fac leur 2.

X4 Gmp
Page 51, ligne 6, au licu de 5 ; lisez T

Page 107, ligne 17, au liende 2i4-1, lisez 2.(2i41).
Page 122, ligne & ; multipliez par s les deux derniers termes,

Page 123, ligne g, au lieu dc( ) lisez (d )

Page 125, ligne &, en remontant, au lieu de sin. 2( +4€); lisez cos.2(; + €),
Page 1.66, ligne 1(‘ au lieu de somme ; lisez demi-somme.

]’nbe 156, hg,nc 17, au licu de u étant ; lisez a étant.

Ibid. ligne 21, au licu de rayon; substituez rayon, a.

o . 4r.zdz . br.rzdz
Tage 161, ligne 18, au lieu de—-—-—)\—_{:-l—, lisez ......_A_+ L

Page 164,1ig. 11,an lieu de ces mots, sur Vélémentrd =, de Panneau; liscz sur anneau.

Page 169, ligne 15, au lieude «r*d 0 ; lisez arid’.

Page 172, ligne 10, en remontant, au lieu de V'; lisez v, et observez que ce # est
différent de celui de Péquation (2).

Page 177, lignes 13 et 14 5 multipliez par I, les denx termes.

Page 189, ligne 6, en remonlam, au licu (le PGS ; lisez PCGf—3),

Page 190, llgne 3, en remontant , au liea de /4.’/—‘ ; lisez pof—?,

Page 194, ligne 2, au licu de cos. (nt - @—.)); lisez sin. (nt + w—d ).

Page 210, lmne 3 ; divisez le second terme par.2.

Page 211, lignes 5et 7, aulieu de ;7 ; lisez $ 7.

Page 212, ligne 10, en remontant, changez.y eny,

d
Page 214, ligne 11, au lieu de (d{y) sin. @ ; lisez <-~—) sin. @,

Page 219, ligne 2, en remontant, au heu de n't; lisezn'T.
Page 221, ligne 13; changez n* dans n'?
Page 246, ligne 20, aulieu de 10009™°, /170 s Iisez lOOr)“‘“,/}‘]O-

Page 257, ligne 4, en remontant, aulieu de —3 r’J ; lxsez -3
' ‘

m
Ibid. ligne 5, en remontant, au lieu de — ; lisez 75

m
r:s )
1bid. lignes 7 ct 8, en remontant , au lieu de 21 ; lisez 22 , et au lieu de y"' ; lisez aty,
Page 358, ligne 6, au licu de'6,8091; lisez 6,9091.

7

E.

24

Page 272, ligne & ; observez que p doit étre augmenté de sa trente-neuviéme partie,
Page 4()’6 lignes 7 et 85 ch'mgez équinones, en solstices , et réciproquement,

Page 295, ligne 5, au lieu de l'y ; lisez ly.
Page 308, lignes 4, 5 et 6; multipliez par p, le produit du.d @,

Page 270, ligne 4, en remontant, aulieudeI”’; lisexT".

Page 312, ligne 12, au lien de j—’;— ; lisez 5
Page 513, ligne 5, au lieu de cos. (it + ¢ ); lisez sin. (i t4e)
Page 324, hgne dermcre au lieu de sip. (ft + €); lisez cos. (fl + <)

TRAITE.



TRAITE

DE

MECANIQUE CELESTE

Newrox publia, vers la fin du dernier siécle, la découverte de
la pesanteur universelle. Depuis cette ¢poque, les Géometres sont
parvenus a ramener a cette grande loi de la nature , tous les phé-
nomenes connus du systéme du monde, et a donner ainsi aux
théories et aux tables astronomiques, une précision inespérée. Je
me propose de présenter sous un méme point de vue, ces théorics
néparses dans un grand nombre d’ouvrages, et dont Pensemble em-
brassant tous les résultats de la gravitation universelle, sur équi-
libre ct sur les mouvemens des corps solides et fluides qni composent
le systéme solaire et les systémes semblables répandus dans I'im-
mensité des cieux, forme la Mécanique céleste. I Astronomie,
considérée de la maniérelaplus générale, est un grand probléme de
mécanique, dont les élémens des mouvemens célestes sont les arbi-
traires; sa solution dépend a-la-fois de exactitude des observations
et de la perfection de l'analyse , et il importe extrémement d’en
bannir tout empirisme, et de la réduire A n’emprunter de Pobscr-
vation, que les données indispensables. Cest & remplir autant qu’il
m’a été possible, un objet aussi intéressant, que cet ouvrage est
destiné. Je desire qu’en considération de Pimportance et des difli-
cultés de la matiére,, les GéoméLlres et les Astronomes le regoivent
MicAN. ckL, Tome 1. A
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avec indulgence, et qu’ils en trouvent les résultats assez simples
pour les employer dans leurs recherches. I sera divisé en deux
partics. Dans la premiére, je donnerai les méthodes et les formules
pour déterminer les mouvemens des centres de gravité des corps
cdlestes, la fligure de ces corps, les oscillations des fluides qui les
recouvrent, et leurs mouvemens autour de leurs propres centres
de gravité, Dans la seconde partie, yappliquerai les formules trou-
vées dans la premicre, aux planctes, aux satellites et aux cometes;
je la terminerai par Pexamen de diverses questions relatives au
systéme du monde, et par une notice historique des travaux des
Géometres sur celle matiere. Jadopterai la division décimale de
Pangle droit et du jour, et je rapporterai les mesures linéaires, a la
longucur du métre, déterminée par Vare du méridien texrestre
compris entre Dunkerque ct Barcelone.




PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DES MOUFVEMENS

ET DE LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

LIVRE PREMIER.

DES LOIX GENERALES DE L'EQUILIBRE

ET DU MOUVEMENT.

J & vais établir dans ce livre , les principes généraux de I'équilibre
et du mouvement des corps, ct résoudre les problémes de méca-
nique, dont la solution estindispensable dans la théoric du systéme
du monde.

CHAPITRE PREMIER.

De Péquilibre et de la composition des forces qui agissent

sur un point matériel.

1. Ux corps nous paroit sc mouvoir, lorsqu’il change de sitnation

par rapport & un systéme de corps que nous jugeons en repos;

mais comme tous les corps , ceux méme qui nous semblent jouir

du repos le plus absolu, peuvent étre en mouvement ; on imagine

un espace sans bornes, immobile et pénétrable & la maticre : c'est
Az
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aux parties de cet espace réel ou idcal, que nons rapportons par la
pensce, la position des corps, et nous les concevons en mouvement
lorsqu’ils répondent successivement & divers licux de Pespace.

La nature de cette modification singuliére, en vertu de laquelle
un corps est transporté d’un lieu dans un autre, est et sera toujours
inconnuc; on l'a désiguée sous Ie nom de force ; on ne peut déter-
miner que ses cllets et les loix de son action. Lleflet d’une force
agissante sur un point matériel, est de le mettre en mouvement, si
rien ne s’y opposc;; la direction de la force est la droite qu’elle tend
a Tui faire décerire. Tlest visible que si deux forces agissent dans le
méme sens, elles s'ajoutent 'une al'autre, et que si elles agissent
en sens contraire, le pointne se meut quen vertu de leur diffé-
rence. Si leurs directions forment un angle entre elles, il en résulte
wne force dont la direction est moyenne entre celles des forces
composantes. Voyons quelle est cetle résullante ct sa direction.

Pour cela, considérons deux forces x et ¥ agissantes a-la-fois
sur un point matéricl A, ct formant entre clles un angle droit.
Soit z leur résultante, et 0. Pangle quelle fait avec la direclion de
la force x; les deux forces x et y étant données , Pangle 6 sera
déterminé, ainsique la résultante z, en sorte qu'il existe entre les
treis quantités x, z et 8, une relation qu’il s’agit de connoitre.

Supposons d’abord les forces x et ¥ infiniment petites, et égules
aux différenticlles dx et dy ; supposons ensuile que x devenant
successivementdx, 2dx, 3dx, &c. y devienne dy, edy, 5dy, &c.,
il est clair que Pangle 8 scra toujours le méme, ct que la résul-
tante z deviendra successivement dz, 2dz, 3dz, &c. ; ainsi dans
les accroissemens successifs des trois forces x, y et z, le rapport
de x & z scra constant, et pourra ¢tre exprimé par une fonction
de 8, que nous désignerons par ¢ (9) ; on aura donc ¥ =z.¢(9),
¢quation dans laquelle on peut changer # en y, pourvu que Pon

y change semblablement I'angle 6 dans 74 , = étant la demi- cir-
2

conférence dont le rayon est I'unité.

Maintenant, on peut considérer la force £ comme la résultante
de deux forces &' et &” dont la premiére &' est dirigée suivant la
résultante z, ct dont la seconde x” est perpendiculaire a cette résul-
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tante. La force x qui résulte de ces deux nouvelles forces, formant

T
Pangle 8 avec la force &', et Pangle ——8 avec la force ", on aura
2
x? * T Ty
g'=x.0(0)=—; x"=x-v<a -—9>:——;
E9 z
on peut donc substituer ces deux forces, a la force x. On peut subs-+
tituer pareillement a la force y, deux nouvelles forces 5’ et y” dont

la premicre est égale & Lot dirigée suivant z, ct dont la scconde
Z
. Ty T I .
est égale & —, et perpendiculaire & z; on aura ainsi, au licu des
z

deux forces x et ¥, les quatre suivanles :

at oyt owy oy
o - s

) b ’

Z F9 z Z
les deux derni¢res agissant en sens contraive , s¢ détruisent; les
deux premicres agissant dans le méme sens , s'ajoutent et forment
la résullante z ; on aura donc
&' 4yt =z :

d'oti il suit que la résultante des deux forces & ct  est représentée
pour la quantité, par la diagonale du rectangle dontles cotés repre-
senfent ces forces.

Déterminons présentement angle 6. Si Pon fait croitre la force x,
de la différentielle da , sans faire varier la force g, cet angle dimi-
nuera d’'unc quantité infiniment petite d9; or on peut concevoir la
force dx, décomposée en deux, unc d«' dirigée suivant z, cl
Pautre da” perpendiculaire a z ; le point M sera donc alors sollicité
par les deux forces z+da’ et dx” perpendiculaires entre elles , et la
résultante de ces deux forces, que nous nommerons z’, fera avee

2

ka . . . 8
dx" langle s —db ; onaura ainsi, par ce qui précede,
T
dx’" =17 ¢(; —dﬂ) ;
. K ’ v . .
la fonction ¢<;-—d 9) est par conséquent, infiniment petite, etde Ia

forme —£d0, k étant une constante indépendante de Pangle ¢; on

a donc

& kb,
2z
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z' est, & un infiniment petit pres, égal & z; de plus, da” formant
avec dx, T'angle Z-—-G, ona

da"=dx. ¢(ﬂ—r—-8)='{(—?r-;_

partant
Si Pon fait varicr la force ¥, de dy, en supposant & constant; on

aura la variation correspondante de Yangle 8, en changeant dans

[ . ‘L T .
Péquation précédente, x eny, y en x, et § dans - — 4 ; ce qui donne
2

en faisant done varier d-la-fois v et g, la varialion totale de langle 8

xdy—ydx
svlaw},‘y ; el l'on aura
k.z?
rdy—ydx
TOYTYEY  kdb.
zi
Substituant pour z* sa valeur a*+y*, ct intégrant, on aura

%—:tang. (kb4 ),

p ¢lant unc constante arbitraire. Cette équation combinée avee
celle-ci x*+y* = z*, donne
x=2z.cos.(k8+p).

11 ne s’agit plus que de connoitre les deux constantes & et p ; orsi
Pon suppose y nul,on a évidemment z=x, ct 6=0; donc cos.p=1,
clx=z.cos. £ 0. S5il'on suppose x nul,ona z=y et §=—1m; cos.kd
¢lant alors égal a zéro , £ doit étre égal & 2n+1, nélant un nombre
culicr, ct dans cc cas, & sera nul toules les fois que 8 sera égal &

1

7 T
o s mais & étant nul , on a évidemment 6=; = ; donc 2n+1=1,
an-

ou n==0, cl par conséquent

x=z.cos.0.
De-la il suit que la diagonale du rectangle construit sur les droites
qui représentent les deux forces a et y, représente non-seulement
fa quantité , mais encore la direction de leur résultante. Ainsi 'on
peut, a une force queleconque, substituer deux autres forces qui
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forment les cotés d’'un rectangle dont clle est la diagonale; et il
est facile d’en conclure que Yon peut décomposer une force, en
trois autres qui forment les cotés d’'un parallélipipéde rectangle
dont elle est la diagonale.

Soient donc a, &, ¢ les trois coordonnées rectangles de I'extré-
mité de la droite qui représente une foree quelconque, et dont
Torigine est celle des coordonnées ; cetle force sera exprimée par la
fonction Va*+b*+¢* ctenla décomposant parallclement aux axes
des a, desbet des ¢, les forces particlles seront exprimées respee-
tivement par ces coordonndes.

Soient o, ', ¢’ les coordonnées d’une seconde force; a+a',b+ 2,
c+¢’ seront les coordounces de la résultante des deux forees, et
représenteront les forces particlles dans lesquelles on peut la dé-
composer parallélement aux trois axes ; d’oti il est aisé de conclare
que cetle résultante est la diagonale du parallclogrammme construit
sur les deux forces.

In général, @, b, c; a', ¥, ¢'5 a’, 0", ¢’ ; &c. dtant les coor-
donuées d’un nombre quelcongue de forees; a+ o 4+ o’ + &c.;
b4+ 4+ 0+ &e.; ¢+ '+ "+ &e., seront les coordonnées de la
résultante dont le quarré sera la somme des quareés de ces der-
niéres coordonnées ; on aura donc ainsi la grandeur et la posilion
de cette résultante.

2. D’un point quelconque de la direction d'une forec §, point
que nous prendrons pour Porigine de cette force, menons au point
matéricl M, une droite que nous nommerons s ; soient &,y , z les
trois coordonnées rectangles qui déterminent laposition du point.M,
et a, b, ¢ les coordonnées de Vorigine de la force ; on aura

s=V (x—a)+(y—0b)+(z—c)"

Si Von décompose la force § parallelement aux axes des x, des y et

des z ; les forces particlles correspondantes seront, par le n® pré-
cédent,

(r—a) (_y—b) (z—c¢) ds . s . ds .
S. S S. p 5 OuS-(?-; 5 S. J\_J:)’ S. T;),

&
( > ( ) (—i) exprimant suivant la notation rcgue, les
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cocfficiens des variations &z, &y, &z, dans la variation de 'expres-
sion précédente de s.

Si Pon nomme parcillement s, la distance de M, 4 un point
quelconque de la direction d’une autre force 8", pris pour Porigine

’

de cette force; S'-(j——;) sera cette force décomposée paralléle-
ment a Paxe des x, et ainsi de suite; la somme des forces §, §',
8, &c. décomposées paralltlement a cet axe, sera donc=. §. (;\;),
la caractéristique = des intégrales finies, exprimant ici la somme

ds , (&
des termes S'(E)’ § '(J‘a~>’ &e.

Soit # la résultante de toutes les forces §, &, &ec., et z la dis-

lance du point A7, a un point de la dircction de celle résultante ,
5 r) sera I'expression de celle yésul-

tante décomposcée paralltlement & Paxe des 5 on aura donce, par le

1% précédent,
7 fu —s.8 d's
. J\_:;- — - . . E: »

On aura parcillement

X 4
;f( “ :z.s.(_i) ; I/’.(— =5.8. ( ) ;
Iy
d’olt Pon tirve , en multipliant respectivement ces irois ¢qualions
par &a, &y, &z, ct en les ajoutant ensemble,
F.lu==.8.45; (a)

Celte derniére équalion ayantlieu, quelles que soient les variations
8z, &y, &z, elle équivaut aux trois précédentes. Si son second

. .. Ju
pris pour son origine ; .| —

membre est la variation exacte d’unc fonction g, on aura 7. du=Jp,

fu do
()= (5)
c’est-d-dire que la somme de toutes les forces §, §’, &c. décompo-
sées paralltlement a Vaxe des x, est égale a la différence particlle

et par conséquent,

do
( T;) Ce cas a généralement licu, lorsque ces forces sont respec~

tivement fonctions de la distance de leur origine, au point M. Alors
pour
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pour avoir la résultante de toutes ces forces , décomposée paralléle~
ment a une droite quelconque; on prendra Pintégrale =./.84's, et
en nommant ¢ cette intégrale, on la considérera comme une fonc-
tion de x, ct de deux autres droites perpendiculaires entre elles et
a x; la différence partielle (i—f) sera la résultante des forces S,

§’, &ec. décomposée parallelement & la droite .

3. Lorsque le point M est en ¢quilibre, en vertu de toules les
forces qui le sollicitent; leur résultante est nulle, ct équation (a)
devient

0o=%.8.ds; (0)
c’est-a-dire que dans le cas de Péquilibre d’un point sollicité par
un nombre quclconque de forces, la somme des produits de chaque
force, par Pélément de sa dirvection est nulle.

Si le point M cst forcé d’étre sur unc surface courbe ; il
éprouvera de sa part une réaction , que nous désignerons par R.
Cette réaction est égale et directement contraire a la pression que
le point exerce sur la surface; car en le concevant animé des deux
forces R et— R, on peut supposer que la force— R est détruite par
la réaction de la surface, ct qu’ainsi le point A presse la surface
avece la force— R ; or, la force de pression d’an point sur une sur-
face lui est perpendiculaire, autrement clle pourroit se décomposer
en deux, 'une perpendiculaire a la surface, et qui seroit détruite
par elle, Pautre paralléle a la surface, et en vertu de laquelle
le point n’auroit point d’action sur cette surface, ce qui est conlre
la supposition ; en nommant donc r la perpendiculaire menée par
le point M a la surface, et terminée & un point quelconque de sa
dircction, Ja force R sera dirigée suivant cetle perpendiculaire : il
faudra donc gjouter R.4&r au second membre de Péquation (6) qui
devient ainsi:

0==3.88s+R.0r; (o)
—R étant alovs la résultante de toutes les forces 8, 87, &e. clle
cst perpendiculaire & la surface.

Sil'on suppose que les variations arbitraives &, &y, &z, appar~
ticnnent a Ja surface courbe sur laquelle le point est assujetti; on a
par la nature de la perpendiculaire & cetie surface, &7==o0, ce qui

Mican. cin. Tome 1. B
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fait disparoitre R.&'r de I'équation précédente: Péquation (b) a done
encore licu dans ce cas, pourvu que l'on élimine Pune des trois
variations dx, &y, &z, au moyen de Péquation a la surface; mais
alors 'équation (), qui dans le cas général, équivaut a trois équa-
tions, n’¢quivaul plus qu’a deux équations distincles, que Pon ob-
tient en égalant séparément & zéro les coefliciens des deux différen-
tielles restantes. Soit z =0 ’équation dela surface, les deux équa-
tions &r=oet &z = o auront licu en méme temps ; ce qui exige que
dr soit égala N.du, N étant fonction de v, y, z. Pour la déter-
miner, nommons a, b, ¢, les coordonnées de Lorigine de r; on
aura :

r=V(x—a)+(y—0)+ (z—c);

s w1y . $r\a Sr\* £r\2 ,
o1 on tire I + Ty + T2 =1, et par conscquent

fu\2 Su\2 S\
v (&) + @) @) =

en faisant done

R -

V) (5)+ ()

le terme R.4&r de Péquation (¢) se changera dans a.du, et celte

A=

équation deviendra,
o=3.8s+r.du;

équation dans laquelle on doit égaler séparément & zéro, les coef-
ficicns des variations &«, &y, &z, ce qui donne trois ¢quations;
mais clles n’équivalent qu’a deux ¢quations entre x, 5, z, & cause
de Pindéterminée a qu’elles renferment. On peut donc, au lieu d’¢-
liminer de Péquation (), une des variations & «, &y, &z, au moyen
de Péquation différenticlle & la surface, lui ajouter cette équation
mullipliée par une indéterminée A, et considérer alors les varia-
tious &x, &y, &z, comme indépendantes. Cette méthode qui résulte
encore de la théorie de ’élimination, réunit a Pavantage de simpli-
ficr le calenl, celui de faire connoitre la pression — R que le point
M cxerce contre la surface.

Concevons ce point renfermé dans un canal a simple ou i double
courbure; il éprouvera de la part de cecanal,une réaction que nous
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désignerons par £, et qui sera égale et directement contraire a la
pression que le point exerce contre le canal, et dont Ja direction
sera perpendiculaire au c6té du canal : or, la courbe formée par
ce canal estl'intersection de deux surfaces dont les équations ex—
priment sa nature; on peut donc considérer la force £, comme la
résultante des deux réactions R et R’ que le point M éprouve de
la part de chacune des surfaces; puisque les directions des trois
forces R, R’ ct £ étant perpendiculaires au cOté de la courbe, elles
sont dans un méme plan. En nommantainsi &7, &r'les ¢lémens des
directions des forces R et R’, directions respectivement perpen—
diculaires a chaque surface; il faudra ajouter & Véquation (b) les
deux termes R.&r et R'&.r', ce quila change dans celle-ci :

o=3.8ds+R.Ir+R. I (d)

SiT’on détermine les variations &, &y, £z, de maniére qu'elles
appartiennent & la fois aux deux surfaces, ct par conséquent a la
courbe formée par le canal ; &7 et &' seront nuls, et Péquation pré-
cédente se réduira aPéquation (4) qui, par conséquent, a encore
licu dauns le cas ot le point M est assujetti i se mouvoir dans un
canal ; pourvu qu’au moyen des deux équations qui expriment la
nature de ce canal, on fasse disparoitre deux des variations &z,
dy,dz.

Supposonsquez=o0, et 2’ =0, soientles équations de deux sur-
faces dont lintersection forme le canal. Si Yon fait :

R .
VTG
& dy &z
i R
{EEEES)
§x dy &z
Yéquation (d) deviendra

o==3.8.8s+r.du+r.du’';

¢quation dans laquelle on égalera séparément azéro,les coefficiens
de chacune des variations &, &y, &z ; on aura ainsi trois équa-
tions au moyen desquclles on déterminera les valeurs de a ct

B 3
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de A, qui donneront les réactions R et R des deux surfaces ; cten
les composant, on aura la réaction £ du canal sar le point M, ct par
conséquent, la pression que ce point exerce contre le canal. Cette
réaction décomposée parallclement & Yaxe des a, est égale a

Nr a4 . fu , [ , .
R. (J_:) + R (TZ)’ OuiLA, <J—;>+A.<E>; les équations de

condition =0, 1’ =0, auxquelles le mouvement du point M
est assujetti, expriment done, au moyen des différences partielles
des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations , les résis—
lances que le mobile éprouve, en vertu des conditions de son mou-
vement.

On voil, par ce qui préetde, que Péquation (&) de Péquilibre,
a généralement liew, pourva que Pon assujellisse les varialions
da, &y, £z, aux conditions de P'équilibre. Celte équation peul se
traduire dans le principe suivant.

« SiPon fait varicr infiniment peun Ta position du point AL, en
» sorte qu’il reste toujours sur la surface ou sur la conrbe qu'il
» doit suivre, s’ilw’est pas entitrement libre; la somme des forees
qui le sollicitent, multiplices chacune par Pespace que le point
» parcourt suivant sa direction, est égale & zéro, dans le cas de
» Véquilibre ».

v = -

~

Tes variations dx, &y, &z Hant supposces arbitraires et indé-
pendantes , on peat dans Péquation (¢) substituer aux coordonnées
X, ¥, &, trois anlres quantités qui en soicut fonclions, et ¢galer
les cocfliciens des variations de ces quantités & zéro. Nommons
ainsip lerayon mend de Porigine des coordonnées, ala projection du
point M, sur le plan des 2 et des g, et @ Pangle formé parp ct
par Faxe des &, nous aurons :

X=p.C08.® 5 ¥ =p.sinw.
Iln considérant done dans Péquation (@), u, s, s, &c., comme
fonctions de ¢, # et 25 ¢t comparant les coetliciens de &7, on aura

fu &s
—_— )< —_.
V.(M)_ a.s.( “>, ()
V ’t u k) . Q r 4 Yy e
= {57 ) st Fexpression de la force F décomposce suivant I'¢le-
P ics
ment p.da. Soit #7 cette foree décomposée parallélement au plan
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des x et des y, et p la perpendiculaire abaissée de Paxe des z sur Ja

direction de #7, paralltlement au méme plan P

sera une

seconde expression de la force #7 décomposée suivant 'élément

pd = ; onaura done
& u
’ - —_—
p¥F'= .(le )

Si l'on congoit la force &7 appliquée a Pextrémité de la perpendi-
culaire p, elle tendra i la faire tourner autour de Paxe des 55 le
produit de cette force, par la perpendiculaive, est ce que I'on
nomme moment de la force £ par rapport a Vaxe des z; ce moment

. 1 P . .
est donce ¢gal a V( ;—;); ct il vésulte de Péquation (e), que le

moment de la résultante d'un nombre quelconque des forces, est
¢gal & la somme des momens de ces forees.
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CHAPITRIE ITL

Du moupement d’un point matériel.

4. Us point en repos ne peut se donner aucun mouvement, puis-
quil ne venferme pas en lui-méme de raison pour se mouvoir dans
un sens plutdt que dans un autre. Lorsqu’il est sollicité par uue
force quelconque, ct ensuile abandonné a lui-méme; il se meut
constamment d’une manicre uniforme dans la direction de cetle
force, ¢'il W’éprouveancune résistance. Celte tendance de la matiére
apersévérer dans son ¢tat de mouvement ou de repos, est ce que
Pon nomme inertie. Cest la premicre loi dn mouvement des corps.

Ladirection dumouvement en ligne droite, suit ¢videmment de
ce qu’il 0’y aaucune raison pour que le point s’¢carte plutota droite
qua gauche de sa direction primitive ; mais Puniformité de son
mouvement w'est pas de la méme évidence. La nature de la force
molrice ¢tant inconnue, il estimpossible de savoir ¢ priori si cette
foree doit se conserver sans cesse. A la vérilé, un corps élant inca-
pable de se donner aucun mouvement ilui-méme, il paroit é¢gale-
ment incapable daltérer celui qu’il a recu 5 en sorte que la loi
d’inertie est aw moins la plus naturelle et la plus simple que 'on
puisse imaginer; elle est dailleurs confirmée par expérience : en
cflet, nous observons sur la terre que les mouvemens se perpéluent
plus long-temps, & mesure que les obstacles quis’y opposent vien-
nent a diminuer; ce qui nous porte a croire que, sans ces obs-
tacles, ils dureroient toujours. Mais Pinertie de la matiére est prin-
cipalemnent remarquable dans les mouvemens cdélestes qui, de-
puis un grand nombre de siccles, n'ont point éprouvé daltéra-
tion sensible. Ainsi, nous regarderons l'inertie comme une loi de
la nature, et lorsque nous observerons de Paltération dans le mou-
vement d'un corps, nous supposcrons qu'elle est due a Iaction
d’une cause ¢lrangére.
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Dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont pro-
portionnels aux temps ; mais les temps employés a déerire un espace
déterminé sont plus ou moins longs, suivant la grandeur de la
force motrice. Ces dillérences ont fait naitre Pidée de vitesse qui,
dans lc mouvement uniforme, est le rapport de I'espace au temps
employé & le parcourir : ainsi, s représentant I'espace, ¢le temps,

L , e .
ety lavitesse,ona y=. Lec temps et espace ¢tant des quantités hé-

térogtnes, ct par conséquentincomparables; onchoisitun intervalle
de temps déterminé, tel quelascconde, pour unité de temps; on choi-
sit pareillement unc unité d’espace, telle que le métre; et alors les-
pace ct le temps sont des nombres abstraits,qui expriment combien
ils renferment d’unités de leur espéce, et qui peuvent étre compa—
rés 'un a Vautre. La vitesse devient ainsi le rapport de deux nom-
bres abstraits, et son unité est la vitesse du corps qui parcourt un
mdétre dans une seconde.

§. La force wétant connue que par Tespace qu'elle fait déerive
dans un temps déterminé, il est naturel de prendre cet espace pour
sa mesure; mais cela suppose que plusieurs forees agissantes dans
le mémessens, feront parcourir unespace égala la somme des espaces
que chacune delles eat fait parcourir séparément, ou, ce qui re-
vient an méme, que la force est proportionnelle a la vitesse, Clest
Ce que nous ne pouvons pas savoir ¢ priori, vu notre ignorance
sur la nature de la force motrice : il fant done encore sur cet objet,
recourir & Pexpérience; car tout ce qui n’est pas une suite néces—
saire du peun de données que nous avons sur la nature des choses,
nest pour nous qu’un résultat de Pobservation.

Nommons ¢, la vitesse de la terre, commune & tous les corps
qui sont & sa surface; soit f, la force dont un de ces corps M, est
animé en vertu de cetle vitesse, ct supposons que v=1.o(f),
soit la relation qui existe entre la vitesse et la foree; ¢ (f) étant
une fonction de f, qu’il faut détermincer par I'expérience. Soient @,
b, c, les trois forces partielles, dans lesquelles la foree f se décom-
pose parallelement a trois axes perpendiculaires entre cux. Conce-
vons ensuite le mobile M sollicité par une nouvelle force f* qui se
décompose en trois autres @', b, ¢’, parallcles anx mémes axes.
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Les forces dont ce mobile sera animé suivant ces axes, seront a+a’,
b+b', c+c’; et en nommant F la force unique qui en résulte, on
aura par ce qui précede ;

r=Va+d)y+ b+ b)+(ctor

Si P'on nomme U, la vitesse correspondante & F';

scra

(a+a). U
F

cette vitesse décomposée parallélement a Paxe des a 5 ainsi la vitesse
relative du mobile sur la terre, scra parallélement a cet axc,
(e4a). U ay , .

—F T ou(a+a).e(I')—a.e(f). Les forces les plus
considérables que nous puissions imprimer aux corps a la surface
de la terre, ¢tant beaucoup plus petites que celles dont ils sont
animés en vertu du mouvement de la terre ; nous pouvons consi-
dérer o, &, ¢/, comme des quantités infinjment petites relativement
it 5 nous aurons ainsj ;

3 ad-+bb4cd . aad 4 bb'+cc’) ,
=[S (B =o ()4 i,

o' ([) ¢lant la différenticlle de ¢ ( f) divisée par df. La vilesse
relative de M suivant axe des @, deviendra ainsi,

a
a'.e(_f)—{»f. {aa'+bb'+cc'} o' (f).
Ses vitesses relatives suivant les axes des & et des ¢, scront

b’-¢(f)+}~{aa'+bb'+cc"}~¢'(f);
(".¢(f)+;;. {ad' + 00 +cc'} o' (f)

La position des axes des @, des & et des ¢ ¢tant arbilraire,, nous

pouvons prendre la dircetion de la force imprimée, pour laxe
des @, et alors &' ¢t ¢ seront nuls; les vitesses relatives préec-
dentes se changent dans celles-ci:
at ab ac
’ ’ ’ ’ . ’ ’
(DGR s Fed () 5 Sed e ()

Si ¢’ (f) n’est pas nul; le mobile, en vertu de la force impri-
mée @’ aura unc vitesse relative, perpendiculaire i Ja divection de
cette foree, pourvu que & ¢t ¢ ne soient pas nuls; cest-a-dire,
pourvu que la direction de cetle force ne coincide pas avec celle

du
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du mouvement de la terre. Ainsi, en concevant gu'un globe en
repos sur un plan horizontal trés-uni, vienne a étre frappé par la
base d’'un cylindre droit, mii suivant la direction de son axe sup-
posé horizontal; le mouvement relatif apparent du globe ne seroit
point paralléle & cet axe, dans toutes les positions de Paxe par rap-~
port a Phorizon : voila donc un moyen simple de reconnoitre par
Pexpérience si ¢’ (f) a une valeur sensible sur la terre; mais les
expériences les plus précises ne fontappercevoir dans le mouve-
ment apparent du globe, aucune déviation de ladirection dela force
imprimée; d’ott il suit que sur laterre, ¢’ (f) est nul & tris-peu-
prés. Sa valeuar, pour peu qu’elle fiit sensible, se manifesteroit
principalement dans la durée des oscillations du pendule, durée qui
scroit diflérente, suivant la position du plan de son mouvement,
par rapport a la direction du mouvement de la terre. Les obscrva~
tions les plus exactes ne laissant appercevoir aucune différence sem-
blable, nous devons en conclure que ¢' (f°) estinsensible, et peut
étre supposé nul sur la terre.

Si I'équation ¢’ (f)=o0, avoit licu, quelle que soit Ja force f,
¢ (f)scroit constant, et la vitesse seroil proportionnellea laforce;
clle lui seroit encore proportionnelle, silafonction ¢ (f7) n’éloit
composée que d’un seul terme, puisqu’autrement ¢’ ( f) ne seroit
jamais nul, f ne Pétant pas; il faudroit done, si la vitesse n’étoit
pas proportionnelle & la force, supposer que, dans la nature, la
fonction dela vitesse, qui exprimela force, estformée de plusicurs
termes, ce qui est peu probable; il faudroil supposer de plus,
que la vitesse de la terre est exactement celle qui convient a Péqua-
liong’ (f)=o0, ce qui est conlre loute vraisemblance. Daillcars,
Ja vitesse de la terre varic dans les diverses saisons de lannée :
clle est d’'un trentitme environ plus grande en hiver qu’en ¢té.
Celte variation est plus considérable encore, si, comme toutl pa-
roit indiquer, Je systéme solaire est cn mouvement dans Pespace;
car selon que ce mouvement progressif conspire avee celui de Ia
1erre, ou selon quil lui est contraire; il doit en résulter, pen-
dant le cours de l'année, de grandes variations dans Je mouvement
absolu de la terre, ce qui devroit altérer Péquation dont il s’agit ,
ct le rapport de la force imprimée i la vitesse absolue qui cn

Mican. ctn. Tome I G
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résulte, si cette équation et ce rapport n’étoient pas indépendans
du mouvement de laterre : cependant, 'observation n’y fait apper-
cevoir aucune allération sensible.

Voilia donc deux loix du mouvement ; savoir, la loi d’inertic,
et celle de la force proportionnelle a la vitesse, qui sont données
par Yobservation. Elles sont les plus naturelles et les plus simples
que Pon puisse imaginer, ct sans doute, elles dérivent de la nature
méme de Ja maticre ; mais cette nature étant inconnue, clles ne
sont pour nous que des faits observés, les seuls, au reste, que la
mcécanique emprunte de Pexpérience.

6. La vitesse étant proportionnelle & la force, ces deux quan-
lilés peuvenl étre représentées I'une par Pautre, et tout ce que
nous avons ¢établi précédemment sur la composition des forces,
sapplique a la composition des vitesses. 11 en résulte que les mou-
vemens relatifs d'un systéme de corps animés de forces quel-
conques, sont les mémes, quel que soit leur mouvement commun;
car ce dernier mouvement décomposé en trois aulres parallcles
i trois axes fixes, ne fait quaccroitre une méme quantité, les
vilesses particlles de chaque corps, parallclement a ces axes; ct
comme leur vitesse relative ne dépend que de la différence de ces
vilesses particlles, clle est Ta méme, quel que soit le mouvement
commun & tous les corps : il est done impossible alors de juger du
mouvement absolu d’un systéme donton fail partic, par les appa-
renees ue Pon y observe, et cest ce qui caractérise la loi de la
proportionnalité de la force a la vitesse.

1 résulte encore du n°. 3, que siP'on projette chaque force ct
lenr résullante, sur un plan fixe; la somme des momens des forces
vomposanles, ainsi projetées par rapport aun point fixe pris sur
Ie plan, est égale au moment de la projection de la résultante : or,
si de ce point, on méne au mobile, un rayon que nous nomme-
Yons rayon vecteur; ce rayon projeté sur le plan lixe, v trace-
roit, en vertu de chaque force agissante séparément, une aire égale
aw produit de la projection de la ligne qu’clle feroit déerire, par
la moitié¢ de la perpendiculaire abaissée du point fixe, sur cette
projection : celte aire est done proportionnelle au temps. Elle est
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encore, dans un temps donné, proportionnelle au moment de la
projection de la force; ainsi, la somme des aires que traceroit la
projection du rayon vecteur, en vertu de chague force tompo-
sante, si elle agissoit scule, cst égale a T'aire que la résultante fait
décrire a cette projection. 11 suit de-da que si un mobile projeté
dabord en ligne droite, cst ensuite sollicité par des forces quel-
conques , dirigées vers le point fixe; son rayon vecteur déerira
toujours autour de ce point, des aires proportionnelles aux temps;
puisque les aires que feroient décrire a ce rayou, les nouvelles com-
posantes, seroient nulles. Réciproquement, on voit que sile mobile
déerit autour du point fixe, des aires proportionnelles aux temps ;
la résultante des nouvelles forces qui le sollicitent, est constaum-
ment dirigée vers ce point.

7. Considérons maintenant, le mouvement d’un point sollicité
par des forces qui semblent agir d’'une maniére continuc, Lelles que
Ia pesanteur. Les causes de cette force et des forees semblables i
ont lieu dans la nature, élant inconnues, i} est impossible de savoir
si clles agissent sans interruption, ou si leurs actions successives
sont séparées par des intervalles de temps, dont la durée est insen-
sible; mals il est facile de s’assurer que les phénomenes doivent
étre a trés-peu-pres les mémes dans ces deux hypothéses; car si
Pon représente la vitesse d’un corps sollicité par une force sans
cesse agissante, par Pordonnée d’une courbe dount Pabscisse repré-
scule le temps; cette courbe, dans la secconde hypothése, se chan-
gera dans un polygone d’un trés-grand nombre de cotés, et qui,
par cctle raison, pourra se confondre avee la courbe. Nous adop-
terons la premiére hypothese avec les géométres, et nous suppose-
rons que 'intervalle de temps qui sépare deux actions consécutives
d’une force quelconque, est ¢gal a Pélément d ¢ du tenips que nous
désignerons par ¢. 11 est clair qu’il faut alors supposer Paction de
la force, d’autaunt plus considérable, que Pintervalle qui sépare
ses aclions successives, est supposé plus grand; afin quaprés le
méme temps ¢, la vitesse soit la méme : Paction instantanée d’unc
force doit done étre supposée en raison de son intensité et de Pélé-
ment du temps pendant lequel clle est supposéeagir. Ainsi, en repré-
-sentant par P cetle intensité, on doit supposer an commencement

¢ 2
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de chaque instant d ¢, 1c mobile sollicité par une force P.d ¢, ct
ma uniformément pendant cet instant. Cela posé :

On peut réduire toutes les forces qui sollicitent un point M, a
trois forces P, Q, R, agissantes parallclement a trois coordonnées
reclangles x, ¥, z, qui déterminent la position de ce point; nous
supposcerons ces forces agir en sens contrairve de lorigine de ces
coordounées, on tendre a les accroitre. Au commencement d’un
nouvel instant d ¢, le mobile regoit dans le sens de chacune de ces
coordonnées , les accroissemens de force ou de vitesse, P.d ¢,
Q.dt, R.d¢t. Les vitesses du point M, paralléles & ces coor-
dx dy dz
de de de
clles peuvent étre censées uniformes, et par conséquent égales aux
espaces ¢lémentaires divisés par Télément du temps. Les vitesses
dontle mobile est animé au commencement d’'un nouvel instant,
sont par conséquent :

donudes sonl — 5 car dans un instant infiniment petit,

dr dy dz
—_— > PR ¢ .
‘“-{-I.dt 3 ¢IL+Q'(U’ ‘“+R.(lt ;
o
dr dx dr
—(ﬁ—{'d Tt-—-—d.—d—l—--}-l’.dt,'
dy dy dy
W-i—(l.Tl't——(l-'J;"*- Q.(ll,
dz dz ds
— ——d . — dt;
dt +d. dt d dt + R.di;
mais dans cc nouvel instant , les vitesses dont le mobilc est animé
dt
paralltlement aux coordonnées x, y, z, sontu 1d<,mmenl + d. 10
dy dy dz dz d
i ___._  — N —_—, — A —_d .= .dt
TR o d¢+d ‘“,lcsfoxccs d d:+P dt, d‘-f-Q )

ot —-(l +R dt, doivent donc étre détruites, en sorte que le

mobile .M , en vertu de ces forces seules, seroit en équilibre. Ainsi
en désignant par fa, &y, &z, les variations quelconqyes des trois
coordonnées &, g, z, variations qu’il ne faut pas confondre avec
les différences dx, dy, dz, qui expriment les espaces que le mo~
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bhile décrit parallélement aux coordonnées durant Vinslant dt;
Téguation () du n’ 3 deviendra

1

—_— . dr 1 ( dy - ( dz'___ ] .
0~—J1-{d-'d‘;—P-df)+JJ’-’lll-;ﬁ—‘Q-(”}'i'J\m.\ll-;l‘i ]l"hj"

Silc point A est libre, on ¢galera séparément & zéro, les coclliciens
dedx, Sy ct &z, ct Ponaura, en supposant'élément d¢ du temps,
conslant, les trois équations différenticlles ,

ddx _p. h_o, g

de 07 dew T % ape T

Sile point M west pas libre, en sorle qu'il soit assujelti & se
mouvoir sur une surface ou sur une ligne courbe ; on ¢liminera
de P'équation ( f), au moyen des ¢quitions a fa surface ou i la
courbe, autant de variations & x, &y, &z, qu'il y aura d’équations,
ctPon égalera séparément a zéro, les coelliciens des varialions res-
tantes.

8. Onpeut supposer dans T'équation () les vaviations dx, &y,
&z égales aux dillérenticlles d o, dy, d z, puisque ces dilléren-
ticlles sont néeessaivement assujetties aux conditions du mouve-
ment du mobile M. In faisant celte supposilion, ct en inl(-grunl'
cusuite Péquation (f), on aura :

drrd-dy 4 dz* i
—-——ﬁi‘—-:c—i-mf(l’.(lx{-Q.(ly-{-[{.(l:);
, L deddy 4 da ,
¢ ¢lant unce constante avbitraire. - s b «I‘~ st le quarré de Ia
e
vitesse de A, vitesse que nous désignerons par v ; en supposant
done que Pdx+ Qdy+ Rdz soit Ja diflérence exacte d'une fone-

tion ¢, on aura
vi=c+20 (g)

Ce cas a licu lorsque les forces qui sollicitent le point M, sont
fonctions des distances de Jeurs origines a ce point, ce qui com-
prend a peu-pres toutes les forces de la nature. En effet, 8, 8", cte.
représentant ces forces, et s, s’y cte. ¢tant les distances du point M
it leurs origines; la résultante de toutes ces forees, multipliée par
la variation de sa direction , sera par le n° g, égale & 2.8 Js;
clle est encore égale a P. da+Q.dy+R. £z ; on a donc:

P.lx+Q. iy+R $2=2.8.8s;
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ainsi, le second membre de cette équation étant une différence
cxacte, le premier membre Pest pareillement.

11 résulte de Péquation (g), 1% quesile point M rlest sollicité
par aucures forces, sa vilesse est constante, puisqu’alors, ¢ =o0;
C'est ce dont il esl tacile de s’assurer d’ailleurs, en observant qu’un
corps mit dans une surface ou sur une ligne courbe, ne perd a
In rencontre de chaque plan infiniment petit de la surface, ou de
chaque ¢0lé infiniment petit de la courbe, qu'une partic infini-
ment petite du second ordre de sa vitesse. 2°. Que le point 41,
en partant d'un point donné avee une vitesse donnée, pour arri-
ver ann autre point, aura, en parvenant a ce dernier point, la
méme vitesse, quelle que soit Ja courbe quil aura déerite.

Muais si le mobile 1’esl point assujetti a se mouvoir sur une courbe
déterminée; lacourbe qu'il déerit, jouit d’une propriété singuliére,
alaquelle on a ¢té conduit par des considérations métaphysiques,
et qui westan fond qu’un résultat remarquable des équations dif-
férenticlles précédentes. Elle consiste en ce que Pintégrale fv d s,
comprise entre les deux points extrémes de la courbe déerite, v est
moindre que sur loute antre courbe, si le corps est libre, ou sur
toute autre courbe assujettic a la méme surface sur laquelle il doit
se mouvolr, s'il 1'est pas entiérement libre,

Pour le faive voir, nous observerons que Pdx 4+ Qdy+ Rdz
étantsupposé une différentielle exacte, 'équation (g ) doune::

viv=D"L. 2+ Q. dy+R. 5z ;
Péquation (/1) du n® précédent devient ainsi

dv ! 12
0 :J‘x.fl.—-~i~+—zl‘y.(l. -(-‘Z+J‘z.(l. Lt 7
dt v dt dt

Nomnions ds I'élément de la courbe déerite par le mobile 5 nous
auromns

vdtl=ds; ds= V(l.y’-}—(()/"-i—d;’;
parlant
dr dy dz
=dav.d —4+dy. . d.—=+8z.d.— —ds.Iv;
o v.d oy d-+izd T ds.Sv; (R)
en differentiant par rapport a &, Pexpression de ds, ona
ds
de”

dx dy dz
J.ods = — , . doet+—=.48. -8 d3.
ds T dx+ 5 dy4 4 &.d
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Les caractéristiques d ct & étant indépendantes , on peut les placer a
volonté 'une avant lautre ; I'équation précédente peut ainsi pren-
dre cette forme:

Ade. fx4dy. Sy4dz f2 dc
g (s Totdy byt LI iy 5)-;—&.(1. o
cn retranchant du premier membre de cette équalion, le second
membre de I'équation (£) ; on aura
didedr4+dy ty+dztz)

dt ’

Cette derniére équation intégrée par rapport a la caractéristique d,

ds

p.ods =

. (vds) =

donne
de fxtdy dy+ds.dz

dt )
Sil’on étend Pintégrale, a la courbe enti¢re déerite par le mobile,

8. fv ds= constante +

ct si on suppose les points extrémes de cette courbe, invariables,
onaura & fv ds=o ; cest-i-dire, que de toutes les courbes sui-
-ant lesquelles le mobile assujetti aux forces P, Q, R peut parve-
nir d’un point donné & un autre point donné, il déerira celle dans
laquelle la variation de Pintégrale /v ds est nulle, ct dans laquelle,
par conséquent, cette intégrale est un mintmum.

Sile point se meut dans unc surface courbe, sans éire sollicité par
aucunc force; sa vilesse est alors constante, ct Pintégrale fv d's
devient v/ d s; ainsi, la courbe décrite par le mobile est, dans ce
cas, la plus courle que Pon puisse tracer sur la surface, du point
de départ au point darrivée.

Q. Déterminons la pression qu’un point mit dans une sarface,
exerce conltre clle. Au licu d’éliminer de équation (f°) du n®, 7
une des variations dx, 8y, £z, au moyen deYéquation i la surface,
on peut par le n°. 3 ajouter a cette équation, Déquation différen-
tielle de la surface, multipliée par une indéterminée—a d ¢, et
considérer ensuite les trois variations &, &y, £z, comme indé-
pendantes. Soit donc =0, Péquation de la surface ; on ajoutera
a Péquation (f) le terme —a. fue. dt, ct la pression que le point
excree contre la surface, sera par le n° 3 égale a

du \» du\> du
V(5 (5) + ()
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Supposons d’abord que le point ne soit sollicité par aucune foree,
sa vilesse v sera constante : si I'on observe ensuite que v dt=ds;
Pélément d ¢ du temps étant supposé constant, 'élément d s de la
courbe déerite, le scra pareillement, et Péquation ( f°), augmentée
du terme— a.dwu.d t, donnera les trois suivantes :

, ddx du\ 0= p* ddy — du ., ddz N du
va‘d.s" \ax/)’ a5 d_)' 0-—-0.2;:— (d—z 5

d’our l'on tire

du \* du\* di\? 1/“.‘/((1({17)’-{- (ddy)+ (ddz)
A — — e ]
‘/(riv) +<1{y> +<¢lz) d s

mais ds ¢lant constant, le rayon osculateur de la courbe décrite

par le mobile, est égal a
ds?

V idde) 5 (ddyy ¥ (ddz)
cn nommant d()l]C rce ]'ﬂ.)'()“ , O aura

‘/ du .l[ll. s du\? o
@)+ () + (&) =7

cpst-a-dire que la pression exercée par le point contre la sur-

“.

face, est égaleau quarré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur
de la courbe qu'il déerit,

Sile point se meut dans une surface sphérique, il décrira Ja cir-
conférence du grand cercle de la sphére, qui passe par la direction
primitive de son mouyement ; puisqu’il 0’y a pas de raison pour
qu'il s’¢earte plutot a droite qua ganche du plan de ce cercle : sa
pression contre la surface, ou, ce qui revient au méme, contre la
circonférence qu'il déerit, est done égale au quarré de sa vitesse,
divisé par e rayon de celte cir conférence.

Concevons le point atlaché a Pextrémité d’un fil supposé sang
masse, ct dont I'autre extrémité soit fixe au centre de la surface;
il estvisible que la pression exercée par ce point contre la circon-
férence, est ¢gale ala tension qu’éprouveroit I fil, sile point n’étoit
retenu que par lui. Leflort que ce point [eroit pour tendre le fil et
pour s’¢loigner du centre de la circonférence, est ce que 'on nomme
force centrifuge; ainsi, la force centrifuge st égaleau quarré de la
vitesse, divis¢ par le rayon,

Dans
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Dans le mouvement d’un point, sur unc courbe quelconque,, la
force centrifuge est égale au quarré de la vitesse, divisé¢ par le
rayon osculateur de la courbe; puisque Tarc infiniment petit de
cette conrbe se confond avee la circonférence du cercle oscula-
teur ; on aura donc la pression que le point exerce contre la
courbe quil décrit, en gjoutant au quarrd de sa vitessc, divisé
par le rayon osculatcur, la pression due aux forces qui sollicitent
ce point.

Dans le mouvement d’'un point sur une surface, la pression due
i la force centrifuge, est égale au carré de la vitesse, divise par le
rayon osculateur de la courbe décerite par ce point, et multiplié par
Ie sinus de Iinclinaison du plan du cercle osculateur, sur le plan
tangent a la surface:en ajoutant a cette pression, celle qui est due i
Paction des forces qui sollicitent le point; on aura la pression totale
qu’il exerce contre la surface.

Nous venons de voir quesile point w’est animé d’aucunes forees,
sa pression contre lasurface, est ¢gale an quarré de sa vitesse, divise
par le rayon osculaleur de la courbe décerite; le plan du cercle oscu-
lateur, est-a~dire le plan qui passe par deux cotés conséenlifs de
Ia courbe décrite par le point, est donc alors perpendiculaire a la
surface. Cette courbe, relativement ala surface de la terre, est celle
que Pon a nommée perpendiculaire ¢ la méridienne, ct nous avons
prouvé (n° 8) qu'elle estlaplus courte que 'on puissc mener d'un
puint a un autre sur la surface,

10. Dec toules les forces que nous observons surla lerre, la plus
remarquable est la pesanteur; elle pénétre les partics les plus inti-
nies des corps, et sans la résistance de Vair, clle les feroit tomber
avee unc ¢gale vitesse. La pesanteur estafort peu-prés la méme sur
les plus grandes hauteurs ol nous puissions nous élever, et dans les
plus grandes profondeurs olt nous puissions descendre :sa direction
est perpendiculaire & horizon; mais dans les mouvemens des pro-
jectiles,on peut supposer sans errcur sensible, qu’elle estconstante,
ct qu'elle agit suivant des droites paralléles, vule peu d’étenduc des
courbes qu’ils décrivent, relativement i la circonférence dela terre.
Ces corps étant mis dans un fluide résistant , nous nommerons ¢,
la résistance qu’ils en éprouvent, et qui est dirigée suivant le c6té

MicaN. cir. Tome I, D
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de la courbe qu'ils décrivent, coté que nous désignerons par ds;
nous nommerons, de plus, g Ja pesanteur. Cela posé :

Reprenons Péquation ( f7) dun®. 7, et supposons que le plan des
x et des ¥ soit horizontal, et que Porigine des z soit au point le plus
¢levé; laforee € produira suivant les coordonnées x, ¥, z, les trois

) dx dy dz
forees =T =6~y —C—=; onaura donc par Je n°. 7.
dr dy dz
'_:—C.—-' :—C.-—' :—C.-—- y
ds ’ Q ds ’ R ds 85

et l’équalion (f) devient
o:::ﬁr.{(] _+c — (ll}-H‘y {d <, (lt}-i- $z.{d.g—z+€-g§-dt—gdl}-

Si le corps est enti¢rement libre, on aura les trois équulions
dx dv dy
=dopeomdty o=d. 40 & Lty o= 2.5 +c (lt—g(lt

Lies deux premicrs donnonl

dy dv dr ! dy

—di—— —.d. == =0;

de’ 7 de deT T de ’
doit Pon tire en intégrant, dv=fdy , félant unc constante arbi-
traire. Celte ¢quation est celle d’une droite horizontale ; ainsi, le
corps s meut dans un plan vertical. Eu prenant ce plan pour celui
des @ ctdes z, onaura y=o; les deux équalions

1. 1.
o=d. —(—£+C i .(lt —(l +6' ..dt—gdl,
donncront, en faisant dx constant,
ds.ddt ddz  dz.ddt dz
=0 o= T e 2 dt—pdt.
a7 de + ds di—g

D'oliTon tire gdt*=ddz ; et en dilférentiant 2gdt.ddt=d'z; en
3

. Cdt
substitnant pour dd¢, sa valeur ——

ddz
o etpour dt* sa valeur R

on aura
_ dsd'z
Tad a.(ddz)}
Cette équation donne laloi de la résistance ¢, nécessaire pour faire
déerire au projectile, une courbe déterminée.
Si la résistance est proportionnelle au quarré de la vitesse,, € est
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Y

ds
dgal ]l'—?t_" & élant constant dans le cas ou la densité du milieu
[2

est uniforme. On a alors
¢ h.ds? h.dse

g gde T Tads
d? . .
partant A.ds= Sdds ceau domne en intégrant,
ddz 2ks
:i":; =2a.c »

a étant une constante arbitraire, et ¢ étant Ie nombre dont le loga-

rithme hyperbolique est P'unité. Silon suppose nulle, la résistance

du milicu , ou z=0; on aura en intégrant, I'équation ala parabole,
z=ax*+ba+ec;

b, e dtant des constlantes arbitraires,
. . Y . aa
Léquation différenticlle ddz = gd¢t*, donnera dt* = —. da*;
_— &
. . 2a
d’ou Ton tire t=u. — + f'. Supposons que x, z ct ¢, com-
g

mencent ensemble, on aura e=o, f'=o, et par consé¢quent,
2a
t=uxw. —; z=ax'+tx;
I3

* .
z:ﬁ_._f.bt,‘/,‘?__
9 aa

Ces trois ¢équations renferment toute la théorie des projectiles
dans le vide; il en résulte que la vitesse est uniforme dans le sens

ce qui donne

horizontal, et que dans le sens vertical, elle est la méme que si le
corps tomboit suivant la verticale.
Si le mobile part de I’état du repos, b seranul, et 'on aura
dz ,
T gty z=:g80;
la vitesse acquise croit donc comme le temps, ct Iespace croit
comme le quarré du temps.
N estfacile, au moyen de ces formules, de comparer la force cen-
trifuge a Ja pesanteur. On a vu précédemment que v étant la vitesse
d'un corps mt dans une circonférence dont le rayon est r, la force

centrifuge ecst VT Soit 4 la hautcur dont il devroit tomber pour
D2
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acquérir la vitesse ¢; on aura, par ce qui préctde, * = 2gh ; Cou
)2

. ah . . . , \
Ton tire — = g.—. Si k== r,laforce cenlrifuge devient égalc ala
r r

pesanteur g; ainsi un corps pesant attaché a extrémité d'un fil
fixe par son autre extrémité,, sur un plan horizontal , tendra ce fil
avee la méme foree , que s'il étoit suspendu verticalement, pourvu
qu'il se meuve sur ce plan, avee la vitesse qu'il acquerroit en
tombant "une hauteur égale & la moitié de la longueur du fil.

11, Considérons Ie mouvement d’un corps pesant, dans une
surface sphérique. n nommantrson rayon, et fixant & son cenltre,
Porigine des coordonnées @, y, z; on aura r*—a*—y*—z'=o0;
cetle équation comparée acelle-ci w=o,donne v =r’—x*—y’—2z*;
en ajoutant done & Péguation (/) du n° 7, la fonction dz, mul-
tipliée par Pindéterminée —ad¢, on aura
o=dx, j(l. qi‘j%—mx.(lt] +4y. ”zl.l~’)—1+2Ay.dl]. +4z. [d.(—{f%—mz.dt——rrdt] ;

| dt J | de J | e © j’
¢quation dans laquelle on pourra égaler séparément a zéro, les
coelliciens de chacune des variations &x, &y, &z, ce qui donne les
Lrois ¢quations suivanles :

{l.l'
0= (/.~‘—{—t—+2A.v.tlt,-
dy
0:(1.—(27-{-2)\)/.(”,' ()

1z
o= (l.—(d—t—{-mz.(lt-—gdt

I'indélerminée  fait connoitre la pression que le mobile exerce
contre la surface. Celle pression est , par le n° g, égale a

du\r  [du\* [du)? . ,
AL l/<_J—L> +(7j> +(7:) ; clle est par conséquent égale a

2.Ar; oronaparle n®. 8,

drit dy* 4 dz?
dr ’
¢ ttant une constante arbitraire : en ajoutant cette équation, aux
¢quations (.f) divisées par dt, ct multipliées respectivement par
x, ¥, 5; cn obscrvant ensuite que Péquation dillérentielle de la
surface, ¢lanl o=xdx+ydy+zdz, on a
o=xddxs+yddytzddz+ds*+dy* +dz°;

ct+ags=
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on trouvera

Si 'on multiplie la premiere des équations (A) par —y, et qu'on
Pajoute a la seconde multiplice par x ; on aura, en intégrant leur
somme ,
zdy—ydx __
de
¢’ étant une nouvelle arbitraire.
Lc mouvement du point est ainsi ramené aux trois équations

diff¢rentielles du premier ovdre,

adx+ydy = —zdz;

xdy—ydx=c'dl;

dr*t dy* - dz?

——
Tin ¢levant chaque membre des deux premicres , au quarré, et en

=c+2g5.

les ajoutant, on aura

(2 4y2).(da*+dy*) = "*dt’ +2°dz*;
silon substitue, au lieu de *++5*, sa valeur 7*—z% ct au lien de
da? + d_y z*

— st valenr c+2g*—--d—t; ; on aura, en supposant que l¢
corps s’¢loigne de la verticale,
: ; —_— dz,
dt = .

V (r'—z*).(c+ 2gz.)—-(, 2
TLa fonction sous le radical, peut étre mise sous la forme (a—=z).
(= —b) (2gz+f); a, b, f, étant déterminés par les équations

og.(r* 4+ ab)
f - a+4b d
V__zg.(r’—a’—nb—b‘)
- a4 b i
,2__23'.(10—a‘).(1“—-—b’)
.—__’_—E“L‘_‘_—u

On peut ainsi substituer aux arbitraires ¢ et ¢, les nouvelles arbi~
traires @ et &, dont la premiére est la plus grande valeur de z, et
dont la seconde est la plus petite valeur. En faisant ensuite,

. 0 l/ a—2z
Sl 0= | —
a—b’
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Péquation différentielle précédente deviendra
r. Vn 2.(a-+) df
Vg {(aTb/ + r— 1)‘} Vx—-'}’sm’a
a—b
(a+bjtr—b
Langle 8 donne Ja coordonnée z, an moyen de équation,

dt =

> élant égala

z=a.cos.*§4+b.sin* 9,

¢t Ja coordonnée z divisée par r, exprime Je cosinus de Pangle que
le rayon rfait avec fa verticale.

Soit = I'amgle que e plan vertical qui passe par le rayon r, fuit
avee le plan vertical qui passe par I'axe des & ; on aura

s=Vr—2.cos7; y=Vr—zsna;
ce qui donne
sdy—yde = (r'—z).ds;

Péquation xdy—ydx = ¢'dt, donera ainsi:

d cdt
7 ==

r—z’

en substituant pour z et dt, leurs valeurs précédentes en 4, on
aura Pangle = en fonetion de ; ainsi Pon connoitra, pour un temps
queleonque, les deux angles 8 et =, ce qui suflit pour déterminer
la position du mobile,

Nommons demi-oscillation du mobile, le temps qu’il emploie &
parvenir de la plus grande ,  Ja plus petite valeur de z; soit ; T} ce
temps. Pour le déterminer , il faut intégrer la valeur précédente
de dt, depuis 8=o0 jusqu’a §=1n, = élant la demi-circonférence
dontle rayon cst 'unité; on trouvera ainsi :

ar.(a+b) 1\* 1.3\* y 1.3.5\s | 1

- -} (—]) . — ) of+&e

l/ I/(a+b)+r’ 1,={ +<> ”(2.4) 7 as) T
(‘onccvons le point suspendu & Pextrémité d'un [l sans masse,
el fixe par son autre extrémité; silalongueur du fil est 7, le mo-

bile sera m exaclement comme dans I'intéricur d'une sulfacc sphé.
vique; il formera avec le fil, un pendule dont le cosinus du plus

grand écart de la verticale sera r—. Si T'on suppose que dans cet état,

Ja vitesse du mobilc soit nulle ; il oscillera dans un plan vertical
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r—b . r—=b
et on aura dans ce cas, a=r; ) = — La fraction —ost le
quarré du sinus de la moitié da plus grand angle que le fil forme
avec la verticale ; la durée entiére T' de Loscillation du pendule
sera donc

T 1\* /r=b\  [1.3\* (r—b\s (1.3.5\* fr—b\?
=, - )=+ —=) =) + == (—) + &e. "
r b (I (E) ) (F) )
—b P
SiToscillation est trés-petite, 1;7 est une trds - petite fraction

que 'on peut négliger, et alors ona

T=m. ‘/%,

les oscillations fort petites sont donc isochrones, ou de ménte durée,
quelle que soit leur étendue; et Pon peut facilement , au moyen de
celte durée et de la longueur correspondante du pendule, détermi-
ner les variations de lintensité de la pesanteur, dans les divers lieux
de la terre.

Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps, pen-
dant le temps T'; on aura, parle n°. 10, 2z2=gT" ct par consc-
quent, z=y37%r; on aura donc ainsi, avec une grande prccision,
au moyen de la longueur du pendule 4 secondes, Pespace que la
pesantear fait parcourir aux corps, dans la premiére seconde de
leur chute. Des expériences trés -exactes ayant fait voir que fa
longueur du pendule a secondes estla méme, quelles que soient les
substances que L'on fait osciller ; il en résulte que la pesanteur agit
également sur tous les corps, ct qu’elle tend, dans le méme licu,
a leur imprimer dans le méme temps, la méme vitesse.

19. L'isochronisme des oscillations du pendule, n’étant qu’ap-
proché ; il est intéressant de connoitre la courbe sur laquelle un
corps pesant doit se mouvoir, pour arriver dans le méme temps ,
au point ou son mouvement cesse, quel que soit arc qu'il aura
décrit depuis le point le plus bas. Mais pour embrasser ce probléme
dans toute sa généralité, nous supposerons, conformément & ce
qui a lieu dans la nature, que le mobile se meut dans un miliea
résistant. Soit s I'arc décrit depuis le point le plus bas de Ja courbe;
= Dabscisse vertieale comptée de ce point; d¢ I'élément du temps,
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et gla pesanteur. La force retardatrice le long de Parc de la courbe
sera 1°. Ja pesanteur décomposée suivant Parc ds, et qui devient

Lo dz . .
ainsi égale a g. 75 2" la résistance du milicu, que nous exprime-
as

ds ds ds
: 1
rons par ¢ (dt) (a‘t) ¢tant la vitesse du mobile, et ¢ (dt)

¢lant une fonction quelconque de cette vilesse. La différenticlle

N dz ds
de celle vitesse sera, par le n® 7, égale a —87 —-cp(d—t ;

pn aura donc, en faisant d¢ constant,
dds dz ds .
== o, — — ).
°=n +8 ds+¢ dt Q)
ds ds ds® , , .
Supposons ¢ (2?) =m.—+n.oo—, et s=+4(s') ; en désignant

par 4'(s") Ja différence de+ ('), divisée par ds';etpar 17(s’) cello
de 4’ ('), divisée par ds’; on aura

ds as .,
A AR
dds  dds , p
= VLA
ct Péquation () deviendra
__ddo ds' ds'? ~L”(s')-|-n.{¢’(s')}i} g-dz
o=t +'d}7’{ (') tav (Vis)y? i ()

R s
on fera disparoitre le terme multiplié par 7 Au moyen de
Véquation .,
o=+"(s)+n.[3()];
d’olt P'on tire cn intdégrant,
1
1(s') = log. {h. (s'+q)‘»‘} =s,
h et ¢ Hant des arbitraires. Si Yon fait commencer s’ avec s, on
2 o gy
aura hgn=1, et si I'on fait pour plus de simplicité, =1, on aura
sl — Y —1 3
¢ ¢lant le nombre dont le logarithme hyperbolique cst Punité :

Iéquation différentielle (Z) devient alors

dds' ds' dz .
dt“+’n. +ngdl (1+‘9)

o=
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En supposant s’ trés - petit, nous pourrons développer le der-
nier terme de cette équation , dans une suite ascendante par rapport
aux puissances de s', et qui sera de cette forme, £s'+Is'+ &e.,
i étant plus grand que L'unité; ce qui donne

dds' .
{“f +m.—+bs +1Is'i4 &e.
mt

Cette ¢quation multipliée par ¢ * . {cos. 3¢+ Vs, ¥}, et en-

T . , \ m?
suile intégrée, devient, 3 étant supposé égal & l/k—:f’

mt — '
c* . {cos.yt+ V= .sinyt}. {%4—(1}—}«. l/:)""}

mi
=—1.fs'idt.cv . {cos.yt+V 1. sin.y 1} —&e.
En comparant séparément les parties réelles et les parties imagi-
naires, on aura deux équations au moyen desquelles on pourra

’

e . ds .. .. . .
¢liminer ;5 mnais il nous suffira ici de considérer la suivante:

! mt

: . mt
~"diz sinyt+c? . {";'Sin-7t‘—7‘cos-7t}=—l-f8”dt.cT.sin,yt—- &e.

les intégrales du second membre étantsupposées commencer avec £,

, , ds
Nommons T'la valeur de ¢, a la fin du mouvement ol 77 ot nul;

on aura, a cet instant,

mT (m o mt
c .8 {-ﬂ—.sm.yT-—y cos.yT}: —1.fs"dt.cv sinyt—&e.
Dans le cas de s’ infiniment petit, le second membre de cette équa-
tion se réduit & zéro, par rapport au premier, et ona

o= L’n— osin yT—y.cos. 3 T';
doulon tire
tang. yT'= %’ 3
et comme le temps T est, par la supposition, indépendant de l'arc

parcouru, cette valeur de tang. 3 T a lieu pour un arc quelconque,
ce qui donne, quel que soit &',

mt
o=1/s" .dt.c.*.sin.yt + &e.

Vintégrale étant prise depuis #=o, jusqu’a t="T. En supposant &
Mican. cin. Tome I, E
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trés-petit, cetle équation se réduit & son premier terme, ctelle ne

. mt
peut étre satisfaite qu'en faisant /=o; car le facteur ¢*. sin. y¢
étant constamment positif depuis ¢=o0 jusqu'a t=T, Pintégrale
précédente est nécessairement positive dans cet intervalle. 1l ne
peut donc y avoir de tautochronisme que dans la supposition de

dz ,
n‘g'.i;.(l +s' ) =ks';
ce qui donne pour I'équation de la courbe tautochrone,
kds
gdz= —n——.(1—c‘"’).

Dans le vide, ct lorsque la résistance cst proportionnelle 4 la simple

) q prop p
vitessc, z estnul, et cette équation devient gd z=kds; équation
i la cycloide.

11 est remarquable que le coeflicient n de la partie de la résis-
fance, proportionnelle au quarré de Ja vitesse, n’entre point dans
Pexpression du temps T etil est visible, par Panalyse précédente

P ps £ ! ysc ]
que celle expression seroil Ja méme, si Pon ajoutoit & la loi précé-
. ds? dst
dente de la résistance , les termes Pegategyt &e.
a7
Soit en général , R Ia force retardalrice le long de la courbe ; on

aura Iy
S
o= Ty +R.
s cst unc fonction du temps ¢ et de Yarc total parcouru qui par
conséquent, est fonction de £ et de s. En différentiant cette derniére
fonction, on aura une équation différenticlle de cette forme,
ds

w=7 |
# élant une fonction de ¢ et de s qui doit étre nulle par la condi-
tion du probléme , lorsque ¢ a une valeur déterminée, et indépen-
danle deYarc total parcouru. Supposons, par exemple, #=§.T,
§ étant fonction de sscul, et T étant fonction de £ seul ; on aura

dds ds ds dT d§ ds daT

[T T T TR F PR R T

. o4 . ar. .,
mais I'équation d—i =§T, donne ¢, et par conséquent n égal d une
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ds ds? ds

fonction de— T , fonction que nous désignerons par —— T J((m :
on aura donc

dds ds* ds ds
TF = Sar -{75'* “*(m) }=‘R'

Telle est expression de la résistance qui convient a 'équation

: .o d . : :
différentielle d—i = §T; et il est facile de voir qu'elle embrasse le

cas de la résistance proportionnelle aux deux premiéres puissances
de la vitesse , multipliées respectivement par des cocfliciens cons-
tans. D’autres équations différentielles donneroient d’autres loix de
¥ésistance,
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CHAPITRE I11
De Uéquilibre d’un systéme de corps.

15.LE cas e plus simple de Yéquilibre de plusicurs corps, est
celui de deux points matéricls qui se choquent avec des vitesses
égales et directement contraires ; leur impénétrabilit¢ mutuclle
anéantit ¢videmment leur vitesse, et les réduit a Pétat du repos.

Concevons présentement un nombre m de points matéricls con-
tigus, disposés en ligne droite, ct animés de la vitesse z, dans la
direction de cette droite. Concevons pareillement un nombre m’
de points contigus disposés sur la méme droite , et animés de la
vitesse ' dircctement conlraire & u, en sorte que les deux sys—-
témes viennent a se choquer. Il doit exister, pour leur équilibre
a Pinstant du choc , un rapport entre u et ', qu’il s’agit de déter-
miner.

Pour ccla, nous observerons que le systéme m, animé de la
vitesse #, [eroit équilibre & un seul point matériel animé de la
vitesse mu, dirigée en sens contraire; car chaque point du systéme
détruiroit dans ce dernier point, une vitesse égale & z, et par con-
séquent,ses m pointsdélruiroientlavitesse entiére mu; onpeutdone
substituer a ce systéme, un seul point animé de la vitesse mz. On
peut semblablement substitueran systéme m’,un seul pointanimé de
la vitesse m't’; or les deux systémes étant supposés se faire équi-
libre, les deux points qui en tiennent lieu, doivent pareillement
se faire équilibre , ce qui exige que leurs vitesses soient égales;
on a donc pour la condition de Véquilibre des deux systémes,
mu=mu' '

La masse d’'un corps est le nombre de ses points matériels, et
I'on nomme quantité de mouvement, le produit de la masse par
Ja vitesse; Cest aussi ce que 'on entend par la force d’un corps en
mouvement., Pour I'équilibre de deux corps ou de deux systémes
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de points qui viennent a se choquer en sens contraire ; les quan-
tités de mouvement, ou les forces opposées doivent tre égales, et
par conséquent, les vitesses doivent étre réciprogues aux masses.

La densité des corps dépend du nombre des points matériels
quils renferment sous un volume donné. Pour avoir leur densité
absolue, il faudroit pouvoir comparer leurs masses, a celle dune
substance qui n’auroit point de pores; mais on 1’en connoit point
de semblables ; on ne peut done avoir que la densité relative des
corps, Cest-a-dire, le rapport de leur densité, a celle d’une subs-
tance donnée. I est visible que la masse est en raison du volume
et de la densité ; en nommant donc M, la masse d'un corps, Uson
volume ct D sa densité, on a généralement M= DU; équation
dans laquelle on doit observer que les quantités M, D et U expri-~
ment des rapports & des unités de leur espece.

Ce que nous venons de dire, suppose que les corps sont composés
de points matéricls semblables, ct qu’ils ne différent que par la
position respective de ces points. Mais la nature des corps ¢étant
inconnue, cette hypothése est au moins précaire, et il est possible
qu’il y ait des différences essenticlles entre leurs molécules inté-
grantes. Heureusement, la vérité de cette hypotheése est indilférente
a la mécanique, et Pon peut, sans craindre aucune erreur, en
fairc usage, pourvu que par points matériels semblables , on en-
tende des points qui s¢ choquant avec des vitesses égales et con=
traires, se font mutuellement équilibre, quelle que soit leur nature.

14. Deux points matéricls dont les masses sont m et m', ne
peuvent agir 'un sur Pautre, que suivant la droite quiles joint. Ala
VEritd, si les deux points sont liés par un fil qui passe sur unc poulie
fixe ; leur action réciproque peut n'élre point dirigée suivant cette
droite. Mais on peut considérer la poulie fixe, comme ayant a son
centre, une masse d’une densité infinie, qui réagit sur les deux
corps m et m’, dont Paction 'un sur Pautre n’est plus qu’indirecte.

Nommons p Paction que m exerce sur m’ au moyen d’une droite
inflexible et sans masse, qui est supposée unir ces deux points.
En concevant cette droite animée de deux forces ¢gales et contraires
P et —p; la force —p détruira dans le corps m, unc force égale
a p, et la force p de la droite se communiquera toute enlicre an
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corps m'. Cette perte de force dans 2, occasionnée par son aclion
sar m’, cst ce que Pon nomme réaction de m'; ainsi, dans la com-
municalion des mouvemens, la réaction est touwjours égale et con-
traire ¢ I'action, Iobservation fait voir que ce principe a licu dans
toutes les actions de la nature,

Imaginons deux corps pesans m ct m' attachés aux extrémités
d’une droite horizontale, inflexible et sans masse, qui puisse tour-
ner librement autour d’un de ses points. Pour concevoir Paction
de ces corps Pun sur Pautre, lorsqu'ils sc font équilibre; il faut
supposer la droite infiniment peu rompue a son point fixe, et for-
mdée de deux droites faisant a ce point, un angle qui ne diflere de
deux angles droits, que d'une quantité infiniment petite o. Soient f
et f'les distances de m et ' au point fixe : en décomposant la
pesanteur de m, en deux forces, P'une agissant sur le point fixe,

T . mg.(f+f')
Pautre dirigée vers m'; cette dernicye foree sera ——E—ff—i— , g Ctant
@

. )
Ja pesanteur, Laction de ' sur m, sera parcillemcnt—m—ig—}{-—u 3
en égalant done ces deux forces, en vertu de I'équilibre, on aura
mf=m["; cc quidonne laloicomuec de I'équilibre dulevier, et fait
cnmdéme temps, concevoir Paclion réciproque des forces paralléles,

Considérons présentement, P'équilibre d’un systéme de points m,
m'y m"y &e. sollicités par des forces quelconques , ct réagissans les
uns sur les aulres. Soit f, la distance de m a m'; f' la distance
de m & m”; £ la dislance de m' i m”, &c.; soit encore p, laction
réciproque demsurm’; p’ celle de msurm”; p”celle dem’sur m”, &ec.
Enfin, soient m 8, m'S', m"S’, &c.les forces qui sollicitent m, m/,
m’y &e.; et s, s, 8", &e. les droites prises depuis Jeurs origines,
jusqu'aux corps m, m'y m’y &c.; ccla posé, le point m peut étre
considéré comme ¢lant parfaitementlibre , et en ¢quilibre en vertu
de la force m S, et des forces que lni communiquent les corps m/,
m’, &e.: mais 'l Gloit assujelli & se mouvoir sur une surface ou
sur une courbe, il faudroit ajouter & ces forces, la réaction de la
surface ou de Ja courbe. Soit done &8s, la variation de s, ct dési-
gnons par 8, f, la variation de f, prise en regardant m’ comme fixe,
Désignons pareillement par &, 7, la variation de f”, prise en regar-
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dant m” comme fixe, &c. Soient R, R’ les réactions de deux sur~
faces qui, par leur intersection, forment Ja courbe sur laquelle le
point m est assujelti & se mouvoir; et &r, &' les variations des
directions de ces dernitres forces. L'équation (d) dun®. 3 donnera:

o:nzS.Js+p.'J\,f+p’.J‘,f’+ &c.+R.&r+ RO 4 &e.

Pareillement ' peut étre considéré comme un point parfaitement
libre, en équilibre en vertu de laforce 'S, des actions des corps mz,
m”, &e., et des réactions des surfaces sur lesquelles il peut éire
assujetlia se mouvoir, réactions que nous désignerons par R” et R”.
Soit donc &'s” la variation de s'; 4, fla variation de f prisc en re-
gardant m comme fixe; & f” la variation de f* prise en regardant "
comme fixc, &ec. Soient de plus 77, &7 les variations des direc-
tions de R, R”'; Yéquilibre de ' donnera
o=m'S' . &s'+p.> [+p". J\/f”—{— &e. + R8RS,

On formera de semblables équations relatives a Iéquilibre de m”,
", &c.; enles ajoutant ensuite, ct observant que

=8 1+9.f ; J\f':J‘/f/—'}-J\"f'; &e.
&, &f, &e., élant les variations totales de f, f', &c.; on aura
o=3%.m.8.Is+4Z.p. S f+ 2. R.Ir; (#)

¢équation dans laquelle les variations des coordonnées des différens
corps du systéme, sont entierement arbitraires. On doit observer
ici, qu’au lieu de m§.4s, on peut, en vertu de I'équation (a) du
n° 2, substituer la somme des produits de toutes les forces par-
tielles dont m est animé, par les variations de leurs directions
respectives. Il en est de méme des produits m'S8”". s, m"S’. 8", &e.

Si les corps m, m', m”, &c. sont liés entr’eux, d’une maniére
invariable; les distances f, f’, f”, &c., sont constantes, ct Pon
a pour la condition de la liaison des partics du systéme, &f=o),
&f'=o0, &f’=0, &ec. Les variations des coordonnées étant arbi-
traires dans I'équation (£), on peut les assujettir & satisfaire & ces
dernicres équations, et alors les forces p, p', p”, &e. qui dépendent
de Paction réciproque des corps du systéme, disparoissent de cette
¢quation ; on peut méme en faire disparoitre les termes Rdr,
R'8r, &c., en assujettissant les variations des coordonnées, a satis-
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faire aux ¢quations des surfaces sur lesquelles les corps sont forcés
de se mouvoir ; Péquation (£} devient ainsi

o=3.m8.9s; (2)
Q’ott il suit que dans le cas de équilibre, la 'somme des variations
des produits des forces, par les élémens de leurs directions, est
nulle, de quelque maniére que 'on fasse varier la position du sys-
téme, pourvu que les conditions de la liaison de ses parties soient
observées.

Ce théoréme auquel nous sommes parvenus dans Ja supposition
particuliere d’'un systéme de corps liés entr’cux d’une maniére inva-
riable, est général, quelles que soient les conditions de la liaison
des parties du systéme. Pour le démontrer, il suffit de faire voir
quw’en assujeltissant les variations des coordonnées, a ces conditions,
on a dans 'équation (£),

o=Z2.p. & +=.Rér;

or il est clair que &r, &7, &c., sont nuls en vertu de ces condi-
Llions ;5 il ne s’agit donc que de prouver que 'on a o==.p.df,
cn assujeltissant aux mémes conditions, les variations des coor-
donndées.

Concevons le systéme animé des seules forces p, p', p”, &e., et
supposons que les corps soient forcés de se mouvoir sur des cour-
bes qu’ils puissent décrire en vertu des mémes conditions. Alors,
ces forces se décomposeront en d’autres, les unes ¢, ¢/, ¢”, &c.,
dirigées suivantles droites f; f, f”, &c., et quise détruiront mu-
tuellement sans produire d’action sur les courbes décerites ; les
autres T, T", T, &c. perpendiculaires aux courbes déerites; les
autres enfin, tangentielles & ces courbes, et en vertu desquelles le
systéme sera mii. Mais il est aisé de voir que ces dernicres forces
doivent étre nulles; car le systéme étant supposé leur obéir libre-
ment, clles ne peavent produire ni pression sur les courbes dé-
crites , ni réaction des corps les uns sur les autres; elles ne peu-
vent donc pas faire équilibre aux forces —p, —p', —p’, &e.; 9, ¢
¢’y &e; T, TV, &c. ; il faut donc qu’elles soient nulles, et
que lc systéme soit en équilibre en vertu des seules forces —p,
—p,—p, & q, ¢, ¢ &c; T, T, &c. Soient i, 4, &c., les

variations
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variations des directions des forces T, T, &c. ; on aura, en vertu
de Iéquation (&),

o==3.(¢g—pl.8f+=.T.8;
mais le systéme étant supposé en équilibre en vertu des seules
forces ¢, ¢', &c., sans qu’il en résulte aucune action sur les courbes
décrites, 'équation (£) donne encore 0==.q.4f; partant
0= 2.p.J‘f—2.F.J‘t.
Si Ton assujétit les variations des coordonnées & satisfaire aux
courbes décrites, on a di=o, &i'=o0, &c.; on a donc alors,

= S.p.df;
et comme les courbes décutcs sont ellcs-mémes arbitraires, et ne
sont assujéties qu'aux conditions de la liaison des parties du sys—
téme; ’équation précédente a lieu, pourvu que ces conditions
soient remplies , et alors I'équation (£) se change dans P'équa-
tion (7). Cette ¢quation est la traduction analytique du principe
suivant, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles.

« 51 Yon fait varier infiniment peu, la position d’un systéme
» de corps, en Passujélissant aux conditions qu’il doit remplir; la
» somme des forces qui le sollicitent , multipliée chacune par Ves--
_» pacc que le corps auquel clle est appliquée , parcourt suivant
» sadireclion, doit étre égale a zéro, dans le cas de I’équilibre du
» systéme ».

Non-seulement ce principe a lieu dans le cas de Véquilibre;
mais il en assure I'existence. bupposons en effet, que l’Lquahon (1)
ayant licu, les points m, m/', &c., prennent les vitesses ¢, ¢/, &c.,
en vertu des forces mS, m'S’, &c., qui leur sont appliquces. Ce
systéme seroit en équilibre, en vertu de ces forces ct de celles-ci
—my, —m'v', &c.; désignons par v, &v', &c., les variations des
directions de ces nouvelles forces ; on aura, par le principe des
vitesses virtuelles,

o=32.mS.ds—~=.mydy;
maisona,par lasupposition, 0o ==.mS.#s;onadonc o==.m.¢dv.
Les variations d&v, &', &c., devant étre assujéties aux condi-
tions du systéme , on peut les supposer égales a vdt, v'dt, &c,
et alors on a 0=2.m¢*, équation qui donne ¢ =o, v'=o, &c;
MiicAN. cén. Tome I. F
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cest-i=dire que le systéme cst en €quilibre, en vertu des scules
forces m8, m'S’, &c.

Les conditions de la liaison des parties d'un systéme peuvent
toujours se réduire a des équations entre les coordonnées de ses
différens corps. Soientu==0, v'=o0, u"=o0, &c. ces diverses é¢gna-
tions; on pourrva,parlen® 3, ajouler a Péquation (7), la fonction
Aduadd' - &e. , ou Eaacdu;a, Ay &e., ctant des fonctions indé-
terminées des coordonnées des corps; cetle équation deviendra
ainsi,

o=3.mS8.Is+=.r.du;
dans ce cas, les variations de toutes les coordonnées seront arbi~
traires , et Pon pourra égaler leurs cocfliciens a zéro, ce qui don-
nera aulant d’équations au moyen desquelles on déterminera les
fonctions A, A/, &c. SiYon compare ensuile cette équation a 'équa-
tion (£), on aura,
Sandu=2.pdf+E.R.Ir;

dott il sera facile de conclure les actions réciproques des corps
m,m', &e., etles pressions — R, — R, &c., qu'ils exercent contre
les surfaces auxquelles ils sont assujétis.

1), Sitous les corps du systéme sont fixement atlachés ensem-
ble, sa position sera déterminée par celle de trois de ses points qui
ne sont pas cn ligne droite ; la position de chacun de ces points
dépend de trois coordonndes, ce qui produit neuf indétermindes ;
mais les distances mutuclles des trois points ¢lant données et
invariables , on peut, aleur moyen, véduire ces indéterminées a
six autres qui, substiluées dans 'équation (), inlroduiront six
varialions arbitraires ; en ¢galant a zéro leurs cocfficiens , on aura
six ¢quations qui renfermeronttountes les conditions de Iéquilibre
du systéme 5 développons ces équations.

Pour cela, soient &, , z, les coordonnées de m ; 2’ 5, z', celles
dem'; 2, v, 2", celles de m”; &ec., on aura

S =V (=) (Y —y )+ (F—=)";
S =V (& =)+ (Y —y )+ ("—z);
P=V =)+ =y T+ (=5 )
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Si I'on suppose

2N
(97}

dx=4da'=0a" = &c.;

Sy =8y’ =dy"= &c.;

Pz=4dz'=4dz" = &ec.;
on aura df=o0, &f'=o0, &f'=o0, &c.; les conditions & satisfaire
seront donc remplies, ct Pon aura en vertu de I’équation (7),

o=3=.mS. (;—;) ; o=3Z.mS. (%) ; o=3.mS&. (j:—;) ;5 (m)
on aura ainsi, trois des six équations qui renferment les conditions
de I'équilibre du systéme. Les seconds membres de ces équations
sont les sommes des forces du systéme, décomposées paralltlement
aux trois axes des &, des ¥, ctdes z; chacune de ces sommes doit
donc étre nulle dans le cas de I’équilibre.

Les équations 4 f=o0, &f'=o0, &f'=o0, &c., seront encore salis-
faites, silon suppose z, z', 2%, &c. invariables, et si Yon fait

dx=y. 8= ; Sy=—uax.dv;
J‘x':y'.J‘a ; J‘y':: —a' T
&e.

J=z étant une variation quclconque. En substituant ces valeurs dans
Péquation (Z), on aura

s d's
o==.m¢. {y(-j—;)——-x ?;) }

11 est visible que 'on peut changer dans cette ¢quation, soit lcs

N . i . y = ' " . .
coordonnées x, &', x”; &c. , soit les coordonnées y,¥', ¥*, &ec., en
z, z'y 2", &c., ce quidonnera deux autres équations qui réunics a
la précédente, formeront le systéme suivant d’équations,

s ds

0——2.ms.{y.<—4—;)——x.(—g)}
N

O:E.mS.{z.(%)——x.(—fi—>} 5 (n)

—s.m§ &s $s

o=z (75)==(5))

la fonction E.mS.y.(;—s) est, par le n° 3, la somme des mo-
X

mens de toutes les forces paralleles a axe des x, pour faire tour-

ner le systéme autour de laxe des z. Pareillement la fonction
y
F 2
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Ps

=.mS.x. (3‘7) est la somme des momens de toutes les forces paral-
leles & Paxe des y, pour faire tourner le systéme autour de I'axe
des z, mais en sens contraire des premiéres forces; la premicre
des équations (n) indique, par conséquent, que la somme des
momens des forces est nulle par rapport a axe des z. La seconde
ct la troisiéme de ces ¢équations indiquent semblablement que la
somme des momens des forces cst nulle, soit par rapport a I'axe
des y, soit par rapport & 'axe des x. En réunissant ces trois condi-
tions a celles-ci, savoir que les sommes des forces parallcles a ces
axes soicnt nulles par rapport a chacun d’eux; on aura les six con-
ditions de Péquilibre d’un systéme de corps invariablement unis
enscmble.

SiTorigine des coordonnées est fixe, et attachée invariablement
au systéme ; elle détruira les forces paralléles aux trois axes, et
les conditions de Péquilibre du systéme autour de celle origine,
se réduiront & ce que les sommes des momens des forces pour le
faire tourner aulour des trois axes, soient nulles relativement a
chacun d’cux.

Supposons que les corps m, m/, m”, &c., ne soient animés que par
la pesanteur. Son action étant Ja méme sur tous ces corps, et les
directions de la pesanteur pouvant étre supposées les mémes dans
toute I'étendue du systéme, on aura

S=8"=8"=4&e¢;

()= ()= ()=
()= ()= ()=
()= ()= () -2

les trois équations (n) seront satisfaites, quelle que soit la direc-

tion de s, onde la pesanteur,, au moyen des trois suivantes :
o=3:.mx; o=Z.my; O=3.mz (o)

L'origine des coordonnées, étant supposée fixe, elle détruira pa-

\ \ . &s
rallelement a chacun des trois axes, les forces . (T;) S.m;
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S.(T;).Z.m ; S.(-;;).S.m ; en composant ces trois forces, on
aura une force unique égale & §.2.m, cest-a-dire, égale au poids
du systéme.

Cette origine des coordonnées autour de laquelle nous supposons
ici le systéme en équilibre, est un point du systéme, trés-remar~
quable, en ce qu’étant soutenu , le systéme animné par la pesanteur
reste en équilibre , quelque situation qu’on lui donne autour
de ce point que 'on nomme cenire de gravité du systéme. Sa
position est déterminée par la condition , que si 'on fait passer par
ce point, un plan quelconque, la somme des produits de chaque
corps, par sa distance a ce plan, est nulle; car cctte distance est
unc fonction linéaire des coordonnées x, , z, du corps; en la
multipliant donc par la masse du corps, la somme de ces produits
scra nulle en vertu des équations (o).

Pour fixer la position du centre de gravité, soient X, Y, Z, ses
trois coordonnées par rapport a un point donné; soient x, y, z
les coordonnées de m, rapportées au méme point; x', ¢, 2/, celles
de 7/, et ainsi de suite ; les équations (o) donneront

o=3.m.(x—X);
mais on a Z.m. X=X.2.m, T.m étant la massc entitre du sys-
1¢me; on a donc

Z.mx
X=—-
«m
On aura pareillement
=.m E.mz
Y = — J N = e—
x.m z.m

ainsi, les coordonnées X, ¥, Z, ne déterminant qu’un seul point,
on voit que Je centre de gravité d’un systéme de corps cst unique.
Les trois équations précédentes donnent

(2. mx) 4 (2.myP+ (2. mz)

(s.m)p ’

X+Y +2 =

équation que I'on peut mettre sous cette forme :

X+T+2= 3S.m (&.mp 2



46 MECANIQUE CELESTE,
Pintégrale finic =.mm'. {(2'—=x)*+(y'—y)*+(2'—z)*} , expri-
mant la somme de tous les produits semblables a celui qui est ren-
fermé sons la caractéristique =, et que ’on peut former, en consi-
dérantdeux a deux, tous les corps dusystéme.On aura donc ainsi la
distance du centre de gravité, a un point fixe quelconque, au moyen
des distances des corps du systéme, & ce méme point fixe, et de
leurs distances mutuelles. En déterminant de celte maniére, la
distance du centrede gravité, a trois points fixes quelconques, on
aura sa position dans I'espace; cc qui donne un nouveau moyen
de le déterminer.

On a étendu la dénomination de centre de gravité , i un point
d’un systéme quelconque de corps pesans ou non pesans, déterminé
par les trois coordonnées X, ¥, Z. .

16, 11 est facile dappliquer les résultats précédens , & Péqui-
libre d’un corps solide de figure quelconque, en le concevant
formé d’une infinité de points liés fixement entre eux. Soit donc
dm ,un de ces points, ou une molécule infiniment petite du corps;
soienta, ¥, z, les coordonnées rectangles de cette moléeule 5 soient
encore P, Q, R, les forces dont clle est animée parallclement aux
axes des @, des g, et des z; les équations (m) ct (z) dun®. pré-
cédent, sc changeront dans les suivantes !

o=fP.dm ; o=/Q.dm; o=fR.dm;
o=[(Py—Qx).dm; o=f(Pz—Rx).dm; o=/(Ry—Qz).dm,
le signe intégral fétant relatif a la molécule dm, ct devant s’étendre
a Ja masse entiere du solide.

Si le corps ne peut que tourner autour de Porigine des coordon-
nées, les trois dernieres équations suflisent pour Péquilibre,
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CHAPITRE 1IWV.
De léquilibre des fluides.

17. Pour avoir les loix de Péquilibre et du mouvement de
chacune des molécules fluides, il faudroit connoitre leur figure,
ce qui est impossible ; mais nous n’avons besoin de déterminer ces
loix, que pour les fluides considérés en masse, et alors la con-
noissance des figurcs de Iéurs molécules devient inutile. Quelles
que soicnt ces figures , et les disposilions qui en résultent dans
les molécules intégrantes ; tous les fluides pris en massc, doivent
offrir les mémes phénomeénes dans leur équilibre et dans leurs
mouvemens , cn sorte quc Pobservation de ces phénoménes ne
peut rien nous apprendre sur la configuration des molécules fluides.
Ces phénomenes généraux sont fondés sur la mobilité parfaite de
ces molécules qui peuvent ainsi céder au plus léger effort. Cette
mobilité est Ia propriété caractéristique des fluides ; elle les distin-
guc des corps solides, ct sert & les définir. 11 en résulte que pour
Péquilibre d’une masse fluide, chaque molécule doit étre en ¢qui-
libre en vertu des forces qui la sollicitent, ct des pressions qu’clle
¢prouve de la part des molécules environnantes. Développons les
¢quations qui résultent de cette propriété.

Pour cela, considérons un systéme de molécules fluides for~
mant un parallélipipéde rectangle infiniment petit. Soient », ¥, z,
les trois coordonnées rectangles de Pangle de ce parallélipipede,
Ie plus voisin de Vorigine des coordonnées. Soient dw, dy, dz,
les trois dimensions de ce parallélipipéde; nommons p,la moyenne
de toutes les pressions qu’éprouvent les différens points de la face
dy.dz du parallélipipede , la plus voisine de Porigine des coor-
données, et p’ la méme quantité relative a la face opposée. Le
parallélipipéde, en vertu de la pression qu'il éprouve, sera solli-
cité parallelement a Paxe des #, par une force égalea (p—p') . dy . dz.
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p'—p est la différence de p prise en ne faisant varier que & ; car
quoique la pression p’ agisse en sens contraire de p, cependant la
pression qu'éprouve un point du fluide, étantla méme dans tous
les sens, p'—p peut étre considéré comme la différence de deux
forces infiniment voisines et agissantes dans le méme sens; on a

donc p'—p= ( ) dxjet(p—p').dy.dz=— ( Z-).dx.dy.dz.

Soient P, Q, R, les trois forces accélératrices qui animent d’ail-
leurs les molécules fluides, parallélement aux axes des &, des y,
et des z; si I'on nomme ¢ la densité du parallélipipéde, sa masse
sera p.dx dy dz, et le produit de la force P par cette masse,
sera la force entiére qui en résulte pour Ja mouvoir ; cette masse
sera, par conséquent , sollicitée parallélement & Paxe des x, par la

force {p pP— (—:—Z—) } .dx.dy.dz Elle sera parecillement sollicitée
d
parallélement aux axes des ¥ et des z, par les forces {p Q— (Ti%)} .

dp
dx.dy.dz, et (pR—-——-) dx.dy.dz ; on auradonc, en vertu de

Péquation (&) du n°. 3,

B [ o
ou
sp=r¢. {P.d2+Q.dy+R. 4z},
Le sccond membre de cette équation doit étre comme le premier,

une varialion exacte; ce qui donne les équations suivantes aux
différences particlles,

(7)=(&): G)=() (#)-(5)

d’oti Von tire

o= (D) (Zn(§)-r (Ero )2 5

Cette équation exprime la relation qui doit exister entre les forces

P, Q, R, pour que équilibre soit possible.
Si le fluide est libre & sa surface, ou dans quelques parties de
cette surface, la valeur de p sera nulle dans ces parties; on aura
done

\___/
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donc &p=o, pourvu quelon assujétisse les variations &z, dy; &z
a appartenir a cette surface; ainsi, cn remplissant ces conditions ,
on aura
o=~P.¢x 4+ Q.%y + R.Jz.

Soit du=0, I’équation différenticlle de la surface, on aura

P.0x 4 Q.0y + R.&z=nr.0u,
A étant une fonction de x, ¥, z; d’oltil suit, par len®. 3, que la
résultante des forces P, Q, R, doit étre perpendiculaire aux par-
ties de la surface dans lesquelles le fluide est libre.

Supposons que la variation P.dx+ Q.dy+ R. &z, soit exacte,
ce qui a lieu par le n° 2, lorsque les forces P, Q, R sontle résultat
de forces attractives. Nommons alors &¢ cette variation; on aura
dp=rp.d¢; p doit donc étre fonction de p et de ¢, et comme en
intégrant cctte équation différentielle, on a ¢ en fonction dep ; on
aura pen fonction de p. La pression p est donc la méme pourtoutes
les molécules dont la densité est la méme; ainsi dp est nul relati-
vement aux surfaces des couches de la masse fluide, dans lesquelles
la densité est constante, et I'on a par rapport a ces surfaces ,

o=P.lx+Q.Iy+R.Iz
11 suit de la, que la résultante des forces qui animent chaque mo-
1écule fluide, est dans I’¢tat d’équilibre , perpendiculaire a la sur-
face de ces couches que Yon a nommées pour cela, couches de
niveau. Cette condilion est toujours remplie, si le fluide est homo-
gene et incompressible , puisqu’alors les couches auxquelles cclte
résultante cst perpendiculaire , sont toutes de méme densité.

Pour P'équilibre d’'une masse fluide homogéne dont la surface
extérieure est libre, et qui recouvre un noyau solide fixe et de
figure quelconque, il est donc nécessaire et il suflit, 1° que la
différentielle P.dx+ Q.8y+R.&z soit exacte; 2° que la résul-
tante des forces & la surface extérieure, soit dirigée vers cette sur~
face, et lui soit perpendiculaire.

Mican. ctL, Tome I. G
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CHAPITRE V.

Principes généraux du mouyvement d’un systéme de corps.

18. Nous avons ramené dans le n®. 7 les loix du mouvement
d’un point, a celles de Péquilibre, en décomposant son mouve-
ment instantané en deux autres, dontPun subsiste , et dontautre
est détrail par les forces qui sollicitent ce point : I'équilibre entre
ces forces et le mouvement perdu par le corps, nous a donné les
équalions diflférentielles de son mouvement. Nous allons faire usage
de la méme méthode , pour déterminer le mouvement d’'un systéme
de corps m, m'y m”", &c. Soient donec mP, mQ, mR, les forces
qui sollicitent 7, parallélement anx axes de ses coordonnées rec-
tangles x, y, z ; soient m' P’y m'Q', m' R 1es forces qui sollicitent 72’
parallclement aux mémes axes, et ainsi de suile; et nommons £, le

d 1 1 \
temps. Les forces partielles m. dx (d); —:5—, du corps m,a un

instant quelconque , deviendront dans l’mstant suivant :

y M=, m.

d dx
m.d—f--}-m.d. m.(l +mP dt;

dy d_y
m.gt—+m.d.-{—i—t——m d +mQ di;

dz dz dz
m. :E+”l.(l.-(_it—_m'd'-¢_{7+ mR.dt,

et comme les seules {forces

dx dr dy : dz dz
m.m—‘!-m.d.a 5 m.—(n-{-m.d.——,,- m.—5-+m.d.:i—t—,

subsistent ; les forces
—nm. d +mP dt; —m. d +mQ dt; —m.d. —-+mR dt;

seront dét.ruites. Enmarquant dans ces expressions, successivement
d'un trait, de deux traits, &c., les lettres m, v, v, z, P, Q, R
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on aura les forces détruites dans les corps m’, m’, &c. Cela posé,
si I'on multiplie respectivement ces forces , par les variations
dx, &y, &z, oo, &c. deleurs directions; le principe des vitesses
virtuelles exposé dans le n°. 14, donnera, en supposant d¢ cons-
tant, 'équation suivante :

dd. d ddz

— s ddy .
o__m.J‘x.{ d_t;—P } +m.dy. { A Q} +m.dz. { T —R}

g g ’ ’
+m'.$x'.{%(i—l:——l"}+m'_}y’. {:i;g-...Q’}-l-m’.J‘z'. {(Z(f:' —R’}
c

on ¢liminera de cette équation, au moyen des conditions particu-
lieres du systéme, autant de variations qu'il y a de ces conditions;
en égalant ensuite séparément & zéro , les cocfficiens des variations
restantes, on aura toutes les équations néeessaires pour détermi-
ner le mouvement des différens corps du systéme.

19. Léquation (P)renferme plusicurs principes généraux de
mouvement , que nous allons développer. On assujettira évidem-
ment, les variations d, &y, &z, 8o, &c., & toutes les conditions
de la liaison des parties du systéme, enles supposant égales gux
différences dw, dy, dz, da', &c. Cette supposition est donc per-
misc, ct alors I'équation (P ) donne en lintégrant,
S.m.(d——la——‘_%w =c+3.5./m(P.dx+Q.dy+R.dz); (Q)
¢ étant une constante arbitraire introduite par I'intégration.

Si les forces P, Q, R, sont lc résultat de forces attractives,
dirigées vers des points fixcs, ct des forces attractives des corps
les uns vers les autres ; la fonction =./m.(Pdx+ Qdy+Rdz) est
unc intégrale exacte. En effet, les parties de cette fonction, rela-
tives aux forces attractives dirigées vers des points fixes , sont
parle n®. 8, des intégrales exactes. Cela est également vrai par rap-
port aux parties qui dépendent des attractions mutuelles des corps
du systéme; car si F'on nomme £, la distance de m i m/y m'F, Yat-
traction de m’ sur m ; la partie de m.(Pdx+ Qdy+Rdz), xcla-
tive & lattraction de m' sur m , sera par le n° cité, égale &
—mm'.Fdf, la différence df ¢tant prise en ne faisant varier que
les coordonnées x, y , z. Mais la réaction étant égale et contraire i

G2
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laction, lapartic de m'.(P'da’+ Q'dy’ + R'ds') relative a Vattrac-
tion de m sur m', est égale & —mm'Fdf, en ne faisant varier
dans f', que les coordonnées «, ', z'; la partic de la fonction
s.m(Pdx+ Qdy+ Rdz) relative a Vattraction réciproque de m
et de m', estdonc —mm' . Fdf, tout étant supposé varier dans f.
Cette quantité cst une différence exacte, lorsque I” est une fonc-
tion de f, ou lorsque lattraction est comme unc fonction de la
distance , ainsi que nous le supposerons towjours; la fonction
S.m.(Pdx+Qdy+Rdz) cstdonc une différence exacte, toutes
les fois que les forces qui agissent sur les corps dusystéme, sont
le résultat de leur altraction mutuelle, ou de forces attractives
dirigdes vers des points fixes. Soit alors do, cette différence, et
nommons ¢, la vitesse de m, ¢’ cclle de »/y &ec.; on aura
S.ny'=c+20. (R)
Cette équation cst analogue & Péquation (g) dun®. 8; elle est la
traduction analylique du principe de la conscrvation des forces
vives. On nomme force vive d'un corps, le produit de sa masse
par le quarré de sa vitesse. Le principe dontil s'agit, consiste en ce
que la somme des forces vives, ou laforce vive lolalc du systéme,
est constante , si le systéme n’est sollicité par aucunes forces ; et si
les corps sont sollicités par des forces quelconques , la somme des
accroissemens de la force vive totale, est la méme , quelles que
solent les courbes déerites par chacun de ces corps, pourvu que
leurs points de départ et darrivée soient les mémes.

Ce principe n'a licu que dans les cas ot les mouvemens des corps
changent par des naances insensibles. Si ces mouvemens éprou-
vent des changemens brusques, Ja force vive cst diminuée d’une
quantité que 'on déterminera de cette maniére. L'analyse qui
nous a couduits a I'équation (P) du n°. précédent, donne alors,
aulicu de cetle équation, la suivante:

dx x dy &
0=%.m, {—d-t—A T +d‘>; a. d};+ z j"}_z.m.(l’.}x-}- Q.9+ R.0z);

do dy v dy
A—, A, . ‘
T Segpeta ,Ltmtlcs (hﬁ'uences de o et

instant a l’uutre, différences qui dcvnenncnt ﬂmes, lorsque les

9’
, et —, d'un
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mouvemens des corps regoivent des altérations finies duns un ws-
tant. On peut supposer dans cette équation,

dx=dzx+o.dx ; Jdy=dy+a.dy; Jz=dz+a.dz;
parce que les valeurs de dx, dy, dz, se changeant dans I'instant
suivant, dans dx+a.dx, dy+a.dy, dz+4.dz, ces valeurs de
dx, &y, 4z, satisfont aux conditions de la liaison des partics du
systéme; on aura ainsi

o=3Z.m {(2 +a if—) £+([{}'+A ) A, dy+( +A.dz> d—z }
N\ de T T de de "\de T Tde) de dt) "t de
—=.m {P.(dx+2.dx)+Q.(dy+a.dy)+R.(dz+b.dz) }.
Cette équation doit ¢tre intégrée comme unc équation aux diflé-
rences finies relative an temps ¢ dont les variations sont infiniment
petites, ainsi que les variations de x, ¥, z, &', &c. Désignons par =,
les intégrales finies résultantes de cette intégration, pour les dis-
tinguer des intégrales finics précédentes , relatives i ensemble des
corps du systéme. L'intégrale de m P.(dx 4 a.dx) est visiblement
laméme que fm P.dx; onaura donc
(dws 4 dy> e dr\* d FAY
constante ==.m.,—— d{‘ )+E"2'm'{(A°§}> +( d)z’) +<A.m> }
—2a23,/im.(P.dx+Q.dy+R.dz);

en désignant donc par v, ¢/, ¢, &c., les vitesses de m, m', m”, &e.
on aura

s . tant i f dr\s dy dz\*
.my* =constante —= .Z.m. l(A.E) +( dl) +(A':l_t) }
—22.fim.(P.da+ Q.dy+ R.dz).

La quantité renfermée sous le signe =, étant néeessairement posi-
tive, on voit que la force vive du systéme diminue par Iaction
mutuclle des corps, toutes les fois que durant le mouvement,

— dr d .
quelques-unes des variations A.—- ; A.—‘—l{-, &e., sont finies. L’¢-

dt
quation précédente offre de plus, un moyen fort simple davoir
cette diminution.
A chaque variation brusque du mouvement du systéme, on peut
concevoir la vitesse de m, décomposée en deux autres, I'une v
qui subsiste dans Pinstant suivant ; Pautre #7, détruite par I'action
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avant
dt ¢

des autres corps; or la vitesse de m étant
cette décomposition, ot sc changeant aprés, dans
V{dz+a.dx)F (dy + A.dy)+ (dz + 5.dz)*
de ’

il est facile de voir que Ton a

dx\* dy\* dz\s
V'Z(A.'}E—) + (A.—a‘{-) -+ (A.-:l‘-t—) 5
Péquation précédente peut donc étre mise sous cette forme :
S.my’=constante — =, . Z.mF " —a2=.fom.(Pdx+ Qdy+Rdxz).
20. Sidanséquation (P) dun®. 18, on suppose

P’ =dxdx) ;5 Sy =dy+dy) ;5 I =dz+4Iz/ ;

' =dx+dx” ;.  Ly'=dy+dy” ; I"=dz+8z";

&e.
en substituant ces variations, dans les expressions des variations
of, 8f', &f”, &e. , des distances mutuelles des corps du systéme,
dont on a donné les valeurs dans le n® 15; on voit que les va-
rialions &a, &y, &z, disparoissent de ces expressions. Si le sys-
téme est libre, cest-a-dire, siaucune de ses parties n’a de liaison
avee les corps étrangers; les conditions relatives a la liaison mu-
tuclle des corps , ne dépendant que de leurs distances mutuelles,
les variations &, &y, &z, scront indépendantes de ces condilions;
d’otr 1l suit qu’en substituant, au lieu de #a’, &/, £z, d2”, &ec.,
lcurs valeurs précédentes dans 'équation (£), on doit égaler séparé-
ment & zéro, les coclfliciens des varialions dx, &y, &z ; ce qui
donne Jes trois équations

ddr ddy ddz
== —P); o==.m.[-—~-—0Q); o==.m.[—~—R).
o_“'m'(d;* P), o m (dt“ Q), o=3.m (dt" R)

Supposons que X, Y, Z soient les trois coordonnées du centre
de gravité du systéme; on aura par le n° 15,

S.mx _‘ Z.my . Z.mz
X= s.m Y= s.m ’ Z= =.m
partant
ddX =.mP __ddY =.mQ _ddZ =.mR

0=~ —— o= o= —_——
dt .m > dp sm ’ do s.m
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le centre de gravité du systéme se meut donc, comme si tous les
corps m, m', &c., ¢tant réunis a ce centre, on lui appliquoit toutes
les forces qui sollicitent le systéme.

Si le systéme n’est soumis qu’a laction mutuelle des corps qui
Ic composent, etaleurs attractions réciproques ; on aura

o=2.mP; o0=32mQ; o==.mR;
car en exprimant par p, l'action réciproque de m ct de m’, queclle

que soit sa mature, et désignant par f, la distance mutuelle de
ces deux corps; on aura, en vertu de cette action seule,

”‘PZ&?‘—')— 3 mQ:ﬂ_(:X;__yi ; m :P-(ﬂfj-z') ;
nL'P’—_:P—.(;-rf_—x) 3 m/Q/:P~(_)'f__}') ; "L,R,:_p,(_zf.._..—zl;

d’ou Yon tire
o=mP+m'P' ; o=mQ4+m'Q ; o=mR+m'R,

ct il est clair que ces ¢quations ont lieu dans le cas méme ou les
corps exerceroient Jes uns sur les aulres, une action finie dans
un instant. Leur action réciproque disparoit donc des intégrales
=.mP,=.mQ, 2.mR, qui par conséquent, sont nulles, lorsque
le systéme n’est point sollicité par des forces étrangéres. Dans
ce cas, on a

ddX ddyY ddZ

0=-;— o= ;5 0=—— ;

dv ’ de dee

ct en inlégrant,
X=a+bt; Y=dad+bt; Z=a"+b"t

a, b, d, b, a’ b’ étant des constantcs arbitraires. En éliminant
le temps £, on aura une équation du premier ordre, soit entre
X et Y, soit entre X et Z; d’ou il suit que le mouvement du
centre de gravité, est rectiligne. De plus, sa vitesse ¢tant égale a
l/(%()’+<-(-;—f-)g+({;tz> ou a \/b’+ b"+b”’, elle est cons-
tanle, et le mouvement est uniforme.

Il est clair, d’aprés Ianalyse précédente, que cette inaltérabi-
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lité du mouvement du centre de gravité d’'un systéme de corps,
quelle que soit leur action mutuelle, subsiste dans le cas méme ou
quelques - uns de ces corps perdent dans un instant, par cclte

action, une quantité finic de mouvement,
21. Si Pon fait
y.dx

Yy s=

+dx'; "= y——+d” Vs &

P’ ==

dy = ———-——-—+J:y, 5 Sy =—x——+fy‘ ; Y= ——2-{—‘1‘3/( “;&ecy
y y y

la variation &x disparoit cncore des expressions de &f, &f7,
4 f’, &ec. ;en supposant donc le systéme libre, les conditions rela-
tives & la liaison des parties du systéme, n’influant que sur les
variations & f, &f’, &c., la variation & en cst indépendante, et
elle est arbitraire ; ainsi, en substituant dans I'équation ( P) du

1n° 18, au licu de o, 8a”, &e., &y, &', &y”, &c., leurs valeurs
précédentes, on doit égaler séparément a zéro, le coefficient de 4,
ce qui donne

(xddy yd dx)

0=Z.m.———= 4 Z2.m.(Py—Qux) ;
d’ott Pon tire, en intégrant par rapport au temps ¢,
rdy —ydx
c:z.m.cuT—t),U+2.f.m.(Py—Qx).dt;

¢ étant une constante arbitraire.

On peut , dans cetleintégrale , changer les coordonnées y, ', &c.,
dans z, z’, &c., pourvu que l'on y substitue, au lieu des forces
Q, @, &c., paralltles a I'axe des y , les forces R, R’, &c., pa-
valltles & Vaxe des z, ce qui donne,

(xdz—zdx)
dt

¢' étant une nouvclle arbitraire. On aura de la méme maniérce
dz—zdy)
(L_d__lJr:fm (Qz—Ry).dt;
¢” étant une troisiéme arbitraire,
‘Supposons que les corps du systéme ne soient soumis qu’a Jeur
sclion mutuelle , et & une force dirigée vers lorigine des coor-
donnécs

¢=2%.m.

+2./.m.(Pz—Rx).dt;

c'==.m.
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données. Si Pon nomme, comme ci-dessus, p laction réciproque
de m et de m’, on aura, en vertu de cette action seule,

o=m.(Py—Qz)+4m'.(P'y—Q'x');
ainsi Laction mutuelle des corps disparoit de Dintégrale finio
Z.m.(Py— Qx). Soit §, la force qui sollicite m vers l'origine
des coordonnées; on aura, en vertu de cette force scule,

—S.x —S.y
P=m=—eo—— _——
an_i_),a_{_za ‘/xs+yn+za

la force S disparoit donc de Pexpression de Py— Q x ; ainsi, dans
le cas ou les différens corps du systéme ne sont sollicités que par
leur action et leur attraction mutuelle, et par des forces dirigées
vers l'origine des coordonnées, ona

—_ (xdy—ydx) (vdz—zds) (ydz—zdy)
=Some—L 2 =S m. . —s.m. .
c m ; ; C=Z.m . ; C=Z.m T ,(Z)

Si Ton projette le corps m, sur le plan des x et des y, la diffé-

xdy—~ydx
Py

rentielle , sera l'aire que trace, durant linstant d¢, le

rayon vecteur mené de l'origine des coordonnées, i la projection
de m ; la somme de ces aires multipliées respectivement par les
masses de ces corps, est donc proportionnelle a 'élément du temps ;
d’olt il suit que dans un temps fini, clle est proportionnelle au
temps, C'est en cela que consiste le principe de la conservation des
aires.

Le plan fixe des x et des y étant arbitraire, ce principe a lien
pour un plan quelconque, et sila force § est nulle, c’est-a-dire,
si les corps ne sont assujétis qu’a leur action et a leur attraction
mutuelle, Porigine des coordonnées est arbitraire, et Pon peut
placer a volonté, le point fixe. Enfin, il est facile de voir, par ce
qui précéde, que ce principe subsiste dans le cas méme ol , par
Paction mutuclle des corps du systéme, il survient des change-
mens brusques dans leurs mouvemens.

11 existe un plan par rapport auquel ¢’ et ¢” sont nuls, et qu'il
est, par cette raison, intéressant de connoitre; car il est visible
que Pégalité de ¢’ et de ¢”,a zéro, doit apporter de grandes simpli-

Micar. cin. Tome I. H
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fications dans la recherche du mouvement d’un systéme de corps.
Pour déterminer ce plan, il est nécessaire de rapporter les coor-
données x, ¥, z, a trois autres axes ayant la méme origine que
les précédens. Soit donc 8 Pinclinaison du plan cherché formé par
deux de ces nouveaux axes, au plan des x et des y; et langle
que forme Paxe des x, avec Pintersection de ces deux plans, en

s . . . . . ey
sorte que —— 98 soit Vinclinaison du troisiéme axe nouveau, sur
2

le plan des x ct des y, et que {-—«L soit Vangle que sa projection

sur le méme plan, fait avec l'axe des x, = étant la demi-circon-
férence.

Pour fixer les idées, imaginons que lorigine des coordonnées
soit au centre dc la terre; que le plan des x et des y soit celui de
Pécliptique , et que Paxe des z soit la ligne menée du centre de la
terre, au pole boréal de Pécliptique ; concevons de plus, que le
plan cherché soit celui dé 'équateur, et que le troisiéme axe nou-
veau soit Paxe de rotation de la terre, dirigé vers le pole boréal ; 8
sera obliquité de Yécliptique, et - sera la longitude de Paxe fixe
des &, relativement a P'égquinoxe mobile du printemps. Les deux
premiers axes nouveaux seront dans le plan de 'équateur , et en
nommant ¢, la distance angulaire du premier de ces axes a cet
équinoxe ,  représentera la rotation de la terre , comptée du méme

. = . .
¢quinoxe, et —+ ¢ sera la distance angulaire du second de ces axes
2

au méme équinoxe. Nous nommerons axes principaux , ces trois
nouveaux axes. Cela posé ,

Soient x,, y,, z,, les coordonnées de m rapportées, 1° a la ligne
menée de Vorigine des coordonnées, a ’équinoxe du printemps;
les x, positifs étant pris du coté de cet équinoxe; 2°.a la projection
du troisiéme axe principal, sur le plan des & et des y; 3°. & T'axe
des z; on aura

x=ux,.c08.4+y,.8n 4 ;
Y =9, c08d—x,.8in.+4 ;
z=2z, .

Soient x,, y,, z,, les coordonnées rapportées, 1° & la ligne de

I'équinoxe du printemps; 2° & la perpendiculaire & cette ligne,
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dans le plan de'équateur; 3°. au troisiéme axe principal ; on aura
r,=x,5
Y, =y, cos.0 + z .sin8;
z,=z,.c08 80—y, .sin 6.
Enfin, soient x,,, %,,, 2, , les coordonnées de m rapportées au
premier, au second et au troisiéme axe principal ; on aura
X,==X,.C08.0—F,.5N.0;
Y, =Y¥,+€08.0+ %, ,.81n.0;

o —
“i z/u‘

De-14 il est facile de conclure

{cos.8.sin.4.sin. p+cos.4.cos. e}
+5,,+ {cos.8.sin.4.cos.p—cos.4.sin.¢ } 4+ z,,.sin.0.sin. 4 ;

xr= T

y=x,,. {cos.0.cos.4.sin.p—sin.<.cos.p}
+y,,+ {c0s.9.cos.¥.cos. g +sin. .sin. ¢} +2,,.5in.0.cos. J;

z=12z,.c08.0—y,k .sin. §.cos. p—a,,.sin. 8.8in. ¢.

En multipliant ces valeurs de x, ¥, z, respectivement par les cocfli-

ciens de x,, dans ces valeurs ; on aura en les ajoutant,

"
x,=x.{cos.8.sin.4.sin. g+ cos.4.cos. o}

+y. {cos.8.cos.4.sin. p—sin. 4. cos. ¢ } —z.sin. §.sin. ¢.
En multipliant pareillement les valeurs de x, y, z, respectivement
par les coefliciens de y,, dans ces valeurs, et ensuite, par les cocfli-
ciens de z,, ; on aura

"

Y., = x. {cos.8.sin.{.cos.o — cos,+.sin. o }
+y. {cos. 8.cos.}.cos. p+sin. ¥.8in. ¢} — z.sin. 8.cos.  ;

z,,= x.sin.8.sin. . + y.sin. 6. cos. 4+ z.cos. 8.

Ces diverses transformations des coordonnées nous seront trés-
utiles dans la suite. En marquant d’'un trait en haut, de deux
traits, &c., les coordonnées x, ¥, £, x,,, ¥,,5 %,,, On aura les coor-
données correspondantes aux corps m’, m’, &c.

De-la, il est facile de conclure, en substituant ¢, ¢’, ¢’, au licu

(vdy—ydx) (xdz—zdx) (ydz—zdy)
dez.m.-——d‘—-—, =.m. T , S.m. ' ,

He
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{xm ‘ d.}'m—}'m . dr,” }

Z.m., T =c,cos.0—c'.5in.8.cos.4 +¢”.sin.0,sin.
x,.dz, —z, .dx, . . .
Z.m.LL_’——-—d—l*._'_l =c.sin.8.cos.¢4 ¢, {sin.4.sin. ¢+ c0s.8.cos.4.cos. ¢ }

+¢". {cos.4.8in.p—cos.8.sin.4 . cos. o} 5

7 dz/n_ Zy,. d 1 H . . 4
Z.m. iLT{-}_ =—c.sin.f0.sin.g4¢". {s5in.}.cos.p—cos.f. cos.y.sin.¢ }

+¢". {cos. 4. cos. g4 cos.b.sin.dsinp }.
SiTon détermine 4 et 8 de maniére que I'on ait

. . ¢ ) —
sin.sind=—" - sin. §.cos. = —r——
c’+c"+c”’ Vca+c'a+cu
ce qui donne
c
cos. 0 = ————y
Vci+c(2+c//ﬂ
0]l aura { }
.‘l’,,, ‘ dym-ym ‘d‘rw ———
2.m.—————m—-——-——— = ‘/Cz+c"+0 n,.
t,.dz,—z, .dz,
5. m.—{—'——--‘Ft——’——-—’il =0;
< {)’m-d%—z/u-‘lyﬁ,} —_— e
e St = 0

les valeurs de ¢, et de ¢” sont donc nulles par rapport au plan
des x,, ct des y,, déterminé de cette manicre. Il n'existe qu'un
seul plan qui jouisse de cette propriété ; car en supposant qu'il soit
celui des x et des y; on aura

z,,.dz,~z,.dz,, .
z.m.iL—”E‘—”’-——’—}-:c.mn.G.cos.w
dz,~z, .d . .
z.m.-{-z’i‘——-”—ﬁli—}"ll:—-c.sxn.o.51n.cp.

En ¢égalant ces deux fonctions a zéro, on aura, sin.§=0 ; clest-
t-dire que le plan des x,, et des y,, coincide alors, avec celui
des x ct des y.

{=,.dy,—y, dz,}

dt

Ve ¢*+¢”, quel que soit le plan des « et des y ; il en résulte que
la quantité ¢*+¢"+c", est laméme , quel que soit ce plan, et que
le plan des x,, et des y,, déterminé par ce qui précéde, est celui

La valeur de z.m. , étant égale a
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{x,,,.dy,/,—-‘y,”.dx‘,,}
de
plus grande; le plan dont il s’agit, jouit donc de ces propriétés
remarquables, savoir, 1°. que la somme des aires tracées par les
projections des rayons vecteurs des corps, et multipliées respec-
tivement par leurs masses , y est la plus grande possible; 2°. que
la méme somme, relativement & un plan quelconque qui lui est
perpendiculaire, est nulle, puisque l'angle ¢ reste indéterminé.
On pourra, au moyen de ces propriétés , retrouver ce plan, aun
instant quelconque , quelles quesoient les variations survenues par
Yaction mutuelle des corps, dans leur position respective; de méme
que l'on peut facilement retrouver dans tous les temps, la position
du centre de gravité du systéme; et par cette raison, il est aussi
naturel de rapporter & ce plan, les x et les y, que de rapporter

au centre de gravité, Yorigine des coordonnécs.

pelativement auquel la fonction =.m.

est la

2.2. Les principes de la conservation des forces vives et des
aires ont encore lieu, en supposant a Porigine des coordonnées,
un mouvenient rectiligne et uniforme dans Yespace. Pour le dé-
montrer, nommons X, Y, Z les coordonnéess de cette origine
supposée mobile, par rapport & un point fixe, et supposons,

s=X+x,; y=Y+y. ; z2=2Z+4z ;
=X+a'; y=Y4y!; F=2Z+z/;
&e. '
®, 5 Y5 Z5 %, &c. seront les coordonnées de m, m', &c., relati-
vement a l'origine mobile. On aura par l’hypothese,
diX=0; ddY=o0; ddZ=o0;
mais on a par la nature du centre de gravité, lorsque le systéme
est libre,
o=z:.m.{ddx+ddx,} —z.m.P.d¢*;
o=z:.m.{ddy+ddy,} —z.m.Q.dt*;
o=z:.m.{ddz+ddz} —z.m.R.d¥;

Péquation (P) dun®. 18deviendra ainsi,en y substituant £.X + dw,
8Y +3y,, &c., au lieu de &z, &y, &c.;
dder, dd yv ddz, ]
o=zs.m.0%, {-d—‘;—P}+z.m.J‘y, { i —Q}+2 m.dz,. {—{—T—Rj.,
équation exactement de la méme forme que 'équation (P ), siles
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forces P, Q, R, ne dépendent que des coordonnées x, y,, z.,
x,', &c. Enluiappliquant donc 'analyse précédente, on en tirera
les principes de la conservation des forces vives et des aires, par
rapport a Porigine mobile des coordonnées.

8i I systéme n’éprouve point 'action de forces étrangéres, son
centre de gravité aura un mouvement rectiligne et uniforme
dans Pespace, comme on I'avudanslen®. z0; en fixant donc a ce
centre , Porigine des coordonnées x, y, z, ces principes subsis-
teront toujours. X, ¥, Z, étant alors les coordonnées du centre de
gravité; on aura par la nature de ce point,

O=Z.m.& ; O=ZI.m.y,; O=Z.m.Z, ;

ce qui donne

(vdy—ydr) (XdY—YdX) (rdy,~y.dx,)
z.m. ~ = T O
dx*4-dy*4-dz* dX*+dY*4-d2* dr2+4-dy2+dz*
z.m.( - +d{'+ : )=( +dt‘+ ).x.rn+}:.m. —-——————( ad +j;_+ - ),'

ainsi les quantités résultantes des principes précédens, se compo-
sent, 1° des quantités qui auroient lieu, si tous les corps du sys-
téme étoient réunis & leur centre commun de gravité; 2° des
quantités relatives au centre de gravité supposé immobile ; ct
comme les premiéres de ces quantités sont constantes, on voit
la raison pour laqueclle les principes dont il s’agit, ont licu par
rapport au centre de gravité. En fixant donc & ce point, lorigine
des coordonnées x, y, £, &', &c., des équations (Z) dun°. pré-
cédent , clles subsisteront toujours ; d’onr il résulte que le plan
passant constamment par ce centre, ct relativement auquel la fonc-
(xdy — yd x)
dt
lui-méme, pendant le mouvement du systéme , et que la méme
fonction relative & tout autre plan qui lui est perpendiculaire, est
nulle.

Les principes de la conservation des aires et des forces vives,
peuvent se réduire a des relations entre les coordonnées des dis-
tances mutuelles des corps du systéme. En effet, P'origine des «,
des y, et des z, étant toujours supposée au centre de gravité; les
équations (Z) du n®. précédent, peuvent étre miscs sous la forme

tion z.m. est un mawimum , reste toujours parallélea
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¢.Som=z.mm. {“'"r)'(df—dy) ;t(y'—y)xdr'—dx)} .

b

—— {(.r’-—x).(dz’—dz)—dt(z'—-z).(dx’ -—dx)}
(y' —y)-(d2 —-dz)—(z'—-z).(dy'—dy)}

de )
On peut observer que les seconds membres de ces équations mul-
tipliées par d¢, expriment la somme des projections des aires
¢lémentaires tracées par chaque droite qui joint deux corps du
systéme, dont I'un est supposé se mouvoir autour de l'autre con-
sidéré comme immobile, chaque aire étant mullipliée par le pro-
duit des deux masses que joint la droite.

SiI'on applique aux équations précédentes , Panalyse du n°. 21,
on verra que le plan passant constamment par 'un quelconque
des- corps du systéme , et relativement auquel la fonction
, { (x'—x).(dy' —dy)—(y'—y).(dz'—dx))

7 ’
C I m=ZS.mm o{

Tomm', T est un maximum ,

reste toujours paralitle a Jui-méme, dans le mouvement du sys-
téme, et que ce plan est parallele au plan passant par le centre de
dy—yd:
@y =yd7) o
dt
un maximum. On verra encore que les seconds membres des équa-
tions précédentes sont nuls relativement a tout plan passant par le
méme corps, et perpendiculaire au plan dont il sagit.
L’équation Q dun®. 19, peut étre mise sous la forme
' { (da'—dx)* +(dy'—dy ) 4-(da'—dz)*

gravité, et relativement auquel la fonction z.m.

T.mm'. T }:const.—-nz.m.z.fmm’.Fdf,-

équation relative aux seules coordonnées des distances mutuelles
des corps, et dans laquelle le premier membre exprime la somme
des quarrés des vitesses relatives des corps du systéme les uns
autour des autres, en les considérant deux & deux, et en suppo-
sant Pun des deux, immobile, chaque quarré étant multiplié par
le produit des deux masses que 'on considére.

23. Reprenons I'équation (R)dun®. 19; en la différentiant
par rapport a la caractéristique ¢, on aura

Zmy.dy=z.m.(P.fx+Q.0y+R.0z);
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T'équation (P) du n°. 18 devient ainsi,
dx d dz
o==zx.m. {Jx.d.:l—t- +J‘.y.(l.—;l—);+l‘z.d.—d—t—}—z.mdt.v do.

Soit ds ¢élément de la courbe décrite par m ; ds’ Pélément de la
courbe décrite par m', &c.; on aura

vdt=ds ; +v'dt=ds'; &e.

ds=y/ T ¥ dyFde ; &o
d’ouTon tirera, en suivant l'analyse du n°. 8,
(dx.J‘z-f-dy.a‘y-{—dz.J z)

dt )

En intégrant, par rapport a la caractéristique différenticlle d, ct
cn élendant les intégrales, aux courbes enti¢res décrites par les
corps m, m', &c., on aura

. zom.8(vds)=zxz.m.d,

lx.d: dy.8y- .
z.A‘.fmvds::constante—}-):.m.(lx *+ dyt ytd= J\z),-

les variations da, &y, £z, &c., étant, ainsi que la constante du
second membre de cette équation , reclatives aux points extrémes
des courbes décrites par m , m', &c.
Il suitdela, quesi ces points sont supposés invariables, ona
o=z.dfmyvds;

c'est-a-dire que la fonclion =.fmyds est un minimum. Cest en
cela que consiste le principe de la moindre action, dans le mouve-
ment d’un systéme de corps ; principe qui, comme I'on voit, n’cst
quun résultat mathématique des loix primordiales de I'équilibre
et du mouvement de la matiére. On voit en méme temps, que ce
principe combiné avec celui des forces vives, donne 'équation ()
du n° 18, qui renferme tout ce qui est nécessaire a la détermina-
tion des mouvemens du systéme. Enfin, on voit par le n° 22,
que ce principe a lieu encore , quand l'origine des coordounées est
mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et uniforme,
et que le systéme soit libre.

CIIAPITRE
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CHAPITRE VL

Des loix du mouvement d’un systéme de corps , dans toutes
les relations mathématiquement possibles entre la force

et la vitesse.

94, Nous avons ohservé duus le n'. 5, quil y a une infinité
de manitres d’exprimer la force par la vitesse, qui n'impliquent
point contradiction. La plus simple de toutes, est celle de Jaforee
proportionnelle & la vitesse, et nous avons vu qu'elle est la loi de la
nature. C'est aprés cette loi, que nous avons exposé danslechapitre
précédent, les équationsdifférentielles du mouvement d’un systéme
de corps ; mais il est facile ’étendre l'analyse dont nous avons fait
usage, & toutes les loix mathématiquement possibles entre Ja vitesse
et la force, et de présenter ainsi, sous un nouveau point de vue, les
principes généraux du mouvement. Pour cela, supposons que F'
étant laforce, et ¢ lavitesse, on ait F=¢ (v); ¢(v) étantune fonc-
tion quelconque de ¢ : désignons par ¢'(v), la diftérence de o(v)
divisée par dv. Les dénominations des n®, précédens , subsistant
toujours,, le corps m sera animé parallélement i Vaxe des #, dela

. dz ) ) .
force o( V).-I—.Dans Pinstant sulvant, cette force deviendra
as

d dx
¢(V).—£-+d.<v(v)-d > ouqo(v) d (@{ ). ),parccquc
=y. Maintenant, P, Q, R, ¢tant les forces qui animent le corps m,

parallélement aux axes des coordonnées; le systéme sera, par le
n°. 18, en équilibre, en vertu de ces forces ct des dilférenticlles

dz o(v) dy o(v) & o (v) . ] -
d'(dtv ) d. (dt —V—> d'(d—t' " ), prises avec un signc

contraire ; on aura donc, au lien de équation (P) da mérac ’.
celle-ci :

0:}:.m{J‘x.{d< °”>...pd}+; {d ("y ””) Qd;}.m{1("”.”")—1{(!:‘}
L

Mecan. ctr. Tome I.



6 MECANIQUE CELESTE,
e dr dy & .
qui n’en differe qu'en ce que Tif[’ ;5, £, y sont-multipliés par
la fonctionf-(-v—), qui dans le cas de la force proportionnelle & la
v

vitesse, peut étre supposée égale a Punité. Mais cette différence
vend trés-diflicile, la solution des problémes de mécanique. Cepen-
dant, on peut tirer de Péquation (), des principes analogues a
ceux de Ja conservation des forces'vives , des aires et du centre de
gravilé,

Si l'on change % en dw, &y endy, dzen dz, &c., on aura

-.m.{a‘x.d (d: L(V))+ .d. (dy ”V)){-J\ d(dz Giv)>}:z.m.vdﬂ.dt.d(u);

et par conséquent
s./mydy.¢'(v)=constante +z./m.(Pdx+ Qdy+ Rdz).

Tu supposant £.m (Pdx+ Qdy+ Rdz), une différentielle exacte
dgale & da, on aura

sfmydy.g'(v)=constante +2; (T
équation analogue & Péquation ( R) du n°. 19, etqui se change en
clle, dans le cas de la nature ol ¢'(¢)=1. Le principe de la con-
servation des forces vives a donc lieu dans toutes les loix mathé-
maliquement possibles enire la force et la vitesse, pourvu que
I'on entende par force vive dun corps, le produit de sa masse
par le double de Vintégrale de sa vitesse multipliée par la différen-
tielle de la fonction de la vitesse qui exprime la force.

Silon fait, dans Péquation (§),da'=da+45/; dy'=dy +dy/;

d'=9z40z; da'= x+4%; &c.; on aura, en égalant séparé-
menl & zéro, les coefficiens de S, dy, Iz,

o=z (j-j ”) Pdt} _z.m.{d.(d’”") Qd},

o_—_z.m{d.(? ”")) R(lt}
t v

Ces trois équations sont analogues & celles du n°. 20, d'oli nous
avons conclu la conservation du mouvement du centre de gra-
vilé, dans le cas de la nature, lorsque le systéme n'est assujéti a
d'autres forces qu'a l'action et a Pattraction mutuclle des corps du
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systéme. Dans cecas, .m P, z.mQ, z.m R sontnuls, et Pona

dr ¢ dy o
constanle =x.m.— . -—{L) ;5  constante=1z.m. y. () ;
dt v dt v
dz o (v)
constante =z.m.— . ——-.
dt v
dx @( #(v)
me—s est égal & mo (v ) 57 cteette derniére quantité est la

force ﬁme du corps, décomposée paralltlement & Paxe des x ; la
force d’'un corps étant le produit de sa masse par la fonction de la
vitesse qui exprime la force. Ainsi la somme des forces finies du
systéme, décomposées parallélement a un axc quelconque, est alors
constante, quel que soit le rapport de la force & la vitesse ; ct ce
qui distingue D'état du mouvement de celui du repos, est que
dans ce dernier état, cette méme somme est nulle. Ces résultats
sont communs a toutes les loix mathématiquement possibles entre
la force et la vitesse; mais ce n'est que dans la Joi de la nature,
que le centre de gravité se meut d'un mouvement rectiligne ct
uniforme.
Supposons encore dans I'équation (§),

y.dx , y".4
Yy

Sx'= +ox) 5 dx'= TE+J‘x,” ;&

—_—zx' 4

+dy/; &e.

la variation &x disparoitra des variations des distances mutuelles
5 f', &c. des corps du systéme, et des forces qui dépendent de
ces quantités. Sile systéme est libre d’obstacles étrangers , on aura,
en égalant a zéro, le coeflicient de &z,

o=z.m.{x d. (dy 0?’)) y.d.(—‘% q,(“))}-(--E.m.{P‘y—-Q.z:} di;

d’ol1 P'on tire en intégrant,
c::z.m.(f—{)%-z&) OM+ . m.(Py~Qux).dt.
On aura pareillement,

= z.m.(ﬁf—}tix) MV) som.(Pz—Rx).dt;

"= z.m.(}ﬁid::d‘y) ¢(V)+}: Jm.(Qz—Ry).dt;

¢, ¢, ¢” étant des constantes arbitraires.

3y =:§4‘E+$y, VS

T2
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Si le systéme n’est soumis qu’a Vaction mutuelle de ses partics,
on a, par le n°. 21, z.m.(Py—Qx)=o0; z.m.(Pz—Rx)=0;

d;
z.m.(Qz—Ry)=o0; dailleurs, m (.xd——‘);—y%it) in)

moment de la force finie dont le corps m est animé, décomposée
parallélement au plan des x et des y, pour faire tourner le systéme
xdy—ydx\ ¢(v)
7 > " est
donc la somme des momens de toutes les forces finies des corps
du systéme, pour le faire tourner autour du méme axe; cetle
somme cst par conséquent constante. Elle est nulle dans Pétat
d’équilibre ; il y a donce ici la méme différence entre ces deux états,
que relativement & Ja somme des forces paralléles & un axe quel-
conque. Dans la loi de la nature, cette propriété indique que la
somme des aires décrites autour d’un point fixe, par les projections
des rayons vecteurs des corps , est toujours Ja méme en temps égal ;
mais celte constance des aires décerites n’a point licu dans d’autres
loix.

est le

autour de 'axe des z ; 'intégrale finie =. m.(

Si Pon différentic par rapport & la caractéristique &, la fonction
z./m.o(v).ds; onaura
d.z.fmip(v)ds=zx./m.p(v).dds+z./m.dv.o'(v).ds;
mais on a

de.Sdx4-dy. fdytdz.8dz

dds= P

=1 { .d. wx+ Ld iyt dJ\z}
onaura donc, en intégrant par parues ’

&z m.o(v).ds==x. mi(v) {

dy

-——).‘.fm.{J‘x d. <d"' @(“))+, d. <dy o(v))_*_fp . (dz ¢g,))}
=z m .o (v).ds.

Les points extrémes des courbes décrites par les corps du systéme,
¢tant supposés fixes, le terme hors du signe /, disparoit dans
cette équation ; on aura donc, en vertu de équation (§'),

Iz fmog(v)ds =z fm.dv. ¢ (v).ds—z./mdt.(Péx 4 Qdy + Réz)
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mais I’équation (T') différentiée par rapport a &, donne
s fm.dv.e'(v).ds=z./mdt.(Péx+Qiy+Réz);
on a donc
o=dz./m.¢(v).ds

Cette équation répond au principe de la_moindre action dans la
loi de la nature. m.o(v) est la force entiére du corps m ; ainsi ce
principe revient a ce que la somme des intégrales des forces finies
des corps du systéme, multipliées respectivement par les élémens
de leurs dircctions , est un minimum : présenté de cette maniére,
il convient & toutes les loix mathématiquement possibles entre 1a
force et la vitesse. Dans I'état de équilibre, la somme des forces
multipliées par les élémens de leurs directions est nulle, en vertu
du principe des vitesses virtuelles; ce qui distingue donc a cet
égard, I'état d’équilibre, de celui du mouvement , est que la méme
fonction différentielle, qui est nulle dans Pétat d’¢quilibre, donne,
étant intégrée , un minimum dans Vétat de mouvemneut,
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CHAPITRE VII

Des mouyemens d’un corps solide de figure quelcongue.

25. Lgs équations différentielles des mouvemens de translation
et de rotation d’un corps solide, peuvent se déduire facilement de
celles que nous avons développées dans le Chapitre V ; mais leur
importance dans la théorie du systéme du monde, nous engage &
les développer avec étendue.

Imaginons un corps solide dont toutes les parties soient sollici-
tées par des forces quelconques. Nommons x, ¥, z, les coordon-
nées orthogonales de son centre de gravité; x+x', y+5', 242,
les coordonnées d’'une molécule quelconque dm du corps, en sorte
que a', ¥, 2’ soient les coordonnées de cette molécule, rapportées
au centre de gravité du corps. Soient de plus P, Q, R, les forces
qui sollicitent la molécule , parallélement aux axes des x, des y
et des z. Les forces détruites a chaque instant dans la molécule dm,
parallélement a ccs axes, seront par le n°. 18, en considérant 1é1¢-
ment d¢, du temps, comme constant ,

ddr+ddx
—’( dt
-(—‘ii’—;;—‘w—).dm+ Q.dt.dm;

dd ddz'\
—(——‘f——‘).derR.dt.dm,

).dm+P.dt.dm,v

dt

Il faut donc que toutes les molécules animées de forces sembla-
bles, se fassent mutuellement équilibre. On a vu dans le n° 15,
que pour cela, il est nécessaire que la somme des forces pardl-
leles au méme axe, soit nulle; ce qui donne Jes trois équations
suivantes:
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.(—fl—d—a—c—;—-‘?—di).dmz S.Pdm;
s. (ﬁ%—!—-).dm; S8.Qdm;
.(ﬂdi}‘ﬁ).dm=s.3dm;

la lettre § étant ici, un signe intégral, relatif a la molécule dm,
et qui doit s’étendre a la masse entiére du corps. Les variables
x, ¥, z, sont les mémes pour toutes les molécules ; on peut done
les faire sortir hors du signe §'; ainsi en désignant par m la masse
du corps, on aura
S.‘?g dm=m. jff ; ‘:ff' dm=m g—?j S. :;d dm=m. gi?
On a de plus, par lanature du centre de gravité,
S.a'.dm=o0; S8y.dm=o0; 8.7Z.dm=o0;
partant
ddx’ d(ly' ddz

S.— T .dm=o0; &. - .dm=o ; S.—&?—.dm=o 3
on aura donc id
m.—d—zf: S.Pdm;
dd
ZL=8.Qdm; s ()
dd
m 22— S.Rdm.
de

ces trois équations déterminent le mouvement du centre de gravité
du corps; elles répondent aux équations du n°. 20, relatives au
mouvement du centre de gravité d’un systéme de corps.

On a vu dans le n° 15, que pour Pé¢quilibre d’un corps solide ,
la somme des forces paralléles a I'axe des x , multipliées respecti-
vement par leurs distances a I'axe des z, moins la somme des
forces paralléles a Paxe des y, multipliées par leurs distances a Paxe
des z, est égale & zéro ; on aura ainsi :

S. {(x_l_x,).(ddy‘-;:idy )_(y_‘_y,).(ddx‘-{l-l:ldx )}‘dm

=8 {(x+2') Q—(y+yV).P)dm; (1)
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orona
S.(x.ddy—yddx).dm=m.(xddy—yddx);

on a pareillement

S.(Qx—Py)dm=1x./Qdm—y.[Pdm;
enfin on a
8. {a'ddy + xddy'—y'ddx—yddx'} . dm =ddy . S.x'dn—ddx . Sy'dm

+x.8.ddy' . dm—y.S.ddx'.dm ;

ct par la nature du centre de gravité, chacun des termes du second

membre de cette équation , est nul; Péquation (1) deviendra donc,
en verlu des équations (A ),

ddy—vy'dd
s.(" A ”) dm=8.(Qx'—Py'). .dm ;

en intégrant celte cquatmn par rapport au temps ¢, on aura

o dy—y da’
s.(f—y_dty—“—).dmzs.f(Qx'-Py').dt.dm,-

le signe intégral [ se rapportant au temps £.
De-la il est facile de conclure que si U'on fait,
§.S(Qx'—Py' ).dt.dm =N ;
SS(Rx'—~Pz') dt.dm=N';
SS(Ry —Qz).dt.dm=N";
on aura les trois équations suivantes :

2 dy —y'd
s.(i_f_dfl).dmzzv,

S,(ﬂl_‘_;‘__‘li),dmzzv’,- ; (B)

Ry
S.(—}-';d-ti—y—).dm::N”,-

ces trois équations renferment le principe de la conservation des
aires ; elles suffisent pour déterminer le mouvement de rotation du
corps , autour de son centre de gravité; réunies aux équations (),
clles déterminent complétement les mouvemens de translation et

de rotation du corps.
Si le corps est assujéti i tourner autour d’un pointfixe ; il résulte
du
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du n° 15, que les équations ( B) suffisent pour cet objet ; mais
alors, il faut fixer a ce point, I'origine des coordonnées &, y', z'.
26. Considérons particuliérement ces équations, en supposant

cette origine fixe a un point quelconque diflérent ou non, du
centre de gravilé. Rapportons la position de chaque molécule, a
trois axes perpendiculaires entre eux, fixes dans le corps, mais
mobiles dansVespace. Soit § inclinaison du plan formé par les deux
premiers axes, sur le plan des x et des y ; soit ¢ Pangle formé par
la ligne d’intersection de ces deux plans et par le premier axe;
enfin, soit 4 Pangle que fait avec l'axe des x, Ja projection du
troisiéme axe sur le plan des x et des y. Nous nommerons axes priu-
cipaux , ces trois nouveaux axes, et nous désignerons par &”, 3"’
et z”; les trois coordonnées de la molécule dm, rapportées, a ces
axcs ; on aura par le numéro 21,
' = a". {co0s.0.8in.4.sin.¢ 4 cos.{.cos.p}

+5". {cos.0.sin..cos.p—cos.+.sin. o } 4 z”.sin.8.5in.4 ;
y'=a".{cos.0.co0s.4.sin. p—sin..cos. ¢}

+5”. {c0s.0.c08.4.cos. 9+ sin. 4. sin.p } + 2% 8in. 8. cos. < ;

z'=z".c08.0 — y".sin. 8. cos.¢ — a”.sin. 8. sin. p.

Au moyen de ces équations, on pourra développer les premiers
membres des équations (B ) en fonctions de 6, 4 et ¢, et de leurs
différentielles. Mais on simplifiera considérablement le calcul, en
observant que la position des trois axes principaux dépend de
trois arbitraires que l'on peut toujours déterminer de maniére a
satisfaire aux trois équations

e/l 7

S.a"y'edm=o0; S.a"'3".dm=o0; 8.y'z'.dm=o.
Soit alors
S.(y"*+5")dm=A4 ; §8.(x"+3").dm=DB ;
(s +y")dm=C ;
et faisons pour abréger,
de—d.cos.8 =pdt;
d.sin. 8.sin. p—d8.cos. ¢ = gdt;
d+.sin, 8.cos. ¢4 d 8.sin. p = rdt,
MifcAN. ctn. Tome 1. _ K
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Les équations ( B ) se changeront aprés toutes les réductions , dans
les trois suivantes :
A.q.sin.8.5in.¢4 Br.sin.8.cos.¢ —Cp.cos.8 =—N ;
cos.{. {4 g.cos.8.sin.p+ B r.cos.8.cos.¢+4 Cp.sin.f}
+sind. {Br.sin.p—.4g.cos.0}=—N'; 3(C)
cos. 4. {Br.sin.g—_4 g.cos.o}
—sina.{ 4g.cos.8.5in.¢+ Br.cos.b. cos.p+ Cp.sind } =—N"
ces trois équations donnent, en les différentiant et en supposant
d=o0, aprés les différentiations, ce qui revient a prendre I'axe
des x, infiniment prés de la ligne d’intersection du plan des »” et
des 5', avee celui des x” ct des y”,
db.cos.8.(Br.cos.o+ 4 g.sin.¢)+sind.d.(Br.cos.p+.4q.sin.¢)
—d.(Cp.cos.b) =—dN ;
dd.(Br.sin.g—_4q.cose)—db.sin.0. (Br.cos.o+.4q. sin.g)
+cos.8.d.(Br.cos. p+.Aq.sin.¢) +d.(Cp.sin.b ) =—dN ;
d.(Br.sin.g— A4 q.cos.0)—d.cos.8. (Br.cos.e + .4 g.sin.¢)
— Cpdi.sin§ =—dN".
Si Pon fait
Cp=p' ; Ag=q ; Br=r;
ces trois équations différenticlles donnent les suivantes :

dp'+ (——';——Bﬂ g'r'«dt=dN.cos.8 —dN'.sin.0;
dq'+(—%—-l—:i).r'p'.dt=—(dN.sin.9+dN’.cos. 0).sin.¢
+dN".cos.¢ ; 5 (D)
'+ g = (AN sin. 8+ AV 08.0).co5.¢
— dN".sinee.

ces équations sont trés-commodes pour déterminer le mouvenent
de rotation d’'un corps, lorsqu’il tourne & fort peu prés autour de
I'un des axcs principaux, ce qui est le cas des corps célestes.

27. Les trois axes principaux auxquels nous venons de rap-
porter les angles 8, 4 et #, méritent une attention particuliére;
nous allons déterminer leur position dans un solide quelconque.
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Les valeurs de 4, ¥, z’ du n° précédent, donnent, par le n°. 21,
les suivantes :
&’ =a'.(cos.8.sin. ¥.8in.04cos. . cos. ¢)
+y'.(cos.8.cos.4.sin. ¢ — sin.<}.cas. ¢ )— z’.sin.f.sin.p ;
Y =a'.(cos.8.sin.4.cos.p — cos. ¥.sin. ¢)
+5'.(cos.8.cos.4.cos.p+sin.4.sin.¢ ) — 2'.sin. 0. ¢os. ¢ ;
2" = &'.sin.0.sin.4 +'.sin. 8. cos. 4 +z'. €0s. 8.
D’ois on tire
a”.co8.¢ —y".sin.e=1x'.cos.d—y .sin. 4 ;
x”.sin.p+45".cos. o = &’. cos. 8. sin. 4+’ . cos. . cos. 4 — 2. sin. 9.
Soit
S.a*dm=a*; S.y*dm=0&; 8.z".dm=c";
S.xydm=f ; S&'d.dm=g; 8.y .F.dm="h;
on aura
c0s.¢.8. 22" . dm—sin.s.8.y"z" . dm = (a*—b*).sin. §.sin. . cos.\
+f.sin.6. (cos.* 4—sin.*+) +cos.0. (g.cos.d —A.sin) ;

7 0

sin.e.8.2"z"dm+cos.¢.8.y°z" .dm
=sin.d.cos.0.(a".sin.*4 + 5. cos.*y— c* 42 f.sin. 4. cos. 4 )
+ (cos.* 6—sin.* ). (g.sin. 4+ k. cos.-}).

En égalant & zéro, les seconds membres de ces deux équations,

on aura
h.sin, —g.cos.

tang. 0 = (@*—b*).sin. . cos. 4+ f. (c08.2 =~ 5in.? 4,);
' §— g-sin.l 4 h.cos. .
1ang 2 T ¢v—a.sin? f—b%. c0s.* =2 . sin. 3 . cos. A} 7
mais on a

tang.8
1 —tang.*8 ’
en égalant ces deux valeurs de tang.10, et en substituant dans la
derniére , au lieu de tang. 9, sa valeur précédente en +; en faisant
ensuite , pour abréger, tang. +=u ; on trouvera, aprés toutes les
réductions’, I’équation suivante du troisi¢me degré;
o=(gu+h).(hu—g)*

+{(a*'=8").u+f.(1—u*)} . {(he*—ha' + [g) . u+ gb*—gc'—hf }-
: K32 ’

i.tang. 20=
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Cette équation ayant au moins une racine réclle , on voit qu’il est
toujours possible de rendre nulles a-la-fois, les deux quantités
// n

cos.¢.8. 22" .dm—sin.¢.8.y"z

sin.¢.8.2"z" . dm+cos.¢.8.y"z .dm ;

et par conséquent, Ja somme de leurs quarrés, (8.x"2".dm)
+(S8.9"".dm)*, ce qui exige que P'on ait séparément,
§.5"z".dm=o0; 8.y'z".dm=o.
La valeur de z donne celle de Pangle 4, et par conséquent, celle
de tang. 0, ct de angle 6. 11 reste maintenant a déterminer Yangle ¢,
cc que J'on fera au moyen de la condition 8. &”y".dm =o, quireste
a remplir. Pour cela, nous observerons que sil’on substitue dans
S8.x"%" dm, au licu de a”, »” leurs valeurs précédentes; cette
fonction deviendra de cette forme, H.sin.2¢4L.cos.2¢, Het L
¢tant fonctions des angles § et 4, ct des constantes a*, 8%, ¢, f, g, k5
en ¢galant celle expression a zéro, on aura
—L

tang.2¢ = T

Ties trois axes déicrminés au moyen des valeurs précédentes
de 4, 4 et ¢, satisfont aux trois équations,

S.x"y"'.dm=o0; S.2"y'.dm=o0; 8.2"2".dm=o0.
L’équation du troisitme degré en u, semble indiquer trois systémes
d’axes principaux semblables au précédent ; mais on doit observer
que z cst Ja tangente de P'angle formé par Paxe des &', et par Yin-
tersection du plan des &' et des y' avec celui des " et des y”;
or il est clair que 'on peut changer les uns dans les antres, les
rois axes des x”, des y” et des z”, puisque les trois équations précé-
dentes seront toujours satisfaites ; ’équation en #, doit donc ega-—
lement déterminer la tangente de Pangle formé par Paxe des &' et
par Vintersection du plan des &" et des 4/, soit avec le plan des &7 et
des y”, soit avee le plan des 2" et des z”, soit enfin, avec le plan
des »” et des z”. Ainsi, les trois racines de équation en z, sont
réelles, ct elles appartiennent & un méme systéme d’axes.

11 suit de-la que généralement, un solide n’a qu’un seul sys-
téme d’axes qui jouissent de la propriété dont il Sagit. Ces axes ont
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&té nommés axes principaux de rotation, i cause d’'une propriété
qui leur est particuliére, et dont nous parlerons dans la suite.

On nomme moment d’inertie {'un corps, relalivement & un axe
quelconque, la somme des produits de chaque molécule du corps,
par le quarré de sa distance & cet axe. Ainsi les quantilés o, B, C,
sontles momens d’inertie du solide que nous venons de considérer,
par rapport aux axes des 2, des y” et des z”. Nommons présente-
ment C’, le moment d’inertie du méme solide, par rapport a 'axe
des z’; on trouvera, au moyeu des valeurs de &’ et desy’ du n°.
précédent,

C'= A.sin.*0.5in.* p4 B.sin.* . cos.? ¢4+ C.cos.* 0.

Les quantités sin.*6.sin.*¢, sin.* 8. cos.>9, ct cos.* §, sonl les quarrés
des cosinus des angles que fontles axes des a7, des y” et des z” avee
Paxe des z'; d’ou il suiten général, que si 'on multiplie le mo-
ment d’inertie velatif & chaque axe principal de rotation, par le
quarcé du cosinus de Pangle qu’il fait avec un axe quelconque,
la somme de ces trois produits sera le moment d’inertie du solide,
relativement a ce dernier axe.

La quantité C’ est moindrc que la plus grande des trois quan-
lités A4, B3, C; clle est plus grande que la plus petite de ces trois
quantités ; le plus grand etle plus petit moment d’inertie appar-
licnnent donc aux axes principaux.

Soient X, Y, Z, les coordonnées du centre de gravité du solide,
par rapport a Porigine des coordonnées, que nous fixons au poiut
autour duquel le corps est assujéli a tourner, s’il n’est pas libre;
x'— X, y—Y el z'—Z serontles coordonnées dc lamolécule dm
du corps, rclativement a son centre de gravité : le moment d’iner-
tie, relatif Aun axe paralléle aTaxe des 2, el passant par le centre
de gravité, scra donc

S A(F'—=X)+(y'—=Y)*}dm;
or on a, par la nature du centre de gravité, S.a'dm=mX;
§.y'dm=mY ; le moment précédent se réduit donc a

—_—m (X +Y*)+ 8. (s +y").dm.
On aura ainsi les momens d’inertie du solide, relativement aux
axes qui passent par un point quelconque ; lorsque ces momens
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seront connus par rapport aux axes qui passent par le centre de
gravité. On voit en méme temps , que le plus petit de tous les
momens d’inertie, a lieu par rapport a 'un des trois axes princi-
paux qui passent par ce centre.

Supposons que par la nature du corps , les deux momens d’iner-
tic .4 et B soient égaux, on aura

. C'= A.sin284 C.cos.*b ;

en faisant donc 8 égal & Pangle droit, ce qui rend axe des z” per-
pendiculaire a cclui des z", on aura C’ = _4. Les momens d’inertie
relatifs & tous les axes situés dans le plan perpendiculaire & 'axe
des z”, sont donc alors égaux entre eux. Mais il est facile de s’assurer
que P’on a dans ce cas, pour le systéme de T'axe des z” et de deux
axes quelconques perpendiculaires entre cux et & cet axe,

S.xy'.dm=o0; S8.a7.dm=o; 8y dm=o;
car en désignant par 2” et y” les coordonnées d'une molécule dm
o] ’
du corps , rapportées aux deux axes principaux , pris dans le plan
ps, rapp » P
perpendiculaire & Paxe des 27, et par rapport auxquels les momens
d’incrlic sont supposés égaux, nous aurons
S (2" +7")dm=_8.(y"+2").dm;
ou simplement 8.+"*.dm=8.y".dm ; mais en nommant « 'angle
que I'axe des &' fait avec Vaxe des 27, on a
= x".cos. s+ y" 5108 ;
¥y =yg"cos.e—a".sin.¢ 3
onadonc
8.4y dm=_8.5".y".dm.(cos.' +—sin.’¢)
+8.(y"—x").dm.sin.e.cos.e =o0.
On trouvera semblablement §8.4'z" .dm =o0; S.y'z"dm=o0; tous
les axes perpendiculaires a cclui des z” sont donc alors des axes
principaux ; et dans ce cas, le solide a unc infinité d’axes sem-

Dlables.
Si F'on a d-la—fois, # = B = C; on aura généralement C'= ;

Cest-a-dire, que tous les momens d'inertie du solide,, sont égaux;
mais alors on a généralement,
S.xy'.dm=o0,; S.a'd.dm=o; §8y7.dm=o0j;
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quelle que soit la position du plan des &’ et des ’; en sorte que tous
les axes sont des axes principaux. C’est le cas de la sphére : nous
verrons dans la suite, que cette propri¢té convient a une infinité
d’autres solides dont nous donnerons I’équation géndérale.

28. Les quantitésp, ¢, r, que nous avons introduites dans les
¢quations (C) du n®. 26, ont cela de remarquable , qu’elles déter-
minent la position de 'axe réel et instantané de rotation du corps,
par rapport aux axes principaux. En effet, on a, relativement aux
points situés dans I'axe de rotation, dx'=o0; dy'=o0; dz'=o,
en différentiant les valeurs de «', ', 2’ du n°. 26, et en faisant
sin.4 = o, aprés les différentiations , ce quiest permis , puisque
Pon peut fixer & volonté, la position de axe des &', sur le plan
des 2’ et des »', on aura

dy'=x".{d}.cos.b8.sin.o—dp.sin.e } +5". {d}.cos.0.cos.p—dp.cos.0}
+z".dd.sind=o0;

dy'=x". {dp.cos.0.cos.p —db.sin.8.sin.¢ —d4.cos.0}

4" {d4.sin.p—dp.cos.0.sin.e—dd.sin.b.cos.c } +z"df.cos.6 =o0;

’

F'=—x". {d8.cos.0.sin. ¢+ d?.sin.8.cos. ¢}
— " {d8.cos.8.cos.e— dp.sin. 8.sin. ¢ } — z"d 8. sin. 0.

Si 'on multiplie la premiére de ces équations, par —sin.¢; la
secondc, par cos.f.cos.¢, ct la troisitme, par —sin.8.cos.¢; on
aura en les ajoutant,

o=px"—q2z"
Si Pon multiplic la premiére des mémes équalions, par cos.¢; la
scconde, par cos. 8.sin. ¢, et la troisiéme, par —sin.f.sin.¢; on
aura, en les ajoutant;

o=py'—rz’
Enfin , sil’on multiplie la scconde des mémes équations , par sin. d,
et la troisiéme, par cos. ; on aura, en les ajoutant,

o=¢qy'—ra’
Cette derniére équation résulte évidemment des deux précédentes ;
ainsi les trois équations da'=o0, dy'=0, dz'=0, se réduisent a
ces deux équations qui sont & une ligne droite formant avec les axes
des 27 des y” et des z” des angles dont les cosinus sont

r P

Vite+r ' Vetoerr ' Vietgrr
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Cette droite est donc en repos , ct forme Paxe réel de rotation du
corps.

Pour avoir la vitesse de rotation du corps ; considérons le point
de I'axe des 2%, ¢loigné de Vorigine des coordonnées, d’une distance
égale a unité. On aura ses vitesses parallélement aux axes des «/,
des " ct des 2, en faisant " =0, y" =0, 2" =1, dans les expres-
sions précédentes de da'y dy’, dz', et enles divisant par d¢, ce qui
donne pour ces vitesses partielles,

dl i 0 db 9 —d) 8
m—.bln. 3 -'(-IT-COS. 3 —37.511]. 3

V de*dy* . sin 8

la vitesse entiére du point dont il s’agit, est donc —
P g ? dt

ou Vq’+ . En divisant cette vitesse , par la distance du point , &
Paxe instantané de rotation, on aura la vitesse angulaire de rota-
tion du corps; or cette distance cst évidemment égale au sinus de
Iangle que 'axe réel de rotation fait avec Paxe des z”, angle dont le
ﬁ, on aura donc t/p“—i-g’-}-r’, pour la vi-
tesse angulaire de rotation,

On voit par-la, que quel que soit le mouvement de rotation
d’'un corps, autour d’'un point fixe, ou considéré comme tel; ce
mouvement ne peut étre qu'un mouvement de rotation autour
d’un axc fixe pendant un instant , majs qui peut varier d’un instant
i Yautre. La position de cet axe, par rapport aux trois axes princi-
paux, et la vitesse angulaire de rotation dépendent des variables
Py g, 1, dont la détermination est trés-importante dans ces re-
cherches , et qui exprimant des quantités indépendantes de la
situation du plan des & et des ', sont elles-mémes indépendantes
de cette situation,

cosinus est

2Q. Déterminons ces variables, en fonctions dw temps ¢, dans

le cas ot le corps m'est sollicité par aucunes forces extérieures.
Pour ccla, reprenons les équations (D) du n®. 26, entre les varia-
bles p', ¢, ' qui sont aux précédentes, dans un rapport constant.
Les différentielles dN, dN' et dN”, sont alors nulles , et ces
¢quations
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équations donnent , en les ajoutant ensemble, aprés les avoir mul-
tipliées respectivement par p’, ¢' et ',

o=p'dp'+q'dg +rdr;
et en intégrant,
it =,
£ étant une constante arbitraire.

Les équations (D) multipliées respectivement par £ B.p', BC.q'
et ZC.7, et ensuite ajoulées , donnent en intégrant leur somme,
AB.p"+BC.¢"+ A4C.r""=H";

H étant une constante arbitraire : cette équation renferme le prin-
cipe de la conservation des forces vives. On tirera de ces deux
intégrales,

__AC.J—H4 A.(B—C).p"*

/3

C.(A—B) 2
o H*—BC.J*—B.(A—C).p"
C.(A—B) ?

ainsi, I'on connoitra ¢’ et r’ en fonctions du temps ¢, lorsque p’ sera
déterminé ; or la premiére des équations (D) donne

AB.dp'
ot dt=rg) v
partan
ABC.dp

‘ V{ACk—H1A4.(B—C).p*} {H—BC.k—B.(A—C)p*}
équation qui n’est intégrable que dans I'un des trois cas suivans,
B=A4,B=C, 4=C.

La détermination des trois quantités p’, ¢', r' renferme trois ar-
bitraires H?, £?, et celle qu’introduit l'intégration de 1’équation
différentielle précédente. Mais ces quantités ne donnent que la po-
sition de 'axe instantané de rotation du corps, sur sa surface, ou
relativement aux trois axes principaux, et sa vitesse angulaire de
rotation. Pour avoir le mouvement réel du corps , autour du point
fixe, il faut connoitre encore la position des axes principaux dans
Yespace ; ce qui doit introduire trois nouvelles arbitraires rela-
tives & la position primitive de ces axes, et ce qui exige trois nou-
velles intégrales qui, jointes aux précédentes, donnent la solu-

Mican. ctn. Tome I. L
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tion compléte du probléme. Les équations (C) du n° 26, ren-

ferment trois arbitraires Ny, N, N”; mais elles ne sont pas entié-

rement distinctes des arbitraires H et £. En effet, si 'on ajoute

cnsemble les quarrés des premiers membres des équations (C), on a
])In+(1/2+r12:N0+N:'2+N/‘3,.

ce qui donne &2=N*+ N"4+N",

Lics constantes NV, N', N”, répondent aux constantes ¢, ¢, ¢’ du
n® 21; et la fonction {-.t.\/_p”+g”+r” exprime la somme des
aires décrites pendant le temps ¢, par les projectionsde chaque
molécule du corps, sur le plan relativement auquel cette somme
est un maximum. N' ¢t N” sont nuls relativement a ce plan; en
¢galant donc & zéro, leurs valeurs trouvées dans le n°. 26, on aura

o= DBr.sin.¢—.A4q.cos.¢ ;
0= .Zq.cos.8.sin.¢+ Br.cos.8.cos.¢+ Cp.sin.f ;
d’olt T'on tire

’

cos.9:-——~’-—£—'———;;

‘/l,a+qu‘+ra
sin.f.sin.¢ = ,___, -
‘/Pu+q4+')

sin.f.cos. o= —————.
VP g+
Au moyen de ces équations, on connoitra les valeurs de 8 et de ¢,
enfonctionsdutemps, relalivement au plan fixe quenous venons de
considérer. Ilne sagit plus que de connoitre Pangle 4 , que Pinter-
scction de ce plan, et de celui des deux premiers axes principaux,
fait avec I'axe des 4’ ; ce qui exige une nouvelle intégration.

Les valeurs de ¢ ct de r dun®. 26 donnent

d.sintl=gd¢t.sin.8.sin.¢+rdt.sin.f.cos.¢ ;

d’ou Pon tire

—K.dt.(Bg*+ Ar?
dy="E G Oa e,

AB.(¢*+1*)

or on a par ce qui précede

H>— AB.p"

qlg+r13=ka__p/, ,. Bqu_l_dr’n: C ,.
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on aura donc
—k.dt. {H*— AB.p"}

ABC.(kr—p")

8i I'on substitue au lieu de d¢, sa valeur trouvée ci-dessus ; on
aura la valeur de 4 en fonction de p'; les trois angles 8, ¢ et <
seront ainsi déterminés en fonctions des variables p', ¢/, 7, qui
scront elles-mémes , déterminées en fonctions du temps ¢. On con-
noitra donc a un instant quelconque, les valeurs de ces angles par
rapport au plan des &' et des »’, que nous venons de considérer, et il
sera facile, par les formules de la trigonométric sphérique, d’en
conclureles valeurs des mémes angles, relatives i tout autre plan
ce qui introduira deux nouvelles arbitraires qui réunies aux
quatre précédentes, formeront les six arbitraires que doit renfer-
mer la solution compléte du probléme que nous venons de traiter.
Mais on voit que la considération du plan dont nous venons de
parler, simplifie ce probléme.

La position des trois axes principaux, étant supposée connue
sur la surface du corps ; si I'on connoit & un instant quelconque,
la position de P’axe réel de rotation, a cette surface, ct la vitesse
angulaire de rotation ; on aura i cet instant, les valeurs dep, ¢, r,
puisque ces valeurs divisées par la vitesse angulaire de rotation ,
expriment les cosinus des angles que 'axe réel de rotation forme
avec les trois axes principaux ; on aura donc les valeurs de
P’ ¢’ r' s or ces dernicres valeurs sont proportionnelles aux cosi-
nus des angles que les trois axes principaux forment avec le plan
des &’ et des 5/, relativement auquel la somme des aires des pro-
jections des molécules du corps, multiplides respectivement par
ces molécules, est un maximum ; on pourra donc alors déterminer
A tous les instans, Vintersection de la surface du corps, par ce
plan invariable; et par conséquent, retrouver la position de ce
plan, par les conditions actuelles du mouvement du corps.

Supposons que le mouvement de rotation du corps soit dit & une
impulsion primitive qui ne passe point par son centre de gravité.
11 résulte de ce que nous avons démontré dans les n®. 20 ct 22,
que le contre de gravité prendra le méme mouvement, que si cette

impulsion lui étoit immédiatement appliquée , et que le corps
L2

dl=
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prendra autour de ce centre, le méme mouvement de rotation,
que si ce centre étoit immobile. La somme des aires déerites autour
de ce point, par le rayon vecteur de chague molécule projetée sur
un plan lixe, et multipliées respectivement par ces molécules,
sera proportionnelle au moment de la force primitive projetée sur
Jc méme plan; or ce moment est le plus grand, relativement au
plan qui passe par sa direction et par le centre de gravité; ce plan
est donc le plan invariable. Silon nomme f'la distance de Pimpul-
sion primitive, au centre de gravité; ct v, la vitesse qu’elle im-
prime & ce point; m étant Ja masse du corps, mfy, sera le moment
de cetle impulsion, ct en le multipliant par +#, le produit scra
¢gal & la somme des aires déerites pendant le temps £; mais cetle

M ’ \ t T T
somme, par cc qui précede, est o Vp*+q*+r*; onadonc

\/p gttt =m. [
Si Pon conmoit & Yorigine du mouvement, la position des axes
“principaux, relativement au plan invariable, ou les angles 8 el ¢;
on aura a cette origine,, les valeurs de p’, ¢’ et 7/, el par conséquent,
celles de p, ¢, r; onaura done aun instant quelconque, Ies valeurs
des mémes quantités.

Cette theéorie peut servir a expliquer le double mouvement de
rotation et de révolution des planétes, par une senle impulsion
primitive. Supposons en cflet, qu’une planéte soit une sphére ho-
mogene d’'un rayon R, ct qu'elle tourne autour du soleil avec
une vitesse angulaire U; r étant supposé exprimer sa distance au
soleil , onaura vy =rU; de plus, silon congoit que la plancte se
nmeut en vertu d’une impulsion primitive dont la direction a
passé & la distance f de son centre; il est clair qu’elle tournera
sur clle-méme , autour d’'un axe perpendiciilaire au plan invaria-
ble; en considérant donc cet axe, comme le troisi¢me axe prin-
cipal , on aura, 6 =o0, et par conséquent ¢'==o0, '==0; on aura
done p'= mfu ou Cp mfrU. Mais dans la splxuc , o a

=imR*; partant,

a R p

f'“s' v’

ce qui donne la distance f'de la dircction de Pimpulsion primitive,
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au centre de la planéte, qui satisfait au rapport observé entre la
vitesse angulaire p de rotation, et la vitesse angulaire U de révo-

lution autourdusoleil. Relalivementala terre,on a 5—: 566, 25658

. R P :
la parallaxe du soleil donne T:o,oooo-’meB, el par conséquent

=1 R, afort peu pres. '
Les planétes wétant point homogénes; on peut les considérer
ici comme ¢étant formées de couches sphériques et concentriques ,
d’inégales densités. Soit p la densité d’'une de ces couches dont le
rayon est £, p étunt fonction de R; on aura
am fp.Rt.dR
~ 3 "Jp.R 4R’
m ¢tant la masse enticre de la planéte, etles intégrales élant prises
depuis R= 0, jusqu’a sa valeur a la surface ; on aura ainsi
3 p J[p-REdR
I=550 Jrrear

Si, comme il est naturel de le supposer, les couches les plus voi-
sines du centre , sont les plus denscs ; la fonction fp R dR sera
Jp - -R*.dR
moindre que ?; la valeur de f sera donc moindre que dans le cas
de ’homogénéité. _
50. Déterminons présentement les oscillations du corps, dans
Ic cas ot il tourne & trés-peu-pres , autour du troisiéme axe princi-
pal. On pourroit les déduire des iniégrales auxquelles nous sommes
parvenus dans le n° précédent ; mais il est plus simple de les tirer
directement des équations différentielles (D) du n°. 26.Le corps
n’étant sollicité par aucunes forces, ces équations deviennent, en

y substituant au lieu de p', ¢, 7' leurs valeurs Cp, 4 g,ct Br,
(B—4)

dp+————(-:-——.gr.dt:o 3
— B
dg+(LA-—-2.rp.zU=0;
(4—-C)
(lr—}-——‘B-‘.pg.dtr:-o.

Le solide élant supposé tourner a fort peu prés, autour de son
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troisitme axe principal ; ¢ ct r sont de trés-petites quantités dont
nous négligerons les quarrés et les produits ; ce qui donne dp =o,
et par conséquent, p constant. Si dans les deux autres équations,
on suppose,

g=M.sin.(nt+y) ; r=M.cos.(nt+y) ;

on aura

(C—A) (c B) A(C A)

M et 3 éant dcux constantes arbitraires. La vitcsse angu]alre de

rotation sera ‘/p’+(1’+r‘, ou simplement p, en négligcant les

quirrés de ¢ ct de r; cette vitesse sera donc a trés-peu prés cons-

tante. Lnfin, le sinus dec Pangle formé par axe réel de rotation,
- - Vastr

et par le troisiéme axe principal , sera ———

SiaYorigine du mouvement, on a ¢g=o, et r=o0, c'est-a-dire,
si Paxe réel de rotation coincide a cet instant, avee le troisicme axe
principal ; on aura M=o, M'==0; g ct r seront donc toujours
nuls, et 'axe de rotation coincidera toujours avec le troisi¢éme axe
principal; d’ott il suit que si le corps commence & tourner autour
d’un des axes principaux, il continuera de tourner uniformément
autour du méme axe. Cette propriété remarquable des axes princi-
paux, les a fait nommer axes principaux de rotation : elle leur
convient exclusivement ; car si Paxe réel de rotation est invariable
a la surface du corps, onadp=o0, dg=o0, dr=o0; les valeurs
précédentes de ces quantités donnent ainsi ,

(B—4) (C—B) (A—C)
—¢ T¢=0; T —p=0; —H-PI=0

Dans le cas général onr A, B, C sont inégaux, deux des trois
quantités p, ¢, r sont nulles en vertu de ces équations, ce qui
suppose qque 'axe réel de rotation coincide avec I'un des axes prin-
cipaux.

Si deux des trois quantités -, B, C sont égales, par exemple,
si Pon a 4= B; les trojs équations précédentes sc réduisent a
celles-ci, rp=o0, pg=o0; et 'on peut y satisfaire, par la suppo-
sition seule de p égal & zéro. L'axe e rotation est alors dans un
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plan perpendiculaire au troisiéme axe principal ; mais on a vu
(n°. 27), que tous les axes situés dans ce plan, sont des axes prin-
cipaux.

Enfin, si I'on a a-la-fois o =B = C, les trois équations pré-
cédentes seront satisfaites, quels que soient p, ¢, r; mais alors,
par le n° 27, tous les axes du corps, sont des axes principaux.

11 suit de-1a, que les seuls axes principaux ont la propriété d’étre
des axes invariables de rotation; mais ils n’en jouissent pas tous
de la méme maniére. Le mouvement de rotation autour de celui
dont le moment d’inertie est entre les momens d’inertie des deux
autres axes, peut étre troublé d’une maniere sensible par la cause
la plus légere ; en sorte qu'il n’y a point de stabilité dans ce mon-
vement.

On nomme état stable d’un systéme de corps , un ¢état tel quele
systéme, lorsqu’il en est infiniment peu dérangé, ne puisse s’en
écarter qu’infliniment peu, en faisant des oscillations continuelles
autour de cet état. Concevons, cela posé, que Paxe réel de rotation
s’éloigneinfiniment peu du troisi¢meaxe principal ; dans ce cas, les
constantes M et M’ sont infiniment petites ; et si 7 est une quan-
tité réelle, les valeurs de ¢ et de r resteront toujours infiniment
petites , et Paxe réel de rotation, ne fera jamais que des excursions
duméme ordre, autour du troisi¢éme axe principal. Mais si 7 étoit
imaginaire,sin. (nt+7),ct cos.(nt+7) scchangeroienten exponen-
ticlles ; les expressions de g et de r pourroient donc alors augmen-
ter indéfiniment, et cesser enfin d’étre infiniment petites ; il n’y
auroit donc point de stabilit¢ dans le mouvement de rotation
du corps, autour du troisiéme axe principal. La valeur de 7 est
réelle, si C est la plus grande ou la plus petite des trois quantités
A, B, C;caralors le produit ( C—Z).( C— B ) est positif; mais
ce produit est négatif, si Cest entre «Z ct B ; et dans ce cas, 7 est
imaginaire ; ainsi, le mouvement de rotation est stable autour des
deux axes principaux dont les momens d’inertie sont le plus grand
et le plus petit ; il ne Yest pas autour de Pautre axe principal.

Maintenant , pour déterminer la position des axes principaux
dans espace , nous supposerons le troisitme axe principal , & fort
peu preés perpendiculaire au plan des &’ et des »', en sorte que 9
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soit une quantité trés-petitc dont nous négligerons le quarré, Nous

aurons par le n°. 26,
ds—d =pdt;

cc qui donne en intégrant,
=0 —pt—¢,
¢ ¢tant une constante arbitraire. Si 'on fait ensuite,
sin.0,sin.g=s ; sin.b.cos.p=u ;

les valeurs de ¢ et de r dun®. 26, donneront, en éliminant d+,

ds du
717__1’”:’ 5 Et—+ps=—9 5

et en intégrant,

. AM .
s:c’.sm.(pt-l-A)———(%!.sm.(nt-i-y) ;

’

BM
u=>=¢.cos.(pt+r)———.cos.(nt+y);

Cp
€ et a étant deux nouvelles arbitraires: le probléme est ainsi com-
plétement résolu , puisque les valeurs de s et de » donnent les
angles fet ¢ en fonction du temps, ct que { estdéterminé en fonction
de ¢ et de ¢ 8i € est nul, le plan des &’ et des y', devient le plan
invariable auqucl nous avons rapporté dans le n° précédent, les.
angles 0, pet 4, :

3 1. Sile solide est libre; Vanalyse des n°*. précédens donnera
son mouvenment autour de.son centre de gravité : si le solide est
forcé de se mouvoir autour d’un point fixe, elle fera connoitre
son mouvement autour de ce point. Il nous reste a considérer le
mouvement d’un solide assujéti a se mouvoir autour d’'un axe fixe.

Concevons que x’ soit cet axe que nous supposerons horizontal:
dans ce cas, la derni¢re des équations (B) dun®, 25, suffira pour
déterminer le mouvement du corps. Supposons de plus que Paxe
des ' soit horizontal , et qu’ainsi Iaxe des z’ soit vertical et dirigé
vers le centre de la terre ; supposons enfin, que le plan qui passe
parles axesdes 5’ et des z', passe par le centre de gravit¢ du corps,
et imaginons un axe passant constamment par ce centre et par

Yorigine des coordonnées. Boit § 'angle que ce nouvel axe fait avee
celui
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celuides z'; silon nomme y” et z” les coordonnées rapportées a ce
nouvel axe, on aura

y'=y9"cos.8+z"sind ; 5 =2z".cos.0—y".sin.0;
d’ou P'on tire,
ydz'—z'dy’ . ﬁ ey s
S-( T dm= ‘h‘S.(lm.(y +3").
8.dm.(y"+z") est le moment d’inertie du corps relativement i
Vaxe des ' : soit C ce moment. La dernitre des équations (B) du

n°. 25, donuera
c.04¢ ddd  dN”
T tde T ar
Supposons quele corps ne soit sollicité que par action de la pesan-
teur ; les valeurs de P et de Q dun®. 25, seront nulles, et R scera
constant, ce qui donne
dN"

- — =8.Ry'.dm = R.cos.0.f.p" .dmy R.sin.b.f.z".dm.
Laxc des z” passant par le centre de gravité du corps, on a
§.y".dm=o0; de plus, silon nomme % la distance du centre de
gravité du corps, a Paxe de #'; on aura §'.z".dm=mh, m étant
Ja masse enti¢re du corps; on aura donc

dN" .
-~ = mh.R.sin. 0,

et par conséquent,
ddd _ —m.h.R.sin.0
dr c '
Considérons présentement , un second corps dout toutes les parties
soient réunies dans un seul point ¢loigné de la distance /, de 'axe
des &’ ; on aura, relativement & ce corps, C=m'l*, m' élant sa
masse; deplus, % sera égal al; partant
dd?d —R
—-d—;; = -——l—-.sm 6.
Ces deux corps auront donc exactement le méme mouvement
d’oscillation, si leur vitesse initiale angulaire , lorsque leurs cen-
tres de gravité sont dans la verticale, est Ja méme, et si 'on a

C
¢ = —-. Le second corps dont nous venons de parler, est le pendule

MECAN. ciir, Tome I, M
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simple dont on a considéré les oscillations dans le n°. 11; on peut
donc toujours assigner, parcetteformule, lalongueur 7, du pendule
simple dontles oscillations sont isochrones a celles du solide que
nous considérons ici, et qui forme un pendule composé. C'est ainsi
que l'on a déterminé la longucur du pendule simple qui bat les
sccondes , par des observations faites sur les pendules composés.
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CHAPITRE VIIL

Du mouvement des fluides.

F2. Nous ferons dépendre les loix du mouvement des fluides,
de celles de leur équilibre; de méme que, dans le Chapitre V,
nous avons déduit les loix du mouvement d’un systéme de corps,
de celles de I’équilibre de ce systéme. Reprenons donc Péquation
générale de I'équilibre des fluides, donnée dans le n°. 17,
dp=¢.{P.0x+Q. J‘y—i—R iz} ;
la caractéristique &, ne se rapportant qu’aux coordonnées x,y, z
de la molécule, et n’étant point rclative au temps ¢ Lorsque lo
fluide est en mouvement, les forces en vertu desquelles ses mo-
lécules seroient en équilibre, sont, par le n° 18, en supposant d¢
coustant, y 1 1d
x Y 2
r—(G) s 0=(537) s 2~(3)s
il faut donc substituer ces forces, au lieu de P, Q, R, dans équa~
tion précédente de Iéquilibre. En désignant par &7, la variation
P.éx+ Q.8y+ R.4$z, que nous supposerons exacte ; on aura

dp__ ddx ddy ddz
J\V——;———-J\x.<dt.)+ Ve ( >+J‘ (dt’) (F)

cette équation équivaut a trois équations distinctes ; puisque les
variations dx, dy, &z, étant indépendantes, on peut Lgaler sépa~
rément & zéro, lears coeﬂnuens

Les coordonnées x, ¥, z, sont fonctions des coordonnées pri-
mitives et du temps ¢ ; soienta, b, c, ces coordonnées primitives,

on aura M_(,zx> m+( )J‘b-}-( )“’
tr= (38 e (@) 10+ (22) e
e (@)oo () e ()

M=
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En substituant ces valeurs dans ’équation (F'), on pourra égaler
séparémenta zéro, les coefficiens de da, 45, Jc; ce qui donnera trois
¢quations a différences particlles entre les trois coordonnées #, 3, z
de la moléeule, ses coordonnées primitives a, b, c, et le temps &

Il nous reste a remplir los conditions de la continuité du fluide.
Pour ccla, considérons aorigine du mouvement, un parallélipi-
pede fluide rectangle dont les trois dimensions soient da, db, dc.
En désignant par (p) la densité primitive de cette molécule; s
masse sera (p).dae.db.de. Nommons (4 ) ce parallélipipéde: il est
aisé de voir qu’apres le temps £, il se changera dans un parallélipi-
pede obliquangle ; car toutes les molécules situées primitivement
sur une face quelconque du parallélipipéde (), seront encore
dans un méme plan, du moins ¢n négligeant les infliniment petits
du second ordre : toutes les molécules situdes sur les arrétes pa-
ralleles de (), se trouveront sur de petites droites égales et pa-
rall¢les entre elles. Nommons (B), ce nouveau parallélipipede, et
concevons que par les extrémités de Parréte formée par les molé-
cules qui, dans le parallélipipede (), composoient Varréte de,
on méne deax plans parallcles & celui des x et des y. En prolon-
geantlesarrétes de (B), jusqu’a la rencontre de ces deux plans; on
aura un nouveau parallélipipéde (C), compris entre eux et égal a
(B); car il est clair qu'autant 'un des deux plans retranche du
parallélipipéde (B ), autant Pautre lui ajoute. Le parallélipipede (C)
aura ses deux bases paralltles au plan des x et des y : sa hauteur
comprise entre ses bases, sera évidemment égale a la différence
de z, prise enn’y faisant varier que c; ce qui donne (Z—é)dc, pour
celte hauteur.

On aura sa hasc, en observant qu’elle est égale a la section
de (B), par un plan paralléle & celui des x et des ¥ 5 nommons (¢)
celle section. Par rapport aux molécules dont elle sera formée, la
valeur de z serala méme, et Von aura

dz dz dz
0:(—k—;>.(1a+(ﬁ>.db+(§-;).dc.

Soient &p ct &g deux cotés contigus de la section (&), dont le
premier soit form¢ par des molécules de la face dé.dc da paral-
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Iélipipede (), et dont le second soit formé par des molécules de
sa face da.dc. Si par les extrémités du coté &p, on imagine deux
droites paralleles a Paxe des x, et que P'on prolonge le ¢6té du
parallélogramme (), paralltle & 4p, jusqu'a la rencontre de ces
dvoites; elles intercepteront entre clles , un nouveau parallélo-
gramme () égala (), et dont la base scra parallele a Paxe des .
Le coté &p étant formé par des molécules de la face db.de, relati-
vement anxquelles la valeur de z est la méme ; il est aisé de voir
que la hauteur du parallélogramme (2) est la différence de y, en
supposant a, z et £ constans, ce qui donne

dy::( ) lb+< )dc,
dz ds
0:<E>.db+<2;).dc;
d’olt Pon tire

o={(8) (2)-(2) (D)

de
c’est Pexpression de la hauteur du parallélogramme (). Sa base est
égale a la section de ce parallélogramme, par un plan paralltle a
l'axe des x ; cetle section est formée des molécules du paralléli-
pipede (), par rapport auxquelles z et y sont constans ; sa lon-
gueur est donc égale a la différenticlle de x, prise en supposant z,
y et t constans ; ce qui donne les trois équations,

¢1x=<’§-§).da+<:~’>.db+(‘ff).dc;
(e (B304 (2)
o=(‘l‘).d +( )db+

(-
(B M- () (M) - )
MDD
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on aura
€.da

(@)-(2)-(2)-G)

c’esl Pexpression de la base du parallélogramme (2);lasurface de ce

dx =

, ¢.da.db . .

parallélogramme sera (loncT. Celte quanlité exprime encore

(%)
s dz

la surfuce du parallélogramme (¢); en la multipliant par (d—c) de,

onaura ¢.da.db.dcpourle volume des parallélipipédes (C) et (B).
Soil p la densité du parallélipipéde (o) apres le temps £; on aura
pé.da.db.de pour sa masse; en Pégalant & sa massc primilive
(r)-da.db.dc, on aura

pé=(r) ;5 (G)
pour Péqualion relative @ la continuité du fluide.

%3. On peat donner aux équations (F) ct (G), unc autre forme
d’un usage plus commode dans quelques circonslances. Soient &, v
et v, les vitesses d'une moléeule fluide, parallélement aux axes
des x, des ¥ ctdes z; on aura

drx dy dz
(@)= (2)=rs (@)=r
Dillérentions ces équations, en regardant v, v et v, comme fone-
tions des coordonnées x, y, z de la molécule, et du temps ¢ ;

noys aurons

ddx du du du
(G)=(z)+=(2)+(5)++(%):

ddy dv dy dv dv
(mn)z(zz‘t)”'(d:) +”'(a;>+“(d'z)"

ddz dy dv d dv
(W)=(z‘)+”°(z:~)+’“(d )”'(a:)'

L¢quation (£7) du n°. précédent deviendra ainsi,

Hp du du du du
o=t =t () +u () 4o (5) v (5))

] d d

ware{(5) +e(z) v (5)+-(5)) s om0

rix {(5)+e(@)* (5)0(2))

' dt dx d 3
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Pour avoir équation relative a la continuité du fluide ; concevons
que dans la valeur de ¢, du n° précédent, a, b, c, soient égaux
ax,y,z,etquex,y, z soient égaux A x+udt, y+vdt,z +vdi,
ce qui revient a prendre les coordonnées primitives a, b, ¢, infi-
niment prés de «, ¥, z; on aura

e=sran((Z)+ (5)+ (2}

V’équation (G) devient,

() () (@) mo=o

Si Ton considére p comme fonclionde x, y, z, et de 2; on a

(=r—ae.( ) —ude(§)—var( 2 )—vae(5);

Péquation précédente se change ainsi dans la suivante :

~(5) () +(5) (),

c’est ’équation relative a la continfiité du fluide, et il est aisé de
voir qu’elle est la différentielle de ’équation (G) du n® précédent,
prise par rapport au temps ¢

L’équation (H) est susceptible d’intégration, dans un cas fort
étendu , savoir, lorsque z fx+y &y +v &z est une variation exacte
dex, y, z, p étant d’ailleurs une fonction quelconque de la pres-
sion p. Soit alors d'¢ cette variation ; I’équation (H) donne

2B () () (2}

d’ou l'on tire en intégrant par rapport & 4,

(a4 (5 (2))

11 faudroit ajouter & cette intégrale, une constante arbitraire, fonc-
tion de ¢ ; mais cette constante peut étre censée renfermée dans la
fonction ¢. Cette dernitre fonction donne la vitesse des molécules
fluides, parallélement aux axes des 4, desy etdes 2z ; car ona

(@) =G) =)
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Léquation (K) relative a la continuité du fluide , devient

=()+(@) &)+(&) 5)+(#) ()
o () () + (&)}

ainsi, 'on a relativement aux fluides homogenes,

. dd» (lcl'p ddp
o= (75>+(7?)+<7?)’

On peut observer que la fonction .8 x+v.8y+v.8z est une
variation exacte dex, ¥, = & tous les instans, si elle Pest & un seul
instant. Supposons, en effct, qu’a un instant quelcanque, ellé soit
¢gale a &p ; dans Pinstant suivant, elle sera

((2).omt(E)eay (o)
J‘¢+(lt.l T Ja4 7 dy4 = Szt

elle sera donc encore, & ce nouvel instant, une variation exacte,

du
m( “) J\x+< ) Sy +( ) 4z, est une variation exacte au pre-
«

mier instant; or Péquation ( H) donne & cet instant,

() 22+ @ or+(@) 2e= =20 (@) 4 (5) +(2) )

le premier membre de cette équation est par conséquent, une va-
riation exacte en %, ¥, = ; ainsi la fonction u.fx+v.8y+v.5 s
est une variation exacte dans linstant suivant, si elle ’est dans un
instanty clle est donc alors une variation exacte & tous les instans.
Lorsque les mouvemens sont trés-pelits; on peut négliger les
quarrés ct les produits de z, v et v ; I'équation (H) devient alors

du dv
J‘/——-—l;—-z(dz) J‘x+( >.Jy+(d—t>.$z;

ainsi, dans ce cas, u.dx+¢.dy+v.dz est une variation exacte ,
si comme nous le supposons , p est fonction dep ; en nommant donc
encore 4'¢ ceite différence, on anra

rLE-(5)

et sile fluide est homogéne, l’équzmon de continuité deviendra

_(ddo\ | (dd?\  (ddo
o= (7)+ () ()

Ces
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Ces deux équations renferment toute la théorie des ondulations
trés-petites des fluides homogenes.

34. Considérons une masse fluide homogéne douée d’un mou-
vement uniforme de rotation autour de laxe des x. Soit n la
vitesse angulaire de rotation, & une distance de I'axe que nous
prendrons pour unité de distance ; on aura y=—nz; v=ny;
Péquation (H) du n°. précédent, deviendra ainsi,

Ir =V 4n {ydy+zdz};
équation possible, puisque ses deux membres sont des différences
exactes. L’équation (K) du méme n°, deviendra

e () s e ()0 ()

el il est visible que cette équation est satisfaite, sila masse fluide
est homogeéne. Les équations du mouvement des fluides sont donc
alors satisfaites, et par conséquent, ce mouvement est possible.

La force centrifuge & la distance V5" + z* de Paxe de rotation
est égale au quarré n*.(y*+z*) de la vitesse, divisé par cetto dis-
tance ; la fonction n*.(y 4y +2z48z) est donc le produit de la force
centrifuge , par élément de sa dircction; ainsi, en comparant
I'équation précédente du mouvement du fluide, avec P'équation
géncérale de ’équilibre des fluides , donnée dans le n°. 17 ; on voit
gue les conditions du mouvement dont il s’agit, se réduisent &
cclles de équilibre d'une masse fluide, sollicitée par les mémes
forces, et par la force centrifuge due au mouvement de rotation;
ce qui est visible d’ailleurs.

Bi la surface extérieure de la masse fluide est libre, on aura
dp=o0; a cette surface, et par conséquent,

o= +n(ydy+zdz);

dotril suit que la résultante de toutes les forces qui animent chaque
molécule de la surface extéricure, doit étre perpendiculaire a cette
surface ; elle doit étre de plus, dirigée vers Vintérieur de la masse
{luide. Ces conditions étant remplies ; unc masse fluide homogéne

sera en équilibre, en supposant méme qu’elle recouvre un solide
de figure quelconque.

Miican, ctir. Tome I. N



9% MECANIQUE CELESTE,

Le cas que nous venons d’examiner, est un de ccux dans les~
quels la variation z.8x4 9.8y +v.8z n'est pas exacle; car alors
cette variation devient —n.(zdy—y8z) ; ainsi dans la théorie
du flux ct du reflux de la mer, on ne peut pas supposer que la
variation dont il s'agit, est exacte; puisqu’elle ne l'est pas dans le
cag trés-simple, ot la mer n’auroit d’autre mouvement que celui de
rotation qui lui est commun avec la terre.

35 .Déterminons maintenant, lesoscillations d’'une masse fluide
recouvrant un sphéroide doué¢ d’'un mouvement de rotation nt,
autour de axe des x ; et supposons-la trés-peu dérangée de Pétat
d’¢quilibre, par Yaction de forces trés-petites. Soit a origine du
mouvement, r la distance d’'une moléeule fluide, au centre de
gravilé du sphéroide qu'clle recouvre, et que nous supposerons
immobile; soit 8 angle que le rayon r forme avec laxe des «,
et = langle que le plan qui passe par P'axe des x et par ce rayon ,
forme avece le plan des x et des y. Supposons qu’aprés le temps ¢,
le rayon » sc change dans r 4 as, que Vangle 8 se change dans
6+au, et que 'angle = se change dans nt+otav; as, au, ctay
¢tant de trés-peliles quantités dont nous négligerons les quarrés
ct les produits ; on aura

x=(_r+as).cos.(0+au);
y=(r+as).sin.(84au).cos.(nt+at+ayv);
z2=(r+4as).sin.(§4an).sin.(nt+v+ap).
Si Pon substilue ces valeurs, dans I'équation (#) du n° 32, on
aura, ennégligeant le quarré de a,

dd di
ar’.df, {(dtu>—-2n.sm 8.cos.f. <dt)}
ddy . du an.sin28 /ds
M.l <a;)+2n.sm.3.cos.9.<d—t)+—r—.(m>}; (L)
dds dv
+adr, {( >-——4nr sin.*d., (‘“>}

=:-J‘- {(r-i-as).sin.(e+azl.)}’+d“)7—%}—’.

A la surfuce extérieure du fluide, on a #p=o0; on a de plus, duns
I'état Q’équilibre,

0:%&. {(r4as).sin.(8+a2u)} 4+ (?F) ;
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($77) étant Ja valeur de &7 qui convient & cet état. Supposons
que le fluide dont il s'agit, soit la mer ; la variation (##”) serale
produit de la pesanteur multipliée par I’élément de sa direction.
Nommons g la pesanteur, et «y I'élévation d’une molécule d’can
de sa surface, au-dessus de sa surface d’¢quilibre, surface que
nous regarderons comme le véritable niveau de la mer. La varia-
tion (4 #7) croitra par cette élévation , dans ’état de mouvement,
de la quantité — ag.dy ; parce que la pesanteur est i fort peu prés
dirigée dans le sens des =y , et vers leur origine. En désignant en-
suite par «d#7, la partie de ## relative aux nouvelles forces qui
dans P'état de mouvement, sollicitert la molécule, et qui dépen-
dent, soit des changemens qu’éprouvent par cet état, les attrac-
tions du sphéroide et du fluide, soit des attractions étrangéres ; on
aura a la surface,
;= (J\V)--—-d.g.J\y-}-a..J‘V'.

La variation '-;f- & (r+as).sin.(04-22) }* croit de la quantité

an*.dy.r.sin.*d, en vertu de la hauteur de la molécule d’eau,
au-dessus du niveau de la mer ; mais cette quantité peut étre né-

gligée relativement au terme — «g.dy, parce que le rapport

n*.r .
e de la force centrifuge & I'équateur, & la pesanteur, est une

T

trés-petite fraction égale a 5. Enfin, le rayon r est & fort pen pres
constant a la surface de la mer, parce qu’elle différe trés-peu d’'une
surface sphérique; on peut donc y supposer &7 nulle. L'équa~-
tion (L) devient ainsi, a la surface de la mer,

2 ddu .' dll
r’. 8. {(EF)—zn.sm.B.cos.O. (d_t)}

. L [ddy . du s 0. E\)
+ réda, {s-m. 6.(:5;)4-zn.sm.G.cos.O.(d—t)+2n.sm. 9((—1—‘)}

=—g.dy+d¥;
les variations 4y et ##” étant relatives aux deux variables 6 et .
Cousidérons présentement , Péquation relative & la continuité
du fluide. Pour cela, concevons & l'origine du mouvement, un
parallélipipéde rectangle dont la hauteur soit dr, dont la largeur
soit rd @.sin.9, et dont la longueur soit rd 9. Nommons 7, ¢ ct =’
N2




100 MECANIQUE CELESTE,

cc que devicnnent 7, § ct =, aprés le temps £ En suivant le raison-
nement du n°. 32, on trouvera quaprés ce temps, le volume de la
molécule fluide est égal 4 un parallélipipéde rectangle dont la hau-

1
teur est (l‘—l:—).dr ; dont la largeur est

;) e d=’ da’
v .sin.§ .{(n).dw-}-(:;-).dr} »

en ¢liminant dr, au moyen de ’équation

o= ()

enfin, dontlalongueur cstr’.{(d ) dr +<d9’) d9+( ) (lw} ;
7

en ¢liminant dr ct d=, au moyen des équations

o= (i’.'>.ar+ ("’).aa +( ) do;
o= (e () ()

En supposant donc
P dar db’ da’ dr' 4’ d= dr' de 7’
dr> o)\ ) \& )\ )\ \aw )\ )@
dr’ dy ds’' dr’ dr da’ dr' d? de’ .
—('d'a_ \ar)\a=) T \a= (T)(W)‘(T;>(Ei) T)
le volumedelamoléculeaprésle temps ¢,sera, ¢'. 7. sin.f. dr.df. d=;
ainsi en nommant (p),la densité primitive de cette molécule, ctp

sa densité correspondante a #; on aura, en égalant Pexpression
primitive de sa masse, a son expression aprés le temps ¢,

p€'rtisin 8’ = (p).r*.sin. 0 5
c’est Péquation de la continuité du fluide. Dans le cas préseut,
r=rtas; O0=04au; @m=nit+otay;
on aura ainsi, en négligeant les quantités de I'ordre «*,
¢ = ds du dy
=ttel g )T\@ )T\ )

Supposons qu'aprés le temps £, la densité primitive (p) du fluide
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se change en (p)+ap’; Péquation précédente relative & la conti-
nuité du fluide, donnera

” tlu dy %.cos. 8 } d r“s
gF 4 (p)- l da + sin. 8 +(P)

56. Appliquons ces résudtats aux oscillations de la mer. Sa
masse ¢tant homogeéne , on a p’=o0, et par conséquent,

o=@ (E) )

Supposons, conformément & ce qui paroit avoir lieu dans la nature ,
la profondeur de la mer trés-petite relativement au rayon » du
sphéroide terrestre; représentons-la par », 3 étant une fonction
trés-petite de § et de =, qui dépend de la loi de cette profondeur.
8i Pon intégre Péquation précédente, par rapport a r,depuis la suv-
face du solide que la mer recouvre , jusqu’a la surface de la mer;
on voit que la valeur de s sera égale a une fonction de §, = ct ¢,
indépendante de r, plus & une trés-pelite fonction qui sera par
rapport & « et & v, du méme ordre de pelitesse , que la fonc-

Ly ) .
tion = ; or & la surface du solide que la mer recouvre, lorsque
7

les angles 4 et = sc changent dans 64-ax, et né+a+4avp, il cst
aisé de voir que la distance d’'une moléeule d’eau, contigué a cette
surface, au centre de gravité de la terre,, ne varie que d’une quan-
1ité trés-petite par rapport & ez et v, et du méme ordre que les
produits de ces quanlités par Pexcentricité du sphéroide recou-
vert par lamer : la fonction indépendante de  qui entre dans Pex-~
pression de s, est donc trés-petile du méme ordre; ainsi Pon peut
négliger généralement s, vis-a-vis de z et de v. L’équation du
mouvement de la mer a sa surface, donnée dans le n°. 35, devient
par-la,

. ddu _ . dv
.M. {(‘—l?)-—zn.sm.f).cos.e.(g—‘)}
+ 7t da, {sm *0. < )+2n.sm0 cos.8. (d )}_-—g Sy +8P7';(M)

Péquation (L) du méme n® relative & un point quelconque de¢
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Pintérieur de la masse du fluide , donne dans Dlétat d’équilibre,
. _ s
o::%.!‘. {(r+us).sxn.(9+uu)}’+(J‘V)—(—P—P—z;

(dF ) et (#p) étant les valeurs de &7 et de Fp, qui dans Détat
d’équilibre, conviennentaux quantités r+as, 0 + au, eta -+ ap,
Supposons que dans 'état de mouvement, on ait

SV = )tad¥" 5 Ip=(Ip)+a.dp’;
Yéquation (L) donnera

d.(lf’—ﬂ) _(dds g (2
) - P = W —2nr.sin.d, 71_7 .

. 1
L’équation (M) nous montre que n.(%) est du méme ordre
13

‘ yu
que ¥ ou s, et par conséquent de P'erdre —i la valeur du pre-

mier membre de cette équation, est donc du méme ordre ; ainsi,

en multipliant cette valeur, par dr, et en Pintégrant depuis la

surfuce du sphéroide que la mer recouvre, jusqu’a la surface de
.

. P, . . \ .
la mer; on aura #'— — ¢égal & une fonction trés-petite, de Pordre
P

~

s . . .1,
—, plus & une fonction de §, @ et £, indépendante de r, et que
r

nous désignerons par A ; en n’ayant donc égard dans 'équation (L)
du n° 35, qu'aux deux variables 6 et =, clle se changera dans
Péquation (M), avee la seule différence que le second membre
sc changera dans £a. Mais a ¢tant indépendant de la profondeur
i laquelle se trouve la molécule d’eau que nous considérons ; si
Pon suppose cette moléeule trés-voisine de la surface,’équation (L)
doit ¢évidemment coincider avec Péqualion (A); on a donc
fr=0F"—g.dy , et par conséquent,

5. {V’—%}:J‘V’——g.{y;

la valeur de & 77 dans le second membre de cette équation, étant
relative & la surface de Ja mer. Nous verrons dans la théorie du
flux et du reflux de la mer, que cette valeur est & trés-peu prés
la mémne, pour toutes les mplécules situées sur le méme rayon
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terrestre , depuisla surface du solide que la mer recouvre, jusqu’ic
la surface de la mer; on a donc rclativement a toutes ces mol¢-

,

$ . . .
cules, —:— ==g.dy ; ce qui donne p’ égal a p gy plus une fonction

indépendante de 8, = et r; or a la surface du niveau de la mer,
la valeur de «p’ est égale ala pression de la petite colonne d’eau 2y,
qui s’éleve au-dessus de cette surface, et ceite pression est égale
dap.gy;onadonc, dans tout Vintérieur de la masse fluide, depuis
la surface du sphéroide que la mer recouvre, jusqu’a la surface
du niveau de la mer, p'=pgy; ainsi un point quelconque dc
la surface du sphéroide recouvert par la mer, est plus pressé que
dans Pétat d’équilibre, de tout le poids de la petite colonne d’eau,
comprise entre la surface de la mer et la surface du niveau. Cet
excés de pression devient négatif, dans les points ot la surface de
la mer s’abuisse au-dessous de la surface du niveau.

11 suit de ce que nous venons de voir, que si 'on n’a égard
quaux variations de 8 et de =; l'équation (L) sc change dans
Péquation (M), pour toutes les molécules intérieures de la masse
fluide. Les valeurs de z et de ¢ relatives a-toutes les molécules
de la mer, situdes sur le méme rayon terrestre, sont donc détermi-~
nées par les mémes équations diftérentielles; ainsi, en supposant,
comme nous le ferons dans la théorie du flux et du reflux de la

s Ty e s du v
mer, qu’a Yorigine du mouvement, les valeurs de «, (Tl_t> )y ¥ (Ef)
onl ¢té les mémes pour toutes les molécules situées sur le méme
rayon ; ces molécules resteront encore sur le méme rayon, durant
les oscillations du fluide. Les valeurs de r, » et v peuvent donc
étre supposées les mémes a trés-peu prés, sur la petite partie du
rayon lerrestre, comprise entre le solide que la mer recouvre,
et la surface de la mer; ainsi, en intégrant, par rapport a r,
Péquation

_ d.rs R du (rlv u.cos. §) .
o= (77)“ {(73_) + ﬁ)+ a7
on aura

2 . . du dy u.cos.8)
o= S)+r7°{<ﬁ)+ (Zl—v—>+ snd J°

(r’s) étant la valeur de rs, & la surface du sphéroide recouvert
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par la mer. La fonction r’s—(r’s) est égale & trés-peu prés a
r.{s—(s)}+2ry(s), (s) é¢tant ce que devient s, a la surface du
sphéroide ; on peut négliger le terme 27.(s), vu la petitesse de
3 et de (s); on ayra ainsi,

rs—(r's) =r*.{s—(s)]

Maintenant, la profondeur de la mer, correspondante aux angles
b+au, et nt+a+ay, est y+a.{s—(s)} : si Pon fixe Porigine
des angles 8 et nt+=, a un point et & un méridien fixes sur la
surface de la terre, ce qui est permis , comnie on le verra bientot;

d d
cette méme profondeur sera 3 +eau. <—‘—1%> +ayp. (71%) plus Pélévas

tion «y de la molécule fluide de la surface de la mer, au-dessus
de sa surface de niveau; on aura done

8—(8) :y+ll.<(“%> "!'V.(jzr).

}¢quation relative a la continpité du fluide, deviendra par conscé-

qucent,
d.qyu d.w 9 u.cos. b
yZ_('TzT)'“(ﬁ‘)"_;;n.e : (&)

On peut observer que dans cette équation, les angles 8 et ni++
sont compiés relativement a un point et & un méridien fixes sur la
terre, ct que dans Péquation (M), ces mémes angles sont comptés
relativement a Paxe des x, et & un plan qui, passant par cet axe,
auroit autour de lui, un mouvement de rotation , égala 7 ; or cet
axe ct ce plan ne sont pas fixes i la surface de la terre, parce que
Pattraction et a pression du fluide qui Ja recouvre, doivent altérer
un peu leur position sur cette surface, ainsi que le mouvement de
rotation du sphéroide. Mais il est aisé de yoir que ces gltérations
sont aux valeurs de « # et de ap, dans le rapport de Ja masse de la
mer, & celle du sphéroide lerrestre ; aiusi, pour rapporter les
angles 8 et nt4+=, & un point ct & un méridien invariables a la
surlace de ce sphéroide, dans les deux équations (M) ct (IV); il

. u ' .
suffit d’altérer zet v, de quantités de I'ordre 22 et 2;‘-’- » quantités

que nous nous sommes permis de négliger ; on peut donc sup~
poser dans ces équations, que au et ay sont les mouvemens du
fluide, en latitude et en longitude.

On
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On peut observer encore, que le centre de gravité du sphéroide
étant supposé immobile, il faut transporter en sens contraire, aux
molécules fluides, les forces dont il est animé par la réaction de la
mer ; mais le centre commun de gravité du sphéroide et de Ja mer,
ne changeant point, en vertu de cette réaction ; il est clair que
le rapport de ces forces & celles dont les molécules sont animées
par Paction du sphéroide, estdu méme ordre que le rapport de la
masse fluide & celle du sphéroide, et par conséquent, de l’ordre =
on peut donc les négliger dans le calcul de 877",

3~. Considérons de la méme maniére , les mouvemens de Vat-
mospheére. Nous ferons dans cette recherche, abstraction de la
variation de la chaleur, & différentes latitudes et a diverses hau-
teurs, ainsi que de toutes les causes irréguliéres qui agitent, et
nous n’aurons égard qu’aux causes réguliéres qui agissent surelle,
comme sur Pocéan. Nous supposerons conséquemment, la mer
recouverte d’un fluide élastique d’une température uniforme ; nous
supposerons encore , conformément & I'expérience, la densité de
cc fluide,, proportionnelle & sa pression. Cette supposition donne a
Vatmosphére , une hauteur infinie; mais il est facile de s’assurer
qu’a une trés-petite hauteur, sa densité est si petite , qu’on peut la
regarder comme nulle.

Cela posé, nommons s, z’ et ¢/, pour les molécules de I'atmo-
sphére , ce que nous avons nommé s, % et v, pour les molécules de
la mer ; I’équation (L) du n°. 35, donnera

ddu’ dv'
s M. (—)—2 n.sin.0.cos. 0. —
ar.dd {(dt’) 2 n.sin.0.cos.d (dz)}
< o [EA . du’ sn.sin2ld /ds’
+ar .J‘w.{sm. 9'(’:177)-‘-2"'““'0'008'0'(ET)-{“—}_—' ]lT)}

+aJ‘r.{<‘ZZj)—-2nr sin.*0. (d >1=—— & A (r+as).sin (0+au’)}?

;
+ep—L

Considérons d’abord I'atmosphére dans l’émpt d’équilibre, dans
]equel &', u et »' sont nuls. L’équation précédente donne alors, en
lmtegrant,
-——.r sm’9+V—f——-c0nstmte
Mican. ctr. Tome I. 0
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La pression p étant supposée proportionnelle a la densité ; nous
ferons p = 1.g.p, g étant la pesanteur dans un lieu déterminé, que
nous supposcrons ¢re 'équateur, et Zétant une quantité constante
qui exprime la hauteur de 'atmosphére supposée par-tout de la
méme densité, qu'a la surface de la mer: cettc hauteur est irés-
petile par rapport au rayon du sphéroide terrestre,, dont elle n’est
pas la 720ime partic.

T /‘J\P 1 Wi 37 ‘ ’

L’intégrale > est égale & Ig.log.p ; Péquation précédente de
I’¢quilibre de Patmosphére devient par conséquent,

lg.dog p= constunte+V+1q. r*.sin*0.

A la surface de Ja mer, la valeur de #7 est Ja méme pour une
nmolécule d’air, que pour la molécule d’cau qui lui est conligué,
parce que les forces qui sollicitent Pune et Pautre molécule, sont
les mémes; mais la condition de Péquilibre des mers, exige que

Yon ait
nl
P 4—.r*.sin.*0 = conslante;
2

on a donc, & cetle surface, p constant, c’est-a-dire que la densité
de la couche d’air , conligué & lamer, est par-tout la méme, dans
Tétat déquilibre.

Si 'on nomme R, la partie du rayon r, comprise entre le centre
du sphéroide, et la surface dela mer, et 7' la partie comprise entre
celle surface et une molécule d’air élevée au-dessus; 7' sera aux

n* 2
=)
quantités prés de Pordre --<gR—__, la hauteur de cette molécule

au-dessus de la surface de la mer : nous négligerons les quantités
dc cet ordre. L’équation entre p et r donnera

d ‘s fddV 2 .
Ig.log.p = constante+ 2 47 ( i/) +r; . (—(—1";>+ —Z—R’.sm.’O
+n’Rr'.sin.20 ;

2

14 ay
les valeurs de 27, ( ) et ( I )etant relatives & la surface de la

mer ou l'on a,
n* .
constante = # + ;.R’.sm.‘@ ;
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. av . s
la quantité —(E—>——n’R.sm.‘0, .est la pesanteur a cclte méme

dr
tipliée par la quantité trés-petite 7%, nous pouvons la déterminer
dans la supposition de la terre sphérique, et négliger la densité de
Patmosphére relativement a celle de laterre ; nous aurons ainsi, a

fort peu pres, .
m
- (7;) TETRS

ttant 1 de la terre: partant (0 ) =—2"___ 28
m élant la masse de la terre; partant (— ) =——r=——=;

r . )
on aura donc Zg.log. p = constante — r'g’——l-{—.g’ ; dout I'on tire

g y
-_— ‘-‘ig— . (1 + 'F) Py
p=T.c
¢ étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité,
ct IT étant une constante visiblement égale a la densité de Yair a la

surface de la mer. Nommons % et %’ les longueurs du pendule a
secondc, a la surface de la mer, sous I'équateur, et a la latitude de

surface ; nous la désignerons par g’. La fonction (——«) étant mul-

‘3

e 1 k
la molécule aérienne que nous considérons; on aura L = 7 et
par conséquent, rh o, + r
i R/
p=D.c

Cette expression de la densité de Pair, fait voir que les couches de
méme densité, sont par-tout également élevées au-dessus de la
r.(h—h)
—
hauteurs des montagnes , par les observations du barometre, cetle
quantité ne doit point étre négligée.

Considérons présentement , Patmosphére dans P’état de mouve-
ment; et déterminons les oscillations d’une couche de niveau, ou
de méme densité dans 1’état d’équilibre. Soit z¢ , 'élévation d’une
molécule d’air au-dessus de la surface de niveau a laquelle elle
appartient dans I'état d’équilibre ; il est clair qu’en vertu de ceite
élévation, la valeur de ¢/ sera augmentée de la variation diffé-
rentielle —ag.d¢ ; on aura ainsi, & = (8F)—ag.te Fad P

O1

mer, 4 la quantité prés ; mais dans le calcul exact des
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(&%) élantla valeur de &7, qui dans I’élat d’équilibre, corres-
pond ala couche de niveau, et aux angles 8 +au, et nt+a+av;
et &2 étant la partie de &/, due aux nouvelles forces qui dans
I’état de mouvement, agitent I'atmosphére.

Soit p=(p)+ap’, (;) étant la densité de la couche de niveau,

l 4
dans P¢tat d’équilibre. Si Pon fait L= y'y on aura
dp__g-d(r)

F = tee
orona dans Pétat d’équilibre,
lg.8
o=—, J‘ {(rtas).sin.(0+aw)}* 4+ (87 )~ g( )(P)’

Péquation générale du mouvement de atmosphére, deviendra donc
relalivement aux couches de niveau, par rapport auxquelles &7
est nul & trés-peu pres,

dd !
r‘.J‘G.’(——u —27.81n. 8.cos. 8. (dd‘;)}

de

S ., ddy' . du’ an.sintf !
+7 .J‘a.{sm. 9.(Tﬂ—)+2n.sm.0.cos.9.(—d—t-)+——r—.(m>}

=¥ ' —g.do—g. Sy’ +n*r.sintb. 8 {'—(5)},
« (s’) étant la variation de r, correspondante dans état d’équilibre,
aux variations az’ et «¢’, des angles 6 et =.

Supposons que toutes lesmolécules dair situées a Porigine, sur le
méme rayon terrestre , restent constamment sur un méme rayon
dans Pétat de mouvement, ce qui a lieu, par ce qui précéde , dans
les oscillations de la mer; et voyons si ceite supposition peut
satisfaireaux équations du mouvement et de la continuité du fluide
atmosphérique. Pour cela, il est nécessaire que les valeurs dez'et de
v’ soient les mémes pour toutes ces molécules; or la valeur de 87
est i trés-peu prés la méme pour ces molécules, comme on le verra
lorsque nous déterminerons, dans la suite, les forces d’ou résulte
cette variation ; il est donc nécessaire que les variations d¢ et 4y’
soient les mémes pour ces molécules, et de plus, que les quantités

. ds’ . .
2nr.J‘w.sm.‘9.(i—), et n*r.sintf,8 {s'—(s')}, puissent éire

négligées dans I’équation précédente.
A la surface de la mer, ona p=y, ay étant Pélévation de la
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surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons si
les suppositions de ¢ égal ay, et de y constant pour toutes les
molécules d’air, situées sur le méme rayon, peuventsubsister avec
Péquation de la continuité du fluide. Cette équation, parle n°. 55,

est,
du' dv u' . cos. 8 d.res’\
°="'{PI+(P)’{(}?&—)+(T{7§)+-———5in.6 }‘l‘() ( )
d’ol on tire
—— d.rs du' i‘i u'. cos. b
y== { r’dr>+(ﬂ)+ da + sin.0 J°
r4as’ est égal a la valeur de rde la surface de niveau , qui corres-

pond aux angles 042, et =+ v, plus al’élévation de lamolécule
’air au-dessus de cette surface; la partie de «s’ qui dépend de

an®.
1a variation des angles 0 et =, étant de Pordre — u, on peut la
8 ’ g p

négliger dans Pexpression précédente de 4/, et, par conséquent,

supposer dans cette expression, s'=g¢; si 'on fait ensuite g =y,

dr
tivement a toutes les molécules situées sur le méme rayon. De

d: . A
on aura(—q) ) =0, puisque la valeur de ¢ est alors la méme rela-

plus, ¥ est, par ce qui préceéde, de Pordre Z, oun -g— ; expression
de ¥’ deviendra ainsi,
el 1 du +u’.cos.6
PR NEL )
ainsi, ' et v’ étant les mémes pour toutes les molécules situées

primitivement sur le méme rayon, la valeur de 5’ sera la mémne
pour toutes ces molécules. De plus, il est visible par ce que nous

. 3 1 d :
venons de dire , que les quantités 2zr.dw.sinté, (—i—): ct

n'r.sin’ 6.8, {s'—(s')} , peuvent étre négligées dans I'équation
précédente du mouvement de Patmosphére, qui peut alors étre
satisfaite, en supposant que ' et v’ sont les mémes pour toutes
les molécules de lair, situées primitivement sur le méme rayon; la’
supposition que toutes ces molécules restent constamment sur un
méme rayon, durant les oscillations du fluide, peut donc subsister
avec les équations du mouvement et de la continuité du fluide
atmosphérique. Dans ce cas, les oscillations des diverses couches



110 MECANIQUE CELESTE

de niveau sont les mémes, et se déterminent au moyen des ¢qua-~
tions,

ddu’ dy
,g‘ . ——— ] —— . ] .g. Vel —
.40 {(dt”) 2n.sin.8.cos. 8 (dt)}

. ddy' . du’
+r.da. {sm.’&(#)-{- 2n.sm.0,cos.6.<d—t>}=J‘V’—g.{y'—ga*y;

] du dy’ u'.cos.@]
y==t{(E) ()

Ccs oscillations de atmosphére doivent produire des oscillations
analogues, dans les hauteurs du barometre. Pour déterminer
celles-¢i au moyen des premiéres, considérons un barométro fixe
a une hauteur quelconque au-dessus de la surface de Ja mer. La
hauteur du mercure est proportionnelle a Ja pression qu’éprouve
sa surface exposce a Paction de Puir; elle peat donc étre repré-
sentée par Zg.p ; mais cetle surface est successivement exposée &
Paction de diverses couches de niveau, qui s'élévent et s’abaissent
comme la surface de la mer ; ainsi la valeur de p 4 la surface du
mercure , varie, 1° parce qw'elle appartient & unc couche de ni-
veau, qui dans état d’équilibre, ¢toitmoins élevée, de la quan-
Hté 2y 5 2°. parce que la densité d’'une couchie augmente dans Iétat

alp). .
de mouvement, de «p’ ou de (Pl) Y Fn vertude lapremiére cause,
- S “(p)-y .
la variation de p est —ay. o) ou—r=; la variation totale de

1a densité p, & la surface du mercure, est donc «(p ).Qi;)'_). 11 suit
de-l, que silon nomme £ la hauteur du mercure, dans le baro-
metre, rclative a I'état d’équilibre ; ses oscillations, dans Pétat de

. k. '
mouvement, scront exprimées par la fonction ;“_(yli’_.}'_z; elles

sont donc semblables, & toutes les hauteurs au-dessus de Ja mer, ct
proportonnelles aux hanteurs du baromeétre,

Ilne s’agit plus maintenant, pour déterminer les oscillations dela
mer et de Vatmosphére, que de connoitre les forces qui agitent
ces deux masses fluides, et d’intégrer les équations différentielles
précédeutcs ; C'est ce que nops ferons dans la suite de cet ouvrage
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DE LA LOI DE L4 PESANTEUR UNIVERSELLE, ET DU
MOUVEMENT DES CENTRES DE GRAVITE DES

CORPS CELESTES.

CHAPITRE PREMIER.

Delaloi de la pesanteur universelle, tirée des phénoménes.

1. Arnis avoir développé les loix du mouvement ; nous allonts
en partant de ces loix, et de celles des mouvemens célestes, pré-
sentées avee détail dans Pouvrage intitulé : Exposition du systéme
du monde , nous ¢lever a laloi générale de ces mouvemens. Celui
de tous les phénomenes, quisemble le plus propre & la faire décou-
vrir, est le mouvement elliptique des planétes ct des cométes au-
tour du soleil ; voyons ce quil donne sur cet objet. Pour cela,
nommons x et ¥ , les coordonnées reclangles d’une planete, dans
le plan de son orbite, et fixons leur origine, au centre du soleil;
nommons de plus, P et Qles forces dont cette planéte est animée
dans son mouvement relatif autour du soleil, paralltlement aux
axes des x ct des ¥, et supposons que ces forces tendent vers Pori-
gine des coordonnées ; enfin, soit d# 'élément du temps que nous
regarderons comme constant; on aura, par le Chapitre II du
premier Livre,

ddx

0= _d—t“—+ ;5 (1)

ddy
o=—2+Q (3)
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5i I'on ajoute la premiére de ces équations, multipliée par —~y, i
la seconde multipliée par x ; on aura
d.(xdy—yd

S Zu”y I)“‘ -:Q—y.P.
11 est aisé de voir que xdy — ydx est le double de l'aire que le
rayon vecteur de la planéte décrit autour du soleil, dans I'ins-
tant dt; cette aire est proportionnelle a I'élément du temps, sui-
vant la premiére Joi de Kepler, en sorte que I'on a

o=

xdy—ydx=cdt,

¢ étant une constante; la différenticlle du premier membre de
cette équation est donc nulle; ce qui donne

x.Q—y.P=o.
11 snit de-1a que les forces P et Q sont entre elles dans le rapport
de x iy ; et qu'ainsi leur résultante passe par Porigine des coor-
données, c’est-a-dire par le centre du soleil. D’ailleurs, la courbe
décrite par la plancte étant concave vers le soltil, il est visible que
1a force quila fait décrire, tend vers cet astre.

La loi des aires proportionnelles aux temps employés & les dé-
¢rire, nous conduit donc i ce premier résultat remarquable, savoir
quela force qui sollicite les planétes et les comctes, est dirigée vers
le centre du soleil,

2. Déterminons maintenant, la loi suivant laquelle cette force
agit A différentes distances de cet astre. Il est clair que les planétes
ot les cométes s’approchant et s’éloignant alternativement du'soleil,
a chaque révolution ;]a nature du mouvement elliptique doit nous
conduire & cette loi. Reprenons dans cette vue, les équations diflé-
rentielles (1) et (2) du n® précédent. Si l'on ajoute la premiére
multipliée par dx, ala seconde multipliée par dy, on aura

dx.ddx-dy.dd
=LY | Pdat Qdy 5

et en intégrant,

.‘i_’”_."_’_‘_’-y_.;.; J(Pdx+Qdy),

la constantc avbitraire étant indiquée par le signe intégral. En subs-
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. dy—yd . .
tituant, au lieu de d¢, sa valeur xy*c_y_x’ donnée par la loi de la

proportionnalité des aires aux temps, on aura
o:%ﬁ%-{-a.f{l’dx-{— Qdy).

Transformons , pour plus de simplicité, les coordonnées x et ¥
en rayon vecteur, et en angle traversé,, conformément aux usages
astronomiques. Soit r le rayon mené du centre du soleil & celui
de la planéte, ou son rayon vecteur; soit ¢ 'angle qwil forme avce
P'axe des & ; on aura

X=7r.C08.¢ ; y=r.sing; r= l/;‘?._y-‘-;
d’ou L'on tire,

do*+dy*=rdv* +dr ; xdy —ydx =rdy.
SiTon désigne ensuite par ¢ la force principale qui anime la pla-
néte ; on aura, par le n°. précédent,

P=gp.cosv ; Q=p¢.siny ; ¢g= VT’T—T-Q_‘ ;
ce qui donne
Pdx+Qdy=odr;

ou aura donc

et {rdvifdr
= —i-ﬂ—d;—i——-——z +2fedr;
d’ous 'on tire
cdr
= (3)
r-V —c—arijedr

Cette équation donnera, au moyen des quadratures , la valeur de ¢
en r, lorsque la force ¢ sera connue en fonction de r; mais si, cetle
force étant inconnue, la nature de la courbe quelle fait décrire,
est donnée; alors, en différentiant Pexpression préeédente de
2/pdr, on aura pour déterminer ¢, Péquation
¢t dr
¢=F-——2—.d-{m}. (4)
i
Les orbes des planétes sont des ellipses dont le centre du soleil
occupe un des foyers ; or si dans Pellipse , on nomme » Pangle que
le grand axe fait avec Paxe des » ; si, de plus, on fixe au foycr,
MitcaN, ctn. Tome I. P

dy =
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Vorigine des x, et que 'on désigne par a, le demi-grand axe, et

par e, le rapport de 'excentricité au demi-grand axe; on aura
a.(1—¢e)

T 14e.cos(v—m) 5
¢équation qui devient celle d’une parabole , lorsque e=1, et @ est
infini; ct quiappartient a hyperbole , lorsque e surpasse Punité,
ct a est négatif. Cette équation donne

dr 2 1 1
W’—'T.(T:E-F"a-.(l—e*) d
et par conséquent ,

_ c? 1
o= a.(1—e*) ‘ F’

ainsi les orbites des planétes et des cométes étant des sections coni-
ques ; la force p est réciproque au quarré de la distance du centre
de ces astres & celui du soleil.

On voit de plus, que si la force ¢ est réciproque au quarré de

. ., h .
Ja distance, ou exprimée par —, h étant un coefficient constant;
T

Yéquation précédente des sections coniques, satisfera 4 'équation
différentielle (4) entic r et v, que donne Pexpression de ¢, lors-
o
a.(1—e*)
une équation de condition entre les deux arbitraires @ et e, de
Téquation aux seclions coniques ; les trois arbitraires @, e et =, de
cette équation, se réduisent donc a4 deux seules arbitraires dis-
tinctes, et comme Péquation différentielle entre r et v, n’est que
du second ordre , 'équation finie aux sections coniques, en est
Pintégrale compléte.

11 suit de-la que si la courbe décrite est une section conique,
la force est en raison inverse du quarré des distances ; et récipro-
quement, que si la force suit la raison inverse du quarré des dis-
tances, la courbe décrite est une section conique.

3. Lintensité de la force ¢, relativement & chaque planéte et

h .
qu'on y change ¢ dans Py On a alors A= , ce qui forme

:ﬁ:?)-; les loix de

Kepler donnent encore le moyen de le déterminer. En effet, si

a chaque eométe, dépend du coeflicient
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Ponnomme T'le temps de la révolution d’une planéte; Paive que son
rayon vecteur décrit pendant ce temps, étant la surface méme de

Yellipse planétaire, clle sera 7.a*.V 1—e*, = étant le rapport de

la demi-circonférence au rayon; mais 'aire décrite pendant lins-

tant d¢, est, par ce qui précéde, +cd¢; la loi de la proportion-

nalité des aires aux temps, donnera donc la proportion,
tiedt:mat.Vi—eudt:T;

d’ol1 on tire

_araeyVi—e

=

Relativement aux planétes , la loi de Kepler , suivant laquelle les

quarrés des temps de leurs révolutions, sont comme les cubes des

grands axes de leurs cllipses, donne T"=£".4° £ étant le méme

pour toutcs les planétes; on a donc

c= 27 Va(—¢)
k

2a.(1—e¢") est le paramétre de Porbite, et dans diverses orbites ,
les valeurs de ¢ sont comme les aires tracées par les rayons vecteurs
cn temps égal ; ces aires sont donc comme les racines quarrées des
parameétres des orbites.

Cette proportion a également lieu relativement aux orbites des
cometes, comparées soit entre elles, soit aux orbites des planétes ;
c’est un des points fondamentaux de leur théorie qui satisfait si
exaclement & tous leurs mouvemens observés. Les grands axes de
leurs orbites, et les temps de leurs révolutions étant inconnus,
on calcule le mouvement de ces astres, dans une orbe parabo-
lique, et en exprimant par D leur distance périhélie, on suppose

_ar,(/aD

Tk
dans Pexpression précédente de ¢ ; on a donc encore relativement
aux cométes, T"= k*. a*,en sorte que I'on peut détermjinerles grands
axes de leurs orbites , lorsque leurs révolutions sont connues.

Maintenant, 'expression de ¢ donne

P 4,7: .

a.(1~e’)=7{:’

, cequi revient & faire e égal a I'unité, et @ infini,
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on a donc
_ 47 1
=
. L A \
Le cocfficient —— étant le méme pour toutes les planétes ct les

cométes, il en résulte que pour chacun de ces corps, la force ¢
esLréciproque au quarré des distances au centre du soleil, etqu'elle
ne varie d’'un corps & Pautre , qu’a raison de ces distances ; d’ou il
suit qu'elle est la méme pour tous ces corps supposés a égale dis-
tance du soleil.

Nous voila donc conduits par les belles loix de Kepler, & regar-
der le centre du soleil , comme le foyer d'nne force attractive qui
s’¢tend & Pinfini dans tous les sens, en décroissant en raison du
quarré des distances. La loi de la proportionnalilé des aires décrites
par les rayons vectcurs, aux temps employés i les décrire , nous
montre que la force principale qui sollicite les planétes et les co~
métes, est constamment dirigée vers le centre du soleil ; Pellipti-
cité des orbes planétaires, ct les mouvemens a trés-peu pres para-
boliques des cométes, prouvent que pour chaque planete el pour
chaque cométe, cette force est yéciproque au quarré de la distance
de ces astres au soleil ; enfin, de la loi de la proportionnalité des
quarrés des temps des révolutions, aux cubes des grands axes
des orbites, ou de celle de la proportionnalité des aires décrites en
temps ¢gal par les rayons vecteurs, dans différentes orbites, aux
racines quarrées des parameétres de ces orbites, loi qui renferme la
précédente et qui s’étend aux comeétes ; il résulte que cette force cst
la méme pour toutes les planétes ct les cométes placées a égales dis—
tances du soleil , en sorte que dans ce cas, ces corps se précipite-
roient¥ers lul, avec la méme vitesse.

4. Si des planttes nous passons aux satellites, nous trouvons
quc les loix de Kepler étant a-peu-prés observées dans leurs mou-
vemens autour de leurs planétes, ils doivent graviter vers les
centres de ces planétes, en rayon inverse du quarré de leurs dis-
tances & ces centres ; ils doivent parcillement graviter a-peu-prés
comme leurs planétes vers le soleil , afin que leur mouvement
relatif autour des planétes, soit le méme a-peu-prés, que si ces pla-
nétes étoient immobiles. Les satellites sont donc sollicités vers les
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planétes et vers le soleil, par des forces réciproques au quarré des
distances. L’ellipticité des orbites des trois premiers satellites de
Jupiter est peu considérable ; mais Dellipticité du quatriéme est trés-
gensible. Le grand éloighement de Saturne a jusqu’ict empéché de
reconnoitre Pellipticité des orbes de ses satellites , & Pexception du
sixiéme dont Vorbe paroit sensiblement elliptique. Mais la loi de la
gravitation des satellites de Jupiter, de Saturne et d’'Uranus, se fait
principalement sentir dans le rapport de leurs moyens mouve-
mens, & leurs moyennes distances au centre de ces planétes. Ce
rapport consiste en ce que pour chaque systéme de satellites, les
quarrés des temps de leurs révolutions sont comme les cubes de
leurs moyennes distances au centre de la planéte. Concevons donc
qu'un satellite décrive une orbite circulaire d’un rayon égal & sa
moyenne distance au centre de la planéte principale; soit @ cetle
distance, T"le nombre de secondes que renferme la durée de sa
révolution sydérale ; = exprimant le rapport de la demi-circonfé-
sew . . .
Tence au rayon , —q— sera le petit arc que décrit le satellite, pen-
dant une seconde. S'il cessoit d’étre retenu dans son orbite, par la
force altractive de la planete , il s’éloigneroit de son centre par

sy . 2a7w
Ja tangente , d’'une quantité égale au sinus versc de Parc —» Cest-

T .. 2a7? . .
a-dire de la quantité — s cetle force attractive le fait donc des-

cendre de cette quantité, vers la planéte. Relativement & un autre
satellite dont @’ est Ja moyenue distance au centre de la plandte, et
T’ la durée de sa révolution, réduite en secondes, la chiite dans

! 3

une seconde seroit ; or sil’on nomme ¢ et ¢’ les forces attrac-

—
tives de la planéte aux distances a et o/, il est clair quelles sont
comme les quantités dont elles font descendre les deux satellites

pendant une seconde 5 on a donc

2a7* aq'n®
. T’_ : —TT.
La loi des quarrés des temps des révolutions, proportionnels aux
cubes des moyennes distances des satellites au centre de leur pla-
néte, donne T::T":a":a”:

p:o' e
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de ces deux proportions , il est facile de conclure
p:o ::;l; : ;‘—, 3

ainsi, les forces ¢ et ¢’ sont réciproques aux quarrés des distances

aeta.

5. Laterre n'ayant qu’un satellite, Pcllipticité de Porbe lunaire
est le seul phénomeéne céleste qui puisse nous faire connoitre la loi
de sa force attractive; mais le mouvement elliptique de la lune est
trés-sensiblement troublé par les forces perturbatrices, et cela
peut laisser quelques doutes sur laloi de Ja diminution de la force
attractive de la terre, en raison du quarré des distances a son
centre. A la vérité, 'analogic qui existe entre cette force et les
forces attractives du Soleil, de Jupiter, de Saturne et d’Uranus,
nous porte a croire qu’elle suit la méme loi de diminution; mais
les expériences terrestres sur la pesanteur, offrent un moyen direct
de constater cette loi,

Pour cela, nous allons déterminer la parallaxe lunaire , d’apreés
les expériences sur la longueur du pendule a secondes, et la com-
parer aux obscrvations célestes. Sur le paralléle dont le quarré du
sinus de la latitude est 4, Pespace que la pesanteur fait décrire
dans une seconde, est, d’aprés les observations de la longueur du
pendule, égale a 3™, 65548, comme on le verra dans le troisicmo
livre : nous choisissons ce paralléle, parce que lattraction de la
terre sur les points correspondans de sa surface, est a trés-peu
pres, comme a la distance de la lune, égale & la masse de la terre,
divisée par le quarré de sa distance & son centre de gravité. Sur ce
paralléle, la pesanteur est plus petite que P'attraction de la terre,
des deux tiers de Ja force centrifuge due au mouvement de rotar
tion & 'équateur; cette force est 45 de la pesanteur; il faut donc
augmenter 'espace précédent, de sa 432 partie, pour avoir P'es-
pace entier dd & Paction de laterre, qui sur ce paralléle, est égale a
sa masse diyisée par le quarré du rayon terrestre : on aura ainsi,
5™, 66394, pour cet espace. A la distance de la June, il doit étre
diminué dans le rapport du quarré du rayon du sphéroide ter-
restre, au quarré de la distance de cet astre, et il est visible qu’il
sullit pour ccla , de le multiplier par Je quarré du sinus de la paral-
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laxe lunaire ; en désignant donc par x, ce sinus sous le paralltle
que nous considérons; on aura x°.5™, 66394, pour la hauteur
dont la lune doit tomber dans une seconde, par Pattraction de la
terre. Mais nous verrons dans la théorie de la lune, que P’action
du soleil diminue sa pesnnteur vers la terre , d’'une quantité dont
la partie constante est 535 de cette pesanteur; de plus, lalune, dans
son mouvement relatif autour de la tecre ,est sollicitée par une force
égale ala somme des masses de la terre et de la lune, divisée par le
quarré de leur distance mutuelle;il faut donc diminuer I’espace pré-
cédent, de v+, et Paugmenter dans le rapport de la somme des
masses de la terre et de la lune, a la masse de la terre ; or on verra
dans le quatri¢me livre, queles phénoménes du flux et du reflux

de la mer, donnent la masse de la lune égale & 5—;—7 de cclle de la
357 59 7 !
358" 58 7
lune descend vers la terre, dans lintervalle d’une seconde.
Maintenant, sil’on nomme ale rayon moyen de 'orbe lunaire,
et T, la durée de la révolution sydérale de la lune, exprimée en

terre; on a donc == x*.3m,66394 , pour lespace dont la

aan? ) . ’
secondes; —— sera, comme on l'a vu, le sinus verse de l'arc

Tﬂ
qu’elle décrit pendant une seconde, et il exprime la quantité dont
la lune descend vers la terre , dans cet intervalle. La valeur de a est
égale au rayon terrestre sous le parallele que nous considérons,
divisé par le sinus de & ; ce rayon est égal a 6369514™; on a donc

_ 6369514me .

x H

mais pour avoir une valeur de @ indépendante des inégalités du
mouvement de la lune, il faut prendre pour sa parallaxe moyenne
dont le sinus est x, la partie de cette parallaxe qui est indépen-
dante de ces inégalités, et que 'on nomme pour cela, constante
de la parallaxe. Ainsi, en prenant pour =, le rapport de 35541153,
et en observant que T'=2732166"; I'espace moyen dont la lune
descend vers la terre , sera

2.(355)*.6369514me
(113)%.x.(2732166)*'
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En égalant les deux expressions que nous venons de trouver pour
cet espace, on aura

. 2.(355)".358.58,7.6369514
= (113)*.357.5g,7.5, 66394 (3732166
d’ot1 Pon tire 10536%2, pour la constante de la parallaxe lunaire sous
Ic parallele dont il s’agit. Cette valeur est trés-peu différente de la
constante 10540,7 que Triesneckeraconclueparla comparaisond’un
grandnombre d’observations d’éclipses ct d’occultations d’étoiles par
lalune; il est donc certain que la force principale qui retient la lune
dans son orbite, est 1a gravité terrestre affoiblie en raison du quarré
deladistance; ainsi, la loi de diminution dela pesanteur, qui, pour
les plandtes accompagnées de plusieurs satellites, est prouvée par la
comparaison des temps de leurs révolutions, et de leurs distances,
est démontrée pour la lune, par la comparaison de son mouve-
ment avec celui des projectiles a la surface de la terre. Il en résulte
que c’est au centre de gravité des corps célestes , que 'on doit fixer
Poriginc des distances, dans le calcul de leurs forces attractives
sur les corps placés a leur surface, ou au-dela ; puisque cela est
prouvé pour la terre dont la force attractive est,comme on vient de
le voir, de la méme nature que celle de tous les corps célestes,

6. Le solcil et les planétes qui ont des satcllites , sont par con-
séquent, doués d’une force attractive qui en décroissant & Pinfini,
réciproquement au quarré des distances , embrasse dans sa sphére
d’activilé, tous les corps, L’analogie nous porte a penser qu’unc
pareille force réside généralement dans toutes les plandtes et dans
les comeétes ; mais on peut s'en assurer directement de cette ma-
nitre. Cest unc loi constante de la nature, quun corps ne peut
agir sur un autre, sans en éprouver une réaction égale et con-
traire ; ainsi les planétes et les cométes étant attirées vers le soleil,
clles doivent attirer cet astre suivant la méme loi. Les satellites
attirent, par la méme raison, leurs planetes ; cette propriété attrac-
tive est donc commune aux planétes, aux cométes et aux satellites,
et par conséquent , on peut regarder la gravitation des corps
célestes, les uns vers les autres, comme une propriété générale
de cet univers,

Nous venons de voir qu’elle suit la raigon inverse du quarré des
distances;
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distances; & la vérité , cette raison est donnée par les loix du
mouvement elliptique , auxquelles les mouvemens célestes ne sont
pas rigoureusement assujétis ; mais on doit considérer que les loix
les plus simples devant toujours étre préférées , jusqu’a ce que les
observations nous forcent de les abandonner; il est naturel de
supposer d’abord que la loi de la gravitation est réciproque & une
puissance de la tlistance, et 'on trouve, parle calcul, que la plus
légére différence entre cette puissance et le quarré, deviendroit
extrémement sensible dans la position des périhélies des orbes
planétaires,, dans lesquels I'observation n’a fait appercevoir que
des mouvemens presque insensibles dont nous développerons la
cause. En général , on verra dans le cours de cet ouvrage, que
la loi de la gravitation réciproque au quarré des distances , repré-
sente avec une extréme précision, toutes les inégalités observées
des mouvemens célestes : cet accord, joint & la simplicité de cette
Joi, nous autorise & penser qu’elle est rigoureusement celle de la
nature,

La gravitation est proportionnelle aux masses; car il résulte du
n° 3, que les planétes et les cométes étant supposées a la méme
distance du soleil, et abandonnées a leur gravité vers cct astrc,
elles tomberoient en temps égal , d’une égale hauteur; en sorte que
leur pesanteur seroit proportionnelle a leur masse. Les mouvemens
presque circulaires des satellites autour de leurs planétes , nous
prouvent qu’ils pésent comme ces planétes , vers le soleil, en rai~
son de leurs masses; la plus légere différence & cet égard, seroit
sensible dans le mouvement des satellites, et les observations n’ont
fait découvrir aucune inégalité dépendante de cette canse. On voit
donc que les cométes, les planétes, et leurs satellites, placés a la.
méme distance du soleil, péseroient vers cet astre , en raison de
leurs masses; d’olr il suit, en vertu de P’égalité de Paction a la
réaction, qu’ils attireroient dans la méme raison, le soleil, et
qu’ainsileur action sur cetastre , est proportionnelle a leurs masses
divisées par le quarré de leurs distances & son centre,

La méme loi s’observe sur la terre ; on s’est assuré par des ex-
peériences trés-précises faites au moyen du pendule, que sans la
résistance de V'air, tous les corps se précipiteroient vers son centre,

Mtcan. cér. Tome I, Q
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avec une égale vitesse ; les corps terrestres pésent donc sur la terre,
en raison de leurs masses, ainsi que les planétes pésent vers le
soleil, et les satellites vers leurs planétes. Cette conformité de la
nature avec elle-méme, sur la terre et dans 'immensité des cieux,
nous montre de la maniére la plus frappante, que la pesanteur
observée ici-bas, n’est qu'un cas particulier d’'une loi générale
répandue dans Punivers.

La propriété attractive des corps célestes ne leur appartient pas
sculement en masse ; mais elle est propre a chiacune de leurs molé-
cules. Si le soleil nagissoit que sur le centre de la terre, sans
altirer particuliérement chacune de ses parties ; il en résulteroit
dans Pocéan, des oscillations incomparablement plus grandes et
tres-diflérentes de celles que Pon y observe ; la pesanteur de la
terre vers le soleil, est donc le résultat des pesanteurs de toutes ses
molécules qui par conséquent attirent le soleil, en raison de leurs
masscs respectives. Dailleurs , chaque corps sur la terre pése vers
son centre, proportionnellement a sa masse ; il réagit done sur
elle, et Vattire suivant lc inéme rapport, Si cela n’étoit pas, et si
une partie quelconque de la terre, queclque petite qu’on la sup-
posc, wittiroit pas lautre partie, comme elle en est attirée; le
centre de gravité de la terre seroit mu dans l'espace, en vertu de la
pesanteur, ce qui est impossible.

Les phénomenes célestes, comparés aux loix du mouvement,
nous conduisent donc a ce grand principe de la nature , savoir que
toules les molécules de la maticre s’atlirent mutuellement en raison
des masses, et réciproquement au quarré des distances. Déja 'on
entrevoit dans cette gravitation universelle, la cause des pertur-
bations que les corps célestes éprouvent; car les planétes et les
cométes élant soumises & leur action réciproque, clles doivent
s'¢écarter un peu des loix du mouvement elliptique, qu’elles sui~
vroicnt exactement, si elles n’obéissoient qu’a l'action du soleil.
Les satcllites troublés dans leurs mouvemens autour de leurs
planétes, par leur attraction mutuclle et par celle du soleil, s’écar~
tent pareillement de ces loix. On voit encore que les molécules de
chaque corps céleste, réunies par leur attraction, doivent former
unc masse a-peu-prés sphérique , et que la résultante de leur ac-
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tion ala surface du corps, doit y produire tous les phénonitnes
de la pesanteur. On voit pareillement que le mouvement de rota-
tion des corps eélestes , doit altérer un peu la sphéricité de leur
figure, et Iapplatir aux pdles, et qualors, la résultante de leurs
actions mutuelles, ne passant point exactement par leurs centres
de gravité; elle doit produire dans leurs axes de rotation, des
monvemens semblables & ceux que 'observation y fait appercevoir.
Enfin, on entrevoit que les molécules de Pocéan , inégalement atti-
rées par le soleil ct Ja lune, doivent avoir un mouvement d’oscil-
lation pareil au flux et au reflux de la mer. Mais le développe-
ment de ces divers effets de la pesanteur universelle , exigo une
profonde analyse. Pour les embrasser avec la plus grande généra-
lité, nous allons donner les équations différenticlles du mouve-
ment d’un systéme de corps soumis & leur attraction mutuclle,
et rechercher les intégrales rigoureuses que 'on peut en obtenir.
Nous profiterons ensuite des facilités que les rapports des masses
et des distances des corps célestes nous présentent, pour avoir des
intégrales de plus en plus approchées, et pour déterminer ainsi les
phénomeénes célestes, avec toute I'exactitude que les observations
comportent,
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CHAPITRE IL

Des équations différentielles du mouvement d’un systéme de
corps sournis a leur atiraction mutuelle.

7. Somnxr m, m', m", &c., les masses des différens corps du

systéme, considérés comme autant de points; soient x, ¥, z, les

coordonnées rectangles du corps m ; &', y', z', cellés du corps m', et

ainsi du reste. La distance de m' & m, étant
V(&'—2)+(y'—y ) +(—2),

son action sur m sera, par la loi de la pesanteur universelle,

¢gale & ’
m

(* —x)* +(y —y) + (' —2)*
Silon décompose cetic action, parallélement aux axes deswx, desy
ct des z; la force paralléle a I'axc des x, et dirigée en sens contraive
de leur origine, sera

m.(x'—x) )
{(& =) (y = y) 4 (2 =)}
ou
m.m'
1 N e .
P V(s —z)+ (y —y)+ (=)
dx
On aura parcillement ,
. d. m.m
g V@ =)y =y (2 =2)
dx

pour Yaction de m” sur m , décomposée parallélement a Paxe des «,

ct ainsi du reste. Soit donc,
m.m' m.m”

== +
VE—PF 0=+ = V(=R =y P =]

+ m'.m" + &es
Vo= ¥y =2

A
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A étant ainsi la somme des produits deux a deux, des masses mz, m’,

. . . 1 (da .
m",&c.,divisées par leurs distances respectives; —. ( )exp rimera
m

125

dx
la somme des actions des corps m', m’, &c., sur m, décomposces
parallélement a Yaxe des x, en sens contraire de Porigine des
coordonnées. En désignant donc par d¢, Pélément du temps sup-
posé constant ; on aura par les principes de dynamique, exposcs
dans le livre précédent,

ddx da
0= m.—d-t—; —_— (ﬁ)
On aura pareillement
0= nl.il-l—{—y —— <-(—li) ;
di* dy ’
. ddz da
o=m. " — (T)

Sil'on considére de la méme maniére, Paction des corps m, m’, &e.,
sur m'; celle des corps m, m', &c., sur n”, et ainsi du reste ; on aura
les équations

., dda’ day 0—m/ ddy' da Lo, ddd da
o=megm T \ar )’ T " ar T \ay )P O e \aw )
o, ddx” da N’ ddy” da s ddz” da
O=m G ) 0T aw T \ay’)? O aw—\a )

&e.

La détermination des mouvemens de m, m', m”, &c., dépend dc
Pintégration de ces équations différentielles ; mais il n’a été possible
jusqu’ici, de les intégrer complétement, que dans le seul cas ol le
systéme n’cst composé que de deux corps. Dans les autres cas, on
n’a pu obtenir qu’un petit nombre d’intégrales rigoureuscs que
nous allons développer.

8. Pour cela, considérons d’abord les équations différentielles
enx, &', ", &c.; en les ajoutant ensemble, et en observant que
par la nature de la fonction a, on a

_ da da da &e:
o=(z2)+ () + (&) + 8

dx
ddx : ddy
on aura, 0 =%.m. - On aura pareillement, 0=zx.m. =
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ddz
o=z.m.——. Sovient X, Y, Z, les trois coordonnées du centre

der
de gravit¢ du systéme ; on aura par la propriété de ce centre,
X.m.x 3.m. Z.m.
X m ;or==2 y ; - \m z
>.m 2.m 2.m
on aura donc,
ddX ddyY ddz

d'ou Yon tire, cn intégrant

X=a+bt; Y=d+bt; Z=da'+b"t;

=" ; o= 0= -——;
des de i de °

a, b, a, b, a’ b", tant des constantes arbitraires, On voit par-la,
que le mouvement du centre de gravité du systéme, est rectiligne
ct uniforme, et quainsi, il n’est point altéré par Paction récipro-
que des corps du systéme ; ce qui est conforme i ce que noys avons

vu dans le chapitre 'V du premicr livre,

Reprenons les équations différentielles du mouvement de ces
corps. Si 'on multiplic les équations différenticlles en y, 5/, 5, &c.,
respectivement par x4, ¥, &%, &c., ¢t qu'on les ajoute aux équations
différenticlles en x, &', 2", &ec., multipliées respectivement par

—y, =¥, —¥" &c.; on aura

: —ydd. ‘ddy —y'dds’
ozm.(rddy y (x:) +m,.{x(ldy ydda')

d de»

o oo
a2
)

mais Ja naturc de la fopction A, donne

R
da ,
- (dy) - (dy) Sors

on aura donc, cn intégrant I'équation précédente,
rdy —ydx
—_s SR AC A iy
cC=x.m. ( a ),

+ &c,
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On trouvera semblablement,
rdz—zdx )
) $

'=S.m.
¢ m( ds

" dz—zd
c =2.m.(~y——d—t—)—,—),‘

¢, ¢, ¢, &c. étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales
renferment le principe des aires, que nous avons exposé dans le
Chapitre V du premier Livre.

Enfin,silonmultiplic leséquationsdifférenticlles en x, 2, x”, &c.,
respectivement par dx, dx', dz", &c.; celles en y, #/, &c., res-
pectivement par dy, dy’, &ec.; celles en z, z', &c., respeclive~
ment par dz, dz’y &c., et qu'on les ajoute ensemble; on aura

{dx.ddx+dy.ddy + dz.ddz}
de

0=Z%.m. —da,

et en intégrant,

dat 4+ dy* 4 dze
h_—-..z.m.( +d‘¥,—t—z->—-n>\;

1 étant une nouvelle arbitraire. Cetle intégrale renferme le prin«
cipe de la conservation des forces vives, exposé dans le Chapitre V
du premier Livre.

Les sept intégrales précédentes sont les seules intégrales rigous
reuses que I'on a pu obtenir jusqu’a présent: dans le cas ou le sys-
1éme n’est composé que de deux corps, clles réduisent la détermi«
nation de leurs mouvemens, a des équations différentielles du pre-
mier ordre, que on peut intégrer, comme on le verra dans la
suite ; mais lorsque le systéme est formé de trois ou d’un plus grand
nombre de corps ; il faut nécessairement recourir aux méthodes
d’approximation.

Q. Comme on ne peut observer que des mouvemens relatifs ;
on rapporte les mouvemens des planétes et des cométes , au centre
du soleil, et les mouvemens des satellites, au centre de leurs pla-
nétes. Ainsi, pour comparer la théorie aux observations; il faut
déterminer le mouvement relatif d’'un systéme de corps, autour
d’un corps considéré comme le centre de leurs mouvemens.

Soit M ce dernier corps, m, m', m’, &c., étant les autres corps
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dont on cherche le mouvement relatif autour de M ; soient
2, Mety, les coordonnées rectangles de M; {4x, N+y, y+z,
celles de m ; ¢+ ¥, I+ 5", 3+ 2, celles de m', &e. ; il est visible que
x,y, z, scront les coordonnées de m, par rapport & M ; que
a', ', 2’y seront celles de ', par rapport au méme corps, etainsi du
reste. Nommons r, 7/, &c. les distances de m, m/, &c. au corps MM ;
cn sorte que

r=Vityte; r=Vij,i; &
el supposons

m.m + m.m”
A ——— T — -
V@E=xp+(y—y)r+(E=2)r V(=) (Y —y )+ (=)
e &e

+ - - —— +
V (z"—=x )+ (y'—y )+ (z'—2)*
Cela posé, Yaction de m sur M, décomposée parallélement & l'axe

. . . mx ,
des x, ct en sens contraire de leur origine, sera - celle de

G

. . . n . .
sur M décomposde suivant la méme direction, sera ——, et ainsi

n
=
du reste. On aura done, pour déterminer ¢, I'équation différen~
ticlle

dd - mx

T TR
on aura parcillement
ddn m
O== ———=——%, ..l ;
des r
ddy ms
0= =X, —,
de s

I’action de AL sur m , décomposée parallélement a Paxe des x, et
Ce . - Mx
dirigée en sens contraire de leur origine, sera — —-, etla somme
r
des actions des corps m', m”, &c. sur m, décomposées suivant la

\ . . 1 da
meme du'cc(um, sera —. 4 )3 on aura donc
m xr

dd. (% +: X .
o=t Me s ()
m \dx

des )
[4]1
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d r
en substituant au lieu de - ap 58 valeur =.

—’3—, on aura
_*dd:c Mx s mx 1 A (1)
__Tt'—-*-?-*- BT om\dz /)’ !

on aura pareillement

de r r m dy
ddz Mz mz 1 dn -
=G (5) ©)

Si I'on change successivement dans les équations (1), (2), (3),
les quantités m, x, y, z, dans celles-ci, m', &', y', 3'; m”, 2", ", ', &e.,
et réciproquement ; on aurales ¢quations du mouvement des corps
m'y m", &c., autour de M,

Sil’on multiplie Péquatior: différentielle en ¢, par M+ =.m; cclle
en &, par m ; celle en &', par m’; et ainsi du reste ; en les ajoutant
ensemble, ct en observant que par la nature de la fonction A, on a

d d
o=(2)+ (.dg,) 4 o

o_(ﬂl+2.m) +2 m.-‘;‘:’x;.

d’ou'on tire en intégrant

{=at+bt—

on aury

sS.mx
M4+2.m
act b étant deux constantes arbitraires, On aura parcillement

j

S.my

— Tp . .

n=a'+bt M+s=.m’
S.ms

— ”, ——— e

y=a'+¥t—grsrs

a,b',a", b’, étant des constantes arbitraires : on anra ainsi le mou-
vement absolu de M dans I'espace, lorsque les mouvemens relatifs
de m, m/, &c., autour de lui, seront connus.
Si Pon multiplie I'équation différcntielle en x, par
x.my
Myz.m’
MecaN, cir. Tome I, R

~my+m,
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ct I'équation différenticlle en y, par
Z.mx .
‘M+3s.m’
si 'on multiplic partiellement I'équation différentielle en &', par

mey=—m

Z.my
Myzm’
¢t 'équation différenticlle en y', par
Z.mx
M-{-Z m’ ;
¢t ainsi du resle 5 si Pon ajoute ensuite toutes ces ¢quations, en
ubservant que la nature de la fonction A, donne

da da
():2.1‘.(—@>—-E.}/.("l—x—>,’
da da
0:2.(?;),‘ OZE.(-{—I;),‘

{x(lrly—yd(lx}— T.mx i .m.fll{y—{- S.m.y s.m (lrlx
de M4-x.m di* * M4-2.m Tdi

—-m:}/,+m,

mx—-m .«

on aura

o=X.m

¢quation dont Pintégrale est
(rdy—ydr) . mx <om r{y-+ S.omy om ili )
de MAz.m' ™" M+‘ m' T dy?

(- rfly—wh) ' {(x'—r).( dy’—dy)—(y'-y)»(rl-r'—dr)} @)

const, = x.m.

on

c=Mzrome——""4s.mm i
(

¢ dant uhe constante arbitraire. On parviendra de la méme ma-
nicére, aux deux intégrales suivantes :

vdz —zdv v —x). (d'—dz)— (2 =2).(dx'—dx
o= M.-.m.( fe—ad )+S.mm'.{( 7){ 2= (=2) (@ &)};(5)
dr dt
e M.w'(.wz;:(zv) — {(y -y)- (dz—dz);(z—z) (dy— dﬂ},.(a)

'y ¢" étant deux nouvelles arbitraires,
SiT'on mulliplie I'¢quation différentielle en x, par
*m.dx

M+=m

amds—a2m.— 3

I'équation diff¢renticlle en y , par
=.mdy

de_}"'—ﬂm.m;
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Péquation différentielle en z , par
=.mdz
M4=.m’

si I'on multiplie pareillement ’équation différentielle en x', par

umdz—am.

'yt , T.mdzr
B —_— —_—
am'dx m.s s’
Péquation différenticlle en y', par

tyo ' -m dy
2m d}’—ﬁﬂl .m,’
P’équation différenticlle en 2/, par
=.mdz
M+3.m ;
ct ainsi du reste ; si 'on ajoute ensuilc ces diverses équations, et
observant que

—s dn da _ LISW
0—-—.'&—, O—X.Ty-’ 0——2-:1—;,

on aura

am'dz’—am'.

(dx.ddx+ dy.ddy +dz.ddz) 2.5.mdx m.dde
dn T Miyrm T de
_n.S.mdy < m.dd_y__ 2.2.mdz m.ddz
Mysn'"" dp M+s.m '™ de
ce qui donne en intégrant

(d*+dy*4dz*) — (£.mdx)—(E.mdy)r—(S.mdz)

0=2.Z.m.

d
+2M.x.——m'n r——a.(b;

constante ==.m.

de (M+x.m).des
—aM.=. —r"i-.- 2r,
ou
p=nom, XY ) 5y, {(‘it”‘i”)"*'(d,)’;il_)')"i'(dz'—dz )

—{2M.>:.-T—+2A}.(M+2m); (7)

k étant une constante arbitraire. Nous sommes déja parvenus & ces
diverses intégrales, dans le Chapitre V du premier Livre, relati~
vement & un systéme de corps qui réagissent les uns sur les autres,
d’une manié¢re quelconque ; mais vu leur utilité dans la théorie du
systéme du monde, nous avons cru devoir les démontrer ici de
nouveau.

R 2
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10. Ces intégrales étant les seules que Pon ait obtenues dans
Pétat actuel de Panalyse; on est foreé de recourir aux méthodes
dapproximation, et de profiter des facilités qu'offre pour cet objet,
la constitution du systéme du monde. Une des principales tient a
ce que le systéme solaire est partagé en systémes partiels, formés
par les planétes et par leurs satellites : ces systémes sont tels, que
les distances des satellites & leur planéte, sont considérablement
plus petites que la distance de la planéte au soleil: il en résulte
queTaction du soleil ¢tant a-peu-preés la méme sur la planéte et sur
ses satellites , ccux-ci se meuvent a-pen-prés, comme 8'ils n’obéis-
soient qu'a action de Ja plancte. Il en résulte encore cette propriété
remarquable, savoir que le mouvement du centre de gravité d’'une
plancte et de ses satellites , est a fort peu prés le méme que si
lous ces corps ¢toient réunis a ce centre.

Pour le démontrer, supposons que les distances mutuelles des
corps m, m'y m’y &ec., soient trés—petites par rapport a la distance
de leur centre commun de gravité, an corps M. Soit

a=X+x,; y=Y+y, ; z=Z+z, ;

=X+x'; y=Y+y/; d=Z+z;

&e. 5
. X, Y, Z, étant les coordonnées du centre de gravité du systéme
des corps my m/, m”, &e. ; Porigine de ces coordonnées élant, ainsi
que celle des coordonnées x, y, z, &', ¥, 2/, &c., au centre de M.
HNestelairques,, ¥, 5,2/, &c. serontles coordonnées de m,m’, &e.,
relativement & leur centre commun de gravité ; nous les suppo-
serons trés-petites du premier ordre par rapporta X, ¥, Z. Cela
posé¢, on aura, comme on I'a vu dans le premier Livre, la force
qui sollicite le cenlre de gravité du systéme, parallélement & une
droile quelconque, en prenant la somme des forces qui animent
les corps, parallélement a cette droite, multipliées respectivement
par leurs masses, ct en divisant cettc somme, par la somme des
masses. On a va de plus, dans le méme Livre, que Paction mutuelle
des corps liés entre cux, d’'une maniere quelconque, n’altére point
le mouvement du centre de gravité du systéme, et par le n°. 8,
Pattraction mutuclle des corps n'influe point sur ce mouvement ;
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1l suffit donc dans la recherche des forces qui animent le centre

de gravité du systéme , d’avoir égard & action du corps M, étran-
ger a ce systéme.

L’action de Msur m, décomposéoparallélemental’axedes x, ct en

M.x
sens contraire de leur origine, est —— ; la force entiere qui

sollicite parallélement & cette droite, le centre de gravité du sys-
téme des corps m, m’, &c., est donc
mx
M.z, '-;J—

.m
En substituant au lieu de x et de r, leurs valeurs, on a
x X+ x,
PRz (Y (24}
Si T'on néglige les quantités trés-petites du second ordre, c’est-a-
dire, les quarrés et les produits des variables x,, 5, z,, 8/, &c.;
que Yon désigne par R, la distance V' X*+Y*+2Z*, du centre de
gravilé du systéme, au corps M ; on aura
x _ £+ x, _ 3X. {Xx,+Yy+ 23z}
r R R RS )
En marquant successivement d’un trait , de deux traits, &c., dans
le second membre de cette équation , les lettres x,,7,, 7,5 on aura

’ /

X
les valeurs de — e ) &c. ; mais on a, par la nature du centre de

gravité,
o=s.mx, ; o=3x.my, 3 0=%.mz, ;

on aura donc, aux quantités pres du second ordre,
mx
JEo—
M ¢ MX

. b
x.m R?

ainsi, le centre de gravité du systéme est a trés-peu prés sollicité
parallélement a Paxe des &, par laction du corps M, comme si
tous les corps du systéme étoicnt réunis a ce centre, Le méme
résultat a évidemment lieu relativement aux axes desy et des z; en
sorte que les forces dont le centre de gravité du systéme est anim¢
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paralléelement & ces axes , par P'aclion de 27, sont — "RTY ct —%KZ—
Lorsque Pon considére le mouvement relatif du centre de gra-
vité du systéme autour de M, il faut lui transporter en sens con-
traive , la force qui sollicite ce corps, Cette force résultante de
Yaction dc m, m', m’, &c., sur M, ct décomposée parallélement

. I mr .
aux x, en sens contraire de leur origine, est To5 8l Yon né-

glige les quantités du second ordre, cette fonction est, par ce qui
précede, égale i
X.=.m
R‘l
Parcillement, les forces dont M est animé par 'action du systéme,
parall¢clement aux axes des y ct des z, en sens contraire de leur
origine , sont

.

Y.5m Z.s.m

T TR
On voit ainsi, que l'action du systéme sur le corps M, est & trés-
peu pres la méme que si tous les corps de ce systéme étoient réunis
a lenr centre commun de gravité, En transportant a ce centre, et
avee un signe coutraire , les trois forces précédentes ; ce point sera
sollicité parallélement aux axes des x, des y et des z, dans son
mouvement relatif autour de M, par les trois forces suivantes ;

Y VA
_(M-{-z.m.).;{%; —{ M+ z.m}.—R—_,; —-{M-{-—z.m}.;ﬁ.

Ces forces sont les mémes que si tous les corps m, m', m’, &c. ,
étoient réunis i leur centre commun de gravité; ce centre se meut
donc aux quantités prés du second ordre, comme si tous ces corps
y ¢toient véunis,

Il suit de-la, quesil’on a plusicurs systémes dont les centres de
gravité soient fort ¢loignds les uns des autres , relativement aux
distances respectives des corps de chaque systéme; ces centres
scront mus i fort peu prés, commessi les corps de chaque systéme y
étoient réunis; car Paction du premier systéme sur chaque corps
du sccond systéme, est, par cc qui vient d’étre dit, la méme a
trés-peu pres que si les corps du premier systéme gtoient réunis a
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leur centre commun de gravité ; I'action du premier systéme sur
le centre de gravité du second, sera donc, par ce gui précide,
la méme que dans cette hypothése; d’ou 'on peut généralement
conclure que Paction réciproque des différens systémes, sur leurs
centres de gravité respectifs, estla méme que si les corps de chaque
systéme y étoient réunis, et qu’ainsi, ces centrcs se meuvent,
comme dans le cas de cette réunion. Ilest visible que ce résultat a
¢également licu, les corps de chaque systéme étant libres, ou liés
entre eux d’unc manicre quelconque; parce que leur action mu-
tuelle n’influe point sur le mouvement de leur centre commun de
gravité,

Le systéme d’une planéte agit donc a trés-peu prés sur les autres
corps du systéme solairc, comme si la planéte et ses satellites
étoient réunies a leur centre commun de gravité ; et ce centre est
alliré par les différens corps du systéme solaire, comme dans cetto
hiypothése.

Chaque corps céleste étant la réunion d’une infinité de molécules
douées d’un pouvoir attractif, ct ses dimensions étant trés-petites
rclativement & sa distance aux autres corps du systéme du monde;
son centre de gravité est a irés-peu prés attiré, comme si toute sa
masse y Ctoit réunie; et il agit lui-méme sur ces différens corps,
comme dans cette supposition ; on peut donc, dans la recherche
du mouvement des centres de gravité des corps célestes, considérer
ces différens corps comme autant de points massifs placés a leurs
centres de gravité. Mais la sphéricité des planétes et de leurs satel-
lites, rend cette supposition déja fort approchée, beaucoup plus
exacte encore. En cffet, ccs divers corps peuvent ¢tre considérés
comme étant formés de couches & trés-peu pres sphériques, d’une
densité variable, suivant une loi quelconque; et nous allons faire
voir que l'action d’une couche sphérique, sur un corps qui lui
cst extéricur, estla méme que si sa masse étoit réunie a son centre.
Pour cela, nous allons établir , sur les attractions des sphéroides,
quelques propositions générales qui nous seront trés-utiles dans
la suite.

11. Soient#, y, z, les trois coordonnées du point attiré que
nous désignerons par m ; soit .M une molécule du sphéroide,
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et &, ¥/, Z/, les coordonnées de cette molécule ; si 'on nomme p
sa densité, p étant une fonction de &', ', 2, indépendante de x, ¥, z ;
on aura

dM=p.d%.dy'.dz'.
L’action de d.M sur m, décomposée parallclement a I'axe des x,
ct dirigée vers leur origine, sera
p-dx’.dy .dz . (z—2') .
{(2=a Pt (y—y rt (z—zp)
et par conséquent elle sera égale &
p-dx’.dy.dz
— ¢ V=Tt =y a—2){ i
dyp -

en nommant donc # Vintégrale
p.da’.dy.dz'
Vs re o=y F + =i
étendue i la masse enti¢re du sphéroide ; on aura —(R—;), pour

Paction totale du sphéroide sur le point m, décomposée parallele-
ment i axe deg &, et dirigée vers leur origine,

# cstlg somme des molécules du sphéroide , divisées par leurs
distances respectives au point attiré; pour aveir lattraction du
sphéroide sur ce point, parallélement & une droite quelconque, il
faut donc considérer #” comme fonction de trois coordonnées ree-
tangles , dont Pune soit parallele a celte droite, et différentier
cette fonction relativement & cette coordonnée; le coeflicient de
cette dillérenticlle, pris avec un signe contraire, sera 'expression
de T'altraction du sphéroide , parallélement 4 la droite donnée, ey
dirigée vers lorigine de la coordonnée qui lui est paralléle.

Silon représenteparéylafonction { (s—a' )+ (y—y')*+ (=% )"} 5
on aura
V=/ep.da'.dy'.dz’",
L’intégration n’étant relative qu'anx variables &, 5/, 2/, il est clair
que T'on aura

i)t () ()
Mais
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mais on a
o [245) (243, (dds
“\aw) o))

on aura donc pareillement

o=() (7 ) (F):

cette équation remarquable nous sera de la plus grande utilité dans
la théorie de la figure des corps célestes. On peutlui donner d’antres
formes plus commodes dans diverses circonstances ; concevons,
par exemple, que de I'origine des coordonnées, on méne au point
atliré , un rayon que nous nommerons rj soit 8 Pangle que ce
rayon fait avec axe des x, ct = Pangle que le plan formé par » et
par cet axe, fait avec le plan des x et desy ; on aura

x=r.cos.8 ; y=r.sinb.cos.a ; z=r.sinb.sin.w;

d’ou 'on tire

"":‘/x’+,}f‘+z”' cos.f = z ; tang.a:f;
V x4y +z? y

on pourra ainsi avoir les différences particlles de r, 8 et », relati-
vement aux variables x, ¥, z ; et I'on en conclura les valeurs de

ddv ddv ddv . . .
(—E:;)’ <H}T>’ (—l-i-;), en diflérences partielles de 7, rclatives

aux variables r, 8 et =. Comme nous ferons souvent usage de ces
transformations des différences partielles ; il est utile d’en rappcler
ici le principe. En considérant £~ comme fonction des variables
x, ¥, %, et ensuite, des varjables r, et 2 ; on a

av AV dr av dé dV da
(d—;)=(::)-(z;)+(z;) (&) (&) (&)
. oy ) dr d) d .
Pour avoir les différences particlles (E) , (E;)’ (:i_;)’ il ne

faut faire varier que x, dans les expressions précédentes de r, cos. 9,
et tang. #; en différentiant donc ces expressions, on aura

dr 0. dl _ sin. 0 da .
()=csts (52)=—"s ()=os

ce qui donne
av 8 av sin.d /dV
(E-;)—-cos. . —d—r' _—_f ‘\as /

MecaN. céL. Tome I. 3
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On aura donc ainsi, la différence particlle (—;—9, en différences
particlles de la fonction #7, prises par rapport aux variables r, 8
et @ En différentiant de nouveau, cette valeur de (%), on aurala
diflérence particlle <(:i—,:), en diflérences particlles de #7, prises
par rapport aux variables r, 8 ¢t . On aura, par le méme pro-

, dd ddV
cédé, les valeurs de (d—;,{), ct <—7>
ly dz

Ontransformerade cettemaniére,équation («#),dans la suivante:

dd
de s.8 ( ;:) dd.
«)=(”V>+°° (L +L+r-<7§z); (B)

ds sin. 8 "\ d 8 sin. 8

ctsilon fait cos.§ =p, cette dernicre équation deviendra

I N N

du 1—pp dr

12. Supposons maintenant que le sphéroide soit une couche
sphérique dont Povigine des coordonnées soit au centre; il est clair
que & ne dépendra que de r, et qu'il ne renfermera ni ¢ ni =;
Péquation ¢ C) donnera done

dd.rV
o= (%)
d’out on tire en intégrant,
V=d -{-—? ,

- ct B {tant deux constantes arbitraires. On a donc

d _B
“\dr )T
dV

-—(——) cxprime, par ce qui précéde, action de la couche sphé-

dr
rique sur le point m, décomposée suivant le rayon r, et dirigée
vers le centre de la couche; or il est clair que laction totale

r

de la couche doit étre dirigée suivant ce rayon; — < dr) exprime

donce 'action totale de la couche sphérique sur le point m.
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Supposons d’abord ce point placé au-dedans de la couche. S'il
étoit au centre méme , 'action de la couche seroit nulle; on a donc

av B .
— (dr) =0, ou — =0, lorsque r=o0, ce qui donne B=o,

et par conséquent — (::—:,-> =0, quel que soit r; d’outil suit qu'un
point placé dans Pintéricur de la couche, n’en éprouve aucunc
action, ou, ce qui revient au méme, il est également attiré de
toutes parts.

Si le point m est situé au-dehors de la couche sphérique ; il est
visible qu’en le supposant infiniment éloigné de son centre, lac-
tion de la couche sur ce point, sera la méme que si toute la masse
dela couche étoit réunic & ce centre ; en nonnmant donc M la masse
de cette couche; — (—j—’i) ou kd deviendra dans ce cas, égal & ﬂ,

r r r
ce qui donne B = M ; on a donc généralement, par rapport aux

points extéricurs,
d M
ar) 7’

c’est-a-dire que la couche sphérique les attire, comme si toute sa
masse étoit réunie & son centre.

Une spheére étant une couche sphérique dont le rayon de la sur-
face intérieureest nul; on voit que son attraction sur un point placé
a sa surface ou au-dela, est laméme que si sa masse étoit réunie a
son centre.

Ce résultat a encore lieu pour les globes formés de couches con-
centriques d’'une densité variable du centre a la circonférence,
suivant une loi quelconque ; puisqu’il est vrai pour chacune de ces
couches : ainsi, le soleil, les planétes et les satellites pouvant étre
considérés a trés-peu prés, comme des globes de cette nature, ils
attirent a fort peu prés les corps extérieurs, comme si I'on suppo-
soit leurs masses réunies a leurs centres de gravité; ce qui est
conforme a ce que nous avons trouvé par les observations, dans lo
n° 5. Ala vérité, la figure des corps célestes s’écarte un peu de la
sphére ; mais la différence est trés-petite, et l'erreur qui en résulte
sur la supposition précédente , est du méme ordre que cette diffé-

rence , relativement aux points voisins de leur surface ; et relati-
Sa
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vement aux points ¢loignés, erreur est du méme ordre que le
produit de celte différence, par le quarré du rapport des rayons des
corps allirans, a leurs distances aux points attirés; carom a vu,
danslen®. 10,que la considération seule de I'éloignement des points
attirés, rend Perreur de la supposition précédente , du méme ordre
que le quarré de ce rapport. Les corps célestes sattirent donc a
tres-peu prés, comme si leurs masses éloient réunies a leurs cen-
lres de gravité, non-sculement parce qu’ils sont fort éloignés les
uns des autres , relativement a leurs dimensions respectives ; mais
cncore parce que leurs figures different trés-peu de la sphére.

La propricté dont les spheres jouissent dans la loi de Ja nature,
d’attirer comme si leurs masses étoient réunies aleurs centres, est
lrés-remarquable, et Pon peut étre curicux de savoir si clle a licu
dans d’aulres loix d’attraction. Pour cela,, nous observerons que si
la loi de la pesanteur est telle qu’une sphére homogene attive un
point placé au-dchors, cornme si toute sa masse étoil réunic a son
centre 3 le méme résultat doit avoir lieu pour une couche sphéri-
que d’une ¢paisseur constante ; car si on enléve a une sphére ,unc
couche sphérique d’une épaisscur constante, on formera unc nou-
velle sphére d’un plus pelit rayon, mais quiaura, ainsi que la pre-
micre, la propriété datlirer, comme si loute sa masse étoit réunie
ason centre; or il est évident que ces deux sphéres ne peuvent
avoir cette propriété commune, quaulant qu'elle Pest encore & la
couche sphérique qui forme leur différence. Le probléme se réduit
done & déterminer les loix d’attraction suivant Jesquelles une cou-
che sphérique d’une épaisseur infiniment petite et constante, attire
un point extérieur, comme si toute sa masse ¢loit réunie a son
centre.

Soit 7 la distance du point attiré au centre de la couche sphéri-
que; ¢ le rayon de cetle couche, et du son épaisseur. Soit 6 Pangle
que le rayon  fait avee la droite 7; = Pangle que le plan qui passe
par les deux droites r et  fait avec un plan fixe passant par la
droite r ; Pélément de a couche sphérique sera w*du.d=. df.sin. 0.
Si 'on nomme ensuite fla distance de cet élément au point attiré,
on aura

Sfr=r—gru.cos.f+u
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Représentons par ¢ ), laloi de Pattraction & la distance f; V’ac-
tion de I'élément de la couche, sur le point attiré décomposée
parallélement a r, et dirigée vers le centre de la couche, sera

#(f);

—1u.cos. §
u’du.dw.sin.ﬂ.(r u-cos.8)

r—-u.cos.@ﬁ af
7= ()

ce qui donne & la quantité précédente, cette forme
. d
u’.du.d@.mn.g.(j;).@(f) ;

partant, si lon désigne Jdfee (f)pare,( /), on aura Paction enti¢re
de la couche sphérique,, sur I pointattivé, aumoyen de Pintégrale
w.du.fdz.df.sin.b. ( £), différentice par rapport ar, ct divisée
par dr.

Cette intégrale doit étre prise relativement @, depuis a=o,
jusqu’a = égal a la circonférence, et apres cette intégration , elle
devient

maison a

27.u’.du.fd9.sin‘6.¢,(f),-

7 étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, Sil'on diff¢-
rencie la valeur de J'par rapport 4 8, on aura
A d
df.sin. § =J-f—f ;
T
et par conséquent,

2w.u’du._[¢l0.sin.0.¢,(f)=2vr.l—t—rd—-l-‘.f/'df.¢,(f).

L'intégrale relative & 8, doit &tre prise depuis § = o jusqu’a 0=m,
etaces deux limites, on af=r—u, et f=r+u; ainsi Pintégrale
rclative & £, doit étre prisc depuis f=r—u jusqu’a S=r+u; soit

doncjfdf.w,(f)=¢(f); on aura
T rafe (f)= A (rw) =4 (r—u)).

Le coefficient de or » dans la différentielle du second membre de
cette équation , prise par rapport & r, donnera lattraction de la
couche sphérique, sur le point attiré ; et it est facile d’en conclure

2x.udu

r

que dans la nature oy o(f. )=f—l-, cette attraction est égale &
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‘iwru‘d-lf ; Cest-a-dire, qu’elle est ]a méme que si toute la masse de
1a couche sphiérique étoit réunie i son centre; ce quifournit une
nouvelle démonstration de la propriété que nous avons établie
précédemment sur Pattraction des sphéres.

Déterminons maintenant ¢(f), daprés la condition que Pattrac-
tion de la couche est la méme que si sa masse éloit réunie a son
centre. Cette masse est égale a b7 w*du, et siclle étoit réunie 4 son
cenlre, son action sur le point attiré, seroit 47.u°du.¢(r); on
aura donc

‘ “, r4u)l—[r—
aF (Hr+u]—+[ ”D} =4m.u’du.e(r); (D)

dr

27 udu.

en intégrant par rapport ar, on aura
J(r+u)—d(r—u)=z2ru.fdr.¢(r)+rU,

U étant une fonction de # ct de constantes , ajoutée & Vintégrale

2u.fdr.e(r). 5i Yon représente ¥ (r4-u) —4(r—u), par R, on

aura, cn différentiant I'éguation précédente,

(ddR> =bu.o(r)+3ru. dolr)

drs h

dr ’
ddR _ ddU
)= "\ aw )’

mais on a, par la nature de la fonction R,

ddR\ _ (ddR
dr )T \dw)’

d.z(r dd
eu.{ 2¢(r)+r-—71—'(,—)-} =’~(duf/)"

partant

on

at(r) d.o(r) 1 ddUu
r TTa T (W)
Ainsi, le premier membre de cette équation étant indépendant
de x, ct le second membre étant indépendant de 7, chacun de ces
membres doit ire égal & une constante arbitraire que nous dési~
gnerons par 3.4 ; on a donc
a.¢(r) d.2(r)

Tt =54
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d’ou l'on tire en intégrant,
e(r)=Ar+
B étantune nouvelle constante arbitraire. Toutes les loix d’attrac-
tion dans lesquelles une sphéreagit sur un point extéricur placé & la

distance r de son centre,comme si toute sa masse ¢loit réunie a ce
centre , sont donc comprises dans la formule générale

B
Ar+ i

B

r”

il est aisé de voir qu’en cffet, cette valeur satisfait a 'équation (D)
quels que soient et B.

Silon suppose .4 =0, on aura la loi de Janature, ct l'on voit que
dans le nombre infini des Joix qui rendent I'attraction trés-petite a
de grandes distances, celle de la natare est la scule dans laquelle les
spheres ont la propriété d’agir, comme si leurs masses étoient réu-
nies a leurs centres.
~ Cette loi est encore la seule dans laquelle un corps placé au-
dedans d’une couche sphérique, par-tout d’¢gale épaissenr, est éga-
lement attiré de toutes parls. Il résulte de Panalyse précédente,
quec l'attraction de la couche sphérique dont Iépaisseur est du, sur
un point placé dans son intéricur, a pour expression,

d. 2 {4 (utr) =4 (u—r)}}
dr
Pour que cette fonction soit nulle, on doit avoir
V(utr)—+ (u—r)=r.U,

U étant une fonction de z, indépendante de r, et il est facile de

aw.udu.g

. B

voir que cela a lien dans la loi de la nature ou ¢ (f) = 7 Mais
pour faire voir que cela n’a lieu que dans cette loi, nous désigne-
rons par 4'( f), la différence de 4 ( f), divisée par df’; nous dé-
signerons encore par+’ (f), la différence de 4'( f), divisée par df,
ct ainsi de suite ; nous aurons ainsi, en différentiant deux fois de
suite, 'équation précédente, par rapportar,

¥ (utr)—A"(u—r) =o0.

Cette équation ayant lieu, quels que soient » et r, il en résulte que
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+"(f) doit étre égal a une constante, quel que soit f, et qu'ainsi
4 (f)—_.—— 0; or on a, parce qui précide,

Vf)=fe,(f)s
Vf)=2.0(f)+f9(f);
o=u.0(f)+f0(f);

. o B .
ce qui donne en intégrant, ¢ (f) = 7 et par conséquent, la loi de

la nature,

13. Reprenons Péquation (C) du n® 11. Silon pouvoit inté-
grer généralement cette équation ; on auroit unc expression de #7;
qui renfgrmeroit deux fonctions arbitraires que 'on détermineroit
en cherchant Pattraction du sphéroide sur un point situé dans une
position qui facilite cette recherche, et en comparant cette attrac-
tion & son expression générale. Mais Pintégration de 'équation (C)
n’est possible que dans quelques cas particuliers, tels que celui on
le sphéroide altirant est une sphere, ce qui réduit cetle équationaux
différences ordinaires ; elle est encore possible dans le cas oti ce
sphéroide est un eylindre dont la base est une courbe rentrante, ct
dont la longucur estinlinic : on verra dans le troisiéme Livre, que
ce eas particulier renferme la théorie des anneaux de Saturne.

Fixons Porigine des r, sur Paxe méme du cylindre que nous
supposcrons d’une Jongucur infinic de chaque coté de cette origine,
Bn nommant »* Ja distance du point attivé , a axe ; on aura

d’ou on tire

on a donc

Fe=r.V 11—,
11 cst visible que 2 ne dépend que de ' et de o, pnisqu’il est lo
méme pour tous les points relativement auxquels ces deux varia-
bles sont les mémes; il ne renferme done g, qwautant que r* est
fonction de cette variable; ce qui donne

dV\ _ (d LAYE re d
(7;)"‘(71’9(2;)——‘/:?-(31)’

ddP _ rus ddV r dr
dir Ta—p’ dr’")—'(l_#,)f'(a—r-’ *
Péquatlon (C) devient ainsi,

. (ddVY | (dav dry
o=r ’(FF)’*’(W)*”"(FF’)’

d’olt
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d’ot1 P’on tire en intégrant,

P=o{r.cos.atr.V 1.sine} +4{r'.cos.e—r .V "1i.sin.»};
o(r') et 4(r') étant des fonctions arbitraires de ', que l'on pourra
déterminer, en cherchant lattraction du cylindre, lorsque = est
nul, et lorsqu’il est égal a un angle droit.

Si la base du cylindre est un cercle, 7 sera évidemment une
fonction de r', indépendante de = ; 'équation précédente aux diffé—
rences partielles deviendra ainsi,

o= ()10 ()

ce qui donne en intégrant,
dV)_ H

dr
H étant une constante. Pour la déterminer, nous supposerons r’
extrémcment grand par rapport au rayon de la base du cylindre,
ce qui permet de considérer le cylindre comme une ligne droite
infinie. Soit ¢ cette base, et z la distance d’'un point quelconque
de Paxe du cylindre , au point ou cet axe est rencontré par r';
Paction du cylindre considéré comme concentré sur son axe, scra
parallélement & 7, égale 3

Ar' .dz

f(,.r.+z-):-'

Yintégrale étant prise depuis 2 =-—c0, jusqu’a z=00 ; ce qui ré-

. . , 24 . dV
duit celte intégrale a—=; c’est Pexpression de — (ET)’ lorsque ~

esttres-considérable. Enlacomparantalaprécédente,ona H= 2.7,
et I'on voijt que quel que soit 7/, I'action du cylindre sur un point

. . 24
exterieur, est -

Si le point attiré est au-dedans d’une couche cylindrique circu-
laire, d’une épaisseur constante, et d’'une longueur infinie; on a

14 H
encore — (=~ ; et comme Vattraction est nulle, lorsque le

point attiré est sur I’axe méme de la couche, ona H=o0, et par

conséquent, un point placé dans l'intérieur de la couche, estéga-
lement attiré de toutes parts.

Mctcan. ctn, Tome 1. T
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14. On peut étendre au mouvement d’un corps, les équa-
tions (), (B)et(C) dun® 11, et en tirer une équation de
condition trés-utile, soit pour vérifier les calculs de la théorie,
soit pour vérificr la théorie méme de la pesanteur universelle. Les
¢quations différentielles (1), (2), (3) du n° g, qui déterminent
le mouvement relatif de m autour de M, peuvent étre mises sous
celte forme;

ddr  (dQ ddy /dQ . ddz dQ .
:17-‘—(‘13) 7?*(7{;)’ FT i (d) (@)
Q dlant égal a l-:'m-z m (xxT;yy+zz)+m etil est facile de

voir que I'on a

(9 (949 o»

si les variables &', ', 7/, 2, &c., que Q renferme, sont indépen-
dantes des ¢, ¥ ct z
Transformons les variables x, ¥, z, en d’autres plus commodes

pour les usages astronomiques. r étant le rayon mené du centre
de M i celui de m, nous nommerons v 'angle que la projection de
ce rayon sur le plan des x ct des y, fait avec Iaxe des a; et 6,
Tinclinaison de 7 sur le méme plan ; on aura

& =r.co8.0.cos. v ;

¥ =r.cos.0.sin.y ;

z=r.sin. 0.
12équation (E) rapportée a ces nouvelles variables, sera par le
n° 11, '

(ddQ)

L (4dQ\ - (dQ\ \Tw)  (ddQ\ sint 1dQ\ .

o= ( )+ ar (dr)+ cos.*8 +(Tﬁ‘_)—c;.—9'(d0 ’ ()
si I'on multiplic Ja premicre des équations (Z), par cos.f.cos.v;la

scconde, par cos. 8.8in.¢ ; la troisitme, par sin. ¢; et si pour
abréger, on fait’

ddr  rdv r.dés
[ L —
M = o — s Cos. s T

on aura, cn les ajoutant,
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Parcillement, si Pon multiplie la premiére des équations (i), par
— r.cos.0.sin. v ; la seconde, par r.cos.8.00s.¢, et qu'ensuite on
les ajoute , et quo Pon suppose

dy
’ _d.(r 5+ C0s. 6)

N'= de

__(2Q
¥=(3)
Enfin, si Pon multiplie la premi¢re des équations (i), par
— r.sin. 8. cos.y ; laseconde, par — r.sin. 8.8in.v ; qu'on les ajoute

ala troisiéme , multipliée par cos. 8, et quel’on fasse

Pey ddd . dv 0.cos. 0+ ardrd?8
. +r.§7_-.sm. « COS. ar

de
P'=(%—eg).

Les valeurs de r, v et 8, renferment six arbitraires introduites par
les intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires

on aura

on aura

. I dQ '
que nous désignerons par a, b, c; Péquation .M'::(-:l—r—) don-
nera les trois suivantes: ’

). (). (). ()4 (- (2)=(E)
L0 (5)+(420)-(£)+(2)- (=)
) (@ @) () Ga)-(2)=(7):

On tirera de ces équations, la valeur de (%g) , etsi I'on fait

(512 (3)
=(2)-(2)-(2)
r=(2)-(2)-()-

(%)-(2):
~(3)-(2)-

T2
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¢ dr dy dd dr dv db
=(%) () (7)-@)-(2)-(3)
. dr dv db dr dv db
+(%)-(2)-(2)-(5)-(2)-(2)

dr dv d dr dy db .
+(z)- (&) (3)-(2)-(3)-(2)
on aura
ddQ M’ M’ M’
“(a2)=m-(aw ) (@) ()
Si Pon fait pareillement
,_(fdr\ [db dr\ [\
w=(2)(2)~(4)-(2)
,__(dr df dr di
=(a)@)-(%)-(2)
L, [dr\ [db dr\ (oY
¥ =(5)(2)-(%)-(3)
Yéquation N' = (-‘dl—-g) , donnera
ddQ\ _ , (dN\, , (dN"\ , , [dN’
:.(Tlv—‘ =m .(—(n)"“n .(—Ez>+p .(-d—c)a

Enfin, silon fait

w__fdr\ (dv
“=(2)-(3)~(
o__ dr dv
=) (@)=
v__ dr ﬂ
r=(a)(3)=(
Yéquation P' = (42 ,
quation P' = =) donncera
ddQ\ _ , [dP ”
c.(du‘ =m .(E)+n o

L'équation (F) deviendra ainsi,

&% B &Y

N N N

dp
db

v,

N N
\../\../

& & &%

S
&
~~
.

) (4P
)+P -(d—c‘).
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o6=m.r*cos.*d. (‘ZM’)+nr’. cos.*f. ( )+p r*.cos.*d. (d CI)

# () (G ) (30) ©

dp’ dP' dP'
. n 2 " 2 7 [
<+ m” . cos. 9.(——da) +n".cos. 3.(——-—db>+p +CO8. 0.(dc)

+¢.{2rM'.cos. 80— P .sin.0.cos.0}.

Dans la théorie de Ja lune, on néglige lcs perturbations que son
action produit dans le mouvement relatif du soleil autour de la
terre , ce qui revient a regarder sa masse comme infiniment petite.
Alors les variables &, y/, 2/, relatives au soleil , sont indépendantes
dex,y, z, et Péquation (G) alieu dans cette théoric ; il faut done
que les valeurs trouvées pour r, v ct 8,y satisfassent, ce qui donne
un moyen de vérifier ces valeurs, Si les inégalités observées
dans le mouvement de la lune, sont le résultat de lattraction mu-
tuelle de ces trois corps, le soléil, la terre et la lune, il faut que les
valeursder, v & 0, tirées des observations , satisfassent a ’équa-
tion (G), ce qui donne un moyen de vérifier la théorie de la
pesanteur universelle ; car les longitudes moyennes de la lunc, de
son périgée, et de son noeud ascendant, entrent dans ces valeurs,
et I'on peut prendre pour a, b, ¢, ces longitudes.

Pareillement , si dans la théorie des planétes, on néglige le
quarré des forces perturbatrices, ce qui est presque toujours per-
mis ; alors, dans la théoric de la plancte dont les coordonnées sont
x, ¥, z, on peut supposer que les coordonnées &, y', 7/, a”, &ec.
des autres planétes , sont relatives a leur mouvement elliptique,
et par conséquent, indépendantes de x, 7, z ; Péquation (G ) a donc
encore lieu dans cette théorie.

15. Les équations différentiellés du n°. précédent

ddr  r.dv "y dis dQ
T de T (m)
dv
d.(r 7;° Cos- 0) dQ ; (H)
dt dy

. dds dvt ardr.df dQ
"I +r. .sm.O cos.0+——a—‘.—-— (de)
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ne sont qu'une combinaison des équations différentielles (i) du
méme n°. ; mais elles sont plus commodes, et plus adaptées aux
usages astronomiques. On peut leur donner d’autres formes qui
peuvent étre utiles dans diverses circonstances,

Au lieu des variables ret 8, considérons celles-ciu et s, u étant

égal é i —, ou a I'unité divisée par la projection du rayon vec-

teur, surle plan des x et des y ; et s étant égal a tang.8, ou a la
tangente de la latitude de m au-dessus du méme plan. Si 'on mul-
tiplic la seconde des équations (H) par r*dv.cos. 8, et qu'ensuite,
on lintégre; on aura

() =r+as(7)

h étant unc constante arbitraire; on a donc

dt = - _______d_m'
wV wraf (P)5

Si Yon ajoule Ja premiére des (’quations (H) multipliée par —co0s.9,

.0
a la troisitme multipliée par b on anra
. :
d*. -

e (D))

d’oli 'on tive

du ‘dv d s [d
d.(@)*‘;—d’—u .dt. {(dS)-{-;-(-‘—ig).
In substituant pour d¢f, sa valeur précédente, et regardant dv
comme constant, on aura
aQ
(%)

ddu dQ dQ

0——(_17;+u+(dv> wdv (du)
wta.f x)_-;

La troisiéme des équations (H) deviendra de la méme maniére,

en y iraitant dv comme constant,

o—--—-:‘;i:;-{-v-t- dv'(fio> (1+ss)( ) —1S. (dQ)
o/ ()5
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On aura donc, au lieu des trois équations différentielles (H ), les
suivantes :

o=+t ()i —(a) =

h'+1_/ (i?)
us.(%g)—(l-i-ss).(%g
oo (@) )

Si Pon veut éviter les fractions et les radicaux ; un pourra donner
a ces équations , la forme suivante :

ddt  adudt n(dQ) e

_dds aqQ
o= EF+S+¢1V (tl )

O:EV_' udy® we dv dv"

o=(221a). {142 ( ) <)
(

(6 -1 @
) 1) 2
+;£u—;.{ds (;IVQ) us. (dQ) —(143s). (dQ)}.

En employant d’autres coordonnées, on formeroit de nouveaux
systémes d’équations différentielles : supposons , par exemple, que
Yon change les coordonnées x et y, des équations (Z) du n° 14,
en d’autres relatives a deux axes mobiles situés sur le plan de ces
coordonnées, et dont le premier indique la Jongitude moyenne du
corps m, tandis que le second lui est perpendiculaire. Soient x, et ,
les coordonnées de m, relativement & ces axes, et désignons par
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nt+1, la longitude moyenne de m, ou l'angle que l'axe mobile
des #, fait avee Paxe des & ; on aura

X ==2,.C08,(nt+4e)—y 8N (nt+s) ;

y =ug,.sin,(nt+e¢) 4+ y,.cos.(nt+s) 3
d’ot1 'on tire , en supposant d¢ constant,
ddx.cos.(nt++)+ddy.sin. (nt+s) = ddx,~—n"x,.di* — a'ndy,.dt ;
ddy .cos.(nt++)—ddx.sin. (nt++) = ddy,~n’y . dt"+2ndx,.dt.
Fn substituant dans Q, au lieu de x et de y, leurs valeurs précé-
dentes; on aura

%) (ZQ) c08. (nH_,)_._(.—-Q) sin, (nt4+¢);

(59~ (1) s (D)o

Cela posé, lcs équations différentielles (i) donneront les trois sui-
vantes:

&z dy,  (dQ

0= gF T Ty zLL)
dy, dz, [dQ

o= Y —niy,+an. 2 dy) (M)
Az (dQ

0= P -i;)’

Apres avoir donné les équations différentielles du mouvement
d’un systéme de corps soumis & leur attraction mutuelle, et aprés
cn avoir déterminé les seules intégrales exactes que l'on ait pu
obtenir jusqu’a présent; il nous reste a intégrer ces équations, par
des approximations successives. Dans le systéme solaire , les corps
célestes se meuvent a-peu-prés, comme s'ils n'obéissoient qu’a la
force principale qui les anime, et les forces perturbatrices sont
peu considérables 5 on peut donc, dans une premiére approxima=
tion, nc considérer que l'action mntuelle de deux corps, savoir,
cclle d’une planéte ou d’une cométe et du soleil, dans la théorie
des planétes et des cometes ; et Paction mutuelle d’un satellite et de
sa planete, dans la théorie des satellites. Nous commencerons ainsi

par
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par donner une détermination rigoureuse du mouvement de deux
corps qui s’attirent: cette premiére approximation nous conduira
a une seconde dans laquelle nous aurons égard a la premiére
puissance des forces perturbatrices ; ensnite, nous considérerons
les quarrés etles produits de ces forces ; en continuantainsi, nous
déterminerons les mouvemens célestes avec toute la précision que
les observations comportent,

MiicaN. ctr. Tome 1. Y
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CHAPITRE IIL

Premiére approximation des mouvemens célestes , ou théorie
du mouyement elliptique.

16. Nous avons déja fait voir dans le premier Chapitre, qu’un
corps attiré vers un point fixe, par une force réciproque au quarré
de Ja distance,, déerit une section conique; or dans le mouvement
relatif du corps m autour de M, ce dernier corps étant considéré
comme en repos, il faut transporter en sens contraire a m, Pac-
tion que m exerce sur M ; ainsi, dans ce mouvement relatif, m
est sollicité vers M, par une force égale & la somme des masses M
et m, divisée par le quarré de leur distance ; le corps m déerit
donc une section conique autour de M. Mais Pimportance de cet
objet dans la théorie du systéme du monde, exige que nous le
reprenions sous de nouveaux points de vue.

Pour cela, considérons les équations (K) dun® 15. Sil'on fait
M+ m=uy, il est visible, par le n° 12, qu'cn n'ayant égard qu'a
Paction réciproque de Met de m, Q est égala :f, oud —22—

. L. Vi +ss;
les équations (K) deviennent ainsi,
dv
_ ddu “®
T dw h’-(l+5$)};
__dds
=anTe

L’aire décrite pendant Pélément de temps d ¢, par la projection du
L .y .
rayon vecleur, étant égale a %.;:-' ; la premiére de ces équations

nous apprend que cette aire est proportionnelle a cet élément, ct
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qu'ainsi, dans un temps fini, elle est proportionnelle au temps.
La derniére équation donne en Pintégrant,

s=19y.sin.(v—1>0),
¥ et  étant deux arbitraires. Enfin, la seconde donne par son
intégration
R
k(1 4192)
e et = étant deux nouvelles arbitraires. En substituant dans cette
expression de #, au licu de s, sa valeur en ¢, ct substituant en-

1/1+s: .

>

. {V1+ss+ecos. (v—=)}=

. . . d .
suite cette expression, dans ’équation dt= Z—E: s Yintégrale de

cette équation donnera ¢ en fonction de-v ; on aura donc ainsi v, »
ct s, en fonctions du temps.

On peut simplifier considérablement ce calcul , en observant que
la valeur de s indique que Jorbite cst toute dans un plan dont
est la tangente d’inclinaison sur le plan fixe, et dont 8 est la longi-
tude du necud, comptée de Vorigine de 'angle v. En rapportant donc
a ce plan, le mouvement de m ; on aura s=o et =0, ce qui
donne

u:%: -;—:; {14e.cos.(v—m)}.
Cette équation est & une ellipse dans laquelle lorigine des r est au
h?

s.(1—e)
e estle rapport de Pexcentricité au demi-grand axe; enfin, = est la

foyer :

est e demi-grand axe que nous désignerons par a;

longitude du périhélie, L'équation di= f{:’ devient ainsi,

3 3
e (1=¢*)i.dv
Z‘/Ta. {1+e.cos.(v— ru)}"
Développons le second membre de cette équation, dans une série
de cosinus de I'angle ¢ — =, et de ses multiples. Pour cela, nous

dt

commencerons par déyelopper dans une série

1
. 14e.cos.(v—a) '’
semblable. 8i Pon fait

e
A== ;
I+V1—¢"

Voa
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on aura

-—(v—'ﬂ).‘/'—l
1 _ 1 e L
1—Ec.cos.(v—w)'" t/l-:—c;. -+ c(v-—v}.‘/:.x 4 c-—(v—q}.‘/'—l

¢ ¢tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est unité. En
développant le second membre de cette équation, en série; savoir,

(v=m)/ =1

le premier terme rclativement aux puissances de ¢

A

etle second terme relativement aux puissances de )
et en substituant ensuite, au lieu des exponentielles imaginaires
leurs cxpressions en sinus et cosinus; on trouvera
1 1
14e.co8. (v=—m) = Vi—¢é
« {1=ax.c0s. (y—=) + 22", c03. 2 (v—5 )—322°, c08.5(v—= ) + &c. }.

~ . . 1
Nommons ¢ e second membre de cette équation , et faisons g= - ;
[
nous aurons généralement,
L e"'"“".d"‘.(-(?—-)
== i/,
{14e-cos.(v—s)}mt: 1.2.3....m.dgn ’

dg étant supposé constant, et les signes + ou — ayant lieu, suivant
quo m ¢st pair ou impair. De-la, il est aisé de conclure que si I'on
fait

1 3
(e ettt
{1 +E(‘).cos.(v-—-@)—!-E(”.cos.z(v—-a)-}-E(").cos.S(v——w)+&c.};
onaura, quel que soit £,
B = 2 (14 Vi=E)
G+yi=e)

le signe + ayant lieu, si i est pair, et le signe ~ ayant licu, si i est
. . -1
impair; en supposant donic =a *.y/#, on aura
ndi=dy. {1+ Ecos.(y—=) + E, cos.2(v—a) + B, cos.3(v—a) + &e.} ;

ct en intégrant,

4= v+E(‘).sin.(v-w)+§.E‘“).sin.n(v-w)+}.E(’).sin.5(v—'v) +&e.
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étant une arbitraire. Cette expression de n ¢4+ est fort conver-
gente, lorsque les orbites sont peu excentriques, telles que les
orbites des planétes et des satellites ; et 'on peut, par le retour des
suites, en conclure Ja valeur de ¢ en ¢ : nous nous oceuperons de
cet objet, dans les n®. suivans.

Lorsque la planéte revient au méme point de son orbite, v est
augmenté de la circonférence que nous représenterons toujours

par 27 ; en nommant donc 7' le temps d’une révolution , on aura

3
aT ax.a3

Ve’
Cette expression de T peut étre immédiatement déduite de Pex-~
pression différentielle de d¢, sans reeourir aux séries. Reprenons

; . d sdy .
en eﬁ'et, l’équahon dt= h_:‘-’ oudt= L’:‘—, Elle dqnne T:ﬁ;’}.

Jr*dy cst le double de la surface de Dellipse, et par conséquent,
il est égal & am.a®. y/ 1—e¢'; de plus, A* est 6gal & wa.(1—e*) 5 on
aura ainsi la méme expression de T' que ci-dessus.

Si I'on néglige les masses des planétes, relativement & celle du
soleil , on a /%= /M; la valeur de y/u est alors la méme pour

toutes les planétes; T est donc proportionnel alors a a’l, et par
conséquent, les quarrés des temps des révolutions, sont comme
les cubes des grands axes des orbites. On voit que la méme loi a
lieu dans le mouvement des satcllites, autour de leur plancte,
en négligeant leurs masses relativement a cclle de la planéte.

17. On peut encore intégrer de cette maniére, les équations
du mouvement de deux corps M et m , qui s'attirent en raison
réciproque du quarré des distances. Reprenons les équations (1),
(2) et (5)du n® g; elles deviennent, en ne considérant que Pac-
tion des deux corps Metm, etfaisant M4+ m =g,

ddx p.x
o= am s
ddy wu.y .
0= —=+—— (0)
ddz p.z
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Les intégrales de ces'équations donneront,en fonctions du temps ¢,
les trois coordonnées x, ¥, z, du corps m, rapportées au centre
de M: on aura ensuite, par le n° g, les coordonnées ¢, 1 et 3
du corps M, rapportécs i un point fixe, au mpyen des équations
m z

Y —_ ™
—i y=a'+bt——

l=atbt———; M=g +bt— )
m M+ M+4m

M+
Enfin, on aarales coordonnées de m, par rapport au méme point
fixe, en ajoutant x4 ¢, ¥ a1, et 245 : on aura ainsi le mouvement
relatif des corps M et m, et leur mouvement absolu dans Pespace,
Tout se réduit donc & intégrer les équations différentielles ( O).
Pour cela, nous observérons que si 'on a entre les # variables
a0 &), a2, ., 2 et la variable # dont la différence est sup-
posée constante, un nombre » d’équations différentielles données
par la suivante :
d.x® di—r. 2 d—2 x()
o=~y T4 = di—s
dans laquelle on suppose s successivement égal a 1, 2, 3,.....7
A, B,.... H ditant des fonctions des variables a0), ), &c, , et
de ¢, symétriques par rapport aux variables x(), ), ., a(®, c’est-
a-dire, telles qu’elles restent les mées, lorsque 'on y change une
quclconque de ces variables dans une antre , et réciproquement ;
on peut supposcy
al= @), & H) £ B 2 [ RO )
2= g, &)L IO, g 4 RO )
e et b e e e e e e e e e e

) == g, gl L poh) gm0 | i) 50

vevsnnt HoxO)

a®), 80 o A5 e 6] &c., étant des arbitraires dont le nombre
est Z.(n—1). Il est clair que ces valeurs satisfont au systéme pro-
posé des fquations différentielles : de plus, clles réduisent ces
¢quations , & Z équations différentielles entre les z variables £+,
x0=i) L a™, Leurs intégrales introduiront #* nouvelles arbi-
traires qui, réunies aux i.(n—:) précédentes, formeront les in
arbitraires que doit donner I'intégration des équations différen~
ticlles proposées,
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Si 'on applique ce théoréme, aux équations (O); on voit que
z=ax+by, aetb étant deux arbitraires. Cette équation est celle
d’un plan passant par l'origine des coordonnées ; ainsi Porbite de :
est toule entiére dans un méme plan.

Les équations ( O) donnent

dd
o=d.( . ———f)ﬂa dx
d ,
o=a.(r. G ) +udry ; (@)
d
o=d(r —i—>+y dz

orendifférentiantdeux foisdesuite,I'équation rdr=xdx +ydy + zdz,
ona

r.d'r+3drddr=x.d's+y.dy+z.d'z
+3.(dx.ddx+dy.ddy+.ddz),

et par conséquent,

ddr & &y &'z
3 _ -
d.(r. dt“)-—r’.{x.dp-{-y dt‘+z'd¢ﬂ}

= dr ddy ddz)
+5r. dx. T +dy ™ —=4dz. St

En substituant dans le second membre de cette équation, aun lien de
d'z, d'y, d’z,leurs valeurs données par les équations (O"), et
ensuite , au lieu de ddx, ddy, ddz, leurs valeurs données par
les équations (O); on trouvera

ddr
o=d.(r’ ———)+ya’r

Si I'on compare cette équation aux équations (O’) ; on aura, en
dx dy d

vertu du théoréme exposé ci-dessus , en considérant —— T d{’ dj

dr . Lo

=;» comme autant de variables particuliéres x(), &, 2, xW;etr,

comme fonction du temps ¢ ;
dr=rdz4+y.dy;
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a, 3, ¢tant des constantes; et en intégrant,
ht
r= ;‘l""x +27;,
e . . .
Py étant une constante. Cettc équation combinée avec celles-ci,

z=ax+by ; r=a'+y+z°,
donne une équation du second degré , soit en x et y, soiten x et z,
soit en y et z; d’our il suit que les trois projections de la courbe
décrile par m autour de M, sont des lignes du second ordre, et
qu’ainsi, cette courbe étant toute dans un méme plan, elle est elle~
méme unc ligne du second ordre, ou une section conique. Il est
facile de s’assurcr par la nature de ce genrc de courbes, que le rayon
vecteur r étant exprimé par une fonction linéaire des coordonnées
x, ¥ ; Porigine dc ces coordonnées doit étre au foyer de la section.

. . h?
Maintenant I'équation r=—+a.& 4 3.y, donne en vertu des
équations ( Q),

he
_ ddr ("_‘,7
O=gE T T

En multipliant cette équation par dr, et en I'intégrant; on aura
dr "
r‘.——-wﬂyr-i-ﬁ—, +h*=0,
de a

o' étant une constante arbitraire. De-1a on tire

dt= ——

cette équation donnera » en fonction de ¢ ; et comme x, 5, = sont
donnés par ce qui précede, en fonctions de r; on aura les coor-
données de m, en fonctions du temps,

18, On peut parvenir a ces diverses équations, par laméthode
suivante qui a 'avantage de donner les arbitraires , en fonctions
des coordonnées x, y, z, et de leurs premitres différences ; ce qui
pous scra trés-utile dans la suite.

Supposops que #7== constante, soit une intégrale du premier
ordre
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1
ordre des équations (0), 7 étant fonction dc », ¥, z, 'dl ,

dy &z
» 7, nommons a'y ', 2 ces trois derniéres quantités. Liéqua-

tion /"= constante, donnera par sa différentiation ,

O*(dV dz  (dV\ dy dV) s (dV\ o' [dVY dy (nf) da'
=) at @)'z+<a'a+(a>'w+(d, cwt\a)a

mais les équations (O) donnent

dr' rx dy’ Ky dz Kz
TETE O WTTES e

on a donc Péquation identique, aux différences partielles

ot (or (B (B2 (e )

11 est clair que toute fonction de x, , z, &, §/, 2/, qui substituée
pour #, dans cette équation , la rend identiquement nulle , devient,
en Pégalant & une constante arbitraire, une intégrale du premicr
ordre des équations (O0).
Supposons

V=U+U'+U"+ &c.,
U étant fonction des trois variables x, y, z; U" étant fonction des
six variables x, v, z, &, ' 2', mais du premier ordre relative-
ment a ', 4, 2'; U” élant {onction des mémes variables, et du
second ordre relativement a &/, ¢/, 2'; et ainsi de suite. Substitnons
celte valeur dans I'équation (1), et comparons séparément 1° les
termes sans x', #', z; 2° ceux qui renferment la premire puis-
sance de ces variables; 3% ceux qui renferment leurs quarrés et
leurs produits, et ainsi de suite; nous aurons

dU dU’ dU' .
o=s iz o (57) (&)
v’ A/
)y )+ (%)
dv//! ({LN/'
)*f'(ﬂ +"(zz‘)}
2 dU” 1/ , (dU” dur ﬂfi
% <dx)+‘y (d_y)+z'(—d: 3 )+J’-( dy')+z'( d7 >}

MEcaN, ctr. Tome I, X

SN———
i
RAES
——
8
—
al &
=] g

S

(I



162 MECANIQUE CELESTE,
T’intégrale de la premiére de ces équations est, comme l'on sait
par la théorie des équations a différences partielles,

U' = fonct.{xy'—yx', xz'—za', yi'—zy', x,y,z}.
Ta valeur de U’ devant étre linéaire en &', ¥/, z'; nous la suppose-
rons de cette forme:

U=d.{xy—y&'}+B.(xz'—2z¥)+C.(yz'—zy') ;

A, B, C Hant des constantes arbitraires. Arrétons ensuile la

valeur de #” au terme U”, en sorte que U, U, &c. soient nuls;
la troisiéme des équations (1') deviendra

, (AU , (aU’ , (AU’
o=ux (7:) +y (—-{—1)7> + 2z '(dz )
La valcur précédente de U satisfait encore a cette ¢quation. La qua-
tritme des équations (I') devient

., (dU” L (AU , (U
o=x. iz +y.-;i}— +Z.-Z;—,

équaltion dont Pintégrale est

U’=lonct.{xy'—ya', az'—zx'; yi'—zy', ',y z'}.

Cette fonction doit satisfaire & la seconde des équations (I'), et
le premicr membre de celte ¢équation multipliée par d¢, est évidem-
ment égal & dU; le second membre doit donc étre la différentielle
exacte d’'unce fonction de &, , z. Or il est facile de voir que l'on
satisfait a-la-fois , a cetle condition, a la nature de la fonction U”,
et a la supposition que cette fonction doit étre du second ordre en
a'yy'y 7’5 en faisant
U=(D.y—E.&).(xy' =~y )+ (Dz—=Fx').(xz'—zx)
H(EI—Fy).(yd'—zy)+G.(s"+y"+5");

D, E, F, G élant des constantes arbitraires; et alors r étant

tgal a V't y +2°, ona
U_—_-i‘r-. (Dx+Ey+Fz+3G);

on aura donc ainsi les valeurs de U, U’, U”; et Péquation # = cons-
tante , deviendra
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const.=—* {D&+E]+Fz+aG}+(A+Dy—Ex) (xy'—yx')

+(B+Dz—Fx).(xz—zx)+(C+Ez——F_7).(_yz-—:_y)
+G. (2 4y +2").

Cette équation satisfait & Péquation (I), et par conséquent aux
¢quations différentielles ( O ), quelles que soient les arbitraires
4,B,C,D, E, F, G. En les supposant toules nulles, 1° &
Pexception de «; 2°. & 'exception de B; 3°. i Pexception de C, &e.,

. dr dy dz .
et restituant o™ lieu de &', ¥, z'; on aura les intégrales

__xdy —ydz . o xdz—zdr s ydz—zdy
T de PCTETTA re= dt ’
"/A d_y 1 ydy.dx = zds.dx
o= JS— (> I
f+x Lr dt‘ j+ d? + de 2

—p ",u. de*4 da*\ | xdr.dy  zdz.dy R s . (P
o=f +y ( ar )yt Y s ()

— I/f _ dxt-tdy? l xdr.dz  ydy.ds .
o=f +z'[r ar )yt T
0 ©__sm dx*- Ad)"-i— dz*

T a r d 4 /

c, cyc's f5 f'y [ et a étant des conslantes arbitraires.

Les équations diffi¢renticlles ( O) ne peuvent avoir que six inté-
grales distinctes du premicr ordre, au moyen desquelles, si Pon éli-
mine les différences dx, dy, d z, on aura les trois variablesx, y, z,
en fonctions du temps ¢ ; il faut donc qu’au moins, Pune des sept
intégrales précédentes rentre dans les six autres. On voit méme ¢
priori, que deux de ces intégrales doivent rentrer dans les cing
autres. En effet, puisque I'élément-seul du temps entre dans ces
intégrales ; clles ne peuvent pas donner les variables x, v, z, en
fonctions du temps, et par conséquent, clles sont insuflisantes
pour détcrminer complétement le mouvement de m autour de M.
Examinons comment ces intégrales n’équivalent qu'a cing inté-
grales distinctes,

d d;
Sj 'on multiplie la quatri¢me des équations (P) par s ty z;

X2
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xdz—zdx

dt¢

_p (rdy=ydz , [xdz—zdy ,I.‘(b’—-)’lll,‘) @ [dertdy
O_f'(—??z_—)+f'( de )+z'( dt '{; ( de )}

+ (.z: ly —_yrl.r) {xrlr.dz ydy.dz)

T N B TR T

¢t qu’on Pajoute & la cinquiéme multipliée par j on aura

xdy—yde zdz—zdr ydz—zdy

de 7 de 7 dt
valeurs données par les trois premicres des équations (P); on
aura

En substituant au lieu de , leurs

BN et L —fm ( b (lxa.{__d‘y—z 1 xdr.dz +‘yd’y.(lz.
lr dt> J dt‘ de °

“elle éc ualion rentre dans la sixicme des intégrales (P), eny fai-
C 8 3

sant 7= ‘_ﬂ , ou, 0= [¢"—f'¢"+f"c. Ainsi la sixitme des

inh’gru]cs (P) résulle des cing premitres, et les six arbitraires
¢, s ¢y fy f'y 7, sont lides entre elles par Péquation précédente.

Si Pon prend les quarrés des valeurs de f, f7, f*, données par les
équations (L), qu’ensuite on les ajoute ensemble, et que pour
abréger, on lasse [+ /" [" ={*; on aura

P N dx*4- dy -+ dz? rdr\* doe*+ dy* 4 dz® oK
o SR ). fere_se,

mais si Pon carre les valeurs de ¢, ¢, ¢”, données par les mémes
équations,qu’ensuite onles ajoule, et que Pon fasse ¢* 4 ¢ + ¢"*=h?*;

L, (A4 dy+dz rdr\s Py
! ( e “\a) T

Péquation précédente devient ainsi,
dx*+ dy*+dz? ap s —Dn
=T a7 TR
En comparant cctte équation , i la derniére des équations (P); on
aura 'équation de condition,
pw—=r
@

B

Ia dernicre des équations (P) rentre conséquemment dans les six

on aura
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premiéres qui n’équivalent ellessmémes qu’a cinq intégrales dis—
tinctes , les sept arbitraires ¢, ¢, ¢, f, f'y [, et a étant liées par
les deux équations de condition , précédentes. De-la il résulte que
Yon aura Pexpression la plus générale de /7, qui satisfasse a I'équa-
tion (), en prenant pour cctte expression, une fonction arbitraire
des valeurs de ¢, ¢, ¢, f, et f’, données par les cing premiéres des
équations (P).

19. Quoique ces intégrales soient insuflisantes pour détermi-
ner x, ¥, %, en fonctions du temps; clles déterminent cependant
la nature de la courbe décrite par m , autour de M. En efiet, si 'on
multiplie la premiére des équations (P) par z, la seconde par —y,
et la troisi¢me par 4 ; on aura, cn les ajoutant,

o=cz—cy+c'x,
équation & un plan dont la position dépend des constantes ¢, ¢, ¢”.
Si'on multiplic la quatri¢me des équations (P) par x ; la cin-
quiéme par y, et lasixiéme par z, on aura
o=fu+fy+f'z4u r--r’.(dx‘-*-:;ia+ dz,’)+ rdr
mais on a par le n° précédent ,

L [+ dy*+4dz* r.dr
e de de

.

de

= A H
partant,
o=pr—~+fx+y+["z

Cette équation combinée avec celles -ci, o=c"x —c'y +cz;
r* = x*+y"+2"; donne ’équation aux sections coniques, origine
des 7 ¢étant au foyer. Les planétes et les cométes décrivent donc
a trés-peu prés autour du soleil, des sections coniques dont cet
astre occupe un des foyers, et ces astres s’y meuvent de maniére
que les aires décrites par les rayons vecteurs, croissent comme les
temps. En effet , si 'on nomme dv, Pangle infiniment petit, inter-
cepté par les rayons r et r+-dr, on aura

. da*+dy*+dz* =r’dv’+dr;
Péquation

, (A4 dy*4dz rdr
r'( de )- an ="
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deviendra ainsi, r‘dv* = A°dt*; partant
dv = ’-“it
rl

On voit par-la, que l'aire élémentaire ;r’dy, décrite par le rayon
vecteur 7, est proportionnelle a 'élément de temps dt; Vaire dé~
crite pendant un temps fini, est donc proportionnelle a ce temps.
On voit encore, que le mouvement angulaire de m autour de M,
est, & chaque point de Porbite, réciproque au quarré du rayon vece-
teur ; et comme on peut, sans erreur sensible , prendre des inter-
valles de temps trés-courts, pour des instans infiniment petits ; on
aura, au moyen de I'équation précédente, les mouvemens horaires
des planctes et des cométes , dans les divers points de leurs orbites,

Les élémens de la section conique déerite par m, sont les cons-
lantes arbitraires de son mouvement; ils sont par conséquent

fonctions des arbitraires précédentes ¢, ¢, ¢’, f, f', f7, et % ;

déterminons ces fonctions. Soit § 'angle que forme avec axe des x,
Pintersection du plan de Porbite avec celui des x et des y, inter-
seclion que Yon nomme Zligne des neewds; soit ¢ inclinaison mu-
tuclle des deux plans. Si I'on nomme =’ et y’ les coordonnécs de m
rapportées & la ligne des nocuds, comme axe des abscisses ; on aura

&' =x.cos.0+y.sin.0 ;

¥ =y-.cos. 0—x.sm.4,
On a daillenrs

z=y'.lang ¢ ;
on aura dong
z ==y.cos.0.tang. ¢—w.sin.0. tang. s,

En comparant celle équation a celle-ci,

0= c”x-—C:}’"*'cz J
oI aura

¢' =o0.cos.f.tang. o ;

¢"=c.sin b, tang.o;
d’ou Yon tive

c/I

tang. 0 = =i

Vit

lang. ¢ = p
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Ainsi la position des noeuds, et I'inclinaison de P'orbite, sont dé-
terminées en fonctions des constantes arbitraires c, ¢, ¢’
Au périhélie, on a
rdr=o0; ou, xdx+ydy+zdz=o0
soientdonc X, Y, Z, les coordonnées de la planéte & ce point;
la quatriéme et la cinquiéme des équations ( P) du n®. précédent ,
donneront
Y_f

X f
Mais si on nomme I, lalongitude de la projection du périhélie,
sur le plan des & et des y, cetic longitude élant comptée de axe
desay;ona

Y
¥ = tang. I;

partant,

!

f
tang. I ==—;
ang 7

ce qui détermine la position du grand axe de la section conique.
dx*+-dy*- rlz(‘) redr*

Si de Téquation r’.( =4, on dlimine

du de
doi 4 dy* 4 dz . ,
_j.&{,‘ii, au moyen dc la dernicre des équations (P); on
aura '
wr? rrdr* T
aur - In =n*;

mais dr est nul aux extrémités du grand axe; on a donc & ces
points,
. a.h
O=r'=—2ar4-—:
“~
La somme des deux valeurs de r dans cette équation , est lc grand
axe de la section conique, et leur différence est le double de I'ex-
centricité ; ainsi, a est le demi-grand axe de Porbite, ou la dis-

, h?
tance moyenne de m & M ; et l/x—- pry est le rapport de Yex~

centricité au demi grand axe. Soite, ce rapport; ona, par le n® pré-
cédent,

v prnb
=T

a
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on aura donc xue=171 On connoitra ainsi, tous les élémens qui
déterminent la nature de la section conique, et sa position dans
Pespace.

20. Les trois équations finies trouvées dans le n° précédent ,
entrc x, ¥, z ct r, donnent x, y, z en fonctions de r; ainsi,
pour avoir ces coordonnées en fonctions du temps, il suflit d’avoir
le rayon vecteur r, dans une fonction semblable, ce qui exigo
une nouvelle intégration. Pour cela, reprenons 'équation

urt .dr Ao
QUP m— — —— =] ;
# a dts ’

on a, parlen® précédent,

= —E.(‘u’—-l")zay.(l—e’);

on aura donc
rdr

Ve Vzr—%-——a. (L—c")

Pour intégrer celte équation, soit r=a.(1 —e.cos.z) ; on aura
3

dt=

.d
dt= a‘/ﬁu (1—e.cos.u) ;
d’ou l'on tire en intégrant,
3
t+T==‘;—72.(u——e.sin.u),- ($)

T étant une constante arbitraire. Cette équation donne z, et par
conséquent, ren fonction de ¢; ct comme x, ¥, z, sont ddnnés en
fonictions de r; on aura les valeurs de ces coordonnées , pour un
instant quelconque,

Nous voila done parvenus dintégrer complétement les équations
différenticlles (O) du n® 17; ce qui a introduit les six arbitraires
a,e, 1,0, 0, etT:les deux premiéres dépendent de la nature de
Yorbite ; les trois suivantes (lépcndcm de sa position dans I'cspace;
ctla dernitre est velative a la position du'corps m , & une époque
donnée, ou, ce qui revient au méme , elle dépend de linstant de
son passage au périhélie.

Rapportons
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Rapportons les coordonnées du corps 7, a des coordonnées plus
commodes pour les usages astronomiques, et pour cela, nommonsy
I'angle que le rayon vecteur r fait avec le grand axe, en partant du
périhélie ; I'équation & V'ellipse sera

a.(1—e?)
14-e.cosv’

r=

L’équatxon r=a.(1—-e.cos.u), du n°. précédent, indique que «
est nul au périhélie, en sorte que ce point est 'origine des deux
angles z et v ; et il est facile de s’assurer que I'angle u est formé par
le grand axe de l'orbite, et parle rayon mené de son centre, au
point ou la circonférence décrite sur le grand axe comme dia-
meétre, est rencontrée par 'ordonnée menée du corps m, per-
pendiculairement sur le grand axe. Cetangle est ce que 'on nomme
anomalie excentrique, et Pangle v est V'gnomalie vraie. En com-
parant les deux expressions de 7, on a
1—e

[~==£.C08. ¥ == ————
14-e.cos.y $

tang. fv= l/-:-—ts tang. : u.

SiYon fixe Porigine du temps £, & instant méme du passage da
corps m, par le périhélie , T'sera nul; et en faisant pour abréger

‘-/-—:‘i— n, onaura) n = u—¢.sin.z. En rassemblant ces équations

ar ' ISR
du mouvement ﬂe m, autourde 4 ; on aurs,

d’ou Yon tire

nt= u—e.s_m. u
r=a.(1—e.cos.u)
1 e 1 +
tang. ;v = Py tang.;u
Pangle nt étant ce que Pon nomme anomalie moyenne. La pre-
miére de ces équations donne z en fonction du temps £, ct les
deux autres donneront r et v, lorsque z sera déterminé. L’équation
cntre u et ¢ cst transcendante, et ne peut étre résolue que par
approximation. Heureusement , les circonstances des mouvemens
célestes donnent licu 2 des approximations rapides. En effet, les
MEcan. cin. Tome 1. Y
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orbes des corps célestes sont ou presque circulaires; ou fort excen-
triques, et dans ces deux ¢as, on peut déterminer u en ¢, par des
formules trés-convergentes que nous allons développer. Pour cela,
nous donnerons sur la réduction des fonctions en séries , quelques
théorémes généraux qui nous seront utiles dans la suite.

21. Soit % une fonction quelconque de «, que 'on propose de
développer par rapport aux puissances de . En représentant ainsi
cette suite, -

zi=u+ta.q, 4o, qa+u Gieeeeee Faig, +2 g, + &
u, ¢,, ¢,, &c., étant des quantités indépendantes de « ; il est clair
que u est cc que devient «, lorsqu'on y suppose a=o0, et que
Pon a quel que soit 7, '

dll
(d )‘-'-'31.2.5...." 9h+9 5-:-(n+1)ad q”+l+ &c.,

la différence (d_—") étant prise en faisant varier tout ce qui dans
&
doit varier avec «. Partant,si 'on suppose apres les différentiations,

. du
=0, dans Pexpression de (ﬁ) ; on aura
@

d'u
_ @
LLYPY
Si u est fonction des deux quantités « et «', et que 'on propose de
le dévclopper par rapport aux puissances et aux produits de « et
dea’; en représentant ainsi cette suite ,
uv=u+e.q, . +2¢,, .+ &
+a'og,, fedeg,, + &c
+a*.g,,, + &c.;
lc coefficient ¢,  ,+, du produit «".«’", sera pareillement égal a
det'y
1.23....n. 1.2.3....8°
« et ' étant supposés nuls apres les différentiations.
En général , si u est fonction de «, ', «’, &c., et qu'en
le développant dans une suite ordonnée par rapport aux puis-
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sances et aux produits de «, «', «”, &c., on représente par
a"a'" . a"M &C. gn, n, n” &, l€ terme de cette suite quia pour

facteur, le produit 2”.a'".2""", &c. ; on aura

At ke y
_ dar.da'” . da’". &,

] = ’
W e : el e .
In.n', n” e 1.2.3....n.1.2.3....0.1.2.5....n". &c.’

pourvu que Pon suppose «, ¢, a”, &e., nuls apres les diffépentia-
tions.

- Supposons maintenant que ¥ soit fonction de «, ', <", &c., et
des variables ¢ , ¢/, ¢', &c.; si par la nature de cette fonction , ou
par une équation aux différences particlles qui la représente, on

parvient & obtenir
drtn'rke. gy
- -
(d at.da'. &c.) !

en fonction de z, et de ses différences prises par rapport 4 ¢, ¢/, &e. ;
en nommant F cette fonction,lorsqu’on y change z dans u, u étant
ce que devient ©, lorsqu’on y suppose «, 2/, &c., égaux a zéro; il
est visible que P'on aura g¢,, ., &., en divisant F par le produit
1.2.5....72.1.3.5.... 7', &c.; en apra donc Taloi de la série dans
laquelle © est développé

Soit d’abord « égal & une fonction quelconque de t4a, '+,
t’+a", &c., que nous désignerons par ¢(t+a,t +o, t"'+2", &c.);
dans ce cas, la différence quelconque i de «, prise par rapport
a «, et divisée par do, est évidemment égale & cette méme diffs-
rence prise par rapport & t, ct divisée par @ #. La méme égalité a
licu entre les différences prises par xapport A 2’ et £/, ou par rapport

Y

ax"ett’, &e. ; d’ou il suit que on a généralement
dn-t-n/-f-n”-f'&c._u dnt=n =t/ = &e. g
(du" da' v daln &c.) - (dt" ae.diem, &c;‘)
En changeant dans le second membre de cette équation,zen u,
cest-a-dire, en ¢ (¢, £,¢", &c.) ;on aura, par ce qui précéde,

(d,+u,+n//,o~&e: RV &c.))

T dp.dt v de v &e.
. .n.1.2.3....n.1.3.3....n". &c.

Y 2

Yu. n’, n¥ %, =?25~
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Si u est seulement fonction de £4«, on aura

—_ ) .

" 9.3, .. .n.den?

pariant

_ doo(t) a* di(t) a3 L di.e(t)
s(ttea)=o(t)Fe. dt Ry dee " 1,2.3" do

+ &e.; (i)

Supposons ensuite quex, au lieu d’é¢tredonné immédiatementen «

et £, comme dans le cas précédent, soit une fonction de x, x étant
. for . dx d

donné par Péquation aux différences partielles, ('d_;> =z, (—;‘-),

dans laquelle z est une fonction quelconque de x. Pour réduire u

dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de «-, il faut

d.n
verlu de 'équation proposée aux différences partielles
cq prop P )

(#)=(2)-(&)==() &)

on aura donc
du . d.fzdu ] .
(7)) ®

En différentiant cette équation par rapporta «, on aura

ddu _ dd., zdu
do ] '_El'fiiT )’

or I'équation (£) doune en y changeant  en fzdu,
d.[zdu d.fz*du
(Fa)= ()
ddu dd.[z*du
(@)= )
Ein différentiant encore par rapport & «, on aura

(@) = (i)

or I'équation (4) donne en y changeant u en fz*du,

d./wdu\  [d.[2du
da ~( dt )’

, , d'u
déterminer la valeur de (-——-) dans le cas de «==0; or on a, en

partant
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partant
d’u _ 3. (23du
d3) = ( dee [

En suivant ce procédé, il est aisé d’en conclure généralement,

—, fdu
du . d.[z'du _ d .z(dt)
(d.z" “\Tdr )T dr—

Supposons maintenant, qu’en faisant « =0, on ait =T, T étant
une fonction de ¢; on substituera cette valeur de x, dans z et dans «.
Soient Z et u, ce que deviennent alors ces quantités ; on aura dans
la supposition de e =o,

—1 n du
dn . Z T
)= T

et par conséquent, on aura, par ce qui précede,

-1 n du
.z 7Y

In= 1.2.3.. ..n.(ft”—‘ ’

, du ; du
« d. (Z dt) o3 (Z d)

Z du
u=ute .Eﬁ-z_.;. dt +x.a.3' de»

1l ne s’agit plus maintenant que de déterminer la fonction de ¢
et de «, que x représente ; en intégrant I'équation aux différences

. d d
partielles (%) =z (—5) Pour cela, on observera que
3

dx-(———) lt+< )du,

. . dx dx
en substituant au lieu de o) s valeur z. —; )» onaura

dx-:(‘fi—f-). {dt+zda}=(%§).{d.(t+¢z) — (gf).dx} ;

on aura donc

ce qui donne

+&e.; (p)

dx
_d._t').d.(t-i—az)

e (2)- ()

dx=
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ce qui donne en intégrant, x =¢ (t4+az), ¢ (t+az) étant une
founction arbitraire de {4+«z; en sorte que la quantité que nous
avons nommée T, est égale & ¢ (f). Ainsi, toutes les fois que on
aura entre x et «,une équation réductible acette forme ,x=¢(t+az);
la valeur de u sera donnée par la formule (p ), dans une suite orx-
donnée par rapport aux puissances de «. '

Supposons maintenant que « soit une fonction des deux varia-
bles x et &', ces variables étant données par les équations aux diffé-

rences partielles ,
dx dx dx' , {dx'
() =) &)=+()
dans lesquelles = et z’ sont fonctions quelconques de x et &”. 11 est
fucile de s’assurer que les intégrales de ces équations sont
x=¢(t+az) ; o= (¢ +47);
o(t+az) ct 4 (t'+a'z") étant des fonctions arbitrairves, P'une de
t+az, cl lautre, de ¢'+4'z. On a de plus
du du du , (du
@)=F) @)=~
Cela posé, si Pon congoit &' éliminé de = ct de z, au moyen de
Péquation &'=+ (¢ +«'z’); u et z deviendront des fonctions de «,
«', ¢l ¢ sans e ni ¢ ; on aura donc par ce qui préceéde,

s [ du
du _ d 2z -(z)
da) — din— '

Si Yon suppose «=o0, apres les différentiations , et side plus, on
fait dans le second membre de cette équation v =¢ (t 4+ «2"), ct

du du
par conséquent ; on aura dans ces suppositions

(dn—l -
du
d4n> di—? )

et par conséquent,

- (D)

dp—s
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On aura pareillement,

nf—-l
d"’
d n"‘ T

en supposant «' nul apres les différentiations, et en suppos:mt de
plus dans le second membre de cotte équation, &'== (¢'+o'z'",
on aura donc

dut du™ dr=r.dr=v /7’

pourvu que l'on fasse « et «’ nuls aprés les différcntiations , et que
de plus, on suppose dans le second membre de cette équation,
x=o(t4ez’) ;3 &'=A(1'+d");

ce qui revient a supposer dans ce second membre , comme dans le

ddu
nn/—a
( dr+' y ) . ¢ (dadu.’)

premier,

x=10(t+2z) ; =t +d7),

. . dd
et & changer dans la différence partielle ( dulu’)’ de ce second
%

membre, z en z", et z’ enz’”. On aura ainsi dans ces suppositions ,
et en changeant de plus, z en Z, z' en Z’, et w en u,

ddu
neden/—2
d (d ad u')

I =\ T1.2.3....n1.2.3....0.dp—=1.df"—

En suivant ce raisonnement , il est facile d’en conclure que si
Yon a les r équations ,

x=p(t+ez);

&= (¢ +e5) ;

=T (t'+a"s");

&e.
z, 2, 2", &c., étant des fonctions quelconques de x, &', 2, &c.;
siPon suppose » fonction des mémes variables ; on aura générale-

ment
e d'"___
de.da'.d2" &e.

Tnonnnbe =\ ] .2.3...n.1.2.3...n .1.9.3.n” . &c. dev=r dein' =1 d 0 e,
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d'u
ourvu que dans la différence partielle{ ———————, on change
p q P da.dz .ds" . &c. )’ g
zen z* z' en 2™, &c., et quensuite on change z en Z, z'en Z',
2"en Z’, &c., & zenu.

§’il n’y a qu’une variable x, on aura

()= &)
~{(5)

"= s dr

partant

S'il y a deux variables x ¢t #'; on aura
du _ du
du) % \ar )’
en dillérentiant cette équation par rapport a «, on aura
ddu dz du ddu
dear) = \az) \ar )t \awa )

du , [du , .
orona(-=)=23"(-7); et en changeant dans cette équation,

dz , (dz
zen z,on a(d )—z ( ) done
(ddu dt) du)

dada dt

En supposant dans le second membre de cette équation, « et «f
nuls, ct en y changeant zenZ" z' en Z'¥, et u enu; on aura la

valeur de ( 374 ,), dans les mémes suppositions ; ce qui donne

" TpInt ddu ) 4.z du
o N7 (3 ) v (G ) (3)
G, 0 =d Vo ge (20N ([ .
* ( i )(&)

1.2.3....n.d", 1.2.3..,.0. gi'v'
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En continuant ainsi ; on aura la valeur de ¢,, ', »”, ., pour un
nombre quelconque de variables.

Quoique nous’ ayons supposé z, z, z’, z’, &c., fonctions de
x, a',2", &c., sans ¢, ¢, t’, &c.; on peut cependant supposer qu’elles
renferment ces derniéres variables : mais alors en y désignant ces
variables par ¢, ¢/, ¢/, &c., il faudra supposer ¢, ¢/, ¢/, &c.,

constans dans les différentiations, et restituer apreés ces opérations,
t, t, &c., aulien de ¢, ¢/, &e.

292. Appliquons ces résultats, au mouvement elliptique des
planétes. Pour cela, nous reprendrons les équations (f) du n°. 20.
Silon comparel’équation, nt=u—e.sin. z, ou, u=nt+e.sin.u,
aveccelle-ci, ¥ =¢(t+2z); ¥ se changeraenu, ¢t en nt,2 en e,
z en sin.u, et ¢ (t+2z), en nite.sin.u; la formule {p) du
n°. précédent deviendra donc

_ , . e d.{'(nt).sin? nt}
J(u)=(nt)+e.4 (nt).sm.nt+;—;. —
e d {J(nt).sin3nt} .
+1.2.5. nid et + &c'; (7)
d\'(n

t
4 (nt) étant égal a ) Pour développer cette formule, nous

ndt
observerons que ¢ étantlc nombre dont le logarithme hyperbolique
est l'unité, ona

otV =t c—nt.vV 1
3/ =1

i étant quelconque. En développant les seconds membres de ces
équations, et en substituant ensuite, aulieu de ™Y~ et dec™™ V™",
leurs valeurs cos. rn ¢4 {/—1.sin.rnt, ct cos. rnt—y/—\.sin.rnt,
r étant quelconque; on aura les punissances i de sin.n ¢, et de cos.n ¢,
développées en sinus et cosinus de Pangle n¢ ct de ses multiples;
cela posé, on trouvera

C»z.t/:—|+c—m-\/;-l ]
ey,

t :
siu.‘nt:( ) ;5 coslnt=

.sintnt4 &c.

s e
sinlnt4y——m-
1.2.3 .- +1.2.3.4

Mf:caN. ckL. Tome I. VA

. e .
sin.nt4 :sm.'n i+
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. e
= $innt———. {cos.2nt=—1}

— O (sin.nt—S.sin.n)

+ Tz%;; {cos.ént—ée.cos.znt—}-%.%g}

* 7.33574-{Sin'5"t—5-sin.5nt+f—:§.sin.m}

— ]—;_3:—5—6:; {cos.Gnt—6.cos.4nt+%.cos.ant—-g,f:i:‘;}
— &e.

Soil P cette fonction ; on la multipliera par 4'(nt), et on diffé-
rentiera chacun de ses termes, par rapport a ¢, un nombre de fois
indiqué par la puissance de e qui le multiplie,, d¢ étant supposé
constant ; on divisera ces différentielles, par la puissance corres-
pondante de zdt. Soit P’ Ja somme de ces différenticlles ainsi divi-
stes; la formule (¢) deviendra

N(u)=A(nt)+eP

Il sera facile d'obtenir par cette méthode, les valeurs de angle z,
el des sinus et cosinus de cet angle et de ses multiples. En suppo-
sant, par exemple, < (x) =sin.ix; onaura '(nt) =d.cos. int.
On multipliera la valeur précédente de P, pari.cos.int, et Ton
développera ce produit, en sinus et cosinus de I'angle n# et de ses
multiples. Les termes multipliés par les puissances paires de e,
seront des sinus, ct les termes multipliés par les puissances im-
paires , seront des cosinus. On changera ensuite un terme quel-
conque de la forme K.e".sin.snt; dans == Ke".s*'sin.snt, le
signe + ayant lieu, si r est pair, etle signe — ayant licu, sirest
impair. On changera pareillement un terme quelconque de la forme
Ke*t' cos. snt, dans 3 Ke* ™ s sin. sn ¢, le signe — ayant
lien si r est pair, et le signe + ayant lieu, si r est impair. La
sonume de tous ces termes sera la valeur de P’y et lon aura

sin. iy =sin.int+e P

SiTon suppose ¥ (©) =u, on aura 4'(nt) =1, etl'on trouvera
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, ¢ , e
u :nH—e.sm.nt+-”—2.2.sm.~znt+

3 {3 8in..3nt—3 sinnt)

ot
+1.2.3.4.2“ )

B
+1.a.5.4‘5‘2¢'
+ &e.

{#.sin.dnt—4. 2’ sin. ont}

. IR IV S
{5‘. sin. but—D.3*.sin.3nl +]——ﬁ . sm.nr}

Cetle série est fort convergente pour les planttes. Ayant ainsi
déterminé u, pour un instant quelconque; on en tirera, au moyen
des équations (f) du n®. 20, les valeurs correspondantcs deret
de u ; mais on peut avoir directement ces derniéres quantités
en séries convergentes, de celte maniére.

Pour cela, nous observerons que lon a par le n’ 20,
r=a.(1—ecos.u) ; or si dans la formule (q), on suppose
4 (1) =1=-e.cos.u,on aura {'(nt) =e.sin.nt, et par conséquent

besintnt+ ¢ dosindat et dh.sindnt
1=—2,C08. U=1-—¢,COS.NL T € SN R ————r T T
1.9 ndt 1.2.3  ntde

On aura donc, par I'analyse précédente,

r et e
~=1+4—=—2¢. C0s. nt ——.C08. 21t
a 2 2

3
———. {3.c0s.3nt=3.cos.nt}
1.3.9

et

i {4, cos.knt—4.2* cos.2nt}

e’

—1.2.5.4. a¢’

&
_1.9.5.4.5.25
— &c.

{ 5. c0s.5ni—b.3.cos.3nt+ ?-'i:.cos,nt}
1

. {6‘.005.6 nt—6.4‘.cos.4nt+§i§. z‘.cos.antj

Considérons présentement, la troisiéme des équations (f) dun®. 205
clle douns

. —
Bn. ;v t4e an;u
—_—— —
cos.v 1= CO3;U
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Fn substituant dans cette équation , au lieu des sinus et des cosinus ,
Ieurs valeurs en exponentielles imaginaires , on aura

Rt l/:{——e Ve }
e 1—e V=g )’
en supposant done

.

A= >

14 ‘/x—a'
on aura
oV — l—A.c"uV'.-x] ;
1—n.cV =1 j

el par conséquent,

log. (1—A.c=V=") =log. (1—A.cV —!
p—u g% ( ) = og: ( ) ;
V=
doli 'on tire, en réduisant les logarithmes, en séries,

. ar LY art |
g—.zu+2A.sxn.u+T.31n.2u+—-3—-.sm.5u+—[.sm.4u+ &e..

On aura par ce qui précede, «, sin. z, sin. 2z, &c., en séries ordon-
nées par rapport aux puissances de e, et développées en sinus et
cosinus de 'angle n¢ et de ses muluples il ne s'agit donc, pour
avoir v exprimé dans une suite semblable , que de développcr les
puissances successives de A, en séries ordonnées par rapport aux

puissances de e.
. e‘
Léquation # =2 ——, donnera par la formule ( p) du n° pré-

cédent,
iet i.(i48) et l(l+3) (i45) &b

1 1
;—-—; ,+3+ 1.2 2,_1_4 1.2 5—‘““ gi+0+ &C.;

¢l comme on a,u=1+‘/1—e‘; on aura
i | (g) i(i+3) (e i(i+3). (i+5)
M= [“H » + 1.3 \a L 1.2.3 < ) &c}

Cela posé, oti trouvera, en ne portant Papproximation que jus-
qu’aux quantités de Pordre e® inclusivement ,
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v=nt+ {se—.-i.e3+§é.e5} .sin.‘nt+ {Z—.e“—i.e‘+f§;.e“} .sin.ant
103 , 45

ffs_‘ﬁs}-w ______'_s}
+lm.e 64.9 .sm.ont+196.e 48o.e .8in. 4nt

. 1293 <
+ 2997 65 sin. 5n b eusin. Gnt,
969 950

Les angles ¢ et nt sont ici comptés du péribélie; mais si Pon
veut compter ces angles de Paphélie, il est clair qu'il suflit de faire ¢
négatif dans les expressions précédentes de r et de v. 11 suffiroit
encore d’augmenter dans ces expressions, 'angle n¢, de la demi-
circonférence, ce qui rend négalils, les sinus et les cosinus des
multiples impairs de n; ainsi les résultats de ces deux méthodes
devant étre identiques, il faut que dans les expressions de r ct
de v, les sinus et les cosinus des multiples impairs de » ¢, soient
multipliés par des puissances impaires de e, et que les sinus et
cosinus des mulliples pairs du méme angle , soient multipliés par
des puissances paires de cette quantité. C'est, en effet, ce que lc cal-
cul confirme & posteriori.

Supposons qu’au lieu de compter I'angle v, du périliélie;; on fixe
son origine, & un point quelconque ; il est clair que cet angle scra
augmenté d'une constante que nous désignerons par =, et qui
exprimera la longitude du périhélie. Si au lien de fixer lorigine
de ¢, & Vinstant da passage au périhélie, on le fixe & un instant
quelconque ; Vangle ¢ sera augmenté d’'une constante que nous

. . , r
désignerons par «—= ; les expressions précédentes de - et de v,
a

deviendront ainsi,
=1+1e"—(e—1e').cos.(nt+1—z)—(ie'—e').cos.2(nt+1—=v) — &c. ;

:nt+s+(-ze—{e’).sin.(nt+u-—a:r)+({e’—;—;e‘).sin.a(n4+u—w) + &c.;
v est la longitude vraie de la plantte, et né++ est sa longitude
moyenne , ces deux longitudes étant rapportées au plan de orbite.

Rapportons maintenant le mouvement de la planéte, & un plan
fixe, peu incliné 4 celui de Porbite. Soit ¢ Yinclinaison mutuelle de
ces deux plans, et 8 la longitude du noeud ascendant de lorbite
comptée sur le plan fixe; soit ¢ cette longitude comptée sur Je plan

r
a
14
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de 'orbite, en sorte que 8 soit la projection de ¢; soit encore v, la
projection de v sur le plan fixe. On aura
tang. (v,—0) = cos.¢.tang. (v —¢).
Cette équation donne v, en v, et réciproquement ; mais on peut
avoir ces deux angles 'un par autre, en séries fort convergentes,
de cette maniére.
On a conclu précédemment la série

ly=1lu+4A.sin u+—-—.sm 2u+ .sm 3u+ &e.

. [ l+%
tang. ;¢ —*‘/l-_—; Jlang e,

de Péquation

en faisant

Silon change ;v,env,—0; fucn v —¢; el l/—— en cos.¢; on
aura
C08.0— 1
A=———— == —lang.’; ?;
€03.9 41 8 x?
'équation entre ;v et Ju, scchangera dans équation entre v,—

et v—¢, ctla sérxe précédente donnera

y—=p— C‘—tang.'ﬂ.sin.a(v—-c’) + ;.lang. 4 2 o.sin. 4 (v —¢)
—}.tang.*19.c08.6. (v —€) 4 &ec.

Si dans T'équation entre f¢ et fz, on change tv en v—¢, tu

14 1
eny,—48, et 1=, 8 o, onaura
cos.

A=tang*Le,
ct
p—C=yp, — 9+tang *10.sin.2 (v, —0) 4 L.tang. ¢ fo.sin. & (v, —90)
+4.tang.ft 0.sin. 6. (v/~8)+ &c. v
On voit ainsi que les deux séries précédentes se changent récipro-
quement I'une dans Pautre, en changeant le signe de tang’o,
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et en changeant 'un dans Vautre, les angles v —0, et v—¢ On
aura v,—9, en fonction de sinus et de cosinus de n¢ ct de ses
multiples, en observant que 'on a, par ve qui précéde,

v=nit++eQ,
Q étant une fonction des sinus de angle nt4-¢—=, et de ses mul-
tiples; et que la formule (i) du n° 21, donne, quel que soit i,

%03, 08 et OF
sin g (v—6) =sin. i (nt++—C6+eQ) = {1—1 :QQ +i'n.§4-—&c.}

sini(nte—¢)

. Bed. Q0 %58
+ {WQ— 1.2.3 +1.2.3.:f,.—5-_&c'}
«cos.i(nt4s—¢).

Enfin, s étant la tangente de la latitude de la planéte, au-dessus du

plan fixe; ona
s =tang.¢.sin. (¢, —18) ;

et si 'on nomme r, le rayon vecleur r projeté sur le plan fixe , on
aura
r=r.(1 F8)i=r {1—is"+ist—&e};
on pourra donc ainsi déterminer v,, s et r, en séries convergentcs
de sinus et de cosinus de Pangle n ¢, et de ses multiples.
23. Considérons présentement les orbites fort excentriques,
telles que celles des cometes ; et pour cela, reprenons les équa-

tions du n°. 20,

a.(1—e)
r—=—m—m—mm—m——y
1+e.cos.v’

nt=uy—e.sinu;

tang. ;v =l/,—-;.tang.;u.

Dans le cas des orbites fort excentriques, e différe trés-peu de
Punité ; nous supposerons ainsi, 1—e =q, « étant fort petit. Si
Yon nomme D, la distance périhélie de la cométe ; on aura
D =a.(1—e)=uaa; Vexpression de r deviendra donc

(3—a).D D

[
cos.‘iv.{n+;—_—;tang.“§v}
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ce qui donne, en réduisant en séric,
D I3
re=——— 1——-—‘tan L1y tan “o-&c}
coriiy { 23— & + &
Pour avoir le rapport de v au temps ¢; nous observerons que l'cx-
| psi; q
pression de Pare par Ja tangente , donne

u= 2y, tang.ju. {1=~j.tang sy tang s u—&e.} ;
orona
tang.;u= ;—_—“.tang.;v,'
on aura donc

—_— T ' 4 et L B 1 @ ' ! '
=2. Vﬂ—_-_—ﬁ-‘.tanguu.{1-—;.(2—__;>Jang. AR <;—_—u> Jangf1o—&e.}

on a cnsuilg
gin,y = 2128 =a.tang.u. {1—tang* futang tu —&e.);
WU e . U — . T Ot / 2l vl
l+tang" B3 3 o 12 1

d’oir I'on tire
e.sinu=a.(1—2). l/—-— tang.; . {1—— tano“lv+< ) tang.! a—&c.}.
T'n substituant ces valeurs de u et de e.sin.u, dans Péquation
nt=u—e.sin.u;on aurale lemps ¢, en fonction de Panomalie ¢,
par uue suile Lrés - convergente; mais avant que de faire celte

3

substitution, nous observerons que I'on a parlen® 20,7 = a3, /7,
¢t comme D = aa, on aura

On trouvera, cela posé,

) :
D - .,
t-_-‘—l:.hng. 9. { +L——2.tang ((2 )) JAang g+ &(‘}.

§i lorbite est parabolique, =0, et par conséquent

W
;:-q-v-,;-f {tang{r+5.tang? 1o},
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Lc temps ¢, la distance D , ct la somme ¢ des masses du soleil et
de la cométe, sont des quantités hétérogénes, qui pour étre com-
parables, doivent étre divisées chacune par des umités de leur
espéce. Nous supposerons donc que la moyenne distance du solcil
a la terre est Punité de distance, en sortc que D est exprimé
en partics de cette distance. Nous observerons ensuite que si ’on
nomme T le temps d’unc révolution sydérale de la terre que
nous supposerons partir du périhélie; on aura dans I'équation
nt=u—e.sin.u, £=0, au commencement de la révolution
et z=27,a la fin, = étant la demi-circonférence dont le rayon

. . _3
estlunité; on auradonc nT=27;maisona, n=a 2. u= 1
a cause de ¢ = 1; partant

ar
V=71

La valcur de ¢ n’est pas exactcment la méme pour la terre, que
pour la cométe ; puisque dans le premier cas, elle exprime la
somme des masses du soleil et de la terre;au lieu que dans le
second cas, elle cxprime la somme des masses du soleil et de la
cométe : mais les masses de la terre ct de la cométe étant beancoup
moindres que celle du soleil; on peut les négliger, et supposer
que « est le méme pour tous ces corps, ct qu'il exprime la masse du

. . . axT
solcil. En substituant donc au lieu de /i, sa valcur Tl dans

Yexpression précédente de T'; on aura

D=.T . . 3t
t=r‘/—:;. {tang.2 v+ 5.tang’ s v}.
Cette équation ne renferme plus que des quantités comparables
cntre elles ; elle donnera facilement ¢, lorsque v sera connu ; mais
pour avoir v, au moyen dc £, il faut résoudre une équation du
troisiéme degré , qui n’est susceptible que d'une seule racine réelle.
On peut sc dispenser de cette résolution, en faisant une table des
valeurs de ¢, correspondantes & celles de £, dans une parabole dont
la distance périhélic est I'unité, ou égale & la moyenne distance de
la terre au soleil. Cette table donnera le temps correspondant a
Panomalie v, dans une parabole quelconque dont D est la distance
Mican. ckr. Tome 1. Aa
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3 . .
périhélic, en multipliant par D, le temps qui répond & la méme
anomalie , dans la table. On auraanomalie v, corrcspondante aw

temps ¢, en divisant ¢ par D%, et en cherchant dans la table,
Panomalie qui répond au quotient de cette division.

Supposons maintenant que Pon cherche 'anomalie v, correspon-
dante au temps ¢, dans une cllipse fort cxcentrique. Si I'on néglige
les quanlités de Pordre «* et que Yon remette 1 —e, au licu de «;
Pexpression précédente de £ cn ¢, dans Pellipse, donnera

.
=DV flang.ly+i.tang’ty }
Ve L4 (1—e).lang® iy, {t =Lt tang* ty—r.tangt fo}
On cherchera, par la table du mouvement des coméles , Yanomalie
qui répond au temps ¢, dans une parabole dont D seroit la dis-
tance périhélie ; soit U celte anomalie, et U+, Panomalie vraie
dans Tellipse , correspondantic au méme temps, x étant un trés-
petit angle. Si Yon substitue dans Yéquation précédente, U+x,
an lieu de ¢, et que Pon réduise le second membre, en série ordon-
néc par rapporl aux puissances de x; on aura, en négligeant lc
quarré de &, et le produit de x, par 1—e,

[ U4 Aangt - S
! D}.|f£ (tang.; Ut tang, ’U}+2.cos.4%U .
| T m——— _— b
Ve + (—l—l‘ﬁ.tmlg.';U. {1—tang U —3.tang*; U}

mais on a par la supposition,
3

DT‘/; 1 ] t
= A {tang. : U+ . tang* L U};

on aura donc, cn substituant au lieu du petitarc x, son sinus,
sin. & =+, (1—e).tang. + U. {4—5.cos.* s U—6.cos.*; U}.

Ainsi, en formant une table des logarithmes de la quantit¢,

L.tang.t U, {4—3.c0s.* s U—6.cos.* : U} ;

il suflira de leur ajouter le logarithme de 1— e, pour avoir celui de

sin. x; on anrapar conséquent, la correction & faire 4 'anomalie U,

calculée dans la parabole, pour avoir lanomalie correspondante

dans une ellipse fort excentrique.
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24. 1l nous reste & considérer’le mouvement dans une orbite
hyperbolique. Pour cela, nous observerons que dans ’hyperbole,
le demi-grand axe e devient négatif, et P'excentricité e, surpasse
Yunité. En faisant donc dans les équations (f) dun®. 205 ¢ =—a,

’

, el en substiluant, au lieu des sinus ct des cosinus ,

et vu—=

-1

lcurs valeurs en exponcnliclles imaginaires ; la premiére de ces
équations donnera _

ty i e -

— == {""—c}—u

= 2
a'*
La seconde deviendra
r=a. {te.(¢!+c)—1};

enfin, si Pon prend convenablement le signe du radical de la troi-
sitme équation, pour que ¢ croisse avec £, et par conséquent,
avee ¢'; on aura

et1 —1)
tnng = ‘/e__l {c“-}-:}

Supposons dans ces formules, 2’ =log tang. (;7 4+ 1), = étant Ia
demi-circonférence dont le rayon cst 'unité, ctle logarithme pré-
cédent étant hyperbolique; on aura

LY/ T

——=c.tang.#—log.tang. ({7t =) ;

a"

e 1} .
T=% \conm ’
tang.ly = l/-—-—.tang L@,

5 Eestle moyen mouvement angulaire durant lc temps ¢,
a*

du corps m , supposé mti circulairement autour de M, ala dis-
tance a’. Cet arc est facile & déterminer, en le réduisant en partics
du rayon : la premiére des équations précédentes, donnera par des
essais , la valeur de I'angle =, correspondante au temps ¢; les deux
autres équations donneront ensuite les valeurs correspondantes
deretdey.

t
L’arc

Aaz
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25, T exprimant la révolution sydérale d’une planéte dont @
est la moyennc distance au soleil ; la premicre des équations (f)
du n° 20, donnera nT=27; mais on a par le méme n°

‘/ [~
— =n; on aura donc
Py
3
27.at
T=~—.
Ve

SiT'on néglige les masses des planétes, par rapport a celle du soleif;
@ exprimera la masse de cet astre , ct cette quantité sera la méme
pour toutes les planétes ; ainsi, pour une seconde planéte dont @’
et T scroient la distance moyenne au soleil , et le temps de la
révolulion sydérale ; on aura encore

[ 27'_{? .
T'= T
T*:T":a:a";
cest-ii-dire, que les quarrés des temps des révolutions de diffé-
rentes plandtes, sont entre eux, comme les cubes des grands axes
de leurs orbiles; ce qui est une des loix découvertes par Kepler.
On voit par Tanalyse précédente, que cette loi n’est pas rigou-
reuse, et qu'elle n’a lieu qu’autant que I'on néglige laction des
planétes, les unes sur les autres et sur le soleil.

SiTon prend pour mesure du temps, le moyen mouvement de
laterre, et pour unité de distance , sa moyenne distance au solcil ;
I"sera dans ce cas égal & 27, ct 'on aura @ =1 ; 'expression pré-
cédente de T donnera donc w=1; dott il suit que la masse du
soleil doitalors étre prise pour unité de masse. On peut ainsi , dans
Ja théorie des plancles et des cométes , supposer x= 1, et prendre
pour unité de distance,, la moyenne distance de la terre au soleil;
mais alors, le temps £ est mesuré par Parc correspondant du moyen
mouvement sydéral de la terre.

on aura dorc

L’¢quation
1
aT.a’
T= —
Vi’

donne un moyecn fort simple de déterminer les rapports des masses



PREMIERE PARTIE, LIVRE IT. 18

des planétes qui ont des satellites , & la masse du soleil. En cffet,
M représentant cette masse, si Pon néglige la masse m dc la plancte
I} )
vis a-vis de M; on aura
3
i7T.a*
T=——
v M
Si Y'on considére ensuite un satellite une planéte quelconque m's
b
que l'on désigne par p, lamasse de ce satellite; par %, sa moyenne
distance au centre de ', ct par T, le temps de sa révolution sydé-
rale; on aura
b
ar.h?

Vatp

m’+p_h‘ T\*
o T et\1 )’

Cette équation donne le rapport de la somme des masses de la pla-
néte m’ et de son satellite, a la masse A du solcil ; en négligeant
donc la masse du satellite, eu égard & celle de sa planéte, ou cu
supposant le rapport de ces masses connu ; on aura le rapport de la
masse de laplancte, acelle du solcil. Nous donnerons, en trailant
la théorie des planctes, les valeurs des masses de celles autour des~
quelles on a observé des salellites.

partant,



190 MECANIQUE CELESTE,

CHAPITRE 1IYV.
Détermination des élémens du mouvement elliptique.

26. Arris avoir exposé la théorie générale du mouvement
elliptique, ct Ja maniére de le calculer par des suites conver-
gentes, dans les deux cas de Ja nature, cclui des orbes presque
circulaires, ctle cas des orbes fortallongés ; il nous reste a déter-
miner Jes ¢lémens de ces orbes. Si les circonstances des mouve-
mens primitifs des corps célestes ¢toient données, on pourroit faci-
lement en conclure ces élémens, En effet, si Pon nomme # la
vitesse de m , dans son mouvement relatif autour de M ; on aura
2 e dytde

- de ?
et la derni¢re des équations (p) du n®. 18, donnera

Fr=po -—=-1

lr o

Pour faire disparoitre p, de cette expression; nous désignerons
par U la vitesse que m auroit, 'l décrivoit autour de M, un
cercle d’un rayon égal a Punité de distance. Dans cette hypothése ,
on 8 r=a=1, ¢t par conséquent U*=p ; donc

V‘:U’.{;l—-:—z},

Cette équation donnera le demi-grand axe @, de I'orbite, au moyen
de la vitesse primitive de m, et de sa distance primitive a M. a est
positif dans ellipse ; il est infini dans la parabole, ct négalif dans
Phyperbole ; ainsi Porbite décrite par m, est unc cllipse, une
parabole ou une hyperbole, suivant que 2~ est moindre, égal ou

plus grand que U. ‘/ ;. 11 est remarquable que la direction du

mouvement primitif , w'influe point sur Yespece de la section
conique,
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Pour déterminer Iexcentricité ¢ rbite observerons que
Pour déterminer 1 tricité de Yorbite, nous ob q

st Pon nomme:, Iangle que fait la direction du mouvement relatif

dr , o
de m, avec le rayon vecteur r; on a i F*.cos’ee. En subs-

. . a2 1
tituant au lieu de /77, sa valeur w. { — } , onaura
r a

dr* 3 1 .
—_— T K. — «COS. ¢y
d # r a ’

mais on a par le n". 19,
wr? rdr .
QP = e s e == U QW (1 - .
M a dt:\ “ ( ))
on aura donc

a.(1—e) = r’.sil].’e.<?—{);
r a

ce qui fera connoitre Pexcentricité ae de Porbite.
L’¢équation aux scclions coniquces,
(l.{l—e"“)

T + e.cos.v ?
donne
a.(1—c*)—r
COS. ¥ =

er
On aura ainsi Pangle v que le rayon veeteur » fait avee la distance
périhélie, et par conséquent, on aura la position da périliélie.
Les ¢quations (f7) du n®. 20, feront ensuite connoitre Pangle «,
cl par son moyen, l'inslant da passage par le périhélie.

Pour avoir la posilion de Yorbite, par rapport a un plan fixe
passant par le centre de M, supposé immobile; soit ¢ 'inclinaison
de Yorbite sur ce plan, ct ¢ Yangle que le rayon r forme avec
la ligne des noeuds ; soit de plus, z I'élévation primitive de m,
au-dessus du plan fixe, élévation supposée connue ; on aura

r.sin.€.sinp==z;

en sorte que l'inclinaison ¢ de Torbite sera connue, lorsque I'on
aura déterminé €. Pour cela, nommons A, I'angle supposé connu que
fait avec le plan fixe, la direction primitive du mouvement relatif
de m ; sil’on consideére le triangle formé par cette direction prolon-
gée jusqu’a Ja rencontre de Ja ligne des nocuds , par celte derniére
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ligne, et par le rayon r; en nommant /, le ¢6té de ce triangle,

opposé a 'angle ¢, on aura
T ¢in. €

o, (e )
. 3 .
on a cnsuile / == 8iI. Ay On aura donc

z.sin. €

tang.¢ =

" T
r.sinA—=%.C0S, €

Les ¢lémens de Porbite de la planéte étant déterminés par ces for-
mules, en fonctions des coordonnées r et z, de la vitesse de la
planéte et de la direction de son mouvement; on peut avoir les
variations de ces élémens , correspondantes a des variations sup-
posées dans la vitesse et dans sa direction ; et il sera facile, par
les méthodes que nous donnerons dans la suite, d’en conclure les
variations différenticlles de ¢es élémens, dues a I'action de forces
perturbatrices,
Reprenons Péquation

fﬂ_ﬂ
7= af

Dans le cerele a==r, et par umscquultl/ =U. l/ - ainsi, les

vitesses des planctes dans des cercles différens, sont comme les
racines quarrées de leurs rayons.

- 2
Dans la parabole,’a = oo, partant 7 = =3 les vitesses dans

{cs différens points de Porbite, sont donc alors réciproques aux
vacines quarrées des rayons vecteurs , et la vitesse a chaque point,
est & celle quauroit la plancéte, si elle déerivoit un cercle d’un
rayon ¢gal au rayon vecteur r, comme /2 : 1.

Une ellipse infiniment applatie, se change en ligne droite, et
dans cc cas, # exprime la vitesse dem, il descendoit en ligne
droite vers M. Suppoqom que m parte de I'état du repos, et que sa
distance prumuve & M soit r; supposons de plus, que parvenu
& la distance 7', il ait acquis la vilesse 77; Pexpression précédente
de Ja vitesse, donnera les deux équations suivantes:

d'o
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d’ou1 'on tire
. 2.(r—r') .
=U. l/ e

c'est 'expression de la vitesse relative acquise par m, en partant
de la distance r, et en tombant vers M, de la hauteur r—7". On
déterminera facilement , au moyen de cette formule, de quelle
hauteur le corps m, mii dans une section conique, devroit tomber
vers M, pour acquérir, en partant de Pextrémité du rayon vec-
teur r, une vitesse relative égale a celle qu'ila a cette extrémité ;
car 7 étant cette derniére vitesse , on a
= U, f 3 1.
a) ;

mais le quarré de la vitesse acquise en tombant de la hauteur r—r’,

‘

(r—r) . .
est 2U°. ——; en ¢galant ces deux expressions , on aura donc
r

i 1(3a=—r)
r=r= 4a—r
Dans le cercle a=r, et alors r—r' =}r; dans Pcllipse, on a
r—r <;ir; a étant infini dans la parabole, on a r—~r'=1r; ct
dans hyperbole, ou a cst négatif, on a r—r'>;r.
27. L’équation
d.r’-{- d_y +dz* 2 1
T de e (? _Ez)
est remarquable, en ce qu’elle donne la vitesse indépendamment de
Vexcentricité de orbite. Elle est renfermée dans une équation plus
générale qui existe entre Je grand axe de Porbite, la corde de I'arc
elliptique, la somme des rayons vecteurs extrémes, ct le temps
employé a décrire cet arc. Pour parvenir & celte derniére équation,
nous reprendrons les équations du mouvement elliptique, don-
nées dans le n°. 20; en y sapposant pour plus de simplicité x=1.
" Ces équations deviennent ainsi :
__a.(1—e*) .
T 14e.cosv’
r=a.(1—e.cos.u);

3
t=a*.(u—e.sin.u).
MEcAN. céL. Tome I. Bbh
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Supposons que 7, v, u et ¢ correspondent a la premiére extrémité
de Yarc elliptique, et que 7, ¢/, &’ et ¢ correspondent a lautre
extrémité; on aura

,__a(1—e)

~ Itecosy’

rF=a.(1=e.co8.u’) ;

3
' =a*.(u'—e.si0.0).
Soit
u'—u v4u

t'—t=T H ——;—:C; -

=¢ ;5 r+r=2~R ;

si Pon retranche Pexpression de ¢,de celle de ¢/, et si l'on observe
qllc
sin. u'—sin.z =2 .sin. €.c0s.€’ ;
on aura
3
T=2q*. {—e.sin.€.cos.¢'}.
Si P'on ajoute Punc & Pautre, les deux expressions de 7 ct de »
enu ety et si Pon observe que
05. %'+ cos. = 2.¢c0s.6.c0s. ¢’ ;
on aura
R=2a.(1—e.cos..c0s.¢").
Maintenant, soit ¢ la corde dc l'arc elliptique; on a
/ ’
c=r4r*—a2rr.cos.(v—1v');
mais les deux équations
a.(1—e*)

= r—=a.(l==e.co8.u
14e.cos.v ’ ( )’

domment celles-ci ,

{cos.u-e} . a.\/ | —e.sin.u
» ; sin.y= —

cos.y=a.
On a pareillement
a- V1 —e.sinu’

a.(cos.u’' —e) .y,
; siny = ——— o —;

f, J r

cos. v =

on aura donc
rr . cos.(v—v' )=a*. (e—cos.u).(e~cos.u' )+a* (1—e* ). sin.u.sini';
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et par conséquent ,
c’*=2a".(1—e*). {1—sin.u.sin.2'—cos. u.cos. u'}
+a’e*. (cos.u—cos.u')*;
orona
sin.z.sin. &' 4 cos.z.cos, ' = 2.€0s.* € —1
€os. u —cos.ut' =2.s1n.6.sin.¢';
partant
*=4a’.sin2 €. (1—e*.cosC') ;
on a donc ainsi les trois ¢quations suivantes ,
R =2a.{1—ec.cos.€.c0s.¢} ;
T=2a. {¢—e.sin.€.c0s.€) 7
¢t =4a*.sin.*C. (1 —e*.c0s.* ¢'),
La premicre de ces équations donne

e.cos.¢ = 2e—R
2a.c0s.C’

en substituant cette valeur de e.cos. €', dans les deux autres, on

aura
- : ct R—3sa ¢ C]
_a.{ Ta sy
—R\*
¢* =4a’.tang*¢c. {cos.’c—(m ) 1.
2aa )}

Ces deux équations ne renferment point I'excentricité e; et si dans
Ja premiére, on substituc au lieu de ¢, sa valeur donnée par la
scconde; on aura T en fonction de ¢, R et a. On voit ainsi que le
temps T ne dépend que du demi-grand axe, de Ja'corde ¢, et de la
somme R des rayons vecteurs extrémes.
Si Ton fait
__%a—R+4c ,__2a—R—c

.*——————',‘

22a > 2a
la dernitre des équations précédentes donnera

c0s.26=z3+V(1—2).(1—z") ;
d'ott Ton tire,

2€==arc.cos.z’—arc.cos. z ;
BlL 2
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arc.cos.z désignant ici Parc qui a z pour cosinus ; on a par con=
s¢quent

sin. (arc.cos. z’) — sin. (arc.cos. z)

242

; expression de T deviendra donc, en

tang. ¢=
sa—R

on a ensuite 24z’ =

observant que si T est la durée de la révolution sydérale de Ia
terre dont Ja moyenne distance au soleil, est prise pour unité,

onaparlen® 16, I'=an;
3

2

r=22C", {arc. cos. z'—arc. cos, 2~ sin. (arc.cos.z’) +sin. (arc.cos.z)}
27

@)

Les mémes cosinus pouvant appartenira plusieursarcs, cette expres:
sion de T est umbigue, et il faut bien distinguer les arcs auxquels
répondent les cosinus z et z',

Dans la parabole , le demi-grand axe @ est infini, et 'on a
3

R+4c\*
! M ! o —_—
arc.cos.z —sm.(arc.cos.z)__é.( - ) .
En faisant cnégatif, on auralavaleur dearc. cos. z—sin.(arc. cos.z) ;
In formule (@) donnera done pour le temps T employé & décrive

Yarc sous-tendu par la corde ¢,
T 1 3
T=—. {(r+r+e)'=E=(r+1r—c)};

le signe —ayant licu y lorsque les deux extrémités de l'arc para-
bolique sont situées du méme coté de 'axe de la parabole, ou
lorsque I'une d’elles élant située au-dessous, Vangle formé par
les deux rayons vecteurs, est tourné vers le périhélie; il faut
cmployer le signe + dans les autres cas. T étant égal &

r . T .
565 ‘ou"; 25638 yona, —;;: q)o“", 688754.

; ¢

Dans Phyperbole, @ est négatif ; z et 2’ deviennent plus grands
quc l'anité ; les arcs, arc.cos.z et arc.cos.z’ sont imaginaires , et
Ton a en logarithmes hyperboliques ,

1 S
arc.cos.z:v__l.log.(z-l- Vz—1);
arc.cos.z' = — Jdog (4 +VZi"—1);

V=
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197
la formule (@) devient ainsi, en y changeant a dans —a,
3
T= E;—:-‘ (VA V=i —log.(z'+V z"—1)=log.(z4 V1)),

La formule(a) donneletemps qu'un corps emploie & descendre en
ligne droite versle foyer, en partant d’une distance donnée, avecune
vitesse donnée:: il suffit pour cela, de supposer Dellipse qu'il décrit
alors, infiniment applatie. Si Ton suppose, par exemple, que le
corps parte de I'état du repos, a ladistance 2 ¢ du foyer, et que
Pon cherche le temps T, qu’il emploic & s’en approcher  la dis-
tance ¢; on aura dans ce cas, R=2a+r;r=2a—c; cc qui

c—a .
donne z'=—1; z =— la formule () donnera donc

3 ‘ R
aT c—a 2ac—c

T—= —.{#=arc.cos. { —— + —_— }.
27T a a*

Il y a cependant une différence cssenticlle entre le mouvement
elliptique vers le foyer, et le mouvement dans une ellipse infi-
niment applatie. Dans le premier cas, lc corps parvenu au {oyer,
passc au-dela, et s’en ¢loigne a la méme distance dont il étoit parli;
dans Je second cas , le corps parvenu au foyer, revient au point
d’olr il éloit parti. Une vitesse tangenliclle a Paphélie , quelque
petite qu'elle soit, suflit pour produire cette différence qui n'in-
flue point sur le temps que le corps emploie a descendre vers le
foyer.

28. Les obscrvations ne faisant pas connoitre les circons-
tances du mouvement primitif des corps célestes; on ne peut pas
déterminer par les formules du n°. 26, lcs élémens de lears
orbites. Il est nécessaire pour cet objet, de comparer entre clles,
leurs positions respectives observées a dilférentes époques ; ce qui
présente d’autant plus de diflicultés , que Yon n’observe point ces
corps, du centre de leurs mouvemens. Relativement aux planétes,
on peut, au moyen de leurs oppositions ou de leurs conjonctions,
avoir leur longitude telle qu’on Pobserveroit du centre méme da
soleil. Cette considération jointe & la petite excentricité et au pea
d’inclinaison de leurs orbites & Pécliptique, donne un moyen fort
simple d'avoir leurs élémens. Mais dans Jétat actucl de I'astro-
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nomie, les ¢lémens de ces orbites n’ont besoin que de corrections
trés-1égéres ; et comme les variations des distances des planétes
a la terre, nc sont jamais assez grandes pour les dérober & nos
regards ; ont peut les observer sans cesse, et rectifier par la com-
paraison d’un grand nombre d’observations , les élémens de leurs
orbites, et les erreurs mémes dont les observations sont suscep-
tibles. 1l n’cn est pas ainsi des cométes ; nous ne les voyons que
vers leur périhélie: si les observations de leur apparition sont
insuffisantes pour déterminer leurs élémens ; nous n’avons alors
aucun moyen de suivre ces astres par la pensée , dans I'immensité
deYespace, et quand la suite des si¢cles les rameéne vers le soleil ,
il nous est impossible de les reconnoitre ; il est donc important de
pouvoir_déterminer par les scules observations de Papparition
d’une cométe, les élémens de son orbite ; mais ce probléme pris en
rigucur, surpasse les forces de 'analyse, et Pon est obligé de recou-
rir aux méthodes dapproximation , pour avoir les premiéres va-
leurs des ¢lémens, que Pon peut corriger ensuite avec toute la
précision que les observations comportent.

Si Pon fuisoit usage d’observations éloignées entre elles, les élimi-
nations conduiroient & des calculs impraticables; il faut donc se
borner & ne considérer que des observations voisines , et avec
celle restriclion méme, le probléme présente encore de grandes
diflicultés. Aprés y avoir réfléchi, il m’a paru gqu’au lien d’em-
ployer directement les observations, il est plus avantageux d’en
tirer des données qui offrent un résultat exact et simple, ctje me
suis assuré que celles qui remplissent le mieux cette condition,
sont Ja longitude ct la latitude géocentriques de la cométe, & un
instant donné, ct leurs premiéres et secondes différences divisées
par les puissances correspondantes de I’élément du temps ; car an
moyen de ces données, on peut déterminer rigoureusement ct
avee facilité, les élémens, sans recourir a aucune intégration, et
par la seule considération des équations différentielles de Porbite.
Cette maniére d’envisager le probléme, permet dailleurs d’em-
ployer un grand nombre d’observations voisines , ct de compren-
dre ainsi, un intervalle considérable entre les observations extré-
mes , ce qui cst trés-utile pour diminuer l'influence des errcurs
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dont ces observations sont toujours susceptibles, & cause dc la
nébulosité qui environne les cométes. Je vais d’abord présenter les
formules nécessaires pour conclure les différences premicres de la
longitude et delalatitude, d’un nombre quelconque d’observations
voisines ; je déterminerai ensuite les élémens de 'orbite d’une co-
méte, au moyen de ces différences; enfin, j’exposerai le moyen qui
m’a paru le plus simple, pour corriger ces élémens, par trois ob-
servations éloignées entre elles.

2Q. Soit & une époque donnée, « la longitude géocentrique
d’'une comtte, et 8 sa latitude boréale géocentrique, les lalitudes
australes devant étre supposées négatives. Si 'on désigne par s,
le nombre des jours écoulés depuis celte époque ; la longitude ct la
latitude géocentrique de la cométe aprés cet intervalle, seront ex-
primées en vertu de la formule (7) du n° 21, parles deux suites ,

da 52 [d*a s3 d3e. &
“ts. Tl—s)+:'<7l_§ +—_5<T t &e;

8 di s* [d*8 s AL .
+S'(;l_})+r;'<d_ﬁ>+x._m'<fl‘;3)+ &ec.
12 £ did

On déterminera les valcurs de «, (Eﬂ) , (%—) , &ec., 0, <d~;)’ &e.,
au moyen de plusicurs longitudes et de plusieurs lalitudes géo-
centriques observées. Pour y parvenir de la maniére la plus sim-
ple, consjdérons la suite infinie qui exprime la longitude géocen-
trique. Les coefliciens des puissances dc s, dans cette suite, doivent
étre déterminés par lacondition qu’elle doitreprésenter chaque lon-
gitude observée, eny subslituant pour s, le nombre desjours qui
lui correspond; on aura ainsi autant d’équations que d’observa-
tions ; et si le nombre de celles-ci est z, on ne pourra déterminer

X o . . da
aleur moyen , dans la suite infinie, que 2 quantités «, (d——s >, &e.

Mais on doit observer que s étant supposé fort petit, on peut négli-
ger les termes multipliés par s, ", &ec., ce qui réduit la suite
infinie, 4 ses » premiers termes que 'on pourrva déterminer par
les 7 observations. Ces déterminations ne seront qu'approchées,
et leur exactitude dépendra de la pelitesse des termes que Lon
néglige; elles seront d’autant plus précises, que s sexa plus petit,
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et que Pon emploiera un plus grand nombre d’observations. La
théorie des interpolations se réduit donc a trouver une fonction
rationnelle ctentiére de s, qui soit telle, qu’eny substituant pour s,
le nombre des jours qui correspondent & chaque observation, elle
sc change dans la longitude observée.

Représentons par ¢, ¢, ¢’, &c., les longitudes observées de la
comete, et par Z, 7, i, &c., les nombres des jours dont elles sui-
vent Pépoque donnée; ces nombres doivent étre supposés néga~
1ifs pour les observations antérieures 4 cette époque. Sil’on fait

¢ —0 €l € I
—— = —_— =, =" ; .3
i,—l: c > i"-— l:(' > I:”’-— i// > &C b
§6—4¢ EXZ N
—_——="C ; —_— =t (Col
i — ) 1 g ) &e q
53—823

—m=4C; &
&e.;

| e 2
Ya fonction cherchée sera
C4(s—i) I+ (s=i).(s—i' ). 8¢+ (s—i).(s—1i').(s—1"). 8¢+ &¢.
car il est facile de s’assurer que si I'on fait successivement s =1,
s=i’; s=1i", &c., elle se changera dans ¢, ¢, ¢, &ec.
Maintenant, si’on compare la fonction précédente, a celle-ci ,

da s [da
¢+S.<E;> + ;—;.({-rﬁ) 4 &C,;

on aura, en égalant les coefliciens des puissances semblables de s,
a=C6—i.86+i.0.8C— (.00 8¢+ &e.

(%)= e (i1') 86+ (i +il"+i1") . € —&e. 5
d*a
: (‘_I_) = (it i +17). 8¢+ o

les différences ultérieures de « nous seront inutiles. Les coefliciens
de ces expressions sont alternativement positifs etnégatifs; le coefli-
cient de 87€ est, abstraction faite du signe, le produit r & r,des r quan-
tités £, &, (..., dans la valeur de « ; il est lasomme des pro-

: N - . dz
duits des mémes quantités, r—1 ar—1, dans la valeur de ( J;) i

enfin
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enfin il est la somme des produits de ces quantités, r—2ar—z,
dans la valeur de l(lfi)

\ 2
SiTon nomme y, 3/, »*, &ec., les latitudes géocentriques obser-

) . di\ /d*
vées de la cométe; on aura les valeurs de 6, (;), (d—), &c., en
\ds s*

) . de\ [da
changeant dans les expressions précédentes de «, (d—f), (d-:>’ &e.,
s s?

les quantités ¢, ¢, ¢’, &c., en 3, ¥/, 3", &ec.

Ces expressions sont d’autant plus précises, qu’il y%a plus d’obsex-
vations, et que les intervalles qui les séparent, sont plus petits ;
on pourroit donc employer toutes les observations voisines de
Pépoque choisie, si elles étoient exactes; mais les erreurs dont
elles sont toujours susceptibles, conduiroient i un résultat fautif’;
ainsi pour diminuer Pinfluence de ces erreurs, il faut augmenter
Pintervalle des observations extrémes , a mesure que I'on emploic
plus dobscrvations. On pourra de cette maniére, avec cing obser—
vations , embrasser un intervalle de trente- cing ou quarante
degrés , ce qui doit conduire a des valeurs trés-approchées de la
longitude ct de la latitude géocentriques, ct de leurs premiéres ct
secondes diflérences.

SiVépoque que Yon choisit, est telle qu'il y ait un nombre égal
d’observations avant ct apres, de manitre que chaque longitude
qui la suit, ait une longitude correspondante qui la précede du

. e d.
méme inlervalle; cetle condition rendra les valeurs de «, (;1—->,
S

dse. . .

ot (d s’) , plus approchées, et il est facile de s’assurer que de nou-

velles observalions prises & égales distances de part et dautre de

Pépoque, ne feroient qu’ajouter a ces valeurs, des quantités qui

scroient, par rapport aleurs derniers termes, du méme ordre que
AW . - - .

e rapport de s"(’ﬁ) 4 «, Cette disposilion symétrique a lieu,

as

lorsque toutes les observations étant équidistantes, on fixe ’épo-

que, au milieu de Pintervalle qu’elles comprennent; il y a donc

de I'avantage 4 employer de semblables observations. En général,

il sera toujours avantageux de fixer I'époque, vers le milicu de
Muiican. cér. Tome I. Cc
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cet intervalle ; parce que le nombre de jours qui la séparent des
observations extrémes, étant moins considérable, les approxima~
tions sont plus convergentes. On simplifiera encore le calcul, en
fixant Pépoque, i Pinstant méme d’une des observations ; ce qui
donnera immédiatement les valeurs de « et de 0.

; . . dz du

Lorsque P'on aura déterminé par ce qui précede, ( E)’ ({i—s;),

dd d*8 . .
(;ﬂ) , el <;IF> ;5 on en conclura de cctic maniére, les différences
premieres ct secondes de « et de 8, divisées par les puissances cor-
respondantes de élément du temps. Si T'on néglige les masses des
planctes et des cométes , vis-i-vis celle du soleil , prise pour unité
de masse; si, de plus, on prend pour unité de distance, sa moyenne
distance a la terre; le moyen mouvement de la terre autour du
soleil, sera par le n° 23, la mesure du temps £; soit donc A le
nombre de sccondes que la terre décrit dans un jour, en vertu de
son moyen mouvement sydéral ; le temps ¢ correspondant au
nombre s de jours, sera As; on aura donc

de 1 d. da 1 d*a
(7)=(%) @)=%)
lLes observations donnent en Jogarithmes des tables, log.a=
4,05g4622 ; de plus, log. A’:log.A-{-log.%, R dlant le rayon du
cercle, réduit en secondes ; d’'ot résulte log, A* =2, 3750 ¥4k4; par-

. . dx d*a
tant, si Pon réduit en secondes , les valeurs de (d—> et de <§s—‘_)7
S

dt de
logarithmes de ces valeurs, les logarithmes, 4,0594622, ¢t 3,27504 44

. dz d?
on aura les logarithmes de <—) et de (—i>, en retranchant des

. . dj d*)
On aura pareillement les logarithmes de (Tt) etde <ﬁz— , en re-
[4

tranchant respectivement les mémes logarithimes, des logarithmes
de leurs valeurs réduites en secondes.

d: 15 d)
Clest de la précision des valeurs de «, (Zl—; ), (giT:) , 0, (:17)’ et

d*4 . .
(TF)’ que dépend V'exactitude des résultats suivans, et comme leur
(
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formation est trés-simple, il faut choisir et multiplicr les obser-
vations, de maniére & les obtenir avec le plus de précision qu'il est
possible. Déterminons présentement, au moyen dc ces valeurs ,
les élémens de Porbite de la cométe, et pour généraliser ces résul-

tats , considérons le mouvement d’un systéme de corps animés pax
des forces quelconques.

30. Soient x, ¥, z, les coordonnées rectangles du premicr
corps; &', ¥’y 2, cclles du second corps, ct ainsi de suite. Conce-
vons que le premier corps soit sollicité parallélement aux axcs
des x, des y et des z, par les forces X, ¥ et Z, que nous sup-
poserons tendre a diminucr ces variables. Concevons pareillement
que le second corps soit sollicité parallélement aux mdémes axes,
par les forces X', Y', Z’, et ainsi de suite. Les mouvemens de tous

ces corps seront donnés par les équations différenticlles du second
ordre,

ddx . ddy . dd=
o= tX s omgiAY s o=grtZy

dde’ . ddy ddz'
o= an +A 5 0———“5-“—-{-1 5 0_—~!l[+1
&e.

Si le nombre de ces corps est 2, ces équations seront au nombre Su,
et leurs intégrales finies renfermevont 67 arbitraires qui seront
les élémens des orbites des différens corps.

Pour déterminer ces élémens par les observations, nous trans-+
formerons les coordonnées de chaque corps, en d’autres dont
Yorigine soit a Yobservateur. En supposant donc un plan passant
par Pecil de observateur, et dont la situation soit toujours paral-
l¢le & elle-méme, tandis que Pobservateur se meut sur unc courbe
donnée ; nous nommerons p, ¢, p’, &c., les distances de I'obser-
vateur aux différens corps, projetées sur ce plan; «, o/, «*, &e.,
les longitudes apparentes de ces corps, rapporiées au méme plan,
et 8, 8, 6”, &c., leurs latitudes apparentes. Les variables x, y, z,
seront donndes en fonctions de p, «, 8 ct des coordonnées de I'ob-
servateur. Pareillement, 2/, §, z’, scront donnés en fouctions de
¢’y o', 8, et des coordonnées de Pobservateur, et ainsi de suilc.
Draillenrs, si Pon suppose que les forces X, ¥, Z , X', ¥', Z', &c.,

Cce 2
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sont dues & Yaction réciproque des corps du systéme, et & des
atlractions étrangéres ; clles seront données en fonctions de p, p’
'y &c.ja, a2, &eo; 0, 8, 87, &c.; ctde quantités connues; les
équations différenticlles précédentes seront ainsi entre ces nou-
vclles variables, et leurs premiéres et secondes diftérences ; or les
obscrvations font connoitre, pour un instant donné, les valeurs

de d2e d) d*8 da
voac | = — ). 0. (= — )., (= stera
de «, (dt)’ (dt")’ ’ (dt)’ ((lt")’ a, <dt),&c ;1] ne restera

donc dinconnues , que les valeurs de 4, ¢/, ¢”, &c., et leurs pre-
micres 6l sccondes différences. Ces inconnues sont au nombre 37,
ct comme on a 37 dquations différentielles, on pourra les déter-
miner. On aura méme cct avantage,, que les premicres et secondes
dillérences de p, ¢, p”, &e. , ne se présenteront dans ces équations,
gue sous une forme lindaire.

Les quantités ¢, 0, p, &, 0, ', &e., et leurs premiéres diffé-
rences divisées par d ¢, étant connucs ; on aura , pour un instant
donné, les valeurs de x, v, z, &', y', &, &c., et de leurs pre-
micres diflérences divisées par dt. Si T'on subslitue ces valears
dans les 37 intégrales finics des équations précédentes, et dans les
différences premicres de ces intégrales; on aura 67 équations au
moyen desquelles on pourra déterminer les 67 arbitraires de ces
intégrales, ou les ¢lémens des orbites des diflérens corps.

1. Appliquons cette méthode au mouvement des cométes.
Pour cela, nous obscrverons que la force principale qui les anime,
est Pattraction du soleil ; nous pouvons ainsi, faire abstraction de
toule autre force. Cependant, sila cométe passoit assez prés d’une
grosse plancle , pour en ¢prouver un dérangement sensible, la
méthode précédente feroit connoitre encore sa vitesse ct sa distance
a la terre 5 mais ce cas élant excessivement rare , nous n’aurons
¢gard, dans les recherches suivantes , qu’a Paction du soleil.

Si T'on prend pour unité de masse, celle du soleil, et pour unité
de distance , sa moyenne distance a la terre; si de plus, on fixean
centre du soleil, Porigine des coordonnées «, y, z, d'une cométe
dont nous nommerons r, le rayon vecteur; les équations diffé-
renticlles (O)dun® 17, deviendront, en négligeant la masse de la
comcte vis-i-vis de celle du soleil,
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___drl.r x
0= dt? T—S’
ddy y
O:‘;JT;‘+F, . (b)
__ddz z
T

Supposons que le plan des & et des y, soit le plan méme de I'éclip=
tique ; que l'axe des x soit la ligne menée du centre du soleil,
au premier point d’ariés , a unc époque donnée 5 que l'axe des y soit
Ia ligne menée du centre du soleil an premier point du cancer,
ala méme époque; enfin, que les z positifs soient du méme c6té
que le pole boréal de I'écliptique. Nommons ensuite &’ et y” les
coordonnées de la terre, et & son rayon vecteur; cela posc,

Transformons les coovdonnées x, y, z, en d’autres relatives &
Vobservateur ; et pour cela, nommons « , la longitude géocentrique
de la comete, 6 salatitude géocentrique, et p sa distance au centre
de la texre, projetée sur Pécliptique ; nous aurons

x=4a"+p.cos.a ; y=g +p.sine ; z=p.tlang. .

Silon multiplie la premicére des équations (£), par sin. «, et que
Ton en retranche la seconde multipliée par cos. «, on aura

. ddzx ddy = xsin.a—y.cos.a
O=sin.a, ~— —COS. &« —~ , .
de P r ?
d’o Pon tire, cn substituant pour x et ¥, leurs valeurs précédentes ,
. ddx ddy = x'.sin.a—y'.cos.a
0 =sin. a. —Co3.a,— f
de RPTY P

d>\ [de dde
—2(3)(5)— (%)

La terre étant retenue dans son orbite, comme la cométe , par l'at-
traction du soleil, on a

ddx’ & ddy y'
= twed T trs
ce qui donne
. ddx’ ddy  y'.cos.e—x.sin.a
SHL s = e COS. o = ;

3 ’

de Tdee T R3
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on aura donc

, ;. 1 dp d. dda
o=(y'.cos.a—x".sin.2). «lﬁz—--—} 2.(3)(3—‘)—%(—&; .

Soit 4 la longitude de 1a terre vue du soleil ; on aura

x'=R.cos. 4 ; y'=R.sindA;
parlant
y cos.e —2x' sine=R.sin.(A—2) ;

Péquation précédente donnera ainsi ,

dp _R.sin.{A—-a) 1 1 P'(ddt_i:>
(d":)“ 2(:?) '{E‘F}—TG:S- (1)
t

. . dp
Cherchons maintenant une seconde expression de (d_t . Pour

cela’, nous multiplierons la premitre des équations (£), par
tang. 8. cos.« ; laseconde, par tang.8.sin.a ; et nous retrancherons
la troisiéine équation , de la somme de ces deux produits ; nous
aurons ainsi,

p {x.cos.a-{-y.sm.a} ddz 2

=fang. 8. ddx tan
0 = lang. 8. { cos.a.——sin, a- +tang.%, . de

Cette équation devicndra, en y substituant pour «, , z, leurs
valeurs,

+(a) @)
Ay © (%
o =1angf, {(—-x—+;—).cos ¢+( y+y) smx} di) \dv/

de de cos.*8
S (d dé) (d9 )
vl 2. Sln
— e\ dee dz) da\* i ;
2 cos.2 8 + cosJ @ +(Z} .tang.e

orona
ddy' | ' o o vo1
ir + +COS. g Tﬁ'—+ S a=(a'.cos. a4y’ .sin.2). TR

= .cos.(.d—a).{-;-—;%} ;

parlant
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das
) (:I_t) .sin.8.cos. 9
dt P S7ary di
(l[) (:l_t)
R.sin.b.cos.8.cos.(Ad—a) (1 1
{x—#)s (2)

o R
2-(7;)

si 'on retranche cette valeur de ¢, de la premiére, ct que on
suppose

o

d)
+2 .(a—t).tang.e-i-

<>

AN (DN [dde NN su (A
<E>— dt) \dr +2(d_1 (3‘,) -tang. +(5> .sin. 8. cos. .

(d4>
_\at)’
w=

da . dd .
(-{Tt—).sm. 9.005.9.005.(A——n)-f-(d—t).sm.(x!—u)

on aura
R (1 1
=elswl O

La distance projetée p de la cométe & la terre , étant toujours posi-
tive ; cette équation fait voir que la distance r de la cométe au
soleil , est plus petile ou plus grande que la distance R du soleil &
la terre, suivant que ¢’ est positif ou négatif: ces deux distances
sont égales, si ' ==o.

On peut, par Pinspection seule d’'un globe céleste, déterminer
le signe de ' et par conséquent, sila cométe est plus prés ou plus
loin que la terre, du soleil. Pour cela, imaginons un grand cercle
qui passe par deux positions géocentriques, ct infiniment voisines
de la cométe. Soit y Yinclinaison de ce cercle a Iécliptique, cl A, la
longitude de son neeud ascendant; on aura

tang y.sin. (¢—a) = tang. 4 ;
d’ou Yon tire
di.sin. (¢ —2) = da.sin.0.c08.8.co8, (a=—2) ; -

en différentiant encore, on aura

_fds\ ddi, (d\ (dda de\ [ df ' ang. 8
°—(a)'ﬁ‘(a7)' (Tz?)*’(rﬁ)' (a) -tang.

de\3 .
+(E) .sin.8.cos.0 ;
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dd8, étant la valeur de dd%, qui auroit licu , si le mouve-
ment apparent de la cométe continuoit dans le grand cercle, La
valeur de ' devient ainsi, en y substituant pour d9, sa valeur
da.sin.8.cos.8.cos.(e—n)

sin, (¢ ==2)

/ {(%)"(‘-i“;i }.sin.(a-—-x)
W= ,

pin. §.cos. 0.sin.(A—»)

’

. sin.(a—2) .. ’
La fonction pror— est constamment positive; la valeur de x est
$in. U .cCos.

" A . dds dds,
donc positive ou négative, suivant que ( )— <w— est de

de de

méme signe , ou d’un signe contraire a sin.(A—»); or 4—a
est égal i deux angles droits, plus ala distance du soleil, au neeud
ascendant du grand cercle ; d’ott il est facile de conclure que ¢’ sera
positif ou négatif, suivant que dans une troisiéme position géo-
centrique de la cométe, infiniment voisine des deux premicres, la
cométe s'écartera du grand cercle, du méme coté ol se trouve
Ic soleil, ou du c6té opposé. Concevons donc que par deux posi-
tions géocentriques trés-voisines de la cométe, on fasse passer un
grand cercle de la sphere ; si dans une troisi¢éme position géocen-
trique conséeutive et trés-voisine des deux premiéres, la comete
g’écarte de ce grand cercle , du méme coté que le soleil , ou du coté
opposé, clle sera plus prés, ou plus loin du soleil, que la terre; elle
en sera également éloignée, si elle continue de paroitre dans ce
grand cercle ; ainsi les diverses inflexions de sa route apparente,
nons ¢clairent sur les variations de sa distance au soleil.

Pour ¢liminer 7, de Péquation (3), et pour réduire cette équation
a ne renfermer que Jinconnue p; nous observerous que on a
r'=x"+y*+z*, en substituant au lieu de x, ¢, z, leurs valeurs
en p, actf; onaurp

3
r=a"+y"+ap. {2'.cos.a+y . sin. e} + 53
cos.?
mais on a, ' = R.cos, A4 ;y':—;R.sin.x{; partant

S — s
r_cos.n9+2R.p.cqs.(,d a)+ R,
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Si Pon carre les deux membres de P'équation (3) mise sous cctte
forme,
P {uRp+1} =R*;
on aura, en substituant au lieu de r*, sa valeur,

{Co L+ aRp.cos. (.4-:)4-1?} AW Rp41) =R (d)

¢qualtion dans laguelle il n’y a que p d’inconnue, et qui monle au
septicme degré , parce que le terme tout connu du premier mem-
bre étant égal a R®, I'équation entiére est divisible par p. Ayant

N . d; .
ainsi déterminé p, on aura 7, )» au moyen des équations (1)

ct (2). En substituant, par exemple, dans Péquation (1), au lieu
1 1
de 7 g s valeur P; donnée par Véquation (3); on aura

(8= ()it

dt

I’équation (4) est souvent susceptible de plusicurs racines réclles
ct positives : en faisant passer son second membre dans le premier,
et cn la divisant ensuite par p, son dernier terme sera
2. R.cos. 0. (WR +3.cos. (A—2)} ;

ainsi Yéquation en p élant da septitme degré, ou d'un degré
impair, elle aura au moins deux racines réelles positives, si
W R +3.cos. (A4 —a) est positif ; car elle doit toujours, par la
nature du probléme, avoir une racine positive, et clle ne peut
alors avoir ses racines positives, en nombre impair. Chaque valeur
réelle et positive de p, donne une section conique dillérente, pour
Yorbite de la cométe; on aura donc autant de ces courbes qui
satisfont & trois observations voisines, que p aura de valcurs réelles
et positives, et pour déterminer le véritable orbite de la cométe,
il faudra recourir a une nouvelle observation.

32. La valeur de p, tirée de Péquation (4), scroit rigoureuse,

. dz a0 9 d) ¢ d*d ¢ ¢ t ¢
ste\a ) \aE ) 7 )t \ar étoient exactement connus ;

mais ces quantités ne sont qu’approchées. A la vérité, on peut cn
MiscAN. cirn. Tome 1. Dd
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approcher de plus en plus, par la méthode exposée précédemment,
en faisant usage d’'un grand nombre d’observations, -ce qui donne
Yavantage de considérer d’assez grands intervalles, et de compen-
ser les unes par les autres , les erreurs des observations. Mais cette
méthode a linconvénient analytique d’employer plus de trois
obscervalions , dans un probléme o trois suffisent. On peut obvier
& cet inconvénient, de la maniére suivante, et rendre notre solu~
tion aussi approchée que Yon voudra, en ne considérant que trois
observations. '

Pour cela, supposons que « ct 8, représentent la longitude et
Ia latitude géocentrique de Pobservation intermédiaire ; si Pon
substitue dans les équalions (£) du n° précédent, au lieu de
x, ¥, z, leurs valeurs a’+4p.cos.2 ; y'+p.sin.« ; et p.tang.; clles

d dre d*8
donneront (lti)’ (-l—t-), ct (“ ) en fonctions de p, 2 et 0, de
at? 2

Teurs premieres différences , et des quantités connues. Si Yon diff¢-

d; ar d* .
rentic ces fonctions, on aura —) et { ==}, en fonctions
de dv de

de ¢, «, 8, ctdeleurs premicres et sccondes différences. On pourra
en ¢liminer la scconde différence de p, au moyen de sa valeur,
et sa premiére dillérence , aumoyen de I'équation (2) du n°. pré-
cédent. En continuant de différentier successivement, les valeurs
a3 d%, e . .
e( —), (=), et cn ¢liminant les différences de «, ¢t de 8 supé-
der )’ \de$
ricures aux secondes différences, et toutes les différences de p

1 1 1 de dtz d*8 d+é &
on aura C‘SVdClll‘S(C( ) (dt’) ’(d_t;) (dt’) C., ‘en

. d: d2a dj d*
fonctions de p, a, T ) EF)’ 9, (E (dr ; cela posé ,

Soient «,, , «', les trois longitades géocentriques observées de
lIa cométe; 8,, 8, 8 ses trois latitudes géocentriques correspon-
dantes ; soit ¢ le nambre des jours qui séparent la premiére de
la scconde obscrvation, et Z'y celui des jours qui séparent la secconde
observation de la troisi¢éme ; enfin, soit A Varc que la terre déerit
dans un jour, par son moyen mouvement sydéral ; on aura parle

n° a9,
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i.as o
o, =d—i.A ( ) (dt’) 1.2.3" (dta)'l' &e.;
N (jt)+¥_:_(§ti) + 8 (‘:,s)+ & ;
o,=e-i.x.(%)+%-(%)“%% (dt’)+ &es
¢ = a+zx(£)+’—;-:—(%')+ L:f;% (‘;:)+ &e.

d dfx
Si Pon substitue dans ‘ces séries, au lieu de ( d;> < 'R 4) &e,

d’8 d+e .
(Et—“) (‘—1-;-) &c., leurs valeurs obtenues par cc qui précéde;

on aura quatre équations cntre les cinq inconnues p, ( ) ( dt’)’

dt de
aura considéré un plus grand nombre de termes dans ces séries. On

.o da d>» de d*e .
aura ainsi , —d—f)’ Ty Awn et (7)) en fonctions de p et de

quantités connucs; et en les substituant dans Péguation (4) du
n°. précédent, elle ne renfermera plus que Pinconnue ¢. Au reste,
celte méthode que je n’expose ici que pour montrer comment
on peut obtenir des valeurs de plus en plus approchées de ¢, en
n’employant que trois observations , exigeroit des calculs pénibles
dans la pratique, et il est a-la-fois plus exact et plus simple d’cn
considérer un plus grand nombre, par la méthode du n°. 29.

de d* ,
( . Ces équations seront d’autant plus exactes, que on

d e
33. Lorsque les valeurs de p et de (71_;) seront détermindes,

d d d
on aura celles de x, ¥, z, (-d—f-), (_;i{-) et ( ;") au moyen dcs
équations

x=R.cos.44p.cos.«; y=DR.sin, 4 +p.sina; z=p.langl;

et de leurs différentielles divisées par d¢,
Dd 2
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dx dR . dp d: .
(—(7;) = (IlT) cos.4—R. ( ).am.A+ (t—l—‘>.cos. a-—p.((—i—;).sm.a,‘
dy dR\ . ¢ > d.
(dt):(7;).3111.4-{-12.(—‘1—‘).cos.zI+ (ﬂ).sm atp, < ) €0S. 25
(dd)
<(lz.) (dP> tang. 9+ Ailf,___.

dt

dA dR .
Les valeurs de ( T ) et de ( t), sont données par la théorie du

mouvement de la terre : pour en faciliter le calcul, soit E, Pex-
centricité de Porbite tervestre, et H la longitude de son périhélie;
on a par Ja nature du mouvement elliptique,

<dA)=\/1—-E’ . R= 1—E»

dt R’ T \4E.cos.(A—H)

Ces deux ¢quations donnent
dR\ _ E.sin.(A— H}
dr ) T V, —

soit R’ le rayon vecteur de la terre, correspondant & la ]ongitude A
de cctte plancte, augmentée d'un angle droit; on aura
) S bl
» 1— E.sin(A—H)’
d’ou 'on tire
1 E?
R )

(dn) R+ E—t1
dt) " R.Yi—E

Si Pon néglige le quarré de excentricité de orbite terrestre, qui
st trés-pelit, on aura

d A 1 dR ,
(dt) R’ (d:) R—1;

d dy .
les valeurs précédentes de ({ti) et (#) deviendront ainsi

E.sin. (.4——H)-—

parlant,
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d.x sin. 4 dp (da s
(‘“ =(R'—1).cos. A--————-}- d—t)‘cos.a.—p. .(-ﬁ>.31n.¢,-

d cos. A d> dx
( Y) (R'=1).sin. d+_‘_)’ +(dt) sin.e + p. ( ) cos.2 ;
R, R, et A étant donnés immédiatement par les tables du soleil,
1 leul d . tite dx dv ot dz\
¢ calcul des six quantités x, 5, =, (=), (57 -7 ) sera
facile, lorsque ¢ et (ﬁ) seront connus. On en tiverales ¢lémens
dec Porbite de la cométe, de cette maniére.

Le secteur infiniment petit , que la projection du rayon vecteur

de la comeéte sur le plan de Vécliptique, déerit durant 'élément du

xdy—yd . . -
temps d ¢, est %y—f; et il est visible que ce secteur est positif

ou négatif, suivant que le mouvement de la cométe est direct ou

e _ - dy dv
rétrograde ; ainsi, en formant la quantité x. =)\ )
[¢ [¢
elle indiquera par son signe , lc sens du mouvement de la cométe.
Pour déterminer la position de Porbite, nommons p, son incli-
naison a écliptique, et I la longitude du neeud qui seroit ascen-

dant, si le mouvement de la coméle éloit direct; nous aurons

z=xy.cos. I.tang. p —x.sin.I.tang. ¢.

dz dy
y- (dt) (dt)

tang. 1= —7 7dz\’
x.(;;)—z.(:i—?

dz dy\

tang. o = y(—d_[> - <—(§T)

v, dy dx
sin 1. {x.(—a—)—-y. (—(—“—>}

¢ devant toujours étre positif et moindre qu'un angle droit, cette
condition détermine le signe de sin.I; or la tangente de Z, ct
le signe de son sinus étant déterminés, Pangle I est entiérement
déterminé, Cet angle est la longitude du noeud ascendant de lor-

Ces deux équalions donnent
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bite , si le mouvement est direct; mais il faut lui ajouter deux
angles droits, pour avoir la longitude de ce neeud, si lc mou-~
vement est rétrograde. Il seroit, plus simple de ne considérer que
des mouvemens directs, en faisant varier I'inclinaison ¢ des orbites,
depuis zéro jusqu’a deux angles droits ; car il est visible qu’alors ,
les mouvemens rétrogrades répondent & une inclinaison plus grande
qu’un angle droit. Dans cc cas, tang.¢ est du méme signe que
x (—?{) — (%) » ce qui détermine sin. Z, et par conséquent 'an-
gle I, qui exprime toujours la longitude du noeud ascendant.”

a et ca étant le demi- grand axe et Pexcentricité de lorbite,
on a, parlesn®. 18et 19, en y faisant u=1,

13 dx\* dy\* dz\» ,
==& -@)-E)

r d d d s

a.(1—e)= 2r—-—-;-—{x.<gxt—)+y.(%)+z. <74—:—)} ,

La premiére de ces équations détermine le demi - grand axe de
Yorbite, et la seconde détermine son excentricité, Le signe de la

. dx dy dz , N . \
fonction x. T3 +y, -E—t-) +z. -d—t-) , fait connoitre si la comete

a déja passé par son périhélic ; car elle s’en approche, si cette fonc+
tion est négative ; dans le cas contraire, la.cométe s'éloigne de ce
point.

Soit T T'intervalle de temps compris entre 1'époque et le pas-
sage de la cométe par le périhélic ; les deux premiéres des équa-
tions (f) du n° 20, donneront, en obseyvant que x étant sup-

3
2

posé égal aTunité, on a n=a" %,

3
r=a.(1—g.cos.u) ; T=rza*.(u—e.cos.u).

Lapremictre de ces équations donne P'angle u, ctla seconde fait
connoitre T'. Ce temps ajouté ou retranché de Pépoque, suivant que
Ja cométe s’approche ou s’¢loigne du périhélie , donnera Pinstant
de son passage par ce point. Les valcurs de x ct de y , déterminent
Yangle que Ia projection du rayon vecteur r fait avec Paxe des x, et
puisque 'on connoit 'angle I formé par cet axe, et par la ligne des
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necuds , on aura Pangle que forme cette derniére ligne avee la
projection de r; d’ou Yon tirera, au moyen de l'inclinaison ¢ de
Yorbite, Pangle formé par la ligne des nceuds et par le rayon r.
Mais P'angle « étant connu, on aura, au moyen de la troisitme des
équations (f) du n° 3o, I'angle v que forme ce rayon, avec la
ligne des absides; on aura donc I'angle compris entre les deux
lignes des absides et des noeuds , et par conséquent , la position du
périhélie. Tous les élémens de orbite seront ainsi détermingés.

34. Ces élémens sont donnés , par ce qui précede, en fonctions

d ct d
dep, (—é) et des quantités connues; et comme (ﬁ:—) est donné

en p par le n°. 31 ; les élémens de Porbite seront fonctions de p ct
de quantités connues. Si Pun d’eux étoit donné, on auroit une
nouvelle équation, au moyen de laquelle on pourroit délermi-
ner p; celte équation auroit un diviseur commun avec P'équa-
tion (4) dun® 51; eten cherchant ce diviseur par les méthodes
ordinaires , on parviendroit a une équation dupremier degréen p ;
on auroit de plus, une équation de condition cntre les données
des observations, et cette équation scroit celle qui doit avoir
lieu, pour que I’élément donné puisse appartenir a lorbite de la
comete.

Appliquons maintenant, cette considération, & la nature. Pour
cela, nous observerons que les orbites des cométes sont des ellipses
trés-allongées, qui se confondent sensiblement avec une parabole,
dans la partie dans laquelle ces astres sont visibles ; on peut donc

. 1
supposer sans erreur sensible, @ ==, et par conséquent, L==0;
. 1 -
Pexpression de - du n° précédent, donnera ainsi,
a

2 (dx*4-dy*+dz?)
O ——— 7,
r de
. . . . d d d
Si Pon substitue ensuite, au lieu de i , DY et (2 leurs
dt d¢ di
valeurs trouvées dans le méme n°.; on aura aprés toutes les réduc-

tions, et en négligeant le quarré de R'—1,
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o= (G) (G +§ (@) -wmats () )

cos.*4

+2.(—3—?).{(R'—l).cos.(‘d—a)—--ﬁ—n'—(%-—dg} (5)
+ 3p. (d ) {(R’——l) sin. (A4 —a )+2—(/—‘:1)}+*—3—3

. . d
en substituant dans cette équation , au lieu de (—‘#) sa valeur

- (de> {(dj,z)“‘ sin. (A — a)},

dt

trouvée dans le n°. 31; en faisant ens uite

4'(%2)’3:4'(%)44’ {(d;lt“)+# sin (.4_,1)} da\ /d\y s
+ gtang 8. (‘“ )-{-y. stang. 8.sin. (A —z ) — 2. (E;)_{ﬂ)% H

dd.
C«{( )+F;:3(A_4)}.{qm(;4i) -(R'—1). cos(d—a)}
dt

+2. (——) {(R'—-l).sm (A —a )+5’1£A___°‘_)},

on aura

1 2
o=DRB.,"+ C.p‘+E; -3
et par conséquent
1 a2
r. {B~P’+C-P+§} = 4;
cette équation n’est que du sixi¢me degré, et sous ce rapport, clle
est plus simple que P'équation (4) du n°. 31 ; mais elle est parti-
culi¢re a la parabole, au lieu que l’équation (4) s'étend & toute
espéce de section conique.
35. On voit par Panalyse récédente, que la détermination
p yse p q
des orbes paraboliques des cométes , conduisant a plus d’équations

que
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que d’inconnues; on peut, en combinant diversement ces équa-
tions, former autant de méthodes différentes, pour calculer ces
orbes. Examinons celles dont on doit attendre le plus de précision
dans les résultats, ou qui participent le moins , aux erreurs des
observations.

Cest principalement sur les valeurs des différences secondes

dda dds
<) ¢t (77 )» Que ces erreurs ont une influence sensible ; en

effet, il faut, pour les déterminer, prendre les différences finies
des longitudes et des latitudes géocentriques de la cométe , obser-
vées dans un court intervalle de temps; or ces différences étant
moindres que les différences premiéres, les crreurs des observa-
tions cn sont une plus grande partic aliquote ; d’ailleurs, les for-
mules du n° 29 qui déterminent, parla comparaison des observa-

. d: 19 129
tions, les valcurs de «, 0, (d—i), (‘ ) (dt‘) ({ ) donnent

avec plus de précision, les quatre premicres de ces quantités,
que les deux derniéres ; il y a donc de avantage a s'appuyer le
moins qu’il est possible, sur les différences secondes de « et de 8
et comme on ne peut pas les rejeter toutes deux a-la-fois , la mé-
thode qui n’emploic que la plus grande, doit conduire aux résul-
tats les plus précis ; ccla posé,

Reprenons Jes équations trouvées dans les n®. 31 et 54

r= ;(—)—;—‘+2R pecos. (A —a)+ R ;
dda
dp\ _Rusin(4d—a) 1 1 P.(dt")'
@) == ey @
2({[’,) ‘\d:

dds dz\» |
a5 (T) & Ty ..sinf. cos. 8
. 3
(a—l)z—-;p. ——‘19-—+2.(;l—t>.tang.9+ T
(71?> (7?>

R.:in.8.cos.0.cos. (A—e) {1 1 } .

ds s R
2\ar

M/.cAN. cErn. Tome 1. Ee

+
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dp de
o =(dp) + (d4> + (—d—‘-).lang'9+ P(Tl?
cos.% 0

+2. (‘l ) {(R-—l) cos.(,[___d)__sm.(,;_“)}

da cos.(A— 2
+2p. ( > {(R'—-l) sin. (./I—a)+——(————2}+——r—.

) dd¢ 1 1 ]
SiTon veut rejeter —p ) onne considérera que la premiére, la

dp
seconde et la quatriéme de ces équations; en ehmmant ( ) de

la derniére, au moyen de la seconde, on formera une équahon qui
délivrée de fractions , renfermera un terme multiplié par 7%, ct

dautres termes affectés des puissances paires ct impaires de p et der.
SiTon met dans un membre, tous les termes affectés des puissances
paires de r, ct dans Pautre membre , tous les lermes affectés de scs
puissances impaires, etque Pon carre chacunde ces membres, pour
n’avoir que des puissances paires de r; le terme multiplié par rp?,
en produira un multiplié par 7** p*; en substituant donc, au lica
de 7% sa valcur donnée par la premiére des équations (L), on
aura unc équation finale du seizitme degré en p. Mais au licu
de former cette équation, pour la résoudre ensuite; il sera plus
simple de satisfaire par des essais , aux trois équations précé-
dentes.

. . 1d . . .
Si P'on veut rejeter (t-{“_x), il faudra considérer la premicre, la

troisicme et la quatricme des équations (L), Ces trois ¢quations
conduisent encore & une équation finale du seizitme degré en p;
ct l'on peut facilement y satisfaire par des essals.

Les deux méthodes précédentes me paroissent étre les plus
exactes que I'on puisse employer dans Ja détermination des orbes
paraboliques des cometes; il est méme indispensable d’y recourir,
si’le mouvement de la cométe en longitude ou en latitude, est
insensible ou trop petit, pour que les erreurs des observations
n’alterent pas sensiblement sa seconde différence : dans ce cas, il
faudra rejeter celle des équations (L), qui contient cette différence.
Mais quoique dans ces méthodes, on n’emploie que trois de ces
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équations ; cependant, Ja quatriéme est ulile , pour déterminer
parmi toutes les valeurs réclles et positives de p, qui satisfont au
systéme des trois autres équations, celle qui doit étre adwmise.

36. Les élémens de Porbite dune cométe, déterminés par ce
qui précéde, scroient exacts, siles valeurs de «, 8, et de leurs
premicres et secondes différences , étoient rigoureuses ; car nous
avons eu égard, d’'une maniére fort simple, a 'excentricité de
Yorbe terrestre, au moyen du rayon vecteur R’ de la terre, cor-
respondant 4 son anomalic vraie, augmentée d’un angle droit ;
nous nous sommes permis sculement de négliger le quarré de cette
excentricité, comme une trop petite fraction , pour que son omis-
sion puisse influer sensiblement sur les résultats. Mais 6, «, et
lenrs différences , sont toujours susceptibles de quelque inexac-
titude , soit & cause des erreurs des observations, soit parce que
nous n'avons tiré ces différences, des observations, que d’une
manicre approclie. Il est donc nécessaire de corriger les élémens,
au moyen de trois observations éloignées entre elles, ce que 'on
peut faire d’'une infinité de maniéres ; car si 'on connoit i~pen-
prés, deux quantités relatives au mouvement d’une cométe, telles
que les rayons vecteurs correspondans i deux observations, ou la
position du neeud et Pinclinaison de Porbite; en ealculant les obser-
valions, d’abord avee ces quantités, et ensuite avec d’autres quan—
tilés quicn soient trés-peu différentes ; la loi des différences entre
les résultats, fera aisément connoltre les corrections que ces quan-
tités doivent subir. Mais parmi les combinaisons deux & deux, des
quantités relatives au mouvement des cométes ; il en est une qui
doit offrir le calcul le plus simple, et qui par cetle raison , mérite
d’étre recherchée : il importe , en cflet, dans un probléme aussi
compliqué , d’épargner au calculateur , toute opération superflue,
Tes deux ¢lémens qui m’ont paru présenter cet avantage , sont
la distance périhélie, et Pinstant du passage de la cométe par ce
point ; non-seulement, ils sont faciles a déduire des valeurs de p ct

ds - L . ' .
de (d——t> ; mais il est trés-aisé de les corriger par Ics obscrvations,

sans étre obligé, & chaque variation qu'on leur fait subir, de
délerminer les autres élémens correspondans de Porbite.

Ec a
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Reprenons P’équation trouvée dans le n°. 1g.

”  r.dr
a.(1—e')=2r— it el
a.(1—c¢") estle demi-parametre de la section conique dont @ est Ie
demi-grand axe, ct ea Pexcentricité ; dans la parabole , ol a est
infini, et e égal 4 lunité, a.(1—e*) est le double de la distance
périhclie; soit D cctte distance : I'équation précédente devient
relativement a cette courbe ,

o rdr\»
D=r <7:7)

rdr id.pe . )

—; est égal a psen substituant au lieu de r*, sa valeur
R dA

cos’d+2RP'cos (A—a)+ R, ct au lieu de ( )et de (dt ,

leurs valeurs trouvées dans le n° 33, on aura

rdr dp dé
W—K;;.{(’ﬁ) +p.(w>.lang.9 }+R ( ) COs. (A—"u)

Fp. {(R'—-l).cos. (/1...4)_.1"1%:‘2}

+p.R. ( ) sin.(A—a)+R.(R —1).

Soit P, celle quantité ; si clle est négative, le rayon vecteur r va
en diminuant, ct par conséquent, la cométe tend vers son péri-
Liélie ; mais elle s’en ¢loigne, si P cst positif. On a ensuite

D=r—i.P;

la distance angulaire ¢ de la cométe a son périhélie, se détermi-
nera par équation polaire de la parabole,

, D
o8t ry=—;
r
enflin, on aura le temps employé a décrire langle ¢, par la table
du mouvement des comeétes. Ce lemps, ajouté ou retranché de celui
deI'époque, suivant que P est négatif ou positif, donnera 'instant

du passage de la cométe par le périhélie.
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- . , .
57. En rassemblant ces divers résultats, on aura la méthod»
suivante, pour déterminer les orbes paraboliques des comeétes.

MtrmopE générale pour déterminer les orbes des cométes.

Cette méthode sera divisée en deux parties ; dans la premiére,
nous donnerons le moyen d’obtenir i-peu-pres la distance périhélie
de la comete, et Vinstant de son passage au périhélie ; dans la
seconde , nous déterminerons exactement, tous les ¢lémens de
Porbite, en supposant ceux-ci a-peu-prés connus.

Délermination approchde de la distance périhélie de la cométe ,

et de linstant de son passage au pcérihélie.

On choisira trois, quatre, ou cing, &c., observations delacoméle,
également éloigndes les unes des aulres , autant qu’il sera possible;
on pourra cmbrasser avec quatre observalions, un intervalle de 50°%
avec cing obscrvations, un intervalle de 56° ou 40°; et ainsi du
reste; mais il faudra tonjours que Fintervalle compris entre les
observations, soit d’autant plus considérable, qu’elles sont en plus
grand nombre, afin de diminucr Pinflucnce de leurs erreurs; cela
posé,

Soient ¢, ¢/, ¢”, &c., les longitudes géocentriques successives
de la cométe; 3, 3, 37, les latitudes correspondantes, ces latitudes
élant supposées positives ou négatives, suivant qu’clles sontboréales
ou australes: On divisera la différence ¢'—¢, par le nombre des
jours qui séparent la premiére, de la seconde observation : on divi-
sera parcillement la différence ¢”—¢’, par le nombre de jours qui
séparent la seconde, de la troisitme observation ; on diviseraencore
la différence ¢”—¢”, par le nombre des jours qui séparent la troi+
siéme, de la quatriéme observation ; et ainsi de suite. Soient 8¢, 4 ¢
4¢”, ces quotiens.

On divisera la différence #¢'—4&¢, par le nombre des jours qui
séparent la premiére observation, de la troisitme ; on divisera pa-
reillement la différence ¢”— &¢’, par lc nombre des jours qui
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séparentla seconde observation,de la quatriéme; on diviseraencore
la différence #¢"'—2¢”, par le nombre des jours qui séparent la
troisiéme obscrvation, de la cinquiéme ; et ainsi de suite. Soient
de, e 9", &, ces quotiens,

On divisera la différence 8°¢’—§*¢, par le nombre des jours qui
séparent la premiére observation, de la quatriéme ; on divisera
parcillement 4°¢"— 2°¢’, par le nombre des jours qui séparent la
seconde observation, de la cinquicme, et ainsi de snite. Soient
3¢, 8'¢’, ., ces quotiens. On continuera ainsi, jusqu’a ce que
Yon parvienne & "~.¢, n étant le nombre des observations em-
ployces.

Cela fait; on prendra une époque moyenne, ou i-peu-prés
moyenne entre les instans des deux obscrvations extrémes, et en
nommant i, ', i’y i”, &c. , le nombre des jours dont elle précede
chaque obscrvation, i, i, i”, &c., devant étre supposés négatifs

. pour Jes observations anléricures & celte époque; la longitude de
la cométe,, aprés up petit nombre z de jours complés depuis I'épo-
que, sera exprimée par la formule suivante ;

C— i dCHil I —iii" e} e,
b5 (0= ) PO (i 410" ) D (i) e+ &) ()
ot (PO (i i ") PO (il il i T4 ) Me— e

Les coefliciens de — 8¢, +48°¢, —&%, &c., dans la partie indé-
pendante de z, sont 1° le nombre i ; 2°. Je produit des deux nom-
bres Z, et §; 3° le produit des trois nombres i, /', i, &e,

Les cocfliciens de —4*¢, 4+ 8¢, — #4¢, &c., dans la partie mulli-
pliée par z, sont1° la somme des deux nombres i, et '; 2° la
somme des produits deux & deux, des trois nombres i, 7, '3
5. Ja somme des produits trois 4 trois, des quatre nombres 7, 7
Vi &e,

Les coefficiens de — 8¢, + #1¢, — ¢ &c., dans la partie mul-
tipliée par z*, sont 1° la somme des trois nombres 7, &, i’; 2% la
somme des produits denx & deux, des quatre nombres i, 7, i’ i";
5% la somme des produits trpis i trois, des cing nombres i, ¥, i',
i, &
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Au lieu de former ces produits, il est aussi simple de dévelop-
per la fonction

C4(5—i) 86+ (z—i) (z—=i') 8¢+ (z—1). (z—=1") . (2—i") . & ¢+ &e.

en rejetant les puissances de £ supérieures au quarré, ce qui don-
nera la formule précédente.

Si I'on opére d’une mani¢re semblable, sur les latitades géo-
centriques observées de Ja cométe; sa latitude géocentrique, aprés
le nombre z de jours comptés depuis I'époque , sera exprimée par
Ia formule (p), en y changeant € en 3. Nommons (¢ ) ce que de-
vient celte formule par ce changement ; cela posé,

« sera la partie indépendante de z, dans la formule ( p); 8 sera
la partic indépendante de z, dans la formule (g).

Ln réduisant en secondes, le cocflicient de z, dans la formule (p),
et en retranchant du logarithme tabulaire de ce nombre de se-
condes, lelogarithme 4,0394622 ; on aura le logarithme d’un nom-
bre que nous désignerons par a.

En réduisant en secondes , le coeflicient de 2%, dans la méime for-
mule, ct en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes,
Ie logarithme 1,974014%; on aura le logarithme d’un nombre que
nous désignerons par b.

En réduisant pareillement en secondes, les cocfficiens de z ct
de 2%, dans la formulc (¢), ct en retranchant respectivement,
des logarithmes de ces nombres de secondes, les logarithmes
4,0394622 , et 1,740144 ; on aura leslogarithmes de deux nombres
que nous nommerons % et

Clest de la précision des valeursde @, 4, A, Z, que dépend l'exac-
titude dc la méthode; et comme leur formation est trés-simple,
il faut choisir et multiplier les observations, de maniére A les
obtenir avec toute la précision que les observations compor-
tent. Il est aisé de voir que ces valeurs ne sont que les

tite da d3e. de ¢ d .
quantités ( - ) (37 ) {37 ) ¢t (5= )» que nous avons expri-
mées pour plus de simplicité, par les lettres précédentes,

Si le nombre des observations est impair , on pourra fixer
Pépoque a linstant de Pobservation moyenne; ce qui dispensera
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de calculer les parties indépendantes de z, dans les deux formules
précédentes ; car il est visible que ces parties sont alors respec-
tivement ¢gales a la longitude ct 4 la latitude de Pobservation,
moyenne.

Ayant ainsi déterminé les valeurs de «,a, 5,0, het /; on
déterminera la longitude du soleil, a Vinstant que I'on a choisi
pour époque ; soit E cette longitude, R la distance correspondanto
de la terre au soleil , et R'la distance qui répond & E augments
d’un angle droit ; on formera les équations suivantes;

r':-—x-—a-—aRx cos (BE—a)+R*; (1)

cos.?

R.sin.(E—2) (1 1] be
== w @

! @ .sind.cos.d
y=—x. {h.tang.9+-;—h—+ —_— }

ah

G)

R.sin.#.cos.4

20 (5. (5~ 2 |

o :y’-i-a'x'-{-<y-lang.9+l—€—>’+2y.{ (P ———(R—l).cos.(E—z)};(.i)

cos, (E—a)}+ )

——"ax.I(R—l) sin, (E—a ) 4 ——-—

I—{; T
Pour tirer de ces équations, les valeurs des inconnuesx, 4 et r;
on considérera d'abord si, abstraction fuite du signe, & est plus
grand ou plus pelit que & Dans Je premier cas, on fera usage des
équations (1), (2) ct (4). On formera une premicre hypothese
pour «, cn le supposant , par exemple, égal aTunité; et Pon en
conclura , au moyen des équations (1) ct (2), les valeurs de r
et de y. On substituera ensuite, ces valeurs dans Péquation (4), ct
sile restc est nul, ce sera une preuve que la valeur de x a été
bien choisic; mais si ce reste est négatif, on augmentera la valeur
de x, et on la diminuera, si le reste cst positif, On aura ainsi, au
moyen d'un petit nombre d’essais, les valeurs de w, y et r. Mais
comme ces inconnucs peuvent étre susceptiblesde plusicurs valeurs
réelles et positives ; il faudra choisir celle qui satisfait exactement,
ou a-peu-prés a léquation (3).

Dans
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Dans le second cas, c’est-a-dire, si l'on a £>b, on fera usage
des équations (1), (3) et (4), et alors, ce sera I’équation (2)
qui servira de vérification.
Ayant ainsi les valeurs de x, y et r; on formera la quantité

x

P= Aythatang 8} —Ry.cos.(E—a)

cos.* 0
z. {s_'i/_iﬁ_ (R’—J).cos.(E—-a)}-—Rax.siu.(E—-a)»
+R.(R—1).

La distance périhclie D de la cométe, sera

D=r—..P;
le cosinus de son anomalic ¢ sera donné par Péquation
p

! ——— .
cos.’;v—T,

et 'on en conclura, par la table du meuvement des cométes, e
temps employ¢ a parcourir Pangle ¢. Pour avoir Pinstant du pas-
sage au périhélie, il faudra ajouter ce temps, a 'époque, si P cst
négatif, ct I'en soustraive, si P est positif; parce que, dans le
premier cas, la comete s’approche du périhélie, au licu que dans
le second cas, clle s’en éloigne.

Ayant ainsi, a-peu-prés, la distance périhélie de la comete,
et Vinstant dé son passage au périhclie ; on pourra les corriger par
la méthode suivante, qui a avantage d’étre indépendante de ls
connoissance approchée des autres élémens de lorbite.

Détermination exacte des élémens de Porbite, lorsque Pon connoft
a-peu-prés la distance périhélie de la cométe , et Pinstant de son

passage au périlélie,

On choisira d’abord trois observations éloignées de la cométe;
en partant ensuite, de la distance périhélic de la cométe, et de
Piustant de son passage au périhélic, délermingés par ce qui pré-
ctde , on calculera les trois anomalics de la cométe, et les rayons
yeceteurs Corresponv]ans aux inslans des trois observations. Soient

MicaN, ¢t Tome I Ff
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v, ¢, v" ces anomalics, celles qui précédent le passage au périhélie,
devant étre supposées négatives ; soient de plus r, r', 1, les rayons
vecteurs correspondans de la cométe ; v'—y¢, v"—yp, seront les
angles compris entre r et 7, ctentre ret 7’ ; soit U le premicr de
ces angles, et U’ le sccond. Nommons encore «, «, «”, les trois
longitudes géocentriques observées de la cométe, et rapportécs a
mn ¢équinoxe fixe; 8, ¢, 8%, ses trois latitudes géocentriques, les
latitudes australes devant étre supposées négatives ; soient ¢, ¢’, ¢/,
ses trois longitudes héliocentriques correspondantes, et =, &', @”,
scs trois latitudes héliocentriques. Enfin, nommons E, E', E’,
les trois longitudes correspondantes dusoleil ; R, R', R”, scs trois
distances au centre de la terre.

Concevons que la lettre § indique Ie centre du soleil ; 7' celui de
Interre; C, le centre de Ja comele, et €'y sa projection sur le plan
de Pécliplique. I2angle §TC’ est la différence des longitudes géo-
centriques du soleil et de la cométe; en ajoutant le logarithme
du cosinus de cet angle, au logarithme du cosinus de la latitude
géocenlrique de la comcle, on aura le logarithme du cosinus de
Pangle TC ; on connoitra done dans le triangle ST'C, Ie ¢6té ST,
on 15 le coté §Cou r, et Pangle STC: on awra ainsi, par la
frigonométric, Pangle CST. On aura ensuite la latitude héliecen=
trique = de la comele, an moyen de Péquation

) __sin0.sin. CS T
sin. @ = — .
F/angle TSC’ est le ¢ot¢ dun triangle sphérique rectangle dont
Phypoténuse est Pangle T8C, ct dont un des cotés est langle =
d’olt Pon tivera facilement Pangle T'S C', et par conséquent , la
Jongitude géocentrique ¢ de la cométe.

On aura de la méme manicre, @, ¢/, @”, €’; et les valeurs de
¢, ¢, ¢”, feront connoitre si le mouvement de la cométe est direct
ou rétrograde.

Si Yon imagine les deux ares de Jalitude @ et @', réunis an péle
de Pécliplique, ils y feront un angle égal & ¢'—¢; et dans le

: " . ., T
triangle sphérique formé par cet angle, et par les cotés Pkl
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s / , « e y Ayt N
ot ——, 7 étant la demi-circonférence , le c6té opposé i Pangle

¢'—¢ sera angle au soleil, compris entrc les deux rayons vee-
teurs r ct . On le déterminera aisément, par la trigonométrie
sphérique, ou par laformule suivante:

sin L P =c0s.*} (7 + @' )—cos.* £ (¢'—¢€).cos. w.c0s. o',
dans laquelle # représente cet angle; en sorte que sil’'on nomme _#
Pangle dont le sinus quarré est cos.’.1(¢'—¢€).cos.a . cos. =’ ct
que I'on obtiendra facilement par les tables, on aura

sintt P =cos. (Lot iw 4 .A).cos(tatia'—_A).
Bil’on nomme pareillement #7/ Pangle formé par les deux rayons
wectears r ct 7, on aura
sintt F =cos. (ta4-ta' 4.4 ) cos. (L atLta'— A'),

A’ élant ce que devient o, lorsque Von y change @’ ct ¢ dans
<" ct ¢

Maintenant, si la distance périhdlic de la cométe, et Vinstant
du passage de la comete au périhélie, ¢loient exactement détermi-
ués, ctsiles observations éloient rigourcuses, on auroil

F=U; F'=U';
inais comme cela narrivera presque jamais , on supposera
m=U—¥F"; m'=U—}F"

Nous observerons ici que le caleul du triangle ST C, donne ponr
Pangle CST, deux valeurs différentes : le plus souvent, la nature
du mouvement de la comete, fera connoitre celle dont on doit faire
usage, sur-loutsices deux valeurs sont fort différentes; car alors
Pune d’clles placera la comete , plus loin que Pautre , de la terre,
et il serafacile de juger, par le mouvement apparent de la cométe,
a Yinstant de Tobservation, laquelle doit étre préférée. Mais s'il
reste de Pincertitude a cet égard, on pourra toujours la lever, cn
observant de choisir la valeur quirend 2 et /7' peu différens de U
cetde U'.

On [era ensuite une scconde hypothése dans laquelle, en conser-
vant le méme instant du passage par le périhélic, que ci-dessus,
on fera varicr la distance périhélie, d'unc petite quantité, par

) 3
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exemple, de la cinquantiéme partie de sa valeur, et I'on cher-
chera dans cetic hypothése, les valeurs de U—F et de U'—F';
soit alors
n=U—=V ; n=U'—¥V",
Tnfin, on formera une troisieme hypothése dans laquelle , en
conservant Ja méme distance périhélic, que dans la premiére, on
fera varier d’un demi-jour, ou d’un jour, plus ou moins, Vins-
tant du passage par le périhiélic. On cherchera dans cette nouvelte
hypothese, les valeurs de U— 27, et de U'— F7'. Soit alors
p=U—F; p=U—=¥F"
Cela posé, si 'on nomme # le nombre par lequel on doit mul-
tiplicr Ja variation supposée dans Ja distance pérvihiélie , pour avoir
Ta véritable, et ¢ le nombre par lequel on doit mulliplier la
variation supposce dans Vinstant du passage par le périhiclie, pour
avoirle véritable instant; on aura les deux équations suivantes:

(m—n).ut+(m—plt=nm;
(m'—n')u-t+(m'—p).t=m';s

doli Pon tlirera u et £, el par conséquent, la distance périhélic
corrigée, el le véritable instant du passage de la comcele au péri-
hiélie.

Les corrections préeédentes supposent que les élémens déter—
minds par la premiére approximation , sont assez approchés, pour
traiter comme infininent petites , leurs erreurs. Mais si la scconde
approximalion ne paroissoil pas encorc suflisante, on pourroit
recourir a une troisi¢me , en opérant sur les élémens déja corrigds,
comme on 'a fait sur les premiers; il faudroit senlement avoir
T'attention de leur faive subir de plus petites vaviations. Il suliira
méme de caleuler par ces élémens corrigés, les valeurs de U—£7
ctde U'—F"; en les désignant par M et M’, on les subslitucra
pour m ctm', dans les scconds membres des deax équations préceé=
dentes 5 on aura ainsi deux nouvelles équations qui donneront les
valeurs de z et de £, relatives aux eorrections de ces nouveaux
¢]émens.

Ayant ainsi Ja vraic distance périhiélie, et le véritable instant
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du passage de la cométe au périhélic; on en conclura de cette
maniére, les autres élémens de Torbite.

Soit j la longitude du nocud qui seroit ascendant, si le mouvement
de la cométe étoit direct, et ¢ I'inclinaison de lorbite; on aura,
en comparant la pren:iére et la dernicre observation,

tang.a@.sin. (“—tang. @”.sin.5

tang.w . cos.0"—tang.a" . cos.6 ’

tang. ="
sin. (5"—j)"
Comme on peut comparer ainsi deux & deux, les trois observa-

tang.) =

tang.¢ =

tions ; il sera plus exact de choisir celles qui donment aux frac-
tions précédentes, les plus grands numéralears et les plus grands
dénominateurs.

Tang. j pouvant appartenir ¢galement aux deux angles j et = -7,
j ¢tantle plus petit des angles positifs anxquels appartient sa valeur;
pour déterminer celui des deux angles qu’il faut choisir, on obser-
vera que ¢ est positif et moindre qu'un angle droit; ct qulainsi
sin. (€"—j) doit ¢tre du méme signe que tang.=”. Celle condition
déterminera Yangle j, ct cet angle sera la position du neead ascen-
dant, sile mouvement de la cométe est direct ; mais st ce mouve-
ment est rétrograde, il faudraajouter deux angles droits a Pangle 7,
pouravoir la position de ce noeud.

I’hypoténuse du triangle sphérique dont ¢"—; et =" sont les
cOlés , est la distance de la coméle, & son nocud ascendant, dans la
troisicme observalion; ct la différence entre v” et cette hypoténuse,
est l'intervalle entre le noeud et le périhélie,, compté sur Porbite.

Si Pon veut donner i la théorie d'ume cométe, toute la précision
que les observations comporlent; il faut Pétablir sur I'ensemble
des meilleures observations, ce que P'on pourra faire ainsi. Mar-
quons d'un trait, dedeux traits,, &e., leslettres m, 2, p, relatives
a la scconde observation, ala troisitme , &c., comparées toutes &
Ia premicre observation; on {ormera les équations

(m—n)u+(m—p)il=m;
(m'—n')ut+(m'—p')t=m";
(m"—n")iut(m'—p"lit=m";
&e.
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En combinant ensuite ces équations, de la maniére la plus avan~
tageusc pour déterminer et ¢, on aura les corrections de la dis-
tance périhdlic, et de Tinstant du passage au périhélic, fondées
sur Pensemble de ces observations. On en conclura les valeurs de
¢, ¢, ¢ &e.; @, s, @', &e., et Pon aura

tang. @. {sin. €'+ sin.8"+ &c.} — sin.C. { tang. &' -}-tang. =+ &e }

ang,j =—- - -
tang.J tang. 7. { cos.s'4-cos. " +8&c. } —cos.C. {tang. w' - tang. a"+ &c. }’
tang. @'+ tang. =+ &c.
tang.¢o = o

sin. (3= )+ sin. (3" =) + &c.’

38. T existe un cas, i la vérité, fort rare, dans lequel Porbile
d’unc cométe peut élre déterminée d’'une maniére rigourcuse et
simple : c’est le cas oli]a comete a été observée dans ses deux nocuds.
La droite quijoint ses deux positions observées, passe alors par le
centre du soleil , et se confond avee la ligne des noeuds. La lon-
gucur de celte droite est déterminde par le temps écoulé cntre les
deux observations ; en nommant T', ce temps réduit en décimales
de jour, cten désignant par ¢, la droite dont il s’agit, on aura,

1 3 T
C==. NN I
2 (97,688724)*
Soit maintenant ¢ la longitude héliocentrique de la cométe, au
moment de la premiére observation ; soit r son rayon vecteur ;
psadistancedlaterre, ct ¢, sa longitude géocentrique. Soit encore A,
le rayon de Yorbe terresire, au méme instant, et £ la longitude
correspondante du soleil ; on aura

par le n® a7,

r.sin.€=j.sin.a—R.sin. E ;
r.cos,6=p.cos.a— R.cos. L.
74 ¢ sera la longitude héliocentrique de la cométe , & instant de la
seconde observation ; et si Pon marque d’un trait , les quantités r,
a, py Rt B, relatives a cc méme instant ; on aura
r.sin € = R'.sin B'— ' sin. o 5

r'.c0s.¢=R'.cos. E'—p’ . cos.



PREMIERE PARTIE,LIVRE IL o5
Ces quatre équ:itions donnent

p.sin.z—R.sin. E p'.sin.2’—R'.sin. E’

tang. €= = .
© f.cos.a=—R.cos. E 4 .cos.a’—R'.cos. E'’

d’ol Ton tire
, __RR.sin(E—E')—R.0.sin.(a—F')
b= p.sin. (@' =—a)—R.sin. (+'—E)

.

On a ensuite

(r+7r)sin€=p.sin.e—p'.sin.a’— R.sin. E4+ R'.sin. I’
(r+7').cos.¢=p.cos.a—p'.cos.a’— R.cos. E+ R .cos. E'.

in carrant ces deux ¢quations, en les ajoutant ensuite, ct substi-
tuant ¢, aualicu de r-+r/, on aura

c=R—2RR.cos.(EE—E)+R"
+2p . {R.cos (¢e—E)—R.cos.(a—E)}
F2p {Rocos.(«'—F)—R .cos.(a'—E )}
+pr—2pp.cos. (2 —z) "

Si Ton substitue dans cette équation, au licu de ¢’ sa valear pré-
cédente en ¢, on aura une équation cn p, du quatriéme degré, que
Pou pourra résoudre par les méthodes econnues; mais il sera plus
simple de supposer a p une valeur quelconque, d’en conclure la
valeur de ¢/, de substituer ces valeurs de p et de ¢ daus Péquation
précédente, etde voirsielles y satisfont. Un petit nombre d’essais
suffiva pour déterminer avec précision, pcty'.

Au moyen de ces quantités, onaura €, rct 7. Si I'on nomme v
Pangle que le rayon r fait avee la distance périhélic que nous
désignerons par ) ; #—v scra Pangle formé par cette méme dis-
tance, ct par le rayon 2'; on aura ainsi par le n°. 23,

D ., D
r= —_ r = .
cos. iy sin2 by’
ce qui donne
-4
T rr
tang*lv=—; D=—-
r r4-r

On aara donc Tanomalic ¢ de Ja cométe, & Uinstant de la pre-
miére observation, ct sa distance périhélie D, d’or il est facile
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de conclure la position du périhélie, et Pinstant du passage de
Ja cométe par ce point. Ainsi, des cing élémens de Yorbite de la
cométe , quatre sont connus, savoir, la distance périhélie, la
position du périhélie , Pinstant du passage de la cométe par ce
point, et Ja position du neeud. 11 ne restera plus a connoitre que
Pinclinaison de Yorbite ; mais pour cela, il sera nécessaire de re-
courir a une troisi¢me observation qui servira d’ailleurs a choisir
parmi les différentes racines réelles ct positives de I'équation en ¢,
celle dont on doit faire ysage.

5(). La supposition du mouvement parabolique des cométes,
n’est pas rigoureuse ; clle est méme infiniment peu probable, vu
le nombre infini des cas qui donnent un mouvement elliptique ou
hyperbolique , relativement a ceux qui déterminent le mouve-
ment parabolique, D’ailleurs , nne comeéte mue dans un orbe soit
parabolique, soit hyperbolique, ne seroit visible qu'une fois ;
ainsi, l'on peut supposer avee vraisemblance , que les comdétes qui
décrivent ces courbes, s’il enexiste quelques-unes, ont depuis long-
temps disparu ; en sortc gue nous nw’observons auvjourd’hui, que
o2lles qui, mues dans des orbes rentrans, sont ramenées sans cesse ,
it des intervalles plus ou moins grands, dans les régions de Pes-
pace, voisines du soleil. On pourra par la méthode suivante,
déterminer & quelques années pres , la durée de leurs révolutions,
lorsque on aura un grand nomhre d’observations trés - précises,
avant ct apres le passage au périhélie,

Pour cela, supposons que l'on ait quatre ou un plus grand
nombre de bonnes observations ui embrassent toute la partie visi-
ble de Porbite, et que lon ait déterminé par la méthode précé-
dente, la parabole qui satisfait a~peu-prés , & ces obscrvations.
Svient v, ¢, v, v”, &ec., les anomalies correspondantes ; r, r, 7’
r”y &e., les rayons vecteurs correspondans. Soit encore

—p=U ; V'—y=U'; V—y=U"; &ec;
cela posé, on calculera par la mé¢thode précédente , avec la para-
bole déja trouvée, les valeurs de U, U', U”, &e., 7/, V', 77, &c.;
soit
m=U=F; m=U=F'; m'=U"—=F"; m"=U"—F"; &c.

On



PREMIERE PARTIE, LIVRE IL 233

On fera ensuite varier d'une trés-petite quantité, la distance péri-
hélie dans cette parabole; soit dans cette hypothése,

n= U'_V,' "1= U/'—"V,,' Tl”’: //—V'/’_ n/ﬂ= UIII—V///,' &c.

On formera une troisiéme hypothese dans laquelle, en conser-
vant la méme distance périhélie, que dans la premiére, on fera
varier d’une trés-petite quantité , 'instant du passage par le péri-
hélie ; soit alors

p — U__I'/; P’——— UI__V/; p/f: U//_V//’. p//I: UW—VW,' &C.

Infin, on calculera avec la distance périhélie, et Pinstant du
passage de la cométe au périhélie, de la premi¢re hypotheése , Pan-
gle v etle rayon vecteur r, en supposant 'orbe clliptique, et la
diflérence 1—e, de son excentricité, d’avec lunité , égale & une
trés-petite quantilé, par exemple, & 7. Pour avoir la valeur de
Yangle v, dans cette hypothise, il suflira, par le n% 23, d’ajouter
- alanomalie v, calculée dans la parabole de la-premiére hypothase,
un petit angle dont le sinus est '

75 (1—e).tang.+y. {4—3.cos.* tv—G.cos.*1 v},

En substituant ensuite dans 'équation

I ) ,};

o 1 1—— tang.* =y
v | P

au lieu de ¢, cette anomalic ainsi calculée dans Dcllipse; on aura
le rayon vecteur r, correspondant. On calculera de la méme ma-
niére, ¢/, ', ¢", 1y ¢”, ¥, &c.; dolt Pon tirera les valeurs de

%) . N ! 1 .
U, v, U, U", &c., et par le n° 37, celles de 77, ¥, 77, &,

Soit dans ce cas ,
q —_ U—‘V,’ 9/: U/__Vl,_ qllz U//_V‘//,_ q//l= UM"'"‘VW,' &(‘.

Nommons cnfin, z le nombre par lequel on doit multiplier la

variation supposée dans la distance périhélie, pour avoir la véri-

table ; #le nombre par lequel on doit multiplier la variation sup-

posée dans Yinstant du'passage par le périhélie, pour avoir ce

yéritable instant; et s le nombre par lequel on doit multiplier
MicAN. ctxr. Tome 1, Gg
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la valeur supposée pour 1— e, pour avoir la véritable; on formera
les équations,
(m—n).ut(m—p).d+(m—gq).s=m ;
(m'—n') ut(m' —p') t+(m' —q') . s=m';
(m'"—n") . u+(m"—p") t+(m’'—q") . s=m";
(m"—n")cu+(m"—p" ) t+(m"—q" ). s=m"";
&ec.
On déterminera ,au moyen de ces équations, les valeurs de u, ¢, ;
d’oli lon tirera Ja vraie distance périhélie, le véritable instant du
passage de Ja coméle au périhélie, et Ja vraie valeur de 1—e.
Soit D, la distance périliclie, ‘et a, le demi-grand axe de Porbite;

D . ,
on aura = —; le temps de la révolution sydérale de Ja comcte

3
scra exprimé par un nombre d’années sydérales, égal a a*, oud

3
D\ . s .
— ), la moyenne distance du soleil a la terre étant prise pour
1—e

unité. On aura ensuite par le n® 37, Vinclinaison de Porbite, ctla
position du necud.

Quclque précision que P'on apporte dans les obsérvations, clleg
laisseront toujours de lincertitude sur la durée de la révolution
des cométes. La méthode Ja plus exacte pour Ja déterminer, con-
siste & comparer les observations d’'unc cométe, dans deux révo-
Jutions consécutives ; mais cc moyen n’est praticable, que lorsque
la suite des temps ramene la cométe vers son périhélie.
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CHAPITRE V,

Meéthodes générales pour déterminer par des approxima-

lions successives , les mouvemens des corps célestes.

4o. NOUS n’avons considéré dans la premiére approximation
des mouvemens des corps célestes, que les forces principales qui
les animent, et nous en avons déduit les loix du mouvement cllip-
tique. Nous aurons égard, dans les recherches suivayles, aux
forces perturbatrices de ce mouvement. Laction de ces forces ro
fait quwajouter des petits termes, aux équations différenticlles du
mouvement elliptique , dont nous avons donné précédemment les
intégrales finies : i} faut maintenant déterminer par des approxi-
maltions successives, les intégrales des mémes équations augmen-
tées des termes dds & Paction des forces perturbatrices. Voici,
pour cet objet, une méthode générale, quels que soient le nombre
et le degré des équations dilférenticlles dont on se proposc de
trouver des intégrales de plus en plus approchées,

Supposons que Pon ait entre les n.variables v, 3/, 3"y &ec., ct
la variuble ¢ dont’élément d £ cst regardé comme constant, les n
équations diflérenticlles

di
o=24P+a.Q;

dy
o= +P'+a.Q;
&e.
P, Q, P, Q, &c., ¢tant des fonctions de ¢, y, ¥, &¢., et de
leurs différences jusqu’a I'ordre i — 1 inclusivement, et « étantun
trés pelit coefficient constant qui, dans la théorie des mouvemens
célestes , est de Pordre des forces perturbatrices, Supposons ensuite
que I'on ait Jes intégrales finies de ces équations, lorsque Q, Q' &c.
Gg 2
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sont nuls : en les diflérentiant chacune , i—1 fois de suite, elles
formeront avec leurs différenticlles , in dquations au moyen
desquelles on pourra déterminer, par I'élimination , les arbitraires
¢, ¢, ¢, &e., en fonetions de ¢, ¥, ¥/, ¥, &e., et de leurs diflé-
rences,jusqua Pordre i—1. En désignant done par 77, F7, V7, &e.,
ces fonclions, on aura
c=F; d=r"; I=Vr"; &

Ces équations sont les in intégrales de Tordre i —1, que les équa-
tions différenticlles doivent avoir, et qui par Pélimination des
différences des variables, donnent leurs intégrales finies.

Maintenant, si Pon différentic les intégrales précédentes de
Yordre i—1, on aura

o=d/V ; o=dV"' ; o=dV"’; &c
or il est clair que ces dernitres équations étant différentielles de
Tordre i, sans renfermer d’arbitraires ; clles ne peuvent &tre que
les sommes des équutions
m—‘—u’ == +P’ &e.y

multipliées chacune par des facteurs convenables, pour que ces
sommes soient des dilférenees exactes; en nommant done Fdt,
I'dt, &e., les fucleurs qui doivent multiplier respeclivement
ces ¢équations, pour former la suivanle o=d# ; cn nommant
parvcillement F d¢, I1'd¢, &ec.,les facteurs qui doivent multiplicr
respectivement les mémes ¢qualions, pour former celle-ci o=dF™
clainsi du resle; on aura

diy ]
AP =F.dt. {l—{+ P}—l—F’dt +p'}+ &e. ;

4y

| 4

ar =ma | D Pl pa (Y
lart P L di

&e.

", F', &e., H, H', &c., sont des fonctions de ¢, y, 5/, 5", &c.,

et de Icurs diflérences jusqu’a Vordre i—1 :il est facile de les déter=

miner, lorsque &, /', &c., sont connus; car Fest évidemment

-+ P’}+ &e.;

. d . .
le coeflicient de —d—)t:-, dans la dilférenticlle de #7; F' estle coefli-
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. dy' N o . .
cient de 1%7 , dans laméme différentielle, ct ainsi de suite. Parcil-
o d diy*
lement, H, H', &c., sont les cocfliciens de E%’ %, &c., dans

la différentielle de /7' ; ainsi, puisque Pon est supposé connottre
les fonctions 77, 7', &c.; en les difiérentiant uniquement par rap-
d:——ly di—xy’

T = &c., on aura les facteurs par lesquels on doit

porta
multiplier les équations différenticlles,
dy ay' o
O—Ft—"—i-P 5 O-—--d—t-:'-}-P 5 &C;

pour avoir des différences exactes; cela posé ,
Reprenons les équations diflérenticlles
& dy
O:E%,--i-P-i—a..Q ; 0=~J“7+P‘+¢.Q',- &e.
Si on multiplie la premiére par Fdt, la seconde par F'dt, et
ainsi du reste ; on aura en les ajoutant,
o=dV +adt. {FQ+F'Q + &c.};
on aura de la méme maniére,
o=dF '+adt. {HQ+H'Q + &c.};
&e.
d’ou Pon tire, en intégrant,
c—afdt. {FQ+IF'Q+ &e.}=F";
¢ —afdt. { HQ+H'Q'+ &e.})=F";
&ec.
on aura ainsi in équations différentielles qui scront de la méme
forme que dans le cas ot Q, Q, &c., sont nuls, avee la seule
différence que les arbitraires ¢, ¢, ¢’, &c., doivent étre changées
dans
c—a fdt. {FQ+F'Q +&c.}; c'—a.fdi. {HQ+ H'Q + &e. }; &e.
Or si, dans la supposition de Q, Q', &e. , égaux i zéro, on élimine
des in intégrales de lordre i—1, les différences des variables
¥y ¥y &c.; on aura les n intégrales finies des équations proposées;
on aura donc ces mémes intégrales, lorsque Q, Q’, &c., ne sont
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pas nuls, en changeant dans les premiéres intégrales , ¢, ¢, &e.,
dans c—~a.fdt. {FFQ+ &c.}; ' —a.fdt. { H Q4+ &c.}; &e,
41. Si les différenticlles
dt. {FQ+F'Q + &e.} , dt. {HQ+H'Q + &c.}, &c.,
sont exacles; on aura par la méthode précédente, les intégrales
finies des équations diflérentielles proposées : mals cela n’a lieu
que dans quelgues cas particulicrs, dont le plus étendu et le plus
intéressant est celui dans lequel ces équations sont linéaires. Sup-
posons ainsi P, P, &c., fonclions lincaires dey, 5', &c., ctdo
leurs différences jusqu'a Pordre i—1, sans aucun terme indépen-
dant de ces variables, et considérons d’abord le cas dans lequel
Q, Q) &c., sont nuls. Les équations difléventielles étant lindaires ,
leurs inlégrales successives seront pareillement lindaires, en sorte
que ¢ =¥V, =¥, &c, étant les in intégrales de Yordre i—1,
des ¢quations différenticlles linéaires
o= ~+P ; “‘+P’ &e.;
Fr, 77, &ec., peuvent étre supposés des fonclions linéaires de
v,y &e.y et de leurs différences , jusqu’a Tordre i—1. Pour le
faire voir, supposons dansles expressions dey, 5, &e., la cons-
tanle arbitraire ¢ ¢gale i une quantité déterminée, plus a Pindéter-
minée ¢ ; laconstante arbitraire ¢ égale & une quantité détermi-
née, plus a 'indéterminée 8¢/, &e. ; en réduisant ces expressions cn
sérics ordonnées par rapport aux puissances et aux produits de Je,
8¢y &c., on aura par les formules du n°. 21,

d
y = Y+J‘c.< Y)-{—d“ (%)+&c,
& [ dY
+— c ( >+&b.,
1.2 \d¢*
Y' l
ym e () () 4 e

oo d*Y
+ :o( )+ &C- ,
&e.
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dY
Y, Y’ ( ) &c. , étant des fonctions de ¢, sans arbitraires. En
wbA

substituant ces valeurs, dans les ¢quations différentielles propo-
scées, il est clair que dc, 4¢’, &e., étant indéterminds , les coeffi-
ciens des premiéres puissances de chacun d’eux, doivent ¢tre nuls
dans ces diverses équations ; or ces équations ¢tant lincaives , on
aura évidemment les termes aflectés des premiéres puissances de

dY dY
&c, &c', &e., en y substituant (d > $c+( ) &'+ &e., aun
8
. dy’ d !
licu de y ; o Set{ ). 8+ &e., au licu de y, &e. Ces
expressions de ¥, ¥/, &c. , sntisfont donc séparément aux déqua-
tions différenticlles proposées 5 ct comme elles renferment les in
arbitraires &c, 8¢, &e., elles en sout les intégrales complétes. On
voit ainsi que les arbitraires existent sous une forme lindaire,
dans les expressions dey , 3/, &c., et par conséquent aussi, dans
lIeurs différenticlles ; d’otr il est ais¢ de conclure que les variables
¥,y &c., et leurs différences, peuvent étre supposées sous nne
forme lincaire, dans les intégrales successives des ¢quations diflé-
renticlles proposées.
. , , dly
11 suit de-la, que F, F', &c., ¢tant les coefliciens de TR

dy' s . . .
l{' &e., dans la différenticlle de #7; H, H', &c., élant les cocelli-

ciens des mémes diflérences, dans la différentielle de 77/, et ainsi
dureste; ces quanlités sont fonctions de la scule variable & Par-
tant, si I'on suppose Q, Q', &c., fonctions de ¢ scul, les diffé-
vences d i {I'Q+17Q + &e.} 5 dt. {HQ+H'Q' + &c.} ; &,
seront exactes.

De-la résulte un moyen simple d’avoir les intégrales d’'un nom-
bre quelconque 7z d’équations différenticlles linéaires de Pordre i,
et qui renferment des termes quclconques « Q, « @, &c., fonc-
tions de la scule variable ¢; lorsque T'on sait intégrer les mémes
équations , dans le cas ol ces termes sont nuls; car alors, si Pon
différencie leurs n intégrales finics, i—1 fois de suite, on aura
in équations qui donncront par V'élimination, les valeurs des in
arbitraires ¢, ¢, &c., en fonctions de ¢, ,5', &c., et des différences
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de ces variables jusquwi Pordre i—1. On formera ainsi, les in
équations ¢ = #; ¢’ = /"', &c.; cela posé, I, F', &c. , seront les
dt——l d/——l /
coefficiens de -Jt—l—_—',y—, 7“7%—, &c., dans #7; H, H', &c, , seront
les cocfliciens des mémes différences dans 2/, et ainsi du reste;
on aura donc les intégrales finies des équations différentiellcs
linéaires,
0"—&;‘—+P+¢oQ s 0= dt‘ +P’+ Q &C.,
en changeant dans les intégrales finies de ces équalions privées de
leurs derniers termes 2 Q, « Q', &c., lesarbitraires c, ¢/, &c., dans
c—a.filt. (FQ+F Q'+ &e.}, '—a.fdt. { HQ+ H'Q'+ &c. }; &e.
Considérons , par execmple , I’équation différenticlle linéaive
P l 1

“a +ay+a.Q.

. o’
L'intégrale finie de Pégualion o = d:i, +a’y, est

’

c . c
= .31n.at+—.cos.at ;
a (23

¢ et ¢’ étant arbitraires. Cetle intégrale donnc en la différentjant,
d

:i:)i = .c0s. ab—c .sin. at.

8i I'on combine cette différenticlle, avee lintégrale elle- méme ,
on formera les deux intégrales du premicr ordre,

. d
c=ay.sm.at+ —l“l;.cus. at;
[¢
’ dy .
c =a‘y.cos.at—jz.sm. aty
ainsi Y'on aura dans ce cas,
F=cos.at ; H=—sin.at;
Pintégrale compléte de la proposée, sera donc

Py

.sin. at
‘y.—_ - sin.at {- .cos.at— sin. @ .JQdt. cos. at

1l est facile d’en conclure que si Q est composé de termes de la
forme
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sin. :
forme K. (mt+¢), chacun de ces termes produira dans la

cos.
valeur de g, le terme correspondant
K sin.

—— (mt+s).

m“-—a"cos.
Si m ost éeal & @, lo terme K5 Tuir
gal & a, erme K. o ( mt+¢) produira dans y,

« K sin . .
1°. le terme — ‘ (at+:), quiétant compris dans les deux

4a* cos.
’

c . 4 roys o
termes ;.sm.at+—;. cos.at , peut étrc négligé ; 2° le terme

+ %Ka—t.:ﬁf: (at4:), le signe + ayantlieu, si le terme de l'ex~
pression de Q est un sinus, ctle signe — ayant lieu,, si cc terme esl
an cosinus. On voit ainsi comment ’arc ¢ sc produithors des signes
sinus et cosinus , dans les valeurs dey, ¥, &c., par les ntégralions
successives , quoique les équations diftérentielles ne le renferment
point sous cette fornie. I1 est clair que cela aura lieu , toutes les fois
que les fonctions £Q, FQ,&e,HQ, H'Q,&c., renfermeront
des termes conslans, .

4. Silesdifférences d¢. {FQ+&c.}, dt. (HQ+&e.}, &e.,
ne sont pas exactes , Panalyse précédente ne donnera point leurs
intégrales rigourcuses ; mais elle offre un moyen simple davoir
des intégrales de plus en plus approchées , Jorsque a cst fort petit,
etJorsque Pon a les valeursde v, ¥/, &ec. , dans la supposition de «
nul. En différentiant ces valeurs , i—1 fois de suite, on formers
lcs équations diférenticlles de Yordre i—1,

e=V ; d=V"; &e.

)

ly dy' cppr gt
Tes coefficiens de -;%-, Z‘Z—, , dans les différenticlles de 77, 7~ " &e,,

¢tant les valeurs de F, F', &e., H, H', &c.; on les substituera

dans les fonctions différenticlles
dt.(FQ+F Q + &c.) ;5 dt.(HQ+H Q + &c); &e
nsuite , on substituera dans ces fonctions, au lieu de y, 7', &e.,
prochges ; ce qui rendra ccs différences,
aires ¢, ¢, &c. Soient T'dt, T'dt, &c.,
I

leurs premiéres valenrs ap
fonctions de ¢, et des arbitr
Mican. ciie. Tome 1.
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ces fonctions, Silon change dans les premiéres valeurs approchées
de ¥, ¥, &c., les arbitraires ¢, ¢/, &c., respectivement dans
c—a. /Tdt, '—a.fT'dt, &c.,on aura les secondes valeurs appro-
chées de ces variables.

On substiluera de nouveau, ces secondes valeurs , dans les fonc-
tions différenticlles

dt.(FQ+ &c.) ; dt.(HQ+ &ec.) ; &c.

or il est visible que ces fonctions sont alors ce que deviennent
u,]lts-(,i, Tdt, T'dt, &c. ’ lorsque Pon y change les arbitraires
c, ¢, &c., dans c—az.det ¢/—a./T'dt, &c. Soientdonc T, T, &e.,
ce que deviennent Ty 1%, &c., par ces changemens :on aura les
troisitmes valeurs approchdes de y, 3', &c., en changeant dans
les premitres, ¢, ¢/, &c, respectivement dans ¢ —a. [T,.d¢,
c'—a. /T .dt; &e.

Nommons parei]lcment T,T,  &c.,ccquedeviennent T, TV, &e.,
lorsquelon y change ¢, ¢, &c., dans c—a./T'dt, ¢'—a./T/dt, &c.:
on aura les quatriemes valeurs approchées de y, ¥/, &c., en chan-
geant dans les premiéres valeurs approchées de ces variables
c, c, &, dans ¢ —a.fT,.dt, —a.fT .dt, &c.; et ainsi de
suite.

Nous verrons ci-aprés, que la détermination des mouvemeris
célestes , dépend presque toujours d’équations différentielles de la
forme

0"—*-———+a Y+ Q,

Q ¢tant une fonclion rationnelle et entiére de y, dé sinus et de
cosinus d’augles croissans proportionnellement au temps repré-
scnté par . Voici le moyen le plus facile d’intégrer cette équation.

On supposcra d’abord , « nul, et Pon aura par le n°. précédent ;
unc premiére valeur de y.

On substituera cette valeur dans Q qui deviendra ainsi, uné
fonction rationnelle et entiére de sinus et de cosinus d’angles pro-
portionncls & £. En intégrant ensuite , 'équation différentielle, on
aura une seconde valeur de y, approchée jusqu’aux quantités de
Pordre « inclusivement.
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On substituera de nouveau, cette valeur dans Q; ct en inté-
grant P'équation différentielle, on aura une troisitme valeur ap-
prochée de y, et ainsi de suite.

Celte manié¢re d’intégrer par approximation, les équations diffé-
rentielles des mouvemens célestes, quoique la plus simple de
toutles, acependant Pinconvénient de donner dans les expressions
des variables ¥, y', &c., des arcs de cercle hors des signes sinus
et cosinus, dans le cas méme ol ces arcs n’existent point dans les
valeurs rigoureuses de ces variables; on congoit en effet, que si
ces valeurs renlerment des sinus ou des cosinus d’angles del'ordre
ces sinus ou cosinus doivent sc présenter sous la forme de séries,
dans les valeurs approchées que ’on trouve par la méthode précé-
dente ; puisque ces derni¢res valeurs sont ordonnées par rapport
aux puissances de a. Ce développement en séries, des sinus et
cosinus d’angles de ordre « ¢, cesse d’Sire exact, lorsque par la
suite des temps, V'arc «¢ devient considérable ; les valeurs appro-
chées de y, ¢/, &c., ne peuvent donc point s’étendre a un temps
illimité. Comme il importe d’avoir des valeurs qui embrassent les
siécles passés et & venir; le retour des arcs de cercle que ren~
ferment les valeurs approchées, aux fonctions qui les produisent
par leur développement en série, est un probléme délicat, et in-
téressant d’analyse, Voici, pour le résoudre, une méthode géné~
rale et fort simple,

43. Considérons I'équation différenticlle de Iordre i,
di
o="2 41 Pta.Q;

de
« étant trés-petit, et P et Q étant des fonctions algébriques de y,
d; di— . . .
(—};. N E—_%' ; et de sinus et de cosinus d’angles croissans propor-

tionnellement a £ Supposons que Pon ait Pintégrale compléte de
cetle ¢quation différentielle, dans le cas de « =0, et que la valcur
de y , donnée par cette intégrale, ne renferme point P'arc ¢, hors
des signes sinus ctcosinus, ; supposons ensuite qu’en intégrant cette
équation par la méthode précédente d’approximation, lorsque «
n’est pas nul, on ait
y=X+t.Y+0.Z+4+.8+ &c
Hh 2
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X,Y,Z, &e., étant des fonctions périodiques de ¢, qui renfer-
raent les ¢ arbitraires ¢, ¢, ¢”, &c.; et les puissances de ¢, dans
cette expression de y, s’élendant a Pinfini par les approximaticns
successives. J1 est visible que les coefliciens de ces puissances décroi-
tront avec d’autant plus de rapidité , que « sera plus petit. Jans la
théorie des mouvemens des corps célestes, « exprime Pordre des
forces perturbatrices , relativement aux forces principales qui les
animent.

Si Pon substitue la valeur précédente de y, dans la fonction
;-:’%I--}-P-i-a. Q; clle prendra celte forme, £+ &t + £'t'4 &c.;
E, K, £, &c., dtant des fonctions périodiques de £; mais par la
supposition, la valeur de y satisfait & équation différentielle
0":{'—)’—-}-1’-}—1. Q;

T de
on doit donc avoir idenliquement ,
o=k4+Kt-£"1* + &ec.

Sik, &, K", &e., n'éloient pas nuly, cette équation donneroit, patr
le retour des suiles, Pave ¢, en fonction de sinus et de cosinus
d'angles proportionnels a¢; en supposant donc « infiniment petit,
on auroit £ ¢gal & une fonction finie de sinus et de cosinus d’angles
semblables, ce qui est impossible ; ainsi les fonctions £, &, &e.,
sont wentiquement nulles.

Maintenant, si Pare ¢ n'est élevé qu’a la premiére puissance,
sous les signes sinus et cosinus , comme cela a liew dans la théorie
des mouvemens célesles , cet arc ne sera point produit par les
dillérences successives de g ; en substituant donc la valeur pré-

Lo : .
cédente de g, dans la fonction fJ{—, + P+a.Q,lafonction k+4't-+&c.,

dans laquelle elle sc transforme, ne contiendra Parc ¢, hors des
signes sin. et cos. , qu'autant qu'il est déji renfermé dans y ; ainsi,
cn changeant dans I'expression de y , Pare ¢, hors des signes pério-
diques, dans ¢ — 0, 8 ¢lant une constante quelconque, la fonction
E+41+ &e., sc changera dans £+4'.(t—8)+ &c. ; et puisque
cctie derniére fonclion est identiquement nulle, en vertu des équa-
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tions identiques #=0, k'=0; &c.; il en résulte que 'expression
y=X+(t—9).Y+(t—8)".2Z+ &e.,
satisfait encore & l’équalion diﬂ‘éu‘nliclle
o= ml— +P4a.Q.
Quoique cctte seconde valeur de y semble renfermer i41 arbi-
traires , savoir les i arbitraires ¢, ¢, ¢, &e., et Parbitraire 9 ; cepen-
dant, elle ne peut en contenir que le nombre ¢, qui soient dis-
tinctes entre elles. Il est done nécessaire y que par un changement
convenable dans les constantes ¢, ¢/, ¢’, &c., Parbitraire § puisse
disparoitre de cette seconde expression de ¥, et qu'ainsi, clle ¢oin-
cide avec la premiére. Cette considération va nous fowrnir lo
moyen d’en faire disparoitre les arcs de cercle, hors des signes
périodiques.
Donnons i la seconde expression de y, la forme suivanle :

y=X+(t—19).R

dy
Puisque nous supposons que 8§ disparoit de y, on aura <~J§-> =0,
ct par conséquent,

o= (e ()

Tln différentiant successivement cetle équation , on avira
dR ddX ddR
()= () + 0= (55)
ddR
5. () = (@) + =)

&e.
d’ou il est facile de conclure, en ¢liminant R, et ses différenticlles,

de Pexpression précédente de y,
dX t—0)* [fdd t—4)3 /dX
,,:X;-(t—e).(-d-’—)ﬂ ) .(“ (=) ( )+ &e.

1.2 d¢* 1.2.3°\ de3
X est fonction de ¢, et des constantes ¢, ¢, ¢, &c.; et comme ces
constantes sont fonctions. de 8, Xest une fonction de ¢ ct de 8, que
nous pouvons représenter par ¢ (¢,6). L’expression de y est, par
la formule (i) du n° 21, le développement de la fonction
¢ (t, §4t—1H), suivant les puissances de t—0 ; on a donc y =o(2,t);.
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’olr il suit que P'on aura y, en changeant § en ¢, dans X. Le pro-
bléme se réduit ainsi a déterminer X, en fonction de £ et de 0,
et par conséquent, a déterminer c, ¢, ¢’, &c., en fonctions de §,
Pour cela, reprenons ]’équatlon
y=X+(t—0).Y+(t—6)".Z +(t—98)". 8§+ &c.
Puisque la constante § est supposée disparoitre de cette expressian
de ¥, on aura ’équation identique

o__<i)£) Y(t=0). {(‘”) 2Z}+(t o). {(——-z>——58}+&c.(a)

En appliquant a cette équation , le raisonnement que nous avons
fait sur celle-ci, 0 =h+&'t+ £"t"+ &ec. ; on voit que les coefficiens
des puissances successives de ¢—0, doivent se réduire d’eux-
mémes a zéro. Les fonctions X, ¥, Z, &c., ne renferment ¢,
quautant qu’il est contenu dans ¢, ¢/, &c.; en sorte que pour for-

nier les différences partielles %{) (‘%), (c(i“Z) &ec. , il suffit

de faire varier ¢, ¢/, &=., dans ces fonctions, ce qui donne,
dX dX\ dc dX\ d¢ dX\ d¢”
()= (e () + () T+ e
dy dY\ dc dY\ d¢ dY ({c"
(@)=(a)a (@) (@) e

&e.
Maintenant, il peut arriver que quelques - unes des arbitraires
¢, ¢, ¢', &c., multiplient Tarc ¢ dans les fonctions périadiques
X, Y, Z, &c.; la différentiation de ces fonctions relativement

& 0, ou ce qui cst ]a méme chose, relativement & ces arbitraires ,

développera cetarc, et le fera sortir hors des signes des fonctions
dX dy dzZ

peériodiques ; les différences (d ) (‘“) (da) &c., seront alorg

de cette forme

ls’ Y’ "
(d_) LY
az ,
(4\) Z .2,

Rec.
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X, X" Y',Y" Z',Z", &c., étant des fonctions périodiques de ¢,
et renfermant de plus, les arbitraires ¢, ¢/, ¢’, &c., et leurs pre-
miéres différences divisées par d9, différences qui n’entrent dans
ces fonctions, que sous une forme linéaire; on aura donc

(%) =X 40X 4 (t—0). X" ;

dY
(7{7)2 Y 48.Y 4 (t—0).¥";

dZ
(—5) = 240,24 (t—0). 2" ;
&e.
En substituant ces valeurs dans Péquation (a), on aura

6=X'44X"—Y
d(t—0) Y +0.Y"+X"—23 Z)}
F(t—0) {Z'+8.2"+Y"—5 8} + &e.;

d’our Pon tire, en égalant séparément & zéro, les coefficiens des
puissances de t—§,

o =X"4+9.X"—Y;

o=Y'4+0.Y"+X"—2Z;

0=2"'4+0.2"+Y"—38;

&ec.
Si Yon différentie la premiére de ces équations, i—1 fois de snite,
par rapport i ¢, on en tirera autant d’équations entre les quan-
tités ¢, ¢, ¢y &c., etleurs premiéres différences divisées par d8;
en intégrant ensuite ces nouvelles équations, par rapport a4, on
aura ces constantes, en fonctions de 8. Presque toujours, inspec-
tion seule de la premiére des équations précédentes, suffira pour
avoir les équations différentielles en c, ¢, ¢”, &c., en com~
parant séparément les coefliciens des sinus et des cosinus qu’clle
renferme ; car il est visible que les valeurs de c, ¢, &c., étant in-
dépendantes de ¢, les équations différentielles qui les déterminent ,
doivent pareillement en étre ’indépendantes. La simplicité que cette
considération apporte dans les calculs, est un des principaux avan=
tages de cette méthode. Le plus souvent, ces équations ne seront
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intégrables que par des approximations.successives , qui pourront
introduire arc 8, hors des signes périodiques, dans les valeurs
de ¢, ¢, &c., alors méme que cet arc ne se rencontre point ainsi
dans les intégrales rigoureuses ; mais on le fera disparoitre par la
méthode que nous venons d’exposer. -

11 peut arriver que la premiére des équations précédentes, et
ses i —1 différentielles en ¢, ne donnent point un nombre i d’équa~
tions distinctes, entre les quantités c,' cy ¢y &e., ct leurs diffé-
rences. Dans ce cas, i) faudrarecourir a la seconde ¢quation et aux
suivantes,

Lorsque Yon aura ainsi déterminé les valeurs de ¢, ¢, ¢’, &c.,
en fonctions de 6; on les substitucra dans X, et en y changeant
ensuile 8 en ¢, on aura la valeur de 5, sans arcs de cercle, hors
des signes périodiques, lorsque cela est possible. Si cette valeur
en conservoit encore, ce seroit une preuve qu'ils existent dans
P'intégrale rigourcuse,

44. Considérons présentement, un nombre quelconque 72
d'équations dillérentielles, '
i iy'

'::%{%-I—-P-}-d.@ ; ::%-{-P’ﬁ-a.@' ; &e.
P,0,P Q' &ec., élant des fonctions de y, ', &c., de leurs diffé-
rentielles, jusqu’a l'ordre #—1, et de sinus ef de cosinus d’angles
croissans proportionnellement a la variable ¢ dont la différence
est supposée constante. Supposons quc les intégrales approchées de
ces ¢quations soient

y=X+t.Y 4+, Z 4.8 + &ec;
V=X +t.Y +8.Z,+ 0.8+ &e.;
&e,
X, Y, Z, &.,X,,Y,,Z,, &c., étant des fonctions périodigues
de ¢, etrenfermant les in arbitraives ¢, ¢ ¢”, &e. On aura comme
dans le n°. précédent,
o=X+0.X"—Y;
o=Y'40.Y"+X"—aZ;
0 =2Z"48.Z2"+Y"—=5%8;
&e.
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La valeur de »', donnera pareillement, des équations de cette
forme,

o=X'+0.X"—Y, ;

o=Y/40.Y '+ X —3aZ, ;

&e.
Les valeurs de 3", y", &c., fourniront des équations semblables.
On déterminera par ces diverses équations, en choisissant les plus
simples et les plus approchées, les valeurs de ¢ ,¢’, ¢”, en fonctions
de 8 : en substituant ces valeurs dans X, X ,, &c., et en y chan-
geant ensuite § en ¢, on aura les valeurs de y, y', &c., sans arcs
de cercle hors!des signes périodiques , lorsque cela est possible.

45. Reprenons la méthode que nous avons exposée dans lo

n° 4o. Il en résulte que, si au lieu de supposer les paramétres
¢, ¢, ¢”y &c., constans, onles fait varier en sorte que P'on ait

de=—adt. {FQ+F'Q + &c.};

di'=—adt. { HQ+H' Q'+ &c.};

&e. 7
on aura toujours les in intégrales de Pordre i—1,

ce=F; Jd=F; JI=F"; &
comme dans le cas de « nul; d’ol il suit que non-senlement les
intégrales finies,, mais encore toutes les équations dans lesquelles
il n’entrera que des différences inférieures a I'ordre 7, conserve-
ront la méme forme, dans le cas dc « nul, et dans celui de «
quelconque ; puisque ces équations peuvent résulter de la compa-
raison seule des intégrales précédentes, de 'ordre i —1. On pourra
donc également, dans ces deux cas, différentier i —1 fois de suite,
les intégrales finies , sans faire varier ¢, ¢/, &c.; et comme on est
libre de faire varier tout , a-la~fois, il en résultera des équations de
condition entre les paramétres ¢, ¢/, &c., et leurs différences.
Dans les deux cas de « nul, et de « quelconque, les valeurs de
¥, &c., et de leurs différences jusqu’a Pordre i—1 inclusive-
ment, sont les mémes fonctions de ¢, et des paramétres ¢, ¢, ¢, &e. ;
soit donc ¥, une fonction quelconque des variables y, ¥,y &e.,
et deleurs différentielles inférieures a V'ordre i~1, etnommons T,
la fonction de ¢, dans laquelle elle se change, lorsque I'on y subs-
Micax, ckr. Tome 1, Ti
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titue, au lieu de ces variables et de leurs différences, leurs valeurs
en £ On pourra différentier I'équation Y'=T', en y regardant les
paramétres ¢, ¢, ¢’y &c., comme constans ; on pourra méme ne
prendre que la différence partielle de Y, relativement 4 une seule
ou it plusicurs des variables y, ', &c., pourvu que Pon ne fasse
varicr dans T', que ce qui varie avec elles. Dans toutes ces diffé=
rentiations, les paramétres ¢, ¢, ¢’ &e., peuvent toujours étre traités
comme constans ; puisqu’en substituant pour y, 5, &ec., et leurs
différences, leurs valeurs en ¢, on aura des équations identique=
ment nulles , dans les deux cas de « nul, et de « quelconque.
Lorsque les équations différentielles sont de Pordre i—1, il n'est
plus permis, en les dilférentiant , de traiter les paramétres c, ¢,
¢’, &c., comme conslans. Pour différenticr ces équations, considé-
rons Péquation p=o0, ¢ étant unc fonction différenticlle de Pordre
i—1, ct qui renferme les parametres ¢, ¢, ¢, &e.: soit ¢, la
différence de cette fonction, prise en reg ardant c, ¢, &c., comme
conslans , ainsi que les différences &'y, d“y , &c. Soit § le

dl
cocllicient de _‘_y dans la différence entiére de ¢ : soit §’ le coeffi-

dy
cient dc —, dans cetle méme diflérence, ct ainsi du reste. L’équa-~

tion p=o0, dill‘ércnliéc, donnera
o= J‘¢+< ) de+ ( ) dcd' + &e.

d
I A T S

“~1 l"—‘

. . d
en substituant au licu de a‘-{—‘- , sa valeur —dt. {P+2.Q};au

iy’
i

) )
licu de -»(-‘y—, sa valeur —d¢. { P'4-2.Q'}, &ec.; on aura

(=1

1
o—~f¢+(d ) de+ (%o—,).dc’-i- &e.
CI
—dt. {SP4+8'P'+ &} —adt. {(§Q4+8'Q'+ &ec.}; (¢)
Dans la supposition de « nul,les paramétres ¢, ¢, ¢’, &c., sont

constams; on a ainsi,

o="dp—=dt.{SP+S§'P'+ &c.},
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Si on substitue dans cette équation , au lieu de ¢, ¢/, ¢’, &e., leurs
valeurs 7, 7/, 7°*, &c. ; on aura une équation différenticlle de
Yordre i—1, sans arbitraires, ce qui est impossible, & moins que
cette équation ne soit identiquement nulle. La fonction

do—dt. {SP+8'P'+ &e.}

devient donc identiquement nulle, en xertu des équations ¢ =#7;
¢'=F", &c.; et comme ces équations ont encore licu, lorsque les
paramétres ¢, ¢, ¢, &c., sont variables, il est visible que dans
ce cas, la fonction précédente est encore identiquement nulle;
Yéquation (¢) deviendra done

o__(d’) de +< ).clc + &ec.
—adt. {§Q+8'Q'+ &c.}; (x)
On voit ainsi que pour différentier Péquation ¢ =o, il suffit de
fairc varier dans ¢, les paramétres ¢, ¢; &c., et les différences
d~'y,d"'y’, &c., et de substituer apres les différentiations, —« Q,
—a Q', &c., au licu des quantités (ZZ: , d-:: , &e.

Soit 4 =0, une équation finie entrcy, y', &c., ct la variable £;
silon désigne par M, &4, &o., les différences successives de 4,
prises en regardant c, ¢, &c., comme constans ; on aura par ce qui
précéde, dansle cas méme ol1 ¢, ¢/, &c., sont variables, les équa~
tions suivantes ;

N=o0; M=o0; M=0.....8""4=0;
cn changeant donc successivement dans I'équation (x), Ja fonc-
tiong en 4, &y, &, &c.; on aura

o=(50)-de+ (55)-de'+ o

o= (8) et (£28). 0o+

o~(d ‘;—"’) dc+(‘” “) dd+ &,

et fo ()0 ()rie)

Iia
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Ainsi les équations 4 =o0, 4'=o0, &c., étant supposées étre les n
intégrales finies des équations différentielles ,

dy ay o
O—W'+P, 0-—-;1-E+P,' &C.,

on aurales in équations au moyen desquelles on pourra détermi-
ner les paramétres ¢, ¢, ¢’y &c., sans qu'il soit nécessaire de for-
mer pour ccla les équations ¢=#"; ¢'=#"; &c.; mais lorsque
les intégrales seront sous cette derniére forme, la détermination
de ¢, ¢, &c., sera plus simple.

45. Cette méthode de faire vavier les paramétres, est d'une
grande utilité dans Panalyse et dans ses applications. Pour en mon-
trer un nouvel usage , considérons Péquation différentielle

dt‘ +P
P ¢tant fonction de ¢, y, de ses différences jusqu’a 'ordre i—1,
ct des quantités ¢, ¢', &c., qui sont fonctions de £. Supposons que
Pon ait lintégrale finic de celte équation différenticlle, dans la
supposition de ¢, ¢, &c., eonstans, et représentons par ¢=o,
eetle intégrale qui renfermera ¢ arbitraires ¢, ¢’y &c. : désignons
par do, 829,80, &c., les différences successives de ¢, prises en
regardant ¢, ¢', &c. , comme constans , ainsi que les parametres c,
¢, &e. Si l'on fait varier toutes ces quantités, la différence de g sera

J‘¢+<%>.dc+(l—(:%).dc'+&c« ( )dq+< ,)-dq+&c',

en faisant done

e e

¢ sera encore la premiére différence de ¢, dans le cas de ¢, ¢, &e. ,
¢, ¢, &c., variables. Si Ion fait parcillement ;

d.d d.s d.$
(i (22t (2) e (o

9 % 6 e 6 o 6 & s 8 8 & 4 & s € ° s e s 4 0 C v s 4t s a0

d.gi= d.d= d.di= d.8i=
o=(*5 e (Tt rtot (G g () e

D=
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$bg, #%.... Mg, seront encore les différences secondes, troi-
sitmes. ... i*= de ¢, lorsque c, ¢, &c., ¢,¢', &c., sont supposés
variables.

Maintenant, dansle cas de c, ¢, &c., ¢, ¢’y &c., constans, 'équa-
tion différentielle

di
o= :i%--i-P ’

est le résultat de I'élimination des paramétres ¢, ¢, &c., au moyea
des équations

p=0; Jdp=o0; M=0; ...dp=0;
ainsi, ces derniéres équations ayant encore lieu lorsque ¢, ¢', &c.,
'sont supposés variables, I'équation ¢ =0, satisfait encore, daus
ce cas, a I'équation différentielle proposée , pourvu que les para-
metres ¢, ¢/, &c., soient déterminés au moyen des i équations
différentielles précédentes; et comme leur intégration donne i cons-
tantes arbitraires, la fonction ¢ renfermera ces arbitraires , et
Péquation ¢ = o0, seralintégrale compléte de la proposée.

Cette maniére de faire varier les arbitraires , peut étre employée
avec avantage , lorsque les quantités ¢, ¢', &c., varient avec une
grande lenteur; parce que cette considération rend, en général,
beaucoup plus facile, Vintégration par approximation, des équa-
tions différentielles qui déterminent les paramétres variables ¢,
¢, &e.
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CHAPITRE VL

Seconde approximation des mouvemens célestes , ou théorie
3
de leurs perturbations,

46. AP PLIQUONS maintenant les méthodes précédentes, aux
perturbations des mouvemens célestes, pour en conclure les
cxpressions les plus simples, de leurs inégalités périodiques et
séculaires. Reprenons pour celales équations différentielles (1), (2)
et (3)du n® g, qui déterminent le mouvement relatif de m autour
de M. SiYon fait

m'.(xx'+yy'+22') + m”. (xt”+yy”+ z2")

R= = — + &e.—— ;
(224 y2+2) (@t y o)t
a ¢tant par le n® cité, égal &
mm' 4+ mm” .
{(F=ap+(y=yr+(GE=2p}t {(2"—2)+(y'—y)+ ('—2)*}}
m'm”

+ -+ &ec. ;
{((="=='P+(y"—y P+ ("2 )’}
Si de plus, on suppose M+ m=p; ct r= Ve + y 4 2%
r=Va*+y*+z"*; &c., on aura

_ddx ®.r dR
O*‘—d—t:+ r +(dd.)
ddy ey
o= de PTA r’ +<d_y) d (P)

ddz  p.z dR
o=Tm+ 5 +(%)

La somme de ces trois équations multipliées respectivement par
dx, dy, dz, donne cn Pintégrant,

£ d 2
o,_i*“_fvﬂi_f_.;-ﬁmﬁm (Q)

dee
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la différentielle d R étant uniquement relative aux coordonnées
@, y, z, du corps m, et a élant une constante arbitraire qui,
lorsque Rest nul, devient par les n°. 18 ¢t 19, le demi-grand axe
de Yellipse décrite par m autour de M.

Les équations ( P) multiplices respectivement par x, y, z, et
ajoutées a l'intégrale (Q), donneront

N " * (dR dR
s esin () (B (B o

Maintenant , on peut concevoir les masses perturbatrices m',
m”, &ec., multipliées par un coefficient «; et alors, la valeur de r
sera fonction du temps ¢ et de «. 5i 'on développe cette fonction,
par rapport aux puissances de « ; et que I'on fasse a=1, aprés ce
développement ; clle sera ordonnée par rapport aux puissances et
aux produits des masses perturbatrices. Désignons par la caracté-
ristique & placée devant une gnantité, la différenticlle de cetie quan-
tité, prise par rapport & «, et divisée par d«. Lorsque 'on aura
déterminé &'r,. dans une suite ordonnée par rapport aux puissances
dc «; on aura le rayon r, en multipliant cette suite par d«, en
Pintégrant ensuite par rapport a « , ct en ajoutant a cette intégrale,
une fonction de ¢ indépendante de ¢, fonction qui est évidemment
Ja valeur de r dans le cas oit les forces perturbatrices sont nulles, et
ot le corps m décrit une section conique. La détermination de 7 se
réduit donc a former ct a intégrer I'équation différentielle qui
détermine &'r.

Pour cela, reprenons I'équation différentielle (R), et faisons ,
pour plus de simplicité,

() (5) o (@) =rs

en la différentiant par rapport a «, on aura

ds.rfr /1. rJ‘r
de

o=

tafs.dR+OR;  (S)

Nommons dy P'arc infiniment petit intercepté entre les deux rayons
vecteurs r et r+dr; I'élément de la courbe décrite par m autour
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de M, sera V' dri+r’dv'; on auraainsi da* +dy* +dz*=dr + r'dv';
ct Péquation ( Q) deviendra

s 2 d
='—A—-—d"dj: "—-35+ “t+3./dR.

Tin éliminant E, de cette équation, au moyen de I'équation (R),

on aura
rdy? r.ddr

e R

d’out 'on tire, en différentiant par rapporta «,
ardy.d.fv r.dd.Sr—3Sr.ddr Burér
-

= AR—=R .S
i i +rdR—=R.Ir

fr
sa valeur

. . . . . r
Si Pon substituc dans cette équation, au licu de £
tirée de Téquation (8§), on aura

d (dr.dr4 ar.dér)4- di*. {3./8.dR+ ar SR +R'. «J‘r}

zdv ;

d.sy (1)

On pourra , au moyen des équations (§) et (T'), avoir aussi exac-
tement que 'on voudra, les valeurs de 47 et de 8¢ ; mais on doit
obscrver que dy étant Pangle intercepté entre les rayons ret r+dr,
l'intégrale v de ccs angles n’est pas dans un méme plan. Pour en
conclure la valeur de Pangle décrit autour de M, par la projection
du rayon vecteur 7 sur un plan fixe, désignons par v, ce dernier
angle, et nommons s la tangente de la latitude de m au-dessus de

T
ce plan;r.(1+ss) * scra I'expression du rayon vecteur projeté,
ct le quarré de I'élément de la courbe décrite par m, sera

ri.dv? r*ds*

——4drtt—

1455 (1455 )’
mais le quarré de cet élément est r*dv*+dr* ; on aura donc, cn
¢galant ces deux expressions,

dy, =

On détermincera ainsi ds, , au moyen de dv, lorsque s sera connu.
Si
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Si l'on prend pour plan fixe, le plan de Torbite de m, a uno
époque donnée, s et ;—S seront visiblement de I'ordre des forces
perturbatrices ; en négligeant donc les quarrés et les produits de
ces forces, on aura v=y,. Dans la théorie des planttes et des
cométes, on peut négliger ces quarrés et ces produits , & excep=-
tion de quelques termes de cct ordre, que des circonstances par-
ticuliéres rendent sensibles , ¢t qu'il sera facile de déterminer, au
moyen des équations (&) et (T'). Ces dernieres équations prennent
une forme plus simple, lorsque T'on n'a égard qu’a la premiére
puissance des forces perturbatrices. En effet , on peut alors consi-
dérer &7 et &9, comme les partics de r et de v dues a ceg forces;
&R, &.rR'sont ce que deviennent R et rR', lorsque I'on y subs-
titue au lieu des coordonnées des corps, leurs valeurs relatives
au mouvement elliptique : nous pouvons les désigner par ces der-
niéres quantités assujétics a celte condition, L'équation (§) devient
ainsi,

o=%%}t+%&+2.fdh’+rﬂ’-

Le plan fixe des x et des y étant supposé celui de Vorbite de m,
4 unc époque donnée, z sera de Pordre des forces perturbatrices;

et puisque I'on néglige le quarré de ces forces, on pourra négliger
.. (4R - .

la quantité z. (EZ) De plus, le rayon r ne différe de sa projecs

tion, que de quantités de Fordre z*. L’angle que ce rayon fait

avec Paxe des x, ne diffire de sa projection, que de quantités du

méme ordre ; cet angle peut donc étre supposé égal & v, et Lon

a aux quantités prés du méme ordre,

X=p.C08 ¢ ; y=rsing;
dola 'on tire s 4‘2 [
dR dR\ __ (dRY ) f

“’(7;)*'"(&7)—"(77 H .'.é’li‘.i&‘

d . < kJ 3

et par cpnséquent r.R'= r'(TiE)' Tl est facile de s'assurer par Ja M ;: f’ i
r Segr s % a

différentiation,quesil'on néglige le quarré de la force perturbatrice, % &z cdv

Mecax. ctr. Tome 1. Kk LY
&

-
xi‘k—.— reaty. o

S Gfa marnsnen
,gdz’/l: roncy.dR 4

e vl R drd® < nadD
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Péquation différentielle précédente donnera, en vertu des deux
premiéres des équations (£),

xSyt {2{/¢]R+ r.(%?)}—y.fxdt. {2 de+r.<dn)}

rodri= =
(%)
Dans e sccond membre de cette équation , les coordonnées peu-

xdy—ydx
dt

constant et égal par le n° 19, a V,u.a(x—e"), ae étant 'excen-

tricité de Porbite de m. Si 'on substitue dans Pexpression de rdér,

au lieu de x ct de y, leurs valeurs r.cos. v, et r.sin. ¢, et au lieu

de FHy—yde
de

par le n° 20, p==n’a’; on aura

a.cos.y.fndt.r.sin.y. {2 de+r.<dR)}
—a.sin.v.fndt.r.cos.v. {a.deH-r. (2—?)}

w.Yy1—e?
Péquation (T') donne en lintégrant, et en négligeant le quarré
des forces perturbatrices ,

3a 2a dR
+7;--ff'Idt-dR+—;-fn(lt.r.(;—r-) .
V 1—e® ’

Celte expression donnera facilement les perturbations du mouve-
ment de 7 cn longitude, lorsque celles du rayon vecteur scront
détermindes.

11 nous reste a déterminer les perturbutmns du mouvement en
latitude. Pour ccla, nous reprendrons la troisiéme des équations (P):
cn Pintégrant comme nous avons intégré 'équation (§), et faisant
z=rds, nous aurons

dR
a.cos.¢./ndt.r.sin.y. (d )——a.smv [ndt.r.cos.y. (——)

kVi—e

vent sc rapporter au mouvement elliptique, ce qui donne

,1a quantité y/rxa.(1—e¢*); enfin, sil’on observe que

i(X)

dr=

ar.d.8rd-dr.8r

a*ndt

(¥)

dy =

= (Z)
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&5 est 1a latitude de m au-dessus du plan de son orbite primitive:
si l'on veut rapporter le mouvement de m, sur un plan peu incliné
a cette orbite ; en nommant s sa latitude , lorsqu’il est supposé ne
point quitter le plan de cette orbite, s+-&'s sera i trés-peu prés la
latitude de m, au-dessus du plan proposé.

47. Les formules (X), (Y') et (Z),ont Pavantage de pré-
senter sous unc forme finie , les perturbations ; ce qui est trés-utile
dans la théorie des cométes, dans laquelle ces perturbations ne
peuvent étre déterminées que par des quadratures. Mais le peu
d’excentricité et d’inclinaison respective des orbites des planctes ,
permet de développer leurs perturbations, en séries convergentes
de sinus et de cosinus d’angles croissans proportiouncllement au
temps, et d’en former des tables qui peuvent servir pour un temps
indéfini. Alors,au lieu des expressions précédentes de &7 et de ds,
il est plus commode de faire usage des équations différentielles qui
déterminent ces variables. En ordonnant ces équations par rapport
aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinai-
sons des orbites, on peut toujours réduire la détermination des
valeurs de Jr et de &s, a lintégration d’équations de la forme

0= S—?; +ny+¢;
équations dont nous avons donné les intégrales dans le n® 4a,
Mais on peut donner immédiatement cette forme trés-simple , aux
équations différentielles précédentes, par la méthode suivante.
Reprenons J'équation (R) du n° précédent, en y faisant pour
abréger,

Q=2.de+r.(%—’});

elle devient ainsi,
LA ,
o=i.—r——+-+0Q; (R)
Dans le cas du mouvement clliptique, o @=o0, r* est par lc
n°. 22, fonction de e.cos.(nt+e¢—=), ae étant Pexcentricité de
Yorbite, et nt+4e¢—a étant Panomalie moyenne de la planéte 7.
Soit g.cos.(nt+4e—=)=u; et supposons r’=¢(u) ; on aura.
du
- ‘o .
o= ar +n.u
Kk 2
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Dans le cas du mouvement troublé, nous pouvons suppaser en-»
core, r*=¢ (u) ; mais u ne sera plus égal & e.cos.(nt+i~—=) ; il
sera donné par équation différentielle précédente augmentiée d’'un
terme dépendant des forces perturbatrices, Pour déterminer ce
terme, nous observerons que si 'on fait z=-+(r*), on aura

ddu

T b=t )+ A ) (),

Y (r*) étant la différenticlle de 4 (r*) divisée par d.r*, et 4"(r*)
élant la différentielle de 4'(7*) divisée par d.r*. L'équation (R')

rﬂ
¢gal 4 une fonction de r, plus & une fonction dépen-
de* ’

dante de la force perturbatrice. Si 'on multiplie cette équation , par

donne

. . rdr, .
ardr, et qu’ensuite on P'intégre ; on anra T égal a une fonction
de r, plus i une fonction dépendante de la force perturbatrice. En

&.e rde
substituant ces valeurs de — - ot de , dans Pexpression pré-

cédente de - -+n «; la fonction de r, ind¢pendante de Ja force

perturbatrice, disparoitra d’clle~-méme, puisqu’elle est identique-
ment nulle, lorsque celte force est nulle; on aura donc la valeur
: &

ddu . . ;
de ;- tn'u, en substituant dans son expression, au lieu de TS

rdr
et dc y les partics de leurs expressions, qui dépendent de la

foree pellux batrice. Or, en n’ayant ¢gard qu’a ces parties, Péqua=
tivn (R') ctson intégrale, donnent
.
ar =20

4redrm
F‘"‘-—--—S fQIdI’;

partant

ddu

Tt ru=—3 Qu¥(r) —8.4(r').f Q.rdr.

Maintenant, de Péquation u=(r"), on tire du=ardr.4'(r");
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celle-ci #*=¢(u), donne 9rdr=du.¢’(u), et par conséquent,
()= Q—m

En différentiant cette derniére équation, et substituant ¢'(%) au

ordr
lieu de , On aura

v (w?'

Y(r)=—

o'(u ) dlant égal § l——(—' de méme que #'(u) est égal t-——(~) Cela

posé; si Pon fait
u=e.cos.(nt+t—=)+du,
Péquation différentielle en u deviendra

dddu 4% L3
°~7tr+ du (,,)a-dew(u)+;—,(u}

et si 'on néglige le quarré de la force perturbatrice, » pourra étre
supposé égal & e.cos. (nt+e—~s), dans les termes dépendans
de Q.

La valcur de 2 trouvée dans Jen®. 22, donne, en portant la pré-
cision jusqu'aux quantités de Poxdre ¢' inclusivement,

r=a{1te'—u.(1—1e')—u'=1u'} 4
d'oit L'on tire
r=o.{1+2¢'—du.(1—1¢') =u'=u'} =20 (u).

5i l'on substitue cette valeur de ¢ (), dans I'équation différen=
tielle en du, et que Ton restitue au lieu de Q, sa valeur

n]dR+r.( ) ete.cos. (ni+1—a), au Jicude »; on aura aux

quantités prés de Pordre ',
ddu
o= twl
-::;. {145 ~e.cos.(nt+ 1= )=jet.con.(ant+2=0)} {2 SIR+r. (ﬂ)} (X
—:—?.fndt.[sin.(nt+|~u).[1+e.cos.(nt+u-w)].{Q.deHr.(-a:;)}].
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Lorsque Yon aura déterminé &z, au moyen de cette équation diffé-
renticlle ; on aura 47, en différentiant I’expression de r, par rap-
port & la caractéristique ¢, ce qui donne

Sr==m—adu. {1+3e*+2¢.c08.(nt++—=)+ie*. cos.(2 nt+ 2e—27)}.

Cetle valeur de &r donnera la valeur de &v, au moyen de la for-
mule (¥) du n°. précédent.

11 nous reste a déterminer &s ; or si 'on compare les for-
mules (X) et (Z) du n°. précédent, on voit que &7 se change

. dR dR
en Js, en changeant dans son expression, 2.fdR+r. (Er—) en (7;),

d’ol il suit que pour avoir &s, il suffit de faire ce changement,
dans Péquation dilférentielle en &z, et de substituer ensuite la
valeur de £z, donnée par cctte équation , et que nous désignerons
par §«/, dans Pexpression de 47, On aura ainsi,

d. o gy
O—-—-d~t-;—+n d

—_ ,;T {1+ ;¢*—e.cos.(nt+e=—m)—ie".cos.(2nttae—an)} (%;)

—_ :—f.jndl. {Sil’).(ﬂl‘l’!—'ﬂ'). {14e.cos. (ntts—=)}. (%) };(Z’)
Ids==—adu'. {1+2e*+2e.cos (nt+ e—w )+ Je°. cos.(2nt+e—2=)},

Le systéme des équations (X'), (Y'), (Z’) donnera d’'une ma-
nic¢re fort simple , le mouvement troublé de m, en n’ayant égard
(u’alapremiére puissancedelaforce perturbatrice.La considération
des termes dus & cette puissance, étant a trés-peu preés, suflisante
dans la théorie des planétes; nous allons en tirer des formules
commodes pour déterminer le mouvement de ces corps,

48. 1l est nécessaire pour cela, de développer la fonction R
en série. Sil'on n’a égard qu’a Iaction de m sur m', on a par le
n°. 46,

R_m’.(rx’-!-_y_y'-l— z2') m
= 3 — Tt

(22 +y"*42) {'—zp+(y—yr+ (=)}
Cette fonction est enti¢rement indépendante de la position du plan
des # et des y ; car le radical V' (v'—x)"+ (3 —y)' +(5—2)%

U
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exprimant la distance de m &', il en est indépendant; la fonction
Pyttt Y 2 —2e x'—a yy'—2x2' en est donc pareil-
lement indépendante ; mais les carrés x*+y°+2°, ct x*+ y' 2"
des rayons vecteurs , ne dépendent point de cette position; la quan-
tité 2’4y y'+25 n'en dépend donc pas), et par conséquent la
fonction R en est indépendante. Supposons dans cette fonction,

X =r.cos.y ; y=r.siny;
a'=r.cos.¢ ; gy =rlsiny;
on aura
R— m'. {1 .cos.(v'—v) -sz.’}_ m
(r'*+ z.”')al {r—arr'.cos.(v'=v)+1*+(2'—2)" } H
Les orbes des planétes étant presque circulaires et peu inclinés

les uns aux autres, on peut choisir le plan des x et desy , de ma-
niére que z ct z’ soient trés-petits. Dans ce cas, r ct r’ difiérent

trés-peu des demi grands axes @ ct @’ des orbes elliptiques ; nous
supposerons donc
r=a.(14u) ; r'=a’.(1+u,’)',~
u, et u/ étant des petites quantités, Les angles v et ¢ différant peu
des longitudes moyennes 7 ¢+, et n't++', nous supposerons
v=nttety, ; v =n't++v/;
v, et v, étant des angles peu considérables. Ainsi, en réduisant R
dans une série ordonnée par rapport aux puissances ct aux pro-
duits de z,,v,, z, 1/, v, et z'; cetto série sera fort convergente.
Soit

’

]
2 cos.(n't—nt+s'—:)—{a*—3aa’.cos.(n't—nt4'—¢)+a"}
a 2

=1, A9+ A, cos. (n't—nt+i—e)+.A%).c0s.3 (n't—nt+'—1)

++A9.c08.3 (n't—nt+d—:)+ &c.;

on peut donner 4 cette série, la forme ;. z. A, cos.i(n't—nttd—r),
la caractéristique = des intégrales finies, étant relative au nom-
brei, et devant s’¢tendre a tousles nombres entiers depuis i =—,
jusqua i=%; la valeur i=o étant comprise dans ce nombre
infini de valeurs : mais alors, il faut observer que A= 4.
Cette forme a I'avantage de servir & exprimer d’une maniexe fort
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simple, non-seulement la série précédente , mais encore le pro~
duit de cette série, par le sinus ou le cosinus d’un angle quel~
conque fi4=; car il est facile de voir que ce produit est égal a

T.Z. d(') sin. {z(n t—nt+: —-l)+ft+'n}

Cette propriété nous fournira des expressions trés-commodes dcs
perturbations du mouvement des planétes. Soit pareillement

{a*—2ad .cos.(n't—nt+s'—+)+a*} ">
=1.2.B9.cosi(nt—nt+id—:) ;
B ant égal & BO. Cela posé, on aura par les théorémes du
n’. 21,

m' . s
R= ;—.Z.d(‘).cos.z(n't—nt-{-e’--c)

m dAD . ,
+;—.u,.2-a-(—g).cos.z(n t—nttem—c)

m, , [AAD
+—./. 5 =—]).cos.i(n't—nt4t'—:)
2 da’

m' . { . .
—_——(9=v,). 2.0 4O sin.i(n't—ntte'—:)
2

! dd A
+§-.u,’.z.a’.(d ~ ).cos.i(n't——nt+e’—e)

ddAD
r}-—’z—.u u/.z.ad. (d 7 ,).cos.l.(n t=—ntted—:)

’

ddA®
+-‘-‘-.u yZ.a” ( «COS. L (N tmenrtde—¢)
' . fdAD .

.-—ﬂ.(v,—-v,)-u,-‘«'.m-(-t—ia-)-sm.t(nt—-nt+e-—-e)

m’

dAW
—_— (v '—p ).u.z.id . o ) §in i (n't—nty—:¢)

-—-?.(v,’—u)‘.s.i’.A(i>.cos.i(n’t-.—nt+¢’-—¢)

m .2z’ 3maz'“

F—— €08, (N't==nt4o'—¢)
) a

+ m"(zé::-)—‘-z‘Bw.COSoi(n't—nt-l-t'—c)
+ o,
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8i lon substitue dans cette expression de R, au lieu de u,, u
v,5 v, % et z’, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique,,
valeurs qui sont fonctions de sinus et de cosinus des angles nt+,
n't4¢, et de leurs multiples; R sera exprimé par une suite infinio
de cosinus de la forme m'k.cos. (i'n't—int+ 4), i et i étant
des nombres entiers.

11 est visible que Vaction des.corps m”, m”, &c. sur m, produira
dans R, des termes analogues & ceux qui résultent de Iaction
de m, et que l'on obtiendra, en changeant dans Pexpression pré-
cédente de R, tout ce qui est relatif & m’, dans les mémes quanti=

iés relatives a m”, m”, &c. s

Considérons un terme quelconque, m'k.cos. (i'n't —int+.4)
de‘l%:xpression de R. Si les orbites étoient circulaires, et dans un
méme plan, on auroit i'==¢; donc i ne peut surpasser i, ou en
étre surpassé , qu’au moyen des sinus ou des cosinus des expres—
sionsdex,,¢,, z, u/, v/, 2, qui en se combinant avec les sinus et
les cosinus de l'angle n't—nt+¢—¢, et de ses multiples, produi-
sent des sinus et des cosinus d’angles daps lesquels & est différent
de i

S5i Yon regarde les excentncnés et les inclinaisons des orbites ,
comme des quantités trés-petites du premier ordre ; il résulte des
formules du n° 22, que dans les expressions de %,, v,, z ou rs,
s étant Ja tangente de la latitude de m, le coefficient du sinus oudu
cosinus d’un angle tel que f.(nt+¢), est exprimé par une série
dont le premier terme est de I'ordre f; le second terme , de l'ordre
J42; le troisitme terme, de Pordre f44; et ainsi de suite. 11
en est de méme du coeflicient du sinus ou du cosinus de Pangle
J'.(n't+¢),dansles expressions de 2, »/, z’. 11 suit de-la que i et i/
étant supposés positifs, et i’ plus grand que i ; le coefficient £, dans
le terme m'%. cos. (i'n't—int+.4), est de Yordre i'—i, et que
dans la série qui Pexprime , le premier terme est de I'ordre i'— 7,
le second terme est de I'ordre i'—i-4 2, et ainside suite; en sorte
que cette série est fort convergente. Si i étoit plus grand que 7,
les termes de la série seroient successivement des ordres i—7,
i—i'+2,&ec.

Nommons = la longitude du périhélie de Forbite de m, et ¢

MitcAN, ctr. Tome I. L1

"
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celle de son noeud ; nommons pareillement =’ la longitude du péri-
hélic de Porbite de m’, et 8’ celle de son neend ; ces longitudes étant
complées sur un plan trés-peu incliné a celui des orbites. I résulte
des formules du n°. 22, que dans les expressions de ,,v, et z,
Pangle n¢++ est toujours accompagné de — =, ou de — 8 ; et que
dans les expressions de z,, », ct z/, Vangle n't++¢ est toujours
accompagné de — ', ou de —¥¢'; d’our il suit que le terme
m'k.cos.(in't—int+.A4) est de cette forme,
m'k.cos.(in't—int+iY—is—ga—gla'—g'l —g"t'),
£, &, 8" g" étant des nombres entiers positifs ou négatifs , et tels
que T'on a
o=i'—i—g—g'—g"—g".
Cela résulte encore de cc que la valeur de R et ses différens termes
sont indépendans de la position de la droite d’ot1 'on compte les
longitudes. De plus, dans les formules du n°. 22, le coeflicient
du sinus et du cosinus de Pangle @, a toujours pour fdcteur Vex-
centricité e de Yorbite dem ; le coc[huent du sinus et du cosinus de
Tangle 2=, a pour facteur, le quarré e, de cette excentricité, et
ainsi de suite. Pareillement, le coeflicient du sinus ct du cosinus
deTangle 8, a pour facteur tang. ;¢, ¢ étant 'inclinaison de l'orbite
de m sur le plan fixe. Le coefficient du sinus et du cosinus de
Pangle 24, a pour facteur tang.* > ¢, et ainsi du reste; d’otr il résulte
quele coeflicient £ apour facteur, ef.¢'¥'.tang.#”(£¢).tangs” (+¢');
les nombres g, g’, g7, g” étant pris positivement dans les exposans
de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en cux-mémes , ce
fucteur scra de 'ordre #— i, en vertu de l’cquatmu
o=i—i—g—g'—g'—g";
mais silun d’enx , tel que g, est négatif et égal a —g, ce facteur
scra de Pordre i'— i+ 2. En ne conservant donc, parmiles termes
de R, quc ceux qui dépendans de Vangle in'¢—int¢, sont de
Yordre #—i, et en rejetant tous ceux qui dépendans du méme
angle , sont des ordres i'—i+3, i'—i+4, &c. ; Pexpression de R
sera composée de termes de la forme
H.es.c'¢ . tang#"(tp).tangs” (19’ ).cos. ('n't—int
tiv—iv—g.as—g.a'—g' 0 —g".0),
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H étant un coeflicient indépendant des excentricités et des incli-
naisons des orbites, et les .nombres g & 8", 8" étant lous posilifs,
et tels que Jeur somme soit égale & i'— 4.

Si 'on substitue dans R, a.(1+x,), au lieu de r, on aura

()= ()

Si dans cette méme fonction, on substituc, au lieu de z, , v, etz,
leurs valeurs données par les formules dun®, 2a, on aura

dR dR
(7)=();

pourvu que l'on suppose e—= et +—8 constans, dans la diffé-
rentielle de R, prise par rapport & «; car alors z,, v, et z sont
constans dans cette différentielle, ct comme on a v = nt+s+v,,
il est clair que I'équation précédente alieu. On pourra donc obtenir
facilement les valeurs de r. (i——lr{) et de (%) , qui entrent dans les
équations différentielles des n°. précédens, lorsque Pon aurala
valeur de R développée en série de cosinus d’angles croissans pro-
portionnellement au temps ¢. La différenticlle d R sera parcillement
trés—facile & déterminer, en observant de ne faire varier dans R,
que langle nt, et de supposer angle n't constant ; puisque d R
cst la différence de R, prise en supposant constantes, les coor-
données de m', qui sont fonctions de n't.

./tg. La difficulté du développement de R en séric, se réduit a
former les quanlités 4%, BY, et leurs différences priscs, soit rela-
tivement & a, soit relativement & @’. Pour cela, considérons géné-
ralement la fonction (a*—2aa’.cos. 8+a*)~, et développons-la

. . ., a
suivant les cosinus de angle 6 et de ses multiples. Sil'on fait ==
clle deviendra a'™*. {1—3a.cos. 84 2*}~*. Soit

(1—2a.008.04a*) " = 1.5+ b ).cos.0+ 5. cos. 20

+5M.cos. 50+ &e.
Ll 2
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50, 50, 6™, &c., étant des fonctions de « et de s. Si l'on prend les
différences logarithmiques des deux membres de cette équation,
par rapporta la variable 6, on aura

—as.e.sin.d — b, . 5in. 8 —25,(3).5in. 2 0 — &c.
1—3a.cos.04ar 1.5, 4 5,0 cos.d + b,().cos.2 ¢ + &e.”

En multipliant en croix, et comparant les cosinus semblables, on
trouve généralement

(i=1).(1+a*). b0~ = (i 4 s—2).¢.b,i=1) @

G- : .
' (i=—s).a ’

on aura ainsi, 5,%), 5, &c., lorsque 'on connoitra ) et 5,(").
Si Ton change s en s+1, dans lexpression précédente de
(1—24a.cos.0442%)"", on aura

© )
(1—2a.cos.04a ) =10 +b, . cos.d + b, e cO8.21
@)
+b‘+l.cos.50+ &ec.

Err multipliant les deux membres de cette équation, par
1= 22.c03.04a% et en substituant, au lieu de (1—2a.cos.0a)7,
sa valeur en série; on aura

1.048,. cos. 8+, .cos. 20+ &c
©@ ) (2) 3y
=(1—2¢.c0s.8+2%). { 16, tb,, cos.8+b  .cos.20+b  .cos.30+&e. };

d’ou P'on tire, en comparant les cosinus semblables,

(i=1) (i)

(i) - )
b, =(1+4').b, —a.d —a.b, .

La formule (a) donne

. @ . (i~¥)
i 1.(1+a‘).b,_*_‘—(z+s).¢b‘+‘
b = -
=+ (3—s).a

5
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P'expression précédente de 6,9, deviendra ainsi,

(i=1) @)
025 by, —s (14 by,

. i
En changeant i en ¢4 1, dans cette équation, on aura

() (i41)
(i+1)_ns.n.b‘ —s.(14a®). b'_’_l

s z-—s+1 ’

(i41)
et si I'on substitue au lieu de b . » sa valeur précédente, on aura

. (i—1) . . Q)
b(;+|) _s.(z+s).u.(1+¢‘).b.+‘ +s. {2.{1-—:}.&’-—1.(1-4}-&’)’} 'b--h
s T (i—s).(t=—s41).a ’
Ces deux expressions de 5,%, ct de 5,4+, donnent

) (L+s) (14w )b --s.

(i—s54+1) Gr)
)
brf-:.— (l—a(.’)' > (b)

en substituant au lieu de 6,0+, sa valeur tirée de Péquation (a), on
aura

—I (i) (i — (=1}
o CElres $2EETY
v+'= (1—a*)? ; ((,)

expression que 'on peut conclure de la précédente, en y chan-
geant i dans —i, et cn observant que 4 = =), On aura donc,

© 0 o
au moyen de cette formule, les valeursde 5,55, ,0, ., &c,

lorsque celles de 5,9, 5,1, &), &c., seront connues.
Nommons pour abréger, A la fonction 1—2a.cos 0+ 2*, Si l'on
différentie par rapport & «, 'équation
A =1.5,)4b,).cos. 0+ b, .cos. 2 0+ &ec.;
‘on ausa

db(®  dbv) db®
— — -'-‘::l. . o . . oy
28, (@ ==c08.0).A et cos.f 4 S+ cos 204 &c,;

mais on a
1 == 2 A

»

— 408, 0=
+CS P
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on aura donc

— A db® dbln
s.(1 u‘).h_,_.__‘ N, + .cos. 04 &ec.;
P r'3 3 d& d“

d’otr on tire généralement,

dbD  s.(1=—1t) bm 5.5,

du P s+, 2

En substituant au lieu de b 4o sa valeur donnée par la formule(5);

on aura

20 {M},w 2L=stY) 4oy
de. a.(1—2a?) y 1—a?
Si I'on diflérentie cette équation, on aura

ddb® {i-{-(i-}-as).u’} db, {2.(i+s).(1+u’) i } B
—_—n —_— T ‘T.‘ . 5

dar T a.(1—a?) " da (1—a2p
2.(i—s+1).db,(""')—4.(i—-.s+x).a.b(i+l)’
1—a? da (1—a?)? 4

En différentiant encore , on aura

PO {i+([+gs).¢’} ddb,® {2.(i+s).(1+a’) i } db.»

dat ~ | a.(1—a?) § da (1—a®)? @t ) de

+{4 (i4s).a.(34a) 4+ } BO— 2.(i—s41) dd.bi+D)

(1 —a2)? 1—at © d*
— 8.(i—s+1).u.db.("“") 4.(i—s+1).(14382%) B,
(1—a2p da (1—a2)3

On voit ainsi que pour déterminer les valeurs de 5% et de ses dif-
férences successives, il suffit de connoitre celles de 5, et de 4,(,
On déterminera ces deux quantités , de la maniére suivante.

S5i 'on nomme ¢, le nombre dont le logarithme hyperbolique
est 'unité ; on pourra mettre I'expression de A™*, sous cette forme,

A (Il—a.ca"/;l)ﬂ.(l _u.c—-é.f—:)“’.
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En développant le second membre de cette équation , par rapport
) 0y = —f.y/ =1

aux puissanefs de ¢ ,etdec ; il est visible que les

./ — —id.y/

deux exponentielles ¢ ,ete auront le méme coef-

ficient que nous désignerons par £. La somme des deux termes
by = —it./ =

kE.c , et ke est 2£.cos.id ; ce serala valeur de

6,9, cos.i8 ; on aura donc b,)= 2 £. Maintenant l'expression de A~

est égale au produit des deux séries

0./ —1 s(s+1) 2l .y —

1+sa.c o sahc + &c.;
—b./ =1 s.(s—i-l) —3ab./ =1
1+sa.c T s 2t +&c.;

en multipliant donc ces deux séries 'une par Pautre , on aura dans
le cas de i=o,

£ =1+s’-u°+(‘—'(—f-_t—'))'.u4+ &e.;

et danslccas de i=1,

. si(s+1) 0 os(s41) s.(sdr).(s+2) 1.
L_a.{s+s. — a4 — - .¢“+&c.j,
partant
bl =2 . {1+s’.a’+(f-'(—st-'-l-2>’.a4+( (s“;l)z(;‘*'g > +&c}
0. s.(s1) o s.(s¥41) s.(s+1). (:-}-2) |
b;()_.za.{s+s. e Pt o3 4+&L.}.

Pour que ces séries soient convergentes, il faut que « soit moindre
que P'unité; c’est ce que 1'on peut toujours faire, en prenant pour «,
le rapport de la plus petite des distances a et @', a la plus grande;

- a .
ainsi ayant supposé a = = » Tous supposerons a plus petit que a’.

Dans la théorie du mouvement des corps m, m/, m”, &c., on
a besoin de connoitre les valeurs de 4, et de 5,(), lorsque s=1
et =21, Dans ces deux cas, ces valeurs sont peu convergentes,
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si an’est pas une petite fraction. Ces séries convergent avec plus
de rapidité, lorsque s=—1, etI'ona

( _ R 1 1.1.3.5\* ,
b2 =ared() ‘+(s4§) 45 e

Q) 1.1 1 5 iy 1.3 1.1.3.5 r 13511557
=i

163468 468246810

Dans la théorie des planétes et des satellites, il suffira de prendre
Ja somme des onze ou douze premiers termes, en négligeant les
termes suivans , ou plus exactement, en les sommant comme une

progression géométrique dont la raison est 1—2* Lorsque l'on
- G (o) o
aura ainsi déterminé b , et b ,, on aura b, en faisaut i=o,
2 ) 7

et ==, dans la formule (), et 'on trouvera
© (l+¢‘)b +Gab '
e
Si dans la formule (¢), on suppose i=1, et s=—1, on aura
(0)
) 21,5_:-{-3.(1-{-«.’).11_!

=e

© 0
Au moyen de ces valeurs de b, et de b, , on aura par les for-
‘ 3 B

@
mules précédentes, les valears de b, , et de ses différences par-
nellcs, quel que soit le nombre ¢ ; etlon en concluxa Ies valeurs
de b 3> ¢t de ses différences, Les valeurs de b et de b peuvmt

btre délczmmccs fort simplement, par les formules smvantes,

(o) [0}
2 by W by
e’ T T ey

Maintenent , pour avoir les quantités A4 £, &c., et leurs
différences ; on observera que par le n°. précédent, la série
O 49, 008, 0+ 4. 005, 39+ &c.,
résults

&c.},
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résulte du développement._de la fonction

acos. 8

—(a*—32ad’.cos.0+a" )" %,

a's
dans une suite de cosinus de Vangle 6 ct de ses multiples : en fai-

9 . . LR
sant —=a, ceite méme fonction se réduit &

1 (o) a 1 () X 1 (1)
—_——. b, +(—,~,—h,. b, ).cos.e-—-,—. b, .cos.20—&c.;
2a Y Q a z a Ky
cc qui donne généralement
, *
AD =", b, ;
a3
lorsque i est zéro, ou plus grand que 1, abstraction faite du sigune.
Dansle cas dei=1, ona
A('): —aT—l— b(l)

a [
a 3

On a ensuite ,
0]

o\ 1 %org,
da ——;T. de "\ da)’
1o

« 1
or on a{—— )=—; partant
na(E)=12s e

()
db,

dAD\ 1 .
(—dT T+ de’

etdansle cas de i=1,0na

d A(l)) 1 g db(,l ) g
=) = —re{1— i 5.
da a Ta

Enfin, on a, dans le cas méme de i=1,

¢
d’b.)

drAD 1 2
(TF):"Z'T'“ET’

)
PAO , P
()=

da )= d.s

&e.
MiEcAN. kL. Tome I. Mm
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Pour avoir les différences de 4% relatives a o', on observera
que 49 ¢étant une fonction homogeénc en a et o', de la dimen-
sion —1, on a par la nature de ce genre de fonctions,

dAON |, (dA®
il LY = g
a.( i >+a.<da,) AY ;
d’oir Ton tire,

dAD d AW
Y it NPT Y
¢ ( da ) A a- (da )’
, [ddAD dAD dd A®
@- dadd ( de )"\ Tda )¢
ddAD LAY dd A®
)= () e (),
da da?
dAD dd A® PAD
):1 6.( o )-{—Ga.( T )+a ‘<(Tas_)’
d3AD . dAD ddAO BAD
'3 =0 AV e ) — —a .
@ ( da? ) 6. 4Y—18q. ( da ) 9a’. (dm) (da‘ )’
On aura BY et ses différences, en observant que par le n°. précé-
dent, la séric

1+ B4 BM ., cos. 04 B®. cos. 2§+ &ec.,

H

-

cst le développement de la fonction @ ~*.(1—2a.c0s.0+a*) *,
suivant les cosinus de Yangle § et de ses multiples ; or cette fonc—
.tion ainsi développée, est égale &

© ®)
a~s. { 3eby + b, < cos. 9+bz .cos. 204 &ec. }5
on a donc généralement ;

N {
B(,)':—_'-s_'bi y

a
d’our Pon tire
O] ()
dBO\  y %bs ddBo\ o ddbs
—_ | == ; e )T e &e.

da et da da*. dad
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De plus, B® étant une fonction homogene de g ct de o, de la
dimension — 3, on a

dB) , dB® .
— ) —— () .
a.( da)+a.(da,)_ 3 B0

d’our il est facile de conclure les différences partielles de B
prises relativement 4 o', au moyen de scs dillérences particlles
en a.

Dans Ia théorie des perturbations de m/, par 'action de m, les
valcurs de A4 et de BY, sont les mémes que ci-dessus , a 'ex-

. . .. . a 1) ..
ception de A4, qui dans celte théorie devient ———.b, . Ainsi,
p *

a’ 2
Ie calcul des valeurs de 4%, BY, et de leurs différences, sert
a-la-fois pour les théorics.des deux corps m et m'.

50. Apres cette digression sur le développement de R en série,
reprenons les ¢quations différentielles (X'), (¥) et (Z') des
n®. 46 et 47, et déterminons a leur moyen, les valeurs de &' r, dv,
et &'s, en portant la précision jusqu’aux quantités de Pordre des
excentricités ct des inclinaisons des orbites.

Si dans les orbes elliptiques, on suppose

r=a.(1+u,) ; r=a'.(1+4u');
v=nt+etvy, ; V=nt+itv;

on aura par le n”. 22,

u ==—e'.cos.(n't4+¢—a');

U =-—e.cos.(nt4e¢—ma) ,

.

y,=2ae.(sin.nt+¢—=) ; p/=ae sin.(n't4+—a');

nt+¢, n't+¢, étant les longitudes moyennes de metde m'; a et o’
étant les demi-grands axes de leurs orbites; e et ¢ étant les rap-
ports des excentricités aux demi-grands axes ; enfin, = et @’ étant
leslongitudes de leurs périhélies. Toutes ceslongitudes peuvent étre
rapportées indifféremment aux plans mémes des orbites , ou a un
plan qui leur est fort peu incliné; puisque 'on néglige les quanti-
tés de lordre des quarrés et des produits des excentricités et des
inclinaisons. En substituant les valeurs précédentes, dans Pexpres-
sion de Rdun®. 48, on aura
Mm 2
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J{:’—;i.:.x{(i).cos.i.(n’t—nt+a’-e)

'
n

-—-2—.2.{ (MA>+2; A" } 24008, {i. (n't—nt+v'—) +-nt+i—=)

m dAG=D _ , , e
——c. {a. " —2(i=1). A%} ¢ vcos. i(n't—nt 4+ =1) 4 ntt = };
Py a

Ie signe = des intégrales finies, s'élendant & toutes les'valeurs
entiéres positives et négatives de 7, en y comprenant la valeyr i=o,

De-la ontire,

2./dzz+r.(i’f)=
dr

14 dAD \
2m.g+m <‘ > .E.{a.(~--L)+—2—n—A }cos.i(rf't—nt-{-e'—s)

n=n

e
" ad
2|

dtlA(’) ) dA® ] ,' ..
ad. Ha.(———)-(- ( )+4A( v€4C08. (1 f+emg)

J

m

da

da o

(ldA(’ dAC
+(u +1).a. ( )
da
— {4
ik l)“ rz.“ +ai A0
z(n n)‘ -

y
d uo-') 27 o)
g i -2, (i— l)a < )

Fl

20,008 {iu (Wt =nt+e—t)4nitt—a)

.¢'vcos. {i(. n't—nt-ke'-s)+nt+e-w'} :

(n—=nt )—n

lesigne inlégral = setendant, comme dans ce quisuit, & toufes les
valeurs enliéres , positives ou négatives de i, laseule valeur i=o,
dtant exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce signe,

les termes dans lesquels i=o0:m'g est une constante ajoutée
Vintégrale fdR. En faisant donc

d 0
C=:d (M))Ha (M )>+6ag,

da

dd A0 dA" d4™M
R ) — (),
D-=:ad. (d W )+ (d >|—aa.< )+2aA
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5o (eﬂw (3i41) |, [dA®
C) =1!a°, T )+ - .a.(da>
{i(u—n')—Sn} I . d A® an ;
LIPS piv s s ol L ( )+‘*""“’“}

.
da n—n

(im=t)n (0N Ly w1,
S ey T

, dd AG—1) . d 40G=1
6= 1ga’ (S i) (2T
D sa@'a (dada' ) (i—~1).a ( o )

(i—1).n , [ AG=D _ il .
+m-{d€f.(—da—,—>—2-(t—])ad },

77

en prenant ensuite pour unité, la somme des masses M-+m, eb

M- m . ' .
observant que par le n°. 20, k =n*; Péquation (X') deviendra
LR R 2 .y wm' A A
o-——d~t:~+n. u—2n‘mag T\

._f;i.z. {aﬂ.<‘l;:))+;£-’?.ad(‘)}. cos.i(n'l=—=nt+4+v=—:)
+n*m'.C.e.cos. (nt+e—a)+n'm'.DD.e.cos.(nt+e—a’)
+n*m.x. C@.c.cos..{i(n't—-nt-l- t—e)tni+e—=}
+n*m 2. D9, ccos. [i.(n't—nttd—s)tntti—a'} g

et en intégrant,

da

R P
m da n—n

—_——n"=. _
2 i*.(n—n')—n*

+m'.f.e.cos.(nt+s—=)+m'.f/.e .cos.(n t+¢—6’)

tw—amaer™ . g (EA
u—amag+;—.a. e

0 COS. i(n't=—nitte —1)

' ’

—~Z.C.nt.e.sin. (nt+e—-4:)—r£—.D.nt.e’.s-in. (nt+i—=')
2}

WOR
.z .e-c08. {i(n't—nt4-s'—: )+ nt 4 ez
+m'.z gy - e-cos. {i(n't—ntys'—:) =}
D®.nr . ,
+m' .z . —.¢"-cos. {i(n't—nt+¢— ) tntte—a'},

{i(n—n')-n}>-n
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£, ct f’ ¢tant deux arbitraives. L'expression de &7 eh du, trouvée

dans le n°. 47, donncra

Sr m (A
= N Qg — @ | —
2m.ag 2 da

a
dA®" 2n .
' s 2o .,
+_"i.n’,z, ga '( da )+ n~n,.ad E.COS.L.(;I. b—ntte—:)
2

i (n—n' )=

—m'fe.cos.(nt+s—m)—m'.f'e' .cos.(nt+e—ma')

+i.m'Cont.ecsin.(nt+1—a)+ i m'D.nt.¢ osin. (nt+e—z")

0 ,
fa,_(iL)+ an ,.a,ﬂu} © )
3 nen
+m' .1z, t —

Po(n—n')p—n* - {i(n—n')-—n}"—-n:
xe.cos.{i(n’t--rzu-"—e)+nt+e-a}
»10) o , )
—_—m-n .=, EIE;:I;,);;SX:IE‘C .COs. {L.(Il t-nt4-e —c)-{-nt-{—z v },

Set f' étant des arbitraires dépendantes de /. et de /7.

Cette valeur de &7, substituée dans la formule (¥) du n° 46,
donnera 8¢, ou les perturbations du mouvement de la planctte
en longitude ; mais on doit observer que n¢ exprimant le moyen
mouvement de m, le terme proportionnel au temps ¢, doit dispa-
roitre de Iexpression de &'y, Cette condition détermine la cons-

tante g, ctlon trouve
. [dA®
==\ )

Nous aurions pu nous dispenser d’introduire dans la valeur de Ir,
les arbitraires f et f', puisqu’clles peuvent étre censées comprises
dans les élémens ¢, et = du mouvement clliptique; mais alors,
Pexpression de &'y, auroit renfermé des termes dépendans de 'ano-
malie moyenne, et qui n’auroient point été compris dans ceux que
donne I@mouvement elliptique : or il est plus commode de faire
disparoitre ces termes, dc Dexpression de la longitude, pour les
introduire dans Pexpression du rayon vectcur ; nous détermine-
rons ainsi f, et f’ de maniére i remplir cette condition. Cela posé,

. . . dAG—) . dAG—)
s1l’on substituc aulicu de a’.( i )savaleur-d(.‘"’)-a.( Ta )

’

N

on aura
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L (AN L (ddA®
C—G.(—:r;—){-;.d -( P ),'

AU ()
D=aAd"—q. (: )—-%aﬂ(‘——hm ),-

a da*

: i [ — nen')—n d AG=1
D(‘)z —-1). (ﬁz l)n A("')-I-{ (n—n') }.a’.( 4 >

n—i.(n—n) n=i.(n—n') da

, dd4(‘—')

—ia da® >;
feta dAO\ | (dd AW
=ragg )t d)

d AW dd 40 ]
=il a. AN =gt [ —— W —
feiletome () +o ()

soit de plus,

{1 (n—n'). {n+t (n—n)} 3:1‘}

" i*.(n—n')—n*
(@) |
X {a'.<dj_)+_gr;.ad(i)} +;'a’.(‘_l_if2>’_
* e da?

{l_'f. {n-}-i(n-n’)}—SnL}
PPN S
1 (n=—n')A—nt

dA® an . by AQ)
(24 vad® T
X{a ( da >+u—-n' . } —{n—t (n-—u)}

A4t
(¢=1).(2i=1)na. 4"+ (i—1).na* (da )
n.{n—t(u—n)}

W (i=1).n
F(”=(———), ‘a
n=—n

G(i)_

_._m.Do .
we{n—i(n—n)}*’

on aura

€080 (1 t=ntb 4t )

dAC an
e | @)
o (d"‘°’)+’."'-"’.,z,{ Gtz

a 6 da 2 . (h—n e ?
—m' fe.cos.(nt+1—a)—m'.f'e.cos.(nt+1—s')
+im'Contoessin.(nt4s—a)+im'.Dontoe sinnt+e—a')
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F-{%-T')}T'E-m{i-(n’t-nt+.’-«)+nt+e.e}

+nm'.s, D )
.e'.cos. {i(n't—nth—:)+nt+e—a'}

w={n-i(n-n')}*.
dAW an
Y 3 2 [ I 0} ..
L(n—n' ' _‘i(r'rr—_n').‘{i‘.(n—n')’-n’}
4+m'.C.nt.e.cos(nt+s—z)+m'Dint.e cos.(ni4e—a')
J20) ) ,
—————.eusit {i(0/t—nt + ¢ —¢) + nt4e—7}
+nm'.2. n—l(n-—G-Ex)) ;
-n—:i(T_—n—,)'-G .S, {l(ll t=nits —£)+nt+¢—"’ }

le signe intégral = s'étendant dans ces expressions , a toutes les
valeurs entiéres posilives et négatives de i, laseule valeur i=o
étant exceptée.

On doit observer ici, que dans le cas méme ot la série représen-
tée par £..49.cos.i(n't —n¢++¢—¢) est peu convergente , ces
expressions de %’ ct de &'v, le deviennent par les diviseurs qu'elles
acquiérent. Cette remarque est d’autant plus importante , que sans
elle, il et été impossible d’exprimer analytiquement, les pertur-
bations réciproques des planétes , dontles rapports des distances au
soleil, différent peu de 'unité,

Ces expressions peuvent éire mises sous la forme suivante qui
pous sera utile dans la suite; soit

h=esine ; Kk =¢.ing;
! =ewcos.® ; U'=¢.cos5';
on aura |

Sroml | (dAO\ mim a-,(i’f(_”)+_2"_ ad®) .
}f:—'al'<_ﬁ->+_'z' da p—n'"" g.cos.z(n't—nHz’—e)

6 2 i, T
S(n—n')p—p
—m' . (hf+Hf').cos. (nt—{--)—m'.(lf-l-lff’)‘.sin.(nH-u)
+"—;. {1.C+ID} ntsin(ntt:)— % {h.C+%.D} .nt.cos,(nt++)
+
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{rEOLK.DO}

o i ER L Gl e S

+ntm'.5. .
LEO4L. DO 5
-{—{n-j-(n n)}} + COS. {['(” t—ﬂt+|—|)+nt+a}
' dAD\ an
b=, g R G )+——--a_4' }i'mi b
2 1. (Il ) GA(H-Jn {"_n) {ll {n'—n)'—n‘}

+m'.{hC+H.D}. nt.sm.(nt+e)+m {LC+1. D}.nt.COS(HH‘)

(1L.FO4 1. (;(n))
Pt sin. {l (nt—nt+...,)+m+ }

-}-n.m’.z. {hF()-}-h G()}

n—i.(n—

«08. {iv (n't—nt+d —e)+nt+e} '

en réunissant ces expressions de &7 et de &v, aux valeurs de r
et de v, relatives au mouvement elliptique, on aura les valeurs
entiéres du rayon vecteur de m, ct de son mouvement en lon-
gitude.

51. Considérons présentement, le mouvement de m, en lati-
tude. Pour cela , reprenons la formule (Z') du n% 47. Si Pon
néglige le produit des inclinaisons par Jes excentricités des orbites,

elle devient
@iy M dR
o=——+ ndu—
dz
Yexpression de R du n° 48, donne, en prenant poyr plan fixe,
célui de Vorbite primitive de m,
dR\ -« m's  m's ) .
)= LT s B0 cos.i(nt—ntdi—1,;
dz a’ 2
la valeur de i s'¢tendant & tous les nombres enticrs positifs et
négatifs, en y comprcnant méme i=o. Soit 3, latangente dc Vin-
clinaison de Porbite de m', sur Porbite pnmmve de m, et 1la
longitude du noeud, ascendant de la premicre de ces orbites, sur la
seconde ; on aura a trés-peu prés,
2 =d . ysin.(n't+d—1);
MicaN. ckr Tome 1, Nu
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ce qui donne

dR ! . o, .
(—d—) =" y.sin. (n't+!'--ﬂ)--r;-.aB(').y.sm. (ntde=T)
2 a?

_Ta-.a'.z.B(i'"),y.sin. {i(n't—nt+d—s)+nt+e—n},
Ja valeur de i s'étendant ici, comme dans ce qui va suivre, & tous

les nombres entiers positifs et négatifs, la seule valeur i=o étant
exceplée. L'équation différentielle en du’, deviendra donc, en

d
multipliant la valeur de < R) y par n’a’ qui est égal aLunité,

dd.ru

o=
di

+ 08U —m' . = y sin, (n't4-¢'=1)
+I':—n.aa’.B(‘).ysin.(ntﬂ—n)

+1n—;’-1—.aa'.z.B(":‘).y.sin.{i(n’t—-nt{-t’—:)+nt+i-n};

d'oir Pon tire en intégrant, et en observant que par le n°. 47,
ds==—a.u,

Is :—-»—4 - a,n YoSin. (n't'—=11)

B(‘> nt.y.cos.(ni41=—T1)

m'.n’.a'a’ . B(i—'l)

3 ‘i {a—i(n—n")}

=y 8in. {is (n't=nt 't ) 4 i+ =TT},

Pour avoir la latitude de 7, au-dessus d’un plan fixe peu incliné
a celui de son orbite primitive; en nommant ¢ V'inclinaison de
cette orbite sur le plan fixe, et § la longitude de son neeud ascen-
dant sur le méme plan; il suffira dajouter a &s, la quantité
tang.p.sin. (v—14) , ou tang.¢.sin.(n t+¢—0), ennégligeant 'ex-
centricité de Porbite. Nommons ¢’ et §, ce que deviennent ¢ et §
relativement & m'. Si m étoit en mouvement sur Vorbite primitive
de m, la tangente de sa latitude seroit tang. ¢'.sin. (n#+e—0') ;
elle seroit, tang. p.sin. (n¢+1=—10), si m continuoit de se mou-
voir sur son orbite primitive. La différence de ces deux tangentes
est & trés-pen prés la tangente de la latitade de m , au-dessus du
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plan de son orbite primitive, en le supposant mi sur le plan de
I'orbite primitive de m’; on a donc
tang.¢’.sin.(nt+s—08' )—~tang.e.sin.(nt+s=—8) = y.sin.(nt+ e—11),
Soit

tang.p.sin.d=p ;  tang.¢'.sind' =p ;
tang.p.cos.0=¢ ;  tang.¢'.cos.b'=¢ ;
on aura ‘
)«.&in.l’l:l;'-—-p 3 y.cos.ﬂ:g’—-q 3
et par conséquent, si I'on désigne par s, la latitude de m au-dessus
du plan fixe, on aura a trés-peu prés,

s=g.sin(nt+s¢)—p.cos.(nt+s)

—m:’a.(p'—-—p).B(‘).nt.sin.(nt+l)
— I (g —g).BW.nt.cos.(nt+)
— . S (g —g)-sin. (n' b )= (p—p).cos. (n't44))
(9—q). B¢ s pes '
m.n*.e% r:r:{—n——z( n-—n_')_}_’ +Su. {l(n t—ntti—e)+nt+ E}
a ") —(p'—p). B

nl_my}—.. 0. {i(n't=nt o't ) - nt+1 }

5. Rassemblons présentement, les formules que nous venons
de trouver. Nommons () et (v), les parties du rayon vectcur et
de la longitude v sur Yorbite , qui dépendent du mouvement ellip-
tique; on aura

r=(r)+d&r; v=_v)+d
La valeur précédente de s, sera la lutitude de m au-dessus du
plan fixe ; mais il sera plus exact d’employer aun lieu de ses deux
Ppremiers termes qui sont indépendans de m', la valeur de la lati-
tude qui auroit lieu dans le cas ou m ne quitteroit point le plan de
son orbite primitive. Ces expressions renferment toute la théorie
des planétes, lorsque P'on néglige les quarrés et les produits des
excentricités et des inclinaisons des orbites, ee qui est le plus sou-
vent permis. Elles ont d’ailleurs I'avantage d’étre sous une forme
Nn 2
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trés-simple , qui laisse facilement appercevoir la loi de leurs diffé-
rens termes.

Quelquefois, on aura besoin de recourir aux {ermes dépendans
des quarrés ct des produits des excentricités et des inclinaisons, et
méme des puissances et des produits supérieurs. On pourra déter-
miner ccs termes , par Yanalyse précédente : Ia considération qui
les rend nécessaives, facilitera toujours leur détermination. Les
approximations dans lesquelles on y auroit égard, introduiroient
de nouveaux termes qui dépendroient de nouveaux argumens,
Elles reproduiroient encore les argumens que donment les approxi-
mations précédentes , mais avec des coefficiens de plus en plus
petits, suivant cette loi qu'il est aisé de conclure du développe-
ment de R en série, donné dans le n°. 48; un argument qui dans
lesapproximations successives,se trouve pour la premiére fois parmi
les quantités d’un ordre quelconque r, n’est reproduit que par les
quantitds des ordres r+2, r+4 , &c.

Il suit de-la, que les cocfliciens des termes de la forme

sin

2. Cos - (nt+¢), quicntrent dans les expressions der,vets,sont

approchés jusqu’aux quantités du troisiéme ordre, c’est-i-dire,
que Papproximation dans laquelle on auroit égard aux quarrés et
aux produits des excentricités et des inclinaisons des orbites,
n’ajouteroit rien a leurs valeurs ; elles ont donc toute la précision
que T'on peut desirer ; ee qu'il est d’autant plus essenticl d’obser~
ver, que de ces coefficiens , dépendent les variations séculaires des
orbites.

Les divers termes des perturbations de r, v, s, sont compris
dans la forme

sin,

I s, {i(n't—nt+e—e)+rnttre],

r étant un nombre enticr positif ou zéro, et £ étant une fonction
des excentricités et des inclinaisons des orbites de Iordre r, ou
d'un ordre supéricur : on peut juger par-la, de quel ordre est un
terme dépendant d’'un angle donné.

IU est clair que Paction des corps m”, m”, &e., ne fait qu'ajouter
aux valeurs précédentes de r, v et s, des termes analogues a ceux qui
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résultent de Paction de m', et qu’en négligeant le quarré de la force
perturbatrice, les sommes de tous ces termes donneront les valeurs
entiéres de r, v et s. Cela suit de la nature des formules (X"), (¥)
et(Z'"), qui sont linéaires relativement aux quantités dépendantes
de la force perturbatrice.

Enfin, on aura les perturbations de m’, produites par Paction
de m ; en changcant dars les formules précédentes, a, n, 4, I, s,
e, p,getm,enda,n, b, U, @, p,q ctm, et réciproque-
ment.
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CHAPITRE VIL
Des inégalités séculaires des mouvemens célestes.

53. Lxs forces perturbatrices du mouvement elliptique intro-

. d . o
duisent dans les expressions de r, Zets ,du chapitre précédent, e
de

temps £, hors des signes sinus et cosinus, ou sous la forme d’arcs
de cercle qui en croissant indéfiniment, doivent 4 lalongue, rendre
ces expressions fautives; il est donc essentiel de faire disparoitre ces
arcs, et d’avoir les fonctions qui les produisent par leur dévelop-
pement en série. Nous avons donné pour cet objet, dans le Cha-
pitre V, une méthode générale de laquelle il résulte que ces arcs
naissent des variations du mouvement elliptique, qui sont alors
fonctions du temps. Ces variations s’exécutant avec une grande
lenteur, elles ont été désignées sous le nom d’inégalités séculaires.
Leur théorie est un des points les plus intéressans du systéme
du monde : nous allons Ja présenter ici, avec I'étendue qu’exige
son importance.
On a par le Chapitre précédent,
1—h.sin. (nt+¢) —1I.cos. (nt+:)— &c.
s +1:—.{l.C+l’.D}.nt.sin.(nt+e)

-—%‘-'. {h.C+H.D}.nt.cos.(nt+e)+m'.§

Z——: =n+4anhk.sin.(nt4e)+2nl.cos. (nt4¢)+ &ec.
—~m'. {{.C+ID} .n’t.sin. (nt+¢)
+m'.{h.C+ L' D} .n't.cos. (nt+¢)+m'T ;
s =g.sin.(nt+s)—p.cos. (nt+e)+ &c
-—-%,.a‘a'.(p’ —p).BW.nt.sin.(nt++)

‘'

—%.a‘a'.(q’—-q).B(‘).nt. cos.(nt+e)+m.x;
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8, T, x étant des fonctions périodiques du temps . Considérons

d’abord Pexpression de %, et comparons-la'h Pexpressionde y du
n® 43. L’arbitraire » multipliant arc ¢, sous lés signes périodi-
ques, dans Pexpression de %—Vt 5 on doit alors faire usage des équa-
tions suivantes, trouvées dans le n°. 43, |

..0 ::X'-{-O.X”r—Y,‘
0o=Y'+0.Y"+X'—3.2Z;
&e.

Voyons ce que deviennentici, X, X', X*, ¥, &c.: en comparant

. dv .
Vexpression de E—E, a celle de y du n°. cité, on trouve

X=n+2rh.sin.(nt+¢)32nl.cos.(nt+<)+m'.T;
Y=m'.n".{h.C+h' D}.cos.(ntte)—m'.n*{1.C+I.D}.sin.(nt-+s).
- Si 'on néglige le produit des différences partielles des constantes ,
par les masses perturbatrices, ce qui est permis, puisque ces diffé-
rences sont de l'oxdre de ces masses ; on aura par le n°. 43,
d
X z(d——:) {14+2hsin. (nt+e)+21.cos. (nt+e))
+27. ( ) {h.€os.(nt4e)—1Llsin. (nt+s)}

+ 2n. (d’) sin. (nt+c)+2n( l).cos.(nt+:),-
X'=3an. ( ) {B.cos.(nt+e)—Ll.sin.(nt+e)}.
Péquation, 0 =X'44.X"—Y, deviendra ainsi,
dn\
o=($).{1+2h.sin.(nt+e)+al.cos.(nt+c)}
+9n.(::1) sin. (nt+c)+2n.(jl) cos.(nt+¢)

+2n. {9. (%)*(:73)}‘ {h.cos.(nt+4se)=—1L.sin.(nt+e)}
—m'.n*{h.C+h. D} .cos.(nt+e) +m'.n* {1.C+1. D} sin(nt te).
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En égalant séparément, 4 zéro, les coefficiens des sinus et des
cosinus semblables , on aura

°"<M)

o—(_>_l.(ﬂ) o (1.C+I.DY;

do dy

(e ()2

Si Ton integre ces équations, et si dans leurs intégrales, on
change 8 en ¢; on aura par le n°. 43, les valeurs des arbilraires, en
fonctionsdc ¢, ct I’on pourra effacer les arcs de cercle, des expres-

C+1'DY}.

. dy . .
sions de T de r; maisau lieu de ce changement, on peut tout de

suite changer 8 en ¢, dans ces équations différenticlles. La premicre
de ces équations, nous montre que zz est constant, et comme Parbi-
traire ¢, de Pexpression de 7, en dépend, en vertu de P'équation

1 . .
n*=—; a cst parcillement constant. Les deux autres équations ne
a ~
sullisent pas pour déterminer %2, Z, ¢. On aura une nouvelle équa~
dv
tion, en observant que Pexpression de > donne en lintégrant,

JSndt, pour la valeur de la longitude moyenne de m ; or nous
avons supposé cetle longitude égale a 74 ¢ ; ona donc nt-+« = /ndl,
ce qui donne

dn + de
PTRIFTEE
dn . ) de Lo
ctcommeona - =0 ; on aura pareillement =0 Ainsi les deux

arbitraires n et ¢ sont constantes ; les arbitraires % et Z seront par
conséquent déterminées au moyen des équations différentielles ,

=T (LO+1.D}; (1)

dt
=" (hC4+H.D}; (3)

. . . dv .
La considération de Vexpression de 7; Dous ayant suffi pour dé-

terminer
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terminer les valeurs de 7, a, h,Z ct ¢; on voit ¢ priori, que
les équations différentielles entre les mémes quantités, qui résal-
tent de Pexpression de r, doivent coincider avec les précédentes,
Cest ce dont il est facile de s'assurer @ posteriori, en appliquant i
ceite expression, la méthode du n°. 43.

Considérons maintenant 'expression de s. En la comparant a
celle de ¥ du n° cité; on aura

X=g.sin.(nt+s¢)—p.cos.(nt+e)+m'.x

. m4.n-a‘a'.B("-(P"‘P')°5in' (ntte)
+ ?-a’a’. BO.(g—g').cos.(nt+s).

n ¢t ¢ ¢lant constans , par ce qui précede ; on aura par le n°. 43,

&g\ . { dp

l'—— — - — —

X—‘(do).sm.(nti-s) (do).cos.(nt-{-e)
X'=o.

L’équation o=X'+0.X*—Y, devient ainsi,

0=(§§>.sin.(nt+e)—-(@).cos. (nt+e)
—14—— aa . BY.(p—p').sin.(nt+e)

_%z.a:a'.g(-)'(q—q’).cos. (nt+e);

d’oi on tire, en comparant les coefliciens des sinus et des cosinus
semblables, et en changeant § en t, pour avoir direclement p ct ¢
en fonctmns dez,

dp__ m'.n )
a2t —‘4— .a’d. B (q— 9), (3)
%: @' BY.(p—p') 5 (4)

Lorsque I'on aura déterminé p et ¢ par ces équations; on les subs-
lituera dans Pexpression précédente de s, en effagant les termes
qui contiennent des arcs de cercle, et I'on aura
s=g.sin. (nt+:¢) —p.cos. (nt+e¢)+m'. x.
Meecan. ctr. Tome 1. Oou
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54, Léquation s-’;: 0, que nous venons de trouver , est d’une

grande importance dans la théorie du systéme du monde, en ce
qu'clle nous montre que les moyens mouvemens des corps célestes,
et les grands axes de leurs orbites, sont inaltérables ; mais cette
¢quation nest approchée que jusqu'aux quantités de I'ordre m'. %,
inclusivement. Si les quantités de Pordre m'.h* et des ordres sui-

.. dv
vans, produisoient dans gp Un terme dela forme 2 £¢, k étant

une fonction des ¢}émens des orbites de m et de m'; il en résulteroit
dans lexpression de v, le terme £, qui en altérant la longitude
de m, proportionnellement an quarré du temps, deviendroit a la

. . dn
longue, extrémement sensible. On n’auroit plus alors, 5705

mais au licn de celle équalion, on auroit par le n°. précédent,
dn . v T .

=2 k ;i1 est donc trés-important de savoir §'il existe dans l'ex~
(

pression de ¢, des termes de la forme £.4%, Nous allons démon-
trer que si on n'a égard qu'a la premicre puissance des masses
pertarbatrices, quelque loin que Fon porte dailleurs, les approxi-
malions , relativement aux puissances des excentricités et des
inclinaisons des orbites ; 'expression de » ne renfermera point de
termes semblables.

Reprenons pour cela, la formule (X) du n® 46,

dR
a.cos.w.fndt. rsin.v.{2. JAdR+r (}T;)}—a. sin.y. fndt. rcos.v.{ 2. dR+r.(

7l

d

pVi—e

Considérons Ja partie de &7, qui renferme des termes multipliés
par £, ou pour plus de généralité, considérons les termes qui
ctant multipliés par le sinus ou par le cosinus d’un angle «¢+4-¢,
dans lequel « est trés-petit, ont en méme temps «* pour divi-
seur. Tl est clair qu'en supposant « =o, il en résultera un terme
multiplié par #, en sorte que ce sccond cas renferme le premier.
Les termes qui ont «* pour diviseur, ne peuvent évidemment

xésulter que d’unc double intégration; ils ne peuvent donc étre
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produits que par la partie de &r, qui renferme le double signe
intégral /. Examinons d’abord le terme
2a.cos.v. ndt.(r.sin.y. de)
“. Vi—e
Si 'on fixe Porigine de Yangle v, au périhélie ; on a dans I'orbite
elliptique, par le n°. 20,
_a.(1—e)

T 14e.cosv’

¢t par conséquent,

a.(1—e*)—r

cos. y= 3
er

d’ou lon tire en différentiant,

dr;

. a.(1—e*)
rdy.sin.y = ~—€—e——

mais on a par le n°. 19,

r.dy=dt.Va(1—e) =a".ndt.V1—e ;
on aura donc

andt.r.stn.v rdr

Vi—e T e
aa.cos.v./ndt. {r.sin.v./dR
Le terme fnde-{ [4R} , deviendra ainsi,
p..\/ 1=—g
2.C08.¢

J(rdr.fdR), ou =~ {r JAdR—/r*.dR}.

11 est visible que cette derniére foncuon ne renfermant plus de
doubles intégrales , il ne peut en résulter aucun terme qui ait «*
pour diviseur.
Considérons présentement le terme
__2a sin.v.fndt. {r.cos. v]dR}

pyi—e
de Yexpression de &7. En substituant pour cos.v, sa valeur pré-
cédente en r, ce terme devient

a.sin. v. ndt. {r—a.(l—e’)} .fdR
pe.‘/x—e' )

Oo ¢
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On a par le n° 22,

r=a.{1+ic*+e. %'},
x' ¢tant une suite infinie de cosinus de langle nt+¢, el de ses
multiples ; on aura donc

L (r—a(1—e)) SJAR= a.fndt. (Lot} .JAR
1\ommons x” Pintégrale [}’ nd¢t; on aura
a.fndt. {le+)'} JdR=1.ae./ndt./dR+ax".JdR—a.f " .dR

Ces deux deriiers termes ne renfermant point le double signe

intégral , il ne peat en résulter aucun terme qui ait «* pour divi-

seur; en n'ayant donc égard qu’aux termes de ce genre, on aura

__m_.sin.v.fndt’. {r.cos.v.de} Ba%e.sinv.fndt de dr 3 a f &t JAR;
.V i—e @y 1—e T adi

ct lc rayon r deviendra

)+ (m“> 3% fndtfdR;

dr
(r) ct( ) étant les expressions de r ct de — relatives au

mouvement elliptique. Ainsi, pour avoir égard dans Pexpression
du rayon vecteur, a la partie des perturbations, qui est divisée
para*; il suffit Paugmenter de la quantité 3a./ndt./d R, lalon-
gitude moyenne nt+¢, de celte expression relative au mouvement
elliptique.

Voyons comment on doit avoir égard a cette partie des pertur-
bations, dans Pexpression de la longitude v. La formule (¥') du

. . 3a dr N
1n°. 46, donne en y substituant —!‘-—.m.fmlt.fdﬂ, au lieu de ér,
ot en wayant égard qu'aux termes divisés par ?

{ orddr4dr?

a*n*dl*
V 1—e?

or on a par cc qui précede,

dy=

1
}.%ﬁ.fndt.fdl?;

ac.ndt.sin.y -
dr::——‘/—-——-—‘— 3 rdv=a‘ndt. \/1—-9',‘
1=—¢
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d’ou il est facile de conclure ,-en substituant pour cos.v, sa valeur
précédente en r, ‘

arddr+dr

arderter +1

a*n*dt® dv
v —e T ndt’

en n’ayant donc égard qu’i la partie des perturbations, qui a pour
diviseur «* la longitude v deviendra

dv

(V)-{-(nd).-?—;.fndt.fdlf 3

dv\ , . dv .
(v) et (;{—) étant les parties de ¢ et de =0 relatives au mou-

vement elliptique. Ainsi, pour avoir égard a cette partie des per-
turbations, dans 'expression de la longitude de m, on doit suivre
Ia méme régle que nous venons de donner pour y avoir é¢gard
dans Yexpressioni du rayon vecteur ; cest-a-dire, qu’il faut aug-
menter dans P'expression elliptique de la longitude vraie, la lon-

. ., 3
gitude moyenne nt+¢, de la quantité -;i.fndt.de.

. . dy
La partie constante de Pexpression de (——l‘[), développée en
nc

strie de cosinus de Pangle n24¢ et de ses multiples , se réduisant
a l'unité, comme on I'n v dans le n° 23; il en résulte, dans

Pexpression de la longitude , le terme —; Sndt.fdR. Si dR ren-

fermoit un terme constant km'.ndt; ce terme produiroit dans

Pexpression de lalongitude v, le suivant?. (%l- «kn*t’. Llexistence
de semblables termes dans cette expression , sc réduit donc a voir
si d R renferme un terme constant.

Lorsque les orbites sont peu excenlriques et peu inclinées les
unes aux autres; on a vu,n° 48, que R peut toujours sc réduire
dans une suite infinie de sinus et de cosinus d’angles croissans
proportionnellement au temps ¢. On peut les représenter géné-
ralement, par le terme £ni'.cos. {in't+int+.4}, ieti étant des
nombres entiers positifs ou négaltifs, on zéro. La diflérenticlle de
ce terme, prisc uniquement par rapporl au moyen mouvement
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dem, est —ik.m'.ndt.sin{in't+int+ 4} ; Cest la partie
de d R, relative & ce terme : elle ne peut pas étre constante, a
moins que lon ait 0=1i'n'+in ; ce qui suppose les moyens mou-
vemens des corps m et m’, commensurables entre enx ; et comme
ccla n’a point lieu dans le systéme solaire, on doit en conclure
que la valeur de d R ne renferme point de termes constans, et
qu’ainsi, en ne considérant que la premiére puissance des masses
perturbatrices,, les moyens mouvemens des corps célestes, sont

. . . dn
uniformes , ou ce qui revient au méme, =0 La valeur de a

étant liée a celle de 2, au moyen de I'équation n* = 5; s il en résulte

que si Pon néglige les quantités périodiques, les grands axes des
orbites sont constans.

Si les moyens mouvemens des corps m et m/, sans étre exacte-
ment commensurables , approchent cependant beaucoup de P'étre ;
il existera dans la théorie de leurs mouvemens, des inégalités d’une
longue période , et qui pourront devenir fort sensibles, a raison
de la petitesse du diviseur «°. Nous verrons dans la suite, que ce
cas est celui de Jupiter et de Saturne. L’analyse précédente donnera
d’une maniére fort simple, la partie des perturbations qui dépend
de cc diviseur. Il en résulte qu’il suflit alors de faire varier la

. ... 3
longitude moyenne nt+¢, ou fndt, dela quantité ;a Sndt.fAR;
ce qui revient a faire croitre 7, dans Pintégrale frnd¢, de la quan-

.3 s, . .
1té —%ﬁ Jd R ; ar en considérant Yorbite de 72 , comme une ellipse
¢

. # e . .
variable, on a n*= el la variation précédente de », introduit
2a*./dR

donc dans le demi-grand axe a de orbite, la variation —
“

d S
Si Yon porte dans la valeur de ;1% , la précision jusqu’aux quan-

tités de Yordre des quarrés des masses perturbatrices, on trou-
vera des termes proportionnels au temps; mais en considérant
avee altention , les équations différentielles du mouvement des
corps m, m'y &c., on s’assurera facilement que ces termes sont



PREMIERE PARTIE, LIVRE IL 295

en méme temps , delordre des quarrés et des produits des excen-
tricités et des inclinaisons des orbites. Cependant, comme tout ce
qui affecte le moyen mouvement, peut a la longue, devenir fort
sensible; nous aurons dans la suite, égard a ces termes, et nous
verrons qu’ils produisent les équations séculaires observées dans
le mouvement de la lune.

55. Reprenons maintenant les équations (1) et (2) dun® 53,
et supposons

m.n.C m'.n.D

a 5 [° ']"‘"";"‘;

(o) =—
clles deviendront,
dh —_—
‘—{—t:(o,l).l—[fb_l].l >
di _—
;i—tz—((),l).lt-«l-[_()_,l_].ll.

Les expressions de (0,1) et de [0,1], peuvent étre détermindes
fort simplement, de cette maniére. En substituant, au licu dc¢ C
et de D, leurs valeurs déterminées dans le n°. 5o, on aura

m.n d A©) o d A
(O,]):—-—z—.{a"-(—:la )-{-}.a ( )},

da*

m n d AW ‘ dd 40) ]
1 () - —radf—=—)
=" et () =5 ()

On a par le n°. 49,

(0) (o)
. d A® s d d ACY . db:_ s d(lb:_ .
@i )t (ae )T G T T
(o) (o)
db, ddb,
on obtiendra facilement, par le méme n°., —;i—;— ct -—d—;’;—-, en fonc-

© ) . . .
tions de &, et de b, ; et ces quantités sont données en fonctions

I
linéaires de l) et de b 13 on trouvcera, cela posé,

3us. b(‘)l

L (AAON | fdd Aoy )
¢\ da +Za'( da —2.(1—9'.’)"'
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partant
()
3m'.n.atb
(0>1)=—m~
Soit

1
2

(@*=2aa’.cos.84a"™)* = (a0 )+ (a,a’) .cos.d4(a,a’ ) .cos.20+8&ec;

on aura par le n°. 4q,

@
(a,@')=+d.b

(1)
5 (ad)=d.b_,, &c;
3

L]

on aura donc

3m' .ne*d .(a,d)

0,1) = — 1,
( ) ) 4.{&“—0")“
on a ensuite, par le n° 4g,
dA4M dd A® ) dzgl,) ddb(.,’ 2
ad(')—a’.(g—)—;'a’.(—T)‘—:*‘- b. - __: _ldl.__z_g’.
a . da 7 d“ 2 d.?

. . () oo
en substilnant au lieu de b, et de ses différences, leurs valeurs
2

() Q) ;
end_, etd_,, ontrouvera la fonction précédente égale &
2 3
(1) (0)
s {(be) ] b ren], )
— £ 1 ,.
(1—a)
partant
, (1) (0)
32.m n.{(l +ea2).b_ibiab s
[i]=— 2 e
(1=—a?)
ou

3m'.an. {(a*+a”).(a,a )+ ad' . (a,@)}

2.(a*—a*)* ?

T]=—

on aura donc ainsi des expressions fort simples de (o0,1) et de [2,1],

. . . , . (©)
ct il est facile de se convaincre par les valeurs en séries, de &,

)
ct de b_, , données dans le n’. 49, que ces expressions sont posi-
2
tives, si 7 cst positif, et négatives, si n est négatif.
Nommons (o,2) et [¢,2], ce que deviennent (0,1) et [o;1],
lorsque
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lorsque 'on y change o’ et m’ dans a” et m”. Nommons pareillement
(0,3) et [2,1], ce que deviennent ces mémes quantités, lorsque
Yon y change a’ et ', en a” et m"; et ainsi de suite. Désignons de
plus, par A% 2'; k", I"”; &c. les valeurs de & et de Z, relatives
aux corps m”, m", &c. ; on aura, en vertu des actions réunies des
différens corps m’y, m”, m"”, &ec., sur m,

= (o) (0,9)+ (08)+&e.} L — [F]. I [53).1'— e

dl
d—t=—{(o,1)+(0,2)+o,5)+&c.} D[] A +[0a]. A+ &e.

dr'  dl  dh” dl

Il est clair quc 'd—z-, ~d—L-,’ -E—t-, —d—t"

; &c., seront déterminés par

. \ dh al . .
des expressions semblables a celles de 7, o de 70 ¢t qu’il est facile

de conclure de celles-ci, en y changeant successivement, ce qui
estrelatif am, dans ce qui a rapportam’, m’, &ec., et réciproque-
went. Soient donc

(1,0), E] 5 (1,2), [E] ;5 &e.,

ce que deviennent

(0,1), [‘E] 5 (0,2), F.E] ;5 &,

lorsque 'on y change ce qui est relatif &4 m, dans cc qui est relatif
a m', et réciproquement ; soient encore,

(2,0), [1—_'_"] ; (2,1), [E] 5 &C.,

ce que deviennent

(0,2), [:2] ;5 (0,1), [‘_’__’__‘.]5 &e.,

lorsque P'on y change ce qui est relatif & m, dans ce qui est relatif
A m’, et réciproquement ; et ainsi de suite. Les équations différen-
tielles précédentes rapportées successivement aux corps m, m',
in", &c., donneront pour déterminer &, ¢, ¥, I, k', I, &c., le
sysiéme suivant d’équations,

MiicaN. ctL. Tome 1. Pp
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::{(0,1)+(o,2)+(o,3)+&c.}.l—[ﬂ-l’—@.l’f[@.l’”—&c- ]
dl
-——:-—{(0,1)+(o,2)+(0,5)+&c.}.h+[§].h’+ﬂ-h”+[§].h/”+&c.

—-— —{(J,o)+(12)+(15)+&c}l’ [S) =[] =[5 —&e.

—{(1,0)+(1,2)+(1,3)+ &e.} KA ) A [T5] A H[03] . A" e

llt

7,7 = {(30)4 () +(33) + e} Fm [T I ] I = [3] I .

d
== (30 (51 1 (35) b ) HHEEL b (L HHED. e

&e. )
Les quantités (o0,1) et (1,0), [2,1] ct [1;0], ont entre elles des
rapports remarquables qui peuvent en faciliter le calcul, et qui
nous seront utiles dans la suite. On a par ce qui précéde,

3m'.na*.d .(a,0')

f(@ =)

51 dans cetle expression de (0,1), on change m'enm, n en n/,

a cn dy et réciproquement ; on aura Pexpression de (1,0), qui

scra par conséquent,

(0,1) =—

Zm.n'a".a.(d,af

(h0) ==y}
maisona (a,a') = (d',a)’, puisque Pune et Pantre de ces quantités

J
résulte du développement de la fonction (a’—2ad’.cos.0+4") *
duns une série ordonnée suivant les cosinus de 'angle 8 et de ses
multiples; on aura done
(oy1).m.n'a'=(1,0).m \na;
orona, en négligeant les masses m, m', &c. , vis-a-vis de M,
M LM
== ; n'==; &
a3 ) P J ?

parlant

(0,1).m./a=(1,0).m'. ﬁ';
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équation d’ou l'on tirera facilement (1,0), lorsque (o0,1) sera déter-
miné. On trouvera de la méme maniére ,

[n].m.ya=[Te].m'.y/a.
Ces deux équations subsisteroient encore dans lc cas ou n et n’
auroicnt des signes contraires; c’est-d-dire, si les deux corps m
et m’ circuloient en différens sens ; mais alors, il faudroit donner
le signe de n, au radical /@, et le signe de »', au radical /a'.
Des deux équations précédentes, résultent évidemment celles-ci,

(0,2).m.y/a=(20).m".\/a"; [o.2].m.y/a=[z.0].m".y/a"; &c.
(1,2).m'@=(201).m" /@ ;[La].m.y/a'=[1].m".y/a"; &e.

56. Maintenant, pour intégrer les équations (&) du n°. pré-
cédent , nous ferons

h =N .sin. (gt+€) ; I =N.cos.(gt+¢);
b= N'.sin.(gt+¢) ; I'=N'.cos.(gt+€);
e.

en substituant ces valeurs dans les équations (£ ), on aura

Ng={(0,1)+(°,2)+&0-}-N-[ﬁ]-N'—[E].N”—&c.
N'g={(1,0)+(1,2)+&c.} . N'— [{5]. N —[iz]. N'—&¢. .(B)
N'g={(2,0)+(2,1) +&¢c.} . N'— [15]. N — [z3] . N'—&e.{’
&ec.

Si ’on suppose le nombre des corps m, m/, m’, &c., égal ai; ces
équations scront au nombre i, et en éliminant les constantes N,
N', &c., on aura une équation finale en g, du degré i, que l'on
obtiendra facilement de cette maniére.

Nommons ¢ la fonction

Nt.m.ya.{g—(0,1) —(0,2)—&¢.}
+N".m'.y/a'. {g—(1,0)—(1,2)—&c.}
+ &ec.
+2N.m.y/a. {[51]. N'+[3]. N"+ &c.}
+a2N'.m' ya' {[52). N+ [13]. N + &c.}
+2N".m".y/a" { 23] N"+ &e. }
+ &e.

Pp =



300 MECANIQUE CELESTE,

Les équations (B) sc réduisent en vertu des relations données
dans le n®. précédent, a celles-ci,

d@__. dp_ do &
w)=°s \aw)=°i \awv)=0 &

en considérant donc N, N'; N”; &c., comme autant de variables,
¢ sera un maximum. De plus, ¢ étant une fonction homogéne de
ces variables , de la seconde dimension; on a

do [ de .
N'(ﬁ>+N'(W)+ &c.=2¢;

on a donc ¢=o0, en vertu des équations précédentes.
Présentement, on peut déterminer ainsi le maximem de la fonc-
tion ¢. On différentiera d’abord cette fonction, relativement a8 N,
et l'on subslituera dans ¢, au lieu de N, sa valeur tirée de 'équa-
. dy\ .
tion (W) =o0, valeur qui sera une fonction linéaire des quanti-
lés N’y N”, &c.:on aura de cette mani¢re une fonction ration~
nelle, enti¢re et homogene, de la seconde dimension,en N, N”, &e.
soit ¢ cctte fonction. On différentiera ¢f") relativement & N,
ct Ton substituera dans ¢, au lieu de N', sa valeur tirée de

e (Ao .y ,
Péquation (71\’_-) =o0: on aura une fonction homogéne et de la

scconde dimension, en N”, N”, &c. : soit ¢ cette fonction. En
coulinuant ainsi, on parviendra & une fonction ¢~ de la scconde
dimension, en NG et qui sera par conséquent, de la forme
(NG) k; k étant une fonctionr de g et de constantes. Si 'on
¢gale a zéro, la différenticlle de ¢ prise par rapport a NG
on aura £=0; ce qui donnera une équation en g du degré i, et
dont les diverses racines donneront autant de systémes différens:
pour les indéterminées N, N'; N”, &c.: lindéterminée N¢™)
sera Parbitraire de chaque systéme, et V'on aura sur-le-champ , le
rapport des autres indéterminées N, N’y &c., du méme systéme,,
a celle-ci, au moyen des équations précédentes, prises dans un
ordre inverse , savoir,

d ¢ (=) dot—3)Y\
(@e)=0 5 (am)=0s &
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Soient g, g, 8., &c., les i racines de I’équation en g: soit N, N,
N’, &c., le systéme des indéterminées, relatifit Ja racine g : soit N,
N/, N/, &c., le systéme des indéterminées , relatif a la racine g,
et ainsi de suite : on aura par la théorie connue des équations diff¢-
rentielles linéaires,

h=N .sin.(gt+ )+ N, .sin.(gt+¢ )+ N, .sin. (gt +¢,) +&e.;
I =N'.sin.(gt+C)+ N/ sin.(g,t+€)+ N,/ sin. (g.t+¢,) + &c.;

A'=N".sin.(gt+6)+ N/ sin.(g.t+6 )+ N,"sin.(g.t +6,) + &c.;
&e.y

¢, ¢, ¢, &c., étant des constantes arbitraires. En changeant dans
ces valeurs de %, &', ", &c., les sinus en cosinus; on aura les
valeurs de Z, 2/, 2", &c. Ces différentes valeurs renferment deux fofs
autant Carbitraires, quil y a de racines g, g,, 8., &c. 5 car chague
systéme d’indéterminées renferme une arbitraive, et de plus, il
y a i arbitraires €, ¢, €,, &c.; ces valeurs sont par conséquent,
les intégrales complétes des équations (.4 ) du n® précédent.

Il ne sagit plus maintenant, que de déterminer les constantes N,
N,, &c.; N, N/,&c.; ¢, ¢, &c. Les observations ne donnent point
immeédiatement ces constantes ; mais elles font connoitre a une
époque donnée, les excentricités e, ¢, &c., des orbites, et les
Jongitudes =, @', &c., de leurs périhélies, et par conséquent, les
valeurs de 4, A/, &c., £, I/, &c.: on en tirera ainsi les valeurs
des constantes précédentes. Pour cela, nous observerons que si
I'on multiplic la premiére, la troisi¢tme, la cinquiéme, &ec., des
équations différentielles (-Z) du n°. précédent, respectivement
parN.m.y/a,N'.m'.y/a',&c.; on aura en vertu des équations (B),
et des relations trouvées dans le n°. précédent, enlre (0,1) ¢t (1,0),
(o,2) et (2,0), &c.,

r

N. .m.;/’-i-N' .m Va' +N" .m Va'+ &e.
=g. {N.l.m.l/—-f-N' '.m'. f'+N” l”.m.V’&”-{-&c.}.

Sil'on substitue dans cette équation,au lieu de %, %', &c., 2, 7', &e.,
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leurs valeurs précédentes ; on aura, en comparant les coeflicicns
des mémes cosinus,

o=N.N,.m.y/a+N'.N/.m'./a'+ N".N/.m"./a"+&c. ;
o=N.Ny.m.y/a+N'.N/).m'./a'"+ N".N,".m".\/a"+&e.
&ec.

" Cela posé, si Pon multiplie les valeurs précédentes de %, %', &c.,
respectivement par N.m-y/a@, N'-m'+/a’, &c. ; on aura en vertu
de ces derniéres équations,

N.-mh-y/a+ N'-m'l - /a'+N"m"k" . /a" + &c.
={N’m ‘/(7+N”.m.'-ﬁ'+N”'~m/’~‘fa_l'+&C-} .sin. (gt+ ).

On aura pareillement,

N.ml.ya+ N .m'l.v/a'+ N'.-m"l'.y/a"+ &e.
={N'm-ya+N"m' - y/a'+ N”.m" /a"+&c.} .cos.(gt+C).

En fixant Vorigine du temps ¢, al’époque pour laquelle les valeurs
de %, 2, &', 7, &c., sont supposées connues; les deux équations
précédentes donnent

N.hm.y/ a4 N'.k'm' /@ +N".h'm" \/a"+ &e.
Nim./ e+ N.m'./a + N Im' /o &

tang. ¢ =

Cette expression de tang.€ ne renferme point d’indéterminée ; car
quoique les constantes IV, N, N’, &c., dépendent de Pindéter-
minée N¢; cependant , comme leurs rapports a cette indétermi-
née sont connus par ce qui précéde, elle disparoit de Pexpression
dc tang.¢. Ayant ainsi déterminé ¢, on aura N¢*), au moyen de
Yune des deux équations qui donnent tang. € ; et 'on en conclura
le systéme des indéterminées NV, N', N”, &c., relatifa la racine g.
En changeant dans les expressions précédentes, cette racine suc-
cessivementen g, g., &3, &c., on aurales valeurs des arbitraires
relatives & chacune de ces racines.

Sil'on substitue ces valeurs dans les expressions de %, 7, 2/, 2, &c.;
on en tirera les valeurs des excentricités e, ¢/, &c. des orbites,
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ct des longitudes @, @', &c., de leurs périhélies, au moyen des

équations
e=p+l;  *=i"41"; &
h g
tang.w=7 ; tang.a’:T ;i &

on aura ainsi,
=N+N4+ N2+ & +2N N .cos.{(g.—g) t+¢—¢)}
+2NN,.c08.{(g:—g) . t+6,—€} +2N. N, .cos. { (g.—g.) - t+6,—€ } + &e.

Cette quantité est constamment plus petite que (N4+N +N,+&e. )1,
lorsque les racines g, g, , &c., sont toules réclles et inégales, en
prenant positivement les quantités IV, IV,, &c. On aura pareille-
ment,

N.sin. (gt 4-€)+ N, .sin. (gt 46, ) + N, .sin. (gat+¢,)+&c
N cos.(gt+46)+ Ny .cos. (it 4-6,) + N, cos. (g, +6,) + &e.’
d’otr il est fucile de conclure,

N, .sin. {(g.—g) t4-6, —C} +4Na.sin, {(g,-—g) t4¢, —g}+&c
N-+N,.cos. {(g,——g) t+°‘-—5} +N,. cos. {(g,-—g) t46,—C} e
Lorsque la somme N, + N, +&ec., des cocfliciens des cosinus de

cc dénominaleur, pris tous positivement, est moindre que N,
tang. (@— gi—¢) ne peut jamais devenirinfini; Vangle #—gt—¢

ne peut donc jamais alors atteindre le quart de la circonférence ; en
sorle que le vrai moyen mouvement du périhélie est dans ce cas,
égal a gt.

fang.@

tang. (e—gi—C) =

5 7. 1 suit de ce qui précéde, que les excentricités des orbites
et les positions de leurs grands axes, sont assujéties a des varia-
tions considérables, qui changent 4 la longue, la nature de ces
orbites , et dontles périodes dépendantes des racines g, g, g., &c.,
embrassent relativement aux planétes, un grand nombre de sié-
cles. On peut ainsi considérer les excentricités, comme des ellip-
ticités variables , et les mouvemens des périhélies, comme n’étant
pas uniformes. Ces variations sont trés-sensibles dans les satellites
de Jupiter, et nous verrons dans la suite, qu’elles expliquent les
inégalités singuliéres observées dans le mouvement du troisiéme
satellite. Mais Jes variations des excentricités ont-clles des limiles,
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et les orbites sont-elles constamment peu différentes du cercle ?
Clest ce qu'il importe d’examiner. Nous venons de voir, que si
les racines de équation en g sont toutes réelles et inégales, I'ex-
centricité e de I'orbite de m, est toujours moindre que la somme
N+ N, +N,+ &c., des coefficiens des sinus de expression de %,
pris positivement ; ct comme ces coefliciens sont supposés fort
petits, la valeur de e sera toujours peu considérable. En n’ayant
donc égard qu’aux variations séculaires, on voit que les orbites
des corps m, m', m", &c. , ne feront que s’applatir plus ou moins,
en g'éloignant peu de la forme circulaire ; mais les positions de
leurs grands axes éprouveront des variations considérables. Ces
axes seront constamment de la méme grandeur, et les moyens
mouvemens qui cn dépendent, seront toujours uniformes, comme
on I'a vu dans le n°. 54. Les résultats précédens , fondés sur le peu
d’excentricité des orbites, subsisteront sans cesse, et pourront
g’étendre a tous les siécles passés et & venir; en sorte que 'on peut
alors affirmer que dans aucun temps, les orbites des planétes et des
satellites n’ont été et ne seront considérablement excentriques, du
moins, si Von n’a égard qu’a leur action mutuelle. Mais il n’en
seroit pas de méme, si quelques-unes des racines g, g, 8., &c.,
étoient égales ou imaginaires: les sinus et les cosinus des expres-
sions de %, ¢, ¥’y I', &c., correspondans & ces racines, se chan-
geroient alors en arcs de cercle ou en exponentielles, et comme
ces quantités croissent indéfiniment avec le temps, les orbites fini-
voient & la longue, par étre fort excentriques ; la stabilité du
systéme planétaire seroit alors détruite, et les résultats que nous
avons trouvés , cesseroient d’avoir lieu, Il est donc trés-intéres-
sant de s'assurer que les racines g, g, g., &c., sont toutes réelles
ct inégales. C'est ce que I'on peut démontrer d’'une manié¢re fort
simple, pour le casdela nature, dans lequel les corps m, m', m’, &c.,
du systéme, circulent tous dans le méme sens.

Reprenons les équations («) du n®. 55. Sil’on multiplie la pre-
miére par m./@.h; la seconde, par m.y/a.Z; la troisi¢me, par
m'.y/a’ . I'; Ya quatriéme, par m'. /a’.l'; &c,, et qu’ensuite on les
ajoute ensemble ; les coefficiens de k¢, A'l', A"l”, &c., seront nuls
dans cette somme ; le coeflicient de A'l—Al' scra [S.1].m.y e
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—[e].m'. /@, etil sera nul, en vertu de P’équation [c3].m. /&
=[iTo].m'. /@', trouvée dans len®. 55. Les coefliciens de A"2—#hZ’,
R'U—p'?, &c., seront nuls par la méme raison; la somme des

équations () ainsi préparées, sc réduira donc a Péquation
suivante :

hdh4 142 KW 4 rdv
(—'}'—') f( l+ )”‘."Va'+&°-=°;’

ot par conséquent a celle-ci,

o=cde.m.y/a+ede.m'.y/a' + &e.
En intégrant cette équation , et en observant que par le n% 54, les
demi grands axes a, @', &c., sont constans; on aura

e.m.y/ate*.m'.y/a' +e”.m" . \/a"+&c. = constante; (u)
Maintenant, les corps m, m', m”, &c. , étant supposés circuler dans
le méme sens, les radicaux /@, /o, /@’ &ec., doivent étre pris
positivement dans1’équation précédente , comme on V’a vu dans le
n° 55; tous les termes du premier membre de cette équation sont
donc positifs, et par conséquent, chacun d’eux est moindre que
la constante du second membre ; or en supposant & une épogque
quelconque, les excentricités trés-petites, cette constante sera fort
petite; chacun des termes de Péquation restera donc toujours fort
petit, et ne pourra pas croitre infléfiniment; les orbites seront tou-
jours a fort peu prés circulaires.

Le cas que nous venons d’examiner, est celui des planétes
et des -satellites du systéme solaire ; puisque tous ces corps
circulent dans le méme sens, et qu’a 'époque ol nous sommes,
leurs orbites sont peu excentriques. Pour ne laisser aucun doute
sur ce résultat important, nous observerons que si I’équation
qui détermine g, renfermoit des racines imaginaires, quelques-
uns des sinus et des cosinus des expressions de A, Z, A/,

, &ec., se changeroient en exponentielles; ainsi Pexpression
de % contiendroit un nombre fini de termes de la forme

P.cf‘, ¢ étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est
Punité, et P étant une quantité réelle, puisque 4 ou e.sin.= cst
) . . - St ’ /) fi
une quantité réelle, Soient Q.cf‘, P.c,Q .cﬂ, P’.c“, &ec., les

termes correspondans de Z, %', V', ", &c.; Q, P, @, P’, &c., étant
MiicaN. ckr. Tome I. Qq
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encore des quantités réclles : Pexpression de e’ renfermera le terme
(P + Q). o ;Pexpressiondee” renfermeraleterme (P4 Q”).cm ,
ctainsi de suite; le premier membre de Péquation () renfermera
done le terme

(P4 Qemay/a+ (P4 Q)or o /T4 (P4 Q). /T 4 )

. fr . .
Si Pon suppose que ¢ soit la plus grande des exponentielles que
conticnnent &, 2, /', I, &ec., cest-a-dire cclle dans laquelle f est

oft
o

Ie plus considérable;; ’serala plus grande des exponenticlles que
renfermera le premier membre de Péquation précédente : le terme
précédent ne pourra done étre détruit par aucun autre terme de ce
premicr membre ; ainsi pour que ce membre s réduise & une

constanle, il faut que le coefficient de o soit nul, ce qui donne
0 ___..(1):+ Q’).m. ﬁ‘{"(P,"‘i' an)'m/. ‘/-Z?-}'(P”"‘*' Q//,)‘m//. ‘/‘-i/;+ &c'
Lorsque /@, y/a', ya", &c., ontle méme signe, ou, ce qui

revient an méme, lorsque les corps m, m', m’, circulent dans le
~ méme scns, cctte équation est impossible , a moins que Ton ne
suppose P =0, Q=o0, P'=o0, &c.; d’on il suit que les qnan-
tilés &, I, &, ¥, &c., ne renferment point d’exponentielics, et
(Wainsi, Péquation en g ne contient point de racines imaginaires.
Si celte équation avoit des racines égales ; les expressions de %,
1, K,l', &ec., renfermeroient, comme Fon sait, des arcs de cercle,
ct Pon anroit dans Vexpression de &, un nombre fini de termes
de la forme P.t". Soient Q.¢, P'.t, Q'.¢t, &c., les termes corres-
pondans de 2, ¥, I, &c.; P, Q, P, Q', &c., étant des quantités
réelles ; le premicr membre de I'équation () renfermera le terme
[(PyQ)m.y/a+(P*+Q").m' /3 +(P*+Q").m’./a'+ &e.} o1,
Si ¢ estla plus haute puissance de ¢, que contiennent les valeurs
deh, 1, iy, &c.; £ serala plus haute puissance de ¢, venfermée
dansle premier membre de I'équation () ; ainsi pour quecemembre
puisse s réduire & unc constante, il faut que Pon ait
0=(P'+Q").m.y/a+(P*+Q").m'.y/a + &c.;

cc quidonne P=o0, Q=o0, P'=o0, Q' =o; &c. Les expressions
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deh, I, k', I', &c., ne renferment donc ni exponentielles, ni arcs
de cercle, et par conséquent, toutes les racines de I'équation en g,
sont réelles et inégales.

Le systéme des orbites de m, m', m”, &c. , est donc parfaitement
stable relativement a leurs excentricités ; ces orbites ne font qu’os-
ciller autour d’un état moyen d’ellipticité¢, dont clles s’écartent
peu, en conservant les mémes grands axes : leurs excentricités
sont toujours assujéties a cette condition , savoir que la somme de
leurs quarrés multipliés respectivement par les masses des corps,
et par les racines quarrces des grands axes, est constamment la
méme.

58. Lorsque Yon aura délerminé par ce qui précéde, les
valeurs de e et de =; on les substituera dans tous les termes des
dv
de
cant les termes qui renferment le temps ¢, hors des signes sinus ct

cosinus. La partie elliptique de ces expressions sera la méme que
dans le cas de Porbite non troublée, avec la seule différence que
Yexcentricité et la position du périhélie, seront variables ; mais
les périodes de ces variations étant fort Jongues, a raison de la

- petitesse des masses m , m'y m’, &c., relativement a M ; on pourra
supposer ces variations proportionnelles au temps, pendant un
grand intervalle qui, pour les planétes, peuts’étendre a plusicurs
siécles, avant ct aprés I’époque ol I'on fixe Vorigine du temps.
11 est utile , pour les usages astronomiques, d’avoir sous celte
forme, les variations séculaires des excentricités et des péri-
hélies des orbites : on peut facilement les conclure des formules
précédentes. En effet, ’équation e* = A*+ 2*,donne ede = hdh+ Idl;
or en n'ayant égard qu'a action de m’, on a par le n°. 55,

dh
'y =(0,1).l—[o01].0';

d! —_
‘—T‘:—(O,I).h-{-[o._l].h 3

expressions de r, et — , données dans les n®. précédens, en efla-

partant

ede ___ , ,
e ) (W1—h)

Qq 2
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maison a h'l—hl' =ee .sin, (7' —=); on auradonc

d
47;= o1].¢ usin.(a'—=) ;

ainsi, cn ayant égard a l'action réciproque des différens corps m/,
m', &c., on aura

-{—zf-z[?,_f].e'.sin.(w'-—m*)+ [o.2].¢" sin. (a"—a )+ &e. ;

l‘,; o].e.sin.(z—s' ) +[13].¢" sin. (3" — @' )+ &c 5
dcu [—J e.sin, (F—-,n.//)q.[i}.e sin, (a'—a") + &c.;
&c.

. h —
I/¢quation tang, = = T donne en la différentiant,

ede=l.dh—h.dl.

Tin nayant égard qu'a Paction de », et substituant pour dk et d/,
leurs valears, on aura
e, (l

T (01). (4 1) =[], (B 40}

ce qui donnc
dw ¢
=(01) = Iu].;-.cos. (v'—=);

on aura donc, en vertu des actions réciproques des corps m, m’,
m'y &e.,

O e (0,1)+(0,2) 80— [T]- 008 (3mw) =[] o5 (7 2)— B

ds' — e e
~d7r:(1,0)+(1,2)+&c.—[_x;o].7.cos.(rw-—w’)—-[_x._n].e—,.cos.(@”-—w’)—&c.;

. e
= (2,0)+(2,1)+&c.=[10 .;,—;.cos.(w——w”)—-[h_n].;;.cos.(@'—w”)—&c.
’U
Si Yon multiplie ces valeurs ded T’ &e., el ,&c par

le temps ¢; on aura les expressions différentielles des variations
séculaires des excentricités et des périhélies , et ces expressions
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qui ne sont rigoureuses que lorsque ¢ est infiniment petit, pour-
ront cependant servir pendant un long intervalle,, relativement
aux planétes. Leur comparaison avec des observations précises
et éloignées entre elles, est le moyen le plus exact de déterminer

les masses des planétes qui n’ont point de satellites. On a pour un
. . de t* dde
temps quelconque ¢, 'excentricité e égale a e+ ¢. 3_; +—.—=+&c;

1.2 dee
de dde
€ 30 an
de . .
La valeur précédente de T donnera en la différentiant, et en
dde d’
observant que a, @', &c., sont constans, les valeurs de —,
des dt3 )
on pourra donc continuer aussi loin que 'on voudra, la série
précédente, et par le méme procédé, la série relative & @ : majs
relativement aux planétes, il suflira, dans la comparaison des ob-
servations les plus anciennes qui nous soient parvenues, d’avoir
cgard au quau ré du temps, duns les expressmns cn séries, de e,
e, &c., =, @', &ec.
5

&c. , étant relatifs 4 Vorigine du temps ¢,0u & I'époque.

. Considérons présentement les équations relatives  la po-
sition des orbites. Reprenons pour cela les équations (3) et (&)
du n". 53,

dp m' .
dg mn ., ) ,
=7 a'd BV, (p—p').

On a par le n®. 49,
(1)
atd . B= 2’ b, ;

on a ensuite par le méme n°. ,

O 3.b_,
E (B
on aura donc
0
3m'.n.a®b ,

R e B e
aa-B = 4.(1—1’}. .
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Le second membre de cette équation est ce que nous avons désigné
par (0,1) dans le n°. 55; on aura ainsi,

l !
S=(0,1).(¢'—q)
dqg __ .
5=(01).(p—=p7) §

De-la, il est aisé de conclure que les valeurs de g, p, ¢, p’, &c.,
seront déterminées par le systéme suivant d’équations différen-
tielles ,
d ! U

.."_..—_—{(0,1)+(o,2)+&c.} p—(0,1).p'—(0,2).p"—&¢. ‘

dt

(l /)
== ()4 (02)+ &} g+ (0,1)-9'+(0,2). ¢ +&c

dq / "
.‘.l(_i.;-.: {(1,0)+(h2)+ &} . p'—(1,0).p—(1,2).p"—&e.
5 (€)

p' .
o =—{(1,0)+(1,2)+&c.}.¢'+(1,0).g+(1,2).¢"+ &e.|

dt

"

T = (2004 (3)—&e.}p'—(3,0)-p—(31)-p'— &e.

dp” " ,

Tll:* =—{20)+(20)+&c.}.¢"+(2,0).g+(2,1).¢'+ &c.
&e. J
Ce systéme d’¢quations est semblable a celui des équations () du
n° 55 : il coincideroit entiérement avec lui, si dans les équa-
tions (), on changeoit %, ¢/, A, I, &c., en ¢, p, ¢, p', &c.,
et si Pon supposoit [o.1] =(0,1) ; [1,0]=(1,0), &c.;ainsi, l'ana-
lyse dont nous avons fait usage dans le n°. 56, pour intégrer les
¢quations () , s'applique aux équations (C). On supposera donc

=N .cos.(gt+€)+ N, .cos.(g.t+€ )+ IV, .cos. (g.t+¢,)+ &c.;
p =N sin (gt+€)+ N, .sin.(gt+¢)+ N, .sin. (gut+6,)+&e.;
¢'=N'.cos.(gt+6)+ N, .cos.(g.t+¢)+ N, cos.(g.t+€)+&c;
P =N'sin(gt+€)+ N, sin (g 2+6)+ N, sin. (gt +6,)+&e.;
&ec.
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et I'on aura par len’. 56, une équation en g du degré i, et dont
les diverses racines seront g, g,, g., &c. Il est facile de voir
qu’une de ces racines est nulle; car il est clair que I'on satisfait aux
équations (C), eny supposant p, p', p”, &c. , égaux et constans,
ainsi que ¢, ¢’, ¢”, &c.; ce qui exige que l'unc des racines de
Péquation en g, soit zéro, et ce qui I'abaissc au degré i—1. Les
arbitraires ¥, N, N', &c. ¢, ¢,, &c., se détermineront par la
méthode exposée dans le n°. 56. Enfin, on trouvera par lanalyse
dun’. 57,
const. =(p*+¢*).m.ya + (p"+q¢*).m'.y/a'+ &c.;

d’oitTon conclura, comme dans le n°. cilé, que les expressions de
P>9,p's ¢’ &c. ,ne renferment ni arcs de cercle, ni exponentielles ,
lorsque les corps m, m', m”, &c., circulent dans le méme sens; et
qu'ainsi, I'équation en g, a toutes ses racines réelles et inégales.

On peut obtenir deux autres intégrales des équations (C). En
effet, si Pon multiplie la premiere de ces équations par m.y/a, la
troisitme, parm’'.y/a’, la cinquiéme, par m”. /2", &c.; on aura
en vertu des relations trouvées dans le n® 55,

o= l—{g.m. va + iq—.m’. vVa'+ & ;
dt de
ce qui donne en intégrant,
constante =g.m.y/a+¢'.m'.y/a'+ &e. (1)
On trouvera de la méme manicre,
constante=p.m.y/a +p.m'.y/a'+ &c.  (2)
Nommons ¢ l'inclinaison de Porbite de m, sur le plan lixe, et §,
Ja longitude du nocud ascendant de cette orbite sur le méme plan;
la latitude de m sera a trés-peu prés, tang.e.sin. (nt+4¢— §). En
comparant cette valeur a celle-ci, ¢.sin.(nt+¢)—p.cos.(nt++¢),
on aura
p==tang.¢.sin.0 ; g =tang.¢.cos.0 ;
d’ou l'on tire
tang. o= Vp“+g’ ; mng.o—_-_-i;;

on aura donc I'inclinaison de Vorbite de m, et la position de son
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nocud, aumoyen des valeurs de p et de g. En marquant successi-
vement d’un trait, de deux traits, &c., relativement a m’, m”, &c.,
les valeurs de tang.¢ et de tang.8; on aura les inclinaisons des
orbites de m/, m”, &c., et les positions de leurs nceuds , au moycn
des quantités p' 7, p" ¢ &e.

La quantité V p"+¢* estmoindreque lasomme N+ N, + N, + &c.,
des coefliciens des sinus de 'expression de ¢ ; ainsi, ces coefliciens
étant fort petits , puisque Porbite est supposée peu inclinéeau plan
fixe, son inclinaison sur ce plan, sera toujours peu considérable;
d’otr il suit que le systéme des orbites est aussi stable relativement
a leurs inclinaisons, que par rapport a leurs cxcentricités. On
peut donc considérerles inclinaisons des orbites, comme des quan-
tités variables comprises entre des limites détermindes, et les
mouvemens des nocuds, comme n’élant pas uniformes. Ces varia-
tions sont trés-sensibles dans les satellites de Jupiter, et nous
verrons dans lasuite, qu'elles expliquent les phénoménes singu-
liers observés dans I'inclinaison de I'orbite du quatri¢me satcllite.

Des expressions précédentes de p et de g, résulte ce théoréme :

Quc Ton imagine un cercle dont linclinaison au plan fixe
soit IV, et dont gz+4¢€ soit la Jongitude du nocud ascendant; que
sur ce premier cercle, on imagine un second cercle qui lui soit
incliné de IV, , et dont g,t+¢, soit lalongitude de son intersection
avec le premier cercle; que sur ce sccond cercle, on imagine un
troisicme cercle, qui lui soit incliné de IV, , et dont g,£+¢, soit
Iu longitude de son intersection avec le second cercle, et ainside
suite ; la position du dernier cercle sera celle de Porbite de m.

En appliquant la méme construction, aux expressions de 7 et
de Z du n® 56; on voit que la tangente de P'inclinaison du dernier
cercle sur le plan fixe, est égale & I'excentricité de 'orbite de m,
et que la longitude de Yintersection de ce cercle, avec le méme
plan, est égale a celle du périhélie de Porbite de m.

60. Il est utile,, pour les usages astronomiques , davoir les
variations différentielles des nceuds et des inclinaisons des orbites,
Pour ccla, reprenons les équations du n®. précédent,

tang.o =Vp'tg' ; tang.o,—_f—;.
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¥n les différentiant, on aura

15

[ 93

dp=dp.sin.f4dg.cos. 0 ;
dp.cos.d —dq.sin.
do— p.cos.d —dgq.sin G'
tang.?
Si I'on substitue pour dp et dg, leurs valeurs données par les

équations (C) du n° précédent, on aura

d . ' .
-—, :(0,1). tang. ¢’.sin. (4 —0 )+(o,2).mng. ¢".sin (9—0") 4+ &e.

d—g_--—-{(o,l)-i-(o,s)-l-&c}+(o,1) .c 0s.(0—6')

dt
+ (o, ) .cos (9—9")+ &c H

on aura parelllement ,

dy
_(1 o) dang.¢.sin.(0'—0) 4 (1,2).tang. " sin, (9'—8") 4 &c 5
dJ'
—dT::——{(l o)+(1,2)+&e.} +(1, 0) 7;.( 8. (8 =19)
+(1,2). = ang: " cos. (8 —0") + &c.
&ec.

Les Astronomes rapportent les mouvemens célestes, a lorbite
mobile dc la terrc; c’est en effet, du plan de cette orbite, que
nous les observons; il importe donc de connoitre les variations
des noeuds et des inclinaisons des orbites, rclativement a I'éclip-
tique. Supposons ainsi, que 'on veuille déterminer les variations
différenticlles des noeuds et des inclinaisons des orbites, reiati-
vement a Porbite de un des corps m , m', m", &c., par exemple,
4 lorbite de m. 11 est clair que g.sin.(n't+¢')—p.cos.(n't+¢')
seroit la latitude de m' au-dessus du plan fixe, #’il étoit en mou-
vement sur lorbite de m. Sa latitude an-dessus du méme plan,
est g’ sin.(n't+¢) — p’.cos.(n't+¢'); or la différence de ces deux
lutitudes est & trés-peu pres la latitude de m’ au-dessus de Porbite
de m ; en nommant donc ¢, Pinclinaison , et 8 la longitude da
nocud de Torbite de ' sur Vorbite de m, on aura par cc qui
précede,

‘—p

tangs/ =V (F—pr (g —g) ; s =l—

MicaN. ctr. Tome I. Rr
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Si P'on prend pour plan fixe, celui de I'orbite de m, a une époque
donnée ; on aura a celte époque , p =0, g = 0; mais les différen-
ticlles dp ct dg ne seront pas nulles; ainsi 'on aura
= (dp'—dp).sin.0' 4 (dg'—dgq).cos.8’ ;
@ = (dp'—dp).cos.8’—(dq'—dq).sin. 6
tang. ¢’

Lin substituant pour dp, dg, dp’, dq¢', &c., leurs valeurs donunées
par les équations (C) du n°. précédent ; on aura

i“.aﬂf(. 9)— (0,2)} tang.¢”.sin. (' —4")
+{(1,3)—(0,5)} .tang.¢”.sin.(§ — 0" )+ &c.;
‘(’“ =—{(1,0)+(1,2)+(1, :))-I-&c} (o,1)
+{(1,2) —(0;: )} cos.('—06")
.z"’

+ {(1,3)— (0,3)} .mn 7 .cos. (8 —8")+ &e.

Il est facile de conclure de ces expressions , les variations des
nocuds et des inclinaisons des orbites des autres corps m”, m”, &c.,
sur Porbile mobile de m.

61 Tesinté ‘grales trouvées pr(.ccdcmment des équations dif-
férentielles qui déterminent les variations des élémens des orbites,
ue sont qu'approchdes, et les relations qu’elles donnent entre tous
ves ¢lémens, n'ont licu qu’en supposant les excentricités des or-
biles ¢l lenrs inclinaisons, fort petites. Mais les intégrales (4), (5), (6)
cL(7), auxquelles nous sommes parvenus dans le n® g, donnent
ces mémes rapports, quelles que soient les cxcentricités et les incli-
dy— yd

dt

naisons. Pour cela, nous observerons quc est lc double

de Paire déerite durant linstant d¢, par la projection du rayon
veeteur de la planete m, surle plan des x et des y. Bans le mou-
vement elliptique, si P'on néglige Ia masse de la planéte , vis-a-vis
de celle da soleil, prise pour unité ; on a par Jes n™. 19 et 20,
relativement au plan de orbite de m,
xdy—ydx
- —

= i/a.(l—e‘-).
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Pour rapporter au plan fixe, 'aire sur l'orbite, il faut la mul-
tiplier par le cosinus de Vinclinaison ¢, de 'orbite a ce plan ; on
aura donc par rapport a ce plan,
2 cose.Vartime) = |7
dt 1+tang. 29
on aura pareillement ,

z'dy —y'dz’ ‘/m .
dt - 1 4 tang.*q’’
&e.

Ces valeurs de xdy —y dw, x'dy'—y'dx’, &c., peuvent étre em-
ployées, lorsque 'on fait abstraction des inégalités du mouvement
des planétes, pourvu que lon considére les élémens e, ¢, &c.,
¢, ¢, &c., comme variables, en vertu des inégalités séculaires ;
Péquation (4) du n°. g, donnera donc alors
_ a.(1—e*) , ‘/a’.(l—-e")
c—m'l/li-tang.w +m. x+tang.'cp'+ &e.

| +zomm'. {(x’—a:).(rly'—dy)-d-t(y'_y).(dx —-d.r)}.

En négligeant ce dernier terme qui reste toujours de 'ordre mm’,
on aura
a(i—2) a(1=¢%
c=m.l/1+tans':@+m', 1+tang.°9’+ &e.

Ainsi, quels que soient les changemens que la suite des temps
apporte gux valeurs de e, ¢, &c., ¢, ¢, &c., en vertu des varia~
tions séculaires ; ces valeurs doivent toujours satisfaire a 'équa-
tion précédente.

Si Ton néglige les quantités trés-petites de l'ordre et ou e*¢?,
cette équation donnera 4

c=m.y/a+m' ./ ad+ &c. —Lt.m.y/a. {e+tang. o}
—zs.m'.ya. {e"+1ang. ¢ } — &c. ;

ct par conséquent, si’on néglige les quarrés de e, €', ¢, &c., on
auram.y/ a+m'./a + &c. constant. On a vu précédemment, que
si Pon n’a égard qu’a la premiére puissance de la force perturba-

trice, a, @', &c. sont constans séparément ; 1'équation précédente
Rr 2
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donnera donc, en négligeant les quantités trés-petites de Iordre e,
oue’p’,
const.== m.y/a. {*+tang.} +m'. /@' . {"* + tang’¢'} + &c.;
Dans la supposition des orbites presque circulaires, et peu incli-
nées les wres aux autres, les variations séculaires des excentricités
des orbiles, sont par le n° 55, déterminédes au moyen d’équa~
tions différentielles indépendantes des inclinaisons, et qui par con-
séquent sont les mémes que si les orbites étoient dans un méme
plan; or on a dans cette hypothese , =0, ¢'=o0, &c.; I'équa-
tion précédente devient ainsi,
const. =e*m.y ate*m'.y/a +e"*.m". /a"+ &c.;

équation a laquelle nous sommes déja parvenus dans le n° 57.

Parcillemrent, les variations séculaires des inclinaisons des or-
bites, sont parle n°. 59, déterminées au moyen d’équations diffé-
renticlles indépendantes des excentricités, ct qui par conséquent
sont les mémes que si les orbites ¢toient circulaires ; or on a dans
cette hypothése, e=o0, ¢’ =0, &c.; partant, on aura
const.=m./ a.tang.e+m'. \/a'. tang* o'+ m". /@’ Aang.'e” + &e,
¢quation a laquelle nous sommes parvenus dans le n°. 5q.

SiPon suppose, comme dans ce dernier n°.

p=lang.p.sin.0 ; g =tang.p.cos.f ;
il est facile de s’assurcr que Vinclinaison de Yorbite de m surle plan
des x et des y, étant ¢, et la longitude de son noeud ascendant,
complée de Paxe des x, étant 0 ; le cosinus de Pinclinaison de cetle
orbite sur le plan des x ct des z, sera
q
v W

En multipliant cette quantité par 4 {l_y , ou par sa valeur
—_— xds—zdx
‘/a.(l—e’), on aura la valeur de ‘zdt z—— I'équation (5) du

u’. g, donnera done, en négligeant les quantités de Pordre m?,

' a. (x—e’ E—(—in-——_e-—* .
¢=m-g- 1 4 tang.* <p+n 7 l/l-}-tm"’ + &e.

o
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On trouvera pareillement que I’équation (6) du n°. g, donne
a.(1—é a.(1—e*
"=m.p. l/l +(tang 2: +m'.p'. T-_élt;;é'—;)'_‘- &e.
Si dans ces deux équations, en néglige les quantités de Pordre ¢,
oue’.¢ ; clles deviennent
const. =mgq.y/a+m'qy.y/d +&e.
const. =mp.y/a +m'p'.\/a' + &c.;
équations auxquelles nous sommes déja parvenus dans le n°. 5g.
Enfin, équation (7) dun®. g, donnera, en observant que par
2 (dat +dy* dz)
r de

de Pordre mnt',

le n° 18, -= » ¢t en négligeant les quantités

m m m’
const. = —+—+— 4 &e.
a a q

Ces diverses équations subsistent eu égard aux inégalités & trés—
longucs périodes , qui peuvent affecter les élémens desorbites dem,
m/, &c. Nous avons observé dans le n° 54, que le rapport des
moyens mouvemens de ces corps, peuvent inlroduire dans les cx~
pressions des grands axes desorbites considérées comme variables,
des inégalités dont les argumens proportionnels au temps, croissent
avee beaucoup delenteur, et qui ayant pour diviseurs, les eoefli~
ciens du temps ¢, dans ces argumens , pcuveut devenir scnsibles.
Or il est visible qu’en nayant é¢gard qu’aux termes qui ont de
semblables diviseurs, et en consuluant les orbites comme dcs
ellipses dont les élémens varient a raison de ces termes, les inté-
grales (4), (5), (6) ct (7) du n° ¢, donneront toujours les
relations gue nous venons de trouver entre ces élémens; parce
que les termes de Vordre mm' que nous avons négligés dans ces
intégrales, pour en conclure ces relafions , n’ont point pour divi-
scurs, les trés-petits coefficiens dont nous venons de parler, ou
du moins, ils ne les renferment, que multipliés par une puis—
sance des forces perturbatrices, supéricure a celle que l'on con-
sidére.

62. Nous avons observé dans les n° ar et 22 du premicr
Livre, que dans le mouvement d’un systéme de corps, il e:iste me
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plan invariable ou conservant toujours une situation paralléle,
qu'il est facile de retrouver dans tous les temps , par cette condi-
tion , que la somme des masses du systéme , multipliées respec-
tivement par les projections des aires décrites par Jeurs rayons
vecteurs, dans un temps donné, est un maximum. C'est principa-
Iement dans la théorie du systéme solaire, que la recherche de
ce plan est importante, vu les mouvemens propres des étoiles ct de
Pécliptique, qui rendent trés-difficile aux Astronomes, la déter-
mination précise des mouvemens célestes. Si 'on nomme 3 l'incli-
naison de ce plan invariable, sur celui des x et des y, ct It la lon-
gitude de son nocud ascendant; il yésulte de ce que nous avons
démontré dansles n®, 21 et 22 du premier Livre, que 'on aura

. ¢’ c
tang.y. sl =— tang.y.co8. = —;
¢ c
ct par cons¢quent,
m. \/a.(1——e’).sin.o.sin.e-{»m'.‘/;i'.(1-—e’“).sin.@’.sin.o'-{»&c.
m.y a.(1=—e*).cos.¢4+m' ./ a'.(1—e").cos. o'+ &e.
m.V a.(1—e)sin0.cos84-m'. V'@ (1—e).sint .cos.t + &Ke.
m.y/ a.(1—e?*) .co8.0 4+-m'.{/ a".(1—e"*).cos. ¢’ 4 &Ke.

tung.y.sin.li=

tang.y.cos.IT= .
On déterminera facilement, au moyen de ces ‘valeurs, les deux
angles y ct . On voit que pour déterminer le plan invariable,
il fuudroit connoitre les masses des cométes , et les élémens de
leurs orbites ; heureusement, ces masses paroissent étre fort petites,
on sorte que on peut, sans crreur sensible, négliger leur action
sur les planétes ; mais le temps seul peut nous éclairer sur ce point.
On peut observer ici, que relativement & ce plan invariable , les
valeurs de p, ¢, p', ¢, &c., ne renferment point de termes cons-
tans ; car il est visible , par les équations (C) du n®. 59, que ces
termes sont les mémes pour p, p’, p”, &c. , et qu'ils sont encore les
mémes pour ¢, ¢', ¢”, &c.; et comme relativement au plan inva-
riable, les constantes des premiers membres des équations (1)
ct (3) du n° 59, sont nuls; les termes constans disparoissent en
vertu de ces équations , des expressions de p, p', &c, ¢, ¢', &c.
Considérons le mouvement de dcux orbites, en les supposant
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inclinées 'une a P'autre, d’'un angle quelconque ; on aura par le
n°. 61,

¢ =sin.¢.cos.8.m. Va. (1——-e)+sm¢.cos.0 m'.Va.(1—e*)i

c"=sin.p.sin. 8. m. Va.(l-—c‘)+sm.¢ sin.8.m’. V', (1 e*);

Supposons que le plan fixe angucl on rapporte le mouvement des
orbites, soitle plan invariable dont nous venons de parler, et par
rapport auquel les constantes des premiers membres de ces équa-
tions, sont nulles, comme on 'a vu dans les n. 21 et 22 du
premier Livre. Les angles ¢ et ¢’ étant positifs, les ¢quations pré-
cédentes donnent les suivantes :

m.Va.(1—e*).sin.e=m Va.(1—e").sin.p’;
sin.§ = —sin.0’ ; c0s. § =—cos. b’ ;

dolt Von tirc 8/ = 8+ la demi-circonférence; les noeuds des orbites
sout par conséquent sur la méme ligne; mais le neeud ascendant
de 'unc coincide avec le noeud descendant de Pautre ; en sorte que
Pinclinaison mutuelle des deux orbites , est égale a ¢-+¢".

On a par le n° 61,

c=m.Va(1—e").cos.t4+m'.Vd. (1—e™).cos. ¢ ;
en combinant cetle équation avec la précédente entre sin. ¢ ct
sin. ¢, on aura
ame.cos.2.Va.(1—e*) =c*+ m’.a.(1—c*)—m".a'.(1—e”).

Si I'on supposc les orbites circulaires , ou du moins, assez pea
excentriques pour que on puisse négliger les quarrés de leavs
excentricités ; I'équation précédente donnera ¢ constant : parv la
méme raison, ¢'sera constant ; les inclinaisons des plans des orbiles
surle plan fixe, ctsur elles-mémes, seront donc alors constantes,
ct ces trois plans auront toujours unc intersection commune. Il en
résulte que la variation moyenne instantanée de celte intersection
cst tonjours la méme ; puisqu’elle ne peut étre qu’une fonction
de ces inclinaisons. Lorsqu’clles sont fort petites, on trouvera
facilement par le n°. 6o, et cn verin de la relation préeédente
entre sin.? et sin.?’, que pour le temps ¢, le mouvement de cettc
intersection est — {(0,1)+(1,0)}.%
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La position du plan invariable auquel nous venons de rapporter
le mouvement des orbites, est facile 4 déterminer pour un instant
quelconquc ; car il ne s’agit que de partager Pangle de Pinclinaison
mutuclle des orbites, en deux angles ¢ et ¢/, tels que 'on ait ’équa~
tion précédente entre sin. ¢ et sin, ¢, En désignant donc par =, cette
wmutuclle inclinaison, on aura

m.Va . (1—e*).sin.a

m.‘/a.(l—e’)-i-m’.Vq’.(x—é':).coa, a

tang. p =

CHAPITRE
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CHAPITRE VIIL
Seconde méthode d’approximation des mouvemens célestes.

63. Ox a vu dans le Chapitre IT, que les coordonnées des corps
célestes, rapportées aux foyers des forces principales qui les
animent , sont déterminées par des équations différenticlles du
second ordre. Nousavons intégré ces équations dans le Chapitre 11T,
en n’ayant égard qu'aux forces principales , et nous avons fait yoir
que dans ce cas, les orbites sont des scctions conigues dont
les élémens sont les conslantes arbitraires introduites par les inté-
grations. Les forces perturbatrices n’ajoutant que de petites iné-
galités , au mouvement elliptique; il est naturel de chercher a
ramener aux loix de ce mouvement, le mouvement froublé des
corps célestes. Si I'on applique aux équations dilférenticlles du
mouvement elliptique, gugmentées des petits termes dus aux forces
perturbatrices, la méthode d’approximation exposéc dans le n°. 45;
on pourra encore considérer les mouvemens célestes dans les or-
bites rentrantes, comme étant elliptiques ; mais les élémens de
cc mouvement, seront variables, et lon aura leurs variations par
cette méthode. Tl en résulte que les équations du mouvement ,
étant différenticlles du second ordre , non-sculement leurs inté-
grales finies, mais encore leurs intégrales infiniment petites dn
premier ordre, sont les mémes que dans le cas des ellipses inva-~
riables ; en sorte que Pon peut différenticr les ¢quations finies du
mouvement elliptique, en traitantles ¢lémens de cc mouvement,
comme constans. Il résulte encore de la méme méthode , que les
équations de ce mouvement, différentielles du premier ordre,
peuvent étre différentiées, en n’y faisant varier que les ¢lémens
des orbites, et les premiéres différences des coordonnéesy pourvu
qu’au lieu des différences secondes de ces coordonnées, on ne subs-
tilue que la partie de leurs valcurs, due aux forces perturbatrices.
MicaN, ctr. Tome 1, Ss
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Ces résultats peuvent étre immédiatement tirés de la considéra-
tion du mouvement elliptique.

Pour ccla, concevons une ellipse passant par une planéte et par
*élément de la courbe qu’elle décrit, et dont le centre du soleil
occupe le foyer. Cette ellipse est celle que la planéte déeriroit inva-
riablement, si les forces perturbatrices cessoient dagir sur elle.
Ses ¢lémens sont constans pendant Vinstant d¢; mais ils varient
d'un instant a Pautre. Soit donc "= o0, une ¢quation finie a Pellipse
invariable, #” étant fonction des coordonnées rectangles x, y, z,
et des parameétres ¢, ¢/, &c., qui sont fonetions des élémens du
mouvement elliptique. Cette équation aura encore lien pour lel~
lipse variable; mais les paramétres ¢, ¢, &c., ne seront plus cons-
tans. Cependant , puisque cette ellipse appartient a Vélément de
lacourbe décrite parlaplanéte, durant'instant d¢; 1'équation £ =o
aura encore licu pour le premier et le dernier point de cet élé-
ment, en regardant ¢, ¢, &c., comme constans. On peut donc
dillérentier cette équation une premiére fois, enn’y faisant varier
que x, ¥, 5, cc qui donne

ar dv ar ;
o:(;EI?—).([.L‘»{»(717).(1_}/-%('({—;)-(13;' (¢)

On voit ainsi la raison pour laquelle les équations finies de Pellipse
mvariable, pcuvent, dans le cas de Pellipse variable, ¢tre difté-
rentices une premicre fois, en trailant les paramétres comme
constans. Par la méme raison , toute équation différentielle du
premier ordre, a Vellipse invariable, a également lieu pour Pellipse
variable; car soit £/ =o0 unc équation de cet ordre, &' étant

R . dr dy dz . ,
fonction de #, ¥, z, TRy ct des paramétires ¢, ¢, &c-

11 est clair que toutes ces quantités sont les mémes pour Pellipse
variable, que pour Pellipse invariable qui coincide avec elle, pen-
dant Pinstant d¢.

Présentement, si nous considérons la planéte, ala fin de I'ins-
tant d¢, ou au commencement de Pinstant suivant ; la fonction &~
ne variera de Pellipse relative a Yinstant d¢, a Yellipse consécu-
tive, que par la variation des paramétres, puisque les coor-
données x, y, z, relatives a la fin du premier instant, sont les
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mémes pour ces deux ellipses ; ainsi, la fonction # étant nulle,

oz(dV> dc+( ) dc'+ &e. (")

Cette équation peut se déduire encore de I'équation # =0, eny
faisant varier a la fois, x, ¥, z, ¢, ¢, &c.; car si I'on retranche
Péquation (¢), de cette différentielle, on aura Péquation (#').

En différentiant 'équation (£), on aura une nouvelle équation
en de, dc’, &e., qui avec Péquation (i'), servira a déterminer
les parameétres ¢, ¢', &c. Clest ainsi que les Géométres qui se sont
occupés les premiers , de la théorie des perturbations célestes, ont
déterminé les variations des neeuds et des inclinaisons des orbites:
mais on peut simplifier cette différentiation, de la mani¢re sui~
vante.

Considérons généralement I'équation différenticlle du premier
ordre 77 = o0, équation qui, comme on vient de le voir, convient
également & Pedipse variable, et a Pellipse invariable qui, dans
Tinstant d¢, coincide avec elle. Dans P'instant suivant, cette équa-
tion convient encore aux denx ellipses , mais avec cette différence,
que ¢, ¢, &c., restent les mémes dans le cas de I'ellipse invaria-
ble, au licu qu’ils changent avec Pcllipse variable. Soit 77 ¢e que
devient 7, lorsque’ellipse cst supposée invariable ; soit 7, ce que
devient cette méme fonclion , dans le cas de Pellipse variable. Il
est clair que pour avoir 77, il faut changer dans 77, les coordon-
nées x, ¥, z, qui sont relatives au commencement du premier
instant d¢, dans celles qui sont relatives au commencement du
second instant; il faut ensuite , augmenter les différences premicres
dx, dy, dz, respectivement des quantités ddx, ddy, ddz,
relatives a Pellipse invariable, I'élément d¢ du temps, étant sup-
posé constant.

Pareillement, pour avoir 77, il faut changer dans 27, les coor-
données x, y , z, dans celles qui sont relatives au commencement
du second instant, et qui sont encore les mémes dans les deux
cllipses; il faut ensuite augmenter dx, dy, dz, respectivement
des quantités ddx, ddy, ddz; enfin, il faut changer les para-
métres ¢, ¢, &c., dans c+dc, ¢’ +dc’; &e.

on a

Ss 2



324 MECANIQUE CELESTF,

Les valcurs de ddx, ddy, ddz, ne sont pas les mémes daus
les deux cllipses ; clles sont augmentées, dans le cas de V'ellipse
variable, des quantités dues aux forces perturbatrices. On voit
ainsi que les deux fonctions £ et #7/ ne différent quen ce que
dans la seconde, les paramétres ¢, ¢’, &c., croissentde de, d¢', &c.;
ctles valeurs de ddx, ddy, ddz, relatives a Yellipse invariable ,
v sont augmentées des quantités duesaux forces perturbatrices. On
formera donc #7/—#"; en différentiant #”', dans la supposition
dex, ¥, z, conslans, ct de dx, dy, dz, ¢, ¢/, &c., variables,
pourvu que dans cette différentielle, on substitue pour ddx , ddy,
dd s, &c.,les parlics de leurs valeurs, uniquement dues aux forces
perturbatrices.

Maintenant, si dans lafonction #7"— 7/, on substitue au licu

de ddx, ddy, ddz, leurs valeurs relatives au mouvement ellip=
tique, on aura unc fonction de x, y, 2, %, _‘%)_'; ) -:l—z, c, d, &c.,
qui dans le cas de Pellipse invariable, est nulle; cette fonction est
donc encore nulle dans le cas de Pellipse variable. On a évidem-
ment dans ce dernier cas, F/—F7=o0; puisque cette équation
est la diflérentielle de 'équation 77 =o0: en en retranchant 'équa-
tion F"— } =0, onaura ¥/— F"=o0. Ainsi Pon peut dans
ce cas, diflérentier Péquation 27 =o0, enn’y faisant varier que dx,
dy, dz, c, ¢, &c., pourvu que I'on substitue pour ddx, ddy,
ddz, les parlies de leurs valcurs , relatives aux forces perturba-
trices. Ces résultats sont exactement les mémes que ceux auxquels
nous sommes parvenus dans le n® 45, par des considérations
purcment analytiques ; mais vu leur importance , nous avons cru
devoir les déduire ici, de la considération du mouvement ellip-
tique. Cela posé,
64. Reprenons les équations ( P) du n®. 46,

ddx p.x dR
o=ttt )

dx
_ddy p.y dR .
o= dp+_rT+(7)7)’ (r)

_dds wp.z  (dR .
=gt t\a)
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Si Yon suppose R = o0, on aura les équations du mouvement cllip~
tique, que nous avons intégrées dans le Chapitre III. Nous
sommes parvenus dans le n°. 18, aux sept intégrales suivantes:

_xrly—_yd'x . ,__xtiz-—-zd.z: y__ ydz—zdy )
- dt ’ =" 5T g ’
_ “ dy*+dz* ]\ ydy.de 2zdz.dr
o*_f+x.{r ( de >j+ dn T an 4
. “ da* 4 dz? xdr.dy zdz.dy
O““f"'."'{——( de )}+ de + dr > (p)
o f(& dx* 4 dy } xdx.dz _ydy dz .
f+zl dte dee ¢ de
0=i__9;;:+(d.r’+ d_y’+ t[z.’)‘
r de )

Ces intégrales donnant®les arbitraires, en fonctions des coordon-
nées et de leurs premiéres différences; clles sont sous une forme
irés ~ commode, pour déterminer les variations de ces arbitraires.
Les trois premiéres intégrales donnent en les différentiant, ct en
ne faisant varier par le n° précédent , que les paramétres c, c, ¢’y
ct les premiéres différences des coordonnées ,

x.ddy—y.ddx , x.ddz—z.ddx s y-ddz—z.ddy
de=—"Tr——; dd=——p——; d'="—p—

En substitnant, au lieu de ddx, ddy, ddz, les partics de leurs
valeurs dues aux forces perturbatrices , et qui en vertu des équa-

d R
tions différenticlles (), sont —(lt’.(—f-) —de. (d; —dt’ (d )

dz
dR dR
de =dt. {y(a) —-—x.(dy>}
. dR IR
dc:dt.{z.(dx -——x({;)},
y__ dR dR
aé=anfs () = (E)}

On a vu dans les n®. 18 et 19, que les paramétres ¢, ¢, ¢’, déter-
minent trois élémens de Lorbite elliptique, savoir, inclinaison ¢

on aura
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de Porbite, sur le plan des x ct des y, et lalongitude 6 de son nocud,
aw moyen des équations

tang.¢=———-—c— ;  tang 0= =i

et lc demi-paramétre a. (1—e* ), de lellipse, au moyen deI'équation
ra.(1—e*) =c"+c"*+c™

Ces mémes équations subsistent encore dans le cas de I'cllipso

variable , pourvu que P'on détermine ¢, ¢/, ¢”, au moyen des équa-

tions différentielles précédentes. On aura ainsi le paramétre do

Pellipse variable, son inclinaison sur le plan fixe des x ct des y,

¢t la position de son nocud.

Les trois premieres des équations (p) nous ont donné dans le
n° 19, lintégrale finie , o=c"v—cly+cz : cette équation sub-
siste encore dans lc cas de Vellipse troublée, ainsi que sa premicre
différence, o=c".do—c'.dy +c.dz, priseen regardant c, ¢, ¢,
comme constans.

Si on différentie la quatriéme, la cinqui¢me et la sixié¢me des
intégrales (p), en n’y faisant varier quc les paramétres f, f7, 1,
ct les différences dx, dy, ds ; silon substitue ensuite, au licu

. dR dR
de ddx, ddy, ddz, les quantités -dt’.(‘—i—r—), —d. (@)’

~ dr.(‘fl—f) . on aura
of =dr-{o(2)==(5) + o= = (72)—=(B)}

d

)
&lz

+(ydx—axdy). (%) (zdx—=xdz). (d—%)
i ) ()i (212
+(sdy—yds). (‘%)Mzdy—ydz) ("—5)

d

df'= dx. | (:lR) —r.

+(xdz —zdx).

{\
ks

e fr (8- (20}

epiemstn()

Q.l&
]

X
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Enfin, la septi¢eme des intégrales (p ), différentiée de la méme
maniére , donnera la variation du demi-grand axe a, au moyen
de I’équation
©®
d. — == 2. (1 -R )
a

la différenticlle d R se rapportant aux seules coordonnées x, y, z,
du corps m.

Les valeurs de f, f7, f’, déterminent la longitude de la projec-
tion du périhélie de Yorbite, sur le plan fixe, ct le rapport de-..
Pexcentricité au demi-grand axe ; car I élant la longitude de cette
projection , on a par le n° 19,

’

tang. I = %;

ct e étant le rapport de I'exeentricité au demi-grand axe , on a par
le méme n°.,
we=Vrf /"

Ce rapport peut encore étre déterminé, en divisant le demi-para-
métre a.(1—e*), par le demi-grand axe a : le quotient retranché
de Yunité, donnera la valeur de e

Les intégrales (p) ont donné par élimination, dans le n®. 19,
Pintégrale finie, o =pr— A*+ fa+fy+f"z : cetto équation sub-
siste encore dans le cas de Yellipse troublée, et elle détermine &
chaque instant, la nature de Vellipse variable. On peut la différen-
tier, en regardant f, f”, f’, comme constans, ce qui donne

o=wudr+fdx+fdy+f'dz.

Le demi-grand axe a donne le moyen mouvement de 7, ou plus
exactement, ce qui dans orbite troublée , répond au moyen mou-
vement dans Porbite non troublée ; car on a par le n° 20,

n:a.‘%. V& ; de plus, silon désigne par ¢ le moyen mouve-
ment de m, on a dans l'orbite elliptique invariable d{=nd¢:
cetle équation a également lieu dans Uellipse variable , puisqu’elle
est différentielle du premier ordre. En la différentiant, on aura

dd{=dn.dt; orona

Zan.dR
dﬂ:g—a‘tudo_‘u‘ = ey
24 a [l
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partant
ddf=3an.dt.dﬂ;
[l.
et en intégrant,

f:%.ffandt.d]{.

Enfin, on a vu dans le n°. 18, que les intégrales (p) n’équivalent
qu'a cing intégrales distinctles, et qu'elles dounent entre les sept
paramétres, ¢, ¢, ¢, f, f', f”, et e, les deux équations de con-
dition

o=[fc"—fc+f'c;
fz+f/n+-f//n__‘uz .

0= %+ s S
ces équations ont donc encore lieu dans le cas de P'ellipse variable,
pourvu que les paramétres soient déterminés par ce qui précede.
On peut d’ailleurs s’en assurer facilement d posteriori.

Nous venons de déterminer cing élémens de Porbite troublée,
savoir, soninclinaison, la position de ses noeuds , son demi-grand
axc qui donne son moyen mouvement, son excentricilé, et la
position du périhélie. Il nous reste a déterminer le sixiéme ¢lément
du mouvement clliptique, celui qui dans I'cllipse non troubléc,
répond & la position de m , a une époque donnée. Pour cela, re-
prenons Pexpression de dt.du n 16,

dt ./ n _ dv.(l—c’)}:
o — {i+e-cos (v—m)}*

Cctle équation développée en série, nous a donné dans le n°. cité,
ndt=dy. {14 E",cos.(v—=)+ E™.cos.2(v—=)+&c.}.
En intégrant cette équation dans la su ppoéition de e ctde = cons-

tans , on aura

B
Sndt+e=yp+ E(‘).sin.(v—w)+§£—.sin.a.(v—w)+&c.;

¢ étanl une arbitraire. Cette intégrale est relative a Pellipse inva-
riable : pour ['étendre & Vellipse troublée, il faut qu’en y faisant
o tout
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tout varier jusqu’aux arbitraires «, e et @ gqu'elle renferme, sa
différentielle coincide avec la précédente; ce qui donne

de= de.{(d§:)> sin. (p—=) ++ (dfl: >.sm 2(u—c)+&u}

—d=. {EM. cos.(y —=)+ E.cos.a(v —a)+&c.}.

v—= est 'anomalie vraie de m, comptée sur lorbite, et = est la
longitude du périhélie, comptée parcillement sur l'orbite. Nous
avons déterminé précédemment, la lougitude I de la projection du
périhélie sur le plan fixe; or on a par le n°, 22, en changeant ¢
en 7, et ¢, en I dans Pexpression de vy —¢, de ce n°.,

& —¢=I—04tang,¢.sin. 2 (I—9)+ &c.
Ensupposantensuite v et ¢, nuls dans cette méme expression, ona
€=0-+tang*;e.sin. 30+ &c,

partant
@ == I+tang.*; ¢. {sin, 2 84 sin.2 (I —9)} + &e.;
ce qui donne

d==dI.{1+2tang*;e.cos a (I—0)+ &c.}

+adf.tang.*Le. {cos.a0 —cos. 2 (I —0)+&ec.}
d
’—“‘"g—’ {sin.20+sin.a (I —6)+&e.}.

cos.?

Ainsi, les valeurs de dI, db et do étant déterminées par ce qui
précede 5 on auracelle de d =, d’out 'on tirera la valeur de de.

I1 suit de-1a que les expressjons cn séries , du rayon vecteur, de
sa projection sur le plan fixe, de la Jongitude rapportée soit surle
plan fixe, soit sur lorbite, et de la latitude, que nous avons
données dans le n° 322, pour le cas de lellipse invariable, ont
¢galement lieu dans le cas de Pellipse troublée , pourvu que 'on y
change nt, en fndt, et que Yon déterminc Jes ¢lémens de Yellipse
variable , par les formules précédentes. Car, puisque les équations
finies entre r, v, 5, &, yv, z, et ndt, sontles mémes dans les
deux cas, et que les expressions en séries, du n°. 22, résullent
de ces équations, par des opérations analytiques enti¢crement ind¢-
pendantes de la constance ou de la variabilité des élémens ; il est

Mican. cix. Tome 1. Tt
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clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des élemens
variables.

Lorsque les ellipses sont fort excentriques,, telles que les orbites
des cométes ; il faut changer un peu I'analyse précédente. L'incli-
naison ¢ de Porbite sur le plan fixe, la Jongitude 8 de son ncend
ascendant, le demi-grand axe a, le demi-paramétre a.(1—e*),
Pexcentricité e, et la longitude I du périhélie sur le plan fixe,
pourront étre déterminés par ce qui précéde. Mais les valeurs de =
ct de d= étant données en séries ordonnées par rapport aux puis-~
sances de tang.i¢; il faut pour les rendre convergentes, choisir
le plan fixe, de maniére que tang.;¢ soit peu considérable , et
ce qu'il y a de plus simple pour cet objet, consiste a prendre pour
plan fixe, celui de 'orbite de m, a une époque donnéc.

La valeur précédente de di, est exprimée par une série qui
n’est convergente que dansle cas ot 'excentricité de 'orbite est peu
considérable ; on ne peut donc pas Pemployer dans le cas présent.
Pour y suppléer, reprenons I'équation

deyF _ dvfi—e)t
& T {1+ ecos(v—a)}*

Silon fait 1—e=a, on a par lanalyse du n°. 23, dans le cas de
Vellipse invariable,

na%.(l—e’)l" (3—2)

t+T= —(—g—m.tﬂﬂ“r}.(ﬂ—-@).{l*‘ P .tang.‘.i(v_w)-{-&c,};

T étant une arbitraire. Pour étendre cette équation, a Ielljpse
variable; il faut la différentier , en ne faisant varier que T} le demi-
paramétre a.(1—e*), « et @. On aura ainsi ure équation diffé-
renticlle qui déterminera T'; et les équations finics qui ont lieu
dans le cas de Vellipse invariable , subsisteront encore dans le cas
de Pellipse troublée.

65. Considérons particulicrement les variations des élémens
de Porbite de m, dans le cas des orbites peu excentriques et peu
inclinées les unes aux autres. Nous avons donné dans le n°. 48, la
maniére de développer alors R, en série de sinus et de cosinus de
la forme m'k.cos.(in't—int+.4), £ et A étant des fonctions
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des excentricités et des inclinaisons des orbites, des positions de
leurs noeuds et de leurs périhélies, des longitudes des corps a
une époque donnée , et des grands axes. Lorsque les ellipses sont
variables , toutes ces quantités doivent étre supposées varier con-
formément & ce qui précéde; il faut de plus, changer dans le terme
précédent, langle i{'n't—int, en i'./n'dt—i./ndt, ou.ce qui
revient au méme , en I'¢'—i.
Maintenant , on a par le n°. précédent,

{:—=2.de;

;=fnd;=%.ffandt.dx.

La différence d R étant prise uniquement par rapport aux coor~
données x, ¥, £, du corps m, on ne doit faire varier dans le
terme m'k.cos.(i'¢—i{+ ) delexpression de R, développée en
série, que ce qui dépend du mouvement de ce corps; d’ailleurs,
R étant une fonction finie de x, y, z, &', ¥, #, on peut, par lo
n° 63, supposer les élémens de orbite, constans dans la diffé-
rence dR; il suffit donc de faire varier {dans le terme précédent, et
comme la différence de { est ndt, on aura im’. £ndt.sin.(i'¢'—il+.A ),
pour le terme de d R, qui correspond au terme précédent de R,
Ainsi, en n'ayant égard qu’a ce terme, on aura

%:ﬂl;"l.fbndt.ssn. (V0—il+A);
Bim'

{=—"
Sil'on néglige les quarrés et les produits des masses perturbatrices,
on pourra dans Vintégration de ces termes, supposer les élémens
du mouvement elliptique constans , ce qui change { en n¢, et
{"enn't; dou I'on tire

[fakn*dt sin. (i'{'—il+.4).

g aim'n.k ) .

a mwos-(mt int+.4);
simonth .

{——m-sln.(lnt—int'*'d).

On voit par-la, que si 'n’— in n’est pas nul, les quantités a et {
Tt 2
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ne renferment que des inégalités périodiques, en n’ayant égard
qu’a la premiére puissance de la force perturbatrice ; or i et ' étant
des nombres cnticrs , I'équation i'n—in =0, ne peut pas avoir
licu, quand les moyens mouvemens de m et de m' sont incommen-
surables , cc qui est lc cas des planétes, ct ce que Pon peut ad-
metire généralement, puisque n et n' étant des constantes arbi-
traires susceptibles de toutes les valeurs possibles, leur rapport
cxact de nombre i nombre, est infiniment peu vraisemblable.

Nous sommes donc conduits a ce résultat remarquable , savoir,
que les grands axes des orbites des planétes et leurs moyens mou-
vemens , ne sont assujélis qu’a des inégalités périodiques dépen-
dantes de leur conliguration entre elles, et qu'ainsi, en négligeant
ces quantilés, Jeurs grands axes sont constans, et leurs moyens
mouvemens sont uniformes : résultat conforme a celui que nous
avons trouvé par une autre méthode, dans le n°. 54.

Siles moyens mouvemens nt et #'t , sans étre exactement com-
mensurables,, approchent beaucoup d’étre dans le rapportde i'aé; le
diviseur i'n'—in, cst fort pelit, etil peut en résulter dans ¢ et ¢
des inégalités qui croissant avec unc grande lenteur, pourront
donner licu aux observateurs, de penser que les moyens mouve-
mens des deux corps m et m’ ne sont pas unifornies. Nous verrons
dans la théorie de Jupiter ct de Saturne, que cela est arrivé rela-
tivement a ces deux planétes : Ieurs moyens mouvemens sont tcls
que deux fois celui de Jupiter, est a fort peu pres égal a cing
fois celui de Saturne ; en sorte que brn'—anr n’est pas la soixante-
quatorzicme partie de n. La petitesse de ce diviseur, rend trés-
sensible , le terme dé Pexpression de ¢, dépendant de Pangle
bn't—ant, quoiqu’il soit de 'ordre ¢’ —i, ou du troisiéme ordre
par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, comme
onta vudans len®. 48, L'anulyse précédente donne la partie la plus
sensible de ces inégalités; car la variation de lalongitude moyenne
dépend de deux intégrations , tandis que les variations des autres
¢lémens du mouvement elliptique , ne dépendent que d'une seulc,
intégration; il n’y a conségquemment, que les termes de Pexpression
dc la longitude moyenne , qui puissent avoir le quarvé (i'n'—in)?,
pour diviseur; en n'ayant donc égard gu’ia ces termes qui, vula
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petitesse de ce diviseur, doivent étre les plus considérables, il
suffira, dans les expressions du rayon vecteur, de la longitude
et de la latitude , d’accroitre de ces termes, la longitude moycnne,

Quand on a les inégalités de cc genre, que Paction de m' produit
dans le moyen mouvement de m ; il est facile d’en conclure les
inégalités corrc:,pondantes que P'action de m prod uit dans le moyen
monvement de m'. En eflet, si Pon n’a égard qu’a Yaction mutuclle
des trois corps M, m et m'; laformule (7) dun°. g, donne

(datdys +dat )y m (dx'*+dy*4dz'*)

const, =m. Y -
__ {(mgdpm'da' )4 (mdy+m’dy )+ (mdum'de' )} »
(MA4m+m').de
2 Mm " aMm' amm’

‘/r,’r_ij,x‘—}# e V(l'—x)"-{-(y'—_y)’-i-(z'—z)‘.
La derniére des intégrales (p) dun® précédent, donne en y subs-

tituant pour%—, Pintégrale a/d R,

dot 4 dy* +dz2 2.(M+m)
¢ C Vedyte
Sil'on nomme ensuite R, ce que devient R, lorsque 'on considere
Paction de m sur m', on aura
R =Ry REE) ot
(24 y+22)* V(& =) (y=y) + (=2
dx"+dy’+dz” 2. (M-{-m)
T ar Vi Vit

—a.fdR,

la caractéristique différenticlle d’ ne se rapportant qu’aux coor--
du? dy +dz?
e

, ces valeurs dans I'équation (a); on aura

données &', 5, z" du corps m'. En substituant au lieu de
ar'sddy's ‘s
et de A A
d 2
{(mdz4m'ds’ P+ (mdy+m'dy' )+ (mda- }-m'(’z,’ "
2. (M+mtm').de

m me

+ + .
Vxn _i_ya +2° ‘/x’a+),’a+ 2/

mfdR+m'.fd'R'= const.—
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11 est visible que le second membre de cette équation ne renferme
point de termes de I'ordre des quarrés et des produits des masses m
et m', qui aient pour diviseur i'n’—in; en n'ayant donc égard
qu'a ces termes, onaura
m.JdR+m'.[d'R = o;

ainsi, en ne considérant que les termes qui ont pour diviseur
(i'n'—in)*, on aura

3.(fdn'dt. 'R m.(M4+m).a'n’ 3.[fandt.dR

M4 mw ——m’.(M-{—m').an' M4m

orona
3./fandt.dR 3./fa'n'dt.d'R
{= THM+m ) f’—m s
on aura donc
m' (M+m').an.l+m.(M+m).a'n'.{=0.
On a ensuite

n=—= \/JVH-m . n' = ‘/H'H"’ .
9 PJ - ) ’
at a’

en négligeant donc m et m’, vis-a-vis de M, on aura

my al+m'Wa.{'=o0;
ou ‘/’

Ainsi, les inégalités de ¢, qui ont pour diviseur (i'n'—in)*, feront
connoitre celles de {', qui ont le méme diviseur, Ces inégalités
sont, comme l'on voit, affectées de signe contraire , si n et n’ sont
de méme signe, ou, ce qui revientau méme, si les deux corps m
et m' tournent dans le méme sens; elles sont d’ailleurs dans un
rapport constant ; d’out il suit que si elles paroissent accélérer le
moyen mouvement de m, elles paroitront retarder celui de m’
suivant la méme loi, et Vaccélération apparente de m, sera au
retardement apparent de m', comme m't/ @’ est & m.y/ a. L'accé~-
Jération du moyen mouvement de Jupiter, et le rallentissement
de celui de Saturne, que la comparaison des observations modernes
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aux anciennes, avoit fait connoitre 4 Halley, étant & fort peu prés
dans ce rapport; je conclus du théoréme précédent, qu'ils sont
dus & Paction mutuelle de ces deux planétes , et puisquil est
constant que cette action ne peut produire dans les moyens mou-
vemens , aucune altération indépendante de la configuration des
planétes , je ne balangai point & croire qu'il existe dans la théorie
de Jupiter et de Saturne, une grande inégalité périodique, d’une
fort longue période. En considérant ensuite que cing fois le moyen
mouvement de Saturne, moins deux fois celui de Jupiter, est A
trés-peu prés égal & zéro; il me parut vraisemblable que le phé-
noméne observé par Halley, avoit pour cause, une inégalité dépen-
dante de cet argument, La détermination de cette inégalité vérifia
cette conjecture. !

La période de 'argument i'n't — int, étant supposée fort longue;
les élémens des orbites de m et de m' éprouvent dans cet inter-
valle, des variations sensibles auxquelles il est essentiel d’avoir
¢gard dans la double intégrale [fakn’d ¢ .sin. (in't—int+.4).
Pour cela , nous donnerons & la fonction £.sin. (i'n't—int+.4),
la forme Q.sin.(i{n't—~int+i'v—it)+ Q' cos. (i'n't—int+i's'—is),
Q et Q' étant de fonctions des élémens des orbites ; nous aurons
ainsi,

S[feknd . sin (in't—int+ 4)=
na.sin.(In't—int4i'e'—ie) 2.dQ' 3.ddQ 4.0
('n'—in)s ) { Q- (i'n'—in)E~ (i'n'—in)*.di* +(i'n'-—in)3. dt
n*a.cos.(i'n't—int-4i'e' —is) 0 2.dQ _ 3.ddQ’ 4.4%Q L&
- (in'—in)* ) { (Vn—in).dt  (Vn'—inp.did  (in—in)t.d c'}'

3-;-&c.}

Les termes de ces deux séries, décroissant trés-rapidement, vil la
lenteur des variations séculaires des élémens elliptiques ; on peut
dans chaque série, s'en tenir aux deux premiers termes. En y
substituant ensuite, au lieu des élémens des orbites , leurs valeurs
ordonnées par rapport aux puissances du temps, et ne conservant
que sa premiére puissance ; la double intégrale précédente pourra
étre transformée dans un seul terme de la forme

(F+E.t).sin(i'n't—int4+ A+ H.1)

Relativement a Jupiter et & Saturne, cette expression pourra
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servir pendant plusieurs siccles avant et aprés Pinstant que 'on
aura choisi pour époque,

Les grandes inégalités dont nous venons de parler, en produiscnt
de sensibles parini les termes dépendans de la seconde puissance
des masscs perturbatrices. En effet, si dans la formule

3im’

::——-—-ff kn*.dt*.sin (i{—il+ A4),

on substitue pour ¢ et ¢’ leurs valeurs

Zi.man*.k vt .
nt——;m.sm. (ln t'—lﬂt+x{);
3i.man*hk ya v s .
————— — . —_— t
PRI sin.(in't—int+.4),

il en résultera parmi les termes de 'ordre m#, le suivant:

git.m*. et nt ke {i.m'./ @' +i.m.y/a}
8.1u*.(i'n'—in)t * m. \/a’
La valeur de ¢’ renforme le terme correspondant qui est au préeé-
dent, dans le rapport de m.y a & —m'.v/ @',

n't+

sine(in't—int+.A).

qi.m'*.a>.nt k?

B P {z.mt/Z-{- 'my a}. ‘/—.sm2(mt——mt’rx{)

66. 11 peut arriver que les inégalités du moyen mouvement ,
les plus sensibles, ne se rencontrent que parmi les termes de ordre
‘des quarrés des masses perturbatrices. Si I'on considére trois corps
m, m', m”, circulant autour de M, Pexpression de d R relative
aux termes de cet ordre, renfermera des inégalités de la forme
k.sin. (int—in't+i'n"t+.4); or sil'on suppose les moyens mou-
vemens nt, n'ty, n’t, tels que in—i'n'+i’n” soit une fraction
cxtrémement petite de n, il en résultera une inégalité trés-sen-
sible dans la valeur de {. Cette inégnlité peut méme rendre rigou-
reusement nulle, la quantné in—1i'n’4i’n’, et établir ainsi une
¢quation de condition entre les moyens mouvemens et les longi-~
tudes moyennes des trois corps m, m', m”, Ce cas trés-singulier
ayant lieu dans le systéme des satellites de Jupiter; nous allons
¢n développer I'analyse.

4]
-



PREMIERE PARTIE,LIVRE IT. 5337

8i I'on prend M pour unité de masse, et si 'onnéglige m, m’, m’,
vis-a-vis de M, on aura

1 1
—— e £ s -
n'=— ; n =5 n =5

On aensuite;;
d{=ndt ; df=n'dt ; 4 =n"dt ;

partant,
ﬂ——_l ";‘ ia . id_é_,—._}. ";' ii’ . ddg”_ 3 % da’
—— «n’. > — ) 3 T ——
dt 2 a* dt : a's dt : a

On a vu dans le n°. 61, que si on n’a égard qwaux inégalités qui
ont de trés-longues périodes, on a

m m m
constante = :-{- ;—,—+

i
ce qui donne

da _,dd , da"

o=m-;;+m.a,_+m .

s N

On a vu dans Je méme n°., que si I'on néglige les quarrés des
excentricités et des inclinaisons des orbites, on a

constante =m.y a+m' .V @' +m’ .V a";
ce qui donne

_da |, dd, , da

o....m.‘/—i--{-m .V-—.z;-i-m .‘/—%-”.
De ces diverses équations, il est aisé de conclure,

dd7 | 1da

77———'—;.71 (v

4

ddy’  , m.n'’ (n—n") da.

—:it—_-;.m‘(n’—n”).a—"

dd:”_ s m.n”* (n—n') da

dt — mla (h=n") @

Enfin , Péquation %: afdR, du n°. 64, donne

di
-—-—?: 2.dR.
a P

11 me #’agit donc plus que de déterminer d R
Mitcan. ctr. Tome 1. Vv
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servir pendant plusieurs si¢cles avant et aprés linstant que I'on
aura choisi pour époque,

Les grandes inégalités dont nous venons de parler, en produisent
de sensibles parmi les termes dépendans de la seconde
des masscs perturbatrices. En effet, si dans la formule

{:—511 Sfakn*.dt*.sin. (i'{'—il+ 4),
on substitue pour ¢ et ¢’ leurs valeurs
3i.m'an*.k N vt .
Ilt—'—[:‘—ﬁ,‘m.bln. (lnt—lﬂt"'.(!)}

,. 3imanhk a vy .
e Ray=rl . t— t
nt+‘u_(l,n,_m)l Ve sin. (i'n't—int+.A4),
il en résultera parmi les termes de Pordre m#, le suivant :
gi*.m*. a*.n4. k* {i.m’.ﬁ'-{—i'.m.fd}
8.t (i'n'—in)t ° m. \/a’
La valeur de ¢’ renferme le terme correspondant qui est au précé-
dent, dans le rapport de m.y a & —-m’.ﬂ’
qir.m'*.a*.n4 . k*
8.p2.(i'n' zn)4

sin2(in't—int+.A).

AivmV '+ m\/Tz} ,.sm 2.(i'n't—int+.A).

66. 1 peut arriver que les inégalités du moyen mouvement ,
Ies plus sensibles, ne se rencontrent que parmi les termes de 'ordre
‘des quarrés des masses perturbatrices. Si Pon considére trois corps
m, m', m”, circilant autour de M, Pexpression de d R relative
aux termes de cet ordre, renfermera des inégalités de la forme
kosin.(int=in't+i'n ”t+x{), or 31 Pon suppose les moyens mou-
vemens nt, n't, n’t, tels que in—in '4i’n” soit une fraction
cxtrémement petite do n, il cn résultera une inégalité trés-sen~
sible dans la valeur de ¢. Cette inégalité peut méme rendre rigou-
reusement nulle, la quantité in—i'n’'4i’n", et établir ainsi une
équation de condilion cntre les moyens mouvemens et les longi-
tudes moycnnes des trois corps m, m', m”, Ce cas trés-singulicr
ayant lieu dans le systéme des satellites de Jupiter; nous allons
tn développer Panalyse.
Si
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8i I'on prend A pour unité de masse, et si 'on néglige m, m', m”,
vis-a-vis de M, on aura

s _ 1 . fn__ 1 . P 1
nt=—; nt= "“::}7'3'
On a ensuite ;
dl{=ndt ; di=n'dt ; d¥ =n"dt ;
3 3 ?
partant,
i ST U St S S S AP . O 3.
dt 2 a* dt : a*’ dt : tan

On a vu dans le n°. 61, que si 'on n’a égard qu'aux inégalités qui
ont de trés-longues périodes, on a
ml)

constante = :-{- - 5

ra
ce qui donne

da da”
o=nm. ;: +m —,;' +

On a vu dans Je méme n°., que si P'on neghge les quarrés des
excentricités et des inclinaisons des orbites, on a

constante =m.y a+m'.V o' +m".v @’ ;
ce qui donne

0=r da ' da'+ , da’
= o‘/_a .l/_a, m .ﬁ’.
De ces diverses équations, il est aisé de conclure,

dd”, L da

I Y

dt sl

ddy’ —1, ” (r—n") da

dt ~ *m.a(n—n") @’

3

ddz” , m.n” (n—n') da
dt — * m'.:n ‘(W—n")" a*"

Enfin , Péquation %: afdR, du n°. 64, donne

—-d—a_s dR
a*

Il me #’agit donc plus que de déterminer dR.
Mi:can. ctr. Tome 1. Vv
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Ona par le n°. 46, en négligeant les quarrés et les produits des
inclinaisons des orbites

ES ?.cos (¥'=y)=m',(F'—2arr c0s. (v—v)+r") :

T
+m——,—-f.cos.(v”—v)—m”.(r’—2r/’.c05.(v”—v)+r”‘) 2,
=

Si Fon développe cette fonction dans une série ordonnée par rap-
port aux cosinus de #'—v, de '—v, et de leurs multiples; on aura
une expression de cette forme,

R="(ry ot (1)) sco.(6' =)+ 1 (17 Y02 o' —0')
23
+m'(ryr e (v'—v) + e,
7
b (g O (1) Oos. (o' =p) Fml(r”JP.c0s.2(v"—p)
2

s (ryr" )P c0s. 3 (v"—v) + &e. ;
doitTon lire

(72 e (8 oty o (L) ana-spst

dr

. ’ o N1 d ()
1 g,(i@ﬁ)+m (d('r)( )) 5.(v'—v)+m "( () )cosa(v ')+ &c.

dr

d %m’.(r,r’)(').sin.(u'—o)-{-nm'.(r,r')(’).sin.a(v’-—v)+&c. g
+dy.

" (r ) Ousin ("= )+2m” (1" ). sine(v"—y) + &e.

Supposons, conformément a ce que les observations indiquent
dans le systéme des trois premicrs satellites de Jupiter, que n—zn'
el n'—2n" soient des fractions tvés -petites de 7, et que leur
dillérence (n—2an')— (n'—2n"), ou n—3n'+2n", soit incom-
parablement plus petite que chacune d’elles. I1 résulte des expres-

. dr . .
sions de — etde &v, du n°. 5o, que Vaction de m' produit dans le
a

rayon vecteur et dans la longitude de m, une inégalité trés-sensible
dépendante de Pargument 9. (n't—nt+¢'—1). Les termes rela=
lifs a cetle inégalité, ont pour diviseur 4.(n'—n)*—n*, ou
(n—=2an).(Sn—an'), et ce diviseur est trés-pelit, 4 raison de la
petitesse du facteur n— 34", On voit encore,, par la considéra-
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tion des mémes expressions, que l'action de m produit dans le
rayon vecteur, et dans la longitude de m', une inégalité dépen-
dante de I'argument (n't—n t4++—:), et qui ayant pour divi-
seur (n'—n)'—n" oun.(n—2an'), est fort sensible. On voit pa-
rcillement que Yaction de m” sur 'm', p.»duit dans les mémes
quantités, une inégalité considérable dépendante de. Iargument
2.(n"t— n't++«'—'). Enfin on voit que I'action de m' produit dans
le rayon vecteur et dans la longitude de m’, une inégalité considé-
rable dépendante de 'argument n’t—n't4¢'—¢. Ces inégalités
ont été reconnues d’abord par les observations ; nous les déve-
lopperons avec étendue, dans la théorie des satellites de Jupiter:
leur grandeur par rapport aux autres inégalités, permet de négli-
ger celles-ci, dans la question présente. Nous supposerons donc,
I =m' . E.cos.a.(n't—nt+i—t);
dv =m' . F' sina.(n't—nt4d=—1);
' =m" E" cos.2.(n't—n't+ =)+ m.G.cos.(n't—nt +¢—1);
N =m" F".sin.a. (0" t=n't+"=' ) +m. H.sin(n't—nt 4-'=—);
I =m' G cos.(n't—n't+'—+) ;
' =m" . H sin.(n't —n't4'—+').
11 faut maintenant substituer dans 'expression précédente de d &,
aulieude r, p, ¥, ¢, 1", ¢, les valeurs de a + dr, nt+14 8y, o'+ 47,
n't+d+ 80 @+ n't44" 484", etne conserver que les termes
dépendans de Pargument nt—3n't+3n"t+t—3¢+a+"; or il est
facile de voir que la substitution des valeurs de d&r, &v, &, 8%
ne peut produire aucun terme semblable. Il nen est pas ainsi
de la substitution des valeurs de &7, et de dv': le terme
m'.(ryr )).dy.sin.(v'—y) de Vexpression de d R, produit Ja
quantité suivante,
m’.m”.ndt. {E" (d{a,a’)(‘)
a \ dd

c’est la seule quantité de ce genre, que renferme expression de

—

)—-F”. (a,d )(')} oSin(nt=3n't+an"t 4 1==3¢ + 3¢"):

$ . )
dR. Les expressions de —a—rct de &¢, du n° 5o, appliquées a Lac-

tion de m” sur m', donnent , en ne conservant que les termes qui
Vv
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ont n'—an”, pour diviseur , et en observant que n” est a trés-
peu prés égal a 37/,

d(a',a")® an” ,
OO o i i )

a © (n=—an").(3n'—2n")

F__’LE:
a .

on aura donc

(1R=m"m:'ndt.Eu. {2'(‘1’”')(') _(d.(a,a’)(-))}

a da'
12 5 "y __ ! dﬂ
Xsin(nt—3n't42n t4+e—=3¢+2¢ )= —io
ddy dd

En substitnant cette valeur dc — , dans les valeurs de — TRAPTE

7

de .
et —% , ¢t faisant pour abréger,

. [d-(aa)0 . %
.[2.(a,a')(')—a (%)}{57"’ .m’+4.m an' +-4——.m m’};

on anra, i cause de 7 & trés-peu prés égal a 27/, et de 2’ & tres-pen
pres égal a an”,
di A ddy
tTt"‘"—D‘F-{. T de
ou plus exactement,
db o ddy
Y de T v
en sorte que si 'on suppose

V_(—?) f+2 ’”-{-l-—Oz +2a¢” H

——=C.nusin. (nt=—3n't+ 20 t4e—34+2¢");

=6, sin. ({=5.0"+ 2.0 +e=3v+2¢") ;

on aura

ddv
— =L 0t s V.
di

Les moyennes distances @, d, . variant trés-peu, ainsi que la
quantilé n; on peut dans cette équalion, considérer ¢n*, conune
une quantité constante. En Pintégrant, on a

xdV

A=
Ve—atn* cosV
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¢ étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs dont cette
constante est susceptible , donnent lieu aux trois cas suivans.
Sicest positifet plus grandque ==a¢n*, I'angle #”croitra sans cesse,
et celadoit arriver, si, a Porigine du mouvement, (n—3n'4-21")*
est plus grand que ==2¢n*. (1 5=cos. 77), les signes supérieurs ou
inférieurs ayant lieu suivant que ¢ est positil ou négatif. Il est
facile de s’assurer, et nous le ferons voir particuliérement dans
la théorie des satellites de Jupiter, que ¢ est une quantité positive
relativement aux trois premiers satellites de Jupiter; en sup-
posant donc 5@ = 7~ #, = étant la demi-circonférence, on aura

dw

- Vctalnt cos @

dt

- .
= le radical

Dans lintervalle depuis = =0, jusqui ==

V c+2¢n*.cos. = est plus grand que V'2¢7% lorsque c est égal on
plus grand que 2¢n®; on a donc dans cet intervalle , s>nt. V 2¢;
ainsi, letempszque l'angle = emploie & parvenir de zéro & I'angle
droit, est moindre que — T TLavaleur de ¢ dépend des masses
an.y 2t
m, m', m": les inégalités observées dans les mouvemens des trois
premiers satellites de Jupiter, et dont nous avons parlé ci-dessus,
donnent entre leurs masses , et celle de Jupiter, des rapports d’ou
il résulte que —L;E est au-dessous de deux années, comme
an. 2

on le verra dans la théorie de ces satellites; ainsi I'angle = em-
ploicroit moins de deux ans a parvenir de zéro & l'angle droit;
or les observations des satellites de Jupiter, donnent depuis lear
découverte , # constamment nul, ou insensible ; le cas que nous
examinons, n’est donc point celui des trois premiers satellites de
‘Jupiter.

Si la constante ¢ est moindre que ==2¢n*, 'angle 7 ne fera
qu’osciller ; il n’atteindra jamais deux angles droils, si € est négatif,
parce qualors le radical V' ¢—a¢n*.cos.# deviendroit imaginaire;
il ne sera jamais nul, si € est positif. Dans le premier cas, sa valeur
sera alternativement plus grande et plus petite que zéro; dans le
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second cas, elle sera alternativement plus grande et plus petite que
deux angles droits. Toutes les observations des trois premiers satel-
lites de Jupiter , nous prouvent que ce second cas est celui de ces
astres; ainsi la valeur de ¢ doit étre positive relativement a enx;
ct comme h théorie de la pesanteur donne ¢ positif, on peut regar~
der ce phénoméne, comme une nouvelle confirmation de ceite
théorie.
Reprenons I'équation

d
dt = il —

V c+ 26n*.cos. @

L’angle = étant toujours trés-petit, suivant les observations, nous

pouvons supposer cos.==1-— ;.2"; équation précédente don-
nera en Vintégrant,

a:A.sin.(ﬂl\/C-‘“?)y

act y ¢tant deux constantes arbitraires que l'observation peut
seule déterminer. Jusqu'ici, elle n’a point fait reconnoitre cette
indgalité; ce qui prouve qu’elle est trés-petite.

De Panalyse précédente, résultent les conséquences suivantes.
Puisque Vangle nt—3n't+2n"t4¢«—3+'+2¢" ne fait qu'osciller
de part et d’autre de deux angles droits, sa valeur moyenne est
égale a deux angles droits ; on aura donc, en n’ayant égard qu'aux
quantités moyennes, n—>3 r'+ 2 n" = o0; cest-a-dire, que le moyen
mouvement du premier satellite , moins trois fois celui du second,
plus deux fois celui du troisiéme , est exactement et constamment
égal @ zéro. 1) nest pas nécessaire que celte égalité ait eu lieu
exactement a Porigine , ce qui seroit infiniment peu vraisemblable;
il suflit qu’elle ait été fort approchée, et que n—3n'+2n" ait
¢té moindre, abstraction faite du signe, que A.ny/¢; et alors,
Vattraction mutuelle des trojs satellites, a sufli pour rendre cette
égalité rigourcuse.

On a ensuite +—3¢'+3+" égal & deux angles droits; ainsi, la
longitude moyenne du premier satellite , moins trois fois celle du
second , plus deux fois celle du troisiéme, est exactement et cons-
tamment égale ¢ deux angles droits. En vertu de ce théoréme ,
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les valenrs précédentes de &7/ et de &+’ se réduisent anx suivantes :
¢ =(mG—m"E").cos.(n't—nt+e—1);

& =(mH—m"F").sin. (n't—nt+¢—).

Les deux inégalités du mouvement de ' dues aux actions de m
et de m”, se confondent par conséquent dans une seule, et seront
constamment réunies. Il résulte encore du méme théoréme, que
ces trois premiers satellites ne peuvent jamais étre éclipsés a-la-
fois; ils ne peuvent étre ensemble vus de Jupiter, ni en opposi-
tion , ni en conjonction avec le soleil ; car les théorémes précédens
ont également lieu par rapport aux moyens mouvemens synodi-
ques, et aux longitudes moyennes synodiques des trois satellites ,
comme il est facile de ’en assurer. Ces deux théorémes subsistent
malgré lesaltérations queles moyens mouvemens des satellites regoi-
vent, soit par une cause scmblable a celle qui altére le moyen mou-
vement de la lune, soit par la résistance d’'un milien trés-rare.
11 est clair que ces diverses causes ne font qu’ajouter a la valeur
ddv . ddy . .
de = une quantité de la forme —> ¢t qui ne peut devenir
sensible que par les intégrations ; en supposant donc # ==» —a,
et = trés-petit , 1'équation différentielle en 2 deviendra

dd= ent dd}
o= ;[T+ .’E'-é-—é—t—-'

Lavpériode de 'angle n¢. /¢ étant d’un tres-petit nombre d’années
Y 8 it ’

dd
tandis que les quantités renfermées dans d‘¢, sont, ou constantes,

ou embrassent plusieurs si¢cles ; on aura a trés-peu prcs en inté-
grant Péquation précédente,

dd
w=a.sin.(nt. |/ C+y)— t“

Ainsi la valeur de = sera toujours trés-petitc, et les équations
séculaires des moyens mouvemens des trois premiers satellites
seront toujours coordonnées par action mutuelle de ces astres,
de manit¢re que Péquation séculaire du premier, plus deux fois
celle du troisieme, soit égale & trois fois celle du second.
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Les théorémes précédens donnent entre les six constantes », n',
n’, ¢, ¢, ¢, deux équations de condition qui réduisent ces arbi-
traires & quatre; mais les deux arbitraires A et 3, de la valeur
de 7, les remplacent. Cette valeur se distribue entre les trois satel-
lites , de maniére qu'en nommant p, p’, p”, les coefliciens de
sin.(nt.y/€+7%), dansles expressionsde ¢, ¢', v”; ces coefficiens
ddy dd{’  ddg”
am T s
ct de plus, onap—>3p +2p”=a De-li résulte, dans les moyens
mouvemens des trois premiers satellites de Jupiter, une inégalité
qui ne differe pour chacun d’eux, que par son coefficient, et qui
forme dans ces mouvemens , une espéce de libration dont I'éten-
duc est arbjtraire. Les observations ont fait voir qu’elle est insen-
sible,

sont dans le rapport des valeurs précédentes de

67. Considérons présentement les variations des excentrici-
tés ct des périhélies des orbites. Pour cela, reprenons les expres-
sions de df, df', df" trouvées dans le n° 64 : en nommant rle
rayon vecteur de m, projeté surle plan des x et des y ; v 'angle
que cette projection fait avec axe des x; et s la tangente de la
latitude de m, au-dessus du méme plan; on aura

=r.CO8.¢ ; y=r.siny ; Z=rs;

doy il est facile de conclure

(B {2,

dR

dR . dR dR . dR
x'(}?;)-’z'(d—;) =(1+s ).cos.v.(:i—s-)—-rs.cos.v.(-zr—)+s.sm.v.(a—v-),-

"

dR dR Y-sing.(2F . (dR dR
o) o =(14+s").sin.y. 55 )rssin . o J=s.cosy{ oo

On a de plus, parlen®. 6%,
ady—yde=cdt ; ads—zdx=c'dt; yde—zdy=1c"dt;

les équatjons différentielles en f, f7, f*, deviendront ainsi,

df

).
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dR d «
a'f:-__dy.(d ) {(1+s) cos:. (dR>-rs C08.9. (d:r>+s.sin. v(%)}
dR\ cos.v (dR s.sin.v fdR c¢dt (dR
—cdt. {smv (dr)+ r (dv) r (Z)}—T'(E)’
dR d
df'= dx.( )—d.. {(1 +5*).sip. (d )-—rs sin.p. (d’:)—s.cos.v.({%)}
dR sin.y /dR s.cos.v fdR c'dt (dR
+Cdt. {ws-ﬂ.(-;;)—-y—.(:i';)——;—.('d—;)}— T.(—E)i
df'=dx. {(1+s‘) c08.v. (‘ZR)-rs COS. ¢, (d}:>+a.sin.u.(-j—§-)}
+dy.{(1+s’).sin.v.(§d—§-)—rs.sin.v.((:—é-)—-s.cos.v.(%—ﬁ-)}
, dR sin.y /dR s.cos.vy /dR
+ctlt.{cos.v.<—d-;>-——;—.(:{-;)— . (I)}

» . dR cos.v [dR s.sin.y (dR 1
+Cdt'{sm'v'(37>+_F_'(_Z;)_~T"<'}T})y

Les quantités ¢, ¢ dépendent, comme on I'a vu dans le n*. 6%,
de Yinclinaison de Porbite de m sur le plan fixe, en sorte que ces
quantités se réduiroient & zéro, si celte inclinaison étoit nulle;

dR
dailleurs , il est aisé de voir par la nature de R, que < d;) cst

delordre des inclinaisons des orbites; cn négligeant donc les quar-
rés et les produits de ces inclinaisons, les expressions précédentes

de df et de df' deviendront
dR dR cos.v [dR’
- df=—dy. < )—-cdt {am v. (dr)+ ~—r—--<:ﬁ)};

dR in.v (dR
df'=dx. (717) + cdt. {cos.v.(ﬁ)-——s-;-f—(ﬁ)} 5

orona

=d.(r.cos.p) ; dy=d.(r.sing); cdt=xdy—ydx=r'dy;
on aura donc
dR iR
df =—{dr.sin.v+2rdv.cos.V}.(-d—;) —r’dv.sin.v.(i—lr—);

R d
df' = {dr.cos.v—ardy.sin.y}. ( )+rdv.cosv (;:)
Mi:caN. ctr. Tome I. Xx
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Ces équations seront plus exactes, si I'on prend pour plan fixe
des x et des y , cclui de orbite de m, & une époque donnée; car
alors ¢, ¢’ et s sont de Yordre des forces perturbatrices; ainsi les
quantités que Pon néglige, sont de l'ordre des quarrés des forces
perturbatrices multipliées par le quarré de I'inclinaison respec-
tive des deux orbites de m et de m'.

' dR dR ..
Les valeurs de r, dr, dy, (-;7), (T)’ restent visiblement
v

les mémes, quelle que soit la position dupoint d’otrI’'on compte les
longitudes ; mais en diminuant v, d’'un angle droit, sin. v se change
dans —cos.y, et cos.y se change dans sin.v ; Vexpression de df
se change par conséquent , dans celle de df”; d’oit il suit qu’ayant
dévcloppé la valeur de df, dans une suite de sinus et de cosinus
d’angles croissans proportionnellement au temps, on aura la valeur
de df’, en diminuant dans la premictre, les angles ¢, ¢, =, @', 8
et 8, dun angle droit.

Les quantités f et f7 déterminent la position du périhélie, et
I'excentricité de Torbile; en eflet, on a vu dans le n® 64, que

tang. I :% 3
T ¢tant 1a longitude du périhélie, rapportée au plan fixe. Lorsque
ce plan est celui de Porbite primitive de m, on a aux quantités
pres de Pordre des quarrés des forces perturbatrices multipliées
par le quarré de Pinclinaison respective des orbites, I ==, = étant
la longitude du périhélie sur orbile ; on aura donc alors,

. tang. & = ff_ ;
ce qui donne
sin, @ I 5 €08 == a—m oy
Vs VIi+s®

On a censuite, par le n°. 64,
‘_T——‘/A_———-/-; v, ¢'— c"
pe=Vfirfryfe ; f’==j:—-;i—;

ainsi, ¢’ et ¢” étant dans la supposition précédente, de Pordre des
forces perturbatrices, f* est du méme ordre, et en négligeant les
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termes du quarré de ces forces, on aura ue=V 4+ /" Silon

substitue au lieu de V "+ f7* sa valeur #e, dans les expressions
de sin., et de cos.#, on aura

pesine=f" ; pe.cos,m=f;

ces deux équations détermineront Yexcentricité et la position du
périhélie, et on en tirera facilement,

w.ede=fdf+fdf' ; wet de=fdf'— f'df
En prenant pour le plan des x et des y, celui de Porbite de m;
on a par les n°. 19 ct 20, dans le cas des ellipses invariables,

e a.(1—e) . drkr’dv.e.sin.(v——f_w_)_'
T 14e.cos. (v—ar) ’ - a.(1—e)

rdy=andt.V1i—e ;

ctpar le n° 63, ces équations subsistent encore dans le cas des

ellipses variables ; les expressions de df et de df’ deviendront
ainsi,

d dR
df_._-—-—a—'i—i- {2.cos.v+Lte.cos.mtLe.cos.(2v—m)]). ( )

1—e?
—_— . dR\.
—a’ndt.V 1—c*.sin. v(E—r-) 5

andt

df=—'- Vi—e

—_— IR
+andt. V1—e .cos. V(:JT) 3

dR
A2.sinv+iesinetlesin (2v—a)}. ( )

dv

partant
andt

2R
o= in (o). (24 escon (o)) - (22)

®.V1—e*

+“’ ﬁ‘_“_“/_‘__ .cos. (v—m=). (dR)

dr

dR
de=——-—a—'f—t-— {2.cos. (v—w)+e+e cos.(¢v—=)}. )
by i—e dv

a’ndt dR
- Vl—e.sm(v—v) (dr)'

Xx 2
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Celte expression de de peut étre mise sous une forme plus com-
mode dans quelques circonstances. Pour ccla, nous observerons

R .
que dr. (‘f ) dR—dv. ( ) : en substituant pour r et dr,
leurs valcurs précédentes , on aura
dR dR
r’dv.e.sin.(y—a) (W) =a.(1—e*)dR—a.(1— e’).dv.(—ﬁ);

or on a
ndt.{x +e.cos. (v—'w)}

rdy=andt.V1i—e 3 dy=

(l—e“)
partant
—_— dR\
a‘ndt.\/1—-e'.sm.(v--ru).(—d-r)
—pt dR
= 20=) dI{—-—ﬁdt— {14 e.cos.(y—7)}2. ( ),-
€ e.{V1—e

Yexpression précédente de de donnera ainsi,

andt. Vi—e (dR) a. (1-——c) AR

ede= - 7

On peut parvenir fort simplement & cette formule, de la manicic

suivante. On a par le n® 64,
de dR ® dRY dR
at Y \ar )T \Gy “—<E)’

mais on a par le méme n°., c= Vua(1—e"), ce qui donne

d (la.\/ya(l—e“T ede.V ya
c= - — 3

aq V l:—e'

parlant

andt.V 1—e¢* /dR
,,de-_:_"__L_t(

) +a.(1—e* ) -—
dv
on a ensuite, par le n° 6%,

pda R;

2a*

On aura ainsi pour e¢de, la méme expression que ci-dessus.
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68. Nous avons vu dans le n°. 65, que si on néglige les
quarrés des forces perturbatrices ; les variations du grand axc et
du moyen mouvement , ne renferment que des quantités périodi-
ques dépendanies de la confliguration des corps m, m', m", &e.,
entre eux. Il n’en est pas ainsi des variations des excentricités ct
des inclinaisons : leurs expressions différentielles conticnnent des
termes indépendans de cette configuration, ct qui, s’ils étotent
rigoureusement constans , produiroient par Pintégration, des ter-
mes proportionnels au temps, qui rendroient a la longue, les
orbites fort excentriques, ct trés-inclinées les unes aux autres ;
ainsi, les approximations précédentes, fondées sur le peu d’excen-
tricité et d’inclinaison respective des orbites, deviendroient insufli-
santes et méme fantives. Mais les termes constans en apparence,
qui entrent dans les expressions différentielles des excentricités ct
des inclinaisons, sont fonctions des élémens des orbites , en sorle
qu’ils varicnt avec utie extréme leriteur , a raison des changemens
quils y introduisent. On congoit qu’il doit en résulter dans ces
élémens, des inégalités considérables, indépendantes de la confi-
guration mutuelle des corps du systéme, et dont les périodes dépen-
dent des rapports des masses m, m/, &c., & la masse M. Ces inéga-
lités sont celles que nous avons nommées précédemment, indgalités
séeulaires , ¢t que nous avons considérées dans le Chapitre VII.
Pour les déterminer par cette méthode, reprenons la valcur de df
du n®. préeédent,

andt 1R
df =———=-.{2.cos.v+ e.cos.a+]e.cos.(29—=)}. (-‘-»‘
‘/l_en dy

— iR
—a’ndt.V 1—e*.sin.v. (i--).
dr

Nous négligerons dans le dévaloppement de celte équation , les
quarrés ct les produits des excentricités et des inelinaisons des
orbiles; et parmi les termes dépendans des excentricités ct des
inclinaisons , nous ne conscrverons que ceux qui sont constans:
nous supposcrons ensuite , comme dans le n® 43,

r=a.(14u,)
=nttsty, ; vV=nt+dty.

.

r=ad.(1+u));
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Cela posé; si Pon substituc pour R, sa valeur trouvée dans le
n”. 48 ; si I'on considére ensuite, que T'on a par lc méme 1°.,

(5)-3() 0= ).

enfin, si I'on substitue, au lieude z,, u,, v, et ¢/, leurs valeurs
—c.C08.(nt+¢—a), — e .cos.(n't+v—a'), 2¢.5in.(nt4e—a),
ct 2¢'.sin.(n't+¢—='), données par le n°. 22; cn ne conservant
que les termes constans parmi ceux qui dépendent de la premiére
puissance des excentricités des orbites, ct en négligeant les quarrés
des excentricités ct des inclinaisons, on trouvera

am'ndt . d A \ dd AC)
df == Seesing. 6 | —— +3:a. e

Pam'ndt.e .sin.v'. ] 44 a. l—{f’—(?— +id. 4 + tad. (-l-df{—(l)\
g da 2 dd 4 dadad',

dAD

—amndt.-.{t A9+ L.a. ( P osin. (i (n't—nt+e'—e)+ntte}
le signe intégral = s’étendant dans cette expression,, comme dans
la valeur de R du n°. 48, a toutes les valeurs entiéres positives
¢l négatives de i, en 'y comprenant méme la valeur i =o.

On aura par le n° préeédent, la valeur de df’, en diminuant
dans celle de df, les angles ¢, +, @ ct ', Cun angle droit; d'ol
Pon tire,

d d A d 40
df' :——a—"—m—i.e o8, w.{a.( )-l-— (d —)}
a3

da?

1A dA®Y dd4 M
— '.cos. " (‘)l.‘ RPN Bt WIE POV (it
am'ndt.€ .cos. @ {A +:ia (a’a ) lia (da’ )+4aa '(dada’)}
d4®
+am'ndt.x. {z.d("—i- ( )} cos. {i.(n't—nt+ts' —e)fnite)

Nommons, pour abréger, X la partie de l'expression de df),
renfermée sous le signe z, et ¥ la partic de I'expression de df’,

renlermée sons le méme signe, Faisons de plus, comme dans le
n° 55,

m.n . AN dd A
((),1)“‘-—-—;—.{(1 .(—"l—("—‘)'*".a(da‘ )}]
m.n d AM dd 40
—_—— (") -1, .
= {ea—en ()= ()
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observons ensuite , que le coefficient de e'd¢.sin. %, dans 'expres-
sion de df , se réduit & [o,1], lorsque I'on y substituc, au licu des
différences partielles de .#(" en o', leurs valeurs en différences par-
tielles relatives 4 @; enfin, supposons comme dans le n®. 5o,

e.sinna=h ; e.sinna' =h';

e.cos. =10 ; ¢e.cosm=1;
ce qui donne par le n°. précédent, f=wpl; f'=phk; ou simple-
ment f=1, f'=h, en prenant pour unité de masse, M, et négli-
geant m , eu égard a M; nous aurons

dh
;{—::(0,1).1—-10‘-].1'+am’n.Y;
dl — gt

7 =-—-(O,1).ll+[o. 1 l.ll—am'ﬂ-X-

De-14, il est aisé de conclure que si 'on nomme (Y), la somme
des termes analogues & am’'n. Y, dus aTaction de chacun des corps
m'y m”, &c., sur m; silon nomme pareillement (X), la somme
des lermes analogues & — am/n. X , dus aux mémes actions; enfin,
si I'on marque successivement, d’un trait, de deux traits, &c., ce
que deviennent les quantités (X), (¥'), AetZ, rclativement aux
corps m'y m", &c.; on aura le systéme suivant d’équations diffé-
rentielles,

% ={(01)+(0,2)+&e.} d—[T] U= [72]. I'—&e.+ (V) ;

f?i‘ =—{(o,1)+(0,2)+&e.} A +[T0] A +[02]. A 4 Ke 4+ (X) 5
%}l":{(%o)+(w+&c-} S [] = [[5) 0 —&e 4+ (¥) 5
% = ((1,0) 4 (1,2)+ &C.} A4 [T] A+ [TE) A+ Ko (X7 )
&e.

Pour intégrer ces équations, nous observerons que chacune des
quantités &, 2, k', I', &c. , est formée de deux parties; 'une dépen-
dante de la configuration mutuelle des corps m, m’, &c.; lautre
indépendante de celte configuration, et qui renferme les variations
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séculaires de ces quantités. On aura la premiére partie , en consi-
dérant que si 'on n’a égard qu'a elle seule, &, 2, &', I', &c., sont
de Yordre des masses perturbatrices, et par conséquent, (o,1).%,
(0y).2, &c., sont de Pordre des quarrés de ces masses ; en négli-
geant donc les quantités de cet ordre, on aura

dh dl
S=(Y);  =(X);
dh' dl’

=YD =X
partant
h=f(Y).dt; I=/(X).dt; KI=f(Y').dt; &ec.
SiTon prend ces intégrales, en n’ayant point égard i Ja variabililé
des élémens des orbites, et que Pon nomme @, ce que devient
alors /(Y ).dt; en nommant &Q, la variation de Q, due a celle
des ¢lémens, on aura
J(Y).dt=Q—[2Q;
or Q ¢étant de Pordre des masses perturbatrices, ct les variations
des ¢lémens des orbites, étant du méme ordre, 4 Q est de Pordre
des quarrdés de ces masses ; ainsi, en négligeant les quantités de cet
ordre, on aura
SY).dt= Q.
On peut donc prendre les intégrales [ ¥). dt,(( X).dt,J(Y ). d¢t, &c.,
en supposant les ¢lémens des orbites , constans, et regarder en—
suile, ces élémens comme variables dans les intégrales ; on aura
ainsi d’'une maniére fort simple, les partics périodiques des expres-
sions de 2, I, ¥, &ec.

Pour avoir les parties de ces expressions, qui renferment les
inégalités séeulaires; on observera qu'elles sont données par l'in-
tégration des équations différenticlles précédentes privées de leurs
derniers termes, (Y), (X), &e.; car il est clair que la subs-
titution des parties périodiques de %, £, &', &c., en fera dispa-
roitre ces termes. Mais en privant ces équations, de leurs derniers
termes, clles retombent dans les équations différenticlles (& ) du
n°. 55, gue nous avons considérées précédemment avec beaucoup
d'étendue.

69.
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69 Nous avons observé dans le n°. 65 » que si les moyens
mouvemens nt ¢t n't, des deux corps m et m’, sont i fort peu pres
dans le rapport de i’ a i, en sorte que i'n'— in, soit une trés-petile
quantité; il peut en résulter dans les moygns mouvemens de ces
corps, des inégalités fort sensibles. Ce rapport des moyens mouve-
mens, peut aussi produirc des variations sensibles dans les excen-
tricités des orbites, et dans la position de leurs périhélies. Pour les
déterminer, nous reprendrons I'équation trouvée dans le n°. 67,

ede— andt. \/1—-e‘ ( ) a. (1—e) JdR.

II résulte de ce que nous avons dit dans le n°. 48, que si I'on
prend pour plan fixe, celui de Porbite de m, & une époque donnée,
ce qui permet de négliger dans R, l'inclinaison ¢ de Porbite 7, sur
ce plan ; tous les termes de expression de R dépendans de l'angle
i'n't—int, seront compris dans la forme suivante,

m'k.cos. (i'n't—inti'V—it—gz—ga'—g't) ;

i,i, g, g, & étant des nombres enticrs tels que I'on a,
o=i'—i—g—g'—g". Le coeflicient £ a pour facteur e®.e'¢'.(tang.;¢' )¥’,
£, &5 g" étant pris positivement dans ces exposans : de plus, si
Yon suppose i et i’ positifs, et i’ plus grand que ¢ ; on a vu dans le
n°. 48, que les termes de R qui dépendent de Vanglo i'n't—int,
sont de Lordre i{'—i, ou d’'un ordre supéricur de deux, do
quatre, &c., unilés; en n'ayant donc égard qu’aux termes de
Pordre i'—i, k sera de la forme es.e''. (tang.;0)¢". Q, Q étant
ane fonction indépendante des cxcentricités et de linclinaison
respective des orbites, Les nombres g, g’ g”, renfermés sous le
signe cos., sont alors positifs; car si lun d’cux, g, par cxemple,
¢toit négatif et ¢gal & —f, & seroit de Vordre f+g'+g"; mais
Péquation 0= i'—i—g—g'—g’, donne f+g'4+g'=i'—i+2f;
ainsi k seroit d’un ordre supéricur 4 i'—i, ce qui est contre la

d
supposition. Cela posé, on a par le n°. 48, (d}:)_ ("J?")’ pourva

que dans cette derniére djfférence partielle, on fasse ¢~ =, cons-
Mtcax, cty. Tome I. Yy
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tant; le terme de (g—f), correspondant au terme précédent de R,
est done

m'. (i+g).l'.sin.(i'q’l- int+id—iv—ga—ga—g'ly)
Lc terme correspondant de d R est

m'ink. dtsin(int—int+i'Y—iv—gs—ga'—g't');
en wayant donc égard qu'h ces termes, et en négligeant e* vis-a~
vis de Tunité, V'expression précédente de ed e, donnera

m'andt gk
(le = N L
“

Ssin(in't—int+iV—iv—ga —gv—g'V);
e
oron a

k dk
£ gees— e (tang 3¢ ). Q =\ =+ };
e de
on aura donc en intégrant,
n'an dk ({ntmint 4 i —i oY)
e | - JeCOS. (LN b=l t | ¢ —le——Q U0 T~ U ),
p.(tn'—in) \de 878 °
Maintenant, la somme de tous les termes de R, qui dépendent de
Pangle #n't—in ¢, étanl xeprésentée par Ja quantité suivante,
m' P osin(in't—int4iv—iv)+m' P cos.(in't—int +i'¥'—it) ,

la parlic correspondante de e sera,

"

" dP\ . ., . PP dP g0, . v
Jmean {(—-).sm.(; n't—int+1i e'—zs)+<———).cos.(;’n t—int4+i'e —1e)}.

wo(in'—in)" de de

Celic inégalité peut devenir fort sensible, si le coefficient i'n'— in,
ost trés-petit, comme cela a lieu dans la théorie de Jupiter et de
Saturne. A la vérité, ellen'a pour diviseur, que la premiére puis-
sance de £7n'— i n,tandis que Pinégalité correspondante, du moyen
mouvement, a pour diviseur, la scconde puissante de cette quan~

. . [dP "\,
tité , comme on 'a vu dans le n® 65; mais <—d—) et <§:> étant
e

d'un ordre inférienr & P et P’ V'inégalité de Yexcentricité peut
¢tre considérable , et méme surpasser celle du moyen mouvement,
si Jes excentricilés e et ¢ sont trés-petites ; nous en verrons des
cxemples dans la théorie des satellites de Jupiter,
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Déterminons présentement , I'inégalité correspondante du mou-
vement du périhélie. Pour cela, reprenons les deux équations,

d ‘df’ df —fd
cde I g S =1
“ “t
auxquelles nous sommes parvenus dans le n° 67. Ces équations

donnent
df =ude.cos.a — pedw.sin.»;

ainsi, enn’ayant égard qu'al'anglei'n't—int + i'e'—ic—ga—g'a’—g"¥',
on aura

dk . . v
df=nm'.andt. ((—l—c) .cos.w. 8in.(i'n't—int 4 i —ir—ga—g'a'—g'§’)
—pedw.sing,

Représentons par
’ dk ’ o r . oy B ' 1t
—m’.andt. {(d—;) +& } sco8.(in't—int 4 i’ —iv—go—g'a'—g'8’ ),
la partie de #ed =, qui dépend du méme angle; on aura
dh Y . v o "
df=m'.andt. { (‘—i;) + ;'l*'} Sin.(n't-int+i'd-ie-(g-1).w-g'v"-g"')

m'.andt

K osin(in't—int+i'd—ie—(g+1).w— gla'—g'l).

1 est ais¢ de voir par la derniére des expressions de df, don-
nées dans le n°. 67, que le coeflicient de ce dernicr sinus, a pour
facteur est'.¢e®'.(tang.L¢ )" ; & est donc ’un ordre supéricur de

, . dh .. - .
deux unités, a cclui de (z); ainsi, en le négligeant vis-i-vis
e
d dh aura
e{ — J, onaur
de)’

m ':'nd: . (Z—t) cos. (in't—intt+iv—it—go—g'a'—g'l’),
pour le terme de ed =, qui correspond au terme

mk.cos. (in't—int+ii—iv—ga—ge'—g¥),
de Pexpression de R. Il suit de-la, que la partie de =, qui corres~
pond a la partie de R, exprimée par

—

m'P.sin, (in't—int4ied —i)+m'P.cos.(int—int+id—is+),
Yya
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cst égale &

4

d can ey [P L . .
{ (7;) €08, (in't—int +i's"—i )—(E).sm.( in't—int 41 —i: )} ;
e

on aura donc ainsi , d’'une maniére fort simple, les variations de
Pexcentricitéetdupérihélie,dépendantesde Pangle i'n't—int4-i'v—fe,
Llles sont lies i la variation { du moyen mouvement, quiy cor~
respond , de maniére que la” variation de excentricité est
1 [dd]
5 ()

et la variation dc la longitude du périhélie, est

(' =—in) (d{
“Bine '(:7; '

Tia variation correspondante, de Pexcentricité de Porbite de
duc a l'action de m, sera

1 ddy
3¢ \de dt)’

ctJa variation de Ja longitude de son périhélie, scra

(i'n'=in) (d]
in'.e "\de')’

m.\/a -
¢l comme on a par le n® 65, ¢ -_—-.—-;‘-,—‘-/‘/—:,—.( , Ces variations
scront
m.y e dd” ¢ (i'n'—in).m.y/a (d?
3 m' .y d ‘\de'.dt)? Bin.e.my/d \de)

Lorsque laquantité i'n'—in, est fort petite, 'inégalité dépendante
de Yangle i'n't—~int, en produit une sensible dans Pexpression
du moyen mouvement , parmi les termes dépendans des quarrés
des masses perturbatrices ; nous en avons donné l'analyse dans le
n°. 65, Cette méme inégalité produit dans les expressions de de et
de d=, des termes dePordre du quarré de ces masses, et qui w’étant
{fonctions que des ¢lémens des orbites , ont une influence sensible
sur les variations séculaires de ces élémens. Considérons, en effet,
Pexpression de de, dépendante de T'angle in't—int. On a, par
ce qui précide,

]

m.an.dt (/dP T dP KT vy o
p .{(—d;).cos.(znt-mt+u-—n)-— P .sm(;nt-mt-{-u—-u)}.
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Par le n®, 65, le moyen mouvement n¢ doit étre augmenté de

(L—i—i%‘)'—F { P.cos.(in't=int+i'v—is )=P' sin.(i{'n't—int+i''—is)},

etle moyen mouvement n't, doit étre augmenté de

Smanti m.\/a
(Ln m)“ wmy
En vertu de ces accroissemens, la valeur de de, sera augmentée
de la fonction
3m'.a*.ind.dt , o ap' ]

—_—— e {im. \m.y/a}.qP. 4 ;

sy (i Y@ my/a) { < ) P (dc))’
et la valeur de d 4 scra augmentée de la fonction

Fm'a®.i.nd.dt

mw 1y st dP , (AP’
oy @ (i e {iem -ﬁ+tom'tfé}-{l’-(;;)+l’-<ﬁ)}.

On trouvera pareillement que Ja valeur de de’ sera augmentée de
la fonction

_ Bmay/aind dt (imy /@i, ﬁ}{ (dP) P'(}ig)}"

"u.’ a {zn-—m}“

———— o { Pocos.(i'n't—int+i'v'mmit )P’ .sin.(i'n't—int4i'V~is ) }

et que la valeur de da' scra augmentée de la fonction
2 in3.dt , " dp dP’
Smet /i« {z.m’.‘/ﬁ’+z.m.;/&}.{l’.<‘—17>+1”.<-di>}.

9/.:. a (1 n--m)“ P
Ces différens termes sont sensibles dans la théorie de Jupiter et de
Saturne , et dans celle des satellites de Jupiter. Les variations de
e, ¢,7 et o', relalives & Vangle i n't—int, peuvent encore introduire
quelques termes constans de Pordre du quarré des masses pertur-
balrices , dans les diftérentielles de, de', d= et d ', et dépendans
des variations de e, ¢, = et @, relatives au méme angle;; il sera
facile &’y avoir égard par I'analyse précédente. Enfin il sera facile,
par notre analyse, de déterminer les termes des expressions de e, =,
¢ et @', qui dépendans de V'angle i'n't~—int+i'v—i¢, n'ont point
i'n'—in, pour diviscur, et ceux qui dépendans du méme angle et
du double de cet angle, sont de ordre du quarré des forces pertur-
batrices. Ces différens termes sont assez considérables dans la théo-
rie de Jupiter et de Saturne, pour y avoir égard :nous les dévelop-
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perons avec Iétendue qu'ils exigent , lorsque nous nous occuperons
de cette théorie.

0. Déterminons les variations des noeuds et des inclinaisons
des orbites, et pour cela, reprenons les équations du n® 64,

e p{2)(2),
dc'=dl. {z(;l;)-—xcg)} ;
eale (8}

Si Ton n'a égard qu'a Taction de ', la valeur de R du n° 46
donne

dR d T, ! !
y'(}ﬂ)—x’(_d ):m‘{x‘y-—-x}/ }[ e 1}:‘
: Y Uasdy 22 {F—aphty—yr4E=21}
(iR (lR ’ ’ ' 1 !
z,({i,r_)_x,(.(.{:):m.{x =21 }{ T - ;_],'
- : (Fbyr e f (= (myP (B2}

dR dR e 1 1
- (&i‘)"y'(‘ﬂ):m'{y z-z”'{ L i}'
J (Y ) ((@-aPty =yl =)

Soit mainlcnant,

c/l cl

TP T4
les deux variables p et g délermineront, parle n®. 64, la tangente

de Pinclinaison ¢ de Porbite de m, et la longitude § de son necud,
au moyen des équations

fang.o=y/p*+¢* ;  tang.t :s.
Nommons p', ¢, p’, ¢y &e., ce que deviennent p et ¢, relati-
vement aux corps m', m'y &c. : on aura parJe n°. 64,
p=qy—pa;  s=qy—pa; &
La valeur précédente de p, différentiée, donne
dp 1 {d"—pde
e e )’

on substituant au licu de d¢ ct de dc”, leurs valcurs, on aura



PREMIERE PARTIE,LIVRE IL 35

d ! , , 1 1
E’f=~"l. {(q-—q)-yy’+(p’-1))‘xy}'{ o , , 3
PR ) W (y =y 4 (=2
bl by (=Pt (f=2p )
On trouvera pareillement
g m , ) , 1
3= (P gy ) e e )
¢ @y b (o (Y =y (i) | )
SiTon substitue pour 2, y, ', ¥, leurs valeurs r.cos.v, r.sin.r,
7.c08.#, 7.5l v 5 on aura
(=) 3y +(p—p)-ay= L:‘q)-”"-{cos( V) =cos.(v'=v)}
+(~-ﬂ:—}i).rl".{Sill,(V"{"f’)—Sill.(V'—[') 1i
(p=p)as'+(g—q)xy' = (ng)rr'. {cos.(v'49)+cos (v—p))
+<l:l) e {sin(v'4e)Fsin(v'=v)}.
Lin négligeant les cxcentricités et les inclinaisons des orbites
ona
r=a; v=nttr; r=d; V=nl+;
ce qui donne
1 1 0 0
(:c'"—i—y"—}—z")': {(r’—x)“+0/’—y)“+(z'—z)“}% o {a‘-—naa'.cos.{n’t-nt+s’-.=)+a"}!‘,

on ade plus, parlen® 48,

‘ 1

=13, BY,cos.i(n't=nt+ i=t);
{a*—=20a'.cos.(n't=nt+4s'— s)+a"} v

le signe intégral = s'étendant & toutes les valeurs entiéres, positives
ct négatives de 7, en y comprenant la valeur i =0; on aura ainsi,
en négligeant les termes de ordre des quarrés et des produits
des cxcentricités et des inclinaisons des orbites,
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l;/: (7:’ -, {cos(n't+nt4d' 41)—cos(nb=nt4¢'=1)}

-(—;:’—’—) T~ sin.(n't4nt+e +¢) —~sin(n't—nt44'—s)}

(q 4 =9 a5 B0 {cos.[(i1).(n't-ntti'-e)]-cos[ (i1 ). (m'-ntti=¢) foni 3¢)}

+-(f4€—p) m'.aa’ . BO.(sin[(i41).(n' t4nt-¢'~¢)]-sin[(i+1).(n'l-ntte-¢)Fantt o6} ;

d '~
E(:’ (/“P) o (cos.(nttnt+¢+e)+cos.(n't~—ntti—t+)}
(f=q) m
+- — {ml (n't4ntded +¢)+sin, (nt—ni+i—¢))
(P4 P) m'.ad 2. BY.{cos[(i+1).(n't-nt4'~t )]+ cos.[(i41).(n't-nt+'~¢ ) $ant 4.2¢])
+(—q4—q2 m'aa s BO.{sin[(i4+1).(n't-nt+e-e )| Hsin[(i+2).(n't-nt4d's )y ant+3¢] ),

a valeur i==~=1, donne dans ex -, la quantité
La val donne dans I rcssxoudc 1 uantité

(4=q)
4

copstante '.ad' . BCY, toug les autres termes de Pex-

pression de ,sonlpmodlqucs en désignant par P, leur somme,

et obscrvant que B0= B0, par le n° 48; on aura
d_(9=9) oo
—=——".n'ad .BY+P,
PTRRP m.aad .BO+P,
On trouvera par le méme procédé, que si Pon désigne par Q, la
somme de tous les termes périodiques de l'expression de %, on
aura
de_(p—=p) ,
—=—".m'.ad'.B"+Q,
prteyrat Al BY+Q
8i 'on néglige les quarrés des excentricités et des inclinaisons des
orbites, ona parle n”. 64, ¢=1/a; en supposant ensuite p=1

D]
, de-

vient

' ’

= i domne ¢=—: 1 e mo2e
on an'a’=1, ce qu donne 6=—; a quantité - i
¢
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m'.a*a’ .nB(Y)

y ,ce qui par le n° 5g est égal & (o,1);

vient ainsi,
on aura ainsi ,

® — (01)-(g— )+ P;
e (01)-(p—P)+ Q.

1l suit de-la, que si 'on désigne par (P) et (Q), la somme dc
toutes les fonctions P et Q, relatives a l'action des différens corps
m'y m"y &c., sur m; si Pon désigne pareillement par (P'), (Q’),
(P’), (Q"), &c., ce que deviennent (P) et (@), lorsque l'on y
change successivement les quantités relatives a m, dans cclles quj
sont relatives & m'. m", &c., et réciproquement; on aura pour
déterminer les variables p, ¢, p/, ¢, p’; ¢’, &c., le systéme sui-
vant d’équations différentielles ,

Z—f—:-—-{(o,1)+(o,2)+&c.} g+ (o1).¢’+(0,2).¢" +&c.+(P);
%:{(o,1)+(o,2)+&c.} p—(01).p'—(0,2) . p"—&c. +(Q);
dp’

T = (1004 (132) + &} g+ (1,0). g 4(1,2) "+ &e 4+ (P);

d ’
-d—Z-::{(;,o)+(1,2)+&c,} p'—(1,0).p—(1,2).p"—&e. 4+ (Q');
&c.

L’analyse du n°. 68, donne pour les parties périodiques de p, ¢,
P fla &e.,
p=JS(P).dt; ¢g=[(Q).d¢;
pP=S(P).dts  ¢=/(Q).dt;

on aura ensuite les parties séculaires des mémes quantités, en inté-
grant les équations différentielles précédentes, privées de leurs
derniers termes (P),(Q), (P'),&c.;et alors, on retombera dans
les équations (C) du n®, 59, que nous avons considérées avec asscz
d’étendue , pour nous dispenser de revenir sur cet objet.

Mécan. ctr. Tome 1. Zz
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71. Reprenons les équations du n°. 6.

tang. ¢ = ————- ; tang. 0 = —;
fe) ¢ J cr >

d'ott résultent celles-ci ,
’ n

c ¢ .
— =lang.¢.cos.§ ; —=tang.¢.sin. 4.
[4 c

Enles différenliant, on aura

d.tang. o= é {dc.cos.84dc" sin.d —dc.tang.¢} ;

di.lang. ¢ == 2 {dc".cos.8 —dc'.sin b},

de d¢ dc"

SiYon substitue dans ces équations, au lica de ~ AN , leurs

| dR dR dR dR dR dR
vaicurs y. l)—-x. 'd; gy Je (Z_; ——2X —(*i-; 3y Se Hy)""‘]. -E s

et au licu de ces dernicres quanlités, leurs valeurs données dans
le n°. 675 si Pon observe de plus, que s = tang.¢.sin.(v —8); on
aura

7, o S.f Vel ) IR
g, ¢——("[£ﬂ"-—~m (v _{ (ld ) sin. (¢-0)+< ) cos (v-—ﬁ)}

¢

_(l :)dt 5.(v—1b). ((lR)

dt.tang. 0 .sin.(v—8 d
d)lang.p = thniz——m—(i——)—.{ (dR) sin. (v—ﬂ)l-< > cos. (v-s)}

4 s51).dt
—-(l—T)———.sm.(v-—-U.(—J;).

Ces deux équations différentielles détermineront directement V'in-
clinaison de P'orbite et le mouvement des neeuds. Elles donnent,

sin.(v—8).d.tangp —d¥b.cos.(¢v—0) . lang. ¢ =o0;
équation qui peut sedéduircencore decelle-ci, s=tang.p. sin.(v—8 );
en cffet, cette dernitre équation étant finie, on peut par le n”. 63,
la différentier ; soit en regardant ¢ et §, comme constans, soit en
les traitant comme variables; en sorte que sa différenticlle prise
cn ne fuisant varier que ¢ et 0, est nulle; d’ott résulte Iéquation
diflérenticlle précédente.
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Supposons maintenant que le plan fixe soit extrémement peu
incliné & Porbite de m, en sorte que nous puissions négliger les
quarrés de s et de tang.¢; on aura

d dR
d . tang. o=—-—-~—t cos.(v—19). ( s),-

dt dR
dj.tang. @::-————.sm (v—19). (d‘)

en faisant donc comme précédemment ,
p=tlango.ssinf ; ¢ =tang ¢.cos.8;

on aura, au lieu des deux équations différenticlles précédentes, les
suivantes,
dt dR
d(/-—-——.cos v <ds);

dt dR
dp__—--—.bmv =)

or on a s=g.siny. —p.cos. ¢, cc qui donne
dR 1 dR dR 1 dR
@)@ @@
partant
dt (dR
dr= ()

dt (dR
Ir==7(3)

On a vu dans le n° 48, que la fonction R est indépendante de la
position du plan fixc des x et des y ; en supposant donc tous les
angles de cette fonction, rapportés a Porbite de m, il est visible
que R sera fonction de ces angles, ct de Yinclinaison respeclive
des deux orbites, inclinaison que nous désignerons par ¢,'. Soit 4,
la longitude du neeud de 'orbite de m’, sur Porbite de m ; etsuppo-
sons que m'k. (tang. ¢, )* . cos.(i'n't—int+ .4 —g.8/), soit un tcrme
de R, dépendant de Pangle i'n't—int : on aura parlen’. 6o,

tang.¢,.sin.0/=p'—p ;  tang.e .cos.8/=¢—g;
Zz 2
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d’ol1 P'on tire
(tang. o/ )¢ sin. gt = LLTHEDLY }:}{(«: R i R ALY L

{g-9+-p)/ 1} + {q- ‘7—(P"P)-l/:‘}’,,

a

tang. ¢/ .cos. g 8/ =
En n’ayant donc égard qu’au terme précédent de R, on aura

4R =w—g.(tang. ¢,/ ) .m'k.sin. {i'nt—int+ L —(g—1).9/};
dp g g /

d ’
(7%) =—g.(tang.9,/)*" .m'k.cos. {i'n't—int+ 4—(g—1).0/}.

Si 'on substitue ces valeurs, dans les expressions précédentes de dp
1]

el de dg, ct si lon observe que lon a & trés-peu prés, e=—;
on aura
'k.a
p"‘yg(:”n iy (tang. o) wsin {in't—intt A —(g—1).8/};
_.E_r.rlil*_ a, - —_ — (& 9
q—-l" (i'm'—in)' (tang.p, )5 ccos. {in't—int+ 4 —(g—1).0/}.

Fin substituant ces valcurs dans 'équation s = g.sin. y—p.cos.v,
ol aura

s = :2;—’12 (tang.e,/ ) osin. {{'n't—int—y+ A —(g—1).9/}.
Celte expression de s est la variation de la latitude, correspondante
an terme précédent de R : il est clair qu’clle est la méme, quel que
soit le plan fixe auquel on rapporte les mouvemens de m et de m/,
pourvu qu’il soit peu incliné au plan des orbites ; on aura donc
ainsi la partie de I'expression de la latitude, que la petitesse du
diviseur i'n’—in peut rendre sensible. A la wérité, cette inéga-~
lité de la latitude, ne renfermant ce diviseur, qu’a la premicre
puissance ; elle est sous ce rapport, moins sensible que I'inégalité
correspondante de la longitude moyenne, qui renferme le quarré
de cc diviseur ; mais d’'un autre coté, tang.¢, s’y trouve élevé
& une puissance moindre d’'une unité; remarque analogue a celle
quc nous avons faite dans le n°. 69, sur Pinégalité correspondante
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des excentricités des orbites. On voit-ainsi, que toutes ces inéga-
lités sont liées entre elles , etala partle corfespondante de R, par.
des rapports trés-simples.

Si I'on différentie les expressions précédentes de p et de . et
.z,

si dans les valeurs de — et de Jq, qm en résultent, on fait croitre

les angles n¢ et n't, des inégalités des moyens mouvemens, dé-
pendantes de Pangle in't—int; il en résultera dans ces différen-
tielles , des quantités qui seront uniquement fonctions des élémens
des orbites, et qui peuvent influer d’une maniére sensible, sur
les variations séculaires des inclinaisons et des hocuds, qu01que de
Pordre des quarrés des masses perturbatrices; ce qui est ana-
logue & ce ‘que nous avons dit dans le n° 6g, sur les variations
séculaires des excentricités et des aphélies.

72+ Il nous reste a considérer la variation de la longitude ¢ de
Pépoque. On a par le n°. 64,
dEM d EGON
di=de. {( r ) sl (p=—a) 4+ ( 5 .8in. 2 (v—m) + &e.}
—da. {EM.cos. (v—u)+ E®.cos. a2 (v—m)+ &c.};

en substituant pour E(), E®), &c., leurs valeurs en séries ordon-
nées suivant les puissances de e, séries qu'il est facile de conclure
de l'expression générale de E® du n°. #6; on aura
d¢e =—2de.sin. (v—=)+32¢.dw.cos. (v —=)

+ede. {}+1e*+&c.} sino(v-7)-e*da. { 1 +3e*+-&c. }.cos.a(v-5)

—e'de. {1+&c.} .sin3(y—a) + &’ d7. {1+ &c.} .co8.3(y—3)

+ &ec.
Si P'on substitue pour de et ed =, leurs valeurs donmées dans le

n’. 67, 0n trouvera, en ne portant la précision que jusqu’aux quan-
tités de Pordre e* inclusivement,

a*.ndt

de= p Vi—e'. {3—Le.cos. (v—u)+e'.cos.a3(v—m)} . (‘”:)
andt
.V 1—e

.e.sin(v—m=). {1+1e.cos (v—=)}. (df)
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Elexpression générale de de, contient des termes de la forme
m'k.ndt.cos(i'n't—int+ A),etpar conséquent Pexpression de ¢

. m' .k.n vy ., ..
en contient de la forme m.sm.(znt—mt+.4); mais il

est facile de se convaincre que le coefficient k dans ces termes, cst -
de Yordre i'—i, et qu'ainsi, ces termessont du méme ordre que
ceux de la longitude moyenne, qui dépendent du méme angle.
€oux-~ci ayant pour diviseur , le quarré de i'n'—in; on voit que
Pon peut négliger A leur égard, les termes correspondans de «,
lorsque i'n’—in est une trés-petite quantité.

Si dans les termes de Vexpression de ds, qui sont uniquement
fonctions des élémens des orbites, on substitue au lieu de ces ¢lé-
mens, les parties séeulaires de Jeurs valeurs; il est clair qu’il en
résullera des termes conslans, et d’autres termes aflectés des sinus
ct des cosinus des angles dont dépendent les variations séculaires
des cxcentricités ct des inclinaisons des orbites. Les termes cons-
tans produiront dans expression de ¢, des termes proportionnels
au temps, ct qui sc confondront avee le moyen mouvement de m.
Quant aux termes affectés de sinus et de cosinus, ils acquerrout
par Vintégration, dans Pexpression de ¢, de trés-petits diviseurs
du méme ordre que les forces perturbatrices; en sorte que ces
termes ¢tant a-la-fois multipliés et divisés par ces forces, ils pour-
ront devenir sensibles, quoique de Pordre des quarrés et des pro-
duits des excentricités ¢t des inclinaisons. Nous verrons dans la
théorice des planétes, que ces termes y sont insensibles ; mais ils
sont trés-sensibles dans la théorie de la lune et des satellites de
Jupiter, et c’est de ces termes, que dépendent leurs équations sécu-
laires.

On a vu dans le n®. 65, que le moyen mouvement de 7, a pour
expression -{:./fandt.dl{, ct que si 'on n’a égard qu’a la pre-

mic¢re puissance des masses perturbatrices, d R ne renferme que
des guantités périodiques. Mais si Pon considére les quarrés et
les produits de ces masses, cette différentielle peut contenir des
termes qui sont uniquement fonctions des ¢lémens des orbiles.
En y substituant au lieu de ces ¢lemens, les parties séculaires de
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Teurs valeurs; il en résultera des termes affectés des sinus et des
cosinus des angles dont dépendent les variations séculaires des
orbites. Ces termes acquerront par la double intégration, dans
Pexpression du moyen mouvement, de trés-petits diviseurs qui
seront de Pordre des quarrés et des produits des masses pertur-
batrices; en sorte qu'étant d-la-fois multipliés et divisés par les
quarrés etles produits de ces masses, ils pourront devenir sensibles,
quoiqu’ils soient de Pordre des quarrés et des produits des excen-
tricités et des inclinaisons des orbites. Nous verrons encorc que ces
termes sont insensibles dans la théorie des planétes.

3. Les ¢lémens de Porbite de m, étant déterminés par ce qui
précede; on les substituera dans les expressions du rayon vecteur,
de la longitude et dec la latitude , que nous avons données dans le
n°. 22:onaura ainsiles valeurs de ces trois variables au moyen des-
queclles les Astronomes déterminent la position des corps célestes. En
réduisant ensuite ces valeurs, en séries de sinus et de cosinus; on
aura une suite d’'inégalités dont on formera des tables, et 'on pourra
ainsi calculer avec facilité, la position de m, a un instant quel-
Conque.

Cette méthode fondde sar Ia variation des paramétres, est tros-
utile dans la recherche des inégalités qui par les rapports des
moyens mouvemens des corps du systéme, acquiérent de grands
diviseurs , et par-la, deviennent fort sensibles. Ce genre d’inéga-
lités affecte principalement, les élémens elliptiques des orbites ; en
déterminant donc les variations qui cn résultent dans ces élémens,
et en les substituant dans 'expression du mouvement clliplique ;
on aura, de la maniére la plus simple, toutes les inégalités que ces
diviseurs rendent sensibles.

La méthode précédente est encore utile dans la théorie des
comeétes : nous n'appercevons ces astres , que dans une trés-petite
partie de leur cours, et les observations ne fout connoitre que la
partie de lellipse qui se confond avec I'arc de lorbite qu’elles
déceivent pendant leurs apparitions ; ainsi, en déterminant la
nature de Lorbite considérée comme une ellipse variable, on aura
les changemens que cette ellipse subit dans Dintervalle de deux
apparitions consécutives de la méme cométe; on pourra done
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annonger son retour ; et lorsquelie reparoit,, OmPATer 18 théorie

aux observations. ‘

Apres avoir donné Jes méthodes et les formules pour déterminer
pardes approximations successives , les mouvemens des centres de
gravité des corps célestes; il noys reste a Jes appliquer aux différens
corps du systéme solaire : mais Vellipticité de ces corps influant
June maniére sensible, sur les mouvemens de plusieurs dentre
eux , il convient, avant que den venir aux applications nomé-
riques, de nous occuper de 1a figure des corps célestes, dont- it
considération est d’ailleurs aussi intéressante par elle-méme, que

celle de leurs mouyemens,
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