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PREFACE

Les traités de calcul vectoriel en langue frangaise ne manquent pas ;
ils sont presque tous excellents dans les chapitres out ils traitent de
Palgebre vectorielle et de la théorie des courbes et des surfaces ; quel-
ques-uns d’entre eux exposent la théorie des champs d’une maniéret
parfaite, mais trés difficile pour des débutants ; d’autres introduisent
les opérateurs différentiels par des considérations physiques fort sug-
gestives, mais qui peuveni en masquer la généralité et qui rompent
P'unité d’un exposé théorique ; enfin, les derniers définissent les dits
opérateurs au moyen de coordonnées et démontrent ensuite que cette
définition est indépendante du choix des axes ; cette méthode indirecte
n’est pas conforme a Pesprit du calcul vectoriel.

Ce qui distingue notre exposé, en ce qui concerne ’analyse vecto-
rielle, c’est qu’il est élémentaire; qu’il reste purement mathématique,
c’est-a-dire qu’il ne se fonde sur aucune propriété physique des champs,
(sauf dans les définitions du début ou il est bon de faire appel a I'in-
tuition), et qu’il est, grice & une définition peu connue des opérateurs
différentiels, parfaitement conforme & la doctrine-méme de ceux qui
ont fondé le calcul vectoriel, algorithme direct destiné & faire une
étude intrinséque de certains étres géométriques. Cette définition a été
donnée pour la premiére fois, nous semble-t-il, par M. von Ignatowsky,
dans sa Vektoranalysis (Teubner, éd.).

Les matiéres de ce petit livre forment le programme de la premiére
partie d’un cours que je professe 4 I'Ecole d’ingénieurs de Lausanne.
1l s’adresse & des étudiants qui ont déja une connaissance précise du
calcul différentiel et du calcul intégral, c’est pourquoi quelques-unes
de mes démonstrations se fondent sur le jeu des infiniment petits,
auquel le lecteur peut donner toute la précision qu’il désire lorsque le
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raisonnement un peu rapide ne I’aura pas satisfait. D’autre part, je n’ai
pas fait des hypothéses générales pour 'étude des courbes, des surfaces
et des champs ; au contraire, en supposant la continuité, la dérivabilité
et I'analyticité, ainsi que l'existence de certaines limites, j’ai restreint,
semble-t-il, le domaine des applications. Mais ces restrictions ne
sont pas génantes ; on le verra bien dans le volume qui suivra et qui
exposera la seconde partie de mon cours traitant des applications de
Panalyse vectorielle & la physique et des problémes aux limites que
ces applications posent au mathématicien. La seconde partie, plus
volumineuse que cette premiére, permettra au lecteur de voir le sens
physique des opérateurs vectoriels. Si I'on peut prétendre que, du point
de vue de la pédagogie, il doit y avoir quelque avantage & montrer des
applications physiques immédiatement aprés les définitions et les théo-
rémes, il y en a un bien plus grand, du méme point de vue, et aussi
et surtout de celui de la logique, & exposer la doctrine vectorielle d’une
seule venue comme un chapitre de la mathématique pure, et 3 en faire
ensuite des applications cohérentes a telle ou telle partie de la physique.
D’ailleurs, les exercices placés & la fin des chapitres aideront & compren-
dre plus clairement encore la portée de leur texte.

Il m’est agréable d’exprimer ici ma reconnaissance 2 M. J. Landry,
Directeur de I'Ecole d’ingénieurs de Lausanne, i Uinitiative de qui
ce cours d’analyse vectorielle est di ; il a voulu, connaissant les profits
qu’un ingénieur peut tirer d’une connaissance précise de lanalyse
vectorielle, que ceux qui sortent de I’Ecole qu’il dirige avec tant de
distinction, puissent tirer parti de la puissance d’un si bel instrument ;
je voudrais que mes lecteurs eussent autant de plaisir a lire ce cours
que j’en ai a le professer.

Deux amis, MM. M. Gex et G. de Rham, m’ont aidé¢ & faire les figures
de ce livre et & en corriger les épreuves ; je les remercie cordialement
de leur aimable collaboration.

La librairie Rouge S. A. n’a pas craint, en ces temps de crise, de
prendre ce livre dans son fonds ; elle en a particuliérement soigné la
présentation; que son Conseil d’administration en soit vivement
remercié, et tout particuliérement M. P. Feissly, 'un des directeurs de
cette maison.

Lausanne, novembre 1932.
G. Juver.



CHAPITRE PREMIER

Algebre vectorielle.

Définitions.

1. Considérons dans l'espace cuclidien deux points auxquels nous
assignons un ordre : le premier A, le second B. Ils déterminent, sur la
droite indéfinie d qui les contient, une portion de celle-ci, laquelle aura
une origine A et une extrémité B. Une telle figure se nomme un
vecteur.

Deux points A et B déterminent donc un vecteur, lorsqu’il est bien
entendu que 'on a spécifié 'ordre dans lequel on les considére. A s’ap-
pelle l'origine et B 'extrémité du vecteur.

Ce méme vecleur peut étre caractérisé autrement encore :

par son origine A ;

par son support d, ou ce qui revient au méme, quand l'origine est
donnée, par sa direction, celle de d;

par son sens, celui de la demi-droite portée par d qui va de 4 vers B ;

par sa longueur, on dit aussi son intensité ou sa valeur absolue, qui
est simplement le nombre mesurant la portion de droite AB, lorsqu’on
a fait choix d’unc unité de longueur.

I est parfois commode, dans le cours d’un probléeme, de considérer
le support comme orienté ; sur la droite d, on choisit un sens positif,
dés lors, le vecteur déterminé par A et B est caractérisé par son origine
A, son support d et sa mesure qui est un nombre relatif représentant a
la fois le sens et la longueur ; le calcul des vecteurs sur un méme axe
se confond avec le calcul des segments sur cet axe.

Un vecteur dont’l'origine et I'extrémité coincident est un vecteur
nul ; son support est indé¢terminé, Un vecteur dont la valeur absolue
est égale & 1, s’appelle un vecteur unité.
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2. On pourrait sans plus représenter un vecteur par la notation AB,
mais, en géométrie analytique, cette expression est en général la lon-
gueur du vecteur qui va de A vers B. Nous choisirons la notation,
utilisée dans de nombreux livres francais :

AB.

Il est utile souvent de représenter un vecteur par une lettre, mais il
faut la distinguer typographiquement de celles qui représentent des
nombres. Certains auteurs utilisent des lettres grasses, (ou des lettres
gothiques, les lettres italiques étant réservées aux nombres), nous écri-
rons plutédt

- - - >

a, b, ..., u, 0 ...
et nous représenterons la longueur du vecteur qui est un nombre par
la lettre qui représente le vecteur, mais en supprimant la fléche. Par-
fois aussi, nous représenterons cette longueur comnme on représente
la valeur absolue en algébre ; ainsi

|_t;| = aq,
et comme en géométrie
|4%| = 4B.

S’il est utile d’orienter le support du vecteur, la lettre a pourra repré-
. - .
senter la mesure algébrique du vecteur a sur 'axe qui le porte, et dans
ce cas, on aura
= —_— | ~——
| = |a|, |4B| = [B|.

3. Les vecteurs sont considérés comme des grandeurs, mais un
nombre ne suffit pas a les caractériser. Les grandeurs vectorielles, comme
la vitesse d’un point, son accélération, les forces agissant sur un sys-
téme, un corps solide, par exemple, s’opposent aux grandeurs scalaires,
qu’un nombre suffit & caractériser, comme la fortune d’un particulier,
la température en un point d’un corps, la densité, etc.

Dans les calculs o elles entrent, ces deux sortes de grandeurs se
distingueront par les notations que nous avons indiquées ; elles obéis-
sent & des régles que la suite de ces legons nous fera connaitre.

4. Suivant la nature des questions dont traitent la mécanique ou la
physique, il arrive qu’une grandeur vectorielle est définie sans qu’il soit né-
cessaire d’en préciser ’origine ; la direction, le sens et la longueur suffisent
a la caractériser. Ainsi deux vecteurs AB et W, d’origines A et A’
quelconques, de supports paralléles, de mé&me sens et de méme longueur,
et qu'on appelle vecteurs équipollents, représenteraient la méme gran-
deur. On dit, dans ce cas, que ladite grandeur ‘est représentée par un
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pecteur libre. Pour les vecteurs libres, I’équipollence joue le réle de
P’égalité, on écrira
AB = 4B

Ainsi, comme on Iapprend en mécanique, le moment d’un couple
est un vecteur libre ; en effet, le moment d’un couple est le méme en
tous les points de Iespace.

Si la grandeur vectorielle, au contraire, a une origine parfaitement
fixée, — la vitesse d’un point matériel, la force agissant sur une molécule
d’un fluide par exemple, —le vecteur quila représente est dit un vecteur
lié. Deux vecteurs liés sont égaux s’ils ont la méme origine et la méme
extrémité ; Péquipollence n’est plus Pégalité.

Il y a un cas intermédiaire, celui-oit la grandeur vectorielle sans avoir
une origine précisée a un support bien défini ; le vecteur qui la repré-
sente peut glisser sur le support, en conservant son sens et sa longueur,
bien entendu ; c’est ce qu'on constate pour les forces agissant sur un
solide, on peut les déplacer, sans altérer leur eflet, le long de leur ligne
d’action ; on a affaire alors & des vecteurs glissants. L’égalité de deux
vecteurs glissants ne peut avoir lieu qu’enire vecteurs sur un méme
support ; elle exprime 1’égalité des segments sur ce support orienté,

A moins de mention expresse, il ne sera question dans ce qui suivra
que de vecteurs libres.

Addition et soustraction des vecteurs.

5. On va définir des opérations qui ont des propriétés analogues aux
propriétés de I'addition et de la soustraction des nombres relatifs. On
les appellera addition géométrique et soustraction géométrique, ou sim-
plement addition et soustraction des vecteurs.

Additionner deux vecteurs libres a et I_; en faire la somme, c’est trou-
ver un certain vecteur v dont lorlgme 0 est quclconque ; on porte a
partir de O le vecteur a 4 Pextrémité duquel on place lnnmne du
vecteur b c’est P'extrémité de Z)qul est alors extrémité de v,

-

—— g

Ry

v

Qy

Fig 1.
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Il est bien évident que si I'on avait porté a partlr de O, T d’abord
puis a ensuite, on eft obtenu le méme vecteur o,

On écrit
- > >
v=a-4b
et I'on a .
- —-> - -
a4 b=b+a

L’addition de deux vecteurs est' commutative.

On voit aussi que la somme de deux vecteurs aet Destla diagonale
du parallslogramme construit sur @ et b ramenés & avoir la méme
origine.

Etant donné trois vecteurs a et c on appelle somme de ces trms
vecteurs, un vecteur % obtenu en ajoutant i v=1a + b le vecteur o

u=(a+b)+c
_ & _ e
- c
a

Qi

K o

Fig. 2.
mais il est visible que
u=a+(F47¢);
@+0) +e=a+(T+7)

L’addition de trois vecteurs est associative. Dés lors on peut écrire
sans ambiguité :

R - = - -
et 'on peut passer & un nombre quelconque de vecteurs a, b, ¢, ..., [;
leur somme

- > = -
w=a+btc+ ... +1
est parfaitement définie de proche en proche, ’ordre des termes n’in-

tervient pas dans le résultat final, non plus que les additions partielles
qu’on pourrait avoir effectuées.
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On voit qu’on peut dire que 'origine de la somme de ces vecteurs
est 'origine d’un contour polygonal obtenu en portant bout a bout les
vecteurs donnés dans un ordre quelconque, l'origine de chacun d’eux
se confondant avec l'extrémité du précédent ; 'extrémité du vecteur
somme est I'extrémité du contour polygonal, c’est donc I'extrémité
du dernier vecteur. On dit aussi que la somme w est la résultante du
contour polygonal formé avec l?, Z: cees e

Si la somme de deux vecteurs 4 ct § est un vecteur nul, on dit que

g g ’ b ’ .
a et b sont opposés et I'on écrit

- -
b=—a.

Les caractéristiques de deux vecleurs opposés sont les mémes, sauf
leurs sens.

6. Reprenons la figure 1; on y a
-> 5> =
v=a-4b;

- - - s - -
v et a étant donnés, le vecteur b s’appelle la différence de ¢ et de a,

. - -
ou mieux, c’est le vecteur obtenu ensoustrayant de ¢ le vecteur a; on
éerit
e -
b=y —a.
, sotes FORTY . . ->
L’on voit aisément que b s’obtient aussi en ajoutant a ¢ le vecteur
-
opposé 4 a, d’ou
-> .- -
b=y +(—a).

La soustraction se raméne & l'addition comme en algébre, et les
régles ordinaires de 1’algébre relatives a I’addition ou & la soustraction
s’étendent sans difficultés auscalcul vectoriel.

¥

Multiplication d’un vecteur par un nombre.
7. 1l est tout naturel d’écrire
- > >
a-+a=2a,

ce qui est d’ailleurs parfaitement conforme aux conventions du calcul
des segments sur un axe.

- . -
D’une fagon générale le p-uple d’un vecteur a, qu’on écrira pa,

s’obtient en ajoutant :, (p — 1) fois a lui-méme.
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., - ., . a 1> e ., .
La moitié de a qu’on écrira 5 ou za se définit bien aisément aussi

par la régle 2 2

N
2 ﬁ):".
2

On définit sans difficulté le vecteur -;Z @

Il n’y aura qu’a faire intervenir la continuité pour définir le vecteur
— L
Aa, lorsque A est un nombre irrationnel.

On sait donce, et cela on 'a appris par la théorie des segments sur
un axe et par la notion de coupure, assigner un sens précis au symbole
- >
sa, a étant un vecteur quelconque et s un nombre réel quelconque 1.

On a les régles

- - -
sa+ta=(s+ta
- - - -
sa+sb=s(a+b)
- -
s(t2) = sta.
e Ly -

Si sa est un vecteur nul, on en déduit que s = 0 ou que a est un

vecteur nul.

Multiplicité linéaire vectorielle.

8. Les vecteurs de I’espace forment un ensemble d’objets dont on
a défini 'addition et la multiplication par un nombre. Ces deux opéra-
tions ne font pas sortir de I’ensemble, c’est-a-dire que la somme de
deux objets de ’ensemble est un objet de I’ensemble, et le produit
d’un objet de I’ensemble par un no_r:lbre est un objet de 'ensemble.

D’une maniére générale, si a, b, ..., ! sont des vecteurs donnés,
Pexpression

- - —
aa + Bb+ ...+ Al
@, f3, ..., ) étant des nombres, représente un vecteur. On dit, pour
exprimer ce fait, que les vecteurs de ’espace forment une multiplicité
linéaire. )
Les vecteurs qu’on peut tracer dans un plan forment aussi une mul-
tiplicité linéaire. On va voir ce qui la distingue de la précédente.
9. On dit que n vecteurs Z I_f e T sont linéairement i.nde'pen-
dants s’il est impossible de trouver n nombres «, 3, ..., A non tous
nuls tels que la combinaison

wa+Bb4 o +21

. . . -+ hd
1 On écrira parfois aussi as pour sa.
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représente un vecteur nul, c’est-a-dire tels que l’on ait
- - -
aa+Bb+ ... +2l=0.

Deux vecteurs dont les supports sont paralléles ne sont pas linéai-

. . , y (= - . .,

rement indépendants, car 'un d’eux b est égal & autre @ multiplié
par un nombre s et 'on a

ZP'—“ S:;: 0.

Il a été possible de trouver deux nombres 1, —s, qui ne sont pas nuls
tous les deux de fagon & avoir une combinaison linéaire des deux vec-
teurs qui se réduise & zéro, on dit que les deux vecteurs sont linéai-
rement dépendants.

. - > > . ., i

Dans un plan, trois vecteurs a, b et csont toujours linéairement dé-
pendants. (ovnme on peut supposer, d’aprés ce qui précéde, que les
supports de @ et b ne sont pas paralléles, on peut trouver deux

' A

Sl

Fig. 3.

vecteurs OP et ﬁa respectivement paralléles & et adtels que
T=0P + PQ.

Mais OP = aa, ﬁa: {3;: « et B étant des nombres faciles & déter-

miner, dés lors
wa 4+ Bb—1c=0.

0. a démontré la proposition suivante: Tout vecteur cd’un plan peut
s’exprimer linéairement en fonctwn de deuz vecteurs a et b de ce plan d
condition que les supports de @ et B ne soient pas paralléles.

On verrait de méme que quatre vecteurs de I'espace ne sont jamais
linéairement indépendants et que tout vecteur @ de P’espace peut donc
s’exprimer par une combinaison linéaire de trois vecteurs non parallé-
Jes & un méme plan, c’est-a-dire qui formeraient un véritable triédre
si on leur donnait la méme origine.
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- 32 :
Done, dans le cas du plan, tout vecteur ¢ peut s’écrire :
-> - -> A
v=~E10+5a

- -
a, et a;, n’étant pas paralléles, et, dans le cas de ’espace, tout vec-

-
teur ¢ est de la forme :

V=5, + L ay + Ly 5.

Si I’on donne aux & toutes les valeurs de — 0 & 4 , les formules
précédentes représentent respectivement tous les vecteurs libres du
plan et tous les vecteurs libres de ’espace ; ils s’expriment au moyen

de deuz ou de trots vecteurs de base, les 7;‘, et cela univoquement.

On dit alors que les vecteurs du plan forment une multiplicité linéaire
& deuzr dimensions, ceux de l’espace, une multiplicité linéaire a trois
dimensions.

10. L’algébre vectorielle linéaire peut se fonder sur une aziomatique;
elle traite d’un ensemble d’objets & I'intérieur duquel on a défini ’addition ;
cette opération satisfait aux axiomes de I’addition ordinaire, et 'on a défini
la multiplication par un nombre, en satisfaisant encore a des axiomes faciles
& dégager des indications du § 7. On compléte ces axiomes en ajoutant le sui-
vant : I’ensemble des vecteurs qu’on aura & considérer forme une multiplicité
linéaire & n dimensions. Sin =: 2, notre ensemble est isomorphe a ’ensemble des
vecteurs du plan ;sin = 3, il estisomorphe al’ensemble des vecteurs de ’espace.

Géométrie affine.

11. Si Pon se donne arbitrairement deux vecteurs de base 4_1: et ::2,
ou, pour ne pas compliquer I’écriture, @ ot 7;, il est possible de traiter
tous les problémes de la géométrie alline du plan, et si I'on se donne
trois vecteurs de base Z, T et _c: on pourra traiter tous les problémes de
la géométrie affine de I'espace. Rappelons que la géométrie afline étudie
les propriétés des figures qui sont invariantes lorsqu’on transforme les-
dites figures de fagon qu’a tout point correspond un point, a toute
droite, une droite, & tout plan, un plan, et que la droite de P'infini,
ou le plan de 'infini, reste invariable.

Le rapport de division d’un segment AB est une notion de la géométrie
affine. Donnons-nous 4 et B au moyen de deux vecteurs @ et b issus

d’un point fixe O:
—rd

A

N
I
)
&

-
a =

=
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le point C qui divise AB dans le rapport

y= 22
CB
A C B
a/ &
0
Fig. 4.
est défini par le vecteur .
i > = _a,)-}-)\_l;
C = (/= I+X .
En effet,
—_ — —
0C = 04 + AC;
—_— —_
AC =)2CB,
AC+CB = AB =
done — T—
Th — b u,’
142
et par suite
> > _b—a a4+t
=t T T

12. Résolvons quelques problémes. 1. Trouver Iéquation d’une
droite passant par un point A et paralléle & une direction donnée.

On aura, d’unc facon générale, I’équation vectoriclle d’un lieu,
lorsque, s’étant donné un point fixe O, on aura exprimé le vecteur
7=0D qui va de O au point courant P qui décrit le lieu, et cela, au
moyen des données qui définissent le lieu et de paramétres variables.

Sil’on se donne la direction de la droite cherchée par celle du support

& - C — -
un vecteur b, et si 'on pose OA = g, on aura

—_— —_ —_—
OP = 0A + AP,
mais °

—_— b L, .
AP =sb (s étanl un nombre compris entre — o et + oo);

dés lors : = Z—]— sb

est I’équation cherchée, s y est un paramétre variable.
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II. L’équation de la droite qui passe par deux points A et B donnés
par les vecteurs

— — —
OA = a, OB=1b
s’écrit évidemment :
- = -
r=a+s (3-—— a
ou encore
- -
r=(1—s)a+4sb

On tire de la:
(1—s)a+sb—17r=0.

Les trois vecteurs 71: I_): ¥ ont méme origine et sont coplanaires : il
n’est pas étonnant qu’il y ait une relation linéaire entre eux ; ce qu’il
faut remarquer, c’est que la somme des trois coeflicients 1 —s, s, — 1
dans cette relation est égale & zéro. La réciproque est évidente, dés lors :

St trois vecteurs a, b, ¢ ont méme origine, la condition nécessaire et
suffisante pour que leurs extrémités soient en ligne droite est qu’il y ait
entre eux une relation

- - -
aa + b+ yec=0
avec a4+ pB+y=0.

ITI. Montrons que les trois médianes d’un triangle se coupent en
un méme point. On se donnera le triangle OAB par les deux vecteurs

—_— > — =
OA =a et OB= ).
+%

3 (s, variable)

. L -
Equation de la médiane issuede 0: r=s

-
b - .
5—a | (¢ variable).

=

. - . - -
Equation de la médianc issuede A: r=a -{-t(

Le point G d’intersection de ces deux médianes est défini par 'une
et Vautre des deux équations précédentes pour un choix particulier
convenable de s et de ¢; on doit avoir :

5a+ %’b’——[(i —ta+ %'5] =0,

-> > . . s
comme a et b ne sont pas paralléles, ils sont linéairement indépendants
et, par suite, la relation précédente n’est possible que si les coefficients

- - .
de a et b sont nuls 4 la fois:

—1+t=0,

- )

=0;

Nl e

t
2



d’ou —t-2
s=1t=sz,

et .
0C = g('é-fl?).

On aurait trouvé, a cause de la symétrie, que le point G’ d’intersection
de la médiane issue de O avec la médiane issue de B est tel que

62:’:%(:;-}——’:):

G = G', et la proposition est démontrée.
13. Dans P'espace, il ne se présente pas de difficultés nouvelles.
IV. Trouver I’équation d’un plan passant par un point A et paralléle
. > .
4 deux droites. On se donne OA = a, et les deux droites par les vec-

- - .
teurs b et c; doés lors

0P — 0A + AD,
mais N o

AP = sbh + te,
et par suite

- .
=a+ sb+4tc (s, t, variables)
est. I’équation cherchée.

V. Trouver équation d’un plan passant par trois points A, B, C;
on se donne

OA=1a, OF=10, 0C=7¢;
0P = + (0B —0A) 4+ ¢(0C —07),
T=a+s(F—2) +:(Z-a);
d’ot (1 —s—t)atshb4tc—17=0.

- > . .. L.,
Entre quatre vecteurs a, b, ¢, d de méme origine ct dont les extrémités
sont coplanaires, il existe une relation de la forme

aa+Bh+yc+3d=0
a+B+y+d=0

La réciproque est évidente et ’'on peut formuler une proposition ana-
logue a celle du § 12.
2

avec
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Il est inutile d’en dire davantage, le lecteur trouvera plus loin des
problémes qui lui permettront de comprendre, mieux que ne le feraient
de longues explications, le jeu des équations vectorielles en géométrie
affine.

Produit scalaire de deux vecteurs.

14. Dans les considérations de la géométrie affine, les longueurs des
vecteurs n’interviennent pas. La notion de produit scalaire, qui les fait
entrer en jeu, est une notion de la géométrie métrique.

Soient deux vecteurs a el b; on appelle produit scalaire de « par b
et lon représente par la notation

- —> > —>—>
a-b ou ab ou encore (ab),

. - - .
le nombre p égal au produit des longueurs de « et de b par le cosinus
de P’angle 6 (défini 2 un multiple de 2r prés) que forme la demi-droite
T S .
dont le sens est celui de ¢ avec la demi-droite dont le sens est celul
-
de b:
- =
a.b=abcosb.
. ind .
C’est donc le produit de la longueur de @ par la mesure de la projec-
. - y . , -
tion de b sur I’axe orienté dans le sens de a.

On voit immédiatement par la que
> > >
a-b=1>b.a

)

la multiplication scalaire est une opération commutative.
e . - = R
Sia.b=0, ou bien a est nul, ou bien b est nul, ou bien a est per-
. . . T . . s -
pendiculaire a b; la condition de perpendicularité de deux vecteurs a
- .
et b s’écrira donc :
- =
a-b=0.
La multiplication scalaire est distributive par rapport a Uaddition, ce
qui s’exprime par ’égalité :
- > - -> - - -
a-(b+c) =a-b+4+a-c
La démonstration de ce fail est aisée, si 'on se rappelle que la pro-
jection d’un contour polygonal sur un axe est égale a la somme algé-
. . N M ” ->
brique des projections de ses composantes. Sur’axe orienté comme «,
- .. .
c’est-a-dire sur un axe paralléle &4 a et dont le sens positif est celui de
-
a, on a
. rdiind . re . -
proj. de (b + c) = proj. de b + proj. de c;
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en multipliant les deux membres de cette égalité par a, on démontre
la proposition énoncée. II'est clair qu’on peut la généraliser pour une
somme d’un nombre quelconque de termes, et pour deux facteurs qui

sont chacun des sommes, le produit se fait selon les régles du produit
des polyndmes.

Relations entre la géométrie analytique et le calcul vectoriel.

15. On peut trés facilement donner une forme vectorielle aux mé-
thodes de la géométrie analytique et, par suite, obtenir une interpré-
tation cartésienne des formules du calcul vectoriel.

Soit un triédre trirectangle Ozyz, que nous supposerons orienté de

z

v

!

-4
v
—~<

Fig. 5.

fagon que pour un observateur placé sur le plan x0y, le long de Oz, et
regardant dans la direction Oz, I'axe Oy soit a4 sa gauche.

Un tel triédre est dit direct, son orientation est bien définie par la
donnée de ses trois arétes dans un ordre fixé ; il en est de méme pour
tout triedre non-dégénéré. Sur chacun de ces axes, & partir de O, por-

., . e

tons un vecteur de longueur unité ; ces trois vecteurs i, j, k formeront
des vecteurs de base au moyen desquels on repérera tel vecteur de l'es-
pace que I’on voudra :

Y=Xi4 Y]+ Zk,

X, Y, Z en seront les composantes ; ce sont des nombres relatifs égaux

. . - .
aux mesures des projections de ¢ sur les trois axes.
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Un point P est repéré par le moyen du vecteur
OP= a7+ yJ + =k,
z, y, z étant les coordonnées cartésiennes de P.
Le produit scalaire de 2 vecteurs
S =XT 4 Y 42k et V=X YT+ 2

s’obtient par la régle du produit de deux polynémes qui procéde de la
distributivité, et par la régle suivante

- = - >
aa-Bb=afa-b
quirésulte de la définition méme du produit scalaire. 1l faudra connaitre

donc les produits des vecteurs de base les uns par les autres, or:

- > 2 2 —

l——L—]'-k2—1

Dés lors :
=XX'"4+YY' 4+ 772"

- .,
Sivet ¢ sont deux vecteurs unités, X, Y, Z et X', Y' Z' sont leurs

costnus directeurs a, - f'l .y') et 0. ¢' = cosB,§ étant 'angle des
/ ’ 5

deux demi-droites v et o
cos b =aa' 4+ BB + 7'

16. Montrons 'usage du produit scalaire. Soit & démontrer que les
trois hauteurs d’un triangle se coupent en un méme point. On se don-
nera encore le triangle par les sommets O, A, B:

— - —_

0OA = a, OB = b,
. i i e - — -
la hauteur issue de O est perpendiculaire & b — a,le vecteur OP = r
joignant O au point courant sur cette ligne satisfait donc a I’équation

—5——_1.;) = 0;

la hauteur issue de A, a pour équation
(—> —

r——a) ~7f= 0;

et celle qui part de B:
s
(r-— )) ca=0.
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o, . . -
Ces trois équations ont une solution r commune, car, en soustrayant
les deux derniéres membre & membre, on trouve la premiére. 1l y a
done un point commun aux trois hauteurs.

L’équation vectorielle du cercle de rayon d centré au point A,

(-O_-Z_T. :{) est
(F—a)y =

on l'emploie comme 'équation cartésienne, mais les caleuls sont plus
rapides. (Voir les exercices & la fin du chapitre.)

Produit vectoriel.

17. Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre; on sort
de Pensemble des vecteurs au moyen de cette opération intéressant
deux objets de I’ensemble. Nous allons définir une auire opération
qui n’est malheureusement ni commutative, ni associative, mais qui
est distributive par rapport & laddition ¢l qui, au moyen de deux
vecteurs, permet d’en construire un troisiéme. Si on remarque que
pour le calculateur, ou micux pour Palgébriste, c¢’est la distributivité
qui est la propriété fondamentale de la multiplication, on sera fondé a
appeler encore multiplication 'opération dont on vient de parler. Pour
la distinguer de Pautre, elle est dite vectoricelle el le résultal est le pro-
duit vectoriel.

Oy

oZ6
a
Fig. 6.

. . - -
On appelle produit vectortel du vecteur a (multiplicateur) et du vec-
- - , .
teur b (multiplicande) ct 'on représente par !

- ->
axb
. e -g .oy - . . .
qui se lit a cross b, un troisiéme vecteur ¢ quise construit comme suit,

. s . > > >
! On emploie dans d’autres ouvrages les notations [a b ] ou a/\ b, nous nous en
tenons a la notation de Gibbs.
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. N . g - 3 B 3 L Y
A partir d’un point O on méne a et b et ’on considére I’angle inférieur
(ou au plus égal) & 180° que forment ces deux vecteurs. Si I’on balaie
- -
cet angle en allant de a vers b, on tournera autour d’un observateur

placé le long de la perpendiculaire au plan OZ 07;, issue de O, dans le
sens positif ou dans le sens négatif suivant la fagcon dont I'observateur

Lo . . -
est placé le long de cette perpendiculaire. Il aura l'orientation de c,

c’est-a-dire que T le traversera des pieds a la téte, sile balayage se fait
pour lui dans le sens positif, c’est-a-dire dans le sens de sa droite vers
sa gauche. On peut dire aussi que I'orientation du triédre ;, F, Zest di-
recte (commecelle dutriédre trirectangle 0???) La direction et le
sens de ¢ sont fixés ; sa longueur aura pour mesure le nombre qui me-

. B . - -
sure I’aire du parallélogramme construit sur a et b,

—> .
|c| = Iabsm&l.

- -> . . .
En échangeant a avec b, on change 'orientation du triédre ; pour la
. ->
conserver il faut retourner ¢, donc

- -> -
aX b=—bx

-
a.

. . . L
Le produit vectoriel n’est pas commutatif. Le produit a x b est nul

sia =0, ousi b= 0 ousiles supports de a et b sont paralléles ; la con-
dition de parallélisme de deux vecteurs s’écrira

l—;)(—1;=0.
On a

- -

axa=0.

18. Il est distributif par rapport a Uaddition, c’est-a-dire :
ax (B+%)=axb+axec

La démonstration de cette régle se fonde sur le lemme suivant :

Le produit vectoriel @ x b ne change pas si dans la figure O, :1), I3
I’on remplace 'un des facteurs, 7;, par exemple, par un vecteur qui a le
méme sens et la méme longueur que la projection de T sur la perpendi-

culaire 2 a dans lé plan 0;: b

> . > . .
! On pourrait dire que § est la projection de b sur cette perpendiculaire; ce
serait plus simple, mais il est préférable de conserver au mot projection son accep-
tion ordinaire: c’est un nombre relatif, ce n’est pas un vecteur.
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(?X?;:ZX —E;

Ce lemme est évident. Pour démontrer la proposition énoncée plus

> > - > . - -
haut, on peut remplacer b et ¢ par f3 et y, obtenus en projetant b et ¢

Fig. 7.

. -
sur un plan perpendiculaire & @, que nous choisirons comme plan de

. - - . . -
la figure. Si Pon remarque que b ¢ se projette suivant f +v, la
proposition & démontrer revient & faire voir que

ax(B+7)=axB+axy

Fig. 8.

2 est en avant du plan de la figure
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> > - - - - > > =

Ontrouve a X B, a X y et a X (ﬁ +7) en tournant 8, yet 34y

de 90° dans le plan de la figure et en les multipliant par le nombre a.
On obtient une figure OB'D'C' semblable & OBDC, mais

— — —
o' = 0B' + 0C',

le théoréme est donc démontré.

On démontre, comme en arithmétique, que le produit vectoriel de
deux sommes de vecteurs s’obtient en faisant la somme des produits
des termes de chaque facteur, combinés de toutes les fagons possibles,
mais il faut faire cette restriction: 'ordre des facteurs ne doit pas
changer.

Ainsi

- - - - - - — e - - - -
(a+lz) X (c+d)=a Xe+axd+bxcecdbxd
19. St Pon rapporte les vecteurs de P'espace aux trois vecteurs de
> . .
base ¢, j, k on obtiendra les composantes du vecteur oblenu ¢n faisant
. R . T
le produit vectoriel ¢ X ¢’ ou
- — - - L= L —
v=Xe+ Yj+Zk, =X+ Y]+ 2k,
en se fondant sur la valeur des produits vectoriels deux a deux des
vecteurs de base et sur la régle qu’exprime 'égalité suivante

- - - -
aa X Bh=afa x b.

> > > 7 > > >

Or L ] =h, ] X k=1, k < 1=y,

JXb=—hk kX j=-ei, I ¥k=—]
LXl=]XJ=hX k=0

Par suite :
- -

PRV — /A N7 7X! f'n? [ % e
v v = (Y2 —ZY") i+ (ZX' — XZ' ]+ (XY' — YX') k,

ce qu’on peut écrire sous la forme symbolique aisée A interpréter et
amie de la mémoire :

- > >
vy k
XTH YT+ 7F) x X7+ YT4+2F) =|XYZ
X y'z

ol Pon.imagine qu’on doive développer le déterminant suivant les élé-
ments de la premiére ligne.
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20. La meécanique introduit la notion de moment d’un vecteur AB
: b N v ’ . .
par rapport & un point P; c’est un vecteur 1ié M défini par la relation

—> — —
M = PA x AB;
en cartésien, c’est-a-dirc avec des coordonnées rectangulaires, si
— > > >
OA = ai+ yj + zk.
—> > g g
0P = +7i + y'] +='F,

— —- - =S
et si AB=X1+ Y]+Z]\

Un autre exemple, ott la notion de produit vectoriel est utile, est donné
par la cinématique du corps solide. Soit un corps solide tournant autour
d’un axe avec une vitesse angulaire w: portons lelong de cet axe un vee-

=y
teur o de longueur w et dans un sens tel que, pour un observateur placé
. , - . -
le long de 'axe ct orienté comme o, le solide tourne dans le sens positif,
. . o . A e . ind .
¢’est-d-dire de la droite vers la gauche. Soit O 'origine de w, la vitesse

- . .
¢ d’un point. A du solide se calcule alors par la formule :

- — —
o= ¥ 0A
R S
ousi OA=r:
- - —
V= X r.

. - e .
En effet, on sail que ¥ = moment de o relativement a A

=A()X;=(:X(_)Z=(;)X?

. -+ - > > — >
Si w=pit+qj+rk ct OA=ai+ yj+ zk
- > >
vy Kk )
- - - -
v=|p q r|=(qgz—ry)t -+ (re-—-pz)] + (py - - qr) k.
z y =z

C’est 1a une formule démontrée dans les cours de mécanique.
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Produit mixte.

T i . . ,

21. Soient a, b, ¢, trois vecteurs formant untriédre direct (non forcé-
ment trirectangle). On peut former divers produits avec eux:

- > >3\ > >\ >\ >

a-b.c n’a pas de sens, ce peut étre (aZ) ¢ ou (ac)b ou (ZC)a;

- - B s s

a X b-c n’a de sens que si on ’entend (a X b) . ¢, c’est ce que nous

. . . - > e
ferons ; on appelle cette expression le produit mizte de a, b et ¢, c’est
un nombre.
e < g . - —

Sia X best un vecteur qui fait un angle aigu avec ¢, la projection de
-> . J1e e .
¢ sur I'axe qui le porte est la hauteur du parallélipipéde construit sur
bidirding . .. . .
a, b, ¢ (censés avoir la méme origine), dés lors, puisque la mesure de
- . . - > .
@ x Dest celle de I'aire de sa base construite sur a, b, le produit mixte est
la mesure du volume du dit parallélipipéde.

" - . . .

Si on change le sens de c, le signe de ce produit mixte change, mais
.. . . —> = > . .
Porientation du triédre Oa, b, ¢ change aussi. Convenons dés lors de
donner un signe au volume d’un parallélipipede dont on prend les
trois arétes aboutissant 4 un méme sommet dans un ordre déterming,
le signe 4 si cet ordre définit un triedre direct, le signe — dans le cas
contraire.

Avec cetie convention

- - - e e . - = >,

a X b.c = volume du parallélipipéde construit sur a, b, cissus de 0.
Mais un raisonnement tout semblable aurait donné le méme résultal

, . - > >

pour la double opération a.b X ¢, donc:

Dans un produit mixte, on peut intervertir le point et la croiz sans
en changer la valeur :

- -
a c;

- > >
Xb.c=a-bxc;

. hd . L4 —>>—> R}
On représente souvent ce produit mixte par la notation (a be ) IIny
. . vy > B .
a pas & craindre d’ambiguité car a b ¢ n’a pas de sens en soi.
En cartésien, si
- - e
=ai + 8] + 7k
i g e
=a'i 4+ ' + Yk
- — —
I[N n; "
a"t 4 ') 4 4"k

sy o RY

I

On aura

-4
+

I
R
W~
=|

. (a//:‘_‘_ ﬁ”TJ‘_ 7117‘_’)

]
N



et 'on trouve immédiatement
a By
rdudiindr aUing >
Xb.c=a-bx 0=(abc) —la B 7,
a’l '3” 7”

-
a

Double produit vectoriel.

22. Etant donnés trois vecteurs 71’, bet Z on peut encore se proposer
de les multiplier entre eux d’une autre maniére : deux signes X indi-
queront cette nouvelle opération. Mais, parce que la multiplication
vectorielle n’est pas associative, la notation axbxena pas de sens.
Ce sera 2 X (3 x_c’) que nous calculerons. Le résultat est un vecteur
qui est perpendiculaire & detala perpendiculaire commune de b et
de ¢. C’est donc un vecteursitué dans un plan paralléle 2B et On aura
done

ax (B x7¢) =27 +puc, )
2 et u étant deux nombres & trouver.

On le fait aisément en calculant d’abord le double produit parti-
culier § x (_3 x.;) En prenant le plan de bet _c: supposés avolr méme
origine, comme plan de la figure, ce produit est un vecteur situé dans
ce plan, soit 0S évidemment perpendiculaire & . Mais on a, sif§ est
Pangle de b et de e

|55|= e sin 6, et b x (_h)x—c)) =()_S)=(—)_>+6§,

QS étant parallele z‘a_b’; d’ailleurs :

S
P
6
Q 0 c

Fig. 9.

.5§ == (27)c
sinf

[00] =

l-Q—.ﬂ = ltog = b¥% cosf = (?_c)) b
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00=—37)e 0S= (173,

et par suite

des lors :

s X (-I; x—g = (—1;7)7;—-—- (IT?)?, (2)
et de méme

Tx (Txe)=@)T—-000)" (3)

Multiplions scalairement les deux membres de (1) par Tet,en cmm-
- . N - -
dérant (b x c) comme un facteur du produit mixte a x (b X c) Iz
intervertissons le point et la croix; on aura, en appliquant (2)

2 (37) 40 (B =2[(1:2) 3] =2 [ (F)T+ (37

- . -
en multipliant scalairement par ¢ et en tenant compte de (3), on a une
relation analogue. Dés lors pour définir X et p, on a les deux équations :

2(7) 4+ 5 (52) = (32) @) — (37) (37)
2(7) 4+ (37) = (G2 D) — (37) (22

Le déterminant des coeflicients des inconnues est $2c2 — b%2 cos?6 =
b2 sin%6 qui est différent de zéro si ¥ ou ¢ ne sont pas des veeteurs nuls
ou si leurs supports ne sont pas paralléles. D’ailleurs, dans 'un ou
Pautre de ces cas, le double produit est évidemment nul et notre caleul
serail sans objet. Dés lors que les deux équations précédentes sont
indépendantes,

. > —->—>
) =ac ct p=—~ab,
par conséquent :
- —> >\ —>
ux(b)(c )b——-~( b)c;

et cette formule est valable dans tous les cas, méme si besing = ().
On a de plus la formule intéressante

:X (_b> X—c’)—{—jx (—Zx:)—i—?x (7:>< T:) = (),

Produits de quatre facteurs.
23. Deux nouvelles formules vont &tre utiles pour les applications.
- - PrS— -
(ax¥)x (< ><d)=vc-{-p:i>
. . > > . L . -+ .
mails aussi = oga 4 tb. On tirera de 12 I'expression de d en fonction

L. - - -
linéaire de a, b et c.
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On a (cf §21):

(@x )« CxD)=@x 7T -(@xT)d=@TT)e—@TT)a

Gz’x—b*) )\(?Xz) = -—(_;XF b )a—{—(cxd a )b= ~»~-(n7;)a+(c da

s s
d’otr :
B e >

( c(])a+(ad¢- )—h)—|—(a )(I)(—(a/u )d_()

—>—>—> e

— (_(77:7)—» ((I(«)-—b ((lu I:)-»
d= S5, @ S5 63 1
g(l)(f) ( ) (nh() @

. - > - . N
les coefficients de a, b, ¢ sont dcs quoncnh de volumes.

> > - >
Dans le cas particulier ou g i, b= ], c=k (a Tr:l vaut 1 et

(?be):(&’?l’):(d: )=‘\, cte.

I (ax?) (Sxd) =abx(Txd) :7[(7?7)7.4—(777)7]
d’ou :

(¢x<T) (T )= |~ ) (2)

Applications & la trigonomdétrie sphérique.

24. Cette dernitre formule permet d’oblenir immediatemuﬂ les
relations fondamentales de la trigonométrie sphérique. Soient z 5. 7
trois vecteurs unités issus d’un point O et formant un triddre direct ;
leurs extrémilés sont les sommets d’un triangle sphérique, dont les

cdOlés seront nommés a, b, ¢ et les angles A, B, C.

A

Fig. 10.



Dans la formule (2), § 23, faisons @ = :, T = Z,?: T;, d=u:

e |G @D
(“XE)'(7X°‘ = > >y |0
(a2) ( Ba

mais (::;) = cos b, E:; = cos a, @ = cos ¢, a*=1, de plus,
X Eest un vecteur perpendiculaire a la face OAB, sa longueur est
sin c;-;x = est perpendiculaire & la face OAC et sa longueur est sin b.
Ces deux vecteurs percent la sphére aux points C’ et B’ (en admettant
que O est leur origine), qui sont deux sommets du triangle A'B'C’
polaire de ABC (voir p. ex. Rouché et Comberousse, « Traité de géo-
métrie, t. 1, p. 173) Pangle de ces deux vecteurs est le supplément de
I’angle A du triangle sphérique donné, dés lors

- - - - . .
(= x B) -('/ X &) =sinc sinb cos (m — A)
et par conséquent
cos b cosc — cosa = — sinb sin ¢ cos A,
d’ou :
cos a=cos b cos ¢ 4 sin b sinc cos A,
et les deux relations analogues.
. N - -
La formule (1) § 23 développée et appliquée aux vecteurs a = a,
-

> 5> = >
N

Il=ﬁ, C=/’ d:q:
R -> > —— >\
(aXﬁ)X(yXa)=—(aE7)a
conduit bien aisément. & la relation des sinus :

sin a sin b sin ¢
sinA~ sinB~ sinC’

nous laissons au lecteur le soin de ’établir.

Remarques sur la digision.
25. II est clair que la relation
—-—>

ar=—s3s

- . - .
ou a est un vecteur et s un nombre donnés ne défimt le vecteur z qu’a

Lo | . . g , .
un vecteur additif prés perpendiculaire & a. De méme ’équation :
- e
aXr=y
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- R . .. . .
¢ étant donné, ne définit x qu'd un vecteur additif prés paralléle a a.
Mais les deux équations définissent ensemble en général un seul vecteur
- .= . - i .

z, car, si z, est une solution particuli¢re de la seconde équation,

- - -
T =2, 4+ Aa

en est la solution générale; en substituant dans la premiére, on trouve

-
N S —az,
R
et
—_—
- ~—a.1,,
x J 4+ ———ua

est 'unique solution du systéme proposé.
Ce sont de telles remarques qui conduisent a la théorie de% quater-
nions dont nous n’aurons pas A tirer parti dans ces legons.

Exercices.

1. Montrer qu’on peut construire un triangle dont les cdtés sont
égaux et paralltles aux médianes d’un triangle donné.

2. Les milieux des diagonales d’un quadrilatére complet sont en
ligne droite.

3. Les milieux des cdtés d’un quadrilatére gauche sont les sommets
d’un parallélogramme.

4. Un plan coupe les 6 arétes d’un tétraddre en 6 points ; on consi-
dére sur chaque ardte e conjugué harmonique de chacun de ces points
par rapport aux sommets de 'aréte ; montrer que les 6 plans menés

par les 6 nouveaux points el les arétes opposées se coupent en un point.
5. Dans untétraédre, les droites qui joignent chaque sommet au centre
de gravité de la face opposée sont concourantes.
6. Un triangle ABC est coupé par une transversale DEF (D) est sur
BC, E sur CA, I sur AB), montrer que ’on a

DB EC FA _
oC EAFBE= T

7. Démontrer les propositions relatives aux bissectrices d’un triangle.

8. Trouver la droite passant par un point donné et coupant deux
droites données.
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9. Les médiatrices d’un triangle se coupent en un méme point.

. . Lo > >
10. Equation de la droite perpendiculaire & deux vecteurs b et c, et
passant par un point A.

ind g . . . .
11. a et b étant deux vecteurs de méme origine, quelle est la signi-
fication de I’expression
- >
> (ab )b

a— i
[

- — =
12. a, b, ¢ étant trois vecteurs non-paralléles & un méme plan, mon-

trer que la solution unique du systéme
- = - - ) - -
a-z2=A, b.a=DB c¢.2=C,

ou A, B, C sont trois nombres donnés, est

> A_Ijx_c)-}-]??x 77+ Caxb
(ad7)

13. Effectuer les produits suivants :

(ax7) [((‘X ) \’((’XT)] ax [_lrx (7x77)].

14. Trouver la longueur de la perpendiculaire commune & deux droites
données paralléles a'd et b et issues de deux points C et .

15. On meéne par le sommet d’un angle triédre une droite dans chaque
face, perpendiculairement & 'aréte opposée, ces trois droites sont dans
un méme plan. ‘

Le lecteur complétera ces exercices en reprenant les théorémes de

la géométrie analytique et en cherchant & les démontrer par la mé-
thode vectorrelle.



CITAPITRE II

Géométrie infinitésimale. Courbes gauches.

Vecteur variable.

26. Etablissons une correspondance entre les diverses valeurs d’un
paramétre réel ¢ comprises dans un intervalle (a, b) et un vecteur
. - R L
variable r de telle fagon qu’a une valeur particuliére de ¢ corresponde

- ) ., . -
un et un seul vecteur r bien déterminé. On dira alors que r est fonc-
tion de t, ce qu’on écrira

y= f?t) ou r=r(t).

Cette fonction sera dite continue en t = ¢, si, a tout nombre positif ¢
arbitrairement petit, on peut faire correspondre un nombre » tel que

[Fi) —Fwl<e
s1 t—Hi<<n

. . - Lo ,
On dit aussi. que r(¢) a pour limite r(¢,) lorsque ¢ tend vers ¢, d’une
. .- . .
maniére quelconque. Une fonction r(t) est continue dans I'intervalle
(@, b) si elle est continue pour chaque valeur de ¢, située dans cetinter-
valle.
. L= . .
On peut définir la dérivée de r(t) qui sera encore un vecteur fonction
-+ -
. o r{)—r(t
de ¢. Si la limite durapport —(-%——tLl—)
—h
M . 2 -
zéro d’une maniére quelconque, c’est elle qu’on appelle la dérivée r'(t).
8

existe, lorsque t — ¢, tend vers



— 3% —
On peut poursuivre, comme en analyse, et définir les dérivées successives
i T
(1), r(t),...
Le calcul des dérivées de vecteurs variables suit des régles parfaite-

ment semblables, voire identiques, aux régles de dérivations des fonc-
tions scalaires.

Ainsi

u:tv)... W ==

% (m(e) 7)) = m' )7 () + m@)7(0)

d - > -
(uxv '><v-|—u><v’;

dans cette derniére formule, on doit faire attention a ’ordre des fac-
teurs.

d( ) P e atin i
% Gow) = @ow) + @om) + @),

. - . . . . ’ Iy
Si u est fonction de ¢ et si ¢ est fonction (scalaire) de s, le théoréme
des dérivées des fonctions de fonction s’écrit

de  du dt
ds — dt " ds

Toutes ces formules se démontrent bien aisément.

. - . . .
On dira que r(f) est un vecteur fonction analytiqgue de t dans le voi-
sinage de la valeur ¢;, si pour les valeurs de ¢ suffisamment voisines de

. - ’ . I3
t; la fonction r(t) est définie par un développement convergent de la
forme :

T =+ ay(t—t) Fagt— 1) 4 o @ — )+ .,

les a; étant des vecteurs indépendants de ¢ (mais non de t,) et la conver-
gence d’une série pareille se définissant, grace  la notion de limite d’un
vecteur variable, d’une maniére analogue & la convergence d’une
série de fonctions scalaires.
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. . -+ 2 2
On voit, sans peine, que dans ce cas r(t) poss¢de en t = ¢, des dérivées

de tous les ordres, et 'on a:

- -
r(t) = a

-
;‘"(51) =a;

-> o
r’(ty) = 2a,
- -
™ (t)=n!a,

et dés lors

-> ->
- r'(t,) r(ty)

> .;()")
A=+ Gl e—t4 S e Dl

est le développement taylorien de la fonction analytique 7(t) dans

le voisinage de ¢;.

Courbes gauches.
-
r(t) ; imaginons que tous les vecteurs
;)(t) aient la méme origine O, leurs extrémités P décriront un certain
lieu. Supposons que pour toutes les valeurs de ¢, comprises dans l'in-
tervalle (a, b), 7(!) soit développable comme il a été dit ci-dessus, P
décrira une courbe gauche, ou mieux un arc de courbe gauche qui sera
dit un arc analytique. Cet arc analytique sera de plus régulier, si pour

27. Soit donnée une fonction

aucune valeur de ¢t dans cet intervalle, () n’est un vecteur nul. Les
points P de cet arc seront des points ordinaires ou réguliers. Dans la
suile, nous ne nous occuperons que d’arcs analytiques et réguliers ;
nous laisserons de coLé I’étude des points singuliers des courbes gauches.
Sir=— —r)(t) est I’équation d’une courbe, nous ne nous soucierons que des
valeurs de ¢ dans l¢ voisinage desquelles ;)(t) est analytique, et —r”(t) #0.
Il serait facile de rendre les hypothéses moins restrictives ; il suffit,
par exemple, pour la théorie de la courbure, de supposer que —;”(t) existe

et que r'(t) 2 0; pour la torsion, il faut encore supposer que r”(t) existe.

28. Soit A un point d’une courbe gauche. Choisissons sur la
courbe un sens de parcours, grice auquel nous définirons I'abscisse
curviligne d’un point P quelconque, ou l'arc AP, comme un nom-
bre relatif. Prenons, par exemple, le sens qui correspond aux va-
leurs croissantes de ¢, et supposons que lorsque ¢ varie de a a ¢ le point
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correspondant de la courbe aille de A & P toujours dans le méme sens,

P’intégrale
¢

fWMm

existe si la courbe est analytique, elle mesure précisément I’abscisse

—_—
curviligne de P ou I’arc s = AP. Si, lorsque ¢ variant toujours dans le
méme sens, le point P revient en arriére, il faudra changer le signe de

- . , , . s .
Ir'(t)' pour que l'intégrale précédente représente toujours l’abscisse
curviligne de P. On a donc pour ’élément d’arc la relation

ds = == 7 (1) | dt,

le signe étant précisé comme on vient de le voir.
En coordonnées cartésiennes,
>—r

T =i 4+y0] +30F
T =2'0)T+y' 0] + 20k
ds = \/x” + y'2 4 2'3dt.

Il est dés lors préférable d’utiliser le paramétre de représentation s
au lieu de t; c’est ce que nous ferons pour étudier les propriétés diffé-
rentielles des courbes gauches. Il sera entendu qu’on a choisi une
origine A sur chaque courbe étudiée et, de cette origine, on compte les

> >

- . . N dr dr ds
arcs s; r est analylique en s si elle ’élait en ¢, car —= — 1 — et
- & p ds dt " dt
dr . dr s . . .
354 0si 5 520, car 5= ne saurait étre infini, avec les hypothéses
ds dt dt :
formulées.

T'riédre principal.
. ind - 5, . .
29. Soit donc r = r(s), ’équation vectorielle d’une courbe gauche T'.
Le vecteur

=7(s)

est la limite du vecteur variable

T(s) —7(s)
sl—s

lorsque s, tend vers s. Il est manifestement de longueur un, car, surles
arcs analytiques et réguliers, le rapport de la corde & I'arc qu’elle sous-
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tend tend vers 'unité lorsque I’arc tend vers zéro. Son support est une
droite dite tangente & la courbe au point P(s). Dorénavant nous dirons
que t est le vecteur-tangente ou la tangente. Il est dirigé dans le sens
des arcs croissants ; si on change le sens des arcs,?change de sens.

Reportons, & partir d’un point fixe, O par exemple, les vecteurs ¢;
a chaque point P de la courbe I" correspondra un vecteur ¢ et I’extrémité
Q du vecteur équipollent mené de O décrira, sur une sphére de rayon
unité, une courbe qu’_tin nomme I'indicatrice des tangentes de I". Ce vecteur

T(s) a une dérivée g—;t, perpendiculaire & 56, dont le support et le sens

t

I

n
F

Fig. 11.

. .o, N . .
définissent un vecteur unité n qu’on appelle la normale principale
a T en P. lorsqu’on raméne son origine en P. Donc, par définition,

- >
dt n
ds  p N

- dt
1étant un nombre positif égal & la longueur de T

. - .
On construit encore en P un vecteur b, la binormale 3 I" en P, qu’on
définit par la relation
-> >
-g= t X n;
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les trois vecteurs E: ;:, b forment donc un triedre trirectangle direct
qu’on appelle le triédre principal ou le triédre de Serret de la courbe I|
au pomt P. Le plan Pi, Pn est le plan osculateur 4 la courbe en P, le
plan de metDenestle plan normal et celui de Tetd s ‘appelle le
plan rectifiant.

30. Soit ¢ P’arc compté sur V'indicatrice des tangentes & partir d’une
origine arbitraire et dans un sens tel que g croisse lorsque s croit ; o est
en effet une fonction de s. L’élément d’arc do, pris en valeur absolue,
mesure ’angle de deux tangentes infiniment voisines. Or

mals

. angle de deux tangentes
—— == lim = ;
ds arc de I' entre les points de contact

. 1

on appelle cette limite la courbure de I" en P ; on la représente par —
e

et p est une longueur qu’on nomme le rayon de courbure & T en P.

dt . e e s ,
Cependant — est le vecteur unité tangent & I'indicatrice en Q, c’est n.

do

31. 11 est utile de considérer en méme temps que 'indicatrice des
tangentes, celle des normales principales et celle des binormales. Mais,

Fig. 12.

avant tout, il convient de remarquer que le sens de la normale princi-
pale est indépendant dun’sens choisi pour les arcs croissants. Si on
change ce sens, en effet, ¢t change de sens; la nouvelle indicatrice des
tangentes est le lieu des points diamétralement opposés aux points
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de I’ancienne, mais ce nouveau lieu est parcouru non de Q' vers @
(symétriques de Q et Q,) mais de Q] vers Q' ; les tangentes en Qeten
Q' sont alors parall¢les et de méme sens (fig. 12). Le sens de la normale
principale est donc indépendant de la convention faite sur le signe de

s. Puisque T=1x _r:, le sens de D est changé lorsque I’on change cette
convention. .

La famille de triédres trirectangles ramenés & avoir O comme sommet
est formée par une succession de positions d’un triédre trirectangle
direct T. Convenons de considérer s comme une variable mesurant le
temps ; lorsque s varie, le triédre se meut en conservant son sommet,
soit T(s) sa position pour 'instant s. Un point B lié & ce triédre aura,

Fig. 13.

relativement & I'espace fixe dans lequel on étudie I', el a I'instant s, une
L -+ dOB Lo -+
certaine vitesse ¢ = - On va chercher les projections de ¢ sur les
e o . i
3 axes t, n, b du triédre 7T (s). Il faut entendre que, du triédre T(s)
considéré comme fixe, se détache un triédre identique qui, & 'instant
s, a la position du triédre T'(s -+ ds).
. . . -,
On a vu au § 20 qu’il existe & chaque instant un vecteur w issu de O
- > = C . .
tel que v = w X OB; la distribution des vitesses des points B est a
chaque instant celle qui serait due & un mouvement de rotation du
. . - . .
solide autour de 'axe qui porte w, w mesurant la vitesse angulaire due a
cette rotation.
On a donc:

!

I
&,

)

=4 x OB.

¢§~|

On appellera ce vecteur w le vecteur de Darboux.
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Si ’'on veut obtenir les projections de ¢ sur les trois axes ¢, n, 7;, il
suffira de développer

- - -
t n b
;XO?: a ﬁ 7 b
E n ¢
ou 'on a posé
- - - -
w=at+fn+yb

OB = £t + nn + £0.

Formules de Frenet.

32. On appliquera la formule précédente aux points extrémités de
- - .. >
t, de n et de b, arétes des triédres de sommet O. On aura tout d’abord :

- -

n 7
d? i tn - -
== |« B v |=rn—Bb
100
T -_
mais on sait que i 2| done B =0, le vecteur de Darbouz est normal
P
1
d;:; de plus y = --.
P -
Il est plus simple de ‘prendre d’abord %; omat=0,9p=0,¢=1
db -
=—an.

ds
Mais db est I’angle de deux binormales infiniment voisines, c’est
aussi I’angle de deux plans osculateurs infiniment voisins. Le rapport

J% est donc la limite du rapport de ’angle des plans osculateurs en

P ¢t P’ a Parc PP/ lorsque P’ tend vers P; on appelle cette limite

, 1 . .
la torsion de la courbe I en P, soit —. On convient de donner un signe
T

& la torsion ; d b est paralléle & n: si d b a le méme sens que n, la torsion
. . . - .
sera négative, si d7 a le sens contraire au sens de n, elle sera positive 1.
Dés lors, puisque
db

a5

| -
ST
T

1 C’est la convention contraire qui est faite dans le Cours d’ Analyse de M. Goursat.
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on pourra écrire avec notre convention

¥t n
ds = 7
1
et a=-.
T
Enfin
d‘r_; - - ?7;
-—8=—yt+ab=—~;+;.
Les trois formules
i 7
ds ;
dn IS
n
&= TF  Tq
db n
ds -7

sont les formules de Frenet.

En coordonnées cartésiennes, si la courbe est donnée par I’équation
- - - -
ris) ==a(s)i + y(s)j +z(s)k

ou paramétriquement :

- . .
les composantes de ¢ : 2'(s), y/(s), z’(s) sont les cosinus directeurs de la
. ->
tangente ; on les représente habituellement par «, 8, y. Ceux de n seront

rd .
a, B, 7, et ceux de b, «”, B”, ”. Les formules de Frenet s’écrivent
alors

’
3—: = % et six formules analogues en changeant
di’____f_*_f‘_”_ aen fBeteny
ds g a' en (3 et en ¥
ddL”. — __f‘_' a" en B” et en y".
s T
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33. Gréce aux formules de Frenet, on calcule facilement p et .

-
. dt - n . .. .
Puisque o= r’(s) = =, on tire de la, en multipliant scalairement
P
les deux équations
- -
w_m w_m
P P
membre & membre :
2 = 1
23
I3
5 o
Lot Lol
o
D’autre part
— -
db n
ds = ¢’
.
donc 1 - db
- —— . —
T ds’
. P — - > > - -,
mais n=pr’ et b=txn=pr xr

1 R e
.-r_——[or.a(‘or xr)
— T LT —p B ()5
5 .
ce dernier produit mixte est nul; de plus

LA Y BN () BN )

7,
ds

le premier terme du second membre est nul et par suite

1 —> —> - - >
- =t (,/ « r’”) ___Pz(r: oY
T
Enfin
- > -

1 (r’ M r’”)

o= T

T rl/ . r//
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En coordonnées cartésiennes :
£= 272 | 2 | iR
P

!/ !

'y oz
.T” yll z

1 " yll/ m
T

"

4

Ilz+yllﬁ+zllﬁ

La courbure est une expression irratiounelle, tandis que la torsion

s’exprime rationnellement en fonction des dérivées de T (ou des coor-
données du point courant de la courbe I').

11 faut remarquer que les dérivées qui figurent dans les formules tant
vectorielles que scalaires qui précédent sont prises par rapport & l'arc
s. On peut proposer au lecteur de chercher comment elles se transfor-
ment, si au lieu de V’arc on prend un paramétre de représentation ¢

quelconque (cf. exercice a la fin du chapitre). Ce qu’il faut remarquer
—

immédiatement, c’est ‘que Z—t est paralléle & la tangente {, ‘f:, dépend

linéairement de 7 et de n, etc... d’'une maniére générale :

— -
drr .. - - d°r
—— est linéaire en t, n,... —

de ds® °

Développements en série de Taylor.

. - .
34. 1l est clair qu’au lieu de se donner un vecteur r variable en fonc-
tion d’un paramétre ¢ par un développement en série en ¢, il est préfé-
rable, du point de vue géométrique, de prendre pour argument variable

hd 3 r tar ->
Parc s de la courbe décrite par 'extrémité de r. On aura

B - 3
r_ro-}-al(s—so)—Q—az(s—so + ag(s —s9)% 4 ...
mais puisque

a-(E) 2-(15) a-(25)
“=\T/, 2T \3ds ), BT \31ds /o

on aura, d’aprés les formules de Frenet :

- - _n,:) - 1 [ e_o _’ ]
a =1y, Q9= 7~ ag = = { — -— _
1= G 2po 6 P Pofo
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On peut tirer de la des renseignements précis sur I'ordre de grandeur
de la distance d’un point de la courbe 2 une tangente, & un plan oscu-
lateur, etc... Par exemple, si s — s, est un infiniment petit d’ordre un,
la distance de P(s) a la tangente en Py(sy) est d’ordre deux?, sa distance

au plan osculateur de P est ITﬁ 3 _s_——_so). On peut d’ailleurs

Ceoo
écrire r—ro = xto + yno + zb et I'on trouve

1
T =85—55— t—i (s — 59,2 + ...
2po

1
~ 6pono

1
Y= 5— (s—s5,)2 —6-&(s—so) +.
+

(s— so)®

Premiéres notions sur les surfaces.

35. Une surface peut se définir au moyen d’un vecleur variable
dépendant de deux paramétres,

r=r(u, ¢),

dont l’origine est fixe. Pour simplifier 'exposé, on imaginera que cette
fonction 7 est analytique, c’est-d-dire qu’elle est développable en série

autour d’un couple de valeurs (uy, ¢,) :

- > - - 7 - 2

r=rota(u—uy) 4 blo — o) Fc(u—1y 24 d(u—uy) (0 — o) +e(0 —vy)24- ...
. -~ - P

Un point P, tel que OF) = r(_lio, #g), Sera un point régulier de la surface

si, dans le développement de r autour de (uy, v,), le produit vectoriel

- - e, ,

a X b est différent de zéro.

Dans d’autres circonstances, une surface peul &tre définie par une

: -> . I3 > I3 I3

équation entre r ¢t des grandeurs géométriques données, non résolue

par rapport &4 r, en d’autres termes, par une condition a laquelle est
assujetti tout point qui en fait partie. On écrira symboliquement

F(F)=0 ou FOP)=0 ou §P) =0,

1 Si P, est un point d’inflexion, cette distance est d’ordre supérieur & deux; dans

ce cas — = (),
fo
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et il faudra entendre, dans les deux premiers cas, que r ou OP sont sou-
mis a des opérations définies en algébre vectorielle et dont le résultat est
un nombre nul. La dernié¢re forme sera utile dans la théorie des champs.
Si on établit entre u et ¢ une relation arbitraire, on définit sur la sur-
face une certaine courbe. L’ensemble des courbes passant par P, per-
met de considérer un ensemble de droites, leurs tangentes, qui sont
paralléles au plan
- -
aa + Bb.
Ce plan passant par Py est dit le plan tangent & la:urface en Py, 11 est
bien déterminé en tout point régulier puisque a n’est pas paralléle
- .
a b en un tel point.
On voit aisément que les vectleurs a, b, ¢, d, e,... sont, a des facteurs
prés, des dérivées partielles de r, dont la définition est en tout point
semblable & la définition des dérivées partielles d’une fonction sca-

laire :
— —
- Jr T ar
4= Ju T v
- 1P 5 1P > 1P
‘=302 = 2 Jude CT 3R

‘

-
La normale au plan tangent est parallele au vecteur @ X b ; on pren-

dra une normale unité j\T, définie par I’équation

o ar
7w

Jr " ar|’

Ju dy

ce sera ce vecteur qu’on appellera la normale a la surface.

Eléments de la théorie du contact.

36. Soient deux courbes C; et C,

=T,
T =2 (W),

supposons qu’elles aient un point commun P, correspondant aux va-
leurs ¢ = ¢, et u = u, de leurs paramétres de représentation. Etablis-
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sons entre ces deux courbes une correspondance ponctuelle P~ P, de
telle fagon que arc PyP; = arc PyP,. En désignant par s I’arc compté

a partir de Py, on pourra écrire
- - s -

ry = ry(s), ry = ry(s)
et les points correspondants P; et P, sont ceux pour lesquels le para-
métre s a la mdme valeur dans ces deux équations.
On dit que les deux courbes C; et C, ont un contact d’ordre n en P,
si les n 4 1 équations suivantes sont vérifiées :

TH0) =5 (0), F(0) =T5(0).. F(0) =7 (0)
et si l'on a:
- -
At D (0) 5 He+D(0).

Cela revient i dire que les développements en séries de r; et de r; sont
identiques jusqu’aux termes en s*, ils différent & partir des termes en
s*+1, Qu encore

Ti(s)—Ta(s) = st [A 4+ Bs + ..], A5£0,

ce qui montre que la distance de deux points correspondants P, et P,
est d’ordre n4-1 par rapport a I'arc Py P;. On voit aussi que les deux
courbes C; et C, ont n -4 1 points d’intersection confondus en un seul.

Les équations qui expriment les conditions du contact s’interpré-
tent géométriquement d’une maniére simple, tout au moins jusqu’a
Pordre trois; on a en Pj:

- -

=1l

- -

BT

P1 P2
- > — - > -
Loopm b b opn b

2 2 =72 3 )

£ 1 J2131 P2 P2 P2T2

c’est-a-dire que C, et C, ont la méme tangente en P, la méme normale
principale (donc le méme plan osculateur, et la méme binormale) et
la méme courbure, que leurs torsions y sont égales ainsi que les dérivées
de leurs courbures par rapport a I'are.

37. On peut définir aussi le contact d’une courbe et d’une surface
en un point qui leur est commun. Si, par ce point, on peut tracer sur
la surface une courbe qui ait avec la courbe donnée un contact d’ordre
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n, sans qu’il soit possible d’y tracer une courbe ayant un contact d’ordre
supérieur & n, on dit que la courbe et la surface ont en ce point un con-
tact d’ordre n. Il est clair dés lors que la courbe et la surface ont
n - 1 points communs qui sont confondus en un seul. Supposons que
la surface soit donnée par I’équation

F(¥) =0, )
et la courbe par 1’équation
T =y by (1) -y (1) (2)

. . -, . . -
si I'on substitue dans (1) & r I’expression (2), on peut obtenir une iden-
tité, ce qui signifiera que la courbe est tout entiére sur la surface; mais
en général, on obtiendra une fonction de ¢t qui s’écrira

Ay + At —1) + A (t—1)2 + ...
Supposons que
A=A =A,= ... =A4,=0
An+1 ¢ 0.
Alors F(-:), pour-;donné par (2), se réduvit & :

(t - to)ﬂ+1 [A’l+1 + An+2 (t - t’o) + ]

Or cette expression s’annule pour n 4 1 valeurs de ¢ confondues avec
t;, ce qui veut dire! que les équations (3) cxpriment les conditions du
contact d’ordre n de la courbe avec la surface.

Courbes et surfaces osculatrices & une courbe donnée.

38. Une courbe dépendant de k paramétres a, a, ... az est osculatrice
& une courbe donnée C, en un point P, si ’on a déterminé les k para-
métres de fagon que les deux courbes aient en P uncontact aussi élevé
que possible.

Les droites de l’espace dépendent de 4 paramétres; en écrivant
qu’une d’entre elles coupe la courbe donnée en un point donné , on fixe
deux de ces paramétres, car toutes les droites issues d’un point ne dépen-

! 1 suffit de répéter ici un raisonnement bien souvent fait en géométrie analy-
tique ; ce n’est que pour éviter des redites fastidieuses que nous renongons A rappe-
ler toutes les articulations de ce raisonnement.



— 48 —

dent que de deux parameétres ; on fixera ces deux derniers en écrivant
que la droite est tangente & la courbe. Ainsi la tangente & une courbe
en est la droite osculatrice.

Un cercle de I'espace dépend de six paramétres. Il sera osculateur
en un point d’une courbe gauche s’il passe par ce point, si sa tangente

. - . .o
en ce point est la tangente ¢ & la courbe, si sa normale principale y est
Lo 1 .
la méme que celle de la courbe et si sa courbure est égale 4 - . On voit
P

donc que les six paramétres sont déterminés par ces conditions. Le
cercle osculateur est dans le plan osculateur, son centre est le point C

tel que PC = p~n’, il est sur 7?, son rayon est p. Le contact est dés lors
d’ordre trois. Il peut étre d’ordre supérieur en des poinls particuliers
de la courbe.

Un examen plus précis et — il faut en convenir — rendu plus aisé
par les équations cartésiennes, permet de montrer qu’une courbe dé-
pendant de 2n -+ 2 paramétres est osculatrice 4 une courbe gauche
donnée si le contact est d’ordre n -+ 1.

39. Une surface dépendant de n 4 1 paramétres est osculatrice &
une courbe en un point donné si on a déterminé les paramétres de fagon
qu’elle ait en ce point avec la courbe un contact d’ordre n.

On voit sans peine que le plan osculateur en un point P, d’une courbe
Y a bien un contact d’ordre deux avec la courbe. D’abord le plan passe

par P, son équation est

(-7,

ing . . . . .
ol a est un vecteur dont la direction, qui seule importe, est inconnue.

-> .. -
On remplace r par son développement au voisinage de P, et on écrit
que les coefficients de s — s, et (s — 5,)% sont nuls :

-
.a=0

~4

134

-
ca= 0

ne
)

donc @ est perpendiculaire a Tetan:a=b.

Une sphére dépend de quatre paramétres, elle pourra avoir un contact
d’ordre trois avec une courbe en un point donné, elle sera alors la
sphére osculatrice & la courbe en ce point. Soit

(7—- ﬁ)z—a" =0
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I’équation d’une sphére de centre S, avec 08 = H, et de rayon a. On
remplace!

— —
- - - n 1 'n
r par ro--t(s—sg) +§?’(s——so)2+ G<-—? EP—‘Z- + PT> (s —sp® 4 ...
ot I'on écrit que les termes jusqu’a celui en (s — s,)4 sont nuls :
—> —
("o'_R)z_a2 =0,

2 G T)T=0,
-

1 T on b Tn
n
(ro ﬁ)( —é —|-—->= 0, [car -— = 0],
F: - P
par conséquent le vecteur POS qui va du point P, au centre S de la
. . = - Lo .
i&)hére osculatrice et qui vaut B —r, a les projections suivantes sur
-
t, n, b:
0, g, ',
car on déduit des équations précédentes :
>\
(ﬁ —_ ro) t=0
(77
TR =p
«[-)—) -
— - - >\ n
(H-——ro)— = (f——r) i =B
T P F
Le centre de la sphére osculatrice est done sur 'axe du cercle oscu-
lateur, qu’on appelle la droite polaire de Ia courbe relative au point P,
4 une distance comptée dans le sens de b égale en valeur relative a

-fl-e; le rayon de cette sphére est donc:

“ds
do\ 2
a=\/p2+rz<(—i§)

40. Comme exercice qui nous montrera, mieux encore que nous
n’avons pu le voir jusqu’ici, le jeu des formules de Frenet, esquissons
le calcul de la courbure et de la torsion de la courbe C,, lieu des centres
des sphéres osculatrices & la courbe C. Si

7:7(3)

! On supprime ici, pour alléger V'écriture, I'indice zéro & ¢, n, g, etc...
4
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est I’équation de C, celle de C; est
- - - 7
ry=r+ pn +7p'b,

le paramétre de représentation de C, est l'arc s de C.
En différentiant, on trouve

d-;1=[t+p-—-+ n+ TP T+ ]ds,

d’ou, en tenant compte des formules de Frenet et des relations d’ortho-

gonalité de_t: _r:,._g
d—;1 bds (P 4" + 2 P),

mais d—;l est paralléle a -t;; donc on peut prendre
- -
4= b,
la tangente & C, est paralléle & la binormale au point correspondant de
C. D’ailleurs
dry=T,ds,

s, étant I’arc de C; compté a partir d’une origine arbitraire ; dés lors
1 1 n ’

ds "
Z;——-f—rp’-}—r

ce qui fixe le sens des arcs croissants sur C;.

De Z = K
on tire ﬂ: _ ﬁ ds
ds,  ds ds
. . -> b d
ce qui s’écrit n__ _nds
P1 T dsy
, - - - . . ds
d’ot ny,=n ou —n suivant le signe de t et
1
p1=lr— p+r - (p'7) |-
De plus
=1,
et de Zb; __n



on tire 1 |41 ds,
Poluds l
par conséquent
per=|rnl

Surfaces développables.

41. On peut édifier une théorie des enveloppes en utilisant les nota-
tions vectorielles, mais si I’on veut conserver une généralité suffisante,
il faut entrer dans quelques considérations un peu longues qui nous
éloigneraient de l’objet de ce cours; presque toujours d’ailleurs, ces
considérations n’ont pour but que de préciser le langage.

Nous nous bornerons & étudier I’enveloppe d’une famille de plans
dépendant d’un paramétre. On peut se donner cette famille de la fagon
suivante. Soit une courbe I'; & chaque point P(s) de cette courbe, atta-
chons une direction bien déterminée uni sera donc une fonction de s
aussi. Soit alors R le vecteur 56 qui joint 'origine O au point courant
Q sur un plan choisi de la famille, I’équation de ce plan pourra toujours
s’écrire

(R—F)a=0 )

- . . . .
si a a été choisi convenablement, ce qui est toujours possible.

Donnons & s un accroissement As, le plan (1) correspondra a s,
I’équation

(FR—7—Ar)(a+Aa)=0 (2)
définira un autre plan de la famille. En supposant que ¥ et a sont des
fonctions vectorielles analytiques de s, on pourra écrire

]
AF =7 As + %- (As)2 4 ...

i
Aa = a'As + “7 (As)+ ...
En tenant compte de (1), 'intersection des deux plans de la famille
est une droite A définie par (1) et par ’équation :
(R—7)a —7a 4+ AAs =0
ou A est une fonction de s et de As, finie pour As = 0. Lorsque As

tend vers zéro, la droite A a donc une position limite  définie par les
équations :

a=0, )
-

)
Yol —7a =0, 3)
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cette droite s’appelle la caractéristique du plan (1). On obtient (3) en
dérivant les deux membres de (1) relativement a s.

Le plan (3) dépend aussi du paramétre s, & moins que s n’y figure pas,
auquel cas § est fixe et les plans (1) tournent autour d’elle. Nous ne
nous occuperons pas de ce cas banal. Le plan (3) a aussi une caracté-
ristique ¢’ définie par (3) et par I'équation :

(R—7)a" - 27 —5g = 0. (4)

Or § et ¢’ sont dans le plan (3), elles se coupent ou sont paralléles. Ce
dernier cas est banal s’il se présente quel que soit s, car les plans (1)
sont paralléles 4 une direction fixe et ils enveloppent un cylindre.

Les équations (1), (3) et (4) définissent donc en général un point V
dépendant de s. S’il est fixe, les droites d engendrent un céne, cas banal
encore.

En général, les droites 0 engendrent une surface, dite surface deéve-
loppable, dont on va voir une propriété remarquable.

42. Théoréme. Les droites J, caractéristiques d’un plan dépendant
d’un parameétre, sont tangentes & la courbe lieu du point V.
Cette courbe est laréte de rebroussement; la surface développable
est le lieu de ses tangentes, ou micux est engendrée par ses tangentes.
. >
Considérons en cffet la courbe OV = R, définie par (1), (3) et (4);
- —
sa tangente est paralléle & R’. On va montrer que R’ est paralléle a 0 ;
mais 9 est dans les deux plans (1) et (2), qui sont deux plans respec-
. Lo - - . .
tivement perpendiculaires & a et & a'; il suffira de montrer que
- > — >
Ra=0 e Ra =0
pour démontrer le théoréme.
Or en dérivant les deux membres de (1) par rapport & s:

(B —-P)ad+(FE=F)a =0,

et en tenant compte de (3),

— > )

Rla = 0.
De méme en dérivant les deux membres de (3) et en tenant compte de
la valeur de (1—1)——7) «" donnée par (4), on trouve:

— =

R'a' =0

Théoréme. Le plan tangent en un point & la surface développable
est tangent & la surface en tous les points de la génératrice § qui passe
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par ce point. Ce plan tangent est d’ailleurs le plan de la famille dont
la caractéristique est o.

C’est ce théoréme qui permet d’affirmer que I’enveloppe de la famille
de plans & un parameétre est la surface développable engendrée par
les caractéristiques de ces plans.

On démontre ce théoréme bien simplement : soit ﬁ(s) un vecteur dont
Porigine est en O ¢t 'extrémité E sur 3, en un point déterminé de cette
caractéristique. Lorsque s varie, le point E décrit une courbe sur la
développable, ﬁ'(s) est la direction de sa tangente. Or le vecteur R (s)
satisfait aux équations (1) et (3), en dérivant (1) par rapport a s et
en tenant compte de (3), on trouve

R.a=0

et cela quelle que soit la fagon (continue cependant) dont on a choisi
E sur 3.
. Iy . - . . . >
Le plan variable contient donc, puisqu’il est perpendiculaire a a,
toutes les tangentes aux courbes tracées sur la développable aux points
ou ces courbes coupent 3.

Théoréme. Les plans tangents de la développable sont aussi les plans
osculateurs de P’aréte de rebroussement.
En effet, de (1), en tenant compte de (3), on tire par dérivation :

Ra=0
et de méme, de (3), en tenant compte de (4) :

—> -

R'a = 0.

Le plan 1_{)’, R est donc perpendiculaire & 7{; comme c’est le plan os-
culateur de I'aréte de rebroussement au point oula caractéristique o
du plan (1) touche cette aréte, le théoréme est démontré.

Ainsi donc une développable est ’enveloppe d’un plan variable
dépendant d’un seul paramétre ; c’est aussi la surface engendrée par

les tangentes 4 une courbe gauche. On a retrouvé simplement les pro-
priétés de ces intéressants objets. '

Développables attachées & une courbe gauche.

43. Les trois plans du triédre principal attaché & chaque point d’une
courbe gauche I' enveloppent trois développables.
L’enveloppe du plan osculateur est évidemment la développable
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dont la courbe I' est ’ardte de rebroussement ; la caractéristique est

- .
la tangente t. On pourrait le retrouver par le calcul.
L’équation du plan normal est

(E=F)7=0 (1"

son enveloppe sera définie par (1/) et
-

( ——r)—-—t’—-—O
p

ou

(B— )§=1; (3

la caractéristique § du plan normal est une droite paralléle a la binor-

male et passant par le point C tel que PC = p;{. Ce point est le centre
de courbure de I en P ; 3 est la droite polaire relative & P. La déve-
loppable cherchée est la surface polaire de T.

Pour obtenir I’aréte de rebroussement, il faut encore ajouter une
équation (4') aux deux équations (1) et (3) obtenue a partir d’elles,
comme (4) I'a été & partir de (1) et (3). Clest :

(ﬁ~r)—( >—-—>t_0

P
. >
puisque t n = 0, et que:

d(n\ ¢~ 1( i 'b’)
zs<;>— ATTI\TE )

on a, en tenant encore compte de (1') et (3'):

+

> o\ -

(R=7)b=p", (4"
ce qui montre que le point de contact de la droite polaire avec son enve-
loppe est le centre de la sphére osculatrice relative & P(s), et l'on a
cette propriété intéressante: le plan osculateur en un point du lieu
des centres des sphéres osculatrices & une courbe I' est normal a T.

L’enveloppe du plan rectifiant, c’est-a-dire du plan_t), b est le lieu de
la droite § définie par les équations

(A=) (=L + )0

P
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Cette caractéristique passe donc par P(s) et elle est perpendiculaire &

elle est donc paralléle &
- - - -
N I
4 P
c’est-i-dire au vecteur de Darboux. Cette développable s’appelle la
surface rectifiante de I'. Son aréte de rebroussement n’offre guére d’in-
térét. Ce qu’il faut remarquer, c’est que I" est sur sa propre surface rec-
tifiante. Or le plan osculateur en un point de I', contenant ;:, est per-
pendiculaire au plan tangent & la surface rectifiante. Mais une courbe
tracée sur une surface dont le plan osculateur est normal & la surface

en est dite une ligne géodésique, dés lors I' est une ligne géodésique
de sa surface rectifiante.

Développées d’une courbe gauche.

44, Le lieu des centres de courbure d’une courbe plane est en méme
temps l'enveloppe de ses normales ; il n’en est plus ainsi, en général,
pour les courbes gauches. On peut se demander comment il faut asso-
cier les normales issues des différents points d’une courbe gauche I',
de maniére qu’elles aient une enveloppe, c’est-a-dire de maniére qu’elles
soient tangentes & une courbe, aréte de rebroussement de la dévelop-
pable qu’elles engendrent, et dite alors développée de T.

Soit 7 = —;(s) Iéquation de I, I’équation d’une normale en P(s) sera :

- - - -
ry=r-4un-+vb, (1)

ou u et v sont deux paramétres variables dont le rapport est une fonc-
tion de s. Comment déterminer ce rapport de fagon que la normale (1)
ait une enveloppe ? On considérera u et ¢ comme des fonctions inconnues
de s qu’on déterminera de fagon que I’équation (1) définisse le point de
contact de la normale considérée avec son enveloppe ; soit s; P’arc
sur cette enveloppe ; on a, en différentiant :

Tds, = [(1 — 2)7+ ( W =22+ vf)z]ds;
P T t
pour que ;: soit précisément la normale choisie, il faut et il suffit que

1—%_o /7069

4



et w2 ¥ + ¢
T T
w e
ce qui donne d’abord :
u=p,

la normale en question touche donc son enveloppe sur la surface
polaire et les développées d’une courbe gauche sont situées sur la

. . ) 1 ..
surface polaire; ensuite, en résolvant par rapport & =, il vient :
T

plo—+'p

_1._ _d o (— 2.
T FFE &M g( e/

oy
\

Fs) no|C

Fig. 14.

posons alors ds

Yo =— (%

on aura
v=nptyg Y+ a)

a étant une constante. La figure montre que ¢ + « est I'angle CPQ.
Si-on choisit une autre constante d’intégration, &' par exemple, on
obtient une seconde normale PQ’' formant avec la précédente I’angle
«' — a. Dés lors on a le théoréme suivant :

Les développées d’une courbe gauche sont des courbes tracées sur
la surface polaire ; si I'on en connait une, D, on obtiendra toutes les
autres en portant sur chaque droite polaire 3, & partir du point Q ou



— 57 —

D la coupe, un segment QQ' vu d’un angle constant du point P(s)
de T" correspondant a 3. On obtient d’ailleurs D par une quadrature.

Développantes d’une courbe gauche.

45. Les développantes de I" sont les courbes I'; dont I' est une déve-
loppée. On les définira par 1’équation

- - -
ri=r-41t

. .. > .
1 étant une longueur, fonction de s, tellement choisie que dr; soit un

. . - . N .
vecteur perpendiculaire & t puisqu’en effet la tangente a T" doit étre
normale a la tangente & I'). On aura donc:

(r+adT+1d)T=0
ce qui s’écrit, d’aprés les formules de Frenet :

ds + dl = 0,
ou
l=sy—s.

On engendrera donc les développantes de I' de la fagon suivante.
Un fil est tendu le long de I', on le déroule en le laissant tendu et en
le maintenant tangent a I'; son extrémitélibre décrit alors une dévelop-
pante. Ces courbes sont situées sur la développable dont I' est I’aréte
de rebroussement. On peut dire encore que sur une surface dévelop-
pable, les trajectoires orthogonales des génératrices sont les dévelop-
pantes de I'aréte de rebroussement.

Ezxercices.

1. Montrer que la courbure et la torsion d’une courbe gauche sont
données par les formules suivantes si le paramétre de représentation
n’est pas l'arc:

- —>\2

1 (r Xr)

Dy A —

o 58
———

1 (rrr)

?=(—r -:)2‘
FXr

les points désignant des dérivations par rapport au paramétre.
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2. Etudier I’hélice circulaire
- - . - e
r=acosfi 4+ asinGj + hok.

3. Etudier les hélices tracées sur un cylindre quelconque ; montrer
que le rapport de la courbure & la torsion est constant sur de telles
courbes ; démontrer la réciproque.

4. Etudier I’hélice conique
- -+ e
r=¢costi 4 tsintj] 4 tk.
5. Sur une courbe gauche, on considére cinq points M, M,, M,, M,,
M,, correspondant aux valeurs de 'arc s, s + hy, s + by, s + hg, s + hy

respectivement ; les h; étant des infiniment petits du premier ordre,
quel est I'ordre infinitésimal du volume du tétraédre M; M, Mg M,?

6. Montrer que sur une courbe gauche

- > 1
o ___{72
1
= 145
r-r = ——
p ds
1
(3)
T =3\
p ds
1
d2 =
- 1 1 1
r”r‘V=—-;;+F;g—T‘z+;"'TP
1 1 di ’ 4d21
o=~ L.l _ gl P)_t_p.
rr.. = p"+p"?z 3 ds p ds?

7. A quelles conditions doit satisfaire une courbe gauche pour que
ses normales principales soient les normales principales d’une autre
courbe gauche. (Courbe de Bertrand.)

8. Trouver la surface polaire des développantes d’une courbe donnée.

9. Les développées d’une courbe plane sont des hélices tracées sur
la surface polaire (qui est manifestement un cylindre).



CHAPITRE III

Géométrie infinitésimale (suite). Surfaces.

Les deux formes quadratiques fondamentales.

.
46. On a déja vu au § 35 comment on peut représenter une surface.

Soit dorénavant
-

r(u, ¢)
.- \
une fonction r de deux parameétres u et ¢, que nous supposerons ana-
lytique ! pour tous les couples de valeurs (u, ¢) tels que a L u<Lb,
. ->
¢ Zv«d. A chaque couple (u, ¢) ne correspond qu'un seul vecteur r.
La surface X
- >
r=ru,v)
(ou la portion de surface géométrique que cette équalion représente
lorsque u et ¢ varient comme il vient d’étre dit) est dite analytique ;
elle est de plus réguliére si pour tous les couples (u, ¢), on a
= —>
ar % ar 0
du dy ’
Nous n’aurons affaire qu’a des surfaces (ou des portions de surfaces)
analytiques et réguliéres ; nous poserons de plus

—>__(7? —;__(7_;
ru—‘(7_u ’—7;'

Une courbe C tracée sur X est définie par une relation ¢ = ¢ (u) et

dés lors son équation vectorielle est
-> -

r=r (u,q;(u)).

! Dans presque tous les cas, il suffira d’admettre quc_;a des dérivées du 1°F et
du 2¢ ordres.
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Il existe des courbes particuliérement intéressantes; ce sont celles
qui sont définies par les équations :

u = constante = Uy
et par les équations :

v = constante = ¢,.
Lorsqu’on donmne a 1, et & ¢, toutes les valeurs possibles, on obtient
deux familles de¢ courbes tracées sur X. Par chaque point Pi(u,, ¢4)

passe en général une courbe de chaque famille, leurs équations sont
- > > >
r=r(uy,v) et r=r(u,v),

sur I'une ¢ varie seul, sur 'autre u varie seul.Les courbes d’une méine fa-
mille ne se coupent pas en général. 11 y a cependant des particularités a
signaler; si, par exemple, la courbe u = u, dégénére en un point, les courbes
¢ = const. passent loutes par ce point. L’exemple de la sphére avec
les deux poles § == 0 et § = « (§ est la colatitude) par ol passent tous
les méridiens ¢ = const., est bien clair. En de tels points, Pune des
coordonnées estindéterminée, mais ces pointssont bien déterminés par la
donnée du couple (uy, v;); ce ne sont d’ailleurs pas des points réguliers.

Les nombres (u, ¢) s’appellent les coordonnées curvilignes du point
— >
P tel que OP = r(u, v), et les courbes u = const., v = const. tracent
sur £ un réseau de coordonnées.
Si I'on pose
u=gu,),
v =y, ¢),

(1

g et § étant deux fonctions analytiques de u' et de ¢ telles que

Dig. §) L
D0+ 5 0, Iéquation

= ;’(u‘ )

deviendra
-

7= Tlol o), g (!, o) = K, o)
K sera analytique, et cetle nouvelle équation représentera encore X.
On dit que les équations (1) définissent un changement de coordonnées
curvilignes sur X.
47. Considérons une courbe quelconque ¢ = @(u), tracée sur X a
partir du point P(u, ¢), le point P'(u -+ du, ¢ + dp), infiniment voisin
de P, sera sur cette courbe st
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(on supposera @(u) analytique pour simplifier) ; cela montre que les
points P’ infiniment voisins de P se distinguent les uns des autres par
dy
la valeur du rapport — .
PP du

— ‘
Le vecteur PP’ est dés lors

PP =;:du +_r:dv,

oitil faut entendre que dv = ¢'(u) du. La longueur ds de PP est donnée
par ’équation

ds? = (,_r.,’,du -+ ;:’,dv)(‘;:"du —|—7{,dv)

-2

E = E(u,¢) = r,,

ou, en posant:

——

F=F(u,v)=ryr,
G = G(u,0) =ro
ds? = Edu® 4 2F dudy 4 Gdv?;

c’est la premiére forme quadratique fondamentale des différentielles du
et dv. Elle permet d’établir toules les relations métriques entre les
points et les courbes situés sur X. En particulier la longueur de I'arc
d’une courbe joignant les deux points Ag(ug. vg) et Ay (uy, ) et dont
I'équation est ¢ = @(u) s’obtient par Pintégrale :
u
f\/E +21I'¢" 4 Gg'2du
Yo .

ot il est hien entendu que dans les fonctions E, F, G on remplace ¢
par ¢ (). . .

L’angle § des deux directions PP’ ¢t PP” ou P’ a les coordonnées
(u + du, v + dv) et P"” les coordonnées (u -+ du, ¢ -4 d¢v) est donné

par Péquation

PP PP (Gudu 4 7de)(Fdu + 7odv)
|PP'| .| PP"| ds . 0s -
_ Edudu + F(dudv 4 dedu) + Gdede.
© VEd@? + 2Fdudy + Gdi?.\E3u2 + 2F3ude + G332

cosf =

On trouve I'aire d’une portion & de X par une intégrale double. La
dite portion est formée par les points dont les coordonnées u et ¢
sont assujetties 4 certaines conditions qu’on exprime le mieux du monde
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en disant que dans un plan ou Ion a choisi deux axes rectangulaires
Ou et Oy, & chaque point A(u, ¢) d’un certain domaine D, correspond
un point de la région &, et un seul. A chaque rectangle élémentaire de

/_— (D)
[ J
A

A(u,v) /,__\j

O : u

Fig. 15.

D correspond un quadrilatére curviligne de & limité par des éléments
d’arcs de courbes coordonnées. Ce petit quadrilatére peut dtre assimilé

» P‘(ua‘du,v-rdv)
R (v+duv)

R (u,v+dv)
Pru,v)
Fig. 16.
a un parallélogramme et l'aire de cet élément de surface est

4o | PP, x FB)|

ou
do = I-’: X —r:l dudy.

Or, on a I'identité facile & vérifier :
(:x 7;)2 + (:?)a = a®b?;

(e x7) =nn— (. 7) = EG—F?

donc

et par suite

do = VEG — Fidudy;
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I’aire cherchée est alors
[ VEe=Fdua
@)
ou le domaine d’intégration est le domaine D du plan des u, .

48. Les vecteurs ¢ de toutes les courbes tracées sur I et passant par
P(u, v) sont dans un plan, le plan tangent 3 X en P (§ 35), son équa-

tion est
- >\ >
(F—=F)N=o,
ou - - - >
Ty X Ty Ty X Ty

Tlexnl T VEG—F2

Considérons EV, différentielle de N égale 3 la variation de N lors-
qu’on passe de P(u, ¢) au point infiniment voisin P/(u +du, v + dv) ;
on posera .

dN = N,du + N,dv,

N,, et NP,, étant deux vecteurs qu’on n’aura pas besoin de calculer
explicitement ; d’ailleurs

,-\y_()/'\’ . V__QN
No= 5> e No=>-.

La deuxiéme forme fondamentale est la forme quadratique
- - - - —> - = -
—dr.dN = ——;::‘N,,du2 — (ruz\’,, + 1y N,,) dudy —- r,Nvds’z,
on Décrira
Ddu? 4 2D'dude + D"dv?
avec
- = - - - —> -
D=—r,N, L'=—r,Ny—r,N,, D'=—r,N,.
. . -
Mais puisque IV est normal a cﬁ, on a
- — - >
ryN=0 et r,N =0,
= > - . . .
car IV (rudu + r,,dc') = 0 quels que soient du et do. On tire de 1a par
dérivation

Iy > | ==
5;1\1—{—7“1\'“:0,
(7_;“—» - -
-j-g-l\—*—ru./\.,=0,
97-» - >
=— N +r1r,N, =0,

¥
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(,)—»
=N +7R, =0,

o

dés lors :

n= R 1)'=,_9—2.—’:f’, D'”=‘,72-:'>N,

du? dude It
- -
ou encore en remplacant N par son expression o XD —, on obtien-
VEG—F?

dra les formules suivantes avec des produits mixtes

( Jr It aﬁ’) Jr It Py orITET

T JVEG—=1% ° = VEG—r1E = JEG=F% "

On en obtiendra les expressions cartésiennes sans difficulté par les dé-
terminants bien connus.

La deuxiéme forme fondameulale renseigne sur les relations de la
surface avec l'espace dans lequel elle est plongée. Plus précisément,
la premiére forme reste invariante dans toute déformation qui n’altére
pas les Jongueurs des courbes tracées sur la surface. La seconde forme
reste invariante dans les déplacements de la surface supposée rigide.

Courbure des lignes tracées sur une surface.

49. En un point P(u, ¢) d’une courbe I" tracée sur une surface X,

. - - - . . - > =

on peut considérer deux triédres trirectangles, le triédre principal ¢, n, b
. \ - T , .
qui est propre & la courbe T et un triedre ¢, v, B, qui permelttra d’expri-
mer les propriétés relatives a la liaison de la courbe avec la surface ;

> . ..
on a Nn=cosf, § étant 'angle dc¢ la normale principale de I" avec
la normale a X.
On a vu que

—dr-dN = Ddu® + 2D'dudy + D"de? = d¥r . N,
-
’ N . r n
c’est-a-dire puisque pri ; :
cos§  Ddu® 4 21)'dudy 4 D"do? (1)

Edu?® - 2Fdudy + Gdo?
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Donc :

Théoréme. La courbure en un point d’une courbe tracée sur uue
dy
du
tangente & la courbe dans le plantangent ala surface, et de angle du
plan osculateur avec le plan tangent.

En particulier, toutes les courbes tracées sur £ qui ont méme tan-
gente en un point et méme plan osculateur en ce point y ont la méme
courbure, car pour de telles courbes, le second membre de (1) a la méme
valeur ; 'angle 6 est le méme pour chacun : p étant positif, I’hypo-
thése de deux angles supplémentaires est i exclure.

Il suffira donc d’étudier les courbes planes — ou plutét les sections
planes de la surface passant par un point P — pour avoir du méme coup
tous les renseignements concernant la courbure des courbes de X qui
passent par P.

surface ne dépend que du rapport — , caractérisant la direction de la

Considérons maintenant toutes les sections planes passant par la
méme tangente, Ddu? -+ 2D'dudy + D"de? a un signe déterminé pour
ces sections, on pourra prendre le signe 4 e¢n changeant s’il est
nécessaire u en ¢ cl ¢ en u, puisque, d’apres les formules définissant
D, D' et D", cette permutation change le signe des coeflicients de la

scconde forme. Pour toutes ces sections est positif ; pour la

n
. g Lo . .
section passant par NN, § est nul (le choix qu’on a fait du signe de
. .. = .
D, D', D" a précisément cu pour but de diriger NV dans la concavité

de cette section normale). Si R est le rayon de courbure de la scetion

-
passant par Qv

cosf 1
P
et dés lors
p= R cosé.

Théoréme. Le centre de courbure d’une section S d’une surface X
est la projection sur le plan de S du centre de courbure de la section
normale ayant méme tangente.

Ce théoréme, dit théoréme de Meusnier, montre aussi que le lieu des
centres de courbure des sections passant par la méme tangente est
un cercle dont le diamétre est le segment de N compris entre le point
de contact et le centre de courbure de la section normale.

11 ne reste plus qu’a étudier les courbures des diverses sections nor-
males en un point d’une surface X, puisque la courbure de toute section

5
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oblique se rameéne, par le théoréme de Meusnier, & la courbure d’une
section normale. On aura

1 Ddu? 4 2L dudy 4 D" di? @)
R~ "Edu® ¥ 2Fdudy + Gdi? °

. . .. 1 . dy
ce qui permet d’étudier la variation de R en fonction de o Il faut

remarquer que [), D', D” ayant été choisis comme on I’a dit pour une
section normale particuliére, v peut &tre positif ou négatif selon que

le numérateur du second membre est positif ou négatif. Cela revient
& dire que si deux sections normales ont, d’aprés (2), deux courbures
de signes contraires, leurs normales principales sont de sens opposés.

Dés lors, ayant choisi un sens sur le support de /N, celui de N par
exemple définl par 1’équation

irar
v 7 7

T I VEG—F

I'abscisse R, sur cet axe, du centre de courbure € des sections normales
. . .. Lo, dy

en P(u, ¢) est donné par la formule (2), ot il faut considérer o, comme
’ u

un paramétre variable. La discussion de cette relation sera plus facile
lorsque nous aurons appris 4 connaitre des systémes particuliers de
coordonnées curvilignes.

Lignes de courbure.

50. Cherchons si I'on peut tracer une courbe I' sur une surface X,
telle que les normales & X en chacun des points de I engendrent une
surface développable. Cela revient & chercher sur £ une courbe I' dont
une développée ait pour tangentes les normales & I' qui sont normales
4 X, car on sait que sur une surface développable, les trajectoires
orthogonales des génératrices sont les développantes de l'aréte de
rebroussement (§ 45).

Soit

: . g 7 ’ M
I’équation de la développée, r étant le vecteur définissant la courbe I,
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l est une fonction de P, point courant sur I', ce sera donc une fonction
. - -
deP’arc s sur I'. Ecrivons que dr, est paralléle 2 N

Nx(dr+dN +1dN) =0,

d’ou > = - -
Nxtds+INxdN=0
Fig. 17.
7 étant la tangente 4 I'. Cela prouve que
Tds + 1dN =0 )

ou que tds—i— AN est (onstamment paralléle & N (‘ette seconde pos-
sibilité est drejeter puisque, 7 étant pcrpendlculalre a ./V on ne sauran
-
ajouter & tds un vecteur tel que la résultante soit paralléle & N.
L’équation (1) permet d’écrire
-
dr dN

=

ds ds’
réciproquement, si cetle équation est satisfaite, I’équation
H=T+4IN
définit une courbe dont les tangentes sont normales a X.
De (1), on tire

;:du +_r:dv = —l(%[l—\t{ du + %[;Y- dv),
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. _— . - -
ce qui donne en multipliant scalairement les deux membres par ry et r,
et en tenant compte des formules de définition de D, D', D" (§ 48) :

Edu 4~ Fdy = [(Ddu + D' dv) 1
Fdu + Gde = 1(D'du 4 D"dy) (9

L’élimination de I, qui est inconnue jusqu’ici, donne I’équation

Edu 4 Fdy Fdu 4+ Gdye %)
Ddu + D'dyp D'du + D"dy| (2
qui définit ¢ comme fonction de u, c’est-a-dire qui définit la courbe I"
jouissant de la propriété demandée.

. . . . dy
Puisque cette équation différenticlle est du second degré en T on
u

voit qu’il existe deuz courbes passant par chaque point de X et
telles que les normales & la surface en chacun de leurs points envelop-
pent une courbe gauche. Ces courbes s’appellent les lignes de courbure
de la surface X. .

Il y a cependant un cas particulier od I'équation (2) est satisfaite
quels que soient du et de, alors toutes les courbes de X passant par P
sont des lignes de courbure, c’est le cas lorsque

D D D
ETFTG

Il est facile de voir que ces équations ne sont vérifiées identiquement
que lorsque ¥ est un plan ou une sphére.

D’autre part, les deux directions définies par (2) sont rectangulaires ;
en eflet, celle équation s’écril

(ED'— FD) ﬁlﬁ -—I— ED'+ED"—GD—FID' ﬂ FD"—GD'=0 (2
dv dy + )

et la condition d’orthogonalité de deux directions (du, dv), (du, d¢) est,

si 'on pose u;, = j—‘u, Uy == g—u(§ 47),
) 1

Euyup + F(uy + 1) 4+ 6 = 0;

en remplacant dans cette derniére équation uju, et uy + uy par les ex-
pressions que I’équation du second degré (2') définit, on trouve qu’elle
est vérifiée.

On a dés lors le théoréme suivant : Sur chaque surface, il y a deux
systémes de lignes de courbure, chaque courbe d’un systéme est ortho-
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gonale a toutes les courbes de P'autre. 11 n’y a d’exception que si la
surface est un plan ou une sphére, alors chaque ligne est ligne de
courbure.

51. Reprenons I’équation
— -
dr==—I[dN -

. . . . du ,
qui définit les lignes de courbure ; si I'on y remplace = par 'une et

dy

Pautre des valeurs définies par I'équation (2'), on trouvera deux fone-
tions I, et I de w et de ¢ qui sont d’ailleurs racines de 1’équation qu’on
obtient en éliminant du et de entre les deux équations (1/):

(DD" — D) B— (ED" 4 GD —2FD') | + EG—1F2=0. (3)

On verra quelles relations ces deux valeurs [y et I, ont avec la courbure
des sections normales.

Retour @ la courbure des sections normales.

52. Cetle étude est bien simplifiée si, pour les lignes u = const.
¢ = const., nous prenons les lignes de courbure. Puisque les courbes
d’une famille sont orthogonales aux courbes de I'autre, on aura dans
ce systéme de coordonnées

F=0.
D’autre part, sur I'une des lignes de courbure,
- —>
dr=—1,dN
et sur Pautre
— —
dr==—10LdN,
ce qui s’écrit, puisque ¢ seul varie sur la premiére, et u sur la seconde :
- IN
=k gy
=
- JN
r=—h7e
formules dites d’Olinde Rodrigues ; par suite
- - =
. IN ra rytu E
T u L
D' ()1_\7 - ()N - 0
ST T T T
— -
p— N3 nn &

d A [
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du
La courbure d’une section normale dont — caractérise la direction

est alors (éq. (2), § 49) dv
G
r 2 ) T
1_5 E ;¥ & (du’ G (do\2
- Edu2+Gd92—T &) T \&%)

si g est 'angle que la section considérée fait avec la courbe u = const.,
on aura :

cosq;=\/l—‘:?i—l-:, smq;—\/_dp
et, par suite:
1 cos’g sinfp
R T @)

ce qui montre que si [, et l, sont de méme signe, R est compris entre [,
et l, et que si l; et [, sont de signes contraires, par exemple : {;<<0,
[, > 0, R est compris entre — w el J, ou entre [, et + o, I, et I, étant
d’ailleurs les rayons de courbure des sections normales tangentes aux

lignes de courbure {g=0 et p=

La formule précédente (1) résoud complétement le probleme que
nous nous sommes posé ; clle est due 3 Euler. On peut en donner une
interprétation géométrique simple, au moyen de 1'indicatrice de Dupin.
On porte dans le plan tangent & la surface au point P(u, ¢) considéré,
sur chaque demi-droite issue de P, un vecteur dont la longueur est \/-I-i’
si [, et I, sont positifs ; si ) et [, sont négatifs, un changement dans le

sens de N raménera au cas ol I, et I, sont positifs. L'extrémité de
ce vecteur décrit une courbe dont I’équation, rapportée aux axes rec-
tangulaires OF et Oy Langents aux lignes de courbure passant par P, est
2 2
ERE
1 2

car £ = \/I—i’cos? et y = JRsin 9. C’est une ellipse. Si [ et [, sont de
signes contraires, par exemple : [; > 0 et I, <0, on portera la longueur
| R] sur chaque vecteur et le lieu sera formé des deux courbes

g _» _
T
2 2
—s 47 1

.
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ce sont deux hyperboles conjuguées. On lira sur ces courbes, dites
indicatrices, que le rayon de courbure d’une section normale est égal
au carré du rayon vecteur qui va de P au point ou la dite section
coupe I'indicatrice, ce carré devra étre pris avec le signe + pour l’ellipse,
le signe 4 pour I'une des hyperboles et le signe — pour 'autre. Dés
lors, si I'indicatrice en un point est une ellipse, la surface est d’un seul
coté du plan tangent dans le voisinage du point de contact ; si I'indi-
catrice est une hyperbole, la surface est & courbures opposées en ce
point, clle est coupée par le plan tangent selon deux courbes tangentes
aux asymptotes communes des deux hyperboles ; les sections normales
tangentes aux asymptotes de l’indicatrice sont & courbure nulle
(R=o).

Il y a deux cas particuliers & considérer :

1. Celui ou I, = Il ; Vindicatrice est un cercle; toutes les sections
normales ont la méme courbure, le point considéré P(u, ¢) est dit un
ombilic de la surface. L’équation (3) du § 51 a deux racines égales et
I’équation (2) du méme paragraphe est indéterminée. Cette derniére
condition s’écrit

E F G

D~ D T D"
ce qui entraine la premiére.

2. Celui ot 'une des valeurs de ! définies par [(3) § 51] est infinie ;
on a dés lors

DD"—D'"2 = 0.

En refaisant le calcul spécialement pour de tels points, on trouve que
Pindicatrice est formée de deux droites paralléles.

53. Il y a donc sur la surface X considérée :
«) des points elliptiques, en lesquels la surface a ses deuz rayons de
courbure principauz l; et l, de méme signe, la courbure totale

_ DD"—D"
EC—I*

v
1l
y est positive, donc DD” —D'2>> 0 en ces points ; les ombilics sont des
points elliptiques particuliers d’ou partent une infinité de lignes de
courbure ; ce sont en quelque sorte des points singuliers pour la repré-
sentation au moyen des paramétres u et ¢ des lignes de coutbure ;
ils sont caractérisés par les conditions :

E F G



— 72 —
) des points hyperboliques ol I, et I, sont de signes contraires ; la
courbure totale y est négative ; DD’ — D'2<C 0 en ces points.
7) des points paraboliques caractérisés par la condition :

DD"—D?=0;

en ces points la courbure totale est nulle. Une surface développable
n’a que des points paraboliques; la réciproque est vraie aussi. Le
lecteur le démontrera aisément.

Lignes asymptotiques.

54. On appelle lignes asymptotiques d’une surface X les courbes
tracées sur X, en chaque point desquelles le plan osculateur est précisé-

ind .
ment le plan Ltangent & la surface. Pour de telles courbes, n est perpendi-
. v
culaire & [V, cos§ = 0, donc [éq. (1) § 49]

Dduw? 4 2D'dudy 4 D" dv? = 0. €))

Les lignes asymptotiques sont définies par cette équation différenticlle
du premier ordre et du second degré. Il faut distinguer trois cas :
du

1. DD" — D'2>0, il n’y a pas de valeurs réelles du rapport - qui
v

satisfassent & I’équation (1) ; donc, en des points elliptiques, il ne passe
pas de lignes asymplotiques.

2. DD" — D20 il y a deux valeurs réelles de g-l-t qui satisfont
1%
a I’équation (1); il y a donc deux lignes asymptotiques passant par

N

chaque point hyperbolique de X.

3. DD" — D'? = 0; Péquation (1) a une racine double en ~d—u

dy

En chaque point parabolique, il ne passe qu'une ligne asymptotique,
ou peut-dtre deux lignes asymploliques tangentes.

Remarquons que si une droite est sur X, elle est une asymptotique
de X, car son plan osculateur étant indéterminé, il peut étre pris tan-
gent A la surface. Sur les quadriques réglées, il y a deux familles de
droites, ce sont les deux familles d’asymptoliques. Sur une dévelop-
pable, il n’y a qu’une famille d’asymptotiques, les génératrices recti-
lignes, qu’on peut compter doublement.

On peut démontrer encore le théoréme suivant :

Les lignes asymptotiques sont tangentes aux asymptotes de l'indica-
trice relative o chacun de leurs points; c’est ce qui justifie leur nom.
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En effet, les sections normales passant par les tangentes de 'indi-

catrice en P, ont une courbure nulle en P = 0, donc [éq. (2) §49!
pour ces sections :

Ddu? 4 2D'dudy4-D"de? = 0,

le théoréme est démontré.

Lignes géodésiques.

55. Les lignes géodésigues d’une surface sont des lignes en chaque
point desquelles le plan osculateur est normal & la surface, c’est-a-dire
qu’en chacun de leurs points,

- -
n=JN.

On peut chercher a définir une telle courbe par des équations para-
métriques

- .n ., - Lo
On formera t puis — = T et Pon écrira que n est perpendiculaire
P
= —
dr Jr
aux deux vecteurs — et ——

du I’

- (7r du (7r dy

(0 = — :
Y Juds dods’
on posera u! du et ¢ do 1¢s lor
= — = — S S
p ds &b
- — — - —
n_ P wray9 2l P2r b BT A I,
7; = J' + Judv w'e! + a + au + a0
les conditions
B - -
ndr ndr
—— =0 — =
e Ju pdv

s’écriront, si p n’est pas infini [auquel cas la courbe considérée serait
une droite et, en effet, si la surface est réglée, chaque droite qu ’elle
contient est une géodésique] :

P77 W' »27 (7r ol FArar o2 < > ar ar o
a2 Jut +2 Judodu " Sr prEp + Ju u dudv 0
Fror 2 , P ()r o T or iz ()r(7r y <(7r> .
dETo Ju()u ek i T’ ‘ + % Juds + o' =0;
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en rappelant que
a7>2 arr <a'r’>’
E= (5:  F=nm =\ )

les équations précédentes s’écrivent :

By b 4 L2 B (B 10)

o 2 du
JF- 10E IG 19G
" " et 2 — u'e! —— 2
Fu + Gy +<()u 2—()V)u + uv+2avv 0.

Ce systéme, sous des conditions trés larges, admet une solution,

u=u(s), v=y0(s),
L. du dy
prenant, pour s = 0, des valeurs u, et v, les dérivées = et P
s

prenant en u,, ¢, des valeurs ug et vj arbitraires aussi. Il y a donc,
en général, une géodésique passant par un point-de I et ayant en ce
point une tangente donnée [déterminée par le rapport des données

du  dv
Py et P (g #0)]-

En appliquant les régles du calcul des variations & l'intégrale

Q
I =

P

étendue & une courbe C joignant P & Q sur la surface X, on démontre
sans difficulté que 87 = 0 pour les géodésiques joignant P 4 Q. En gé-
néral, si Q est assez voisin de P, il n’y a qu’une extrémale, c’est-a-dire
qu’une courbe joignant P a Q, sur X, et rendant I stationnaire.

Le calcul des variations montre que la ligne la plus courte sur X
qui joigne le point P & un point Q suffisamment voisin est toujours
une ligne géodésique.

Nous arrétons ici nos développements géométriques ; ils suffisent
pour montrer la précision de I'appareil vectoriel ; le lecteur qui désire
en connaitre davantage pourra se reporter a 'excellent traité de M. C.
E. Wheatherburn : Differential Geometry of three Dimensions, 2 vol.,
Cambridge, University Press.
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Ezercices.

1. On a vu que les lignes de courbure d’une surface sont les lieux
des points en lesquels les normales 3 la surface engendrent une déve-
loppable ; on fera voir que les normales touchent alors leurs enve-
loppes en deux points C; et C, tels que PC; et PC, soient égaux aux
rayons de courbure principaux.

2. Montrer que le second systéme de lignes asymptotiques d’une
surface réglée est défini par une équation de Riccati.

3. La relation

Ddudu + D'(dude + dvdu) + D"dede = 0

exprime que les deux directions (du, dv) (du, d¢) issues du point
P(u, ¢) d’'une surface sont conjuguées par rapport a I'indicatrice de
Dupin du point P.

4. Soit une courbe C tracée sur une surface X ; les plans tangents
X le long de C enveloppent une développable; montrer que la carac-
téristique d’un de ces plans est conjuguée a la tangente & C au point
de contact du plan considéré.

5. Le carré de la torsion d’une ligne asymptotique est égal & I'in-
verse du produit changé de signe des deux rayons de courbure princi-
paux (théoréme d’Enneper).

6. On se donne une surface réglée par I’équation

T=R+4a, (1)

R étant un vecteur variable définissant une courbe gauche, @ un vec-
teur unité dont la direction variable est fonction du seul paramétre ¢
dont dépend ﬁ; A est un nombre variant de — o 4 4 « indépendam-
ment de ¢. Pour que (1) représente une développable, il faut et il suffit

que
~da dR
(a .cﬁd_t> = 0,

lorsque cette relation n’est pas satisfaite, la surface réglée est dite
gauche. Le plan tangent & la surface réglée gauche (1) tourne autour
de la génératrice rectiligne lorsque le point de contact la décrit ; si ce
point de contact s’éloigne & I'infini, le plan tangent a une position limite
n; on appelle point central d’une génératrice, le point en lequel le plan



— 76 —

tangent a la surface est perpendiculaire & m. Le lieu des points centraux
est la ligne de striction de la surface réglée gauche. Si p est la mesure
algébrique de la distance d’un point I” au point central de la généra-
trice qui passe par P, montrer que l'angle 6 que fait le plan tangent
en P avec le plan tangent au point central est donné par la formule

tg@ = AP‘

k étant un nombre variable avec la génératrice, dit paramétre de distri-
bution. On voit immédiatement que le rapport anharmonique de
‘quatre plans tangents & une surface réglée gauche en quatre points
situés sur une méme génératrice est égal au rapport anharmonique

des quatre points de contact.

7. Etudier les surfaces réglées engendrées par les normales princi-
pales et par les binormales d’une courbe gauche.

8. L’équation différenticlle des lignes de courbure d’une surface
quelconque peut s’écrire

d(FTx N).dN = 0.
9. On considére la développable dont la courbe gauche ?:7(8) est
I’aréte de rebroussement, soit

-

- -
R = r(s) -+ v,

on prend s et ¢ comme paramétres sur cette surface. Calculer les deux
formes quadratiques de cette surface ¢t montrer que ses lignes de cour-
bures sont définies par les équations

s = const. s -} ¢ = const.



CHAPITRE 1V

Théorie des champs. Opérateurs différentiels.

Champ scalaire.

56. Dans I'espace cuclidien ou dans une portion de cet espace,
imaginons que nous considérions une grandeur scalaire variable atta-
chée 4 chaque point P ; plus précisément, supposons une correspondance
entre chaque point P de la dite région R et un nombre réel variable f ;
& tout point P de R correspond un nombre f. Ce nombre cst une fonction
de P, qu’on représentera par le symbole f(P). Il n’y a dans cetle notion
rien de plus ni rien de moins que dans la notion de fonction F (x, y, z)
des trois coordonnées z, y, z qui caractérisent la position de P, dans un
systéme d’axes rectangulaires, par exemple.

On dira que la fonction f(P) définit un champ scalaire.

Ce champ est continu en P si, étant donné un nombre positif ¢ arbi-
trairement pelit, on peut lui faire correspondre un nombre » tel que
pour tous les points P’ situés dans la sphére de rayon y centrée en P,
on ait

[H(P')—[(P)] <

Le champ sera continu dans la région R s’il I'est en chaque p int
de R. On ne s’occupera, dans la suite, & moins de faire mention expresse
du contraire, que de champs continus.

57. Soit P, un point en lequel le champ vaut f,. Les points P pour

lesquels
f(P) = fo

sont donc des points de 1’espace soumis & une condition ; ils dépendent
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donc de deux paramétres, leur lieu est une surface X, qui peut d’ailleurs
&tre formée de plusieurs nappes. Les surfaces définies par la condition

f (P) = const.

sont dites surfaces de niveau du champ scalaire considéré. Par chaque
point de R, il en passe une et une seule.

Nous supposerons que f(P) est une fonction telle que les surfaces
de niveau aient un plan tangent en chacun de leurs points et que ce
plan tangent varie continuement lorsque son point de contact se dé-
place sur la méme surface de niveau ou qu’il passe d’une surface 2
Pautre ; on verra bientdt dans quelles conditions ces faits se produisent.

Champs vectoriels.

58. A chaque point P d’une région R, on fait correspondre une
grandeur vectorielle 7. Ce vecteur est une fonction de P, on la repré-
sentera par le symbole ;b(P) La fonction ?(P) définit un champ vectoriel.

La continuité en P d’une telle fonction, — ou d’un tel champ — se
définit bien aisément : & tout ¢, correspond un y tel que

[s(P) — o(P)| < ¢

s1 lﬁ' <<

La continuité dans une région R est assurée s’il y a continuité en
chaque point de R. Sauf mention expresse, les champs que nous consi-
dérerons seront continus dans les régions ou ils sont définis.

Cartésiennement, on déﬁnira:(P) au moyen de vecteurs de base :T_l:
issus d’un point fixe O [cf. §15], P ayant dans ce systéme les coor-
données z, y, z

-

P(P) =9, 9,3 =X(2,y,2)i+ Y2, 9,2 ]+ Z(@ 9, ) k;

-
X, Y et Z sont les composantes variables de ¢.

Premiére définition du gradient.

59. Revenons au champ scalaire f(P). Nous allons définir, en corres-
pondance avec ce champ, un champ vectoriel par un procédé un peu
indirect.
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Par le point P, faisons passer une droite § sur laquelle on choisit

G - . o
un vecteur unité s qui fixe un sens positif et fait de  un axe. Soit

§

Fig. 18.
P’ un point voisin de P :
PP'=Als
Formons le rapport
P —f(P)
Al

et faisons tendre P’ vers P, c’est-a-dire Al vers zéro. Si le rapport pré-
cédent a unc limite finie et bien déterminée, quelle que soit la maniére
dont Al tend vers zéro — que ce soit par valeurs positives ou par
valeurs négatives, par valeurs rationnelles ou par valeurs irrationnelles,

. e, . e
etc., — on dit que le champ f admet en P une dérivée dans la direction s,
qui est précisément la dite limite. On la représente par le symbole
df
ds
et l'on a:

‘H = lim w avec PD' = Al's.
Al-o Al

. . bt . -
En toute rigueur, on devrait parler de la dérivée suivant ’axe s parce

. - - . d
que si 'on change s en — s la direction ne change pas, mais —,- change

ds
de signe. Nous conserverons cependant cette maniére de parler.
Nous ferons I’hypothése suivante : en chaque point P de R, le champ

- . . ->
f admet une dérivée dans toutes les directions s.
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On pourra dés lors appliquer le théoréme des accroissements finis
& la fonction d’une seule variable ! définie par la relation

F() = fP),
— -
ol ‘PP = ls. D’abord :

et ensuite

Py =F(l) + U'—) F'{l+60—1] 0<6<l.

Donc

f(P) = [(P) + PP (if)h

ds

—_— —_— - . .
ou PP’ est la mesure de PP’ sur Paxe s, et ot Py ¢st un point compris

df

entre P et P’ sur la droite PP’ et lequel on doit calculer T
s

59. Une direction intéressante & considérer en chaque point P,

L . -

¢’est la direction n issue de P, normale a la surface de niveau X passant
par P et dont le sens est celui qui va vers les surfaces de niveau cor-
respondant a des valeurs de [ supérieures a la valeur f(P). On dit que

- S . . d
n est dirigé vers les f croissants. On calcule 4 en P; c¢’est un nombre

dn

—-
n

5rad/'

Fig. 19.

positif ; on porte & partir de P dans le sens de n un vecteur de longueur

d . .
%L- C’est ce vecteur qu'on appelle le gradient du champ scalaire f

. . . . N »
au point P. Ce gradient définit un champ vectoriel ¢(P) qu’on repré-

sente par le symbole g_r-;:i f-
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Lorsqu’on connait le gradient de f, on peut calculer la dérivée de

. R L — - — -
f dans toute direction s. En eflet, soit PP' = \n, PP" = ls, et suppo-

S

3¢

Fig. 20.

sons de plus que P’ et P” solent sur une méme surface de niveau:
[(P") = {(P").
En appliquant le théoréme des accroissements finis, on a:

f(P') = f(P) + PP (j—’)P

n

S

ppr (4 pr (U
o ( CF — ppr (YU
P ()= 77 (@)

. . - ind .
mais si @ est Pangle de 7 et de s et si les plans tangents aux surfaces
de niveau varient continuement comme nous I'avons dit plus haut,
€

P

o= p + 75 (4

d’ott

PP est égal & PP"cos@ 4 une quantité ¢ prés, telle que tende

vers zéro lorsque P’ tend vers P; autrement dit, si PP’ est infiniment
petit du premier ordre, il ne différe de PP” cos ¢ que d’un infiniment
petit d’ordre supérieur.

]
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Dés lors P, et P, arrivent a la limite en P, et I'on a au point P
1 2 P ’

af __ df

Pl =L 2
mais

grad f = ir/{;:

. - .,
car, bien entendu, n est un vecteur unité ; de plus

s gradf dfl = g;fl cos @
donc :
df - —
5= grad f,

. , d , .
ce qui montre que l'opérateur A est représenté par le produit sca-

laire symbolique s grad, grad étant un opérateur qui, appliqué a un
scalaire, donne un vecteur; on peut le considérer comme un vecteur
symbolique. On verra ces fails d’une fagon beaucoup plus claire un
peu plus loin. Il convenait d’introduire le gradient de cette maniére
tout d’abord, parce que c’est comme cela qu’on est accoutumé de le
définir dans les cours de mécanique et de physique.

Désignons par df la différentielle de f, c’est-a-dire la partic prinei-
pale de la variation infiniment petite de f, lorsqu’on passe du point P

. . . .. ’ ——’I -

au point infiniment voisin P/, tel que PP’ = dr; on aura

—_— -
df = grad f.dr
-
car dr = s ds.
En coordonnées cartésiennes, on aurait

9

df = afd + oy +(7f

ot 'on emploie le méme symbole f pour représenter le champ en coor-
données [ (z, y, z). Dés lors, puisque dans cette hypothése

ar = dz i 4+ dy ] + dz k,

le gradient est le vecteur:

— > - I
grad f=g vt itgh
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qu'on peut représenter par la notation
+d =d =
(l()—;—}-lyy*%/f;z)f,

Popérateur entre parenthéses est un vecteur symbolique, dont la défi-
nition par le moyen des axes n’est naturellement pas satisfaisante ;
on en donnera plus loin une définition intrinséque.

Représentation vectorielle des eléments de surface.

60. Pour étudier les propriétés différentielles des surfaces, il nous
a suffi de considérer de petits morceaux de surface, et les lignes
que nous avons appris & tracer sur les surfaces se définissant de proche
en proche par des équations différentielles, on pouvait imaginer que
ces morceaux se raccordaient et formaient des bandes, lesquelles bandes
accolées constituaient la surface dans son ensemble.

Les propriétés de la surface dans son ensemble ressortissent a des
principes trés différents de ceux auxquels nous sommes accoutumés
jusqu’ici, leur étude est ’objet de la topologie. Une notion importante
de cette science a trait aux faces d’un élément de surface ; un tel élé-
ment, en effet, a deux cdtés comme cette feuille de papier, mais est-on
str qu’en raccordant ces éléments les uns aux autres, on obtienne une
surface sur laquelle il soit possible de distinguer encore deux cdtés ?
L’exemple du ruban de Mébius prouve que cette certitude ne serait pas
fondée. Qu’on prenne une bande de papier assez allongée, un ruban,
et qu’on en colle les deux extrémités 'une & 'autre aprés Pavoir tordu
une fois. On peut tracer un chemin sur cette surface partant d’un point P
et aboutissant au point qui est derriére P sur le ruban, sans avoir &
passer par les bords. Le ruban de Mébius est une surface qui n’a qu’un
seul cdté ; clle est unilatére.

Nous supposerons n’avoir affaire qu’a des surfaces bilatéres. Un che-
min qui part de P ne peut aboutir au point qui est derriére que s’il
franchit un bord. Si la surface bilatére ne s’étend pas & I'infini et si
elle n’a pas de bord, elle est dite fermée. Une surface fermée divise I’es-
pace en deux régions, I'une intérieure, ’autre extérieure.

Sur une surface bilatére, on distinguera un cdté de 'autre en disant
que 'un d’eux est positif, autre étant négatif. Cela permettra de définir
un sens sur la normale en un point d’une telle surface : on prendra le
sens suivant lequel 1l faut percer la surface pour passer de la face néga-
tive & la face positive. Lorsque la surface est fermée, on choisira tou-
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jours le cdté positif vers I'extérieur du volume limité par la surface,
la normale n sera donc extérieure au volume limité par la surface.
61. Soit, dés lors, autour d’un point P un élément de surface — nous

ne dirons plus bilatére puisqu’il est entendu que nous nous bornons
cette classe —; représentons par dg son aire infiniment petite. Un

3 I3 - A
vecteur lié &t P, porté parle support de n et de méme sens, dont la lon-
gueur est dg représentera I’élément de surface et cette représentation

—

n

do

Fig. 21.

sera suflisamment précise ct utile pour de nombreuses questions.
On le notera ds et l'on a bien évidemment

- -
do = n do.

Intégrales curvilignes et intégrales de surface.
62. Soit C une courbe dont I'équation est
r=r (l),

¢t élant un parameétre de représentation de C qui peut étre 'arc s. On
est amené tout naturellement & considérer des intégrales

/}(P) a7 on f?(/)).d? ou f?f(m x dT,

c ¢ ¢

ce sont des limites de sommes : la premiére et la troisiéme sont des
sommes de vecteurs, la deuxiéme, une somme de scalaires. Les signifi-
cations en sont bien claires. On verrait sans pecine, en particulier, que
si C est reclifiable et de longueur finie, ces intégrales ont un sens,
lorsque de plus f(P) et ?(P) sont continues sur C el que leurs valeurs
absolues lT(P)' et l:(P)I y sont bornées.
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On pecut aussi considérer des intégrales de surfaces

fff(P)«Ta ou j]?(P)JZ ou ff?(P)xZZ;

nous avons déja défini I'aire de £ comme lmtegm]ef do qui s’écri-

[J7&.

S
P

rait avec nos notations

Pour étre précis et clair, nous allons définir Pintégrale

/[w\( ds.
‘s

On divise la surface en IV parties par un réscau de courbes. Soit la itme
et désignons par Py un point quelconque sur celte portion, soient aussi
v (P4) le vecteur du champ en Py, et —n)‘ la normale & X en P;; appelons
Ag; le Iﬂ:lbl‘e qui mesure 'aire de la dite portion et considérons le

-
vecteur Ag; porté par ng et de longueur égale & Agy. On formera la somme

=N
2 AT R ruld
Sy = .\_J V(P;) X AO‘;;
i=1

si cette somme, qui est un vecteur, a une limite lorsque N augmente
indéfiniment et que les éléments Agy tendent tous vers zéro dans
chbacune de leurs dimensions, c’est cette limite qu’on représente par

P> -
/] v X do.

e

Pour caleuler effectivement les intégrales

/fd?-,’ f:’x dr
¢ ¢
— > -
f da, v.da
% p>

. . . . I d
il est commode de procéder ainsi: on prend un vecteur unité a quel-
conque, mais constant, et on calcule les nombres

f;z.ﬁ, f:;.:xd:
/]}adc, / X a
T
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qui sont des intégrales du type

s=1

f F(s)ds ou /‘S(t)dt,

s5=0 t,
ou F (u, ¢) dudp,
@)
(D) étant un certain domaine du plan des u, v (cf. § 47). On calcule done
le nombre a 1. On procéde de cette fagon avec deux autres vecteurs

- - . , .
b et ¢ et I'on doit résoudre les 3 équations

B

I =
T=
-

o} o) Ry

I =CcC.
Il n’est pas difficile (cf. exercice 12, ch. I) de voir que

7 A x?) + B(cxa) + c(@ax7?)

->—>->)

- > -

o .. . . - ixdind
pourvu que &, b, ¢ forment un véritable triedre. Sia = 1, T b= ], ¢ = k

. ->
le calcul précédent revient au calcul des composantes de I par le moyen

des composantes de 1’élément différentiel qui figure sous | ou sousﬂ

¢ ¥
1l est bien entendu que chaque fois que les applications font inter-
venir de telles intégrales, il sera nécessaire de démontrer qu’elles ont

un sens avant de les utiliser. Si la surface X est quarrable, c’est-a-dire
si l’lntegraleﬂh a un sens, et si f(P) et v(P) sont continues sur X,

si de plus leurs valeurs absolues |f(P)] et ' l )| y sont bornées, les inté-
grales précédentes ont un sens.

On peut conserver la condition pour |/] et Ijl d’&tre bornées et laisser
tomber celle de continuité tant pour les intégrales curvilignes que pour
les intégrales de surface, pourvu que les points de discontinuité puissent
étre enfermés, dans le premier cas, dans un nombre fini d’arcs dont la
somme soit aussi petite que l'on veut, et, dans le second cas, dans
un nombre fini de portions de X dont l'aire totale soit aussi petite que
Pon veut. On démontre ces propositions comme on démontre en ana-
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lyse les propositions relatives aux intégrales curvi]ignesf[(s)ds ou
¢

f[F(u, v)dudp. 1l est inutile d’y insister davantage ici.

63. Théoréme. Si la surface I est fermée et si elle est formée d’un
nombre fini de portions réguliéres, c’est-a-dire de portions en chaque

. . . o, -> .
point desquelles le plan tangent est bien déterminé et le vecteur n continu,

l’intégralef do est nulle.

Supposons tout d’abord qu’une droite quelconque ne rencontre

pas la surface en plus de deux points, calculons alorsﬂa do ::(z‘[/da

a étant un vecteur de lono'ueur unité.

2y

Fig. 22.

A tout point P de X, on peut en faire correspondre un et unseul autre

P’ de X situé sur la paralléle & . Le nombre a do relatif 4 I'slément do
situé en P est égal en valeur absolue & la projection de dg sur un plan

A - . A
perpendiculaire 4 a. Mais la figure montre bien que la contribution

- .
ads’, relative & l'élément do’ en P, obtenu en coupant X par le
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cylindre projetant le contour de dg, est égale et de signe contraire a

o L. o
la contribution ads. Dés lors

-Z-fza=0;
p)

. . . -
cette égalité devant avoir lieu quel que soit le vecteur a, on aura done

[/3} = 0.

2

Lia démonstration s’étend sans peine au cas ou il existe des droites
qui coupent X ¢n plus de deux points. Par exemple, dans le cas de la
figure 23, on emploiera une surface X’ qui forme, en prenant alternati-

n

34
Q4

Fig. 23.

vement les deux sens possibles sur sa normale comme sens positifs,
une surface fermée avec une portion de X et une autre surface fermée
avec le reste de . Pour chacune de ces surfaces fermées I'intégrale

> . , .
I/da’ est nulle ; la somme des deux intégrales est nulle, mais comme la

contribution de X’ dans un cas est opposée a la contribution de X’
dans Pautre cas, on aura bien encore

-
jjda=0.

p>
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64. On donne des noms particuliers aux deux intégrales

> > s >
fv-dr et JJ v.da;
¢ z

.. . . -> N
la premiére s’appelle la circulation de ¢ le long de C, la seconde s’appelle
- . > > X R . - -
le flux de v & travers X; ¢ - dr est la circulation élémentaire et ¢ . dg l¢ flux
. . . - Al
élémentaire. La longueur de C est la circulation de ¢ le long de C,
. >, -
Paire de X est le flux de n & travers X.
Une autre grandeur géométrique importante est 'angle solide sous
lequel d’un point O on voil une surface 2.

o —_—— -
Considérons le vecteur OFP = r et le champ
-
- r
v (P) = =3
;
-> = . .
formons ¢.. do en un point P d’une surface

<

do

Fig. 24,

On a

- =
vds = veosgds = vdd',

ol @ est I'angle de v et de da el ot dg’ est I projection de do sur la
sphére de centre O passant par P, cetle projection étant centrale. En
effet, do est infiniment petit, la projection centrale a partir de O est
égale, si r est fini, & la projection orthc gonale de dg sur le plan perpen-
diculaire 3 ¥ en P, aun infiniment petit prés d’ordre supérieur a ordre
de do.

De plus |vds'| est égal & I'aire interceptée par le cone projetant dg sur
la sphére de rayon un, centrée en 0. Ce nombre est I'angle solide sous
lequel de O on voit dg. On donnera un signe & cet angle solide ; il sera
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positif si OB rencontre X par la face négative, c’est le cas de la figure,
il sera négatif dans I'autre cas.
L’angle solide sous lequel on voit de O la surface X est donc

-
7
3 .

z

Si X est fermée et si O est intérieur, cet angle vaut 4 ; il vaut zéro si
O est extérieur, et enfin, si 0 est sur X il vaut 2 pour autant que O est
un point régulier de X ; on voit sans difficulté que I'intégrale précédente |
a un sens malgré le fait que r est nul en 0.

Les opérateurs différentiels.

65. On sait que la dérivée f'(z) d’une fonction f(z) d’une variable
réelle s’obtient en considérant les valeurs de f aux extrémités d’un
intervalle (z, z'), on forme leur différence qu’on divise par la’longueur
de l'intervalle ; on fait tendre 2’ vers z et on cherche la limite de ce
rapport :

f@) — {(=")

Iim —,

U r — &
si cette limite existe, quelle que soit la maniére dont z' tend vers z,
elle est dite la dérivée de f(z) en .

Lorsqu’on veut chercher & généraliser la notion de dérivée & des
fonctions f(P) ou —;(P) définissant des champs scalaires ou des champs
vectoriels, on peut procéder comme on I’a fait déja pour un scalaire
en prenant des droites passant par P le long de chacune desquelles
f ou > ne dépendent que d’une variable. Mais on congoit bien que ce
procédé ne renseigne pas complétement sur la variation de f ou dev
autour de P; on a vu pour f que ’étude compléte de cette variation,

. . I3 —
au premier ordre tout au moins, est conditionnée par le vecteur grad f

. d . - .
qui permet de trouver d—, quel que soit le vecteur s, pourvu qu’on ait
s

déja figuré les surfaces de niveau voisines de P.
Il existe cependant un procédé systématique applicable, & f aussi

bien qu’d ¢, qui généralise parfaitement la notion de dérivée et qui

. . . -> . ..
fait intervenir les valeurs de f ou de v en tous les points voisins de P.
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On entoure P d’une surface fermée X, située tout entitre dans R,

) 2 >
et dont I’élément est représenté par le vecteur do. On calcule les rap-
ports suivants :

Jfate [faze EER
X! = >

T T T

’

—

do

Fig. 25.

les numérateurs étant des intégrales de surface étendues a X tout entiére,
et 7 étant le volume limité par X.

On fait tendre r vers zéro de fagon que I'aire de ¥ tende aussi vers
zéro, c’est-a-dire que tousles points de X tendent vers P ; si les limites
des rapports précédents existent quelle que soit la maniére dont t
tend vers zéro, on les appellera respectivement

gradient du champ scalaire f ¢n P,

divergence du champ vectoriel v en b,

rotationnel du champ vectoriel % en P,
ce qu’on écrit

— - —_—
grad f, div ¢ et rot ¢.

On peut cependant utiliser un symbole unique pour représenter ces
trois opérations.

On écrira ﬂ s £(Q)
z

- .
V f=lim
=90 T
[[&3@
6 .o = lim —E—;— (ou aussi —V’ :)

=0
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[fda % v 0]
g - .
V X ¢ =lm

=20 ;

et I'on prononcera del eff, del point vé (ou méme del vé), del cross vé?.
—>

V est un opérateur, mais cet opérateur est en méme temps une sorte
de vecteur symbolique qui est en rapport étroit avec les vecteurs dg.

Ces définitions, dont la premiére est équivalente, comme on le verra,
a celle qui a été donnée plus haut du gradient, sont des définitions
intrinséques, au moyen desquelles il sera particuliérement aisé, sinon
de calculer nnmériquement, du moins d’étudier directement les pro-
priétés des champs.

66. 11 est bon de savoir calculer toutes ces grandeurs en coordon-
nées cartésiennes. On utilisera pour cela les notations suivantes :
champ scalaire : f(P) = F(x, y, z)
Lo , -> - N
champ vectoriel : ¢ (P) =X (2, y,2) 1+ Y (z,y,2 )]+ Z (2, y, 2) k

et P'on prendra le volume t dans le stade infinitésimal dr, ce sera un

H G

A B

Fig. 26.

parallélipipéde rectangle dont I (z, y, z) occupe le centre et dont les faces
sont perpendiculaires a ZT’/T, les dimensions étant dx, dy, dz. 1l y aura
six éléments de surfaces & considérer et on pourra prendre six points Q
au milieu des six faces. Ces points auront les coordonnées suivantes

lv d
<a::t[‘—;, Y. :>, (w‘yi—_‘;-/, :), (z,y,z:t‘f—f)

! On appelle parfois cet opérateur nabla, mais nous emploierons le nom donné
par Gibbs,
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et les faces correspondantes seront représentées par les vecteurs
- - -
tidyds, —=jdada, = kdxdy.
. - - . .
Les fonctions f(Q) et ¢ (Q) auront auxsix points considérés des valeurs
faciles & calculer, au second ordre prés, si Pon admet que F (2, y, z),

X (x, vy, 2), Y(, ¥, 12), Z(z, y, z) ont des dérivées partielles du premier
ordre continues. Par exemple pour le point Q milieu de ABCD :

dx IF dx
10 =F (v 4+ Fw =) = Pl ) + 50 5
on écrira méme F (z, y, z) = I'y, car dans le passage & la limite P est
fixe L.

1. Calcul de —V’f On devra calculer /7 do f ¢tendue aux six faces.
Contribution de ABCD : & Fydydz + 1 inli‘ dy dz

Contribution de EF GH: — 3T Fydydz - -7 ‘(7)— 1,_ dy dz
dont la somme est

-+ JF
L dx dy dz.

On obtiendra pour les six faces

(%II: T—{- (()7—5/-774—()7—12 /x> dx dy dz,

en divisant par dr = da dy dz. il reste

IF -  IF - Il >

/(P‘_()—J,L +—{7§!+”—:/-'-

. - > N > .
2. Calcul de ¥/ -¢. On devra calculer dg-v étendue aux six faces.
¢

¢ -
Contribution de ABCD : du dz[vo—{—(—p—(-d—m_> (Z)i (])”L T-{-g{i) k]

ContributiondeEI"GH:——Tdydz[: oXdv JYdas 07 ’“"]

T T 2! TR
dont la somme est
IX

I dx dy dz.

1 1l est clair qu'on pourrait rendre ce calcul plus rigoureux en prenant des figures
de grandeurs finies et en appliquant le théoréme des accroissements finis.
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Pour les six faces, et aprés division par da:dy dz, on trouve

2> X

3. Calcul de ?7 x;:. On devra calculerﬂd? X -;étendue aux six faces.

Contribution de ABCD :

- - -
: ) P
di;;d ((;Yd:v 0 ) —dydz[ TZARY o+ (;‘ZQF‘%) 5 ]
XXy OV, Zd

005 2> TN 9r 2 TN

contribution de EFGH :

- - -
t ] k
—dydz 0 0 —djdz[]é—k Y0+< 7% 7?%);’)5‘,’;],
x X dx y Y dx 7 dZdix
&2 Y mT YR
dont la somme est
(——7 % +7: -(7—-:) dz dy dz.

Pour les six faces, et aprés division par dz dy dz, on trouve

= - 9Z  IY\=» [IX IZ\T  [IY IX\=»
Vi (-2 (G5 (G -5)F
Ces trois expressions s’obtiennent le mieux du monde en considérant
-
V effectivement comme un vecteur dont la forme cartésienne est :
> =+J +3d T
V=1 pra + k
¥

alors
Y F= 35?4_ ‘(7}5 7 ’7" oF

ou il faut entendre que F dans le second membre est la fonction de z,y. z
qui représente le champ F. Ensuite

_4;

F=(Tm+T 3 +7 3) T+ v+ 27)
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on fait le produit scalaire comme de coutume et on remplace le produit

J X
o X par o= alors
2> JX  JY
V-v=?); ()y+(72
Enfin
- -> -
T ] k
S J J 2
VX9 == Era v~
X Y Z

qui est un déterminant doublement symbolique dont le développe-
ment redonne le résultat écrit plus haut.

67. On pourrait se contenter d’avoir montré que les deux expressions
cartésiennes du gradient, obtenues au moyen des deux définitions, sont
identiques et on affirmerait sans plus que ces deux définitions sont
équivalentes. Si I'on désire ne pas recourir aux axes, on procédera de
la maniére suivante : on prendra un petit parallélipipéde dont deux
faces sont tangentes en Q et en Q' & deux surfaces de niveau infiniment.
voisines, P étant au milieu de QQ’. Aux autres points Q sur les quatre
faces latérales correspondent la méme valeur de f, car ils sont sur la
surface de niveau de P, les contributions des surfaces latérales a I’in-

- .
tégrale de surface[/da f ont un total nul et I'on trouve bien pour la

limite du rapport de cette intégrale au volume du parallélipipéde un

f

vecteur dirigé selon 7 et de grandeur égale a I Les deux définitions
du gradient sont donc équivalentes.
68. On a vu déja que le calcul de la dlﬁ'erentlclle d’un scalalre (P)
—
se rameéne au calcul du produit scalaire de dr par grad f, dr étant le

vecteur infiniment petit qui joint les deux points en lesquels on prend
les deux valeurs de f dont on calcule la différence, (§59):

df = dr . grad f

ce qui s’écrit aussi

= (59) fds,
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- - 1 N , g , . . . » .
avec dr = s ds. L’opérateur sV se définit bien évidemment ausside la
fagon suivante

f(?d';) f
(—;6) /= lim

-
et cette formule n’est valable que si s est un vecteur constant,

. - = , .
On peut aussi caleuler d¢, ¢ (I”) étant un champ vectoricl. On a

encore
dv = (_:57)) ?IIS, €
avec
// .sdo') o
(T%)T’): lin 2 ~ (2)

P -

Cette derniere formule qui définit (—:_V’)—; n’est encore applicable que
si’s est constant ; la premiere donne 7(1") ——7(1’) avee PP = ds?.

On la démontre en partant de la définition de ?3, on choisit un vo-
lume élémentaire cylindrique, les bases étant deux petits cercles dont
P et P’ sont les centres, et dont les plans sont perpendiculaires 211_’1—;',
Cest-i-dire & 5, La contribution de la surface latérale a Iintégrale de
qurhvc est nulle parce qu(- tous les do latéraux sont perpendiculaires

A done pour eux (sdo') ¢ = 0, Il restera alors, en appelant C Paire des
lﬁm»,

G2) 7o S C—9(P)-C
|PP'].C ’

d’ou
GR) T pp = VW) — (P,
ce qui redonne bien (1).
. . . —> - .
On peut aussi définir opération (s X V) par les égalités :

[ [Grdn)-
A

(-.;X %) T = lim

Pa—

.o"
lOn:ncz,arl:
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ff @)

(.:x -V>) W= lim z
r=0 T

Reégles de calcul.

. = . .
69. L’opération dont V est le svmbole est évidemment distribu-

tive par rapport 4 'addition. On

Vi+a=V1+7¢
- > - > > - >
Viudvi=Vut+Vy

el
-

& -> > - =
Vo=V xut+V o

Cela tient au fait que I'intégrale el le passage & la limite sont deux
opérations distributives par rapport a I'addition, linéaires en un mot.
Il est des cas on un champ est défini par une intégrale, par exemple

P, =ffF(P. 0) dag.
5

ot F(P, Q) est une fonction scalaire des deux points P et (). A-t-on le

droit d’écrire
> el .
Ve (P =[f‘v F(P,Q) dag?
P
z

L’indice P a pour but de faire remarquer que 'opérateur ne porte que
sur F, considérée _tomme fonction de P, Q étant un point censé fixe
dans Popération V

La formule precedente est 'analogue de la formule de dérivation par

apport & un paramétre sous le signe J
La démonstration en est aisée dans des conditions assez restrictives

Soit P! un point voisin de P

on a
(P88 [[FPO—FR,
As agq.

X
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Si ’on admet que F(P. Q) considérée comme fonction de P a un gra-

dient, on aura
F(P, Q) -~ F(P.Q) = <dﬁ L. ()) .
P,

P, étant un point situé entre P et P/, Done & la limite, sile gradient est
1 1 g

continu :
ll"
)
—_—
[] s gl.nlp r (1’ () (IO’Q.

X

ou encore

. . . . . ind
ou, puisque cette formule est vraie quelle que soit la direction s:

-

On étendra la régle du V agissant sur une intégrale 2 tous les cas
possibles : intégrales curvilignes, intégrales de volume, portant sur
des vecteurs ou des scalaires. Pour les —V>><, ot le théoréme des
accroissements finis n’est pa< immeédiatement applicable. on fera inter-

venir un vecleur constant s et Pon aura i traiter (l(, produits mixtes

ot le signe eross ne sera plus immédiatement apres V.

-
70. On trouve les formules qui permettent dobtenir le V d'un
produit en remarquant d'abord que I'élément différentiel sous le signe

-
ff(lzmx la définition de V est de la forme

o

g . . . . S
do qui multiplie le produit considéreé,

Prenons un cas qui permet de traiter tous les aulres par analogie :

t[frlcr (uy t')

1
:0 . B

- —> —))

Vel xe
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mais

[[#-Grerdio) = [[[&- G xTie) + [ GenxTw)+
z p) p)
+f[da [G0)-~w = [Fe—7p ‘~—ffda TPy <L,

Les deux premiéres intégrales du second membre divisées par r
ont pour limites
- s
V- (u X ¢ )

.y ind ca. . .
dans la premiére ¢ est considéré comme un champ variable tandis
g . 5o
que u esl constant, il a dans tout Pespace la valeur qu’il a en P;dans
. - . -
la deuxiéme, u est variable et ¢ constant,

La troisiéme intégrale cst un infiniment petit d’ordre supérieur
au volume, elle est en effet de la forme

[f o (d  d7)-
)

en divisanl par 7, on obtient une quantité infiniment petite.
La quatriéme intégrale est nulle, car elle peut s’écrire

/ / do |-y (P

el // dg = 0 puisque X est fermée.

/e

On pourra done écrire
v (u,u):=€7’.(7x7)+’v’-(3x7;) )
T

la fleche verticale placée sous une lettre indique que cette letire est la
seule grandeur qui doit &tre considérée comme vartable dans la paren-
thése qui la contient.

La régle qu’exprime 'équation (1) s’applique & tous les cas et elle
s'étend aux produits de plus de deux facteurs. Le lecteur le verra
bien aisément. R

La suite des opérations s’effectue ¢n remarquant que V est un
vecteur ; on appliquera donc les régles du mlcul vectoriel en ayant

toujours soin de ne jamais mettre & gauche de V des grandeurs varia-
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bles. figurant d’abord & sa droite, méme si I’algébre vectorielle permet-
-
tait un tel transbordement, car V est encore — el surtoul — un

opérateur agissant sur les. grandeurs variables placées & sa droite.

Nous obtiendrons donc les formnules relatives avx produits en apph-
quant la formule (1) appropriée & chaque cas partlcu]ler el en faisant
des transformations dont le but est toujours d’amener 7 toucher le
facteur variable et si possible & ’isoler a I'extrémité droite d’'un mo-
ndéme. Il sera aussi utile d’avoir la formule définitive avec les notations
—_— . —
grad, div, rot.

o Vg = V(/g) + V(/s’) =(VD)e+1(Ve) = Vi + V¢

—_

"md jg = ggmd/ + fgrad g

20 57’~(/77)x§({7)+5(/f)=f7'f~7+/$-77=7-\7f+ﬁ-7

div(f?) = . grad j + fdive

30 T ()= (/7)) + T x (1) =T > 0417 5T =V 50— % T
*

A

Vot f e = frote - v gradf

40 V(u (') = %(T:T’))-}- —v-)(l—l);" '
4 *

or . .
ax(3x0)=T@3) —-@r)7T
d’ou

CTa)=ax(Tx7)+ @07

done :
V(u (:) =ox (Txu)+ (V)
et par conséquenl
V@) =vx (Tx &)+ 0> (Tx7)+ CNa+ @)
gtdd . v)--('xrot u+u;<rotv+(oi7) u—t—(u%)?.
he ltX")—V(uxv)—?-_V" :X—{)

~ On peut intervertir le point et ]a Croix :
-

Vo (0x?)= (T xu).v
A _

1 On a appliqué la formule @ < mb = am < b ot @ = V, m=f, T="
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done :
T (@x?)=T xu)v—u.-Vxo=9-Yxu—u-Txv
- > — > —
dlv(uxv)__u-rotu w-roty
60 Tx(@x?)=¥x Zx?)-{-@)x(;x?),
4 4
or
—V>><(u><v ( )u—u(v .),
d’ot !

V.9,

ﬁx(;?x;)):(—o’ )u-—v( )--(uV)V—{—u(
rot uxv)—( )u-——(unv)v——vdivu—}—u(livcl.

On trouvera plus loin quelques exercices qui compléteront ce jeu de
formules.

. -
Itération de V.

. N ]
71. L’application de V & un champ redonne un champ. II est utile
. M . S 2 r_ ’ I,z M
de savoir appliquer & nouveau V & ces champs dérivés. L'itération de
—
V conduira & des expressions qu’on peut écrire presque infailliblement
-

si Pon esl assuré que. pour cette double opération, V est encore a consi-
dérer comme un vecteur symbolique.
On aura

1o (vf) V2f ou div gradf vzl; (1)

onintroduitici un nouveau nom pour désigner I'opérateur div grad=V?,
on 'appelle le laplacien et on le représente par lap :

lap f = div g_r;d/;

¢n cartésien

> > d —+d >0

> P P 2

vv=d—ﬁ+3——y—2+3—ﬂ,
done

lap aﬂf (72]‘ (7“)‘

=t + X + 72z’

ol il est entendu que f désigne, soit le champ f(P
2, y, z qui représente ce champ.

), soit la fonction de
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Ensuite
20 TxVf=(TxT)f=0 (2)
- >
zar a X a = 0; donc

—
rot grad f = 0.

Puis
30 V. Vxu=(J%u)=0 3)
car (;;Z-I;) = 0; done
. —
div rot u = 0.
4o T(T %) =graddive (4)

c’est un vecteur dont les composantes sont
X  RY PZ

dzdy + ma

X 32)’ RZL

(71(71/ HE (7sz

RX »RY VA
fr Al vy S =

—> >\ A
50 L’opérateur (VV) u est essentiellement nouveau ; on I'appellera

. - , .. . . . »
encore laplacien de w. Sa définition intrinséque est donnée par les
considérations suivantes :

60 Ix(Vx)=V(Ju)—viu )

si 'on applique la formule du double produit vectoriel ; donc

- — . —_— —
lap u == grad div v — rot rot u,,

les opérateurs dans le second membre élant définis par les passages a
la limite qu’on connait.

1l est bien clair que les identités (2), (3), (5) ne sont pas démontrées ;
nous les avons obtenues par induction. On peut les vérifier par la mé-
thode des coordonnées pourvu qu’on écrive

lap = s + s + i
P=0Z T or T 0
Mais il convient de les démontrer directement. Les considérations du
chapitre suivant le permettront.
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Exercices.

1. On a vu au § 31 que la distribution des vitesses dans un corps
solide qui a un point fixe est donnée par la formule

- -  —
¢ (P)=muwx 0P;
montrer que roty — _w, dive = 0.
L o .
2. Dans un champ vectoriel ¢(P), on considére les lignes de champ,
c’est-a-dire les courbes Ltangentes au champ ¢n chacun de leurs points :

. . ing
calculer leur courbure et leur torsion en fonction'de ¢ (P). [On aura

-

—>
1 [
T ol (79 I -‘T»— [Fx (9T ()] on
-~ (G ~
(t V)2 est un opérateur dont la signification est bien claire].
3. Si P—ls' = h}: on aura
h (~ }n
(P = () + 1 G 1P+ B G 1 = V)P

=\ , , .
ol (sV) est un opérateur défini par la formule

G- GG
4. Déterminer le gradient du champ scalaire dont les surfaces de
niveau sont des ellipsoides de révolution aux méridiens homofocaux,
la valeur du champ sur chacune de ces surfaces étant proportionnelle a
son grand axe. Trouver les lignes de champ du gradient de ce scalaire.

o Lo

5. Montrer que le champ vectoriel ¢(P), perpendiculaire a un plan
fixe, dont I'intensité en chaque point est fonction de la distance & ce
plan, est le gradient d’un champ scalaire.,

6. Méme probléme pour un champ perpendiculaire & un axe, dont
Pintensité est fonction de la distance a cet axe.

. . - .
7. Si les lignes de champ de ¢(P) sont orthogonales & une famille de
surfaces, leur courbure - est donnée par la formule

V(P)
- ¢
X ol

1
P

L - . 1 -
8. Calculer div r, rot r, div @(r) r, div & lap et oule champ r(P)=0F

@(r) étant une fonction de r = |OP|.
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9. Un champ scalaire f(P) est défini par Péquation

>
[(P)=\uv w)
- - —
ol u, ¢, » sont Lrois champ: vectoriels ; calculer gradf et lapf. Cas
> > —>>\—> —> -> o> -
particulier : = 2, o o= (ur )a we=1r X b, a et 7 élant deux vec-

teurs constants.

10. L’opérateur ¥ est appliqué trois fois de suite & un champ scalaire
f(P). Examiner les cas possibles.

. R
11. Méme probléme pour un champ vectoriel ¢(P).

12. Quelle est la blgmﬁcatmn de I’expression [( V Xy ) X W ] ? (Ilest
entendu ici que V porte sur tout ce qui suit ce symbole) ; la calculer.

13. Mémes questions pour [(VIT) (v % 1—;)?]

14. Etablir quelques formules ou intervient l'opérateur ¥/ itéré
. - > - = - - >
portant sur un produit ; par exemple V-V X f¢, V x [V X (uxv )]. ou
e N Y o ey
encore V. f V(u-v), AV (v V)u.
15. Etablir les formules du § 70 en partant de la forme cartésienne
- .
de V ; on verra que quelques-unes d’entre elles s’obtiennent par des

calculs assez fastidieux.

16. 7(P) étant un champ quelconque, et 7(P) ayant la signification
habituelle, montrer que
>\ > >
(u V) r= .

g L,
17. 51 a est un vecteur unité constant, on a
. >
a [grad ( . v)+ rot a X u)] == div ¢.

18. Calculer les projections du champ 3(P) sur les plans tangents
aux surfaces ‘de niveau du champ scalaire f(P) et sur les normales &
ces surfaces.

g;;:if X (7>< g_r;;l /) o (u glad ]) grad /
o gma))? (gract /)2




CHAPITRE V

Théorie des champs (suite).
Transformations de certaines intégrales multiples.

Transformation d’intégrales triples.

72. Les définitions que nous avons doinées des diverses opérations
qu’on peut faire au moyen du symbole V conduisent immédiatement
& certains théorémes de calcul intégral qu’on démontre d’une maniére
trés laborieuse par la méthode des coordonnées.

Soit f(P) un champ scalaire possédant un gradient. Considérons une
surface fermée X (formée d’une ou plusieurs parties)limitant un certain
volume V. Décomposons ce volume en IV parties et désignons par Arg
le volume de la #m¢; soit Py un point dans celle-ci. Appelons de plus
% la surface qui limite Az

Si f(P) admet en chaque point de V et sur X un gradient, on pourra

poser
T 1(P) Aty + Az = ff 1d )
P

- . ) , . .
ol ¢ est un vecteur qui tend vers zéro lorsque tous les points de Z¢

tendent vers Py. Soit;;) le plus grand des vecteurs -E: ;—r,) tend vers zéro
lorsque le nombre N augmente indéfiniment et lorsque chaque volume
Ar; tend vers zéro dans toutes ses dimensions. En faisant la somme
membre & membre de toutes les équations (1), il est manifeste qu’on
obtiendra pour le second membre une intégrale de surface étendue &
toutes les portions des Z; qui ne sont pas des cloisons mitoyennes a
deux portions de volume. Si f est une fonction bornée, cette intégrale

sera justement
-
ff fda

pX
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car les intégrales cur les surfaces mitoyennes s’entre-détruisent com-
plétement.
Le premier membre de la somme tend vers

fff Vi (P)dr

car |ZgAr|<<nV, V étant le nombre mesurant le volume total et »
tendant vers zéro. On a donc

ff ‘\?f(P)h:fffd’é.
v )

Cette égalité exprime le théoréme du gradient. On en tire, en coor-
données cartésiennes, la formule connue :

17 (7f dzdydz -—[f/dydz

En faisant les mémes hypothéses sur le champ vectoriel 7(P), on

trouve aussi
- > -
‘/I/‘vadr-——-—-\[/‘vxdc, (2)
v )

. ->
ou, en coordonnées cartésiennes, pour la composante en i:

fff(%“g> d“dyd‘=ff(ﬁz-ﬂ) do,
>

a, f3, 7, étant les cosinus directeurs de la normale extérieure & la surface

N -> vz M M r hy
Y et X Y, Z, les composantes de v. L'égalité (2) exprime le théoréme

du rotationnel.
- - > -
ﬂ V-vdr:ﬂ‘v-da;
4 z

De méme
cette égalité exprime le théoréme de la divergence, ou comme on P'appelle
: . . . , Co. >
aussi le théoréme d’Ostrogradzky. Si v, représente la projection de ¢ sur
- .
la normale n extérieure a X
- -
vdo == vado,
c’est ce qu’on appelle le fluz élémentaire du champ qui sort de la sur-
face do; dés lors: Uintégrale étendue au volume V, limité par une
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. -
surface X, de la divergence d'un champ v est égale au fluz total de ce champ
sortant de X.
En coordonnées, ces relations s’écrivent :

/ﬁ‘( 9Y+((7)Z> dxdydz_f/'aX+ﬁY+7Zda

Cette formule a reuses applications.

de nomb
-> ——
;

- - - . -
=0P=zt+y1 + zk:divr = 3, donc

/I[ =%f(az+ﬁy+/zda,

P'interprétation géométrique est bien claire: le volume total limité
par X est égal & la somme algébrique des volumes des pyramides
élémentaires dont O est le sommet et dont les bases sont les éléments
d’aire de X; les hauteurs de ces pyramides sont bien évidemment

Prenons ¢ (P) ==

- = .. . .
r-n =az + fy + yz; les bases sont positives ou négatives suivant que
- . . ..
OP arrive 4 la surface par la face négative ou par la face positive.
- —_— R
Supposons que v = grad f, dive = lap f; d’autre part

do-grad f =(nV) fdo = % do,

/Z lap f dr ::f/%dd
4 b

Cette formule est importante dans la théorie des fonctions harmo-
niques. On peut I’énoncer encore : I'intégrale du laplacien de f étendue
au volume V est égale au flux total du gradient de f qui sort de X.

et alors :

Transformation d’une intégrale curviligne; théoréme d’ Ampére- Stokes.

73. On va démontrer une formule trés importante qui permet de
passer de certainesintégrales curvilignes, étendues & des courbes fermées,
4 des intégrales prises sur des surfaces limitées par ces courbes. Mais,
auparavant, un lemme est nécessaire.

Soit un volume cylindrique limité par une surface latérale S et deux

Lo s -
bases perpendiculaires au vecteur unité a. Soit de plus un champ ¢(P)
défini dans une région contenant ce cylindre.
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On aura bien évidemment, par la définition méme de V X v :
/f?-(d_;x‘J) ff* (axda)
t:

on prendra pour volume le cylindre lui-méme dont on imaginera qu’il
se réduise ensuite au point P situé sur I’'une des bases. Or, pour les
surfaces élémentaires.des bases, on a:

- > >
a - v

v (axds) =
a
do
Fig. 27.

la surface latérale S donnera seule une contribution au numérateur. Or,

si I’on considére I’élément do limité par deux génératrices infiniment
voisines,
- - -
a X do = hdl,
. - 1212 . z
h étant la hauteur du cylindre et dl I’lément dirigé du contour de la
- . . . .

base, le sens de dl étant tel qu’il indique une rotation dans le sens

.. g
positif autour de a.

Par conséquent

v.(@xds) =hv.dl

et, dés lors, le lemme en question s’exprime par les égalités :
’ q P P g

hfm f:.,zz
-
(VXV)—llnl——-—— lim &
=0 kA4 4o A

C étant le contour de la base, qui peut avoir une forme quelconque,
et A son aire,

Soit maintenant une surface X limitée par un contour C quelconque,
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. . - .
plan ou gauche, X et C étant situés dans larégion R ou ¢(P) est défini ;
on suppose de plus que ce champ a un rotationnel dans R.

.. . 22 M : 9, b ing
Divisons I en aires élémentaires et soit do 'une d’elle, ¢ le champ en

. - . ..
un point de do et n la normale & X choisie de fagon que, prés du bord C,
un mobile parcourant C dans un sens donné paraisse tourner dans

n

C —

Fig. 28.

le sens positif autour de n. Le sens de n élant choisi pour tous les
points de X par continuité, on définira un sens de parcours sur le contour
de chaque élément do par la méme convention. Dés lors, en vertu du
lemme précédent,

-> - - ——
don.V X ¢ == [vdl
K

¢ étant le contour de do. En faisant la somme des premiers membres
pour tous les éléments de surface, on trouve

[[@ =)@
>

les seconds membres ont des parties qui s’entre-détruisent, ce sont les
portions d’'intégrales curvilignes étendues & des arcs qui sont frontiéres
de deux do contigus ; ces arcs sont parcourus en effet dans deux sens
différents. Il restera une intégrale curviligne étendue au contour C
limitant X et Von a.la formule &’ Ampére-Stokes :

[Za- [[@x).&
¢ >

ce qui s’exprime ainsi :
. . g il ) I3
La circulation totale de v le long d’une courbe C est égale au fluz total

. -> . »
du rotationnel de v a travers une surface X dont C est la frontiére, le cdté
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positif de la surface ayant été précisé d’aprés le sens de parcours de
C, comme on I'a dit plus haut.

.11 va sans dire que ce théoréme est encore valable si la frontiére de
T est formée de plusieurs courbes fermées, pourvu alors que le sens de
parcours sur chaque courbe soit convenablement déterminé.

On peut appliquer cette formule au cas particulier d’'un champ ]
paralléle au plan 20y, dont les composantes X et Y ne sont fonctions
que de z et y. Soit C une courbe plane, située dans 20y, X larégiondu
plan £0y limitée par C; on aura

do = & dady,
f’p’.d"=fde+ Ydy,
[ (]
o T 7R
ST 222 | _ (X _X\p
| dx dy Iz dz.  dy)"”’
XY 0
donec :
Y X
OfXdz+Ydy=f (Z—Z)dxdy;
)

c’est la formule de Riemann.
On démontrerait de méme et dans des conditions analogues que

7 > >
z/ljd ‘/Efdofoi

et que

., . =
Retour sur Uitération de V.

74. L'opérateur V2 est par définition V.9, ou

ffd*a.'v’/
z

V2 = lim ————
t=0 T
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Soit, dans unsystéme de coordonnées, u=Xa 4+ Y b 4 Zc¢, a, I;,’ < étant

constants, on a
—

Vin = VX o+ VY. B+ V2Z .,

ce qui montre que la méme notation V2 pour un scalaire ou pour un
vecteur n’entraine pas de contradiction. On a d’ailleurs auparavant
- -

V.2=VUX. a+VY b+VZ o

Ces remarques utiles étant faites, considérons

fdaXVf

VXVf—— lim 2

=0 T

or on a pour toute surface fermée X :

fd?x@’f:o,
X

car si on décompose ¥ en deux parties par une courbe fermée C, I'inté-
grale précédente est la somme de deuxintégrales curvilignes identiques
étendues & C, prises respectivement dans les deux sens. On a bien

VxVi=0; ot grad f = 0.

-
[fda X u
- - -
V- -VXu=Ilim —~———

=0 T

On a ensuite

mais en décomposant la surface fermée X en deux parties par une
courbe fermée C, on trouve encore, en vertu du théoréme d’Ampére-

Stokes, que
- > -
fda-qu:O;
z
dés lors :
- - —_—
V-Vxu=0; divrotu=0.
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On a encore
P —
(Ix¥V)xu=0
car ﬂ(d: X _V>) X =0 siX est une surface fermée, parce que si
z

I’on divise de nouveau X en deux parties par une courbe C fermée,
Pintégrale sur ¥ se raméne & l'intégrale

-> -
f dr X u
¢
prise deux fois et en sens contraires.

L’opérateur v (% -J)r_ g;;i div ¥ est défini par le passage a la

limite
f &(7.7)
xz

?7 (6 l—:) = lim
7==0
d’autre part,

- - -
V x (Vxll)::lim
=10

[/J;x(@'x?)
Y'Y

5
Lo

mais s1 a est un vecteur constant, on a
- - > s> - —> >\ >
a x (VXu):V(a-u)———(a\/)u
V(a.u :(aX\./)Xu—%—(L(-\Mu ;

. - -
en faisant @ = do , on aura

5

(@ x V) x w4 do (V. 0) — (V) uw

et

_V)X(_V‘X TI) = lim
=10

Pintégrale du premicr terme est nulle, dés lors :

-> —> - - = > — >
Vo(Tx ) =V(7.7) — V2,

soitl,
—_— —_ .= -
rot rot u = grad divu — lap u.

Les formules indiquées au § 71 sont don¢ établiés intrinséquement.
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Facteur intégrant.

- - . -> - e,
75. Demandons-nous quand ¢ - dl ou mieux ¢ - dr est une dilléren-
tielle totale exacte; c’est bien évidemment lorsque 'intégrale curvi-

ligne
f v.dr

prise sur une courbe joignant deux points A et B ne dépend pas du
chemin d’intégration, mais de A et B seulement ; dés lors I'intégrale
prise sur une courbe fermée est nulle
-
v.dr=20
¢

quelle que soit la courbe fermnée C; par suite:
NP > >
/f BV x5 =0
Y

quelle que soit la surface X, ce qui exige:
-> -
V x v = 0.
- > . . .
Donc : pour que ¢ - dr soit une différentielle totale exacte, 1l faut et
. — -
il suffit que V x ¢ = 0.
L . .
Si ¢ . dr n’est pas une différentielle totale exacte, on peut se deman-

der s’il existe un facteur intégrant, c’est-a-dire un champ scalaire f(P)
tel que

- >
fo-dr
soit une différentielle totale exacte.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il sulfit que

Tx (7)=0
ou
S -
fVXyv—ox Vf=0;
il vient, en multipliant scalairement par v
> > -
fo-Vxe=0

. - . .
puisque le produit mixte ¢ . ¢ X V[ est identiquement nul.
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.. , , - =, .,
La condition nécessaire pour que ¢ - dr ait un facteur intégrant est que
- o , .
le champ v soit perpendiculaire en chaque point a son rotationnel; en

coordonnées : - .
Xdz 4 Ydy + Zdz

admet un facteur intégrant si
Z I9Y X Iz Y IX
X(F-F)r(E-92(F-F) -0
Cette condition est suffisante aussi ; considérons en effet 1’équation

. . Lo
elle est complétement intégrable si ¢ est perpendiculaire 2 son rota-
tionnel car, en coordonnées, elle s’écrit

Xdz+ Ydy + Zdz =0

et elle définit une fonction z(z, y) si elle est complétement intégrable,

c’est-a-dire si
X X Y Y
(2) =)y () ()
Jxr Iz

dy Jz
en transformani, on trouve

- =
¢.Vxe=0.

y_ X
zZ~ Z’

Il existe alors une surface intégrale et une seule passant par un

point donné. Soit
FP)=C

P’équation d’une telle surface X. Comme dF = 0 pour un déplacement
sur X, on voit que la normale N & X est paralléle 3 v
R ou?
mais
—
grad F = N .y(P).
v (P) étant un scalaire, donc
dF = grad F. d7 = pyvdr.
v.dr admet bien un facteur intégrant.
On remarquera qu’il a fallu passer par les coordonneés pour utiliser

un théoréme sur les équations aux différentielles totales. Il est difficile
d’éviter ce détour.
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Formule de Green.
Py
#(

, on aura donc

76. Soit un champ ¢(P) et supposons que . d7 admette un facteur

intégrant A
¢(P)
-

<I1cd

—

ol ¢ est un scalaire. On tire de la

or
I/fdiv?.dz =ffqﬁ<p-d?,
v ¥

d’aprés le théoréme d’Ostrogradzky ; V étant une région de I’espace ou
- . . i
2 9 ¢ existent et admettent une divergence, des gradients et des

laplaciens respectivement. Donc :
- - - = di
V- Vedr + Ylapgdr = | [ ¢Veds= |[¢ 5 do,
14 v pX b

mais cette derniére formule ne contient plus ¢(P) ; elle est vraie quels
que soient les scalaires ¢ et ¢. En échangeant ¢ avec { et en soustrayant

d‘P)da;

fff@ laP?—?laP+’)dr=ff(¢;ll,;—?;L
v 3

telle est la formule de Green.

membre 4 membre, on trouve :

Bréves remarques sur quelques équations différentielles.
77. On pourrait se proposer de rechercher les solutions de I'une ou

I'autre des équations différentielles suivantes :

10 Tf =a(P)
2 .9 = g(P)
30 Ux v="b(P)

- -
ou a, g, b sont des champs donnés.
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10 11 est tout d’abord évident que 7 ne peut &tre quelconque car
a ar doit étre une différentielle totale exacte. Dans ce cas alors,

df:a-dr

et f est un champ scalaire déterminé a une constante additive prés.

20 11 n’y a pas de conditions restrictives pour le choix de g(P). Si
lon connaft une solution ¢ onen aura’ une infinité d’ autres en ajoutant
2% le rotationnel d’un champ arbitraire a(P), car div rota = 0.

—* .
3° b(P) ne peut éire arbitraire, sa divergence doit étre nulle, car
e
V. -VYxe¢=0.
Si 'on a une solution de 3° on en obtiendra une infinité d’autres
b

en lui a]outant le gradient d’un scalaire arbitraire g(P), puisque
rot grad g=0.
-
On peut se proposer de déterminer ¢ au moyen de 20 et 3°, formant

un systéme d’équations simultanées. On se proposera de chercher une
solution

- — -
o = ! Ll
telle que
R —_—
dive! =0  rote” == 0.
alors
. > . -
divy = div " = g(P),
— —_— -
rot ¢ = rot ¢’ = b(P).
Donc :
.= —
divy! =0 div ¢ — g
—_—— .,
rot ¢’ == b ro! ¢ = 0.

. - . . .
Soit ¢ une solution de la seconde équation I,
- [
vi + grad h,
ou h est un scalaire arbitraire, en est une autre, mais h est déterminé
par la condition
L~ —
div (v{ -+ grad h) =0
c’est-a-dire
v o
lap h = —div¢j. (1)
De mérue, si vl est une solutwn de la premiére équation II,

—
01 —+ rot u en est une autre, ¥ élant un champ vectomel arbitraire ;
c’est la deuxiéme équation 1I qui devra déterminer w:

—, —_—
rot 91’ + rotrotu =0
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mais
—_— e -
rotrot u = grad divu—lapu
ot dés lors u doit satisfaire a I’équation
. - —_— . - ——
lap u — grad div u == rot ¢{’. (2)

Pour résoudre les équations (1) et (2), il faut employer des méthodes
qui ne ressortissent plus a I’analyse vectorielle proprement dite, mais
qui se rattachent aux théories les plus belles et les plus fécondes de
Ianalyse classique. Il est d’ailleurs préférable d’étudier ces équations
4 propos des problémes physiques qui leur ont donné naissance.

La seconde partie de ce cours traitera précisément de quelques appli-
cations de l’analyse vectorielle & la physique mathématique, qui con-
duisent & des équations aux dérivées partielles analogues & (1) et (2);
ces applications, en assignant des conditions aux limites aux solutions
des dites équations, posent de nombreux problémes & I’analyste ; nous
en résoudrons alors quelques-uns.

Exercices.

1. Démontrer la formule :
/[fm.d;[/a’.d?ﬁ// (zradf x ) ds
G < %

Y étant une surface dont la courbe fermée C est la frontiére.

2. Dans la formule précédente, on pose —II(P) = g;;d g, montrer que
) g gt ) & = [ inea g a7 = — [smagd7
) ‘e ‘¢
3. On a obtenu au § 76 la formule :
jf %Z{/-%«pd‘r: U\{J@’QJZ’ - /] YV 2qdr,
; vy SN

X étant la surface limitant le volume V, ¢ et ¢ deux champs scalaires ;
démontrer la formule suivante due & Lord Kelvin :

/ffﬁ""%dmff\”ﬁ? 'd_;*fffﬁ(p”v'@)dz -
v ) S
=/]?P$¢‘d;—f[/?$(‘a$¢)dr.
X 4
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4. Calculer f T.dret f Txdrle long d’une courbe fermée; on donnera

une interprétation géométrique du second résultat.

5. Les intégrales
S > — -
z‘rot v.do etﬂgradf X dg
z

étendues a deﬁi;fi‘fi;ﬁéﬁs fermées sont nulles.
6. Démontrer la»’formule

f" TV)vds = 5 LBy — e (a)),

- . . .,
¢ (P) étant un champ, 7 le vecteur unité tangent & la courbe d’inté-
gration,

7. Soit
et w(P) =

( un champ vectoriel, on forme les champs ¢ (P) =rotu
1

t¢, démontrer que

ff*zd,_-ffuxv do+ffvf:.;dr

V étant un volume limité par la surface X.

8. p(Q) étant un scalaire défini dans une région V, on forme

P)=ﬂ P(rﬁdfq

-
avec r = PQ. Montrer que

ffp(o da—-ff T die

ou X est la frontiére de V.
9. V é&tant un volume limité par la surface X, montrer que

ff(z;t -v'm)=_ff Um. ¥ xvdr
> k4

-
m et ¢ étant deux champs.
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