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AVERTTSSEMENT

Ce volume d’Exercices d’Analyse contient les solutions de la plupart des
problémes proposés & Paris, depuis 1920, aux épreuves écrites du certificat
de Calcul différentiel et intégral. Sans parler de I'intérét intrinséque que
présentent, pour les étudiants, ces problémes en général judicieusement
choisis, on a ainsi une série suffisamment variée d’exercices portant sur
les différentes parties du programme.

On s’est borné & suivre l'ordre chronologique. Aussi bien congoit-on
sans peine que tout classement revét nécessairement un caractére artificiel,
la solution d'un probléme déterminé exigeant d’ordinaire le recours & des
théories trés diverses. Un tableau synoptique, placé en fin de I'ouvrage,
pourra néanmoins rendre quelques services aux étudiants qui désireraient
faire des applications d’une théorie particuliére, pour en mieux comprendre
le sens et la portée.

M. J. Devisme, professeur agrégé de mathématiques au lycée du Havre,
a pris la peine de relire les épreuves et de vérifier soigneusement tous les
calculs. Qu’il veuille bien trouver ici I'expression de ma cordiale gratitude.

E. LaNg.




EXERCICES DE CALCUL
DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

Probléme 1.

On considére la famille de sphéres S représentées en coordonnées reclangu-
laires par Uéquation

x% + y?—+ 22 — 2x cos u — 2y sin u = v?

ot u est un paramélre variable, v une fonction de ce paramélre.

1° Déterminer la fonction v = f(u) de facon que les caracléristiques des
sphéres S soient des cercles de rayon constant o, et indiquer une génération
simple de la surface enveloppe X de ces sphéres;

2° Trouver les trajectoires orthogonales de ces cercles caractéristiques dans
le cas particulier ou Uon prend v =u.

N. B. — On pourra exprimer les coordonnées (x, y, z) d’un point de la sur-
face X au moyen des deux paramélres u et g, ot z = sin ¢.

(Parus, juin 1920, épr. écr.: 1™ quest.)

I° Les caractéristiques (*) sont définies par les équations

) -+ y*+2z* —2xcosu—2ysinu —v*=0,
. dv
©)) .x:smu——ycosu——v-di;__o,

dont la premiere représente une sphere S de centre I (cos u, sin u, 0) et de rayon

plan II en un point w centre du cercle caractéristique, et 'on a

ey doy? o0 2 — R2 — [ = p? Y UM
o' =10 du), dot = R!—lw’ =041 v(du>
Si p est constant on aura donc
7 .
p‘“’ MY gy, don 0= (aa)4 1,
: =+ \/v“ 41 —p?

a désignant une constante arbitraire.

(1) 1, 107. — Les renvois sont faits au Précis d’Analyse de l'auteur, la notation II, 107, par
axemple, signifiant qu’il faut se reporter a la page 107 du tome II.

LAINE, Exerc. 1
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Remarquons que le point I décrit, dans le plan £Oy, le cercle I' de centre O et
de rayon un. D’autre part I'équation (2) s’écrit
3) zsinu—ycosu— (u+a)=0;
elle représente dans le plan xOy une droite dont on obtiendra I'enveloppe en
Joignant a (3) I'équation dérivée

Y

xeosu—~+ysinu—1 =0,
~d’ou l'on tire pour les équations paramétriques
de I'enveloppe
T =cos u—+ (u—+a)sinu,
x y=sinu —(u -+ a)cos u;

cette enveloppe est donc la développante du
cercle I' qui a un rebroussement en A.

Par suite la surface X, enveloppe des spheres
S, peut étre engendrée par un cercle vertical de rayon constant, dont le centre w
décrit dans le plan xOy une développante du cercle I', et dont le plan est tangent
en w a cette développante.

2° L'enveloppe X est ici définie par les équations

x>+ y?+z*—2rcosu —2ysinu—u*=0, xsinu—ycosu—u=0;
on tire de la seconde
x=usinu-+Xcosu, Yy = —ucosu-Asinu,
puis de la premiere
22 =2 — )2, d’ou 1 —z2=(1—N\)2;
si donc on pose z = sin ¢, A =1 +-cos ¢, on aura finalement
x =usinu+ (1 +cosg)cosu,
y=—ucosu-+(1+ cosy)sinu, z = sin ¢.
On aura alors, avec les notations habituelles, en calculant le ds? de la surface,
= u®+ cos?y, F= —using, G=1.

Soient d'autre part dM et 3M deux déplacements infiniment petits sur la
surface; on aura
M oM oM . oM
- M = =
dM d +b dy, M >0 ou+0? B¢

et la condition d'orthogonalité s'écrit
(4) dM . ¢tM = Edudu + F(dudq + dydu) + Gdede = 0.

Les cercles caractéristiques ont pour équation sur X u=C', d’ou Su=0
(39 # 0): on aura donc leurs trajectoires orthogonales en remplacant du par 0
dans l'équation (4) et divisant par dp: il reste

—usingdu+dep=0, dou e ? tg—g = (',

_uz
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Probléme 2.
Démontrer que Uintégrale générale de Uéquation différenticlle linéaire
(2 — 1) 5% —2p2 B 4 p(p 1)y =0
esl un polynome entier en x, lorsque p est un nombre entier positif. Trouver en

particulier les intégrales qui s’annulent pour x =1 ou pour x =—1. Peut-on
intégrer équation quel que soit le nombre p, entier ou non?

(Paris, juin 1920, épr. écr.: 2¢ quest.)
Ecrivons les équations déduites de la proposée par dérivations successives :

: d
B @74 —2p wi+p(p+1)y =0,

dz?

dr+1 d"g dl’—‘y
bp—i (-’172—'1)"[-5;’1‘—2 1 dxp+l -‘d.’l)p T =4
: _ iy _
lf‘l‘ (:L 1)(131’—‘-’ _0’

Donc y est un polynome de degré p + 1 au plus.

Soit y,(x) une intégrale qui s’annule pour x =1. D'apres E on a y,(1)=0,
d'apres E, yi(1)=0, ..., daprés E,_, y{”’ =0, donc, puisque y,(r) est un
polynome de degré p+1 au plus s’annulant pour x =1 ainsi que ses p pre-
mieres dérivées, on a

yu(@) =Mz — 1.
De méme l'intégrale yy(x) qui s’annule pour x = — 1 a pour expression
Ya() = w1

La substitulion de y, ou y, & y dans le premier membre de E donne un résultat
qui doit ¢tre nul pour toutes les valeurs entiéres et positives de p: donc il est nul
identiquement, et I'intégrale générale de E s'écrit

y=XNe—1F" +pl@+1)r,

pourvu que p soit différent de — 1. Si p =—1, I'équation E est linéaire et du
premier ordre en y': son intégrale générale s’écrit

— 1!
Rl

y—)\log z 1|
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Probléme 3.

On considére la surface qui, rapportée a trois axes de coordonnées rectan-
gulaires, a pour équation

x? + y? — c?I//(z)
(h+2z3?  (h—2z)? ’

dans laguelle h désigne une longueur donnée et ¢"(z) une fonction continue et
positive, dérivée troisiéme d’une fonction impaire ¢(z).

1o Calculer le volume limilé par la portion de la surface précédente comprise

entre les plans z=~h et z=—h, et délerminer la fonction ¢(z) de maniére

que ce volume soit, quel que soil h, équivalent au volume d’'une sphére de

rayon h.
2° Ktant donnée la surface (S) définie par les équalions

x=(h+z)cosu, * y=(h—z)sinu

dans lesquelles u est un paramétre variable, calculer Uintégrale

\/\"/T(xl —+ y‘.’. — 322 — h2) %‘f,

ds désignant Uélément superficiel de cetle surface, étendue a la portion de (S)

engendrée par les segments des généralrices rectilignes compris entre les plans

z=n~h et z=—h, lorsque u varie de 0 a %

(Paris, juin 1920, épr. prat.)

1° Considérons d'une facon générale une surface S, coupée par tout plan
z = C' suivant une courbe fermée d’aire A ; cette aire est fonction de z, A = 6(z).
Le volume V limité par la surface S et les deux plans z = z;, z == 2,(z, < z,)
peut étre considéré comme la somme d'une infinité de petits cylindres de section
droite f(z) et de hauteur dz; on aura donc

V= f " 6(2)dz.

Dans le présent probléme les courbes z = C'* sont des ellipses de demi-axes
Ve')(h+2) et Vo"(z)(h—2),
done d’aire n(h* — z*)3"(z); on aura par suite

Ve [ (B — 2@z = lhty(s) — 29'(2) + 229/() — 2e(2) -}
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Par hypotheése ¢(z) est une fonction impaire, donc il en est de méme de ¢'(z),
tandis que ¢'(z) est une fonction paire: on aura finalement

V= 47:[hq»'(/') — '{‘(h)]’

Ce volume sera égal a %’“h:} si ¢ satisfait a I'équation différentielle

d ¢ h h?
dy __h (P
T 5 et @ h<6 +)\>

2’ La surface (S) est engendrée par une droite qui se déplace en rencontrant
constamment le cercle (z = 0, x* + y* = h?) et les deux droites (x = 0, z = —h)
et (y=0,z=nh).

En prenant comme coordonnées curvilignes u ¢t z, on trouve d’abord, pour
les coefficients du ds?,

. h?
he/(h) — g(h) = PE d’ou

E = h? + z? — 2hz cos 2u, F = — hsin 2u, G =2,

d’ou l'on tire(*)

ds = \/EG — ¥2dudz = \/h? sin* 2u -+~ 2(z — h cos 2u)*dudsz,

2 2__ 2,2 ___ h2
Ty z&z —»h~---=——2(z—-—hcos2u).

D'ailleurs u varie de 0 a Z » et u étant donné z varie de — h a + h; I'intégrale

demandée a donc pour expression

-2/ * du ;hh(z — h cos 2u)[h® sin? 2u + 2(z — h cos ‘)u)e];'d»
= ;/ |[A* sin® 2u + 2(z — h cos 2u)? ]Ll*;:du
M / [sm~ 2u - 2(1 + cos "u)ﬁj"du — ——/ sin? 2u + 2(1 — cos 2u)? ]2du
Posant dans la premiére intégrale sinu =, et dans la scconde cosu=¢,on a
8/1

= (0-- /2) (1 e)dt———*f 2 (1——12)(1(
[ @— :z) (l—t’)dt

ou, en posant { = {/2 sin x,

|8 3 ol f D cin? oy e OO " 9.2 _2@r+10)h°
l= 3 ./o bcos* a(1 — 2 sin®a)dx == 3 jo (1 + cos 2x)? cos 2adx == 9

(") I, 12k,
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Probléme 4.

Déterminer les courbes planes C telles que la distance OM du point O, origine
des coordonnées, a un point quelconque M de Uune de ces courbes soit moyenne
proportionnelle enitre la distance d de Uorigine a la tangenie en M et le rayon
de courbure de la courbe au point M.

Il existe en général deux courbes de cette espéce tangentes ¢ une droite donnée
en un poinl donné. Indiquer la forme de ces courbes.

Trouver des familles de courbes C, dépendant d’une constanle arbitraire, telles
que les trajectoires orthogonales de ces courbes soient aussi des courbes de
méme espéce.

N. B. — Pour intégrer Uéquation différentielle du second ordre dont dépend
la détermination des courbes C, on pourra remarquer que, d’aprés la définition
méme de ces courbes, il existe une infinité d’équations différentielles du premier

ordre de la forme y' = /<-y~> dont toutes les intégrales sont des courbes C.
x

Paris, oct. 1920, épr. écr.: 1™ quest.
T q

En coordonnées polaires (¢, 3) on a pour le rayon de courbure R de la
courbe C au point M(c, ¢) l'expression

v RO (r=t ¢=22)
P |2 —pp" + ¢/ dg” 7 dg?
d / Dailleurs tg OMP —'i et sin OMF = - —F—,
donc ‘/PQ + "
d = OP = OM sin OMP = —Ff—
0 X ‘/92 4 p/‘.’.’
et I'équation différentielle des courbes (C0), o* = Rd, s’¢erit finalement
g e D=0, (=),

Prenons d’abord ¢ = + 1 ; I'équation se réduit a
/
0l —p"=0, dou L =a et p=ent?
p

une premiere famille de courbes, soit C,, est donc formée de spirales logarithmiques

de pole O.
Prenons ensuite ¢ == — 1 ; I'équation s’écrit
J— 2 ' .
PP PE—f_ =2 dou arc tg =2 —a, __sin(2¢ _oQ
P P p " cos 2y — a)

¢ cos (2g —2) =
la seconde famille de courbes, soit C,, est donc formée d’hyperboles équilateres
ayant pour centre l'origine O.
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Cherchons les courbes C qui admettent un élément de contact donné (p,, 4, ) (*)-

Pour la premiere famille on a
! ’
a=E£,  b=logp— Py,

Po 20
donc une seule solution. Pour la seconde famille on a
1
o« = 2g, —arctg 2, B=rsicos (299 —a);
po
a des multiples de 2= pres il n’existe que deux valeurs distinctes de , soient o« et o,
et on peut supposer o' =o' -+ = ; si B’ et §’ sont les valeurs correspondantes de 8
on a §" = —f§', et les courbes
¢?cos(2y —a) =10, 22eos (29 — o) =8,
sont identiques. En définitive il existe donec une courbe et une seule de cnaque
famille ayant un élément de contact donné.
Considérons une famille de oc! courbes €, dont nous écrirons I'équation sous
la forme log p == ag + b,

les parametres a et b satisfaisant a une certaine relation. Supposons d'abord que a
varie quand on passe d'une courbe a une autre; alors on pourra poser b == A(a),
et la famille de courbes aura pour équation

log o = ay + A(a).

!

Sur chaque courbe de la famille on aura £~ = a; I'équation différentielle de la
e

famille sera done
/ !
log p = Lc,a -+ A<L);
e ¢
et celle de leurs trajectoires orthogonales

logo=— %cp -+ A<— %)
Si ces trajectoires sont des courbes L‘,, on aura p‘ar exemple sur chacune d’elles

—57:—k, d’ou log ¢ = ky + A(k) et %:kzm-;;,

ce qui est impossible. Si elles sont des courbes C; on aura par exemple
PP, =—tg(25-t-k), dou  logp=7¢tg(2p -+ k)4 Altg 2y +k)|;
posons tg (2¢ -+ k) = u, on aura
G=—u logp=qurAG), %:2{1 4ud),

dou % — u + 26(1 4 %)+ 2(1 + u)A () = — %,

2A/(w) + + + 2 =0,

(1) 11, ne 240, p. 167.
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et ceci doit avoir lien identiquement pour toutes les valeurs de u et de ¢, ce qui
est impossible.

Supposons maintenant que dans la famille log p = a¢ + b @ ait une valeur bien
déterminée, b restant arbitraire. On a une famille de spirales homothétiques dont

/
I'équation différenticlle s’écrit £ =a;leurs trajectoires orthogonales ont donc pour

équation log p =— % -+ b,, ce sont encore des courbes C;,.

On verrait de méme que, étant donnée une famille de wo! courbes C,, telles que
le parameétre « change quand on passe d’une courbe a l'autre, les trajectoires
orthogonales ne peuvent étre ni des courbes C, ni des courbes C,. Pour que les
trajectoires orthogonales soient des courbes C, il faut donc prendre « constant:
on a alors une famille d’hyperboles homothétiques

p?cos (29 —a) = C',
I
dont l'équation différentielle s'écrit arctg * = 2cp —x; celle de leurs trajec-

toires orthogonales est donc arc tg £ =29 —a— —, d’ou l'on tire, pour I'équation
de ces trajectoires en termes finis, e
e?sin (2¢ — ) = Ct.

Probléme 5.

Sachant que Uéquation différentielle dy + j(x,y)dx =0 admet un facteur
intégrant de la forme Xy —+ X,, olt X et X, sont des fonclions de la variable x

(X £ 0), démontrer que la fonclion [ est de la forme f= Ay* 4By + C , A, B,

C, D, E élant des fonctlions de . Dy +E
Inversement, étanl donnée une équation de celte espece
LAy “’__}}_L_gd =0,
Dy +
trouver a quelles conditions devront satisfaire les fonctions A, B, G, D, E de la
variable x, pour que cetle équation admelte un facteur intégrant de la forme
indiquée ot X et X, sont des fonctions a déterminer dex. En déduire l'intégrale

générale. (Paris, oct. 1920, épr. écr.: 2¢ quest.)

Si I'expression (Xy + Xy) dy + (Xy + X,)fdx
est une flifférenticllc totale exacte on a

[(X'/ + X)f] =Xy + X,
d’ou, en intégrant, (Xy + X)f = ); y?+ Xjy + X,

X, désignant une nouvelle fonction de x, et enfin
[= X'y + 2Xjy +2X3
2(Xy + X,)
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Inversement, considérons I'équation

dy Ay +By+C_,
dr Dy+E

qui comprend comme cas particulier I'équation de Riccati. Si Dy + E divise
Ay?® + By 4+ C on est ramené a une équation linéaire

dy + (By + C)dx =0,

,

et on sait que, quelles que soient les fonctions B et C, le premier membre

admet le factcur intégrant ef'm, ce qui permet d’obtenir par deux quadratures
I'intégrale générale sous la forme (*)

ye! " 1 [Ce/ ™ = .

Ce cas écarté, nous avons a déterminertrois fonctions X, X, et X, telles que I'on ait
Ay + By +-GC__ X'y® -+ 2X{y + 2X],

1 =
O, Dy 4+ E 2(Xy + Xy)

quand cette détermination sera possible, on aura l'intégrale générale sous la forme

%_y‘l -+ X,y + X2 = C(c.
L’identité (1) peut s’écrire
(2) 2(Ay® + By + CY(Xy -+ Xi) =(Dy + EXX'y* + 2X{y + 2X)).

Nous distinguerons deux cas suivant que D est nul ou non.
Premier cas: D#0. — On peut supposer D=1; d’apres(2), Dy + E ou
y —+ E doit diviser Xy + X,, et par suite on aura

X, = EX| 2X(Ay? + By + C) = X'y + 2X{y +- 2X{,

d'ou X' = 2AX, X! = BX, X! = CX.
On devra donc avoir simultanément
X/ \ . X' B—F
X =2A et E'X + EX' = BX, ou X~
ce qui exige 2AE=B-—E"

Telle est, si I'on prend D =1, la condition que doivent vérifier les coefficients
A, B, C et E, et il est clair que cette condition est suffisante. On aura alors X
par une quadrature, X, sans quadrature (X;=EX), et X, par une quadrature.
L'intégration de 'équation différentielle n’exige done dans ce cas que deux qua-
dratures.

Second cas: D = 0. — On a alors une équation de Riccati, et on peut prendre
E =1, A 5 0. La relation (2) est impossible, puisque le premier membre est un
polynome en y dont le degré est supérieur d’'une unité au degré du second
membre. Donc I'équation de Riccati ne peut jamais étre intégrée par ce procédé.

) 11, 29.
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Probléme 6.

Calculer laire limitée par la courbe dont U'équation est
(@ + y*)(«*2® +y*) — ay’ =0,
dans laquelle a est une lonqueur donnée et o un nombre positif donné.

(Paris, oct. 1920, épr. prat.)

On voit immédiatement que la courbe considérée est une courbe fermée sans
point double, tout entiere au-dessus de I'axe Ox, tangente en O o cet axe, et
symétrique par rapport a I'axe des y. Passant aux coordonnées polaires (o, 0), on
met son équation sous la forme

asin® 0 .
a? cos? 0 -+ sin*6’

P:

on obtient tous les points de la courbe en faisant varier  de 0 & =. On aura
donc, pour I'aire A limitée par cetle courbe,

5 Ol
A——~—/ pZdO——azf sin®0dy
0 \a cos® 0+sm30)-

ou, en faisant le changement de variable cotg 0 = u,

[CRE]

——— a‘l /‘OOA e m— du,,,,,, e ail
Joo (w4 1) (aPu? + 1) ’
On a, par décomposition en éléments simples,

1
(a1 (atu? 4 1)

N T |
S —a2 (ur 1) (xPa?- 1) ~—a3(u‘~’ +1 a1/
si donc on pose
* du ® du
(ORF RS et ORl A ey

on aura, en supposant « # 1,

1= | O+ = E =i |

Or on a
d(au 7r

(= [ i

du a?uldu |
D= [ G ) o
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2
mais on a aussi f(2) =/ ﬁ_{% - _.2%2,
done OR P P

et par suite
92

1 K 3 i
a‘:@[z(’ =Ty (=

/b(l 1),{[(14-0&)(1——&*)——41(1 ——a)J

L’intégrale restant finie quand « tend vers 1, il faul que le polynome entre
crochets soit divisible par (1 — «)*; on trouve en effet

(A 4+ a)’(1 — o?) — ho? (1 — o) == (1 — a)*(1 —+ B + ?),
d’ou finalement

A — na*(l + 3a +o*)

4(1 + a)?

N
- Comme A est une fonction

. ... . Dra
Pour « =1 cette expression se réduit a %9

I

continue de «, on peut affirmer que, pour « =1, ona A = A--{—~ Le calcul direct

est simplifi¢ par le passage aux intégrales eulériennes (*); faisons en effet dans

I'intégrale
/“” _du__
o (u*41)

le changement de variable u? = i——é-——t; elle devient successivement

M
1 -3 = 1 1 1 1 Ta e
g —prae=tpg(d, 1\ 21 2 2
3), A= 2B<z’2> 2 Th

2 3! 39 (l‘ ) “_

Probléme 7.

p——
—

?—‘

I-a
v
[\,id“ —_
o w
I.\D|

On considére les cones donnés, en coordonnées reclangulaires, par Uéquation

( — @) + (y — Yo)* = (@ + yH(z — 1),
dans laquelle x, et y, sont deux paramétres.
1° On demande de former Uéquation aux dérivées partielles du premier ordre
E gni admet ces cénes pour surfaces intégrales.

M1, 102.
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2° Effectuer le changement de variables et de fonction défini par les relations
X=p, Y=gq, Z=pr+qy—rz,

el former ainsi léquation aux dérivées partielles du premier ordre E, qui
définit 7. comme fonction de X et Y.
3° Expliquer pourquoi E, se décompose en deux équalions linéaires el

inlégrer ces deux équations. (Paris, juin 1921, épr. écr. : 1™ quest.)

1° On tire de I'équation proposée(*)
M x—xo=(x}+y(E—1p, y—yo=(}+yi)(z—1)g,
d’ou
(@ — x)l® + (Y — yo)* = (28 +y5)*(z — D*(p* + ¢°) = (&l +yH (= —1)*,

et par suite

2 Q 1
@) i+ yi = Pl
Les équations (1) donnent alors
- — q —
Ty q2(~—°’)—- o, y—bg;“(‘ls(z“l)——ym

et I'équation (2) devient

(P* + g3)(@ + y*) — 2z — ) (pz 4 qy) + 22 — 2= 0,
ce qui peut s'écrire
(E) (py — qz)* +(px +qy — =z +1)* —1=0.

2° La transformation indiquée est la transformation de contact de Legendre (*);
on a alors

P=z, Q=y,
et I'équation (E) prend la forme
(Ey) PY—0QX2 =1 — (L 4+ 1) =— U1+ 2);
cette derniere équation se décompose en deux ¢quations linéaires,
PY — QX =y —Z(Z +2),

dont l'intégration ne présente aucune difficulté.

3° Latransformation de Legendre est une transformation par polaires réciproques,
et une telle transformation change les développables en courbes, en particulier les
cones en courbes planes. A la congruence des cones donnés, intégrale complete de

E, correspond doncune congruence de courbes planes formantuncintégrale complete
de E,, ce qui exige (*) que E, soit une équation linéaire, on du moins se décomposc

() 11, 263.
(2) 11, 176 et 252.
(®) 1I, 253.
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en équations linéaires, admettant pour caractéristiques des courbes planes. On
peut dire en outre que les cénes du second degré qui forment I'intégrale complecte
de E ayant leurs sommets dans le plan z =1, les caractéristiques de E, seront
des coniques dont les plans passeront par le point X=0,Y =0, Z=—1, trans-
formé du plan z=1 par la transformation de Legendre. On retrouvera aisément
tous ces résultats en intégrant I'équation E,.

Probléme 8.

Soient Oz, Oy, Oz (rois axes de coordonnées reclangulaires, U(x, y) une
fonelion continue, ainsi que ses dérivées partielles, des deux variables x, y. On
demande de déterminer une fonction N(z, y, z) des (rois variables x, y, z de
facon que Uintégrale de surface

I=//U@c05a+1{cos B+ Veosy

J. x? + y?

élendue ¢ une surface fermée quelconque, ne rencontrant pas l'axe Oz, soit
nulle, «, B, y désignant les angles que fait la direction extérieure de la normale
avec les axes.

La fonction V satisfaisant @ la condilion précédente, soit S une surface
[ermée qui coupe Oz en deux points A et B, el S, la surface oblenue en retran-
chant de S deur portions infiniment pelites situées a Uintérieur du cylindre de
révolution de rayon r, ayant Oz pour axe. Trouver la limite de intégrale 1
étendue a la surface Sy, lorsque le rayon r tend vers zéro.

Cetle limite serait-elle la méme si Uon retranchail de S deux portions infini-
ment petites de surfaces, de forme quelconque, entourant les points A el B

respeclivement? (Paris, juin 1921, épr. écr.: 2¢ quest.)

En désignant par v le volume limité par la surface fermée considérée, et appli-
quant la formule d’Ostrogradsky (*), on a

B S VY
oz x* + y* 01/.1:“ +y? 0zt y? .
Cette intégrale triple nc peut étre nulle quel que soit v que si I'élément diffé-

rentiel est identiquement nul, ce qui donne la condition

OV ou oU

+ oo — y 1/ =0,
d’ou, puisque U ne dépend pas de z,
oU U
M) V=t ) —=(a 5, +3 5 )

y désignant une fonction arbitraire.

()1, 133.
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Soit ¥ la surface latérale de la portion de cylindre intérieure a la surface S,
qui coupe Oz en A et B, v le volume limité par = et S,. Comme v ne coupe
pas Oz, on a, d’aprés ce qui précéde, quand V est de
la forme (1),

L‘: ~+ Iz =0.

Prenons dans le plan des xy des coordonnées polaires
(r, ¢). En tout point de ¥ la normale extérieure a S est
la normale intérieure au cylindre; on a donc en un tel

point
™

™
a=n+9, fp=ao—70 y=
2 2

D’ailleurs, si r est le rayon du cylindre, on a encore,
pour tout point de X,

r=-—Trcosa, y=—rcosf,
d’ou rcosa—+ycosf=—r avec do=r dodz,
et par suite I, =—1I¢ :‘/‘/vU(‘c, y) dedz.

Faisant tendre r vers zéro et désignant par z, ct z, les cotes de A et B (z, > zy),

on a finalement
(2) llm lS. —_ 27{(22 -_— Z|)U<0, O).
r=0

La limite ainsi obtenue est indépendante dey (x,y); il est clair qu'il n’en sera
pas de méme si les éléments infiniment petits retranchés de S au voisinage de A
et B ne sont pas situés sur un méme cylindre de génératrices paralleles a Oz, car
on n'aura plus cosy =0 en tout point d'un tube entourant Oz ct terminé a ces
sléments : V interviendra donc nécessairement dans la valeur limite. Par exemple
si, S étant tout enticre au-dessus du plan des xy, on découpe autour de AetB
des éléments infiniment petits au moyen d'un céne de révolution de sommet O et

d’axe Oz, on trouvera
lim I, = 2n(z; — 2,)| U(0,0) — $(0,0)].

Mais si les éléments entourant A et B sont situés sur un cylindre de génératrices
paralleles a Oz, la limite sera toujours donnée par la formule (2). En effet soient
M(r,s) un point de la section droite du cylindre par le plan z =0, s I'arc de cette
section, p la distance de l'origine a la tangente en M a la section ; on aura d’abord

Z cos a —+ Y €os B = —p, cosy=20, do = dsdz,
puis en évaluant de deux facons l'aire limitée par la section et deux rayons infi-
niment voisins OM et OM/, faisant entre eux l'angle d¢ et découpant sur la

section l'arc ds, pds = ridy,

d'ou o =— [ Ula,y)deds;

on retrouvera donc bien la formule (2).



EXERCICES 15

Probléme 9.

Calculer Uintégrale définie
-+ 00 d:l:
J(@) =
(a> ‘/—"m (x4 4+ l)(x2—{-—a2)2,
dans laquelle « désigne un nombre réel positif.
Trouver la partie principale de Uinfiniment grand J(«) lorsqu’on prend «
comme infiniment pelil principal. — Peut-on délerminer celle partie principale
sans calculer Uexpression générale de J(2)?

(Paris, juin 1921, épr. prat.)
En considérant x> comme la variable indépendante et effectuant la décomposi-
tion en éléments simples, on trouve

B T B Ty O R
(ot - )(@® + a2)? (ab+ 12| @t 41 a1 e (2 A a?)? ’

Le changement de variable x = 1? montre d’abord que

T de (7 xdr
0 .’L“+l#( o b 4+1

Faisons dans la premieére intégrale le changement de variable

=
R

3
Fou ail=-1 ) dawvdo— - gp]

1—¢ (—o2

)

on aura(*)

© dy > dx P -2 - 1 ./3 1
———e = e I t Y1 —t ‘dt=—~ —_—y —
/:wx‘-i—i 21/0 +1" 2/, ( ) ZB<4’ )

D'autre part on a successivement

(**  dx L , ® dx T
— e Zmm =2 T
f() .‘/‘, 4 20 AQ * o (*+a?)? 22’
» d
d'ou I _-T,
o <w2 + aZ)? 4&"

et finalement on obtient
Ja) = m 20— 4o’ — Boaty/2 — 20 + ‘/Q
NP 2'(at + 1)

) 1, 102,
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Remarquons en passant que l'intégrale J(«) étant évidemment positive, le poly-
nome qui figure au numérateur dans la formule précédente doit étre positif en méme
temps que «. 1l suffit, pour le vérifier, d’écrire ce polynome sous la forme

2u’(a?— 1) 5‘1“/5 — 4o? +‘/2,
on s'assure aisément que le minimum de Ba*y/2 — 4a® -+ /2 est positif.
1
Ao
(@)= ‘/ L (y2— 2a3+5m‘\/é-——4a5+2a7)a““(1—~2a’*+...): ;

la partie principale de l'infiniment grand J(x) est done ;)7%-
~

Dans le voisinage de « =0, on a, en développant

On peut retrouver direclement cette partie principale sans effectuer le calcul
qui donne J(a); écrivons en effet

=) =L e
@+ 1><w1+ ) <x- o N e e
Quand « lend vers zéro la seconde intégrale reste finie; la partie infinie de J(a)

dx .
ne peut donc proveuir que de lmtcg[ale/ , qui a pour valeur ——: on
(@* + 722 ha

’It
retrouve bien la partie principale ; o
..lG.

Probléme 10.

On considére la famille de surfaces S représentées en coordonnées rectangu-

laires par Uéqualion
x(£2 +y2+ z2)+ Cy.! —_— 0,
ot C désigne une constanle arbitraire. .

On demande Uéquation générale des surfaces qui coupent orthogonalement
en chacun de leurs poinls la surface S qui passe par ce point. Démontrer qu’il
existe une famille de sphéres S, dépendant d'un paramétre, qui satisfail a cette
condition. Il existe une aulre famille de surfaces S,, formant avec les surfaces
S et Sy un systéme triple orthogonal. Trouver celle famille de surfaces S,.

(Paris, oct. 1921, épr. écrit. : 1 quest.)

L'équation des surfaces S étant mise sous la forme

K, y, =""L LD ¢

I’équation aux dérivées partielles de leurs trajectoires orthogonales s'écrira
ol or oK

Pox Ty "0z T
c'est-a-dire
¢)) pya? 4y -+ z°) — 2qu(a’ + z*) = 2xyz.



EXERCICES 7
Le changement de variables
X =22, Y =y2, 7 =2z
ramene cette équation a
PRX 4 Y 4 7) —2Q(X + 72) = 2Z,
dont le systeme caractéristique
dX _ —dY d7Z. _dX+dY +dZ __ 2dX+dY

3X4+Y+2Z 2X+7) 24 X+Y+Z 4X +2Y
admet les combinaisons intégrables
Y 7 9X -}
FRES ET S S5 Y
VZ Z
Revenantaux anciennes variables on voit que l'intégrale générale de1'équation (1)
s'écrit
2 _ 2 2 2., 2 2
e(w +~]/Z+z, E’_TH):O.

En particulier on voit que les spheres S,

2 2 2
F,= Ay +z7 Ce,
z

qui ont leurs centres sur Oz et passent par l'origine, coupent orthogonalement
les surfaces S.
Etant données deux familles de surfaces

Flx,y,z) = C', Fy(x,y,z) = Ct,

trajectoires orthogonales I'une de I'autre, cherchons a quelle condition il existera
une troisieme famille ¢(x,y,z) == C'* formant avec les deux premieres un systéeme
triple orthogonal(*). On devra avoir

0g oK | 0y 0K 090K Opol, | dp0F, | Oy OF

0xdxr OJyoy 0z 0z Oox Ox Oy oy 0.. oz
__f= B A <2
D(~b‘,) D([‘ lq) D(E, 1)’
D(y,z)  D(z,r)  D(xy)

¢ est-a-dire que I'équation aux dilféventiclles totales
D(l« l«,) _*_D(I l*\) /+l)kl 11) dz =0

=0,

ct par suite

D(y,2) D(z,2) D(x,y)
devra étre completement intégrable, et son intégrale générale donnera la troisieme
famille du systeme.
Appliquons ceci a nos surfaces S et S;; I'équation aux différentielles totales
s'écrira
2(z? — x?)dx -+ y(z* — du? — y)dy — 22(2x% -+ y*)dz = 0,

() I, 1385,
LAINE, Ezere. 2
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ou encore, en revenant a nos variables X, Y, Z,
2(Z —X)dX +(Z —3X —Y)dY — 2(2X + Y)dZ = 0.
Cette équation est équivalente aux deux suivantes
0Z_ L—X W _7—3X—Y
X 2X+Y oY 202X+Y)
La premiere s'integre aisément et donne
Z=y2X 4 Yg(Y)— X —Y,
¢ désignant une fonction arbitraire; portant dans la seconde on obtient ¢/ = 0.

L’équation aux différentielles totales est donc bien intégrable, et son intégrale

générale s’écrit XY e

les surfaces cherchées S, sont donc définies par I'équation

THEYEE_ g
Y2+ y?

Probléme 14.

On donne dans un plan deux systémes d’axes rectangulaires (Ox, Oy) et
(02, Oy") de méme origine et méme disposition.

Soient m et M deux points de ce plan donl les coordonnées par rappor! auzx
axes Oz, Oy sont respectivement (x, y) el (X, Y); on suppose que ces deux
points se correspondent par une (ransformation ponctuelle définie par les for-

mules X = Pz, y), Y = Qx, y).

Par les points m et M on méne des paralléles aux axes Ox' et Oy', el on
délermine ainsi un rectanygle dont les deux aulres sommels opposés sont M,
et M,.

Lorsque le point m décrit une régionr du plan,
les points My et My décrivent deux régions cor-
respondantes R, el R,. On demande a quelles
condilions doivent satisfaire les fonctions P el Q
pour que les aires des deux régions Ry et Ry soient
égales, quelle que soit la région r el quel que
soitl Uangle o des deux ares Oz, Ox'.

On distinguera les deur cas possibles suivant
les dispositions respeclives des fiqures décriles
par les points My et M,.

N. B. — On désigne par (r,, y,) et (s, y») les coordonnées des deux points
M, et M, par rapport au second systéme d’ares Ox', Oy'.

(Paris, oct. 1921, épr. écr.: 2° quest.)
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Désignons par (', y') et (X', Y')les coordonnées de m et M par rapport au
second systéme d’axes. On aura

¥ =xcosa—+ysina, X' =Xcosa—+Ysina,

Yy = —xsine+ycosz, Y =—Xsina+Ycosa,
et par suite

Ty=1rcosa-ysina, x, = X cosa—+ Ysina,

y,=— Xsina -+ Y cos «, Y= — xsin o+ y cos «.

Soient A, et A, les aires des régions R, et R,; on aura
v STl v= 156
et I'égalité A, = A, ne peut avoir lieu quelle que soit la région r que sil'on a
Dlre y) _ DCsy y2)
D(z, y) — Dlx, y)
¢ étant égal 4 +-1 ou a — 1 snivant que les contours de R, et R, sont décrits par

les points M, et M, dans le méme sens ou non ().
Tous calculs faits, la relation ci-dessus s'écrit

dedy,

r

g—l?sin%u—- Q—E-}—QQ- sinacos<x+?gcos%
dx oy  Ox dy
B D
=c M—"cos‘za—}— E—l—@ sinacos«—l—ggsin%z
ox oy  Ox 0y

Pour que cette condition soit satisfaite pour toute valeur de «, il faudra done
que l'on ait :

) ) o
o Si5=+1, Q—l-:.:gg et 9—[3::—;__(.9;
ox Oy oy o
dans ce cas P+ iQ est une fonction analytique;
>
2° si g =—1, 0_1:_99
ox 0y

Probléme 12.

On considére Uintégrale

| = L/:/w(i —+ a?)y(x)dydz -+ 2xyy(r)dzde — 3zdxdy

élendue @ une portion de surface limitée par une courbe fermée C.
1° Déterminer la fonction ¢(x), nulle pour x =0, de fagon que U'intégrale 1
ne dépende que du contour C.

M) 1, 5.
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2° Montrer que, dans ce cas, Uintégrale 1 est égale a Uintégrale curviligne
2?(x® + Dy sz die — (x4 3)7.
(x4 1)t x? 41 dy

J =
élendue a la courbe C.
3° Calculer la valeur de J lorsque la courbe C est la circonférence représentée

par les équations
T ==_cos{, Yy =sinl, z=1.

(Paris, oct. 1921, épr. prat.)

1¢ Nous raisonnerons sur une courbe fermée C sans point double. Considérons
une surface fermée ¥ sans ligne double, présentant deux cotés distincts, et telle
que la courbe G supposée tracée sar X la partage en deux régions X, et ¥,
Déformons, par renfoncement, la portion X, en laissant X, et C invariables : par
hypothése Is, ne change pas; supposons que le coté intérieur de T, vienne

coincider avec le ¢oté intérieur de X, ; on aura
Iy, = —Ig,,
les deux intégrales étant supposées prises sur le coté extérieur de £. On avait donc,

avant toute déformation,
IEZIE,+IS,=0;

autrement dit I'intégrale I étendue a toute surface fermée T sans ligne double

est nulle.
En appelant V le volume limité par une telle surface et appliquant la formule

d’Ostrogradsky ('), on aura done

1 ya) ~ '(‘ b )
Ny : + -2 g — ”
//[[Om(’ -+ x*)p }-by-xy{, 3] dxdydz = 0,

Cette relation ne peut avoir lieu quel que soit V que si l'on a
0 0
- a?)s - 2eys — 3 =
ap L7 oy Y7 0,
c’est-a-dire si » satisfait a I'équation différentielle
d

1+ 22) =7 4 fuo(x) — 3 = 0.

(12 & E o g ()

C'est une équation linéaire qui s'integre aisément ; l'intégrale qui s'annule
pour x =0 a pour expression
o(x) = (e 4-3),
T (et 1)

2° On a, d’apres la formnule de Stokes (3),

" Pdz+ Qdy + Rd=
-' — j/ <0R_ . 99) dydz + <0P 0_R> dzdr + (gg—— b:;) drdy.

0z 0z ox

(") 1, 433,
® 1, 130.
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Dans le cas présent on veut avoir R=10: il faudra donc déterminer les
fonctions P(x, y, z) et Q(x, y, z) par les conditions

y —N_z22+3 P2ty d)  0Q_ P 4

0z 41’ 0z (wr1) ] ox 0y '
d’ou 'on tire

—ﬂz—(ac—+—)+p(w, y), Q=— "”(‘” 3 4 @, y);

(= + 1) x? 41

o.x
et I'intégrale I est ramenée a l'intégrale curviligne J de I'énoncé.
3¢ Le long de la circonférence x = cos(, y=sin{, z=1, on a

J— /‘“—’n _ 2cos? (3 + co‘sj Hsin?t (3 4+ cos? gacos‘z t dt.
(1 + cos? ()? 1 -+ cos*t

la dernieére condition (1) se réduit a9 on peut donc prendre p=gq =0,
/

Au lieu de calculer cette intégrale il est plus simple de revenir a I'intégrale I
qui luj est égale. Si 'on integre en effet sur la face supérieure du plan z =1,
on aura, en désignant par ds '¢élément d’aire du cercle,

dydz = (), dzdr =), dxdy = do,
et par suite
J=1= / — 3ds = — 3x.

Probléme 13.

Soit S la surface enveloppe des sphéres X représentées en coordonnées rectan-

gulaires par Uéqualion
(o — o - (y — B+ = = B

x el B sont deux paramétres variables, R une fonction positive [ (a, ) de ces
deux paramélres.

o KEn un point M ot la sphére X correspondant aur valeurs «, B des para-
métres touche la surface enveloppe S, on méne la normale qui renconlre les
plans de coordonnées xQy, yOz, z0x aux points A, B, C respectivement. On
demande d’ewprimei' les seqments AB, AC au moyen de «, B, %[:; %%
étant comptés en adoplant comme direction postlive celle qui va du point A au
point M sur la normale.

2° Démontrer que Uon peul loujours délerminer par une quadrature toutes
les surfaces S telles qu’il existe enlre les segments AB, AC et R une relation
donnée de forme arbitraire F(R, AB, AC)= 0.

3° On demande a quelle condition doiven! salisfaire les deux fonctions ¢(R)
el y(R) pour qu’il existe une surface S telle que les segments AB et AC vérifient les
deux relations AB = ¢(R), AC = J(R).

» ces segments
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4° Déterminer en particulier les surfaces S pour lesquelles on a
AC=R—+a, AB=m(R~+a),
a et m étant des constantes données, el indiquer une généralion géométrique de

ces surfaces. (Parts, juin 1922, épr. écr. : 1 quesl.)

1° Soient A(a, B, 0) le centre d'une sphere X, M(x, y, =) I'un des points ou
cette sphére touche S; AM est normale en M a S, et coupe les plans yOz et z0x
en B et C; on a d’ailleurs pour le point M (*)
oR

r—a=—R—, &y, = a — RR,,
O0x
OR
.'/—B——Rg'(;, Yu=p— RR,.
Ceci posé, on peut écrire
AB _zv—z 2 AC_yo—y._ B
AM xM'—J’A_RR'/», AM Yu— .'/A_RR;%,

d'ou, puisque AM = R,

AB=2,  AC=F.
AB=15 ¢ R,

2° Posant «=X, f=Y, R=Z, R.=P, R,=Q,

on voil qu'il s’agit de montrer que I'intégration de I'équation aux dérivées partielles
P 0

o PQ

1 o 2,5 -2 ) =0

( ) (7'( ) X) Y >

se ramene toujours a une quadrature. Ferivons =0y ct formons le
systeme caractéristique ‘

dX _dv _ _dZz 40 d0_
1 1 P 0 P o Q.
X yE O xrtye et Py, — v Q-
On apercoit la combinaison intégrable
dX _dY dPdQ
X Y P Q
1 11 1’
‘x—g?u_“’,—é'{’v x2CPu_YTz-"Jn
- P Q.
qui donne X =y
on tire alors de (1) P = aX0o(Z), Q= Yo(Z),
0 désignant une fonction de Z bien déterminée, ct par suite
d7.
—— = aXdX + YdY,
w7y = ° -

() 11, 114,
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d’ot I'on déduit, par une quadrature, 'intégrale complete
N d7.
Xe4y:—2 | 22 g
aX?®+ f ) 0
3° Les fonctions ¢(R) et (R) doivent étre telles que le systeme
G —2 =0 UG~

soit compatible. On tirc de la premicre équation

/
(p/RaR‘a —+ (PRug == O, d’ou Ran = -(E—I‘ Rg = — ‘?Taf .
¢ ¢

=0,

(4

YI ¥}
N L

et de la seconde e
¢p?

d’ou la condition de compatibilité

¥ ) == my(R).

. ¢ ¢
4° Sil'on prend
WR)=R-+a, ¢R)=mR+a),
WR OI{ ado Bdp
; . 1 ( d . B = [N st

on aura dR o8 - d| mR—a) R+
ct par suite

2) " (R4a)p = 3‘,; B2 b,

Les ¢équations paramétriques de S s’écriront alors

R OR OR\? OR\?
- g — RO, I S Y R
peme—Ryy  Y=ERY “\/ (5:) (rm)’

R étant remplacé par sa valeur tirée de (2).
La normale en M a pour équations

r—a y—>4 =
........... . =,
Ty—2r  Ym—PB  3m
ou encore z .—)'—3‘ Y= A
R, R, ‘/I — Ri— Rp

clle coupe donc le plan z0x au point C de coordonnées

€r=ua— [;:"'—a(i—,—:l—>;

—_+‘/(R+-ajﬁ_(“+a)’ﬁ — (It -+ a)'R} = \/oc‘z %“miz>+b.

Le point G décrit donc dans le plan z0z la conique 2* — (m —1)X(z* — b) =
et comme on a d’ailleurs MC = MA + AC = a, S est une surface canal, enveloppe

des oo! sphéres de centre C et de rayon a.
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Probléme 14.

Etant donnée une équation différentielle du second ordre de la forme

d’y dy _
O o, GE b, =0,

on demande d’indiquer une méthode permellant de reconnaitre si celle équation
admet une intégrale intermédiaire de la forme

@ e, )Y+ oz, y)=C,

C étant une constanle arbilraire, et de délerminer les fonctions f et o.
Examiner en particulier le cas o b=0 el montrer que Uéquation (1)
s’intégre alors par des quadratures.

(Parvs, juin 1922, épr. écr. : 2° quest.)

Dérivons I'équation (2); nous aurons une équation du second ordre

® Y F@ )+ (oY [y 2o+ Y'9, == 0.

Pour que I'équation (2) soit une intégrale intermédiaire de (1), il faut et il
suffit que I'équation (1) soit identique a (3). Ceci exige d’abord

[,=0, d’ou [= X(x) # 0,
puis Xa = X'+ ¢,, Xb = 9,.

Tout revient a exprimer qu'il existe une fonction X(i) telle que les équations

3 d9 :
= Xb(r == ) y)—— X'
* TR G N Xa(z, y)
soient compatibles, c’est-a-dire telle que 'on ait

/ 92 X" __ X 9_’_).
) Xa~+—X0x X~,\0y

On tire successivement de I'équation (%)

X’ da X' b

X" T X T oy

X'0a | d%a  0o%*h
6 ~ — ==
©® X oy +bxby oy

1" cas: da _ 0.
0y

On a alors a = X(7) et 0% _ 0, d'ou
oy? ’
b=Xy+ X,
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et 'équation (1) est une équation linéaire

(7) y" -+ Xoyl -+ Xiy -+ Xz =0.
L’équation (5) s'écrit
® X' — XX+ X(X; — X)) =0;

si I'on en connait une intégrale particuliere X, on aura d’apres (4)
W(@,y) = (XXo— X')y + f XX,dz,

et l'intégrale intermédiaire (2) sera une équation linéaire qu'on intégrera par deux
quadratures.

L'équation (8) s’appelle I'équation adjointe de (7). On voit donc que I'on peut
intégrer par des quadratures une équation linéaire telle que (7) quand on connait
une intégrale particuliere de son adjointe, résultat d’ailleurs classique.

2me cAS: Zla_ = ().
Dl

On tire alors de 1'équation (6)

26 _ da
0 _(}—3/_5 - ordy 0
oy Oa ’
oy
ou encore en posant
% e Y)
dy dx e

0adu  dudia

® oy oy dyoyr

c’est une premiere relation que doivent vérifier les fonctions a et b. Cette relation
¢tant supposée vérifiée, la fonction X(x) définie par 'équation

du
X'_ %y

(10) X~ o
oy

devra satisfaire a I'équation (5), ce qui exigera une nouvelle relation entre a
et b. Pour la former, il suffit d'écrire I'équation (5) sous la forme

_Ax—l-a._.u —_ _‘K_i ——__d., x.’) - :\;,_>?
X S X dr\X X/’

. . ' X/
ce qui donne, apres remplacement de < Par sa valeur (10),

\

ou/ da du 0_a>"_ba Nu du ¥a
h oy <a oy 03/) "(by

oy dmdy Oy dxdy
Les équations (9) et (11) expriment les conditions nécessaires et suffisantes
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pour que I'équation (1) admette une intégrale intermédiaire de la forme (2);
il reste alors, pour obtenir cette intégrale intermédiaire, a déterminer X par une
quadrature au moyen de (10), puis a intégrer le systéme (4), ce qui n’exige
encore que des quadratures. da
Cas particulier : b= 0. — Alors si 3y =0, I'équation (7) se réduit a
y" 4 Xy’ =0,
et s’integre ¢videmment par des quadratures.

Si g—zyé 0, I'équation (10) montre qu'on peut déterminer une fonction Y(y)

telle q.ue I'on ait
0 Y” LR ¢ 4
o% =y> i Xe=Y )

et I'on tire alors de (5), en ajoutant au besoin une constante a Y/, ce qui ne
change pas Y’,

(=X, dou a==—.
L'équation (1) s'écrira donc
Xy//+(xl+ Yl)yl J— ‘)’

Xy +Y=0 et enfin fig_;.f‘%izo;

I'intégration est bien ramenéc aux quadratures (Noter que Y contient une
constante additive arbitraire).

d’ou 'on tire

Probléme 15.

Sott X la surface réglée engendrée par la droite D dont les équations en
coordonnées rectangulaires sont
0 p=an o 2p(e) — (), y = f(o)e -+ ag(a),
« étant un paramétre variable, f(x) el o(x) deux fonctions de ce paramélre.

1° On demande la condition @ laguelle doivent salisfaire les deux fonctions
f(a) et o() pour que la surface ¥ soit une surface développable. Démontrer qu’il
exisle deux familles distinctes de surfaces développables de cetle espéce.

2° Les aréles de rebroussement de Uune de ces deux familles de développables
sonl situées sur une surface du second degré dont on demande U'équation. En
déduire une définition géométrique des deux familles de développables.

3> Trouver les développables de U'une des deux familles qui passent par la
parabole représentée par les deu.r équations

z =0, z4y* =0,
(Paris, oct. 1922, épr. écr.: 1™ quest.)
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1° D’'une fagon générale, pour qu'une droite d'équations
r=a(x)z +p(a), y=>b(x)z+q(«)
engendre une développable, il faut et il suffit que 'on ait identiquement
@' (2)g'(®) — H()p(x) = 0.
Cette relation s’écrit dans le cas présent
¢ - 2a99" 4= 2 — 2f (4 + a9") =0,
ou encore o' +9— [ Yo—[")=0.
En annulant successivement chacun des facteurs du premier membre, on aura
bien deux familles distinctes de développables, dépendant chacune d'une fonction

arbitraire.
Prenons d'abord ¢ = f’; on obticndra la famille de surfaces X, définie par les

équations
) x = az + 2af’ — f(a), Yy = f(x)z +af"

Prenons ensuite 2x¢'+ 3 — f'=0. On peut exprimer sans quadratures f et ¢
au moyen d’une fonction unique en posant

¢ = h'(a), dou  f=2ah' —h;

on aura donc, pour la seconde famille de développables X, les équations
) x = az +- h(a), y = (2ah/ — h)z + ah'.

2° Pour obtenir 'aréte de rebroussement d'une surface Y, il suffit d’adjoindre
aux équations (X,) celle qu'on déduit de I'une d’elles au moyen d’une dérivation
par rapport & «(*). On a ainsi, par excmple,

0=z f + 2af",

d’otu, pour les équations de I'aréte de rebroussement,

b= afl —f,  y=—2ffraf [, z=—[—2f"
La fonction f ¢tant arbitraire, il est visible qu'on ne peut pas éliminer «, f, f’ et
[" entre ces trois équations; les arétes de rebroussement de la famille =, n’engen-

drent donc pas une surface. ,
On trouve de méme, pour les arctes de rebroussement de la famille X, les

¢quations
£L=h—ah', y = h(h-—«h'), == — N,

d'ott I'on déduit immédiatement la relation
Y-+axz =1,
¢quation d’un paraboloide hyperbolique P sur lequel sont tracées toules les arétes

de rebroussement des surfaces X,.
Il en résulte que les deux équations (1) représentent toutes les droites tangentes

(1) 11, 109.
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au paraboloide P: ce sont les équations d'un complexe spécial (*). Les surfaces
¥, sont les développables circonscrites & P; par exemple en prenant f' = C'® on
obtiendra, il est facile de le constater, les plans tangents a P. Les surfaces =, sont
obtenues en prenant sur P une courbe quelconque I', et en construisant la déve-
loppable dont I' est 'aréte de rebroussement.

3° Ecrivons que la surface X, passe par la parabole

2 z=10, r+y*=0;
il suffit d'éliminer x, y, = entre les équations (X,) et (2), ce qui conduit & I'équation
2af' — [+ a?f* =0.

Posons a =%, f(2)=g(t);
cette équation prend la forme
, (IN
; g — g -2 —0:
©) g =g+ =0

c'est une équation de Clairaut. Son intégrale générale s’écrit

a* - o et
g=at+gp  doi f(a)—a\/a+16,

les arétes de rebroussement des surfaces ¥, correspondantes se réduisent aux points

a* a’
- Tg» Yy= -47;
ces surfaces sont donc des cones ayant leurs sommets sur la parabole et circons-
crits a P, elles ne sont que des solutions impropres de notre probleme. L’intégrale
singuliere de I'équation (3) va nous donner la vraie solution, qui sera évidemment
I'enveloppe de ces cones; cette intégrale singuliere s'écrit

o 3.’\,/-; . N . 33""5
y————I\/ért ) d’ou /(a)~——4—‘/lbl )

r= z2=0;

et il n'y a plus qu'a remplacer f(«) par cette valeur dans les équations (X,) pour
avoir la surface X, qui contient la parabole donnée; en posant « = 4%, on trouve
x = A3z — B2, y=—3324§.
L’aréte de rebroussement est la cubique gauche
B B 1
Xr = — Y == - 2= —-
37 YT 68
En procédant de la méme facon pour la famille X, on aura, pour déterminer la
fonction h(x), a intégrer I'équation différentielle L s
3 ;

2 s
) h+ath'* =0, doi h=— [?(a —a )]

; : 3a — 232
En posant —;— (@ —a?)=1, d’otl o« = @T.Qﬁ,

dh 3t
on aura h-— —(* =N
! de 3a— 20

() 11, 182.
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Les surfaces X, qui passent par la parabole forment donc unc famille a un
parameétre représentée par les équations

=!30—;2@Ez—t‘, g = Gat;t Iy

Les arétes de rebroussement, définies par les équations

__t(®+3a) _ b +3a) _ 3t
3’ =25 —3a 2= 34

forment une famille de courbes tracées sur P.

Notons enfin que I'équation (4) admet 'intégrale singuliere h =0, a laquelle
correspond le plan y = 0. Ce plan est cn effet tangent a I’origine au paraboloide P,
et 'origine est un point de la parabole : cellc fois c'est I'intégrale singuliére qui
donne une solution impropre.

Probléme 16.

Etant donnée une équation lindaire
d?y
O] Y p@) Y+ gy =0,

on prend une nouvelle variable indépendanle ( liée & x par la relation { = (),
et U'équation (1) est remplacée par une nouvelle équation linéaire

d*y dy
D) ) —r =
2) g TP,y =0.

On demande de (rouver la condilion & laquelle doivent salisfaire les coeffi-
cienls p el q de Uéquation (1) pour qu’il soit possible de choisir la fonction
de facon que Uéquation (2) ail ses coefficients constanls.

2
Application. — I'n supposant p = =, trouver Uexpression générale de g(x)

et Uintégrale générale de Uéguation (l) correspondantle.
(Paris, oct. 1922, épr. écr.: 2¢ quest.)
On a successivement

dy _ dy/ Ly _dy . 4y,
de = dt? dm = 4V gt

portant ces valeurs dans I'équation (1), on obticnt I'équation
nd’y /
¢ }"175 +(py' -+ ”’) +qy =0.
Pour que cette équation se réduise a la forme

dry |, dy —
dt’+adt+by 0,
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a et b désignant des constantes, il faut et il suffit que I'on ait
Py’ +¢'=a¢?  g=10e"

Dérivons par rapport a x la seconde équation ; on aura

q _zbc?I "
d’ou, en éliminant ¢’ et ¢” entre les trois équations ainsi obtenues,
1 1\ 2
3) Sy =ce
¢ P2y

Telle est la relation que doivent vérifier p et ¢ pour que I'équation (1) puisse
étre ramenée, par un changement de variables {=4(x), 4 une équation a

coefficients constants.
Application. — Si l'on prend p = - I'équation (3) peut s’écrire
2 g _
) = Vg,

A désignant une constante. Posons

J— 3 / 1
+ /g = ~, d’ou qu?‘j, 4 —_ ¥,
u u? q u

L'équation (4) se transforme en une équation linéaire
2u — xu' = )x,

qui s’integre aisément et donne

u = Ar —+ px?,

2
On en tire q= = :‘:‘_‘:_),,
2 1 o)

« et k désignant deux constantes arbitraires, et I'équation (1) s’écrit dans ce cas

¢

feo

2
(%) VY e Y=

D’apres ce que nous avons vu précédemment, nous sommes amenés a faire le
changement de variables

t=logx+1

I'équation (5) prend alors la forme

d*y | dy _
i -+ dt+ky—0’

et s'integre par le procédé classique.
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Probléme 17.

a étant un nombre réel posilif :
1° Calculer Vintégrale 1(«) = ! _i:”_
0o ¥4 ab

2° Lorsque o tend vers zéro, 1(a) devient infinie. Calculer la partie principale
de 1(«) en prenant 1 comme infiniment grand principal. [Ce calcul peut se
[/

faire, sott en uttlisant le résullat de 1°, soit directement el sans connaitre l'ex-
pression explicile de 1(=).]
3° Lorsque « tend vers zéro, Uintégrale J(«) -—/ ————— devient infinie:
| ‘/;c3 +a®
monlrer que, dans ces conditions, J(«) — log — a une limite finie [le signe log
indique un logarithme népérien]. *
(Paris, oct. 1922, épr. prat.)

1° Le calcul de I(«) se fait, suivant la méthode classique, par décomposition en
¢léments simples. On trouve ainsi

l(a)—-——[ Je L2 —f—\/$<(nct —T—i—arctg‘/s)]

\/1-<x+oc“ o

la détermination de 'arc tg étant prise entre — - - T et + —

.-4 -J

2° Quand « tend vers zéro, la quantité entre Ll‘O(‘thS tend vers \/3( b)'
2) -
la partie principale de I(x) est donc égale a 2T ..
312\/3
On peut trouver directement cette partie principale en faisant dans I le chan-

gement de variable x = af, qui donne
I

1 < dl
1(05):;_2/0 T

U = d .
et en calculant ensuite l'intégrale / I“g—f—] ; le changement de variable
JO
. i " du
= 4 > d’ou G4l = 3dt =

{—u

(t—u®’

4

dt = 1;— ' ;(1 — u)_ Ydu,
donne () '

e dt LI A ; _.._1__3 12 ,ﬁ,i_[‘<.1_>[*<_2_>=_‘2_“_-
f. vt 3" *“""") ‘1"_3'(3’ 3)73\3)\3) 5yn

2
on retrouve bien la partie principale ——-

.a\/i

) I, 102.
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3° Posons dans l'intégrale J(«) & =af; on aura

J(a)_jo ¢¢°+1'

Posons maintenant J(e) = f —:-::-:+ = _dt

V61 L V81 1
et faisons tendre « vers zéro. La premicre intégrale a une valeur constante, A,
et la seconde croit indéfiniment. Or on peut écrire

() — log oAt f <%~;~1 — —:->dt

ct tout revient & démontrer que l'intégrale

% 1 1
L 2\t
[ <”W”+1 ‘)

a une valeur finie. Or on a

1
1 By
— = — —1 = i
Ve 41 t [( > ] “‘( +e)
¢ tendant vers zéro avee :~ I’élément différentiel étant infiniment petit d'ordre 4

par rapport a —i—, I'intégrale est bien finie (*).

Probléme 18.

Etant donné un sysiéme de lrois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, & un point
quelconque M de coordonnées (x, y, z) de Uespace, on fait correspondre le plan
P représenté par Uéquation

(X
X, Y, Z désignant les coordonnées couranles, el Az, y) élant une fonclion des
deux variables x el y indépendante de z. Soit I' une courbe gauche lelle que le
plan osculateur en un quelconque de ses points coincide avec le plan P corres-
pondant a ce point.

1° La fonclion Nz, y) étant donnée, démontrer qu’il existe en général deux
familles de courbes T', de lelle sorte qu’il passe une courbe de chaque famille
el une seule par un point quelconque de Uespace. I'ormer 'équalion différen-
lielle qui détermine les projeclions de ces courbes sur le plan xOy.

2° Fuxisle-1-il des surfaces donl toules les lignes asymploliques sont des
courbes I, et quelle est la nalure de ces surfaces?

™) 1, 0.
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3° Délerminer les fonctions Nz, y) pour lesquelles les deux familles de
courbes I' sont confondues.

4° Trouver Uexpression générale des fonctions Nz, y) telles que les courbes
I' correspondantes se projeltent sur le plan des wy suivant deux familles de
courbes orthogonales. Inversement élant données dans le plan xOy deux familles
de courbes orthogonales, sont-elles toujours les projections de deux familles de
courbes I' correspondant a une fonction M x, y)?

Exemple. — Déterminer la fonction Nz, y) de facon que les courbes T se
projeltent sur le plan xQy suivanl les paraboles y*>=2Cx (ot C est une
conslanle arbitraire) et leurs lrajecloires orthogonales.

(Paris, juin 1923, épr. écr. : 1™ quesl.)

1° 1l s’agit de déterminer y et z en fonction de x de telle sorte que la courbe T
engendrée par le point (x, y, z) ait pour plan osculateur en chaque point le plan P

P) (X —x2)+y(Y —y) +~ =N (L —2z2)=0.

Nous ¢erirons pour cela (1) que les équations obtenues en dérivant deux fois
de suite par rapport & x I'é¢quation (P), ou y et z sont des fonctions inconnues
de x, sont vérifiées pour X =x, Y =y, Z =1z.

Une premicre dérivation donne

) X—z+y(Y—y)+eN(l—z)—z—yy —ez' =0
. dy r_dz r 0% 0N,
(‘l/ T da’ = da * o TV Oy)’

on doit done avoir
(2 T+ yy' + ez’ =0,
et 'équation (1) se réduit a
X—z+y (Y —y)+eN(Z —z)=0.

Une seconde dérivation donne
yy—y)+ (;i (el —z)—1—y"?—zer =0,

d'ou la nouvelle condition

3) I +y2+ex'N =0.

Les équations (2) ct (3) déterminent y(x) el z(x), ¢'cst-a-dire la courbe I'.
Eliminons z’ entre (2) et (3); nous obtiendrons I'équation

) Y21 — YA,) — '@+ yhn) -1 — ko =0,

qui est I'équation différenticlle des projections des courbes 1" sur le plan des zy :

y ¢tant connu, I'équation (2) donnera z par une quadrature.
Comme I'équation (4) est du second degré en y’, on voil bien que les courbes I’

(1) 11, 109.

LaINE, Exerc. 3
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formeront en général deux familles telles que par tout point de l'espace il passe
une courbe et une seule de chaque famille.
2° Le plan tangent a une surface a pour équation, avec les notations classiques,

PX—2)+g(Y—y)—(Z —2)=0.

Siles lignes asymptotiques de cette surface sont des courbes I', ses plans tangents,
osculateurs aux asymptotiques ('), doivent étre des plans P, ce qui exige que |'on ait

P_9____
x y ’
ou -ng——xe’“'* L e}
dr ! Dy—_~ Y

La condition de compatibilité de ces deux équations s’écrit

0 0A
ol

Yor @—O;

c’est une équation aux dérivées partielles linéaire et du premier ordre, qui donne
A=) (r=Ve+y),
f désignant une fonction arbitraire. On aura alors, si cette condition est satisfaite,
dz = —(xdx + ydy)e=/ " = — re~/dr
et z = ¢(r),
ce qui montre que les surfaces cherchées sont de révolution autour de Oz.
3° Pour que les deux familles de courbes I' soient confondues, il faut et il suffit

que I'équation (4) ait une racine double en ', autrement dit que X(x, y) satisfasse
a I'équation du premier ordre

®) (@) 4 Yha)? — (1 — 22 )1 — y),) =0.
Passons aux coordonnées polaires £ = r cos 0, y = rsin 6, et posons
Mz, y) = u(r, 9).

e . . op\® O .
L'équation (5) devient (»&) —+ 4r Yo 4=0.

Les variables se séparent, ct I'on a immédiatement une intégrale complete
en posant

O . h} .
ro—— == c()sz —E: =

55 a, 30 2sina,
d’ou == ¢08%x Log r + 20 sin o + 8.

On en déduit I'intégrale générale par le procédé classique.
4° Pour que les courbes intégrales de I'équation (4) forment deux familles
orlhogonales, il faut et il suffit que 1’on ait

- @h+1—y), =0,

() 11, 125,
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c'est-a-dire

® h=Log @ty -+ (L),
[ désignant une fonction arbitraire.
Inversement, soit
™ Y +o(@ yy —1=0
une équation différentielle définissant un réseau orthogonal. L’équation (4), ou
I'on remplace A par sa valeur (6), s’écrit

W_J_ < L),
®) yr+ T Y —1=0.
Y Y Lp J
x2—|—1/

Pour qu’on puisse identifier les équations (7) et (8), il faut et il suffit que o(z, y)
soit homogene et de degré zéro en x et y. Par exemple, si I’équation (7) admet
comme intégrales les paraboles y*= 2Cx, on aura

lm;-—-l2
2zy

P B
la fonction f sera alors déterminée par la condition
hxy W\l 2y >
x* 4 y? x? / 2xy T+ y? + xr ! )’
d’ou I'on tire, en posant y = (x,

2

f(\) = Log k‘ \/8 *i; = et Mz, y)=Log ]cl{‘['_zicgj"_ﬂ_

Probléme 19.

Soient P(x, y), Q(x, y) deux fonctions rationnelles des variables (x, y) satis-

faisant a la condition oP 30
dy

Si dans P(x, y) on donne & y une valeur constante y,, on obtient une fonction
rationnelle ¢(x) = P(r, y,) de la seule variable x. Démontrer, en s’appuyant
sur les théorémes classiques de Cauchy, que les résidus de celle fonction ration-
nelle ¢(x) sont indépendants de y,. Quelle serail la proposilion réciproque?

Application.

Soit P(z, y) la fonction ralionnelle
Ar?+ 2Bxy + Cy* +-2Dr +2Ey + F

x?— 2y +1

P(x, y) =

On demande comment il faut prendre les coefficients constants A, B, G, D, E, F
pour qu’il existe une autre fonction rationnelle Q(x, y) telle que Pdr—+Qdy

sott une différentielle exacte. (Paris, juin 1923, épr. éer.: 2¢ quest.)
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La fonction ¢(x) est une fonction méromorphe qui n'a que des singularités
polaires isolées(!). Soit z un péle de ¢(x); on peut I'entourer d'un petit cercle y
de centre z ne contenant pas d’autres poles, et le résidu de ¢(x) en ce point sera
donné par la formule classique

1 !
c= g [ A= [ P(z, yo)do
. do _ 1 [P 20z, yo)
9 Py D d —
On en t"e d'( 0 3 )yo * 2ﬂl([ 0$ (lr

et cette dernitre intégrale, qui est égale a la variation de Q(x, y) le long de v,
est nulle puisque par hypothese Q(x, y) est une fonction rationnelle, donc uni-

forme. Le résidu est donc bien indépendant de y,.

Réciproquement supposons que les résidus de la fraction rationnelle P(x, y)
relatifs aux poles du plan (x) correspondant & une valeur donnée de y soient
indépendants de y, et soit Q(x, y) une fonction telle que

0Q _ 0P,
e dy
. . o .o .

1l résulte du raisonnement précédent que 7, Ui est une fonction méromorphe,
a tous ses résidus nuls pour les poles relatifs a la variable x : Q(x, y) est donc
une fraction rationnelle, puisqu’elle provient d'une fraction rationnelle par une
intégration qui n'introduit aucun terme logarithmique.

Ax? + 2Bxy + Cy? +2Dx+‘>l‘y+[‘
x? —2xy +-1

Prenons Plx, y) =

pour qu'il existe une fraction rationnelle Q(x, y) telle que Pdx + Qdy soit une
différentielle exacte, il faut que les résidus de P soient indépendants de y. Or les

poles de P sont B o
o=y —1,  ay=y—\yi—1;
supposons y* £ 1, et calculons le résidu relatif a x,; on trouve(?)
Ayr—1 -+ zwa‘:«)

£ == -
\

: ‘)\/y p—y)
ce qu'on peut encore écrire

_Y*RA+-2B+4-0)+4-2(D+ By + F —
2yt —1
Pour que p soit indépendant de y, il faut donc et il suffit que I'on ait

2A+2B+C=0, D-+E=0, F—A=0, A+B=0,

+(A+ B)y + D.

-

) 1, 189,
) 1, 190.
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d’ot P=A + _2D(@ —y)
x* — 20y + 1’
A et D désignant des constantes arbitraires.
On peut se borner évidemment & la solution P = x;:-y ; on trouve
alors ary
—_ — ) — 2% 9ruy 4 1.
Q PR — et Pdx+Qdy = d Logy/a? — 2xy + 1

Probléme 20.

1° Intégrer le systéme d’équations différentielles

de —3c+4y—z dy dz _ 3x—12y + 9z
S —_= —— = S —— e z — == ——
® 2 AT TR 2
En particulier donner les expressions des inconnues x, y, z en fonction de ¢

el des valeurs iy, y,, z, de ces inconnues pour t = 0.
2° Intégrer Uéquation aux dérivées pariielles

(B) 135——3’—*10 +(—z+2)g = Lj 49

, ., 0z 0z . . . , .
olt p el q sont les dérivées —, — de la fonction inconnue z(x, y). Délerminer en
o’ dy a

parliculier la surface intégrale de U'équation (E) qui contlient Paxe Ox, c’est-a-
dire pour laquelle z(x,0)=0, donner Uéquation cartésienne de celte surface

intégrale.
3° Intégrer Uéquation aux dérivées partielles
"Ir+4t/—~zbf f 3z — 12y + 9z 0f 0,
2 e T ) 2 dz

ol f(x, y, z) est la fonction inconnue a délerminer.
(Paris, juin 1923, épr. pral.)
1° La méthode classique d’intégration du systeme (S) consiste a chercher des
solutions de la forme
x=Ae*,  y=Be", z = Ce™.

Substituant ces valeurs dans les équations (S), on est conduit apres suppression
du facteur e*, au systeme

AQa~+3)— 4B+ C =0,
) A + Be—C =0,
—3A  +12B4-Cax—9)=0.

Pour que ces équations homogenes et linéaires par rapport aux inconnues A,
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B, C admettent des solutions non toutes nulles, il faut que le déterminant

20 4+3 —4 1
i o —1
—3 12 22—9

soit égal & zéro, ce qui donne, pour déterminer «, I'équation
a? — Ja? 4 2a =0,
qui admet pour racines
o =0, a =1, oy = 2.
Si 'on prend « =0, les équations (1) donnent
A=B=Q(,

d’ou une premiere solution du systeme (S):

&, = da, Yy = a, Z,=a
Pour « =1, on a de méme Jla solulion
x, = bet, Yy = 2be'| zy = 3be!,
et pour a = 2 la solution
x; = ce*, Yy = hee? z3 == Yce?.

L'intégrale générale s’écrit donc
(2) x=a+ be'4-ce*, y=a-+ 2be'+4ce*, z=a- 3be'+ Jce.
On détermine aisément les constantes arbitraires a, b, ¢ de lelle sorte que,

pour (=0, x, y et z prennent les valeurs x,, y,, z¢, on obtient alors les expres-

sions
@y — 8y, - 329 ot Ty — 2Y, -+ 2o e,
‘) z
b)) y = 3xo — 3yo + 2o — (.).ro — 8y, -+ 33p)e' - 2(.1:0 — 2y, + zy)e*,

r = 3xy — 3Yo + 2o —

z = 3wy — Yo+ 29 - = (‘iro — 8y, + 3z)e! - (TO — 2yo + z¢)e*.

2° Le systeme caractéristique de I'équation (E) est identique au systeme (S)
moyennant l'introduction d'une variable auxiliaire (. Les équations (2), ou l'on
considere a, b, ¢ comme des constantes et { comme un parametre variable,
représentent les courbes caractéristiques de I'équation (E): cette équation est
donc intégrée.

Pour obtenir une surface intégrale passant par une courbe donnée I

r=ov), y=p1) 7 =x)
il suffira(!) de remplacer dans les équations (3) x, u, et zo par a, 8, y; en faisant
varier v on obtiendra toutes les courbes caract istiques qui coupent I'. Les
équations (3) représenteront alors la surface intégra'e cherchée, rapportée aux
coordonnées curvilignes ¢ et v.

(1) 11, 268.
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Supposons par exemple que la courbe I' soit I'axe Ox; on posera
Xy=0v, yo=0, :o=0,
et les équations (3) s'écriront
%) x = v<3 — —g e+ %e‘-"), y = v(3 — Se' + 2¢?),
— - is t 9 2t
z_v<3—-——2~e -+ e )

‘)

La surface représentée par ces équations est un cone de sommet O, passant
par la courbe caractéristique

. 5 1. . , 15 9 .
E=3—;e'+—§e“, N =3 — Be' + 2e¥, C~i~7)— e+ z—c“;
cette courte, comme nous le verrons tout & 'heure, étant une parabole, on aura
un cdne du second degré. Pour obtenir son équation en coordonnées cartésiennes,

on élimine d’abord v entre les équations (4), ce qui donne les équations
22(3 — e + 2e*) — y(6 — Be! + ) = (6 — 15e’ + Ye*') — z(6 — Se' +4- e*") =0,
que 'on peut écrire
e(bx — y) — 5e'Qx — y) + 6(x — y) =10,
e(9x — z)—5e'(B3r — z) 4+ b6(x — z) =0
of — '3(ox—-—8J—+—L,) ol — 3(x — 2y +

2),
53 — 3y +z2) dx— 3y -+-z

on en tire

et finalement
25(x — 2y + 2)(Bx — 3y +z) — 3(x — By -+-33)* =0

c’est bien I’équation d’un coéne du second degré, de sommet O, passant par Ox.

Revenons aux courbes définies par les équations (2); elles forment, avons-nous
dit, la congruence des courbes caractéristiques de I'équation (E). 1l est facile de
voir qu'elles ne dépendent effectivement que de deux parametres. Faisons d’abord
en effet e = u; les équations (2) s’écriront
B) x=a+ bu—+cu? y = a + 2bu + hcu?, z = a -+ 3bu + Jcu?,
et I'un au moins des coefficients b et ¢ doit étre supposé différent de zéro. Suppo-
sons b =0, et posons cu® =, on obtient les droites

(Dy) x=a-+p, Yy =a-+ ko, z=a -+ 9,
qui sont toutes situées dans le plan
(my) Sr —8y + 3z =0.
Supposons en second lieu ¢ = 0, et posons bu = p; on obtient les droites
(Dy) r=a-+p Yy=a-+ 2, z=a -+ 3p,
qui sont toutes situées dans le plan
(I1g) r—2y—+2=0.

Les droites D, sont paralleles a une direction de coefficients directeurs 4, 4, 9,
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et les droites D, paralleles & une direction de coefficients directeurs 1, 2, 3; les
plans 1, et 11, se coupent suivant la droite
([)) r=y=2z.

Si b et ¢ sont différents de zéro, on pourra poser bu = p, et écrire les équations
(5) sous la forme
(6) x=a-¢-+mg? y=a—+ 2o+ km:2 z=a—+ 3p -+ 9mp?;
ainsi en dehors des deux familles & un parametre de droites paralleles situées
dans les plans IT, ¢t [y, les courbes caractéristiques sont définies par les équations
(6) ou figurent seulement deux constantes arbitraires, a et m.

Ce sont des courbes du second degré, ayant un seul point a l'infini dans la
direction des droites D;, donc des paraboles. Il est facile de voir qu'elles sont
tangentes au plan I, les points de contact étant situés sur la droite D, qui n'est
d’ailleurs pas tangente aux paraboles. Enfin elles sont situées dans des plans paral-
leles d’équation

Jx—3y+z—a=0.

On retrouve d’ailleurs les droites Dy en considérant les paraboles aplaties suivant
leur axe, et les droites D, en considérant les paraboles dont le parametre est infini.

Il est intéressant de signaler le réle singulier de la droite D relativement aux
surfaces intégrales de (). Mettons d’abord a part les plans des paraboles caracté-
ristiques, le plan 11, el le plan 11, qui sont les seules surfaces intégrales planes.
Toutes les caractéristiques coupent D, done D appartient & toutes les surfaces
intégrales. Le plan 11, qui contient D et est tangent a toutes les caractéristiques
est d'ailleurs tangent & toute surface intégrale tout le long de D. Donc toutes
les surfaces intégrales autres que les plans sont tangentes a I, tout le long de D.

3° Si 'on élimine o entre les équations (6), on a en termes finis les équations
de la congruence caractéristique sous la forme
(b — 8y + 32

= (e
T—2y +2

3 — 3y + z = C'°,

La fonction f(x, y, z) cherchée a donc pour expression générale

¥ l3-’E — 3y 42, 5z — Qy -+ 3z)? J .
' T —2y+ 3

Probléme 21.

1° Ktant donnés un systéme d’'axes de coordonnées Ox, Oy, Oz el une surface
S représentée par une équation z = F(u) ot u est égal au produit xy, démontrer
que Uéquation différentielle qui délermine les projections des lignes asymplo-
liques de celte surface sur le plan des xy peul élre ramence a une forme inté-
grable par un changemen! de wariables. (On pourra s'appuyer sur ce que

Péquation de la surface ne change pas quand on change x en Cz, y en }I_
quelle que soit la constante C.)



EXERCICES » i

2° Achever Uinlégration de Uéquation différentielle dans le cas oit la surface
S a pour équation z = Log|[1 — ry|et démontrer que les coordonnées (x, y) d’un
point d’une courbe intégrale peuvent s'exprimer par des fonctions entiéres d’un
paramélre.

3° Etudier la forme générale de ces courbes inléyrales dans le voisinage de
la courbe (D) qui sépare les points du plan par lesquels il passe deux courbes
intégrales réelles des points du plan par lesquels il n’en passe aucune de réelle.

(Paris, oct. 1923, épr. écr.: 1™ quest.)

1° On a successivement, avec les notations classiques,
M

p =yl ¢ =xl’, r=y*F", s == xyF" - F', t = 2P,

et I'équation aux asymplotiques s'éerit

M (ydx +xdy)*F' - 21 dedy = 0,
ou encore F'du? - 2[‘”(1;1‘{1((/ —0.

V. . . . u
Faisons, dans celte ¢quation, le changement de variables y = -; on pourra
. . , ' X

écrire I'équation transformée

D dx x?
(2) -Ldu‘2 + 2du ™" — 20 das 0,
I T £

et il suffira de résoudre par rapport a dz pour séparer les variables. L'intégration
se ramene done & une quadrature. v

La théorie des groupes(*) permettait de prévoir ce résultal. L'équation (1)
admet cn effet le groupe de transformations & un paramelre

x = Cxy, y=%‘;

. Co s 0 0 .
auquel correspond la transformation infinitésimale x—i—y)l; si donc on met
or oy

I'équation (1) sous la forme Bdax — Ady, on aura immédiatement le facteur inté-

grant B-.Z—LA;/ C'est ce qu'il est aisé de vérifier; I'équation (1) s'écrit en effet
a”n (ef/F"? 4= 2uF'F" — uF" — ¥')dx — 22k"dy = 0,
etlona  a(ef/F? 4 20F' F — uF' — F') - 22y k' = ey —F');
divisant le premier membre de I'équation (1') par oy — E’), on aura
dv _Fludo+ady) do__ Fdu____ _,

oy —F) PP E—F

et le premier membre est hien une différentielle totale exacte.

(1) 11, 195.
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2° Si l'on prend F = Log (1 — u), I'équation (2) devient
d dx du?

2u - —2du— — =0,
x? x i —u
et I'on en tire d—’: = d—'3<1 ~+e 14 u).
I 2u 1 —u
Posons u = cos 20, —— = cotg
1 —u

dx du S S 2 cos 0df
nous aurons S T (‘m 0 -+ cos 6) = cos 0d0

- = p ; : ’
x 2co0s 20 sin 0 sin 0 — cos 6
d’ou

2 cos 0dl ( ( — 0
Logaw= [ - 2cos 0dl "cos 0 -f-sin )d0+ cos 0 q"}ldo
i sm0~cos0 sin ) —cos 6 . 9m0~—cosO

== Log (sin 0 — co0s 0) -—— 0 + Log a,

x = ae (sin ) — cos ), y=— -1—e"(sin6+cos 6);
a
z et y sont bien des fonctions entieres de 0.
3° Revenons a I'équation (1) o nous remplacerons F par Log (1 —ay); elle
s'écrit

) w2y -yt =0,
J— —_— 22
d’oti on tire y' = 1+ E‘/OI LY.
. xe

La courbe séparatrice des régions a courbes intégrales réclles et des régions a
courbes intégrales imaginaires se décompose donc en deux hyperboles équi-
lateres conjuguées

(H) xy—1=0, (Hy) xy +1=0.

On voit immédiatement que (Il;) est une courbe intégrale: c’est l'intégrale
singuliere, enveloppe des courbes intégrales. Au contraire (H,) n’est pas une
courbe intégrale : c’est un lieu de points de rebroussement; donc toute courbe
intégrale présente, au point ou elle rencontre (Il,), un rebroussement.

Cherchons, en appliquant la méthode classique (), le développement de y en
fonction de « sur une courbe intégrale, au voisinage du point (x,, y,) ou cette
courbe rencontre (II,). Posant

X=x—w0, Y=y‘—!/07
on met d’abord I'équation (3) sous la forme
(4) Y o1 _.i\/l—-(X—i—wo)'z(Y—l—yQ_",
(X =+ z)? (X + o)t
et I'équation de (H,) s’écrit

(1) 11, 21-23. :
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Posons ensuite Y = Y, + u?; nous aurons a la place de I'équation (4) I"équation

du

9
u?
2u-——:=

2
dX X + Xtz " \/(X +a) X4z (X+ap)
La fonction 6(X, u) est holomorphe au voisinage de X =0, u=0, et I'on a

+ ui(X, u).

o(X, u)=v2a, (1 _3X >
2 Ty
les termes non écrits étant au moins du 3° degré. On en tire
dX 2ux]
(5> du -

8
~—2mo+4x+\/2xiu+~-

Cette équation différentielle admet une inlégrale et une seule X(u) s’annulant
ainsi que sa dérivée premiere pour u = 0 et holomorphe au voisinage de ce point ;
son développement est donc de la forme

(6) X = ou® 4 ayud 4=+ - -

. substituant dans I'équation (5) et identifiant on trouvc

£
ay = — ,20, = — =
On tire alors de (6) par inversion(*)
1
u::ﬁx§+-l,x.+ e
substituant dans (6) et identifiant on trouve
2 V2 -1
2=, Y=y @y °,
&Iy '{3 0
2X A (X\?
d'Oll H2=——-~?)( .+_ .b_L. <X> ey
xp o 3y \1,
X 4 E
et finalement Y=Y +ut=— S_;_.v‘.’..’v X s
L2 3y \x

La courbe intégrale présente bien un point de rebroussement pour X =0, Y =0,
c'est-a-dire sur (II,), et I'on voit de plus qu’au voisinage de ce point X et x, sont
de signes contraires.

Probléme 22.
Soient

d’y d’z _
W =pey, @ =g
deux équations différentielles lindaires du second ordre. On demande a quelle
condition dotvent satisfaire les fonctions p et ¢ pour qu’il existe une intégrale

() 11, 11.
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particuliére y, de Uéquation (1) et une intégrale par(iculiére z, de U'équalion (2),
dont le produil y,z, soit égal & Vunilé.

Peul-il exister plusieurs sysiémes distincts d’intégrales jouissant de celte
propriélé?

Déduire du résultat oblenu que Uinlégration de Uéquation différentielle

du'\?
— 2u(2p — )
<dx) u(2p — )

se raméne a Uintégration de Uéguation (1).

(Paris, oct. 1923, épr. écr. : 2¢ quest.)

Des équations (1) et (2) on tire, compte tenu de la relation yz =1,

Y +yF'=(p+qQyz=p+q;
la méme relation donne d’autre part
3y 4ys'=0,. 2y +y'+2y's =0,
d’ou 'on tire

+4q,
9

e

<

/
U T

S'il existe deux intégrales y et z satisfaisant a la relation yz =1, eclles sont
donc nécessairement de la forme

— P gy € \/ i’i__;i‘;dx
Yyy=e f\/ 2 =e / 2,
Ecrivons que z,, par exemple, est une intégrale de (2); on a successivement

= Y zi  z? € p'+i P+q_q—p
= = +, ”—'—*T)—_:—t—.rm: —_— P == e
R V1Y F Ak A R

I
~q

b

ce qui donne la condition cherchée

3) p'+q =eq—pV2(p+9-

On serait conduit a la méme condition en exprimant que y, cst une intégrale
de (1). La relation (3) est donc la condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe un couple d'intégrales du systeme (1)-(2) ayant pour produit l'unité.

Soit (y4, z,) un tel couple; ()\y,, %) constitue une autre solution, que 'on ne
peut évidemment considérer comme distincte de la premiere. D'ailleurs p et ¢
étant donnés, ¢ est bien déterminé par la relation (3). Le probleme ne peut donc
admettre qu’une solution.

La derniére question ne semble pas présenter de sens bien précis, ’équation
différentielle en u s'intégrant immédiatement par une quadrature.
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Probléme 23.

Calculer l'intégrale définie
™ &® Log.r
o (14 )

(Paris, oct. 1923, épr. prat.)

Soit I I'intégrale a calculer. Le changement de variable x* = u donne
“Logudu _ (™'Log udu ™ Log udu
o (L-uy Jo (4 + u) Jio (14 u)d

- .\ 1
Faisons dans la derniere intégrale le changement de variable u == —; nous
v
aurons

161 =

lﬁ)&udu . ‘v Log vdv
(i«}-u)J Jo (1+v)‘

et par suite

16 — ) {L‘_@ Log 1 udu _ /-1 o ud— l ; L |u Log u |' / ~iu )
Jo Ty O S (R Rl A it
Mais lim u Log u = 0 il reste donc
u=0
1 1 . |
16] =|-—| =—— I’ == —
1-+uj, ’ @ ol ! 32

Probléme 24.

1° Etant donnée Uerpression
O P(z, y, z)dx -+ Q(z, y, z)dy+ Rz y, z)dz

ou P, Q, R sont lrois fonclions connues de x, y, z, démontrer qu’il existe une
infinité de fonctions f(x, y) des deux variables x el y telles que, si Uon remplace
dans Uéquation (1) z par f(x, y) el dz par df, on obtient une différentielle
exacte. Expliquer comment on peul arriver a la condilion & laguelle doit
satisfaire la fonction f(x, y) en appliquant la formule de Stokes & une courbe
fermée située sur la surface S représentée par Uéquation z = f(x, y).

2° Si f(x,y) = C est une solulion du probléme quelle que soil la constante C,
loutes les autres solutions s’obliennent par une quadrature,

3o Lorsque l'équation
(2) Pdr + Qdy + Rdz =0

est complétement intégrable, toules les surfaces S se délerminen( sans aucune
intégration quand on connait lintégrale générale F(z, y, z)=C"* de
Uéquation (2).
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4 Déterminer les surfaces S dans le cas particulier oit Uon a
P = 22(y? — z%) — bryz, Q =2yz*+ 3z(y? - a?), R=0,

el prouver que ces surfaces S sont engendrées par des courbes I' qui coupent
orthogonalement une famille de surfaces T dont on demande l'équation (les
axes de coordonnées sont supposés rectangulaires). Indiquer une représentation

paramélrigue des courbes I'. (Paris, juin 1924, épr. écr.: 1 quest.)

1° L’expression (1) ou I'on remplace dz par pdr -+ qdy s'écrit
(P + Rp)dz +(Q + Rg)dy.

Pour qu’elle soit une différentielle totale exacte, il faut et il suffit que 'on ait
0 0
—_ = (( .
5y (P+Rp) Om(') -+ Req);

bien entendu on effectue les dérivations en considérant z, p et ¢ comme des
fonctions inconnues de x el y, assujetties simplement aux relations

0z _ 0z _
or P oy 7
On obtient ainsi la condition a laquelle doit satisfaire la fonction inconnue
z = [(=, y) sous forme d'une équation aux dérivées partielles linéaire du premier
ordre, qui s’écrit
. R 00
3) Py —ne )+
On peut obtenir autrement cette condition. Considérons en effet, sur la surface S
définie par I'équation z = f(x, y), une courbe fermée quelconque C; le long de
cette courbe I'expression (1) est une dillérentielle totale exacte, et I'on a par suite

oP _0R\ _0Q P
%z Oy

[ Pdz - 0dy + Rdz =0,

ou encore en désignant par « la portion de S intérieure a C, par ds 1'¢lément
d’aire entourant le point de s ou les cosinus directeurs de la normale & S sont
a, B, v, et enlin en appliquant la formule de Stokes,

P /OR - 0 0P OR 0Q obP\ ~
e e -y |ds = 0.
//1(0.'/ 02)7 B (0~ f’x)ﬁ +<?>v Ofl)YJ i
Cette derniere ¢quation s’écril, compte tenu des relations

P Bom T y= S
‘/1 _,{_pz_!_q:’ ! ‘/1 2_+ (/ ‘/1 + p* - qz’

[ R ;»Q (0P dR\ _ 0Q bl’ —o.
.// oy 0z /<0~ bﬁ) (OJ? ]\/1+p +q ,

ceci ne peut avoir lieu quelle que soit la portion & de S que si I’élément différentiel
est nul, ce qui donne la condition (3).
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2° Pour que z = C* soit une intégrale de Péquation (3), il faul et il suftit que
le second membre de cette équation soit nul quand on remplace, dans P et Q, z
par une constante arbitraire, c'est-a-dire que l'on ait identiquement

0 0
(k) 32 2@y, z)—~53~/ P(x, y, z)=0.

L'intégration de I'équation (3) est alors équivalente a celle du systeme
dx — dy _ ‘_1_2_ )
R]“QZ [)Z—Rx—o,
la premiére équation s’écrit
®) (P.— R)dw +(Q. — Ry)dy —0,

et l'on peut y considérer z comme une constante : la relation (4) exprime préci-
sément que le premier membre de (5) est une diftérentielle totale exacte, done
elle s'integre par quadratures, et I'on a ainsi toutes les intégrales de (3).

3° On a par hypothese

oF oF or
P B ) = A - == A -
)\ h;l/" L )\ 0‘]/, l{ ) 0: )
) désignant une fonction bien déterminée de x, y, z. Le systeme différentiel défi-
nissant la congruence caractéristique de I'équalion (3) s’écrit alors

dx . dy dz
W —F, T L —ME T W, — R,

et il admet les combinaisons intégrables
hedx -+ hdy +hdz =0, d'ou r=C',
F.dx -+ F,dy + F.dz = 0, d’ou F = Cte,
I'intégrale générale de l’équatioﬁ (3) s’écrit donc
W(Fx)=0,
0 désignant une fonction arbitraire.
4° Avec les valeurs données de P, Q, R, I'équation (3) s’éerit
(6) (byz + 3y* — 3x?)p + (ks -+ bxy)g = bay.
Considérons d'une fagon générale une équation lincaire
A(x, y, 2)p + B, y, 2)q = Uz, y, 2),
et cherchons a quelle condition les caractéristiques de cette équation couperont
a angle droit une famille de surfaces X. Par tout point (x, y, z) de l'espace, il
passe une caractéristique ¢ dont la tangente en ce point a pour coefficients

directeurs A, B, C; cette tangente devant ¢étre normale a X, on devra avoir en

t point d
tout point de = Adz + Bdy + Cdz =0,

et réciproquement si cette relation est vérifiée c et = se coupent orthogonalement,



48 CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

La condition cherchée est donc que cette derniere équation soit completement

intégrable.
Appliquons ce résultat & 'équation (6); il faudra prouver que I'équation
@) (dyz + 3y* — 3x¥)dx + (haz + 6xy)dy + haydz =

est completement intégrable @ il suffit pour s'en assurer de vérifier une identité
classique. Mais celte vérification ne nous sera d’aucune utilité pour l'intégration
de (7), et il est plus simple de chercher a effectuer cette intégration : si nous y
réussissons la vérification deviendra sans objet (*). Or I'intégration de (T) est
équivalente a celle du systeme

0z Jxt— 3y — /m/z 0z 2z 43y

T e e At TR e

ox hay 0y 2y

dont la scconde éjuation s'integre aisément ct donne
1 3
= f(x)— ——1uy
y (@)=

portons cette valeur dans la premiéere : il reste pour déterminer la fonction
inconnue f(x) I'équation
haef' - &f — Ju* = (), ou baf — ¥ == 4a.
L'équation (7) est donc bien completement intégrable, et son intégrale générale

s'écrit 4‘“/2 - .;.,“/2 — b = (',

Revenons a 'équation (6); son systeme caractéristique, qui définit les courbes

I, s'éerit J J
o de _ dy dz
<8) dyz - 3y* — 3

birz -1 ().n/ - /;c-c&
La dernitre équation, qu'on peut mettre sous la forme

dy 2z 3y
= - - ]

dz 2y
est une équation homogene en y et z, dont l'intégrale générale peut s'éerire
(22— y)'(z +2y) = as,
a désignant la constante d’intégration. Posons, en appelant v une variable auxiliaire,

a

2:—~y=~v—, z 2y = avt;
a /(. i a 2
nous aurons Y= -2t ——), g == (vt .
: ] v 1 v
Si nous posons en outre x* = u le systeme (8) se réduira a 'équation
du dv du | . a’ i
ST e I ey ou v = 3u = (4ot — )
a*/, o 1 . v dv b v?
(4ot —— ) — 3u
] vt

(1) G'est une généralisalion de la remarque de I, 9%.
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c’est une équation linéaire parrapport a la fonction u(v), qui a pour intégrale générale

u=$2=gj ivs___,-l__f_.._b.. .
5\11 v2 o pd
On a ainsi I'expression des coordonnées d'un point (x, y, z) d'une courbe I' au
moyen du parametre v et de deux constantes arbitraires a et b.

Probléme 25.

{° Calculer Uintégrale
@)= [ = logz 4,

Jo \/x(.l:'“’—{—az)‘-'
par la méthode des résidus. Dans Uintervalle d’intégralion logx est le loga-
rithme népérien réel de x, el \/x est pris posilif; « est un paramétre posutif.

2° Lorsque « tend vers zéro, Uintégrale 1(x) devient infinie. Montrer qu’elle

esl équivalente a une expression de la forme

A log a,
A et p étant des constanles réelles qu’on peut délerminer direclement sans
calculer 1(x). (Paris, juin 1924, épr. prat.)
L
1° Posons x = al ?, ¢ désignant une variable positive; il vient
o 1 )
- r J— o 4
o BT B
2 0 (402
et nous sommes ramenés au calcul des deux intégrales
-3 —3
200 4 300 4 »
I, = J_,A,_: di, L, :/ ‘__,,l,,",{a;f dt
o (140 o (410
L’intégrale I, se rameéne aisément a une intégrale eulérienne au moyen du
changement de variable { = - T, qui donne

.l/: 1 —u
! 3 3
e (VA —wedu—p( LT
= [t —) du_B<4, : )
(N (M =2 (NP _3 m 3my2
4 4 4 \4 4 b . = 4
Sln&‘

Pour calculer I,, considérons la fonction
3

2 ‘Logs
(1 -+ 2y
un lacet entourant l'origine et une circonfé-
rence de centre O et de rayon trés grand R,
ces deux contours étant réunis par une coupure effectuée le long de l'axe réel.

al'intérieur de 'aire comprise entre

LAINE, Exerc., &
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Choisissons pour I'argument de z une valeur comprise entre zéro et 2=, et pour la

détermination de Log z celle qui se réduit a la valeur réelle log x en tout point de

la coupure. Notre fonction est alors uniforme dans le domaine considéré, ou elle

n'admet d’autre singularité que le pole double z = — 1. Soit f(z) cette fonction; il

est clair que [zf(z)| tend vers zéro quand |z| tend vers zéro ou croit mdéﬁmment
Soit ¢ le résidu relatif au pdle z= —1. On aura

2 | ' A[lf(z)dz+’/:+ﬁA,+'/c=’21tl'p.

En B I'argument de z est nul; en B’ il est devenu égal a4 2=. Donc quand on

passec de B a B’ en décrivant le contour (C), on remplace
3 _3 .3

- - S 2w

z * par z ‘e * et Log z par  Logz -+ 2mi.

Par suite si on fait tendre vers zéro le rayon de (c) et croitre indéfiniment
celui de (C), la formule (2) donne & la limite

i

of "e ? (Log t+-2m1) .
l~z+f -+ o dt = 2mip,

ou encore, puisque ¢ B

(,‘s) 12(1 _— l) —+- 27:11 = 27Iip.
Posons f(z) = e ¢z ))2», le résidu au point z = —1 est égal & ¢'(—1); or on a
3 -1 -1 -1 3
<P'(z)=—z~z ‘Logz+z ‘=3 ‘<1———',;Logz>,
et comme au point z = — 1 'argument de z est égal a =, on aura en ce point
o 'lm ‘/
z b= (1 —+ 1), Log z = mi,

(3
et par suite p=9/(—1)= L/z[ —[ — ¢<—E - 1)]

On tire alors de la relation (3), compte tenu de la valeur trouvée pour I,
L= _ﬂ\/§<%§+ 1>,

9 1
et finalement l:—-“}éa 2(6log o — 3m— 4).

1

2 On tire de (1) CEIE I B
n re loge 2 ! 4loga7’
les intégrales I et I, étant finies. Quand o« croit indéfiniment, le second membre

tend vers —;3—11; donc 1 est alors un inﬁniment grand équivalent a
31:$/2 -

——a ” log a,

ce qui détermine les constantes A et p de I'énoncé.
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Probléme 26.

On considére une famille de droites D, dépendant de deux paramétres variables
indépendants «, B, représentées dans un systéme d’axes reclangulaires par les

équations
) t—B__y—B,__z—B,
A Ay A,
A, B, Ay, By, Ay, By étant des fonclions des deux paramétres « et B, de telle facon
qu'a chaque systéme de valeurs de ces deux paramélres correspond une droile
D de la famille considérée.
1° Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que toules ces
droites sotent normales a une famille de surfaces paralléles S est que Uexpression
AdB + AdB, + AydB,
N A A

soit une différentielle exacte.

On pourra prendre comme inconnue auxiliaire la valeur commune u des
rapports (1).

2° On considére en particulier les droites représentées par les équations
) ce—f(0) Yy =

[ <) *—B

ou fet ¢ ne dépendent que des variables o et § respectivement.

Démontrer que ces droiles ne peuvent étre normales @ une famille de surfaces
S que st f*(«) est un trinome du second degré en «, et ¢*(B) un trinome du second
degré en B. Le premier élant donné, f*a)=Pa*+ 2Qu + R, trouver ¢*(B).

3° En supposant f*(a)=2pa, délerminer les surfaces S et leurs lignes de

courbure. (Paris, oct. 1924, épr. écr. : 1™ quest.)

1° Soit u le vecteur unitaire de composantes
A A As

VAR +AY YAHAI+ Al YA A A
si P est le point de coordonnées (B, By, By), un point M de la droite D(«, ) sera
défini par I'équation vectorielle
3) M=P+ou,
ou p désigne la valeur algébrique du segment PM compté positivement dans le
sens de u. Pour que les équations (1) définissent une congruence de normales,
il faut et il suffit (*) que I'on puisse déterminer une fonction p(«, B) de telle sorte
que l'on ait
) u.dM=u.dP+ dp =0,

(1) I, 149,
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ce qui revient a dire que l'expression
AdB + A,dB, + A.dB,
VA N A
doit ¢tre une différentielle totale exacte. L'équation (4) détermine alors p & une
constante additive pres, et en portant cette valeur dans I'équation (3) on aura la

famille de surfaces parall¢les trajectoires orthogonales des droites de la congruence.
2° Si la congruence est définic par les équations (2), I'équation (4) s’écrit

u.dP =

©) dp + ~:_/f i«z»——i — da=10
VI3t -+ (a—p)?
Il en résulte d’abord que ¢ est indépendant de 8 ; ensuite, en intégrant (5), on
aura N
(@) =—V[*+ 4+ (a—B) —o(p).
On en déduit
(6) [((@) + s@)] = F*+ >+ (e — B,

d’ou, en dérivant successivement par rapport a « et j,

P/o.l — 1’
ce qui exige que p’ et ¢’ soient des constantes non nulles. Posons
L B
! !
= o= phompa— 4
’ x& @

la relation (6) devient
J.:)L 2
M (w——}h+w) ="+¢+@—p"

Donnons a § une valeur numérique déterminée : on voit que f? est un trinome
du second degré en a. De méme ¢* est un trinome du second degré en p.

Posons

[*(a) = Pa® -+ 2Qx + R,
les coefficients P, Q, R étant supposés connus, et
¢%(B) = bof? + 25,8 + by,

Portons ces valeurs dans (7) et identifions les deux polynomes du second degré
en o et § ainsi obtenus ; les termes en «f ont le méme coefficient, — 2, et en éga-
lant les cinq autres coefficients on aura cinq équations pour déterminer les cing
inconnues by, by, by, p et w,. On trouve ainsi

N —__9 N
b= P+1’ b= P+1’ b2_P—+—1 R;

la seule condition de possibilité est donec P 5= — 1.
3° On voit sur les équations (2) que les droites de la congruence rencontrent
toutes la courbe I'y définie par les équations

z = f(a), y =0, z2=aq.
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Comme les équations (2) peuvent encore s’écrire

z _y+ef)_z—8
@ 9B  a—p
les droites de la congruence rencontrent toutes la courbe I'y d'équations
=0, Y =—4) z=f.

Ainsi, quelles que soient les fonctions f et ¢, les équations (2) représentent
une congruence dont les deux nappes focales se réduisent & deux courbes planes
situées dans des plans rectangulaires.

En particulier, si I'on suppose que les fonctions f(x) et ¢(8) satisfont aux
conditions précédemment trouvées et si 'on prend

() = 2pa, on aura ¢*(B) = p*— 2pB.

Les courbes I'y et I', sont les deux paraboles

x*—2pz=y =0 et yYy+2pz—pil=2x=0;
clles forment la développée de la surface S, et nous savons que cette surface
sera une cyclide de Dupin(?).
Pour former les équations paramétriques de S, nous pourrons supposer p>0;
nous aurons alors, en faisant dans I'équation (5) § =0,

El—’E=————B_-_:-*—-i;z——’l, d’ou p=a—a.
da \(p+ap
On aura d’autre part
A® - A3 A3 = 2pa -+ p* — 2pB + (2 — B)! = (a — B -+ P,
et, comme (S<{Z—, a—B+p>0,
VA AT+ Aj=a—p +p;
les composantes du vecteur u sont donc

) ¥(®) a—f

a-—[i+p’ a——[3+p' a—(ﬂ—e—p’

et les équations paramétriques de S s’écrivent

_ s, (@a—a _ (@a—a) I (et} C Rl 9)
(8) $—/+a_B+p7 y—a_m, = a -+ a-—(ﬁ-l—P

D’ailleurs les développables non singuliéres de la congruence (2) sont des cones
ayant leurs sommets sur I'une des courbes I'; ou I'; et passant par I'autre. Analy-
tiquement, elles sont donc définies par I'une ou I'autre des équations

o= Cte, [3 p— C"e‘

et ces mémes équations représentent les lignes de courbure de la surface S définie
par les équations (8).

()11, 143.
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On voit sans peine que les lignes de courbure de la premiere famille sont les
cercles caractéristiques de la famille de spheres

@—r+y+(E—0—(ea—a)=0,
celles de la scconde famille les cercles caractéristiques de la famille de spheres
w4y +¢)+(GE—p)F—(@a—B+p)r=0,
et la surface S est 'enveloppe de I'une ou l'autre de ces deux familles.

Problé;ne 27.

Sotent Cy, Cy deux cercles de rayons Ry, R, respectivement, ayant pour centre
Uorigine dans le plan de la variable complexe z, et My, M, deux nombres
positifs. Déterminer deux constantés réelles A et a lelles que le module de la
fonclion f(z) = Az? soit éqal i M, sur le cercle Cy et My sur le cercle C,.

Application. — Soil F(z) une fonction holomorphe dans la couronne circalaire
comprise entre les deux cercles C,, Gy el sur ces cercles eur-mémes ; soil My une
limite supérieure du module de V¥(z) sur Cy, el M, une limite supéricure de ce
module sur C,. Déduire de ce qui précéde une limile supérieure du module de
F(z) en un point z de la couronne de module r.

(Paris, oct. 1924, épr. écr.: 2° quest.)

On peut évidemment supposer A positif. On a alors pour détermincr les
constantes réelles A et @ les deux équations
ARSI = M,, AR% = M,,
_ lOg Mg - l()g Mg

d’ou 'on tire a= li()-gﬁ;——]gg R27 A= MiRr ¢ = le{«;a.

Avant de faire 'application de ce résultat, nous établirons deux lemmes généraux.

Lemme I. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans un domaine connexe D;
si le module de f(z) reste constant dans une aire, si petite soit-elle, intérieure
a D, la fonction f(z) garde une valeur constante dans tout le domaine.

Posons en effet

[(@ =P y)+iQxy), doi |f(=)|=yP+Q:.

Si I'on a, dans une aire s intérieure a D, |[f(z)|= C', on en déduira

oP . 400 _ oP . 00 _
P0w+Q0x_O’ Pby { Qby =0,
b} D
c’est-a-dire Pbp — 0_]3 =0, P»zi -+ QQ'— =0,
ox oy oy ox
) ) -
donc or_ob_ 0 et par suite 00 _20_
dr 0y ' ox Oy

La fonction f(z) est donc constante en tout point de l'aire ¢, et la méthode du
prolongement analytique lui assigne la méme valeur constante en tout point de D.
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Lemume II. — Soit une fonction f(z) holomorphe dans un domaine borné D et sur
sa frontiere que nous pouvons supposer formée d'un ou plusieurs contours simples;
I'ensemble des valeurs du module de f(z) dans le domaine D et sur son contour
est évidemment borné. Je dis qu'il est impossible que [f(z)| atteigne effectivement
sa borne supérieure p en un point intérieur au domaine D, exception faite du
cas banal ou f(z) se réduit a une constante.

En effet supposons qu'il existe un point a intérieur a D tel que I'on ait | f(a)| = p.
On peut, d'aprés le lemme 1, entourer le point a d’un cercle v de rayon r, tout
entier intérieur a D, sur la circonférence duquel {f(z)| ne pourra prendre la valeur
. qu'en des points isolés; on aura alors

/(a)—;) ;/ 1(z). d~
d’ou I'on tire [fla)| < 2—ﬁ—'—_— - 2nr ou [fla) <<w,

cc qui est en contradiction avec I'hypothése initiale.

Il résulte de ce lemme que si M est une limite supéricure des valeurs du module
de f(z) sur le conlour de D, c¢’est aussi une limite supérieure pour les valeurs de
|f(z)| @ Uintérieur de D.

Passons maintenant a 'application proposée. Nous supposerons les constantes
A et a choisies de telle sorte que la fonction Az® prenne la valeur M, sur C; et la
valeur M, sur C;. On aura alors, sur chacun des cercles G, et C,,

%z_“l"(z)

Soit & un point quelconque intéricur a la couronne comprise entre G, et C,.
Joignons les contours C, et C; par une coupure rectiligne BC ne rencontrant pas

<.

. On aura, d’apres le théoréeme de Cauchy, en posant 1X::*“F(z) = ¢(2),

Imio(z) — / &@ﬂ: / ) e 9(2)dz

z—X

_+_/ e~ “‘”f(")(/.. / g..}dz
<) Jen 2
l'intégrale le long de C, étant prise dans le sens
‘direct & partir de B, et l'intégrale le long de C, dans
le sens vétrograde a partir de C; on peut encore
écrire

27:i<p(a:)=4/£+e_znta‘/c' +(|“e~znz(‘)‘/",

cn

la fonction a intégrer étant partout z%

Considérons I'élément - Sil'on pose |x| = r, le maximum de son module est

——-L— sur G, et ——J—— sur C,. Pour avoir sur le segment rectiligne BC un maxi-

" RS 27
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mum aussi faible que possible, il faudra prendre BC sur le prolongement du rayon

. 1
qui passe par x, et le maximum correspondant sera —-——. On aura donc fina-

I'-+-R1
lement 9 (z)d
2nR, nR — 9nia "ry(2)dz
gnl?(m)|<nn_r+:*}’i;‘}"“——e | [}; .

Pour trouver unc limite supérieure du module de cette derniére intégrale,
supposons @ < 0, ce qui exige M; > M,. On aura alors, d’apres le lemme II,
[F(z)] <My, done [z7°F(z)]| <<MRy?, ouencore |z7°F(z)|<< A(%>M .

1

Si au contraire a > 0, ce qui exige M, > M;, on aura

[F(z)]<M,, donc [27°F(z)|<< M,Rr®,  ou encore |z27F(z)| << A(;—}z)
)

On peut donc éerire dans tous les cas

| ()=,
R, 2—& R, r—+ R,

d’ou I'on tire

~ l{.l R'I 1 — T RZ tal Rz _ R'l
n af "= R e 1__ nda| [ _T= hCRINELL N
(1) I<J"),<Ar [R2~F+F—R,+2n” ¢ ](R‘> r+[{1_
Remarque. — On peut obtenir immédiatement une limite supérieure de F(x)

en partant de la formule de Cauchy

. 1 [ F(z)d= 1 F(z)dz

F = | AT o hted

(@) 2ni ),z —a  2mi,)., z—x ’
les deux intégrales étant prises dans le sens direct. On aura ainsi

5 MR, MR,

¢ I¥(; s BNt S S
@ @) < it +

r

Dans le cas particulier ou a est un cntier, positif ou négatif, I'inégalité (1) se

réduit a
R, Ry

F , A af ¥ 1 .
I <J;>I< r(R2~r+r——I{l>

On pourra vérifier, en distinguant les deux cas a >0 et a <0, que cette
derniere limite est plus faible, donc plus avantageuse, que celle (qui est fournic
par l'inégalité (2).

Probléme 28.

1° Déterminer une intégrale compléte de Uéquation aur dérivées partielles
(E) 2P q*+4)— 16 = 0.
2° Déterminer les surfaces intégrales de Uéquation (E) qui passent par le

cercle (C) =1, Wz® +y*) — 3 =0.

3* L'une des intégrales passant par (C) est une surface fermée du second
degré. On demande sa surface totale. (Paris, oct. 1924, épr. prat.)
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1o 1l suffit d’écrire le systtme des caractéristiques de toute équation de la

forme F(z, p, ¢) = 0 pour apercevoir immédiatement 'intégrale premiére P _ .
Posons donc q
p = 2pcos 0, q = 2psin0, (8 =C¥);

on en tire, en portant ces valeurs dans I'équation (E),
b — 22
p:iVin- (e==1).

L'équation dz = pdx + qdy s’écrit alors
dz = 2¢(cos 0 dx + sin 0 dy), ‘/;"d—z-z = 2(cos Odx + sin 0dy),
V4 — 2

et on a l'intégrale complete
~2
1 recosh-tysinOt=y /1 —= 4 a=0,
Y 4

a désignant une constante arbitraire. Cette équation représente tous les cylindres
déduits par un déplacement parallele au plan Oy du cylindre
”2

2 Zo—=1.
.’L‘—i——k

2° Pour résoudre le probleme de Cauchy relatif au cercle C, appliquons la
méthode classique (). On peut représenter ce cercle par les équations paramé-

triques ]
3 3.
w:% cos ¢, y:‘{;smt, z=1.

Portons ces valeurs dans I'équation (1); elle s’éerira

2) ‘()3005(6—0)+ai\{)§____0_

Dérivons par rapport a {; nous aurons
sin({ —6) =0, d’ou cos (b —0)===1,
et I'équation (2) donne alors pour a l'une des valeurs
0, —+v3, —v3.

Supposons a remplacé par I'unc de ces valeurs dans I'équation (1); nous aurons,
en dérivant par rapport a 0,

3 —xsin 0+ y cos 0 =0,

d’ou, en éliminant 4 entre (1) et (3),

z2 2
oy ={e i)

(1 11, 264.
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Sil'on prend @ =0, on a la surface du second degré
e —22 =1;
si l'on prend @ = ==/3, on a d’abord
xr? 4 y? —-4——-»~~ \/3\/1--1,—,

puis, par une nouvelle élévation au carré,

5 2 z? 2 5 9,9
x-_*_y _I__ZA__._& :12——3:.“,

équation d'une surface fermée du quatricme degré, qui est de révolution autour
de Oz. Telles sont les deux surfaces intégrales de (E) qui passent par C.
3° La surface L
x? 4+ Y+ "T =1

cst un ellipsoide de révolution autour de Oz, ayant son centre & l'origine. Pour
calculer sa surface, nous la représenterons paramétriquement par les équations

x = sin u cos v, y=sinusinv, z=2cos u;
on aura tous les points de la surface en faisant varier u de zéro a =, et v de zéro
a 2z, On trouve, pour les cocfficients du ds?,
E = cos? u + 4 sin® u, F=0, G == sin® u,
et par suite, pour I'élément d’aire,
dos = sin uy/cos® u -+ & sin® u dudv.

On aura donc, pour l'aire de I'ellipsoide,

.‘/”wdu'/" smu‘/&—- 3 cos? udu_z-rr(g‘/ >

Probléme 29.

Soient Ox, Oy, Oz un systéme de (rois axes reclangulaires. En un poini M
d’une surface S, on méne le plan tangent qui coupe le plan xOy suivant une
droite D. On désignera par § la distance de Uorigine « celte droite D et par »
la distance du point M a Uaxe Oz.

1° Les surfaces S pour lesquelles la distance 3 est égale a une fonction donnée
de p, 8= 9(p), sont délerminées par une équalion aux dérivées parlielles du
1" ordre. On demande de montrer que Uon peut oblenir une intégrale compléle
de cette équalion par une quadrature, quelle que soit la fonction ¢(p).

2° Achever lintégration dans le cas particulier ou ¢(p)=yp, et trouver les
surfaces S qui passent par la courbe 1" représentée par les deux équations

) ) =y, z=2a",

m élant une conslante donnée.
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3° Trouver, dans le cas particulier ou ¢(p) = p, les équations générales des
courbes caractéristiques, et montrer qu’il en existe une infinilé siluées sur des
cénes de révolution ayant Uorigine pour sommel. Quelles sont les surfaces
intégrales dont toutes les caractéristiques possédent cette propriété?

(Paris, juin 1925, épr. écr. : 1™ quest.)

1° Le plan tangent au point (x, y, z) coupe le plan des xy suivant la droite

pX—+qY —(pr-+qy—z)=0;

on a donc 5=PT 9y —Z e =1,
5‘/[)2 —+ q?

et I'équation aux dérivées partielles des surfaces S s'éerit
M P+ qy —z=e/p* +q* ¢(Va* +y?).

On est conduit naturellement & passer aux coordonnées semi-polaires

T =pcos0, Yy =gsin, z=2z.
0z 0z

) —_— = — =

Posant o P, 30 Q,
on trouve, par un calcul classique,

p:l’cosO~Qsin0, (/=Psin0+9~coso,
P
et I'équation (1) s’écrit L
ap2 02
Po—z= o/l O 3(0),
?

ou encore
@ EP 0O~ — =0 |70 =%]

Le systeme différentiel des caractéristiques de I'équation (2) s'écrit

dp _do _ 4z __
2elz -+ Pe(f — )] 20/~ 2f(:*P* 1 Q¥ — 4:P(eP— 2)
—dP —dQ |

TP Q) 2P T 2Q(Pp—3)’
compte tenu de I'équation (2) elle-méme, on apercoit la combinaison intégrable

dz _ dQ
2 Q
On sait dés lors(*) que I'équation
3) Q=az,

ou « est une constante quelconque, admet en commun avec I'équation (2) une

() 11, 260.
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famille de surfaces intégrales a4 un parametre, qui formera une intégrale compléte
de (2). Or I'intégrale générale de I'équation (3) s’écrit
() z = eu(p),
u(z) désignant une fonction arbitraire ; portant cette valeur de z dans l'équation
(2), on aura pour déterminer u, I'équation différentielle
») ([ — 1)+ 2ouu’ + w¥(2f—1)=0,
d’ou l'on tire
L

!
L), u=elT
1

L

Il suffira de remplacer u par cette expression dans I'équation (4) pour obtenir
l'intégrale complete cherchée. Sa détermination n’exige, quelle que soit la

fonction donnée (¢), que la quadrature qui donne /o(p)dp.
2° Sil'on prend ¢(p) =¢, on a f==1, et I'équation (i) devient

2;:"/ —+- U((l2 —_ 1) = 0’ d'Ol:] u= [ﬂ‘o =

On a donc l'intégrale complete

1 — a2
®) z=fp * e
d’ou I'on déduit I'intégrale générale par le procédé classique.
La courbe 1" a pour équations en coordonnées polaires

x _m
0 -— — — 2 2 oM
i’ e
portons ces valeurs dans 1'équation (6), elle s’écrit
‘ iz = _m
v N

Suivant la méthode générale de résolution du probleme de Cauchy, dérivons
I'équation (7) par rapport a ¢; nous aurons

| — o2 =12 ¢

®) B-- g Tt _m2 emmt=0.

©l3

Eliminant ¢ enire (7) ct (8) et supprimant la solution parasite § = 0, on aura
a=1k \/lt%,
et I'équation (6) s’écrira
z = ﬁpmea@_f) , (oz = E\/f:_2771)
La famille de surfaces représentée par cette derniére équation n’a évidemment

pas d’enveloppe : elle doit donc contenir la surface cherchée. Il est clair en effet
que la surface intégrale

z=2_2ﬂp”'eu(a_:), (a=e‘/—i_:_—271),

passe par la courbe I'.
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3° Nous obtiendrons les caractéristiques demandées en partant de I'intégrale
compléte connue (*). Elles sont représentées par 'équation (6) jointe a I'équation
que I'on obtient en y considérant § comme une fonction de «, dérivant par rapport

a o, et remplacant dp par une constante arbitraire y, ce qui donne

do
9) pd —alog o) +vy=0.
On tire des équations (6) et (9)
ar
e ko *

?

P

k désignant une constante : pour une caractéristique située sur un cone de
révolution d’axe Oz le premier membre est constant, ce qui exige que 'on ait

a?—1=0,
et par suite
=1 =c¢.

Les caractéristiques cherchées sont donc définies par les équations

a3
z = Bed, o= e‘(o T )’
qu'on peut encore écrire
ze— = (', ce—d = (.
Toute surface engendrée par ces courbes est définie par une équation de la forme
z = eF(pe—1).

Remplacant F par cette valeur dans I'équation (2) oii I'on fait f=1, on obtient

la condition F/ = 0. Les surfaces intégrales cherchées sont donc les conoides

z = Ce*.

Probléme 30.

Soit U(x, y)=C' Uéquation générale d’une famille de courbes planes 1",
dans un systéme d’axes rectangulaires. On demande la condition nécessaire el
suffisante & laquelle doit satisfaire la fonction U(x, y) pour que les courbes qui
coupent les courbes I' sous un angle conslant a soient représentées, quel que
soil «, par une équation de la forme

) Uz, y)+ V(x, y)tg « = C,

la fonction V(x, y) élant indépendante de a et C désignant une constante
arbitraire.

(t) 11, 23k
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Ezpliquer le résultat au moyen de la théorie des fonctions analytiques d’une

variable complexe.

Application. — 7rouver Uéqualion générale des courbes qui coupent sous un
angle constant o les circonférences passanl par deux points fires de coordonnées
r="ta, y =0.

Que deviennen( ces courbes lorsque a tend vers zéro?

(Paris, juin 1925, épr. écr.: 2° quest.)

Soient m et m’ les coefficients angulaires des tangentes en un point (x, y) ala
courbe 1" et a la courbe de la famille (1) qui passent en ce point. On a

m..—_—pf m(::-——~————~Uz+Vrtga-
u,’ U, + V,tga
Pour que les trajectoires sous I'angle « des courbes I' soient représentées par
léquatlon (1), il faut donc que l'on ait
m'—m _ U(U,+V,tgo) — Uy U+ V. t‘)
t+mm' ™ Ug(U,~+ Votga)+ Uy (U, + V, tg )’
ou encore, apres division par le facteur non nul tg «,
U.v, - U,V,
T UL U +(U V.+U,V)tga
Cette relation ne peut avoir licu identiquement pour toutes les valeurs de «
que si I'on a
@) U.V.+ U,V, =0, UV, — U,V, = U+ UL
Ainsi pour que les trajectoires sous 'angle « des courbes I soicnt représentées
par une équation de la forme (1), il faut qu'il existe une fonction V(x, y) satis-
faisant au systéme (2) ou U est une fonction connue. La condition est d’ailleurs
suffisante puisque le calcul précédent montre que si V satisfait au systeme (2)

tgo=

l —
I'expression I'—I et 38 réduit & tg «.
On tire alors de la premiere équation (2)
) Vo=pU,  V,=—¢U,,

¢ désignant une inconnue auxiliaire; portant dans la seconde équation (2) on
aura p = — 1, et les relations (3) s'écriront

U _dv oU oV

dx oy’ dy '
ce sont les relations qui expriment que U-+:V est une fonction analytique de
x -+ 1y. Ainsi la condilion nécessaire et suffisante cherchée est que la fonction U
soit harmonique ; la fonction V est alors la fonction harmonique associée.

Ce résultat s’explique aisément au moyen de’la théorie des fonctions analy-

tiques. Si I'on suppose en elfet que U— iV soit une fonction analytique, les

équations X = U, y), Y — V(a:, y)
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définissent une représentation conforme (*) du plan (z, y) sur le plan (X, Y), les
axes de coordonnées étant toujours supposés rectangulaires. Aux courbes I' du
plan (x, y) correspondent dans le plan (X, Y) les droites X =C' paralleles a
I'axe des Y ; puisque la représentation conforme conserve les angles, aux trajec-
toires sous I'angle « des courbes I' correspondront des courbes dont la tangente
en chaque point fera 'angle « avec 'axe des Y, c’est-a-dire la famille de droites

paralleles
X+ Ytga=C",

et réciproquement a cette famille de droites parallcles du plan (X, Y) correspon-
dront les courbes
Ur, y) -+ V(x, y) tg « = C*,

qui seront les trajcctoires sous 'angle « des courbes I'.
Application. — Les circonférences considérées sont définies par I'équation

Nous avons donc a déterminer une fonction U(}) qui soit harmonique par rapport
a x et y, puis une fonction V telle que U+ 1tV soit analytique.
Désignant par des accents les dérivées successives de U parrapport a A, on trouve

2 9 2 )2 Wx? — a 2 g2\2
PU_ 2y ety U (—”” =Dy (1 =22y,
oty y? oyt y*
tenant compte des identités
2 ¢ 2 2 N 4 2 xr:—a%\? Ll - 32
2 Ax—ah 2 e, (, _ :‘”_.2}{> . Lk nl o
Y ) Y ) Yy Y
on voit que la relation A,U = 0, qui exprime que U est harmonique, s’écrit

U +- (ha? 1)U = 0

Comme on n’a besoin que d’une solution particuli¢re, on peut prendre
' 1
’ U= A2 4 ha?
Posons alors  z=ux+ 1y, F(z) = U(z, y)+ tV(z, y);
on peut écrire

ox oy

F’( )_b_g__ oU <b)\ 'b—)‘>U’— 2zy — Wy —a-+a?)
ox 0y (@ +y* — a®) + ba’y®’
d'ou (%), en faisant y =0,

Fi(z) = “-—-d—? et par suite Fi(z) = .

() I, 164.
() 1, 148.
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On en tire, en supposant a 5 0,

F(z) = - L chal
Z+a
On a d’ailleurs
i—a_z—a-+iy 2 +y'—a’+2ay
z4-a T4 a1y (x+a)+y? ’
. 1 (x—a) 2a
d Py i | og - — = ___l 3/___
ou Iogz—{t—a 5 %8 (o ay ;Hiarctg Py
et par suite
20y S POl ) el
Uz, y) = — zaarc tg Pry—a? V(z, y)= l( 8 (o a) 1y

Les courbes cherchées sont alors représentées par I'équation
U(z, y) + V(x, y) tg « = C*°.

,. . Eo
Sia=0, ona lI"(z)=—, d'ou
z2

2 —!_—Y—= SN A —___ T
R = z x2+y S & -y v a? 4 y?’

et les courbes cherchées sont représentées par I'équation

x4 y? + h(y +xtga) =0,
ou k désigne une constante arbitraire : ce sont, comme il était évident a priori,
des circonférences tangentes a l'origine a la droite y +xtga=20.

Probléme 31.

Ltant donnée Uéquation
2zy’ +y*) 1 —a*) + (B* —5)y — 1)+ 2(x* — 1) =0,
intégrer cette équalion aprés avoir mis en évidence une intégrale particuliére
constante.
Trouver lintégrale qui pour x =0 est différente de 1.
Calculer les valeurs de celle inlégrale pour x =0 et pour x = 5 la derniére

avec trois décimales exactes. 7
(Paris, juin 1925, épr. prat.)

L’équation proposée est une équation de Riccati, qui admet l'intégrale particu-

liere y =1. Posant, suivant la méthode classique, y =1 +_1_, on a l'équation
linéaire
O 2a(z? — )’ = u(@? + 1)+ 2> —1).

Intégrant d’abord I'équation homogene, on trouve
x—1

u=A\/
T

)
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et la méthode de variation des constantes donne ensuite

dA 1

dz = \Jia(zt — 1)

Si l'on veut écarter les expressions imaginaires, on prendra donc

pour x << — 1 u= ——l—l—f— T dt a].
@ \/t(l S
pour —1 <x <0 u= z—Ar /' a-} ,
= L)y t(t- —1)
pour 0 << .r <1 u=y /1= f L
x Vit —e ) |
pour x > 1 u = \/‘rgl—w i ."U——_:,(Lt’—: -+ a )
e Lhvie—1
1 1

a désignant une constante arbitraire. Comme I'expression ¢ 2(t2—1) 2dt n'est
pas une différenlielle binome, 'intégrale générale ne peut s’exprimer au moyen
des fonctions élémentaires ; elle s’exprimerait par contre aisément au moyen des .
fonctions elliptiques.

L'intégrale particulicre considérée dans I'énoncé est définie, dans l'intervalle
(0, 1), par I'équation

=] 4= L avec u = = ——- ra —dé—““ a]
y=17 - \/t(i — ) ’

ou la constante a doit ¢tre telle que u ne soit pas infinie pour x =0, ce qui
exige que l'on ait @ =0. Pour x =0, la fonction u se présente sous la forme
oo >< 0, et on leve facilement I'indétermination en écrivant

3074 .
et appliquant la regle de I'llopital, qui donne u(O):I d(iL—;—Il)-l =2. On
- L PR

aurait d’ailleurs obtenu cette valecur immédiatement en faisant dans I'équation (1)
x=0. 3
On aura donc, pourx =0, y = %)—, et pour x =

(o1 3o de
Y= { + ;; avec u, _\/Eﬂ Vt((:__[_’s

LaINE, Exerc. 8

)

B |-
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Pour calculer u,, nous écrirons

i 1 1 3 5 1
~1 S I T O BRI S
T —2) Tt 24 g2 4 g ALFTUN
= oyt gttt el
i 1 :
, L L 1e 1,36
’ T T [1 o O 138
dou f‘ ( di=20 |1+ 5 e+o g™ ]
= 1.3...2n— 1) 1

= -— C :,‘J ny In = o .
et u,=y3v avec v Sy v 2 b9 (R

Soit R, la somme des termes de la série convergente (v,) a partirde v,,,; on a
Unyy
¥, < 4

Ceci posé, on trouve successivement
vy=1, v, = 0,025, 0,0026 << vy < 0,00261, 0,0003 < v, < 0,00039,

la somme des quatre premiers termes est comprise entre 1,0279 et 1,02800, et

v, 1 1 v,
Yy Rn<1(-}—4—|—4z+ ><3

I'on a R, << T ?05 ; en prenant v = 1,028 on commet donc une erreur inférieure a
kS 39 23
3.105 107
On peut alors écrire
V3 =1,732, A¢%< o U= 1,028, Av< 105
d'ou u=1,732><1,028 = 1,780496,  Auy = /340 + vAY/3,
A TWOR~ 9 09R235< 6 4T
RRNTH
donc u, est cor atre 0,5614 et 0,5618 et enfin y
entre 1,5614 e ¢, avec trois décimales exactes,

Probléme 32.

Une surface S est représenlée, dans un systéme d’axes rectangulaires, par
les trovs équations

x=pcCosw, Y= psin o, z=f(p)+<p(w),

o el w étant deux variables indépendantes, f(p) une fonction de p, et ¢(w) une
fonction de w, différente d’une conslante.

1° On demande de déterminer la fonction f(o) de facon que les sections de
la surface S par les plans passan! par 0z soient des lignes de courbure de
cetle surface, Indiquer un mode de génération des surfaces oblenues.
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2° Démontrer que les lignes de courbure de la seconde famille sont situées
sur des sphéres de rayon constant.

3° Soit f(p) une fonction satisfaisant @ la condition précédente ; on considére
les deux familles de surfaces S, S, représenlées respeclivement par les deux
systémes d'équations

(59) r=pcosw, Yy=opsinw, z=f(p)+ ¢;(w)+Cy,
(S2) z=pcosw, y=opsinw, z=[(p)+ gs(w)-+Cy,
Cy et Cy élant deax constanles arbilraires. Démontrer qu'il existe une infinilé
de systémes de deux fonclions v (w), 9 w), lelles gne deux surfaces quel(‘onques

de deux familles différentes soient orthogonales. Déduire du résultat quelques

systémes (riples-orthogonaur. (Paris, oct. 1925, épr. éer.: 1% quest.)

1° L’équation classique des lignes de courbure s’écrit ici

) (M +/Ddo+ ['¢'do frgdo-t-(* +¢dw | _
of 'dp — ¢'dw — ¢'ds +- (@ + oy o]

Pour que cette équation admette la solution dw =20, il faut et il suffit que

Pon ait
¢+ +olf)=0.

Si I'on prend ¢’ = 0, on obtient des surfaces de¢ révolution d'axe Oz, solution

évidente et banale que nous écarterons dans la suite du probleéme. 1l reste donc

la solution
1 +fl2+ P,’f’/: 07

d’ou I'on tire A+ ) =a?,
a désignant une constante arbitraire ; posant ensuite
p==asin b, Va*— et =acoso,
. 0
on obtient finalement [= a<L0g tg 3 —+ cos 0>,

et I'on peut écrire les équations paramétriques d'une surface S sous la forme
(2) x=asinfcosw, y=asinbsinw, z= a(Log tg—‘g— -+ cos 0) + ¢(w),

¢(w) désignant une fonction qui ne se réduit pas a une constante.
Considérons, dans un plan ¢Oz, la courbe I' représentée paramétriquement par
les équations

p=asinb, z=a<Logtg%+cos 0)-

On constate aisément que la portion de tangente comprise entre le point M(6)
et I'axe Oz a pour longueur a; la courbe I' est donc une (ractrice de base Oz,
et il est clair que la surface S peut {tre considérée comme engendrée par la
courbe 1' qui se déplace parallelement & Oz, pendant que son plan tourne autour
de Oz, suivant une loi arbitrairement choisie caraclérisée par la fonction 3(w).
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En particulier le sommet ( = g-) de la tractrice décrit la courbe
I =acosmw, Yy =asinw, z = g(w),
qui est tracée sur un cylindre de révolution d'axe Oz.
2° Si I'on prend pour variable 6 a la place de :, I'équation (1) s’écrit apres
suppression du facteur dw,

do
9" 4+ a3y cos 0 -+- a*)( ¢'dw + a_—>=0
(¢ +ay ¢'do +a

Mise a part la ligne de courbure singuliere
o'+ ay' cos b 4-a* =0,

la seconde famille de lignes de courbure est donc définie par I'équation
4(w)+ a Log tg -g— =b,

b désignant une constante arbitraire. Les équations (2) montrent immédiatement
que ces lignes sont situées sur les spheres ¥

2y + (s — b)) =a?
qui ont méme rayon a et leur centre sur Oz.

Ce résultat est facile a retrouver géométriquement. En effet, d’apres le théoréme
de Keenigs (1), les courbes de contact C des cones circonscrils & S et ayant leur
sommet sur Oz sont conjuguées aux tractrices I': elles forment done la seconde
famille de lignes de courbure. Considérons un tel cone de sommet I, et soit M un
point de la courbe de contact C; le plan MIz coupe S suivant une tractrice I' dont
la tangente en M est précisément IM: on a donc IM = a, ce qui prouve bien que
Cest sur la spheére de centre I et de rayona. Nous voyons en outre que les spheres
Y coupent orthogonalement la surface S.

3° Les coefficients directeurs de la normale a une surface S sont

o sinw - —cf' cosm, — ' cosw —¢of'sin o, ¢

‘
la condition d’orthogonalilé des surfaces S, et S, s’éerit done, toutes réductions faites,
3) wigs —+at =0,

Il existe évidemmenl unc infinité¢ de systemes de fonctions ¢, et s vérifiant la
relation(3). D’apres une remarque antérieure lesspheéres  conpent orthogonalement
les surfaces S: a tout systeme de fonctions ¢, ¢, vérifiant (3) correspond donc un
systeme triple orthogonal comprenant les familles S et S, et la famille de spheres .

On pourra prendre, par exemple,

.’l . .-
g1 = hao, B (surfaces hélicoides),
a
Oy = /\‘ac“’. Oy == = e—""
‘ k
a .
9y = kalog cos v, = log sin w, etc.
3

() 11, 130.
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Probléme 33.

Etant donnée une équation différenticlle lindaire du (roisiéme ordre
d*y

(E) dz?

on demande la condition a laquelle doivenl salisfaire les coefficients p(x), q(x),
r(x) pour que celte équation admelle une inlégrale premiére de la forme

)
H(x)g;{ -+ K(x)y = C,
H et K élant des fonctions déterminées de x et G une constante arbitraire.

Il existe une infinité de systemes de trots polynomes p(x), q(x), r(r) satisfai-
sant a cette condition, et lels que Uéquation (E) admelte U'intégrale particuliére
y =sinx. Former l'expression générale de ces polynomes, el achever U'intégra-
tion de Uéquation (E) dans ce cas particulicr.

(Paris, oct. 1925, épr. éer.: 2 quest.)

1 h
+p(a)y o o) oy =0,

Supposons H=£0. L'équation (E) doit étre identique a I'équation
dy Wdy Kdy K
de' T lde Mde YT

T pdx

z . /‘ v pdax .
K=gqe/*" ", K’ == re/=

. . pdzx

ce qui exige H=e/"" ",
La condition cherchée exprimera simplement la compatibilité des deux dernieres

relations, ce qui donne

0 q'+py=r.

Si p, q et r sont trois polynomes, I'équation (E) ne peut admettre l'intégrale
particuliere y = sin . que si les coefficients de sinx et de cosx dans le premier
membre s’annulent séparément, ce qui exige
@ q=1, p=r

Comme les relations (2) entrainent (1), on voit qu'on pourra prendre pour p et r
un polynome arbitraire, ¢ se réduisant a 1. L'équation (E) s’écrit alors

dy dy (dy _
-+ (d:c'-’ -+ y>p(x) =0,

et elle admet I'intégrale intermédiaire
(Cgl,;’ + 3/>ef = C;
2 —
I'intégration de I'équation %a:z +y=~Ce Sz

se ramene alors 4 des quadratures par la méthode de variation des constantes (*).

() 11, 41.
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Le cas ou H=0 se traite d'une facon analogue. On trouve que les fonctions
P, q etr doivent vérifier les conditions

: S . / P
3) q=p+75 r_3(+pp)+d27

tenant compte de (2) on voit d'abord que, si p, ¢ et r sont des polynomes, la

premiére relation (3) ou l'on fait ¢ =1 exige p? =23, et la seconde r = B, ce
qui est incompatible avec la seconde condition (2).

Probléme 34.

S désignant la fonction
3y(e —y —2) + be —y —z)*,

on considére Uintégrale triple

S

H‘/s
1° Déterminer le domaine d’intégralion parcouru par le point (x, y, z).
2° Calculer celle intégrale. (Paris, ocl. 1925, épr. prat.)

1° Le volume considéré est évidemment limité par les plans

z =1, z=—1, y =0, y=2z—1, €=y -z, r=1;
or si I'on prend z =1, on a nécessairement y =1, x = 1. Le solide est donc
une pyramide quadrangulaire, SABCD, de sommet S(1, 0, 1), ayant sa base ABCD
dans le plan z=—1, et dont les faces
sont définies respectivement par les équa-
tions suivantes :

SAB(x = 1), SBC(y —z +1=0),

SCD(x — y — z = 0), SDA(y = 0).

2° La fonction S est un trinome du second
degré en x qui a pour racines

Ty =Y+ 3, $2=%'+Z~
et I'on a évidemment dans le domaine d’intégration
Xy < @y <M.
Il en résulte que, quand x varie de x, a-1, la fonction & intégrer est imaginaire

dans l'intervalle (x,, a,). Pour conserver un sens au probleme proposé, nous
calculerons I'expression

—-i/ (L./;'dy/' :V':—;fﬂk« - dz /; / ‘/--—-—lll—l—ll
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La premiére intégrale triple se calcule aisément; on a en effet

f 2 dr
\/—- ‘-' 2 \/(r—.r,)(rz—a')
Posons x = x, c0s* ¢ + X, sin? ¢,
d'od dr= (=, —x,)sin2¢9dy, (r—x)(L:— )= (@, —x,)?sin?y cos?¢;

nous aurons

T

Ty dx B i T
= 2dg =m, d’ou I =— 1 —2)dz=
z, ‘/ (& — x)(xy — ) /«: Lo ) ( ?) T

On a en second lieu

3
-(r——t/—~)+ ,th

bde A
52 \/S 2 371 9 .
+ 32 z —_— —z . 2
‘ =y =+ | =g
Hiog 2w —y — 9+ Ly s8]
‘v-+;
log 81 —z)— .a,+4¢;,~_51,(1 o) b —z
—dy
Désignons par U(y, z) la fonction sous le signe log; nous aurons maintenant a
calculer
1 [ 1 1 ™ dU
-glmllogUdyz.——éwy log UJ? | — ’?J'/,_.y"lf'
La partie tout intégrée se réduit a 1—v;):—zlog ,H_’_“Z;‘/i(_) Faisons dans la der-

nicre intégrale le changement de variable

Vyr—3y(l —2)+4(1 —s) =y + ¢

nous aurons
_M—ap—e o 3Ur2—2)  dU_ 61—z
S = s —z) Ty —2) U4l —zp—¢
d’ou, en remarquant que ¢ décroil constamment de (1 — z)(\/l(.) +1)a 21 —2)
quand y croit de = —1 a zéro,
13 -+ &/10
3

gy [TV 21—z 2534 80/10
T 2(1—32) 2t+5(l_z>°— 9 g o7

253 + 80y/10
27

L 0
D) log Udy = ——~ %o og —

)

d’ou l'on tire finalement I, =log
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Probléme 35.

Soient Ox, Oy, Oz (rois axes de coordonnées rectangulaires, P la parabole

représentée par le systéme des deur équalions
Pe=0, 2—y>=0),

S la surface représentée par Uéquation z = f(x, y). On appelle (C) la congruence
formée des tangenles a la surfuce S qui rencontrent la parabole P.

1° Déterminer les développables de cette congruence. I'xiste-t-il des dévelop-
pables singuliéres?

2° Il exuvste une famille de ces développables dont les aréles de rebroussement
(A) sont situées sur la surface S. I'ormer Uéquation différentielle E, des pro-
Jections de ces courbes (A) sur le plan des xy. L’équation E, admel-elle des
intégrales singuliéres ?

3° Déterminer la fonction [(x, y) de facon que parmi les courbes (A) se
trouvent les sections planes de S par des plans paralléles au plan y=10. La
fonction f étant ainsi choisie, monirer qu’on peul délerminer par une quadra-
ture toutes les courbes (A) non siluces dans des plans paralléles au plan y = 0.

4° Former la condition E, a laquelle doit salisfaire la fonclion f(x, y) pour
que la congruence (C) soit formée des normales @ une surface X.

(Paris, juin 1926, épr. écr.: 1™ quesl!.)

1° La surface S constitue 'une des nappes focales de la congruence, la para-
bole P I'autre nappe. Une premicre famille de développables sera formée de cones
ayant leur sommet sur P> et circonscrits a S; leur enveloppe est la développable
passant par P et circonscrite & S: clle constitue la développable singuliere de la
congruence (*). La seconde famille de développables est formée des développables
ayant leurs arétes de rebroussement sur S et passant par P.

Analytiquement, le plan tangent a S a pour équation, avec les notations classiques,

) pPX—x)+qgY —y) — (L —z)=0.
Soit (%—, a, O) un point de P; la courbe de contact du cone ayant son sommet

en ce point et circonscrit a S a pour équation sur S

(12
P<_‘)" - “’> + qla—y)+z =0,

et les développables de la premiere famille sont ainsi déterminées. Pour obtenir
la développable singuliere, on écrira qu'en tout point de la courbe de contact le
plan tangent & S coupe le plan z = 0 suivant une tangente a P, ce qui revient a
écrire que le systeme

pX—x)+q(Y —y)+z2=0, 2X—Y2=0

() 11, 1352.
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a une racine double en (X, Y); on a ainsi pour I'équation de la courbe de contact
sur S
*—2p(z —pz—qy)=0.

Pour déterminer les développables de la seconde famille, on cherchera les
courbes tracées sur S et dont les tangentes rencontrent >. On apercoit immédia-
tement des solutions particulieres : le plan z =20, les plans tangents a S aux
points ou clle est coupée par P. Faisons encore une remarque importante ; soit G
la courbe intersection de S par le plan z = 0; il est clair que toute courbe de S
dont les tangentes rencontrent P est nécessairement tangente @ C aux points ou
elle rencontre cette courbe; ainsi G est, sur S, 'enveloppe des arétes de rebrous-
sement de la seconde famille de développables de la congruence.

La tangente a une de ces arétes de rebroussement a pour équations

X—2 Y—y 7-—z

dic dy ~ pdx-+ qdy !
elle coupe le plan Z == 0 au point
zdx
X omp—_ 4% Y — oy — _=dy
pdx 4 qdy’ Y pdx + qdy

Ecrivant que ce point est sur P on aura, pour I'équation différentielle de ces
arétes de rebroussement,

)} [y(pd.x: + qdy) — zdy]2 — 2(pdic + qdy)[m(pdx—t— qdy) — zda:] = 0.

Cette ¢quation est du second degré en gﬂ) c'est-a-~dire que par tout point de S
£L

passent en général deux arétes de rebroussement : leurs tangentes sont évidem-
ment les droites qui joignent ce point aux deux points ou le plan tangent a S
coupe P. .

2° L'¢quation (1), ou l'on remplace z, p et ¢ par leurs valeurs en fonction de
x et y, est en réalité I'équation E, des projections des arétes de rebroussement (A)
sur le plan des xy. Elle est de la forme
(Ey) Adx* 4+ 2Bdxdy + Cdy* =0,

avec A= p(y* —2)+2pz,  B=pq(y’—2x)+ (¢ —py),
C=q¢¥y* —2xr)— 2qyz + z%
Les intégrales singulicres, s’il en existe, sont définies par I'équation
— AC == 0, ou 2[2p% + 2p(qy — =) +- q%] == 0

D’apres ce que nous avons vu précédemment, la courbe z = 0 est une intégrale
singuliére ; le calcul confirme ce résultat, car I'équation E,; est vérifiée pour

z=0, pdx—+qdy=0.
Quant a la courbe
2p*z +2p(qy — 2)+ ¢* =0,

elle ne peut satisfaire a4 E; que si z est intégrale d'une équation aux dérivées
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partielles du second ordre que 'on formera aisément. En général, cette courbe
sera donc un lieu de points de rebroussement des courbes intégrales de E,; mais
pour certaines formes de la surface S elle pourra étre, comme C, une intégrale
singuliére : on vérifiera qu'il en est ainsi, par exemple, pour la surface S définie
par I'équation y’z — z =0,

3° Pour que I'équation E; admette la solution dy =0, il faut et il suffit que
Ion ait A = 0. Cette condition se décompose en deux autres :

a) p=0; alors on a z=Y(y) et I'équation E,, débarrassée du facteur dy,
s’écrit

2YY’§$ —2Y2x +(Yy —Y) =0,

C’est une équation linéaire qui s'integre aisément et donne

, (Yy—Y)?,
J:—Q—Yf SV dy =0.
La surface S est dans ce cas un cylindre dont les génératrices, paralleles a I'axe
des z, forment la seconde famille de courbes (A).
b) p(y* — 2x) + 2z = 0. Gette équation admet pour intégrale générale

z = (y* —20)Y(y);

la surface S est alors engendrée par une droite qui se déplace parallelement au
plan des xz en coupant constamment P; ces génératrices rectilignes de S forment
d’ailleurs la premiere famille de courbes (A). La seconde est définie par I'équation

2YY’S£+ 2" — (Y'y + Y) = 0.
y

D

C’est encore une équation linéaire, dont l'intégrale générale s’écrit
! 2
Y — f(LZ;%,—,—\,ld;q =0.

4° Soient (x, y, z) un point M de S, (§, m, 0) un point m d’intersection de P et
du plan tangent en M 4 S; on a
@ PE—)+qn—3y)+z2=0, AR—x'=0.

La droite Mm est une droite de la congruence, et les deux plans focaux relatifs
a cette droite sont d’'une part le plan tangent en M a S, d’autre part le plan déter-
miné par Mm et la tangente m¢ en m a P. On aura la condition cherchée en
écrivant que ces deux plans sont rectangulaires.

La normale en M & S a pour coefficients directeurs (p, ¢, — 1), la droite
Mm{x — %, y — =, z), ct la droite m¢ (v, 1, 0). Exprimons que ces trois droites
sont coplanaires : il vient

P q ~-1
©) x—&  y—nu z |=0.
Y 1 0
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Il ne reste plus qu'a éliminer § et  entre les équations (2) et (3), ou 4 entre
les équations

p+2qn+2z—pr—qy)=0, 9*— 2(y + qz)+ 2Ax—+pz) =0,
ce qui donne la condition cherchée
[2px +qy +z(p*— 1)]2
+2[p(y + q2) + q][g(z -+ p2) + (z — pz — qyXy + ¢2)] = 0.

Probléme 36.
Sotent y,, y. deuz intégrales particuliéres de Uéquation différentielle linéaire

d2
O) T =[@y;
démontrer que le produil z = y,y, vérifie une relation de la forme

d*z dz\*
2z~ =5 4z?

(2) d? < d.z:> + 4z f(x) -+ A
ol A esl constant. Inversemen!, connaissant deux inlégrales particuliéres
distinctes, Yy, Y, de Uéquation (1), en déduire lintégrale générale de
Péquation (2) ot A a une valeur donnée, et vérifier que cette intéyrale ne
dépend que de deux constantes arbitraires. Indiquer en particulier comment
on doit choisir les deur intégrales y., y., pour que leur produil vérifie des
conditions initiales données .

1z ,
z(""o) = 2y, <((1€17>0 = Z,
la fonction f(x) étant holomorphe dans le domaine du point x,.
ExempLE. Intégrer Uéqualtion différentielle
d?z dz\?
prAc iy (L R ——
fdzt (d.r) (x+1)? +1

(Paris, juin 1926, épr. écr.: 2° quest.)

~2
=

Tenant compte des relations

3) = [y, yi=/[(®)y,,
on a successivement

n

2=y =Yy 2 =2 2y,
222" — 2% — k2 f(2) = — (ysys — Yoy ).
La quantité entre parentheéses est une constante, car sa dérivée y,y; — y.y1 est
nulle d’apres (3), donc z vérifie bien une équation de la forme (2).
Inversement, d’apres le calcul qui précéde, on aura une intégrale de I'équa-
tion (2) ou l'on suppose que A a recu une valeur numérique déterminée, en
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cherchant deux intégrales particuliéres y, et y, de I'équation (1) vérifiant la
relation
(Y192 — Y2y1)* +A = 0.

Soient Y, et Y, dcux intégrales particulicres de (1) supposées distinctes; on
peut toujours en multipliant au besoin Y, par une constante convenablement
choisie, supposer que I'on a

(YiY: — YY)+ A =0.

Soit (yy, ys) un autre couple d’'intégrales particulieres distinctes, défini par les

équations '
q Yy =aY;-+ Y, Y2 =7Y1+ 3Yy;

on a Yuys — Yoy 1 = (23 — By)(Y: Y3 — VoY1)
si donc les constantes «, 8, v, 8 vérifient la relation
) (o3 — By)2 =1,

la fonction z = y,y, satisfera a I'équation (2). 1l est d’ailleurs facile de voir que
z ne dépend que de deux conslantes arbilraires; on a en eflet

2 = ((ZY‘ + @Yz)(YY‘ —+- 8‘13) = (lYi! ‘+‘ inYz —l’—‘ CY,‘:,')'Y

avece a=uay, = a5 + By, c=fJ;
la relation (4) s'écrit alors

) b*—hac=1,

et la fonction z=aY?+ bY,Y, -+ cY}

ne dépend que de deux constantes arbitraires, les coefficients a, b ct ¢ étant liés
par la relation (5).
Cherchons I'intégrale de l'équation (2) qui satisfait aux conditions initiales
imposées. Pour cela nous poserons
Yi(Ly) = X, Ya(xo) = u, ?/;(-'-'0) =M, yi(o) = 1,
et I'on aura pour déterminer i, u, i, et p, les conditions
)\}LZZO, )\£L1+)\1{.L1:26, )\Hq"")\”}.ze‘/—A'

Si zy % 0, on prendra par exemple

o/ —A S
A=1, M = 2, )\‘____izo_ew\/_wj’ p‘,=—;—(z{,+e\/—~A)

2 Z,
Si zg=20, on aura par exemple, d'apres (2),
z{ = e\/ —A;

on pourra prendre
=1, w=20, [y = Zg, ) arbitraire.
L’équation en y associée a I'équation

(6) 2zz" = z'?

2

Tty !
s'écrit le+1)7y"+y=0.



EXERCICES 71

Cherchant une solution de la forme y, = (x-+ 1), on trouve d'abord
1

Y= (T+ 1)?; le changement de variable y = y,u donne ensuite
u=alLog(x+1)+b.
On en déduit les intégrales particuliéres

i 1
yi=@+1D,  ya=(e+1)* Log(z+1),
et la méthode précédente permet alors d'en déduire l'intégrale générale de (6).
On trouve finalement
z = (x + 1){a + b Log (x + 1) + c Log*(z + 1)]
avec b* —hac=—1.

Probléme 37.
Intégrer U'équation

o x el y sonl les variables indépendantes, z une fonclion inconnue de x et de
0z 0z . .y - . ,
yPr=59=5 Montrer que loute surface inlégrale S conlien! une caraclé-
or Y
ristique L stluée sur une sphére ayant son centre a Uorigine.
1° Trouver la surface intégrale S, passant par la droile y =0, x =z +- 1.
2° Calculer avec une erreur relative inférieure a 0,02 la longueur de la ligne
L sutuée sur . (Paris, juin 1926, épr. prat.)

On aura évidemment une intégrale complete en posant

9 ¢ 9
L V2 oS 2, L= V2 sin a,
xT VA y z

o désignant une constante arbitrairc. On tire en effet de ces relations

| 2
z = pdx + qdy = ‘/:—' (x cos adr—+1ysin ady),
d’ou l'intégrale complete
52 = /2 (@ cos a + y* sin a -+ B),

formée de quadriques ayant leur centre a I'origine.
L'intégrale générale sera le résultat de I'élimination de « entre les équations
x%cos a + y? sina — :;.-f— B(a) =0,

V2

— x%sin a —+-y?* cos o + f'(a) = 0,

B(a) désignant une fonction arbitraire de «; & chaque valeur de « les équations
précédentes font correspondre une courbe caractéristique.
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On peut encore, en introduisant un nouveau parameétre u, représenter la surface
intégrale la plus générale par les équations
(1) a*=ucosa—+B(a)sine, y?=usina—p'(x)cosa, z*= V2 [u+ B(@)],
ou B(a) désigne toujours une fonction arbitraire de «.

L'intersection de cette surface par la sphere

w‘.’ +y2 —+ z2 — R3
est définie par I'équation
R2 = u(cos a + sina +/2) + p‘/§+p’(sin a— oS a);
pour que cette équation représente une caractéristique « = C's, il faut et il suffit que
cosa+sina—+—\/§=0,
- . ‘/2 bx
ce qui exige cos @ = sina=—"5" ou a=

Donc la sphére 4y 42t = ‘/§p<‘){>

coupe la surface (1) suivant la caractéristique a:sﬂ, I'intersection compléte
pouvant, bien entendu, comprendre d’autres courbes.
1° Pour résoudre le probléme de Cauchy relatif a la droite

y=0, r=z+1,
nous remplacons suivant la méthode classique (*) x et y par leurs valeurs ci-dessus
dans I'équation de l'intégrale complete, ce qui donne

‘/ﬁ[(z—{— 1)2 cos a + ] — 22 = 0.
Dérivons par rapport a z,
‘/Q(z—+— cosa—z=0,
et éliminons z entre les deux derni¢res équations; on trouve
o €OSa
" \/.’. cosa — 1
Remplacant 8 par cette valeur dans les équations (1), on obtient les équations
paramétriques de la surface cherchée,

sin® « sin a cos a
x*=ucoso—+ yl=usina— =
(‘/ZCOSa——i)

(‘/.3 cos o — 1)2’
22 =2 ( u . cose ,_“>

\/Zcosa—l

x
2° Sur cette surface la caractéristique L<a=i;> est représentée par les

équations
L a 2 1 a = uy/2 +

T = —— =, Y= — —

1
8 v2 8 2 Ty

(") 11, 242,
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\/

qui s’écrivent, si I'on pose u = — v ==
.  _v+1 2=v—l 22—
= 8 ’ Yy g z A

La portion réelle de la courbe correspond aux valeurs de v comprises entre
1 et 2; elle est formée de Pare I'

— 2
‘/v-f-l’ y_+Vv 1 z=+‘/" v’
2y/2 22 2
et des sept arcs qu'on en déduit par symétrie relativement aux trois plans de

coordonnées, aux trois axes et & l'origine.
Nous allons calculer la longueur ! de 'arc I" avec une erreur relative inférieure

a 0,02. On a d’abord ds? — Qv — 1)dv?
= 16(”2—. IX‘) - v))

dou =% f \/< —)U&‘:— )

ce qu'on peut encore écrire, en faisant le changement de variable

% | g gine %, 1=%/“\/L@_ﬁf§_§)
0

=4

v = cos2 —
2

lv

Y —cosa

Construisons la courbe représentée dans le plan (¢, «) par I'équation

e e

5 —cosa

pour 0 <<a << On voit que ¢ est minimum pour «==0, et croit constamment
jusqu'aun maximum
atteint pour o =rx.
La courbe présente
un point d'inflexion

¢ E B

pour ac::—?;-- On a

finalement le tracé
ci-contre, et il s’agit
! E’ B ®  d'évaluer l'aire limi-

tée par arc AB, les
ordonnées de ses extrémités et le segment OB’ de l'axe des a.

On a OA=_1§, B'B=1, d'ou l>4;§, et par suite, en désignant par Al

Pemm e e oo

Of-ceeeaac i

{“/“ Al; il'suffira donc de prendre Al < L

bsolue commise sur l =
I'erreur a <

ou Al<1—010—0 pour avoir l'approxnmatlon demandée.
Soient C le point d'inflexion, D et E les points ou la tangente en G coupe res-

pectivement les tangentes en A et B, (, D’ et E’ les projections de ces points sur
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l'axe des «. La tangente en C, qui a pour équation

i

3

coupe la tangente en A au point D de coordonnées

= _2—yd) vz
3 9‘/3 27
on a donc, en désignant par S, et S, les aires OACC’ et C'CBR,

_92—v3 f)]

/ al ‘/2
84> $,(0ADD) + S(I'DCC) = £° [ -

.(..——‘/.c);/:’z‘(x 1 _
,_+, e e W o ‘:,_+, s 0’ 2 )
2‘/3 AW ‘/3) > 0,77427

Pour avoir une limite supérieure de S,, nous marquerons sur Ia courbe Je poia
) dabsc\sse =, ¢t nous caleulerons la somme des aires des trapezes r cctilignes
b
OAFF' et F'FCC; on a ainsi
\.t(() WD) 20 C’l,)< % L ~(0 5= LOATS £ 0,57735) < 0,78716.
2 <.

On peut done prendre il = 0,19,

avec une crreur absolue par défaut inférieure a - 000"

Nous aurons maintenant, pour les coordonnées du point E ou la tangente en

1
+9(- 1.
()
Par suite, on peul écrire

8, < S{(C'CEE") s,az'EBB'):ﬁ%'é- 3{- 9<. -—‘7;)<1 98873.

B coupe Ia tangente en C,

Pour avoir une limite inférieure de S;, nous calculerons, comme précédemment,

- , . =
la somme des aires des trapezes rectilignes ayant pour hauteur commune Y et

D

pour bases respectives

)
b= [<7;>1 ly = t(%?)) ly = {(r),

ce qui donne S > -g-(l, 4 20 - ) > 1946704
S, -
on peut donc prendre 4“ ==0,4972,
Lr e . 1
avec une erreur absolue par excés inférieure a s

On aura donc en définitive [ — g‘_/i‘ S, = 0,6872, avec une erreur absolue infé-

. . M . o . .2
rieure a ————, et par suite une erreur rejative inférieure 3 -<-.
1000" P 100
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Probléme 38.

Les axes Ox, Oy, Oz élant supposés reclangulaires, sotent P(x, y, z), Q(x, y, 2),
R(z, y, z) trois fonctions données des variables x, y, =; S une surface repré-
sentée par une équalion

z = f(x, y). (E)
1° On demande de démonltrer qu’il existe une infinité de surfaces S telles que

Uaire d’une portion quelconque ¥ de S, limilée par un’seul conlour fermé I,
sotl égale a Uintégrale curviligne

[P, y, D+ Uz, y, 3y + B, y, 2)d=

prise le long de " dans un sens convenable, et de former Uéquation aux dérivies
partielles a laquelle doit satisfaire la fonction [(x, y).
2° Intégrer celle équation dans le cas particulier ot Uon «a
P:‘-(L’:, Q:y:, R=0.

3° Démontrer que, dans ce cas particulier, il erisle une infinité de surfaces
S, dépendant de deur constantes arbilraires, qui sont des sarfaces développables,
el indiguer la nature de Uaréte de rebroussement de ces surfaces.

(Paris, oct. 1926, épr. écr.: 1™ quest.)

1° D'apres la formule de Stokes 'intégrale curviligne pent s’¢erire

e OI{V_OVQ O_P__i)!ﬁ N OQ* Olf '
(/,/ l¢<0':/ ¢\z>+ﬁ<h: (‘).r) F Y(O.If 03/>J{IG'

@, B, y désignant les cosinus directeurs de la normale & S, ds I'élément d’aire

sur S. Pour que cette intcégrale soil égale a j/ de sur toute portion de S, il
faut et il suffit que I'on ait '

A \ > p D>
(O (Y 000y
oy 0z 0z oxr v oy

. P9 . TTE esnecti
remplacant «, B, y par ol oy —oee Aoy e respective-
VI--pitg® VI4pi g Vi-pt g
ment, on aura, pour 1'équation aux dérivées partielles des surfaces S,
OR _ 0Q or__oR\ /Q _oP\ AT 4
P(Z)y bz>+q<bz (m) (b.l: E)_t;>——"/1 P

2° Dans le cas particulier considéré, cette équation se réduit a

(1) — py + g = eyl +p? - ¢*.

LaNg, Exerc. 6
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Pour I'intégrer, nous lui appliquerons la transformation de Legendre (*), qu.
la rameéne & une équation linéaire

@) PY — QX = /1 + X2 + Y2
Passons aux coordonnées semi-polaires
X=¢cosg, Y =psing;
on aura
dZ = Pydp 4+ Q;d¢ = P(cos gdp — ¢ sin ¢dg) + Q(sin ¢dp + p cos ¢dg),
d’ou l'on tire successivement
PY —QX=—0Q, Q+e/l+p2=0, Z=F@)—ee/1+p%
F(p) désignant une fonction arbitraire.
On a ensuite

QU sin ¢ = >F’<)—e —£ | cos —f—Msin ,
P cF“/1_+_p2 ¢ ’ ¢

P=P;cos¢—-—
: p

Q=P sing 4+ Q’ cos g = [F’(p) — s(p—L] sin g — e_‘/i—l_—_e” Cos ¢,
Vi1 + p? P

PX + QY — Z = pF/(g) — F(p) +- =T=;
V14 e?
en coordonnées paramétriques p et ¢, les équations de la surface intégrale géné-
rale de (1) s’écrivent donc
o/ 1+

r—I F (p)—-&y;]]' I—p Jcos ?4——?—9— sin ¢,

y= F’()ﬁs"p-_g____lsmcp \/ —&COS',
y [ ¢ VIt . ¢

2 = pF'(p) — F(p) + =,
V142
F(p) désignant une fonction arbitraire.

3o Aux multiplicités intégrales ayant pour supports ponctuels les courbes carac-
téristiques de I'équation (2) correspondent des surfaces intégrales de (1) qui sont
des développables (?). Il existe donc bien une intégrale complete de (1) formée
de développables: nous allons cette fois la déterminer directement a partir de
I'équation (1) elle-méme.

En utilisant les résultats précédents, on tire du systeme différentiel des carac-
téristiques la combinaison intégrable

pdp + qdq =0,

qui permet d’écrire
p=pcCosg, q =psing,
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p désignant une constante. On a alors
dz = p(cos ¢dx + sin gdy) = pd(x cos ¢ + y sin ) — p(y cos ¢ — & sin ¢)dp,
ou encore, puisque, d'aprés (1), o(y cos ¢ — x sin ¢) = —¢y/ ﬁ——p—i )
dz = pd(x cos ¢ + y sin ¢) + &/1 + p* dy,
et finalement
3 2 =p(z cos g+ y sin ¢) + egy/1 + o2+,
¢ désignant une constante arbitraire. Les surfaces développables cherchées sont
donc définies par I'équation (3) jointe a 1'équation
o(y cos ¢ — x sin ¢) + ey/1 o o* = 0.
Posons x =ucosv, y =usinv; on tire de la derniére équation
v f\ﬁ— .
sin (¢ —v)
et on obtient, en coordonnées paramétriques v et ¢, les équations des dévelop-

pables,

/1 -+ p*cosv e/1 +o?sinv —
&r = — — = — — z=c¢{/1 2l cot - y
Sll’l(cp-—-l)) 4 Yy Sln(?___v) E‘/ +P[ g(“? v)+(?]+c
ou p et ¢ sont les constantes de I'intégrale complete.

La relation p? + ¢? = C'* montre d’ailleurs que pour chacune de ces dévelop-
pables le plan tangent fait un angle constant avec I'axe Oz. Comme ce plan est

osculateur a l'aréte de rebroussement, il en résulte que celle-ci est une hélice.

Probléme 39.

Sout F(z) = P(x, y) + 1Q(x, y)
une fonction analytique de la variable complexe z = x + iy, pour laquelle on a
Uidentuité o
dP? 4~ dQ? = A¥(dx® +- dy?).
Démontrer que la fonction Nz, y) satisfail a la relation
0% log)\_‘;b2log)\ _
ox? dyr

0,

soit par un calcul direct, soit en la déduisant des propriétés des fonclions ana-
lytiques.

. Application. — Trouver les fonctions F'(z) et F(z), sachant que N, y) est le
produit d’une fonction de x par une fonction de y.

(Paris, oct. 1926, épr. écr. : 2¢ quest.)
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Tenant compte des relations

(i) P, =Q,, Py::—Qm Peo Py =10,
on a successivement 3t = P2+ P,
2 My = PyPg: + P,P,,, A, = — P,Py: + P.Pyy,

(3) )\;';} —+- )\)\;-2 = Piaz -+ Piy -+ Pzpz'; —- Pypzey,
)\? + )\)\ys == P;g + P;?,';y _ P,ngy + Pzpzyg.
D’autre part on a aussi
0% log A " O?logh _ Mha+dyy) —W — N,
dx2 Dy2 A2 ’

or on tire de (2)

02+ X)) = (P2 + P))(Pi. + PZ,) = 3¥(P;. + P2),
donc Az -+ A= P2 + Pi,,
et de (3)
Mg -+ hye) — A2 — Ny = 2(P; + P%, — A2 — 1)) + Po(Pos + Paye) = Po(Pus + Poye).
La derniére parenthése est nulle, comme on le voit en dérivant par rapport a
la troisieme relation (1); on a donc bien

0*logh = O*logh

4 .
0) T

On peut aussi établir ce résultat sans calcul en faisant appel aux propriétés
des fonetions analytiques. La relation

dP® +d()’ = 2(dx? + dy?)
donne en effet r=|F'(z)|.
Posons alors F'(z) =Xe®  d'ou LogF'(z)=1log X +iy;
comme Log F'(z) est une fonction analytique, log A et ¢ sont deux fonctions

harmoniques associées.
Supposons maintenant que A soit le produit d'une fonction de x par une

fonction de y ; on peut écrire
A=ex " Y logh=X+Y,

)

et la relation (4) entraine

X”A*_ Y”:O, X//=2a, YN=‘—2a,
X = /Ll'?’—*—[).lf—}—c, Y:—ayz._*_b’y_’_c’_
On a dailleurs Op Y, 0p X,
ox oy
d’ou ¢ = 2axy — b'x + by,

et par suite
F’(Z) —_— kea(m'-’ —y2) + bx + by + i(2amy — b’z + by) — keazi +a't (af —_ b —_— Lbl)

On aura ensuite F(z) par une quadrature,

F(z)=Fk f ewt i dz
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Probléme 40.

On donne Uéquation différentielle
) 2zy' —y'— 2y =0,

ou x désigne la variable indépendante et y la fonction; y' et y" sont les dérivées
premiére el seconde de y.

Montrer qu’il est possible de (rouver une fonclion A(z) et un chemin L dans
le plan complexe de z de facon que

y= fL A(z)edz

soit une solution de (1). On fixera A par la condition A(1) = e, base des loga-
rithmes népériens.

1° Quelle condition doil vérifier x (réel ou complexe) pour que le demi-axe
réel négatif soit un chemin L?

Calculer dans ce dernier cas, pour x =0, la valeur de y, au signe prés, et
avec une erreur relative inférieure a 0,01.

2° Montrer que, quel que soit x, on peut choisir pour L un contour fermé
simple, possédant & Uorigine un point anguleux, et que Uon achévera de carac-

tériser. (Paris, oct. 1926, épr. prat.)
On a successivement
— ’.A :zd’ I — A zz;d’ " 1A‘Zu':d ;
y /l'e z Y /: xe*dz Y /Lxe z
portant ces valeurs dans I'équation (1), on a ensuite
2 '/‘(2.7022 — z — 2)Ae?dz == 0.
L

Suivant la méthode classique (*), cherchons a déterminer A de telle sorte que

I'expression sous le signe f soit la différentielle d'une fonction de la forme
u(z)e* ; on devra avoir

(il—l -+ um)ew = (2xz? — z — 2)Ae™,

dz
 ern v

et par suite, en éliminant u,

22232\— +AGz+2)=0.

(*) 11, &k,
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On en déduit, pour la fonction A(z) telle que A(1)=e, I'expression A = z
et par suite

LN
@) y=/z e *dsz;

oo
n e

LI S
en méme temps on a u=2Az? =2z %e*, et I'équation (2), qui est équivalente
a (1), se réduit a la forme simple

1 1
S SRR |
z 2e z

L =0.

1
En définitive, & chaque chemin L tel que I'expression z et prenne la
méme valeur a ses deux extrémités, la formule (3) fait correspondre une inté-
grale particuliere de (1), pourvu toutefois que la fonction y ainsi déterminée soit
finie et non nulle.
1° Le point z étant sur le demi-axe réel négatif, posons

1
z = e, d’ou z2 ?=p %e 2, et r = Re™.

Nous aurons alors

z *e ‘*=p e ‘e ,

et par suite

-4 E% 1 +—L 4 ~Ql{cosw~—-%-

lz 2e l=p %e

Quand ; tend vers zéro par valeurs positives, on a donc

R T L s I S S
lim|z %*e *|=limg %e *=0;
1

i
par suite le demi-axe réel négatif est un chemin L si le module de z %e  * tend
vers zéro quand p croit indéfiniment. Dans cette hypothése la limite du module

— — pRecosuw

_ 4
est évidemment la méme que celle de p 2e ; pour que cette expression

tende vers zéro avec i, il faut et il suffit que le coefficient de p dans I’exponen-

tielle ne soit pas positif, donc que cos w > 0. La condition cherchée est donc que
la partie réelle de x soit positive ou nulle.
Prenons en particulier £ =0; on aura

ou, en posant p = -:,—,

o 1 . B
y=i[ vremrdv= ir(%) =%r<—;—> _—_?lgl‘.—. i.0,886...
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2° Posons z = pe®, et faisons tendre ¢ vers zéro, 0 tendant vers une limite bien
déterminée 6,. On a, en prenant toujours x = Re™,
1 1 1 [} L. .. 1 ..
—_—— T+ —— —i— @(cosy + isin§)R(cos w -+ isin w)+ — (cos h--ising)
z 2 e z — P 2 e 2 e ? ,

1 1
—— Il —

et par suite lz L

-—12' pRcos(f + w) + -;—coso .

foaed P e )
quand p et 0 tendent respectivement vers zéro et 9, cette derniere expression est

1 1
s = Scos
de l'ordre de grandeur de p 2e®

, et elle tend vers zéro pourvu que cos 9, << 0,

3 . 3 . c 1 ) .
c’est-a-dire —g— <0< 71: Si donc on consideére un contour fermé présentant & 1’ori-

gine un point anguleux tel que les demi-tangentes au contour en ce pointdans ledemi-

plan x <0 fassent avec le demi-axe réel positif des angles compris entre L; et 3—275, la.
1 =

i

variation totale de z %e ¢ le long de ce contour est nulle. Un calcul analogue
a celui qui précede montre que, dans I'intégrale qui fait connaitre y, la fonction a
intégrer tend vers zéro quand on se rapproche de 'origine en suivant le contour:
donc y reste borné, et comme la fonction & intégrer n'est pas holomorphe & I'ori-
gine, la valeur obtenue pour y sera différente de zéro pourvu que I'on puisse, en
déformant infiniment peu au voisinage de l'origine le contour considéré, le trans-
former en un contour fermé entourant l'origine, I'argument de =z sur I’arc infiniment
= et '—;»-73, ou encore, plus sim-
2 2

plement, pourvu que les points du demi-axe réel positif infiniment voisins de
Porigine soient intérieurs au contour considéré.

voisin de P'origine restant toujours compris entre

Probléme 41.

I. Déterminer les coordonnées x, y, z d’un point variable d’une courbe
gauche C par rapport a un triédre trirectangle d’origine O, sachant que:

1° O est un point de la courbe C;

2° L’arc s de la courbe C, supposée orientée, étant compté a partir de O, les
rayons de courbure et de lorsion au point M de C d’abscisse curviligne s sont
tous deux égaux & s\/2;

3° Au point M, de C dont l'abscisse curviligne est sy=1, la tangenle, la
normale principale et la binormale ont les cosinus directeurs suivants :

1 1
Tangente — 0, —
g ‘/2; /3
Normale principale 0, —1, 0;
o 1.

Binormale ;5’
II. Montrer que C est situé sur un céne de révolution (C) de sommet O, et que
0 est un poinl singulier de C. Délerminer la nature géométrique de la projection
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de C sur le plan des xy. Montrer que C coupe sous un angle constant les géné-
ralrices de (C). Déterminer les indicatrices des tangenles, des normales princi-
pales el des binormales de C. Montrer que C coupe sous un angle conslant les
génératrices du cylindre qui la projetie orthogonalement sur le plan xQy.

1. Déterminer le rayon et les coordonnées du centre w de la sphére oscula-
trice @ C en M. Le lieu I" de w posséde-l-tl des propriétés analogues & celles

de C? (Paris, juin 1921, épr. écr. : 1™ quest.)

[. Nous désignerons par X, Y, Z les vecteurs unitaires des axes de coordonnées,
par ¢, n, b les vecteurs unitaires de la tangente, de la normale principale et
de la binormale & C suivant les notations usuelles.

Les formules de Frenet () s’écrivent ici

dt  n dn _t- b db n

ds S\/., ds s\/’ ds 5‘/_3
La premiére et la troisicme donnent immédiatement, compte tenu des condi-
tions aux limites,
t—b=12y2.
On tire ensuite des deux premiéres
@t gyt _dn 2t — 22
Tde Vs T s T W2

dt dt
g 7% T t— 4.
) s d32+sd.s | ‘/2)"

ou

c’est une équation linéaire avec second membre, qui admet la solution particu-

. Z . , .
licre £ = . Pour intégrer I'équation sans sccond membre

5
vV Lt dt

—+ 85—+t =0,
d 52 ds
qui est une équation d’Euler, nous poserons, suivantla méthode classique, s = e?,
remarquant que pour s =0 on aura u = — 0. L’équation précédente devient
d2t ’
—— 4+ t=0,
du?

et 'on a finalement, pour I'intégrale de (1),

t:acosu—l—Bsinu-i—l,

a-ct B désignant des vecteurs counstants arbitraires. On en tire alors
= — ay/2 sin u + BY/2 cos u,

b-—aco>u+Bsmu———

V2

M) 1, 75.
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Observant que pour s =s,=1 on a u=0, et appliquant les conditions aux
limites, on trouve

V2’ RN
d’ou t =X-_ cos u — !_ sinu -+

V2 V2 V2
La relation ¢.2 = 1—2 montre que la courbe C est une hélice tracée sur un
cylindre dont les génératrices sont paralleles a Oz et coupent la courbe sous un

angle de 435°.
On a ensuite

X
dM = te": e"cosum—Y_e"smu—i— - e",

du Vz V2 V2

d’ou, en tenant compte des relations

et . . e’ .
/e" cos udu = »2- (sin u 4~ cos u), /e" sin udu = —;(sm u— cos u),

)

[X(CO% u +- sin u) + Y(cos u —sin u) + ‘)ZJ

sans ajouter de constante puisque pour u = — oo le point M doit étre en O. On
a donc en définitive, pour les coordonnées (x, y, z) d'un point M de C,

et .'
r= ———(cos u —+-sin u) Yy = ——=(cos u —sinu T =
2y/2 ’ 2//2 »

cu
V2

II. Nous avons en tout point M de C

/ t = _cosu——z;sinu—i—‘zm,,
V2 V2 V2
3) n=—Xsinu-—Ycosu,

b X o Y . Z
= —=COSU— —-SINU— =,
V2 2 V2

et d’autre part, d’apres (2),

2 Je

__ae o _e.?_\/3_
OM™ = ik d’ou OM = 5

2
La relation M. 2 —_‘/-é = 0M \/»5— montre que la droite OM fait avec Oz un

angle constant V tel que cos V= \/-g— donc C est sur un coéne de révolution

d’axe Oz. La relation M. tz—E-_OM‘/ montre d’ailleurs que C coupe les

génératrices de ce cone sous un angle de 30°
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Soit m la projection de M sur le plan Oy ; on a

m= ‘/2 [X(cosu—’r—sm u) + Y(cos u — sin u)],
‘ot om? =" e
d’ou Om" = T’ Om = 3

La tangente en M 2 C se projette sur le plan xOy suivant la tangente en m au
lieu de m; on a done, pour le vecteur unitaire ¢, de ceite derniére tangente,

ty = X cosu — Y sin u,

. e Om
d Ou n) . tl = - = ““'_,"?

2/2
ce qui montre que le rayon vecteur Om coupe le lieu de m sous un angle de 4&5°
Le lieu de m est donc une spirale logarithmique de pole O, et, par suite, le point
O est un point asymptote de C.

Les équations (3) définissent les indicatrices des tangentes, des normales prin-
cipales et des binormales. Il est visible que ces courbes sont les trois cercles
intersections de la sphere de centre O et de rayon un par les plans

Z = —=) ZZO, Z = — ==y

V2
respectivement.
Enfin nous avons déja fait observer que C coupe sous un angle de 45° les géné-
ratrices du cylindre qui la projette parallelement a Oz.

III. Le point v, centre de la sphere osculatrice en M, est défini par I'équation
vectorielle

4) co-_M—}-RIl-——T%Eb

R et T désignant les rayons de courbure et de torsion en M, R =T —3\/2 On
tire de (2) et (3)

®) 0=-2_ [ — 3X(cos u + sin u) — 3Y(cos u — sin u) -+ 6Z].

2y/2"
On déduit de (4)
oM’ = R? +T2(‘$':‘> =6, oM =s/6.

Soit d’autre part M, le symétrique de M par rapport & I'axe Oz. On tire de (5)
o= 3Mh

et on en déduit que le lieu de w posseéde toutes les propriétés de C qui de
conservent dans une homothétie de centre O suivie d'une symétrie par rapport
a Oz, ce qui est précisément le cas des propriétés établies au paragraphe pré-
cédent.
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Probléme 42.

1° Etant données les deuz équations différentielles du premier ordre
(Eo) dy — f(=, y)dz =0, (B)  de+f(z, y)dy =0,

on demande & quelle condition doit satisfaire la fonction f(x, y) pour que les
premiers membres des deux équations (E,), (E;) admettent un facteur intégrant
commun p(x, y).

2° Si cette condition est satisfaite, il existe une fonction analylique

F(z) = P(z, y) + Q(z, y)
de la variable complexe z = x +- iy, telle que les deux équalions
P(z, y) =C, Q@ y)=0C
représentent respectivement les intégrales générales des équations (E,), (Es).
3° Il existe aussi une fonction analytique ¥, (z) dont la partie réelle est
arctg [f(z, y)]. Quelle est la relation entre ces deux fonctions analytiques?
4° Déterminer ces deux fonctions F(z), ¥ (z) sachant que f(x, y) ne dépend que
de la somme x + y el salisfait aux deux conditions
f=0, fa=1, pour =y =0.
(Paris, juin 1927, épr. écr.: 2° quest.)

1° Soient P(x, y) = C, Q(x, y) = (' les intégrales générales des équations (E,) et
(E,) respectivement. Supposons quel’on puisse prendre P et Q de telle sorte quel'on ait
dP = u(dy — fdx), dQ = — w(dz + fdy),
P _ 2 P _ 00

= — _ = —— =

c’est-a-dire b-y— =u . vl & 3y

11 en résulte que P(x, y)+ 1Q(x, y) est une fonction analytique; les courbes
intégrales de (E,) et (E,) forment donc alors un réseau d’isothermes ().
Posons log w=u(x, y), et écrivons que w est un facteur intégrant pour les
équations (E,) et (E,) ; nous aurons
uz + fuy,+f, =0, fuz—uy+f-=0,
d'ou LA+ + M+ =0+ +F—Ff=0,
ce qui peut s'écrire
> (u-+logyT+ f2)+%(arc tgf)=0,
M d T d
= ) p— =0.
by(u +log V1 + f?) ox(arc tgf)=0

La condition cherchée est donc que arc tg f soit une fonction harmonique.

(1) 1, 146.
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2° et 3° Nous avons déja vu que P(z, y) + iQ(r, y) est une fonction analytique
F(z). D’'autre part les relations (1) montrent qu’il existe une autre fonction analy-
tique Fy(z) admettant arc tg f pour partie réelle,

Fy(z) = arc tg [+ ilog w.y/1 + f2.
Posons arctgf=y, w1 2= 0y d’ou == CO0S 9.
On pourra écrire
Fy(z) = i(log p — i9) =i Log ge—".
D’autre part on a
P,= —uf=—psing, P,=u=pcosg,
F'(z) =P, — iP, = —p(sin ¢ + i cos p) = — ipe %,

d’ou

@) Fy(z) = i Log iF'(z).

Telle est la relation qui existe entre les fonctions analytiques F(z) et Fy(z).
4° Posons fQx, y)=0(x—+y)=100%).

La condition
2

02
arc tg [+ o arctg =0

ox?
s'écrit alors 0'(1 +6%2) — 2002 =0
on en tire successivement
0" 200
y = V=R, o=tg(hh k).

Tenant compte des conditions aux limites imposées on a finalement

f=1tg(+y)
Il vient ensuite

Fi(z)=1—1, d’ou Fy(z) =1 —1)z,
puis, d’apres (1),

‘08!4/?-'—/”:1/—-70, p=e’"%cos(x+y),
Py=p=e"cos(z+y), Po=—p/=—0e""sin(z+y),
Fl(z)= P, — iPy = [T @) = = (1)

ce qui permet de vérifier que la relation (2) est satisfaite, et enfin

F(z) = .‘_%_’ e—(i+ 1

Les intégrales générales de (E,) et (E,) s’écrivent alors respectivement

e’ cos(x + y) + sin (x + y)| = C*, er=*[cos (x + y) — sin (x + y)] = C*.
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Probléme 43.

I U v e cercles, dépendant de deux mélres u el v
On considére une famille de cercles, d dant de de aramél t
définie en coordonnées cartésiennes rectangulaires par l'équation

(E) (r—u)+(y— o= R,

ou R est une fonction donnée de u et de v, R = R(u, v).

1° Les cercles C dont Uéquation s’oblient en remplacant dans (E) v par une
fonction déterminée de u, v = [(u), onl une enveloppe. IFormer lUéqualion
de la droite D joignant les points caracléristiques d’un de ces cercles C(uy, v,)
correspondant aux valeurs u, et vy= f(u,).

2° u, et v, restant fixes, on change la fonction f(u) de loules les maniéres
possibles, [(uy) restant égal & vo. Montrer qu’alors la droite D passe par un
point fixe M indépendant de f. Calculer les coordonnées de M en fonclion de
u, el v,.

3° Comment choisir la fonction R(u, v) pour que M soil le centre du cercle C,
quels que soient u, el v,.

4° Comment choisir R(u, v) pour que M soif situé sur la circonférence du
cercle C, quels que soient u, el v,. Intégrer Uéquation aux dérivées partielles
trouvée el démonlrer que la famille (E) se compose alors de cercles tangents a
une courbe fixe arbitraire ou passant par un point fixe arbitraire.

(Paris, oct. 1921, épr. éer.: 1™ quest.)

1° On obtient I'équation de la droite D en dérivant I'équation (E) par rapport
a u, ce qui donne, apres remplacement de u et v par u, et v,

1) x—uy—+ ['(y —vy) + Ro(Ryy + ['Ryy) =0 <[’ = ili) .

du,

2° Si on laisse z, et v, fixes, Ry, Ry, et R, ne changent pas. Dans I'équation (1)
il n'y a donc que [’ a changer, ¢t comme ce parametre figure linéairement les
droites D forment bien un faisceau. En écrivant I'équation (1) sous la forme

x — o+ RoRu, + f/(y — v5+ RoR,,) =0,
on voit que les coordonnées du sommet M du faisceau ont pour expression
Ty = uy— RoRy,, Yy = vo— RoR,,.

3° Pour que le point M soit le centre du cercle G correspondant quelles que
soient les valeurs de u, et vy, il faut que «, et y, se réduisent a u, et v,, ce qui exige

R.=0, R,=0, R = C*.
Les cercles G sont alors des cercles de rayon constant. Géométriquement il est

clair que pour toute famille simplement infinie de ccrcles de rayon constant, les
points caractéristiques relatifs & un des cercles sont diamétralement opposés.
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4° Pour que M soit situé sur la circonférence du cercle C associé, il faut que les
coordonnées
x(=u~—RRu, y,=v———RR,

satisfassent & 1'équation (E), ce qui exige
Ri+ Ri=1.
Pour intégrer cette équation aux dérivées partielles du premier ordre, posons

R, = cos ¢, R, =sin ¢,

d’ou —sin q>g—z=cos cp%z;

cette équation est linéaire, et montre que la fonction inconnue ¢(u, v) est définie
implicitement par la relation

&) u sin 9 — v cos ¢ = F'(9),

F désignant une fonction arbitraire. On en tire alors

dR = cos ¢ du ~+ sin ¢ dv = d(u cos ¢ -+ v sin ¢) + (u sin ¢ — v cos ¢)dg

= d(u cos p + v sin 9) + F'(p)dy,
et par suite

3) R = u cos ¢ + vsin ¢ + F(g).
En éliminant ¢ entre les équations (2) et (3) on aura l'expression de R en
fonction de u et v. On en tire, pour les coordonnées (x, y,) de M,
Xy =u—u cos®> g — v sin ¢ cos g — F(¢) cos ¢ = F' (¢) sin ¢ — F(g) cos ¢,
Yy = v — u cos ¢ sin ¢ — ¥ sin® ¢ — F(g) sin ¢ = — F'(¢) cos 9 — F(¢) sin ¢.
Ces coordonnées ne dépendant que de la seule variable ¢, I'ensemble des

points M associés a tous les cercles C forme une courbe I' qui peut d'ailleurs se
réduire a un point.

s (i._%'_,__ 4 i - ‘ili___ "
On a o = (F' 4 F)sin g, A (F"+F)cos 9.
Donc si F'4+F=0, ou F = A cos ¢ + Bsin g,

la courbe I' se réduit a un point fixe par lequel passent tous les cercles C.

Si F"4-F £ 0, on a, en tout point M de T, g—g—’ = — cotg ¢ ; d’ailleurs si n est le
1

centre d'un cercle C passant par M, le rayon uM a pour coefficient angulaire

ik S PR Y. 7§

T, —u dx,

ce qui montre que tous les cercles G sont tangents & la courbe I'.



EXERCICES 95

Probléme 44.

Trouver les expressions générales des deux fonctions P(z, y, z), Q(z, y, z)
telles que les deux équations aux différentielles totales

dz = P(z, y, z2)dx + Q(x, y, z)dy,
dz = 2[P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy]

soient l'une et Uautre complélement intégrables. Trouver Uexpression générale
des fonctions Mx, y, z) telles que Uéquation

dz =Nz, y, z)[P(w, Yy, z2)dx + Q(x, y, z)dy]
soit aussi complétement intégrable.
Montrer qu’on peut rendre les résultats évidents par un changement de va-

riables. (Paris, oct. 1927, épr. écr.: 2° quest.)
La condition d'intégrabilité de I'équation Pdx + Qdy + Rdz =0,
P(Q. — R,) + Q(R: — P.) +- R(P, — Q) =0,
donne, quand on y fait successivement R=—1, R=—

) P,—Q.=0, PQ.—QP,=0.

La premiére équation (1) montre que I'on peut poser, U(x, y, z) désignant une
fonction arbitraire,

)

1| =

P=10U,, Q=0,;

la seconde équation (1) montre que % est indépendant de z: on peut donce poser,

6(x, y) désignant une fonction arbitraire,

P _0
Q o/
et par suite 0,Us — 0.U, = 0.

Cette derniére équation, ou I'on considére U comme la fonction inconnue, donne

U =F|z, 0(z, y)|;
on en tire en définitive
P = F0,, Q= Fieyv

Fy(z, 0) et 6(x, y) désignant des fonctions arbitraires de leurs arguments.
Avec ces valeurs de P et Q, la condition d'intégrabilité de Pdx + Qdy + Rdz =0
se réduit a
QR,— PR, =0,
ou, en supposant F, £ 0,
9,R: — 0:R, =0
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c’est la méme équation que celle qui a servi a déterminer U. On aura donc
1
Nz, y, 2)=— = Fyo(z, 6).

Tous ces résultals deviennent évidents sil’on prend comme nouvelles variables 6,
y et z & la place de x, y et z. Les trois équations proposées s’écrivent alors en effet

z = Fy(z, 0)db, dz = 2F(z, 0)d9, dz = Fy(z, 0)Fy(z, 6)do,
et ce sont des équations completement intégrables, puisqu’elles se réduisent a des
équations différentielles ordinaires entre z et 0.

Probléme 45.

Décomposer Uintégrale indéfinie

Trt0 —3
f(x“+L — — 2t - L‘i{j-l)»‘—/.l —|—r1x’
en la somme d’un lerme algebrzque el d’une intégrale
*  Hdx
/\7\7;‘ —+

H et A élant des polynomes du plus pelit degré possible.
(Paris, oct. 1921, épr. pral.)

Désignant par I I'intégrale a étudier, écrivons d'abord

(Tt — 3W/at -
' f P — 1 1 )4’

Considérant ensuite x* comme la variable, nous effectuerons une décomposition
de la forme
Tt —3 a b, b,

= AT
x*(i? — )2 I € b
Cy Co C3 C,

— e . _I, ——— — _}._ ;
=+ a1 (et ) (1‘3 + 1) (1)

on trouve
. 23 { 25 55 15 5
a=—23, by = 16 by = i’ Cy = 16 Cy = s’ C3 = — +’ Cy = 5
Nous n’avons plus maintenant qu'a étudier les intégrales
-
A = ‘/J: —?:—1" Il‘,
v
B, = f (\/E »-*lgnd . n=1,2
R
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1° On a d'une part
x? +1 rdx dx
A= ———dr = —+
.L‘/ZI3+ & ‘/— M’
d’autre part Azf‘/—d(__ .-,._>= }{_ + .Eda: . _L d.r
£r .E\/
et par suite A=—2 /"’d}_’ 9
2° On a d’abord
_ @+ x)da /rrh / /
-
(‘T"‘”‘/ ("*—')\/ (5_1)‘/
On peut d’ailleurs éerire
L 2dx dr
iy S |
et par suite 7
OB, B, = /V' gt / Ca(Bat b 1)
S et ey

mais on a
/'1(‘LI'
T
il reste done

/ Ed 1
——— l T E— O ll

(32 +-1) v
/(1 2 ) (a2 +1)I = 2B, -+

3° Nous avons déja oblenu

l’z pa——

/\/

20 —1) 4 %

‘f' — 2B, 1 / .1(11

/ ‘/ﬁ(u_/rdr

nous établirons maintecnant unc relation de récurrence entre C, et C,, ,. Partons

de l'identité

(I(J:._, _*‘_“ '1 )n = ( )<.’L2 )

on en tire

dx

n .
"ty

MG - 9 ) o/ [a(a - A)dr
(1 —2n)Co+2 L"H_q_/v‘/ (’c~ l) (1'z H / b i

Mais on a comme précédemment
I( ‘I" +___) d
@+ 1)y

et il reste la relation

(x® 1)+t

* (32 4“1)‘/ d == 306, —

2t + 1)y

YR
‘—')(Jn-o-l’

LAINE, Exerc.

n+(w2+ 1),.'
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On en tire successivement
. xdx xy/ 1 [xdx
(.q - =) Cg = —_— [_:_,
‘/ x? 41 2 . ‘/
o w4 e
T3t 2(xt+-1) 4 ‘/_ ’

zy/ Txy Ty 7 [zdx

o=V T : — L[
CTE@ 1) 30+ 1y 20 1) 40 )

Ainsi, en définitive, on pourra exprimer I au moyen d'une partie algébrique
tout intégrée, suivie :

{° d'une intégrale elliptique de seconde espece (‘)f zdz

Vo't o
2° de deux intégrales elliptiques de troisieme espece

dx _dx

R e —— et i D —
(x 4+ 1o' 4= (x—1Wz* 2
En groupant les termes non intégrés, on oblient l'intégrale
(12 — Adz")dx

8(x? — 1)‘/.7:"3 -+ z
d’ou I'on déduit les polynomes H et A de I'énoncé :

=72z — 492", A =8z*—1)

Probléme 46.
On considére Uéquation de Riccat
2 d.'/ — a2 9 2
(E) = -+ 2by + au?,

dans laquelle y est la fonction inconnue de la variable x, et a, b, u sont trois
fonctions uniformes connues de .

1° A quelle condition (C) les trois fonclions a, b, u doivent-elles satisfaire
pour que Uéquation (E) admelte deux solutions y, el y, lides par la relation
Yy =s%,, $ étanl une constante. La condition (C) élant satisfaite, montrer que
Uintégration de U'équalion (K) se raméne a une quadrature.

Coa 1 8 , .
2° Dans le cas particulier ol s =2, u = R a= ;?(a,-——T)é’ déterminer b (de
signe contraire a a) de maniére que la condition (C) soil satisfaile, et calculer

explicitement Uintégrale générale de (E). Délerminer ensuite tous les poinls

*) I, 101.
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singuliers de celte inlégrale générale y(x), envisagée comme fonction de la
variable complexe x, préciser leur nature, et montrer qu’ils sont tous situés sur
une circonférence qu'on déterminera exactement.

(Paris, juin 1928, épr. écr. : {* quest.)
1° On doit avoir par hypothese
Y1= ayi+ 2by, + au?,
sty = as*y}—+ 2bs*y, + au?,
d’ou, en retranchant membre & membre et divisant par le facteur non nul s? —1,
yy = a(s® + Dy} + 2by, = ay? + 2by, + au?®;
il en résulte, a étant évidemment supposé différent de zéro,

2 _u
=
Y S

Inversement, si I'équation (E) admet I'intégrale —1;—, ona

! 9
u u? u
— =@ — 4 2b — 4 au?,
s? s s
ou encore su’ = au? -+ 2bsu + asu?,

ce qui exprime que (K) admet aussi I'intégrale su. La relation précédente exprime
donc la condition (C) demandée. Si cette condition est remplie, on connait immé-

diatement deux intégrales particulieres, ii et su, de I'équation de Riccati, et

son intégration est par suite ramenée a une quadrature (*).
5

2° Dans le cas p::rticulier indiqué on trouve b = :i(?_:—l? Le changement de
variable y = 1 - — fail passer de (E) a I'équation
) — Mz —1)%z' = 6z 4 8.
Les variables se séparent et I'on a, en posant 1 —2—.2:: u,

‘ C—e"
3z -+ 4=2C ~", _— .
¢ . C—4et

Outre le point singulier essentiel x =1, cette fonction y, ou la constante C a
recu une détermination particuliere (autre que C=10 ou —é—:O, qui corres-

pondent aux intégrales particuliéres y1=—i—, Yy = 1), admet une infinité de
points singuliers racines de I'équation

C—der=0.

M1, 52
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Posons C = 4¢e®; on aura

1_2_T = log p -+ i(0 + k),

d’ou, en posant encore x = £ —+ v,
(& + in — 1)[log p + (0 + 2kx)] = —
On en tire successivement
E—1MDlogp— (0 4 2kn) = —2
(E—1X0+ 2kn)+qloge =0,
d’ou, en éliminant 6 -+ 2kn,
GE—1)+n*+

‘

— D=0
log¢ € ) ’
équation d'une circonférence qui passe aussi par le point singulier essentiel
x:=1.81p==1 cette circonférence se réduit a la droite c =1.

Probléme 47.

Sotent Ox, Oy, O~ trois axes de coordonnées reclangulaires. Une [anulle de
surfaces se déduisant de U'une d’elles par une translation parallélement i Uaxe

Oz est représenlée par une équation
(E) 2 [(z, y) =G,
oun C.désigne une constanle arbilraire.

1° On demande a quelle condition doit salisfaire la fonclion f(x, y) pour que
les (rajectoires orthogonales (1) des surfaces de celle famille soient des courbes
planes situées dans des plans paralléles a Uaxe Oy. (On pourra obtenir cette
condition en écrivant que ces courbes se projellent sur le plan xOz suivant des
lignes droiles.)

2° Nous appellerons surfaces (S) les surfaces représentées par Uéquation (E)
oit la fonction f(x, y) satisfait @ la condilion précédenle. Démontrer que ces
surfaces posscdent la propriété sutvanle : st en un point quelconque M de lune
(’elles on méne la normale MN a celle surface et la paralléle Mz" 1 Uarxe Oz,
l'angle de ces deux droiles dépend uniquement de la distance du poinl M au
plan x0z, lorsque le point M décrit la surface (S). I'n déduire les équations
géndrales de ces surfaces.

3° La fonction f(x, y) satisfaisant a la condilion précédente, les trajectoires
orthogonales (I") des surfaces (S) s’obliennent en général sans aucune intégration.
} a-t-il un cas exceptionnel?

4" Trouver les surfaces (S) qui se déduisent par une translation para/lelement
@ Oz d’une surface de révolution aulour de Ox, el leurs (rajecloires orthogonales.

39 Les courbes (I) peuvent-elles étre des lignes draites? — Quelle est alors la

nature des surfaces (S)? (Paris, juin 1928, épr. écr. : 2* quest.)
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1° Posons o =P «1; = q. Les trajectoires orthogonales des surfaces définies

par 'équation (E) sont les intégrales du systeme
dr _dy _dz

pq 1’
que 'on peut encore écrire
lx dy
1 ( S=p, —L = (.
™ dz =P dz— 17
Supposons que z représente la coordonnée courante sur une courbe I'. Pour
que cette courbe soit siluée dans un plan paralléle a I'axe des y, il faut et il
(52-- =0, c¢’est-a-dire, d’apres (1),
odr  dpdy _0p 0P
oxds Oy dz ox

suffit que l'on ait
J)—%—q =0.

Cette relation en . et y doit ¢tre vérifiée en toul point de la courbe 1" considérée.
Or il passe une courbe ' par tout point de I'espace : si doiic toutes les courbes I’
sont situées dans des plans paralleles & Oy, la relation doit étre vérifice idend:-
quement, ce qui exige que l'on ait
©) Pt gt = Y¥(y).

Telle est la condition a laquelle doit satisfaire la fonction [.

2° La relation (2) exprime que le cosinus de l'angle de la normale 4 S avec

e € ’ y \ .
Oz, == o= ., ne dépend que de la coordonnée y, c'est-a-dire de
N 2 e &
la distance au plan xOz du pied de la normale.

L’équation (2) s’integre ais¢ément. On a évidemment une intégrale complile
en posant e
p=a, q=vyY*—a2

a désignant une conslante arbitraire, et par suite
[=az+ [V —ady.

Les surfaces S correspondantes sont des cylindres ayant leurs génératrices
paralléles au plan xOz. Llintégrale générale se détermine alors par les méthodes
classiques : I'équation des surfaces S résultera de I'élimination de a entre les

équations
A S

Z - ax + ) ‘/Y' a dy—i—O(a)--O
Yo

/‘)y a
e— [Tt dy 4 0(a)=0,
/yo i (@)

0(a) désignant une fonction arbitraire, et y, ayant une valeur numérique
déterminée.
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3° Reprenons le systéme (1) qui définit les courbes I'. La fonction f vérifiant
(2), on sait a priori que le systeme (1) admet la solution

T =az-+ b,

a et b désignant deux constantes arbitraires. La premiére équation (1) donne
alors a = p, ct cette relation en x et y achéve de déterminer, sans quadrature,
les courbes I', en faisant connaitre leurs projections sur le plan zOy.

Il y a toutefois un cas exceptionnel, celui ou lI'équation p = a serait une
identité, c’est-a-dire le cas ou f serait linéaire en x. Les surfaces S sont alors
des cylindres : ce sont précisément les cylindres de l'intégrale complete obtenue
au 2°. ‘ :

4° Une surface de révolution autour de Ox est définie par une équation de
la forme 2 4yt = X¥(x),

X ne dépendant que de la seule variable x. On doit donc avoir

f=VE
Portons cette valeur de f dans I'équation (2); nous aurons
(3) Xlxl2 __+_yu — X?YZ ___y_y 3.

Dérivons par rapport a x ; il vient, en écartant provisoirement la solution X’ =0,
X2+ XX'=Y2=aq,

a désignant une constante, qui, d’apres (3), est nécessairement égale 3 — 4, et
I'on tire alors de (3) X2 = —1, d’ou X*? == — (x+-«)*. La surface S est alors un

cone isotrope () (@) gt 22 =0

ayant son sommet sur O:.
Supposons maintenant X' = 0, X2 = a?; la relation (3) donne alors

.__‘L,,,_‘,

a®* — y*
et la surface de révolution cherchée est un cylindre d’axe Ox. Pour avoir les
courbes T', reprenons le systeme (1) en y faisant f=/a® — y? y?; la premiere équa-
tion donne x = (¢, ce qui montre que les courbes I' sont dans des plans paral-
leles au plan yOz. Elles se projetteront donc sans déformation sur ce plan,
suivant les courbes intégrales de la seconde équation (1), qui s’écrit ici

Cette équation s’intégre aisément et donne
y=asing, z=—a<log tg <§L+cos cp>+ Gte.

Les courbes I' sont des tractrices ayant leurs bases dans le plan y =0.

1,17,
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3¢ Pour que les courbes I' soient des droites, il faut et il suffit que les équations
(1) aient pour conséquence

d’z _ d*y _ .
d =0 =0

la premiere équation exige, nous I'avons vu, que p®—+ ¢* ne dépende que de y;
la seconde exige de méme que p*—+ ¢* ne dépende que de x. On devra donc
avoir

® Pt gt =a,
a désignant une constante arbitraire, et la condition est suffisante.
L’équation (4) admet I'intégrale compléte
z = a(x cos « + y sin x) + §,

€

formée des plans qui font avec Oz un angle constant V <sin V= 71—_>
+ a*

Ce sont les plans paralleles aux plans tangents au cone C
(x® +y*) cos* V—z2sin2V=10;

on peut encore dire que ce sont les plans tangents a la conique ¢ suivant
laquelle le cone C coupe le plan de l'infini. Les surfaces S sont donc des déve-
loppables quelconques passant par c; comme leur plan tangent fait un angle
constant avec Oz, leurs arétes de rebroussement seront des hélices tracées sur
des cylindres dont les génératrices sont paralleles a Oz.

Probléme 48.
On donne Uéquation aux dérivées partielles

Z - pax - +Pi_() ——_b_i ——QE .
“ P qy qg Y - OJ, q - (\y
T'rouver la surface intégrale S passant dans le plan des xy par la parabole
2r =y°.

Déterminer Uenveloppe C des caractéristiques formant S, et calculer avec

trois décimales exacles la longueur de C entre les coles z =1 el z =2.

(Paris, juin 1928, épr. prat.)
Du sysleme différentiel des caractéristiques on déduit immédiatement la
combinaison intégrable f;B-—_—_ ng, qui permet de poser
p==psing, q =pcCoSq,
¢ désignant une constante arbitraire. On tire alors de 1'équation proposée

z = — p(x sin ¢ -+ y cos ¢) — tg% ¢,
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et I'équation dz — pdx — qdy = 0 s’écrit
(x sin ¢ + y cos g)dp + 2¢(sin ¢dix + cos ¢ dy) =0 ;
on en déduit, a désignant une seconde constante arbitraire,
o(xsin g + y cos 9)* =a,
et on a une intégrale complete formée des cylindres définis par I'équation
) (z+tg*g)xsing +y cos o)+ a = 0.

Cherchons par la méthode classique (!) la surface intégrale qui passe par la
parabole

2

z2=0, y*'—2x=0;
cette courbe peul étre représentée paramétriquement par les ¢quations
xr = 2)\2, y = 2), z=0.
Portons ces valeurs dans I'équation (1); elle s’éerit
(2) 2tg? o(A*sin ¢ - X cos ¢) + a = ().

Eliminer ) entre cetle équation et sa dérivée par rapport & ) revient a écrire que
I'¢quation (2) a une racine double, ce qui donne

sin® g cos® ¢ — 2a sin’ ¢ cos* ¢ = 0,
ou, en ¢liminant les solutions parasites sin ¢ =0, cos 3 = 0,
a == §L‘; ¢,
Remplacons a par cette valeur dans I'équation (1), el posons tg ¢ =={; on obtient
I'équation
® =+ Bt -+ y) -+ =0,
qui définit, quand on fait varier le paramctre (, une famille de cylindres dont

I'enveloppe donne l'intégrale cherchée. Celte intégrale est donc représentée par
les ¢quations (3) et

) 2(e 4 y) -z + 1) + - = 0.

Résolvant par rapport & x et y le systéme (3) — (4), on obtient
?—z t
= — N Y= —
202 + z)*’ Y (62— z)?
posant enfin {2 + z = —!‘, on a, en coordonnées paramétriques u et ¢, les équations
u

de la surface S sous la forme

o= u2? — y= u? z=L—~t‘-’.

2 : u

() 11, 242,
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Sur cette surface les courbes ¢ = C' sont les caractéristiques (car (= tg ).
Pour obtenir leur enveloppe, qui est une aréte de rebroussement de S, cherchons
les points ou le plan tangent est indéterminé. On a, pour les coefficients direc-

teurs A, B, C de ce plan,

»Q/’ "g C(hutr—3),  B= I]))%E,‘? = ((4ul> —3),

D(x, t*u® s
= —D%{l—%) = ~—2!1~ (hut* —3);

on obtient donc, comme lignes singulicres, d'une part la courbe ¢ = 0 qui est une
aractéristique particuliere, d’autre part la courbe 4uf* — 3 = 0 qui est I'enveloppe
des caractéristiques, ¢’est-a-dire une courbe intégrale (*) de I'équation aux dérivées
partielles proposée.
On a, pour les équations paramétriques de cette courbe,

3 9 r

= .. zZ = -,

e’ YT T a6l 3

est nécessaircment positif, on péut encore adopter la

P

En remarquant que s
représentation paramclrique

La longueur / de l'arc compris entre les plans z =1 et z =2 est donc donnée

par I'intégrale
—
1= 0 d
/ \/ 10"42 Wzs

Posons 10‘)7». 256 P =8

1

(-0 =1 £ - —-—+J°——— o

on aura
2 16

a partir du second terme, la série du second membre est une série alternée dont
le terme général tend évidemment vers zéro. On aura donc

f<i+i>dz>l>/< t+£— 8>dz.

(1) 11, 273,
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On a d’ailleurs successivement

e _Ar21 AN/ ,
8 <8(1034‘+25b g \32e <8 .322<0000 ,

done f ’ ﬁs—dz < 0,0002.
. 1

D’autre part

S ()=

On aura donc en définitive

27 e
— =1,0055..
TA09622 153623,

1=1,005

avec trois décimales exactes, la quatricme décimale étant 3, 4 ou 5.

Probléme 49.

Les axes Ox, Oy, Oz éltant reclanqulaires, on considére la sphére s définie
par Uéqualion
X—x)P+(Y—y)P+722—2z2 =0

ou x, y, z désignent les coordonnées du centre M de la sphére et X, Y, Z les
coordonnées courantes.

1° Lorsque M décrit une courbe gauche C, la sphére ¢ a pour enveloppe une
surface .

a) Délerminer le cercle caractéristique ¢ de la sphére s, el en donner une
conslruction géomélrique connaissant M et la tangente en M @ la courbe C.

b) Le cylindre ¢ projetant C sur xOy étant fixé arbilrairement, délerminer
C sur ce cylindre de maniére que le cercle caracléristique y ait, quel que soit M
sur G, un rayon constant égal a un; que devient alors C lorsqu’on développe
le cylindre ¢ sur un plan?

2° Lorsque M décril une surface S d’équation cartésienne z = f(x, y), la
sphére s a pour enveloppe une surface X : définir qgéométriquement les deux
poinls caractéristiques de lu sphére s, connaissant M el le plan tangent en M
a S; déterminer f(x, y) de maniére que la distance de ces deux poinls carac-
téristiques reste constamment égale a 2 quel que soit M sur S, et intégrer
Uéquation aux dérivées partielles a laquelle on est ainsi conduit,

(Paris, oct. 1928, épr. écr.: 1™ quest.)

1° a. Le cercle caractéristique y est représenté par les équations (*)
X—=x)P 4+ —yrP+ 72— 222 =0,
(X —x)+y'(Y—y)+2'Z =0,

(*) 11, 107.
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ou &', y', z’ représentent les dérivées de x, y, z par rapport au parametre ¢ qui
définit la position de M sur C. La seconde équation est I'équation du plan de v,
et il est visible que ce plan n'est autre que le plan mené perpendiculairement a
la tangente & C au point M par le point m(z, y, 0) projection de M sur le plan
x0y, ce qui permet de construire géométriquement le cercle y.

b. Supposons que le parametre ¢ soit I'arc de la courbe ¢ projection de C sur
le plan xOy. Soit 3 la distance du point M(x, y, =) au plan de v; on a

:__ z‘JZ/2 . 22212
x4yt -2t A4z

Le rayon du cercle vy étant égal a y/22 —3? puisque |z| est le rayon de la
sphére ¢, on devra avoir
z2z"2

T2

2

”
~

=1,

d’ou :(:Iz; = edt et z=ch({—a),

Va2 —1
a désignant une constante arbitraire.

Si I'on développe le cylindre ¢ sur un plan, on peut considérer = et { comme
les coordonnées cartésiennes rectangulaires d’'un point de la courbe suivant
laquelle se développe la courbe C : donc C se développe suivant une chainette.

2° Les équations de I'enveloppe de la sphére ¢ sont

(X —x)? -+ (Y —y)* + 22— 227 == 1),
X —x+pZ=0, Y—y+ql =0,

p et g désignant les dérivées parlielles ?—é et %—’y—r Sil'on résout ces trois équations

parrapport a X, Y, Z, on aura les coordonnées des deux points caractéristiques (*):
or les deux derniéres représentent une parallele a la normale en M & S menée
par le point m(x, y, 0). Donc I'un des points caractéristiques est le point m,
I'autre est le point m' ou la sphére ¢ est coupée par la perpendiculaire abaissée
de m sur le plan tangent en M a S.

On trouve immédiatement pour les coordonnées du point m’

2pz 2qz . 2z
X=ux— - - Y=y — ———— ;7 = — "
L - P2 l q‘z’ Yy 1 +P3+ qu’ 1 +P2 +q2

La condition mm” = & s'exprime donc par 1'équation
pPrH+qt+1= z2,

Du systeme différentiel des caractéristiques on déduit immédiatement la
combinaison intégrable

=R

~99 dou £ =,
q q

() 10, 444,
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On peut donc poser, ¢ désignant une constante arbitraire,

p=\/z2——1cos<p, q:‘/z'l-—isincp,
et I'équalion dz = pd.r - gdy s’écrit

= = c0s gdx - sin ¢dy,

sz —1
d’ou I'on déduit I'intégrale complete
z = ch (x cos ¢ + ysin ¢ — a).

Cette intégrale complete est formée de cylindres dont les génératrices sont
paralleles au plan xOy et dont les sections droiles sont des chainettes égales. On
en tirc l'intégrale générale par le procédé classique.

Probléme 50.

Soil y une intégrate quelconque de Uéquation différenticlle linéaire du second

ordre
2

() Y = y/(o).

[(x) étant une fonction donnée de x. Démontrer que le cube de celle inlégrale
z=y" vérific une équalion différenticlle linéaire et homogéne du quatriéme
ordre (E,) don! les coefficients ne dépendent que de la fonction f(x) el de ses
dérivées, et calculer ces coefficienls.

Connaissant deux intégrales particulicres dislincles y,, y, de Uéquation (E),
en déduire linlégrale générale de Uéquation (E,).

A quelle condition doil salisfaire la fonction f(x) pour que Uéquation (E,)
admelle Uintégrale particuliére z =17 ‘

Trouver les fonctions rationnelles f(x) satisfaisant i celle condition, el vérifier

directement le résullat. (Paris, ocl. 1928, épr. der. : 2° quest.)

On a successivement, compte tenu de (E),
z==yd 2/ =3yy’, z' = 3y* [+ byy", 2 == Jyt f1 4 20y %y' [+ 6y'3,
2@ = 3y(f" + 1)+ 30yy' ' + 60yy'2f.

Eliminons entre ces cing équations les quantités

yhooyy, o oyt Y
si I'on remarque que y'* ne figure due dans la quatrieme, il suffira d'éliminer

v oy, yy?,
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entre les trois premieres et la cinquiéme, ce qui donne

iz 1 0 0

! ‘

z 0 3 0 —o,
2 3f 0 6

z® " +Tf?) 301 60f
c’est-a-dire, tous calculs faits,
(E) z® —10fz" —10f'2" 4+ 2(9f2 — 3f") = 0.
Soient y, et y. deux intégrales particulieres de (E). L’équation (E,) admet l'in-
tégrale particuliére
z = (ay1 4+ By2)* = 2y} + JBylys + 3aBysyl 4 Byl

comme elle admet aussi les intégrales yi et y3, il en résulte qu’elle admet I'inté-
grale particulicre
z = 3oBYys + 3By iy’

pour toutes les valeurs des constantes arbitraires « et ; autrement dit l'intégrale
z = ayy, -+ by.y;

pour toutes les valeurs des constantes arbitraires a et b, ce qui revient a dire
qu'elle admet les intégrales particulicres yjy, et y,y3. Nous connaissons done
quatre inlégrales particulicres de (L), savoir

vy, ¥ Y Y

et il est clair que ces quatre intégrales sont distinctes. L'intégrale générale de (E)
s'écrit donc
z = Ayl + Byly + Cy.yi + Dyi.

Pour que l’équation (E;) admette I'intégrale z = 1, il faut et il snffit que 'on ait
/'U . 3/‘2 — O-
On en tire
2 =0 =0, iz ot —de =)
V2f1-+C

Pour que f soit une fonction algébrique, il est nécessaire que C=0; on a
alors

1
.; 2

Trdf—eyide, o T
[ rdf=cyzde,2f (x + ay

En prenant comme nouvelle variable indépendante x 4+ a i la place de x, on
pourra poser

=—«/2@+a), f

2
=2
L'équation (E) s’écrit dans ce cas

2y’ —2y=0;
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c’est une équation d'Euler. Cherchant des intégrales particuliéres de la forme x*,
on trouve

| _ a
Yyi=— Yy =22, d’ou y=—(—v——+—ba:2.

Quant a I'équation (E,), elle prend la forme
x3z®) — 20xz" +40z' =0;

c'est encore une équation d'Euler, et on vérifie aisément qu'elle admet les

intégrales premieres
1

2
?

22=|, Z;,=.’l?3, z‘r:a:“,

ce qui est bien d’accord avec les résultats obtenus précédemment.

Probléme 51.

Calculer avec une erreur relative inférieure a 0,1 un couple de périodes

distinctes de Uintégrale indéfinie
z dz

a \/2z—z2——:;3

a étant indépendant de z. ([)a,.is, ocl. 1928, épr. prat.)

b

Le polynome sous le radical admet les racines

zy =0, z, =1, zy = — 2.
On obtiendra donc un couple de périodes distinctes, 2w, et 2w,, en posant (*)
0 dx

)y = i P ————————

o — /" dx

{ — ———————————— )
o V2@ —z—a?)

les deux intégrales a calculer étant des intégrales de fonction réelle prises suivant

un segment de I'axe réel.
Calcul de w,. Posant x =sin?¢, on a immédiatement

—‘; d cm"‘ “%
0 =2 s 3 ( —‘E> do.
‘ ‘/; V.J—%—sm2 V2 f 2 ¥

Aw 1
= A —
‘/3 pour avoir — o P o ou Aw, < i()’ il suffira donc

de prendre Aw, < - On a ensuite

On voit d’abord que o, >

i

<l+sin;9>—:2 2,_sin2<p+3sin‘<p__

4‘ 32 ...;

M) 1, 218.
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et il est clair que dans la série alternée du second membre le terme général tend
vers zéro. En arrétant la série a son second terme, on commettra sur », une erreur
inférieure a

02¢/2  9><32> 1.5 30

16.32 3252 16 <39y

2
32

o
sin* gdp =
0

wia

5 _sinte\ o Tny/2,
On a alors Vf (l i >Y i

Il vient ensuite  Amy/2 = wA;/é -+ ‘/ﬁAn < 4AY2 +- 2Ax;
en prenant = = 3,141 et /2 =1,414, on aura

\/Z< donc Am/z<~ﬁ—-

Am <3000 1 000 1000

1 000
On trouve ainsi n‘/é = 4,441, avec une nouvelle erreur inférieure a 7000 ‘:00,

/2= 4dbl, AnY2<-——

1 000
puis 'ZE{\(?' = 1,943 avec une erreur inférieure a TO"UT)’
7:‘({“ =1,943, 2 Z?({: < (b 060 + 'T(}oo <3 2 '
Il vient donc en définitive
o= 1,943, Aw < fg) 520 Sy

c’est I'approximation demandée.
Calcul de . Posant x = — 1 — cos g, on a

1
d\? < cog c{> Y
"""(l) _ o ——— —_— d 0.
: f ‘/ ~+ €08 ¢ c,/ \/ 2/ ¥

On a comme précédemment |, > - E, et on en déduit qu'il suffira de prendre

AI”’2|< 10

Développant la fonction a intégrer, on a ensuite

—.l.-
cosg\ * 1 cosg  1.3cos’y 1.3...2n—1cos"¢
1 bl = — T - —_—e - (— 1) oo
( Ty ) 2 2 2.4 2 S W TR T
quand ¢ varie de zéro a =, la série du second membre est absolument et uni-
formément convergente, car son terme général reste en valeur absolue inférieur
au terme général d'une série & termes positifs et constants qui est convergente,

v _1.3.5.2n—1 1
" 2.4.6...2n 2n

Un ot _'_.
’ v, < 2
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On pourra donc intégrer terme a terme dans l'intervalle (0, ©). Oron a évidemment

/ﬂcos’-”'*‘ edp =0,
0

x

" 2 r ,
f cos? ¢dy = / cos odg + [ cos™ ydy,
0 Jo .

A

d’ou, en faisant dans la derniére intégrale le changement de variable ¢ == — 0,

®

/‘ﬂcos"" gdy = 2‘/'20052" wdy ;
0 0

posant alors sin® ¢ = u, on aura

o[
0

[

cos®" gdy = /‘(1 — u)"" *u du= B(n -+ 71;; I;)

rn+\r(L
_\ 2 2) 1.3.5...2n—3)2n — 1)
o n! 0 2.4.6...2n—2)2n

On en tire

x 2 .

0

n+1

. u y .
Dans la séric du second membre le rapport ="*" d’un lerme au précédent est

n

1 1 G o . .
n et tend vers T quand n croit indéfiniment. En arre-
tant la série au terme u,, on commettra donc une errcur inférieure a

4
i1 bt ) = b

constamment inféricur a

oron a, pour le troisicme terme de la série, la valeur

3.5.71.3 = _ 105x huy 3B 3x _ 35 4
46834‘»“2“’ 3 v b’r< P

.

Uy =

322 100’

. . A
on pourra donc prendre, avec une erreur inférieure a 100°

o4
- cosg\ *, _ 1.3 1 = 67z
/O(H' 2 ) de =m0 W T
Revenons alors a w,, on aura

677!\/..1 .
128 "

nous avons trouvé précédemment ny/2 = 4,441 avec une erreur inférieure a

b y2 3
Alog| < - V2 <100’

Wy =
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T done STEV2 _ 67 >< 4,441
)

1000 128 = oy avec une crreur inférieure a ?6()7) Cette der-
niére quantité est égale a 2,324 avec une nouvelle erreur inférieure 4 ——:
- 1000
a donc en définitive
. .
o= 2320 Aoy< o 39

um " 1000 = 1000 10

Nous avons ainsi obtenu un couple de périodes distinctes avec une erreur
relative inféricure & 0,1 ¢

2“” == ;,88“, 2(0_» == ,l,ﬁ/lsl

Probléme 52.

Les axes Oxyz sont rectangulaires. On désigne par C un cercle variable du
plan Oxy, dépendant des deux paramétres (x,y), dont Pégualion est

(X—x) 4+ (Y —y)?— 2=,

o 3= [(x,y) est une fonction déterminée de (r,y); (X, Y) sont les coordonnées
courantes d’un point de C. A (Iza(/ue point m(r, y, z) de la surface 8, d’équa-
lion z = [(x,y), correspond ainsi un cercle C.
t° Lorsque m décrit sur S une courbe y, définie par sa projection y == ¢(.r)
sur xQy, le cercle C admet une enrveloppe E. qu’il louche, en général, en deux
points M et M'. Déterminer Uéqualion de MM', et en donner une construction
géomélrique connaissant la langente mi @ y en m. A chaque tangente mt de S
correspondent amnsi deur points MM' de G, el les tangentes M, M'1" @ C en ces
points.
2° I'n chaque point mde 8 on peut choisir mt (en général de deur facons
différentes) de maniére qu’elle soil orthoyonale a MT, les deux directions ml,
et mty possédant celle propriélé pouvant élre réelles et distincles, ou confondues,
ou imaginaires. Caraclériser par une propriélé yéoméirique simple la réyion ¥
de S ot elles sont réelles el distincles, et la courbe I limilant celle région. Dé-
termuner les surfuces S exceplionnelles pour lesquelles miy el mi, sonl loujours
confondues.
30 S w'élant pas exceplionnelle, il existe sur elle deux familles de courbes (y,)
el (yy) lelles que, par chaque point m de S ,il en passe une de la famille (vy,)
langente a m(, et une de la famille (y,) tangenle a mly. I'quation différentielle
des projections de ces courbes sur xOy. Dans quelle relation géomélrique se
trouvent une courbe (y) el Uenveloppe E,, correspondante? Les courbes (y,) et (y,)
présentent-elles sur 1" quelque particularité? Pour quelles surfaces S, l'une des
familles () ou (y,) est-elle formée de courbes planes dans des plans paralléles a Oz?
4 Déterminer 8 de facon que la projection sur xQOy de la famille (y,) soit
une famille donunée de courbes glr,y)-==a, dépendant du paramétre a. S est
Laing, Exerc. ’ 8
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alors intégrale d'une équalion linéaire aux dérivées partielles qui s'intégre par
une seule quadrature. Expliquer ce résullal par des considérations géomé-
triques. Effectuer complélement Uintégration dans le cas ot la famille donnée
est composée des cercles concenlriques x*+ y? = a?,

(Paris, juillet 1929, épr. écr.: 1™ quest.)

1° Posonsg——i:p, 09[ = ¢. En dérivant par rapport a x I'équation du cercle C

on aura pour MM’ I’équation
M X—z+g(Y—y)~+zp+qg)=0.

Considérons le céne de révolution ¢, de scmmet m, passant par C. Soit I le
centre de C; le rayon de C étant égal & Im,
le demi-angle au sommet du cone € est égal
T
T
famille de cones égaux, chaque cone € est
touché par le cone infiniment voisin suivant
deux génératrices qui sont évidemment
mM et mM'. La tangente m¢ 4 y en m étant
la position limite de la droite qui joint les
sommets des deux cones est l'intersection
des plans tangents a ¢ suivant les deux
géncératrices caractéristiques mM et mM'.
Par suite, si i est le point ou cetle tangente
coupe le plan z=10, uM et uM’' sont tan-
gents a C, autrement dit MM’ est la polaire de p par rapport a C.

Il est facile de retrouver ce résultat par le calenl. Soient (€, ) les coordonnées
d’un point du plan de C. La polaire de C par rapport & ce point a pour
équation (*)

@ K=o —2) + (Y —yln—y)—=* =

Or pour le point ., intersection du plan 7Z = 0 par la droite

i

a A la courbe C correspond ainsi une

{ VA BT
on a :
z zq’

3 =T— i N=Y e
® p+q9° AV ENTA
portant ces valeurs de §, n dans I'équation (2) et supprimant le facteur z, on
retrouve I'équation (1).

2° La droite m¢ se projette sur le plan Oy suivant ul: la droite MM’, perpen-
diculaire a pl, est perpendiculaire au plan pulm, donc orthogonale & m¢. En tout

Y

M1, 28.



EXERCICES 115

point m ou le plan tangent a S n'est pas parallele a Oz, m! ne peut pas étre
perpendiculaire au plan zOy : elle ne peut donc étre perpendiculaire 8 MT que
si MT coincide avec MM’, ce qui exige que . soit sur C. On doit donc avoir, (§, 1)
désignant toujours les coordonnées de .,

E—a)P+(n—yP—zt=0,
c’est-a-dire, d'apres (3),
) (> —1)g"” +2pqg' +p*—1=0.

Aux deux racines de cette équation en ¢' correspondent les directions mé*
et mt, de I'énoncé.

Le discriminant de cette équation est égal a p*> + ¢* — {. La région X est celle -
pour laquelle cette expression est positive : on a done en tout point de ¥

1 1
{+p*+q? K
ce (ui exprime que l'angle aigu de la normale a S avec Oz est supérieur a ;f
/)

L'interprétation géométrique est évidente : si le point u. est sur C, on a

— -
uml = —;
4

donc la normale, qui est dans le plan perpendiculaire en m a my, fait avec ml un

angl ins égal 4 =
angle au moins egal a Z

La courbe I', qui limite la région X, est le lieu des points ou la normale a S
T

4

En définitive, on obtiendra les directions m(, et m{, relatives 4 un point m de
S en joignant ce point aux deux points ou le plan tangent en m a S rencontre le
cercle G. Autrement dit m{, et m¢, sont les généralrices suivant lesquelles le cone
€ coupe le plan tangent. Il est clair que toute courbe v qui est tangente en chacun
de ces points & I'une des directions m{, ou m¢, est une hélice sur un cylindre dont

fait avec Oz l'angle -

. 3 \ . . ., T
les génératrices sont paralléles a Oz et coupent y sous un angle égal & —.
4

Pour que m!, et mt, coincident en chaque point de S, il faut et il suffit que S
soit une intégrale de I'équation

pr+qgr=1.
On obtiendra une intégrale compléte en posant, o désignant une constante
quelconque,
p = €os «, q =sina,
d’ou z=2xCoSa-+1y sina-fB.

On a ainsi une intégrale compléte formée des plans paralleles aux plans tan-
gents au cone x*+y*>—z>=10. Ce cone coupe le plan de I'infini suivant une
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conique c: l'intégrale générale est la développable la plus générale passant par |
cette conique. On aura son équation en ¢liminant « entre les équations

Z == €0S a + ¥ Sin « +- f(a), 0 = —xsin « + y cos « - §'(a),

ou B(«) désigne une fonction arbitraire.
3° On obtient I'équation différentiellc des projections des courbes (y,) et (v.) sur

le plan Oy en remplacant dans I'équation (4) ¢' par ZZ. ce qui donne l'éguation

6) (p* — Ddat + 2ngdedy + (¢ — Ddy? = 0.

Soit (y,) la projection d'une courbe (y,) surle plan des ay ; la droite I est tan-
sente en [ a (y{), et comme MM’ est tangente en p o E,, Ip. est normale en pa
cette enveloppe. Done (y1) est la développée plane dek,,, (v,) est sur la surface

polaire de E.,, et comme ml rencontre normalement E,,, cetle courbe admet (y,)
comme développée, ce qui montre bien que (y;) est une hélice(t), comme nous

I'avions déja remarqué.
La courbe I', définic sur S par 'équation

O PPt —1=0,

limite, nous l'avons vu, le domaine d'existence des courbes (y1) et (y2). Elle se
présente analytiquement comme U'intégrale singulicre de I'équation (5). Or on

tire de (6) avec les notalions habituelles
(pr+-gsydr-1-(ps+4- gOdy =0,

el on voit sans peine que les surfaces S pour lesquelles T satisfait a (%) doivent
veérifier une certaine équation aux dérivées partielles du second ordre. Ainsi, en
général, I' est un lieu de points de rebroussement des courbes (v) et (y,).

Si une courbe (yy) est située dans un plan parallele & Oz, comme sa tangente

. . . s . . . . . .
doit faire I'angle . avee cel axe, clle se réduit néeessairement a une droite in-
(3

clinée a &5 sur Oz. Les surfaces S, de I'énoncé sont donce les surfaces réglées
engendrées par une droite qui sc déplace en faisant constamment avee Oz

) T
angle T
Une telle sucface peut étre représentée analytiquement par les équations
r=2zc0s g+ a(g), y = zsin ¢ -+ f(y),

oit z ct ¢ joueut le role de coordonnées curvilignes. On tire de ces équations

z cos 4 —+ f p zsing —af
= _in ¢ -~ cos g z—a'sin ¢ -+ B’ cos ¢

La courbe I', d’équation p*+-¢* —1 =0, est alors représentée par 1'é¢quation

M o ¢os g + [’ sin g = 0.

() 1, 93.
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Si cette équation est vérifiée identiquement, la surface S, est développable : ¢'est
une des surfaces cxceptionnelles définies au 2°. Si elle n'est pas vérifice identi-
quement, elle fournit une ou plusieurs valeurs constantes du paramétre o : la
courbe I' est alors formée d'une ou plusieurs génératrices rectilignes de 8.
Reportons-nous a 'é¢quation (). En coordonnées curvilignes z ct ¢ clle s’éerit

2(a’ cos ¢ + ' sin :‘o>dzd<p —+ [(a’ — zsing)’ + (B +- = cos cp)*]dqu =),

On obtient ainsi d’une part la famille de courbes (y,) d¢ ==10, formce des
génératrices rectilignes de Sy, d'autre part la famille de courbes (yy) définic par
I'équation différentielle

(R) 2(o' cos 5+ &' sin w)dz -1 [32 — 23(s’sin g — 8 €08 ¢) -+ «? - B |dy = 0,

qui est une équatlion de Riccali. I est clair que les génératrices rectilignes
définies par I'équation (7) satisfont a I'équation (8): donc dans ce cas la courbe I',
qui est formée de ces génératrices, est I'enveloppe de la famille (vy,). On voil de
plus que la détermination des courbes (v2) n'exigera que des quadratures (*).

4 L’équation (5) peut s'écrire

(pdx -+ qdy)* — (de* + dy?) = 0.

Pour que cette ¢quation admette la solution g.dx -+ ¢,dy == 0 il faut et il suffit
que l'on ait

) Py —qg. —Vgi+ g5, (=)

Les surfaces S doivent donc satisfaire & 'une ou Pautre des deux équations
ci-dessus, qui sont linéaires et du premier ordre.

Le systeme différentiel des caractéristiques s’écrit

de  —dy  dz
T e 2
gy 9. Vyiebgy
on a immédiatement Uintégrale ¢(x, y) = «. Tirant alors y de cette relation en

fonction de « et de a et portant dans I'équation

/gt -+ a2
s — Vyi -+ g; dr,
gy

on achevera la délermination du systeme caractéristique par une quadrature.

Tout ceci s’explique aisément par des considérations géométriques. Soient M
uu point quelconque de I'espace, m sa projeclion -sur le plan des .y, mt la
tangente & la courbe (g) qui passe en m; par hypothese la surface S qui passe
en M contient une courbe (G) qui sc projette sur le plan des xy suivant (¢),

. y T o m
et dont la tangente fait constamment 'angle - avec Oz. Si MT est la tangente
b

en M a (G), on voit que MT coincide avec I'une ou 'autre des droites A, A’
suivant lesquelles le plan Mm¢ coupe le cone de révolution de sommet M, d’axe

(1) I, 42,
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paralléele a Oz et de demi-angle au sommet%- A chaque point M de l'espace
correspondent ainsi deux droites A, A’, et le plan tangent en M a une surfacc S
doit contenir 'une ou l'autre de ces droites. Donc les surfaces S sont intégrales
d'une équation aux dérivées partielles du 1°* ordre qui se décompose en deux

équations linéaires (*). Soient d'ailleurs [(x, y), B(x, y), 0] les cosinus directeurs

8l
de mt; ceux des droites A, A’ seront-—, ~(L, 5‘:.: le systeme différentiel des
caractéristiques s’écrira donc V2 V2 Y2
de _ dy =edz,
« B

el comme la premiere équation a pour intégrale générale g(x, y) == a, la détermi-
nation des caractéristiques n’exigera qu’une quadrature.
Prenons par exemple ¢ = x? + y* = C'°. Si I'on pas32 aux coordonnées polaires

&L= p COS ¢, y=psing,
I'équation (9) s’écrit simplement

oz
= T
d’ou l'on tire
z=[(0)E 09,

[ désignant une fonction arbitraire.

Probléme 53.

1° Intégrer Uéqualion différentielle

. v — pu'? -t ' 4y,
) y=wy?-+y" oy =

2° Trouver le nombre des courbes intégrales réelles qui passent par un point
donné du plan d’aprés la position de ce point dans le plan.

3¢ Soient x,, y, les coordonnées d’un point M, pour lequel Uéquation (E)
a une racine double en y', quand on remplace x et y par x,, y, respectivement.
Indiquer la forme des courbes intégrales qui passent par le point My dans le
voisinage de ce poinl.

4 Donner les formules qui représenlent paraméiriquement les courbes inté-
grales passant par le point de coordonnées x =1, y =0.

(Paris, juillet 1929, épr. écr.: 2° quest.)
1* Pour intégrer I'¢quation

Fla, y, y)=axy* +y"* —y =0,

() 11, 226.
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nous formons le systeme (*)

de_dy _ __Fdy
1y F.+yF,/
, 9 2l
qui s'écrit ici de _ ‘i',/ = —:“v—,j:ﬂd 1
ty y—1 "

On en tire 'équation linéaire

/ dr e "
@ =gy H2e+3y'=0,

qui s’integre aisément et donne, si 'on pose y' = ¢,

T (=) 2
L’équation (E) donne énsuite
2 3
y==tr+)= AL f

(=132 2
La courbe intégrale générale est donc représentée paramétriquement par les

équations

A 1 A 2
1 L= o — = —
( ) r (( o 1)2 9 ’ y (t-—- 1)2 92

C'est une quartique unicursale.

Cherchons s'il existe des intégrales singuliéres. Sur une telle intégrale y' doit
¢tre une racine double de I'équation F =0, ce qui éxige
2

y=0 ou y’='-———§—

A ces valeurs correspondent, d’apres 'équation (E), la droite y = 0 qui est une
s

intégrale, et la cubique y = [;_? qui n’est pas une intégrale. 1l n’y a donc qu'une

seule intégrale singulicre, I'axe des ¢, enveloppe des courbes intégrales générales:

la courbe définie par les équations (1) est en effet tangente a I'axe des x au point

3
A<—— —‘-1;, 0)- La cubique y :%’i est un lieu de points de rebroussement des

-

courbes intégrales.
2° Le nombre des courbes intégrales réelles qui passent par un point donné

(o, yo) est égal au nombre des racines réelles de I'équation

(2) ‘ t.'l ~- t2xo - yo - O.
Posons u =8+ 2xy — y,, d’ou %’ = {3t + 2x,).
Les extrema de u corvespondent a
. 9z
=0 et lp=-—=2
1 2 3 )
[JRRNE L [ g
d'ou 'on tire u = —1, u2=?ﬁ——yo,

*) 11, 30,
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et pour que I'équation (2) ait trois racines réelles il faut et il sulfit que u, et u,
soient de signes contraires, ce qui exige

A
.’/0<?/0 - ':)§°> < 0.

Si nous tracons dans le plan xy la cubique C,

quo?

27’

nous voyons sur la figure ci-dessus que par tout

point M(ir,, y,) situé dans I'une des régions 1 ou

2 passent trois courbes intégrales réelles et a

tangentes distinctes, tandis que par tout point

extérieur a ces régions passe une courbe intégrale réelle et unc seule. '
3° Etudions maintenant les courbes intégrales au voisinage des lignes sépara-

tives, axe des ¢ ou cubique C. _

Soit d’aberd (irp, 0) un point de l'axe des . L'équation (2) admet la racine
simple ({ = y; = — x, et la racine double {,=0. A la premiére correspond une
courbe intégrale C; pour laquelle le point considéré est un point ordinaire; a la
seconde vout correspondre deux courbes intégrales Cy et C; dont Uune G, n’est
autre que l'axe des x, qui est tangenl a G, au point (ry, 0); en dérivant deux fois

P'équation (E) et faisant r==.r,, y==0, y' =0,
y on trouve d'ailleurs

Y=

y'— 2yt =0,

. Y 1
d'ou 5 == 0, Yy == —
' ) 2x,

Cs
\\ / Au voisinage d’un point de 'axe Ox, les
x\ ¢, &
Cy

0 courbes intégrales ont donc la disposition ci-
contre. N
. . by . .
Soit en second lieu (&, 7 ) un point de C.
-

; ' D P

, . . . . x . 2
L’équation(2)admetla racine simple ¢, =y — ;“ etlaracinedouble L=y}=— 3 0

A la premiere correspond une courbe intégrale C, pour laquelle le point considéré
est un point ordinaire, & la seconde une courbe

ot ] intégrale C, qui aura en ce point un rebrous-
//1‘1 sement a condition que y. ne soit pas le coel-
L ficient angulaire de la tangente & C au méme
///,\ point. Laissant de coté pour le moment ce cas
i particulier nous voyons que les courbes inté-
4~ grales qui passent en un point de C ont la dis-
=770 x position ci-contre. .

s Reportons-nous aux équations (1), et cher-

2x
, . 0 .
chons & déterminer la constante A de telle sorte que pour t=—‘:§~, on ait
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4_1:21
T =1x Y =1y,=—-" On trouve

' 21
9rs -+ 3)
A = @0_".,1%)_,
54
oo 2
Si l'on pose alors (-+"""=u,

on obtient alors, au voisinage du point considéré, a partir des équations (1), les
développements
9 3,
N e I N i S Y =1y— — U
(20 1-3) U Ak LR P ’
qui montrent bien que le point (&g, y,) de € est un point de rebroussement de (..
Observons que ces développements n'ont plus de sens pour 2u, -3 = 0. Kn ce

point de C on a

. )X

D Y
Ly = - n 1 0 =T = oy 1 e = = _l_,'
_)‘ '/ .3 ./ .{ ./ )

¢'est le cas exceptionnel écarté tout a I'heure. [l correspond a I'hypothese A == 0:
les équations (1) montrent que C, se réduit dans ce cas a4 une parabole tangente

)
. 3 1y . .
au point <—~ I _)~> a la eubique C.

Enfin il reste a é¢tudier les courbes intégrales passant par l'origine au voisinage
de ce point. On a d’abord 'axe des .; puis on voit sur les équations (1) que la

. . . 1 .
seule courbe intégrale passant par lorigine correspond a A = -, et le paramelre
-
¢ prend en ce point la valeur 0: on ohlient alors pour .¢ et y au voisinage de ce
point les développements

L= (P} Yy=_1" ..

ce qui montre que la courbe intégrale considérée a un rebroussement en ce point.

4° 8i l'on se reporte au début du 3°, on voit que les deux courbes intégrales €,
et Cy qui passent au point (1, 0) sont telles que sur la premiére ce point corres-
ponde a la valeur ¢ ==—1, et sur la seconde & (-=0. Il en résulte immédia-
tement que ces courbes sont représentées paramétriquement par les équations (1),

ou l'on fait A= 2 pour (; el .\ = - pour C;. La courbe €, est d'ailleurs, comme
-

on 'a vu, tangente au point (1, 0) a l'intégrale singulicre y = 0.

Probléme 54.
1° Monlrer que Uexpression

P—y? — 2y5dx -+ [ — ey -+ (Y 4 2y — 20*) + 2r|di
Ad - By — WP —=y* —2pde 4 [ — vy? -+ (y? A4 2oy — 2u?) + 2r]dy
Adz - Bdy Cyt (2 — b = Dy — (e - Dy + S

est une différentielle tolale exacle dU.
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On vérifiera que U'on peul prendre U = Arc tg

nomes en x el y, de degrés respeclifs 2 et 1 en y. Q
: )

2 Quels points («, ) du plan le chemin C doit-il éviter pour que Uintégrale

/ Adx + Bdy ait un sens?
c

3° St C estun contour simple fermé parcouru dans le sens direct, quelle est la
valeur de Uintégrale précédente?

Traiter d’abord les cas ou C est un pelit cercle de centre (a, B).

4 Soient les points N(—1, — 1) et N'(3, 3). Calculer

fN’ Adx + Bdy,

le chemin d’intégration élant le demi-cercle de diamétre NN' coupant la parlie
positive de U'are des x.
Méme question avec les points N(A — ¢, A — o) et N(4 +¢, 1 +5p), (e > 1).

(Paris, juillet 1929, épr. prat.)

» P et Q désignant des poly-

1° La fonction U(x, y), si elle existe, doit satisfaire a I'équation

oU_\ y' =y =2y 000
ox z(y? —’t/+">——-v\fl/'——y)+t/ +y

Le dénominateur du second membre est un trinome du second degré en r dont
le discriminant est égal a — 4(y® — y* — 2y)?; on intégrera donc au moyen d'un
arc tg, et I'on aura ainsi
a(y® — 2y +5)—3y*+y

)

Yy -yt —2y

Sil'on peut maintenant déterminer la fonction ¢, dépendant de la seule variable

U=arctg + ¢(y).
y, de telle sorte que ?U = B, l'expression Adx + Bdy sera bien une différentielle
oy

totale dU, et pour avoir U on n'aura a cffectuer que la seule quadrature qui donne
" ¢(y) (1). Le caleul est un peu long, mais facile; on trouve finalement

! i 2 d, . ) R t y J— 1
(?/) == - _»*“)-.l—l*-—;—‘*s ) ou 1’) == — are g I A:é..___’
' —_9 NN 2y .
et par suite U —aroty MV EDZI Y oy =),
Yy —y —ay 2

Appliquant la formule classique arc tg a — arc tg b = arc tg -la_:abb, on obtient

( —D—y
M1, %4,
©) A titre d’exercice, on reprendra le calcul en posant P=Xpy2 +2X, 1y + X3, Q=Xsy + Xy, les
X; désignant des polynomes en x. On portera ces valeurs dans la relation ~ QdP SZQ Adz + Bdy,

et on en déduira les X; par un calcul d'identification.
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2° Les points («, 8) demandés sont évidemment ceux pour lesquels U cesse
d’avoir un sens : ce sont les points communs aux deux coniques

(P) 2x—y*=0, (H) zy—1)—y=0.
Comme ces coniques ont une direction asymptotique commune, 'axe Oz, il
reste trois points d'intersection a distance finie

3%:0, ga2=‘%‘: 013:27
pl:O’ ﬁ‘lz_]v !33:2'
3° Posons X=uw(y —1)—y, [ =2z —y*;

ces équations, ot 'on consideére X et Y comme des coordonnées cartésiennes rec- -
tangulaires, établissent une correspondance point par point entre les plans (z, y) et
(X, Y). Cette correspondance n’est pas biunivoque; a chaque point du plan (z, y)
correspond bien un point et un seul du plan (X, Y), mais la réciproque n’est pas
vraie, puisque, par exemple, aux trois points («;, B;) correspond U'origine des axes
de coordonnées dans le plan (X, Y). A un contour simple fermé du plan (x, y)
correspond, dans le plan (X, Y), un contour fermé qui n'est pas nécessairement
simple.

Ceci posé, tracons dans le plan (i, y) la parabole (P) et I'nyperbole (H). 1l leur
correspond dansle plan(X, Y)l'axe
des X et l'axe des Y respective-
ment. Considérons un petit cercle
y entourant I'un des points d’'inter-
section, par exemple (a, B3);
il lui correspondra un contour
fermé¢ I' dans le plan (X, Y), et
comme y coupe alternativement
chacune des courbes (P) et (lI)
en deux points, I' coupe alterna-
tivement chacun des axes de coor-
données en deux points, autre-
ment dit I' entoure une fois
Porigine. Donc quand le point
m(x, y) tourne une fois autour de
I'un des points («;, B;), la fonction

U=arctg -»)Y—(- varie de 2x.
Yo D(X, Y) :
On a d'ailleurs A== f= 2 y(y — D) 4+x —1];
D(x, y) vy =1 )

A est positif au voisinage de (ay, By), négatil au voisinage de (x, B2) et (a3, Bs).
Donc (*) la variation de U est + 2r quand m tourne dans le sens direct autour

) 1, 145.
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de (ay, By), et — 27 quand m tourne dans le sens direct autour de (23, P2) ou
(a3, B3). Au premier point correspond la période polaire 2z, aux deux autres la
période — 2r. .

La valeur de I'intégrale / Adz +- Bdy prise dans le sens direct le long d'un

contour simple fermé C est alors égale(') a la somme des périodes relatives aux
points (a;, B;) situés a l'intéricur de C.

4° Le cercle de diamdtre NN a pour centre le point o(1, 1), centre de (H), et
aux points N et N correspond dans le plan (X, Y) un seul point I(3, — 3). Quand
le point m(x, y) décrit le demi-cercle situ¢ au-dessous de NN, il rencontre
d’abord (11), puis (P), puis (1) et enfin (P); donc le point M(X, Y) partant de I
rencontre d’abord OY, puis OX, puis OY, enfin OX et revient en 1: il tourne
autour de O dans le sens rélrograde, et la valeur de l'intégrale est — 2=,

Si I'on prend le demi-cercle de diametre NNN(1 —z, 1 —2), N'(1-+¢, 1+2)],

. . 17 . \ . ,
avec ; > 1, on voit que si \5>!/~W la conelusion précédente subsiste, lordre des

.

2y/2 y

; : \ . 17 . .

intersections restant le méme. Si 9:7-, le demi-cerele passe par le point
22 :

. : SN 7 :
(23, B2) et Uintégrale n’a plus de sens. Enfin si 1 < << \9/\/0, le point m(r, y)

rencontre d'abord (P), puis (11), puis a nouveau (I1) et enfin (P); le point M(X, Y),
partant du point 1(:* — 1, 1 —¢?) pour y revenir, coupe d'abord OX, puis OY,
puis i nouveau OY, et enfin OX; done il ne lourne pas autour de l'origine, et
Uintégrale est nulle. '

Probléme 55.

On donne Uéquation aur dérivées particlles

) 3pg —ury =a ou F(c,y, s, p,q)=a.

x et y sont les variables indépendantes, = est la fonclion inconnue. On a posé
0z 0z S . -

P= 1=y est indépendant des variables précédentes.
or oy

1* La détermination des [onctions G(x,y, s, p, y) lclles que, pour loule
valeur constante de b, Uéquation

2 G=20
Jjoinle a (1) donne une équation intégrable
3) dz == pdi + qdy

équivaul i lintégration d’un systéme d’équations différenticlles (k) que lon
écrira.
Montrer que G admel les (rots valeurs suivanles :

pizt—y?, ¢*zt — x¥, prs—qys.

M 1,71
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Pour chacune de ces lrois délerminations de G, déduire des équations (1),
(2) et (3) une intégrale compléle
G V(x,y,z,a,b,¢)=0
de Uéquation (1), oit b el ¢ sont des conslanles arbilraires.
2° Meltre en évidence les combinaisons des équations (&) qui donnent chacune

des solutions indiquées pour G.
3* Chercher la surface intégrale de (1) passant par la courbe

z=0, L. % —1=0 (o« et B indépendanlls de x et y).
a- 5"

On étudiera d’abord le cas particulier a = ().
k' Déduire de la relation (5) Uintégrale compléte de Uéquation (2) on b a
une valeur indépendante de x, y, =, p, (.
De quelle équalion
(e, g, 2, o) =
la relation (5) donne-t-clle une intégrale compléle quand on y fait varier a el b,
laissant ¢ fize? (Paris, ocl. 1929, épr. éer.)
1° et 2°. Le systeme différentiel (4) n'est autre que le systeme qui délinit les
caractéristiques de 'équation (1); il s’écrit done
dr  dy dz d d
) e y__ %= . <dr. 49

2 3 23pg y - 23piq o 2zpq?

On mel facilement en évidence les combinaisons des équations (4) qui conduisent
a solulions

PPzt —y?, gzt —a?, prs — qys
indiquées par I'énouncé. Pour la premiere, par exemple, il suflit de remplacer,
dans 'expression
paidp == pizdz — ydy,

dp, dz, dy par les valeurs proportionnelles tirées de (4) pour avoir un résultat
identi juement nul. De méme pour les deux autres. Remarquons d’ailleurs que
ces trois solulions ne sont pas indépendantes, en raison de lidentité

- g\ == ~2 . \g 22 72 2.2 2N
(prz = qy=y=(z*pq —xy)® — (p*=* — y*Xq*=* — &%)
Considérons le sysfeme intégrable
2py — xy = a, pit—yi=1b;
HOUS poserons
pz+y=>0btge, ~pz—y=coly,
o b sin? ¢ -+ cos? b sin? ¢ — cos?
d ou l)::_‘ B S R _._CE, :, — e .(l'__u_,,__({"

2singcos g 2singcos g
¢ vOQ : inem — o2
o . 2asingcosg +x(bsin® g — cos’ )
hsin?y 4-cos?y
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=bsin*<p+cos’+d
2sin? g cos? ¢

On a en outre

et 'équation (3) s'écrit alors, avec les variables z, x et ¢,

b sin® ¢ 4- cos? ? d +2a sin g cos o -+ a(b sin? ¢ — cos? q;)d

adz = 2singcosy 2sin? ¢ cos®¢
ou encore
dz::(btg?‘—i—cot:p)dx—l—x( b 1 >dcp+~_—-—:}g~———dcp;
cos‘  sin? 9 Singcosp

on en tire finalement
6 x(btg ¢ —4-cotg)—z>+alogtg?e +c=0.

Cette équation, ou ¢ est une fonction de y et b définie par la relation implicite
@) b sin? ¢ — 2y sin ¢ cos ¢ — cos? ¢ = 0),

représente une intégrale complete de I'équation (1).
En partant du systéme

Z'pq —xy = a, q*z* —ax=b,
on obtiendrait de méme l'intégrale complete
y(btgy +cote) —z2 +alogtg®eg +c=0,

¢ désignant cette fois une fonction de x et b définie par la relation

b sin® ¢ — 2 sin g cos o — cos® ¢ = 0.

Considérons enfin le systéeme

#pg—wxy=a, (pr—qy)=>b,
et intégrons d'abord la seconde équation, qui est linéaire; le systéme carac-
téristique s’écrit

de __dy _zds

x y b’

et 'on a immédiatement les deux combinaisons intégrables
2z —
ydz 4 edy =0, ZE_ydz—ady gy, T
b yx y’
d’ol l'on déduit I'intégrale générale
2t =blog -;/‘”— + 4(zy),

¢ désignant une fonction arbitraire. On en tire

b b
92 —_— ! — e — !
=pz - +y(y y 2qz = ' +-’1,'\? ,
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d’ou, en portant dans I'équation (1) et posant xy = ¢,
2 772 1L At L b2
”=4(t+a)+%-, ?(l):&f‘/l“ +:at+bdt,

Posons, suivant la méthode classique,

2 , u—b?
ey 412 + bal + b? = 2 + u, d'ou {= e ;
Ka—n)
1 —
ontrouve ¢ = -g— +alog —+ b log v_.-b 5+ 2‘Ea —_IL) - Cr,
et I'on obtient finalement, pour I'intégrale compléte, 'équation
22 =blog— +alog(2—+a+e/ )+ blone‘/ : thi)‘ka¢~' + o
y o —20-+b

oulonapos¢ e==1, t=zxy, V =i+ bdat+ b

J° Dans les équations (6) et (7) posons tg¢ = (; nous aurons une intégrale
compléete de (1) définie par les équations

(8 x(!)l+~:> —z+2alogt+c =0,

Nous partirons de celte intégrale complete pour déterminer la surface intégrale
qui contient I'ellipse représentée paramétriquement par les équations

r=acos0, y=@sino0, z=0.

Portons ces valeurs de x, y, z daus les équations (8) et (9); nous aurons
aoy a(bt—k-;—) cos 0 +2alog t+c =0, b2 — 2B¢sin0—1=0.

D'apres la méthode générale (1), il faut dériver la premiére équalion par rapport
4 0, en remarquant que la seconde définit { comme une fonction de 0; on a ainsi

() —‘¢<bt+—1~> sinO-{—l <b——-—1—> cosO+9a];i_—O,
avec _Bs sin 6 + E‘/mb 1 d¢t _ ___Beoso

) _ = BT

b t do E‘/pz sin? 0 + b

La premitre équation (10) et I'équation (11) s’écrivent alors, toutes réductions
faites,
af cos  — ba sin -+ «ff* sin 0 cos 20 =0,

B sin 0 —+ ey/B sin® 0+ b
b

(12) o
2ca cos 0y/B2 sin? § + b -+ 2a log

() 11, 262,
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I'élimination de 0 entre ces deux équations donne la relation entre b et ¢ qui
définit, par I'intermédiaire des équations (8) et (9), les oc! surfaces intégrales dont
I'enveloppe sera la surface cherchée.

Eliminons ¢ entre les équations (8) et (9); on aura I'équation de I'intégrale
complete sous la forme

(13) 25:1)\/}/‘2‘4- b—z2—2a log (s‘/,v./—JZ{AQ b—- _1/) “+c =0,

et il est clair qu'il suffira de considérer, dans cette derniere équation, b et c comme
des fonctions du parametre 0 définies par les équations (12), qui donnent

b = {2 cos 20 +- a—@—cot(),
o

(#4) <e=2alog (s\/{i" cos*h+a B cot 0 — B sin 0)

3

N &
—— ea cOS 0\/{%‘1 cos® 0 - aji— cot 6 ;
o

il n'y a plus en définitive qu’d chercher I'enveloppe des oo! surfaces représentées
par 'équation (13), ou b et ¢ sont des fonclions du parametre 0 définies par les
équations (14). En dérivant (13) par rapport o 0 on a la nouvelle équation

\

( e ) a o )d/) dc —0

do a0

) Vit b byt b —eyVy? 40

et on obtiendra une représentation paramélrique de la surface cherchée au
moyen des variables y el 0 en résolvant par rapport & & et z les équations (13)
et (15), b et ¢ étant toujours définies par (14).

Nous effecluerons complétement les calculs dans le cas particulier o a = 0.
Les équations (13), (14) et (15) s’éerivent alors
(16) Qey/y? 4 b — 22 - ¢ = (),

b = (2 cos 20, ¢ = 2¢'afl cos? 0,

x . .
eff —— == 8in 20 +- ¢/ 8in 20 = 0.
Vyr+b

On vérifie immédiatement que 'hypotheése sin 20 == () ne fournit pas de solu-
tion; la dernicre équation donne done

o ) . k
yl4b=—¢ -[’-.r, d’ou b= pret- —ty
[

el I'on tire des deux précédentes, par I'élimination de 0,
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portant ces valeurs de b et c dans I'équation (16), on a, pour la surface cherchée,
Péquation

@y 2
= == —1=0.
P TR

Cette équation représente un ellipsoide et un hyperboloide & une nappe qui
coupent tous deux le plan z = 0 suivant 'ellipse donnée.

4° Pour tout systeme de valeurs des constantes a, b, ¢, I'équation (B) représente
une surface intégrale des équations (1) et (2). Si donc on donne a b une valeur
déterminée, I'équation (2) correspondante admettra pour intégrale complete la

congruence des surfaces représentées par I'équation (5) ou I'on considérera a et ¢
comme des constantes arbitraires.

Donnons a ¢, dans I'équation (5), une valeur bien déterminée, c,. Pour tout
systeme de valeurs données aux constautes a, b, I'équation

V(x, y, z,a, b, c))=0
représente une surface ¥, en tout point de laquelle on a
F(x,y, z, p, q)=a, G(x, y, 2, p, ) =0b;
donc la surface Z,, satisfait & I'équation
V(x, y, 3, ¥, G, ¢p) = 0.

Autrement dit 'équation (), ou l'on fait varier @ et b en laissant c¢ fixe,
représente une intégrale complete de 'équation

V(x, y, 2, F, G, ¢) =0().

Probléme 56.

Les axes Oxyz sont rectangulaires. On considére les poinis M, et M, dont les
coordonnées son!

"1/':411, xr=20,
M, {y=0, My {y = 4o,
z = 2u?-—1, zZ = — 202 1.

1° Equation du plan P perpendiculaire au segment M;M, en son milicu.

2° Lorsque u et v varient indépendamment Uun de Uautre, le plan P enveloppe
une surface S. Exprimer en fonction de u et de v les coordonnées du point M
ou P touche S.

3° Délerminer les lignes de courbure et les lignes asymplotiques de S.
Ont-elles des propriélés géométriques remarquables?

(Paris, oct. 1929, épr. prat.)

(1) On pourra, A titre d’exercice, reprendre tous les calculs en faisant d’abord, dans 1'équation
(1), le changement de variable z%—2Z.

LAINE, Exerc. 9
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1° Les composantes du vecteur M;M, sont proportionnelles &
2u, — 20, u? 42 —1,

et les coordonnées du milieu de M;M, sont (2u, 2v, u? — v?). L'équation du plan
P s’écrit donc
2u(x — 2u) — 29(y — 20) + (u® +- 02— 1) (z — u® +v?) =0,
ou encore ,
) 2ur — 20y + (W + 02 — 1)z —u* — Ju® +v* 4+ 302 = 0.

2° Les coordonnées (r, y, z) du point M ou P touche son enveloppe S satisfont
a I'équation (1) et aux équations que I'on en déduit en la dérivant successivement
par rapport a u et v, c'est-a-dire :

@) x—+uz-—2u® — 3u =0,
6) y—vz— 20" —3v=0.

En résolvant le systeme (1), (2), (3), on aura les équations paramétriques de S,
(4) T = 3u + Juv® — u?, y = Jv -+ 3u*v — v?, z = J(u* — v?).

3o Calculons les coefficients E, ¥, G, E/, F', G’ des deux formes quadratiques
fondamentales de la surface S. On trouve

E=G=91+u>+v??, F=0, E=6, F=0, G =—86.

Les relations F =10, F’'=0 montrent d’abord que le réseau des lignes coor-
données u = C', v = C' forme les deux familles de lignes de courbure. L'équation
aux asymptotiques s'écrit d’autre part

du? —dv =0, d’ou utov=0C_C'",

L’équation (2), qui est vérifiée par les coordonnées de tout point de S, montre
que les courbes u = C'® sont situées dans des plans paralleles a I'axe Oy. De
méme les lignes v = C'" sont situées, d’apres (3), dans des plans paralleles a
I'axe Ox. Donc les lignes de courbure sont des courbes algébriques planes. On
voit, sur les équations (4), que ce sont des cubiques unicursales.

Les mémes équations montrent que les asymptotiques (u == » = C**) sont aussi
des cubiques unicursales, mais ce ne sont pas, en général, des courbes planes
(exception faitc des droites de S, par exemple z =c+y=0¢et z=x —y =0).
Nous allons montrer que ce sont des hélices.

Considérons par exemple I'asymptotique u + v =a. Son plan osculateur est
le plan P défini par 'équation (1), et il suffira d’établir que tout le long de
I'asymptotique la normale a P fait un angle constant avec une direction fixe (*).
Or cette normale a pour cosinus directeurs

2u — v u? v —1{

T I Sty

2u N C k) N

9 4 09 2 )
202 — 2qu + a2 4+ 1 2u? — 2ou + o 41

¢'est-a-dire

u?— 2ou + o2 —1
2

2
2ut — 200 4 9% 4+ 1

(M 1, 79.



EXERCICES 134

Soient A, w, v les cosinus directeurs d'une direction fixe, V un angle constant.
En identifiant par rapport a u les deux membres de la relation
20 + 2u(u — @) + v(2u? — 20u 4 o — 1) = (2u? — 2au + «* + 1) cos V

et tenant compte de I'égalité 22 + u* 4+ vZ =1, on trouve

~———l~— po= ;L_, Y= ————— =cos V.
Va4 2 Va2 + 2 Va4 2
L'asymptotique u -+ v =« est donc bien une hélice, sa binormale faisant
I'angle constant V avec la droite fixe de cosinus directeurs (%, w, v).
Remarque. — La surface S est dite surface d'Enneper. On pourra vérifier que
c’est une surface minima.

Probléme 57.
On considére la courbe C définie par les équations paramélrigues

x=sinu, y:% cos® u, Z=cos u,
les axes Oz, Oy, Oz étant reclangulaires. Sur celle courbe on choisil le point A,
de paramélre u =20, pour origine des abscisses curvilignes, et le sens des u
croissants pour sens posi(if.

1° Calculer les cosinus directeurs a, B, v de la demi-tangente positive Mt a C
au point M de paramétre u, former Uéquation du plan osculaleur, calculer les
cosinus directeurs xy, 8y, vy de la normale principale Mn, et le rayon de courbure
R de la courbe en M.

2° Calculer les cosinus direcleurs ay, (s, vs de la binormale Mb, et le rayon
de lorsion T en M.

3o Par C passent : un cylindre de révolution T', d’axe Oy, un cylindre para-
bolique I'; paralléle a Ox, un cylindre parabolique 1", paralléle a Oz. Fn consi-
dérant G comme Uintersection de deux de ces cylindres, donner, indépendam-
ment des calculs précédents, une construction géométrique du plan oscululeur
et du centre de courbure de C en A.

4° Calculer la torsion géodésique de C sur 'y au point M en fonction des cour-

bures principales de 1I'y en M, el en déduire la torsion —:~ de C en M, indépen-
damment du calcul direct demandé au 2°.

(Paris, juillet 1930, épr. écr. : 1™ quest.)

1° Tenant compte des conditions initiales indiquées dans I'énoncé, on trouve
immeédiatement ’

ns u si u inu
ds = Hdu, o == Q‘li- ) ,3 == __I_l_l_l}_f_(l?_»_, = 3 ;II“"

avec H =+ /1 +sin u cos? u.
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On a ensuite

d’ou R=%,

Des formules «; —= R

' désignant la dérivée dil

3

1
R®

dp?

ds?

7@1=R

Hsinu—+ II' cos u
_asmu-- e

1=

2 2 2 2
ds?

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

du® du’+du_“‘ ds?’ -

I cos u — H'sin u

K=‘/l+sin“u+cos“u:\/2-—3sin2ucos2u'

@; Y= I{él:, on tire alors
b) as

1
H(sin? u — cos® u)+1I" sin ucos u
ﬁ‘ — AT T K e

)

K

Si t, n, b sont les vecteurs unitaires des arétes du triedre de Serret au point

M, la relation b=1© /A n donne enfin

et I'équation du plan osculateur

s'écrit

Xsindu-4-Y

| cos’ u

{52:}(“: Yo = — K ’

(X — @) (Y — )+ 1olZ—5) = 0

r i « .
7 cos®u - - cos®u —sin?u = 0.

2

. . . . db n
2 La torsion est cnsuite fournie par la relation —- = +—; on trouve

T=-

ds 1
K‘l

3sinucosu

3» Le plantangent a I'; au point A est paralléle a Ox, de méme le plan tangentaI'; ;
donc la tangente & C en ce point, soit AT, est parallele & Ox. Soient A’ et A" les

Y

)

AN
N,
\,

I
4

I
!
J

7
!

|
S A

~

\\
(=)

N

2

x

projcctions de A sur Oy et Oz respectivement.

La section normale a I'y suivant AT est
une circonférence de centre A’. Il résulte du
théoreme de Meusnier que le centre de cour-
bure de C au point A, projection de A’ sur le
plan osculateur passant par AT, est sur une
circonférence de diametre AA’.

La section droite du cylindre I', par le plan
20y cst la parabole x? + 2y =1, de sommet
A’ et de foyer O. La section normale a T,
suivant AT est donc une parabole de sommet
A et de foyer A”: on sait que le cenlre de
courbure de celte parabole relatif & A est le
symétrique I du sommet A par rapport au

foyer. Donc le centre de courbure de C au point A est sur la circonférence de
diameétre Al
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Ces deux circonférences se coupent visiblement au point m((), 0, %) milieu de

OA": c’est le centre de courbure cherché. Le plan osculateur a C au point A est
donc le plan (», AT).
4° Prenons les équations paramétriques du cylindre 1", sous la forme

x = sin u, Y =mw, Z=Cosu;

les composantes du vecteur unitaire N dirigé suivant la normale extérieure seront
alors (sin u, 0, cos u), et I'on aura, pour les rayons de courbure principaux au
point M, ¢, et ¢, relatifs aux courbes v = C'® et u = C' respectivement, comptés
positivement & partir de M dans le sens de N,

pr —— i, Pp = ©.
2
Sur ce cylindre la courbe C est définie par I'équation v = 22> ; soient ¢, et ¢,
y p q 9

les vecteurs unitaires tangents en M aux courbes coordonnées dans le sens des u
et des v croissants, de telle sorte que le tricdre (¢, ¢, N) est direct, w 'angle de
t, et du vecteur unitaire ¢ tangent a C dans le sens positif, compté positivement
dans lc sens direct autour de N & partir de ¢ (*). On aura

tds = (t, cos w + to sin w)ds = tydu + tydv,

du 1 dv . —sinucos u
= COS W == —, — =Sinw=—————",

d'ou ds o ds T

et par suite, d'apres la formule d'O. Bonnet,

1 1 . .
——=<~———-~— COSw SIN w = — COS W S1N »W ==

P1 P2

sin u cos u
Hr

Soient ensuite n et b les deux autres vecteurs unitaires du triedce de Serret
relatif au point M de C, 6 I'angle des deux vecteurs n et N compté positivement
dans le sens direct autour de ¢ a partir de N. On a

cosO:N.nzalsinu»+—7,cosu=—%‘

. . sin? u — cos? . db H\'d
Sln0=N.b:agslnu*-l““(gcosllZM—K—_})S u, Slnea‘;:<k—> d,l;‘,,
o _ K m H' K\ __ ‘Wsinucosu
ds  sin2u—cos®u\K/ H  sin?u-—cos?u\ll K/ k>’

I 1  do__sinucosu(K*—35)  3sinucosu
etenfin =gt g T K K

c’est bien la valeur trouvée précédemment.

(%) Pour la figure, et pour tout le calcul qui suit, voir Précis, II, p. 144-146.
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Probléme 58.

_ 1° Une équation différentielle P(x, y)dx—+ Q(x, y)dy =0 étant donnée,
indiquer des opdrations algébriques et différentielles précises permetlant de
reconnaitre si elle admet un facleur intégrant ne dépendant que de u =z -+ y;
délerminer ce facteur inlégrant lorsqu’tl existe. On traitera comme application
Péquation

QRry — y* — y)dx + (2ey — x* — x)dy =0,

dont on délerminera un facleur intégrant du type précédent el lintégrale

géncérale.
2° Déterminer toutes les fonctions P(x, y) et Q(x, y) telles que Végquation
(E) P(a, y)dz ~+ Q(r, y)dy =0

admelte @ la fois un facteur intégrant donné M x -+y) el un facteur intégrant
donné p(x —y). Quelle est alors U'intégrale générale de l’équation (E)?
(Paris, juillet 1930, épr. écr.: 2° quest.)

1° Soit Mz + y) le facteur intégrant; on devra avoir

——)\P_”)\Q ou ob__oQ

Iy dh
-_— h— D) — / = - .
oy 0y Ox Q=P A ()\ du>

On aura donc
1 oP  0Q

)\l
L b — =047,
P-——Q(by O.n> hy (w+y)
ce qui exige

‘O 1 P 0Q QE_(}Q
ox[P Q(bl/ °v>] M/IP Q< °T>J

Si cette relation est vérifiée, on aura O(x + y)=0(u) en remplacant dans
0 .
I'expression l—)—l—Q <25 ;2) x par u et y par 0. On aura ensuite
\ = e—-fO(u)du_
En prenant P = 2xy — y* —y et Q = 2xy — x* — x, on trouve

1 [op bQ> A L 1
— ()= A= .
P——Q(by o) “ap1  4ou (x+y+ 1)

L'intégration s’achéve alors sans difficulté, et donne

x (e

(w-—l—y—i—l)“—
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2° Ecrivant que les expressions A(Pdx + Qdy) et w(Pdx + Qdy) sont des diffé-
rentielles totales exactes, on trouve les conditions

_1 _(P_ 20 =_'l= 1 P 2Q W
P—Q<°‘.'I 0%) e +y), P+Q<by ch) i*——?(w v
P+_Q

On en tire d’abord P_0

= (9 -+ ?)P('tv y)v Q= (O - ‘?)P('L'v ;’/)»
on a, pour déterminer 5, I'’6quation

1 \oe 1 1\
(20 2@)5:1;+(20+2cp>bl/ e

Le systéme différentiel associé s’écrit

"f'ﬂdwl = d-"/l = Pf’——(dv+dy)0(x+y)———(dw —dy)y(r —y),

20 2 20 2

= -;) et, en posant

!
ou encore qﬁ:——;du:—“—dv, (u=z+y, v=x—y).
P P

On en tire l'intégrale générale

o= -

‘ot WM\ RAY A
o e e AEDG)
[ désignant une fonction arbitraire.

D’apres les propriétés classiques des facteurs intégrants(*), l'intégrale générale

de I'équation (E) s’écrit alors A C'e.
[

Probléme 59.

1> Démonlrer que Uéquation aux dérivées partielles

(E) a—pr—qy) = q(%)

admet une intégrale compléte formée de cénes ayant leurs sommels sur Uaxe Oz,
et trouver cette intégrale.

2° Quelle est la forme générale des équations du premier ordre

F(z, y, 2, p, 4)=0

dont les développables caractéristiques sont des cénes ayant leur sommet sur 0z?

3° Trouver une intégrale de UVéquation (E) passant par la parabole
y=1, z4+(x—1)2=0.

(Paris, oct. 1930, épr. écr. : 1™ quest.)

2

() 11, p. 33.
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1° Appliquons a I'équation (E) la transformation de Legendre (*)
x =P, y=2Q, z2=PX+QY—7Z, p=1X, g=Y:

elle s’écrit

(E" PZ+eQ/Y =0, <==+1.
L’équation (E’) est linéaire ; le systeme différentiel associé
dX__ dY _ d7
Z gy 0

admet les intégrales
7 =uqa, X:‘)sa\/Y+[ﬂ;

les courbes caractéristiques sont des courbes planes (paraboles) situées dans des
plans Z = C'*. Chacune de ces courbes sert de support ponctuel & une multiplicité
a deux dimensions, dont I'ensemble forme une intégrale complete de (E) (?). A
ces multiplicités intégrales, dont les points sont situés dans des plans Z = C'¢
(P =0, Q=0), correspondront des multiplicités intégrales de (E) dont les plans
passeront par les différents points de I'axe Oz (x =0, y =0), c’est-a-dire des
cones ayant leurs sommets sur Oz.

Posons ¢/Y = u; les multiplicités intégrales de (E') associées aux courbes
caractéristiques seront définies par les équations

X =f + 2au, Y = u?, 7 = qa, P = uv, Q=—av,

ou « et § sont deux constantes arbitraires, u et v deux parametres variables.
On en déduit, pour I'équation (E), les multiplicités intégrales définies par les
équations

x=uv, yYy=—av, z=uvB4au)—a, p=f+42ou, q=u?;
¢liminant u et v entre les trois premieres, on a l'équation
¢)) a’x® 4 y(z — pr +a) =0,

qui définit des cones ayant leurs sommets sur I'axe Oz. C'est l'intégrale complete
demandée.

2° Soit ®(X, Y, Z, P, Q)= 0 l'équation transformée de F(x, y, z, p, ¢9)=0
par la transformation de Legendre. Pour que les développables caractéristiques
de F = 0 soient des cones ayant leurs sommets sur Oz, il faut et il suffit, d’apres
ce que nous venons de voir, que I'équation ® =0 admette pour courbes carac-
téristiques des courbes planes situées dans des plans Z = G'.

Nous pouvons laisser de coté les équations F =0 qui sont des équations
de Clairaut généralisées (*); dans ce cas en effet les développables caractéristiques
sont des plans. Ce cas écarté, la fonction ® contient nécessairement l'une des

(M) 11, p. 177,
(3 II, p. 253.
) 11, p. 253.
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variables P ou Q; supposons par exemple ;é 0. Alors 1'équation & = 0 pourra
se mettre sous la forme
P—o(X,Y,Z,Q)=0,

et le long d'une courbe caractéristique on aura

dX=—4Y__ dZ
L) —Q 9
30 0Q
La condition dZ = () exige donc que I'on ait identiquement
Q _6 =0,
c’est-a-dire =Qu(X, Y, Z).

On voit en définitive que la fonction @ doit avoir la forme

' P
b=ad(X,Y, 7, )
(xv2g)

Par suite les équations F = 0 demandées sont les équations du type
N X
P( ,q,pw—i—qy—z,;) =0

ou la combinaison = figure effectivement. L’équation (E) rentre bien dans ce
type. ¥

3° Le probleme de Cauchy relatit a la parabole
2 y=1, 2+ (x—1)2=0
- se résout par les procédés classiques a partir de I'équation (1). Substituant dans
cette équation les valeurs de y et z tirées de (2), on obtient I'équation

' (e — 1)+ 2(2—p)+a—1=0;
écrivons que cette équation a une racine double :

2—p» —da—1)(2—1)=0.

On peut poser a=AN—1, B =201+ 2x—23),

et I'équation (1) s’écrit alors
(2 — 1) 4 y[z — 22(1 + 22 —N) + 22— 1] = 0.
L'enveloppe de cette famille de cones a un parametre donne la surface inté-

grale demandée. On trouve pour cette surface, en coordonnées curvilignes (x, X),

les équations paramétriques

20X — 1) 1+ — 2,
—= =3 24+ 204+ — 2 &— —_—
=S e—Bn— STy @B )3

la parabole y =1, z 4+ (x — 1)? = 0 est définie sur la surface par I'équation

r=ux,

a+1=0.
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Probléme 60.
1° On demande la forme générale de la fonction f(u, v) des deux variables
u, v telle que les deux expressions
du + f(u, v)dv, du — f(u, v)dv,

admetlent respectivement deux facteurs intégrants w., p, dont le produit est égal
a Vunité, pp,=1.

2° Trouver les expressions générales des trois fonctions X, Y, Z des deux
variables u, v telles que Uon ait identiquement

dX? + dY? = du® + 72dv?.

Que peut-on dire des courbes décrites par le point de coordonnées rectangu-
laires (X, Y) quand on donne une valeur constante @ Uune des variables u, v?

Y a-t-il quelque réciproque? (Paris, oct. 1930, épr. écr.: 2¢ quest.)
1° Les deux fonctions 1 et i, étant différentes de zéro, on peut poser
H’ —_— e?’ P‘l = e'—(’,
p désignant une fonction inconnue de u et v. Ecrivant ensuite que les expressions
e!(du + fdv), e—¢(du — fdv),

sont des différentielles totales exactes, on a les conditions

J Of ,. i\_estzl_'__f?)p

bv " du ov Qu ou
d’ou I'on tire . % =0, 0/
ou ou \v
v v/
ou encore e=LogV, f:—__ u——+V, avec w=1V,

\Y
Vet V, désignant des fonctions arbitraires de la seule variable v. Telle est la
forme générale de la fonction f(u, v); on aura alors
, ' 1 “
V| du + f(u, v)dv] = d(aV + f ViVdo), o [du— f(a, v)do]=d (5 — f dv

2° De la relation
dX? + dY? = du? + Zdv?
on tire successivement

dY? — Z%dv? = du® — dX?, w(dY + Zdv) = d(u + X),
i—(dY — Zdv) = d(u — X),
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d'ou, en appliquant les résultats du 1°,

1
Z=Y—\\[[-+V,, u-l—X:VY+fV1Vdv, n——X—m——/V’d

V et V, désignant toujours des fonctions arbitraires de ». On en déduit, pour
les fonctions X, Y et Z, les expressions générales suivantes :

/'VVdH-v[ ‘du+u(V’~i)
V241

\A N
¢)) =y 4-1 [/( —V V)dv+ uJ
r Y V‘
7= Ve 1[[( VV)dv-{—2u]+V,

Le plan (X, Y) rapporté aux coordonnées curvilignes (u, v) a par hypotheése
un dS? de la forme

@ dS? = du® + Z2dv?.

Donc (*) les courbes v = C' sont des géodésiques, c’est-a-dire des droites, et
les courbes u = C', qui sont les trajectoires orthogonales de cette famille de
droites, forment une famille de courbes paralléles. On voit bien d’ailleurs, sur les
formules (1), que X et Y sont linéaires en u, ce qui confirme que les courbes
v == (" sont des droites.

Réciproquement si le plan (X, Y) est rapporté a un systeme de coordonnées
curvilignes (u, v) tel que les courbes » = (' forment une famille de droites
admettant pour trajectoircs orthogonales les courbes u = C', on aura, pour les
coefficients E, F, G du dS?* (dS? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?):

«) F =0, puisque les courbes coordonnées forment un réseau orthogonal ;

B) g—f =0, puisque les courbes v = C'® sont des géodésiques.

Done, en remplagant au besoin u par une fonction convenablement choisie
de u, on pourra mettre le dS* du plan sous la forme (2).

Probléme 64.

On désigne par 1, Uintégrale
! d.r

J O \/‘l - .’IJ—"
prise lelong du segment (0, 1) de Uaxe réel, par 1, la méme inlégrale prise dans

le plan complexe le long d’un arc de cercle passant par les points 0 et 1, situé
au-dessus de Uaxe réel, el ayant un rayon supérieur a Uunité.

) 1, p. 140.
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1o Calculer 1, a —%prés. Pour cela, aprés avoir fait le changement de variable

T = 1+ t, on désignera par ~f_-__Ql~ le coefficient de dt dans la nouvelle inté-

grale, et Uon montrera que la fonction f(t), développée en série de Mac-Laurin,

admet pour fonction majorante ‘/72— ; on en déduira Uapproximation oblenue
—

pour 1, quand on ne conserve que les quatre premiers termes du développement

de f(0).
2° Caleuler 1,. (Paris, oct. 1930, épr. pral.)

1° En faisant le changement de variable indiqué, on trouve

! V2dt - 2
IRV e M A /iy v

11=

On a ensuite
£l 4T = (L2 B0) (L 2 — 38) = ({ — L)t — 1),

avec || =|t,|=/T, puis

L <1 _ L) - L( Lo "
Vi—t Ja\ & v AT R
al

1 1 L\ ® e ’
=—(1—=-) =-(1tay—to—d o dag— )
\/32 — \/t‘z b /t-i fa b g
_1.3...@2n—1)
avec =TT 4L 2

Soit alors B, le coefficient de (" dans le développement de ———=——=—=; on aura
Ve 4+ hl+T

: i 1 1 1

| L i A
T18al <o+ ooy )+ tota g | e A o ) b e
e (T R r=er lt:ti.:“l>

n+1

T2 [Baf < 200+ 2200y .
On a d’ailleurs
1
A—u) =14 aqu—+au—+ . Foau" -,
d'ou, en élevant au carré et remarquant que le coefficient de u" dans le dévelop-
pement de (1 — u)—* est égal & un,
1 =20, + 2040 =+ «--,

_n+1

et par suite IBa] <<T 2
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Et comme on a aussi

n+ 1

—1 -3 :
=T 24T U4+T 224+ .o 4T 2 P4 ...,

1
V1—t
on voit bien que f(¢) admet pour fonction majorante —ﬁ
Reprenons le développement de f(¢), V7 —t

[ =V2(By 4Bl +Bulr -+ -);

si nous nous bornons aux quatre premiers termes, nous aurons f(¢), dans l'in-
tervalle (—1, -+ 1), avec une erreur inférieure a

- =3 ) 1
V2T 20 4-T730 4. ) <y2T (147 oo )=—Y2 V2 —¢;
(/7 —1)
d'aill ’ ,f,,dz—.z 5 2VT1)
ailleurs » ‘/1 \/ 349 )

ce qui donne une erreur inférieure a

‘)
RO _ gy,

il suffira donc de calculer

LA ttedt Tt edt
(l) ‘/-'I BO./_t — -1 \/’“l + —1 \/1 ;l+ﬁ 1 ‘/l»——-t]

. . .3
avec une crreur inférieure & —-

4
On trouve 10
1 2 5 1
B == = [ = =TTy iz::‘ - 3 =
VL /1 ( 98y/7 be 343y
e d_t__: == 2/2, ) 1,_Ldt_ _ vz
opde w2 “Uopde 182
LTI = 9 pr———————
L t=t 13 V=t 3
ce qui donne pour 'expression (1) la valeur
446267
84035 ’
le coefficient de \/7 est inférieur a —'?-, done en prenant \/7 = 2,6458 on commet
3 1 "3,
une erreur inférieure a 53 for 100 M2 alo:‘s

44626 >< 2,6458
84035

= 1,4050,



142 CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

) im‘ lgﬁ’ ce qui fait sur I'expression (1) une
5 8

‘J;
erreur inférieure & — 108 -+ 10° = 10°

avec une erreur inférieure a
« On a donc en définitive

I, = 1,405,

avec une erreur inférieure a 0,0497 << 516

20 11 existe deux arcs de cercle de rayon donné supérieur a 1 joignant les
points 0 et 1 au-dessus de I'axe réel.

] Considérons d’abord un arc qui a son centre

au-dessous de l'axe réel, et soit «f un petit arc de

cercle de centre 1 limité a I'arc d'intégration et a
1

I'axe réel. Posant ¢(z)-=(1 — 23)ﬁ;, on a

0 p f x ﬁﬁ(i’.)d.’. 4—(’/;‘3--4—l ;d= 0;

quand le rayon de 'arc «f tend vers zéro un raisonnement classique montre qu'il

en est de méme def : on a donc a la limite
ap
12 == I‘v

en supposant bien entendu que I'on prenne pour calculer I, la détermination de
¢(z) qui se réduit & + 1 & P'origine.

Considérons en second lieu un arc qui a son centre au-dessus de 1'axe réel ; son
équation sera de la forme

4yt —ax— 20y =0,

avec la condition A > ‘/2, » qui exprime que le rayon est supérieur & 1. Le point

i

d'affixe e 3 , qui est un point critique de ¢(z), est

| intéricur a ce cercle, car en remplacant dans son
équation x et y par les coordonnées du point critique

VB

27 2

- on trouve, compte tenn de 'hypothese
L V3
o >
0 Bt

un résultat négatif. Soit alors L un lacet joignant
I'origine au point critique.

Partons de O avec la détermination de ¢(z) égale & + 1, et décrivons d’abord
I'arc d'intégration jusqu'au Point «, puis le petit arc of de centre i, puis le
segment SO le long duquel la détermination de ¢(z) est devenue négative, enfin
le lacet L. Faisons alors tendre vers zéro le rayon de l'arc «f; nous aurons & la
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limite, en désignant par I, I'intégrale prise le long du lacet avec la détermination
initiale' +1 de ¢(z),
L+1,—I =0.

2r i 2=

{
Le long de L on a d’ailleurs z =ge *, dz=e *dp, d'ou
il t -
I,=2e ? ‘Ti—;t:_—f(- 1 /3,

I = (— 2 +iy/3)I,.

et finalement

Remarque. — Si on voulait caleuler a 30 pres les parties réelle et imaginaire

de 1,, il serait nécessaire de calculer I, avec une approximation supérieure a
celle que nous avons obtenue; il suffirait pour cela de conserver un terme de plus
dans le développement de f(¢£).
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