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Vorrede.

Die einfachsten GesetzméaBigkeiten, die fur die ganzen Zahlen gelten,
sind so auffillig, daf sie bei nur geringer Anleitung wohl jeder finden
kann. Eine solche Anleitung soll die folgende Einfithrung in die Zahlen-
theorie scin. Der Leser muf} sich zum Beispiel redlich bemiihen, die Eigen-
timlichkeiten von nach gegebener Vorschrift hergestellten Tabellen selbst
herauszufinden, vielleicht auch zu beweisen, ehe er weiterliest und nach-
sieht, welches diese Eigentiimlichkeiten sind. Er wird dann die Sétze der
elementaren Zahlentheorie nicht nur kennen lernen, sondern mit ihnen
vertraut werden. So hoffe ich wenigstens. In dieser Hinsicht wird das
Buch auch den Studierenden zur Vertiefung des Verstindnisses der
Vorlesung von Nutzen sein.

Zum Verstdandnis des Buches ist an Vorkenntnissen nur Vertrautheit
mit den vier Grundrechenarten fiir positive und negative Zahlen nétig,
so dafl das Buch auch von Schiilern der oberen Klassen hoherer Lehr-
anstalten verstanden werden kann und auch zum Gebrauch bei Arbeits-
gemeinschaften geeignet ist.

Fiir dic Durchsicht des Manuskripts und Ratschliige bei sciner Ab-
fassung bin ich Frl. Studienassessorin E. Gorig, Frl. Dr. M. Ochlert und
besonders Herrn Dipl.-Ing. W. Leidheuser zu groBem Danke verpflichtet.
Weiteren Dank schulde ich dem Herrn Verleger, der auf meine An-
regungen und Wiinsche stets bereitwillig eingegangen ist und die
Herausgabe des Buches ermoglicht hat.

Halle-S., Dezember 1934. Der Verfasser.
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I. Von den Teilern und Vielfachen der Zahlen.

Unter einer Zahl ist immer eine ganze Zahl zu verstehen.

1. Teiler und Vielfache,

Ziehen wir von 38 wiederholt 7 ab, so erhalten wir der Reihe nach die
Zahlen 31, 24, 17, 10, 3. Wir konnen also 7 fiinfmal von 38 subtrahieren,
bis wir zu einer Zahl kommen, die kleiner ist als 7. Daher ist

38 =5-7+3.
Wir sagen: 7 ist filnfmal in 38 enthalten, und der Rest ist 3. Oder, wenn
wir von 52 die Zahl 13 wiederholt abzichen, so erhalten wir die Zahlen
39, 26, 13, 0, so daB wir 13 von 52 viermal subtrahieren konnen, und der
Rest ist 0. Daher ist

52 = 413 + 0.
Allgemein seien a und m zwei positive ganze Zahlen. Ist a > m (die
Zeichen > und <C bedeuten ,,grofer als” und ,kleiner als’’), so konnen
wir m von a abziehen, und wenn die Differenz a — m = m, so kénnen
wir m nochmal abziehen, und das kdnnen wir so lange fortsetzen, bis wir
entweder 0 oder eine positive Zahl erhalten, die kleiner ist als m. Haben
wir m g-mal von a subtrahiert, so ist

(1) a-=qm-+r, wo 0 <r<<m.

Wir sagen: m ist g¢-mal in @ enthalten, und der Rest ist r. Die Darstellung (1)
von a gilt auch, wenn a < m; es ist dann ¢ == 0, @ = r. Aber es kann a
auch negativ sein. Wir haben dann m so oft zu a zu addieren, bis wir 0
oder eine positive Zahl r erhalten, die kleiner ist als m. So ist —35 + 3-13
= A oder — 35 == (— 3)-13 + 4. Die durch (1) ausgedriickte Tatsache,
daBl man aus einer Zahl a durch Subtraktion eines passenden Vielfachen,
etwa des g-fachen, einer anderen Zahl m, eine Zahl r, den Rest, erhalten
kann, die der Bedingung 0 < r < m geniigt, ist fur das Folgende sehr
wichtig. Die Zahl ¢ kann dabei auch 0 oder negativ sein.

Uns interessiert zundchst nur der Fall, wo der Rest r gleich 0 ist,
wo also
(2) a = qm.

Wir sagen in diesem Fall: a ist durch m teilbar, m teilt a, m ist in a ent-
halten, m ist Teiler von a oder a ist Vielfaches von m. Das soll auch dann
gelten, wenn ¢ = 1, also a = m, und wenn ¢ = a, also m = 1. Zum Bei-
Jung, Einfithrung in die Zahlentheorie. 1



o

I. Von den Teilern und Vielfachen der Zahlen.

spiel hat 35 die Teiler 1, 5, 7, 35, und es ist 35 ein Vielfaches von 1, 5, 7
und auch von 35, wenn es auch nur das Einfache von 35 ist. Es darf aber
¢ auch gleich 0 sein. Dann ist natiirlich auch a -= 0, wihrend m ganz be-
licbig gewiihlt werden kann. Hiernach ist 0 Vielfaches jeder Zahl, und jede
Zahl ist Teiler von 0.

Wir wollen im folgenden dic Teiler immer als positive Zahlen wiihlen.

2. Primzahlen und zusammengetzte Zahlen.

Wir betrachten in dieser Nummer nur positive Zahlen.

Es gibt eine Zahl mit nur einem Teiler, nimlich 1.

Es gibt Zahlen mit genau zwei Teilern, z. B. 2, 3, 5, 7, 11, 13, Diese
haben nur 1 und sich selbst als Teiler. Sie heiien Primzahlen.

Es gibt cine Zahl mit unendlich vielen Teilern, nimlich 0, wie wir
schon in der vorigen Nummer gesehen haben.

Alle anderen ganzen Zahlen heilen zusammengesetzte Zahlen. Jede
solche Zahl m LiBt sich mindestens auf cine Art als Produkt - n dar-
stellen, wo die beiden Faktoren ! und n beide von 1 und von m verschieden
sind. Es hat daher eine zusammengesetzte Zahl m auBer den selbst-
verstindlichen Teilern 1 und m mindestens noch einen anderen, der groBer
als 1 und kieiner als m ist. Derartige Teiler heien echte oder eigentliche
Teiler.

3. Gemeinsamer Teiler (g. T.)
und gréBter gemeinsamer Teiler (g. g. T.)
gegebener Zahlen.

Die Zahlen 15, 20, 225 haben alle drei den Teiler 5. Man nennt 5 einen
gemeinsamen Teiler (g. T.) dieser Zahlen. Die Zahlen 140, 210, 490 haben
die gemeinsamen Teiler 1, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70. Yhr grofter gemeinsamer
Teiler (g. g. T.) ist 70. Er ist durch alle anderen teilbar. Die Zahlen 84,
420, 294 haben die g. T. 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, Der grote, 42, ist wieder
durch dic anderen teilbar. )

Es ergibt sich die Aufgabe, die g. T. und vor allem den g. g. T. ge-
gebener Zahlen zu bestimmen. Zunichst: Haben zwei Zahlen a, b den
g. T. &, sind also beide Vielfache von h, so gilt dasselbe von ihrer Summe
und Differenz. Ist etwa a das 3-fache und b das 7-fache von h, so ist die
Summe das 10-fache und die Differenz das (—4)-fache von h. Sind also
irgendwelche Zahlen, z. B. a, b, ¢, gegeben, die i als g. T. haben, so haben
auch alle Zahlen, die aus a, 0, ¢ durch wiederholte Addition und Sub-
traktion hervorgehen, diesen Teiler. Wir nennen dfe Gesamtheit der Zahlen,
die man auf dicse Art aus gegebenen Zahlen erhilt, einen Ring. Wir be-
zeichnen den aus den Zahlen a, b, ¢ entstehenden Ring mit {a, b, t‘}. Alle



3. Gemeinsamer Teiler und groBter gemeinsamer Teiler gegebener Zahlen. 3

Zahlen dieses Ringes sind also durch £ teilbar, vor allem auch die kleinste
positive Zahl, die in dem Ring enthalten ist. Ehe wir weitergehen, be-
stimme man in den folgenden Ringen die kleinste positive Zahl.

1. {6, 12, 22}, 2. {6, 15, 22}, 3. {130, 5250}, 4. {6655, 215610},

Es sind die Zahlen 2, 1, 10, 5. Um sie zu finden, kann man systematisch
so verfahren: Zunichst ist mit ¢ nach Definition auch ¢—a =0 und
dann auch 0 — a = —a im Ringe enthalten. Zwei sich nur durch das
Vorzeichen unterscheidende Zahlen sind daher immer beide im Ring ent-
halten oder beide nicht. Wir kénnen und wollen uns daher auf die positiven
Zahlen beschrinken und nchmen auch die gegebenen Zahlen positiv an.
Man ziehe die kleinste der gegebenen Zahlen, es sei @, von den anderen
so oft ab, bis man 0 oder positive Zahlen erhilt, die kleiner sind als a.
Dann subtrahiere man die kleinste der so erhaltenen Zahlen so oft von
den anderen, bis man wieder kleinere Zahlen bekommt, und so fihrt man
fort. Da man auf diese Art immer kleinere positive Zahlen erhiilt, so muly
man schlieBlich zu einer kleinsten kommen. Diese sei . Subtrahieren wir
dann d wiederholt von irgendeiner Zahl des Ringes, so diirfen wir keine
positive Zahl erhalten, die kleiner ist als d; es muf} sich also der Rest 0
ergeben. Das heiBt aber, jede Zahl des Ringes, im besonderen also auch
jede der gegebenen Zahlen, ist durch d teilbar. Andererseits sind mit d
auch d +d = 2d, 2d + d = 3d, 3d + d -~ 4d, ... im Ringe enthalten,
d. h. alle Vielfachen von d. Der Ring besteht daher aus der Zahl 0 und
aus allen positiven und negativen Vielfachen von d. Dabei ist d die klcinste
positive Zahl, die in dem Ringe enthalten ist.

Der Ring sci etwa durch drei Zahlen a, b, ¢ gegeben. Wir sind davon
ausgegangen, daB jeder g. T. von qa, b, ¢ in jeder Zahl des Ringes {a, b, c}
aufgeht. Er ist also auch in d enthalten. Da aber a, b, ¢ durch d teilbar
sind, so folgt cinmal:

Die kleinste in einem Ringe {a, b, c} enthaltene positive Zahl ist der
g.g.T.von a, b, c.

Und dann: jJeder g. T. irgendwelcher Zahlen ist in ihrem g. g. T. ent-
halten, und jeder Teiler des g. g. T. ist g. T.

Wir bezeichnen den g. g. T. zweier Zahlen a, b mit (a, b), den g. g. T.
dreier Zahlen a, b, ¢ mit (a, b, ¢) usw.

Zur praktischen Berechnung der kleinsten positiven Zahl, dic in einem
Ring enthalten ist, sei noch folgendes gesagt. Man wird im Beispiel 3 dic
Zahl 130 nicht 40mal einzeln von 5250 abziehen, sondern gleiéh das
40-fache von 130, also 5200, und erhilt so die neue dem Ringe angehdrende
Zahl 50. Ebenso wird man im Beispiel 4 die groBere Zahl durch die kleinere
dividieren, um zu sehen, wie oft man diese von jener abziehen kann, ohne
daB die Differenz negativ wird. Man findet als Ergebnis der Division 32
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und den Rest 2650. Diesen erhidlt man aus der Zahl 215610 durch Sub-
traktion des 32fachen von 6655. Es gehort also der Rest 2650 auch dem
Ringe an.

Aufgabe: Zu beweisen: 1. Jede Zahl des Ringes {a, b} 1aBt sich in der
Form ax + by darstellen, wo x und y ganze, nicht notwendig positive
Zahlen sind. Ebenso kann man jede Zahl aus {a, b, c} in der Form
ax + by + cz darstellen, wo x, y, z ganze Zahlen sind.

2. Es ist

(a b =(a+ba)=(a+0b b =(a—>b,a)=(a—>b0b).

Frage: Wie miissen a und b beschaffen sein, damit

(a, b) = (a + b, a—b)?

A, Teilerfremde Zahlen.

Zahlen, die den g. g. T. 1 haben, heiBen teilerfremd. Bei mehr als
zwei Zahlen muB man wohl unterscheiden zwischen teilerfremd und zu je
zweien teilerfremd. So sind z. B. 6, 10, 15 teilerfremd, aber nicht zu je
zweien teilerfremd. Natiirlich sind Zahlen, die zu je zweien teilerfremd
sind, auch im ganzen teilerfremd. Es ist ja der g. g. T. von irgendwelchen
Zahlen schon dann 1, wenn auch nur zwei von ihnen teilerfremd sind.
Aber es gilt nicht das Umgekehrte.

Entsprechende Zahlen des Ringes {a, b, c} und des Ringes {alz, bh, ch},
d. h. Zahlen, die durch dieselbe Folge von Additionen und Subtraktionen
aus den Anfangszahlen hervorgehen, unterscheiden sich durch den Fak-
tor h. So entspricht der Zahl 3a — 5b + 7c¢ des ersten die Zahl3 ah—5 bh
-+ 7ch == (Ba—>5b - 7c) h des zweiten Ringes. Ist also die kleinste
positive Zahl im ersten Ringe d, so im zweiten dh. Oder wegen der oben
gefundenen Bedeutung dieser Zahlen:

Ist (a, b, ¢) = d, so ist (ah, bh, ch) = dh.

Im besonderen gilt:

Ist (a, b) =1, so ist (ah, bh) = h.

Daraus ergibt sich folgender wichtige Satz:

Ist a teilerfremd zu b, und ist a h durch b teilbar, so ist h durch b teilbar.

Es ist nimlich & der g. g. T. von a & und b & und nach Voraussetzung
ist b g. T. von ah und bh. Da aber jeder g. T. im g. g. T. enthalten ist, so
ist, wie behauptet, i durch b teilbar.

Wir betrachten noch den besonderen Fall, wo die eine Zahl, etwa b,
eine Primzahl p ist. Da p nur die Teiler 1 und p hat, so ist eine Zahl a
entweder teilerfremd zu p oder durch p teilbar, so daB (a, p) nur gleich 1
oder p sein kann. Es seien !, m zwei Zahlen. Ist {m durch p teilbar, so
kann [ durch p teilbar sein. Ist aber [ nicht durch p teilbar, also teiler-
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fremd zu p, so ist nach dem eben bewiesenen Satze m durch p teilbar.
Es ist also ein Produkt Im von zwei Faktoren dann und nur dann durch
eine Primzahl p teilbar, wenn mindestens einer der Faktoren durch p
teilbar ist. Das gilt auch fiir Produkte von mehr Faktoren. Darauf gehen
wir hier nicht ein, da wir spater auf anderem Wege darauf zuriicckkommen.

Es gilt noch: Sind p und ¢ zwei Primzahlen, so ist entweder p = ¢
oder (p, ¢q) = 1.

5. Gemeinschaftliche Vielfache (g. V.)
und das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (k. g. V.)
gegebener Zahlen.

Eine von 0 verschiedene Zahl, die durch jede einzelne von gegebenen
Zahlen teilbar ist, die also Vielfaches einer jeden ist, heiBt gemeinschaft-
liches Vielfaches (g. V.) von ihnen. Ein solches ist zum Beispiel ihr Produkt.
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (k. g.V.) zweier Zahlen a, b be-
zeichnen wir mit [a, b], das von drei Zahlen a, b, ¢ mit [a, b, ¢] usw.

Wir betrachten zundchst zwei Zahlen, etwa 70 und 45. Thr g. g. T.
ist 5 und es ist 70 = 5-14, 45 == 5+9. Das Produkt der beiden Zahlen

7045 = 14-5-5-9
ist g. V. von ihnen. Durch 14-5 und durch 9-5 teilbar ist aber schon

70 - 45

m=—14-5-9

|4
)

Der g. g. T. ist offenbar nur einmal nétig. Ist andererseits [ irgendein Viel-
faches von 70 und 45, so muB [ zundchst durch 70 teilbar sein, also die
Form haben 70n, wo n ecine ganze Zahl ist. Ferner mufl [ = 70n
= 14-5-n durch 45 = 9 -5 teilbar sein, also 14n durch 9. Da aber 14
teilerfremd zu 9 ist, so muB3 n 9 enthalten, also von der Form 9¢g sein.
Es wird somit

70 - 45
I=170n=70+9¢g = —— g =mg.
I

Daher ist jedes g. V. von 70 und 45 Vielfaches von m. Und m ist das
k. g. V. von 70 und 45. Wir haben so gefunden:

Das Produkt zweier positiver Zahlen ist gleich dem Produkt itires g. g. T.
und ihres k. g. V. (a, b]-(a, b) = a-b).

Jedes g. V. zweier Zahlen ist durch ihr k. g. V. teilbar. Wir zeigen noch,
daB der letzte Satz auch fiir mehr als zwei Zahlen gilt. Es seiena, b, c, . . .
ganze Zahlen. Ihr k. g. V. sei m. Ferner sei [ irgendein g. V. Es sind [
und m und daher auch die Zahlen [ —m, | —2m, | —3m, ... durch
jede der gegebenen Zahlen teilbar, also g. V. von ihnen. Wir kénnen aber
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die Zahl ¢ so bestimmen, daB [ — gm gleich 0 oder positiv und kleiner
als m ist. Wiirde der zweite Fall cintreten, so wire [ — gm ein g. V., das
kleiner wiire als m, und m wire nicht das k. g. V. Daher ist [ —qm = 0,
[ == ¢gm und [, wie behauptet, Viclfaches von m. Also:

Jedes g. V. irgendwelcher Zahlen ist durch ihr k. g. V. teilbar.

Es seicn drei Zahlen gegeben, a = 35, b = 21, ¢ == 14, und es sei ihr
k. g. V. m zu bestimmen. Es muBl m ein Vielfaches von a und b sein, also
cin Vielfaches des k. g. V. von 35 und 21, d. h. von 35-21/7 = 105. Es
ist daher m das k. g. V. von 105 und 14, so daB

105 - 14 .
[35, 21, 14] = [105, 14] == B 210.

Aufgabe. Zu bewecisen: Das k. g. V. von zu je zweien teilerfremden

Zahlen ist ihr Produkt.

6. Satzetliber Primzahlen.

Wir wiederholen zuniichst:

Eine Zahl, die genau zwei Teiler hat, ist eine Primzahl.

Es ist also 1 keine Primzahl. Es gibt eine gerade Primzahl, niamlich 2;
alle anderen sind ungerade. Ferner:

Sind p und ¢ Primzahlen, so ist entweder p = ¢ oder (p, ¢) = 1.

Ist von zwei Primzahlen die eine durch die andere teilbar, so sind sic
einander gleich.

Wir konnen jetzt den Satz beweisen:

Jede Zahl, aufer 1, ist entweder Primzahl oder sie LGSt sich auf eine
und nur auf eine Art als Produkt von Primzahlen darstellen.

Soistz. B. 60 =:2-2-3.5 1001 =7 -11-13, 2001 = 3 - 23 - 29,
1024 == 219 Der erste Teil unseres Satzes, daB3 sich ndmlich jede Zahl als
Produkt von Primzahlen darstellen liBt, wenn sie nicht 1 oder selbst eine
Primzahl ist, ergibt sich so: Es sei a eine Zahl groBler als 1. Ist sie nicht
selbst Primzahl, so liBt sie sich als Produkt gh darstellen, wo g und h echte
Teiler von a sind, also kleiner als @ und nicht gleich 1. Sind g und & beides
Primzahlen, so ist a in der behaupteten Art zerlegt. Ist aber etwa g keine
Primzahl, so it sich g als Produkt /m darstellen, wo [ und m nicht gleich
1 und kleiner als ¢ sind. Es wird a == Imh. Sind [, m, h Primzahlen, so
ist @ in gewiinschter Weise zerlegt. Im andern Falle 1dBt sich mindestens
ciner der Faktoren I, m, h weiter in echte Teiler zerlegen. So konnen wir
fortfahren und missen schlieBlich zu Faktoren kommen, die sich nicht
weiter zerlegen lassen, also zu Primzahlen, da bei jedem Schritt die
Faktoren kleiner werden. Es gibt nicht immer nur einen Weg, der auf dic
angegebene Art zur vollstindigen Zerlegung von a fiihrt. Es sei z. B.
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70 - 429, 154 - 195 usw. Es ist nicht selbstverstindlich, daB die weitere
Zerlegung immer zum selben Endergebnis fithrt. Wir miissen daher noch
zeigen, daf die Zerlegung nur auf eine Art maglich ist. Wir beweisen, daf§
dic Annahme des Gegenteils auf cinen Widerspruch fithrt. Es gebe also -
Zahlen, die sich auf mehr als eine Art als Produkt von Primzahlen dar-
stellen lassen. Es sei a die kleinste von ihnen. Zwei verschiedene Zer-
legungen von a scien

3) a-=pyP2Pm==q1 92" " qn-

Dic Primzahlen p; sind alle von den ¢ verschieden. Wiire z. B. p, == ¢q,,
so konnten wir die Gleichung (3) mit p, dividieren, und wir wiirden eine
Zahl, nimlich a/p, erhalten, die kleiner ist als a, und die sich auch auf
verschicdene Arten zerlegen ldBt. Zur Abkirzung sei ¢, q,+--q, = b
gesetzt, so daB a = ¢,b. Aus (3) folgt, daB ¢,b durch p, teilbar ist. Da ¢,
von p, verschieden und daher teilerfremd zu p, ist, so mu b durch p,
teilbar scin. Es sei b = p,c. Aus (3) folgt durch Division mit p;

a -:alpy=pyPy- - P qiC

Zerlegen wir hierin ¢ auf irgendeine Art in Primfaktoren, so erhalten wir
fiir @’ zwei Zerlegungen, die sicher voneinander verschieden sind. Denn
die zweite enthilt die Primzahl ¢,, dic in der ersten nicht vorkommt. Da
aber a’ kleiner ist als a, so haben wir einen Widerspruch.

Wir zeigen noch, daB es unendlich viele Primzahlen gibt. Es gebe
ndmlich nur eine endliche Anzahl, etwa n. Dicse n Primzahlen seien
Pi, P2y - -+, Pn. Die Zahl

) a=ppy--pPn+1

ist durch keine der Zahlen py. teilbar, da sie bei der Teilung durch jede
von ihnen den Rest 1 liBt. Sie ist aber entweder Primzahl oder ist durch
Primzahlen teilbar, und diese sind von den Zahlen py, sicher verschieden,
da sie Teiler von a sind. Es muf§ daher auBler den n Primzahlen pj, noch
andere geben.

Aus dem Beweise ergibt sich, dafl die Zahl a in (1), wo die p;. irgend-
welche Primzahlen sind, nur Primzahlen als Teiler enthiilt, die von den
pr. verschieden sind. Z. B.:

2541 =11, 3-5-4+1=2  92.7-10 41 =155 =5-31,
39329 4 1 = 2002 = 2-7-11-13.

Aufgabe: Man bestimme den g. g. T. und das k. g. V. gegebener Zahlen,
indem man ihre Zerlegungen in Produkte von Primzahlen benutzt.
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II. Rechnen nach einem Modul.

1. Restsysteme.
Wie wir in I, 1 gesehen haben, 148t sich, wenn m irgendeine Zahl ist,
jede Zahl a in der Form darstellen.
(5) a=qm-+r,wo 0 <r<<m
Mit anderen Worten: Wir konnen von jeder Zahl a ein solches Vielfaches

von m — unter Umstdnden ein negatives — abziehen, daB als Rest eine
der Zahlen

(6) 0,1,2,..., m—1
bleibt. Es sei etwa m = 7. Dann sind die moglichen Reste
) 0,1, 2 3,45, 6.

Ist der Rest eine der Zahlen 4, 5, 6, und subtrahiert man dann noch
einmal 7, so erhilt man die Reste —3, —2, —1. Zum Beispiel ist

75=10-74+5=11-7—2, —22=—4-7+6=—3-7—1.
Wir konnen daher auch jede Zahl a so in der Form

(8) a==q-74r
darstellen, daB der Rest r eine der Zahlen
1)) —3,—2,—1,0, 1,2 3

ist. Allgemein konnen wir, wenn m eine ungerade Zahl ist, jede Zahl a
so in der Form (5) darstellen, daB der Rest r eine der Zahlen

1
(10) 0, £1, £2,..., b —(m—1)

ist. Man nennt die Reste (6) und (7) die positiv kleinsten Reste und die
Reste (9) und (10) die absolut kleinsten Reste. Wenn nichts anderes gesagt
ist, wiahlen wir im folgenden immer die positiv kleinsten Reste.

Aufgabe. Zu zeigen: Addiert man zu jeder der Zahlen (7) irgendein
Vielfaches von 7, nicht notwendig zu jeder dasselbe, so erhilt man sieben
Zahlen
(11) rl! Toyoony Iy
so daB man jede Zahl a so in der Form (8) darstellen kann, daB jetzt r
eine der Zahlen (11) ist.

Man nennt sieben derartige Zahlen ein vollstdndiges oder volles Rest-
system von 7. Ein solches ist z. B.:

14, —6, —12, 73, 4, 40, —1.

Jede Zahl geht aus einer und nur aus einer der Zahlen eines vollen
Restsystems durch Hinzufiigen eines positiven oder negativen Vielfachen
von 7 hervor, oder sie ist sclbst eine dieser Zahlen. Daraus folgt, daB zwei
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Zahlen, die denselben Rest eines bestimmten Restsystems bei der Teilung
durch 7 lassen, sich nur durch ein Vielfaches von 7 unterscheiden, daB
sie das aber nicht tun, wenn sie verschiedene Reste lassen. Oder gleich
allgemein:

Zwei Zahlen g und h lassen dann und nur dann bei der Teilung durch
eine Zahl m denselben Rest eines bestimmten, fest gewdhlten Restsystems,
wenn ihre Differenz g — h durch m teilbar ist.

2. Rest, den Summe, Differenz und Produkt zweier
Zahlen bei der Teilung durch eine andere lassen.

Es seien g und & zwei Zahlen, und es sei m eine positive Zahl. Es mégen
g und h bei der Teilung durch m die Reste r und s lassen. Wir untersuchen,
welchen Rest g + h, g—h, gh lassen. Es sci

(12) g—=km-+r, h=1Im-+s.

Zunichst seien g und h positiv und g > h; ferner seien r und s die positiv
kleinsten Reste. Die Gleichungen (12) konnen wir anschaulich so deuten:
Verteilen wir g (h) Niisse gleichméBig unter m Jungen, so erhilt jeder
k (I) und es bleiben r (s) iibrig. Wollen wir g - h Niisse gleichmiBig unter
m Jungen verteilen, so konnen wir erst g und dann h verteilen. Von den
ersten g bleiben r und von den zweiten h bleiben s iibrig, im ganzen also
r 4+ s. Ist r + s > m, so kann man noch weiter verteilen. Auf jeden Fall
ist der bei der Verteilung von g + h Niissen verbleibende Rest geradeso
groB wie der bei der Verteilung von r 4 s Niissen. Es sei jetzt r > s. Um
zu sehen, welcher Rest bei der Verteilung von g — /i Niissen bleibt,
denken wir uns zundchst wieder g Niisse verteilt, so daB r iibrig bleiben;
dann nehmen wir & Niisse in der Weise fort, daB wir uns von jedem Jungen
[ Niisse geben lassen, wihrend wir den Rest von s Niissen von dem vorher
gebliebenen Rest von r Niissen wegnehmen. Es bleiben daher r — s Niisse
iibrig. Es seien jetzt gh Niisse zu verteilen. Wir denken sie uns in g Kisten,
so daB in jedem h liegen. Wir konnen dann zunichst jedem Jungen
k Kisten geben, so daBl r Kédsten und rh Niisse tibrig sind. Dann geben wir
jedem der Jungen aus jedem der Kisten [ Niisse. Es bleiben dann in
jedem der r Késten s Niisse, so daB der verbleibende Rest aus rs Niissen
besteht. Ist rs > m, so kann man noch weiter verteilen; auf jeden Fall
ist der bei der Verteilung von gh Niissen verbleibende Rest gerade so grof
wie der bei der Verteilung von rs.

Allgemein folgt aus (12) fiir beliebige Zahlen g, h und fiir irgendein
Restsystem

@+B—C+8)=mE+0D, @—H——s) =mE—D,
gh—rs=mklm+ ks + Ir).
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Es sind daher die Differenzen von g 4+ hund r + s, von g—h und r — s,
von gh und rs durch m teilbar. Das aber bedcutet:
Lassen die Zahlen g und h bei der Teilung durch m die Reste r und s,
so lassen die Zahlen g -+ h, g — h, gh dieselben Reste wier s, r —s, rs.
Wollen wir z. B. den Rest bestimmen, den

a==123-733 +15-79
bei der Teilung durch 7 1idBt, so brauchen wir a keineswegs auszurechnen,
sondern wir kinnen die Zahlen 123, 733, 15, 79 durch ihre Reste 4, 5, 1, 2
ersetzen. Es 4Bt also
b==h-5 412 =22

denselben Rest, so daB a den Rest 1 ergibt. Oder, indem wir unseren
Satz wiederholt anwenden: Es ldBt bei der Teilung durch 13

a = 5203-2734-98 —15-130-511 + 66 -7 - 9144 - 28
densclben Rest wie

b=3-h-7—15-0-511 4+ 1-7-5-2 =84 + 70 = 154,

also den Rest 11. Oder es 1dBt 123° bei der Teilung durch 7 denselben Rest
wie 48 == 43+ 4% = 64 - 64 oder wie 1-1 == 1. Oder: Bei der Teilung durch
11 1dBt 3% - - 27 den Rest 5; 3* = 3 - 33 ldBt denselben Rest wie 3-5 = 15,
also den Rest 4; 3% -+ 3- 3% LBt denselben Rest wie 3 -4 == 12, also den
Rest 1 usw.

3. Rechnen nacheinem Modul.

Wir wollen cine positive Zahl auszeichnen, etwa 5, und festsetzen,
dall zwei Zahlen als gleich gelten sollen, wenn sie sich nur durch ein Viel-
faches von 5 unterscheiden. Mit anderen Worten: Wir setzen fest, es soll

5 =0
sein. Esist dann z. B. 88 =3 475 =34 7:-0=3, —21 = —1 =4
== 24 usw. Es ist jede Zahl gleich einer der fiinf Zahlen
13) 0,1, 2 3,4
oder auch gleich einer der Zahlen
(14) —2, —1, 0,1, 2.

Wir konnen uns also auf die Zahlen (13) oder (14) beschrinken. Wenn
nichts anderes gesagt ist, benutzen wir die Zahlen (13), d. h. die positiv
kleinsten Reste von 5. Das Rechnen wird dann sehr einfach, da wir iiber-
haupt nur fiinf Zahlen haben. Es ist z. B.

14 6=08—h=—1=0h h+4h=32:3:=13-4=2h-4=1

Dic ausgezeichnete Zahl 5 nennen wir den Modul, und wir sagen, wir
rechnen nach dem Modul 5 oder auch kiirzer: nach 5.
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Allgemeiner kénnen wir irgendeine positive Zahl m als Modul wihlen,
also festsetzen, daB zwei Zahlen als gleich gelten sollen, wenn sie sich
durch ein Vielfaches von m unterscheiden. Es ist dann z. B. m = 0,
3m -+ 5 =25 m?=md= 0 usw. Den in der vorigen Nummer bewiesenen
Satz konnen wir jetzt so aussprechen:

Ist g=r, h==8 nach dem Modul m, so ist auch g +h=r s,
g—h=r—s, gh==rs nach dem Modul m.

Im besonderen folgt aus g = r auch g% = r? g% == r3 usw. nach m.

Da jede Zahl sich von den Zahlen

(15) 0,1, 2,..., m—1

nur durch ein Vielfaches von m unterscheidet, so kénnen wir uns auf
diesc m Zahlen beschrinken, wenn wir nach dem Modul m rechnen.
Diese sind nach m voneinander verschieden. Wir kénnen uns ebenso auf
die absolut kleinsten Reste beschrdnken, also auf die Zahlen (10), wenn m
ungerade ist.

4. Einige Beispicele.

Nach dem Modul 7 ist

86 ::2, 738 -3, 9150 - 1, also 867389150 — 2-3-1 = G.
Nach dem Modul 13 ist

6727035 —172-400 + 51840 = 2-10-9 —3-10 4 11 -1

180 — 30 4- 11 =— 11 — 4 + 11 == 18 ==
und
341240 £ 8-402 4 5403 =3 4 12 - 8 4 5 = 28 = 2,
Der Leser rechne noch vicle, viele Beispiele.

I11. Teilbarkeitsregeln.

1. Teilbarkeit durch 2, 4, 8.

Wihlen wir als Modul 2, setzen wir also 2 == 0, so wird auch 10 = 0

und daher
2431 == 24310 + 1 =1, 78253 = 782510 -} 3 = 3,
woraus folgt:

Eine Zahl 1d8t bei der Teilung durch 2 denselben Rest wie ihre letzte
Ziffer, ist also durch 2 dann und nur dann teilbar, wenn ihre letzte Ziffer
durch 2 teilbar ist.

Nach dem Modul 4 ist 100 = 0, daher ist

4836 == 36 + 48-100 = 36, 27485 == 85 + 274100 = 85
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oder: Eine Zahl 148t bei der Teilung durch 4 denselben Rest wie
die aus ihren beiden letzten Ziffern bestehende Zahl; sie ist also dann
und nur dann durch 4 teilbar, wenn die aus ihren beiden letzten Ziffern
bestehende Zahl durch 4 teilbar ist. Ahnlich ergibt sich:

Eine Zahl 148t bei der Teilung durch 8 denselben Rest wie die aus
ihren drei letzten Ziffern bestehende Zahl; sie ist also dann und nur dann
durch 8 teilbar, wenn die aus ihren letzten drei Ziffern bestehende Zahl
durch 8 teilbar ist.

2. Teilbarkeit durch 5, 25, 125.
Nach dem Modul 5 ist 10 = 0, also
75312 = 7531 -10 + 2 = 2, 6893 == 689-10 + 3 == 3.
Nach dem Modul 25 ist 100 = 0, so daB
75312 = 753100 + 12 = 12, 6893 -~ 68100 - 93 = 93.
Nach dem Modul 125 ist 1000 = 0 und daher
75312 = 312, 6893 = 893.

Also:

Eine Zahl 1Bt bei der Teilung durch 5 denselben Rest wie ihre letzte
Ziffer.

Eine Zahl 148t bei der Teilung durch 25 denselben Rest wie die aus
ihren beiden letzten Ziffern bestehende Zahl.

Eine Zahl 148t bei der Teilung durch 125 denselben Rest wie die aus
ihren letzten drei Ziffern bestehende Zahl.

Und im besonderen:

Eine Zahl ist durch 5 dann und nur dann teilbar, wenn ihre letzte
Ziffer 0 oder 5 ist.

Eine Zahl ist durch 25 dann und nur dann teilbar, wenn ihre beiden
letzten Ziffern 00, 25, 50 oder 75 sind.

Eine Zahl ist durch 125 dann und nur dann teilbar, wenn ihre drei
letzten Ziffern 000, 125, 250, 375, 500, 625, 750 oder 875 sind.

3. Teilbarkeit durch 3, 9.

Nach dem Modul 3 und auch nach 9 ist 10 = 1, und daher sind auch
alle Potenzen von 10 gleich 1. Also wird
5432 =510 +4-1024-3-10 + 2 =5 + 4 + 3 + 2,
78214 = 7104 +8-103 + 2102 +1-10 + 4 =7 4+ 84 2 +1 + 4.
Nennen wir die Summe der Ziffern einer Zahl ihre Quersumme, so haben
wir:
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Eine Zahl 148t bei der Teilung durch 3 oder 9 denselben Rest wie ihre
Quersumme, und sie ist dann und nur dann durch 3 oder 9 teilbar, wenn
ihre Quersumme es ist.

4. Teilbarkeit durch 11,

Nach dem Modul 11 ist 10 = —1, so daf} die geraden Potenzen von
10 gleich 41 und die ungeraden gleich —1 sind. Daher ist
3475 =54+ 710 + 4102 4 3-10° =5 —7 + 4 — 3,

86241 =1+ 410 + 2102 4+ 6-10° + 8:10* =1 —4 + 2 —6 - 8.
Nennen wir also die Summe der mit abwechselndem Vorzeichen ge-
nommenen Ziffern — wobei die Einer das positive Zeichen bekommen —
die Querdifferenz der Zahl, so haben wir:

Eine Zahl 148t bei der Teilung durch 11 denselben Rest wie ihre Quer-
differenz; sie ist durch 11 dann und nur dann teilbar, wenn ihre Quer-
differenz durch 11 teilbar ist.

5. Neuner-und Elferprobe.
Es ist:
4553217 = 1463735.
Den Rest, den dies Produkt bei der Teilung durch 9 (oder 11) 148t, konnen
wir einmal finden, indem wir den Rest des Ergebnisses bestimmen, und
dann auch so, daB wir den Rest der Faktoren berechnen und dann den
Rest des Produktes dieser Reste bestimmen. Ist das Produkt richtig be-
rechnet, so muB sich beidemal derselbe Wert ergeben.
Nach dem Modul 9 ist
1463735 =1+44+6+34+74+345 =29 =24+9=11 =141 =
455 = h4+545 =945 =5,3217 = 3+4+241+7 = 3+1++9
A55-3217 =54 =20 =240 = 2.
Wir erhalten also als Rest beidemal 2.
Nach dem Modul 11 ist
1463735 = (5+7+6+1) —(3+3+4) =19 —10 =9,
455 = (54+4) —5 =4, 3217 = (7+2) — (1 4+3) =5,
4553217 =45 = 20 = 9,
so daB sich auch nach 11 beidemal derselbe Rest ergibt.
Es sei gerechnet:
a=13-28-51 4 5-213 —17-23 35 = 54%4.
Nach dem Modul 9 ist
13-28:561 =416 =24 =6,5-213 =56 =30 = 3,
17-23-85 =—1:5-—1 =5 a=6+3—5=4

I
~
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und andererseits
Q=549 =54+44+94+4=94+94+4=n4,
Wir erhalten also auf beide Arten denselben Rest 4.
Nach dem Modul 11 ist

13-28:51 =26 —4 =12-7=1:7=7, 5-213 =5-4 =20 =9,
17:23:35=6-1-2=1, a=74+9—1=15=4

und andererseits
@=549h = (h+4)— (O +5) =8—14 ——6="

Wir erhalten also nicht auf beide Arten denselben Rest. Es ist daher
falsch gerechnet.

Diese Rechenproben heilen die Neuner- und die Elferprobe. Geben
beide ein richtiges Ergebnis, so kann richtig gerechnet sein; gibt aber
auch nur cine cin falsches Ergebnis, so ist sicher falsch gerechnet — yiel-
leicht bei einer der Proben.

Auf cinen Fall sei besonders hingewiesen. Da eine Zahl bei der Teilung
durch 9 denselben Rest it wie ihre Quersumme, so lassen zwei Zahlen,
die sich nur durch die Anordnung der Ziffern untcrschcid‘en, denselben
Rest. Wenn man etwa bei einer Nebenrechnung eine Zahl insofern falsch
schreibt, daf man ihre Ziffern vertauscht, z. B. 842 statt 824, so wird das
Ergebnis falsch, aber die Neunerprobe stimmt. Wenn umgekchrt die
Neunerprobe stimmt, die Elferprobe aber nicht, so kann man vermuten,
daB man einen derartigen Fehler gemacht hat, Oder: Wenn ein Kassierer
beim Kassenabschluf cinen UberschuB oder Fehlbetrag findet, der durch 9
teilbar ist, so darf er vermuten, daf er einen Posten in der Art falsch ein-
getragen hat, daB8 er die Ziffern vertauscht hat, etwa 83 RM. 45 Pfg.
statt 45 RM. 83 Pfg. oder 723 RM. statt 327 RM. Denn die Differenz
zweier Zahlen mit derselben Quersumme ist immer durch 9 teilbar.

Frage: Warum sind 4 und 5 als Moduln ganz ungeeignet zu Rechen-
proben?

1V. Multiplikationstabellen.
1. Additionstabellen.

Rechnen wir nach dem Modul 7, so konnen wir uns auf die sieben Zahlen
(16) 0,1,2 3 4 5 6

beschridnken. In der Summe a + b konnen ¢ und b unabhiingig von-
einander die sicben Werte (16) annehmen, so daB wir im ganzen 7-7
Additionsaufgaben erhalten, deren Ergebnisse wir in ciner quadratischen
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Tabelle anordnen kénnen. Wir schreiben iiber den oberen und vor den
linken Rand der Tabelle die Zahlen (16) und bezeichnen die Zeilen nach
den vor ihnen und die Spalten nach den tiber ihnen stehenden Zahlen,
sprechen also von Zeile 0, Zeile 3, Spalte 6 usw. Das Ergebnis der Summe
a + b soll in der Tabelle dort stehen, wo Zeile a und Spalte b sich treffen.
Wir erhalten so:

Tabelle fiir a + b.

Modul 7.
01 2345 6
0 01 23456
123 45 60

21 23 45 6 01
31345 6 01 2
Al 45 6 001 23
515 6 01 2 3 4
61 6 0 1 2

Wir kiénnen aus dieser Additionstabelle (AT) auch die Werte fiir die
Differenzen b — a entnehmen. Wir setzen b — a = ¢ und betrachten die
AT als Tabelle fiir die Summen a 4 ¢ == b. Durch den ersten Sum-
manden a ist uns die Zeile gegeben, in der die Summe b stehen muB. Die
Spalte, in der sie sich befindet, gibt uns den gesuchten Summanden ¢
oder die Differenz b — a. Beispicle: 3 —5. In Zeile 5 finden wir 3 in der
Spalte 5, so daBB 3 — 5 == 5. In der Tat ist 5 + 5 = 3 nach dem Modul 7.
Oder: 2—6. In Zeile 6 steht die 2 in Spalte 3, so daB 2 —6 = 3. Oder:
A —5. In Zeile 5 befindet sich die 4 in Spalte 6, so dal 4 — 5 == 6.

Dem Leser sei empfohlen, fiir weitere Moduln AT aufzustellen und
sie zur Berechnung von Differenzen zu benutzen. Es ist das eine gute
Voriibung fiir die folgenden wichtigeren und nicht so einfachen Multi-
plikationstabellen.

2. Multiplikationstabellen.

In derselben Weise wie AT konnen wir auch fiir verschiedene Moduln
Multiplikationstabellen (MT) bilden. Der Unterschied ist nur der, daf
dort, wo Zecile a und Spalte b sich treffen, jetzt der Wert des Pro-
duktes ab steht. Dabei sollen zunichst die positiv kleinsten Reste ge-
nommen werden, also beim Modul m die Zahlen

(17) 0,1,2... (m—1).
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Zur Herstellung der Tabellen sei folgendes gesagt. In Zeile 0 und
Spalte 0 stehen nur Nullen, da dort der eine Faktor 0 ist. Die Zeile 1 ent-
hilt die Vielfachen von 1, also die Zahlen (17). Diese Zahlen gehen aus 0
hervor, indem wir fortgesetzt 1 addieren. Die Zcile 2 enthilt die Vielfachen
von 2. Wir erhalten sie, indem wir zu 0 wiederholt 2 addieren, wobei
Vielfache von m gleich fortzulassen sind. Wir gehen also immer gleich um
zwei Einheiten weiter statt um eine. Denken wir uns also die Zahlen der
Zeile 1 in einem Kreise angeordnet, so erhalten wir aus ihnen die der
Zeile 2, indem wir sie, bei 0 beginnend, mit 2 ab- oder auszihlen, wobei
die ausgezédhlten Zahlen immer wieder mit zu beriicksichtigen sind. All-
gemein enthdlt die Zeile a die Vielfachen von a, die wir erhalten, wenn wir
zu 0 wiederholt a addieren, natiirlich unter Fortlassung der Vielfachen
von m. Wir schreiten daher in dieser Zeile immer um a Einheiten weiter,
so daB wir diese Zeile aus Zeile 1 durch Auszdhlen mit g erhalten. Ferner:
In Zeile 3 wird zu jeder Zahl 3 addiert, um die folgende zu erhalten;
in Zeile 6 aber 6 == 3 4 3 und in Zeile 9 immer 9 = 3 4+ 3 -}- 3. Daher
bekommt man die Zeilen 6 und 9 aus Zeile 3 durch Auszéihlen mit 2 und 3.
Ebenso die Zeile 8 aus 4 durch Auszéhlen mit 2 und aus 2 durch Aus-
zdhlen mit 4.

Zum Schluf} sei noch eine Rechenkontrolle angegeben. Addieren wir
zur letzten Zahl in Zeile a noch einmal a, so ergibt sich immer 0. Warum?
Was wiirden wir iiberhaupt erhalten, wenn wir die Tabellen nach rechts
weiter fortsetzen wiirden, wenn wir also nicht mit dem (m-—1)-fachen
von a aufhiren wiirden, sondern auch noch das m-, (m 4 1)-, (m + 2)-
fache usw. hinschreiben wiirden, natiirlich immer nach dem Modul m?

3. Tabellen.

Es folgen hier einige MT. Es wird dem Leser dringend empfohlen,
sich diese Tabellen selbst herzustellen und auch noch weitere, etwa fiir
die Moduln 19, 23, 24, 36.

Tabellen fiir a-b.

Modul 5. Modul 6.
0123405
01234 0l 000000
00000 11012345
1 1.2 3 4 21 0 240 2 4
alo 241 3 03030
3103 1 4 2 A1 0 4 2 0 A
A0 4 3 21 500 5 4 3 21
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Modul 7 Modul 8.
012384567
V123456 ofoooooooo
0fooo0oo000 o0 1fo12345¢67
10123456 210 2460246
2l 0246135 303614725
3] 0362514 Al 04040404
4loa15263 5005274163
510531642 6106420642
6] 0654321 7107654321
Modul 9. Modul 10.
01234]56789
01 2]345]678
ofoooooflooooo
010 00710001000 1fo1 23456789
101 213 451678 210246802468
2102416811357 30369258147
3o 36 lo36f{036 o488 2604826
B0 & 8137 21615 slosos0]5 0505
S|051]62713 84 6]o6284)06284
6loe63f{oe63|oes 700741852963
7007531864 2 8]0 8642|0864 2
glo87[654]321 90987654321

Jung, Einfiihrun« in die Zahlentheorie.

[
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Modul 11.

01 2 3 45 6 7 8 910
0] 00 0 0 00 0 0 0 0 0
11 0 9 45 6 7 8 910
al 0 2 4 810 1 3 5 7
31 0 3 ¢ 1 4 7 (10 2 5
41 0 4 8 1 509 2 610 3 7
51 0 510 4 9 3 8 27 1 6
61 0 6 1 7 2 3 9 410 5
71 0 7 310 6 2 9 5 1 A
81 0 8 5 2 |10 7 4 1.9 6 3
9| o 75 3 110 8 6 4 2
101 010 9 8 7 6 5 A3 o201
Modul 12,

01 2301456 718 911
0] o0 0 o0fo o 0olo oo o0
1101 2 3] 45 718 91011
2l 0o 2 4 6| 810 0 2 14 6 810
3o 36 91036 910369
A1 0 4 8 A 8 0 A 8 0 4
51 0 510 8 1 611 |4 9 2 7
6l 0 6 o 06 0 60 6 0 6
710 7 2 9} 411 6 118 310 5
sl o 8 4 0] 8 4 084 0 8 4
91 0 9 ¢ 310 9 ¢ 3109 6 3
10010 8 614 2 0108 6 4 2
1Ml o110 918 7 6 5|4 3 21

.
/;IJ
Vizenschaften der Tabellen,
‘e

i o mit der Spalte a iberein. Das kommt daher,
daB beiav .. 2 a in derselben Reihenfolge enthalten. Oder

auch: Die Tabellen .. etrisch zur Diagonale von links oben nach

CN
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rechts unten, zur sogenannten Hauptdiagonale. Als Grund kann man
auch angeben: Es ist a-b =b-a.

2. Wir wollen uns in den Tabellen mal die Nullen in der ersten Zeile
und Spalte, also dic Randnullen, fortdenken. Es ist dann die letzte Zeile
gleich der ersten in umgekehrter Reihenfolge. Das wird wohl jedem bei
der Berechnung der Tabellen auffallen. Aber es ist auch die vorletzte
Zeile gleich der zweiten in umgekehrter Reihenfolge. In derselben Be-
ziehung stehen die dritte und die drittletzte Zeile usw. Entsprechendes
gilt von den Spalten. Wir konnen diese Eigenschaft auch so ausdriicken:
Nach Fortlassung der Randnullen sind die Tabellen symmetrisch zur
Diagonale von links unten nach rechts oben, der sogenannten Necben-
diagonale. Und der Grund hierfiir? Wie wir wissen, entsteht z. B. die
Zeile 2 aus der Zahl 0 durch wiederholtes Addicren von 2. Fiigen wir
zur letzten Zahl noch einmal 2 hinzu, so bekommen wir 0, und daher er-
halten wir die Zahlen der Zeile 2 auch aus der Zahl 0 durch fortgesetzte
Subtraktion von 2, aber in umgekehrter Reihenfolge, von rechts nach
links. Die Zahlen der Reihe m — 2 gehen aus 0 hervor durch wiederholtes
Addieren von m — 2 oder von — 2, da m — 2 == — 2 nach dem Modul m,
also durch fortgesetztes Subtrahieren von 2. Sie entstehen daher aus 0
genau so wie die Zahlen der Zeile 2, aber in umgekehrter Reihenfolge.
Oder: In der Zeile a steht in Spalte b das Produkt ab, und in Zeile m—a
steht in Spalte m—b das Produkt (m—a) (m—>b), und das ist nach dem
. Modul m gleich - -5 —b == ab.

5. Division.

So wie wir eine AT zur Losung von Subtraktionsaufgaben verwenden
konnen, so konnen wir eine MT auch zur Losung von Divisionsaufgaben
benutzen. Wir verstehen dabei unter b/a die Zahl, d/e mit a multipliziert,
b ergibt. Setzen wir bj/a = ¢, so ist also ac = b. Vo.1 dem Produkt ac
kennen wir den ersten Faktor a, und damit in der MT die Zeile, und das
Ergebnis b, wiahrend der andere Faktor ¢, also die Spalte, gesuch’
Haben wir uns daher fiir einen bestimmten Modul m en. "’
wollen wir den Wert von b/a bestimmen, so haben wir ent-
sprechenden MT in der Zeile a die Zahl b aufzusuchen. Steht sie  paltec,
so ist b/a — c¢. Der Leser mage sich, ehe er weiter liest, selbst Beispiele
bilden und versuchen, sich dic dabei auftretenden Merkwiirdigkeiten zu
erkliren. ‘ '

Hier seien nur einige Beispiele gegeben. Modul 5: ¢ = 2/3. In Zeile 3
steht 2 in Spalte 4, so daB 2/3 == 4. In der Tat ist 4-3 = 12 = 2 nach
dem Modul 5. Modul 11: ¢ = 7/5. In Zeile 5 steht 7 in Spalte 8, so daB
7/5 = 8. Probe: 85 = 40 = 7. Modul 10: ¢ = 8/6. In Zeile 6 steht 8

2%
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zweimal, ndmlich in Spalte 3 und 8, so daB wir fiir 8/6 zwei Werte er-
halten, nimlich 3 und 8. Es ist tatsdchlich nach dem Modul 10 sowohl
3 -6 wie auch 8- 6 gleich 8. Fiir ¢ = 0/5 ergeben sich sogar die fiinf Werte
0, 2, 4, 6, 8. Oder es sei ¢ = 3/2. In Zeile 2 findet sich keine 3, so daB die
Aufgabe 3/2 nach dem Modul 10 keine Losung hat.

Wir sehen, die Zahl b/a ist dann und nur dann vorhanden, wenn in
Zeile a die Zahl b vorkommt, und wenn das dmal der Fall ist, so gibt es
d Werte, und zwar ganzzahlige, fiir bj/a. Es 4Bt sich also jede Zahl durch a
dividieren, wenn in Zeile a alle Zahlen vorkommen. Da dann jede Zahl
nur einmal vorkommen kann, so ist in diesem Falle die Division immer
eindeutig. Wir heben den Fall a = 0, also die Division durch 0, besonders
hervor. In Zeile 0 stehen nur Nullen, so dal /0 nur vorhanden ist, wenn
auch b = 0. Und 0/0 kann jede Zahl sein. Es ist ja auch fiir jedes ¢ immer
c-0 = 0. Wir sehen im folgenden von diesem Fall ab, setzen also den
Nenner a immer als von 0 verschieden voraus.

In den Tabellen zu den Moduln 5, 7, 11 stehen in allen Zeilen, auBer
in Zeile 0, alle Zahlen. In den anderen Tabellen ist das nicht der Fall.
Betrachten wir die Zeilen, die nicht alle Zahlen enthalten, genauer, so
sehen wir, daB in ihnen die vorhandenen Zahlen periodisch wiederkehren
(wie bei einem periodischen Dezimalbruch), und daB die in einer Periode
enthaltenen Zahlen voneinander verschieden sind. Es ist nicht schwer zu
sehen, daff das immer so sein muB. Da 5e; Modul m in Zeile a, wie in
jeder Zeile, m Zahlen stehen. <, miissen mindestens zwéi gleiche vor-
kommen, wenn sie nicht all’, yorkommen. Es sei & = la die erste Zahl in
Zeile a, die zum zweitenm | yorkommt. Es geht aber jede Zahl in Zeile a
aus der folgenden durch gyhtraktion von a hervor. Daher ist sowoh! die
vor dem ersten wie Vo gem zweiten & stehende Zahl gleich h—a. Es
wiirde daher die Zah; y__ 4 eher wiederkehren als h. Daraus folgt, da§
in der Zeile a vor ¢, ersten h keine Zahl stehen darf, daB also das erste
h—a nicht zur T ype1e gehort. Mit anderen Worten, es muB h die erste
- der Zeile, 150 ¢ sein, so daB 0 die erste Zahl ist, die wiederkehrt.

[4:57 Kleinste positive Vielfache von a, das 0 ist, so sind die
[ den der Zeile, nimlich
(18) 0, a, 2a,..., (—"Ma
voneinander verschieden und bilden die Periode. Denn die nichste Zahl
ist la, dic gleich 0 ist, und da in Zeile a jede Zahl aus der vorhergehenden
durch Addition von a entsteht, so folgen auf la = 0 die Zahlen g, 2a,
3a usw., so daB die Zahlen (18) wiederkehren. Wir nennen die Anzahl [
der in der Periode enthaltenen Zahlen die Periodenlinge.

Aus den Tabellen ersehen wir, daB jede Zeile durch eine volle Zahl
von Perioden ausgefiillt wird. DaB das immer so sein muf, folgt einfach
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.daraus, daB auf die letzte Zahl jeder Zeile a das m-fache von g, also 0,
folgt, so daB bei weiterer Fortsetzung der Tabellen dort eine neue Periode
beginnt. Ist daher d die Anzahl der Perioden in Zeile a, so ist die Anzahl m
der Zahlen in der Zeile gleich Id, so daB m durch [ teilbar ist. Ferner er-
gibt sich, daB die Zahlen

0-a,l-a 2l-a 3l-a,...
und nur diese 0 sind. Es ist daher ein Vielfaches von a, etwa ha, dann
und nur dann 0, wenn h durch [ teilbar ist.

In der Tabelle des Moduls 10 haben die Zahlen der Zeile a fiir a = 2,
4, 6, 8 den g. g. T. 2, und 2 ist die Anzahl der Perioden und auBerdem
Teiler von a. Fiir @ -= 5 haben die Zahlen den g. g. T. 5, welche Zahl
wieder gleich der Zahl d ger Perioden ist und auch Teiler von a. In der
Tabelle des Moduls 12 haben dic Zahlen der Zeile a fiir @ -—= 3 und 9 den
g.g. T. 3, und 3 ist auch die Anzahl d der Perioden in diesen Zeilen und
Teiler von a. Wir kommen so zu den beiden Vermifungen, daB die Anzahl
d der Perioden in Zeile a nicht nur Teiler von m, sonderi, auch von a ist,
und daB die Zahlen der Zeile a Vielfache von d sind.

Wir betrachten zunichst die erste Vermutung. Wie wir w %1, ist
la durch m teilbar. Daher ist lajm = lajld == a/d eine ganze Zahl, so a3B
a tatsichlich Vielfaches von d ist. Es sei etwa a == gd, so daB
(19) m=1d, a = gd.

Umgekehrt sei «’ ein g. T. von m und @ und es sei m —=l'd’, a = g'd'.
Dann ist nach dem Modul m

la=Udg =mg =\0.
Das gilt fur jeden g. T. d’ von a und m. Soll I’ méglichst klein, also
gleich [ sein, so miissen wir d’ moglichst groB wihlen. Es ist daher d der
g. g T. von @ und m. Und wir haben:

Die Lénge [ der Periode in Zeile a ist gleich m/d, wo d der g.g. T.
(a, m) von a und m ist.

Die Lidnge der Periode in der Zeile @ hingt also nicht von a selbst,
sondern nur von d ab.

Ist d == 1, so ist [ = m, und die Periode besteht aus allen m Zahlen.
Sonst aber besteht die Periode nur aus { <<m Zahlen, und in der Zeile a
kommt jede dieser Zahlen dmal vor. Unter diesen ist immer die 0, dic
ja die erste Zahl in jeder Zeile ist, und wir wollen zunichst sehen, was
daraus folgt. Ist d = 1, ist also a teilerfremd zu m, so ist nur 0-a = 0,
und 0/a hat nur den einen Wert 0. Ist im besonderen m eine Primzahl p,
so ist entweder a durch p teilbar, also 0 nach dem Modul p oder teiler-
fremd zu p. Daraus folgt: Ist nach p das Produkt ab gleich 0, so ist ent-
weder @ = 0 oder b -= 0, da ja, wenn a - 0, nur a-0 == 0 ist. Sind dahér
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umgekehrt @ und b beide nicht 0, so ist auch ab nicht 0. Ist ¢ eine dritte
von 0 verschiedene Zahl, so ist auch (ab)- ¢ = abc nicht 0. So folgt:

Ist p eine Primzahl, so ist nach dem Modul p ein Produkt dann und
nur dann 0, wenn mindestens ein Faktor 0 ist.

Das ist also genau so wie beim gewthnlichen Rechnen. Es sei jetzt
d > 1. Dann sind in der Zeile a genau d Zahlen 0, nimlich
(20) 0-a,l-a, 2l-a,..., (d—1)l-a,
und es hat 0/a die d Werte 0, [, 21,..., (d—1)I. Es kann daher ein
Produkt 0 scin, ohne daB ein Faktor 0 ist. So ist 4 -5 nach 10 gleich 0.
Oder nach 12 ist 4-3 == 0, 2-3-10 = 0. Zwei Zahlen, die nicht 0 sind,
deren Produkt aber 0 ist, heiBen Nullteiler. Wir kénnen also sagen:

Ist der Modul m eine zusammengesetzte Zahl, so gibt es Nullteiler.

Die gefundenen Sitze konnen wii auch in folgender Form aus-
sprechen:

Ist (a, m) =d, n — Id und ga durch m teilbar, so ist g Vielfaches
von L. Im bescjideren: Ist a teilerfremd zu m und ist ga durch m teilbar,
so ist g dujch m teilbar.

Eiv Produkt ist durch eine Primzahl p dann und nur dann teilbar,
Whnn mindestens ein Faktor durch p teilbar ist.

Wir fiigen noch hinzu: Sind alle Faktoren eines Produktes zu m teiler-
fremd, so ist es auch das Produkt.

Es sei niimlich etwa das Produkt a,a,---a, = g nicht teilerfremd
zu m, obwohl alle seine Faktoren es sind. Es sei p eine im g. g. T. von ¢
und m enthaltene Primzahl. Dann ist g durch p teilbar und also auch
mindestens einer der Faktoren a;. Dieser wiire gegen die Voraussetzung
nicht teilerfremd zu m. Wenn wir daher irgendwelche der Zahlen, dic
zu m teilerfremd sind, miteinander multiplizieren, so erhalten wir immer
wicder eine dieser Zahlen.

Wir kehren zu unserer eigentlichen Aufgabe, der Division, zuriick.
Wie wir geschen haben, ist eine Zahl b nach dem Modul m dann und nur
dann teilbar durch a, wenn sie in der Zeile a der zugehorigen MT vor-
kommt, wenn sie also eine der [ Zahlen (18) ist. In der Tabelle stehen
aber nicht diese Zahlen selbst, sondern ihre Reste nach dem Modul m,
und es ergibt sich die Frage, welche Zahlen das sind. Wir haben oben ver-
mutet, daB es Vielfache der Anzahl d der in Zeile a enthaltenen Perioden
sind. Das bestiitigt sich. Denn zuniichst sind die Zahlen (18) durch d teil-
bar, da sie Vielfache von a sind. Die in der Tabelle stehenden Zahlen
unterscheiden sich aber von diesen nur durch Vielfache von m, und da
auch m durch d teilbar ist, so sind es auch die in der Tabelle stehenden
Zahlen. Die I in Zcile a stchenden Zahlen sind also unter den Zahlen

(1) 0,d 2d,... (I—1)d
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enthalten. Denn dies sind die einzigen Vielfachen von d, die nicht negativ
sind und kleiner als m. Da aber die Anzahl der Zahlen (21) gerade [ ist,
so miissen sie alle vorkommen. Nach dem Modul m sind daher die Zahlen
(18) mit den Zahlen (21), abgeschen von der Reihenfolge, identisch. Eine
Zahl b findet sich also in Zeiie @ dann und nur dann, wenn sie durch d
teilbar ist, und da sich die Zahlen der Zeile a d mal periodisch wieder-
holen, so kommt sie dann d mal vor, und zwar immer im Abstand [. Daher
haben wir:

Nach dem Modul m ist eine Zahl b dann und nur dann durch cine Zahl a
teilbar, wenn sie durch den g. g. T. d == (a, m) von a und m teilbar ist,
und es hat dann bja genau d Werte. Ist der kleinste von diesen ¢, so ist
(22 bla - ¢, ¢l c--21 ..., oder ¢+ (d— 1)L
Das gilt auch fir ¢ - -1 und d — m.

Aus (21) ersehen wir, daB nicht nur, wie wir schon friher gefunden
haben, die Linge | der Periode, sondern auch die in der Periode ent-
haltenen Zahlen nicht von a selbst, sondern nur von d abhdngen. In
einer bestimmten Tabelle bestehen daher alle Perioden derselben Linge
aus denselben Zahlen. So enthalten fur den Modul 12 die Perioden der
Linge [ fiir | -= 6 dic geraden Zahlen, fiir [ - 4 die Zahlen 0, 3, 6, 9 und
fiir [ = 3 dic Zahlen 0, 4, 8. AuBlerdem sieht man, daB die Perioden der
Linge I', wenn I’ ein Teiler von [ ist, nur Zahlen enthalten, die auch in
den Perioden der Lange I vorkommen. Ist dir das aufgefallen, lieber
Leser? Ist ndmlich [ = 0Uh und m - Id - I'd’, so ist &’ = dh, also cin
Vielfaches von d, so daB die Vielfachen von d’ unter denen von ¢ ent-
halten sind. Dies alles folgt auch daraus, dafl wir die Zeilen unserer
Tabellen durch Auszédhlen mit ciner passend gewdhlten Zahl aus Zeile 1
oder, unter Umstinden, auch aus einer anderen Zceile erhalten, wie das
oben erldutert ist.

6. Diophantische Gleichungen.
Es sei die Gleichung

(23) 17x 412y =5

mit den Unbekannten x, y ganzzahlig zu lésen. Wir haben hicer fiir die
beiden Unbekannten nur eine Gleichung, aber die Bedingung, daB die
Losungen ganze Zahlen sein sollen. Derartige Gleichungen heifen nach
dem griechischen Mathematiker Diophantes diophantische Gleichungen.
Wir beschrénken uns hier auf den allercinfachsten Fall solcher Gleichungen.
Rechnen wir nach dem Modul 12, so folgt aus (23)

17x = 5x =5, X = 1.

Das bedeutet, daff x sich von 1 nur durch cin Vielfaches von 12 unter-
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scheiden darf. Es ist daher x =1 + 124, wo u irgendeine ganze Zahl
ist. Setzen wir diesen Wert von x in (23) ein, so erhalten wir

17 4+ 17+12u + 12y == 5,oder12y = —12 —17u- 12,
so daB sich die Losung von (23) in der Form

x=1+121, y = —1—17u
ergibt, wo u cine beliebige ganze Zahl ist. Fiir u = 0 erhalten wir z. B.
X =1, y=—1; fir u =13 wird x =157, y = —222, was also auch
eine Losung von (23) ist.
Eine zweite Aufgabe sei
(24) 139x + 11y = 15.
Nach dem Modul 11 ist
139x =7x =15 = 4.

Aus der MT fiir den Modul 11 ersehen wir, daB x = 4/7 == 10. Daher

konnen wir x =: 10 -+ 11u setzen, wo u eine ganze Zahl ist. Aus (24)
folgt dann

1390 — 15 == 1375 = 11125 = —11y — 111394,
so daf
x =104+ 1u, y = —125 —139%u
die Losung von (24) ist.
Ein weiteres Beispiel sei

(25) 216x — 68y — 192.
Zunichst dividieren wir die Gleichung mit 4 und erhalten einfacher
(26) 56X — 17y == 8.

Nach dem Modul 17 folgt 54x = 3x == 48 = —3, also x = —1. Wir
konnen daher x in der Form —1 - 17u annehmen. Dann folgt aus (26)

—0h — 48 == — 102 = — 617 - 17y — 17 - B4 u.
Als Losung von (25) finden wir daher
X:=—1+17u, y = —6 4 dhu.

Z. B. crgibt sich fur u - 1 die Losung x == 16, y == 48.
Die Aufgabe
A1x 4+ 72y =13
hat keine ganzzahlige Losung. Warum nicht?

7. Einige Bemerkungen zu den Divisionsaufgaben
nach einem Modul.

Es sei x = b/a nach dem Modul m zu bestimmen. Wie wir gesehen
haben, ist diese Aufgabe nur zu losen, wenn b durch den g. g. T. d von a
und m teilbar ist, und dann nach dem Modul m auf d Arten. Ist ¢ ein Wert
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von b/a, so sind die andern durch (22) gegeben, und es geniigt, eine Losung
zu finden. Aber wie? Am einfachsten aus der MT fiir den Modul m. Die
wird man jedoch nicht immer haben, und sie fiir vielleicht nur eine Auf-
gabe anzufertigen, lohnt nicht.

Es sei b = byd. Wie wir in Nummer 3 des ersten Abschnittes geschen
haben, 148t sich jede Zahl des Ringes {a, m}, also im besonderen auch d,
das die kleinste positive Zahl des Ringes ist, in der Form darstellen:

d—=au 4 mo,

wo 1 und v ganze Zahlen sind. Diese Darstellung findet man, indem man
die Herleitung der kleinsten Zahl des Ringes rechnerisch genau verfolgt.
Wir gehen darauf nicht ein, wie man am schnellsten zum Ziele kommt.
Multiplizieren wir die Darstellung von d mit b,, so erhalten wir nach dem
Modul m

b =0byd = a-byu, x == bfa = byu.

8. Division einer Gleichung nach einem Modul
durch eine Zahl.

Beim gewdhnlichen Rechnen erhalten wir aus der Gleichung
fa == fb

fiir f 4 0 wieder eine richtige Gleichung, wenn wir links und rechts mit
f dividieren. Fir f = 0 gilt das nicht. Z. B. geht dic richtige Gleichung
4-0 = 5-0 durch Division mit 0 in die falsche Gleichung 4 = 5 iiber.
Wie liegen die Verhiltnisse beim Rechnen nach einem Modul m? Aus der
gegebenen Gleichung folgt, daB f(a—b) durch m teilbar ist. Ist (f, m)=d
und m == dm’, so ergibt sich nach Nummer 5 nur, daB a—#& durch m’
teilbar sein muB. Also:

Ist (f,m) =d, m =dm’, so folgt aus fa = fb nach dem Modul m,
dafi a = b nach dem Modul m’.

Nur fir d =1 ist m = m’. Oder:

Rechnen wir nach dem Modul m, so diirfen wir eine Gleichung ohne
weiteres durch eine zu m teilerfremde Zahl dividieren.

Ist m eine Primzahl, so ist jede von 0 verschiedene Zahl zu m teiler-
fremd, so daf wir fiir diesen Fall haben:

Rechnen wir nach einer Primzahl p als Modul, so diirfen wir jede
Gleichung durch jede von 0 verschiedene Zahl dividieren.

Das ist genau so wie beim gewthnlichen Rechnen.

Ist d = m, also f durch m teilbar und daher gleich 0 nach dem Modul m,
so0 ist fa = fb fur beliebige Zahlen a und b. Es ergibt sich gar keine Be-
dingung fir g und b,
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V. Die Funktion ¢ (n).
1. Die Definition.

In der MT fiir den Modul m kommen Perioden der Linge [ vor, wenn [
irgendein Teiler von m ist. Ist m == ld, so ist in einer Zeile a die Perioden-
linge gleich I, wenn a mit m den g. g. T. d hat. Die Anzahl dieser Zcilen
ist daher gleich der Anzahl derjenigen der m Zahlen von 0 bis m —1,
die mit m den g. g. T. d haben. Ist a == gd cine solche Zahl, so mul3 g
zu [ teilerfremd sein, und damit @ = gd eine der Zahlen von 0 bis m —1
ist, muBl wegen m — ld dic Zahl g cine der Zahlen von 0 bis [ — 1 sein.
Die Anzahl der Zeilen mit der Periodenlidnge [ ist daher auch gleich der
Anzahl derjenigen unter den Zahlen von 0 bis [ — 1, die teilerfremd zu [
sind. Ehe wir hicraus eine weitere Folgerung ziehen, betrachten wir all-
gemein die Anzahl derjenigen Zahlen, die 0 oder positiv und kleiner als
eine positive Zahl n sind, und die teilerfremd zu n sind. Dicse Zahl be-
zeichnet man nach Euler mit (7). Fir n = 1 bestehen die Zahlen von
0 bis n—1 nur aus der Zahl 0, und diese hat mit 1 den g. g. T. 1, so daB
o (1) - 1. Ist n>= 1, so gehort 0 nicht zu den zu n teilerfremden Zahlen.
Es ist daher fiir n > 1 ¢(n) die Anzahl der positiven Zahlen kleiner als n,
dic zu n teilerfremd sind. Fiir kleine n kann man ohne groBe Miihe die
Zahl o(n) cinfach dadurch bestimmen, da man die Zahlen von 1 bis
11— 1 hinschreibt und nachsieht, wie viele zu n teilerfremd sind. So erhilt
man folgende Tabelle:

n Pl2p31a bl 6] 7819110011 12113 14115]16(17

syl v 2 etal2lelalel alo] ali2l 6] 8f 816

IZhe wir darauf cingehen, wic ¢ (1) allgemein von n abhingt, wollen wir
die Definition dieser Funktion etwas verallgemeinern. Wir gehen davon
aus, daB eine zu n teilerfremde Zahl a zu n teilerfremd bleibt, wenn man
zu ihr cin Vielfaches von n hinzufiigt. Es gilt sogar allgemeiner der Satz:

Hat a mit n den g. g. T. d, so gilt dasselbe fiir jede Zahl @', dic aus a
durch Hinzufiigen cines Vielfachen von n entsteht. Oder kiirzer:

Alle Zahlen, die nach dem Modul n einander gleich sind, haben den-
selben g.g. T. mit n.
Das folgt cinfach daraus, daB jeder g. T. von a und n auch g. T. von
@’ = a - hnund nist, und daB umgekehrt jeder g. T. von @’ und n auch
g. T. von a := a — hn und n ist. Wir konnen daher auch definieren:

Rechnen wir nach dem Modul n, so bedeutet o(n) die Anzahl der-
jenigen unter den dann nur vorhandenen n Zahlen, die teilerfremd zu n
sind. Welches vollstindige Restsystem wir dabei benutzen, ist gleichgiiltig.
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2. Bestimmung von ¢(n),
wenn n die Potenz einer Primzah! ist.

Ist zunichst n eine Primzahl p, so sind die Zahlen von 1 bis p — 1
alle zu p teilerfremd, so dafB

@7) 2(p) = p—1.

Es sei jetzt n = p%, wo p eine Primzahl ist. Anstatt die Anzahl derjenigen
unter den Zahlen von 1 bis n — 1 zu bestimmen, die zu n teilerfremd sind,
berechnen wir umgekehrt die Anzahl derjenigen, die nicht zu n teilerfremd
sind. Da n nur die Primzahl p enthiilt, so hat eine Zahl dann und nur dann
mit 12 cinen Teiler gemeinsam, wenn sie ein Vielfaches von p ist, wenn sie

notwendig und hinreichend, daB g positiv und kleiner als n/p —= p*—!
ist, so daB g jede der Zahlen 1, 2, ..., p*—1!—1 sein kann. Daher ist
die Anzahl derjenigen der Zahlen von 1 bis n— 1, die nicht zu n teiler-
fremd sind, gleich p®—1-—1, und es ist die Anzahl der anderen

n—i—mm—n:n—wm:n@—;)

so dafl

(28) ?(p) = 9(n) = n (‘ - 1)'
p

S.FEin Satz tiber @(n).

Es sei n - . ab, wo a und b echte Teiler von n sein sollen. Eine Zahl
hat mit n keinen gemeinsamen Teiler dann und nur dann, wenn sie so-
wohl zu a wie zu b teilerfremd ist. Es ist aber eine der n Zahlen

(29) 0,1, 2,..., (n—1)

teilerfremd zu g, wenn der Rest, den sie bei der Teilung durch a 148t
zu a teilerfremd ist. Nach diesem Rest konnen wir die Zahlen (29) sehr
schnell ordnen, indem wir sie der Reihe nach von links nach rechts in
b Zeilen zu je a Zahlen schreiben. Fiira = 6,6 = 5, n == ab = 30 crhalten
wir so
Tabelle 1.

0 1 2 3 A 5

6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17

18 19 20 21 2223

025 2 27 28 29
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In dieser Tabelle entsteht jede Zahl aus der tiber ihr stehenden durch
Addition von 6, da man jedesmal um 6 weiterzihlt, bis man von einer
Zahl zu der darunter stehenden kommt. Daher sind die Zahlen jeder
Spalte nach dem Modul a = 6 einander gleich. Wir bezeichnen die Spalten
nach der in der ersten Zeile stehenden Zahl, also nach dem Rest, den
die in der Spalte stehenden Zahlen bei der Teilung durch a = 6 lassen.
Ebenso konnen wir die Zahlen (29) nach den Resten ordnen, die sie bei
der Teilung durch b lassen. Wir wollen es aber diesmal so einrichten, daB
die Zahlen jeder Zeile nach dem Modul b einander gleich werden. Dazu
schreiben wir sie der Reihe nach von oben nach unten in a Spalten zu
je b Zahlen. Fiir unser Beispiel erhalten wir so

Tabelle 2.

10 15 20 2
6 11 16 21 26
7 12 17 22 2
8 13 18 23 28
A& 9 14 19 20 29

(323
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Wir bezeichnen in dieser Tabelle jede Zeile nach ihrer ersten Zahl, also
nach dem Rest, den ihre Zahlen bei der Teilung durch b = 5 lassen.

Es liegt nahe, zu versuchen, die Zahlen (29) in einer Tabelle anzu-
ordnen, die die beiden wesentlichen Eigenschaften von Tabelle 1 und 2
vereinigt. In dieser Tabelle von wieder a Spalten und b Zeilen miissen
die Zahlen jeder Zeile nach dem Modul b und die jeder Spalte nach dem
Modul a einander gleich sein. Es diirfen sich daher die Zahlen einer Spalte
(Zcile) nur um Vielfache von a (b) unterscheiden, was z. B. der Fall ist,
wenn wie in Tabelle 1 (2) die Zahlen jeder Spalte (Zeile) aus der ersten
durch wiederholte Addition von a (b) hervorgehen. Eine derartige Tabelle
von ab Zahlen kénnen wir uns leicht herstellen, indem wir von 0 aus-
gehen, nach rechts immer b, nach unten immer a addieren und so ein Recht-
eck von a Spalten und b Zeilen ausfiillen. Aber die Frage ist, ob wir so
die Zahlen (29) erhalten. Da es auf Vielfache von n bei unserer Frage
nach den zu n teilerfremden Zahlen nicht ankommt, so konnen wir durch
Subtraktion von n oder Vielfachen von n erreichen, daB die ab Zahlen
unserer Tabelle alle unter den Zahlen (29) enthalten sind. Es fragt sich
nun noch, ob in der Tabelle auch alle Zahlen (29) stehen, ob also die
Zahlen der Tabelle alle voneinander verschieden sind. Wir nehmen zu-
nichst zwei Beispicle. Es sei erstens wie obena = 6, b = 5, n == ab = 30.
Wir erhalten auf die angegebene Art, wenn wir gleich nach dem Modul 30
reduzieren, die
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Tabelle 3.
0 5 10 15 20 25
6 M1 16 21 26 1
12 17 22 27 2 7
18 23 28 3 8 13
24 29 4 9 14 19

Zweitens sei a = 9, b = 6, n = ab = 54. Wir erhalten (nach 54)
Tabelle 4.

0 6 12 18 24 30 36 42 A8
9 15 21 27 33 39 45 M 3
18 24 30 36 42 48 0 6 12
27 33 39 45 3 9 15 2
36 42 48 0 6 12 18 24 30
45 51 3 9 15 21 27 33 39

Wir sehen: In Tabelle 3 stehen die n == 30 Zahlen von 0 bis 29, wihrend
in Tabelle 4 nicht alle n = 54 Zahlen von 0 bis 53 vorhanden sind, sondern
nur durch 3 teilbare Zahlen. Das letzte ist klar. Denn die Zahlen 6 und 9,
aus denen die Zahlen von Tabelle 4 durch wiederholtes Addieren gewonnen
werden, haben den g. T. 3. Wir miissen daher auf jeden Fall voraussetzen,
daB a und b teilerfremd sind. Aber das geniigt auch, wie wir jetzt zeigen
wollen. Die erste Zeile unserer Tabelle ist
0, b, 2b, 3b,..., (@—1)b.
Diese Zahlen sind, wic wir von den MT her wissen, wegen (a, b) =1,
nach dem Modul a verschieden und stimmen, abgesehen von der Reihen-
folge, mit den Zahlen von 0 bis @ —1 tberein. Die weiteren Zeilen der
Tabelle entstehen dadurch, daB jede Zahl aus der dariiber stehenden her-
vorgeht durch Addition von a. Die in einer Spalte stehenden Zahlen
lassen daher bei der Teilung durch a alle denselben Rest, wihrend Zahlen
verschiedener Spalten auch einen verschiedenen Rest haben. Wir konnen
und wollen die Spalten durch den positiv kleinsten Rest bezeichnen, den
ihre Zahlen bei der Teilung durch a lassen. Was von den Spalten gilt,
gilt aber auch von den Zeilen. Die erste Spalte enthilt die Zahlen
0, a, 2a, 3a,..., (b—1)a,

und diese sind nach dem Modul b in ihrer Gesamtheit gleich den Zahlen
von 0 bis b—1. Und die Zahlen jeder Zeile sind nach dem Modul b
einander gleich. Wir bezeichnen auch die Zeilen nach dem positiv kleinsten
Rest, den ihre Zahlen bei der Teilung durch b lassen. Steht daher eine
Zahl in Spalte a und in Zeile 8, so 148t sie bei der Teilung durch a den
Rest o und bei der Teilung durch b den Rest . Und umgekehrt, wenn eine
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der Zahlen von 0 bis 7 —1 bei der Tcilung durch a und b die Reste o
und § 14Bt, so findet man sie in der Tabelle da, wo Spalte a und Zeile g
sich treffen. Daraus aber folgt, daB die n — ab Zahlen der Tabelle von-
einander verschieden sind, da keine zwei sowohl bei der Teilung durch a
wie bei der durch b denselben Rest lassen konnen. Es sind daher in der
Tabelle alle Zahlen von 1 bis n —1 und jede einmal enthalten. Da es
unter den Zahlen von 0 bis a — 1 ¢(a) zu a teilerfremde und unter den
Zahlen von 0 bis b—1 @(b) zu b teilerfremde gibt, so sind in der
Tabelle ¢(a) Spalten mit zu a und ¢(b) Zeilen mit zu b teilerfremden
Zahlen vorhanden. Eine Zahl, die zu n, also zu a und zu b teilerfreind ist,
. muB aber gleichzeitig in diesen ¢ (a) Spalten und ¢ (b) Zeilen stehen. Ihre
Anzahl ist daher gleich ¢(a)-¢(b), so daB wir haben:
Ist n = ab, und sind a und b teilerfremd, so ist

(30) ¢ (1) = g(ab) == ¢(a) - (b)-

Wir schreiben die Tabelle 3 noch einmal hin, wobei wir iiber jede
Spalte den Rest schreiben, den die Zahlen der Spalte bei der Division
durch a == 6 lassen, und ebenso schreiben wir vor jede Zeile ihren Namen.
Wir erhalten so

Tabelle 5.

0 5 4 3 2 1

0 0 5 10 15 20 25
1 6 11 16 21 26 1
2112 17 22 27 2 7
3118 23 28 3 8 13

A 128 29 h 9 14 19

Die Tabellen 1, 2, 5 stehen in der Beziechung zueinander, dal die Zahlen,
die in Tabelle 5 in Spalte o und in Zeile B sich finden, in Tabelle 1 in
Spalte o und in Tabelle 2 in Zcile B stehen. Wir geben noch die den
Tabellen 1, 2, 5 entsprechenden Tabellen fiira = 10,6 = 9, n — ab = 90
an.

Tabelle 6.

0 1 2 3 A 5 6 7 8 9
10 11 2 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 2% 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
A0 A1 A2 A3 hh A5 A6 AT A8 49
50 Kt 52 53 5% 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 972 78 74 75 76 77 78 7Y
80 81 82 83 8 8 86 87 88 &Y
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Tabelle 7.
0 9 18 27 36 45 54 63 72 81
1 10 19 28 37 46 55 64 73 82
2 11 20 29 38 AT 56 65 74 83
3 12 21 30 39 48 57 66 75 8%
A 13 22 31 A0 49 58 67 76 &5
b 14 23 32 M 50 59 63 77 86
6 15 2y 33 A2 51 60 69 78 87
7 16 25 34 h3 H2 61 70 79 88

8 17 26 35 44 53 62 71 80 89

Tabelle 8.

0 9 8 7 6 5 h 3 2 1
0 0 9 18 27 36 [ 54 63 72 81
1110 19 28 37 46 55 64 73 82 1
21 20 29 38 A7 56 65 Th 83 2 11
31 30 39 48 57 66 75 84 3 12 21
Al A0 49 58 67 76 85 A 13 22 03
51 50 59 68 77 86 5 14 23 32 M
6] 60 69 78 87 6 15 24 33 h2 Hl
71 70 79 88 7 16 25 34 43 52 6l
81 8 89 8 17 26 35 44 53 62 71

In Tabelle 8 stehen in den ¢(10) = 4 Spalten 1, 3, 7, 9 die zu 10 und in
den ¢ (9) = 6 Zeilen 1, 2, 4, 5, 7, 8 die zu 9 teilerfremden Zahlen. Die
9(10) - ¢(9) = 24 Zahlen, die in beiden stehen, sind zu 10 -9 = 90 teiler-
fremd, so daBl ¢(90) = ¢(10) - ¢(9) =: 24 wird.

Der iiber ¢(n) gefundene Satz 148t sich noch etwas verallgemeinern.
Ist n = abc, wo a, b, ¢ zu je 2weien teilerfremd sind, so ist ab teilerfremd
zu ¢ und daher

o(ab-c) = p(ab) ¢(c) == 9(a) (b) (¢).
So finden wir:

Ist n - agay --a,, und sind die Faktoren a; zu je zweien teilerfremd,
so ist

(31) o (n) = 9(ay) ¢(ay): - ¢(a,)-

4. Eine Formel fiir ¢(n) bei beliebigem n.
Es sei, in Primzahlen zerlegt,

&l

(A .
n :pllpzz... pl' .
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Dann sind die Zahlen p?" zu je zweien teilerfremd, und durch Anwendung
von (31) erhalten wir in Verbindung mit (28)

o(n) '-*qJ(Pf‘)?(P:’)"wp(p,“’)
) YN WA
S () L (e BT (B
oder
(32) cp(n)=n<1—i)(1__t)...<1_i)‘
p P2 Pr

Beispiele:
1 2 4
n 300 = 22352 ¢(300) = 22-3-52. — . —. . = 28.5 = 80,
2 3 5
6 10 12
n=1001 = 7-11-13,(1001) = 7-11 13 +— - — + — = 790,
7 11 13

- = QM0 = 102,

1
n = 3072 = 203, (3072) = 23

wits

h.Eine Anwendung der Tabellen in Nr. 3.

Nehmen wir an, wir haben 30 Spielkarten, die wir uns in der Reihen-
folge, in der sie gerade liegen, mit den Zahlen von 0 bis 29 bezeichnet
denken. Wir bitten einen der Anwesenden, sich eine der Karten zu merken,
und legen die Karten der Reihe nach in 5 Zeilen zu je 6, und zwar einmal
von links nach rechts und einmal von oben nach unten, so daB wir die
Tabellen 1 und 2 in Nummer 3 erhalten wiirden, wenn wir die Karten
durch ihre Zahlen ersetzen. Wir fragen das erste Mal, in welcher Spalte,
und das zweite Mal, in welcher Zeile die gemerkte Karte liegt. Ist das
z. B. Spalte 5 und Zeile 2, so hat die Karte die Nummer, die in Tabelle 5
in Spalte 5 und Zeile 2 steht, also 17. Die gemerkte Karte ist daher die 17.
Aber man muB mit 0 beginnen zu zihlen.

Rein rechnerisch lautet diese Aufgabe so: Von einer der Zahlen von
0 bis 29 weifl man, welchen Rest sie bei der Teilung durch 6 und welchen
sie bei der durch 5 14B8t. Welche Zahl ist es? Die Reste seien z. B. 4 und 3.
Die gesuchte Zahl muB in Tabelle 5 nach der von uns gewéhlten Be-
zeichnung der Spalten und Zeilen in Spalte 4 und Zeile 3 stehen. Es ist
daher 28. In entsprechender Weise konnen wir Tabelle 8 verwenden. Eine
Zahl lasse bei der Teilung durch 10 und 9 die Reste 5 und 6. Eine solche
Zahl finden wir in Tabelle 8 in Spalte 5 und Zeile 6. Es ist 15.
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6. Eine Aufgabe.

Die Betrachtungen der vorigen Nummer fithren zu folgender Auf-
gabe. Es seien a und b zwei teilerfremde Zahlen. Es sollen alle Zahlen
bestimmt werden, die durch a geteilt den Rest o« und durch b geteilt
den Rest B lassen, wo a und B zwei gegebene Zahlen sind.

O<a<a0<p<bh).

Dieser Aufgabe konnen wir auch die Fassung geben: Es sollen alle
Zahlen bestimmt werden, diec nach dem Modul a gleich o« und nach dem
Modul b gleich B sind.

Beispiel 1: Es sei a =10, b =9, a = 4, § = 2. Eine der gesuchten
Zahlen finden wir in Tabelle 8 in Nr.3. Sie mufl dort gleichzeitig in
Spalte 4 und Zeile 2 stehen. Sie ist daher 74. Eine andere Losung sei x.
Da x bei der Teilung durch 10 und 9 dieselben Reste lassen mufl wie 74,
so ist x — 74 sowohl durch 10 wie durch 9, also durch ihr k. g. V. 90
teilbar. Ist aber umgekehrt x — 74 durch 90 teilbar, so laBt x bei der
Teilung durch 10 und 9 dieselben Reste wie 74. Daher ist x — 74 = 90g,
wo g irgendeine Zahl ist, und die allgemeine Losung unserer Aufgabe ist
durch 74 - 90g gegeben. Fiir g = —1 erhalten wir z. B. die Losung —16.

Beispiel 2: a = 5, b == 13, o = 4, § == 2. Eine Tabelle steht uns hier
nicht zur Verfiigung. Die Zahlen einer solchen Tabelle wiirden hier alle
aus 5 und 13 additiv zusammengesctzt secin, also die Form haben
Su 4 13v mit ganzzahligem u und ». Es liegt nahe, die gesuchte Zahl

(33) x = ou -+ 130
zu setzen und dann u und v passend zu bestimmen. Nach dem Modul 5
folgt aus (33) und aus der Aufgabe
130 = —20 =4h, 0 = —2 = 3.
Nach dem Modul 13 ergibt sich entsprechend
Su=2=15, u=23,
so daB
X=05-3+4+13:3 =54
eine Losung unscrer Aufgabe ist. Jede andere unterscheidet sich von
dieser durch ein Vielfaches von 5-13 = 65, da fiur jede Losung x die
Differenz x — 54 durch 5 und durch 13 teilbar sein mufl. Umgekehrt
148t jede Zahl, die sich von 54 um ein Vielfaches von 65 unterscheidet,
bei der Teilung durch 5 und 13 dieselben Reste wie 54.
Beispiel 3: a = 14,b = 27, o = 11, § = 8. Wir setzen x = 14u - 270.
Nach 14 wird
270 = —v =11, v = —11 = 3,
und nach 27 ist
Jung, Einfithrung in die Zahlentheorie. 3
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1hu=8,70 = h, —20u =", 5u =—1=—1+ 81 = 80, u = 16.
Eine Losung ist daher 14-16 + 27 -3 = 305. Die allgemeine Lisung ist
X = 305 4 14 - 27g = 305 4 378¢, wo g irgendeine Zahl ist.

Wir konnen diese Aufgaben in folgender Weise verallgemeinern. Es
sollen die Zahlen bestimmt werden, die nach den gegebenen Moduln
a, b, ¢ die gegebenen Werte o, B, v haben. Wir beschrinken uns auf den
Fall, wo die Zahlen a, b, ¢ zu je zweien teilerfremd sind, wo also ihr k. g. V.
gleich abc ist.

Nehmen wir an, wir hitten irgendeine Losung x, unserer Aufgabe
gefunden! Irgendeine andere Losung sei x. Da dann x, und x bei der
Teilung durch a, b, ¢ dicselben Reste lassen, so ist x — x, durch a, b, ¢
teilbar, also durch ihr k. g. V. abc. Hat umgekehrt x — x, diese Eigen-
schaft, so sind x und x, cinander gleich nach den Moduln a, b, c. Ist
daher x, irgendeine Losung, so hat jede andere dic Form
(34) X == Xq + abc-g,
wo g eine ganze Zahl ist.

Es liegt nahe, wie bei der vorigen Aufgabe, zunichst x = au |- bv
+ cw zu setzen. Nach dem Modul g wiirden wir dann haben bv |- cw -~ o,
so dafl wir immer noch zwei Unbekannte v und w hitten. Wir setzen daher
besser

X --bcu - cav + abw.
Hicraus folgt:

Nach Modul a: bcu — o, u = o/bc;
nach Modul b: cav -3, v - pJca;
nach Modul ¢: abw - v, w - y/ab.
Da wir voraussetzen, dafl a, b, ¢ zu je zweien teilerfremd sind, so sind
die Divisionsaufgaben mdaglich. Denn die Nenner sind zu den jeweiligen
Moduln teilerfremd.
Beispiel 1: a -3, b -5, ¢=17; 0==2 B-:3, v =5 Wir setzen
(35) X —=35u - 2lv 4- 1Hw
und es wird
nach 3: 3hu —=2u -2, u-1;
nach 5: 21v — v = 3;
nach 7: 16w = w =5,
so daB nach (35)
Xg =301 4+21-83415-5 =173
oder, da es auf ein Vielfaches von abc = 105 nicht ankommt, x, — 63.
Es ist in der Tat

68 = 2283 42 =135 4+3 =097 + 5.
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Nach (34) ist die vollstindige Losung
X = 68 4+ 105-¢.

Beispiel 2: a = 55,0 =12, ¢ =7, =13, =5,y = 5; abc = 4620.
Wir setzen
(36) x = 84u + 3850 4+ 660w.

Nach Modul 55 wird 84 u = 29u = 13. Diese Gleichung zerlegen wir, in-
dem wir einmal nach dem Modul 5 und dann nach 11 rechnen. Nach 5
ist 84 -= —1, 13 == 3, also u -~ —3 = 2. Nach 11 wird 7u = 2, u = 2/7.
Aus der MT fiir den Modul 11 finden wir u == 5. Es ist daher u eine Zahl,
die nach dem Modul 5 gleich 2 und nach 11 gleich 5 ist. Die Bestimmung
von u erfordert daher die Liosung einer Aufgabe, wie wir sie im Anfang
dieser Nummer betrachtet haben. Wir setzen

(37) u == 5r 4+ 11s.

Nach Modul 5 folgt 11s == s = 2, und nach 11 ist 5r = 5, r == 1. Wegen
(37) ist also u = 27.

Nach dem Modul 12 ergibt sich aus (36) 3850 = v =5, und nach 7
folgt 660w — 2w =5, w=5/2 =12/2 = 6. Setzen wir die fiir u, v, w
gefundenen Werte in (36) ein, so erhalten wir x —= 8153. Da es auf Viel-
fache von abc = 4620 nicht ankommt, so ist auch 3533 eine Losung
unserer Aufgabe. In der Tat ist

3533 6455 413 - 29412 -}- 5 — 504 -7 4 5.
Die allgemeinste Losung ist dann
X —= 3533 - 4620 - g,
wo g irgendeine Zahl ist.

7.Bemerkung zur Division nach cinem Modul.

Die Aufgabe der Nummer 6 kann unter Umstinden dazu benutzt
werden, cine Division nach einem Modul auf einfachere Aufgaben zuriick-
zufithren, niamlich auf Divisionen nach einem kleineren Modul. Wir er-
ldautern das Verfahren an cinem Beispiel. Es sei zu bestimmen

x == 502/327 nach dem Modul 1001.

Es ist 1001 in die drei zu je zweien teilerfremden Faktoren 7, 11, 13 zer-
legbar. Aus der Aufgabe folgt, daB
nach dem Modul 7:
327x =5x =502 =5, x = 1;
nach dem Modul 11:
327x = —3x =502 =7 =18, x = —6 = 5;
nach dem Modul 13:
327x =2x =502 =38, x = 4.
3%
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Unsere Aufgabe ist daher auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, eine Zahl x
zu finden, die nach den Moduln 7, 11, 13 gleich 1, 5, 4 ist. Wir setzen,
wie wir in der vorigen Nummer gelernt haben,

(38) x = 143u + v + 77w.
Nach dem Modul 7 folgt hieraus 143u = 3u == 1 = 15, u — 5; nach dem
Modul 11 wird 910 = 3v =5 = 27, v = 9 - —2; nach dem Modul 13

ist 77w = —w = 4, w == —*h. Aus (38) ergibt sich schlieBlich
X =143-5—9+-2—77 -4 = 225 = 502/327 nach dem Modul 1001.

Probe: Es ist 225327 — 73575 == 502 + 73-1001.

Wir haben also die urspriingliche Divisionsaufgabe nach dem Modul
1001 dadurch gelost, daB wir sie auf Divisionsaufgaben nach den wesent-
lich kleineren Moduln 7, 11, 13 zuriickgefiihrt haben. Denn sowohl die Be-
stimmung der Werte, die x nach diesen Moduln annimmt, wie auch die
Berechnung von u, v, w fithrt auf Divisionsaufgaben. Das Verfahren ist
immer anwendbar, wenn der Modul m der gegebenen Aufgabe sich in zu
je zweien teilerfremde Faktoren zerlegen 148t, also nur dann nicht, wennm
cine Primzahl oder die Potenz einer solchen ist.

8. Nochein Satz iiber ¢(n).

Wir betrachten wieder eine MT, und zwar die fur den Modul n. In
Nummer 1 dieses Abschnittes haben wir gesehen: Ist [ ein Tciler von n,
so gibt es in der Tabelle so viele Zeilen mit der Periodenlinge [, wie es
unter den Zahlen von 0 bis [ —1 zu [ teilerfremde gibt, also ¢({). Sind
daher {,, l,, . . ., I, die simtlichen Teiler von n, mit Einschlul von 1 und n,
so wird, da ¢s im ganzen n Zeilen sind,

o)) + olx) -+ -+ o) =n
oder in Worten:

Durchliuft 1 die samtlichen Teiler einer Zahl n, wobei 1 und n ein-
geschlossen sind, so ist die Summe aller o(l) gleich n.

Beispiel 1: n ==12.

Teiler I | 1 2 3 4 6 12

o(l) 11 2 2 2 4

Esist 14142424244 =12
Beispiel 2: n = 16.

Teiler [ 1 2 & 8 16
o() 1.1 2 4 8

Esist14+14+ 244+ 8 = 16.
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Beispiel 3: n = 36.

Teiter L | 1 2 3 4 6 9 12 18 36

o) |11 2 2 2 6 4 6 12

Esist1 +1+24242+6+4+4-464 12=36.

VI. Der kleine Fermatsche Satz.

I.Die Potenzen einer Primzahl
nach einer Primzahl als Modul.

In der MT fiir den Modul m stehen in der Zeile a die Vielfachen
von a. Jede Zahl geht aus der vorhergehenden durch Addition und aus
der folgenden durch Subtraktion von a hervor. Jede Zeile ist rein
periodisch, und jede Periode beginnt mit 0. Ebenso konnen wir die
Potenzen
(39) a==1, a', a% ...

einer Zahl a nach einem Modul aufschreiben. Es wird dem Leser empfohlen,
sich schon hier Tabellen der Potenzen herzustellen. Sollte er dazu keine
Lust haben, so vergleiche er zum Folgenden die Tabellen auf S. 38 und in
VIII, 1. Wir beschrinken uns auf den Fall, wo der Modul cine Primzahl p
ist, und auBerdem soll a nicht durch p teilbar sein, so daB a &= 0 nach
dem Modul p. An die Stelle der Addition tritt die Multiplikation, also
an die Stelle der 0 die 1. In der Reihe (39) der Potenzen von a geht jede
Zahl aus der vorhergehenden durch Multiplikation mit a hervor und auch
jede aus der folgenden durch Division durch a. Denn da der Modul p
eine Primzahl ist und a &= 0, so ist die Division durch a eindeutig. Ferner
sind die Zahlen (39) alle von 0 verschieden, so daB sie, wenn wir wieder
die positiven kleinsten Reste wihlen, unter den p — 1 Zahlen

(40) 1, 2,8,.., p—1

enthalten sind. Die Reihe (39) muB gerade so wie die Reihe der Viel-
fachen von a periodisch werden, und zwar rein periodisch, d. h. die erste
Periode beginnt gleich mit der ersten Zahl. (Man erinnere sich an die
rein periodischen Dezimalbriiche). Der Beweis ist genau so wie bei den
Vielfachen von a. Denn da wir nur eine endliche Zahl von Zahlen haben,
namlich die p — 1 Zahlen (40), so mufl mindestens eine Zahl zum zweiten-
mal auftreten. Es sei It die Zahl, die zum erstenmal wiederkehrt. Dann
steht sowohl vor dem ersten wie vor dem zweiten i die Zahl h/a, und
diese beiden Zahlen sind auch einander gleich, da die Division bei unseren
Voraussetzungen ecindeutig ist. Es wiirde also gegen diec Annahme h/a
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frither wiederkehren als h. Daraus folgt, daBl vor dem ersten h keine Zahl
stehen darf, daB also h die erste Zahl, d. h. a® = 1 sein muB. Es ist daher
1 die erste Zahl, die zum zweitenmal erscheint, und dann kommt wieder
a, a% a3, . . .. Die Reihe (39) ist daher, wie behauptet, rein periodisch. Die
Liange der Periode, d. h. die Zahl der in ihr enthaltenen Zahlen, bezeichnen
wir wieder mit I. Es sind dann die Potenzen a°, a!, a®/, a®, ... und
nur diese nach p gleich 1. Daher ist dann und nur dann a= 1 nach
p fur jedes positive a, wenn h durch jede Periodenlidnge teilbar, also
cin g. V. von ihnen ist. Bei der MT fiir den Modul m war das k. g. V.
der Periodenlingen der m Zcilen gleich m. Wir bezeichnen hier das k. g. V.
der p — 1 Periodenldngen der p — 1 Rcihen (39), die wir fiira == 1,2, ...,
p — 1 erhalten, mit m. Machen wir uns cine Potenztabelle (PT), in der
in Zeile a die Potenzen von a stehen, so stehen in Spalte m, d. h. in der
Spalte, in der die m-ten Potenzen sich befinden, lauter Einsen, und es
ist dies nach der Spalte 0 die erste, fiir die das eintritt. Um zu sehen, wic
groB m ist, ob iiberhaupt m in einfacher Weise von p abhingt, betrachten
wir Beispiele. Wir schreiben tiber eine Spalte die Zahl b, wenn in ihr die
b-ten Potenzen stehen, und vor die Zeile der Potenzen von a setzen wir a.
Wir erhalten so fiir p =5 und p = 7:

Modul 5.

0 1 2 3|4|5 6 7
111 1 1 111 1 1
291 2 4 31112 3 4
311 3 4 290113 4 2
11 4 1 4Aj1)4a 1 4
Modul 7.

01 2 3 4 51617 89
11111 1 19111 11
2911 2 4 1 2 412 4 1
311 3 2 6 4 51113 2 6
Al A 21 4 21114 21
511 5 4 6 2 31115 4 6
61T 6 1 6 1 6116 1 6

Es wird dem Leser empfohlen, weitere Beispiele zu rechnen. Wir gchen
an spiterer Stelle genauer auf PT ein. Hier kiimmern wir uns nur
um m. In den Beispielen ist m = p — 1. Weitcre Beispiele wiirden das-
selbe zeigen.
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2.Der kleine Fermatsche Satz.

In der vorigen Nummer sind wir zu der Vermutung gekommen:

Ist p eine Primzahl, und rechnen wir nach dem Modul p, so ist fiir a == 0
(h1) aP —1—1.
Dieser Satz ist, wie wir sehen werden, richtig. Er heit der kleine Fer-
matsche Satz. Zum Beweise betrachten wir die MT fiir eine Primzahl als
Modul, und zwar unter Weglassung der Nullen. Eine dieser Tabellen sei
noch einmal angegeben, etwa die fiir den Modul 7, und zwar indem wir
die Bezeichnung der Zeilen und Spalten fortlassen.

Modul 7.

T 2 3 4 5 6
2 4 6 1 3 5
3 6 2 h 1 A4
A1 5 2 6 3
5 3 1 6 4 2
6 5 4 3 2 1

In dieser Tabelle stehen in jeder Zeile die p —1 == 6 Zahlen von 1 bis
p—1, und wir wissen von frither, daB das allgemein so ist, wenn der
Modul eine Primzahl ist. Die Zeile 3 unserer Tabelle sagt, ausfiihrlich ge-
schriecben, daf nach dem Modul p =7
3:1-=3,32=6,3-3:2 34535 =1,36—h
Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so erhalten wir bei
passender Anordnung der Faktoren
39:01:2:83-4-5-6=1-2-3-4-5-6.

Da keine der Zahlen 1 bis 6 gleich 0 ist, und da es Nullteiler bei einer
Primzahl als Modul nicht gibt, so konnen wir mit diesen Zahlen dividieren

und erhalten 3% — 1.
Denselben Schiufl kénnen wir auch allgemein machen. Nach dem

Modul p sind die Zahlen
(42) a-1,a-2,a-3,...,a(p—1),
wenn p eine Primzahl ist, und wenn a 3= 0, gleich den Zahlen (40), wenn
wir von der Reihenfolge absehen, so daB das Produkt der Zahlen (40)
gleich dem der Zahlen (42) ist. Bezeichnen wir das Produkt der Zahlen
von 1 bis p—1 mit g, so folgt

a?—1.g = g oder (@»—1—1)g = 0.
Nach einer Primzahl als Modul ist aber cin Produkt nur 0, wenn
mindestens einer seiner Faktoren 0 ist. Da keiner der in g enthaltencn
Faktoren 0 ist, so ergibt sich die Gleichung (11) oder der kleine Fer-
matsche Satz.
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3. Eine Verallgemeinerung.

Wir haben in der vorigen Nummer die MT fiir einen Modul p be-
trachtet unter Weglassung der durch p teilbaren Zahlen. Wir wollen jetzt
allgemeiner die MT fiir einen beliebigen Modul m betrachten, unter Weg-
lassung aller Zahlen, die einen gemeinsamen Teiler mit m haben. Es soll
also nur das Produkt je zweier zu m teilerfremder Zahlen in die MT auf-
genommen werden. Wie wir friither gesehen haben, ist ein solches Produkt
wieder teilerfremd zu m, so daB in der Tabelle selbst auch nur die ¢(m)
zu m teilerfremden Zahlen stehen. Hier sei nur die Tabelle fir m = 9
angegeben. Weitere derartige Tabellen herzustellen, sei dem Leser iiber-
lassen.

Modul 9.

2 4 5 7 8
2 4 81 5 7
& 8 7 2 1 5
51 2 7 8 4
7 561 8 4 2
8 7 5 4 21

Die Bezeichnung der Zeilen und Spalten ist fortgelassen. Sie stimmt mit
ihren ersten Zahlen diberein, da dort der eine Faktor 1 ist. Wir sehen:
In dieser Tabelle stehen, wie in der der vorigen Nummer, in jeder Zeile
alle (m) == @(9) == 6 Zahlen, dic zu m == 9 teilerfremd sind. Das ist in
jeder solchen Tabelle so. Wir wissen ja von frither, da die Vielfachen
von a vom 0O-fachen bis zum (m — 1)-fachen nach dem Modul m von-
einander verschieden sind, wenn a teilerfremd ist zu m. Da ferner hier in
jeder Zeile nur zu m teilerfremde Zahlen vorkommen, so miissen sie alle
vorkommen und voneinander verschieden sein. Die Zeile 5 unserer Tabelle
sagt, ausfithrlich geschrieben, daB nach dem Modul m =9

51:=5,5-2::1,54:=2,5-5:27,5-7:8,5-8=A4.
Bezeichnen wir das Produkt der Zahlen 1, 2, 4, 5, 7, 8 mit g, so folgt
durch Multiplikation
5% = 590 g = g oder (59— 1)g - 0.
Da g zu 9 teilerfremd ist, ergibt sich 59 == 1.
Allgemein sei ¢(m) == r, und es seien
(43) a,, a,, ..., a
die r zu m teilerfremden Zahlen. Ferner sei a irgendeine der Zahlen (43).

Dann sind die Zahlen
aay, aa,, . . ., aq,
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mit den Zahlen (43), abgesehen von der Reihenfolge, identisch. Es folgt
daher durch Multiplikation, wenn wir das Produkt der Zahlen (43) mit g
bezeichnen,
a’g = a®"Mg = g oder (a®" —1)g = 0.

Da aber g zu m teilerfremd ist, so haben wir
(44) a®m =1
und damit den Satz:

Ist a teilerfremd zu m, so ist a®") = 1 nach dem Modul m.

Der kleine Fermatsche Satz ist hierin enthalten. Ist namlich m eine
Primzahl p, so ist ¢(m) == p—1. Die Bedingung, dal (a,m) = 1 sein
soll, ist notwendig. Wire namlich (a, m) = d > 1, und wire die Differenz
a®™ — 1 durch m teilbar, also auch durch d, so wiirde folgen, daB der
Subtrahend 1 durch d teilbar ist, da der Minuend a®™) es gewiB ist.

Fiir den Fall, daB m eine Primzahl p ist, kann man dem Satz die
Fassung geben:

Ist p eine Primzahl, so ist nach dem Modul p fir jede Zahl a
(44 a) a’ —a=a(@1—1)=0.
Denn fiir @ = 0 (nach p) ist der erste und fiir @ 3= 0 der zweite Faktor 0.

Und umgekehrt folgt aus (14 a), daB fiir @ &= 0 der zweite Faktor 0 sein
muB, also der kleine Fermatsche Satz.

4. Eine weitere Verallgemeinerung,

Wir haben bei der Aufstellung der MT die positiv kleinsten Reste
benutzt. Wir wollen jetzt MT aufschreiben unter Verwendung der absolut
kleinsten Reste. Dabei beschrianken wir uns auf den Fall, dafl der Modul
eine Primzahl p ist, und ferner lassen wir die 0 fort. Da das Produkt
zweier von 0 verschiedenen Zahlen auch nicht 0 ist, so kommen dann
nur die p —1 Zahlen

! 1 — - (p—3 1,1 Lo—u ! 1)
z(p— )r zp_ )1"')_"1y"'12 P—‘v)),z(l’*‘

vor. Beispiele:
Modul 5. Reste: —2, —1, 1, 2.

—92 —1 1 2
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Modul 7. Reste: —3, —2, —1,1, 2, 3.
—3 —2 —1 1

(87
e

—3]1 2 —1  3|—3 1 —2
—2 =1 —3 2]l —=2 3 1
—1 : 2 =1 —2 —3

2 —1 1 2 3
2 1 3 —2 2 —3 —1
I —3 3 —1 2

Modul 13, Reste: |- 6, -L 5, 44, -3, +2, -1,

—6 b —h—3—2—1| 1 2 3 4 5 6
6 -3 h ——2 S o01 6 |- 6 1- 5 2 —4h 3
—h | A =1 —6 23 5 |l—5 3-—2 6 1—4
—h | —2 —6 3 —1 -5 h | —4 D 1 —3 6 2
—3] 5 2—1—4 6 B|—3-—6 4 1—2-5
—2l—r—s3—5 ¢ 4 2|—2—4-w6 5 3 1
—t| 6 5 4 3 2 1 |—1—2-3—4_—5—6
1 —6 —5 —h —3 —2 —1 1 2 . h 5 6
2 18 5 —6—h—2] 2 4 6—5—3—I
31 —5 —2 1 h —6 —3 3 6 —4 —1 2 b
A2 =3 1 5 —A | A—5—1 3—6-—2
sben 1 6—2 35| s5—8 2-—6—1 4
6] 3—4 2—5 1—6| 6—1 5—2 4-—3

Teilt man die Tabellen in vier gleiche Quadrate, so sicht man, daB in
jedem von ihnen in jeder Spalte und in jeder Zeile, abgesehen vom Vor-

. . 1 .
zeichen, die Zahlen 1,2, .. R (p — 1) vorkommen. Wic das kommt,

sicht man schon bei der Herstellung der Tabellen. Sobald man beim Be-
rechnen ciner Zeile iber die Mitte hinauskommt, kehren dieselben Pro-
dukte in umgekehrter Reihenfolge und mit entgegengesetztem Vorzeichen
wieder. Nehmen wir z. B. die Tabelle fiir den Modul 13 und die Vielfachen
von — 3. An erster Stelle steht —3-— 6 und an letzter —3-+4 6. An
zweiter Stelle steht — 3+ — 5 und an zweitletzter — 3+ + 5 usw. Zwei
symmetrisch zur Mitte stehende Zahlen unterscheiden sich also nur durch
das Vorzeichen. Ferner wissen wir, da3 die in einer Zeile stehenden Zahlen
alle voneinander verschieden sind. Kamen aber in einer Zeile in der ersten
Hiilfte zwei Zahlen vor, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden,
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ctwa 2 und - 2, so wiirden in der zweiten Halfte — 2 und 2 vorkommen,
so daBl in der ganzen Zeile 2 und — 2 doppelt vorhanden wiiren. Das aber
kann nicht sein. Bedenken wir, daf dic MT symmetrisch zur Haupt-
diagonale sind, daB also alles, was von den Zeilen gilt, auch von den
Spalten gilt, so ist die obige Behauptung iiber die Eigenschaft unserer
Tabellen bewiesen.

Wir wenden die SchluBweise, die wir beim Beweis des kleinen Fermat-
schen Satzes benutzt haben, auf die rechten Hilften unserer neuen MT
an. In der MT fiir den Modul 13 sagt dic zweite Hélfte der Zeile 4, dal3
nach dem Modul 13

hel A b2 — 5 heB oo, heh o3 A b —6 b6 —2

Da hier 4 Minuszeichen vorkommen, finden wir durch Multiplikation,
wenn wir das Produkt der Zahlen von 1 bis 6 mit g bezeichnen,

g (— 1)
oder, da g nicht durch 13 teilbar ist,
e e U
Ebenso finden wir, da nach dem Modul 13 fiir jede von 0 verschiedene

Zahl a
at - - (_ l)}\)
wenn A die Zahl der in der rechten Hilfte der Zeile a vorhandenen
negativen Zahlen ist.
Allgemein ergibt sich: Ist p cine ungerade Primzahl, und rechnen wir
nach dem Modul p, so sind fiir a &= 0 die Zahlen

1
(45) a-l,a-;’,...,a-r‘)(p—l)
bis auf die Reihenfolge und das Vorzeichen identisch mit den Zahlen
1
(46) L2, (p—1).

Das Produkt der Zahlen (15) ist daher bis auf das Vorzeichen gleich
dem der Zahlen (46). Bezeichnen wir also das Produkt der Zahlen (46)
mit g, so ist

tw—1n

’ (=DM
oder, da g ungleich 0 ist,

Lip—mn
a’ = (— MM

Wir crhalten so die folgende Veraligemeinerung des Fermatschen Satzes:
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Es sei p eine ungerade Primzahl. Rechnen wir nach dem Modul p, so
ist fiir jede von O verschiedene Zah! a

Lpp—1)
(47) a? = (— 1)\

Dabei ist A die Anzahl der negativen unter den absolut kleinsten Resten der
Zahlen

1
(48) a, 2a, 3a,..., ’ (p— 1)a.

Aus (47) folgt durch Quadrieren wieder der Fermatsche Satz, daB
aP—"' =1 nach dem Modul p, wenn a == 0.

5.Uber die Zahl A
Wir setzen zunichst zur Abkiirzung

1
(19) o, (P—1) =P

Ferner beschrinken wir uns auf positive Zahlen a. Die P Zahlen (48) sind
von der Form ax, wo x cine der Zahlen (46) ist. Wollen wir cinc von
ihnen, etwa ao, auf ihren absolut kleinsten Rest bringen, so bilden wir
die Zahlen
(50) aw, ao. —p, ao.- - 2p, ae — 3p, .. .,
bis wir zu eciner Zahl kommen, die zwischen — P und -- P liegt, die
Grenzen eingeschlossen. Eine und nur eine der Zahlen (50) hat diese
Eigenschaft. Die Zahlen (50) haben die Form ao — py, wo y eine nicht
negative ganze Zahl ist. Uns kommt es nur auf dic negativen, absolut
kleinsten Reste an. Fiir diese ist sicher y groBer als 0, da a > 0. Wir haben
daher:

Es ist A gleich der Anzahl derjenigen Zahlen der Form
('31) ax — py)
wo x eine der Zahlen von 1 bis P und wo y > 0, die zwischen — 1 und
— P liegen, die Grenzen eingeschlossen. Wir betrachten Beispiele.

Beispiel 1: a =9, p =17, P = 3.

Die Zahlen (51) sind

91 —7 = 2,91—2-7- —5, 9137 —12,
9.2 —7-211,9-2—2:7= 4 9:2—3-T= —3,
93 —7:-20,93—2-7== 13, 9-3—3-7= —6

usw. Wir erhalten diese Zahlen in Form einer Tabelle, indem wir mit
9 — 7 beginnen und rechts neben jede Zahl die um 7 kleinere und unter
jede die um 9 grioBere schreiben. Da x nur die Werte 1, 2, 3 annimmt,
so enthdlt die Tabelle nur drei Zeilen. Da es uns nur darauf ankommt,
wie viele Zahlen der Tabelle eine der Zahlen — 1, — 2, — 3 sind, so
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konnen wir in jeder Zeile aufhiren, sobald eine Zahl erscheint, die kleiner
ist als — 3. Denn die Zahlen werden nach rechts immer kleiner. Die
Tabellen sind also auch nach rechts begrenzt. Wir nehmen erst noch-
mal das
Beispiel 1: a =9, p =17, P = 3. Erste Zahl 9 —7 = 2.
2 —5 —12 —19 —26

1 4 [=38] =10 —17
20 13 6 [—1] —s
In der Tabelle stehen zwei der Zahlen —1, — 2, — 3, so daBl A = 2.
Daher ist 9P — 93 — (—1)? = 1 nach dem Modul 7. Probe: Es ist 93 -- 23
== 8 == 1 nach 7.
Beispiel 2: a =12, p — 7, P = 3 = Zahl der Zcilen. Erste Zahl
12 —7 = 5.

5 —9 —16 —23 —30 —37

17 10 3 —4 —11 —18 —25
29 22 15 8 1 —6 —13
Diesmal finden wir nur eine der Zahlen —1, — 2, — 3 in der Tabelle,
namlich — 2, so daB A =1 und 127 — 193 == (— 1)1 == —1 nach 7. In
der Tat ist 123 == 53 =~ (— 2)3 == — 8 == — 1.
Beispiel 3: a ==, p == 11, P =: 5. Es ist A gleich der Anzahl der Zahlen,
die gleich — 1, — 2, — 3, — 4 oder — 5 sind. Erste Zahl 5 — 11 = — 6.

—6 —17 —28

1] —12 —2

4 —7 —18
9 —2] —13
14 3 —38

» = 2. Daher 5" =55 —1 nach 11. Probe: 55 = 25-25-5 = 3-3-5
=45 =1.
Beispiel 4: a = 16, p = 13, P = 6. Die Zahl A gibt an, wie viele Zahlen
gleich — 1, — 2, — 3, — 4, — 5 oder — 6 sind. Erste Zahl 16 — 13 = 3.
3 —10 —23 —36 —49 —62 —75 —88
19 6 —7 —20 —33 —46 —59 —72
35 92 9 [_::_Q —17 —30 —43 —56
51 38 25 12 —14h —27 —40
67 54 A 28 15 2 —11 —24
83 70 57 hh 31 18 5 —8
A = 2. Daher 167 = 16% = (—1)* == 1 nach 13. Probe: 16%:: 3% — (3%
=972 =12 =1,
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Beim Berechnen der Tabellen merkt man bald, daff man nicht alle
Zahlen zu berechnen braucht, da es ja nur auf dic Zahlen — 1, — 2,
—3,...,— P ankommt. Nach rechts kann man aufhiren, wie schon
oben angegeben, wenn man zu ciner Zahl kommt, dic kleiner ist als — P,
und nach unten, wenn cine positive Zahl auftritt. Dadurch vereinfacht
sich die Bestimmung von A bedeutend. Es ist aber darauf zu achten, daf

1
dic Anzahl der Zeilen nicht groBer wird als P — , P —". Wir bringen
noch das -

Beispiel 5: a--7, p =13, P - 6. Erste Zahl 7 —13 == — 6.
i
1 —12
—
T —11
3 —10
% — 3,50 daB 70”76 — (— 1)» -~ —1 nach 13. Probe: 7% = (73)* = 49¢
== 10% == 1000 - - — 1. (Es ist 1001 — 7-11-13.)

Wir betrachten noch genauer den Fall, wo a eine ungerade Zahl ist,
dic wir mit ¢ bezeichnen wollen. Die zugehdrige Tabelle enthilt die Zahlen

1
gx—py, wo x dic Werte 1, 2,..., P~ (p—1) annimmt, so daf die

Tabelle P Zeilen hat. Von y wissen wir, daB es eine positive Zahl ist.
Da wir aber nur wissen wollen, wie viele der Zahlen der Tabelle zu den
Zahlen von — 1 bis —- P gehiren, so brauchen wir y nur dic Werte
1,2,..., @ annchmen zu lassen, wenn @ so gewihlt wird, dal fiir jedes
erlaubte x

gx —p@ 4 1) <= — P.
Das ist sicher dann der Fall, wenn die Ungleichung fiir den grifiten mig-
lichen Wert von x, also fir x == P gilt, wenn also

¢P—p@+ 1) —P.
Hicraus folgt (¢ -1- 1)P < p(Q + 1), also

P 1) (4 P

1

oder, wegen P - - Y (p—1),

—1 41
Q—}—lj‘>p .l]i .
14 2

Da (p — 1)/p ein echter Bruch ist, so ist diese Bedingung sicher erfiillt,
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1 1
wenn wir Q 4-1 = R (g + 1), also Q == 5 (g — 1) wihlen, und das wollen
wir tun. Da ¢ ungerade ist, ist Q eine ganze Zahl. Wir haben daher:
Es sei p eine ungerade Primzahl und q eine ungerade Zahl. Es sei

1 1
(52) , P =P, (=1 =Q

gesetzt. Ferner bedeute ) die Anzahl derjenigen unter den PQ Zahlen

x=:1,2,..., P,
(53) qx—_-py’{yrr'I’z:"'va
die unter den Zahlen
(54) —1, —2,... —P
enthalten sind. Dann ist nach dem Modul p
(55) gl = (— 1M

6. Der Fall a — 2.

Fiir a - - 2 gelingt cs, dic Zahl X fiir jedes p zu bestimmen. Wir be-
nutzen dazu die urspriingliche Bedeutung von . Danach ist A die Anzahl
derjenigen unter den P Zahlen

(56) 1-2,2:9 832 ..., P2 p—1,
deren absolut kleinster Rest nach dem Modul p negativ ist. Die Zahlen (56)
sind alle positiv und kleiner als p. Es sind die positiven geraden Zahlen
unter p. Dicjenigen, die kleiner als p/2 sind, gehiren schon zu den absolut
kleinsten Resten. Die anderen, die zwischen p/2 und p liegen, werden
durch Subtraktion von p in absolut kleinste Reste verwandelt, und zwar
in negative.
Beispiel 1: p =17, P = 8. Die Zahlen (56) sind
2,4, 6, 8, 10, 12, 14, 16.
Ihre absolut kleinsten Reste nach 17 sind
2,4, 6,8 —7, —5h —3, —1.
Beispiel 2: p — 19, P = 9. Die Zahlen (56) sind
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18,
und ihre absolut kleinsten Reste sind
2,4,6,8 —9, —7, —5, —3, —1.
Es ist daher » auch die Anzahl derjenigen der Zahlen (56), die griBer als
p/2 sind. Wir unterscheiden zwei Fille: I. P ist gerade, etwa P -~ 2m,
also p ==2P 41 =4m - 1. IIl. P ist ungerade, etwa P = 2m -} 1,
also p=2P 4+ 1=4m- 3.

)
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Fall 1. P =2m, p=4m + 1.

1
In diesem Fall sind die ersten 3 P = m der P=2m Zahlen (56)
1
kleiner und die letzten m groBer als -P- Denn es ist

1 1 1 1
2eme P (=) <y p 2 M) P2 (8> P

Daher ist im Fall 1 die Zahl 2 gleich m. Nun kommt es uns nicht auf

den Wert von a selbst an, sondern auf den von (—1)*. Es ist aber (—1)*

gleich + 1 oder — 1, je nachdem X gerade oder ungerade ist. Wir unter-

scheiden daher zwei Unterfille:

I,1: m ist gerade, m=2n, p==tm+41=8n-+4+1. Es ist A=m
gerade.

I,2: m ist ungerade, m-—-2n 41, p=~4Am-+1:=8n-+ 5. Es ist )
ungerade.

Fall 11. P=2m 41, p ==4m + 3.
1
Es sind wieder die ersten (P —1) = m der Zahlen (56) kleiner als

1
WP und dic iibrigen, deren Anzahl diesmal P—m = m 41 ist, grofer.

Denn es ist
1 1 1 1
Tm=P—1= (p=3)<,p2-(Mt)=P+1=(p+1)>,p.

Es ist daher A = m 4 1. Wir unterscheiden wieder zwei Unterfille:
I1,1: m ist gerade, m = 2n,p=4m+ 3 = 8n + 3. Esist A ==m 41
ungerade.
I 2: m ist ungerade, m=2n4-1, p=4m-+ 3 =8n-+4 7. Es ist
A= m - 1 gerade.
Damit haben wir gefunden: Es ist » gerade, also (— 1)» = + 1, wenn
p von der Form 8n +- 1 oder 81+ 7 ist, wenn also p nach dem Modul 8

gleich 1 oder 7 ist, und es ist A ungerade, also (—1)» = —1, wenn p
von der Form 8n + 3 oder 8n 4 5 ist, wenn also p nach dem Modul 8
gleich 3 oder 5 ist. Da7 = —1 und 5 == — 3 nach dem Modul 8, so
konnen wir auch sagen:

Esist (—1)» = + 1, wenn p = + 1 oder p = — 1 nach dem Modul 8,
wenn also p von der Form 8n 41 ist, und es ist (—1)* = — 1, wenn
p = 3 oder p = — 3 nach 8, wenn also p die Form 8n -+ 3 hat.

Damit sind aber alle Moglichkeiten erschgpft. Denn da p ungerade
ist, so ist p nach 8 gleich einer der Zahlen 1, — 1, 3, — 3. Aus dem in
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Nr. 4 bewiesenen Satze folgt daher fiir den hier betrachteten Fall, wo
a =2 ist:

Nach dem Modul p ist, wenn p eine ungerade Primzahl bedeutet,
L=

o

=+ 1, wenn p =8n 41,
=1

o

=—1, wenn p = 8n + 3.
Im ersten Falle ist
1
3 (p* — 1) = 8n? - 2n, also gerade,
im zweiten
" (p*—1) = 8n® - 61 + 1, also ungerade.
Daher haben wir auch:
Ist p eine ungerade Primzahl, so ist nach dem Modul p

2—5 =0 _ (— 1)§ (p*—1)
Beispiele:
1.p== T=8-1—1, P== 3; 28 = 8= 1,
2.p=1=8-1+3, P 5; 2° =32::—1.
3.p=17=8-241, P== 8 28 :=16-16=—1-—1 =: 1.
hep=29=8-4—3, P=14; 21 ==232-32-21==3.3-16 -=3-48

e 3o —10 = — 30 = —1.

VII. Quadratische Reste.
1. Definition.

Es sei a eine positive Zahl. Wir betrachten dic Reste, die die Quadrat-
zahlen
12 221, 22 =4, 32 =9, 42 =16, 5 = 25,...

bei der Teilung durch a lassen, welche der Zahlen
(57) 0,1, 2,...,a—1
also nach dem Modul a gleich Quadratzahlen sind. Zunichst ist klar,
daB, wenn nach dem Modul a zwei Zahlen g und £ einander gleich sind,
dasselbe auch von ihren Quadraten g* und h? gilt (vgl. 11, Nr. 3). Wir
konnen uns daher auf die Quadrate der Zahlen (57) beschrinken. Dabei
lassen wir die 0 fort. Es sei z. B. a = 10. Die Quadrate sind

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81
und die Reste

1, 4,9, 6, 5, 6, 9, & 1.
Jung, Einfiihrung in die Zahlentheorie. A
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Es kommen also nicht alle Zahlen als Reste vor, sondern, abgesehen
von 0, die wir ja immer fortlassen, nur 1, 4, 5, 6, 9, wahrend 2, 3, 7, 8
fehlen. Daraus ergibt sich z. B.; daB eine Zahl, deren letzte Ziffer 2, 3, 7
oder 8 ist, gewiBl keine Quadratzahl ist. Wir nennen diejenigen Zahlen,
auBler 0, die nach dem Modul a gleich einer Quadratzahl sind, quadra-
tische Reste von a, die anderen quadratische Nichtreste von a. Wir kiirzen
diese Bezeichnungen mit QR und QN ab.

2. Anzahl der QR und QN einer Primzahl.

Im Folgenden beschrianken wir uns, wenigstens zunichst, auf den
Fall, wo der Modul eine ungerade Primzahl p ist. Wir schreiben uns fiir
dic ersten Primzahlen dic Reste der Quadrate der Zahlen von 1 bis p — 1
hin. Diese Zahlen stehen in den MT in der Hauptdiagonale.
p= 31,1
p== 5.1, 4 4, 1.

ps 7.1,4,92 2 4, 1.
p=11.1,4,9,5 3,359, 4, 1.
p=-13.1, 4,9, 3,12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1.
p=17.1,4,9, 16, 8, 2, 15,13, 13, 15, 2, 8, 16, 9, 4, 1.
p==19.1, 4, 9,16, 6,17, 11, 7, 5, 5, 7, 11, 17, 6, 16, 9, 4, 1.

Wir sehen, jede Reihe ist symmetrisch zur Mitte. Das kommt einfach
daher, daB} (— g)* == g* ist. Nach dem Modul pist p —1 = — 1, p—2
=—2,p—3 == —3usw,sodaB (p—1)?-=1% (p —2)* = 22 (p — 3)?

1
= 3% usw. Dic Anzahl der QR ist daher hichstens gleich‘—)(p —1). Noch

deutlicher sicht man das vielleicht, wenn man statt der Quadrate der
Zahlen von 1 bis p — 1 die der absolut kleinsten Reste 41, --2,..,

+ 1) (p — 1) benutzt. In den Beispiclen sind die in den ersten Hilften
jcd:r Reihe stehenden Zahlen voneinander verschieden, so daf die Zahl
der QR genau gleich :l, (p—1) ist. Auch das ist nicht schwer einzuschen,
daf das immer so is;. Es seien nidmlich ¢ und i <7 g zwei der Zahlen
von 1 bis 1(p— 1), und es sei nach p

@e—"-(@g—n)(g-+h)=0.
Dann miifite ¢ — /i oder g - & durch p teilbar sein, was sicher nicht

der Fall ist. Denn diese beiden Zahlen sind beide positiv und kleiner als p.
Damit haben wir:
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Ist p eine ungerade Primzahl, so gibt es gleichviel QR und QN von p,
1
ndmlich je 3 (p—1).

Wir haben ferner geschen, daB ein QR immer das Quadrat von zwei
Zahlen ist. Ist die eine g, so ist dic andere p — g oder, was nach p das-
selbe ist, — g. Und diese beiden Zahlen sind immer (nach p) verschieden.
Wir bezeichnen eine Zahl, deren Quadrat gleich a ist, auch mit Wurzel

aus a, in Zeichen ]/;. Ist ¢ ein QR, und ist zum Beispicl a = g?, so ist

Va=+g
Ist aber a ein QN, so existiert V; nicht. So ist nach dem Modul 13:
V}:z - 2, ]/3?= + 4, V1”‘727= + 8, wihrend ]/5, ]/3‘ nicht vorhanden

sind.
3. Produkte von QR und QN.

Um zu sehen, wie sich QR und QN verhalten, wenn man sie multi-
pliziert, schreiben wir uns die MT, etwa fiir p = 5, 7 und 11, noch einmal
auf, indem wir Zeilen und Spalten nach den QR und QN ordnen. Wir er-
halten so:

Modul 5. Modul 7.

1 42 3 12 43 5 6
Tyt 412 3 11 2 43 5 6
Ahlh 113 2 212 4 6 3 5
NEEI alh 1 205 6 3
. ol 4
S N 33 6 521 4

505 3 61 4 2
6{6 5 3]a 2 1

Modul 11.

1 3 4 5 91 2 6 7 8 10
1 1 3 4 5 9 2 6 7 8 10
3 3 9 1 4 51 6 7 10 2 8
A1 59 318 2 6 10 7
515 4 9 3 1110 8 2 7 6
919 5 3 1 41 7 10 8 6 2
21 2 6 8 10 714 1 3 5 9
61 6 7 2 8 10 1 9 4 D
71 7 10 6 2 8 9 5 1 4
81 8 2 10 7 6] 5 4 1 9
0110 8 7 6 21 9 5 4 3 1

A
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Aus den Tabellen ersehen wir, da die QR unter sich bleiben und ebenso
die QN. Teilen wir die quadratischen Tabellen jede in vier kleinere
Quadrate, so stehen im ersten und vierten die QR und im zweiten und
dritten die QN. Das bedeutet aber:

Das Produkt aus zwei QR oder aus zwei QN ist ein QR. Das Produkt
aus einem QR und einem QN ist ein QN.

Wir haben dies Ergebnis zu beweisen. Zunichst seien r; und r, zwei
QR, also nach dem Modul p gleich Quadratzahlen, etwa r, = a2, r, = a5
Dann sind ryr, = (a,a,)* und ry/r, = (a,/a,)? auch Quadratzahlen. Es
ist daher das Produkt und der Quotient zweier QR wieder ein QR. Da 1
immer QR ist, so ist im besonderen mit r auch r —* = 1/r ein QR. Es
sei jetzt r ein QR und n ein QN. Wire rn oder r/n oder njr ein QR r',
so wiirde der QN n gleich r/r’ oder gleich r'/r oder gleich rr’ sein, was
alles dem eben Bewiesenen widerspricht. Daher ist das Produkt oder der
Quotient eines QR und eines QN ein QN. Schliefilich seien n, und n,
zwei QN. Es sei, wie schon frither,

1
(58) ,(p—1=P
gesetzt, und es seien
(59) SR CTRRISS o
die P QR von p. Die P Produkte
(60) nyry, Ml oo Iy,

sind voncinander nach dem Modul p verschieden und sind QN. Es sind
daher die samtlichen P QN von p. Dasselbe gilt von den P Quotienten
61 . .

©n n’ n’ 7 on

Daher kommt unter den Zahlen (60) und auch unter den Zahlen (61)
die Zahl n, vor. Es sei etwa

ry r, rp

r.
(62) My == nyr; und n, = ok,
n,
Aus (62) folgt n
=y, mny =ry.
1,

Das aber heiBt: Das Produkt und der Quotient zweier QN ist ein QR.
Damit ist unser Satz bewiesen.

4. Das Legendresche Symbol.

Das Ergebnis der vorigen Nummer konnen wir kurz so ausdriicken:

QR-QR = QR, QR-QN == QN, QN-QN = QR.
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Dies erinnert an
+1-+1=+1 +1"—1=—1, —1-—1=+1.
Das hat Legendre dazu gefiihrt, folgende Bezeichnung einzufiihren:

Es sei p eine ungerade Primzahl und a eine durch p nicht teilbare ganze
Zahl. Dann soll (a/p) die Zahl + 1 oder — 1 bedeuten, je nachdem a QR
oder QN von p ist. Es heifit (a/p) das Legendresche Symbol. Es wird ge-
lesen: a iiber p.

Wegen des angegebenen entsprechenden Verhaltens von QR und QN
einerseits und 4 1 und — 1 andererseits gilt

@ )00

Da ferner jede Zahl, die nach dem Modul p einer Zahl a gleich ist, zu-
gleich mit a QR oder QN ist, so gilt

a b
(64) <~) = (——), wenn a = b nach p.
P p

Nach der Zusammenstellung auf S. 50 ist zum Beispiel

5 9 12 16 2
S =1, () =1, ()= —1, =1, [T )= —1.
()= (i) = ()= = (o) v ()

Ferner wird zum Beispiel nach den beiden angegebenen Rechenregeln
und nach der Zusammenstellung

18 7
=[-- )= —1 oder, auf andere Art,
11 1"

18 2\ /7 3)\2 2
e - = = —1.
(11) (11)(11) (11)
49 10 49 7\2
— ) =|-—)=1oder [~ ]={--] =1.
13 13 13 13
72 2332 2\ /2\/ 3\ (2
=, — )= - = ) = =1,
(19) ( 19 ) (19)(19) (19) \19)

Man kann offenbar in a enthaltene quadratische Faktoren ohne weiteres
weglassen; das folgt ja auch schon daraus, daB jede Quadratzahl QR
von p ist. So ist

)6 (2)- () (3
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5. Eine Formel fiir (a/p).

Wir betrachten die Tabelle fiir den Modul 11 auf S. 51, und zwar
wollen wir uns die verschiedenen Zerlegungen einer Zahl in zwei Faktoren
ansehen. Zuniichst nechmen wir einen QN, etwa 7. Wir finden die Dar-
stellungen
(65) 7=17,7=3-6,7T=4-10,7 =58, 7=9:2,

1
Das sind P = . (p —1) — 5 Darstellungen, und es kommen in ihnen alle

p —1 =10 Zahlen von 1 bis 10 vor, und zwar jede einmal. Bezeichnen
wir das Produkt der Zahlen von 1 bis p —1 mit g, sctzen also

(66) 1-2:3---(p—1) =g,
so folgt durch Multiplikation der Gleichungen (65)
=75 =g,

natiirlich nach dem Modul 11. In derselben Weise finden wir nach dem
Modul 11 fiir den QN 8 die Zerlegungen

8 =18, 8=3-10, 8 =4-2, 8=56, 8 =97
und hieraus durch Multiplikation
P . g5 g

Wir wihlen jetzt einen QR von 11, etwa 3. Wir finden in der Tabelle

folgende Zerlegungen von 3 :
32108, 3249 3:25:5 3=2.7 83=6-6, 3 =8-10.

Wir erhalten diesmal sechs verschiedene Darstellungen. In diesen kommen
auch wieder alle Zahlen von 1 bis p —1 -- 10 vor, aber zwei, 5 und 6,

doppelt. Das hingt damit zusammen, dal 3 nach dem Modul 11 eine
Quadratzahl ist. Infolgedessen gibt es zwei Zahlen, die sich nur durch

das Vorzeichen unterscheiden, deren Quadrat 3 ist, hier 5 und 6 — — 5.
Ersetzen wir die beiden Gleichungen
3=5+0, 3=6-6=--5+—0
durch die cine
— 3 =5 —5:25-6

so haben wir die fanf Gleichungen

313, 349, 8::2-7, 82810, —3 = 5+6.
Durch Multiplikation erhalten wir:
3P — 5

35 - g,

Wir iiberlegen uns, warum das alles so ist. Wir rechnen nach einer
ungeraden Primzahl p als Modul und denken uns die zugehdrige MT
unter Fortlassung der 0 aufgeschrieben. Irgendeine von 0 verschiedene
Zahl s kommt in jeder Zeile einmal vor, im ganzen also (p — 1) mal.
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5. Eine Formel fiir (a/p).

Wir erhalten so p — 1 Zerlegungen von s in zwei Faktoren. Es kommt
aber s auch in jeder Spalte cinmal vor. Da der erste Faktor die Zeile
und der zweite die Spalte angibt, in der das Produkt steht, so sind die
ersten Faktoren sowohl wie die zweiten die samtlichen Zahlen von 1 bis
p —1. In den p — 1 Darstellungen von s als Produkt von zwei Zahlen
kommen daher alle Zahlen von 1 bis p — 1 vor, und zwar jede zweimal,
namlich einmal als erster und einmal als zweiter Faktor. Dic MT ist aber
symmetrisch zur Hauptdiagonale. Zwei Produkte, die symmetrisch zur
Hauptdiagonale liegen, unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der
beiden Faktoren, geben also im wesentlichen diesclbe Zerlegung von s.
Wir miissen jetzt die beiden Fille unterscheiden, wo s ein QN von p ist
oder ein QR. Ist s ein QN, so kommt s in der Hauptdiagonale nicht vor,
da ja in dieser gerade die QR stehen. Daher sind die p — 1 Darstellungen

von s paarweise einander gleich, und wir erhalten genau P = 1(p—1)
verschiedene Zerlegungen -

S =l ly, S = Ayl ..., S==Ap__2d),_y,
wo die Faktoren a; die Zahlen von 1 bis p — 1 sind. Durch Multiplikation
folgt
(67) st g.
Ist aber s cin QR, so kommt s wie jeder QR zweimal in der Haupt-
diagonale vor. Das gibt fiir s zwei Zerlegungen mit gleichen Faktoren, etwa

(68) S .- a;ay, S = a,a,.

Es ist dann a, == — a, nach dem Modul p, so daB wir wegen (68) auch
haben

(69) — 8§ =a; —a, = a,d,.

Die anderen Zerlegungen kommen wieder paarweise vor, und wenn wir
von zwei gleichen immer nur eine beibehalten, so erhalten wir mit Ein-
schlufl von (69) dic Darstellungen
— 8§y, S = AyQyy e ey Sy g lp oy,

wo die Faktoren a; wieder die Zahlen von 1 bis p — 1 sind. Durch Multi-
plikation folgt
= —{.
Damit haben wir bewiesen:

Es sei p eine ungerade Primzahl, und es bedcute g das Produkt der

1
Zahlen von 1 bis p — 1. Ferner sci -5 (p—1) = P gesetzt. Es bedeute r

irgendeinen QR und n einen QN von p. Dann ist nach dem Modul p
(70) rP = —g nl =g
Da 1 =12 immer QR ist, so folgt im besondcrz fiir r =1:

2.0 2 /-
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Ist p eine ungerade Primzahl, so ist nach dem Modul p

(71) =1-2:8--++ (p—1) = —1.
Das ist auch richtig fiir p = 2. Denn dann ist g = 1, und nach dem Modul 2
ist 1 = — 1. Es gilt aber ferner, daB die Gleichung (71) nur firr Prim-

zahlen richtig ist. Ist namlich p eine zusammengesetzte Zahl, so hat p
einen von 1 verschiedenen Teiler ¢, der kleiner ist als p, der also unter
den Faktoren von g vorkommt. Wire (71) auch in diesem Falle richtig,
so wire g -+ 1 durch p und daher auch durch ¢ teilbar, wihrend doch
g + 1 bei der Teilung durch g den Rest 1 148t, da ¢ Teiler von g ist. Damit
haben wir den Wilsonschen Satz:

Die ganze positive Zahl p ist dann und nur dann Primzahl, wenn

1:2:83---(p—1) 41
durch p teilbar ist.

So ist, wenn wir fiir das Produkt der ganzen Zahlen von 1 bis n das
Zeichen n! (lies: n Fakultit) verwenden, 4! 4 1 = 25 durch 5, 6! + 1
= 721 durch 7, 10! 41 = 3 628 801 durch 11 teilbar.

Nach dieser kleinen Abschweifung kehren wir zu den QR und QN
zuriick. Aus (70) und (71) folgt, daB r”” == 1 und n? = — 1 ist. Da auch
(r/p) == 1 und (n/p) == —1, so haben wir den Eulerschen Satz:

Ist p eine ungerade Primzahl, so ist nach dem Modul p fiir jede von 0
verschiedene Zahl a

a 1w—1 )
(72) ():a“ = al,
p

Hierzu seicn einige Bemerkungen gemacht. Nach dem Fermatschen
Satz ist fir ¢ == 0 immer @?—1 -z 1. Da p—1 == 2P, so isti also nach
dem Modul p

a?= ' —1 = (@ —1) (@ + 1) = 0.

Da p eine Primzahl ist, so muf} einer der beiden Faktoren 0 sein, und es
kann auch nur einer 0 sein. Denn sonst wire ihre Differenz 2 gleich 0.
Es ist daher fiir jede Zahl a 3= 0 entweder aP gleich -1 oder —1. Es
ist auch noch leicht zu sehen, daB das positive Zeichen gilt, wenn a ein
QR ist. Ist namlich a = g? so folgt durch Erheben zur P-ten Potenz
aP’ == 2P —= gp—1 qund das ist nach dem Fermatschen Satz - 1. Nicht
so leicht ergibt sich, daB a’ == — 1 ist, wenn a ein QN ist, wic der durch
(72) gegebene Satz aussagt. Nur wenn P eine ungerade Zahl ist, ist der
Beweis einfach. Denn dann ist @’ als Produkt einer ungeraden Zahl von_
QN selbst ein QN und kann nicht gleich 1 scin, was ja ein QR ist. Da
aber @’ nur einen der Werte +- 1 oder — 1 haben kann, so muB aP in
diesem Falle gleich — 1 sein. AuBerdem zeigt sich, daB in dem Falle,
wo P ungerade ist, — 1 QN von p ist. Wir gehen nicht weiter hierauf ein
und begniigen uns mit dem oben fur (72) gegebenen Beweise.
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6. Der Fall a=—1.
Wihlen wir in (72) fur a die Zahl —1, so folgt

".11_.____ P
(73) (p>(1)-

Ist also P gerade, etwa P == 2mund p = 4m + 1, soist (—1/p) = + 1.
Ist aber P ungerade, etwa P =2m -+ 1 und p = 4m + 3, so ist (—1/p)
= —1. Wegen der Bedeutung von (— 1/p) folgt:

Die Zahl — 1 ist QR aller Primzahlen der Form 4m 4 1 und QN
aller Primzahlen der Form 4m -+ 3.

7. Der Fall a= 2.
In Abschnitt VI, Nr.6 haben wir gesehen, daf

oF _ (_1)—§ =1

nach dem Modul p. In Verbindung mit (72) folgt fiir a -= 2
2 =1

(7) < ) = (—1)°
p

oder in Worten:

Die Zahl 2 ist QR aller Primzahlen von der Form §n + 1 und QN
aller Primzahlen von der Form 8n - 3.

Dieser Satz und der Satz der vorigen Nummer heiflien Ergdnzungs-
sdtze zum quadratischen Reziprozitdtsgesetz. Diese Bezeichnung konnen wir
erst spdter verstehen.

8. Das quadratische Reziprozitédtsgesetz.

So einfach wie fiir — 1 und 2 kann man fiir andere Zahlen nicht ent-
scheiden, ob sie QR oder QN von einer Primzahl p sind. Wir stellen uns
erst diec Frage: Es seien p und ¢ zwei ungerade Primzahlen. Ist dann ¢
auch QR von p, wenn p QR von ¢ ist? Oder allgemeiner: In welcher Be-
ziehung stehen (¢/p) und (p/q) zueinander? Gibt es fiberhaupt cine Be-
ziehung zwischen diesen beiden GroSen? Wir stellen uns zundchst cine
Tabelle mit doppeltem Eingang her. Links und oben schreiben wir die
ungeraden Primzahlen bis 31 hin. Wir bezeichnen die Zeilen und Spalten
nach den Zahlen, die neben ihnen oder itber ihnen stehen. Wir zeichnen
dann in den Kreuzungspunkt von Zeile p und Spalte ¢ fiir p 3= ¢ ein
stehendes oder ein liegendes Kreuz, je nachdem (q/p) gleich + 1 oder
— 1 ist. Fur die Primzahlen bis 19 sind dic QR auf S. 50 angegeben.
Fiir 23, 29, 31 sind die QR
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23: 1,4, 9,16, 2, 13, 3, 18, 12, 8, 6.

29: 1, 4,9, 16, 25, 7, 20, 6, 23, 13, 5, 98, 24, 29

31: 1, 4,9, 16, 25, 5, 18, 2, 19, 7, 28, 20, 14, 10, 8.

Die Diagonalfelder der Tabelle bleiben leer. In Zeile 3 steht also zunéchst

nichts, dann 3, da (5/3) == (2/3) == —1, dann 4, da (7/3) == (1/3) =1,
dann x, da (11/3) == (2/3) = —1 usw. In Zeile 13 steht 4 an erster
Stelle, da (3/13) -= 1, dann x, da (5/13) == —1, dann x, da (7/13) = —1,
dann X, da (11/13) == — 1, dann bleibt ein Feld frei, dann -{-, da (17/13)
== (1/13) = 1 usw. So crhalten wir die
Tabelle:
3|57 |[414(13{17(19(23129|31

3

5

14

13

17

19

23

29

H
34

Wenn immer (p/q) — (q/p) wiire, so miiBite die Tabelle zur Hauptdiagonale
symmetrisch sein. DaB das nicht der Fall ist, sicht man viclleicht am
deutlichsten, wenn man die Figur so hiilt, daB diese Diagonale senkrecht
steht. Es sind diejenigen Felder, die symmetrisch zur Diagonale liegen,
und von denen das cine ein stehendes und das andere ein liegendes Kreuz
enthiilt, stark umrahmt. Man sieht:

Die Zeilen und Spalten

(75) 5, 13, 17, 29
sind frei von umrahmten Quadraten. Das bedeutet: Gehort auch nur
eine der Primzahlen p, ¢ zu den Zahlen (75), so ist (p/q) = (¢/p)-
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Alle Felder, abgeschen von den Diagonalfeldern, die nicht in einer der
Zeilen oder in einer der Spalten (75) liegen, sind umrahmt. Oder: Alle
Felder, dic gleichzeitig in einer der Zeilen und Spalten
(76) 3, 7, 11, 19, 23, 31
liegen, sind umrahmt. Es ist daher dann und nur dann (p/q) = — (q/p),
wenn p und ¢ beide zu den Primzahlen (76) gehoren.

Wodurch unterscheiden sich die Primzahlen (75) von den Primzahlen
(76)? Die ersten lassen bei der Teilung durch 4 den Rest 1, die zweiten
den Rest 3. So kommen wir zu der Vermutung:

Sind die ungeraden Primzahlen p und q beide von der Form 4n + 3,
so ist (p/q) = — (p/q). In allen anderen Fdllen ist (p/q) == (q/p).

Dieser Satz ist richtig und heilt das quadratische Reziprozitdtsgesetz.

Da 1) (p —1) und l’ (¢ — 1) gerade sind, wenn p und ¢ bei der
Teilung durch 4 den Rest 1 lassen, und ungerade, wenn p und ¢ bei der
Teilung durch 4 den Rest 3 lassen, so ist

p—1 q¢—1
oy
dann und nur dann ungerade, wenn p und ¢ beide von der Form 4n 4 3
sind. Daher konnen wir das Reziprozititsgesetz auch in der Form aus-
sprechen:

Sind p und q 2wei ungerade Primzahlen, so ist

7 (P) = (—1) Pt - (." )
q p

Fiir dic Anwendung ist die erste Form die bequemere.

9. Beweis des Reziprozititsgesetzes.

Zum Bewecise verwenden wir die Ergebnisse aus Abschnitt VI, Nr. 5
und benutzen auch die dort cingefithrten Bezeichnungen. Wir haben dort
gefunden:

Ist p eine ungerade Primzahl und ¢ eine ungerade Zahl, so ist nach
dem Modul p

qP = (— 1)7\’
wo A folgende Bedeutung hat. Es ist A dic Anzahl derjenigen unter den
PQ Zahlen
8) gx—py {x::1, 2,..., P,
ly=12..,Q,

die zwischen —1 und — P liegen, die Grenzen eingeschlossen. Durch
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Vergleich mit (72) folgt der GauBsche Hilfssatz, ndmlich daB
q

(79 (—) = (=1}
p

wo A die eben angegebene Bedeutung hat. Ist auch ¢ eine ungerade Prim-
zahl, so gilt genau so:

Es ist p
(80) < ) = (=¥
q
dabei ist . die Anzahl derjenigen unter den PQ Zahlen
y=1,2..,Q,
®1) Py—ax { x=1, 2., P,

die zwischen — 1 und — Q liegen, die Grenzen eingeschlossen. Da die
Zahlen (78) und (81) sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, so
ist p auch die Anzahl derjenigen der Zahlen (78), die zwischen 1 und Q
liegen, die Grenzen eingeschlossen. Aus (79) und (80) folgt

9 P ,q, — (— DM = (— 1)V
o () e

Es ist v == A - w die Anzahl derjenigen der PQ Zahlen (78), die zwischen
— 1 und — P oder zwischen 1 und Q liegen. Unter den Zahlen (78) kommt
aber dic 0 nicht vor. Denn aus ¢ x — py = 0 wiirde folgen, daB zum Bei-
spiel x durch p teilbar wére, was nicht moglich ist, da x kleiner als p ist.
Dabher ist v auch die Anzahl derjenigen der Zahlen (78), die zwischen — P
und + Q licgen, dic Grenzen eingeschlossen. Da es uns nur auf den Wert
von (— 1)V ankommt, so brauchen wir von v nur zu wissen, ob es gerade
oder ungerade ist. Um dariiber Aufschlufl zu bekommen, schreiben wir
uns dic Zahlen (78), wie in Abschnitt VI, Nr. 5, in einer Tabelle auf.
Wir beginnen mit ¢ — p und schreiben rechts von jeder Zahl die um p
kleinere und unter jede die um ¢ groBere, bis die Tabelle P Zeilen und
Q Spalten hat. Wir geben cinige Beispiele. Die im Intervall — P bis -+ Q
liegenden Zahlen sind jedesmal stark umrahmt.

Beispiel 1: p-==5,¢="7; P =2, Q = 3. Das Intervall von — P bis
-{- Q enthilt die Zahlen — 2, — 1, 0,1, 2, 3.

2 —3 | —8
Y 4 1

Beispiel 2: p =5, ¢ ==11; P = 2, Q = 5. Das Intervall von — P bis
-- Q enthilt die Zahlen — 2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5.

6 h 9] —14
17 | 1 7 21 —3

[N e
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Beispiel 3: p=17,¢=11; P =3, Q = 5.

h —3 ] —10 | —17|—24
15 8 1] —6|—13
26 19 12 51 —2

Beispiel 4: p =11, ¢ =13; P=5, Q = 6.

2 ] —9]-—20]—81]|—42]-—53
15 ] — 7|18 —29 | —40
28 17 6] —5]—16|—27
41 30 19 8 | —3]—14
54 43 320 20} 10 —1

Es ist nicht notwendig, alle Zahlen zu berechnen. Ist eine Zahl zu groB,
so ist jede unter ihr stehende erst recht zu groB, und ist einc Zahl zu
klein, so ist jede rechts von ihr stehende erst recht zu klein.

Beispiel 5: p =13, ¢ ==17; P == 6, Q = 8.

L] —9

81 —5
12 ~-1
16 3 | —10
20 7| —6
1 f—2
Beispiel 6: p =19, ¢ = 23; P =9, Q == 11.
h —15
8|—11
120 —7Q1—26
16 | —3f—22
20 11—18
2/ S5y —14
91—10]—29
13 —6—25
171 —2




62 VII. Quadratische Reste.

Die Anzahl der umrahmten Felder ist v, und es kommt nur darauf an,
ob v gerade oder ungerade ist. Dic Tabellen zeigen:

I. a. kommen dic umrahmten Felder paarweise vor. Dreht man namlich
eine Tabelle um ihren Mittelpunkt um 1809, so kommen die rechts liegen-
den umrahmten Felder an die Stelle der links liegenden und umgekehrt.
Oder: Zwei Felder, die gleichweit vom linken und vom rechten Rande
und gleichzeitig auch vom oberen und unteren gleichweit entfernt sind,
sind immer beide umrahmt oder beide nicht. Daher ist v i. a. cine gerade
Zahl. Es kann v nur ungerade scin, wenn ein mittelstes Feld vorkommt,
das bei der Drehung um 180° um den Mittelpunkt in sich selbst iibergeht,
das also keinen Partner hat. Und es ist in diesem Fall v ungerade, wenn
dies mittelste Feld umrahmt ist. Das ist in den, allerdings nur wenigen,
Beispielen der Fall. Ein solches mittelstes Feld ist dann und nur dann
vorhanden, wenn die Zahl der Zeilen und die der Spalten beide ungerade
sind, wenn also P = 1) (p—1)und Q == l) (g — 1) ungerade Zahlen sind.

Gelten also die Eigenschaften unserer Tabellen allgemein, so ist v
dann und nur dann ungerade, wenn P und Q beide ungerade sind, wenn
also PQ ungerade ist. Daraus wiirde dann folgen

p—t a1
(83) (1) (=1 2 2

und wegen (82)

(85) (p)(q) - 1)’.’_;_1 ‘li;,l.
q/\p

oder auch, da (¢/p) nur -1 oder — 1 scin kann,

s p\ . Potecl/g
o))

Das ist aber das Reziprozititsgesetz.

Es bleibt zu zeigen, daB die benutzten Eigenschaften unserer Tabellen
allgemein gelten. Die Zahl ¢x — py steht in der Tabelle in der x-ten Zeile
und in der y-ten Spalte. Es ist die crste Zeile soweit vom oberen Rande
entfernt wie die P-te vom unteren. In derselben Bezichung stehen zu-
einander die zweite und die (P — 1)-te Zeile, ebenso die dritte und die
(P — 2)-te usw. Es ist also von den Zahlen
(86) g g} py', g =g = py”
dic erste soweit vom oberen Rande entfernt wie die zweite vom unteren,
wenn
(37) X+ X' = P L
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Ahnlich folgt, daB die erste soweit vom linken Rande entfernt ist wie die
zweite vom rechten, wenn

(88) Y +yY =41

Unsere erste Vermutung geht dahin, daf dic beiden Zahlen (86) unter
Annahme der Gleichungen (87) und (88) entweder beide im Intervall
(39) — P bis +Q

liegen oder beide nicht. Die zweite Vermutung sagt aus: Wenn P und Q
beide ungerade sind, so liegt die dann vorhandenc mittelste Zahl

P+1 Q11 P4+
G=4- —P —(2Q+1)

B} )
- =

Q41

15}
-

! — (2P +1)
(%0) 1
= (PQ 4 2Q 4 P41—2PQ—2P—Q—1)==  (@— P)
im Intervall (89).
A M B

G P 0G'g G @ G,

Um die beiden Vermutungen zu beweisen, tragen wir auf der Zahlen-
geraden (siche obige Figur), die den Zahlen — P und -- Q entsprechenden
Punkte A und B auf. Dem Mittelpunkt M von A B entspricht das Mittel

) 1
der beiden Zahlen — P und -+ @, also die Zahl o (— P + Q) = g,. Die

zweite Vermutung ist daher sicher richtig. Wegen (86), (87), (88) und (90)
ist das Mittel von ¢’ und g”

P +1 Q-1
—, TP, g

0 S
-

1
91) 5@+£0ﬁq

Der Punkt, der der Zahl (g’ + g"’)/2 entspricht, ist aber die Mitte der
Strecke G'G", wenn G’ und G” dic Punkte sind, die den Zahlen g" und g”
entsprechen. Nach (91) ist die Mitte von G'G" gleich der von A B. Daraus
aber folgt, daB die Punkte G’ und G” entweder beide der Strecke AB
angehoren oder beide nicht. Das ist aber die erste Vermutung. Die Figur
ist fiir p ==13, g ==23 gezeichnet. Die Punkte G, G] entsprechen
x =38,y =5und Gy, Gy x' =4, y' =6.
Damit ist das quadratische Reziprozitéitsgesetz bewiesen.

10. Die Berechnung von (a/p).

Zunichst stellen wir die Sitze zusammen, die wir zur Berechnung
von (a/p) verwenden.
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1. Es ist (a/p) = (a’/p), wenn a = a’ nach dem Modul p.
2. Es ist

ab a\(b abc a\[b\/[c

92) —) ===} (— )= )[=)=) usw.
p p/\p p p/\p/\p

3. Man kann in a enthaltene quadratische Faktoren fortlassen.

4. Es ist (1/p) = 1.

5. Es ist (—1/p) gleich + 1 oder — 1, je nachdem p die Form 4n 41
oder 4n—1 hat.

6. Es ist (2/p) gleich 4+ 1 oder —1, je nachdem p die Form 8n 41
oder 8n - 3 hat.

7. Ist g eine von p verschiedene ungerade Primzahl, so ist (p/q) =—(q/p),
wenn p und ¢ beide von der Form 4n —1 sind. Sonst ist (p/q) = (q/p)-

Dicse Regeln konnen in folgender Weise zur Berechnung von (a/p)
benutzt werden. Wegen 1. kdnnen wir a durch den positiv oder absolut
kleinsten Rest nach p ersetzen, etwa durch 6. Es ist dann b positiv und
kleiner als p, oder es liegt zwischen — p/2 und 4- p/2. So ist (95/17)
=2 (10/17) = (— T/17), (357/59) == (3/59), (378/101) = (75/101), (40/41)
= (—1/41). Dann zerlegt man b in Primfaktoren und erhalt nach 2. fur
(b/p) ein Produkt von Legendreschen Symbolen, deren obere Zahlen
— 1, 2 oder eine ungerade Primzahl sind. Dabei kann man nach 3. quadra-
tische Faktoren von b gleich fortlassen. So wird (10/17) = (2/17) - (5/17),
(— 7/17) = (—1/17) - (7/17), (15/59) = (3/59) - (5/59), (75/11) == (52-3/11)
= (3/11). Manchmal kann man auch vorteilhaft gleich die Regel 2 an-
wenden, besonders dann, wenn a einen quadratischen Faktor enthilt. So
ist (2-8%-54/97) == (2-3/97) = (2/97) - (3/97), (529/43) = (232/43) = 1.
Auch kommt man manchmal eher zum Ziel, wenn man a nicht gerade
durch den kleinsten Rest ersetzt, sondern durch eine andere Zahl, dic
ihr nach dem Modul p gleich ist. So ist (185/11) == (196/11) = (14%/11)
=1, (957/43) = (1000/43) == (102- 10/43) = (10/43) = (2/43) - (5/43).

Der Wert der etwa vorkommenden Faktoren (— 1/p) und (2/p) er-
gibt sich aus Regel 5 und 6. In den anderen Faktoren (¢/p) ist g eine un-
gerade Primzahl, dic kleiner ist als p. Nach Regel 7 ersetzen wir (g/p)
durch (p/q) oder — (p/q). In (p/q) konnen wir dann wieder nach Regel 1
die obere Zahl p durch ihren Rest nach ¢ ersetzen, so dal wir kleinere
Zahlen bekommen. So wird die Aufgabe der Berechnung von (a/p) auf
Aufgaben derselben Art, aber in kleineren Zahlen zuriickgefiihrt. Das Ver-
fahren kann man fortsetzen, bis man zu Legendreschen Symbolen kommt,
deren obere Zahl 1, — 1 oder 2 ist, und deren Werte man nach Regel 4, 5
und 6 angeben kann.
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Beispiele:
200 2352
(% )-—-( )
"00 17 . 61
61 61) \17

)-() () () () -

11 23 257 257 4 4
— S - -} =1 oder
257 257 11 93 1" 23

Jung, Einfithrung in die Zahlentheorie.

34
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1M1\ (3-37\ [ 3 37\ 31
1) st ) \as/\ast) 3
A5\ (5 (87 ﬁ(z

87 ) \s7) \s/) 6

)= ()15)
)

‘Nn 5 73 1933 (1933 3\ /35
10:; 1933/ \1oss )\ 5 73 RYYAWE)

2 ()
8( () WEIE)E6)

11. Vereinfachung der Rechnung
durch das Jacobische Symbol.

Wir betrachten das Beispicl (253/257). Was erhalten wir, wenn wir
253 fiir eine Primzahl halten wiirden? Wir wiirden rechnen:

253 257 h
Bl I ity NS S
257 253 253

wic wir auch in Nr. 10 gefunden haben. Oder, wenn wir 111 fiir eine Prim-
zahl hielten, wiirden wir rechnen:

(:%) ) (:::) (1)101> “<"1/IT) (131):_<1T1)
( ) ( ) -1, wie in Nr. 10,
RCRCICRCRE

Bt




11. Vereinfachung der Rechnung durch das Jacobische Symbol. 67
Oder:

365 1933\ (108 [ 6 3\ [ 3\ (365
1933 )\ 365 ) \365/) \365)\365) \s65) \ 3

-

)
= ( ) — — 1, wie in Nr.10. Ist das Zufall?

3

Wir werden so dazu gefiihrt, das Legendresche Symbol auch fiir den
Fall zu definieren, daB p keine Primzahl ist, und zwar moglichst so, daB
dic Rechenregeln erhalten bleiben. Nach den Beispielen zu urteilen, er-
scheint das nicht aussichtslos. Es sei P eine ungerade Zahl, und es sei,
in Primzahlen zerlegt,
(3) P=p py--pr,
wo die p; Primzahlen sein sollen, die nicht voneinander verschieden zu
sein brauchen. Wir definieren dann fiir ein zu P teilerfremdes a das Symbol
(a/P) durch die Gleichung

@) (1;1) - (:.) <:> (9

Das so definierte Symbol heit Jacobisches Symbol. Wir haben zu unter-
suchen, ob die im Anfang von Nr. 10 angegebenen Rechenregeln auch fiir
dieses Symbol gelten.

1. Es sei a - - @’ nach dem Modul P. Das bedeutet, da a — a’ durch
P teilbar ist. Dann ist aber @ — a’ auch durch jedes in P enthaltene
py. teilbar, so daB auch a == @’ nach pj. Daher ist nach Regel 1 in Nr. 10

5 G ()G ()

und also nach der Definition (94)

a a
(95) <P> = <*P'>' wenn a = @ nach P.

2. Ist auch & teilerfremd zu P, so ist nach (94)

o GGG

Durch Multiplikation von (94) und (96) folgt unter Benutzung der
Regel 2, Nr. 10

BIFRRIRIRIHEHIN
(6 )
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und in sinngem#Ber Anwendung der Definition (94)

GCECIE!

Ebenso folgt, wenn auch ¢ teilerfremd ist zu P,

B

3. Da nach (94) auch (a/P) nur die Werte +1 und —1 haben kann,
so folgt aus (98), daB man in a enthaltene quadratische Faktoren fortlassen
kann.

4. Da immer (1/pj) == 1, so ist nach (94) auch (1/P) =1.

5. Es sei a = — 1. Wir rechnen nach dem Modul 4. Wir haben dann
zwei ungerade Zahlen, — 1 und 4 1. Es ist P dann und nur dann gleich
—1, wenn von den r Faktoren p; eine ungerade Anzahl gleich —1 ist.

Es ist aber (— 1/py) dann und nur dann gleich — 1, wenn pj, = —- 1 ist.
Daher ist nach (94) (— 1/P) dann und nur dann gleich — 1, wenn eine
ungerade Anzahl der Faktoren pj gleich —1 ist, wenn also P := —1

ist. Das heiBit aber: Es ist (— 1/P) gleich + 1 oder — 1, je nachdem P
von der Form 4n 41 oder 4n—1 ist.

6. Es sei a = 2. Wir rechnen nach dem Modul 8. An ungeraden Zahlen
haben wir dann +1, —1, +3, — 3. Da

+1-+1=+41 +1-+3==43, £3-4+3=41,

so ist P dann und nur dann gleich 4 3, wenn die Anzahl derjenigen
Faktoren p,, die gleich 4 3 sind, ungerade ist. Ferner ist nach Regel 6
in Nr.10 (2/p;) dann und nur dann —1, wenn p;, = - 3. Daher ist
wegen (94) (2/P) dann und nur dann gleich — 1, wenn die Anzahl der
P, die gleich 4- 3 sind, ungerade ist, wenn also P == -+ 3 ist. Das heif3t
aber: Es ist (2/P) gleich + 1 oder — 1, je nachdem P von der Form
8n 1 oder 8n 4 3 ist.

7. Es sei Q eine ungerade zu P teilerfremde Zahl, und es sei, in Prim-
zahlen zerlegt,

(99 . Q=919 g5
Es ist dann nach (94) und nach der Rechenregel 2

(100) (3) - (") (‘1> o (‘1)
p Py P2 Pr
Rechts stehen hier rs Faktoren, da jedes ¢j oben und jedes p; unten

steht, in jeder moglichen Zusammensetzung. Wir rechnen nach dem
Modul 4, so daB nur die ungeraden Zahlen 1 und — 1 vorhanden sind.
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Von den Primzahlen p; mogen o und von den Primzahlen ¢; mégen B
gleich — 1 sein. Es ist P dann und nur dann — 1, wenn o, und @ dann
und nur dann —1, wenn B ungerade ist. Ferner unterscheiden sich
(gi/py) und (py/g;) dann und nur dann durch ein Minuszeichen, wenn
pi und ¢; beide gleich — 1 sind. In dem Produkt auf der rechten Seite
von (100) gibt es genau «p Faktoren, wo sowohl die obere wie die untere
Zahl gleich — 1 ist. Es muB ndmlich die untere Zahl gleich einer der
o Zahlen pj sein, die gleich — 1 sind, und die obere Zahl gleich einer
der B Zahlen g¢;, die gleich — 1 sind. Diese miissen aber auf alle Arten
miteinander kombiniert werden. Nun ist 8 dann und nur dann ungerade,
wenn o und $ ungerade sind, wenn also P und Q beide gleich — 1 sind.
Es unterscheiden sich daher

()=o) GG ()= () (2) -+ (2)
P Py 123 Pr Q 'R q2 qs
dann und nur dann durch ein Minuszeichen, wenn P und Q beide gleich
— 1 sind, d. h. die Form 4n—1 haben. Oder:

Sind P und Q zwei ungerade teilerfremde Zahlen, so ist (Q/P) =
— (P/Q), wenn P und Q beide von der Form 4n—1 sind. Sonst ist
(P/Q) = (Q/P).

Wir sehen also, es war kein Zufall. Denn fiir das neue Jacobische
Symbol (a/P), wo P eine ungerade zu a teilerfremde Zahl ist, gelten
genau dieselben Rechenregeln wie fiir das urspriingliche Legendresche
Symbol. Aber bitte, lieber Leser, komme nicht auf den Gedanken, es
hdtte auch dieselbe Bedeutung. Es ist nicht so, da (a/P) dann und nur
dann gleich + 1 ist, wenn a quadratischer Rest von P ist, wenn es also
eine Quadratzahl gibt, die sich von a nur durch ein Vielfaches von P
unterscheidet. Es ist zum Beispiel (a/25) = (a/5)? = + 1 fiir beliebiges
zu 5 teilerfremdes a. Es ist aber sicher nicht jedes solche a quadratischer
Rest von 25.

Beispiele :

1007 1933)  [—81\ [—1 e\ .
1933 1007 / ~ \1007 )~ \ 1007 ) \ 1007 ’

Oder auf die frithere Art:
1007 19 53 1933 1933 —35 25
<_1?)§3) ( 6”3‘3’) (1933)2( 19 ) ( 53 )=< 19 )(5“)
()22 ()
19 19 19 5
(o)~ (s )~ (55) - ) -
1009 525 525 525

T
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Oder:

525 21+ 5% 3 7 ] 1009 1009
1009/ \ 1009 ) \1009 ) \1009) "\ 3 7
1 1
o= R
(5) )

Wir haben also einen Weg, auf dem wir bestimmen kénnen, ob eine

Zahl a QR einer Primzahl p ist oder nicht, ob also ]/a nach dem Modul p
vorhanden ist oder nicht. Ist (a/p) == + 1, so haben wir zur Bestimmung

1
von ]/a nur die Moglichkeit, die Quadrate der Zahlen von 1 bis R (p—1)

zu berechnen und zu sehen, welches von ihnen nach p gleich a ist. Man
vergleiche hierzu Nr.7 in Abschnitt VIII.

12. Zwei Aufgaben.

1. Von welchen ungeraden Primzahlen p ist 5 QR?

Da 5 die Form 4n + 1 hat, so ist 5 QR von p, wenn p QR von § ist,
wenn also p nach dem Modul § gleich + 1 ist. Wir haben daher:

Es ist 5 QR aller Primzahlen der Form 5n 41 und QN aller von
der Form 5n -f- 2.

2. Von welchen ungeraden Primzahlen p ist 3 QR?

Wir haben jetzt zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem p von der
Form 4n -+ 1 oder 4n—1 ist.

Fall 1: Es ist p von der Form 4n 4 1. Es ist 3 QR von p, wenn
p QR von 3 ist, wenn also p nach dem Modul 3 gleich 1 ist. Es muB8 daher
p sowohl bei der Teilung durch 4 wie bei der durch 3 den Rest 1 lassen,
so daB p —1 durch 3 und 4, also durch 12 teilbar ist.

Fall 2: Es ist p von der Form 4n — 1. Dann ist 3 QR von p, wenn
p QN von 3 ist, wenn also p die Form 3n — 1 hat. Es muf} daher p + 1
durch 3 und durch 4 teilbar sein, also durch 12. Ergebnis:

Es ist 3 QR aller Primzahlen der Form 121 -- 1 und QN aller von der
Form 12n |- 5.

Bemerkung: Die ungeraden Zahlen der Form 12n 4- 3 sind, ab-
gesehen von 3, keine Primzahlen.

13. Quadratische Reste
von der Potenz einer ungeraden Primzahl
Es sci p eine Primzahl und o eine positive Zahl. Dann heift cine

nicht durch p teilbare Zahl a ein QR von p%, wenn sie nach dem Modul p&
gleich einer Quadratzahl ist, sonst QN von p<. Die durch p teilbaren
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Zahlen lassen wir also beiseite. In dieser Nummer betrachten wir den
Fall, wo p ungerade ist. Dann gilt:

Eine Zahl a ist dann und nur dann QR von der Potenz einer ungeraden
Primzahl p, wenn sie QR von p ist.

Der cerste Teil der Behauptung ist klar. Denn wenn a nach dem
Modul p= gleich einer Quadratzahl g2 ist, so ist sie auch nach dem Modul p
gleich einer Quadratzahl, nimlich auch gleich g2. Den zweiten Teil der
Behauptung werden wir dadurch beweisen, daB wir zeigen, wie man immer
eine Zahl xj, finden kann, so daB xj — a durch p* teilbar ist, sobald man
eine Zahl x; kennt, fiir die x? — a durch p teilbar ist.

Es sci (a/p) =1, und x, sei ciner der Werte von ]/a, so daB x7 —a
durch p teilbar ist. Unser Ziel ist, der Reihe nach Zahlen x,, x, usw. so
zu bestimmen, daf x3 — a durch p?, x2 -—a durch p?® teilbar wird, usw.
Bei x; kommt es auf Viclfache von p nicht an. Setzen wir daher
X, = X; + ¥ p, so ist x2 — a jedenfalls durch p teilbar, und wir kinnen
versuchen, dic Zahl y, s0 zu bestimmen, daB x2 — a durch p? teilbar wird,
also nach dem Modul p? gleich 0 ist. Nach dem Modul p? ist aber, wenn
wir x? —a = a,p setzen,

X3 —a=(a,+ 2x,,)p,
und das ist dann und nur dann 0 nach p?, wenn a; 4 2x,y, -= 0 nach p.

Da x; = 'Va nicht durch p teilbar ist, und da p ungerade ist, so ist 2x,
zu p teilerfremd, und daher ergibt sich y, eindeutig gleich — a;/2x,
nach p. Wir bezeichnen den Wert, den — 1/2x, nach dem Modul p hat,
mit 2, so daB y, - a,z wird. Es ist aber zu beachten, dall y, nur bis auf
Vielfache von p bestimmt ist. Wir werden immer fiir y, den positiv
kleinsten Rest nach p wihlen, um nicht unnotig grofe Zahlen zu erhalten.
Es ist jetzt x2—a durch p* teilbar, und wir setzen x3 —a = a,p®. Setzen
Wit X, == X, |- y,p?, so ist auch x?—a durch p? teilbar, und wir be-
stimmen y, so, da x2 —a den Teller p? bekommt. Nach dem Modul p? ist
Xij—a = (a4 2%¥,)r%
und das ist dann und nur dann 0 nach p3, wenn a, -+ 2x,y, == 0 nach p.
Da aber x, := x; nach p, so ergibt sich cindeutig y, = — a,/2x, = a,z.
Dabei ist wieder daran zu denken, daB es bei y, wie bei y, auf Vielfache
von p nicht ankommt. Wir setzen x2—a = a,p®, wo a, ganz ist. Ferner
wihlen wir x, == x; -+ y,p® und bestimmen y, aus der Bedingung, daf
x3%—a durch p* teilbar sein soll. Wir finden y, = a;2z nach p. In dieser
Weise konnen wir fortfahren, bis wir zu einer Zahl x, kommen mit der
Eigenschaft, daB x2 — a durch die gegebene Potenz p® von p teilbar ist.
Wir stellen die zur Berechnung dienenden Formeln iibersichtlich zu-
sammien,
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x, = Va, —1/2x, =z nach p.

(x2—a)/p =a,, y, == a,z nach p, x, = x; + y,p;

(x3—a)/p* = a;, ¥, = ayz nach p, xy = x, -+ ¥, p*;

(x2—a)/p® = a,, y; = a3z nach p, x, == X3 -+ y,p°; usw.
Das Verfahren sei an einigen Beispielen erldutert.

Beispiel 1: p = 17, p* = 49, p* = 343, p* = 2401; a = 86, o = 4.
Es ist (86/7) = (2/7) ==1, x; =3, 2 = —1/6 == 6/6 = 1.

(3 —86)T=—1=aqa;, yy=—11 =3, X,==343-7 = 24;

(24% — 86)/49 = (576 — 86)/49 = 10 == @,, ¥, = 10 = 3,

Xy = 2k 4 3-49 == 171;
(1712 — 86)/343 = (29241 — 86)/343 = 85 = a;,y; = 85 == 1,
X, =171 4+ 1343 = 514. )

Es ist daher 5142 — 86 durch 74 teilbar, oder es ist ein Wert von ]/86
n ach dem Modul 7* gleich 514.

Beispiel 2: p =5, p? = 25, p® = 125, p* = 625, p® = 3125; a = 101.

Es ist (101/5) = (1/5) =1, X, =1, z = — 1/2 = 4/2 = 2.
(12—101)/5 = —20 = a;, y; == —h0 = 0, X, = X; = 1;
(12—101)/25 = —h =@y, Yy = —8 =2, X3 = 1 + 2+ 25 = b1,

(512 — 101)/125 == (2601 — 101)/125 = 20 = g, VY, = 40 = 0,
X4 = Xg = 01,
(512 —101)/625 = h = a,, y, = 8 = 3, X5 = 51 + 3+ 625 = 1926.
Es ist daher nach dem Modul 55 == 3125 ¢cin Wert von ]/101 gleich 1926.
Beispiel 3: p = 17, p* = 289, p® = 4913, p* = 83521; a == 3408.
Es ist (3408/17) = (8/17) == (2/17) =1, x, = 5, 2 = — 1/10 = — 120/10
= —12 = 5.
(5°—3408)/17 = — 199 == a;, y; = — 5199 = —5-12 = — 60 =8,
Xy =5 + 817 = 141;
(1412 — 3408)/289 = 16473/289 = 57 = dy, Yy = 5-57 = 56 = 30-
=13;
Xy == 141 + 13+ 289 = 3898;
(38982 — 3408)/4913 = 15190996/4913 = 3092 = a,,
V3 ==5-3092 = 5-—2 = 7, X, == 3898 + 7-4913 = 38289,
Daher ist einer der Werte von ]/3408 nach dem Modul 17¢ gleich 38289.
Wir sehen: Ist a QR von p und kennen wir einen der beiden Werte,
die Va nach dem Modul p hat, so kénnen wir eine Zahl g so bestimmen,
daB g® — a durch eine gegebene Potenz von p teilbar wird. Dabei ist
nur eine Divisionsaufgabe zu losen, namlich die Bestimmung von
2 = —1/2x,. Im tbrigen verwenden wir nur Addition, Subtraktion und
Multiplikation. Wir erhalten so einen der Werte, etwa g, die Va nach
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dem Modul p* hat. Es fragt sich, ob Va noch andere Werte haben kann
und welche. Es sei auBer g2 auch k% nach p* gleich a. Dazu ist notwendig
und hinreichend, daB
g—r=0g—n@E+hn

durch p2 teilbar ist. Es konnen nicht beide Faktoren g—h und g 4- h
den Teiler p haben, weil ihn sonst auch ihre Summe 2g hatte. Daher ist
der eine der Faktoren zu p teilerfremd und der andere durch p< teilbar.
Es ist also entweder h = g oder h = — g nach p*. Ergebnis:

Ist p eine ungerade Primzahl und o eine positive Zahl, so ist Va”nach
dem Modul p* dann und nur dann vorhanden, wenn a QR von p ist. Es

hat dann V& zwei Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden.

14. Quadratische Reste einer Potenz von 2.

Wir beschridnken uns auf zu 2 teilerfremde, also ungerade Zahlen.

Nach dem Modul 2 gibt es nur eine ungerade Zahl, die 1, und diese
ist QR von 2. Daher ist jede ungerade Zahl a QR von 2, und es hat Va
nach 2 nur den einen Wert 1.

Nach dem Modul 4 gibt es zwei ungerade Zahlen, 1 und 3 = —1.
Ihre Quadrate sind beide gleich 1. Es sind daher die Zahlen der Form
4n 4+ 1 und nur diese QR von 4, und wenn a eine solche Zahl ist, so hat

]/a nach 4 die beiden Werte + 1.

Nach dem Modul 8 gibt es vier ungerade Zahlen, 1, 3, 5, 7 oder
-1, 4 3. Thre Quadrate sind gleich 1, so daB eine Zahl @ dann und nur
dann QR von 8 ist, wenn sie die Form 8n 4 1 hat, und ]/a hat die vier
Werte + 1, -+ 3 nach dem Modul 8.

Es sei jetzt o eine Zahl, die mindestens gleich 3 ist. Soll eine ungerade
Zahl a QR von 2% sein, so muf sie jedenfalls QR von 2% = 8 sein, also die
Form 8n -+ 1 haben. Wir zeigen, daB diese Bedingung auch hinreicht,
und zwar, indem wir dhnlich wie in der vorigen Nummer der Reihe nach
Zahlen Xx,, x,, X, usw. bestimmen, so daB xi— a durch 2 teilbar wird.
Wir wihlen x; = x, == X, = 1. Da a von der Form 8n 4 1 sein muB,
so wird 12—a durch 8 teilbar. Wir setzen 1* — a = 8a;. Wihlen wir
Xy = X3 + 4 Yy, 80 wird x?—a = 8(a; + X;5) nach dem Modul 2!. Es
wird daher x2 —a durch 16 teilbar, wenn a; 4 x;y, eine gerade Zahl
ist. Da x; = 1, so ist das der Fall, wenn y, == — a; = a; nach 2. Wir
wihlen also y, gleich 0 oder 1, je nachdem a, gerade oder ungerade ist.
Wir setzen x3?—a = 2%q, und x; = x, + 2%y,. Es wird x} —a =
24(ay + x,¥,) nach dem Modul 2%, so daB x2—a durch 25 teilbar wird,
wenn a, + x,y, gerade ist. Da x, == X3 + 4y; =1 + 4y, so ist x; un-
gerade, und y, muB nach 2 gleich g, sein. Wir setzen dann x2—a = 2%q,
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und xg = x; + 2'y;, wo wir y; gleich 0 oder 1 wihlen, je nachdem g,
gerade oder ungerade ist. In dieser Weise konnen wir fortfahren, bis wir
zu der gesuchten Zahl x4, kommen. Wir stellen die Formeln dibersichtlich
zusammen.

Es sei a cine Zahl der Form 8n - 1. Wir setzen x; = 1 und dann
rechnen wir nach dem Schema:

(x2—@a)/8 a3, Y3 == a; nach 2, x; == xy 4 22yy;

(x3 —a)/16 = a,, ¥, = @, nach 2, x; = x, 4 2%y,;

(x2 —a)/32 = @a;, y; = a; nach 2, xg == x; -+ 21y;; usw.

T

Es ist dann x3 — a durch 2% teilbar. Es sei noch darauf hingewicsen,
daBl yj. gleich 0 oder 1 ist, je nachdem gj gerade oder ungerade ist.

Beispiel: a - 1001 — 8125 + 1; x5 ==1, o0 —11.

(12— 1001)/8 = — 125 —ay, yy =1, X, =1 } 4 = 53
(32— 1001)/16 = —61 = ay, Y1, X, =5 |- 8 = 13;
(132 = 1001)/32 = — 26 = @y, Y, = 0, Xy == X, — 13;
(132 —1001)/66 == == 13 == ay, Vg 1, X; - 13 | 32 — 45;

(02— 1001)/128 =2 8 = a4y, Y7 =0, Xg:= Xy == 4D}

Ay == 4, Vg =0, Xg 2 Xg; dg == 2, Vg == 0, Xy = Xg = 453

Ay 1, Vyo o= 1, Xyp o 45 - 29 = 45 4 512 - 557,
Es ist daher 5572 — 1001 durch 2" - . 2048 teilbar. Es ist in der Tat
HH7F— 1001 = 310249 — 1001 == 309248 == 151 - 2048.

Nachdem wir geschen haben, wie wir immer einen der Werte, die

]//a nach dem Modul 2% hat, finden konnen, fragen wir nach den etwa
vorhandenen anderen Werten. Es sei g der gefundene Wert und & ein
anderer. Dann ist
gGr—h (g —h) (g-+ 1)

durch 2 teilbar, und, wenn das der Fall ist, so ist gleichzeitig mit g
auch /i ein Wert von ]/a. Da g und i ungerade Zahlen sind, so sind beide
Faktoren g — /i und ¢ + h durch 2 teilbar, aber nicht beide durch 4.
Denn ihre Summe, 2g, ist nicht durch 4 teilbar. Daher muB einer der
Faktoren mindestens durch 291 tejlbar sein. Nach dem Modul 2 muf}
daher h gleich g, g - 2971 — ¢ oder — g — 2%—! sein. Es hat zum Bei-
die Werte 557, 2048 — 557 = 1491, 1581, 2048 — 1581 = 467.
Ergebnis:

Nach dem Modul 2 ist ]/a fiir jede ungerade Zahl a vorhanden und
hat den Wert 1.

Nach dem Modul .1 ist ]/ a fiir jede Zahl der Form 4n + 1 vorhanden
und hat die Werte - 1.
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Fiir « > 3 ist ]/ad fiir jedes a der Form Sn - 1 nach dem Modul 2
vorhanden und hat vier Werte. Ist g einer von ihnen, so sind die anderen

—4& 8 + 2(1—-1’ —(g -+ 20—1)'

15. Quadratische Reste von einer ganzen Zahl m.

Es sei m cine positive Zahl und a irgendeine Zahl. Wir stelleri uns
folgende drei Fragen:

1. Wann gibt es cine Zahl x, so daB x2— a = 0 nach dem Modul m,
wann ist also ]/a nach dem Modul m vorhanden?

2. Wie finden wir die etwa vorhandenen Werte von Va?

3. Wie viele nach dem Modul m verschiedene Werte von ]/a gibt cs,
wenn es tiberhaupt welche gibt?

Wir beschrinken uns in dieser Nummer auf den Fall, wo a und m
teilerfremd sind. In diesem Falle heifit a ein QR von m, wenn die
Gleichung x* —a = 0 nach m eine Losung hat. Wir schreiben m in der
Form
(101) m - fjup;x‘p:-'. .. p?l"
wo die pj voneinander verschiedene ungerade Primzahlen sein sollen. Ist
X% — a durch m teilbar, so auch durch jeden Teiler von m. Es ist daher
a QR cines jeden Teilers von m, wenn es QR von m ist. Notwendig dafiir,
daB @ QR von m ist, ist also, daB erstens @ QR von jeder in m enthaltenen
ungeraden Primzahl ist, und daB zweitens @ QR von 2, 4 oder 8 ist, wenn
w =1, 2 oder groBer als 2 ist. Diese Bedingungen seien erfiillt. Wir be-
stimmen dann r Zahlen x,, x,, ..., x, so, da3

2 o«
(102) X —a =0 nach p k.

Nach Nr. 13 ist das méglich. Ist @ > 0, so bestimmen wir ferner eine
Zahl x, so, daB

(103) X2 —a = 0 nach 2%

was nach Nr. 14 ausfithrbar ist. Dann berechnen wir eine Zahl x, die
nach dem Modul p°;_"’ gleich x, ist, und zwar fir k-:1,2,...,r, und
die ferner, wenn g >0, nach dem Modul 2¥ gleich x, ist. Man vergleiche
Abschnitt V, Nr. 6. Wir konnen uns diese Zahl x in folgender Weise her-
stellen. Zundchst setzen wir

, m m
(104) my = oW m, .
pk

Es ist m, teilerfremd zu pZ"', so daf die Zahl 1/m, nach dem Modul pi’\'
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vorhanden ist. Das heiBt, es gibt eine Zahl y,, so daB

(105) y,m, =1 nach pyk.

Ist . > 0, so gibt es, da m, ungerade ist, eine Zahl y,, so daf
(106) Yoy = 1 nach 2¥,

Ist u == 0, so setzen wir

(107) X = X Y1y + Xp YoMy + «++ -+ Xp YriMy,

und, wenn p.> 0, so sei

(108) X = XqVoMy -t Xy yymy + -+« - X, ypm,.

Rechnen wir nach dem Modul p:", so sind die Zahlen m; alle 0 bis auf
my. und nach (105) ist y;mj. = 1. Daher wird nach (107) und (108) x = x,
wie wir es witnschten. Ist . > 0, so sind alle m;, auBer m,, durch 2" teil-
bar, also gleich 0 nach dem Modul 2%, wihrend y,m, nach 2" gleich 1
ist. Rechnen wir daher nach dem Modul 2%, so werden alle m; zu 0, auBer
m,, und nach (106) wird y,m, gleich 1. Daher wird nach (108) x = x,,
wic wir es haben wollten.
Es ist also unter Benutzung von (102)

X=X, X —a=2x2—a=0 nach J

Ferner ist fiir w >> 0 wegen (106)
X == Xy, X*—a = xI —a =0 nach 2%,

Daher ist x* — a durch 2", durch p‘:‘, durch p%,..., durch p teil-
bar, also auch durch m, d. h. es ist

(109) x2—a = 0 nach m.

Damit haben wir gezeigt, daB und wie wir eine Losung von (109) finden

konnen. Die oben angegebenen notwendigen Bedingungen dafiir, daf a
ein QR von m ist, sind also auch hinreichend. Daher haben wir:

Es sei m eine positive Zahl. Sie enthalte den Faktor 2 in der p-ten
Potenz. Ferner sei a eine zu m teilerfremde Zahl. Dann ist a dann und nur
dann QR von m, wenn a QR von jeder in m aufgehenden ungeraden Prim-
zahl ist, und wenn a fiir uw-=2 QR von 4 und fiir w.> 2 QR von § ist.

Wir fragen uns jetzt, wie wir aus einem Werte von ]/a nach dem
Modul m die etwa vorhandenen anderen finden konnen. Dabei wird sich
dann auch ergeben, wie viele Werte ]/a hat. Es sei g einer der Werte
von Va. Irgendein anderer sei . Es ist sowohl g* wie #2 nach m gleich a,
so daB
(110) g—=g—h@+h



15. Quadratische Reste von einer ganzen Zahl m. 77

durch m teilbar sein muf. Ist das der Fall, so ist umgekehrt mit g auch
h ein Wert von ]/a. Wir setzen

(111) m=2*m, m =pip>--pyr,
wo, wie in (101), die pj voneinander verschiedenc ungerade Primzahlen
sind. Da q teilerfremd zu m ist, so gilt dasselbe von g und h. Fiir u > 0

sind daher g und h ungerade. Wir unterscheiden verschiedene Fille.

Fall 1. Es sei p = 0.

Es ist m = m, eine ungerade Zahl, also nicht nur zu g, sondern auch
zu 2¢g teilerfremd. Daher konnen die Faktoren g — h und g + h keinen
gemeinsamen Teiler haben, der in m aufgeht. Denn der wiirde auch in
ihrer Summe, 2¢, enthalten sein. Nun muB sich m in zwei Faktoren s
und ¢ so zerlegen lassen, daB der eine ein Teiler von g — h, der andere
von g -+ h ist, damit g2 — k2 durch m teilbar wird. Nach dem eben Ge-
sagten miissen s und ¢ teilerfremd sein. Es seien jetzt
(112) _ Sity, Saty, .-, Splp
die simtlichen Zerlegungen von m = m, in je zwei zueinander teiler-
fremde Faktoren. Dabei sollen zwei Zerlegungen auch dann als ver-
schieden gelten, wenn sie sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren
unterscheiden. Soll g2 — h? durch m, teilbar werden, so kann das nur
auf eine der p Arten geschehen, daB g — h durch s, und g - & durch ¢
teilbar wird. Wir haben also zu versuchen, ¢ Zahlen hy, h,, . . ., ho so zu
bestimmen, daB
119" g nach s,

(113) i = { — g nach t.

Nach Abschnitt V, Nr. 6 ist hierdurch hj; nach dem Modul sty = m
cindeutig bestimmt, da (s, £x) = 1. Daher gibt es nach m genau p Werte
fur ]/a, ndmlich die Werte hy, hy, . . ., . Unter diesen ist natiirlich g
enthalten. Es ist etwa /i, = g, wenn s, =m, tp =1 ist.

Frage: In welcher Beziehung stehen zwei Werte von Ja, die zwei
Zerlegungen von m entsprechen, die sich nur durch die Reihenfolge der
Faktoren unterscheiden?

Wir haben noch die Anzahl p der moglichen Zerlegungen von m in je
zwei teilerfremde Faktoren zu bestimmen. Jede Zerlegung ist durch die
Angabe des ersten Faktors vollstindig bestimmt. Enthilt ferner s; eine
der Primzahlen pg, so muB} s; sie in derselben Potenz enthalten wie m,
da ja sonst f; nicht teilerfremd zu s; ware. Daher ist s; vollkommen be-
stimmt durch die Angabe derjenigen der r Primzahlen py, die in s; vor-
kommen. Es gibt zum Beispiel ein s;, das kein pj enthilt; es ist gleich 1.
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Es gibt r Zahlen s;, die je ein pj. enthalten. Um ein bestimmtes s; zu
kennzeichnen, schreiben wir die r Primzahlen pj senkrecht untereinander
und rechts neben jedes py ein + oder — Zeichen, je nachdem es in s;
aufgenommen werden soll oder nicht. Wir erhalten daher alle s; und
jedes nur einmal, indem wir die Zeichen -+ und — auf alle moglichen
Arten auf die r Felder einer Spalte verteilen. Schreiben wir diese Spalten
nebeneinander, so erhalten wir eine Tabelle fiir die verschiedenen s;.
Fir die kleinsten Werte von r erhalten wir:

r==1. r=2, r=3.
pu| A — pl+—|+— n +——+—'+~+~
po| - | —— pe| b b —— |+ +——
N
r—h,
Pl === = =
po| bt —— b b
T e H i A
O e

Es bedeutet zum Beispiel die zweite Spalte der Tabelle fir r — 3 das-
jenige s;, in das p, und p, aufgenommen sind. Jede der Tabellen enthilt
cine Zeile mehr als die vorhergehende, und wir kiénnen das in jeder Spalte
neu hinzukommende Feld mit dem Zeichen 4 oder — ausfiillen. Daher
erhalten wir jede Tabelle aus der vorhergehenden, indem wir diese zweimal
nebeneinander schreiben, wobei wir das eine Mal jeder Spalte das Zeichen -
und das andere Mal das Zeichen — anfiigen. Es hat also jede Tabelle
doppelt so viel Spalten wie die vorhergehende. Da dic erste 2 Spalten
hat, so hat dic zweite 2-2 == 22 die dritte 2-22 = 2% und die r-te 2"
Spalten. Das heifit aber: Die Anzahl der moglichen s; oder die gesuchte
Zahl p ist gleich 2r.

Wir haben also
(114) p = r,
Fall 2. =1 oder 2.

Da in diesem Falle ¢ und h ungerade sind, so sind g—h und g -+ h
beide durch 2 teilbar und g? — h? ist ganz von selbst durch 4 teilbar.
Wir miissen aber dafiir sorgen, dafl & ungerade ist. Die Zahl g ist als
ciner der Werte von ]/a sicher ungerade. Zuniichst mufl wieder g — h?
durch m, teilbar sein. Wir bestimmen also wieder die ¢ Zahlen hj aus
(113). Diese sind cindeutig bestimmt bis auf Vielfache von m,. Es ist
aber diesmal nicht my = m, so daB zwei Zahlen nach m, gleich sein
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konnen, ohne es nach m zu sein. Mit hj sind auch die Zahlen

(115) hye, Ry 4 mg, hy -+ 2mg, Ry - 3m,, ...

Losungen von (113). Es fragt sich, wie viele von diesen nach m verschieden
sind. Dabei ist weiter zu beachten, daB h; ungerade sein muB. Da m,
ungerade ist, so ist von den beiden Zahlen hj und hy -+ m, die ecine ge-
rade und die andere ungerade, so daf die Gleichungen (113) immer eine
ungerade Losung haben. Wir nehmen an, daB f;. eine solche ist. Dann
sind auch die Zahlen

(116) hyg, hy +2my, Ry --Amg, ...
ungerade Losungen von (113). Ist p. == 1, so ist 2m, =: m, und die Zahlen
(116) sind nach dem Modul m cinander gleich, so daB hy durch (113)
cindeutig nach dem Modul m bestimmt ist. Es hat also Va nach dem
Modul m wieder p == 2" verschiedenc Werte. Ist w = 2, so ist 4m, -~ m,
und von den Zahlen (116) sind zwci nach m verschieden, ctwa fy, und
hy -+ 2m,. Wir erhalten daher fir ]/a nach dem Modul m jetzt 2p
— 2r+ U yerschiedene Werte, néimlich dic p Zahlen iy, und die p Zahlen
hy + 2m,.
Fall 3. Es sei p.> 3.

Es sind g und h wieder ungerade, so daf die Faktoren ¢ — f und
¢ -+ h wieder beide durch 2 teilbar sind; sie sind aber nicht beide durch 4
teilbar, weil ihre Summe 2¢ es nicht ist. Daher muf} der ¢ine der beiden
Faktoren durch 28 —1 teilbar sein. Dieser ist dann wegen p > 3 gewil}
eine gerade Zahl, so daB h von selbst ungerade wird, da g als einer der
Werte von J/a sicher ungerade ist. Ist daher der cine der Faktoren ¢ —
und g -|- i durch 2#--1 teilbar, so ist der andere immer durch 2 teilbar,
so daB das Produkt durch 2" teilbar wird. Wir setzen

S;\- — 2W—lg t/k == QR

Wir haben dann fiir 2¢#—'m, die 2p Zerlegungen in je zwei teilerfremde
Faktoren

sitl) s;tZy L] s"btpt

Si17, Sats, -+ o Solp.
Soll (g— h) (¢ + h) durch m = 2¥m, tcilbar werden, so ist dazu nach
den angestellten Betrachtungen notwendig und hinreichend, da ent-
weder der erste der Faktoren durch ein s}, der zweite dann durch ¢
teilbar ist, oder daB der erste durch s;, der zweite durch f} teilbar ist.
Die moglichen Werte fiir £ sind also die Losungen der Gleichungen

o , g nach s}, /" ¢ nach s,
1 = . = H
(117 i {—g nach ty, I {— g nach t.
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Da (sk, ti) = (Sk, t}) =1, so haben diese Gleichungspaare je eine
Losung nach dem Modul Sty = St = 2—1m,. Wir erhalten weitere
durch Addition von Vielfachen von 2¢—m,. Da aber schon das Zwei-
fache dieser Zahl gleich m ist, so sind nur die vier Zahlen

h’k’ hlk + 2"'—1m0, h;(’; h;\' + 2u_lm0
nach dem Modul m verschieden. Da k jeden der Werte von 1 bis p an-

nehmen kann, so erhalten wir fir h, das heilt far ]/a im ganzen
hp = 2r+ 2 verschiedene Werte. Ergebnis:

Es sei m eine positive Zahl und a eine zu m teilerfremde Zahl. Ferner
sei a QR von m. Es habe m die Form 2*m,, wo die ungerade Zahl m,
r verschiedene Primzahlen enthalte. Dann hat ]/a nach dem Modul m

2" Werte, wenn p. = 0 oder 1,
211 Werte, wenn p = 2,
2r+2 Werte, wenn . > 3.

16. Die Wurzel aus a nach einem Modul m.

Wir wollen in dieser Nummer die drei Fragen beantworten, die wir
im Anfang der vorigen Nummer gestellt haben, aber ohne die Ein-
schriankung, dal a und m teilerfremd sein sollen. Die Fragen beziehen
sich auf die Auflosung der Gleichung

(118) x*—a = 0 nach dem Modul m.
Den g.g. T. d von a und m schreiben wir in der Form
(119) d = (a, m) = gth,

wo h die in ungerader Potenz in d aufgehenden Primzahlen enthalten
soll, und zwar jede in der ersten Potenz. Es ist dann g eine ganze Zahl.
Aus (118) folgt, daB x2 durch d -= g2h, also x durch gh teilbar sein muB.
Wir setzen

(120) a=dd, m=dn, x = ghy.

Nach (118) muB x*—a = g2h (hy*— a') durch m = g*hn teilbar sein.
Wir kdnnen daher (118) ersetzen durch

(121) hy*—a’ =0 nach dem Modul n.

Haben h und n einen g. T., so miifite dieser nach (121) auch in a’ auf-
gehen. Das aber ist nicht moglich, weil @’ und n teilerfremd sind. Es hat
daher (121) keine Losung, wenn (h, n) nicht gleich 1 ist, und dann kann
auch (118) keine haben. Es sei also (;, n) = 1. Dann ist nach dem Modul n
die Zahl a'/h vorhanden und eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen sie
mit b. Da h zu n teilerfremd ist, so diirfen wir (121) durch /i dividieren
und erhalten so die mit (121) gleichwertige Gleichung

(122) y2—b = 0 nach dem Modul n.
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Es ist (b, n) =1, so daB wir auf diese Gleichung die Ergebnisse der
vorigen Nummer anwenden konnen. Sie hat also dann und nur dann
Losungen, wenn b QR von n ist. Diese Losungen konnen wir nach der
vorigen Nummer bestimmen und auch die Anzahl ¢ der nach n ver-
schiedenen. Die o Losungen seien

(123) }’1: y2’ <o Yoo
Zu jeder dieser Losungen diirfen wir Vielfache von n hinzuftigen, so
daB auch
(124) Yo Ye £, Vi 2n0,. ..
Losungen sind. Setzen wir x; = hgyy, so hat wegen (120) die Glelchung
(118) die Losungen
X = ghyr, xj 4+ ghn, x5 - 2ghn, ..., (k=1,2,..., o).
Von diesen sind nach dem Modul m = g- ghn genau g verschieden, etwa
(125)  xk, xg+ ghn, x4+ 2ghn, ..., X+ (g —1)ghn,
k=1,2,...,0).
Hat also (118) uberhaupt Losungen, so ist die Anzahl der nach m ver-
schiedenen gleich go. Ergebnis:
Die Gleichung
X*—a-==0 nach dem Modul m
hat dann und nur dann Lisungen, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
Es sei (a, m) = g*h, wo h nur Primzahlen in erster Potenz enthalten soll,
und es sei a = g*ha', m = g*hn. Dann muf erstens (h, n) = 1 sein, das
heifit, es darf m keine in a in ungerader Potenz enthaltene Primzahl in einer

hoheren Potenz enthalten als a. Zweitens muf die dann nach dem Modul n
vorhandene und eindeutig bestimmte Zahl b = a’'[h QR von n sein. Ist ¢

die Zahl der Werte von ]/tT nach dem Modul n, so ist go die Zahl der Werte
von ]/a nach dem Modul m.

17. Ein Beispiel.

Als Beispiel fur die Losung von (118) wahlen wir

a=153036 = 6*-13-3-109, m = 180180 = 62-13-5-7-11.
Es ist
d=gh=62-13, g =6, h =13,
n=5-7-11 = 385, a = 3-109 = 327.
Ferner wird
b=ad'/h=327/13 nach 385 =5-7-11.
Jung, Einfithrung in die Zahlentheorie. 6
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Diese Gleichung zerfillt in die drei folgenden:

Nach 5:b0=2/—2=—1 ==4;
Nach 7: b == 327/ —1 == — 327 = 2;
Nach 11: b = —3/2 = 8/2 == 4.

Die erste und dritte dieser Bedingungen sind erfiillt, wenn wir b - 4
-4 55u setzen und unter u irgendeine Zahl verstehen. Wir haben u so
zu bestimmen, daB3 b nach 7 gleich 2 wird. Das gibt 55u = —2 == —u
oder u = 2, so dall b = 114 wird.

Nach Nr.16 haben wir jetzt die Losungen von (122), also von

y2 =114 nach 385 =:5-7-11

zu bestimmen. Zunédchst suchen wir eine Losung. Die anderen finden wir
nach dem in Nr. 15 angegebenen Verfahren. Wir zerlegen die Gleichung
fiir y in drei Gleichungen nach den Moduln 5,7,11. Nach 5: y2 = 4,y = 2.
Nach 7: y2:=2 =29, y=3. Nach 11: y> =14, y = 2. Die erste und
dritte Bedingung sind erfiillt, wenn wir y = 2 -} 55u setzen. Die ganze
Zahl u haben wir so zu wihlen, daB y nach 7 gleich 3 wird, also 55u
gleich 1. Das ergibt 7 == —1 und y = —-53. Da es auf das Vorzeichen
nicht ankommt, so haben wir damit die beiden Losungen 4 53. Um
sdmtliche Losungen zu finden, zerlegen wir n auf alle méglichen Arten in
zwei teilerfremde Faktoren. Das ergibt folgende acht Zerlegungen:
n == 385 1-385 =385 1,
= 5 77= 7T7-35,
= 7. 55=x 55+ 7,

S0 35 = 35-11.
Die acht Werte von y crhalten wir dann durch die Bedingungen:

s (38) oM
y"'{—r:; m’ Tl @89)

@) o e G)
Pom @ BT lewm o an
G O
R Y SRR E DN
o ' :—)3 (33) ,,_{ 53 (]1)'
Yo s iy UL @)

Dabei bezeichnen die in Klammern gesetzten Zahlen die Moduln. Dic
Bedingungen fiir y,, y;, Ve, ¥s gehen aus denen fiir y,, y;, y,, y; hervor
durch Anderung des Vorzeichens der rechtén Seite. Daher ist y, = — yy,
Vy=—1Y3 Yo = —7Ys Vg =—y;. Zundchst ist selbstverstandlich y,
== 53, ¥, = — b3, Wir kinnen y, = 53 4 77u setzen und erhalten die
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18. Eine Verallgemeinerung des Wilsonschen Satzes.

Zahl u aus der Bedingung, daB8 y, nach dem Modul 5 gleich — 53 = —3
sein muB. Das gibt 77u = 21 = —6, u=—3 und y; =53 —3-77
= —178, also y, == + 178. In &dhnlicher Weise findet man y, = — y,
=: 108, ¥, = — yg = 123. Aus jedem y; erhalten wir eine Losung xj

der gegebenen Gleichung, indem wir es mit gh = 6-13 == 78 multi-
plizieren. Wir erhalten so acht Losungen. Das sind aber nicht alle nach
dem Modul m verschicdenen. Wir koénnen noch zu jeder der Losungen
das Ein- bis (g—1)-fache, das heilt hier das Ein- bis Funffache, von
ghn = 78 - 385 hinzufiigen oder von ihr abzichen. Wir konnen auch so
verfahren, daBl wir zu jedem y; die Zahl 385 finfmal hinzufiigen oder
fiinfmal von ihr abziehen. Wir wollen die Vielfachen von 385 zu den
positiven y; addieren und von den negativen subtrahieren. Wir erhalten
so aus jedem yj fiinf neue Zahlen, im ganzen also 6+ 8 = 48 Zahlen, und
zwar folgende:

4053, £ 108, =k 123, 4 178,
+ 438, -k 493, = 508, £ 563,
4+ 823, 4 878, = 893, £ 948,
41208, 41263, 41278, - 1333,
4+ 1593, 1648, 41663, o+ 1718,
41978, 2033, - 2048, £ 2103.

Aus diesen Zahlen erhalten wir dann durch Multiplikation mit gh = 78
die Losungen der gegebenen Gleichung. Ergebnis:
Die Gleichung
x% = 153036 nach dem Modul 180180

hat folgende nach dem Modul verschiedene 48 Lisungen:

+ 4134, 4 8424, k= 9594, £ 13884,
34164, < 38454, = 3962, £ 43914,
£ 64194, - 68484, 4 69654, £ 73944,
A4 94224, £ 98514, - 99684, -l 103974,

-1 124254,

+ 154284,

+ 128544,
+ 158574,

o= 129714,
12159744,

-+ 134,004,
+ 164034,

18. Eine Verallgemeinerung des Wilsonschen Satzes.

Es sei m eine positive Zahl, die groBier als 2 sei. Wir setzen wieder

m = 2¥m,, wo m, ungerade sein soll. Es bedeute ferner wieder r die
Anzahl der in m, enthaltenen verschiedenen Primzahlen. Zur Abkiirzung
sei o(m) mit s bezeichnet, und es seien ay, a,, . . ., ag nach m verschiedene
zu m teilerfremde Zahlen. Ihr Produkt sei g. Ist m eine Primzahl p, so
ist g nach p gleich (p — 1)! und nach dem Wilsonschen Satze gleich — 1.
Wir wollen den Wert von g nach dem Modul m fiir beliebiges m zu be-
G*
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stimmen versuchen, und zwar auf dieselbe Art, wie wir den Wilsonschen
Satz bewiesen haben. Wir teilen zunéchst die ax in zwei Gruppen. Die
erste soll diejenigen a; enthalten, die Losungen der Gleichung x? =1
nach m sind, die zweite alle anderen. Die Zahlen der ersten Gruppe seien
mit by, b,, ..., die der zweiten mit ¢, ¢,, . . . bezeichnet. Da die Zahl 1
QR jeder Primzahl ist, und da 1 teilerfremd zu m ist, so hat die Gleichung
x2 = 1 nach m immer Losungen, und diese sind teilerfremd zu m, so daB
die b; die simtlichen nach m verschiedenen Losungen sind. Ihre Anzahl
ist nach Nr. 15 gleich 2", wenn p. = 0 oder 1, gleich 2"+ 1, wenn p = 2,
und gleich 2"+ 2 wenn y > 3. Da wir den Fall & = 1, r = 0, nidmlich
m = 2, ausgeschlossen haben, so ist diese Zahl immer gerade. Sie sei mit
2t bezeichnet. Da mit b; auch immer — b; eine Lisung ist, und zwar eine
von b; verschiedene, so konnen wir die Bezeichnung so wahlen, daB

by == —by, by = —0b,, ..., byy = —byr_—,. Es ist dann nach m
biby = —1, byby=—1,..., by by =—1,
dajabi =063 = ---=0bi _ =1

Wir betrachten jetzt die Zahlen ¢;. Da sie teilerfremd zu m sind, so
gibt es nach dem Modul m zu jeder Zahl ¢;, cindeutig die Zahl 1/cy, die
mit ¢} bezeichnet sei. Es ist ¢ic) = 1 nach m, so daB auch ¢, = 1/c}.
Die Zahl ¢, ist teilerfremd zu m; sie ist ferner von ¢j verschieden, da
sonst ¢f =1 wire und ¢ zu den b; gehoren wiirde. SchlieBlich ist ¢
nicht eine der Zahlen b;. Wire etwa cj = by, so wire ¢;2==1 und
€ = 1/c); = ¢}, = by, was nicht sein kann. Es ist daher ¢} unter den
¢; enthalten. Daraus ergibt sich, da wir die ¢; zu Paaren von je zwei
verschiedenen so zusammenfassen konnen, dafi das Produkt der beiden
Zahlen eines Paares nach m gleich 1 ist. Bezeichnen wir die Anzahl der
¢;mit 2p, so haben wir bei passender Numerierung der ¢; die Gleichungen

Gl =1, GCy==1,..., Cap_1C3p = 1.

Durch Multiplikation dieser Gleichungen und der oben fiir die b; an-
gegebenen erhalten wir

g=(—1.

Dabei ist © = 2"—!, wenn p = 0 oder 1, gleich 2", wenn p = 2, gleich

2r+1 wenn p > 3. Es ist also = dann und nur dann ungerade, wenn
w=0,r=1oder pu=1,r=1 oder p =2, r=0.

Wir erhalten so folgende Verallgemeinerung des Wilsonschen Satzes:

Es sei m eine positive Zahl, und es sei g das Produkt von ¢(m) nach
m verschiedenen, zu m teilerfremden Zahlen. Es ist dann nach dem Modul m
die Zahl g gleich — 1, wenn m = 4 oder gleich der Potenz einer ungeraden
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Primzahl oder gleich dem doppelten einer solchen ist. In allen anderen
Fallen ist g nach m gleich 4 1.

Wir hatten den Fall m = 2 ausgeschlossen. In diesem Falle ist
g=1=—1.

VIII. Logarithmen.

1. Potenztabellen.

Wir rechnen nach einer ungeraden Primzahl p als Modul und stellen
uns, wic in Abschnitt VI, Nr. 1, Tabellen her fiir die Potenzen der p — 1
von 0 verschiedenen Zahlen

(126) 1,28, ..., p—1.

Wir werden in diesem ganzen Abschnitt als Basen fiir Potenzen nur diese
Zahlen (126) verwenden, also niemals die 0, was nicht jedesmal besonders
hervorgehoben wird. Wie wir in Abschnitt VI gesehen haben, ist a?—1 fiir
jedes von 0 verschiedene a gleich 1. Daraus folgt, daB sich eine Potenz
a* nicht indert, wenn man sie ein oder mehrere Male mit a?—1 multi-
pliziert oder dividiert, das heit, wenn man zum Exponenten Vielfache
von p—1 addiert oder von ihnen subtrahiert. Wir konnen uns daher
bei den Exponenten auf die positiv kleinsten Reste

(127) 0,1, 2,..,p—2

nach dem Modul p — 1 beschrinken. Wir haben uns zu merken: Wdhrend
wir bei den Potenzen nach dem Modul p rechnen, rechnen wir bei den
Exponenten nach dem Modul p— 1. In der Potenztabelle (PT) fiir den
Modul p brauchen wir daher nur die p — 1 Zahlen (126) als Basen und die
p —1 Zahlen (127) als Exponenten zu verwenden. Wir erhalten so quadra-
tische Tabellen mit p — 1 Zeilen und Spalten. Es folgen einige Beispiele.
Es wird dem Leser empfohlen, sich weitere selbst herzustellen.

p=1.

0123 45

=5
P 1111111
o123 201 2 41 2 4
11111 313 26 45
21 2 4 3 11 & 21 4 2
3|1 3 4 2 5015 4 6 23
G141k 6161616
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p = 11.

01 2 3 415 6 7 89
111111111111
211 2 4 8 510 9 7 6
3113 9 5 411 3 9 5 4
A1 1 45 9 311 45 9 3
5115 3 4 9115 [
611 6 3 7 9110 5 8 4 2
711 7 5 2 3110 4 6 9
81 1 8 9 6 410 3 2 5
911 9 4 3 511 9 4 3¢
101 110 110 1110 110 110

p - 13.

01 2 314 5 6 718 91011
111 111111 11 11 11
211 2 4 813 6121119 510 7
3 13 91 309 1 3 91 39
Al 1 4 3121910 1 4] 312 910
511 512 811 512 811 512 8
6 610 819 212 713 5 &1
711 710 591112 6|3 8 4 2
311 812 5 (1 812 51 812 5
911 9 3 119 319319 3
o] 110 91213 4 110} 912 3 4
it 4 513 712 219 810 6
12 ] 112 112 ) 112 112 112 112

2. Eigenschaften der PT.

Die PT fiir den Modul p haben in ihrem Bau sehr viel Ahnlichkeit
mit den MT fiir den Modul p — 1. Die Zeilen sind rein periodisch, und
die Lingen der Perioden sind Teiler von p — 1. Die Zahlen einer Periode
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sind voneinander verschieden. Das alles haben wir schon in Abschnitt VI
bewiesen. Ferner bestchen die Perioden derselben Linge, abgesehen von
der Reihenfolge, aus denselben Zahlen, und die Anzahl der Perioden der
Linge [ ist wieder o(l). Ist I’ ein Teiler von [/, so enthalten die Perioden
der Linge I’ nur Zahlen, die auch in denen der Lidnge [ vorkommen. Wir
wollen uns das Beispiel p == 13 genauer ansehen.

Zundchst stehen in der ersten Zeile und Spalte der PT lauter Einsen,
wihrend in der MT dort Nullen stehen. Es spiclt ja die 1 bei der Multi-
plikation dieselbe Rolle wie die 0 bei der Addition. Die Potenzen von 2
bilden eine Periode der Linge p — 1 = 12. Wir kdénnen daher jede von 0
verschiedene Zahl als Potenz von 2 darstellen. So ist 3 == 2% Wir konnen
also die Potenzen von 3 der Reihe nach dadurch erhalten, daB wir, mit
30 == 1 beginnend, immer mit 24, also viermal mit 2 multiplizieren, wahrend
wir die von 2 durch jedesmal einmaliges Multiplizieren mit 2 bekommen.
Daraus folgt, daB wir die Potenzen von 3 der Reihe nach erhalten, indem
wir die von 2 mit 4 auszdhlen. Da 11 == 27, so erhalten wir die Potenzen
von 11, indem wir die von 2 mit 7 auszdhlen. In dieser Weise kinnen
wir alle Zeilen der Tabelle aus Zeile 2 durch Auszihlen erhalten. In der-
selben Weise konnten wir aber auch die Zeilen der MT fiir den Modul 12
aus Zeile 1 erhalten. Wir erhielten die Zeile a, das heiBt die Viclfachen
von a, durch Auszdhlen mit a. Hier erhalten wir die Zeile a, das heifit
dic Potenzen von a, durch Auszihlen mit o, wenn a = 2%. Wollen wir
daher in unserer PT dieselbe Anordnung der Zeilen haben, so missen wir
in die Zeile o die Potenzen von 2% schreiben, so daB in den Zeilen der
Reihe nach dic Potenzen von

W=, 9 -9 9 .4 9 g 93 . 9.7

stehen. Bezeichnen wir dic Zeilen der Reihe nach mit Zeile 0 bis Zeile 11,
so erhalten wir jetzt sowohl bei der MT wie bei der PT Zeile o aus Zeile 1
durch Auszihlen mit «. Die beiden Tabellen miissen daher jetzt in ihrem
Bau vollkommen tibercinstimmen. Die PT muf daher bei der neuen An-
ordnung der Zeilen auch die Symmetrieeigenschaften der MT haben. Es
werden also auch ihre Spalten periodisch. Sie sei hier unter Fortlassung
des linken und oberen Randes angegeben. (Siehe Tabelle Seite 88).

Da diese PT aus der Zeile 1, niamlich

(128) 1,9, 4 8,3, 6,12, 11, 9, 5, 10, 7
genau so entsteht wie die MT fiir den Modul 12 aus ihrer Zeile 1, nidmlich
(129) 0,1,2 3 45 6, 17,8, 9, 10, 11,

so crhdlt man die PT aus der MT auch dadurch, da man die Zahlen
(129) der Reihe nach durch die Zahlen (128) ersetzt.
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11 1 111111111
1 2 &4 813 61211} 9 510 7
1 4 3121910 1 4 | 312 910
1 812 5|11 812 5|1 812 5
13 911391319139
1 610 8 | 9 212 7| 3 5 411
112 112 | 112 112 | 112 112
11 4 5|3 712 21 9 810

193119 319|319 3
1 512 8|11 512 81 1 512 8
1710 912 | 3 4 110 | 912 3 4
1 710 5191112 6| 3 8 4 2

In derselben Art kénnten wir allgemein schlieBen, da die PT fiir
den Modul p ihrem Bau nach mit der MT fiir den Modul p — 1 iiberein-
stimmt, wenn wir wiiiten, daB in jeder PT eine Zeile vorkommt, die alle
von 0 verschiedenen Zahlen enthilt. Das aber ist nicht so einfach ein-
zusehen.

3. Beweis der Eigenschaften der PT.

1. Eine Definition: Ist a &= 0, und ist | die kleinste positive Zahl,
fiir die a' = 1, so sagt man, a gehirt zum Exponenten L.

Wie wir schon in VI, 1 gesehen haben, gilt:

11. Gehirt a zum Exponenten 1, so ist a* dann und nur dann gleich 1,
wenn o ein Vielfaches von | ist, und die Potenzen a% al, a?, . . ., a'—? sind
voneinander verschieden.

Es sei b == a®. Wir fragen uns, zu welchem Exponenten b gehort,
wenn a zum Exponenten [ gehort. Ist o™ = q®™ =1, so muB oum durch [
teilbar sein. Ist («, I) = d, so ist das dann und nur dann der Fall, wenn
m ein Vielfaches von l/d ist. Der klcinste positive Wert fitr m ist daher
l/d, und es folgt:

111. Gehirt a zum Exponenten I, so gehirt a* zum Exponenten l/(«, ).
Im besonderen gehirt a® dann und nur dann auch zum Exponenten I, wenn
(o, 1) = 1.

Ferner gilt:

IV. Gehéren a und b zu den Exponenten | und m, und ist (I, m) == I,
so gehdrt ab zum Exponenten Im.
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Ist ndmlich (ab)" = a™"b™ = 1, so folgt durch Potenzieren mit ! und

mit m
alnpln — (al)nbln = pin — 1, @"npmn = gmn(pmMyn — gmn — 1,

Es muB also In durch m und mn durch [ teilbar sein. Wegen ([,m) = 1
muB n Vielfaches von [ und m, also auch von Im sein. Es ist daher, wie
behauptet, Im der kleinste Wert von n, fiir den a™ = 1 ist.

Es mogen wieder a und b zu den Exponenten [ und m gehoren. Es sei [
nicht durch m teilbar. Es enthilt dann m mindestens eine Primzahl ¢
in hoherer Potenz als I. Es sei etwa

[=gMN', m=q¥m’, n.> 2%, so daB (I, g¥) == 1.

Setzen wir @’ = a'17‘, b = b"', so gehoren nach II1. ¢’ und ¥ zu den
Exponenten I’ und ¢#, und nach IV. gehort a’'b’ zum Exponenten l'g¥,
also zu einem groBeren als a. Daraus schlieBen wir:

V. Ist n der grifite von allen Exponenten, zu denen die Zahlen nach
dem Modul p gehoren, so ist n durch alle anderen Exponenten teilbar.

Gehorte nimlich etwa die Zahl b zu einem Exponenten m, der nicht
in n aufgeht, so wiirden wir nach dem eben Bewiesenen eine Zahl finden
konnen, die zu einem Exponenten gehort, der groBer ist als n.

Es gehore a zum Exponenten [, und cs sei & cin positives Vielfaches
von I. Dann ist

at—1=@—1N{1+a+a+---+a"—=0.
Ist a =1, so ist der erste Faktor 0, und der zweite hat den Wert 5; ist
aber a =1, so muB der zweite Faktor verschwinden. Also:

V1. Setzen wir
Sp(X) =1 + X + x2 4 -+ + X1,
und ist lh ein Vielfaches des Exponenten, zu dem a gehirt, so ist

s(@) — h, wenn a =1,
MY 0, wenn a 4= 1.

Oder, anders ausgedriickt: Die Summe der Zahlen einer Periode,
deren Linge groBer ist als 1, ist immer 0 nach dem Modul p. Das kann
man an den Tabellen leicht nachpriifen. Da die Potenzen a°,a%, a2, . . ., a'—!
alle zu Exponenten gehoren, die Teiler von [ sind, und da nur a° gleich 1
ist, so ist im besonderen

lfiroa=0

o) — x 20 | ... (I—1a ’
(130)  si(@) =1+ a4 @+ +a {Ofﬁroczl,‘l,...,l'——l.
Eine der Eigenschaften der PT ist, daB die Zahlen einer Periode der

Linge I' unter denen einer Periode der Linge ! enthalten sind, wenn I’
ein Teiler von [ ist. Wir konnen das jetzt in folgender Form aussprechen:
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V11. Gehiren a und b zu den Exponenten | und m, und ist m ein Teiler
von |, so ist b eine Potenz von a. :

Um das zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, daB eine der Zahlen
(131) ba®, bat, ba, . .., bal—!
gleich 1 sein muB. Ist etwa baP =1, so wird ja b = a—P = qP—1—P. Durch
den Satz VI haben wir die Moglichkeit gewonnen, die 1 von den anderen
Zahlen zu unterscheiden. Die Zahlen (131) haben wegen der gemachten
Voraussetzungen alle die Eigenschaft, daf3 ihre I-te Potenz gleich 1 ist.
Wire keine von ihnen gleich 1, so wiirde nach Satz VI fir i = [,

(132) sba*) =0 fir e = 0,1, 2,...,[—1.

Es ist
si(ba®) :-1 4 b - b2 N
siba') =1 + ba + b2a? Y At S

siba) -1 + b BRart e o bl 02,

sibal =1y = 1 bal =t pral — V) 4o o pl—1gU— ) (),

Durch Addition folgt, wenn wir rechts immer die [ untercinander stehen-
den Zahlen zusammenfassen,

si(ba®) |- $i(b@) + -+ + 4 s(ba' ) == [ 4 bsy(a) 4 bEsi(a?) f- -

0 (el ),

Wegen (130) ergibt sich hieraus, daf3 die Summe der [ Zahlen (132) gleich {
ist, so daB sic nicht alle gleich 0 sein konnen. Daraus aber folgt, daB eine
der Zahlen (131) (und nur eine) gleich 1 ist. Das aber war zu beweisen.

Es sei im besonderen g eine Zahl, die zu dem gréBten Exponenten n
gehort. Da dann nach Satz V jede Zahl a zu einem in n enthaltenen
Exponenten gehiort, so ist nach dem cben bewiesenen Satze jede Zahl a
eine Potenz von g. EEs miissen daher unter den Potenzen von g alle p —1
von 0 verschiedenen Zahlen vorkommen. Das heilit die Periode der
Potenzen von g muBl die Linge p — 1 haben, oder es gehort ¢ zum Ex-
ponenten p — 1. Wir haben daher:

VIII. Fiir jede ungerade Primzahl p gibt es mindestens cine Zahl g,
die zum Exponenten p — 1 gehdrt.

IX. Eine Definition: Man nennt eine solche Zahl g eine primitive
Kongruenzwurzel von p. Wir nennen sie eine Grundzahl fiir den Modul p.

Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben, dal} eine solche Grundzahl g
dic Eigenschaft hat, daB g" dann und nur dann gleich 1 ist, wenn & durch
p — 1 teilbar ist. Mit Hilfe einer Grundzahl g konnen wir jetzt einmal
die Zahlen bestimmen, die zu einem gegebenen Exponenten [ gehdren,
deren Potenzen also Perioden der Linge [ liefern, und dann diejenigen
Zahlen, die in den Perioden der Lange ! vorkommen. Es sei [ ein Teiler
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von p—1, und es sei p—1 = dl. Nach Satz III gehort die Zahl g = g*
— und in dieser Form 148t sich ja jede Zahl darstellen — zum Exponenten
(p — 1)/(«, p —1), also zum Exponenten [, wenn (x, p —1) = d, wenn
also o = dr, wo r teilerfremd zu [ ist. Da « eine der Zahlen von 0 bis
p — 2 ist, so ist r eine der Zahlen von 0 bis [ — 1. Daher ist die Anzahl
der zum Exponenten [ gehorenden Zahlen gleich der Anzahl derjenigen
unter den Zahlen von 0 bis [ —1, die zu ! teilerfremd sind, also gleich
@(l). Und wir haben:

X. Es gibt o(l) Zahlen, die zum Exponenten | gehdren, wenn I e¢in
Teiler von p—1 ist. Im besonderen gibt es ¢(p — 1) Grundzahlen fiir den

Modul p.
Die [ in eciner Periode der Linge [ enthaltenen Zahlen seien
(133) a, ay, ..., d.

Diese Zahlen haben alle die Eigenschaft, daB ihre [-te Potenz gleich 1

ist. Ist wieder p—1 = Id, so ist die [-te Potenz von g* dann und nur

dann gleich 1, wenn ol durch p —1, wenn also o durch d teilbar ist. Es

ist o eine der Zahlen von 0 bis p— 2, und unter diesen gibt es genau [,

die durch d teilbar sind, namlich 0, d, 24, ..., ({ — 1)d. Daher sind die

Zahlen (133), abgesehen von der Reihenfolge, identisch mit den Zahlen
2, gd, ged’ . g(l——\)d‘

Hieraus folgt auch wieder, daB die Perioden derselben Lédnge aus den-
selben Zahlen bestehen. Man vergleiche diese letzten Betrachtungen mit
den entsprechenden bei den MT auf S. 21, 22.

4, Logarithmen,

Es sei g eine Grundzahl fiir die Primzahl p. Wir konnen dann jede
der p —1 nach dem Modul p vorhandenen, von 0 verschiedenen Zahlen
in der Form g% darstellen. Dabei ist der Exponent bis auf Vielfache von
p—1 cindeutig bestimmt. Rechnen wir also bei den Zahlen nach dem
Modul p und bei den Exponenten nach dem Modul p — 1, so gehirt zu
jeder von 0 verschiedenen Zahl cin Exponent und zu jedem Exponenten
cine Zahl. Wir definieren:

Ist a == g%, so heifit « der Logarithmus von a, geschrieben

o = loga, glog« -- q.
Die Zahl g heif3t die Basis der Logarithmen. Statt Logarithmus von a sagt
man auch Index von a (inda). Die Zahl O hat keinen Logarithmus. Dabei
ist bei den Zahlen nach dem Modul p und bei den Logarithmen nach dem
Modul p— 1 zu rechnen.

Wir geben fiir cinige Primzahlen Logarithmentafeln, aus denen man
zu jeder Zahl den Logarithmus und umgekehrt entnchmen kann.
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p = 7. Basis 3.

Zahl}1 2 3 4 5 6 | nach7

Log ] 0 2 1 & 5 3| nach 6

Log 10 1 2 3 4 5 | nach 6
Zahlf1 3 2 6 4 5 | nach 7
p == 11. Basis 2.
Zahl| 1 2 3 4 5| 6 7 8 910 | nach11

Log| 0 1 8 2 4} 9 7 3 6 5]nach10

Log | 0 1

o
o

41 5 6 7 8 9]nach10

Zahl| 1 2 4 8 5110 9 7 3 6] nach11

p = 13. Basis 2.
Zahl| 1 2 3 &

[$23
<

7 8| 91011 12 |nach13
Log {01 4 219 511 3)810 7 6 |nach12

Log | 0 1

131
<o

& 5 6 718 91011 |nach12

Zahl{ 1 2 & 813 6121119 510 7 }nach13

Die folgenden Tafeln schreiben wir mit zwei Eingingen, links die Zehner,
oben die Einer.

p = 17. Basis 3.
Logarithmen (nach 16). Zahlen (nach 17).
"0123456789 "0123456789
0" 016 112] 5151110 2 0"1391013 515 11 16 14
1"37134908 1"8741226
p = 19. Basis 2.
Logarithmen (nach 18). Zahlen (nach 19).
"0123’.56789 012 34|]56789

o" 0 113 201614 6 3 8] ol 1 2 & s16[13 714 918
1"17121557114109

[=S

171511 3 612 510
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p = 23. Basis 5.
Logarithmen (nach 22).

Zahlen (nach 23).

93

Logarithmen (nach 28).

Zahlen (nach 29).

0123¢4|5678¢9 56789]
0 0 216 &| 11819 610 20 817 16 11
1 3 9201217 8 71215 1"922182113 19 315 6 7
ol 513 11 2"121/.

p = 29. Basis 2.

01234156789 "0123456789
T: 01 5 27122 612 310 0Nl 1 2 4 8161 3 6122419
12325 71813127 42111 9 1 918 7 14 28127 25 21 13 26
2112617 26 20 8 |16 19 15 14 212317 510 20 111 2215

p = 31. Basis 3.

Logarithmen (nach 30). Zahlen (nach 31).

flo12sa]s6780 01234567809
? 02 11812025 28 12 2 Off 1 3 9271912616 17 20 29
1114 231911 22121 6 7 26 4 102513 8261030 28 22 4 12
20 82917 2713110 5 316 9 211 5151411 2| 61823 7 2
3|15

Weitere Tabellen findet man im Canon arithmeticus von Jacobi.

Fiir p = 31 steht zum Beispiel log25 in der vorletzten Tabelle in
Zeile 2 (Zehner von 25) und Spalte 5 (Einer von 25), so daB log25 = 10.
Ebenso findet man log17 = 7. Umgekehrt findet man aus der letzten
Tafel, daB zu den Logarithmen 13 und 27 die Zahlen 24 und 23 gehoren.
Auf eine Eigentiimlichkeit der Tafeln fiir die Logarithmen sei noch hin-

1
gewiesen. Die letzte Zahl ist immer 3 (p —1). Woher kommt das? Diese

letzte Zahl ist immer log (p — 1). Die bemerkte Eigentiimlichkeit sagt

also aus, daB

og(p—1) =3 (6 —1) = P,
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wenn wir die schon frither ofter benutzte Abkiirzung verwenden. Ist g
die Basis der Logarithmen, so kdénnen wir statt dessen auch sagen: die
P-te Potenz von g ist immer gleich p—1 = —1. Wir haben in Ab-
schnitt VI, Nr. 4 gesehen, dafl die P-te Potenz jeder von 0 verschiedenen
Zahl gleich + 1 oder — 1 ist. Da aber g eine Grundzahl fiir den Modul p
ist, so ist erst die (p — 1)-te Potenz von g gleich 4 1, und es muB} die
P-te Potenz gleich — 1 sein. Zum Logarithmus P gehort also immer die
Zahl p—1 = —1.

O. Eigenschaften der Logarithmen,

Es sei p = 31. Aus der Logarithmentafel ersehen wir, daf 19 = 34,
26 = 3%, 28 = 3¢, Daher wird

X = 10+ 26028 = 341516 325

so daB logx = 25 ist. Aus der Tafel fiir die Zahlen finden wir x -= 6.
Wir ersehen daraus, daB durch Benutzung der Logarithmen eine Multi-
plikationsaufgabe in eine Additionsaufgabe verwandelt wird, und das ist
die Hauptaufgabe der Logarithmen. Allgemein gilt Folgendes: Rechnen
wir nach dem Modul p, wo p wieder eine ungerade Primzahl ist, und ist g
dic Basis der Logarithmen, so folgt aus

loga == o, logb - - (3, loge =¥,
oder, was dassclbe ist, aus
a == g% b=aB o= gY:

a-b=g"B a-b-c=gxtP+tY afbp=gx—P
oder
log(ab) ==o -|- B == loga -|- logb,
(134) log(abc) =~ a +  -|- v == loga - logb + logc,
log(ajb) = oo — {8 = loga — logb,

woraus wir noch ersehen, da Divisionsaufgaben auf Subtraktionsaufgaben
zuriickgefithrt werden. Wiihlen wir a = b = ¢, so folgt

log(a*) = 2loga, log(a®) = 3loga
und allgemein fiir positives ganzzahliges n
(135) log(a™) == nloga.
Aus der letzten der Gleichungen (134) folgt wegen logl = 0
log(1/a) = log(a—1!) = log1 — loga = — loga.
Fiir positives ganzzahliges m wird in Verbindung mit (135)

log(@=") = log(a— )" = mlog(a~") = — mloga.
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Ist jetzt n cine negative Zahl, also m = — n eine positive, so wird
log(a—™) == log(a") == — mloga = nloga,

so daBl (135) auch fiir negatives ganzzahliges n gilt. SchlieBlich gilt (135)

auch fir n = 0, wie man unmittelbar aus log1 = 0 folgert.

Aus (135) ersieht man, daB durch Logarithmicren das Potenzieren in
Multiplizieren verwandelt wird. Damit hdngt es zusammen, daB die PT
fiir den Modul p so groBe Ahnlichkeit mit der MT fiir den Modul p — 1
hat. Man erhilt diese aus jener, indem man ihre Zahlen durch deren
Logarithmen ersetzt, bis auf die Anordnung der Zeilen. (Vgl. Nr. 2 dieses
Abschnittes).

6. Anwendungen,.

A. Multiplikations- und Divisionsaufgaben.

1. Zu berechnen x = 73-11*- 5 nach dem Modul 13. (Die Logarithmen
sind nach dem Modul 12 zu nehmen).

logx = 3log7 + 4log1l + log5.

log 7 =11 3log 7=33= 9
log1l = 7 hlog11 = 28 = 4} +-
log 5= 9 log 5= 9= 9
x =10 log x =22 =10

2. Zu berechnen
113 . 85 . 3‘.’. a

TgE.ass p
nach dem Modul 19. (Die Logarithmen sind nach dem Modul 18 zu
nechmen).

logx = logz — logn,

logz == 3log11 + Hlog8 ==-- 2log3,

logn == 2log13 + 4log7 + 6logb.

log13 = 5 2]0g13::10:10'
log 7= 6 4 log 7:24::6i+
log 5 =16 6log 5=96= 6,
log n=22= 4
log 11 =- 12 3log 11 = 36 == o;
log 8= 3 5log 8 =15 =157 4
log 3 =13 2log 8 =26 8
log 2=23= 5
x =2 log n = A

log x — 1
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B. Diophantische Gleichungen. (Vgl. Abschnitt IV, Nr. 6).
1. Es sollen die ganzzahligen Losungen der Gleichung
(136) 19x — 23y =5
bestimmt werden. Wie wir frither gesehen haben, geniigt es, eine Losung

zu finden. Wir rechnen nach dem Modul 23, also bei den Logarithmen
nach 22. Es wird

19x =5, logx = log5 —1og19 =1 —15 = — 14 = §,
so daB sich x = 16 ergibt. Mit diesem Werte folgt aus (136)
23y =19-16 —5 = 299 = 23-13.
Es ist also
X =16, y =13
einc Losung von (136). Die allgemeine ist dann nach IV, Nr. 6
x =16 4+ 23u, y =13 4+ 194,
wo u irgendeine Zahl ist.
2. Es sollen die ganzzahligen Loésungen der Gleichung
(137) 3689 x — 2400y = 250
bestimmt werden.
Es ist 3689 = 7-17-31. Nach dem Modul 7 ist

— 2400y = — 300y = — 20y = y == 250 = 40 = 5, also y = 5 nach 7.
Nach dem Modul 17 ist — 2400 = 14, 250 == 12, also y = 12/14 = 6/7.
log 6 =15 } .
log7 =11

logy = A4, also y = 13 nach 17.
Nach dem Modul 31 ist — 2400 = 18, 250 = 2, also y = 2/18 ==1/9.
log1= 0 }_
log9 = 2
logy = —2 = 28, also y = 7 nach 31.

Wir haben jetzt eine Zahl y zu bestimmen, die bei der Teilung durch
7,17, 31 der Reihe nach die Reste 5, 13, 7 148t (vgl. V, Nr. 6). Wir setzen
X, =173y, X =731y, X3 =717y,

oder Xy = 027y;, Xy =217y, X3 =119y,
und bestimmen y,, y,, y; so, daB
x, = 5 nach 7, x, = 13 nach 17, x; = 7 nach 31.
Nach dem Modul 7:
X, = 527y, = 2y, = 5 = 12, so daB y, = 6.
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Nach dem Modul 17:
= 217y, = 731y, = 714y, = 13,
logy, = 10g13 — (log7 + log14) == 4 — (11 +9) = —16 =0,
so daB y, = 1.
Nach dem Modul 31:
Xy = M9Y; =717y, =7, 17y; =1,
logy, == — log17 = — 7 = 23, so daB y, = 11.
Es wird daher
X, = 527+6 = 3162, x, — 217, %, = 11911 = 1309
und
Y =X + X, + X3 = 4688
oder, da wir y nach dem Modul 7-17-31 = 3689 reduzieren dirfen,
y = 999.
Aus (137) folgt mit diesem Wert von y
3689 x = 250 + 999 - 2400 == 2397850 = 3689 - 650,
so daB
X =650, y =999
eine Ldsung der gegebenen Gleichung ist. Die allgemeine ist dann
x = 650 -|- 2400, y = 999 + 3689w,
wo u irgendeine Zahl ist.

.

C. Ein Beweis des Wilsonschen Satzes.

In Nr.5 des Abschnittes VIl haben wir den Wilsonschen Satz be-
wiesen, der aussagt, daB dann und nur dann (p —1)! — —1 nach dem
Modul p, wenn p eine Primzahl ist. Durch logarithmische Berechnung
von (p — 1)! erhalten wir einen neuen Beweis. Es wird

log {(p — 1)1} == log 1 4 log 2 + log 3 + -+ + log (p — 1),
so daB} log {(p—1)!} gleich der Summe aller Logarithmen ist, dic es
zum Modul p gibt. Daher wird

log{(p — DY =04+1+2+ -+ (p—2
1
= — —2
, =1 (P—2)
oder, da es auf Vielfache von p —1 nicht ankommt,
log{(p— 1)1} -~ p—1>{(p—1>—1} e (p—n - (p“n.

Wie wir am Schlufl von Nr. 4 dieses Abschnittes gesehen haben, gehort

Jung, Einfiihrung in die Zahlentheorie. 7
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1
zum Logarithmus 3 (p—1) die Zahl — 1. Daher ist nach dem Modul p,

wie behauptet, (p —1)! = —1. Die Umkehrung kann so bewiesen
werden wie an der fritheren Stelle.

7.Wurzeln, Potenzreste.

Rechnen wir nach dem Modul p, so kénnen wir mit der zugehdrigen
PT aus der Gleichung
at=»b

eine Zahl bestimmen, wenn die beiden anderen gegeben sind. Das sind
drei Arten von Aufgaben, je nachdem b, n oder a gesucht ist.
Die erste Aufgabe verlangt, die Zahl x aus der Gleichung

(138) x = a"

zu bestimmen. Fiir p == 13 finden wir aus der Tabelle auf S. 86 z. B.
57 =8, 10% = 12 usw.
Die zweite Aufgabe verlangt, die Zahl x aus der Gleichung

(139) a* =b

zu bestimmen. Es wird also gefragt, ob sich eine Zahl b als Potenz einer
anderen a darstellen 148t, und wenn ja, als welche. Fiir p == 13 haben
wir z. B.: 3 14Bt sich auf vier Arten als Potenz von 3 darstellen. Es ist
3 == 31 == 3% = 37 = 310, Oder 4 14Bt sich auf zwei Arten als Potenz vor
10 schreiben, ndmlich als 105 und 10Y. Dagegen 1at sich 2 weder als
Potenz von 3 noch als Potenz von 10 darstellen. Die Gleichung (139) ist
also nicht immer losbar und, wenn sie es ist, nicht immer eindeutig.
Nur wenn a eine der Grundzahlen fiir den Modul p ist, ist (139) immer,
und zwar nur auf eine Art, zu losen. Es ist ja dann x gleich dem Loga-
rithmus von b zur Basis a.
Die dritte Aufgabe verlangt, die Zahl x aus der Gleichung

(140) Xt b

zu bestimmen. Es wird also gefragt, ob sich eine Zahl b als n-te Potenz
einer anderen darstellen lilt, oder ob sie nach dem Modul p gleich einer
n-ten Potenz ist, oder ob es eine n-te Potenz gibt, die bei der Teilung
durch p den Rest b 1aBt. Ist das der Fall, so heiit b ein n-ter Potenzrest.
Man sagt nédmlich:

Ist p eine Primzahl, und ist b eine nicht durch p teilbare Zahl, so heift
b ein n-ter Potenzrest von p, wenn es eine Zakl a gibt, deren n-te Potenz
nach dem Modul p gleich b ist.

Fiir den Fall n = 2 ist uns diese Definition bekannt. Wir haben dann
die quadratischen Reste. ‘
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Ist b ein n-ter Potenzrest von p, hat also die Gleichung (140) eine
Losung, so handelt es sich darum, alle Losungen zu finden. Jede von
ihnen heiBt eine n-te Wurzel aus b (nach dem Modul p). Man schreibt

Es sei wieder p = 13. In der Tabelle auf S. 86 stehen in Spalte 5 die
fiilnften Potenzen. Da in ihr alle p —1 = 12 von 0 verschiedenen Zahlen,

5 ,—
jede einmal, vorkommen, so ist Va fiir jedes a vorhanden und hat einen

Wert. Zum Beispiel ist i/(i = 2,1/10 =4 usw. In Spalte 9 stehen die
neunten Potenzen. Wir sehen, in ihr kommen nur die Zahlen 1, 5, 8, 12
vor, und zwar jede dreimal. Diese und nur diese vier Zahlen sind daher
neunte Potenzreste von 13, wihrend 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 es nicht sind.

Wir finden aus der Tabelle fiir 13/5 die drei Werte 2, 5, 6 und fiir i/i die
drei Werte 1, 3, 9. Die Zahlen in den Spalten der PT sind zur Ab-
wechslung mal nicht periodisch. Wir haben aber an dem Beispiel p = 13
in Nr.2 gesehen, daB wir sie durch passende Anordnung der Zeilen
periodisch machen konnen (Vgl. die Tabelle auf S. 88). Wir gehen
darauf nicht né&her ein.

Der wesentliche Inhalt der PT findet sich in einfacherer und iiber-
sichtlicher Form in den Logarithmentafeln. Und wir kénnen unsere drei
Gleichungen (138), (139), (140) einfacher behandeln, indem wir zu den
Logarithmen iibergehen. So erhalten wir die drei Gleichungen
(142) logx == nloga, xloga - = logh, nlogx == logb,

(nach dem Modul p —1).

Die erste Aufgabe gehort zu den in der vorigen Nummer unter A be-
handelten und ist ein besonders cinfacher Fall. Die beiden anderen Auf-
gaben sind durch das Logarithmieren zu Divisionsaufgaben nach einer
zusammengesetzten Zahl als Modul geworden. Wir konnen auf sie die
Ergebnisse von Nr.5 in Abschnitt IV anwenden (Vgl. den Satz iiber
die Division auf S.23). Wir beschrianken uns auf die letzte Aufgabe.
Ubertragen wir den Satz auf S. 23 auf unseren Fall, so haben wir:

Es sei p eine ungerade Primzahl und n eine positive Zahl, die mit p — 1

n,.
den g.g. T. d habe. Es ist }a nach dem Modul p dann und nur dann

n
vorhanden, wenn loga durch d teilbar ist. Die Anzahl der Werte von ]/a
ist d.

Und auch:

Eine Zahl a ist dann und nur dann n-ter Potenzrest von einer un-
geraden Primzahl p, wenn sie durch p nicht teilbar ist, und wenn loga
durch (n, p— 1) teilbar ist.

7*
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Beispicle:
1. p = 19.
X2 =7, 2logx = log7 = 6 = 24, logx = 3 oder 12, x = J/7 =8
oder 11.
x? =8, 2logx = log8 = 3.
Da log8 gleich einer ungeraden Zahl ist, so kénnen wir sie nicht
durch 2 dividieren. Nun diirfen wir zwar zu log8 beliebige Vielfache von

p — 1 = 18 hinzufiigen, aber das niitzt uns nichts, da p — 1 eine gerade
Zahl ist, und die anderen Werte des Logarithmus daher auch ungerade

sind. Nach dem Modul 19 ist daher VS nicht vorhanden. Wir schen
daraus:

Eine durch p nicht teilbare Zahl ist QR oder QN von p, je nachdem
ihr Logarithmus gerade oder ungerade ist.
X% == 9, Slogx == log9 = 8 nach 18.

Da 5 zu 18 teilerfremd ist, so l1aBt sich nach dem Modul 18 jede Zahl
durch 5 dividieren, und zwar eindeutig. Hier ist nach 18

logx = 8/5 = —10/5 = — 2 = 16, x = J/9 = 5.
X == 7, hlogx = log7 = 6 == 24 = 42 = 60 nach 18.

Hier ist (4,18) = 2. Da log 7 == ¢ durch 2 teilbar ist, so kann man 6
durch 4 nach dem Modul 18 teilen, und man erhilt die beiden Werte
logx == 6/4 = 24/4 = 6 oder logx == 6/4 == 60/4 = 15,

woraus folgt
x =i/7 =7 oder 12,

x3 = 14, 3logx = log14 =7 nach 18.
Hier ist (3,18) = 3. Da log14 = 7 nicht durch 3 teilbar ist, so liit sich
nach dem Modul 18 die Zahl 7 nicht durch 3 teilen. Es ist daher ':i/M
nach dem Modul 19 nicht vorhanden.

2. p=31.

x10 =5, 10logx = logh = 20 nach 30.

Nach Nr. 8 in Abschnitt 1V folgt hieraus

logx =2 nach 3
oder
logx =2, 5 8 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29 nach 30,
10 .
X == ]/5 =9, 26, 20, 13, 10, 22, 5, 11, 18, 21 nach 31.
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X% =25, 25logx = log25 =10 mnach 30,
Ologx == 2 nach 6, logx = 2/5 = 20/5 = & nach 6,
logx = 4, 10, 16, 22, 28 nach 30,

25 . .
x = J/25 =19, 25, 28, 14, 7 nach 31,
x? =6, 9logx = log6 = 25 nach 30.
Hier ist (9,30) = 3 und 25 = log6 ist nicht durch 3 teilbar. Daher ist

VG nach dem Modul 31 nicht vorhanden.

8. Uber die Verallgemeinerung des Logarithmus.

Es licgt nahe, eine Verallgemeinerung des Logarithmus auf den Fall
zu versuchen, wo der Modul m eine zusammengesetzte Zahl ist. Es sei
etwa g die Basis solcher Logarithmen. Hat g mit m den g. g. T d, so haben
auch alle Potenzen von g mindestens den Teiler ¢ mit m gemeinsam.
Und, wenn g zu m teilerfremd ist, so sind es auch alle Potenzen von g.
Man wird sich daher wie in dem Fall, wo m eine Primzahl p ist, auf die
zu m teilerfremden Zahlen beschranken miissen und versuchen, diesc als
Potenzen einer passend gewdhlten Grundzahl g darzustellen. Da eine
solche Zahl g zu m teilerfremd sein muB, so ist nach dem wverall-
gemeinerten Fermatschen Satze

¢®) =1 nach m.

Es sind daher von den Potenzen von g sicher héchstens ¢(m) verschieden.
Es fragt sich, ob es wenigstens cine Zahl g gibt, deren erste ¢(m) Potenzen
alle nach m voneinander verschieden sind. Eine solche Zahl konnten wir
als Basis eines Logarithmensystems fiir die ¢(m) zu m teilerfremden
Zahlen wéhlen. Eine derartige Zahl gibt es aber im allgemeinen nicht,
wie schon einfache Beispiele zeigen. Fir m = 12 ist o(m) = ¢(12) = 4,
und die 4 zu 12 teilerfremden Zahlen sind 1, 5, 7, 11. Es ist schon die
zweite Potenz dieser Zahlen nach 12 gleich 1, so daB es hier keine Zahl g
der gewiinschten Art gibt. Man sieht an diesem Beispicle aulerdem, daf§
man nicht viel davon hétte, wenn es eine Zahl gédbe, deren vicrte Potenz
erst gleich 1 wire. Denn auch dann kénnte man nur fir vier von den
zwGlf Zahlen, die es nach 12 gibt, einen Logarithmus definieren.

Eine genauere Betrachtung zeigt, daB man eine Zahl g, deren erste
o(n) Potenzen nach m voneinander verschieden sind, dann und nur dann
finden kann, wenn m die Potenz einer ungeraden Primzahl ist. Bezeichnen
wir eine derartige Zahl mit Grundzahl fiir den Modul m, so gilt der Satz:

Ist m die Potenz einer ungeraden Primzahl p, so ist g eine Grundzahl
fiir den Modul m dann und nur dann, wenn erstens g eine Grundzahl fiir
den Modul p ist, und wenn zweitens gP— ' — 1 zwar durch p, aber nicht
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durch p? teilbar ist. Ist ferner a eine Grundzahl fiir p, und ist aP—* — 1
durch p? teilbar, so ist g = a -+ p eine Grundzahl fiir m.

Ehe wir diesen Satz beweisen, leiten wir zwei Formeln ab. Es seien
b, ¢, n drei positive Zahlen. Dann ist nach dem Binomischen Satz

(143) (b + o)== b nbt—1le 4 nbn—2c2 4 .o o,

Hierin sind die Koeffizienten n,, n, usw. ganze Zahlen. Im besonderen ist
1

(144) n=n, n,= Y (n—1)n.

Ist ¢ = ap durch dic ungerade Primzahl p teilbar, so folgt aus (143), (144)

(145) (b + ap)® =b" + napb"—' nach p2.

Es sei jetzt b=1, n=p, und es sei ¢==apY durch pY teilbar, wo
v eine positive Zahl scin soll. Dann ist

1
et = (p—1)pp*a*

durch p?y-+1 teilbar. Da y>1, ist 2y -+1>>vy -+ 2. Ferner sind die

Potenzen ¢3, ¢%, ..., ¢" alle mindestens durch pY+? teilbar. Daher
folgt aus (143), (144)
(146) (1-+apY)p=1+apy+1 nach prtz.

Nunmehr gehen wir zum Beweis unseres Satzes iiber. Es sei g eine
Grundzahl fiir den Modul p. Es ist gP—!=1 nach p. Wir zeigen zu-
nichst, daB wir annchmen konnen, dal g”——! 41 nach p2. Es sei nim-
lich g, eine Grundzahl, fiir die g) "' ==1 nach p2. Setzen wir g =g, -+ p,
so ist auch g eine Grundzahl, und es ist nach (145)

gP =(G+p) " =gd "+ (p—1)pgP—* nach p.

Da nach Voraussetzung gh—'=1 nach p?, und da ferner (g, p)=1,
so folgt

Pt =(g+pP~ =14 (p—1)pgP—* nach p*
Es ist daher gP—! 41 nach p%. Wir setzen
(147) hy=gP—1=1+a;p, wo (a5, p)=1.
Es sei « > 2, und es sei [ die kleinste positive Zahl, fiir die g'=1
nach p%. Dann sind die Zahlen
g2 g, g

nach p% voneinander verschieden, und wenn g"'=1 nach p%, so ist
m durch [ teilbar. Das folgt genau so, wie wir es bei Betrachtung der
Potenzen fir den Modul p (S. 37) bewiesen haben. Da g eine
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Grundzahl ist, und da nach (147) g'=1 nach p, so mu8 [ durch p—1
teilbar sein. Wir setzen
I=(p—1)\.

Ferner ist nach dem verallgemeinerten Fermatschen Satz
(148) gow) = g* HP—=pP* " =1 nach pe.

Daher muB [ ein Teiler von ¢ (p*)= p*—1!(p— 1) sein. A muB also eine
Potenz von p sein. Es sei
A=pb.
Wegen (148) ist B <o.—1. Wir haben zu zeigen, daB das Gleichheits-
zeichen stehen mus8.
Nach (147) ist
hy==1 nach p, h; 3=1 nach p=*.
Aus (146) folgt fiir y =1
hP? =14 a,p* nach p*
Wir setzen
hy =hY =1+ a,p* wo (a,,p)= 1.
Es ist dann
‘ h,=1 nach p? h,3=1 nach p®.
Aus (146) folgt fiir y =2
hP==1+a,p® nach p*.
Wir setzen
g == i) = lz’l)2 =1 4 @gp?, Wo (@3,p)==1.
Es ist also
KP® <1 nach p?, K¥* =1 nach p?.
In dieser Weise konnen wir fortfahren und finden alligemein
hfﬂ= 1 nach pP-t1 hfﬁ #1 nach pP+z.
Es ist also im besonderen
hfuh2 =1 nach p%,
so daB h’l"3 erst fiir B ==o—1 nach p® gleich 1 wird.
Das war zu beweisen.
Wihlen wir also g als Grundzahl, so kénnen wir jede der ¢(p®) nach
dem Modul p* verschiedenen zu p teilerfremden Zahlen als Potenz von
g darstellen. Ist etwa a=g’, so setzen wir 8==loga. Wir haben also

die Definitionsgleichung
gloga =a.
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Mit den so definierten Logarithmen 148t sich genau so rechnen wie
mit den friher fur den Modul p definierten. Beispiele fiir Logarithmen-
tafeln findet man im Canon arithmeticus von Jacobi (Berlin 1839).

Zum Schluf seien fiir ein weiteres Studium folgende Biicher empfohlen:
Bachmann, Paul: Zahlentheorie, I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie.
Leipzig 1925.
Dickson-Bodewig: Einfithrung in die Zahlentheorie. Leipzig und Berlin
1931.
Hensel, Kurt: Zahlentheorie. Berlin und Leipzig 1913 bei Goschen.
Wertheim, Gustav: Anfangsgriinde der Zahlenlehre. Braunschweig 1902,
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les — 8

Reziprozitdtsgesetz, quadratisches 59

Teilbarkeitsregeln 11 ff.

Teiler 1

Teiler, echter, eigentlicher — 2
Teiler, gemeinsamer — 2, 3

Teiler, groffter, gemeinsamer — 2, 3
Teilerfremd 4

Vielfaches 1

Vielfaches, gemeinschaftliches -— 5

Vielfaches, kleinstes, gemeinschaft-
liches — 5

Vollstindiges oder volles Restsystem 8

Wilsonscher Satz 56, 83, 97
Wurzel nach einem Modul 80, 99

Zusammengesetzte Zahl 2
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Al ehra'sch Flﬁchen Von Prof. Dr. HelnrichW. E. Junﬁ. XVI
(] 1Scne + und 410 Seiten Gr.-80. Geb. 18.90 RM.

wDer Mittelschullehrer: Dieses Werk ist eine sehr willkommene Kr-
weiterung gener wundervollen algebraischen Theorie, die ihren Betrachtungen
den Begrift des Korpers (Rationalititsbereichs) zugrunde legt, deren Ent-
deckung und Ausbau mit den bertihmtesten Namen der deutschen Geistes-
geschicﬁte der letzten Jahrzehnte verknilpft ist.

Dieses interessante Werk verschafft dem aufmerksamen Leser hohen
Genufl, setzt allerdings ziemlich umfangreiche Kenntnisse aus der Algebra,
der Funktionstheorie, der Differentialgeometrie und der Invariantentheorie
voraus und kostet selbst bei deren Vorhandensein stellenweise intolge der
durchwegs abstrakten Darstellung mancherlei Mithe, die sich jedoch, wie
stets beim Erarbeiten mathemuatischer Gedankengiinge, sehr lohnt.

Elemente der Theorie der linearen Integral-

gleich“ngen Von Prof. G. Vivanti. Ubersetzt und mit Anm. versehen

« von Fr.Schwank. 1929. XIu.296S. Gr.-89, Geb,14.90 RM.

s Frankfarter Zeitung*: Die moderne Theorie der linearen Integral-
ileichungen, cine Schopfung der jingeren Zeit, welche ihr Entstehen in erster
inie physikalischen Problemen verdankt, birgt fiur viele Untersuchungen
solch erhebliche Vorteile in sich, dal auch der Ingenieur nicht achtlos an
ihr vorbeigehen kann. Daher kann man es nur dankend anerkennen, daB
Verfassor und Ubersetzer dem deutschen, an diesen Dingen interessierten
Publikum ein Werk vorlegen, das in hervorragendem MabBe als eine guto Ein-
fahrung in dieses Gebiot anzusehen ist.

Der Inhalt des Buches wird sicher am besten mit den Worten des Autors
dahin gekennzeichnet, daff er die rum Studium der Originalarbeiten iiber
Integrﬁgleiuhungzen notwendigen Hilfsmittel entwickelt. Die Darstellungbleibt
auf die linearen Gleichungen beschrinkt, enthiilt aber daneben Anwendungen
auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen und die theoretische
Physik. Gerade im Interesse des lngenieurs, der sich Kenntnisse auf diesem
Gebiet wohl nur durch Privatstudium aneignen kann, sei anerkennend die
gute p#dagogische Darstellung der Materie hervorgehoben. Dieses Buch stellt
zwoilelloseine hervorragende Bereicherung derdeutschen mathematischen Lite-
ratur dar und wird allen denen besonders willkominen sein, welche sich ein-
gohende Kenntnisse auf diesom Gobiet aneignen wollen.  Dipl.-Ing. K. Schiifer,

s, Unterrichtsblitter fiir Mathematik und Naturwissenschaften‘: Dio
sehr ausfiihrlich gehaltene Darstellung wird allen denjenigen gute Dienste
leisten, die sich ohne viel Vorkenntnisse mit den Methoden der Integral-
gleichungen vertraut machen wollen. Die zahlreich eingestreuten Beispiele
tragen dazu bei, das Verstdndnis der allgemeinen Theorie zu vertieten und
damit die Anwendung auf konkrete Probleme zu erleichtern. Auch die An-
merkungen, die Fingerzeige fiir das erste Studium geben und fitr die wichtigsten
Begriffe weitere Literatur nachweisen, werdon dem Anfinger erleichtern, sich
in dem Gebiote bald heimisch zu tdhlen. Das austithrliche Verzeichnis der
Lehrbiicher und Abhandlungen, das in kurzen Stichworten den Inhalt kenn-
zeichnet, wird fiir tiefere Studien von Nutzen sein. E. Salkowski.

| Georg Dreyer |

Statik und Festigkeit

. Elemente der Graphostatik. Lehrbuch fur hohere technische Lehran-
stalten und fir den Selbstunterricht mit vielen Anwendungen auf den Ma-
schinenbau, Kisenhoch- u. Brtickenbau. Zehnte Auflage. 1930. 5.90 RM.

Eestlﬂkens‘ehre und Elastizitdtslehre. Lehrbuch far hshere tech-

nische Lehranstalten und fir den Selbstunterricht. Zweite, neu-

bearbeitete Auflage. 25><17,5 em. 426 Seiten mit 452 Abbildungen, ge-

bunden 12.30 RM.

III. Erkldrungenund Musterbeispiele zur Festigkeits- und Elastizi-
titslehre. zweite Auflage. 7.55 RM.

IV. Formelsammlung zur Festigkeits- und Elastizitdtslehre. ranfte,

vermehrte und verbesserte Auflage. 1931, 2.95 RM.
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Kiepert, Differential- u. Integral-Rechnung

Grundrib der Diﬂ‘erentiabRechnung. Kiopart, JGon Fugd

Rat, Professor der Mathematik an der Techn. Hochschule in Hannover.

I.: Funktionen von einer unabhingigen Veriinderlichen. 15., vollstén-
dig umgearbeitete und vermehrte Auflage. XVI und 532 Seiten Gr.-80,

11.: Einige grandlegende Untersuchungen ans der Algebra und Funk-
tionen von mehreren unabhingigen Verinderlichen. 14., vollstindig
umgearbeitete und vermehrte Autlage. VIII und 357 Seiten Gr.-80.

Beide Binde in einem Ganzleinenband 19.80 RM.

Grundrib der Integral-Rechnung. jome i s kudwis Kie-

I.: Integrations-Methoden und derem Anwendung auf Geometrie und
Mechanik. XX und 636 Seiten Gr.-80,

11.: Theorie der gewihnlichen Differential - Gleichungen. VIII und 439
Seiten Gr.-80.
Beide Binde in einem Ganzleinenband 19.80 RM.

»Unterrichtsblitter fiir Mathematik und Naturwissenschaften: Wir
miissen uns freuen, dafl Verfasser und Verleger in dieser fiir Neuaufiagen so
schwierigen Zeit keine Milhe gescheut haben, dicses Werk, ohne das der
Student dor Mathematik und der Technik nicht gedacht werden kann, in
Hinsicht auf Inhalt und Ausstattung in mustergiiltiger und preiswerter Form
wieder herauszubringen. Roeder.

Prof. Dr. H. Liebmann, Heidelberg: ... Das Buch, ein treuer Freund
der Studierenden und Dozenten, Uberdauerte schon manches erst sehr ge-
priesene Lehrbuch. So wird es auch weitergehen, und der Grund daftr ist
wohl gerade die Schlichtheit der sachlichen, wohldurchdachten Darstellung.

All e e' e Mecha 3 Grundlegendo Ansiitze und elementare Me-

g m lll lll s« thoden der Mechanik des Punktes und der
Punktsysteme. Fine Kinfihrung fir Studierende der Natur- und Ingenieur-
wissenschaften. Von Dr. phil. C. H. MUller und Dr. phil. G. Prange,
ord. Professoren an der Technischen Hochschule Hannover. X und 551
Seiten mit 113 Abbildungen. Gr.-80. Gebunden 10.80 RM.

wZeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik‘: ls ist ein
Buch, das gerade zur ric?ltigen Zeit erschienen ist, um den Anschlufi der
Mechanik an die brennenden Tagesfragen der Physik und die auBerordent-
liche Erweiterung unserer Naturkenntnis, dargestellt von zwei griindlichen
Kennern beider Gebiete, aufrechtzuerhalten. Als solches wird es ins-
hesondere dem Physiker und Mathematiker ganz besondere Dienste leisten,
aber auch dem Ingenieur mit dem Ehrgeiz allgemeinerer Erkenntnis und
der Anwendung neuer Methoden auf sein eigentliches Gebiet wird es will-
kommen sein.

Tafel der Viertel-Quadrate aller Zahlen von 1 bis 20009
zur Erleichterung des Multiplizierens vierstelliger Zahlen.
Von Prof. Dr. J. PlaBmann, 6.40 RM.

Zeitschr, f, mathem. u. naturw. Unterr. LXV, Heft 5: Aufgebaut
auf der Beziehung a - b =1/4[(a <4 b)2— (@ — b)?2] leistet das Werk be-
deutend mehr als der Titel verspricht. Nicht nur die Produkte von
Zahlen, deren Summe kleiner als 20010 ist, sondern auch diejenigen be-
liebigstelliger Zahlen, die Quadrate und Quadratwurzeln usw, lassen sich
auf einfache Art ,,aufschlagen*. Decn Neuling leitet der Verfasser im
Vorwort mit sicherer Iund iber die ersten Hindernisse. Sehr elegant
werden die Teilbruchreihen in den Dienst der Rechenmethoden gestellt.

Das Buch ist ein vorziigliches Hilfsmittel zum raschen Multiplizieren
fir Mathematiker, Ingenicure, Kaufleute u, a.. Handlichkeit und gut
lesbare Zahlen lassen es bis zu hohem Grade als Ersatz fiir Multiplika-
tionsmaschinen gelten, Viersen. Brettar.
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Ost. Lehrbuch der Chemischen Technologie. 18. Auflage. 806 Seciten mit
359 Abbildungen. Ganzl. 19.80 RM.

Giirich, Krdgestaltung und Erdgeschichte, cine Einfilhrung in die Geologie.
274 Seiten mit 59 Abbildungen. Ermiifligter Preis Ganzl. 5.60 RM.

Rinne, Gesteinskunde. 10./11. Auflage. 428 Seiten mit 58) Abbildungen.
Ermiiligter Preis geb. 9.80 RM.
Priafungsfragen dazu. Zusammengestellt von Autschbach. 2.40 RM.

Rinne-Berek, Anlcitung zu optischen Untersuchungen mit dem Polarisations-
mikroskop. Geh. 10.60 RM., geb. 11.60 RM.

Stoces, Tektonische Geologie fiir Montanisten. 142 Sciten mit 11 Tafeln und
350 Abbildungen. 6.75 RM.

Neumayer, Anleitung zu wissenschaftlichen Beobachtungen anf Reisen.
2 Biinde. Ganzl. je 27 RM.

Laudien, Die Maschinenclemente. 5. Auflage.
Band I: 640 Seiten mit 1264 Abbildungen.
Band 1I: 58 Seiten mit 981 Abbildungen. Ganzl. je 24 RM.
Ulrich, Schiffs-Dieselmaschinen. 238 Seiten mit 366 Abbildungen. Ganzl. 16 RM.
Klein, Vortriige iiher Hebezeuge. 4. Anflage. 239 Seiten mit 151 Abbildungen.
3.60 RM.

Ossan, Kurzgefalite Kisenhitttenkunde. 184 Seiton mit 137 Abbildungen.
Ermifligter Preis. 3.90 RM,

Griabner, Die Weberei. 6. Auflage. 628 Sciten mit iiber 1100 Abbildungen im
Text und auf 21 Tafeln. Ganzl. 14.40 RM.

Hotopp, Bewegliche Brilcken. 260 Seiten mit 660 Abbildungen. 3t RM.

Kiepert, Differentialrechnung [ 15 Auflage. 532 Sciten. [1. 14. Auflage.
357 Seiten. In einem Ganzl.-Bd. 19.80 RM.

Kiepert. Integralrechnung 1. 14, Auflage. 536 Seiten. 1T, 14. Auflage. 439 Seiten.

In einem Ganzl.-Bd. 19.80 RM.

Miiller-Prange, Allgomeine Mechanik. 5Hd1 Seiten wmit 113 Abbildungen.
Ganzl. 10.80 RM.

Vivanti-Schwank, Linecare Integralgleichungen. 296 Seiten. 14.90 LIM.

Jung, Algebraische Fliichen. 410 Seiten. Ganzl. 18.00 RM.

PlaBmann, Tafel der Viertel-Quadrate aller Zahlen von 1 bis 20009. Ganzl.
6.40 RM.

Dreyer, Festigkeitslehre und Elastizititslehre. Lehrbuch fitr hohere tech-
nische Lehranstalten und fiur den Selbstunterricht. 2. Auflage. 426 Seiten
mit 452 Abbildungen. Ganzl. 12.30 RM.

Steinbriick, Handbuch der gesamten Landwirtschaft. 4. Auflage. 1928 in
5 Béinden. KEtwa 2850 Seiten. rmiiBigler Preis. Geb. 15 RM.

Malkmus-Oppermann, Grundrifi der klinischen Diagnostik der inneren Krank-
heiten der Haustiere. 11., neubearbeitete Auflage. Leinen 855 RM.
Stieda-Pansch, Grundrif der Anatomie des Menschen. 4, Auflage. 573 Seiten

mit 446 z. T. farbigen Holzschnitten und 57 Abbildungen auf Tafeln.
Geh, 10 RM.



Differential-Rechnung — Integral-Rechnung

Kiepert, Differential- u. Integral-Rechnung
Neue billige Ausgabe

¥ L] ] > P f' .
Grundrif der Differential-Rechnung. wicoers, *coh"Sog2
Rat, Professor der Mathematik an der Techn. Hochschule in Hannover.

I.: Fanktionen von einer unabhingigen Verimnderlichen. 15., vollstan-
dig umgearbeitete und vermehrte Aufiage. XVI und 532 8eiten Gr.-80,

II.: Einige grundlegende Unterauchungen auns der Algebra und Funk-
tionen von mehreren unabhingigen Verinderlichen. 14., vollstindig
umgearbeitete und vermehrte Autlage. VIII und 357 Seiten Gr.-89.

Beide Biinde zusammen gebunden 19.80 RM.

. Von Prof. Dr. Ludwig Kle-
Grundrifi der Integral-Rechnung. ooi 55 "vormennis Kot
I.: Integrations-Methoden und deren Anwendung aunf Geometrie und

Mechanik. XX und 636 Seiten Gr. 8°,

1I: Theorie der gewiohnlichen Differential - Gleichungen. VIII und 439
Seiten Gr.-80,
Beide Biinde zusammen gebunden 19.80 RM.

«Unterrichtsblitter flir Mathematik und Naturwissenschaften‘: Das
altbewihrte Buch liegt nun bereits in 14. Auflage vor. Wie durchgreifend
die Ausgestaltung und Verbesserung des Werkes in den letzten Jahrzehnten
vorgenommen wurde, zeigt am besten ein Vergleich der 3, Auflage von 1903,
die der Berichterstatter noch als Student benutzt hat, mit der vorliegenden
14. Auflage. Rein_ #uBerlich genommen ist der Umfang des Werkes so ga-
wachsen, daB die Behandlung der Theorie und Anwendung der Differential-
gleichungen in einen gesonderten zweiten Band verlegt werden muste.

Inhaltlich sind auBerordentlich wichtige Erginzungen hinzugekommen,
besonders Untersuchungen, die flir den mathematisch gebildeten Techniker
groBeres Interesso haben. .

Wir milssen uns freuen, dafl Verfasser und Verleger in dieser fiir Neu~
auflagen so schwierigen Zeit keine Mithe gescheut haben, dieses Werk, ohne
das der Student der Mathematik und der Technik nicht gedacht werden
kann, in Hinsicht auf Inhalt und Ausstattung in mustergtltiger und preis-
werter Form wieder herauszubringen. Roeder.

Prof. Hirsch-Ziirich: . .. Ich habe mit lebhaftem Interesse von der Er-

eiterung der Anlage des ausgezeichneten Werkes Kenntnis genommen, mit

er es sich den gesteigerten Anspriichen der Technik an die mathematische
Vorbildung der jungen Ingenieurgeneration vortrefflich anpafit, wobei die
alten Vorziige: {iborsichtliche und wohldurchdachte Einteilung, Klarheit und
Leichtfafilichkeit der Darstellung, Reichtum an interessanten Beispielen —
und nicht zuletzt die gliinzende und hodchst sorgfiltige Ausstatt.un% —
erhalten geblieben sind. Wie bisher, werde ich das immer noch seine Vor-
zugsstellung behauptende Werk in meinem Kreise empfehlen. . . .

Prof. Lothar Heffter. Freiburg i. B.: ... Das Buch hat ja wieder
einige wertvolle Bereicherungen erfahren und erfreut sich zumal in studen-
tischen Kreisen noch immer der alten Beliebtheit. . . .

Prof. Dr. H. Mohrmann, Darmstadt: ... Moge das bewihrte Buch noch
lange Nutzen stiften. . . .

Prof. H. Beck, Bonn: ... der in hoherem MaBe das Interesse gerade
der Universitiiten finden wird, da unsere sonstigen Biicher tber Differential-
ﬁleichungen zu sehr das rein Theoretische hervorheben und die grofie Menge

er hier vorgefilhrten konkreten Beispiele zweifellos den Bedurfnissen der
Studierenden sehr entgegenkommen wird. Das Buch wird daher seinen Weg
schon machen. . . .

Prof. Dr. F. Schilling, Danzig-Langfuhr: ... das hervorragende Buch
habe ich immer {tberaus geschitzt. . . .

Prof. Dr. H. Liebmann, Heidelberg: ... Das Buch, ein treuer Freund
der Studierenden und Dozenten, tiberdauerte schon manches erst sehr ge-
priesene Lehrbuch. So wird es auch weitergehen, und der Grund dafidr ist
wohl gerade die Schlichtheit der sachlichen, wohldurchdachten Darstellung.

Prof. R. Konig, Jena: ...das durch die Neubearbeitung sehr ge-
wonnen hat. . .

‘Dr.Max Jinecke Verlagshuchhandlung, Leipzig €
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Allgemeine Mechanik

A“ﬂemﬁinﬁ Mechani Grundlegende Ansfitze und elementare Me-

* thoden der Mechanik des Punktes und der

Punktsysteme, Eine Einfihrung fiir Studierende der Natur- und Ingenisur-

wissengchaften. Von Dr. phil. €. H. MUller und Dr. phil. G. Prange,

ord. Professoren an der Techunisehen Hochschule Hannover, X und 551
Seiten mit 113 Abbildungen. Gr.-8%. Gebunden 12 RM,

wAhhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen
Yniversitit”: Bei dem Mangel eines Lehrbuches der Mechanik, das diejenigen
Teile der Mechanik besonders berticksichtigt, deren Kenntnis zum Kindringen
in dfe moderne Physik notwendig ist, wird das vorliegenae Buch lebhatt
begriifit werden. Xa wendet sich an Studierende der NAtur- und Ingenienr-~
wiasengchaften und enthilt, ohne besondere Vorkenntpisse vorauszusetzen,
die elementare Mechwnik: Newtonsche Axiome, Mechanik Treier Massan-
punkte, Gravitationsgewetz, Systome mit Nebenbedinguhgen, Mechanik des
starren Korpers, Differentialprinzipien. Die Hamiltoh-Jacobischen Methoden
sind €éinem foigenden Band vorbehalten. Die prinzipiellen Fragen werden
auafithrlich besprochen, und es werden dabei diejeniRen Punkte hervor-
gehoben, wo die (sli‘eziello und allgemeine) Relativim\isﬂleor‘m einsevzi. Auch
werden diejenigen Teile der klassischen Mechunik, die zum Verstindnis der
erstereén von Bedeutung sind, wie die Bewegung eihes Massenpunktes aut
einer krummen Fiiiche und die Bewegung auf der rotierenden Erde (Zengri~
fugal- und Coriofiskraft), genauer ersrtert, Andrerseitd werden auch Hir die
Atomphysik wichtige Probleme der Mechanik behandelt, insbesondere werden
die Prinzipien der Storungstheorie ausensndergesetzt. Dur¢h Pesprechung
zahlreicher Beispiele sus Astronomie, Atomtheorie und Technik wird die
Datsceﬂun‘i) belobt. Das Buch kann insbesondere vom Biandpunky der
modernen Physik aus als Einfahrung in die Mechanik auls warmste ewp-
foh{en werden.

wieitdchritt des Vereins Deutscher Ingenieuret: Aus dem Gesamt-
gohiet der Mechanik schiilt sich leicht ein Kern hersus, in dem einma) alle
Ausgegtaltungen fUr Zwecke der Anwendungen ihre gefmeinsame Grundlage
huben, und von dem aud andrerseits einzelne Sondergebiete mohr theoretischor
oder prak¢ischer Bedeutung nach ihnen hesonders angepaBlen Methoden
weiterentwickelt sind. Dies Kerngebiet kapn treffend als Allgemeine Me-
chanik pereicfinet werden. Sie ist der gemeinsame AuSgangspunky far gen
Mathematiker, Astronomen, Physjker und Ingenieur, von dem ays jeder von
{’hrﬁen sich l;ien Zugang zu seinen jhn besonders interessierenden Tejlgevieten

shnen muf.

Als Finflhrung in das Gebiet dieser allgemeinen Mechsnik wird hier
eine Darsteliung der Mechanik der Massenpunkte und der Mstenpun‘;t-
systeme vorgelegt, wobei sber diejenigen Fragestellungen, die mit den

ariationapripzipien zusammenhéngep, noch zurickgestelld sind, ¥s werden
neoben den grundlegenden Ansjtzen die elementaren Methoden entwickelt,
so daf an mathematiachen Vorkenntnissen nur so visl vorausgesetzt 1st, wie
die eintidhrenden Vorleaungen an allen Univeraititen und Technigchen Boch-
schulen tbermitteln.

Mit den vorstehenden Worten kennzeichnen die Verfassser jhr Buch
nach eiuer Seite hin so knapp und treffend, daB ich in dieser Beziehung pur
noch das Gelingen jhrer Absichten bestitigen mochte,

wZeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik*: ¥s ist ein
Buch, das gerade zur richiigen Zeit orschienen ist, um deén AnsSchiud der
Mechanik an die brennenden Tasgesfragon der Physik und die guBprordent-
fiche Erweiterung unserer Naturkenntnis, dargestellt von zwei grondlichen
Kennern beider Gebiste, aufrechtzuerhalten. Als solches wird es ins-
besondere deyn Physiker und Mathematiker ganz bedondere Dienste leisten,
aber auch dem Ingenjeur mit dem Ehrgeiz allgemeinerer Erkenntnis und
]a“er Anwendung neuer Methoden auf sein eigentliches Gebied wird es will-

ommen sein,

Dafl die Verfasser auch die Mithe nichtﬁesoheut haben, die historische
und genetische Seite des Lehrgobiudes der Mechanik im einzslnen hervor-
treten zu lassen, muf schlieilich als ein nicht geringer Vorzug des Buches
betont werden.

Dr. Max Janecke Verlagsbuchhandlung, Leipzig G )
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Lineare Integralgleichungen — Algebraischgilichen ~— Mechanik

Elemente der Theorie der linearen Integral-

] Van Prof. G. Vivanti. Ubersetzt und mit Anm, varsehe
gleichunpen. o0 Gt s Niyant et mit g, v Sehen
Geb, 16.60 RM,

wErankfarter Zeltang: Die moderne Theorie der )inearen Integral-
teichuagen, eine Schobfong der jungeten Zeit, welche ihr ¥ntstehen in erster
Ex’m‘e physikalischen Froblemen verdankt, birgt Fur viele Umntersuchungen
soleh erhebliche Vorteile in sich, daB auch der Ingenicur nicht achtlos an
ihr vorbeigchen kann. Daher kann man es nur dankeénd anerXennen, &ah
Varfasser und_ Ubersetzer dem deutschen, an diesen Dingen interessierten
Publikum ein Werk votlegen, das in hervorragendem Mabe a8 eine guie ¥in-
fuhrang in dieses {3ebiet anzusehen isf,

Der Inhealt des Buches wird sicher um besten mit den Worten des Autors
dahin gekennzeichnet, dal er die zum Studinm der Originslarbeiten Aber
_mtggrﬁglgichungen notwendigen Hilfsmittelentwickelt. Die Darstellungbleibt
auf dic linearen Gloichtngon beschrinkt, enthilt aber dsneben Anwendungen
aut die Thearie der linearen Differentialgloichungen und dile theoretische
Physik, Gerade im Intéresse dos Ingenieurs, der sich Kenntnisse auf dicsem
Ga&yief. wabl nur durch Frivatstudinm aneignen kann, sei_aperkennend die
gute padagogische Darstellung dor Materio hervorgehoben. Disses Bach stelt
zweife({os eine hervorragende Horeicherung der deutschen mathematischen
Literatur dox und wird allen denen besonders willkemunen sein, welche sich
cingehende Kenntnisse auf diesem Uebiol aneignen wollen.

Dipl.-Ing. K. Schifer.

»,Unterrichtsblitter fiir Mathematik und Natdrwissenschaftens: Die
sehr ausfihrlich gehaltene Darstellung wird allen denjenigen gute Dienste
lefaten, dfe sich ohme viel Vorkenntfusse mit den Methoden der Invegral-
gleichungen vertraut machen wolien. Die zahlreich eingestriuten Beispiela
tragen dazu Dei, das Verstindnis der allgemeinen Theorie zu vertiefen und
damit dia Anwendung auf konkrete 'robleme zu erleichtern. Auch Qdie An-
merkungen,die Fingerzaige £ir aas erste Sludium gebeh und fir die wichtigsten
Begriffe woitore Literatur nachwaisen, worden dem Anfinger erleichiern, sich
in dem Gebiete hald heimisch zu fuplen. Das austihrliche Verzeichnia der
Lehrbucher und Abhandlungen, dss in kurzen Stichworten A¢n 1nhalt kenn-
zelchnet, wird fr tiefere Studien von Nutzen sein. B. Salkowski.

Li &bmiseh% Fiﬁﬁhﬁn Von Prof. Dr. Hainrich W, E, Jung. XVI
n + und 410 Seiten Gr.-80. Gob. 21 RM.

~Der Mittelschullehrer': Dieses Werk ist eine sehr willkowmmene Fr-
welterung éaner wundetrvollen algebrajschen Theorie, die ihren Betrachtangen
den. Begriff des Korpers (Rationalitatsbersichs) zugrunde legt, deron Ent-
deckun%\ und Ausbau mit den Dertihmtesten Namen der deutschen Geistes-
geschichte der letzten Jahrzehnte verknipit ist. —

Dieses interessante Werk verschafft dem aufmerksamen Leser hoben
GenuB, setzt allerdings ziemlich umfangreiche Kenntnisse aua der Algevra,
der Pupktionstheorie, der Differantiafgeometrie und der Invariantentheorie
voraua und kostet sclbst bel deren Vorhandensein stellenwoiso infolge der
durchweogs apstrakten Darstellahg mancherle; Miths, die sich jedoeh, wie
stets beim Erarbeiton mathematischer Gedankengiinge, senr 1ohnt.

B e

M&Ghﬂ)ﬂ Von Prof, Dibl.-Ing. G. Habarland. (Betriebstaschepbuch.
* Herauagegeben von Ministerialrat Prof. Dipl.-lng, R, Horst-
mann und Prof. Dr.-lng. K. Laudien.) (Bibl. der ges. Technik Bd. 322.)
Zweite, neubearbeitote und erwoiterte Auflage. 8.60 RM.
Werkstattechnik®, Berlin: Die Darstellung ist knapp und gedriingt,
aber (?abei von ausgezeichhetér Kiarheit. Ohne Verwendung hdherer Mathe-
watik, nur unter Voranssétzung einfachgtor geometrischer und algebraischer
Vorkenntnisse, sind alje wichtigen Sitze abgeleitet, nicht allein die Resultate
angegehen. Dradurch ist das Buch nicht bloB ein Nachschligo-, sondern ein
Lefirbuch fdr mechanisches Verstindnis geworden. Die raphische Dar-
stellung steht gleichwertig neben der rechneriachen. Gieschickt gewhhite Bei-
spisfa asus deor FPraxis zoichhen den Anwendungsbereich dev abgelaiteten
Formeln. Dag Biichlein kann aufs wirmste empfohlen werden.
Dr. 8. Ledermann.
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Statik und Festigkeitslehre

[ Georg Dreyer |

Statik und Festigkeit

1. Elemente der Graphostatik. Lebrbuch far hohere technische Lehr-
anstaifen und fir den Selbstunterricht mit vielen Anwendungen auf den
Maschinenbau, Eisenhoch- und Brdckenbau. Zehnte Auflage.
5.80 RM,

Festigkeitslehre und Elastizititslghre. Lehrbuch for hohere toch-
nische Lehranstalten und fur den Selbstunterricht. Zweite, neu-
bearbeitete Auflage. 25>17,5 cm. 426 Seiten mit 452 Abbildungen. Ge-
heftet 10,06 RM., gebunden 12.80 RM,

Itl. Erkldrungen und Musterheispiele zur Festigkeits- und Elastizi~
titslehre. Zweite Auflago, 7.55 RM.

IV. Formeisammiung zur Festigkeits- und Elgﬁtlznatslehre. Fiinfto,

vermehrte und verbesserte Auflage. 2.9

u

B

Die in zahlreichen Auflagen erschienene Graphostatik hat sich fir den
Unterricht sowoh! wie auch fir das Selbststudium als durchaus brauchbar er-
wiasen, Jeder Abschnitt ist durchsetzt mit zahlreichen, vollstindig durchge-
{uhrten Musterbeispielen, die zum Teil so gewahlt sind, dub ihre rechne-
rische Behandlung aus der Festigkeitslehre, Mechanik und dem Maschinen-
bau sehon bekanut ist, so daff hier oft nur eine Wiederholung und Vertiefung
des dort schon Gelernten durch die apschanlichere zelchnerische Darstellyng
weboten wird, Jeder Abschnitt enthilt eine reichhaltige Sammlung von sorg=
gatm geordneten Ubungsaufgaben, die sich streng an die vorher besprochenen
Beispiclo anlehnen, deren Lisungen aber meistens nicht mitgeteilt sind. um
den Studierenden znm selbstiindigen Nachdenken zu veranlassen. Uber 320
sehr gut wiedergegebene Abbildungen und 5 Taleln machen die Darstellung
besonders anschaulich und leicht verstindlich.

In dem Lehrbuch der Festigkeits- und Elastizititslehre hat der Ver-
fusger ¢tnen reichen Lehrstoff zugingig gemacht, der sowohl als Hilfamittel
tir das Studivm an hbheren technischen Lehranstalten wie auch fir den
Selbstunterricht geeignet ist. Zahlreiche Beispiele und Ubungsautgaben so-
wie 413 klare, gut wiedergegehene Abbildungen erleichtern das Verstindpis
und vermitteln den Studierenden eine groBe Sicherheit aui dem hier vor-
getragenen Gebiete.

.Die_Erklfirungen und Musterbeispicle sind gleichzeitig die Antworten
zu den Wiederholungsfragen und Ldsungen zu den Ubungsaufgaben in dem
Liohrbuch der Festigkeits- und Klastizititslehre des gleichen Verfussers,
konnen aber auch unabhingig davon zur Belebung und Vertiefung des
Studiums und zur Festigung des Gelérnten verwendet werden. Sie werden
dem Anfinger zu einer willkommenen Selbstprdfung und zu einer wertvollen
Vertiafung scines Wissens dienen. Ein gor mltnﬁas Studium des Buches ist
die bests Vorbereitung fur die Prafung. Alle Erklirungen sind so abgefabt,
d»f sie auch ohne die ‘Viederholungsfra%gm des Lehrbuches eine zusammen-
hanpende Ubersicht iiber das ganze Gebiet geben. Da auch die Aufgaben
selbst wiederholt sind, so bildet das Buch eine selvsiindige Sammlung von
prakiischen und theorctischen Aufgaben, die auch fiir den von Wert ist, der
das Lehrbuch seibst nicht besitzt.

Bei der sorgfaltig getroffenen Auswah)l der Formelsammlung hat der
Vearfgsser an erlfiuternden Abbildungen nicht gespart und bei ihrer Her-
stellung darauf goachtet, daf sie nicht nur die in den Formeln vorkommengen
Buchstaben erkléren, sondern auch Hinweise enthalten, durch die an die
Herkunft der Formeln erinnert wird. Auf eine ubersivhfliche Anordnung
und Zusammenfassung der Formeln f{iir den praktischen Gebrauch ist be-
sonders hingearbeitet.

Or. Max Jdnecke Veriagsbuchhandlung, Leipzig C 1
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