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PREFACE AU VOLUME L

La Topologie traite des propriétés des ensembles de poinls,
invariantes par rapports aux transformations bicontinues.
Une transformation (univoque) y = f(x) est dite -continue,
lorsque la condition x =lim x. entraine f(x)=lim f(x,). Elle
n==oo

=
est dite bicontinue ou une homéomorphie, lorsqu’elle admet, en
outre, une transformation inverse x = f~(y) continue.

Le terme ,ensemble de points* exige quelques explicalions:
on peut notamment se demander quel est !’espace dont on consi-
dére les points.

Comme on sait, la notion de point de I'espace euclidien a 3
dimensions a été étendue dans la Géométrie analytique sur P’espace
a un nombre arbitraire des dimensions: un point p de Pespace
euclidien ¢* (a & dimensions) est par définition un systéme de &
nombres réels pM), p?, ..., p®); la convergence lim p, = p signifie

n=oo

que l'on a limpff)::pm, quel que soit i < k.

n=ov

Le développement récent de la Topologie et des autres bran-
ches des mathématiques modernes (surtout celui de la Théorie
générale des fonctions et du Calcul fonctionnel) a montré que cette
conception de Pespace était encore trop étroite: dans un grand
nombre des problémes on est conduit a3 considérer, outre I’espace
E*k, Pespace ¢®- a une infinité de dimensions (nommé aussi ,espace
€, de Fréchet“) et dont les points p sont des suites infinies

P, p@ L, p®, .. de nombres réels; la convergence lim pa.=p

N==oo
y signifie que ’on a lim p(,.0=l’“’, quel que soit i
==cc
Or, c’est précisément I'étude des invariants des homéomor-
phies entre sous-ensembles de P’espace CX- qui constitue le vrai

domaine de la Topologie a I'état actuel de cette science. Ajoutons
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que le terme ensemble est entendu ici dans le sens le plus
général: les ensembles de points que nous allons envisager ne se
réduisent pas a des courbes ou surfaces de la Géométrie élémen-
taire ou analytique, ni méme a des figures considérées en Analyse
ot définies par des expressions analytiques, mais ils sont c¢com-
plétement arbitraires (dans le sens de la Théorie des
ensembles).

Dans la suite, nous n’allons pas admettre d’une maniére
explicite que Pespace considéré est un sous-ensemble de (¢¥.
pas plus que dans la Géométrie da plan euclidien on n’'étudie
explicitement I’ensemble des nombres complexes, mais on déduit
les conséquences d’un systéme d’axiomes qui caractérise cet en-
semble au point de vue géométrique. Pareillement, nous allons
baser ici la Topologie sur un systéme d’axiomes (I — V) tel que
1° chaque espace satisfaisant a ce systéme est homéomorphe (donc
équivalent au point de vue topologique) a un ensemble situé dans
Pespace <X et 2 chaque sous-ensemble de Iespace ¢¥ satisfait
a ce systeme d’axiomes (cf. p. 105). Le seul ferme primitif du
systéme est le terme A, désignant la fermeture de 'ensemble A
(c. a d. I'ensemble A augmenté de tous ses points d’accumulation).
La propriété d’appartenir a la fermeture d’un ensemble étant inva-
riante par rapport aux homéomorphies de l'espace, fout ce qui se
laisse exprimer par l'opération A (au moyen, s’il y a lieu, des opé-
rations de la Logique et de la Théorie des ensembles) est égale-
ment invariant par rapport a ces transformations et appartient
par conséquent & la Topologie').

I’avantage de la méthode axiomatique tient d’abord a des
raisons méthodologiques. En particulier, elle permet de mieux
se rendre compte des prémisses qui sont essentielles dans les
démonstrations des théorémes topologiques. Bien que G. Cantor,
le fondateur de la Théorie des ensembles, et les autres mathé-
maticiens qui s’occupaient de la ,Théorie des ensembles de points*,
ne procédaient pas par la voie axiomatique, on s’est apercu plus

') Au lieu de la fermeture on pourrait employer comme termes primi-
tifs de la Topologie: 1a limite d’une suite de points (Fréchet), I'entourage
(Hausdorff), ’ensemble ouvert (Sierpinski) ete.

Par contre, la notion de distance entre deux points ne pourrait p. ex.

servir au méme but, puisqu’elle n’est pas invariante par rapport a I’homéo-
morphie.
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tard (Fréchet) que, dans ]la majorité des problémes topologiques,
bien peu de propriétés de I’espace intervenaient dans les raison-
nements. En admetlant ces propriétés comme axiomes, on est
parvenu aux ,espaces abstraits. Tel est en particulier Pespace

considéré dans ce livre; il équivaut topologiquement — comme
nous Pavons dit — & un sous-ensemble arbitraire de ¢¥ ou, en

d’autres termes, & un espace métrique séparable (dans le sens
établi pp. 80 et 82).

Cependant la valeur de la méthode axiomatique n'est pas
uniquement de nature méthodologique. Il1 y a, en effet, des pro-
blémes ol l'on est conduit i considérer une famille d’ensembles
ou de fonctions comme formant elle-méme un espace (nommé par-
fois ,hyper-espace®), de démontrer que cet hyper-espace satisfait
a certains axiomes et d’appliquer les théorémes qui en résultent.
Ainsi p. ex. le probléme de l'existence des fonctions continues
sans dérivée se rameéne a un théoréme (théoréme de Baire) sur
I’ espace des fonctions continues® (voir p. 209), qui est— comme
on le montre — complet et séparable.

Cest 1a un des procédés caractéristiques des mathématiques
modernes: pour démontrer un théoréme concernant un espace
donné, on définit un nouvel espace (en conférant ainsi le caractére
géométrique au probléme considéré) et on opére ensuite sur
ce dernier. On procéde de la sorte dans maintes applications du
Calcul fonctionnel aux équations intégrales, au Calcul des varia-
tions ete. Dans ce mode de procéder les différentes branches des
mathémaiiques deviennent utiles les unes aux autres: dans des
nombreux problémes d’Analyse I'hyper-espace est un espace géo-
métrique ou topologique, dans certains problémes de Topologie
il est d’une nature algébrique (il constitue un groupe).

*
* *

L’étude de l’espace assujetti aux axiomes I — V est divisée
en deux chapitres, dont le premier ne concerne que les trois pre-
miers axiomes (p. 15). Ces trois axiomes se distinguent par leur
-caractére ,algébro-logique“!). En conséquence, le méme caractére
appartient aux méthodes de raisonnement du Chapitre I.

) Sur I'importance de ’algorythme algébro-logique en Topologie a attiré
Pattention S. Janiszewski.
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Le Chapitre III et les suivants (du vol. II) sont d’un caractére
plus spécial. L’espace du Chap. III est supposé complet, celui du
Chap. IV compact, celui du Chap. V connexe etc.

Au lieu de considérer les espaces spéciaux (tels que
les espaces complets, compacts etc.), on pourrait, bien entendu,
envisager des ensembles complets, compacts etc., situés dans
. un espace assujetti aux axiomes I — V, de sorte que la Topo-
logie toute entiére rentrerait dans le Chap. II (ou méme dans
le Chap I!). Or, il est avantageux de formuler partout ou c’est
possible les propriétés d’un ensemble situé dans un espace comme
des propriétés intrinséques de cet ensemble, considéré comme for-
mant un espace pour lui-méme. Telle est, par exemple, la pro-
priété d'étre compact, d’étre dense en soi, d’étre de dimension n
(par contre, la propriété, d’étre fermé ou d’étre ouvert est une
propriété extrinséque: propriété de l'ensemble par rapport
a l'espace).

Parmi les problemes considérés dans ce volume, il y a qui se
distinguent par leur caractére purement géométrique, il y en a
d’autres qui se rapprochent par leur origine de la Théorie des
fonctions de variables réelles. La majorité des §§ (4 — 10, 13— 19,
23 — 25, 29, 30) embrasse les deux tendances. Comme exemples
d’une section par excellence géométrique, citons les §§ 20 — 22
(théorie de la dimension): ils concernent un domaine ou le
succes des méthodes topologiques en Géométrie est particuliére-
ment frappant. Un grand nombre de problémes traités dans les
§§ 26—28, 33--36 représente la deuxiéme tendance'). La théorie
des fonctions mesurables B, qui n’était & son origine qu'une théorie
des fonctions réelles de variable réelle, est devenue (dans sa partie
la plus importante) une théorie des transformations des espaces
topologiques (satisfaisant aux ax. I—V) en espaces topologiques,
de sorte qu'il est juste de traiter cette théorie comme une section
de la Topologie. Les §§ 25 et 33 concernent la notion d’ensemble
borelien, notion purement topologique, dont Porigine est liée a la
Théorie de la mesure. Les §§ 10, 34 et 35 concernent les généra-

') Le lecteur qui ne s'intéresse qu'aux problémes géométriques peut
omettre la lecture des §§ précités. 1l importe toutefois de remarquer qu’il n’y a
pas de ligne de démarcation précise entre notions et problémes des deux
genres. Puar exemple, la notion d’ensemble de I-re catégorie, introduite par
Buaire pour les besoins de I'étude des fonctions discontinues, est d’'une grande
importance dans maintes questions purement géométriques.
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lisations plus récentes de. cetté notion; ces généralisations sont
traitées dans le chapitre consacré aux espaces complets et donnent
lieu & des applications importantes dans le Calcul fonctionnel. En
outre, la notion d’ensemble projectif (§ 34) semble présenter un
grand intérét philosophique, grdce surtout aux liaisons avec la
Logique mathématique. IL’emploi des notations logiques s’impose
d’une facon trés naturelle dans I'étude de ces ensembles, ainsi
que dans celle des ensembles boreliens et analytiques, ou elle rend
des services incontestables.

Les méthodes de raisonnement que j'emploie dans ce volume
appartiennent 4 la Théorie des ensembles!), les méthodes de la
Topologie combinatoire (homologies, groupes de Betti etc.) n’inter-
venant pas, en général, dans les questions traitées ici.

Sans prétendre de donner une bibliographie compléte, j'ai
tiché d’indiquer dans les renvois bibliographiques les ouvrages les
plus importants parmi ceux qui se rattachent au sujet de ce volume.

Le lecteur qui s’intéresse a la bibliographie consultera les
excellents exposés de MM. Rosenthal-Zoretti, Encyklopidie
d. Math. Wiss. II C 9a, Leipzig 1924 et de MM. Tietze-Vietoris,
ibid. III AB 13, Leipzig 1931.

Parmi les livres sur la Topologie dont je me suis servi en
rédigeant ce volume et dont la valeur ne se réduit pas seulement
4 leur intérét historique, sont a citer: F. Hausdorff, Grundziige
der Mengenlehre, Leipzig, Veit 1914 et Mengenlehre, Berlin-Leipzig,
Gruyter 1927, W. Sierpinski, Zarys teorji mnogosci 11, War-
szawa 1928, M. Fréchet, Les espaces abstraits, Monographies Borel,
Paris 1928. Le manuscrit de ce volume était déja terminé, quand
ont paru les livres: H. Hahn, Reelle Funktionen 1, Leipzig 1932
et R. L. Moore, Foundations of point set theory, Coll. Publ.,
New York 1932.

En terminant, je tiens a exprimer ici mon affectueuse grati-
tude & MM. Cech, Hurewicz, Knaster, Otto, Posament,
Szpilrajn et Zygmund, qui ont bien voulu contribuer & ma
tache soit par leurs précieux conseils, soit par la lecture des

épreuves.
' ' Casimir Kuratowski.
Lwow, Décembre 1933.

1) ,,point set theoretic method“ selon la dénomination des mathémati-
ciens américains.
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remplacer

(1--X)-1—X)

par
1—-X)-1—7Y)
I,
Z0X
f(p) (deux fois)

(rys 82). (ra, 1)y (ry, $2)

x: A
veB
[x =yl
n-- 2

L astérisque indique qu'il faut compter en remonlant.



INTRODUCTION.

Nous rappellerons ici quelques notations et théorémes élémen-
taires de la Théorie générale des ensembles et de I'Algébre de la
Logique. Les notions de la Théorie des ensembles seront d’emploi
constant (excepté l'opération (<f), qui est d'un caractére plus
spécial). L’Algébre de la Logique, dans la majorité des §§ (sur-
tout dans ceux de nature ,géométrique*) ne sera pas employée,
tandis que nous en ferons usage dans certains problémes (surtout
liés 4 la Théorie des fonctions) o1 I'emploi des notations logiques
s'impose d'une facon trés naturelle et permet de simplifier les
raisonnements (p. ex. aux §§ 27, 33—3b).

A la premiére lecture, on peut omettre tout ce qui concerne
I’Algébre de la Logique.

§ 1. Opérations de la Logique et de la
Théorie des ensembles.

I. Rlgébre de la Logique. « et B étant deux propositions,
o' désigne la négation de « (¢’'est a dire ,non a”), a -+ B la somme
logique (,x ou "), «-B le produit logique (,x et B”); a — B veut
dire que 2 entraine B (implication), « = veut dire que « équi-
vaut a 8. ,

Citons, a titre d’exemple, les théorémes suivants: a" := « (loi
de double négation), (a — B) = (f' -~ ') (loi de contraposition),
(@ B)=o'4p, (24 p) =(a"p') (lois de de Morgan),(z — )= («'+),
a@+1)=0Btay.

Chaque proposition admet I'une des deux valeurs 0 (le ,faux”)
oul(le ,vrai”). Onaa-a' =0 (principe de contradiction), a + &' ==
(principe du tiers exclu).

C. Kuratowski, Topologie I. 1
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II. BRlgébre de la Théorie des ensembles. Soit 1 un en-
semble donné (ce sera dans la suite I'espace considéré). Les élé-
ments de cet ensemble (les points) seront désignés par des minus-
cules latines a, b, x, y, ... ; les sous-ensembles de I'ensemble 1 seront
désignés par des majuscules A, B, X, ...; les familles de sous-en-
sembles (ensembles du deuxiéme rang) par A4, B, X, ... !).

x & X signifie que x est un élément de l'ensemble X. On
désigne respectivement par X+ VY, X-V (ou XV), X—V: l'en-
semble composé d’éléments qui appartiennent soit a X, soit 4 Y,
I'ensemble formé par la partie commune de X et Y, I'ensemble
des éléments qui appartiennent & X, mais pas a4 V. L’ensemble
vide est désigné par 0. On écrit X (C Y, lorsque X est un sous-
ensemble de Y. Le ,complémentaire de X” = X' =1 — X,

On a ainsi les équivalences suivantes:

(xe Ay~ (xcA), (xeA)+(xeB)-=xe(A+B), (st)~(st)?"-':st'B,
1--(xel), 0= (xe0),
(ACB) [(xeA)-~(xeB), (A=B)=[(xcA) = (xeB),

les symboles ', +, -, 1, 0, ayant dans le membre gauche le sens
logique et dans le membre droit le sens de la Théorie des en-
sembles.

Citons les formules suivantes:

A=AB+A—B, ABCACA+B, (A+B)Y=AB, (AB) =A'+ B,
(A=B) - (AC B)-(B(C 4),
(ACB)- (A+B=B) (AB=A)=(A—B=0).

Deux ensembles A et B sont dits disjoints, lorsque AB = 0.
L'ensemble composé d'un seul €lément a est désigné par (a).

11l. Fonctions propositionnelles. Soit ¢ (x) une fonction
propositionnelle dont la variable x parcourt I'espace 1, supposé # 0
(9 (x) exprime une condition; elle devient une proposition vraie
pour toute valeur de x satisfaisant a cette condition; elle devient

') Les différents caractéres mettent en évidence les différents types
logiques des variables.
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une proposition fausse dans le cas contraire; si, par ex. dans
I'espace des nombres réels, on considere la propriété d'étre un
nombre positif, on a ¢ (x) = (x > 0)).
Y »(x) veut dire: il existe un x tel que ¢ (x) (c. a d. un x
X

satisfaisant a la condition considérée).
[] 2 (x) veut dire: quel que soit x, on a ¢ (x) (c. & d. que
X

la condition est vérifiée par chaque x).
Par exemple: [] (x +2>x), 3 (x2 = x).
On a les formvules suivantes, f;ciles a vérifier:
(2;,' ® (x))' ]‘/ %' (x) (formule de de Morgan généralisée),
(@)~ (Te@), Te@+X4w Y@ + 4],
[Tz 114 Iz ) 4], 22 () 40— X g0 2 b (),
[T+ [14 0 =112 () + % (ol

Rien n’empéche de considérer toute proposition « comme
une fonction propositionnelle (qui est soit identiquement vraie, soit

identiquement fausse). On a X a-. o [[a X [o-5(x)] - “'Z‘P(x),

a+ l:l ® (x) = Il [ + 7 (x)].

IV. Opérateur /1 ¢ (x). L’ensemble des x qui satisfont a la

condition 9 est désigné par [Y ¢ (x). Par ex. [¢ (x >>0) est I'en-

x

semble des nombres positifs, [7 (x? = x) se compose de deux nom-
X

bres: 0 et 1.
On a l'identité

1. te {41‘ % (x) == ¢ (£),

d'oll on déduit facilement en vertu des équivalences du N°II les
formules:

2. Ele ol = e )
3. {5 [7 (£) + $ (0)] = 1 7 (%) + F $ (x)

4. @[q»(x)-q»(x)l ={5ao(x>-l;«'e(x).
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Ainsi, par ex., on prouve la derniére égalité comme suit:
tefi s (0 4 (]=2(O) 4 (O)=[te [ o ()] [t I $(x)]=
~teEe) B b0,

En outre, [4 0=0, E 1 =1, les symboles du membre gauche

ayant, comme toujours, le gens logique et ceux du membre droit
le sens mathématique.

V. Opérations infinies. Soit A, un ensemble dépendant
d’'un paramétre ¢ (qui parcourt un ensemble donné)!). Les ensem-

bles YA, (,somme des ensembles A,”) et []A, (,produit des ensem-
t t

bles A,”) sont définis par les identités:
Z(tSA,)—-[t52A,J, ”(tEA‘)——-'[tE[IAJ.
t t t t

En remplag¢ant dans les formules du N°III les fonctions pro-
positionnelles ¢ (x) et ¢ (x) par A, et B, x par . et — par (C, on
obtient des formules concernant les opérations X A, et [[ A, de la

A ¢

Théorie des ensembles; citons comme exemple la régle de de Mor-
gan généralisée: (O, A) = [[ A!.
L : t

En cas ou le paramétre n parcourt I'ensemble des nombres

oo

naturels, on emploie les symboles Y 4, et ” A, par analogie aux
=1 =

séries et aux produits infinis de lAnalyse.

V1 ?), Opération («f) 3). Supposons qu’'on a fait correspondre
i chaque systeme fini d'entiers positifs %, .., k. un ensemble

') D’habitude l'indice ¢ parcourra un ensemble arbitraire, dénombrable
ou non; cependant i, £, n etc. désigneront un nombre naturel variable.

2) La lecture du N°VI peut étre remise jusqu’a celle du § 11.

3) Voirles notesde MM. Souslin et Lusin dansles Comptes Rendus,
Paris, t. 164 (1917), p. 88 ss.; voir aussi F. Hausdor{f, Mengeniehre, § 19.

L'importance de 'opération (&() tient surtout au fait que, malgré sa gé-
néralité, il y a des propriétés importantes (telles que la mesurabilité, la pro-
priété de Baire, cf. § 11) qui en sont des invariants.
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A;, L'ensemble-somme de tous les produits de la forme

1 n‘

| ] Ap, ... x, est dit ,résultat de I'opération (<) effectuée sur le sy-

el
stéme des ensembles A, ... 4,”.
L’opération (=() est une opération indénombrable (la somma-

(zc

tion étant indénombrable). Les opérations dénombrables Y et [ ]
n...~

en sont des cas particuliers, cas, ol lI'on pose soit A;, ...», = B,,,
soit Ag, ... x, = Bn.

Soit 3 =[5}, 3% ... » 3% ..] une suite variable de nombres na-
turels (on peut considérer ; comme le nombre irrationnel dont le

développement en fraction continue est . |+| l+ ..+ I—}-. D

Le résultat de 'opération (+() s’exprime alors par la formule
R=X 1] Ag‘...g".
3 n==1 A
Le systéme d’ensembles {A; . ) est dit régulier, lorsque

A g gt CAp

Citons les formules suivantes concernant l'opération («f)
effectuée sur un systéme régulier ).

1 22 lAmgl _.ikzé\:IHIA&l 3*
mo1y k=1 : 3 Aol
et d’une fa¢on plus générale:
e L
1a. ”«;l% II Al)’ Lyimyt., gk = % k,:!IAt)‘ weylgl. gk

2. Ap_ wC By entraine ‘zijA,)l 3+C %'JJ By .

3. la sommation 3 Y Ay est dénombrable
g A=l '

) Cf. N. Lusin et W, Sterpifiski, Sur quelques propriétés des ensem-
bles (1), Bull. Acad. Sc. Cracovie 1918, p. 35.
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(’ensemble des systémes finis de nombres naturels étant dénom-
brable);

4. II 3/!CZZ(A§1, k'”é.rA Skm)’

ou l'on pose Aix ..k =A pour k£ =0.

Pour prouver cette derniére inclusion, supposons que peA
et que p n'appartienne pas au membre droit de I'inclusion; donc,
en symboles logiques:

ll,!’ [((peAy . w)— Zl(p € Ag,‘ Y ms
a P} } m--=

ce qui veut dire que, m, ... m, étant un systéme fini (¢ > 0) d’in-
dices tels que peAp, .. m,, il existe un indice m tel que p e Am,..m, m-
Or, comme p et A, on en conclut que, pour un certain indice m,,
peAy; dou pour la méme raison pe Anm m, etc. Il existe par

conséquent une suite infinie d'indices m,, m,, ... telle que p ¢ 1l Am,m,,
- |

donc pe Y || Ay s ce qui prouve que p n'appartient pas au
T ke i
membre gauche de l'inclusion 4, c. q. f. d.

5. Si deux ensembles Ay . et Ay ., pourvis de différents
systémes de n indices, sont toujours disjoints, on a

SHAp w1134y

3 n=1 n

En effet, I'inclusion Y l] Ay C Il XAy nalieu tonjours
37 n=1 3 h

(méme si le systéme n'est pas régulier; v. d'ailleurs § 2, IV).
Supposons donc que p appartienne au ‘membre droit. Il existe
alors un et un seul indice m, tel que p ¢ A, ; d’'une facon analogue,
il existe un couple d’indices {;, m, tel que A, m,. Comme A; m, C A,
il vient p ¢ A;, et on en conclut que /, =m,. Oa déiaontre de la
méme fagon qu’il existe un indice m; ‘el que p ¢ Am, m,m etc. En
désignant par ; la suite infinie m_,m,, m,, ..., on voit bien que

pour chaque 7 on a pe Ay .a, Col peZ"”1 Ag
=
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§ 2. Produit cartésien.

I. Définitions !). Le produit cartésien (qu’il ne faut pas con-
fondre avec le produit = partie commune) des ensembles A et B
est I'ensemble 4 X B composé de tous les couples ordonnés a, b
ot acA et be B. D'une fagon analogue, étant donnée une suite
finie ou infinie d’ensembles A, ..., A,, ..., leur produit cartésien se
compose de toutes les suites finies (formées de n termes) ou in-
finies dont les termes sont extraits successivement des ensembles

oo

donnés. On désigne ce produit par, I Ak et l A, respectivement.

En cas ou A, =...= A, = A, on pose Ay X .. XA, = A", Si tous

les termes du produit cartésien infini I A., sont identiques 4 A4, on

écrit

S A= AT

Ainsi, par ex., le plan des nombres comple‘(eq est le ,carré* de l'espace
des nombres réels; ./ désignant Iintervalle 01, 7?2 désigne un carré, /® un
cube, /X lg ,cube fondamental® de Hilbert (voir § 14). On verra aussi
que, en cas oit A se compose de deux éléments, AR peut étre con¢u comme
l’ensemble non-dense de Cantor; si A désigne l'ensemble des nombres natu-
rels, AX> est I'ensemble des nombres irrationnels (v. § 1, VI).

Il. Formules de calcul. En s’appuyant sur les équivalences:
{(x)e AXB} ~{(xeA)-(yeB)}, {(x. %, ...) e”/’A,.} 1"/ (xn€An),
on prouve facilement que

1. A+BX(C+Dy=AXC+AXD+ BxC+ BxD

et d’'une fagon générale:

1a. ) l)X(ZB):aZ(A X B,);
2. (AC) X (BD) = (A x B)-(CX D),
2a. (I14)xdIB,)=11(A, x B,

') Cf. F.Hausdortf, Grundziige der Mengenlehre, p. 31.
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2b. IPa,,=Plla,,;
3. (A—B)xC=AxC— BXC;

4 [ACBet CCD|=|AXCCB%D] (sid#0:%C),

4a. SIAXC=BXD,onaA=Bet C=D (ad moins quun de
ces ensembles ne soit vide),

4b. Si [PAn= !’B,,, ona A, =B, (si Ax 0B pour chaque ).

Si A est un sous-ensemble de l'espace X et B de l'espace Y
(ou, plus généralement, si. 4, (C X,), on a les formules suivantes:

5. (AXBY = A'X Y + X XB,
ha. (P’Ay =2 w;
n n
ol Wy =X XXy X oo X Nt X (X = An) X Nt X o3
6. A X B = (A X Y) (X X B),
6a. Pa, 11y,
n n
ol N, = '_,\/l X ';.\’2 X oo X Xy X Ap X ,Y,,.;.‘] K oaes

1ll. Axes, coordonnées, projections. :X et “// étant deux
espaces donnés, nous les appelons (par analogie 4 la Géométrie
analytique) axes du produit cartésien X X “If. Chaque point ; du
produit 3 =X X/ étant de la forme (x,y), on appelle x et y les
coordonnées de 3 (I'abscisse et 'ordonnée). La projection ,paralléle
i laxe U” d’un ensemble ¢ contenu dans X X ‘U est I'ensemble
des abscisses des points de ; c’est donc I'ensemble F£'Y [(x, el

‘ xy

Les définitions précédentes se généralisent aussitét au cas du

produit d'un nombre arbitraire de termes. En particulier, § étant

un point de l'ensemble ”I An, la n-éme coordonnée de 3 est dé-
signée par ;("; de sorte que

3= 3%, s i,

(les parenthéses seront, d'ailleurs, souvent omises).
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IV. Fonctions propositionnelles de plusieurs variables.

Une fonction propositionnelle ¢ (x, y) de deux variables dont
I'une parcourt 'espace X et l'autre l'espace "If peut étre considérée
comme fonction d'une seule variable ; qui parcourt le produit
cartésien \" X '!f. Les formules du § 1, III restent donc valables,
lorsqu'on considére des fonctions de plusieurs variables et rem-
place la variable x par le systéme des variables. On a en outre:

Sy XXexy) - Yeee ),
[To0e 111265 - Iyl I_VI (%, ),
Ya ()Xo e (x) b (),
2114 e () + 40,
e +llo) =2l +4 - ] 2 lp )+ 4 ()]
DEORIEIG R \ X1tz )4 G0l -] Xlg (94 ()
Q]lyl'.:(x,y) ~(yl 29 (%, ).

Si les variables x et y parcourent le méme espace (Y == /),
on a la table suivante des inclusions:

23 e, - > 11X 9(x,9)

1_/‘ x oy \ Sy ox

e, > Hlotnxn" 5> Sexx 5 Xelxny)
Y ) X e x /7 oay

Sty 1Y e@n -

Fxemple. Le fait qu'une fonction f de variable réelle est continue en
chaque point s’exprime de cette fagon:

IIH.},I[<lh|<ol—»lf(x+h>—-f<x)| < elh,

x et & parcourant 'ensemble des nombres réels et € et & étant = 0.

En renversant I'ordre des opérateurs [[ et ), on obtient la définition
x ¢
de 1a continuité uniforme.
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V. Relations entre les opérateurs [ et ).
1. L2y (xy) =2 [l 9 (x,9)

En effet, d’apres § 1,1V, 1, te I Y 5’ 9 (%, y)= 2¢(t,y) En dé-
signant par A, I'ensemble f ¢ (x,y),onae (t,y) =te L ¢(x,y)=tcA,,
d’ot d'apres § 1, V: |

Doty =XtcA)=t:YA =t Y F ¢(xy).
y y y y X
D’une fa¢on analogue:
2. L II ) =11 F ¢ (x,y).
y x
3. Lensemble [ ) ¢ (x,y) est la projection de Pensemble [ ¢ (x,y)
X oy Xy

paralléle a laxe U").
En effet, si I'on pose ¢ = Jf ¢ (x,y), on a l'équivalence
xy

7 (%, ¥) = {(x, ) ¢ ¢}; donc I'ensemble [< X 7 (x,y), comme iden-
x oy

tique a F {(x,y) = ¢}, est la projection de ¢ (voir III).

VI. Multiplication cartésienne par un axe. On a l'identité:
I' ? () = 9(><F<9(y)
Ainsi, par exemple F [cp (x) + Y] = Fex)+ L d(y) =
[F<; @] x Y+x ><F<P(y) (cf. § 1, 1V, 3) De méme (cf 11, 6):

5‘ (9 (x)-¢ (»)] ={[{$(P(x)]><?/ pAX Xé'*l)(y)}:{f@(x)Xnyl{)(y)-

Exemples. 1. Soient A l'ensemble des nombres entiers et R celui des
nombres rationnels. Oun a, par définition:

R:EZZ{()/SA).(ZeA)‘(xz=y).(z=po)}_
Xy 2

') Ces énoncés se trouvent dans la note de M. A. Tarski et moi,
Les opérations logiques et les ensembles projectifs, Fund. Math. 17 (1931), p. 243.
L’'importance de la proposition 3 tient au fait que la projection est une opé-
ration continue.
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Posons ¢ = F' {(y: 4)-(ze A)-(xz=1). (z+0)}. D'aprées § 1, 1V, 4, cet
Ayz
ensemble est la partie commune de quatre ensembles: 1' de I'ensemble
FE eA) =X« FEw:ax Z, c. a4 d. de l'ensemble des plans paralléles
xyz y .
au plan 2V X.Z et passant par les points entiers de l'axe LI/', 2% de I'ensemble

E(zsA), qui est également un ensemble constitué par des plans, 3° du
xyz .
paraboloide hyperbolique défini par I'équation y== xz, 4° de l'ensemble

[ @#0), c. a d. de Pespace X X YX T diminué du plan z = (.
i D’aprés V, 3, l'ensemble R s’obtient de (%, en le projetant d’abord sur
te plan U XY et puis, en projetant cette projection sur 'axe \.

2. Boit f,(x), f,(x),.. une suite de fonctions continues. L'ensemble
des points de convergence de cette suite est par définition:

BN S 1hnmtr=st01 1)

X k n m

. . 1 e e e
I'n posant An,m’k: ]’4 {lf,l+m () — f(x)i - }, on a dong¢ C== l[ S IIA,,_,,,,,,,
X k kol ne-l mesl

L’ensemble A, ¢tant fermé, on en conclut que ¢ est un F 5

§ 3. Fonctions.

I. Notations. Soit f(x) une fonction dont les arguments
appartiennent a l'espace X et dont les valeurs appartiennent
“a l'espace Y/ Posons: A =1'ensemble des arguments, V = l'en-
semble des valeurs. On a donc 4 C X et V(.

X étant un sous-ensemble de X, f (X) désigne I'ensemble des
éléments de ‘Y qui correspondent aux éléments de X, En symboles:

{yef(X)} ﬂg(xsX) [y =fx)

Inversement, si ¥ (C <, on désigne par f ! (Y) I'ensemble de
tous les x dont les valeurs appartiennent a Y. En symboles:

xefH (N} ={f(x)eY}, dou f1(Y) ={‘f(f(x)€ Y.

D'une fagon analogue, X étant une famille d’ensembles (en-
semble du deuxiéme rang), f (X) désigne la famille qui s’en obtient,
en remplagant les ensembles X qui lui appartiennent par f (X).
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Il. Formules de calcul. On prouve facilement que:

X+ X)) = (X)) +f(X) 1a. f(}‘.: X.) =2f(Xc)
F (X X)) Cf (X)) f(Xy) 2a. f(I’l X) Cl;l F(X)

(o)

N

3. f(X)—FX)Cf(Xi—Xy) 4 siX,CXy f(X)CF(X)
5. (f(X) = 0} = {XA =0}

6. f '(Yi+Y)=f~1(Y)+f (Y, 6a. f“"(?‘)".)x%:f"‘(y‘)

T YY) =) (Y Ta f"(]L[ Y) = ]L_If”‘(YL)
8. Yy =Yy = 1Y) — 1Y)

9. Y, Y, entratne f-1(Y)) C f1(Yy

10. {f1(Y) =0} = {YV =0}

11. XAC f1f(X) 12. ff (Y)=VYV

13. FX) Y = fIX-f (V)]

A titre d'exemple nous établirons la formule 13. Supposons
que ye f(X) Y, ¢. & d. qu'il existe un xe¢ X tel que y = f(x)e YV,
donc que x ¢ f1(Y). Par conséquent yc f[X-f1(V)]. Ainsi,
f(X)- Y fiX-f *(Y)]. Inversement, d’aprés les formules 2 et 12
FIX-fFAIC X)) fF1(Y)=F(X) Y, don la formule 13.

En restreignant les arguments de la fonction f & un sous-
ensemble £ de A, on obtient une fonction partielle, désignée par
SIEY. On a les propositions suivantes:

14. g=f|E entraine g '(Y)=E f~(Y)
15. siX=XE, et f=flE, ona f(Y)=3f*Y).

En effet, 14 résulte des équivalences
[xeg (V)] =[g@)eY]=lxecE]l[f(x)e Y]=][xeE f1 (V)]
et, quant & 15, on a f Y(Y) =2 f Y(V)-E, =2 f1(Y).

1) ou bien par f(x:F); v. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 194.
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lIl. Fonctions biunivoques. Lorsque la condition f (x,)= f(x,)
entraine l'égalité x, = x,, la fonction f est dite &iunivoque. La
fonction inverse x = f~!(y) transforme alors d'une fa¢on biunivo-
que 'ensemble V en A. On a évidemment:

fif(x)=x pour xcA et ff ' (y)=y pour yeV,
(=%} ={f(x)=f(x2)} e {xecX}={f(x)sf(X)} pour X A.

Dans les formules 2, 2a, 3 et 11, le signe d’inclusionkpeut
étre remplacé par celui d’identité.

IV. Fonctions topologiques. Dans la suite, nous emploierons, outre
les fonctions propositionnelles primitives de la Logique et de la Théorie des
ensembles: x =y, x ¢ X (étendues 4 tous les types d’ordre des variables: X ¢ X etc.),

la fonction propositionnelle primitive topologique x¢ X (ot X, nommé fermeture
de l'ensemble X, est un sous-ensemble de l’espace). Les trois opérations

logiques -}, ', et Z’, effectuées sur ces fonctions primitives, suffisent pour construire
la Topologie toute entiére; toute fonction propositionnelle ainsi obtenue sera
dite topologique.

On a va au N° précédent que, f(x) étant une transformation biunivoque

de 'espace X en C)/; la relation x, = x, équivaut a f (r,) = f (x,) et la relation
xeX & f(x)ef(X). Supposons, en outre, que la relation x ¢ X équivale

A f(x)ef(X). La transformation f est dite alors une homéomorphie?).

On vérifie que, f étant une homéomorphie, toute fonction propositionnelle
topologique concernant lespace X, équivaut d la fonction propositionnelle qui s’en
obtient, en substituant f(x) d x, f(X) a X etc.

En d’autres termes: tout ce qui se laisse exprimer d [I'aide des fonctions
propositionnelles topologiques est un invariant de 'homéomorphie.

Ainsi, par ex., considérons la propriété de I’espace X d'étre dense en soi.

Elle s’exprime par la condition ll rcfx-_—(x) Posons y = f(x). La fonction
X

f étant supposée une homéomorphie, on en conclut que [y« 1 (X) — (),
y

done ”ye‘y—-— (v), ce qui signifie que l'espace (:’/ est dense en soi.
¥

La condition que '’ensemble X, situé dans 1'espace X, soit fermé s’exprime
par l'égalité X=X. 1l vient f(X)=:f(X), ce qui signifie que I'ensemble qui
correspond a4 X est, dans I’espace ‘U, fermé.

1) Nous reviendrons sur cette notion au § 13, VIILi
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V. Notations auxiliaires. Les notations dont il était question jusqu’a
présent suffisent théoriquement — comme nous l'avons dit — pour y fonder la
Topologie. Mais pour des raisons pratiques on se sert en outre des autres
notations, qui sont d'un caractére auxiliaire!).

C’est ainsi, par exemple, que l'on pourrait se passer de la notation
f(x) qui est employée pour désigner une fonction variable. Toute fonction
est, en effet, un ensemble de paires ordonnées (satisfaisant a4 certaines condi-
tions) et la paire ordonnée ab est par définition identique a I’ensemble
[(a, b), (a)]; une fonction est donc un ensemble du 3-me ordre.

l.e cas des notations des nombres naturels (ou réels) est analogue. Si
on suppose que l'espace considéré est infini?) (ce qui est, en général, 1égi-
time), les nombres naturels se laissent définir dans cet espace d’une fagon
intrinséque. Notamment, en classant les sous-ensembles finis de ’espace selon
leur puissance, on définit une suite de classes qui peut étre considérée comme
la suite des ,nombres naturels®. A I’'aide de I'’ensemble des nombres naturels
(ainsi congus), on définit par des procédés classiques I'ensemble des nombres
rationnels, réels, complexes etc. (ainsi, par exemple, la propriété d’'un espace
topologique d'étre une image continue de l'intervalle 01 de nombres réels
est — i ce point de vue — une propriété intrinséque: pour étre formulée
sans variables auxiliaires, elle demanderait, bien entendu, 'emploi des varia-
bles d’ordre trés élevé).

Quant & l'emploi des nombres transfinis, ils interviennent en Topologie
toujours de facon qu’on peut les éliminer & l'aide de la méthode générale
d’élimination des nombres transfinis des raisonnements mathématiques *).

') Bien que, au point de vue logique, les notations auxiliaires ne soient
pas indispensables, elles sont trés utiles dans le développement d’'un systéme
mathématique. A

?) Cette hypothése peut s’exprimer ainsi: il existe une famille d’ensem-
bles X*0 telle que, pour chaque X:X, il existe un ensemble Y satisfaisant
aux conditions: V<X, YCX, Y* X. Voir A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 49,

%) exposée dans mon ouvrage de Fund. Math. 3 (1922), p. 76—108.



PREMIER CHAPITRE.

Notions fondamentales. Calcul topologique.

§ 4. Systeme d’axiomes. Regles de calcul.

I. RAxiomes. Nous considérons dans ce chapitre: 1° un en-
semble, que nous désignons par 1 et que nous appelons espace,
2° une fonction X définie pour chaque sous-ensemble X de 1 de
facon que X (_ 1 et que nous appelons fermeture de X. Les €lé-
ments de l'espace sont dits des points.

Nous admettons les trois axiomes suivants: !)

I) X+V=X+YVY

I) si X ne contient qu'un seul point ou n'en contient aucun, on a
X=X

1) X=X,

II. Interprétation géométrique.*) Kn cas ol 1 désigne l'espace eucli-

dien (A n dimensions), X est I'ensemble X augmenté de ses points d’accumu-
lation. Nous allons prouver que les trois axiomes sont réalisés.

Supposons d’abord que p: X 4 Y, donc que lon a p < lim p, ou
Pre(X4Y). 1l existe alors parmi les p, une infinité de termes qui appartien-

) Des axiomes analogues ont été introduits par M. F. Riesz, Stetig-
keitsbegriff und abstrakte Mengenlehre, Atti del IV Congr. Int. del Mat., vol, II,
Roma 1909. Voir aussi ma note Sur 'opération A de I'Analysis Situs, Fund.
Math. 3 (1922), pp. 182 — 199, M. M. Fréchet appelle ,accessibles” les
espaces assujettis aux axiomes I — [II. Véir son livre Espaces abstraits, Paris
1928, p. 185.

2) Le N°II n'intervient pas dans la suite: il ne sert que pour rendre les
axiomes plus compréhensibles. Cf. aussi § 7, III.
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nent soit tous 4 X, soit tous 4 Y; dans le premier cas on a peX et dans le
gecond p: Y. Done, en tout cas, pe X+ Y.

Il est, d’autre part, évident que, si p appartient a la fermeture de X,
p appartient, a plus forte raison, a la fermeture de chaque sur-ensemble de X,
donc 4 X+ Y. Par conséquent X 4 YC X+ ¥, d’oli on conclut que I'axiome I
est réalisé

L’axiome II étant manifestement vérifié, reste a démontrer I'axiome III.
On a par définition X C ~X. Afin de prouver que XCX supposons que peX
et que S est une sphére (4 n dimensions) qui contient p & I'intérieur. Le point
p appartenant a la fermeture de I'ensemble X, il existe a lintérieur de S un
point ¢ X; cette derniére condition implique ’existence d’'un point s apparte-
nant a SX. Ainsi, chaque sphére qui contient p a l'intérieur, contient un
point de X. Cela entraine la formule pe X, c. q. f. d.

IIl. Régles du calcul topologique:

1. XC VY impligue XCVY

2. XYC XY 3. X-Y(CX-Y
4. (1“)?; Cllx, 5. JX.C X

6. si X est fini, X=X

. XCX 8. 1=1 9. 0=0.

Les cinq premiéres regles résultent de l'axiome I.
En effet, pour prouver 1, remarquons que (selon § 1, II)
Pinclusion X (C Y équivaut a l'égalité Y= X+ Y, qui entraine

Y = X+ Y, done, selon 'ax. I, Y= X+ ¥, ce qui équivaut a l'in-
clusion X C Y.
La régle 1 entraine 2. Car les inclusions XY(C X et XY (Y
“impliquent XY C X et XY ¥, dou XY X-V.
L’identité X+ Y =(X—Y)+ Y entraine en vertu de I'axiome I:
X+ Y=X—Y+7Y et, en multipliant les deux membres de cette
égalité par 1 — VY, il vient X— VY=X—-V—- VY X—V, dou la
régle 3.
La régle 4 esf une généralisation de la régle 2 (a4 une quantité
arbitraire, dénombrable ou indénombrable de facteurs) et elle se
démontre d'une fagon analogue. On a, en effet, pour chaque

indice # [] X, C X,, d'oa [| X, CX,, done []X.C[] X,
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D'une facon analogue, l'inclusion X, (Y X, implique que

X,CYX, dou ¥ X, (C Y X. La régle 5 se trouve ainsi établie.
L k3 i

La régle 6 est une conséquence immédiate des axiomes L et IL
La régle 7 résulte de l'axiome 1I et de la regle 1. En effet,
la formule peX équivaut a linclusion (p) (C X, qui entraine

(p) C X et comme, selon I'ax. 11, (p) = (p), il vient (p) C X, donc
p:.X. Ainsi linclusion ps X entraine pe X, c. q.f. d.

La régle 8 résulte directement de 7 et la régle 9 est impli-
citement contenue dans l'axiome II.

IV. Relativisation. F étant un ensemble de points fixe et
X un sous-ensemble arbitraire de FE, on appelle fermeture de X
relative @ F l'ensemble E-X. La fermeture relative satisfait aux
axiomes [1—III relativisés par rapport d E; c’est-d-dire que, Xet V
étant des sous-ensembles arbitraires de £, on a:

1) E-X+Y“EX+EY

1) si X ne contient quun seul point ou n'en contient aucun, on a
E-X=X

1L E-E-X—=E-X.

in effet, les propositions I et 1l sont respectivement des
conséquences directes des axiomes T et II. Quant a la proposi-
tion IlI;, on a selon la régle 2 et I'axiome I[II:

EXCEXCX=X don EEXCEX

et, l'inclusion inverse étant une conséquence de la régle 7, on
obtient lidentité IlI.. ,

Il est ainsi établi que les axiomes [—III peuvent étre rela-
tivisés par rapport 4 un ensemble arbitraire £. Il en est donc de
méme de tous les théorémes qui résultent des axiomes I-—-III: ils
restent valables, lorsqu’on considére comme espace un sous-en-
semble arbitraire E de 1 (et que l'on relativise la fermeture).

Nous avons va au N°II que les axiomes I—IlI sont remplis dans l'espace
euclidien. Il en résulte que ces axiomes sont aussi remplis, lorsqu’un sous-
ensemble arbitraire d’un espace euclidien est considéré comme espace.

C. Kuratowski. Topologie T. 2
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V. RAnalyse logique du systéme d’axiomes.

Les axiomes I—I1I sont indépendants. En effet, si on considére comme
Pespace un ensemble composé de deux éléments a et b, et si I'on pose: 0 =0,
(a) = (@), (b)) =(b) et (a,b) =0, les axiomes II et IIl sont réalisés, tandis que
I ne 'est pas. Si, pour un espace non vide, on pose X ==0, quel que soit X,
les axiomes 1 et III sont remplis, mais [l ne I'est pas. Enfin, pour prouver
I'indépendance de I'ax. IlI; considérons l'exemple bien instructif suivant?):
l'espace se compose de toutes les fonctions réelles de variable réelle; X étant
un sous-ensemble de cet espace. toute fonction-limite d’une suite de fonctions
extraites de X appartient a X. L'espace des fonctions, ainsi concu, satisfait
aux axiomes I et II, mais ne satisfait pas a I'ax. I1. En effet, .4 désignant
Pensemble des fonctions continues, on a A%+ A puisque la fonction (de
Dirichlet) égale a4 1 aux points rationnels et 4 0 aux points irrationnels
appartient 4 A, mais n’appartient pas a A.

Les axiomes I et Il ne sont énoneés qu’'a I'aide des opérations de I’Algébre
de la Théorie des ensembles et de I'opération X. On pourrait se demander s'il
n'existe d’autres axiomes de ce genre, indépendants des axiomes I — 1II et
valables dans chaque espace euclidien. La solution d’un cas particulier de ce
probléme est fournie par la table suivante.

X

X!y Xttt ‘// \‘X"'“'“" L LX-

. N7 s

NS o
X'—r-- e

% S
v d Ve ’ \ N N
Xty Xttt e > Xi—=— ., X

s
N/
X!—I—I
'y dd a M. Fréchet; voir sa Thése, Rend. di Palermo 22 (1906), p. 15.
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Supposons, notamment, que I'on opére sur un ensemble X & l'aide des
deux opérations: X et X'(=1—X). Quel est le nombre d'ensembles qui s'en
obtiennent? On prouve que ce nombre est 14'). Les 14 ensembles en que-
stion sont contenus dans la table ci-dessus ?). La méme table renferme foutes
les inclusions valables pour chaque sous-ensemble de la droite.

§ 5. Ensembles fermés, ensembles ouverts.

. Définitions. X est un ensemble fermé, lorsque X =X?3).
X est un ensemble ouvert, lorsque le complémentaire de X
est fermé, c. 2 d. lorsque 1 —X=1— X, ou encore, lorsque
X=1—1-—X.

Exemples. Dans V’espace des nombreq réels ies nombres naturels con-
stituent un ensemble fermé; I'intervalle a <7 x < b est fermé; Uintervalle a < x<Cb
est ouvert (non fermé); dans le plan ce dexmer ensemble n’est pas ouvert.

Dans l'espace des nombres naturels chaque ensemble est fermé et ouvert
simultanément.

f(x) étant une fonction bornée définie dans lintervalle a-+ x=+«l0, son

image géométrique, ¢. 4 d. I'ensemble ]f,wly:f(x)], est fermée (dans le plan),
xy

lorsque la fonction [ est continue et dans ce cas seulement (cf. § 23).

Il. Opérations. La somme de deux ensembles fermés est un
ensemble fermé. Cela résulte de I'axiome I, lorsqu’on pose X=X
ot Y=17Y.

Le produit (d'un nombre fini ou infini) d’ensembles fermés est
fermé. En effet, en posant X, = X, dans la régle 4, on a nX C ”X

et comme on a [] X, C]] X, selon 7, il vient ”X‘::”X.
t t L L

En vertu de la formule de de Morgan, d'aprés laquelle
(voir§1,MIetV)ona 1—XY=(1—-X)+(1—Y) et, en général,
1—-]] X,=3 (1 —X,), on conclut des propositions précédentes

t t

que le produit de deux ensembles ouverts est ouvert et que la somme
d’un nombre arbitraire d’ensembles ouverts est ouverte.

) Pour la démonstration, voir ma note citée de Fund. Math. 3, p. 196.

2) Pour des raisons typographiques nous écrivons X~ au lieu de X; I'ai-
guille remplace ici le signe d’inclusion C.

3) Notion due 4 G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 51.
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D’aprés les regles 8 et 9, les ensembles 0 et 1 sont simulta-
nément fermés et ouverts 1),

II. Propriétés. D’aprés l'ax. III, la fermeture est un en-
semble fermé. On peut donc définir les ensembles fermés comme

les ensembles de {a forme X. D'une facon analogue, les ensembles
ouverts coincident avec les ensembles de la forme 1 — X.
Si G est ouvert, on a GX (_ GX, quel que soit X.

Car, par définition de I'ensemble ouvert, on a G =1-1— G,
done G- X =X —1—G(_ X—(1~G)=GX en vertu de la régle 3.

L'inclusion GX(_ GX implique GXC_‘ GX et, en tenant compte
de la formule X ( X, on a (i/\’(: GX, d'ou

IV. Relativisation. Conformément a la terminologie adoptée
au § précédent, un ensemble X est fermé relativement a E, lorsque
X = [-X. L'ensemble X est relativement ouvert, lorsque X(_ E
et que E — X estrelativement fermé (par rapport a £), autrement
dit, lorsque X = F— E — X,

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble soit

fermé (ouvert) relativement a E est qu’il soit le produit de E et d'un
ensemble fermé (ouvert).

Tn effet, la condition est nécessaire, car dans le cas ot X
est relativement fermé, on a X =FE-X, et dans le cas ou X est
relativement ouvert, on a X=F — F — X = E-(1— E—X).

Pour prouver qu’'elle est suffisante, supposons d’abord que
l'on ait X =FEF et F—=F. 1l s’agit de prouver que X est fermé
relativement & £, ¢. & d. que X = E-X, donc que EF = E-EF.

) La notion d'ensemble fermé (ou celle d’ensemble ouvert) peut étre
admise comme primitive (au lien de la fermeture); en admettant comme axiomes les
¢noncés du N°II, on obtient un systéme analogue au systéme basé sur les
ax, I--1Il. Cf. P. Alexandroff, Math. Ann. 91 (1925), p. 208 et W. Sierpin-
ski, Math. Ann, 97 (1926), p. 335, Topologja (1928). Voir aussi plus loin § 7, III.
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Or, selon la régle 1, EF (C F et comme F = F, il vient E-EF (_ EF.
L’inclusion inverse résulte directement de la régle 7.

Enfin, dans le cas ou X = EG et G est ouvert, 'ensemble
E — X, comme égal 4 E— EG-==FE-(1 — (), est un produit de £
et d'un ensemble fermé; il est done fermé relativement & E. Par
conséquent X est relativement ouvert, c. q. f. d.

En particulier, si £ est fermé (ouvert), la propriété d’étre
fermé (ouvert) relativement a £ entraine la méme propriété au
sens absolu. Cela résulte du théoréme précédent, en tenant compte
du fait que le produit de deux ensembles fermés est fermé et que
le produit de deux ensembles ouverts est ouvert (voir N"II).

Le méme théoréme implique que la propriété d’étre relative-
ment fermé est fransitive, ¢. 4 d. que si X est fermé dans Y et
Y est fermé dans E, X est fermé dans E.

En effet, par hypothése: X= V- Xet V=F Y, done X=F XY
et, comme produit de £ et d'un ensemble ferm¢, X est relative-
ment fermé dans F.

Il en est de méme de la propriété d'étre relativement ouvert.

V. Ensembles F., ensembles G;. La somme dune famille
dénombrable ')y d’ensembles fermés est dite F,, le produit d’une fa-
mille dénombrable d’ensembles ouverts est dit G *).

On voit aussitét que le complémentaire d’un ensemble F, est
un G; et que le complémentaire d’'un G; est un F,. La somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles F. est évidemment un F,.

Le produit de deux ensembles F, est un F,; soit, en effet, A= A,
-l

et B==2 B, donc AB =) A,B., et, les ensombles A, et B, étant
n--1 n, m-:1
fermés, leur produit 4, B, est aussi fermé; I’ensemble AB est

) Nous entendons par eusemble dénombrable un ensemble dont les élé-
ments se laissent ranger en une suite finie ou infinie. Notons que, dans
ce sens, chaque ensemble fini est dénombrable.

?) Ces deux notions, qui présentent une généralisation des notions d’en-
semble fermé et d’ensemble ouvert ont été étudiées surtout pour les buts de
la Théorie des fonctions. Cependant elles se sont montrées trés utiles aussi
dans les problémes géométriques de la Topologie (v. surtout chap. III, §§ 29—32).
Ces notions sont dues a M. W. H. Young, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 55 (1903),
p. 287.
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donc un F,. Par raison de symétrie, le produit d'une infinité dénom-
brable d’ensembles Gy est un G; et la somme de deux ensembles
G; est un Gj.

Tout ensemble F, est somme d’une suite d’ensembles fermés
croissants. On a, en effet,

F1+F2+F$+---=F1+(F1+F2)+(F1+F2+Fs)+--o

et les ensembles en parenthéses sont fermés.

D’une facon analogue, tout ensemble G; est produit d'une
suite d’ensembles ouverts décroissants.

Pour que X soit un ensemble F, (un ensemble G;) relative-
ment a E, il faut et il suffit que X soit un produit de E et d’un
F; (d'un Gy).

Cela résulte des identités:

FI -E4+F,E+..=(F,+F+.)E
et
(G, E)-(Gy-E)-...=(G,-G,"..)- E.

En particulier, si £ est un F, (un G;), X l'est également.
D’aprés l'ax. II, tout ensemble dénombrable est un F,.

Ainsi, par exemple, ’ensemble des nombres rationnels est, dans I'espace
des nombres réels, un F;. L'ensemble des nombres irrationnels est donc un Gy.
Nous allons voir plus tard que ce dernier n’est pas un Fg.

VI. Ensembles boreliens. En généralisant les notions d’en-
semble fermé et d’'ensemble ouvert & 1'aide des opérations de la
Théorie des ensembles (comme nous l'avons fait dans le N° pré-
cédent), on est conduit a considérer les ensembles qui s’obtien-
nent des ensembles fermés (ou ouverts) par les opérations d’addi-
tion et de multiplication dénombrables, ainsi que par celle de
soustraction. On parvient ainsi & la définition suivante.

Définition '), La famille F des ensembles boreliens est la
plus petite famille assujettie aux conditions suivantes:

1) chaque ensemble fermé appartient a F,
2) si X appartient a F, 1 — X lui appartient également,

') Voir E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, p. 46
et F. Hausdorff, Mengenlehre, § 18 ,Borelsche Systeme* et Grundzige, p. 304.
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3) si X.(n=1,2,..) appartient & F, l'ensemble [| X, lui appar-
n:=1
tient également.
On voit aussitot que la condition 1) peut étre remplacée par

1) chaque ensemble ouvert appartient @ F
et que la condition 3), peut étre remplacée par la condition 3),

qui s’obtient de 3), en y substituant > a [].

L’'étnde plus détaillée’ des ensembles boreliens se trouve dans les cha-
pitres II et III. '

Les ensembles que I'on rencontre dans la majorité des applications de Ia
Topologie sont boreliens. D’autre part, comme nous verrons, on connait des
exemples d’ensembles non boreliens.

En ce qui concerne les ensembles relativement boreliens, on
a le théoreme suivant: E éfant un ensemble donné, les ensembles
boreliens relativement a E coincident avec les ensembles de la forme
BE, oit B est un ensemble borelien variable.

En effet, la famille des ensembles X tels que XE est bore-
lien relativement a E satisfait aux conditions 1)—3), car 1° si X
est fermé, XE est fermé dans E, donc borelien relativement a E,
2% si XE est borelien dans E, (1— X)-E I'est également, puisque
(1 —X) E=E— XE, 3 sichacun des ensembles EX, est borelien

dans E, E-[]| X, Dest également, puisque E-”iX,. ==”1 (EXn).
n=1 n= n==

Or, la famille des ensembles boreliens étant la plus petite
famille satisfaisant aux conditions 1)—3), elle est contenue dans
la famille des ensembles X en question. Autrement dit, si X est
borelien, XE est borelien relativement a E.

Inversement, la famille des ensembles X = BE, ol B est bo-
relien, satisfait aux conditions 1)— 3) relativisées par rapport
a E, car 1° chaque ensemble fermé dans E appartient a cette famille,
2° si X = BE, I'ensemble £ — X = E (1 — B), comme produit de £
et d'un ensemble borelien, appartient & la famille considérée,
3% si X, = EB,, on a ['IIX,. = E~[]an, done HIX,. appartient aussi

n= n= n=
a4 la famille considérée. Par conséquent cette famille contient
la famille des ensembles boreliens relativement 4 £. En d’autres
termes, si X est borelien relativement & £, X est un produit
de E et d'un ensemble borelien.
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§ 6. Frontiére, intérieur d’ensemble.

1. Définitions !). La frontiére de X est l'ensemble Fr(X) =
= X-1—=X. Lintérieur de X est Uensemble Int (X)=1—1—X,

Exemples. Sur le plan euclidien, X désignant le cercle x*-fy*-71,
Fr (X) est Ia circonférence du cercle, Int (X)) est le reste. Rien ne change, si
I'on remplace le signe - par <.

Dans l'espace des nombres naturels la frontiére de chaque ensemble
est vide.

Dans l'espace des nombres réels I'ensemble des nombres rationnels
a pour frontiere 'espace entier.

X étant un ensemble arbitraire situé dans Pespace des nombres réels
et f(x) étant la fonction définie pur les conditions: f(x)==1 pour x:X et
f(x) =0 ailleurs, la frontiere de X constitue I'ensemble des points de discon-
tinuité de la fonction f(x) (voir § 13).

If. Formules de calcul. Nous nous servirons dans la suite
des formules suivantes ).

(1) Int(XY)=Int(X) Int(Y) @) XCV implique Int(X)_Int(Y)

(2) X Int (X) C Int (Y X))
(3) ImtX)=X-1—X=X—-F X)X
4) Fr (1 — X) = Fr(X) ) Fr (X) (_ Fr (X)

6) Fr(X)=X1-X+4+X—X () X+Fr(X)=X
@) Fr(X+ WV CFr(X)+Fr(Y) (9) Fr(XY)(CFr(X)4Fr(Y)
(10) Int (X)-Fr(X)=0 (11)  Frlnt (X)] C Fr (X)

(12)  Int [Fr (X)] == X-Int[Fr (X)] = Int[Fr (X)] — X.

) Ct G. Cantor, Gottinger Nachr. 1879, p. 128 et C. Jordan, Journ,
de Math. (4) 8 (1892), p. 72.

%) Quelques-unes se trouvent chez M. Zarycki, Quelques notions fon-
damentales de I' Analvsis Situs au point de vue de PAlgébre de la Logique, Fund.
Math. 9 (1927), pp. 3-—-15. L’auteur étudie en outre d'autres fonctions d’ensemble,
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Les formules (1)—(3) se démontrent comme suit:
1-1—XYV=1-1-X4+1-V=1-(1—-X+1-Y)= (1--1—5‘(’) (1-1=Y).

>‘1nt(X)__1—[11 —X.C1-- I[(1 ) o= Int(u X).

1--1-XC1—(1-X)=X, donec Int(X)=X (1—1 X)=X—1—X-
=X—X1-X=X-XX1-X=X-X1-X=X Fr(X)CX
Les formules (4) et (5) sont évidentes.

X1-X=X1—-X)X+(X1—-X)(1—-X), dou liden-
tité {6) en vertu des inclusions X (C X et 1-XC1-X

X+FrX) =X+ X1—-X4+(X—-X)=X+(X=X) =X,

Fr(XY)=Fr(1—XV)=Fr|(1--X)+1—- V]
CFr(1—X)+Frd—Y)=Fr(X)+Fr(Y).

La formule (10) est évidente et la formule (11) résulte de (4)
et (5).

L'inclusion Fr (X) (T X implique en vertu de (1) et (3) que
Int[Fr(X)] CC X. En désignant par G I'ensemble (ouvert) Int |Fr (X)),
on a done¢ G = GX, d’oi, en raison de § 5, IlI: G = GX = GX, ce
qui donne la premiére des égalités (12). La deuxiéme en résulte,
en substituant 1 — X 4 X et en tenant compte de (4).

Au point de vue du calcul topologique les formules suivan-
tes, que nous citons sans démonstration, présentent un certain
intérét:

Int [Int (X)] = Int (X), Int(X — ¥)(C Int(X) — Int (Y),

Fr {Fr [Fr (X)]} = Fr [Fr (X)] C_ Fr (X).

La formule Int (X4 ¥) = Int (X)+Int (¥) sera établie au § 8.
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Ill. Rapports avec les ensembles fermés et ouverts.

On voit aussitot que la frontiére est fermée et que Uintérieur

est ouvert'). De plus, l'intérieur de X est le plus grand sous-
ensemble ouvert de X; car, G étant un sous-ensemble ouvert
de X, onal1—-XC1—G=1—G, doit 1—X(C1—G, donc
GC1—1— X =Int (X).

Si X est fermé, on a Fr(X) = X-1— X; si X est ouvert, ona

Fr(X) = X— X. Chacune de ces égalités caractérise les ensem-
bles fermés et ouverts respectivement, car on obtient en vertu de (6)

dans le premier cas X — X =0, doid X = X, et dans le second
cas X' 1—X=0,dotl1—-X=1—-X
En particulier, I'égalité Fr (X) = 0 équivaut a I'hypothése que
X est simultanément fermé et ouvert. '
La condition nécessaire et suffisante pour que X soit une dif-
férence de deux ensembles fermés est que Uensemble X — X soit
fermé ?).

En effet, soient X = E — F, E et F deux ensembles fermés. On a
X=X(E-—-F)=XE—-XF

et comme X ( E, il vient X (C E, d'ou X -E = X. Par conséquent
X=X—XF, doit X--X=X-F; donc X— X est fermé.

Inversement, si X — X est fermé, 'ensemble X, comme égal

IV. Théoréme sur l'additivité. On rapprochera a la for-
mule (2) le théoréme suivant (dont nous nous servirons au § 8):

{X,} étant une famille (de puissance arbitraire) d’ensembles
ouverts relativement & la somme D X, on a
t

') Cette derniére proposition équivaut a I'ax. III; sous le nom de la
scondition de M. Hedrick“ elle a été considérée par certains auteurs comme
axiome. Voir E. R. Hedrick, Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911), p. 285 et
M. Fréchet, Espaces abstraits, p. 201.

?) Voir la note de M. W. Sierpiniski et moi, Sur les différences de
deux ensembles fermés, TOhoku Math. Journ. 20 (1921), p. 22.
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® Int (Y X) = X Int (X,)

(i) Int (ZX) = 2, Int (X)

Eneffet, en posant S =} X, on a par hypothése X, = S—-S—-X.C
t
C1—-8—X,donc SC X (1—S—X). Il vient: Int(S)=S-Int(S)
t
CEA-5=%)-(1-1=9=FA-S= X F1-9) =T 1 ~1-5X) =
t t t
=21—-1=-X)=YInt (X) et, en vertu de (2), on en tire I'éga-
¢ t
lité (i). -
D'aprés le § 5, III on a Int (S) = Int (5)- S C Int (S)-S.
Comme nous avons prouvé, S Z (1—8—X); il vient donc

Int (S) C Int(S) Z 1—-S—=X) = ¥t — s %),

Or,Int(§)—S—X,CS—S—X,C S—(S— X) = X, et, le premier
membre de cette inclusion étant ouvert, il est contenu dans l'in-
térieur de X;; ainsi Int(S)— S — X, C Int (X)). En tenant compte

de la formule précédente, on obtient Int (S)(C Z, Int (X‘), donc
Int (S) CZ Int (X).

Reste a prouver l'inclusion inverse. Or, d’ apres (1’), Int (X )C
C Int(S). Done Z Int (X) C Int (S) et finalement 2 Int (X) C Int (S)

§ 7. Entourage d’un point. Localisation
des propriétés.
I. Définition. L’ensemble X est dit entourage du point p,
lorsque p e Int(X), c. 2 d. lorsque p est un pomt intérieur de JX;
autrement dit, lorsque p n’appartient pas a al—X

Un ensemble ouvert est un entourage de chacun de ses points.
Un entourage de p contient un entourage ouvert de p, notamment
Pintérieur de cet entourage.
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Chaque sur-ensemble d’un entourage de p est un entourage
de p. Le produit de deux entourages de p est un entourage de p.

Car 1 — XYV =1—X+1-1Y.

1. Equivalences. Pour que pe X, il faut et il suffit que tout
entourage E de p satisfasse a linégalité XE = 0.

Supposons, en effel, que pe X et soit E un entourage arbi-
traire de p. Cela veut dire que p n'appartient pas a 1—E etil
vient pe X —1— E(_ X— (1 — E)= XE. Par conséquent XE £ 0.

Supposons, d’autre part, que chaque entourage £ de p satis-
fait a Pinégalité XE :£4 0. Il en résulte que ensemble 1 — X n’est
pas un entourage de p, donc que pel —(1— X) = X.

Ce théoréme entraine directement le corollaire suivant:

Pour que p e Fr (X), i faut et il suffit que tout entourage E
de p satisfasse ¢ la double inégalité EX -0 = E — X,

[l est & remarquer que dans les deux énoncés précédents on
peut remplacer le terme entourage de p par ensemble ouvert con-
tenant p. Car chaque entourage de p contient un entourage ouvert
de p.

11l. Espace de Hausdorff. La notion d’entourage (ouvert) du point p
est le terme primitif de I'espace de Hausdorff !). Cet espace est assujetti
aux 5 axiomes suivants:

A. A chaque point p correspond au moins un entourage. Chaque en-
tourage de p contient p.

B. U et V étant deux entourages du point p, il existe un entourage
de p contenu dans UV.

C. Si U est un entourage de p et ¢: U, il existe un entourage V de ¢
contenu dans (/.

D. Si p==gq, il existe deux entourages U et V des points p et ¢ respe-
ctivement, tels que 'V =0,

E. A chaque point p correspond une suite (dénombrable) d’entourages
telle que tout entourage de p est sur-ensemble d'un terme de cette suite?).

Y} Grundziige der Mengenlehre, p. 213; au point de vue historique il est
intéressant de rapprocher le systéme de M. Hausdorff a celui de M. Hil-
bert, Gottinger Nachr. 1902 (reproduit par ex. dans Grundlagen der Geometrie
Leipzig 1913, p. 165). Cf. aussi les espaces ( )') (= voisinage) de M. Fréchet
(Ispaces abstruaits, p. 172).

) ,Das erste Abziihlbarkeitsaxiom®, F. Hausdorff, ib. p. 263.
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On voit facilement que les entourages ouverts d'un espace qui satis-
fait aux axiomes I—IIl vérifient les propositions A, B et C, tandis que les pro-
positions D et E peuvent étre en défaut?). Inversement, si I'on deéfinit la fer-
meture dans I'espace de Hausdorff par la condition exprimée dans la propo-
sition du N°II, les axiomes I—IIl se trouvent vérifiés?).

Ceci généralise le fait que chaque espace euclidien satisfait aux axiomes
I—IIT (cf. § 4, I, car un espace euclidien est un espace de Hausdorfl (lorsque
p. ex. les sphéres ouvertes de centre p sont considérées comme des entou-
rages de p).

IV. Localisation. Etant donnée une propriété P d'ensembles,
désignons par P la famille des ensembles jouissant de cette pro-
priéte.

Définition. Lensemble X jouit de la propriété P au point p,
lorsquil existe un entourage E de ce point tel que XE<P. Le
symbole X" désigne Uensemble des points p (qu’ils appartiennent
a X ou non) auxquels X ne jouit pas de la propriété P.

Ainsi, par exemple, si P est la famille composée de 'ensem-
ble vide, on a, d’aprés le théor. du N°II, X' X, En localisant les
propriétés d’étre un ensemble fini et d’é¢ire un ensemble dénom-
brable, on parvient, comme nous verrons (§§ 9 et 18), aux no-
tions de l'ensemble dérivé et de 'ensemble des points de condensa-
tion de X.

V. Familles héréditaires et additives.

Nous allons étudier opération X, en imposant d la famille P
deux conditions qui seront réalisées dans plusieurs cas impor-
tants. Nous allons notamment supposer que la famille P est
héréditaire et additive, ¢. 4 d. que

() les conditions X e P et Y (_ X entrainent Y e P,
(ii) les conditions Xz P et Y= P entrainent X + Ye P.

Conséquences de (i). La condition (i) supposée remplie, on
peut dans la définition du N° précédent imposer a 'entourage £ la
condition d’étre ouvert. En effet, d’aprés N°J, chague entourage
E de p contient un entourage ouvert (G de p; donc, si I'on suppose
que XE ¢ P, 'inclusion XG (_ XE entraine XG ¢ P.

) M. Fréchet, 1. c, p. 212,
) F. Hausdorff, 1 c., pp. 223—4.
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De 1a résulte que ’ensemble 1 — X*, comme somme d’ensem-
bles ouverts, est ouvert. Par conséquent X est fermé.
Nous allons prouver que

(1) XCVY impliqgue X*(C Y* (2) X*CXx:
(3) si G est ouvert, on a GX* = G- (GX)*.

En effet, soient X ( Y, pe¢ X* et G un ensemble ouvert con-
tenant p. Donc XG non-¢ P et, comme XG (C YG, on conclut
de (i) que YG non-¢ P. 1l en résulte que pe Y™,

Supposons a présent que p non-¢ X*. Il existe par consé-
quent un entourage G de p tel que XGe¢ P. 11 vient selon (i)
0e P, dou X*-(1 — X*)eP. Or, Pensemble X* étant fermé, 1 — X*
est un entourage de p. On en conclut que p non-¢ X*, d’ou
Pinclusion (2).

Supposons enfin que pe GX*. Donc H étant un entourage
de p, on a HGX non-e« P (puisque HG est un entourage de p).
Il en résulte que p s (GX)*. Ainsi GX*(C (GX)*. D’autre part, selon (1),
Pinclusion GX(_ X entraine (GX)*(C X', d’ou G-(GX)*C GX*, ce
qui implique 1’égalité (3).

L’égalité (3) montre que le fait qu’un ensemble X posséde
ou non une propriété au point p dépend de l’entourage de ce
point; c’est donc un fait ,local”.

Remarquons enfin que la proposition (1) entraine (voir § 4, III)
les formules suivantes:

@ @y Ccx-yr 6  dlx)yCllx;
(6) X, CXXx)y.

Conséquences de (i) et (ii):
) X+Y)y=Xx4r 8) X —YVCX-")

En effet, si p non-¢ X, il existe un entourage G de p tel
que XGeP. De méme, si p non-¢ Y*, il existe un entourage
H de p tel que YHeP. Selon (i): XGHeP et YGHe P, d’ou
selon (ii) : (X4 Y)- GH < P, ce qui prouve que p non-: (X + Y)".
Done (X + YY) C X*+ Y*. L’inclusion inverse est un cas parti-
culier de (6).

La formule (8) résulte de (7); cf. § 4, III, régle 3.
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§ 8. Ensembles denses, frontiéres, non-denses.

I. Définitions. 1. X est un ensemble dense, lorsque X=11).
2. X est un ensemble frontiére, lorsque son complémentaire

est dense, ¢. a d. lorsque 1 — X = 1.
3. X est un ensemble non-dense, lorsque sa fermeture est

un ensemble frontiére, c. a d. lorsque 1—X=1 2).

Fxemples. Dans I’espace des nombres réels, les nombres rationnels con-
stituent un ensemble dense et frontiére. Cependant, cet ensemble n’est pas
non-dense.

Sur le plan, la circonférence d’un cercle cst non-dense.

On voit aussitdét que tout sur-ensemble d’un ensemble dense
est dense, tout sous-ensemble d’un ensemble frontiére est fron-
tiére, tout sous-ensemble d’un ensemble non-dense est non-dense.
La fermeture d’'un ensemble non-dense est non-dense.

Tout ensemble non-dense est frontiére. Inversement, tout
ensemble frontiére et ferm é est non-dense.

Un ensemble frontiére ne peut étre ouvert que s’il est vide.

Il. Conditions nécessaires et suffisantes. L’égalité 1 — X' =1
équivaut a la formule Int (X) = 0. Les ensembles frontiéres peu-
vent donc étre définis par la condition qu’ils ne contiennent aucun
point intérieur ou encore, qu’ils ne contiennent aucun ensemble
ouvert non vide. L’égalité Int (X) = 0 étant équivalente a linclu-
sion X ( Fr (X) (voir § 6, II (8)), on peut aussi définir un ensem-
ble frontiére comme ensemble contenu dans sa frontiére ou
encore, comme ensemble satisfaisant a Pinclusion X C 1 X.

On en conclut que pour que X soit un ensemble frontiére, il faut

et il suffit que l'on ait X (C 1 — X ou, ce qui revient au méme, que
XCl1-X

Cette dernlére inclusion caractérise donc les ensembles non-
denses.

Y G. Cantor, Math. Ann. 15 (1879), p. 2
2) Cette notion remonte 3 P. du Bois-Reymond, Die allgemeine
Functionentheorie 1, Tiibingen 1882,
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Une autre condition nécessaire et suffisante pour qu’un en-
semble X soit non-dense est la suivante: chaque ensemble ouvert
non vide contient un ensemble ouvert non vide et disjoint de X.

En effet, si X est non-dense, ’ensemble X, comme ensemble
frontiere, ne contient aucun ensemble ouvert non vide. Donc,
G étant un ensemble ouvert (-4 0) arbitraire, 'ensemble G — X est
non vide, ouvert et disjoint de X.

D'autre part, si X n’est pas non-dense, X n’est pas un en-
semble frontiére, done Int (X) 7= 0. Or, G étant un sous-ensemble
ouvert (=4 0) de Int(X), il vient G Int (X)(C X, dott G- X 40,
donce GX =4 0 (voir § 5, IIl), ce qui prouve que Pensemble ouvert
non vide Int (X) ne contient aucun ensemble ouvert non vide
qui soit disjoint de X.

1Il. Opérations. La somme dun ensemble fronticre et d'un
ensemble non-dense est un ensemble fronticre ).

Soit, en effet, 1—~X-=1=1-—Y. En tenant compte de la
régle 3 du § 4, on conclut que

{1V el X Y C Ao X = V=1 = (X 1),

dott 1=1—V(1—(X+7Y) et finalement 1 — (X + V) == 1.

Il en résulte que la somme de deux, donc d’un nombre fini
d’ensembles non-denses est non-dense ?),

Car, X et Y étant non-denses, il en est de méme des en-
sembles X et Y. D’aprés ce qui précéde I’ensemble X + ¥ est
frontiere et, comme ensemble fermé, il est non-dense. 1l en est
de méme de X -+ V, puisque X+ VYV X+ V.

1X,} étant une famille d’ensembles ouverts relativement a la

somme N X, si chaque X, est un ensemble frontiére, > X, lest éga-

lement, si chaque X, est non-dense, > X, lest également.

) tandis que la somme de deux ensembles frontiéres peut ne pas étre
un ensemble frontiére: tel est le cas de I'ensemble des nombres rationnels et
de celui des nombres irrationnels dans l'espace des nombres réels.

) Cf. S Janiszewski, Thése (1911), p. 26.
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C’est une conséquence des formules (i) et (ii) du § 6, IV, en
y posant Int (X)) = 0 et Int (X,) = 0 respectivement.

IV. Décomposition de la frontiére. La frontiére d’un en-
semble se compose de deux ensembles frontiéres, notamment des en-
sembles X-1--Xet X—X.

La formule Fr (X)= X-1--X+.X— X a été établie au § 6
(formule 6). Il suffit de prouver que ’ensemble .X-1 — X eslt un
ensemble frontiére, car I'ensemble .X¥ — .\ s'en obtient par substi-
tutionde 1 X a X. Or,ona 1=:1-N+1—1- X 1—=X+1-1-X =
=1 X+1—1-X=1-X-1—X, c. q. f. d.

Il est a remarquer que nous avons démontré, en méme temps,
que les ensembles frontiéres peuvent étre définis comme les en-
sembles de la forme .X-1 — X (done¢ aussi comme ceux de la forme
X — X).

V. Ensembles dont la frontiére est non-dense. S/ [l'un
des ensembles X-1 — X ou X — X est non-dense, la fronticre Fr (X)
est non-dense, car, d’apres IIl, elle est alors un ensemble fron-
tietre, done, comme ensemble fermé, elle est non-dense.

in particulier, si X" est fermé, on a X' - X =0. Par consé-
quent la frontiére d'un ensemble fermé est non-dense. De méme, la
frontiére dun ensemble ouvert est non-dense.

Afin d’établir une condition nécessaire et suffisante pour que
Fr (X) soit non-dense, remarquons d’abord, que les ensembles dont
la frontiére est non-dense constituent un corps, c¢. i d. que la
somme, le produit et la différence de deux ensembles de ce
genre est encore un ensemble de ce genre !).

Cela résulte directement des formules 8,9 et 4 du § 6, II et du
fait que la somme de deux ensembles non-denses est non-dense.

) Ainsi par exemple la frontiére d'une différence de deux ensembles
fermés est non-dense. 1l en est encore de méme des ensembles qui s’obtien-
nent des ensembles fermés par ['application itérée de la soustraction et de
Paddition un nombre fini de fois. Une généralisation de ce fait aux opérations
infinies sera traitée au § 12. Une autre famille importante d'ensembles ayant
la fronticre non-dense est celle des ensembles c/airsemés (voir § 9). La notion
d’ensemble a frontiére non-dense correspond i celle de fonction ponctuellement
discontinue (v. § 13, VI).

C. Kuratowski, Topologie 1. 3
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Pour que la frontiére de X soit non-dense, il faut et il suffit
que X soit une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-

dense.
Considérons, en effet, Pidentité

X=X—=-1=X+X1-X=Int(N)+ X1~ X,

Si Fr(X) est non-dense, Pensemble X1 — X Lest a plus
forte raison. La formule précédente montre done que X est une
somme d’'un ensemble ouvert el d’un ensemble non-dense.

Remarquons, d'autre part, que N étant un ensemble non-
dense, Fr (N) est aussi non-dense comme un sous-ensemble de
Pensemble N, qui est non-dense. Par conséquent, si X est une
somme d’'un cnsemble ouvert ¢t d’'un ensemble non-dense, donc
de deux ensembles ayant la frontiére non-dense, Fr (\\) esl aussi
non-dense, c. q. f. d.

Il résulte du théoréme précédent que pour que Fr (X) soit
non-dense, il faul et il suffit que X soit une différence d’un ensemble
fermé et d’un ensemble non-dense.

Car d’'une part Fr(X) = Fr (1 — X) et d’autre parl, si X est
une somme d’un ensemble ouvert et d’'un ensemble non-dense,
1 — X est une différence d’'un ensemble fermé et d’un ensemble
non-dense et réciproquement, puisque 1 — (G 4+ N) = (1 ~ G) — N.

Dans le domaine des ensembles ayant la fronticre non-dense
les nofions d'ensemble fronticre el d’ensemble non-dense coincident.

En cffet, si Y est un ensemble frontiere de la forme X = G+ N,
Pensemble ouvert G est vide, done X est identique i I'ensemble
non-dense N,

VL. Relativisation. Si .\V{_ E, X est par définition, dense,
fronticre, non-dense relativement ¢ E, lorsqu'on a respectivement

XN-F = E, £ X-E-=FE, E—-XE-=E,

c. i d. lorsque E(C"X, E(CE—X, E(C E— X respectivement.

D’apres 11, la condition que X soit frontiére (resp. non-dense)
relativement a4 E, s’exprime aussi par l’inclusion

NXCE--X (resp. X~ E— X).
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On voit aussitot que

1) X est dense dans X; par conséquent X — X cst fronticre
dans X; d'apres § 6, Il (12), lensemble X-Int[Fr (X)] est simul-
tanément dense et frontiére dans Int [Fr (X)];

2) si X est dense dans E, X est dense dans chaque sous-en-
semble de E (qui contient X); si X' est frouticre (ou non-dense)
dans E, X lest également relativement & chaque sur-ensemble de E;

3) si X est dense dans Y et Y dans Z, N est dense dans Z.
En particulier, si X est dense dans Y, X est dense dans Y.

4) si X est non-dense dans L, NE est non-dense dans F.

En effet, on a par hypothese: X E - X. Donc en vertu
de la formule £ — X = E—~ X (" E- X, il vient X(T E — X, d’oi
NEC E—XCE~— XL, c. q. f. d.

5) U {étant un ensemble ouvert, si X est fronticre (non-dense),
il en est de méme de X relativement a U, ef de XU relativement a (i.

En effet, si .\ est un ensemble frontiere, on a N (71 X,
donc XG(_1— X U et, comme selon § 5, I, 1 - XN-G( G- X,
il vient XG (C G — X =0G— XG. N

D’une facon analogue, si X est non-dense, on a A'(_ 1 — X,
dott XG{ 1 - XN-G(C G-X(C G- XG.

En outre, XU := XG4+ X (G — @) et 'ensemble G - G, donc
A-(G - (), étant selon 1) non-dense, dans (J, le resle de notre
énoncé résulte de [1L

VII. Localisation. Par définition, X est frontiére (non-dense)
au point p, lorsqu'il existe un entourage G de p tel que Pensemble
XG est frontiere (non-dense).

Ainsi p. ex., sur le plan, 'ensemble composé d'un eerele (Pintérvieur y com-
pris) et d'un segment n'ayant qu'un seul point p commun avee le cercle, est

localement non-dense en chaque point du segment, sauf au poinl p, mais cet
ensemble n’est non-dense en aucun point du cercle.

Chaque sous-ensemble d’un ensemble frontiére (non-dense)
I'étant également, on peut, dans la définition précédente, rempla-
cer le terme enfourage par entourage ouvert (cf. § 7, V).

Pour que X soit non-dense au point p, il faut et il suffit
que X soit un ensemble frontiére en ce point.
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En effet, si X n’est pas non-dense au point p et si G est
un cnsemble ouvert contenant p, GX n’est pas non-dense; il
existe, par conséquent, un ensemble ouvert / satisfaisant a la

condition 0= H (_ GX. 1l vient (v. § 5, llI): H=H-GX(_ HGX,
dou HG # 0 et, comme HG (C G-GX(C G- X, Pensemble G-X
n'est pas frontiére, ce qui implique que X n’est pas frontiére au
point p.

Inversement, si X n’est pas frontiere au point p ¢ G, il existe
un ensemble ouvert  tel que 0=~ H( G- X. Donc HC G- X GX,
ce qui moatre que X n’est pas non-dense au point p.

Int (X) est l'ensemble des points en lesquels X n’est pas loca-
lement frontiére; Int (X) est celui oir X nmest pas localement non-
dense.

Soient, en effet, pclInt(X) et G un entourage ouvert de p.
L’inégalité G-Int(X) 5= 0 entraine 0= G-Int (X) (C GX, ce qui
prouve que X n'est pas frontiére au point p.

Inversement, si pel —Int(X), I'ensemble G =1 — Int(X)
est un entourage ouvert de p tel que GX est frontiére, car

Int (G.X) = Int (G) Int (X) = [1 — Int (X)] Int (X) = 0.

La deuxieme partic de notre proposition résulte de la pre-
micre en vertu de la proposition précédente.

L’ensemble des points de X oit X est localement frontiére (non-
dense) est un ensemble frontiére (non-dense).

En particulier, si X est en chacun de ses points localement
frontiére (non-dense), X est un ensemble frontiére (non-dense),

On a, en effet, X — Int (X) (C X —Int (X) = X-1-- X et, en-
semble X1 — X étant (selon N [V) un ensemble frontiére, I'’ensemble
X —Int(X) Pest également.

D’une fagon analogue, X —Int(X)(C X—Int(X)=X"1—- X
(—X'1— X et, ce dernier ensemble étant fermé et frontiére, donc
non-dense, .X — Int ()\;) est non-dense.

Chaque sous-ensemble d’un ensemble non-dense étant non-
dense et la somme de deux ensembles non-denses I’étant égale-
ment, la famille des ensembles non-denses est héréditaire et addi-
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tive. On peut donc, dans les formules (1)—(7) du § 7, V. substi-

@) Int (X)+ Int (Y)=Int (X+7Y), X Int(X) C Int (Y X).
L t
De la proposition 5 du N° précédent nous concluons que:
(ii) G étant un ensemble ouvert et X un ensemble frontiére (non-
dense) dans un point p, XG lest au point p relativement a G (si
pe Q) et X G lest relativement & G (si p < G).

En effet, il existe par hypothése un entourage F/ de p tel
que F1X est frontiére (non-dense). Donc selon 5 (ou I'on substitue
HX a X), HGX est frontiére (non-dense) relativement a G et
HGX Pest relativement a G; de plus, les ensembles HG et HG
sont des entourages de p relatifs &8 G et a G respectivement.

VII. Domaines fermés!). Un ensemble X est dit un
domaine fermé, lorsqu’il est fermé et n’est localement non-
dense en aucun de ses points; autrement dit (v. N°VII), lorsque

X = Int (X), ou encore, lorsque X =11 — X.

Les domaines fermés peuvent étre définis aussi comme les
fermetures des ensembles ouverts?). En effet, la formule précé-
dente montre que chaque domaine fermé est la fermeture d’'un ensem-

ble ouvert. Inversement, si G est ouvert et X = G, G est un sous-
ensemble ouvert de X. On a par conséquent G (C Int(X) (C X,

L’inclusion Fr (X) (C Int (X) caractérise les domaines fermés
parmi les ensembles fermés.

Elle est, en effet, satisfaite, si X' est un domaine fermé, puis-
que Fr(X)(C X. Inversement, si Fr(X)= X-1- X Int(X), il
vient X(C Int (X), puisque X—1—X(_ Int(X). Done X Int(X) C X.

') Pour ce terme cf. H. Lebesgue, Fund. Math. 2 (1921), p. 273. Pour
les théorémes voir mes notes de Fund. Math. 3 (1922), pp. 192 — 5 et Fund.
Math. 5 (1924) p. 117.

?) L'ensemble Int (X) étant un

aine fermé, il en résulte que

Int Int (X) = [nt (X), done que 1 —1—1— X==1—X. Cette identits impli-
que que le nombre d’ensembles qui s’obtiennent de X i Paide des opérations
X et 1 — Xest fini (voir § 4, V).
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La somme de deux domaines fermés est un domaine fermé. Plus
géneralement {D,} étant une famille de domaines fermés, Pensem-

ble Z D est un domaine fermé. Ce sont des conséquences de VII (i)-

X étant un sous-ensemble d’'un domaine fermé D et p étant un
point de D, la condition nécessaire et suffisante pour que X soit
frontiére (non-dense) au point p, est que X le soit relativement ¢ D
en ce point.

En effet, la condition est nécessaire, car on peut, dans VII (ii),
remplacer G par D. Inversement, si G est ouvert et GX est fron-
tiére (non-dense) relativement a D, il lest relativement a les-
pace entier, ce qui prouve que la condition est suffisante.

On voit ainsi que, dans les mémes hypothéses concernant X
et D, la propriété de X d’étre un ensemble frontiére, non-dense,
un domaine fermé équivaut respectivement a la méme propriété re-
lativisée par rapport a D, puisque la premiére (la deuxiéme) pro-
priété signifie que X est en chacun de ses points localement
frontiére (non-dense) et la troisiéme propriété signifie que X n’'est
non-dense en aucun de ses points.

On en conclut aussi que la propriété d'étre un domaine fermé
relatif est transitive, c. a d. que, si X est un domaine fermé par
rapport a Y et V par rapport a Z, X l’est par rapport a Z.

IX. Domaines ouverts. Un domaine ouvert est le complé-
mentaire d’'un domaine fermé.

Les domaines ouverts peuvent étre caractérisés aussi par I’éga-
lit¢ X = Int (X). En effet, sil'ona X=Int(X)=1— 1 —~X I’ensem-

ble X, comme complémentaire du domaine fermé l—X est un domaine
ouvert. Inversement, si X est un domaine ouvert est si I'on pose

D=1-X, il vient 1 —1 «X_-‘l—l—l-—D—-l——D X, puis-
que D est un domaine fermé.

On peut aussi définir les domaines ouverts comme les en-
sembles ouverts satisfaisant a Tlinclusion Fr (X) C Int (1 — X).
Car Fr (X) =Fr (1 — X) et, pour que 1 — X soit un domaine ferms,
il faut et il suffit que Fr (1 — X) (C Int (1 — X).

La somme de deux domaines fermés étant un domaine fermé,

on en conclut que le produit de deux domaines ouverts est un
domaine ouvert.
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§ 9. Points d’accumulation.

I. Définitions. p est un point d’accumulation de Pensemble X,

lorsque p< X —p. L’ensemble X' des points d’accumulation de X
est dit ’ensemble dérivé de X.

p est un point isolé de X, lorsque pe X — X' 1),

FExemples. Chaque nombre réel est point d'accumulation de ’ensemble
de tous les nombres réels. Chaque nombre naturel est isolé dans I’ensemble
de tous les nombres naturels; le dérivé de cet ensemble est vide. L’ensem-
ble A des nombres 1/n+1/m (n=1,2,..., m=1,2,..) a pour dérivé I'ensemble
composé de nombres 1/7 et du nombre 0; le deuxiéme dérivé (c. a d. le dérivé
du dérivé) se compose du nombre 0 seul; le troisiédme est vide.

Dans le Chapitre II unous allons étudier les dérivés d'ordre transfini.

Il. Equivalences. Pour que p e X' il faut et il suffit que tout
entourage E de p satisfasse a Uinégalité XE — p +# 0.

Pour que p soit un point isolé de X, il faut et il suffit qu’il
existe un entourage E de p tel que XE = p.

Car, d’aprés le § 7, II, la condition pe X —p s'exprime par
I'inégalité (X — p)- E =% 0.

D’aprés la méme proposition on peut remplacer la terme
entourage par entourage ouvert.

Les termes ,l'inégalité XE — p 5= 0" peuvent étre remplacés
par la condition ,XE est infini”,

En effet, si £ est un entourage de p tel que I’ensemble XE
est fini, alors XE —p est fermé et ’ensemble A = E — (XE — p)
est un entourage de p tel que XA —p =0,

Ceci établi, on en conclut que p e X' veut dire: X r'est pas
localement fini au point p.

IIl. Calcul ?). La propriété d’étre un ensemble fini étant
héréditaire et additive (§ 7, V), on peut appliquer a l'opération X'
les formules du § 7 concernant la localisation. Il vient, en par-
ticulier:

') Notions dues 2 G. Cantor, Math. Ann. 5 (1872), p. 129.

Cantor employait en outre les termes ,cohérence® et sadhérence* pour
désigner les ensembles X - X' et X — X' respectivement.

%) Des formules analogues concernant l'opération X-X' (la cohérence
de X) ont été établies par M. Zarycki, Aligemeine Eigenschaften der Cantor-
schen Kohdrenzen, Trans. Amer. Math. Soc. 30, p. 498.



40 Chapitre I. Notions foudamentales. Calcul topologique.
1) X+Y)=X'+Y 2) X' —YVC(X=-Y) 3) X'CXx
y d1xyCllx, 5 ZX.CEX) 6 X=X
7) XC Y‘ impligue X' C Y\
On a, en outre, la formule
8) X=X+ X.

En effet, si pec X et p non-¢ X, on en tire X —p = X et
peX— p, par conséquent pSX Inversement, si pe X', on a
peX—pC X

En vertu de lidentité évidente p' = 0, on conclut de 1 que
le dérivé de chaque ensemble fini est vide et que

9) (X—p)=X"=(X+p),

c. 4 d. qu'on n'altére pas le dérivé dun ensemble, en ajoutant
a cet ensemble ou en lui enlevant un nombre fini de points.

IV. Ensembles isolés. Un ensemble composé exclusivement
de points isolés est dit ensemble isolé.

Tout ensemble fini est isolé. Tout sous-ensemble d’un en-
semble isolé est isolé.

L’ensemble X — X' est isolé, car chaque point de X — X',
comme point isolé de X, est un point isolé de X — X"

La condition pour que p soit un point isolé de I’espace s’ex-
prime par la formule p non-¢ 1—p, qui veut dire que le point
p constitue un ensemble ouvert. Pour que l’espace soit isolé, il
faut et il suffit qu’on ait 1'=0.

V. Ensembles denses en soi. X est dit dense en soi, lorsque
X ne contient aucun point isolé, ¢. & d. lorsque X C X' 1).

Si X est fermé et dense en soi, X est dit parfait; cette con-
dition peut étre exprimée par Pégalité X = X' (puisque la condi-
tion pour que X soit fermé s’exprime d’aprés 8 par l'inclusion
X' C X).

1. Si X est dense en soi, X est parfait.

) G. Cantor, Math. Ann. 23 (1884), p. 471.
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Car, par hypothése, X(C X', d’olt X'=X+X"'=X d’aprés 8. En
appliquant 1 et 3, il vient (X) = X'+ X" = X'= X, donc (X)' = X.

2. La somme d'un nombre arbitraire d'ensembles denses en
soi est dense en soi (en vertu de la formule 5).

3. Si lespace est dense en soi, chaque ensemble ouvert, ainsi
que chaque ensemble dense, est dense en soi.

Posons, en effet, 1 (C 1. G étant ouvert, on a G=1—F et
FFCF Nvient 1l —FC1—-F(C1V'—-FCQOQ-F)=a@G.

Seit, d’autre part, X=1. Donc X+ X'=1, dou X'+ X" =1
et, comme X" (C X' et 1 (1, on en tire 1 (C X', donc X X"

4. Si X est dense et frontiére, lespace est dense en sol.

Par hypothése X =1 — X =1. Soit pe X:done1—-XC 1 —p,
doi 1=1—XC1—p et par suite pec1 —p, donc pe 1. Ainsi
X C 1. Par raison de symétrie 1 — X (1. Donc 1 C 1\

VI. Ensembles clairsemés. X est dit clairsemé?), lorsque X
ne contient aucun ensemble dense en soi et non vide.

Tout ensemble isolé est clairsemé. Toul sous-ensemble d’un
ensemble clairsemé et clairsemé.

La fermeture d'un ensemble clairsemé (méme d'un ensemble isolé) peut
ne pas étre clairsemée. En effet, éerivons chaque nombre rationnel de linter-
valle 01 en fraction irréductible p/q; 'ensemble des points (p/q,1/¢9) du plan
est isolé, bien que sa fermeture contienne l'intervalle 01 tout entier.

1. Dans un espace dense en sol chaque ensemble clairsemé est
non-dense, Son complémentaire est donc dense en sol.

En effet, si X n’est pas non-dense, I’ensemble G = Int (X )
est un ensemble ouvert non vide. Donc G = GX C GX, ce qui
prouve que GX est dense dans l’ensemble G, qui—comme en-
semble ouvert—est selon V, 3, dense en soi. Selon la II-éme
partie de la méme proposition, GX est dense en soi. Donc X
n’est pas clairsemé. D’aprés la proposition V, 3, le complémen-
taire d’un ensemble frontiére est dense en soi.

2. La somme de deux ensembles clairsemés est clairsemée.

. Supposons, en effet, que X et Y soient clairsemés et que Z
soit dense en soi et tel que 054 Z(C X+ Y. Donec Z—-ZX(CV
et, Z étant dense en soi et ZX étant clairsemé, Z — ZX % 0. De

9 .Separierte_ Menge* de G. Cantor, ibid.
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plus, en vertu de la proposition précédente (ot ’'on pose 1 = Z),
Z — ZX est dense en soi. Y ne peut donc étre clairsemé.

3. L'espace se compose de deux ensembles disjoints dont Pun'')
est parfait et Pautre clairsemé (blen entendu, I'un ou l'autre peut
étre vide).

Soit, en effet, P la somme de tous les ensembles denses
en soi. Selon V, 2 et 1, P et P sont denses en soi; done, chaque
ensemble dense en soi étant sous-ensemble de P, il vient P( P,
ce qui prouve que P est fermé. Comme fermé et dense en soi, P
est parfait. Enfin, 1 — P ne contient aucun ensemble dense en s0i.

4. La frontiére d'un ensemble clairsemé est non-dense.

D'aprés § 8, V, il suffit de prouver que I'ensemble X — X est
non-dense. Or, supposons que (1 soit un ensemble ouvert tel que

0/*0(‘_)( X. Ilvxent(lCX X G (IX GX( GX — (JX

d’ou 0 == GX GX — (lX, ce qui prouve que GX est dense et
frontiere relativement & G.X. Selon V, 4, Pensemble GX est dense
en soi, d’ou (en raison de V, 3) GX est dense en soi. L’ensemble X
ne saurait donc étre clairsemé.

Ceci établi, on conclut de § 8, V qu’un ensemble clairsemé est
une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense (ainsi
quune différence d'un ensemble fermé et d'un ensemble non-dense);
si un ensemble clairsemé est un ensemble frontiére, il est non-dense.

5. La condition nécessaire et suffisante pour que X soit clair-
semé est que, pour tout ensemble parfait P, XP soit non-dense
dans P?>).

Soit, en effet, X un ensemble clairsemé. D’aprés 1, si P est
parfait (ou, plus généralement, dense en soi) et si P est considéré
comme l'espace, I'ensemble XP y est non-dense. La condition est
donc nécessaire.

Pour prouver qu’elle est suffisante, admettons que X ne soit
pas clairsemé. Soit D un ensemble dense en soi et non vide,

1) nommé novau de 'espace. Des régles du calcul concernant le noyau,
analogues a celles de la fermeture, du dérivé etc. ont été établies par
M. Zarycki, Ober den Kern einer Menge, Jahresber. d. D. Math. Ver. 39
(1930), p. 154.

) Cf. M. Fréchet, Quelques propriétés des ensembles abstraits, Fund.
Math. 10 (1927), p. 330. Voir aussi A. Den joy, Journ. de Math. 1916, ou cette
condition est admise comme définition des ensembles clairsemés.
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contenu dans X. Posons P=D. La condition du théoréme sup-

posée satisfaite, XD est non-dense dans D). Donc (§ 8, VI, 4),
XD est non-dense dans D, ce qui est impossible, car XD=D-£0.

Remarquons finalement que dans I’énoncé 5 le terme parfait
peut étre remplacé par dense en soi.

§ 10. Ensembles de l-re catégorie.

I. Définition. Un ensemble et dit de I.re catégorie, lorsquil
est somme d’une suite dénombrable d’ensembles non-denses '),

Exemples. Dans l'ensemble des nombres réels, 'ensemble des nombres
rationnels est évidemment de I-re catégorie. Cependant Pensemnble des nom-

bres irrationnels ne l'est pas: cela résulte du fait que l'espace ¢ des nom-
bres réels n'est pas de I-re catégorie (par rapport 4 soi-méme).

o
Ce dernier énoncé?) peut étre établi comme suit: soit Q== M N, un

no:1
ensemble de l-re catégorie (N, non-dense). L'ensemble N, étant non-dense,
il existe un intervalle fermé /, tel que /.- N, = 0. Procédons par induction:
étant donnée une suite finie d’intervalles, chacun emboité dans le précédent,
L%l > ],y soit [ un intervalle tel que Pon ait /, </, _ et [,-N,==0

(un intervalle de ce genre existe selon § 8,11, puisque N,

un théoréme classique d’Ascoli, il existe un point commnn & tous les ln',

est non-dense). D’aprés

n==1,2,...; ce point n"appartient donc pas a @ et par suitle (":4:({).

La notion d’ensemble de l-re catégorie intervient fréquemment dans la
théorie des fonctions; citons comme exemple le théoréme suivant (voir § 27, X):
étant donnée une suite convergenie de fonctions continues {f” (x)}, les
points de discontinuité de la fonction f (x) == lim f, (x) constituent un ensemble

B

de I-re catégorie.

II. Propriétés. La famille des ensembles de I-re catégorie
est héréditaire et additive (méme au sens dénombrable), c. a d. que
chaque sous-ensemble d’un ensemble de I-re catégorie est de I-re
catégorie et que la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
de I-re catégorie est encore de I-re catégorie.

) Notion introduite par R. Baire, Ann. di Mat. (3) 38 (1899), p. 65.
M. A. Denjoy emploie le terme ,gerbé" pour les ensembles de l-re catégorie -
et le terme .résiduel” pour leurs complémentaires. Voir Journ. de Math. (7),
1 (1915), p. 128—5.

2) C'est un cas particulier du théoréme de Baire (voir plus loin Chap.
111, § 30, 1V).
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Tout ensemble frontiére F, est de I-re catégorie.

En effet, si 'ensemble X = ZIF,, est un ensemble frontiére,
n== .

chacun des ensembles, F, I’est également;; comme ensemble fron-‘
tiere et fermé, F, est non-dense.
~ Tout ensemble de I-re catégorle est contenu dans un ensemble
F, de I-re catégorie.
On a, en effet, X = ZIN,. (C 2 N. et, I'ensemble N, étant
n= n==1

non-dense, N, I'est également (voir § 8, I).

III. Théoréme sur Padditivité. {X,} étant une famille (de
puissance arbitraire) d'ensembles ouverts relativement a la somme
S=2 X, sl chaque X, est un ensemble de I-re catégorie, S lest

également ).

Soit, en effet, G, Gy, ..., G,, ... une suite (transfinie) bien
ordonnée d'ensembles ouverts non vides et disjoints, assujettie
aux deux conditions: 1° SG, est de I-re catégorie, 2° la suite est
saturée, c. a d. qu’il n’existe aucun ensemble G ouvert, non vide,
disjoint de tous Jes termes de la suite considérée et tel que SG
soit de I-re catégorie.

On a évidemment S =2 SG, +(S— 23 G)).

Le théoréme sera démontré, lorsque nous aurons prouvé que:
1, 3 SG, est de I-re catégorie, 2. §— 2 G, est non-dense.
o

1) L’ensemble SG, étant par hypothése de I-re catégorie, ona
SGy = N* 4+ NZ 4 ...4 N*+..., oi les ensembles N* (n=1,2, ..)
sont non-denses. Posons N, = N+ Ni+ ..+ N*+.. Par con-
séquent 3 SG, = N, + N, + ... + Nu + ...

Il s’agit de prouver que N, est non-dense. Or, les ensem-
bles G, étant disjoints, l'inclusion Ny C G, entraine N;-Gg =0
pour tout Bs£a. Donc NP = NE. Gg = 2 Ne- Gg = N»- Gg, ce qui

]

) S. Banach, Théoréme sur les ensembles de premiére catégorie, Fund.
Math. 16 (1930) p. 395.
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prouve que l'ensemble Nf est ouvert dans N,. En appliquant le
théoréme du § 8, I1I, d’aprés lequel la somme d’ensembles ou-
verts dans elle et non-denses est elle-méme non-dense, on conclut
que Pensemble N, est non-dense.

2) Pour montrer que S 3 G, est non-dense, il suffit de
a
prouver que 1 — 3 G, est non-dense, donc, ce dernier ensemble
” ,
étant fermé, que 1 — Y G, est un ensemble frontiére.
[/]

Supposons, par contre, que // soit un ensemble ouvert tel
que 04 H(C 1—2 G, Par définition de la suite {G,}, I'en-
o

semble S/ n’est pas de I-re catégorie. Soit donc X, un ensemble
tel que HX,= 0. Considérons I’ensemble ouvert G = H — S — X,.
Or, SG est de I-re catégorie, car X, étant ouvert dans S, on a
X, =8~8—X, donc SG = SH — §—X,=HX, X. Dautre
part, G 5= 0, car, comme nous venons de prouver, 0 %= HX, C G.
Enfin, G- G, = 0, quel que soit a, puisque G H(C 1— 3 G,.

@
On parvient ainsi & une contradiction avec la définition de
la suite {G,}.

IV. Relativisation. 1) Si X est de I-re catégorie relative-
ment a E, X lest également relativement a chaque sur-ensemble
de E.

2) Si X est de I-re catégorie relativement i £, XE est de
I-re catégorie relativement a E.

3) G étant un ensemble ouvert, si X est de I-re catégorie,
XG Yest relativement a G et X-G relativement a G.

Ces trois propositions sont des conséquences immédiates des
propositions § 8, VI, 2, 4 et 5.

V. Localisation. Par définition, X est de I-re catégorie dans
un point p, lorsqu’il existe un entourage G de p tel que l’en-
semble XG est de I-re catégorie.

L'ensemble des points oi X n'est pas de I-re catégorie (pomts
ou X est de ,deuxiéme” catégorie) sera désigné par D (X).

La famille des ensembles de I-re catégorie étant héréditaire et
additive, on peut substituer D(X) a X* dans le § 7, V. On en
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conclut d’abord que. dans la définition précédente, le terme
entourage peut étre remplacé par entourage ouvert. Puis, on a les
relations suivantes:

1) DX+Y)=D(X)+D() 2) D(X)—D(Y)CD(X~-Y)

3) DAl X)CllD(x) 4 YDWHCDESX)Y
5) XC Y impliqgue D (X)(C D(Y)
6) si G est ouvert, G-D (X)= G-D (GX).

D’aprés le théoréme du N°III, si X est en chacun de ses points
de [-re catégorie, X est un ensemble de Il-re catégorie. En effet,
par hypothése, chaque point p de X appartient & un ensemble
ouvert (G, tel que X-G, est de I-re catégorie. X est donc une
somme d’ensembles ouverts dans X qui sont de I-re catégorie et
d’'aprés le théoréme précité, X est lui-méme de I-re catégorie 2).
On parvient ainsi a I'équivalence:

7) X est de l-re catégorie} | X D (X) = 0} = {D(X) = 0}.

Car, l'égalité D (X) =0 entraine X -D (X)==0 et celle-ci
implique, comme nous venons de voir, que X est de I-re caté-
gorie. Inversement, il est évident que si X est de I-re catégorie,
on a D(X)=0.

De la nous concluons que
8) DIX—-D(X)] =0,

¢. 2 d. que les points de X oi1 X est de [-re catégorie constituent un en-
semble de I-re catégorie. En effet, selon 5) on a D[X—D (X)](C D(X),

'y L'égalité peut ne pas avoir lieu: soit par ex. dans Pintervalle 0 x <1,
A, Pintervalle 1)n-_x . 1. Comp. toutefois 13, p. 47.

¥) Cette proposition se laisse établir d’une fagon plus directe (sans avoir
recours au théor. du NI}, lorsqu’on suppose que Pespace admet une base
dénombrable composée d’ensembles ouverts R, R,, ..., ¢. 4 d. que chaque ensem-
ble ouvert s'obtient par la réunion d’un certain nombre des R, (nous ferons
cette hypothése au Chap. 1I, § 17). En effet, dans cette hypothése, Pensemble
ouvert G, peut étre remplacé par uu Rypy ety X-R,(,) étant de l-re ca-

tégorie, il en est de méme de la somme dénombrable ZX- Ru(py =4X.
peX
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done [X — D (X)] DX — D (X)] C[X =D (X)I- D (X) =0, doit la
formule 8) en raison de 7).

La formule 8), rapprochée de 2), implique aussitét que
D (X)—-D[D(X)]=0, donc que D (X)(C D[D(X)]. L’inclusion
inverse étant vraie selon § 7, V, (2), on en tire:

9) DD (X)] = D (X).
I’ensemble des points ot X n’est pas non-dense étant égal
(selon § 8, VII) & Int(X), il vient:
10) D(X)C Int (X) C X.

En tenant compte du fait que D(X) est fermé (§ 7. V),

on déduit de 10) la double inclusion D[D (X)](C Int[D (X)) (C D(X),
d’oti en vertu de 9)

11) D (X) = Int[D (X)],

ce qui prouve que [ (X) est un domaine fermé (§ 8, VIII). Ainsi
D (X) # 0 implique que X n’est de [-re catégorie en aucun point
de lensemble ouvert non vide Int |D (X))

12) si D(Y) =0, 0n a DX+ Y)=D(X)=DX~Y),

c. 4 d. que X reste de I-re catégorie au point p, si on y ajoute ou
en enléve nn ensemble de points de I-re catégorie. Cette propo-
sition est une conséquence immédiate des formules 1), 2) et 5).

13) [lensemble 1)( X,) — V l) (Xn) est non-dense.

n-1 Il

Il s’agit de prouver que, G étant un ensemble ouvert
non vide il existe un ensemble ouvert non vide FH tel que

H- D( X,,)« S‘D(X,.)—o et H(C G.
Or. en cas oli, pour chaque n,on a G-D(X,)=0, il vient

GX.(C X.— D (X,), donc G- z X, C )] [X. —D (X,)], de sorte que

G. Z} X, est selon 8) de I-re catégorie. Par conséquent D (G- Z]X,,) =0,
n= n=:l,
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ce qui implique en vertu de 6) que G D X:)=0 et, en posant
} n=1

H = G, on obtient I'égalité demandée.

Supposons done qu’il existe un 7z tel que G-D (X,) % 0. Po-
sons = G-Int[D (X,)]. D’aprés 11) on a H == 0 (voir § 5, III)
et comme H C D(X,), H satisfait a I’égalité demandée.

Vi. Formules de décomposition:
14) X=[X—DX)+ X -D(X),
15) X=XX—-DX)+[X—-X~DX).

Ces formules représentent une décomposition de X en deux
parties disjointes dont la premiére est de I-re catégorie et la deu-
~xiéme n’est de I-re catégorie en aucun de ses points; en outre,
dans la formule 14) le premier sommande est ouvert relativement
4 X et dans la formule 15) il est fermé.

En effet, d’aprés la formule 8) I’ensemble X — D (.X) est
de I.re catégorie, donc d’aprés 12): D[X D (X)] = D (X), dou
X-DX)CDX)=D[X-D(X)], ce qui prouve que Pensemble
X:D (X) n’est de I-re catégorie en aucun de ses points.

D’autre part, I'ensemble X X — D (X) est de I-re catégorie,
comme somme des deux ensembles X-D (X) - X—D (X) et
[X~-D (X)]: X—D (X), dont le premier est non-dense, en tant que sous-
ensemble de l'ensemble non-dense D (X)-1 —D(X) = Fr[D(X)],
et le deuxiéme est de l-re catégorie, en tant que sous-ensemble
de Vensemble X — D (X) (cf. § 8, V et 8).

L’ensemble X-X — D (X) étant de I-re catégorie, on conclut
de 12) que D[X — X — D (X)] = D (X) et il vient: ' .
X—X=DX)CX—[X=D(X))=X D(X)C D(X)=D[X—X—D (X)),
ce qui prouve que Pensemble X — X — D (X) n'est de I-re caté-
gorie en aucun de ses points.

16) Dans un espace dense en soi chaque ensemble Z de puissance R, qui n'est

pas de I-re catégorie se¢ compose d’une famille indénombrable d'ensembles disjoints
dont aucun n'est de I-re catégoriet).

') Théoréeme de M. S. Ulam, Ober gewisse Zerlegungen von Mengen.
Fund. Math. 20 (1933), p. 222.
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En effet, d’aprés un théoréme de la Théorie générale des ensembles!),
si Z est un ensemble de puissance R, et N est une famille de sous-ensembles de Z
telle que, pour chaque suite A, Ay ..., 4,, ... d'ensembles appartenant @ N, la diffé-

oo

rence Z — Z A, est indénombrable, il existe une infinité indénombrable de sous-
n=1

ensembles de Z disjoints et n’appartenant pas a N.

Désign.ons donc par N la famille des sous-ensembles de Z de I-re caté-
gorie. Chaque point individuel étant un ensemble de I-re cat. (puisque I'espace
est dense en so0i), on conclut du théoréme précédent qu'il existe une infinité
indénombrable de sous-ensembles de Z, disjoints et dont aucun n’est de I-re
catégorie. En augmentant I'un de ces sous-ensembles de tous les points de Z
qui n’appartiennent pas aux autres, on obtient la décomposition demandéde.

§ 11. Propriété de Baire.

I. Définition. X jouit de la propriété de Baire (au sens
large), en symboles: X ¢ B, lorsque X est de la forme

X=G—P+R

oii G est ouvert et P et R sont des ensembles de I-re catégorie ).

Les ensembles que Pon rencontre ,pratiquement* jouissent toujours de
la propriété de Baire; d'ailleurs, il en existent qui ne la posseédent pas,
voir N"IVa. Le rdle de la propriété de Baire en Topologie est analogue a celui
de la mesurabilité (d’ensembles ou de fonctions) en Analyse. Nous revien-
drons sur ces questions au Chap. I, § 36.

Dans la définition précédente l'ensemble ouvert G peut étre
remplacé par 'ensemble fermé F. B

En effet, si X= G—P+Ret sil'on pose F=0G et Py=P+G-—QG,
il vient X=F—P, +R, ou F est fermé et P, et R sont de I-re
catégorie, puisque lensemble G — G est non-dense, comme fron-
tiére d’un ensemble ouvert (voir § 8, V).

Inversement, si X=F—- P4+ R, on pose G =Int(F) et
R =F—Int(F)— P4+ R et il vient X=G0G— P+ R, oi R, est

") Théoréeme de M. S. Ulam, Fund. Math. 16 (1930), p. 145. Ce théo-
réme a été généralisé récemment par M. Sierpinnski a tous les alefs infé-
rieurs au premier alef ,inaccessible“, ce qui permet de généraliser d'une fagon
analogue le théoréme du texte; v. W. Sierpinseki, Fund. Math. 20, p. 214.

?) Cette notion se rattache a la Thése de R. Baire, Ann. di mat. (3)
3 (1899). M. Lebesgue appelle les ensembles de ce genre ,ensembles Z”; voir
Journ. de math. 8. 6, vol. 1, p. 186.

C. Kuratowski, Topologie 1. 4
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de I-re catégorie, puisque l'ensemble F—Int(F)=F-1—F est
non-dense, comme frontiére d’un ensemble fermé.

II. Généralités. Evidemment chaque ensemble de I-re caté-
gorie, ainsi que chaque ensemble ouvert et chaque ensemble fermé,
jouit de la propriété de Baire. Il en est de méme de chaque
somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense, ‘donc (voir
§ 8, V) de chaque ensemble ayant la frontiére non-dense. Chaque
ensemble clairsemé étant un ensemble de ce genre (§ 9, VI, 4),
les ensembles clairsemés jouissent aussi de la propriété de Baire.

Ill. Opérations. 1) Si Be B, on a (1 —B)eB.

Car I'hypothése B=G —P+R entraine 1-B=(1—G+P)—-R =
=(1-—~0G)— R+ (P— R) et, ’'ensemble 1—G étant fermé et I’ensemble
P — R étant de I-re catégorie, il résulte du N’ I que (1 — B) ¢ B.

2) SiB,eB pour n=1,2,...,0ona (3 B.)<B

n==1

Posons, conformément a la définition: B, = G, — Pn + R
En tenant compte de l'identité

2 B =X Gi—(3 G — X Br) + (3 B — X' Ga),
il suffit de prouver que (%’ G —-_;B,,) et (:.-\]B,. —~;f G,) sont de
I-re catégorie. Or, cela résulte des inclusions:
;‘Gn”‘;BnC;(Gn ~ By) ""'“.%:[Gn"‘ (Gn — Pa+ R C
C%.’[G,. —(Gn—Pn)] C ;Pm :
2B, ~ X G CE(Bi=G) =3 (R~ G) CIRu.

8) Si B,cB,ona ([|B):B.
n=1

C'est une conséquence directe des deux propositions précé-
dentes (en vertu de la régle de de Morgan, § 1, V).
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Chaque ensemble borelien jouit de la propriété de Baire').

La famille B satisfait, en effet, aux trois conditions suivantes:
1° elle contient tous les ensembles fermés, 2° elle contient les
complémentaires des ensembles qui lui appartiennent, 3° elle con-
tient les produits dénombrables dgs ensembles qui lui appartien-
nent. Or, la famille des ensembles boreliens étant la plus petite
famille assujettie a ces trois conditions (§ 5, VI), elle constitue
une partie de la famille B, c. q. f. d.

IV. Equivalences ?). Chacune des conditions suivantes est né-
cessaire et suffisante pour que X jouisse de la propriété de Baire:

1. il existe un ensemble de I-re catégorie P tel que X — P
est fermé et ouvert relativement a 1 — P;

2. X est une somme d’un ensemble Gy et d'un ensemble de
I-re catégorie;

3. X est une différence d'un ensemble F, et d'un ensemble de
I-re catégorie;

4. lensemble D (X) D (1 — X) est non-dense;, autrement dit,
dans chaque ensemble ouvert (# 0) il existe un point oun soit X,
soit 1 — X est de I-re catégorie?);

5. lensemble D (X)— X est de I-re catégorie,
Supposons, en effet, que Xe¢B. On a alors, d’aprés N°I:

X=G"‘"Pl+p22F"'P3+R|,

ol G est ouvert, F fermé et P, de I-re catégorie. Si Pon pose
P=P,+ P+ Py +P,, il vient X—P=G—P=F—P, ce qui prouve
que X — P est simultanément ouvert et fermé dans 1 — P.

1) Théoréme de M. Lebesgue, L cit. p. 187. Le théoréme inverse n’est
pas vrai; voir plus loin § 35.

?) Ct. W. Sierpitiski, Sur linvariance topologique de la propriété de
Baire, Fund. Math. 4 (1928), p. 319 et La propriété de Baire des fonctions et de
leurs images, ibid. 11 (1928), p. 305, E. Szpilrajn, O mierzalnosci i warunku
Bairéa, C. R. du I Congr. des math. des Pays Slaves, Varsovie 1929, p. 299;
ma note Sur la propriété de Baire dans les espaces métriques, Fund. Math, 16
(1930), p. 390.

3) C'est bien cette condition qui a été admise primitivement comme défi-
nition de la propriété de Baire.
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Ceci établi, posons X — P= G-(1 — P). Soit (conformément:
a § 10, I1) R un ensemble F_ de I-re cat. et qui contient P. On a
X=X—-R+XR=X—P—-R+XR=G—P—-—R+XR=G—R+XR.

I’ensemble G — R étant un G; et XR étant de I-re catégorie, X se
trouve décomposé en un G; et un ensemble de I-re catégorie.

Si XeB, 1— X est également un ensemble de la famille B
(selon N°III, 1); on en conclut que 1 — X = M+ N, o M est un G;
et N est de I-re catégorie; il vient X = (1 — M) — N, ce qui prouve
que X est une différence d'un F, et d'un ensemble de I-re cat.

Inversement, chaque F., chaque G; et chaque ensemble de I-re
catégorie étant un ensemble de la famille B, on en conclut (en
vertu de N"III) que les conditions 2 et 3 sont suffisantes.

Il est ainsi étabii que chacune des conditions 1, 2,3 est né-
cessaire et suffisante. Pour prouver que les deux autres le sont
également, supposons que X ¢ B et posons, conformément a la
définition, X = G — P+ R 1l vient 1 —X=(1-0G)—R+(P—R).

Or, on n’altére pas I'ensemble D (E), en ajoutant i E ou
en enlevant de £ un ensemble de I-re catégorie (voir § 10)
V, 12). Par conséquent D (X) = D(G) et D1 —X)=D(1 — Q).
Comme D(G) (G et D1 —GY(C1—G (§ 10, V, 10), il vient
DX)D(A—-X)C G 1-G=G—G et, Pensemble G — G étant
non-dense, il en résulte que D (X) D (1 — X) l'est également.

L’ensemble D (X) — X est donc de I-re catégorie, car on a

DX)—X=|DX)-X]"'DA-X)+DX)—-X-D(1-X)
CDX)yDQ-X)+(1-X)—-D(@1 —X),
ot D(X)-D(1- X) est non-dense par hypothése et (1—X) —D (1—X),

est de I-re catégorie selon § 10, V, 8.

Enfin, si I'on suppose que I'ensemble 1D (X) — X est de I-re
catégorie, on a X ¢ B en vertu de I'identité

X =DX)—|D(X)— X]|+I|X - D X)],

ot D (X) est fermé et les ensembles [D (X) — X] et [X — D (X)]
sont de l-re catégorie.

Le théoréme se trouve ainsi complétement démontré.
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Corollaire 1. Chaque ensemble X est contenu dans un en-
semble Z qui est un F, tel que la condition X (B < B entraine
que Z — B est de [-re catégorie'). '

En effet, I'ensemble X — D (X) étant de I-re catégorie (selon
§ 10, V, 8), il existe un F; de I-re catégorie W tel que X — D (X)) W.
Par conséquent, I'ensemble Z= W+ D (X) est un F; contenant X.
De plus, si X (C B, il sen suit (§ 10, V, 5) que D (X) C D (B8), d’ou
Z—B=W-—-B+4+D (X)—B(C W+ D(B)—B et, I'’ensemble D (B) — B
étant de I-re calégorie en vertu du théoréme précédent, on con-
clut que Z — B P'est également. '

Corollaire 2. Si un ensemble X jouissant de la propriété de
Baire n’est de I-re catégorie en aucun point de l'espace, l'ensemble
1 — X est de I-re catégorie; $’il n'est de I-re catégorie en aucun
de ses points, il contient un point oi 1 — X est de I[-re catégorie
(pourvu que X # 0).

En effet, I'hypothése 1 =D (X) implique selon la condition 4,
que D(1 — X) est non-dense. D’autre part, selon § 10, V, 11
c¢’est un domaine fermé. Ces deux propriétés impliquent que
D(1—X)=0, donc (§ 10, V, 7) que 1 — X est de I-re catégorie.

D’autre part, si X (C D (X), on ne peut pas avoir X D(1 — X),
car Pensemble X serait alors non-dense (d'aprés 4), contrairement
a I’hypothése.

IVa. Théoréme d’existence. En tenant compte de la cond. 4, nous
allons établir lexistence des ensembles dépourvus de la propriété de Baire dans

l'espace ¢ des nombres réels.

Décomposons, a ce but, 'ensemble ¢ en sous-ensembles disjoints, en
rangeant dans un méme sous-ensemble deux nombres, lorsque leur différence
est rationnelle. En vertu de ’axiome du choix, il existe un ensemble V, qui
contient un et un seul élément de chacun de ces sous-ensembles. Nous allons
prouver que V, ne posséde pas la propriété de Baire?).

Soit 7y, 73 ey pp, oo 12 suite des nombres rationnels == 0. Désignons par V,
I’ensemble qui s’obtient de V, par la translation y =x--r,. On voit aussitdt

') Théoréme de M. E. Szpilrajn, L. cit. p. 299

) ('est la construction qui a servi a G. Vitali (Sul problema della
misura dei gruppi di punti di una retta, Bologna 1905) pour démontrer I’existence
des ensembles non-mesurables au sens de Lebesgue.

Une démonstration de ’existence des ensembles dépourvus de la propriété
de Baire a été donnée aussi par M. Lebesgue, Contributions & I'étude des
correspondances de M. Zermelo, Bull. Soc. Math. de France 35 (1907), pp. 202—212.
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que € = > V,. En outre, V;.-V,=0 (pour n==0), car en cas contraire il
n=0 -

existerait dans V, un nombre y de la forme x--7, ot x¢V,. Mais on aurait
alors y —x =r,, tandis que par définition V, ne contient aucun couple d’élé-
ments dont la diﬁérence est rationnelle.

L’espace C n’étant pas de I-re catégorie sur lui-méme (§ 10, I), on en
conclut qu’un des ensembles V, n’est nonplus de I-re catégorie. Il en résulte
que V, n’est pas de I-re catégorie, car V, s’obtenant de V, par translation,
ces ensembles sont de la méme catégorie, 1l existe, par conséquent, un inter-
valle ab tel que V, n’est de I-re catégorie en aucun point de cet intervalle
(§ 10, V, 11).

Or, supposons, par impossible, que V, jouisse de la propriété de Baire.
D’aprés la cond. 4, ab contient un sous-intervalle ¢cd (a < ¢ <<{d<(b) tel que
Pensemble cd — V, est de I-re catégorie. Soit r, un nombre rationnel tel que
0 r,<c—a.

La condition V-V, =0 implique que V,-cdCcd— V,. L’ensemble V, - cd
est donc de I-re catégorie et il en est de méme de la partie de V, contenue
dans Yiotervalle ¢—r,, d —r,(puisqu’elle s’obtient de V,-cd par une transla-
tion). Mais cela contredit I’hypothése que V, n’est de I-re catégorie en aucun
point de ab.

Remarques, 1) Chaque ensemble de puissance X, dépourvu de la propriété de
Baire, contient une famille indénombrable de sous-ensembles disjoints, dépourvus de
cette propriété,

Pour s’en convaincre, on substitue &4 N dans le théoréme de M. Ulam
(§ 10, VI, p. 49) la famille des sous-ensembles de Z jouissant de la propriété
de Baire.

2) La démonstration de‘l’existence des ensembles dépourvus de la pro-
priété de Baire dans Pespace ¢ est non-effective, ¢, a d. qu’elle ne donne aucun
moyen de nommer un ensemble individuel de ce genre. Le probléme d’en don-
ner une démonstration effective reste ouvert !).

Il en est de méme du probléme de Vexistence des engembles non mesu-
rables au sens de Lebesgue.

V. Relativisation. 1) La propriété de Baire est transitive,
c. a d. que X jouissant de la propriété de Baire relatwement a E,
la condition E ¢ B entraine X ¢ B,

On a, en effet, X = U+ P oit U est un G; relativement a E
et P est un ensemble de I-re catégorie relativement a E. Par
conséquent U = VE, ou V est un Gj (voir § 5, V). Comme pro-
duit de deux ensembles appartenant & B, I'ensemble U/ appartient

) Ce probléme a été posé par R. Baire. Voir a ce sujet une indica-
tion de M. Lebesgue dans son Mémoire cité du Journ. de Math. p. 186.
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également 4 B. Enfin, P étant de I-re catégorie, on en conclut
que 'ensemble X = U 4 P appartient a B. ‘

2) Si X jouit de la propriété de Baire relativement & E, XE
jouit de cette propriété relativement & E.
‘ Car on a X = G— P+ R, ou G est ouvert dans £ et P et R
sont de I-re catégorie dans E. En multipliant par E, il vient
XE = GE — PE + RE. L’ensemble GE étant ouvert dans E et les
ensembles PE et RE étant (selon § 10, IV, 2) de I-re catégorie
dans E, notre proposition se trouve démontrée.

VL.  Propriété de Baire au sens restreint.

X jouit de la propriété de Baire au sens restreint, en sym-
boles, X ¢ B;, lorsque, quel que soit E, I'ensemble XE jouit de la
propriété de Baire relativement a E.

Nous allons prouver que, dans cette définition, le domaine
de variabilité de £ peut étre restreint aux ensembles parfaits.

En effet, £ étant un ensemble arbitraire, soit £= A + C la
décomposition de E en un ensemble parfait et un ensemble clair-

semé (voir § 9, VI, 3). Il vient X -E = XA + XC. Par hypbthése,
XA jouit de la propriété de Baire relativement a A, donc selon

N°V, 1 relativement 2 E. L’ensemble XC étant clairsemé, il jouit
aussi de la propriété de Baire relativement a E (voir N°II). Il en

est donc de méme de leur somme XA 4+ XC= X-E. On en con-
clut en vertu de N°V, 2 que XE jouit de la propriété de Baire
relativement a £, c. q. f. d.

Ceci établi, on voit que le domaine de variabilité de E peut
étre défini aussi comme celui des ensembles fermés.

La relativisation des théorémes des N°N° précédents donne
des énoncés concernant la famille B,. En particulier, si X est un
ensemble borelien, XE est un ensemble borelien relativement a E
(voir § 5, VI) et jouit par conséquent de la propriété de Baire
relativement a E, de sorte qu'on a alors X ¢ B,. D'une facon ana-
logue, chaque ensemble clairsemé appartient a B,.

Le théoréme du N°IV implique que la condition nécessaire et
suffisante pour que X ¢ B, est que chaque ensemble Z fermé dans X
soit une somme d'un ensemble borelien et d’un ensemble de I-re ca-
tégorie dans Z1),

') Théoréme de M. Sierpifiski, Sur l'invariance topologique de la pro-
pnété de Bazre Fund. Math. 4 (1928), p. 319,
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L’importance de cette condition tient au fait que, dans les espaces ou
la notion d’ensemble borelien est un invariant topologique, p. ex. dans les
espaces métriques complets, elle implique directement l'invariance topologique
de la propriété de Baire au sens restreint (voir § 31).

Dans les espaces métriques le terme borelien peut étre remplacé par G

En effet, X -Z ayant la propriété de Baire relativement a Z,
onaZ=XZ=M+P, ot M est un ensemble G; relativement
a Z et P est un ensemble de I-re catégorie dans Z. Comme pro-

“duit d'un G; et de I'ensemble fermé Z, I'ensemble M est donc

borelien; comme un ensemble de I-re catégorie dans Z, Pensemble
P est aussi de I-re catégorie dans Z (§ 10, 1V, 2).

Supposons a présent que la condition du théoréme soit satis-
faite. Il s’agit de prouver que X ¢ B, autrement dit que, F étant
un ensemble fermé arbitraire, XF jouit de la propriété de Baire
relativement a F. Or, par hypothése XF =M+ P, ou M est un
ensemble borelien (relativement a I'espace) et P est de I-re caté-
gorie dans XF. Par conséquent M est borelien relativement a F
et P est de I-re catégorie relativement a F (§ 10, IV, 1). L’en-
semble XF jouit donc de la propriété de Baire relativement a F.

VII. Opération (<(). La propriété de Baire est un invariant
de DPopération (:()1).
Soit, en effet,

(1) X“—'A: II Xy...w

les ensembles X1 .. jouissant de la propriété de Baire (pour les
notations et les propriétés de I'opération (.7) voir § 1, VI).

Le systeme des ensembles X. .. peut étre supposé ,régu-
lier”, car, le produit d'un nombre fini d’ensembles a propriété
de Baire étant un ensemble du méme genre, on peut remplacer

/\51 it par Xsl : 1\’51 LA SUNRELE

D’apres IV, il existe un ensemble Z qui est un F, tel que:

) Voir: 0. Nikody m,Sur une propriété de I'opération (<(), Fund. Math.
7 (1925), p. 149 et C. R. Soc. Sc. de Varsovie, voir 19 (1926), p. 294; N. Lusin
et W. Sierpinski, Sur quelques propriétés des ensembles (A), Bull. Acad.

Cracovie 1918, p. 35; E. Szpilrajn, L cit; N. Lusin, C. R. Paris vol. 164
(1917).
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2 XCz
(3) si BeB et X B, 'ensemble Z — B est de I-re catégorie.
D’une fagon générale, il existe un Z,: ,,; jouissant de la pro-
priété de Baire et tel que
(2a) S ,,I,IIX”‘ weigtan CZy i
3 -
(3a) si BeB et Y Il Xyt owiy..yn CB, Tensemble Z, . —B
est de I-re categone
On peut supposer, en outre, que
(4) l)' 0 L X[)' |)i9
puisque l'ensemble Z. ;-X,. ,; satisfait évidemment aux con-

ditions imposées a Z,. .
En tenant compte de l'identité X =Z--(Z— X) et du fait
que Z est un F,, tout revient a prouver que Z-- X est de I-re

catégorie. Or, en appliquant successivement les propositions (1),
(4) et § 1, VI, 4, il vient

Z—X=2Z— Z,an’ nfCZ A.JIIZI)‘ )iC

i) i= n =1

C 2 E (Zn‘ e i "‘”%:lzn' o N m)-

n =0
La sommation Y Y étant dénombrable (§ 1, VI, 3), il reste

n =0
a prouver que Dlensemble (Z, ,.— 51 Zy . yim) est de I-re ca-
tégorie. Mais c'est une conséquence de (3a) ou l'on peut poser

B=3Zy  ,inm en vertu de la formule
m-=4 ) '

ZnJ Xyt tapn =m2=71 %:,!:lx Xn‘ enimgt g C,,.%Z"' wyimo

3
qui résulte des propositions § 1, VI, 1a et (2a).
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Corollaire. La propriété de Baire au sens restreint est un in-
variant de U'opération ().
En effet, £ étant un ensemble fixe, on a selon (1)

E'X=Z.”(E'Xsl".8n)-
3 n=1
Done, si I'on suppose que E- X, .. jouit de la propriété de
Baire relativement a E, il en est de méme de E-X d’aprés le
théoréme précédent.
Remarques. L’invariance de la propriété de Baire est un cas particulier
d’un théoréme de la Théorie générale des ensembles.

Soit, notamment, § une famille de sous-ensembles d’un espace donné
satisfaisant aux conditions suivantes: 1° la somme d’une irfinité dénombrable
d’ensembles appartenant 4 § appartient a §, 2" le complémentaire d’un en-
semble appartenant 4 la famille S lui appartient également, 3° a chaque en-
semble X (de ’espace donné) correspond un ensemble Z de la famille § tel
que les conditions XSS et Y(Z—S entrainent Y S.

Dans ces hypothéses, la propriété dappartenir d la famille S est un invariant
de lopération (<A)Y).

La famille des ensembles jouissant de la propriété de Baire est une
famille § (d’aprés Il et IV). Un autre exemple important d’une famille §
fournit la famille des ensembles mesurables au sens de Lebesgue. En effet,
les conditions 1° et 2° sont évidemment réalisées; la condition 3° est également,
car on peut prendre comme Z un emsemble Gb ayant la mesure égale a la

mesure extérieure de X et I’ensemble Z — § est alors de mesure nulle.
La mesurabilité au sens de Lebesgue est donc un invariant de I'opération (1),

§ 12. Séries alternées d’ensembles fermés.
. Formules de la Théorie générale des ensembles ?). Soit
) Koy X1y ev s Xty oo s Xg

une suite transfinie d’ensembles décroissants, c. 4 d. tels que la
condition ¢ > ¢ entraine X; (C X;. Supposons, en ‘outre, que:

2) Xo=1

@) X\ = ! I)‘XE, si A est un nombre-limite ou bien si A = a.

') Théoréme de M. Szpilrajn, loco cit. p. 300.
“?) Voir F. Hausdorf{f, Mengeniehre, p. 80.
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On prouve facilement que
4) 1=X,~ X+ X, — X3+ .. + Xp — Xp1 + ..+ X, =
=g}_,‘ (Xe — Xe4)) + X,e
<o

Les ensembles (Xo—X;+X;—X;+...) et (X;—Xo+X;—X+..4+X,)
étant disjoints, il vient:

(@8) 1—(Xo— Xy 4 Xy— Xy +.) =X, — Xy + Xy — Xy F oo+ X,

1. Définition. Un ensemble de la forme
E:Fl—‘F2+F3"'F4+.o.+FE"—FE+l+.u‘

oiy les termes sont fermés décroissants, est dit développable en série
alternée d'ensembles fermés décroissants ou, tout court, ensemble dé-
veloppable.

Dans les espaces complets séparables les ensembles développables coin-
cident avec les ensembles qui sont simultanément des F° ot Gy (Chap. III,
§ 83). Plusieurs propriétés importantes des ensembles F_ et Gy sont des con-

séquences de leur développabilité; c'est une des raisons pour laguelle les en-
sembles développables méritent une étude spéciale. Cf. aussi § 13, VI

IIl. Théoréme sur la séparation, Développement en série
alternée. F et A étant deux ensembles arbitraires donnés, admet-
tons que la suite (1) remplisse les conditions (2) et (3), ainsi que
la condition suivante:

La suite (1) est évidemment composée d'ensembles fermés.
Elle est, en outre, décroissante, puisque X;4: CX'E = X;. Done,
a partir d'un certain indice, tous ses termes sont identiques; c’est
cet indice que nous désignerons par « — 1. Par conséquent

Xo= X, E-X, H.

d'od, en vertu de (4), 1= P; +3 Ri + X,, donc 1-3 P,C YR+ X,.
E<a E<a Ea E<a
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D'autre part, Pe=X; —Xg EC X — Xe E=X¢—EC1—E,
d'otl 52 PiC1-E, donec EC 1 -—§Z Py CEZ R:+ X,. D’une fagon
S % o
analogue,EZ R: (C_1— H. On obtient ainsi: E—XQCZ'RE, H-EZ R;=0,
U, Ela -
De plus, lensemble
SR= I~ Xy M) =1~ H+ E-H - EH+EHEH-.
est la somme d'une série alternée d'ensembles fermés décroissants,
car XE-H = X&E XAar‘“[f C XE H
De 13 on conclut, en particulier, que
1° si léquation X = XE-XH ne posséde que la racine X = 0,
il existe un ensemble développable D (a savoir l'ensemble D= > Ry)
Ea
tel que ECD et HD =0").
2" en posant H=1—E, on a:
(5) Xgya = Xg E- Xy — E = la frontiére de X;-E relative a X,
(6) X,=X, E-X,—E et F—X,=3 R,
Ea
car gZ R:C1—H=E et R C X¢-- Xey1, de sorte que l'ensemble
EZ R;, comme sous-ensemble de EZ (X — Xe), est disjoint de X, .
On a donc &2 R C E— X,
On voit ainsi qu'en retranchant de E le ,reste” X, E, on
obtient un ensemble développable. Par conséquent:
3" si le reste X,-E s'annule, on a (en posant H=1— E):
@) E=YR=1-1—E+E1—E—E—E+E1-EE—E—..

(i) E=1—-H=1 —E_‘; P =1 —-E;; (Xg— X;-E) =§£ (Xe E—Xgq1)=

S E—EACE+ET—E—E1—E-E—Et.. @aprés 1 (da).

1) Nous nous servirons de cet énoncé pour démontrer un théoréme im-
portant de Baire sur les fonctions de I-re classe (voir Chap. II, § 27, X).
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IV. Propriétés du ,reste”. L'ensemble X, de la formule (6)
est le plus grand ensemble satisfaisant a I'équation

(7) z\, = I\’E ° ;\’ _HE .

En effet, si X satisfait a (7), on a d’abord .X (C X, == 1. Puis,
si X (C X, il vxent)& EC X Eet X—EC X —E, d'out XE- X EC
CXE E- Xg 'E, dong, selon (8) et (7), X Xt Enfin, si pour
chaque ¢ <X (> nombre limite) on a X (C X, il vient XC&” Xe = Xy,

"y

Ainsi, en vertu du principe de l'induction tmnsfinie, X est
un sous-ensemble de chaque X, done de .\
Il est a remarquer que I'égalité (7) équivaut a

®) XE=X-=X""E.

Elle implique, en effet, que .X (C XE et X (_ X — E et, on a d’autre
part XE(C X et X— E (C X, d’oit I'équivalence demandée, puisque,
en vertu de (7), X = X.

V. Conditions nécessaires et suffisantes. Chacune des con-
ditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que l'ensemble E
soit développable:

10 égalité (8) implique que X = 0; autrement dit, quel que soit
l'ensemble fermé F =0, la fronticre de FE relative a F, ¢. a d.
Pensemble FE -F — E, est # F;

2" quel que soit l'ensemble fermé F, la frontiére de FE re-
lative & F est non-dense dans F.

3 le ,reste* s’annule, ¢. a4 d. X, -E == 0.

Démonstration. 1. La condition 1" est nécessaire,.
Supposons, en effet, que E soit développable en une série alternée
d’ensembles fermés décroissants:

©®) E=F —F+F —F+.+F—Fu+. E+1<a

On peut évidemment supposer que les indices limites sont
omis dans ce développement. Or, si l'on admet que F) =1,

F, =[] F; (pour X limite) et F, =&H Ft, on conclut de (4) que
E

(10) 1“'E=Fo"Fl+Fz—Fz+.-.+Fu.
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Nous allons prouver que l'égalité (8) entraine X (C Ft, quel
que soit . On a d’abord X (C Fo=1. Admettons que X (_ F;. Dans le
cas ou ¢ est pair, on conclut de la formule (9) que XE C Fipa
(car toutes les différences qui précédent Fii, sont disjointes de F,
donc de X, tandis que tous les termes qui suivent F;; sont con-
tenus dans Fiyi). Done X = XE C Fiy1. D’une fagon analogue,
si ¢ est impair, on conclut de (10) que X —E( Fy,, d'ot
X=X~ E(C Fe1. Finalement,si X F; pour chaque ¢ <), il vient
XC Ef _[ng = F.

Il est ainsi établi que X' (T F;, quel que soit ¢&. Par consé-
quent X F,. Cela implique en raison de (10) que X 1— £
d’ou XE =0, donc X = XE = 0.

2. La condition 1° entraine 2° En effet, d’aprés § 6,
Il (12), on a Int [Fr (E)] = Int [Fr (E)]- £ = Int [Fr (E)] — E. On en
conclut que Pon peut poser dans (8): X = Int[Fr (E)], en tenant
compte du fait general que Pégalité X = XE entraine X = XE

(puisque XECXECX) Or, si on suppose que Iégalité (8)
entraine X =0, on en conclut que Int [Fr (E)] =0, donc que la
frontiére de £ ne posséde pas de points intérieurs, ¢. 4 d. qu’elle
est non-dense.

De plus, si 'on considére FE & la place de E et la frontiére
de FE relative a F, a la place de la frontiére de £, on parvient
a la conclusion que cette frontiére relative est non-dense dans F,
car la condition 1° entraine la méme condition ,relativisée” par
rapport 4 F (cette derniére signifie notamment que la condition 1°
est réalisée pour tout X (C F).

3. La condition 2° entraine 3° En effet, en posant
F =X, dans 2° on en conclut que la frontiétre de X,-E relative
a X, est non-dense dans X,. Elle ne peut donc é&tre identique
a X, que dans le seul cas o X, =0. Ainsi en vertu de (6), on
a X,=0,dou X,-E=0.

4. La condition 3° est suffisante selon III, 3°

Notre théoréme est ainsi complétement démontré.

Comme nous P’avons prouvé au § 8, V, pour que la frontiére
d’'un ensemble soit non-dense, il faut et il suffit que cet ensemble
soit une somme d’un ensemble ouvert et d’un ensemble non-dense
(ou encore qu’il soit une différence d’un ensemble fermé et d'un
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ensemble non-dense). On en conclut en vertu du th. précédent,
que la condition nécessaire et suffisante pour que E soit un ensem-
ble développable est que, relativement & chaque ensemble fermé F,
lensemble EF soit une somme d’'un ensemble ouvert et d'un ensemble
non-dense (ou, ce qui est équivalent, quwil soit une différence d'un
ensemble fermé et d’un ensemble non-dense).

La condition 1° du théoréme précédent conduit & la suivante:
quel que soit U'ensemble fermé non vide F, il existe dans F un point
oi soit FE, soit F—E est ,localement vide* relativement a F,%) c. a d.
qu’il existe un entourage G de ce point tel qu’on ait soit GFE = 0,
soit GF — E = 0.

En effet, si FE = F=F — E, Dlinégalité GF # 0 entraine
GFE # 0 %= GF — E (voir § b, III); la condition en question im-
plique donc 1°. Inversement, si p ¢ F— FE, on pose G =1— FE;

VI. Propriétés des ensembles développables.

1. Les ensembles développables constituent un corps?), c. a d.
que la somme, le produit et la différence de deux ensembles
développables sont des ensembles développables.

C’est une conséquence de la cond. 2° du théoréme du N°V
et du fait que les ensembles ayant la frontiére non-dense consti-
tuent un corps (§ 8, V).

2. Chaque ensemble développable jouit de la propriété de Balre
au sens restreint,

Car E étant un ensemble développable et F un ensemble
fermé, ’ensemble EF est une somme d’un ensemble ouvert et d’un
ensemble non-dense dans F (cf. N°V).

3. Si un ensemble frontiére est développable, il est non-dense,

Car dans le domaine des ensembles ayant la frontiére non-
dense les notions d’ensemble frontiére et d’ensemble non-dense
coincident (§ 8, V).

4. Chaque ensemble clairsemé est développable, car la fron-
tiere d’un ensemble clairsemé est non-dense (§ 9, VI, 4).

) CL§7,IVet§inlIV,4
%) Ct. F. Hausdor 1, Mengenlehre, p. 82.
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VII. Résidus '). L’ensemble X X — X est dit le résidu de X
(au sens de M. Hausdorff).

L’ensemble X, - E (le reste de E) est identique 4 son résidu.
Car E et X étant deux ensembles qui satisfont a la formule (8),

XE est ldenthue a son résidu: X=X— E=X—_XE=XE— XE

puisque X = XE il en résulte que XE = XE- XE — XE.

La condition nécessaire et suffisante pour que E soit un en-
semble développable est qu'aucun ensemble Y (5 0) fermé dans E
ne soit identique & son résidu.

Supposons, en effet, que Y= V-E et V= Y Y Y. Par consé-
quent Y == YE et, d’autre part, Y C Y—Y=Y—YE=7VY— ECY

Done YE = Y = Y--E et, en substituant Y a X dans V, 1°, on a
Y = 0. La condition est donc nécessaire. Elle est aussi suffisante,
car elle implique en vertu de I'énoncé précédent que X, -E =0,
donc d’aprés V, 3", que I'ensemble £ est développable.

Il est & remarquer que la condition nécessaire et suffisante
pour quun ensemble soit une différence de deux ensembles fermés
est que son résidu soit vide.

En effet, d’apres § 6, III, X" est une différence de deux en-
sembles fermés, lorsque I'ensemble .Y — X est fermé, autrement dit,

lorsque X - X CX—=XC1—-UX, c. ad lorsque X X — X=0.

VIIl. Résidus d’ordre transfini. £ étant un ensemble donné,
on forme la suite des résidus de tout ordre de la facon suivante:

R, = le résidu de E, Ry ==le résidu de R; et R, =[] R; pour
) B h

A limite. La suite des résidus ainsi définis étant décrbissante, on
aboutit a un certain nombre § tel que R; = R;‘H”l = ... D'aprés I (4),
ona: E—Ry=E—~R +R —R,+..

Les termes de cette série alternée ne sont pas fermes, mais
en vertu de I'identité )(——/\ /\-—/\ X=X (puisque X—X—X—X 0),

on a R;_ RE'H = }?: RE RE, done
1) E—R;g:E—-E-—E-I—E b—E——- +RE RE_RE.+"-

) F.Ha usdorff, Grundzitge der Mengenlehre, p. 280.
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En particulier, si E est développable, le ,dernier résidu” Ry
de E est vide (voir N°VII) et la formule (1) présente un dévelop-
pement de £ en une série d’ensembles fermés décroissants.

IX. Ensembles localement fermés dans les espaces réguliers.

D’aprés la définition générale de la localisation, I'ensemble X' est dit
localement fermé au point p, lorsquwil existe un entourage /7 de p tel que I'en-
semble L£X soit fermé.

Evidemment un ensemble fermé est localement fermé en chaque point.
Tout ensemble est localement fermé en chaque point isolé. Si X est fermé au
point p et Y est fermé dans X, Y est fermé au point p. car, ’ensemble F.X étant
fermé, la condition } == }..X implique que £} est fermé.

Admettons a4 présent que P'espace satisfait & laxiome de .régularité-,
daprés lequel, st p n'appartient pas @ un ensemble fermé IF, il existe un entourage
I de p tel que - F=0").

Nous allons démontrer que, dans cette hvpothése, U'ensemble des points oir
X n'est pas localement fermé est égul d X — X, ce qui implique que le résidu
de X coincide avee 'ensemble des points de X ou X n’est pas localement fermé,

Soit, dabord p:1—.X - X, Soit, conformément i Paxiome de régn'l:u'im,

doi -X° X,done F-X =[N, ce qui prouve que Pensemble F.X est fermé,
done, que X est fermé au point p.
Supposons, réciproquement, que X soit fermé au point p, done que

FX=[X et p:1—1-F. 1l sagit de prouver que pc1-— X - X. Il suffit

formule géncrale X -— VX -— 1}, on démontre en effet facilement que
X=X X—EXa= X — XX FX s X— 01— [, et parsuite X—X 1 — F.

évidemment d’établir Pinclusion X— X ¢ 1 —/[. Or, en tenant compte de la

Ceci établi, on en conclut en vertu des propositions du N°VII que:

1Y la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble I soit dévelop-
pable, est que chague ensemble non vide fermé dans F contienne un point oa il est
localement fermé,

2% la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble F soit localement
Jermé en chacun de ses points est qu'il soit une différence de deux ensembles

fermés?), c. a d. que le résidu de I soit vide, ou encore que 5~ [ soil fermé (voir
§ 6, 1. '

')y On prouve facilement que chaque espace métrique satisfait a cet
axiome, de sorte que le contenu du N°IX reste valable pour les espaces mé-
triques. Voir pour cet axiome L. Viet»o'ris, Mon. f. Math, u. Ph. 31 (1921),
p. 173 et H. Tietze, Beitriige zur allgemeinen Topologie, Math. Ann. 88 (1923),
p. 301. )

*) Voir la note de M. W. Sierpinski et de moi, Sur les différences
de denx ensembles fermés, Tohoku Math. Journ. 20 (1921), p. 22.

C. Kuratowski, Topologie I. H
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lL.e ,dernier résidu* R‘g étant identique & son propre résidu, c’est un
ensemble qui n'est localement fermé en aucun de ses points. Nous allons
démontrer que, parmi les ensembles fermés dans X, Iensemble Rf" est le plus
grand qui ne soit localement fermé en aucun de ses points.

Supposons, en effet, que 'ensemble Y soit fermé dans X et que Y — R, == 0.
[1 s’agit de prouver que Y contient un point ou il est localement fermé. Oron
déduit, en tenant compte de la décomposition VIII (1), ’existence d’'un indice
E tel que Yl\"a— REH == 0. Admettons que £ désigne le plus petit indice de
ce genre. Par conséquent Y( RE' done Y est fermé dans RE. et, I'’ensemble
R«i{—l étant le résidu de RE, I'ensemble R& est Ioc'alement fermé en chaque
point de Rg — R;’ donc en chaque point de I'ensemble non vide YRE_—RE-H'
Cela implique (('omme nous P'avons démontré auparavant) que l'ensemble }
est aussi localement fermé en chaque point de ce dernier ensemble.

§ 13. Continuité. Homéomorphie.

I. Définition!). Soient .\'" et !/ deux espaces satisfaisant
aux axiomes I—III. Soit f(x) une fonction ayant .\\' pour Pensemble
des arguments et dont les valeurs appartiennent a /. La fonction
f est dite continue au point x, lorsque, pour chaque ensemble X,
la condition x ¢ X entraine f(x) ¢ f (X)?).

En cas on -\ et !/ désignent des ensembles de nombres réels, la notion
de continuité considérée ici coincide avee celle de 'Analyse classique.

II. Conditions nécessaires et suffisantes. Pour qu'une
fonction f soit continue au point x, il faut et il suffit que, YV étant
un entourage arbitraire de f(x), l'ensemble f ' (Y) soit un entourage
de x; en d'autres termes, que pour chaque ¥

1) f(x)eInt (Y) entraine xelnt|f 1(Y)],
ou encore (en remplacant Y par /- V) que
2) xefNY) entraine f(x)eV.
) Cf.F. Hausdorftf, Gr: mdzlige der Mengenlehre, Chap. 9, § 1.
*) Kn cas o les espaces X et “/f ont des points commmuns, ll est dési-

rable de distmguer entre la fermeture dans .\ et dans !/ Pour simplifier
les notations, nous omettons cette distinction.
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En effet, on prouve en vertu de § 3, I, 12 que la condition (2)
est nécessaire, en posant dans la définition X'=/f (V). La
suffisance résulte de § 3, 1I, 11, en posant dans (2): Ye=f (X)!).

En tenant compte du fait qu’il existe dans chaque entourage
d’un point un ensemble ouvert contenant ce point, on parvient
a la condition suivante (,définition de Cauchy*):

(8) pour que f solt continue au point x, il faut et il suffit qu'a
chaque ensemble .ouvert H contenant f(x) corresponde un ensemble
ouvert G contenant x et tel que f(G)(C H.

lll. L’ensemble D des points de discontinuité. Par dé-
finition on a x ¢ D lorsqu'il existe un ensemble X tel que x<¢ X et

f(x) non-c f(X), ¢. a d. tel que xe.X—f ' [f(X)]. Il vient:
(1) D =§{2\; - f X))}, dou f(D) ~.\S [f(X) = F (X,

la sommation s’étendant a tous les sous-ensembles X de .\,

En effet, f(D):.;:f{X-f“‘[f(X)l}:%.;f{xi"f Y F (O]

=2 X) (Y= fN=21f (X) —f(X)], d’aprés § 3, 1, 13.
En vertu des propositions II (1) et (2), on a:

@) D=${f”’[lnt(y)]-1nt|f"(Y)I}"—*-.;flf ") ~f YN,

car d’'une part la condition f(x) ¢ Int (V) équivaut a xzf '[Int(Y)]
et d’autre part f(x): Y équivaut a x e f-'(Y). ,

On peut enfin supposer que dans la premiére des égalités (2)
la variable Y parcourt la famille des ensembles ouverts et que
dans la deuxiéme elle varie dans celle des ensembles fermés.

En effet, si I'on pose Int(Y)=G,on a f[Int(Y)]—Int[f (V)] C

C fYG) —(Int f~1(G)] et si 'on pose V=:F, on a f-(¥)—f-(Y)C
C f~1(F) — f~(F). Ainsi:
@  D=24{/HO) — Int[f7 (O =21 " (F)=f(F).

La premiére des égalités (3) implique que D (C X' (dérivé de X),
car tout point isolé de I'espace, comme point intérieur de chaque
ensemble qui le contient, n’appartient pas a f-(G) — Int|f~YQ)].

Les deux égalités suivantes définissent deux classes impor-
tantes de fonctions: 1° D =0 les fonctions continues, 2° X —D =X
les fonctions ponctuellement discontinues.

1) Iei n'intervient que I’ax. I, qui est d'ailleurs superflu si f est biunivoque,
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IV. Fonctions continues en chaque point. Les fonctions
de ce genre s’appellent continues, tout court. On a dans ce cas
D=0 et f(D)=0. Les formules III (1)—(3) fournissent aussitot
les conditions suivantes, nécessaires et suffisantes pour qu'une fon-
ction f soit continue:

(1) f(X)(C f(X), quel que soit X,
(2) f ) Cf (), quel que soit Y,

(8) ['(Q) est ouvert, quel que soit I'ensemble ouvert G,
4) [ '(F) est fermé, quel que soit l'ensemble fermé F.

Les deux dernieres conditions résultent de I'égalité III (3),
car la condition D = (0 équivaut a I’hypothése que, pour chaque
ensemble ouvert G, on a f '(G)—Int [f 1 (G)] == 0, donc que f 1(G)
est ouvert; de méme I'hypothése f 1(F)--f 1 (F) =0 signifie que
f YW(F) est fermé.

Kn particalier, f(v) étant une fonction continue i valeurs réelles et ab
un intervalle, les ensembles {’,‘{u () h}' et ]‘i‘{,)"(,\') = a:' sont fermeés:

’
I’ensemble IL Ya <. f(x) << b} est ouvert.
x

KEn tenant compte du fait que 'opération f ! est additive et
mulliplicative (§ 3, II, 6a et 7a), on déduit de (3) et (4) que

(B)  si Yest respectivement un F. on un G, f ' (Y) lest également.

V. Relativisation. Fonctions partielles. Rappelons que
I'on désigne par f(x'A) la fonetion qui s’obtient de f(x), en re-
streignant & A I'ensemble de ses arguments (§ 3, II). La fonction
partielle f (x.A) est dite continue au point x relativement a A, lorsque
x<A ot lorsque la condition x € .VA entraine f(x) ¢ f (XA).

1) La continuité dune fonction dans un point p est une pro-
priété locale, ¢. a d. que, A étant un entourage de p, la continuité
de la fonction partielle f(x.A) dans un point p entraine celle de
la fonetion f en ce point.

Soit, en effet, p< X. On a évidemment X = X4 4+ X — 4,
dod X=NXA4+X—-A(C XA+ X —A et, comme par hypothése
p wappartient pas & X — 4, il vient p € XA, d’oli, par suite de la
continuité de la fonction particlle: f(p) ¢ f (XA) C f(X).
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2) SiX=A+4B, pec AB et les fonctions f(x.A) et f(xB)

sont continues au point p, la fonction f l'est également.
~ En effet, si p« X = XA + XB, on a soit p e XA, soit p e XB.
Donc p = f(XA) C f(X) ou bien p < f(XB) C f(X).

3) Si X = A+ B est une décomposition de X en deux ensembles
fermés et si les fonctions f(x!A) et f(xiB) sont continues, [ est con-
tinue sur “\.

Car, dans le cas ou pc AB, la fonction f est continue en p
selon la proposition 2) et dans le cas ou p non-: A, p est un point
intérieur de B, de sorte qu'on arrive alors 4 la méme conclusion
en vertu de la proposition 1).

VI. Fonctions caractéristiques. On appelle fonction cara-
ctéristiqgue d'un ensemble A une fonction qui admet deux valeurs
(les nombres O et /, par ex.), ’'une aux points de A et Pautre aux
points du complémentaire de A. On a I'égalité suivante:

1) Fr (A) == D,

¢. & d. que la frontiére de A coincide avec I'ensemble des points
de discontinuité de la fonction caractéristique de A.

Soit, en effet, f(x) == a pour xe A et f(x) = b pour x=1-A.
Il suffit de considérer le cas ou x e A.

Si P'on suppose que x ¢ Fr(A4), I'ensemble A -~ f !'(a) n’est
pas un entourage de x, bien que l'ensemble composé du point a
seul soit un entourage de f(x). Il en résulte selon II que xe D.

Inversement, si xz A — Fr(4), on a xelInt(A4) et, en vertu
de la méme proposition, x est un point de continuité de la fon-
ction f.

L’identité (1) implique que la condilion nécessaire et suffisante
pour que la fonction caractéristique d’'un ensemble A soit respecti-
vement continue ou ponctuellement discontinue est que cet ensemble
soit a la fois fermé et ouvert ou bien posséde la frontiére non-dense.

Car la condition D == 0 équivaut a I'égalité Fr (A) = 0, qui
signifie que A est simultanément fermé et ouvert.

On en conclut en vertu de § 12, V, 2° que pour que la fon-
ction caractéristique d’'un ensemble A soit ponctuellement discontinue
sur tout ensemble fermé, il faut et il suffit que l'ensemble A soit
développable en série alternée d'ensembles fermés décroissants.

Ajoutons aux propriétés topologiques des fonctions caracté-
ristiques les formules suivantes, qui appartiennent a la Théorie
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générale des ensembles et dont la démonstration ne présente
aucune difficulté ’): ¢ (x, A) désignant la fonction caractéristique
de A, on a:

1. c(x,1)=1 2. ¢c(x,00=0 3. ¢(x,A)=1—-c(x,A)

4. c(x, Y A)=maxc(x, A) 5. ¢(x,[[A)=minc (x, A)
- 6. c(x,AB) =c(x, A)-c(x, B)
. ¢ (x, A — B) = c (x, A) — ¢ (x, AB)

8. Limes A, désignant l'ensemble ) [| Anpr =[] Y Auix (dans
(N n=0 k=0 R0 n::0

le cas ol cette égalité a lieu), on a c (x, Limes A,) = lim ¢ (x, A,).
Nz=cxa Nz

VII. Fonctions biunivoques et continues. Supposons & pré-
sent que la fonction f, qui transforme l’espace \\' en ‘I, soit biu-
nivoque, ¢. a d. qu’a des arguments différents correspondent
toujours des valeurs différentes de la fonction. ILes propriétés
suivantes sont des invariants des transformations biunivoques et
continues:

1) la propriété d’étre un point d’accumulation de l'espace; en
effet, x¢.\—x entraine f(x)ef(\ —x)= /j — f(x), puisque
S X = x) = f(X) = f(x) (voir § 3, III);

2) la propriété d'étre dense en soi (c'est une conséquence
immédiate de la proposition précédente);

8) lapropriété d'étre un ensemble fronticre dans l'espace, car I'éga-
lité \V=\—X entraine /=f(\)=f(N=X)C f(\—X)="—f(X).

VIII. Fonctions bicontinues. Homéomorphie.

La fonction y == f (x) transformant I'’espace \' en l'espace "/
(tout entier) est dite bicontinue, si elle est biunivoque et si la fon-
ction f(x), ainsi que la fonction inverse f~!(y), est continue. La
transformation est dite alors une homéomerphie ?) et les espaces
X et 'If s’appellent homéomorphes (ou du méme type topologique:;
cf. aussi § 3, IV). Dans le cas ou :V'="l, 'homéomorphie peut
étre nommée automorphie (topologique),

) Voir par ex. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 20. )
?) selon une dénomination de H. Poincaré, Journ. Ec. Polyt. (2) 1
(1895), p. 9.
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On voit aussitdt que 'homéomorphie est une relation symé-
trique, transitive et réflexive,

Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante
pour qu’une fonction biunivoque f soit bicontinue:

(1) f(X) = f(X), quel que soit X,

() f N(Y) = f U(Y), quel que soit Y.

En effet, d’aprés IV, (1), l'inclusion f(X) (C f(X) équivaut
a la continuité de la fonction f, tandis que I'inclusion f(X)(_ f(X)
équivaut, d’aprés IV (2), a la continuité de la fonction f-!. De
la résulte la premiére partie du théoréme. Par un raisonnement
analogue on en démontre la deuxiéme '),

Une condition nécessaire et suffisante pour 'homéomorphie
est aussi la suivante:

(3) X = [f (X)), quel que soit X,
qui équivaut évidemment d la condition:
(3a) lxe X} {f)ef(X)).

En effet, dans le cas ou la fonction f est biunivoque, notre
énoncé est vrai, car I'égalité (3) équivaut a (1). 1l s’agit donc de
prouver que toute fonction satisfaisant a la condition (3) est biu-

nivoque. Posons f(p)=f(qg). llvient: p = f '[f ()| == f '[f (9))=q,
dout p=gq, c. q. f. d.

IX. Propriétés topologiques. Comme nous I'avons indiqué
déja au § 3, IV, chaque propriété topologique de l'espace (c. a d.
propriété énoncée a l'aide de l'opération X) est invariante par
rapport aux transformations bicontinues.

D’une fagon plus générale, si un point a (ou un ensemble A,
ou une famille d’ensembles A, etc.) posséde relativement a Pes-
pace X une propriété donnée et si la fonction f transforme Pes-
pace X en l’espace ')/ d’une facon bicontinue, le point f(a) pos-
séde la méme propriété relativement a espace /.

) Cette démonstration ne dépend d’aucun axiome topologique. Voir 1l,
renvoi !).
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Ainsi, deux espaces homéomorphes ne peuvent étre distingués
l'un de lautre par aucun moyen topologique. D’une facon analogue,
8i'A et B sont deux ensembles situés respectivement dans les es-
paces Xet Y et ¢’il existe une transformation bicontinue de X en U/
qui transforme A4 en B, les ensembles A et B sont dans leurs espaces,
au point de vue topologique, indiscernables. Nous les appellerons
topologiquement équivalents (par rapport aux espaces \ et ‘).

Il importe de remarquer que deux ensembles peuvent étre homéomorphes
et, cependant, leur situation dans Yespace peut étre différente, de sorte quil
n'y ait pas d’équivalence entre eux. Par ex. dans l'espace des nombres
réels, un ensemble composé d'un point, d’un segment et d’'un second point
(dans lordre indiqué) n’est pas équivalent (tout en étant homéomorphe) & un
ensemble composé de deux points et d’un segment qui les suit. Les mémes
ensembles (considérés comme sous-ensembles du plan) sont équivalents par
rapport au plan.

" Toutes les propriétés de Pespace, de ses sous-ensembles, des points etc.
considérées jusqu’ici sont des propriétés topologiques, done¢ des invariants
des transformations homéomorphes de P’espace.

X. Rang topologique. L’espace .\ est dit fopologiquement
contenu') dans l'espace !/, s’il est homéomorphe & un sous-en-
semble de V.

Si X' est topologiquement contenu dans ¢/ et "/ dans O\,
nous dirons que X' et !/ ont le méme rang topologique?). Par
contre, si cette relation n’a lieu que dans un seul sens, on dit que le
rang topologique de l'un des espaces est supérieur a celui de
I’autre.

Bien ehtendu, deux espaces peuvent avoir le méme rang topologique
sans qu’ils soient homéomorphes. Tels sont par ex. la droite illimitée et 'in-
. tervalle fermé. On a cependant, d’aprés un théoréme de la Théorie des en-
sembles?), la proposition suivante: -\ et U ayant le mime rang topologique,
il existe un ensemble ACX et un ensemble BC Y tels que A est homéomorphe é B
et X —A4a Y—B

Les rangs topologiques de deux espaces péuvent étre incomparables. Tel

est par exemple le cas d’une circonférence et d’un ensemble composé de
trois segments n’ayant qu'une seule extrémité en commun.

') .d’aprés M. P. Alexandroff.

?) ==,type de dimensions” de M. Fréchet (voir Math. Ann. 68, 1910,
p. 145—168) = ,,Homove*“ de M. Mahlo.

3 S. Banach, Fund. Math, 6 (1924), p. 286—239.
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‘ Xl. Ensembles homogeénes. Un ensemble A est dit komo-
géne dans l’espace, si pour chaque couple a, b de ses points, il
existe une automorphie f(x), c. 4 d. une transformation bicontinue
de l'espace en lui-méme telle que f(a)=2b et f(A)=A. En
particulier, Pespace entier est homogeéne, si tous ses points sont
topologiquement équivalents (dans le sens du N°IX).
Tels sont par ex. une circonférénce. un espace euclidien a »n dhnensions_;
Ces espaces sont, en outre, bihomogénes, c. a d. qu’il existe une transforma-

tion faisant correspondre b a4 a et a & b simultanément. 1l est d’ailleurs &
remarquer qu'un espace peut étre homogéne sans étre bihomogéne!),

Dans le méme ordre d’idées, on prouve ?) que A étant un ensemble fermé
et ouvert simultanément, a et i deux points équivalents et tels que a: 4 et
b:1—A, les points a ct b sont bi-équivalents, c. & d. qu'il existe une trans-
formation bicontinue f de 'espace en lui-méme telle que f(a) = b et f(b) =a?d).

Un ensemble A peut ne pas étre homogénme dans P’espace qui le con-
tient, bien qu’il soit homogéne quand on le considére comme un espace pour
lui-méme. ’

Il résulte facilement de la définition que, A étant un ensemble
homogéne, chaque propriété topologique qui appartient a uh point
de A appartlent a lous les autres. En particulier, si I'on envisage
les propriétés d’étre un point intérieur, un point d’accumulation,
un point ot 'ensemble donné est de I-re catégorie, on en conclut
respectivement que fout ensemble homogéne A est

1° soit un ensemble ouvert, soit un ensemble frontiére,
2" soit dense en sol, soit isolé;

3" soit un ensemble de I.re catégorie, soit un ensemble qui
r'est de I-re catégorie en aucun de ses points.

Dans cet ordre d’idées on a le théoréme suivant ¢):

1) Voir ma note Un probléme sur les ensembles homogénes, Fund. Math.
3 (1922) p. 14—19 (probléme de M. Knaster).

?) ibidem, p. 16.

3) Dans une note Ueber topologisch homogene Kontmua, Fund. Math. 15
(1930), p. 102, M. van Dantzig distingue d'autres genres de homogénéité, en
particulier 'homogénéité involutoire. Ces notions peuvent aussi étre localisées,

%) Ce théordme présente une extension aux espaces topologiques d'un
théoréme de M. Banach concernant les groupes topologiques (voir N° sui-
vant). Le théoréme de M. Banach a trouvé des applications importantes
dans le Calcul fonctionnel. Voir S. Banach, Théorie des opérations linéaires,
cette Collection Tome I (1932), p. 20; v. aussi ma note, Sur la propriété de Baire
dans les groupes métrigues, Studia Math. 4 (1933).
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Théoréme. Soit $ une famille d’automorphies de Uespace telle
quwa chaque couple de points x,y corresponde une automorphie h
appartenant a cette famille et satisfaisant & légalité y = h(x).
Soit Z un ensemble tel que lon ait pour chaque élément h de $

(1) soit Z=~h(Z), soit Z-h(Z)=0.

Dans ces hypothéses, si Z jouit de la propriété de Baire, Z est
ou bien un ensemble de l-re catégorie ou bien un ensemble simulta-
nément fermé et ouvert.

Démonstration. Remarquons d’abord (cf. N°IX) que, z étant
un point de Z, si Z jouit d'une propriété (topologique) au point 2,
Pensemble % (Z) jouit de la méme propriété au point 4 (z). En
outre, Z est homogéne, car on peut faire correspondre au point
z,€Z une automorphie # telle que 2z, =/(z) et, comme 2, Z- h(Z),
il vient en raison de (1): Z = A (Z).

Il en résulte, selon 3°, que si Z n’est pas de I-re catégorie,
Z n’est de I-re catégorie dans aucun de ses points. On en con-
clut en vertu de la propriété de Baire (§ 11, IV, cor. 2) qu’il
existe un point z<¢ Z dans lequel 1 — Z est de l-re catégorie. Soit
donec G un ensemble ouvert tel que z2¢G et que G — Z soit de
I-re catégorie. Nous allons prouver que G — Z = 0.

Supposons, par contre, que pc G— Z. Soit £ une automorphie
appartenant a $ et telle que p = £(2). Comme peh(Z)— 2, il
vient selon (1): Z-#(Z)=0, ot A(Z) C1—Z,donc G-k (Z)(_ G—-2Z,
ce qui prouve que G-4(Z) est un ensemble de I-re catégorie.
Par conséquent, £(Z) est de I-re catégorie au point p =k (2).
Mais cela contredit la remarque faite au début de la démonstra-
tion, puisque Z n’est pas de I-re catégorie au point z.

L’inclusion G (C Z établie, il en résulte que 2z est un point
intérieur de Z, done, Z étant homogéne, Z est ouvert (selon 1°).

Reste & prouver que Z est fermé.

Soit peZm et z¢Z. Posons, comme auparavant, p =/ (2).
L’ensemble Z étant ouvert et /£ étant une automorphie de I'espace,

k(Z) est aussi ouvert. Par conséquent les formules psz et
peh(Z) entrainent Z-h(Z) = 0, dou Z = h(Z), donc peZ,
c. q. £ d.
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XII. Applications aux groupes topologiques. Un espace topologique
(satisfaisant aux ax. I—III) s’appelle groupe topologique '), lorsqu’on a fait cor-
respondre & chaque couple de points x, y leur ,somme* z = x +y de facon que:
10 (x +y) ¥z =x+(y+2), 201l existe I'élément-zéro U tel que x +7==x =10 .,
8% il existe I'élément (— x) tel que x H(— x) =19, 4° les opérations x fyet—ux
sont continues ?).

Posons h,(x) = a + x. On voit aussitdt que la condition y = h, (x) en-
traine x = h_,(y). On en conclut que #,(x) est (pour a fixe) une automorphie
de l'espace et que la famille © de toutes les fonctions 7, satisfait a I'hypo-
thése du théoréme du N°XI.

On appelle sous-groupe chaque ensemble qui, avec x, contient (— x) et,
avec x et y, contient x + y. On vérifie facilement que, Z étant un sous-groupe,
la condition XI (1) est réalisée. D’aprés ce qui précéde chaque sous-groupe est
homogéne (en particulier, chaque groupe topologique est homogéne). En vertu
du théoréme du N XI, tout sous-groupe qui jouit de la propriété de Baire est
soit un ensemble de I-re catégorie, soit un ensemble d la fois fermé et ouvert.

) V.p.ex.D.van Dantzig, Zur topologischen Algebra, Math. Ann. 107
(1932), p. 587 — 626, oir Yon trouvera de nombreux renvois bibliographiques.

®) Une fonction continue de deux variables est une fonction continue
d’une seule variable parcourant un produit cartésien (voir § 23, I). Pour les
applications dont il est question ici, il suffit de supposer la continuité selon
chacune des variables séparément.



DEUXIEME CHAPITRE.

Espaces métrisables et séparables.

A. Introduction de la limite, de la distance
et des coordonnées (§§ 14—17).

Nous allons ajouter, 3 présent, aux axiomes I—III deux nouveaux axio-
mes (§§ 16 et 17). L’espace satisfaisant aux ax. I—V constitue, comme nous
I'avons indiqué déja dans la Préface, le vrai domaine de la Topologie. Il est
d’'aprés un théoréme du § 17 homéomorphe & un sous-ensemble de Vespace Ry
c’'est bien ce théoréme fondamental, qui est un de nos buts les plus pro-
ches. Afin d’y parvenir d’une facon méthodique, nous étudierons d'abord .
deux genres d’espaces: espaces .”*, munis de la notion de limite et espaces
métriques, munis de la notion de distance. Les §§ 14 et 15 contiennent plu-
sieurs définitions et théorémes importants, liés a4 ces notions. Dés que le
théoréme fondamental sera établi, tous les théorémes concernant les espaces
J2* ainsi que les espaces métriques, pourront &tre considérés comme des
théorémes sur l'espace assujetti aux ax. I—V, puisque dans un espace de ce
genre la limite et la distance se laissent introduire de facon que cet

espace devienne /¥ et métrique.

§ 14. Espaces °* (pourvus de la notion de limite).

I. Définition. Un ensemble d’éléments arbitraires devient
un espace .2*, lorsqu’on a fait correspondre a certaines suites
(dites convergentes) p,,p, ... Pny .. d’éléments de cet espace un
élément p = lim p, de fagon que les conditions suivantes soient

n=oco
réalisées !):

') Les espaces abstraits ayant la notion de lir_nite_ pour terme primitif
“ont été introduits par M. Fréchet dans sa Thése, Paris 1906 et Rend. Cirec.
Mat. di Palermo 22 (1906), Sur quelques points du Calcul fonctionnel. Pour la.
cond. 3% voir P. Alexandroff et P. Urysohn, C. R. Paris, t. 177 (1923),
p. 1274 et P.. Urysohn Sur les classes (2) de M. Fréchet, Ens. Math. 25 (1926),

- p. 77—83, ou les espaces .2* sont désignés par Lz
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1° si limp,=p et k, <Iz2 onahmpknzp

nN=oco

2° 'si, pour chaque n, p,=p, on a llm Pn=0p

Nz==oo
8° si la suite p,,p,, .. ne converge pas vers p, elle contient une
suite partielle ') pu,, pr,, .. dont aucune suite partielle ne converge
vers. p.

Nous distinguons par Pastérisque les espaces Q* des espaces L de
M. Fréchet, qui ne sont assujettis qu’aux conditions 1° et 2° Ces deux. con-
ditions ne caractérisent pas d'une fagon suffisante la notion de limite: par
exemple, un ensemble composé de deux éléments a et b, o0t I'on suppose que
seules les suites a,a,4,... ot b,5,b,.. sont convergentes (la suite a,b,b,b,...
diverge!). est un espace 2. Voir aussi N°Il et N° IIl, ainsi que M. Fréchet,
Espaces abstraits, p. 169.

Il. Rapport aux axiomes I—IIl. X étant un ensemble situé

dans un espace .2*, on définit la fermeture X de X, en admettant
que p appartient a4 X, lorsque p est limite d’une suite extraite
de X. On voit aussitét que la condition 1° entraine l’ax. I et
la cond. 2° Vax. II (voir d’ailleurs le raisonnement du § 4, II).
L’ax. III peut ne pas étre rempli, comme le prouve Pexemple de
I’ensemble des fonctions, considéré au § 4, V 3).

Pour que p = lim p,, il faut et il suffit que, X désignant len-

oo
semble des éléments d’une sous-suite arbitraire py,, ps,, ..., on ait peX.

En effet, si p =limp,, on a pe X en vertu de 1°. Inverse-

N=oco

ment, si la suite donnée ne converge pas vers p, elle contient
selon 3° une sous-suite ps,, ps,, ... dont aucune sous-suite ne con-
verge vers p. On peut supposer, de plus, que la suite {p:,} ne
contient pas I'élément p, car en vertu de 2° elle ne pourrait le
contenir qu’'un nombre fini de fois et dans ce dernier cas on la
remplacerait par une sous-suite qui ne contient pas p. Or.aucune
suite (d’éléments différents ou non) Xy, X5, ... extraite de X ne con-
verge vers p, car en cas ol elle admet une infinité d’éléments diffé-
rents, elle contient une sous-suite de la suite ps,, ps, ..., done
une suite qui ne converge pas vers p, et en cas ou la suite X1, Xy o

) Pry p,,, . est une suite partielle (ou une sous-smte) de la suite py,py, ...
lorsque k,<k2< .
" ?) Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un espace satis:
faisant aux ax. I—III devienne L* ont été données par P. Urysohn dans
I'ouvrage précité.
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ne contient qu’un nombre fini de termes différents, il y en a un
qui se répete une infinité de fois; ce terme étant différent de p,
la suite ne pourrait converger vers p. Ainsi, en tout cas, p non-¢ X.

On prouve facilement que la convergence, ainsi que la limite
d’une suite, ne dépend pas de n premiers termes de cette suite, c. a d.
que l'on peut ajouter ou supprimer ou remplacer un nombre fini
de termes, sans que la suite cesse d’étre ou devienne convergente,
ou bien que sa limite change de valeur. On prouve aussi (en
s’appuyant toujours sur Pax. 8°) que, éfant données deux suites
telles que lim p, = p = lim q,, la suite p,, q,, p,, q,, ... cOnVErge vers p.

X noco

III. Notion de continuité. Dans les espaces L’* la condition
pour quune fonction f soit continue au point x équivaut a la sui-
vante (dite condition de Heine) !):

x = lim x, entraine f(x)==lim f(x,).
n.-oo o

Supposons, en effet, que la fonction soit continue au point x

et que x = lim x,. Désignons par X 'ensemble des éléments d'une

Nz
sous-suite arbitraire X, xi,, .. Nous avons démontré au N° pré-
cédent que x ¢ X. Donc, par définition de la continuité (§ 13, 1),

f(x) e f(X). La suite f(xs,),f(%), ... étant une sous-suite arbitraire

de la suite f(x,), f(x,), ..., cette derniére converge vers f(x).
Supposons, d’autre part, que x ¢ X. Il existe donc une suite

Xy, X, ... telle que x = lim x, et x,¢ X. Si 'on suppose la condi-

N zies

tion de Heine vérifiée, on a f(x)=lim f(x,) et comme f(x.)e f(X),

EET

il vient f(x)e f(X). La fonction est donc continue au point x.
De 13, on conclut facilement que pour que la fonction f soit -

continue, il faut et il suffit que les égalités x—-llm X, et f(x)=lim f(x,)

soient equr'valentec n=s

1) Lhypothese que Pespace des valeurs soit un J2¥ est essentielle. Si,
en effet, un espace est un 0 sans étre un /¥ il contient une suite v, y;,...
qui ne converge pas vers y,, bien que chaque sous-suite contienne une sous-
suite convergente vers y,. Posons f(0) =y, et f(1/n) =y,. La fonction f est
continue dans le sens adopté au § 13, [, mais ne satisfait pas & la condition
de Heine.

En général, si les espaces des arguments et des valeurs sont des espaces £
(mais pas nécessairement f)*), la continuité de f équivaut a la condition sui-

vante: si x == lim x,, il existe une sous-suite x, , x,, ... telle que f(x) =limf(x ).
Mz 2 * n=oco n
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IV. Produit cartésien des espaces .©*. Le produit carté-
sien (X XY des espaces 2\ et Y est par définition (§ 2, I) I'en-
semble des paires ordonnées (x,y) ot x¢:\' et y= Y. On confére
a l'ensemble .\ X Y le caractére d'un espace /’*, en convenant
que la suite de points 3§, = (xx, y.) converge vers 3 = (x, y), lorsque
limx, = x et lxm nYn =Y.

N=zom
D’une fagon analogue, -\}, .X,, ... étant une suite infinie d’es-
. . . 1 2
paces .L*, on convient qu'une suite variable 3, = i, iu, ... cOonverge
dans l’espace °\; X ’L\’~,>< .) vers la suite 3= i, 3?2, ..., lorsque
Q b]
pour chaque i, on a lim j, = §, c. a d. lorsque le i-éme terme de

Rzt .
la suite variable tend vers le i-éme terme de la suite limite.
Soit 3 = f(f) une fonction qui fait correspondre i chaque
point £ d’'un espace 7 un point 3 du produit cartésien \'| X\, X
(ou, d’une fagon moins générale, du produit ‘X X ‘Y). Posons
& (&) =|f () =1a i-éme coordonnée du point § = f (¢).
La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(t)
Soit continue au point t est que chacune des fonctions g;(t),i =1,2, ...,
soit continue en ce point,

Car, .étant donnée une suite ¢,1f,, .. convergente vers ¢,
I'égalité f(¢) = lim f (Z,) signifie que, quel que soit i=1,2, ...,
n: oo

I'égalité [f ()] = lim [f (£,)} est remplie.

V. Exemples fondamentaux des produits cartésiens.

1. 7 désignant l'intervalle 0 < x <{ 1, J" c. & d. le produit
cartésien de n facteurs identiques a :J, est un cube & # dimen-
sions. 7% est l'ensemble de toutes les suites infinies extraites
de lintervalle 1),

2. X'désignant un espace composé de deux éléments, considé-
rons Pespace (’ = X%, Chaque point de I’espace (’ est donc une
suite infinie composée de deux éléments. Désignons ces deux

1) On prouve facilement que I'espace TN est homéomorphe au ,cube
Sfondamental de Hilbert“ (,Fundamentalquader®), composé de toutes les suites
§=31),303),..., o0 3() < 1/i et ou la distance de deux suites ; et y est, par

définition, égale a V Z(b(')—x)('))’ Cf D. Hilbert, Gott. Nachr, 1906,
p. 200 et 439,
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VII. Rapports aux espaces de Hausdorff. Dans un es-
pace ayant pour terme primitif la notion d'entourage ouvert (§ 7,
III) on admet que le point p est la limite de la suite p,, p., ... lors-
que, pour chaque entourage U de p, il existe un indice a partir du-
quel on a p.e U. Les axiomes A— D de M. Hausdorff impli-
quent les conditions 19— 3°.

En effet, on voit d’abord qu’'une suite ne peut avoir deux
limites différentes p et g, car il existe, en vertu de D, deux en-
tourages U et V de p et ¢ sans points communs. Les conditions
1° et 2° étant évidentes, supposons pour prouver 3° que la suite
P, P2, ... Ne converge pas vers p; cela veut dire qu'il existe un
entourage U de p el une sous-suite pi, ps,. ... qui est située en
dehors de U; par conséquent, aucune suite extraite de celle-ci ne
pourrait converger vers p, c. q. f. d.

Dans les espaces de Hausdorff,on définit la fermeture X d’un
ensemble X comme composée de tous les points p tels que chaque
entourage de p contient des points de X (§ 7, III). Nous allons
démontrer que cette définition est d’accord avec celle adoptée au
§ 14, 1V, d’aprés laquelle p = X, lorsque p est un point-limite d'une
suite de points extraite de X, c. 4 d. lorsque, quel que soit I’en-
tourage U de p, tous les points de cette suite a partir d'un cer-
tain indice appartiennent a U.

Supposons, en effet, que chaque entourage de p contient des
points de X. Soit {U,} la suite d’entourages de p mentionnée dans
I'ax. E. D’aprés B l'ensemble U, - U,-...- U, contient un entourage
de p et celui-ci contient par hypothése un point p, de X, d’ou
Pne X U, ..-Un Soit U un entourage arbitraire de p. D’apres
Pax. E, il existe un n, tel que U, (C U; de sorte que, pour n > n,,
on a p,elU,; .- U, C Us CU. Donc p==1limp,.

Inversement, si p =limp, ot ppe X e’i si {J est un entourage
de p, on a, pour r suffisamment grand, p.ec U, d’on UX 0.

On voit ainsi que fous les théorémes concernant l'espace O
sont applicables aux espaces de FHausdorff.

§ 15. Espaces métriques.

I. Définitions. Un ensemble est dit espace métrigue, lors-
quon a fait correspondre & chaque couple x, y de ses éléments
un nombre réel x — y|, d?»l%ur distance, assujetti aux conditions:
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(i) légalité | x —y|=0 équivaut a légalité x =y,
(i) (*—y + x—2| >|y-—2z (loi du triangle) ).

En substituant dans (ii) respectivement y et x & 2 0onen
conclut que {x —y|>> 0 et que |x—y|='y— x|, de sorte que
la distance est une fonction non négative et symétrique par rap-
port aux deux variables *),

Un ensemble est dit sphére ouverte (sphére fermée) de cen-
tre p et de rayon r, lorsqu’il est composé de tous les points x
tels que |p — x| <{r (tels que |p — x| << r).

Un espace ayant la fermeture pour notion primitive est dit
métrisable, s’il est possible d'y définir la distance de fagon que

les conditions (i) et (ii) soient vérifiées et que I'ensemble X se
compose des tous les points p tels que chaque sphére de centre p
contienne des points de X.

Remarque. Si I'on remplace la condition (i) par i x —x|=0
(de sorte que la distance entre deux points différents ne soit pas
nécessairement % 0), on peut décomposer I'espace en sous-ensem-
bles disjoints, en rangeant dans un méme sous-ensemble tous les
points dont la distance deux a deux est 0 (on dit dans ce cas
que les points a distance 0 sont identifiés). La distance entre
deux ensembles X et Y de ce genre est définie comme x — y|,
ou xt X et ye Y. Le choix des points x et y est indifférent, car
la condition | x—x'| = 0 implique | x'—y| -~ | x—X'| + | x—y =

On vérifie facilement que les sous-enbembles en questlon,
considérés comme des points, constituent un espace métrique.

Exemples. Le cas le plus simple, dont nous avons emprunté les nota-
tions, est celui de I’ensemble des nombres réels, olt la distance est définie,
comme d’habitude, par le module de la différence. D’une facon plus générale,
I'espace cartésien & n dimensions est un espﬂce metnque, la distance des

points x,,..,x, et v, .., v, étant égale a l/(x, -—y‘)‘—{- +(xn-—y")

') La notion est due a8 M. Fréchet, Rend. Circ. Mat. di Palermo 22
(1908), p. 17, Le terme ,espace métrique* provient de M. Hausdortf, Grund-
ztige, p. 211. Pour la définition du téxte, voir M. Fréchet, Relations entre
les notions de limite et de distance, Trans. Amer. Math. Soc. 19 (1918), p. 54 et
A.Lindenbaum, Contributions d I'étude de I'espace métrigue I, Fund. Math.
8 (1926), p. 211.

?) Pour les espaces munis d'une ,distance“ non symétrique, voir W. A.
Wilson, On quasi-metric spaces, Amer. Journ. of Math. 53 (1931), p. 675.
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La définition de la sphére coincide alors avec celle de la spheére n-di-
mensionnelle, adoptée en Géométrie.

1’ensemble de toutes les fonctions - bornées f#) 0 x <1, devient un
espace métrique, lorsquon définit la distance entre deux fomctions par la
formule | f; — f | = max | fy(x) — f(x) | V).

L'ensemble des fonctions de carrés sommables avee la distance
1
1 .
—f1={ J v —peo ax}e

est un espace métrique, si Yon identifie les fonctions qui ne différent que sur
un ensemble de mesure nulle.

) Un ensemble de puissance arbitraire peut étre considéré comme un es-
pace métrique, lorsqu’on y définit la distance comme égale identiquement a 1.

Il. Relations entre les espaces métriques et les autres
espaces. Un espace métrique peut étre considéré comme un espace
de Hausdorff (§ 7, II), lorsque foute sphére ouverte de centre p est
admise comme un entourage du point p. On vérifie facilement les
axiomes A—D de M. Hausdorff. L'ax. E est aussi réalisé, ear
toute sphére ouverte contient une sphére concentrique de rayon
rationnel.

On en conclut en vertu de § 14, VII et § 7, III que:

1° un espace métrique peut étre considéré comme un espace J2*, en
convenant que la formule p = llm P Signifie que hm |p—pn| =0,c.ad.

que chaque sphére de centre r contient, a partir dun certain indice,
tous les points pa,

2° un espace métrique satisfait aux axiomes I— Ill, lorsqu’on
convient que la formule p ¢ X exprime que chaque sphére de centre 4
contient des points de Pensemble X,

3° en admettant les conventions 1° et 2°, la condition p ¢ X équi-
vaut a lUexistence d'une suite p,, p., ... extraite de X et convergerte
vers p,

4° pour que p soit un point intérieur de X, il faut et il suffit
que p soit le centre d’une sphére contenue dans X.

) M. Fréchet, op. cit., Rend. di Palermo, p. 36, Cette définition de
la distance entre les foncuons remonte - (d’aprés. M Fréchet) a Weier-
strass. Voir aussi plus loin N° VIIL
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lll. Diamétre. Continuité. Oscillation. Le diamétre d'un
ensemble X, en symboles: ¢ (.X), est Ia borne supérieure des distan-
ces de ses points, Si ¢ (X) est fini, Pensemble X est dit borné.

On établit facilement les propositions suivantes:

(1) {8(X)=0}={Xest vide ou se compose d’un seul point}
@ siXCVYona 3(X)<3(¥) (8 3(X)=35(X)
@) si XY£0,0na §(X+Y)<s(X)+3(V).

Si I'on transforme un espace. arbitraire X' en un espace mé-
trique U/, la condition de continuité de la fonction f (x) au point p
(ct. § 13, II' (3)) peut étre exprimée de ‘cette fagon: d chaque ¢>0
correspond un entourage E de p tel que la condition x ¢ E entraine
Vinégalité |f(x) — f(p)| <e. En admettant que ¢ est de la forme
1/n, cela veut dire qu’il existe une suite d’entourages £, de p
tels que lim 6 [f (E»)] = 0. Ainsi, G, désignant la somme de tous

Nisese

les ensembles ouverts G (C X tels que ¢ [f(G)] < 1/n, 'ensemble
C =G, G, ... constitue l'ensemble des points de continuité dé la fon-
ction f; c’est donc un Gj.

Nous allons généraliser cet énoncé, en introduisant la notion
d'oscillation (qui permet de ,mesurer” la discontinuité). Notam-
ment, étant donnée une fonction f (x) définie aux points x d’un sous-
ensemble A de X, on appelle oscillation de f dans un point p (qu'il
appartienne a A ou non) la borne inférieure des nombres ¢ [f (E)]
ou E désigne un entourage variable du point p. En formule:

o (p) = min & [f (E)].

Ainsi par ex., pour f(x)=sin 1/x, on a (V) =2.
Evidemment, si p n’appartient pas a A, on a w(p) = 0, .car pour
E=1— A lensemble f(F) est vide, donc 3 [f(E)] = 0,

En attribuant 4 G, le méme sens qu’auparavant, on voit
aussitét que G, est.I’ensemble des points oit oscillation est < 1/n.
Par conséquent l'ensemble des points oi Uloscillation s'annule est
un G; (c’est précisément - ’ensemble C). Enfin A C étant .I’en-
‘semble des points de continuité de la fonction f, cet ensemble est
un G; relatif a A.

Il est a remarquer que dans le cas ol les deux espaces X et Y.
sont ‘métriques, la’ condition de  continuité. donnée au début de
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ce N° peut étre exprimée dans sa forme classique: a chaque € >0
correspond un ¢ > 0 tel que la condition |x — p| < ¢ entraine l'iné-
galité |f(x)—f(p)| <e (la sphére de centre p et de rayon 3
remplace ici I'entourage E).

IV. Ecart de deux ensembles. Sphére généralisée.

L'écart des ensembles A et B, en symboles: p (A, B), est la
borne inférieure des .distances |x--y| pour x parcourant A et
y parcourant B (les ensembles A et B sont supposés non vides) ').

On a les formules suivantes:
M pxy)=lx—y| (2) p(A,B)=0p (4, B)
@) {e(x,A)=0}={xcA} (4 p(A C)<"p(A,B)+p(B C)+2(B)
(5) la fonction p (x, A) est, pour A fixe, une fonction continue de x.

Pour prouver la derniére proposition, considérons deux points
x et x' tels que |x — x' <e SoitacAet [x—a|<p(x, A)+e
Il vient p (x', A) 7 |x'— a| <p (x, A) + 2¢, d’ou la continuité de p.

Une sphére généralisée ouverte de rayon r et de centre A (sup-
posé non vide) est, par définition, I'ensemble de tous les points x
tels que p (x, A) < r. En remplacant < par =7, on parvient a la
définition de la sphére généralisée fermée.

La fonction p (x, A) étant continue et ’ensemble des nombres
réels <r étant ouvert, la sphére généralisée ouverle est en effet
un ensemble ouvert (cf. § 13, IV); de méme la sphére généralisée
fermée est un ensemble fermé. On voit, en outre, que la sphére
généralisée ouverte est la somme des sphéres ouvertes de rayon
r et de centre appartenant a A.

D’aprés (2) on n’altére pas la sphére, en remplacant A par A.

A étant un ensemble fermé et S, désignant la sphére ouverte
de centre A et de rayon 1/n, on a

) A =U S

') M. Hausdorff désigne I'écart par §(4, B) et le diametre par d (A).
Voir Mengenlehre, p. 145,
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Done, chaque ensemble fermé est un G;') et, par raison de
symétrie, chaque ensemble ouvert est un F..

V. Transformation limitative *). Chaque espace métrique est
homéomorphe a un espace borné,

Définissons, en effet, une ,nouvelle distance” par la formule

\ " X—y
x—yl= 2=
. 1+jx—y|
La distance || x — y || satisfait aux axiomes (i) et (ii), qui défi-
fx—y =0
équivaut a Pégalité | x —y|=0. On a en outre:
__-y'|+ tx—zi> m:’C——VI 1x zl ‘
14 x—yi+lx—z| 1+ix—y|+|x—2z|
lXx—yi+ix- 1
= EmpEes s =yl

14{x—y|+] x"‘zi 14 -
X yitlx—z| ly—z|

Les deux espaces métriques, I'un métrisé par la distance |x—y|
et I'autre par |x—y|, sont homéomorphes, c. a d. que I'on a I'équi-
valence {lim|x, —y| =0} == {lim | x, — y || = 0}.

) R

J BT

Cela résulte directement du fait que la fonction u = . -tFt est

bicontinue dans le domaine des nombres non négatifs.
Enfin le diamétre de I'espace est -1 (relativement a la di-
stance | x —y!).

VL. Métrisation du produit cartésien. Soient X et ‘// deux
espaces métriques. D’aprés § 14, IV, le produit cartésien X <
de ces espaces se compose de tous les couples (x,y) ou xeX
et yeQf la limite étant définie par la convention que la suite

) C'est une propriété importante des espaces métriques, qui est con-
sidérée par certains auteurs comme axiome topologique. Voir ,propriété Ju
chez P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925), p. 286.

¥ Cf. ,Schrinkungstransformation“ chez M. H. Ha hn, Theorie der reel-
len Funktionen [, Berlin 1921, p. 115; ¢f. aussi R. Baire, Acta Math. 80 (1906), p. 6
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3n=(Xn,Yn) converge vers 3 =(x,y), lorsque hm X, =x et limy,=y.
n==3>q
Le produit X X ¢/ peut étre métrisé par la formule 1)

1) ia~axl~Hx——x,I”+|y —
On voit, en effet, que, pour que 3 = lim 3, il faut et il sufﬁt
— 3] =0.
Nrmox.

Soit, d’'une facon plus générale, X;, i = 1,2, ..., un espace mé-
trique de diameétre <1 (cf. N°V). L’espace {\; XX, X... se com-
pose de points 3 = [3, 3% ...], le point i, tendant vers j, lorsque la
i-eme coordonnée de 3, tend vers la i-éme coordonnée de ;. On pose

2) [3—wl= 2275 =),
[E
La distance ainsi définie satisfait aux conditions (i) et (ii),

car I'équivalence {|3 — v | =0} == {3 =1} est évidente et la régle du
triangle résulte de la formule

2

[3=0l4 3—wj = \ 2 3 =vj4i3—wi]: »E 2—i [y —wi =y —w.

i1

Il s’agit de prouver que, pour que 3 =lim 3, il faut et il

Nz

suffit que lim |3 - 3,/ =0, ¢. & d. que 'on a I'équivalence:
neiin

{lim |3 — 3nl == 0} = {lim H— 5,';2 = 0, quel que soit £}.

M i Nz

Or, la condition 1im!3-—~ iz = O entraine pour chaque I

llz-a

[

lim |3 — 3! =0, car ;3 — i =0 27|y — ja). Supposons que, inver-

Y) Il y a bien d’autres définitions de distance qui peuvent étre ad-
mises. Ainsi par ex. rien ne change au point de vue topologihue si on admet
comme la distance des points j et 3, le plus grand des deux nombres X — Xy
et |y —y,i ou bien la somme de ces nombres.

) Si I'on ne fait pas I'hypothése que 5(;\1) <1, on pose

« f § e i
Wyt Yot _SETNL
=l 1+‘ i.—-])l

Cf. In formule de M. Fréc het, Espaces abstraits, p. 82.
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sement, lim |3 — 3| =0, quel que soit /. Soit, pour un €>>0 donné,

] 5
m un entier positif tel que 2-m < e Soit j un entier tel que I'on
ait |3' — 3l <e o, 3" — i <k, pour tout #>j. En tenant
compte du fmt que I3 —anl <8(X) < 1, on en tire lmegahté

3~ m\ 2*’! — |+ ‘1 27/ <2¢, d'ol lim |5~ 3 = 0.

==m

La dzstance | X — yi, considérée comme fonction de la variable
3 =(x,¥), est continue. Soit, en effet, a = (a, b) un point donné
et posons|{;—a|/<e Ilvient {x —al<|j—n]<cet!y—bl<e
Par conséqugnt

X—yllx—a +la—bl+jb—y|<la—b|+2¢
et
la—b <ila—x{+ix—y +ly—bl<|x—y|+2¢c,

donc 'x —y; — a~b} <2¢,doula conclus:on demandée (v. N°II1).

VII. Distance de deux ensembles fermés. Espace 9X,

Nous désignons par le symbole 2V 1g famille de tous les en-
sembles fermés, bornés et .non wides, situés dans l'espace mé-
trique .\. La notion d’écart entre les ensembles ne peut servir
a métriser cet ,espace”: en désignant, par ex., par A ’ensemble
composé du nombre 0, par B lintervalle 1,2 et par C I’ensemble
composé du nombre 3, on constate que I’écart ne satisfait pas
a la loi du triangle (en outre, I’écart s’annule pour tout couple
d’'ensembles qui ont des points communs). Or, admettons la ,mé-
trique” suivante '): la distance de deux ensembles A et B, en sym-
boles: dist (A, B), est le plus grand des deux nombres:

max p (x, B) et maxp (y, A).
yeB Xz A, .

L'ensemble 2\ est un espace métrique (relativement a la no-
tion de distance ainsi définie). En effet, on voit aussitét que
pour avoir dist (4, B) =0, il faut et il suffit que A = B.

Quant a la loi du triangle, on a8 pour xc A et ye B (N'IV (4)):

) F.Haus dorlt Grundzage der ‘Mengenlehre, Chap Vi, § 6. ¢t.. aulli '
D. Pompéju, Ann. de Toulouse (2) 7 (1905).
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p(x, C)<x—yi+p(y C) <ix—y|+dist(B,C),
d'ou p (x, C) <~ min x — yi + dist (B, C) = p (x, B) + dist (B, C) =7
y:B

< dist (A, B) + dist (B, C) et par raison de symétrie, pour zcC:
p(z, A)< dist(B, A)+dist(B, C), done dist (4, C) < dist(B, A)+dist (B, C).
Observons, en outre, qde:
(1) la — b| = dist[(a), (0)],
2 {dist (4, B) 7 €} «= {A (C Re (B)} {B C Re (4)},

R. (X) désignant la sphére fermée de rayon € et de centre X.

VIIl. Espace fonctionnel. .\ et ‘)/ étant deux espaces mé-
triques donnés, considérons, dans la famille des fonctions y=f(x)
qui transforment 'espace ‘X (tout entier) en un sous-ensemble de
I'espace ‘!, les fonctions bornées, en entendant par fonction bornée f
une fonction telle que ’ensemble des distances |f(x) — f(x')| est
borné lorsque x et x' parcourent \'. La famille des fonctions bornées
peut étre considérée comme un espace métrique lorsque la distance
de deux fonctions est définie par la formule

Q) fl'f:§=m*l\¥ i (%) = fa(x) .

En effet, d’abord la distance ainsi définie est toujours finie,
car x' étant un point fixe, on a

[f1(x) — fo(0) | - T fi(x) = fi(x) | + i_fn(—")"“f'z(x')i + o (x) = falx) !l

Comme, en outre, la condition |f, — f,| = 0 équivaut évidem-
ment a I'égalité f, == f,, reste a vérifier la loi du triangle. Or
fi = Lol + 1 fi— fo] = max | fi (%) — [, (X) | + max | fy(x) — fi(x) -~
T max {| [i(x)—f (%) + | [i(x¥)—f(x) [} "> max | fy(x)—fo(x) . = forful.

Par définition de la convergence dans les espace$S métri-
ques, une suite de fonctions f, converge vers f dans I’espace fon-
ctionnel considéré, lorsque lim f, —f]| =0, c. a d. lorsqu'a cha-
que € >0 correspond un 7z (e) tel que on ait, pour n>n (e),
mxgig Ja(X) =~ f(x). «Z €, donc que fu(x) — f (%) ! <7 €, quel que soit x.

On voit ainsi que la convergence entendue dans le sens de
la formule (°) coincide avec la convergence uniforme entendue dans
le sens habituel.
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IX. Espaces totalement bornés. Un espace est dit fotfale-
ment borné, lorsqu'il se laisse décomposer pour chaque € >0 en
un nombre fini d'ensembles de diameétre - € !).

Pour quwun espace soit totalement borné, il faut et il suffit
quwa chaque €> 0 corresponde un ensemble fini F tel que p(x, Fe) <,
quel que soit x.

En effet, I'espace étant supposé totalement borné, on a
1=AV+ ...+ Ak,, 8(A))<Yn pour ik,

Soit pi un point choisi de A4;. L'ensemble Fy, composé de
points pf, ..., pk, est I'ensemble demandé (pour ¢ > !/n).

Inversement, F, étant un ensemble satisfaisant i la condition
du théoréme, le systéme des sphéres de rayon ¢/, et de centre ap-
partenant & F, présente le recouvrement demandé de l'espace.

La condition qui vient d'étre établie peut s’exprimer a l'aide
de la notion de distance des ensembles (N°VII) comme suit: les-
pace est la limite d’une suite d’ensembles finis (notamment de la
suite Fy, Fjy, ey Fiyy o)

Cela résulte aussi du théoréme suivant: \" étant totalement bor-

né, 2\ pest également. Pour prouver ce dernier théoréme, envi-
sageons l'ensemble Fe considéré auparavant; soit H,., ..., Hie lo
systéme de tous les sous-ensembles de F.. A chaque ensemble
fermé X faisons correspondre l'ensemble H,. des points p de F. tels
que p(p, X)<e; il vient dist (X, H;¢) -~

- L’espace 2 est donc totalement bome Il est aussi séparable,
puisque d’'une fagon générale chaque espace totalement borné est
séparable (pour démontrer le dernier énoncé, on n’a qu'a considé-

rer 'ensemble des points pi, n=1,2, ..., { - ks, définis auparavant).

Remarques. 1. Dans un espace métrique arbitraire, & chaque € >0, cor-
respond un ensemble fermé et isolé (fini ou infini) /°, tel que ¢ (x, F) <€, quel
que soit x. Rangeons, en effet, tous les points de !'espace en une suite trans-
finie pypiy.esp,, ... Posons p%=po et d'une fagon générale, pour 7 > 0, soit

pa_‘r le point & indice minimum tel que }pa7—pa i€, quel que soit E<{7

(bien entendu, si un point Py, de ce genre existe). /', est 'ensemble des P,
rd ]

2. Considérons comme I'espace -\ la courbe y==8inl/x, 0< x -7 1, la dis-
tance de deux points p et g étant définie comme égule au diameétre de 'are pg.  Cet

') F.Hausdorff, Mengenlehre, p. 108.
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espace est évidlemment séparable et borné (méme complet), mais n’est pas tota-
lement borné. La famille de ses sous-ensembles situés sur 'axe des abscisses est
indénombrable et la distance entre deux éléments quelconques de cette famille
df’apasse I'unité; par conséquent cetfe famille et, i plus forte raison, lespace -

2‘-1 est non séparable.

11 est remarquable que la courbe S\ peut &tre transformée par homéo-
morphie (notamment par projection sur l'axe des x) dé facon que l'espace

2l devienne séparable.

On voit ainsi que les propriétés topologiques de l'espace 23'\ ne sont
pas r;écessairement des propriétés topologiques de I'espace X. Cela tientiau
fait que la défiuition de I'espace 2-' n'a pas été topologique.

X. Produits cartésiens des espaces totalement bornés.

Soit {X;} une suite (finie ou infinie) d’espaces totalement bor-
nés et tels que ¢(.\;) << 1. Nous allons prouver que leur produit
cartésien, métrisé par la formule (2) du N°VI, est totalement borné.

Soient € > 0 et / un [entier tel que 2-<(¢/2. Pour chaque < ¢,
il existe par hypothése un systéme fini de points: ry, ..., ru, tels
que chaque point de 'espace .\ se trouve situé a une distance <C €/2
d'un point appartenant a ce systéme. Soit, pour 7>, 7, un point
arbitrairement choisi de _\',.

Considérons, pour / fixe, le systéme fini des suites de la forme
Y= [P0 Pagy o Pijy Pids, Py o] ol Jjy < Ry, vy Ji < R

Etant donné un point ; = [x,, Xx,, ...] de I'espace <\, X .\, X ...,
il existe, pour ! -7 i, un point vy, tel que rij, = x;i < ¢l2, d’ont

€ €
V= !*.32 Uy —xid S 2 —x < et =
[ -*1+1 ’ 2 2

L'espace X, X .\, X .. est donc totalement borné.

Lintervalle .7 = 01 étant manifestement totalement borné, il en
est donc de méme du cube n-dimensionnel 5", ainsi que de 7%

XI. Transformations continues des espaces métriques
en polytopes. Citons d'abord quelques notions qm se rattachent
a4 la Topologie combinatoire.

Po» - 1Pn étant un systéme de points situés dans un espace

euclidien, on appelle simplexe (géométrique ouvert) p,...p» I'en-
semble des points p de la forme:
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(1) p = )‘opo +'"~. + )‘Ilpllr ) Oil 10 + aos +)\n “"=1, 0< )\i' i” 0, 1, .se ,,n;v

les points p et p; étant considérés comme des vecteurs ),

Les coefficients ), ..., A, portent le nom des coordonnées ba-
rycentriques du point p relatwes aux points pg, ... . Pn 3). Chaquei
simplexe de la forme p; ..p; est dit face du simplexe p, ... pn.
Les faces ,0-dimensionnelles”, c. & d. les points p,, ..., p» 8’appel-
lent sommets du simplexe. Evidemment, S désignant le simplexe

Po -+ Pn, S est la somme de toutes les faces p;, ... p;, et se compose’
parsuite de tous les points p satisfaisant a la condition qui s’obtient
de (1), lorsqu’on remplace l'inégalité 0 <" 2, par 0 < A. On peut
aussi définir S comme le plus petit ensemble convexe contenant
les points py, ..., pa.

Si I'on a une relation de la forme (1), on dit que p dépend
linéairement des points p,, ..., p».. Un simplexe dont les sommets
sont linéairement indépendants les uns des autres est dit simple;
dans le cas contraire il s’appelle singulier. Un simplexe simple S
a n+1 sommets est dit r-dimensionnel; ainsi, en particulier,
si n=0, S se réduit & un seul point, si #n = 1, le simplexe p, p,
est un segment rectiligne sans extrémités, si n =2, p,p, p, est
l'intérieur d'un triangle etc.

Théoréme ®). Etant donnés un systéme de points p,, ..., p, d'un
espace euclidien et un espace métrique ‘X décomposé en n+1 en-
sembles ouverts:

(2) .L.Y=Go+...+0n,

il existe une fonction continue Yy = f(x) qui transforme lespace X

en un sous-ensemble de la fermeture S du simplexe S = p, ... pn de
fagon que l'on ait, quel que soit. le systéme d'indices i, ..., ix:

(3) f[Giai"" Gik .—'g G‘] Cplv A pik’
. =iy

) Etant donnés dans l'espace i £ dimensions deux vecteurs p==(xy, ..., Xy)

et r==(yi, ... 4 V), 1a somme p 4 r est par définition le vecteur (x, + y,, Xyt y,,);
A étant un nombre téel on pose hp = (kxy, ..., hxy). ;

2 Le point p est bien le centre de gravlté du systéme des polnts

.y Py» quand le point p; est porteur de la masse . :

% Ct. P Alexandroft, C.R. Parlp t. 183 (1926), p. 640 Math Ann.

98 (1928), p. 685, Anp. of Math. 30 (1928), p. 6, ainsi que ma note Sur un theé-

oréme fondamental concernant le nerf d'un systéme d'ensembles, Fund. Math. 20

(1938), pp. 191—196.
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oi la sommation sétend a tous les indices i qui n’appartiennent
pas au systéme i, ..., i.

Posons F; = \'—-- Gi. Convenons que, pour F=0, p(x, F)=1
quel que soit x. L'égalité n(x, F;) = 0 équivaut donc a la formule
xeFi. En outre, la somme p(x, F))+...+p(x, F,) ne s’annule
jamais, car elle ne pourrait s’annuler que si tous ses somman-
des s’annulaient, mais alors x n’appartiendrait & aucun G, con-
trairement a (2).

La fonction 2,(x) qui suit est donc finie et continue:

Mx) = p(x. F)

0 (% F)) + o p (x, Fa)

Or, soit f(x) = k(x) p, + ... + du(x) - pn. L’égalité évidente
%(X) + ... 4 2a(x) = 1 implique que f(x) est le point de S ayant
les nombres 2,(x), ..., 4,(x) pour coordonnées barycentriques. L’es-
pace .\' se trouve ainsi transformé d’'une maniére continue en un
sous-ensemble de S.

Afin d’établir l’inclusion (3), considérons un point x tel qu’'on
ait xe Gy pour 0 j- k et x non-¢G; pour i=1i. 1l vient
X non-¢ F,~j et xz Fj, d’ou p(x, ﬁj) # 0 et p(x, F) =0, par consé-
quent 7.,-1(x) #- 0 et Ai(x) =0, ce qui implique finalement que le
point f (x) appartient au simplexe p;, ... p;,.

Corollaire. Dans le cas oi le simplexe S est simple, linclu-
sion (3) peut étre remplacée par légalité

€H) Gi, eos Gy —-:} Gi == f Ypi, o i) V).
I :l/

Car les faces d’un simplexe simple sont deux a deux disjointes.

XIl. Nerf d’'un systéme d’ensembles. Etant donnés un
systéme de points linéairement indépendants p,, ..., p» (dans ua
espace euclidien) et un systéme d'ensembles arbitraires G, ..., G,
on dit que le complexe formé de tous les simplexes p;, ... pi, tels
que Gi,-...- G, # 0 représente le nerf du systéme des ensembles

') Le membre gauche de cette égalité est nommé, d’aprés G. Boole
(en Algébre de la Logique), .constituant de 1'univers du discours :\  relatif au
systéme Gy, .., G,“ L'univers du discours se décompose en constituants; les
constituants sont disjoints deux a deux.



(§ 16, II] Axiome 1V (de séparation). 95

considérés '). Soit P le polytope-somme des simplexes pi, ..pi,
en question. La fonction f considérée dans le théoréme précédent
transforme lU'espace X en un sous-ensemble de P, car en vertu de
légalité (4) la condition Gj,-...- Gi, = 0 entraine f-'(p;, ... p;) = 0,
ce qui veut dire gu’aucune valeur de la fonction f n’appartient
au simplexe p;, ... pi,.

Il est & remarquer que chaque sous-ensemble d'un simplexe simple se
laisse transformer d’une facon continue en um polytope-somme de certaines
faces du simplexe sans qu'aucun point ne quitte la fermeture de la face
a laquelle il appartenait *). Par conséquent, si f('ix) est ce sous-ensenible et
g(p) en désigne la transformation en question, la fonction superposée

h(x) == gf (x) satisfait & la condition »~ (/’i.,- ,k) \(1 (i,-k.

§ 16. RAxiome IV (de séparation).

l. RAxiome IV 3). A et B étant deux ensembles fermés‘ et dis-
joints, il existe un ensemble ouvert G tel que A(C G et G-B=0.

L’espace considéré dans ce § est assujetti aux axiomes 1—IV.

Il. Systémes semblables au sens combinatoire. Deux sy-
stéemes finis d’ensembles A, ..., A, et B,, ..., B, sont dits sembla-
bles an sens combinatoire *), lorsqu'on a I’équivalence

{Ai et Ay == O} - (B . By, == 0},

') Voir P. Alexandroff, C. R. Paris t. 184 (1927), p. 817. Cf. la no-
tion de ,polyédre réciproque“ de H. Poinearé, Compiément d I'analysis situs
§ VII, Rendic. di Palermo 13 (1899).

¥} Voir ma note citée, Fund. Math. 20, p. 193.

®) Cf. H. Tietuze, Beitridge zur allgemeinen Topologie I, Math. Ann. 88
(1923), p. 301. L'axiome IV est aussi appelé de ,normalité*. M. K. Cech
appelle parfaitement normal un espace topologique ow, outre 'ax. IV, Paxiome
suivant est réalisé: chaque ensemble fermé est un Gy (cf. § 15, IV). En vertu

du théoréme du N°IV de ce §, les espaces parlaitement normaux présentent
une généralisation des espaces métriques. Comme le prouve M. Cech (v. par ex.
Sur la dimension des espaces parfaitement normaux, Bull. Acad. Bohéme, 1932),
un grand pombre de propriétés importantes des espaces métriques restent
valables dans les espaces parfaitement normaux.

‘) d'aprés P. Alexandroff, Annals of Math. 30 (1928), p. 16.
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quel que soit le systéme d'indices (< n); autrement dit, lorsque.
le méme complexe ,représente le nerf* des deux systémes (§ 15, XII).

Théoréme ). Etant donné un. systéme fini d’ensembles fer-
més Fy, ..., Fn, chaque F;(1 < i < n) est contenu dans un. ensemble
ouvert G; tel que le systéme G,y ..., G, est semblable au sens com-
binatoire au systéme donné. '

Considérons, en effet, tous les produits de la forme Fi .- Fy
o Fy-Fi ... Fy, = 0. Soit S leur somme. L’ensemble S étant fermé
et disjoint de F,, il existe d’aprés I’ax. IV un ensemble ouvert
G, tel que F,(C G, et G,-S=0. Nous allons prouver que le sy-
steme G,, F,, ..., Fs est semblable an systéeme F,, F,, ... ,Fn.

Considérons a ce but un produit vide dont les facteurs

appartiennent au deuxiéme . systéme; il s’agit de montrer que le
produit des - facteurs correspondants du premier systéme est
également vide. On peut évidemment se borner au cas o F, se
trouve parmi ces facteurs. Le produit considéré est alors de la
forme F,- F;,- ... Fi,= 0. Il en résulte que F;,-...-F;, (C S et comme
‘G,-S =0, il vient G;-F,...-F;, = 0.
' Ceci établi, procédons par induction. Nous supposons que
le systéme F,, ..., F, est semblable au systéme Gy, ..., Ge—y, Fi, ..., F,
ot F,(C Gy oy Fi1(C Grs. Tl existe alors, comme nous ve-
nons de prouver, un ensemble ouvert G. tel que F,( Gp et
que le systtme G, ..., Gy.1, Fi, ... , F; est semblable au systéme
G,, y Gk 1, Gay Figty oo, Fu. Ce dernier est donc semblable a
F,, ..., Fn, puisque la propriété d’étre semblable est transitive.

Le théoréme est ainsi démontré complétement.

~ Corollaire. Etant donné un systéme d’ensembles ouverts G, ..., G,
tel que 1 =G, + ...+ Gn, il existe un systéme d’ensembles ouverts
H,,..,H, tel que 1= H, + ..+ H, et H;C G.

En appliquant le théoréme précédent aux ensembles Fy=1— G;,

on en déduit 'existence des ensembles ouverts V; tels que F;(C V;

et que V,-... V,=0. Posons H;=1—V, Il vient H;=1-V,C
Cl=Vi=1=V,C1—=F. =G et H+..+ Hi=1—(V,-... Vo) =1.

‘) CL.W.Hurewicz Math. Anij 100 (1928). Ce théoréme présente
‘une généralisation de I'ax. IV,
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Ill. Transformation de l'espace en ensemble linéaire.
A et B étant deux ensembles fermés et disjoints, il existe une
fonction f(x) continue, définie sur l'espace X' tout entier et telle que

0 < f(x)<<1, f(x)=0 pour xcA, f(x)=1 pour xeB?").

Au préalable, faisons correspondre a chaque fraction de la forme
r=~k/2"(k=0,1,...,2") un ensemble ouvert G (r) de fagon que

1° AC GO, X —B=G(),

20 g condition r < r' entraine G (r) C G (r').

Nous procédons par induction suivant ’exposant n. En iden-
tifiant G (0) avec I'’ensemble G de I'ax. IV, les conditions 1° et 2°
se trouvent réalisées pour n = 0. Supposons qu’elles le soient
encore pour n — 1; il s’agit de définir G (k/2") pour k impair. Par
hypothése G [(k-- 1)/2"] C G [(k + 1)/2"]. 1l existe donc, d'aprés
I’ax. IV, un ensemble ouvert, que nous désignons par G (k/2"),
tel que G[(k—1)/2"] C G(k/2") et G (k/2") C G[(k+1)/2"].

La fonction G () est ainsi définie pour chaque r.

Posons f(x) =0 pour x¢ G(0) et f(x)=borne supérieure
des r tels que xe\'— G(r) pour x non-¢((0). D’aprés 1°
on a f(x)=0 pour xc A et f(x) =1 pour xeB.

Il reste a prouver que la fonction f est continue, c. a d.
(§ 13, 1 (3)) qwa chaque point x, et i chaque nombre naturel n
vient correspondre un ensemble ouvert /7 contenant x, et tel que
la condition x ¢ / entraine |f(x,) — f(x)|<<1/2"

Soit r une fraction (diadique finie) telle que

[ () <r < f(x)+ 1/2"+

Posons H =G (r)— G (r—1/2") [en convenant que G(s) =0
pour s<0 et G(s)='X pour s>1]. Or on a d’abord x,¢//. Car
Pinégalité f(x,)<<r implique x,e¢ G (r), tandis que [I'inégalité
r —1/27+1 < f (x,) implique X, ¢ X — G (r — 1/2%11) C X — G (r— 1/2%).
En outre, ’hypothése x e H entraine xe G (r), dou f(x) < 7;
comme elle entraine aussi x¢ X — G (r—1/29) C X — G (r—1/27), il
vient r—1/27 < f(x). Done

f(x) —1/28 < f(x) < fx,) + 1/2".

1) P. Urysohn, Ueber die Michtigkeit der zusammenhdngenden Mengen,
Math. Ann. 94 (1925), p. 290.

C. Kuratowski, Topologle I. 7
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IV. Rapports a '’espace métrique.
Chaque espace métrique satisfait a Paxiome IV.
Nous allons démontrer la proposition plus générale suivante '):

(1) A et B étant deux ensembles arbitraires situés dans un es-
pace métrique, il existe deux ensembles fermés A* et B* tels que

1=A"+B, ACA, BCB, A"B-(A+B)=4A'B.

Soient, pour A 0~ B, A* Pensemble des x tels que
p(x, A) < p(x, B) et B* celui des x tel que p(x, B) < p (%, 4).

Les ensembles A* et B* sont fermés,} car, la fonction p (x, 4)
étant continue (§ 15, IV (5)), la fonction p(x, B) —p (x, A) lest
aussi; I'ensemble E [e (x, B) — p (x, A) > 0] est donc fermé (§ 13, IV).

Si xeA, on a p(x, A)=0, done p(x, A) <p(x, B), dott x¢ A",
De méme B (C B". Reste a prouver que A*-B*-(A+B)=A"B.

Supposons que xeA*:B*. Donc p(x, A)=p(x, B). Si, en outre,
x¢ A, il vient p (x, A) = 0 et, comme 1’égalité p (x, B) =0 implique
xeB (§ 15,1V (3)), on a A*-B*-A (C B, dou A* B*-(A+B)C A-B.
L’inclusion inverse résulte du fait que, si xcA-B, on a
p(x, A)=0=p(x, B), dou xc A"-B".

La proposition (1) entraine 'axiome IV. En effet, dans I’hy-
pothése que A et B sont deux ensembles fermés et disjoints, il
suffit de poser G=1—B". Il vient A*-B**(A+ B)=0, dou
AB" =0 = BA". La premiére égalité donne A (C G et la deuxiéme
implique en vertu de la formule G=1—B8"C A" que G-B=0,
puisque G C A*C 1—B.

Il est & remarquer que dans le cas d'un espace métrique le théoréme
du NYIII se laisse démontrer d’'une facon plus directe, en posant ?):

(x).= __.._f_(f_'_f_)_ .
p(x, A) +p(x, B)

Ceci est un cas particulier de I'énoncé plus général suivant ?):

) Cf. L Vietoris, Fund. Math. 18 (1932), p. 271. La démonstration
est due a M. W. Hurewicz. '

?) P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925), p. 294.

3 Cf. W. Hurewicz, Mon. f. Math. u. Phys. 37 (1930), p. 202. Comp.
aussi le théoréme du § 15, XI.
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(2) étant donné dans un espace métrique un systéme de n--1 ensembles fer-
més (non vides) F,, ..., F, tels que Fy- ...- F, =0, il existe une transformation con-
tinue de cet espace en un sous-ensemble d'un simplexe n-dimensionnel (fermé)
telle que I'image de U'i-éme ensemble vienne se placer sur la i-éme face du simplexe.

On fait, notamment, correspondre i x le point du simplexe dont la i-éme
v P (X, F i) '

coordonnée barycentrique est égale a e
(6 Fo) .t p(x, F)

V. Ensembles séparés. Deux ensembles X et V sont dits
séparés ') lorsque X Y =0=XY.
On a les propositions suivantes:

1. X et Y étant deux ensembles séparés, 1° lensemble X YV
est non-dense, 2° les conditions V(X et W (Y impliquent que
V et W sont séparés.

2. A et B étant deux ensembles fermés, les ensembles A — B
et B— A sont séparés. '

8. Deux ensembles disjoints qui sont tous les deux fermés ou
bien tous les deux ouverts sont séparés.

4. X étant séparé de Y et de Z, X est séparé de Y + Z,

5. Pour que X et Y solent des ensembles séparés, Il faut et
il suffit qwils soient disjoints et fermés dans leur somme.

62. A et B étant deux ensembles séparés (situés dans un es-

pace métrique), il existe un ensemble ouvert G tel que AC Get G-B=0.
On peut de plus supposer que G est situé dans une sphére géné-
ralisée de centre A et de rayon aussi petit que 'on veut.

D’une facon plus générale:

7. A, ..., A, étant un systéme d’'ensembles séparés deux & deux
(et situés dans un espace métrique), il existe un systéme d’ensem-
bles ouverts G, ..., Gy tels que: A;C G, et A;- A;= Gy Gy pour i]
(ce qui implique en vertu- de 1, 1° que les ensembles G; sont
disjoints).

1) daprés M. Mazurkiewicz, Fund. Math. 1 (1820), p. 66. Cf. dans
le méme ordre d’idées I'ouvrage de M. Knaster et de mol, Fund. Math. 2
(1921), p. 206, ot V'opérateur X - 7—{— X. Y, nommé jonction de X et Y, est étudié.
?) H. Tietze, Math. Ann. 88 (1923), p. 301; P. Alexandroff et-
P. Urysohn, Math. Ann, 92 (1924), pp. 258 — 266; P. Urys o hn, Math. Ann,
94 (1925), pp. 262—295. ‘
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Démonstrations: ad 1) On a X' Y=X-V' Y4+ XY —Y=
=XY—Y(C Y—Y et I'ensemble Y — Y est un ensemble fron-
tiere (§ 8, IV). On a, en outre, I'inclusion V- W ( X ¥ =0.

ad2) A—B(C A=A, dott A—B-(B— A)=0.

ad 3) Si A et B sont fermés, la proposition 3 résulte de 2.
Si A et B sont ouverts, on a (§ 5, IlI): A-B(C AB=0.

ad 4) X - (Y42)=X Y+ X Z=0 et X- Y+Z=X Y4+ X-Z=0.

ad 5) Si X et Y sont séparés, ils sont a plus forte raison
disjoints; en outre, X=X+ X-YV=X-(X+Y), ce qui prouve
que X est fermé dans X + Y. D'autre part, les conditions XY= 0
et X-(X+ Y)=X entrainent X-Y ( XY =0.

ad 6) On considere les ensembles A* et B du N°IV (1) et
on pose G =1-B" (voir d’ailleurs la démonstration de IV (1)).
Pour établir le reste de la proposition 6, on remplace G par sa
partie commune avec la sphére considérée (supposée ouverte).

ad 7) Considérons d’abord le cas ou n =2 !). La proposition 6,

appliquée aux ensembles A = A, — A, et B=A,— A, (qui sont sépa-
rés selon 2), entraine I'existence d’un ensemble ouvert G tel que
(i) A’l - A:_) C G et (ii) G' Ag C Al'
En vertu de la méme proposition, appliquée aux ensembles
A, — G et G— A,, il existe un ensemble ouvert // tel que

(iii) A, —GCH et (iv) H-GC A,
Les ensembles A, et A, étant séparés, on a A, = A4, — A,
et A, = A, — A,. Donc, d'aprés (i), A, (C G et d’aprés (ii) et (iii):
A=A, — A CA -G A=A, —GCH, dou A4,-4,C G-H.
L’inclusion inverse résulte de (iv) et (ii): H- G(C G- A, A, A,.
Ceci établi, procédons par induction. En supposant le the-

oréme vrai pour n—1, il en résulte lexistence des ensembles
ouverts Ui, ..., Gn. 2, H tels que

Al C Gl, ces g An—‘z C Gn~-2, An-—l + An C H,
Ai-Aj=Gi-G, Ai-A,+A,=Gi-H pourj<i<n—2

1) Voir K. Menger, Ergebnisse Math. Koll. 1, Wien 1931, p. 16.
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D’aprés ce qui précede, il existe deux ensembles ouverts
et H, satisfaisant aux conditions

A CHy AvC Hy, H\ Hy=A,1 A,.

Or posons G, ..=H H, et G,=H-H,. Le systtme Gy,...,Gx
ainsi défini est le systéme demandé. Car, pour i <_n—2 on a
"Az An 1+A An -1 An"A: An ICG Ull—lydouAl An 1"~G Gn -1

VI. Séparation d’ensembles. On dit que 'ensemble C sépare
les ensembles A et B, lorsque le complémentaire de C se décom-
pose en deux ensembles séparés dont 'un contient A et 'autre B.

Ainsi par ex. la frontiére d'un ensemble ouvert G sépare
chaque couple de points dont lun est situé dans G et Pautre @
Pextérieur de G, c. 4 d. dans 1--G. Car 1 —Fr(G)=G + (1 — Q).

D’aprés I'axiome de séparation, chaque couple d’ensembles
Sfermés et disjoints A et B peut étre séparé par un ensemble fermé.
Car il existe un ensemble ouvert (i tel que A (C G et G-B =0,
doit B 1— G. La frontiere de G sépare donc A et B.

Dans un espace métrique, en raison de V, 6, chaque couple
d'ensembles séparés peut étre séparé par un ensemble fermé.

§ 17. Axiome V (de la base).

I. RAxiome V!). [l existe une suite R\, R,, .. densembles
ouverts (non vides) tels que chaque ensemble ouvert (non vide)
est une somme de certains termes de cette suite.

Une suite de ce genre est dite base de lespace.

Conformément a D’axiome V, si p est un point dun ensemble
ouvert G, il existe un indice n tel que pe R, (C G. En tenant
compte de P’axiome 1V, cette formule peut étre remplacée par

(1) psRn, R-nCG.

1) Voir F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, p. 263 (,das zweite
Abz#hlbarkeitsaxiom*®).
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En effet, d’aprés I'axiome IV (en y posant A=p et B=1—G),
il existe un ensemble ouvert A tel que pec H et H(C G; il existe
donc selon 'axiome V un n tel que pe R, H, d'od R.CHC G.

Une conséquence immédiate de ’axiome V est le suivant

Théoréme de M. Lindeldf'). Chaque famille (indénombrable)
d’ensembles ouverts {G,} contient une suite (dénombrable) G, G, ..

telle que 3 G, = 3 G,
n==1 v

Soit, en effet, R, R, ... la suite de tous les ensembles con-
tenus dans des ensembles de la famille {G,}. A chaque indice' &,
vient correspondre (en vertu de P’axiome du choix) un indice t,

tel que Ry, C G,. Donc ) Rk" C 2 G, C Z

tH==1

D’autre part, si pe¢ G, il existe un mdlce] tel que peR;(C G,.
L’indice j appartenant a la suite &, k;, ..., il vient pe Y R, d'olt
n==1

26 CIYRyy, gt d
Y n==1

Le théorémge suivant nous apprend qu’en introduisant I'ax. V on peut
en méme temps remplacer I'ax. IV par 'axiome de ,régularité* (p. 65), qui est
moins restrictif.

Théoréme de M. Ty chonoff?. Si un espace régulier satisfait aux axiomes
L II, Il et V, il satisfait aussi @ 'axiome IV.

Soient, en effet, A et B deux ensembles fermés disjoints. En vertu de
I'ax. de régularité (et de I'ax. du choix), a chaque point a de A correspond

un ensemble ouvert G, tel que a: G, et G,- B =0. Par conséquent ACZ‘G‘,
az

et d’'aprés le théoréme de M. Lindeldf on peut poser AC Ga‘-}—Ga’—{-...
D’une fagon analogue, il existe une suite d’ensembles ouverts {Hy,} tels

que BCH, + H, + ... et A-ﬁ,, = 0.
Posons U, =G,, Vi=H, — U, et d’une fagon générale:

Up=G —(Vi+ .t V, ), V,= Hy, — U+ ... +0,).

1) C. R. Paris, t. 137 (1903), p. 697. Cf. aussi W. H. Y o ung, Proc. Lon-
don Math. Soc. (1) 85 (1903), p. 384.

Yy Ueber einen Metrisationssatz von P. Urysohn, Math Ann. 95 (1925),
pp. 139—142,
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Les ensembles ouverts G =3, Uy, et H= ) V, contiennent A et B. En
. n=1 n=1

effet, comme ACZ G,, et A- V,CA- ﬁb =0, il vient A G. D'une fagon ana-

logue BCH. Reste a démontrer que GH =0, c. a d. que U, V, =0. Or, si
m<n—1, on a (par définition de U, ) Tégalité U,. V,, =0; si, au contraire,
n<m, il vient U, - V,;=0. Donc en tout cas U,- V,, = 0.

ll. Rapports aux espaces métriques séparables.

Chagque espace métrique séparable satisfait a l'axiome V. De plus,
€ étant un nombre positif donné, on peut supposer que 5 (R,) < e.

En effet, par définition de Pespace séparable, il existe un en-
.semble dénombrable S dense dans I’espace. Soit R, R,, ... la suite
de toutes les sphéres ouvertes ayant pour centre un point arbi-
traire de S et pour rayon un nombre rationnel arbitraire (que
I'on peut, d'ailleurs, supposer inférieur a €/2).

Soit G un ensemble ouvert et pe G. 11 existe un 4> 0 tel que

i) |x —pl <7 entraine - xeG.

L’ensemble S étant dense, il existe un point s¢ S et un nom-
bre rationnel p tels que

(if) [s—pi<<p<<wp.

R, étant la sphére ouverte de centre s et de rayon p,
on a d'aprés (ii): p ¢ R.. En outre, si xcR,, on a |x—s5|<p, donc
selon (ii): |x—p|<|x—s|+is—p|<w, ce qui implique en
raison de (i) que x ¢ G. Ainsi R,( G, c. q. f. d.

Remarques. 1) En particulier, dans un espace cartésien,
les sphéres dont le rayon et les coordonnées du centre sont ra-
tionnels constituent une base. '

2) Tout espace satisfaisant ¢ l'ax. V est séparable. Car, en
choisissant un point dans chaque R, on obtient un ensemble
dense dans D’espace.

8) Selon § 15, I, § 16, IV et § 17, II, chaque espace métri-
que separable satisfait aux axiomes I—V. Nous allons voir qu'au
point’ de vue topologique il y a .égquivalence entre espace métrique
séparable et espace satisfaisant aux ax. 1--V. 'Nous montrerons
notamment que ce derniér est: toujours métrisable.
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IIl. Conséquences de I’axiome V.

1. Chaque sous-ensemble d’un espace satisfaisant & lax. V
satisfait également & cet axiome. En effet, XR,, XR,, ... est une
base relative a I'ensemble X, puisque chaque ensemble ouvert
dans X est de la forme XG, ou G est ouvert (dans l’espace
entier). ‘

2. Chaque espace satisfaisant aux ax. I—V est un espace de
Hausdorff, donc un espace 1>*. Plus précisément, si le terme
wentourage ouvert du point p (au sens de M. Hausdorff)” signifie
,ensemble ouvert contenant p” et si I'égalité p =lim p, veut dire
que chaque entourage ouvert de p contient tous les p, a partir
d’'un indice suffisamment grand, alors les axiomes A —E de
M. Hausdorff (§ 7, 1Il), ainsi que les axiomes 1°—3°, qui défi-
nissent ’espace [* (§ 14, D), se trouvent vérifiés.

En effet, les ax. I—IIl entrainent les ax. A — C (§ 7, III),
Pax. IV entraine D (en posant dans lax. IV: A=p, B=g¢q, G=U
et 1 — G =1V) et 'ax. V entraine évidemment E. Enfin, chaque
espace de Hausdorff est un espace .* (§ 14, VII).

Ainsi, tous les théorémes concernant I'espace /[* s’appliquent
a l'espace satisfaisant aux axiomes I-—V. C’est, comme nous ver-
rons, un cas particulier du théoréme général qui va suivre.

IV. Métrisation de l'espace et introduction des coor-
données.

Théorémed’'Urysohn ‘). Chaque espace satisfaisant aux axiomes
I-V est topologiquement contenu dans le cube fondamental 7% de
Hilbert; autrement dit %), il existe une suite de fonctions f!(x),
fx), ... (les ,coordonnées” du point x), définies sur ’espace en-
tier, ayant leurs valeurs situées dans lintervalle 01 et telles qu’en
définissant la distance entre les suites (de nombres réels)
y=[y®, y& ] et 2= [z, 22, ] par la formule

(i) ly—zi=23 2" |ym — 2z
n=1 .
la fonction f(x) = [f!(x), f%(x), ...] est bicontinue.

1) Zum Metrisationsproblem, Math. Ann. 94 (1925), p. 310.
?) Voir § 14, V et § 15, VL
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Extrayons en effet de la suite R, R,, ... (qui forme la base de
I'espace) tous les couples (R, Rm,) tels que Ry, C Ru, D’aprésle
théoréme § 16, III, il existe une fonction continue f7(x) telle que

(i) 0<C f1(x)< 1, f(x)=0 pour xcRx, et f7(x)=1 pour X non-s R,

Chacune des fonctions f7(x) étant continue, il en est de
méme de la fonction f(x)=[f!(x), f4(x),..] (§ 14, IV). Pour prou-
ver que la fonction f(x) est bicontinue, il reste & démontrer (voir
§ 13, VIII, 3a) que la condition p non-< X entraine f (p) non-¢ f (X).

Or,d’apres I’ax.V, il existe un indice m, tel que pe R, (C 1 — X
et, en vertu de I (1), il existe un &, tel que pe Ry, C R,

Soit x = X. Donc x non-¢ Ry, et, d'aprés (ii), f"(x) = 1. D’aprés
la méme formule on a f*(p) =0, d’ou selon (i): | f(x)— f(p)| >1/2".
Cela veut dire que dans la sphére de centre f (p) et de rayon 1/2"
il n'y a aucun point de ’ensemble f(X). Donc f(p) non-¢ f (X).

Corollaire I. Lespace 7% a le rang topologique le plus élevé
parmi les espaces satisfaisant aux ax. [-—V, ou, ce qui revient au
méme, parmi les espaces métriques séparables.

Car 'espace 7%, comme un produit d’espaces métriques sé-
parables, est lui-méme métrique séparable (§ 14, VI) et satisfait
par conséquent aux ax. [—V (on peut d’ailleurs définir directe-
ment la base de )% comme constituée par les ensembles de la
forme R, X ... X R, X .7 X3 X )X ..., ou R:; désigne un intervalle
variable a extrémités rationnelles et situé dans intervalle 7).

Il résulte du théoréme d’'Urysohn et du corollaire précé-
dent que tous les théorémes concernant ’espace métrique sépa-
rable sont applicables a D’espace satisfaisant aux ax. I—V..- On
en conclut aussi que léfude des espaces topologiques assujettis aux
axiomes 1—V n'est rien d'autre (au point de vue topologique) que
celle des sous-ensembles de T® ou encore celle des sous-ensembles
de Dlespace (X de Fréchet (puisque % et E® ont évidemment le
méme rang topologique).

Corollaire Il. Chaque espace métrique séparable est homéo-
morphe & un espace totalement borné.

Car lespace JX., ainsi que chaque sous-ensemble de cet es-
pace, est totalement borné (§ 15, X).



108 Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

Corollaire Ill. Chaque sous-ensemble d'un espace satisfaisant
aux axiomes I—V leur satisfait aussit).

Remarques. 1) 1l est intéressant de rapprocher le théoréme d’Urysohn
" (et le corollaire I) au théoréme suivant de MM. Banach et Mazur ?): chaque
espace métrique séparable est isométriqgue d un sous-ensemble de l'espace C de
toutes les fonctions réelles continues dans lintervalle 0 -] x <1, la distance .
entre deux fonctions-éléments de cet espace étant définie par la formule
L= fa ) = max | fi(x) — fy(x) | .

Ainsi lespace C posséde également le rang topologique le plus élevé
parmi les espaces métriques séparables. Au point de vue topologique il a,
envers ’espace ;,7"“, le désavantage d'étre non compact; au point de vue géo-
métrique, il a 'avantage d’avoir non seulement le plus grand rang topologique
mais aussi le plus grand rang géoméirique parmi les espaces métriques sé-
parables.

2) D’aprés le théoréme d’Urysohn Paxiome V copstitue une condi-
tion suffisante pour qu'un espace satisfaisant aux axiomes I—IV soit métrisable.
Bien entendu, cette condition n'est pas nécessaire (lorsqu’on n’exige pas d’avance
que l'espace soit séparable).

Je dois 4 M. Aronszajn la condition suivante, qui est nécessaire et
suffisante pour qu'un espace satisfaisant aux axiomes I—Ill soit métrisable ®): c’est
notamment ['existence d'une suite infinie de familles F, (n = 1,2,...) composées
~ d’ensembles ouverts tels que: 1° quel que soit n, l'espace est une somme des en-
sembles-éléments de F,, 2° étant donnés un point p, deux suites d’ensembles G, et

G:, (n=1,2,..) tels que p= G, G,- (}; *0, G,: F, G; « F,, et un entourage quel-
congue E de p, il existe un indice k tel que G, G; _F

Citons encore, dans le méme ordre d’'idées, le théoréme suivant de
M. Chittenden*). Supposons qu'on ait défini dans Pespace une fonction
non négative de deux variables (I’.écart®) ¢(x,v) telle que ¢ (x,¥) =¢ (y,x) et
[¢ (xyy) = 0}::z [x,y] (la loi du triangle n’est pas supposée vérifiée); dans ces
hypotheéses, 8’il existe une fonction f(f) réelle de variable réelle, tendant vers
0 avec f et telle que les inégalités o(x,y) <t et ¢(y,2) < ¢ entrainent
¢ (x,2) <f(t), 'espace est métrisable (la notion de limite étant définie d'une
facon évidente a Paide de l'écart ¢ (x,y)).

') Pour une démonstration plus directe, voir P, Ury s ohn,Math. Ann. 94
(1925), p. 285.

) S. Banach, Théorie des opérations linéaires, p. 187, CL. aussi P. Ury-
sohn, Sur un espace métrique universel, Bull. Sc. Math. 151 (1927), pp. 1—388.

3) Une condition analogue a été donnée par MM. Alexandroff et
Urysohn, Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une classe L) soit
une classe (D), C. R. Paris t. 177 (1923), p. 1274. Cf. aussi M. Fréchet, Es-
paces abstraits, p. 220.

4) On the equivalence of écart and voisinage, Trans. Amer. Math. Soc. 18
(1917), p. 161.
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B. Problémes de la puissance (8§ 18, 19).

Nous supposons dans les §§ 18 et 19 que l'espace satisfait aux ax. -V,

§ 18. Puissance de ’espace. Points de condensation.

I. Puissance de I'espace. La puissance de lespace est < «.

En effet, d’aprés § 17, II, 2, Pespace est séparable. Il existe
par conséquent (§ 14, VI) une suite (finie ou infinie) de points
Iy, sy ... telle que chaque point de l'espace est un point-limite
d’'une sous-suite de cette suite. La puissance de I’espace ne
dépasse donc pas celle de Vensemble de toutes les suites ex-
traites d’'un ensemble dénombrable, c. & d. celle du continu.

Il. Partie dense. Chaque sous-ensemble de U'espace contient
une partie dense dénombrable. En effet, considéré comme espace,
ce sous-ensemble satisfait aux ax. [—V (§ 17, 1V, corollaire 111);
il est donc séparable.

Ill. Points de condensation. Le point p est dit point de
condensation de lensemble X, lorsque chaque entourage de p con-
tient une infinité indénombrable de points de X '), autrement dil,
lorsque X n’est pas localement dénombrable au point p (§ 7, IV).
Lensemble des points de condensation de X sera désigné par X©.

En vertu de I’ax. V la formule pe¢ X — X implique que p est
situé dans un ensemble ouvert R, appartenant a la base de I’espace
et tel que ’ensemble XR, est dénombrable. Il g’ensuit que lensemble
X--XO est dénombrable. Car, en faisant correspondre a chaque p de
X — X© un indice n(p) de facon que XRy(,) soit dénombrable, il vient

X — X9 (C Y XRup et cette derniére somme, comme somme dé-
p

nombrable d’ensembles dénombrables, est dénombrable (d’aprés un
théoréme de la Théorie des ensembles, basé sur axiome du choix).

IV. Reégles de calcul. :
1) X+N°=X+v° @ X" -Y°CKX-=-YF
® d1x)°CITx° @ IXPCEX

(5) XC 14 tmpaque X°CY° ) (X—XO)°-0 ) M~Cx'cx
C8) XP=XP=XC=X0=(XXDHC (9) XX° (XX,

') E.Lindel&t, Acta math. 29 (1905), p. 183. Cf. aussi W. H. Young,
Quart. Journ. of Math. 35 (1903), p. 108.
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Les formules (1) —(5) résultent directemient du fait que la
somme de deux ensembles dénombrables est dénombrable et qu’un
sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable (§ 7, V).
La formule (6) résulte du N°III (puisqu’'un ensemble dénombrable
n'admet évidemment aucun point de condensation). Chaque point
de condensation étant un point d’accumulation (§ 9, II), on en dé-
duit la formule (7). En vertude(8) on a (XX2)? (C XV - XU (C XU
comme, en outre, I’ensemble X© est fermé (§ 7, V), on a se-
lon (7): X0 (C X' (C X% = X" et la formule (8) se trouve établie,
car Pidentité X = XX+ X —- X donne en raison de (1) et (6)
XO = (XX?)©. Enfin, les formules (8) et (7) entrainent (9):
XXO (C X0 = (XXO)0 C (XX<).

V. Ensembles clairsemés.

Tout espace clairsemé est dénombrable.

L’ensemble 1’ étant selon IV (9) dense en soi, ’hypothése
que Pespace est clairsemé implique que 12 =0, d’oit 1 =1 —17
et, cette différence étant d’aprés N°IIl dénombrable, le théoréme
est démontré. )

En le rapprochant de § 9, VI, 3, on en déduit le théoréme
de Cantor-Bendixson'). chaque espace se compose de deux
ensembles dont Pun est parfait et l'autre dénombrable (et clairsemé).

VI. Sommes d’ensembles clairsemés. Tout espace qui est une somme
d'une famille monotone®) d’ensembles clairsemés est dénombrable *).

-
Supposons que 1 r:s,}_, C ou C est clairsemé (indice : parcourant un
T :

ensemble de puissance arbitraire) et que 1 soit indénombrable. D’aprés le
théoreme précédent, Pespace contient alors un ensemble dense en soi, qui,
& son tour, contient (selon II) une partie dense dénombrable D = [p,,p,,..].
L’ensemble D est donc dense en soi.

Faisons correspondre i chaque p, un indice :, tel que p,c C, et posons
. n
oo

s=2Xc,.

n==1 ‘n

) G.Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 575; I. Ben d i'x s o n, Acta math.
2 (1883), p. 415; E. Lindeldt, 1. cit.

?) Une famille d'ensembles est dite monotone, s8i, quels que soient les
ensembles X et Y appartenant a cette famille, on a soit X (Y, soit Y X,

%) Théoréme de M. Sierpinski, Sur une propriété des ensembles clair-
semés, Fund. Math. 3 (1922), pp. 46—49.
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11 vient DCS. L’ensemble S étant dénombrable, comme somme dénom-
brable d’ensembles dénombrables, il suffit de prouver que S=1. :
Or supposons par contre que g:1—S. Il existe alors un C, tel que
q¢C,. 11 #’ensuit que (, n’est contenu dans aucun des ensembles C‘ . La
n

famille des ensembles C, étant monotone, on en conclut que C, . C,, quel qué
“n

[3 v

8oit #. Done S C,, d’'ou DS C, ce qui est impossible, puisque C, est clair-
semé et /D est dense en soi (non vide).

VII. Points d’ordre m. L’énoncé du NC°III, d’aprés lequel tout espace
indénombrable contient des points de condensation (c. a d. des points d’,ordre
indénombrable*) peut @étre précisé comme suit: si la puissance m > X. de l'es-
pace est non confinale avec w (c. a d. qu'elle n'est pas somme d'une série dé-
nombrable de nombres cardinaux inférieurs a w), il existe dans l'espace un point
d’ordre m (point dont chaque entourage est de la puissance m). On a aussi
I’énoncé suivant: l'espace se compose d’'un ensemble clairsemé et d'une suite d'en-
sembles tels que tous les points d’'un méme ensemble sont d'un méme ordre').

VIII. Notion d’effectivité. Cette notion est de nature méta-mathémati-
que: elle concerne le mode de démonstration des théorémes d’existence. On
dit notamment qu’un théoréme d’existence, c. i d. théoréme de la forme 2 % (X)

X
oll ¢(x) est une fonction propositionnelle (voir § 1, 1lI), est démontré d'une
facon effective, lorsqu’'on a défini un individu ¢ et on a démontré que « satis-
fait au théoréme considéré, c. a d. que v (a) *).

Dans la Topologie fondée sur le systéme d’ax. I—V nous allons consi-
dérer la base de l'espace comme définie (ce qui est justifié par le fait que dans
l'espace euclidien on sait définir une base: la suite des sphéres dont le rayon
et les coordonnées du centre sont rationnels). Cela donne lieu a d'autres
définitions: on peut en effet définir des différents objets (ensembles, fon-
gtions etc.) a Paide de la base de I'espace.

Dans les problémes de la puissance il s’agit, en général, de démontrer
qu’un ensemble est de telle ou telle puissance; la démonstration est effective,
si Pon définit la correspondance en question.

Ainsi, par ex., la démonstration donnée au N°III pour le fait que I’en-

semble X — X est dénombrable n’est pas effective: nous n’avons pas défini
une suite individuelle contenant tous les points de cet ensemble; nous avons
démontré seulement que des suites de ce genre existent. "

1) Voir W. Sierpinski, Sur la décomposition des ensembles de points
en parties homogénes, Fund. Math. 1 (1920). Cf. G. Cantor, Acta Math. 7
(1885), p. 118.

?) Comp. la notion d’effectivité chez MM. Borel et Lebesgue, ainsi
que chez M. F. Bernstein (qui distingue entre ,Existenz* et ,Herstellung”,
Leipz. Ber. 60, 1908). Des nombreuses recherches de M. Sierpinski ont été
consacrées a ce sujet, voir surtout Les exemples effectifs et 'axiome du choix,
Fund. Math. 2 (1921), Cf. aussi les remarques sur l'effectivité dans une note
de M. Knaster et moi dans. Fund. Math. 2, p. 251.
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Par contre, il est facile d’établir d’une fagon effective que lensemble
X— X' est dénombrable. En effet, si pc X — X', il existe un indice n tel que
p=XR, (ot R, est un ensemble appartenant i la base de I'espace). Désignons
par n(p) le premier indice de ce genre. A deux points différents correspon-
dent évidemment deux indices différents. Ainsi, les points de I'ensemble
X — X' se trouvent rangés en une suite (finie ou infinie).

Une démonstration effective de la dénombrabilité de ’ensemble X — XO
sera donnée dans le § suivant.

§ 19. Puissance de diverses familles d’ensembles.

I. Familles d’ensembles ouverts.
1) La famille de tous les ensembles ouverts est de |a puissance <

En effet, chaque ensemble ouvert étant selon I’ax. V une
somme de certains ensembles R, la puissance de la famille .de
tous les ensembles ouverts ne peut dépasser celle de la famxlle
de toutes les suites extraites de la base de I’espace.

Chaque ensemble fermé étant le complémentaire d'un en-
semble ouvert, la famille de tous les ensembles fermés est aussi de
la puissance < «.

2) Chaque famille d’ensembles ouverts disjoints est (effecti-
vement) dénombrable.

En effet, G étant un ensemble (non vide) de la famille con-
sidérée, il existe d'aprés I’ax. V un indice » tel que R, (C G. Soit
n(G) le premier indice de ce genre. Les ensembles ouverts en
question étant disjoints par hypothése, & deux ensembles diffé-
rents correspondent toujours deux indices différents, de sorte que

la famille de ces ensembles se trouve rangée en une suite (finie
ou infinie).

En particulier, sur la ligne droite chaque famille d’intervalles
n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable.

Il. Familles monotones bien ordonnées *).
1) Chaque famille bien ordonnée d’ensembles ouverts décrois-
sants est (effectivement) dénombrable.

Soit, en effet, G, D G, D ... D Gy D Geyy D ... une suite trans-
finie d’ensembles ouverts (différents). Si = n'est pas le dernier

1) Voir R. Baire, Thése, Ann. di Math. (3) 3 (1899), p. 51.
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indice, il existe un point p,, e G, — Gyyys il ‘existe donc un indice 7
tel que p, ¢ R, C G,, donc que

(i) R" C Ga et Rn - Gg,+1 74'— 0.

Soit. 7 (2) le plus petit indice qui satisfait a la condition (i).
A deux nombres transfinis différents correspondent deux in-
- dices différents, car la condition « < § implique Rn(g) - Gg C Gaprs
tandis que, selon (i), l'inclusion R, C G, n’a pas lieu. Aiosi,
- tous les indices a (sauf, peut-étre, le dernier) se trouvent rangés
en une suite dénombrable.

, 2) Chaque famille bien ordonnée d'ensembles fermés décrois-
sants est (effectivement) dénombrable.

Soit F{, DF, D .. D Fy D Feyy ... cette suite. Si a n’est
pas le dernier indice, il existe un point p, ¢ F, — F, 0 Soit 72(2)
le plus petit indice tel que R, F,# 0= Ry Fayy 11 vient
pour « <B: Fg(C F,.;; linégalité Rng)-Fz # 0 entraine donc
R.g) Fuy1 50, doi n(a) %= n (). L’ensemble des indices o est
par conséquent (effectivement) dénombrable.

En tenant compte du fait que les ensembles ouverts sont les
complémentaires des ensembles fermés, on parvient a l'énoncé
suivant, qui généralise les deux précédents:

3) Chaque famille blen ordonnée d'ensembles croissants ou
décroissants qui sont tous fermés ou bien tous ouverts est (effecti-
vement) dénombrable.

Remarques. 1. Chaque ensemble de nombres réels bien ordonnés
selon la grandeur est dénombrable, Car une suite transfinie de
nombres réels x, < x; <. <xg<xp,, <.. détermine une famille
bien ordonnée d’ensembles fermés croissants {F;} oul F} estla demi-
droite x < xg.

2. La démonstration des énoncés 1) et 2) reste valable, lors-
qu'on considére au lieu du bon ordre un ordre oi chaque élément.
(sauf le dernier, 8’il existe) admet un élément qui le suit immédia- -
tement. Ainsi I’énoncé 3) peut étre généralisé sur un ordre de ce
genre.

Une autre généralisation sera établie dans le N° suivant.
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IIl. Ensembles développables. Un ensemble E est par dé-
finition (p. 59) développable, s’il est de la forme

E=F —F,+F—F +..+F—Fy+.,

les termes de la série (transfinie) étant fermés décroissants.
D’aprés le théoréme 11, 2, cette série est dénombrable (autre-

ment dit, tous les indices ¢ sont inférieurs & un nombre de la
premiére ou deuxiéme classe).

(1) Les ensembles développables sont a la fois des F., et des G;.

En effet, une différence de deux ensembles fermés est un F,
comme un produit d’'un ensemble fermé et d’un ensemble ouvert
(qui est un F, selon § 15, IV). Un ensemble développable, comme
formé d’une infinité dénombrable de différences d’ensembles fermés,
est donc aussi un F,. 1l est en outre un G;, car le complémentaire
d’un ensemble développable, étant lui-méme développable (§ 12,
VI, 1), est un F,.

(1a) Les.ensembles clairsemés sont des F. et des G '), car cha-
que ensemble clairsemé est développable (§ 12, VI, 4).

Remargues. 1. Les ensembles développables sont des ensembles Fb_ et G,

effectifs: nous pouvons, notamment, faire correspondre & chaque ensemble
développable une suite bien déterminée d’ensembles fermés dont cet ensemble
est la somme (ainsi gu’une suite d’ensembles ouverts dont cet ensemble est
le produit).

En effet, si £ est développable, on a d’aprés § 12, V, 3% E = Z(AE — Bg)
Ea

ol les ensembles AE et B& désignent les termes du développement § 12, I11, 3°(i).

Or, la suite AE étant selon II, 2 effectivement dénombrable, les indices

£ o peuvent étre imaginés rangés en une suite simple infinie &£, ... (qui
n’est pas nécessairement une suite croissante). D’autre part, nous avons fait
correspondre (§ 15, [V) a chaque ensemble fermé une suite d’ensembles ouverts

dont il est le produit. II vient ainsi: b'& =k” Gg et £E= g lA!i -—-Gg ] .
=zl nk=1 n n

La série double se transformant facilement en une série simple, on dé-
finit ainsi une suite simple infinie d’ensembles fermés dont la somme con-
stitue 'ensemble £. Cela veut dire que £ est un Fc effectif.

Le complémentaire d’un ensemble développable étant développable (§ 12,
VI, 1), tout ensemble développable est un G, effectif.

) Théoréme de M. W. H. Young, The Theory of Sets of Points, Cam-
bridgq;‘l%ﬁ, p. 65.
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2. Le théoréme inverse a (1) est vrai— comme on le verra au § 33 —
dans les espaces complets, mais ne subsiste pas dans des espaces arbitraires.
Notamment, dans Pespace des nombres rationnels, tout ensemble qui est
simultanément dense et frontiére est un F_ et Gy (puisque I'espace est dé-

nombrable), mais n’est pas développable, car sa frontiére n’est pas non-dense
(elle est en effet identique a I'espace entier, cf. § 12, V, 29),

Passons & présent a la démonstration de I'énoncé suivant,
qui constitue une généralisation du théoréme N°II, 3):

(2) Chaque famille bien ordonnée d’ensembles développables
croissants (ou décroissants) est dénombrable.

En tenant compte du fait que la fonction caractéristique d'un
ensemble développable est ponctuellement discontinue sur tout
ensemble fermé (§ 13, VI), I’énoncé (2) résulte ') du théoréme plus
général suivant, que nous allons démontrer ?).

Théoréme. Chaque famille bien ordonnée de fonctions (& va-
leurs réelles) ponctuellement discontinues sur tout ensemble fermé:

F100) = fo(%) < T fe(X) T S () <Dl (8 < Q) ), est dénombrable.

1l s’agit d'établir 'existence d’un indice a tel qu’on ait, pour
chaque x et ¢, f5 6(X) = fu(x).

Soit, pour n fixe, Ru1, Rnz2, ..., Rui,.. la suite des ensembles
appartenant a la base de l'espace et tels qu’il existe un nom-
bre ordinal a,; satisfaisant a la condition:

x ¢ R,; entraine f“n ,+E(-") —_ fa” i(x) </n, quel que soit ¢.

Posons R"” = Rp1+ Rz + ... Soit a, > a,;, i=1,2, .. Il vient
Sontt(X) — f,(x) <!/n pour xeR". Par conséquent, si I'on pose
a>a,n=1,2,.., on a pour xeR'"R? ..: fo1p(x) — fo(x) <1/n,
quel que soit 7, d’oit f,4¢(x) = f,(x). Notre théoréme sera donc
démontré des que l'égalité R" =1 sera établie pour chaque n.

Supposons, par impossible, qu’il existe un n tel que l'en-
semble fermé F=1— R# soit non vide. Soit [e,,a,,..] un en-
semble dénombrable dense dans F. Il existe un 7 tel que

') Pour une démonstration plus directe, voir F. Hausdortf, Mengen-
lehre, p. 171. Cf. aussi Z. Zalcwasser, Un théoréme sur les ensembles qui
sont d la fois' F_'et G; Fund. Math. 3 (1922), p. 44.

*) Je dois cette démonstration 4 M. Zalcwasser.

3) Q désigne, comme d’habitude, le plus petit nombre ordinal indénom-
brable: .

C. Knutowskl. Topologie I. 8
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(i) ¢ > 1 entraine fi{an) = f,(am), quel que soit m,

car & chaque m correspond un 1~ tel que fe(am) = fm(a,,,) pour
¢ >1vm (cf. remarque 1 du N°II); il suffit donc que 7 soit supérieur
a tous les y» ot m =1,2,... On peut admettre en outre que 1> ay.

Le point a, étant sntué en dehors de R", il existe dans cha-
que entourage de a, un point x et un indice Bn > 1 tels que
Sam(X) — f (x)> Yn; il existe donc un b, tel que |bm— am|<'/n
et fg (b,,.) — f{(bm) > */n. L’inégalité y> a, implique d’autre part que
fa,,(b,,,) < f.{(b,,,), donc que fg,(bm) — fo,(bm) > /n, d’oit by ¢ F. -

Soit § un nombre supérieur a tous les Bm, m = 1,2, ... Il vient

(i) fobm) = f(bm) > Yn, m=1,2,..

La fonction f3(x) étant ponctuellement discontinue sur chaque
ensemble fermé, il existe un point de continuité de la fonction
partielle fg‘(x]F). Soit donc G (s~ 0) un ensemble ouvert dans F et tel
qu’on ait | f3(x) — fa(x')| < '/2n pour x et x' appartenant & G. D’une
facon analogue, il existe dans G un point de continuité de la fon-
ction f(x|G), soit //(# 0) un ensemble ouvert dans F tel que
| fa(x) fg(x’)|<1/2,. et | f(x)—f,(x)|<'/am pour x ¢ H et x'eH.

Pour m convenablement choisi on peut substituer dans ces
inégalités am a4 x et b & x'. En vertu de (i), on a fz(an) = f (an);
il vient ainsi |fg(am) — fa(bm) | <'/2n et |fa(am) — fT(b,,,)l < /2,., d’ott
| fa(bm) — £, (bm) | < 1/n, contrairement a (ii).

(2a) Chaque famille bien ordonnée d’enSembles clairsemés crois-
sants (ou décroissants) est dénombrable ').

Car chaque ensemble clairsemé est développable (§ 12, VI, 4).

IV. Dérivé d'ordre «2). Le dérivé d’ordre a de X est dé-
fini par les condjtions: X = X', X0 = (X% ot XV = q X
’ [- 2
sx A est un nombre limite

Le dérivé X' étant fermé et le produit d’ensembles fermés
étant fermé, on prouve facllement (par l'induction tranhme) que

B

) Dans ma ngfe de Fund. Math.-3 (1622), p. 42, ‘se trouve. une démon-
stration directe de %t énoncé. Une démonstration. effeetive _résulte. d’ailleuu
du théoréme § ls{g‘l de M, Sierpifiskl (voir’ 13 note. citée) '

}) G.Canfor, Math. Ann. 17 (1880), p. 357,
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X est fermé, quel que soit «. En outre, tout ensemble fermé
contenant son dérivé, la famille des dérivés est décroissante:

XX DX

Par conséquent (selon'Il, 2), i n'y a qu'un ensemble dénom-
brable de dérivés de Uensemble X qui soient différents,; autrement
dit, & partir d’un certain nombre 8 (< 2) tous les dérivés sont iden-
tiques: X® = x®+) =

L’ensemble X ‘B’, comme identique & son dérivé, est parfatt '

En particulier, si ’on pose X=1et 1@ =1, on a (§12,I):

@ 1= 2 a— 1<°‘+*>) +1®.

Or, chacun des ensembles 1@ — 1@+ gtant dénombrable, en
tant que composé de points isolés (§ 18, VIII), leur somme d é-.

nombrable 2 ae — 1("‘+ V) est encore un ensemble dénombrable.

On retrouve ainsi dans la formule (i) le théoréme de Can—
tor-Bendixson (§ 18, V): en enlevant de lespace un ensemble
dénombrable, on parvient a un ensemble parfait.

C’est précisément par cette voie que ce théoréme a été démontré pour
la premiére fois. L’'avantage de ce raisonnement vis 4 vis du raisonnement
exposé au § précédent &st de ne pas faire intervenir 'axiome du choix et de
pouvoir énumérer effectivement les éléments de chaque ensemble clairsemé: car
la suite des dérivés et l'ensemble X — X' sont effectivement démombrables
(§ 18, VIII) ).

V. Rnalyse logique ?). Les relations entre les propositions suivantes
ont été étudiées dans les espaces

(1) - toute infinité bien ordonnée d’ensembles fermés croissants est dénombrable,

(2) toute infinité bien ordonnée d’ensembles fermés décroissants est dénom-
brable, ‘ ‘

(3) tout ensemble contient un ensemble dense dénombrable,

(4) tout ensemble clairsemé est dénombrable, ‘

(5) tout ensemble indénombrable contient un point de condensation..

) Cf. W. Sierpitiski, Une démonstration du théoréme sur la structure
des ensembles- des points, Fund. Math. I, pp. 186,

) Cf. W.Sterpineki, Sur I'équivalence de trois propriétés des ensembles
abstraits, Fund. Math, 2 (1921), pp- 179 — 188, ot ma note.Une remarque. sur. les
classes £ de M. Fréchet, Fund. Math, 3-(1922); pp. 4143, Voir aussi (pour le
_cas de. l’espace métrique) W.Gross, Zur ‘Theorie: der Mengen in denen’ ein
Dqstangbegrtf[ definiert ist, Wiener Ber, - 123 (1914), p. 801.
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On prouve que les propositions (4) et (5) sont équivalentes, que (4) en-
traine (2) et que (3) entraine (1). Les implications inverses subsistent dans

les espaces L2 dans lesquels la fermeture est toujours un ensemble fermé, mais
elles peuvent étre en défaut dans des espaces . plus généraux.

V1. Familles de fonctions continues. Soit f(x) une fon-
ction continue qui transforme l’espace X en sous-ensemble de
I'espace . L’espace :U étant séparable, il existe une suite de
points X, X, ... telle que chaque point' p de X' en est limite d'une
sous-suite: p = lim x,. Or, la fonction f étant continue, ses va-
leurs sont déterminées par celles aux points x,, car f(p) = lim f(xz,).
Autrement dit, si f(x,) = g (x») pour chaque 7z, les fonctions f
et g sont identiques. Il en résulte que la puissance de la famille
de toutes les fonctions continues qui transforment ’espace X en
sous-ensembles de ’espace < ne peut dépasser la puissance de la
famille des suites (dénombrables) extraites de I’espace </, c¢. a d.
la puissance X, qui est égale a ¢. La famille considérée est donc
de puissance = ¢,

Ainsi, la famille des sous-ensembles de l'espace < qui sont
des images continues d’un sous-ensemble fixe de I’espace X est
de puissance < c¢. Il en résulte que dans un espace ayant la
puissance du continu il y a autant des fypes topologiques (§ 13,
VIII) que des sous-ensembles, & savoir 2%

C. Problémes de la dimension (§§ 20—22).

L'espace est supposé assujetti aux axiomes I— V. On peut donc ad-
mettre qu'une distance ' x—y| entre les points de cet espace est définie;
autrement dit,qu’on est en présence d’un espace métrique séparable.

§ 20. Définitions. Propriétés générales.

1. Définition de la dimension!). On assigne a l'espace X
un entier 3> —1 ou oo que Pon appelle dimension de \; en sym-
boles: dim\. Le symbole dim,X désigne la dimension de X au
point p. Les trois conditions suivantes définissent ces notions par
induction:

1) L'idée de la définition de la dimension remonte & H. Poincaré,
Revue de métaph. et de mor. 20 (1912) et Derniéres pensées, p. 65, Paris 1926
(édition posthume). La définition a été ensuite précisée par M. L. E. J. Brou-
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1) dim X = — 1 veut dire que lespace X est vide,

2) st X 50, dim X = borne supérieure de dim,X pour p s X.

3) dim,X < n+ 1 wveut dire qu'il existe des entourages ouverts
de p aussi petits que l'on veut et dont la frontiére est de dimen-
sion < n.

~ Afin d’éviter Pemploi des notions métriques, on peut formu-
ler la proposition 3) de la facon équivalente suivante:

3) dimpX < n+ 1 veut dire qu'il existe dans chaque entourage
de p un entourage ouvert de p dont la frontiére est de dimen-
sion < n.

La dimension de P’espace est ainsi définie d'une fagon pure-
ment topologique; elle est donc invariante relativement aux trans-
formations homéomorphes de Uespace.

Exemples. Par définition, un espace (non vide) est de dimension 0, lors-
qu’il existe pour chaque point des entourages ouverts aussi petits que I'on
veut dont la frontiére est vide. Tel est par exemple I’espace des nombres ra-
tionnels, chaque intervalle 4 extrémités irrationnelles ayant dans cet espace
la frontiére vide. Il en est de méme de I'espace des nombres irrationnels et,
en général, de chaque ensemble frontiére situé sur la ligne droite.

L’espace des nombres réels est de dimension <1, car la frontiére d’un
intervalle, comme composée de deux points, est de dimension 0. D’une facon
analogue, le plan est de dimension -2 (car la circonférence est de dimen-
sion <(1) et, en général, I’espace cartésien a n dimensions (au sens classique)
est de dimension <7n. La démonstration que la dimension de cet espace est
précisément n est moins élémentaire. Nous y reviendrons plus tard.

II. Dimension des sous-ensembles. Etant donnés un en-
semble E ((_X) et un point p de E, I'inégalité dim,E < n+1 si-
gnifie d’aprés 3) qu’il existe un entourage ouvert de p relatif a E,
aussi petit que 'on veut et dont la frontiére relative a E est de
dimension < n; autrement dit, qu’il existe un ensemble ouvert G aussi
petit que ’on veut, contenant p et tel que dim (E- EG—G) < n. Carla

frontiére relative a £ de ’ensemble £G est E- EG— EG=E-EG—G.

wer, Ueber den natiirlichen Dimensionsbegriff, Journ. f. Math. 142 (1913), p. 146
et Proc. Akad. Amsterdam, 26 (1923), p. 795. La théorie de la dimension, basée
sur une définition bien rapprochée de celle de Poincaré-Brouwer, a été
créée et développée indépendamment par M. K. Menger et P. Urysohn
dans plusieurs ouvrages a partir de 'année 1922. Voir surtout K. Menger,
Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin 1928 et P. Urys ohn, Mémoire sur les multi-
plicités Cantoriennes, Fund. Math. 7—8 (1925—26).
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(1) vla' dimension d'un ensemble ne dépasse jamais la dimension
de lespace entier; en symboles: si pc E, on a dim,E < dim,X.

En raisonnant par induction, on peut, en effet, admettre que cet
énoncé est vrai pour I’espace n-dimensionnel et que dim,X <n41."
Soit donc G un entourage ouvert de p tel que dim [Fr (G)] < n.
Il s’agit de prouver que la frontiére relative a £ de ’ensemble £G
est de dimension < 7. Or, cette frontitre relative étant égale a

E-EG—G(C G—G=Fr(G), on a par hypothése la double inégalité
dim (E- EG— G) < dim [Fr (G)] < n.

(2) pour que dimpE < n+ 1, il faut et il suffit quil existe
un entourage ouvert G de p aussi petit que l'on wveut et tel que
dim [E-Fr (Q)] < n.

Supposons, en effet, que dim,E < n+4 1. Soit donc A un
ensemble ouvert dans £ et tel que dim (EH — H) < n. Les en-
sembles H et E— H étant séparés (§ 16, V, 3), il existe un en-
semble ouvert G telque H(C G et G-E—H =0 (§16,V,6). Par
conséquent £-G — G (C E-H — H, d’ot selon (1): dim (E-G-0)K
<L dim(E-H — H) < n. Comme en outre, selon § 16 V, 6, le dia-
métre de G différe aussi peu que I'on veut de celui de H, la né-
cessité de la condition se trouve établie.

Pour prouver que la condition est suffisante, considérons
Pensemble G en question et posons H = EG. 1l vient E-H— H =
=EEG—G(CE-G—G=EFr(G), dou dim(E:H - H) <
< dim [E:Fr (G)] < n, donc dim,E < n+1. .

Un cas particulier de I’énoncé (2) est le suivant:

(2,) pour que dim,E =0, il faut et il suffit quil existe un
entourage G de p aussi petit que I'on veut et tel que E-Fr (G)=O0.

. L’ensemble E(,. Déﬂnitt'on: p appartient & Ulensemble .
En), lorsque dim,(E + p) < n, c. a d. lorsqu’il existe un entourage
G de'p aussi petit que P’on veut et tel que dim [E-Fr(G)]<n—1.

'En particulier, si £ constitue Pespace entier, E( désigne
Pensemble des points oi Pespace est de dimension < n.

L’inclusion £ C E(s équivaut a I'lnégahte dim E < n.

D’aprés II (1) Pinclusion A C B entraine By C Awy. -

1. On a dim(E-Ew) <n. En effet, si pc E-E), on a par
défimtlon dim,E < n, donc, selon II (1), dlmp(E E(,.)) <,
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D’ailleurs, la dimension de E, peut 8tre supérieure & . Si par exem-
ple E se cdompose d'un seul point, }’(0) est identique a I'espace entier

2. L'ensemble Ey est un Gy'). En effet, on a pe E(,.), lors-
qu'il existe, pour chaque &, un enlemble ouvert G contenant p et
tel que dim [E'Fr(G))< n—1 et §(G) <!k Désignons par Hx
la somme de tous les ensembles G de ce genre. On a donc
E(n) ='H1 . Hg' vee

8. Etant donnés un ensemble E et un entier n, il existe une
suite'D,, D,, ... d’ensembles ouverts tels que 1°dim[E-Fr(D)] < n—1,
2¢ les ensembles Egy- Dy, i=1,2, ..., constituent une base pour l'en-
semble E(,, autrement dit, pour chaque point p ¢ E(), il existe parmi
les ensembles D; un qui contient p et qui est de diamétre aussi

petit que I’on veut, 3°en posant S =IZI' Fr(D); on g EwmyC(E—S)w
et dim [Em — S] < 0. -

En effet, pour k fixe, faisons correspondre & chaque point
peEn un ensemble ouvert G(p) contenant p et tel que
8[G (p)] <'Yr et dim {E-Fr[G (p)]} < n— 1. Daprés le théoréme
de Lindel6f (p.102) on peut trouver une suite dénombrable
Dg,1, Dig, ... d’ensembles G (p) dont la somme soit égale & celle:
de tous les G (p). En transformant la suite double {Dym} en une
suite simple, on obtient la suite {D:;} demandée.

Car chaque point p de E(, étant contenu dans un ensemble
G (p) arbitrairement petit, il existe un D; tel que psD; C G(p),
d’otr la condition 2°

La condition -8° en est une conséquence en vertu de la for-
mule évidente: (E — S)-Fr (D)) = 0 = (E(n) — S)-Fr (D).

On déduit comme cas partlcuher de I’énoncé précédent que.

4. Tout espace n-dimensionnel contient une base dénombrable
composée d'ensembles ouverts a frontiéres de dimension <. n — 1.
En enlevant de l'espace ces frontiéres, on obtient un ensemble 0-di-
mensionnel (ou vide).

5. La condition dim X < n’entratne Ew C (E+ X)msn: |

En effet, si pe¢ Eq); il existe un entourage G de p .tel
que . E- Fr(G)=0 -Done (E+X) Fr(G) = X- Fr(G)C,X,_ d’oir
dim [(E + X ) Fr [(6)) 2 < n, ce qui- prouve. que pe(E + X)in )

1) Voir X Menger, Ueber dze Dimenszon uan Punktmengen Il Tett

Mon. £, Math . Phys. 34 (1924), p. 141, P. Urysohn, Fund. Math. 8, P 277
ot L. Tumarkln, Fund. Math. '8, p. 860
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§ 21. Espace de dimension 0.

I. Base de I'espace. Un espace est par définition de di-
mension 0, lorsque chaque point est situé dans un entourage
aussi petit que l’on veut et qui est a la fois fermé et ouvert (ce
qui équivaut & ’hypothése que la frontiére de cet entourage est
vide). On en déduit le théoréme suivant, qui résulte d’ailleurs
directement de § 20, III, 4:

-Théoréme 1. Tout espace 0-dimensionnel contient une base dé-
nombrable composée d’ensembles a la fois fermés et ouverts.

On peut supposer, en outre, que le diamétre de ces ensem-
bles ne dépasse pas un nombre positif donné d’avance.

Corollaires. Dans un espace 0-dimensionnel: 1) Chaque en-
semble ouvert (en particulier, Pespace tout entier) est somme d'une
suite d'ensembles disjoints, a la fois fermés et ouverts (et de dia-
métre aussi petit que Pon veut);, 2) chaque ensemble fermé est pro-
duit d'une suite d'ensembles & la fois fermés et ouverts.

Pour prouver le cor. 1, posons conformément au théor. I:
=F1+F2+---=F1+(F2““F1)+(F3"F1’“F‘z)-i----
ol G est ’ensemble ouvert donné et Fj, F,, ... sont des ensembles
a la fois fermés et ouverts. Le dernier membre de la formule
représente la décomposition demandée.
Le cor. 2 est une conséquence immédiate du cor. 1.

Théoréme I' ?). Dans un espace 0-dimensionnel, chaque ensemble Gy qui est

A la fois dense et frontiére est le résultat de I'opération (S() effectuée sur un sy-

stéeme régulier d'ensembles { Ay 4 } non vides, fermés, ouverts et tels que:
ek

198 (Ay, . p,) <'[n 2° deux ensembles A, , et Ay, .1, pourvus des différents
systémes de n indices sont toujours disjoints.

Soit Q ensemble Gy en question: Q= G,-G,-..., ou G, est ouvert et

G, > G,yy L'ensemble Q n'étant pas fermé, il existe un indice j, tel que G;

n est pas fermé. On peut donc poser en vertu du corollaire 1: Gj =A,+ 4.+ ...

3(A)<<1, les ensembles A; étant fermés, ouverts, disjoints et non vides.
Procédons par mductxon Les ensembles 4, kn supposés définis et

assujettis a l'inclusion
) Ay ety C Gn

pour un entier n >> 1, les ensembles A,

N seront définis comme il suit:

) La plupart des théorémes de ce § seront généralisés par induction-
dans le § suivant, oi I'on trouvera aussi les renvois bibliographiques.
?) Ce théoréme interviendra dans I’étude des espaces complets (§ 32).
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L’ensemble Ag, .. , ctant ouvert, il existe un indice j, . > n 41 tel que
Pensemble 4,  , - GJ " nest pas fermé; car autrement Pensemble Q- A, .
serait fermé, contrairement a P’hypothése qu'il est dense et frontiére dans

Jn-H ;.;_2.: Ak
a(Ak‘...k,li)<'/"+1’ les ensembles A,  , ; étant fermés, ouverts, disjoints et
non vides. En outre, on peut remplacer dans (i) n par n41 en vertu de
linégalité j,, > n-1, qui implique que G , C G-

Ay %, On peut donc poser comme auparavant: Ay .. kn'

3 ece

Les ensembles A, , étant ainsi défmis pour chaque n, nous allons
démontrer que Q coincide avec le résultat de l'opération ($() effectiiée sur ces
ensembles.

Soit, d’une part, p g Q. Done p: G/-,. Il existe par conséquent un indice %, tel
que p ¢ Ak‘. Supposons que pe Ak. ke Comme en outre p = G/n+i' il existe un k,,_“

telque p: A, On parvient ainsi a la formule p= A, - Ay - A i, - ..

3 e kll kn_l_]'
D’autre part, si cette derniére formule est vérifiée, I'inclusion (i) implique

que p: G, -Gy .= Q.

II. .Séparation des ensembles fermés. Nous allons mon-
trer que dans les espaces 0O-dimensionnels 'axiome de séparation
peut étre énoncé sous une forme plus avantageuse. Nous établi-
rons 4 ce but un lemme de la Théorie générale des ensembles.

Lemme. Etant donnés deux produits infinis d'ensembles dé-
croissants A= A,-A, ... et B= B, -B,-... tels que AB=0, l'ensemble

F= Ax'(l “‘B1)+ Az'(Bl - Bz)+-~-+An'(an—l —-—B,,)+...

remplit les formules: A(CF, FB=0, 1-F=1—A,+A, Bi—A, B, +...

En effet, si pc A, on a p non-¢ B. Par conséquent: ou bien
p n’appartient a aucun B, et alors pe 4, (1 — B,), ou bien il existe
un indice » tel que peB,_, — B, et alors pe A,  (Bn—1— Bx). Donc,
en tout cas, pe F, d'out A C F.

Chacun des sommandes du développement de F étant dis-
joint du produit B;-B;-..., on en conclut que FB = 0.

Enfin, dans le développement de F en série alternée

F= Al - AIBI + AQBI - Asz + .ee + Aan.—.l - Aan + oo

les termes sont décroissants et leur produit s'annule; le dévelop-
pement demandé de 1 — F en résulte directement (§ 12, I (4a)).
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Théoréme Il. A et B étant deux sous-ensembles fermés et dis-
Joints d'un espace de dimension 0, il existe un ensemble fermé et
ouvert F tel que A(C F et FB=0.

D’aprés le corollaire 2 on a en effet A=A, A, ..., ol les
- ensembles A, sont fermés et ouverts. On peut supposer, en outre,
que ces ensembles sont ‘décroissants, car autrement on.pourrait
les remplacer par- leurs produits partiels. Des remarques analo-
gues s’appliquent & l'ensemble B = B,-B,-... L’ensemble F du
lemnie précédent est alors l’ensemble demandé: il est ouvert
comme une somme d'ensembles ouverts, il -est fermé, car son
complémentaire est une somme d’ensembles ouverts.

Théoréme Ill. Etant donnée une décomposition d'un espace
0-dimensionnel en un systéme fini d'ensembles ouverts: 1= G, + ...+ Gy,
i existe un systéme d'ensembles disjoints, fermés ouverts et tels que
1-—F+ +ertF1CGi.

En effet, chaque G; peut étre remplacé par un sous-ensemble
fermé H; de facon que 1 = H, + ... + Hi (d’apres le cor. du § 16, II).
“Appliquons le théoréme précédent au. couple d’ensembles fermés
ét disjoints H; et (1 — G;). On en déduit I'existence d’'un ensemble
fermé et ouvert K; tel que H;,C K et Ki"(1—G) =0, d’ou
1=K, +...+K: et Ki(C Gi. Les ensembles F,=K,, F,=K,—Kj, ...,

= Ky — (K, + ... + Ki—1), ... satisfont a la thése du théoréme.

IIl. RAddition des ensembles 0-dimensionnels.

Théoréme 1V. Si un espace se laisse décomposer en une série
(finie ou infinie) d’ensembles fermés: 1= A, + A, + ... dont tous,
sauf peut-étre le premier, sont de dimension 0, tandis que le premier
est de dimension 0 dans un point donné p, l'espace entter est de di-
mension 0 ak point p.

Soit S une sphére ouverte de centre p. 11 gagit de c‘o‘n-
struire un ensemble fermé et ouvert G tel que pe G C S. )

L’ensemble G sera défini comme la somme d'une série d’en-
sembles ouverts croissants G, - Ces derniers seront définis par
induction simultanément & des ensembles ouverts. croissants H,,
de facon que les deux conditions suivantes: soient satisfaites:

() GuHui=0 et (i) AC GitHa

L'engemble A, étant de dimension 0 au point p, il ‘existe un"
ensemble F; qui contient ce point et qui est fermé et ouvert re-
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lativement a Ay L’ensemble A, étant fermé, les ensembles F,
et A, — F; sont donc fermés. On peut supposer de plus que Fx
est contenu dans la sphére S, de sorte que les ensembles F; et
(A, — F;+1—.5) soient fermés et disjoints. En apphquant Paxiome
de séparation (voir dailleurs § 16, II), on en déduit l’ex:stence
de deux ensembles ouverts G, et H; tels que

FxCGu_'ij“F1+1“'SCH1 et G, H, =0.

Les conditions (i) et (ii) sont donc satisfaites pour n = 1.
Supposons qu'elles le soient pour n; nous allons les établir pour 7+ 1.

Les ensembles Any;- Gs et A,y - H, étant fermés et disjoints
et Anyq étant de dimension 0, il existe d’'aprés le théoréme II un
ensemble Fr;, fermé et ouvert dans A,41 et tel que: Anys- Go (C Fry,
Fry1 H,=0. Les ensembles Fny; et Anppq— Fnyq étant fermés
(puisque Anyy — Fnyy est fermé relativement a I'ensemble 4,4, qui

est lui-méme fermé), les ensembles (Gr+ Fuyy) ot (H,,+A,.+1--F,.+1)
sont fermés et disjoints. En vertu de P'axiome de séparation,
il existe deux ensembles ouverts Gnti et M,y tels que:

G:.-i— F,i.;.l C Gn+1. Fin +An+1 - Fn+1 C Hn-l-l et Gn+l : Hn-{d‘ =0,

Les conditions (i) et (ii) se trouvent donc satisfaites pour I’indice n+1 :

En outre, les ensembles G, et Hp étant croissants, la con-
dition G, H,=0, qui résulte de (i), entraine G,  FHn =0, quels
que soient n et m (puisque G- H,,+;, C G,,.H, Hupr = 0). Par con-

séquent si I'on pose G= Z Gn ot H= Z H,., il vient GH 0.

D’autre part, gelon (n), 1= Z An C Z (Gn +Hy)=G+H et on en

conclut que /=1—G. Les ensembles Get H étant ouVerts, I'en-
semble G est donc & la fois fermé et ouvert,

Reste & prouver que pt G S. Or par définition de G, on a.
psF,C G, (CG. D’autre part, par définition de /; on a 1—-SC H,,
d’ott 1 — H; (C S et, les ensembles G -et H; étant disjaints, il
vient G (C:1~H, C S.

Corollaires. 1. La somme: d'une suite dénombrable d'ensembles.
o-dimensionnels fermés (ou, plus généralement, d’énsembles F; O-di-
‘mensionnels) est un. ‘ensemble O-dimensionnel,
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2. La somme de deux ensembles 0-dimensionnels dont un est
a la fois un F, et un Gy est 0-dimensionnelle.

8. En ajoutant a un ensemble 0-dimensionnel un seul point, on
n'altére pas sa dimension; en symboles: si dim A =0, on a A =1.

4. G étant un ensemble ouvert, la condition dim (EG) <0
entraine Egy = (E — G)).

Pour prouver le corollaire 1 on n’a qu'a considérer la somme
des ensembles en question comme l'espace. Le corollaire 2 en
résulte, car les deux ensembles envisagés sont des ensembles F,
relativement a leur somme. Le corollaire 3 est un cas particu-
lier du corollaire 2. Enfin, pour établir le corollaire 4, posons
pe(E— G)oy, ¢. & d. dimy(p + E — G) = 0. L’ensemble p + E étant
considéré comme l'espace et I’ensemble EG étant, dans cet espace,
une somme dénombrable d’ensembles fermés de dimension 0, on con-
clut du théoréme IV que l'ensemble (p+E—G)+EG=p+ E est
de dimension 0 au point p, c. a d. que p ¢ E(,), d’ott le cor. 4.

Remarques. Le théoréme [V serait en défaut, si 'on supposait seulement
que dimpA,,—_—O. Divisons, en effet, P’intervalle 01 en une suite d’intervalles
convergeant vers 0. Soit A, 'ensemble composé du point 0 et des intervalles
pairs; soit A, I'ensemble composé de 0 et des intervalles impairs. Evidem-
ment dim,,/l1 =0= dim[,A;., tandis que dimp(/l, + A)=1.

On ne peut remplacer non plus I’hypothése que A, est fermé par celle
que 4, est un FG, comme le prouve l'exemple suivant: A, est une suite de
points convergeant vers 0 (= le point p) et A, = (I'intervalle 01 —'4,).

IV. Prolongement des ensembles 0-dimensionnels.

Théoréme V. Chaque ensemble 0-dimensionnel est contenu dans
un Gy 0-dimensionnel.

En effet, selon § 20, 1II, 3, a chaque ensemble E correspond
un ensemble S qui est un F. tel que ES = 0 et dim [Ep) — S] < 0.
Or, si I'on suppose que dim £=0, on a selon N‘f’IlI, cor. 3, Epy=1.
1 — S est donc un G3 O-dimensionnel qui contient 1'ensemble E.

Théoréme VI'). Chaque espace 0-dimensionnel est topologi-
quement contenu dans lensemble parfait non-dense C de Cantor.

‘L’ensemble (° de Cantor est par définition (§ 14, V, 2) I'en-
semble des suites ; = [3', 3%, ...] ol 3 admet une des deux valeurs:

) P.Urysohn, Fund. Math. 7, p. 77.
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0 ou 2. 11 s’agit de définir une fonction bicontinue j(x) dont
I'argument parcourt I’espace 0-dimensionnel considéré.

Or, R, Ry, ... , R;, ... étant la base de l'espace composée d’en-
sembles qui sont a la fois ouverts et fermés (th. I, p. 120), posons
3(x) = 2 lorsque x ¢ R: et 3(x) =0 dans le cas contraire.

La fonction ; (x) ainsi définie est continue, car (§ 14, IV)
la fonction ;/(x) est, pour i fixe, continue, comme fonction cara-
ctéristique d’'un ensemble fermé et ouvert (§ 13, VI). Pour prouver
que la fonction j (x) est bicontinue, reste a démontrer (§ 13, VIII (3a))
que la condition pe1—X entraine 3(p)e(’—; (X). _

Or, par définition de la base, il existe un indice i tel que
peR C1—XC1-—X. Donc §(p) =2, tandis que pour x ¢ X on a
3'(x) = 0; par conséquent '; (p) — 3 (¥)| > /s (nous identifions ici la

41 2 Iy}
suite 3 = [31, 3% ..., §, ...] avec le nombre ; + g + .+ ;. +..). Le

nombre 3 (p) ne peut donc appartenir i la fermeture de I’ensemble
des nombres ; (x), ¢. a d. que 3 (p) e’ — 3 (X).

Corollaire. L'ensemble parfait non-dense (° de Cantor a le rang
topologique le plus élevé parmi tous les espaces 0-dimensionnels.

Car l'ensemble ( est lui-méme 0-dimensionnel, comme sous-
ensemble frontiére de la ligne droite (voir, § 20, I, exemples).

Remarque. La méme propriété appartient aussi a I'ensemble “}( des nom-
bres irrationnels (de Tintervalle 01). Car 'ensemble ‘)(, comme Pespace de tou-
tes les suites infinies formées de nombres naturels, contient ’ensemble des
suites formées de deux mombres 1 et 2, qui est homéomorphe & (. Inverse-
ment ‘)(, comme ensemble frontiére dans un intervalle, est 0-dimensionnel; il
est donc contenu topologiquement dans . _

On pourrait dire aussi: Pensemble (7, ainsi que ‘)(, ontle rang topologique
le plus élevé parmi les ensembles frontiéres de l’espace des nombres réels.

V. Espaces dénombrables. Chaque espace de puissance in-
[férieure a celle du continu est 0-dimensionnel.

D’une fagon plus générale, si lespace est d'ordre inférieur i
¢ au point p (voir § 18, VII), l'espace est 0-dimensionnel en ce point.

En effet, parmi les sphéres de rayon < ¢, décrites du point p,
il y en a qui ont la frontiére (la ,surface*) vide (puisque les
frontiéres de deux sphéres différentes sont disjointes). Une sphére.
de ce genre est donc & la fois fermée et ouverte.

Chaque espace dénombrable est topologiquement contenu dans
l'ensemble KR des nombres rationnels.
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Soit, en effet, A un espace dénombrable. A étant topologi-
quement contenu dans C, on peut I'imaginer comme sous-ensemble
de P’espace des nombres réels.

D’aprés un théoréme classique de la théorie des ensembles
ordonnés, les ensembles A 4 % et ‘2 ont le méme type d’ordre,
c. & d. qu'il existe une fonction croissante f(x) qui transforme
A+°R en ‘R. Cette fonction est continue, car, étant donnée une
suite x, < x, <.. qui converge vers x (les points x, et x étant
supposés points de A 4+ R), x est dans I’ensemble A + R le pre-
mier point qui succéde i tous les points x, et, en vertu de la si-
militude des ensembles A 4 X et %, le point f(x) a dans l'en-
semble % la méme propriété par rapport a la suite f(x,), f (x,), ...
Or, si 'on supposait que f(x) % iim f (x1), il existerait un nombre

rationnel & la fois supérieur & tous les f(x,) et inférieur a f(x),
ce qui est évidemment impossible,

Il est ainsi établi que la fonction f(x) est continue. Pour les
mémes raisons la fonction inverse x = f~!(y) est continue; f est
donc une homéomorphie qui transforme A en une partie de X.

-Ajoutons qu’une méthode analogue permet de prouver faci-
lement que fous les espaces dénombrables denses en soi constituent
un seul type topologique (c. a d. qu’ils sont homéomorphes) ).

§ 22. Espace de dimension n,

I. Addition des ensembles.

(*) La somme d'un ensemble n-dimensionnel et d’un ensemble
0-dimensionnel est de dimension < n+1.

Autrement dit, les formules dim (1 - Q)=# et dim Q=0
entrainent dim 1 < n+1.

L’ensemble Q -+ p étant 0-dimensionnel, quel que soit p (§ 21,
III, 3), il existe un entourage G de p aussi petit que I'on veut et
tel que Q- Fr(G) =0 (d’aprés § 20, II, 2,), c. & d. que Fr(G)C1-Q,
d’ot dim Fr (G) < n. Donc dim1 < n+41.

Théoréme 1%). Si un espace se laisse décomposer en une série_
(finie ou tnﬂple) d'ensembles fermés n-dimensionnels: 1= A, + A, + ...
il est lui-méme de dimension n.

1) W. Sierpinski, Fund. Math. 1 (1920), p. 11 et Wektor 1915.
?) Voir W. Hnrewicz, ‘Normalbereiche . und Dtmens:onstheone Math
Ann. 96 (1927), p. 760 et L. Tumarkin, Ueber die Dimension nicht. abgeschlos:
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Le théoréme étant vrai pour n'= 0 (§ 21, III, théor. IV), suppo-
sons qu'il soit vrai pour n'—1. Posons B, = A, et, en général
By = Ap — (B, + . + Br1). Les ensembles By sont ‘done des F
disjomts et l’on a: 1= Bt +B, + .y, dimBe 0 ‘ '

D'aprés. § 20, I, 3 (en y posant By=E(C E(,,) et Sp=E- S),
il existe un ‘énsemble S, somme d'une infinité dénombrable
d’ensembles ‘de dimension << n—1 fermés dans B, et tel ‘que
dim (B — S;.) < 0. Les ensembles fermés ‘dans B, étant des F,,
puisque B; est un F,, et la. somme d’une infinité dénombrable
d'ensembles F, de dimension ‘n—1 étant par hypothese (n—1)-
dimensionnelle, on a. dim Sy <n—1, d’ou pour la méme raison
dim (S;+ S, +...) <n—1.

Les ens,embles‘ By etant disjoints, il vient:

B, Z(Bk - Sk) 2 (Bl By — Si) = B{ S:.

On voit ainsi que l’ensemble B; — S, comme produit d’un F; et

de »Z’i (Bx— Sr), est un F, dans ce dernier Donc l’ensemble
kg,’ (B - Sn),. considéré comme l'espace, est somme d’une série d’en-
=1 o

sembles F, de dimension < 0. Par conséquent dimkz: (Br— S) 0.

L’identité 1 = Z,' By= =2 V Si+ 2 (Br— Si) ieprésente donc Pes-.

k=1 -
pace comme une SOMmMe d’un ensemble de dnmenslon <n-— 1 et

d’'un ensemble de dimension < 0. D’aprés (*) l’espace, est de di-
mension < 7.

Corollaires, 1. La somme d’une suite dénombrable d’ensembles. F,
n-dimensionnels est n- d[mensiomzelle

2. La somme de deux ‘ensembles n-dimensionnels dont un est
ala fols un F ‘et un Gy est ‘n-dimensionnelle.

3. En ajoutant & un eusemble (non vide) ur seul point on
raltére pas sa dimension.

sener: Mengen,  Math. Ann. €1928), p. 641. Pour. le ¢as-de Pespace compact,
vyoir K. Menger, Monateh. 34, p. 147 et P, Ury s o hn, Fund. Math. 8, p. 318.
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4. Etant donnés un ensemble E et un entier n, il existe un
ensemble S qui est un F, tel que

dim ES <n—1, Ew (C(E—S)y et dim[En— S]1<0.

En particulier, chaque espace n-dimensionnel se compose d’'un F,
(n — 1)-dimensionnel et d’'un G 0-dimensionnel.

5. G étant un ensemble ouvert, la condition dim (EG) < n
entraz‘ne E(,,) == (E —_ G)(n).

6. Etant donné: 1 = A+ A,+..., on Ar fermé, dimy,A, < n,
dim A, < n pour k> 1, alors dim,1 < n.

Les cor. 1—3 sont des conséquences faciles du théor. 1
(cf. d’ailleurs la démonstration des corolaires du th. IV, p. 122). En
envisageant ’ensemble S du § 20, III, 3 et en considérant ’ensemble
ES comme l'espace, on déduit du cor. 1 que dim ES < n — 1.

En particulier, si E désigne I'espace n-dimensionnel tout en-
tier, il vient E;y =1 et 1 = (1 — S)), d’ott dim (1 — S) = 0.

Le cor. 4 se trouve ainsi établi. En y substituant respec-
tivement £— G et EG a E, on en déduit Pexistence de deux
ensembles F;: S et W tels que lon ait: dim (SE— G) < n—1,
(E~ G)ny C(E—G— S)), dim (WEG) < n—1 et dim (EG—W) <0,
puisque par hypothése EG (C (EG)p). Or, ’ensemble E— G — S s’ob-
tenant de (E—~ G — S+ EG — W) par soustraction de ’ensemble
ouvert G, dont le produit avec ce dernier est 0-dimensionnel, on
conclut de § 21, III, cor. 4 que (E—G —S+ EG —W ) = (E — G — S)(0).

Les ensembles SE— G et WEG étant de dimension < n—1 et,
en outre, des F; relativement & E, il résulte du corollaire 1 que leur
somme est aussi de dimension <_n—1. Par conséquent (§ 20, III, 5):
(E—=G—=S+EG—W)@y C(E—G—S+EG—W+SE—G+WEG) (@)= En),
donc (E — G)m C (E— G — S)o) C Em, d’ou le cor. 5.

Pour prouver le cor. 6, posons E=1 et G=1— A4,. D’aprés
le cor. 1 on a dim (4,4 4;4..) < n, donec dim G < n. L’hypo-
thése pe(1— G)(») implique donc en vertu du cor. 5 que dim,1 < 7.

Théoréme 2'). Pour qu'un espace (non vide) soit de dimen-
sion < n, il faut et il suffit quil soit une somme de n'+ 1 ensem-
bles 0-dimensionnels.

) W.Hurewicz L. c.p. 761 et L. Tumarkin, I. c. p. 641.
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Le théoréme étant évident pour » =0, supposons qu’il soit
vrai pour n — 1. D’aprés le cor. 4, un espace #-dimensionnel se
compose d’un ensemble 0-dimensionnel et d'un ensemble (7 — 1)-
dimensionnel. En décomposant ce dernier en n ensembles 0-di-
mensionnels, on  obtient une décomposition de I’espace en 741
ensembles 0-dimensionnels.

Le fait que la somme de n 4 1 ensembles O-dimensionnels
est de dimension <{ n est une conséquence immédiate de (1).

Corollaire ). Sidim A =n et dim B =m, on a dim (A4 B) <
<n4+m+1.

1. Séparation des ensembles fermés.

Théoréme 33?) (généralisation du th. II). A et B étant deux
ensembles fermés et disjoints, situés dans un espace n-dimensionnel,
il existe un ensemble ouvert G tel que

ACG,G-B=0 et dim[Fr(G)] < n—1.

Soient, conformément a I'axiome de séparation, U et V' deux en-
sembles ouverts tels que: A(C U, B Vet U-V =0. Soit, con-
formément au cor. 4 du N° précédent, Q un ensemble 0-dimen-
sionnel tel que dim (1 — Q)= n — 1. Les ensembles Q- U et Q- V
‘étant disjoints et fermés dans Q, il existe selon le th. II (§ 21, II)
un ensemble F fermé et ouvert relativement & Q et tel que
QU(CFet Q V F=0, dou V-F=0 (puisque FC Q).

L’inclusion B(CV entraine B-F(_V-F et légalité V-F=0
donne V:-F=0. Or, V étant ouvert, cette égalité implique que
V-F =0, donc que B-F=0. Les ensembles B et F sont donc
séparés. Par raison de symétrie il en est de méme des ensembles
A et Q—F. Comme, en outre, les ensembles A et B, ainsi que
F et Q— F, sont séparés par hypothése (voir § 16, V,3), on en
conclut (§ 16, V, 4) que A+ F et B+ Q — F le sont aussi.

Il existe par conséquent (§ 16, V, 6) un ensemble ouvert G

tel que A+F(C G et G-(B+Q—F)=0. Donc AC G et G-B=0.

1) Ce corollaire peut d’ailleurs étre déduit par Pinduction compléte
directement de la définition de la dimension (plus précisément de § 20, II (2)).
Voir K. M en g er, Dimensionstheorie, p. 114.

) W.Hurewicz; l.c.p. 763 et L.Tumarkin,l c. p. 658. Comp.
P.Urysohn, L c. p. 316.

C. Kuratowski, Topologie I. 9
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En outre, FC G et G-QCF, d'ou (G— G)-Q=0, de sorte que
Fr(G)=G — GCI-——Qet dim [Fr (G)] < dlm(l--Q) n-—l

~ En rapprochant le th. 3 de Pax. de séparation, on voit' que
ce théoréme présente —dans le cas d’un espace. n-dimensionnel —
une condition plus ‘avantageuse que cet axiome. On a vu que ’ax.
de séparation ‘pouvait étre formulé aussi comme il suit: chaque
couple d’ensembles fermés et disjoints peut étre séparé par un
ensemble fermé. A cet énoncé correspond le ‘

Corollaire 1. Chaque couple densembles fermés et disjoints
situés dans un espace n-dimensionnel peut étre séparé par un en-
semble fermé de dimension < n—1.

Notamment, la frontiére de l’ensemble G du th. 3 est un
ensemble de dimension <7 —1 qui sépare les ensembles A et B.

Corollaire 2. La condition énoncée dans le th. 3 est nécessaire
et suffisante pour que lespace soit < n-dimensionnel. ‘

La condition est nécessaire en vertu du th. 3. Inversement,
en identifiant A avec un point p donné et B avec le complémen-
taire d’'un entourage ouvert de ce point, la condltlon considérée
1mphque que dim,1 < n.

Ill. Décomposition d’'un espace n-dimensionnel.

Théoréme 4) (généralisation du th. Ill).  Etant donnée une
décomposition d'un espace n-dimensionnel en un systéme fini d'en-
sembles ouverts: 1 = G, + ... + G, il existe un systéme d’ensembles
ouverts H,, ..., Hy tel que lon a

(i) 1=H +..+H,, H CG et Hz"...'H;n+2=0

pour chaque systéme de n+-2 indices différents: i, ..., inya.
Conformément au th. 2 ’'espace se compose, en effet,de n-+1 en-
sembles O-dimensionnels: 1= Q, + ... + Q.41. Chaque Q; selaisse
décomposer (th. III, p. 122, ou Q; est considéré comme Pespace) en &
ensembles disjoints, contenus respectivement dans les ensembles G;

l) Dans le Chap. IV nous établirons le théordme inverse si a chaque
décomposition 1 = G, ... 4 G, correspond une décomposition 1 = H, +- ...+ H,
satisfaisant aux conditions du th, 4, I'espace est de dunension <n On y trou-'
vera aussi quelques généralisations du th. 4.

Le th. 4 est d0 @ M. Menger, voir D:menszonstheorze, p. 158 . P, Ury-
sohn, L. c. p. 292
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et relativement ouverts dans Q. En formules: Qi=H;+..4+ Hu
et Hy C Gu .

- Les ensembles Hj, ..., Fjx, comme disjoints et relativement
ouverts dans Q;, sont deux & deux séparés; il existe donc (d’aprds
§ 16, V, 7) un systéme d’ensembles ouverts et disjoints Vj;, ..., Vis -
tels que H; (C Vji. Posons Hi= (Vii+ ..+ Vay) Gi. 11 vient:

n4-1 n4l k n4- k. nil

1=2Q= 2“__211}1-2 ZH,, a.cz‘ & Vi Gi= éﬁi.

Enfin, si 'on supposait que pe Hj -...- H,,,, il existerait né-
cessairement un indice j < n+1 et deux indices différents i et /'
tels que pe Vj;: Vj». Mais cela contredit I'hypothése que les en-
sembles Vj, ..., Vj; sont disjoints.

Remarque. En vertu du corollaire du § 16, II, chaque
contient un' domaine fermé H; tel que 1 =FH) + ...+ H;. Ainsi, les
ensembles ouverts H; peuvent étre remplacés dans Pénoncé du théo-
réme 4 par des domaines fermés.

Corollaire 1. Etant donnée une décomposition d'un espace n-di-
mensionnel en un systéme fini d’ensembles fermés: 1 = F, + ... + Fp,
il existe pour chaque € > 0 un systéme de domaines fermés H, , ..., F
assujettis aux conditions (i), ou G; désigne la sphére généralisée
ouverte de centre F; et de rayon c.

Corollaire 1 généralisé. Etant donnés dans un espace (de di-
mension arbitraire) un ensemble fermé F de dimension n et une
décomposition de lUespace en un systéme fini d'ensembles fermés:
1=F +..4 F il existe pour chaque ¢> 0, un systéme d’ensem-
bles ouverts tels que: 1 = Q, + ...+ Qv, F- Q,, . Q;,, +3 =0 pour cha-
que systéme de n + 2 indices différents et que Q, soit situé dans la
sphére généralisée ouverte G; de centre F; et de rayon .

Appliquons, en effet, le corollaire 1 (qui est une eonséquence
directe du th. 4) 4 Pensemble F=F-F, +..+ F:Fi, considéré
comme l'espace. D’aprés le théoréme du § 16, II, il existe un sys-
téme d’ensembles” ouverts V, ..., Vi tels que H,C Vi et que les.
systémes H,, ..., Hy et V,,.., Vi soient semblables au sens com-
binatoire. On a donc¢ V...V, ,, =0 pour chaque systéme d’in-‘
dices différents. On peut, de plus, supposer que V; C G, car on
peut remplacer V; par Vi G
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OnaF=H+.+H.C V,4+..4+ Vi. 1l existe done, con-
formément a P’ax. de séparation, un ensemble ouvert K tel que
FCKCRKCV,+ ..+ Vi Par suite F,—(V,+..+ Vi) C G — K.

Or, posons Q;=Vi+ G;— K. 1l vient:

k R k k h R kR &
1 =2F"‘i§ V*‘ﬁ%[ﬁ'“z v,-] Cig; m+i=21(6.~—7<>=2; Q.

=1 j==1 ==

En outre, comme F-1— K=F—K=0, on a F-G;—K=0, d'o
F-Qy o Qs = F Vi Vipay = 0,

Corollaire 21). FEtant donné un espace n-dimensionnel totale-
ment borné, a chaque € > 0 correspond une transformation continue
y=f(x) de cet espace en un sous-ensemble d’un polytope ¢ n di-
mensions °) et telle que lon ait &[f'(y)] <e, quel que soit y.

En effet, I'espace étant totalement borné, on peut supposer
que les ensembles G, ..., Gr du th. 4 soient de diamétre < e. Or,
le ynerf* N du systéme H,,..., H; étant (d’aprés (i)) composé
de simplexes de dimension < n (§ 15, XI), il existe une transfor-
mation continue y = f(x) de l'espace en sous-ensemble de la
somme des simplexes de N telle que f~pi...p,)C H,-.. H,,,
quel que soit le simplexe p;, ...p:, dont N est formé (voir § 15, XI
et XII); y étant une valeur donnée de la fonction f, posons
YEPi, ... Pie W vient 8 [f D] <ELf 1P, ... Piy)] << 8 (Hi) <8 (Gi) <e.

IV. Prolongement des ensembles n-dimensionnels.

Théoréme 5 (généralisation du th. V)3). Chaque ensemble
n-dimensionnel est contenu dans un Gy n-dimensionnel.

En effet, £ étant un ensemble rn-dimensionnel, on a
E= Q,+ ...+ Qut1 ol les ensembles Q; sont O-dimensionnels (th. 2).
D’aprés le th. V (p. 124), 'ensemble Q: est contenu dans un Gj
0-dimensionnel: Q; C Q;. On a donc E C Qi+ ...+ Quy1 et cette
derniére somme est un G; de dimension 7 (d’aprés le méme th. 2).

1) P.Alexandroff, C. R. Paris, t. 183 (1926), p. 640, Math. Ann. 98
(1928), p. 635 et Ann. of Math. 30 (1928), p. 6. Voir aussi ma note de Fund.
Math. 20 (1933), p.193. Les termes ,sous-ensemble d’un polytope“ peuvent
étre remplacés par ,polytope® (voir § 15, XII).

?) La ,dimension® est entendue ici dans son sens classique.

3) Théoréme de M. Tumarkin, L. c. p. 653,
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V. Noyau dimensionnel.

Théoréme 61). Dans un espace n-dimensionnel I'ensemble des
points o Uespace est précisément de la dimension n, c. & d. U'ensemble
1 — 1y (dit ,noyau dimensionnel*) est de dimension > n— 1.

D’aprés le cor. 4 du N°I, il existe un ensemble S qui est un
F, tel que dimS <7 —2 et dim (1(r—1) — S) < 0. L’ensemble
1—1¢z—1) étant selon §20,III,2 un F;, le cor. 1 du N°I et I'hypo-
thése dim (1 — 1¢,—1)) < 2 —2 entrainent dim (1—1¢s—1)+ S) < n—2.
Mais alors lidentit¢é 1 = [1 — 14,1) + S] + [1(s-1y) — S] donne
dim1 <7 —1, car en ajoutant un ensemble 0-dimensionnel, on
augmente la dimension d’une unité au plus (cor. du th. 2, p. 129).

On démontre de plus que chaque ensemble (non vide) qui est ouvert
dans le noyau est d'une dimension ;51— 1%), La fermeture du noyau est en

g

chaque point du noyau de dimension » 2).

VI. Espaces faiblement r-dimensionnels. Un espace n-dimensionnel
dont le noyau n’est pas n-dimensionnel (il est alors selon le th. 6 de dimen-
sion n—1) est dit faiblement n-dimensionnel.

Comme exemple d’un ensemble faiblement 1-dimensionnel considérons
Pensemble des points du plan (x, f (¥)) o x appartient a ’ensemble (! de Cantor:
x=22_ n <y < .

3n. 3n
et

=CEDn =) (=) 0) = 0.
f(x)2+22;+2k+, 1)

Le noyau de cet ensemble se compose de points dont Pabscisse est
une extrémité droite d’'un intervalle contigu %). Comme ensemble dénombrable,
le noyau est donc 0-dimensionnel.

On prouve®) qu’il existe des ensembles faiblement x-dimensionnels,
quel que soit 7.

!) Théoréme de M. Menger, Das Hauptproblem iiber die dimensionelle
Struktur der Rdume, Proc. Akad. Amsterdam 30, 1926, p. 141.

2y Ibid.

% W.Hurewicz 1. c. p. 762 et L. Tumarkin, L c. p. 652. Cf.
K. Menger, Monatsh. 34, p. 144 et P. Urysohn, 1. ¢c. p. 270.

%) Voir ma note Une application des images de fonctions @ la constru-
ction de certains ensembles singuliers, Mathematica 6 (1932), p. 120. Le premier
exemple d’'un ensemble qui est de dimension 0 en chaque point, excepté une
infinité dénombrable, a ét¢ donné par M. Sierpifiski, Fund. Math. 2 (1921),
pp. 81—95. )

%) Théoréme de M. Mazurkiewicz, Sur les ensembles de dimension
faible, Fund. Math. 13 (1929), p. 212.
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VII. Familles dimensionnantes. La propriété de Iespace d’dtre. de.di-
mension << n dans un point p est un cas particulier de la propriété suivante:
F étant une famille d’ensembles, convenons de dire qu’elle dimensionne Yes-
pace dans un point p, si p est situé ‘dans des entourages aussi petits que l’on
veut dont la frontiére appartient a F ).

Dans le cas particulier, ot F désigne la famille des ensembles de dx--
mension < n—1, les points ‘ol ’espace est dimensionné par F colncident
avec ceux oll Pespace est de dimension < n.

Imposons a la famille F les deux propriétés suivantes (qui appartien-
nent a la famille des ensembles de dimension <Cn—1): 1° I'hérédité, c. a d.
que la formule X C Y e F entraine Xe F; 20 la F _-addilivité, c. & d. que les con-

ditions: X, ¢ F et X, fermé dans S = X, 4 X, .. entrainent St F?).

Comme l'a montré M. Hurewicz (dans son ouvrage précité), une
grande partie de la théorie de la dimension peut étre réduite a Vétude des
ensembles 0-dimensionnels et des familles héréditaires Fc-additives. Ce mode

de procéder (qui est plus abstrait que celui du texte) a I’avantage d’étre appli-
cable aussi a2 des problémes qui n’entrent pas dans le domaine de la théorie
de la dimension.

Citons sans démonstration (qui est d’ailleurs tout-a-fait amalogue-a celle
des théorémes correspondants du § 22) quelques théorémes fondamentaux sur
les familles F héréditaires et F -additives:

1) Pour que 'espace soxt dimensionné (en chaque point) par F, il faut
et il suffit qu’il se compose d’un ensemble appartenant a F et d'un ensemble
de dimension < 0.

2) Pour que l'espace soit dimensionné par F, il faut et il suffit que
chaque couple d’ensembles fermés et disjoints se laisse séparer par un en-
semble fermé appartenant a F.

) M.Menger se place 4 un point de vue plus général encore: un
point est dit un ,E-point®, s’il appartient 4 des entourages aussi petits que
Pon veut et qui jouissent de la propriété E. Voir Math. Ann, 95 (1925), p. 281.
Le terme suggestif ,dimensionner l’espace“, que je dois a M. Knaster,
remplace ici la dénomination ,Unstetigkeitspunkt* de M. Hurewicz, em-
ployée par cet auteur dans l'ouvrage Normalbereiche und Dimensionstheorie,
Math. Ann. 96 (1927).

Une propriété analogue (mais non équivalente) a celle d’étre ur point
ou Pespace se trouve dimensionné a été étudiée par M. G. T. Whyburn: il
s’agit des points p de la forme p=G,- G, .., oi G, est un entourage de p et
Fr(G,) ¢ F. Voir Fund. Math. 16 (1930), p. 169.

) Une famille héréditaire et F-additive est nommée par M. Hure-

wicz .Normalbereich“.

Les familles qui satisfont aux conditions 1° et 2° et qui, en outre, con-
tiennent tous les ensembles homéomorphes & leurs éléments, ont été étudiées
par M. K. Kunugui dans ses recherches sur les relations entre les notions
de dimension et de rang topologique (.dimension aun sens de M. Fréchet®).
Voir sa Thése, Suy la Théorie du nombre de dimensions, Paris 1830, p. 41.
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8) FetF, 6tant ‘deux -familles héréditaires et F, 'additivea, la famille
des aommes X+Y oﬁ Xz F et YeF, est héréditaire et F,-additive.

4) La famille des ensembles dimensionnés par F est héréditaire et
F -additive.

5) - Si Pespace se laisse décomposer en une série dénombrable d’ensem-
bles fermés dont tous, sauf un peut-8tre, sont dimensionnés par F, tandis que
Pensemble exceptionnel est dimensionné par F au point p, 'espace entier se
trouve aussi dimensionné par F au point p.

8). L’ensemble des points oi I'espace n’est pas dimensionné par F (le
L,noyau* de lespace) est nh'Fa. §'il n’est pas vide, il n’appartient pas & F.

D. Produits cartésiens. Suites d’ensembles (§§ 23 —25).

Les espaces considérés dans les §§ 23-—25 sont supposés métrlqués, mais
pas nécessairement séparables. L’hypothése de la séparabilité sera faite ex-
plicitement partout on il en est question.

§ 23. Produits cartésiens.

I. Régles de calcul. Le produit cartésien X X Y des espa-
ces X et U, que nous allons étudier de plus prés dans ce §, a 6té
défini comme l'ensemble de tous les couples (x,y) ot x¢ X et
ye Y, la convergence de la suite 3, = (X, y») vers le couple (x, y)
étant équivalente a la réunion des conditions lim x,=x et limy,=y
§ 14,IV)Y). On a vu aussi (§ 15, VI) que X et < étant deux
espaces métriques, la distance dans I’espace X XY peut étre dé-
‘finie par la formule

@ p=al=VIx—x]"+ =yl
Nous allons établir & présent les régles de calcul suivantes:
(1) AXB=AXEB
@)  Int(A X B) = Int (4) X Int (B)
®  Fr(AXB)=Fr(HX B+ AXF(8)?

—— el

) On peut aussi considérer la notion de" pi-oduit cartésien dans un
espace satisfaisant aux axiomes I-—Ill' on_ convient a ce but que, 3. étlnt
un ensemble situé. dana A% Y, on a (x,y) s 3lorsque Pinégalité (4 X B)- 3%0
se présente pour: chtq‘ue couple d’enumblea ouverts A et .8 contenant x et ¥
resnectivament Plusfenru théordmes de ce § sont - valables pour le. produit
eartésien ainsi comen. Cf. Enzyklopddia 1, 1, 10, p. 176.-

1y Cf. K. M e n ger, Dimensionstheorie; p, 246.
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@) (AXB)=A'XB+AXB .

(® 3(AXB)=V[BAF+[B]P.

ad (1) (fermeture du produit). La condition (x,y)¢ A X B
équivaut a l'existence de deux suites x,c A et y, ¢ B telles que

lim x, = x et limy,=y. Cela revient a dire que xcA et yeB.

ad (2) (intérieur du produit). Par définition de Pintérieur (p. 24)

on a Int (A X B)=X X Y —X X Y— AXB, de sorte quen appliquant
identits (§ 2, II, 5): XX Y~ (4 X B)= (X — A) X Y+X X (Y~ B),

il vient Int (4 >< B) =[X X Y— (X = A) X <y] [X XY—-X XK (y—-B)] =
=[AXY—-X—AX Y [AXY—-XXY—=B]=[(X— X —A) XY]
X X (Y—Y—B)] = [Int (4) X Y]-[X X Int (B)] = Int(A) X Int (B)

en vertu de § 2, 1I, 6.

ad (8) (frontiére du produit). On a d’une facon analogue:
Fr(AXB)=AXB - XX UY-AXB=(AXB) [X—AXY+X X Y—B] =
= Fr (A) X B4 A X Fr (B).

ad (4) (dérivé du produit). On a les équivalences suivantes:
(a,b)e(AXB)=(a,b)e A X B-—(a,b)=(a,b) s (A—a) X B+ AX (B—b) =
=(a, b)e[A—aX B+ A X B—b]= {soit (acA—aetbeB), soit (acA
et be B — b)) = {soit (a, b) ¢ A' X B, soit (a, b) ¢ A X B'}.

ad (5) (diamétre du produit). On a en vertu de la formule (i):
[3(A X B)P=[max V| x—x, [P+ | y—y, | '=max | x—x, *+max | y—y, =
=[8 (A) +[3 (B)l? ol x et x, varient dans A et y et y, varient dans B.

II. Invariants de la multiplication cartésienne.

1. Pour que le produit A X B (de deux ensembles non vides),
soit respectivement fermé, ouvert, dense, il faut et il suffit que les
deux ensembles A et B le soient également. Pour qu'un point (a, b)
soit un point isolé de Uespace X X Y, il faut et il suffit que a soit
un point isolé de X et b de Y.

Car oh a selon (1) et (2) les équivalences suivantes:
{AXB=AXB)={AXB=AXB}={A=A et B=B)} (cf.§2,1I, 4a)
{Int(AXB)=AXB}={Int(4)xInt(B)=AXB}={Int(A)=A et Int(B)=B}

(AXB=XXY={AXB=AXY}={A=%X et B=Y).



I§ 23, IV]. Produits cartésiens. 187

La condition que le point (g, b) soit un point isolé de I’es-
pace X X 9 signifie que ’ensemble composé de ce point est ouvert.
Cela équivaut a dire (comme nous venons de montrer) que les
points a et b constituent deux ensembles ouverts, c. 4 d. que a
est isolé dans X et b dans Y.

2. Pour que le produit AX B soit respectivement un ensemble
‘frontiére, non-dense, dense en soi, il faut et il suffit qu'un de deux
ensembles A ou B le soit également.

Cela résulte des équivalences suivantes:

{Int (A" X B)=0) = {Int (A X B)=0} == {soit Int(A)=0, soit Int (B)=0}.

Enfin, la derniére partie de 2 résulte de 1, car, pour que le
produit A X B ne contienne aucun point isolé, il faut et il suffit
que soit A, soit B n’en contienne aucun.

Il résulte des théorémes précédents que les propriétés sui-
vantes sont des invariants de la multiplication cartésienne: d’étre
fermé, ouvert, dense, frontiére, non-dense, dense en soi. On con-
clut facilement (du § 2, II, 1a et 2a) qu’il en est de méme des
propriétés d'étre un F, et d'étre un G;. Il en est encore de méme—
comme nous allons voir—des notions d’ensemble clairsemé, d’en-
semble de I-re catégorie, de la propriété de Baire.

IIl. Ensemble 9/*. Désignons, pour abréger, par ?/* l'en-
semble (x) X !, c. a d. ’ensemble de tous les points du produit
XA X Y a Pyabscisse” x. Dans le cas ou X et <)/ désignent les
axes rectangulaires du plan, * est donc la’droite d’abscisse x,
paralléle a laxe <.

L’ensemble ‘/* est évidemment homéomorphe a <, la pro-
jection (voir § 2, III) de /* sur ¢/ étant une homéomorphie (méme
plus: une isométrie). Par conséquent, si un ensemble situé dans Y*
jouit d'une propriété topologique relativement a Y*, sa projection
sur Uaxe Y jouit de la méme propriété relativement a Y.

IV. Ensembles clairsemés ). Solent Z un ensemble dense en
sol situé dans le produit X X U et A la projection de Z sur l'axe X.
Si a est un point isolé de A, l'ensemble Z-<Y* est dense en soi.

‘ 1) Voir 1a note de M: Ulam et de moi Quelques propriétés topoiogiques
du produit combinatoire, Fund. Math. 19 (1932), p. 248.
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Soit, en effet, (a, b) un point arbitraire de Z- ys, L'ensemble VA
étant dense en soi, on a (a, b) = lim (@, bx) et (4, b) 7 (a,., b)e Z,
Il vient a = lim a» et, a étant un point isolé de A, on a pour n
suffisamment grand an = a, d’ott (an, bs) € Z- Y% De plus bs'54 b,
car autrement on aurait (a., b.) = (a, b). Par consequent (a, b) est
un point d’accumulation de 'ensemble Z- Y%, c. q. £. d.

Dans les m&mes hypothéses sur 4 et Z, si A n’est pas dense
en soi, la projection de Z sur I'axe ¢/ contient un ensemble dense
en soi (non vide). Car elle contient un ensemble homéomorphe
4 Z-Y% ol a est un point isolé de A.

Il en résulte que, pour que le produit de deux espaces (non
vides) soit clairsemé, il faut et il suffit que les deux espaces soient
clairsemés.

Car, si X ou ¥ contient un sous-ensemble dense en soi (non
vide), le produit X X ¢/ en contient également un (N°II, 2). Inver-
sement, si X X %/ contient un sous-ensemble dense en soi (non
vide) Z, la projection de Z soit sur X, soit sur %, contient un
ensemble dense en soi (non vide).

V. Ensembles de I-re catégorie.

Théoréme '). Z étant un ensemble non-dense situé dans le pro-
duit des espaces X et 'l (dont le deuxiéme est séparable ?)), il existe
dans lespace X un ensemble P de I-re catégorie tel que pour chaque
point x de X — P Uensemble Z-'lf* est non-dense dans “Uf*.

Soit Ry, R,, ... la base de 1'espace séparable <. Soit E, I'en-
semble des x tels' que x X R, (C Z-/* Il vient E, X Ry (C Z-Y*.

L'ensemble E, est non-dense. Car, dans le cas contraire, en
désignant par G un ensemble ouvert contenu dans E., on’ aurait
0% GXRCEXRu=E.XRCZ-Y*C 2, contrmrement’ a I'hy-
pothése que Z est non-dense. L’ensemble P = b;, + E, +... est donc
de I-re catégorie.

D) Ibidem, 4héor. 1. En tenant compte de I'analogie avec les axes rec--
tangulaires du plan, ce théoréme peut 8tre énoncé comme suit: un ensemble
s uperficiellement non-dense est Jinéairement non-dense sur

spresque toute* droite paralléle i Paxe y
1) - Cette hypothéso est essentielle ‘Voir ibid. p. 248, renvoi ?).
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Supposons - par impossible que x&X — P et que Z-‘/* ne
soit pas non-dense dans Qf=, L’ensemble Z- -Qf* contlendrait alors
un ensemble ouvert dans Q/" donc un ‘ensemble ‘x X Ry (puis-
que les ensembles XX Rny n=1,2,.., constituent une base de Y/*).
Or, Iinclusion -x X R, (C Z-Y/* implique par définition de E, que
x ¢ E, C P, contrairement & ’hypothése.

Corollaire 1. Z étant un ensemble de I-re catégorie situé dans
le produit X X-f (o Y est séparable), l'ensemble Z- Y* est de
I-re catégorie dans f*, abstraction faite d'un ensemble des x de
I-re catégorie.

Soit, en effet, Z=Z,+Z,+... ou les ensembles Z, sont non-
denses. , Soit (en vertu du théoréme précédent) P, un ensemble.
de I-re catégorie tel que pour xeX — P, ’ensemble Z,- '/~ soit
non-dense dans ‘if*. Posons P=P,+ P,+.. Or, pour xsX—P,
chacun des ensembles Z,*Y/* est non-dense dans ‘)f*. Leur somme
Z-Y* y est donc de I-re catégorie.

Corollaire 2. Pour que le produit Z = A'X B soit de I-re ca-
tégorie dans le produit X X Y (ou U est séparable), il faut et il
suffit qu'un des ensembles A ou B soit de I-re catégorie.

, En effet, si Z est de I-re catégorie tandis que A ne l’est pas,

A contient en vertu du cor. 1 un point x tel que Z-/* est de
I-re catégorie dans ‘/*. Donc B est de I-re catégorie dans %,
comme projection de Z-‘lf* sur Paxe ‘Y (voir N°III).

Ainsi la condition est nécessaire. Pour prouver qu'elle est
suffisante, posons 4 =N, + N, +... ou N, sont non-denses. Il vient
AXB=(N; XB)+ (N, X B)+ ... Les ensembles N, X B étant non-
denses (N°II, 2), A X B est de I-re catégorie.

V1. Propriété de Baire ).

Théoréme. Z étant un ensemble joulssant de la propriété de

Bazre relativement au produit X X f (oir “If est séparable), I'ensemble.

Z-Y* jouit de la propriété de Baire relativement & Uf*, abstraction
faite d'un ensemble des x de Il-re «catégorie.

En effet; comme jouissant de la propriété de Baire, Z est de
la forme U+ V ot U est de I-re catégorie et V est un G, (§ 11,

1) Ibidem, p. 250.
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IV, 2). Soit, conformément au cor. 1, P un ensemble de I-re ca-
tégorie dans X et tel que pour x e — P l'ensemble U-"If* soit
de I-re catégorie dans "Y*. Or, V- !f* étant évidemment un Gj
relativement a /¥, Videntité Z- I/* = U-%/* + V-"if * prouve (§ 11,
IV, 2) que Z:-'!f* jouit de la propriété de Baire relativement a i *,

Corollaire. Pour que le produit de deux ensembles jouisse de
la propriété de Baire relativement au produit. X X 'l (o “If est sé-
parable), il faut qu'un des deux ensembles en jouisse et il suffit que
les deux en jouissent.

En effet, si ’ensemble Z=A X B jouit de la propriété de
Baire tandis que A n’en jouit pas, A n'est pas de I-re catégorie
et il existe d’aprés le théoréme précédent un point x dans A tel
que Z-7/* jouit de la propriété de Baire dans (/*, donc (N°III)
B en jouit relativement a /.

Pour prouver la deuxiéme partie du oorollaire, supposons
que A et B jouissent de la propriété de Baire, donc que A =P+ Q
et B=U+V ou P et U sont de I-re catégorie et Q et V sont
des G3. Il vient AXB=PXU+PXV+4+QXU-+ QXYV. Les
trois premiers sommandes étant des ensembles de I-re catégorie
(d’aprés le cor. 2 du N°V) et le quatriéme, comme produit de
deux G;, étant un G; (N°II), A X B est la somme d’'un ensemble
de I-re catégorie et d'un G; et jouit par conséquent (§ 11, IV, 2)
de la propriété de Baire.

Remarque. L’analogie entre la propriété de Baire et la mesurabilité
(dont il était déja question au § 11, VII) concerne aussi les énoncés établis
tout a I’'heure. En effet, en remplacant dans le théoréme du N°VI et dans
les corollaires des NN’V et VI la notion d’ensemble de I-re catégorie par
celle d’ensemble de mesure nulle et la propriété de Baire par la mesurabilits,
on parvient & des théorémes connus de la théorie de la mesure !).

VII. Multiplication par un axe. En tenant compte des ré-
sultats précédents, on vérifie facilement que, si A est un ensemble
respectivement fermé, ouvert, dense, frontiére, non-dense, dense en
soi, de I-re catégorie, @ propriété de Baire*) — l'ensemble A X Y
Uest également. En d’autres termes: étant donnée une fonction pro-

1) Ct. S. Saks, Théorie de Pintégrale, cette Colle¢tion t. 2, p. 261.
?) Le méme probléme concernant la propriété de Baire au sens restreint
(p. 55) reste ouvert, méme pour le cas ot X = Cy: Pensemble des nombres réels.
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positionnelle ¢ (x), si Uensemble |5 ¢ (x) jouit d’une des propriétés

précitées, ensemble [ ¢ (x) en jouit également.
xy

En cas ont -\ et !f désignent les axes du plan et A est un ensemble
situé sur laxe fX, Pensemble 4 X “!f s’obtient de 4, en tracant une droite pa-
ralléle i Paxe "/ par chaque point de A.

VIIl. Base de l'espace. R, R,,.. étant une base de les-
pace X et S, S,,... en étant une de [l'espace !, la suite des pro-
duits Ry X Sa(m=1,2,..,n=1,2,..) constitue une base de l'es-
pace X X .

Soient, en effet, G un ensemble ouvert situé dans ¥ X <f et
(a,b)e G. 11 existe donc un ¢ >0 tel que la sphére de centre
(a, b) et de rayon € est contenue dans G. Par définition de la
base il existe un R, tel que ac R, et ¢ (Rx) <€/5; de méme il
existe un S, tel que b¢ S, et 8 (S,) < €¢/». Selon N°I(5) on a donc
8 (Rn X Sn) < ¢, d'ott (a,b)e (Rn X S») CG, c. q. £ d.

On voit ainsi que chaque ensemble ouvert situé.dans le pro-
duit de deux espaces métriques séparables est une somme dénom-
brable d’ensembles ouverts dont chacun est un produit de deux en-
sembles ouwverts.

En cas ou les espaces :\ et '!f ne gossédent pas de base, on
ne peut qu’affirmer (en raisonnant comme auparavant) qu'un sous-
ensemble ouvert du produit est une somme (dénombrable ou non) de
produits d'ensembles ouverts.

IX. Dimension du produit !). \' et !/ étant deux espaces
métriques séparables, on a dim (:\' X Y) < dim X"+ dim://.
En outre, si dim,\X = 0 = dim, Y, on a dimn(-¥ X YY) =0.

.Posons dim,.X =m et dimp!/ =n. Il existe donc deux en-
sembles ouverts R et S tels que :

aeR, d(R)<¢f, dim[Fr(R)]<m-—1,
beS, $(S)<¢h dim[Fr(S)<n—1.
D’aprés N°I (3) et (5) il vient:
() Fr(RXS)=Fr(R)XS+RXFr(S) et BRXS)<e

1) K. M enger, Dimensionstheorie, p. 246.
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En outre, en cas ot m=0=n, on a dim[Fr(R)]=—1=
= dim [Fr (S)], d’ott Fr (R)=0=Fr (S), donc Fr (RX S) =0. Ainsi,
R X S étant un entourage du point (a,5) de diamétre arbitraire-
ment petit et dont la frontiére est vide, on a dim, 5(X X Y) =0,
ce qui prouve la deuxiéme partie du théoréme.

La premiére partie en étant une conséquence dans le cas out
dim X = 0 = dim ‘Y, procédons par induction. Admettons que notre
théoréme soit vrai pour chaque couple d’ensembles X et Y tels que
dim X +dim Y<dimX +dim Y =% Comme dim [Fr(R)]+dim S <
<L (m—1)4+n < k—1, on a par hypothése dim [Fr (R) XS)<k—1
et, d'une fagon analogue, dim [RXFr(S)]<k—1. 1l en résulte

(§ 22, I, cor. 1) que dim [Fr(R) X S+ RXFr(S)<k—1, dout en
vertu de (i) dim, »)(X X ) < k. Donc dim (X X ) < k.

Remarques. 1) Dans le théoréme précédent linégalité ne peut pas étre
remplacée par Pégalité. M. L. Pontrjagin®) a défini, en effet, deux en-
gembles 2-dimensionnels dont le produit cartésien est de dimension 3.

Dans le m&me ordre d’idées, on a le théoréme de M. Hure wicz, d’apres
lequel le produit de n# espaces compacts 1-dimensionnels est n-dimensionnel ?).

2) La deuxiéme partie du théoréme ne se laisse pas généraliser sur
n>03%). Considérons, en effet, le produit de I'ensemble des nombres réels par
un ensemble formé du nombre 0 et d’une suite d’intervalles disjoints convergeant
vers 0 du cdte gauche. La dimension de ce dernier ensemble s’annule au
point 0, tandis que le produit est a lorigine des axes de dimension 2.

X. Projection. En faisant correspondre a chaque point
(%,y) du produit X X /f son ,ordonnée“ y, on définit une fonction
dite projection paralléle a laxe X (cf. § 2, III). Cette fonction est
continue: en effet, i la suite (xx, yx) converge vers (x, y), la suite ya
converge vers y.

En outre, la projection d'un ensemble ouvert est un ensemble
ouvert. Soit, en effet, Z un ensemble ouvert dans X X <. On a

Z=2Z3Y*=2[ZY*] (= somme des intersections avec les
X X

') Sur une hypothése fondamentale de la théorie de la dzmenszon, C. R.
Paris, t. 190 (1930), p. 1105.

%) Ueber den sogenannten Produktsatz der Dzmermonstheorte, Math. Ann. 102
(1929), p. 3086.
. %) Dans cet ordre d’idées, quelques énoncés ont 6té trouvén par M. Men-

‘ger, Bemerkungen uber dimensionneile Feinstruktur und Produktsatz, Prace Mat.-
Fiz. 37 (1980), p
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nverticales“). La. projection d’une somme étant la somme des pro--
jections (cf. § 3, II, 1a), la projection de Z est la somme des pro-
jections des ensembles Z- Y*. Or, Z-Y=* étant ouvert ‘dans U *,
sa projection est ouverte dans Y (voir N°III). La proxection de Z
est. donc ouverte, conme somme d'ensembles ouverts.

Ceci peut s’énoncer aussi de la fagon suivante (cf. §2,V,3)
‘étant donnée une fonction propositionnelle 9 (%, y) telle que U'ensemble

‘ E ¢ (%, y) est ouvert, lensemble F Z' ® (x,y) est également ouvert,

XI. Image de I'équation y = f (x).. Soit f (x) une fonction
qui transforme l’espace X' en un sous-ensemble de I'espace /.
Considérons I'ensemble / des points (, Y) du. produit X X Y qui

satisfont & Péquation y = f (x). En symboles: / = E' [y =f(x)

1) L'espace ‘Y étant séparable et dense en soi Uhypothése que
Pensemble X X if — I est .de I-re catégorie au point (x, y) implique
que soit X est de I-re catégorie au point x, soit <V lest au point y 1),

Conformement ahypothése (et 2 la remarque finale du N° VIII),‘
il existe deux ensembles G et /7 ouverts dans X et U respecti-
vement, tels que x ¢ G, yeH et que (G X H) — [ est de I-re caté-
gorie. Si l'on suppose que X nlest pas de I-re catégorie au
point x, I'ensemble G n’est non plus de I-re catégorie; il existe
donc, d’aprés le cor. 1 du N°V, un point @ dans G tel que l'en-
semble Y% - (GXH)—I= (@X H)—1 est de I-re ‘catégorie dans /2.
Or, cet ensemble ne différe de (a X H) que par un point au plus’
notamment par le’ pomt [a, f (@)}; ce point étant par hypothese un
point d’accumulation de /4, donc un ensemble non-dense dans Y+,
Pensemble (a X'H) y est de I-re catégorie. Par conséquent (N°III),
'H est de I-re catégorie dans . Cela prouve . -que ‘Y est de I-re
‘catégorie au point y.
~ En partlcuher, si Pon suppose que les espaces X et f ne
sont de I-re ‘catégorie en. aucun point (par’ ex. que ce sont des
espaces complets), le complémentaire de / n’est de I-re catégorie en
aucun point. Si; de plus, ensemble | jouit de la propriété de Baire
(ce qui a lieu, en général dans les applications), il est de [-re caté-.

1y cf. ma note: Sur les fonctions représentabtes analytiquement et les en-.
sembles - de premiére catégorie, Fand. Math. 5 (1924), p. 84 et la note cités de.
dé M. Ulam et de moi, Fund, Math. 19, p, 250
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gorle, comme complémentaire d'un ensemble jouissant de la pro-
priété de Baire et qui n'est de I-re catégorie en aucun point?!)
(ef. § 11, IV, cor. 2).

2) Sila fonction f est continue, U'ensemble I est homéomorphe a X

En faisant correspondre a x le point [x, f (x)], on définit une
fonction biunivoque et continue, puisque la condition lim x, = x
entraine lim [x,, f (x.)] = [x, f (x)] et la transformation inverse est
continue, car elle est une projection.

. 8) Etant donnée une fonction f définie sur un sous-ensemble
Ade X, si f est continue au point x et le point (x,y) appartient
@l ona y=f(x). Dune fagon plus générale: & (I--y*) < o (x),
ol o (x) désigne loscillation de la fonction f au point x (donc, si
o (x) = 0, il existe au plus un 'y tel que (x,y)e /).

Soient, en effet, (x,y) et (x,y') deux points appartenant a

1-y* 1l vient (x,y) = lim [%s, f (x2)] et (x, ¥*) = lim [%n, f (x2)].
Il existe par conséquent dans chaque entourage E .de x un x, et

un x,, doit f(x.)ef(E) et f(xx)cf(E). On en conclut que
SLFE) = | f(xa) — f (xn)] et que o (x)=min2[f(E)] |y —y"|,

ce qui entraine ’inégalité a démontrer.

4) Si l'espace !J est dense en soi et la fonction f est ponctuellement dis-
continue, I'ensemble | est non-dense.

in effet, si / n’est pas non-dense, / contient un ensemble ouvert non
vide G X H, ou G est ouvert dans .\ et /4 dans "!f. Si x¢ G, Pensemble x X H,

comme ouvert dans /- (,_1/", ne se réduit pas & un seul point. La fonction f est
donc selon 3) discontinue en chaque point de G.

XII. Diagonale. Lorsque les ensembles X et Y sont des
sous-ensembles d’'un méme espace, nous appelons diagonale du
produit X XY T'ensemble des points ayant I’abscisse egale a 1’or-

donnée: F (x=y).

On vmt aussitot que.la diagonale du produit cartésien X XY
est homéomorphe & la partie commune X-Y des ensembles X et Y.

En outre, la diagonale est un ensemble fermé dans X X.Y.

Dans le cas particulier, ou .\ = !, la diagonale est homéo-
morphe a chacun des axes.

!) Sans supposer que / jouit de la propriété de Baire, / peut ne pas
étre de I-re catégorie; cf. Fund. Math. 5, p. 85.
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§-24, 'Produits cartésiens dénombrables.
l. Généralités. - Rappelons !) que le produiit
PQL: X Ny X o X ‘Yl

est par déf:nxtxon I’ensemble des suites 5-»[31 3% sy o] OB F 8 X

- Le diamétre de chaque " espace \; étant suppose inférieur_
4 1 (ce qui ne restreint point la généralité, puisque chaque espace
est homéofnorphe a un espace borné, cf. § 15, V), la distance dans

le produit est définie par la formule (3 —y|= 2 2[5 — ¥}

On en conclut que la suite {34}, ol 3n —-[3,,, P ,3,,, ], con-
verge vers 5*[3 ‘3% .., 3, ..}, lorsqu'on a la convergence ,par
colonnes, ¢. 4 d. que la i-éme coordonnée du point variable tend
vers la i-eme coordonnée du point limite. En symboles:

{3 = lim 3a} = 1 I{i= hm 3}

Il en résulte aussitét que, pour tout / fixe, le terme 3§+ consi-
déré comme fonction de ;, en ‘est une fonction continue.
Une autre conséquence immédiate est Phoméomorphie - des

produits }f X ot (Xy X o X Xn) X P "".',' (loi ,associative“).

1L Régles de calcul,
. ” Se (A i)
® Pa=Pu @ o(Da)=F7H
(m) : est un point mteneur du produzt ]J A, lorsque pour clzaque i

3t est un polnt intérieur de A; et lorsqu’ on a, en outre, Ay =X pour k
sufﬁsamment grand.

ad (i). Onales équivalences smvantes {3 e P(A,)} {} ] 3 & A;}
{il existe une 9u1te an telle que ﬂ [3’- hm 3,] et [7 [3,, sAi], ¢ dd.
telle que 3= hm 3,, et ﬂ[g,. ¢ PA }} {5 eP (A;)}

1) Voir. §2 § 14, 1V.et § 18, VI,
C. Kurstowsxi, Topologie-1. 10
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ad (ii). On a, pour ; et y extraits de [? (A.):

|3 —1] =i§ 2~ | 3t — | \<[§ 21 3 (A),

d’oil

co

3( 1‘)Ai)-’=maxla"“9‘| \<21 — 8 (A).
i=1 , i

D’autre part, il existe pour chaque € > 0 deux suites j ety
telles ‘que |3 —y'| > 8(4:) — ¢, d'ou

¢ (i__l? At)> 3=y >2§ 278 (A) — €] = ifz——f 3 (4) — e.

ad (iii). Si 3¢ Int (P Ai), il existe un € >0 tel que, pour
1

ly—3/<e on a 1)51/)"14,~. Cette inégalité est satisfaite, il

existe un n tel que |y — 3'| < ¢/, pour i << n et 2" < ¢/, (pour i>n
on ne fait aucune hypothése sur y’). Cela veut dire que chaque
sphére de centre 3 et de rayon <€/, est contenue dans 4; si
i=1,..,n, et que A= X, si k> n.

Inversement, si 1'on suppose que 'on a Aj; = X; pour £>n
et 3'eInt (A;) pour i < n, il existe un ¢ >0 tel que la condition
|y —3'| < e entraine v e A; pour i < n. Chaque sphére de centre j

et de rayon < ¢/," est contenue alors dans !) A;, d’ott jelnt ([?) A,-) .
i

Il Invariants. 1'). Pour qu'un produit |’ A; d'ensembles

non wvides soit respectivement fermé ou dense, il faut et il suffit
que tous les facteurs A; le soient également. Pour que ce produit
soit ouvert, il faut et il suffit que tous les facteurs le solént et que
lon ait A; =\, pour i suffisamment grand.

On a, en effet, d'aprés (i) et § 2, II, 4b:
Pa=pad={pP a=paj=[1a=a

P a=pPxg={Pa=pj=[1t4=x

et la deuxiéme partie de I’énoncé 1 résulte de (iii).

') Cf.la Thése citée de M. Kunugui (ch. I, ,composition“ des espaces).
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2. Le produit |2 X: est toujours dense en soi et d'une puis-

sance > ¢ (sauf le cas ou pour i suffisamment grand :\; se réduit
a un seul point). Car chaque point ; est limite de la suite {3}
on les coordonnées de 3» ne différent de celles de 3 que par la
n-iéme (si X, se réduit au point §", on pose 3n = ;").

8. Pour que le produit |2 A; soit un ensemble frontiére, il
faut et il suffit que ou bien ur; des facteurs soit un ensemble fron-
tiére, ou bien quon ait A; 5= X; pour. une infinité de valeurs de I.

C’est une éonséquehce directe de (iii).

La condition que ;PA" soit non-dense .équivaut a celle que

Pensemble PA~,== PA_.- soit un ensemble frontiére, donc que ou
L i

bien un des ensembles A; soit non-dense, ou bien qu’une infinité
des A; ne soient pas denses dans .\

Si un des ensembles A; est de /-re catégorie, le produit [PA;
i

'est également. Si tous les ensembles A; jouissent de la propriété
de Baire, leur produit en jouit également.

Car, en supposant que A; = > N,, ot N, est non-dense, on a
n=<1

iP A; =”§ (N, X 4; X 4, X ...), oli chaque sommande est non-dense.

Pour prouver la deuxiéme proposition, on pose (cf. § 2, II, 6a):
PAi= [:—i1 (X X oo K X X Ai X Xip1 X ..) et on tient compte de
i’invari:l:lce de la propriété de Baire par rapport a I'opération

|1 et a la multiplication cartésienne par un axe (voir § 11, III, 3,

i=]

§ 23, VII et la remarque finale du N°I).

Il est & remarquer que le produit dénombrable peut étre non-dense
(donc de I-re catégorie et & propriété de Baire) sans qu’aucun des facteurs
jouisse de la propriété de Baire (ce qui serait impossible dans le cas du pro-
duit fini; voir § 23, V et VI): par exemple, X; = Pintervalle 01 et A;=un en?
semble dépourvu de la propriété de Baire, situé dans I'intervalle 0,!/,.

IV. Base de I'espace. En établissant la proposition II (iii),
nous avons montré que chaque point intérieur 3 d’un ensemble 3
situé dans X, X X, X ... appartient & un sous-ensemble ouvert de 3



148 Chapitre II. Espaces métrisables et séparables.

de la forme G; X ... X Gn X Xnp1 X 9(,.4., X ... olt G;est ouvert (no-
tamment, si la sphére de centre ; et de rayon € est contenue .
dans 3 et si Pon assu]etht n a la condition 2—"<€/2, on - peut
prendre comme G: une sphére ouverte de centre ;' et de rayon €/2).

: Donc, si ‘Kz a pour base la suite R;, R: ..., les ensembles de la
forme Ri, X Ri, X . X Ri, X Nngt X Xnga X e (avee n vanable)'
constituent une base dénombrable de lespace A X Ay X '

Une autre conséquence en est que la pro;|ect10n d’un ensemble
ouvert sur un axe est un ensemble ouvert qui, sauf pour un
nombre fini d’axes, est identique a cet axe.

V. Espace (XX, L'espace XX est homéomorphe a (" X X,
a AR X XX of (YRR,

L’homéomorphie de O\X et de X" X (X étant évidente (voir
N°I), considérons d’abord le cas ou le point w = (3, 1) varie dans
Pespace AR X XX, On a les équivalences suivantes: {lim w,=1w}=

n=oo

= {lim =13 et hm n,.-l)}——{” (hm h=13) et ”(llm l),,——l))}

Nnz=oa
Faisons correspondre a l’élément w de l'espace \Ne X (YR
Télément f (w) = [3', vY, 3% 0% ..., 5, 1% ...] de I'espace (X,
Chaque point de P’espace XX est évidemment une des|va-
leurs de cette fonction. En outre, d’aprés les équivalences; qui
précédent, 'égalité lim w, = w équivaut a lim f(w.) = f (w), ce qui

N==co n=oo

veut dire que les espaces \¥: X (X et XX sont homéomorphes.

Nous "allons établir & présent 'homéomorphie des espaces
(X% et XX, Soit = un point variable de l'espace (“(®:)X., Donc
m = [z, 7%,...,7/,...] ol w'e XX, Par conséquent # =[x’} z"2 . %/, ]
ot /e X.

‘ Rangeons la suite double {, j} en une suite simple, par ex.
suivant la grandeur de i+j: (1,1), (1,2),(2,1), (1,3),... La fond{mn
f(x) = [=b1, =l gzl xl3 ] établit ’homéomorphie demandée, 'car

{lim %, ==} E” {hm mh=m } ~-f] {lun nyl =nii} = {hm f(®s) = f (@)},
i

Remarques. Nous avons vu au § 14, V que chacun des trois
espaces: l’ensemble parfait non-dense ¢ de Cantor, 'ensemble ¥
des nombres irrationnels et le cube fondamental IX- de Hllbert sont
de la forme X%, On n'altére donc pas - leur type topolog:que;
en lés élevant & la puissance n ou R,.
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‘Chaque espace Gdlmensionnel (séparable) étant contenu topo-
logiquement dans I'ensemble © de Cantor (§ 21, IV) et l’ensemble [ 3
étant de dimension. 0, le produit dénombrable densembles 0-dimen-
sionnels est O-dimensionnel.

VI. Fonctions continues. Nous avons déja vu (§ 14, V)
que pour qu'un point d’'un produit dénombrable varie d'une fagon
continue, il faut et il suffit que ses coordonnées varient de la
sorte. On en conclut que, étant donnée une suite (finie ou infinie)
de fonctions continues f,(x) qui transforment X1 en Ui, le produit

P X;: se trouve transformé d'une fagon continue en P Qf,, si on fait
correspondre au point 3=[3%, 3?, ... ]de PXile point f (3)~[ JACR N ACH I

de P i Car la condltmn lim 3,-a entraine lim 3,.--3, d’ou'

N==o0a A=too

hm f,(g,,) f,(5 ), de sorte que la t-éme coordonnée du 'pomt S (3n)

tend vers la /-éme coordonnée du point f(a)

Il en résulte en particulier que, si Pespace U/ est une image
continue de Vespace X, l'espace U est une image continue de X"
et YX lest de XX,

Rapproché du N° précédent, cet énoncé nous conduit au thé-
oréme fondamental suivant:

Théoréme *). Le cube n-dimensionnel 9", ainsi que le cube T
de Hilbert, sont des images continues de l'ensemble C de Cantor.

Consxderons ce théoréme d’abord pour =1, Or, x étant un.

point de l’ensemble C,on a x—§I + + + Cm + (cm =0 ou 2).
En posant f (x) -~— + +§';:’+"" on vérifie facilement que
la fonction f est contmue et que f(C)=9.

Ceci étant, on conclut de I’énoncé précédent que les en-
sembles 5" et 9% sont des images continues respectivement des
ensembles C* et CX, homéomorphes i C (d'aprds la remarque du
N°V).

. Corollaire 1. Chaque espace assujetti aux axiomes l—V (donc
chaque espace métrique séparable) est une image continue d'un espace
O-dimensionnel (contenu dans Pensemble C -de Cantor).

Y) Ct. H.Lebesgue, Journ. de Math. (6) 1 (1905), p. 210
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Car d’aprés le théoreme d’'Urysohn (p. 104) chaque es-
pace de ce genre est homéomorphe a un sous-ensemble de I,

Corollaire 21) (théoréme de. Peano généralisé). Les cubes
Jn et R sont des images continues de lintervalle J.

Soit, en effet, ; = f (x) une fonction continue qui transforme
(“ en J" ou en % La i-eme coordonnée de ; est donc une
fonction continue de x: 3 = f;(x), dont les arguments appartien-
nent & (’ et les valeurs 4 9. En la définissant linéairement dans
les intervalles contigus a ¢/, la fonction ; = f (x) = [f,(x), fo(x), ...]
se trouve définie pour chaque xeJ. Sa continuité résulte de
celle de f..

VII. Diagonale. Etant donnée une suite d’ensembles X, X, ...
qui sont des sous-ensembles d’un méme espace, la diagonale du produit
X, X X, X ... est, par définition, lensemble des points ayant toutes
les coordonnées identiques (c. & d. ’ensemble des suites de la forme
Xy Xy ieey X, o00).

On vérifie facilement que la diagonale de l’ensembleiPX.'
=1

est fermée dans |’ X; et homéomorphe & [] X
fz=1 i=1

VIIl. Convergence uniforme, Par définition, une suite
de fonctions {f«(f)} est dite uniformément convergente vers la fon-
ction f(t), lorsqu’a chaque ¢ >0 correspond un 7. tel que Pon
ait | f(¢) — fu(t) | < € pour n > n., quel que soit £.

Supposons que les valeurs de la fonction f,(f) appartiennent a
V', XY, X .., notamment que fn(f) = [fit), fa(t), ...] ou fa(t)e X

Pour que la suite des fonctions f,(t) converge uniformément vers
la fonction f(t), il faut et il suffit que, quel que soit i, la suite
ff(t), f{(t), <. cOnverge uniformément vers fi(f).

La condition est nécessaire, car - Pinégalité |f () — fu(£) | <€
entraine 27| f'(t) — fi(t) | < |f () — f(t) | < €.

Elle est aussi suffisante. Soit, pour un € donné d’'avance,
m un indice tel que 2—™ < e¢. En vertu de la convergence uniforme
des suites {£2(£)}, ..., {fn(f)}, il existe un indice »' tel que l’on

) G. Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 157 et H. Lebesgue. I cit.
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ait pour tout n>n": |fi(£) — fi(t)|<e, quel que soit ¢ et quel
- que soit { < m. 1l vient donc

[fO—fD =221 fO—=f) |+ D2 FO-FiB) [ <e+2m<2e,
ce qui exprime la convergence uniforme de 1d suite {fa(£)}.

IX. Un théoréme sur les ensembles G;. Désignons, comme
d’habitude, par ¢¥. I'espace de toutes les suites de nombres réels.

Théoréme. Q étant un ensemble Gy situé dans un espace mé-
trique X, il existe une fonction continue y = f(x) définie sur '
cet ensemble, dont les valeurs appartiennent & ¥ et dont limage

I'=FE [y=f(x)] est fermée (dans le produit X X ¢Xo).

xy

Par hypothése Q= G,-G,"... (partie commune d’ensembles
ouverts). Posons F; = X — G, fi(x) = w—(nlwl;—) pour xe G; et
faisons correspondre a4 chaque xc Q la suite Si(x%), f,(x),. . consi-
dérée comme le point f(x) de Pespace ¢No.

La fonction p (x, F;) étant continue (§ 15, IV (5)) et positive
pour x ¢ G;, la fonction f;(x), et par conséquent (§ 14, IV) la fon-
ction f(x), est continue en chaque point de Q.

Afin de prouver que I’ensemble / est fermé, supposons par
impossible que lim x, = x, que lim f (x,) = y et que le point (x, y)

Nz=oo

R==oco
n’appartienne pas a /. 1l en résulte que x n’appartient pas a Q,
car Pégalité lim x, = x implique pour x ¢ Q que lim f (x,) = f (),
N==vo.

nz=oo
d’ott y=f(x) et (x,y)¢c .

La formule x ¢ X — Q établie, il existe un indice i tel que
X ¢ F;, donc que p(x, ;) = 0. La continuité de la fonction p (x,F))
entraine hm n p (X, Fi) =p (x, F;)=0, de sorte que hm ﬁ(x,,)--oo

<

contraxrement a l’hypothése que llm f (xn) =y, qm lmpllque que

lim f(x.) est un nombre fml, comme ,,coordonnée de y.

n=oc

Corollaire *). Chaque ensemble Gy situé dans un espace métrique
X est homéomorphe & un ensemble fermé situé dans X X %,

1) On trouvera une application importante de ce corollaire dans la.
théorie des espaces complets (§ 29).
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Car: Q est homéomorphe a ] d’apres § 23, XI, 2.

Remarque Dans le cas parhcuher ol l’ensemble Q est une
différence de deux ensembles fermés, Q= A— B, on peut remplacer
dans le théoréme et dans le corollaire I'espace ¢X- par lespace ¢

des nombres réels?). On pose notamment dans ce cas f (%)= ~~1~— s

p (%, B)

§ 25. Limites inférieure et supérieure.

I. Limite inférieure ?). Définition. Le point p appartient d la
limite Inférieure de la suite d’ensembles A,, A,, ..., en symboles:
pelLi A,., lorsque chaque entourage de p admet des points communs

nN=moo

avec tous les A, & partir d'un n suffisamment grand.

Bien entendu, le terme ,entourage” peut étre remplace par
" pentourage ouvert”, ainsi que par ,sphére de centre p”.

La formule p ¢ Li A, (ou An# 0) équivaut aussi a | exlstence

‘Az=oo

"~ d’une suite de points P telle que p = hm n pr et pn.e A, ou encore
& Pégalité llm 1 (p, As) ='0.

"En effet, si psLi A, et si-S» désigne la sphére de centre
p et de rayon !/m, il existe un indice k. tel que I'on a S,n- 4,540
pour 2 > kn. De plus, on peut supposer que kn > kn—;. La suite
P P2y s O0 pre Sy Ax pour km < n<kmyi, converge vers p,
car [pn—p| <'/m. | '

Exemples, 8i A, se réduit & un seul point p,, on a Li 4,=Ilim p,
quand cette derniére limite existe, et Li A, =0 en cas contran'e, car iei
p (p) n) - Ip pn

"~ Une suite de rectangles ayant une base commune et dont les hauteurs
diminuent indéfiniment a cette base pour limite inférieure.

1) .Ct la note de M. Sierpinski et de moi Sur les différences de deux
ensembles fermés, Tohoku Math. Journ. 20 (1921), p. 28.
' %) Les notions: de limite inférieure et supérieure sont dues a M. Plain-
levé (CL C. R Paris 148 (1909), p. 1156 et ;les indications i ce sujet ‘chez
M. Zoretti, Journ. de Math. (5), 1 (1905), p. 8). M. Hausdor“ les
appells ,unterer (oberer) abgeschloasener Limes®. Il .ne faut pas les confondre
avec les .ensembles limites restreint et eomplet' au gens: de la Th&orie gé~

nérale des ensembles: Z(A An+lfv4n+2 ) et H(A +A,,+,+An+,+.,.)
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Calcul. v Cm 8 leg reg:es smvantes'

8. Li A,.+Lw;.cm (Au+ B,,) 3a ;:Li A,.(t)CLl (2 A,.(t))
4. Li(A, B,,)C(Ll A,.) (LlB,.) 4a. Li (1 [A,.(t))C[ILl A,,(t)

5. szk,<k, ,LiA, CLiA,,,, 6. SiAi=A, Li A=a :
On naltére pas Li A,., en altérant un nombre fini des An.

I A C 2 (An Anty* Angz- ) C Li An.

En effet, si gs Li A,. et G est un entourage ouvert de g, il existe

un point p ¢ G-Li A,. Done, & partir d’un certain #, on'a G- A, %0,

d’ou g ¢Li An. En outre, £1 étant ouvert, 'inégalité /- An # 0 équivaut
4 H-A, 5 0; par suite Li A, = Li 4,, d’ou la formule 1. _

Les formules 2, 5—17 résultent directement de la définitmn,

tandis que 3—4a sont des conséquences de 2 (cf § 4 III) ‘Enfin,

on a n An C Li An, d’0lt, selon 7, I I A, C Li A, ce qui entraine 8.

Ill.  Limite supérieure. Déftnttton Le point p appartient
a la limite supérieure de la suite d'ensembles A,, A,, ..., en symboles
p € Ls A, lorsque chaque entourage de p admet des points communs
avec une infinité des ensembles Ap.

On montre par un rmsonnement analogue 4 celui du N°I que
cette condition éqmvaut l‘existence d'une suite de points. Ph, telle

que ky <ky<.., y P= lim Pr, et p,,,, e Ay, ou, ce. qui revient au
méme, & l'égaltté hm inf p (p, An) = 0.

ermples Solent {rn} la suite de: tous les. points rationnels et A, l'en-'
semble composé du point r, seul; Ls A, est l’ensemble de ‘tous les nombru

réels .Dans l'e:(emple des’ roetangles considéré auw NI on'a LsA,= LiA

IV.. Calcul, - On a les: regles suivantes:
1. Ls A,, = Ls A,. = Ls [ 2 A,.(‘_‘B,. entraine LsA,.C Ls Bn
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B. Siky<hy<..LsAy,(CLsA. 6. SiA,=A, LsA,=A4.
7. On n'altére pas Ls A,, en altérant un nombre fini des A,.

8" s A=l & F Ay ¥ C S An

La formule 1 se démontre comme II, 1. Pour prouver la
formule 3 (ot Ls ne peut pas étre remplacé par Li!) posons
p =1lim ps, et px,c (As, + Br,). On a donc pour une infinité d’in-
dices k, soit constamment p;, ¢ Ax, soit constamment pg, ¢ By,
Dans le premier cas peLs A, et dans le deuxiéme p ¢ Ls B,.

Les formules 2—4a sont des conséquences directes de 3. Les
formules 5 — 7 résultent facilement de la définition.

Passons & la formule 8 (on ne connait pas de formule analo-
gue pour Li A,). Soit peLs A.. Donc p =1im pr, et pi,c Az,.
Comme k, 2> n, il vient pr, € A; 4 Aiya + ... pour n>i. Par consé-

quent p e A;+ Aiys + ..., quel que soit .
Inversement, si p n’appartient pas a Ls A,, il existe un en-
tourage G de p et un indice m tel que 'on a GA, = 0 pour 7> m.

Par conséquent p n’appartient pas a An+ A,,,+1 +..

V. Relations entre Li et Ls. On a la formule
1. Li Ap =[] Ls Ax, C X Li Ax, =Ls Aa,

ott || et } s'étendent sur toutes les suites {£.} croissantes.
Car, d’une part, d’aprés II, 5 et IV, b:

LiAd, ClILi A, CllLs A, et X LiAy, CXLs A, CLs An

et d’autre part: 1° si p non-¢ Li A,, il existe un entourage G de p
et une suite k, <k, <.. tels que l'on a GA,,= 0 pour chaque #;
par conséquent p non-e Ls A, ; 2° si peLs A,, il existe une suite py,
telle que py, ¢ Az, et p = lim p,,; par conséquent p € Li A,

2. Li An - LS Bn C Li (An - Bn).

En effet, soit p ¢ (Li A» — Ls B,). Donc p = lim p,, p» ¢ A, et,
comme p ron-<Ls B,, on a p, non-¢ B, a partir d’un n suffisam-
ment grand. Donc p, ¢ (A, — B,) et par suite p ¢ Li (A, — B).

) F.Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, p. 237 (4).
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VI. Limite. La suite d'ensembles {An} est dite convergente
vers l'ensemble A, en symboles: A=Lim A, "), lorsque Li An=Ls Ap.

N=co CoR==oo R0
Dans le cas particulier ou I’ensemble A, se réduit & un seul
point p,, la suite A, est convergente, soit lorsque lim p, existe
(et alors I’ensemble Lim 4, se compose du point lim p, seul), soit
lorsque la suite p. ne contient aucune sous-suite convergente (et
alors Lim A, = 0).

On a les régles de calcul suivantes (dans 1—5 les suites A,
et B, sont supposées convergentes):

1. Lim A, = Lim A, = Lim 4,.

2. A, C By entraine Lim A, C Lim B,.

2a. Les conditions p, e A, et p =1im p. entrainent p ¢ Lim A,.

3. Lim (A, + B») = Lim A, + Lim B,.

4. Si ky<khy<..,LimAp,=LimA, 5 Si A,=A, LimA4,=4.

6. On n'altére pas la limite (ni la convergence) dune suite, en
altérant un nombre fini de ses termes. ‘

7. Si A, C A, C ..., ona Lim Ay =Y An
8. Si A DA D..,onalimd,=][] A.
n

Les régles 1, 2, 5 et 6 résultent directement des regles cor-
respondantes des NN°II et IV. La régle 2a se déduit de 2. Les
reégles 3 et 4 résultent des formules:

Ls (Ax+Bn) =Ls Ai+Ls By =Li A+ Li By C Li (Ant-Bn) C Ls (Ant+-Ba),
Lim A, = Li A, C Li A, C Ls 4, C Ls A, = Lim A,.

L’hypothese de la proposition 7 implique que A, = A, Ang1 e,
dott 3 Ar=23 (An Apys1-...) et selon II, 8 et IV, 8

24 CLiACLs 4, C S An

1) qu’il ne faut pas confondre avec Limes A, au sens de la Théorie

n=oco

générale des ensemblés, voir § 13, VI, 8 et p. 152, renvoi ).
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D’'une fagon analogue, P’hypothése.de la propoaltlon 8 im-~
plique que An=Ar+ Anpa +... et il vient

nAnCLi AnzLi An CLSA,; =n Xn.
n . : n. .

VII. Relativisation. E étant un ensemble donné, la limite
inférieure relative & £ d'une suite de sous-ensembles A, de E est
Pensemble de tous les points p de E tels que, G désignant un en-
semble ouvert quelconque contenant p, on a l'inégalité GEA, %0
pour tous les 7 suffisamment grands. On en conclut aussitét que
~ la limite inférieure relative a E coincide avec l'ensemble E-Li An.
‘ D’une fagon analogue, la limite supérieure relative a E coin-
cide avec E-Ls A, et la limite relative a E avec E-Lim A,.

VIIIY). Théoréme de Bolzano-Weierstrass généralisé.

Chaque suite d'ensembles contlent une sous-suite convergente?).
Soient R, R,, ... la base de P’espace et A,, A,, ... 1a suite d’en-

sembles donnée. Définissons les ensembles {A]} de la fagon sui-
vante: 1) Al = A, quel que soit §, 2) §'il existe pour un n>1
une suite & <k <. telle que R,-Ls Ak, =0, posons A} = AL

(le choix de la suite {kg} est arbxtraxre), 3) si aucune suite de ce

genre n’existe, soit A7 = A7
Nous allons montrer que la suite D, = A, est convergente
Supposons, par contre, que Ls D, Li D,. D’aprés V, 1, il
existe alors une sous-suite D; telle que Ls D; 7 Ls D,. Les deux .

derniers ensembles étant fermés, il existe un Rn tel que
(i) - Rn-Ls Djn =0, (ii) Rm-Ls D, 0.

La suite {D; } est une sous-suite de la suite {D,} et celle-ci est,

4 partir du (m-— 1)-iéme terme, une sous-smte de la suite {A’”“},
ou {=1,2,.. On en conclut en vertu de (i) que ‘le cas 2) de la dé-

1) Dans ce N° I'espace est supposé séparable. -
) ) dont la limite est vide on non. Voir F. Hausdortf, Mengenlehre,
148 C. Zarankiewiecz Fund. Math 9 (1927). p. 124, P. Urysohn,
Verhandl Akad. Amsterdam 13 (1927), p. 29. Cf. aunsi T. Wazewski, Ann.
Soc. Pol. Math. 2 (1923), p. 72 et Fund. Math. 4 (1923), p. '229; R. G.Lubben,
Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1928), p. 668.
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finition est réahsé lorsqu’on y remplace » par m. Par conséquent
Rn- Ls Am =0.. La suite {D,} étant (abstraction faite de ses m

premlers termes) une sous-suite de {47}, 1:=1,2, .., il en \re'sulte"
que R.-Ls D,/=0, contrairement & (ii).

Corollaire 1. On a Li A, = [] Lim A, et Ls An = S’;Lim‘ A,
oit [T et X' s'étendent & toutes les sous-suites Ay, convergentes.

Pour ‘établir ‘la- premiére égalité, il suffit en vertu de V, 1
de démontrer que, si p non- -t Li A, il existe une suite conver-
gente Ay, telle que p non-¢ Lim Ak, Or il existe par hypothése

un entourage G du point p et une suite Ajn tels que Ajn' G=0.
Akn désigne une sous-suite convergente de A;”. ‘

Passons 4 la deuxiéme égalité. D’aprés V, 1 on- a linclusion
2 Lim Ar, C Ls An. D’autre part, si p ¢ Ls 4,, il existe une sous-
suite A, telle que p ¢ Li As,, done, comme nous venons de voir,

une suite convergente Ay, telle que p ¢ L1m A;,j C 2 Lim Ay,

Corollaire 2. Si la sulte {An} ne corwerge pas vers A, elle
contient une sous-suite qui converge vers un ensemble différent de A

En effet, si Yon a Lim A,, = A pour chaque sous-sunte A,, '
convergente, il vient (cor. 1): Li A, = A = Ls 4,, dod le A=A,

IX. Famille E des sous-ensembles fermés non vides de l’espacex

Cette farmlle est un espace 2%, la notion de limite étant entendue: dans le
sens de la définition du N°VI (¢ espace X est supposé séparable).

En effet, d’aprés VI, 4 et 5, les conditions 1° et 2° du § 14, I, sont vé-
rifiées. La condition 8° résulte du corollaire 2, qui précéde.” Car, {A } étant
une suite qui ne converge pas vers 4, il existe une sous-suite {Ak } qui’ con-
verge vers un ensemble (vide ou non) différent de A. Done aucune sous- suite
de celle-ci ne peut conyerger vers A.

Remarque‘ Dans Pespace E l’axxome II- ‘peut étre en défant.
Consldérons, en effet l’exemple ‘suivant: l’eapace X se compose. 1)- du

nombreo 2) des nombres -.ln—}_—-’l;.m‘x n=2, 8, yh=1, 2 v et»—+ <~"
n -
3) du nombra 1 4) des nombres 1 +~—~ Soit A la tamﬂle de tous les couplan
"

;(,_., + ) Chaque nombre de la forme 1+ = constitue alor""u '
re

semble~élément de A.,Par conséquent l’ensemble compoué du nombré‘l i
tient A A4, tandis qu’il n’appartiant pas-a A, Ainsi A+4.
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v

X. Rapports a I'espace 251'. Il importe de remarquer que l'espace E

est entiérement différent de lespace 277, métrisé par la ,distance* des en-
sembles (voir § 15, VII); le deuxiéme est tounjours métrique, tandis que le
premier peut ne pas I'étre; le premier est, comme nous le verrons, séparable,
tandis que le deuxiéme ne l'est pas toujours (voir § 15, IX, remarque 2).

o

o

Théoréme '). E est une Vimage biunivoque et continue de 27 (l'espace X est

supposé borné).

Soit, en effet, lim dist (4,, A) =0. A chaque € >0 correspond donc un
n=:ca

n () tel que dist (4,, A) < e pour tout n>>n(ec); en d’autres termes:

(1) pour chaque x: A on a p (A4, x)<<e¢, quel que soit 7 >n (€),

(2) il existe une suite ¢, tendant vers 0 telle que p(y, 4) <¢,, quel que
soit y< 4,

11 @’agit de prouver que Lim A, = A, c.a d. que 1° ACLi A, et 2’ Ls 4, A.

1. Soient x: A et G un entourage de x. Pour € > 0 suffisamment petit il
vient d’aprés (1): G- A,+0, quel que soit n>n (). Donc xeLiA,.

2. Soit, d’auntre part, x<Ls A,. Donc x ='}Ex;ykn ol Yry ¢ Akn' D’apreés (2),
il existe un point a, ¢ A tel que U’k,,"‘ a, | <e_,,. Commenlj_-Toe,,—:-O, il vient
x=lim a, , d’olt x ¢ A.

PR

Corollaire. I’espace E, ainsi que chaque sous-ensemble de cet espace, est sé-

parable (I’espace X est suppcsé séparable).

En effet, .\ étant métrique séparable, soit -{; un espace totalement
borné homéomorphe a -\ (§ 17, 1V, cor. 2). Comme espace défini d’une
fagon topologique, E est homéomorphe a E, (en désignant ainsi Pespace

correspondant a \;). Or, \| étant totalement borné, 2;'\1 est séparable

(p. 91). L’espace FE, donc aussi £, étant une image continue de 2" 1 chaque
sous-ensemble de E, comme image continue d’un ensemble séparable, est sé-
parable (voir § 14, VI), ¢c. q. f. d.

La notion de point d’accumulation, ainsi que celle de point~de conden-
sation, étant des invariants des transformations biunivoques et continues (effec-
tuées sur des espaces .L)*), le théoréme de ce N° implique que A étant un sous-
ensemble indénombrable de E, chaque élément de A, sauf une infinité dénom-
brable en est un élément de condensation ?) et, en outre, que A contient
un emsemble dense en soi. Par conséquent, chaque ensemble 4 clairsemé
est dénombrable (voir § 18, III et V).

) F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 149.
?) Cf.C. Zarankiewicz, Fand. Math, 11 (1928), p. 129.
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E. Ensembles boreliens. Fonctions mesurables B
(88 26 —28).

L'espace considéré dans les §§ 26—28 est supposé métrique.

§ 26. Ensembles boreliens.

I. Equivalences. Nous avons défini au § 5, VI la famille
des ensembles boreliens comme la plus petite famille F assujettie
aux conditions:

1. chaque ensemble fermé appartient a F,

2. si XeF,ona (1—X)eF,

3. siX,eF,ona (X, Xy ..)¢eF,

ol la condition 3 pouvait étre remplacée par la suivante:

3. si XpeF,ona(X;+ X,+..)eF.

Nous avons démontré, d’autre part, que dans chaque espace
métrique tout ensemble fermé est un G; et que, par conséquent,
tout. ensemble ouvert est un F, (§ 15, IV). En s’appuyant sur ces
faits, nous établirons a présent le théoréme suivant!): la famille
des ensembles boreliens est la plus petite famille assujettie aux con-
ditions 1,3 et 3.

Désignons cette derniére famille par F*. Il s’agit de prouver
que F = F*

Comme nous venons d’observer, la famille # satisfait aux
‘conditions 1, 3 et 3', de sorte que F* ( F.

Afin d’établir Pinclusion inverse, désignons par F° la famille
des ensembles complémentaires aux ensembles appartenant a F*
La famille F° satisfait & la condition 1, car le complémentaire d’un
ensemble fermé est, comme ensemble ouvert, une somme d’'une
‘suite d’ensembles fermés; il appartient donc & F*, En outre, en
appliquant les formules de de Morgan, on voit aussitét que F°
satisfait aussi aux conditions 3 et 3. Donc F* ( F°, ce qui veut
dire que chaque ensemble appartenant 3 F* est le complémentaire
d’un ensemble qui appartient aussi & F*, Il en résulte que la
famille F* satisfait a la condition 2. Donc F( F”*.

1)y Ct. W. Sierpinski, Sur les définitions axiomatiques des ensembles
mesurables (B), Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 29. . Pour une généralisation ap-
partenant a la Théorie générale des ensembles, voir du méme auteur, Les en-
sembles boreliens abstraits, Ann. Soc. Polonaise de Math. 6 (1927), p. 51.
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1. Classification des ensembles boreliens.. On prouve
par un snmple raisonnement de la Théorie des ensembles ') que.
~la famille des ensembles boreliens (don¢ Ia- p}us petite famille F
. satisfaisant aux conditions 1, 8 et 3') est la somme d'une suite
transfinie (du type 2) des familles:

=F +F+.+F, +..

telles que 1° F, est la famille des ensembles fermés, 2° les ensem-
bles de la famille F, sont des produits ou des sommes de suites
dénombrables d'ensembles appartenant a F avec ¢<gq, suivant
que « est pair ou impair (les nombres limites étant considérés
comme pairs).

En remplagant dans la condition I, 1 le terme ,fermé” par
‘youvert” (cf. p. 28), on parvient a la classification suivante:

F=GCy+ G+ ..+G, +..

ot 1° G, est la famille des ensembles ouverts, 2° les ensembles
de la famille G, sont des sommes. ou des produits de suites dénom-
brables d’ensembles appartenant 4 G avec ¢ < 2, suivant que a est
pair ou impair.

lll. Propriétés des classes F, et G,. l.es familles F, avec
indice pair, ainsi que les familles G, avec indice impair, sont mul-
tiplicatives au sens dénombrable, c. & d. qu’étant donnée une suite
d’ensembles appartenant a une telle famille, leur produit appar-
tient encore a la méme famille. Les ensembles appartenant 4 une
famille de ce genre seront dits de classe o multiphcatwe D’une
facon analogue, les familles F, munies d’indice impair, ainsi que
les familles G, munies d’indice palr, sont additives et constituent
la classe « additive. On voit ainsi que la classe « multiplicative -
(additive) est constituée par les produits (sommes) d’ensembles de
classes < a?).

) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 85.° Voir aussi W. H. Young:
- Proe. London Math Soc. (2) 12 (1913), p. 260.

?) Pour a fuu, les ensembles de clagse « multiphcative (additwe) coin-
cident avec les ensembles F (ensemb]es 0) de classe = au sens de M. Lehea-
~gue. Cf. aussi. W. Sierpiniski, Sur les rapports entre-les classifications des
ensembles de MM. F. Hausdorff et Ch. de la Vallée Poussin, Fund. Math. 19
(1932), p. 257
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Les classes 'a. indices finis sont 'désignées comme . suit:
fFav Fsﬁ"’Fch» woy Gy Gbsi Giyazyoev

Les proprlétés suivantes des ensembles F; et Gy (cf. § 5, V)
g'étendent par induction aux classes & indices arbitraires,

Le’ complémentaire d'un ensemble de classe F, est.de classe
G,. La somme et le produit d’'un nombre fini d’ensembles apparte-
nant & une méme classe ‘appartient a cette classe. Tout ensemble
de classe « additive est la somme d’une suite croissante d'ensem-
bles & indices ¢ < «; tout ensemble de classe o multiplicative est le
produit d'une suite décroissante d’ensembles a indices ¢ < a. Pour
qu’un ensemble soit de classe F, (de classe G,) relativement & un
ensemble E, il faut et il suffit qu’il constitue la partle commune
de E et d’'un ensemble de classe F, (de classe G,). Etant donnée
une fonction continue f(x) définie sur un espace X, si ¥ .est de
classe F, (de classe G,), l’ensemble F1(Y) Pest également (cf. §13 IV)
o Ajoutons que tout ensemble borelien de classe « est un en-
semble de chaque classe (F et G) & indice supé_rteur Cela résulte
par induction du fait que chaque ensemble ouvert est un F, et
que chaque ensemble fermé est un Gj;.

Le produit cartésien de deux ensembles de classe F, (de classe

G,) est de la méme classe.  Car il en est ainsi dans le cas des

ensembles ouverts et des ensembles fermés et on a (§ 2, II):

(2 An) X (3 Bn) = 5 (An X Bn) et ([T 4a) X(I] Bn) = [1 (AnX Bu).

. En_ partlcuher, ‘on n’'altére pas la classe d’un ensemble en
le multlpliant (au sens cartésien) par un axe. De la, en vertu de
la_ formule PA: H (X X e X Kim1 X AiX Hips X ), on conclut

qu'un prodult carteslen .dénombrable d’ensembles de classe @ multi-
plicatxve est encore” de classe “multiplicative (cependant le thé-
oréme analogue concernant les classes -additives ne seraxt pas
vrai, méme. pour :la classe des ensembles ouverts, cf §24, III)

En général, le produit cartésien dénombrable: d’ensembles
boreliens est borelien.

Dans un- espace séparable la famille: des ensembles -ouverts
(ainsi que: celle des ensembles. fermés) est, de puissance < ¢ (§ 19, 1):
Le méme &én oncé | est’ ~donc vrai pour. chaque classe ‘borelienne.
La famille: des ensembles, boreliéns &tant partagée en.X;. clas-

C. Kuratowski,: Topologie Y: 11
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ses, on en conclut que cette famille est dela puisance < ¢ X, =¢
Par conséquent, dans chaque espace séparable. de puissance du con-
tinu il existe des ensembles non boreliens (le probléme de nommer
effectivement un ensemble non borelien dans 1'espace des nombres .
réels sera traité au § 34).

IV. Ensembles boreliens ambigus. Un ensemble est dit
ambigu de classe a, lorsqu’il est & la fois un F, et un G,. Ainsi
par ex. un ensemble est ambigu de classe 0, lorsqu’il est a la fois
fermé et ouvert; il est ambigu de classe 1, lorsqu’il est un F, et
un G;. Un ensemble borelien de classe « est ambigu de classe a 1.

Evidemment, le complémentaire d’un ensemble ambigu est
ambigu (de la méme classe). Il en résulte que les ensembles
ambigus d’une classe o constituent un corps, c. 4 d. que la somme,
le produit et la différence de deux ensembles ambigus de classe
o est un ensemble ambigu de classe a.

V. Décomposition en ensembles disjoints.

1) Tout ensemble de classe o.> 0 additive est la somme d'une
série d’ensembles disjoints ambigus de classe o.

En effet, étant donné A=A, + A4, + ..+ 4,4+ .., il vient

O A=A, +[A —Al+ . +[Ar— (A 4 oo + An)] + ..

et, chaque A, étant supposé de classe < a multiplicative, done
ambigu de classe «, les termes de la série (°) sont des ensembles
‘disjoints ambigus de classe o.

2) Tout ensemble de classe o > 1 additive est la somme d'une
série d’ensembles disjoints de classes < o multiplicatives?t).

Considérons la décomposition (°). Chaque ensemble A, étant
supposé de classe multiplicative << «, il en est encore de méme
de la somme A, 4 ..+ A,—,. Cela veut dire que l'ensemble
1—(A; + ..+ Au—1) est de classe .additive < a. Cet ensemble

est donc en vertu de 1) de la forme > B} ou B! sont des en-

i=

sembles disjoints ambigus de classes <a (car «a>1). La formule

') Théoréme de M. Lusin; voir W. Sierpifiski, Sur une clas&ifica-
tion des ensembles mesurables (B), Fund. Math. 10 (1927), p. 324.
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oo oo

A= 3 A, B} represente la décomposition demandée, puisque

n=\ i=1

A, B} est de classe < a multiplicative.

3) La famille des ensembles boreliens est la plus petite famille
qui contient: (i) tous les ensembles ouverts, (ii) les produits de ses
éléments, (iii) les sommes disjointes de ses éléments.

Soit H une famille satisfaisant aux conditions (i)—(iii). Nous
allons montrer par induction que chaque ensemble borelien appar-
tient 8 H. Or en vertu de (i) et (ii) chaque G; et d’aprés 2) chaque
G5, appartient 3 H. Donc chaque F, appartient a H.

" Soit & présent « >1 et admettons que chaque ensemble de
classe <a appartienne a H. Donc, conformément a (ii), les en-
sembles de classe « multiplicative appartiennent a H et, en raison
de 2) et (iii), il en est encore de méme de chaque ensemble de
classe o additive. Par conséquent, tous les ensembles boreliens
de classe o appartiennent a H, c. q. f. d.

Remarques. Si I'espace est de dimension 0, Pénoncé 1) est vrai aussi
pour « =0, ¢. & d. qu'un ensemble ouvert est alors la somme d’une série d’en-
sembles disjoints qui sont a la fois fermés et ouverts (§ 21, I, cor. 1). Il en

résulte que I’énoncé 2) est valable pour a=1, ¢. 4 d. que dans un espace
O-dimensionnel tout F_ est la somme d’une série d’ensembles fermés disjoints.

Ce dernier énoncé n’est pas valable dans les espaces de dimension > 0: par
ex. 'intervalle ouvert ne se laisse pas décomposer en une suite d’ensembles
fermés et disjoints.

VI. Séries alternées d’ensembles boreliens. 1. Soit

4D 4D DA D AnD D4

une suite transfinie dénombrable d’ensembles ambigus de classe a
et telle que A, =]] A, si A est un nombre limite ou bien si
E-<h

A =1v. Dans ces conditions, l'ensemble
S = Al - A2 + A3 — A4 + oo + Aw+1 — Aw+2.+ vos

est ambigu de classe a.
On a, en effet (§ 12, I (4)):

1"‘S=1"‘A1+A2"‘A3 +...+Am"‘Aw+[+...+A-

Or, chaque différence Ay — Agis étant un ensemble ambigu
de classe «, donc de classe a additive, les ensembles S et1—3S,
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comme sommes dénombrables d’ensembles de ce genre, sont éga-
lement de classe « additive. Donc S est ambxgu de classe a.

2. Etant donnée une suite A, D A, D d'ensembles. ambigus de
classe o tels que [ I Ap =0, Pensemble Z (A,,,..l — Az,) est ambigu

de classe o (¢ est un cas partncuher de l'enonce 1).

3. La somme d’une série alternée (dénombrable) d’ensembles*
boreliens décroissants de classe o multiplicative

B=Bl"Bz'{"Ba—B"*"...+Bm+]"‘8w+2+-..

est un ensemble ambigu de classe o +11),

Car en posant B, =El—l7u B pour ) limite et en tenant compte

du fait que le produit dénombrable des B; est de classe o multipli-
cative, donc ambigu de classe @+ 1, on conclut de I'énoncé 1 que B
est un ensemble ambigu de classe « + 1.

VII. Théoréme de séparation?). A et B étant deux ensem-
bles disjoints de classe o> 0 multiplicative, il existe un ensemble E
ambigu de classe o tel que A (C E et EB=0.

Posons A = ” A, et B= ”B oi A, et B, sont des en-

n=1
sembles décroissants de' classes <a additives, donc ambigus de
classe a. Soit

E = A]_' (1 - Bl) + Az’ (Bl - Bz) + .o + An '-(Bn—], bl Bn) + ;..

D’aprés le lemme du § 21, II, ona A C E et EB = 0. En outre,
d’'aprés N°VI, 2, ensemble E est ambign de classe ¢ comme
somme d’une série alternée d’ensembles décroissants amblgus de
classe o et dont le produit est vnde

Remarques. Le théoréme de séparation peut étre énoncé aussi
de la fagcon suivante (cf. la note précitée de M. Sierpinski):

e b i

') Le théoréme inverse est vrai dans les espaces complets (voir § 88)

*) Théordme de M. Si erpinski, Sur une propnété des ensembles ambi-
gus, Fund. Math. 6 (1924), pp. 1—5, On y trouve plusieurs applications .da
théoréme de séparation.a la Théorie 'des fonctions,
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~étant donnés deux ensembles A C C de classe « >0 dont le pre-
mier est de classe multiplicative et le deuxiéme de classe additive,
il existe un emsemble E ambigu. de classe « tel que A C E(C C.
Pour établir I'équivalence de ces deux énoncés,on pose C=1— B.
Dans Vespace 0-dimensionnel le théoréme est vrai aussi pour

a= 0. Voir p. 122, th. IL

VIII. Ensembles relativement ambigus. 1. A étant un en-
semble de classe o> 0 multiplicative et B un ensemble ambigu de
classe o relativement a. A, lensemble B est de la forme B= AC
ot € est ambigu de classe o (dans l'espace tout entier).

En effet, I'hypothése que B est ambigu de classe « par rap-
port & A veut dire que B et A — B sont de classe a multiplicative
par rapport & A. Or, A étant lui-méme de classe o multiplicative,
B et A — B sont deux ensembles de classe a multiplicative (dans
Pespace). Selon le théoréme de séparation (N°VII), il existe un
ensemble C ambigu de classe a tel que B( C et C:(A— B)=0,
doit B=AB( AC et CA(C B, donc B= AC.

En vue des applications ultérieures nous allons démontrer que:

2, Etant donnés un ensemble A et un systéme d'ensembles
{Bi, ... ,} ambigus de classe o par rapport & A et tels que Pon a tou-
jours Bi, ... iy By, ..., =0 pour Uy o B) =y o Jy) €8 R 0y UL existe
un systéme d’ensembles {Ci. ... ;,} ambigus de classe o par rapport
@ la somme Ap= 2 C, ..., (ou Ja sommation s'étend & tous les
systémes de 7 indices) ef tels que A, est ambigu de classe « + 1,
ACy...i,= th‘.’.. ip Chp i1y Gy, o jy= 0 et que Cy, ... 1,=0, 88 By, ...y, = 0.

De plus, si A est de classe o>0 multiplicative et si lon a
A=Y B .. . 1, pour ckaque n, An coincide avec Pespace tout entier.

Il existe par hypoth&se un systéme d’ensembles {D, ...} de
classe « additive' (méme ambigus de classe «, lorsque A est de
classe a>0 multiphcatxve) tels que AD, .. 1,,va1, i, ot que
D,,J". . =0, 8i B;,, ;,,=0 Désignons par V, la somme de tous
les produits ‘de la forme D, ..., Dj,... Ih et posqns Gty =
=D, ..i, — Vu Lensemble Ann 2' D, ..., — Va est ambign de
classe « + 1 comme différence. de deux enaembles de 'classe a
addntive L’égahte Ay Dy ... 1,,==D:t. wity — Vo= C:‘ iy impllque
que Cz, iy ‘est de "‘!asse @ addxtive par rapport A An ’m‘x “on
vertu - 'de 1’egalit6 G, . vor by Cfx N ;n'-e'z Dt” wig Dy gy Vn = 0 on
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conclut que C; ...;, est ambigu de classe « par rapport a A,.
On a enfin AG, .., = AD;, .., — AV, = B ...;, car Dégalité
AD,, ..., Dj, ...jy=Bi «.iy Bj . j, =0 donne AV, = 0.

Si l'on suppose que A=) Bi ..., il vient B .., =
= %:' Bi .ip C %,‘ D, ... i et il existe (N°VII) un ensemble E; ... ;,

ambigu de classe o tel que B; ..;, C E; ..., C kZ D;, ...ij. On

définit les ensembles C ...;, (ot n 7> 0) par induction, en conve-
nant que 1) C=lespace tout entier, B= A, 2) i, .. i, étant un
systéme donné et ! étant le plus petit indice tel que B;, ... ;1 # 0,
on a C, weing = Ciyen iy Diy e iy + Gi, iy — Ei ..y 3) pour B>1

C}l Y 1 ~~~~~ (:il ...i" " Di‘ . 1 kR (CI ese 1”1 + e + Ci‘ Y in(k-—l))-

Remarque. Les énoncés 1 et 2 sont valables dans [espace
de dimension 0 aussi pour = = 0. Cf. la remarque finale du N°VIIL.

1 e

IX. Ensemble limite des ensembles arhbigus. A étant un
ensemble ambigu de classe « > 1, il existe une suite d'ensembles A,
ambigus de classes < a tels que

A= 2 (An An+l : ---) = [l (An + An{-l + ...),

n=0

c. 4 d. que A= lees A, au sens de la Théorie generale des en-

sembles (cf. N°13, VI, 8).

Dans les espaces 0-dimensionnels le théoréme est valable aussi
pour a =1,

On a par hypothése

A= 2 Kn, 1—-A4 22 Ln, Kn C Kn-{—i (d’Oﬁ K, =[Z K’H‘i)

n=0 n=0
et Ln C L,,+1 (d'OI:I 1-— L,' = Z (1 —_ Ln+i)),
n=0

les ensembles K, et L, étant de classes < a multiplicatives.
D’aprés le théoréme de séparation (N° VII) il existe une suite d’en-

sembles A, ambigus de classes < a et tels que K. (C An (C1— L,

La double égalité & démontrer résulte de la formule (cf. p. 9):

4=3k=5 1K CE T anCl] 5

Cll Sty =]la~Ly=1-3 L,
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X. Ensembles localement boreliens. D’aprés la définition
générale de la localisation des propriétés (p. 29), un ensemble A
est dit de classe « au point p, lorsqu’il existe un entourage E
de p tel que AE est un ensemble borelien de classe a. Le terme
sentcurage” peut étre remplacé par ,entourage ouvert“, excepté
dans le cas on il s’agit de la classe 0 multiplicative (cas d’en-
semble localement fermé, voir p. 65), car AE étant de classe « et G
désignant lintérieur de E, ’ensemble AG est encore de classe «
(sauf le cas exceptionnel indiqué). On peut enfin remplacer dans
le cas de l'espace séparable les entourages ouverts par les en-
sembles ouverts appartenant a la base R, R,, ... de 'espace.

Dans un espace séparable, l'ensemble B des points de A oi A
est localement de classe o additive (ou bien de classe multiplicative
> 0) est encore de la méme classe').

’ 1. Soit, en effet, Ry, Ry, ... la suite de tous les ensembles
(appartenant & la base) tels que AR,, est de classe « additive.

L’ensemble B =}:AR,,k est donc de classe a additive.
k

2. Supposons a présent que AR,, soit de classe o >>0 mul-
tiplicative et posons en vertu de l'identité XY =X — (X — ¥):

B=X ARy=A"Y Ryy=2 Ry, — |2 Ruy— A| =3 Ry — 3 [Ru,— ARu.
R R |
L’ensemble R,, — AR,, étant de classe « additive, il en est
de méme de Y [R., — AR,,], d’olt la conclusion demandée.
k

Il en résulte que si, dans un espace séparable, A est en cha-
cun de ses points de classe o additive (ou bien de classe multiplica-
tive >>0), A est un ensemble de la méme classe.

Remarque ¥). L’hypothése de la séparabilité de Vespace est essentielle.
Considérons, en effet, I'espace formé de tous les points (x, ), oft 07 x <1
et 0 « <C 4, la distance des points (x,2) et (x',«') étant définie comme égale
Alx—x'| pour a=a' et & 1 pour «* «' (ainsi 1'espace est le produit carté-
sien de I'intervalle et de I’ensemble des nombres transfinis <C2). Soit /_ .l'in-

tervalle* (x,«) on 0<{x=<(1, et Ba un ensemble borelien C/ , qui n'est pas
de classe «. L’ensemble S:ZsBa est localement borelien, puisque les inter-
a2

valles I‘)L sont ouverts dans l’éspace, mais il n’est pas borelien, puisque s’il
était de classe a, ’ensemble S-Iaz.— B, le serait également.

1) Cf. K. Zarankiewicz O zbiorach lokalnie mierzalnych (B), Wiado-
mosci Matematyczne 30 (1928), p. 115.
?) Cetteremarque estduea M. Szpilra jn, Fund. Math. 21 (1933), p. 112,
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XI. Evaluation des classes a I'aide des symboles logiques ).
Nous dirons qu’une fonction propositionnelle ¢ (x) est de classe F,
(de classe G,), lorsque I’ensemble [/ 7 (x) est de classe F, (de
classe G,). En tenant compte des formules établies dans I'Intro-

duction (§ 1, IV et § 2, V—VI), on démontre les propositions sui-
vantes:

1) o (x) et ¢ (x) étant deux fonctions propositionnelles de
classe F, (de classe G,), les fonctions ¢ (x) 4 ¢ (x) et 7 (x) ¢ (x)

le sont également. Caron a J7' [¢ (x) + ¢ ()] = F 3 () + ' ¢ (x) et
E o) o)) =F o)L $(x) et la classe borelienne est in-

variante relativement & la multiplication et a laddition des en-
sembles.

D’'une fagon plus générale:
1a) Soit ¢ (Xy, .oy Xn) = § (Xnyy oo s X)) + 7 (K15 ooy X2,), LS
indices k,,..., k et L, ..., I» étant supposés < n (par exemple

(X, ¥,2)= (%) +7(,2). Si les fonctions ¢ et 7 sont de
classe ¥, (de classe G,), ¢ l’est également (et il en est de méme
du produit ¢-7).

En effet, [7 @ (%5, ., X0) = JXO(Xry e, X5) -’r F 7 (Xt e s X1p)

Xy Xy XXy g
et, I’ensemble l': Xhyy ane 3 xk.) étant de classe F ’ I’ensemble
1 ] [2
Yk, o Nk
1 ]

[ & (%, ..., xs) Uest également, car il s'en obtient en le multi-

Ny Xy
pliant par des axes (voir N°III).

On voit ainsi quen effectuant avec des fonctions proposition-
nelles données de classe F, (de classe G,) un nombre fini d'addi-
tions et de multiplications logiques, on parvient foujours a une fon-
ction propositionnelle de classe F, (de classe G,).

2) Si la fonction propositionnelle ¢ (x) est de classe F,, sa
négation est de classe G,.

Car l'ensemble [ ¢'(x) est le complémentaire de ' ¢ (x).
X X

1) Voir la note de M. Tarski et de moi Les opérations logiques et les
ensembles projectifs et ma note Evaluation de la classe borelienne ou projective
d laide des symboles logiques, Fund. Math. 17 (1931).
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3) Si les fonctions propositionnelles p,(x), 7 = 1,2, ... sont

des classes << a, la fonction D ou(x) est de classe a additive et la
n

fonction [] 7.(x) est de classe o« multiplicative.
n
Car [ ou(x) = NI on(x) et E] 2a(x) =[[ [ 74(x), les opé-
X n n x xXon n x
rateurs > et [] étant entendus au sens logique dans les membres
gauches et au sens mathématique dans les membres droits de ces
égalités (cf. § 2, V, 1 et 2).
En particulier, si toutes les fonctions ¢.(x) sont d’une classe
F, avec « pair, la fonction Y 9.(x) est de la classe F,; et la fon-
n

ction ] ¢.(x) est de la classe F,. D’une facon analogue, si les
n

fonctions 9.m(x) sont d’une classe F,, la fonction []J> 9nm(x) est
. m n
de la classe F,, etc.

On voit ainsi que les régles 1)—3) permettent d’évaluer la
classe borelienne d'un ensemble, si Pon sait définir cet ensemble
a laide d'une fonction propositionnelle qul s'obtient d'un systéme
de fonctions propositionnelles dont les classes sont connues en effec-

tuant les opérations logiques: +,°,', X, ||, un nombre fini de fois.

4) Si ¢ (x) est une fonction propositionnelle de classe F, (de
classe G,) et si x = f (t) est une fonction continue, la fonction pro-
positionnelle o |f (f)]| est aussi de classe F, (de classe G,).

Posons, en effet, A = J{ ¢ (x). 1l vient (voir § 8, I):
x

EolfOl=E{f®«Eo@)=E{f O =f YA

et, I'ensemble A étant de classe F, (de classe G,), il en est de
méme (voir N°III) de I’ensemble f—!(4).

XII. RApplications. Soit X un espace métrique arbitraire,

1. Considérons la famille D de toutes les suites extraites de cet espace
qui satisfont @ la condition de convergence de Cauchy (on dit qu’une suite &', &3 ...
satisfait 4 la condition de Cauchy, si & chaque € >>0 correspond un indice m

tel que Pon ait |£™+ —E™| < ¢, quel que soit /). Nous allons prouver que'la
famille P constitue un ensemble F 3 dans Uespace AN,
On-a, par définition:

{EE¢}EL];11—1|§m+‘—5m1<‘:’
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: 1
Or, la fonction propositionnelle ¢, , ; (€) == {] gmti__gmy - —k—} est de

classe F, (pour k,m et i fixes). En effet, en tenant compte du fait que la
distance est une fonction continue de deux variables et que " est une fon-

SRR}
ction continue de & (cf. § 24, 1), Pensemble F IE'"+‘ gm & J est fermé.
En appliquant la régle 3), on en conclut que la fonction r[ O, m. i (E) est

également de classe F,, que . I]!,’>,‘ ,,”(E) est de classe F et finalement
m l

que Il s II th, mi € est de classe F ;- Cela veut dire que Pensemble @D
v m i

est un F o, c. q. f. d.

Il en résulte en vertu de la reégle 4) que, f,(t) étant une suite de fon-
ctions continues (définies sur un espace T), Uensemble C de points t pour lesquels
la condition de Cauchy est réalisée est un F_; ). Car, en désignant par £(¢) la

suite |£,(t), f(£), .|, on obtient {¢: C} ~..»£IZ[.I%,,,_,.15 L.

2. La famille ¥ des suites denses en soi constitue un ensemble G, dans

Pespace \Re, Car la suite &= [t ...] est dite dense en soi, lorsqu'il existe
pour tout 7 un £”+E” aussi prés que l'on veut de £”; en symboles:

n‘m‘.ll
o IS re—ena)

La fonction propositionnelle entre crochets { s étant évidemment de la
classe G, (pour n,m et k fixes), on n’altére pus sa classe en ajoutant I'opé-
ratear A\_, La fonction [£:<¥] est done de la classe Gs.

n .

3. Décomposition de I'ensemble des nombres irrationnels en R sous-ensem-
bles ®). Soit 7, r., ... 1a suite de tous les nombres rationnels. Faisons corres-
pondre & chaque nombre irrationnel 3 (de Pintervalle 01), considéré comme
une suite infinie de nombres naturels [3!, 3% ...] (cf. § 14, V), I'’ensemble / com-
posé de nombres r e . Ordonnons ces nombres selon leur gmndem si 7

est bien ordonné, deslgnons par = (3) son type d’ordre; s’il ne ’est pas, posons
T(3)=--1.

Nous allons prouver que /‘ensemble Aa = E [0t (3) <C a],00 2 -7 o < Q,
3

est de classe G o

) Cf.§ 2, VL2 Si -\ est complet, C est I’ensemble des points de con-
vergence de la suite {f,,(t)}.

*) Voir H. Lebesgue, op. cit. p. 213, N. Lusin et W. Sierpin-
ski, C. R. Paris, - t. 175 (1922), p. 357, ol se trouve une décomposition en X
ensembles boreliens, non vides et disjoints.
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Désignons a ce but par z,(;) le tvpe d'ordre de I'ensemble des nombres
rationnels 7 ; inférieurs a r, (si cet ensemble est bien ordonné, sinon nous
3 3

Y
écrirons 1,() =—1) et posons Ag,= l’, [0-:7%,(;) <<«]. Considérons deunx
3
cas: 19 a est de la forme 31, 29 « est un nombre limite.
Dans le premier cas, on voit aussitot que la condition pour que l'on ait ;¢ Aa
est que, pour chaque n, les éléments de Z, qui précédent rv, constituent un
3 :

ensemble bien ordonné d’un type dordre < 3. On a ainsi Déquivalence:

(324 = In] {02 5,) < B, don A, ~I”[ Ag -

(A,Il'

D'une fagon analogue {3: A} Il {(rwx‘ rak)—HO () < Bl
k b
Dans le deuxiéme cas, ol « est un nombre limite: « =4, il vient
hl wl Al .
e Ay} = ~EL l0<s@<t), wou 4, =a‘\“> Ag et {iedy ) -EZ. o me<th

dou 4, , = Z AE"

anm on vérifie directement que 4, == Lll(f o ! k) et A, ]’ II (Rn==3*).

k,n

Le dernier ensemble est manifestement fermc, le premier I'est aussi, ear 7

sy
étant une fonction continue de 3, 1'ensemble ]S {r., ~-r,l est fermé et il en
5 h]

~l¢

3
est de méme de I'ensemble IAII*J‘ {ri,, - ;.‘k} = Ay
TP 3
La fonetion propositionnglle ) R {r%" o r‘,‘.} étant, comme nous ve-
nons de montrer, de la classe F,, la fonction 4’ {(rw rg,{) + [0 () < i}
’ 3
I’est également, si I'on suppose que Pensemble A;, est fermé. On prouve

ainsi par linduction finie (suivant l'indice i) que pour chaque i naturel 4, ,
est fermé (donc de classe (). On en conclut que A; est aussi fermé.

Supposons, d’autre part, que pour chaque & <~ les ensembles AE ot AE”

soient de classe GE‘ Comme A-, o= ZAEn’ I’ensemble A} n est de classe (;‘) .
- g1g E: . ¥ N L \

En posant ~==3, on voit facilement que 4, est de classe G, (puisque
A-1,n L1

cet ensemble est défini a I'aide d’une fonction propositionnelle de classe (i)‘,H).
En raisonnant comme auparavant, on prouve par linduction finie que,
pour chaque i, Pensemble A7.+i est de classe (’I+1’ donc de classe (: i
De méme AH-:' est de classe WD donec de classe GH_‘

On parvient ainsi a la conclusion que, quel que soit a <2, Pensemble 4,

est de classe G (d'ailleurs A; est fermé, Aw est un FG, .4‘”.2 est un Fc,h ete.).

D’aprés un théoréme élémentaire de la théorie des ensembles ordonnés,
a chaque nombre 0 << o< correspond un ensemble du type « composé ex-
clusivement de nombres rationnels. Il1 existe, par conséquent, un nombre



172 Chapitre II. Espages métrisables et séparables.

irrationnel 3 tel que 7 (3) = «; ce nombre n’appartient donc qu’'a des ensem-
bles AE avec £ >« On voit ainsi que 8i 'on supprime dans ’ensemble des nom-

bres irrationnels les nombres ; tels que Z, n’est pas bien ordonné, le reste
est nune somme des ensembles horeliens (dxfférents) A, a < L,

XIIl. Fonctions universelles!). Etant donnée une famille
F d’ensembles, on appelle fonction universelle relativement a F toute
fonction F(f) qui fait correspondre au parameétre ¢ (parcourant
un espace 7) un ensemble de la famille F de facon que chaque
ensemble-élément de F corresponde au moins 4 une valeur de Z.
En symboles:
{XeF)-- ;’ [X = F(®)].

Dans la suite, nous allons supposer que I’espace X (dont les
éléments de F sont des sous- ensembles) est métrique séparable.
Posons T} (Pensemble des nombres irrationnels de I'intervalle 01)2).
Si F est de puissance <, il existe évidlemment une fonction uni-
verselle relative a F (puisque I'ensemble “)C est de la puissance c).
On peut donc substituer a F la classe borelienne F, ou G,. Or,
nous allons démontrer ?) qu’d chaque o correspond une fonction

G,(3) universelle relativement a la classe G, et telle que lensemble

I [x ¢ G,})), situé dans le produit cartésien X XN, soit un G,.
]

Nous nous servirons des notations suivantes. Comme d’habi-
tude, nous allons considérer le nombre irrationnel 3 comme une suite
de nombres naturels ;), 3, ... (donnée par ex. par le développement
de 3 en fraction continue). L’espace -){ étant homéomorphe a -)(¥o
(§ 24, V), on peut faire correspondre a chaque j une suite de nombres

') Notion étudiée surtout par M. Lusin., Voir W. Sierpifiski,
Fund. Math, 14 (1929), p. 82.

?) Au lieu d’admettre que le paramétre ¢t parcourt Pintervalle 01 tout
entier (comme on I’admet d’habitude) nous en avons restreint les valeurs aux
nombres irrationnels, pour éviter certains inconvénients liés .4 la diseontinuité
de la fonction ,n-iéme chiffre du développement diadique de x¥; si I’'on con-
sidére le nombre irrationnel 3; comme une suite de nombres naturels, le n-iéme
terme de cette suite est une fonction continue de 3 (cf. § 14, V).

On pourrait se servir aussi bien de ’ensemble non-dense de Cantor, qui
est également une N~-éme puissance d’un ensemble.

) Le raisonnement qui va suivre est dd au fond 4 M. Lebesgue,
op. cit., p. 209.
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irrationnels ), 32, ... de fagcon que, pour n fixe, 3w soit une
fonction continue de ; et qu'en outre chaque suite de nombres
irrationnels corresponde & une valeur de j (on peut poser, par ex.

an -1 . ~1 Y
s =107, 3T D

Faisons correspondre & chaque nombre transfini limite A (<€)
une suite A, < A, < ... convergente vers A (I'existence d’une telle suite
résulte de ’axiome du choix).

Désignons enfin par R, R,, ... la base de I'espace (contenant
I’ensemble vide).

Fonction G,(3). Nous posons: 1) Go(3) = X Ryn, 2) Gay,(3) =

=]] G,(3y) oU > Gy (3(ny)> suivant que o est pair ou impair,
n n

3) G, = X Gy (4> i » est un nombre limite.
n

Il s’agit de montrer que: (i) 'ensemble G,(;) est de classe G,,
(i) si X est de classe G,, il existe un ;e tel que X = G,(3),
(iii) Pensemble [ [x € G,(3)] est de classe G,.
.\’i

ad (i). Procédons par induction. Pour a = 0, ’ensemble Go(3),
comme une somme d’ensembles ouverts, est ouvert, quel que soit 3.
Si G,(3) est de classe G, pour chaque 3, G,,(3) est de classe G,
comme produit ou somme d’une suite d’ensembles de classe G,.
Enfin, si A est un nombre limite et si pour chaque A, I'ensémble
Gxn(a) est de classe G;\", quel que soit 3, I'ensemble G,(§) est de
classe G) comme une somme d’ensembles de classes <A. La pro-
position (i) est ainsi établie.

ad (ii). Soit d’abord X un ensemble de classe G,, c. a d.
un ensemble ouvert. Par définition de la base, X est de la forme
X =23 Ri, Soit 3 un nombre irrationnel tel que 3' =k, 32 =4y, ...
I vient G,(3) =2 R =2 Ry, = X. La condition (ii) est donc réa-

n n
lisée pour « = 0. Supposons a présent qu'elle soit réalisée pour «;
nous I'établirons pour « 4 1. Soit donc X un ensemble de classe
G,pir Ona X=[] X, ou X=2'X, (suivant que o est pair ou
n n .

impair), ol X, est de classe G,. Par hypothése, il existe une

suite de nombres irrationnels {3,} tels que X, = G,(3). Par défi-
nition de la fonction 3 il existe une valeur de 3 telle que I'on .
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ait 3. = 3wy, quel que soit n. Il vient, suivant que o est pair ou
impair, G,4.1(3) =[] Go(3m) = X ou bien Guyi(3) = X Guliim) = X,
Supposons gnﬁn que X =1lim),, et que pour chaque 2, la
propoqition (ii) soit vraie. X étant un ensemble de classe G;, on a
X=X X, ol X, est d’une classe G", avec o, <A, La suite {\.}

Il
étant convergente vers 2, il existe pour chaque n un k, tel que
"2, < My, Par conséquent X, est de classe le . Il existe donc un
n
nombre irrationnel 3., tel que X, = G;‘k (_,_‘,k ). Sii est un indice
n n
différent de tous les k,, soit 3, un nombre irrationnel tel que

G, () =0. Ainsi X=X G, (3,). Soit, comme auparavant, 3 un
n n

nombre irrationnel tel que 3, =3 .. 1l vient X =2 G, 3, .)=G;Q).
AR = 0, By

ad (iii). Remarquons d’abord que I'’ensemble [7 (x ¢ R,) est

ALn
ouvert dans le produit .\" X (Pensemble des nombres naturels).
Autrement dit, la fonction propositionnelle (de deux variables)
x s R, est de classe G,. La fonction 3* étant, pour n fixe, con-
tinue, on en conclut en vertu de N"XI, 4, que la fonction propo-
sitionnelle x ¢ R» est aussi de classe G,. 1l en est encore de

méme de la fonction propositionnelle E(xe/\’sn), qui équivaut
a xe Ry (voir § 1, V). La fonction propositionnelle x e G,(3)
est par conséquent de classe G, et I'ensemble [1 [x c G,(3)] est

.\\
ouvert. D’une fagon analogue, si la fonction propositionnelle
x e (U, (3) est de classe «, il en est de méme de x ¢ (Ja(o(”)) pour ~
fixe, puisque 3y est une fonction continue de 3. La fonction

propositionnelle ]”[[xe (la(o(n))] est donc (pour o pair) de classe
G,;, et comme ]”I [ & Go(iu)] = fxe[[ Ga(é(n)), {xeG,,,(3)} on
en conclut que la condition (iii) egt vérifiée pour a 4 1. Enfin,
si pour chaque 2 la fonction propositionnelle x ¢ G;‘n(s) est de
classe G, la fonction 2 [xe G) (ﬁ(n))] est de classe G;,. On en con-
clut comme auparavant que E [x e G,(3)] est de classe G;.

Un theoreme analogue concerne les classes F,: il existe pour
chaque a« une fonction universelle F,(3) telle que l'ensemble

{g [x e F(3)] est de classe F,. Notamment: F,(3) =X — G,(3).
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XIV. Existence des ensembles de classe G, qui ne sont
pas de classe F,. Nous en établirons Pexistence dans l'espace *)(
des nombres irrationnels ). Posons .\'=")( et considérons I’ensemble

Zu ’:E B € Ga(S)]y
3

qui est la projection sur lI'axe Jc de la partie de I'ensemble
F' [ € G3)] située sur la diagonale de I'espace )( < ), ¢. a d. sur

A3
I’ensemble E (3=3) (cf. p. 144). L’ensemble l'; [3 & G,(;"] étant
a3 AN
de classe G,, 'ensemble projeté est de classe G, relativement
a la diagonale et, la projection de la diagonale sur I'axe ¢tant
une homéomorphie, I'ensemble Z, est de classe G, (dans )().
Reste & prouver que Z, n’est pas de classe F,. Si 'on sup-
pose le contraire, l’ensemble /( — Z, est un G,, de sorte que, la
fonction G,(3) étant universelle, il existerait un 3, tel que *)( — Z,, =
= (,(3,). Mais cela implique une contradiction, car on a par dcfi-
nition de Z, I'équivalence {3, ¢ G,(3,)} - {3 ¢ Z,}, tandis que par
définition de 30 {3 ¢ G,(Go)} = {30 e ()~ Z))}.
Remarque. La deuxiéme partie de ce raisonnement est, en réalité, une
démonstration du théoréme suivant de la Théorie générale des ensembles.
Théoréme de la diagonale®). Ktant donuée une fonction /7(f) qui fait cor-
respondre a chaque élément d’un ensemble 7° un sous-ensemble de 7, I’en-

semble IL‘ [te T— F(t)] n’est pas une valeur de cette fonction.
3

XV. Probléme d’effectivité ). Le démonstration que nous avons
donnée au N° XIV de l'existence d’un ensemble de classe G, qui n’est pas de

classe l«‘a n'est pas effective, ¢. i d. que nous navons pas défini une fonction
qui fasse correspondre a chaque « un ensemble jouissant de la propriété en

) Pour a <3 on peut I'établir d'une fagon plus directe: voir R. Baire,
Sur la représentation des fonctions discontinues, Acta math. 30 (1905) et 32 (1909),
ainsi que N. Lusin Ensembles analytiques, Paris 1930, p. 97, exemple du &
M-lle Keldyech. N

2) Ce théoréeme remonte 4 G. Cantor: cf. sa démonstration de l'iné-

galité 2™ > m.

%) Voir ma note Sur lexistence effective des fonctions représentables ana-
lytiqguement de toute classe de Baire, C. R. Paris, t. 176 (1923), p. 229. Cf. aussi
W. Sierpinski, Un exemple effectif d'un ensemble mesurable (B) de classe a,
Fund. Math. 6 (1924), p. 39. .
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question. En analysant le raisonnement du N°XIII, on voit que l'absence de
Ieffectivité provient du fait que nous n’avons pas défini une fonction qui fasse
correspondre a chaque nombre limite X une suite convergente de nombres <(%;
nous n’en avons, en effet, qu'affirmé existence, sans déterminer aucune suite
individuelle de ce genre. Une telle définition n’est pas d’ailleurs connue.
On voit ainsi que pour résoudre effectivement le probléme de l’existence
des ensembles qui sont des G sans étre des F,, on aura & changer la con-

dition 38) de la définition de G (). 'Nous nous servirons i ce but de la fon-

ction t (3), détinie au N° XII, 3, qui jouit de deux propriétés importantes: 1° elle fait
correspondre 4 chaque nombre ;3 un nombre transfini (ou —1) de fagon & épuiser

tous les nombres « <<, 2° la fonction propositionnelle ¢ () == o< <a}
est de classe Ga.

Or, admettons que la fonction Ga(s) soit définie par les conditions 1),2)
et la suivante, qui remplacera la condition 3):

Al al
5) {reGob -2 s,}i [0 < = Geamy) = 1 [ ¢ Geanyn))-

.ll s'agit d'établir les conditions (i)—(iii) du N¢XIII pour « =4, ces con-
ditions étant supposées vérifiées pour &<Z k.

ad (i). Pour chaque ; l'ensemble G,(;) est la somme d’une infinitée de-
nombrable d’ensembles de classes Gg ot §<CAk. Done G,(3) est de classe G,.

ad (if). Tout ‘ensemble X de classe G, est de la forme X::ZX,,, ol

n

X, est de classe G, et 0<CE, <A A chaque &, correspond un nombre irra-
“n

tionnel n, tel que t(n,) =§,. En outre, la fonction GE.,,(s) étant universelle, il
existe un w, tel que X, = Gan(m”). Or, il existe par définition de la fonetion
3(ny une valeur de 3 telle que Sean) == D €t 320 41) = Wy quel que soit n. Il vient
ainsi X, = GE”(a(?,,_‘_”) et 0<<t Geny = En d’'ott X = G,().

ad (iii). Il s’agit de prouver que la fonction propositionnelle de deux
variables x ¢ G)\(s) est de classe G,. L’équivalence [0 <= (3) = &] == ?'E(s) . ‘?54-1(3)
montre que la fonction propositionnelle [0 <C 1 (3) = E] est de classe GE+1; il en
est de méme de [0 << (3(2”)) = £}, puisque 3(am) est une fonction continue de j (cf.
la régle 4 du N°XI). La fonction propositjonnelle Xe 05(3(2;14-1)) est pour la méme
raison de classe G, si £<.4; par conséquent, le produit logique de ces deux fon-
ctions, ¢. a d. Ja fonction [0 <t (3(py)) =] - bx e Gg(S(2n+1)5] est de classe G, ,. La

fonction x ¢ G) (3), s’obtenant de celle-ci par Paddition dénombrable Z EZ): est
S n g

donc de classe G-A.

Ainsi le probléme de Pexistence, pour chaque @, d’une fonction univer-
selle relativement a la classe G, se trouve résolu d’une fagon effective. La

définition de Pensemble Z ,telle qu'elle a été énoncée au N°XIV, donne done

une solution effective du probléme de Vexistence dans l'espace des nombres ir-
rationnels d'un ensemble qui est un Ga sans étre un Fa‘
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§ 27. Fonctions mesurables B.

I. Classification. Une fonction f (x) qui transforme un espace
métrique X' en sous-ensemble d’un espace métrique I/ est dite
fonction mesurable B de classe a.(ou, simplement, fonction de classe «),
lorsque, quel que soit I’ensemble fermé F ( !, I'’ensemble f—!(F)
est un ensemble borelien de classe « multiplicative!).

Les ensembles fermés étant de classe 0 multiplicative, les fon-
ctions continues coincident, conformément a cette définition, avec
les fonctions de classe 0.

Pour que la fonction caractéristique d’un ensemble A soit de
classe o, il faut et il suffit que A soit un ensemble ambigu de classe a.

En effet, la fonction caractéristique n’admettant que deux
valeurs 0 et I, considérons comme l'espace !/ I'ensemble composé
de ces deux éléments. Chacun d’eux forme un ensemble fermé.
Si Pon suppose que la fonction caractéristique f (x) est de classe «,
les ensembles A = f~Y(]) et X — A = f~'(0) sont de classe a mul-
tiplicative; A est donc un ensemble ambigu de classe a.

Inversement, 'ensemble A étant ambigu de classe «, on vérifie
facilement que I’ensemble f 'I(F) est de classe o multiplicative,
quel que soit ’ensemble fermé F (I’espace !/ ne contient en effet
que 4 ensembles fermés).

On en conclut qu’il existe, dans chaque classe a, des fonctions
réelles de wvariable réelle qui wappartiennent pas aux classes infé-
rieures et qu'il existe des fonctions non mesurables B. Cette derniére
conclusion résulte aussi du fait que, !/ étant séparable, la famille
des fonctions mesurables B est de puissance - c,

En effet, la suite R, R,,... formant la base de I’espace !,
toute fonction f qui transforme XY en un sous-ensemble de ‘!f est
complétement caractérisée par la suite d'ensembles f—1(R)), f~Y(Ry), ...
Car, chaque point y de ! étant dela forme y = Ry, Rs, ..., on a

Or la fonction f étant supposée mesurable B, les ensembles
f~1(R») sont boreliens et, la famille de ces derniers étant de puis-
sance << ¢, la puissance de la famille des fonctions mesurables B
est < Ro=¢,

1) Voir H. Lebesgue, op, cit., Journ. de math. 1905, p. 166,
C. Kuratowski, Topologie I. 12
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Il. Equivalences. En tenant compte de I’identité (p. 12, N°II, 8)
Y (Y—=Y)=X—f"Y(Y), on pouvait définir les fonctions de
classe o comme les fonctions pour lesquelles I'’ensemble f—!(G) est
de classe o additive, quel que soit ’ensemble ouvert G.

De plus, si I'espace !/ est séparable et si la suite R, R,, ...
forme sa base, il suffit, pour que la fonction f soit de classe a,
que chacun des ensembles f—Y(R,) soit de classe o additive. Car
on a G=Ru+ R, + .., dou f~YG) = f(R) + f(Re) + ...

Il en résulte aussi que les ensembles f~\(R,), n = 1,2, ..., étant
boreliens, la fonction f est mesurable B, notamment de classe «,
ou a>o, et ou f~I(R,) est de classe a,.

Dans le cas particulier ou !/ est 'ensemble des nombres réels,
les fonctions de classe o peuvent étre définies par la condition
que les ensembles [7 {a < f(x)<b} soient de classe « additive,

X

quels que soient a et b (d’ailleurs on peut les supposer rationnels).

L'espace !f étant séparable, la condition nécessaire et suffisante pour que la
fonction f(x) soit de classe o est qu'il existe pour chaque € >0 une décomposition
de l'espace: \ = Z, + Z:+ ... enensembles de classe « additive tels que 3 [f (Z,)] < ¢,
quel que soit nt).

En effet, Pespace !/ étant séparable, il existe (voir § 17, II) une suite
Si, Sz de sphéres ouvertes telles que /=S, + S. 4+ ... et (S,) <<e. N suffit
donc de poser Z,, = f(S,).

Supposons d’autre part que la condition du théoréme est vérifise.
11 vient '.\T:Z’l" -|—ij+... et 6[}'(25§)I< e on Z,’: est de classe « additive.
11 s'agit de prouver que, ( étant un ensemble ouvert (dans /), f-(G) est de
clagse « additive. Nous allons démontrer, en effet, que f—!(G) est la somme
des ensembles Zf'j tels que f(Zﬁ)C G.

Or, d'une part, les conditions v« fo et f(Zﬁ) C G entrainent f(x)e G,
dott we f—'(G). Dautre part, la condition f(x): G, qui équivaut a xef~1(G),
implique que, pour # suffisamment grand, 'inégalité |y — f(x) | << Y& entraine
¥: G (puisque G est ouvert). Soit n un indice tel que xSZf,’. 11 résulte donc
de I'inégalité 3 [f(Z%)] <Z1/x que f(ZF)cG.

') Voir H. Lebesgue, op. cit., p. 172 (domaine réel). Pour le cas geé-
néral, voir B. Gagaeff, Sur les suites convergentes de fonctions mesurables B,
Fund. Math. 18 (1932), p. 183; cf. aussi P. Vere ss, Ueber kompakte Funktionen-
mengen und Bairesche Klassen, Fund. Math. 7 (1925), p. 244, olt l'on trouve
plusieurs applications du théoréme considéré.
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Ill. Superposition des fonctions. f(x) étant une fonction de
classe « et Y un ensemble de classe B, l'ensemble f—\(Y) est de classe
2 4+ B (multiplicative ou additive suivant la classe de Y).

Cela résulte par linduction transfinie (par rapport a §) des
identités:

A V) =S, ST V) = 177

et du fait que B, <{ entraine a4 B, <a 4.

En particulier, si f est une fonction continue, I'ensemble
fU(Y) est de classe .

Si la fonction y = f (x) est de classe o et la fonction z = g (y)
de classe B, la fonction h(x) =g f (x) est de classe o+ §.

On a en effet: {h(x)e F} == {g[f(X)]eF} = {f(x)e g ' (F)},
dou A~I(F) = ]f [f (x) e g~ (F)] = f7'[g~(F)]. L'ensemble F étant

fermé, g—1(F) est de classe B multiplicative, de sorte que f~'[g—'(F)]
est de classe 2 - B selon le théoréme précédent.

En particulier, si la fonction g est continue, les fonctions
g f(x) et f g (x) sont de classe a.

IV. Fonctions partielles. 1. Etant donnée une suite d'ensembles
{E,} de classe o additive tels que X =E,+ E,+ .. et que, f, dé-
signant la fonction partielle f|E,, f. est de classe o. sur E,, la fon-
ction f est de classe o (sur Pespace entier).

Soit, en effet, G un ensemble ouvert (C !/. Il vient (§3, I, 15):
f-1(G) = fr(G) + f7(G) + ... et, chacun des ensembles fi'(G)
étant par hypothése de classe o additive relativement a l'en-
semble E,, qui est lui-méme de classe « additive, I'ensemble f-'(G)

est encore de classe « additive comme une somme d’ensembles
de cette classe.

2. Met N étant deux ensembles de classe o multiplicative, tels
que X = M+ N et que les fonctions partielles fIM et fIN sont de
classe a, la fonction f est encore de classe o.

La démonstration est tout a fait analogue & la précédente:
on n’a qu’a remplacer ’ensemble ouvert G par un ensemble fermé F
et la somme infinie par une somme de deux termes.

3. f étant de classe a, f|E Pest également, quel que soit E.

C’est une conséquence immédiate de § 3, II, 14.
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V. Fonctions de plusieurs variables. Dans le cas ou la
variable indépendante parcourt un produit cartésien de deux espaces
X K If, 1a fonction f(x,y) est dite fonction de deux variables.

Evidemment une fonction f (x) d’'une seule variable peut étre
toujours considérée comme une fonction g (x, y) de deux variables,
en posant g (x,y) = f (x). '

1. Sif(x)est declasse o et g (x,y)=f(x), g (x,y) est de classe =
par rapport a la variable (x,y).

En effet, x considéré comme fonction (I'abscisse) du point
(x,y), en est une fonction continue (cf. p. 79). D’aprés le thé-
oréme sur la superposition des fonctions (N°III), f (x) en est une
fonction de classe a.

2. Si la fonction f(x,y) est continue relativement a la va-
riable x et de classe o relativement & la variable y, elle est de classe
a + 1 relativement a la variable (x, y)!). L’espace X est supposé
séparable.

Nous allons montrer au préalable que, ry, 7, ... étant une suite
de points dense dans (X' et g (x) une fonction continue, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le point g (x) appartienne
a I'ensemble fermé F, est qu’a chaque r corresponde un & tel que
|x —re|<'Ynet g(rs) e Sy ot S, désigne la sphére ouverte géné-
ralisée de centre F et de rayon !/n. En symboles logiques:

(i) (g (x)e F} = Iul .k};’ [ x—re|<Ynl-[g (re) € Su).

En effet, rx, rs, ... étant une suite convergente vers x, on a
lim g (r&,) = g(x),donc pour m suffisamment grand: |7, — x|<?'/n

m==oco
et | g (re,) — & (x)|<'/n. Or, si 'on suppose que g(x)eF, il en
résulte que g(r,)c S, et le membre droit de I’équivalence est

réalisé. Inversement, si ’on suppose qu’d chaque 7 correspond
un indice k, tel que |x—ry,|<!n et que g(rz,)eS, dou

1) Cf. H. Lebesgue, l c., p. 201 et ma note Sur la théorie des fonctions
dans les espaces métriques, Fund. Math. 17 (1931), p. 278. Des exemples élé-
mentaires montrent qu’une fonction de deux variables peut &tre discontinue,
bien qu’elle soit continue relativement a chacune de deux variables prises
séparément.
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plg(re,), F1<1'/n, il vient lim ry, = x, d’ott lim g (rx,) = & (x), et

VE=S] [ BNt

comme lim p[g (rx,), F]==0, il en résulte que p [g (x), F] =0, c. ad.

N=aema
que g(x)s F.
Ceci établi, substituons dans la formule (i) la fonction f(x,y)
a g(x). Il en ressort:

(e, e Fy=[] X1 x—rel<Ynl-[f(rey) e S,
d’out nok

@) fF) = 1] SH(E 15— re<m) < |- VKL S s i}

Or, la fonction f (rs y) étant de classe a par rapport a la va-
riable y,’ensemble [1' [f (r1, ¥) € S,] est de classe a additive (pour &
v

et n fixes). I’ensemble [+ [|x — 74| < Y/u] est évidemment une sphére
X

ouverte. Il en résulte, par la méthode d'évaluation de la classe
d’'une fonction propositionnelle (§ 26, XI), que la fonction propo-
sitionnelle de deux variables {f(x,y)e F} et I’ensemble f—!(F)
sont de classe « 4 1 multiplicative.

En particulier, si la fonction f (x, y) est continue par rapport
a chacune des variables séparément, elle est une fonction de I-re
classe. On montre par induction qu'une fonction de n variables
qui est continue par rapport a chacune d'elles est de classe n— 1.

Remarques. 1) L’hypothése de la séparabilité peut étre supprimée, si
I’on se propose de démontrer que toute fonction continue par rapport.i cha-

cune de deux variables est de I-re classe!). On peut se servir, en effet, au
lieu de I’équivalence (i) de la suivante:

{g(x)ei-‘}::-:-u %Iix—x'i-»':‘/n]'lg(x’)aS,,],

que I'on déduit d’une facon tout a fait analogue.
Y
On a alors & remplacer dans la formule (ii): %,v par Z et r, par x'.
xl
Or, I'ensemble entre crochets { } étant ouvert (puisque « =0 par hypothése),
la sommation (indénombrable) 2 conduit encore a un ensemble ouvert et,
xl

finalement, f—!(F) est un Gj.

—e e

1) Il serait intéressant de reconnaitre si cette hypothése peut étre
supprimée dans I’énoncé 2 et dans plusieurs autres énoncés de ce §.
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2) Une fonction f(x,y) de I-re classe relativement a chacune des variables
peut étre non mesurable B (méme non mesurable au séns de Lebesgue)?).

Soit, en effet, sur le plan euclidien .\'>< !/, A un ensemble non bo-
relien situ¢ sur une circonférence (ou encore: un ensemble non mesurable
superficiellement au sens de Lebesgue qui n’a que tout au plus deux points
communs avec chaque droite paralléle & un des axes). La fonction caracté-
ristique de A est non mesurable B (voir N°I), tandis que par rapport & cha-
cune des variables elle est de [-re classe, puisqu’elle s’annule partout, sauf en
deux points (au plus).

VI. Fonctions complexes. Chaque couple de fonctions
x = f(¢),y = g (£) définit une fonction ,complexe” z = /i (¢), ol 2
désigne le point (x, y) du produit .\’ { !/ et ¢ parcourt un espace 7.

1. Les espaces X et !f étant séparables, la condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction z = h(t) soit de classe o est que les
fonctions f(t) et g (t) (les ,coordonnées* du point z) soient de classe a.

Nécessgité. (G étant un sous-ensemble ouvert arbitraire de <\,
G < If est ouvert et, la fonction % (f) étant de classe o, I’ensemble

I (R (@) G 1f] est de classe « additive; comme il coincide avec
t

f7(G) en vertu de Péquivalence {f(£)cG} {h(f)e G X U},
fonction f (f) est de classe o.

Suffisance. Soient R}, R., ... la base de ’espace \" et 5, S,, ...
la base de /. La double suite R, < S, constitue alors la base
de P'espace .\ /f (p. 141). Il suffit donc (cf. N°II) de montrer
que Pensemble 2~'(R, <X §,) est de classe a additive. Or, I’équiva-
lence évidente {4 (£) e Ry X Su}=-{f(£)e Ru} - {g (£) ¢ S,} implique que

h=Y(Rm < Sy) =‘-{2‘ {f(@)eRu}-{g(®)e Sy} :"1; {f(&)e Ry} {ﬂv{g(t) e Sy} =

=f(Rn) &7(S)) et, les fonctions f et g étant par hypothése de
classe o, les ensembles f~'(Rn) et g—'(S,) sont de classe ~ additive;
leur partie commune % ~'(R, X S,) 'est donc également.

Les considérations précédentes s’étendent au produit dénom-
brable. Soient notamment .\, \,,... une suite d’espaces sépa-
rables et 3 (f) une fonction dont les valeurs appartiennent au pro-
duit dénombrable .\, X\, X ... La fonction j;(f) représente donc

Y W.Sierpinski, Sur un probléme concernant les ensembles mesura-
bles superficiellement, Fund. Math. 1 (1920), p. 114 et lnnkue przedstawialne ana-
litycznie, Lwow 1925, p. 68.
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une suite de fonctions: 3, (£), 3, (¢), ... Pour que la fonction ;(t) soit
de classe o, il faut et il suffit que chacune des fonctions 3 (t) le soit.

La nécessité de cette condition se démontre comme au-
paravant, car on a I'équivalence {3 (£)c G} - {3(£) e(G X\, X X))

Pour en prouver la suffisance, désignons par Rn, olt
m=1,2, .., la base de Pespace .\;. Les ensembles de la forme
Ri X Rie X eo. X Rig, X Vg1 X Vuge X .. constituent alors la base de I'es-
pace ;X\, ¥ (p. 148). 1L vient: 3= (R, X X R, X Vg K Vppe K00 =
——l,' 0@ e Re] oo [3u(® & RE] [z () € Vua ] [ing2(8) € Vg ] - o} =

= ‘rl(R;,) o dn (R ) T-T-..
Les n premiers facteurs de ce dernier produit étant des en-
sembles de classe o additive, ’ensemble total I'est aussi, c. q. f. d.

En rapprochant les théorémes précédents du théoréme sur
la superposition des fonctions (N°I11), on parvient a I’énoncé suivant
sur les fonctions composées:

2. Si chacune des fonctions y;= fi(x;) est de classe o. et la fon-
ction z = g (Y, Ya, ...) est de classe B, la fonction g [f,(x,), fo(%,), ...]
est de classe o+ 3 (les espaces !/; étant supposés séparables).

Si Pespace séparable Y; s’obtient de Uespace X; par une trans-
formation de classe o, Pespace “1f, < lfy < ... s"obtient de \'; <X .\, >,
également par une transformation de classe ». Notamment, si fi (x)
est la fonction de classe o transformunt N;en ‘i et 3 =[3', 3% .. ]est
un point variable de .\'; X X, < ..., la fonctionn (3) = [ f,G")s f2(3%), -.-
est la fonction demandée.

Car les fonctions 3’ étant continues, les coordonnées fi(3') du
point variable v () sont des fonctions de 3 de classe o et d’apres 1
la fonction y (3) est aussi. En outre, g[y ()] est de classe 2 4 .

VII. Image de I’équation y = f(x). Soit ‘Yf unespace séparable.
1. Si f(x) est de classe o, l'ensemble | = [ [y = f (x)] est de
xy

classe o multiplicative,
2. Si, en outre, A est de classe B dans X' X I, la projection

P de IA sur l'axe X est de classe « + 3 (multiplicative ou addmve
suivant la classe de A).

ad 1. Considérons la fonction ¢ (x,y)=|y — f(x)|. On a évi-
demment [ [y =f(x)] = F'[¢ (x,y)=0]. Or, la distance |y —y'|
xy xy
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étant une fonction continue des variables y et y' (p. 89), % (x,y)

est de classe o d’aprés N° VI, 2 (en y substituant iy, —y,(a g(y;, y,)).

L’ensemble [/ [z (x, y) = 0], comme identique & =1 (F) ou F est

Xy .

composé du nombre 0, est par conséquent de classe = multiplicative !).
En particulier, si f est une fonction continue, son image est

fermée (voir d’ailleurs § 23, XI); si f est de I-re classe, son image

est un G;. Cependant les énoncés inverses sont en défaut.

ad 2. La fonction £(x) =[x, f(x)] étant de classe 2 (N°VI, 1),
Pensemble P == i—1(A) est de classe o 4 § (N°III).

VIII. Limite de fonctions*). Considérons au préalable un en-
semble fermé F et une suite de points tels que lim y» = y. Soit S, la
sphére ouverte de centre F et de rayon !/n (voir p. 86). Nous allons
démontrer que pour que ye F, il faut et il suffit qu’a chaque n
corresponde un £ tel qu’on ait y.4.. = S, en symboles logiques:

(i) {yeF) - Inl ;J Wnir & Sn).

En effet, d’'une part, si yeF, tous les points y. & indice
suffisamment grand satisfont a légalité |y, —y|<1/n, donc a la
formule y» € S»; on peut par conséquent admettre comme £ un
indice arbitraire suffisamment grand. D’autre part, si y non-¢ F,
il existe en vertu de la formule F=[] S, un m tel que y non-cS,,.

n

L’égalité y=limy, implique alors quwa partir d’un indice n > m
tous les points y,4+ sont situés en dehors de S,, donc en dehors
de S, ce qui prouve que le membre droit de (i) n’est pas vérifié.

1. La limite d'une suite convergente de fonctions de classe o
est de classe o 4+ 1.

1) F.Hausdorff, Mengeniehre, p. 269. Pour le cas d'une fonction
réelle, voir W. Sierpinski, Sur les images des fonctions représentables ana-
Iytiquement, Fund. Médth. 2 (1921), p. 78. Pour le cas général jai donné (dans
ma note citée de Fund. Math. 17, p. 277) une autre démonstration basée sur
la formule suivante ,de la séparation des variables*

(.V:*’y’)':ﬁ%?(ys ‘;_.'/-R”) (¥ = Rn),

ou R, R, ... est la base de l'espace.
2) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 267.
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Posons f(x) = lim f,(x). Il vient en vertu de (i):

{f(x)e F} - ["I a§ { frin(x) € Su}

d’ou
@) fTE) =[x e =1 X I [ farsx)e Sil= 1| 2 £l S0,

Or, les fonctions f,(x) étant supposées de classe 2, I'ensemble
fii(S,) est de classe a additive et, par conséquent, 'ensemble f~1(F)
est de classe o <4 1 multiplicative, c. q. f. d.

Ainsi, en particulier, la limite d’'une suite de fonctions conti-
nues est de l-re classe. La limite d’une suite de fonctions de
classes finies est de classe o - 1.

2. La limite d’une suite uniformément convergente de fon-
ctions de classe o. est de classe a.

En effet, la convergence étant uniforme, il existe une suite

d’entiers (croissants) m, telle que 'on a |f (X) — fi,4+#(x)| < Y/n pour
chaque x et chaque k >> 0. Nous en déduirons I'équivalence

S8 Fy o 1] Umyra) € S

Posons, pour abréger, y = f (x) et y, = fu(x). Or, si I'on sup-
pose que ysF, on a y,,,”+;,eS;, pour chaque n et k, puisque
|V — Ym,+#|</n. Inversement, si Pon suppose que le membre droit
de Iéquivalence est satisfait, on a yn, ¢ S» pour chaque n, d’ou
0 (Ym,, F) < Yn et, p (y, F) étant une fonction continue de I'argu-
ment y (§ 15, IV, (5)), I’égalité y = lim y., implique que p(y,F)=0,
donc que yeF. T

Ceci établi, il vient f~1(F) = [I I;I frmoa(Ss) et, I'ensemble

frmiss(Ss) étant de classe « multiplicative, il en est de méme de
Pensemble f—'(F). La fonction f est donc de classe a.

En particulier, la limite d'une suite uniformément convergente
de fonctions continues est continue. La limite d’'une suite unifor-
mément convergente de fonctions de classes finies (croissantes) est
de classe o.
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Remarque. La convergence uniforme n’est nullement une condition n é-
cesgsaire pour que la fonction f(x)==lim f,(x) soit de classe o. En voici une
condition nécessaire et suffisante (I'espace !/ étant supposé sépa-
rable): pour ('haque € >0, il existe un indice n aussi grand qu'on le veut et tel

que l'ensemble ]’ f(xX)—f,(0) << e} est de classe o additive’).

Cette condition est nécessaire, car la fonetion o,(x) = ! f(x) — f,(x)
est selon NY VI, 2 de classe «, comme la superposition d’une fonction continue
(de la distance, voir § 15, VI) et de deux fonctions de classe «.

Elle est aussi suffisante. En effet, elle implique (pour € fixe) 'exis-
“tence d'une suite d’entiers croissants & <k, <... tels que les ensembles

I, = I’,' {F () —-fk”(x)i < e} sont de classe « additive. Or, la suite [ (x) étant
X

convergente, il vient .\ == F, -} F, -+ ... et, chacune des fonctions f, étant de

o [

classe «, on a (N'11): .\ =~‘_,/"_ X L7 on ilf, (ZD]<<e ot ZI est
=1

i- n,i-
de clagse « additive. Les ensemhles E,- 7} étant de classe o additive, il suf-

fit (en vertu du méme théoréme du N°1I) de montrer que & [f([5,- Z])] <7 3e.
Soient dome ., et x, deux points de £, -Z}. 1l vient

Fley) “‘f/f”(-\'t) [<le, [ f(x) —f,“"(X-‘) e et ifk”(xl) —fk”(x':) | <,
dou | f(x) —f(x) <3 e q. f. d.

3. Y étant .séparable, chaque fonction f(x) de classe o >0
est la limite d’une suite uniformément convergente de fonctions f,(x)
de classe u telles que tous les ensembles f,("X) sont isolés?).

L’espace “)f étant séparable, il existe pour chaque € > 0 un
ensemble isolé / tel que chaque point de cet espace est situé a dis-
tance <<e¢ d’un point de / (voir p. 91, remarque 1). Soit: /=[y,¥,,...]
une suite (finie ou infinie) composée d’éléments distincts. Posons

Ap = E{?f(x) —yr 7€), Bue=[{If(x) *‘}’A | > 2 €}

Ay

) (ette condition est due & M. Szpilrajn (ef. B. Gagaeff, L cit,

p 187). Pour d’autres conditions nécessaires et suffisantes voir ibid. et
. Hahn, Reelle Funktionen, p. 309.

¥) Pour le cas des fon(.txons réelles ef. Ch. de Ia lelee Poussin,
Intégrale de Lebesgue..., p. 118, S. Kem pisty, Fund. Math. 2 (1921), p. 135,
W. Sierpinski, Fund. Math. 6 (1924), p. 4 et pour le cas généml S. Ba-
nach, Ueber analvtisch darstellbare Operationen in abstrakten Riumen, Fund.
Math. 17 (1931), p. 287.

Si I'espace est totalement borné, le terme isolé peut étre remplacé par
fini (voir § 15, IX).
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Les ensembles A, et B, étant disjoints et de classe a multi-
plicative, il existe (d’aprés le théoréme de séparation § 26, VII)
un ensemble F, ambigu de classe « et tel que Ay (C Fi et Fi-Br=0.
Par définition de /, on a X = A, + A, 4+ ..., dou X =F, + F, +..

La fonction g (x) définie par les conditions: g (x) =y, pour
xeF, et g(x)=yr pour x¢Fy— (F, + ... + Fi—), est de classe a.
Car l'ensemble g-'(y:), comme identique a Fy — (I, + ... + Fi—1),
est de classe o additive (i1 est méme ambigu de classe a) et,
les valeurs de la fonction g formant un ensemble dénombrable,
Pensemble g—!(G) est de classe o additive, quel que soit G.

De plus, on a |f(x) — g (x)| < 2 € pour chaque x, car I’égalité
g (x) = yx entraine x & F, (C X — By.

Ceci établi, on définit la fonction f,(x) comme égale a g (x),
le nombre € étant supposé égal a !/n.

IX. Représentation analytique. La famille des fonctions représentables
analvtiquement est, par définition '), la plus petite famille de fonctions qui
contient: 1) toutes les fonctions continues, 2) les limites des suites conver-
gentes des fonctions qui Jui appartiennent. Ces fonctions sont rangées en
classes de la fagon suivante: 1° les fonctions continues sont de la clusse 0,
20 les limites des fonctions représentables de classe « sont des fonctions re-
présentables de classe « 41, 3" » étant un nombre limite, une fonction repré-
sentable de classe » est la limite d'une suite uniformément convergente de
fonctions représentables de classes < 1.

Dans le cas ou Pespace !/ (qui contient les valeurs des fonctions con-
sidérées) coincide avec I'ensemble des nombres réels, on a le théoréme fonda-
mental d'identité de la classe o des fonctions mesurables B d la classe w des fon-
ctions représentables analytiquement (\" étant un espace métrique arbitraire) ¥).

Dans le cas général o ‘1f est un espace métrique queliconque, on ne
peut qu'affirmer (en tenant compte des théorémes du N° VIII) que les fon-
ctions représentables analytiquement de classe « sont mesurables /3 de classe «,
tandis que la réciproque n'est pas en général vraie?) (on le voit, en
envisageant la fonction caractéristique d’un seul point de l'anxe .\, espace /f
étant composé des nombres 0 et 1; cette fonction est mesurable de classe 1,
mais n'est pas représentable analytiquement). La différence essentielle entre
les deux genres des fonctions est que la mesurabilité B (et méme la classe)

) Voir R. Baire, Thése, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), p. 68.

) F. Hausdorf{f, Mengenlehre, Chap.9 et H. Lebesgue, op. cit. p. 168,

3) Cependant, comme P’a démontré M. S. Banach (Ueber analytisch
darstellbare Operationen in abstrakten Riumen, Fund. Math. 17 (1931), p. 285),
chaque fonction mesurable 53 se laisse obtenir a l'aide des passages a la
limite a partir des fonctions mesurables B de classe 1.
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d'une fonction f ne dépend pas des points de l'espace i qui ne sont pas des va-
leurs de f, tandis qu’une fonction peut devenir représentable, si on augmente
Pespacd !/ (si on remplace dans Pexemple précédent I'espace !/ par Pinter-
valle 01 tout entier, l1a fonction considérée devient représentable de I-re classe).
En effet, si un sous-ensemble !/, de P’espace !/ contient toutes les valeurs
de la fonction f, on a Péquivalence évidente {f(x)c G Yy}~ {f(x)c G}, d'on
f-(G* Yo)==f-YG) et, chaque ensemble ouvert dans !/, étant de la forme
G- !fy on G est ouvert (dans ‘!/), on n’altére pas la classe de la fonction f,
en restreignant Pespace !/ a /.

Cependant le théoréme de Pidentité subsiste dans le cas général de
Pespace séparable, si 'on admet que la fonction mesurable donnée peut étre
approchée par des fonctions dont les valeurs débordent Pespace Y. Notam-
ment, d’aprés le théoréme d’Urysohn, ',//' peut étre considéré (au point de
vue topologique) comme un sons-ensemble du cube fondamental de Hilbert IR,
or, dans e [e théoréme d’identité est valable,

Soit, en effet, f(x) une fonction dont les valeurs appartiennent a IR
c. a d. f(x) == If(')(x), f(z)(x), ...], chacune des fonctions f(i)(x) étant a valeurs
réelles. Si 'on suppose que f(x) est une fonction mesurable B de classe «,
chacune des fonctions f‘“(x) I'est également (N°VI); comme une fonction
a valeurs réelles, f(i)(x) est donc représentable analytiquement de classe .a,

Reste a prouver que, 8i chacune des fonctions f(i’(x) est représentable ana-
Wtiquement de classe o, la fonction f(x) lest également (théoréme, qui est d’ail-

leurs vrai, lorsqu’on considére au lieu de .7 un espace métrique arbitraire //).

Procédons par indnection. Dans le cas =0, c. 4 d. dans le cas d’une
fonction continue, I'’énoncé a été démontré au § 14, IV.

Admettons done que chacune des fonctions f(i)(.’c) soit représentable de
classe a--1. 1l g’agit de prouver qu’il en est de méme de la fonction f(x).
On a, par hypothése f‘“(x):limff?(x) ol fff)(x) est de classe «. Il vient

H oo
par définition de la convergence (§ 14, IV): f(x)=lim f,(x) et,’énoncé étant
n=oo
supposé vrai pour a, f,(x) est représentable de classe « et f(x) de classe « --1.

Supposons finalement que chacune des fonctions f(‘.’(x) soit représen-
table de classe », oit % est un nombre limite. Par conséquent f(i)(x) = limf(,f’(x),
. N=ec

la convergence étant uniforme (pour i fixe) et chacune des fonctions fﬂ,")(x)
étant de classe < . Posons g,(x) = f{)(x), fP(x), ..., FP(x), FI(x),...

Le théoreme étant supposé vrai pour a< i, la fonction g,(x) est de
classe < .. En outre, f(')(x)=lim gff)(x) et la convergence est uniforme
N==co

(puisque gff’(x):fff’(x) pour n>i). Cela implique (§ 24, VIII) que la suite
g,(x) converge uniformément vers la fonction f (x).
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X. Théorémes de Baire sur les fonctions de I-re classe?).
Rappelons d’abord que y = f(x) étant une fonction arbitraire,
Pensemble D de ses points de discontinuité remplit la formule

ou G parcourt la famille des ensembles ouverts et F celle des
ensembles fermés de ’espace U/ (cf. § 13, III (3)).

Si I'espace U est séparable, la formule (1) peut étre remplacée
par une formule qui ne comporte que la sommation dénombrable:

(@ D= ; {7 (Ry) — Int [/TH (R} = %7 {F~4S) = F7(Sw)}

ou S, = !/ — R, et la suite R, R,, ... forme la base de I’espace V.
Soit, en effet, G =3 R, et xef~(G)—Int[f~(G)]. Donc

f(x)e G, d’ou f(x) R, C G, pour un certain indice #. Cela impli-

que que f~'(R:,)) C f~Y(G), donc que Int[f~'(R.,)] C Int[f~(G)]
Ainsi x ¢ f~Y(R,) — Int [ f~'(R:,)]. De la résulte la premiére partie
de la formule (2). La deuxiéme s’en déduit en vertu des égalités:
R =X — fSy) et Int (X — Z) =\ —Z, qui impliquent que
Int [f~Y(R)] =X — fﬁT(S;l_)

Ceci établi, passons a la démonstration des théorémes.

Théoréme 1. Lensemble des points de discontinuité d'une fon-
ction mesurable B de I-re classe est de I-re catégorie (Vespace “!f
étant supposé séparable).

En effet, I'ensemble S, de la formule (2) étant fermé, I'en-
semble f—!(S,) est par hypothése un G;. Par conséquent, I'ensemble

f~U(S) —f~S») est un F,; comme ensemble de la forme X -- X

c'est un ensemble frontiére (§ 8, IV), donc un ensemble de I-re
catégorie (§ 10, II). Comme somme d’une série d'ensembles de
I-re catégorie, 'ensemble D est encore de I-re catégorie.

Corollaire. f(x) étant une fonction de I-re classe et A étant
un sous-ensemble arbitraire de l'espace X, Pensemble des points de

1) Voir la Thése de R. Baire. Les fonctions de I-re classe jouemt un
grand rdle dans les applications; telles sont p. ex. les fonetions semi-continues,
monotones (plus généralement: & variation bornée), les fonctions dérivées.
Elles seront appliquées aussi dans 1'étude des espaces compacts,
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discontinuité de la fonction partielle f(xi! A) est de I-re catégorie
relativement ¢ A.

Théoréme 2. Une fonction ponctuellement discontinue sur tout
ensemble fermé est mesurable B de I-re classe (I'espace X étant sup-
posé séparable).

Soit, en effet, Fun sous-ensemble arbitraire fermé de 1'espace Y.
11 s’agit de prouver que I’ensemble f—!(F) est un G;.

Posons Y — F=F, 4+ F,+ ..., série d’ensembles fermés.

Nous allons appliquer au couple d’ensembles f -!(F) et f~'(F,)
~ (pour n fixe) le théoréeme § 12, III, 1°, d’aprés lequel, £ et / étant
deux ensembles tels que Péquation X = XE-XH ne posséde que
la racine X =0, il existe un ensemble D développable, donc selon
§ 19, Il (1) un G;, assujetti aux conditions E (D et HD = 0.

Admettons 4 ce but que X = X"f;‘(F')'X:f'A“(F‘;,V). Supposons,
par impossible, que X 54 0. L’ensemble X étant fermé, il existe
par hypothése un point de continuité p de la fonction partielle
g(x)=f(x X). On a (§8 1L 14): pe X C X f(F) = g~'(F)
et, en vertu de la continuité de la fonction g (x): g (p)c gg—'(F),
d’ou finalement f(p) e F, puisque g(p)=7(p) et gg~'(F)(CF=F.
D'une facon analogue, linclusion X (C X f~(F,) implique que
f(p)e F.. Mais cela est impossible, car F- F, = 0.

Ainsi X' = 0. Il existe donc pour chaque n un ensemble D,
qui est un G; tel que f~Y(F) C D, (C X — f~'(Fp).

I vient f(F) C I D, C 11 (X = fUF) =X — X f(F) =

= X fRSF) = X~ fY = F) = X = [X = fUF)| = f~(P), d'oi

n

f~XF) =[] D, et, chacun des ensembles D, étant un Gj, I’ensemble

f \(F) Pest également.

Remarques. 1) La discontinuité ponctuelle de la fonction f(x) sur tout
ensemble fermé équivaut @ [l'existence d'un point de continuité de la fonction
S (x{A) sur tout ensemble A fermé et non vide. Ce n’est en effet que cette der-
niére condition qui intervient dans la démonstration du théoréme 2.

2) Le terme fermé peut étre remplacé dans I'énoncé du théor. 2 par
parfait. Car chaque point isolé est un point de continuité.

Il en résulte aussitot (§ 9, VI, 5) que si 'ensemble des points de dis-
continuité d’une fonction est clairsemé (done, en particulier, s'il est fini), la
fonction est de I-re classe.

3) Dans les espaces complets (cf. § 30) la thése du corollaire du théor. 1
fquivaut a Phypothése du théor. 2, de sorte que chacune d’elles caraciérise les
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fonctions de I-re classe. Cependant dans les espaces non complets la pre-
miére n’est pas suffisante (si Pon admet ’hypothése du continu: R, = )
et la deuxiéme n'est pas nécessaire pour qu'une fonction soit de I-re classe.

En effet, il existe d’'une part (voir § 36) un espace séparable F de la
puissance X: tel que chaque fonction définie sur £ satisfait a la thése du
corollaire. Or, la famille des fonctions réelles définies sur £ étant de la
puissance X et la famille des fonctions mesurables B étant de Ia puissance ¢

(N°]), linégalité ¢ < o (qui résulte de I'hypothése du continu) entraine
I'existence des fonctions non mesurables B qui satisfont a la thése du corollaire.

D’autre part, la fonction caractéristique d’un ensemble qui est un Frj et
un G; mais qui n'est pas développable en une série alternée d'ensembles

fermés décroissants (tel est p. ex. un ensemble dense et frontiére dans l'espace
des nombres rationnels, cf. § 19, III, remarque 2) est une fonction de I-re classe
(N°I) mais ne satisfait pas a I'hypothése du théor. 2 (§ 13, VI).

4) Chaque fonction f de I-re classe est effectivement de l-re classe (dans
le sens admis p. 109). Notamment, la démonstration du théor. 2 permet de définir

pour chaque ensemble fermé F('// une suite d’ensembles ouverts G, X de
facon que f—'(F) = G, - G,-.. (car chaque ensemble développable D est un Gy
effectif, voir p. 112). Cela permet aussi, dans le cas oi les valeurs de f sont
réelles, de définir une suite de fonctions continues qui converge vers f (de
sorte que f est effectivement une fonction représentable analytiquement de
I-re classe) !).

§ 28. Fonctions jouissant de la propriété de Baire.

I. Définition. Soit f(x) une fonction qui transforme I'espace .\ en
sous-ensemble de l'espace !/. La fonction f Jouit de la propriété de Baire, lorsque,

quel que soit ['ensemble fermé F (contenu dans (]/), lensemble f-(F) jouit de la
propriété de Baire.

En tenant compte du fait que le complémentaire d’'un ensemble a pro-
priété de Baire jouit également de cette propriété, on peut remplacer dans
cette définition le terme fermé par ouvert.

D’autre part, la somme et le produit d’une suite infinie d’ensembles
a propriété de Baire étant des ensembles ayant aussi cette propriété (§ 11, III),
on en conclut que si f est une fonction a propriété de Baire et si X est un en-
semble borelien, f--'(X) est un ensemble a propriété de Baire,

Chaque ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire, on déduit
directement de la définition que chaque fonction mesurable B iouit de la pro-

') en se servant par ex. du procédé décrit par M. Hausdorff, Men-
genlehre, Chap. 9. Cf. Ch. de 1a Vallée Poussin, /ntégrales de Lebesgue...,
'p. 107 (,Probléme de Baire) et ma note Fund. Math. 3 (1922), p. 100, out je
donne a I'aide de la méthode générale de I’élimination des nombres transfinis
une solution de ce probléme sans ’emploi des nombres transfinis.
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priété de Baire. (C’est une des propriétés les plus importantes, communes
a toutes les fonctions mesurables B,.donc a toutes les fonctions représentables
analytiquement (voir aussi N°II).

Remarque. 1’ensemble f-Y(X) ot X jouit de la propriété de Baire, peut
étre dépourvu de la propriété de Baire, méme lorsque la fouction f est con-
tinue et X non-dense. Tel est Pexemple suivant: X = C, W——- J, f est Piden-
tité: f(x)=x et X est un ensemble situé dans X oet dépourvu de la pro-
priété de Baire par rapport a -\.

II. Equivalences?). [la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fon-
ction f(x) jouisse de la propriété de Baire est I'existence d’'un ensemble P de [-re taté-
gorie (dans \) tel que la fonction partieile f(x.\"— P) soit continue (on dit alors
que la fonction f(x) est continue, en négligeant les ensembles de I-re catégorie).
L’espace Cy est supposé séparable.

Nécessité. 1l sagit de définir un ensemble P de I-re catégorie tel
que la fonction g(.v)::f(x.\' — P) soit continue, c¢. & d. que, // étant un en-
gemble ouvert arbitraire (dans ‘!f), 'ensemble g- !(H) soit ouvert relative-
ment A .\ — P

Soit S, S, ... la base de Pespace ‘Y On a done H= Sk‘—{—Sk?—{—.,. Par
hypothése f-1(S,) est un ensemble a propriété de Baire; il vient par défini-
tion de cette propriété (§ 11, I): f~(S,) = G,—P,+ R, ou G, est ouvert
et P, et R, sont de I-re catégorie.

Posons P = (P, 4+ R)+ (P, 4+ R.) +.. La formule g--\(H) = f—'(H)— P
(§ 3, 11, 14) donne g-'(H) = X [f (S, )] — P = .:_,’ ((Gy, — Py, -+ Ry ) — P et

n
comme 1”,‘." -+ l\’k” P, on a (Gk" — p"n -+ R/"n) — P == Gkn — P. Done

S’W . \"' . N
g-W(H) = (‘-_, (lk") — P et, 2 (lk" étant ouvert, g -'(H) est ouvert dans .\ — P,
n n

Suffisance. Soit 7 un ensemble de l-re catégorie tel que la fon-
ction g (+) = f (x.\ — P) est continue. H étant un ensemble ouvert arbitraire, la
continuité de g (x) signifie (§ 13, IV (3)) que I’ensemble g—'(H) ==f~‘(H)—P
est ouvert dans 'X——P, c. a d. qu’il est de la forme G— P o G est ouvert
(dans \). 11 vient f-'(H)=f WHY— P+ f-(H)-P=G—P-+f-'(H) P. Or,
P, et par conséquent f—!(/7)- P, étant des ensembles de I-re catégorie, la dé-
composition de f—'(/{) montre que cet ensemble jouit de la propriété de
Baire, c. q. f. d.

') Voir ma note La propriété de Baire dans les espaces métriques, Fund.
Math. 16 (1930), p. 391. Cf. O. Nikodym, Sur la condition de Baire, Bull.
Acad. Pol. 1929, p. 595.
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En rapprochant ce théoréme des conclusions du N° précédent, on voit
que chaque fonction mesurable B et, i plus forte raison, chaque fonction repré-
sentable analytiquement est continue, lorsqu'on néglige les ensembles de I-re ca-
tégorie V).

I1 en résulte aussi que, étant donné un ensemble arbitr: \ire, la propriété
de Baire de cet ensemble et de sa fonction caractéristique sont équivalentes ®).

1II. Opérations sur les fonctions jouissant de la propriété de Baire.

1. Superposition des fonctions. Si la fonction y = f(x) jouit de la propriété
de Baire et la fonction z = g (y) est mesurable B, la fonction h(x) == gf (x) jouit
de la propriété de Baire.

Car h—Y(F) == f-'|g ()] et g '(F)étant mesurable B, 'ensemble f-1|g—(F)]
posséde la propriété de Baire.

Remargue. Dans le cas inverse, ot f est mesurable B, tandis que g pos-
séde la propriété de Baire, la fonction gf peut étre dépourvue de cette pro-
priété: considérons notamment Pexemple du NI et soit g(v) la fonection

caractéristique de X (regardé comme un sous-ensemble de l'espace ':,’/).
9. La limite d’une suite convergente de fonctions d propriété de Baire jouit
encore de cette propriété.

C’est une conséquence directe de la formule § 27, VII (ii):
v o
IRGEN R [ 70 ias,)],
n It

o S, déeigne la sphére de rayon !'/n ayant pour centre l'ensemble fermé I
KEn effet, f (S,,) ayant la propriété de Baire, il en est de méme de chaque
ensemble qui s’en obtient par des additions et des multiplications dénombrables.

Remarque. On pourrait aussi démontrer directement que la limite d’une
suite de fonctions ,contipues en négligeant les ensembles de l-re catégorie” est
une fonction du méme genre. Soit notamment P, un ensemble de [-re ca-
tégorie tel que la fonetion partielle f,(x:.\'— P,) est continue. Posons
P:=P, -+P,4+.. Done f,,(x..\"——P) e¢st continue, quel que soit n; f étant la
limite de f,, on en conclut que Fi. V' —P) est de I-re classe (sur .Y —-P).
Or, les points de discontinuité d’'une fonction de I-re clagsse formant un en-
semble de I-re catégorie (§ 27, X, coroll.), ’ensemble R des points de discon-
tinuité de la fonctmn S (xi. X — P) est de l-re catégorie dans X — P, donc dans
I’espace X' tout enher. Ainsi, la fonction f(x. V—p— R) est continue et
I'ensemble P+ R est de I-re catégorie.

1) Cet énoncé provient de R. Baire, C. R. Paris, t. 120 (1899), p. 1010.
Cf. ma note Sur les fonctions représentables analytiquement et les ensembles de
premiére catégorie, Fund. Math. 5 (1924), p. 82.

*) Cet énoncé est di aM Lusin.
C. Kuratowski, Topologie I. 13
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3. Fonctions de plusieurs variables. Si la fonction f(x) jouit de la pro-
priété de Baire et si on pese g (x,y)=f(x), 1a fonction g (x,y) jouit de la
propriété de Baire relativement au produit X X!, Car g—'(G)=f—(G) X !f
et la propriété de Baire est invariante par rapport a la multiplication par un
axe (§ 23, VII).

En tenant compte de cette invariance, on déduit de la formule (ii) du
§ 27, V que si la fonction f(x,y) est continue relativement a la variable x et
jouit de la propriété de Baire relativement & la variable y, elle jouit de cette
propriété relativement a la variable (x,y). L’espace 2\ est supposé séparable.

4. Le cas des fonctions complexes peut étre traité d’une fagon tout-a-fait
‘analogue a celle du § 27, VI. On parvient a la conclusion que f(f) étant une
fonction dont les valeurs appartiennent a un produit (fini ou infini) LU X2\ ,X ..
d’espaces séparables, la condition nécessaire et suffisante pour que cette fon-
ction jouisse de la propriété de Baire est que chacune des coordonnées du
point f(f) en jouisse.

5. Fonctions composées. En combinant les énoncés 1,3 et 4, on en conclut
que, si chacune des fonctions y; = f;(x;) jouit de l1a propriété de Baire et la fonction
z2=g (¥, Y ...) est mesurable B, la fonction composée z = g [f(x)), fu(x.),...] en
jouit également. Les espaces j/i sont supposés séparables.

6. Image de U'équation y = f(x). Reprenons Pidée du raisonnement du
§ 27, VII. La distance étant une.fonction continue, la fonction f(x) étant
supposée pourvue de la propriété de Baire et !/ étant séparable, y—f(x)] est
d’aprés 5 une fonction & propriété de Baire de deux variables. Donc /'en-

semble | =—"1’: [ily — f(x): = 0] jouit de la propriété de Baire.
Xy

Remarqgues. 1. Le théoréme inverse n’est pas vrai: 'image de ’équation
y==f(x) peut jounir de la propriété de Baire, sans que la fonction f(x) en
jouisse. Nous reviendrons sur cette question au § 36, IV.

2. Daprés p. 143, XI si -\ et "/ ne sont de I-re catégorie en aucun
point (p. ex. s’ils sont complets), lensemble I est de I-re catégorie.

IV. Fonctions a propriété de Baire au sens restreint. On appelle
ainsi une fonction f(x), lorsque, quel que soit 'ensemble fermé F, l'ensemble
f-3(F) jouit de la propriété de Baire au sens restreint.

Cela revient a dire que, quel que soit Pensemble E, la fonction partielle
f(x\E) jouit de la propriété de Baire relativement @ E, ou encore (en raison du
théor. du N°II) que cette fonction partielle est continue, lorsqu’on néglige les en-
sembles de I-re catégorie relativement ¢ E. L’espace ‘J est supposé séparable.

En effet, 1a condition considérée est nécessaire, car en posant g (x) = f(x|E),
il vient (§ 3, 1, 14): g—(F) = E-f—(F) et, comme par hypothése ’ensemble
S--}(F) jouit de la propriété de Baire au sens restreint, ’ensemble g—!(F) jouit
de la propriété de Baire relativement a F; cela veut dire que la fonction g (x)
jouit de la propriété de Baire (relativement & F). Inversement, si I'on sup-
pose que, quel que soit F, I'ensemble g—'(F) jouit de la propriété de Baire
relativement a £, 'ensemble f—!(F) posséde la propriété de Baire au sens re-
streint; donc, 'ensemble fermé F étant arbitraire, f(x) la posséde également.
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Le domaine de variabilité de I’ensemble £ peut étre réduit, bien en-
tendu, aux ensembles parfaits ou aux ensembles fermés (cf. § 11, VI).

Chaque ensemble borelien jouissant de la propriété de Baire au sens

restreint (§ 11, VI), chaque fonction mesurable B en jouit également. Cependant
il existe des fonctions a propriété de Baire au sens restreint qui ne sont pas
mesurables B (voir § 35).
’ Les énoncés 1, 2 et 4 du N°III se laissent démontrer d’'une fagon tout
a fait analogue pour la propriété de Baire au sens restreint'). KEn outre, la
propriété de Baire au sens restreint d'un ensemble et de sa jonction caracté-
ristique sont équivalentes.

V. Rapports a la mesure (lebesguienne)?). f(x) étant une fonction
a valeurs réelles, définie sur un espace séparable X et jouissant de la propriété de

Baire, il existe un ensemble Z tel que :\' — Z est de I-ré catégorie ‘et que f(Z)
est de mesure nulle: mf(Z) = .

Considérons d’abord le cas ou f est une fonction continue.

Soit R=vr,,ry .. un ensemble dénombrable dense dans EY; f étant con-
tinue, il existe, pour chaque & et n, une sphére Sk,, telle que rksSk,, et

o[ f (Sk ") < -y d’ont m,f (Sk ") < ~ (m, désignant la mesure extérieure).

Il

Posons Z = 1] kZSk,, On a done Z&Z Si.n pour chaque n, dou
n=1 k=1 "’

f(Z)CZf(Sk . et par suite m, f(Z)- \4, m,f(Sy )< dott mf(Z) =

[

D'autre part -\ —Z = AN J X— \ Sk ,,} et R __, Sk » C€ qui prouve que

pour n fixe ZS,M est un ensemble dense et ouvert. -\ — Z Sk,n st dome
Prows}

non-dense et ) — Z est par conséquent de I-re catégorie.

Le cas ou f est une fonction jouissant de la propriété de Baire se ré-
duit au précédent. Car d’aprés le th.du N°Ilon a:X= P+ ¢\ — P), 1a fonction
étant continue sur X — P et P étant de I-re catégorie. Or, comme nous ve-
nons de montrer, il existe un Z tel que mf(Z) =0 et que .\ — P — 7 est de
I-re catégorie. L’ensemble Xz C(DC—P—-Z)—}-P est done de I-re catégorie.

1) Quant aux énoncés 3, 5 et 6, leurs démonstrations ne pourraient é&tre
appliquées a la propriété de Baire au sens restreint, qu'en s'appuyant sur l'in-
variance de cette propriété par rapport a la multiplication par un axe, in-
variance qui n’est pas jusqu'a présent établie (cf. § 23, VII).

) Ctf. W. Siédrpinski, Fund. Math. 11 (1928), p. 802. On trouvera
une application de ce théoréme au Chap. III, § 36.
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Espaces complets.

§ 29. Définitions. Généralités.

l. Définitions. Une suite de points py,p,, ..., Dn, ... (situés
dans un espace métrique) satisfait a la condition de Cauchy, lorsqu’a
chaque € > 0 correspond un 72 tel qu’on a [p, — pr| < € pour tout
k> n; autrement dit, lorsque lim 2 (E;) = 0, ot E, désigne l’en-

semble (p., Putis --).

Un espace métrique est dit complet '), lorsque chaque suite
satisfaisant 4 la condition de Cauchy y est convergente (c. a d.
qu’il existe dans cet espace un point p tel que p = lim p,).

Hieo

Remarque. La notion d’espace complet n'est pas une notion
topologique: lintervalle ouvert 02 x <1 n’est pas un espace
complet, tandis que l'ensemble de tous les nombres réels — qui
Iui est homéomorphe — est complet (en vertu du théoréme clas-
sique sur I’équivalence de la condition de Cauchy a la convergence
d’une suite de nombres réels).

Nous distinguons entre la notion d'espace complet au sens
métrique (qui vient d'étre définie) et celle d’espace complet au
sens topologique: a savoir, d’espace homéomorphe & un espace
complet au sens métrique °).

) Notion due @ M. Fréchet (These). Cf.-¥. Hausdor ff, Grundzige,
p. 315. 11 est a remarquer que les espaces métriques satisfaisant a l'ax. I de
M. R. L. Moore (Foundations..., p. 464) sont complets, voir J. H. Roberts,
Bull. Amer. Math. Soc. 38 (1932), p. 835. Cf. aussi W. Sierpinski, Fund.
Math. 6 (1924), p. 106.
?) C'est dans ce dernier sens que M. Fréchet emploie le terme es-
- pace complet. -
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II. Convergence et condition de Cauchy. Chaque suite
convergente satisfait a la condition de Cauchy.

Car, si I'on admet que p = lim p,, 4 chaque € > 0 correspond

N 7z=es
un n tel que l'on a 'pr — p| < €/2 pour k = n; donc p, — pr. < €.
Le théoréme inverse n’est pas vrai dans les espaces non
complets. Cependant: si une suite satisfaisant & la condition de
Cauchy contient une sous-suite convergente, la suite totale est con-
vergente (et converge vers la limite de la sous-suite en question).
Soit, en effet, p = lim pij- Le sens de ¢ et n étant le méme

~que dans la définition de la condition de Cauchy, soit m un in-

dice >n et tel que p;, —p|< e Comme i,>>m>n, il vient

{Pi,—Pr|<2€ pour £7>n. On a donc |pr—p <3¢, d'ott lim p, =p.
Rioo

Un espace dont chaque suite contient une sous-suite conver-
gente est nommé compact'). Ainsi chaque espace métrique com-
pact est complet.

IIl. Produit cartésien. Le produit cartésien \ X :lf de deux
espaces complets est complet, lorsquil est métrisé par la formule

Beal=V i x—x P4y =y o 5=(xy) et 3= (X, )
(cf. p. 88).

En effet, si la suite des points 3, i, ... satisfait a la condition
de Cauchy, les suites des abscisses x,, x,,... et des ordonnées
Vi Yo oo lui satisfont également, car |x,— Xe| <7 |3, — | et
| Yn — Y| <7 i3n — 3k!. Les espaces .\ et Y étant complets, ils con-
tiennent respectivement des points x et y tels que x = limx,

oo

et y=Ilimy,, d’ot (x,y) = lim 3,

Nemoo H=roes

Le théoréme précédent, valable pour chaque nombre fini
d’espaces, s’étend sur les produits dénombrables. Notamment, le
produit Xy XX, X ... d'une suite d'espaces complets est un espace
complet, lorsqu’il est métrisé par la formule

. FUSSY
=yl = S" Y S ’I_ ...'....:,
)] ‘)I ;:]2 1+lsl__l)l[
ou 3 désigne la suite 3!, 2, .. et y la suite y',y? ... (voir p. 88,
renvoi 2)).

') A D’étude des espaces compacts sera consacré le Chapitre IV.
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Supposons, en effet, que la suite 3, 3, ... satisfait a la con-
dition de Cauchy. Soit { un indice arbitraire fixe. A chaque €¢>0
(tel que 1—2/€>0) correspond un 7 tel que I'on a | 3. — 3 | <€, quel
que soit 2> n. 1l vient

i i

. 2l .
S ?‘.ﬁl.ﬂt,"f.’?l_:_ <2, don |y —3i|< 2'e = 1.
1403 — 3 ' 1-2¢ 1 _

2i¢
Ce dernier nombre tendant vers 0 avec €, on en conclut que la
suite 3f, 3%, ..., 3!, ... satisfait & la condition de Cauchy. L’espace \;

étant complet, il existe donc un ;' = lim 3}, d’ot 3= lim 3.

n=coa nN=oac

En particulier, l'espace euclidien ", 'espace ¢¥- des suites de
nombres réels, le cube n-dimensionnel 7, le cube fondamental % de
Hilbert, lespace ‘) des nombres irrationnels (comme la puissance
R, de l'ensemble des nombres naturels) sornt topologiquement
complets (c. & d. homéomorphes a des espaces complets).

IV. Espace o\ Si X est complet, lespace o\ pest égale-

ment '). De plus, toute suite {A,} extraite de lespace 2\ et satis-
faisant a la condition de Cauchy converge vers l'ensemble (non vide)
Lim A, (au sens établi p. 155), qui est aussi un élément de cet espace.

n==co

Soit, en effet, A,, A,, ... une suite d’ensembles-éléments de P
satisfaisant a la condition de Cauchy. Autrement dit: & chaque
€ > 0 correspond un 7 (¢) tel que

) n>>n(c) entraine dist (4., Aue) <c.
Posons L=Ls A,. Nous allons montrer que lim dist (L, A»)==0.
Nz oo
Il suffit de prouver que dist (L, Aue) < 2¢€, car on en con-
clura en vertu de (1) que dist (L, A,) << 3€ pour n> n (g).
Ainsi tout revient a montrer que
1° quel que soit pcL, on a p(p, Aue) < 2¢,
2° quel que soit ge A,e), on a p(q, L) << 2¢.
Or, R désignant la sphére (généralisée) fermée de centre A,
et de rayon ¢, on a, selon (1), A, (C R, pour n > n (¢) (§ 15, VII (2)).

') Théoréme de M. Hahn, Reelle Funktionen, p. 124, Leipzig 1932.
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Comme limite supérieure de la suite {A.}, 'ensemble L satisfait
a linclusion L C A, 4+ Awg1 + ... (cf. § 25, 1V, 8), d’ou L R,
ce qui prouve la proposition 1°.

Pour démontrer 2° posons n(¢/2¥) = n, (on peut admettre que
n, > ng_;) et envisageons la suite ¢., gn,. ... , gu;, ... définie par in.
duction comme il suit: on choisit dans A, un point g,, de fagcon
que gn, = q et !qu, — qun,_,| <€/2*71, ce qui est toujours possible
en raison de (1).

La suite ¢u, qn, ... satisfait a la condition de Cauchy, car
on a |qn, — qu,| <€/2¢~1 pour m > k. L’espace étant complet, la
suite converge donc vers un point / de cet espace. Par définition
de la limite supérieure, [ appartient a L. Comme, en outre,
| @n;, — qn.| <2€ quel que soit %, il vient |¢g — | < 2¢, dou la pro-
position 2°

Enfin, d'aprés le théoréme p. 158, la limite d’'une suite

d’ensembles {4,}, convergente dans I'espace 2*\, coincide avec ’en-
semble Lim A,, de sorte que L == Lim A,.

e Nzicma

V. Espace fonctionnel. Espace (3/%. Nous avons vu au
§ 15, VIII que la famille des fonctions bornées y == f (x) qui trans-
forment espace Y en sous-ensemble de ’espace ‘If peut étre congue
comme un espace métrique, lorsqu’on adopte la définition suivante
de la distance:

© fi= faimax FL)—f ().

Xeo
Si <f est complet, lespace fonctionnel considéré U'est également.

Supposons, en effet, que 'on ait |f, — fi| <€ pour k>n. Par
conséquent, pour x fixe, on a fu(x)— fu(x)] < e et la suite
f1 (x), f, (X),... satisfait a4 la condition de Cauchy. Posons donc
f (x) = lim fi(x). La suite f. (x) étant uniformément convergente,

les fonctions f, convergent vers f au sens de la distance (°).
I en résulte que [l'espace des fonctions bornées continues,

espace que nous désignons!) par {'Ij“\, est complet. Car la limite
d’'une suite uniformément convergente de fonctions continues est -
continue.

) par analogie a la puissance n' dans le théorie des nombres cardinaux.



200 Chapitre III. Espaces complets.

II en est de méme de l'espace des fonctions de classe a
(cf. § 27, VIII), de celui des fonctions mesurables B, de I’espace
des fonctions a propriété de Baire (cf. § 28, III).

V1. Ensembles G; dans les espaces complets.

Il résulte directement de la définition de I'espace complet que
tout sous-ensemble fermé d’un espace complet constitue lui-méme un
espace complet (avec la méme notion de distance).

D’aprés le corollaire p. 151, tout sous-ensemble G; d’un
espace métrique .\ est homéomorphe a un ensemble fermé situé
dans le produit cartésien X' X (¥ ou ¥ désigne P’espace des suites
infinies de nombres réels. Or, si I'on suppose que X est un
espace complet, Pespace X (X comme produit de deux espaces
complets, I'est également, ainsi que chacun de ses sous-ensembles
fermés. On arrive ainsi au suivant

Théoréme?). Chaque sous-ensemble Gy d'un espace complet est
homéomorphe & un espace complet, c. a d. est complet au sens topo-
logique.

Le procédé qui nous a servi i démontrer le corollaire cité de p. 151
permet de définir directement une ,nouvelle distance* dans un ensemble (ia,
de fagon que cet ensemble devienne un espace complet. Notamment, étant

donné un ensemble Q = G, - (.- .. oll (§; est ouvert, posons f(x) = - 1
1 (xy*\ - G,)
La nouvelle distance entre deux points x et vy de () est alors égale a
‘ 4 c:')) i i) — £
K=Y 2 e
ST — )

VII. Prolongement d’un espace métrique en espace complet.

Chaque espace métrique est isométrique & un sous-ensemble
d’un espace complet *).

Notamment, les suites 3§ ==[3} 32, ..., 3/, ...] extraites de l'espace
donné \' et satisfaisant 4 la condition de Cauchy sont les points

) Théoréeme de M. Alexandroff, Sur les ensembles de la premiére
classe et les espaces abstraits, C. R. Paris, t. 178 (1924), p. 185. Une simple démon-
stration a été donnée par M. Hausdorff, Die Mengen G in wvollstindigen
Raumen, Fund. Math. 6 (1924), p. 146. Pour le théoréme inverse, voir § 31, IL

*) Théoréme de M. Hausdorff, Grundziige, p. 315. La démonstration
de M. Hausdorff présente une généralisation du procédé bien connu de
Cantor-Méray de la définition des nombres irrationnels.
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de l’espace complet :\; la distance entre deux suites j et y est

définie dans Pespace ‘U par la formule

(0) == lim Ty,

i;‘—'-ﬁu
deux suites a distance 0 étant identifiées (cf. p. 83, remarque).

L’espace .\ ainsi défini est métrique. Car, d’une part Iinégalité
= = [ =y T =0 donne [3T =y — {3 =W ]
|3 -3 141y — ) et parconséquent, si les suites ; ety satmfont
a la condition de Cauchy, il en est de méme de la suite (numé-
rique) {3' —y'i, 13> —y?], ... L’existence de la limite lim |y —vy‘| en

i

résulte., Ainsi la distance se trouve définie pour chaque couple

d’'éléments de \

D’autre part, la loi du triangle est vérifiée, car linégalité
Py — 9 413 — wi| 2>y’ —w' donne par le passage a limite la formule
=04 —wi>jy—w.

Dans le cas ol pour chaque [ on a { = x et y ==y, il vient
évidemment |x —y;=]3—y{. L’espace X est donc isométrique

au sous-ensemble de X' composé de suites d éléments identiques.
Reste & prouver que l’espace -\ est complet.
Soit 3;y 32y« 5 3y ... une suite extraite de \. Il existe donc
une suite d’entiers positifs m,, m,, ..., m,, ... telle que
i -
(1) {3 — 301 < pour I > m,.
Supposons que la suite 3, 3§, ... satisfait 4 la condition de
Cauchy. Nous allons prouver qu’il en est de méme de la suite
3 = [, 3, ...], donc que j¢&.\, et qu’en outre ;= lim j,..

Nmzoo

Soit €>0. La suite 3, 3,, ... satisfgisant a la condition de Cauchy,
il existe un indice ¢ = ¢q (€) > /e tel que |3, — 344+ | < €, quel que
soit k. Il existe donc selon (0) une suite d’entiers ji telle que

2) ],;f]——g;+k!<e pour i > jg.

7 Iy m m ¥ [ [ [
L’inégalite ! 5(1(’ 501[!/‘6*% l S g e’ 5 i+ S:1 - 5;I+Ie |+ ‘5:/+/t ’—’;qtij;k l

implique d’aprés (1) et (2) pour i supérieur a my, j. et myi. que
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3 [ 3™ — ‘/+kl<—~+e+~ ------- <3¢
( ) 1 g 5 i q + k )
ce qui prouve que la suite 3 satlsfalt a la condition de Cauchy.
L'inégalité |3 — 3mi|<|3] —3mn|4|3mn—3M"| entraine en vertu

de (1) et (3) pour > m,, n>>q et i > q:

) fgfl—-*"’;'<1+6€<7e

On voit ainsi qu’a chaque €>> 0 correspond un indice g tel
que pour > g on a l'inégalité (4), pourvu que [ soit suffisamment
grand. En faisant croitre { a l'infini, il vient en raison de (0)
Tdn— 37 T, dott lim 3, = 3.

n=oo
Remarque. Si l'on identifie les points x de l'espace :\' avec
les sultes [x, x, x, ], lespace X, considéré comme sous-ensemble

de \ est dense dans ‘Y En effet, étant donnée une suite 3= [31,3% ...]

appartenant a E\., on a j=1im 3, ou j, = [3", ", 3", ...]. Car d’apreés (0)

o

[32 — 3| ==lim|3" —3"+| et, la suite ; satisfaisant i la condition

de Cau('hy,wll vient hm [3n —3]=0.

Treo

En particulier, si ‘X' est séparable, T lest également.

A. Espaces complets arbitraires (§§ 30—31).

§ 30. Suites d’'ensembles. Théoréme de Baire.

L’espace considéré dans ce § est supposé complet (séparable ou non).

I. Coefficient o (4). Nous désignons par o« (4) la borne
mferxeure des nombres € pour lesquels I’ensemble A se laisse
decomposer en un nombre fini d’ensembles de diamétre << e. L’éga-
lité « (A) = 0 signifie ainsi que A est totalement borné (p. 91).

Théoréme?'). Toute suite A, ) A, ) ... de sous-ensembles fer-
més non vides de Uespace X et tels que lim a (A,) = 0 converge

N=co
dans l'espace o\ vers Lensemble non vide A Ay

1) Voir ma note Sur les espaces complets, Fund. Math. 15 (1930), p. 303.
D’aprés un théoréme du Chapitre IV, Pensemble A, - A,-... est compact.
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Supposons d’abord que la suite {A.} ne satisfasse pas a la
condition de Cauchy. Il existe alors un € > 0 et une suite d’entiers
croissants {k,} tels que dist (4, Az,) > ¢c. On en conclut qu’il
existe une suite de points {p.} telle que p,c A, et p(pn, Ar,) > €,
car l'inclusion A, D) Ax, entraine p (A, x) = 0 pour chaque x ¢ Ay,

Soit m un entier tel que « (4») < e. Posons
An=2,4..+2 et 8(Z)<e

Les points pm, pmti, Pmiz,... appartenant a An, il existe parmi
les ensembles Z,,..., Z; un (on peut admettre que ce soit Z,) qui
en contient une sous-suite infinie pi, pi, ... Soit j un indice tel
que i;>>k;. Donc Ax; 1) Ai; et pije Ay, Les formules p; e Z,, pie Z,
et &(Z,) < e entrainent | p;, —p;;| < ¢, dou p (pi, Ax;) 5~ €, contraire-
ment a la définition de la suite {p.}.

Cette contradiction montre que la suite {A.} satisfait a la
condition de Cauchy, donc (selon § 29, IV) qu’elle converge vers
I'’ensemble Lim A,, qui coincide avec le produit A, A, ..., puisque
la suite est décroissante (§ 25, VI, 8).

Corollaire. Etant donnée une famille (dénombrable ou non)
d'ensembles fermés {F} tels que 1° le produit de chaque systéme fini
d’ensembles F, est non vide et 2° il existe des ensembles F, avec
a (F,) aussi petit que l'on veut,— le produit de tous les ensembles
F, est non vide.

Soit %, un indice tel que a (F,)) <'/». Posons P=F, -F, ..
Il vient « (P) =0, c. a. d. que P est totalement borné, donc sépa-
rable (p. 91). D’aprés le théoréme de M. Lindeldf (p. 102) appli-
qué a l’ensemble P, considéré comme I'espace, il existe une suite

d’indices Y, v, ... telle que Z, P—F, =2 P—F, donc que IIPE
; !
=[] PF,=[]F. Posons A,=F, -..- F, -F,-..-F, . 1 résulte du
L, ¢

théoréme précédent que HlPan =] ]l An5=0, d'on [[ F, 0.
n= n= [
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Il. Théoréme de Cantor!). Pour toute suite A, ) A, ..
d'ensembles fermés, non vides et tels que lim 8 (A,) = 0, l'ensemble

N2
A,-A,- ... se compose d'un seul point.
Cest une conséquence immédiate du théoréme N°I et de
Pinégalité o (A,) = ¢ (4,).

Le théoréeme de Cantor peut étre démontré plus directement. No-
tamment, en extrayant un point p, de chaque A,, on définit une suite satis-
faisant a la condition de Cauchy. La limite de cette suite étant un point de
chaque A, (puisque A, est fermé), elle appartient a4 A,-A,- ..

I est & remarquer que ce théoré¢me caractérise les espaces complets
(parmi les espaces métriques). Considérons, en effet, une suite p,, p,,... satis-
faisant a4 la condition de Cauchy; en posant 1:‘,,=(p,,,p,,+,,...), il vient
limé(E,)=0. [raprés Je théoréme de Cantor, il existe un point
no oo

peEE .., dou |p—p,' <T3(,)=3(FE,), donc p=Ilimp,.

n=co

II. RApplication aux fonctions continues. Soif f(x) une

fonction continue définie sur lespace X et soit F, ) F, ) .. une
suite d'ensembles fermés, non vides et tels que lim o (F,) =0 (en

M=

particulier, tels que lim & (F,) == 0). On a alors f(][ F,,) = [I f (F)).

Nzt n==1 n==1
En effet, on a toujours (§ 3, 11, 2a): f(F,-F,-..) Cf(F) f(F,)-..
Réciproquement, considérons un point yef(F) f(F,) .. et po-
sons A, = F,-f~1(y). 1l vient, selon N°I, A, A4, ...5= 0, d’oi
W) F-Fy .20, done yef(F,-F,..),c q.f. d.

IV. Théoréme de Baire?). Chaque ensemble de premiére ca-
tégorie est un ensemble fronticre.

Soit, en effet, £ = N, + N, + ... une série d’ensembles non-
denses. Soit S, une sphére arbitraire (fermée). Il s’agit de prouver
que S, — E 0.

Considéronslasuite S, )S; ) ... ) S.)... de sphéres fermées,
définie (par induction) comme suit: 'ensemble N, étant non-dense,
il existe une sphére fermée, désignons la par S, telle que
Sn(C Sneit — N, et ¢(Sp) < Yn. D’aprés le théoréeme de Cantor, il

1 Cf. G. Ca ntor, Math. Ann. 17 (1880) et F. Hausdorff, Grundzilge,
p. 318, ot on trouve ce théoréme dans la forme énoncée ici.
2) These, Ann. di Mat. 1899, p. 65.
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oo ©

existe un point pe[]S.. Comme [[S, || —N)=1—3N,,

il Vient p . So _ E. n=q n=0 n==1 n=-1
Corollaire 1. Le complémentaire d'un ensemble de I-re caté-

gorie n'est pas de Il-re catégorie (pourvu que l'espace soit non vide).
Corollaire 2. L'espace n’est de [-re catégorie en aucun point.

Car, en cas contraire, il existerait un ensemble ouvert non
vide de I-re catégorie.

Corollaire 3. Chaque point d'un espace complet dense en soi
en est un-point de condensation.

Car, en cas contraire, il existerait un ensemble ouvert dénom-
brable et, chaque point individuel formant un ensemble non-dense,
I'ensemble ouvert serait de I-re catégorie.

Corollaire 4. Chaque espace complet dénombrable est clairsemé').

Car un espace non clairsemé contient un sous-ensemble par-
fait non vide (§9, VI, 38). Cet ensemble parfait, considéré comme
Pespace, est complet et dense en so0i, donc indénombrable d’aprés
le corollaire précédent.

Corollaire 5. Etant donnée une décomposition d'un espace complet en une
série d’'ensembles fermés: 1 = Z,-{- Z,+- ..., si lensemble I'Z, est clairsemé pour
chaque n, l'ensemnble I I'est également.

Soit D un sous-ensemble dense en soi de /. Comme ensemble clair-
semé, DZ, est un ensemble frontiére dans D (§ 9, VI, 1). On a done 1)4-2,, = /).

don D-Z,CD=D—Z,CD—Z,, ce qui prouve que /). Z, est un ensemble

“n I

frontiére dans D (p. 34, VI); comme ensemble fermé, il est done non-dense dans D.
Lidentité. D=D.Z,+D.Z, ~+ ... implique par conséquent que /), comme

ensemble de I-re catégorie sur lui-méme, est vide (d’aprés le cor. 1, ’ensemble /)

étant considéré comme un espace complet). Done D = 0.

Corollaire 6. E étant un ensemble dense en soi (non vide) situé dans un
espace complet 1 et f(x) étant une fonction définie sur cet espace, continue et telle
que la fonction partielle f(x\E) est biunivoque, l'ensemble V des valeurs de la
fonction f est indénombrable.

Supposons, par contre, que V=(y,, ¥, ..). Posons Z, = f—!(y,). 1l vient
1=2,+ 7,4 .. et les ensembles Z, sont fermés. Kn outre, £Z, ne contient
qu’un seul point aun plus, puisque les conditions x¢ £Z, et x' ¢« £Z, entrainent
fx)=y,=f('), dott x=x" (la fonction f(x/E) étant biunivoque). D’aprés
le cor. 5, ’ensemble E serait donc clairsemé, contrairement a hypothése.

1) Voir dans cet ordre d’idées § 32, V, théoréme.
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Remarques. 1. La démonstratien du théoréme de Baire peut étre ren-
due effective dans ce sens (cf. p. 108) qu’étant données: 1° la base R, Ry, ...
de l'espace, 2° une suite N,, N,,... ’ensembles non-denses et 3° une sphére S,
on peut définir un point p qui appartient a S;— (N, 4 N;-+..). On pose notam-
ment, pour n>>0, S, = R, ol k, estle plus petit indice tel que i?;nch”_l —N,
et 6(Rkn)<1/n. Le produit S;-S;-S.-... se compose alors d’un seul point, que
I'on désigne par p.

2. Le théoréme de Baire équivaut @ Ihypothése que chaque suite X, d'en-

n=

sembles arbitraires remplit I'égalité 1 — 271 X,- I*:)_(ﬂ,, =1.

Car les ensembles non-denses peuvent étre définis comme ensembles de

la forme X-1— X (puisque X-1— XCX.1—X, cf. p. 33, IV).

V. Applications aux ensembles G;.

1). Q,, Q.,...étant des Gy denses, l'ensemble Q,- Q,- ... l'est aussi,

Car, chacun des ensembles 1 — Q,, comme un F, frontiére,
est de I-re catégorie. La somme (1 — Q,) + (1 — @Q,) + ... I’'est done
également et le complémentaire de cette somme, c. a d. ’ensemble
Q- Q,- ..., est dense.

2). Chaque G; de I-re catégorie est non-dense.

En effet, si Q n’est pas non-dense, il existe un ensemble
ouvert G=~0 tel que l'ensemble QG est dense dans G. Par
conséquent, si Q est un G;, G — Q est un F, frontiére, donc un
ensemble de I-re catégorie. Si ’on supposait Q de I-re catégorie,
I’ensemble ouvert U, comme somme de deux ensembles de I-re ca-
tégorie, le serait aussi, contrairement au corollaire 2.

Chaque ensemble G situé dans un espace complet étant ho-
méomorphe a un espace complet (§ 29, VII), tous les énoncés du
N°® V se laissent relativiser par rapport aux ensembles G;. En
particulier:

3). Etant donné un ensemble Q qui est un Gy, chaque sous-
ensemble qui est de I-re catégorie dans Q est un ensemble fron-
tiére dans Q. Chaque ensemble Gy dénombrable est clairsemé.

VI. RApplications aux ensembles F, et G;.

Théoréme'). Chaque ensemble F. et G; est développable en
série alternée (transfinie) d’ensembles fermés décroissants.

) F.Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, p. 462,
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Soit, en effet, £ un ensemble F, et G; et X un ensemble
fermé arbitraire non vide. Il s’agit de démontrer (p. 61, N°V, 1°)
que soit XE, soit X — E n’est pas un ensemble frontiére dans X.
Or dans le cas contraire les ensembles XE et X — E, comme des
F; frontiéres, seraient de I-re catégorie dans X (p. 44, N°II) et
leur somme X = XE +4 X — E serait par conséquent de I-re caté-
gorie sur elle-méme, contrairement au corollaire 1 du N°IV (X étant
considéré comme l'espace).

En tenant compte du théoréme inverse (p. 112, IIl (1)), on
voit que dans les espaces complets séparables les ensembles F, et
G; coincident avec les ensembles développables.

On en conclut (cf. § 12, V et IX) que, pour qu'un ensemble [ situé dans
un espace complet séparable soit un FG et (}6, il faut et il suffit que, quel

que soit ’ensemble F fermé et non vide:

1° la frontiére de FF relative 4 F soit non-dense dans F (ou encore:
qu’'elle soit =+ F), .

2° que FE soit une somme d’un ensemble ouvert et d’'un ensemble
non-dense dans F (ou encore: une différence d’un ensemble fermé et d’un en-
semble non-dense dans F),

3% que FF soit localement fermé dans un de ses points (ou vide).

Il résulte de 3° que fout ensemble F_ et Gy homogéne dans lespace est une
différence de deux ensembles fermés (comme ensemble localement fermé en
chacun de ses points, c¢f. p. 65, N°IX, 2%,

Dans les espaces complets séparables chaque famille bien ordonnée d’en-
sembles F_ et Gy croissants (ou décroissants) est dénombrable ') (cf. p. 118 (2)).

Problémes de U'effectivité: 1. Chaque ensemble F_ et Gy est un F_ et
un Gy effectif (cf. p. 112, remarque 1).
2. Dans le domaine des ensembles qui sont a la fois des F, et des G

l'axiome du choix se laisse réaliser effectivement, ¢. 4 d. que Pon sait nommer
une fonction f(X), définie pour chaque X qui est un F_ et Gy non vide, de
fagon que lon ait f(X)=X.

En vertu de I’énoncé précédent, il suffit de démontrer cette proposition
pour les Gy effectifs. Autrement dit, il s’égit de faire correspondre a chaque

suite d’ensembles ouverts G,, G,,.. tels que G,-G,~..'.4=O un point p qui
appartienne a chaque G,, n=1,2,... Or, R,R,, .. étant la base de 'espace,

soit k& le plus petit indice tel que R, CG, Ry -I]G,+0 ot 3(R,)<1;
1 1 n-:—l 1

1) Cet énoncé ne s’étend pas sur les ensembles Gy. On ne peut non
plus omettre I’hypothése que I'espace est complet. Voir § 36, IIL
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d’une fagon générale, soit 4, le plus petit indice tel que 1?,;”1 Gm-ka__l,

ka~lll G,+0 et Z(ka) < 'm. D’aprés le théoréeme de Cantor, le produit
n.

Pk, . f\’,“ se réduit a un seul point: c’est bien le point p demandé.

3. Chaque famille dénombrable d’ensembles F_ disjoints qui couvre
I'espace tout entier est effectivement dénombrable.

En effet, le complémentaire de chacun de ces ensembles étant un F,
chacun d’eux est a la fois un F: et un Ga. En appliquant I'énoncé précédent,

on leur fait correspondre un point choisi; I'’ensemble £ de ces points, comme
clairsemé (N°IV, cor. 5), est effectivement dénombrable (p. 115, 1V), d’ou la
conclusion demandde.

VIil. Applications aux fonctions de I-re classe. D’apreés
le théoréme p. 189, si f(x) est une fonction mesurable B de
I-re classe qui transforme un espace métrique " en sous-ensemble
d’un espace séparable (f, 'ensemble de ses points de discontinuité
est de l-re catégorie dans \. Si '\ est complet, cet ensemble est
donc un ensemble frontiére; autrement dit, la fonction f (x) est pon-
ctuellemen! discontinue. En rapprochant cet énoncé du théoréme 2,
p. 190, on parvient au théoréme suivant:

Théoréme'). .\ étant complet et "lf séparable, la condition né-
cessaire et suffisante pour que la fonction f(x) soit mesurable B
de I-re classe est quelle soit ponctuellement discontinue sur tout
ensemble fermé.

On voit aussitét que la discontinuité ponctuelle peut étre
remplacée par I'existence d’un point de continuité sur tout ensem-
ble fermé non vide et que le terme fermé peut étre remplacé
par parfait (voir p. 190, remarques 1 et 2).

Corollaire 1. Dans les mémes hypothéses, si I'ensemble des
points de discontinuité de la fonction f(x) est dénombrable, f est de
I-re classe.

Car tout ensemble parfait, comme indénombrable (N°V, cor. 3),
contient un point de continuité de la fonction.

Corollaire 2. Chaque famille bien ordonnée de fonctions de
I-re classe (a wvaleurs réelles) définies sur un espace complet:
Ji () < fo () <7l L fe () <K frga(x) <C ..., est dénombrable.

) R. Baire, Thése, Ann. di Mat. 1899.
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C’est une conséquence directe du théoréeme p. 113.

VIII. RApplications aux théorémes d’existence. L’importance du theé-
or¢me de Baire tient aussi au fait, qu'il permet souvent de démontrer /exis-
tence des éléments jouissant d'une propriété P donnée: notamment, si dans un
espace complet 'ensemble des éléments qui ne jouissent pas de Ia propriétée P
se décompose en une série d’ensembles non-denses, cet ensemble, comme en-
semble de I-re catégorie, n’épuise pas l'espace: ¢. & d. qu'il existe un élément
qui posséde la propriété P (et méme un ensemble dense de tels éléments).

Ce procédé s’est montré surtout applicable & des problémes d'existence
des fonctions (de variable réelle) jouissant de certaines singularités ).

Considérons comme exemple la démonstration de [lexistence d'une fon-
ction continue sans dérivée ¥). Nous allons établir en effet I'existence d’une
fonction plus singuliére encore, a savoir d'une fonction continue qui n’admet
dans aucun point les deux nombres dérivés droits finis; c¢’'est bien cette der-
ni¢re propric¢té des fanctions continues que nous désignerons par P.

Kuvisageous & ce but 'espace e’ des fonctions continues v .= f(v),
0-x 1 (ef. § 29, V). Lu condition que la fonction f ne jouisse pas de la
propriété P, c. & d. qu’eclle posséde en un point (au moins) les deux nombres
dérivés droits finis, equivant & 'existence d'un entier positif #» et d'un point x
tels qu'on ait

(l) / (-\‘ "}“ h) . t(‘)

n, quel qne soit 1 - 0.
h

L’ensemble des fonctions /' dépourvues de la propriété P est done égal
a la somme N, +4- N, ..., ou N, désigne I'ensemble des fonctions j pour les-
quelles il existe un x assujetti a la condition (1).

Tout revient donce & démontrer que Pensemble N, est non-dense (dans

. " . . . .
lespace ¢ 7). Or, ensemble N, esl fermé, car f, étant une suite de fonctions
et v, une suite de points satisfaisant a la condition (1), on prouve facilement
que, si li suite f, converge uniformément, sa limite appartient a N, %),

") Voir plusieurs ouvrages des MM. Auerbach, Banach, Kacz-
marz Mazurkiewicz dans Studia Math. 3 (1931), de M. Steinhaus, ibid.
vol. 1 (1929), p. 51--83, de M. Sa ks, Fund. Math. 10 (1927), p. 186 — 196 et 19
(19382), p. 211—219, de M. Orliecz, Bull. Acad. Polon. 1932, p. 221--228.

Plusieurs applications topologiques du procédé considéré seront traitées
dans Topoiogie Il. ‘

¥y 8. Banach, Ueber die Baire’sche Kategorie gewisser Funktionenmen-
gen, Studia Math. 3 (1931), p. 174.

%) Le fait que N, est fermé est d'ailleurs évident, si 'on se sert des
symboles logiques; on a notamment:

Ny=f7 ST
[ x koo \i h ; [

C. Kuratowski, Topoelogie 1. 14
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Donc, pour prouver que N, est non-dense, il suffit de démontrer que N, est
un ensemble frontiére; ou encore: 'ensemble des polyndmes étant dense dans

(f'g, il suffit de démontrer que, f étant un polyndme, il existe une fonction con-
tinue qui en différe aussi peu qu'on le veut et qui n’appartient pas 4 N,; cecl
est un fait élémentaire.

L’existence des fonctions continues sans dérivée finie se trouve ainsi
établie; plus encore: les fonctions qui ne jouissent pas de cette singularité con-
stituent un ensemble de I-re catégorie (elles présentent donc des ,exceptions®
dans la totalité des fonctions continues).

§ 31. Prolongement des fonctions.

I. Prolongement des fonctions continues. Etant donnée
une fonction y = f(x) définie sur un sous-ensemble A d’'un espace
(métrique) X, continue et dont les valeurs ‘appartiennent & un es-
pace complet ‘Y, la fonction f se laisse prolonger d'une fagcon con-
tinue sur un ensemble Gj.

Soit A* ’ensemble des points p de A tels que o (p) =0, c. a d.
que l'oscillation de f s’annule au point p (voir p. 85). Faisons cor-
respondre a chaque point p de A* une suite {p.} telle que p,s A et
lim p. = p. En désignant par E, I'ensemble (pn, pni1, ...), on déduit
de l'égalité o (p) =0 que lim&[f(E,)] = 0, donc que la suite

PES

F(p), F(py), ... satisfait a la condition de Cauchy. L’espace “lf étant
complet, posons f*(p) =lim f(p.)!). La fonction f* se trouve ainsi
définie sur '’ensemble A* qui est un G; (p. 85). Pour x4 on a
f(x) = f*(x). Reste a démontrer que la fonction f* est continue
pour pe A% c. a d. que o*(p) =0, o o' désigne loscillation de f*.

Or, G étant un sous-ensemble ouvert de X, on a f*(G) ( f(G),
dou & [/(O)] < 3[f(G)] =3[£(G)]. Donc (p.85): w'(p) = min 3[f(G)]<
< mind[f(G)]=w(p) =0, ou G parcourt les ensembles ouverts
contenant p.

ce qui prouve que N, est la projection (paralléle & I'axe J) de I’ensemble fermé
E [I{| /e 0=10) <l ] B[feth =16 ),
fx h>0 !

- B h=0 fx h
L’axe J étant compact, la projection d’un ensemble fermé est fermée (voir
ma note de Fund. Math. 17, p. 271).

1) ¢. a d. que fXp)= ” f(G), G étant un entourage variable de p
(cf. p. 203, corollaire).
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Remarques. 1. L’hypothése que lespace I/ est complet est essentielle.
Pour s'en convaiucre on pose: X = intervalle 01, A=";1/ = ensemble des
nombres rationnels de X et f(x) = x pour xcA.

2. Nous déduirons du théoréme précédent que X' étant un espace métri-
que séparable de puissance <, il existe une fonction g (x), X z“x, d valeurs réelles
qui est discontinue sur chaque ensemble de puissance ¢ ).

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant de la Théorie générale
des ensembles: Soit & une famille de transformations de sous-ensembles d'un en-
semble donné X en sous-ensembles d'un ensemble donné ()/ Si EX, K I et & sont
de puissance m, il existe une transformation g (x) de X en sous-ensemble de (7/
qui ne coincide sur ancun ensemble de la puissance w avec aucune transformation
appartenant @ . .

Pour démontrer ce lemme, on range les éléments de X et ceux de @
en deux suites transfinies {xa} et {fa} ayant le plus petit type d’ordre pos-
sible et on définit la fonctiocn g(x) par l'induction traunsfinie, en convenant
que g (.{a)¢fi(xa), quel que soit & <,

Substituons & & la famille de toutes les fonctions réelles définies sur
des sous-emsembles Gy de l'espace X. Daprés § 19, I et VI, la famille ¢ est
de puissance ¢. La fonction g (x) est la fonction demandée. En effet, si elle

était continue sur un ensemble F de la puissance ¢, il existerait une fonction
continue f(x) définie sur un Gy contenant E et telle que f(x)= g(x) pour

x ¢ E. Mais ceci est impossible, puisque fz .

3, Citons sans démonstration le théoréme suivant?), qui rentre dans un
ordre d'idées analogue au théoreme du N°I: X et ‘U étant deux espaces complets
séparables, toute fonction y = f(x) définie sur un ensemble A X, continue et telle
que pour chaque ensemble ouvert G l'ensemble f(G) est ouvert dans f(A), se laisse
prolonger sur un ensemble Gy de fagon que la fonction prolongée soit continue
et jouisse de la propriété considérée par rapport d lui.

Théoréme de M. Tietze?®). Etant donnée une fonction y = f (x),
définie sur un sous-ensemble fermé F d'un espace (métrique) X, con-

) Théoreme de MM. Sierpifiski e¢t Zygmund, Fund. Math. 4
(1923), p. 316.

2) Voir S. Mazurkiewicz, Sur les transformations intérieures, Fund.
Math. 19 (1932), p. 198.

3) H. Tietze, Ueber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen Menge
stetig sind, Journ. f. Math. 145 (1915), p. 9—14. La démonstration du texte
est due 3 M. Hausdorff, Math. Zft. 5 (1919), p. 296 (o 'on trouvera d’au-
tres indications bibliographiques). Cf.aussi P. Ur.y s o hn, Math. Ann. 94 (1925),
p. 293 et K. Borsuk, Bull. Acad. Pol. 1933 (ot il s’agit de prolonger la fon-
ction f de fagon que le ,prolongement® soit une opération linéaire sur les
fonctions prolongées).
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tinue et dont les wvaleurs appartiennent a l'espace " (ot n est un
entier positif ou R,), la fonction f se laisse prolonger d'une facon
continue sur l'espace X tout entier.

D’aprés § 14, 1V, la condition pour qu’un point variable de
I'espace 7" varie d’une facon continue, est que chacune de ses
coordonnées varie de la méme facon. Le théoréme se réduit
donc au cas ol l’on remplace l'espace 7" par l'intervalle .7, c. a d.
ot 0~ f(x) =

Posons f(p) = mm 1f(x)+ Lo 1} pour pe \' —F.

v (p, F)
It vient f(p) - 0 car p— x 2> u(p, F). D’autre part, f(p) <"1,
p =[ ’Cv .
car m'" n {f(x)+ R Y mﬂ\ X[ f(x) = 1]+ mm T,
vl f) o (p, F)

Afin détablir la continuité de la fonction f sur ['espace '\
tout entier, remarquons que f(p) étant le minimum de Pexpres-
sion entre crochets | }, on peut (pour p fi\'e) restreindre la varia-

bilité¢ de x aux points tels que f(x) 4 - ( ;) 1< f(p)-+ 1, done
tels que p( ) Sp)—f(x)+2 -

Soient p /. ¢ deux points de X' — F. 1l existe donc un xe F
tel que

(1) [0+ ”(: }“) S (P p-q et p—xBu(p D).
Par définition de f(g) on a f(q) - f(/\)—}— ( ;)’ -1, d’ou
) ’

o ; g X. . p—Xx!
f@<<fp)y+ p—qg'+ 1 - - ' et comme, en oulre,
, ‘ 4 ((I, F) P (P, F)

g—x.  p—x g X —lip— +jp_x_.0_(P,F)j_P((I,F) -
v F) w(pF) v (g, F) | (g, F)-e(p, F)
peq 3 - _ ] 4 er wes o veis
T4 e (p, F)—p(q, F)], on en déduit I'inégalité

0. F) v F) :
-4 :
F@—=f (< p—q + + [0 (p, F) = ¢ (g, F)l Une
(q) F) 14 ((I, F)

formule symétrique subsiste pour f(p)— f(g9). On en conclut
aussitét que, si le point p tend vers ¢, la différence :f(p) — f(q).
tend vers 0. Cela prouve la continuité de la fonction f aux points
de V-~ F
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Reste a considérer le cas ou le point p appartenant a X' — F

tend vers g<¢F. Soit (pour p fixe) x' un point de £ tel que
P =X i 4ip—gq. Eu vertu de la définition de f(p) on a
e (p. F)

done f(p) < f &)+ 2T 1 <F)+ip—q.
p(p, F)

D’autre part, x satisfaisant a la condition (1), on a

f—p—q < __,ip—-x;
d'ou pP—q.<f(p) (5. F)

2) F@) —ip—-q<f(D)<f)+ip—ql

Or, lorsque p tend vers g, p (p, F) tend vers 0 (puisque g & F),
donc, d’aprés (1), |p — x! tend vers 0 et, par définition de x', |p—x'|
tend vers 0. Ainsi x et X' tendent vers p, donc vers g et, la fon-
ction f étant continue sur F, f(x) et f(x') tendent vers f(¢). En
vertu de (2), f(p) tend donc vers f(q).

- 1] f(p),

Dans le méme ordre d’idées citons le théoréme suivant !): chaque fonction
continue f, définie sur un sous-ensemble fermé IF d'un espace métrique séparable X
4 n dimensions, se laisse profonger sur lespace X tout entier de fagon que
FF)=f () et que Pensemble de ses points de discontinuité soit de dimension < n.

En particulier, chague sous-ensemble fermé - (non vide) I d'un espace X de
dimension O en est une image continuet) (on n'a qu'a poser f(x):= x pour xe F).

11 en résulte qu’d chaque famille (de la puissance ) d’ensembles arbitraires
1’35 o1 3271C correspond un ensemble Z¢ ) dont chaque F, ) est une image continue?),

Soit, en effet, N; I’ensemble des nombres irrationnels n tels que n“’:g“’,

J

n‘3)=3‘”, v = 3(3), .. Comme homéomorphe a /), I’ensemble NB contient un
ensemble /I5 dont L“s est une image continue (p. 149, cor. 1). La somme de
tous les ensembles /I'3 ou 3 s‘ff., constitue I'ensemble Z demandé. Car les en-
sembles N%‘ étant disjoints et fermés dans (, A5 est fermé dans Z et en est

par conséquent une image continue.

') Voir G.Poprougen ko, Sur la dimension de I'espace et l'extension des
fonctions continues, Mon. f. Math. u. Phys. 38 (1931), p. 129. D’aprés une re-
marque de M. Otto, on peut se débarrasser de I'hypothése que les valeurs
de f soient réelles.

?2) W.Sierpiiniski, Fund. Math. 11 (1928), p. 118.

) W.Sierpinski, Fund. Math. 14 (1929), p. 234.
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1. Prolongement des fonctions bicontinues.

Théoréme de M. Lavrentieff'). Toute homéomorphie entre
deux ensembles A et B situés dans deux espaces complets X et Y se
laisse prolonger sur deux ensembles Gy situés dans ces espaces.

Soit, en effet, y = f (x) une fonction bicontinue, définie sur
A et telle que f(A) = B. Soit x = g (y) la fonction inverse. Pro-
longeons (cf. N°I) la fonction f d’'une fagon continue & une fon-
ction f* définie sur un ensemble A* qui est un G;. Attribuons
un sens analogue aux symboles g* et B* par rapport a la fonction g.

Posons / = b[ y=fY(x)] et J = ﬁ[x = g"(y)]. Désignons par A4,

et B, respectlvement les pro;ectlons de /-J sur l'axe X\ et sur
I'axe 9. La fonction f* est évidemment une homéomorphie entre
A, et B,.

Reste a démontrer que A, et B, sont des G;. Or, en po-
sant h(x) = |x, f*(x)], on a A, =/4'(J). La fonction % (x) étant
continue et I’ensemble J étant fermé dans X X B* (p. 144), donc
un G; dans X X!, ’ensemble ~2-!(/) est un G; dans A* (p. 68 (5)),
donc dans .. De méme, B, est un G; dans “//,

On rapprochera le corollaire suivant du théoréme du N°I:

Corollaire. Etant donnée une fonction y = f(x), définie sur
un sous-ensemble A d’un espace métrigue \' (complet ou non), bi-
continue et dont les wvaleurs appartiennent a un espace com-
plet <Y, la fonction f se laisse prolonger d’une facon bicontinue
sur un ensemble Gfy.

Désignons, en effet, par X I'espace complet qui contient to-
pologiquement LY (voir p. 200, VII). L’homéomorphie f se laisse pro-
longer sur un ensemble A, qui est un G; relativement a X. On
a donc A C A, CX. L’ensemble A, = A, -\ est I’ensemble de-

mandé: il est un G; (dans X), il contient 4 et la fonction pro-
longée est bicontinue sur lui.

Remarques. 1. L’ensemble f(A.) peut ne pas étre un G,. Soient, en

effet, X = A = ensemble des nombres rationnels de l'intervalle 01, Y= in-
tervalle 01 et f(x) = x.

) C. R. Paris t. 178 (1924), p. 187 et Contribution d la théorie des ensem-
bles homéomorphes, Fund. Math. 6 (1924), p. 149.
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2. Le théoréme de M. Lavrentieff permet d’établir le théoréme
suivant, qui a été démontré par une autre voie au § 22, IV (théor. 5): chaque
ensemble n-dimensionnel (situé dans un espace métrique séparable) est contenu
dans un ensemble Gy n-dimensionnel *).

La démonstration?) se raméne au cas ot n=0 (cf. p. 132, th. 5). Or,
A étant un ensemble 0O-dimensionnel, il existe une homéomorphie entre A
et un sous-ensemble de l'ensemble (' de Cantor (p. 124, th. VI). Cette ho-
méomorphie se laisse prolonger, en vertu du corollaire, 4 un ensemble G;. Ce

dernier ensemble est 0-dimensionnel comme homéomorphe & un sous-ensemble
de (Z, donc a un ensemble 0-dimensionnel.

Ill. Caractérisation des espaces topologiquement complets.
Tout ensemble (situé dans un espace métrique arbitraire <)

Py

homéomorphe & un espace complet ‘If est un Gy3).

Car, en supposant dans le corollaire précédent que les valeurs
de la fonction f remplissent ’espace ‘Y, le prolongement f* de f
coincide avec f (puisque la fonction f* est biunivoque): le domaine
des arguments de f (c. & d. I'ensemble A) est donc identique a
celui de f* et ce dernier est un G;*).

En rapprochant ce corollaire du théoréme du § 29, VI, on en
conclut que, pour qu'un sous-ensemble d'un espace complet soit ho-
méomorphe a un espace complet (c. a d. qu’il soit fopologiquement
complet), il faut et il suffit qu'il soit un G;°). 1l en résulte que fout
ensemble homéomorphe & un G; contenu dans un espace complet
est un Gg).

!) donc contenu topologiguement dans un espace complet n-dimension-
nel. Comme on verra dans le Chap. 1V, le terme complet peut étre remplacé
par compact.

) L. Tumarkin, Math. Ann. 98 (1928), p. 653.

%) Cet énoncé présente un cas particulier de ['invariance de la classe
borelienne (voir N°1V).

‘) Pour une démonstration plus directe, voir W. Sierpinski, Sur les
ensembles complets d’un espace (D), Fund. Math. 11 (1928), p. 203.

¥) Cest en particulier a ce fait que tient P’importance et I'utilité de la
notion d’ensemble Ga. v

%) Théoréme de M. Mazurkiewicz, Ueber Borelsche Mengen, Bull.
Acad. Cracovie 1916, p. 490—494. Voir aussi W. Sierpifis ki, Sur linvariance
topologique des ensembles Gy, Fund. Math. 8 (1926), p. 135. Le théoréme peut

aussi &tre déduit directement du théoréme de M. Lavrentief! sans avoir
recours au théor. § 29, VI, voir M. Lavrentieff, . cit.
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Les espaces complets séparables ne sont autre chose—au point
de vue topologique — que des ensembles Gy situés dans le cube
fondamental 5% de Hilbert. Car, d’aprés le théoréme d’'Urysohn,
chaque espace métrique séparable est homéomorphe a un sous-
ensemble de X (p. 104); si cet espace est en outre complet, le
sous-ensemble en question est, comme nous venons de démon-
trer, un Gj.

IV. Invariance intrinséque des différentes familles d’en-
sembles. Une propriété d'ensembles P est dite invariant in-
trinséque, lorsque chaque ensemble (situé dans un espace com-
plet) homéomorphe & un ensemble jouissant de la propriété P (et
situé dans le méme ou dans un autre espace complet) jouit éga-
lement de la propriété P 1),

Théoréme?). Soit P un invariant intrinséque tel que, X jouissant
de la propriéte P, chaque ensemble qui est un G; dans X en jouit
également. Dans ces hypothéses les propriétés suivantes sont des
invariants intrinséques:

1°: propriété P, d'étre la somme d'une famille dénombrable
d’ensembles ¢ propriété P,

2°: propriété Py détre le produit d'une famille dénombrable
d’ensembles d propriété P,

3% propriété P, d'étre la différence de deux ensembles a pro-
priété P,

4°: propriété P, d'étre le complémentaire d'un ensemble a pro-
priété P, dans ['hypothése supplémentaire qu'un ensemble a pro-
priété P ne cesse pas de la posséder, lorsquon lui ajoute un en-
semble F..

L’invariance de la propriété P, est évidente (elle ne dépend
guére de I'hypothése que les Gj relatifs jouissent de la propriété P).

Pour établir 2° posons: A = A;-A4, ... ou A, jouit de la
propriété P et A est homéomorphe & B. D’aprés le théoréme de
M. Lavrentieff, ’homéomorphie f entre A et B se laisse pro-
longer 4 un ensemble Gj désignons le par A". Il vient donc

') 11 est a remarquer qu’il s’agit ici d’'une homéomorphie entre sous-
ensembles de deux espaces. Bien entendu, dans le cas d’une homéomor-
phie entre espaces, chaque propriété exprimée en termes topologiques est
invariante.

) M.Lavrentieff, Fund. Math. 6, op. cit.
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A=A-A% doit A=]](As A% et B=f(A)=]] f(As A*), puis-
1 n==1

n=

que la fonction f est biunivoque. A* étant un G;, l'ensemble

An- A" jouit de la propriété P et il en est de méme de I'ensem-
ble f(A--A"). Donc B jouit de la propriété P;.

La démonstration de 3° et 4" est analogue. Soit A == A; — A,,
les symboles B, f et A* ayant le méme sens qu’auparavant. Il vient
A=A A"=A - A"—A;- A", dou B=f(A)=f(4,-4A") — f(4, A",
ce qui achéve la démonstration de 3°.

Soit enfin A = A} (complémentaire de A;). Il vient A== 1" A} =
=A"— A A" et B=f(A)=f(A)—f(A;- AN ={{f(A)N+f(A, - A)}.
L’ensemble f(A4") étant un Gj;, [f(A")]' est un F,. L’ensemble
entre crochets { } jouit donc de la propriété P et B jouit de la
propriété P..

On déduit de 1° 2° 4° et de P'invariance intrinséque de la
notion d’ensemble G; (établie au N° précédent) le

Corollaire 1%). Les propriétés d’étre un ensemble borelien de
classe G, avec >0 (G;, Gy, etc) et celle d'étre de classe F, avec
o> 1 (F.;, F,3, etc.) sont des invariants intrinséques,

Il suffit d’ailleurs de supposer que A est situé dans un es-
pace complet, tandis que B (qui est homéomorphe & A) peut étre

supposé situé dans un espace métrique arbitraire \. Car, X
désignant ’espace .\' ,complété® (cf. p. 200, VII), B est — d’aprés
le corollaire 1 — de classe G, (de classe F,) relativement a Des-

pace .\, donc relativement & X, qui contient B.

Corollaire 2. La propriété de Baire au sens restreint est un
invariant intrinséque.

Car la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensem-
ble A jouisse de cette propriété est que chaque ensemble Z fermé
dans A soit une somme d’un ensemble borelien et d’un ensemble
de I-re catégorie dans Z (p. 55, VI).

') Sans 'emploi du théoréme de M. Lavrentieff ce corollaire a été
établi pour quelques cas particuliers (d’ailleurs dans des hypothéses supplé-
mentaires sur ’espace); voir outre le renvoi® p.215: W. Sierpinski, Sur

une propriété des ensembles F_; et Sur une définition topologique des ensembles F 53,
Fund. Math. 6 (1924), p. 21—29, du méme auteur: C. R. Paris t. 171 (1920), p. 24
(cas des ensembles Gy, Gy 5,..) et S. Mazurkiewicz, Sur l'invariance de la

notion d'ensemble F_;, Fund. Math. 2 (1921), p. 104.
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L'invariance de la propriété P_ peut servir pour démontrer invariance

intrinséque des développements en -séries alternées (finies ou transtinies) des en-
sembles de classe G, (ou de classe l"a) ). Par exemple, l1a propriété d’étre une

ditférence de deux ensembles G; est un invariant intrinséque ?).

V. Applications aux rangs topologiques. Dans chaque es-
pace complet séparable de la puissance ¢ il existe une famille com-
posée de 2' ensembles dont les rangs topologiques sont incomparables
deux a deux?).

Nous établirons d’abord un théoréme de la Théorie générale
des ensembles.

@ étant une famille de transformations des sous- ensembles
d’'un ensemble donné X en sous-ensembles de ‘Y, convenons d’ap-
peler deux ensembles X et Y (contenus dans ) incomparables
(par rapport a P), lorsqu’il n’existe dans @ aucune transformation
d'un de ces ensembles en sous-ensemble de P’autre.

Si les transformations appartenant @ P sont biunivoques et
N=@=mw, il existe une famille F composée de 2" sous-ensembles
de X qui sont incomparables deux & deux.

Rangeons P’ensemble '\, ainsi que la famille @ augmentée
de toutes les fonctions inverses aux fonctions qu’elle contient, en
deux suites transfinies {x,} et {f,} ayant le plus petit type d’ordre
possible. Soit P=={p,} une suite transfinie définle par induction
de maniére que p, soit différent de tous les pr et de tous les
It (p,]) avec ¢ <a et v, <<2. Soit F une famille de sous-ensembles

de P telle que F=2"et que XZV=m pour chaque couple d’en-
sembles distincts appartenant a. F*).

1y Cf. les ,petites classes* de Borel, § 33.

)y W, Sierpinski, Sur quelques invariants - d Analysis Situs, Fund.
Math. 8 (1922), p. 119.

%) Voir ma note Sur la puissance de I'ensemble des ,nombres de dimen-
sion* au sens de M, Fréchet, Fund. Math. 8 (1926), p. 201. Cf. aussi: W. Sier-
pinski, Sur un probléme concernant les types de dimensions, Fund. Math. 19
(1932), p. 70, S. Banach, ibid. p. 10 et Pextrait d’une communication de
M. Lindenbaum (Anun. Soc. Pol. Math. X, 1932, p. 114), d’aprés lequel on
peut remplacer P’incomparabilité des rangs topologiques par l'incomparabilité
relative aux transformations continues (non nécessairement bicontinues).

‘) L'existence d'une famille F de ce genre est une comséquence de
I'identité m = 2m?, qui permet de faire correspondre & chaque élément p de P
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Supposons par impossible qu’une fonction f, ¢ @ transforme
Xen Y, ot XeFetY (C YeF. Soit f.{" = f;. Nous allons démon-
trer que les formules P X—Y et ¢ <a entrainent a <7, d’ou
on conclura que X — ¥ <m, contrairement i I'hypothése.

Posons f, (p,) = py, donc p, = fe(py). 1l vient 7 > a par dé-
finition de p,. D’autre part, 7 5 o, car p ¢V et p,non-c Y. Les
formules « <7 et p, = f, (p,) entrainent 7 <y, d'oit a <y.

Ceci établi, substituons & @ la famille de toutes les fonctions
bicontinues, définies sur des sous-ensembles Gy de I'espace Y. Si
Pon suppose que X e F, que X # Y F et que X est topologique-
ment contenu dauns Y, il existe d’aprés le théor. de M. Lavren-
tieff une homéomorphie f(x) définie sur un G; contenant X et
telle que f(X) (C Y. Mais ceci est impossible, puisque fe @ et X
et YV sont incomparables par rapport a ®.

Dans un ordre d’idées analogue on établit l'existence d’une suite transfinie

de puissance > ¢ d’ensembles dont le rang topologique augmente, ainsi que d’une
suite transfinie de puissance ¢ d'ensembles dont le rang topologique diminue?').

VL. Prolongement des fonctions mesurables B.

Théoréme ?). Soient -X un espace métrique arbitraire, ‘lf un espace
complet séparable, A un sous-ensemble de X. Chaque fonction f (x)
de classe a, définie sur A, se laisse prolonger (sans altérer sa classe)
sur un ensemble A* de classe a + 1 multiplicative.

Si, en particulier, l'ensemble A est de classe o.>>0 multipli-
cative, la fonction peut étre prolongée sur l'espace X tout entier ®).

Le théoréme étant établi au N°I pour « = 0, posons 2> 0.
D’aprés p. 136, 3, il existe une suite de fonctions f.(x) de classe a,

(ot P=m) deux sous-ensembles A, et B, de P de fagon que }i' =m = B et
que les ensembles A Bp Ap. et Bp, soient disjoints deux a deux pour pq:p
La famille F a pour élémentl tous les ensembles F(X), ot XCP et ol F(X)
est la somme des ensembles A, avec p¢ X et des ensembles B, avec p'c P— X

1) Voir W, Sierpiﬁski, l. c. et 1a note de M. Sierpinski et de
moi Sur un probléme de M. Fréchet concernant les dimensions des ensembles liné-
aires, Fund. Math. 8 (1926), p. 193.

?) Voir ma note Sur les théorémes topologiques de la théorie des fonctions
de variables réelles, C. R. Paris, t. 197 (1933), p. 19.

%) Pour la deuxiéme partie du théoréme, restreinte aux fonctions & va-
leurs réelles, voir F. Hausdor1f, Mengenlehre, p. 244.
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définies sur A, qui approchent uniformément f(x) et pour les-
quelles les ensembles f.(A) sont isolés. On peut donc poser:

) Sa(x) — fir(x) | < 21k4, quel que soit n = &,

Su(A) =|yL, ¥2, ..., ¥., ...] suite finie ou infinie d'éléments distincts.

Soit B, =[S ()
Chacun des ensembles f!(y,) étant ambigu de classe « par
rapport 4 A (puisque le point yi, comme point isolé de I’ensemble
f(A), constitue dans cet ensemble un ensemble ouvert et fermé),
les hypothéses du théoréme p. 165, VIII, 2 se trouvent vérifiées.
Il existe par conséquent pour chaque n un ensemble A, de
classe 2+ 1 multiplicative et un systéme {C; ..;} d’ensembles
ambigus de classe 2 par rapport a A, tels que:
1° Ci. e iy’ C/’. R 0 pour (il e i) (_]1 ]k) et kn
20 A" == Q C[ oo 30 A * Cix vee i’l - Bi

4" Si B,.I -y = (), on a Ci' S 0.

y s dp

De plus (en vertu de la deuxiéme partie du théoréme précité),
si A est de classe a multiplicative, on a A, = X (puisque l’égalité
A = fi ' flA) == fi(3) + fi () + ..., valable pour chaque k, en-
traine A = 3 B; ...;, quel que soit n).

I’ensemble A* = A, A,-... est donc de classe o+ 1 multipli-
cative; en outre, dans le cas oi A est de classe 2 multiplicative
(donc ot A, =\)on a A" =Y.

- Prolongeons chacum, des fonctions f. sur lensemble A, en
convenant que f,(x) —-y,, , st xe G ..., L’ensemble des valeurs
de la fonction f, ainsi définie étant dénombrable, il suffit — pour
prouver que cette fonction est de classe « (sur 4,) — de démontrer
que I'ensemble f,!(yi) est de classe « additive par rapport a A,
pour n et i fixes. Or, cela résulte directement de la formule
falyn) =2 Ci ... in_y i» 12 sommation étant étendue a tous les sys-
témes de n — 1 indices.

Ceci établi; nous allons démontrer que les fonctions f. (pro-
longées) convergent uniformément sur I’ensemble A", notamment
que l’inégalité (1) est valable, quel que soit x, € A"
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Soit, en effet, x,¢ C, ...;, et x,2Cj ... ;,, k<n Daprés 1°
il vient i, =j, .., ix=ji. Soit xcB, ..., donc xc¢f ) (yin), dol
fu(x) = yin = fa(x,). L'égalité i ==j, implique de méme que
x & fi'(yjr), dou fiu(x) = yjr = fi(x,). Comme point de A, x satisfait
a la formule (1). 1l en est de méme de x,, puisque fu(x) = fu(x,)
et fu(x) = fu(x,).

l.’espace !/ étant complet, posons f(x)=:lim f,(x). La fon-
ction f(x) se trouve définie ainsi pour chaque xe¢ A* et, comme
limite d’une suite uniformément convergente de fonctions de classe «,
elle est encore de classe « (p. 185, 2).

Corollaire'). Dans les mémes hypothéses sur les espaces '\ et
U, chaque fonction f(x) de classe o, définie sur A, se laisse pro-
longer sur U'espace tout entier de facon qu'elle devienne une fonction
de classe » 4+ 1.

En effet, d’aprés la premiére partie du théoréme précédent,
il existe un ensemble E de classe 2+ 1 multiplicative sur lequel
la fonction f se laisse prolonger sans altérer sa classe (pour « = (),
voir N°1) et d’aprés la deuxiéme partic du méme théoréme, la
fonction f, ainsi prolongée, peut étre étendue a I'espace tout entier
comme fonction de classe « 4 1.

VII. Prolongement de ’homéomorphie de classe o, fi.

Une transformation y == f (x) de classe « dont la transforma-
tion inverse x = f~'(y) est de classe { est dite une homéomorphie
de classe 2, 3?).

Les énoncés qui suivent permettent de généraliser ceux des
NN°II — IV dans P’hypothése que les espaces considérés sont
séparables.

Théoréme. Toute homéomorphie de classe a, 3 entre deux en-
sembles arbitraires A et B situés dans deux espaces complets sépa-
rables ‘X et ‘Y se laisse prolonger sur deux ensembles respectivement
de classes o+ B+1 et B+ a-+1 situés dans ces espaces.

1)' Pour le cas ol ':’/est I’espace des nombres réels, voir W. Sierpii-
ski, Sur l'extension des fonctions de Baire définies sur les ensembles linéaires
quelcongues, Fund. Math. 16 (1930), p. 81 et G. v. Alexits, Ueber die Erweite-
rung einer Baireschen Funktion, Fund. Math. 15 (1930), p. 51.

?) Cf. W. Sierpinski, Fund. Math, 21 (1933), p. 66.
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Reprenons la démonstration du théoréme de M. Lavrentieff.
Soient: y = f(x) une homéomorphie de classe o, entre 4 et B,
A” un ensemble de classe a 4+ 1 multiplicative, A (C A%, y = f'(x)
une fonction de classe o définie sur A* et qui coincide avec f (x)
sur A (cf. N°VI), /= F' |y = f*(x)]. Attribuons un sens analogue

X

aux symboles B*, g et y.l par rapport a la fonction x = g (y), inverse
de y = f(x). Soient enfin A, et B, les projections de ’ensemble
I-J sur les axes X et ‘Y respectivement. L’ensemble ./ étant de
classe B -+ 1 multiplicative (p. 183, VIII, 1), 'ensemble A, est de
classe o+ 3+ 1 multiplicative par rapport a A* (p. 183, VII, 2),
donc par rapport a X, c. q. . d.

Le théoréme établi, considérons le cas particulier o A est
de classe a > 0 multiplicative. Posons A* = A et f*=f. Il vient
A, = A et B, = B. L’ensemble / étant a présent de classe a mul-
tiplicative, B, est de classe B -+ o multiplicative par rapport a B*,
donc par rapport a </ On parvient ainsi au

Corollaire. La propriété détre un ensemble de classe o> 0
multiplicative est invariante par rapport aux homéomorphies de
classe a,0.

B. Espaces complets séparables (§§ 32 — 35).

L’espace X sera supposé complet et séparable.

§ 32. Rapports a I’espace -)i des nombres irrationnels.

I. Opération (¢/). Admettons qu’a chaque systéme 7, ... 1
d’entiers positifs corresponde un sous-ensemble fermé (vide ou non)
Fp, ... n, dun espace complet X.

Nous supposerons dans la suite que!):

(1) Fl o 3k g C F (2) lim 8 (Fy o Sk) =0
- R==oe

Soit Z I'ensemble des j tels que st . gk % 0, quel que soit &.
L’ensemble F -Fsl e F e - Se réduit alors (§ 30,1II) & un seul
point, que nous désignons par f(3). Par conséquent

1) Nous désignons, comme d’habitude, par 3 une suite variable [}V, ;®, ..]
d’'entiers positifs. En identifiant cette suite avec le nombre irrationnel

| (])+‘1(2')+, , on peut admettre que ; parcourt ’ensemble * ) (ef. p. 5 et 80).
3 3
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£) f@ =S TFy ey

de sorte que f(Z) est le résultat de I'opération (s7) effectuée sur
le systeme {F, ..n,}.

(a) L'ensemble Z est fermé dans “)(.

En effet, si 3 non-¢ Z, il existe un k tel que £, ... #=0. On
a donc Fy..pe =0 pour chaque y tel que n'=3;! ..., v* =3, de
sorte que Y non-¢Z. L’ensemble “)(. ... des consxderes étant,

comme on vérifie facilement, ouvert on en conclut que j est un
point intérieur du complémentaire de Z, donc que Z est fermé.

(b) La fonction f(3) est continue (sur I'ensemble Z).

Soient, en effet, ;¢ Z et £ un indice tel que o (F“ w) < €
Wy ... ¢ désignant le méme ensemble qu’auparavant, la condmon
30€Z Wy ... o entraine f(3) ¢ Fy.. 4 donc [f(3) — fG)| < e
“lg ... ;» étant un entourage de 3, on en conclut que la fonction f
est continue au point 3.

L.a proposition suivante est évidente:

(¢) Si Fx e gk F = 0, quels que soient 3 et k, alors Z ="M.

) Si le systéme {F, ... 4} est diadique, c. a d. si 'ensemble
F;.. y+ s'annule toujours sauf quand le systéme 3'...3* se com-
pose de chiffres 1 et 2, — l'ensemble Z est homéamorplzeal’ensemble
(2 de Cantor.

Car, dans ces hypothéses, Z est I’ensemble des suites com-
posées de chiffres 1 et 2.

(e) Si deux ensembles Flt e ge O Fyioge pourvus de diffe-
rents systémes de k indices sont toujours dz.sjomts, la fonction f est
biunivoque. En outre,

f@=[13F,
k==1 3

(de sorte que I’ensemble f(Z) est alors un Fg;),

En effet, si 3%y, il existe un indice 2 tel que 3* % v~
Comme f (v) € Fji ... g, il vient f(y) non-e Fji... 4, d’oit £ (3) 7= f(v).

Pour le reste de 1'énoncé (e) voir § 1, VI, 5.

(f) Si lon ajoute @ Phypothése de L'énoncé précédent celle que
les ensembles Fy ... soient ouverts (tout en étant fermés), la fonction
f (3) établit une homéomorphie entre Z et f(Z).



224 Chapitre III. Espaces complets.

Soit, en effet, lim f(3.) = f(). 11 s’agit de prouver que

ne o<

lim 3, =3, c. a d. que lim 3 = 3* quel que soit %2, oun encore

m =z e Mmoo
,a . k .
que, k ¢étant fixe, on a 3, = j* pour m suffisamment grand.
Or, ’ensemble F,: ..., étant ouvert, on conclut de la formule .
lim f ) = f(3) e Foo e que f(Gn) e Fou.o o pour m suffisamment

M=o

grand. D’autre part f () e Fy! ... . L’hypothése de I'énoncé (e)

St e
entraine donc 3!, = 3!, .., ¥ =3k

r) Si N o= N Fiet Fouiy =N Fuao iy quels que soient 3
;-" l‘"} \ 3 = \ )

7
et k, ona f(Z)-=\.

En effet, p étant un point donné, il existe un indice n, tel
que p e F,. Procédons par induction. Supposons que pe F, ...,
Il existe par hypothtése un indice 7xyy tel que p=/Fy oy ny .
En désignant par 3 la suite ny, n,, ny, ..., il vient p = f(3).

II. Transformations de ’ensemble /i en espaces complets.

Théoréme 1Y), Chaque espace complet séparable est (effective-
ment *)) une image continue de l'espace ).

Soit, en effet, R, R, ... une base de l'espace .\ telle que
Ri-#=0 et 6(R)-"1 (cf. § 17, 1 et I1). Posons F; = K. Il vient

N VNR =NF et 3(F)- 1.
i1 i1
Procédons par induction. L’ensemble fermé non vide £, ...,
supposé défini et considéré comme ’espace, il existe une suite infinie

d’ensembles fermés et non vides F, ..., (=1,2,.., telle que

e

. ~ g PR
F//‘ cee oy, _}_, l:r_/‘ eoe nki et 4 (f'rl, eee nki) R l/l\'—i—l-
i1

D’apreés (b), (¢) et (g), .\’ est une image continue de ‘).
Théoréme 2. Chaque espace complet séparable de dimension 0
est homéomorphe & un sous-ensemble fermé de l'espace ).

En effet, I'espace .\" étant O-dimensionnel, chaque ensemble
ouvert est la somme d’une suite infinie d’ensembles disjoints (vides

') Ce théoréme sera ¢tendu dans le § 33 sur les ensembles boreliens.
¥ ¢ a d. que la démonstration qui suit permet de nommer une fon-

ction continue f qui transforme /( en -\ (ef. § 18, VIII).
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ou non) qui sont a la fois fermés et ouverts et de diameétre aussi
petit que Pon veut (p. 120, cor. 1). Il vient done, comme dans la
démonstration précédente:

oo o
. - < Y ~ -
A= s} Fi, I'n, see gy .}J Fn, oo npiy ¢ (I'n, cee "k") i ],'/,-.H,
i1 i1

les ensembles £, ... ,, étant fermés, ouverts et disjoints pour £ fixe.

D’aprés (a), (f) et (g), .U est homéomorphe a un engsemble Z
fermé dans 'J(.

Corollaire. Dans U'espace i chaque ensemble G cst homéo-
morphe ¢ un ensemble fermé.

Car, en vertu de § 29, VII, chaque ensemble G; contenu
dans )( est homéomorphe 4 un espace complet de dimension 0.

Théoréme 3 (de M. Mazurkiewicz)'). Chaque ensemble G
dense et frontiére dans un espace complet, séparable et O-dimen-
sionnel est homéomorphe @ Pespace ).

En effet, d’aprés le théor. I', p. 120, I'ensemble G; en ques-
tion est le résultat de DPopération (<() effectuée sur un systéme
d’ensembles {F, ...} non vides, fermcs, ouverts, disjoints pour #
fixe et satisfaisant aux conditions (1) et (2) du N°I. D’apres (3),
(¢) et (f), cet ensemble est donc homéomorphe a J(.

Corollaire. Chaque ensemble G; dense et frontiére dans [es-
pace & des nombres réels est homéomorphe @ I(.

Soit @ l’ensemble G; considéré et soit D un sous-ensemble
dénombrable de ¢ — Q, dense et tel que I'ensemble ¢ — Q — D
soit dense (un ensemble D) de ce genre existe, car I'ensemble ¢ — Q
est dense et dense en soi). [’ensemble Q est par conséquent
dense et frontiere dans ¢ — D. De plus, comme ensemble G,
¢ —D est un espace topologiquement complet de dimension 0
(§ 29, VII). Q est donc homéomorphe i ) en vertu du théor. 3.

') Teorja zbiorow G, Wektor 1918. Cf. dans cet ordre d’idées L. K. J.
Brouwer, On linear inner limiting sets, Proc. Akad. Amsterdam 20 (1917),
p. 1191; P. Alexandroff et P. Urysohn, Ueber nulldimensionale Mengen,
Math. Ann. 98 (1927), p. 89' (cas de I'ensemble F: homogéne).

C. Kuratowski, Topologie I. 15
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Ill. Transformations biunivoques.

Théoréme. L'intervalle J, ainsi que le cube n-dimensionnel 9"
(n fini ou R,)"), se laissent obtenir de ‘). par une homéomorphie de
classe 01, c. a d. par uane transformation biunivoque et continue
y = f(x), dont la transformation inverse x = f~'(y) est de l-re classe.

Soit N l'ensemble (° de Cantor dépourvu des extrémités gau-
ches des intervalles contigus. La fonction f(x) qui fait corres-

pondre au nombre x = ;‘;—l-gzz-l— S ;Z +...(cm =0 ou 2) le nombre

Sm .. transforme N en 7 d'une fagon bi-
2m+1

univoque et continue (p. 149).

La fonction inverse £—! n’admet qu'un ensemble dénombra-
ble des points de discontinuité (notamment, les points qui sont
représentés par des fractions diadiques finies); elle est donc de
I-re classe (§ 30, VI1I, cor. 1).

N étant dense et frontiére dans (, les ensembles NV et )( sont
homéomorphes (théor. 3, N°II); soit s (x) une homéomorphie telle
que s(9)=N. La fonction f(x)={s(x) satisfait au théoréme
pour 72 = 1.

cy . €
1) = oyt t

En faisant correspondre a la suite (finie ou infinie); compos¢e
de nombres irrationnels x,, X, ... la suite f(x,), f(%,), ..., on définit
une transformation continue g de )(* en 7" (p. 149, VI).

La transformation inverse f-'(y,),f '(¥,) ... fait correspondre
a chaque point y;, y,, ... de Pespace :7" un point de )("; la trans-
formation g-! est donc de I-re classe, puisque f~' est de I-re
classe (p. 183, 8). -)(" étant homéomorphe a ) (p. 148, remarque),
désignons par £ une homéomorphie telle que % ()() ="')(". La fon-
ction superposée gk (x) est bien la fonction demandée.

Corollaire®). Chaque espace métrique séparable X se laisse
obtenir d’un sous-ensemble E de ). par une homéomorphie de clas-
se 0,1. En outre, si X est complet, E est fermé (c. a d. est topo-
logiquement complet, séparable, et O-dimensionnel).

En effet, X peut étre considéré comme un sous-ensemble Q de

1) et d'une facon plus générale chaque espace complet séparable et dense
en soi; voir ma note sur ce sujet, qui paraitra dans Fund. Math. 22 (1934).
2) Dans le § suivant ce corollaire sera étendu sur les ensembles boreliens.
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% (p. 104, IV). En outre, si 'espace X' est complet, Q est un G;
(cf. p. 215, III). Or, f étant la fonction considérée dans le théoréme -
précédent (pour n=R;), 'ensemble f—}(Q) est un G; dans
il est donc homéomorphe a un sous-ensemble fermé de ) (corol-
laire du théor. 2, N°II).

IV. Théorémes de décomposition.

1. Chaque espace complet, séparable, 0-dimensionnel et indénom-
brable se compose d'un ensemble dénombrable et d'un ensemble ho-
méomorphe a ‘). :

En effet, d’aprés le théoréme de Cantor-Bendixson (p. 108),
I'espace se compose d’un ensemble dénombrable et d'un ensemble
P parfait et non vide. Soit D un ensemble dénombrable dense
dans P. L’ensemble P, considéré comme I’espace, est complet, sé-
parable et O-dimensionnel. En outre, chaque point en est un point
de condensation (§ 30, IV, cor. 3); I’ensemble P — D est donc dense
dans P. Comme un G; dense et frontiére dans P, I’ensemble P—D
est homéomorphe & “/C selon le théor. 3 du N°IL

On en conclut que chaque ensemble Gy indénombrable situé dans & devient

homéomorphe @ “), lorsqu’on supprime un ensemble dénombrable convenable-
ment choisi'). Car en enlevant les points rationnels, on parvient & un en-
semble G, de dimension 0, qui devient — comme nous venons de démontrer—

homéomorphe a “I(, lorsqu’on enléve un ensemble dénombrable.

2. Chaque espace complet, séparable et indénombrable se com-
pose d’'un ensemble dénombrable et d’un ensemble qui s’obtient de ‘K
par une homéomorphie de classe 0,1. ‘

Soient, en effet, -if Pespace considéré et \' un espace com-
plet, séparable, O-dimensionnel et tel que ‘Y s’en obtienne par
une homéomorphie f de classe 0,1 (N°III, corollaire). D’aprés le
théoréme précédent, on a X = D+ N, ou D est dénombrable et N
homéomorphe a ). La formule < =f (D) + f(N) représente la
décomposition demandée.

V. Rapports a 'ensemble © de Cantor.

Théoréme. Chaque transformation continue d’'un espace com-
plet séparable X est une homéomorphie sur un ensemble A homéo-
morphe a Pensemble C de Cantor, pourvu que cette transformation
admette une infinité indénombrable des valeurs différentes.

') Théoréme de M. Mazurkiewicz, L cit.
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En outre '), chaque espace complet, dense en soi et non vide
(qu'il soit séparable ou non) contient . topologiquement.

Faisons correspondre a chaque valeur y de la fonction f con-
sidérée un point x, tel que y = f(x,). L’espace -\ étant séparable
et- 'ensemble des x'y indénombrable, soit ) un  sous-ensemble
dense en soi (non vide) de cet ensemble (cf. § 18, V).

Soient p, # p, deux points de l’ensemble D et soient F, et F,
deux sphéres (fermées) de centre p, et p, telles que: 1° ¢ (F,)<<1,
8 (F,) <1, 2° f(F,) f(F,) =0. L’existence des sphéres F, et F,
résulte de la continuité de la fonction f: si elles n’existaient pas,
on pourrait définir (en considérant des sphéres de plus en plus
petites) deux suites {r,} et {s,} telles que lim r, == p,, lim s, = p,
et f(rn) = f(S,); mais on aurait alors lim f(ry)=1lim f (s.), d’oit
S (po) == f(p,) et p, = p., car la fonction f est biunivoque sur D).

I’ensemble [D étant dense en soi, il existe a Pintérieur de F,
deux points p,, et p,, de D et deux sphéres F,, et F,, telles que
8 (Foo) < Yoy 6 (Fou) < Yoy f(Foo) f(Fos) =0 et Fpy+ Fpp C F,. En
attribuant un sens analogue aux symboles F,, et F,, et en procé-
dant ainsi de proche en proche, on parvient a un systeme diadique
d’ensembles fermés non vides {/%, ... ,,} qui satisfait aux conditions
(1) et (2) du N’I. On a en outre

(l) f(F,‘ (~,‘,)'f(F(/, ,/k) == 0, si (6’1 Ck) :,211': (dl dk),

ce qui implique que Fo ... Fu o a, = 0.

Il en résulte en vertu de N°I, (d) et (e), que I'ensemble

A=][] X F. ..., ot la sommation s'étend i tous les systémes de
k=it

k chiffres ¢, ..cx, est une image biunivoque et continue de (*
A=g()?).

La fonction g(c),ce(’, est bicontinue?). Soit, en effet,
lim g (¢.) = g (¢). 1l s’agit de démontrer que lim ¢, = ¢, donc—en
()

n=oo

') Cf. W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1903), p. 287.
*) La fonction g(c¢) peut étre définie directement, en convenant que
c ¢ c
gW=F, F.,-F...+- DOUr €= -5' -+ 92—]—2;—}- Cf. F. Hausdorff,

Mengenlehre, p. 134,
%) Clest un cas particulier d’un théoréme sur les espaces compacts.
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vertu du théor. de Bolzano-Weierstrass—que la condition lim ¢z, = ¢’

entraine ' =¢. Or, la fonction g étant continue, on a l'égalité
lim g (cx,) = g (c'), d'ot g(c')=g(c) et ¢'=c¢, puisque la fon-

n=oca
ction g est biunivoque.

Il est ainsi établi que A est homéomorphe a (. Enfin, pour
prouver que la fonction partielle f(xA) est bicontinue, il suffit
de démontrer—comme nous venons de voir—que cette fonction est
biunivoque. Or, étant donnés deux points x, -/ x, de A, il existe deux
systémes différents d’indices c,..c. et d;..dyx tels que x, ¢ F, ...,
et Xy e Fy ... 4. 1l vient selon (i): f(x,) # f(x,), ¢. q. f. d.

Pour établir la deuxiéme partie du théoréme,’ il suffit de po-
ser dans le raisonnement précédent D = X et f(x) = x.

Corollaire 1. Toute image continue indénombrable d’un espace
complet séparable contient (’ topologiquement. Elle est donc de la
puissance du continu.

Corollaire 2. Tout espace complet, séparable et indénombrable
contient un Gy (homéomorphe a () dont chaque espace complet sé-
parable est une image continue.

Cest une conséquence du corollaire précédent, du théor. 1
(N°Il) et du fait que I’ensemble (’ dépourvu des extrémités des
intervalles contigus est homéomorphe a )¢

Corollaire 3. Etant donnée une fonction continue f(x), définie
sur un espace complet séparable, la condition nécessaire et suffisante
pour que lensemble des waleurs de cette fonction soit indénom-
brable est qu'il existe un ensemble dense en soi E (situé dans cet
espace) tel que la fonction partielle f (xiE) soit biunivoque.

La condition est nécessaire en vertu du théoréme de ce N°
Elle est suffisante d’aprés le corollaire 6, p. 206.

§ 33. Ensembles boreliens dans les espaces
complets séparables.
I. Ensembles ambigus'). A chaque ensemble ambigu A de

classe a+1>1, situé dans X, correspondent: un espace complet
séparable C de dimension 0 (autrement dit, un sous-ensemble fermé

1) Cf. N. Lusin, Ensembles analytiques, chap. 1l.
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de )() et une homéomorphie [ de classe 0,0. qui transforme C en X
de facon que l'ensemble f-'(A) soit un F, et G; (dans C).
Supposons que le théoréme soit vrai pour chaque ensemble
ambigu de classe <f§ (3> 1). Nous allons démontrer qu’il en est
encore ainsi, quand A est un ensemble ambigu de classe B.

D’aprés p. 166, IX, ’ensemble A est de la forme:

A 2"21(141: ' Aﬂ+l ’ ...) :r:-xI«;ll (Aﬂ + A"-H =+ '")

ol A, est ambigu de classe a, et 0 <<a, <{f.

Si B > 2, il existe par hypothése un ensemble C, fermé dans
‘" et une homéomorphie f, de classe 0,0,, définie sur C,, telle
que fA(Cy) = A,. Sif=2, on parvient 3 la méme conclusion en
vertu du corollaire § 32, III (ot ’espace X peut étre remplacé
par ensemble A,, car celui-ci est un G;).

L’ensemble X — A, étant aussi ambigu de classe a,, il existe
un ensemble D, fermé dans I’ensemble des nombres irrationnels
de l'intervalle (1,2) et dont le rapport & X — A, est identique a
celui de C, a A,; de sorte qu’'en posant £, = C, + D,, la fonction f»
définie sur I'ensemble £, tout entier, est continue, biunivoque et
remplit les formules f.(C,) = A, et fuAD,) = X — A,. La fon-
ction f;! est de classe a, car les fonctions partielles f;!|A, et
[a'|(X—A,) sont par hypothése de classe a, et 'ensemble A, est
ambigu de classe «, (cf. p. 179, IV, 2).

Remarquons que E, est topologiquement complet, séparable,
0-dimensionnel et que les ensembles C, et D, sont fermés et ouverts
dans cet espace. Soit £ = E, X E,X.. le produit cartésien des
espaces E,, c¢. a d. ’espace des suites j = [3', 3% ...] o 3 s E,. Soit
C lensemble des ; tels que f,G!) = f,(:%) = ... Posons f(3) = fi(3)
pour 3 e C. '

Les fonctions f, étant continues, C est fermé dans E. L’es-
pace E étant topologiquement complet, séparable et 0-dimensionnel
(§ 29, III, § 14, VI, § 24, V), il en est de méme de C.

On a f(C) =X. Car x étant un point de %Y, il existe, pour
chaque 7, un £, ¢ E, tel que x = f,({s). En posant 3 = [¢, ¢, ..],
il vient x = f(3) et 3¢ C.

La fonction f (3) est biunivoque. En effet, si 3 %=, il existe
un 7 tel que 3%y, dou f(3) = fa(3") # f(v") = f (v), puisque la
fonction f, est biunivoque.
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La fonction f (3) est continue, car la fonction f,(;!) est continue.

La fonction ;= f-'(x) est de classe B, si B est un nombre
limite, et de classe <{ dans le cas contraire. Car en vertu des
équivalences:

=710} = {f Q) =x}={x=fiR) = £,(}}) = ..} =
=3 =), 3= f0R),
chaque coordonnée du point ; = f~!(x) est une fonction de classe
< B (p. 183, VI, 1).
L’ensemble f—'(A) est un F, et G;. On a, en effet,

£ = 3 A S An) ] = [T HAD + S Aus) + ..

La fonction f étant continue, il suffit donc de démontrer que
Pensemble f—!(A,) est fermé et ouvert dans C. Or, on a pour ;e C:
{f @) e An} = {fa(3") € An} == {3" ¢ Ca} et I’ensemble C, étant fermé
et ouvert dans E, l'ensemble f~!(A,) = C‘E {sine C,} est fermé

et ouvert dans C, puisque f' {7 C,} = E, X.. ><E,,_1 X Cu X Engr X..
5

Remarque. La classe de la fonction f-!(x) ne peut pas &tre réduite. Car
f-! étant de classe &, I'ensemble 4 = ff—'(4) est ambigu de classe E -4 1, puis-
que f—1(A) est ambigu de classe 1 (§ 27, IIl). Par conséquent, si A est de
classe o -}-1 sans é&tre de classe «, on a £ >,

Il. Ensembles boreliens arbitraires?).

Corollaire 1. Chaque ensemble borelien B de classe o.>> 0 se
laisse obtenir d'un espace complet, 0-dimensionnel et séparable (au-
trement dit: d’un sous-ensemble fermé de ‘)) a laide d’'une homéo-
morphie de classe 0,a.

En effet, B étant ambigu de classe « + 1, on considére I’en-
semble F, et G; du théoréme précédent comme l'espace complet
et on restreint & cet espace le’ domaine des arguments de la fon-
ction f.

Il est en outre & remarquer que, si B est de classe o. additive
(multiplicative), lensemble f(X) lest également, quel que soit l'en-
semble X ouvert (fermé).

1) Cf. N. Lusin; ibid. Pour des énoncés plus précis, cf. ma note sur
ce sujet, qui paraitra dans Fund. Math. 22 (1934).
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Corollaire 2. Dans chaque ensemble borelien indénombrable B
de classe a>> 0 il existe un ensemble dénombrable D tel que I'ensem-
ble B—D se laisse obtenir de ) & [l'aide d'une homéomorphie de
classe 0,7.

Soient, conformément au cor. 1, C un espace complet, sépa-
rable, 0-dimensionnel et f une homéomorphie de classe 0,2 telle que
f(C)=B. E étant un sous-ensemble dénombrable de C tel que
I'ensemble C — E est homéomorphe a ) (p. 227, 1V, 1), on pose
D = f(E).

Corollaire 3. Chaque ensemble borelien est une image continue
de U'ensemble )( des nombres irrationnels.

Supposons d’abord I’ensemble B indénombrable et soit
D = p p,, ... I'ensemble dénombrable (fini ou infini) considéré
dans le cor. 2. Soit f(¢), t = ), une fonction continue telle que
f()) =B — D. Désignons par ), ’ensemble des nombres irra-
tionnels de l'intervalle (n, n 4 1) et posons f (/) == p,. L’ensem-
ble ")( + )+ )+ ..., qui est évidemment homéomorphe a
se trouve ainsi transformé en B d’une facon continue.

Dans le cas ot B est dénombrable, on pose B = /). La fon-
ction f transforme alors P'ensemble )¢, + ), + ... en B.

Corollaire 4. (théor. de M.M. Alexandroff-Hausdorff)").
Chague ensemble borelicn indénombrable contient topologiquement
lensemble (° de Cantor. Sa puissance est donc c.

C’est une conséquence du cor. 3 et du cor. 1, p. 229,

III. Développement des ensembles ambigus en séries
alternées?). La condition nécessaire et suffisante pour qu'un cn-
semble E soit ambigu de classe 2+ 1 est qu'il soit développable
en série alternée dénombrable (transfinie) d’ensembles décroissants
de classe o multiplicative:

(1) E=B —-B,+B,—B,+ ..+ B, — B+ ..

w41

La suffisance de cette condition a été démontrée p. 164, 3.
Pour en prouver la nécessité, considérons, conformément au théor.
du N°I, un espace complet séparable C et une homéomorphie f de

) P. Alexandroff, C. R. Paris t. 162 (1916), p. 323, F. Haus-
dorff, Math. Ann. 77 (1916), p. 430.
) N. Lusin, L. cit.
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classe 0,2 qui transforme C en l'espace .\ (qui contient E) de
facon que I’ensemble f—'(E) soit un F, et G;. En vertu du théo-
réeme p. 207, VI, ’ensemble f-(E) est de la forme

f—l(E): ~F+F‘“_F+ + m—"Fm{»-1+"’9

ot les ensembles F& sont fermés et décroissants.
La fonction f étant biunivoque, il vient:

Ex=ff 1 E)=fF)—f(FE)+ ..+ [(F) = f(Fop) + ..

et les ensembles décroissants B = f (F¢) sont de classe o multipli-
cative, puisque la fonction f ! est de classe =,

IV. Petites classes de Borel. Le théoréme précédent conduit d’une
facon naturelle a une classification des cnsembles ambigus d’une classe o
donnée (oit « n’est pas un nombre limite). Notamment, la série (1) étanl du
type 2, nous dirons que /5 appartient a la pelite classe F: ’une facon ana-
logue, si le complémentaire de /7 est développable en une série du type 8,
I7 est dit de petite classe ("Ej, .

On voit ainsi que la classification des ensembles ambigus de classe «

(« fixe) en ,petites classes” est tout-a-fait analogue 2 celle des ensembles
boreliens en classes Fa (ou (ia).

Ainsi, par exemple, les ensembles des petites classes I"}, l"f, ’;’
G}, G, G}, ... sont respectivement de la forme:
Fy, Fi—1i, I'—F.+4T,,..
N=F X—F+4F, \—=F4F- F,.
Par une méthode analogue a celle qui nous a servi pour démontrer

qu’a chaque « correspond (dans Pespace des nombres irrationnels) un ensemble
borelien qui est de classe « sans étre de classe - 7 (p. 175) on établit I'exis-

) Cette condition s’exprime d’une facon plus naturelle, lorsqu’on em-
ploie la division des ensembles, en posant par définition X:V =XV’ (oi

Y’ = complémentaire de Y). Gg est alors la classe des ensembles qui se lais-

sent développer en un ,produit alterné* du type 2 d’ensembles croissants de
classe « additive:

E=(G,:G)-(G4:G)- ...~ (Gm: Gm+1) .
En effet, la formule £L'= 8, — B, 4 ..+ B — 19‘"‘H <+ ... entraine

E=(B,— By -.. (B = (Bt B) (BB, )

on GG, 7.7G 7 ..

m

m Bw—H)' T
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tence des ensembles qui appartiennent a une petite classe donnée sans
appartenir aux petites classes 4 indices inférieurs !).

§ 34. Ensembles projectifs.

I. Définitions. On appelle ensembles projectifs de classe 0
les ensembles boreliens. Les ensembles projectifs de classe 2 n+1
sont les images continues des ensembles projectifs de classe 27
(situés dans le méme espace); les ensembles projectifs de classe 2n
sont les complémentaires des ensembles projectifs de classe 2n—12),

En particulier, les ensembles projectifs de classe 1, ¢. a d.
les images continues des ensembles boreliens sont appelés analy-
tiques ou ensembles A?%), leur complémentaires, c. & d. les ensem-
bles projectifs de classe 2, sont nommés complémentaires analyti-
ques ou ensembles CA*).

Comime on verra dans la suite, il y a de nombreux problémes d'un ca-
ractére élémentaire qui conduisent aux ensembles 4 et aux ensembies CA. 1l
y a aussi des exemples importants d’ensembles qui sont analytiques sans étre
boreliens; tel est, dans I’espace des sous-ensembles fermés de l’intervalle, I’en-
semble des ensembles fermés indénombrables *).

L’importance de la théorie des ensembles projectifs (surtout des en-
sembles analytiques) tient aussi a ses applications aux autres branches de la

) M. Lavrentieff, Surles sous-classes de la classification de M. Baire,
C. R. Paris 1925. Cf. aussi N. Lusin, op. cit. p. 123, et W. Sierpinski,
Sur l'existence de diverses classes d’ensembles; Fund. Math. 14 (1929), p. 82.

) Avec les opérations dénombrables }' et [| il n’y aurait aucune
n=1 n=1
difficnlté de prolonger cette classification dans le transfini (< 4), en imitant
la classification des ensembles boreliens.
®) ou ,ensembles de Souslin“ (F. Hausdor{f, Mengenlehre, p. 177).

') La notion d’ensemble analytique a été introduite par MM. Souslin
et Lusin; voir Sur une définition des ensembles mesurables B ‘sans nombres
transfinis, C. R. Paris t. 164, 1917, p. 88 et suiv. La théorie des ensembles
analytiques a été développée surtout par MM. Lusin et Sierpinski. La
notion d’ensemble projectif est due 4 M. L usin; voir Sur les ensembles pro-
Jectifs de M. Henri Lebesgue, C. R. Paris t. 180 (1925), p. 1570. Cf. L. Kan to-
rovitch et E. Livenson, Memoir on the analytical operations and projec-
tive sets, Fund. Math. t. 18 (1932), p. 214 et t. 20 (1933), p. 54.

%) W. Hurewicz, Zur Theorie der analytischen Mengen, Fund. Math. 15
(1980), pp. 4—17. Nous reviendrons sur ce point dans le Chap. 1V.
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Topologie; ainsi, par exemple, la démonstration du théoréme sur I'inversion
des fonctions continues (§ 35, V) repose sur cette théorie.

Nous allons voir que les ensembles analytiques jouissent de la propriété
de Baire (méme au sens restreint) et qu'ils sont mesurables (dans le cas de
P’espace des nombres réels, cf. § 35, 1I). Le probléme si ces deux proprié¢tés
appartiennent aux ensembles projectifs en général, n’est pas résolu !); en con-
séquence, les ensembles projectifs de classes n>>2 sont— a Pétat actuel de
leur théorie — moins susceptibles d’applications. Néanmoins, on est conduit
A la notion d'ensemble projectif d’'une fagon tout-a-fait naturelle, surtout
lorsqu’on se sert des notations logiques et lorsqu’on tient compte du fait que

Popérateur logique Z correspond a la projection (p. 8) et que la négation
X

correspond au passage au complémentaire d’un ensemble.

II. Relations entre les classes projectives. Désignons,
d’une fagon générale, par CX la famille des complémentaires des
ensembles appartenant a une famille donnée X et par PX la famille
des images continues des ensembles appartenant a X. On a les
formules évidentes:

1. CCX=X 2. XCPX=PPX
3. XCY entraine CX(C CY et PX( PY.

En outre, L, désignant la n-iéme classe projective, on a:

4. Lyuy1 = PL3, 5. Ly = CLyy,

6. CLy=L, e¢ PL,=L, =A.
Nous allons démontrer que

7. L C Lonyr €t Lynyy C Langoyr pour n >0 et k=12, ..
Il suffit évidemment de prouver que: “

(l) L2II C L2n+1, (") Ln C Ln+2, (lll) L2n+1 C L2n+4-

L’inclusion (i) est une conséquence directe de 2 et 4.

1) La solution de ce probléme (méme dans le cas de n =3 et de I’es-
pace des nombres réels) semble présenter des difficultés trés profondes; d'aprés
M. Lusin, qui a posé ce probléme, ,on ne saura jamais“ (!) si la solution
est positive ou négative. Il en est de méme du probléme si la puissance
d’'un ensemble CA indénombrable est celle du continu. Voir N. Lusin, Les
propriétés des ensembles projectifs, C. R. Paris t. 180 (1925), p. 1817.
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L’inclusion (ii) est satisfaite pour n =0 en vertu de 3 et 6.
Pour # >0 on a soit L, = PCL, ., soit L, = CPL,_, (ou 'on pose
L_, =L,). Sil'on admet (en raisonnant par induction) I'inclusion
Ly, »( L, il vient selon 3: PCL,...( PCL, et CPL,.. CPL,,
d’ou Pinclusion (ii).

Enfin, Pinclusion (i) donne CLj,t1 = Lonys (C Lonts, d’olt selon
3et 1: Luyyy = CCL3nyy (C CLopys = Lanya.

II. Propriétés des ensembles projectifs.

1. P, étant un ensemble projectif de classe n situé dans un es-
pace complet séparable Xy, k== 1,2, ..., le produit cartésien (fini ou in-
fini) Py X Py X ... est un ensemble projectif de classe n dans lespace
N KX, XL

2. P et Q étant deux ensembles projectifs ‘de classe n, situés
respectivement dans les espaces complets séparables X et ‘1, et y=f(x)
étant une fouction continue définie sur P, l'ensemble f '(Q) est de
classe n. En outre, si n est impair, f(P) est de classe n; si n est
pair, f(P) est de classe n+ 1.

3Y). La propriété d'étre un ensemble projectif de classe n est
additive et multiplicative au sens dénombrable; autrement dit, si les
ensembles Py, P,, ... sont des ensembles projectifs de classe n, les
ensembles P+ P, + ... et P,-P,-... le sont également.

Nous établirons ces propriétés par l'induction finie.

Pour 7 = 0 (cas des ensembles boreliens), les propriétés 1,3
el la premiére partie de 2 sont satisfaites (§ 26, 1II). La deuxiéme
partie de 2 l'est également. Car !/ étant supposé indénombrable
(ce qui est légitime, puisque autrement f(P) est dénombrable,
done de classe 1), il existe un sous-ensemble borelien N de “If
dont P est une image continue: P = g (N) (cf. p. 229, cor. 2 et
p. 232, cor. 3). L’ensemble f(P)= fg(N) est donc de classe 1.

Admettons donec que n > 0 et que les trois propriétés soient
réalisées pour 7 — 1 (nous les désignerons par 1,—i, 2,1, 3, -1).

a) Cas de n impair. Posons P, épk(Rk), Pensemble Ry étant
un sous-ensemble de .\'; de classe n —1 et p, une fonction con-
tinue définie sur R

1y Cf. W. Sierpinski, Sur les familles inductives et projectives d'ensem-
bles, Fund. Math. 13 (1929), pp. 228—239.
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ad 1). En faisant correspondre au point (x,, X, ...) de l'en-
semble R, X R, X .. le point [p,(x,),ps(x,),..] de I'’ensemble
P, X P, X ..., premier ensemble se trouve transformé d’une fagon
continue en deuxiéme (voir p. 149, VI). Le premier étant de
classe n—1 en vertu de 1, ., le deuxiéme est de classe n en
vertu de la derniére partie de 2,_..

ad 2). Soit, comme auparavant, P=p (R) ou R :\. Soit,
en outre, Q == q (7), 'ensemble T étant un sous-ensemble de < de
classe #» — 1 et ¢ une fonction continue définie sur 7.

On a les équivalences évidentes (ot xe:\, x" e} et yeY):

fe e S Q) = {f () e Q= Xl = p (O [f 2 () Ql}
S Al =p NS ) = g ()

Q) = F {[x = p (XN [f p (¥ =g W]}

d’onl

[’ensemble f (Q) est par conséquent une projection(§ 2, V, 3),
donc une image continue, de l'ensemble M des points (x, x", y)
qui satisfont a la condition entre crochets { }. Les fonctions p, fp
et g étant continues, et les deux premiéres ayant R et la troisiéeme
T pour ensemble des arguments, ’ensemble M est fermé dans le
produit X X R X 7. Celui-ci étant selon 1,., de classe n —1,
M est la partie commune d’un ensemble fermé (donc de classe n—1)
et d’un ensemble de classe n~-1 Selon 3.-1, M est par con-
séquent de classe n — 1 dans .Y <\ <) et f~1(Q), comme image
continue de M, est de classe n belon le derniére partie de 2,.,.

En outre, lidentité f(P):==fp (R) implique selon 2,_; que
Pensemble f (P) est de classe n dans ‘!, comme image continue de R.

ad 3). Soit, a présent, P, = pr(Rr) et R (C Y. On a

{xsm} lxezpmk)[ 3 (e R X 3 bk = puo)

k=1

R Te—

k

Done ZPk EZZ{x pe(x*)}, ce qui prouve que Z,Pk

est la projection de M = ]’; %: {x = pu(x7)} =/{_§ E*' {x = pu(x")}.
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Or, la fonction p:, définie sur Rk étant continue, ’ensemble
My = E {x = pi(x*)} est fermé dans le produit X X R, qui est de

classe n — 1 selon 1,_;; donc, comme partie commune d’un ensem-
ble fermé et d'un ensemble de classe n — 1, I’ensemble M, est, en
raison de 3,.;, de classe n — 1; en vertu de la méme proposition,
I'ensemble M= Y M, est de classe n—1 et, d’aprés 2,_;, > P:

k==1 k=1
est de classe n comme image continue (projection) de M.

D’autre part, la condition x ¢ [[ P, veut dire qu’il existe une
k=1
suite de points x,, x,, ... telle que x = px(x:). En désignant, comme
d’habitude, par 3 = [3}, 3% ...] une variable qui parcourt X¥., on a

Lee [T 2 == 2 11 v = pa

3

II P est par conséquent la projection de I'ensemble
k=1
1* [T {x = pu)} = [ I F {x = pr(3M)}-

Il suffit donc (en raison de 3,—;) de démontrer que ’ensemble
I {x = pu(3*)} est de classe #—1 (dans Pespace XX X XX). Or,

)

cela résulte, comme auparavant, du fait que la fonction px(3*),
considérée comme fonction de 3, est continue (puisque j* est une
fonction continue de 3 pour & fixe; p. 145, I) et définie sur I’en-

semble ]4 {3# e Rp) = X XL XU X R XX XX X..., qui est de classe
n—1 belon 1p—1.

b) Cas de n> 0 pair. L’ensemble P étant de classe n, I'en-
semble P' (le complémentaire de P) est de classe n — 1 impaire.

La proposition 3 résulte directement de 3,_; et des formules
de de Morgan: (ZPk)'= Il P, et (” Pk)' = P}.
k k R k
En vertu de lidentité (cf. p. 8,3): PX Y=X XY —(P' XY)
et de 1,.4, 'ensemble P X ‘f est de classe n et il en est encore
de méme de l'ensemble X} X ... XNy X PeXXp41 X ... On en dé-

duit la proposition 1,, en tenant compte de 3. et de l'identité
(cf. p. 8, 6a): P1><P2><.u = (P,XszXfX,X...)'(%lXPgXExsX...)'...
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Passons enfin a la proposition 2. D’aprés le théoreme sur
le prolongement des fonctions continues (p. 210, I), il existe un
ensemble P* qui est un Gj; contenant P et une fonction continue f;
définie sur P* et identique 4 f aux points de P; ceci peut étre
exprimé par I'égalité f = f,| P. Il vient (p. 12, 14): f Q) = P- fi Q)
et fi'(Q)=/T'(Y— Q) =P —fir(Q).

D’aprés 2,1, fi'(Q') est de classe n — 1; selon 3,, ’ensemble
[i Q) = P [X — fi'(Q)] est donc de classe #. En multipliant cet
ensemble par P et en appliquant 3,, on en conclut que f~!(Q) est
un ensemble projectif de classe n.

En outre, N désignant (comme dans le cas n = () un sous-
ensemble borelien de Y dont X est une image continue: X' = g (N),
Pensemble g—(P) est de classe n dans Y et par conséquent
Pensemble f(P) = fg[g~'(P)] y est de classe n 4 1.

Les propositions 1—3 se trouvent établies complétement.

4. f(x) étant une fonction mesurable B définie sur un ensem-
ble P de classe n, lensemble | = [4 {y = f(x)} est de classe n.

En effet, / est borelien relatlvement au produit cartésien
PX (§ 27, VII). Comme partie commune d’un ensemble borelien
et de I'ensemble PXY, qui est de classe n (selon 1), / est donc
de classe n (d’aprés 3).

5. La proposition 2 reste vraie, lorsquon admet que f(x) est
une fonction mesurable B arbitraire.

En effet, il existe d’aprés p. 219, VI, une fonction f, mesu-
rable B, définie sur l’espace X' tout entier et telle que f = f,|P.
Il vient (p. 12, 14): f~(Q) = P- fi'(Q). 11 suffit donc de démon-
trer que fi'}(Q) est de classe n. Or, il en est ainsi, si # est im-

pair, car en posant J= J' {y = f,(x)}, l'ensemble fi'}(Q) est la
xy

projection de J- (X X Q) sur ’axe :X. Si n est pair, il en est de
méme en vertu de Pidentité: fi-'(‘Yf — Q) = X\ — fi (Q).

En outre, f (P) est la projection de I’ensemble [ {y = f (x)}
sur l'axe V. i

Remarque. On voit ainsi qu’on n’altére pas la notion de classe
projective, en admettant dans sa définition qu'un ensemble P situé
dans I’espace X est de classe 2n+1, lorsqu’il existe (dans X ou
dans un autre. espace complet séparable) un ensemble R de
classe 27 et une fonction f définie sur R, mesurable B et telle

que P=f(R).
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6. Le résultat de Popération (s() effectuée sur des ensembles
de classe n impaire est un ensemble de classe n.

Soit, en effet, (cf. p. B): P == >’IIP

3 k==1

ensemble de classe n et 3¢ )(. P étant la projection de I’ensemble

ko Py . est un

N
weed

e Peof =T E e,

tout revient i démontrer que I'ensemble Z, = [ {x ¢ Py .} est
3 ‘
de classe n (dans l'espace )(X1\). Or, I’équivalence évidente
Al A
{xe [);l 51.-} ‘}J :’_, {(xePy, .. "k) (ny =3 ... (me = 3%}

R ny,

donne

A b \V {[ (x € [n, . II/) 14 (”1 - il) --"l:‘ (”k = "k)}"
ﬂ, - III 1 v
Le premier des &+ 1 ensembles entre crochets { } étant de
classe n (comme identique a (<P, . ,,) et les autres étant fermés
(puisque 3!, 3* etc. sont des fonctions continues de 3), on conclut
aussitot de 3 que D’ensemble Z, est de classe n.

IV. Projections. Les ensembles projectifs de classe n im-
paire situés dans l'espace \ coincident avec les projections des
ensembles de classe n — 1 situés dans le produit Y < X'1).

En effet, d'une part, les projections des ensembles de classe

-1 sont de classe 1 (d’aprés 2). D’autre part, tout ensemble P de
classe n est une image continue d'un ensemble R de classe n—1:
f(R) = P ou R(_XN. P est donc une projection de 'ensemble
[5: {x* = f(x)}, qui est, d’aprés 4, de classe 7 — 1 (dans X XX).

La proposition que nous venons de démontrer reste vraie,
lorsqu’'on remplace Pespace X X X' par XX ). .
En effet, d’aprés le théoréme 1, p. 224, espace \' est une
image continue de ‘): X = f(°)(). P étant de classe n (paire ou
impaire), ’ensemble P, = f~!(P) l’est également (selon III, 2). Par
conséquent, P est une image continue d’un ensemble de classe n

1) Cette proposition justifie ’emploi du terme ,ensemble projectif®.
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situé dans ), et celui-ci est—pour 7 impair—une image continue
d’un sous-ensemble de < de classe n — 1. Par conséquent P est
la projection sur 'axe ¥ d’un ensemble de classe n—1 situé dans
le produit X X “). '

En particulier, les ensembles analytiques coincident avec les
projections (sur Paxe X) des ensembles fermés situés dans X X (1), .

En effet, d’aprés le corollaire 3, p. 232, chaque ensemble bo-
relien est une image continue de 9¢ il en est donc de méme de
chaque ensemble analytique. Par conséquent, 4 étant un ensemble
analytique, il existe une fonction continue f définie sur ) et telle

que A est la projection sur I'axe X de I'ensemble fermé [7 {x = f(3)},
‘Ys

situé dans ’espace XX X')({ (la variable ; parcourant I’ensemble ().
Inversement, la projection d'un ensemble fermé est un ensem-
ble analytique (d’aprés NCIIL, 2).

V. Fonctions universelles. Conformément a la définition
p- 172, XIII, une fonction L,.(3) qui fait correspondre a chaque
nombre irrationnel ; un ensemble projectif de classe n (situé dans
un espace :X) est dite universelle relativement a la classe L,, lors-
que L, coincide avec la famille des valeurs de la fonction L.(3).
Nous allons prouver qud chaque n>>0 correspond une fonction
universelle L(3) telle que Pensemble |\ {x e L.(3)} est de classe n?).

3

Soit, conformément a I’énoncé final de la p. 174, F(3) une fon-
ction universelle relativement a la famille des sous-ensembles fer-
més de espace X X:)( et telle que ’ensemble J' {(x3*) € F(3)} soit

3t
fermé dans l'espace X X' X9 (3 et 3* parcourant X).

Chaque sous-ensemble analytique de XX étant une projection
d’'un ensemble fermé situé dans X X}, on obtient une fonction
L,(3) universelle relativement a L,(= A) lorsqu’on fait correspondre
4 3 la projection de F() sur X. En symboles: {x¢eL,(3)}=

= Z*,' {(x3*) ¢ F(3)}. L’ensemble € {xelL,(3)} = E&,' 4:; {(x 3 e FG)}
8 X X;

est analytique, comme projection de ’ensemble fermé J'{(x3*)c F(3)}.
p*

1) Cf.la hote de M. Szpilrajn et de moi Sur les cribles fermés ct
leurs applications, Fund. Math, 18 (1931), p, 160.
?) Cf. N. Lusin, Ensembles analytiques, p. 290.

C. Kuratowski, Topologle I. 16
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Procédons par induction. Posons pour n pair Li(3) = X—L.—1(3).

|

La fonction L.(3) est universelle relativement a L, et I'ensemble
I {x e La3)} = [ {x non-s Ly 4G)} =X x 10— 7 {x e L,_y(3)} est de
RS X3 ot

classe n.

Pour n > 1 impair, désignons par L, (3) une fonction univer-
selle relativement a la famille des ensembles de classe n — 1
situés dans X' X ) et telle que l’ensemble ]i{(x,;*) sLi__,(s)} soit
de classe n —1 (dans X' X )( < )(). En raisimnant comme pour
n=1, on prouve que la fonction L,(;), définie par P’équivalence
(%€ La®)} ~ 2 {(x:") € Ln 1(3)}, est bien la fonction demandée.

WK

Al

VI. Théoréme d’existence!). L’espace )i des nombres irra-
tionnels contient, pour chaque n>> 0, un ensemble projectif de classe n
qui n'est pas de classe < n. ) contient aussi des ensembles non
projectifs.

Considérons la fonction universelle L,(3) du N°V (en y po-
sant {\' = J(). L’indice n -1 étant impair, soient

E, = ,[ﬂv {S € Ln(%)} et E, |1 = )1 — E, = ]1‘ {S non-e LH(S)}-
3 3
Comme projection de ’ensemble [ {x<L,(;)}- [ (x = 3), qui est
) X3 3
de classe n, £, est aussi de classe n. Done £, est de classe 124 1.

D’autre part, d’aprés le théoréme de la diagonale (p. 175, X1V),
E.y1 n’est pas de classe #, ni—a plus forte raison-—de classe <n
(puisque n est impair). 1l en résulte que E, n’est pas de classe
<'n, car dans le cas contraire £,;; serait de classe < n -+ 1.

Imaginons & présent chacun des ensembles E, placé dans
Pintervalle (n — 1, ). L’ensemble E..== £, -+ E, + ... est non projectif.

) lbidem. Voir aussi la note de M. Banach et de moi Sur la struc-
ture des ensembles linéaires, Studia Math. 4 (1933), p. 95, ou il est établi qu’il

~

. ~ . . ..
existe dans P'espace’’/ °  (des fonctions continues) un ensemble linéaire de
classe 2n qui n'est pas de classe inférieure (un ensemble est dit linéaire, s'il
contient, avec f (x) €t g (x), chaque fonction de la forme % f (x) + p. g (x)).
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Remarque. Le procédé employé dans les NN°V et VI permet de définir
effectivement (cf. § 18, VIII) les ensembles E, ot E_*).

L’existence des ensembles non projectifs peut d’ailleurs étre établie (non
effectivement) d’une facon plus simple. Notamment, la famille des ensembles
boreliens étant de la puissance du continu et la famille de toutes les images
continues d'un ensemble é6tant également de cette puissance (p. 116), on voit
aussitot que, quel que soit n, la classe L, est de puissance . 11 en est donc de
méme de la somme L, 4 L.+ .. La famille de tous les sous-ensembles d’un

espace complet séparable et indénombrable ayant la puissance of > ¢, I'exis-
tence des ensembles non-projectifs en résulte directement.

VIl. Invariance. P étant un ensemble projectif de classe n,
chaque ensemble homéomorphe a P (qu'il soit situé dans le méme
espace ou dans un autre espace complet séparable) lest également.

Le théoréme est évident dans le cas ou n est impair, car
dans ce cas chaque image continue de P est de classe n. Dans
le cas ot n =0 (cas des ensembles boreliens) le théoréme est vrai
d’aprés p. 217, cor. 1. Si n >0 est pair, la propriété L, , satis-
fait aux hypothéses du théoréme p. 216; c. & d. quelle est un
invariant de ’homéomorphie et qu’en outre: 1) chaque @ relatif
a un ensemble de classe n — 1 est de classe n — 1, 2) la somme
d’un ensemble de classe n— 1 et d’'un F, et de classe n — 1. On en
conclut que la propriété d’étre le complémentaire d’un ensemble de
classe n-—1, c. & d. d’étre de classe #, est un invariant intrinséque ).

VIil. Fonctions propositionnelles projectives®). Une fon-
ction propositionnelle ¢ (x) est dite fonction de classe L,, lorsque

I’ensemble Ecp(x) est de classe L,. Nous établirons les regles
suivantes du ,calcul projectif“:
1. Si¢ (x)estde classe L., sa négation v'(x) est de classe CLn.

Car [f ¢'(x) = [[lo ()]

') Dans le cas de ’espace des nombres réels, la mesurabilité lebesguienne
de ’ensemble [; ainsi défini semble présenter des grandes difficultés, bien
que cet ensemble soit nommé explicitement. Voir i ce sujet ma note Sur le
probléme de la mesurabilité des ensembles définissables, Congr. Int. Math. Ziirich
1932, vol. II, p. 117.

2) Pour Pinvariance de la classe CA voir P. Alexandroff, Sur les
ensembles complémentaires aux ensembles (A), Fund. Math. 5 (1924), pp. 160—165.

3 Cf. §§ 1, 2, et 26, IX. Voir sur ce sujet les notes de M. Tarski et
de moi dans Fund. Math., 17 (1931), pp. 241—272,
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2. 8i ¢(x) est de classe L, dans lespace X, ¢ (x) est de
classe L, dans l'espace X X Y.

Car (N°IIL, 1): F ¢ (x) = [E ¢ (x)] X Q.
xy x
3. @(X), 9y (X), ... étant une suite finle ou infinie de fonctions
de classe L, (n fixe')), les fonctions kZ pr(x) et { | eu(x) sont aussi

de classe Lp.

C'est une conséquence directe de I’énoncé N°III, 3.

4. ¢ (x,y) étant de classe L (dans XX Y), la fonction pro-
positionnelle 2 ¢ (x, y) est de classe PL, et |[] [ $ (x, y) est de classe

CPCL, (dans 9{)
Car I’ensemble [X 3’ ¢ (x, y) est la projection (cf. p. 10, V, 3) de
x 0y

l’ensemble _E d (x, y); il est donc de classe PL, (N°IV). En outre:

Les régles précédentes montrent que les opérations logiques:
L4, %7 , [; [, effectuées sur des fonctions propositionnelles projectives

conduisent toujours a4 des fonctions propositionnelles projectives.
Rapprochées des régles du § 26, XI, elles permettent, en méme
temps, d'évaluer la classe borelienne ou projective d’une fonction
propositionnelle, donc de 1'ensemble qu’elle définit.

Remarques. (1) Etant donnée une fonction propositionnelle de deux varia-

bles ¢ (x, y), on peut'se servir pour évaluer la classe de 2 Y (x,y), tantﬁt de la

régle 4, d’aprés laquelle I'ensemble 1; Z (x,y) est la projection de L ¢ (x,¥),

xy
tantot de la régle p. 10,1, d’apreés laquelle ]’ Zq(x,y) est la somme ZL ¢4 (x, ).
La deuxiéme legle-ou V est considéré comme indice — est plus avantageuse
dans le cas ol y parcourt un ensemble dénombrable, ainsi qué dans le cas

particulier ot ’ensemble l';(!/(x,y) est ouvert (ﬁour y fixe), puisque la somme
X

d’une famille (de puissance arbitraire) dtenéembles ouverts est ouverte.

Des remarques analogues concernent lopérateur ” 2),

'} On pourrait se débarrasser de cette hypothése, en prolongeant les
classes L, au-deld des indices finis (cf. p. 234, renvoi ?)).

?) C'est ainsi, par exemple, que dans le remvoi 3, p. 209, /2 est con-
sidéré comme indice et non comme point d’un espace.
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(2) Dans le cas ou ‘yest un espace compact, la projection paralléle

a Paxe cyd’un ensemble fermé est un ensemble fermé'). En conséquence, on
tiendra compte dans ce cas de la régle suivante:

5. Si {(x,y) est de classe F (ou de classe Fg), Z &4 (x,y) Pest également.
y

Si 4 (x,y) est de classe G (ou de classe Gy), [ I ¢ (x,y) Lest également.
y

IX. BRpplications?). 1) Accessibilité rectilinéaire. Le point x est dit recti-
linéairement accessible par rapport & M, en symboles x: M, lorsqu’il existe
dans l’espace X un segment rectiligne xy qui n’a avec M que le point x en
commun (et qui ne se réduit pas a un seul point). La condition pour que le
point z appartienne au segment xy s’exprimant parl'égalité: | y—z |+ |z—y| =
=|x—y|, on en conclut que (les variables x,y,z parcourant ’espace ‘Y)'

{xe M} = (xe M) 2{(y=l:x) ﬂm x—z|4|z—y|=|x—y]) @ x)>(ze M)]}==
2= (xe M) 2 {(ydpx) llt(u—-zi+lz—-y1¢|x—y1)+<z—x)+(zeM)n}

La fonctlon propositionnelle ¢ (x) = {xs M } g'obtient ainsi a 'aide des
opérations logiques effectuées sur les fonctions:

B={xeM}, r={x=y} dxy)={r—zl+lz—y|=]x--yi}.
La deuxiéme et troisieme sont évidemment de classe F. Quant a la pre-

miére, elle dépend des hypothéses faites sur 'ensemble M. Si M est un F,, on

voit aussitét,en appliquant les régles du §26, XI, que la fonction entre crochets [ ]

est de classe Gj. Si Pespace est compact, Popération n effectuée sur cette
z

fonction donne encore une fonction de classe Gj (selon 5); en multipliant
cette derniére par la fonction (y = x), qui est de classe G, on n’altére pas sa
classe; puis, en appliquant 'opération 2, on parvient a une fonction de classe A
(régle 4); en la multipliant par la f(;vuction (xe M), qui est de classe F:’ on
obtient finalement la fonction ¢ (x), qui est donc de classe A.

Autrement dit: M étant un ensemble F, situé dans un espace compact, 'en-

semble de ses points rectilinéairement accessibles’ est analytique®).

1) Nous reviendrons sur cette proposition — dont la démonstration est
d’ailleurs trés facile—dans le Chap. V. Voir aussi ma note de Fund. Math. 17, p. 253.
?) On trouvera de nombreuses applications de la méthode exposée tout-a-
I'heure dans les notes citées de Fund. Math. 17, dane Fund. Math. 18, p. 148—159,
61—170 (note de M. Szpilrajn et moi), chez M. Saks, Fund. Math. 19, p. 218.
3 Théoréme de Nikodym-Urysohn. Il importe de remarquer que
la classe de l'ensemble M, ne peut &tre réduite; il existe notamment (dans
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D'une fagon générale, M étant un ensemble de classe L,, , situé dans
un espace complet, M, est de classe L2,,+3.

2) Opérations de Hausdorff '). Etant Fdonnés: une suite d’ensembles
A;, A, ... et un sous-ensemble B de l'espace ) des nombres irrationnels, on
considére I'ensemble / tel que

{xeHy=D{Ge By [l (m=3™~(x: 4,01}
5 mn

Si les ensembles A, et B sont projectifs (de classe bornée), // est projectif.
Si ces ensembles sont analytiques, // Pest également.

§ 35. Ensembles analytiques.

I. Généralités. Rappelons d’abord quelques propriétés des
ensembles analytiques établies au § 34. Par définition, les ensembles
analytiques coincident avec les images continues des ensembles
boreliens (§ 34, I). Chaque ensemble borelien étant une image
continue de ’ensemble ( des nombres irrationnels, on peut définir
les ensembles analytiques comme les images continues de Pensemble
NW(§ 34, IV).

La propriété d’étre un ensemble analytique est invariante
par rapport aux opérations dénombrables: d’addition, de multi-
plication et de multiplication cartésienne, par rapport a l'opé-
ration (<() et par rapport aux transformations mesurables B
(qu'elles transforment 1'ensemble considéré en sous-ensemble du
méme espace ou d’un autre).

D’aprés le corollaire 1, p. 229, chaque ensemble analytique
indénombrable contient un ensemble parfait?). Les ensembles ana-

le plan euclidien) un ensemble fermé M pour lequel I’ensemble M, est non

borelien. Voir: O. Nikodym, Fund. Math. 7 (1925), p. 250 et 11 (1928), ainsi
que Ann. Soc. Pol. Math. 7 (1929), p. 79, P. Urysohn, Proc. Acad. Amsterdam
28 (1925), p. 984 et N. Lusin, Fund. Math. 12 (1928), p. 158,

'Y F. Hausdorff, Mengenlehre, p. 87 et A. Kolmogoroff, Opérations
sur des ensembles, Rec. Math. Moscou 25, p. 418. Voir aussi L. Kantorovitch
et E. Livensohn, Memoir on the Analytical Operations and Projective Sets (i),
Fund. Math. 18 (1932), p. 214, ou lon trouve de nombreux renvois biblio-
graphiques.

?) Voir M. Souslin, C. R. Paris t. 164 (1917). Un théoréme plus général
(en raison du N°II) est celui de M. Hure wicz: chaque ensemble qui s’obtient
des ensembles fermés & I’aide de l'opération (<{) contient un ensemble par-
fait, pourvu que lespace soit séparable (complet ou non). Voir Relativ per-
fekte Teile von Punktmengen und Mengen (A), Fund. Math. 12 (1928), p. 78—109.
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lytiques ,réalisent* donc 1I’hypothése du continu: leur puissance
est soit finie, soit R,, soit ¢.
Nous allons établir a présent le théoréme suivant: -

A étant un ensemble analytique indénombrable, chaque en-
semble analytique A* s'en obtient par une transformation de [-re
classe ).

Il suffit évidemment de démontrer qu’il en est ainsi pour A*=")(.

Or, comme ensemble analytique et indénombrable, A contient
un ensemble homéomorphe a (°, donc un ensemble N homéo-
morphe & )(. Posons f(x)=x pour xeN. L’ensemble N étant
un G; dans DPespace X (qui contient A, cf. p. 215,1l1), donc un

espace topologiquement complet, il existe une fonction f*(x) de
I-re classe définie sur ’espace X' tout entier, dont les valeurs
appartiennent & N et qui coincide sur N avec f(x) (p. 221, corol-
laire). Par conséquent f'(4)=N, c. q. f. d.

Dans le méme ordre d’idées citons les théorémes suivants:

1. Etant donnés deux ensembles analytiques indénombrables de
dimension 0, un de ces ensembles est une image continue de 'autre?).

2. Chaque ensemble analytique est une image biunivoque et con-
tinue d’un ensemble CA?®).

Plus précisément, .x == f }) élant une fonction continue, définie sur un sous-

ensemble fermé F de )(, I'ensemble I' contient un complémentaire analytique C tel
que f(C) = f(I') et que la fonction partielle [ (3] C) est biunivoque*).
Afin d’établir ce dernier énoncé, rangeons d’abord les nombres irrationnels
= [3, %, ...] dans Pordre »lexicographique®; en symboles:

1 L<<nl =G -:'n'>~ll'l [wf- v+ 2 ) G ,,,)]

On voit aussitot que la fonction propositionnelle [3 << y] est de classe F.
En outre, il existe dans chaque ensemble fermé X (=0) le premier élément.
C’est notamment le point p(X) = X,. X, ... ott X, désigne I'ensemble des 3e¢ X
pour lesquels 3! admet la valeur minima et ot X, avec n>1, est l'en-

semble des 3¢ X,_; pour lesquels ;" admet la valeur minima. En vertu du

th. de Cantor (p.205) le produit des ensembles X, se réduit & un seul point.

Y W. Sierpinski, Sur les images de Baire des ensembles linéaires,
Fund. Math. 15 (1930) p. 195.
?) Pour la démonstration voir W. Sierpinski, Sur les images conti-
nues des ensembles analytiques linéaires ponctiformes, Fund. Math. 14 (1929), p. 345.
"3 S.Mazurkiewicsz, Sur une propriété des ensembles C(A), Fund.
Math. 10 (1927), p. 172.
1) Pour une généralisation de cet énoncé voir N°V, 5 (p. 254).
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" Cecl établi, soit C l'ensemble des points p [f~'(x)] ot x parcourt I’en-
semble f(F); en symboles:

@ lssﬂatssﬂ-{l @ =7~ <}k

L’ensemble C est un CA, car la fonction propositionnelle entre crochets

{ } est borelienne. En outre, 1a fonction partielle f (3| C) est biunivoque, car
les conditions 3:C, neC et f(3) =f(v) entrainent 3 <<y <3 d’ott 3=1. On a

enfin F(O)=f(F), car p[f~Y(x)] peut &tre substitué a 3 dans le membre gauche
de I’équivalence (2).

II. Opération («f). Désignons par ‘N, ..., l'ensemble des

1), 1]

nombres irrationnels 3 = ~— +l pe S tels que: 3'=ny, .., 3* = np.

Cet ensemble est fermé et ouvert. On vérifie facilement les pro-
positions suivantes:

(1) k)Z = Z] )Crz ()Cn,. = 2 )(n, oo Npn

n=1

2) ona N, ..ng Wm,..mpy=0 pour (ny ... nx) 7 (my ... my)
@ =1

@ =2 ﬁ Wy = ﬁ 2 MWy

La formule (4) montre que Pensemble “){ est le résultat de
Iopération () effectuée sur le systéme des ensembles )(n, ..,
(5) limé ( )( . 3/e) == 0
R=oo

(6) f(3) étant une fonction continue définie sur ), on a

PO =170k =170

Car f(3) = f (,!11")551 y«) Ckfz f(Hy .9 C l [ 7Ot ) selon

-~ (3) et I'ensemble [] f(')(; ;) se réduit & un seul point, .puisque
k=1 ’
la continuité de la fonction f implique en vertu de (5) que

lm&[f (2., )] =0, douth[f(?(sx ,k)l—OetO(”f("a ")>
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Théoréme. Pour qu'un ensemble soit analytique, il faut et il
suffit qu'il soit le résultat de l'opération (sl) effectuée sur un systéme
régulier d’ensembles fermés.

En effet, A étant analytique, il existe une fonction continue
f@3) telle que A = f()(). L’ensemble A est le résultat de l’opé-

ration (o) effectuée sur les ensembles f ()i,,..n,), car on a d’aprés (6):
A=fO0)=21@) = Zkl—{ fk()(algk)
3 3 ke

Inversement ’opération («{) effectuée sur des ensembles fermés
(méme sur des ensembles analytiques) conduit toujours a des en-
sembles analytiques (p. 240, 6).

Corollaire. Les ensembles analytiques jouissent de la propriété
de Baire au sens restreint '),

Car chaque ensemble fermé jouit de cette propriété et elle est
un invariant de I'opération (<7) (selon p. 58, corollaire).

Pour la méme raison les ensembles analytiques sont mesurables
au sens de Lebesgue (dans le cas de lespace des nombres réels,
complexes etc).

La propriété de Baire, ainsi que la mesurabilité, appartenant
au complémentaire de tout ensemble qui la posséde, il en résulte
que les ensembles CA en jouissent également. Il en est encore
de méme des ensembles qui s’obtiennent a ’aide de la soustraction
et de 'opération (s7) effectuées a partir des ensembles fermés ).

HlI. Premier théoréme de séparation. A ef B étant deux
ensembles analytiques disjoints, il existe un ensemble borelien E tel que

ACE e E-B=0

1) Ainsi 'ensemble F,, p. 242, VI, qui est analytique et non borelien,
répond au probléme de M. Lebesgue (Journ. de Math. 1905, p. 188) sur Pexi-
stence des ensembles non boreliens a4 propriété de Baire au sens restreint.
Voir N. Lusin et W. Sierpinski, Sur un ensemble non mesurable B, Journ.
de Math. 1928, p. 53.

?) L’étude des ensembles de ce genre, qui présentent une généralisation
trés naturelle des ensembles A et CA, a été proposée par M. Lusin (voir
Fund. Math. 5, 1924, p. 165, renvoi 3)), Cf. 0. Nikod ym, Fund. Math. 14
(1929), p. 145.
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(tout couple d'ensembles A, B satisfaisant a la thése du théoréme
est dit séparable B)').

Lemme ?). Les ensembles P=P, +P,+ ... et Q=Q, + Q.+
étant non séparables B, il existe un couple P,, Qn non séparable B.

Supposons, en effet, que Z,» soit un ensemble borelien tel
que P C Znm C Qn (=X — Qu). Il vient

PuC 1 2 C T @ = (5 Q)= @
donc

pP= ZP CZIIZ,.MCQ'

n=1m=:1

ce qui prouve que l'ensemble borelien } []| Z.» sépare les en-
n=1m=1
sembles P et Q.

Le lemme établi, supposons par impossible que les ensembles
analytiques disjoints A et B ne soient pas séparables B. Soient
f et g deux fonctions continues qui transforment )( en A et en B:
A=f()), B=g()). 1l vient (N°1I, 1): A= f),)+ f(),)+ ..
et B=g()))+g(),)+ .. 1l existe donc, d’aprés le lemme pré-
cédent, deux ensembles f( 1(n) et g()m) non sepdrdblee B.

Comme on a, en outre, selon N°IL (1): f( )iy, ..ny) = vf( K, o nyn)

et g (lm,..m) = E & (m, ... mym), on en déduit par induction Pexis-
m=1

tence de deux suiles infinies: n, n,, ... et m,, m,,... lelles que les

ensembles f()(n ..n) €t g ()m ..m) sont non séparables B, quel
que soit £.

Posons j = ;1 2—}-\1" +.. et y= 1._.,!.+ 1i
nyooin, my o my

) Théoréme de M. Lusin, Sur les ensembles analytiques, Fund. Math.
10 (1927), p. 52. 1l importe de remarquer qu'un théoréme analogue pour les
ensembles CA serait en défaut. Voir un simple exemple de M. Sierpinski,
Sur deux complémentaires analvtiques non séparables B, Fund. Math. 17 (1931),
p. 298, de méme que N. Lusin, Ensembles analytiques, pp. 220, 260, 263 et
P. Novikoff, Fund. Math. 17, p. 25.

%) Sierpinski, Zarys teorji mnogosci I, p. 180.
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Comme f(3)cA, gW)eB et AB =0, il vient |f(3)—g W) >0.
Les fonctions f et g étant coutinues, on a (N°II, 5) pour 2 suf-
fisamment grand: & [f (Vn,..n)] + 68 (Vim ..;m)] <!fG) — & W)
et comme (N°II, 3): £ (3) & £ ()(n,...n,) €t & () € & ()m, ..my). il vient:
f()(:—‘nk) £ ( )(m. mk) =0

Cette derniére formule montre, en raison de Iinclusion
FQOin...n) CfQn, ..ny), que les ensembles f( )n,..n,) €t & ()Nm, ..my)
sont séparables B, contrairement & I’hypothése.

Corollaire 1'). Si les ensembles A et .\ — A sont analytiques,
A est borelien.

Car, en posant dans le théoréme précédent B =X — A4, il
vient E = A.

Le corollaire 1 implique que la famille des ensembles qui sont
simultanément A et CA coincide avec celle des ensembles boreliens.

Corollaire 2 (séparation simultanée). Etant donnée une suite
d’ensembles analytiques disjoints A,, A, ..., il existe une suite d'en-
sembles boreliens disjoints By, B,, ... tels que A, (_ B,.

D’aprés le théoréme, il existe, en effet, un systéme d’ensembles
boreliens E,. tels que A, (_ Eum et Eun Am = 0 (pour n #: m).

Posons: B, _[ lr,,,, et By=1]] Esn— (B, + ...+ By). Lin-

m-==2 m n
clusion Bn (C Emn entraine A, B,,,( Ay Epn =0 pour m<n.
Donc A, C B..

IV. Applications aux ensembles boreliens.

Théoréme?). Toute image biunivoque et continue d'un ensem-
ble borelien est un ensemble borelien.

Chaque ensemble borelien étant composé d’un ensemble dé-
nombrable et d’'une image biunivoque et continue de ’ensemble )
(p. 232 cor. 2), il suffit de démontrer que f étant une fonction
blumvoque et continue, définie sur J(, 'ensemble f ( )() est borelien.

La fonction f étant biunivoque, on conclut de N°II (2) que,
pour k fixe, les ensembles du systéme {f()(n, .4} sont disjoints.

1) M. Souslin, 1. cit.

?) M. Souslin, . cit. Pour des généralisations de ce théoréme voir
NV et N VIIL



262 Chapitre IlI. Espaces complets.

D’aprés le cor. 2 du N°III, il existe pour chaque £ un systéme d’en-
sembles boreliens disjoints By, ..., tels que f (¥, .. n,) C Ba,.. np

Posons B, = B,,- f () et, d’une fagon générale,

* 7N T *
Bn, ey = Bn, oy f (")Cn, nk) : Bn, e
On a l'inclusion

1) F Clinong) C By oong C F (i, .. mp)-

En effet, cette formule étant évidente pour 2 = 1, admettons
la pour £—1; selon N°II (1): f(Vn,..n,) C f(in,.. mey) C B:’ Ty
d’ou la formule (1).

La formule (1) implique en vertu de N°II (6) que

ﬁl__—]l f(":)ég‘ 3"') :k_ll B;‘ w3 =kl_71f(;zar~3k)» d’ou f ()= 32' I—I B;: LA

e =1

car f () =Z kljll f iy ) selon NOII (6).

En outre, le systéme {B, ..} étant régulier (c. 2 d. que
B:, oy C B:;. ..ne_,) et composé, pour & fixe, d’ensembles disjoints,

il vient (p. 6, 5): [ B;: = nx B;' i
3 k=1

k=1 3

. \' ¥

La sommation X B
3

stéme dénombrable d’ensembles boreliens, lensemble 3 B;l .3t est

..3* étant étendue (pour k fixe) sur un sy-

b
borelien. L’ensemble f (-)() ’est donc également, c. q. f. d.

En rapprochaat le théoréme précédent du corollaire 1, p. 231,
on voit que les sous-ensembles boreliens des espaces complets sépa-
rables coincident avec les images biunivoques et continues des espaces
complets séparables 0-dimensionnels.

Remargque. B étant un ensemble borelien et g une transformation biu-
nivoque et continue, l'espace (y qui contient g(B) peut &tre supposé métri-
que arbitraire (complet séparable ou non). En effet, comme image continue

~

qui est aussi séparable, a2 un espace g (B) (voir p. 200, VII). D’aprés le théoréme
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~

qui vient d’étre démontré, g (B) est borelien dans g (B8), donc dans g (B), c.ad.
L’ensemble g (B) est donc borelien dans Cy

D’autre part, les hypothéses que I’espace X (contenant B) est complet
et séparable sont essentielles. Admettons, en effet, que B = un ensemble non
borelien situé dans lintervalle ¥ = ?J et 1° que X=8B (cas ol X est non
complet) 2° que X' se compose de points de Plintervalle ¢J, la distance entre
chaque couple de points étant définie comme égale & I'unité (cas on X est
non séparable). Dans les deux cas ’ensemble B (borelien dans X) se trans-
forme par l’identité en un ensemble non borelien (dans Q})

V. Applications aux fonctions mesurables B.

1. y=f(x) étant une fonction définie sur un ensemble bore-
lien E, blunivoque et mesurable B, U'ensemble f (E) est borelien.

En effet, la fonction f étant biunivoque, on transforme I’en-
semble /= J{' {y=f(x)} en f(E) d’'une facon biunivoque et continue,
xy

en le projetant sur Paxe ‘). L’ensemble / étant borelien selon
p. 289, 4, f (E) Pest également en vertu du théor. N°IV.

2. Chaque fonction y = f(x) définie sur un ensemble analyti-
que A et telle que Pensemble | = [\ {y = f (x)} est analytique, est
Xy

mesurable B. Par conséquent (p. 239, 4) si A est borelien, I'hypo-
thése que lensemble | est analytique implique qu’il est borelien.

Il g’agit de prouver que I’ensemble f—!(F) est borelien dans
A, quel que soit ’ensemble fermé F( !/ Or, comme projection
de I’ensemble analytique /- (X X F), f~Y(F) est analytique. Pour
la méme raison lensemble f~Y(Y — F)= A — f~(F) est analyti-
que. D’aprés le théoréme de séparation (N°III), il existe un
ensemble borelien E tel que f~'(F) C E et EA— f~Y(F) =0, d’ott
f~W(F)= EA. Ceci prouve que f~!(F) est borelien dans A.

8. y=f(x) étant une fonction définie sur un ensemble ana-
lytique A, biunivoque et mesurable B, la fonction inverse x = f~!(y)
est mesurable B sur Pensemble f(A)Y).

) " Ce théoréme remonte (pour le cas ou A est un intervalle) a M. Le-
besgue (Journ. de Math. 1905, op. cit.). L’analyse de la démonstration de
M. Lebesgue, qui n’était pas exacte, a suggéré 4 Souslin Pintroduction
des ensembles analytiques. La démonstration correcte est due 4 MM. Lusin
et Souslin.
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C'est une conséquence de l'énoncé précédent (en y rem-
placant x par y, y par x et A par f(A)), en raison de I'identité

Fix=f%y) =1 {y=/f(x)} = et du fait que les ensembles /
. Xy

Xy

.et f (A) sont analytiques (p. 239, 4 et 5).

4. y = f(x) étant une fonction définie sur un ensemble bore-
lien E, biunivoque et mesurable B, si P est un sous-ensemble projectif
de E de classe L,(n - 0), Pensemble f(P) est aussi de classe Ln.

Car, la fonction x = f~'(y) étant selon 3 et 1 mesurable B

sur f(E), l'ensemble f(P)=(f1)"'(P) est de classe L, selon
p. 239, III, 5.

5. y=f(x) étant une fonction continue sur un ensemble bore-
lien E, il existe un sous-ensemble C de E de classe CA tel que
f(C) = f(E) et que la fonction partielle f (x|C) est biunivoque.

Comme ensemble borelien, £ est une image biunivoque et
conlinue d'un ensemble-fermé F (_ )( (voir p. 231, cor. 1): E = g (F).
Posons /1 (3) := fg (}) ot 3¢ F. Selon p. 247, 2, F contient un ensem-
ble H de classe CA tel que % (H) = h (F) et que la fonction % (3|/7)
est biunivoque. La fonction g (3) étant biunivoque et continue,
I'ensemble C= g (H) est un CA d’aprés 4. En outre, f(C) = fg (H)=
=N (H)- h(F)=fg(F)=f(E). Enfin, si x=%x', xeC et x'cC,
il vient X =g @), X'= &), 343, 3¢ H et 3'e H. Linégalité 373
entraine f(x) — 2 () =% 2 (3) == f(x"), de sorte que la fonction
f (x,C) est biunivoque.

Remarques. 1. Pour chaque « il existe une fonction f continue, biuni-

voque et telle que la fonction inverse f-! n'est pas de classe « (voir p. 231,
remarque) ').

2. L'hypothése que P'espace .\ (de la proposition 3) est complet séparable

est essentielle. Soient, en effet, Z un ensemble non borelien situé dans P’in-
tervalle .7=:0,1, Z* son complémentaire placé dans Pintervalle 1,2, A= Z+Zx,
=T, f(x)==x pour x:Z et f(¥)=x-—-1 pour x:Z* La fonction f! est

non mesurable B (elle est méme dépourvue de la propriété de Baire, si Z en
est dépourvu).

La séparabilité est essentielle d’aprés I'exemple 2° du N°IV (reimnarque).

3. 11 serait intéressant, d’autre part, de reconnaitre, si ’on peut omettre

dans Vénoncé 1 Phypothése de la séparabilité de l'espace i)/ (cf. 1a remarque
du N°1V). Cette question est liée au probléme de Pinvariance de la sépara-

1) Cf. W. Sierpinski, Sur linversion des fonctions représentables ana-
Ivtiguement, Fund. Math. 3 (1922), p. 26.
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bilité par rapport aux transformations mesurables B. La réponse est affirma-
tive si 'on admet ’hypothése du continu. En effet, dans chaque espace mé-

trique Q/ il existe une suite F,, F,, .. d'ensembles fermés, isolés et tels que
¢y, F) <!'n, quel que soit y (p. 91, remarque 1). Si “If est non séparable,
un des ensembles F, est indénombrable. Kn entourant chaque point de cet
ensemble d’un ensemble ouvert de diameétre suffisamment petit, on obtient une
famille indénombrable d'ensembles ouverts disjoints. La famille des sommes de ces
ensembles ouverts est done de puissance T 28> (en vertu de I'hypothése
du countinu). Si 'on suppose que ‘:’/———-f(i\f) et que f est mesurable B, les
ensembles f—'(G) sont boreliens pour G ouvert. Mais alors I'espace -\ con-
tient une famille de puissance > ¢ d'ensembles boreliens, ce qui implique qu’il
est non séparable (p. 162, III).

4. Application aux groupes métriques. Soient -\ et ‘!f deux espaces com-
plets qui constituent des groupes topologiques (cf. p. 75, XII). Soit f(x) une
fonction additive (c. & d. que f(x~ x') == f (x) 4+ f (x’)) qui transforme l’espace
X en Y. On prouve que, si la fonction f jouit de la propriété de Baire
(en particulier, si elle est mesurable B), elle est continue '). 1l en résulte
que si les groupes ‘\ et Y sont complets séparables, toute fonction f additive,
continue, biunivoque et telle que f(. \) w= U est bicontinue ?). Car y == f(x) étant
une fonction additive, la fonction inverse x =/ -'(y) l'est égulement; comme
la fonction f—! est, en outre, mesurable B selon 3, elle est continue.

VI. L’opération (<() et les nombres rationnels. Soit '/
Pensemble des fractions binaires finies 0 <<r <1:

1 1 1 . ) ‘ }
r = 2m,+2m, + e + é';'k ou 1 < ml < my << my.

La fonction / (r) =[m,, my,—m,, ... , my— m;_;| établit une corres-
pondance biunivoque entre l'ensemble )} et la famille de tous les
systéemes finis d’entiers positifs; au systéme n, .., #, correspond

1 1 1
en effet le nombre 7 = o, +én.+'n, + ...+ by

') S. Banach, Théorie des opérations linéaires, cette collection t.I, p. 23.

2y S. Banach, Uber metrische Gruppen, Studia Math. 8 (1931), p. 111.
Pour les nombreuses applications de ce théoréme a PAnalyse (en particulier
aux équations différentielles), on consultera le livre précité de M. Banach,
chap. IIl. Cf. du méme auteur, Sur les fonctionnelles linéaires I, Studia Math. 1
(1929), p. 238 et J. Schauder, Ueber die Unkehrung linearer, stetiger Funk-
tionaloperationen, Studia Math. 2 (1930), p. 1.
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Lemme?). A étant le résultat de lopération (s1) effectuée sur
un systéme régulier {Z,, ... n,}, la formule xeA équivaut a Pexis-
tence d’une suite infinie de nombres rationnels {ry} tels que

(1) rn<rn<. e xeZiyZiy ..

En effet, si x¢ A, il existe une suite mflme ny, n, ... telle que

1
xeZn Zyn, ... Les nombres rp= +2~n-3r—": + ...+ P satis-

font done a (1).
Admettons inversement que la formule (1) soit remplie. Posons

oo

. | .
limr, = 22-,-'{ ou 1<Im;<m,<.. Soient n, =m; et np=mp—mp_
k=m0 =1 2™

pour k> 1. Il existe un r;, tel que 2, 1 <r,~k<§ 2'1;1-:. Dans le
. i=1 ‘

l—-l

développement de 7, = 2’— + ..+ 21 ou 1 <[, <..<l,onadonc

ly=my, .. ,lr=mp 1l en résulte que les & premiers termes du
systéme /(r;,) coincident respectivement avec les nombres n,,..., 7.
Le systéme d’ensembles {Z,, ..n,} étant régulier, on a linclusion
ZI(’fk) CZn,...npy Q00U X € Zy, .. nyy quel que soit k. Donc x e A.

Théoréme. A étant un ensemble analytique, il existe une fa-
mille @ensembles fermés W, ou re‘R, telle que la formule x ¢ A
équivaut @ Ulexistence d'une suite infinie de nombres rationnels
qui satisfont aux conditions ry <r, <.. et xe W, W, ..

En effet, A étant le résultat de I'opération (<7) effectuée sur un
systeme régulier d’ensembles fermés Zy, ... , (N°II), on pose W, = Zy),

) Ce lemme appartient a la Théorie générale des ensembles. Dans le
cas ot X = ¢, on imagine I'ensemble Z,,) placé sur la droite y = r; le point x,
appartient alors a A, si l’intersectiqn de l'ensemble-somme des Z,(,) ol
r<'F avec la droite x == x, contient une suite infinie de nombres croissants.
Voir N. Lusin et W. Sierpifiski, Journ. de math. II (1923), p. 65— 68.
Cf. W. Sierpinski. Le crible de M. Lusin et I'opération &l dans les espaces
abstraits, Fund. Math. 11 (1928), p. 16, N. Lu s in, Fund. Math. 10 (1927), p. 20
et E. Sélivanowski, C. R, Paris t. 184 (1927), p. 1311.
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Le théoréme inverse est aussi vrai; plus encore: si les ensembles W, sont
analytiques, ’ensemble A des x pour lesquels il existe une suite de nombres
rationnels r, <r,<.. tels que xe¢ W,‘- Wr,' ... est analytique. Pour s’en con-
vraincre, on n'a qu’a mettre en termes logiques la définition de A:

{st}%%] I X (cew)e=8mE" < ety on ke 0™ ot re R
n r

VIl. Deuxiéme théoréme de séparation!). A ef B étant
deux ensembles analytiques, il existe deux ensembles CA: D et H
tels que

(1) A—B(CD, B—ACH, DH=0.
Les ensembles W, ayant le méme sens que dans le théoréme
du N°VI, ordonnons l’ensemble M, == J' (x ¢ W,) selon la relation

r>s. On a donc I’équivalence suivante:
{x e A} = {I’ensemble M. = [ (x ¢ W,) n’est pas bien ordonné}.
r

D’une fagon analogue, il existe une famille d’ensembles fer-
meés Z,, r e W, telle que l'on a:

{x ¢ B} == {I'ensemble N, = [ (x¢Z,) n’est pas bien ordonné}.

Posons M, << Ny, lorsque l’ensemble M, est semblable
a une partie de N,. Soient:

D=p8" [@' (M < NJ|' et H=A" [15 (Ne < M|

(X' désignant, comme toujours, le complémentaire de X).
La formule (1) est vérifiée. En effet, si x¢ A — B, M, n’est
pas un ensemble bien ordonné, tandis que N, en est un; on ne

peut donc avoir M, < N,. Par conséquent, x ¢ [E M < Nx)]' et
comme x ¢ B, il vient xe¢D. Donc A — B D et par raison de
symétrie B— A (C H.

D’autre part, si xsB'-A', les deux ensembles M. et N;
sont bien ordonnés. Ils sont donc comparables, ¢. 4 d. que I'on
a soit M, < N,, soit N, << M,. Par conséquent on ne peut avoir

xe [E M, < N,)]' : [éi‘ (N < Mx)]'. Il en résulte que DH = 0.

') Voir N. Lusin, Ensembles analytiques, p. 210 (,deuxiéme principe“).
C. Kuratowski, Topologie I. 17
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Pour prouver que D et H sont des ensembles CA, il  suffit
de démontrer que I’ensemble [ (M. < N,) est analytique. Or, M

et N étant deux sous-ensembles de ®, la condition M < N équi-
vaut évidlemment a lexistence des deux suites de nombres réels
(dans P'intervalle 9 =01) ¢ = [¢}, ¢, ...] et n=[q, 72%".] telles que
1% la suite ¢!, ¢?% ... contient tous les éléments de I’ensemble M,
2% la suite 7', v ... est entiérement contenue dans N, 3% I'inégalité
¢ >¢/ entraine % >4/ pour chaque couple d’indices i, j. En sym-
boles logiques:

M<N = Z {11 e M) =3¢ = 0] [] bt < VY-

[T > &) — (> )l
ij

Substituons M, a M et N, a N et remarquons que (par dé-
finition de M et de N) on a les équivalences:

(reMy=(xeW) et [1eN]=[xeZyl=I[(r=1(xe2)].
En remplagant (§ 1,1): (a-— B) par (2' + B), il vient en définitive:
W< Ny = Z{T e W)+ X =[] S0 = 1) (x < 2]
) r n k r

HTIE < &) + @ > anl).

Les ensembles lg (r=¢, E(r=1), Il (xcZ)et Igf & <e)
A'] X

étant fermés (puisque Z, est fermé et la fonction ¢" est une fon-
ction continue de Ilargument ¢), les ensembles [ (xe W;) et
X

E (1> /) étant ouverts et les opérations [], 3, [T, 3 et [] étant
) r n k r ij

dénombrables, I’ensemble Q des points (x, ¢, 1) qui satisfont a la
condition entre crochets { } est un ensemble borelien (un F_3)
dans P’espace complet X X9 X9 (voir § 26, X1). Comme projec-

tion de Q, I'ensemble F' {M. < N.} est donc analytique.

Corollaire 1 (séparation simultanée). Etant donnée une suite
d’ensembles analytiques A,, A,, ..., il existe une suite d’ensembles CA
disjoints C,, C,, ... tels que

An s (A1 + “en + An—l + An+1. + ...) C C'l. .
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Soit, en effet, conformément au théordme précédent:
An'—‘kélAkCDn, kéAk"‘AnCHn, Du'Hn-’—_—O.

Posons: C, = D,- kg | Hi. Les ensembles C, sont donc des en-

n

sembles CA disjoints. En outre:
A= Ak C An— A C Y An— AnC Hy,
kEn nk

quel que soit ks£n. Donc A,— k% A C kg‘ H,, d’ou Pinclusion
demandée.

Corollaire 2. Etant donné un systéme d’ensembles analytiques
An,..n, tels que Ap, . = An,..npp+ An, .2+ ..., il existe un sys-
téme régulier {C,, ... n,} d’ensembles CA, disjoints pour k fixe et tels que

(i) An, e Uy T 2' Am, My C Cn, e Mgy

la sommation ' s'étendant aux systémes (my ... mg) %= (n{ ... m).

Soit, pour %k fixe, {Dn,..n,} un systéme d’ensembles CA
disjoints et tels que A, ..n, — 2 Am,..myC Dh,..n, (conformément
au cor. 1). Posons C,,= Dp et Cy,..n, = Dn,..np Cn,..ne_, pour
k> 1. 1l s’agit de prouver que A, ..ny— 2 Am,..my C Cu,..np_ye OF
cela résulte de l'inclusion (i) admise pour 2—1 et des for-
mules suivantes admises par hypothése: As, ..., C An,..n,, et

Am, My = Am1 e Mp_q1 + Am1 v M g2 + .. C Z’ Am, e My

VIIL. Ordre de valeur d’'une fonction mesurable B.

y est dit valeur d'ordre 1 de f, en symboles y e Z;, lorsqu’il
existe un et un seul x tel que y=f(x). Le théoréme suivant
présente une généralisation de celui du N°IV. '

Théoréme 1%). Les valeurs d'ordre 1 d’une fonction f mesurable B
définle sur un ensemble borelien constituent un ensemble CA.

Le théoréme va étre établi d’abord pour le cas d’une fonction
continue. Chaque ensemble borelien (indénombrable) dépourvu
d’un- ensemble dénombrable convenablement choisi étant une

1) N.Lusin, op. cit., p. 257.
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image biunivoque et continue de I'ensemble 9 (p. 232, cor. 2), il
suffit de démontrer que, f(3) étant une fonction continue définie
sur “){, ’ensemble Z de ses valeurs d’ordre 1 est un CA.

On a par définition!) Z='[f(3)—f(—3). Selon N°II et
3

p. 204, I1I, on a 3-_;];'? Wy g et fl_klj €Wy .. 5k_l —_—k]j fQy . Tlen
résulte que f(3)—f(/i—3) = gf (g —f Lg =0t 3”)] =
=ﬁ; [F Q) = FOU— ) @)]. Posons An,..u,=f(Na,..n,) et
Bu,..ny=f ()~ Nn, ..n). Donc Z= %‘k[j (Ap g — By ).

D’aprés I1(1) et (2) on a By, . .ny=2" Am, . my,la sommation

Y s’étendant aux systémes (m, ... m) 7 (n, ... ns). D'autre part,
selon I (1), A,,,,,,,,,H_1 = An, . ng1 + An, .. np2+ ... Le cor. 2 du N°VIL

est donc applicable. Posons Cu, ..n,= Cu..ny-An,..ny—Bn,..nys
C»,..n, ayant le méme sens que dans le cor. 2. On a par conséquent

(1) An‘ oty T Bn, ce g C C:, g C An, wonp T Bn, o np

et les ensembles C, ..n, sont des CA disjoints pour %k fixe. En
outre, le systeme {C,, ,,,,,k} est régulier, car {C,, .. nyy est régulier et
Pinclusion ), ...n, C Xn,..n,_, (cf. N°II (1)) donne:

An, oty = f( )Cn, "k) C f( )Zn, ”k—l) = An, My C A‘u. v Apys
Bn, e My f( )C - )Cn. nk) D f( )( - )(n. "k—-l) = Bn, Ny, '

d'Of] on déduit la formule C;l ey = Cn‘ .M N A-”l iy T Bn' Ny C

-
CC'I. e Rp ° An, e Ay T Bfl, s g = CII, . np__q-*

Y Laformule {yeZ}= 2y =71 [[{ly=r=ren- (=}
conduirait, dans le cas considéré ici, & un résultat moins précis. Cependant

on en déduit que, si f est définie sur un F_ d’'un espace compact, Zf est une
différence de deux F_ (ce qui est un résultat précis).
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La double inclusion (1) implique que
2 ZC 257/;1;,1 Cg' . C ?JJI (As' L le ..‘3")'

D’aprés N°II (6) et § 1, V il vient

oo

[T(Ag.. =By . =I1FCG . 0 1] By =

k=1
=k!l f(\.)(g,‘ 5”) 'kg B;" w3k =kg (A3‘ it Bs‘ 3”)’

ot %:I»L{ Ay o= By =2 1_11 Ap = By =2

3/2

Par conséquent les trois membres de la double inclusion (2)
sont identiques. Le systéme {C, ... nyt étant régulier et disjoint
pour k& fixe, la formule § 1, VI, 5 implique donc que |’ensemble

VA :2 ]1 C;‘ ...3" = ” 2 C;‘ -~8k = 11 Z C;,.,.nk est un CA.

k=l k=13 k=1 ngo.ng

Passons a présent au casou g (x) est une fonction mesurable B
définie sur un ensemble borelien E. Les ensembles F et g (E)
étant situés dans les espaces (complets séparables) X et ¥, I'en-
semble / = Ey’ {y = g (x)} est borelien dans l'espace ¥ X ¢/. Evi-

demment I’'ensemble des valeurs d’ordre 1 de la fonction g coincide
avec celui des valeurs d’ordre 1 de la projection sur 'axe </ (con-
sidérée comme fonction continue définie sur ’ensemble /) et ce der-
nier est — comme nous venons de démontrer —un ensemble CA.

Remarque. Inversement, C étant un CA contenu dans X, il existe une
fonction continue f(3) définie sur un sous-ensemble fermé de )T et telle que C = Z/.

Soient, en effet, F un sous-ensemble fermé de “} contenu dans Pinter-
valle 0,% et f(3), 3¢ F, une fonction biunivoque et continue telle que f(F)= X
(cf. p.226, corollaire). On définit la fonction f(3) pour % <3 <1 de fagon que
la partie commune de ) et de l'intervalle %1 soit transformée en X—c.

La valeur y de la fonction f est dite d’ordre indénombrable,
en symboles: y e Ay, lorsque I’ensemble f~'(y) est indénombrable.
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Théoréme 27). Les valeurs d'ordre indénombrable d’une fonction f
mesurable B, définie sur un ensemble analytique, constituent un
ensemble analytique ?).

Posons, en effet, / = J' [y = f(x)]. L’ensemble / étant ana-
xy

lytique (p. 239, 4), tout revient a démontrer qu’étant donné dans
le produit X X °Uf de deux espaces complets séparables un ensemble

analytique I, Pensemble A des y tels que l'ensemble E [(xy) el] est
indénombrable est analytique 3).

Or Pensemble /, comme analytique, admet une représentation
paramétrique sur l'ensemble ‘¥ des nombres irrationnels, ¢. a d.
qu’il existe deux fonctions continues g (3) et % (3) définies sur )
et telles qu’a chaque point xy de / correspond un 3 remplissant les

égalités x=g(3) et y=h(3). La condition que I’ensemble [¥ [(xy)=/]

soit indénombrable équivaut donc (p. 229, cor. 3) a lexistence

dans N d’une suite dense en soi sur laquelle: 1° la fonction % (3)

est identiquement égale a y, 2° la fonction g (3) est biunivoque.
En symboles:

{ysA} 2%1] {ly=~h (E”)];"LL[g ") # & ¢},

) Cf. S.Mazurkiewicz et W. Sierpinski, Sur un probléme con-
cernant les fonctions continues, Fund. Math. 6 (1924), p. 161, ma note de Fund.
Math. 17, p. 261 et S. Sa ks, Fund. Math. 19 (1932).

?) quipeut d’ailleurs ne pas étre borelien méme dans le cas ou la fonction f

est continue et oit X = Y = un intervalle.
3) M. Saks (loc. cit) déduit de cet énoncé l'intéressante application

suivante. Soient: X = intervalle 01, (y-- espace des fonctions réelles con-
tinues y (x), 0 <{ x <1, ]—-l’ensemble des ,points“ xy du produit ‘X)(‘y tels
que la dérivée droﬂ;e de la fonction y est égale a - au point x. L’ensem-

ble / est analytique (il est un F_y), car '

(=[5 [T petn=se_ )
0/h< h f

L’énoncé précité implique donc que l'ensemble des fonctions continues qui
possédent la dérivée droite infinie dans une infinité indénombrable de points est
analytique (dans Vespace ‘).

En outre, cet ensemble n'est en aucun point de I-re catégorie (ibid. p. 215),
donc—en vertu de la propriété de Baire (p. 53, cor. 2)— son complémentaire est
de I-re catégorie (et non vide d’aprés un théoréme de M. Besicoviteh,.
ibid. p. 212). On rapprochera cet énoncé de § 30, VI (p. 210).
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ou ¢ parcourt ’ensemble des suites denses en soi exiraites de ).
Cet ensemble de suites est topologiquement complet, comme un Gy
dans P’espace complet }{¥ (p. 170, 2). Il en résulte que l'ensemble

Q [] {ly="~r@E)) m[ln (€ (6" # &g (¢™]} est un G;. Comme projection
de ce dernier, A est analytique.

Remarque. Inversement, d chaque ensemble analytiqgue A correspond une fon-
ction continue f(3), 3¢ ), telle que A = A

Posons, en effet, g(l l|+—";|+h.|+..)———~+‘1&'i+\ -+ ... Par cons_é.

2

quent g (70) =N et ’ensemble g~'(;) est indénombrable pour chaque ;. Soit
h(3) une fonction continue qui transforme ‘A en A. On pose f(3) = hg (3).

Désignons respectivement par If, Df et C/ ’ensemble des y tels que

19 f—1(y) contient un pointisolé, 2° f—1(y) est dénombrable (fini ou infini) et non
vide, 8° f~1(y) contient un point qui n’en est pas un point de condensation.

Corollaires 1—38'). Si la fonction f(x) définie sur un ensemble borelien est
mesurable B, les ensembles Iy, D, et C/ sont des CA.

ad 1. Soit R, Ry ... la base de espace X. Désignons par f, 1a fonction
partielle f(x|R,). 1l vient =2, + Z, 4 ...

ad 2. La démonstration se raméne, comme celle du théor. 1, au cas ou
f(x) est une fonction continue définie sur Vespace “){. Parmi les ensembles
fermés F, les ensembles dénombrables et non vides (situés dans l’espace N
complet) sont caractérisés par les deux conditions suivantes: 1° F contient un
point isolé, 2° F n’est pas indénombrable. Il vient D/=I/——Af

ad 8. f, ayant le méme sens que dans 1, on a C;= D +Df + ..

Corollaire 4%). Si la fonction f est mesurable B et l'ensemble E est borelien,
tandis que I'ensemble f (E) ne lest pas, U'ensemble f(E) — C; ne Pest non plus.

Car dans le cas contraire ’ensemble f(F) = +f(l:')—(3f est un CA
selon cor. 3. Comme ensemble analytique (N°V, 1), f(l:é est done (NOIII, cor. 1)
un ensemble borelien.

11 en résulte, en particulier, que f(x) étant une fonction continue sur
un espace X complet séparable et telle que f(X) = Dy (c. & d. telle que toutes

les valeurs de f sont d’ordre dénombrable), ’ensemble f (9() est borelien. Plus

encore, X est somme d'une séric d’ensembles boreliens: X = B, + By + ..., tels
que les fonctions partielles f (x|B,) sont bicontinues ?).

1) S. Braun, Quelques théorémes sur les cribles boreliens, Fund. Math. 20
(1933), p. 168—172, v
?) Ibid. Cf. aussi N. Lusin, L cit. p. 171. Les corollaires 1—4 présentent
des généralisations du théoréme du N°IV.
3) Pour la démonstration voir N. Lusin, L cit. p. 237 ¢t H. Hahn,
- Reelle Funktionen, p. 381 (42.5.8).
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IX. Décomposition en X, ensembles boreliens.

1. Chaque ensemble PCA (donc, en particulier,chaque ensemble 4 et cha-
que ensemble CA) est une somme de R, ensembles boreliens.

Cette proposition résulte du théoréme suivant, qui appartient a la Théorie
générale des ensembles !): E£ étant un ensemble qui s’obtient des ensembles
{A,,' ,,k} par Popération (), posons

a+1 =Aa . ’Aa

A=A
Ay Ry e ny ...y nyong L Sny e ngn

o Npy A

et pour X limite: Al :-17/4E . Posons en outre:
ny...np g ’ n..np

_ v @ _ a at+l
Ea-—nglAn et Ka—-I:a—‘n,..z.nk{A"'mnk——A”‘mnkr

On a alors l:’=n I:'a= 2 K .
a-<$ a8

Dans le cas ou les ensembles An’ sont boreliens, on constate faci-

. llk
lement par induction que les ensembles Ea et Ka lt_a sont également. On en
conclut que chaque ensemble analytique, ainsi que chaque complémentaire
analytique, est une somme de X, ensembles boreliens.

Or, soit P uu ensemble PCA: P =f(C), f une fonction continue, (' un
ensemble CA. Par conséquent

C=2 B, donc P=f(0)=2, f(B).
a a--Q
Ba étant borelien, ’ensemble f(Ba) est analytique; il est donc une
somme de X, ensembles boreliens. Par conséquent P I’est égulement.
2. Chaque ensemble PCA de puissance > X, contient un ensemble parfait?),
Car, parmi les X, sommandes boreliens en lesquels cet ensemble se dé-
compose, il existe au moins un qui est indénombrable; comme ensemble bore-
lien, il contient donc topologiquement ’ensemble (..

On.voit ainsi que parmi les ensembles PCA indénombrables il n'y a que
deux puissances qui peuvent se présenter: a savoir X, et ¢ (d’ailleurs, on ne
sait pas §’il existe des ensembles PCA ou, plus généralement, des ensembles
projectifs de la puissance X,). Quant aux ensembles CPCA, on ne connait pas
d’énoncé analogue. ‘

) W. Sierpinski, Sur une propriété des ensembles (A), Fund. Math. 8
(1926); on y trouve d’autres citations sur ce sujet.

?) Rappelons que dans le cas des ensembles 4 le signe > peut é&tre
remplacé par >>. Mais on ne sait pas s’il en est ainsidans le cas des ensembles CA.
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31). Si les ensembles A, n, Jouissent de la propriété de Baire, il existe
un indice p. << Q tel que Pensemble E— K est de I-re catégorie.

En effet, chaque famille {Xl} d’ensembles disjoints, jouissant de la pro-
priété de Baire et dont aucun n’est de I-re catégorie est dénombrable; car selon
p. 51, IV, 4, les ensembles Int[D (X‘)] sont disjoints, ouverts et non vides.

Par conséquent, a chaque systéme r,..n, correspond un nombre AR

aMH

tel que P’ensemble Aﬁ‘_ oty est de I-re catégorie. La famille des sy-

. flk

stémes finis {n, ... nk} étant dénombrable, il existe un indice p tel que

A*,: T A%:H n, est de I-re catégorie, quel que soit le systéme n,...n,.
. . : " R | S
Comme F — Kp‘ C lzlL - KlJL Cn. fs‘:"k {An. oy A,*:" o P’ensemble £ — K(L est

de I-re catégorie, ¢. q. f. d.
On en conclut que, si Z contient un point (au plus) de chaque différence

Ka—-z KE’ Z est la somme d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble
o

de I-re catégorie. Par conséquent, si les ensembles A4, , jouissent de la
e,

propriété de Baire au sens restreint, Z est de I-re catégorie sur
chaque ensemble parfait (on peut relativiser, en effet, le raisonnement pré-
cédent par rapport a4 un ensemble parfait donné).

Il en résulte que E étant analytique et non borelien et A, , fermé, Z est
ety

un ensemble indénombrable qui est de I-re catégorie sur tout ensemble parfait.

Car on a 14‘2 KE’ quel que soit a < L.
Ela

4. {An, n k} étant un systéme régulier d’ensembles fermés et B étant un
ensemble borelien disjoint de [, il existe un a tel que B( D, = X—FE D 1len
résulte que tout ensemble Z qui contient un seul point de chaque différence
(non vide) DE o DE est de I-re catégorie sur tout ensemble rarfait P%). Car

X—F jouissant de la propriété de Baire au sens restreint, on a P — £ = U4V,
ot U est un (:'6 est V est de l-re catégorie sur P. Soit « un indice tel que

1) Voir E. Sélivanowski, Sur les propriétés des constituantes des en-
sembles analytiques, Fund. Math. 21 (1933), p. 20, W. Sierpinski, ibid. p. 29,
E. Szpilrajn, ibid. p. 234. L’énoncé 3 reste valable, si I'on remplace la
propriété de Baire par la mesurabilité et les ensembles de I-re catégorie par
les ensembles de mesure nulle. )

) Pour la démonstration voir N. Lusin et W. Sierpinski, Bull
Acad. Cracovie 1918, p. 39. ‘ :

%) Voir N. Lusin et W. Sierpinski, R. Accad. Lincei 6, v. VII
(1928), p. 214.
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UCD,. Lioclusion PZ—D, CP—E—D, CV montre que PZ—D_ est de
{-re catégorie sur P; il en est donc de méme de PZ, puisque PZDa est dé-
nombrable.

X. Fonctions 4 et CA. Appelons une fonction f(x) a valeurs réelles
fonction A (fonction CA), lorsque I'ensemble E [f(x) > c] est un ensemble 4
X
(ensemble CA), quel que soit ¢ ).

' On voit aussitét que les fonctions A et les fonctions CA sont mesurables
au sens de Lebesgue (lorsque x esi réel) et jouissent de la proprieté de Baire
au sens restreint. Les fonctions qui sont simultanément A et CA coincident avec
les fonctions mesurables B. La fonction caractéristique d'un ensemble 4 (ou CA)
est une fonction 4 (ou CA). '

La limite d'une suite convergente de fonctions A (ou CA) est une fonction
A (ou CA). Car la condition f(x) = lim f,(x) entraine Iéquivalence

o > ey = 2 [t > e+ 00l

Etrw>c = S E a0 > e+ nl
£ (x) étant une fonction A ou CA, I'ensemble E1 [y = f(x)] est une différence de
deux ensemble;s analytiques. Car {rn} désignant ';i suite des nombres rationnels,
on a T'équivalence [y=f(x)] :2{ [y <r, <f@] + [F(0) < r, <I}.

f (x, t) étant une fonction (bornée) mesurable B, la fonction g (x)=max f (x,t)
est une fonction A et h(x)= m%n f(x, t) est une fonctibn .CA 2).» :

En effet, Péquivalence [m{ax F(®) < »—.[11 [f(£) < c] entraine [g (x) < c] ==
= [tI [f(x, 0 <cl, ¢ ad [g(x)>c],=;-t2[f(x, f)>cl, ce qui prouve que I'en-
semble E[g (x) >c] est analytique comme projection de I'ensemble borelien
.\E [f(x,t) > c]. D'une fagon analogue, I'équivalence [ (x) < ¢] = tZ‘ fx < c]‘
entraine [/ (x) << ¢] = [ T th(x) <c+1/n] = I] 2,: [f (x,£) < c -+ Y/a], d’01t on con-

clut que P'ensemble E[h (%) <C c] est analytique.
X

') On n’a pas entrepris jusqu’a présent une étude systématique des
fonctions A et CA. Cf. L. Kantoroviteh, Sur les fonctions du type (U),
C. R. Paris, t. 192, p. 1267. Bien entendu, on peut définir les fonctions d’une
classe projective arbitraire.

) F, Hausdor{f, Mengenlehre, p. 274.
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Dauns les mémes hypothéses, la fonction hm sup f(x,t) est une fonctwn A
et hm mf f(x,t) est une fonction CA., Car on a lim sup F (@) = limm, ot\
m, = maxf(t) pour 0<|a—¢t|<Yn Patr conséqnent lil;x;:up f(x:lt) est une
fonction A comme limite d'une suite de fonctions 4.

Exemple. Les dérivées partielles supérieures (ou inférieures) de Dini d'une fon-
ction g (x,y) mesurable B sont des fonctions A (ou CA) (qui peuvent d’ailleurs

admettre des valeurs infinies) '). Car en posant f(x,y,t) = gx+¢ y) -g (x,y)

on a lim sup £ T LI —g(xY)
I=+0 t

ction mesurable B (on admet que ¢ > 0).

=lir;1 sup f(x,y,¢t), ol f(x,y,t) est une fon-
=0

§ 36. Espaces totalement imparfaits.

Les espaces considérés dans ce § sont supposés métriques séparables.

1. Définition. Existence. Un espace qui ne contient aucun ensemble
homéomorphe a I'ensemble parfait (C de Cantor est dit totalement imparfait.

Dans un espace complet séparable la propriété d’un ensemble E d’8tre
totalement imparfait signifie que £ ne contient aucun ensemble parfait non
vide ou, ce qui revient au méme, aucun ensemble analytique indénombrable,

car chaque ensemble analytique indénombrable contient (© topologiquement

§ 35, D.

Théoréme de M, F. Bernstein?). Il existe dans chaque espace complet
séparable et indénombrable un ensemble Z qui—de méme que son complémentaire —
est totalement imparfait et de puissance du continu.

Ce théoréme résulte directement du lemme suivant, qui appartient & la'
Théorie générale des ensembles:

Soient R un ensemble de puissancec, M une famille de puissance < ¢ de
sous-ensembles de R dont chacun est de puissance ¢. R renferme alors un ensem-

ble Z qui, de méme que R —.Z, est de puissance ¢ et contient au moins un élément
de tout ensemble appartenant & la famille M.

1) M. Neubauer, Uber die partiellen Derivierten unstetiger Funktionen,
Mon. f. Math. u. Phys. 38 (1981), p. 139.

%) Leipz. Ber. 60 (1908), p. 329. Cf. P. Mahlo, ibid. 63 (1911), p. 846
et A. Schdnflies, Entwickelung der Mengenlehre I, Leipzig 1918, p. 361.
Pour la démonstration, cf. la note de M. Sierpinski et de moi, Fund.
Math. 8 (1926), p. 193.

Le probléme de I’existence des espaces séparables totalement imparfaits
remonte 4 L. Scheeffér, Acta Math. 5 (1884), p. 287.
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Nous appuyons la démonstration de ce lemme sur le théoréme du ,bon
ordre“: se( désignant le plus. petit nombre ordinal de puissance ¢, nous ima-

ginons les ensembles-éléments de M rangés en une suite transfinie du type S!C:

(1) My My ooy M, Mm+1'
a termes différents ou non.
Soit, d’'une fagon analogue:
(2) Kiy Ky o s Xy Xyt gs oo

une suite du type S!(, a termes distincts, composée de tous les éléments de R.

On définit par linduction transfinie deux suites {pa} et {qa} (a<9c),
en admettant que 1% p, est le premier terme de la suite (2) contenu dans M,
et ¢, est le premier terme de la suite (2) tel que p, g, e M;, 2% Sa désignant
pour o >1 ’ensemble de tous les Py et g avec tE<a, p, est le premier terme
de la suite (2) contenu dans M(;-Sa (un terme de ce genre existe, puisque
I'ensemble S_ est de puissance <(¢) et, d’'une fagon analogue, g, est le premier
terme de la suite (2) contenu dans Ma—Sm—pa.

Z est ’ensemble de tous les points P, avec y < se(.

Remarques. 1) Dans le cas ot I'espace R est un intervalle, I'ensemble 7
est non mesurable au sens de Lebesgue. Car Z, ainsi que le complémentaire de Z,
sont de mesure intérieure nulle, comme ensembles totalement imparfaits.

2) La démonstration de 'existence des ensembles indénombrables tota-
lement imparfaits, qui vient d’étre exposée, n’est pas effective, ¢. & d. que
I’existence en a été démontrée sans nommer aucun ensemble Z individuel (on
remarquera que les suites (1) et (2) n’ont pas été définies). On n’en connait
aucune démonstration effective (méme dans le cas de I'espace des nombres
réels). C'est 1a un des problémes fondamentaux liés avec la notion de l'effec-
tivité!).

II. Rapports avec la propriété de Baire. 1. Z étant {(otalement im-

parfait dans un espace ‘\" complet, séparable et dense en soi, X — Z n'est de I-re
catégorie en aucun point.

Supposons, en effet, que G soit un ensemble ouvert non vide tel que
G— Z est de [-re cutégorie. Soit B un F_ de l-re catégorie tel que G—ZCB.

L’ensemble G — B est donc dense dans G (p. 204. IV), donc dense en soi
(p. 41, V, 8). Comme ensemble G dense en soi, G — B est indénombrable

(p. 206, V, 3) et contient par conséquent un easemble parfait non vide (p. 232,
II, cor. 4). Mais alors ’ensemble ZD (G — B n’est pas totalement imparfait.

2. Dans un espace X complet séparable et dense en soi chaque ensemble
totalement imparfait a propriété de Baire est de [-re catégorie. Par conséquent,

1) Cf. a ce propos les remarques de M. Bernstein, L cit.
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si les ensembles Z et X — Z sont totalement imparfaits, ils sont dépourvus de la
propriété de Baire.
C’est une conséquence directe de 1 et de p. 53, cor. 2.

3. Dans un espace complet séparable les quatre propriétés suivantes sont
équivalentes:

(i) d'étre un B, (c. a d. un ensemble @ propriété de Baire au sens restreint)
totalement imparfait,

(ii) d’étre de I-re catégorie sur tout ensemble parfait,

(iii) d'étre un ensemble dont tout sous-ensemble dense en soi est de I-re caté-
gorie sur lui-méme,

(iv) d'étre un ensemble dont tout sous-ensemble est un B,.

Démonstrations: (i) > (ii). C’est une conséquence de 2.

(ii)-*(iii). Si F jouit de la propriété (ii) et si X est un sous-ensemble
dense en soi de F, ’ensemble I - X est de I-re catégorie sur X.. L’'ensemble
X = EX est donc (p. 45, IV, 2) de I-re catégorie sur lui-méme.

(iii) > (iv). Car la propriété (iii) implique évidemment la propriété B, et
appartient & chaque sous-ensemble d'un ensemble qui la posséde.

(iv) > (i). Car d’aprés 2 et selon le théoréme du N°I, chaque ensemble
parfait non Vid{: contient un ensemble dépourvu de la propriété de Baire.

L’existence des ensembles indénombrables jouissant des propriétés (i) — (iv)
a 6té signalée au § 35, IX (p. 265). Nous l'établirons d'une fagon plus directe
au N° suivant.

IIl. Espaces A!). Nous appelons ainsi un espace dont chaque sous-en-
semble dénombrable est un Gs.

1. Chaque espace ) satisfait d la condition (iii) 2).

Soient, en effet, W un ensemble dense en soi et D un ensemble dénom-
brable dense dans W, c.ad. DCWCD. Comme un F_ frontiére dans W, I'en-

semble W — D est de I-re catégorie sur W. Il en est donc de méme de ia
somme W=W—D-4 D. Lensemble W est par conséquent de l-re catégorie
sur lui-méme (p. 45, 1V, 2).

2. Chaque espace complet séparable et indénombrable contient un ensemble

indénombrable, donc une infinité de la puissance o8« gensembles de ce genre (puisque
chaque sous-ensemble d’un ensemble A est un ensemble A).

[ suffit d'établir cet émoncé pour Ilespace ")(, puisque chaque espace
complet séparable et indénombrable contient ) topologiquement.

) Voir ma note Sur une famille d’ensembles singuliers, Fund. Math. 21
(1933), p. 127.

?) Limplication inverse n’a pas lieu (si 'on admet I’hypothése du con-
tinu). Voir N. Lusin, Fund. Math. 21 (1933), p. 119.
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Or, nous allons démontrer d’abord que lespace ") contient une suite
transfinie indénombrable d’ensembles Gy croissants (et distincts):

® Qo CQCCQCQ oY)

Soit, en effet, Qg =0. Pour a> 0, supposons que tous les ensembles QE

avec £ <a soient des Gy .de mesure (lebesgunienne) nulle. Donc EZ' QE ‘est encore
—u S

de mesure nulle et comme (d’aprés un théoréme de la théorie de la mesure)
chaque ensemble de mesure nulle est contenu dans un G; de mesure nulle,

il existe un emsemble Q, qui est un Gy tel que Q, )Z QE et Q, :1:2 Qg

On peut évidemment supposer que les ensembles Q sont contenus dans €K

L’existence de la suite (1) se trouve ainsi établie. L’ensemble £ des
points py, p,, s Pyays Pogar tels que Puts® Quyr— Qa est un espace A. Soit,
en effet, D un sous-ensemble dénombrable de F. Posons D = (pEl,pE2, wey P )
Soit & un nombre transfini supérieur & tous les indices ,. Par conséquent
DCOG»L, d’olt D-Oa-ILD-—L“-[Qa——(Qa E — D)] et, 'ensemble Oa'E
étant dénombrable (car, pour B> o, pB n’appartient pas a Qa), Qa——(()a- E—D)

est un G;. Cela prouve que D est un Gy relativement & £ %).

Remarque. On est conduit aux espaces A dans 1’étude de [lordre de
croissance des suites d’entiers positifs. Notamment, 3= (31, % ..] et n = [y}, p%,...]
étant deux nombres irrationnels ou, ce qui revient au méme, deux suites d’en-
tiers positifs, posons j <y, lorsquon a 3 <y A partir d’'un indice #

< 0)5%‘ 1;1 {i" R < gt}

Chaque ensemble & de suites (considéré comme sous-ensemble de )(),
bien ordonné selon la relation 3 <y et du type R°) est un ensemble ).

Soit, en effet, © un sous-ensemble dénombrable de (:

€ = Bovdnr w3 dpyp b D= (Bg 2 3g,2 - 32 -

') Cette proposition est due 4 M. Zalcwasser. Pour une démon-
stration qui n’utilise pas la théorie de la mesure voir W. Sierpinski, C.R.
Soc. Sc. de Varsovie 1934.

%) Ce raisonnement est dd 3 M. Sierpinski, Sur un ensemble linéaire
non_dénombrable qui est de premiére catégorie sur tout ensemble parfait, C. R.
Soc. Sc. de Varsovie, 1933, p. 102.

?) L'existence d’une échelle de ee genre résulte facilement du théoréme
de M. Zermelo.
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Soient a un nombre supérieur a tous les £, et H 1’'ensemble (3o, 31, b
L’ensemble § contenant © et la diﬂérence H — D étant dénombrable, il suffit
de démontrer que $ est un Gy dans €, ou encore, que (£ — § est un F_dans G.

On a les éq}iivalences évidentes: {; ¢ (& — .{))}' = {(3: €) Gg, <'p} et
o<sh=3 [T+t <ok, don 6 —p=6- [T E <),
n k : 3

dg,
L'ensemble E {m< 5’} = l‘? {m—l— 1« 3’} étant fermé (pour i et m fixes),
3 3 '
il en est de méme de /7 {32+k<:\ﬂ+k}. Cela implique aussitét que (f — { est
3

un F_ dans (G

IV. Transformations. 1. La propriété d'étre totalement imparfait et
celle d’étre un espace \ sont des invariants de toute transformation -biunivoque
v =f(x) dont la transformation inverse x = f~1(y) est continue.

En effet, si espace /= f(X) renferme un ensemble ¢ homéomorphe
a (/, Pespace X contient I’ensemble f—1(C), qui contient (° topologiquement -
(p. 227, V).

D’autre part, si X est un espace A et P est un sohs-en_semblo dénom-
brable de )/, Yensemble f~'(P), comme dénombrable, est un G; dans X et

PPensemble P = ff}(P) est un Gy, car la fonction 1 est continue. “!f est

donc un espace i.

2. y=f(x) étant une fonction arbitraire définie sur un espace X qui
est soit totalement imparfait, soit un espace \, l'ensemble | = E { y=f (x)} lest
également, i

Car la projection paralléle a L'axe ¢/ transforme / en X d'une fagon
biunivoque et continue.

8. Chague ensemble Z de puissance K. situé dans un espace complet sépara-
ble Y est une image biunivogue et continue d'un espace ). contenu dans ‘X<,
done, d'un ensemble jouissant de la propriété de Baire au sens restreint.

En eftet, conformément a N°III, 2, I'espace “} contient un ensemble E
de puissance R: et qui est un espace . Soit y =f(x) une transformation biuni-

voque de F en Z. L'ensemble /= E {y—-:f(x)} est un ensemble A (d’aprés 2)
Xy .
et Z en est une image biunivoque et continue.

') C'est au fond la marche du raisonnement qui a sérvi. a M. Lusin
pour établir I'existence des ensembles indénombrables i propriété (ii), - Voir
Sur lexistence d'un ensemble non dénombrable qui est de premiére catégorie sur
tout ensemble parfait, Fund. Math. II (1921), p. 155—157. ‘
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4. Une fonction arbitraire y=f(x), définie sur un espace jouissant de
la propriété (ili) du NC°II, posséde la propriété de Baire au sens restreint.

Plus encore: A étant un ensemble arbitraire, I'ensemble D des points de
discontinuité de la fonction partielle f|A est de I-re catégorie sur A?).

En effet, il existe dans A un ensemble dénombrable £ tel que A —F
est dense en soi (p. 108, V). Comme, en outre, D ne contient aucun point
isolé de A (p. 67, II), il vient DC(A— E)+4E- A\ L’ensemble E. A\, comme
formé d’une suite de points d’accumulation, est de I-re catégorie dans A; l'en-
semble A — £ I'étant également par hypotheése, il en est de méme de D.

Remarques. 1. L'ensemble [= EY {y=f(x)} peut jouir de la propriété de Baire
xy

au sens restreint sans que la fonction f en jouisse, méme au sens large?). Cela
résulte de 2 en vertu de I’hypothése du continu. Notamment, soient A un
ensemble dépourvu de la propriété de Baire dans Pintervalle ';7=01, F un
espace . indénombrable, F un sous-ensemble fermé de F et tel que les en-
sembles F et £~ F sont indénombrables et enfin y=f(x) une fonction
biunivoque telle que f(J) =F et que f(A) = F.

2. Ni la propriété de Baire au sens restreint, ni celle d'étre un espace h n'est
un invariant des transformations biunivogues et continues. Cela résulte de 3 en
vertu de I'hypothése du continu. Car 4 étant un ensemble dépourvu de la
propriété de Baire (au sens large, cf. p. 53, IVa), il existe un ensemble » dont
A est une image biunivoque et continue.

V. Rutres espaces singuliers. ['spaces s. Nous appelons ainsi un
espace dont chaque sous-ensemble borelien est un Gy *®).

Evidemment chaque espace 5 est un espace k; chaque fonction mesurable B
définie sur un espace s est de I-re classe.

L’existence des espaces s indénombrables (contenus dans “)() résulte de
I’hypothése du continu. La démonstration en est tout-a-fait analogue a celle
de I'existence d’un espace A (N°III). On imagine d’abord, en vertu de I'hypo-
thése du continu, la famille de tous les ensembles G de mesure nulle rangée
en une suite transfinie du type €:

M Koy Kis ooy K Ko 11

Parmi les différences Ka— ZKE il y a une infinité indénombrable de
Eia

différences non vides. En effet, dans le cas contraire il existerait un in-

) Cf. la remarque 3 du § 27, X (p. 191).

?) Cf. § 28, 111, remarque 1 (p. 194). Voir W. Sierpinski, La pro-
priété de Baire des fonctions et de leurs images, Fund. Math. 11 (1928), p. 306.

3) Voir W. Sierpinski, Sur 'hypothése du continu, Fund. Math. 5 (1924),
p. 184 et E. Szpilrajn, Sur un probléme de M. Banach, Fund. Math. 15 (1930),
p. 212,
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dice « a partir duquel on aurait 2 ng S Kg= 2 K§=... Comme
<o Elol Ela-}-2
chaque ensemble Gy composé d’un point individuel appartient a la suite ),

on obtiendraitgz KE—_-'T)L‘, ce qui est impossible, 1a somme Z KF. étant de
-*“_a -a

mesure nulle.
Tout ensemble I qui contient un seul point de chaque ensemble K  — Z K t
Ea

non vide est un ensemble s indénombrable. Nous allons prouver d’abord que
chaque ensemble H contenu dans E et mesurable au sens de lLcbesgue est dénom-
brable.

En effet, lensemble £K étant dénombrable, quel que soit «, il n’existe
aucun G; indénombrable de mesure nulle gui soit contenu dans E. L’ensem-
ble F est done de mesure intérieure nulle et par suite // est de mesure nulle.
Il existe par conséquent un K, tel que (K, dott HCFEK, . L'ensemble K
étant dénombrable, il en est de méme de H.

Ceci établi, soit B un ensemble borelien arbitraire contenu dans Pin-
tervalle 7 =01. Il s’agit de prouver que BF est un G?) relativement a F.

Posons 7 —B=U-+}V, oit U/ est un F, et V est de mesure nulle. [l vient
E — B=UE- VL. Comme ensemble de mesure nulle, V£ est dénombrable,
par conséquent F—B est un F_ dans £ et BE y est un Gy, c. g. f. d.

11 est a remarquer que [l'ensemble E est non mesurable au sens de lebesgue
et jouit cependant de la propriété de Baire au sens restreint') (qui est une consé-
quence de » donc de q).

2) Espace v. Nous appelons ainsi un espace dont chague sous-ensemble
non-dense est dénombrable *).

L’existence des espaces v indénombrables (contenus dans ‘)() résulte de
Phypothése du continu.

Imaginons, en effet, les sous-ensembles fermés non-denses de ‘i rangés
en une suite transfinie du type :

Foy Fiy s Fopy Fop 1y o

') C'est d’ailleurs un fait général qu’'un ensemble dont chaque sous-
ensemble mesurable au sens de Lebesgue est dénombrable jouit de la pro-
priété de Baire au sens restreint. Voir S. Saks, Sur un ensemble non mesura-
ble jouissant de la propriété de Baire, Fund. Math. 11 (1928), p. 277. Cf. N. Lu-
s8in, Sur une question concernant la propriété de Baire, Fund. Math. 9 (1927),
p. 117. Ajoutons que le probléme inverse, & savoir, celui de 'existence d’un
ensemble mesurable (de mesure 0) dépourvu de la propriété de Baire (méme
au sens large) se résout facilement sans I’hypothése du continu.

%) N. Lusin, C. R. Paris, t. 158 (1914), p. 1259,

C. Kuratowski, Topologie I. 18
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Comme espace complet, '){ n’est pas de I-re catégorie. Il en résulte
(comme dans la démonstration précédente) qu’il existe une infinité indénom-
brable de différences F, -—-Eg_z‘ FE non vides. Tout ensemble E contenant un seul
point de chacune d'elles est un espace v indénombrable. Plus encore: tout sous-
ensemble N de E qui est non-dense dans "/ est dénombrable. Car N étant
non-dense dans ‘), il existe un indice « tel que F = N, dott NCEF_. L'en-
semble I:‘Fa étant dénombrable (par définition de E), 'ensemble N Pest
également.

Propriétés des espaces v. 1. Tout espace v est totalement imparfait.

Car Pensemble (” de Cantor contient un sous-ensemble parfait non-dense
dans C.

2. Chaque sous-ensemble d propriété de Baire d’'un espace v est la somme
d’un ensemble Gy et d'un ensemble dénombrable.

Car il est la somme d’un ensemble Gy et d’'un ensemble de I-re ‘catégorie
(p. 51, IV, 2) et ce dernier est dénombrable. Il en résulte que

8. Chaque fonction jounissant de ta propriété de Baire et définie sur un es-
pace v est de deuxiéme classe?).

4. f(x) étant une fonction d valeurs réelles, jouissant de la propriété de
Baire et définie sur un espace E d propriété v, I'ensemble f(F) est de mesure le-
besguienne nulle: mf (F) = 0 ?).

En effet, d’'aprés le théoréme p. 195, V, il existe dans £ un ensemble 7
tel que mf(Z) =0 et que E—Z est de I-re catégorie. F-—Z étant dénom-
brable par hypothése, il vient mf (F — Z) =0, d’on mf(E) = 0.

5. E étant un espace v, @ chaque suite {cﬂ} de nombres positifs correspond
une décomposition IF = I, +[‘ + ... telle que o (F,)<c,?.

En effet, {_pn} étant une suite dense dans £ et F,, étant une sphére ouverte
de centre p, et telle que 3 (E,,) <c,,, ensemble ouvert G = E, E -+ F;+...
est dense dans E. L’ensemble E— G est par conséquent non-dense, donc dé-
nombrable: £— G = [g,, ¢, ...]. On pose E,, ;= @)

') G. Poprougénko, Sur un probléme de M. Mazurkiewicz, Fund.
Math. 15 (1930), p. 285. .

*) Cf. W.Sierpifsli, Sur un ensemble non dénombrable dont toute
image continue est de mesure nulle, Fund. Math. 11 (1928), p. 302.

3 Cf. W. Sierpinski ibid., p. 304. Le probléme de Vexistence des
ensembles indénombrables satisfaisant a4 la thése du théoréme 5 provient de
M. Borel. On ne sait pas Pétablir sans I’hypothése’ du continu. Voir'
E. Borel, Sur la classification des ensembles de mesure nulle, Bull. Soc. math.
de France 47 (1019), p. 1 et E. Szpilrajn, Sur une hypothése de M. Borel,
Fund. Math. 15 (1830), p. 126.
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Symboles de la Logique et de la Théorie des ensembles.

Lty e=, 005 o1 2 [ B pose X, P, A% o (@,
p. 8 f-, p. 11; f|E, f(x|E), p. 12; Limes Xn, p. 70; €, p. 113; “U*, p. 137.
n=—oo

Symboles topologiques et métriques.

[x—y!82 limp, 76, w(p) 85,
n=oo

X 15, X' 39, X©107, X, 118,

D (X) 45, Fr(X), Int(X) 24, «(X) 202, 3(X) 85,

dist (X, ¥) 89, p(X,Y) 86,

Li X, 152, Ls X, 158, Lim X, 155,

N=oco - N==oo n=co

C (ensemble de Cantor) 79, ¢ (ensemble des nombres réels) 48, J (intervalle
0<x<1) 79, L2 77, 276, ) (ensemble des nombres irrationnels) 80, I 79,

A 201, am X, aim, X 116, 2X gg YX 199
A 234, B49, B, 55 C 235, F, 160, F, 21, G, 160, Gy 21, L, 235.

Accessibilité 245.

Accumulation (point d') 89.
Additif 29.

Ambigu 162, relativement 165.
Analytique (ensemble) 234.
‘Automorphie 0. '

‘Axe 8.

Axiomes [—1II 15, IV 95, V 101,

Termes.

Base 101.

Bicontinue (fonction) 70.
Biunivogque (fonction) 13.
Borelien 22, localement 167.
Borné 85, totalement: o1.

Caractéristigue (fonction) 69,
Catégorie (premiére) 43.
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Classe o additive, multiplicative (d’un
ensemble) 160, classe « '(fonction
de) 177, (fonction propositionnelle
de) 168, petite classe a 233.

Clairsemé 41.

Compact 197.

Complémentaire 2, analytique 234.

Complet (espace) 196, topologiquement
196.

Complexe (fonction) 182.

Condensation (point de) 107.

Condition de Cauchy 196.

Contenu topologiquement 72.

Continuité 66.

Coordonnée 8, barycentrique 93.

Corps 33.

Cube fondamental de Hilbert 79.

Dénombrabie 21.

Dense 31, en soi 40.

Dérivé 39, d’ordre o 114,

Dérivée (fonction sans) 209, infinie
262, partielle 267.

Développable 59.

Diagonale 144, 150, théoréme de la 175.

Diamétre 85.

Dimension 116, faible 133.

Dimensionnante (famille) 134.

Discontinue ponctuellement (fonction)
67.

Disjoint 2.

Distance (des points) 82, (des ensem-
bles) 89.

Domaine fermé 37, ouvert 38.

Ecart (des ensembles) 86.

Effectif 109.

Ensemble © de Cantor 80, limite 70,
limite complet, restreint 152.

Entourage 27.
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